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Resumen

Se presentan simulaciones de estructuras toroidales alrededor de un agujero negro

utilizando un potencial pseudo-newtoniano para producir efectos de gravedad fuerte

provocados por la masa central. Se estudiaron toros de acreción con simetrı́a axisimétri-

ca, construidos bajo una ley de momento angular constante.

Se utilizaron dos tipos de prescripción para generar la viscosidad del disco: la pres-

cripción α y la prescripción β, la primera basada en movimientos caóticos y campos

magnéticos internos, mientras que la segunda predice movimientos turbulentos pura-

mente hidrodinámicos.

Se estudió la estructura y la dinámica de los toros de acreción bajo la influencia de la

autogravedad. El potencial gravitacional del toro se resolvió utilizando Transformadas

Rapidas de Fourier y diferencias finitas.

Los elementos del fluido que simularán al toro fueron generados con un método

de Monte Carlo (para poder obtener números aleatorios), esto permitı́o crear una dis-

tribución de N partı́culas con un perfil toroidal en el plano R, z bajo ciertas condiciones

iniciales. Una vez obtenidas las partı́culas que forman parte de los elementos del flui-

do, estas se relajaron dinamicamente introduciendo un término de amortiguamiento en

las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener un estado de equilibrio de la

distribución, o al menos muy cercano a este.

El código utilizado calcula distintas variables hidrodinámicas del sistema, como la

densidad y energı́a total como funciones del tiempo, ası́ como la masa del disco y la

posición del centro de masa en la dirección R y z. Estos datos fueron analizados para

poder observar diferencias entre discos con prescripción α y β, al igual que entre discos

sin y con autogravedad.





Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Acreción como fuente de energı́a

El proceso de acreción a lo largo de la historia ha sido de gran importancia en el

estudio de diversos sistemas. Este se encuentra presente en sistemas que van de tamaños

de escala pequeños como los discos protoestelares hasta los núcleos activos de gala-

xias. Es de gran importancia poder entender la fı́sica detrás de este proceso, ası́ como la

formación, evolución y estructura de los discos de acreción.

El proceso de acreción ocurre cuando gas o materia cae (se acreta) hacia un obje-

to con atracción gravitacional y se acumula sobre el mismo. Esto puede ocurrir sobre

cualquier objeto con una cierta masa M, sin embargo la extracción de energı́a resulta ser

mucho más eficiente cuando el objeto central es más compacto, es decir que la razón

M/R∗, siendo R∗ el radio del objeto, sea mucho mayor.

La extracción de energı́a potencial gravitacional de la materia que esta siendo acre-

tada a un cuerpo es la principal fuente de potencia en muchos de los sistemas binarios

cercanos (Prendergast & Burbidge, 1968), y también se sabe que esta es la responsable

de alimentar de energı́a a los Núcleos Activos de Galaxias y Quasares (Greenhill et al.,

1996).

Para tener una idea del orden de magnitud de la energı́a que proporciona la acreción

a estos sistemas, podemos hacer lo siguiente. Para un cuerpo de masa M y radio R∗, la

energı́a potencial gravitacional liberada (por unidad de masa) en su superficie es

∆Eacc =
GM

R∗
, (1.1)

donde G es la constante gravitacional. Si el cuerpo que esta acretando es una estrella

de neutrones, con radio R∗ ≈ 10 km, masa M ≈ M⊙, entonces tenemos que ∆Eacc

es del orden de 1020 erg por gramo de materia acretada. Para comparar este resultado,

consideremos la energı́a que podrı́amos extraer de una masa m, obtenida por reacciones

de fusión nuclear. El máximo para esta energı́a usualmente se obtiene en la astrofı́sica,
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siendo el material inicialmente hidrógeno, por lo que la conversión que necesitamos es

la quema de hidrógeno a helio. Esto implica una liberación de energı́a por unidad de

masa

∆Enuc = 0.007c2, (1.2)

donde c = 3 × 108 m s−1 es la velocidad de la luz, con lo que obtenemos que esto es del

orden de 6 × 1018 erg por gramo o 1/20 la energı́a liberada por acreción.

Un concepto importante en la teorı́a de acreción es el lı́mite de Eddington. Esta

cantidad nos indica el valor máximo de la luminosidad para una masa dada en un sistema

esférico de acreción. Consideremos la acreción estable con simetrı́a esférica. Podemos

suponer que el material que esta siendo acretado consiste principalmente de Hidrógeno

completamente ionizado. Debido a que la sección eficaz de los protones es un factor

(me/mp)2 más pequeño (me/mp ≈ 5 × 10−4 es la razón entre la masa del electrón y el

protón ) que la sección eficaz de los electrones libres, la radiación ejercerá una fuerza

principalmente en los electrones libres a través de la dispersión de Thomson. Tomando a

S como el flujo de energı́a radiada (en erg s−1 cm−2 ) y a σT = 6.7×10−25 cm2 la sección

eficaz de Thomson, entones la fuerza radial hacia afuera en cada electrón será igual a la

tasa con la cual se absorbe el momento, σT S/c donde c es la velocidad de la luz.

Por otra parte, debido a que el gas esta ionizado, las fuerzas electrostáticas de Cou-

lomb también juegan un papel importante entre los protones y electrones. Los electrones

arrastraran con ellos a los protones durante su movimiento. Por lo que la radiación em-

pujará al par protón-electrón en contra de la fuerza de gravedad total GM(mp + me)/r2

que actúa sobre cada par a una distancia radial r del centro. Podemos expresar al flujo

de energı́a radiada en términos de la luminosidad L (erg s−1) de la fuente de acreción,

utilizando la simetrı́a esférica tenemos que S = L/4πr2. Por lo tanto la fuerza neta total

en el par electrón-protón será

GM(mp + me)

r2
− LσT

4πcr2
≈

(

GMmp −
LσT

4πc

)

1

r2
.

Esta última aproximación es valida ya que la masa del protón mp es mucho ma-

yor que la masa del electrón me. El lı́mite de Eddington se alcanza cuando esta última

expresión se vuelve igual a cero. Es decir cuando la acreción de detiene.

LEdd =
4πGMmpc

σT

≈ 1.3 × 1038

(

M

M⊙

)

erg s−1. (1.3)

Para una masa M fija esta cantidad nos indica el valor de la luminosidad L máxima

para el cual puede existir la acreción de materia en dicho sistema. Para luminosidades

mayores, la presión que ejerce la radiación (hacia afuera), excederá la atracción gravi-

tacional (dirigida hacia el objeto central) y por lo tanto la acreción se detendrá. Si parte

de luminosidad de la fuente central es generada por algún mecanismo diferente de la

acreción, por ejemplo la quema de núcleos, entonces las capas externas del material que

rodean al objeto central serán expulsadas, provocando una inestabilidad del sistema. Si
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la luminosidad del sistema es obtenida totalmente por el proceso de acreción, entonces

al detenerse la acreción de materia, la fuente se apagarı́a.

A pesar de las suposiciones realizadas para obtener el lı́mite de Eddington, este resul-

ta ser una aproximación de gran importancia. Para sistemas con una geometrı́a diferente

este lı́mite varı́a significativamente de la situación real, pero aun ası́ el lı́mite nos puede

dar un estimado de la situación real.

Para objetos alimentados por acreción el lı́mite de Eddington implica un lı́mite en

la tasa de acreción estacionaria, Ṁ(g s−1). Si toda la energı́a cinética de la materia que

cae se transformara a radiación en la superficie estelar, R∗, entonces de la ecuación (1.1)

tenemos que la luminosidad de acreción es

Lacc =
GMṀ

R∗
. (1.4)

Podemos expresar la ecuación (1.4) en términos de ordenes de magnitud tı́picos,

escribiendo la tasa de acreción como Ṁ = 1016Ṁ16 g s−1,

Lacc = 1.3 × 1033Ṁ16

(

M

M⊙

) (

109cm

R∗

)

erg s−1

= 1.3 × 1036Ṁ16

(

M

M⊙

) (

10km

R∗

)

erg s−1. (1.5)

Con esto podemos ver que para las estrellas de neutrones (del orden de 1M⊙ y R∗ ≈
10 km) la luminosidad será del orden de 1036 erg s−1, mientras que para enanas blancas

(del orden de 1M⊙ y R∗ ≈ 109 cm) la luminosidad será del orden de 1033 erg s−1.

1.2. Espectro emitido

Para la observación de estos objetos donde ocurre la acreción se puede hacer una es-

timación utilizando los términos ya descritos. Podemos caracterizar el espectro continuo

de la radiación emitida con una temperatura de radiación Trad, definida de tal forma que

la energı́a tı́pica de un fotón, hν̄ sea del orden de kTrad, por lo tanto Trad = hν̄/k, donde

k = 1.381 × 10−16 erg K−1 y h = 6.626 × 10−27 erg s son las constantes de Boltzmann y

Planck, respectivamente.

Ası́ mismo, para una luminosidad de acreción Lacc proveniente de una fuente con

radio R∗, podemos definir una temperatura de cuerpo negro Tb como la temperatura que

tendrı́a la fuente si esta radiara como un cuerpo negro, es decir:

Tb =

(

Lacc

4πR∗σ

)1/4

, (1.6)

donde σ = 5.67 × 10−8 W m−2 K−4 es la constante de Stefan-Boltzmann.
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Por último, definimos la temperatura Tth como la temperatura que el material acre-

tado podrı́a alcanzar si toda su energı́a potencial gravitacional fuera convertida comple-

tamente en energı́a térmica. Para cada par protón-electrón acretado, la energı́a potencial

liberada seria GM(mp + me)/R∗ ≈ GMmp/R∗, y tomando la energı́a térmica como 3kT

(3/2kT por cada partı́cula), entonces tenemos que

Tth =
GMmp

3kR∗
. (1.7)

La temperatura de radiación que esperamos tiene que estar entre la temperatura de

cuerpo negro y la temperatura térmica. Si el flujo de acreción es ópticamente grueso, la

radiación puede alcanzar el equilibrio térmico con el material acretado y por lo tanto la

temperatura deberı́a tener un valor cercano a la temperatura de cuerpo negro Tb. Por otro

lado si la energı́a de acreción es convertida directamente en radiación, la cual escapa

sin alguna otra interacción, es decir si el material es ópticamente delgado, tendrı́amos

que la temperatura de radiación se acercarı́a más al valor de la temperatura térmica Tth.

Entonces la temperatura de radiación cumple con

Tb < Trad < Tth.

Esto es simplemente una estimación obtenida de la suposición de que podemos ca-

racterizar al disco con una sola temperatura 1 (Trad). Esto no aplica, por ejemplo, a una

distribución no-Maxweliana de electrones radiando en un campo magnético fijo.

Para el caso de una estrella de neutrones de una masa solar, el lı́mite superior (1.7)

nos da Tth ≈ 5.5×1011 K, o en términos de energı́a kTth ≈ 50 MeV. En el caso del lı́mite

inferior, necesitamos tener una idea del valor de la luminosidad de acreción Lacc; una

primera aproximación puede ser el limite de Eddington LEdd ≈ 1038 erg s−1. Con esto

obtenemos que Tb ≈ 107 K ó kTb ≈ 1 KeV. La energı́a que esperamos para los fotones

como resultado de la acreción en estrellas de neutrones debe de estar en el rango

1 keV . hν̄ . 50 MeV.

Análogamente podemos obtener el rango de energı́as esperado para el caso en el cual

el objeto central es un agujero negro con masa M ≈ 1M⊙ y un radio 2 R∗ ≈ 3 km. La

energı́a esperada esta en el rango de

1.6 keV . hν̄ . 160 MeV.

Debido a que las estrellas de neutrones y los agujeros negros son los objetos más

compactos que existen en el universo, podemos esperar que los sistemas que acretan ma-

teria hacia alguno de estos objetos resulten ser los más luminosos. El rango de emisión

1En realidad la temperatura varia a lo largo del disco de acreción. El resultado obtenido en esta sección

nos da una estimación de lo que podriamos esperar en estos sistemas.
2En el caso del agujero negro R∗ no indica el radio de la superficie del agujero negro, en este caso R∗

representa el radio de Schwarzschild. Este radio se definirá en el capı́tulo 5.
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en el espectro irá desde los rayos X medios hasta los duros y posiblemente en la región

de los rayos gamma.

Podemos aplicar estos lı́mites también a enanas blancas que acretan materia. Para

estos sistemas una aproximación a la luminosidad de acreción es del orden de Lacc ≈
1033 erg s−1 (obtenida de la ecuación (1.5)). Tomando una masa M = M⊙ y R∗ = 5×108

cm, obtenemos que las frecuencias esperadas deben de estar en el rango

6 eV . hν̄ . 100 keV.

Esto nos indica que la emisión de las enanas blancas que acretan debe de ser en el

óptico, ultravioleta y posiblemente en la región de los rayos X. Lo cual corresponde a lo

que se sabe de las estrellas variables cataclismicas.

1.3. Modelos de discos de acreción

El proceso de acreción es un fenómeno de gran importancia en la astrofı́sica. Sus

estudios comenzaron con los trabajos realizados por Salpeter (1964) y Zeldovich (1964),

en los cuales sugirieron que los objetos masivos podrı́an obtener energı́a debido a la

influencia gravitacional que ejercen en las estrellas vecinas o el medio que los rodea.

Posteriormente trabajos como los de Shklovsky (1967) y Prendergast & Burbidge (1968)

enfatizaron la importancia del momento angular para la acreción en un sistema binario,

en particular estudiaron el comportamiento de las fuentes de rayos X (Sco X-1 y Cyg X-

2). Los primeros modelos de discos de acreción fueron construidos por Shakura (1972),

Pringle & Rees (1972), Shakura & Sunyaev (1973). Estos modelos fueron construidos

para estrellas de neutrones y agujeros negros, utilizando la fı́sica Newtoniana. Modelos

que tomaban en cuenta la relatividad general sobre la parte interna del disco de acreción

fueron propuestos por Novikov & Thorne (1973). También se propusieron modelos para

los núcleos de las galaxias, Lynden-Bell (1969) propuso que en el centro de las galaxias

podrı́a existir un agujero negro supermasivo (107 − 109M⊙ ) rodeado por un disco de

acreción gaseoso que estarı́a alimentando al agujero negro y por lo tanto suministrando

grandes cantidades de energı́a.

A pesar de que las propiedades de los discos estándar de acreción (Shakura & Sun-

yaev, 1973), es decir, los discos delgados, se conoce muy bien aún falta por explorar

varios aspectos. ¿Que pasa por ejemplo, si queremos construir un modelo de un disco

de acreción en donde la tasa de acreción sea muy grande, superando la tasa de acreción

de Eddington ṀEdd
3? de acuerdo con los estudios realizados por Abramowicz et al.

(1978) y Paczyński & Wiita (1980), los discos deben volverse más gruesos, al menos

en las regiones más cercanas a los objetos compactos, estos discos ya no estaran sopor-

tados unicamente por la rotación kepleriana, sino que ahora la presión tendrá un papel

importante en la estructura radial y vertical del disco. Estas estructuras soportadas por

3La tasa de acreción de Eddington es la tasa de acreción necesaria para igualar la luminosidad de

Eddington, para una masa M de la estrella y un radio R∗ fijos, de acuerdo con la ecuación (1.5).
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presión dan origen a los discos gruesos o también llamados toros. Dichas estructuras

toroidales posiblemente se forman después del colapso del nucleo en una estrella masiva

rotante (Woosley, 1993) o en las etapas posteriores a la fusión de dos objetos compactos

en binarias cernanas (Narayan et al., 1992). En el contexto de las binarias de baja masa

en rayos X (LMXB, por sus siglas en ingles), observaciones realizadas con RXTE (van

der Klis, 2000) han mostrado que existen oscilaciones en milisegundos en sistemas que

contienen una estrella de neutrones o un agujero negro rodeado por un toro de acreción.

Los discos gruesos fueron puestos aprueba a partir del descubrimiento de la inestabili-

dad Papaloizou-Pringle (Papaloizou & Pringle, 1984), ellos sugieren que los toros libres

de vorticidad son dinamı́camente inestables ante modos globales no axisimétricos. Esto

quiere decir que serı́a imposible para dichos objetos existir en un estado de equilibrio en

la naturaleza, ya que estos serián destruidos o distorcionados drasticamente por la inesta-

bilidad durante el tiempo que le toma en llegar a un equilibrio. Esto estimuló el estudio

de estas estructuras toroidades y desde entonces se ha realizado diversos estudios, tanto

analı́ticos como numéricos considerando diferentes leyes de rotación y distribuciones de

la entropı́a (ver Narayan (1991) para un review acerca de este tema). Algunos estudios

acerca de la inestabilidad Papaloizou-Pringle fueron realizados posteriormente (ver Koji-

ma 1986, Glatzel 1987, Blaes 1987, Goodman & Narayan 1988). Algunos años después

se realizaron estudios con simulaciones hidrodinámicas en 3D (Zurek & Benz 1986,

Hawley 1990, 1991). Estos cálculos mostraron que aunque esta inestabilidad crece, la

tasa de crecimiento de la inestabilidad a lo largo del toro no es muy significante (Hawley,

1991), y en ocasiones la inestabilidad puede ser estabilizada por efectos del flujo (Blaes,

1987) y/o por la autogravedad (Goodman & Narayan, 1988).

1.4. Viscosidad

Aun cuando la teorı́a de los discos de acreción ha tenido grandes logros al poder

ajustarse a las observaciones, esta teorı́a no tiene un poder predictivo muy grande a ex-

cepción de algunas situaciones lı́mite. Esto se debe principalmente a la incertidumbre

de la naturaleza y magnitud de la viscosidad. Como se verá en más adelante, la vis-

cosidad gobierna la estructura local del disco, ası́ como la escala de tiempo con la que

éste evoluciona. Una de las cosas que se sabe con cierta certeza es que la viscosidad

molecular ordinaria es demasiado pequeña para producir alguna influencia en el disco,

aunque no hay razón alguna para que modelos que incluyan esta viscosidad no puedan

ser construidos.

Parte del problema que enfrentan los discos de acreción es que en estos sistemas

se tiene que lidiar con un medio con un fuerte rozamiento que además es supersónico,

radiativo, y tiene números de Reynold altos. El rozamiento y los números de Reynolds

altos han hecho que se llegue a pensar que el flujo debe de ser inestable ante movimientos

turbulentos. Esto ha llevado a las discusiones de la teorı́a de mezclado (von Weizsacker,

1943) y fue parte de la motivación para la prescripción α (Shakura & Sunyaev, 1973).
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Para los discos α podemos definir el número de Reynolds efectivo como

Re ≈ α−1(R/H)2 >> 1,

donde Re es el número de Reynolds efectivo, R es la coordenada radial y H es un tamaño

tı́pico de escala en la dirección z4 (este termino será descrito más adelante). Lynden-Bell

& Pringle (1974) argumentaron que Re ≈ 103, basado en la intuición de la turbulencia

de laboratorio (subsónica y no-radiativa). Aunque no hay una justificación para esta

proposición.

Aunque, hay una pequeña certeza acerca de cómo hacer una prescripción para dicha

viscosidad turbulenta en la ausencia de una teorı́a fı́sica propia para la turbulencia. Una

de las viscosidades más adoptadas es la prescripción α introducida por Shakura (1972) y

Shakura & Sunyaev (1973), la cual describe la viscosidad ν como el producto del tamaño

tı́pico de escala H determinado por la presión, la velocidad del sonido cs y un parámetro

α en el cual esta contenida toda la fı́sica que se desconoce:

ν = αcsH.

En esta prescripción a la viscosidad se le atribuye un origen en la turbulencia y

en las pequeñas inestabilidades magnéticas dentro del fluido. Aunque es posible cal-

cular un valor de α, una parametrización de este tipo para ν es únicamente útil si el

parámetro de proporcionalidad α es aproximadamente constante. Podrı́amos esperar que

esto sucediera únicamente si las cantidades de escala fueran escogidas en una mane-

ra fı́sica apropiada. Los modelos para la estructura y evolución de los discos de acre-

ción en sistemas binarios cercanos (novas enanas y estrellas simbióticas) muestran que

la parametrización de Shakura & Sunyaev con α constante lleva a resultados que re-

producen el comportamiento observado de los discos en estos sistemas de manera co-

rrecta. Los modelos dependientes del tiempo para las eyecciones de las novas enanas

(Meyer & Meyer-Hofmeister, 1984) y los transitorios de rayos X (Cannizzo, 1996) de-

muestran que, sobre un amplio rango de estados fı́sicos del disco en diferentes fases de

su evolución, los valores obtenidos para el parámetro de viscosidad α no varı́an más

allá que aproximadamente un orden de magnitud y los valores no están muy alejados de

la unidad. Como un resultado de estos éxitos y la falta de una teorı́a , la prescripción

α es usada esencialmente en casi todos los modelos de discos de acreción. A pesar de

su éxito, la prescripción α no contiene información acerca del mecanismo que genera la

turbulencia, únicamente contiene los lı́mites fı́sicos para su eficiencia en un disco.

Algunos otros estudios, como el de Balbus & Hawley (1991) y sus colaboradores

Hawley et al. (1995), han mostrado que para discos de acreción magnéticos no auto-

gravitantes, existe una inestabilidad que puede dar origen a la turbulencia con la depen-

dencia y cantidades requeridas. No obstante en algunos sistemas como en el caso de

4Estamos suponiendo que el sistema tiene simetrı́a axisiméstrica. La posición de los puntos en el espa-

cio sera descrita por un sistema de coordenadas cilı́ndricas (R, φ, z). El eje z coincide con el eje de rotación

del disco.
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las regiones proto-estelares y los discos protoplanetarios, la ionisación no es tan grande

como para mantener una viscosidad magnética significante, por lo que el origen de la

viscosidad en estos sistemas tiene que ser distinto, probablemente hidrodinámico.

Si la turbulencia hidrodinámica puede mantener la viscosidad en el perfil de mo-

mento angular de un disco de acreción y si esto puede resultar en un transporte de mo-

mento angular hacia las regiones con un momento angular especifico mayor aun no esta

tan claro. Balbus et al. (1996), argumentaron en contra de una viscosidad puramente

hidrodinámica; ellos basaron sus argumentos en experimentos numéricos, aunque estos

experimentos se han realizado para números de Reynolds muy bajos comparados con

los que se encuentran en estos objetos astrofı́sicos. Dubrulle (1992) y Kato & Yoshizawa

(1997) junto con otros investigadores, han argumentado a favor, basados principalmente

en consideraciones analı́ticas. Los experimentos con flujos de Couette-Taylor (Wendt,

1933; Taylor, 1936a,b) muestran una clara evidencia de la existencia de una inestabili-

dad puramente hidrodinámica. Aunque el fluido es esencialmente incompresible, la tur-

bulencia es generada por encima de un número de Reynolds crı́tico, independiente del

perfil radial del momento angular. Richard & Zahn (1999) reanalizaron los resultados

de los experimentos de Taylor y, para números de Reynolds grandes, los han interpre-

tado en términos de una viscosidad turbulenta. Con base en estos estudios Duschl et al.

(2000) han propuesto una generalización para la prescripción de la viscosidad en discos

de acreción basada en la turbulencia puramente hidrodinámica generada a un número de

Reynolds crı́tico. Esta es llamada la prescripción β.

ν = βRvφ

donde β es el parámetro de eficiencia, R es el radio en coordenadas cilı́ndricas y vφ es

la velocidad circular. En esta búsqueda de la prescripción correcta para la viscosidad de

los discos de acreción, puede resultar más probable que un enfoque más observacional

pueda resultar más fructı́fero para descubrir las propiedades de la viscosidad del disco

que un enfoque puramente teórico. Aunque como es usual, no es tan fácil el poder in-

terpretar la observaciones en una manera no ambigua. En este trabajo se hará un análisis

de ambas prescripciones haciendo un estudio de la estructura y dinámica que cada uno

de estos provoca en el disco de acreción. Posteriormente se hará una comparación para

poder encontrar alguna caracterı́stica que pueda ayudar a diferenciar entre cual es el

mecanismo que provoca la viscosidad en el fluido.

1.5. Autogravedad

Los discos de acreción son un resultado natural de las estructuras rotantes que co-

lapsan. En algunos casos, las masas pueden ser relativamente altas y los efectos de auto-

gravedad pueden ser importantes.

Tradicionalmente, los modelos de acreción ignoran la autogravedad asociada con el

disco y consideran al disco en una rotación Kepleriana alrededor de un objeto compacto
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(Pringle, 1981). Pero en ciertas ocasiones no resulta ser tan válido el despreciar esta con-

tribución. Por ejemplo, existen observaciones en Núcleos Activos de Galaxias (Greenhill

et al., 1996) y en discos protoestelares (Hillenbrand et al., 1992) que apuntan a que en

algunos casos la autogravedad del disco puede jugar un papel importante.

En el contexto de los discos de acreción en Núcleos Activos de Galaxias, en la gala-

xia Seyfert NGC 1068, la curva de rotación parece mostrar una desviación significativa

a la ley Kepleriana, ya que se observa una velocidad de rotación que va como r−0.35 a

distancia aproximadamente de 1 pc del centro (Greenhill et al., 1996). La observación de

emisión de maseres de agua en NGC 1068 también han sugerido la presencia de un dis-

co autogravitante (Huré, 2002; Lodato & Bertin, 2003). En escalas espaciales pequeñas,

la autogravedad juega un papel crucial en las etapas finales de la formación estelar. Se

piensa que el material con un momento angular bajo colapsa en una protoestrella en es-

calas de tiempo del orden de 105 años, mientras que el material con un momento angular

alto genera un disco alrededor de la protoestrella (Cassen & Moosman, 1981). Ya que la

masa del disco crece conforme la caı́da de material proveniente de la nube inicial con-

tinua, el disco en principio, podrı́a llegar a ser autogravitante. La autogravedad puede

llegar a tener un papel importante en la generación de inestabilidades del sistema. Cuan-

do llegamos a tener regiones de alta densidad, la autogravedad se vuelve importante y

las inestabilidades locales, similares a la inestabilidad de Jeans podrı́an generarse. Este

fenómeno ha sido considerado ya por varios autores en conexión con varios objetos as-

trofı́sicos, pero aun falta por hacerse un estudio más completo en los discos de acreción.

En las galaxias espirales la materia interestelar forma un disco muy plano. En es-

tos casos se cree que las inestabilidades locales son importantes para la formación de

estrellas en estas condiciones. Los discos estelares delgados desarrollan inestabilidades

locales debido a la autogravedad (Toomre, 1964). Aquı́ la inestabilidad aumenta las ve-

locidades de las estrellas. Un resultado de esto, es que el disco se vuelve más grueso y

la inestabilidad se debilita. Este tipo de inestabilidades también se han considerado en el

contexto de los anillos de Saturno (Ginsburg et al. 1971) y con las nebulosas protopla-

netarias (Safronov 1969).

Otro ejemplo de los efectos generados por la autogravedad se observa en algunos

experimentos numéricos en discos, los cuales muestran que la autogravedad genera in-

estabilidades no axisimétricas, en forma de ondas de densidad espirales, las cuales redis-

tribuyen la materia y el transporte de momento angular hacia afuera (Tohline & Hachisu,

1990; Laughlin et al., 1997; Pickett et al., 2000, 2003; Mayer et al., 2002) . Fromang et al.

(2004) mostraron que la autogravedad puede producir también un efecto estabilizador.

Ellos hicieron comparaciones entre toros con campos magnéticos con y sin autogravedad

para densidades y perfiles de rotación similares. Se observó que el disco sin autograve-

dad mostraba un comportamiento más desordenado que el disco con autogravedad. El

primero arrojaba fluctuaciones en la densidad más altas, mientras que el segundo man-

tenı́a una estructura global mucho más coherente. Uno esperarı́a que las fluctuaciones de

densidad locales se hicieran más notables con la presencia de la autogravedad. Pero al
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contrario, la naturaleza global del potencial parece ser más importante en la evolución

del disco. En este régimen, la autogravedad suaviza el efecto de la turbulencia y le da

una coherencia al disco.

En este trabajo se hará un estudio de los efectos que se generan al tomar en cuenta la

autogravedad del disco en modelos axisimétricos. El cálculo de dicha autogravedad se

calculara utilizando Transformadas Rápidas de Fourier.

1.6. Objetivos

Realizar un estudio del comportamiento de la estructura y evolución de los toros

de acreción alrededor de agujeros negros, utilizando la prescripción α y β para el

acoplamiento de la viscosidad. Estos toros no incluyen un campo magnético, ni

autogravedad y se supondrá que las partı́culas en el disco experimentan un proceso

adiabático.

Comparar los resultados obtenidos para ambas prescripciones para poder deter-

minar si existe alguna diferencia significativa que pueda ser útil para compararse

posteriormente con observaciones y de esta forma poder determinar la naturaleza

de la viscosidad dentro del fluido.

Analizar el comportamiento desde un enfoque dinámico de un toro de acreción

autogravitante.

1.7. Teorı́a y resultados de los toros de acreción

En el capı́tulo 2 se dará una descripción de las ecuaciones necesarias para describir la

dinámica de un gas utilizando técnicas numéricas (SPH). También se describirá la natu-

raleza fı́sica de las ecuaciones requeridas. En el capı́tulo 3 se hará una revisión del proce-

so de acreción, desde la acreción esférica hasta la formación de discos. Se desarrollarán

las ecuaciones que describen el comportamiento de los discos de acreción delgados y

gruesos (toros) ası́ como la construcción de un toro estable. En el capı́tulo 4 se descri-

birán las interacciones gravitacionales involucradas en el sistema agujero negro-toro. Se

justificará el uso de un potencial semi-Newtoniano y se describirá el uso de técnicas

eficientes para el calculo de la autogravedad del toro. En el capı́tulo 5 se mostraran los

resultados obtenidos de las simulaciones. Estos podrán observarse en figuras y tablas. Al

final se darán las conclusiones de este trabajo y sus posibles aplicaciones.



Capı́tulo 2

Smoothed Particle

Hydrodynamics

2.1. Introducción

Varios de los objetos astrofı́sicos que observamos en el universo han sido formados

por procesos que involucran la dinámica de fluidos. Desde grandes a pequeñas escalas,

del gas en los cúmulos de galaxias hasta la estructura interna de los planetas y estrellas,

todo ha sido formado por la interacción entre gravedad, dinámica de gases y otros pro-

cesos fı́sicos, tales como la interacción con la radiación, las reacciones nucleares y los

campos magnéticos.

La técnica de Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para simular fenómenos

hidrodinámicos fue descrita inicialmente por Lucy (1977); Gingold & Monaghan (1977).

Fue originalmente desarrollado para simular fenómenos no-axisimétricos en la astrofı́sica.

Esta técnica ha sido empleada en el estudio de muchos problemas de la astrofı́sica in-

cluyendo discos de acreción, formación estelar, explosiones de supernovas, colisiones

estelares, formación e interacción de galaxias, (ver Rosswog 2009 para un revisión del

tema). El código SPH que se usara para el trabajo en esta tesis fue originalmente de-

sarrollado por el Dr. William Lee (Lee & Ramirez-Ruiz, 2002). Este código describe la

evolución de un disco grueso axisimétrico de acreción (toro).

En este capı́tulo se hará una breve descripción de los principios básicos que se en-

cuentran detrás del método SPH, ası́ como las principales ecuaciones de la mecánica de

fluidos que se incorporan en el código.

2.2. Descripción Lagrangiana y Euleriana

Existen dos formas de describir el movimiento de un fluido. En la descripción La-

grangiana, esencialmente se estudia el movimiento de las partı́culas de manera indivi-
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dual. En este caso, para las variables independientes se toma el tiempo y una etiqueta

para las partı́culas del fluido. Para la etiqueta se puede tomar el vector de posición x0 de

la partı́cula en algún tiempo de referencia t = 0. Por lo que la posición de la partı́cula ser

x(x0, t), lo cual representa la posición en un tiempo t de la partı́cula que se encontraba

en la posición x0 en t = 0.

En la descripción Euleriana, nos concentramos más en lo que sucede en un punto

espacial x, de tal forma que las variables independientes sean x y t. Es decir, la variable

del flujo se escribe como F(x, t).

La descripción Euleriana se usa en general para estudios de flujos en una región de-

terminada. La descripción Lagrangiana se usa cuando estamos interesados en encontrar

los caminos de las partı́culas con una identidad fija.

2.3. Fundamentos de SPH

El SPH se puede ver como un esquema de interpolación, que nos permite expresar

cualquier función en términos de valores en un conjunto de puntos desordenados, es

decir las partı́culas.

Consideremos una función f (r), que esta definida en el espacio, ξ(r). Una aproxi-

mación suave a esta función puede ser obtenida como

f̃ (r)h =

∫

ξ

f (r′)W(r − r′, h) d3r′. (2.1)

La función, W es conocida como el kernel. Y cumple con las siguientes propiedades,

∫

W(r − r′, h) dr′ = 1. (2.2)

Su ancho esta parametrizado por el tamaño de suavizamiento, h. Si uno quisiera

recuperar la función original en el lı́mite de un región infinitesimal pequeña entonces el

kernel debe de satisfacer la siguiente relación

lı́m
h→0

f̃h(r) = f (r).

Tı́picamente, la función del kernel tiene un pico muy pronunciado en r = 0, de tal

forma que cuando h→ 0, el kernel se vuelve una función delta, δ(r).

Ahora supongamos que únicamente conocemos los valores de f (r) en un número

de puntos discretos N, en lugar de sobre todo el dominio. Dichos puntos tendran una

distribución de densidad ρ(r) de la siguiente forma

ρ(r) =

N
∑

j=1

δ(r − r j), (2.3)

donde r j es la posición del punto j. Para llegar a una aproximación discreta, escribimos

la integral de interpolación como
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f̃ (r)h =

∫

ξ

f (r′)

ρ(r′)
W(r − r′, h)ρ(r′) d3r′, (2.4)

Podemos remplazar la integral por una suma sobre un conjunto de puntos de inter-

polación, cuyas masas, m j, resultan del término ρ(r′)d3r′

f̃ (r)h =

N
∑

j=1

m j

ρ(r j)
f (r j)W(r − r j, h). (2.5)

A cada punto, con su masa asociada, se le conoce como una partı́cula SPH. La

ecuación (2.5) es la ecuación base para el método SPH, ya que nos permite encontrar

aproximaciones suaves a las cantidades fı́sicas del fluido.

Por ejemplo, para la densidad en cada punto del fluido tomamos f (r) ≡ ρ(r) en la

ecuación (2.5), por lo tanto

ρ̃(r)h =

N
∑

j=1

m jW(r − r j, h). (2.6)

El método de Smoothed Particle Hydrodynamics recibe este nombre debido a que la

masa de cada partı́cula puede ser pensada como un suavizamiento de esta misma sobre

la región del kernel, de tal forma que podamos obtener una distribución de densidad

continua del fluido.

Este formalismo de suavizamiento también nos indica una manera de encontrar el

gradiente de alguna propiedad del fluido. Por definición de la función de interpolación

∇̃ f (r) =

∫

ξ

∇ f (r′)W(r − r′, h) d3r′.

Haciendo una integración por partes

∇̃ f (r) =

∫

∂ξ

f (r′)W(r − r′, h) nda +

∫

ξ

f (r′)∇W(r − r′, h) d3r′.

Lo que obtenemos es la suma de dos integrales, una de superficie y otra de volumen.

El término de superficie lo podemos ignorar si suponemos que el espacio de solución

se extiende muy lejos, de tal forma que la función f (r) se vuelve despreciable, o que la

función del kernel desaparece. En principio este término de superficie puede ser usado

para proveer de condiciones de frontera al SPH al evaluar esto para partı́culas que estén

cerca de la frontera para las cuales la función f (r), ni el kernel desaparecen. En la prácti-

ca, sin embargo, esto puede resultar complicado de hacer. Suponiendo que el término

de la integral de superficie puede ser ignorado, la interpolación para el gradiente de una

función resulta ser

∇̃ f (r) =

∫

ξ

f (r′)∇W(r − r′, h) d3r′.
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O expresado en su forma discreta,

∇̃ f (r)h =

N
∑

j=1

m j

ρ(r j)
f (r j)∇W(r − r j, h). (2.7)

En esta expresión se utiliza el gradiente ∇ de la función del kernel, es decir ∇W. Esta

función es analı́tica y conocida, por que no hay necesidad de utilizar una aproximación

con diferencias finitas. Con las ecuaciones (2.5) y (2.7), podemos expresar cualquier

propiedad del fluido y su gradiente local puede ser evaluado, suponiendo que ∇W no de-

saparece. El gradiente nos permite calcular la presión y las fuerzas viscosas en cualquier

punto dentro del fluido, y por lo tanto sobre las partı́culas.

Las principales ventajas del SPH sobre otros métodos es que es Lagrangiano y no

requiere del uso de mallas para calcular derivadas espaciales. Además, no es necesario

saber que regiones necesitan de una resolución más alta para poder seguir de mejor ma-

nera la simulación, ya que las partı́culas siguen la distribución del fluido y automática-

mente le dan más resolución a las zonas con densidades más altas. Esto no quiere decir

que el método del SPH sea el mejor, existen métodos Eulerianos con ventajas que pueden

superar al SPH. Por lo que la elección del método que se utiliza depende del problema

que se tenga y de los parámetros a estudiar.

2.4. El Kernel de interpolación

Para restringir el número de partı́culas que contribuyen en la suma de la ecuación

(2.5) a un subconjunto local, el kernel debe de tener una forma compacta, ya que de

otra forma la suma se extenderá sobre todas las N partı́culas, lo que lo harı́a un método

numérico de O(N2) ineficiente. Diferentes funciones para el kernel han sido propuestas

para su uso en SPH. El kernel utilizado en los cálculos originales de Gingold & Mona-

ghan (1977) era esférico y Gaussiano

W(r, h) =
1

π3/2h3
e−σ

2

,

donde r = |r − r′| y σ = r/h.

La forma más usada del kernel es la forma propuesta por Monaghan & Lattanzio

(1985), la cual también es usada en este modelo. Con esta función se reduce el número

de partı́culas que se involucran en el cálculo de las cantidades del SPH. El kernel esta

dado por
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W(q, h) =
α

hν















































1 − 3
2
q2 + 3

4
q3 si 0 ≤ q < 1,

1
4
(2 − q)3 si 1 ≤ q < 2,

0 2 < q

(2.8)

donde q = r/h, ν es el número de dimensiones, es decir 1, 2 o 3, y α es la normalización,

la cual toma valores de 2/3, 10/7π y 1/π para una, dos y tres dimensiones respectiva-

mente. En este trabajo solo se utilizará el valor para dos dimensiones.

2.5. Mecánica de Fluidos

En los discos de acreción, la materia se encuentra en un estado gaseoso, tal y como

sucede en la mayorı́a del material del universo. Esto significa que las partı́culas que cons-

tituyen el material, usualmente electrones libres y varias especies de iones, interactúan

directamente solo por colisiones, en lugar de fuerzas de corto alcance más complicadas.

En promedio, una partı́cula del gas tendrá que viajar una cierta distancia, camino

libre medio, λ, antes de cambiar su estado de movimiento al colisionar con otra partı́cula.

Si estamos únicamente interesados en escalas de longitud L >> λ podemos considerar

al gas como un fluido continuo con una velocidad v, temperatura T y una densidad ρ

definida en cada punto. Entonces, entramos en el estudio del comportamiento de estas y

otras variables del fluido como función de la posición y el tiempo al imponer las leyes de

conservación de energı́a, masa y momento. Si necesitamos considerar el comportamiento

del gas a escalas de longitud comparables al camino libre medio entre las colisiones,

entonces debemos usar las ideas de la fı́sica de plasmas.

Es por esto que el gas en los discos de acreción se estudiará utilizando la teorı́a de

fluidos. En esta sección se describirán las propiedades de los fluidos necesarias para

el estudio de los discos. Se desarrollara la teorı́a detrás de las ecuaciones y su imple-

mentación en el SPH.

2.6. Propiedades Fı́sicas de los fluidos

Densidad

La densidad es una de las cantidades fundamentales que nos dará información ac-

erca de la estructura del fluido durante la evolución del sistema. Como vimos en la

sección 2.3, la densidad para cada posición de una partı́cula dada será estimada por una

suma, con una cierta función de peso, de la masa de todas las partı́culas en el espacio de

soluciones. Si tomamos la contribución de todas las partı́culas, como se mencionó ante-

riormente, para calcular la densidad en todos los puntos tendrı́amos que hacer una suma
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del orden de O(N2), lo cual hace ineficiente la simulación. Pero con el kernel finito de

la ecuación (2.8), el cual es distinto de cero únicamente hasta un radio de 2h, la suma se

reduce a la contribución de la partı́cula en dicha posición y sus vecinos más cercanos.

La densidad toma la siguiente forma

ρi = miW(0, hi) +

Nn
∑

j=1

m jW(ri j, h j), (2.9)

donde h j es el tamaño de suavizamiento de la partı́cula j, Nn es el número de vecinos de

la partı́cula i cuya distancia a dicha partı́cula es menor que 2h j y ri j = |ri − r j|

Ecuación de Estado

En adición a la densidad del fluido, la presión P, también debe de estar definida a

través de una ecuación de estado. En un sistema simple compuesto de una sola compo-

nente, la especificación de dos propiedades independientes determina completamente el

estado del sistema. Podemos escribir dicha relación como

P = P(V, T ),

con V siendo el volumen del fluido. A esta relación se le denomina ecuación de estado.

Existen varias ecuaciones de estado que se utilizan para describir gases en distintas situa-

ciones o con propiedades particulares. Algunas de las más importantes son las siguientes.

La primera es la ecuación de estado para un gas puramente isotérmico

P = c2
sρ, (2.10)

donde P es la presión y cs es la velocidad del sonido para un gas isotérmico. La velocidad

del sonido se define como

c2
s =

(

∂P

∂ρ

)

.

La segunda es la ecuación de estado para un gas ideal

P = ρRT, (2.11)

donde T es la temperatura absoluta, y R es la constante de los gases. El valor de la

constante de los gases depende de la masa molecular m del gas,

R =
ℜ
m
,

dondeℜ = 8314.36 J Kmol−1 K−1 es la constante universal de los gases.

Esta ecuación la podemos escribir también de la siguiente manera
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P = (γ − 1)uρ, (2.12)

donde u es la energı́a interna por unidad de masa y γ = CV/CP, con CV la capacidad

calorı́fica a volumen constante y CP la capacidad calorı́fica a presión constante.

Por último tenemos la ecuación politrópica. Aunque esta relación no es precisamente

una ecuación de estado, existen ciertos procesos en los cuales podemos aplicarla como

tal. El primero es cuando la transformación de un sistema termodinámico experimenta

un proceso adiabático ideal dQ = 0, usando la primera ley de la termodinámica dU =

dQ − PdV llegamos a que

P = Kργ (2.13)

donde K es una constante y γ = CV/CP el ı́ndice politrópico del gas. El segundo caso

es cuando tenemos un gas degenerado de fermiones T → 0, en este caso es posible usar

la ecuación politrópica como una ecuación de estado verdadera, es decir, sin necesidad

de suponer que el gas experimente un proceso especı́fico. En este caso podemos usar la

expresión (2.13) con K siendo una función de la entropı́a del gas y γ el ı́ndice adiabático.

En el lı́mite de electrones no relativistas, γ = 5/3 y para un gas de electrones ultra

relativista γ = 4/3. La energı́a interna de un gas con una ecuación politrópica esta dado

por

u =
K

γ − 1
ργ−1. (2.14)

2.7. Derivada Material

Sea F una variable de campo. Utilizando coordenadas Eulerianas (x, y, z, t), encon-

traremos el valor de la tasa de cambio de F en cada punto siguiendo a la partı́cula con

una identidad fija. Es decir, representar un concepto Lagrangiano en el contexto Eule-

riano. Para un incremento arbitrario e independiente dx y dt, el incremento en F(x, t)

es

dF =
∂F

∂t
dt +

∂F

∂xi

dxi, (2.15)

utilizando la notación de Einstein. Si suponemos que los incrementos no son arbitrarios

y ahora están asociados al seguimiento de una partı́cula de identidad fija, los incrementos

dx y dt ya no serán independientes, sino estos estarán relacionados con las componentes

de la velocidad de la siguiente forma

dxi = vidt.

donde vi representa la componente de la velocidad en el eje xi. Sustituyendo esto en la

ecuación (2.15) obtenemos
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dF

dt
=
∂F

∂t
+ vi

∂F

∂xi

. (2.16)

En mecánica de fluidos se utiliza una notación especial D/Dt en lugar de la derivada

d/dt. De esta forma se hace énfasis de que la derivada temporal se lleva a cabo siguiendo

el movimiento de la partı́cula. En notación vectorial, la ecuación anterior resulta ser

dF

dt
=
∂F

∂t
+ v · ∇F. (2.17)

A la tasa de cambio total d/dt (D/DT ) generalmente se le denomina derivada mate-

rial. En este trabajo nos quedaremos con la notación d/dt para referirnos a la derivada

material.

2.8. Conservación de masa

Consideremos un volumen V fijo en el espacio, delimitado por la superficie A. La

masa contenida en dicho volumen es
∫

V

ρ dV ′

siendo ρ la densidad del fluido. Por lo tanto, el cambio en la masa por unidad de tiempo

dentro de dicha área esta dado por la integral de volumen

d

dt

∫

V

ρ dv =

∫

V

∂ρ

∂t
dV.

La derivada temporal se puede introducir dentro de la integral en la parte derecha de

la ecuación ya que el volumen esta fijo y por lo tanto no es función del tiempo. La tasa

de flujo de masa que sale del volumen esta dado por la integral de superficie

∫

A

ρv · d A,

ya que ρv · d A es el flujo que sale y atraviesa un elemento de área d A. La ley de con-

servación de masa indica que la tasa de incremento de masa dentro de un volumen fijo

debe ser igual a la tasa de materia que fluye a través de la frontera. Es decir,

∫

V

∂ρ

∂t
dV = −

∫

A

ρv · d A, (2.18)

la cual es la forma integral de la ley para un volumen fijo en el espacio.

La forma diferencial puede obtenerse transformando la integral de superficie en el

lado derecho de la ecuación (2.18) a una integral de volumen por medio del teorema de

la divergencia, el cual nos da

∫

A

ρv · d A =

∫

V

∇ · (ρv) dV.
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Por lo tanto la ecuación (2.18) resulta ser

∫

V

[

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv)

]

dV = 0.

Esta relación debe ser válida para cualquier volumen, siendo esto únicamente posible

si el integrando es nulo en todos los puntos. Esto requiere que

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (2.19)

la cual es llamada la ecuación de continuidad y expresa la forma diferencial del princi-

pio de conservación de masa.

Si desarrollamos todos los terminos de la ecuación (2.19) tenemos que

∂ρ

∂t
+ ρ∇ · v + v · ∇ρ = 0.

Recordando que la derivada material es d/dt = ∂/∂t + v · ∇, llegamos a la forma

lagrangiana de la ecuación de continuidad

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0. (2.20)

En SPH la ecuación de continuidad puede ser remplazada ya sea por la función

interpolante

ρ̃i =
∑

j

m jW(ri j, h j) (2.21)

o utilizando la expresión para la divergencia en SPH

ρi(∇ · v)i =
∑

j

m j(v j − vi)∇iW(ri j, h j)

, podemos llegar a la forma en SPH de la ecuación (2.19)

dρ̃i

dt
=

∑

j

m j(vi − v j)∇iW(ri j, h j). (2.22)

En algunos problemas de acreción puede ser práctico el tratar la acreción hacia un

cuerpo como pérdida de masa debido a un pozo (Anzer et al 1987). En estos casos la

ecuación de continuidad (2.19) tendrı́a un término extra

dρ

dt
+ ρ∇ · v = − f (r), (2.23)

donde f (r) es, por ejemplo, una función continua, la cual es cero fuera de una esfera que

rodea el origen. Entonces, considerando que el parámetro h es constante en el espacio y

tiempo, podemos escribir la ecuación de continuidad en el SPH como

dρ̃i

dt
=

∑

j

m j(vi − v j)∇iW(ri j, h j) −
∑

j

m j

f j

ρ j

W(ri j, h j). (2.24)
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2.9. Conservación de momento

2.9.1. Fuerzas en un fluido

Las fuerzas que actúan en un elemento de fluido pueden dividirse convenientemente

en tres clases, fuerzas de cuerpo, fuerzas superficiales y fuerzas de lı́nea. Estas se des-

criben de la siguiente forma:

Fuerzas de cuerpo: Estas fuerzas son provocadas por acción a distancia, sin contacto

fı́sico. Estas resultan por la interacción del medio al ser colocado en un cierto campo de

fuerzas. Las fuerzas de cuerpo pueden ser conservativas o no conservativas. Las fuerzas

conservativas son aquellas que pueden expresarse como el gradiente de una función.

g = −∇Φ

donde Φ es llamada la función potencial. Las fuerzas que satisfacen esta condición son

conservativas por que el movimiento resultante conserva la suma de la energı́a cinética

y potencial, en ausencia de procesos disipativos.

Fuerzas superficiales: Las fuerzas superficiales son aquellas que son ejercidas por el

entorno a través del contacto directo. Estas son proporcionales a la extensión de área.

Fuerzas lineales: Las fuerzas de tensión superficiales son también llamadas fuerzas

lineales por que estas actúan a lo largo de una lı́nea y tienen una magnitud proporcional

a la extensión de la lı́nea. Ellas aparecen en la interfase entre un lı́quido y un gas, o en la

interfase entre dos lı́quidos inmiscibles. Las fuerzas de tensión superficiales no aparecen

directamente en las ecuaciones de movimiento, pero entran únicamente en las condi-

ciones de frontera.

2.9.2. Ecuación de momento

Consideremos un volumen en el fluido. La fuerza total actuando en este fluido, sin

considerar los esfuerzos internos dentro del fluido, sino únicamente las fuerzas superfi-

ciales que actúan en la frontera del volumen, es igual a la integral

−
∮

P ds

de la presión, tomada a lo largo de la superficie que limita el volumen. Transformando

esto en una integral de volumen, tenemos

−
∮

P ds =

∫

∇P dV.

Podemos ver que el fluido que rodea cualquier elemento de volumen dV ejerce so-

bre ese elemento una fuerza −dV∇P. Con esto, podemos establecer una ecuación de
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movimiento de un elemento de volumen en el fluido al igualar la fuerza −∇P a el pro-

ducto de la densidad y la aceleración:

ρ
dv

dt
= −∇P. (2.25)

Esta derivada dv/dt que aparece aquı́, no denota la tasa de cambio de la velocidad

del fluido en un espacio fijo, sino en lugar de eso, esta derivada indica la tasa de cambio

de la velocidad de una partı́cula del fluido determinada conforme se mueve en el espacio.

Entonces, utilizando la derivada material dada por la ecuación (2.17), tenemos que

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v · ∇)v.

Sustituyendo esto en la ecuación (2.25), encontramos que

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇P

ρ
. (2.26)

A esta ecuación de movimiento se le denomina la ecuación de Euler. Si el fluido esta

en un campo gravitacional, una fuerza adicional ρg, donde g es la aceleración debida a

la gravedad, actúa en cualquier unidad de volumen. Por lo que esta fuerza debe de ser

añadida a la parte derecha de la ecuación (2.25), por lo que la ecuación (2.26) toma la

forma

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇P

ρ
+ g. (2.27)

Para la implementación en el SPH, es mejor si rescribimos el término del gradiente

de presión como

∇P

ρ
= ∇

(

P

ρ

)

+
P

ρ2
∇ρ.

Por lo tanto la ecuación de Euler quedarı́a de la siguiente forma

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇

(

P

ρ

)

− P

ρ2
∇ρ. (2.28)

El lado derecho de esta última ecuación en SPH resulta ser

(∇P

ρ

)

i

=
∑

j

m j

ρ j

P j

ρ j

∇iW(ri j, h j) +
P j

ρ2
j

∑

j

m j

ρ j

ρ j∇iW(ri j, hi j)

=
∑

j

m j

















Pi

ρ2
i

+
P j

ρ2
j

















∇iW(ri j, hi j). (2.29)

Con este resultado tenemos que la ecuación (2.28) en SPH esta dada por la expresión

dṽi

dt
= −

∑

j

m j

















Pi

ρ2
i

+
P j

ρ2
j

















∇iW(ri j, hi j). (2.30)
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Esta ecuación conserva el momento total. Nótese que el momento angular se con-

serva localmente, ya que todas las fuerzas están dirigidas a lo largo de una lı́nea que une

los centros de las partı́culas.

2.9.3. Viscosidad artificial y disipación

Hasta ahora hemos obtenido ecuaciones para fluidos sin viscosidad. En este caso no

hay ningún mecanismo que permita la conversión de energı́a cinética a calor por medio

de viscosidad, y por esta razón, no es posible hacer la simulación de choques con las

ecuaciones tal y como las tenemos. En la dinámica de gases, aun las condiciones ini-

ciales más suaves nos pueden llevar a soluciones discontinuas. En fluidos reales, la vis-

cosidad fı́sica permite que haya disipación de calor, y la energı́a en choques siempre esta

disponible para ser convertida en calor sin importar que tan pequeña sea esta viscosidad,

ya que el gradiente de las variables a lo largo del choque se ajusta para tratar de permitir

esta disipación. Una de las estrategias para lidiar numéricamente con los choques es am-

pliar la discontinuidad a un tamaño razonable donde pueda ser resuelto numéricamente

y a lo largo del cual los gradientes puedan ser calculados. Esto se puede hacer añadiendo

un término extra, disipación artificial al fluido. Por lo que se añade explı́citamente un

término de presión en las ecuaciones del fluido. Estos se escriben de la siguiente forma.

Pα = Παρ
2 = −αρlcs∇ · v (2.31)

y

Pβ = Πβρ
2 = −βρl2(∇ · v)2 (2.32)

donde α y β son parámetros adimensionales que controlan la fuerza de la viscosidad

artificial y l es un tamaño tı́pico de escala sobre el cual el choque se extiende. Vale la

pena mencionar que el nombre de viscosidad artificial se le atribuye ya que esta tiene un

comportamiento más o menos similar al de una viscosidad real, pero como su nombre

lo dice, se introduce de manera artificial para lidiar numéricamente con los choques. La

expresión (2.31) tiene que ver con una viscosidad de bulto y su propósito es eliminar las

oscilaciones con velocidad subsónica, especialmente en la región pos-choque.

La ecuación (2.32) fue propuesta por von Neumann y Richtmyer. Este tipo de vis-

cosidad artificial viscosidad es importante principalmente en el régimen supersónico ya

que elimina la interpenetración de las partı́culas en choques con números de Mach altos.

En el SPH, la viscosidad artificial se introduce en la ecuación de momento (2.30)

dṽi

dt
= −

∑

j

m j

















Pi

ρ2
i

+
P j

ρ2
j

+ Πi j

















∇iW(ri j, hi j). (2.33)

La viscosidad artificial, es decir el término extra en la ecuación (2.33), esta dada por

Πi j =























(−αcsµi j + βµ
2
i j

)/ρi j vi j · ri j < 0

0 vi j · ri j > 0
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donde ρi j = (ρi + ρ j)/2, cs es la velocidad del sonido y

µi j =
hvi j · ri j

r2
i j
+ η2

(2.34)

donde vi j = vi − v j y ri j = ri − r j. El parametro η2 en la fórmula para µi j ayuda a

prevenir singularidades. Este término debe de ser suficientemente pequeño para prevenir

un suavizamento severo en el término viscoso en regiones de alta densidad, esto nor-

malmente se logra al tomar η2 = 0.01h2. Al escoger a η2 de esta forma hacemos que el

suavizamiento de la velocidad únicamente se lleve acabo si el espaciamiento entre las

partı́culas es menor que 0.1h.

Esta formulación fue usada por primera vez por Monaghan & Gingold (1983). Es-

ta es la forma más común para la viscosidad artificial en SPH y además ha mostrado

que reproduce de manera correcta los choques. También existen algunas otras recetas

para lidiar con las deficiencias que tiene la receta estándar para la viscosidad (para una

revisión de estas técnicas ver Rosswog 2009).

2.10. Conservación de energı́a

2.10.1. Primera Ley de la termodinámica

Para el SPH necesitamos hacer uso de la primera ley de la termodinámica, dU =

dQ − PdV , en términos de cantidades especı́ficas. La restricción para los procesos adia-

báticos, es decir sin pérdida de calor, hacen que el término

dQ = 0.

Además, si tomamos las cantidades por unidad de masa, entonces tenemos que la

energı́a U se convertirá en la energı́a por unidad de masa u. El volumen se convertirá en

volumen por unidad de masa, lo que es lo mismo que 1/ρ. La diferencia dV entonces se

puede expresar como

d

(

1

ρ

)

= −dρ

ρ2
.

Con esto, tenemos que la primera ley sin generación de entropı́a esta dada por

du =
P

ρ2
dρ (2.35)

de lo cual se obtiene que
du

dt
=

P

ρ2

dρ

dt
(2.36)

y

(

∂u

∂ρ

)

s

=
P

ρ2
. (2.37)
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2.10.2. La ecuación de energı́a

Para la conservación de energı́a, sin viscosidad artificial, debemos tomar en cuenta

los efectos de compresión en la energı́a interna del gas. Para un gas con una ecuación

de estado isotérmico esto no es necesario, ya que la energı́a interna del gas es constante

debido a la perdida de calor provenientes del sistema. En un gas ideal sı́ debemos de

calcular los efectos de la energı́a interna. Utilizando la expresión obtenida de la primera

ley de la termodinámica (2.36) y la ecuación de continuidad en forma lagrangiana (2.20)

obtenemos que el cambio en la energı́a interna es

du

dt
= − P

ρ2
ρ∇ · v

∂u

∂t
+ (v · ∇)u = −P

ρ
∇ · v. (2.38)

Siguiendo el mismo método utilizado para la conservación de momento, podemos

encontrar una expresión en SPH para la ecuación de la energı́a.

dũi

dt
=

Pi

ρ2
i

∑

j

m jvi j · ∇iW(ri j, hi j) (2.39)

Benz (1990) muestra que la energı́a total se conserva con esta ecuación en ausencia

de viscosidad artificial.

Con la inclusión de la viscosidad artificial hay una entrega de calor del gas debido a

los choques. En el caso de una relación de estado politrópica (2.13), la energı́a interna

del gas cambia debido a que la entropı́a del gas aumenta. Este cambio en la entropı́a hace

que también exista un cambio en el valor de K. Dicho cambio se deberá a la viscosidad

artificial y esta dado por

dKi

dt
=
γ − 1

2ρ
γ−1

i

∑

j

m jΠi jvi j · ∇iW(ri j, hi j). (2.40)

Para la ecuación de estado de un gas ideal (2.11), se necesita añadir un término para

que exista la conservación total de energı́a. La ecuación final involucra la ecuación (2.39)

y este nuevo término

dũi

dt
=

Pi

ρ2
i

∑

j

m jvi j · ∇iW(ri j, hi j) +
1

2

∑

j

m jΠi jvi j · ∇iW(ri j, hi j). (2.41)

Esta ecuación nos asegura la conservación total de la energı́a del gas. Estas ultimas

ecuaciones junto con la ecuación de estado y las ecuaciones (2.9), (2.22) y (2.30) forman

un conjunto completo de ecuaciones del SPH.
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2.11. Integración temporal en SPH

Para poder integrar las ecuaciones diferenciales del SPH se debe encontrar un balan-

ce razonable entre la eficiencia y precisión del integrador. Ya que la evaluación de las

derivadas usualmente implica un gran costo, especialmente para fluidos autogravitantes,

se debe de minimizar el número de evaluaciones de la fuerza por cada paso de tiempo,

lo cual le da preferencia a integradores de bajo orden, siempre y cuando sean estables y

convergan.

La integración numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias para las variables

fı́sicas de cada partı́cula puede ser llevada acabo por los métodos estándar (como el

algoritmo Leapfrog o el Stormer-Verlet) con un control para el paso de tiempo que in-

volucre una condición de Courant1, los términos de fuerza y los términos de difusión por

viscosidad (Monaghan 1989).

El paso de tiempo δt puede ser obtenido calculando primero δt f y δtcv de acuerdo a

δt f = mı́n
i

(

hi

| f i|

)

donde i corre sobre todas las partı́culas y f i es la aceleración neta sobre la partı́cula i. Y

δtcv = mı́n
i

hi

cs,i + 0.6(αcs,i + βmax jµi j)
,

donde α, β y µi j son las cantidades definidas en la sección 2.9.3 y cs,i es la velocidad del

sonido en la posición de la partı́cula i.

El paso de tiempo se define como δt = 0.25 mı́n(δta, δtcv). Este paso para cada

partı́cula se calcula como el valor mı́nimo de los dos tamaños de paso anteriores, y

después es redondeado para igualar un múltiplo de 2 veces el mı́nimo tamaño posible de

paso que pueda tomar el código SPH.

2.12. Resolución

Para poder obtener resultados confiables existen algunas cosas que hay que tomar en

cuenta al hacer simulaciones. Algunas de ellas son la resolución y el número de partı́cu-

las. Es importante mantener una resolución alta para poder reducir el ruido numérico,

es decir las fluctuaciones alrededor de la solución real. Se debe tratar de correr las si-

mulaciones con el número más alto de partı́culas que se pueda, tomando un balance

entre la eficiencia y la resolución. Hay que tomar en cuenta que usualmente para obtener

propiedades termodinámicas confiables se requiere un número relativamente más grande

de partı́culas que cuando se busca, por ejemplo, una distribución de masa.

1La condición de Courant o Courant-Friedrichs-Levi (CFL) asegura que la velocidad numérica de

propagación de la información no exceda la velocidad fı́sica. Si una escala espacial de tamaño ∆x puede

ser resuelta, entonces el tamaño de tiempo numérico tiene que cumplir con ∆t < ∆x/cs para asegurar una

estabilidad numérica (Press et al., 1992)
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También es importante mencionar que las simulaciones se deben de verificar siem-

pre a distintas resoluciones para probar la estabilidad y convergencia del modelo. Esto

nos dará una mayor seguridad de que los resultados que obtengamos esten oscilando

alrededor de una solución o convergen a esta.



Capı́tulo 3

Acreción

3.1. Introducción

Para este trabajo estudiaremos la dinámica de los toros de acreción alrededor de

un agujero negro. Para poder realizar dicho estudio, es necesario que primero podamos

comprender algunos conceptos del proceso de acreción, es por eso que en la primer

parte de este capı́tulo se analizará el caso de una estrella aislada acretando del medio

interestelar. Algunos conceptos obtenidos de este estudio pueden ser de gran importancia

para posteriormente hacer un estudio más complejo. La importancia de la acreción como

una fuente de energı́a fue primeramente reconocida en el estudio de sistemas binarios,

especialmente en binarias de rayos-X (Shklovsky, 1967; Prendergast & Burbidge, 1968).

En particular, el estudio del proceso de acreción ha tenido un gran progreso en esta área

y esto es debido a que las binarias revelan más información que algunos otros sistemas.

Además de que la mayorı́a de estrellas son miembros de sistemas binarios, los cuales en

alguna etapa de su evolución deben sufrir alguna transferencia de masa. En esta capı́tulo

se describirán algunas propiedades de estos sistemas, ası́ como la formación, estructura

y estabilidad de los discos de acreción delgados y gruesos (toros).

3.2. Acreción de Bondi

Antes de hacer una descripción de los discos de acreción estudiaremos el caso de

una estrella de masa M acretando material con simetrı́a esférica proveniente de una

nube de tamaño mucho mayor. Esto es una aproximación razonable a la situación real

de una estrella aislada acretando material del medio interestelar, ignorando ciertas otras

propiedades, como el momento angular, campos magnéticos y movimientos de bulto del

medio interestelar. El problema de acreción esférica, aun cuando no es una muy buena

aproximación a otro tipo de flujos de acreción como los que ocurren en estrellas binarias

o núcleos activos de galaxias, es de gran significancia para la teorı́a, ya que introduce
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conceptos importantes que nos permitirán tener una mejor visión cuando realicemos

estudios en sistemas más complejos. El problema de acreción de gas por una estrella

con un movimiento relativo con respecto al gas fue considerado primero por Hoyle &

Lyttleton (1939) y después por Bondi & Hoyle (1944). El caso de acreción esférica con

la estrella en reposo respecto al gas fue estudiado por Bondi (1952), de ahı́ que este tipo

de acreción recibe su el nombre de acreción de Bondi.

Una de las razones principales por las que este problema nos da información muy

útil para problemas posteriores es que podemos tratarlo analı́ticamente. En este caso

por conveniencia, utilizamos coordenadas esféricas (r, θ, φ) y colocamos el origen en el

centro de la estrella. Debido a la simetrı́a esférica las propiedades del fluido no depen-

den de las coordenadas θ y φ, por lo tanto la velocidad del gas únicamente tendrá una

componente radial v = vr. Por convención tomaremos que si el gas esta cayendo, este

tendrá una velocidad negativa; una velocidad positiva corresponde a un viento estelar.

Como vimos en el capı́tulo anterior el gas debe obedecer la dinámica de fluidos,

por lo tanto la ecuación de continuidad (2.19), para un flujo estacionario con simetrı́a

esférica se reduce a

1

r2

d

dr

(

r2ρv
)

= 0. (3.1)

Esta ecuación al integrarla nos indica que r2ρv = cte. Con este resultado y teniendo

que ρ(−v) es el flujo que se dirige hacia la estrella, entonces la constante debe de estar

relacionada con la tasa de acreción Ṁ (constante), la expresión final para la conservación

de masa es,

− 4πr2ρv = Ṁ. (3.2)

Ignorando la autogravedad del medio, la única fuerza externa que actúa en este sis-

tema es la fuerza de gravedad g, generada por el objeto central, y únicamente tiene

una componente radial, fr = −GMρ/r2 (fuerza por unidad de volumen). Por lo tanto la

ecuación de Euler (2.26) para este caso resulta ser,

v
dv

dr
+

1

ρ

dP

dr
+

GM

r2
= 0. (3.3)

En lugar de la ecuación de energı́a dada por la expresión (2.38), utilizamos una

relación politrópica,

P = Kργ, K = constante (3.4)

Con esto podemos tratar el caso de acreción adiabática (γ = 5
3
) y el isotérmico (γ =

1). Además podemos incluir la ley del gas ideal para poder determinar una temperatura

una vez encontrada P(r) y ρ(r)

T =
µmHP

ρk

.
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Con toda esta información el problema se reduce a encontrar una solución para las

ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4), para v, ρ y P en términos de la posición radial.

En lugar de integrar directamente las ecuaciones, lo que hacemos es expresar la

derivada de la presión de diferente forma,

dP

dr
=

dP

dρ

dρ

dr
= c2

s

dρ

dr
.

Por lo que el término (1/ρ)(dP/dr) en la ecuación de Euler (3.3) lo podemos escribir

como (c2
s/ρ)(dρ/dr). Y utilizando la ecuación de continuidad tenemos que

1

ρ

dρ

dr
+

1

vr2

d

dr
(vr2) = 0.

Por lo tanto la ecuación de Euler (3.3) resulta ser

v
dv

dr
− c2

s

vr2

d

dr
(vr2) +

GM

r2
= 0. (3.5)

A esta ecuación la podemos reordenar de la siguiente forma

v
dv

dr
− c2

s

vr2

(

r2 dv

dr
+ 2vr

)

+
GM

r2
= 0

v
dv

dr

(

1 − c2
s

v2

)

− 2c2
s

r
+

GM

r2
= 0

1

2

d

dr
(v2)

(

1 − c2
s

v2

)

=
2c2

s

r
− GM

r2

1

2

d

dr
(v2)

(

1 − c2
s

v2

)

= −GM

r2

[

1 − 2c2
sr

GM

]

. (3.6)

En general c2
s es una función que depende de la posición r. Podemos analizar el

comportamiento de esta ecuación bajo ciertas suposiciones. Podemos suponer que a dis-

tancias lejos de la estrella el factor [1 − (2c2
sr/GM)] debe ser negativo. Esto quiere decir

que para valores de r grandes el lado derecho de la ecuación (3.6) es positivo. Para tener

una sistema con acreción, el factor dv2/dr debe ser negativo, ya que de esta forma el gas

lejos de la estrella estaria en reposo y se aceleraria conforme se aproxima a la estrella.

Estas dos condiciones se cumplen si y solo si para r grande el flujo del gas es subsónico,

es decir

v2 < c2
s

para r grande. Podemos ver que en la ecuación (3.6) el lado izquierdo se vuelve cero si

dv2/dr = 0 o cuando c2
s = v2. Esta última igualdad ocurre para un radio igual a

rs =
GM

2c2
s(rs)
. (3.7)
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Figura 3.1: Familia de soluciones de la ecuación 3.6. El punto sónico tiene coorde-

nadas (1,1). Las lineas solidas tienen regiones en donde el fluido adquiere velocidades

subsónicas y supersónicas, además que abarcan regiones que van desde la superficie

de la estrella central hasta infinito. Las lineas punteadas únicamente tienen regiones ya

sea supersónicas o subsónicas. Las otras lineas tienen regiones donde el gas pasa de

supersónico a subsónico y viceversa, pero no abarcan todo el espacio.

A este radio se le llama el punto sónico, que es el punto en el cual el gas cambia

de ser subsónico a supersónico o viceversa. Este radio es llamado el punto sónico, que

es el punto al cual el gas cambia de ser subsónico. De las condiciones mencionadas

anteriormente, entonces tenemos que para r < rs el flujo debe ser supersónico cerca de

la estrella, es decir,

v2 > c2
s .

Existen varias soluciones para la ecuación (3.6) dependiendo de las condiciones de

frontera del problema. La Figura 3.1 muestra seis familias de soluciones obtenidas al

graficar v2(r)/c2
s(r) contra r/rs. Ahora podemos integrar directamente la ecuación (3.3),

utilizando la ecuación (3.4) para relacionar ρ con P

v2

2
+

∫

Kγργ−1dρ

ρ
− GM

r
= constante para γ , 1
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v2

2
+

Kγ

γ − 1
ργ−1 − GM

r
= constante

O recordando que Kγργ−1 = γP/ρ = c2
s , obtenemos la integral de Bernoulli

v2

2
+

c2
s

γ − 1
− GM

r
= constante (3.8)

De la propiedad ya cononocida de nuestra solución fı́sica, tenemos que v2 → 0

cuando r → ∞, de tal forma que la constante en la ecuación (3.8) debe de ser c2
s(∞)/(γ−

1), donde c2
s(∞) es la velocidad del sonido del gas muy lejos de la estrella. En particular

tenemos que en el punto sónico (r = rs) tenemos que v2(rs) = c2
s(rs) y por la ecuación

(3.7) tenemos que GM/rs = 2c2
s(rs), por lo tanto la integral de Bernoulli en este punto

resulta ser

c2
s(rs)

2
+

c2
s(rs)

γ − 1
− GM

rs

=
c2

s(∞)

γ − 1

c2
s(rs)

[

5 − 3γ

2(γ − 1)

]

=
c2

s(∞)

γ − 1

cs(rs) = cs(∞)

(

2

5 − 3γ

)1/2

. (3.9)

Esta última ecuación nos relaciona cs(∞) con cs(rs), es decir nos permite introducir

las condiciones de frontera en el problema.

De la ecuación (3.2) podemos obtener la tasa de acreción Ṁ, recordando que esta

tasa es independiente de r

Ṁ = 4πr2ρ(−v) = 4πr2
sρ(rs)cs(rs). (3.10)

También tenemos que c2
s ∝ ργ−1. Con esto tenemos que

ρ(rs) = ρ(∞)

[

cs(rs)

cs(∞)

]2/(γ−1)

.

Con este resultado y sustituyendo la expresión (3.9) en la ecuación (3.10) obtenemos

lo siguiente

Ṁ = 4π

(

GM

2c2
s(rs)

)2

ρ(rs)cs(rs)

= πG2M2 ρ(∞)

c3
s(∞)

[

cs(rs)

cs(∞)

]2/(γ−1) (
2

5 − 3γ

)−3/2

= πG2M2 ρ(∞)

c3
s(∞)

[

2

5 − 3γ

](5−3γ)/2(γ−1)

. (3.11)



36 CAPÍTULO 3. ACRECIÓN

De esta ecuación podemos ver que la dependencia de Ṁ con γ no es muy fuerte, ya

que el factor entre paréntesis cuadrados, varia de 1 para el limite γ = 5
3

a aproximada-

mente 4.5 en el limite γ = 1. Para un valor γ = 1.4, el cual seria un valor tı́pico para

el ı́ndice adiabático para parte del medio interestelar, el factor entre corchetes es 2.5.

La ecuación (3.11) nos muestra que la acreción del medio interestelar no puede ser un

fenómeno observable relevante. Utilizando parámetros razonables, cs(∞) = 10 km s −1,

ρ(∞) = 10−24 g cm−3 y γ = 1.4, la ecuación (3.11) nos da

Ṁ � 1.4 × 1011

(

M

M⊙

)2 (

ρ(∞)

10−24

) (

cs(∞)

10km s−1

)−3

g s−1.

Utilizando la luminosidad de acrreción Lacc para una estrella de neutrones

Lacc = 1.3 × 1036Ṁ16

(

M

M⊙

) (

10km

R∗

)

erg s−1

obtenemos que la luminosidad únicamente será del orden de 2 × 1031 erg s−1, por lo que

si colocamos el sistema a una distancia tı́pica de 1 Kpc, esto resultará en un flujo muy

pequeño para poder ser detectado.

A partir de este análisis podemos obtener algunas conclusiones principales que pos-

teriormente podremos aplicar de manera más general.

La primera es que la tasa de acreción constante Ṁ está determinada por las condi-

ciones del ambiente en el infinito (distancia muy lejana) y una condición de superficie.

La tasa de acreción en estrellas aisladas rodeadas de medio interestelar resulta ser muy

pequeña para poder tener una importancia observacional. Es por esto que es necesario

estudiar otro tipo de sistemas (estrellas binarias) para poder encontrar sistemas de acre-

ción que tengan luminosidades más altas.

Otro punto es que, un flujo de acreción con una tasa mayor o igual a Ṁ dada por la

expresión (3.11) debe poseer un punto sónico, es decir que la velocidad con la que fluye

el material debe de volverse supersónica en una región cerca a la superficie estelar. Una

consecuencia de esto es que el material que esta cayendo a la estrella debe de juntarse a

la superficie de ésta con una velocidad muy pequeña (no en el caso de agujeros negros),

ası́ que debe de existir algún mecanismo que frene el flujo de acreción supersónico.

Finalmente, la atracción gravitacional de la estrella influye de manera importante en

el comportamiento del gas únicamente en la región dentro del radio de acreción racc ≈
2GM/c2

s(∞). Este radio podemos expresarlo en términos de la temperatura, utilizando

la relación para un gas adiabático cs = (5kT/3µmH)1/2 donde µ es el peso molecular

promedio y mH la masa del hidrógeno

racc ≈ 3 × 1014

(

M

M⊙

) (

104K

T (∞)

)

cm
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Figura 3.2: Equipotenciales de un sistema binario. L1 es el punto de Lagrange por donde

ocurre el desbordamiento de materia. L2 y L3 son puntos de Lagrange inestables. Y L4

y L5 son puntos estables. El lóbulo de Roche es la equipotencial que encierra a cada uno

de los objetos. Dentro del lóbulo de Roche la fuerza gravitacional que domina es la de la

estrella a la cual le corresponde el lóbulo.

3.3. Formación de discos

Como ya vimos en el caso de un objeto central inmerso en un medio interestelar

aislado, la tasa de acreción es muy baja comparada con lo que esperamos.Es por eso que

ahora nos enfocaremos en la formación de estructuras que no cumplen con una simetrı́a

esférica. En sistemas binarios cercanos la transferencia de masa puede ocurrir por un

fenómeno llamado desbordamiento del lóbulo de Roche. La esencia de este suceso es

considerar las órbitas de partı́culas de prueba en el potencial gravitacional generado por

dos estrellas masivas que estan orbitando alrededor una de otra debido a la atracción

mutua que sienten. En la Figura (3.2) se muestran las equipotenciales de un sistema

binario. El lobulo de Roche de una estrella es la región de revolución que la rodea y a

partir de la cual la fuerza gravitacional que domina en dicha región es la de la estrella

misma.

Debido a la rotación de los sistemas binarios, en la mayorı́a de los casos la mate-

ria tiene un alto momento angular especı́fico, por lo que este no puede ser directamente

acretado por la estrella que lo esta capturando. El material tiene que pasar del lóbulo

de Roche de una a la otra pasando por el punto de Lagrange L1, Figura 3.3. Visto des-
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Figura 3.3: Sistema binario con la estrella secundaria de masa M2 llenando su Lóbulo

de Roche y transportando masa a través de L1 hacia el lóbulo del objeto compacto con

masa M1

de el marco de referencia de la estrella 1, es como si el material fuera inyectado por

una pequeña región la cual estarı́a girando alrededor de dicha estrella en el plano de la

binaria.

Si el periodo de la binaria no es muy largo, este punto de inyección estarı́a rotando

muy rápido, por lo que parecerı́a que la corriente de gas se estuviera moviendo casi

ortogonalmente a la lı́nea que une los centros de las estrellas, mientras emerge a través

del punto L1.

Para tener una mejor imagen de lo que sucede con el gas una vez que atraviesa el

punto L1, tomemos v‖ y v⊥ como las componentes de la velocidad del flujo en un marco

de referencia no rotante y a ángulos rectos de la lı́nea instantánea que une a los centros.

Figura 3.4: Geometrı́a del sistema binario: R1 y R2 se definen como los radios de las

esferas cuyo volumen sea igual al volumen correspondiente al lóbulo de Roche. b1 es la

distancia de objeto compacto al punto L1

Con esto tenemos que la velocidad perpendicular es v⊥ ∼ b1ω, con ω = 2π/P siendo

ω la velocidad angular y P el periodo de la binaria, Figura 3.4. La componente paralela

es v‖ . cs donde cs es la velocidad del sonido en la envolvente de la secundaria, ya que

el gas es presuntamente empujado hacia L1 por las fuerzas de presión. Para temperaturas
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tı́picas de una envolvente estelar T ≈ 104 K la velocidad paralela v‖ ∼ cs no puede ser

mucho mayor que 10 km s−1.

Siendo la velocidad paralela similar a la velocidad del sonido y la velocidad perpen-

dicular del orden de unas decenas de la velocidad del sonido, la velocidad total resultante

nos indica que la corriente que atraviesa L1 es supersónica. Este hecho puede simplificar

los cálculos de la trayectoria de la corriente, ya que en este caso se pueden ignorar las

fuerzas de presión y por lo tanto la corriente seguirá una trayectoria balı́stica determinada

por el potencial de Roche, básicamente como si este estuviera constituido por partı́culas

de prueba. Además, como v‖ ∼ cs es mucho más pequeña que las velocidades adquiri-

das durante la caı́da libre hacia la estrella primaria, las condiciones iniciales cerca de L1

tendrán un efecto muy pequeño en la trayectoria.

Con estos argumentos se puede realizar una buena aproximación a la trayectoria de

la corriente tomando la órbita de una partı́cula de prueba soltada desde una posición

en reposo en L1, con un momento angular dado, cayendo en el campo gravitacional de

la estrella primaria. La corriente continua de gas tratará de seguir esta órbita pero se

interceptará a ella misma, lo que esto resulta en una disipación de energı́a por medio

de choques. Además, el gas no tendrá mucha oportunidad de deshacerse del momento

angular que tenı́a inicialmente, por lo que tratara de moverse sobre la órbita de menor

energı́a para un momento angular dado, es decir, una órbita circular. El gas inicialmente

estará moviéndose en una órbita alrededor de la primaria en el plano de la binaria a un

radio Rcirc, que corresponda a una órbita Kepleriana a ese mismo radio con el momento

angular especı́fico igual al que tenia el gas al pasar por L1. Por lo tanto el gas tendrá una

velocidad circular

vφ(Rcirc) =

(

GM1

Rcirc

)1/2

donde por conservación de momento angular tenemos que

Rcircvφ(Rcirc) = b2
1ω

Recordando que ω = 2π/P y que P en un sistema binario está dado por

4π2a3 = GMP2,

con a siendo la separación de las estrellas. Con esto podemos obtener una expresión para

Rcirc de la siguiente forma

Rcirc/a = [1 + (M1/M2)][0.5 − 0.227 log(M1/M2)]. (3.12)

A este radio frecuentemente se le denomina como Radio de circularización. Este

radio siempre es menor que el radio del lóbulo de Roche RL, tipicamente un factor 2-3

menor, excepto para valores muy pequeños de M1/M2, por lo que el gas estará orbitando

alrededor de la primaria dentro del lóbulo de Roche. Aunque esto puede que no suceda si

el radio de la estrella primaria es mayor que el radio de circularización, en estos casos el

gas chocará contra la superficie de la estrella antes de poder estar en una órbita circular.
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Esta situación no ocurre en los sistemas binarios que contienen un objeto compacto.

Como ejemplo, el radio de las enanas blancas de baja masa es R∗ ≤ 109 cm, mientras

que el radio de circularización obtenido con la ecuación (3.12) es

Rcirc & 3.5 × 109 cm.

Lo cual permitirı́a que el gas proveniente de la estrella secundaria pudiera entrar en una

órbita circular.

Con esto tenemos que para la corriente continua del gas que esta entrando en el

lóbulo de Roche de la primaria la configuración inicial será un anillo de materia en

R = Rcirc. Dentro de este anillo existirán procesos disipativos (como colisiones, choques,

disipación por viscosidad, etc..) que convertirán parte de la energı́a proveniente del

movimiento orbital a energı́a interna (calor). Parte de esta energı́a será radiada y será ex-

traı́da del gas. Ası́ que la única manera en la que el gas puede compensar esta pérdida

de energı́a es al caer cada vez más profundo en el potencial gravitacional de la pri-

maria, esto significa, orbitar cada vez más cerca; pero para poder hacer esto se necesita

que haya pérdida de momento angular. Debido a que para un momento angular dado la

configuración con menor energı́a es la órbita circular y además que el tiempo para la

redistribución del momento angular, por lo general, es mucho más grande que el tiempo

de enfriamiento trad y que el tiempo dinámico tdin, entonces, podemos esperar que la

mayorı́a del gas este cayendo muy lentamente, en forma de espiral, hacia la primaria.

Este movimiento más bien puede parecer a una serie de órbitas aproximadamente circu-

lares en el plano orbital de la primaria. A esta configuración se le conoce como discos

de acreción.

Este proceso de caer en espiral hacia el centro involucra la perdida de momento

angular, pero en ausencia de torcas externas, esto más bien significa que el momento an-

gular se debe redistribuir. La transferencia de momento angular será entonces producida

por torcas internas que permitan que el momento de las partes internas sea transferido a

las partes externas del disco. Debido a este aumento de momento angular en las partes

externas, el gas en esas zonas se moverá en espiral pero alejándose del objeto central. El

disco entonces tendrá dos regiones, una en la que el gas se dirije hacia el objeto central

cayendo cada vez más profundo en el potencial gravitacional y la otra región en la que

el gas se esta alejando del objeto central, llevándose el momento angular otorgado por

las partes internas.

3.4. Torcas tipo viscosas

Antes de estudiar la estructura de los discos de acreción analizaremos el mecanismo

de transferencia de momento angular. Un proceso importante en la acreción es la con-

versión de energı́a cinética orbital a calor. Una ley de rotación Kepleriana implica una

rotación diferencial, es decir, el material a radios diferentes, se mueve con distinta ve-

locidad angular Ω. Esto también ocurre en otras leyes de rotación, siempre y cuando la
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ley no sea Ω = constante. En estos casos los elementos de fluido a lo largo de flujos de

lı́nea vecinos tendrán un roce entre ellos. Debido a los movimientos caóticos térmicos o

los movimientos turbulentos presentes en fluidos se pueden generar esfuerzos viscosos

que como consecuencia permiten tener un transporte de momento, masa, etc..., ortogonal

al movimiento del gas.

Como se mencionó en la sección anterior, es válido considerar a los discos de acre-

ción como anillos continuos de materia girando alrededor del agujero negro, esto ya

que vφ >> vr. Los movimientos caóticos, que dan lugar a la viscosidad, toman lugar en

un flujo en equilibrio, el intercambio de los elementos del fluido no puede resultar en

una transferencia neta de materia entre anillos continuos. Por lo tanto, la masa cruza la

superficie con R = constante a tasas iguales en ambas direcciones, del orden de Hρṽ

por unidad de longitud de arco, donde ρ(R) es la densidad de masa, ṽ es la velocidad

promedio de los movimientos caóticos y H es un ancho caracterı́stico del disco (este

parámetro se describira en la sección de discos delgados). Ya que ambos flujos de masa

llevan diferente momento angular, existe un transporte de momento angular debido a

diversos procesos caóticos, es decir, se ejerce una torce viscosa en la región externa de

la corriente provocada por la región interna, y además se ejerce de la misma forma una

torca opuesta provocada por la externa sobre la interna. Por lo tanto podemos expresar

el flujo de momento φ por unidad de longitud de arco a través de R = constante en la

dirección hacia afuera como,

ρṽH(R + λ/2)vφ(R − λ/2)

donde λ es el tamaño tı́pico de las parcelas en donde ocurren los movimientos caóticos.

En este caso se toma el valor de λ/2 como un promedio para la posición de la materia

que es intercambiada durante los movimentos caóticos. Esta expresión indica que la

materia que inicialmente tenia una velocidad circular vφ(R − λ/2) ahora se encuentra en

la posición R + λ/2.

La torca ejercida sobre el anillo externo por el anillo interno esta dada por la trans-

ferencia neta hacia afuera del momento angular. Es decir

ρṽH
[

(R + λ/2)vφ(R − λ/2) − (R − λ/2)vφ(R + λ/2)
]

.

Como primera aproximación, si λ es muy pequeña, la expresión anterior se puede

escribir en terminos de la derivada de la velocidad circular vφ o en términos de la derivada

de la velocidad angular Ω = vφ/R. Con esto tenemos que la torca por unidad de longitud

de arco es

−ρṽHλR2Ω′,

donde Ω′ = dΩ/dR, y además suponemos que la velocidad angular cambia muy lenta-

mente con respecto a λ. Para el caso de un anillo circular, podemos obtener la torca total

multiplicando el resultado obtenido en la ecuación anterior por el tamaño del anillo, 2πR.

Tomando ρH = Σ, con Σ siendo la densidad superficial, podemos expresar la torca que
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ejerce el anillo externo sobre el interno (que es = - la torca que ejerce el interno sobre el

externo) como

G(R) = 2πRνΣR2Ω′. (3.13)

Aqui hemos tomado el valor de la viscosidad cinemática estandar ν, la cual en procesos

que involucran turbulencia hidrodinámica puede ser aproximada por ν ∼ λṽ.Podemos

ver que esta torca desaparece cuando tenemos el caso de rotación de un cuerpo rı́gido,

donde Ω′ = 0. Partiendo de esta forma para la torca, ahora consideramos que la torca

neta en un anillo de gas entre R y R + dR, tenemos que

G(R + dR) −G(R) =
∂G

∂R
dR.

Debido a que esta torca está actuando en el sentido de la velocidad angular Ω(R),

entonces existe una tasa de trabajo

Ω
∂G

∂R
dR =

[

∂

∂R
(GΩ) −GΩ′

]

dR (3.14)

realizada por la torca. En este caso el término

∂

∂R
(GΩ)dR

es la tasa por convección de la energı́a rotacional a través del gas por las torcas, mientras

que el término −GΩ′dR, representa la tasa local de pérdida de energı́a mecánica hacia el

gas. Esta pérdida de energı́a se transforma a energı́a interna. Esto significa que las torcas

viscosas causan una disipación dentro del gas a una tasa igual a GΩ′dR por ancho de

anillo dR. Esta energı́a será radiada por ambas caras del disco.

Por lo tanto la tasa de disipación por unidad de superficie D(R) está dada por

D(R) =
GΩ′

4πR
=

1

2
νΣ(RΩ′)2. (3.15)

El caso particular en el que consideramos que la velocidad angular tiene una forma

Kepleriana,

Ω = Ωk =

(

GM

R3

)1/2

(3.16)

a un cierto radio R. Usando la expresión (3.15) obtenemos

D(R) =
9

8
νΣ

GM

R3
.

Podemos ver que esta propiedad es dependiente de la posición R del anillo y de la

densidad superficial de este mismo. También depende del parámetro de viscosidad ν, el

cual debido a la ausencia de una teorı́a acerca de los movimientos caóticos o turbulentos

dentro de los fluidos, tı́picamente va a estar caracterizado por un tamaño caracterı́stico λ

y una velocidad caracterı́stica v.

A continuación se describirán algunas formas para el parámetro de viscosidad ν que

frecuentemente se utilizan para la descripción de la viscosidad en discos de acreción.
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3.4.1. Prescripción α

La primera prescripción para la viscosidad en el contexto de discos astrofı́sicos fue

propuesta por Shakura & Sunyaev (1973). En su trabajo, ellos argumentaron que la trans-

ferencia de momento angular hacia las partes externas del disco (con rotación diferen-

cial) no se debe a la viscosidad molecular, ya que es muy pequeña, ni a transporte de

momento angular por medio de radiación, sino más bien a los movimientos turbulentos

y pequeños campos magnéticos caóticos presentes en el disco.

En un medio con rotación diferencial y con una distribución de momento angular

aumentando hacia las partes externas, la materia es estable con respecto a pequeños

cambios que preserven momento angular. Pero la teorı́a lineal de perturbaciones nos

indica una condición para la cual existe la pérdida de estabilidad para un flujo laminar.

Para describir el promedio de movimientos presentes en dicha turbulencia podemos

usar la formula para los flujos laminares

η = ρvtl

donde η es la viscosidad dinámica , la cual se relaciona con la viscosidad cinemática

como ν = η/ρ, vt es la velocidad turbulenta y l un tamaño de escala caracterı́stico. En

el caso de discos de acreción delgados podemos suponer que el tamaño máximo de las

parcelas l del fluido estará dado por el tamaño de escala tı́pico H de los discos.

Para esfuerzos tangenciales la componente del tensor de esfuerzos que indica la mag-

nitud de este esfuerzo es la componente σRφ (más adelante se dará la forma completa

del tensor de esfuerzos). Esta componente está definida de la siguiente forma.

σRφ = ηR
dΩ

dR
.

Si suponemos que el cambio en la velocidad angular es muy pequeño, podemos

aproximar la derivada dΩ/dR como Ω/R. Recordando que Ω = vφ/R, el esfuerzo tan-

gencial resultarı́a ser

σ ∼ η
vφ

R
.

Sustituyendo el valor de η para la turbulencia en flujos laminares en la expresión

anterior, obtenemos

σRφ ∼ ρH
vtvφ

R
. (3.17)

Más adelante mostraremos que en los discos delgados H ∼ Rcs/vφ, por lo que

σRφ ∼ c2
sρ

vt

cs

. (3.18)

donde hemos multiplicado y dividido por cs para tomar un cociente adimensional entre

las velocidades.
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Dentro de la prescipción α no solo se encuentran descritos los movimientos turbu-

lentos dentro del fluido, si no también se atribuye parte de la viscosidad a los campos

magnéticos dentro de este mismo. Las variaciones caóticas y en pequeñas escalas del

campo magnético pueden ser generadas por las inestabilidades en el plasma, reconec-

ciones de las lı́neas del campo magnético en regiones con polaridad opuesta, etc. Por

lo que suponiendo que la energı́a de estos campos magneticos no excedan la energı́a

térmica de la materia, es decir

H2
m

8π
. ρ

c2
s

2
.

donde Hm es la intensidad del campo magnético. Podemos caracterizar la componente

del tensor de esfuerzos en la dirección tangencial, por una componente debida a campos

magnéticos, esto es,

σRφ ∼ ρc2
s

(

H2
m

4πρc2
s

)

donde hemos asignado una forma en particular a la componente tangencial del ten-

sor de esfuerzos σRφ ∼ ρc2
s . Sumando ambas contribuciones (turbulencia + campos

magnéticos) encontramos que

σRφ,total ∼ ρc2
s

vt

cs

+ ρc2
s

(

H2
m

4πρc2
s

)

= αρc2
s .

donde α es un parámetro para la viscosidad que nos determina la eficiencia y contiene la

información de los campos magnéticos internos y la turbulencia. Recordando que σRφ ∼
ηvφ/R ∼ νρvφ/R, podemos tomar una forma general para la viscosidad cinemática,

νρvφ

R
∼ αρc2

s

ν ∼ αcsR
cs

vφ
.

Utilizando la relación H ∼ Rcs/vφ, obtenemos la prescripción α

ν ∼ αc2
s H, (3.19)

con

α ∼ vt

cs

+

(

H2
m

4πρc2
s

)

.

Podemos ver que este valor de α debe de cumplir con que α ≤ 1, ya que si α > 1 la

turbulencia debe de ser supersónica lo cual llevarı́a al calentamiento rápido del plasma y

a la generación de choques, con lo que se reducirı́a el valor de α nuevamente por debajo

de 1.
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3.4.2. Prescripción β

Los resultados de los experimentos en flujos de Couette-Taylor turbulentos realiza-

dos por Richard & Zahn (1999) sugieren una prescripción para la viscosidad basada en

movimientos turbulentos puramente hidrodinámicos a números de Reynolds muy altos.

En este caso los efectos provocados por los campos magnéticos no juegan un papel im-

portante en la transferencia de momento angular. Los flujos de Couette-Taylor resultan

del fluido viscoso incompresible puesto a rotar entre dos cilindros coaxiales, cada uno

a rotando con una velocidad angular distinta (Taylor 1936), haciendo que el fluido rote

conforme a una ley de rotación no Kepleriana; se observó, a números de Reynolds mu-

cho menores a los astrofı́sicos, el comienzo de la turbulencia.

Para que el flujo se vuelva inestable, se requiere que el número de Reynolds del flujo

Re = Rvφ/ν sea alto y exceda al número de Reynolds crı́tico. Esto lleva a la generación

de turbulencia y por lo tanto a una producción de una viscosidad efectiva. La viscosidad

turbulenta que se deriva es la llamada prescripción β

ν = βRvφ, (3.20)

con β ≈ 10−5 La decisión de escoger a R como un tamaño natural de escala se debe

a que R es un parámetro relevante para el transporte del momento angular y el cual con-

tiene la información acerca de los agentes que llevan acabo la turbulencia, básicamente

el campo de rotación.

A diferencia de la prescripción α, la prescripción β no depende de cantidades lo-

cales, como la velocidad del sonido o el tamaño de escala, si no más bien depende de

parámetros globales como la velocidad circular.

3.5. Discos de acreción

En la sección anterior vimos que en la mayorı́a de sistemas binarios con transfe-

rencia de masa el material acretado tendrá suficiente momento angular para formar un

disco de acreción. Para el estudio de estos sistemas podemos realizar diferentes aproxi-

maciones que nos permitan simplificar el sistema y tener una mejor visión de los proce-

sos fı́sicos que ocurren dentro de el. Una de ellas se basa en que en ciertas ocasiones el

flujo está confinado muy cerca del plano orbital que a primera aproximación podemos

considerar el disco como un flujo de gas bi-dimensional. Esta aproximación de disco

delgado ha tenido bastante aceptación y permite elaborar una extensa teorı́a. La segunda

aproximación es la de los discos gruesos cuya teorı́a aun está en desarrollo.

3.5.1. Discos delgados

Para estudiar la dinámica en discos de acreción delgados alrededor de agujeros

negros es necesario hacer algunas aproximaciones. Supondremos que en coordenadas

cilı́ndricas (R, φ, z) la materia se encuentra muy cercana al plano ecuatorial del agujero
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negro, es decir z = 0. El disco va a estar caracterizado por una densidad superficial

Σ(R, t), la cual representa la masa por unidad de superficie del disco, y está dada por la

integral de la densidad del gas ρ en la dirección z. El potencial gravitacional producido

por el agujero negro será Newtoniano y además suponemos que la masa del agujero ne-

gro M es mucho mayor que la masa del disco Md, por lo que en este caso la autogravedad

del disco puede ser despreciada.

Una vez formado el disco, la materia se estará moviendo en órbitas circulares alrede-

dor de la estrella que está acretando, por lo que supondremos que la velocidad angular

Ω será Kepleriana, ΩK(R) y la materia tendrá una velocidad circular vφ = RΩK(R).

Además de esta velocidad circular, podemos suponer que el gas tendrá una pequeña

velocidad radial vR, la cual será negativa cerca de la estrella central, para que pueda acre-

tar materia. En general vR es una función que depende de del radio R y del tiempo t.

Estructura radial de discos delgados estacionarios.

En muchos casos las condiciones externas del sistema (como la tasa de transferencia

de masa) cambia en escalas mucho más grandes que tvis. En estos casos, un disco estable

puede llegar a tener una estructura en un estado estacionario, el cual podemos examinar

despreciando los términos temporales en las ecuaciones de conservación.

Si integramos la ecuación de conservación sin el término temporal, ∇ · (ρv) = 0, con

ρ = 2πRΣ encontramos que

Ṁ = −2πRΣvR (3.21)

Esto nos indica que el flujo de masa a través de cada punto es independiente de la posi-

ción R. En este caso el signo negativo se introduce ya que vR < 0, pues el flujo está di-

rigido hacia la estrella central.

La ecuación de conservación del momento angular en un disco delgado tendrá la

siguiente forma

∂

∂R
(2πRΣvRR2Ω) =

∂G

∂R
.

donde G estará dada por la expresión (3.13). Si integramos la ecuación para el momento

angular tenemos que

2πRΣvRR2Ω = G +C

donde C es una constante de integración. Utilizando (3.13) para el valor de G obtenemos

− νΣΩ′ = Σ(−vR)Ω +
C

2πR3
(3.22)

La constante C está relacionada con la tasa a la cual fluye el momento angular hacia

el objeto compacto. Si suponemos que el disco mantiene una ley de rotación Kepleriana

aun en las partes cercanas al objeto compacto (esto también implica que la estrella cen-

tral no debe estar girando sobre su eje o en todo caso su rotación debe ser muy lenta),

entonces esta constante adquiere la siguiente forma.
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C = −Ṁ(GMR∗)
1/2

donde R∗ es el radio”de la estrella central. Sustituyendo esto en la expresión (3.22) y

tomando Ω = ΩK (ecuación 3.16), encontramos que

νΣ =
Ṁ

3π

[

1 −
(

R∗
R

)1/2
]

(3.23)

Con ayuda de la ecuación (3.15) podemos encontrar la disipación por unidad de área

en una cara del disco generada por la viscosidad D(R),

D(R) =
3GMṀ

8πR3

[

1 −
(

R∗
R

)1/2
]

(3.24)

Podemos ver de esta ecuación que el flujo de energı́a emitido por las caras del disco

delgado estacionario es independiente de la viscosidad. Esta cantidad no tiene un signifi-

cado de gran importancia, y es que la ecuación (3.24) nos muestra que podemos conocer

su dependencia con algunos de los parámetros ( Ṁ,R, etc.), aun cuando no conocemos

de manera precisa la naturaleza fı́sica de la viscosidad ν.

La estructura vertical del disco debe de ser autoconsistente con las suposiciones que

hemos realizado. En principio si no hay flujos en la dirección z, el disco debe de cumplir

con la condición de equilibrio hidrostático en esta dirección.

1

ρ

∂P

∂z
=
∂

∂z

[

GM

(R2 + z2)1/2

]

.

Esta ecuación es básicamente la ecuación de Euler (2.26), ignorando los términos de

velocidad. Para un disco delgado se debe de cumplir que z << R, por lo tanto tenemos

que
1

ρ

∂P

∂z
= −GM

R3
. (3.25)

Definiendo una escala de altura tı́pica del disco en la dirección z como H, entonces

podemos aproximar la derivada como ∂P/∂z ∼ P/H y z ∼ H. Con esto y recordando

que P ∼ ρc2
s , donde cs es la velocidad del sonido, encontramos que la suposición para

un disco delgado debe ser

H � cs

(

R

GM

)1/2

R << R

por lo que se requiere que

cs <<

(

GM

R

)1/2

es decir que se en un disco delgado, la velocidad local Kepleriana debe de ser altamente

supersónica. Esto básicamente es una condición sobre la temperatura del disco y sobre

el mecanismo de enfriamiento.



48 CAPÍTULO 3. ACRECIÓN

Si la aproximación de disco delgado es válida podemos simplificar el trabajo nece-

sario para encontrar la estructura del disco. Ya que los gradientes de presión y tempera-

tura son esencialmente en la dirección vertical, podemos decir que la estructura vertical

y radial están desacopladas. Por lo que podemos tratar a la estructura vertical a un radio

dado como algo análogo a la estructura estelar unidimensional.

En general podemos definir una densidad central del disco aproximadamente por

ρ = Σ/H (3.26)

con

H = R
cs

vφ
. (3.27)

La velocidad del sonido estará dada por

c2
s =

P

ρ
(3.28)

y donde la presión P estará dada por la suma de la presión del gas más la presión de

radiación

P =
ρkTc

µmp

+
4σ

3c
T 4

c . (3.29)

En este caso σ es la constante de Stefan-Boltzmann y suponemos que la temperatura

T (R, z) tiene un valor muy cercano a la temperatura central Tc(R) = T (R, 0). Cabe men-

cionar que debido a que T es una función de R existirán regiones en las que la presión

de radiación sea más importante que la presión del gas o viceversa.

Tomando la aproximación ”plano-paralelo”para cada radio, tenemos que el flujo de

energı́a radiada a través de una superficie a z = constante esta dada por

F(z) =
−16σT 3

3κRρ

∂T

∂z
, (3.30)

donde κR es la opacidad media de Rosseland. Por simplicidad suponemos que el disco

es óptimamente grueso de tal forma que

τ = ρHκR(ρ, Tc) = ΣκR >> 1,

de tal forma que la radiación emitida sea muy cercana a la emisión de un cuerpo ne-

gro. Utilizando aproximaciones para disco delgado, tenemos que el flujo es aproximada-

mente,

F(z) ∼ 4σ

3κRρH
T 4(z) =

4σ

3τ
T 4(z),

pero como sabemos que la tasa de disipación total a través de una de las mitades de la

estructura vertical debe de ser igual a la tasa de disipación D(R) emitida por una de las

caras, entonces tenemos que
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4σT 4

3τ
= D(R) =

3GMṀ

8πR3

[

1 −
(

R∗
R

)1/2
]

. (3.31)

Esta ecuación representa nuestra ecuación de energı́a del sistema. Finalmente, para

completar el conjunto de ecuaciones que nos describan nuestro sistema, necesitamos una

relación que exprese el comportamiento de la opacidad κR en función de las propiedades

locales del disco, es decir κR = κR(ρ, Tc) y alguna relación (como la prescripción α o β)

para la viscosidad ν.

Estructura para un disco estacionario con prescripción α

Una solución algebráica para un disco delgado alrededor de un agujero negro des-

crito por las ecuaciones (3.26) hasta (3.31) fue obtenida por Shakura y Sunyaev (1973).

Para la construcción de este modelo utilizaron la prescripción α (3.19),

ν = αcsH

Ellos pudieron diferenciar tres partes que conforman el disco delgado:

1. Una región dominada por presión de radiación y donde en la interacción entre

materia y radiación la dispersión de electrones libres es de mayor importancia.

2. La región donde la presión esta determinada por la presión del gas y donde aun la

dispersión de electrones dan la mayor contribución a la opacidad.

3. La región donde domina la presión del gas. Además la opacidad esta determinada

por la absorción libre-libre y otros mecanismos.

Estas partes están localizadas de la siguiente forma: Existen dos regiones del tipo 3,

una en la parte más externa del disco y la otra en una región muy delgada situada en

las cercanı́as del agujero negro. Y existen dos regiones del tipo 2 intermedias entre una

región del tipo 1 y las regiones tipo 3.

Aquı́ únicamente mencionaremos la solución en la cual la densidad ρ y la temperatu-

ra Tc se comportan de tal forma que la opacidad media de Rosseland se puede aproximar

por la ley de Kramer’s, es decir

κR = 5 × 1024ρT
−7/2
c cm2 g−1. (3.32)

Y además, también se ignorara el término de presión de radiación de la ecuación de

estado.

Una vez teniendo completo el conjunto de ecuaciones que describen la estructura

del disco delgado, ellos encontraron la solución analı́tica a este problema. Para poder

visualizar de mejor manera las cantidades obtenidas de los discos, podemos expresar la
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solución en términos de R10 = R/(1010 cm), m1 = M/M⊙ y Ṁ16 = Ṁ/(1016 g s−1). La

solución de Shakura-Sunyaev es

Σ = 5.2α−4/5Ṁ
7/10

16
m

1/4

1
R
−3/4

10
f 14/5 g cm−2,

H = 1.7 × 108α−1/10Ṁ
3/20

16
m
−3/8

1
R

9/8

10
f 3/5 cm,

ρ = 3.1 × 10−8α−7/10Ṁ
11/20

16
m

5/8

1
R
−15/8

10
f 11/5 g cm−3,

Tc = 1.4 × 104α−1/5Ṁ
3/10

16
m

1/4

1
R
−3/4

10
f 6/5K,

τ = 190α−4/5Ṁ
1/5

16
f 4/5,

ν = 1.8 × 1014α4/5Ṁ
3/10

16
m
−1/4

1
R
−3/4

10
f 6/5cm2s−1,

vR = 2.7 × 104α4/5Ṁ
3/10

16
m
−1/4

1
R
−1/4

10
f −14/5cm s−1,

con f =

[

1 −
(

R∗
R

)1/2
]1/4

. (3.33)

De la solución podemos ver que el parámetro α no entra en ninguna de las expre-

siones con una potencia muy alta. Esto significa que los ordenes de magnitud de estos

parámetros no son muy sensibles al valor actual de α. Pero también nos indica que no

esperamos encontrar un tamaño tı́pico de α al hacer comparaciones directas de la teorı́a

de discos estacionarios con las observaciones.

También podemos ver que el tamaño del parámetro de H si cumple con la condición

de disco delgado, ya que

H/R = 1.7 × 10−2α1/10Ṁ
3/20

16
m
−3/8

1
R

1/8

10
f 3/5.

La velocidad radial vR ∼ 0.3 km s−1 está por debajo del valor de la velocidad del

sonido (cs ∼ 10 km s−1), mientras que la velocidad kepleriana vφ ∼ 1000 km s−1 es muy

supersónica. También tenemos que la opacidad que resulta de la solución va de acuerdo

con la suposición de que el disco es ópticamente grueso. Estos resultados nos muestran

una autoconsistencia con las suposiciones realizadas al principio, por lo que el modelo

es válido para discos delgados siempre y cuando no se viole ninguna de las condiciones.

3.5.2. Discos gruesos

En la sección anterior se discutió la teorı́a para los discos de acreción delgados

(H << R). Esta suposición nos permite entender de manera razonable la teorı́a, además
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los resultados obtenidos de estos estudios concuerdan con las observaciones realizadas.

Esto ha permitido que exista un gran avance en el estudio del fenómeno de acreción.

Pero a pesar de esto buenos resultados, aun falta mucho por entender de estos sistemas.

En particular, existen ciertas regiones o casos en los cuales las suposiciones de disco del-

gado realizadas para obtener la solución propuesta por Shakura & Sunyaev (1973) ya no

es muy válida, por ejemplo en las zonas más internas de los discos de acreción alrededor

de agujeros negros de masa estelar o estrellas de neutrones, por lo que es necesario que

encontremos una solución diferente.

El interés actual en la teorı́a de la estructura, evolución y estabilidad de discos de

acreción gruesos se debe a la posibilidad de que estos puedan ser relevantes para en-

tender el funcionamiento de las fuentes centrales en radio galaxias y quasares. También

pueden ser importantes durante la etapas tempranas de formación estelar, podrı́an estar

involucrados en la formación de flujos bipolares y chorros o podrı́an formarse durante

la fusión de dos estrellas, al tratar el sistema de deshacerse de su exceso de momento

angular. Los efectos de autogravedad en estos casos podrı́an tener una mayor relevancia

que en el caso de modelos de AGN.

Uno de los primeros intentos por construir un modelo de disco grueso fue realizado

por Paczyński & Wiita (1980). Algunas de las suposiciones que realizaron fueron: un ba-

lance global de energı́a, es decir que la cantidad total de energı́a generada por la viscosi-

dad dentro del disco es radiada por las superficies de este mismo; una presión dominada

por radiación; un potencial pseudo-Newtoniano1 para la interacción del agujero negro

con el gas; una ecuación de estado bariónica; y además ignoraron los efectos de la auto-

gravedad. De los primeros estudios se observó que si uno especifica la distribución del

momento angular por unidad de masa, l(r), en la superficie del disco y uno escoge el bor-

de interno del disco, entonces el balance de las fuerzas gravitacionales, rotacionales y de

presión determinarán la forma del disco. Estudios posteriores, Jaroszynski, Abramow-

icz y Paczynski (1980) extendieron estos modelos a la relatividad general utilizando la

métrica de Schwarzschild y Kerr.

Para este trabajo se realizarán simulaciones para modelar discos de acreción gruesos

(toros) alrededor de un agujero negro. Se trabajara en coordenadas cilı́ndricas (R, φ, z)

y se considerará una configuración axisimétrica con el eje de rotación coincidiendo con

el eje z. El fluido estará rotando en el campo gravitacional externo del agujero negro.

Para el estudio del comportamiento de las prescripciones de viscosidad se ignorara la

autogravedad del fluido, pero posteriormente se incluirá para poder estudiar los efectos

producidos por el acoplamiento de estas fuerzas.

Las ecuaciones que describan la estructura del disco deben incluir el tensor de es-

fuerzos para poder acoplar la viscosidad. El flujo será adiabático, es decir, no hay enfri-

amiento radiativo local incluido.

Con estas suposiciones, tenemos que las ecuaciones básicas para poder describir la

estructura de los toros serán las siguientes:

1Este potencial se describirá en el capı́tulo 4
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Conservación de masa (ver ecuación 2.20)

∂ρ

∂t
+

1

R

∂

∂R
(rρvR) +

∂

∂z
(ρvz) = 0 (3.34)

Conservación de momento (Es basicamente la ecuación 2.26, o 2.33 en su forma

para SPH, más la fuerza gravitacional del agujero negro, la fuerza centrı́fuga y la

viscosidad como fuerzas externas.)

ρ

(

∂vR

∂t
+ vR

∂vR

∂R
+ vz

∂vR

∂z
−

v2
φ

R















+ ρ
∂Φ

∂R
(3.35)

+
∂P

∂R
− 1

R

∂

∂R
(RτRR) − ∂τRz

∂z
= 0

ρ

(

∂vz

∂t
+ vR

∂vz

∂R
+ vz

∂vz

∂z

)

+ ρ
∂Φ

∂z
+
∂P

∂z
(3.36)

− 1

R

∂

∂R
(RτzR) − ∂τzz

∂z
= 0

ρ

(

∂vφ

∂t
+ vR

∂vφ

∂R
+ vz

∂vφ

∂z
+

vφvR

R

)

(3.37)

−
[

1

R

∂

∂R
(RτφR) +

τφR

R
+
∂τφz

∂z

]

= 0

Conservación de energı́a (La ecuación 2.38, o la expresión 2.39 para SPH, más el

término de disipación de energı́a por unidad de masa y el término de viscosidad

artificial T (ds/dt)art.)

du

dt
= −

(

P

ρ

)

∇ · v + T
ds

dt
+ T

(

ds

dt

)

art

(3.38)

donde la disipación de energı́a esta dada por la siguiente expresión

ρT

(

∂S

∂t
+ vR

∂S

∂R
+ vz

∂S

∂z

)

(3.39)

−
















τ2
Rφ

η
+
τ2zφ

η
+
τ2

RR

η
+
τ2zz

η
+
τ2

zR

η

















− ∇ · F = 0

y

T

(

ds

dt

)

i,art

=
1

2

∑

j,i

m jΠi jvi j · ∇iWi j (3.40)

donde Πi j y Wi j son los términos descritos en el capı́tulo 2 para SPH.
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Ecuación de estado

p = (γ − 1)ρu. (3.41)

Donde τi j es el tensor de esfuerzos viscoso, F es el flujo radiativo (que en este caso

omitiremos ), Φ es el potencial gravitacional producido por el objeto central, S es la

entropı́a y u la energı́a interna del gas.

Las componentes del tensor de esfuerzos viscoso están dadas de la siguiente forma,

τRR = 2η
∂vR

∂R
− 2

3
η∇ · v , τzz = 2η

∂vz

∂z
− 2

3
η∇ · v,

τφφ = 2η
vR

R
− 2

3
η∇ · v , τRz = τzR = η

(

∂vz

∂R
+
∂vR

∂z

)

,

τRφ = τφR = ηR
∂

∂R

(

l

R2

)

, τzφ = τφz = η
∂

∂z

(

l

R

)

donde l es el momento angular especı́fico (por unidad de masa) y η es la viscosidad

dinámica. Las ecuaciones (3.34) hasta (3.41) junto las relaciones para la viscosidad,

flujo radiativo y opacidad nos permiten describir la estructura de los discos gruesos sin

autogravedad. En el siguiente capı́tulo se describirán los elementos que se utilizaron para

las simulaciones de este trabajo, ası́ como la adaptación de las fuerzas de autogravedad.

3.5.3. Toro en equilibrio

Para poder llevar a cabo las simulaciones de los discos de acreción debemos te-

ner ciertas condiciones iniciales. En este trabajo utilizamos un toro estacionario, sin

viscosidad, en un estado de rotación pura, como condición inicial. Un toro en estado

estacionario esta descrito por las ecuaciones (3.34) - (3.37) y (3.41) con las derivadas

temporales, las componentes del tensor de esfuerzos y los términos para el flujo radiati-

vo iguales a cero. Para un sistema axisimétrico, el campo de velocidades del fluido con

masa girando alrededor de su eje de simetrı́a tiene las componentes:

vR = 0, vφ = RΩ, vz = 0

dondeΩ es la velocidad angular, en general una función de R y z. Con estas suposiciones,

las únicas ecuaciones que tienen términos distintos a cero son:

ecuación (3.35)→ −ρ
v2
φ

R
+ ρ
∂Φ

∂R
+
∂P

∂R
= 0

ecuación (3.36)→ ρ∂Φ
∂z
+
∂P

∂z
= 0.
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De donde obtenemos las siguientes ecuaciones,

1

ρ

∂P

∂R
= −∂Φ

∂R
+ Ω2R, (3.42)

1

ρ

∂P

∂z
= −∂Φ

∂z
, (3.43)

donde P es la presión y Φ es el potencial gravitacional. Estas ecuaciones representan

el balance de las fuerzas que actuan en un elemento del fluido. En forma vectorial, las

ecuaciones anteriores se pueden escribir como

1

ρ
∇P = −∇Φ + Ω2R = ge f f (3.44)

donde se introdujo la gravedad efectiva ge f f como la suma de una aceleración gravita-

cional y una centrı́fuga. Podemos ver que la gravedad efectiva debe de ser ortogonal a las

superficies de presión constante (superficies isobáricas). En términos del momento an-

gular por unidad de masa l(R), la ecuación (3.44) en la dirección radial se puede escribir

como
1

ρ

dP

dR
= −dΦ

dR
+

l2

R3
(3.45)

Utilizando la ecuación (2.13) tenemos,

γKργ−2 dρ

dR
+

dΦ

dR
− l2

R3
= 0,

Integrando esta última ecuación desde infinito hasta R, tenemos que

γK

γ − 1
ργ−1 + Φ −

∫ R

∞

l2(R′)

R′3
dR′ = W0,

donde W0 es el valor inicial del potencial efectivo W, cuyas unidades son energı́a por

unidad de masa. Utilizando la relación politrópica, P = Kργ, tenemos que

γ

γ − 1

P

ρ
+W(R, z) = W0. (3.46)

Donde definimos al potencial efectivo W como

W(R, z) ≡ Φ(R, z) +

∫ ∞

R

l2(R′)

R′3
dR′ (3.47)

El potencial gravitacional Φ(R, z) se especificará en el siguiente capı́tulo. La cantidad

l(R) es el momento angular del disco de acreción por unidad de masa, cuyo valor será de-

finido en el capı́tulo 5.

Partiendo de la ecuación (3.46) y usando nuevamente la relación politrópica, P =

Kργ, encontramos la expresión para la densidad ρ como función de R y z en un toro

estacionario
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γK

γ − 1
ργ−1 = W0 −W(R, z)

ργ−1 =
γ − 1

γK
[W0 −W(R, z)]

ρ(R, z) =

[(

1

K

)

(W0 −W(R, z))

(

γ − 1

γ

)]1/(γ−1)

(3.48)

Podemos ver que si variamos la constante politópica K podemos variar la densidad

del disco, y por lo tanto la masa, para una misma distribución de momento angular. Si

disminuimos el valor de la constante K la densidad del disco aumentará y tendremos

discos más masivos. Esto se utilizó para generar discos con diferentes masas. Las cons-

tantes utilizadas se darán en el capı́tulo 5.





Capı́tulo 4

Interacciones gravitacionales

En este capı́tulo se hará un estudio de los campos gravitacionales provocados por

el agujero negro y el disco, ası́ como la interacción mutua entre ellos. Una forma de

encontrar estos campos gravitacionales es a partir del potencial gravitacional generado

por cada uno de los elementos. En el caso del agujero negro se puede utilizar una apro-

ximación semi-Newtoniana y para el disco se puede recurrir a la suma de los potenciales

generados por cada una de las partı́culas que lo constituyen. Una suma directa de cada

uno de los potenciales producidos por cada partı́cula resulta ser un método ineficiente

en el sentido computacional. Es por esto que se recurre a los métodos llamados ”Fast

Poisson Solvers”(FPS) los cuales serán descritos más adelante, pero cuyo principio se

basa en resolver la ecuación de Poisson.

4.1. Influencia del agujero negro sobre el disco

Para el sistema que queremos modelar, un disco de acreción grueso alrededor de un

agujero negro de masa estelar, un ingrediente importante que determina la estructura del

disco es la fuerza gravitacional del agujero negro sobre cada uno de los elementos de

este mismo.

Un agujero negro se define como una región del espacio-tiempo que no puede comu-

nicarse con el universo externo. La frontera de esta región se llama horizonte de eventos.

La solución estacionaria más general de un agujero negro se puede conocer analı́tica-

mente, y depende de tres parámetros: la masa M, momento angular J, y una carga Q

del agujero negro. Estos parámetros son cantidades .observablesı̈ndependientes que ca-

racterizan un agujero negro estacionario. El tratamiento que seguiremos a continuación

será una descripción de un agujero negro simple, es decir, uno con J = Q = 0.
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4.1.1. Agujero Negro de Schwarzschild.

Partiendo de la métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas

ds2 = −
(

1 − 2GM

c2r

)

dt2 +

(

1 − 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2. (4.1)

donde r = (R2 + z2)1/2. Para un observador estático en este campo gravitacional, es decir

con r, θ, φ fijos, el tiempo propio estará dado por la ecuación (4.1) como

dτ2 = −ds2 =

(

1 − 2GM

c2r

)

dt2 (4.2)

ó

dτ =

(

1 − 2GM

c2r

)1/2

dt. (4.3)

Esto muestra la dilatación del tiempo para un reloj en el campo gravitacional com-

parado con un reloj localizado a una distancia infinita (dτ < dt). Podemos ver que la

ecuación (4.3) tiene una singularidad en r = 2GM/c2. A este radio se le llama el hori-

zone de eventos o el radio de Schwarzschild. También recibe el nombre de lı́mite estático,

ya que los observadores estáticos no pueden existir dentro de rg = 2GM/c2.

4.1.2. Potencial de Paczyński-Wiita

Para poder determinar el movimiento de las partı́culas alrededor de los agujeros ne-

gros, podemos utilizar la métrica de Schwarzschild (4.1) y un equivalente al Lagrangiano

para las geodésicas. Pero en ciertas ocasiones podemos hacer aproximaciones más prac-

ticas que nos permitan modelar los efectos de la relatividad general y determinar el

movimiento de la materia alrededor de agujeros negros no rotantes.

Esta aproximación se obtiene tomando un potencial pseudo-Newtoniano, que fue

introducido por Paczyński & Wiita en 1980 y está dado por la siguiente expresión,

ΦPW(r) = − GM

r − rg

, (4.4)

Este potencial permite introducir un efecto relativista que juega un papel muy impor-

tante en las regiones muy cercanas al agujero negro central: esto es, la existencia de la

última órbita circular kepleriana estable en rms = 3rg para el caso de Schwarzschild. Esta

última órbita estable nos determina el borde interior del disco de accreción, ya que para

r > rms la materia cae hacia el agujero negro debido a la perdida de momento angular

como resultado de una torca viscosa interna. Pero para r < rms la materia es acretada ha-

cia el agujero negro con prácticamente momento angular constante y donde la teorı́a de

los discos de acreción, descrita en el capı́tulo 3, ya no es válida. Este efecto de la última

órbita estable es de gran importancia para el estudio de los agujeros negros. En el caso

de los agujeros negros con un cierto momento angular, J , 0, descritos por la métrica de

Kerr, la última órbita estable se utiliza para encontrar el valor del spin del agujero negro
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(McClintock et al., 2011), lo cual resulta de gran importancia para estudiar la formación

de dichos objetos o de chorros relativistas.

4.1.3. Distribución de momento angular Kepleriano

En este trabajo el uso del potencial pseudo-Newtoniano nos servirá para poder des-

cribir la distribución del momento angular en el disco de mejor manera. Esta distribución

se obtiene utilizando la teorı́a Newtoniana. En esta teorı́a tenemos que el movimiento or-

bital se puede describir en términos de un potencial efectivo (por unidad de masa)

W(r, Lk) = Φ(r) +
l2
k

2r2
,

siendo lk el momento angular kepleriano por unidad de masa y Φ(r) el potencial gravi-

tacional. En el mı́nimo del potencial efectivo, la derivada de dicho potencial es nula, y

entonces1,

∂W

∂r
= 0 =

∂Φ

∂r
−

l2
k

r3

l2
k

r3
=
∂Φ

∂r

rΩ2 = rφ̇2 =
∂Φ

∂r
(4.5)

este último resultado nos indica que la fuerza aplicada iguala a la fuerza centrı́peta en el

mı́nimo del potencial efectivo, esta es la condición para un movimiento uniforme. Por lo

tanto tenemos que para órbitas circulares se debe de cumplir la siguiente condición,

(

∂W

∂r

)

lk

= 0 (4.6)

o en términos del potencial gravitacional Φ,

(

dΦ

dr

)

− l2k

(

1

r3

)

= 0. (4.7)

Para el caso del potencial Newtoniano, tenemos que Φ(r) = −GM/r, por lo tanto la

ecuación (4.7) con este potencial resulta ser

GM

r2
−

l2
k

r3
= 0

1En este desarrollo consideramos que la distribución de momento angular es constante, en el siguiente

capı́tulo se explicará la razón por la cual se utilizón dicha distribución
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Por lo que la distribución de momento Kepleriano esta dada por

lk(r) =
√

GMr.

Para el caso del potencial de Paczyński-Wiita podemos hacer algo análogo. Tomando

el potencial ΦPW(r) de la expresión (4.4) y sustituyéndolo en la ecuación (4.7) tenemos

que

GM

(r − rg)2
−

l2
k

r3
= 0.

Por lo tanto el momento angular Kepleriano para este potencial es

lk =

√

GMr3

(r − rg)2
. (4.8)

En la Figura 4.1 se muestran las distribuciones de momento angular para una poten-

cial Kepleriano y un potencial de Paczyński-Wiita. El potencial de Paczyński-Wiita re-

produce efectos relativistas que juegan un papel muy importante en las regiones muy cer-

canas al agujero negro central, donde mucha de la energı́a es liberada; el efecto relativista

más esencial es la existencia de la última órbita circular kepleriana estable en rms = 3rg

(para el caso de un agujero negro de Schwarzschild). Para r > rms, el movimiento radial

de la materia acretada en el disco esta asociado con la pérdida de momento angular como

un resultado del esfuerzo viscoso. Para r < rms la materia acretada cae hacia el agujero

negro con prácticamente momento angular constante. Como resultado, rms es también el

borde más interior del disco de acreción, donde los esfuerzos viscosos dejarán de afectar

notablemente las trayectorias del flujo del gas.

4.2. Interacción Disco - Agujero negro.

La interacción del agujero negro con el disco básicamente se debe a la influencia

gravitacional que ejerce el agujero negro sobre cada una de las partı́culas del disco y

viceversa. Como vimos en la sección anterior el potencial gravitacional utilizado para

describir la influencia del agujero negro estará dado por un potencial de Paczynski-Wiita

dado por la ecuación (4.4). A partir de este potencial podemos encontrar la fuerza en la

dirección z y en la dirección R, ya que F(r) = −∇φ. Las componentes de la fuerza en

ambas direcciones seran

Fzi
= − GMmi

ri(ri − rg)2
z (4.9)

y

FRi
= − GMmi

ri(ri − rg)2
R (4.10)

donde M es la masa del agujero negro, mi la masa de la partı́cula i y ri es la distancia del

agujero negro a la partı́cula i dada por la expresión r2
i
= R2+z2. La tercera Ley de Newton
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Figura 4.1: Comparación de la distribución del momento angular para el potencial de

Paczyński-Wiita (linea continua) y el potencial Newtoniano (linea punteada)

nos dice que las fuerzas de acción y reacción entre dos cuerpos son de igual magnitud,

opuestas y colineales. Esto significa que cuando el agujero negro ejerce una fuerza Fi en

la partı́cula i, dicha partı́cula ejercerá una fuerza −Fi sobre el agujero negro. Por lo tanto

la fuerza que siente el agujero negro es la suma de todas las fuerzas −Fi provocada por

todas las partı́culas que conforman el disco.

En el caso de las partı́culas del código SPH, estas no son partı́culas puntuales si no

que representan una serie de anillos que comparten el mismo eje, el cual coincide con

la posición del agujero negro. Debido a que el agujero negro se encuentra en el eje de

simetrı́a de todos los anillos, la fuerza radial se anulará debido a que por cada sección

de masa en el anillo que ejerce una fuerza sobre el agujero negro, siempre existe una

sección de masa radialmente opuesta que ejercerá una fuerza de igual magnitud pero en

sentido contrario. Al sumar todas las secciones del anillo la fuerza radial resultante es

igual a cero.

Durante la simulación en la dirección z aun cuando se trata de mantener una igualdad

de partı́culas tanto por encima como por debajo del plano z = 0, los errores numéricos

no siempre permiten que esto se mantenga siempre asi. Es por eso que la fuerza total

que siente el agujero negro provocada por el disco no siempre sera igual a cero, por lo

que existe una fuerza resultante que provocara un movimiento en el agujero negro que

permitirá la conservación del momento lineal en la dirección z. Esta fuerza resultante se

puede calcular de la siguiente forma
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FzDisco−AN
=

N
∑

i

fzi

= −
N

∑

i

GMmi

ri(ri − rg)2
z (4.11)

donde N es el número de partı́culas del disco. El poder describir de manera completa la

interacción entre el disco y el agujero negro nos permite poder seguir el comportamiento

del momento lineal en la dirección z, es decir la conservación de dicho momento.

4.3. Autogravedad.

Debido a que el disco está espacialmente esparcido, la gravedad puede jugar un papel

relevante en la estructura del disco. La gravedad que actua en el disco por su propio po-

tencial gravitacional es llamada autogravedad. Por definición el potencial gravitacional

en un punto r esta dado por

Φ(r) = −G

∫

V

ρ(r′)

|r − r′|dr′. (4.12)

Para incluir la autogravedad en las ecuaciones de la hidrodinámica, esta se debe de

agregar como una fuerza externa en la ecuación de Euler (2.26). En ciertas situaciones la

inclusión de la autogravedad puede desestabilizar el disco y llevar a una fragmentación.

Si tomamos la definición (4.12) para el cálculo del la autogravedad en cada punto esto

se transformarı́a en una suma sobre todas las partı́culas. Numericamente hablando, es-

to quiere decir que para calcular la fuerza, provocada por la autogravedad, sobre cada

partı́cula necesitamos hacer N operaciones, por lo que en total por cada iteración en el

tiempo necesitamos hacer N2 operaciones. Esto significa una gran inversión del tiem-

po computacional para el cálculo de dichas fuerzas, lo cual resulta en una manera muy

ineficiente de calcular la autogravedad. Además de que como se mencionó anteriormen-

te, las partı́culas que participan en el SPH no representan partı́culas puntuales, si no más

bien anillos concéntricos. Esto requiere que en lugar de utilizar la fuerza de una partı́cula

puntual aproximemos con algún método la fuerza generada por un anillo para una región

distinta a su eje.

Para este trabajo el método que utilizaremos para resolver el potencial gravitacional

del disco es el FPS. Estos métodos básicamente lo que hacen es resolver la ecuación de

Poisson

∇2Φ(r) = 4πGρ(r) (4.13)

para el potencial Φ(r) de una manera más rapida. En este caso para poder resolver el

potencial gravitacional, el FPS utilizará una combinación del método de diferencias fini-

tas con las transformadas de Fourier. Escencialmente lo que el método hace es aplicar
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Figura 4.2: Distribución de densidad para una Delta de Kronecker centrada en r = 0.2.

la transformada de Fourier en la dirección z sobre una distribución de densidad en una

malla, aplicar el método de diferencias finitas sobre la coordenada R, resolver el sistema

para encontrar el valor de Φ en el espacio de Fourier y posteriormente aplicar la trans-

formada inversa. A continuación se describirá el método con más detalle, pero antes se

hará una revisión de las transformadas de Fourier como una alternativa para resolver la

ecuación de Poisson.

4.3.1. Transformadas de Fourier y la ecuación de Poisson

Antes de aplicar las transformadas de Fourier como un método para encontrar el

potencial generado por una distribución de densidad axisimétrica, es importante estudiar

el comportamiento de este método en problemas más sencillos y de menor dimensión.

En el problema unidimensional, tenemos que numéricamente el potencial estará da-

do por

Φ(r) = −G

∫

ρ(r′)
√

(r − r′)2 + ǫ2
dr′ (4.14)

donde ρ describe la distribución de densidad y ǫ es un parámetro de suavizamiento. Este

parámetro ǫ ayuda a prevenir una singularidad cuando r = r′.

Para reducir el tiempo computacional necesario para el cálculo del potencial Φ

generado por una distribución dada, la integral anterior se puede reescribir como el

producto de una convolución que será calculada en el espacio de Fourier. Tomando

K(r) = (r2 + ǫ2)−1/2 el potencial dado por la ecuación(4.14) se puede escribir como
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Φ(r) = −G

∫

ρ(r′)K(r − r′) dr′

= −G[ρ ∗ K](r) (4.15)

donde ∗ es el operador de convolución. Del teorema de la convolución tenemos que

para las funciones f y g se cumple que F ( f ∗ g) = F ( f ) · F (g), donde F representa

la transformada de Fourier. Si aplicamos la transformada inversa ,F −1, a esta última

relación encontramos que

F −1[F ( f ∗ g)] = F −1[F ( f ) · F (g)]

f ∗ g = F −1[F ( f ) · F (g)]

Aplicando este resultado a la ecuación (4.15), obtenemos que

Φ(r) = −GF −1[F (ρ) · F (K)]

= −G

∫ [∫

ρ(r)e−2πisr dr ·
∫

K(r)e−2πisr dr

]

e2πisr ds

= −G

∫ [∫

ρ(r)e−2πisr dr ·
∫

e−2πisr

√
r2 + ǫ2

dr

]

e2πisr ds, (4.16)

Para calcular el potencial Φ de manera eficiente se recurre a la Transformada Rapida

de Fourier (FFT, por sus siglas en ingles), donde el número de operaciones se puede

reducir de O(N2) a O(N ln N), siendo N el número de intervalos.

Existen algunos problemas al usar la Transformada de Fourier Discreta, uno de ellos

es la periodicidad. Para ejemplificar este problema, tomemos el caso en el que la dis-

tribución de densidad esta determinada por una masa puntual en una dimensión en la

posición r = 0.2. Esto quiere decir que la función de densidad ρ sera igual a una delta de

Kronecker centrada en r = 0.2. Además tomamos un kernel K con ǫ = 0.01. Resumiendo

esto

ρ(r) = δ(r − 0.2) (4.17)

K(r) =
1√

r2 + 0.012
(4.18)

En la Figura 4.2 se muestra la distribución de densidad para este ejemplo. Con todo

esto podemos calcular el potencial analı́tico:
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Figura 4.3: Potencial gravitacional encontrado utilizando Transformadas Rapidas de

Fourier. La lı́nea continua muestra la solución obtenida analı́ticamente, mientras que

los asteriscos muestran la solución numérica.

Φ(r) = −G

∫

δ(r′ − 0.2)
√

(r − r′)2 + 0.012
dr′

= −G
1

√

(r − 0.2)2 + 0.012
(4.19)

La Figura 4.3 muestra el potencial calculado analı́ticamente y el potencial calculado

con la FFT discreta. Podemos ver de la solución analı́tica que el potencial no debe de

ser periódico, sin embargo el potencial numérico siempre sera periódico (debido a que el

kernel que estamos usando lo es) y su valor difiere de la solución analı́tica para r > 0.5.

A este problema se le llama aliasing, esto puede ser resuelto duplicando el espacio

en la dirección radial y llenando las nuevas celdas con una masa igual a cero.

En coordenadas cartesianas podemos extrapolar este método para poder encontrar

los potenciales de ciertas distribuciones de densidad en 2 o 3 dimensiones.

En el caso de la simulación que utilizaremos en este trabajo, las distribuciones de

densidad estan dadas en coordenadas cilı́ndricas, por lo que necesitamos un algoritmo

que nos permita calcular el potencial con estas coordenadas. Debido a que en coorde-

nadas cilı́ndricas no es posible hacer una convolución como la que se realizó en el caso

anterior, pues involucra términos cruzados de las coordenadas, el método que se des-

cribirá a continuación es una combinación de las técnicas de diferencias finitas con las

transformadas de Fourier.
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4.3.2. Potenciales en coordenadas cilı́ndricas

En el caso de simetrı́a cilı́ndrica en 2D la derivada del potencial respecto a la coor-

denada polar es nula, ∂Φ/∂θ = 0, con esto la ecuación de Poisson (4.13) en coordenadas

cilı́ndricas resulta ser

∂2Φ

∂R2
+

1

R

∂Φ

∂R
+
∂2Φ

∂z2
= 4πGρ(R, z) (4.20)

Empezaremos el análisis aplicando la transformada discreta del seno en la dirección

axial (ẑ) a la ecuación de Poisson. La transformada del seno usa las funciones senoidales

para formar un conjunto completo de funciones base en el intervalo que va de 0 a 2π, y

nos permite asegurarnos que en las fronteras axiales la solución será igual a cero.

La transformada discreta en función del seno se define como

Fk =

N−1
∑

j=0

f j sin
π jk

N
(4.21)

con la inversa

f j =
2

N

N−1
∑

k=0

Fk sin
πk j

N
(4.22)

donde f j, j = 0, ...,N − 1 es el arreglo de datos y f0 ≡ 0. Para resolver la ecuación

de Poisson utilizaremos una malla uniforme en el plano (R, z). Los puntos en la malla

cumplirán con a ≤ z < b y 0 ≤ R ≤ R f rontera y estarán distribuidos en la malla de la

siguiente forma:

z = a + i∆z, i = 0, 1, ...,Nz − 1,

R = j∆R, i = 0, 1, ...,NR, (4.23)

con

∆z =
L

Nz

y

∆R =
R f rontera

NR

donde NR y Nz son el número de puntos en la malla en la dirección R y z respectivamente

y L = b − a.

La transformada del seno para el potencial gravitacional resulta ser.

Φ(R, z) =
2

Nz

Nz−1
∑

k=0

Φ̃k(R) sin
πkz

∆zNz

(4.24)
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Sustituyendo la ecuación (4.24) en la ecuación de Poisson (4.20) nos lleva a

∂2Φ̃k

∂R2
+

1

R

∂Φ̃k

∂R
− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πGρ̃k (4.25)

donde ρ̃k fue transformada de manera similar como la función Φ(R, z).

El siguiente paso a realizar es escribir estas ecuaciones en forma de diferencias finitas

pero esta vez aplicada a la coordenada R. Para todos los puntos fuera del eje ( j ≥ 1), la

ecuación (4.25) se puede escribir como

Φ̃k, j+1 − 2Φ̃k, j + Φ̃k, j−1

∆2
R

+
Φ̃k, j+1 − Φ̃k, j−1

2 j∆2
R

− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πGρ̃k ( j ≥ 1).

(4.26)

Factorizando los términos comunes,

Φ̃k, j















2 +
∆2

R

∆2
z

(

πk

Nz

)2














− Φ̃k, j−1

(

1 − 1

2 j

)

− Φ̃k, j+1 = −4πG∆2
Rρ̃k, j (4.27)

Definiendo algunos coeficientes de la siguiente forma,

S k, j = −4πG∆2
Rρ̃k, j,

λk = 2 +
∆2

R

∆2
z

(

πk

Nz

)2

,

β j = 1 +
1

2 j
,

γ j = 1 − 1

2 j
, (4.28)

podemos escribir la ecuación (4.27) como

− γ jΦ̃k, j−1 + λkΦ̃k, j − β jΦ̃k, j+1 = S k, j. (4.29)

La ecuación (4.29) corresponde a un conjunto de ecuaciones. El sistema se describe

de la siguiente forma,
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(4.30)

En este sistema al parecer tenemos NR − 1 ecuaciones y NR + 1 incógnitas. Sin

embargo, hemos asumido que conocemos el valor del potencial en la frontera radial, por

lo que el valor de Φ̃k,NR
es conocido. Con esto el conjunto de ecuaciones resulta ser
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(4.31)

De la misma forma podrı́amos asumir que el potencial en el eje, Φ̃k,0, también está es-

pecificado, con lo que tendrı́amos un conjunto de NR−1 ecuaciones y NR−1 incógnitas.

En lugar de esto, añadiremos una ecuación adicional utilizando la simetrı́a en el eje para

poder encontrar el valor de Φ̃k,0. Para poder hacer esto, requerimos una forma en dife-

rencias finitas de la ecuación de Poisson que sea válida para j = 0. Esta expresión la

obtenemos tomando el lı́mite de la ecuación (4.25) (la ecuación seno-transformada de

Poisson en forma diferencial) cuando R→ 0, es decir,

lı́m
R→0















∂2Φ̃k

∂R2
+

1

R

∂Φ̃k

∂R
− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πGρ̃k















. (4.32)



4.3. AUTOGRAVEDAD. 69

El segundo término de esta ecuación puede ser expresado de manera diferencial en

este lı́mite. Con ayuda de la regla de L’Hospital tenemos que

lı́m
R→0

1

R

∂Φ

∂R
= lı́m

R→0

∂

∂R

(

∂Φ

∂R

)

∂

∂R
(R)

= lı́m
R→0

∂2Φ

∂R

1
=
∂2Φ

∂R
.

Por lo tanto, el lı́mite cuando R → 0, la ecuación seno-transformada de Poisson en

forma diferencial se vuelve

2
∂2Φ̃k

∂R2
− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πρ̃k. (4.33)

Obteniendo la forma en diferencias finitas de la ecuación (4.33)

2
Φ̃k,1 − 2Φ̃k,0 + Φ̃k,−1

∆2
R

− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πρ̃k,0. (4.34)

Esta ecuación es únicamente válida sobre el eje, es por eso que se ha sustituido el

valor j = 0 en la densidad. Ahora, debido a que la geometrı́a del problema es axisimétri-

ca, tenemos que ∂Φ/∂R|R=0 = 0, con esto encontramos que Φ̃k,−1 = Φ̃k,1. Esta condición

nos dice que en el eje la función Φ debe de alcanzar un valor máximo o mı́nimo. El

resultado anterior lo obtenemos utilizando la forma en diferencias finitas en el eje

∂Φ̃k

∂R

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R=0

=
Φ̃k,1 − Φ̃k,−1

2∆R

= 0

y como ∆R , 0 entonces obtenemos que

Φ̃k,1 = Φ̃k,−1. (4.35)

Sustituyendo la ecuación (4.35) en la ecuación (4.34) nos lleva a

4
Φ̃k,1 − Φ̃k,0

∆2
R

− 1

∆2
z

(

πk

Nz

)2

= 4πρ̃k,0, (4.36)

la cual podemos expresar de la siguiente forma utilizando los coeficientes dados en la

expresión (4.28)

(2 + λk)Φ̃k,0 − 4Φ̃k,1 = S k,0 (4.37)

Con esta última ecuación podemos completar el conjunto de ecuaciones, el cual

resulta ser
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Este sistema tridiagonal de NR ecuaciones con NR incógnitas puede ser resuelto de

manera rapida en O(NR) operaciones y la solución puede ser codificada de manera con-

sistente (Press et al. 1992). Este proceso será repetido para cada ”número de onda”k,

y finalmente se utilizará la transformada inversa del seno para encontrar el potencial

Φ(R, z).

4.3.3. Acoplamiento en el SPH

Para los cálculos del potencial gravitacional del disco se utilizó el método descrito en

la sección anterior. Las condiciones de frontera se establecieron a un radio R y distancia

en z que estuvieran lo más lejos posible del disco, pero sin disminuir de manera conside-

rable la resolución de la malla. El potencial gravitaconal a R f rontera es Φ(R f rontera, z) = 0

y en la coordenada z, la condición de frontera fué Φ(R, z f rontera) = Φ(R,−z f rontera) = 0

ya que el agujero negro se encuentra en la posición (0, 0) y la componente en la dirección

z del centro de masa del disco se encuentra (la mayor parte del tiempo ) cercano a z = 0.

El número de puntos que se generaron en la malla fue de NR = Nz = 256, respetando la

condición de que el número de puntos debe de ser un múltiplo de 2 para que la Transfor-

mada de Fourier pueda ser llevada acabo. Aunque podemos variar el valor de NR pues no

necesariamente debe de ser un múltiplo de 2, puesto que en esta dirección unicamente

se aplican las diferencias finitas, se trató de mantener una resolución similar en ambas

direcciones.
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La motivación de escoger el número de puntos ya mencionado, fué para que al menos

pudieramos tener uno o más puntos cercanos a cada partı́cula de la simulación. Por lo

que la separación entre cada punto de la malla para el código de autogravedad siempre

debe de menor que el tamaño de h (parametro de suavizamiento del SPH).

El procedimiento que se siguió para el calculo de la autogravedad a un tiempo dado

de la simulación, fue el siguiente.

Generar la distribución de densidad del disco sobre la malla que utilizará el código

que calculará el potencial gravitacional. Para obtener la distribución de densidad

de manera eficiente, se utilizó la ecuación 2.9. Con esto únicamente requerimos

del orden de N operaciones para generar dicha distribución.

Resolver para Φ la ecuación de Poisson con el método descrito en la sección an-

terior sobre cada punto en la malla.

Una vez obtenido el potencial gravitacional generado por el disco, se prosiguió a

calcular la fuerza gravitacional sobre cada punto de la malla. Esto se realizó uti-

lizando un método numérico para el cálculo de las derivadas.

Φ(R, z)

dR
≈ Φ(R + ∆R, z) − Φ(R − ∆R, z)

2∆R

Φ(R, z)

dz
≈ Φ(R, z + ∆z) − Φ(R, z − ∆z)

2∆z

Para obtener la fuerza sobre cada partı́cula del SPH, se buscó el punto más cercano

sobre la malla a dicha partı́cula. Sin embargo, para obtener una mejor aproxima-

ción de la fuerza gravitacional no se le asignó el valor de la fuerza en el punto

más cercano, sino que se realizó una interpolación numérica para poder tener un

resultado mucho más suavizado.

Finalmente, una vez obtenidos los valores de la fuerza gravitacional ejercida por

el disco sobre cada partı́cula en la dirección radial y en la dirección z, estas fuerzas

simplemente se añadieron como fuerzas externas en las ecuaciones de movimiento

(3.35) y (3.36).





Capı́tulo 5

Resultados

El propósito de este trabajo es estudiar el comportamiento en la estructura y dinámi-

ca de los toros de acreción alrededor de agujeros negros estelares. Las simulaciones de

los toros de acreción utilizadas en este trabajo incluyen viscosidad y autogravedad pero

se desprecia la disipación de energı́a y el campo magnético. Como ya se mencionó ante-

riormente, para simular los efectos de gravedad fuerte del agujero negro en este trabajo,

se utilizó el potencial de Paczinski & Wiita (1980). Para el disco de acreción la distribu-

ción de momento angular que utilizaremos será una función constante. Es decir,

l(r) = lK(r0) = l0 = cte.

donde r0 es el radio Kepleriano, definido de tal forma que los elementos del fluido que gi-

ran con la velocidad local Kepleriana tengan un momento angular especı́fico l2 = GMr0

y en donde se obtiene el máximo de la densidad del disco. La justificación de usar una

distribución de momento angular especı́fico constante en lugar de una distribución Ke-

pleriana es que el toro no solo esta soportado por la rotación Kepleriana sino tambión por

la presión del gas, es por esto que una distribución Kepleriana no es la más indicada en

este caso. En general, la distribución de momento angular especı́fico se puede describir

por una ley de potencias, en este caso tomamos el caso más simple, una ley constante.

Para la simulación de los toros de acreción se utilizaron dos códigos numéricos es-

critos en el lenguaje de programación Fortran 77. Uno de estos códigos fue utilizado

para la generación de las condiciones iniciales (código de relajación) y el segundo se uti-

lizó para hacer evolucionar el sistema. Ambos códigos fueron en gran parte escritos por

el Dr. William H. Lee del Instituto de Astronomı́a de la Universidad Nacional Autóno-

ma de México. La adaptación de las rutinas para la autogravedad y las modificaciones

mencionadas en el capı́tulo 4 fueron escritas por el autor de este trabajo. Para el análisis

de los datos se utilizó un tercer código, el cual permitió calcular la tasa de acreción en

función del tiempo y algunas de las propiedades que se mencionarán más adelante.

El procedimiento que se siguió para este estudio fue el siguiente: Ejecutar el código
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de relajación. Con este código se genera un toro a partir de la distribución de N partı́cu-

las. Esto se hace utilizando el método de Monte Carlo para generar números aleatorios.

El código hace que estas partı́culas lleguen a un estado de equilibrio en donde el sis-

tema se encuentra soportado únicamente por la rotación, utilizando un término de amor-

tiguamiento (descrito más adelante). Esto se hace utilizando el método de SPH descrito

en el capı́tulo 2 y utilizando las ecuaciones (3.42) y (3.43).

Una vez generadas las condiciones iniciales se hacen evolucionar las partı́culas con

el código de evolución. En este código se puede activar la viscosidad y la autograve-

dad dependiendo del estudio que se requiera. Ya evolucionado el sistema, las variables

hidrodinámicas resultantes fueron procesadas para poder realizar el análisis y posterior-

mente graficarlas.

Este trabajo se dividió en dos partes, una dedicada al estudio de las prescripciones

para la viscosidad, en donde se despreció la autogravedad del disco. Y la segunda, en

donde se realizó un estudio más completo de los discos de acreción incluyendo la vis-

cosidad y autogravedad.

5.1. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales se obtienen fijando algunas cantidades fı́sicas del sistema,

como: la masa del objeto central, la ecuación de estado, la constante politrópica, el ı́ndice

adiabático y la distribución de momento angular. Para la parte de las prescripciones los

valores fijos que se tomaron para el código son: K = 0.96 × 109 N m2 kg−4/3 como la

constante politrópica 1, γ = 4/3 el ı́ndice adiabático, MAN = 2.5M⊙ la masa del agujero

negro 2, Ω(r0) = l(r0)/r2
0

la velocidad angular especı́fica inicial (por unidad de masa),

r0 = 4.25rg yrg = 2GM/c2 el radio de Schwarzschild. En donde G = 6.674 × 10−11 m3

kg−1 s−2 es la constante de gravitación universal y c = 3 × 108 m s−1 es la velocidad

de la luz en el vacı́o. Para las comparaciones entre las prescripciones se utilizara un toro

con una masa Md = 6.95 × 1029 kg = 0.35M⊙.

Para la parte de autogravedad se utilizaron los mismos valores de las constantes a

excepción de los valores de la constante politrópica. De la ecuación (3.48) podemos ver

que al modificar el valor de la constante politrópica K podemos aumentar o disminuir

la densidad de materia que puede existir en el toro, con esto podemos variar la masa

del toro que sera soportado por el sistema. Los valores de la constante politrópica que

utilizamos, ası́ como las respectivas masas de los discos resultantes se muestran en la

Tabla 5.1.

5.1.1. Generación del toro y el parámetro de amortiguamiento

Una vez fijados los valores iniciales del sistema, se generan los elementos del fluido

que simularán el toro. Esta formación de elementos se hace utilizando un método de

1Es la constante politr ópica usada en Igumenshchev et al. (1996) propuesta en CGS.
2Con esta masa para el agujero negro se estarı́an simulando sistemas binarios de rayos X galácticos
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Tabla 5.1: Condiciones iniciales para discos autogravitantes. En la tabla se muestran la

letra asignada a cada modelo, la constante politrópica utilizada, la masa del disco que se

genera y la razón entre la masa del disco y la masa del agujero negro.

Modelo Constante Politrópica Masa del disco (Md) Md/MAN

×109[ N m2 kg−4/3] [kg]

a) 1.90 8.87 × 1028 0.02

b) 1.64 1.38 × 1029 0.03

c) 1.38 2.31 × 1029 0.05

d) 1.12 4.33 × 1029 0.09

e) 0.86 9.57 × 1029 0.19

Monte Carlo para generar los números aleatorios, lo cual nos permite poder crear una

distribución aleatoria de N partı́culas con un perfil toroidal en el plano R, z en coorde-

nadas cilı́ndricas. El número de particulas utilizado para las simulaciones en este trabajo

fue N = 6452. La extensión de la malla para la generación del toro fue R f rontera = 12rg

y z f rontera = 6rg. Mientras que en el código de evolución la extensión radial se aumen-

to a R f rontera = 14rg. Aquı́ hubo hacer un balance entre resolución y precisión, ya que

si tomamos una malla mucho más grande podriamos ganar más precisión en las partes

externas del disco, pero la resolución en las regiones internas del disco se perderia.

Para poder llevar al toro a una situación de equilibrio introducimos un término de

amortiguamiento en las ecuaciones de movimiento. Esto nos permite obtener un equili-

brio (o al menos lo más cercano a el) para la distribución de partı́culas de manera más

rápida y eficiente, ya que de otra manera tendrı́amos que esperar para que el sistema

entrara de manera natural al equilibrio (situación que ocurre de después de un tiempo

mucho mayor al tiempo dinámico). El término de amortiguamiento es proporcional a la

velocidad radial y vertical de la partı́cula, es decir, −vr/tam y −vz/tam, respectivamente.

El tiempo caracterı́stico de amortiguamiento tam se obtiene a partir del inverso de la ve-

locidad angular inicial tam = 1/Ω0. El introducir este término de amortiguamiento en las

ecuaciones de Euler (2.28) no altera la ley de rotación de las partı́culas.

5.1.2. Estabilidad en los discos autogravitantes

En este trabajo se busco hacer simulaciones con discos autogravitantes de diferente

masa. Para discos con una masa mucho menor que la del agujero negro, la estructura del

disco estará determinada por la fuerza de gravedad que ejerce el agujero negro sobre cada

partı́cula del disco. La fuerza que ejerce cada partı́cula sobre sus vecinos, autogravedad,

es despreciable y por lo tanto el añadir estas fuerzas o no, da el mismo resultado. Sin em-

bargo, a medida que la masa del disco de acreción aumenta hasta hacerse comparable con

la masa del agujero negro, estos efectos pueden ser relevantes. Pero si tomamos discos

de acreción cada vez más masivos, en una situación de relajación soportada unicamente

por la presión y gravedad, estos pueden llegar a ser inestables.



76 CAPÍTULO 5. RESULTADOS

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2

M
as

a 
de

l d
is

co
 x

10
30

 [k
g]

Constante politropica (K)  x109 [N m2 kg-4/3]

Estable
Inestable

Figura 5.1: En la figura los asteriscos muestran los puntos que corresponden a discos

relajados estables, mientras que los triángulos representan los discos que han sido acre-

tados durante el proceso de relajación, es decir inestables. Cada valor determinado de K

permite generar un disco con una masa diferente.

Antes de determinar las condiciones iniciales que se utilizaron para este trabajo, se

generaron discos de acreción con diferentes masas y se determinó un lı́mite para la masa

máxima del disco con la cual se puede permanecer en un estado estacionario. Para poder

determinar si el disco permanece en un estado de relajamiento se tomó como condición

de estabilidad que el disco pudiera mantener al menos 10 % de su masa durante unas

cuantas decenas del tiempo dinámico. En estos sistemas el tiempo dinámico es tφ ≈
R/vφ ≈ Ω−1, asi que tomando el valor de Ω = Ω(r0) tenemos que el tiempo dinámico es

aproximadamente tφ ≈ 2 × 10−4 segundos. Mientras que el tiempo viscoso es del orden

de tν ≈ R2/ν ≈ 0.1, por lo que podemos despreciar la viscosidad durante el proceso de

relajación, los efectos que observemos durante esta etapa serán puramente dinámicos.

En la Figura 5.1 se muestran las masas de los discos que cumplen con este criterio de

estabilidad.

Por debajo de una masa igual a 2.05×1030 kg (es decir para una constante politrópi-

ca K = 0.66 × 109 N m2 kg−4/3) o un cociente de masas menor a Md,crit/Mbh = 0.41

los discos autogravitantes pueden llegar a un estado de relajación. Los discos con masa

mayor a la masa crı́rica Md,crit tienden a concentrar más materia en radios cada vez más

cercanos al agujero negro, por lo que gran parte de esta materia empieza a moverse a

radios menores a rg. Esto provoca que el disco empieze a destruirse por la atracción gra-

vitacional del agujero negro, es decir, que la materia que conforma el disco sea acretada.
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Figura 5.2: Tasa de acreción en función del tiempo para discos de acreción con la pre-

scripción α.

5.2. Resultados para la prescripción α

Como se mencionó en la sección 3, la viscosidad descrita por la prescripción α

supone que los movimientos caóticos dentro del fluido o las pequeñas perturbaciones,

provocadas por campos magnéticos internos, son los responsables de generar la viscosi-

dad interna del disco. El coeficiente de viscosidad que se incluye en las ecuaciones para

los esfuerzos (3.15) está determinado por la velocidad del sonido local cs, su tamaño

de escala en la dirección z determinado por la presión y una constante α en la cual se

encuentra toda la información del origen de dicha viscosidad. Este valor de α no tendrı́a

que ser necesariamente constante en todo el disco, pero en este trabajo consideraremos

que esto es válido o al menos cercano a un valor constante.

Para el estudio de esta prescripción se utilizaron diferentes valores de la constante α.

Una vez evolucionados los discos con los diferentes valores de α se prosiguió a obtener

la tasa de acreción como función del tiempo, el valor de t para el cual ocurre el máximo

en dicha curva (tṀmax
), el valor de t para el cual la tasa de acreción máxima Ṁmax ha

disminuido en un factor de 10 (tṀ10
) y la masa del disco a t = tṀ10

. Los valores de α

utilizados para las simulaciones ası́ como los parámetros obtenidos para cada valor de α

se muestran en la Tabla 5.2.

Para este estudio el tiempo tṀ10
sera un parámetro con el cual podamos comparar

los discos evolucionados con la prescripción α (discos α) con los discos evolucionados

con la prescripción β (discos β). De la Tabla 5.2 podemos ver que a medida que el valor

de α aumenta, también aumenta la tasa de acreción máxima. Esto es de esperarse, ya

que un parámetro de viscosidad más alto permite un mayor intercambio de momento

angular. Esto no es valido para tiempos tardios de la evolución, ya que podemos ver que
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acreción con la prescripción α a t = tṀ10
.

Tabla 5.2: Resultados para discos α

α tṀmax
Ṁmax tṀ10

Md(tṀ10
)

[s] ×1030 [kg/s] [s] ×1030 [kg]

0.0005 0.0454 4.27 0.3211 0.213

0.001 0.0216 8.35 0.1685 0.216

0.005 0.0069 28.80 0.0472 0.214

0.01 0.0046 45.00 0.0313 0.214

0.05 0.0014 135.40 0.0106 0.220

0.1 0.0011 221.28 0.0065 0.244

los discos con parámetros de viscosidad menores mantienen una tasa de acreción mayor

que los discos que tienen valores de α más grandes, esto puede ser causado por dos

razones, una es que la masa del disco ha disminuido de manera significativa, por lo que

el agujero negro ya no dispone de tanta materia como antes. La segunda razón es que para

poder alcanzar una mayor tasa de acreción es necesario que la transferencia de momento

angular sea más eficiente, por lo que el disco se debe expandir mucho más para valores

de αmayores, lo que también ocasiona que la temperatura dentro del disco disminuya, al

igual que la velocidad del sonido, la cual esta relacionada con la viscosidad cinemática.

También vemos que el tiempo en el cual se alcanza un máximo y el valor de tṀ10
, se

vuelven cada vez mas pequeños para valores de α mayores. En la figura 5.2 se observa

el comportamiento de Ṁ en función del tiempo para los valores de α que se muestran

en la Tabla 5.2. En esta figura podemos ver que la curva para la tasa de acreción no

comienza en t = 0, esto se debe a que el coeficiente de viscosidad se fue introduciendo

en la simulación de manera suave (utilizando una función exponencial para regular el
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Figura 5.4: En esta grafica se muestra la posición en la coordenada z: del centro de

masa total del sistema (lı́nea continua), del centro de masa del disco (lı́nea con guiones)

y del centro de masa del agujero negro (lı́nea punteada) para simulaciones de discos

de acreción con diferentes valores de α, todas normalizadas a rg. En la primer lı́nea se

muestran de izquierda a derecha, discos con α = 0.0005 y α = 0.001. En la segunda lı́nea

para α = 0.005 y α = 0.01. En la tercer lı́nea α = 0.05 y α = 0.1. Las variaciones en la

componente z del centro de masa del agujero negro son muy similares a las variaciones

de la componente en z del centro de masa total del sistema, es por esto que casi no se

puede distinguir en las gráficas la linea punteada y de la continua.
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parámetro de viscosidad), esto para prevenir la formación de choques dentro del disco.

Las condiciones iniciales fueron realizadas bajo un regimen puramente dinámico (sin

viscosidad) es por esto que al activar la viscosidad observamos un incremento en la tasa

de acreción hasta alcanzar un máximo, posteriormente la tasa de acreción disminuye

debido a que la masa del disco se vuelve cada vez menor a medida que pasa el tiempo.

Es importante también estudiar la estructura del disco α para posteriormente poder

compararla con los discos β. En la Figura 5.3 se muestran las curvas de densidad en

el plano z = 0 a un tiempo t = tṀ10
. Esto se hace para poder hacer una comparación

coherente que nos permita entender el comportamiento de la prescripción usada en cada

disco. Podemos ver de la Figura 5.3 que los discos de acreción con prescripción α se

esparcen de manera mas rápida para valores mayores de α. Para α = 0.1 tenemos un

aplanamiento mayor que para α = 0.0005, en t = tṀ10
. El disco contiene más materia

en las partes internas que externas. Además se observan algunos picos de densidad a lo

largo del disco, como en el caso del pico que se encuentra en R = 4rg para el disco con

α = 0.001. Los picos con menor tamaño probablemente son debido a que la función de

densidad en la simulación no es una función completamente suave, sino más bien es el

resultado de la interpolación de puntos discretos.

Antes de continuar, es importante hacer un estudio para saber si el sistema esta con-

servando ciertas cantidades, como el momento lineal. De las simulaciones podemos

obtener la posiciń en la dirección z del centro de masa total, del disco y del agujero

negro. Si la posición del centro de masa total en la dirección z permanece constante,

entonces podemos decir que el momento lineal en la dirección z se conserva. Debido a

que la simulación En la Figura 5.4 podemos ver el comportamiento del centro de masa

total en la dirección z. El valor absoluto del centro de masa total se mantiene siempre

menor que 0.001 en el intervalo de tiempo de 0 a 0.2 segundos. Esto indica que el des-

plazamiento en z ( zcm) que sufre el centro de masa total cumple con zcm < 0.001rg, es

decir siempre es menor que el 0.1 % de rg.

5.3. Resultados para la prescripción β

Ası́ como en el caso de la viscosidad α se realizaron simulaciones de discos de acre-

ción con dicha viscosidad, para la prescripción β también se realizaron varias simulacio-

nes. Para poder realizar posteriormente una comparación con los resultados obtenidos

para la viscosidad α, necesitamos tener un parámetro en común con los discos α. En este

caso tomamos a la tasa de acreción máxima como este parámetro común. Es decir que

para cada valor de α de la Tabla 5.2 se busco un disco de acreción con prescripción β que

alcanzara una tasa de acreción máxima prácticamente igual. En la Tabla 5.3 se muestran

los valores encontrados para β, junto con sus respectivos parámetros. Nuevamente pode-

mos ver que a medida que aumenta el valor de β también aumenta la tasa de acreción

máxima y además que los tiempos respectivos son más pequeños para valores de β ma-

yores. En la Figura 5.5 podemos ver la evolución de la tasa de acreción en función del



5.3. RESULTADOS PARA LA PRESCRIPCIÓN β 81
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.

tiempo para los diferentes valores de β.

En el caso de los discos de acreción con prescripción β las curvas de densidad en el

plano z = 0 se observan más aplanadas. Esto puede verse en la Figura 5.6. La densidad

mayor que se alcanza con estos discos es del orden de 4 × 1015 kg/m3. Podemos ver que

no hay picos prominentes de densidad en las curvas y que en las regiones más cercanas

al agujero negro la densidad es más alta que en las zonas externas (más alejadas del

agujero negro) del disco. La razón de que no existan picos en las curvas de densidad
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Figura 5.7: Evolución del centro de masa total (lı́nea continua), centro de masa del disco

(lı́nea con guiones) y centro de masa del agujero negro (lı́nea punteada) en la dirección z

para los diferente valores de β. En la primer lı́nea se muestran de izquierda a derecha los

parámetros para β = 8.89 × 10−6 y β = 2.00 × 10−5. En la segunda lı́nea para β = 1.15 ×
10−4 y β = 2.39×10−4. En la tercer lı́nea β = 1.26×10−3 y β = 2.90×10−3. Nuevamente

los desplazamientos en la dirección z del centro de masa total del sistema y del centro

de masa del agujero negro son muy similares, por lo que son casi indistinguibles.
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Tabla 5.3: Resultados para discos β

β tṀmax
Ṁmax tṀ10

Md(tṀ10
)

[s] ×1030 [kg/s] [s] ×1030 [kg]

8.89 × 10−6 0.0325 4.28 0.3048 0.208

2.00 × 10−5 0.0179 8.13 0.1650 0.204

1.15 × 10−4 0.0050 28.93 0.0444 0.220

2.39 × 10−4 0.0029 45.68 0.0278 0.226

1.26 × 10−3 0.0011 136.36 0.0099 0.259

2.90 × 10−3 0.0009 219.84 0.0059 0.292
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Figura 5.8: Relación entre la Tasa de acreción máxima y el parámetro de viscosidad.

Para un mismo valor de Ṁmax se pueden crean discos de acreción con la prescripción α

y β.

para los discos β es que estos discos

En la Figura 5.7 podemos ver el desplazamiento del centro de masa total del sistema

en la dirección z. En general el valor absoluto de este desplazamiento del centro de masa

es menor que 0.002 rg, en algunos casos es mucho menor que esto. Por lo que podemos

decir que zcm es menor que el 0.2 % de rg.

5.4. Comparación entre la prescripción α y β

Los valores para β como era de esperarse (Duschl et al. 2000) resultaron ser más

pequeños que los valores de α para una misma tasa de acreción máxima. Esto debido

a que los valores de la velocidad circular vφ y la distancia en R, que están involucrados

en la prescripción β, son por lo general más grandes que los valores de la velocidad del
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Figura 5.9: Razón entre el parámetro de viscosidad α y β para un mismo valor de la Tasa

de acreción máxima. Se puede observar un decaimiento para tasas de acreción más altas,

aunque para todo propósito práctico es constante.

sonido cs y el tamaño tı́pico en la dirección vertical H que determinan la prescripción α.

En la figura 5.8, podemos observar los valores obtenidos para los parámetros de

viscosidad a diferentes tasas de acreción. Para cada prescripción se obtuvo la curva que

mejor ajustara los datos obtenidos. En el caso de la prescripción α la curva que mas se

ajusta es la que obedece la ecuación α = 5.96×10−5Ṁ1.36
max (s/kg)1.36 . Para la prescripción

β la ecuación de la curva que mejor se ajusta es aquella con la ecuación β = 9.41 ×
10−7Ṁ1.47

max (s/kg)1.36. Se puede apreciar una ligera diferencia de 0.11 en el valor del

exponente que determina la curva de cada una de ellas. En la Figura 5.9 se graficó la

razón entre el valor de α y el valor de β obtenidos para cada tasa de acreción máxima.

Podemos ver que la curva que describe esta razón decae a medida que aumentamos el

valor de la tasa de acreción máxima.

En la Figura 5.10 se puede observar el comportamiento de la tasa de acreción para

los discos α y β. En esta figura se observa una diferencia en las curvas antes de alcanzar

los máximos, esta diferencia se debe a que la viscosidad se incluye en la simulación

de manera suave. Además, para obtener la curva de la tasa de acreción se realizó una

derivación numérica tomando un intervalo de masa fijo, es decir, tomamos una diferencia

de masa fija ∆Mdisco = Md(t1) − Md(t2) y registramos el valor para t1 y t2. El valor de la

derivada se lo asignamos a un punto medio entre t1 y t2.

Podemos observar de esta figura que para los parámetros de viscosidad, que alcan-

zan una tasa máxima de acreción similar, no hay una diferencia muy clara en el compor-

tamiento, al menos no a simple vista. Los parámetros que se muestran en las Tablas 5.2

y 5.3 nos indican que para una tasa de acreción máxima dada, la prescripción β tiene va-

lores ligeramente mas pequeños para el tiempo en el cual ocurre el máximo. En la Figu-

ra 5.13 podemos ver graficados los valores de tṀmax
para diferentes tasas de acreción. La
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Figura 5.10: Graficas de la tasa de acreción en función del tiempo para diferentes valores

de α y β. En cada grafica se muestra las curvas para discos α y β que alcanzan un mismo

valor para la tasa de acreción máxima.
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Figura 5.11: En esta Figura se muestra la distribución de las partı́culas del SPH a

un tiempo t = tṀ10
para valores de β = 8.89 × 10−6, 2.00 × 10−5, 1.15 × 10−4y

α = 0.0005, 0.001, 0.005. Podemos ver que para estos valores de viscosidad, la dife-

rencia no es muy notable entre discos con prescripción β y α.
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Figura 5.12: En esta Figura se muestra la distribución de las partı́culas del SPH a un tiem-

po t = tṀ10
para valores de β = 2.39×10−4, 1.26×10−3, 2.90×10−3 y α = 0.01, 0.05, 0.1.

Podemos ver que existe una diferencia más notable para valores grandes de α y β.
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Figura 5.13: Relación entre el tiempo tṀmax
y la tasa de acreción máxima. El parámetro

tṀmax
es el tiempo para el cual el disco alcanza la tasa de acreción máxima. En la gráfica

se puede apreciar una ligera diferencia entre los discos α y los discos β.
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Figura 5.14: Razón entre tṀmax
obtenido para un disco α entre el tṀmax

obtenido para un

disco β para una misma tasa de acreción máxima. Esta razón es más o menos constante

y oscila alrededor del valor 1.3.

diferencia para una tasa de acreción Ṁmax ≈ 221 1030 kg/s es de 0.0002 segundos y para

una tasa de acreción de Ṁmax ≈ 3.2 1030 kg/s es de 0.0129 segundos. En la Figura 5.14

podemos ver que la razón tṀmax,α
/tṀmax,β

para una tasa de acreción máxima Ṁmax dada,

permanece casi constante. Esta oscila alrededor del valor 1.3.

De la misma forma podemos ver en la Figura 5.15 que el tiempo para el cual la tasa

de acreción máxima se ha reducido en un factor de 10 tiene un comportamiento similar
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Figura 5.15: Relación entre el tiempo tṀ10
y la tasa de acreción máxima para discos α

y β. El parámetro tṀ10
es el tiempo para el cual la tasa de acreción máxima Ṁmax ha

decaido en un factor de 10. El comportamiento es muy similar en los discos α y los

discos β.

Tabla 5.4: Diferencias entre los discos α y β para tṀ10
. ∆tṀ10

= tṀ10,α
− tṀ10,β

Ṁmax ∆tṀ10

×1030 [kg/s] [s]

4.28 0.0163

8.13 0.0035

28.93 0.0028

45.68 0.0035

136.36 0.0007

219.84 0.0006

para ambas prescripciones. Para α = 0.1 el valor de este tiempo es de tṀ10
= 0.0065,

mientras que el valor correspondiente en β = 2.90 × 10−3 es del orden de tṀ10
= 0.0059.

Esto nos da una diferencia de 0.0006. Para el resto de los valores esto no varı́a mucho,

en la Tabla 5.4 se muestran las diferencias obtenidas.

Para poder diferenciar la prescripción β de la prescripción α también necesitamos

hacer comparaciones entre la estructura que tienen los discos β y los discos α. Para

esto analizamos la estructura del disco a un tiempo en común. En este caso este tiempo

será tṀ10
, es decir el tiempo para el cual la tasa de acreción máxima ha caı́do en un factor

de 10. En la Figura 5.16 se muestran las curvas de densidad para discos de acreción α y

β que comparten la misma tasa de acreción máxima. Podemos ver que la estructura de

los discos α no difiere mucho de la estructura que tienen los discos β. Los discos con

α = 0.0005, 0.001, 0.005, 0.01 muestran una curva de densidad prácticamente similar

a la de los discos α. En el caso de α = 0.05, 0.1 se puede apreciar una diferencia en
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Figura 5.16: Comparación de las curvas de densidad en el plano z = 0 en función de R

para los discos α y discos β al tiempo t = tṀ10
. En cada gráfica se muestran las curvas

de densidad para discos α y β con una misma tasa de acreción máxima.
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las partes externas del disco. En el caso de α = 0.05 la diferencia con el disco con

β = 0.00126 es de tan solo de ≈ 5 × 1011 kg/m3, mientras que en el disco con α = 0.1

la diferencia con el disco con β = 0.0029 esta diferencia llega a ser hasta de un orden

de magnitud. Los discos β muestran un perfil de densidad más expandido, mientras que

los discos con α pequeña contienen algunos picos de densidad en las regiones internas.

Para el disco con α = 0.0005 nuevamente observamos el pico de densidad del orden de

≈ 1 × 1016 kg/m3 a una distancia R = 4rg del centro. Esto puede verse también el las

Figuras 5.11 y 5.12, aqui podemos ver que los discos-β si tienden a estar más esparcidos

que los discos-α.

5.5. Discos de acreción autogravitantes

Tabla 5.5: Comparación entre condiciones iniciales con autogravedad y sin autograve-

dad. Donde rin es el radio interno, rex es el radio exterior del disc y H lo tomaremos

como la extensión del disco en la dirección z a un radio r = r0 (con r0 = 4.25rg).

Modelo Sin autogravedad Con autogravedad

rin/rg rex/rg rin/rg rex/rg H/rg

a) 2.40 8.22 2.42 8.0 1.16

b) 2.42 8.24 2.44 7.95 1.16

c) 2.38 8.28 2.46 7.67 1.15

d) 2.38 8.42 2.42 7.27 1.12

e) 2.36 8.39 2.47 6.07 1.01

Como se mencionó al inicio de este capı́tulo, para el estudio de los discos autogra-

vitantes se crearon toros relajados con diferentes masas, es decir se crearon condiciones

iniciales variando la masa del disco, para el programa de evolución. Las masas de los

discos son las que se muestran en la Tabla 5.1. Los discos construidos se muestran en

las Figuras 5.17 y 5.18. A medida que la masa del disco se vuelve mas comparable

con la masa del agujero negro, la densidad en el plano z = 0 se vuelve mayor en los

discos autogravitantes que en los discos sin autogravedad. Podemos ver que las curvas

de densidad para los modelos a), b) y c) con autogravedad son muy similares a las de

los discos sin autogravedad. El radio exterior de estos discos se hace ligeramente más

pequeño. En la Tabla 5.5 se muestran estas variaciones del radio externo e interno de

los discos, asi como el parametro de extensión en la dirección z, el cual disminuye para

discos com mayor masa, la diferencia entre el disco menos masivo y el más masivo es

de ∆H = 0.15rg, mientras que la diferencia en la extensión radial ∆rex es aproximada-

mente de 2rg. Los modelos d) y e) con autogravedad tienen una curva de densidad más

concentrada, alcanzando valores para la densidad máxima del orden de 1017 y 5 × 1017

kg/m3, respectivamente, mientras que los discos con las mismas masas de los modelos

d) y e) alcanzan densidades del orden de 2 × 1016 y 4 × 1016 kg/m3.
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Figura 5.17: Lado izquierdo: Curvas de densidad en el plano z = 0 para los modelos

a), b) y c) (orden descendente) con y sin autogravedad. Lado derecho: Disco de acre-

ción autogravitante relajado que servirá como condición inicial. La masa de los discos

corresponde a los modelos a), b) y c) (orden descendente).
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Figura 5.18: Lado izquierdo: Curvas de densidad en el plano z = 0 para los modelos

d) y e) (orden descendente) con y sin autogravedad. Lado derecho: Disco de acreción

autogravitante relajado que servirá como condición inicial. La masa de los discos co-

rresponde a los modelos d) y e) (orden descendente).
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5.5.1. Discos con α = 0.01

Una vez obtenidas las condiciones iniciales, se evolucionaron los sistemas toman-

do en cuenta la autogravedad y la viscosidad del disco. En este caso se evolucionaron

los discos con un parámetro de viscosidad α = 0.01. Los discos con autogravedad más

masivos mostraron que pueden alcanzar tasas de acreción mayores que los discos sin

autogravedad. En la Figura 5.19 se observan las curvas de la tasa de acreción en función

del tiempo para los discos con y sin autogravedad. Los efectos de la autogravedad son

muy pequeños para los discos menos masivos, es decir para los modelos a), b) y c). Para

los modelos d) y e) se observa un aumento en la tasa de acreción máxima, ası́ como una

disminución en el tiempo que se requiere para alcanzar dicha tasa de acreción máxima.

En la Tabla 5.6 se enlistan los parámetros obtenidos para los discos con y sin autogra-

vedad. Los discos sin autogravedad muestran un valor casi constante para tṀmax
y tṀ10

alrededor de 0.0043 y 0.0295, respectivamente, mientras que en el caso de los discos de

acreción con autogravedad estos parámetros muestran una dependencia con la masa del

disco. A mayor masa menor es el valor para estos tiempos.

La estructura del disco se ve modificada por la autogravedad que ejerce este sobre si

mismo. Esto se puede apreciar en la Figura 5.20. De las graficas podemos ver que en las
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Figura 5.19: Gráfica de la tasa de acreción en función del tiempo para diferentes masas

con un valor de α = 0.01. En la gráfica se muestran las curvas para discos con y sin

autogravedad.
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Tabla 5.6: Resultados para discos con y sin autogravedad utilizando un valor del

parámetro de viscosidad α = 0.01

Con autogravedad Sin autogravedad

Modelo Ṁmax tṀmax
tṀ10

Ṁmax tṀmax
tṀ10

×1030 [kg/s] [s] [s] ×1030 [kg/s] [s] [s]

a) 6.18 0.0044 0.0275 5.85 0.0043 0.0277

b) 9.93 0.0044 0.0255 8.94 0.0041 0.0293

c) 17.4 0.0042 0.0273 15.5 0.0045 0.0295

d) 36.4 0.0037 0.0234 29.0 0.0043 0.0315

e) 107 0.0026 0.0164 63.5 0.0045 0.0303

regiones más internas, el disco con autogravedad tiene un perfil de densidad similar al de

un disco de igual masa pero sin tomar en cuenta la autogravedad. Este efecto se puede

observar para todos los discos estudiados, sin embargo es más notorio para los modelos

a), b) y c) en donde los efectos de la autogravedad aun no son tan fuertes. En todos los

modelos también se observa que los discos con autogravedad se extienden más que en

el caso sin autogravedad. Esta distribución más extendida de materia puede modificar

el espectro del disco y proveer de evidencia observacional. En los modelos d) y e) con

autogravedad se observa un decaimiento pronunciado en la media del disco (alrededor

de 10rg). En esta región, para los modelos d) y e) la densidad se vuelve entre uno o hasta

dos órdenes de magnitud (en el caso del modelo e) ) más pequeña que en el caso de los

discos sin autogravedad.

Ası́ como en el estudio de la viscosidad se analizó el desplazamiento del centro de

masa total en la dirección z, en este caso también fué posible observar como se com-

porta el centro de masa total del sistema y verificar si la simulación conserva ciertas

cantidades. En la Figura 5.21 se puede observar el comportamiento del centro de masa

total para un disco sin y con autogravedad a masas iguales. Podemos ver que para el

disco con autogravedad el desplazamiento (en valor absoluto) del centro de masa total

del sistema siempre esta por debajo de 0.0005 rg. El desplazamiento del centro de masa

total en la dirección z para un disco sin autogravedad es ligeramente mayor que para el

disco con autogravedad, pero se mantiene por debajo de 0.001 rg. Lo cual indica que

ambos conservan en buena manera el momento lineal en la dirección z.

5.5.2. Discos con α = 0.1

En este caso se evolucionaron los discos con un parámetro de viscosidad α = 0.1.

Aquı́ se observó un aumento en la tasa de acreción en los discos con autogravedad, muy

ligero en el caso de los modelos a), b), c) y d) y mas pronunciado en el caso e), ver

Figura 5.22. En la curva de la tasa de acreción para el modelo e) se puede apreciar una

pequeña oscilación, sin embargo esto puede ser producido por un error numérico, en

este estudio no se analizó el origen de esta perturbación. En la Tabla 5.7 se muestran
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Figura 5.20: Perfil de densidad en el plano z = 0 para diferentes masas del disco con

α = 0.01. Las curvas pertenecen a discos con y sin autogravedad al tiempo tṀ10
.
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Figura 5.21: Evolución del centro de masa total en la dirección z para discos con y sin

autogravedad a masas iguales con α = 0.01.
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Tabla 5.7: Resultados para discos con y sin autogravedad utilizando un valor del

parámetro de viscosidad α = 0.1

Con autogravedad Sin autogravedad

Modelo Ṁmax tṀmax
tṀ10

Ṁmax tṀmax
tṀ10

×1030 [kg/s] [s] [s] ×1030 [kg/s] [s] [s]

a) 31.2 0.0010 0.0061 28.2 0.0011 0.0062

b) 48.8 0.0010 0.0062 44.1 0.0010 0.0067

c) 88.4 0.0009 0.0054 74.4 0.0010 0.0065

d) 203 0.0009 0.0046 140 0.0011 0.0061

e) 665 0.0007 0.0028 320 0.0010 0.0067

los parámetros obtenidos para los discos con y sin autogravedad utilizando un valor de

α = 0.1. Los discos sin autogravedad muestran un valor casi constante para tṀmax
y tṀ10

alrededor de 0.0010 y 0.0064, respectivamente. Los discos de acreción con autogravedad

no muestran un comportamiento constante para estos parámetros, se puede ver de la

Tabla 5.7 que a mayor masa del disco, mas pequeño se vuelve el valor de estos tiempos.

Para estas simulaciones podemos ver que la autogravedad tiene un efecto relativa-

mente pequeño en la estructura de los discos de acreción al tiempo t = tṀ10
, Figura 5.23.

En los modelos a), b) y c) el perfil de densidad prácticamente es el mismo que para un
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Figura 5.22: Gráfica de la tasa de acreción en función del tiempo para diferentes masas

con un valor de α = 0.1. En la gráfica se muestran las curvas para discos con y sin

autogravedad.
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Figura 5.23: Perfil de densidad en el plano z = 0 para diferentes masas del disco con

α = 0.1. Las curvas pertenece a discos con y sin autogravedad al tiempo tṀ10
.
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disco sin autogravedad. En el caso d) se observa una densidad mayor en las regiones

externas para el disco con autogravedad casi de 1/2 orden de magnitud. La parte interna

del disco se sigue comportando prácticamente como si el disco no tuviera incluida la

autogravedad. En el caso e) la parte interna del disco se comporta similar al caso sin

autogravedad, sin embargo en la parte central del disco se puede apreciar una caı́da en

la densidad con respecto a la densidad del disco sin autogravedad. Posteriormente en

la parte externa el disco con autogravedad muestra una mayor densidad que el disco

sin autogravedad, lo que indica que el disco con autogravedad se extiende aún más que

cuando no se incluye la autogravedad.





Capı́tulo 6

Análisis y conclusiones

Se ha presentado la evolución de estructuras toroidales de gas en rotación alrededor

de agujeros negros ante diferentes prescripciones para la viscosidad (α y β). Para la

simulación del disco utilizamos una aproximación pseudo-newtoniana, se despreció la

autogravedad de los discos de acreción, y se utilizó una simetrı́a axisimétrica. Hemos

considerado únicamente discos gruesos (R ∝ H) construidos con una ley de momento

angular constante y bajo el potencial de Paczyński-Wiita, que simula los efectos de la

gravedad fuerte producida por la presencia del agujero negro.

Además, se mostró la evolución de los discos de acreción tomando en cuenta la

contribución en el potencial gravitacional producido por la autogravedad para diferentes

masas del disco. En estas simulaciones también se utilizó el potencial de Paczyński-

Wiita para simular los efectos de gravedad fuerte producidos por el agujero negro, se

utilizo la prescripción α para la viscosidad y la simetrı́a axisimétrica.

Antes de simular la evolución de estas estructuras toroidales se construyeron las

condiciones iniciales bajo un equilibrio hidrostático para una distribución de momento

angular constante. Para el estudio del comportamiento de la viscosidad en los discos

de acreción únicamente se requirió de la generación de una estructura toroidal a una

determinada masa. En el caso del estudio de la autogravedad se generaron estructuras

toroidales en equilibrio hidrostático con diferentes masas. Se pudo observar que con-

forme aumentamos la masa del toro (disminuyendo el valor de la constante politrópica)

la fuerza de gravedad que ejerce el disco sobre si mismo hace que este se vuelva mas

compacto y la distribución del gas que lo conforma se encuentre más cerca del agujero

negro. Encontramos que para un agujero negro de 2.5M⊙, la masa del disco más grande

que es aun estable en una situación de equilibrio hidrostático es de aproximadamente

2.05 × 1030 kg. Los toros con una masa mayor a este lı́mite son acretados (casi en su

totalidad) por el agujero negro, por lo que podemos decir que son ı̈nestables”.

Para todas las evoluciones de los discos de acreción que se realizaron en este traba-

jo se obtuvieron tres parámetros con los que se hicieron las comparaciones: la tasa de
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acreción máxima Ṁmax, el tiempo que tarda el disco en alcanzar el máximo de acreción

tṀmax
y el tiempo en el cual la tasa de acreción máxima a disminuido en un factor de

10, tṀ10
. En el estudio del comportamiento de los discos bajo diferentes prescripciones,

se buscaron los parámetros de viscosidad α y β para los cuales los discos de acreción

alcanzaran el mismo valor Ṁmax. Para una misma tasa de acreción máxima los valores

tṀ10
y tṀ10

podrı́an servir como caracterı́sticas que permitieran identificar entre una y

otra prescripción, sin embargo lo que se encontró es que la diferencia que podrı́a permi-

tir esta identificación es muy pequeña pudiendo confundirse con algún error numérico o

difı́cil de distinguir en el caso de observaciones. Para el caso de tṀ10
, por ejemplo, esta

diferencia entre una y otra prescripción va de aproximadamente 10−2 − 10−4 segundos

para el intervalo de α de 0.0005 a 0.1.

La estructura del disco no muestra tampoco alguna variación que nos pueda ayudar

a identificar la naturaleza de la viscosidad,se pudo observar que los perfiles de densidad

en el plano z = 0 son muy similares en todos los casos. Para parámetros de viscosidad

mayores, se puede observar que la prescripción β provoca un mayor esparcimiento en la

distribución de materia. Esto podrı́a modificar el espectro de emisión del disco, ya que

en estos sistemas la emisión varı́a con respecto al radio. Para sistemas que resultaran

tener un parámetro de viscosidad grande, se podrı́a distinguir una diferencia al observar

el espectro del disco, con lo que podrı́amos distinguir entre una y otra prescripción.

Podemos concluir que tomando una tasa de acreción máxima fija, en general am-

bas prescripciones provocan un comportamiento similar en el disco de acreción. Los

parámetros de tiempo, utilizados para la comparación, en este trabajo muestran diferen-

cias muy pequeñas que probablemente en el contexto de las observaciones sean muy

difı́ciles de verificar. Por lo que nuestra comparación realizada no muestra alguna dife-

rencia que pueda ayudar a diferenciar entre alguna prescripción, y por lo tanto no nos

ayuda a entender el mecanismo que esta detrás de la viscosidad.

Para los discos autogravitantes, como se mencionó anteriormente, pudimos observar

que a mayor masa, la influencia del potencial gravitacional del disco se vuelve más

relevante. En general, esta influencia es mayor en las regiones externas del disco, las

cuales se encuentran más lejos del agujero negro. Los toros autogravitantes en un estado

estacionario soportados únicamente por la rotación son más compactos a medida que su

masa se vuelve más comparable a la del agujero negro. Los toros autogravitantes con

una masa cada vez mayor tienden a tener un radio externo rex mucho más pequeño que

los toros con una masa menor. Por lo que la extensión del disco disminuye más en la

dirección radial que en la dirección vertical.

Para los toros con autogravedad también obtuvimos las curvas de las tasas de acre-

ción en función del tiempo y los perfiles de densidad en el plano z = 0, ası́ como los

parámetros tṀ10
y tṀmax

. Se observó que los discos sin autogravedad muestran un com-

portamiento similar para todas las masas (únicamente varı́an los valores de la densidad

y la tasa de acreción pero el comportamiento es el mismo). Los tiempos tṀmax
y tṀ10

resultan ser los mismos para discos con masas diferentes.
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En el caso de los discos autogravitantes, se observó una variación en los tiempos

tṀmax
y tṀ10

para diferentes masas. Estos valores alcanzan a ser hasta la mitad de los

valores mostrados en los discos sin autogravedad para el modelo con mayor masa si-

mulado en este trabajo. Además los discos autogravitantes llegan a alcanzar una tasa de

acreción máxima mayor que la que alcanzan los discos de acreción sin autogravedad. La

autogravedad puede llegar a modificar de manera significativa el comportamiento de los

discos de acreción con una masa de aproximadamente del 10 % de la masa del agujero

negro.

La autogravedad también genera una modificación en la estructura del disco. De los

perfiles de densidad mostrados, se pudo observar que para discos de acreción con un

parámetro de viscosidad α = 0.01, los discos autogravitantes llegan a ser más extendi-

dos. Esto ocurre tı́picamente para todos los discos simulados en este trabajo. Además se

observo que los discos mas masivos tienen una caı́da en la densidad muy pronunciada,

que divide a la región interna que tiene un comportamiento muy similar a la de un dis-

co sin autogravedad y la región externa que es más aplanada y más extendida. Para un

parámetro de viscosidad mas grande, α = 0.1 nuevamente se observó una variación en

los tiempos caracterı́sticos tṀmax
y tṀ10

para los discos autogravitantes. Pero los perfiles

de densidad no resultan ser muy diferentes entre los discos autogravitantes y sin autogra-

vedad. Esto es debido a que la distribución de momento angular actúa más rápido que la

influencia provocada por la autogravedad. A pesar de esto para los discos más masivos

aun se puede observar un cambio en la distribución de materia. Nuevamente podemos

observar una caı́da en la densidad para discos muy masivos, además de ser más extensos.

Estos resultados obtenidos para la autogravedad, como ya se mencionó anteriormen-

te, pueden ser importantes para discos con masas mayores al 10 % de la masa del agujero

negro. Los efectos provocados por la autogravedad pueden modificar también el espec-

tro emitido por los discos. Ası́ que, de no tomar en cuenta la autogravedad del disco,

podrı́amos estar cometiendo errores al comparar las observaciones con las simulaciones

de los discos de acreción. Parámetros obtenidos de estas comparaciones podrı́an tener

entonces errores significativos.
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teadas únicamente tienen regiones ya sea supersónicas o subsónicas. Las

otras lineas tienen regiones donde el gas pasa de supersónico a subsónico y

viceversa, pero no abarcan todo el espacio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2. Equipotenciales de un sistema binario. L1 es el punto de Lagrange por donde

ocurre el desbordamiento de materia. L2 y L3 son puntos de Lagrange in-

estables. Y L4 y L5 son puntos estables. El lóbulo de Roche es la equipoten-
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Tasa de acreción máxima. Se puede observar un decaimiento para tasas de

acreción más altas, aunque para todo propósito práctico es constante. . . . 84
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