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Resumen

Se presentan simulaciones de estructuras toroidales alrededor de un agujero negro
utilizando un potencial pseudo-newtoniano para producir efectos de gravedad fuerte
provocados por la masa central. Se estudiaron toros de acrecion con simetria axisimétri-
ca, construidos bajo una ley de momento angular constante.

Se utilizaron dos tipos de prescripcion para generar la viscosidad del disco: la pres-
cripcién « y la prescripcion 3, la primera basada en movimientos cadticos y campos
magnéticos internos, mientras que la segunda predice movimientos turbulentos pura-
mente hidrodindmicos.

Se estudio la estructura y la dindmica de los toros de acrecion bajo la influencia de la
autogravedad. El potencial gravitacional del toro se resolvi6 utilizando Transformadas
Rapidas de Fourier y diferencias finitas.

Los elementos del fluido que simulardn al toro fueron generados con un método
de Monte Carlo (para poder obtener niimeros aleatorios), esto permitio crear una dis-
tribucién de N particulas con un perfil toroidal en el plano R, z bajo ciertas condiciones
iniciales. Una vez obtenidas las particulas que forman parte de los elementos del flui-
do, estas se relajaron dinamicamente introduciendo un término de amortiguamiento en
las ecuaciones de movimiento con el objeto de obtener un estado de equilibrio de la
distribucion, o al menos muy cercano a este.

El cddigo utilizado calcula distintas variables hidrodindmicas del sistema, como la
densidad y energia total como funciones del tiempo, asi como la masa del disco y la
posicién del centro de masa en la direccion R y z. Estos datos fueron analizados para
poder observar diferencias entre discos con prescripcion « y 8, al igual que entre discos
sin y con autogravedad.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Acrecion como fuente de energia

El proceso de acrecion a lo largo de la historia ha sido de gran importancia en el
estudio de diversos sistemas. Este se encuentra presente en sistemas que van de tamafios
de escala pequefios como los discos protoestelares hasta los nicleos activos de gala-
xias. Es de gran importancia poder entender la fisica detrds de este proceso, asi como la
formacion, evolucién y estructura de los discos de acrecidn.

El proceso de acrecién ocurre cuando gas o materia cae (se acreta) hacia un obje-
to con atraccién gravitacional y se acumula sobre el mismo. Esto puede ocurrir sobre
cualquier objeto con una cierta masa M, sin embargo la extraccion de energia resulta ser
mucho mads eficiente cuando el objeto central es mas compacto, es decir que la razén
M/R., siendo R, el radio del objeto, sea mucho mayor.

La extraccion de energia potencial gravitacional de la materia que esta siendo acre-
tada a un cuerpo es la principal fuente de potencia en muchos de los sistemas binarios
cercanos (Prendergast & Burbidge, 1968), y también se sabe que esta es la responsable
de alimentar de energia a los Nucleos Activos de Galaxias y Quasares (Greenhill et al.,
1996).

Para tener una idea del orden de magnitud de la energia que proporciona la acrecién
a estos sistemas, podemos hacer lo siguiente. Para un cuerpo de masa M y radio R,, la
energia potencial gravitacional liberada (por unidad de masa) en su superficie es

GM

AEalcc = R_,

(1.1)

donde G es la constante gravitacional. Si el cuerpo que esta acretando es una estrella
de neutrones, con radio R, =~ 10 km, masa M = Mg, entonces tenemos que AE,..
es del orden de 10%° erg por gramo de materia acretada. Para comparar este resultado,
consideremos la energia que podriamos extraer de una masa m, obtenida por reacciones
de fusion nuclear. El mdximo para esta energia usualmente se obtiene en la astrofisica,
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siendo el material inicialmente hidrégeno, por lo que la conversién que necesitamos es
la quema de hidrégeno a helio. Esto implica una liberacion de energia por unidad de
masa

AE e = 0.007¢2, (1.2)

donde ¢ = 3 x 108 m s~! es la velocidad de la luz, con lo que obtenemos que esto es del
orden de 6 x 10'® erg por gramo o 1/20 la energfa liberada por acrecion.

Un concepto importante en la teoria de acrecién es el limite de Eddington. Esta
cantidad nos indica el valor méximo de la luminosidad para una masa dada en un sistema
esférico de acrecion. Consideremos la acrecidn estable con simetria esférica. Podemos
suponer que el material que esta siendo acretado consiste principalmente de Hidrégeno
completamente ionizado. Debido a que la seccidn eficaz de los protones es un factor
(m, /mp)2 mds pequefio (m,/m, ~ 5 X 10~ es la razén entre la masa del electrén y el
protén ) que la seccidn eficaz de los electrones libres, la radiacién ejercera una fuerza
principalmente en los electrones libres a través de la dispersion de Thomson. Tomando a
S como el flujo de energia radiada (energ s~! em™2 )y aor = 6.7x 1072 cm? la seccién
eficaz de Thomson, entones la fuerza radial hacia afuera en cada electrén serd igual a la
tasa con la cual se absorbe el momento, o7.S /¢ donde c es la velocidad de la luz.

Por otra parte, debido a que el gas esta ionizado, las fuerzas electrostaticas de Cou-
lomb también juegan un papel importante entre los protones y electrones. Los electrones
arrastraran con ellos a los protones durante su movimiento. Por lo que la radiacién em-
pujaré al par proton-electrén en contra de la fuerza de gravedad total GM(m,, + m,)/ r
que actda sobre cada par a una distancia radial r del centro. Podemos expresar al flujo
de energia radiada en términos de la luminosidad L (erg s~!) de la fuente de acrecidn,
utilizando la simetria esférica tenemos que S = L/4xr>. Por lo tanto la fuerza neta total
en el par electrén-proton serd

GM(m, +m.) Loy N

LO'T 1
(GMmp  dne )r_2

Esta tltima aproximacion es valida ya que la masa del proton m;, es mucho ma-

r? 4ycr?

yor que la masa del electrén m,. El limite de Eddington se alcanza cuando esta Gltima
expresion se vuelve igual a cero. Es decir cuando la acrecién de detiene.

dnGMm,c M
Lega = P 2 13x%x10% (—
agr M@

) erg s (1.3)

Para una masa M fija esta cantidad nos indica el valor de la luminosidad L méaxima
para el cual puede existir la acrecion de materia en dicho sistema. Para luminosidades
mayores, la presion que ejerce la radiacion (hacia afuera), excedera la atraccion gravi-
tacional (dirigida hacia el objeto central) y por lo tanto la acrecion se detendrd. Si parte
de luminosidad de la fuente central es generada por algin mecanismo diferente de la
acrecion, por ejemplo la quema de nicleos, entonces las capas externas del material que

rodean al objeto central serdn expulsadas, provocando una inestabilidad del sistema. Si
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la luminosidad del sistema es obtenida totalmente por el proceso de acrecién, entonces
al detenerse la acrecion de materia, la fuente se apagaria.

A pesar de las suposiciones realizadas para obtener el limite de Eddington, este resul-
ta ser una aproximacién de gran importancia. Para sistemas con una geometria diferente
este limite varfa significativamente de la situacién real, pero aun asi el limite nos puede
dar un estimado de la situacion real.

Para objetos alimentados por acrecion el limite de Eddington implica un limite en
la tasa de acrecién estacionaria, M(g s~'). Si toda la energia cinética de la materia que
cae se transformara a radiacion en la superficie estelar, R, entonces de la ecuacién (1.1)
tenemos que la luminosidad de acrecion es

GMM
Lyce = R. (1.4)

Podemos expresar la ecuacién (1.4) en términos de ordenes de magnitud tipicos,
escribiendo la tasa de acrecién como M = 10'°M ¢ g s7h

1

. M\ (10°
Luce = 1.3><1033M16(—)( Rcm

My ) erg s

[ M\[10k
1.3><1036M16(V)( Rm)erg s (1.5)

O] *

Con esto podemos ver que para las estrellas de neutrones (del orden de 1My y R, =
10 km) la luminosidad sera del orden de 10%® erg s™!, mientras que para enanas blancas
(del orden de 1My y R, =~ 10° cm) la luminosidad serd del orden de 1033 erg s,

1.2. Espectro emitido

Para la observacion de estos objetos donde ocurre la acrecién se puede hacer una es-
timacién utilizando los términos ya descritos. Podemos caracterizar el espectro continuo
de la radiacién emitida con una temperatura de radiacién 7,4, definida de tal forma que
la energia tipica de un fotén, hv sea del orden de kT4, por lo tanto 7',y = hv/k, donde
k=1381x10""erg K™y h = 6.626 x 10727 erg s son las constantes de Boltzmann y
Planck, respectivamente.

Asi mismo, para una luminosidad de acrecién L, proveniente de una fuente con
radio R, podemos definir una temperatura de cuerpo negro 7, como la temperatura que
tendria la fuente si esta radiara como un cuerpo negro, es decir:

I 1/4
Tp=|——| , 1.6
b (47rR*0') (1.6)

donde o = 5.67 x 10-8 W m~2 K~* es la constante de Stefan-Boltzmann.
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Por tltimo, definimos la temperatura 7, como la temperatura que el material acre-
tado podria alcanzar si toda su energia potencial gravitacional fuera convertida comple-
tamente en energia térmica. Para cada par proton-electrén acretado, la energia potencial
liberada seria GM(m,, + m.)/R. ~ GMm,/R., y tomando la energia térmica como 3kT
(3/2kT por cada particula), entonces tenemos que

1.7

La temperatura de radiacion que esperamos tiene que estar entre la temperatura de
cuerpo negro y la temperatura térmica. Si el flujo de acrecion es dpticamente grueso, la
radiacion puede alcanzar el equilibrio térmico con el material acretado y por lo tanto la
temperatura deberia tener un valor cercano a la temperatura de cuerpo negro 7. Por otro
lado si la energia de acrecion es convertida directamente en radiacidn, la cual escapa
sin alguna otra interaccién, es decir si el material es 6pticamente delgado, tendriamos
que la temperatura de radiacion se acercaria més al valor de la temperatura térmica Ty,.
Entonces la temperatura de radiacién cumple con

Ty < Traa < Ty

Esto es simplemente una estimacién obtenida de la suposicion de que podemos ca-
racterizar al disco con una sola temperatura ! (7,4). Esto no aplica, por ejemplo, a una
distribucién no-Maxweliana de electrones radiando en un campo magnético fijo.

Para el caso de una estrella de neutrones de una masa solar, el limite superior (1.7)
nosda 7y, ~ 5.5x 10" K, o0 en términos de energia kT, ~ 50 MeV. En el caso del limite
inferior, necesitamos tener una idea del valor de la luminosidad de acrecién L,..; una
primera aproximacién puede ser el limite de Eddington Lggy ~ 10°® erg s™'. Con esto
obtenemos que T, ~ 107 K 6 kT), ~ 1 KeV. La energia que esperamos para los fotones
como resultado de la acrecidn en estrellas de neutrones debe de estar en el rango

1keV < hv <50 MeV.

Andlogamente podemos obtener el rango de energias esperado para el caso en el cual
el objeto central es un agujero negro con masa M ~ 1My y un radio > R, ~ 3 km. La
energia esperada esta en el rango de

1.6 keV < hv < 160 MeV.

Debido a que las estrellas de neutrones y los agujeros negros son los objetos mads
compactos que existen en el universo, podemos esperar que los sistemas que acretan ma-
teria hacia alguno de estos objetos resulten ser los mds luminosos. El rango de emision

'En realidad la temperatura varia a lo largo del disco de acrecion. El resultado obtenido en esta seccién
nos da una estimacion de lo que podriamos esperar en estos sistemas.

%En el caso del agujero negro R, no indica el radio de la superficie del agujero negro, en este caso R,
representa el radio de Schwarzschild. Este radio se definird en el capitulo 5.
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en el espectro ird desde los rayos X medios hasta los duros y posiblemente en la regién
de los rayos gamma.

Podemos aplicar estos limites también a enanas blancas que acretan materia. Para
estos sistemas una aproximacién a la luminosidad de acrecién es del orden de L, =
1033 erg s~! (obtenida de la ecuacién (1.5)). Tomando una masa M = Mg, YR, =5X% 108
cm, obtenemos que las frecuencias esperadas deben de estar en el rango

6eV < hvy <100 keV.

Esto nos indica que la emisién de las enanas blancas que acretan debe de ser en el
optico, ultravioleta y posiblemente en la regién de los rayos X. Lo cual corresponde a lo
que se sabe de las estrellas variables cataclismicas.

1.3. Modelos de discos de acrecion

El proceso de acrecién es un fendmeno de gran importancia en la astrofisica. Sus
estudios comenzaron con los trabajos realizados por Salpeter (1964) y Zeldovich (1964),
en los cuales sugirieron que los objetos masivos podrian obtener energia debido a la
influencia gravitacional que ejercen en las estrellas vecinas o el medio que los rodea.
Posteriormente trabajos como los de Shklovsky (1967) y Prendergast & Burbidge (1968)
enfatizaron la importancia del momento angular para la acrecién en un sistema binario,
en particular estudiaron el comportamiento de las fuentes de rayos X (Sco X-1y Cyg X-
2). Los primeros modelos de discos de acrecién fueron construidos por Shakura (1972),
Pringle & Rees (1972), Shakura & Sunyaev (1973). Estos modelos fueron construidos
para estrellas de neutrones y agujeros negros, utilizando la fisica Newtoniana. Modelos
que tomaban en cuenta la relatividad general sobre la parte interna del disco de acrecién
fueron propuestos por Novikov & Thorne (1973). También se propusieron modelos para
los nicleos de las galaxias, Lynden-Bell (1969) propuso que en el centro de las galaxias
podria existir un agujero negro supermasivo (107 — 10° My, ) rodeado por un disco de
acrecion gaseoso que estaria alimentando al agujero negro y por lo tanto suministrando
grandes cantidades de energia.

A pesar de que las propiedades de los discos estandar de acrecion (Shakura & Sun-
yaev, 1973), es decir, los discos delgados, se conoce muy bien aun falta por explorar
varios aspectos. ;Que pasa por ejemplo, si queremos construir un modelo de un disco
de acrecién en donde la tasa de acrecidn sea muy grande, superando la tasa de acrecién
de Eddington Mgaq 3? de acuerdo con los estudios realizados por Abramowicz et al.
(1978) y Paczynski & Wiita (1980), los discos deben volverse mds gruesos, al menos
en las regiones mds cercanas a los objetos compactos, estos discos ya no estaran sopor-
tados unicamente por la rotacién kepleriana, sino que ahora la presién tendra un papel
importante en la estructura radial y vertical del disco. Estas estructuras soportadas por

3La tasa de acrecién de Eddington es la tasa de acrecién necesaria para igualar la luminosidad de
Eddington, para una masa M de la estrella y un radio R, fijos, de acuerdo con la ecuacién (1.5).
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presion dan origen a los discos gruesos o también llamados toros. Dichas estructuras
toroidales posiblemente se forman después del colapso del nucleo en una estrella masiva
rotante (Woosley, 1993) o en las etapas posteriores a la fusién de dos objetos compactos
en binarias cernanas (Narayan et al., 1992). En el contexto de las binarias de baja masa
en rayos X (LMXB, por sus siglas en ingles), observaciones realizadas con RXTE (van
der Klis, 2000) han mostrado que existen oscilaciones en milisegundos en sistemas que
contienen una estrella de neutrones o un agujero negro rodeado por un toro de acrecion.
Los discos gruesos fueron puestos aprueba a partir del descubrimiento de la inestabili-
dad Papaloizou-Pringle (Papaloizou & Pringle, 1984), ellos sugieren que los toros libres
de vorticidad son dinamicamente inestables ante modos globales no axisimétricos. Esto
quiere decir que seria imposible para dichos objetos existir en un estado de equilibrio en
la naturaleza, ya que estos seridn destruidos o distorcionados drasticamente por la inesta-
bilidad durante el tiempo que le toma en llegar a un equilibrio. Esto estimul el estudio
de estas estructuras toroidades y desde entonces se ha realizado diversos estudios, tanto
analiticos como numéricos considerando diferentes leyes de rotacién y distribuciones de
la entropia (ver Narayan (1991) para un review acerca de este tema). Algunos estudios
acerca de la inestabilidad Papaloizou-Pringle fueron realizados posteriormente (ver Koji-
ma 1986, Glatzel 1987, Blaes 1987, Goodman & Narayan 1988). Algunos aios después
se realizaron estudios con simulaciones hidrodinamicas en 3D (Zurek & Benz 1986,
Hawley 1990, 1991). Estos calculos mostraron que aunque esta inestabilidad crece, la
tasa de crecimiento de la inestabilidad a lo largo del toro no es muy significante (Hawley,
1991), y en ocasiones la inestabilidad puede ser estabilizada por efectos del flujo (Blaes,
1987) y/o por la autogravedad (Goodman & Narayan, 1988).

1.4. Viscosidad

Aun cuando la teoria de los discos de acrecidon ha tenido grandes logros al poder
ajustarse a las observaciones, esta teoria no tiene un poder predictivo muy grande a ex-
cepcion de algunas situaciones limite. Esto se debe principalmente a la incertidumbre
de la naturaleza y magnitud de la viscosidad. Como se verd en mdas adelante, la vis-
cosidad gobierna la estructura local del disco, asi como la escala de tiempo con la que
éste evoluciona. Una de las cosas que se sabe con cierta certeza es que la viscosidad
molecular ordinaria es demasiado pequefia para producir alguna influencia en el disco,
aunque no hay razén alguna para que modelos que incluyan esta viscosidad no puedan
ser construidos.

Parte del problema que enfrentan los discos de acrecidén es que en estos sistemas
se tiene que lidiar con un medio con un fuerte rozamiento que ademads es supersonico,
radiativo, y tiene nimeros de Reynold altos. El rozamiento y los nimeros de Reynolds
altos han hecho que se llegue a pensar que el flujo debe de ser inestable ante movimientos
turbulentos. Esto ha llevado a las discusiones de la teoria de mezclado (von Weizsacker,
1943) y fue parte de la motivacién para la prescripcion a (Shakura & Sunyaev, 1973).
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Para los discos a@ podemos definir el nimero de Reynolds efectivo como

Re ~ o “(R/H)* >> 1,

donde Re es el nimero de Reynolds efectivo, R es la coordenada radial y H es un tamafio
tipico de escala en la direccién z* (este termino sera descrito mas adelante). Lynden-Bell
& Pringle (1974) argumentaron que Re ~ 10°, basado en la intuicién de la turbulencia
de laboratorio (subsénica y no-radiativa). Aunque no hay una justificacién para esta
proposicion.

Aunque, hay una pequefia certeza acerca de como hacer una prescripcion para dicha
viscosidad turbulenta en la ausencia de una teoria fisica propia para la turbulencia. Una
de las viscosidades mas adoptadas es la prescripcién « introducida por Shakura (1972) y
Shakura & Sunyaev (1973), la cual describe la viscosidad v como el producto del tamafio
tipico de escala H determinado por la presion, la velocidad del sonido ¢ y un pardmetro
a en el cual esta contenida toda la fisica que se desconoce:

v = acgH.

En esta prescripcion a la viscosidad se le atribuye un origen en la turbulencia y
en las pequefas inestabilidades magnéticas dentro del fluido. Aunque es posible cal-
cular un valor de «, una parametrizacién de este tipo para v es Unicamente util si el
pardmetro de proporcionalidad @ es aproximadamente constante. Podriamos esperar que
esto sucediera Unicamente si las cantidades de escala fueran escogidas en una mane-
ra fisica apropiada. Los modelos para la estructura y evolucién de los discos de acre-
cién en sistemas binarios cercanos (novas enanas y estrellas simbidticas) muestran que
la parametrizacién de Shakura & Sunyaev con a constante lleva a resultados que re-
producen el comportamiento observado de los discos en estos sistemas de manera co-
rrecta. Los modelos dependientes del tiempo para las eyecciones de las novas enanas
(Meyer & Meyer-Hofmeister, 1984) y los transitorios de rayos X (Cannizzo, 1996) de-
muestran que, sobre un amplio rango de estados fisicos del disco en diferentes fases de
su evolucién, los valores obtenidos para el pardmetro de viscosidad @ no varian mas
alla que aproximadamente un orden de magnitud y los valores no estin muy alejados de
la unidad. Como un resultado de estos éxitos y la falta de una teoria , la prescripcion
a es usada esencialmente en casi todos los modelos de discos de acrecidon. A pesar de
su éxito, la prescripcion a no contiene informacion acerca del mecanismo que genera la
turbulencia, dnicamente contiene los limites fisicos para su eficiencia en un disco.

Algunos otros estudios, como el de Balbus & Hawley (1991) y sus colaboradores
Hawley et al. (1995), han mostrado que para discos de acrecién magnéticos no auto-
gravitantes, existe una inestabilidad que puede dar origen a la turbulencia con la depen-
dencia y cantidades requeridas. No obstante en algunos sistemas como en el caso de

“Estamos suponiendo que el sistema tiene simetria axisiméstrica. La posicién de los puntos en el espa-
cio sera descrita por un sistema de coordenadas cilindricas (R, ¢, z). El eje z coincide con el eje de rotacién
del disco.
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las regiones proto-estelares y los discos protoplanetarios, la ionisacion no es tan grande
como para mantener una viscosidad magnética significante, por lo que el origen de la
viscosidad en estos sistemas tiene que ser distinto, probablemente hidrodindmico.

Si la turbulencia hidrodindmica puede mantener la viscosidad en el perfil de mo-
mento angular de un disco de acrecién y si esto puede resultar en un transporte de mo-
mento angular hacia las regiones con un momento angular especifico mayor aun no esta
tan claro. Balbus et al. (1996), argumentaron en contra de una viscosidad puramente
hidrodindmica; ellos basaron sus argumentos en experimentos numéricos, aunque estos
experimentos se han realizado para nimeros de Reynolds muy bajos comparados con
los que se encuentran en estos objetos astrofisicos. Dubrulle (1992) y Kato & Yoshizawa
(1997) junto con otros investigadores, han argumentado a favor, basados principalmente
en consideraciones analiticas. Los experimentos con flujos de Couette-Taylor (Wendt,
1933; Taylor, 1936a,b) muestran una clara evidencia de la existencia de una inestabili-
dad puramente hidrodindmica. Aunque el fluido es esencialmente incompresible, la tur-
bulencia es generada por encima de un nimero de Reynolds critico, independiente del
perfil radial del momento angular. Richard & Zahn (1999) reanalizaron los resultados
de los experimentos de Taylor y, para nimeros de Reynolds grandes, los han interpre-
tado en términos de una viscosidad turbulenta. Con base en estos estudios Duschl et al.
(2000) han propuesto una generalizacién para la prescripcion de la viscosidad en discos
de acrecién basada en la turbulencia puramente hidrodindmica generada a un nimero de
Reynolds critico. Esta es llamada la prescripcién .

v = ﬂRV¢

donde S es el parametro de eficiencia, R es el radio en coordenadas cilindricas y vy es
la velocidad circular. En esta bisqueda de la prescripcién correcta para la viscosidad de
los discos de acrecién, puede resultar mas probable que un enfoque mds observacional
pueda resultar mas fructifero para descubrir las propiedades de la viscosidad del disco
que un enfoque puramente tedrico. Aunque como es usual, no es tan fécil el poder in-
terpretar la observaciones en una manera no ambigua. En este trabajo se hard un andlisis
de ambas prescripciones haciendo un estudio de la estructura y dindmica que cada uno
de estos provoca en el disco de acrecidn. Posteriormente se hard una comparacién para
poder encontrar alguna caracteristica que pueda ayudar a diferenciar entre cual es el
mecanismo que provoca la viscosidad en el fluido.

1.5. Autogravedad

Los discos de acrecion son un resultado natural de las estructuras rotantes que co-
lapsan. En algunos casos, las masas pueden ser relativamente altas y los efectos de auto-
gravedad pueden ser importantes.

Tradicionalmente, los modelos de acrecion ignoran la autogravedad asociada con el
disco y consideran al disco en una rotacién Kepleriana alrededor de un objeto compacto
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(Pringle, 1981). Pero en ciertas ocasiones no resulta ser tan valido el despreciar esta con-
tribucion. Por ejemplo, existen observaciones en Nicleos Activos de Galaxias (Greenhill
et al., 1996) y en discos protoestelares (Hillenbrand et al., 1992) que apuntan a que en
algunos casos la autogravedad del disco puede jugar un papel importante.

En el contexto de los discos de acrecién en Nucleos Activos de Galaxias, en la gala-
xia Seyfert NGC 1068, la curva de rotacién parece mostrar una desviacion significativa
a la ley Kepleriana, ya que se observa una velocidad de rotacién que va como %3 a
distancia aproximadamente de 1 pc del centro (Greenhill et al., 1996). La observacion de
emisiéon de maseres de agua en NGC 1068 también han sugerido la presencia de un dis-
co autogravitante (Huré, 2002; Lodato & Bertin, 2003). En escalas espaciales pequenas,
la autogravedad juega un papel crucial en las etapas finales de la formacién estelar. Se
piensa que el material con un momento angular bajo colapsa en una protoestrella en es-
calas de tiempo del orden de 10° afios, mientras que el material con un momento angular
alto genera un disco alrededor de la protoestrella (Cassen & Moosman, 1981). Ya que la
masa del disco crece conforme la caida de material proveniente de la nube inicial con-
tinua, el disco en principio, podria llegar a ser autogravitante. La autogravedad puede
llegar a tener un papel importante en la generacion de inestabilidades del sistema. Cuan-
do llegamos a tener regiones de alta densidad, la autogravedad se vuelve importante y
las inestabilidades locales, similares a la inestabilidad de Jeans podrian generarse. Este
fendmeno ha sido considerado ya por varios autores en conexidn con varios objetos as-
trofisicos, pero aun falta por hacerse un estudio mas completo en los discos de acrecién.

En las galaxias espirales la materia interestelar forma un disco muy plano. En es-
tos casos se cree que las inestabilidades locales son importantes para la formacién de
estrellas en estas condiciones. Los discos estelares delgados desarrollan inestabilidades
locales debido a la autogravedad (Toomre, 1964). Aqui la inestabilidad aumenta las ve-
locidades de las estrellas. Un resultado de esto, es que el disco se vuelve mds grueso y
la inestabilidad se debilita. Este tipo de inestabilidades también se han considerado en el
contexto de los anillos de Saturno (Ginsburg et al. 1971) y con las nebulosas protopla-
netarias (Safronov 1969).

Otro ejemplo de los efectos generados por la autogravedad se observa en algunos
experimentos numéricos en discos, los cuales muestran que la autogravedad genera in-
estabilidades no axisimétricas, en forma de ondas de densidad espirales, las cuales redis-
tribuyen la materia y el transporte de momento angular hacia afuera (Tohline & Hachisu,
1990; Laughlin et al., 1997; Pickett et al., 2000, 2003; Mayer et al., 2002) . Fromang et al.
(2004) mostraron que la autogravedad puede producir también un efecto estabilizador.
Ellos hicieron comparaciones entre toros con campos magnéticos con y sin autogravedad
para densidades y perfiles de rotacion similares. Se observé que el disco sin autograve-
dad mostraba un comportamiento mas desordenado que el disco con autogravedad. El
primero arrojaba fluctuaciones en la densidad mas altas, mientras que el segundo man-
tenia una estructura global mucho més coherente. Uno esperaria que las fluctuaciones de
densidad locales se hicieran mas notables con la presencia de la autogravedad. Pero al
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contrario, la naturaleza global del potencial parece ser mas importante en la evolucién
del disco. En este régimen, la autogravedad suaviza el efecto de la turbulencia y le da
una coherencia al disco.

En este trabajo se hard un estudio de los efectos que se generan al tomar en cuenta la
autogravedad del disco en modelos axisimétricos. El cdlculo de dicha autogravedad se
calculara utilizando Transformadas Rapidas de Fourier.

1.6. Objetivos

= Realizar un estudio del comportamiento de la estructura y evolucion de los toros
de acrecién alrededor de agujeros negros, utilizando la prescripcién « y 8 para el
acoplamiento de la viscosidad. Estos toros no incluyen un campo magnético, ni
autogravedad y se supondra que las particulas en el disco experimentan un proceso
adiabético.

= Comparar los resultados obtenidos para ambas prescripciones para poder deter-
minar si existe alguna diferencia significativa que pueda ser util para compararse
posteriormente con observaciones y de esta forma poder determinar la naturaleza
de la viscosidad dentro del fluido.

= Analizar el comportamiento desde un enfoque dindmico de un toro de acrecién
autogravitante.

1.7. Teoria y resultados de los toros de acrecion

En el capitulo 2 se dard una descripcién de las ecuaciones necesarias para describir la
dindmica de un gas utilizando técnicas numéricas (SPH). También se describird la natu-
raleza fisica de las ecuaciones requeridas. En el capitulo 3 se hard una revisién del proce-
so de acrecidn, desde la acrecion esférica hasta la formacién de discos. Se desarrollardn
las ecuaciones que describen el comportamiento de los discos de acrecién delgados y
gruesos (toros) asi como la construccion de un toro estable. En el capitulo 4 se descri-
biran las interacciones gravitacionales involucradas en el sistema agujero negro-toro. Se
justificard el uso de un potencial semi-Newtoniano y se describird el uso de técnicas
eficientes para el calculo de la autogravedad del toro. En el capitulo 5 se mostraran los
resultados obtenidos de las simulaciones. Estos podran observarse en figuras y tablas. Al
final se dardn las conclusiones de este trabajo y sus posibles aplicaciones.



Capitulo 2

Smoothed Particle
Hydrodynamics

2.1. Introduccion

Varios de los objetos astrofisicos que observamos en el universo han sido formados
por procesos que involucran la dindmica de fluidos. Desde grandes a pequefias escalas,
del gas en los cimulos de galaxias hasta la estructura interna de los planetas y estrellas,
todo ha sido formado por la interaccion entre gravedad, dindmica de gases y otros pro-
cesos fisicos, tales como la interaccidn con la radiacidn, las reacciones nucleares y los
campos magnéticos.

La técnica de Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para simular fenémenos
hidrodindmicos fue descrita inicialmente por Lucy (1977); Gingold & Monaghan (1977).
Fue originalmente desarrollado para simular fenémenos no-axisimétricos en la astrofisica.
Esta técnica ha sido empleada en el estudio de muchos problemas de la astrofisica in-
cluyendo discos de acrecion, formacién estelar, explosiones de supernovas, colisiones
estelares, formacion e interaccion de galaxias, (ver Rosswog 2009 para un revision del
tema). El cédigo SPH que se usara para el trabajo en esta tesis fue originalmente de-
sarrollado por el Dr. William Lee (Lee & Ramirez-Ruiz, 2002). Este cédigo describe la
evolucién de un disco grueso axisimétrico de acrecion (toro).

En este capitulo se hard una breve descripcién de los principios bdsicos que se en-
cuentran detrds del método SPH, asi como las principales ecuaciones de la mecdnica de
fluidos que se incorporan en el cédigo.

2.2. Descripcion Lagrangiana y Euleriana

Existen dos formas de describir el movimiento de un fluido. En la descripcion La-
grangiana, esencialmente se estudia el movimiento de las particulas de manera indivi-
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dual. En este caso, para las variables independientes se toma el tiempo y una etiqueta
para las particulas del fluido. Para la etiqueta se puede tomar el vector de posicién xg de
la particula en algtin tiempo de referencia ¢ = 0. Por lo que la posicion de la particula ser
x(x, 1), lo cual representa la posicién en un tiempo ¢ de la particula que se encontraba
en la posicién xg en t = 0.

En la descripcion Euleriana, nos concentramos mds en lo que sucede en un punto
espacial x, de tal forma que las variables independientes sean x y . Es decir, la variable
del flujo se escribe como F(x, 1).

La descripcion Euleriana se usa en general para estudios de flujos en una region de-
terminada. La descripciéon Lagrangiana se usa cuando estamos interesados en encontrar
los caminos de las particulas con una identidad fija.

2.3. Fundamentos de SPH

El SPH se puede ver como un esquema de interpolacién, que nos permite expresar
cualquier funcién en términos de valores en un conjunto de puntos desordenados, es
decir las particulas.

Consideremos una funcién f(r), que esta definida en el espacio, £(r). Una aproxi-
macién suave a esta funcién puede ser obtenida como

fn = ff(r')W(r -r.hdr. 2.1)
¢

La funcién, W es conocida como el kernel. Y cumple con las siguientes propiedades,

fW(r —r',h)dr =1. (2.2)

Su ancho esta parametrizado por el tamafo de suavizamiento, /4. Si uno quisiera
recuperar la funcidn original en el limite de un regidn infinitesimal pequefia entonces el
kernel debe de satisfacer la siguiente relacién

lim £,(r) = f(1).

Tipicamente, la funcién del kernel tiene un pico muy pronunciado en r = 0, de tal
forma que cuando i — 0, el kernel se vuelve una funcién delta, 6(r).

Ahora supongamos que Unicamente conocemos los valores de f(r) en un ntimero
de puntos discretos N, en lugar de sobre todo el dominio. Dichos puntos tendran una
distribucion de densidad p(r) de la siguiente forma

N
pr)= ) or—r), 2.3)
=1

J
donde r; es la posicion del punto ;. Para llegar a una aproximacion discreta, escribimos
la integral de interpolacién como
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W(r—r, (') d*r, (2.4)

= _ (S
iQn _LP("’)

Podemos remplazar la integral por una suma sobre un conjunto de puntos de inter-
polacién, cuyas masas, m;, resultan del término p(r’)d3 r

N

- mj
= YW —r;i,h). 2.5
o ;p(rj)f(r]) (r—ri,h) (2.5)

A cada punto, con su masa asociada, se le conoce como una particula SPH. La
ecuacién (2.5) es la ecuacién base para el método SPH, ya que nos permite encontrar
aproximaciones suaves a las cantidades fisicas del fluido.

Por ejemplo, para la densidad en cada punto del fluido tomamos f(r) = p(r) en la
ecuacién (2.5), por lo tanto

N
B(r)n = Z m;W(r —rj, h). (2.6)
j=1

El método de Smoothed Particle Hydrodynamics recibe este nombre debido a que la
masa de cada particula puede ser pensada como un suavizamiento de esta misma sobre
la region del kernel, de tal forma que podamos obtener una distribuciéon de densidad
continua del fluido.

Este formalismo de suavizamiento también nos indica una manera de encontrar el
gradiente de alguna propiedad del fluido. Por definicién de la funcién de interpolacién

Vi) = fo(r’)W(r -r,hdr.
3
Haciendo una integracién por partes

Vi) = | fW(r -7, h) nda + ff(r’)VW(r —r,hdr.
o¢ 3

Lo que obtenemos es la suma de dos integrales, una de superficie y otra de volumen.
El término de superficie lo podemos ignorar si suponemos que el espacio de solucién
se extiende muy lejos, de tal forma que la funcién f(r) se vuelve despreciable, o que la
funcion del kernel desaparece. En principio este término de superficie puede ser usado
para proveer de condiciones de frontera al SPH al evaluar esto para particulas que estén
cerca de la frontera para las cuales la funcién f(r), ni el kernel desaparecen. En la practi-
ca, sin embargo, esto puede resultar complicado de hacer. Suponiendo que el término
de la integral de superficie puede ser ignorado, la interpolacién para el gradiente de una
funcién resulta ser

Vi) = f fAOVWr—r ,h)dr.
3
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O expresado en su forma discreta,

N

~ m;
\Y = J IWW(r = ri, h). 2.7
Fm ;p(rj)f(r,) (r—rj,h) 2.7)

En esta expresion se utiliza el gradiente V de la funcién del kernel, es decir VW. Esta
funcién es analitica y conocida, por que no hay necesidad de utilizar una aproximacién
con diferencias finitas. Con las ecuaciones (2.5) y (2.7), podemos expresar cualquier
propiedad del fluido y su gradiente local puede ser evaluado, suponiendo que VW no de-
saparece. El gradiente nos permite calcular la presién y las fuerzas viscosas en cualquier
punto dentro del fluido, y por lo tanto sobre las particulas.

Las principales ventajas del SPH sobre otros métodos es que es Lagrangiano y no
requiere del uso de mallas para calcular derivadas espaciales. Ademds, no es necesario
saber que regiones necesitan de una resolucién mads alta para poder seguir de mejor ma-
nera la simulacién, ya que las particulas siguen la distribucién del fluido y automatica-
mente le dan més resolucion a las zonas con densidades mds altas. Esto no quiere decir
que el método del SPH sea el mejor, existen métodos Eulerianos con ventajas que pueden
superar al SPH. Por lo que la eleccién del método que se utiliza depende del problema
que se tenga y de los pardmetros a estudiar.

2.4. El Kernel de interpolacion

Para restringir el nimero de particulas que contribuyen en la suma de la ecuacién
(2.5) a un subconjunto local, el kernel debe de tener una forma compacta, ya que de
otra forma la suma se extenderd sobre todas las N particulas, lo que lo haria un método
numérico de O(N?) ineficiente. Diferentes funciones para el kernel han sido propuestas
para su uso en SPH. El kernel utilizado en los célculos originales de Gingold & Mona-
ghan (1977) era esférico y Gaussiano

1 2
W(r,h) = 71_3/—2]136 7 5

donder=|r—r'|yo =r/h.

La forma mas usada del kernel es la forma propuesta por Monaghan & Lattanzio
(1985), la cual también es usada en este modelo. Con esta funcién se reduce el nimero
de particulas que se involucran en el cdlculo de las cantidades del SPH. El kernel esta
dado por
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2,373

1—%q +39° si0<g<l,

a .
Wighy=-20 Q-9 sil<g<2

0 2<gq
(2.8)

donde g = r/h, v es el nimero de dimensiones, es decir 1, 2 0 3, y @ es la normalizacion,
la cual toma valores de 2/3, 10/7n y 1/m para una, dos y tres dimensiones respectiva-
mente. En este trabajo solo se utilizara el valor para dos dimensiones.

2.5. Mecanica de Fluidos

En los discos de acrecidn, la materia se encuentra en un estado gaseoso, tal y como
sucede en la mayoria del material del universo. Esto significa que las particulas que cons-
tituyen el material, usualmente electrones libres y varias especies de iones, interactian
directamente solo por colisiones, en lugar de fuerzas de corto alcance mas complicadas.

En promedio, una particula del gas tendrd que viajar una cierta distancia, camino
libre medio, A, antes de cambiar su estado de movimiento al colisionar con otra particula.
Si estamos unicamente interesados en escalas de longitud L >> A podemos considerar
al gas como un fluido continuo con una velocidad v, temperatura 7 y una densidad p
definida en cada punto. Entonces, entramos en el estudio del comportamiento de estas y
otras variables del fluido como funcién de la posicidn y el tiempo al imponer las leyes de
conservacion de energia, masa y momento. Si necesitamos considerar el comportamiento
del gas a escalas de longitud comparables al camino libre medio entre las colisiones,
entonces debemos usar las ideas de la fisica de plasmas.

Es por esto que el gas en los discos de acrecion se estudiard utilizando la teoria de
fluidos. En esta seccién se describirdn las propiedades de los fluidos necesarias para
el estudio de los discos. Se desarrollara la teorfa detrds de las ecuaciones y su imple-
mentacién en el SPH.

2.6. Propiedades Fisicas de los fluidos

Densidad

La densidad es una de las cantidades fundamentales que nos dard informacién ac-
erca de la estructura del fluido durante la evolucién del sistema. Como vimos en la
seccion 2.3, la densidad para cada posicion de una particula dada serd estimada por una
suma, con una cierta funcion de peso, de la masa de todas las particulas en el espacio de
soluciones. Si tomamos la contribucién de todas las particulas, como se menciond ante-
riormente, para calcular la densidad en todos los puntos tendriamos que hacer una suma
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del orden de O(N?), 1o cual hace ineficiente la simulacién. Pero con el kernel finito de
la ecuacion (2.8), el cual es distinto de cero tnicamente hasta un radio de 2/, la suma se
reduce a la contribucién de la particula en dicha posicién y sus vecinos mds cercanos.
La densidad toma la siguiente forma

Ny
pi = miW(O, k) + > miW(rij, h)), 2.9)
j=1
donde 4 es el tamafio de suavizamiento de la particula j, N, es el niimero de vecinos de
la particula i cuya distancia a dicha particula es menor que 2h;y r;; = |[r; — r||

Ecuacion de Estado

En adicién a la densidad del fluido, la presiéon P, también debe de estar definida a
través de una ecuacién de estado. En un sistema simple compuesto de una sola compo-
nente, la especificacién de dos propiedades independientes determina completamente el
estado del sistema. Podemos escribir dicha relacion como

P =PV.T),

con V siendo el volumen del fluido. A esta relacién se le denomina ecuacion de estado.
Existen varias ecuaciones de estado que se utilizan para describir gases en distintas situa-
ciones o con propiedades particulares. Algunas de las mds importantes son las siguientes.

La primera es la ecuacién de estado para un gas puramente isotérmico

P =cp, (2.10)

donde P es la presion y c; es la velocidad del sonido para un gas isotérmico. La velocidad

oP
2 _ —_
c“‘_(é‘p)'

La segunda es la ecuacién de estado para un gas ideal

del sonido se define como

P = pRT, @.11)

donde T es la temperatura absoluta, y R es la constante de los gases. El valor de la
constante de los gases depende de la masa molecular m del gas,

R==,
m

donde R = 8314.36J Kmol™! K™! es la constante universal de los gases.

Esta ecuacién la podemos escribir también de la siguiente manera



2.7. DERIVADA MATERIAL 21

P=(y- Dup, (2.12)

donde u es la energia interna por unidad de masay v = Cy/Cp, con Cy la capacidad
calorifica a volumen constante y Cp la capacidad calorifica a presion constante.

Por dltimo tenemos la ecuacion politropica. Aunque esta relacion no es precisamente
una ecuacion de estado, existen ciertos procesos en los cuales podemos aplicarla como
tal. El primero es cuando la transformacién de un sistema termodindmico experimenta
un proceso adiabético ideal dQ = 0, usando la primera ley de la termodinamica dU =
dQ — PdV llegamos a que

P=Kp" (2.13)

donde K es una constante y y = Cy/CP el indice politrépico del gas. El segundo caso
es cuando tenemos un gas degenerado de fermiones T — 0, en este caso es posible usar
la ecuacién politrépica como una ecuacién de estado verdadera, es decir, sin necesidad
de suponer que el gas experimente un proceso especifico. En este caso podemos usar la
expresion (2.13) con K siendo una funcién de la entropia del gas y y el indice adiabético.
En el limite de electrones no relativistas, y = 5/3 y para un gas de electrones ultra
relativista y = 4/3. La energia interna de un gas con una ecuacién politrépica esta dado
por

u=——p"" (2.14)

2.7. Derivada Material

Sea F una variable de campo. Utilizando coordenadas Eulerianas (x, y, z, f), encon-
traremos el valor de la tasa de cambio de F en cada punto siguiendo a la particula con
una identidad fija. Es decir, representar un concepto Lagrangiano en el contexto Eule-
riano. Para un incremento arbitrario e independiente dx y dt, el incremento en F(x, 1)
es

dF = a(,)—];dt + Z_)I:dxi’ (2.15)
utilizando la notacion de Einstein. Si suponemos que los incrementos no son arbitrarios
y ahora estdn asociados al seguimiento de una particula de identidad fija, los incrementos
dx y dt ya no serdn independientes, sino estos estardn relacionados con las componentes
de la velocidad de la siguiente forma

dx; = vidt.

donde v; representa la componente de la velocidad en el eje x;. Sustituyendo esto en la
ecuacion (2.15) obtenemos
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dF _OF _ OF
i o Vox

En mecénica de fluidos se utiliza una notacién especial D/Dt en lugar de la derivada

(2.16)

d/dt. De esta forma se hace énfasis de que la derivada temporal se lleva a cabo siguiendo
el movimiento de la particula. En notacién vectorial, la ecuacién anterior resulta ser

dF _ OoF
dr ot
A la tasa de cambio total d/dt (D/DT) generalmente se le denomina derivada mate-

+v-VF. 2.17)

rial. En este trabajo nos quedaremos con la notacidn d/dt para referirnos a la derivada
material.

2.8. Conservacion de masa

Consideremos un volumen V fijo en el espacio, delimitado por la superficie A. La

fpdV’
v

siendo p la densidad del fluido. Por lo tanto, el cambio en la masa por unidad de tiempo

masa contenida en dicho volumen es

dentro de dicha drea esta dado por la integral de volumen

d
—fpdv=f@d\/.
dt Jy y Ot

La derivada temporal se puede introducir dentro de la integral en la parte derecha de
la ecuacién ya que el volumen esta fijo y por lo tanto no es funcién del tiempo. La tasa
de flujo de masa que sale del volumen esta dado por la integral de superficie

fpv-dA,
A

ya que pv - dA es el flujo que sale y atraviesa un elemento de area dA. La ley de con-
servacion de masa indica que la tasa de incremento de masa dentro de un volumen fijo
debe ser igual a la tasa de materia que fluye a través de la frontera. Es decir,

P
f—pdV:—fpv-dA, (2.18)
y Ot A

la cual es la forma integral de la ley para un volumen fijo en el espacio.

La forma diferencial puede obtenerse transformando la integral de superficie en el
lado derecho de la ecuacidn (2.18) a una integral de volumen por medio del teorema de

fpv-dAsz-(pv)dV.
A v

la divergencia, el cual nos da
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Por lo tanto la ecuacion (2.18) resulta ser

L
\4

—+V-(pv)] dv =0.
Esta relacion debe ser vélida para cualquier volumen, siendo esto inicamente posible

ot

si el integrando es nulo en todos los puntos. Esto requiere que

%+V-(pv):0, (2.19)

la cual es llamada la ecuacion de continuidad y expresa la forma diferencial del princi-
pio de conservacién de masa.
Si desarrollamos todos los terminos de la ecuacién (2.19) tenemos que

6/)
— +oV-v+v-Vo=0.
y P v+vy P =

Recordando que la derivada material es d/dt = 9/0t + v - V, llegamos a la forma
lagrangiana de la ecuacién de continuidad
dp
i ov.y=0. 2.20
TPV (2.20)
En SPH la ecuacién de continuidad puede ser remplazada ya sea por la funcién

interpolante
pi= Y miWrijh)) (2.21)
J

o utilizando la expresién para la divergencia en SPH

pi(V-v); = Z miv; —v)V,W(rij, hj)
J

, podemos llegar a la forma en SPH de la ecuacién (2.19)

dp;
— = 2 mitvi=vpViWrij.hy. (2.22)
J
En algunos problemas de acrecién puede ser practico el tratar la acrecién hacia un
cuerpo como pérdida de masa debido a un pozo (Anzer et al 1987). En estos casos la

ecuacion de continuidad (2.19) tendria un término extra

B oy v=—sim, (2.23)

donde f(r) es, por ejemplo, una funcidn continua, la cual es cero fuera de una esfera que
rodea el origen. Entonces, considerando que el pardmetro / es constante en el espacio y
tiempo, podemos escribir la ecuacién de continuidad en el SPH como

dpi

f.
di = Z mj(v,- - vj)V,-W(rij, hj) - Z mJ"[T;W(V,j, ]’lj). (2.24)
J J
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2.9. Conservacion de momento

2.9.1. Fuerzas en un fluido

Las fuerzas que actiian en un elemento de fluido pueden dividirse convenientemente
en tres clases, fuerzas de cuerpo, fuerzas superficiales y fuerzas de linea. Estas se des-
criben de la siguiente forma:

Fuerzas de cuerpo: Estas fuerzas son provocadas por accién a distancia, sin contacto
fisico. Estas resultan por la interaccion del medio al ser colocado en un cierto campo de
fuerzas. Las fuerzas de cuerpo pueden ser conservativas o no conservativas. Las fuerzas
conservativas son aquellas que pueden expresarse como el gradiente de una funcién.

g=-Vo

donde @ es llamada la funcién potencial. Las fuerzas que satisfacen esta condicién son
conservativas por que el movimiento resultante conserva la suma de la energia cinética
y potencial, en ausencia de procesos disipativos.

Fuerzas superficiales: Las fuerzas superficiales son aquellas que son ejercidas por el
entorno a través del contacto directo. Estas son proporcionales a la extension de area.

Fuerzas lineales: Las fuerzas de tension superficiales son también llamadas fuerzas
lineales por que estas actian a lo largo de una linea y tienen una magnitud proporcional
a la extension de la linea. Ellas aparecen en la interfase entre un liquido y un gas, o en la
interfase entre dos liquidos inmiscibles. Las fuerzas de tension superficiales no aparecen
directamente en las ecuaciones de movimiento, pero entran Unicamente en las condi-
ciones de frontera.

2.9.2. Ecuacion de momento

Consideremos un volumen en el fluido. La fuerza total actuando en este fluido, sin
considerar los esfuerzos internos dentro del fluido, sino Gnicamente las fuerzas superfi-
ciales que actian en la frontera del volumen, es igual a la integral

—SEPds

de la presion, tomada a lo largo de la superficie que limita el volumen. Transformando
esto en una integral de volumen, tenemos

—SEPds = fVPdV.

Podemos ver que el fluido que rodea cualquier elemento de volumen dV ejerce so-
bre ese elemento una fuerza —dVVP. Con esto, podemos establecer una ecuacion de
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movimiento de un elemento de volumen en el fluido al igualar la fuerza —VP a el pro-
ducto de la densidad y la aceleracidn:

dv

Par =

Esta derivada dv/dt que aparece aqui, no denota la tasa de cambio de la velocidad

—VP. (2.25)

del fluido en un espacio fijo, sino en lugar de eso, esta derivada indica la tasa de cambio
de la velocidad de una particula del fluido determinada conforme se mueve en el espacio.
Entonces, utilizando la derivada material dada por la ecuacion (2.17), tenemos que

dv Oy

DXV
ar o TV

Sustituyendo esto en la ecuacién (2.25), encontramos que

0 vp
v Vp=——, (2.26)
ot Iel
A esta ecuacion de movimiento se le denomina la ecuacion de Euler. Si el fluido esta
en un campo gravitacional, una fuerza adicional pg, donde g es la aceleracién debida a
la gravedad, actda en cualquier unidad de volumen. Por lo que esta fuerza debe de ser
afladida a la parte derecha de la ecuacion (2.25), por lo que la ecuacion (2.26) toma la
forma
0 vp
X Vp=-1gg (2.27)
ot 0
Para la implementacién en el SPH, es mejor si rescribimos el término del gradiente
de presion como
vp (P) P
+
P
Por lo tanto la ecuacién de Euler quedaria de la siguiente forma

¥ wovw=-v(E)- Py (2.28)
ot p) p*

El lado derecho de esta ultima ecuacion en SPH resulta ser

)

m; P; P; m;
Z —L LV W(rij hj) + = Z —piViW(rij, hij)
= pj pj p; P

p. P
ij{—zl + —;)V,-W(rij,hij). (2.29)
j i P

Con este resultado tenemos que la ecuacién (2.28) en SPH esta dada por la expresion

dav; P; Pj
- = ij [; + p—;)viw(rij,hij)- (2.30)
- .

i J
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Esta ecuacion conserva el momento total. Notese que el momento angular se con-
serva localmente, ya que todas las fuerzas estan dirigidas a lo largo de una linea que une
los centros de las particulas.

2.9.3. Viscosidad artificial y disipacion

Hasta ahora hemos obtenido ecuaciones para fluidos sin viscosidad. En este caso no
hay ningiin mecanismo que permita la conversion de energia cinética a calor por medio
de viscosidad, y por esta razén, no es posible hacer la simulaciéon de choques con las
ecuaciones tal y como las tenemos. En la dindmica de gases, aun las condiciones ini-
ciales mas suaves nos pueden llevar a soluciones discontinuas. En fluidos reales, la vis-
cosidad fisica permite que haya disipacion de calor, y la energia en choques siempre esta
disponible para ser convertida en calor sin importar que tan pequefia sea esta viscosidad,
ya que el gradiente de las variables a lo largo del choque se ajusta para tratar de permitir
esta disipacion. Una de las estrategias para lidiar numéricamente con los choques es am-
pliar la discontinuidad a un tamaiio razonable donde pueda ser resuelto numéricamente
y alo largo del cual los gradientes puedan ser calculados. Esto se puede hacer afiadiendo
un término extra, disipacion artificial al fluido. Por lo que se afiade explicitamente un
término de presion en las ecuaciones del fluido. Estos se escriben de la siguiente forma.

P, = Hup* = —apleyV - v (2.31)

Pg = Tgp? = —Bpl*(V - v)* (2.32)
donde @ y B son pardmetros adimensionales que controlan la fuerza de la viscosidad
artificial y / es un tamaiio tipico de escala sobre el cual el choque se extiende. Vale la
pena mencionar que el nombre de viscosidad artificial se le atribuye ya que esta tiene un
comportamiento mds o menos similar al de una viscosidad real, pero como su nombre
lo dice, se introduce de manera artificial para lidiar numéricamente con los choques. La
expresion (2.31) tiene que ver con una viscosidad de bulto y su propdsito es eliminar las
oscilaciones con velocidad subsénica, especialmente en la region pos-choque.

La ecuacion (2.32) fue propuesta por von Neumann y Richtmyer. Este tipo de vis-
cosidad artificial viscosidad es importante principalmente en el régimen supersénico ya
que elimina la interpenetracion de las particulas en choques con nimeros de Mach altos.

En el SPH, la viscosidad artificial se introduce en la ecuacién de momento (2.30)

dv; P; P
d_tl = — Zj: m; (p—lzl + p_i + H,‘j] V;W(r,-j, h,‘j). (2-33)

La viscosidad artificial, es decir el término extra en la ecuacion (2.33), esta dada por

(—acsuij + ui)pij vij-rij <0
H,‘j =
0 Vij - Frij > 0



2.10. CONSERVACION DE ENERGIA 27

donde p;; = (p; + p;)/2, ¢y es la velocidad del sonido y

_ /’lVl'j . rij
Hij =

",~2j g (2.34)
donde v;; = v; —v;y r;j = r; — rj. El parametro 17> en la férmula para Mij ayuda a
prevenir singularidades. Este término debe de ser suficientemente pequefio para prevenir
un suavizamento severo en el término viscoso en regiones de alta densidad, esto nor-
malmente se logra al tomar 7° = 0.014%. Al escoger a > de esta forma hacemos que el
suavizamiento de la velocidad Unicamente se lleve acabo si el espaciamiento entre las
particulas es menor que 0.14.

Esta formulacién fue usada por primera vez por Monaghan & Gingold (1983). Es-
ta es la forma mds comin para la viscosidad artificial en SPH y ademds ha mostrado
que reproduce de manera correcta los choques. También existen algunas otras recetas
para lidiar con las deficiencias que tiene la receta estdndar para la viscosidad (para una
revision de estas técnicas ver Rosswog 2009).

2.10. Conservacion de energia

2.10.1. Primera Ley de la termodinamica

Para el SPH necesitamos hacer uso de la primera ley de la termodindmica, dU =
dQ — PdV, en términos de cantidades especificas. La restriccion para los procesos adia-
béticos, es decir sin pérdida de calor, hacen que el término

dQ =0.

Ademds, si tomamos las cantidades por unidad de masa, entonces tenemos que la
energia U se convertird en la energia por unidad de masa u. El volumen se convertird en
volumen por unidad de masa, lo que es lo mismo que 1/p. La diferencia dV entonces se

1 d
o)
p p
Con esto, tenemos que la primera ley sin generacidn de entropia esta dada por

puede expresar como

P
du = —dp (2.35)
Je
de lo cual se obtiene que
du Pdp
Z 2.36
dt  p*dt (236)

(@) = £2 (2.37)
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2.10.2. La ecuacion de energia

Para la conservacion de energia, sin viscosidad artificial, debemos tomar en cuenta
los efectos de compresion en la energia interna del gas. Para un gas con una ecuacién
de estado isotérmico esto no es necesario, ya que la energia interna del gas es constante
debido a la perdida de calor provenientes del sistema. En un gas ideal si debemos de
calcular los efectos de la energfa interna. Utilizando la expresion obtenida de la primera
ley de la termodindmica (2.36) y la ecuacién de continuidad en forma lagrangiana (2.20)
obtenemos que el cambio en la energia interna es

du P
= - __,V.
dt pzp y
P
6—14 +v-V)yu = ——V.y (2.38)
ot Jol

Siguiendo el mismo método utilizado para la conservacién de momento, podemos
encontrar una expresion en SPH para la ecuacién de la energia.
dii; P;
= p—z’ > mij - ViW(rij, hij) (2.39)
i
Benz (1990) muestra que la energia total se conserva con esta ecuacién en ausencia
de viscosidad artificial.
Con la inclusion de la viscosidad artificial hay una entrega de calor del gas debido a
los choques. En el caso de una relacién de estado politrépica (2.13), la energia interna
del gas cambia debido a que la entropia del gas aumenta. Este cambio en la entropia hace

que también exista un cambio en el valor de K. Dicho cambio se deberd a la viscosidad
artificial y esta dado por

dK; -1
d_tl = ;/py_l Z ijijvij . ViW(I’ij,/’lij). (2-40)
i J

Para la ecuacién de estado de un gas ideal (2.11), se necesita afiadir un término para
que exista la conservacion total de energia. La ecuacion final involucra la ecuacién (2.39)
y este nuevo término

dii; P; 1
d_l‘l = p_2l ijvij . ViW(I”ij, hij) + 5 ijl'[,-jvij . V,‘W(I"ij,hij). (241)
i j

Esta ecuacion nos asegura la conservacion total de la energia del gas. Estas ultimas
ecuaciones junto con la ecuacién de estado y las ecuaciones (2.9), (2.22) y (2.30) forman
un conjunto completo de ecuaciones del SPH.
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2.11. Integracion temporal en SPH

Para poder integrar las ecuaciones diferenciales del SPH se debe encontrar un balan-
ce razonable entre la eficiencia y precisién del integrador. Ya que la evaluacion de las
derivadas usualmente implica un gran costo, especialmente para fluidos autogravitantes,
se debe de minimizar el niimero de evaluaciones de la fuerza por cada paso de tiempo,
lo cual le da preferencia a integradores de bajo orden, siempre y cuando sean estables y
convergan.

La integracion numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias para las variables
fisicas de cada particula puede ser llevada acabo por los métodos estdndar (como el
algoritmo Leapfrog o el Stormer-Verlet) con un control para el paso de tiempo que in-
volucre una condicién de Courant!, los términos de fuerza y los términos de difusién por
viscosidad (Monaghan 1989).

El paso de tiempo 67 puede ser obtenido calculando primero 677 y 6t., de acuerdo a

. hi )
oty = min|—
/ i (lle

donde i corre sobre todas las particulas y f; es la aceleracion neta sobre la particula i. Y

Otey = min hi ,

i cgi+0.6(acy; + Bmax;u;;)
donde a, By u;; son las cantidades definidas en la seccién 2.9.3 y c,; es la velocidad del
sonido en la posicion de la particula i.

El paso de tiempo se define como 6t = 0.25 min(d¢,, dt.,). Este paso para cada
particula se calcula como el valor minimo de los dos tamafios de paso anteriores, y
después es redondeado para igualar un multiplo de 2 veces el minimo tamafio posible de
paso que pueda tomar el cédigo SPH.

2.12. Resolucion

Para poder obtener resultados confiables existen algunas cosas que hay que tomar en
cuenta al hacer simulaciones. Algunas de ellas son la resolucién y el nimero de particu-
las. Es importante mantener una resolucion alta para poder reducir el ruido numérico,
es decir las fluctuaciones alrededor de la solucién real. Se debe tratar de correr las si-
mulaciones con el nimero mds alto de particulas que se pueda, tomando un balance
entre la eficiencia y la resolucién. Hay que tomar en cuenta que usualmente para obtener
propiedades termodindmicas confiables se requiere un niimero relativamente mas grande
de particulas que cuando se busca, por ejemplo, una distribucién de masa.

"La condicién de Courant o Courant-Friedrichs-Levi (CFL) asegura que la velocidad numérica de
propagacién de la informacién no exceda la velocidad fisica. Si una escala espacial de tamafio Ax puede
ser resuelta, entonces el tamafio de tiempo numérico tiene que cumplir con At < Ax/c, para asegurar una
estabilidad numérica (Press et al., 1992)
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También es importante mencionar que las simulaciones se deben de verificar siem-
pre a distintas resoluciones para probar la estabilidad y convergencia del modelo. Esto
nos dard una mayor seguridad de que los resultados que obtengamos esten oscilando
alrededor de una solucién o convergen a esta.



Capitulo 3

Acrecion

3.1. Introduccion

Para este trabajo estudiaremos la dindmica de los toros de acrecién alrededor de
un agujero negro. Para poder realizar dicho estudio, es necesario que primero podamos
comprender algunos conceptos del proceso de acrecién, es por eso que en la primer
parte de este capitulo se analizard el caso de una estrella aislada acretando del medio
interestelar. Algunos conceptos obtenidos de este estudio pueden ser de gran importancia
para posteriormente hacer un estudio mas complejo. La importancia de la acrecién como
una fuente de energia fue primeramente reconocida en el estudio de sistemas binarios,
especialmente en binarias de rayos-X (Shklovsky, 1967; Prendergast & Burbidge, 1968).
En particular, el estudio del proceso de acrecion ha tenido un gran progreso en esta drea
y esto es debido a que las binarias revelan mas informacién que algunos otros sistemas.
Ademds de que la mayoria de estrellas son miembros de sistemas binarios, los cuales en
alguna etapa de su evolucién deben sufrir alguna transferencia de masa. En esta capitulo
se describirdn algunas propiedades de estos sistemas, asi como la formacidn, estructura
y estabilidad de los discos de acrecién delgados y gruesos (toros).

3.2. Acrecion de Bondi

Antes de hacer una descripcién de los discos de acrecién estudiaremos el caso de
una estrella de masa M acretando material con simetria esférica proveniente de una
nube de tamafio mucho mayor. Esto es una aproximacion razonable a la situacién real
de una estrella aislada acretando material del medio interestelar, ignorando ciertas otras
propiedades, como el momento angular, campos magnéticos y movimientos de bulto del
medio interestelar. El problema de acrecién esférica, aun cuando no es una muy buena
aproximacion a otro tipo de flujos de acrecién como los que ocurren en estrellas binarias
o nucleos activos de galaxias, es de gran significancia para la teoria, ya que introduce
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conceptos importantes que nos permitirdn tener una mejor vision cuando realicemos
estudios en sistemas mas complejos. El problema de acrecion de gas por una estrella
con un movimiento relativo con respecto al gas fue considerado primero por Hoyle &
Lyttleton (1939) y después por Bondi & Hoyle (1944). El caso de acrecidén esférica con
la estrella en reposo respecto al gas fue estudiado por Bondi (1952), de ahi que este tipo
de acrecién recibe su el nombre de acrecién de Bondi.

Una de las razones principales por las que este problema nos da informacién muy
util para problemas posteriores es que podemos tratarlo analiticamente. En este caso
por conveniencia, utilizamos coordenadas esféricas (7, 6, ¢) y colocamos el origen en el
centro de la estrella. Debido a la simetria esférica las propiedades del fluido no depen-
den de las coordenadas 6 y ¢, por lo tanto la velocidad del gas inicamente tendrd una
componente radial v = v,. Por convencién tomaremos que si el gas esta cayendo, este
tendrd una velocidad negativa; una velocidad positiva corresponde a un viento estelar.

Como vimos en el capitulo anterior el gas debe obedecer la dindmica de fluidos,
por lo tanto la ecuacién de continuidad (2.19), para un flujo estacionario con simetria
esférica se reduce a

1d
r2 dr

Esta ecuacion al integrarla nos indica que r2pv = cte. Con este resultado y teniendo

(Ppv) =0. (3.1

que p(—v) es el flujo que se dirige hacia la estrella, entonces la constante debe de estar
relacionada con la tasa de acrecién M (constante), la expresion final para la conservacién
de masa es,

- 47rr2pv =M. 3.2)

Ignorando la autogravedad del medio, la Unica fuerza externa que actia en este sis-
tema es la fuerza de gravedad g, generada por el objeto central, y Unicamente tiene
una componente radial, f, = ~GMp/r* (fuerza por unidad de volumen). Por lo tanto la
ecuacion de Euler (2.26) para este caso resulta ser,

dv  1dP GM _

v + 0. (3.3)

+
pdr 12
En lugar de la ecuacion de energia dada por la expresién (2.38), utilizamos una
relacidn politrépica,

P = Kp”, K = constante (3.4)

Con esto podemos tratar el caso de acrecién adiabética (y = %) y el isotérmico (y =
1). Ademds podemos incluir la ley del gas ideal para poder determinar una temperatura
una vez encontrada P(r) y p(r)
/lmHP

T = .
Pk
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Con toda esta informacion el problema se reduce a encontrar una solucion para las
ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4), para v, p y P en términos de la posicién radial.

En lugar de integrar directamente las ecuaciones, lo que hacemos es expresar la
derivada de la presion de diferente forma,

dpP _dpP dp ,dp
dr dpdr TS
Por lo que el término (1/p0)(dP/dr) en la ecuacién de Euler (3.3) lo podemos escribir
como (c? /p)(dp/dr). Y utilizando la ecuacion de continuidad tenemos que

dv 2
R =0. 35
Vdr 2dr( AN (3-3)

A esta ecuacion la podemos reordenar de la siguiente forma

dv C dv o GM 0
— — — —_— v — =
dr vr? dr r?
dv 2\ 22 GM
1= =4+ =
Vdr ( v2) r * r2 0

2dr r r?

1d , c? GM 2c2r
“Loyhi-Z) = |- 3.6
2dr(v)( vz) r2[ GM] (5-6)

En general ¢? es una funcién que depende de la posicién r. Podemos analizar el
comportamiento de esta ecuacion bajo ciertas suposiciones. Podemos suponer que a dis-
tancias lejos de la estrella el factor [1 — (2c§r/ GM)] debe ser negativo. Esto quiere decir
que para valores de r grandes el lado derecho de la ecuacion (3.6) es positivo. Para tener
una sistema con acrecién, el factor dv?/dr debe ser negativo, ya que de esta forma el gas
lejos de la estrella estaria en reposo y se aceleraria conforme se aproxima a la estrella.
Estas dos condiciones se cumplen si y solo si para r grande el flujo del gas es subsénico,
es decir

Vv <

para r grande. Podemos ver que en la ecuacidn (3.6) el lado izquierdo se vuelve cero si
dv?/dr = 0 o cuando ¢? = v2. Esta tltima igualdad ocurre para un radio igual a

GM

23y G7
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Supersdnion

v/t

L=}
(%]
(=

rfr,

Figura 3.1: Familia de soluciones de la ecuacién 3.6. El punto sénico tiene coorde-
nadas (1,1). Las lineas solidas tienen regiones en donde el fluido adquiere velocidades
subsénicas y supersonicas, ademds que abarcan regiones que van desde la superficie
de la estrella central hasta infinito. Las lineas punteadas inicamente tienen regiones ya
sea supersonicas o subsoOnicas. Las otras lineas tienen regiones donde el gas pasa de
supersdnico a subsénico y viceversa, pero no abarcan todo el espacio.

A este radio se le llama el punto sénico, que es el punto en el cual el gas cambia
de ser subsénico a supersonico o viceversa. Este radio es llamado el punto sénico, que
es el punto al cual el gas cambia de ser subsénico. De las condiciones mencionadas
anteriormente, entonces tenemos que para r < ry el flujo debe ser supersénico cerca de
la estrella, es decir,

V> cf.

Existen varias soluciones para la ecuacién (3.6) dependiendo de las condiciones de
frontera del problema. La Figura 3.1 muestra seis familias de soluciones obtenidas al
graficar v2(r)/ cf(r) contra r/rs. Ahora podemos integrar directamente la ecuacién (3.3),
utilizando la ecuacién (3.4) para relacionar p con P

2 -1
Kyp''d GM
v + f P p_ = constante paray # 1

2 P r
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V2 Ky

2 y-1
O recordando que Kyp?~' = yP/p = c?, obtenemos la integral de Bernoulli

1 GM
P — —— = constante

2 2
- GM
! S 2P _ constante (3.8)
2 y-1 r

2 50

De la propiedad ya cononocida de nuestra solucién fisica, tenemos que v
cuando r — oo, de tal forma que la constante en la ecuacion (3.8) debe de ser c?(oo) [(y—
1), donde c2(c0) es la velocidad del sonido del gas muy lejos de la estrella. En particular
tenemos que en el punto sénico (r = r,) tenemos que V>(ry) = cf(rs) y por la ecuacién
(3.7) tenemos que GM/ry = 2c§(rs), por lo tanto la integral de Bernoulli en este punto

resulta ser

ci(r)  ci(ry) GM ()
2 " v-1 - re o oy—1
5 5-3y ] _ ci(eo)
doolz=h] = 55
) 1/2
cs(ry) = cs(oo)(m) . (3.9)

Esta dltima ecuacién nos relaciona cs(c0) con c4(rs), es decir nos permite introducir
las condiciones de frontera en el problema.

De la ecuacién (3.2) podemos obtener la tasa de acrecién M, recordando que esta
tasa es independiente de r

M = 4nr’p(—v) = drrip(r)cs(rs). (3.10)

También tenemos que 2 o p?~!. Con esto tenemos que

cs(rs)

pva=MmﬂQwﬂ

Con este resultado y sustituyendo la expresion (3.9) en la ecuacién (3.10) obtenemos

]2/(7—1)

lo siguiente

M 2
) p(re)es(ry)

M = 471(
ZC%(FS)

2ZMm>rman*X 2 y”

G°M _—
T B (o0 | es(o0) 5-3y

o0 (5-3n/2(r-1)
(c0) [L] . (3.11)

= aG*M*E—
Cg(oo) 5-3y
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De esta ecuacién podemos ver que la dependencia de M con vy no es muy fuerte, ya
que el factor entre paréntesis cuadrados, varia de 1 para el limite y = % a aproximada-
mente 4.5 en el limite v = 1. Para un valor y = 1.4, el cual seria un valor tipico para
el indice adiabdtico para parte del medio interestelar, el factor entre corchetes es 2.5.
La ecuacion (3.11) nos muestra que la acrecién del medio interestelar no puede ser un
fendmeno observable relevante. Utilizando pardmetros razonables, c;(o0) = 10 km s -1

p(00) = 1072* gcm™ y y = 1.4, la ecuacién (3.11) nos da

2 -3
M=1ax 10t (M) (L) (_alo) )T
' M) \1072* )\ 10km s~* '

Utilizando la luminosidad de acrrecién L,.. para una estrella de neutrones

1

(M \[10k
LaCC:1.3><1036M16(—)( m

My ) erg s

"
obtenemos que la luminosidad dnicamente serd del orden de 2 x 103! erg s7!, por lo que
si colocamos el sistema a una distancia tipica de 1 Kpc, esto resultard en un flujo muy
pequeiio para poder ser detectado.

A partir de este andlisis podemos obtener algunas conclusiones principales que pos-
teriormente podremos aplicar de manera mas general.

La primera es que la tasa de acrecién constante M estd determinada por las condi-
ciones del ambiente en el infinito (distancia muy lejana) y una condicién de superficie.
La tasa de acrecion en estrellas aisladas rodeadas de medio interestelar resulta ser muy
pequefia para poder tener una importancia observacional. Es por esto que es necesario
estudiar otro tipo de sistemas (estrellas binarias) para poder encontrar sistemas de acre-
cién que tengan luminosidades mads altas.

Otro punto es que, un flujo de acrecién con una tasa mayor o igual a M dada por la
expresion (3.11) debe poseer un punto sénico, es decir que la velocidad con la que fluye
el material debe de volverse supersénica en una regién cerca a la superficie estelar. Una
consecuencia de esto es que el material que esta cayendo a la estrella debe de juntarse a
la superficie de ésta con una velocidad muy pequefia (no en el caso de agujeros negros),
asi que debe de existir algin mecanismo que frene el flujo de acrecién supersénico.

Finalmente, la atraccién gravitacional de la estrella influye de manera importante en
el comportamiento del gas tnicamente en la regién dentro del radio de acrecion ry =
2GM|/c*(c0). Este radio podemos expresarlo en términos de la temperatura, utilizando
la relacién para un gas adiabatico ¢, = (5kT/3umpy)'/? donde u es el peso molecular
promedio y my la masa del hidrégeno

M \(10°K
Face = 3 X 10 (V@) (T(OO))CI’H
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Figura 3.2: Equipotenciales de un sistema binario. L1 es el punto de Lagrange por donde
ocurre el desbordamiento de materia. L2 y L3 son puntos de Lagrange inestables. Y L4
y L5 son puntos estables. El 16bulo de Roche es la equipotencial que encierra a cada uno
de los objetos. Dentro del 16bulo de Roche la fuerza gravitacional que domina es la de la
estrella a la cual le corresponde el 16bulo.

3.3. Formacion de discos

Como ya vimos en el caso de un objeto central inmerso en un medio interestelar
aislado, la tasa de acrecion es muy baja comparada con lo que esperamos.Es por eso que
ahora nos enfocaremos en la formacién de estructuras que no cumplen con una simetria
esférica. En sistemas binarios cercanos la transferencia de masa puede ocurrir por un
fenémeno llamado desbordamiento del l6bulo de Roche. La esencia de este suceso es
considerar las 6rbitas de particulas de prueba en el potencial gravitacional generado por
dos estrellas masivas que estan orbitando alrededor una de otra debido a la atraccién
mutua que sienten. En la Figura (3.2) se muestran las equipotenciales de un sistema
binario. El lobulo de Roche de una estrella es la regién de revolucidon que la rodea y a
partir de la cual la fuerza gravitacional que domina en dicha region es la de la estrella
misma.

Debido a la rotacién de los sistemas binarios, en la mayoria de los casos la mate-
ria tiene un alto momento angular especifico, por lo que este no puede ser directamente
acretado por la estrella que lo esta capturando. El material tiene que pasar del 16bulo
de Roche de una a la otra pasando por el punto de Lagrange L;, Figura 3.3. Visto des-
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Figura 3.3: Sistema binario con la estrella secundaria de masa M, llenando su Lébulo
de Roche y transportando masa a través de L; hacia el 16bulo del objeto compacto con
masa M,

de el marco de referencia de la estrella 1, es como si el material fuera inyectado por
una pequena region la cual estaria girando alrededor de dicha estrella en el plano de la
binaria.

Si el periodo de la binaria no es muy largo, este punto de inyeccidn estaria rotando
muy rapido, por lo que pareceria que la corriente de gas se estuviera moviendo casi
ortogonalmente a la linea que une los centros de las estrellas, mientras emerge a través
del punto L;.

Para tener una mejor imagen de lo que sucede con el gas una vez que atraviesa el
punto L, tomemos v y v, como las componentes de la velocidad del flujo en un marco
de referencia no rotante y a dngulos rectos de la linea instantdnea que une a los centros.

Figura 3.4: Geometria del sistema binario: R; y R, se definen como los radios de las
esferas cuyo volumen sea igual al volumen correspondiente al 16bulo de Roche. b; es la
distancia de objeto compacto al punto L;

Con esto tenemos que la velocidad perpendicular es v, ~ bjw, con w = 2n/P siendo
w la velocidad angular y P el periodo de la binaria, Figura 3.4. La componente paralela
es v < ¢, donde ¢, es la velocidad del sonido en la envolvente de la secundaria, ya que
el gas es presuntamente empujado hacia L por las fuerzas de presion. Para temperaturas
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tipicas de una envolvente estelar 7 ~ 10* K la velocidad paralela V| ~ ¢s no puede ser
mucho mayor que 10 km s~

Siendo la velocidad paralela similar a la velocidad del sonido y la velocidad perpen-
dicular del orden de unas decenas de la velocidad del sonido, la velocidad total resultante
nos indica que la corriente que atraviesa L; es supersonica. Este hecho puede simplificar
los célculos de la trayectoria de la corriente, ya que en este caso se pueden ignorar las
fuerzas de presién y por lo tanto la corriente seguird una trayectoria balistica determinada
por el potencial de Roche, basicamente como si este estuviera constituido por particulas
de prueba. Ademds, como v ~ ¢, es mucho mas pequefia que las velocidades adquiri-
das durante la caida libre hacia la estrella primaria, las condiciones iniciales cerca de L;
tendran un efecto muy pequefio en la trayectoria.

Con estos argumentos se puede realizar una buena aproximacion a la trayectoria de
la corriente tomando la 6rbita de una particula de prueba soltada desde una posicion
en reposo en Lj, con un momento angular dado, cayendo en el campo gravitacional de
la estrella primaria. La corriente continua de gas tratard de seguir esta Orbita pero se
interceptard a ella misma, lo que esto resulta en una disipacién de energia por medio
de choques. Ademas, el gas no tendrd mucha oportunidad de deshacerse del momento
angular que tenia inicialmente, por lo que tratara de moverse sobre la 6rbita de menor
energia para un momento angular dado, es decir, una 6rbita circular. El gas inicialmente
estard moviéndose en una 6rbita alrededor de la primaria en el plano de la binaria a un
radio R, que corresponda a una 6rbita Kepleriana a ese mismo radio con el momento
angular especifico igual al que tenia el gas al pasar por L;. Por lo tanto el gas tendrd una
velocidad circular

GM1 )1/2
Rcirc

donde por conservacion de momento angular tenemos que

qu(Rcirc) = (

Rcircv¢(Rcirc) = b%w

Recordando que w = 27/P y que P en un sistema binario estd dado por
4r*a’ = GMP2,

con a siendo la separacion de las estrellas. Con esto podemos obtener una expresion para
R irc de la siguiente forma

Reire/a = [1+ (M1/M2)][0.5 - 0.227 log(M1/M?2)]. (3.12)

A este radio frecuentemente se le denomina como Radio de circularizacion. Este
radio siempre es menor que el radio del 16bulo de Roche R;, tipicamente un factor 2-3
menor, excepto para valores muy pequefios de M /M>, por lo que el gas estard orbitando
alrededor de la primaria dentro del 16bulo de Roche. Aunque esto puede que no suceda si
el radio de la estrella primaria es mayor que el radio de circularizacién, en estos casos el
gas chocard contra la superficie de la estrella antes de poder estar en una 6rbita circular.
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Esta situacién no ocurre en los sistemas binarios que contienen un objeto compacto.
Como ejemplo, el radio de las enanas blancas de baja masa es R, < 10° cm, mientras
que el radio de circularizacion obtenido con la ecuacién (3.12) es

Reire = 3.5 % 10° cm.

Lo cual permitiria que el gas proveniente de la estrella secundaria pudiera entrar en una
orbita circular.

Con esto tenemos que para la corriente continua del gas que esta entrando en el
I6bulo de Roche de la primaria la configuracién inicial serd un anillo de materia en
R = R.ic. Dentro de este anillo existirdn procesos disipativos (como colisiones, choques,
disipacioén por viscosidad, etc..) que convertirdn parte de la energia proveniente del
movimiento orbital a energia interna (calor). Parte de esta energia serd radiada y serd ex-
traida del gas. Asi que la Gnica manera en la que el gas puede compensar esta pérdida
de energia es al caer cada vez mds profundo en el potencial gravitacional de la pri-
maria, esto significa, orbitar cada vez mds cerca; pero para poder hacer esto se necesita
que haya pérdida de momento angular. Debido a que para un momento angular dado la
configuraciéon con menor energia es la érbita circular y ademds que el tiempo para la
redistribucion del momento angular, por lo general, es mucho més grande que el tiempo
de enfriamiento t,,; y que el tiempo dindmico #4,, entonces, podemos esperar que la
mayoria del gas este cayendo muy lentamente, en forma de espiral, hacia la primaria.
Este movimiento més bien puede parecer a una serie de 6rbitas aproximadamente circu-
lares en el plano orbital de la primaria. A esta configuracion se le conoce como discos
de acrecion.

Este proceso de caer en espiral hacia el centro involucra la perdida de momento
angular, pero en ausencia de torcas externas, esto mas bien significa que el momento an-
gular se debe redistribuir. La transferencia de momento angular serd entonces producida
por torcas internas que permitan que el momento de las partes internas sea transferido a
las partes externas del disco. Debido a este aumento de momento angular en las partes
externas, el gas en esas zonas se movera en espiral pero alejandose del objeto central. El
disco entonces tendrd dos regiones, una en la que el gas se dirije hacia el objeto central
cayendo cada vez més profundo en el potencial gravitacional y la otra regién en la que
el gas se esta alejando del objeto central, llevdndose el momento angular otorgado por
las partes internas.

3.4. Torcas tipo viscosas

Antes de estudiar la estructura de los discos de acrecion analizaremos el mecanismo
de transferencia de momento angular. Un proceso importante en la acrecién es la con-
version de energia cinética orbital a calor. Una ley de rotacién Kepleriana implica una
rotacion diferencial, es decir, el material a radios diferentes, se mueve con distinta ve-
locidad angular Q. Esto también ocurre en otras leyes de rotacion, siempre y cuando la
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ley no sea Q = constante. En estos casos los elementos de fluido a lo largo de flujos de
linea vecinos tendran un roce entre ellos. Debido a los movimientos cadticos térmicos o
los movimientos turbulentos presentes en fluidos se pueden generar esfuerzos viscosos
que como consecuencia permiten tener un transporte de momento, masa, etc..., ortogonal
al movimiento del gas.

Como se mencioné en la seccion anterior, es valido considerar a los discos de acre-
cién como anillos continuos de materia girando alrededor del agujero negro, esto ya
que vy >> v,. Los movimientos cadticos, que dan lugar a la viscosidad, toman lugar en
un flujo en equilibrio, el intercambio de los elementos del fluido no puede resultar en
una transferencia neta de materia entre anillos continuos. Por lo tanto, la masa cruza la
superficie con R = constante a tasas iguales en ambas direcciones, del orden de HpV
por unidad de longitud de arco, donde p(R) es la densidad de masa, ¥ es la velocidad
promedio de los movimientos cadticos y H es un ancho caracteristico del disco (este
pardmetro se describira en la seccion de discos delgados). Ya que ambos flujos de masa
llevan diferente momento angular, existe un transporte de momento angular debido a
diversos procesos cadticos, es decir, se ejerce una torce viscosa en la regién externa de
la corriente provocada por la region interna, y ademads se ejerce de la misma forma una
torca opuesta provocada por la externa sobre la interna. Por lo tanto podemos expresar
el flujo de momento ¢ por unidad de longitud de arco a través de R = constante en la
direccién hacia afuera como,

PVH(R + 1/2)vg(R — 1/2)

donde A es el tamafio tipico de las parcelas en donde ocurren los movimientos cadticos.
En este caso se toma el valor de 4/2 como un promedio para la posicién de la materia
que es intercambiada durante los movimentos cadticos. Esta expresion indica que la
materia que inicialmente tenia una velocidad circular v4(R — 1/2) ahora se encuentra en
la posicién R + 1/2.

La torca ejercida sobre el anillo externo por el anillo interno esta dada por la trans-
ferencia neta hacia afuera del momento angular. Es decir

PVH [(R + A/2)v4(R = 4/2) = (R = A/2)v4(R + /2)].

Como primera aproximacion, si A es muy pequeila, la expresién anterior se puede
escribir en terminos de la derivada de la velocidad circular vy 0 en términos de la derivada
de la velocidad angular Q = v4/R. Con esto tenemos que la torca por unidad de longitud
de arco es

—pVHARCY,
donde Q" = dQ/dR, y ademds suponemos que la velocidad angular cambia muy lenta-
mente con respecto a A. Para el caso de un anillo circular, podemos obtener la torca total

multiplicando el resultado obtenido en la ecuacién anterior por el tamafio del anillo, 27R.
Tomando pH = %, con X siendo la densidad superficial, podemos expresar la torca que
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ejerce el anillo externo sobre el interno (que es = - la torca que ejerce el interno sobre el
externo) como

G(R) = 2nRVER*QY . (3.13)

Aqui hemos tomado el valor de la viscosidad cinematica estandar v, la cual en procesos
que involucran turbulencia hidrodindmica puede ser aproximada por v ~ Av.Podemos
ver que esta torca desaparece cuando tenemos el caso de rotacién de un cuerpo rigido,
donde Q" = 0. Partiendo de esta forma para la torca, ahora consideramos que la torca
neta en un anillo de gas entre Ry R + dR, tenemos que

oG
R

Debido a que esta torca estd actuando en el sentido de la velocidad angular Q(R),

G(R+dR)-G(R) = dR.

entonces existe una tasa de trabajo

8G 3 )
Q- dR = [ﬁ(GQ) - GQ }dR (3.14)

realizada por la torca. En este caso el término
0
—(GQ)dR
8R( )

es la tasa por conveccién de la energia rotacional a través del gas por las torcas, mientras
que el término —GQ'dR, representa la tasa local de pérdida de energia mecanica hacia el
gas. Esta pérdida de energia se transforma a energia interna. Esto significa que las torcas
viscosas causan una disipacion dentro del gas a una tasa igual a GQ'dR por ancho de
anillo dR. Esta energia serd radiada por ambas caras del disco.

Por lo tanto la tasa de disipacién por unidad de superficie D(R) esta dada por

GQ 1 2
D(R) = = —vE(RQ')". 3.15
(R) iR -2 (RQY') (3.15)
El caso particular en el que consideramos que la velocidad angular tiene una forma
Kepleriana,
GM\'/?

Q=0 = (F) (3.16)

a un cierto radio R. Usando la expresion (3.15) obtenemos

9 _GM

Podemos ver que esta propiedad es dependiente de la posicién R del anillo y de la
densidad superficial de este mismo. También depende del parametro de viscosidad v, el
cual debido a la ausencia de una teoria acerca de los movimientos caéticos o turbulentos
dentro de los fluidos, tipicamente va a estar caracterizado por un tamafio caracteristico A4
y una velocidad caracteristica v.

A continuacién se describirdn algunas formas para el pardmetro de viscosidad v que
frecuentemente se utilizan para la descripcion de la viscosidad en discos de acrecion.
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3.4.1. Prescripcion «

La primera prescripcion para la viscosidad en el contexto de discos astrofisicos fue
propuesta por Shakura & Sunyaev (1973). En su trabajo, ellos argumentaron que la trans-
ferencia de momento angular hacia las partes externas del disco (con rotacién diferen-
cial) no se debe a la viscosidad molecular, ya que es muy pequefia, ni a transporte de
momento angular por medio de radiacion, sino mas bien a los movimientos turbulentos
y pequefos campos magnéticos cadticos presentes en el disco.

En un medio con rotacién diferencial y con una distribucién de momento angular
aumentando hacia las partes externas, la materia es estable con respecto a pequefios
cambios que preserven momento angular. Pero la teoria lineal de perturbaciones nos
indica una condicién para la cual existe la pérdida de estabilidad para un flujo laminar.

Para describir el promedio de movimientos presentes en dicha turbulencia podemos
usar la formula para los flujos laminares

n=pvl

donde 7 es la viscosidad dinamica , la cual se relaciona con la viscosidad cinematica
como v = 1i1/p, v; es la velocidad turbulenta y / un tamafio de escala caracteristico. En
el caso de discos de acrecidn delgados podemos suponer que el tamafio méximo de las
parcelas [ del fluido estard dado por el tamafio de escala tipico H de los discos.

Para esfuerzos tangenciales la componente del tensor de esfuerzos que indica la mag-
nitud de este esfuerzo es la componente o gy (mds adelante se dard la forma completa
del tensor de esfuerzos). Esta componente estd definida de la siguiente forma.

ORp = nRz—;}.

Si suponemos que el cambio en la velocidad angular es muy pequefio, podemos
aproximar la derivada dQ/dR como /R. Recordando que Q = v4/R, el esfuerzo tan-
gencial resultaria ser

Vo
g ~ 7]}
Sustituyendo el valor de n para la turbulencia en flujos laminares en la expresion
anterior, obtenemos
VtV¢
ORrp ~ pH—. (3.17)
R
Mas adelante mostraremos que en los discos delgados H ~ Rc /v, por lo que

TR ~ C2pL. (3.18)

s

donde hemos multiplicado y dividido por ¢, para tomar un cociente adimensional entre
las velocidades.
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Dentro de la prescipcion @ no solo se encuentran descritos los movimientos turbu-
lentos dentro del fluido, si no también se atribuye parte de la viscosidad a los campos
magnéticos dentro de este mismo. Las variaciones cadticas y en pequefas escalas del
campo magnético pueden ser generadas por las inestabilidades en el plasma, reconec-
ciones de las lineas del campo magnético en regiones con polaridad opuesta, etc. Por
lo que suponiendo que la energia de estos campos magneticos no excedan la energia
térmica de la materia, es decir

ol
8 2
donde H,, es la intensidad del campo magnético. Podemos caracterizar la componente
del tensor de esfuerzos en la direccién tangencial, por una componente debida a campos
magnéticos, esto es,

HZ
4drpcy

donde hemos asignado una forma en particular a la componente tangencial del ten-
sor de esfuerzos ogs ~ pc2. Sumando ambas contribuciones (turbulencia + campos
magnéticos) encontramos que

2
2 Vi o Ha ) _ 2
O R¢,total ~ PC5— + PCy 5 | = @pCs.
Cs 47Tpcs

donde a es un parametro para la viscosidad que nos determina la eficiencia y contiene la
informacion de los campos magnéticos internos y la turbulencia. Recordando que ogg ~
nve/R ~ vpve /R, podemos tomar una forma general para la viscosidad cinematica,

VPV >
R P

Cs
v ~ acsR—.
Vo

Utilizando la relacion H ~ Rc,/vy4, obtenemos la prescripcion a

Vo~ ac?H, (3.19)

]
4npc?

con

Podemos ver que este valor de @ debe de cumplir con que @ < 1, yaquesia > 1 la
turbulencia debe de ser supersénica lo cual llevaria al calentamiento rdpido del plasma y
a la generacién de choques, con lo que se reduciria el valor de @ nuevamente por debajo
de 1.



3.5. DISCOS DE ACRECION 45

3.4.2. Prescripcion

Los resultados de los experimentos en flujos de Couette-Taylor turbulentos realiza-
dos por Richard & Zahn (1999) sugieren una prescripcién para la viscosidad basada en
movimientos turbulentos puramente hidrodindmicos a nimeros de Reynolds muy altos.
En este caso los efectos provocados por los campos magnéticos no juegan un papel im-
portante en la transferencia de momento angular. Los flujos de Couette-Taylor resultan
del fluido viscoso incompresible puesto a rotar entre dos cilindros coaxiales, cada uno
a rotando con una velocidad angular distinta (Taylor 1936), haciendo que el fluido rote
conforme a una ley de rotacion no Kepleriana; se observd, a nimeros de Reynolds mu-
cho menores a los astrofisicos, el comienzo de la turbulencia.

Para que el flujo se vuelva inestable, se requiere que el nimero de Reynolds del flujo
Re = Rvg/v sea alto y exceda al nimero de Reynolds critico. Esto lleva a la generacion
de turbulencia y por lo tanto a una produccién de una viscosidad efectiva. La viscosidad
turbulenta que se deriva es la llamada prescripcion 8

v = BRvy, (3.20)

con B ~ 107 La decisién de escoger a R como un tamaiio natural de escala se debe
a que R es un pardmetro relevante para el transporte del momento angular y el cual con-
tiene la informacidén acerca de los agentes que llevan acabo la turbulencia, bidsicamente
el campo de rotacion.

A diferencia de la prescripcion a, la prescripcion 5 no depende de cantidades lo-
cales, como la velocidad del sonido o el tamafio de escala, si no més bien depende de
pardmetros globales como la velocidad circular.

3.5. Discos de acrecion

En la seccién anterior vimos que en la mayoria de sistemas binarios con transfe-
rencia de masa el material acretado tendra suficiente momento angular para formar un
disco de acrecién. Para el estudio de estos sistemas podemos realizar diferentes aproxi-
maciones que nos permitan simplificar el sistema y tener una mejor visién de los proce-
sos fisicos que ocurren dentro de el. Una de ellas se basa en que en ciertas ocasiones el
flujo estd confinado muy cerca del plano orbital que a primera aproximacién podemos
considerar el disco como un flujo de gas bi-dimensional. Esta aproximacién de disco
delgado ha tenido bastante aceptacién y permite elaborar una extensa teoria. La segunda
aproximacion es la de los discos gruesos cuya teoria aun estd en desarrollo.

3.5.1. Discos delgados

Para estudiar la dindmica en discos de acrecién delgados alrededor de agujeros
negros es necesario hacer algunas aproximaciones. Supondremos que en coordenadas
cilindricas (R, ¢, z) la materia se encuentra muy cercana al plano ecuatorial del agujero
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negro, es decir z = 0. El disco va a estar caracterizado por una densidad superficial
(R, 1), la cual representa la masa por unidad de superficie del disco, y esta dada por la
integral de la densidad del gas p en la direccion z. El potencial gravitacional producido
por el agujero negro serd Newtoniano y ademds suponemos que la masa del agujero ne-
gro M es mucho mayor que la masa del disco M, por lo que en este caso la autogravedad
del disco puede ser despreciada.

Una vez formado el disco, la materia se estard moviendo en 6rbitas circulares alrede-
dor de la estrella que estd acretando, por lo que supondremos que la velocidad angular
Q sera Kepleriana, Qg (R) y la materia tendra una velocidad circular vy = RQg(R).

Ademads de esta velocidad circular, podemos suponer que el gas tendrd una pequefia
velocidad radial vg, la cual serd negativa cerca de la estrella central, para que pueda acre-
tar materia. En general vg es una funcidn que depende de del radio R y del tiempo ¢.

Estructura radial de discos delgados estacionarios.

En muchos casos las condiciones externas del sistema (como la tasa de transferencia
de masa) cambia en escalas mucho mds grandes que f,;;. En estos casos, un disco estable
puede llegar a tener una estructura en un estado estacionario, el cual podemos examinar
despreciando los términos temporales en las ecuaciones de conservacion.

Si integramos la ecuacién de conservacidn sin el término temporal, V - (ov) = 0, con
p = 2nRX encontramos que

M = —27RSvg (3.21)

Esto nos indica que el flujo de masa a través de cada punto es independiente de la posi-
cién R. En este caso el signo negativo se introduce ya que vg < 0, pues el flujo esté di-
rigido hacia la estrella central.

La ecuacién de conservacion del momento angular en un disco delgado tendra la
siguiente forma

%(hRZVRRzQ) = ‘;—i.
donde G estara dada por la expresion (3.13). Si integramos la ecuacidn para el momento
angular tenemos que
2nRIvgR*Q = G + C

donde C es una constante de integracién. Utilizando (3.13) para el valor de G obtenemos
, C

—vEQ = Z(-vp)Q + RS (3.22)

La constante C esté relacionada con la tasa a la cual fluye el momento angular hacia

el objeto compacto. Si suponemos que el disco mantiene una ley de rotacién Kepleriana

aun en las partes cercanas al objeto compacto (esto también implica que la estrella cen-

tral no debe estar girando sobre su eje o0 en todo caso su rotacién debe ser muy lenta),
entonces esta constante adquiere la siguiente forma.
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C = -M(GMR,)'?

donde R, es el radio”de la estrella central. Sustituyendo esto en la expresion (3.22) y
tomando Q = Qg (ecuacién 3.16), encontramos que

yE = % [1 - (%)1/2] (3.23)

Con ayuda de la ecuacién (3.15) podemos encontrar la disipacion por unidad de 4rea
en una cara del disco generada por la viscosidad D(R),

D(R) = (3.24)

87R3 R

3GMM [1 _ (R*)”Z]

Podemos ver de esta ecuacidn que el flujo de energia emitido por las caras del disco
delgado estacionario es independiente de la viscosidad. Esta cantidad no tiene un signifi-
cado de gran importancia, y es que la ecuacion (3.24) nos muestra que podemos conocer
su dependencia con algunos de los pardmetros ( M, R, etc.), aun cuando no conocemos
de manera precisa la naturaleza fisica de la viscosidad v.

La estructura vertical del disco debe de ser autoconsistente con las suposiciones que
hemos realizado. En principio si no hay flujos en la direccion z, el disco debe de cumplir
con la condicién de equilibrio hidrostatico en esta direccion.

10P 9
p 0z 0z

GM
( R2 + Z2)1 21
Esta ecuacion es basicamente la ecuacion de Euler (2.26), ignorando los términos de

velocidad. Para un disco delgado se debe de cumplir que z << R, por lo tanto tenemos

que
10P GM
- = (3.25)
p 0z R3
Definiendo una escala de altura tipica del disco en la direccién z como H, entonces
podemos aproximar la derivada como 0P/0z ~ P/H y z ~ H. Con esto y recordando
que P ~ pc2, donde c; es la velocidad del sonido, encontramos que la suposicién para

un disco delgado debe ser
R \1/2
H=c, (—) R<<R
GM

por lo que se requiere que

es decir que se en un disco delgado, la velocidad local Kepleriana debe de ser altamente
supersénica. Esto bdsicamente es una condicién sobre la temperatura del disco y sobre
el mecanismo de enfriamiento.
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Si la aproximacién de disco delgado es valida podemos simplificar el trabajo nece-
sario para encontrar la estructura del disco. Ya que los gradientes de presion y tempera-
tura son esencialmente en la direccidn vertical, podemos decir que la estructura vertical
y radial estdn desacopladas. Por lo que podemos tratar a la estructura vertical a un radio
dado como algo andlogo a la estructura estelar unidimensional.

En general podemos definir una densidad central del disco aproximadamente por

con
Cg
H=RE. (3.27)
Vo

La velocidad del sonido estara dada por

P
== (3.28)
P
y donde la presién P estard dada por la suma de la presidon del gas mds la presion de
radiacién T 4
p=P 204 (3.29)

um, 3¢ ©
En este caso o es la constante de Stefan-Boltzmann y suponemos que la temperatura
T (R, z) tiene un valor muy cercano a la temperatura central 7.(R) = T(R, 0). Cabe men-
cionar que debido a que T es una funcién de R existirdn regiones en las que la presion
de radiacién sea mds importante que la presion del gas o viceversa.
Tomando la aproximacién “plano-paralelo”’para cada radio, tenemos que el flujo de
energia radiada a través de una superficie a z = constante esta dada por

—160T3 T

F(x) = —,
@ 3krp 02

(3.30)

donde «g es la opacidad media de Rosseland. Por simplicidad suponemos que el disco
es Optimamente grueso de tal forma que

T = pHkr(p, T,) = Zkg >> 1,

de tal forma que la radiacion emitida sea muy cercana a la emisién de un cuerpo ne-
gro. Utilizando aproximaciones para disco delgado, tenemos que el flujo es aproximada-
mente,

do

F(7) ~
(Z) 3k, RpH

T4 = 40,
3t

pero como sabemos que la tasa de disipacion total a través de una de las mitades de la
estructura vertical debe de ser igual a la tasa de disipacién D(R) emitida por una de las
caras, entonces tenemos que
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"o |\R 43D

4oT* 3GMM [ (R* )1/2]
Esta ecuacion representa nuestra ecuacion de energia del sistema. Finalmente, para
completar el conjunto de ecuaciones que nos describan nuestro sistema, necesitamos una
relacién que exprese el comportamiento de la opacidad kg en funcién de las propiedades
locales del disco, es decir kg = «g(p, T;) y alguna relacién (como la prescripciéon a o )

para la viscosidad v.
Estructura para un disco estacionario con prescripcion «

Una solucién algebrdica para un disco delgado alrededor de un agujero negro des-
crito por las ecuaciones (3.26) hasta (3.31) fue obtenida por Shakura y Sunyaev (1973).
Para la construccion de este modelo utilizaron la prescripcion a (3.19),

v =acsH
Ellos pudieron diferenciar tres partes que conforman el disco delgado:

1. Una regién dominada por presion de radiacién y donde en la interaccién entre
materia y radiacion la dispersion de electrones libres es de mayor importancia.

2. Laregién donde la presion esta determinada por la presion del gas y donde aun la
dispersion de electrones dan la mayor contribucién a la opacidad.

3. Laregién donde domina la presion del gas. Ademds la opacidad esta determinada
por la absorcion libre-libre y otros mecanismos.

Estas partes estan localizadas de la siguiente forma: Existen dos regiones del tipo 3,
una en la parte mds externa del disco y la otra en una regiéon muy delgada situada en
las cercanias del agujero negro. Y existen dos regiones del tipo 2 intermedias entre una
region del tipo 1 y las regiones tipo 3.

Aqui tnicamente mencionaremos la solucién en la cual la densidad p y la temperatu-
ra T, se comportan de tal forma que la opacidad media de Rosseland se puede aproximar
por la ley de Kramer’s, es decir

kg = 5% 10%pT,? em? g7 . (3.32)

Y ademas, también se ignorara el término de presion de radiacion de la ecuacién de
estado.

Una vez teniendo completo el conjunto de ecuaciones que describen la estructura
del disco delgado, ellos encontraron la solucién analitica a este problema. Para poder
visualizar de mejor manera las cantidades obtenidas de los discos, podemos expresar la
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solucién en términos de Ryo = R/(10'° cm), m; = M/M, y Mg = M/(10 gs!). La
solucién de Shakura-Sunyaev es

X = 5-2“_4/5MZélom}MRl_gmeS o em™2,
H = 17x10%7 0N 20m 3 BRI 1315 cm,
p = 31X 10_80_7/loM}é/zom?/SRi}WSfl1/5 o Cm_3,

T, = 14x10% ’1/5M3/10 1/4 _z/4f6/5K

— —4/5 yr1/S £4/5
T = 190aM 0P,

v = 18x 10%a* 8! Om AR P em?s !
v = 27 x 10%* M Om AR 4 em 57!,
R 1/2 1/4
con f = [1—(;*) ] . (3.33)

De la solucién podemos ver que el parametro @ no entra en ninguna de las expre-
siones con una potencia muy alta. Esto significa que los ordenes de magnitud de estos
pardmetros no son muy sensibles al valor actual de @. Pero también nos indica que no
esperamos encontrar un tamafio tipico de @ al hacer comparaciones directas de la teoria
de discos estacionarios con las observaciones.

También podemos ver que el tamaio del pardmetro de H si cumple con la condicién
de disco delgado, ya que

H/R = 1.7 X 10—2 1/10M3/20 _3/8R1/8f3/5-

La velocidad radial vg ~ 0.3 kms™! estd por debajo del valor de la velocidad del
sonido (c; ~ 10 km s™!), mientras que la velocidad kepleriana vg ~ 1000 km s~ es muy
supersénica. También tenemos que la opacidad que resulta de la solucién va de acuerdo
con la suposicién de que el disco es dpticamente grueso. Estos resultados nos muestran
una autoconsistencia con las suposiciones realizadas al principio, por lo que el modelo

es valido para discos delgados siempre y cuando no se viole ninguna de las condiciones.

3.5.2. Discos gruesos

En Ia seccién anterior se discutié la teorfa para los discos de acrecién delgados
(H << R). Esta suposicién nos permite entender de manera razonable la teoria, ademads
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los resultados obtenidos de estos estudios concuerdan con las observaciones realizadas.
Esto ha permitido que exista un gran avance en el estudio del fenémeno de acrecién.
Pero a pesar de esto buenos resultados, aun falta mucho por entender de estos sistemas.
En particular, existen ciertas regiones o casos en los cuales las suposiciones de disco del-
gado realizadas para obtener la solucion propuesta por Shakura & Sunyaev (1973) ya no
es muy valida, por ejemplo en las zonas mds internas de los discos de acrecién alrededor
de agujeros negros de masa estelar o estrellas de neutrones, por lo que es necesario que
encontremos una solucién diferente.

El interés actual en la teoria de la estructura, evolucion y estabilidad de discos de
acrecion gruesos se debe a la posibilidad de que estos puedan ser relevantes para en-
tender el funcionamiento de las fuentes centrales en radio galaxias y quasares. También
pueden ser importantes durante la etapas tempranas de formacion estelar, podrian estar
involucrados en la formacion de flujos bipolares y chorros o podrian formarse durante
la fusion de dos estrellas, al tratar el sistema de deshacerse de su exceso de momento
angular. Los efectos de autogravedad en estos casos podrian tener una mayor relevancia
que en el caso de modelos de AGN.

Uno de los primeros intentos por construir un modelo de disco grueso fue realizado
por Paczyriski & Wiita (1980). Algunas de las suposiciones que realizaron fueron: un ba-
lance global de energia, es decir que la cantidad total de energia generada por la viscosi-
dad dentro del disco es radiada por las superficies de este mismo; una presién dominada
por radiacién; un potencial pseudo-Newtoniano! para la interaccién del agujero negro
con el gas; una ecuacion de estado baridnica; y ademads ignoraron los efectos de la auto-
gravedad. De los primeros estudios se observéd que si uno especifica la distribucién del
momento angular por unidad de masa, [(r), en la superficie del disco y uno escoge el bor-
de interno del disco, entonces el balance de las fuerzas gravitacionales, rotacionales y de
presién determinardn la forma del disco. Estudios posteriores, Jaroszynski, Abramow-
icz y Paczynski (1980) extendieron estos modelos a la relatividad general utilizando la
métrica de Schwarzschild y Kerr.

Para este trabajo se realizaran simulaciones para modelar discos de acrecién gruesos
(toros) alrededor de un agujero negro. Se trabajara en coordenadas cilindricas (R, ¢, z)
y se considerara una configuracion axisimétrica con el eje de rotacion coincidiendo con
el eje z. El fluido estard rotando en el campo gravitacional externo del agujero negro.
Para el estudio del comportamiento de las prescripciones de viscosidad se ignorara la
autogravedad del fluido, pero posteriormente se incluird para poder estudiar los efectos
producidos por el acoplamiento de estas fuerzas.

Las ecuaciones que describan la estructura del disco deben incluir el tensor de es-
fuerzos para poder acoplar la viscosidad. El flujo serd adiabético, es decir, no hay enfri-
amiento radiativo local incluido.

Con estas suposiciones, tenemos que las ecuaciones bésicas para poder describir la
estructura de los toros serdn las siguientes:

'Este potencial se describir4 en el capitulo 4
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= Conservacion de masa (ver ecuacion 2.20)

dp 10 P
E + I—eﬁ(rpVR) + a—z(pvz) =0 (334)

= Conservacion de momento (Es basicamente la ecuacion 2.26, o 2.33 en su forma
para SPH, més la fuerza gravitacional del agujero negro, la fuerza centrifuga y la
viscosidad como fuerzas externas.)

2
8vR 6VR 6vR v¢ oo
p( ” +VR(9R + v, 7z R]+p6R (3.35)
oP 10 6‘1’1{Z
Z (R — =
* R oW 5 =0
v, v, v, od oP
p(az VR6R+VZ81) TP T e (3:36)
10 or
_ 2R _ @ _
RaR( TZR) 0z 0
vy vy Ovy  VgVR
p(E + VRa_R + Vza—Z + R (337)

10 Tor 0Ty |
_ []_eﬁ_R(RTqu)-l_?—'— aZ]—O

= Conservacién de energia (La ecuacion 2.38, o la expresion 2.39 para SPH, maés el
término de disipacién de energia por unidad de masa y el término de viscosidad
artificial T(ds/dt).)

d P d d
U 10 | NI Necg e (3.38)
a - \p ar " \ar),,

donde la disipacién de energia esta dada por la siguiente expresion

oS as oS
T|— — — .
Jol ((?t + VR +V; 6Z) (3.39)

ds 1
T (d_) = 5 Z ij,-jv,-j . V,‘Wij (340)
! iart J#i

donde II;; y W;; son los términos descritos en el capitulo 2 para SPH.
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= Ecuacion de estado

= (y - Dpu. (3.41)

Donde 7;; es el tensor de esfuerzos viscoso, F es el flujo radiativo (que en este caso
omitiremos ), @ es el potencial gravitacional producido por el objeto central, S es la
entropia y u la energia interna del gas.

Las componentes del tensor de esfuerzos viscoso estan dadas de la siguiente forma,

ovg 2 av, 2
= =R _ Zpv === — Zpv
UaR 377 V., Tz Tlaz 377 v,
vg 2 ov Jvg
T¢¢:2'7§—§77V'V , TRZ:TZR:n(a_I;+8_z)’
o (1 a (1
TR¢—T¢R—77R6R ) - T TTe =y \R

donde [ es el momento angular especifico (por unidad de masa) y n es la viscosidad
dindmica. Las ecuaciones (3.34) hasta (3.41) junto las relaciones para la viscosidad,
flujo radiativo y opacidad nos permiten describir la estructura de los discos gruesos sin
autogravedad. En el siguiente capitulo se describirdn los elementos que se utilizaron para
las simulaciones de este trabajo, asi como la adaptacién de las fuerzas de autogravedad.

3.5.3. Toro en equilibrio

Para poder llevar a cabo las simulaciones de los discos de acreciéon debemos te-
ner ciertas condiciones iniciales. En este trabajo utilizamos un toro estacionario, sin
viscosidad, en un estado de rotacién pura, como condicion inicial. Un toro en estado
estacionario esta descrito por las ecuaciones (3.34) - (3.37) y (3.41) con las derivadas
temporales, las componentes del tensor de esfuerzos y los términos para el flujo radiati-
vo iguales a cero. Para un sistema axisimétrico, el campo de velocidades del fluido con
masa girando alrededor de su eje de simetria tiene las componentes:

vg =0, vy =RQ, v, =0

donde Q es la velocidad angular, en general una funcién de R y z. Con estas suposiciones,
las unicas ecuaciones que tienen términos distintos a cero son:

2

v od 0P
.. 4
ecuacion (3.35) — p +p 6R + — 3R
P
ecuacion (3.36) - p— + 8_ =0.

0z 0z
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De donde obtenemos las siguientes ecuaciones,

10P @
;_)Z_R = —Z—R+QZR, (3.42)
1P D

poz oz (043

donde P es la presién y @ es el potencial gravitacional. Estas ecuaciones representan
el balance de las fuerzas que actuan en un elemento del fluido. En forma vectorial, las
ecuaciones anteriores se pueden escribir como

1 2
VP =-VO+Q°R=g,s (3.44)
0 f.
donde se introdujo la gravedad efectiva g, como la suma de una aceleracion gravita-
cional y una centrifuga. Podemos ver que la gravedad efectiva debe de ser ortogonal a las
superficies de presién constante (superficies isobdricas). En términos del momento an-
gular por unidad de masa /(R), la ecuacion (3.44) en la direccién radial se puede escribir

como
ldP  do P

—_—— = —— 4 —
pdR~ dR ' R?

Utilizando la ecuacién (2.13) tenemos,

(3.45)

V_Zd_p+d_q)_£
dR dR R3

Integrando esta dltima ecuacion desde infinito hasta R, tenemos que

K R 2R
Y py—1+q)_ ( )dR/:W(),
y-1 w R?3

B

donde W es el valor inicial del potencial efectivo W, cuyas unidades son energia por
unidad de masa. Utilizando la relacion politrdpica, P = Kp”, tenemos que

P
T L WR.2) = W (3.46)
y—1lp

Donde definimos al potencial efectivo W como
00 IZ(R/) ,
W(R, Z) = (D(R, Z) + —3dR (347)
R R
El potencial gravitacional ®(R, z) se especificard en el siguiente capitulo. La cantidad

[(R) es el momento angular del disco de acrecién por unidad de masa, cuyo valor sera de-
finido en el capitulo 5.

Partiendo de la ecuacién (3.46) y usando nuevamente la relacion politrépica, P =
Kp?, encontramos la expresion para la densidad p como funcién de R y z en un toro

estacionario
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yy_Kle—l = Wo- W(R,2)
~1
P = yy—K[Wo—W(R,Z)]
| VoD
o(R,7) = [(E)(WO—W(R,z))(y—)] (3.48)
y

Podemos ver que si variamos la constante politépica K podemos variar la densidad
del disco, y por lo tanto la masa, para una misma distribucién de momento angular. Si
disminuimos el valor de la constante K la densidad del disco aumentard y tendremos
discos mas masivos. Esto se utilizé para generar discos con diferentes masas. Las cons-
tantes utilizadas se dardn en el capitulo 5.






Capitulo 4

Interacciones gravitacionales

En este capitulo se hard un estudio de los campos gravitacionales provocados por
el agujero negro y el disco, asi como la interaccién mutua entre ellos. Una forma de
encontrar estos campos gravitacionales es a partir del potencial gravitacional generado
por cada uno de los elementos. En el caso del agujero negro se puede utilizar una apro-
ximacién semi-Newtoniana y para el disco se puede recurrir a la suma de los potenciales
generados por cada una de las particulas que lo constituyen. Una suma directa de cada
uno de los potenciales producidos por cada particula resulta ser un método ineficiente
en el sentido computacional. Es por esto que se recurre a los métodos llamados “Fast
Poisson Solvers”(FPS) los cuales seran descritos mas adelante, pero cuyo principio se
basa en resolver la ecuacion de Poisson.

4.1. Influencia del agujero negro sobre el disco

Para el sistema que queremos modelar, un disco de acrecién grueso alrededor de un
agujero negro de masa estelar, un ingrediente importante que determina la estructura del
disco es la fuerza gravitacional del agujero negro sobre cada uno de los elementos de
este mismo.

Un agujero negro se define como una regién del espacio-tiempo que no puede comu-
nicarse con el universo externo. La frontera de esta region se llama horizonte de eventos.
La solucidn estacionaria mas general de un agujero negro se puede conocer analitica-
mente, y depende de tres pardmetros: la masa M, momento angular J, y una carga Q
del agujero negro. Estos pardmetros son cantidades .°bservablesindependientes que ca-
racterizan un agujero negro estacionario. El tratamiento que seguiremos a continuacién
serd una descripcion de un agujero negro simple, es decir, uno con J = Q = 0.
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4.1.1. Agujero Negro de Schwarzschild.

Partiendo de 1la métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas

2GM 26Mm\!
ds* = _(1 -= )dtz + (1 -= ) dr® + r2de* + r* sin® 6d¢?. 4.1)
c°r c°r

donde r = (R* + z%)!/2. Para un observador estitico en este campo gravitacional, es decir
con r, 6, ¢ fijos, el tiempo propio estard dado por la ecuacién (4.1) como

dr? = —ds* = (1 - ZGZM )dz2 4.2)
c°r
6 1/2
2GM
dr = (1 - — ) dr. (4.3)

Esto muestra la dilatacién del tiempo para un reloj en el campo gravitacional com-
parado con un reloj localizado a una distancia infinita (dv < df). Podemos ver que la
ecuacioén (4.3) tiene una singularidad en r = 2GM]/c2. A este radio se le llama el hori-
zone de eventos o el radio de Schwarzschild. También recibe el nombre de limite estdtico,
ya que los observadores estéticos no pueden existir dentro de r, = 2GM/ 2.

4.1.2. Potencial de Paczynski-Wiita

Para poder determinar el movimiento de las particulas alrededor de los agujeros ne-
gros, podemos utilizar la métrica de Schwarzschild (4.1) y un equivalente al Lagrangiano
para las geodésicas. Pero en ciertas ocasiones podemos hacer aproximaciones méas prac-
ticas que nos permitan modelar los efectos de la relatividad general y determinar el
movimiento de la materia alrededor de agujeros negros no rotantes.

Esta aproximacién se obtiene tomando un potencial pseudo-Newtoniano, que fue
introducido por Paczyniski & Wiita en 1980 y estd dado por la siguiente expresion,

GM

pw(r) = ——-, (4.4)
8

Este potencial permite introducir un efecto relativista que juega un papel muy impor-
tante en las regiones muy cercanas al agujero negro central: esto es, la existencia de la
tltima Orbita circular kepleriana estable en r,,,; = 3r, para el caso de Schwarzschild. Esta
ultima 6rbita estable nos determina el borde interior del disco de accrecién, ya que para
r > rys la materia cae hacia el agujero negro debido a la perdida de momento angular
como resultado de una torca viscosa interna. Pero para r < r,,; la materia es acretada ha-
cia el agujero negro con practicamente momento angular constante y donde la teoria de
los discos de acrecidn, descrita en el capitulo 3, ya no es valida. Este efecto de la dltima
orbita estable es de gran importancia para el estudio de los agujeros negros. En el caso
de los agujeros negros con un cierto momento angular, J # 0, descritos por la métrica de
Kerr, la dltima 6rbita estable se utiliza para encontrar el valor del spin del agujero negro



4.1. INFLUENCIA DEL AGUJERO NEGRO SOBRE EL DISCO 59

(McClintock et al., 2011), lo cual resulta de gran importancia para estudiar la formacion
de dichos objetos o de chorros relativistas.

4.1.3. Distribucion de momento angular Kepleriano

En este trabajo el uso del potencial pseudo-Newtoniano nos servird para poder des-
cribir la distribucién del momento angular en el disco de mejor manera. Esta distribucién
se obtiene utilizando la teoria Newtoniana. En esta teoria tenemos que el movimiento or-
bital se puede describir en términos de un potencial efectivo (por unidad de masa)

2

_ k
W(r, Ly) = ®(r) + ﬁ’

siendo /; el momento angular kepleriano por unidad de masa y ®(r) el potencial gravi-

tacional. En el minimo del potencial efectivo, la derivada de dicho potencial es nula, y

entonces’,

W _ o~ 0k
or ~  ar 13
ko_ oo
B or
. oD
rQ*=r¢* = — 4.5)
or

este dltimo resultado nos indica que la fuerza aplicada iguala a la fuerza centripeta en el
minimo del potencial efectivo, esta es la condicién para un movimiento uniforme. Por lo
tanto tenemos que para Orbitas circulares se debe de cumplir la siguiente condicidn,

ow
(—) =0 (4.6)
or ),
k
o en términos del potencial gravitacional @,
do 1
Z-Al=]=o. 4.7
(#)-2(3) “

Para el caso del potencial Newtoniano, tenemos que O(r) = —GM/r, por lo tanto la
ecuacion (4.7) con este potencial resulta ser

2
GM [

= _k_p
72 3

1En este desarrollo consideramos que la distribucién de momento angular es constante, en el siguiente
capitulo se explicard la razén por la cual se utilizén dicha distribucién
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Por lo que la distribucién de momento Kepleriano esta dada por
li(r) = YNGMr.

Para el caso del potencial de Paczynski-Wiita podemos hacer algo andlogo. Tomando
el potencial @ py (r) de la expresion (4.4) y sustituyéndolo en la ecuacion (4.7) tenemos
que

GM I
(r—re? 13 B

Por lo tanto el momento angular Kepleriano para este potencial es

f GMr3
I = m 4.8)

En la Figura 4.1 se muestran las distribuciones de momento angular para una poten-
cial Kepleriano y un potencial de Paczynski-Wiita. El potencial de Paczyriski-Wiita re-
produce efectos relativistas que juegan un papel muy importante en las regiones muy cer-
canas al agujero negro central, donde mucha de la energia es liberada; el efecto relativista
mas esencial es la existencia de la ultima orbita circular kepleriana estable en r,,,; = 3r,
(para el caso de un agujero negro de Schwarzschild). Para r > r,,;, el movimiento radial
de la materia acretada en el disco esta asociado con la pérdida de momento angular como
un resultado del esfuerzo viscoso. Para r < r,,s la materia acretada cae hacia el agujero
negro con practicamente momento angular constante. Como resultado, r,,; es también el
borde mads interior del disco de acrecién, donde los esfuerzos viscosos dejaran de afectar
notablemente las trayectorias del flujo del gas.

4.2. Interaccion Disco - Agujero negro.

La interaccién del agujero negro con el disco basicamente se debe a la influencia
gravitacional que ejerce el agujero negro sobre cada una de las particulas del disco y
viceversa. Como vimos en la seccion anterior el potencial gravitacional utilizado para
describir la influencia del agujero negro estard dado por un potencial de Paczynski-Wiita
dado por la ecuacién (4.4). A partir de este potencial podemos encontrar la fuerza en la
direccién z y en la direccién R, ya que F(r) = —V¢. Las componentes de la fuerza en
ambas direcciones seran

GMm;
Fp=———y (4.9)
ri(ri —rg)
g GM
Fro=———"_R (4.10)
ri(ri —rg)

donde M es la masa del agujero negro, m; la masa de la particula i y r; es la distancia del
agujero negro a la particula i dada por la expresion rl.2 = R>+7%. La tercera Ley de Newton
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Figura 4.1: Comparacién de la distribucién del momento angular para el potencial de
Paczynski-Wiita (linea continua) y el potencial Newtoniano (linea punteada)

nos dice que las fuerzas de accién y reaccion entre dos cuerpos son de igual magnitud,
opuestas y colineales. Esto significa que cuando el agujero negro ejerce una fuerza F; en
la particula 7, dicha particula ejercerd una fuerza — F; sobre el agujero negro. Por lo tanto
la fuerza que siente el agujero negro es la suma de todas las fuerzas —F; provocada por
todas las particulas que conforman el disco.

En el caso de las particulas del c6digo SPH, estas no son particulas puntuales si no
que representan una serie de anillos que comparten el mismo eje, el cual coincide con
la posicién del agujero negro. Debido a que el agujero negro se encuentra en el eje de
simetria de todos los anillos, la fuerza radial se anulard debido a que por cada seccién
de masa en el anillo que ejerce una fuerza sobre el agujero negro, siempre existe una
seccion de masa radialmente opuesta que ejercerd una fuerza de igual magnitud pero en
sentido contrario. Al sumar todas las secciones del anillo la fuerza radial resultante es
igual a cero.

Durante la simulacidn en la direccién z aun cuando se trata de mantener una igualdad
de particulas tanto por encima como por debajo del plano z = 0, los errores numéricos
no siempre permiten que esto se mantenga siempre asi. Es por eso que la fuerza total
que siente el agujero negro provocada por el disco no siempre sera igual a cero, por lo
que existe una fuerza resultante que provocara un movimiento en el agujero negro que
permitird la conservacién del momento lineal en la direccién z. Esta fuerza resultante se
puede calcular de la siguiente forma
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N
FZDi.n,‘o—AN = Z ‘fZi
i

GMm;
- _ Z v rg)2 4.11)

donde N es el nimero de particulas del disco. El poder describir de manera completa la
interaccion entre el disco y el agujero negro nos permite poder seguir el comportamiento
del momento lineal en la direccidn z, es decir la conservacion de dicho momento.

4.3. Autogravedad.

Debido a que el disco esté espacialmente esparcido, la gravedad puede jugar un papel
relevante en la estructura del disco. La gravedad que actua en el disco por su propio po-
tencial gravitacional es llamada autogravedad. Por definicién el potencial gravitacional
en un punto r esta dado por

CD(r):—Gf LU (4.12)
Vv

Ir—r'|

Para incluir la autogravedad en las ecuaciones de la hidrodindmica, esta se debe de
agregar como una fuerza externa en la ecuacion de Euler (2.26). En ciertas situaciones la
inclusion de la autogravedad puede desestabilizar el disco y llevar a una fragmentacion.
Si tomamos la definicién (4.12) para el calculo del la autogravedad en cada punto esto
se transformarfa en una suma sobre todas las particulas. Numericamente hablando, es-
to quiere decir que para calcular la fuerza, provocada por la autogravedad, sobre cada
particula necesitamos hacer N operaciones, por lo que en total por cada iteracién en el
tiempo necesitamos hacer N> operaciones. Esto significa una gran inversién del tiem-
po computacional para el calculo de dichas fuerzas, lo cual resulta en una manera muy
ineficiente de calcular la autogravedad. Ademas de que como se menciond anteriormen-
te, las particulas que participan en el SPH no representan particulas puntuales, si no més
bien anillos concéntricos. Esto requiere que en lugar de utilizar la fuerza de una particula
puntual aproximemos con algin método la fuerza generada por un anillo para una regién
distinta a su eje.

Para este trabajo el método que utilizaremos para resolver el potencial gravitacional
del disco es el FPS. Estos métodos basicamente lo que hacen es resolver la ecuacién de
Poisson

V20(r) = 4nGp(r) (4.13)

para el potencial ®@(r) de una manera més rapida. En este caso para poder resolver el
potencial gravitacional, el FPS utilizard una combinacién del método de diferencias fini-
tas con las transformadas de Fourier. Escencialmente lo que el método hace es aplicar
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Figura 4.2: Distribucién de densidad para una Delta de Kronecker centrada en r = 0.2.

la transformada de Fourier en la direccién z sobre una distribucién de densidad en una
malla, aplicar el método de diferencias finitas sobre la coordenada R, resolver el sistema
para encontrar el valor de @ en el espacio de Fourier y posteriormente aplicar la trans-
formada inversa. A continuacion se describird el método con mas detalle, pero antes se
hard una revision de las transformadas de Fourier como una alternativa para resolver la
ecuacion de Poisson.

4.3.1. Transformadas de Fourier y la ecuacion de Poisson

Antes de aplicar las transformadas de Fourier como un método para encontrar el
potencial generado por una distribucién de densidad axisimétrica, es importante estudiar
el comportamiento de este método en problemas mas sencillos y de menor dimension.

En el problema unidimensional, tenemos que numéricamente el potencial estard da-
do por

o) = -G [—LD 4 (4.14)

(r—r)?+¢e
donde p describe la distribucién de densidad y € es un pardmetro de suavizamiento. Este
parametro € ayuda a prevenir una singularidad cuando r = r’.

Para reducir el tiempo computacional necesario para el cdlculo del potencial @
generado por una distribucién dada, la integral anterior se puede reescribir como el
producto de una convolucién que serd calculada en el espacio de Fourier. Tomando
K@) = +€e)%el potencial dado por la ecuacién(4.14) se puede escribir como



64 CAPITULO 4. INTERACCIONES GRAVITACIONALES

O(r)

-G fp(r’)K(r —-rdr

~Glp * K1(r) (4.15)

donde = es el operador de convolucién. Del teorema de la convolucién tenemos que
para las funciones f y g se cumple que F(f * g) = F(f) - ¥(g), donde ¥ representa
la transformada de Fourier. Si aplicamos la transformada inversa ,% -1 a esta dltima
relacion encontramos que

VR VACETI)! FUF ) - F9)]

f*g FUF ) - F (9]

Aplicando este resultado a la ecuacion (4.15), obtenemos que

o(r) = -GF '[F(p) F(K)]

-G f[fp(r)e—Znisr dr - fK(r)e—Zm'sr dr:| eZm'sr ds

. e~ 2misr .
e f [ f p(r)e™ " dr - —dr] &2 dis, (4.16)
Vr? + €

Para calcular el potencial ® de manera eficiente se recurre a la Transformada Rapida

de Fourier (FFT, por sus siglas en ingles), donde el nimero de operaciones se puede
reducir de O(N?) a O(N In N), siendo N el nimero de intervalos.

Existen algunos problemas al usar la Transformada de Fourier Discreta, uno de ellos
es la periodicidad. Para ejemplificar este problema, tomemos el caso en el que la dis-
tribucién de densidad esta determinada por una masa puntual en una dimensién en la
posicién r = 0.2. Esto quiere decir que la funcién de densidad p sera igual a una delta de
Kronecker centrada en » = 0.2. Ademds tomamos un kernel K con € = 0.01. Resumiendo
esto

o(r—0.2) 4.17)

p(r)

1
Vr? +0.012

En la Figura 4.2 se muestra la distribucién de densidad para este ejemplo. Con todo

K(r)

(4.18)

esto podemos calcular el potencial analitico:
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Figura 4.3: Potencial gravitacional encontrado utilizando Transformadas Rapidas de
Fourier. La linea continua muestra la solucién obtenida analiticamente, mientras que
los asteriscos muestran la solucién numérica.

o) = G 0 =02 4
- G ! (4.19)

V(r-02)2 +0.012

La Figura 4.3 muestra el potencial calculado analiticamente y el potencial calculado
con la FFT discreta. Podemos ver de la solucién analitica que el potencial no debe de
ser periddico, sin embargo el potencial numérico siempre sera periddico (debido a que el
kernel que estamos usando lo es) y su valor difiere de la solucién analitica para r > 0.5.

A este problema se le llama aliasing, esto puede ser resuelto duplicando el espacio
en la direccidn radial y llenando las nuevas celdas con una masa igual a cero.

En coordenadas cartesianas podemos extrapolar este método para poder encontrar
los potenciales de ciertas distribuciones de densidad en 2 o 3 dimensiones.

En el caso de la simulacién que utilizaremos en este trabajo, las distribuciones de
densidad estan dadas en coordenadas cilindricas, por lo que necesitamos un algoritmo
que nos permita calcular el potencial con estas coordenadas. Debido a que en coorde-
nadas cilindricas no es posible hacer una convolucién como la que se realiz6 en el caso
anterior, pues involucra términos cruzados de las coordenadas, el método que se des-

cribira a continuacion es una combinacion de las técnicas de diferencias finitas con las
transformadas de Fourier.
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4.3.2. Potenciales en coordenadas cilindricas

En el caso de simetria cilindrica en 2D la derivada del potencial respecto a la coor-
denada polar es nula, 0®/06 = 0, con esto la ecuacién de Poisson (4.13) en coordenadas
cilindricas resulta ser

2 20
(?)R(Iz) 113(;2 (?9—2 = 4r7Gp(R, 7) (4.20)
Empezaremos el andlisis aplicando la transformada discreta del seno en la direccion
axial (2) a la ecuacién de Poisson. La transformada del seno usa las funciones senoidales
para formar un conjunto completo de funciones base en el intervalo que vade 0 a 27, y
nos permite asegurarnos que en las fronteras axiales la solucion serd igual a cero.

La transformada discreta en funcion del seno se define como

ik
Fi = Z f;sin Q 4.21)
con la inversa
N-1 .
2 k
fi= N Fi sin % (4.22)
k=0

donde fj, j = 0,..,N — 1 es el arreglo de datos y fo = 0. Para resolver la ecuacion
de Poisson utilizaremos una malla uniforme en el plano (R, z). Los puntos en la malla
cumplirdn con a < z < by 0 < R < Rpronsera y estardn distribuidos en la malla de la
siguiente forma:

z = a+ih, i=0,1,.,N.—1,

R = jAg, i=0,1,..,Ng, (4.23)
con L
A =—
N;
d R
Ag = frontera
Ng

donde Ng y N, son el nimero de puntos en la malla en la direccién R y z respectivamente
yL=b-a.

La transformada del seno para el potencial gravitacional resulta ser.

O(R, 7) = Z ®.(R) sin

Zko

4.24
A Nz (4.24)
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Sustituyendo la ecuacion (4.24) en la ecuacion de Poisson (4.20) nos lleva a

02D, 10D l(nk

+_____
OR2 R OR A2\N,

Z

2
) = 4nGpy (4.25)

donde gy, fue transformada de manera similar como la funcién ®(R, z).

El siguiente paso a realizar es escribir estas ecuaciones en forma de diferencias finitas
pero esta vez aplicada a la coordenada R. Para todos los puntos fuera del eje (j > 1), la
ecuacion (4.25) se puede escribir como

Dy jur — 2Dy + Dr j1 N D je1 — D j-1
AZ 2jAZ
2
1 [(nk
- —\|—=]| =4nGp > 1).
A2 ( Nz) o (G=1)
(4.26)
Factorizando los términos comunes,
. A2 (rk\*| . 1 N
R 2~
(Dk,j 2+ A_g (ﬁz) - (Dk,j—l (1 - 2—]) - q)k,j+l = —47Z'GARpk’j (4.27)
Definiendo algunos coeficientes de la siguiente forma,
Sej = —4nGARpy,
A2 k 2
/lk = 2+ —I; (ﬂ—) s
Az \N;
1
i o= 14+ =,
Bi >
= 1 ! (4.28)
’)/_] - 2]3 .
podemos escribir la ecuacion (4.27) como
— O j1 + D j — BiPr jr1 = Sk (4.29)

La ecuacidn (4.29) corresponde a un conjunto de ecuaciones. El sistema se describe
de la siguiente forma,
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Do
[ v A& -1 O .- — - Skl
Dy
0 -y A& B - Sk2
D np-1
—YNe-1 Ak —Bng-1 | | SkNe-1 |
D g

(4.30)

En este sistema al parecer tenemos Nr — 1 ecuaciones y Ng + 1 incdgnitas. Sin
embargo, hemos asumido que conocemos el valor del potencial en la frontera radial, por
lo que el valor de @y y, es conocido. Con esto el conjunto de ecuaciones resulta ser

[~ & -1 O .- 1 [ Do
0 -y & B - (T)k,l
~YNg-1 Ak _ﬁNR—l 11 d)k,NR—l ]
Sk
Sko

| SkNg-1 + Brg-1Dicng |
4.31)

De la misma forma podriamos asumir que el potencial en el eje, @y o, también estd es-
pecificado, con lo que tendriamos un conjunto de Ng — 1 ecuaciones y Ng — 1 incdgnitas.
En lugar de esto, anadiremos una ecuacién adicional utilizando la simetria en el eje para
poder encontrar el valor de @y . Para poder hacer esto, requerimos una forma en dife-
rencias finitas de la ecuacién de Poisson que sea valida para j = 0. Esta expresién la
obtenemos tomando el limite de la ecuacion (4.25) (la ecuacion seno-transformada de
Poisson en forma diferencial) cuando R — 0, es decir,

(0P 10D 1 (nk)2

im|—+—-—75-—

k00| 9R2 TROR T A2 = 4GP ")' (432)
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El segundo término de esta ecuacién puede ser expresado de manera diferencial en
este limite. Con ayuda de la regla de L’Hospital tenemos que

9] (6(1)) 52D

OR \ 6R L
1tm L9® _ g ORVOR) iy OR P
R—»0 ROR R-0 0 R—0 1 OR

ﬁ(R)

Por lo tanto, el limite cuando R — 0, la ecuacién seno-transformada de Poisson en
forma diferencial se vuelve

PO 1 (nk
OR>  A?

2
=\ =4np,. 4.33
Nz) TPk (4.33)

Obteniendo la forma en diferencias finitas de la ecuacién (4.33)

2q~)k,1 — 2Ci)k’0 + q~)k’_1 1 (ﬂ'k
A2 A?

2
E) = 47pr - (4.34)
Esta ecuacion es unicamente valida sobre el eje, es por eso que se ha sustituido el
valor j = 0 en la densidad. Ahora, debido a que la geometria del problema es axisimétri-
ca, tenemos que d®/0R|g=¢ = 0, con esto encontramos que Cf)k,_l = (I)k,l. Esta condicion
nos dice que en el eje la funcién ® debe de alcanzar un valor méximo o minimo. El
resultado anterior lo obtenemos utilizando la forma en diferencias finitas en el eje

0| B -dir
OR |5, 2Ag
y como Agr # 0 entonces obtenemos que
Oy =Dy . (4.35)

Sustituyendo la ecuacién (4.35) en la ecuacién (4.34) nos lleva a
Oy - Do 1 (mk)
4———— — —[—| =4dap;y, 4.36
Az A2 ( Nz) TPk,0 (4.36)

la cual podemos expresar de la siguiente forma utilizando los coeficientes dados en la
expresion (4.28)

Q2+ 3)Dro — 4D 1 = Sio 4.37)

Con esta tltima ecuacién podemos completar el conjunto de ecuaciones, el cual
resulta ser
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Este sistema tridiagonal de Ng ecuaciones con Ny incégnitas puede ser resuelto de
manera rapida en O(Ng) operaciones y la solucion puede ser codificada de manera con-
sistente (Press et al. 1992). Este proceso serd repetido para cada ’ntimero de onda’k,
y finalmente se utilizard la transformada inversa del seno para encontrar el potencial
D(R, 2).

4.3.3. Acoplamiento en el SPH

Para los célculos del potencial gravitacional del disco se utilizé el método descrito en
la seccién anterior. Las condiciones de frontera se establecieron a un radio R y distancia
en z que estuvieran lo més lejos posible del disco, pero sin disminuir de manera conside-
rable la resolucion de la malla. El potencial gravitaconal a R f,onsera €8 O(R frontera»z) = 0
y en la coordenada z, la condicion de frontera fué ®(R, zfronrera) = PR, =2 frontera) = 0
ya que el agujero negro se encuentra en la posicion (0, 0) y la componente en la direccion
z del centro de masa del disco se encuentra (la mayor parte del tiempo ) cercano a z = 0.
El nimero de puntos que se generaron en la malla fue de Ngp = N, = 256, respetando la
condicion de que el nimero de puntos debe de ser un multiplo de 2 para que la Transfor-
mada de Fourier pueda ser llevada acabo. Aunque podemos variar el valor de Ng pues no
necesariamente debe de ser un multiplo de 2, puesto que en esta direccién unicamente
se aplican las diferencias finitas, se trat6 de mantener una resolucién similar en ambas
direcciones.
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La motivacién de escoger el nimero de puntos ya mencionado, fué para que al menos
pudieramos tener uno o mas puntos cercanos a cada particula de la simulacién. Por lo
que la separacién entre cada punto de la malla para el cddigo de autogravedad siempre
debe de menor que el tamafio de & (parametro de suavizamiento del SPH).

El procedimiento que se siguié para el calculo de la autogravedad a un tiempo dado
de la simulacion, fue el siguiente.

= Generar la distribucién de densidad del disco sobre la malla que utilizara el c6digo
que calculard el potencial gravitacional. Para obtener la distribucién de densidad
de manera eficiente, se utilizé la ecuacién 2.9. Con esto Gnicamente requerimos
del orden de N operaciones para generar dicha distribucién.

= Resolver para @ la ecuacién de Poisson con el método descrito en la seccién an-
terior sobre cada punto en la malla.

= Una vez obtenido el potencial gravitacional generado por el disco, se prosigui6 a
calcular la fuerza gravitacional sobre cada punto de la malla. Esto se realizé uti-
lizando un método numérico para el célculo de las derivadas.

q)(R, Z) - q)(R + AR,Z) - q)(R — AR, Z)
drR 2Ag

OR,z) PR, z+A) - DR, z-Ay)
dz 2A.

= Para obtener la fuerza sobre cada particula del SPH, se buscd el punto més cercano
sobre la malla a dicha particula. Sin embargo, para obtener una mejor aproxima-
cion de la fuerza gravitacional no se le asigné el valor de la fuerza en el punto
mas cercano, sino que se realizé una interpolacién numérica para poder tener un
resultado mucho mas suavizado.

= Finalmente, una vez obtenidos los valores de la fuerza gravitacional ejercida por
el disco sobre cada particula en la direccién radial y en la direccion z, estas fuerzas
simplemente se afiadieron como fuerzas externas en las ecuaciones de movimiento
(3.35) y (3.36).






Capitulo 5

Resultados

El propésito de este trabajo es estudiar el comportamiento en la estructura y dindmi-
ca de los toros de acrecion alrededor de agujeros negros estelares. Las simulaciones de
los toros de acrecidn utilizadas en este trabajo incluyen viscosidad y autogravedad pero
se desprecia la disipacion de energia y el campo magnético. Como ya se menciond ante-
riormente, para simular los efectos de gravedad fuerte del agujero negro en este trabajo,
se utilizé el potencial de Paczinski & Wiita (1980). Para el disco de acrecioén la distribu-
cién de momento angular que utilizaremos serd una funcién constante. Es decir,

I(r) = lx(ro) = Iy = cte.

donde ry es el radio Kepleriano, definido de tal forma que los elementos del fluido que gi-
ran con la velocidad local Kepleriana tengan un momento angular especifico 1> = GMry
y en donde se obtiene el maximo de la densidad del disco. La justificacién de usar una
distribucion de momento angular especifico constante en lugar de una distribucién Ke-
pleriana es que el toro no solo esta soportado por la rotacion Kepleriana sino también por
la presion del gas, es por esto que una distribucién Kepleriana no es la més indicada en
este caso. En general, la distribucién de momento angular especifico se puede describir
por una ley de potencias, en este caso tomamos el caso mds simple, una ley constante.

Para la simulacién de los toros de acrecién se utilizaron dos c6digos numéricos es-
critos en el lenguaje de programacién Fortran 77. Uno de estos cddigos fue utilizado
para la generacién de las condiciones iniciales (c6digo de relajacién) y el segundo se uti-
liz6 para hacer evolucionar el sistema. Ambos cédigos fueron en gran parte escritos por
el Dr. William H. Lee del Instituto de Astronomia de la Universidad Nacional Auténo-
ma de México. La adaptacién de las rutinas para la autogravedad y las modificaciones
mencionadas en el capitulo 4 fueron escritas por el autor de este trabajo. Para el andlisis
de los datos se utilizé un tercer cddigo, el cual permitié calcular la tasa de acrecion en
funcién del tiempo y algunas de las propiedades que se mencionardn mds adelante.

El procedimiento que se sigui6 para este estudio fue el siguiente: Ejecutar el c6digo
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de relajacion. Con este cddigo se genera un toro a partir de la distribucién de N particu-
las. Esto se hace utilizando el método de Monte Carlo para generar nimeros aleatorios.
El cédigo hace que estas particulas lleguen a un estado de equilibrio en donde el sis-
tema se encuentra soportado Unicamente por la rotacidn, utilizando un término de amor-
tiguamiento (descrito mds adelante). Esto se hace utilizando el método de SPH descrito
en el capitulo 2 y utilizando las ecuaciones (3.42) y (3.43).

Una vez generadas las condiciones iniciales se hacen evolucionar las particulas con
el codigo de evolucién. En este cédigo se puede activar la viscosidad y la autograve-
dad dependiendo del estudio que se requiera. Ya evolucionado el sistema, las variables
hidrodindmicas resultantes fueron procesadas para poder realizar el anélisis y posterior-
mente graficarlas.

Este trabajo se dividié en dos partes, una dedicada al estudio de las prescripciones
para la viscosidad, en donde se desprecié la autogravedad del disco. Y la segunda, en
donde se realizé un estudio mas completo de los discos de acrecién incluyendo la vis-
cosidad y autogravedad.

5.1. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales se obtienen fijando algunas cantidades fisicas del sistema,
como: la masa del objeto central, la ecuacién de estado, la constante politrdpica, el indice
adiabdtico y la distribucién de momento angular. Para la parte de las prescripciones los
valores fijos que se tomaron para el c6digo son: K = 0.96 x 10° N m? kg=*/3 como la
constante politrépica !, y = 4/3 el indice adiabatico, My = 2.5M la masa del agujero
negro 2 Q(ry) = l(ro)/ rg la velocidad angular especifica inicial (por unidad de masa),
ro = 4.25r, yrg = 2GM/c? el radio de Schwarzschild. En donde G = 6.674 x 107! m?
kg! s72 es la constante de gravitacién universal y ¢ = 3 x 103 m s™! es la velocidad
de la luz en el vacio. Para las comparaciones entre las prescripciones se utilizara un toro
con una masa M, = 6.95 x 10% kg = 0.35M,.

Para la parte de autogravedad se utilizaron los mismos valores de las constantes a
excepcion de los valores de la constante politrpica. De la ecuacién (3.48) podemos ver
que al modificar el valor de la constante politrépica K podemos aumentar o disminuir
la densidad de materia que puede existir en el toro, con esto podemos variar la masa
del toro que sera soportado por el sistema. Los valores de la constante politropica que
utilizamos, asi como las respectivas masas de los discos resultantes se muestran en la
Tabla 5.1.

5.1.1. Generacion del toro y el parametro de amortiguamiento

Una vez fijados los valores iniciales del sistema, se generan los elementos del fluido
que simularan el toro. Esta formacién de elementos se hace utilizando un método de

'Es la constante politr 6pica usada en Igumenshchev et al. (1996) propuesta en CGS.
2Con esta masa para el agujero negro se estarfan simulando sistemas binarios de rayos X galdcticos
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Tabla 5.1: Condiciones iniciales para discos autogravitantes. En la tabla se muestran la
letra asignada a cada modelo, la constante politrépica utilizada, la masa del disco que se
genera y la razon entre la masa del disco y la masa del agujero negro.

Modelo Constante Politropica Masa del disco (My) Mi/Mayn

x10°] N m? kg=#/3] [kg]
a) 1.90 8.87 x 102 0.02
b) 1.64 1.38 x 10% 0.03
) 1.38 2.31 x 10¥ 0.05
d) 1.12 4.33 x 10%° 0.09
e) 0.86 9.57 x 10%° 0.19

Monte Carlo para generar los nlimeros aleatorios, lo cual nos permite poder crear una
distribucién aleatoria de N particulas con un perfil toroidal en el plano R, z en coorde-
nadas cilindricas. El niimero de particulas utilizado para las simulaciones en este trabajo
fue N = 6452. La extension de la malla para la generacion del toro fue Ryropsera = 121,
Y Zfrontera = 07g. Mientras que en el cédigo de evolucién la extension radial se aumen-
t0 a Ryrontera = 14rg. Aqui hubo hacer un balance entre resolucion y precision, ya que
si tomamos una malla mucho més grande podriamos ganar mds precision en las partes
externas del disco, pero la resolucidn en las regiones internas del disco se perderia.

Para poder llevar al toro a una situacién de equilibrio introducimos un término de
amortiguamiento en las ecuaciones de movimiento. Esto nos permite obtener un equili-
brio (o al menos lo més cercano a el) para la distribucién de particulas de manera més
rdpida y eficiente, ya que de otra manera tendriamos que esperar para que el sistema
entrara de manera natural al equilibrio (situacidén que ocurre de después de un tiempo
mucho mayor al tiempo dindmico). El término de amortiguamiento es proporcional a la
velocidad radial y vertical de la particula, es decir, —v,/t,, ¥ —V;/t.m, T€Spectivamente.
El tiempo caracteristico de amortiguamiento #,, se obtiene a partir del inverso de la ve-
locidad angular inicial ¢4, = 1/€g. El introducir este término de amortiguamiento en las
ecuaciones de Euler (2.28) no altera la ley de rotacién de las particulas.

5.1.2. Estabilidad en los discos autogravitantes

En este trabajo se busco hacer simulaciones con discos autogravitantes de diferente
masa. Para discos con una masa mucho menor que la del agujero negro, la estructura del
disco estara determinada por la fuerza de gravedad que ejerce el agujero negro sobre cada
particula del disco. La fuerza que ejerce cada particula sobre sus vecinos, autogravedad,
es despreciable y por lo tanto el anadir estas fuerzas o no, da el mismo resultado. Sin em-
bargo, a medida que la masa del disco de acrecion aumenta hasta hacerse comparable con
la masa del agujero negro, estos efectos pueden ser relevantes. Pero si tomamos discos
de acrecién cada vez mds masivos, en una situacion de relajacién soportada unicamente
por la presién y gravedad, estos pueden llegar a ser inestables.
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Figura 5.1: En la figura los asteriscos muestran los puntos que corresponden a discos
relajados estables, mientras que los tridngulos representan los discos que han sido acre-
tados durante el proceso de relajacion, es decir inestables. Cada valor determinado de K
permite generar un disco con una masa diferente.

Antes de determinar las condiciones iniciales que se utilizaron para este trabajo, se
generaron discos de acrecion con diferentes masas y se determiné un limite para la masa
maxima del disco con la cual se puede permanecer en un estado estacionario. Para poder
determinar si el disco permanece en un estado de relajamiento se tomé como condicidn
de estabilidad que el disco pudiera mantener al menos 10 % de su masa durante unas
cuantas decenas del tiempo dindmico. En estos sistemas el tiempo dindmico es 74 ~
R/vy = Q71 asi que tomando el valor de Q = Q(rp) tenemos que el tiempo dindmico es
aproximadamente 75 =~ 2 X 10~* segundos. Mientras que el tiempo viscoso es del orden
de t, ~ R?/v ~ 0.1, por lo que podemos despreciar la viscosidad durante el proceso de
relajacion, los efectos que observemos durante esta etapa serdn puramente dindmicos.
En la Figura 5.1 se muestran las masas de los discos que cumplen con este criterio de
estabilidad.

Por debajo de una masa igual a 2.05 x 10°° kg (es decir para una constante politrépi-
ca K = 0.66 x 10° N m? kg‘4/3) o un cociente de masas menor a Mg crir/Mp, = 0.41
los discos autogravitantes pueden llegar a un estado de relajacion. Los discos con masa
mayor a la masa cririca My .., tienden a concentrar mas materia en radios cada vez mds
cercanos al agujero negro, por lo que gran parte de esta materia empieza a moverse a
radios menores a rg. Esto provoca que el disco empieze a destruirse por la atraccion gra-
vitacional del agujero negro, es decir, que la materia que conforma el disco sea acretada.
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Figura 5.2: Tasa de acrecién en funcién del tiempo para discos de acrecién con la pre-
scripcién a.

5.2. Resultados para la prescripcion «

Como se menciond en la seccion 3, la viscosidad descrita por la prescripcién a
supone que los movimientos cadticos dentro del fluido o las pequeiias perturbaciones,
provocadas por campos magnéticos internos, son los responsables de generar la viscosi-
dad interna del disco. El coeficiente de viscosidad que se incluye en las ecuaciones para
los esfuerzos (3.15) estd determinado por la velocidad del sonido local cg, su tamafio
de escala en la direccién z determinado por la presién y una constante a en la cual se
encuentra toda la informacion del origen de dicha viscosidad. Este valor de « no tendria
que ser necesariamente constante en todo el disco, pero en este trabajo consideraremos
que esto es vdlido o al menos cercano a un valor constante.

Para el estudio de esta prescripcion se utilizaron diferentes valores de la constante a.
Una vez evolucionados los discos con los diferentes valores de a se prosiguié a obtener
la tasa de acrecién como funcién del tiempo, el valor de ¢ para el cual ocurre el maximo
en dicha curva (7y; ), el valor de 7 para el cual la tasa de acrecion méxima M, ha
disminuido en un factor de 10 (7y;,,) y la masa del disco a t = 7, . Los valores de &
utilizados para las simulaciones asi como los pardmetros obtenidos para cada valor de «
se muestran en la Tabla 5.2.

Para este estudio el tiempo 7, sera un pardmetro con el cual podamos comparar
los discos evolucionados con la prescripcion « (discos @) con los discos evolucionados
con la prescripcion g (discos ). De la Tabla 5.2 podemos ver que a medida que el valor
de @ aumenta, también aumenta la tasa de acreciéon méxima. Esto es de esperarse, ya
que un pardmetro de viscosidad mds alto permite un mayor intercambio de momento
angular. Esto no es valido para tiempos tardios de la evolucién, ya que podemos ver que
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Figura 5.3: Curvas de densidad en funcién de la coordenada R para z = 0 en discos de
acrecién con la prescripcién @ at = ty, .

Tabla 5.2: Resultados para discos «

@ W Mmax Uity Md(tMlo)
[s]  x10%¥ [kg/s]  [s]  x10% [kg]
0.0005 0.0454 4.27 0.3211 0.213

0.001 0.0216 8.35 0.1685 0.216
0.005 0.0069 28.80 0.0472 0.214
0.01  0.0046 45.00 0.0313 0.214
0.05 0.0014 135.40 0.0106 0.220
0.1 0.0011 221.28 0.0065 0.244

los discos con pardmetros de viscosidad menores mantienen una tasa de acrecién mayor
que los discos que tienen valores de @ més grandes, esto puede ser causado por dos
razones, una es que la masa del disco ha disminuido de manera significativa, por lo que
el agujero negro ya no dispone de tanta materia como antes. La segunda razén es que para
poder alcanzar una mayor tasa de acrecion es necesario que la transferencia de momento
angular sea més eficiente, por lo que el disco se debe expandir mucho mds para valores
de a mayores, lo que también ocasiona que la temperatura dentro del disco disminuya, al
igual que la velocidad del sonido, la cual esta relacionada con la viscosidad cinematica.
También vemos que el tiempo en el cual se alcanza un méximo y el valor de 7y, , se
vuelven cada vez mas pequefios para valores de @ mayores. En la figura 5.2 se observa
el comportamiento de M en funcién del tiempo para los valores de @ que se muestran
en la Tabla 5.2. En esta figura podemos ver que la curva para la tasa de acrecién no
comienza en ¢t = 0, esto se debe a que el coeficiente de viscosidad se fue introduciendo
en la simulacién de manera suave (utilizando una funcién exponencial para regular el
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Figura 5.4: En esta grafica se muestra la posicién en la coordenada z: del centro de
masa total del sistema (linea continua), del centro de masa del disco (linea con guiones)
y del centro de masa del agujero negro (linea punteada) para simulaciones de discos
de acrecion con diferentes valores de «, todas normalizadas a r,. En la primer linea se
muestran de izquierda a derecha, discos con @ = 0.0005 y @ = 0.001. En la segunda linea
para @ = 0.005 y @ = 0.01. En la tercer linea @ = 0.05 y @ = 0.1. Las variaciones en la
componente z del centro de masa del agujero negro son muy similares a las variaciones
de la componente en z del centro de masa total del sistema, es por esto que casi no se
puede distinguir en las graficas la linea punteada y de la continua.
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parametro de viscosidad), esto para prevenir la formacién de choques dentro del disco.
Las condiciones iniciales fueron realizadas bajo un regimen puramente dindmico (sin
viscosidad) es por esto que al activar la viscosidad observamos un incremento en la tasa
de acrecién hasta alcanzar un maximo, posteriormente la tasa de acrecién disminuye
debido a que la masa del disco se vuelve cada vez menor a medida que pasa el tiempo.

Es importante también estudiar la estructura del disco a para posteriormente poder
compararla con los discos 8. En la Figura 5.3 se muestran las curvas de densidad en
el plano z = 0 a un tiempo 7 = 1y, . Esto se hace para poder hacer una comparacion
coherente que nos permita entender el comportamiento de la prescripcién usada en cada
disco. Podemos ver de la Figura 5.3 que los discos de acrecién con prescripcion a se
esparcen de manera mas rapida para valores mayores de a. Para @ = 0.1 tenemos un
aplanamiento mayor que para & = 0.0005, en z = #,; . El disco contiene mas materia
en las partes internas que externas. Ademads se observan algunos picos de densidad a lo
largo del disco, como en el caso del pico que se encuentra en R = 4r, para el disco con
a = 0.001. Los picos con menor tamafio probablemente son debido a que la funcion de
densidad en la simulacién no es una funcién completamente suave, sino mds bien es el
resultado de la interpolacién de puntos discretos.

Antes de continuar, es importante hacer un estudio para saber si el sistema esta con-
servando ciertas cantidades, como el momento lineal. De las simulaciones podemos
obtener la posicifi en la direccion z del centro de masa total, del disco y del agujero
negro. Si la posicién del centro de masa total en la direcciéon z permanece constante,
entonces podemos decir que el momento lineal en la direccidn z se conserva. Debido a
que la simulacién En la Figura 5.4 podemos ver el comportamiento del centro de masa
total en la direccion z. El valor absoluto del centro de masa total se mantiene siempre
menor que 0.001 en el intervalo de tiempo de 0 a 0.2 segundos. Esto indica que el des-
plazamiento en z ( z.»,) que sufre el centro de masa total cumple con z., < 0.001rg, es
decir siempre es menor que el 0.1 % de r,.

5.3. Resultados para la prescripcion 3

Asi como en el caso de la viscosidad a se realizaron simulaciones de discos de acre-
cién con dicha viscosidad, para la prescripcion 5 también se realizaron varias simulacio-
nes. Para poder realizar posteriormente una comparacién con los resultados obtenidos
para la viscosidad a, necesitamos tener un pardmetro en comun con los discos «. En este
caso tomamos a la tasa de acrecién maxima como este pardmetro comun. Es decir que
para cada valor de & de la Tabla 5.2 se busco un disco de acrecién con prescripcion 8 que
alcanzara una tasa de acreciéon maxima practicamente igual. En la Tabla 5.3 se muestran
los valores encontrados para (3, junto con sus respectivos pardmetros. Nuevamente pode-
mos ver que a medida que aumenta el valor de 8 también aumenta la tasa de acrecion
maxima y ademds que los tiempos respectivos son mds pequeifios para valores de 8 ma-
yores. En la Figura 5.5 podemos ver la evolucion de la tasa de acrecién en funcién del
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Figura 5.5: Tasa de acrecién en funcién del tiempo para discos de acrecién con la pre-

scripcidn .

1.2e+16

le+16

8e+15 -

6e+15

po [kg/m?]

4e+15 |

2e+15

T T T
B=0.00000889 ———
B=0.00002 -------
B=0.000115 -~
B=0.000239 -
B=0.00126 -~
B=0.0029 - ---

14

Figura 5.6: Curvas de densidad en funcién de la coordenada R para z = 0 en discos de

acrecion con la prescripcion fat =ty .

tiempo para los diferentes valores de 3.

En el caso de los discos de acrecion con prescripcion S las curvas de densidad en el

plano z = O se observan mas aplanadas. Esto puede verse en la Figura 5.6. La densidad

mayor que se alcanza con estos discos es del orden de 4 x 10" kg/m>. Podemos ver que

no hay picos prominentes de densidad en las curvas y que en las regiones més cercanas

al agujero negro la densidad es mds alta que en las zonas externas (mds alejadas del

agujero negro) del disco. La razén de que no existan picos en las curvas de densidad
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Figura 5.7: Evolucion del centro de masa total (Iinea continua), centro de masa del disco
(linea con guiones) y centro de masa del agujero negro (linea punteada) en la direccidn z
para los diferente valores de 8. En la primer linea se muestran de izquierda a derecha los
parametros para 8 = 8.89 x 107 y 8 = 2.00 x 107>. En la segunda linea para 8 = 1.15 x
104y 8 =2.39x10"* Enlatercer linea 8 = 1.26x 1073 y 8 = 2.90x 10~3. Nuevamente
los desplazamientos en la direccion z del centro de masa total del sistema y del centro
de masa del agujero negro son muy similares, por lo que son casi indistinguibles.
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Tabla 5.3: Resultados para discos 8

ﬁ t[\’lma)c Mmax tMlO Md(tMlo)
[s]  x10°[kg/s]  [s]  x10% [ke]
8.89x107° 0.0325 428 0.3048 0.208

2.00x 107 0.0179 8.13 0.1650 0.204
1.15x 107*  0.0050 28.93 0.0444 0.220
2.39x 107*  0.0029 45.68 0.0278 0.226
1.26x 1073 0.0011 136.36 0.0099 0.259
2.90 x 1073 0.0009 219.84 0.0059 0.292

T T L
Discos-a
Discos-B X

0.1
0.01
0.001
le-04

1e-05 E

Coeficiente de viscosidad (a y B)

1e-06 F

107 Ll
1 10 100 1000

Tasa de acrecion [1030 ka/s]

Figura 5.8: Relacion entre la Tasa de acreciéon maxima y el pardmetro de viscosidad.
Para un mismo valor de M,,,, se pueden crean discos de acrecién con la prescripcién a

yB.

para los discos 8 es que estos discos

En la Figura 5.7 podemos ver el desplazamiento del centro de masa total del sistema
en la direccion z. En general el valor absoluto de este desplazamiento del centro de masa
es menor que 0.002 r,, en algunos casos es mucho menor que esto. Por lo que podemos
decir que z.,, €s menor que el 0.2 % de ry.

5.4. Comparacion entre la prescripcion a y 8

Los valores para 8 como era de esperarse (Duschl et al. 2000) resultaron ser més
pequeiios que los valores de @ para una misma tasa de acreciéon médxima. Esto debido
a que los valores de la velocidad circular vy y la distancia en R, que estén involucrados
en la prescripcion S, son por lo general mds grandes que los valores de la velocidad del
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Figura 5.9: Razén entre el pardmetro de viscosidad a y 8 para un mismo valor de la Tasa
de acrecién maxima. Se puede observar un decaimiento para tasas de acrecion mas altas,
aunque para todo propdsito prictico es constante.

sonido ¢, y el tamafio tipico en la direccién vertical H que determinan la prescripcion a.

En la figura 5.8, podemos observar los valores obtenidos para los pardmetros de
viscosidad a diferentes tasas de acrecion. Para cada prescripcién se obtuvo la curva que
mejor ajustara los datos obtenidos. En el caso de la prescripcién a la curva que mas se
ajusta es la que obedece la ecuacién @ = 5.96x 107> M 136 (s/kg)!-36 . Para la prescripcion
B la ecuacién de la curva que mejor se ajusta es aquella con la ecuacién 8 = 9.41 X
1077 ML4T (s/kg)!36. Se puede apreciar una ligera diferencia de 0.11 en el valor del
exponente que determina la curva de cada una de ellas. En la Figura 5.9 se graficé la
razén entre el valor de a y el valor de 8 obtenidos para cada tasa de acrecion maxima.
Podemos ver que la curva que describe esta razon decae a medida que aumentamos el
valor de la tasa de acrecion médxima.

En la Figura 5.10 se puede observar el comportamiento de la tasa de acrecion para
los discos @ y 8. En esta figura se observa una diferencia en las curvas antes de alcanzar
los maximos, esta diferencia se debe a que la viscosidad se incluye en la simulacién
de manera suave. Ademds, para obtener la curva de la tasa de acrecion se realizé una
derivacién numérica tomando un intervalo de masa fijo, es decir, tomamos una diferencia
de masa fija AM 5o = My(t1) — My(t2) y registramos el valor para t; y #,. El valor de la
derivada se lo asignamos a un punto medio entre #; y t,.

Podemos observar de esta figura que para los parametros de viscosidad, que alcan-
zan una tasa maxima de acrecion similar, no hay una diferencia muy clara en el compor-
tamiento, al menos no a simple vista. Los pardmetros que se muestran en las Tablas 5.2
y 5.3 nos indican que para una tasa de acrecién mdxima dada, la prescripcion S tiene va-
lores ligeramente mas pequeflos para el tiempo en el cual ocurre el mdximo. En la Figu-
ra 5.13 podemos ver graficados los valores de 7y, para diferentes tasas de acrecion. La
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Figura 5.10: Graficas de la tasa de acrecion en funcién del tiempo para diferentes valores
de a y 8. En cada grafica se muestra las curvas para discos @ y § que alcanzan un mismo
valor para la tasa de acrecion maxima.
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Figura 5.11: En esta Figura se muestra la distribucién de las particulas del SPH a
un tiempo ¢ = 7y, - para valores de B = 8.89 X 1076,2.00 x 1073,1.15 x 10~y
a = 0.0005,0.001,0.005. Podemos ver que para estos valores de viscosidad, la dife-
rencia no es muy notable entre discos con prescripcion 8y a.
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Figura 5.12: En esta Figura se muestra la distribucidn de las particulas del SPH a un tiem-
po =ty paravalores de 8 = 2.39X 1074,1.26x1073,2.90x 1073 y @ = 0.01,0.05,0.1.
Podemos ver que existe una diferencia mas notable para valores grandes de a y .
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Figura 5.13: Relacion entre el tiempo 7y, v la tasa de acrecion maxima. El pardmetro
Iy, €S €l tiempo para el cual el disco alcanza la tasa de acrecion méxima. En la grafica
se puede apreciar una ligera diferencia entre los discos @ y los discos .
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Figura 5.14: Razoén entre ¢y; obtenido para un disco « entre el #;; obtenido para un
A . max .. L. . /max

disco B para una misma tasa de acrecién maxima. Esta razon es mds o menos constante

y oscila alrededor del valor 1.3.

diferencia para una tasa de acrecién M., ~ 221 10°° kg/s es de 0.0002 segundos y para
una tasa de acrecién de My, ~ 3.2 1030 kg/s es de 0.0129 segundos. En la Figura 5.14
podemos ver que la razén tMmm/ [ Mparp PATA UNA tasA de acrecién maxima M,,,, dada,
permanece casi constante. Esta oscila alrededor del valor 1.3.

De la misma forma podemos ver en la Figura 5.15 que el tiempo para el cual la tasa
de acrecién maxima se ha reducido en un factor de 10 tiene un comportamiento similar
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Figura 5.15: Relacion entre el tiempo 7,y la tasa de acrecion méaxima para discos @
y B. El pardmetro 7, ~es el tiempo para el cual la tasa de acrecién méxima M,,,x ha
decaido en un factor de 10. El comportamiento es muy similar en los discos @ y los
discos 3.

Tabla 5.4: Diferencias entre los discos oy B para ty, . Aty =ty =y 5

Mmax AtMlo
x10% [kg/s]  [s]
4.28 0.0163
8.13 0.0035
28.93 0.0028
45.68 0.0035
136.36 0.0007
219.84 0.0006

para ambas prescripciones. Para @ = 0.1 el valor de este tiempo es de 7y;, = 0.0065,
mientras que el valor correspondiente en 8 = 2.90 x 1072 es del orden de tyr,, = 0.0059.
Esto nos da una diferencia de 0.0006. Para el resto de los valores esto no varia mucho,
en la Tabla 5.4 se muestran las diferencias obtenidas.

Para poder diferenciar la prescripcién S de la prescripcién a también necesitamos
hacer comparaciones entre la estructura que tienen los discos S y los discos a. Para
esto analizamos la estructura del disco a un tiempo en comun. En este caso este tiempo
serd 1y, , es decir el tiempo para el cual la tasa de acrecién méxima ha caido en un factor
de 10. En la Figura 5.16 se muestran las curvas de densidad para discos de acrecién a y
B que comparten la misma tasa de acrecién maxima. Podemos ver que la estructura de
los discos @ no difiere mucho de la estructura que tienen los discos 5. Los discos con
a = 0.0005,0.001,0.005,0.01 muestran una curva de densidad practicamente similar
a la de los discos @. En el caso de @ = 0.05,0.1 se puede apreciar una diferencia en
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Figura 5.16: Comparacion de las curvas de densidad en el plano z = O en funcién de R
para los discos @ y discos S al tiempo 7 = #); . En cada gréfica se muestran las curvas
de densidad para discos @ y 8 con una misma tasa de acreciéon maxima.
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las partes externas del disco. En el caso de @ = 0.05 la diferencia con el disco con
B = 0.00126 es de tan solo de ~ 5 x 10'! kg/m>, mientras que en el disco con @ = 0.1
la diferencia con el disco con § = 0.0029 esta diferencia llega a ser hasta de un orden
de magnitud. Los discos 8 muestran un perfil de densidad més expandido, mientras que
los discos con @ pequefia contienen algunos picos de densidad en las regiones internas.
Para el disco con @ = 0.0005 nuevamente observamos el pico de densidad del orden de
~ 1 x 10'® kg/m? a una distancia R = 4r, del centro. Esto puede verse también el las
Figuras 5.11 y 5.12, aqui podemos ver que los discos-g si tienden a estar mas esparcidos
que los discos-a.

5.5. Discos de acrecidn autogravitantes

Tabla 5.5: Comparacién entre condiciones iniciales con autogravedad y sin autograve-
dad. Donde r;, es el radio interno, r., es el radio exterior del disc y H lo tomaremos
como la extension del disco en la direccion z a un radio r = ry (con ro = 4.25r,).

Modelo Sin autogravedad Con autogravedad
rin/rg rex/rg rin/rg rex/rg H/rg
a) 2.40 8.22 242 8.0 1.16
b) 2.42 8.24 2.44 795 1.16
) 2.38 8.28 2.46 7.67 1.15
d) 2.38 8.42 2.42 727 112
e) 2.36 8.39 2.47 6.07 1.01

Como se mencioné al inicio de este capitulo, para el estudio de los discos autogra-
vitantes se crearon toros relajados con diferentes masas, es decir se crearon condiciones
iniciales variando la masa del disco, para el programa de evolucién. Las masas de los
discos son las que se muestran en la Tabla 5.1. Los discos construidos se muestran en
las Figuras 5.17 y 5.18. A medida que la masa del disco se vuelve mas comparable
con la masa del agujero negro, la densidad en el plano z = O se vuelve mayor en los
discos autogravitantes que en los discos sin autogravedad. Podemos ver que las curvas
de densidad para los modelos a), b) y ¢) con autogravedad son muy similares a las de
los discos sin autogravedad. El radio exterior de estos discos se hace ligeramente més
pequeiio. En la Tabla 5.5 se muestran estas variaciones del radio externo e interno de
los discos, asi como el parametro de extension en la direccion z, el cual disminuye para
discos com mayor masa, la diferencia entre el disco menos masivo y el mas masivo es
de AH = 0.15r,, mientras que la diferencia en la extension radial Ar,x es aproximada-
mente de 2r,. Los modelos d) y e) con autogravedad tienen una curva de densidad mas
concentrada, alcanzando valores para la densidad méxima del orden de 10! y 5 x 107
kg/m?, respectivamente, mientras que los discos con las mismas masas de los modelos
d) y e) alcanzan densidades del orden de 2 x 10'6 y 4 x 10'6 kg/m>.
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Figura 5.17: Lado izquierdo: Curvas de densidad en el plano z = 0O para los modelos
a), b) y ¢) (orden descendente) con y sin autogravedad. Lado derecho: Disco de acre-
cién autogravitante relajado que servird como condicién inicial. La masa de los discos
corresponde a los modelos a), b) y ¢) (orden descendente).
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Figura 5.18: Lado izquierdo: Curvas de densidad en el plano z = O para los modelos
d) y e) (orden descendente) con y sin autogravedad. Lado derecho: Disco de acrecién
autogravitante relajado que servird como condicién inicial. La masa de los discos co-
rresponde a los modelos d) y e) (orden descendente).
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5.5.1. Discos con o = 0.01

Una vez obtenidas las condiciones iniciales, se evolucionaron los sistemas toman-
do en cuenta la autogravedad y la viscosidad del disco. En este caso se evolucionaron
los discos con un pardmetro de viscosidad @ = 0.01. Los discos con autogravedad mds
masivos mostraron que pueden alcanzar tasas de acrecion mayores que los discos sin
autogravedad. En la Figura 5.19 se observan las curvas de la tasa de acrecion en funcion
del tiempo para los discos con y sin autogravedad. Los efectos de la autogravedad son
muy pequeios para los discos menos masivos, es decir para los modelos a), b) y c). Para
los modelos d) y e) se observa un aumento en la tasa de acrecién mdxima, asi como una
disminucién en el tiempo que se requiere para alcanzar dicha tasa de acreciéon maxima.
En la Tabla 5.6 se enlistan los parametros obtenidos para los discos con y sin autogra-
vedad. Los discos sin autogravedad muestran un valor casi constante para ty, 'y fy
alrededor de 0.0043 y 0.0295, respectivamente, mientras que en el caso de los discos de
acrecion con autogravedad estos pardmetros muestran una dependencia con la masa del
disco. A mayor masa menor es el valor para estos tiempos.

La estructura del disco se ve modificada por la autogravedad que ejerce este sobre si
mismo. Esto se puede apreciar en la Figura 5.20. De las graficas podemos ver que en las
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Figura 5.19: Gréfica de la tasa de acrecion en funcion del tiempo para diferentes masas
con un valor de @ = 0.01. En la gréfica se muestran las curvas para discos con y sin
autogravedad.
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Tabla 5.6: Resultados para discos con y sin autogravedad utilizando un valor del
pardmetro de viscosidad @ = 0.01

Con autogravedad Sin autogravedad
Modelo M, max t Moar Iy 0 M, max t Mo Iy 10
x10% [kg/s] [s] [s] x10% [kg/s] [s] [s]
a) 6.18 0.0044  0.0275 5.85 0.0043  0.0277
b) 9.93 0.0044  0.0255 8.94 0.0041 0.0293
c) 17.4 0.0042 0.0273 15.5 0.0045 0.0295
d) 36.4 0.0037 0.0234 29.0 0.0043 0.0315
e) 107 0.0026 0.0164 63.5 0.0045 0.0303

regiones mads internas, el disco con autogravedad tiene un perfil de densidad similar al de
un disco de igual masa pero sin tomar en cuenta la autogravedad. Este efecto se puede
observar para todos los discos estudiados, sin embargo es mas notorio para los modelos
a), b) y ¢) en donde los efectos de la autogravedad aun no son tan fuertes. En todos los
modelos también se observa que los discos con autogravedad se extienden més que en
el caso sin autogravedad. Esta distribucién mds extendida de materia puede modificar
el espectro del disco y proveer de evidencia observacional. En los modelos d) y e) con
autogravedad se observa un decaimiento pronunciado en la media del disco (alrededor
de 10r,). En esta region, para los modelos d) y €) la densidad se vuelve entre uno o hasta
dos 6rdenes de magnitud (en el caso del modelo e) ) més pequeia que en el caso de los
discos sin autogravedad.

Asi como en el estudio de la viscosidad se analiz6 el desplazamiento del centro de
masa total en la direccién z, en este caso también fué posible observar como se com-
porta el centro de masa total del sistema y verificar si la simulaciéon conserva ciertas
cantidades. En la Figura 5.21 se puede observar el comportamiento del centro de masa
total para un disco sin y con autogravedad a masas iguales. Podemos ver que para el
disco con autogravedad el desplazamiento (en valor absoluto) del centro de masa total
del sistema siempre esta por debajo de 0.0005 r¢. El desplazamiento del centro de masa
total en la direccién z para un disco sin autogravedad es ligeramente mayor que para el
disco con autogravedad, pero se mantiene por debajo de 0.001 r,. Lo cual indica que
ambos conservan en buena manera el momento lineal en la direccion z.

5.5.2. Discoscona =0.1

En este caso se evolucionaron los discos con un pardmetro de viscosidad @ = 0.1.
Aqui se observé un aumento en la tasa de acrecion en los discos con autogravedad, muy
ligero en el caso de los modelos a), b), ¢) y d) y mas pronunciado en el caso e), ver
Figura 5.22. En la curva de la tasa de acrecién para el modelo e) se puede apreciar una
pequeiia oscilacidn, sin embargo esto puede ser producido por un error numérico, en
este estudio no se analizé el origen de esta perturbaciéon. En la Tabla 5.7 se muestran
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Figura 5.20: Perfil de densidad en el plano z = 0 para diferentes masas del disco con

@ = 0.01. Las curvas pertenecen a discos con y sin autogravedad al tiempo 7, .

Densidad [kg/m?]

Densidad [kg/m®]

Densidad [kg/m?]

le+16

le+l4

le+12

1e+10

1le+08

1e+06

le+16

le+l4

le+12

le+10

1e+08

1e+06

1le+16

le+14

le+12

le+10

1le+08

1e+06

T
con autogravedad
sin autogravedad

Rlry

T
con autogravedad
sin autogravedad

Rirg

T
con autogravedad
sin autogravedad

e)

Rlry

20

Densidad [kg/m?]

Densidad [kg/m?]

le+16

le+14

le+12

1e+10

1le+08

1e+06

le+16

le+14

le+12

1le+10

1e+08

1le+06

T
con autogravedad
sin autogravedad

d)

T
con autogravedad
sin autogravedad

Rirg

20



5.5. DISCOS DE ACRECION AUTOGRAVITANTES

97

Figura 5.21: Evolucién del centro de masa total en la direccién z para discos con y sin
autogravedad a masas iguales con @ = 0.01.
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Tabla 5.7: Resultados para discos con y sin autogravedad utilizando un valor del

parametro de viscosidad @ = 0.1

Con autogravedad

Sin autogravedad

Modelo M Iy Ity M I v
x10% [kg/s] [s] [s] x10% [kg/s] [s] [s]
a) 31.2 0.0010 0.0061 28.2 0.0011 0.0062
b) 48.8 0.0010 0.0062 441 0.0010 0.0067
c) 88.4 0.0009 0.0054 74.4 0.0010 0.0065
d) 203 0.0009 0.0046 140 0.0011 0.0061
e) 665 0.0007 0.0028 320 0.0010 0.0067

los parametros obtenidos para los discos con y sin autogravedad utilizando un valor de

@ = 0.1. Los discos sin autogravedad muestran un valor casi constante para ty, 'y ity

alrededor de 0.0010 y 0.0064, respectivamente. Los discos de acrecion con autogravedad

no muestran un comportamiento constante para estos pardmetros, se puede ver de la

Tabla 5.7 que a mayor masa del disco, mas pequefio se vuelve el valor de estos tiempos.

Para estas simulaciones podemos ver que la autogravedad tiene un efecto relativa-

mente pequefio en la estructura de los discos de acrecion al tiempo ¢ = 7, -, Figura 5.23.

En los modelos a), b) y c) el perfil de densidad pricticamente es el mismo que para un
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Figura 5.22: Gréfica de la tasa de acrecion en funcién del tiempo para diferentes masas
con un valor de @ = 0.1. En la gréfica se muestran las curvas para discos con y sin

autogravedad.
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Figura 5.23: Perfil de densidad en el plano z = O para diferentes masas del disco con
@ = 0.1. Las curvas pertenece a discos con y sin autogravedad al tiempo 7, .

le+16

le+16 T T
con autogravedad con autogravedad
sin autogravedad ------- sin autogravedad -
le+15 | E le+15 |
le+14 | le+14
5 o5
£ £
2 1ler13 2 1lex13
g O
3 ‘ ks
% le+l2 | w5 le+l2 i
= H <
L ]
o | a
le+ll | |! le+ll |
le+10 | | 1e+10 |
1le+09 1le+09
0
R/rg erg
le+16 T le+16 .
con autogravedad con autogravedad
sin autogravedad ------- sin autogravedad -------
le+15 | E le+15 F  _»
le+l4 | le+ld | 4
& - 0
£ 5
2 lex13 | 2 1le+13 |
g g
‘s le+l2 | s le+l2 |
S c
] 5]
o a
le+ll | le+ll |
le+10 | le+10 |
1le+09 1le+09
0 0
le+16 T
con autogravedad
o == s sin autogravedad -------
le+l5
le+ld |
L
£
2 1et13f
o
3
B le+l2 | 4
c AN
3 -~
o N
le+ll | B
le+10 | e) i
1e+09 L L L
0 5 10 15 20
Rirg

disco sin autogravedad. En el caso d) se observa una densidad mayor en las regiones
externas para el disco con autogravedad casi de 1/2 orden de magnitud. La parte interna
del disco se sigue comportando practicamente como si el disco no tuviera incluida la
autogravedad. En el caso e) la parte interna del disco se comporta similar al caso sin
autogravedad, sin embargo en la parte central del disco se puede apreciar una caida en
la densidad con respecto a la densidad del disco sin autogravedad. Posteriormente en
la parte externa el disco con autogravedad muestra una mayor densidad que el disco
sin autogravedad, lo que indica que el disco con autogravedad se extiende atin mds que
cuando no se incluye la autogravedad.






Capitulo 6

Analisis y conclusiones

Se ha presentado la evolucion de estructuras toroidales de gas en rotacion alrededor
de agujeros negros ante diferentes prescripciones para la viscosidad (o y ). Para la
simulacién del disco utilizamos una aproximacién pseudo-newtoniana, se desprecid la
autogravedad de los discos de acrecidn, y se utilizé una simetria axisimétrica. Hemos
considerado unicamente discos gruesos (R o H) construidos con una ley de momento
angular constante y bajo el potencial de Paczynski-Wiita, que simula los efectos de la
gravedad fuerte producida por la presencia del agujero negro.

Ademas, se mostré la evolucidn de los discos de acrecién tomando en cuenta la
contribucién en el potencial gravitacional producido por la autogravedad para diferentes
masas del disco. En estas simulaciones también se utilizé el potencial de Paczynski-
Wiita para simular los efectos de gravedad fuerte producidos por el agujero negro, se
utilizo la prescripcién « para la viscosidad y la simetria axisimétrica.

Antes de simular la evolucioén de estas estructuras toroidales se construyeron las
condiciones iniciales bajo un equilibrio hidrostitico para una distribucién de momento
angular constante. Para el estudio del comportamiento de la viscosidad en los discos
de acrecién uUnicamente se requirié de la generacién de una estructura toroidal a una
determinada masa. En el caso del estudio de la autogravedad se generaron estructuras
toroidales en equilibrio hidrostatico con diferentes masas. Se pudo observar que con-
forme aumentamos la masa del toro (disminuyendo el valor de la constante politrépica)
la fuerza de gravedad que ejerce el disco sobre si mismo hace que este se vuelva mas
compacto y la distribucién del gas que lo conforma se encuentre més cerca del agujero
negro. Encontramos que para un agujero negro de 2.5M, la masa del disco mds grande
que es aun estable en una situacion de equilibrio hidrostético es de aproximadamente
2.05 x 10*° kg. Los toros con una masa mayor a este limite son acretados (casi en su
totalidad) por el agujero negro, por lo que podemos decir que son inestables”.

Para todas las evoluciones de los discos de acrecidén que se realizaron en este traba-
jo se obtuvieron tres pardmetros con los que se hicieron las comparaciones: la tasa de
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acrecion maxima M, ., €l tiempo que tarda el disco en alcanzar el maximo de acrecién
Iy, Y €l tiempo en el cual la tasa de acrecion méxima a disminuido en un factor de
10, #y7,,- En el estudio del comportamiento de los discos bajo diferentes prescripciones,
se buscaron los pardmetros de viscosidad @ y S para los cuales los discos de acrecién
alcanzaran el mismo valor M,,,,. Para una misma tasa de acrecién maxima los valores
Tyr,, ¥ Ty, POdrian servir como caracteristicas que permitieran identificar entre una y
otra prescripcion, sin embargo lo que se encontrd es que la diferencia que podria permi-
tir esta identificacién es muy pequeia pudiendo confundirse con algiin error numérico o
dificil de distinguir en el caso de observaciones. Para el caso de 7y, , por ejemplo, esta
diferencia entre una y otra prescripciéon va de aproximadamente 1072 — 10~ segundos
para el intervalo de a de 0.0005 a 0.1.

La estructura del disco no muestra tampoco alguna variacion que nos pueda ayudar
a identificar la naturaleza de la viscosidad,se pudo observar que los perfiles de densidad
en el plano z = 0 son muy similares en todos los casos. Para pardmetros de viscosidad
mayores, se puede observar que la prescripcion S provoca un mayor esparcimiento en la
distribucién de materia. Esto podria modificar el espectro de emisién del disco, ya que
en estos sistemas la emisién varfa con respecto al radio. Para sistemas que resultaran
tener un parametro de viscosidad grande, se podria distinguir una diferencia al observar
el espectro del disco, con lo que podriamos distinguir entre una y otra prescripcion.

Podemos concluir que tomando una tasa de acreciéon méxima fija, en general am-
bas prescripciones provocan un comportamiento similar en el disco de acrecion. Los
pardmetros de tiempo, utilizados para la comparacion, en este trabajo muestran diferen-
cias muy pequefias que probablemente en el contexto de las observaciones sean muy
dificiles de verificar. Por lo que nuestra comparacién realizada no muestra alguna dife-
rencia que pueda ayudar a diferenciar entre alguna prescripcién, y por lo tanto no nos
ayuda a entender el mecanismo que esta detrds de la viscosidad.

Para los discos autogravitantes, como se menciond anteriormente, pudimos observar
que a mayor masa, la influencia del potencial gravitacional del disco se vuelve mds
relevante. En general, esta influencia es mayor en las regiones externas del disco, las
cuales se encuentran mas lejos del agujero negro. Los toros autogravitantes en un estado
estacionario soportados tinicamente por la rotacién son mas compactos a medida que su
masa se vuelve mds comparable a la del agujero negro. Los toros autogravitantes con
una masa cada vez mayor tienden a tener un radio externo r.x mucho mds pequefio que
los toros con una masa menor. Por lo que la extension del disco disminuye més en la
direccién radial que en la direccién vertical.

Para los toros con autogravedad también obtuvimos las curvas de las tasas de acre-
cién en funcién del tiempo y los perfiles de densidad en el plano z = 0, asi como los
pardmetros ty; -y ty; . Se observo que los discos sin autogravedad muestran un com-
portamiento similar para todas las masas (linicamente varian los valores de la densidad
y la tasa de acrecion pero el comportamiento es el mismo). Los tiempos zy, 'y ty,
resultan ser los mismos para discos con masas diferentes.
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En el caso de los discos autogravitantes, se observé una variacién en los tiempos
41, Y T, Para diferentes masas. Estos valores alcanzan a ser hasta la mitad de los
valores mostrados en los discos sin autogravedad para el modelo con mayor masa si-
mulado en este trabajo. Ademas los discos autogravitantes llegan a alcanzar una tasa de
acrecién maxima mayor que la que alcanzan los discos de acrecidn sin autogravedad. La
autogravedad puede llegar a modificar de manera significativa el comportamiento de los
discos de acrecién con una masa de aproximadamente del 10 % de la masa del agujero
negro.

La autogravedad también genera una modificacion en la estructura del disco. De los
perfiles de densidad mostrados, se pudo observar que para discos de acrecién con un
parametro de viscosidad @ = 0.01, los discos autogravitantes llegan a ser mas extendi-
dos. Esto ocurre tipicamente para todos los discos simulados en este trabajo. Ademds se
observo que los discos mas masivos tienen una caida en la densidad muy pronunciada,
que divide a la region interna que tiene un comportamiento muy similar a la de un dis-
co sin autogravedad y la region externa que es mds aplanada y mds extendida. Para un
pardmetro de viscosidad mas grande, @ = 0.1 nuevamente se observé una variacién en
los tiempos caracteristicos 7y; 'y ty, ~para los discos autogravitantes. Pero los perfiles
de densidad no resultan ser muy diferentes entre los discos autogravitantes y sin autogra-
vedad. Esto es debido a que la distribucién de momento angular actiia més rapido que la
influencia provocada por la autogravedad. A pesar de esto para los discos mds masivos
aun se puede observar un cambio en la distribucién de materia. Nuevamente podemos
observar una caida en la densidad para discos muy masivos, ademds de ser mas extensos.

Estos resultados obtenidos para la autogravedad, como ya se menciond anteriormen-
te, pueden ser importantes para discos con masas mayores al 10 % de la masa del agujero
negro. Los efectos provocados por la autogravedad pueden modificar también el espec-
tro emitido por los discos. Asi que, de no tomar en cuenta la autogravedad del disco,
podriamos estar cometiendo errores al comparar las observaciones con las simulaciones
de los discos de acrecion. Pardmetros obtenidos de estas comparaciones podrian tener
entonces errores significativos.
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