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el manuscrito y que con sus valiosos comentarios me ayudaron a mejorar
la Tesis. También agradezco a los Dres. Felix Izrailev y Eleuterio Castaño
quienes aceptaron amablemente formar parte del śınodo sin llegar a ser elegi-
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Resumen

En los últimos años ha habido un intenso estudio de las propiedades de
transporte o de dispersión a través de cavidades caóticas clásicas. Esto se
debe a que los sistemas clásicos sirven como análogos de sistemas cuánti-
cos, como los llamados puntos cuánticos caóticos, además del interés que en
śı tienen por sus aplicaciones. Los sistemas clásicos inevitablemente presen-
tan disipación de enerǵıa al intentar confinar las ondas; es decir, las paredes
de confinamiento absorben dicha enerǵıa. Este fenómeno lo conocemos como
absorción.

La investigación en los últimos años se ha centrado en observar el efecto
de la absorción en las propiedades de dispersión. Un modelo para ésta en
mecánica cuántica consiste en agregar una parte imaginaria al potencial. En
este trabajo proponemos un sistema simple con absorción y lo estudiamos v́ıa
el formalismo de la matriz de dispersión: una cavidad en una dimensión for-
mada por un potencial delta de Dirac de intensidad imaginaria, enfrente de un
potencial infinito. Este problema permite estudiar las propiedades anaĺıticas
de la matriz de dispersión en presencia de absorción en una forma similar al
caso no absorbente ya considerado en la literatura.

En el caso no absorbente la matriz de dispersión es un número complejo
de módulo uno; es decir, se puede describir por una fase que vaŕıa entre 0 y
2π cuando se vaŕıa la enerǵıa, pero que visita esos puntos en forma no uni-
forme. De hecho la fase está distribúıda de acuerdo a lo que se conoce como
el kernel de Poisson. En el caso absorbente la matriz de dispersión es subuni-
taria y se describe por su módulo y fase, los cuales no están distribúıdos de
manera uniforme. Demostramos que, en un sistema de referencia particular,
el módulo es un número real fijo menor que la unidad, y la fase se distribuye
como el kernel de Poisson subunitario. Este es un resultado interesante no
conocido anteriormente y que nos permite determinar la distribución de la
matriz de dispersión en el caso absorbente. El acuerdo de la teoŕıa con los
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resultados numéricos es excelente. Una parte de los resultados se publicaron
en las memorias del IV Mexican Meeting on Mathematical and Experimental

Physics llevado a cabo en la Ciudad de México en el 2010.
Los resultados obtenidos en esta Tesis nos permiten profundizar en el

entendimiento del efecto de la absorción en cavidades de microondas, donde
las antenas que las alimentan están acopladas de manera imperfecta y que
dan lugar a una respuesta rápida del sistema. En ese caso una generalización
del kernel de Poisson (kernel de Poisson al cuadrado) describe la distribución
de la matriz de dispersión.



Abstract

In recent years there has been intense study on the transport or scattering
properties through classical chaotic cavities. This is because classical systems
serve as analogues of quantum systems such as chaotic quantum dots, besides
its intrinsic interest. Classical systems exhibit energy dissipation inevitably
when we attempt to confine the waves, i.e. containment walls absorb that
energy. This phenomenon is known as absorption.

In recent years the research has focused on observing the effect of absorp-
tion on the scattering properties. A model for this in quantum mechanics is
to add an imaginary part to the potential. We propose a simple system with
absorption and we studied it via the formalism of the scattering matrix: a
cavity formed in one dimension by a Dirac delta potential whose intensity is
imaginary, in front of an infinite potential well. This problem allows to study
the analytic properties of the scattering matrix in the presence of absorption
in a similar way to that of non-absorbing case already considered in the
literature.

For the non-absorbing case the scattering matrix is a complex number of
modulus one, i.e. can be described by a phase that varies between 0 and 2π
when the energy is varied, but it visits these points in a non-uniform way.
In fact, the phase is distributed according to what is known as Poisson’s
kernel. In the absorbing case the scattering matrix is subunitary and it is
described by its module and phase, which are not distributed uniformly. We
show that, in a particular reference system, the module is a fixed real number
less than unity, and the phase is distributed according to subunitary Poisson’s
kernel. This is an interesting result not previously known and it allows us
to determine the distribution of the scattering matrix in the absorbing case.
The agreement of the theory with the numerical results is excellent. Some of
the results were published in the Proceedings of the IV Mexican Meeting on
Mathematical and Experimental Physics held in Mexico City in 2010.
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The results of this Thesis allow us a deeper understanding of the effect
of absorption in microwave cavities, where the antenna that feeds them are
imperfectly coupled and that give rise to a prompt response of the system.
In this case a generalization of the Poisson kernel (Poisson’s kernel squared)
describes the distribution of the scattering matrix.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Dispersión de ondas

Mucho del conocimiento que tenemos acerca de la estructura de la materia
a nivel microscópico se extrae de experimentos de dispersión de ondas o
part́ıculas. En el experimento se env́ıa un haz de part́ıculas hacia un blanco
espećıfico que se quiere estudiar, y mediante un detector se cuenta el número
de ellas dispersadas en un cierto ángulo. El número de part́ıculas dispersadas
por elemento de ángulo sólido es proporcional al flujo incidente y a la sección
eficaz de dispersión. En mecánica cuántica una part́ıcula se representa por un
paquete de ondas, que es una superposición de ondas planas. Idealmente, en
ausencia de algún potencial dispersor podemos tratarlas como ondas planas.
Sin embargo, cuando una onda incide sobre un blanco, ésta se dispersará en
general con una amplitud y dirección diferente al de la onda incidente, la
cual se conoce como amplitud de dispersión. En la figura 1.1 se muestra de
manera esquemática la dispersión de una onda plana debido a un blanco. Las
amplitudes de las ondas planas dispersadas pueden expresarse en términos de
las amplitudes de las ondas planas incidentes mediante una cantidad que las
relaciona conocida como matriz de dispersión, S, de manera que S contiene
toda la información sobre el blanco dispersor [1].

1.2. Absorción en la dispersión de ondas

Debido al alcance como herramienta teórica y experimental, la dispersión
de ondas ha motivado gran interés en muchas áreas de la f́ısica, tales como
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2 Caṕıtulo 1: Introducción

Figura 1.1: Dispersión de una onda plana por un blanco dispersor.

f́ısica nuclear y f́ısica atómica y molecular [2], sistemas mesoscópicos cuánti-
cos, como son los puntos y gráficos cuánticos [3], y mesoscópicos clásicos como
cavidades y gráficas de microondas [4, 5], acústicas [6] y sistemas ópticos [7]
y elásticos [8]. Estos últimos presentan disipación o pérdidas de enerǵıa de
la onda en las paredes que la confina, este fenómeno se conoce como absor-

ción. Es por esto que el efecto de las pérdidas ha sido estudiado en los últimos
años (para una revisión actual ver la Ref. [9] y las referencias ah́ı contenidas).

En la siguiente sección daremos una revisión sobre algunos resultados
tanto teóricos como experimentales que existen sobre el tema de sistemas
ondulatorios con absorción.

1.3. Panorama sobre absorción

Entre los trabajos iniciales sobre dispersión de ondas en cavidades que pre-
sentan pérdidas está el de Doron, Smilansky y Frenkel [4], quienes midieron
la reflexión en el billar de Sinai en el rango de frecuencias de microondas.
En este experimento se contruye una cavidad plana que permite un modo
transversal y que se alimenta por medio de una antena con un modo propa-
gante (o canal en el lenguaje de la f́ısica nuclear). Con el experimento ellos
verifican la hipótesis de que las fluctuaciones de la matriz S como función de
la frecuencia se pueden describir en términos de los parámetros que caracte-
rizan la dispersión clásica caótica. Sus resultados también muestran el efecto
de la absorción de enerǵıa en la cavidad, mismo que explican al agregar un
término imaginario en la frecuencia. En mecánica cuántica esto es equivalente
a usar un modelo de potencial complejo.
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Stöckmann y Stein [11] muestran que las resonancias en cavidades con for-
ma de estadios o billares de Sinai están determinadas mediante absorción de
microondas, donde para rangos de frecuencias de 0 - 18.74 GHz las cavidades
se pueden considerar como bidimensionales. En este caso las condiciones de
frontera electromagnéticas y cuánticas son equivalentes y, el espectro de reso-
nancias se normaliza como el espectro de eigenvalores en mecánica cuántica.

Lewenkopf, Müller y Doron [10], explican la absorción en el experimento
de Doron, Smilansky y Frenkel, a través de un modelo de canales parásitos

(debido a las diferentes excitaciones de la pared absorbente). Esto significa
que la matriz S del sistema con absorción es de dimensión mayor que uno.
Brouwer y Beenakker [12] demostraron que un modelo con un potencial ima-
ginario es equivalente al de los canales parásitos cuando el número de estos
tiende al infinito pero el acoplamiento de estos canales a la cavidad tiende
a cero, mientras que el producto de estas cantidades se mantiene constante.
Esta cantidad da una medida de la absorción.

Otra manera de cuantificar la absorción es a través del concepto de fi-

delidad de dispersión, que es una forma de medir la dispersión en cavidades
de microondas con dinámica clásicamente caótica. Para sistemas perturba-
dos mediante pequeños cambios en su geometŕıa, la fidelidad se define en
términos de las funciones de correlación paramétricas de los elementos de la
matriz S [13]. Otra cantidad f́ısica que se ha estudiado en la dispersión de
ondas, es la matriz de impedancia Z cuyas fluctuaciones son universales [14].
También se han estudiado las pérdidas óhmicas localizadas en el contorno
de la cavidad [15]. De hecho, se han desarrollado modelos que muestran dos
mecanismos por los que se presentan dichas pérdidas: uno referido al amor-
tiguamiento a lo largo de la propagación de la onda y otro a la absorción
en el contorno de la cavidad [16]. Además, se han realizado mediciones del
coeficiente de reflexión en redes de microondas con geometŕıa tetrahedral,
donde se obtienen resultados soportados por estudios teóricos que usan la
teoŕıa de matrices aleatorias [17, 18].

Una expresión anaĺıtica para la distribución del coeficiente de reflexión
en presencia de absorción se conoce tanto en el ĺımite de absorsión débil [19]
como en el de absorsión fuerte [20, 21], aśı como expresiones exactas [19] y
aproximadas [21], en ausencia y presencia simetŕıa de reversibilidad tempo-
ral, respectivamente, para todo valor de la absorción. El resutado exacto en
presencia de esa simetŕıa ha sido obtenida por Savin, Sommers y Fyodorov
en la referencia [22]. Una revisión más amplia sobre la reflexión en sistemas
ondulatorios caóticos con absorción se encuentra en las referencias [23, 24].
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Trabajos recientes muestran que la distribución de probabilidad del co-
eficiente de reflexión, obtenida mediante la teoŕıa de matrices aleatorias,
da predicciones teóricas que tienen muy buen acuerdo con experimentos
en cavidades de microondas [25]. Sin embargo, se debe tener cuidado con
el acoplamiento de la antena con la cavidad, el cual nunca es perfecto y
puede dar una apreciación incorrecta en el valor de la intensidad de la absor-
ción [25, 26]. Desde el punto de vista teórico, el acoplamiento imperfecto da
realidad f́ısica a procesos de dispersión de respuesta rápida, antes de sufrir
una dispersión múltiple, conocidos como procesos directos [27]. Ahora se sabe
que la distribución de la matriz S satisface una generalización del kernel de
Poisson (el kernel de Poisson al cuadrado), que describe sistemas con pérdidas
y acoplamiento imperfecto con un acuerdo excelente con el experimento [27].
En referencia [9], se da una fórmula semianaĺıtica para determinar la inten-
sidad de la absorción que toma en cuenta el acoplamiento imperfecto.

En investigaciones más recientes, el problema de dispersión caótica de
ondas en presencia de procesos directos, se puede transformar al caso en que
no se tienen dichos procesos, para el problema de dispersión de un número
arbitrario de canales. El Jacobiano de esta transformación es el kernel de
Poisson al cuadrado [28].

Lo expuesto en los dos párrafos anteriores, parece indicar que en los sis-
temas ondulatorios clásicos, es decir, en presencia de absorción y procesos
directos implican que el kernel de Poisson al cuadrado es el término que
modula la distribución de probabilidad de la matriz de dispersión. Veremos
que esto no es cierto en general.

1.4. Estructura de la Tesis

En este trabajo estudiaremos las propiedades de dispersión de un sistema
cuántico unidimensional que presenta tanto absorción como procesos directos.
El sistema que consideramos consiste en una cavidad simple formada con
un potencial delta de Dirac, cuya intensidad es imaginaria, enfrente de un
potencial impenetrable.

En nuestro estudio determinaremos la probabilidad de estad́ıa de la matriz
S en una cierta región de su espacio. En el caso sin absorción esta probabi-
lidad está dada por el kernel de Poisson. La pregunta que surge de manera
natural es si en el caso con absorción esa probabilidad también está dada por
el kernel de Poisson o alguna variante el él, o si es el kernel de Poisson al
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cuadrado que se encuentra en sistemas caóticos.
En nuestro modelo con absorción estudiaremos la matriz de dispersión

que se puede parametrizar en dos variables: su fase y su módulo, dado por
el coeficiente de reflexión. De manera equivalente al problema sin absorción
considerado en las referencias [1, 3, 29], analizaremos las propiedades de
anaĺıticidad y ergodicidad de la matriz S, y las usaremos para determinar
la probabilidad de estad́ıa de una matriz de dispersión subunitaria S̃. Ésta
nos permitirá determinar la distribución de probabilidad de la matriz de dis-
persión de nuestro modelo, y se comparará con el resultado del experimento
numérico.

La estructura de la Tesis se describe a continuación. En el próximo caṕıtu-
lo daremos un resumen de algunos conceptos y propiedades básicas generales
sobre la matriz de dispersión, entre ellas la conservación de flujo. Resolvere-
mos la ecuación de Schrödinger para el caso particular de un pozo de potencial
delta cuya intensidad es imaginaria. En este caso la matriz S es subunitaria
y no se satisface la propiedad de conservación de flujo, por lo que el pozo
imaginario representa un modelo para la absorción. En caṕıtulo 3 reproduci-
mos resultados previos sobre las propiedades anaĺıticas de la matriz S, el caso
de una cavidad unidimensional sin absorción, una barrera delta real enfrente
de una potencial impenetrable [1, 3, 29]; y se obtiene el kernel de Poisson
como distribución de probabilidad de la matriz S. En el caṕıtulo 4 se estu-
diará el caso con absorción siguiendo el mismo procedimiento del caṕıtulo
3; se analizan las propiedades anaĺıticas de una matriz S subunitaria y se
obtiene el kernel de Poisson subunitario. Este resultado permitirá obtener la
distribución de probabilidad de la matriz S del problema y compararlo con
los resultados del experimento numérico. Las conclusiones se presentan en el
caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 2

La matriz de dispersión

En este caṕıtulo definimos la matriz de dispersión, S, asociada a un po-
tencial en mecánica cuántica; presentamos de manera general sus propiedades
de simetŕıa y la condición de conservación del flujo para el caso de potenciales
reales. Para mostrar la violación de esta condición, presentamos un proble-
ma particular de dispersión que consiste en un potencial delta de Dirac en
una dimensión cuya intensidad es un número imaginario puro. El caso del
potencial delta real se recupera fácilmente al hacer los cambios adecuados.

2.1. Definición de la matriz S

En general, un problema de dispersión de ondas se puede describir por
medio de la matriz de dispersión S. Por definición, para un problema esta-
cionario, la matriz S relaciona las amplitudes de las ondas salientes con las
de las ondas entrantes en un potencial de alcance finito.

Consideremos un potencial real V (x) en una dimensión, como se muestra
en la Fig. 2.1. Fuera de la región del potencial la solución a la ecuación
de Schrödinger son ondas planas, que se mueven a la derecha e izquierda,
respectivamente. Es decir, la solución se puede escribir como

ψ(x) =







aeikx + be−ikx I
Aφ(x) +Bξ(x) II
a′e−ikx + b′eikx III

. (2.1)

donde φ(x) y ξ(x) representan dos soluciones en la región del potencial, A y
B son las correspondientes amplitudes; a y a′ representan las amplitudes de

7



8 Caṕıtulo 2: La matriz de dispersión

x

a’

b’

aeikx

be−ikx

e−ikx

eikx
V(x)

I II III

Figura 2.1: Potencial unidimensional, real, arbitrario y asimétrico, en el que entran y

salen ondas planas eikx y e−ikx. Las amplitudes de las ondas entrantes son a y a′, y las de

las ondas salientes son b y b′, para incidencia por la izquierda y derecha, respectivamente.

las ondas entrantes, mientras que las de las ondas salientes se denotan por b y
b′, cuando la incidencia es por la izquierda y por la derecha, respectivamente.
Por definición se tiene que

(

b
b′

)

= S

(

a
a′

)

, (2.2)

donde S resulta ser una matriz de 2 × 2. En general, para potenciales ar-
bitrarios en ausencia de cualquier simetŕıa, la matriz S tiene la estructura
dada por

S =

(

r t′

t r′

)

, (2.3)

donde r y r′ (t y t′) son las amplitudes de reflexión (transmisión) al incidir
por la izquierda y la derecha, respectivamente.

2.2. Propiedades de simetŕıa de la matriz S

2.2.1. Conservación de flujo

Para potenciales reales la matriz S debe ser compatible con la conser-
vación de flujo. Esto se manifiesta por la propiedad de unitariedad. Es decir,

SS† = S†S = I, (2.4)

donde I es la matriz identidad de 2× 2

I =

(

1 0
0 1

)

. (2.5)
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La ecuación (2.4) se obtiene de la ecuación de continuidad que expresa la
conservación local de la probabilidad.

2.2.2. Reversibilidad temporal

Si además, en el problema de potencial se tiene invariacia ante reversibi-
lidad temporal, la matriz S debe ser simétrica; es decir, t′ = t o bien

S = ST . (2.6)

En ese caso, la matriz S tiene la siguiente estructura

S =

(

r t
t r′

)

. (2.7)

2.2.3. Simetŕıa de reflexión

Si el potencial correspondiente fuera simétrico especularmente con res-
pecto a una ĺınea que pasa por en medio de él, la matriz S satisface nuevas
restricciones que dan lugar a la siguiente estructura

S =

(

r t
t r

)

, (2.8)

es decir, r = r′.

2.3. Modelo de absorción

En mecánica cuántica los potenciales imaginarios representan fuentes o
sumideros de ondas. En estos casos la matriz S ya no satisface la condición
de conservación de flujo dada en la Ec. (2.4), y por tanto pueden usarse para
modelar las pérdidas que ocurren en los dispositivos ondulatorios clásicos por
medio de un sumidero.

En lo que sigue nos concentraremos en la matriz de dispersión para un
pozo de potencial delta imaginario como se muestra en la Fig. 2.2. Es decir,
el potencial es de la forma

V (x) = −iv δ(x), (2.9)



10 Caṕıtulo 2: La matriz de dispersión

ε−
a’

b’

xε

b

a

V(x)

E

III

Figura 2.2: Pozo de potencial imaginario tipo función delta de Dirac colocado en el

origen y de intensidad dada por v > 0: V (x) = −ivδ(x).

donde v > 0, es la intensidad de potencial y δ(x) es la función delta de Dirac.
En forma expĺıcita, la ecuación de Schrödinger queda como

− ~
2

2m

d2 ψ(x)

dx2
− ivδ(x)ψ(x) = E ψ(x), (2.10)

donde E es la enerǵıa de incidencia de la part́ıcula sujeta a este potencial.
En las regiones libres de potencial, I y II, la función V (x) = 0, y por lo

tanto las soluciones están dadas por

ψI(x) = a eikx + b e−ikx, (2.11)

ψII(x) = b′ eikx + a′ e−ikx, (2.12)

donde a y a′ son las amplitudes de las ondas entrantes por la izquierda y
derecha, respectivamente; b y b′ son las correspondientes amplitudes de las
ondas salientes; k es el número de onda

k =

√
2mE

~
. (2.13)

La matriz S del problema se obtiene de satisfacer las condiciones en
la frontera con las soluciones (2.11) y (2.12) en las diferentes regiones. La
primera es la continuidad de la función de onda, que se obtiene de integrar
la Ec. (2.10)

ψI(0) = ψII(0); (2.14)
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la segunda condición es una discontinuidad en la derivada de la función de
onda debido al potencial delta en el origen. Ésta se obtiene al integrar direc-
tamente la Ec. (2.10) en un intervalo de tamaño 2ǫ centrado en cero, para
luego tomar el ĺımite ǫ → 0 al final del cálculo. Es decir,

− ~
2

2m

∫ ǫ

−ǫ

d

dx

[

dψ(x)

dx

]

dx− iv

∫ ǫ

−ǫ

δ(x)ψ(x)dx = E

∫ ǫ

−ǫ

ψ(x)dx. (2.15)

Dado que ψ(x) es una función integrable en el intevalo [−ǫ, ǫ] podemos aplicar
el teorema del valor medio, de manera que la integral del lado derecho de la
Ec. (2.15) da como resultado

∫ ǫ

−ǫ

ψ(x) dx = 2ǫ ψ(0). (2.16)

Realizamos la integrales correspondientes del lado izquierdo de la Ec. (2.15)
con ayuda del teorema del valor medio. Aśı, obtenemos

− ~
2

2m

[

dψ(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=ǫ

− dψ(x)

dx

∣

∣

∣

∣

x=−ǫ

]

− ivψ(0) = 2ǫEψ(0). (2.17)

En el ĺımite cuando ǫ→ 0 la ecuación anterior se escribe como

ψ′
II(0)− ψ′

I(0) = −iα ψII(0), (2.18)

donde α = 2mv
~2

y la prima en las funciones significa la derivada con respecto
de x.

Entonces, las condiciones en la frontera dadas por las Ecs. (2.14) y (2.18),
nos conducen a

a+ b = a′ + b′, (2.19)

(b′ − a′)− (a− b) = −α
k
(a′ + b′) , (2.20)

las cuales se pueden reescribir como

b = − α/2k

1 + α/2k
a +

1

1 + α/2k
a′, (2.21)

b′ =
1

1 + α/2k
a− α/2k

1 + α/2k
a′. (2.22)
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En forma matricial estas ecuaciones se pueden escribir como

(

b
b′

)

= S̃

(

a
a′

)

, (2.23)

donde

S̃ =
1

1 + α/2k

(

−α/2k 1
1 −α/2k

)

; (2.24)

S̃ es la matriz de dispersión asociada al problema del pozo de potencial delta
imaginario.

Notemos que S̃ es de la forma dada por la Ec. (2.8), es decir t = t′ debido
a la simetŕıa de reversibilidad temporal y r = r′ debido a la simetŕıa especular
del potencial usado. Cuando α

2k
→ 0, tenemos que r → 0 y t→ 1, es decir, la

onda es transmitida por completo y, cuando α
2k

→ ∞ tenemos que r → −1 y
t→ 0, y la onda completa es reflejada por el potencial.

La tilde en S̃ denota que en este caso no hay conservación de flujo y por
tanto no es unitaria. Al calcular S̃S̃† obtenemos

S̃S̃† =

(

1− α/k

(1+α/2k)2
− α/k

(1+α/2k)2

− α/k

(1+α/2k)2
1− α/k

(1+α/2k)2

)

, (2.25)

que es no unitaria, como puede verse al escribirla en la siguiente forma

S̃S̃† =

(

1 0
0 1

)

− α/k

(1 + α/2k)2

(

1 1
1 1

)

. (2.26)

Es decir, S̃ no satisface la condición de conservación de flujo dada por la
Ec. (2.4). De hecho, no sólo es no unitaria sino subunitaria como puede verse
si el módulo de alguno de los eigenvalores de S̃S̃† es menor que la unidad.
Para obtener los eigenvalores de S̃S̃† resolvemos la ecuación secular

det(S̃S̃† − λI) = 0, (2.27)

donde λ es un valor propio. La ecuación (2.27) da dos valores para λ, los
cuales son

λ− = 1, (2.28)

λ+ = 1− 4α/2k

(1 + α/2k)2
. (2.29)
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Por tanto, un pozo imaginario representa las pérdidas de potencia, debido a
la absorción, en sistemas clásicos.

Por otro lado, notemos que la matriz de dispersión asociada al pozo delta
real se obtiene de S̃ al cambiar α por −iα; en ese caso

S =
1

1 + α/2ik

(

−α/2ik 1
1 −α/2ik

)

, (2.30)

donde se satisface que
SS† = I; (2.31)

es decir, S es unitaria y por lo tanto, el flujo se conserva.
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Caṕıtulo 3

Cavidad unidimensional sin

absorción

Un sistema de dispersión simple e intersante consiste de un pozo de po-
tencial delta real colocado a una cierta distancia de una pared impenetrable.
Con este modelo se puede simular una cavidad resonante en una dimensión
que permite entender de manera simple las propiedades de dispersión que
ocurre en cavidades en dos dimensiones [1, 3, 29]. En particular, interesa la
distribución de probabilidad de la matriz de dispersión en una región de su
espacio. El estudio de las resonancias de la cavidad ayuda a conocer dicha
distribución.

3.1. Cavidad sin absorción

Consideremos una part́ıcula que únicamente puede moverse en el eje po-
sitivo x debido a la existencia de una pared impenetrable en x = 0, y que
adicionalmente siente la presencia de una barrera en forma de un potencial
delta en x = x0 (esta situación se muestra en la figura 3.1). La part́ıcula
incide desde la derecha, transmitiéndose entre el potencial delta y la pared
impenetrable y sufre una dispersión múltiple hasta que es reflejada de regreso
a la región x > x0 .

Para este caso, conocemos las soluciones a la ecuación de Schrödinger en
las regiones I y II las cuales son de la forma

ψI(x) = b0 e
ikx + a0 e

−ikx, (3.1)

ψII(x) = b eikx + a e−ikx. (3.2)

15
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a

b

a

b

0

0

x
x0

V(x)

0
I II

Figura 3.1: Cavidad unidimensional formada de una pared impenetrable y un pozo de

potencial imaginario tipo función delta colocado en x = x0.

Sabemos que la matriz de dispersión S0 asociada al pozo delta relaciona las
amplitudes de la siguiente manera

(

a0e
−ikx0

beikx0

)

= S0

(

b0e
ikx0

ae−ikx0

)

, (3.3)

donde S0 está dada en la ecuación (2.30); es decir

S0 =

(

r0 t0
t0 r0

)

, (3.4)

con r0 y t0 dados por

r0 = − α/2ik

1 + α/2ik
, (3.5)

t0 =
1

1 + α/2ik
. (3.6)

Aśı, la Ec. (3.3) nos conduce a las siguientes ecuaciones

a0e
−ikx0 = r0b0e

ikx0 + t0ae
−ikx0, (3.7)

beikx0 = t0b0e
ikx0 + r0ae

−ikx0. (3.8)
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Una de las condiciones de frontera es que la función de onda debe anularse
en x = 0, por lo que

b0 = −a0. (3.9)

De esta última ecuación y la Ec. (3.7) obtenemos

b0 = − t0e
−ikx0

e−ikx0 + r0eikx0
a, (3.10)

que al substituirla en la ecuación (3.8) nos da

b eikx0 = S a e−ikx0, (3.11)

donde

S = r0 − t0
1

1 + r0e2ikx0
e2ikx0t0, (3.12)

es la matriz de dispersión asociada al sistema del pozo de potencial delta y
la barrera impenetrable.1

La Ec. (3.12) puede interpretarse de la siguiente manera. Primero, te-
nemos una onda que viaja libre hacia la izquierda hasta que al alcanzar la
cavidad incide sobre el pozo delta, donde parte de la onda se refleja con una
amplitud r0, mientras otra parte se transmite con una amplitud t0 hacia el
interior. Esta onda transmitida sufre una dispersión múltiple entre el pozo
delta y el potencial infinito hasta que se transmite hacia el exterior con am-
plitud t0 por medio del pozo delta. Esta situación se muestra en la figura 3.2
y puede verse si hacemos un desarrollo en serie de la Ec. (3.18), que en forma
expĺıcita es

S = r0 − t0e
2ikx0t0 + t0

(

r0e
2ikx0

)

e2ikx0t0

− t0
(

r0e
2ikx0

)2
e2ikx0t0 + · · · . (3.13)

Podemos verificar dos casos ĺımite. Cuando la intensidad del potencial
delta es muy grande (α → ∞) las ecuaciones (3.5) y (3.6) se reducen a
r0 → −1 y t0 → 0, respectivamente, por lo que

ĺım
α→∞

S = −1; (3.14)

1Debido a la barrera impenetrable la matriz de dispersión S asociada a este sistema es
de 1× 1, es decir, una función. Nos referiremos a esta función como matriz S.
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0x

r
0

t0e
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0
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Figura 3.2: Esquema de las múltiples reflexiones que ocurren cuando una onda incide

hacia el interior de la cavidad.

es decir, la onda ve el potencial delta como una barrera impenetrable y es
reflejada por completo en x = x0. Cuando la intensidad del potencial es muy
débil (α→ 0), r0 → 0 y t0 → 1; en ese caso

ĺım
α→0

S = −e2ikx0 (3.15)

y la onda es reflejada con un doble cambio de fase, debido al camino recorrido
desde el pozo delta hasta la pared impenetrable y después regresar al pozo
delta, para despues salir.

Realizamos la operación correspondiente y comprobamos que SS† = 1;
es decir, el flujo se conserva. Además, en este caso unidimensional podemos
parametrizar la matriz S en la forma

S = eiθ, (3.16)

donde θ es 2 veces el corrimiento de fase más π, y puede obtenerse despeján-
dola de la ecuación (3.12). De esa manera podemos ver que θ depende de la
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Figura 3.3: Dependencia de S (Ec. 3.12) como función de la enerǵıa. Del lado izquierdo

se muestra θ como función de kx0. Conforme kx0 vaŕıa S se mueve en el ćırculo de radio 1

como se muestra en el diagrama de Argand en la gráfica del lado derecho. En el recuadro

se muestra una amplificación de la fase; la ĺınea discont́ınua es una recta para mostrar que

la fase no es uniforme.

enerǵıa a través de k =
√
2mE
~

, además de los parámetros del potencial y x0.
Es ilustrativo ver el movimiento de S ó θ como función de k. Conforme

k aumenta S describe un ćırculo de radio uno, centrado en el origen, cuando
la graficamos en el plano de Argand. Lo interesante de este problema es
la existencia de enerǵıas particulares en donde la onda permanece por un
largo tiempo dentro de la región 0 < x < x0; estas enerǵıas se conocen
como enerǵıas de resonancia [1]. La dependencia de θ como función de la
enerǵıa se muestra en la gráfica del lado izquierdo de la figura 3.3, donde se
pueden observar las resonancias que ocurren en el sistema. Para los resultados
numéricos mostrados en las figuras 3.3 y 3.4 se usaron los siguientes datos:
αx0 = 103 y kx0 desde 104 hasta completar alrededor de 35 resonancias.

De la gráfica del lado izquierdo en la figura 3.3 vemos que θ visita de una
manera no uniforme el intervalo de 0 a 2π. Por tanto, es interesante observar
un histograma de θ. Se sabe que la distribución P (θ) de θ está dada por lo
que se conoce como el kernel de Poisson, a saber [1, 29, 30]

P (θ) =
1

2π

1− |〈S〉|2

|S − 〈S〉|2
, (3.17)

donde 〈S〉 es el promedio de S. En la sección 3.3 repetiremos el cálculo
presentado en las Refs. [1, 3] para obtener el kernel de Poisson.
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Figura 3.4: Distribución P (θ). El histograma obtenido con los datos numéricos coincide

con el kernel de Poisson (curva continua), Ec. (3.17). Nótese que el kernel de Poisson sólo

depende del promedio de la matriz S. El valor de 〈S〉 usado en la curva cont́ınua se obtuvo

de los datos numéricos.

En la figura 3.4 se compara el histograma, con 20 celdas obtenido del
conjunto de 105 datos que incluyen alrededor de 35 resonancias, con el kernel
de Poisson (curva continua) donde se usó el promedio de los datos numéricos.
Como se observa, el acuerdo es excelente.

3.2. Estructura anaĺıtica de la matriz S

En el caso unidimensional mostrado en la figura 3.1 la matriz de dispersión
S asociada a este sistema, Ec. (3.12), puede escribirse de la siguiente manera

S = −
(

sin kx0 − k
α
cos kx0

)

− i k
α
sin kx0

(

sin kx0 − k
α
cos kx0

)

+ i k
α
sin kx0

, (3.18)

donde hemos usado las Ecs. (3.5) y (3.6). La Ec. (3.18) muestra que S
es un número complejo con módulo uno. Esta propiedad, conocida como
unitariedad, asegura la conservación de flujo; es decir que ambos, tanto el
flujo incidente como el saliente, son iguales.
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Ahora, sabemos que al incidir una onda a nuestro sistema, parte de ella
se reflejará con una cierta amplitud y otra parte se transmitirá al interior,
entre el potencial delta y la barrera impenetrable, donde ocurrirán múltiples
reflexiones, y habrá ciertas enerǵıas para las cuales el sistema entrará en
resonancia. Estas resonancias son vistas como los polos de la matriz S en
el plano k [1].2 Para encontrarlos buscamos los ceros del denominador de la
ecuación (3.18)

(

sin kx0 −
k

α
cos kx0

)

+ i
k

α
sin kx0 = 0, (3.19)

la cual puede escribirse como

tan kx0 =
k
α

1 + i k
α

. (3.20)

Esta última ecuación no se puede resolver en forma exacta, pero se puede
hacer una aproximación en el caso ĺımite α→ ∞. En ese ĺımite

tan kx0 = 0, (3.21)

lo cual implica que k toma los valores kn dados por

knx0 = nπ, con n = 0, 1, 2, . . . (3.22)

Es decir, en el ĺımite α→ ∞ los polos están cerca de los valores de kn dados
por la ecuación (3.22), los cuales a su vez corresponden con los estado ligados
del sistema.

Ahora si tomamos k
α
≪ 1, la ecuación (3.20) puede desarrollarse para dar

tan kx0 ⋍
k

α
− i

(

k

α

)2

− · · · , (3.23)

donde hemos usado la siguiente relación conocida

1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−1)nxn, (3.24)

2Esta es una extensión de k al plano complejo, donde los polos de S corresponden a
las resonancias.
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con x = ik
α
. Dado que sabemos que los polos de la matriz S se encuentran

cerca de nπ y además k
α
≪ 1, escribimos kx0 = nπ + ǫ con ǫ≪ 1; aśı

tan ǫ =
nπ + ǫ

αx0
− i

(

nπ + ǫ

αx0

)2

+ · · · . (3.25)

además,

tan ǫ = ǫ+
ǫ3

3
+ · · · . (3.26)

Entonces, tenemos que

ǫ− nπ + ǫ

αx0
+ i

(

nπ + ǫ

αx0

)2

+ · · · = 0, (3.27)

de donde

ǫ ⋍

(

nπ

αx0

)(

1− 1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)
2

)−1

−i
(

nπ

αx0

)2(

1− 1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)
2

)−1

+ · · · (3.28)

Hacemos una vez más un desarrollo en serie y obtenemos

ǫ ≃ nπ

αx0

[

1 +
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)
2 +

(

− 1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)
2

)2

+ · · ·
]

− i

(

nπ

αx0

)2
[

1 +
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)
2 +

(

− 1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)
2

)2

+ · · ·
]

.

(3.29)

Finalmente obtenemos el valor de ǫ dado por

ǫ ⋍
nπ

αx0
+

nπ

(αx0)2
+ · · · − i

(

nπ

αx0

)2

+ · · · , (3.30)

luego los valores aproximados de k para k/α≪ 1, están dados por

knx0 = k′nx0 − iγn, (3.31)
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Figura 3.5: Estructura anaĺıtica de la matriz S en el plano k. Los polos de S se encuentran

en el semiplano inferior, por lo que la matriz S será anaĺıtica en el semiplano superior del

plano k.

donde

k′nx0 = nπ +
nπ

αx0
+

nπ

(αx0)2
− · · · , (3.32)

y

γn =

(

nπ

αx0

)2

+ · · · . (3.33)

Tenemos aśı que los polos de la matriz S, que corresponden a las resonancias,
se encuentran en el semiplano inferior del plano complejo para k y los ceros en
las posiciones conjugadas, con lo cual se asegura la unitariedad de S. De esta
manera la matriz S es anaĺıtica en el semiplano superior del plano complejo
(ver figura 3.5). Este es un resultado importante dado que ello nos permite
obtener una expresión para el promedio de S con respecto a la enerǵıa, que
denotaremos por 〈S〉.

El promedio de la m-ésima potencia de S, 〈Sm(E)〉, pesada por facilidad
con una función de peso Lorentziana, centrada en alguna enerǵıa E0 y de
anchura I es [1]

〈Sm(E)〉 =

∫ ∞

−∞
Sm(E)

I
π

(E −E0)
2 + I2

dE
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=

∫ ∞

−∞
Sm(E)

I
π

[E − (E0 − iI)] [E − (E0 + iI)]
dE

=
I

π

∮

Sm(E)

[E − (E0 − iI)]

1

[E − (E0 + iI)]
dE

= Sm(E0 + iI). (3.34)

Donde para resolver la integral hemos usado el teorema integral de Cauchy.
Finalmente del último resultado se tiene que

〈Sm(E)〉 = 〈S(E)〉m. (3.35)

Es decir, el promedio de la m-ésima potencia de S coincide con la m-ésima
potencia del promedio de S. Este resultado se conoce como condición de
anaĺıticidad porque depende de la estructura anaĺıtica y ergodicidad porque
hace promedios sobre la enerǵıa.

3.3. Distribución de la matriz S

En esta sección estamos interesados en saber cuál es la probabilidad con
que la matriz S = eiθ visita un intervalo cualquiera entre θ y θ + dθ.

Por un lado sabemos que como consecuencia de la unitariedad y por
tratarse de un número complejo, la matriz S puede representarse en forma
paramétrica como

S = eiθ. (3.36)

Aunque la integral (3.34) es sobre E, puede ser convertida en una integral
sobre la parte angular θ de tal manera que el promedio de lam-ésima potencia
de S es

〈Sm〉 =
∫ 2π

0

P (θ) eimθdθ. (3.37)

La distribución de probabilidad P (θ) es periódica, ya que vive en un ćırculo,
por lo tanto, podemos proponer dicha distribución como una serie de Fourier;
es decir

P (θ) =

∞
∑

m=−∞
cme

imθ. (3.38)

Ahora, para que la distribución propuesta sea una distribución de probabili-
dad debe satisfacer que

P (θ) = P ∗(θ); (3.39)
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es decir, P (θ) es un número real. Entonces

∞
∑

m=−∞
cme

imθ =
∞
∑

m=−∞
c∗me

−imθ =
∞
∑

m=−∞
c∗−me

imθ, (3.40)

de donde obtenemos la condición que nos garantiza que la distribución P (θ)
es un número real

cm = c∗−m. (3.41)

Además, P (θ) también debe estar normalizada, por lo que se debe satisfacer

∫ 2π

0

P (θ)dθ = 1, (3.42)

de donde tenemos que

1 =
−1
∑

m=−∞
cm

(
∫ 2π

0

eimθdθ

)

+
∞
∑

m=1

cm

(
∫ 2π

0

eimθdθ

)

+ 2πc0. (3.43)

Aśı, de la condición de normalización, Ec. (3.42), obtenemos

c0 =
1

2π
. (3.44)

Por otro lado, los coeficientes cm estarán dados por

c−m =
1

2π

∫ 2π

0

P (θ)eimθdθ =
1

2π
〈S〉m. (3.45)

Además, como 〈Sm〉 = 〈S〉m, tenemos que

P (θ) =
1

2π

∞
∑

m=−∞
〈S〉∗mSm

=
1

2π

[ ∞
∑

m=0

〈S〉∗mSm +
∞
∑

m=0

〈S〉mS∗m − 1

]

. (3.46)

Luego, identificamos la serie

∞
∑

m=0

xn =
1

1− x
, (3.47)
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y de esta manera P (θ) puede escribirse como

P (θ) =
1

2π

(

1

1− S〈S〉∗ +
1

1− S ∗〈S〉 − 1

)

=
1

2π

[

(1− S ∗ 〈S〉) + (1− S〈S〉∗)− (1− S〈S〉∗) (1− S ∗ 〈S〉)
(1− S〈S〉∗) (1− S ∗ 〈S〉)

]

=
1

2π

1− |〈S〉|2
(S − 〈S〉) (S ∗ − 〈S〉∗) . (3.48)

Finalmente, obtenemos la distribución de probabilidad de la fase de la matriz
S, dada por

P (θ) =
1

2π

1− |〈S〉|2
|S − 〈S〉|2 . (3.49)

Aśı, tenemos que la ecuación (3.37) nos conduce a la solución única para P (θ)
dada por la ecuación (3.49) la cual es conocida como kernel de Poisson [30].
En este caso, podemos interpretar el kernel de Poisson como la probabilidad
de encontrar a la matriz S en un intervalo entre θ y θ+ dθ cuando la enerǵıa
E va de −∞ a ∞.



Caṕıtulo 4

Cavidad unidimensional con

absorción

En este caṕıtulo estudiaremos los efectos de la absorción en las propiedades
de dispersión. Para ello, proponemos un modelo similar al del caṕıtulo ante-
rior, pero ahora el potencial es complejo, de hecho, imaginario puro negativo
para que simule las pérdidas que ocurren en cavidades [31]. Con este modelo
estudiaremos las resonancias que ocurren dentro de la cavidad y obtendremos
la distribución de la matriz de dispersión en una región de su espacio, en pre-
sencia de absorción. Este caṕıtulo es la contribución principal de esta Tesis,
donde seguiremos un procedimiento similar al del caṕıtulo 3: las propiedades
de analiticidad y ergodicidad nos permitirá obtener la distribución de la ma-
triz de dispersión no unitaria.

4.1. Cavidad con absorción

Supongamos ahora que el pozo delta de nuestra cavidad unidimensional
tiene una intensidad dada por un número imaginario puro cuya parte imagi-
naria es negativa para que simule absorción en el sistema. De esta manera la
parte imaginaria del potencial es similar al de la figura 3.1.

La matriz de dispersión del potencial delta imaginario es una matriz sub-
unitaria, que denotaremos por S̃0 y que tiene la estructura [ver Ec. (2.24)]

S̃0 =

(

r̃0 t̃0
t̃0 r̃0

)

, (4.1)

27
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Figura 4.1: Movimiento de S̃ =
√
Reiθ en el plano de Argand como función de kx0; S̃

describe un ćırculo de radio menor que uno y cuyo centro está desplazado del origen.

donde

r̃0 = − α/2k

1 + α/2k
, (4.2)

t̃0 =
1

1 + α/2k
. (4.3)

De manera similar a lo realizado en el caṕıtulo 3, la condición de que la
función de onda se anule en x = 0 combinada con la dispersión en el pozo
delta imaginario, da como resultado que la matriz de dispersión del sistema
tiene la misma forma que en la ecuación (3.12), pero ahora es subunitaria (es-
to se verá en la siguiente sección). Denotaremos por S̃ la matriz de dispersión
del sistema, de manera que

S̃ = r̃0 − t̃0
1

1 + r̃0e2ikx0
e2ikx0 t̃0. (4.4)

Si realizamos la operación correspondiente podemos ver que SS∗ < 1; es
decir, ahora el flujo no se conserva. En este caso unidimensional la matriz S̃
se puede parametrizar en la forma

S̃ =
√
Reiθ, (4.5)

donde R < 1, es el coeficiente de reflexión; R y θ se pueden obtener de la
Ec. (4.4).
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Figura 4.2: Comportamiento de (a) R y (b) θ como función de kx0. Las distribuciones

marginales de R y θ se muestran en (c) y (d), respectivamente. Las distribución marginal

P (R) se obtienen de integrar P (R, θ) sobre θ. Por otro lado, para obtener P (θ) integramos

P (R, θ) sobre R.

Ahora, de la Ec. (4.4) podemos ver que tanto R como θ dependen de la
enerǵıa a través de k y de los parámetros del potencial y de x0. El movimiento
de S̃ como función de k debe observarse en las dos variables R y θ. Aqúı pode-
mos realizar el mismo procedimiento que en el caso sin absorción; es decir,
calculamos S̃ de manera numérica como función de kx0 con los mismos va-
lores para los parámetros del potencial.

El resultado para S̃ en el plano de Argand se muestra en la figura 4.1,
donde se observa que debido a la absorción, S̃ vive en un anillo de radio
interior Rmin = 0.6695 y radio exterior Rmax = 1 (los valores de Rmin y Rmax

se obtienen del cálculo numérico). Por tanto, el coeficiente de reflexión R
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Figura 4.3: Distribuciones marginales del coeficiente de reflexión y de la fase vistas desde

el origen desplazado. Puede notarse que desde este origen la distribución del coeficiente

de reflexión es una delta centrada en R0 = 0,8347. La distribución de la fase coincide con

el kernel de Poisson subunitario con 〈S̃′〉 y R0 tomados del cálculo numérico.

oscila entre Rmin y Rmax. Esto se observa claramente en la gráfica de R como
función de kx0 que se muestra en la figura 4.2(a). Muy ilustrativo, también,
resulta el histograma de R, que nos dice cómo la matriz S̃ se distribuye en
una banda circular [ver figura 4.2(c)]. La probabilidad de encontrar una R
cerca de los extremos es mayor que en el centro de la banda; es decir, la matriz
S̃ está con mayor frecuencia en estos valores de R. El comportamiento de θ
es equivalente al del caso sin absorción, como puede observarse de la figura
4.2(b). El histograma da información más detallada sobre los valores de θ
que la matriz S̃ visita con más frecuencia. La distribución de θ se puede ver
en la figura 4.2(d).

El movimiento de S̃ describe un ćırculo pero cuyo centro está desplazado
del origen y de radio menor que uno, debido a la absorción. El cálculo numéri-
co muestra que el radio es R0 = 0.8347 (el sub́ındice “0” indica que se mide
desde el centro del ćırculo). En la figura 4.3 graficamos las distribuciones
de la fase y del coeficiente de reflexión vistas desde el origen desplazado.
Es notable que la distribución de la fase coincide con el kernel de Poisson
subunitario (ver más abajo, Ec. 4.41).
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4.2. Estructura anaĺıtica de la matriz S̃

En esta sección estudiaremos la ubicación de las resonancias que ocurren
cuando hay transmisión de ondas al interior de la cavidad en presencia de
absorción. Para ello escribimos la matriz S̃ de la siguiente manera

S̃ = −
k
α
cos kx0 − i

(

1− k
α

)

sin kx0
k
α
cos kx0 − i

(

1 + k
α

)

sin kx0
. (4.6)

De esta expresión es claro que S̃ es subunitaria, por lo que puede escribirse
en forma paramétrica como en la Ec. (4.5).

Por otro lado, sabemos que las resonancias que ocurren al interior de la
cavidad son vistas como los polos de la matriz S̃ [1, 3], que son los ceros del
denominador de la (4.6);

k

α
cos kx0 − i

(

1 +
k

α

)

sin kx0 = 0, (4.7)

la cual puede escribirse como

k

α
− i

(

1 +
k

α

)

tan kx0 = 0. (4.8)

Esta última ecuación no puede resolverse anaĺıticamente en forma exacta. En
forma similar al caso sin absorción buscaremos los polos en el ĺımite α≫ k.
Aśı, plara k/α→ 0, a primera aproximación tenemos que

tan kx0 = 0. (4.9)

Los valores de k que satisfacen esta ecuación son

knx0 = nπ, n = 0, 1, 2, . . . , (4.10)

Entonces, en el siguiente orden en la aproximacción tenemos que

tan kx0 =
k
iα

1 + k
α

≃ k

iα
− 1

i

(

k

α

)2

+ · · · , (4.11)

donde hemos usado que

1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−1)nxn. (4.12)



32 Caṕıtulo 4: Cavidad unidimensional con absorción

Entonces

tan kx0 ≃
kx0
iαx0

− 1

i

(

kx0
αx0

)2

+ · · · . (4.13)

Sabemos que los polos de la matriz S̃ se encuentran cerca de nπ ya que
k
α
≪ 1; entonces, escribimos kx0 = nπ + ǫ con ǫ≪ 1, y

tan ǫ = −inπ + ǫ

αx0
+ i

(

nπ + ǫ

αx0

)2

+ · · · . (4.14)

Además, como ǫ≪ 1, hacemos

tan ǫ ≃ ǫ+
ǫ3

3
+ · · · , (4.15)

y tenemos

ǫ+ i
nπ + ǫ

αx0
− i

(

nπ + ǫ

αx0

)2

+ · · · = 0, (4.16)

de donde

ǫ ≃ −i
(

nπ

αx0

)(

1 + i
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)
2

)−1

+i

(

nπ

αx0

)2(

1 + i
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)
2

)−1

− · · · . (4.17)

Una vez más el desarrollo en serie de esta última ecuación nos da

ǫ ≃ −i nπ
αx0

[

1− i
1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)2
+

(

i
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)2

)2

− · · ·
]

+ i

(

nπ

αx0

)2
[

1− i
1

αx0
+ i

2nπ

(αx0)2
+

(

i
1

αx0
− i

2nπ

(αx0)2

)2

− · · ·
]

.

(4.18)

Finalmente obtenemos el valor de ǫ dado por

ǫ ≃ −i nπ
αx0

− nπ

(αx0)2
+ · · ·+ i

(

nπ

αx0

)2

+ · · · , (4.19)

y ahora, los valores de k correspondientes a los polos están dados por

knx0 = k′nx0 − iγn, (4.20)
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Figura 4.4: Estructura anaĺıtica de la matriz S̃ en el plano k.

donde

k′nx0 = nπ − nπ

(αx0)2
+ · · · , (4.21)

y

γn =
nπ

αx0
−
(

nπ

αx0

)2

+ · · · . (4.22)

De la figura 4.4, vemos la región en donde se encuentran los polos de S̃,
es claro que podemos hacer una transformación que traslade el eje real por
una cantidad w = − nπ

αx0
. Aśı, S̃ será anaĺıtica en la parte inferior del plano

complejo para k bajo esa transformación. En ese caso tenemos

∫ ∞

−∞
S̃(E)

I
π

(E −E0)2 − I2
dE =

∫ ∞

−∞
S̃(E + iw)

I
π

(E + iw − E0)2 − I2
dE

= S̃(E0 + iI). (4.23)

Finalmente del último resultado se tiene que

〈S̃m(E + iw)〉 = 〈S̃(E + iw)〉m . (4.24)

Es decir, también para el caso de matrices subunitarias se satisface la condi-
ción de anaĺıticidad y ergodicidad.
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4.3. Kernel de Poisson para un anillo

En lo que sigue nos concentraremos en estudiar la distribución de S̃ para
el caso en que el coeficiente de reflexión R permanece constante.

De acuerdo con la Ec. (4.5), la matriz de dispersión puede parametrizarse
como

S̃ =
√
Reiθ. (4.25)

Por lo tanto, el promedio de la m-ésima potencia de S̃ es, por definición

〈S̃m〉 =
∫ 2π

0

P (θ)Rm/2eimθdθ, (4.26)

además se tiene que

〈S̃m〉∗ =
∫ 2π

0

P (θ)Rm/2e−imθdθ. (4.27)

Como en el caso unitario, la distribución P (θ)1 es periódica si consideramos
R < 1 pero fijo; por lo tanto, podemos proponer dicha distribución como una
serie de Fourier dada por

P (θ) =
∞
∑

m=−∞
cme

imθ. (4.28)

Sabemos que P (θ), por ser una distribución de probabilidad, debe ser un
número real, por lo que debe satisfacer

P (θ) = P ∗ (θ) . (4.29)

Además, también debe satisfacer la condición de normalización dada por

∫ 2π

0

P (θ) dθ = 1. (4.30)

De la condición (4.29) obtenemos

∞
∑

m=−∞
cme

imθ =

∞
∑

m=−∞
c∗me

−imθ =

∞
∑

m=−∞
c∗−me

imθ; (4.31)

1Aunque usamos para esta distribución el mismo nombre que se usó para el kernel de
Poisson unitario, son dos funciones distintas y no se deben confundir.
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en esta última igualdad cambiamos m por −m de donde tenemos que

cm = c∗−m. (4.32)

La condición (4.32) nos garantiza que la distribución P (θ) propuesta es un
número real, tal como debeŕıamos esperar para cualquier distribución de
probabilidad.

Luego de la condición de normalización dada por la Ec. (4.30) se tiene

−1
∑

m=−∞
cm

∫ 2π

0

eimθdθ +

∞
∑

m=1

cm

∫ 2π

0

eimθdθ + 2πc0 = 1, (4.33)

y entonces obtenemos

c0 =
1

2π
. (4.34)

Ahora, de la distribución propuesta por la Ec. (4.28) podemos determinar
los coeficientes c−n como

∫ 2π

0

P (θ)einθ =
∞
∑

m=−∞
cm

∫ 2π

0

ei(m+n)θdθ

= 2π
∞
∑

m=−∞
cmδm,−n

= 2πc−n, (4.35)

donde podemos escribir

Rm/2c−m =
1

2π

∫ 2π

0

P (θ)Rm/2eimθdθ. (4.36)

Esta última ecuación puede ser escrita de forma más conveniente como

c−m =
1

2π

〈S̃〉m

Rm/2
. (4.37)

Luego, para obtener el coeficiente cn hacemos
∫ 2π

0

P (θ)e−inθ =
∞
∑

m=−∞
cm

∫ 2π

0

ei(m−n)θdθ

= 2π
∞
∑

m=−∞
cmδm,n

= 2πcn, (4.38)
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y aśı tenemos que

cm =
1

2π

〈S̃〉∗m

Rm/2
, (4.39)

de donde vemos que ambos coeficientes dados por las Ecs. (4.37) y (4.39)
cumplen con la condición (4.32).

Aśı podemos realizar la sumatoria para obtener

P (θ) =
∞
∑

m=−∞
cme

imθ

=

∞
∑

m=1

c−me
−imθ +

∞
∑

m=1

cme
imθ + c0

=
1

2π

R

|S̃∗|2
R − |〈S̃〉|2
|S̃ − 〈S̃〉|2

. (4.40)

Finalmente, la distribución de la matriz de dispersión subunitaria S̃ de módu-
lo al cuadrado R < 1, está dada por

P (θ) =
1

2π

R − |〈S̃〉|2
|S̃ − 〈S̃〉|2

, (4.41)

con R = R0. Notemos que cuando R = 1 se tiene que S̃ = S y recuperamos
el kernel de Poisson para el caso unitario, tal como se podŕıa esperar. En el
caso ĺımite se verifica entonces la Ec. (4.41).

4.4. Traslación de la matriz S̃

De la figura 4.1 observamos que S̃ vive en un ćırculo de radio menor que
uno y cuyo centro esta desplazado del origen. Por tanto, es interesante saber
cuál es la distribución de S̃ vista desde el origen y fuera de él. Para ello,
consideremos la figura 4.5, de donde tenemos las siguientes relaciones

θ = π − α, (4.42)

θ′ = π − α′, (4.43)

y obtenemos
cosα = − cos θ, (4.44)
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Figura 4.5: Traslación de la matriz S̃.

cosα′ = − cos θ′, (4.45)

sinα = sin θ, (4.46)

sinα′ = sin θ′. (4.47)

La matriz de dispersión en las coordenadas primadas y en las no primadas
la escribimos como

S̃ =
√
Reiθ, (4.48)

S̃ ′ =
√
R′eiθ

′

. (4.49)

Por un lado, sabemos que la distribución de S̃ ′ esta dada por la Ec. (4.41)
con R = R′, S̃ = S̃ ′ y θ = θ′; sin embargo, estamos interesados en saber cuál
es la distribución de la matriz de dispersión vista desde las coordenadas no
primadas. Para ello hacemos la siguiente transformación

P (R, θ)dRdθ = P ′(R′, θ′)dR′dθ′ (4.50)

P (R, θ) = JP ′(R′, θ′). (4.51)

Esta última transformación es un simple cambio de variable de P ′(R′, θ′) a
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P (R, θ)2, donde J es el Jacobiano de dicha transformación, y está dado por

J =

∣

∣

∣

∣

∂(R′, θ′)

∂(R, θ)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂R′

∂R
∂R′

∂θ

∂θ′

∂R
∂θ′

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.52)

Ahora, la relación entre las matrices de dispersión S̃ y S̃ ′ es

S̃ = x+ iy = (x′ − d) + iy′ =
√
R′eiθ

′ − d, (4.53)

es decir
S̃ = S̃ ′ − d, (4.54)

o de manera equivalente

√
R′eiθ

′

=
√
Reiθ + d. (4.55)

Si multiplicamos la Ec. (4.55) por su conjugado obtenemos

R′ = R + d2 + 2
√
Rd cos θ. (4.56)

La diferencial de estas dos últimas ecuaciones son

1

2
R′−1/2

eiθ
′

dR′ + iR′1/2eiθ
′

dθ′ =
1

2
R−1/2eiθdR + iR1/2eiθdθ, (4.57)

dR′ = dR +R−1/2d cos θdR− 2R1/2d sin θdθ, (4.58)

las cuales nos permiten obtener las siguentes derivadas parciales

∂R′

∂R
= 1 +R−1/2d cos θ, (4.59)

∂R′

∂θ
= −2R1/2d sin θ, (4.60)

∂θ′

∂R
=

1

2iR′1/2eiθ′

[

R−1/2eiθ −R′−1/2
eiθ

′ (

1 +R−1/2d cos θ
)

]

, (4.61)

∂θ′

∂θ
=

1

iR′1/2eiθ′

(

iR1/2eiθ +R′−1/2
R1/2deiθ

′

sin θ
)

. (4.62)

2Aunque usamos para esta distribución el mismo nombre que se usó para el kernel de
Poisson unitario y en un anillo de las secciones anteriores, la que usamos aqui depende de
dos variables y no se debe confundir con las anteriores.
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Al realizar las operaciones correspondientes obtenemos el Jacobiano de la
transformación dado por

J = 1, (4.63)

por lo que la expresión que relaciona las distribuciones en las coordenadas
primadas con las no primadas es

P (R, θ) = P ′(R′, θ′). (4.64)

Es decir, la distribución vista desde las coordenadas primadas es sólo la
debida a una traslación, y por lo tanto, el área se preserva.

4.5. Distribuciones marginales

Un caso de interés en el área experimental, es el de cavidades de microon-
das donde se miden tanto las fase como el coeficiente de reflexión. Por ello,
es importante saber cuál es la distribución tanto para la parte angular como
para el coeficiente de reflexión cuando hay incidencia de ondas al interior
de la cavidad. Por este motivo en esta sección estudiaremos y obtendremos
una expresión anaĺıtica para ambas distribuciones. La definición precisa de
distribución marginal se da más abajo.

Si tomamos en cuenta el resultado del Jacobiano de la transformación, la
distribución queda como

P (R, θ) = P ′(R′, θ′) = p′(R′)q′(θ′); (4.65)

es decir, como hipótesis asumimos que en el sistema primado, las distribu-
ciones p′(R) y q′(θ) son independientes. Por otro lado, de la sección anterior
tenemos las siguientes relaciones

q′(θ′) =
1

2π

R′ −
∣

∣

∣
〈S̃ ′〉

∣

∣

∣

2

∣

∣

∣
S̃ ′ − 〈S̃ ′〉

∣

∣

∣

2 , (4.66)

p′(R′) = δ(R′ −R′
0), (4.67)

S̃ ′ =
√
R′eiθ

′

, (4.68)

S̃ ′ = S̃ + d, (4.69)

R′ =
∣

∣

∣
S̃ + d

∣

∣

∣

2

, (4.70)

〈S̃ ′〉 = 〈S̃〉+ d. (4.71)
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Aśı, la distribución en términos de las variables no primadas es

P (R, θ) =
1

2π

∣

∣

∣
S̃ + d

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
〈S̃〉+ d

∣

∣

∣

2

∣

∣

∣
S̃ − 〈S̃〉

∣

∣

∣

2 δ(R′ − R′
0), (4.72)

donde esta última expresión puede interpretase como el probabilidad de per-
manencia de que la matriz S̃ en una región entre R y R + dR y, θ y θ + dθ,
cuando la enerǵıa va de −∞ a ∞.

4.5.1. Distribución marginal radial

La distribución marginal para la parte radial p(R) se puede calcular como

p(R) =

∫ 2π

0

P (R, θ)dθ, (4.73)

donde para realizar la integral anterior se requiere escribir la función delta
δ(R′ −R′

0) en términos de los ceros en la variable θ a través de la Ec. (4.56).
Dicha transformación podemos realizarla en una dimensión utilizando la si-
guiente expresión conocida [32]

δ(f(x)) =
∑

xr

δ(x− xr)

|f ′(x)|x=xr

, f(xr) = 0. (4.74)

En este caso, la integral es sobre la parte angular, por lo que para hacer la
transformación consideramos que el radio es una constante. Aśı

f(θ) = R′ −R′
0, (4.75)

de donde

R′ =
∣

∣

∣
S̃ + d

∣

∣

∣

2

= R + d2 + 2
√
Rd cos θ, (4.76)

es decir, tenemos que

f(θ) = R + d2 + 2
√
Rd cos θ − R′

0, (4.77)

cuya derivada respecto a θ es

df

dθ
= f ′(θ) = −2

√
Rd sin θ. (4.78)
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Ahora, los ceros de la función (4.77) los encontramos resolviendo la siguiente
ecuación

f(θ±) = 0, (4.79)

o bien
∣

∣

∣

√
Reiθ± + d

∣

∣

∣

2

= R′
0, (4.80)

lo que da como resultado que

eiθ± = −α± i
√
1− α2, (4.81)

donde hemos definido α como

α =
R + d2 −R′

0

2
√
Rd

. (4.82)

Aśı, la transformación de la función delta queda entonces como

δ(R′ −R′
0) =

δ(θ − θ+)

|f ′(θ+)|
+
δ(θ − θ−)

|f ′(θ−)|
, (4.83)

con
|f ′(θ+)| = |f ′(θ−)| = 2

√
Rd
∣

∣

∣

√
1− α2

∣

∣

∣
. (4.84)

Entonces, la distribución marginal para la parte radial es

p(R) =
1

4π

R′
0 −

∣

∣

∣
〈S̃〉+ d

∣

∣

∣

2

d
√
R
∣

∣

√
1− α2

∣

∣







1
∣

∣

∣

√
Reiθ+ − 〈S̃〉

∣

∣

∣

2 +
1

∣

∣

∣

√
Reiθ− − 〈S̃〉

∣

∣

∣

2






.

(4.85)
La comparación de este resultado anaĺıtico con el experimento numérico

se muestra en la figura 4.6. El experimento se realizó para αx0 = 103 y
kx0 = 104 hasta completar 35 resonancias. Como veremos el acuerdo es
excelente.

4.5.2. Distribución marginal angular

La distribución marginal para la parte angular podemos calcularla usando
la siguiente expresión

q(θ) =

∫ 1

0

P (R, θ)dR. (4.86)
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p(
R
)

p(R)

Figura 4.6: Distribución marginal para la parte radial. La gráfica muestra la compara-

ción entre el resultado numérico y el cálculo anaĺıtico (en ĺınea cont́ınua). Los resultados

muestran un excelente acuerdo.

Dado que esta última integral es sobre R, sólo debemos considerar la trans-
formación de la delta como la transformación de una función de R, en ese
caso

δ(f(R)) = δ(R′ − R′
0), (4.87)

f(R) = R′ − R′
0 = R + b

√
R + c, (4.88)

donde

b = 2d cos θ, (4.89)

c = d2 − R′
0, (4.90)

y, cuya derivada está dada por

df

dR
= f ′(R) = 1 +

b

2
√
R
. (4.91)

Ahora, buscamos las ráıces de f(R), es decir el valor R0 tal que f(R0) = 0

R0 + b
√

R0 + c = 0. (4.92)

Para resolver esta última ecuación hacemos el siguiente cambio de variable

x =
√

R0, (4.93)

x2 = R0, (4.94)
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θ
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(θ

)

q(θ)

q(
θ)

Figura 4.7: Distribución marginal para la parte angular. La gráfica muestra la compara-

ción entre el resultado numérico y el calculo anaĺıtico (en ĺınea continua). Los resultados

muestran un excelente acuerdo.

y podemos escribir
x2 + bx+ c = 0, (4.95)

cuyas soluciones son

x± =
1

2

(

−b±
√
b2 − 4c

)

, (4.96)

x±
2 =

1

2

(

b2 − 2c∓ b
√
b2 − 4c

)

; (4.97)

es decir
√

R0± =
1

2

(

−b ±
√
b2 − 4c

)

, (4.98)

R0± =
1

2

(

b2 − 2c∓ b
√
b2 − 4c

)

. (4.99)

Ahora, sabemos que
√

R0± debe ser una cantidad positiva, es decir, sólo

tomamos R0+ y
√

R0+. De manera que la transformación de la delta queda
como

δ(R′ −R′
0) =

δ(R− R0+)

|f ′(R0+)|
, (4.100)

y la distribución marginal para la parte angular es:

q(θ) =
1

2π

1

|f ′(R0+)|

∣

∣

√

R0+e
iθ + d

∣

∣

2 −
∣

∣

∣
〈S̃〉+ d

∣

∣

∣

2

∣

∣

∣

√

R0+eiθ − 〈S̃〉
∣

∣

∣

2 . (4.101)
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Nuevamente en la figura 4.7 se compara el cálculo anaĺıtico con el expe-
rimento numérico, realizado para αx0 = 103 y kx0 = 104 hasta completar 35
resonancias. También aqúı el acuerdo es excelente.

De las Ecs. (4.85) y (4.101) vemos que tanto la distribución marginal
radial como la angular dependen de la enerǵıa a través de k, de los paráme-
tros del potencial y de la distancia d que se desplaza el ćırculo subunitario.
Para obtener las gráficas de las distribuciones marginales calculamos la matriz
S̃ de manera numérica como función de kx0 de la Ec. (4.4), observamos que
a medida que kx0 aumenta, S̃ describe un ćırculo de radio R < 1, debido al
fenómeno de absorción (ver el caṕıtulo 4). Calculamos un histograma tanto
para R como para θ con los siguientes datos: αx0 = 103 y kx0 = 104 hasta
completar 35 resonancias para luego comparar con el resultado anaĺıtico. Los
resultados de las distribuciones marginales (comparado el resultado numérico
con el anaĺıtico) tanto para la parte radial como para la parte angular se
muestran en las figuras 4.6 y 4.7 respectivamente.
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Conclusiones

En esta Tesis hemos obtenido las propiedades de la matriz de disper-
sión para un sistema unidimensional que simula una cavidad unidimensinal
en presencia de pérdidas o disipación de enerǵıa, como ocurre en cavidades
de microondas, resonadores acústicos o elásticos, entre otros. Primero ana-
lizamos el caso de una cavidad unidimensional que consiste en una pared
impenetrable con un pozo de potencial delta real, para el cual se cumple la
propiedad de conservación de flujo, es decir, no presenta disipación de enerǵıa
en la región de confinamiento de las ondas. Se compara luego con el caso de
un potencial delta imaginario en donde la propiedad de conservación de flu-
jo no se satisface y por tanto, existen pérdidas. Nuestro resultado principal
muestra que para el caso en que se tienen pérdidas se mantiene una de las
propiedades importantes para matrices unitarias: la propiedad de analitici-
dad y ergodicidad. Esta propiedad nos permite hacer una generalización del
kernel de Poisson, aunque ahora para matrices no unitarias. Demostramos
que aunque en el sistema considerado se tinen tanto absorción como pro-
cesos directos la distribución de probabilidad de la matriz de dispersión en
una región de su espacio no es el kernel de Poisson al cuadrado como sucede
en cavidades de microondas. En su lugar se satisface el kernel de Poisson
subunitario. Esto puede deberse a que tanto la absorción como los procesos
directos se deben al pozo localizado en un punto. Esto recuerda la diferen-
cia entre la absorción volumétrica [12] y la superficial [33]. La comparación
de los resultados numéricos con los anaĺıticos muesta un acuerdo excelente.
Cabe mencionar que algunos de los resultados se publicaron en las memorias
del IV Mexican Meeting on Mathematical and Experimental Physics que se
llevó a cabo en la Ciudad de Mexico en junio de 2010 [31].
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Una variante de este problema consiste de la pared impenetrable y la
barrera delta real pero en el interior de la cavidad unidimensional forma-
da el potencial es constante pero imaginario puro cuya parte imaginaria es
negativa. Este problema es más próximo a lo que se tiene en cavidades de
microondas bidimensionales y se espera que la matriz de dispersión se dis-
tribuya, en una región de su espacio, de acuerdo con el kernel de Poisson al
cuadrado. Esperamos continuar con este trabajo en el futuro cercano

Finalmente, es claro que el procedimiento realizado puede generalizarse al
estudio de sistemas con amplificación en lugar de absorición [31] o hacer una
extensión al caso en el que se tienen dos o más canales. Esto forma también
parte de un proyecto futuro.



Apéndice A

La función delta de Dirac

La función delta de Dirac [32] es una función generalizada y está definida
en términos de sus propiedades

δ(x) =

{

∞, x = 0
0, x 6= 0

, (A.1)

f(0) =

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx, (A.2)

donde f(x) es una función bien portada y la integración incluye el origen.
Como un caso especial de la ecuación (A.1) tenemos

∫ ∞

−∞
δ(x)dx = 1. (A.3)

De la ecuación (A.2), δ(x) debe ser infinitamente alta e infinitamente delgada
en x = 0. El problema es que dicha función no existe en el sentido estricto de
función. Sin embargo, la importante propiedad de la ecuación (A.2) puede
ser desarrollada rigurosamente como el ĺımite de una secuencia de funciones,
es decir, como una distribución.
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[9] G. Báez, M. Mart́ınez-Mares y R. A. Méndez-Sánchez, Phys. Rev. E.
78, 036208 (2008).

[10] C. H. Lewenkopf, A. Müller y E. Doron, Phys. Rev. A 45, 2635 (1992).
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