UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Sincronizacion en Redes Complejas

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
Fisico
P R E S E N T A

ARTURO LEOS ZAMORATEGUI

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. EDUARDO NAHMAD ACHAR
2011



Datos del alumno

Apellido paterno Leos

Apellido materno Zamorategui

Nombre Arturo

Teléfono 47562990

Institucion Facultad de Ciencias,
Universidad Nacional Auténoma de México

Carrera Fisica

Numero de cuenta 40602968-3

Datos del tutor

Grado Dr.

Nombre Eduardo

Apellido paterno Nahmad

Apellido materno Achar

Datos del sinodal 1

Grado Dr.

Nombre(s) Rafael Angel

Apellido paterno Barrio

Apellido materno Paredes

Datos del sinodal 2

Grado Dr.

Nombre David Philip

Apellido paterno Sanders

Datos del sinodal 3

Grado Dr.

Nombre Maximino

Apellido paterno Aldana

Apellido materno Gonzalez

Datos del sinodal 4

Grado Dr.

Nombre Denis

Apellido paterno Boyer

Datos del trabajo escrito

Titulo
Numero de paginas
Ano

Sincronizacién en redes complejas
129
2011




Indice general

1. Introduccién 3
2. Marco teérico 9
2.1. Teoria de graficas . . . . . . . . . . 10
2.1.1. Conceptos basicos . . . . . . . . .. 10

2.1.2. Matrices asociadas aredes . . . . . .. ... oL 13

2.1.3. Propiedades delasredes . . . . . . . . ... ... L. 15

2.2, Tiposderedes . . . . . . . . . 18
2.2.1. Redes 2k-regulares . . . . . .. .o 19

2.2.2. Redes aleatorias . . . . . . . . . ... 20

2.2.3. Redes de mundo pequeno . . . . . ... ..o 22

2.2.4. Redeslibresdeescala . . . . .. ... ... ... .. ... . ... 26

2.3, SINCronizacion . . . . . . . . . . i e 27
2.3.1. Sincronizacion de osciladores acoplados . . . . . .. ..o L. 29

2.3.2. Sincronizacion en sistemas cadticos acoplados . . . .. ... L. 31

2.3.3. Estabilidad del estado sincronizado . . . . . . .. ... ... ... .. 37

3. Sincronizacion en redes complejas 43
3.1. Redes 2k-regulares . . . . . .. ... 44
3.2. Redes aleatorias . . . . . . . . .. ... 57
3.3. Redes de mundo pequeno . . . . . . . . . . ... 67
3.4. Redeslibresdeescala . . . . . . . . . .. . 75

4. Conclusiones 85
A. Resultados en teoria de graficas 89
Al Ciclos . . . . e 90
A.2. Funciones generadoras . . . . . . .. ... 92
B. Sistemas Dinamicos y Caos 97
B.1. Sistemas dindmicos . . . . . . . ..o 98
B.2. Atractores . . . . . . .. 100
B.3. Mapeos unidimensionales . . . . . . . . . ... Lo 104
B.4. Propiedades dinamicas de sistemas cadticos. . . . . . . . . .. ... 107
B.4.1. Estabilidad lineal de estados estacionarios y érbitas periddicas . . . . 107

B.4.2. Exponentes de Lyapunov . . . . . . . . ... . 0oL 110



v

INDICE GENERAL

C. Diseno de Redes
C.1. Redes 2k-regulares

C.2. Redes con distribucién de probabilidad arbitraria . . . . ... .. ... ...
C.3. Redes de mundo pequeno . . . . . . . . . . . ...

D. Calculos numeéricos
D.1. Desviacion estdndar

D.2. Funcién Maestra de Estabilidad (FME) . . . ... ... ... ... .. ...



Agradecimientos

Quiero expresar mi total agradecimiento al Dr. Eduardo Nahmad Achar a quien respeto
y admiro profundamente. No sélo es un investigador y profesor notable, sino también una
persona ejemplar. Sin él, este trabajo no hubiera sido concluido en el tiempo y forma en que
se realizé.

Agradezco también a todos aquellos profesores que durante la carrera me inspiraron,
a ellos quienes a diario se esforzaron por compartir experiencias y conocimientos, que no
temieron en romper esquemas y crear nuevos horizontes. A todos ellos les debo mi sincero
agradecimiento y admiracion.

Con especial carino, agradezco a mi madre Martha Lilia y a mi hermano Carlos quienes,
en un esfuerzo diario por hacer de cada dia uno mejor que el anterior, tuvieron la pacien-
cia para comprenderme y apoyarme cuando lo necesité. A toda la familia que me apoya
incondicionalmente.

A mis amigos, con quienes creci y comparti grandes experiencias de vida durante el largo
e intrincado trayecto que represento la carrera. A todos ellos con quienes comparto suenos y
metas en comun, con quienes también comparto experiencias divertidas, los recordaré siem-
pre.

A Eliza, quien en un momento dificil aparecié en mi vida, quien con una sonrisa es capaz
de reconfortarme y darme fuerzas para continuar. A ella, con quien me permito sonar.

Quiero expresar mi gratitud a los sinodales, cuyos valiosos comentarios y observaciones
fueron fundamentales en la conclusion del presente trabajo. Con especial reconocimiento,
agradezco al Dr. David P. Sanders por su apoyo y entusiasmo mostrado como profesor e
investigador.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



INDICE GENERAL




Capitulo 1

Introduccion



4 Introduccién

En los ultimos anos se ha acunado el término “complejo” para referirse a un sistema
en el cual surgen propiedades emergentes a partir de la interacciéon de componentes, hasta
cierto punto, simples. Es decir, aunque conozcamos la dinamica de las partes que componen
al sistema, es dificil predecir la dinamica que se observara debido a la interaccién entre sus
componentes. Cominmente se refiere uno a dichos sistemas como complejos, entre los cuales
podemos mencionar sistemas sociales que involucran interacciones humanas como la segre-
gacion social en términos raciales o religiosos, la toma de decisiones (teoria de juegos), la
evolucion de las interacciones humanas de conductas competitivas dadas por las reglas de se-
leccién de Darwin a formas de altruismo, y la propagacion de informacién y rumores; sistemas
biologicos como los ecosistemas, las cadenas alimenticias, redes genéticas y redes neuronales;
o sistemas creados por el hombre como el Internet y la World Wide Web (WWW), las redes
de transporte terrestre y aéreo, o bien, el mercado bursatil. Todos ellos son sistemas com-
plejos, pues presentan emergencia, adaptabilidad y hasta una forma de “inteligencia” en su
dindmica mediante fenémenos de auto-organizacion.

De los ejemplos mencionados antes, muchos de ellos se pueden representar mediante una red;
en pleno siglo XXI el término, aunque sea de manera intuitiva, nos sugiere una estructura
u organizacién en el sistema. Quiza los ejemplos que mas informacién nos pueden aportar
acerca de lo que es una red es el internet, la WWW o las redes sociales como Facebook y
Twitter. Para tener una red necesitamos de los elementos que la conforman representados por
vértices o nodos y conexiones entre ellos, dadas por las interacciones. Pero, ;qué hace a una
red, compleja? jEs el nimero de nodos o el nimero de aristas?, jo la forma en que se conec-
tan los nodos? Ciertamente todas ellas, en conjunto, pueden generar una red compleja. Con
la llegada de las supercomputadoras se estuvo en condiciones de analizar redes con una gran
cantidad de nodos. Sorprendentemente, muchas de ellas resultaron tener propiedades simila-
res aunque representaban sistemas completamente diferentes; por ejemplo, una red neuronal
“se parece” a una red social en el sentido de que comparten ciertas propiedades estadisticas,
esto es, existe un fendmeno comun en ambas que produce que las conexiones sean similares;
pero entonces, jqué produce que se forme ésta y no otra estructura? O planteada de otro
modo, ;Existe un mecanismo universal que propicia la formacion de una topologia comin en
redes completamente distintas?.

El intento de responder estas y otras preguntas dio origen a la teoria de redes complejas y al
formalismo matemaético llamado teoria de gréaficas cuyo origen se remonta quiza al ano 1736
cuando Leonhard Euler, siendo profesor de matematicas en San Petesburgo, se encontré con
el problema de los siete puentes en la antigua ciudad prusiana de Konigsberg. Se preguntaba
si era posible recorrer todos los puentes sin cruzar dos veces por alguno. Otro problema rela-
cionado redes, en apariencia sencillo, es el llamado problema del agente viajero, que consiste
en encontrar la trayectoria “Optima” que debe recorrer un transportista entre N distintas
ciudades separadas una distancia w;; de manera que todas sean visitadas una sola vez; en
términos de costos dicha trayectoria representa la més rapida utilizando el menor combustible
posible. Curiosamente un problema que a simple vista parece sencillo resulta ser mucho mas
complejo y su soluciéon resulta en nuestros dias de gran importancia en planeacion de rutas
de transporte. Tan solo en el 2015 se prevee que la poblacién en la ciudad de México sea de
aproximadamente 21.6 millones de habitantes' que representard el 20 % de la poblacién total
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del pais, por lo que una adecuada planeacién deberia ya estar en la conciencia colectiva.

Muchos de los fenémenos dindmicos presentes en las redes son altamente dependientes de
las propiedades descritas antes, por ejemplo la busqueda de informacién dentro de la WWW
o la propagacion de epidemias en una red de individuos; cuando se habla de la dinamica en
la red se refiere a una dindamica presente en los nodos, de manera local, y no globalmente
en toda la red. Entonces al estudiar cierta dindmica en una red con N nodos se define una
variable de estado x'(t) = F(x!(t)) con i = 1,2,..., N a cada nodo de manera tal que al
tiempo t la red se encuentra en el estado x(t) = (x!(t),x%(t),...,x"(t)) que es llamado el
estado microscépico o microestado de la red. El proceso dinamico esta dado por la evolucion
de x(t) en el espacio fase.

Otros procesos altamente dependientes de la topologia de la red son la vulnerabilidad
de una red a ataques y la sincronizacion, cuyos resultados tienen gran relevancia practica y
conceptual. En este trabajo nos concentraremos en la sincronizacion, en particular aquella
encontrada en sistemas cuyos elementos estan conectados mediante una red compleja. Como
una primer idea, llamamos sincronizacion al mecanismo mediante el cual objetos oscilantes
ajustan sus ritmos mediante un proceso de interaccion entre ellos.

El concepto de sincronizacién quizas aparecié desde el siglo XVII con las observaciones
de Christiaan Huygens, quien es principalmente reconocido por sus estudios en optica y
por la precisién con la que elabord relojes, especialmente aquellos destinados a utilizarse
en expediciones maritimas. Huygens se percaté que dos relojes de péndulo, unidos a una
misma barra, se balanceaban exactamente en direcciones opuestas [1]. Huygens mencionaria
por primera vez dicho fenémeno en una carta enviada a su padre en Febrero de 1665 [2]. La
“simpatia entre dos relojes”, como lo llamaria el propio Huygens, se explicaria en términos
modernos como la sincronizacion en antifase debido al acoplamiento mutuo de los relojes
mediante la barra que los une.

A mediados del siglo XIX, en su famoso tratado La Teoria del Sonido [3], William Strutt
(Lord Rayleigh) describié el fenémeno de sincronizacién en sistemas acusticos. En 1920,
con el desarrollo de dispositivos eléctricos, W. H. Eccles y J. H. Vincent confirmaron el
descubrimiento de la propiedad de sincronizacion en un triodo - un dispositivo eléctrico
dentro de un tubo de vacio que produce una corriente eléctrica alterna en forma periddica.
En sus experimentos, Eccles y Vincent acoplaron dos generadores cuyas frecuencias diferian
ligeramente y demostraron que el acoplamiento forzaba al sistema a vibrar con la misma
frecuencia [4]. Més tarde, E. Appleton y B. van der Pol estudiarian este efecto de forma
tedrica. Sus resultados fueron de gran importancia practica pues los generadores de triodos
serfan elementos basicos en los sistemas de radiocomunicacién [5, 6].

La sincronizacion también ha sido observada en sistemas vivos. En 1729, el astrénomo y
matematico francés Jean-Jacques Dortous de Mairan, observé que las hojas de una planta de
alubias se movian hacia arriba y hacia abajo en perfecta sincronia con los cambios entre el
dia y la noche. Ahora es bien conocido que todos los sistemas biolégicos cuentan con relojes
internos que regulan dichos cambios. Grupos de luciérnagas se sincronizan para emitir luz con
la misma fase y frecuencia al igual que la gente aplaude, en ocasiones, en sincronia con el resto.
Un proceso similar se observa en los grillos. El estudio de la sincronizacion en los aplausos ha
sido estudiado recientemente por Néda et al. [7] quien realizé experimentos en diferentes salas
de conciertos en Rumania y Hungria. Se grab6 tanto la intensidad del ruido global mediante
un micréfono colocado en el piso, asi como los aplausos individuales mediante micréfonos
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ocultos cerca de cada espectador. Néda et al. enfatizaron que la aparicién de sincronizacion
se ve precedida por un doblamiento de periodo. La explicacion es que a velocidades bajas,
los individuos son capaces de mantener un ritmo estable por si solos y ademas, se reduce la
dispersiéon en las frecuencias. Ambos factores producen la transicion al estado sincronizado.
Ellos notaron que la reduccion en la frecuencia, que induce sincronizacion, es mas comun en
paises del este de Europa, donde la audiencia es mas homogénea que en paises multiculturales
del oeste de Furopa y Estados Unidos.

El estudio de redes de neuronas es otro ejemplo de gran trascendencia en neurociencia don-
de la sincronizacién parece ser el mecanismo central para el procesamiento de informacién en
un area especifica del cerebro asi como la comunicacién entre diversas dreas [8, 9, 10, 11, 12].
Evidencia reciente indica que la sincronizacion en la corteza sensoriomotora puede servir pa-
ra integrar y coordinar informacién relacionada con el control motor [13]. La sincronizacién
es el mecanismo encargado de mantener los ritmos vitales como la respiraciéon. Koshiya y
Smith demostraron que estos ritmos son generados por redes de neuronas localizadas en el
tallo cerebral las cuales simulan la funcién de un marcapasos [14]. En contraste, la sincro-
nizacién es responsable también de diversas convulsiones como las observadas en personas
que padecen epilepsia [15]. Estructuralmente, las redes corticales* se pueden estudiar en base
a los diferentes niveles jerdarquicos de organizacién [16]: el nivel microscépico de interaccién
entre neuronas, el nivel mesoscépico de circuitos neuronales locales, y el nivel macroscopico
de organizacién entre diferentes areas en el cerebro. Aunque todavia se desconoce gran parte
de los primeros dos niveles, mucha informacién ha sido recavada de cerebros de animales en
el ultimo nivel, lo cual ha permitido comparar los datos experimentales obtenidos por reso-
nancia magnética con los resultados numéricos de distintos modelos de subredes de neuronas
[10].

La sincronizacién en una red se presenta cuando todos los nodos evolucionan de la misma
forma, i.e. x*(t) = x*(t) = --- = x"(t) = s(t) donde los nodos tienen el mismo estado $(t) =
F(s(t)) para todo tiempo t, conocido como sincronizacion completa. El presente trabajo se
concentra en el andlisis numérico de la sincronizacién en redes complejas cuya dinamica en los
nodos esta dada por sistemas dindmicos cadticos. Aunque parece paraddjico, algunos sistemas
como los laseres o las redes neuronales presentan este comportamiento. Estas tltimas son la
motivacién principal de este trabajo, donde la sincronizacién se presenta a diferentes escalas
y resulta un mecanismo esencial en el procesamiento de la informaciéon. En el Apéndice B,
el lector no familiarizado con el tema encontrara un breve resumen de la teoria de sistemas
dindmicos y caos, donde se expone la teoria general, asi como las principales propiedades
de los sistemas continuos y discretos. Asimismo, se da una breve introduccién a la teoria
de estabilidad donde también se incluye el método de los exponentes de Lyapunov para
distinguir entre sistemas estables y cadticos, caracterizados estos tltimos principalmente por
su alta dependencia en las condiciones iniciales.

La estructura del presente trabajo es como sigue: La terminologia relacionada con redes
se introduce en el Capitulo 2. El formalismo matemaético que estudia las redes es llamado
teoria de graficas y el Capitulo 2 inicia con la principal notacién y terminologia utilizada,
complementada con algunos resultados incluidos en el Apéndice A.1. También se introducen

2Las 4reas corticales en la corteza cerebral se refieren a todas las zonas del cerebro asociadas a funciones
especificas, es decir, zonas donde las neuronas comparten propiedades funcionales distinguibles de otras dreas.



algunos conceptos en teoria algebraica de graficas, en la cual se asocian algunas matrices con
la topologia de la red; de dichas matrices se obtiene informacién fundamental en términos de
su espectro de eigenvalores.

El Capitulo 2 continia presentando algunas de las propiedades estadisticas fundamentales
para clasificar y diferenciar entre distintos tipos de redes. Algunas de aquellas propiedades
son la distribucién del ntimero de vecinos de los nodos, conocida como distribucion del grado
en los nodos®; la intermediacién que mide la importancia de un nodo medida, por ejemplo,
por el nimero de trayectorias que pasan por €l; el coeficiente de agrupamiento que mide que
tan conectados estan entre si los vecinos de un cierto nodo; la trayectoria minima que equi-
vale al menor niimero de conexiones posibles entre un par de nodos arbitrario; y la longitud
de la trayectoria caracteristica que es el promedio de las trayectorias minimas sobre todos
los pares de nodos, por mencionar algunas. Al final del Capitulo 2 se utilizan dichas propie-
dades estadisticas para distinguir entre diferentes tipos de graficas, a saber: redes requlares
cuya principal caracteristica es que los nodos tienen el mismo numero de vecinos, las redes
aleatorias generadas con una funcién de distribucién binomial, las redes de mundo pequeno
caracterizadas por tener de manera simultanea un coeficiente de agrupamiento grande y una
longitud corta de su trayectoria caracteristica, y finalmente, las redes libres de escala con dis-
tribucion de ley de potencias en sus grados. Tanto las redes aleatorias como las redes libres
de escala pueden ser estudiadas con el formalismo de las funciones generadoras mediante el
cual se pueden analizar, a partir de una funcién de distribucién arbitraria, las principales
propiedades de la red. Dicho formalismo se incluye en el Apéndice A.1.

Se concluye el Capitulo 2 con los principales conceptos en la teoria de sincronizacion;
se incluyen dos modelos que se consideran importantes para entender la sincronizaciéon en
sistemas de muchos elementos: primero, se estudia la sincronizacién de poblaciones de osci-
ladores, y a continuacion, la sincronizacion de sistemas cadticos. En este tltimo se analiza
la estabilidad del estado sincronizado de dos mapeos acoplados, que es el caso mas simple, y
se generaliza a sistemas de N elementos cadticos cuyo acoplamiento se representa mediante
un operador lineal. La estabilidad del estado sincronizado se estudia a detalle en la 1ltima
seccidn, en donde se incluye el formalismo de las ecuaciones maestras de estabilidad (EME) y
su funcién maestra de estabilidad asociada (FME), tanto para sistemas dindmicos continuos
como discretos.

Lo estudiado al final del Capitulo 2, sirve como preambulo a los resultados numéricos de
sincronizacién en redes complejas expuestos en el Capitulo 3. Aqui se exponen los resultados
numéricos obtenidos con el formalismo de las FME donde se incluyen los tipos de redes
expuestas en el Capitulo 2: redes regulares, redes aleatorias con distribucién binomial, redes
de mundo pequeno y redes libre de escala. En los Apéndices C y D se incluye el cédigo de
algunos programas utilizados en este tltimo capitulo.

3El grado de un nodo es el ntimero de conexiones (también llamadas aristas) de ese nodo, que equivale al
nimero de vecinos o nodos conectado a él.
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En el presente capitulo se introducen los conceptos y la terminologia utilizada en el
presente trabajo en relacion con la teoria de graficas. Se incluye también un breve resumen
de la teoria algebraica de graficas en donde se enumeran las principales matrices asociadas
a la topologia de las graficas asi como las propiedades de su espectro de eigenvalores. Mas
adelante, se describen algunas de las principales propiedades estadisticas de las redes tales
como la distribucion del grado de los nodos, el diametro, la centralidad, el coeficiente de
agrupamiento y la longitud de la trayectoria caracteristica. De acuerdo a dichas propiedades se
pueden clasificar las redes en diferentes tipos tales como: redes regulares, aleatorias, de mundo
pequeno y libres de escala; al final del capitulo se describen sus principales caracteristicas.

Al final del capitulo, se introduce la notacién relacionada con sincronizacién mediante dos
ejemplos: sincronizacién en poblaciones de osciladores y en sistemas cadticos. Con los cuales
se entendera el mecanismo que produce que sistemas de muchos osciladores ajusten sus fases
produciendo el fenémeno de sincronizacion en fase y aquel que produce que sistemas cadticos
igualen sus estados produciendose la llamada sincronizacion completa.

2.1. Teoria de graficas

Formalmente, la teoria de grdficas estudia la topologia y propiedades de las redes; la
topologia se refiere a la forma en que se conectan los elementos de la red y dicha estructura
determina en gran medida las propiedades de la red.

Se inicia el capitulo definiendo algunos conceptos basicos en teoria de graficas, los cuales
seran utiles, primero, para tener una nocion clara de lo que es una grafica, y segundo, para
introducir la terminologia y notacion utilizada a lo largo de este trabajo en donde se utilizan
los términos redes y grdficas como sindnimos.

2.1.1. Conceptos basicos

Una grafica se forma por elementos y conexiones entre ellos dadas por las interacciones.
Formalmente una grafica G es un par ordenado de conjuntos disjuntos (V, E), donde E (o
E(G)) es un subconjunto del conjunto V2 de pares no ordenados de V' (o V(G)). El conjunto
V es el conjunto de vértices (o nodos) y E es el conjunto de aristas (edges, en inglés). Una
arista {x,y} une a los vértices z y y con z # y, y se denota por zy. Asi zy y yz son la misma
arista. Por definicién una grafica no contiene “loops” (una arista que une un nodo consigo
mismo) ni tampoco multiples aristas, esto es, varias aristas uniendo los mismos dos nodos!
[17]. Dos aristas son adyacentes si tienen exactamente un vértice en comin. El modo més
facil de describir una grafica (si la cantidad de nodos es pequena) es dibujando sus nodos y
aristas. La gréafica con nodos 1,2, ...,5 y aristas 12, 23, 34, 45, 51, 24, 25, 35 es comprendida
de inmediato al ver la Fig. 2.1.

El orden de G es el nimero de vértices en G; se denota por |G|. El tamano de G es el
nimero de aristas en Gj; se denota por |E| (ver Fig. 2.2).

El tamafno de una grafica de orden n es como minimo 0 y como maximo n(n — 1)/2,

i.e. el coeficiente binomial (g) Una gréfica de orden n y tamano (g) es llamada n-grafica

!Formalmente, una grifica con “loops” y miltiples aristas entre los mismos pares de nodos se llama
multigrdfica. Sin embargo en este trabajo seguiran siendo llamadas graficas.
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Figura 2.1: Una gréfica con 5 vértices y 8 aristas.

Figura 2.2: Gréficas de orden 4 y tamano 3.

completa y se denota por K,,. En K, todos los vértices son adyacentes.

El conjunto de nodos adyacentes al vértice x € GG, la vecindad de z, se denota por I'(x).
Asi, y € I'(x) implica que zy es una arista. El grado nodal de z es k, = |I'(x)|, lo cual
indica el nimero de vértices adyacentes a x. El grado minimo de los vértices de una grafica
G se denota por k(G) y el grado maximo por K(G). Un vértice de grado 0 es un vértice
aislado. Si k(G) = K(G) = k, esto es, todos los nodos de G tienen grado k, entonces se dice
que G es k-regular o regular de grado k.

Considere una grafica G con n nodos. Puesto que cada arista tiene dos nodos en sus
extremos, la suma de los grados de los nodos en G es exactamente el doble del nimero de
aristas:

> ki =2|E|. (2.1)
=1

En particular, la suma de los grados es par:
Z k; =0 (mod 2) (2.2)
i=1

Equivalentemente, (2.2) establece que hay un nimero par de vértices de grado impar. Este
resultado es conocido como “el lema del movimiento de manos” (handshaking lemma, en
inglés) puesto que es equivalente a decir que en una fiesta el nimero de manos agitadas es
par.
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Una trayectoria es una grafica T" de la forma
V(T) ={xo,x1,..., 11}, E(T)={xox1,x1%0,..., 2112} (2.3)

Esta trayectoria es usualmente denotada por xzgxy - - - ;. Los vértices zy y x; son los extremos
de Tyl =|E(T)| eslalongitud de T. Un camino W en una gréfica es una secuencia alternante
de nodos y aristas (secuencia de nodos adyacentes), por ejemplo, g, €1, 21, €. .. ., €, x; donde
e; = x;_1x;, 0 < i < [, la longitud de W es [. Notese que una trayectoria es un camino con
distintos vértices. Si un camino W = xgejxieo--- €z es tal que | > 3, xo = x; y los vértices
x;, 0 < 1 < [ son distintos uno del otro, entonces se dice que W es un ciclo. Un ciclo no
tiene un vértice inicial ni una direccion especifica. Se denota por C; a un ciclo de longitud
[. Asi lamamos a C3 un tridngulo, Cy un cuadrado, C5 un pentagono, y asi sucesivamente.
Algunos resultados relacionados con ciclos se incluyen en el Apéndice A.1.

Figura 2.3: Gréficas K4, P3 y Cy

Dado los nodos z y y, su distancia d(z,y) es la longitud minima de las trayectorias de
x a y, Si no existe tal trayectoria se dice entonces que d(x,y) = oo.

Una gréfica es conexa si para todo par {x,y} de vértices distintos existe una trayectoria
de = a y. Una subgréfica G' = (V' E') de G = (V, E) es una gréfica tal que V! C V' y
E’ C E. Una subgrdfica conexa maximal es una componente de la grafica G. Un puente
es una arista cuya eliminacién incrementa el niimero de componentes. Asi, la arista de una
grafica conexa es un puente si su eliminacion desconecta a la gréfica.

Una grafica sin ciclos es un bosque, o una grafica aciclica; un arbol es un bosque conexo.
Es decir, un bosque es la union disjunta de drboles o bien, un bosque es una grafica cuyas
componentes son arboles. (Ver Fig. 2.4.)

Si las aristas son pares ordenados de vértices, entonces aparece el concepto de grafica
dirigida (ver Fig. 2.5b). Un par ordenado (z,y) se dice que es una arista dirigida de z a y o
bien, una arista que inicia en x y termina en y, se denota por @ o simplemente xy. Un vértice
en una grafica dirigida tiene grado entrante y grado saliente: el grado entrante (indegree, en
inglés) k, es el nimero de aristas que terminan en z y el grado saliente (outdegree, en inglés)
kI es el nimero de aristas que inician en x.

De manera mas general, se pueden definir pesos a las aristas (ver Fig. 2.5¢) de la siguiente
manera: Dada una grifica G(V, E), la funcion W : V- x V' — R* define los pesos w;; entre los
nodos i y j, ademas W es simétrica i.e., w;; = w;; Vi,j € V(G). Las graficas consideradas
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4

Figura 2.4: Bosque

)£

a) b) c)

Figura 2.5: (a)Gréfica no dirigida, (b)dirigida y (c) con pesos. En la grafica dirigida, las aristas
son representadas por flechas las cuales indican de forma clara el vértice inicial y el final. Una grafica
con pesos asigna diferentes valores a las aristas, digamos entre 0 y 1, representado en la figura con
lineas de diferentes grosores.

hasta ahora corresponden a la eleccion

1 si%,7 son vecinos

(2.4)

Wi = . .
0 sino son vecinos

De manera natural surgen redes en donde es necesario definir la direcciéon y el peso entre
pares de nodos; en una red de amigos, por ejemplo, en la cual se pregunta a cada individuo
quiénes son sus amigos, podria darse el caso de que i considere a j su amigo pero que este
ultimo no considere a 7 entre sus amistades, en este caso sélo hay una arista dirigida de 7 a j.
Por otro lado, el trafico de informacion entre diversos nodos puede ser mejor modelado si se
pesa mas a las aristas que conectan aquellos nodos con mayor interaccién [18]. En el presente
trabajo sélo se trabajara con redes no dirigidas.

2.1.2. Matrices asociadas a redes

Una forma clara de visualizar y comprender una grafica es mediante algunas matrices
asociadas a dicha grafica, tales como la matriz de adyacencia, la matriz de incidencia y
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el Laplaciano. Un area importante dentro de la teorfa de graficas es la teoria algebraica de
graficas, enfocada en determinar la forma en que las propiedades de las graficas son reflejadas
en las propiedades algebraicas de las matrices, estos es, a partir de su espectro de eigenvalores.

Matriz de adyacencia

La matriz de adyacencia A(G) = (a;;) de una gréifica G de orden n es la matriz entera
de n X n con renglones y columnas asociados a los vértices de G de forma tal que

1 si v € BE(G),
;5 =
! 0 de otro modo.

Notese que A es simétrica si G es no dirigida pues, en caso de serlo, puede existir la arista
eie; y no la eje;. Debido a que no hay “loops”, los elementos de la diagonal son cero.

En general, al referirnos a una grafica G arbitraria se entendera que es no dirigida. La
matriz A asociada a una grafica es real y simétrica, por lo tanto es hermitiana, esto es,
(Ax,y) = (x,Ay). En consecuencia, los eigenvalores de A son reales, digamos p; > pig >
-+ > p, (La notacién utilizada frecuentemente es 71,72, . . ., sin embargo la reservamos para
los eigenvalores de la matriz Laplaciana L, definida més adelante). Se puede demostrar que
en una grafica conexa de orden n los eigenvalores p satisfacen que |u| < K = K(G), y que
ademds el grado méximo K es un eigenvalor de A si y sélo si G es regular? [17].

Matriz de incidencia

Considere una grafica dirigida GG. La matriz de incidencia B(G) = (b;;) de n x m
estd definida por

1 si v; es el vértice inicial de la arista e;,
bij = § —1 siwv; es el vértice final de la arista e;,

0 de otro modo.

Hay una conexién importante entre las matrices A y B. Denotaremos a la transpuesta de
una matriz M por M7,

Teorema 1. Sea D = (D;;) la matriz diagonal de n x n con D;; = k;, el grado del i-ésimo
vértice en G. Entonces

BB =D — A.

Demostracion. (BBT);; es > bicbjk, lo cual es k; si i = j, —1 si v;v; es una arista (si
er, = v;v; es dirigida de v; a v;, entonces b;ypbj, = 1(—1) = —1 y los demds productos son 0),
y 0 si v;v; no es una arista y @ # j. ]

2Si K es un eigenvalor de A su multiplicidad es 1.
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Matriz laplaciana

La matriz L = D — A = BB” con la suma de sus renglones igual a 0 es llamada el
Laplaciano combinatorio, matriz de Kirchhoff o matriz Laplaciana. L es de gran
importancia en la teoria espectral de graficas. Sea v < v < --- < 7, la secuencia de
eigenvalores de L dada por .

Por el Teorema 1 sabemos que L = BB”, donde B es la matriz de incidencia de G. En
consecuencia L es positiva semidefinida, esto es x’Lx > 0 para todo vector x distinto de
0. Puesto que Lj = 0, con j el vector con todas sus entradas igual a 1, entonces el menor
eigenvalor es v; = 0. El segundo menor eigenvalor 7,(G) de L es mucho menos trivial. Para
ilustrar su importancia, entre més grande es v2(G), es mas dificil cortar a G en pedazos,
por ello se le llama a dicho eigenvalor la conectividad algebraica. Para mostrar dicha
aseveracion, se define en [17] a 12(G) como sigue: dada una forma cuadrética ¢(x) = (Lx, x)
y teniendo en cuenta que Lj = (D — A)j =0,

vﬂG%—mm{Tﬁl:@Jw—ax¢o}

:mmpm—Amw

{x, %)

(2.5)

wxpzax¢o}

Si G = K, entonces L = (n —1)I — A = nl — J, con J la matriz de n X n con todas
sus entradas igual a 1. Entonces vy = 0y v = 73 = .-+ = 7, = n. La multiplicidad del
cero como eigenvalor de L es igual al nimero de componentes de GG, en particular si G es
n-regular, como en este caso, se tiene una componente gigante (toda la grafica) y por lo tanto
Unicamente y; = 0, ademas 7, = n — e > 0; el hecho de tener una sola componente hace
imposible separar a G. Ademas, si GG es una grafica r-regular de orden n, se puede demostrar
que vy =1 — [,V =T — U2, ..., Yn = T — [y son los eigenvalores del Laplaciano L, con
i los eigenvalores de la matriz de adyacencia A. Entonces en este caso el espectro de L es
tinicamente el espectro de A “trasladado y en reversa”?. En general, la relacién entre A y L
no es tan directa como en estos casos.

2.1.3. Propiedades de las redes

El estudio de diversos tipos de redes complejas, ya sean tecnoldgicas, bioldgicas, sociales
o de informacién, ha revelado una forma simple de clasificarlas en base a sus propiedades
estadisticas. La mds reperesentativa es quizas la distribucion de grados P(k), que indica la
probabilidad de que un nodo en la red tenga grado k, dicha propiedad permite la mayor dife-
renciacién posible entre las graficas, por lo cual suele considerarse como la “huella dactilar”
de la red. Sin embargo, otras propiedades refuerzan dicha categorizacion, tal es el caso del
promedio sobre todos los pares de nodos de la longitud de la trayectoria caracteristica entre
cada par 4, j en una grdfica con N nodos expresada por £ =3, .y, d(i,7)/N(N —1). Re-
lacionada con la distancia entre los nodos, existen muchas medidas que proveen informacion
acerca de la centralidad del nodo; algunas de las medidas mas comunes son la centralidad de

3A esto se debe que se hayan ordenado en orden descendente los eigenvalores de A (g > pig >+« > ).
El orden de los eigenvalores asociados a L es y1 <y < --- <7y,
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grado, y en textos de fisica, la intermediacion que cuenta el nimero de trayectoria minimas
entre cualquier par de nodos que pasan a través de un vértice o arista en particular.

En lo relativo a las redes estudiadas en el presente trabajo, nos enfocaremos en calcular
solo algunas de sus propiedades estadisticas, con la finalidad de tener una idea mas clara
acerca de sus principales caracteristicas y diferencias. Veamos pues con mayor detalle dichas
propiedades.

Grado nodal, distribuciones de grados y correlaciones

El grado nodal se definié arriba como k; = |['(x;)|, en donde I'(x;) es la vecindad del
vértice (o nodo) z;. Otra manera de definirlo es mediante la matriz de adyacencia A:

Z Qi (2.6)

Como se dijo antes, si la grafica es dirigida se tienen aristas “saliendo” del nodo 7 y aristas
“entrando” a i. Entonces, el grado saliente es k;f = > jeve) % Y el grado entrante es k; =

> jev(c) @ji- Polo tanto el grado total del nodo es k; = k +k; . Una lista de todos los grados
de una grafica es llamada secuencia de grados.

Una forma sencilla de caracterizar topolégicamente a una grafica GG es mediante la dis-
tribucién de grados P(k), definida como la probabilidad de que un nodo elegido de forma
arbitraria tenga grado k o, equivalentemente, como la fraccion de nodos de grado k en la
grafica. Para obtener informacién de cémo estan distribuidos los grados de los nodos en G,
se puede calcular directamente la distribucién P(k) o bien se calculan los momentos de la
distribucién en donde el n-ésimo momento esta dado por

=> k"P(k). (2.7)
k

El primer momento (k) es el grado promedio de G. Otra cantidad importante es

0% = ((k = (k))*) = (k%) — (k)?, (2.8)
llamada varianza o dispersion, la cual es el cuadrado de la desviacion estandar.

La distribucion de grados determina completamente las propiedades estadisticas en grafi-
cas descorrelacionadas. Sin embargo, muchas graficas reales estan correlacionadas en el sen-
tido de que la probabilidad de que un nodo de grado k esté conectado a otro de grado &,
depende de k. En estos casos se define una probabilidad condicional P(k'|k), la cual in-
dica la probabilidad de que un nodo de grado k se encuentre conectado a otro de grado k'.
P(K'|k) satisface la normalizaciéon ) ,, P(k'|k) = 1 y la condicién de balance detallado para
los grados kP(K'|k)P(k) = k' P(k|K")P(K') [19, 20]. Para gréficas descorrelacionadas, donde
P(K'|k) no depende de k, la condicién anterior se lee P(k'|k) = k' P(k|k")P(K")/{k).

Aunque las correlaciones en los grados estan formalmente representadas por P(k'|k), su
evaluacién directa en graficas reales produce ruido en los resultados [19], debido a que la
cantidad de nodos es finita. Para evitar dicho inconveniente, se define el grado promedio de
los primeros vecinos del nodo i como

1 _ - gkawaﬂf
ke =% Z k; = Zawkz 0y (2.9)

JeT'(4)
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donde la primera suma corre sobre los nodos j en la vecindad de . Usando la definicién en
(2.9), se puede calcular el grado promedio de los primeros vecinos de los nodos con grado k,
denotado por k), obteniendo una expresién que incorpora de forma implicita la dependencia
de k. Dicha cantidad puede ser expresada en términos de la probabilidad condicional como

KO (k) =Y K P(K|k). (2.10)

Sin correlaciones en los grados, la Ec. (2.10) queda como k™M (k) = (k?)/(k), que es indepen-
diente de k. Por otro lado, una grafica correlacionada se dice que es asortativa (assortative,
en inglés) si k(M) es una funcién creciente de k y disasortativa (disassortative, en inglés) si
k™) es una funcién decreciente de & [20]. En otras palabras, la asortatividad indica que nodos
de cierto grado tienden a conectarse con otros de grado similar mientras que la disasortativi-
dad indica que nodos con, por ejemplo, grado bajo, tienden a conectarse con nodos de grado
alto, o viceversa. En ausencia de correlaciones, se observaria un comportamiento plano.

Didmetro e intermediacién

En andlisis de redes de comunicaciones y transportes resulta indispensable conocer la
trayectoria minima d(i, j) entre dos nodos i y j, con la finalidad de reducir costos. En teoria
de graficas dicha trayectoria, conocida también como geodésica, juega un papel trascendental
en la caracterizacion de la estructura interna de la grafica. Si se mide la distancia entre
todos los pares de nodos de una gréafica GG, suponiendo que existe una trayectoria para cada
par, entonces la trayectoria méxima corresponde al didmetro de G, indicado por Diam(G).
Por ejemplo, las redes aleatorias tiender a tener didmetros pequenos, lo cual influye en la
velocidad con la que se transmite la informacion en la red.

La distancia entre dos nodos no adyacentes depende de los nodos que forman parte de
las trayectorias que los unen, un concepto importante en teoria de gréficas es la centralidad
de un nodo dentro de la grafica, lo cual indica la relevancia del mismo. Una medida de
dicha centralidad es conocida como centralidad de grado ¢; (degree centrality, en inglés),
que indica la proporcién de nodos en la red conectados a un cierto nodo ¢ y estd dada por
c = Nkjl, donde N es el nimero de nodos. Otra medida de la centralidad de un nodo i
se conoce como intermediacién b; (betweenness, en inglés), la cual mide la proporcién de
trayectorias minimas que pasan por dicho nodo. Esta dada por

=Y nyx (). (2.11)

n .
IkeV(G),j#k IR

donde n;; es el nimero de trayectorias minimas conectando los vértices j y k, mientras que
n;x (1) es el nimero de trayectoria minimas entre j y k que pasan por el nodo i. Las propie-
dades de centralidad adquiriran especial relevancia en el capitulo 3 donde seran calculadas
en algunos tipos de redes.

Agrupamiento y trayectoria caracteristica

El coeficiente de agrupamiento C; (clustering, en inglés) del nodo i-ésimo es una
propiedad fundamental en redes sociales: supongamos que el individuo Ag tiene dos amigos
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Ay y A, entonces Cy, indica la probabilidad de que A; sea amigo de Ay. Esto sugiere que
hay una relacion directa entre C4, y los tridngulos que forma Ay con sus vecinos. De hecho,
el coeficiente de agrupamiento se puede definir globalmente como la proporcién de triangulos
existentes en la red en relacién con la cantidad total de tercias que se pueden formar, como
sigue [21]:

3 X nimero de triangulos

C= . 2.12
numero de tripletes conectados ( )

El factor de 3 se introduce debido a que se cuenta cada tridngulo tres veces (una por cada
vértice). Recordamos que un tridngulo es un grupo de tres vértices en el que cada uno esta co-
nectado al resto; un triplete es un grupo de tres nodos en el que al menos uno esta conectado
al resto. Otra forma de definir C en términos de las conexiones de los vecinos de un nodo,
cuya informacién esta contenida en la matriz de adyacencia, es como sigue [22]: considere
el nodo i con k vecinos, entonces a lo mas existen k(k — 1)/2 aristas entre los vecinos (esto
ocurre cuando cada vecino de i estd conectado a todos los deméds). Por lo tanto C; define la
fraccién de estas aristas presentes:

ij QijjkAki ij Qi jk ki

C; = = 2.13
k(/{) — 1) ij aijaki ( )
y C es el promedio sobre todos los vértices en G-
1
= Z C;. (2.14)
1€V (G)

Dada un red con N nodos, la longitud de la trayectoria caracteristica ¢ se define como
el nimero de aristas en la trayectoria minima d(i,7) de todos los pares de vértices i, j
promediada sobre todas las aristas posibles en la red [23], esto es

(= m;d(i,j). (2.15)

El coeficiente de agrupamiento es una propiedad local de la topologia de la red debido a
que indica la probabilidad de que 2 vecinos de un nodo i, digamos j y k, sean vecinos entre
ellos, i.e., a;r; = 1 en la matriz de adyacencia. En contraste, la longitud de la trayectoria
caracteristica es una propiedad global que indica que tan “compacta” es la red; si £ = 1
entonces se tiene una N-grafica completa, esto es, con acoplamiento global. Si ¢ es grande
indica que los nodos se encuentran muy separados entre si, esto es, para llegar de un nodo
a otro hay que atravesar muchos nodos antes. Las propiedades expuestas en esta seccién son
fundamentales en el reconocimiento de redes de mundo pequeno, como se verda méas adelante.

2.2. Tipos de redes

El analisis de diversas redes ha llevado a clasificarlas de manera tal que algunas, aunque
provienen de diversos campos, comparten ciertas propiedades. Como se dijo en la seccion
2.1.3, la distribucién en los grados puede ser considerada como el primer criterio para clasi-
ficarlas con lo cual se puede diferenciar facilmente una red regular de una aleatoria [21, 24];
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si dicha red tiene una distribucién que satisface una ley de potencias (P(k) ~ k") enton-
ces es llamada red libre de escala. Sin embargo, otras tienen propiedades compartidas con
diferentes y hasta opuestos tipos de redes; tal es el caso de las redes de mundo pequeno las
cuales aunque presentan agrupamiento alto como se observa en las redes regulares, tienen
didmetros tan pequenos como el encontrado en redes aleatorias [23]. Otras, llamadas redes
libres de escala, son aquellas en las cuales nodos nuevos se conectan preferentemente con
aquellos cuyo grado es alto [25, 26|, lo cual sugiere que la topologia de este tipo de redes
emerge a partir de cierta dinamica en sus componentes.

2.2.1. Redes 2k-regulares

Recordamos de la seccién 2.1 que una grafica 2k-regular Go, (K € N) es aquélla donde
el grado de todos los nodos es igual a una constante 2k*. Debido a dicha regularidad, es el
caso mas sencillo de analizar. Podemos acomodar a los nodos en un anillo y acoplarlos con
sus 2k primeros vecinos como se muestra en la figura 2.6. Dada una grafica 2k-regular con
N vértices y kN aristas, la matriz Laplaciana L estd dada por la matriz circulante:

% —-1 -+ =1 0 -+ 0 =1 --- —1

-1 2k -1 -+ =1 0 --- 0 -1

-1 -+ =1 0 - 0 =1 --- —1 2
El término circulante se refiere a que un vector renglén arbitrario en la matriz es el renglén
anterior recorrido un lugar hacia la derecha. Los eigenvalores (v, 72, . .., vn) de dicha matriz
son [27]:

i 2 (m — 1)l
Vm = 2k 2;(:03( N ) m=1...,N.

Noétese que 1 = 0. En particular, si 2k = N — 1 entonces cada nodo esta conectado al resto
de manera que se tiene acoplamiento global, esto es, N-gréficas completas (Seccién 2.1).

Dicho tipo de redes se encuentran en sistemas donde la configuracion espacial de los
nodos es trascendental y la interaccién de cada nodo con sus vecinos estd restringida por un
cierto radio. Entre las principales propiedades de este tipo de de redes se encuentra que el
coeficiente de agrupamiento es alto debido a la alta conectividad de los nodos, i.e. es muy
probable que los vecinos de un nodo sean vecinos entre si. La Ec. (2.13) puede ser expresada
en términos del parametro £ como sigue: el nimero de aristas presentes entre los vecinos de
cada nodo es 3k(k — 1)/2 y el nimero total de aristas posibles entre los 2k vecinos de ese
nodo es 2k(2k — 1)/2. Por lo tanto el coeficiente de agrupamiento se lee como

oo =1 _3(k—1)
202k —1)  4(k—13)

(2.16)

Noétese que el limite con k — oo, y por ende N — oo, resulta en C = 3/4. Por otro lado, el
diametro de la grafica crece linealmente con la cantidad de nodos debido a la regularidad en

4La razén de escribir 2k, y no k, se debe a que deseamos que cada nodo tenga el mismo ntmero de vecinos
a su derecha y a su izquierda (acomodados como en la Fig. 2.6) de modo tal que el grado de cada nodo es
k' = 2k, lo cual facilita su andlisis posterior. Esto también implica que el nimero de nodos N debe ser impar.
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Figura 2.6: Grafica de 21 nodos 4-regular, i.e., acoplamiento a segundos vecinos. El coeficiente de
agrupamiento en este caso es C = 1/2.

las conexiones; de este modo Diam(Ga) = [N/2k]. La trayectoria caracteristica ¢ no tiene
una expresion simple; sin embargo, también escala con N, i.e. £ ~ N [26]. Estos resultados
seran retomados mas adelante en la seccion 2.2.3, donde se estudian algunas propiedades de
las redes de mundo pequeno construidas a partir de redes 2k-regulares.

2.2.2. Redes aleatorias

El primer intento serio para construir un modelo de redes con una gran cantidad de
nodos y en apariencia aleatorias, se debe al trabajo realizado por Solomonoff y Rapoport
donde se modela una red neuronal [28], siendo uno de los primeros trabajos que intentaron
modelar redes reales. Una década después resurgen dichas redes o grdficas aleatorias, como
las llamarian sus autores, con los trabajos de Erdos y Rényi [29], quienes las estudiarian
de manera rigurosa. Su modelo propuesto toma N nodos y conecta (o0 no) cada par con
probabilidad p (1—p). Esto define el modelo que Erdos y Rényi llamarian G(N, p). De hecho,
éste representa el ensamble de todas las gréaficas para las cuales una con m aristas aparece con
probabilidad p™(1 — p)M=™, donde M = () = N(N — 1) es el maximo ntimero de aristas
que pueden existir entre aquellos N nodos. Erdos y Rényi también definieron otro modelo
relacionado que nombraron G(IN,m), el cual representa el ensamble de todas las gréficas con
N nodos y exactamente m aristas, donde cada gréfica aparece con la misma probabilidad.’

Muchas de las propiedades en las redes aleatorias son solubles de forma exacta en el
limite termodindmico (N — 00), como se demostro6 en los anos 60’s por Erdos y Renyi [29].

5Estos dos modelos son andlogos a los ensambles candnico y gran candnico. Del mismo modo se pueden
definir funciones equivalentes a la energia libre de Gibbs y Helmholtz, las cuales son funciones generadoras
de los momentos de las propiedades de las gréaficas sobre la distribucion de todas las graficas, y las cuales
estdn relacionadas por una transformada de Lagrange con respecto a p y el pardmetro de orden m [24]. El
formalismo de las funciones generadoras se incluye en el Apéndice A.2.
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Partiendo de la distribucion binomial, que da la probabilidad de que un nodo tenga grado k

m=(§) - (217)

y sustituyendo el grado promedio z = Np, se obtiene

n- e () -9 (218)

Si se toma el limite para N > 1 se encuentra la distribucién de Poisson:

p(z) = lim p; = de (2.19)
N—oo k' ’
donde se utiliza que limy_,oo(1 — )V = €%

El valor de p determina la estructura de la red. Recordemos que una componente dentro
de una grafica representa un grupo de vértices conectados mediante aristas de forma tal que
existe una trayectoria entre cada par de vértices dentro de esa componente. Uno de los resul-
tados mas importantes relacionados con graficas aleatorias indica que existe una probabilidad
critica p. en la cual se produce una transicion de fase [24]. Si p < p,, se observa que la red
tiene pocas componentes y todas las componentes son pequenas. Por el contrario, si p > p,
la mayoria de los vértices (del orden de V) pertenecen a una misma componente gigante. El
tamafio de dicha componente puede ser calculado mediante argumentos heuristicos [21]. Sea
u la fraccion de los nodos que no pertenecen a la componente gigante, o bien, la probabilidad
de que al escoger un vértice de forma aleatoria, no pertenezca a dicha componente. Entonces
la probabilidad de que ninguno de los vecinos de este vértice pertenezca a la componente es
u” si el vértice tiene grado k. Promediando dicha expresién sobre la distribucién de probabi-
lidad de los grados de los nodos se encuentra la siguiente relacion en el limite donde N — oo:

u = i k_ _—=z - (zu)k _ z(u—-1)
=Y pat =e Z —¢ , (2.20)
k=0

k!
k=0

Debido a que la fraccién de la red ocupada por la componente gigante es S = 1 — u
entonces
S=1—e", (2.21)

Esta ecuacién no tiene una solucién cerrada. Sin embargo se observa que cuando 0 < z < 1,
la tinica solucién no negativa es S(z) = 0, y cuando z > 1 la solucién es S(z) > 0 y equivale
al tamano de la componente gigante. Entonces en z = 1 ocurre la transicion de fase.

Aunque gran parte del conocimiento adquirido acerca de las redes reales proviene de redes
aleatorias generadas a partir de la distribucion de Poisson, este modelo no reproduce muchas
propiedades observadas en aquellas. Gran parte de la teoria en redes complejas aleatorias se
ha derivado del estudio de redes reales, por lo cual, si se quiere modelar de forma precisa el
comportamiento de éstas, por ejemplo una red neuronal, es importante considerar otro tipo
de funciones de distribucién en los grados de los nodos.

6Esto es cierto pues limy_,oo N In(1 — 2) = limy o0 In(1 — %)/N_l, derivando respecto a N tanto el
numerador como el denominador (regla de L'Hopital) se obtiene limy 00 —2/(1 — %) = —2.
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Un modelo generalizado de redes aleatorias que incorpora distribuciones no poissonianas
es el llamado modelo de configuraciones. Si especificamos una distribucién de probabilidad
arbitraria p, de los grados de los nodos, tal que py representa la fraccion de los vértices en
la red con grado k, entonces podemos crear una secuencia de N grados k;, 1 =1,2,..., N a
partir de dicha distribucion. Con esta secuencia se han repartido va k; extremos de aristas,
con lo cual sdlo resta elegir dos extremos aleatoriamente y unirlos para formar la arista y
asi sucesivamente hasta haber unido todos los extremos libres de los nodos’. En el Apéndice
A.2 se explica el formalismo de las funciones generadoras a partir del cual se pueden calcular
una gran variedad de propiedades, tanto locales como globales, en una red generada a partir
de una secuencia obtenida de una distribucién arbitraria de grados.

2.2.3. Redes de mundo pequeno

En la década de los 60’s, multiples experimentos a cargo del psicélogo social Stanley
Milgram trataron de medir la forma en que esté conectada una red de personas [30]. Aunque
es frecuente encontrar gente que conoce a un amigo, o al amigo de un amigo, en realidad si
esto sucede es debido al circulo social en el que nos desenvolvemos. Sin embargo, es cierto
que vivimos en un mundo pequeno; si suponemos que cada individuo tiene 100 amigos (red
con seres sociales), entonces tendremos 100 veces 100, esto es, 10000 personas como segundos
vecinos. En el tercer paso conoceriamos a 1 millén de personas y en el cuarto a 100 millones.
En el siguiente grado se conocen ya 10 mil millones de personas. La poblacién mundial tiene
alrededor de 7 mil millones por lo que aproximadamente 6 grados es lo que separa a un
individuo de cualquier otro en el mundo. Dicho tipo de topologias también son observadas
en otro tipo de sistemas: la red neuronal del gusano Caenorhabditis Elegans (Fig. 2.7), y la
red eléctrica en Estados Unidos son algunos ejemplos de redes de mundo pequeno.

Las redes de mundo pequeno se encuentran entre las redes regulares y las aleatorias en
el sentido de que comparten propiedades de ambas: tienen coeficiente de agrupamiento alto
como las redes regulares y la longitud de la trayectoria caracteristica es baja como en las
redes aleatorias, debido a que hay conexiones de largo alcance con nodos que, de otro modo,
estarian muy alejados.

Siguiendo el método propuesto por Watts y Strogatz, una grafica de mundo pequeno pue-
de ser generada a partir de una red 2k-regular reconectando una arista por nodo a la vez con
probabilidad p con algiin otro nodo escogido uniformemente al azar, empezando por los pri-
meros vecinos. La tnica restriccién es la de no repetir aristas por lo que si se escoge un nodo
que ya tiene esa conexion la arista se deja en su lugar original. Cuando se haya concluido la
primera arista de cada vértice (primer vuelta) se toma el siguiente vecino més cercano y se
repite el proceso de reconexion; de este modo se habran dado k vueltas al anillo unidimensio-
nal [23]. Sin embargo, este modelo, aunque numéricamente no causa conflicto, posee algunas
inconsistencias: una es que la probabilidad de elegir los nodos en la red no estd uniforme-
mente distribuida, pues de inicio esta prohibido escoger aquellos que ya han sido conectados
previamente, y la més importante es que existe el riesgo de generar una red con nodos (o
grupos de nodos) aislados para los cuales su distancia con el resto es considerada infinita y,
por ende, la longitud de la trayectoria caracteristica diverge (ver Seccién 2.1.3). Para evitar

"El nimero de extremos repartidos debe ser par para que no quede al final ningtin extremo libre.
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Figura 2.7: Red neuronal del gusano C. Elegans con topologia de red de mundo pequefnio con
N = 306 nodos y 2345 aristas, el tamano de los nodos es proporcional a su grado. El grado promedio
es k = 15.327 y el didmetro es Diam = 14. La longitud de la trayectoria caracteristica es ¢ = 3.996
mientras que el coeficiente de agrupamiento es C = 0.164 con 10 componentes débilmente conexas y
66 fuertemente conexas, i.e., existe una trayectoria directa entre todos los nodos de la componente.

esto, Newman y Watts propusieron un modelo similar que corrige aquellos inconvenientes
[31]. Su modelo anade aristas a la red 2k-regular, en vez de reconectarlas. Para obtener los
mismos resultados obtenidos con el otro modelo, se define también una probabilidad p de
anadir una nueva arista por cada una de las aristas ya existentes. En este caso se permite
tener dos aristas conectando el mismo par de vértices asi como nodos conectados con ellos
mismos (“loops”). La probabilidad definida en el modelo de Newman y Watts (sin recone-
xi6n) conduce a los mismos resultados que el modelo de Watts y Strogatz (con reconexién)
ya que en ambos el nimero de aristas anadidas o reconectadas, segin sea el caso, es pNk.
La expresion para la distribucion del grado de los nodos en el modelo sin reconexiones se
simplifica en relacién con la obtenida para el modelo de Watts y Strogatz (ver Fig. 2.8); para
aquel los nodos tienen al menos grado 2k y la distribucion de las aristas anadidas sigue una
distribucién binomial. Entonces la probabilidad py de que un nodo tenga grado k' es

0 si k' < 2k

P = N 2kp\ ¥ | 2kp N=K+2k e ot 1 (2:22)
]{Zl—2]{} T —W € Otro modao.

Esta distribucién, aunque es aleatoria, conserva el hecho de que la red fue construida a
partir de una red regular por lo que difiere ligeramente de la distribuciéon observada en las
redes aleatorias generadas con una distribucién binomial. La distribucion en el modelo con
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reconexion es un poco mas complicada que la expresion (2.22), debido a que se compone por
el producto de la distribucién de las aristas P;(n}) del nodo ¢ que no son reconectadas y la
distribucién de las aristas P(n?) que son conectadas a ¢, donde el grado del nodo k' = k +n;
es al menos k mds las nuevas reconexiones n;, con n; = n; + n? dividido en los nodos que no
se reconectaron n; < k y los que se reconectaron al nodo i, n?.8

i

P.(c)
p=0.1
=0.2
P P
) y B, . p=0.4
10 3 % p=0.6
¢ % p=0.9
b p=1
10~ | .
I 1
10~

0 4 8 12 16

Figura 2.8: Las redes de mundo pequetio si bien son generadas utilizando métodos aleatorios, la
distribucién del grado de los nodos difiere de aquella obtenida para redes aleatorias. En la gréfica se
compara la distribucién para redes donde las aristas son reconectadas con probabilidad p (modelo
de Watts y Strogatz) con k =3 y N = 1000 nodos. Los circulos rellenos representan la distribucién
de la red aleatoria con grado promedio k' = 2k. Figura tomada de la Ref. [22].

Generar las redes de mundo pequeno mediante los procesos antes mencionados permite
controlar la regularidad o aleatoriedad de las mismas dependiendo si el parametro p se acerca
ap=0o0ap=1;en total el nimero de aristas, como se mencioné antes, es pNk en ambos
casos. El método usado para generar redes de mundo pequeno conserva las propiedades de
las redes sociales en las cuales fueron inspiradas: por un lado los nodos tienen aristas de corto
alcance conectadas con sus vecinos mas cercanos, esto es, con la gente que se convive a diario
(vecinos, companieros de escuela, etc.); por otro lado, cuentan con conexiones de largo alcance,
como amigos o familiares que viven en el extranjero, que permiten conocer gente que, de otro
modo, seria improbable conocer. Como se dijo antes, dichas caracteristicas producen que en
un rango amplio de p tanto la longitud de la trayectoria caracteristica ¢ como el coeficiente

8Se remite al lector a la Ref. [22] para ver a detalle dicha distribucién
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de agrupamiento C se comporten de una manera inusual: el primero es similar al observado
en redes aleatorias, i.e., £(p) = £(1), sin embargo el segundo es tal que C(p) > C(1).

La longitud de la trayectoria caracteristica ¢ decae drasticamente anadiendo unas pocas
aristas a la red 2k-regular. Aunque no se ha encontrado una expresion exacta, dicha transicion
se sabe que depende del nimero de nodos N més que del propio pardmetro p [22]; manteniendo
este ultimo constante se observa que ¢ escala linealmente con el tamano del sistema para el
cual el nimero promedio de nuevas aristas pkN es menor que 1. Mas alla de cierto valor en el
tamano del sistema se produce una transicién de fase después de la cual ¢ escala como In(N)
y el nimero promedio de nuevas aristas anadidas es mayor que 1. Similar al comportamiento
de la longitud de correlacion £ en fisica estadistica, se encuentra que en la transicién de fase
N =&y pk& ~ 1, 1e. & ~ 1/pk, por lo que la longitud de correlacién para redes de mundo
pequenio diverge conforme p — 0 [31, 32], limite en el que ¢ escala como

0= % F(PEN), (2.23)

donde la funcién de escalamiento f(x) toma la forma

c = cte sirx kK1

f(z) ~ q In(z) U (2.24)

T

Finalmente, el coeficiente de agrupamiento C puede ser expresado en términos de aquel ob-
tenido en redes 2k-regulares; en el modelo con reconexiones cada arista es reconectada con
probabilidad p, y por lo tanto no es reconectada con probabilidad (1 — p). Si p = 0 se tiene
una red regular, para la cual C(0) = 3(k —1)/2(2k — 1) (Ec. (2.16)), por lo tanto para p > 0
dos nodos que fueron vecinos de 7 con p = 0, siguen siendo vecinos de i y siguen conectados
entre ellos con probabilidad (1—p)?, debido a que cada arista en este tridngulo que permanece
en su lugar colabora con un factor de (1 — p). Entonces C(p) puede ser expresado de manera
aproximada como

_ 3(k-1)
22k —1)

con correciones del orden 1/N. El coeficiente de agrupamiento en el caso de la versién
sin reconexiones suma a las posibles conexiones entre los 2k vecinos de un nodo ¢ aquéllas
nuevas conexiones que pueden aparecer por el hecho de anadir nuevas aristas a i [24],

C(p) = C(0)(1 - p)* (1-p)% (2.25)

. Bh(k-1) B 3(k —1) (2.26)
D 4 opk2(p+2) 202k — 1)+ 4kp(p+2) '

Como se puede observar, en ambos modelos el coeficiente de agrupamiento C aumenta en
relacién con el obtenido para la red 2k-regular. Conforme aumenta p, el nimero de vecinos
de un nodo 7 aumenta y por ende, el nimero de posibles conexiones entre sus vecinos también.
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2.2.4. Redes libres de escala

El formalismo de las funciones generadoras incluido en el Apéndice A.2 permite extender
los resultados a un tipo de gréaficas cuya distribucién esta dada por una ley de potencias
conocidas como redes libres de escala®. Sin embargo, como es sefialado por Barabasi [25],
“este mecanismo [mediante funciones generadoras| pospone una importante respuesta a cuél
es el proceso responsable de la emergencia de una red libre de escala”; puesto que el propdésito
de este trabajo no es responder aquella pregunta!®, bastard con crear redes cuya distribucién
en los grados obedezca una ley de potencias. La importancia de dicho tipo de redes se debe
a que muchas redes reales presentan una distribucion con ley de potencias en los grados de
los nodos, uno de los ejemplos més representativos de estas redes es la World Wide Web
(WWW) en donde los nodos representan las péginas en la red y las aristas entre cada par
de nodos representa la existencia de hipervinculos entre ellos [18]. Algunos otros ejemplos
pueden presentar caracteristicas que no corresponden a una ley de potencias, tal es el caso
de una red de colaboraciones entre actores que presenta una ley de potencias mas un corte
exponencial [21].

Como se vera a continuacion, una red de potencias pura puede ser considerada un caso
particular de una ley de potencias con corte exponencial, la funcion de distribuciéon en este
caso se escribe como

pe=CE™"e /% para k> 1, (2.27)

donde 7, k y C' son constantes. El corte exponencial hace que la distribucién sea normalizable
para todos los valores de 7 y no solo para 7 > 2, como es el caso de una distribucion de
ley de potencias pura. La constante de normalizacion estd dada en términos de la funcién
polilogarftmica o funcién de Jonquiere C' = [Li,(e~1/%)]~! definida como
x©  _k
Li,(z) =
k=1

(2.28)

??‘|(\z
\‘.

La forma usual de encontrar la distribucién con ley de potencias es sin el corte exponencial,
esto es, tomando el limite kK — oo en la Ec. (2.27). En este caso, la distribucién de ley de
potencias pura tiene la siguiente forma:

0 para k=0

kE~7/¢(T)  parak >1, (229)

Pk =

donde ((7) es la funcién ¢ de Riemann.'!

9El término “libre de escala” se refiere a cualquier funcién f(z) que permanece sin alteraciones ante un
reescalamiento de la variable independiente z. Ciertamente f(x) es una funcién con ley de potencias, ya que
es la dnica solucién de f(ax) = bf(x) y por lo tanto “libre de escala” y “ley de potencia” se consideran
sinénimos.

10Vagamente hablando, Barabési propone que el mecanismo responsable de una red libre de escala se debe
a que si se anaden nuevos nodos, estos se conectan de manera preferencial con nodos de mayor grado; aquel
mecanismo es llamado “enlazamiento preferencial” (preferential attachment, en inglés).

HLa funcién ¢ de Riemann se define como sigue

) =Y % (2.30)

n=1
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Como se vera en el capitulo 3 las redes de ley de potencias se analizan por separado de
las redes aleatorias; sin embargo, las primeras son también redes aleatorias.

2.3. Sincronizacion

Puesto que en el presente trabajo se quiere analizar el fenémeno de sincronizacién en
redes complejas, es importante entender lo que es la sincronizacion; en la presente seccion
se desarrollan los conceptos mas importantes de sincronizacién y dos ejemplos que ayudaran
a comprender la sincronizacién en sistemas conformados por muchos elementos. El primer
ejemplo se concentra en una poblacién de osciladores, analizado a partir del modelo de
Kuramoto; el segundo estudia la sincronizacion en sistemas caodticos, partiendo del caso mas
simple de dos osciladores acoplados y continuando con la generalizacion al problema de
sistemas de N osciladores acoplados. Otros ejemplos pueden ser consultados a detalle en [33].

Tipicamente la oscilacién de un sistema es representada mediante una variable x(t) que
describe como cambia el sistema. Si se trata de un péndulo, el &ngulo respecto a la vertical es
lo que cambia. Si es un sistema electrénico, x(t) es la corriente a través de una resistencia o
bien, podria tratarse de la intensidad en un léser. Sin embargo, para describir a dicho oscilador
en un instante de tiempo, no es suficiente conocer z(t). En el caso de los relojes de péndulo,
se necesita conocer también la velocidad angular. En general, el comportamiento del sistema
puede ser descrito por un par de coordenadas (x,y) en el espacio fase. Cuando la oscilacién
es periodica, se repetira el estado del sistema después de un tiempo 7', llamado periodo, lo
cual implica que se tiene una curva cerrada en el plano x — y, llamada ciclo limite. Ante
cualquier perturbacién, si el sistema es estable regresara eventualmente a dicho ciclo. En
algunas ocasiones es conveniente caracterizar el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo
mediante la frecuencia ciclica f = 1/T, sin embargo, en el estudio de la sincronizacién, la
frecuencia angular w = 27 f = 27/T resulta més conveniente.

Comparando el estado sincronizado de diversos sistemas oscilantes, como es el caso de los
dos relojes de péndulo acoplados, revela que la sincronizacién se puede dar de dos formas:
podria pasar que los péndulos se balanceen en la misma direccion, esto es, ambos a la izquierda
alcanzan su amplitud maxima y regresan a la derecha de manera casi simultanea (Fig. 2.9a);
o bien, ambos alcanzan su amplitud maxima pero del lado opuesto, y cuando se cruzan en el
punto mas bajo se mueven en sentidos opuestos (Fig. 2.9b). Para describir estas dos distintas
dindamicas, se introduce un concepto clave en teoria de sincronizacion: la fase ¢ del oscilador.

Entonces la oscilacion de dichos péndulos puede ser descrita, en el caso més simple, por
una onda sinusoidal z(t) = A sin(wot+ ¢y ), donde wy denota la frecuencia angular relacionada
con el periodo de oscilacién por wy = 27/T. La intensidad de la oscilacién es descrita por
la amplitud A (asociada al dngulo maximo .. respecto a la vertical, en los péndulos).
La cantidad ¢(t) = wot + ¢p es la fase de oscilacién, con ¢y la fase inicial. En la Fig. 2.9,
podemos observar dos ondas sinusoidales; en (a) la fase difiere muy poco mientras que en (b),
la diferencia es casi 7. De hecho, la fase continta creciendo indefinidamente pero, debido a que
la funcién seno es periddica, sen(¢) = sen(¢ + 27), dos fases que difieren por 27 representan

la cual converge cuando Re(7) > 1. Nétese que, por ejemplo, ¢(1) =1+ % + % + --- es la serie arménica.
Como es de suponerse, la funcién polilogaritmica y la funcién ¢ de Riemann estan relacionadas por Li, (1) =

¢(7).
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o, A ?. A

(b)

Figura 2.9: Posible formas de sincronizacién: los relojes de péndulo se sincronizan en fase (a) i.e.,
con la diferencia de fases ¢ — ¢2 ~ 0, o en antifase (b), con ¢; — ¢o =~ 7

el mismo estado en el espacio fase.

Consideremos un sistema disipativo N-dimensional (N > 2) de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dx
dt
y supongamos que el sistema tiene una solucién periédica estable (de periodo Tp) xo(t) =

xo(t + Tp). En el espacio fase (el espacio construido con todas las variables de x), la solucién
es el ciclo limite.

Nuestro propésito es describir dicho sistema en términos de la fase. Para ello, introducimos
la fase ¢ como la coordenada a lo largo del ciclo limite, la cual incrementa 27 en cada rotacién.
Adicionalmente, pedimos que la fase aumente uniformemente con el tiempo

do _
dt

f(x), x=(x1,...,2n) (2.31)

w, (2.32)

donde wy = 27/ es la frecuencia de las oscilaciones autosostenidas. Llamaremos a dicha
frecuencia la frecuencia natural, indicando que es aquella que el sistema tiene antes de ser
influenciado por el acoplamiento o por una fuerza externa.

Las variables x del sistema en el ciclo son funciones 27-periddicas de la fase. Ademas es
importante resaltar que una perturbacién de la fase permanece constante: no crece ni decae.
En términos de estabilidad significa que el ciclo limite tiene un exponente de Lyapunov igual
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a cero en la direccién longitudinal a la trayectoria. Esto refleja también la propiedad de
los sistemas dindmicos auténomos de ser invariantes ante traslaciones en el tiempo: si x(t)
es solucién, entonces x(t + At) es también soluciéon. Ademads, el incremento en ¢ de At es
equivalente a un incremento en la fase A¢p = wyAt

2.3.1. Sincronizacién de osciladores acoplados

El caso de dos osciladores acoplados, como el par de péndulos descritos anteriormente,
asi como otros problemas simples se exponen formalmente en [33]. En esta seccién unicamente
se menciona el formalismo utilizado para analizar poblaciones de N osciladores acoplados de
forma global, es decir, en donde cada oscilador es influenciado con la misma intensidad
por el resto. Generalmente los sistemas de osciladores no forman una red regular'?, por el
contrario, se encuentran espacialmente desordenados; se puede uno referir a dichos sistemas
como ensambles o poblaciones de osciladores acoplados. En estos sistemas, es comun estudiar
el limite termodinamico N — oo, con lo cual se heredan conceptos utilizados en mecanica
estadistica; existe una analogia entre las transiciones de fase fuera de equilibrio y la transicién
a la sincronizacion en ensambles de osciladores.

El modelo de Kuramoto

Se analiza en esta seccion un modelo de N osciladores acoplados globalmente con dife-
rentes frecuencias naturales wy, introducido por Kuramoto [35]. El acoplamiento més simple
estd dado por una funcion peridédica cuyo argumento es la diferencia de fase de los osciladores:

do e
d—t’“ =W+ ; sen(@; — o) (2.33)

El primer término es la frecuencia natural del k-ésimo oscilador (ver la Ecuacién 2.32),
mientras que el segundo término es el acoplamiento entre cada par de osciladores y, en
este caso, es proporcional a 1/N; la intensidad de dicho acoplamiento es determinada por
el parametro : sélo en este caso se obtiene un resultado independiente de N en el limite
termodinamico N — oo. Si el acoplamiento entre cada par de osciladores fuese independiente
de N (sin normalizar la intensidad del acoplamiento ¢), entonces la fuerza ejercida sobre
cada uno creceria con el tamano del sistema por lo que en el limite N — oo la fuerza
sobre cada nodo es infinita y, obviamente, habria sincronizacion. Las frecuencias naturales
de los osciladores deben estar distribuidas en algtin rango, cuando N — oo podemos escribir
dicha distribucién mediante una densidad simétrica g(w), donde w representa la frecuencia
promedio.

Para analizar el presente problema, introducimos el campo medio de la poblacién de

12En sistemas ordenados en un arreglo regular (lattice, en inglés), se estudia el acoplamiento a k-vecinos,
es decir, los osciladores interactian tnicamente con sus 2dk primeros vecinos, donde d es la dimensién del
arreglo [34].
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osciladores como sigue:

Z =X +1iY = Ke'© = K (cos(0) + isen(0))
| X
— N Z etk
k=1

- % (Z cos(¢y) + i Zsen(@)) -

El campo medio tiene amplitud K y fase ©.

La sincronizacién del sistema indica coherencia en las frecuencias de los osciladores. De
hecho, si las frecuencias son diferentes, en algin momento las fases ¢ estan uniformemente
distribuidas en el intervalo [0, 27) y el campo medio desaparece. En contraste, si las frecuen-
cias de algunos osciladores coinciden, entonces sus campos se suman coherentemente y el
campo medio es distinto de cero. En analogia con la transicién de fase ferromagnética, el
campo medio magnético aparece debido a las correlaciones entre las direcciones de los mo-
mentos magnéticos elementales (spines). Entonces, la amplitud del campo medio en (2.34)
puede ser tomada como parametro de orden natural para la transicion al estado sincronizado.

Regresando a la Ec. (2.33), podemos escribirla de la siguiente manera:

(2.34)

N
% = w, + % (; sen(¢;) cos(¢y) — cos(¢;) sen((bk))

= wg + % (cos(gbk) Z sen(¢;) — sen(gy) Z COS(¢j)) (2.35)

[por (2.34)] = wy, + €K (cos(¢y) sen(©) — sen(¢y) cos(O))
= wi, + K sen(O — ¢y).

Por lo encontrado en (2.35), la Ec. (2.33) puede ser reescrita como un sistema de osciladores
forzados por el campo medio

o _ wi, + K sen(© — ¢y). (2.36)

dt
El forzamiento desaparece cuando el campo medio es nulo; dicho estado no coherente, es
siempre solucién del sistema (2.33). Como se dijo antes, esto se debe a que cada elemento del
ensamble oscila con su propia frecuencia lo cual implica que las fases estdn uniformemente
distribuidas en el intervalo [0, 27). Si por el contrario, el campo medio es distinto de cero, se
debe a que dicho forzamiento sincroniza a algunos osciladores coherentemente lo cual con-
tribuye al propio campo medio. Analicemos dicho argumento de forma analitica: Suponemos
que el campo medio oscila con la frecuencia central w asociada a la distribucién g(w), que
es simétrica. En analogia con la teoria del campo medio en transiciones de fase de segundo
orden, se derivaran condiciones de autoconsistencia. Entonces, sea

© =wt, K = constante, i, = ¢ — wt.
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Se obtiene a partir de la Ec. (2.36) que [33]:

diy

=Wk w —eK seny, (2.37)

donde 1, es la diferencia entre la fase del k-ésimo oscilador y la fase del campo medio. La
Ec. (2.37) tiene solucién sincrona y asincrona:

(a) La solucién sincrona,

QW — W
eK

corresponde a aquellos osciladores que se sincronizan con el campo medio. La solucién

existe si la frecuencia natural del oscilador k-ésimo estd cercana a w: |0 — wy| < eK.

El estado sincronizado en el cual todos los osciladores del sistema presentan la misma

fase se conoce como sincronizacion en fase.

Yy, = sen (2.38)

(b) La solucién asincrona corresponde a los osciladores cuyas frecuencias naturales cumplen
que @: |w — wk| > K. En este caso las fases ¢ no se encuentran uniformemente
distribuidas.

Las contribuciones al campo medio de los grupos de osciladores sincronizados y de los no
sincronizados son calculadas en [33]. Para ello se necesita conocer la distribucién de la dife-
rencia de fase n(1) para calcular las Ecs. (2.34) en el limite N — oco. Debido a que se tienen
dos tipos de soluciones, se descompone aquella distribucion en dos partes: la asociada a la
solucién sincrona ng(1)) y a la solucién asincrona ngs(1)).

2.3.2. Sincronizacion en sistemas caodticos acoplados

En la presente seccion se describen algunas propiedades de la sincronizacién en sistemas
caoticos acoplados. La presencia de caos en sistemas dindmicos se relaciona con la impre-
dictabilidad del propio sistema y por ende, con la complejidad del atractor asociado a su
espacio fase. Se inicia con la construccién de un modelo simple basado en mapeos unidimen-
sionales donde se analizara la transicién al estado sincronizado. Mas adelante, se describe
un modelo con N osciladores cadticos. Como se comenta en el Apéndice B.3, los mapeos

unidimensionales son el ejemplo mds simple donde puede presentarse caos'®.

Sincronizacion completa. Dos mapeos acoplados

Un mapeo unidimensional de la forma
Tpi1 = F(xy,) (2.39)

representa un sistema dindmico donde cada iteracién es un paso de tiempo, i.e. el tiempo es
discreto n = 1,2, ..., sin embargo, la variable de estado x es continua.*

13Se remite también al lector a la Ref. [36] donde se encontrard un anélisis detallado de la teorfa del caos
asi como algunos métodos para cuantificarlo.

M4 E] lector no familiarizado con el tema, puede encontrar un analisis detallado de los mapeos en el Apéndice
B.3.
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Consideremos dos sistemas = y y

Tp4+1 = Fl(xn)a

(2.40)
Ynt+1 = FQ(Z/”))

donde F; = F» = F es un mapeo caético unidimensional (por ejemplo, un mapeo logisti-
co) descrito a detalle en el Apéndice B.3. En el caso de dos sistemas independientes (sin
interaccién) se observan dos procesos cadticos sin ninguna correlacién. Acoplemos ahora los
dos sistemas; esto se puede hacer de muchas formas y cualquier término del lado derecho
de la ecuacion que contenga un término del tipo xy anade acoplamiento, sin embargo nos
interesa acoplarlos de un modo tal que se tengan propiedades fisicas relevantes: (a) que el
acoplamiento tienda a acercar los estados = y y y, (b) que no se altere el estado sincrono
x =y, el cual es simétrico.
Una forma sencilla de expresar el acoplamiento es mediante un operador lineal L

- 11—« «
L:( 3 1_5), (2.41)

donde 0 < @ <1y 0 < < 1. El caso mas simple se tiene cuando o = 3 = ¢, con lo cual se

obtiene
A 1—¢ €
b= (1° 7). 22

Al combinar el acoplamiento (2.42) con los mapeos no lineales (2.40) se obtiene

()= (272 ()
_ (A =g)F(zn) +eF (yn)
(EF(xn) + (1 - 6)F(yn)) ’

(2.43)

Es importante notar que el sistema (2.43) es simétrico ante el intercambio de variable z < y,
debido a la eleccion del acoplamiento.

Se observan diferentes dindmicas en (2.43) dependiendo del valor del parametro de aco-
plamiento e: cuando € = 0, las variables = y y son completamente independientes. Si e = 1/2,
en pocas iteraciones las dos variables x y y se vuelven idénticas y se observa el estado x,, = v,
para todo tiempo n posterior. Puesto que el acoplamiento ya no afecta este estado, la dinami-
ca de ambos sistemas es cadtica. Dicho régimen, en el cual cada sistema presenta caos y son
idénticos en el tiempo, es llamado sincronizacion completa, en contraste con la sincroni-
zacion en fase definida en la seccion anterior. Si el pardmetro de acoplamiento € es visto como
un parametro de bifurcacién que se incrementa gradualmente desde cero, se puede observar
que existe un valor critico €. a partir del cual se alcanza el estado sincrono x = y.

Para caracterizar de mejor manera la transicién al estado sincronizado con € = ¢, es
conveniente introducir nuevas variables

r+y

U=
2’ 2

(2.44)

En el estado sincronizado, la variable V' desaparece y U = x = y. Si se grafican los valores
de z y y en el plano (z — y), los estados sincronizados caen sobre la identidad y los no
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sincronizados fuera de ella. Entonces, podemos ver a la variable U dirigida a lo largo de la
recta x = y, mientras que la variable V' corresponde a la direccion transversal a dicha recta.

Debido a que V es la variable transversal, la condicién de sincronizacién corresponde al
estado V' = 0 que, como ya se dijo, corresponde a la diagonal z = vy, la cual es un atractor.
De dicha condicion de estabilidad debe obtenerse el valor de e.. Entonces, la estabilidad
del estado sincrono puede ser descrita como la estabilidad transversal del atractor simétrico.
(Para el lector no familiarizado con el tema, se incluye en el Apéndice B.2 un breve resumen
sobre atractores.)

Reescribiendo el sistema (2.40) en términos de las variables U y V', se tiene

Upt1 =5 [F(Uy + V) + F(U, — V,)],

‘225 (F(Uy + V) — F(U, — V). (2.45)

1
2
1

Vn+1 -

A continuacion, linealizamos este sistema cerca del estado completamente sincronizado U,
V =0 y obtenemos mapeos lineales para las pequenas perturbaciones u y v

Uns1 = F'(Up)un,

Uns1 = (1 = 26)F' (U, ), (2.46)

Dicho sistema deberia de resolverse junto con el mapeo no lineal que gobierna la dindmica
caodtica
Upi1 = F(U,). (2.47)

Debido a que en la aproximacién lineal la perturbacién longitudinal (u) y transversal (v) no
interactiian, pueden ser tratadas por separado. Las ecuaciones linealizadas (2.46) describen el
crecimiento o decaimiento de las perturbaciones del estado cadtico, y aquéllos son descritos
cuantitativamente por los exponentes de Lyapunov del sistema (en el Apéndice B.4.2 se
puede encontrar la definicién formal de los exponentes de Lyapunov), los cuales pueden ser
simplemente definidos por el promedio logaritmico del crecimiento de u y v:

In |u,| — In|ue|

— z /
A, = lim . (In|F'(U)]) (2.48)
In o, | — 1
Mo = Tim 2ol - vl 11— oe) 4 i |0, (2.49)
n—o0

En donde se reemplaza el promedio en el tiempo con el promedio respecto a la medida
invariante, denotada por los signos (-). De (2.46) se observa que la perturbacién u es sélo
la perturbacién del mapeo (2.47), por lo tanto el exponente de Lyapunov longitudinal A,
es el exponente de Lyapunov A del sistema cadtico desacoplado. El exponente de Lyapunov
transversal \| se relaciona con A como

AL =In|l —2¢| + A (2.50)
Por lo tanto, el criterio de estabilidad puede ser formulado como sigue:
= )\ > 0: el estado sincronizado es inestable,

m )\ < 0: el estado sincronizado es estable.
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Entonces el umbral de estabilidad esta definido por la condiciéon A, = 0 en donde

1—e?
Injl—2¢|=-\=¢e.= — (2.51)

Por ejemplo, para el mapeo logistico, el exponente de Lyapunov es A =In2y . = 1/4.

N mapeos idénticos

La generalizacién del caso analizado en la seccién anterior es estudiar la sincronizacion
completa en ensambles de osciladores de osciladores cadticos. Consideremos N mapeos cadti-
cos idénticos acoplados linealmente. Representamos el acoplamiento mediante el operador
lineal L dado por una matriz de N x N, entonces tenemos

N
$Z+1 = Z Ly F(a,). (2.52)
j=1

La condicion del acoplamiento, nuevamente, debe acercar a los estados, lo cual se relaciona
con que sea disipativo. En este caso, dicha condicién debe satisfacer que (a) el sistema posee
una solucion simétrica completamente sincronizada donde los estados de todos los subsistemas
son idénticos: ¥} = 22 = ... = 2l = U,. Este caso se asocia al eigenvector v; = (1,...,1)
y eigenvalor 0; = 1 de la matriz L. La otra condicién debe satisfacer que los demas eigen-
valores de ﬁ, en valor absoluto, son menores que 1. Esto provoca el amortiguamiento de
perturbaciones inhomogéneas debido al acoplamiento.

La estabilidad del estado sincronizado puede ser determinada linealizando la Ec. (2.52).
En este caso, a diferencia de lo visto en la seccién anterior, hay muchos modos transversales,
y el maximo exponente de Lyapunov da la condicién de estabilidad.

Cuando los osciladores estan acoplados globalmente, cada elemento interactiia con todos
los demas, por lo que es conveniente normalizar la constante de acoplamiento por N. Las
ecuaciones resultantes son

N
o= (=) F@) + =3 F(}), k=12....N. (2.53)

n

El sistema (2.53) es comtinmente llamado sistema de mapeos globalmente acoplados [34], o
sistema con acoplamiento de campo medio, debido a que el segundo término del lado derecho
es el promedio sobre todos los elementos del ensamble.

La matriz de interaccién L puede ser representada en la forma

A ~ £ A
L=(1-¢e)l+ —J.
(-2 ++

donde representa la matriz identidad y J aquella con todos sus elementos igual a 1. En
este caso los eigenvalores pueden ser calculados directamente: un eigenvalor es 1 y el resto es
1 —¢, N — 1 degenerado. Entonces, la condicién de estabilidad es

A+In|l—¢| <0, (2.54)

donde A es el exponente de Lyapunov del mapeo local.
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Ejemplo

El primer problema que uno se encuentra para extender las ideas expuestas en la teoria
de sincronizacion a sistemas de osciladores cadticos es el problema de definir la fase. Se
habia definido antes como una variable para parametrizar las oscilaciones periédicas a lo
largo del ciclo limite, creciendo con el tiempo como ¢(t) = ¢y + wt, donde w es la frecuencia
angular definida en términos del periodo de oscilaciéon como w = 27 /7. De esta forma la fase
gira uniformemente a lo largo de la direccién neutralmente estable (i.e., con exponente de
Lyapunov igual a cero) en el espacio fase. Para extender la fase a este caso se debe, por un lado,
describir correctamente la fase en una 6rbita periodica (de periodo 1), pero también producir
resultados razonables en orbitas con multiples periodos comunes en atractores cadticos; de
igual forma es importante que tenga un significado fisico claro.

Si se construye una seccion de Poincaré para un sistema cadtico continuo, i.e. una
superficie transversal a las trayectorias dibujadas por el atractor cadtico extrano, entonces
para cada punto que cruza la seccién transversal se define la fase como una funcién lineal del
tiempo de modo tal que cada nuevo punto en la superficie gana una fase de 27:

t—1,
¢(t) = 27Tt+1—_t + 27TTL, t, <t< tn—i—l; (255)

donde ¢, es el tiempo que toma a una trayectoria cruzar por n-ésima vez la seccién de
Poincaré'®. La fase definida de este modo es equivalente a aquélla en la Ec. (2.32) para
trayectorias de periodo 1, las cuales cruzan en un sélo punto la seccién transversal. Para una
érbita con periodo T' (equivalente a decir que la seccién de Poincaré es atravesada T' veces
por el atractor), el incremento de la fase de acuerdo a la Ec. (2.55) es ¢(T) — ¢(0) = 27N,
donde N es el nimero de veces que es cruzada la superficie por la drbita; por lo tanto, la
definicién de la fase definida arriba provee del valor correcto de la frecuencia. Nétese que N
es también el periodo de la 6rbita asociada al mapeo de Poincaré; a veces es llamado periodo
topologico.

Debido a que la fase en (2.55) es localmente proporcional al tiempo, una perturbacién no
crece ni decrece. Por lo tanto corresponde al exponente de Lyapunov cero. Ademsds, dicha
fase cuenta el ntimero de “vueltas” del oscilador cadtico, donde cada vuelta es definida en
términos del mapeo de Poincaré elegido, esto es, cada iteracion del mapeo equivale a un ciclo
del sistema dindmico continuo. En términos del mapeo, la frecuencia promedio asociada es
entonces el nimero de veces que la seccién de Poicaré es atravesada (ntmero de ciclos) por
unidad de tiempo.

La fase definida de este modo resulta muy importante cuando se reduce un sistema con-
tinuo a un mapeo de Poincaré discreto. Para ilustrar su importancia veamos un ejemplo
concreto con un sistema dindmico continuo dado por las ecuaciones de Rossler tridimensio-

15Para ver a detalle la superficie de Poincaré se remite al lector a la Ref. [37].
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15

Figura 2.10: Conjunto atractor obtenido de las ecuaciones de Rossler. En este sistema se encuentra
un punto fijo en (0,0,0). Gréfica generada en Gnuplot.

nales:
d
d_gts =—y—2z (2.56a)
d
d—zz =z + ay, (2.56Db)
d
d_j =b+ 22+ cz, (2.56¢)
donde los parametros usualmente se eligen como a = 0.17, b = 0.4 y ¢ = —8.5. El atractor

extrano producido por dichas ecuaciones se muestra en la Fig. 2.10. Una elecciéon adecuada
de la superficie de Poincaré para el célculo de la fase de acuerdo a la Ec. (2.55) puede ser el
medio plano y = 0, x < 0. Es facil ver que una proyeccién del atractor sobre el plano (z,y)
dibuja un ciclo limite con rotaciones bien definidas alrededor del punto fijo (0,0,0). En este
y otros casos similares se puede definir el angulo § mediante la transformacion a coordenadas
polares (con el origen coincidiendo con el centro de rotacién) como:

0 = arctan(y/z). (2.57)

La variable # puede ser considerada como un estimado de la fase ¢. Si bien ¢ y 6 no coin-
ciden microscépicamente (en una escala de tiempo menor que un periodo caracteristico de
oscilacién), proveen las mismas frecuencias promedio: la frecuencia promedio definida por
el promedio temporal (df/dt), coincide con la fecuencia determinada a partir del nimero
promedio de veces que la seccion de Poincaré es atravesada por unidad de tiempo.

Para concluir, es importante recordar que la fase en sistemas cadticas se asocia, como
se dijo antes, al exponente de Lyapunov cero del sistema. Los exponentes cero existen tni-
camente en sistemas dinamicos continuos auténomos, esto es, si el atractor no es un punto
fijo, y en todos estos sistemas es posible producir una perturbacién pequena o grande a lo
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largo de la trayectoria de modo que no crezca ni decrezca. Esta propiedad es fundamental en
sincronizacién, pues hace posible que las fases de dos osciladores (o un oscilador acoplado a
una fuerza externa) se ajusten. Otro ejemplos pueden encontrarse en [33]. Por otro lado, los
sistemas dinamicos discretos generalmente no tienen exponente de Lyapunov cero, sin im-
portar el tipo de atractor (periédico o cadtico); por lo tanto la nocién de fase no es aplicable
en estos casos.

2.3.3. Estabilidad del estado sincronizado

El anélisis de estabilidad del estado sincronizado, similar al mostrado en la Seccién 2.3.2,
considera una perturbacion lineal al estado completamente sincronizado, dicho formalismo se
inicié con el trabajo de Barahona y Pecora [38] al analizar la estabilidad de la sincronizacién
en redes de mundo pequeno utilizando la ecuacién maestra de estabilidad (master stability
equation, en inglés), aunque la teoria habia sido desarrollada anos antes para el estudio de la
sincronizacién en redes regulares o en configuraciones més simples [39].

Cuando los elementos de un sistema presentan sincronizacion completa, visitan todos el
mismo estado al mismo tiempo. La pregunta que se hace uno es si este estado es estable ante
pequenas perturbaciones y, si lo es, cudl es su relacion con la intensidad del acoplamiento. De
manera general se obtiene la llamada ecuacién maestra de estabilidad que permite calcular
la estabilidad (asociada a una medida de estabilidad, como los exponentes de Lyapunov)
para una eleccién particular de la dindmica de los osciladores (por ejemplo, las ecuaciones de
Lorenz) y una eleccién particular de la(s) variable(s) de acoplamiento . Con ello se genera el
diagrama de estabilidad con el cual se pueden predecir cambios en la dindmica [39]. Dicho
diagrama también hace evidente por qué para ciertas topologias se tiene un limite superior
en el numero de nodos que puede alcanzar un estado sincronizado estable. Las suposiciones
que se hacen en dicho analisis son:

(1) La dindmica de los osciladores es idéntica en el sentido que todos los nodos se rigen por
el mismo sistema dinamico.

(2) Se utiliza la misma funcién de las componentes para acoplar a un nodo con los demés.
(3) La variedad de sincronizacién es una variedad invariante.

(4) El acoplamiento arbitrario entre los nodos es aproximado de buena forma cerca del
estado sincronizado por un operador lineal.

Las suposiciones (1) y (3) garantizan la existencia del hiperplano de sincronizacién en el
espacio fase. (2) hace tnico el diagrama de estabilidad dada la eleccién del sistema dindmico
y la(s) componente(s) de acoplamiento, y (4), se elige asi puesto que es la forma més simple
y ha resultado ser una buena aproximacion en el estudio de muchos sistemas acoplados [39].
Consideremos N osciladores acoplados en una red con matriz de adyacencia A = (a;;).
Sea x’ el vector m-dimensional de variables dindmicas del nodo i-ésimo regido por la ecuacién

sin el acoplamiento
x' = F(x"). (2.58)

Sea H : R™ — R™ una funcién arbitraria de las variables de cada nodo usadas en el aco-
plamiento. Entonces la ecuacion que gobierna la dindamica del i-ésimo nodo, expresada en
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términos de la matriz de adyacencia A = (a;;) y la matriz diagonal D = (D;;) (ver Seccién
2.1.2) esta dada por

(x') +e Z a;jwy;[H(x') — H(x')]
[Z Q5 = Z DU] = F(XZ) +ée Z CLZ'j’U)Z'jH(Xj) — & Z Dl]wwH(xz) (259)
= F(x') — gz GyH(x)

donde € es la intensidad del acoplamiento y G es la matriz de acoplamiento con G;; = —a;;w;;
sii#Jy Gy = Zj A;jW;; = Zj D;;w;; donde w;; > 0. En particular, si la red no tiene pesos
(6 wjj = 1V i,j), la matriz G es la matriz laplaciana L y por lo tanto es facil ver que
Lij = —a; y Ly = Zj a; = Zj D;; = Dy;, que es la definicién de L (ver Seccién 2.1.2).
El estado completamente sincronizado x*(t) = x2(t) = --- = x™(t) = s(t), es solucién de la
ecuacion (2.59). En este estado sincronizado, s(t) también es solucién de la ecuacion (2.58),
i.e., s = F(s). Este subespacio en el espacio fase de la Ec. (2.59) es llamado la variedad de
sincronizacion.

Para probar la estabilidad de la variedad de sincronizacién ante ligeras perturbaciones
0x’ necesitamos ver si éstas crecen o decaen en el tiempo. La evolucién lineal de dichas
perturbaciones puede ser obtenida si se redefine x' en (2.59) como x'(t) = s(t) + 0x' y
se expande a F y H a primer orden en series de Taylor, i.e., F(x') = F(s) + DF(s)0x" y
H(x') = H(s) + DH(s)dx"'. Esta expansién resulta en las siguientes ecuaciones variacionales
para 0x":

6%’ = DF(s)0x’ — eDH(s ZG”(SX] (2.60)

Como H : R™ — R™, observamos que las ecuaciones (2.60) presentan una estructura en
bloques, donde cada bloque tiene m componentes. Debido a que nos interesa conocer la
estabilidad del estado sincronizado nos concentraremos en las perturbaciones transversa-
les a la variedad de sincronizacion, si decaen en el tiempo es un indicativo de estabili-
dad. Para separar las perturbaciones transversales de la longitudinal, proyectamos el estado
ox = (6xt,0x2,...,0x") sobre el espacio generado por los eigenvectores de la matriz G.
Dicha proyeccion no altera la estructura dentro de los bloques. De este modo, la ecuacion
(2.60) puede ser diagonalizada en N eigenmodos independientes

wy = [DE(s) — e DH(s) [y,  k=1,2,...,N (2.61)

donde ~, son los eigenvalores de G. En periodos cortos de tiempo, se supone que s casi no
varia, por lo que las soluciones de las ecuaciones desacopladas estan dadas por

& (1) = &k (0) exp([DF (s) — e DH(s)]1), (2.62)

donde £ (0) es la perturbacién inicial. Dependiendo del signo de la parte real de la cantidad
Ay = DF(s) — eviDH(s), se observard si la perturbacion, en la direccién del eigenvector
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asociado, crece o decrece en el tiempo. La ecuacion variacional asociada a k£ = 1 corresponde a
la variedad de sincronizacién, para la cual A1y = DF(s) se asocia a la evolucién da cada nodo
sin acoplamiento!'®. De este modo ha sido posible separar las direcciones transversales a la
variedad de sincronizacién correspondientes a los demads valores de k = 2,..., N. Para que el
estado sincronizado sea estable, todas estas componentes deben decrecer, i.e., Ag) <0, k=
2,..., N, para todos los valores del estado sincronizado s tomados durante su evolucion.

Los jacobianos DF y DH son los mismos para todos los bloques debido a que son evaluados
en el estado sincronizado, por lo cual lo tnico en que difieren las k ecuaciones en (2.61) es
en el valor de 7. Esto lleva a la siguiente formulacion de la ecuacion maestra de estabilidad
(EME) genérica

¢ =[DF(s) — (a+ i) DH(s)|¢ (2.63)
con «, B € R. Se plantea asi debido a que G puede tener eigenvalores complejos en los casos
donde el acoplamiento entre nodos no es simétrico, esto es, en gréaficas dirigidas. Considerando
una matriz de acoplamiento simétrica (8 = 0), se calcula su respectiva funcion maestra de
estabilidad (FME) como sigue,

Amax (@) = max(DF(s) — aDH(s)), (2.64)

donde el méximo es tomado sobre la trayectoria definida por ds/dt = F(s(t)) en la direccién
de maximo crecimiento. La condiciéon de estabilidad del estado sincronizado se traduce a
tener a todos los ey, k = 2,..., N en la region negativa de la FME, i.e. Apax(e7:) < 0. En
la literatura se consideran dos casos de estabilidad tratados de diferente manera: el primero
corresponde al caso donde la FME estd acotada, es decir Ajq.(a) < 0 con oy < a0 < a,
ie. ap < ey < evyz3 < -+ < ey < ag. Esto se escribe también mediante una condicion
algebraica para la cual vy /72 < as/aq, donde 5 es el menor eigenvalor distinto de cero, ya
que y; = 0 debido a la condicién ) ;Gij=0 [38]. Es importante notar que esta condicién no
involucra la intensidad de acoplamiento ¢, por lo tanto existen redes que nunca se sincronizan
sin importar qué tan grande es €; este caso lo llamaremos de Tipo 1. El segundo caso es aquel
donde la FME no estéd acotada, y Apnae(@) < 0 para a; < a. Este caso implica que la variedad
de sincronizacion es estable si € es lo suficientemente grande (e > «;/72); este caso es llamado
de Tipo 2.

Para mapeos discretos unidimensionales el analisis es similar con un cambio obvio en la
notacién. La dindmica del i-ésimo nodo (similar a la Ec. (2.59)) estd dada por:

N
Ty = Fah) +¢ ) aywy[F(a)) — F(a)]
j=1

N (2.65)
= F(z}) —c )  GyF(x)),
j=1
Consideremos la solucién del estado sincronizado zl = 22 = ... = 2l = s, y el estado
perturbado
zl = s, + dx, (2.66)

16Si F(s) es cadtica, Ay > 0.
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para una ¢ suficientemente pequena. Nos interesa saber si ¢, expresado de esta manera, es
solucién de (2.65). Consideramos también la expansion de F' alrededor de § = 0 dada por
F(z!) = F(s,) + DF(s,)dz! y sustituimos ambas en (2.65). A continuacién se proyecta el
estado 0z, = (dzL, 022, ..., 0xY) sobre el k-ésimo eigenvector de G obteniendo

Entrk) = [DF(sn) — e DF(80)|&n k)
=(1- 5'7k:>DF(Sn)fn7(k)’

de esta manera se obtienen N modos asociados a cada valor de k (kK = 1,2,..., N). Las
ecuaciones en (2.67) difieren sélo por el factor ey, por lo que se puede plantear la EME
genérica para el caso discreto como

§nt1 = (1 = )DF(s,)én = J(a, 5,)6, = J"&o, (2.68)

(2.67)

donde n es la iteracién y J* = [[,_, J(c, s;). Se ha supuesto que la matriz Laplaciana es
simétrica de modo que a € R. Como se dijo antes, si todos los eigenmodos son menores
que cero, entonces la variedad de sincronizacion es estable. Dicha condicién de estabilidad
asociada a los exponentes de Lyapunov es

T-1

i =t g [ <o
y sustituyendo (2.67) se obtiene
1 T—1
In |1 — ey + lim ;m |DF(s,)] <0, (2.69)

donde

-1
1
A= %EEO?ZOIMDF(S””

es el exponente de Lyapunov del mapeo aislado F. Por lo tanto la condicién de estabilidad
(Ec. (B.18)) es [40]:

ler(1 —em)| < 1. (2.70)
Si se considera un mapeo cadtico (como el mapeo logistico) entonces A > 0. Asumiendo esto
ultimo, la ecuacién (2.70) se satisface para todo k > 2 si

1—e? 14e?

<e< (2.71)
72 TN
Para satisfacer la ecuacién (2.71), necesitamos que
A1
Wt (2.72)
V2 et —1

La condicién en la Ec. (2.71) muestra que la intensidad de acoplamiento estd acotada entre
dos valores, por lo tanto presenta estabilidad de Tipo 1. En general, las FME estan siempre
acotadas en mapeos discretos.
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La ventaja principal del andlisis mediante las FME es que ofrece un criterio objetivo de
sincronizacién a partir de propiedades topoldgicas de la red (75 y yn) sin hacer referencia a
propiedades especificas de los osciladores. Permite también comprender la relacién estrecha
que existe entre dichas propiedades topoldgicas de la red con la dinamica observada en ella,
dada por el sistema dinamico que rige el estado de los nodos. La principal desventaja es que
solo ofrece informacién de la sincronizacién a partir de pequenas perturbaciones a la variedad
de sincronizacién (estabilidad lineal).
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Sincronizacion en redes complejas
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En esta seccién se ofrece un breve andlisis de la sincronizacién de sistemas cadticos en
redes complejas, por lo que el acoplamiento entre nodos esta dado por la topologia de la
red. Se pretende comparar dicha propiedad de sincronizacién en diversos tipos de redes y su
relacién con la cantidad de nodos y la intensidad de acoplamiento. Se analizan casos donde
la dindmica de los nodos se rige por sistemas dinamicos tanto discretos como continuos,
estos tltimos solo se mencionan con la finalidad de ilustrar el caso continuo sin profundizar
demasiado en su analisis.

El tipo de redes que se analizaran en el presente capitulo son aquellas introducidas en el
capitulo 2 por lo que constantemente haremos referencia a la seccién 2.2. La dinamica de los
nodos estara regida por un sistema dinamico que se especificara en cada caso.

3.1. Redes 2k-regulares

Las redes analizadas a continuacion se consideran no dirigidas y sin pesos. Recordamos
que en las redes no dirigidas el acoplamiento es simétrico y por lo tanto los eigenvalores de
la matriz de acoplamiento son reales. Como se pudo ver en la Seccién 2.2.1, las propiedades
topoldgicas de las redes regulares se representan facilmente en términos del niimero de vecinos
k; en el Cuadro 3.1 se comparan cuatro graficas 2k-regulares con diferente niimero de vecinos
y nodos. También se incluye en el Apéndice C.1 el codigo con el cual se generan las graficas
2k-regulares.

Figura 3.1: Red 4-regular con 50 nodos acoplados a segundos vecinos. Sus principales propiedades
se enlistan en la Cuadro 3.1.

En lo relativo a la sincronizacion en este tipo de redes, consideraremos primero el caso
donde la dindmica de los nodos en la red estd dada por el mapeo logistico F(x,) = ;11 =
rz,(1 — x,) para el cual se analizaran dos casos: 7 = 4 y r = 3.8 1. Dada una red 2k-regular
con N nodos, la evolucién del i-ésimo nodo de la red estd dada por la siguiente ecuacién (ver

'En el Apéndice B.3 se incluye un resumen detallado de los mapeos unidimensionales y en particular del
mapeo logistico; también se muestra el diagrama de bifurcaciones para el pardmetro r en la Fig. B.9.
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Propiedades Red 1 (Fig. 3.1) | Red 2 | Red 3 | Red 4
Numero de nodos 20 50 100 100
Vecinos por nodo (2k) 4 8 4 8
Aristas 100 200 200 400
Grado promedio (k) 4 8 4 8
Didmetro (Diam) 13 7 25 13
Componentes 1 1 1 1
Coeficiente de agrupamiento promedio (C) 0.5 0.643 0.5 0.643
Tridngulos 50 300 100 600
Longitud de trayectoria caracteristica (£) 6.633 3.571 | 12.879 | 6.697

Cuadro 3.1: Propiedades topoldgicas de cuatro redes 2k-regulares.

Ec. 2.65):
N

T = Fah) = o= 3 LiyF(a}). (3.1)
j=1
Es importante notar que en este caso, a diferencia de la ecuacién (2.65), se normaliza la
intensidad de acoplamiento € por el nimero de vecinos 2k. En muchos trabajos se hace esto
para evitar la divergencia del término de la derecha en el limite termodinamico N — oo, en
este caso se debe principalmente a que los valores del mapeo logistico deben permanecer en
el intervalo [0, 1].

Como se explicod en la Seccién 2.2, el primer eigenvalor de la matriz laplaciana en redes
2k-regulares es 7, = 0, el menor eigenvalor distinto de cero es entonces v, = 2(1—cos(27/N))
y el maximo es yy después de ordenarlos? (yp < 71 < 72 < -+ < ). Con ello se puede
calcular el maximo valor de N y el correspondiente intervalo de la intensidad de acoplamiento
¢ para el cual existe una condicion de sincronizacién estable mediante el analisis de estabilidad
lineal. La condicién de estabilidad del estado sincronizado esta dada por la Ec. (2.71) con la
intensidad de acoplamiento €/2k, i.e.,

-\ -2
2k(1—e )<€<2]€(1—|—6 ) (3.2)
72 TN
El exponente de Lyapunov del mapeo logistico con el pardmetro no-lineal r =4 es A = In 2,
por lo tanto la condicién (3.2) queda como
k 3k

—<e< —. (3.3)
2 N

Acoplamiento a primeros vecinos (k = 1)

Con acoplamiento a primeros vecinos (k = 1) y pardmetro r = 4, el maximo nimero
de nodos para el cual la red se sincroniza es N = 5. Veamos por qué esta afirmacién es

2En la ecuacién obtenida en la Seccién 2.2 los eigenvalores no estdn ordenados, su distribucién es en forma
de pirdmide donde los maximos eigenvalores son yny4+1 ¥ VN1, si N es impar y TN, si N es par.
2 2 2
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Figura 3.2: Célculo numérico de la desviacién estandar o(n) = \/ 7 ik — & i 3,)2 contra la
intensidad de acoplamiento € con r = 4 y 5 nodos. Para cada valor de ¢ se inicia el estado de los nodos
con una distribucion aleatoria y uniforme, y se itera el sistema 5000 veces. A continuacién se grafica
o(n) en las siguientes 1000 iteraciones encimadas. El intervalo [0, 1] se divide a su vez en 1000 partes.
Se observan bifurcaciones de periodo en ¢ conforme se disminuye el parametro ¢, por ejemplo, en
(d)e = 0.4y (e)e = 0.554 se observan 6rbitas de periodo 4 y 1, respectivamente. Las lineas verticales
corresponden a los siguientes valores de e: (a)0.155, (b)0.169, (¢)0.191, (d)0.4, (e)0.554, (£)0.556,
(2)0.829, (h)0.840, (1)0.950 y (j)0.956, los cuales son discutidos en el texto. La zona de sincronizacién
corresponde a o(n) = 0, en este caso se encuentra en el intervalo 0.7236 < ¢ < 0.8292.

cierta: la condicién de estabilidad (3.3) del estado sincronizado para dicho nimero de nodos
corresponde a una intensidad de acoplamiento acotada entre los valores 0.7236 < ¢ < 0.8292
(ver Fig. 3.2), lo cual se comprueba numéricamente al calcular la desviacién esténdar o del
estado de los nodos para cada valor de € en el intervalo [0,1]. Fisicamente, la desviacién
estandar indica cuanto difieren los valores de los nodos respecto al promedio; la expresion
para o es

o(n) = ﬁ 2; (:ﬁn — %23@%) , (3.4)

con n la iteracién y ¢ el estado del nodo i-ésimo al tiempo n. En el Apéndice D.1 se incluye
el c6digo utilizado para generar las graficas que muestran la desviacién estandar o(n). En
la Figura 3.3 se muestra cémo aumenta el intervalo de estabilidad cambiando el pardametro
del mapeo logistico a r = 3.8; la condicién de estabilidad en este caso, teniendo en cuenta
que el exponente de Lyapunov del mapeo logistico es A &~ 0.4320, es 0.5077 < ¢ < 0.9117.
A partir de 6 vecinos el estado sincronizado ya no es estable; por ejemplo con 6 nodos el
segundo eigenmodo, asociado a A, se vuelve estable en € = 1.0 lo cual implica que 1/, > ¢
en la condicion (3.3) con ¢ € [0,1) (ver Fig. 3.4).
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Figura 3.3: Desviacién estandar de los valores de los nodos en una red con N = 5y r = 3.8.
Para cada valor de € en el intervalo [0, 1] se grafican 1000 iteraciones. Se observa que el intervalo
de sincronizacién se hace mas ancho comparado con el caso donde r = 4, en este caso la zona de
sincronizacién (con o(n) = 0) se encuentra en el intervalo 0.5077 < ¢ < 0.9117.

Antes de continuar el andlisis de estabilidad para condiciones de acoplamiento con més
vecinos (k > 1) veremos las diferentes dindmicas en la red con N = 5 nodos con acoplamiento
a primeros vecinos (k = 1) y pardmetro r = 4. En la Figura 3.2 se pueden observar 10 lineas
verticales que corresponden a diferentes valores de € con diversas dindmicas; a continuacion
se analiza por separado cada una?:

» Para el primer valor (a) ¢ = 0.155 se observa que la desviacion estandar visita un
intervalo amplio de valores debido a que la intensidad del acoplamiento es débil y
predomina la dinamica caodtica del mapeo logistico, lo cual se puede observar en la
Figura 3.5 donde se observan las ultimas 20 iteraciones de los 5 nodos en la red después
de un tiempo de 5000 iteraciones del tiempo transitorio.

» El siguiente valor corresponde a (b) e = 0.169 en donde la desviacién estandar comienza
a formar dos grupos bien definidos con lo cual se comienza a suprimir el caos. En la
Figura 3.6 se observa que cada dos iteraciones se repite el mismo patrén (con ligeras
variaciones) aunque con diferentes nodos, y cada cuatro iteraciones se repite (casi) el
mismo estado en la red, i.e. dado z,, = (2}, 22,23 2%, 25), 2, ~ x,44. Se dice “casi”
porque, ciertamente, la desviacion estdandar visita dos valores con ligeras fluctuaciones,

podemos ver en la Figura 3.2 que con ¢ ligeramente mayor, digamos € = 0.171 y hasta

3El programa que genera las graficas 2k-regulares, cuya dindmica se expone en las Figs. 3.5-3.14, se
encuentra en el Apéndice C.1.
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Figura 3.4: Fluctuaciones de la desviacién estandar o(n) en una red 2-regular con 6 nodos y r = 4.
Para cada valor de la intensidad de acoplamiento €, se superponen 1000 iteraciones después del
tiempo transitorio de 5000 iteraciones.
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Figura 3.5: (a) Valores de los nodos ¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1).
Se muestran 20 iteraciones después del tiempo transitorio. Para un acoplamiento ¢ = 0.155 los
estados de los nodos permanecen descorrelacionados y predomina la dindmica cadtica del mapeo
logistico.
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Figura 3.6: (b) Valores de los nodos z!, en una red con N = 5 nodos acoplados a primeros vecinos
(k =1). Cuando € = 0.169 se comienza a suprimir el caos y los nodos comienzan a organizarse de
modo tal que cada dos iteraciones se tiene una valor en la desviacién estdndar similar y cada cuatro

se tiene casi el mismo estado de la red.
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Figura 3.7: (c) Valores de los nodos z¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1)
durante las tltimas 20 iteraciones después del tiempo transitorio. Cuando ¢ = 0.191, aunque los
nodos se encuentran en una Oorbita de periodo 4 de modo que cada cuatro iteraciones visitan el
mismo estado z, = z , 4, cada dos iteraciones se tiene el mismo valor en la desviacién estédndar, i.e.

o(n) =o(n+2).
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1.0

Figura 3.8: (d) Valores de los nodos z¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1).
Con un acoplamiento € = 0.4 los estados de los nodos caen en una orbita de periodo 4 por lo que
cada cuatro iteraciones se repite el mismo estado en la red z}, = !, para todo i y también la
desviacién estdndar es tal que o(n) = o(n + 4). Los nodos 1 y 2 estdn sincronizados pues z. = 22
para todo paso discreto de tiempo n.

e = 0.191, podriamos asegurar que cada cuatro iteraciones se repite exactamente el
mismo estado x, = Tp14.

= Se observa en el caso (c¢) con € = 0.191, que se repite cada dos pasos el mismo patroén,
aunque con diferentes nodos (ver la Fig. 3.7); en este tltimo caso se tienen dos domi-
nios bien definidos cuyas fases difieren en 7; sin embargo, debido a que se encuentran
cerca de oOrbitas inestables, un aumento ligero en la intensidad de acoplamiento € pro-
ducird nuevamente un comportamiento caético similar al caso (a).

= Con el valor de (d) e = 0.4 se observa una 6rbita de periodo 4 (ver Fig. 3.2) lo cual
se comprueba al ver los valores de los nodos en la Fig. 3.8, donde cada 4 iteraciones se
repite el mismo estado. Alrededor de dicho estado se observan multiples bifurcaciones
de periodo que llegan a formar dérbitas de periodo 4, 3, 2 y 1 conforme aumenta la
intensidad de acoplamiento .

» En (e) ¢ = 0.554 se encuentra una orbita de periodo 1 y se esperaria ver los mismos
valores en cada paso. Este ultimo es el caso encontrado en la Fig. 3.9, donde se puede
demostrar que la desviacién estandar en una iteracion es igual a la calculada en la
siguiente, i.e. o(n) = o(n + 1), sin embargo se puede notar que, de hecho, los valores
del paso n son aquellos del paso n — 1 reflejados respecto a un valor central z, = 0.7, lo
cual demuestra que aunque Z,, # Tp11, con T, = (Y, 2)/5, se cumple que la desviacién
estdandar es la misma en cada iteracion.
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Figura 3.9: (e) Valores de los nodos x%, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1)
con intensidad de acoplamiento € = 0.554. Se observa que el estado de los nodos se repite cada
dos iteraciones de modo que se encuentran en una 6rbita de periodo 2, sin embargo la desviacién
estandar es tal que o(n) = o(n + 1), como se puede comprobar en la Fig. 3.2, debido a que los
valores de los nodos en cada iteracion se alejan lo mismo respecto al promedio.

» Para el siguiente valor (f) ¢ = 0.556 notamos que, a diferencia del anterior, se forman
dos grupos bien diferenciados de valores en la desviacion estandar; sin embargo, como
se puede ver en la Fig. 3.10, su comportamiento no es completamente periédico por lo
que este caso es comparable con aquel analizado en el caso (b).

» Tomando el valor (g) ¢ = 0.829 dentro de la zona de estabilidad comprobamos que,
aunque la dinamica de los nodos sigue dada por el mapeo cadtico, todos los nodos tienen

exactamente el mismo estado en el tiempo, i.e. presentan sincronizacion completa (cf.
Fig. 3.11).

s Con (h) e = 0.840 ligeramente mayor y fuera de la zona de estabilidad se observa que
los estados comienzan a separarse y a perder estabilidad (ver Fig. 3.12).

» El caso con (i) € = 0.95 es completamente cadticos como se observa en la Fig. 3.13, este
caso es interesante porque los nodos 1 y 2 se encuentran mutuamente sincronizados y
los nodos 3 y 5 también, sin embargo no hay correlacién entre el estado de los nodos
1, 3 y 4, por ejemplo.

» Finalmente, como se puede ver en la Fig. 3.2, para el valor (j) € = 0.956 se encuentra
otra érbita de periodo 1 con la cual se espera que el mismo patréon se repita en cada
iteracion, lo cual se comprueba en la Fig. 3.14 donde el nodo 1 se encuentra sincronizado
con el 2 y el nodo 3 con el 5, en este caso, debido a que la intensidad de acoplamiento
es muy grande, se suprime el caos por completo.
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Figura 3.10: (f) Valores de los nodos z?, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos
(k=1) con € = 0.556. El valor de la desviacién estandar oscila entre dos grupos bien definidos (ver
la Fig. 3.2) lo cual se puede comprobar al observar que cada dos iteraciones los nodos visitan casi
los mismos estados y cada cuatro iteraciones se repite casi el mismo estado @, ~ z?,, ;. Este caso es
comparable al caso (b) en la Fig. 3.6.
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Figura 3.11: (g) Valores de los nodos ¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1)
con € = 0.829 en la zona de estabilidad. La red en este caso presenta sincronizacion completa debido
a que los nodos tienen, en cada iteracién, exactamente el mismo estado, i.e. 2} = 22 = 23 = 2} =

:L‘;Z = $p, con s, el estado sincronizado tal que s,+1 = F(s,) satisface el mapeo logistico.
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Figura 3.12: (h) Valores de los nodos z¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1)
con intensidad de acoplamiento € = 0.840. Un valor apenas fuera de la zona de estabilidad produce

que el estado de los nodos se separe ligeramente.
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Figura 3.13: (i) Valores de los nodos ¢, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos
(k = 1). Cuando ¢ = 0.950, aunque el acoplamiento entre los nodos es fuerte, su dindmica es

cadtica. Se observa a los nodos 1 y 2 sincronizados entre si.

Un andlisis similar al realizado aqui fue efectuado por K. Kaneko [34] en su estudio de
redes de mapeos acoplados, en donde muestra el espacio de parametros de r y ¢ dividido en
zonas relacionadas con diferentes dindmicas en los nodos. Una pregunta interesante es si en
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Figura 3.14: (j) Valores de los nodos 2!, en una red con N = 5 acoplados a primeros vecinos (k = 1).
Con un acoplamiento € = 0.956 se observa que los nodos caen en una érbita de periodo 1 de modo
que en cada paso se repite la iteracién anterior. Ademas se suprime por completo el caos y los nodos
siempre convergen a los mismos valores z, ~ 0.90, 2! ~ 0.64 y ¢ ~ 0.37.

los casos estables, los nodos siempre convergen al mismo estado o, como en el caso (j), si
siempre se sincronizan mutuamente los mismos pares de nodos. Aunque siempre se obtiene
la misma gréfica 3.2, la primera no siempre es cierta ya que, por ejemplo, en el caso (e)
analizado en la Fig. 3.9, aunque siempre se obtiene la misma dinamica en donde los estados
de los nodos oscilan respecto al valor central z{, = 0.7, con condiciones iniciales diferentes el
estado de la red converge a un estado diferente z,, = (x}, 22, 23 2% 25) aunque o(n) siempre
es igual, lo cual implica que el sistema hereda la dindmica cadtica del mapeo logistico que es
altamente dependiente a las condiciones iniciales. La segunda, si fuese afirmativa, implicaria
que existe un mecanismo en la grafica que produce que siempre se sincronicen esos mismos
pares de nodos; curiosamente, en el caso (j), los nodos siempre convergen a los mismos
estados: x! = 0.90, !, ~ 0.64 y !, ~ 0.37 pero no siempre lo hacen los mismos nodos, dos
casos fueron observados: (1) El nodo que permanece aislado es el nodo 2 y 22 = 0.37, el nodo
1 se sincroniza con el 3y z! = 2 ~ 0.90, y el nodo 4 se sincroniza con el 5y x4 = x5 ~ 0.64;
v (2) El nodo que permanece aislado es el nodo 4 y z* ~ 0.37, el nodo 3 se sincroniza con el
5y a2 =ua3 2~ 0.90, y el nodo 1 se sincroniza con el 2 y z! = 22 & 0.64 (ver la Fig. 3.14 con
este dltimo caso). Ambos casos coinciden en que los vecinos del nodo que permanece aislado
se sincronizan mutuamente aunque no estan conectados entre si y convergen al mismo valor
de 0.90 y el otro par, siendo vecinos mutuos, se sincroniza con el estado 0.64.

Acoplamiento con mayor nimero de vecinos (k > 1)

Considerando acoplamiento a segundos vecinos (k = 2) y el pardmetro r = 4, el maximo
nimero de nodos para el cual el estado sincronizado es estable es N = 9, ya que para
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N = 10 el segundo modo se vuelve inestable. El intervalo de estabilidad en aquel caso es
0.9431 < € < 1.0 (ver la Fig. 3.15). Con k = 3 el maximo nimero de nodos es N = 12 donde
el intervalo de estabilidad es 0.9180 < ¢ < 1.0. Para k =4 es N = 15 con 0.9038 < ¢ < 1.0.

0.5

0.4

0.3

o(n)

0.1f-

0 %.0 0.2 - 04 . 8 0.6

Figura 3.15: Fluctuaciones en la desviacién estdndar en una red con 9 nodos y acoplamiento a
segundos vecinos (k = 2). El pardmetro no lineal se fija en r = 4. La zona de sincronizacién se
localiza en el intervalo 0.9180 < ¢ < 1.0.

Cuando se tiene acoplamiento global* 2k = N — 1, los eigenvalores asociados a la matriz
Laplaciana son 74 = 0y 75 = 73 = --- = v = N. Por ejemplo, con N = 5 se encuentra
que el intervalo de estabilidad es 0.4 < ¢ < 1.0 (ver Fig. 3.16). La sincronizacién con N = 11
nodos es estable en el intervalo 0.4545 < ¢ < 1.0 (ver Fig. 3.17). Con N = 21 y N = 31
los intervalos de estabilidad correspondientes son 0.4762 < ¢ < 1.0 y 0.4839 < ¢ < 1.0,
respectivamente.

El limite inferior para N > 1 de la intensidad de acoplamiento es €., = 0.5, ya que
My o0 2k(1 —e7) /99 = limpy 00 (N — 1) /2N = 1/2, a partir de este valor cualquier red con
acoplamiento global se sincroniza. En términos de costos, si bien una red con acoplamiento
global siempre se sincroniza, es “caro” construirla debido a que se deben tener N — 1 aristas
por nodo, lo cual resulta ineficiente. Como se vera mas adelante, existen redes sincronizables
con la misma cantidad de nodos pero una cantidad muy pequena de aristas en comparacion
con una red con acoplamiento global.

4N tiene que ser impar para tener fronteras periédicas.



56 Sincronizacion en redes complejas

0g — o1 o ) 05 0.6

Figura 3.16: Fluctuaciones de la desviacién estdndar del estado de los nodos en una red de 5
nodos con acoplamiento global, esto es 2k = 4. La zona de sincronizacién corresponde al intervalo
0.4 < € < 1.0 de la intensidad de acoplamiento.
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Figura 3.17: Fluctuaciones de la desviacién estdndar en una red de 11 nodos con acoplamiento
global. Conforme el nimero de nodos crece, el extremo izquierdo de la zona de sincronizacién tiende
a ¢ = 0.5. El intervalo de sincronizacién, asociado a o(n) = 0, se encuentra en 0.4545 < ¢ < 1.0.
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3.2. Redes aleatorias

En esta seccion se muestran algunos resultados obtenidos con redes generadas con la
distribucién binomial las cuales, recordamos, son llamadas de Erdds y Renyi, pues fueron los
primeros en estudiarlas [29]. Dichas graficas son el modelo por excelencia para estudiar redes
aleatorias en las cuales se varia la probabilidad p 6 (1 — p) de que una arista esté presente o
no esté presente [17]: un valor de p cercano a 0 puede producir gréificas disconexas, mientras
que p cercano a 1 puede generar gréficas completas (como se vio en la Seccién 2.1), esto es,
con acoplamiento global. Por la forma en que se definié la red aleatoria en el capitulo 2, se
debe tener en cuenta que la probabilidad de que existan nodos conectados con ellos mismos
(loops) es distinta de cero y, en general, es proporcional a 1/N. En el apéndice C.2 se muestra
el codigo con el cual se generan estas graficas. En la Fig. 3.18 se muestra un ejemplo de este
tipo de redes con probabilidad p = 0.2 y nodos N = 50°. En el Cuadro 3.2 se incluyen las
principales propiedades topolédgicas de cuatro graficas generadas con distribucién binomial
centrada en el valor k = Np, lo cual es importante tener en cuenta pues la sincronizacién de
las redes depende en gran medida del grado promedio de los nodos.

Propiedades Red 1 Red 2 | Red 3 | Red 4
(Fig. 3.18)
Numero de nodos 50 50 100 100
Probabilidad (p) 0.2 0.5 0.2 0.5
Aristas 245 641 1000 2543
Grado promedio (k) 9.80 25.64 | 20.00 | 50.86
Didmetro (Diam) 3 2 3 2
Componentes 1 1 1 1
Coeficiente de agrupamiento promedio (C) 0.180 0.519 | 0.199 | 0.516
Tridngulos 130 2781 1282 21796
Longitud de trayectoria caracteristica () 1.899 1.476 | 1.806 | 1.486

Cuadro 3.2: Propiedades topoldgicas de cuatro redes aleatorias con distribucién binomial.

El analisis de estabilidad estudiado al inicio de este capitulo adquiere especial importan-
cia en redes donde los eigenvalores asociados a la matriz de acoplamiento G no tienen una
expresion analitica. Sin embargo, para las redes aleatorias generadas con distribucion bino-
mial si se conocen expresiones aproximadas para calcular vo v vy, 0 bien cotas inferiores y
superiores [41]. Dicho andlisis nos proveera con la informacién necesaria para saber si una red
es 0 no sincronizable. Primero se analizan redes cuyos nodos se rigen por mapeos logisticos;

5Todas las figuras de este tipo son generadas en Gephi versién 0.7 Beta, que es un software de andlisis y
visualizacién de redes (http://gephi.org/).


http://gephi.org/
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Figura 3.18: Red aleatoria con 50 nodos con distribucién binomial con p = 0.2. El tamafio del nodo
es proporcional al grado del mismo. El grado varia desde 3 (azul, en la versién a color) hasta 17
(rojo, en la version a color).

en este caso la ecuacién que describe la dindmica es

N
) . c .
Tnpr = Flan) = - > LiF(x)) (3.5)
(A3 J:1
N
= F(x)) —€ > RyF(x)), (3.6)
=1

donde la matriz de acoplamiento R = (R;;) se define como R;; = L;;/D;;i si Dy # 0y R;; =0
de otro modo. La introduccién de dicha matriz se justifica debido a que el mapeo logistico se
limita a tomar valores en el intervalo [0, 1], por lo que es necesario normalizar el término de
acoplamiento pues, de otro modo, el andlisis quedaria restringido a valores muy pequenos en la
intensidad de acoplamiento ¢ < 1 para asegurar que la “fuerza” aplicada al nodo i no diverge
cuando N > 1. Aunque se gana en generalidad, se pierden las propiedades de la matriz
Laplaciana que simplificaban el andlisis: (a) >°; Ri; # 0; (b) la matriz R no es simétrica
y por lo tanto los eigenvalores, que denotaremos por p;, pueden ser complejos. Ademas, el
menor eigenvalor distinto de cero puede ser p; por lo que la condicién de estabilidad variara en
cada caso. Teniendo esto en cuenta, las EME asociadas a los eigenvectores de R se expresan
como

En+1,k) = (1 — €pe) DF (0)En,0)- (3.7)

Nuevamente se espera que los nodos transversales a la variedad de sincronizacion decrezcan,
por lo que la condicién de estabilidad se expresa como

T-1
o1
Mepr) =In|1 —epy| + Jim = ; In|DF(s,)| < 0, (3.8)
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donde el segundo término es el exponente de Lyapunov A del mapeo logistico. Como se
vio antes, debido a que las expresiones anteriores difieren tinicamente en el término epy, la
condicion (3.8) se puede expresar de forma genérica como

T-1
1
Ma) =Ml —of + lim — > In|DF(s,)| <0, (3.9)

n=0

la cual corresponde a la Funciéon Maestra de Estabilidad (FME) para el caso discreto.

Se inicia el andlisis de sincronizacién con el calculo de la desviacién estandar o de los
estados de los nodos para 10000 redes con 50 nodos para diferentes combinaciones de la
intensidad de acoplamiento ¢ y la probabilidad p asociada a la distribucion binomial de los
grados. De este modo, se tiene una idea global de los pardmetros para los cuales dichas redes
se sincronizan, dados por aquellos en los cuales o = 0 (ver la Fig. 3.19).

Figura 3.19: Redes aleatorias con N = 50 nodos generadas con distribucién binomial. Se calcula
la desviacién estandar o para cada par de pardmetros p y €. La zona de sincronizacion es aquella
con o = 0, la cual muestra las parejas de pardmetros (p,e) con las que se pueden producir graficas
aleatorias capaces de sincronizarse.

En general, la sincronizacién en el tipo de redes analizadas en este trabajo corresponden
a la condicion de estabilidad de Tipo 1 para la cual oy < ep, < ay se satisface para todos
los eigenvalores de la matriz de acoplamiento distintos de cero. Como se vio al inicio del
capitulo, dicha condicién se expresa mediante la condicién® py/ps < as/ay, lo cual implica

5Debido a que la matriz de acoplamiento R en este caso no es simétrica, puede darse el caso de que el
menor eigenvalor sea pi, con lo cual sélo hay que cambiar la condicién algebraica por py/p1 < ag/a.
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que si a1 < €py ¥y €pny < i entonces cualquier otro eigenvalor estara dentro de la zona de
estabilidad. De esta manera basta con analizar la relacién entre el mayor y menor eigenvalor
distinto de cero para saber si una red es o no sincronizable; en la Figura 3.20 se muestra
dicha relacion comparada con distintos valores de la probabilidad p en redes aleatorias con
distribucién binomial para redes con diferente niimero de nodos. Si bien lo anterior no muestra
para qué valores en la intensidad de acoplamiento € una red se sincroniza, si resulta una
condicion necesaria para ello. Se adelanta al lector, esperando que se convenza de ello al final
de esta seccion, que as/a; = 3.0 para cualquier red cuyos nodos se rigen por la dindmica de
un mapeo logistico con parametro no lineal r = 4.

PN /P2

Figura 3.20: px/p2 contra p para graficas aleatorias con distribucién binomial con N = 40, 60, 80
y 100 nodos. Se observa que conforme aumenta el ntimero de nodos en una red aleatoria, es mas
probable que sus nodos se sincronicen. Asimismo se comprueba que una red, independientemente
del nimero de nodos que tenga, se sincronizara para algin valor € si p = 1 pues se tiene en este
caso una red con acoplamiento global.

Similar al anédlisis realizado en la Seccién 3.1, se muestra la dinamica de los nodos en la
Red 1, Red 3 y Red 4 del Cuadro 3.2: En las Figs. 3.21, 3.22 y 3.23 se muestra la desviacién
estandar de los estados de los nodos comparada con diferentes valores en la intensidad de
acoplamiento €. Para cada valor de ¢ se itera el sistema 1000 veces; dichas iteraciones se
asocian al tiempo transitorio en el cual se busca que el sistema se estabilice y “olvide” las
condiciones iniciales aleatorias, después de este tiempo se grafican 100 iteraciones; como se
verd mas adelante, inicamente la Red 1 (mostrada en la Fig. 3.18) del Cuadro 3.2, no se
sincroniza debido a que los primeros dos eigenmodos asociados a ps y p3 no cumplen la
condicién de estabilidad (3.9) lo cual se comprueba en la Figura 3.24(a) donde se calculan los
eigenvalores de la matriz de acoplamiento R de forma numérica. En este caso se demuestra
que disminuyendo el parametro no lineal del mapeo logistico a r = 3.8 es posible que una red
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Figura 3.21: Fluctuaciones de la desviacién estandar o de los valores de los nodos en la Red 1 del
Cuadro 3.2. Para cada valor de la intensidad de acoplamiento €, se suporponen 1000 valores de o
calculados después del tiempo transitorio. No hay sincronizacién para ningun valor en la intensidad
de acoplamiento .

con 50 nodos se sincronice, debido a que se satisface la condicién algebraica de Tipo 1 (ver
Fig. 3.24(b)).

Para las redes con N = 100 nodos y parametro r = 4, la condicién de estabilidad asociada
a sus respectivos eigenmodos muestra que tanto la Red 3 como la Red 4 se sincronizan para
ciertos valores en la intensidad de acoplamiento €; en el primer caso la red se sincroniza a
partir del valor e = 0.795, y en el segundo caso a partir de e = 0.625 (ver Figs. 3.22 y 3.23).
Lo anterior se comprueba mediante el anélisis de estabilidad mostrado en las Figuras 3.25(a)
y 3.25(b) donde se intentaron mostrar los casos limites para los cuales ep; & a1, debido a que
todos los eigenmodos caen en la zona donde se cumple la condicién impuesta por la FME (Ec.
3.9), i.e Mep) <0, k=1,...,N. Como se adelanté en un principio, una red con dindmica
en sus nodos dada por el mapeo logistico con parametro no lineal r = 4 satisface la condicién
algebraica de Tipo 1 tal que py/ps < as/ag = 1.5/0.5 = 3.0, lo cual implica que los valores
epk, con py los eigenvalores de R distintos de cero, se encuentran acotados, dichos limites
estan dados por los valores donde A(a) = In |1 —a| + A = 0. Si se disminuye el pardmetro no
lineal a r = 3.8 los nuevos limites son a; = 0.35 y ap = 1.65.

Utilizando el mismo acoplamiento que el caso discreto, podemos imponer en los nodos
una dindmica regida por un sistema dindmico continuo como en la Ec. (2.59); aunque no
se incluye el analisis de sincronizacion, se considera importante mencionarlo como ejemplo.
Considérese las ecuaciones de Lorenz y las ecuaciones de Rossler definidas en R® — R? (Ecs.
(B.10) y (2.56), respectivamente); entonces, en este caso la ecuacién que describe la dindmica
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Figura 3.22: Fluctuaciones de la desviacién estandar o del estado de los nodos en la Red 3 del
Cuadro 3.2. La red se sincroniza a partir del valor € = 0.795.

de los nodos esta dada por
N
X =F(x')—e> LyHEX), (3.10)
j=1

donde F(z,y,2) = F(x) = F(F;(x), Fa(x), F3(x)) representa la dindmica de los nodos sin
acoplamiento, L = (L;;) es la matriz Laplaciana y H(x) es la funcién de acoplamiento. Por
ejemplo, si acoplamos los nodos mediante la variable x, entonces la funcion de acoplamiento
se lee como

1 00 x
H(z,y,z)=10 0 0 v |- (3.11)
000 z

Es importante notar que en este caso no se normaliza la intensidad de acoplamiento e,
debido a que tanto las ecuaciones de Lorenz como las de Rossler estdan definidas en todo
R3, a diferencia del mapeo logfstico cuyo dominio es [0,1] C R, por lo que el anélisis de
estabilidad es exactamente aquel estudiado al inicio de este capitulo. Sin embargo, debemos
tener en cuenta que si € es muy pequeno, el estado de los nodos permanece cerca del atractor
asociado a F aunque pueden no sincronizarse, como se muestra en la Fig. 3.26 donde se
modelan tres nodos con dindmica dada por las ecuaciones de Lorenz (ver Ecs. (B.10) en el
Apéndice B.2). Por el contrario, si € es muy grande entonces la influencia de los nodos j sobre
un cierto nodo i puede ser tal que x* es “expulsado” del atractor como se ilustra en la Fig.
3.27 donde se muestra la dindmica de tres nodos cuya dinamica esta dada por la ecuaciones
de Rossler (ver Ecs. (2.56)).
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Figura 3.23: Fluctuaciones de la desviacién estdndar de los nodos en la Red 4 del Cuadro 3.2. La
red se sincroniza alrededor de ¢ = 0.620. Es facil notar que una red aleatoria con p = 1.0 se acerca
a una red con acoplamiento global en donde siempre hay sincronizacién cuando la intensidad de
acoplamiento es € > 0.5, como se vio en la Seccién 3.1.
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El tipo de redes estudiadas en esta seccién representa el modelo mas conocido de redes
aleatorias para las cuales se conocen expresiones analiticas de las propiedades relacionadas
con su topologia. Sin embargo, se sabe menos acerca de la dindmica que puede generarse a
partir de un acoplamiento dado por una distribuciéon binomial en los grados de los nodos. En
la figura 3.19 se observa que alrededor del valor p = 0.26, una red con 50 nodos se sincroniza
aunque para valores muy grandes en la intensidad de acoplamiento €. Lo anterior implica
que una red con 50 nodos cuyo grado promedio es aproximadamente k = 13 es capaz de
sincronizarse. Del mismo modo, dada una red con N nodos se puede saber el grado promedio
necesario para que se sincronice.

El andlisis de estabilidad dado por la FME, en el caso donde la dindmica de los nodos
estd dada por el mapeo logistico, nos provee de informacién fundamental acerca de la posible
sincronizacién en una red; el hecho de saber que py/p2 < as/a; = 3 implica que cualquier
red aleatoria con distribuciéon binomial en el grado de sus nodos se sincroniza para un cierto
valor p < 1 y algtin € < 1 lo cual es una afirmaciéon muy fuerte. Esto es cierto debido a que
en el limite p — 1 una grafica aleatoria con N nodos es una gréfica regular con acoplamiento
global en cuyo caso la matriz de acoplamiento es R = (N — 1)"'L y por lo tanto se cumple
que pr = (N — 1)1y para todo k =1,..., N. Como se vio en la Seccién 3.1 los eigenvalores
asociados a la matriz Laplaciana, en el caso de tener acoplamiento global, son tales que v; = 0
Vv 2=+ =7y = N, de aqui se sigue que py = ps = (N —1)"!N y entonces py/ps =1 < 3
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Figura 3.24: Funcién Maestra de Estabilidad A(«) de la Red 1 con 50 nodos y dinamica dada por
el mapeo logistico. Las lineas verticales representan los valores epg, k= 2,...,50 y la franja vertical
(amarilla en la versién en color) corresponde a los valores de « tales que A(a) =1In|l — a| + X < 0.
En (a) se muestra el caso con el parametro no lineal del mapeo r = 4 para el cual se observa que
el segundo y tercer eigenmodo caen en la zona donde A(a)) > 0 y por lo tanto no hay sincronizacién
(ver también la Fig. 3.21). En (b) se muestra el caso con r = 3.8 con lo cual se ensancha la zona de
estabilidad dada por las franjas claras a los costados, para esta nueva condicion todos los eigenmodos
son estables.
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Figura 3.25: Funcién Maestra de Estabilidad de la (a) Red 3 y (b) Red 4. Se observa que en
ambos casos las lineas verticales correspondientes a los valores epr, £ = 1,...,100 caen dentro de la
franja vertical asociada a los valores de « tales que A(a)) < 0 por lo tanto dichas redes se sincronizan:
en (a) la intensidad de acoplamiento es ¢ = 0.8 y en (b) es ¢ = 0.63 (comparar con Figs. 3.22 y
3.23).

para cualquier valor de N. 7

"En el limite termodindmico N — oo se tiene que PN = pa = 1.
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Figura 3.26: Se muestra la dindmica de tres nodos partiendo de la misma
condicién inicial. Dos de ellos pertenecen a una red aleatoria con 50 nodos
con dindmica dada por las ecuaciones de Lorenz con acoplamiento en la
variable z e intensidad de acoplamiento ¢ = 0.002: (a) El primer nodo -

no esté acoplado por lo que dibuja el atractor de Lorenz, (b) el segundo e e
nodo estd acoplado con 8 vecinos y (c) el tercero a 5 vecinos. El segundo v X

y tercer nodo no estan acoplados entre si.
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Figura 3.27: Se muestran tres nodos partiendo de la misma condicién :
inicial. Dos de ellos pertenecen a una red aleatoria con 50 nodos cuyas
dindmicas estan regidas por las ecuaciones de Rossler acoplados mediante -
la variable z y € = 0.002. (a) El primer nodo no esté acoplado por lo que
dibuja el atractor de Rossler, (b) el segundo se encuentra acoplado a 7 D e
vecinos y (c) el tercero a 4 vecinos (ninguno de ellos es el nodo en (b)). =
Tanto el segundo como el tercer nodo son “expulsados” del atractor.
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3.3. Redes de mundo pequeno

Las redes aleatorias estudiadas en la secciéon anterior no reproducen las propiedades to-
poldgicas encontradas en muchas de las redes reales. Tanto las redes de mundo pequeno
como las redes libres de escala se ha visto que reproducen en buena medida las propieda-
des topoldgicas de la mayoria de las redes reales [26], sin embargo atn se sigue estudiando
la dindmica en ellas. En la presente seccién se estudia la sincronizacién en algunas redes
de mundo pequeno con lo cual se espera tener una nocién general de las propiedades que
permiten que una red de este tipo se sincronice.

Propiedades Red 1 Red 2 | Red 3| Red 4 | Red 5 | Red 6
(Fig. 3.28)
Modelo WS WS NW WS WS NW
Numero de nodos 50 50 50 100 100 100
Red regular inicial (k) 6 8 8 2 5 20
Probabilidad (p) 0.5 0.6 0.6 0.2 0.2 0.51
Aristas 300 400 513 200 500 2539
Grado promedio (k) 12 16 20.52 4 10 50.78
Didametro (Diam) 3 3 3 7 4 2
Componentes 1 1 1 1 1 1
Coeficiente de agrupamiento promedio (C) 0.229 0.316 | 0.565 | 0.225 | 0.379 | 0.619
Tridngulos 258 642 1872 46 560 26082
Longitud de trayectoria caracteristica (¢) 1.789 1.675 | 1.584 | 4.108 | 2.486 | 1.487

Cuadro 3.3: Propiedades topoldgicas de seis redes de mundo pequeno.

Como se menciond en el capitulo 2, podemos generar graficas de mundo pequetio reco-
nectando o anadiendo aristas en o a una red 2k-regular; el primer método fue propuesto
por Watts y Strogatz por lo cual llamaremos a este método WS y el segundo, propuesto por
Newman y Watts, lo llamaremos método NW. Si bien ambos modelos son analogos en cuanto
a las propiedades de las redes generadas, es obvio que no se tendran las mismas propiedades
dado el mismo conjunto de parametros NV, p y k como se observa en el Cuadro 3.3. El método
WS nos permite controlar el nimero de aristas en la red por lo que este modelo es 1til para
comparar sus propiedades con la red regular en base a la cual son generadas. Por otro lado, el
método NW asegura que la red estara conectada para cualquier probabilidad p lo cual puede
no ocurrir en las primeras. Como se verd mas adelante, estas diferencias se ven reflejadas
en los eigenvalores de la matriz de acoplamiento debido a que el método NW conserva la
red regular con la cual es generada, y esto a su vez influye en la sincronizacién, como es de
esperarse. Para ver a detalle el proceso descrito antes, se remite al lector al Apéndice C.3
donde se incluye el cédigo en Python utilizado.

Comparando la Red 1 (Fig. 3.28) del Cuadro 3.3 con una red 12-regular (con igual
nimero de aristas) con didmetro Diam(K13) = 5, coeficiente de agrupamiento Cx = 0.682
(750 tridngulos) y longitud de la trayectoria caracteristica £ = 2.551, nos percatamos de lo
siguiente: el didmetro de la red de mundo pequeno es menor, lo que indica que los nodos estan
mas cerca entre si. Esto se debe a las conexiones de largo alcance que se generan, y se ve
reflejado a su vez en la reduccion de la longitud de la trayectoria caracteristica ¢. También es
importante notar que el coeficiente de agrupamiento en las redes regulares analizadas hasta
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ahora es tal que Cx > 0.5 lo cual es una propiedad caracteristica en ese tipo de redes. Las
redes de mundo pequeno, por su parte, tienen un coeficiente de agrupamiento mayor al que
poseen las graficas aleatorias de Erdos y Renyi® lo cual, junto con una longitud corta de
la trayectoria caracteristica, constituyen la propiedad de mundo pequernio. En términos mas
simples lo primero indica que la probabilidad de que un nodo C' sea vecino simultaneo de A y
B es mayor que en una red aleatoria, y lo segundo muestra que un nodo arbitrario, digamos
A, estd en promedio a ¢ = 1.789 (2 pasos) de cualquier otro nodo en la red.

La Red 2 y Red 3 del Cuadro 3.3 comparan las propiedades entre una red generada
con el modelo de WS y con el de NW, respectivamente, con los mismos parametros N,p y
k. En la Red 4, debido a que p = 0.2, se reconecta una arista por cada 5 nodos, lo cual
suma un total de 20 aristas reconectadas de un total de 200; comparandola con la red regular
3 en el Cuadro 3.1 se observa que el hecho de reconectar unas cuantas aristas en la red de
mundo pequeno produce una disminucion casi a la tercera parte del diametro y més de cuatro
veces en la longitud de la trayectoria caracteristica. También se puede comparar la Red 6
con la red aleatoria 4 en el Cuadro 3.2 pues tienen un nimero similar de aristas y un grado
promedio similar: se observa también que ¢ es similar en ambas, sin embargo el coeficiente
de agrupamiento es mayor en la red de mundo pequeno, como es de esperarse.

Nuevamente la dindmica en las redes esta dada por la ecuacién (3.5)

N
Ty = F(a) —e Y RyF(x}), (3.12)
j=1

en la cual R = (R;;) representa la matriz de acoplamiento definida en términos de la matriz
Laplaciana y la matriz diagonal como R;; = L;;/D;; si D;; # 0 6 R;; = 0 de otro modo. En
general lo segundo se evita utilizando el método de NW con el cual no se pueden tener nodos
aislados. Los eigenvalores de R los denotamos por py.

Como descubrimos en la seccion anterior, una condiciéon necesaria en las redes que presen-
tan la condicién de estabilidad de Tipo 1 es que py/ps < az/ay, 6 con p; en el denominador
si es distinto de cero. Entonces lo primero que hay que revisar es que se cumpla dicha con-
dicién para las redes de mundo pequeno: en la Figura 3.29(c) se muestra aquel cociente y el
comportamiento por separado del mayor y menor eigenvalor distinto de cero para una red
generada con el modelo de WS, en la cual se observa que para valores de k > 12 el cociente
cumple la condicién de Tipo 1 casi para cualquier valor en p. Lo mismo se ilustra en la Figura
3.30(c) para una grafica de mundo pequenio de NW. Debido a que este tipo de redes son cons-
truidas a partir de redes regulares deberian heredar propiedades de éstas; una red 2k-regular
con N = 50 nodos se puede demostrar que es estable a partir del valor & = 15 para el cual
el estado sincronizado es estable para los valores del parametro ¢ tales que 0.926 < ¢ < 1.0,
por ello resulta natural que las redes de mundo pequeno satisfagan la condicién de Tipo 1 a
partir de este valor. Del mismo modo se muestra en la Fig. 3.31 la dependencia de la relacién
pn/p2 con el nimero de nodos N en redes de mundo pequeno construidas con el modelo de
NW a partir de una red regular con 4 vecinos por nodo; como también se puede observar,
ninguna red de este tipo es sincronizable para ningin valor de p.

De este modo estamos en condiciones de calcular la desviacién estandar en dos casos que
cumplen la condicion de Tipo 1, a saber: en la Figura 3.32 se descubre que una red del tipo

8Fsto se hace evidente en redes con una gran cantidad de nodos.
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Figura 3.28: Red 1 del Cuadro 3.3. El tamano de los nodos es proporcional a la intermediacion
de los mismos, en este caso el nimero total de trayectorias minimas es 2450. La intermediacion del
nodo mas grande es bpq; = 45.9 (rojo en la versién a color) y la del mas pequeno es by,in = 6.3
(azul en la versién a color). En una red de contactos sexuales el nodo con mayor intermediacién
no es sélo aquel que se ha relacionado con mayor gente, sino que también puede representar un
individuo en comun en el 45.9% de las relaciones futuras. Llamemos a este nodo B, supongamos
que se relacion6 con A y C (A y C son vecinos de B), y que A no conoce a C, entonces es muy
probable que A y C se relacionen en un futuro (por transitividad) pues el camino més corto entre
ellos incluye a B.

WS con N = 50 nodos se sincroniza a partir de una intensidad de acoplamiento ¢ = 0.8.
También se muestran en la Figura 3.33 las fluctuaciones de la desviacion estandar para una
red generada con el modelo NW para la cual sorpresivamente no existe sincronizaciéon para
ningun valor del parametro €, contrario a lo que se esperaria. La justificacién de este hecho
proviene del andlisis de estabilidad de los eigenmodos asociados a la matriz de acoplamiento
R, dado por la condicién (3.9)

T-1

1
Aa) =In|1 — a +T151010T;1n|w(sn)| <0,

la cual hace evidente si una red se sincroniza, como en el caso de la red mostrada en la Fig.
3.32, o la razon por la cual no se sincroniza, como en la red de la Fig. 3.33. En la Figura 3.34
se observa que el espectro de eigenvalores de la matriz de acoplamiento R permanece dentro
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de la zona de estabilidad en la primera, i.e A(epy) <0 con k=1,...,N y ¢ > 0.8. De hecho
se observa que el primer eigenvalor ps se encuentra justo en el limite estable debido a que
se eligié € = 0.81. Por otro lado, en la Figura 3.35 se hace evidente la razén por la cual la
segunda red no se sincroniza; si bien se cumple que py/p2 < 3.0, tanto el primer eigenmodo
como el segundo caen fuera de la zona de estabilidad, donde A(«) > 0, lo cual implica que
las perturbaciones al estado sincronizado crecen exponencialmente en la direccion de los
eigenvectores asociados. Una forma de hacer que esta red sea sincronizable es disminuyendo
el parametro no lineal a r = 3.8, para el cual se ensancha la zona de estabilidad iniciando
en a; = 0.35 y terminando en ay = 1.65, como se vio en la Seccion 3.2; inicamente de esta
manera se lograria tener a todos los eigenvalores dentro de la zona de estabilidad de la FME.
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Figura 3.29: En (a) se muestra el eigenvalor de py asociado a la matriz de acoplamiento R de
cuatro casos de redes de mundo pequefio construidas con el modelo de WS para distintos valores
de k en la red 2k-regular inicial con 51 nodos, comparado contra la probabilidad p de reconectar
aristas. En (b) se muestra ps contra p, y en (c) se muestra el cociente py/p2 contra la probabilidad
p. Nétese que conforme k se acerca a N — 1/2 = 25, el cociente se acerca a 1 cuando p tiende a 1,
i.e. se tiene una red regular con acoplamiento global. La leyenda mostrada en (c) es la misma para

(a) y (b).
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Figura 3.30: En (a) se muestra el eigenvalor de py asociado a la matriz de acoplamiento R de
cuatro casos de redes de mundo pequeno construidas con el modelo de NW para distintos valores de
k en la red 2k-regular inicial con 51 nodos, comparado contra la probabilidad p de anadir aristas. En
(b) se muestra ps contra p, y en (c) se muestra el cociente py/p2 contra la probabilidad p. Nétese
que conforme k se acerca a N —1/2 = 25, el cociente se acerca a 1 cuando p tiende a 1, i.e. se tiene
una red regular con acoplamiento global. Las redes de mundo pequeno construidas a partir de redes
2k-regulares con k > 12 muy probablemente se sincronizan. La leyenda mostrada en (c) es la misma

para (a) y (b).

Es interesante notar que en las graficas que muestran la desviacién estandar o para
distintos valores de la intensidad de acoplamiento ¢, se ha observado la misma evoluciéon de
la fluctuacion en la desviacion estandar conforme aumenta el parametro €; con € en el rango
de valores 0 < ¢ < 0.2 se repite siempre el patron observado en las Figs. 3.32 y 3.33 para
las cuales se observa que la desviacion estandar promedio disminuye considerablemente, en
0.2 < ¢ < 0.4 se observan zonas de relativa estabilidad en donde la desviaciéon estandar
promedio se mantiene casi constante, aunque los nodos siguen estando desincronizados y no
caen en ningun patron periédico. Con intensidades de acoplamiento mayor € > 0.4 se observa
que en general la desviacion estandar promedio disminuye gradualmente con algunos valores
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Figura 3.31: Dependencia de py/p2 contra p comparando cuatro redes de mundo pequenio con
diferente nimero de nodos generadas con el modelo de NW a partir de una red regular con k = 4.
Conforme N aumenta py crece y el menor eigenvalor distinto de cero decrece.
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Figura 3.32: Fluctuaciones en la desviacién estdndar en el estado de los nodos en una red del mundo
pequeiio con N = 50 nodos generada con el modelo de WS. Se itera la red 1000 veces y se grafican
las siguientes 100 para cada valor de € con paso 0.01 en el intervalo [0,1). La red se sincroniza a

partir de un valor en la intensidad de acoplamiento € = 0.8.

que comienzan a acercarse a cero, lo cual se logra en € = (.6.
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Figura 3.33: Fluctuaciones en la desviacién estandar en el estado de los nodos en una red del mundo
pequeno con N = 50 nodos generada con el modelo de NW. Se itera la red 1000 veces y se grafican
las siguientes 100 para cada valor de € con paso 0.01 en el intervalo [0, 1).
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Figura 3.34: Funcién Maestra de Estabilidad A\(«) de una red de mundo pequefio con 50 nodos con
dindmica dada por un mapeo logistico con parametro r = 4 y € = 0.81. Las lineas verticales repre-
sentan el espectro de eigenvalores de la matriz R multiplicados por la intensidad de acoplamiento
g, y la franja vertical de color, aquellos valores de « para los cuales A(«) < 0. Todos los eigenmodos
caen dentro de la zona de estabilidad.
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Figura 3.35: Funcién Maestra de Estabilidad A(«) asociada con una red del mundo pequeno con
50 nodos con dindmica dada por un mapeo logistico con pardmetros r = 4 y € = 0.9. Las lineas
verticales representan los valores epy con py los eigenvalores de R, y la franja vertical son todos los
valores de « para los cuales A(a) < 0. Los primeros dos eigenmodos son inestables.

En conclusién, el analisis de estabilidad lineal dado por la FME nos provee de infor-
macién suficiente para saber si una red es sincronizable, ademas de que muestra de forma
clara qué eigenmodos son inestables en el caso de que no sea sincronizable. En esta seccion
aprendimos que hay redes que no se sincronizan para ningin valor de p y £, y un ejemplo
interesante se muestra en la Fig. 3.36; como se observé en la Fig. 3.31 en la cual py/p2 > 3
para todos los valores de p.

Un resultado también interesante, que quiza el lector habré notado desde el principio, es
que las redes WS se sincronizan antes, con un valor en p menor, pese a tener menor niimero
de aristas, lo cual se puede observar en las Figs. 3.30 y 3.29 en las cuales py/ps &~ 3 cuando
p = 0.5 y p = 0.7, respectivamente; esto sugiere que en la red NW influye la presencia de
la red regular por lo que se podria analizar la matriz de acoplamiento separando la parte
asociada con la red regular R,., mds otra matriz con las aristas anadidas de forma aleatoria
R, ona; esto es R = R,y + Rygna-
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Figura 3.36: Desviacién estandar promedio & para 40000 redes de mundo pequeno generadas con el
método NW con distintos valores de p y €. Para cada pareja de parametros p, ¢ se itera la red 1000
veces y se promedia o durante las siguientes 200 iteraciones. Aunque para valores muy grandes en
p v € la desviacion estandar disminuye, nunca alcanza el estado sincronizado. Entonces hay redes
que no se sincronizan para ningin valor en la intensidad de acoplamiento entre sus nodos.

3.4. Redes libres de escala

El proceso de formacién de muchas redes involucra un complejo proceso de autoorgani-
zacion en el cual las interacciones de los elementos determinan la estructura final de la red,
Como se comenté en la Seccién 2.2.4, el proceso de formacion de las redes libres de escala
involucra tanto adicion de nodos como enlazamiento preferencial, los cuales producen, como
resultado, redes donde el “rico se vuelve més rico” [26]. La centralidad de grado ¢; que indica
la proporcion de nodos en la red conectados al nodo i y la intermediacion b; que indica el
nimero de trayectorias minimas que pasan por un nodo dado asi como el grado k; son propie-
dades que indican la importancia de un nodo en la red, lo cual también puede ser indicio de
debilidades estructurales. Esto ultimo se refiere a que si uno de los nodos con mayor ¢;, b; o k;
es removido podria desconectar por completo la red o simplemente incrementar la longitud
de la trayectoria caracteristica, de modo tal que la comunicacion entre nodos se ve afectada.
Otra forma de ver esto es si imaginamos que la red modela la propagaciéon de un proceso
infeccioso, ciertamente para evitar una pandemia es necesario identificar aquellos nodos con
mayor ¢;, b; o k; para controlar la propagacion del virus. En general, el riesgo de sufrir un
ataque irreversible es mayor en redes heterogéneas, donde la diferencia entre el grado con
mayor y menor grado es grande, que en redes homogéneas.

El anédlisis de extensas bases de datos [26] ha revelado que muchas redes reales presentan
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una ley de potencias en la distribucién de sus grados; tal es el caso de la WWW o la red
de colaboraciones entre actores en los que la probabilidad P(k) de que un nodo interactie
con otros k vértices decae como P(k) ~ k~7. En el primer ejemplo la probabilidad de que
una péagina tenga hipervinculos a otras k decae como P(k) ~ k~21%%! mientras que en el
segundo ejemplo lo hace como P(k) ~ k~23%01: la mayorfa de las redes reales que presentan
una ley de potencias tienen un exponente tal que 2.0 < 7 < 3.0, otras presentan una ley de
potencias con un corte exponencial (ver Seccién 2.2.4). Debido a que el objetivo del presente
trabajo no es analizar la aparicion de una ley de potencias en la distribucién de los grados
de los nodos, simplemente generaremos las redes del mismo modo que se hizo con las redes
aleatorias: dada la distribucién de probabilidad P(k) se genera una lista con el grado de los
nodos y se conectan las mitades de aristas hasta haber concluido con todos los nodos. El
procedimiento y el cédigo se incluyen en el Apéndice C.2. Esencialmente se analizaran en
esta seccién redes con ley de potencias con el exponente 7 en el intervalo [2.0,3.0]. En el
Cuadro 3.4 se incluyen algunos ejemplos con diferentes pardmetros en donde se comparan las
principales propiedades topoldgicas.

Propiedades Red 1 | Red 2 | Red 3 | Red 4 Red 5 Red 6
(Fig. 3.37) | (Fig.3.38)
Numero de nodos 50 50 50 100 100 200
Valor inicial de la distribucién (ko) 1 1 6 1 2 1
Exponente de la distribucién (7) —2.0 —-3.0 -2.0 | —2.0 —2.0 —2.0
Aristas 75 35 326 217 300 415
Grado promedio (k) 2.44 14 13.04 | 4.34 6 4.15
Didmetro (Diam) 4 - 2 3 4 3
Componentes 1 15 1 1 1 1
Coeficiente de agrupamiento promedio (C) | 0.193 0 0.612 | 0.370 0.279 0.339
Tridngulos 27 0 754 268 192 571
Longitud de trayectoria caracteristica (¢) | 2.186 - 1.734 | 2.054 2.134 2.125

Cuadro 3.4: Propiedades topolégicas de siete redes libre de escala (con distribucion de ley de
potencias).

Como se dijo antes, la homogeneidad (o heterogeneidad) en el grado de los nodos de-
termina en gran medida la dinamica en la red; el exponente 7 de la distribucién de ley de
potencias pura controla dicha homogeneidad: cuando 7 = 2.0 las redes son heterogéneas, en
donde muy pocos nodos tienen un grado alto y la mayoria tiene grado bajo. Conforme se
aumenta el parametro 7 el grado de los nodos se homogeneiza. En la Red 1 del Cuadro 3.4,
por ejemplo, el maximo grado es k.. = 41, el siguiente es k& = 11 y el resto tiene grado
menor que k = 9 (la mayoria de estos tiene grado kp;,, = 1). En contraste, la Red 2 es
completamente heterogénea ya que el grado k de los nodos estd en el intervalo [1,4], sin
embargo en este caso se produce una red disconexa. Como se revelara mas adelante, las redes
libres de escala generadas de modo tal que la mayoria de los nodos tengan grado £ = 1 no se
sincronizan. Una forma de modificar esto, similar a las redes de mundo pequeno generadas
a partir de una red 2k-regular donde se controla el nimero £ de vecinos de la red inicial, es
definiendo el valor inicial kg de la distribucion de ley de potencia con la cual se genera la
red. De este modo se controla el grado minimo kg = ky,;, v por ende, la heterogeneidad (ver
los detalles en el Apéndice C.2). La Red 3 del Cuadro 3.4, es comparable con la red 1 de
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Figura 3.37: Red 5 libre de escala del Cuadro 3.4 con 100 nodos y exponente 7 = 2.0 de la
distribucién iniciada en kg = 2 = kinin, el grado maximo es kpq, = 73. El tamano del nodo es
proporcional al tamafio del mismo. La homogeneidad de la red aumenta por el sélo hecho de iniciar
la distribucién en ky = 2, ademads esto también ayuda a la cohesién de los nodos pues si se elimina
el nodo de grado mayor la red no se desconecta.

mundo pequeno del Cuadro 3.3 pues tienen grado promedio y didmetro similares; sin embargo
el coeficiente de agrupamiento C de la red libre de escala es considerablemente mayor y la
longitud de la trayectoria caracteristica ¢ es menor. La diferencia en C se debe a que muchos
nodos estan conectados al nodo de grado mayor y por lo tanto la probabilidad de que sean
vecinos mutuos se incrementa drasticamente. La Red 4 y Red 5 tienen N = 100 nodos,
la distribuciéon de potencias de la primera se inicia en ky = 1 y la segunda en ky = 2. Esta
tltima se muestra en la Fig. 3.37°. En la primera, el nodo de grado maximo est4 conectado
al 90 % de los nodos lo cual determina que la red tenga un coeficiente de agrupamiento alto
pero también su eliminacion produciria no solo que la red se separase sino que muchos nodos
quedarian completamente aislados. La segunda, sin embargo, es mucho mas compacta por lo
que la eliminacion del nodo de grado maximo no rompe a la red. Sin embargo, en este caso, el
nodo de grado mayor sélo esta conectado a 73 nodos por lo que el coeficiente de agrupamiento
C disminuye y la longitud de la trayectoria caracteristica ¢ aumenta. La Red 6 (Fig. 3.38)
tiene una fraccion muy pequena del total de las aristas posibles, que equivale a un poco mas

9La visualizacién de estas redes se hace con Gephi 0.7 Beta (http://gephi.org/).
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Figura 3.38: Red 6 libre de escala del Cuadro 3.4 con 200 nodos, y exponente 7 = 2.0 en la
distribucién de ley de potencias la cual inicia en el valor kg = 1 = k. La eliminacién del nodo de
grado maximo (ky,q; = 173) produciria casi 100 nodos aislados (sin conexiones).

del 1%; sin embargo tanto el didmetro como la longitud de la trayectoria caracteristica son
menores comparadas con una red regular, e incluso con una de mundo pequeno (ver Cuadro
3.3); por ejemplo la Red 4 tiene el mismo nimero de aristas que una red de mundo pequeno
construida a partir de una red 6-regular, aunque la red libre de escala posee una longitud
en la trayectoria caracteristica menor debido al nodo que posee alto grado (llamémosle ¢ a
este nodo) y, por ende, una alta centralidad que acerca a la mayoria de los nodos a una
distancia d(c, 7) = 2; tanto el grado como la centralidad suelen estar correlacionadas por lo
que, generalmente, el coeficiente de grado maximo es el de maxima centralidad.

En lo relativo a sincronizacion en redes libres de escala, analizaremos dos casos de los
anteriores: la Red 3 y la Red 5 (Fig. 3.37). Nuevamente el estado del nodo i-ésimo z%, . al
tiempo n esta dado por la ecuacion

N

i i € j
Vs = Pla) = 23 LyF(a) (3.13)
(13 ]:1
N
() &> RyF(ad), (3.14)
j=1

con R la matriz de acoplamiento con eigenvalores p; para los cuales la condicién de estabilidad
dada por la Funcién Maestra de Estabilidad (FME) estd dada por

T-1
1
Aepg) = In(1 —5pk)—|—Tl1;rrolonln|DF(sn)| <0, (3.15)

n=0
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Figura 3.39: En (a) se calcula el méximo eigenvalor py asociado a la matriz de acoplamiento
R para redes de N = 50 nodos generadas con ley de potencias iniciadas en diferentes valores kg
comparadas con el pardmetro 7. Para cada valor de 7 se promedian 100 gréficas. En (b) se muestra
el minimo eigenvalor distinto de cero py. En (c) se muestra el cociente py/p2; con kg > 6 una red
libre de escala con 50 nodos cumple la condicién algebraica py/p2 < 3 para todos los valores de 7.
La leyenda en (c) es la misma para las tres figuras.

o de forma genérica

T-1
1
Me) =In|l —a| + lim — > In|DF(s,)| <0, (3.16)

n=0

donde el segundo término es el exponente de Lyapunov del mapeo F(z,), en este caso dado
por el mapeo logistico F'(z,) = rx,(1 — z,) con r el pardmetro no lineal. Antes de continuar
con el analisis es interesante comentar las implicaciones de la matriz de acoplamiento R: la
intensidad del acoplamiento € debe ser normalizada para mantener el valor de los nodos en el
intervalo [0, 1] para el cual el mapeo logistico estd definido, por lo tanto es necesario norma-
lizar £ de algin modo. Si bien se pueden perder algunas propiedades de la matriz Laplaciana
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L, el analisis se efectia de la misma manera. Otra forma de entender esto, quizd menos evi-
dente, es que la influencia de un nodo sobre sus vecinos no se da con la misma intensidad,
i.e. depende del grado del nodo que recibe la senal. Por ejemplo, si fuesen neuronas, la senal
que una neurona envia a través de las dendritas, aunque es la misma senal, serd percibida
con mayor intensidad por las neuronas con menos conexiones.

7 T

(a) (b)

3.4
oo N=30
oo N=60
mm N=90
] ‘ v /‘\//c/ 7
3.0
o /P2
28 ]
2.6 ]
2435 22 24 26 28 3.0

Figura 3.40: En (a) se calcula el méximo eigenvalor py asociado a la matriz de acoplamiento R para
redes con diferente nimero de nodos generadas con una distribucién de ley de potencias iniciada
en kg = 6, comparado contra el parametro 7. Para cada valor de 7 se promedian 100 graficas. En
(b) se muestra el minimo eigenvalor distinto de cero py. En (c) se muestra el cociente py/ps. La
leyenda en (c) es la misma para las tres figuras.

Recordamos que la condicién algebraica de estabilidad de Tipo I consiste en tener aco-
tados a los eigenvalores ep; entre dos valores a; y aso, lo cual se reduce a la condicion
PN /p2 < ag/as = 3.0. En las Figs. 3.39 y 3.40 se comparan los eigenvalores asociados a la
matriz de acoplamiento R de redes libres de escala generadas con diferentes distribuciones
iniciadas en kg = 2, kg = 4, ko = 6, kg = 8 y kg = 10 nodos comparadas con el parametro
7 de la ley de potencias, en donde se observa que el maximo eigenvalor py no depende de
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T pues es casi constante para todos los valores excepto para el caso kg = 2 en donde crece
conforme aumenta 7. El minimo eigenvalor distinto de cero py decrece conforme 7 aumenta,
y la pendiente se acentia conforme ky disminuye. También es importante notar que conforme
ko se incrementa py disminuye y p, aumenta, lo cual produce que py/ps disminuya; para
valores mayores que ky = 6, una red de 50 nodos cumple la condicién de Tipo I para todo
valor de 7. Por la forma en que evoluciona el cociente py/ps conforme aumenta el pardmetro
T, esto es, conforme aumenta la homogeneidad de la red, podemos concluir que es mas viable
que se sincronice una red heterogénea para la cual el didametro es menor.

Tambien se comparan en la Fig. 3.40 los eigenvalores py correspondientes a redes libres
de escala con diferente nimero de nodos generadas con una distribucion iniciada en el valor
ko = 6, como la Red 3 del Cuadro 3.4. Se observa que entre mayor sea el nimero de nodos
mayor es el maximo eigenvalor py. Tanto py como ps decrecen conforme aumenta 7 sin
embargo el primero lo hace mas despacio que el segundo. Con esto se espera que la Red
3 sea sincronizable para algin valor en la intensidad de acoplamiento €. Se comprueba que
la Red 3 se sincroniza en el intervalo 0.814 < ¢ < 0.898 como se puede observar en el
analisis de la desviacion estandar en la Figura 3.42 en donde se grafica la desviacién estandar
o para 200 iteraciones después del tiempo transitorio de 1000 iteraciones para cada valor
de ¢ en el intervalo [0, 1]. Asimismo se observa una érbita de periodo 1 en los valores de
la intensidad de acoplamiento 0.972 < ¢ < 0.988, y una 6rbita de periodo 4 en los valores
e =0.996 y € = 0.998. El mismo andlisis aplicado a la Red 5 (cf. Fig. 3.43) revela que no
hay sincronizacién para ningin valor en la intensidad de acoplamiento ¢, lo cual se podria
entender desde el analisis de los eigenvalores py en las Figuras 3.39 y 3.40. Sin embargo, en este
ultimo caso se detecta que los nodos se autoorganizan para algunos valores de la intensidad de
acoplamiento ¢: en los valores ¢ = 0.724 y € = 0.752 se encuentra que la desviacion estandar
cae en una orbita de periodo 6 lo cual implica que cada 6 iteraciones se obtiene el mismo
valor de o, i.e o(n) = o(n + 6). El cédigo utilizado para calcular la desviacién estandar se
muestra en el Apéndice D.1. Si se quisiera comparar la dindmica promedio de los nodos en
una red particular para diferentes parametros 7 y ¢ se puede calcular la desviacién estandar
promedio & como en la Figura 3.41, donde se muestra ¢ para 10000 redes libres de escala
con 50 nodos con diferentes parametros. Se observa aqui que estas redes se sincronizan para
valores relativamente grandes en la intensidad de acoplamiento € y con 7 pequeno de modo
que las redes sean heterogéneas.

En las Figuras 3.44 y 3.45 se muestra la FME A\(«) dada por la Ec. (3.16) asociada a
los casos limites observados en la Fig. 3.42 para el estado sincronizado en la Red 3, i.e.
aquellos valores en la intensidad de acoplamiento € para los cuales se cumple que a; ~ €ps
y €PN R Qa, respectivamente. El primer caso, asociado al limite inferior, corresponde a un
valor ¢ = 0.82, y el limite superior corresponde a un valor ¢ = 0.892. En el Apéndice D.2
se incluye el cédigo utilizado para calcular la FME, el cual también puede ser utilizado para
calcular el exponente de Lyapunov A de cualquier mapeo unidimensional.

En el estudio de sincronizacion se ha encontrado que, para el acoplamiento dado por la
matriz Laplaciana L en la dindmica de los nodos, las redes libres de escala se comportan
opuesto a lo esperado; en el andlisis de los eigenvalores de la matriz de acoplamiento (similar
al expuesto en las Figs. 3.39 y 3.40) se encuentra que las redes con menor 7 tienen un didmetro
menor que aquellas mas homogéneas con valores mayores del exponente 7, sin embargo las
de menor didmetro presentan valores muy grandes del cociente vy /2 lo cual no satisface
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Figura 3.41: Desviacién estandar promedio & de 10000 redes libres de escala con diferentes parame-
tros 7 y €, el exponente de la ley de potencias y la intensidad de acoplamiento, respectivamente.

0.08.

Figura 3.42: Fluctuaciones en la desviacién estandar o del estado de los nodos en la Red 3 del
Cuadro 3.4 correspondiente a una red libre de escala con 50 nodos y pardmetros 7 = 2.0 y grado
minimo kg = kpnin = 6 de la distribuciéon de ley de potencia con la cual se genera. La zona de
sincronizacion se observa en los valores de la intensidad de acoplamiento tales que 0.814 < e <

0.898. Se observa también una 6rbita de periodo 1 en los valores de la intensidad de acoplamiento
0.972 < e < 0.988, y una 6rbita de periodo 4 en los valores € = 0.996 y € = 0.998.
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Figura 3.43: Fluctuaciones en la desviacién estdndar o del estado de los nodos en la Red 5 del
Cuadro 3.4 correspondiente a una red libre de escala con 100 nodos y pardametros 7 = 2.0 y grado
minimo kg = kmnin = 2 de la distribucién de ley de potencia con la cual se genera. Se encuentran
algunas dinamicas interesantes: en los valores € = 0.724 y € = 0.752 se encuentra que la desviacién
estandar cae en una Orbita de periodo 6, i.e. o(n) = o(n + 6).
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Figura 3.44: Funcién Maestra de Estabilidad A(«) de la Red 3 del Cuadro 3.4 con 50 nodos.
Las lineas verticales representan los valores epg con € = 0.82 y pi los eigenvalores de la matriz de
acoplamiento R. La franja (en amarillo para la versién de color) se ubica en los valores a para los
cuales A(a) < 0; en el limite izquierdo de la franja se observa a eps tal que a3 = 0.5 < epa.
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Figura 3.45: Funcién Maestra de Estabilidad A(«) de la Red 3 del Cuadro 3.4 con 50 nodos. Las
lineas verticales representan los valores epy con € = 0.892 y pi los eigenvalores de la matriz de
acoplamiento R. La franja (en amarillo para la versién de color) se ubica en los valores a para los
cuales A\(a) < 0; en el limite derecho de la franja se observa a epy tal que epny T ap = 1.5.

la condicién necesaria para que una red se sincronice. De esta manera, se sincronizan mas
facilmente las redes libres de escala con mayor didmetro, esto es, las redes mas homogéneas;
esta paradoja es llamada la paradoja de heterogeneidad [42]. La explicacién de por qué ocurre
de este modo es que los nodos de mayor grado, debido a que reciben senales de diversos nodos
con estados muy diferentes, no logran sincronizarse. Sin embargo el anélisis realizado con los
eigenvalores (yy/72) no incluye en ningin momento el estado de los nodos por lo que el
argumento debe hacer alusién inicamente a la topologia de la red.

En contraste, utilizando la matriz de acoplamiento R definida en términos de la matriz
Laplaciana y Diagonal como R;; = L;;j/D;; si Dy # 0, y R;; = 0 de otro modo, no produce
ninguna paradoja; las redes de menor diametro, aquellas con 7 ~ 2, satisfacen la condicion
de estabilidad py/ps < as/c; antes que las redes con mayor 7.
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El andlisis de sincronizaciéon mediante las ecuaciones maestras de estabilidad, y sus fun-
ciones maestras de estabilidad asociadas a los exponentes de Lyapunov del sistema, permite
encontrar la zona de sincronizacion en redes regulares, debido a que se encuentra el inter-
valo del parametro de la intensidad del acoplamiento € en el cual se produce sincronizacion
completa, esto es, donde todos los nodos evolucionan en el tiempo exactamente con el mismo
estado cadtico. De igual forma, el no haber sincronizacién revela la inestabilidad de uno o
varios eigenmodos causantes de ello. Por otro lado, en redes con acoplamiento mas complejo,
donde se normaliza la influencia de los nodos por el nimero de nodos acoplados a un cierto
nodo, no es posible encontrar una expresion general de las cotas inferior y superior del inter-
valo de sincronizacién. En estos casos se procede de otro modo: la condiciéon necesaria que
deben cumplir los eigenvalores de la matriz de acoplamiento es aquella condicién algebraica
pN/p2 < ag/a; dada por los cocientes entre el mayor eigenvalor y el menor distinto de cero,
y los valores de a; y «as; en el caso donde la dindamica de los nodos en la red esta dada
por un mapeo unidimensional, se encuentran a partir de la funcién maestra de estabilidad
AMa) =In|l —a|+ A =0, donde X es el exponente de Lyapunov del mapeo. Recordemos que
para el mapeo logistico A = In 2, y por lo tanto la condicién algebraica es tal que py/p2 < 3.0.
Puesto que dicha condicion elimina la dependencia del parametro ¢, se desconoce el valor de
¢ para el cual una red que cumple dicha condicién, se sincroniza. Una implicacién fundamen-
tal de lo anterior es que hay redes que, independientemente del valor en la intensidad del
acoplamiento ente sus nodos, no se sincronizan, como se encontré en algunas redes de mundo
pequeno.

En las redes regulares, debido a que el acoplamiento es el mismo para todos los nodos,
se conoce con precision la zona de sincronizacion. Sin embargo, dicho andlisis impide en
general conocer las dinamicas encontradas fuera de la zona de sincronizacion, tales como:
fases ordenadas en donde se suprime el caos en los nodos y estos se auto-organizan en pocos
clusters, fases donde los nodos se sincronizan y forman clusters siguiendo una dinamica
cadtica, intermitencia entre fases ordenadas y fases cadticas, o bien fases totalmente cadticas.
El analisis de la desviacion estandar del estado de los nodos, en cambio, revela las diferentes
dinamicas producidas conforme cambia la intensidad de acoplamiento ¢ entre los nodos; la
presencia de orbitas de diferentes periodos sugiere la formacion de clusters en la red, sin
embargo no es posible revelar ni el tamano ni el nimero de los clisters generados. Para ello
se puede graficar directamente la evolucion del estado de los nodos en el tiempo y revelar,
por completo, la dindmica de los nodos.

El acoplamiento utilizado en las redes no regulares, impuesto por la dindmica de los nodos,
puede presentar algunos inconvenientes respecto al acoplamiento “natural”. Recordemos que
fue necesario normalizar el término de acoplamiento por el nimero de vecinos del nodo bajo
analisis, de modo tal que la nueva matriz de acoplamiento R quedé definida en términos de
la matriz Laplaciana y la matriz diagonal como (R;;) = (L;;)/(D;;). Como se explico en la
Seccién 3.2 dicha matriz no es simétrica y sus renglones no suman cero, de manera que los
eigenvalores podrian ser complejos y el menor eigenvalor p; podria ser distinto de cero. En
los casos analizados, sin embargo, los eigenvalores fueron reales y el andlisis de estabilidad se
concentré en la parte real. Es importante comentar que el encontrar eigenvalores complejos no
presenta ningtin problema, pues el caso general de la funcién maestra de estabilidad A(a+i[3)
fue definido en el plano complejo; lo anterior produciria una superficie para la cual se tendria
que cumplir que A(a + if) < 0 y en particular que A(Re(epy) + ilm(epy)) < 0. Fisicamente,
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el acoplamiento dado por la matriz R indica que la intensidad con la que un nodo j afecta
a un nodo 7 depende del grado de este tltimo, lo cual, aplicado a algunos sistemas reales,
podria no describir el problema de forma precisa e incluso alterar por completo la dindamica.

Lo anterior puede ser ilustrado con las redes libres de escala. Por un lado, la condicién
algebraica relacionada con los eigenvalores de la matriz Laplaciana en redes libres de escala,
con una ley de potencias P(k) ~ k=7 en el grado de sus nodos, produce una paradoja si
ingenuamente se piensa que las redes con menor didmetro se sincronizan mas facilmente
que aquellas de didmetro mayor; en las redes libres de escala ocurre al revés: entre mas
heterogénea es una red y 7 es menor, tiene menor didmetro, sin embargo se encuentra que el
cociente vy /72 es muy grande; si se aumenta el valor de 7, aumenta la homogeneidad de la
red pero también aumenta su didmetro, pero siempre se satisface la condicién vy /72 < « para
algin «. Por otro lado, si se utiliza el acoplamiento dado por la matriz R no se presenta la
paradoja de heterogeneidad; las redes con menor didmetro se sincronizan mejor que aquellas
mas homogéneas. De algiin modo se minimiza la influencia de los pocos nodos con alto grado
y centralidad por el hecho de redefinir la matriz de acoplamiento del modo en que se hace.

En las redes de mundo pequeno se encontré que las generadas mediante el modelo de
Watts-Strogatz se sincronizan antes que las creadas con el método de Newman- Watts pese a
tener menor numero de aristas. Las primeras, recordamos, reconectan las aristas presentes en
una red regular mientras que las segundas anaden aristas a dicha red regular. La explicacién
de ello se alude a que una red de NW conserva la red regular con la que se genera, y
esto ciertamente afecta la topologia de la red y en consecuencia el espectro de eigenvalores
asociado. Por ejemplo, py en una red generada con el modelo WS, fluctiia conforme se
aumenta la probabilidad p de reconectar aristas, es decir, no hay una tendencia clara en
su comportamiento. En una red de NW dicha tendencia es clara: py decrece o permanece
constante conforme aumenta p. Entonces dichas diferencias en los eigenvalores producen que
las redes WS satisfagan la condicién py/ps < 3.0 antes que las redes de NW.

En el caso donde la dinamica de los nodos esta dada por un sistema dinamico continuo, se
puede utilizar la matriz Laplaciana como matriz de acoplamiento sin necesidad de normalizar
la intensidad de acoplamiento €. Sin embargo, en estos sistemas existe el riesgo de que el
estado de los nodos aumente de tal forma que son “expulsados” del atractor por lo que es
importante trabajar con € pequenos.

Naturalmente, algunas generalizaciones al problema analizado en el presente trabajo pue-
den ser estudiadas: Se podria definir una intensidad de acoplamiento variable introduciendo
pesos en las aristas, o se podria estudiar la sincronizacién en redes dirigidas. Se debe tener
en cuenta que elhecho de anadir variables a un problema no necesariamente implica que el
modelo lo describe mejor. Sin embargo, si pueden encontrarse dindmicas nuevas e intere-
santes con lo cual se es capaz de describir a otros sistemas. Como primera aproximacion, el
modelo descrito en este trabajo puede modelar la sincronizacién en redes neuronales, donde
usualmente se piensa el estado de una neurona como un oscilador periédico mas un término
que anade ruido.
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Por completez se incluyen en el presente apéndice algunos resultados importantes en teoria
de graficas con lo cual se pueden enriquecer los conceptos abordados en el Capitulo 2.

A.1. Ciclos

A continuacion se incluyen dos resultados esenciales en teoria de graficas, relacionados con
ciclos, antes se prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz que sera utilizada més adelante.

Lema 1. Destgualdad de Cauchy-Schwarz. Dados dos vectores a, b € R",
(a,b)? < [a[?[b"
Demostracion. Consideremos la funciéon cuadratica para la variable x:
|za — b|? = 2%|]a|* — 2z(a, b) + |b|?
Entonces,

(a) Si ay b son linealmente dependientes y a # 0,

lza—b|> =0
b
— T = H’
lo cual implica que
bl\? b

(%) la? — 2%(51, b) + |b*=0 (A1)
—(a,b) = [a||b] (A.2)
=(a,b)* = [a]’|b]*. (A.3)

(b) Si ay b son linealmente independientes,

lza —b|* >0
—2(a,b) + y/4(a, b)2 — 4|a|?|b|?
. “ab)= /bR daPbE
2|al?
= (a,b)? — |a|*/b|* < 0
Por lo tanto, por (a) y (b):
(a,b)* < [a’|b|*. (A.4)
O bien, desarrollando (A.4) en términos de las componentes de ay b tal que a = (ky, ks, ..., ky)

y b= (K}, k5, ... k) queda expresada como

(Sea) < (5) (£e) .
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En particular, si b = (1,1,...,1):

(£4) o ($4). "
O

Teorema 2. FEl conjunto de aristas de una grafica puede ser particionado en ciclos si, y solo
st, cada nodo tiene grado par.

Demostracion. Si una gréafica es la union de ciclos disjuntos y vértices aislados, los vértices
dentro de un solo ciclo tienen grado igual a 2 mientras que un vértice contenido en k ciclos
tiene grado 2k, esto es, en una grafica formada por la unién de ciclos, todos los nodos tienen
grado par.

Supongamos que cada vértice de G tiene grado par y |E| > 0. Sea xoz; - - - 1; una trayecto-
ria de longitud méxima [ en G. Puesto que zoz; pertenece a E(G), k,, > 2, en consecuencia
existe un vértice y que es vecino de xg. Ademas, y = x; 2 < ¢ < [ pues de no ser asi, se
tendrfa la trayectoria yxox; - - - 2; de longitud I+ 1. Por lo tanto se ha encontrado el ciclo C(V
dado por xoxy - - - T;x0. Se repite el proceso con la grafica inicial menos las aristas contenidas
en el ciclo encontrado, y asi sucesivamente. De esta manera se tendra al final el conjunto de

ciclos O, C® ... C® tal que E(G) = J;_, E(CY). O

Para el segundo teorema se utiliza la observacién hecha en (2.1) asi como el Lema 1
(Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

Teorema 3. Teorema de Mantel. Toda grdfica de orden n y tamano mayor que |n?/4]!
contiene un triangulo,

Demostracion. Sea G una grafica de orden n que no contiene tridngulos. Entonces I'(z) N
['(y) = 0 para toda arista zy € E(G), lo cual implica que

ke +ky < n,

pues el grado méximo de un nodo es n — 1 y ningin nodo se cuenta doble, de lo contrario
estaria simultaneamente en la vecindad de x y .
Sumando estas desigualdades para todas las aristas xy, se encuentra que

S (ke +k,) < nlE], (A7)
zyel
y debido a que k, aparece k, veces en la suma anterior, sumando sobre los vértices se obtiene

> k2 <n|E|. (A.8)

zeV

Por (2.1) y (A.6),

(21E])* = (Z kx>2 <n (Z kz) .

zeV zeV

Lz| es el menor entero no menor que
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Por lo tanto, por (A.8)
(2[E))* < n’|E],

lo cual implica que |E| < n?/4. O

A.2. Funciones generadoras

Utilizando las llamadas funciones generadoras se pueden deducir algunas propiedades
obtenidas en la Seccién 2.2.2 mediante otros argumentos. La funcion generadora fundamental
es conocida como Go(x), asociada a la distribucién de probabilidad de los grados k [43, 21],
dada una grafica no dirigida con N vértices, Gy(x) se define por

Go(z) =Y prat, (A.9)

donde se asume que la distribucién p; estd normalizada y por lo tanto

Go(1) =) pp=1. (A.10)

Los célculo