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Capitulo 1

Introduccion

El origen de los contratos de derivados se remonta hasta la época de los fenicios; se sabe
que adicionalmente los griegos y los romanos también tenfan instrumentos de este tipo. Fue
hasta el siglo XVI, en Holanda, que se tuvo un mercado mas organizado, principalmente de
opciones. Sin embargo, no fue hasta 1900 que se comenz6 a pensar en un modelo matematico
para valuar estos contratos. Fue precisamente Louis Bachelier el que en su tesis doctoral
Théorie de la spéculation, usd por primera vez el movimiento Browniano para obtener un
modelo que fuera capaz de valuar opciones. 1973 es un ano importante en la historia de
las finanzas matematicas, pues Myron Scholes, Fisher Black y Robert Merton presentaron
un modelo mas completo para valuar opciones, el cual, a pesar de sus miltiples criticas
y defectos senalados, sigue siendo la base en el desarrollo de nuevas formulas para valuar
producos derivados; ademéas de ser el punto de partida de todo esudioso de las finanzas
desde un enfoque cuantitativo. En anos recientes se ha discutido mucho acerca de la notable
mejoria que se obtiene en los modelos financieros de valuaciéon al considerar que la dindmica
de un activo estd dada por medio de un proceso de Lévy.

Una de las principales criticas al modelo clasico de Black-Scholes es que éste es poco
realista en el sentido en el que no logra incorporar de algiin modo los cambios que ocurren
en lo general en los sistemas financieros y econémicos y, de hecho, en el entorno mismo del
desarrollo de estos sistemas. Tales cambios pueden generar variaciones bruscas en el precio
de un activo y al momento de proponer que la dindmica de tal activo se comporta como
un movimiento Browniano, como en el caso Black-Scholes, estas posibles variaciones no se
estan tomando en cuenta pues este proceso estocéstico tiene trayectorias continuas. Pero al
suponer un tipo de proceso estocéstico cuya dindmica sea discontinua, es decir que da lugar
a saltos, se logra tomar en consideracion el posible cambio brusco del precio.

Por supuesto que no hay una tnica forma de incorporar el supuesto de saltos en el proceso
que marca la dinamica del activo y esto a dado lugar a la propuesta de diferentes tipos de
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procesos de Lévy, generando una gran variedad de modelos y una amplia gama de literatura
y discusiones al respecto por parte tanto del mundo académico, como de participantes en la
industria.

Por otro lado, como veremos en el capitulo correspondiente, mediante el calculo frac-
cionario se generalizan las derivadas e integrales de orden entero a uno arbitrario (no entero,
pero real), asi podemos hablar de ecuaciones diferenciales fraccionarias como el analogo a las
ecuaciones diferenciales ordinarias en este contexto generalizado. El calculo fraccionario se ha
convertido en una herramienta muy importante para modelar diversos problemas en varias
ramas de la Fisica, principalmente aquellos que involucran transporte de fluidos, plasmas y
generalizaciones de la ecuacion de difusion o calor.

Es conocida la estrecha relaciéon que existe entre la teoria en cuanto a la obtencion de la
ecuacion de calor y la correspondiente para valuar un derivado. Es a través de este punto que
se puede pensar en que también se podria hacer uso de los resultados existentes para plantear
la ecuacion de calor fraccionaria, en un contexto financiero y hay una justificacion es sencilla:
Hay un punto muy importante a considerar, dado que estamos bajo la suposiciéon de que la
dindmica de un activo sigue un proceso de Lévy, al obtener la nueva version "generalizada"
de la ecuacion de Black-Scholes, ésta resulta ser una ecuacion integro-diferencial parcial. Este
tipo de ecuaciones son introducidas precisamente para capturar la no-localidad que inducen
los saltos del proceso de Lévy y la ecuacion integro-diferencial parcial se puede expresar como
una ecuaciéon diferencial fraccionaria, precisamente por la definicion misma de la derivada
fraccionaria. Desde luego esta es una explicacién, a lo largo del presente trabajo veremos
otra forma de obtener, bajo la suposicion de un proceso de Lévy, una ecuacion diferencial
fraccionaria que, al resolverla, nos ayudara a valuar un derivado. Esto serd, precisamente,
adaptando resultados importantes obtenidos en el contexto de los problemas fisicos.

1.1. Estructura del trabajo

El trabajo esta organizado en cinco apartados principales, cada uno correspondiente a un
capitulo. Primero llevaremos a cabo un repaso de los conceptos fundametales concernientes al
calculo fraccionario: las principales definiciones y generalizaciones del contexto clasico, como
transformadas de Fourier y Laplace, las cuales seran de bastante ayuda para el desarrollo de
otros apartados.

Posteriormente, en el capitulo 2, revisaremos las ideas centrales en cuanto al desarrollo
de la teoria de los procesos de Lévy; estudiaremos los conceptos que seran mas relevantes
para plantear los modelos de valuacion corresponientes. Ademas, veremos con detalle las
caracteristicas de algunos de los procesos més famosos en el contexto de modelacion de
dindmicas de precios; uno de ellos sera el que adaptaremos al final, en el ejemplo numérico:
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el proceso conocido como Lévy estable "suavizado" (tempered Lévy stable).

En el capitulo 3, la meta es profundizar un poco en la conexiéon entre procesos de Lévy y
calculo fraccionario. Para llevar a cabo tal objetivo trataremos con caminatas aleatorias en
tiempo continuo, estas pueden entenderse como una generalizacién del movimiento Browni-
ano ya que se pueden considerar diferentes distribuciones para los tiempos de espera que el
caminante pasa en un cierto estado y adicionalmente, se consideran diferentes distribuciones
para los desplazamientos o saltos del caminante, esto es de mucha ayuda en nuestro caso.
Posteriormente desarrollaremos la ecuacion de Montroll-Weiss y repasaremos resultados im-
portantes que ya se han obtenido en el contexto fisico, como las ecuaciones de Fokker-Planck
y de calor en su version fraccionaria.

En el capitulo 4 nos ocuparemos de la herramienta que nos servira para valuar el derivado:
la formula de Samuelson. Esta tiene la importante caracteristica de indiferencia ante la me-
dida con la cual obtendremos el valor esperado del payoff del derivado. Nuestra metodologia
para obtener el precio de una opciéon europea sobre el activo subyacente cuya dindmica es-
t4 descrita mediante un proceso de Lévy como el que mencionamos anteriormente serd la
siguiente: Obtendremos una ecuacion fraccionaria cuya solucion nos ayudard a aproximar la
distribucion del proceso y por medio de la formula de Samuelson, obteniendo la esperanza
bajo esta distribucion, es que llegaremos al valor del contrato. Compararemos el resultado
con otro ya existente en la literatura, donde el precio es obtenido con un método de Monte
Carlo, [12].

Las conclusiones se presentan al final, en el dltimo capitulo.
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Capitulo 2

Calculo Fraccionario

En esta seccion se dard un breve repaso de los principales conceptos matemaéticos que
serviran de base para el desarrollo de los resultados principales que se exploraran en el
presente trabajo.

El calculo fraccionario se encarga del estudio de las derivadas e integrales de orden arbi-
trario, y por arbitrario se entiende cualquier elemento de R. Esto significa que en lugar de
tener expresiones del tipo O,», con n € N, tendremos % con 8 € R. Esta extension dio
origen a una rama de las matematicas relativamente nueva, sistemas dinamicos fraccionarios,
la cual involucra ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales de érdenes arbitrarios.

El interés por el calculo fraccionario se vio estimulado por sus aplicaciones en Analisis
Numérico y diferentes areas de la Fisica e Ingenieria, incluyendo posiblemente a los fen6menos

fractales, y recientemente en Finanzas.

2.1. Integral fraccionaria

Primero nos centraremos en la deduccion del operador integral, ya que éste nos servira
para definir al operador diferencial.

De acuerdo con el enfoque del calculo fraccionario por parte de Riemann-Liouville, la
nocion de integral fraccional de orden 7 (v > 0), es una consecuencia natural de la famosa
formula integral de Cauchy:

1 ! n—1
m/o (t — 7') f(T)dT, t>0, neN. (21)
La cual es una forma de reducir el célculo de la primitiva de una funcion f(t) a una sola
integral del tipo de convolucion.

() = falt) =
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Entonces, intuitivamente, una forma natural de extender la formula anterior de los enteros
positivos a cualquier valor real positivo, es utilizando el hecho de que la funcion Gamma es
una generalizacion del factorial. Asi es que, haciendo notar que I'(n) = (n—1)!, introducimos
el nimero real positivo y arbitrario v y podemos definir la integral fraccionaria de orden
v > 0:

1 t
JVf(t) = —/ (t—7)" f(r)dr, t>0, y€R". (2.2)
I'(v) Jo

Por completez definimos J° := I, i.e. el operador identidad: JOf(t) = f(t). Asi, la expre-
sion (22.2)) nos define a la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 7.

Es importante hacer notar que, de aqui en adelante, las integrales son vistas en el sentido
generalizado de Riemann, asi es que se requiere que cualquier funcién sea absolutamente
integrable de manera local en R*.

Ahora mencionaremos la siguiente propiedad de semigrupo, que en lo sucesivo nos sera

de utilidad,
JVJP =8~ B >0, (2.3)

la cual trae como consecuencia la propiedad de conmutatividad JYJ? = JBJ7, y el efecto de
los operadores J7 sobre las operaciones potencia

['(a+1)

e = T
Fa+147)

T >0, a>—1, t>0. (2.4)

Estas propiedades son una generalizacion natural de aquellas que conocemos cuando el
orden es un entero positivo.
Ahora nos es conveniente introducir la siguiente funcion causall]

. (1) = % v >0, (2.5)

donde el subindice + so6lo denota que la funciéon se desvanece para t < 0. Cuando v > 0,
esta funcion resulta ser localmente absolutamente integrable en R*. Ahora recordaremos la
nocion de convolucion de Laplace, i.e., la la convolucion integral con dos funciones causales,
la cual se plantea como:

£(t) * g(t) = / £(t = m)g(r)dr = g(t)  £(2).

'Recordemos que una funcién causal f(t) es aquella que se desvanece idénticamente cuando t<0.
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Entonces notemos de (2.2) y (2.5)), que la integral fraccionaria de orden v > 0 se puede
considerar como la convoluciéon de Laplace entre . (t) y f(t), i.e.,

Jf =0, f(t), 7 >0, (2.6)
Ademas, con base en las integrales Eulerianaﬂ podemos deducir la regla de composicion
D(1) % Bs(t) = By 5(1), 7.5 > 0, (2.7)

a partir de la cual también podemos obtener (2.3) y (2.4).
Ahora intoducimos la transformada de Laplace por medio de la notacién

LG = [ e =f). sec,
0
y usando el signo <+ para denotar a la pareja de la funcion con su transformada de Laplace,
i.e. f(t) + f(s), notamos la siguiente regla para la transformada de Laplace de la integral
fraccionaria,

D7)+ 12,

que es una generalizacion directa del caso con una integral repetida (y = n). Mas adelante
ahondaremos un poco més en esta y otras propiedades de transformada de Laplace.

v >0, (2.8)

2.2. Derivada fraccionaria

Después de la definicién de integral fraccionaria, la de derivada fraccionaria de orden
v se convierte en un requerimiento natural y uno se ve tentado a sustituir v por —v en
las definiciones anteriores. Pero esta generalizacion requiere de tener cierto cuidado para
garantizar la convergencia de las integrales y conservar las propidades de la derivada de
orden entero.

Denotemos por D", con n € N, al operador derivada de orden n. Primero notemos que

D"J' =1, J"D"#1I, neN, (2.9)

o sea que D" es inversa izquierda, pero no inversa derecha, del correspondiente operador
integral J". De hecho, podemos reconocer facilmente de (2.1) que:

[y

3

k

JUD" (1) = £(t) — f(’“)(()*)%, £>0. (2.10)
0 i

i

2Las funciones Beta y Gamma.
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Como consecuencia, esperariamos que D7 esté definida como inversa izquierda de J7.
Para este proposito, introduciendo al entero positivo m tal que —1 < v < m, se puede
definir la derivada fraccionaria de ordeny:

DYf(t) = D™ f (1),

esto a través de

D) = [r( ! )/Ot( /() dT},m—1<7<m (2.11)

dtm m— -y t—7)rHl-m

Por completez definimos D° = J° = I, entonces podemos reconocer facilmente que

DY =1, v>0, (2.12)
y
I'(a+1)
D't = —————t*"77" ' v >0,a > —1,t > 0. 2.13

Desde luego, una vez mas, estas propiedades resultan ser una generalizacion de aquellas que
conocemos cuando el orden es un entero positivo. Como en el argumento de la funcion
Gamma puede ser negativo, es necesario que consideremos la continuacion analitica de I'(z)
al semiplano izquierdo.

En la definicion , si bien hemos especificado que la integral corre en un intervalo
[0,%], no hemos dejado en claro en cuanto a notacion para la derivada fraccionaria en qué
dominio esta definida, esto lo haremos a continuacion.

1 dm t f(T)
D] f = —1 2.14
oDi f F(m—’y)dtm/a (t—T)VH*de’ m <v<m (2.14)
1 an v f(r)
D) f = d —1 . 2.1
Dy f F(m—’y)dtm/t = rpriom T, m <y<m (2.15)

Ademés observemos que el valor de la derivada fraccionaria en para t depende del
comportamiento de la funcion f a la izquiera de ¢, es decir en el intervalo (a,t). Por esto
es que a (2.14) se le llama la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por la izquierda.
De manera natural, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville por la derecha se define
cambiando los limites, como ocurre en la ecuaciéon (2.15)).



2.2. DERIVADA FRACCIONARIA 3

2.2.1. Derivada de Wyle

Notamos de manera clara, que la definicion de la integral y derivada fraccionarias de-
pende del pardmetro v; el valor de este parametro variara segin el problema que estemos
considerando. En un dominio semi infinito, digamos por ejemplo t € (—o0,tg) o t € (tg, ),
la eleccion de a = —o0 0 b = oo corresponde a la llamada Derivada fraccionaria de Wyle.
El dominio de este operador nos lleva de inmediato a asociar nociones de la transformada
de Fourier, mas adelante la definiremos con precision y recordaremos sus caracteristicas y
propiedades principales, sobre todo las que por medio de la derivada fraccionaria de Wyle
entran en operaciéon en el clculo fraccionario.

En este sentido, el operador de derivada fraccionaria general de orden ~ se define como
una superposicion de las derivadas izquierda y derecha con factores de ponderacion:

D) = w, D) +w/}D].

Un caso de interés, en este contexto de dominio infinito es la derivada fraccionaria totalmente
simétrica:
D = _—1[7OODV+ID’Y]'
=l 2 cos (v /2) v o

2.2.2. Derivada de Caputo

Ahora debemos hacer notar el hecho de que la derivada fraccionaria D? f no es cero para
la funcion constante f(t) =1 si v ¢ N. De hecho, si v =0, de (2.13)) obtenemos

t
Y1 —
D1_F(1_7),720,t>0. (2.16)
Esto, desde luego, es idénticamente cero para v € N, debido a que la funcion Gamma tiene
polos en los puntos 0, -1, -2, ...
Observemos que una definiciéon alternativa de la derivada fraccionaria, originalmente in-
troducida por Caputo hacia el final de la década de los sesenta, es la llamada derivada
fraccionaria de Caputo de orden ~:

CDVF(t) = J"TI D™ f

conm—1<~v<my estd dada por medio de:

] ARG
DVf = P(m—V)/o (t—7)7+1—md7—’ m—1<y<m. (2.17)
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Esta definicion es mas restrictiva que la de la expresion (2.11) ya que requiere de la
integrabilidad absoluta de la derivada de orden m. Podemos reconocer facilmente que, en
general:

DYf(t) := D™J™Vf(t) # JTTYD™f(t) =Y DVf(t), (2.18)

a menos que la funcion f(t), junto con sus primeras m — 1 derivadas se desvanezcan en
= 0". De hecho, podemos reconocer que, param —1 <~y <myt >0,

3
L

th=

DVf(t) = D f(t) + CECE)

™), (2.19)

=
Il

0

y por consiguiente, recordando a la derivada fraccionaria de las funciones potencia (4.3,

( ; Z—k'f (07) > =C DV f(1). (2.20)

La definicién alterna para la derivada fraccionaria entonces incorpora los valores
iniciales de la funcion y los de sus derivadas enteras de menor orden. La resta del polinomio
de Taylor de orden m — 1 en t = 0 a f(t) se traduce en una clase de regularizacion de
la derivada fraccionaria. En particular, de acuerdo con esta definiciéon, podemos identificar
facilmente la propiedad relevante para la cual la derivada fraccionaria de una constante sigue
siendo 0:

“D'1=0,v>0. (2.21)

2.3. Transformada de Fourier

Si f es una funciéon definida en R, entonces la transformada de Fourier, f(w), es una
nueva funcién definida en R dada por

FP@) = fw) = [ e .

Es importante senalar que, atin cuando f(z) es real para toda z, la nueva funcion f no sera
real en general. También, como la integral es sobre todo R, el valor f(w) no existira, a menos
que la funcion f(z) se comporte apropiadamente para x cerca de +o00. Pero de todos modos,
para funciones bien comportadas que tienden a cero lo suficientemente rapido en +oo, la
integral si estard bien definida.
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2.3.1. Propiedades

La transformada de Fourier puede ser considerada como un mapeo, el cual lleva funciones
f(z) a su transformada f(w). De la definicion de F(f)(w) se sigue que el mapeo F es lineal,
ie.

Flaf +Bg) = oF (f) + BF(9g), (2.22)
donde f, g son funciones y a, 8 € R.

Ahora consideremos a f(x) con su respectiva derivada, f’(z). Entonces, buscamos una
expresion para la transformada de Fourier de esta tltima. Integrando por partes obtenemos
que:

F(f)w) = / F(@)erd

= flz)e ™|+ zw/ f(z)e ™ dx.

[e.9]

Entonces, al suponer que |f(x)| tiende a cero cuando z tiende a +oo, de modo que los
términos de frontera desaparezcan, tenemos que:

F(f)w) = iwF(f)(w) = iwf(w). (2.23)

Esta propiedad tiene su contraparte en la cual establecemos que la transformada de Fourier
de la funciéon z f(x) estd dada por if'(w), i.e.
d

F(af)w) = i—F(f)w) = if (). (2.24)
También es importante mencionar la propiedad de escala: para a # 0,
1
F(flan))(w) = ~F()(). (2:25)

2.3.2. Transformada de Fourier para la derivada fraccionaria

El operador derivada fraccionaria general estad definido como una superposicion de las
derivadas izquierda y derecha. Ademas, en un dominio infinito, a = —oc 0 b = oo, como es
en el caso de la derivada de Wyle, las transformadas de Fourier de los operadores izquierdo
y derecho estan dadas por:

FlDif(x)} = (—’iw)ff(W) (2.26)
FlaDLf(2)} = (W) f(w). (2.27)

Nos resulta claro, ademas de razonable que estas expresiones sean una generalizacion de la
expresion (2.23) cuando la derivada no es de primer orden, sino de un orden arbitrario ~.
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2.3.3. Definicién de la derivada fraccionaria de Riesz a partir de la
transformada de Fourier

Si f(x) es una funcion lo suficientemente bien portada, con transformada de Fourier
F[f](w) = f(w), w € R, entonces tenemos que:

£ [di‘v f(x)} () = —lwl"f(w),

si definimos

d” B sin (yr/2) [ flx+&) —2f(x) + f(x — &)
@ =Ty O | e de.

(2.28)

La derivada fraccionaria definida a través de esta tltima ecuacion es llamada derivada frac-
cionaria de Riesz ya que es obtenida a través de la inversién de la integral fraccionaria
introducida originalmente por Marcel Riesz, conocida como el potencial de Riesz. Esta repre-
sentacion estd hecha con base en una regularizaciéon adecuada de una integral hiper-singular.

Para v = 2, la derivada de Riesz se reduce a la derivada estandar de orden 2, ya que

—|w|* = —w?.

2.4. Transformada de Laplace

De un modo similar al que definimos la transformada de Fourier, introducimos anterior-
mente a la transformada de Laplace. Recordemos como se define y posteriormente repasemos
algunas de sus principales propiedades.

Sea f una funcion definida en R, la transformada de Laplace es una nueva funcion, f (w),
definida en R* dada por:

- 60 - [ st

2.4.1. Propiedades

De manera analoga a la transformada de Fourier, la transformada de Laplace cumple con
las mismas propiedades de:

1. Linealidad: Ll f + 8g](s) = af(s) + B3(s).
2. Reescalamiento:L[f(ax)|(s) = L f(s/a), si a > 0.
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Ademés, tenemos otro par de propiedades en relacién con su naturaleza exponencial:

L Ll f(2))(s) = Fs — a).
2. Si f(x) =0, 2z <0y ademas, si a > 0, entonces L[f(z — a)](s) = e * f(s).

Para la relacion de la transformada de Laplace con su derivada y con la derivada de la
funcion original, tenemos las siguientes dos propiedades:

1. Si existe la transformada de Laplace de f(z), entonces L[z f(z)|(s) = —%f(s).

2. LIf'](s) = sf(s) = F(0+).

Esta ultima propiedad se puede reescribir como:

5 LIf'(s) + f(0+)

f(s) = ; (2.29)

2.4.2. Transformada de Laplace para la derivada fraccionaria

Si f(t) es una funcion con transformada de Laplace L(f)(s) y derivada fraccionaria dada
por(2.17)), es decir, en el sentido de Caputo, entonces tenemos que:

L(§DIf)(s) = sTf(s) —sTTHF(04), 0 <y <1 (2.30)
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Capitulo 3

Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy han ganado gran popularidad en Finanzas Matematicas ya que
pueden describir la realidad observada en los mercados de una manera mas precisa que los
modelos con base en el movimiento Browniano.

Para dar una breve idea del porqué afirmado en el parrafo anterior, observemos el con-
mparativo entre las graficas de la figura . En el lado derecho se muestra la gréafica
correspondiente a la evolucion del logaritmo del precio del corporativo SLM (NYSE-LSM)
entre enero y marzo de 1993; ésta se compara con un escenario simulado a partir del modelo
de Black-Scholes con el mismo rendimiento y volatilidad (ambos anualizados). Recordemos
que, precisamente, una de las principales propiedades del movimiento Browniano son la con-
tinuidad de sus trayectorias y la invarianza de escala. Pero al observar la figura (3.2)), clara-
mente la grafica de la evolucion del activo muestra saltos claramente visibles y si quisiéramos
ver las graficas con una escala méas fina (solo de un mes, por ejemplo), la simulacion del
movimiento Browniano muestra una trayectoria idéntica, mientras que el escenario de la
evolucién muestra un proceso claramente discontinuo.

3.1. Definicion y resultados importantes

Sea (€2, F,F,P) un espacio de probabilidad filtrado, donde F = Fr y la filtracion F =
(F )te[o,T} satisface las condiciones usuales. Senalemos que, abusando un poco de la notacion
estandar, cuando escribamos ¢ > 0 significara t € [0, 1.

Definicién 1. Un proceso estocdstico,L = (L;)i>0, que es cadlag, adaptado, con valores
reales y Lo = 0 c.s. es un proceso de Lévy si satisface las siguientes condiciones:

1. L tiene incrementos independientes, i.e. Ly — Ly es independiente de F4 para cualquier
0<s<t<T.
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Figura 3.1: Evolucion del precio de SLM (NYSE) de enero a marzo de 1993, comparado con
una trayectoria de un movimiento Browniano con los mismos parametros. Figura obtenida
de [12]
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Figura 3.2: Comportamiento del precio de SLM (NYSE) en febrero de 1993, comparado con
un escenario simulado a partir del modelo de Black-Scholes con el mismo rendimiento y

volatilidad. Figura obtenida de [12]
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2. L tiene incrementos estacionarios, i.e. para cualquier s,t > 0, la distribucion de Ly s—
L; no depende de t.

3. L es continuamente estocdstico, i.e. para cadat > 0 ye > 0:limg_, P(|Li—Lg| >€) =0

Ahora veremos que hay una fuerte relaciéon entre los procesos de Lévy y la clase de las
distribuciones infinitamente divisibles. A continuacion definiremos estas distribuciones.

Definiciéon 2. La ley Px de una variable aleatoria X es infinitamente divisible si para todo

n € N existen variables aleatorias Xl(l/n), ...,Xf(ll/n) i.9.d. tales que

XL xWm gy x0m,

Alternativamente, podemos caracterizar a una variable aleatoria infinitamente divisible
usando su funciéon caracteristica.

Definicion 3. La ley de una variable aleatoria X es infinitamente divisible, si para todo
n € N eziste una variable aleatoria X/™ | tal que

Ox (u) = (Pxasm(u)".

El siguiente teorema nos brinda una caracterizacion completa de variables aleatorias
infinitamente divisibles via sus funciones caracteristicas; es la reconocida formula de Lévy-
Khintchine.

Teorema 1. La ley Px de una wvariable aleatoria X es infinitamente divisible si y solo
si existe una tripleta (b,c,v) con b € R,c € Ry y la medida v que satisface v(0) = 0 y
Je(LA z|*)v(de) < oo, tales que

2

E[e™*] = explibu — UTC + /R(ewx — 1 —iux1jy<1)v(de)]. (3.1)

La tripleta (b, c,v) recibe el nombre de tripleta caracteristica o de Lévy, y el exponente

en (B.1):
u?c ,
(u) = iub — - + /(e”“ — 1 — duxly<1)v(de) (3.2)
R

es llamado el exponente caracteristico o de Lévy. Ademas, b € R es el término de tendencia,
c € R, el coeficiente de difusion o Gaussiano y v la medida de Lévy.

La clase de procesos de Lévy es muy amplia, pero a pesar de eso, se pueden caracterizar
de una forma compacta por medio de la funcion caracteristica del proceso.
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Ahora, consideremos un proceso de Lévy, L = (L;);>0; usando el hecho de que para
cualquier n € N y cualquier ¢ > 0,

L, = Lt/n + (Lgt/n — Lt/n) + ...+ (Lt — L(n—l)t/n) (33)

junto con la estacionariedad e independencia de los incrementos, concluimos que la variable
aleatoria L; es infinitamente divisible.
Ademas, para toda u € R y toda t > 0, definimos:

Wi(u) = log Ele™"]; (3.4)

haciendo uso de (3.3), mas la estacionariedad e independencia de los incrementos, tenemos
que para cualquier m € N

miy (u) = Y (u) (3.5)
y entonces, para cualquier racional £ > 0
t1(u) = Ye(u). (3.6)

Para algin irracional ¢, podemos escoger una sucesion de racionales que decrezca a t 'y usando
la continuidad por la derecha de L para probar que la (3.6) es valida para toda ¢t > 0.
Entonces, tenemos que la siguiente propiedad se cumple para cualquier proceso de Lévy:
E[e™H] = v (W) (3.7)
2

—  explt(ibu — % + / (€™ — 1 — jualy <) )v(dz))]
R

donde 1(u) := 11(u) es el exponente caracteristico de L; := X, una variable aleatoria con
distribucion infinitamente divisible.

Ahora veremos que, dada una variable aleatoria X, cuya distribucion es infinitamente
divisible, podemos construir un proceso de Lévy L = (L;);>o tal que L; := X. Esto sera
posible a través del siguiente resultado, la descomposicion de Lévy-Ito:

Teorema 2. Consideremos una tripleta (b,c,v), donde b € R, ¢ € Ry y v es una medida
que satisface v(0) = 0 y [o(1 A |z]*)v(dz) < oo. Entonces, existe un espacio de probabilidad
(Q, F, P) sobre el cual evisten cuatro procesos de Lévy independientes: LW, L®) LB y L*),
Donde LY es una tendencia constante, L es un movimiento Browniano, L® es un proceso
de Poisson compuesto y LY es una martingala cuadrado integrable (de solo saltos) con una
cantidad c.s. numerable de saltos en cada intervalo finito de tiempo con magnitud menor que
1. Tomando L = LW + L@ + LB + L™ tenemos que existe un espacio de probabilidad en el
cual se define, para toda u € R, un proceso de Lévy L = (L;)i>o con exponente caracteristico

UQC

Y(u) = iub — - T /R(e"ux — 1 —iux1y<1)v(de). (3.8)
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Esta descomposicion expresa funciones muestrales de un proceso aditivo como la suma de
dos partes independientes -una parte continua y otra expresable como una suma compensada
de saltos independientes.

Dicho de otra manera, podemos descomponer a cualquier proceso de Lévy en cuatro
procesos de Lévy independientes, L = LM + L®) + LG) 4 L™ je.

L :bt+\/EWt+/0t /I|>1 qu(ds,dx)Jr(/ot /xlde(ds,dm) —t/|x|<1 w(dr)  (3.9)

donde LM es una tendencia constante, L(? es un movimiento Browniano, L es un proceso
de Poisson compuesto y L es una martingala de solo saltos.

3.2. La medida de Lévy y otras propiedades trayectori-
ales

La medida de Lévy v es una medida en R que satisface

v(0)=0 gy /R(l Alz?)v(dr) < oco. (3.10)

Esto significa que una medida de Lévy no tiene masa en el origen, pero pueden ocurrir
singularidades alrededor de él (una cantidad infinita de saltos pequenos). De una manera
intuitiva, podemos decir que la medida de Lévy describe el niimero esperado de saltos de
una cierta altura en un intervalo de tiempo de longitud 1.

Por ejemplo, en el caso de la medida de Lévy del proceso de difusion con saltos es
v(dx) = X - F(dx); de donde podemos deducir que el nimero esperado de saltos, en un
intervalo de tiempo de longitud 1, es A y el tamano de los saltos se distribuye segin F'.

De forma mas general, si v es una medida finita, i.e. v(R) = [, v(dz) = X < oo, entonces
F(dx) = @, que es una medida de probabilidad. Entonces, A es el numero esperado de
saltos y F'(dz) la distribucion del tamano de saltos z. Si v(R) = oo, entonces se espera un
nimero infinito de saltos (pequenos).

La medida de Lévy es la responsable de la riqueza de la clase de los procesos de Lévy
y contiene informacion muy 1til acerca de la estructura de los procesos, por ejemplo de sus

propiedades trayectoriales.
Proposicion 1. Sea L un proceso de Lévy con tripleta (b, c,v).

1. Si v(R) < oo entonces casi todas las trayectorias de L tienen un nimero finito de
saltos sobre cada intervalo compacto. En este caso, el proceso de Lévy tiene actividad
infinita.
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2. Si v(R) = oo entonces casi todas las trayectorias de L tienen un nimero infinito de
saltos sobre cada intervalo compacto. En este caso, el proceso de Lévy tiene actividad
nfinita.

Si un proceso de Lévy tiene variacién finita o no también depende de la medida de Lévy
(y de la presencia o ausencia de una parte Browniana).

Proposicion 2. Sea L un proceso de Lévy con tripleta (b, c,v).

1. Sic=0y flr\<1 |z|v(dz) < oo entonces casi todas las trayectorias de L tienen variacion
finita. -

2. Sic#0o fx\<1 |z|v(dx) = oo entonces casi todas las trayectorias de L tienen variacion
infinita.

Ademas, la medida de Lévy contiene informaciéon acerca de si los momentos de un pro-
ceso de Lévy son finitos o no; esta informacion resulta en extremo importante en finanzas
matematicas, para la existencia de una medida martingala. El que los momentos de un proce-
so de Lévy sean finitos o no esta relacionado con el comportamiento anélogo de una integral
sobre la medida de Lévy (de manera mas precisa, la restriccion de la medida de Lévy a saltos
mayores que uno en valor absoluto, i.e. saltos grandes).

Proposicion 3. Sea L un proceso de Lévy con tripleta (b,c,v). Entonces

1. Ly tiene p-ésimo momento finito, parap € Ry (E|L|P < 00) si y sdlo si f|x‘>1 |z|Prv(dz) <
0.

2. L; tiene p-ésimo momento exponencial finito, para p € R (E[eP™] < o0) si y sdlo si

f\wlzl ePry(dr) < oo

3.3. Algunos ejemplos y casos de interés

El proceso de Lévy més simple esta formado sb6lo por una tendencia lineal: L; = bt,
b € R, un proceso determinista. 1 movimiento Browniano, L; = bt + oW} es el tnico
proceso de Lévy (no determinista) con trayectorias muestrales continuas. Otros ejemplos de
procesos de Lévy son los procesos de Poisson y Poisson compuesto. Notemos que la suma
de un movimiento Browniano y un proceso de Poisson compuesto es de nuevo un proceso de
Lévy (gracias a la descomposicion de Lévy-1t6); éste es llamado con frecuencia ”difusion con
saltos de Lévy ”
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Ejemplo 1. Sea el proceso L = (L)i>0 una difusion con saltos de Lévy, i.e. un movimiento
Browniano mds un proceso de Poisson compensado. Fste se puede reexpresar como:

Ny
Ly =bt+ oW, + () Ji — tAk)
k=1

donde b € R, 0 € Ry, W = (W,);>0es un movimiento Browniano estindar, N = (Ny)i>o €s
un proceso de Poisson con parametro A (i.e. B[N = AXt) y J = (J)k>1 €s una sucesion de
variables aleatorias i.i.d. con distribucion de probabilidad F y E[J] = k < oo; F describe
la distribucion del tamano de los saltos. Todas las fuentes de aleatoriedad son mutuamente
independientes.

Es bien sabido que el movimiento Browniano es una martingala, lo mismo que para el
proceso de Poisson compuesto. Por consiguiente, L = (L;)i>o es una martingala si y solo si
b=0.

La funcion caracteristica de Ly es:

Ny
Ele™"] = Elexpiu(bt+oW,+ Y  Jp — tAx)]
k=1
Ny
= expliubt]E[exp(iucW;) exp(iu(z Jp — tAk))];
k=1

como todas las fuentes de aleatoriedad son independientes, tenemos:
Ni
= expliubt]E[exp(iucW;)|Elexp(iu Y Jp — iutAx)];
k=1

Tomando en cuenta que

1 _2

E[e[ith] = e 2° “2t7 Wy ~ NOTTTLCLZ(O, O'Zt)

E[eiusz;lh] _ ex\t(lE[@i“J—lD’ N, ~ Poisson(\t)

obtenemos:
1 .
= expliubt] exp[—§u202t} exp[M(E[e™ — 1] — iuE[J])]

= expliubt] exp[—%quQt} exp[M(E[e™ — 1 — iuJ]));
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como la distribucion de J es F', tenemos:

1 .
= expliubt] exp[—guzazt} exp[)\t/(e“”” — 1 —duz)F(dx)].
R

Dado que t es factor comin, podemos reescribir la iltima ecuacion como:

u?c?

2

E[e™] = exp|t(iub — + /(ei” — 1 —uz)A\F(dx))]. (3.11)
R
De esta manera presentamos una caracterizacion de la distribucion de las variables aleatorias

bajo la difusion con saltos de Lévy, por medio de su representacion de la formula de Lévy-
Khintchine.

Ejemplo 2. Subordinador. Un subordinador es un proceso de Lévy creciente c.s. De forma
equivalente, para que L sea un subordinador, la tripleta de Lévy debe satisfacer v(—o0,0) = 0,
c=0, f(0,1) zv(dr) <ooyvy=0b+ f(o,1) zv(dz) > 0.

Asi que, la descomposicion de Lévy Ité de un subordinador es:

t
Ly =~t +/ / zp*(ds, dr), (3.12)
0 J(0,00)
y la formula de Lévy-Khintchine toma la forma de:
Efel] = explt(iuy + / (e — 1)(dz))]. (3.13)
(0,00)

El proceso de Poisson y el proceso Gaussiano inverso son dos ejemplos comunes de un sub-
ordinador.

Ejemplo 3. Saltos de variacion finita.Un proceso de Lévy tiene saltos de variacion finita
sty sdlo si f\w\<1 |z|v(dz) < oo.En este caso, la descomposicion de Lévy-1té de L toma la
forma de: -

t
Ly =t + cW; + / /a:uL(ds, dx) (3.14)
0o Jr
y la formula de Lévy-Khintchine adquiere la forma:
. u2c )
E[e™] = exp|t(iuy — -+ /(e’“x — 1)v(dx))]. (3.15)
R

Ademads, si v([—1,1]) < oo, lo que significa que v(R) < oo, entonces L es un proceso de
Poisson compuesto.
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Ejemplo 4. Ladeado espectralmente.Un proceso de Lévy es llamado negativo espectral-
mente si v(0,00) = 0. similarmente, un proceso de Lévy es llamado positivo espectralmente
st —L es negativo espectralmente.

Ejemplo 5. Primer momento finito. Anteriormente vimos que un proceso de Lévy tiene
primer momento finito si y solo si f|x‘>1 |z|v(dx) < oo. Entonces, la descomposicion de
Lévy-Ito de L adquiere la forma: -

Ly :b’t+th+(/0t/quL(ds,dx) —t/qu(dx)) (3.16)

y la formula de Lévy-1t6 toma la forma:

E[e™"] = exp|t(iub — % + /R(ei“x — 1 —iux)v(dx))], (3.17)

donde V/ = b+ fle zv(dz).

3.4. Procesos Lévy estables

Recordemos que una de las principales caracteristicas del movimiento Browniano es su
propiedad de autosimilitud, pero si ahora nos preguntamos qué otros procesos de Lévy com-
parten esta propiedad, llegamos a la siguiente definicion:

Definicién 4. Se dice que un proceso de Lévy, Ly, es autosimilar si Ya > 0,3b(a) > 0 tal

()., e

Por ejemplo, recordando el caso del citado movimiento Browniano: si W es un proceso

de Wiener, entonces:
Wt

va>o,( > LW, -
\/a >0 (t)tZO

Esto es consecuencia de la defincion del movimiento Browniano y de las propiedades de la
distribuciéon normal.

Ahora, como la funcion caracteristica de L, tiene la forma ¢r,(-) = exp|[—ty(-)], donde
¥ (+) es el exponente caracteristico de la formula de Lévy-Khintchine, la propiedad de au-
tosimilitd puede traducirse en:

Va > 0,3b(a) > 0: ¢r,(u)* = ¢r,(ub(a)), Yu.
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Las distribuciones que verifican esta propiedad son llamadas distribuciones estrictmente es-
tables.
Lo anterior se puede formalizar en la siguiente definicion:

Definicion 5. Una variable aleatoria X € R? tiene distribucion estable si para toda a > 0
existen b(a) > 0 y c(a) € R? tales que

dx(2)* = px(2b(a))e™* Vz € RY (3.18)
Se dice que tiene distribucion estrictamente estable si
bx(2)* = ¢x(2b(a)), ¥z € RY. (3.19)

El nombre de estable viene de la siguiente propiedad de estabilidad bajo suma: si X
tiene distribucion estable y XM, ..., X son copias independientes de X, entonces existe un
nimero positivo ¢, y un vector d tales que:

XO 4 4y x™mLex1d

Esta propiedad se cumple claramente si la distribucién de X es la de un proceso de Lévy
autosimilar, para un tiempo dado t.

Se puede probar que para cada distribucion estable existe una constante a € (0,2] tal
que en..., b(a) = a'/*. Esta constante es conocida como el indice de estabilidad y a las
distribuciones estables con indice oo también se les llama distribuciones a-estables. Las tinicas
distribuciones 2-estables son Gaussianas.

Entonces un proceso de Lévy autosimilar tiene, por consiguiente, distribuciones estricta-
mente estables para todos los tiempos. Por esta razon, tales procesos también son llamados
procesos de Lévy estrictamente estables. Un proceso de Lévy estrictamente a-estable satis-

face: I
VCL > 07 (a[l_(/l;) i (Lt)tZO . (320)
>0

Ahora veremos un resultado muy importante que nos da una forma para la tripleta
caracteristica de todos los procesos de Lévy estables y las distribuciones estables:

Proposicién 4. Una distribucion en R? es a-estable con 0 < o < 2 si y sélo si ésta es
infinitamente divisible con tripleta caracteristica (0,v,7) y existe una medida finita A sobre
S, una esfera unitaria de R?, tal que

v(B) = /S A(dE) /0 ) lg(rf)rilia. (3.21)

Una distribucion sobre R? es a-estable con oo = 2 si y solo si es Gaussiana.
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Para procesos de Lévy y variables estables de valores reales (d=1), se puede hacer la
representacion anterior de manera explicita: si X es una variable a-estable con valores reales
y 0 < a < 2 entonces su medida de Lévy es de la forma:

vis(x) = Az 100 + Blz| T 1,00 (3.22)

para algunas constantes positivas A y B. Ademas, gracias a la formula de Lévy-Khintchine,
su exponente caracteristico al tiempo 1 tiene la siguiente forma:

Yrs(u) = —%JO‘MO‘ {1 —ifBsgn(u) tan <%)} +ipu  sia # 1,
Yrs(u) = —%U|u| {1 + Zﬁgsgn(u) log ]u|} +ipu  sia=1, (3.23)

donde a € (0,2], 0 >0, 8 € [-1,1] y p € R. Una distribucion en R con esta parametrizacion
se denotara por LS, (0,5, 1), con o el parametro de escala, —1 > 5 > 1 el parametro de
asimetria y p el parametro de localizacion. La forma explicita de la medida muestra que
las distribuciones a-estables en R nunca admiten segundo momento, y sélo tienen primer
momento cuando o > 1. La densidad de una ley a-estable no se conoce de forma cerrada,
salvo en los siguientes tres casos:

1. La distribucion Gaussiana LSy (0,0, pt) con densidad

1

20/

6_($_“)2/4U2.

2. La distribucion Cauchy LS;(e,0, u) con densidad

m((z —p)?+0?)

3. La distribucion de Lévy LSy /2(0, 1, 1) con densidad

( o )1/2 1 o 1
o) w2 P\ 2w )

3.5. Procesos Lévy estable templado y CGMY

Con el proposito de evitar la limitaciéon que representa la varianza infinita por parte de
los procesos Lévy estables, y para asegurar la existencia de momentos de todos los 6rdenes,
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se propuso truncar las colas de las distribuciones Lévy estables. Este enfoque se extendid
multiplicando a la medida de Lévy con un decrecimiento exponencial en cada plano del eje
real. Esto para obtener una formulacion més tractable de la funcién caracteristica del proceso
estocéstico. En la literatura financiera se ha trabajado con un tipo de proceso ”templado”
que se ha denominado CGMY, y trataremos de él mas adelante.

Primeramente, el proceso Lévy estable templado es también un proceso de Lévy que no
tiene componente (Gaussiana, es decir, es un proceso de saltos puro, con medida de Lévy
v(dzx) = v(x)dx de la forma:

67)\_|I‘ e~ MT
v(r) = C_WIKO + C+W1z>o, (3.24)

con parametros que satisfacen c. >0, ¢y >0, A\_ >0, AL >0y 0<a < 2.

Cabe s6lo mencionar que para una mayor generalidad, se pueden permitir diferentes
valores de « para semi-ejes positivo y negativo y entonces hablar de un proceso estable
templado generalizado con medida de Lévy de la forma

C_ef)\_\x| C+ef)\+z

V(@) = ras leco e !

z>0-

Los procesos estables templados han sido estudiados por varios autores y bajo nombres
diferentes. En particular, la versién cuando ¢y = c_ y ay, = «a_ fue estudiada por Carr,
Geman, Madan y Yor en [2], bajo el nombre de proceso CGMY con medida de Lévy

67G|ac| efM:r

voamy (r) = C WLKO + Wlfwo . (3.25)

Sustituyendo en la formula de Lévy-Khintchine con v = 0 y evaluando la integral, obten-
emos el exponente caracteristico

veany (€) = CT(Y)(M — i) — MY + (G +i€)" =G, (3.26)

Donde C'>0,G >0, M >0y Y < 2. El parAmetro C se puede ver como una medida del
nivel de actividad, en general. Los parametros G'y M controlan el decaimiento exponencial de
las colas izquierda y derecha, respectivamente; entonces la distribucion es simétrica cuando
G=M.

El proceso KoBoL también es un proceso de Lévy de puros saltos, muy similar al CGMY,
con densidad de Lévy

VkoBoL(T) = Dq]x\fl*ae*Mx'lKo + Dpx 171, . (3.27)
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Entonces, su exponente caracteristico queda de la siguiente forma:

VroBor(§) = %OQP(A — &)Y + g A+ — \¥
VroBor(§) = %UQPO\ — )"+ q(A +i§)* — A" — ifa)\a_l(q - D), (3.28)

para 0 < a <1y 1< a <2, respectivamente. El paradmetro A juega el mismo rol que G y
M en el proceso CGMY, mientras que el resto de los pardmetros desempenan una funcién
similar a la de aquellos en el proceso Lévy estable.

Las principales diferencias entre el CGMY y el KoBoL son que, en el primero, se tiene
que Y < 2, mientras que en el segundo, 0 < a < 2. Ademés, la asimetria del CGMY esta
controlada por G 'y M, mientras que en el KoBoL por p y g.
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Capitulo 4

Calculo Fraccionario y Procesos de Lévy

A continuacion estableceremos ciertas nociones importantes de procesos estocasticos en
los términos correspondientes a calculo fraccionario.

4.1. Procesos de Renovacion

A un proceso de renovacion lo entendemos como un modelo estocastico con el cual de-
scribimos una clase de procesos. Estos procesos son de conteo y los tiempos entre eventos
sucesivos son variables aleatorias no negativas, independientes e idénticamente distribuidas,
y ademas obedecen a una cierta ley de probabilidad dada. Estos tiempos entre eventos son
llamados tiempos de espera o tiempos entre arribos.

Esto lo representaremos matematicamente de la siguiente forma: para un proceso de

renovacion con tiempos de espera 17,75, ..., sea
k

to=0, ty=>» Tj, k>1. (4.1)
j=1

Esto significa que t; = T es el tiempo de la primera renovacion, to = T} + 15 es el tiempo de
la segunda y asi sucesivamente. En general, ¢, denota cuando ocurre la k-ésima renovacion.
Para que el proceso esté completamente especificado, es necesario que conozcamos la ley
de probabilidad para los tiempos de espera. Es por esto que entonces introducimos la funcion
de densidad para la probabilidad, ¢(t), y su correspondiente funciéon de distribucion ®(t):

d

Blt) == 2 (1), B(t):=P(T <t) = /0 (s)ds. (4.2)
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Cuando la variable representa el tiempo de vida de algiin componente o sistema técnico, es
comun referirse a ®(¢) como la probabilidad de falla. Ademés tenemos que:

U(t) = P(T > t) = /too é(s)ds = 1 — d(t), (4.3)

la cual representa la probabilidad de supervivencia. Puesto que W(t) es la probabilidad de
que el sistema falle, entonces W(¢) es la correspondiente probabilidad de que el sistema no
falle. En ambos casos es sobre el intervalo (0, 77.
Una cantidad que nos resultara bastante relevante es la funcion de conteo, N(t), definida
como:
N(t) :=méx {k|ty <t,k=0,1,2,...}, (4.4)

ésta representa el nimero efectivo de eventos antes del instante ¢ o en él mismo. En particular
tenemos que V(t) = P(N(t) = 0),esto quiere decir que todos los eventos ocurren en un tiempo
mayor a t o, equivalentemente, no hubo fallas en (0, ].

Ahora, sean F(t) = ®(t), fi(t) = ¢(t), y en general:

d
Con esto tenemos que Fy(t) representa la probabilidad de que la suma de los primeros k
tiempos de espera sea menor o igual que t y fr(t) es su respectiva densidad. Entonces, es
directo que para cualquier k£ > 1 fijo se cumple que:

lim

Lo que vemos es que la suma de k variables aleatorias, cada una de las cuales es finita con
probabilidad 1, es también finita con probabilidad 1. Para establecer consistencia, fijemos

que Fo(t) =1y fo(t) = d(t), la funcion delta de Dirac.
También veamos que para k > 0 tenemos

PIN() = k) = Pty < t,tper > 1) = /0 () U — )ds. (A7)

Es ahora que nos resulta util introducir la notacion simplificada, *, para la convolucion
de Laplace entre dos funciones causales bien comportadas f(t) y g(1):

/Otf(S)g(t—S)ds=(f*g)() (9 F)(t /ft—s
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Sea fi(t) la funcion de densidad de probabilidad de la suma de las T, ..., T}, como son
independientes e idénticamente distribuidas, cada una tiene la misma densidad ¢(t), por el
hecho de ser independientes, facilmente deducimos que fi(t) resulta ser la k-ésima convolu-
cion de ¢(t) consigo misma,

i) = () (1). (4.8)

Con base en esto, podemos simplificar la expresion en (4.7)) como:
P(N(t) = k) = (¢ = T) (¢). (4.9)

Debido a la presencia de convoluciones de Laplace, nos resulta apropiado introducir
métodos de transformada de Laplace, en el sentido en el que la definimos anteriormente.
Entonces expresando a la ecuacion (5.2]) en su dominio de Laplace, tenemos que:

LIPIN() = k):s) = [d(s)] ¥(s), (4.10)

aqui, haciendo uso de la definicion en (4.3) y de las propiedades que exploramos para la
transformada de Laplace:

U(s) = L[1—P|(s)
= L) = LIPI(s)
= e~ %dx — d(s)
_ 1 6

el segundo término de esta ultima igualdad se obtiene al aplicar la ecuacion (2.29). En
resumen, tenemos que la ecuacion (5.3)) se convierte en:

k1 —g(s)

; (4.11)

LIP(N(E) = k)] = [9(5)]

4.2. Caminatas Aleatorias en Tiempo Continuo

Es bien sabido y estudiado que una de las formas para integrar una caminata aleatoria al
tiempo continuo es por medio del movimiento Browniano, pero ésta no es la inica. Una via
méas general que el movimiento Browniano es en forma de una llamada caminata aleatoria
en tiempo continuo (CATC). En ella, el nimero de saltos hechos por el caminante en un
intervalo de tiempo (0,¢) es una variable aleatoria.
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Consideremos un caminante que comienza en el origen al tiempo t = 0. Se queda fijo en
esa posicion hasta el tiempo t;, cuando da un salto a Axq, la particula espera ahi hasta el
tiempo ty > t;, cuando entonces salta a una nueva localizacion, Axy + Axs, vy el proceso
entonces es renovado. De este modo, los puntos tq, ¢, ... definen a los tiempos de los eventos
de salto. Entonces tenemos que 7 = t; — 0, 7o = t5 — t1, etc. son los tiempos de espera. En
la CATC, los tiempos de espera 7y, 7o, ... y los desplazamientos Axq, Ax,, ... son variables
aleatorias idénticamente distribuidas y mutuamente independientes.

Los tiempos de espera tienen una funciéon de densidad de probabilidad comin, denotada
por ¢ (7). Los desplazamientos tienen la suya correspondiente, denotada por f(Ax). Este
tipo de caminata aleatoria es llamada a veces CATC disociada, pues las magnitudes de los
saltos son estadisticamente independientes de los tiempos de espera. Este es un proceso de
renovacion y entonces podemos analizarlo con las herramientas que desarrollamos anterior-
mente.

En el contexto de los mercados financieros, este concepto de CATC cobra una importancia
notable, pues basta notar que no sélo los precios de los activos se pueden modelar como
variables aleatorias, sino también los tiempos de espera entre dos transacciones consecutivas
varian de manera estocastica.

4.2.1. Ecuacion de Montroll-Weiss

En el contexto de una CATC, el desplazamiento total del caminante es la suma de sus
desplazamientos:

r=Y_ A, (4.12)
=1

donde n es el niimero aleatorio de saltos en el intervalo (0,¢). Sea P(t;n) la probabilidad de n
eventos de salto en un tiempo ¢. Nuesto objetivo es calcular P(z,t), es decir, la probabilidad
de encontrar al caminante en x al tiempo t. De manera evidente tenemos que:

P(z,t) =Y P(t;n)Py(x). (4.13)

Aqui, P,(z) es la funciéon de densidad de probabilidad de encontrar al caminante en x después
de n saltos. En esta ecuacion vemos que se hace un recorrido en todos los valores que puede
tomar n, y considerando éstos, calculamos la probabilidad de que el caminante esté en z
después de n saltos y la probabilidad de que en efecto haya esos n saltos al tiempo ¢, ademas,
estas probabilidades son independientes.
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Ahora fijémonos en quién es P(t;n), dado el contexto que planteamos en la seccion
anterior. El evento que estamos considerando es el salto, entonces el N(t) que definimos an-
teriormente ahora denotara el niimero de saltos antes del instante ¢. Entonces la probabilidad
de tener n eventos de salto en un tiempo ¢ puede ser vista en términos de:

P(t;n) = P(N(t) =n),
entonces, recordando la ecuacion (5.4)), su transformada de Laplace esta dada por:

. rl—lﬁ(S)

LIP(E)(s) = Plsin) = [9(s)] — (4.14)

)
donde t(s) es la ¢(s) que se defini6 previamente.

Por otro lado, ahora encontraremos la transformada de Fourier de P,(x). Primero recorde-
mos que la distribucion de los desplazamientos esta dada por f(Ax). Al tomar en cuenta
que son independientes, tenemos entonces que la probabilidad de que el caminante esté en
x después de n saltos esta dada de forma inmediata por:

P,(x) = f"(Ax).
Con esto en mente, tenemos que:

FIPo(@))(w) = Pa(w) = f"(w), (4.15)

f (w), la transformada de Fourier de la densidad de la probabilidad de transicion, usualmente
es llamada la funcion de estructura de la caminata aleatoria.

Entonces, usando (4.13)), (4.14) y (4.15)), obtenemos la transformada de Fourier-Laplace
de P(z,t):

Plws) = 3 [39)] L o,

y haciendo la suma llegamos a:

1 —(s) 1
S 1—9(s)f(w)
Para justificar la convergencia de esta serie, basta notar que |[4(s)f(w)] < 1. A (4.16) se le

conoce como la ecuacion de Montroll-Weiss y tiene solucion exacta en el espacio de Fourier-
Laplace,ésta es obtenida a través de:

P(w,s) = (4.16)

c+ioco ~
st—iwT T
P(z, =5 27”/c /e P(w, s)dsdw (4.17)
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las transformadas inversas de Fourier y Laplace.

Recordemos que con supesto del que partimos tenemos la situaciéon en la que los tiempos
de espera y el tamano de los saltos son independientes. Entonces, en este caso la funcion de
densidad conjunta, ¢, se puede factorizar como el producto de las partes espacial y temporal,
es decir, p(Az,7) = f(Axz)(r). Esta, por supuesto que debe satisfacer la condiciéon de
normalizacion [ [ p(Az,7)dzdr = 1. Ademés, las respectivas marginales también deben
satisfacer esta condicion de normalizacion, es decir, [ f(Az)dz =1y [4(7)dr = 1. Como
consecuencia de esto, podemos reescribir a de la siguiente manera:

[:’(w, s) = L—4(s) ~1 (4.18)

8 1—@(&),8)

P(x,t) puede exhibir cuatro diferentes comportamientos universales que so6lo dependen
del comportamiento asintotico de f(Az) y ¥(t) y asi, del comportamiento de f(w) y ¥(s)
para argumentos pequenos. Estos comportamientos seran descritos mas adelante, primero es
necesario inroducir unos cuantos conceptos.

4.2.2. Planteamiento de los vuelos de Lévy

En la literatura fisica, los procesos de Lévy a-estables se conocen por el nombre de vuelos
de Lévy o difusiones anomalas. Los vuelos de Lévy son procesos de Lévy con varianza infinita
y poseen propiedades de invarianza de escala y autosimilitud.

Ya hemos dicho que la posicién de un caminante aleatorio ordinario estd definida como
la suma de n desplazamientos independientes idénticamente distribuidos, Az;:

Ty = Z Az, (4.19)
i=1

en esta ocasion, a la notacion de x le agregamos el subindice n s6lamente para hacer notar
que se trata de la posicion después de n desplazamientos.

Recordemos que cada desplazamiento es obtenido de la misma funcién de densidad de
probabilidad, f(Az). En este caso solo estamos considerando (por simplicidad) funciones de
densidad de probabilidad para pasos de uno en uno, simétricos y en una sola dimension.
Definimos la posicién escalada del caminante como:

(4.20)
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En el limite n — oo, de acuerdo con el teorema central del limite, su funcién de densidad de
probabilidad, Wy (y,n), es independiente de n y es Gaussiana, es decir:
lim 1 6—y2/202

n_>OOWY(y77D :WY(y) = \/W )

donde o es la varianza de los pasos individuales Az;. De la expresion en (4.19)), nos podemos
percatar de la relacion universal de escala para caminatas aleatorias ordinarias:

Ty ~ /N (4.22)

Alternativamente, podemos calcular la varianza de x,, como una funcién del namero de pasos
n:

(4.21)

(22) = o’n. (4.23)

Combinando las ecuaciones (4.20) y (4.21]), tenemos que para n muy grande, la funcion
de densidad de probabilidad W, (X, n) para la posicion x,, es asintoticamente una Gaussiana
difusa:

W(X.m) ~ =Wy (X V). (121)
Aqui, el hecho de que W,(X,n) dependa de la razéon X/\/n es justamente otra manera de
declarar la relacién de escala expresada en . Sin embargo, notemos que a partir de
la relacion (4.24]), no es un requerimiento la existencia de la varianza de los pasos individ-
uales. Las trayectorias a grandes escalas de las caminatas aleatorias ordinarias se parecen al
movimiento Browniano ordinario.

Pero en el caso de los vuelos de Lévy, éstos pertenecen a una clase de caminatas aleatorias
para las cuales el teorema central del limite no aplica. Ellos pueden ser definidos de una
manera similar a las caminatas aleatorias ordinarias, o sea por medio de la ecuacion (4.19)).
Sin embargo, podemos aplicar una generalizacion del teorema central del limite para el caso
en el que las funciones de densidad de probabilidad de los pasos individuales poseen colas
con decaimiento algebraico, tales que el segundo momento es divergente, es decir

f(Ax) ~ 0<pf<2. (4.25)

Axl+s’

La generalizacion del teorema del limite central establece que, si la posicion de un vuelo

de Lévy se escala de acuerdo con
T

nt/B’
la variable escalada posee una funcién de densidad de probabilidad independiente de n en el
limite n — oo, es decir,

Y, = (4.26)

lim

n — oo Wyg(y,n) = Wyg(y). (4.27)
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La densidad limite, Wy, es conocida como ley Lévy estable de indice 8 y ya no es
Gaussiana. Esta puede ser expresada mas facil en el espacio de Fourier:

1 )
Wys(y) / eI g, (4.28)

T or

donde D es alguna constante. Asintoticamente, la densidad limite tiene el mismo compor-
tamiento en leyes de potencias que la distribucion de un paso individual,

1
Wy s(y) ~ T (4.29)

Al combinar las ecuaciones (4.26)) y (4.28)), podemos obtener una expresion ecplicita para
la funcion de distribucion de probabilidad de x,, en el limite para un niimero grande de pasos,

1
Wes(X,n) ~ WWyﬂ (I/nl/ﬁ) )

Esto implica que la posicion de un vuelo de Lévy se escala de una forma superdifusiva

con el nimero de pasos:

De hecho, geométricamente hablando, las trayectorias de los vuelos de Lévy se pueden
distinguir facilmente de aquellas del movimiento Browniano ordinario. Més adelante ahon-
daremos un poco en este punto al ver una simulacion.

Ahora nos concentraremos en los diferentes comportamientos que puede exhibir la cami-
nata aleatoria.

4.2.3. Difusiéon ordinaria

El caso mas ampliamente estudiado y aplicado en el contexto financiero es cuando tanto
la varianza de los pasos espaciales como el valor esperado de los incrementos temporales
existen. Entonces las transformadas de Fourier y Laplace de f(Az) y ¥(7) quedan de la
siguiente forma:

flw) = 1=+ 0w
U(s) = 1—ns+0(s%),
donde 0? y 7 son constantes. Insertando esto en la ecuacion de Montroll-Weiss, (4.16)), y

utilizando la inversion en (4.17)), obtenemos el siguiente comportamiento asintotico

1
P(x,t) ~ %e_xQ/Dt.
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Y entonces, la CATC es equivalente al movimiento Browniano para grandes escalas espacio-
temporal.

4.2.4. Vuelos de Lévy

Cuando los desplazamientos espaciales son obtenidos de una funciéon de densidad de prob-
abilidad en series de potencias como la de (4.25]), la transformada de Fourier para argumentos
muy pequenos esta dada por:

f(w) =1-Dglol’ + O(?).

Cuando lo combinamos con incrementos temporales que poseen un valor esperado finito, el
mismo procedimiento descrito en el apartado anterior nos da que:

1

donde Lg es una ley Lévy estable de indice 8. En consecuencia, una CATC con pasos al-
gebraicamente distribuidos con varianza infinita, es equivalente a vuelos de Lévy ordinarios
con un escalamiento superdifusivo con tiempo

z(t) ~ /5.

4.2.5. Movimiento Browniano fraccionario

El escenario complementario a lo que vimos en los dos apartados anteriores ocurre cuando
combinamos pasos ordinarios -varianza finita- con una ley de potencias en la funcién de
densidad de probabilidad para los incrementos temporales, es decir,

1
¢(At>Nm, 0<a<l.

En este caso, el tiempo entre incrementos espaciales sucesivos puede ser muy largo, relajando
de manera efectiva a la caminata aleatoria. Entonces, las respectivas transformadas son:

flw) =~ 1—-5%w

P(s) = 1—=Dys% 0<a<l,

con D, alguna constante. Entonces, para la posicién de este tipo de caminante obtenemos
que
1 )
P(z,t) = By /e”“Ea (—Dakzto‘) dk,

™
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donde la funcion F, es la funcion Mittag-Leffler. Entonces obtenemos que:

1 «
7oy Ca (/7).

donde GG, es una funcién limite no Gaussiana. A partir de esto podemos obtener la relacién
de escala siguiente:

P(z,t) ~

z(t) ~ t*2,

Como a < 1, este tipo de procesos son subdifusivos y algunas veces llamados movimiento
Browniano fraccionario.

4.2.6. Procesos ambivalentes

La altima combinaciéon de tiempos de espera y pasos es en donde tiempos de espera largos
compiten e interfieren con pasos de rango largo, es decir, cuando tanto (At) como f(Ax)
decaen asintoticamente como una ley de potencias:

1

En este caso, las transformadas quedan como:

N

f@) = 1-Dylul’ + O
P(s) = 1— Dys™+ O(s?).

La funcion de densidad de probabilidad asintotica para la posicion del proceso ambiva-
lente se puede expresar de nuevo en términos de una inversion de Fourier y de la funciéon
Mittag-Leffler de acuerdo con:

Plat) = — / ¢ B, (= Dolk[*) d.
27
Sin embargo, notemos el término |k|® en el argumento de E,. De esta ecuacion se puede
extraer la relacion de escala

z(t) ~ /P,
El cociente de los exponentes /3 se asemeja a la interaccion entre sub y superdifusion. Para
b < 2a, la CATC ambivalente es efectivamente superdifusiva, mientras que para 5 > 2« es
efectivamente subdifusiva. En el caso en el que 5 = 2a, el proceso exhibe la misma escala
que el movimiento Browniano ordinario, a pesar de la diferencia crucial de los momentos
infinitos y de la forma no Gaussiana para la funcion de densidad de probabilidad P(z,t).
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4.3. La ecuacion de Fokker-Planck fraccionaria

Para obtener una versiéon de la ecuaciéon maestra vamos a partir de la ecuacion de

Montroll-Weiss (4.16):
1 —1(s) 1

s 1—9(s)f(w)

Recordemos que, por la definicion de W(t) y las propiedades de la transformada de
Laplace, habiamos llegado a que

Ié(w,s) =

L—d(s) =
Sl 6 GO
Y ),
entonces podemos reescribir a (4.16)) como:

W(s)
] L—d(s)f (“’2
Dlw,s) = U(s)+0(s)f(w)plw, s).

Dada la expresion en (4.17), podemos invertir la transformada de Fourier-Laplace, y por
medio de la convolucién en cada espacio obtenemos:

plw,s) =

+oo
Pl ) = S0t L/wt—uml £z — y)p(y, u)dy. (4.30)

En esta forma de la también llamada ecuacion maestra, tenemos una forma para calcular
p(z,t) al partir solo del conocimiento de las funciones de densidad de probabilidad de los
saltos y los tiempos de espera. Cabe senalar que en la literatura se pueden encontrar formas
alternativas de obtenerla. Ahora la reexpresaremos de una forma tal que exhiba el caracter
no local y no Markoviano de la CATC:

+oo
St = [ ot —wta|-pte.+ [ sa—ypnas] . way
aqui, el kernel ¢(t) ha sido definido a través de su transformada de Laplace

2o _50(s)
)

Si se cumplen algunas condiciones de escala en la funcion de estructura y en la funcion
de densidad de probabilidad de los tiempos de espera, la ecuacion de evolucion en el tiempo
para p(x,t) tiene un limite notable.
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Supongamos los siguientes comportamientos de escala en el limite hidrodindmico, i.e.
escala de saltos grandes y tiempos grandes de observacion:

flw) ~1—|w*, w—=0, 0<a<2, (4.32)

P(s)~1—5° s —=00<p<1. (4.33)

Estas aproximaciones son consistentes con las siguientes expresiones explicitas para las
transformadas de Fourier y Laplace:

flw) =exp(—|w®), 0<a<2, (4.34)

U(s) =17 0<B=1L (4.35)

Observemos que la ecuacion (4.34) representa la funcion caracteristica de la distribucion
Lévy estable de indice a. Para 0 < a < 2, la distribucién decae como |z|~@*V cuando
|x| — oo, mientras que para o = 2, se recupera la distribucion Gaussiana.

Si una vez més tomamos en cuenta que

y sustituimos la ecuacion (4.35]) en esta expresion, obtenemos:

1 1L . 1+5551 sﬂﬁ $B-1

U(s) = Ihs? _ _1ds? 147 0<pB<1 4.36
() s g g 148’ gt (4.36)

entonces, la probabilidad de supervivencia resulta ser:
U(t)=Es (—t7), 0<B <1, (4.37)

donde
s 5 > . Bn
P = S

es la funciéon Mittag-Leffler de orden (. Entonces la funciéon de densidad de probabilidad
para los tiempos de espera es

d (t) = —%Eﬁ (=t"), 0<B <1, (4.38)
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Es sabido que para 0 < 8 < 1, la funcién Mittag-Leffler es una funciéon completamente
mondtona de t, para t > 0, decreciendo de 1 (en ¢t = 0) a 0 como t” cuando t — oo.
Como consecuencia, la funcién de densidad de probabilidad para los tiempos de espera es
estrictamente positiva y decrece de forma monoétona a cero como t~ ¥V, Para 8 = 1, la
funcion Mittag-Leffler se reduce a exp (—t) y recuperamos la CATC Markoviana.

Ahora bien, a continuacién sustituimos las expresiones v (4.33) en la ecuacion de
Montroll-Weiss y obtenemos la siguiente relacion en el limite:

Ph(w,s) + wl*Blw, 5) = 7. (4.39)

Al invertir esta ultima ecuaciéon, obtenemos la ecuacién de evoluciéon en el tiempo para
p(z,t) en el limite hidrodindmico. Si0 < 8 <1y 0 < a < 2, tenemos para x € R:

Ppla.t) _ plet) | "

R i L e LN (4.40)

Aqui, hemos introducido ya las derivadas fraccionarias 9° /0t° y 9%/0|z|* a través de las
transformadas inversas de Laplace y Fourier de s? y —|w|®, respectivamente. El operador
para el tiempo es la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden (3, mientras que el
operador de salto es la derivada fraccionaria de Riesz de orden «.

4.3.1. Una solucién para la ecuaciéon de Fokker-Planck fraccionaria

Veremos un caso particular de la ecuacion maestra fraccionaria resultante en (4.40)), el
limite 5 — 1, donde tenemos (en el sentido débil):

Lot
Mg

entonces la ecuacion es equivalente al siguiente problema de valores iniciales:

op(e,t) i)
ot Olz|e

p(z,0) = 0(x). (4.41)

Este es un problema de Cauchy y puede resolverse haciendo transformada de Fourier con
respecto a x de los dos lados de la ecuacién. Después de integrar y aplicar transformada
inversa de Fourier, obtenemos:

1 x
p(z,t) = mLa <m> , (4.42)
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donde L,(u) es la funcion de densidad de probabilidad estandarizada de Lévy:

1 [T _ N
Lo (u) / e~tulal gq.

:% N

El tomar el limite 5 — 1 en la ecuacién de Fokker-Planck fraccionaria, corresponde a
considerar incrementos en el tiempo independientes y recuperamos el analisis que hicimos
en la seccion 3.2.4, donde las caminatas aleatorias en tiempo continuo que obteniamos eran
vuelos de Lévy. De forma més especifica las llamaremos procesos Lévy estdbles simétricos de
parametro .

En un caso general, el problema de Cauchy de la ecuacion (4.40)) se puede resolver de la
misma forma que el caso particular, pero hay una sutileza: para poder dar un significado al
problema de Cauchy, el operador de Riemann-Liouville debe ser reemplazado por la derivada
fraccionaria de Caputo de orden (3. Ahora la soluciéon es

1 T
p(x,t) = WWa,,@ (W) ;

donde W, s(u) es la siguiente funcion de escala:

1 [T _

Was(w) = 5- [ ™ By (~lal") da,
2 J_

donde Ej es la funcion de Mittag-Leffler de orden 5y argumento —|¢|*. Es decir, la soluciéon

es un proceso ambivalente como el que introducimos anteriormente.

4.4. FEcuacidon de calor fraccionaria

Se busca obtener una ecuacion de evolucion para la funcion de densidad de probabilidad
P(z,1), ésta es la que se conoce como ecuacion de difusion o de calor, pues explica precisa-
mente como se difunde el calor en un medio, a partir de una fuente. Primero ilustraremos
como a partir de la ecuacion de Montroll-Weiss, , se recupera la ecuaciéon de calor y
posteriormente deduciremos la correspondiente en términos de derivadas fraccionarias.

4.4.1. Ecuacion de calor ordinaria

Para obtener la ecuacién, tomaremos el limite continuo de . Para hacer esto, mul-
tiplicaremos a los tiempos de espera por un factor de escala r y a los saltos por otro factor
de escala h. Entonces, la funciéon de densidad de probabilidad de los tiempos de espera escal-
ados r7,r7,2,... es ¥(r7)/r y la correspondiente para los saltos escalados hAxi, hAx,, ...,



4.4. ECUACION DE CALOR FRACCIONARIA 39

f(hAx)/h. Entonces, se sutituiran las transformadas de Fourier y Laplace de estas funciones
en la ecuacion de Montroll-Weiss, (4.16) y asi obtendremos una probabilidad reescalada:

f:’rh(w, s) = 1= 9(rs) = ! - : (4.43)

§ - ¢(7"> S)f(hw)

Cuando se toman los limites h — 0 y » — 0 en esta ecuacién, se obtiene el limite continuo.

Si tomamos como base una suposicion del tipo Markoviana, es decir, un decaimiento
exponencial para la distribucién de los tiempos de espera, y adicionalmente suponemos que
los saltos tienen una distribucién Gaussiana:

1
o~ (B2)?/(20)

\V2mo ’

donde (1) = 1/u es el tiempo de espera caracteristico y (Az?) = o es la media cuadratica
caracteristica del salto. El decaimiento exponencial de estas distribuciones garantiza que el
proceso estocéstico no tenga memoria y que en el espacio sea local.

En el limite para r y h pequenos tenemos que:

(1) = pe 7, f(Ax) =

~ 1

W(rs) = o) ~1—rs(r)+..

A

2
Flhw) = e (2 1 (Aa?) 2+

Usando este hecho, la ecuacion (4.43)) se reduce a:

~

sP(w,s) — 1= —&;215(@, s), (4.44)

donde & = h? (Ax?) / (2r (7). Por medio de las propiedades de las transformadas de Fourier
y Laplace para las derivadas,que introdujimos anteriormente:

L[0,P] = sP(z,s) — 6(x), F [02P] = —w?P(w,t)

con P(xz,0) = 6(z). Con esto y la inversion de las transformadas de Fourier y Laplace,
obtenemos lo siguiente:

oP o | OP

— = — [{— ) 4.45
ot 8:)&[ am]* (), (4.45)

la cual es la ecuacion de calor usual. Debemos hacer notar que para que este limite esté bien

definido, el cociente h?/r se supone finito en el limite r, h — 0.
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4.4.2. Caso fraccionario

Ahora incorporaremos funciones de distribuciéon de probabilidad més anchas tanto para
los tiempos de espera como para los saltos, es decir, contrario al caso anterior, supondremos
que ¥ y f tienen un decaimiento asintético algebréico de la forma

Y~ T—(B+1)’ f~ |Ax|_(°“+1),

observemos que para 0 < < 1, (1) diverge, es decir que no hay un tiempo de espera
caracteristico. De manera similar, para a < n, (|z|") diverge, lo cual indica que no hay
una escala caracteristica. Del comportamiento asintotico de = y ¢, se sigue que para r y
s pequenos, las transformadas de Fourier y Laplace de las funciones de distribucion de
probabilidad escaladas para los tiempos de espera y los saltos se comportan como:

121(7’8) = 1—ci(rs)’ + ...,
f(hw) = 1—=co(hlw)*+ ...,

donde ¢; y ¢ son constantes. Sustituyendo esto en la ecuacion (4.43), tenemos que, en el
limite cuando r, h — 0,

sPP(w, s) — s*7F = —€|w|*P(w, 5), (4.46)
donde £ = ch®/ (017’5) es una constante finita.
Ahora s6lo queda invertir las transformadas de Fourier y Laplace en esta ecuacion, la

cual es una generalizacion fraccionaria de la ecuacion de calor (4.45)). Recordemos que por las
propiedades de Laplace y Fourier para la derivada fraccionaria podemos obtener lo siguiente:

L [OCD,?P} = P P(x,s) — 5710 (x),

lo cual es satisfecho por la derivada fraccionaria § Dtﬁ de orden 0 < # < 1. Ademas
F [DgyP] = —|w|*P(w,1),

lo cual es satisfecho por la derivada fraccionaria de orden 0 < v < 2. Entonces usando estas

dos propiedades en la ecuacion (4.46)), mas la inversion de las transformadas de Fourier y

Laplace, obtenemos la ecuacion de calor fraccionaria o ecuaciéon de difusion fraccionaria:
“DPp=¢DY P (4.47)

|| = -

So6lo cabe recordar que, como estamos tomando la transformada de Laplace en el tiempo y
la de Fourier en el espacio, implica que tenemos a la derivada fraccionaria en el sentido de
Caputo en el tiempo y en el sentido de Wyle en el espacio.
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4.5. Limite fluido para CATCs

Hay dos limites fluidos muy bien conocidos en este modelo de CATC. Para tiempos de
espera con funcion de distribucion cuyo decaimiento es exponencial y funciéon de distribuciéon
de saltos Gaussiana, el limite fluido lleva a la ecuacion de difusiéon. Por otro lado, para
distribuciones tanto de tiempos de espera como de saltos con decaimiento algebraico, éstas
ultimas correspondiendo a procesos Lévy estables, el limite fluido lleva a la ecuaciéon de
difusion fraccionaria de orden « en el espacio y orden 3 en el tiempo.

Partiremos, una vez més, de la ecuaciéon de Montroll-Weiss . Anteriormente, en
la seccion 3.1, obtuvimos la funcién de distribucién para la probabilidad de supervivencia
correspondiente a los tiempos de espera, ¥, recordemos que su correspondiente transformada
de Laplace esta dada por:

(=K
I
W | =

RSN

Sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon de Montroll-Weiss:

_ v (4.48)

A

1—[1—3@”

o

Consideraremos U (t) = Ej (—tﬂ), donde Ej es la funcion Mittag-Leffler, para la cual tenemos
la siguiente propiedad:

nlsP—1

>n+1’

nB pp(n) BY| —
L [t EY (+at )} ~ e

Re(s) > |al, (4.49)

donde E(2) = " [5(z). Utilizando esta ltima ecuacion para representar a W(t) es necesario

- dzm

sustituir en ella n =0y a = 1, con esto obtenemos:

L[Es (—t")] =
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Podemos sustituir esta representacion de W en la forma de la ecuacion Montroll-Weiss (4.48)):
- sP 1
p sB4+1
p-1] 2
1 - [1 - ssﬁﬂ} f
sP—1
sP+1

-]

S (4.50)

Utilizando las definiciones de la derivada de Caputo en el tiempo y su transformada de
Laplace, las cuales vimos anteriormente, la ecuacion (4.50) con P(z,t = 0) = §(x) arroja

SDPP(w,t) = [f —1]P. (4.51)

El uso de la funcion Mittag-Leffler nos permiti6 la inversion exacta de la transformada
de Laplace en términos de la drivada fraccionaria en el tiempo, cabe aclarar que esto no es
posible para una funciéon de distribucion general para los tiempos de espera. Sin embargo, en
el limite fluido lo que importa es el decaimiento asintotico de la funciéon de distribucién de
probabilidad de supervivencia. En consecuencia, cualquier distribucién que exhiba el mismo
decaimiento algebraico que la funcién Mittag-Leffler, es decir ¢ ~ t~(3+Y conducira a la
ecuacion en el limite fluido. Un hecho muy importante acerca de la funciéon Mittal-
Leffler es que su eleccién nos lleva directamente a la ecuacion fraccionaria en el tiempo sin
la necesidad de tomar un limite asintotico en él (s — 0). Observemos ademdas que, como
se puede esperar, ya que Fj(z) = €*, la inversion también es exacta en el caso Markoviano
g =1

En el espacio de Fourier, el limite fluido a gran escala macroscépica corresponde a w — 0.
En este caso, aproximando f(w) = e*® ~ 14+ A(w)+... y sustituyendo para f en la ecuacion

(4.51) se tiene que A A
SDPP(w,t) = AP, (4.52)

donde A es el exponente caracteristico de f, la distribuciéon de probabilidad de los saltos. La
ecuacion (4.52)) es una ecuaciond e transporte macroscopica que describe, en el limite fluido
para w pequena, la dindmica de una CATC con una funcion de distribucion de probabilidad

general para los saltos, cuya funcién caracteristica es f = e’.
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Aunque en el presente trabajo se utilizara otro camino para resolver este tipo de ecuacion,
en un caso general se puede usar la ecuacion (4.49) junto con la definicion de transformada

de Laplace para la derivada de Caputo para mostrar de una manera casi inmediata que la
solucion de (4.52)) con condicion inicial Py(z) = P(x,t = 0) es

Pl t) = - / " Gle -y ) Py(y)dy

2 ) o

donde la funcion de Green o propagador, G, estd dada por

o0
G(z,t) = i/ e " Eg (tPA(w)) dw.
2 J_ o

Ahora bien, si queremos detallar un poco mas la ecuacion es necesario especificar
la forma de la funcion de distribucion de probabilidad de los saltos, f. Hacemos la suposicion
de que esta funcién pertenece a la clase de distribuciones infinitamente divisibles. Entonces,
como es de esperar, el logaritmo de la correspondiente funcién caracteristica, f , esta dado por
la representacion de Lévy-Khintchine y asi, A no es méas que el exponente caracteristico
que presentamos en la seccion 2.1, evaluado en w. Sustituyendo esto en y tomando la
transformada inversa de Fourier obtenemos

1 oo
“DPp = —bd,P + 5028§P + / [P(z —y,t) — P(x,t) + yly<10.P] v(dy). (4.53)

—0o0

Esta ultima expresion corresponde a la ecuacion de transporte macroscopico que describe el
limite fluido, en el continuo, de una CATC con una funcién de distribucién de saltos general
f, caracterizada por una densidad de Lévy general, v.

Antes de obtener las ecuaciones correspondientes para procesos Lévy estables y Lévy
estables templados, vamos a recuperar la ecuaciéon de calor. En el caso en que la distribucion
de los saltos es normal, A = %ka, con esto:

§DP(w,t) = Sw’P(w,t)
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Con 8 =1 obtenemos

0 o? 9
5L @t) = 5 55 Plx,),

que corresponde a la ecuacion de calor.

4.5.1. Ecuacién de difusion fraccionaria para procesos Lévy estables
y templados

Ahora nos concentraremos en dos tipos especificos de procesos de Lévy y obtendremos
sus correspondientes ecuaciones de transporte macroscopico a partir de la ecuaciéon general
(4.53)).

Primero veremos el caso del proceso Lévy estable. Este tipo de proceso de Lévy fue
estudiado en el capitulo previo, ya hemos visto la forma tanto de la densidad de Lévy
correspondiente, (3.22), como del exponente caracteristico de este proceso, (3.23).

Para obtener la ecuacion, sélo hay que sustituir la forma del exponente caracteristico A,

por la del término (3.23)), en la expresion (£.52)fT

~

CDIP(k,t) = (z’bk - %a2k2 — |kl {1 + i0sign(k)tan (O;i) }) P(k, 1) (4.54)
— b(ik) Pk ) + %ﬁ(m)?ﬁ(k, t) —c [1 +isign(k) tan (%)} k| P(K4t55)

Usando las definiciones de las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville por la izquierda
2.14)) y por la derecha, (2.15)), ademas de las propiedades de sus transformadas de Fourier
2.26)), obtenemos la siguiente ecuaciéon fraccionaria de difusion:

1
CDPP(x,t) = —bO, P(x,t) + 50—289213(9;, t) + ¢[l_ooD® + 7, D%] P(z,1), (4.56)
donde
1= b 1+0
~ 2cos(ar/2)’ -~ 2cos(am/2)

Ahora haremos el mismo procedimiento para un proceso de Lévy estable templado con
parametros iguales, es decir el proceso CGMY. Recordemos que en el capitulo anterior

! Para evitar confusiones entre el orden de la derivada fraccionaria y el pardmetro de asimetria del proceso
estable, cambiaremos la notacion estandar LS, (o, 8, 1) por LS4 (c,0,b)
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mostramos que su densidad de Lévy esta dada por la expresion
teristico, A, que sustituiremos en la ecuacion (4.52)), esta dado en

3.25

3.26

SD/P(k,t) = [CT(Y)(M —ik)" — MY + (G +ik)" —GY] P(k,t)
= CT(Y)(M —ik)Y P(k,t) + (G + k)" P(k,t) — (MY + G¥)P(k,1)
= CT(Y)F [eZM*DYeM*P(x,t)] + F [eS" DY e P(x,t)] — (MY + G")F [P(x,1)]
§D)P(x,t) = CT(Y) (eZM*DYeM™) P(x,t) + (eS"DLe™0") P(x,t) — (MY + G)P(x,t). (4.57)

45

y el exponente carac-
. Entonces obtenemos:

El tercer renglon se obtiene usando las propiedades de la transformada de Fourier para
derivadas fraccionarias y la tltima igualdad se obtiene al aplicar directamente la transfor-

mada inversa de Fourier.

Ahora que obtuvimos una expresion para la ecuacion de difusion fraccionaria que describe
el comportamiento de la distribucion de un proceso de Lévy estable templado, del tipo
CGMY, debemos obtener una forma para encontrar la soluciéon de esta ecuacion, lo que nos
dard una aproximacion a la distribucion del proceso, la cual es bien sabido que no se conoce
de forma cerrada. Una vez que, por medio de métodos numéricos para resolver ecuaciones
diferenciales fraccionarias aproximemos tal distribucion, ésta nos servird para que, utilizando

la formula de Samuelson, encontremos el valor de una opcioén.
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Capitulo 5

Formula de Samuelson para procesos de
Lévy

Comenzaremos este capitulo con el planteamiento de un caso mas amplio de modelos
financieros de valuacion: aquellos en los que el supuesto Browniano se sustituye por un
proceso de Lévy mas general. Posteriormente usaremos la férmula se Samuelson para valuar
contingentes cuyo activo subyacente sigue una dindmica descrita a través de un proceso de
Lévy.

5.1. Procesos de Lévy en los modelos de valuacion

Para entender como han sido incorporados los procesos de Lévy en los modelos de valu-
acion, principalmente de derivados, recordaremos primero cémo se construyen las perturba-
ciones Gaussianas en el contexto de Black-Scholes.

Para encontrar el precio libre de arbitraje (justo) de los instrumentos financieros que
derivan su valor del precio de un activo subyacente S;, es necesario expresar la dindmica
de S; bajo la medida de riesgo neutral o medida martingala equivalente. Por ejemplo, en
el modelo de Black-Scholes, esto significa que la caminata aleatoria que sigue S;, bajo tal
medida es:

d(ln S;) = (r — %O’Q)dt + 0dB? (5.1)

donde o > 0, r es la tasa de interés libre de riesgo y dB;@ es el incremento del movimiento

Browniano, se enfatiza que es bajo la medida libre de riesgo por medio del superindice Q.
Sin embargo, debido al pobre funcionamiento del modelo de Black-Scholes, mucha de

la literatura financiera reciente propone reemplazar las perturbaciones Brownianas con un
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proceso de Lévy, de modo que:
d(In S,) = pdt + dL} (5.2)

donde, por dLf denotamos los incrementos de un proceso de Lévy bajo la medida fisica
o historica P. La valuaciéon de instrumentos se lleva a cabo bajo una medida martinagala
equivalente escogida, que no seré tnica debido a la presencia de los saltos que el proceso de
Lévy introduce.

Para propositos de valuacion de instrumentos financieros, se supone que, bajo la medida
de riesgo neutral, el precio del activo sigue un proceso de Lévy geométrico

d(InS;) = (r —v)dt + dL; (5.3)

con solucion .
Sp = Spelr=IT=1 4 / dL,, (5.4)
t
donde r es la tasa de interés libre de riesgo, v es un ajuste de convexidad de modo que
EQ[Sr] = e"™T=S, vy dL; es el incremento de un proceso de Lévy bajo la medida martingala
equivalente.
Una vez que ya tenemos la forma de describir la dindmica del proceso de precios del
activo subyacente, S;, cuya aleatoriedad proviene de un proceso de Lévy, para poner precio
a un derivado sobre éste, es necesario echar mano de una herramienta mas general que

Black-Scholes.

5.2. Foérmula de Samuelson

Supongamos un modelo financiero de un periodo, es decir, se tiene un activo con valor
St al final del periodo y valor inicial Sy, y también se tiene un bono de precio unitario con
rendimiento ¢’?. Sea ¢(St) el valor de un derivado del tipo europeo al tiempo de ejercicio.

Teorema 3. El precio p(g) de un derivado g(Sr) estd dado por

p(g) = e E" [g ( EP%T)SOJT)} , (5.5)

donde E¥ [] es la esperanza bajo la medida fisica y la distribucion de St es cualquiera.

Es importante senalar que al permitir para S cualquier distribucion, se abre la puerta
para poner precio a activos cuya dindmica de la trayectoria esté especificada por un caso mas
general que el movimiento Browniano, quedando este como un caso particular como veremos
a continuacion.
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5.2.1. Un ejemplo

Como caso particular obtenemos la formula de Black-Scholes si suponemos el modelo

lognormal:
S (;,L—l0'2>T+O'WT
p e\ 2 Sye’T
Soe'LLT

=i g (sl )]

plg) = e E°

supongamos ademds que queremos valuar una opcién de compra, i.e. g(Sr) = (St — K) |

— e—'rTEIP’ |:<S()€(T%02)T+UWT . K) :|
+
= S()(I) (dl) - KB_TT(I) (dg) .

Observacion 1. La esperanza serd con respecto a la distribucion obtenida a partir de la
ecuacion obtenida para el limite fluido, es decir, la probabilidad de transicion. Cabe senalar
que ya hemos obtenido una expresion fraccionaria para ésta en un caso de caminata aleatoria
general. Esto nos serd de mucha utilidad dado que lo unico que conoceremos de St es que
tiene una dindmica de puros saltos que tiene desplazamientos Lévy estables templados.

5.2.2. La férmula de Samuelson en el caso de un proceso de Lévy

En [I] se obtiene una expresion para el precio de una opcion de compra, ésta es general
en el sentido en el que es aplicable para todo proceso de Lévy.

La idea también tiene como base el modelo Lévy geométrico, de la forma S, = Spe™t,
donde X; es un proceso de Lévy. Si para dicho proceso existe la trabsformada de Laplace, al
sustituir s por ‘u en la formula de Lévy-Khintchine obtenemos

B (exp (sX2)) = exp (6(s)t)
donde ¢ esta dada por
1
¢(s) = =0°s® + sb — / (1—e") v(dz) — / (1— e — sz) v(dz). (5.6)
2 |z|>1 |z|<1
Asi, podemos conocer cuél es el valor esperado del precio del activo:
E(ST) = kK (SO exXp (XT))
= SoE (exp (XT))
= Spexp (To(1)).
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Con lo anterior tenemos que
E(St)

So
y entonces, la opcion de compra se ejerce si e T¢M S, > ¢ "TK, donde K es el precio de
ejercicio. Esto es equivalente a pedir que Xp > (2(1) —r)T —In 22, Para no cargar notacion,
en lo subsecuente se usard y = (¢(1) — )7 — In 52.
Con esto se puede ver que

= exp (T'¢(1))

E (e’T¢(1)ST167T¢<1)ST>6—TTK) = €T¢(1)SO/ " Fx,(dx),
y

donde Fly, es la distribucion de X7, la cual puede ser facil de simular en este caso en el que
X7 es un proceso de Lévy.

Justo como en el caso de Black-Scholes, es posible conseguir un precio tnico para la
opcion de compra europea. Este precio estd dado por:

CK,T) = E((e™WSr — e TK) 1, oy, 5e-rTk )
Soe_T¢(1)/ " Fx,(dr) — e ™ KP(X1 > y). (5.7)
y

En el presente trabajo, en lugar de simular la distribucion de X7, utilizaremos la dis-
tribucién que se obtiene como solucién numérica de la ecuaciéon fraccionaria correspondiente.

5.3. Valuacién de opciones para procesos CGMY

Ahora procederemos a calcular los precios de opciones europeas en un modelo Lévy
exponencial conducido por un proceso estable templado del tipo CGMY, es decir que para
S, = SpeXt, X es un proceso CGMY. En este momento ya estamos familiarizados con el
exponente caracteristico de este proceso, dado por la expresion . Entonces, la forma de
la funcion ¢(u) correspondiente esta dada por:

b(u) = CT(Y)(M —w)” = MY + (G +u)’ -G,

de este modo,
(1) =CT(Y)(M - 1)¥ — MY +(G+1)" -G.

En este caso, (5.7) se convierte en

C(K,T) = Spe~T*) / e“Fx,(dr) — e ™ KP (Loauy > y) - (5.8)
Y
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En este marco bajo el cual X es un proceso del tipo CGMY, el objetivo es aproximar
su distribuciéon F,. al resolver la ecuaciéon diferencial fraccionaria y con ello, evaluar
tanto la integral del primer término de la expresion (5.8), como la probabilidad de que X7
sea mayor que el valor .

5.3.1. Ejemplo numérico

Supongamos un proceso CGMY con los siguientes parametros: C' = 0.5, G =2, M = 3.5
y Y = 0.5. Encontraremos el valor de la opciéon de compra europea por medio de la ecuacion
y compararemos el resultado con aquel obtenido en [12], en donde obtienen el valor de
una opcion de venta europea desarrollando un método de Monte Carloﬂ.

Con los valores asignados a los parametros del proceso, y tomando § = 1, la ecuacion

(4.57) toma la siguiente forma:

O P(x,t) = \/7% (e o Di/Qeg'MP(x,t)) + €%, DY2e"2p (g t) — <\/3.5 + \/5) P(z,t)
(5.9)

El primer paso es resolver numéricamente esta ecuacién para poder obtener una aprox-
imacion de la distribucién y con ella calcular P(X7 > (¢(1) — )T —In (52)) y aproximar

K
la integral f(jj(l) o) e”Fx,.(dz). Todas las variables son conocidas, pues suponemos

77")T71n(7
r=4%,T =025 K =100y Sy = 1007

En el apéndice A se encuentra el desarrollo del método numérico de diferencias finitas para
derivadas fraccionarias que se utilizdé para resolver, y en el apéndice B, el correspondiente
programa realizado en Matlab.

El perfeccionamiento del método sigue en desarrollo y los resultados se mostraran en el
articulo que se publicara posteriormente ya que la consistencia de las soluciones con respecto
a las distribuciones iniciales sigue siendo objeto de estudio.

!La comparacién se hara por medio de la paridad put-call.
2Seguimos usando los mismos valores que [12]
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Capitulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo se estudiaron 3 temas por separado para después conjuntarlos.

Por un lado revisamos los resultados mas importantes sobre calculo fraccionario, comen-
zando por definiciones y conceptos basicos para su desarrollo y culminando con aquellos que
nos fueron de mucha utilidad para el planteamiento de ecuaciones diferenciales fraccionarias.
Por otra parte, examinamos teoria basica y muy importante que apoyo el desarrollo de los
procesos de Lévy y constituye el soporte para su aplicacion, sobre todo en materia de finan-
zas; nos interesamos principalmente en estudiar y entender las caracteristicas de los procesos
de Lévy estables, ya que su uso ha sido muy apreciado tanto en aplicaciones fisicas como
financieras. Ademés, examinamos la formula de Samuelson, que constituye una herramienta
importante en la valuacién de instrumentos financieros, principalmente de derivados como
las opciones; su flexibilidad brind6 una caracteristica apreciable y muy importante para
considerar procesos de Lévy en la dindmica del activo subyacente.

Parte central del trabajo resulto ser el estudio de ciertos modelos, que se desarrollaron
a partir del estudio de fen6menos fisicos, desde la perspectiva del calculo fraccionario y
haciendo uso de los procesos de Lévy. Estos presentan cierta tractabilidad que nos ayudo
para trasladarlos al marco financiero. Gracias a la ecuacion de Montroll-Weiss, llegamos a
una ecuacion diferencial fraccionaria que nos brinda una aproximacion para la distribucion
de la transicion de un proceso. Gracias a esto y a la flexibilidad de la formula de Samuelson
es que se puede idear un método alternativo para valuar opciones cuyo subyacente siguié una
dindmica correspondiente a un proceso de Lévy estable templado (CGMY)). Evidentemente,
esto puede ser extendido al estudio de casos con otro tipo de porcesos de Lévy, en un trabajo
posterior que se desprende del presente, examinaremos el caso de un proceso de difusion con
saltos.

Otro rubro, que si bien no constituia el punto central del presente trabajo, pero es de
vital importancia en la aplicacion, es el estudio de las ecuaciones diferenciales fraccionarias,



54 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

los métodos numéricos para su resolucion y la estabilidad de sus soluciones. Estudiamos un
poco sobre un método de diferencias finitas para el caso fraccionario, el cual puede verse
como una generalizacion del usual. Esto desde luego que no es de extranar, dado que las
derivadas fraccionarias mismas resultan ser una generalizacion de las ordinarias.

Otro punto de estudio colateral que fue motivado por el presente trabajo fue la valuacion
de opciones con el método de Monte Carlo bajo la presencia de procesos de Lévy estables
templados. Esto fue con el fin de contar con otra forma de valuacion adicional a la formula
de Samuelson y que constituyera un punto de comparacion. La escencia de un algoritmo de
este estilo es aproximar la trayectoria de un subordinador estable sustituyendo a éste con un
subordinador Poisson compuesto,para reemplazao a los saltos pequenos con su esperanza;
aproximar la trayectoria del cambio de tiempo para el proceso CGMY usando el método de
aceptacion y rechazo; por dltimo se aproxima al proceso CGMY con el cambio de tiempo
mas una subordinacién Browniana.



Apéndice A
Método numeérico

Ahora seguiremos a [7| para presentar el método de diferencias finitas para resolver
numéricamente la ecuacion diferencial fraccionaria presentada en paraa =1/2y =1,
presentaremos atencion especial a los términos fraccionarios.

El método propuesto tiene como base el uso de la representacion de Griindwald-Letnikov
de las derivadas fraccionarias

lim AP lim AP

o« De P =h—0 o +DyP=h—0 o (A1)
donde los operadores fraccionarios de diferencias finitas T AP se definen como
Mt
FALP(r) = wP(x F jh), (A.2)
=0
donde m_ [(z — a)/h], my = [(b—x)/h], y || denota la parte entera. Se puede demostrar

que, para funciones bien portadas, esta definicion es equivalente a la de Riemann-Liouville.
Los coeficientes w'® pueden generarse recursivamente usando
J

w™ =1, w® = (1 — Z 1) w®™, k=1,2,.., N, (A.3)
y, para h finita, esto nos brinda una aproximacion de primer orden para la derivada frac-
cionaria, i.e.
Da - a A?LYP
a x hO‘
El dominio de integracion, x € (a,b) se divide en N segmentos del mismo tamafo con
puntos en la red en {z;} para k = 0,1,..., N, con xg = a, tx = by xp41 — xx = 1/N = h.

= O(h). (A.4)
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El valor de P en un punto z; de la malla estard denotado por P,. Con base en la definicién
de Griinwald-Letnikov, aproximamos las derivadas fraccionarias izquierda y derecha de P en
un punto k£ d ela red usando

N—-E

k
o 1 a 1
[apr]k%ﬁZw‘g )Pk—ju [:E b k ]’L_Z Pk’-i—j (A5)
Jj=0 =0

Primero se discretizara el término 46_3'51 o D235 P(z,t) := T; esto se hara conforme
al esquema forward de diferencias finitas,

0,7), = DD (A6)

Usando la aproximacion de Griinwald-Letnikov expuesta en (A.5]) obtenemos

ﬁ —3.5z [ k=

k—1
Ye a—
P hiia | PRI Sl (A7)
j=0

h(a 1)
7=0

Con esto, (A.6) se convierte en:

N-1
(&;I)k =—h“ Z {D[ - Bl}k]‘ e3.5xjp<xj’t>7 (Ag)
j=1
donde
D; = X13Dpp — XD,
y donde
Xn = diag ﬁe*&"’xl, " \/_Eef?).st_l
2 2
X2 = diag VT e 30T ﬁ6—3.5zN
2 2
w(()ozfl) 0 0
a—1 a—1
DI]_ = wg ) (() ) 0 O
a—1 a—1 a— 1 a—1
w§v,g) w§V,3) wg ) w(() )
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0 w(a 2 0
a—1 a—1
D] 0 w§ w0 L 0
a—1 a—1 a—1 oa— 1
0 wj(\,fZ) wj(vf?)) wé ) wg )

Por otro lado, las matrices de frontera estan dadas por:
Br = X12Brs — XnBn,
con

-1
(Bn);; = (Bra);; = 6j1Vie1, Vi = Zw§a ),
=0
Ahora se discretizara e** , D¥e **P(xz,t) := D; esta vez usando el esquema backward de

diferencias finitas:

Usando la aproximaciéon de Griinwald-Letnikov se obtiene

9p, [N—k—1 N—k

Dk = Z w;a_l)e_ka+ka+j + G_Qfole_l Z(k’ —|—j — N)wj(-a_l) . (AlO)

hafl
j=0 7=0

Sustituyendo esto tltimo en (A.9):

N-1

(0:D), = —=h™* > [Dp — Bpl,; e > P(a;, 1), (A.11)
J=1
donde
Dp = Xp2Dps — Xp1Dpy,
Xp1 = dzag[ 2z ,eQmN—l}
Xpy = diag e 29”0 ey €2N2]
y ademaés
DDI = Dl[l?
a—1 a—1 a—1
WD e ey
w(()a Y w%a_l) 0 .. ow)
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Ahora las matrices de frontera estan dadas por:
Bp = Xp1Bp1 — Xp2Bpa,
con
(BDl)ij =0; N1 Wi, (BDQ)U = 0;,10;; + 05 N—1Wi_1,
N—k

We=Y (k+j— N,

J=0 !
Combinando las ecuaciones (A.8) y (A.11)),
O P, =h™[MP],, (A.12)
donde
M = (D; — Br)+ (Dp — Bp) . (A.13)

Para la evoluciéon en el tiempo se usa el método de promedios ponderados,

Pt — P =V [MP];™ +u(1 = V) [MP]} (A.14)

donde u = At/h* y 0 <V <1 es un parametro de ponderacion.
Resolviendo para T™%!, llegamos a que

T];n+1 — [1 . uVM]—l {1 + u(l - V)M] P’lnef2:vke3.5ack_ (A15)

En general, el factor de ponderacién V' puede depender de . Para V' = 2 — «, se reduce
al método implicito para a = 1, que es el método de eleccién para ecuaciones de primer
orden. Por otro lado, para o = 2, esto se reduce a un método explicito que tiene propiedades
deseables de estabilidad. La eleccion V = 3_70‘ también se reduce a un método totalmente
implicito para a = 1, pero para a = 2 se reduce al método de Crank-Nicholson.



Apéndice B
Programa para resolver la EDFP

Codigo en Matlab para resolver una ecuacion diferencial fraccionaria por el método de
diferencias finitas.

function [dist]=distcgmy(alpha)
sFuncidén que aproxima la distribucidén de transicidén para un proceso
%CGMY de parametros C=0.5, G=2, M=3.5 y Y=alpha

sParametros iniciales

S0=100;

xinf=0%50; xsup=1*50;

Nx=100; Nt=100; h=1/Nx;
dx=(xsup-xinf)/Nx Jincrementos de x
T=0.25;

x=xinf:dx:xsup;

dt=T/Nt;
tm=[0:dt:T]; %evolucidén del tiempo

%Condiciones iniciales

P=zeros (Nx+1,Nt+1);
P(:,1)= [dirac(log(x)-log(100))];

%Primero evaluaremos los coeficientes
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w=zeros (1,Nx+1);

w(l)=1;
for 1=2:Nx+1

w(i)=(1-((alpha + 1)/i))*w(i-1);
end

%Para construir D11

Dli=zeros(Nx-1,Nx-1);

for i=1:Nx-1
D11(i,1)=w(i);

end

for j=2:Nx-1
for i=j:1:Nx-1

D11(i,j)=w(i-j+1);

end

end

%Para construir D12

D12=zeros (Nx-1,Nx-1);

for i=1:Nx-1
D12(i,2)=w(i);

end

for j=3:Nx-1
for i=j-1:1:Nx-1

D12(i,j)=w(i-j+2);
end
end

%Construimos X11 y X12
VX1l1l=zeros(1,Nx-1);
VX12=zeros(1,Nx-1);
for i=1:Nx-1
VX11(i)=(pi/2) *exp(-3.5%x(i+1));
VX12(i)=(pi/2) *exp(-3.5%x(i+2));
end
X11=diag(VX11,0);
X12=diag(VX12,0);



%Para definir D1 usamos lo anterior
D1=(X12*D12) - (X11*D11);

V=cumsum(w) ;
%Construccidn de Bl1l
Blil=zeros(Nx-1,Nx-1);
for i=1:Nx-1

B11(i,1)=V(i);
end

%Construccién de B12

Bl2=zeros (Nx-1,Nx-1);

for i=1:Nx-1
B12(i,1)=V(i);

end

%Construccién de Bl
B1=(X12*B12)-(X11%B11);

%Construccién de Dril
Dr1=D11’;

%Construccidén de Dr2
Dr2=zeros (Nx-1,Nx-1);
for j=1:Nx-1
Dr2(1,j)=w(i+l);
end
for j=1:Nx-1
Dr2(2,j)=w(i);
end
for i=3:Nx-1
for j=i-1:Nx-1
Dr2(i, j)=w(j-i+2);
end
end

%Construimos Xrl y Xr2
VXri=zeros(1,Nx-1);

61
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VXr2=zeros(1,Nx-1);

for i=1:Nx-1
VXri(i)=exp(2*x(i+1));
VXr2(i)=exp(2*x(i));

end

Xri=diag(VXr1,0);

Xr2=diag(VXr2,0);

%Para definir Dr usamos lo anterior
Dr=(Xr2*Dr2) - (Xr1#Drl) ;

#El vector W ayudard a definir las Br’s
W=zeros(1,Nx) ;
for k=1:Nx
for j=1:(11-(k-1))
W(k)=sum(j+(k-1)-Nx)*w(j);
end
end

%Construccidn de Bril
Bri=zeros(Nx-1,Nx-1);
for i=1:Nx-1

Br1(i,Nx-1)=W(i);
end

Br=(Xr1*Br1)-(Xr2);

M=(D1-B1)+(Dr-Br);

nu=dt/(h~(alpha));

Lambda=0.4;
cte=exp(3.5*%x((1:Nx)))*exp(-2*xx((1:Nx)))’;

for i=2:Nt+1
P(2:Nx,i)=ctex((1-(nu*Lambda*M))\ (1- (nu*(1-Lambda)*M))*P(2:Nx,i-1));

end

plot(x(2:Nx) ,P(2:Nx,Nt+1))
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