UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

MODELO DE POISSON NO HOMOGENEO
APLICADO A LA ESTIMACION
DE LA CONTAMINACION
ATMOSFERICA

T E S I N A

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
ACTUARIO

PRESENTA:
RAYMUNDO IBARRA CARRASCO

DIRECTOR DE TESINA:
DRA. ELIANE REGINA RODRIGUES

2011




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

En primer lugar y muy especialmente quiero agradecerle a la Dra. Eliane R.
Rodrigues, mi tutora, por toda su dedicacion y consejo para conmigo, quien a lo
largo de este seminario de titulaciéon me apoyo en todo momento.

A mi familia, Julio, Edgar Lucia, Luis y en especial a mi madre Norma,
agradecerle es poco, le debo todo el amor que me da y el no haberme dejado
bajar los brazos nunca y apoyarme siempre.



Indice
Introduccion

Capitulo 1: Procesos de Poisson
1.1 ProceSo ESTOCASTICO. ......c.oui e,
1.2 Construccion del Proceso POISSOM...........ovuiiuiiiiiiiiiiei et eee e
1.3 Proceso Poisson HOMOGENEO.............cc.oviiniiiiiii e v
1.4 Proceso Poisson No-HOMOZENEO..............cc.oininiiiiiii e
Capitulo 2: Introduccion a la Estadistica Bayesiana
2.1 Funcién de verosimilitud.....................
2.2 Distribucion @ Priori...........oooiiiiiii
2.3 Distribucion a POSTETIOTI.........c.uitivi e e eee e

2.4 Muestreo de GIDDS........oiuiiii
2.5 Construccion de la funcién de verosimilitud para el modelo de Poisson......

Capitulo 3: Modelo Bayesiano
Capitulo 4: Aplicacion de las mediciones de Ozono en la ciudad de México
Conclusiones

Referencias

15

16
16
18
20
21

24

30

34

35



Prefacio

Esta Tesina describe el Modelo de Poisson no Homogéneo aplicado a la
Estimacion de la Contaminaciéon Atmosférica, tema de gran interés y relacion
con la salud de los habitantes de la ciudad de México y Area Metropolitana.

Con esta Tesina se cumple el trabajo escrito para el requisito de la opcion de
seminario de titulaciéon en la licenciatura en Actuaria bajo la direccién de la
Doctora Eliane R. Rodrigues.



Sumario

El objetivo de esta tesina es estudiar la aplicacion del modelo Poisson no
homogéneo a la estimacién de la contaminacion atmosférica. En el primer
capitulo hay definiciones basicas de Procesos Estocasticos, la construcciéon del
Proceso Poisson y el planteamiento del modelo Poisson homogéneo y el no-
homogéneo con sus respectivas definiciones asi como las demostraciones de
las mismas.

En el capitulo 2, se encuentra la introduccién a la estadistica Bayesiana
definiciones de la funcién de verosimilitud, distribucion a priori y posteriori, la
demostracion de que para el parametro 1 (conocido y desconocido) hay una
distribucion P,.,,;(6|n) a priori. Se describe el algoritmo de muestreo de Gibbs
con la definicion y origen de éste ademas de un ejemplo, se realiza la
construcciéon de la funcion de verosimilitud del modelo Poisson para el caso
homogéneo y no homogéneo.

En el capitulo 3, se presenta el desarrollo del modelo Bayesiano cuya funcion
de verosimilitud sigue el modelo Poisson no homogéneo con la funciéon de
intensidad A(t), t = 0 Weibull-exponenciada que depende de parametros por
calcular. Se plantea la distribucion a priori y se hace el planteamiento y
obtencion de las distribuciones a posteriori marginales condicionales completas
que se necesitan para generar los valores @, f y ¢ en el algoritmo del Muestreo
de Gibbs.

En el capitulo 4, se describe la aplicacion de las mediciones de ozono en la
ciudad de México y se describen los resultados que se obtuvieron en el articulo
(Achcar et al. 2008) para los afios de 1998 a 2004. Se describe las condiciones
(cantidad de datos, valores en las distribuciones, nimero de pasos, Criterio de
informacién Desviada entre otros) que tomaron para las simulaciones que se
realizaron por el programa Winbugs. Se analizan los diferentes valores limite y
zonas (incluyendo el caso del AMCM). Por ultimo con los valores obtenidos se
plantean de cémo se obtienen las probabilidades y con ello se puede prever el
numero de dias en donde el limite de la NOM es sobrepasado. Finalmente se
presentan conclusiones del trabajo.



Introduccion

La contaminacién atmosférica y los altos niveles de ozono son problemas que
afectan a los habitantes de las grandes y medianas ciudades de todo el mundo.
Cuando la concentracion de ozono esta por encima del limite 0.11ppm (ppm=partes
por mill6n), durante un periodo prolongado de tiempo, los individuos expuestos a la
contaminacién podrian experimentar serios problemas de salud. Por lo tanto es muy
importante predecir cuando podrian ocurrir estos episodios. El nivel de
concentracion o limites permitidos considerados pueden variar de ciudad en ciudad
dependiendo las autoridades ambientales. El nivel de concentraciéon de ozono
permitido en el aire de México es de 0.11ppm y un individuo no deberia estar
expuesto a esta concentracion por mas de 1 hora (Norma Oficial Mexicana NOM,
2002). Sin embargo, en la Ciudad de México el nivel usado para declarar una alerta
ambiental es de 0.22ppm.

Existen varios estudios que se enfocan a predecir episodios alarmantes de
contaminaciéon ambiental como los de: Roberts (1979a, b). Horowitz (1980) y Smith
(1989) que utilizan teoria de valores extremos; Flaum (1996) quien utilizé analisis de
series de tiempo; Guardani (1999) redes neuronales y Guardani (2003) a través del
analisis multivariado; Huerta y Sanso (2005) desarrollaron un analisis considerando
medidas maximas de ozono de la ciudad de México.

En las ultimas décadas algunos autores han observado la posibilidad de utilizar
cadenas de Markov, para predecir la ocurrencia de niveles de ozono perjudiciales. El
supuesto mas importante es que los intervalos que contienen sucesivos maximos
diarios de ozono siguen una cadena de Markov. Algunos autores que utilizan este
supuesto son por ejemplo Austin y Tran (1999) y Larsen (1990). La caracteristica
comun de su trabajo es que supusieron que el orden de la cadena de Markov es
conocido (e igual a 1) y calcularon la probabilidad de transicion utilizando el método
de la funcién de maxima verosimilitud. En el trabajo de (Alvarez et al. 2005) también
se utiliz6 el modelo de cadenas de Markov. La diferencia en este es que el orden de
la cadena de Markov es considerado como una variable aleatoria y se calcula
utilizando el método de maximo a posteriori.

Cuando el objetivo es calcular el nimero de veces que se rebasa los limites
permitidos de calidad atmosférica, Javits (1980) utilizé6 modelos Bernoulli y Poisson
homogéneo y Raftery (1989) utiliz6 una combinaciéon de modelos Poisson
homogéneo. No obstante en todos los casos tenemos modelos homogéneos en el
tiempo y la homogeneidad en el tiempo no es una propiedad de una sucesion de
mediciones de ozono.



Capitulo 1

Procesos de Poisson

En este capitulo se describen los conceptos basicos del Proceso Poisson. El
contenido de lo presentado aqui se tomo6 de (Ross, 1996 Tudor, 2002).

1.1 Proceso Estocastico

Definicion 1: Un proceso estocastico en tiempo continuo N = {N(t),t = 0} es
llamado puntual o de conteo si N(t) representa el nimero de veces que un evento
de interés ocurre hasta el tiempo t. De tal forma, N debe satisfacer.

i) N(t) =0,

ii) N(t) es entero,

iii) Si s < t, entonces N(t) — N(s) = 0, es igual al nimero de eventos que
ocurre en el intervalo (s, t].

Definicion 2: Un proceso de conteo se dice de incrementos independientes si el
numero de veces que un evento de interés ocurre en intervalos de tiempo disjuntos
son independientes, es decir, el nimero de sucesos N(t;) — N(t;) en el intervalo
(t1,t,), es independiente del nimero de sucesos N(t,) — N(t3) en (t3,t,), para todo
ti,ty, t3, t, = 0tal que (tq,t,) N (tg, ty) = .

Definicion 3: Un proceso de conteo se dice de incrementos estacionarios si la
distribucién del nimero de eventos que ocurren en un intervalo de tiempo solo
depende del tamano del intervalo, es decir, el nimero de sucesos N(t, +s) —
N(t; +s) que ocurren en el intervalo (t; +s, t, +s), tiene la misma distribucion
que el namero de sucesos N(t,) — N(t;) en (t,t,), para todo t;,t, =0, t; <t, y
s = 0. (Ross, 1996).



1.2 Construccion del Proceso Poisson

Considere una medida de probabilidad P y una sucesion t; de variables aleatorias
independientes exponenciales con parametro A, i =1,2,...Tome t, = 0 y suponga
que t; representa el tiempo entre la realizacion de (i —1) — ésimo y el i — ésimo
evento i =1,2,.... Sea S el tiempo de ocurrencia del k — ésimo evento,k = 1,2, ..,
entonces S, = Y% 7, .

Note que por hipotesis se tiene que

P(t; >s)=e™?, s >0,

por lo tanto S tiene una distribucion Gamma (4,k), es decir, si fsk(s) es la
funciéon de densidad de S, entonces

Ak -1 -
fsk(S)=mSk lg=As , s>0 .

Sea N(t) el numero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo [O,t).
Entonces, se tiene que

{Nt) =k} ={Sx <t, Sg4y1 >t —s} t=>0.

hY hY
Y Ay k k+1
| |1 |2 ! (.
I 1 1 1 k 1 )
LSS T3

Por lo consiguiente, para una k € N se tiene

P{N(t) = k} = P{S < t,Sk41 >t — s} = P{Spy1 =t — s|Sk < t}P{S, < t}.

Sk ‘S-R+1
(N
U J

t—s

Dado que P{S; <t} = fot fs,(s) ds se tiene que

PIN(®) = k} = [y P{Sks1 > £ = 5| S = 3 fy, ()dls

t Ak h A )
— k—-1_,-As ,—A(t—s
—fo —(k Y st te ™ e ds
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Por lo tanto se concluye que el niumero de eventos en un intervalo [0,t), cuyos
tiempos entre ocurrencias tienen distribucion Poisson (Tudor, 2002).

1.3 Proceso Poisson Homogéneo

Definicion 4: Un proceso de conteo N = {N(t),t = 0} es un proceso de Poisson
con tasa, A > 0 si

i) N(0) = 0.
ii) El proceso tiene incrementos independientes y estacionarios.

iii) PNGt+s)—NGE)=n]=e 2% 1 eN y st>0.

n!

Observacion: Asi, el nimero medio de sucesos hasta el instante t es:
E[N(t)] = E[N(t+0)—N(0)] = At

esto se debe a que N(t + 0) — N(0) tiene distribuciéon Poisson con parametro At y
por lo tanto

[oe]

n,-A1 had n—
E[NQ®)] = Z M = e"“(/lt) Z %1
n=1

Definicion 5: Una funciéon f(x) es o(h) si

lim @ =
h—0 h

0.
. o : f) _ . _
Por ejemplo f(h) = h* es o(h) dado que lim;,_, - = lim,_o h =0, pero para

f(h) = hnolo es ya que limp_o 52 = 1 (Ross, 1996).



Definiciéon 6: Un proceso de conteo N = {N(t),t = 0} se dice que es un proceso de

Poisson homogéneo con tasa A > 0 si:

i) N(0) = 0.
ii) N tiene incrementos independientes y estacionarios.

iii) P[N(h) = 1] = Ak + o(h).
iv)  P[N(h) = 2] = o(h).

Teorema 1. Las definiciones 4 y 6 son equivalentes.

Demostracion: Primero se demostrara que la Definicién 6 implica en la Definicién
4. Defina P, (t) = P[N(t) = n].

Se derivara una ecuacion diferencial para P,(t) de la siguiente manera:

Po(t + h) = P[N(t + h) = 0] ='P[N(¢t) = 0, N(t + h) — N(t) = 0]
=2P[N(t) = O]P[N(t + h) — N(t) = 0]="P[N(t) = 0]P[N (k) = 0]
=P, (t)[1 — Ak + o(h)].

Por lo tanto, se tiene que
Note que o(h)Py(t) = o(h), de esta forma se puede escribir

Po(t + h) — Po(t) = —ARPy(t) + o(h)

y por lo tanto

P h)—P
ot + 2 o® _ 1y 6) + o(h).

Haciendo h — 0, se obtiene que
]Pol(t) = _/UP)O(t)’

y por lo tanto
Po'(t)

Po(t)

'No hay ocurrencia de eventosde 0 atnide tat + h.

*Por incrementos independientes.

*Por incrementos estacionarios P[N(h + t) — N(h) = 0] = P[N(h) = 0].
“‘Por definicion, es decir. P[N(h) = 0] = 1 — P[N(h) = 1] — P[N(h) = 2].



Integrando en ambos lados de la igualdad, se tienen que

“Py'(s) _ ‘
J;)Po(s)ds = folds.

De esta forma,
logPy(t) = —At+¢ 0 Py (t) = Ke ™t
Note que Py(t) = Py[N(0) = 0] =1 asi se tiene que
1="Py(0) = Ke *°
y por tanto K = 1. De esta forma, se obtiene que
Py (t) = e . (1.3.1)
Similarmente para n > 1, se tiene que
P,(t+ h) =P[N(t + h) = n]
=P[N(t) =n,N(t+h) — N(t) = 0]

+P[N(t) =n—1,N(t+h) —N(t) = 1]
+P[N(t+h)=n, N(t+h) —N(t) =2].

Ejemplificando graficamente

N(t)

t t+h

' ! N(t+h)—N(t)=0

= : N({t+h)—N(t)=1

n—1

} | N(t+h)—N(t) =2 = U{N(t}:n—k,N(t+h}—N(t}=k}
n—2 =

De esta forma, se puede escribir
Pp(t +h) = Pp ()P (h) + Py (O)P1(h) + o(h),
y por los incisos ii), iii) y iv) de la Definicion 6, se tiene
Pn(t+h) = Pp(O)Po(h) + Pp_q(O)P1(h) + o(h)

=P, (¢)(1 = Ah) + P,,_,(£)Ah + o(h),

6



y por lo tanto

]Pn(t + h) - ]P)n(t)
h

= —AP,(t) + AP,_,(t) + o(h).

Haciendo h — 0 se obtiene que
P,/ (t) = —AP,(t) + AP,_1(2).

Reacomodando los términos de la ecuacién y multiplicando por el factor de

integracion e*! se obtiene que

e [P, (t) + AP, (t)] = 2e*P,_, ().
Por lo tanto

% [eMP, (£)] = e P,,_, (0). (1.3.2)

Se usara induccion matematica en n para demostrar que iii) de la Definicion 4 es
verdadera.

Primero se verificara que vale para n = 1. Integrando (1.3.2) con respecto a t se
tiene

%[eltpl(t)]dt = fAe“[P’O(t)dt.

Sustituimos el valor de Py(t), dado por (1.3.1) se tiene que
eMP,(t) +¢y = Jle“e"“dt = J/'ldt =At+c, .
Por lo tanto,
P,(t) = e At +¢).

Note que vale P;(0) = 0 (por el inciso i) de la Definicion 6).

De esta forma, se tiene que
P,(0)=e *°A*x04+c)=0
de donde se obtiene que ¢ = 0. Entonces, P;(t) = e *At.

—At (ﬂt)n

n! °

Demostraremos que se cumple para P,(t) = e Por induccién matematica

suponga que vale para n — 1.



A n-—1
Sustituimos P,,_,(t) = e""“((nti—l)' en (1.3.2) se obtiene que

dr it a2 o At —ae @A™t @apn?
E[e P, ()] = 2¢*P,_, (t) = Aee T = oo (1.3.3)

Integrando (1.3.3) con respecto a t se tiene que

d tn—l
fa[eltpn(t)]dt = flln_lmdt.

Por consiguiente

At — n —_ n__ —
e"P, )+ ;=41 f—(n—l)!dt-}_c_/l n!+C—

n!

Dado que P,,(0) = 0, para n # 0 se tiene que

A*0)"
0=e“1Pn(0)=( n')

+c,

De esta manera ¢ = 0 y el resultado sigue (Ross, 1996).
Se demostrara ahora que la Definicion 4 implica la Definicion 6.

Por la Definicion 4 se tiene que el nimero de eventos que ocurren en un intervalo
de longitud t es una variable aleatoria con distribucion Poisson (4).

Sea [0, t] el intervalo considerado y N(t) el nimero de eventos que ocurren en ese
intervalo. Se divide el intervalo [0,t] en n subintervalos disjuntos, cada uno de

_ t
longitud e

=
AT

Tome una k < n, y considere la siguiente particion:

A: k subintervalos que contienen exactamente 1 evento y los otros n — k no

contienen ninguno.
B: Al menos un subintervalo contiene 2 o0 mas eventos.

Entonces
P[N(t) = k] = P[(N(t) = k) n A] + P[(N(t) = k) N B]. (1.3.4)

Primero se obtendra una expresion para P[(N(t) = k) n B]. Sea C; el suceso “el
i — ésimo subintervalo contiene 2 o mas eventos”, entonces.



P[(N(t) = k) n B] < P(B) < P (U ci>. (13.5)

i=1
Sin embargo, note que

P(Qci)siw - So(E)=nof)-" o)

. t
Cuando n — oo se tiene que — - 0 entonces —~ — 0 . Por lo tanto

n

n
lim P (U Ci> =0,
n—-oo

i=1

y por (1.3.5) se tiene que P[(N(t) = k) n B] = 0. Por otro lado P[(N(t) = k) n A]
tiene una distribucion Binomial con n subintervalos, t éxitos y con una probabilidad

de éxito de p = [% +o (%)] De esta forma,

P00 =0 01 =2 = o ) [t~ -0 (]

k

nn—-1).nm—-k+1) O(E)‘
nklk! At +t T
n
I I
At e\ At e\ F
-G 5G]
T T n I
T T

Cuando n — oo en la ecuacion (1) se tiene que

nnh-1..(n—-k+1)
}LI—IBO nkk!

n(n -1).. (n— (k — 1))

s nnnn..nk!
S b0 (1-3) (15 = &



Para la ecuacion (II) se obtiene

n—oo

1k
lim [At + t@] = (At)* .

n

Para la ecuacion (I11) se tiene que

¢ T t T
n t €
) At t\]t ] At 0(5) ) At 0(5)
lim [1———0(—)] =lim{[l-5—= =lim{[1l-57—=
n—oo n n n—oo ? n n—oo ? n

En la ecuacion (IV) se tiene que
—k
lim 1—E—o(£)] =1.

n—co n n

De esta manera, sustituyendo los valores obtenidos anteriormente en (1), (II),
(I11) y (IV) en la ecuacion (1.3.4) se tiene que

k
GO e
k! '

1
Pwa)=k]=zﬂuﬁeﬁﬂ+o=
Por consiguiente se concluye que las Definiciones 4 y 6 son equivalentes.

1.4 Proceso Poisson No-Homogéneo

Definicion 7: Un proceso de conteo N = {N(t),t = 0} es un proceso de Poisson
no-homogéneo con tasa o funcion de intensidad A(t) = 0 donde t > 0 si

i) N(0)=0.

ii)  {N(t),t =0} tiene incrementos independientes.
iii) P[N(t+h)—N(t) = 2] = o(h).

iv) P[N(t+h)—N(t) =1] = A(t)h + o(h).

(Ross, 1996).

Teorema 2: Si denotamos m(t) = | Ot A(s)ds se tiene que

PIN(t +5) — N(t) = n] = e~Imr)-m@) EDmmOF = >

n! ) )

es decir, N(t+s)— N(t), tiene una distribucion de Poisson con parametro
m(t +s) —m(t). A m(t) se le llama funciéon de valor medio de N.

10



Demostracion: Se utilizara induccion matematica. Defina P, (s) = P[N(t +s) —
N(t) =n].

Tome n = 0, entonces,

Py(s+h) =P[N(t+s+ h)— N(t) =0]
= P[0 eventos en (¢, t + s),0 eventosen (t + s,t + s+ h) |
= P[0 eventos en (¢, t + s)|IP[0 eventosen (t + s,t + s + h) |
=Py(s)[1 —A(t +s)h+o(h)].

De esta forma
Py(s + h) = Py(s) — A(t + s)hPPy(s) + o(h),

y por lo tanto
Py(s + h) — Py(s) = —A(t + s)hPPy(s) + o(h),

o de igual forma

Po(s + h) — Py(s)
h

= —A(t + s)Py(s) + o(h). (14.1)

Tomando el limite en (1.4.1) cuando h — 0 se tiene que
Py'(s) = =2t + )Py (s),
o de forma equivalente

Py'(s)
Py (s)

= At +5). (1.4.2)

Integrando los dos lados de la igualdad (1.4.2) se tiene que

P [
L Py ) du = J;) A(t + u)du,

o igualmente, que

S
log Py(s) = —J At +uw)du .
0
Por lo tanto,

IP)O(S) — e—fosl(t+u)du _ e—ftﬂsl(u)du — e—[fotﬂl(u)du—fotl(u)du].

De esta forma, se tiene que
[PO(S) — e—[m(t+s)—m(t)].

Por lo tanto se cumple que,

11



[m(t +5) —m(t)]°
0!

]P)()(s) = ]P[N(t + h) —_ N(t) = 0] = e_[m(t"'s)_m(t)]

_ p-Im(t+s)-m©®]

Ahora se demostrara para n = 1, es decir, se demostrara que

m(t +s) —m(t)]|"
P, (s) = P[N(t + s) — N(t) = n] = e~ [mt+s)-m(®)] [m( 3“ (©)] :
De esta forma
P,(s+h) =P[N(t+s+ h)— N(t) =n]
= P[n eventos en (t,t + s),0 eventos en (t + s,t + s + h)]
+ P[1 eventoen (t,t +s),n — 1eventosen (t + s,t +s + h)]
+ YRZ2P[n — k eventos en (t,t + ),k eventos en (t + s,t + s + h)].

Usando la propiedad de incrementos independientes se tiene que
P,(s+ h) =P[N(t+s)— N(t) =n]P[N(t+s+h) —N(t+s) =0]
+P[N(t+s)—N(t) =n—1]P[N(t+s+h) —N(t +5s) =1]
+ YU 2P[N(t +5s) =n—k]P[N(t+s+h) — N(t +s) = k].

Para k > 2, P[N(t +s) =n—k|P[N(t +s+ h) — N(t +s) = k] = o(h) entonces

P,(s+h) =P[N(t+s)—N(t) =n]P[N(t+s+h) —N(t+s) =0]
+P[N(t+s)—N(t)=n—1]P[N(t+s+h)—N(t+s)=1]+ o(h).

Por la Definicion 7 se tiene que
P,(s+ h) = P,(s)[1 — A(t + s)h] + P,,_1(s)[A(t + s)h] + o(h)

=P,(s) —P,()A(t + s)h + P,,_1(s)A(t + s)h + o(h)
y por lo tanto,

P,(s + h})l — P,(s) = —A(t + $)P,(s) + A(t + $)P,_1(s) + o(h). (1.4.3)

Tomando el limite en (1.4.3) cuando h — 0 se tiene que

P, (s) = =A(t + s)P,,(s) + P,_,(s)A(t + 5)
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o de igual forma, que
P,,'(s) + A(t + )P, (s) = P,,_;(S)A(t + s).

Multiplicamos ambos lados de la igualdad por el factor de integraciéon

S
e~ Jo At+WIAW g6 ghiene que

elo ACHWIAW [P 1(5) 4 A(t + )P,y (s)] = elo AWV [R ()A(t + 5)]. (1.4.4)
Note que

d N S
= [efo At+w)awp (s)] = eh AW [P () 4 A(t + 5)P,(s)].

Esto se debe a lo siguiente:

a [efosl(t+w)dwlpn(s)] — efosl(t+w)dwlpnr(s) + ]P)n(s) a [ef:l(t+w)dw]
ds ds
= el AtrWawp 1(5) 4 P, (5)ela AE+WIaw % [[5 ACt + w)dw]

— efosl(t+w)dwlpnl(s) + ]P)n(S)efOSA(t-FW)dWA(t + S)
= eloAtHWIAW [P 105y 4 A(t + 5P, (5)].
Por lo tanto (1.4.4) equivale a
2 [ehA@manp, ()] = AR, ()2 +5)],

Integrando en ambos lados de la desigualdad se tiene que
s d v S v
f o [efo A(HW)dW]Pn(v)] dv = f el AHWIAW D (1) (¢ + v)] dv
0 0
y por lo tanto

S S v
ehAtWawp (o) — f elo AEEWAW[R () A(¢ + v)] dv. (1.4.5)
0

Suponga que el teorema vale para n — 1, es decir,
P,_1(s)=P[N(t+h)—N(t) =n—1]

—[m(t+s)-m(t)] ImE+s)-m@]" "t
(n—-1)!

— e (1.4.6)
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Sustituyendo (1.4.6) en (1.4.5) y se tiene que

s _ n-1
efosl(t+w)dwlpn(s) — J efgl(t+w)dwl(t + v) e~ [mt+9)-m®] [m(t +(Sr‘l) ;;l'(t)] dv. (1.4.7)
0 - .

Atrwidw — p[m(t+s)=m(D]  pe egta forma (1.4.7) equivalente a
s [m(t + v) — m()]"?

e[m(t+s)—m(t)][P)n(S) =f e[m(t+s)—m(t)],1(t + v)e—[m(t+s)—m(t)] =D dv
0 - .

J-S
Sabemos que e’o

_ s [m(t+v)-m()|* 1
= fo At +v) - dv

- (n_ll)! fosl(t +v) [m(t +v) —m(@®)]" ! dv.

Sean u=m(t+s)—m(t) vy dv= A(t+ v)dv. Note que
i) = [m(t+v) —m(®)] = At +v)
ii) Cuando v =0 se tiene que u =m(t+v) —m(t) =0y

cuando v = s, entonces u = m(t + s) — m(t).

Por lo tanto, se puede escribir

m(t+5)-m(®)] L
elm(t+s)-m(O)]p (S) — f u™ 1 du
n (m—1"J,
[m(t+s)-m(0)] _ 1 ult keenig
€ ]P)n(S) (n-1)! n i
n m(t+s)—-m(t)

0

_ [m(t+s)-m(O]"

n!

y por lo tanto
P, (s) = e~[m(t+s)-m(®)] [m(t +s) —m(t)]"
" n! !

y el resultado se sigue.
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Capitulo 2

Introduccion a la Estadistica Bayesiana

En este capitulo se describiran algunos conceptos basicos de la estadistica
Bayesiana, como los son: la funcién de verosimilitud y las distribuciones a priori y a
posteriori. También se presentara la forma de la funcién de verosimilitud en el caso
de modelos de Poisson tanto en el caso homogéneo como en el no-homogéneo. Lo
presentado aqui se tom6 de Reyes (2008), Lopez (2005) y varios otros trabajos que
se mencionan mas adelante.

Antes de presentar las definiciones de interés, damos algunos conceptos
preliminares (Reyes, 2008).

Definicion 8: Considere un experimento que puede ser descrito mediante un
modelo matematico (estocastico o no). La variable que determina dicho modelo se
llama parametro y se denotara por 8. Un experimento es llamado aleatorio, si se
puede especificar los posibles resultados del mismo pero no se puede decir de
antemano cual sera el resultado en cada realizacion del experimento.

Definicion 9: El conjunto de posibles valores que el parametro de un modelo
puede tomar se llama espacio parametral y se denotara por 0. En el espacio
parametral se especifica una familia de funciones de densidad, es decir, se especifica

F ={f(x,0);0 € 0},

donde f(x,68) es una funcién de densidad con parametro 6 € © y x es un elemento
del espacio donde f toma valores.

En este trabajo se considerara que 6 es una variable aletoria a la que se le puede
asignar una funcién de probabilidad.

Definicion 10: Suponga que se efectian N repeticiones de un experimento
aleatorio. Al conjunto de valores x = {x;,X,,..,xy} obtenidos a partir de las
variables aleatorias idénticamente distribuidas X;,X,, ..., Xy, donde X;, i = 1,2,...,N
registra el resultado de la i — ésima repeticion del experimento aleatorio, se le llama
muestra aleatoria.

Se supondra que los experimentos son realizados independientemente, es decir,
la muestra aleatoria mencionada estard compuesta de valores obtenidos
independientemente.

Ahora podemos enunciar las definiciones basicas de la estadistica Bayesiana.
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2.1 Funcion de verosimilitud

Definicion 11: Sea x = (x4, X5, ..., Xy) una muestra aleatoriay 8 € © el parametro
desconocido del modelo que produjo x. La funcién que describe el modelo que
produjo x vista como funciéon de 6 es llamada funcion de verosimilitud que se
denotara por L(x|8). En el caso de que n es tomada independientemente e
idénticamente distribuidas f(- |6) se tiene que la funcion de verosimilitud es dada
por

N
£x10) o« | | Glo).
i=1
Observaciones:

a) La funcion de verosimilitud resume la informacion del modelo contenida en
los datos y toda inferencia acerca del parametro debe hacerse tomando en
cuenta dicha funcion.

b) Lo primordial de la funcién de verosimilitud establece que si para dos
experimentos distintos se obtienen funciones de verosimilitud
proporcionales, entonces las inferencias obtenidas de ella son las mismas.

2.2 Distribucion a priori

En este apartado se presentard la definiciébn de la distribucién a priori y se
planteara la necesidad de considerar estas distribuciones mencionadas al realizar
inferencias.

Definicion 12: Sea x = (x,Xy,...,Xy) una muestra aleatoria obtenida de la
realizacion de un experimento aleatorio, 6 € 0 el parametro desconocido del modelo
que describe el experimento que produjo la muestra x. La distribucion a priori de 9
es la distribucion del parametro 6 que se le asigna sin tener en cuenta la muestra
obtenida del experimento y se denotara por Py (0).

Nota: Las distribuciones a priori son especificadas por intuiciéon, por medio de
estudios previos o de opiniones de expertos en el area, pero si no se tiene intuicion
o informacién alguna generalmente se usa una distribucién aleatoria uniforme sobre
un espacio muestral suficientemente grande.
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Se ejemplificard la necesidad de tomar en cuenta la informacion previa en el
momento de hacer inferencias, considerar lo siguiente (Reyes, 2008).

Un musico afirma que puede saber si una pagina de una obra musical pertenece a
una obra de Hayden o una de Mozart. Imagine que el musico clasificd
correctamente diez paginas.

Una mujer ebria afirma que es capaz de saber, con un solo trago, la manera en que
un café con leche fue preparado: si la leche fue agregada antes o después del café.
Imagine que la mujer acert6 en diez tazas de dicha bebida.

Tomar en cuenta las siguientes variables aleatorias

X = Nuamero de paginas seleccionadas correctamente por el musico.
Y = Numero de aciertos de la mujer.

Por lo que se tiene P(X|10,0) y P(Y|10,0) son Binomial (10,6) donde 6 es la
probabilidad de éxito en cada experimento. Como la mujer y el musico acertaron las
diez veces que intentaron sus experimentos se infiere que, 8 > % para los dos casos,
aunque el grado de creencia para la mujer ebria es muy bajo y para el musico es

medianamente alto. Asi, tomando en cuenta la informacion personal y los datos
observados a la hora de inferir se evitaran tales subjetividades.

En algunas ocasiones sera dificil encontrar una distribucion a priori para el
parametro desconocido basandose solamente en la muestra, ya sea porque la
informacion sobre él no es muy confiable o porque no es suficiente. En otras
ocasiones se debera hacer inferencia s6lo tomando en cuenta la muestra, para no
interferir en la informacién proporcionada por los datos. En estos casos es necesario
encontrar una distribucién a priori que aporte poca informacion o no favorezca a
ningun valor.

Definicion 13: Sea x = (x4, x5, ..., Xy) una muestra aleatoria y 6 € 0 el parametro
del modelo que produjo la muestra x. Se dice que una distribucion a priori es no
informativa para 6 si no favorece a algun valor de 6 sobre otros.

Observacion: En general, las distribuciones no informativas son impropias, es

decir,
z Ppriori (0) = o,

0eo
cuando 0 es discreto, o

f Ppriori(e) = 0o,
¢]

cuando 0 es continuo. Sin embargo, muchas veces son tomadas distribuciones
uniformes definidas en un conjunto suficientemente grande.
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2.3 Distribucion a posteriori

En esta seccion se definiran, entre otros conceptos, la distribucién a posteriori.

Definiciéon 14: Sea x = (x, X3, ..., Xy) Una muestra aleatoria y 6 € 0 el parametro
el modelo que produjo la muestra X, Pp;or;(6) la funcion a priori de 6 y £(x|6) la
funciéon de verosimilitud. La distribucion a posteriori es la distribucién del
parametro 6 cuando se toma en cuenta la informacién producida por la muestra
obtenida, es decir, es P(6]x).

Observacion: A veces las distribuciones a priori dependen de otros parametros
que pueden ser conocidos o desconocidos y que son llamados hiperparametros.
Cuando son desconocidos pueden tratarse de dos formas:

1) El método propiamente Bayesiano consiste en asignarle al hiperparametro una
distribucién a priori (también llamado hiperpriori) y a partir de ella encontrar
la distribucion a posteriori. Por otro lado, la distribucién hiperpriori podria
depender de una coleccion de parametros desconocidos, a la especificacién de
un modelo sobre varios niveles se le llama modelo jerarquico, en donde cada
nueva distribucién forma un nivel de la jerarquia.

2) El segundo método llamado analisis empirico de Bayes consiste en encontrar
un valor 1 que maximice la distribucion de P(n]x) pero visto como funcion de
n. Si n =7 fuera dicho valor entonces la distribuciéon a posteriori que se
trabajara sera P(@|x,7). La expresion para P(0|x,n) puede obtenerse
sustituyendo 1} en la expresion (1) dada a continuacion.

Teorema 3: Sean x = (x1,X,,...,Xy) Una muestra de un experimento aleatorio,
6 € ©® el parametro del modelo que produjo la muestra x y Pprori(0]n) la

distribucion a priori que depende de un hiperparametro 7.

a) Sin es conocido la distribucion a posteriori es
IP(x|9)Ppriori(9|n)

P(@|x,n) = . 1
( | T]) 2yeo Px|Y)Ppriori(yIn) M
b) Sin es desconocido la distribucién a posteriori es

]P)(B |x) _ Yyeo IP(x|Q)Ppriori(mn)Ppriori(n) @)

B Y 2yee ]P(x|V)Ppriori(YM)Ppriori(n)
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Demostracion

a) Note que
_ P(8,x,m)

P(8|x,n) PG

o PI0)POn) P(n)
P(x,m) P()

s PG10.mP@]n)
P(x|n)

1 PEIOMPOIM)
Zyeo PxyIn)

_ __ P&IOPGIn)
Yyeo Px|ly mP(y|n)

s P(x[0)Ppriori(0]1)
Yyeo ]P(XW)Ppriori(YM)

b) Si n es desconocido, también se le asignara una distribucion a priori Py.s; ().

P(6,x)
P(x)

P(Olx) =
7= 2‘)’] ]P(Q!xvn)
Z]/EO IP(x'Y)

s _ 2n P(x|0.mP(O.n)
Z‘r] ZYE@ ]P(X'V'n)

g ZnP&IOMPOIMPG)
X Zyeo PCxly,mP(y,m)

10 217 IP(x|Q)Ppriori(mn)Ppriori(n)
Y 2yeo ]P(x|V)Ppriori(Y|77)Ppriori(77)

Demostracion inciso a) inciso b)

! Por definicién de probabilidad condicional © Por definicién de probabilidad condicional

2 propiedad P(6, x,1) = P(x|6,n)P(6,7) 7 Por probabilidad total P(6,x) = 2, P(6,x,1m) y en el divisor

3por P(x|n) = Pﬂ:a};),para P(y) >0 X]P(X) = Yyeo PO, 1)

* Por probabilidad total en divisor P(x|n) = Yyeo P(xyvIn) Por proba.b_llldad condluona.l en el dividendo Zilp(g' 1) = 2y P(x10,mP(6,n) y
S por definicién P(y[n) = Povions(¥l1) en dividendo y divisor por probabilidad total en el divisor ¥,.cp P(x,¥) = X, Xyeo P(x,¥,1)

° Probabilidad condicional en divisor y divisor

*® por funcién a priori en el dividendo Yy P(x|6,m) POIn) = X, P(x]0) Pyriori (B10) y
P(1) = Ppriori () y en el divisor Xyeo P(xy, 1) = Xyeo PXIY) Pyriori (YIM) ¥

P(y,m) = Pyriori ()
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Observacion: Tomando a 7 como conocido no es necesario escribirla en la
distribuciéon a posteriori, y como el denominador en la expresion (1) ya no depende
de 8 entonces se puede simplificar y se obtiene

]P(le) x L(xlg)Ppriori(Q)r (2.3.1)

donde L(x]|0) es la funcion de verosimilitud del modelo y la constante de
proporcionalidad, que sélo depende de x, hara que P(6|x) integre o sume uno.

2.4 Muestreo de Gibbs

Dada la funcion de densidad f (x4, x,,...xx) una forma de obtener informacion al
respecto, por ejemplo, de la media o de la varianza es realizar los calculos
correspondientes, ya sea analiticamente o numéricamente. Sin embargo eso puede
ser complicado. Una forma de obtener una estimaciéon sobre la esperanza, es
obtener una muestra de tamano N a partir de la distribucién cuya densidad es f y
utilizar la Ley de los Grandes Numeros. Otras cantidades de interés como varianza,
moda, percentiles pueden ser estimadas, a través de una muestra obtenida a partir
de la distribucion con densidad f (Lopez, 2005).

El muestreo de Gibbs o muestreador de Gibbs es un algoritmo iterativo el cual
tiene una funcionalidad y estructura muy simple ya que simplifica dificultades
técnicas con los calculos de distribuciones multivariadas complejas. La idea
principal consiste en utilizar distribuciones condicionales univariadas (mas faciles
de simular que la distribuciéon conjunta). Por lo tanto, el método transforma un
problema de simulaciéon de vectores aleatorios en un problema de simulacion
unidimensional.

Este método recibe su nombre del fisico Willard Gibbs en referencia a sus trabajos
en fisica estadistica, aunque fue introducido formalmente por los hermanos Stuart y
Donald Geman en 1984, en un articulo sobre el estudio de restauracion de imagenes,
ochenta afios después de la muerte de Gibbs.

El muestreo de Gibbs (Geman y Geman, 1984; Gelfand y Smith, 1990; Casella y
Edward, 1992; Stephens y Dellaportas, 1992), nos permite simular una cadena de
Markov a partir de cualquier valor inicial ©(®). Se genera valores sucesivos de esa
cadena de Markov hasta que alcanza la estacionaridad, digamos en el paso m. Los
siguientes valores generados {0W;i > m} pueden constituir una muestra.

Sea ©=1(04,0,,...,0¢) el vector paramétrico y sean w(0,]|0,,...,0x),
m(0,]03, ..., 0k),..., 1(Ok|O4, ..., Ox_1), las distribuciones condicionales completas
obtenidas a partir de la distribucion mw(0). Partiendo de un punto inicial
0© = 0,00, ...,0%) se genera 6" a partir de 7(0,]0,...,0), 6 a partir
de n((5)2|(5)g1), @é") ...,(E)g(o)), y asi hasta (E)(l), generado a partir de n(®K|®§D, ...,@g)l),

con lo que se obtiene 9(1)=(®§1),G)§1), ...,G)g)) y asi sucesivamente. Bajo

condiciones generales, la sucesion {8} es una realizacion de una cadena de Markov

con la distribucion final m(®) como distribucién estacionaria (Gelfand y Smith,
1990).
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A continuacion se  ejemplifica el muestreo de  Gibbs. Sea
oM = (@ﬁ“),(ag“),@g“),@g“)) =X, v sea la distribucién final m(©|Datos), queremos

obtener el vector @1 = (@ﬁ"“), @9‘“), --.,G)I((n“)) = Xp+1 A través del muestreo de

Gibbs. Se considerara el caso donde K = 4.

Se utiliza m(@©|Datos) para muestrear el primer valor @5““) a partir de
n(®1|®g“),®g“),@g“)) . Por lo que se obtiene (@5“*”,@5“),@?),@;“)) se simula
0"V a partir de n(@2|@§“+1),@g“),@§“)). Se obtiene (@5““),@9‘“),@@“),@f;”) se
simula 08" a  partir de 7 ((5)3 |9t D), g+t @in)). Se  obtiene
(@5““),95““),@é“*”,@ff‘)) se simula 0" a partir n(®4|®§"+1),®§“+1),og"“)). Por lo

tanto, (+1) = (@§“+1),@g“+1), ...,@I(<n+1)) =Xp41 -

2.5 Construccion de la funcion de verosimilitud
para un modelo de Poisson.

Sean d,,d,, ..., dgx el tiempo de ocurrencia de un determinado evento. Suponga
que X, X, .., los tiempos entre las ocurrencias, sean independientes y con
distribucion exponencial, entonces podemos describir el modelo que cuenta el
numero de eventos en un determinado intervalo tiempo por un modelo de Poisson.

Para la construcciéon de la funcion de verosimilitud nos basamos en la siguiente
ilustracién donde se observa la no ocurrencia de un evento al término del intervalo y
de interés, es decir,

| Xl I X2 | X3 | |
[ - P ! '_

E—idl :E—ﬁ(dz_dﬂ E_k(da_dz):

d-l d.g d-B dK
Figural

Note que por definicién de proceso de Poisson se tiene

d
P(X; > t) =", y f(t) = _EP(X" >t,) = le M,
i

Caso Homogéneo

Sea X = (X,,X,,...,Xx) una muestra aleatoria producida por variables aleatorias
exponenciales X;, i=1,2,..,K,con 0<X; <o y 0<A1<oo,esdecir,

]P)(Xl > tiI;{) = e‘“i.
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Tomando la funcién de densidad con la particién presentada en la Figura 1, se
tiene que

d
~ad P(X; > d; — di_1|X;1 = dig —di_p;2) = 2e7 40,
l

Para obtenerse la funcién de verosimilitud note que se tiene
L (dy,dy, ., dg|2) o f(d) TS, f(di = dizgldiog — di_3;2). (2.5.1)

Sustituyendo la funcion de densidad para los X; i = 1,2, ..., K y simplificando la
expresion (2.5.1) se obtiene

L (dy,dy, ..., dg|2) < Ae ™I, f(d; — di—q|di—1; 1)

=(Ae~A1)(Qe~Ma+Adr) | (Qe~Adr+Adk—) = 1K e—2dk (2.5.2)

Caso No-Homogéneo

Se desarrolla de manera analoga que para el caso homogéneo pero tomaremos la
definicion del proceso Poisson no homogéneo. De esta forma se tiene que por
definicion vale

P,(s) = P[N(t +h) = N(t) =n] = e Im@+)-m@]mE-mOF 4,5

n!
Note que por definicién se tiene que

d 0
P(X, > d,) = P(N(d,) = 0) = e_[m(dl)]w = g~ Imld]

Por lo tanto la funcion de densidad es

fldy) = —iIP’(X >d,) = im(d) o-Im@)]
dd, '~ "7 " \dd,

Entonces,

f(dy) = A(dy)e @
Para el caso de dos o mas observaciones se tiene que
P(X, > d, —dq|X; =dqg;4) = P[N(d,) — N(dy) = 0]

m(dy)-m(dy)] [Mm(d2)=-m(dn®
0!

= e_[
= e_[m(dz)_m(dl)] .

Por lo tanto, la funcién de densidad es
d
fld, —dqldy) = _d_dZ]P(Xz >d, —di|X; =dy)
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d - -
= (d_dz [m(d,) — m(d1)]) e~ [m(dz)-m(d,)]
= A(d,) e~Im(dz)-m(d)]

Para el caso general se tiene

d
fldi —diq|di—q —d;i_3) = —EP(XI- >d; —di4|Xi_y =di_y)
L
=A(d;) e mdd—mdi—p],

De esta forma la funcion de verosimilitud esta dada por

K
L(dy, dyy ., di] ) f(dl)l_[ Fdy = iy — di i 1)
i=2
K
= f(d1)1_[ (A(dy) e~tm@)-m(di-0l)
i=2

K
= (A(dy)e ™) (1_[ A(di)) (e Btam@rzomtacn) |
i=2

Note que vale lo siguiente,

e—m(d1)e_25(=z m(di)+25(=z m(di—l) = e_m(dK).

Esto se debe a que podemos expresar — Y&, m(d;) como —YK-'m(d,) —m(dy).
Ademas de que podemos expresar Y.k ,m(d;_;) como m(d;) + YX'm(d,) . De
esta forma,

e~M(d1) o= T, mAP+EL, m(di) — p—m(dy) o= Z5 m(d)-m(di)+m(d )+ m(dy)
— e_m(dK).

Por lo tanto,

K
L(dy, dg, o, dig|h) Hg(di) e

=1
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Capitulo 3

Modelo Bayesiano

En este capitulo se presenta la formulacion del modelo Bayesiano cuya funcién de
verosimilitud sigue el modelo Poisson no homogéneo con funcién de intensidad
Weibull exponenciada A(t), dada por:

- @] (G

. [1 (1- e—@“ﬂ

donde a > 0y B > 0 parametros de forma y ¢ > 0 parametro de dispersion.

a

A(t) = 0<t<o (3.1)

La descripcion del modelo Bayesiano es la siguiente: Sea K > 0 un ntiimero natural.
Suponga que existen K dias en donde la NOM ambiental de ozono ha sido
sobrepasado. Sean dq,d,,...,dx los dias que este suceso ocurrio. Indique por
D ={d,,d,,..,dg} el conjunto de datos observados. Dada la relaciéon entre la
distribucién a posteriori y a priori y la funcién de verosimilitud del modelo (ver
ecuacion 2.3.1) se tiene que,

P(0|D) = P(a,pB,0|D) < L(D|a,B,d)P(a)P(B)P(0), (3.2)

donde P(6|D) es la distribucion a posteriori de 6 = (@, 8,0) dado el conjunto de
datos D; P(a), P(B) y P(o) son las distribuciones a priori de a, f y o
respectivamente; y L(D|a, 8,0) es la funcién de verosimilitud. Los componentes de
la ecuacion (3.2) se dan a continuacion.

Observacion: Note que se supone que los parametros son independientes a
priori.

1.- La funcion de verosimilitud. Dado que por hipétesis tenemos un modelo
Poisson no-homogéneo se tiene que la funcion de verosimilitud tomara la forma (ver
Cox y Lewis, 1966).

K
L(D|a, B,0) = L(dydy, ..., dg|a, B, o) = [n /l(di)] exp(—m(dy)). (3.3)
i=1
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Dado que A(t) (3.1) y la media m(t) = —log[1 — F(t)], cuya funcion de
0\@\ P
distribucion acumulativa Weibull exponenciada F(t) = (1 — e_(E) ) donde

0<t<o y a>0, >0 yo>0, setiene lo siguiente.

Teorema 3: La funcion de verosimilitud con A(t) dada por (3.1) toma la siguiente
forma,
a a ﬂ_l
d; (4
(@) |k a1 e () (1 e (@) )

L(D|a,B,0) =

5 (3.4)

gk HK 11— [1 _ e_(%)a]

Demostracion: Primero se obtiene la expresion para H _,A(d;) tomando la
ecuacion (3.1). De esta forma,

N £—-1 a—1 __la
(@p) Hfil(l—e‘(F)) N, (%) [Hl e \o ]

K
L_l[z(di) - -

ok ITTE [ 1 - [1 — e_<7)a]

A%

Para exp{—m(dg)} se tiene

exp{—m(dg)} = exp{—|[—log

a\ B a\ B
1_(1_e—<%'<>)] =[1_(1_e—<%>)].
Sustituyendo en £(dqd,, ..., dg|a, B,0) = [[T; 2(d;)]| exp(—m(dy)) se tiene

( e H{il(l_e_(%)a)w " 1(, ;)B [Hﬁle(?)al\} 1—(1_e—(%’()a)ﬁl,
ngﬂ(l_[l_e-@ ] )\ /

L(dldz, ...,dK|a, ﬂ, O') =

oK

y por lo tanto,
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(ap)®

La\ B-1
H{‘;1<1—e_(%) )

L(dydy, ..., dgla, B,0) = — )
o ( Jie®] )\
Note que
K a-1 K a-1 K a-1
1) -1 :
- o l‘[Klo-a 1 O—K(a 1)
Sustituyendo en (I) se tiene que
l 4 *
(ap)k Hfi1<1—e_ o ) MK, 4,5 1][ -2(3) l
L(dldz, ...,dKla, B, O') =
oK 1—[1 e ? l )]J“K_K
i d; “
" n( e ) [HK aomre ) ]
= a1B
4
gaK n{‘;f(l—ll_e‘(?) l )]
Por lo tanto llegamos a la ecuacion (3.4).
|

2.- La distribucion a priori: Debido a la falta de informacién mas precisa sobre el
comportamiento de los parametros a, [y o, se considera lo siguiente:

a) En un primer caso se considera a f =1 y también que o y ¢ son
uniformemente distribuidos.

b) En el segundo caso, se hace uso de la informaciéon proporcionada por el
primer caso (cuando S = 1) para obtener distribuciones a priori con mas
informacion para los parametros «a, 8 y . Por lo que se tiene la siguiente

Seleccion.
i) a ~ Gamma (aq, b;)
if) o ~ Gamma (a,, b,)

iii) B ~ Uniforme(as, b3) as; < bs, as, b; = 0,
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donde los hiperparametros a;,a,,as, by, b, V bz son cantidades conocidas y seran
especificadas posteriormente.

La selecciéon de valores de los hiperparametros de la distribucion a priori para a y
o en el segundo caso se basan en los resultados obtenidos del primer analisis
(cuando se tiene 8 = 1).

A continuacion se realiza el planteamiento para la obtencion de las distribuciones
a posteriori marginales condicionales completas.

Note que la distribucion Gamma (a,1) de una variable aleatoria X, tiene la
siguiente expresion.

flx) = %x“‘le"lx para x>0
donde T'(a) = foooe‘yy“‘ldy y a,A>0

y es tal que E(X) =% y Var(X) =f2.

Asi i) a ~ Gamma (aq,bq)

b, M 1 —
f(a) = 2—a% 1e P12 para a;,b; >0
I'(a1)

ii) 0 ~ Gamma (ay, by)
f(o) = f(z—z)aafle‘bza, para a,, b, >0
az

iii) 8 ~ Uniforme (as, b3).

Teorema 4: La funcién a posteriori del modelo esta dada por:
a (24 ﬁ_l
di d;
[dg-le—<;> (l_e—<;) ) ]

o (1 |- e—<%>“r)

P(@ ID) < aal—laKO.az—lo.—aKe—(ab1+ab2)ﬁK
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Demostracion: Utilizando la férmula (3.2) se tiene que

P(6|D) o P(a)P(B)P(0)L(D|a,p,0)

et (1)

K 1 —aKe—(ab1+abz)ﬁK

oc%2 g

« g% lg

a,;+K-1

= « o.az—aK—lnge—(ab1+ob2)

Observacion: Cuando se supone 8 conocida e igual a 1, con @ y ¢ uniformemente
distribuidas se tiene que

a

_yk (4n*
{(=1 |:dlgl—1€ 2121(0) ] K_ d‘?‘_l e_zf{:l(%)
P(6|D) « L(D|a,B,0) = ==t

K1 <e—(%)“> e col

i=1

d_K)“

= (M ag) e (3.6)

Teorema 5: Las distribuciones a posteriori marginales condicionales completas
estan dadas por:

P(a|B,0,D) < a®171 e~ f,(a, B, 0),
P(o|a,B,D) « c% 1e~2 f (a,B, o)
y P(Bla,0,D) x eX!09 B f, (a, B, 0).

Las funciones f;(a,B8,0), fa(a,B,0) vV f3(a,B,0), se explican en la demostracion.

Demostracion: Para obtener las distribuciones a posteriori marginales
condicionales completas se usara una forma alternativa de (3.5). De esta forma,

[ NG a B-1]
[ M, d?_le_(%) (1—e_(%) )

log P(@ID) = log aa1+K—1o.a2—aK—1'8Ke—(ab1+ob2)

| ([<>})

s s e————

Por lo tanto,
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log[P(a|B,0,D)] « loga®~!— ab, + Klog(a) — Kalog(o) + 2(0( — Dlog(d;)

i=1

_2 (%)“ G 1)10g<1 _ e-(%f) - Slog<1 - [1 = e'(%)T)

Aplicando la funcién exponencial

N4
P(alB,0,D) & a4t e~ ®ieKIoB@-Kelogo) exp (X (@ — 1log(dy) — i, (£)

+ (B - 1)10g<1 - e‘(%)a> — 2K log (1 - [1 - e‘(%)ar» :

Esta expresion se simplifica quedando de la siguiente manera:

P(a|B,0,D) « a® le %b1f,(a, B, 0)
donde

fo(a, B, o) = exp[Klog(a) — Klog(0)] fi(a,B,0)

fl(augJO-) = €exp

ZK:(a — Dlog(d;) - z (d;) + (B - 1)10g<1 _ e—(%)a>

-1
- log(l - 1 —e ))
i=1

Para obtener P(c|a, 8, D) se toma en cuenta que g ~ Gammal(a,, b,).

/—\

P(o|a,B,D) x o2 1e=%:2 f.(a, B, 0)
donde

f3(a' ﬁ' J) = e_Klog(J)fl(a' ﬁ' J) .

Finalmente para obtener P(fB|a,0,D) se toma en cuenta solamente que
B ~Uniforme(as, b3), az, b3 = 0, a3 < b; y los parametros as,b3, por lo tanto,

P(lglararD) X IOg IBK logfl(a,,b’,a) =K10gﬁlogf1(a'ﬁ'o.)'

Aplicando la funcién exponencial
P(Bla,o,D) o« eK1°8 B f (a,B,0).

Estas son las distribuciones a posteriori marginales condicionales completas, que

se utilizan para generar los valores @, f y o en el algoritmo del Muestreo de Gibbs
que esta implementado en el software WinBugs.
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Capitulo 4
Aplicacion de las mediciones de Ozono
en la Ciudad de México

En este capitulo se describiran los resultados obtenidos en el articulo (Achcar et
al. 2008) para las mediciones de los niveles de ozono en el Area Metropolitana de la
Ciudad de México (AMCM). Las autoridades ambientales de la ciudad de México
declaran situaciones de emergencia a nivel local debido a que el comportamiento de
los contaminantes varian de una zona a otra de la ciudad, de tal manera que el Area
Metropolitana la dividen en cinco zonas: Noreste (NE), Noroeste (NO), Centro (CE),
Sureste (SE) y Suroeste (SO) y las estaciones de monitoreo de ozono estan ubicadas
por toda la ciudad. Cuando el limite ambiental establecido es sobrepasado en una 6
mas zonas, la emergencia se declara de manera local. Las medidas preventivas son
tomadas solo en estas zonas en vez de hacerse en toda la ciudad de México.

Los datos que se utilizaron en el analisis se pueden descargar en la pagina de la
Secretaria del Medio Ambiente* que corresponden a los afios de 1998 al 2004, de las
mediciones maximas diarias de ozono en cada zona y de toda la ciudad. Las
mediciones se obtienen minuto a minuto y se promedian cada hora y estos
resultados se reportan a cada estacion de monitoreo de ozono. La medicion maxima
diaria para una zona es el valor maximo obtenido de todos los valores reportados,
hora por hora durante un periodo de 24 horas por cada estacion en cada zona. En el
caso del AMCM, las mediciones maximas diarias se obtienen tomando el valor
maximo diario proporcionado por las zonas NE, NO, CE, SE y SO. El promedio de las
mediciones de los siete afios, en las zonas de NE, NO, CE, SE y SO son 0.097, 0.121,
0.126, 0.143 vy 0.12, respectivamente con las desviaciones estandar 0.035, 0.049,
0.046, 0.052 y 0.042. Para el AMCM se tiene una mediciéon promedio de 0.154 con
una desviacion estandar de 0.05. Si se toma en cuenta las mediciones dadas por la
AMCM durante el periodo 1998-2004, se observa que el valor de la NOM de ozono en
México, que es de 0.11ppm (0.11 partes por millén), fue sobrepasado en 2063 dias y
los picos diarios sobrepasaron el valor 0.22ppm durante 237 dias.

Los autores consideran que los limites son L = 0.11ppm, 0.17ppmYy 0.22ppm
(donde ppm = partes por millén). El primer valor es el que representa la NOM de
ozono. El ultimo se utiliza porque es el doble del valor de la NOM ademas de que
L = 0.22ppm es para cuando se declara emergencia en la ciudad de México y el valor
L = 0.17ppm es un valor intermedio entre los otros dos valores. El analisis se realizo
para cada valor limite y zona (incluyendo el caso del AMCM) de forma separada.

* Sistema de Monitoreo Atmosférico de la ciudad de México www.sma.df.gob.mx/simat2
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Las simulaciones se realizaron utilizando el software WingBugs. Cuando se
considera a cualquiera de los limites L = 0.11ppm,0.17ppm, 0.22ppm se toma en
cuenta lo siguiente: para el primer caso de simulacién, se toma a =1 vy la
distribucién a priori de @ y ¢ se toma como uniforme en los intervalos (0,2) y
(0,100), respectivamente.

En el segundo caso f tiene una distribucion Uniforme definida en el intervalo
(0,100). Los parametros de las distribuciones a priori Gamma de a y o varian de
acuerdo a la zona y al limite considerado. En el caso de la distribucion a priori de «a
se considera lo siguiente: cuando el limite L = 0.11ppm, se tiene a; = 0.09 para todas
las zonas excepto la zona Noreste (NE) donde a; = 0.08. Si el limite es L = 0.17ppm,
se tiene a; = 0.06 para el Noroeste (NO), Sureste (SE) y Suroeste (S0), y a; = 0.07
para las zonas Centro (CE) y el AMCM, para la zona del Noreste se obtiene a; =
0.04. Para todos los casos se tiene b; = 0.1. Cuando se considera el caso de la
distribucién a priori de o se tiene b, = 0.1 en todos los casos excepto cuando
L =0.22ppm y cuando se considera la zona Noreste (NE), los valores para el
parametro a, se describen a continuacion.

Tabla 1. Valores de a, para las distribucion a priori de las cantidades variables de o
utilizados en el segundo caso de la simulacion para cada region y limite.

O0.1lppm 0.17ppm  0.22ppm

NO 0.06 0.02 0.25
NE 0.05 0.12 0.57
CE 0.08 0.05 0.7
SO 0.08 0.04 0.09
SE 0.07 0.04 0.6
AMCM 0.08 0.03 0.027

La muestra utilizada para estimar los parametros fue tomada cada 30 valores
generados. Cuando se toma el limite L =0.11ppm, se tiene que el periodo de
calentamiento del algoritmo del muestreo de Gibbs, es de 1000 pasos para la zona
del Suroeste (SO) y 3000 pasos para cualquier otra zona. En el segundo caso, el
periodo de calentamiento fue de 1000 pasos en el AMCM y 2000 pasos en cualquier
otra zona. La estimacion de la distribucion a posteriori de a, o y § (siempre que el
ultimo dato sea una cantidad aleatoria) se realiza utilizando una muestra de 2000
datos, en el primer caso para las regiones Suroeste (SO), Noroeste (NO) y el AMCM y
en el segundo caso para las regiones: Sureste (SE), Noreste (NO) y Centro (CE), el
tamarfo de la muestra fue de 3000 datos. Finalmente, en el segundo caso la muestra
para la zona Noroeste (NO) fue de 4000 datos y para el caso del AMCM fue de 2308
datos. Con el limite L = 0.17ppm se tiene que en el periodo de calentamiento para el
primer caso de la simulacién fueron 3000 pasos y en el segundo caso de la
simulacién fueron 2000 pasos.
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En el caso del limite L = 0.22ppm una muestra de tamafo 2000 datos se tomo
para todas las zonas y casos, exceptuando para el segundo caso la zona del
Noroeste (NO), donde se tomo una muestra de 1756 datos. Cuando el limite es
L = 0.22ppm, el primer periodo de calentamiento para el primer caso fue de 5000
pasos para las zonas Suroeste (SO), Sureste (SE) y AMCM y 3000 pasos para las
zonas del Noroeste (NO), Noreste (NE) y Centro (CE). En el segundo caso de periodo
de calentamiento fue de 5000 pasos para las zonas del Suroeste (SO) y Sureste (SE) y
para las otras zonas fueron 3000 pasos. En el segundo caso para la zona Suroeste
(SO) se tomo una muestra de 2000 datos y de 3000 datos para cualquier otra zona.

Para seleccionar el mejor modelo de cada caso (limites y zonas) se utilizo el
“Criterio de Informacion Desviada (CID)” (Spiegelhalter et al., 2002) donde se ocupan
subrutinas internas del programa WinBugs y una modificaciéon en la formula del
“Criterio de Informacién de Bayes” (CIB) dado por

CIB = 2E(log[£(D|6)]) — dlog(n), (4.1)

donde d es el nimero de parametros en el modelo y n es el tamafio de la muestra
(Carlin y Louis, 2000). Las mejores estimaciones de valores en la simulaciéon del
algoritmo de muestreo de Gibbs en el CID y en el CIB fueron: 3434.5 (NE), 4464.5
(NO), 4717.1 (CE), 4998.6 (SO), 4661.8 (SE) y 5000.2 (AMCM) del limite L = 0.11ppm y

para el modelo g = 1.

Como ejemplo de los resultados obtenidos, consideramos las zonas del centro
(CE) y Suroeste (SO) de la ciudad de México, donde la importancia radica en la
direccion que toma el viento en la ciudad (de Noreste (NE) al Suroeste (SO)) y en que
algunos precursores de ozono se ubican en el Noroeste (NE) que son llevados por el
viento de las zonas centro (CE) y Suroeste (SO).

Tabla 2. Media a posteriori para los parametros a, By o.

Media
0.11 ppm 0.17 ppm 0.22 ppm

CE

o 0.91 0.7 0.65

o] 0.79 0.47 6.72

B 1 1 1
SO

o 0.93 0.76 0.64

o] 0.82 0.42 0.93

B 1 1 1

Tomando en cuenta los primeros 25 dias de Enero de 2005 si se quiere obtener
las probabilidades de tener 5, 10, 15 y 20 dias o menos, donde se sobrepasa el valor
de lIa NOM de ozono, se utiliza la distribucién Poisson con funcién de intensidad
A(t), t = 0 Weibull exponenciada donde los parametros a y ¢ en A(t) son las medias
de la Tabla 2 de las zonas Centro (CE) y Suroeste (SO) tomados.
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Las probabilidades para los limites L = 0.11ppm, 0.17ppm y 0.22ppm, en la zona
Suroeste (SO) cuando K < 5 son: 0.001, 0.52 y 1, cuando K < 10 son: 0.073, 0.97 y 1,
cuando K < 15 son: 0.453, 1 y 1 y para el valor K < 20 son: 0.86, 1 y 1. Para la zona
del centro (CE) cuando K <5 son: 0.006, 0.93 y 1, cuando K <10 son: 0.182, 1y 1,
cuando K < 15 son: 0.678, 1 y 1 y para el valor K < 20 son: 0.65, 1y 1.

0.8 /’
0.6 /
0.4 ——
/ Probabilidades
0.2 limite 0.11ppm

‘// parala .zona SO
0

El procedimiento para obtener estas probabilidades es el siguiente:
[m(t + ) —m()]"
n!

P[N(t +5s) — N(t) < n] = e~ Imt+s)-m(®)]

m(t) = —log |1 — (1 —exp <— (£>a>>

Sustituyendo los valores para la zona Suroeste (SO) en el caso de K <5, para el
limite de 17ppm se tiene,

con
B

(2582)0-76 _ (2557)0-76 "
[(2582 0.76 2557 0-76] 0.42 0.42
0.42) a ( )

0.42 n!

5
P[N (2557 + 25)-N(25) < 5] = Z
n=0
P[N(2582)-N(25) < 5] =0
donde t = 2557 'y n = 25.
Cuando se toma la zona Centro (CE) en el caso de K < 5, para el limite de 17ppm.

258207 2557)07
2582)07 255707] 047 047

5
P[N(2557 + 25)-N(25) < 5] = » exp [ it
Z) (0.47 o 47

P[N(2582)- N(25) < 5] =0.93.

Para calcular las otras probabilidades de las zonas suroeste (SO) y centro (CE) con
los diferentes limites se realiza el mismo procedimiento.

Nota: Para calcular estas probabilidades los autores utilizaron el programa
Mathematica.
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Conclusiones

Los autores utilizan métodos Bayesianos empiricos, asi que se toma el caso mas
sencillo, primero (8 =1) y con la informaciéon obtenida de este paso se utilizan
simulaciones con el modelo mas general, sin embargo el modelo seleccionado es el
mas sencillo.

Al considerar los primero 25 dias del afilo 2005, el limite de L = 0.11ppm se rebasa
en 14 dias para la zona Centro (CE) y 20 dias para la zona Suroeste (SO). La
probabilidad de que en un intervalo de 10 a 20 dias se sobrepase el limite L = 0.11,
es de 0.8 en cambio la probabilidad de que en cinco o menos dias se rebase el limite
es de 0.001. De tal manera que hay mayor probabilidad de que existan mas niimero
de dias en donde se supere el limite L = 0.11ppm.

Un factor importante a considerar es la direccién del viento en la ciudad de
México que va de Noreste (NE) a Suroeste (SO) y la produccién de ozono que se
origina en las zonas Noroeste (NO) y Centro (CE). Para la zona Centro (CE) en ningiin
dia se supero el limite L = 0.22ppm y en la zona Suroeste (SO) solamente en un dia.
La probabilidad de que se sobrepase el limite L = 0.22ppm en un intervalo de 5 a 10
dias para los primeros 25 dias del afio 2005 es de cero, sin embargo hay una
probabilidad de uno, de que haya menos de 5 dias en donde se sobrepase el limite
L =0.22ppm, si la cantidad de datos aumenta, los resultados obtenidos para el
analisis de la estadistica Bayesiana mejorarian. Es importante puntualizar que el
ajuste del modelo Poisson no homogéneo con la funciéon de intensidad Weibull-
Exponenciada aplicada al incumplimiento de los niveles de ozono en la ciudad de
México fue muy satisfactorio, especialmente en las muestras grandes.

Los valores acumulados y esperados de incumplimiento contra el tiempo para el
caso del limite L = 0.11ppm para las zonas Noroeste (NO), Suroeste (SO), Centro (CE),
y AMCM resultaron con similitudes muy aceptables y para las zonas Noreste (NE) y
Sureste (SE) hay pequefias desviaciones pero aun asi el ajuste es muy satisfactorio.
En el caso del limite L = 0.17ppm el ajuste es razonable pero cabe la posibilidad de
mejorar si se considera la distribucion a priori informativa para los parametros asi
como también tomar en cuenta otra formula paramétrica para la funcién de
intensidad o tasa del modelo Poisson no homogéneo. Para el limite L = 0.22ppm los
valores esperados aparecen por muy debajo de los valores acumulados por lo que en
este caso no es aceptable el ajuste. Es importante seflalar que la cantidad de datos
para este caso fue limitado en especial para las zonas: Centro (CE) y Suroeste (SE)
donde hubo 38 y 57 dias donde se rebaso el limite.
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