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Resumen

Por medio de un estudio variacional, y usando funciones de prueba de
pocos parametros, siguiendo un criterio de adecuacién fisica, consideramos
algunos sistemas Coulombianos de varias centros de carga Z, infinitamente
masivos, y uno o dos electrones: (Z,e), (2Z,¢), (3Z,¢e), (4Z,¢e), (2Z,¢,¢€),
(3Z, e, e). Se muestra que fisicamente, desde el marco de la mecanica cudntica
no-relativista, las cargas enteras Z = 1,2, ... no juegan un papel especial ni
en la energia ni en la distancia de equilibrio de un sistema, y no nos da una
indicacién de la cuantizacion de la carga.

Por definicién, una carga critica Z,,, para un sistema Coulombiano (nZ, )
o (nZ,e,e), es una carga que separa el dominio de existencia de estados li-
gados del dominio de estados no-ligados (del continuo). Para todos los casos
mencionados, las cargas criticas Z.,, asi como sus configuraciones geométricas
Optimas, fueron encontradas. Para todos los sistemas estudiados se obtuvo
una indicacién de una singularidad del tipo raiz cuadrada en el comporta-
miento de le energia cercano a la carga critica en Z = Z,,.

Ademés, para mostrar la validez del método variacional usado (con funcio-
nes de prueba de pocos pardmetros usando un criterio de adecuacién fisica),
se hace un estudio de los estados base de los iones moleculares Hy " y H
en la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero.

Para el caso del ion molecular H; ™ se muestra que no existe en la forma
de un tridngulo equilatero. Se muestra que una optimizaciéon de un total
de quince pardametros da resultados variacionales, de la energia del electrén,
mas bajos que los que se pueden obtener con métodos estandar de quimica
cuantica.

Para el caso del ion molecular H;™ se muestra que tres simples funciones
de prueba de 7, (7 + 3) y 10 pardmetros dan, subsecuentemente, la mejor
energia del estado base, en la aproximacion de Born-Oppenheimer, compara-
da con funciones de prueba de muchos parametros. Estas funciones incluyen
la correlacién electrénica en la forma exponencial ~ exp (yria), donde v es
un parametro variacional.



Summary

By means of the variational method, and using few-parametric trial fun-
ctions following a criterion of physical adequacy, we consider some Coulomb
systems of several infinitely massive centers of charge Z and one-two elec-
trons: (Z,¢e), (2Z,¢e), (3Z,¢e), (4Z,¢e), (2Z,¢e,¢e), (3Z,¢e,e). It is shown that, in
the frame on non-relativistic quantum mechanics, the physical integer char-
ges Z = 1,2,... do not play a special role in total energy and equilibrium
distance of a system giving no indication to a charge quantization.

By definition, a critical charge Z.. for a given Coulomb system (nZ,e)
or (nZ,e,e) is a charge which separates a domain of the existence of bound
states from a domain of unbound ones (continuum). For all above-mentioned
systems critical charges Z., as well as equilibrium geometrical configurations
are found. For all studied systems there was obtained an indication to a
square-root singularity at Z = Z.,.

In addition, in order to show the validity of our specific variational ap-
proach (with few-parametric trial functions following a criterion of physical
adequacy), a study of the ground state of molecular ions Hy " and Hy is
made, at zero order Born-Oppenheimer approximation.

For the case of molecular ion Hy *, it is shown that does not exist in
a form of the equilateral triangle. It is shown that a optimization of a to-
tal of fifteen parameters gives consistently lower variational results for the
electronic energy than can be obtained with standard methods of quantum
chemistry.

For the case of molecular ion Hj | it is shown that three simple 7—, (7 +
3)—, 10—parametric trial functions provide subsequently the most accura-
te approximation for the Born-Oppenheimer ground state energy among
several-parametric trial functions. These trial functions include the electro-
nic correlation in the exponential form ~ exp (yr2), where 7 is a variational
parameter.
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Introduccion

Desde hace mucho tiempo se ha establecido experimentalmente que la
carga eléctrica de las particulas elementales, y de las particulas compuestas
como los nicleos de los atomos, estan cuantizadas; es decir, que toman valo-
res discretos especificos. En particular, por ejemplo, tenemos que las cargas
eléctricas del electréon y del proton tienen signo opuesto y sus valores coinci-
den, el neutrén tiene carga cero, y cualquier carga eléctrica nuclear es igual
a la carga del protén multiplicada por un niimero entero.

Sin embargo, hay que enfatizar que desde la perspectiva tedérica no se
sabe con certeza por qué la carga eléctrica estd cuantizada. Existen varias
sugerencias sobre la cuantizacién y se trata de justificar con el uso de teorias
muy elaboradas como las teorfas de gran unificaciéon (GUT).

Remarcando que las cargas estan cuantizadas surge la pregunta natural:
considerando la perspectiva de la fisica atomica o molecular habrd alguna
indicacion de la cuantizacion de la cargas eléctricas de particulas compuestas.

En el marco de la mecanica cuantica no-relativista no existe una restric-
cion sobre el valor de la carga de las particulas. Entonces resulta interesante
hacer el ejercicio de variar el valor de la carga eléctrica de las particulas que
forman un atomo o molécula. Asi, podemos considerar una molécula utili-
zando la aproximacién de Born-Oppenheimer® a orden cero y tomar sélo las
interacciones Coulombianas dadas por las cargas. Podemos tener una idea de
lo que puede pasar al hacer el siguiente ejercicio: En la electrostatica clasica

2En la fisica atémica y molecular se puede considerar la gran diferencia entre las masas
de los nicleos y la de los electrones (para el hidrégeno la diferencia entre la masa del
protén y el electrén es de 1836) con lo que se tiene un movimiento mucho més lento
para los nicleos que para los electrones. Esto es lo que considera la aproximacién Born-
Oppenheimer. A orden cero podemos considerar los niicleos infinitamente masivos y fijos
en unas posiciones determinadas y asi poder resolver el problema sélo para los electrones.



no existen configuraciones estables para cargas puntuales (teorema de Earns-
haw, se muestra més adelante), y las cargas iguales a cero corresponden a un
punto singular donde la naturaleza de la interaccién cambia de atraccién a
repulsion. Usualmente en un punto singular todo el potencial, o una parte de
él, desaparece. En la electrodinamica cuantica no-relativista resulta que pue-
den aparecer algunas configuraciones estables pero siguen existiendo puntos
singulares. Pero ocurre un nuevo fenémeno, hay algunos puntos singulares
que separan el dominio de existencia y no existencia de estados ligados, a
pesar que el potencial permanece sin cambios visibles (para cargas finitas no
iguales a cero).

En este trabajo consideraremos sistemas Coulombianos con uno y dos
electrones y n centros fijos cargados con carga ZP, considerando que el va-
lor de la carga es un nimero real no negativo. Para el caso de un electron
consideramos n = 1,2, 3,4,5, y para el caso de dos electrones consideramos
n = 2, 3. El objetivo principal es buscar respuestas a las siguientes preguntas:
.Las cargas enteras Z tienen un significado especial para la fisica atéomica
y molecular?, ;jQué pasa cuando se estudia la energia total como funciéon
de la carga?, ;Hay alguna singularidad relacionada con algin valor especifi-
co de la carga, la carga critica? Otro objetivo es encontrar los dominios de
existencia/no-existencia, en Z, de un estado ligado para los sistemas estudia-
dos, y si existe alguna singularidad asociada a esos puntos. Se encontraran
las cargas criticas Z,,. que separan los dominios de existencia/no-existencia
del estado ligado. Asimismo, se encontraran las cargas especiales donde los
sistemas cambian su naturaleza de un sistema estable a uno inestable. El
estudio se hara en el marco de la mecanica cuantica no-relativista.

Estudios sobre las cargas criticas se han realizado en fisica atémica; los
sistemas (Z,e,e) y (Z,e,e,e) han sido estudiados desde hace casi 80 anos
y se ha encontrado que sus cargas criticas son Z. = 091 y Z., = 2.01
respectivamente. Ademas, se ha estudiado el comportamiento de la energia
cerca de éstos puntos criticos, ver referencias [1]-[4].

La organizacién de la tesis se describe a continuacion:

En el capitulo 1 se presenta un estudio variacional sobre el ion molecu-
lar H* donde se establece su no ezistencia. Ademéds, se compara con otros
resultados con el fin de de corroborar la validez del método variacional es-
pecifico usado, con funciones del tipo Slater (exponencial). La mayoria de

PEsto es considerando unidades atémicas donde la carga del electrén e = 1 a.u. Més
adelante se definen de manera més precisa éstas unidades.



los resultados presentados en este capitulo se encuentran publicados en el
articulo [5].

En el capitulo 2 se presenta un estudio variacional sobre diferentes sis-
temas de un electrén con n centros cargados®. En particular se estudian los
sistemas (27, ¢), (3Z,¢), (4Z,¢e) y (5Z,¢). Ademds, se estudia la energia to-
tal como funcién de la carga Z y se encuentran las cargas criticas para cada
uno de los sistemas estudiados, donde se da la separacion de los dominios de
existencia/no-existencia de estados ligados.

En el capitulo 3 se presenta un estudio variacional sobre diferentes siste-
mas de dos electrones con n centros cargados utilizando funciones de prueba
fisicamente adecuadas, con pocos parametros, incluyendo un término explici-
to de la correlacién electrénica en la forma exponencial €72, donde 7 es un
parametro variacional y ry» es la distancia entre los electrones. En particular
se estudian los sistemas (27, e,¢e) y (37, ¢, e). Al igual que en el capitulo 2 se
estudia la energia total como funcion de la carga y se encuentran las cargas
criticas para cada uno de los sistemas estudiados, donde se da la separa-
cién de los dominios de existencia/no-existencia de estados ligados. Ademas,
se encuentra la configuracién geométrica 6ptima (de minima energia) de los
centros cargados. Algunos de los resultados que se muestran en los capitulos
2 y 3 estén publicados en el articulo [6].

Finalmente en el capitulo 4 se presenta un estudio variacional del ion
molecular H; con una funcién de prueba de pocos pardmetros. Se comparan
los resultados de este estudio con los obtenidos en otros estudios encontrados
en la literatura a fin de corroborar la validez y adecuacién fisica del método
variacional usado. Este capitulo estd basado en el articulo [7].

Sobre este trabajo se han realizado tres articulos y se han presentado en
platicas en diferentes eventos.
Articulos

1. H. Medel Cobaxin, A. Alijah and A. Turbiner, About non-existence of
molecular ion Hi ", Collection of Czechoslovak Chemical Communica-
tions 73, 1271-1280 (2008) [5].

2. A. V. Turbiner and H. Medel Cobaxin, Critical charges of simple Coulomb
molecular systems: One-two electron case, International Journal of Quan-
tum Chemistry 111 (publicado electrénicamente) (2011) [6].

“De aqui en adelante se utilizard la notacién (nZ, e) o (nZ, e, e) para referirnos a siste-
ivi .
mas formados por n centros cargados con carga Z y uno o dos electrones respectivamente



3. J.C. Lépez Vieyra, A. V. Turbiner and H. Medel Cobaxin, About the
ground state of the Hi hydrogen molecular ion, Journal of Physics B:At.
Mol. Opt. Phys.44, 195101 (2011) [7].

Presentaciones Orales

1. About non-existence of molecular ion H;*: CAM2009 (Canada-
America-Mexico Graduate Students Physics Conference), Acapulco,
Guerrero, México, 24 de octubre de 2009

2. Critical points of Coulomb systems: Seminario del Departamento
de Fisica de Plasmas e Interaccion de la Radiacién con la Materia,
Instituto de Ciencias Nucleares, UNAM, Ciudad de México, Distrito
Federal, México, 15 de abril de 2010

3. Puntos criticos de sistemas Coulombianos: Congreso Nacional de
la Sociedad Matematica Mexicana, Tuxtla Gutiérrez, Chiapas, México,
del 1 al 5 de noviembre de 2010.

4. Critical points of Coulomb systems: CalogeroFest, Cuernavaca,
Morelos, México, 29 y 30 de noviembre de 2010.

5. Puntos criticos de sistemas Coulombianos: Congreso de Estu-
diantes del Posgrado en Ciencias Fisicas, Ciudad de México, Distrito
Federal, México, del 3 y 4 de diciembre de 2010.

Definiciéon de Cargas Criticas

Consideremos un sistema formado por n centros cargados con carga Z
positiva y uno o dos electrones. Desde la perspectiva de la electrodinamica
clasica, el potencial dado por las interacciones Coulombianas entre las cargas

es:
72 N7 1
IS D) WD I 0
— Rij X Tia Tab
1<J i=1 a=1 a<b
donde R;; es la distancia entre los centros cargados @ y j, 14, es la distancia
de la a-ésima carga electronica al i-ésimo centro cargado, 4, es la distancia
entre las cargas negativas a y b, y k = 1, 2 para el caso de uno y dos electrones
respectivamente.



Para cualquier arreglo geométrico, considerando que todas las cargas
estan fijas, la energia total del sistema estd dada tinicamente por la energia
potencial y hay que remarcar que cualquier arreglo geométrico que conside-
remos, en ésta situacion, no es estable. Lo anterior esta demostrado por el
teorema de Earnshaw [§]. Este teorema puede ser formulado de la siguiente
manera: Una coleccion de cargas puntuales no puede ser mantenida en una
configuracion de equilibrio estdtico estable solamente por interaccion elec-
trostatica de las cargas.

En particular este teorema es vélido para cualquier valor de la carga Z
en la ec. (1). El valor de la carga Z se puede considerar dentro del campo de
los reales, y podemos ver que cuando Z = 0 todo el potencial, o casi todo
desaparece, ésto depende si £ = 1 6 2. Por lo tanto el valor de la carga Z =0
representa un punto critico ya que hay un cambio de comportamiento que va
de la atraccion a la repulsion de todas las cargas. Esto nos da una primera
idea de lo que es una carga critica; una primera definicion puede enunciarse
de la siguiente manera: una carga critica es el valor de Z para la cual el
sistema cambia abruptamente su comportamiento fisico.

Hay que agregar que si las cargas estuvieran orbitando unas a otras la
configuracion seria de nuevo inestable debido a la radiacién electromagnéti-
ca que generarian; ésto quiere decir que los sistemas cargados, dinamicos y
clasicos son inestables. Sin embargo, sabemos que la materia se mantiene
unida de forma electromagnética. El hecho de que los dtomos y la moléculas
sean estables se debe no sélo a fuerzas electrostaticas, sino a fuerzas de otra
naturaleza: La mecanica cuantica. Asi, la estabilidad de la materia se explica
en el marco de la mecanica cuantica no-relativista. Por ejemplo, para el caso
de un atomo se puede explicar de forma sencilla: Consideremos el Hamilto-
niano del sistema dado por la energia cinética no-relativista del electron mas
la energia potencial dada por las interacciones electrostaticas Coulombianas
entre las particulas cargadas. Gracias a la no conmutatividad de la energia
cinética y la energia potencial, la estabilidad del atomo es una consecuencia
del hecho de que cualquier intento por hacer la energia tan negativa como
uno quiera necesitaria que la localizacién del electron esté muy cercana al
nucleo y ésto requeriria que la energia cinética sea muy grande. Esto se co-
noce como el principio de incertidumbre de Heisenberg (Ap)(Ax) > 1. Asi,
podemos concluir que es la parte cinética, desde la naturaleza cudntica, la
que ayuda a que el atomo sea estable.

Desafortunadamente para el caso de atomos de muchos electrones o para
el caso de moléculas, el principio de incertidumbre de Heisenberg ya no se



puede aplicar directamente, debido a que hay mas particulas interactuando.
Sin embargo, existe un mejor principio de incertidumbre formulado por So-
bolevd. Este principio ofrece una forma de acotar la energia cinética para el
caso de varias particulas y que describe adecuadamente el hecho intuitivo de
que la energia cinética de una particula se incrementa muy rapidamente, al
mismo tiempo que la funcién de onda se comprime, para prevenir el colap-
so. Ademas, junto con este principio de incertidumbre méas fuerte se usa el
principio de Pauli® para poder describir correctamente la fisica de sistemas
de varios electrones. Asi, finalmente se tiene que usando herramientas mas
fuertes como el principio de incertidumbre de Sobolev, y el principio de Pauli
junto con la estadistica de Fermi-Dirac, pueden garantizan la estabilidad de
la materia.

Con base en lo anterior, ahora consideramos la perspectiva de la mecanica
cuantica no-relativista que rige a los atomos y las moléculas. El Hamiltoniano
del sistema, en unidades atémicas, esta dado por:

k k

1< 72 » Z 1
HZ_i;Aa_‘_ZR—Z‘j_Z T_-+ > (2)

’
i<j i=1 a=1 %@ a<b

donde A, es la energia cinética del electrén a, R;; es la distancia entre los
centros cargados ¢ y 7, r;, es la distancia de la a-ésima carga electréonica al
1-ésimo centro cargado, 7, es la distancia entre los electrones ay b, y k = 1, 2.

Del Hamiltoniano (2) podemos ver que no existe una restricciéon sobre
el valor de la carga Z y que podemos considerarlo un pardametro mas. De
nuevo, al igual que en la electrodinamica clasica, el valor Z = 0 representa un
punto critico ya que el potencial desaparece o casi desaparece, dependiendo
si se considera uno o dos electrones. Asimismo, es natural suponer que debe
de existir otro valor de la carga Z donde el comportamiento de la solucién
de la ecuaciéon de Schrodinger cambia, ya que para cargas mayores de cero
la repulsion Coulombiana entre las cargas Z puede eventualmente hacerse

dPara el caso de sistemas atémicos con més de un electrén la desigualdad de Sobolev
se puede expresar como: (V|T,|¥) > (const.)( [ p(z)*d*Nz) 1/3, donde ¥ es la funcién de
onda del sistema, Ty es la energia cinética de los N electrones, p(z) = ¥(x)? es la densidad
de probabilidad. Esta desigualdad nos ofrece una cota para la energia cinetica cudntica
del sistema. La energia cinética juega un papel muy importante en la estabilidad de los
atomos y moléculas. Para mayor detalles ver [9].

¢El principio de Pauli establece que: Dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo
estado cudntico simultineamente.



mas grande que la atraccién entre los electrones y los centros cargados, y el
sistema se vuelve no-ligado. Esto lo podemos interpretar como que el sistema
ha pasado de estar en niveles discretos de energia a niveles del continuo. A
éstos valores de la carga para los que ocurre ésta transicion las llamaremos
cargas criticas.

Desde el punto de vista fisico, parece evidente que el sistema es no-ligado
para cargas muy grandes asi como para cargas Z < 0. Asi, deben de existir
dos cargas criticas: Una cerca de cero, Z ~ 0 y la otra para un valor finito
de Z. Ninguna de éstas dos cargas es una singularidad del Hamiltaniano (2).

Para el caso de un sistema molecular homonuclear podemos hacer la si-
guiente definiciéon formal: una carga critica Z.,. para un sistema Coulombiano,
es una carga para la cual se separa el dominio de existencia de estados liga-
dos (dominio de estabilidad) del dominio de estados no ligados: el continuo
(dominio de inestabilidad).

Finalmente hay que mencionar que en el caso de existencia de un estado
ligado molecular, la curva de potencial Er = Ep(R) tiene un minimo para
distancias intercentros finitas alrededor de la distancia R = R.,. Conforme
se aumenta el valor de la carga Z, la curva de la energia potencial evoluciona
hasta perder el minimo y lo hace de la siguiente manera: Primero tiene un
minimo global y el sistema es globalmente estable. Después contintia teniendo
un minimo local pero el sistema se convierte en metaestable. Finalmente el
minimo evoluciona a un punto sillaf, ya que el minimo y méximo se unen, y
el sistema se vuelve inestable. Para valores mayores que la carga critica Z.,,
el sistema es inestable. Esto se ilustrard mas adelante, ver 2.2.4.

El Método Variacional

Sabemos que la ecuacién de Schrodinger sélo tiene soluciones exactas
para un nimero muy reducido de potenciales. Entonces para explorar un
sistema que no tiene solucién exacta debemos recurrir al uso de métodos de
aproximacion. Existen muchos métodos pero la eleccion entre uno y otro se
basa en las caracteristicas de cada sistema.

Entre los diferentes métodos para aproximar la solucién de sistemas no
exactamente solubles se encuentra el método variacional que es amplia-
mente usado en el estudio de sistemas moleculares. A continuacién se descri-

fDefinimos punto silla como el punto de inflexién donde la curva de potencial crece en
un sentido y decrece para el otro, teniendo derivada igual a cero para ese punto.



bira el método variacional general y en particular el método variacional de
Ritz (un método variacional no-lineal).

Consideremos un sistema fisico. Sabemos que cualquier sistema fisico,
desde el punto de vista cuantico, estd descrito por su Hamiltoniano. Con-
siderando el método variacional es necesario construir un funcional de la
energia a partir del Hamiltoniano H del sistema. El funcional de la energia
se construye de la siguiente manera:

[ v Hepdr
Jrapdr
donde 9 es la funcién de onda, y es normalizable (en el caso de los estados
ligados del sistema las funciones satisfacen [ ¢*idr = 1). Se estd interesado
en encontrar el minimo del funcional condicionado por [ ¢¢*dr—1 = 0. Para
ello se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange, que establece que
en un punto extremo, existe una constante A tal que

5/¢*H¢dr + /\6</¢*¢dr - 1) =0. (4)

Identificando A = FE, la ecuacién anterior se puede escribir como

5 / W (H — E)idr = 0, (5)

donde aplicando la variaciéon sobre 1* se obtiene la ecuacion de Schrodinger
H+y = E1), mientras que si la variacion es sobre 9, y considerando la Hermi-
ticidad de H, se obtiene la ecuacién compleja conjugada Hy* = Evy*. Asi, la
energia resulta ser un multiplicador de Lagrange, y ¢ (la funcién de onda que
da el minimo del funcional (3)), corresponde a la funcién de onda de minima
energia (estado base) 1. Reformulando lo anterior, se enuncia el siguiente
teorema®:

E() (3)

Teorema 1 Sea H el Hamiltoniano de un sistema, entonces el funcional de
energia

b = L8, ©)

se minimiza cuando P es la eigenfuncion del estado base de la ecuacion de
Schrodinger.

8L. D. Landau and E. M. Lifshitz. Quantum Mechanics (Non-relativistic Theory), § 20,
Butterworth-Heinemann, 2003, [12].



Prueba Sea 1 una funcién de cuadrado integrable que estd normalizada
a1 (ésto es [¢*pdr = 1). Considerando el Hamiltoniano H, junto con el
conjunto completo de sus eigenfunciones y eigenvalores, es decir

la funcién ¢ puede ser escrita como una combinacién lineal de las eigenfun-
ciones de H, ésto es

Desarrollando (6) a partir de (8) se obtiene

[t = Y36 [ viHudr,
= Z ’CHPEn ) (9)

Ahora ordenando los eigenvalores de energia, ésto es Fy < E; < Ej..., se
tiene que (E, — Ey) > 0 por lo que se puede escribir

S ICuPE, =) |CulPEo+ ) |Cul(En — Eo) = Ey Y _|Cal*,  (10)

y de la condicién de normalizacién [ p*1) = 1 se tiene que >, |C,|* =1, por
lo que finalmente se obtiene

/WHwZ%, (11)

es decir la igualdad se cumple sélo si 1 es la eigenfuncion del estado de menor
energia, es decir la funciéon de onda del estado base 1),. l

En la préctica, al aplicar éste método de aproximacion a un problema
concreto, lo que se hace es tomar funciones normalizables, en principio ar-
bitrarias," que llamaremos funciones de prueba, U, =V,(aq,a,as,...)" que

hRealmente, como se verd mas adelante, se eligen las funciones de modo que describan
correctamente la mayor cantidad de caracteristicas fisicas del sistema a estudiar.
'De aqui en adelante se utilizara el subindice p para representar las funciones de prueba.
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dependan de ciertos parametros oy, as, ag, ... Por lo tanto modo el valor de
la energia depende de los valores que toman éstos parametros, y se define la
energia variacional como

[ HT,dr

=2 _Fr 7 12
f‘ll;;‘llpdr (12)

Evar(Qb Ay, 3, )

Nos interesa obtener el valor minimo de F,,, como funcion de los parametros,

Bl = ming By (13)
pues el valor obtenido serd siempre mayor, y en el mejor de los casos igual al
valor exacto de la energia del estado base, es decir, de (11)
Emm > F. (14)
Una manera de interpretar la energia variacional resulta si se toma el
Hamiltoniano } H, = —A + V,, para el cual la funcién de prueba ¥, es
una eigenfuncién exacta, H,¥, = E,¥,, en donde se cumple la relacién
V, = A\I]\I;” + E,. Asi que en la ecuacién de la energia variacional E,,, (A.2)
se tiene

o UHYdE
J W0, dr
JUH,,dr [0 (H - H,)V,dr
J W0, dr J W0, dr
[T (V = V)T, dr
= E P 1
p SV, dr (15)

De ésta ultima ecuacién se puede ver que la energia variacional resulta ser
los dos primeros términos en una teoria perturbativa, en donde el potencial
no perturbado es V,, y la perturbacién es V' — V,,. Desde éste punto de vista,
lo més importante es elegir funciones de prueba W, cuyos potenciales V,
reproduzcan las caracteristicas mas importantes del potencial original lo mas
cercanamente posible, es decir que el potencial perturbativo V' — V, sea en
cierto sentido pequeno y conduzca a una teoria perturbativa convergente.

JEscrito en unidades atomicas.
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Funciones de Prueba y Criterio de Eleccion

En el uso del método variacional una parte muy importante son las fun-
ciones de prueba. Al estudiar sistemas fisicos no exactamente solubles es
importante hacer una buena eleccién de las funciones de prueba. En general,
la funcién de prueba es una combinacién lineal de la forma:

‘IIP = ZAJ¢(j) ) (16)
j=1

en donde las funciones de prueba ) (en general no-ortogonales pero li-
nealmente independientes) se eligen de manera tal que describan diferentes
situaciones fisicas bien definidas. Cada uno de éstos términos también contie-
ne parametros variacionales (no-lineales). En nuestro caso, la forma explicita
de éstas funciones es:

¢(]) =e Zi’a agi)rer’y(j)l’lz ) (17)
con 1y, la distancia del i-ésimo electron al a-ésimo centro cargado, las ry; es la
distancia relativa entre los electrones (sélo para el caso de dos electrones), las
agi) y 79) son los pardmetros variacionales. Los coeficientes A; (lineales) en
(16) también son parametros variacionales. Cada funcién 1)) es considerada
como una funcién de prueba, asi realmente lo que se estd haciendo es una
combinacién lineal de funciones de prueba. Un hecho esencial en la elecciéon
de las funciones de prueba, es que éstas deben de cumplir algunas condiciones
a partir de las cuales se considera que describen adecuadamente al sistema, a
ésto se le llama adecuacion fisica. Los trabajos realizados en sistemas atomi-
cos y moleculares en campos magnéticos intensos han demostrado la eficacia
de la eleccién usada, por ejemplo ver [13]. Los criterios para la eleccion de

las funciones de prueba son los siguientes:

1.- La funcién de prueba ¥, debe ser tal que el potencial asociado V, =
AT, . . .,
g, bara el cual la funcién de prueba ¥, es eigenfuncién exacta de
H, = —A +V,, reproduzca el potencial original cerca de las singulari-

dades de Coulomb y el comportamiento asintético.

2.- Se deben de incluir en las funciones de prueba las simetrias propias del
sistema.
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3.- Si se estudia el estado base, la funcién de prueba no debe anularse en
todo el dominio de definicion, ésto es que no debe tener nodos.

Para el calculo variacional es conveniente tener una expresion util para la
energia. Con la forma de las funciones de prueba dadas por la ec. (16), junto
con la ecuacion (15) se observa que

Hp\l/p = (_A + Vp)‘llp = Ep‘ljpv (18)

que un simple rearreglo conduce a AV, = (V,, — E,)V,. Asi que para E,,, se
tiene

J YV = (V, — E))Wpdr

Frar = [, dr
_ SO (V = S2) U dr (1)
JUrv,de
y con ¥, de la forma (16) se obtiene
Y, =Y AV e o)
J U0, dr !
donde se ha definido Ag)
Vi = O (21)

como el potencial correspondiente a cada una de las funciones de prueba 9.

Técnica Computacional

En general, en el célculo de la energia variacional con funciones de prueba
del tipo (17) las integrales involucradas no se pueden resolver exactamente,
por lo tanto tenemos que recurrir a métodos numéricos. Asi que una parte
muy importante en el calculo del minimo del funcional de energia es la técnica
computacional. Esta técnica se basa en disefiar un programa para calcular la
energia variacional del estado base de cada sistema estudiado.

Los programas estan basados en el lenguaje de programaciéon FORTRAN
y C++ utilizando los compiladores Intel. Para el caso de los sistemas con
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un electron se consideran programas escritos en el lenguaje de programa-
cién FORTRAN. Cada programa usa la rutina MINUIT [14] de la biblioteca
CERN-LIB para realizar la minimizacién y la rutina DO1FCF de la biblioteca
NAG-LIB [15] para integrar numéricamente integrales tridimensionales.

El paquete MINUIT acttia sobre una funciéon FORTRAN a la cual se le
da el nombre genérico FCN. El valor de FCN en general dependerd de uno o
mas parametros cuyo significado esta definido por la forma de la funcién de
prueba, pero cuyos valores son determinados por MINUIT de acuerdo con
los requisitos del programa en FCN (generalmente minimizacién). Cada uno
de los pardametros en FCN estd definida por el usuario y pertenece a uno de
los siguientes tipos: Variable libre, variable con limites e indefinida.

Una caracteristica importante de MINUIT es que los parametros pue-
den cambiar de tipo durante las corridas de MINUIT. Muchos comandos de
MINUIT son capaces de fijar o liberar los parametros y viceversa; imponer,
cambiar o remover limites de los parametros y ademas definir completamen-
te nuevos parametros mientras que la rutina corre. MINUIT es uno de los
programas de minimizacién mas sofisticado que existe.

Por otro lado, dada la complejidad de hacer integraciones numéricas en el
caso de sistemas de dos electrones, se consideran programas en paralelo escri-
tos en FORTRAN con el protocolo de comunicacion MPI (Message Passing
application programmer Interface). Ya que resulta que para éstos casos la
rutina de integracién DO1FCF no es la mejor herramienta para hacer calcu-
los de integraciones n dimensionales (ésto es en cuanto a costo de tiempo
méquina). Se utiliza una rutina de integracién multidimensional adaptativa
basada en los algoritmos de Genz y Malik [16].

Actualmente ya no existe soporte para MINUIT en la versién de FOR-
TRAN, y en su lugar se ha hecho una versién de MINUIT en el lenguaje C++
[17]. Aprovechando los nuevos desarrollos para MINUIT se puede utilizar las
bibliotecas de integracién HIntLib* (High-dimensional Integration Library).
Implementando la biblioteca HIntLib en los programas de FORTRAN! para
el calculo de la energia variacional de los sistemas se puede tener una ga-

nancia significativa en cuanto a tiempo de cédlculo, en comparaciéon con la
biblioteca DO1FCF.

KHIntLib[18] es una biblioteca escrita en C++ para integracién numérica de alta-
dimensionalidad distribuida bajo los términos de GNU General Public License, version
2 (GPL). Véase por ejemplo: http://mint.sbg.ac.at/HIntLib/

Tmplementada por el Ing. Dimitri Turbiner.
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Estrategia de minimizacion

A pesar de todos los desarrollos en cuanto a programacién, cédigos, ruti-
nas y bibliotecas para integracion en varias dimensiones, una minimizacién
“directa”, en donde se varian todos los parametros simultaneamente, no con-
duce en general a la mejor energia, por lo que se debe disenar una estrategia
adecuada de minimizacién. Los parametros iniciales son elegidos, por ejem-
plo, de manera que el potencial V,, reproduzca las caracteristicas fisicas mas

importantes del potencial original usando cada una de las funciones 1/)1(,j ) de
manera individual para finalmente utilizar todas las funciones consideradas
juntas. La rutina MINUIT permite fijar y liberar pardametros con lo cual
podemos establecer alguna estrategia de minimizacién.

A su vez, los parametros variacionales son funciones de algtin parametro
fisico A del cual tenemos control. Asi al variar A se espera que el resto de los
parametros variacionales varien de forma suave, es decir de forma continua
y regular.

Cuando se han calculado los valores de los parametros y la energia varia-
cional para una cierto valor de A, es necesario hacer célculos sobre valores
vecinos A £ § (§ = distancia pequena) para confirmar que los pardmetros
obtenidos para el punto de partida son en realidad los mejores. En la practica
esto significa que para verificar los resultados obtenidos para un valor de A,
se minimiza la energia para valores cercanos y a partir de los parametros ob-
tenidos para estos puntos se vuelve a minimizar la energia del punto original.
Si el resultado no se verifica, los calculos sobre ese punto deben continuar. Si
los calculos se verifican entonces los resultados obtenidos para ese valor de A
se toman como los valores de inicio para el calculo de los siguientes valores
de A.

En general, aunque los parametros varian de manera regular como funcién
de los diferentes valores de A, la superficie paramétrica es muy compleja y es
necesario usar frecuentemente la estrategia mencionada anteriormente para
evitar minimos locales.

A continuacion se muestra el diagrama de flujo del programa utilizado en
el presente trabajo.
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Principio del
Programa

Limites Integ
Precision

Inicializa Rutina
de Minimizadion
MINUIT

Param. Inicial
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lSI

Figura 1: Diagrama de flujo del programa utilizado para minimizar la energia

variacional para los diferentes sistemas.
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Unidades atémicas

En sistemas atémicos y moleculares, resulta conveniente trabajar en el
llamado sistema de unidades atémicas (a.u. por sus siglas en inglés), en el

cual m, = e = h = 4mey = 1, resultando con ello que el radio de Bohr
h2

ay = —— = 1, y la energia del estado base del dtomo de hidrégeno Ey =
meeQ Y
2 2 . ;. . . ,
—( - ) me — 1 se tomen como unidades atémicas de distancia y energia
41eq 2h 27

respectivamente (esta tltima denominada Hartree). Por lo que se tiene que
en el sistema de unidades atémicas, las unidades basicas son

m., = 1 a.u. de masa
e = 1a.u. decarga
h = 1 a.u. de momento angular
dmeg = 1 a.u. de permitividad
ay = 1 a.u. de longitud
Ey = — a.u. de energia = —Hartree

En el presente trabajo se consideraran estas unidades. La energia se conside-
rard en Rydbergs (Ry).

Objetivo

El objetivo de éste trabajo es hacer un estudio de las cargas criticas
para sistemas moleculares Coulombianos simples de uno y dos electrones con
centros cargados de carga Z, considerando que la carga Z estd en los reales
no negativos, y bajo la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden cero
(donde los centros cargados se consideran infinitamente masivos). Para ello
consideraremos:

» Estudio del ion molecular H; * en configuracién triangular equildtera,
donde los centros cargados tienen carga Z = 1. Este primer estudio
nos proporcionard el grado de confiabilidad y precision del método
variacional especializado que se utiliza en éste trabajo. En particu-
lar se usan funciones de prueba del tipo Slater (17), y se optimiza la
energia variacional con respecto a parametros no-lineales. Al mismo
tiempo se dard una posible explicacién de la no existencia de ion mo-
lecular H; ™t en configuracién triangular equildtera en la aproximacién
de Born-Oppenheimer a orden cero.
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= Encontrar las cargas criticas, y por tanto el dominio de existencia, para
sistemas moleculares Coulombianos de uno y dos electrones con n cen-
tros cargados. Para el caso de un electron se considera n = 1,2, 3,4, 5.
Para el caso de dos electrones se consideran n = 2, 3 centros cargados.
Ademas, otro objetivo es dar una posible explicacién a la existencia de
éstos puntos criticos y el comportamiento de la energia total cerca de
ellos. Para llevar a cabo éste estudio se utilizan funciones de prueba de
pocos parametros del tipo (17).

» Finalmente, hacer un estudio variacional del ion molecular H3". Se ob-
tendran valores esperados para diferentes cantidades relevantes para
la molécula, y se compararan con los resultados de otros estudios. El
objetivo es ver la eficacia del método variacional, usando funciones de
prueba de pocos parametros, pero que incluyen, explicitamente, la co-
rrelacién electronica en forma exponencial.



Capitulo 1

Ion Molecular H3+ *
(No existencia)

1.1. Consideraciones Generales

Es un conocimiento que el ion molecular H; ™ no existe. El propésito
de éste estudio es demostrar que H; ™ no existe en configuracién triangu-
lar equilatera®, y al mismo tiempo estudiar el grado de convergencia de los
resultados obtenidos con las funciones de prueba propuestas.

El ion molecular H;* consiste de tres protones y un electrén (3p,e). En
el marco de la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero (la masa de
los protones es infinita), los protones se pueden considerar en configuracién
triangular equildtera, que es la mas simétrica y estable. Su posicién estara fija
en cada uno de los vértices del tridangulo de lado R (ver figura 1.1).

El Hamiltoniano H del sistema estd dado por:

9 1 1 1 6

H=p 2(T1+r2+r3)+R’ (1.1)

donde r; es la distancia desde el electrén a cada uno de los protones (i =

1,2,3), R es la distancia entre los protones y p corresponde al operador

de momento (—iV). El Hamiltoniano se ha multiplicado por un factor 2

para considerar la energia en Rydbergs a priori. De ahora en adelante se

presentaran los Hamiltonianos de los sistemas multiplicados por un factor de
dos.

2Se considera la configuracion triangular equildtera ya es la més simétrica y en caso de
que el sistema exista ésta configuracion podria ser la més éptima.
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Figura 1.1: El ion molecular H; " en configuracién triangular equildtera. Las
posiciones de los protones estdn marcadas sobre los vértices del tridngulo, el
punto e representa el electron.

1.2. Funciones de Prueba

Las funciones son elegidas de tal forma que describan de manera correcta
los aspectos fisicos mas importantes del sistema; es decir, que sean fisicamente
adecuadas. La funcién de prueba, en general, estd dada por la ec. (16). La
funcién de onda para el sistema H; " se puede escribir como una combinacién
lineal de seis funciones base:

6
b, = AV, (1.2)
j=1

donde A; son pardmetros lineales. Cada término de la funcién de prueba ¥,
puede describir una situacién fisica particular. En general, cada funcién ¢V
tiene la forma de un producto simetrizado® de tres orbitales de Coulomb
(funciones de Slater):
PU) = oot ri—ay r—ars (1.3)

Los parametros variacionales a’s pueden ser interpretados como la carga
efectiva que origina la interaccién entre el electrén y el i-ésimo proton.

Con estas observaciones se obtienen las diferentes funciones de prueba:

M Tomando todos los pardmetros s iguales a oy,

w(l) — e—ai(ritratrs) (1‘4)

bSimetrizado con respecto de permutaciones de loas centros cargados, ya que son
particulas idénticas.
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¢(2):

W

Se puede interpretar que la carga neta con la cual el electron interactia
de manera atractiva con cada uno de los protones es la misma. Se
piensa que ésta situacion describe al sistema cerca de la configuracion
de equilibrio, y corresponde a un tipo de interaccion coherente entre el
electron y cada uno de los protones. Es una funcién del tipo Heitler-
London®, usadas originalmente para sistemas H;™ o Hs.

Dos o's son iguales y la restante es igual a «y, combinacion simétrica
resulta
¢(2) — 70271 | o022 4 02T (15)

Se tiene una descripcién del sistema a grandes distancias en donde
el electrén interactiia esencialmente con un solo protén. Por ello a este
tipo de interaccién se le denomina interaccion incoherente. Esta funcion
es del tipo de las llamadas Hund-Mulliken?, usadas originalmente para
sistemas Hy™ o H.

: Un « igual a cero y dos diferentes de cero iguales a as,

w(g) _ 67a3(r1+r2) + 67a3(r1+r3) + 67013(?“2+T3). (16)

Con cada término de esta funcién es posible la descripcién del sistema
H3" més un protén.

Un « igual a cero y las otras dos diferentes una de otra siendo iguales
a oy 5, respectivamente,

77Z)(4) _ 67a4r17a5r2+67a4r27a5r1 +67a4r17a5r3

+ 670141”37045?“1 _‘_670141”27045?“3 _‘_670141”37045?“2 . (17)

Se asume que esta funcién describe el sistema H, més un protén. De
hecho es una funcién del tipo Guillemin-Zener® simetrizada sobre los
protones. Si ay = as la funcién ™ se reduce a 1. Si a, = 0, la
funcién @ se reduce a ¥ . Entonces ¢ es una interpolacién no
lineal de las funciones 1) y 1)® . Esta funcién debe describir distancias
intermedias entre los protones.

°W. Heitler y F. London ver [21], [22]
dF. Hund ver [21], [23]; R. S. Mulliken ver [21], [24]
°V. Guillemin y C. Zener, ver [25]
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®): Dos a’s iguales y la tercera diferente,

w(S) — T O6TITOGT2TOTTS | o OGTI—OGTE 7T
4 eTO6T2TAGTITATTS | o —OGT2 6T aTT]

+ e—a6r3—a6r1—a7r2 +6—a67‘3—a67’2—a77‘1 . (18)

Esta funcién describe un estado “mezclado” de tres dtomos de hidrégeno.
Si ag = az, la funcién 1® se reduce a . Si ag = 0, la funcién ¢©®

se reduce a la ¢, Si a; = 0, la funcién 1®) se reduce a 9®. Podemos

decir que 1) es una interpolacién no lineal entre (), () y 43 Esta

funcion también es del tipo Guillemin-Zener y debe describir distancias

intermedias entre protones.

¥ ©: Las tres a's diferentes,

¢(6) — @ OBTITAIT2TAIOT | T ASTI—A9T3—A10T2
—Q4T2—Q5T1 — Q10T —QgT2—Q9Tr3—Q107T1
+e 5 0T3 | 708 973 =010

—Q4T3— QT — Q1072 —Qg8T3—Qra—a10T1
+e 3—Qg9 0 +e 8T3—Q9 o1

Esta es, en general, una interpolacion no lineal de todas las funciones

¢(175),

Cada una de las 9, puede ser tomada como una funcién de prueba, sin
embargo, como ya se menciond, se espera que el sistema se encuentre en una
situacion intermedia. Ademads, parece natural que al aumentar del nimero
de parametros variacionales es posible obtener una mejor energia.

La funcién de prueba (1.2) depende en total de 15 pardmetros varia-
cionales; cinco pardmetros lineales A;, ya se puede considerar A; = 1 por la
condicién de normalizaciéon, y 10 parametros no-lineales a. La distancia inter-
nuclear R no es un parametro variacional ya que en los calculos se considera
un valor fijo.

1.3. Resultados

Se consider? el sistema (3p, e) de tres protones infinitamente masivos en
configuracion triangular equilatera y un electrén. Usando el método varia-
cional se realizaron calculos para obtener valores de la energia total Er del
sistema para diferentes valores fijos de la distancia internuclear R. Se usé la
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rutina de minimizacién MINUIT [14] de la biblioteca CERN-LIB, asi como
también la rutina DO1FCF de la biblioteca NAG-LIB [15] para integraciones
numeéricas en tres dimensiones.

En la Tabla 1.1 se muestran los resultados de la minimizacion para la
energia total Er (en unidades de Rydbergs (Ry)), como funcién de la dis-
tancia internuclear R (en unidades atémicas).

R(a.u.) Energia
0.10 | 51.2605684
0.20 | 21.7652244
0.30 | 12.3060338
0.40 7.8158808
0.50 5.2771000
0.60 3.6886676
0.70 2.6262532
0.80 1.8810732
0.90 1.3394274
1.00 0.9346478
1.10 0.6253608
1.20 0.3847164
1.30 0.1946538
1.40 0.0426368
1.50 -0.0802536
1.65 -0.2237210
1.68 -0.2477132
2.00 -0.4355914
2.50 -0.5827042
3.00 -0.6486048
3.50 -0.6793260

Tabla 1.1: Resultados variacionales obtenidos para la energia total Ep co-
mo funcién de la distancia entre los protones R para el sistema (3p,e) en
configuracién triangular equilatera (Fig.1.1). Para R = 3.50, en el resultado
reportado en [36] corresponde a Er = —0.6780 (GTO).

También consideremos en particular la distancia R = 1.68 para el lado del
triangulo’. En la Tabla 1.2 se presenta una comparacién entre los resultados

fPara esta distancia se han realizado varios estudios de la energfa total del sistema.
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obtenidos en este estudio con los resultados obtenidos con métodos estandar
de quimica cudntica, Combinacién Lineal de Orbitales Atémicos (LCAO,
por sus siglas en inglés), que usan orbitales atémicos optimizados, del tipo
Gaussiano (GTO) o del tipo Slater (STO) y el método de elemento finito.

Autor Método Energia(Ry)

Conroy [29] STO -0.2431714

Johnson and Poshusta [37] GTO -0.24748, est. exact -0.248
Schwartz and Schaad [32] Variacional -0.24746

Somorjai and Yue [33] Variacional -0.23416

Ackermann et al. [38] F. E. -0.2477134

Presente trabajo Variacional (1.2) | -0.2477132

Tabla 1.2: Comparacion de los diferentes resultados para la energia total, Er,
del sistema H; " en configuracién triangular equildtera para R = 1.68 a.u.

Como resultado de analizar los datos (ver Tabla 1.1) hacemos las siguien-

tes observaciones:

= La Energia Total Er es una funciéon mondétonamente decreciente con el
aumento de la distancia internuclear R (ver Fig. 1.2).

» El comportamiento de la Energia Total Fr para valores grandes de R
es asintotico hacia el valor de la energia del atomo de hidrégeno del

estado base 1s,

Er(R) — Ef = 1Ry con R — oc.

En esta configuracién triangular equildtera el canal de decaimiento co-
rresponde al &tomo de hidrégeno y dos protones

(3p,e) = H+p+p

» El sistema no exhibe la aparicion de un minimo en la curva de potencial
para valores finitos de R; lo que nos dice que no existe un estado ligado.

Esta distancia se considerd en los estudios ya que corresponde a un estimado previo de
la distancia de equilibrio para el ion molecular H; en configuracién triangular equildtera
[30] y sugeria que podria ser la distancia de equilibrio para el ion molecular H. ; *. Hoy en
dia se sabe, con mucha precisién, que la distancia de equilibrio para H. ;‘ es R =1.65 [39].
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Capitulo 2

Cargas Criticas de Sistemas
Moleculares de un Electron

En la literatura podemos encontrar algunos estudios sobre sistemas for-
mados con varios protones y un electrén, como los sistemas atémicos H, He™
y los iones moleculares H," y H; . Estudios sobre sistemas con mas de tres
protones y un electrén no han sido hechos ya que empiricamente sabemos
que esos sistemas no existen.

De lo anterior resultan algunas preguntas naturales: Quitando la restric-
cién de que la carga de los protones sea igual a uno, jPueden existir iones
moleculares con n centros cargados, de carga Z y solo un electron?, y ;Bajo
qué condiciones pueden existir?

2.1. Cargas Criticas

Consideremos un sistema formado por n centros de carga Z y un electrén,
(nZ,e). Considerando la perspectiva de la mecdnica cudntica no relativista,
la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, y tomando en cuenta
sélo interacciones Coulombianas, el Hamiltoniano del sistema (para cualquier
configuracion geométrica de los centros cargados) se escribe de la siguiente
forma:

—2> "= (2.1)

escrito en unidades atémicas (la energia estara dada en Rydbergs), donde R;;
es la distancia entre el 7-ésimo y el j-ésimo centro cargado, r; es la distancia
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entre el electréon y el i-ésimo centro cargado.

De la ecuacién (2.1) podemos ver que no hay ninguna restriccién al valor
de la carga Z. Asi que, sin pérdida de generalidad, podemos estudiar éstos
sistemas para un valor arbitrario de la carga Z, considerando que es un
nimero real no negativo. La restriccién de que el valor de la carga Z sea un
nimero entero se explica en la teoria de particulas elementales y en fisica
nuclear; en nuestra consideracion del problema ésto no resulta asi. Bajo ésta
perspectiva, es claro que debe existir un valor de la carga Z para el cual
comienza a existir un estado ligado para el sistema. Este valor de Z separa
los dominios de existencia y no existencia de la solucién de la ecuacion de
Schrodinger para un estado ligado. A éste valor de la carga se le denomina
carga critica, Z.,.

Para ilustrar la idea de cargas criticas consideremos algunos ejemplos: El
caso mas sencillo es el caso atéomico. El dtomo de hidrégeno con carga Z.
Para este sistema sabemos que la energia total es:

En(Z) = — (2:2)

m )
donde N es el nimero cuantico principal. El espectro es discreto para Z > 0.
En este caso el punto critico se encuentra en Z.. = 0. El valor Z = 0 repre-
senta un punto singular de la ecuacion diferencial, el potencial desaparece.
El siguiente punto critico se presenta para Z = oo.

Para el caso especifico que estamos considerando, n centros de cargas
Z y un electrén, podemos ver del Hamiltoniano (2.1) que un valor singular
de la carga es Z = Z.. = 0, donde el potencial desaparece. Para Z > 0
la repulsiéon Coulombiana entre los centros cargados se incrementa hasta
el punto que es mayor que la atraccion entre los electrones y los centros
cargados, y finalmente el sistema deja de estar ligado.

De ésta forma podemos decir que los sistemas tienen un estado ligado
para valores de cargas 0 < Z < Z.,.. Nuestro objetivo es encontrar y estudiar
el valor de la carga critica Z,.., para la cual el sistema comienza a tener
un estado ligado, para diferentes sistemas. Utilizando el método variacional
haremos un estudio de la energia total de los sistemas como funcién de la
carga de los centros.
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2.2. Sistema (27, ¢)

2.2.1. Consideraciones Generales

Consideremos un sistema que consiste en dos cargas fijas Z separadas por
una distancia R, y un electrén, (27, €) en interaccién Coulombiana, ver Fig.
2.1.

Figura 2.1: Ton molecular (27, e). Las cargas Z se encuentran fijos (infinita-
mente masivos). El electrén estd en el punto e.

El Hamiltoniano del sistema es:

2
H:p2+£—2Z l+i , (2.3)
R T T2

donde p es el momento del electrén, R es la distancia entre las cargas Z y r;
es la distancia entre el electron y la i-ésima carga 7,1 =1, 2.

2.2.2. Funciones de Prueba

Usando el método variacional se puede encontrar la energia total £ como
funcion de la carga Z y para ello se utilizaron funciones de prueba. Como se
comento en la introduccién para este caso las funciones de prueba se pueden
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escribir como una combinacién lineal de tres funciones:
3
U, = Al (2.4)
j=1

donde A; son parametros variacionales lineales. En general cada 1/)1(,j ) tiene la
forma del producto simetrizado® de dos orbitales 1s de Coulomb (Funciones
de Slater), pero pueden ser escritos como una suma de orbitales de Coulomb:

Y@ = gmoim—oz’r2, (2.5)

A continuacién se da una breve descripcion de las funciones:

M : Las dos a’s son iguales a oy,
Pl = gmenlnin) (2.6)

Es una funcién del tipo Heitler-London. Esta funcién corresponde a
una interaccion coherente entre el electrén y los centros cargados. Su-
puestamente describe al sistema a distancias pequenas entre los centros
cargados.

1 : Un pardmetro o es igual a cero y el otro es igual a o,
Y@ = gmo2m 4 g (2.7)

Esta es del tipo Hund-Mulliken y posiblemente describe al sistema a
grandes distancias, donde esencialmente el electron interactiia con sélo
uno de los centros cargados, realizando una interacciéon incoherente.

1) : Los dos pardametros « son diferentes,
77/)(3) — e ¥sTLTO4T2 | o—a3TI—oUTI (2.8)

Es una funcién del tipo Guillemin-Zener. Es una interpolacién no lineal
de las funciones Heitler-London y Hund-Mulliken (distancias arbitrarias
entre las cargas 7).

aSimetrizando la funcién con respecto de permutaciones de los centros cargados, ya que
son particulas idénticas.
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2.2.3. Puntos Criticos de (27, ¢)

Debe existir una carga critica que separe el dominio de existencia y no
existencia” de la solucién de la ecuacién de Schrodinger. Una de éstas cargas
criticas es Z = 0. Por otro lado sabemos que el sistema existe para Z = 1,
el ion molecular H, . Para alguna carga mayor que Z = 1 el estado ligado
del sistema debe dejar de existir. Los célculos (ver Fig. 2.3) de la energia
total Er como funcién de la carga muestran que Z.. = 1.4390. De ésta forma
podemos decir que el sistema (27, e) existe para cargas 0 < Z < Z,.

Z | Br (Ry)

0 0
0.1000 | -0.031019
0.2000 | -0.107149
0.3000 | -0.212917
0.4000 | -0.338292
0.5000 | -0.476060
0.6000 | -0.620858
0.7000 | -0.768679
0.8000 | -0.916584
0.9000 | -1.062530
1.0000 | -1.205269
1.1000 | -1.344335
1.2000 | -1.480124
1.3000 | -1.614220
1.4000 | -1.750671

Tabla 2.1: Energia total E7 como funcion de la carga Z calculada numérica-
mente con la funcién (2.4). La energia presentada para Z = 1 es comparable
con el mejor resultado que se tiene para éste valor Er = —1.20526923821
obtenido por A. V. Turbiner et. al [40].

Se puede hacer un estudio del comportamiento de la energia total como
funcién de la carga. Encontramos numéricamente que cerca de la segunda
carga critica Z.. se puede usar una expansiéon con exponentes fraccionarios

PM4s adelante se hace una explicacién detallada del significado de existencia y no
existencia de la solucion, ver la Sec. 2.2.4.
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que se ajusta adecuadamente a la curva de la energia. Resulta que la expan-
sién encontrada es de Puiseux; es decir es:

ET(Z) = f:&n(zcr - Z)ﬁn ) (29)

donde 3, < B,+1. El objetivo es encontrar los parametros «, y (3, que ajustan
los datos de la energia total calculada numéricamente. Los resultados del
ajuste, basados en los datos para el dominio Z € [1.30,1.43] (20 puntos),
son:

Ep(Z) = —1.8072+1.5538 (Ze — Z) — 0.5719 (Zo, — Z)%/? (2.10)
+ 0.1129(Zey — Z)? + 0.7777(Zoy — Z)*/* — 0.4086(Zer — Z) + ...

Este comportamiento indica que el punto critico puede ser un punto rama® de
segundo orden que nos indica que el sistema deja de existir para ese valor de
la carga Z de forma abrupta con comportamiento de una raiz con exponente
3/2. Esto estd de acuerdo con lo encontrado por Zamastil et al. [2] para el
caso atémico (Z, e, e).

La comparacién entre el ajuste de la energia cerca de la carga critica Z.,
y los datos obtenidos se muestran en la Tabla 2.2.

“La definicién de punto rama es: Un punto z = a es un punto rama de f(z) si cuando
Z se mueva alrededor de a en un circulo arbitrario, de radio diferente a cero, el valor de
f(2) dado para cada valor de z, no regresa a su valor original; es decir, es una funcién
multivaluada al rededor del punto a. Para mayor detalle ver [41].
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Para la carga critica Z = 0 el comportamiento de la energia total como
funcién de la carga (basado en un ajuste en el dominio Z € [0, 0.40], 9 puntos)
esta dado por la expansién de Taylor:

Er = —3.52587% +4.89227% — 3.41212* + ... (2.11)

En la Tabla 2.2 se muestra la comparacién entre los resultados y el ajuste
para cargas cerca de Z = 0.

A Er Ajuste
0.10 | -0.031019 | -0.03071
0.15 | -0.064596 | -0.06455
0.20 | -0.107149 | -0.10735
0.25 | -0.157038 | -0.15725
0.30 | -0.212917 | -0.21287
0.35 | -0.273656 | -0.27336
0.40 | -0.338292 | -0.33838

1.30 | -1.614220 | -1.61422
1.31 | -1.627654 | -1.62765
1.32 | -1.641112 | -1.64111
1.33 | -1.654600 | -1.65460
1.34 | -1.668126 | -1.66813
1.35 | -1.681699 | -1.68170
1.36 | -1.695327 | -1.69533
1.37 | -1.709023 | -1.70902
1.38 | -1.722801 | -1.72280
1.39 | -1.736676 | -1.73668
1.40 | -1.750671 | -1.75067
1.41 | -1.764813 | -1.76481
1.42 | -1.779144 | -1.77914
1.43 | -1.793737 | -1.79373

Tabla 2.2: Comparacién entre la energia total del sistema (27, €) y los ajustes
(2.11), para Z < 0.40, y (2.10), para Z > 1.30.

Existe otro punto en Z donde el sistema cambia de metaestable a estable,
7 = Zqoss, €l cual se puede ver en la Fig. 2.3. Esta representado por el cruce
de las curvas y corresponde al valor Z.,.,ss = 1.237.
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Para cargas Z < 1.237 el sistema es estable. El valor de Z..,ss coincide
con el encontrado por Rebane [3].

Podemos hacer un estudio del comportamiento de la energia total cerca
del punto de cruce Z..,s. Desde la izquierda, Z < Z...ss, €ncontramos un
ajuste de la energia total como una expansion de Taylor

BEr = —1.5292 + 1.341 (1.2366 — Z) + 0.08 (1.2366 — Z)* + . ..

Mientras que por la derecha, Z > Z,.,s, también encontramos una expansion
de Taylor

Er = —1.5292 4 1.340 (Z — 1.2366) + 0.05 (Z — 1.2366)% + . ..

Estas dos expansiones coinciden dentro de la precision de los calculos. No hay
indicaciones de que éste punto es un punto rama, contrario a lo encontrado
por Kais et al. [4].

También se muestran en las siguientes paginas como es el comportamien-
to de los parametros a como funcion de la carga cerca de los puntos criticos.
Esto es para ver como los parametros no-lineales que describen el apanta-
llamiento que siente el electrén debido a la carga de los centros cargados
va evolucionando como funcién de Z. Ademas, los parametros « definen el
comportamiento de la funcion de prueba ya que nos dan una medida de la
convergencia de las integrales del funcional de la energia variacional.

Como se puede ver en las Figs. 2.4 y 2.5 el comportamiento de los pardame-
tros «a es suave como funcion de la carga 2.

Otro punto importante es el comportamiento de la distancia de equilibrio
R., como funcién de la carga Z. De la Fig. 2.6 se puede ver que ésta es una
funcién suave de Z, creciendo para cargas Z cercanas a cero y al valor del
la carga critica Z... La distancia de equilibrio minima es Rg}f” = 1.952 a.u.
ocurre para la carga Z,,;, = 0.789.

Finalmente en la Fig. 2.7 se muestra la densidad de probabilidad p = p(z)4
como funcion de la carga. Se considera que las cargas se encuentran sobre el
eje z y el punto medio entre los centros cargados es el origen. De la figura
se aprecia como evoluciona la densidad de probabilidad al cambiar la carga.
Para cargas pequenas se puede ver que el electron se concentra cerca de las
dos cargas. Para cargas intermedias el electron se reparte entre las dos cargas.

dLa densidad de probabilidad p = p(z;) se define como p(z;) = [ p(x1,...,2,)d7,
donde 7 = (T1,...,Ti—1,Tis1,---,Tn) y p = ¥2 ¥ funcién de onda.
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Finalmente para cargas cercanas a la carga critica Z., el electron se concentra
cerca de una de las cargas; se aprecian dos picos debido a que las funciones
son simétricas y no hay una distincion de los centros cargados.

2.2.4. Estabilidad Global

A continuacién se hace una descripcién detallada de lo que es la estabili-
dad global. Al hablar de estabilidad global nos referimos a como el sistema
pasa de ser estable a metaestable. Asimismo, con ésta descripcion se puede
dar una explicacion de como deja de existir el estado ligado del sistema.

Al estudiar la energia total E7 como funcion de la carga Z se encuentran
diferentes dominios de estabilidad y metaestabilidad del sistema (ver 2.2.3);
es decir, el sistema es metaestable cuando tiene distintos modos de decai-
miento a sistemas mas estables, y es estable cuando ya no existen modos de
decaimiento y el sistema se conserva en su configuracién original. A su vez,
encontramos que existe un valor de la carga Z, carga critica Z = Z,,., para
la cual el sistema comienza a tener un estado ligado.

Consideramos un valor fijo de la carga Z y estudiando la energia total Er
como funcién de la distancia R entre las cargas Z. Podemos describir la curva
de potencial Er = Er(R). Estas curvas tienen un minimo para distancias
intercentros finitas alrededor de las la distancia R = R.,. Si éste sistema es
estable, la curva de la energia potencial, para distancias finitas arbitrarias
entre las cargas, serd mayor que en la posicién de equilibrio R = R.,. De otra
forma el estado ligado seré globalmente metaestable: la energia potencial en
distancias finitas de los intercentros es menor que en el minimo y es sistema
puede decaer. Esto implica la existencia de uno o varios maximos en la curva
de la energia potencial para algunos valores R > R, finitos, ver Fig. 2.8. En
el caso de que no exista un estado ligado la curva de la energia potencial no
tiene minimos a distancias finitas, y el sistema es inestable. Entonces existe
una carga critica Z = Z.. para la cual la curva de energia potencial tiene
un punto silla® a una distancia finita R = Ry, y E(Rs,) > E(R > R,p), ver
Figs. 2.9 y 2.10 Asi, una evolucién natural de la curva de la energia potencial
como funcién de la carga Z se da de la siguiente manera: Primero tiene un
minimo y es sistema es globalmente estable, después continta teniendo un
minimo pero el sistema se convierte en metaestable y finalmente el minimo

°De aqui en adelante se abreviara punto silla por sp, por las siglas en inglés del término
saddle point
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Figura 2.7: Evolucién de la densidad de probabilidad p(z) como funcién de la carga Z.
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evoluciona a un punto silla, y el sistema se vuelve inestable. Para valores
mayores de Z el sistema es inestable.
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Figura 2.8: Curva de energia total E7 como funcién de la distancia R entre las
Z = 1.40, para el sistema (27, ¢).
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Figura 2.9: Curva de energia total E7 como funcion de la distancia R entre las cargas Z, para un valor de
Z = 1.4390 (carga critica), para el sistema (27, €). Se puede apreciar que el minimo y el maximo desaparecen
y se forma un punto silla justo para el valor de la carga critica.
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Figura 2.10: Curva de energia total £ como funcion de la distancia R entre las cargas Z, para un valor
de Z = 1.480, para el sistema (27, ¢). De la figura se puede ver que la curva es suave y monétonamente
decreciente (ya no hay existencia de minimos locales).
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2.3. Sistema (37, ¢)

2.3.1. Consideraciones Generales

Ahora consideremos un sistema formado por tres centros cargados con
carga Z y un electréon en las configuraciones geométricas mas simétricas:
Configuracién lineal y triangular equilatera (ver Fig. 2.11).

Figura 2.11: Sistemas moleculares lineal y triangular equildtera para (37, ¢).
El punto e representa la posicion del electrén.

2.3.2. Estabilidad Geomeétrica

El primer estudio que se debe hacer es la estabilidad geométrica de las
configuraciones. Esta estabilidad se puede estudiar perturbativamente. Es
suficiente considerar pequenas deformaciones a la configuraciéon original y
estimar la contribucién de éstas, como perturbaciones, a la energia total. El
signo de la correccién determina la estabilidad bajo tal deformacién; correc-
ciones positivas indican que el sistema es estable ante tal deformacion, y las
correcciones negativas indican que es inestable.

El estudio de la estabilidad geométrica se puede hacer utilizando los mo-
dos normales de la configuracién. En el caso de las configuraciones lineales
existen 3N — 5 modos normales, donde N, en este caso, es el nimero de
centros cargados. Los cinco grados de libertad restantes son tres del movi-
miento del centro de masa y dos angulos de rotacién. Para configuraciones
no lineales se tienen 3N — 6 modos normales, ya que tienen tres angulos de
rotacion.
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2.3.2.1. Configuracién lineal

De las cuatro modos normales de vibracién de la configuracién lineal,
nos interesan sélo dos modos: El modo simétrico de estiramiento (modo de
respiracién), ver Fig.2.12a, donde el carga central se mantiene fija y las cargas
de los extremos se mueven de manera opuesta, alejandose pero manteniendo
la configuracién lineal. El segundo, es el modo de doblamiento (mariposa), ver
Fig 2.12b, donde la carga del centro es la que se mueve perpendicularmente
fuera de la linea mientras que las cargas de los extremos se mantienen fijas,
este modo corresponderia a deformar la configuracion lineal a un triangulo
isosceles.

NS S

(a) Modo estiramiento (b) Modo doblamiento

Figura 2.12: Modos normales considerados para hacer las correcciones a la
energia total Er. (a) Modo normal de estiramiento donde la carga del centro
se encuentra fija mientras que las cargas de los extremos se alejan opues-
tamente mientras mantienen la configuracién lineal. (b) Modo normal de
doblamiento donde la carga central se mueve perpendicularmente a la linea
que mantienen las cargas que permanecen fijas en los extremos.

El Hamiltoniano del sistema esta dado de la siguiente forma:

572 1 1 1
H=p+—-22(—+—+—), 2.12
P R <7‘1 T2 7”3) ( )
donde p es el momento del electrén, R es la distancia entre las cargas 7, y
r; es la distancia del electron a cada una de las cargas, 1 = 1, 2, 3.
Al considerar perturbaciones en la configuracién geométrica se modifica
la parte de la energia potencial de (2.12) de la siguiente manera:

1 1 1

1 1
ROV ROV O

1
G R,y TRy 1)

donde las R;;(A), con i < j = 1,2,3, son las distancias entre los centros
cargados, () son las distancias del electrén a cada una de las cargas Z. Al
considerar que la perturbacién es muy pequena comparada con las entre las

V(X)) =22%(
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cargas se puede hacer una expansion en serie de la siguiente forma:

AV (\) 1d2V(\)
AT |
dx =" T o

V(A) =V(0)+ N+ (2.14)

Si consideramos las correcciones a la energia del nuevo Hamiltoniano

AV (\)

1V ()
X

2
5~ Ix N+ (2.15)

H(\) =p+V(\) =H(0) + oAt
donde H(0) es igual a (2.12), tenemos que a primer orden serdn cero debido a
que la configuracién geométrica del sistema se encuentra en un punto extremo
que puede ser maximo, minimo o punto silla. Asi que las sin pérdida de
generalidad podemos ignorarla y sélo considerar las correcciones a segundo
orden

1Ld*V ()

2 d\2 },\
El signo de las correcciones a la energia nos dice qué tipo de extremos es
la configuracién: Si el signo es negativo, tenemos un méaximo (configuracién
inestable). Si el signo es positivo, tenemos un minimo (configuracién estable).

Las correcciones a la energia se calculan tomando el valor esperado de
las correcciones a segundo orden del potencial (2.13). Se pueden hacer los
calculos de las correcciones como funciéon de la carga Z para cada uno de los
modos normales de la configuracion lineal.

Los resultados obtenidos muestran que la configuracién lineal es inesta-
ble para cualquier desviacién, de la forma lineal, para cualquier valor de Z,
ver Figs. 2.15 y 2.14, ya que para un modo las correcciones son positivas
(modo de estiramiento) mientras que para el otro modo (de doblamiento) las
correcciones son negativas.

H(\) =p+ V(\) =H(0) + A (2.16)
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Figura 2.13: Correccién a la energia total como funcion de la carga Z para la configuraciéon lineal del sistema
(3Z,¢). Modo normal donde la carga central permanece fija y las cargas Z de los extremos se mueven hacia
afuera manteniendo la configuracién lineal (modo de estiramiento).
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Figura 2.14: Correccién a la energia total como funcion de la carga Z para la configuraciéon lineal del sistema
(3Z,¢e). Modo normal donde la carga central se mueve perpendicularmente fuera de la linea mientras las de
los extremos permanecen fijos (modo de doblamiento).
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2.3.2.2. Configuracién triangular equilatera

Al igual que para la configuracion lineal, para la configuracién triangular
equilatera se hace un estudio perturbativo de la estabilidad geométrica. Se
usan solo dos de los cuatro modos normales de vibracién del sistema: El modo
simétrico de estiramiento (modo de respiracién), donde las cargas se mueven
alejandose del centro del triangulo de forma simétrica en las direcciones de
cada una de las medias del triangulo que pasan por los centros cargados,
manteniendo la forma del triangulo equildtero, ver Fig. 2.15a. El segundo
modo normal es modo asimétrico, donde una de las cargas se mueve sobre la
perpendicular del lado que forman las dos restantes, y las otras dos cargas
se alejan una de la otra sobre la linea que las une, ver Fig. 2.15b.

(a) Modo simétrico (b) Modo asimétrico

Figura 2.15: Modos normales considerados para hacer las correcciones a la
energfa total Er. (a) Modo normal de estiramiento donde las cargas mantie-
nen su configuracién triangular equildtera y el sistema se reescala, se hace
méas grande o més pequenio de forma periédica. (b) Modo normal de estira-
miento asimétrico.

El Hamiltoniano de la configuracion triangular es:

H:p2+6z2l—22(i+i+i) : (2.17)
R T Ty T3
donde p es el momento del electrén, R es la distancia entre las cargas Z y
ri es la distancia entre el electrén y la i-ésima carga 7, i = 1,2, 3.

Se hace un estudio perturbativo igual que en la configuracion lineal se cal-
cula el valor esperado de las correcciones a segundo orden del Hamiltoniano
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(2.16). Se obtienen las curvas de la correcciones de la energia como funcién
de la carga Z, ver Figs. 2.16, 2.17. En las curvas se ve que el signo de las
correcciones es positivo para los dos modos de vibracion, y de ésto se pue-
de concluir que: En la aproximacion de Born-Oppenheimer la configuracion
triangular equilatera, donde los tres centros cargados estan fijos en los vérti-
ces del tridngulo equildtero (Fig. 2.11), es estable para cualquier deformacién
dentro del dominio de cargas Z < Z,,.
Dado que la configuracion triangular equilatera es la tinica estable geométri-

camente, sélo consideraremos ésta configuracion.

2.3.3. Funciones de Prueba

La funcién de prueba usada para obtener los resultados numéricos es una
combinacion lineal de seis funciones:

6
U, =Y AV, (2.18)
j=1

donde A; son pardmetros lineales. De nuevo, cada funcién ) se escoge
de tal forma que describan diferentes caracteristicas fisicas del sistema. En
general, 1) tiene la forma de un producto simetrizado de tres orbitales 1s
de Coulomb (funciones de Slater)

) = gt n—afra—af’rs (2.19)
Ahora se hara una descripcién breve de cada una de las funciones:
¥M: Todas los pardmetros o’s se escogen iguales a as,

) = gmonlrtrairs) (2.20)

Es una funcién del tipo Heitler-London. Esta funcién corresponde a una
interaccién coherente entre electréon y todos los centros cargados. Su-
puestamente describe al sistema a distancias pequenas entre los centros
cargados, y probablemente la configuracién de equilibrio.

1®: Dos pardmetros a’s son iguales a cero y el restante es igual a aw,

77Z)(Q) — 2L 4 2Tz —q2Ts (2'21)
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Figura 2.16: Correcciéon a la energia total como funcién de la carga Z en configuracién triangular equilatera
para el sistema (37, ¢). Modo normal donde la configuracién equilatera no se rompe (modo de respiracion).
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Figura 2.17: Correccion a la energia total como funcién de la carga Z en configuracion triangular equilatera
para el sistema (3Z,¢). Modo normal donde las cargas de la base se mueven hacia afuera en un dngulo de
7/3 con respecto de la horizontal mientras que la carga del centro se mueve hacia abajo.
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¢(3):

W

¢(5):

Es una funcion del tipo Hund-Mulliken. Esta funcién posiblemente des-
cribe al sistema a grandes distancias, donde esencialmente el electron
interactia con solo una de las cargas Z, realizando una interaccion
incoherente.

Un parametro « es igual a cero, los otros dos son diferentes de cero
pero iguales a asg,

¢(3) _ e—as(r1+7’2) + 6—03(T1+T3) + 6_0‘3(7’2"'7’3) . (2.22)

Se asume que esta funcién describe al sistema (27, ¢) + Z cuando el
triangulo es de un tamano suficientemente pequeno. De hecho, es una
funcién del tipo Heitler-London de (27, ) simetrizada sobre las cargas
Z.

Un pardmetro « es igual a cero y los otros dos son diferentes uno de la
otro y son iguales a a4 5, respectivamente,

¢(4) _ efa4r17a5r2_‘_efa4r27a5r1_‘_efa4r17a5r3

+ 6_0‘”3_0‘57’1 +e—a4r2—a5r3 +e—a4r3—a5r2 . (2'23)

Se asume que esta funcién describe el sistema (27, ¢) + Z. De hecho, es
una funcién del tipo Guillemin-Zener de (27, e) simetrizada sobre las
cargas. Si oy = o, la funcién Y@ se reduce a 3. Si oy = 0, la funcién
@ se reduce a ©?. Entonces 1)® es una interpolacién no lineal entre
»® y ) Esta funcién tiene que describir distancias intermedias entre
las cargas.

Dos parametros a’s son iguales pero diferentes al tercer parametro «,

w(S) — T O6TLITOGT2TOTTS | o OGT1IOGTE AT
+ 6_a67'2_a67'1_a77’3+6_a67'2_a67’3_a77'1

+ 6—a6r3—a6rl—a77’2+6—a6T3_a6r2_a7T1 i (224)

Esta funcién describe un estado “mezclado” de tres atomos de hidrégeno
con carga Z. Si ag = oy, la funcién ¢® se reduce a ™. Si ag = 0,
la funcién ¥® se reduce a ¥®. Si a; = 0, la funcién ¥® se reduce a
). Entonces ¥® es una interpolacién no lineal entre /™), 3 y )(3)
Como la funcién (2.23), ésta es una funcién del tipo Guillemin-Zener y
debe describir distancias intermedias entre las cargas.
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©: Todos los pardmetros o’s son diferentes,

¢(6) — @ Q8TITQA9T2TQIO0T 4 o, —A8T1—Q9T3— Q1072
—Qgro—agri —a1grT —Qgra—agr3—ai1orl
4+ e 9 073 | o708 973 — Q10

+ e_O(STS_aQTl_alOTQ +e_a8r3_a97’2_a107'1 . (225)

Esta es una interpolacién general no lineal de todas las funciones (1=,

El nidmero total de parametros de la funcién (2.18) es igual a 15, donde

cinco de ellos son lineales. Hay que notar que sin perdida de generalidad se
puede considerar uno de los pardmetros lineales iguales a uno.

2.3.4. Puntos Criticos de (3Z,¢)

Estudiando la energia total como funcién de la carga Z se encuentra que
el sistema puede existir para cargas 0 < Z < Z.. con Z.. = 0.9539 para la
configuracion triangular equilatera.

Los resultados de los calculos variaciones de la energia total como funcion
de la carga se muestran en la Tabla 2.3.

En la Fig. 2.18 se muestra la curva de energia total como funcién de la
carga Z
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A Er

0 0
0.1000 | -0.05722
0.2000 | -0.17324
0.3000 | -0.30409
0.4000 | -0.42668
0.5000 | -0.52903
0.6000 | -0.60525
0.7000 | -0.65460
0.8000 | -0.68013
0.8500 | -0.68613
0.9000 | -0.68971
0.9100 | -0.69038
0.9200 | -0.69112
0.9300 | -0.69199
0.9400 | -0.69307
0.9500 | -0.69457
0.9539 | -0.69534

Tabla 2.3: Energia total £ como funcién de la carga Z, calculada numéri-
camente mediante el método variacional usando la funcién de prueba (2.18).
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Figura 2.18: Energia total E7 como funcién de la carga Z para diferentes sistemas de un electron. Energia
de los sistemas (Z, e) (linea punteada), (27, e) (linea larga punteada) y (3Z,3) (linea continua).
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El comportamiento de la energia como funcion de la carga cerca del punto
critico Z,, estd dado por el expansion de Puiseux:

E(Z) = —0.6954 + 0.2700(Zer — Z) — 1.0357(Z,, — Z)*/* (2.26)
+ 1.3360(Z,, — Z)* — 0.1350(Z,, — Z)°/*
+ 2.3395(Z,, — Z)> — 1.8714(Z,, — Z)"/?

Este ajuste estd basado en los datos que estén en el dominio Z € [0.80,0.93]
(19 puntos). Este comportamiento muestra que el punto critico puede ser un
punto rama de segundo orden.

Para el segundo punto critico Z = 0, el comportamiento de la energia
como funcién de la carga cerca de cero (Z € [0,0.30] con 7 puntos) estd dado
por la expansion de Taylor:

E(Z) = —7T.A42577% +19.32442% — 19.46622* + . .. (2.27)

La comparacion entre los ajustes y la energia cerca de los puntos criticos
se muestra en la Tabla 2.4.

La estabilidad global se puede ver a partir de los dominios de metaestabi-
lidad del sistema. Estos dominios de metaestabilidad se pueden ver a partir
de los puntos de cruce entre las curvas de energia, ver Fig. 2.18. Para cargas
Z € (0.8269,0.9539) para la configuracién triangular equilatera el sistema es
metaestable con dos canales de decaimiento:

(3Z,e) — (Z,e) + Z + Z,
(3Z,e) — (2Z,e) + Z.

Para Z € (0.5811,0.8269) el sistema es metaestable con un canal de decai-
miento
(3Z,e) — (2Z,¢) + Z,

y, finalmente, para Z < 0.5811 el sistema es estable.

De nuevo, el comportamiento de los pardametros o como funcién de la
carga, cerca de los puntos criticos, se presenta en las Figs. 2.19 y 2.20. Que
nos indica que el sistema es bien comportado cerca de los puntos criticos y
que las integrales del funcional de energia convergen.

En cuanto a la distancia de equilibrio R., como funcién de la carga Z,
tenemos que existe una distancia minima R., = 2.413 correspondiente a la
carga Z = 0.391 (ver Fig. 2.21); éstos valores no representan ningin punto
critico.
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A Er Ajuste
0.100 | -0.057230 | -0.056880
0.150 | -0.111367 | -0.111714
0.200 | -0.173248 | -0.173581
0.250 | -0.238656 | -0.238205
0.300 | -0.304100 | -0.304235
0.800 | -0.680137 | -0.680137
0.810 | -0.681623 | -0.681623
0.820 | -0.682953 | -0.682953
0.830 | -0.684139 | -0.684139
0.840 | -0.685194 | -0.685194
0.850 | -0.686132 | -0.686132
0.860 | -0.686969 | -0.686969
0.870 | -0.687724 | -0.687724
0.875 | -0.688076 | -0.688076
0.880 | -0.688417 | -0.688417
0.890 | -0.689071 | -0.689071
0.900 | -0.689716 | -0.689716
0.905 | -0.690045 | -0.690045
0.910 | -0.690385 | -0.690385
0.915 | -0.690743 | -0.690743
0.920 | -0.691123 | -0.691123
0.925 | -0.691536 | -0.691536
0.930 | -0.691991 | -0.691991

Tabla 2.4: Comparacion entre la energia total y los ajustes (2.27), para Z <

0.3, y (2.26) para Z > 0.80
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Figura 2.21: Distancia de equilibrio R., como funcién de la carga Z para el sistema (37, e) en configuracién
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Finalmente presentamos en la Fig. 2.22 la densidad de probabilidad p(z, y)
como funciéon de la carga. Consideramos que el plano formado por las cargas
Z define un sistema coordenado cartesiano, donde el origen se encuentra en
el centro del tridngulo equildtero y el eje z es perpendicular al plano.
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(c) Z=0.93

Figura 2.22: Evolucién de la densidad de probabilidad p(z, y) como funcién de
la carga Z. Para cada valor de la carga se presenta la densidad de probabilidad
p(x,y) vy las lineas de contorno de ésta. Se puede ver la evolucién del sistema;
donde para cargas pequenas el electrén se concentra en las tres cargas, para
cargas intermedias el electron se reparte entre las tres cargas, y finalmente
para cargas cercanas a la carga critica el electrén se encuentra cerca de una
de las cargas. Siempre se aprecian tres picos debido a que la funcién (2.18)
estd simetrizada.
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2.4. Sistema (47, ¢)

2.4.1. Consideraciones Generales

El sistema consiste en cuatro centros cargados de carga Z y un electron
en interaccién Coulombiana. Consideramos la configuracién mas simétrical
donde las cargas se encuentran fijas en los vértices de un tetraedro, ver Fig.
2.23.

Figura 2.23: Sistema molecular (47, e) en configuracién tetraédrica. Las car-
gas estan fijas en los vértices del tetraedro. El electron esta en el punto e.

El Hamiltoniano del sistema es:

12 11 11
H=p?+ 22~ -2Z(—+—+—+—], (2.28)
R 1 T9 r3 T4

donde p es el momento del electrén, R es la distancia entre las cargas Z y r;
son las distancias entre el electron y la i-ésima carga, 1 = 1,2, 3, 4.

fTras hacer un estudio de estabilidad geométrica, se llegé a la conclusién que el tetrae-
dro es la Unica configuraciéon estable para cualquier valor de Z. En el estudio se considero,
de forma perturbativa, las correcciones a la energia debido a pequenas deformaciones con
respecto a las diferentes configuraciones geométricas como la lineal, cuadrada y tetraédri-
ca. Al considerar las deformaciones se usaron los modos normales de cada configuracion.
En los casos de las configuraciones lineal y cuadrada resulta que son inestables geométri-
camente; es decir las correcciones son negativas.
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2.4.2. Funciones de Prueba

El método variacional es usado para obtener resultados numéricos. La
funcion de prueba usada es una combinacién lineal de tres funciones:

3
U, = Al (2.29)
j=1

donde A; son parametros lineales. Cada funcién 1) se escoge de tal forma
que describa alguna caracterfstica fisica del sistema. En general, 1)) tiene la
forma de un producto simetrizado de tres orbitales 1s de Coulomb (funciones

de Slater) A . ~ ;
Pl = e—afm—af ra—af’rs—alry (2.30)

A continuacién damos una descripcién breve de cada una de las funciones
P

M) : Todos los pardmetros a’s se escogen iguales a

¢(1) — e~ (ritratratra) (2'31)

Es una funcion del tipo Heitler-London. Esta funcién corresponde a
una interaccién coherente entre el electron y las cargas Z. Supuesta-
mente esta funcion describe el sistema a distancias pequenas entre las
cargas Z, y probablemente a distancias cercanas a la configuracién de
equilibrio.

@ . Tres pardmetros « son iguales a cero y el restante es igual a as,
w@) — e O2T | pT02T2 | o 0RTs | o 00Ts (2'32)

Es una funcién del tipo Hund-Mulliken. Esta funcién posiblemente des-
cribe el sistema a distancias grandes entre las cargas Z, donde esencial-
mente el electrén interacttia con una carga Z a la vez en una interaccion
incoherente.

1) . Todas los pardmetros o son diferentes unos de otros y diferentes de
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cero.

77Z)(3) — o OBTITO4T2TOSTIAGTA | o —O3T1—4T2—6T3—O5TY
TO3T1 Q5T 4T3 TAGTY | o037 —Q5T2 6T 4TS
—OBT1OGT2 Q4T3 TOSTY | 0BT A6T2—O5T3—0UTs
4T —O3T2 —QBT3—6T4 + 6—0&47’1—0&37’2—0{(}7‘3—0&57’4
TO4TI—Q5TI T3 TAGTY | o~ 04T1—Q5T2—A6T3 —A3TS
4T — T2 Q373 5T + 6—0&47’1—0&;37’2—0(57‘3—0&37’4
Q5T —O3T2 Q4T3 — 6T + 6—0&57’1—0&37’2—0{(}7‘3—0&47’4
TASTITOATI QTR TAGTA | o T OBT1 QT2 T aGT3 3T
—Q5T1 QT2 Q373 4Ty + 6—0&57’1—0@7’2—0{47‘3—0&37’4
—QET1 —O3T2 Q4T3 — 5T + €—a67’1—a37’2_a57'3—a47’4

—QET1— QAT —Q3T3 —Q5T4 + 670467"1 —Q4T2—Q5T3—Q3TY

4+t
A A O D DD D DD D D D DD

—QET1—O5T2—Q3T3—04TY + €—a67’1 —QET2—04T3— Q3T (2 33)

Podemos ver que la funcién de prueba ¢! y 4(?) son casos particulares
de la funcién de prueba general ).

2.4.3. Puntos Criticos de (47, ¢)

Los resultados de los calculos para la energia total Ep como funcion de
la carga Z se presentan en la Tabla 2.5.

Como en todos los sistemas existen dos cargas criticas: La primera es
Z = 0y la segunda se encuentra en Z.. = 0.736. El sistema existe para las
cargas 0 < Z < Z,.. En la Fig. 2.24 se muestra la curva de energia total
como funcion de la carga.
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A Energia
0 0
0.100 | -0.09055
0.200 | -0.23743
0.300 | -0.35924
0.400 | -0.42933
0.500 | -0.44318
0.550 | -0.43170
0.600 | -0.41135
0.650 | -0.38426
0.700 | -0.35502
0.720 | -0.34409
0.730 | -0.33884

Tabla 2.5: Energia total £ como funcién de la carga Z, para el sistema
(4Z, e) en configuracién tetraédrica, calculada numéricamente usando la fun-

cién (2.29).
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Figura 2.24: Energia total E7 como funcién de la carga Z para diferentes sistemas de un electrén. El sistema
(Z,e) (linea punteada), el sistema (27, ¢) (linea rayada corta), el sistema (3Z,¢) (linea rayada larga), y el
sistema (47, e) (linea solida).
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El comportamiento de la energia total como funcién de la carga cerca de
la carga critica Z.,. estd dado por la expansion de Puiseux:

E(Z) = —0.3368 — 0.2793(Z — Z) — 1.5995(Z.. — Z)?  (2.34)
+ 2.0214(Zer — Z)* 4 0.9224(Z — Z)°*

El resultado del ajuste estd basado en los datos del dominio Z € [0.60,0.72]
(12 puntos). Este comportamiento indica que el punto critico es un punto
rama de segundo orden.

Para el punto critico Z = 0, el comportamiento de la energia como funcién
de la carga cerca de Z = 0 (Z € [0,0.15] con 7 puntos) estd dado por la
expansion de Taylor:

E(Z) = —14.38712° 4 62.05292° — 102.4490Z* + ... (2.35)

La comparacion entre los ajustes y la energia cerca de las cargas criticas
se muestra en la Tabla 2.6.

La estabilidad global se puede ver en los dominios de metaestabilidad que
estan representados por los cruces en las curvas de energia como funcion de
la carga (ver Fig. 2.24).

Para cargas Z € (0.6290, 0.7360) el sistema en la configuracién tetraédrica
es metaestable con tres canales de decaimiento

(4Z,e) — (Z,e)+Z+Z+ Z,
(4Z,e) — (2Z,e)+Z+ Z,
(4Z,e) — (3Z,e) + Z. (2.36)

Para Z € (0.4798,0.6290) el sistema es metaestable con dos canales de de-
calmiento

(4Z,e) — (2Z,e)+Z+ Z,
(4Z,e) — (3Z,e)+ Z. (2.37)

Para Z € (0.4065,0.4798) el sistema es metaestable con un canal de decai-
miento
(4Z,e) — (3Z,¢) + Z.

Y finalmente para Z < 0.4065 el sistema es estable.
El comportamiento de los parametros v como funcién de la carga, cerca
de los puntos criticos se muestra en las Figs. 2.25 y 2.26.
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A Er Ajuste
0.10 | -0.092030 | -0.092063
0.11 | -0.106530 | -0.106491
0.12 | -0.121220 | -0.121190
0.13 | -0.136020 | -0.136072
0.14 | -0.151080 | -0.151070
0.15 | -0.166150 | -0.166145
0.60 | -0.411356 | -0.411387
0.61 | -0.406309 | -0.406301
0.62 | -0.401055 | -0.401025
0.63 | -0.395611 | -0.395580
0.64 | -0.389997 | -0.389987
0.65 | -0.384264 | -0.384270
0.66 | -0.378426 | -0.378456
0.67 | -0.372538 | -0.372578
0.68 | -0.366652 | -0.366675
0.69 | -0.360793 | -0.360794
0.70 | -0.355022 | -0.354995
0.71 | -0.349412 | -0.349362
0.72 | -0.344089 | -0.344021

Tabla 2.6: Comparacion entre de la energia total Er y los ajustes, cerca de
los puntos criticos. El ajuste (2.35), para Z < 0.15, y el ajuste (2.34), para
Z > 0.60.

El comportamiento de la distancia de equilibrio como funcién de la carga
se muestra en la Fig. 2.27. La distancia de equilibrio minima es R, = 2.413
para la carga Z = 0.391. Estos valores no representan ningin punto critico.

Finalmente en la Fig. 2.28 se muestra la densidad de probabilidad p =
p(r)8 como funcién de la carga. Se utilizaron coordenadas esféricas consi-
derando que el origen se encuentra en el centro del tetraedro. De la figura
podemos ver que la densidad de probabilidad es muy parecida en los tres
casos ya que debido a que la funcién de prueba (2.29) esté simetrizada los
tres centros cargados tienen el mismo peso. Podemos ver que el electron se

gLa densidad de probabilidad en este caso se consideré en coordenadas esféricas, de
esta forma p(r) = [ OQW 2 sin W2 d0dg.
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va perdiendo localizacion sobre los centros cargados, y la probabilidad va
descendiendo, conforme aumenta el valor de la carga Z.
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2.5. Sistema (57, ¢)

2.5.1. Consideraciones Generales

El sistema (57, e) consiste de cinco centros fijos con carga Z y un electrén
en interaccién Coulombiana. Se asume que la configuraciéon geométrica mas
simétrica esta dada por tres centros formando un tridngulo equilatero de lado
d, y otros dos centros que estan simétricamente puestos en la perpendicular
del triangulo que pasa por su centro y separadas por una distancia 2h. Pa-
rece ser que ésta configuracién es 6ptima ya que es estable con respecto a
desviaciones pequenas, ver Fig. 2.29.

2h

Y4 °
(a) Vista general (b) Vista transversal (c) Vista frontal

Figura 2.29: Sistema (57, ). Las cargas estan fijas en los vértices de la figura
geométrica. El electrén estd en el punto e.

La configuracién geométrica corresponde a una elipsoide prolata, las car-
gas estan dispuestas en la superficie. Tres cargas se encuentran sobre el circulo
de radio méximo sobre el semi eje menor y las otras dos se encuentran en los
puntos antipolares sobre el semieje mayor, como se muestra en la Fig. 2.30.

El Hamiltoniano del sistema es:

5

6 12 1 1

H=p>+ 2% [+ ———+ | 22> —, (2.38)
d d2 2 h - r;

1/§+h =1

donde p es el momento del electrén, d es la distancia entre las cargas Z que
estan en los vértices del triangulo equilatero, h es la distancia desde el centro
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Figura 2.30: Las cargas estan situadas sobre la superficie del elipsoide prolata
con semi ejes R y h. La forma de la elipsoide cambia con la carga.

del tridngulo a las cargas fuera del plano, y r; son las distancias del electrén
a la i-ésima carga 7,1 =1,2,3,4,5.

2.5.2. Funciones de Prueba

El método variacional se usa para obtener los resultados numeéricos. La
funcion de prueba se toma como un producto simetrizado de cinco orbitales
1s de Coulomb (funciones de Slater).

w(l) _ Svefalnfa2r27a3r37a4r47a5r5 ) (239)

Donde S es el operador de simetrizaciéon sobre los centros cargados. En to-
tal son cinco parametros variacionales. La funcién total es la suma de 120
términos, dados por la permutaciéon de los cinco centros cargados.

2.5.3. Puntos Criticos de (57, ¢)

Los resultados obtenidos por del método variacional para obtener la curva
de la energia total como funcién de la carga se presentan en la Tabla 2.7.

Debe existir una carga critica la cual separe el dominio de existencia del
de no existencia del estado ligado. Una de esas cargas criticas se encuentra en
Z = 0. Otra de esas cargas se encuentra en una carga Z = Z.,.. Los calculos
muestran que Z.. = 0.350 (ver Fig. 2.31).

El comportamiento de la energia como funcion de la carga cerca de la
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Z Energia
0.10 | -0.1113723
0.15 | -0.1884371
0.20 | -0.2536680
0.25 | -0.2995366
0.30 | -0.3265247
0.35 | -0.3339403

Tabla 2.7: Energia total E7 como funcion de la carga Z calculada numérica-
mente usando la funcién de prueba (2.39) para el sistema (57, ¢).

carga critica Z = Z., esta dada por la expansion de Puiseux:

E(Z) = —0.33394 0.1636(Z, — Z) — 2.1606(Z., — Z)*/*  (2.40)
+ 15.1739(Z. — Z)% — 39.5356(Z,, — Z)>/*

El resultado del ajuste esta basado en los datos en el dominio Z € [0.3,0.345]
(10 puntos). Este comportamiento indica que el punto critico puede ser un
punto rama de segundo orden. La comparacién entre el ajuste (2.40) cerca
del punto critico Z = Z., y los datos se muestra en la Tabla 2.8

A Er Ajuste
0.30 | -0.3265247 | -0.326525
0.31 | -0.3291843 | -0.329184
0.32 | -0.3311328 | -0.331133
0.33 | -0.3324624 | -0.332462
0.34 | -0.3332823 | -0.333282
0.35 | -0.3339403 | -0.333940

Tabla 2.8: Energia total Er del sistema (57, ¢) comparada con los resultados
del ajuste (2.40) para cargas Z ~ Z,,

Para la segunda carga critica el comportamiento de la energia como fun-
cién de la carga cerca de Z.. = 0 (Z € [0,0.15] con 15 puntos) estd dada por
la expansion de Taylor:

E(Z) = —19.9541Z% + 109.699Z° — 207.039Z* + . .. (2.41)

La comparacién entre el ajuste de la energia (2.41) cerca de la carga
critica Z.. = 0 y los datos se muestra en la Tabla 2.9.
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A Er Ajuste
0.10 | -0.1113723 | -0.111545
0.11 | -0.1271357 | -0.127211
0.12 | -0.1428512 | -0.142783
0.13 | -0.1583834 | -0.158202
0.14 | -0.1736134 | -0.173462
0.15 | -0.1884371 | -0.188607

Tabla 2.9: Energia total de (57, ¢) comparada con el resultado del ajuste
(2.41) para cargas Z ~ 0

Para cargas Z € (0.319,0.350) el sistema es metaestable con dos canales
de decaimiento

(5Z,¢) — (3Z,¢)+ 7+ 2,
(5Z,e) — (4Z,e)+ Z. (2.42)

Para Z € (0.24,0.319) el sistema es metaestable con un canal de decaimiento
(5Z,e) = (4Z,e)+ Z

Y finalmente para Z < 0.240 el sistema es estable.

Los pardmetros a de la funcién de prueba (2.39) se presentan en la Tabla
2.10; solo se presentan los valores para dos puntos, debido a que numérica-
mente resulta complicado hacer calculos del sistema y la fluctuaciones pare-
cen ser grandes a pesar de que estan dentro de la precision de los calculos.

Las curvas de los parametros d y h como funcion de la carga Z se muestran
en la Fig. 2.32. El valor minimo del lado del tridngulo equilatero es d = 2.676
con h = 4.281 y se obtiene para la carga critica Z = Z.. = 0.350. Ademés,
en la Fig. 2.33 se muestra la razén h/R como funcién de Z; es una funcién
suave creciente y que termina para el valor Z.. = 0.350.

Finalmente, en la Fig. 2.34 se muestra la densidad de probabilidad p =
p(r)! como funcién de la carga. Se utilizan coordenadas esféricas consideran-
do que el origen se encuentra en el centro del elipsoide. Se puede ver que
la densidad de probabilidad va aumentando y se concentra sobre valores co-
rrespondientes al de d (lado del tridngulo equilatero) conforme la carga va
aumentando.

hTa densidad de probabilidad en este caso se consideré en coordenadas esféricas, de
esta forma p(r) = [ fo% r2Sin0W2dode.
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Figura 2.32: Lado d del tridngulo equilatero (linea continua), distancia h de las cargas antipolares (rayada
larga) y el radio R de las cargas que se encuentran en el circulo que las circunscribe para las cargas fijas en
los vértices del tridangulo equildtero (rayada), todas como funcién de la carga Z.
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Figura 2.33: Razén h/R como funcién de la carga Z, el punto final corresponde a Z.. = 0.350 (marcado).
Para cargas mayores que la carga critica el valor de h, la distancia entre los centros cargados sobre la
perpendicular al tridngulo tiene a infinito.
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Figura 2.34: Evolucién de la densidad de probabilidad como funcién de r (se usaron coordenadas esféricas
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Pardametros Carga

Z =0.15 ‘ Z =0.35
d 3.0596976 | 2.6848439
h 1.9679065 | 4.2333070
o 0.0212980 | 0.0992086
Qo 0.0311810 | 0.0992199
as 0.0348682 | 0.0995305
oy 0.0843594 | 0.0983361
Qs 0.3640808 | 0.5076700

Tabla 2.10: Valores de los parametros variacionales para las cargas Z = 0.15

v Z = 0.35.



Capitulo 3

Cargas Criticas de Sistemas
Moleculares de dos Electrones

Consideremos sistemas formados por n centros cargados y dos electrones
en la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden cero. Los sistemas de dos
electrones han sido estudiados mas ampliamente que los sistemas de un solo
electrén. Sistemas atémicos como el ion H~ y sistemas moleculares como H,
y Hj, considerando protones (Z = 1). Es de interés estudiar los sistemas
moleculares quitando la restriccién de que la carga de los centros sea entera.

El considerar sistemas de dos electrones es mas complicado que los casos
de un electron. Para el estudio de sistemas moleculares con dos electrones se
considerara los sistemas mas sencillos, cuando n = 2, 3.

3.1. Sistema (27, ¢,¢)

3.1.1. Consideraciones Generales

Consideremos el sistema formado por dos cargas Z y dos electrones en
configuracion lineal, ver Fig. 3.1.
El Hamiltoniano del sistema es:
1 1 1 1 272 2
H = p12—|—p22—22(——|———|———|——) + 5+ =, (3.1
Tia T T2 T2 R ri2
donde p; es el momento del i-ésimo electrén, ¢ = 1,2, R es la distancia entre
las cargas Z, r;; es la distancia entre el i-ésimo electrén y la j-ésima carga,
7 =a,b,c, y rip es la distancia entre los electrones.
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Figura 3.1: Sistema (2Z,e,¢e). Los puntos e representan la posicién de los
electrones.

3.1.2. Funciones de Prueba

Para éste caso la funcién de prueba usada tiene la forma de un producto
simetrizado de cuatro orbitales 1s de Coulomb (funciones de Slater):

w(l)

—Q1T1a—Q271p—Q3T2a —Q4T2p+YT12
—Q3T1a—Q4T1p—Q1T2a —O2T2p+YT12

e
e
e 2T a 1T~ (4T 20 —Q3rop+YT12
e

+ + +

—Q4T1a— Q3T 1p— 0272 — 1 T2p+YT12 (3 2)

Esta funcién de prueba es la mas general que se puede construir. En total
son cinco parametros variacionales, cuatro parametros o y un pardmetro vy
correspondiente a la interaccion entre los electrones.

3.1.3. Puntos Criticos de (27, ¢,¢)

Existe una carga critica para la cual el sistema comienza a tener un estado
ligado, Z.,. Los calculos muestran que el sistema existe para cargas 0 < Z <
Z.., ver Tabla 3.1.El sistema tiene dos cargas criticas, la primeraes Z =0y
la segunda se encuentra en Z. = 2.250. En la Fig. 3.2 se muestra la curva
de energia total como funcién de la carga.
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A Er
0.00 0.0
0.30 | -0.14644
0.40 | -0.30913
0.50 | -0.51768
0.60 | -0.80008
0.70 | -1.13135
0.80 | -1.50299
0.90 | -1.90785
1.00 | -2.34134
1.10 | -2.79470
1.20 | -3.26726
1.30 | -3.75369
1.40 | -4.25134
1.50 | -4.75698
1.60 | -5.26860
1.80 | -6.30334
1.90 | -6.82475
2.00 | -7.34768
2.10 | -7.87639
2.20 | -8.41058
2.24 | -8.62802

Tabla 3.1: Energia total Ep como funcién de la carga Z, para el sistema
(2Z, e, e), calculada numéricamente utilizando la funcién de prueba (3.2). El
mejor resultado obtenido para la energia total cuando Z = 1 (ver [48]) es

Er = —2.348951.
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Figura 3.2: Energia total E7 como funcién de la carga Z para los sistema 2(Z, e) (linea punteada), (27, ¢€)
(linea punteada larga) y (27, e, e) (linea continua). Las cargas criticas se presentan por las marcas (e).
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El comportamiento de la energia total como funcién de la carga cerca de
la carga critica Z.,. estd dado por la expansion de Puiseux:

E(Z) = —8.6835+5.5238(Z. — Z) — 0.2982(Z.. — Z)*?  (3.3)
0.3166(Zer — Z)? + 0.3577(Zoy — Z)°/?

El resultado del ajuste esta basado en los datos para cargas en el dominio
Z € [1.80,2.22] (12 puntos). Este comportamiento indica que la carga critica

puede ser un punto rama de segundo orden.
El comportamiento de la energia para cargas cercanas a Z = 0 (Z €

[0,0.60] con 5 puntos) estd dado por la expansién de Taylor:
E(Z) = —0.65332% — 4.11622° + 2.5076 Z* + . ..

(3.4)

La comparacion entre los ajustes y la energia total se presenta en la Tabla

3.2
Z Er Ajuste
0.30 | -0.1464 | -0.1496
0.40 | -0.3091 | -0.3037
0.50 | -0.5177 | -0.5211
0.60 | -0.8001 | -0.7993
1.80 | -6.30334 | -6.30331
1.90 | -6.82475 | -6.82475
2.00 | -7.34768 | -7.34841
2.10 | -7.87639 | -7.87623
2.20 | -8.41058 | -8.41121
2.22 | -8.52070 | -8.51953

Tabla 3.2: Comparacién entre los ajustes de la energia, cerca de los puntos
criticos, y la energfa total Fp para el sistema (27, e, e). El ajuste (3.4), para
Z <0.60, y el ajuste (3.3), para Z > 1.80.

La estabilidad global del sistema, los dominios de metaestabilidad y es-
tabilidad, se interpretan como los cruces de las curvas de energia total como
funcion de la carga Z en la Fig. 3.2.

Para cargas Z € (1.7026,2.2500) el sistema es metaestable con un canal
de decaimiento

(2Z,e,e) — 2(Z,e). (3.5)
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Para cargas Z € (0.4501,1.7026) el sistema es estable. Para cargas Z <
0.4501 el sistema prefiere estar en una configuraciéon diferente. Estas confi-
guraciones pueden ser (27, ¢e) 6 2(Z, e). No es posible saber en cual de éstas
configuraciones se encontrard el sistema ya que la precisién de los calculos
no es suficiente para determinarlo, ver Fig. (3.2).

La distancia de equilibrio como funcién de la carga se muestra en la Fig.
3.3. La distancia de equilibrio minima es R., = 1.264 para la carga 1.596. No
representa ningiin punto critico.



2.8

Req a.u.

1.2

Figura 3.3: Distancia de equilibrio R., vs. Z para (2Z,e,¢e). El valor de la distancia de equilibrio obtenida
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en este trabajo para Z =1 es R,, = 1.4053 a diferencia de lo obtenido en [48] donde R., = 1.4011.
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3.2. Sistema (37, ¢,¢)

3.2.1. Consideraciones (Generales

Ahora consideremos un sistema formado por tres cargas Z y dos electro-
nes. Usando la aproximacién de Born-Oppenheimer, las cargas se encuentran
fijas en los vértices de un triangulo equildtero. Parece ser que esta configura-

ci6én es la més 6ptima para el sistema, geométricamente hablando® (ver Fig.
3.4).

Figura 3.4: Sistema (37, e, ) en configuracién triangular equilatera. Los pun-
tos e representan la posicién de los electrones.

El Hamiltoniano del sistema es:

1 1 1 1 1 1
H = p12+p22—22<—+—+—+—+—+—) (3.6)
TMa Tib Tic T2a T2 T2
6 2
+ 7’5+ —,
R 2
donde p; es el momento del i-ésimo electrén, ¢+ = 1,2, R es la distancia entre
las cargas Z, r;; es la distancia entre el i-ésimo electrén y la j-ésima carga,
7 =a,b,c, y ri» es la distancia entre los electrones.

aPara el caso particular de Z = 1, tenemos el ion molecular ng que tiene como confi-
guracién éptima el tridngulo equildtero, ver [49]
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3.2.2. Funciones de Prueba

Para este caso la funcién de prueba usada tiene la forma de un producto
simetrizado de seis orbitales 1s de Coulomb (funciones de Slater):

w(l)

e*al Tla—OQ2T1p—Q3T1c—Q4T2a —QA5T2p —Q6T2cTYT12

e~ Q1T1e—(2T1a— Q371 —4T2c— 5T 2a —QeT2pTYT12

e_al T1p—Q2T1ec— 03T 1a —Q4T2p— A5T2c — 6 T2 +YT12

e A1Tla T Q2T T BT b~ 4T 20— X5 r2c—QeT2pTYT12
e ATl Q2T 1~ Q3T 1a — T2~ 5T 26~ 6T 2a +7ri2

6*011 T1b—Q271a —Q3T1c—Q4T2p—5T2a — 06T 2c+YT12

e*al T2 —Q2T2p—Q3T2c—Q4T1a —QA5T1hb—Q6T1cTYT12

e~ 1T2c—2T2a—A3T2 — 4T~ 5T 1a —QeT1HTYT12

6*0117"2b*0£27"2c*0137"2a*0447"1b*0457"1c*0167"1a+'}’7"12
e 1T2a = (T2 —3T2p — 4T 1a — A5 Tie—Q6T1p+YT12

—QUT2c— Q2T 2 — Q3720 —OU4T1c— Q5T 15— 6T 1a+YT12

+ o+

e

+

6*011 Top—Q2T2q —Q3T2c — QAT 1p— Q5T 1a —QA6T1cTYT12 (3 7)

Esta funcién es la més general. En total son siete parametros variacio-
nales, seis parametros o y un parametro vy correspondiente a la interaccién
entre los electrones.

3.2.3. Puntos Criticos de (37, ¢,¢)

El sistema existe para cargas 0 < Z < Z,., ver Tabla 3.3. Los céalculos
muestran que Z.. = 1.441. Las dos cargas criticas son Z =0y Z,,.

En la Fig. 3.5 se muestra la curva de energia total como funcién de la
carga.
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A Energia
0.300 | -0.30512
0.400 | -0.58202
0.500 | -0.92159
0.600 | -1.28701
0.700 | -1.66000
0.800 | -2.02282
0.900 | -2.36565
1.000 | -2.68028
1.100 | -2.96261
1.200 | -3.20975
1.250 | -3.31972
1.300 | -3.42510
1.350 | -3.51847
1.400 | -3.60996
1.410 | -3.62694
1.420 | -3.64359

Tabla 3.3: Energia total Er como funcion de la carga Z calculada numéri-
camente para el sistema (37, ¢,e) usando la funcién de prueba (3.7). Para
el caso particular de Z = 1, el mejor resultado de la energia total que se ha

obtenido es By = —2.68787125 por Cencek et al [53].
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Figura 3.5: Energia total Er vs. Z para el sistema (37, e, e). El la marca (e) representa el valor de la energia
total Ep para la carga critica Z = 1.441
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El comportamiento de la energia total como funcién de la carga cerca de
la carga critica Z.,. estd dado por la expansion de Puiseux:

E(Z) =
+ 1.5164(Z.,

—3.6798 + 1.7613(Zer — Z) — 0.5009(Z,, — Z)3/?
— Z)? 4+ 0.6143(Z., — Z)°* 4 ...

(3.8)

El resultado del ajuste estd basado en datos dentro del dominio Z € [1.20, 1.42]
(7 puntos). Este comportamiento indica que el punto critico puede ser un
punto rama de segundo orden.

Para el punto critico en Z = 0 el comportamiento de la energia total Frp
como funcién de la carga cerca de ese punto (Z € [0,0.60] con 5 puntos)
esta dado por la expansion de Taylor:

E(Z) = —1.65812% — 8.40447° + 8.6836 2" + . .. (3.9)

La comparacion entre los ajustes y la energia total se presenta en la Tabla
3.4.

Z Er Ajuste
0.300 | -0.3051 | -0.3058
0.400 | -0.5820 | -0.5809
0.500 | -0.9216 | -0.9224
0.600 | -1.2870 | -1.2868
1.200 | -3.2097 | -3.2095
1.250 | -3.3197 | -3.3206
1.300 | -3.4251 | -3.4237
1.350 | -3.5185 | -3.5196
1.400 | -3.6100 | -3.6094
1.410 | -3.6269 | -3.6268
1.420 | -3.6436 | -3.6440

Tabla 3.4: Comparacién entre los ajustes de la energia, cerca de los puntos
criticos, y la energia total Er para (37, e,¢e). El ajuste (3.9), para Z < 0.60,
y el ajuste (3.8), para Z > 1.20.

De nuevo la estabilidad global del sistema se puede interpretar como los

puntos de cruce entre las curvas de energia para diferentes sistemas (ver Fig.
3.6).
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Figura 3.6: Energia total Er vs. Z para el sistema 2(Z, e) (linea punteada), el sistema (27, e, ¢) (linea rayada
larga), el sistema (27, ¢) + (Z, ) (linea rayada corta) y para el sistema (3Z, e, e) (linea sélida). Las marcas
(e) representa el valor de la energia total Ep para las cargas criticas.
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Para cargas Z € (1.357,1.441) el sistema es metaestable con tres canales
de decaimiento

(3Z,e,e) — (2Z,e)+ (Z,e),
(3Z,e,e) — 2(Zje)+ Z.
(3Z,e,e) — (2Z,e,e)+ Z.

Para cargas Z € (1.3137,1.357) el sistema es metaestable con dos canales
de decaimiento

(3Z,e,e) — 2(Z,e)+ Z,
(3Z,e,e) — (2Z,e,e)+ Z.

Para cargas Z € (1.1767,1.3137) el sistema es metaestable con un canal
de decaimiento

(3Z,e,e) — (2Z,e,e)+ Z.

Para cargas Z € (0.2989,1.1767) el sistema es estable. Para cargas Z <
0.2989 el sistema prefiere estar en una configuracién diferente. Estas confi-
guraciones pueden ser (3Z,¢) +e 6 (2Z,¢e) + (Z, e).



Capitulo 4

Ion Molecular H 3+

4.1. Consideraciones generales

El ion molecular H; consiste de tres protones y dos electrones (3p, e, e).
Considerando de nuevo la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero,
lo protones se pueden considerar en configuracion triangular equilatera, que
es la configuracion 6ptima [53] (ver Fig. 4.1).

Figura 4.1: Ton molecular Hi en configuracién triangular equilatera. Los pun-
tos e representan la posicion de los electrones.
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El Hamiltoniano del sistema esta dado por:

1 1 1 1 1 1
H = p12+p22—2(—+—+—+—+—+—) (4.1)

Tia T Tic T2a T2 T2

L 8,2
R rio ’
donde p; es el momento del i-ésimo electrén, ¢+ = 1,2, R es la distancia entre
las cargas Z, rjj es la distancia entre el ¢-ésimo electrén y la j-ésima carga,
7 =ua,b,c, y ri5 es la distancia entre los electrones.

4.1.1. Funciones de Prueba

Para el sistema H, la funcién de prueba usada ¥, es la combinacién
lineal de dos funciones base:

2
v, = ZAJ¢(j) ) (4.2)
j=1

donde A; son pardmetros lineales. En general, cada funcién ) tiene la
forma de un producto simetrizado de seis orbitales 1s de Coulomb (funciones
de Slater) y un término exponencial correspondiente a la interaccién entre los
electrones, €72, con lo que se incluye explicitamente la correlaciéon electrénica
en la funcién de prueba. A continuacién se presentan las funciones de prueba
utilizadas:
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»M: Todas los pardmetros « son diferentes,

w(l)

—QT1q— 02T 1p— Q3T 1c—Q4T2q —Q5T2p — Q6 T2c+YT12

e

e~ Q1T1e—®2T1a— Q3T —4T2c— 5T 2a —QeT2pTYT12

P T1p—Q2T1c—Q3T1q—Q4T2p—A5T2c — Q6T 20 +YT12
e M1Tla T Q2T 1~ Q3T 1p X420~ 5T 2c —QeT2pTYT12
e ATl Q2T 1p Q3T 1a — T2~ 5T 26~ 6T 2a +7ri2

6*011 T1b—Q271a —Q3T1c—Q4T2p—5T2a — 06T 2c+YT12

e_al T2a—Q272p — 0372 —Q4T1a— Q5T 1p — 6T 1cTYT12

e~ 1T2c—(2T2a—A3T2 — 4T~ 5T 1a —QeT1HTYT12
P Top—Q2T2c— Q3726 — 4T 1p— 5T 1c— Q6T 1a+YT12
e~ 1T2a 0272 —A3T2 —X4T1a —A5T1e —QeT1HTYT12

67011 T2c—Q2T2p—Q3T2q — QAT 1c— Q5T 1p— Q6T 1aTYT12

T

6*0111“21;*042?“211*013T2c*044?“1b*0¢5?“1a*Otsrchr’Y?“lz (4 3)
Esta es una funcion general y a partir de ella se pueden generar situa-
ciones particulares, por ejemplo si todas las a’s son iguales la funcion
M se reduce a ? que a continuacién se presenta.

1®: Todos los pardmetros o’s se escogen para ser iguales a a7,

w(Q) — e—ar(ritratratratrstre)+yerie (4 4)

La funciéon Heitler-London da una descripcion de las distancias entre las
cargas para configuraciones cerca del equilibrio (interaccién coherente entre
los electrones y los centros cargados).

En total son 10 parametros variacionales, siete parametros «, dos parame-
tros 7y, correspondientes a la interaccion entre los electrones, y un parametro
lineal.

4.2. Resultados

Al considerar un sistema de tres protones y dos electrones, (3p,e,e), la
complejidad es mayor que al trabajar con sistemas de un electron. El calculo
de la energia total del sistema resulta complicado bajo el método variacional
pero tenemos una mejor interpretacién fisica. Para éste caso se utilizo la
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funcién de prueba (4.2). El célculo de la energia con el método variacional
se realiz6 utilizando la rutina de integracién HIntLib [18].

Se obtuvo la energfa total para el estado base del ion molecular H;™ para
la distancia de equilibrio entre los protones . La comparacion con resultados
previos se muestra en la Tabla 4.1. La energia del estado base, en la aproxi-
macién de Born-Oppenheimer y usando la funcién de prueba (4.3), es el valor
més preciso (més bajo) obtenido para una funcién de pocos pardmetros. En
la Tabla 4.1 se puede ver que los resultados obtenidos son mejores que los
logrados con aproximaciones a la correlacién de tipo Gaussianas en rq» de la
Ref. [60], y lineal en ri, de la Ref. [61], cuando se usa un nimero relativa-
mente pequeno de términos y pardametros no-lineales en la aproximacién de
la funcién de onda. También la funcién de prueba (4.3) es més precisa que
todos los calculos tradicionales CI (Configuration Interaction) que fueron he-
chos antes de 1971 (ver [62]). En los cdlculos CI no fue agregado un término
explicito de correlacién a las expansiones. Ademas, podemos decir que la
energia variacional obtenida con la (4.3) es de una precisién comparable con
los cdlculos més grandes con CI de las Refs. [63, 64] (para una lista de 42
calculos de la energia del estado base en el periodo de 1938-1992, ver Ref.[62],
y para una lista de célculos selectos ab-initio hasta 1995, ver Ref.[45]).

La Tabla 4.2 muestra los valores de los pardametros variacionales obteni-
dos tras la minimizacién de la funcién de prueba (4.3) cuando se obtiene el
minimo de la energia total. También se presentan los resultados obtenidos
para la minimizacién de los parametros de la funcién de prueba (4.2) con 7+3
y 10 pardmetros; es decir, se hace una minimizacién de la funcién de prueba
manteniendo los 7 pardmetros de (4.3) fijos y liberando los 3 pardmetros de
la funcién (4.4), y después se hace una minimizacién de la funcién de prueba
considerando los 10 parametros libres.

Una lista de algunos valores esperados relevantes obtenidos con la funcién
de prueba (4.3) y su comparacién con los resultados de otros céalculos se
da en la Tabla 4.3. Se observa que se tiene un razonable acuerdo con los
valores esperados. En particular, los valores esperados (1/r14),(x?), (2?) estan
en mejor acuerdo con los obtenidos en el cdlculo mas grande CISD-R12 de
la Ref.[61]. También el valor esperado (1/rj2) es cercano al valor obtenido
con las funciones de onda Gaussianas correlacionados (sin restriccién) de la
Ref.[60] con 15 términos. Esto demuestra que los valores esperados de este
trabajo también son muy precisos, corroborando la calidad de la funcion de
onda (4.3).
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| ERy) |R(au)] método | referencia |
22,6794 1.66 CLGTO, > 120 configs [65] (1970)
-2.61258 1.65 GG, 3 terms, 5 params no-lin [60] (1973)

-2.6545 1.65 GG, 6 terms, 7 params no-lin

-2.66294 1.65 GG, 10 terms, 9 params no-lin

-2.66458 1.65 GG, 15 terms, 11 params no-lin

2.668764 | 1.65 R12, 10s base [61] (1993)
-2.669264 1.65 R12, 30s base

-2.68068 1.65 7 Param Func. (4.3) presente
72,6810 1.6405 | CI-GTO, 48 configs [63] (1971)
~2.6810 1.65 CI-STO, 100 configs [64] (1971)
-2.68146 1.65 (7+3) Param Func. (4.2) @ presente
-2.68318 1.65 10 Param Func. (4.2) @ presente
-2.68544 1.65041 | CI-GTO, 108 terms [67] (1985)
12.685568 | 1.6504 | CI-GTO, 8s3pld/[6s3pld] base [68] (1978)
12,6868 1.6504 | CLGTO, 10s4p2d base (104 terms) | [69] (1986)
-2.687644 1.65 CI-GTO, 700 terms [70] (1990)
2.68406 | 1.6504 | CI con rl2, 36 configs [71] (1982)
-2.686844 1.6504 CI con r12, 192 configs [72] (1984)
-2.6870 1.6504 | CI con r12, 13s3p/[10s2p] base [73] (1988)
-2.687656 1.65 CI con rl12, 13s5p3d base [74] (1990)
-2.68767 1.65 R12, 30520p12d9 f base [61] (1993)
-2.68670 1.65 GG, 15 terms, 135 params no-lin [60] (1973)
-2.68767125 | 1.65 GG, 600 terms [53] (1995)
-2.68767125 | 1.65 ECSG, 1000 terms [52] (2009)

Tabla 4.1: Una seleccién de calculos para el estado base en la aproximacién
de Born-Oppenheimer en la distancia de equilibrio de H3 . Los célculos récord
son de la Ref. [52] (2009) y de la Ref.[53] (1995). CI denota Configuration
Interaction, STO - Slater Type Orbitals, GTO - Gaussian Type Orbitals,
GG - correlated Gaussians (Gaussian Geminals), R12 - los cédlculos CI au-
mentados por el término lineal 5, ECSG - Explicitly Correlated Spherical
Gaussian functions. @ Funcién de prueba (4.2) con los parametros de 1(?) se
mantienen fijos e iguales a los encontrados por (4.3), @ Funcién de prueba
(4.2) con todos los 10 pardmetros optimizados.



| ERy) | o Qg a3 Qy as Qg nw | A a7 % |
-2.680 7 | -0.00353 0.18548 1.4245 1.0471 0.15082 0.58912 0.21632 - - -
-2.681 4 " -0.03000 0.47517 0.76398

‘—2.6832‘—0.00294 0.21022 1.3849 1.0199 0.17103 0.59084 0.26044‘—0.51154 0.59589 0.86229‘

Tabla 4.2: Energfa del estado base para Hi en R., = 1.65 y los pardmetros variacionales no-lineales
correspondientes a la funcién de prueba (4.2), la funcién de prueba (4.2) con pardmetros fijos para ¢(1) y
(4.2) con 10 parametros optimizados.
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Valor esperado

Funcién de prueba (4.3)

Otra

(r12)
(1/r12)

(1/r14)

2.0032
0.6315

0.8548

0.7711

0.5399

2.0822

0.59415%
0.62636°¢
0.85519°
0.8553¢
0.75818%
0.7595°
0.75913¢
0.75968¢
0.7605°
0.54802%
0.5451°
0.54085°¢
0.54179¢
0.5396°
2.06442%
2.0640°
2.05911¢
2.06114

Tabla 4.3: Valores esperados (en a.u.) para el ion molecular H; y su estado
base. Las coordenadas x,y, z y r estan medidas desde el centro del triangulo.
@ Ref.[63] CI-43; ® CI funcién de onda (I) en Ref.[64]; ¢ Funcién de onda
con Correlacién Gaussiana (sin restricciéon) con 15 términos en Ref.[60]; @
CI funcién de onda en Ref.[66]; ¢ CISD-R12 funcién de onda con la base

10s8p6d4 f en Ref.[61].



Conclusiones

En éste trabajo se consideraron sistemas moleculares Coulombianos for-
mados por n centros cargados de carga Z (positiva) con uno y dos electrones.
Ademas, se hicieron calculos para los sistemas Hy ¥y Hy . Se utiliz6 la apro-
ximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, donde la masa de los centros
cargados es infinita. Ademas, se considerd el método variacional, con funcio-
nes de prueba fisicamente adecuadas. En general, se estudié la energia total
Er y la distancia entre los centros cargados como funcion de la carga Z.
Para el caso de los iones moleculares H; " y H;, en configuracién triangu-
lar equilatera, se estudié la energia total como funcion de la distancia entre
los protones y la energia total para la distancia de equilibrio, respectivamente.

En el caso del ion molecular H; " los resultados obtenidos para la energia
total Er como funcién de la distancia entre los protones R (ver Fig. 1.2)
no muestra la aparicién de un minimo para distancias finitas. Tampoco se
muestra alguna irregularidad para los valores finitos de R. En base a esto se
llega a la conclusién de que el ion molecular Hi ™ no eziste en configuracién
triangular equilatera en la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden cero.

Para los sistemas formados por centros cargados con carga Z y uno y dos
electrones (2Z,¢), (3Z,¢e), (4Z,¢e), (5Z,€), (2Z,e,e) vy (3Z,e,e), las cargas
criticas fueron calculadas por primera vez, ver Tabla C1. Se pueden observar
que el valor de las cargas criticas disminuye conforme se aumenta el nimero
de centros cargados, que las cargas criticas son menores que uno para los
sistemas de un electrén y que son mayores de uno para sistemas de dos elec-
trones. Bajo la condicion de que las cargas Z son estaticas, la configuracion
de equilibrio fue determinada para cada sistema. Se encontré que la energia
total y la distancia de equilibrio entre los centros cargados como funcién
de la carga Z son funciones suaves sin ninguna indicacién de cuantizaciéon
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de la carga. Para todos los sistemas estudiados la configuracion geométrica
optima corresponde a la mas simétrica; es decir, el tridngulo equilatero para
(3Z,e) y (3Z,e,e), el tetraedro para (4Z,¢) y los centros sobre la superfi-
cie un elipsoide prolata (simétricamente puestos sobre el plano que divide
transversalmente al elipsoide — formando un triangulo equilatero— y sobre
los puntos més lejanos del triangulo — en las antipodas del eje mayor) para
(57, e). Todas éstas configuraciones son estables con respecto a pequenas des-
viaciones de la configuracién de equilibrio. Ademas, para todos los sistemas
estudiados se encontré que el comportamiento de la energia total Er como
funcién de la carga esta dado por una expansion de Puiseux donde se da una
indicacion de que los puntos criticos Z = Z.,., al parecer, son puntos rama
con exponente 3/2. Para el caso de puntos criticos Z = 0 el comportamiento
cerca de ese punto esta dado por una expansién de Taylor donde el término
lider es de orden dos, es decir, oc Z2.

Para el ion molecular H; tenemos como conclusién que en la aproxima-
cién de Born-Oppenheimer a orden cero y usando una funciéon de prueba
de pocos pardmetros (10 pardmetros) podemos obtener una energia muy
precisa para el estado base. Esta funcién de prueba se escoge siguiendo el cri-
terio de adecuacion fisica que incorpora la correlacién electrénica en la forma
~ exp (yri2) donde vy es un pardametro variacional. El minimo de la energia
encontrado es: By = —2.6832 Ry para una distancia de equilibrio R, = 1.65
a.u. Este resultado de la energia es el mas preciso obtenido entre las fun-
ciones de pocos parametros. En particular es mas preciso que las energias
obtenidas con los estudios que incluyen la correlacion electronica en explicita
de las referencias [61] (lineal en rp) y [60] (Gaussiana en ryp), cuando un
nimero pequeno de términos y parametros no-lineales son considerados en
las expansiones CI.
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Sistema Carga critica
(Ze) |-
(2Z,e) | 1.4390
le| (3Z,e) |0.9539
(4Z,e) | 0.7360
(5Z,e) | 0.3500
(Z,e,e) | 0.9109 [75]
2e| (2Z,e,e) | 2.2500
(3Z,e,e) | 1.4410
3e| (Zeee)|2.009[75]

Tabla C1: Cargas criticas de distintos sistemas con uno, dos y tres electrones.
Todos los resultados presentados se encuentran en éste trabajo exceptuan-
do los encontrados por N. Guevara and A. V. Turbiner [75] para sistemas

atémicos.



Apéndice A

Una solucion analitica del
funcional de la energia
variacional para el caso (27, ¢)

Para el caso particular de sistemas de tres cuerpos formados por dos cen-
tros fijos y un electron es posible resolver de forma exacta las integrales, con
respecto a las coordenadas, de las funciones de prueba que son un producto
de orbitales de Slater. Esta solucién esquematiza, de forma aproximada, la
fisica del sistema.

Consideremos el sistema formado por dos centros con carga Z y un
electrén; es el sistema conocido como (27,¢). Se usa la aproximacién de
Born-Oppenheimer a orden cero, donde se considera que los centros son in-
finitamente masivos.

El Hamiltoniano del sistema es:

277 1 1

H=p*+—-2Z—+—, Al

P R (Tl T2 ( )

donde p es el momento del electrén, R es la distancia entre las cargas Z y r;
es la distancia entre el electron y la i-ésima carga 7,1 =1, 2.

Utilizando el método variacional se puede encontrar la energia del sistema.

[ UHY,dr

= - A2
/ W, dr (A2)

Evar(Oéb Uy, O3, )

Proponemos una funciéon de prueba de la forma de un producto de dos or-
bitales 1s de Coulomb (Funciones de Slater), pero pueden ser escritos como
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una suma de orbitales de Coulomb:
v, = e=am—PBrz 4 o—ara=fn (A.3)

Aplicando el operador Hamiltoniano sobre la funciéon de prueba obtene-
mMos:

HU, = —(a+ )0, — 20520, + 2(~ + é)e*“’“l*ﬁ” (A.4)
rre (&1 )
ﬁ QN g Z? 1 1
2(— + — mTer2 L9 —27(— 4+ —\U,.
+ <r1+7“2)6 + R P <’I“1+7“2) P

Casi cada uno de los términos del lado derecho de la igualdad tiene un sig-
nificado fisico. El primer término corresponde a la energia de dos sistemas
de un de un centro cargado, con carga o y 3 respectivamente, y electron. El
segundo término no tiene una explicacion fisica, sélo es resultado de aplicar
el Laplaciano a la funcién de prueba; es resultado de la aproximacion que
estamos considerando. El tercer y cuarto término corresponden a la inter-
accion del electron hacia cada una de las centros cargados. Los ultimos dos
términos estan dados por el potencial. De lo anterior vemos que la funcién
de prueba nos ofrece una idea fisica del sistema; a ésto nos referimos cuando
se habla de adecuacién fisica.
Ahora introduzcamos la siguiente solucion:

e—om=Br2gdy g e BR _ ool
; _ _Amem me Ty A5
@p)= [ = ) (A.5)
A partir de la integral (A.5) se obtiene una familia de integrales
I(n,m;a, B) = /T’fr’;eo‘”ﬁ”d%, (A.6)

donde n y m son enteros (n,m > —1), aplicando derivadas con respecto a
los pardametros oy [3:
dn—l—l dm+1

I(nam;O‘aﬂ) = WW(_l)nJﬂn[(_L_l;O‘aﬂ)' (A7)

Similarmente se puede mostrar que:

/ ry - roe A2 3y

rire

Qa,B) =

(A.8)

8m e M3 (Ra — 2) — o®(Ra +2)] — e ™[0*(RS — 2) — B*(RB + 2)]

R (042 _ ﬂ2)3
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De la misma manera podemos encontrar una familia de integrales que se
obtiene a través de derivadas con respecto de los parametros a y 3.

Qn,m;a,B) = /rl-rzr?r?e_a”‘ﬁ”d?’r (A.9)

dn+1 dm+1

= (=1)"""Q(a, B).

dan—f—l dﬂm—l—l

Utilizando las soluciones de las familias de integrales I(n, m; a, 3) y Q(n, m; a, 3)
podemos encontrar la expresion analitica de la energia variacional:

Evar(o, B, R, Z) = —(o” + 3°) (A.10)
Ar e 2B8 _ 56—23«1 + (a . 5)[1 + R(a + 5)]€—R(a+ﬁ)

) { o — }
_ dapr | B+3R(a+B) - RP(a+ B)?|e~Elath)

3(Vp| W) (a+B)?

5 a(a+ Ra? + Rp3?)e 2B
[

272

"R

47 { [e7288 — e72Ra L 9 R(a — B)e B+l + R(a + )] }
(W, |W,) R(a — B)(a+ p)? 7

donde:

Qame 2R 2pme 2

(a2 — 32)2 + (a2 — 32)2
dafBr(e 2R — ¢=2Ra)

o R(a? — 32)3

+27r[3 +3R(a + B) + R*(a + B)?|e~ Flath)

3(a+ B)3

(Up|U,) = /\I/;‘ijdr =

L (A11)

Los tres primeros términos de (A.10) corresponden a la energia cinética.
Los ultimos dos términos corresponden a la energia potencial. Podemos ver la
funcion es suave ya que es una razén de términos exponenciales multiplicados
por polinomios de R, o y 3. Podemos hacer una curva de la energia cinética
y potencial como funcién de la distancia entre las cargas R.
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En las Figs. A.1, A.2 y A.3 se muestran la energia cinética, la energia po-
tencial y la energia total, respectivamente, como funcion de R, la distancia
entre los centros cargados para una carga Z = 1 (ion molecular Hy ). Pode-
mos ver que la energia cinética es positiva. La energia potencial es negativa
(potencial atractivo) y es suave. La combinacién de las dos energias nos da
la energia total del sistema y la curva presenta un minimo, esto da lugar a
la existencia de un estado ligado. Conforme se va aumentando el valor de la
carga la energia potencial es menos atractiva, debido a que la repulsion entre
de los centros cargados tiene mayor contribucion. Asi, al crecer el valor de
la carga Z, se pierde el minimo en la curva de energia y los estados ligados
desaparecen.

Energia Cinética (Ry)

0.8 1 1 1 1

R (a.u‘.l)

Figura A.1: Energia cinética del sistema (27, ¢e) como funcién de R, la dis-
tancia entre las centros.
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'
N

R
~

R
w

Energia Potencial (Ry)

2.9 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6

R (a.u.)

Figura A.2: Energia potencial del sistema (2Z,e) como funcién de R, la
distancia entre las centros.
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-0.9

-0.95

-1.05

Energia Total (Ry)

-1.1

-1.15

-1.2

_1.25 1 1 1 1
4
R (a.u.)

Figura A.3: Energia total del sistema (27, ¢) como funcién de R, la distancia
entre las centros.
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It is shown that the molecular ion H3" does not exist in a form of the equilateral triangle. To
this end, a compact variational method is presented which is based on a linear superposi-
tion of six specially tailored, Coulomb-type trial functions containing non-linear parameters.
Careful optimization of a total of fifteen parameters gives consistently lower variational re-
sults for the electronic energy than can be obtained with standard methods of quantum
chemistry even with huge basis sets as large as mcc-pV7Z. Taking the proton (electron)
charge as a continuous parameter the critical charges are found where the ion H;" becomes
(meta)-stable.

Keywords: Hydrogen; Trihydrogen dication; Coulomb-type trial functions; Schrodinger
equation; Born-Oppenheimer approximation; ab initio calculations.

The trihydrogen dication, H}", which consists of three protons and one
electron, is among the simplest Coulomb systems. Its stability has been
studied intensely in the sixties and early seventies. In a series of articles,
Conroy!— investigated the potential energy surfaces of the electronic
ground state and the lowest excited states at linear and isosceles triangular
configurations. He employed a variational approach in which the electronic
trial wavefunction is expanded around the center of the nuclear charges.
Analyzing the contour plots Conroy concluded that H;" is not stable.
Schwartz and Schaad?, and Somorjai and Yue®, who reported single-point
calculations of the system (pppe) at the supposed equilibrium equilateral tri-
angular configuration of H;", did not address the stability problem. The ex-
istence of H;", with a lifetime of at least 2 us, was suggested by Papp and
Kervin®, studying the hydrogenic mass spectrum, to account for some of its
features. In an erratum’, a different explanation for one of the signals was
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then given and the evidence for the identification of H;* considered
“tenuous”. Berkowitz and Stocker® searched for this ion through charge
stripping experiments on H}" to assess Conroy’s results, not however refer-
encing the experiment by Papp and Kervin. They could not find evidence
of stable H;". Later, the issue was reconsidered also from the theoretical
side, by Shoucri and Darling®, who examined equilateral configurations
with the variational linear combination of atomic orbitals (LCAO) method,
and by Herndndez and Carbd!?, who studied two particular configurations
with a more compact variational approach and obtained total energy values
below those published before. No bound state has been determined in these
calculations. Johnson and Poshusta!! reported another single-point cal-
culation in the context of Gaussian basis set optimization for some one-
electron systems. About twenty years later Ackermann et al.'? revisited the
question about the existence of H;" using the finite element method which
provided much higher accuracy than previously achieved. The problem of
the stability of H}" was treated keeping the nuclear charge as a continu-
ous parameter. Critical values of the charges for the existence of metastable
or possibly stable (towards dissociation to H + 2p, see a discussion in Re-
sults) equilateral triangular configurations were obtained as Z; = 0.95 and
0.82, respectively. The authors excluded the possibility of stable H;" in the
electronic ground state. However, the explicit electronic energy data are re-
ported only for one particular equilateral triangular configuration at the tri-
angle size R = 1.68 a.u. Summarizing we state that the accurate ab initio
results on the basis of which the non-existence of H;" can be demonstrated
are scarce and not that convincing. This question is thus addressed once
again in the present study. It is worth mentioning that one of the moti-
vations of our study is related to a fact that H}" in equilateral triangular
configuration may exist as metastable state in a magnetic field B = 108 G
(as it was predicted by Lopez Vieyra in ref.!? for a discussion see review pa-
per?%).

METHODS

We study a Coulomb system of one electron and three protons (pppe)
which form an equilateral triangle of size R. The protons are assumed to be
infinitely massive according to the Born-Oppenheimer approximation at
zero order. The Schrodinger equation for the system is written as
, 6Z* 27z 27z 2Zz
p + - - -
R T,

1

W(r) = BZ,2Z)¥(r) (1)

r

5 r

3
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where p = —iV is the electron momentum, Z = 1 is the proton charge and z =
1 is the electron charge (measured in unit (-1)), r;, r, and r; are the dis-
tances from each proton to the electron and R is the interproton distance
(Fig. 1). Atomic units are used throughout (i=m_, =e = 1).

Our goal is to study the stability of the molecular ion H}". If such an ion
exists, it implies the existence of the ground state of the system (pppe).
Based on symmetry arguments it seems evident that the optimal geometry
of (pppe) in the case of existence of a bound state is the equilateral triangle.

Two methods are used to explore the system: (i) variational with physi-
cally relevant trial functions (see e.g.!?) which we will call specialized and
(i1) standard variational based on using standard Gaussian trial functions as
implemented in ab initio quantum chemistry packages such as MOLPRO 4,
Both methods lead to highly accurate quantitative results for total energy
versus the size of the triangle.

In the first variational approach, a trial function is taken in a form of lin-
ear superposition of six basis functions

Wi = App"” (2)

where Aj are linear parameters. Each function y() is chosen in such a way
as to describe different physical characteristics of the system. In general,
P(@) has the form of a symmetrized product of three 1s-Coulomb orbitals
(Slater functions)

FiG. 1
Molecular ion H;" in equilateral triangular configuration. Protons are fixed on the vertexes (on
the x—y plane). Point e represents the electron position

Collect. Czech. Chem. Commun. 2008, Vol. 73, No. 10, pp. 1271-1280
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wc = e—alrl—azrz—oc3r3. (3)

Let us give a brief description of each of them:

YD: All a’s are chosen to be equal to a,

'lp(l) =6—0H(f1+1'z+f3). (4)

It is a Heitler-London' type function. This corresponds to coherent interac-
tion between the electron and all protons. Supposedly, it describes the sys-
tem at small interproton distances and, probably, the equilibrium
configuration. It might be verified a posteriori.

Y@: Two a’s are equal to zero and the remaining one is set to be equal to
0,5,

PP = eTRn TR g T (5

It is a Hund-Mulliken'®!7 type function. This function possibly describes
the system at large distances, where essentially the electron interacts with
only one proton at a time thus realizing incoherent interaction.

P®: One a is equal to zero, two others are different from zero but equal
to each other and to as,

—as(r+r3)

w(3) — 6‘0‘3(T1+T2)

+e + e @nrn) (6)

It is assumed that this function describes the system H; plus proton when a
triangle is of a sufficiently small size. In fact, it is the Heitler-London func-
tion of H; symmetrized over protons.

P®@: One a is equal to zero and two others are different from each other
being equal to o, s, respectively,

1P(4) = @ %N TUsh 4 @TOah US4 om0l mOsls

(7)

-0y 13 —Oy I, =0 5I3 -0y I3 —05Ty

+ e “osh 4 e +e
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It is assumed that this function describes the system H; plus one proton. In
fact, it is the Guillemin—Zener!® function of H} symmetrized over protons.
If a, = as, the function Y@ is reduced to Y. If a, = 0, the function Y@ is
reduced to Y®. Hence y® is a non-linear interpolation between @ and
y®. It has to describe intermediate interproton distances.

Y®: Two o’s are equal but the third one is different,

(5) —Qgly —Olglh —CL7 T —QLgl —OLgly —CL7 T
w = e %N 6f27%713 | aT%eTGe3 0

—Qelp —Ogl —0713 —Oglr —Qgl3 —07Iy
+ e +e + (8)

—Oel3 —Ogly —Oel3 —Qgly —O7Iy

+e "Rt e
It describes a “mixed” state of three hydrogen atoms. If o = o, the
function Y® is reduced to Y. If o, = 0, the function y® is reduced to Y.
If o, = 0, the function Y® is reduced to Y. Hence ¢y® is a non-linear
interpolation between Y, @ and ). As function (7) this is a type of
Guillemin-Zener function and should describe intermediate interproton
distances.

P©: All o’s are different,

(6) —Ogly —Oglr =0 ypl3 —Oglp —OGgl3 —0olp
P =e P t+e ’ +

—0lglHh —OlgI'y —OL I~ —0lglHh —OlgIy =0 oI
812 911 1043 812 913 1071
+ e +e + (9)

—Ogl3 —0gl —Ogl3 —OQglh —Qygl

+e Ty e

This is a general non-linear interpolation of all functions .

The total number of parameters of the function (2) is equal to 15, where
five are linear ones. Note that without a loss of generality the parameter
Ag 1n (2) can be fixed putting A4 = 1.

In standard ab initio calculations, W, is most commonly expanded in
terms of Gaussian basis functions ;; centered at protons I = 1, 2, 3 (see
Fig. 1),

3

lptrial = E iwl,i(rl)cli (10)

I=1 1=1

whose coefficients cj; are then determined variationally!®. The basis func-
tions y;; themselves are built up by primitive Gaussians?’
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1pl,i=[n,1,m](rl) = E NY,, (e,q))rzn—z—l e_aKrsz (11)

with contraction coefficients d, held fixed.

Our calculations were performed using the Hartree-Fock code imple-
mented in the MOLPRO suite of programs'# with the correlation consistent
cc-pV6Z and modified mcc-pV7Z basis sets?!-22. The cc-pV6Z basis set con-
tains 91 contracted Gaussians per proton, with I quantum numbers up to
¢ =35, i.e. [6s5p4d3f2¢glh], yielding a total of 273 basis functions. The
mcc-pV7Z basis includes / = 6 functions, leading to 140 contracted
Gaussians per proton, [7s6p5d4f3g2hli], or 420 basis functions in total.
Calculations were carried out for a range of equilateral triangular configura-
tions using C, symmetry. In this point group, the lowest electronic state is
2A’. The total number of contracted Gaussians of this symmetry is 168 for
the cc-pV6Z basis set and 255 for the mcc-pV7Z basis set, respectively. The
cc-pV6OZ results, which are not reported here explicitly, have been gener-
ated to assess the accuracy of this type of calculations. Based on such
a comparison, we estimate the accuracy of the mcc-pV7Z data to about
107 a.u. over a large range of distances, deteriorating somewhat at short
distances where the basis functions tend to become linearly dependent.

RESULTS

In framework of the specialized variational method (i) some numerical
computations were made. The minimization routine MINUIT ?* from the
CERN-LIB library was used as well as DO1FCF routine from the NAG-LIB 2#
for three-dimensional numerical integration. Numerical values of the total
energy E; of the system (pppe) for different values of the interproton dis-
tance R were obtained (Table I). The results from the MOLPRO calculation
with a huge standard-type basis set (mcc-pV7Z) are given for comparison.
A problem of the standard approach is its slow convergence with respect to
the angular momentum quantum number /, requiring the use of large basis
sets. The method based on the specially tailored trial function, Eq. (2), leads
to systematically lower variational energy values with considerably less
terms. It should be noted that this method relies on a careful optimization
of non-linear parameters.

Different studies have been done for R = 1.68 a.u. This distance corre-
sponds to an early estimate of the equilibrium distance (R,) for the molecu-
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lar ion H}* in triangular equilateral configuration?. It provides a natural
explanation why this was considered. Nowadays it is known with high ac-
curacy that the equilibrium distance for H}" is R = 1.65 (ref.?®). In Table II,
we present a comparison of the results obtained at R = 1.68 by the standard
method of quantum chemistry, LCAO, which uses optimized Gauss-type
(GTO) or Slater-type (STO) atomic orbitals, the finite element method, the

TABLE I
Variational results obtained with the specialized method (2) and with a standard quantum
chemistry method employing MOLPRO for the total energy E; as a function of the
internuclear distance R for the system pppe in the equilateral triangular geometry. (For R =
3.50, in'® E; = -0.339)

Total Energy E; (Hartree)

Size R (a.u.)
Variational, specialized Variational, standard

0.10 25.6302842 25.6304634
0.20 10.8826122 10.8827815
0.30 6.1530169 6.1531021
0.40 3.9079404 3.9079929
0.50 2.6385500 2.6385840
0.60 1.8443338 1.8443583
0.70 1.3131266 1.3131450
0.80 0.9405366 0.9405502
0.90 0.6697137 0.6697241
1.00 0.4673239 0.4673307
1.10 0.3126804 0.3126852
1.20 0.1923582 0.1923640
1.30 0.0973269 0.0973322
1.40 0.0213184 0.0213227
1.50 -0.0401268 -0.0401253
1.65 -0.1118605 -0.1118558
2.00 -0.2177957 -0.2177932
2.50 -0.2913521 -0.2810368
3.00 -0.3243024 -0.3242965
3.50 -0.3396630 -0.3396535
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MOLPRO calculation with the massive aug-mcc-pV7Z basis set??> consisting
of 567 basis functions, 336 of which have symmetry A’, and the variational
approach, Eq. (2).

Plotting the data results in a smooth monotonous curve of the total
energy E; as a function of the internuclear distance (Fig. 2).

From a physical point of view it seems evident that if the proton charge Z
is assumed as a continuous parameter and z = 1 (see the Hamiltonian (1))
there exist charges Z < 1 for which the system (ZpZpZpe) becomes bound.

TaBLE 11

Comparison of different results for E; at R = 1.68 a.u.

Author Method Energy (Hartree)
Conroy' STO ~0.1215587
Johnson and Poshusta'! GTO -0.12374, est. exact —0.124
Schwartz and Schaad* Variational -0.12373
Somorjai and Yue® Variational -0.11708
Ackerman et al.'? F.E. -0.1238567
Present work MOLPRO, aug-mcc-pV7Z -0.1238532
Present work Variational (2) -0.1238566
30 T T T T T T
25 - |
\
- \
o 1
ol
= 5F | 1
s |
10 \\ g
\
\
5| \\ ]
O - o \\“\‘7‘ -
_5 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

FiG. 2

E; as function of the internuclear distance R. Asymptotically, for R — %, the energy approaches
that of a hydrogen atom plus two protons, i.e. E; = -0.5
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Using the variational method with the trial function (2) we found a critical
charge Z_, = 0.9535 (cf. Z_, = 0.95 in'?) such that for Z < Z_, the total energy
curve displays a minimum. In general, the emerged bound state is
metastable: the system can dissociate either to Z-charged hydrogen (Zpe)
and two Z-charged protons, or to (ZpZpe), the Z-analogue of H;, and
Z-charged proton. It is worth noting that Z_. is very close to the proton
charge. With further decrease of Z a minimum in total energy curve, which
occurs at some R = R,,, deepens and R, decreases. At some Z;" = 0.8269
(cf. ZE = 0.82 in'?) the system becomes stable towards a dissociation to
(Zpe)-hydrogen and two Z-charged protons but still remains unstable to-
wards a dissociation to (ZpZpe). Eventually, for Z < Z"*’, where Z**’ =
0.5811, the system becomes stable. It remains stable until Z = O.

The above-mentioned problem of three Z-charged protons and the
electron of unit charge is related with the problem when the proton charge
Z =1 and the electron charge z is assumed as a continuous parameter.

In particular, there exists a relation
1 5 z
— BZ",zZ) = K1,) (12)
z? z

where E(Z?,7) is the energy in the first problem and E(1,z) is the energy in
the second problem (see the Hamiltonian (1)). Correspondingly, if the elec-
tron charge is small, z < z_. = 1.0488 the system (pppze) is unbound. If z, <
z =z = 1.2093, the system is metastable dissociating to z-hydrogen atom
(pze) and two protons. At z < z < zfg) = 1.7209, the system remains
metastable dissociating to z-hydrogen ion (ppze) and proton. However, for
(H3) .
z >z, * the system (pppze) is stable.

CONCLUSION

We have studied the trihydrogen dication, H§+, at various equilateral tri-
angular configurations of side length R to assess its stability. Two different
variational procedures have been employed, the first being based on spe-
cially tailored, physically motivated trial functions and the second on
Gaussian functions as commonly used in quantum chemistry calculations.
As a conclusion we have to state that the total energy E; as a function of
the internuclear distance R does not indicate either to a minimum or even
slight non-adiabatic irregularities for finite R. Thus, the molecular ion H3}"
does not exist in equilateral triangular configuration in the Born-

Oppenheimer approximation.
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Critical Charges of Simple Coulomb Molecular Systems:

One-Two Electron Case
A.V.Turbiner*2] H. Medel Cobaxin!@!

We consider some Coulomb systems with several infinitely mas-
sive centers of charge Z and one or two electrons: (Z,e), (2Z,e),
(3Z,e),(4Z,e),(2Z,e,e),and (3Z,¢,e). It is shown that the physi-
cal, integer charges Z = 1,2,... do not play a distinguished role
for the total energy and for the equilibrium configuration of a
system, giving no indication of a charge quantization. By defi-
nition, a critical charge Z for a given Coulomb system (nZ,e)
or (nZ,e,e) is a charge which separates the domain of the exis-
tence of bound states from the domain of unbound states (the

Keywords: critical charge - one-two electron molecular systems

Introduction

One of the basic observations of fundamental physics is the quan-
tization of electric charges of elementary particles and nuclei.The
electric charges of the electron and the proton have opposite
signs and their values coincide, while the neutron has zero electric
charge. Hence, if it is assumed that a nuclei is made from a num-
ber of protons and neutrons, then any nuclear electric charge is
equal to the proton charge multiplied by an integer number. This
observation is supported experimentally and gets its justification
from elementary particle theory and nuclear physics. A natural
question to ask is if there is any indication of such a quantization
in atomic and molecular physics. In classical electrostatics stable
configurations of point charges do not exist according to Earn-
shaw’s theorem, a zero charge looks like a singular point where
the nature of interaction changes from repulsion to attraction.
Usually, at a singular charge the whole or a part of the poten-
tial vanishes. In nonrelativistic quantum electrodynamics these
singular charges undoubtedly continue to exist, however, a new
phenomenon occurs: there are some critical charges which sep-
arate the domain of existence of bound states (the domain of
stability) from the domain of nonexistence, although the nature
of the potential remains unchanged. In some cases a system gets
bound at a critical charge with polynomially-decaying eigenfunc-
tions at large distances, unlike standard exponentially-decaying
eigenfunctions. To the best of our knowledge this phenomenon
was observed for the first time for the Helium-like system, (Zee). It
was referred to as “the level that hits (kicks) the continuum,”or as
“the zero-energy state,”or as“the level on the threshold of the con-
tinuum.” The two simplest examples where such a phenomenon
occurs are probably the Poschl-Teller potential and the Yukawa
potential.

In this article, we consider a Coulomb system of a number of
infinitely massive centers of the same charge Z and one or two
electrons,assuming that the charge Z is a real parameter.The main

International Journal of Quantum Chemistry

domain of stability), the continuum (the domain of instability).
For all the above-mentioned systems critical charges Z, as well as
equilibrium geometrical configurations are found.Furthermore,an
indication to a branch point singularity at Z = Z., with exponent
3/2 was obtained. It is demonstrated that in the domain of the
existence the optimal geometrical configuration for both (nZ, e)
atn = 2,3,4and (nZ,e,e) at n = 2,3 corresponds to the Platonic
body. © 2011 Wiley Periodicals, Inc. Int J Quantum Chem 000: 000-000,
2011

aim of this article is to explore the following question: do integer
(physical) charges Z appear as special in some sense when the
total energy/equilibrium configuration is studied? Another goal is
to find the domain(s) in Z where the system has at least one bound
state. We then locate the critical charges Z., which separate the
domains of existence and nonexistence of bound states.The study
is made within framework of nonrelativistic quantum mechanics.

In this article, atomic units (h = e = m, = 1) are used through-
out, albeit energies are given sometimes in Rydbergs.

Generalities

Let us consider the Coulomb molecular system which consists of
n fixed charges Z and k electrons, (nZ, ke).The Hamiltonian which
describes this system is written in atomic units as follows,

1k n 72 n ok oz K
M= Bt =3 42
a=1 g ia

i<j i=1 a=1 a<b

M

where Rj is the distance between charge centers i and j, riq is the
distance from electron a to charge center i, rg is the distance
between electrons a and b,and k = 1,2.1f Z = 1,the Hamiltonian
describes the system of n protons and one or two electrons in

[a] A.V.Turbiner, H. M. Cobaxin
Instituto de Ciencias Nucleares, Universidad Nacional Auténoma de México,
Apartado Postal 70-543, 04510 México, D.F.,, Mexico
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Contract grant sponsor: PAPIIT; Contract grant number:IN115709;
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the Born-Oppenheimer approximation of order zero (the protons
are considered to be infinitely massive). There are three important
particular cases.

1. The atomic-type case,n = 1.The Hamiltonian (1) becomes

1& [ K
HZ*EZA07227+
a=1 fa

a=1 a<i

1
P ()
5 fab
where r, is the distance between electron a and the center. At
k = 1 (one-electron case) we get a hydrogen-like ion. Its spectrum
is known,
2

EnZ) = _W'

3)
where N = 1,2,...is the principal quantum number.The discrete
spectrumisinfinite forany Z > 0.The critical pointisat Z,, = 0,and
its nature is quite obvious: it is a singular point of the differential
equation, at Z = 0 the potential vanishes. It is worth noting that
En(Z) has no singularities at finite Z, having a pole of second order
atZ = oo.Fork > 1itis evident from a physical point of view that
for small Z the system is unbound, but it gets bound for sufficiently
large Z.Hence, there exists some Z = Z,.It seems established that
Zo(k = 2) ~ 091 (see, e.g., Refs. 1 and 2 and references therein,
and also®) and Z., (k = 3) < 2.1 (see, e.g., Refs. 3 and 4). Making a
rescaling of the Hamiltonian (2),r — 7, we get the Hamiltonian in
the form

_ 1T1&
H:’EZA”’Zr**EUZ*' @

and arrive immediately at the conclusion that the energy of the
bound state has a second order pole at Z = oc. In general, in
the domain [Z, c0) the ground state energy E(Z) is a smooth,
monotonous function of Z without any indication of charge
quantization.

2. The one-electron, molecular-type case, k = 1.The Hamiltonian
has the form (1) without the last sum. It is evident that for small
Z the system is bound and one critical charge coincides with the
singular point of the Hamiltonian, Z, = 0, where the potential
vanishes. For large Z the Coulomb repulsion of charged centers
gets larger than the attraction of the electron to them and the sys-
tem definitely becomes unbound. Hence, a second critical charge
at finite Z,, > 0 must exist. Our goal is to find this critical charge
forn=2,3,4.

3. The two-electron, molecular-type case, k = 2.The Hamiltonian
(1) becomes

1 1 1 1
H=—=(A+A)+22Y — -2 <7+7>+—4 (5)
2 ! 2) ZR/ ; rin 7]

i n2
From a physical point of view it seems evident that a system is not
bound for large Z as well as for Z < 0.Thus, there must exist two
critical points: one has to be near zero,Z ~ 0 and another one at

finite Z. None of them is of the type of singularity of the operator
(5).Our goal is to find these critical charges forn = 2,3.

2 http://wileyonlinelibrary.com/qua
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Itis necessary here to introduce a formal definition of the critical
charge Z = Z, for a molecular system.This can be done in a natu-
ral way within the Born-Oppenheimer approximation of order zero
where the charges Z are assumed to be fixed. In the case of the
existence of a bound state the potential curve Eioral = E(R) has a
minimum at a finite internuclear distance R = Req. If the system is
stable, the potential energy at infinite intercenter distance is larger
than at R = Req. Otherwise, the bound state would be globally
metastable: the potential energy at infinite intercenter distance
is smaller than at the minimum and the system can decay. This
implies the existence of one (or several) maximum of the potential
energy curve at some finite R > Req. In the case of nonexistence
of a bound state the potential curve has no minimum at finite dis-
tances.The system is unstable. Hence, there exists a critical charge
Z = Z, for which the potential energy curve has a saddle point at
a finite distance R = Ry, and E(Ryp) > E(R > Ryp).Thus, a natural
evolution of the potential energy curve with growth of Z looks as
follows. At first, it has a minimum and the system is globally sta-
ble, them it continues to have a minimum but the system becomes
metastable and eventually,the minimum evolves to a saddle point,
the system becomes unstable.With further growth of Z the system
gets unstable.

One-Electron Molecular Systems
The two-center case (2Z, e)

It is well known that for Z = 1 a stable ion exists, the molecular
hydrogenic ion HJ, while in the case of Z = 2 the correspond-
ing molecular helium ion He?r does not exist. Hence, the critical
charge Z, has to be somewhere intherange 1 <Z < 2.

Figure 1. Geometrical setting for (2Z, e) system.

To calculate the total energy of the (2Z, e)-system vs.R as a func-
tion of charge Z we use the variational method. As a trial function,
a linear superposition of the Heitler-London, Hund-Mulliken, and
Guillemin-Zener functions (see Ref.5) is taken.These functions are
described in the following.

1. The Heitler-London function.

Yy = ez,
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where «; is the variational parameter. It is worth mentioning that
the potential, for which the function ¥ is the exact ground state
wavefunction,

1
(1)
v = —2a,2 (; +

1 R
7) + 2042220 - My, By = —204%72,
2

reproduces both Coulomb singularities and at «; = 1 even
their residues. The parameter oy # 1 can be interpreted as
(anti)screening parameter of the nuclear charges. In the well
known case Z = 1 the Heitler-London function describes correctly
small internuclear distances and can give a significant contribu-
tion near equilibrium, at R & Req. It mimics a coherent interaction
of the electron with the charged centers. Evidently this holds for
Z#1.
II. The Hund-Mulliken function.

Ya = (€72 e 2%2),

where «; is the variational parameter. |t describes incoherent inter-
action of the electron with the charged centers.This function gives
a significant contribution for large internuclear distances.

To interpolate between the domains R >~ Req and R >> Req,
we use the following two interpolating functions and their
superposition:

1lI-1. The Guillemin-Zener function.

Itis the simplest nonlinear interpolation between v, and v, or,
in other words, between small and large internuclear distances,

s, = (€702 | gmsZ—usZn)

where a3 and a4 are variational parameters. If
o3 =as then Y3 — Y
e, =0 then Y3 — ¥
1I1-2. The linear interpolation function.

Vs, =AY + Ay,

IV. Superposition of the two kinds of interpolation functions.
Ya = A3, U3, + Az, U3, 6)

With such a six-parametric trial function (6)* the expected rel-
ative accuracy in total energy is &~ 107, which is confirmed by
an independent calculation based on the use of a highly accurate
uniform approximation of the ground state eigenfunction”! (see
“Discussion” later). The total energy E(Z,R = Req) is presented in
Figure 2 and the equilibrium distance in Figure 3.Both curves are

*The Hamiltonian (1) at k = 1 allows the separation of variables in elliptic coor-
dinates (see e.g., Ref. 6). Every function v1,5,3 admits a factorization in elliptic
coordinates, although their linear superposition (6),in general, does not. Factor-
ization implies imposing a constraint on the parameters «. We do not impose
such a constraint, however, for the parameters obtained as a result of the vari-
ational optimization the constraint is almost fulfilled, indicating the quality of
the trial function (6).
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Figure 2. Total energy in Ry of systems (Z,e) (dotted line), (2Z,e) at R = Req
(dashed line), (3Z,e) at R = Req (long-dashed line) and (4Z,e) at R = Req
(solid line) as functions of the charge Z.(Z,e) and (2Z,e) curves cross at Z =
Zeross = 1.237. Dashed curve ends at Z = Zé,” = 1.439 (marked by bullet).
Long-dashed curve ends at Z = Zé,Z) = 0.9539 (marked by bullet). Solid curve
endsatZ = Z§) = 0.736 (marked by bullet).

Z

Figure 3. Equilibriumdistancein a.u.of systems (2Z, e) (solid line), (3Z, e) (long-
dashed line) and (4Z, e) (dashed line) as functions of the charge Z. All curves
crossatZ = 0.2977 with R = 2.366 a.u.Solid curveendsatZ = (= 1439
(marked by bullet). Long-dashed curve ends at Z = Zé,zl = 0.9539 (marked by
bullet). Dashed curve ends at Z = Z& = 0.736 (marked by bullet).

smooth without any indication of a special feature at the physical
charge Z = 1. At some charge (see later) the energy curves for
(2Z,e) and the Z-atom (Z, e) intersect.This crossing separates the
domain of stability from metastability of the system (2Z,e). The
equilibrium distance vs. Z is a smooth curve, which has a mini-
mum Req = 1.952a.u. at Z = 0.7924 and grows to infinity with
decreasing Z as expected. At the critical charge Z., = 1.439, where
the potential curve E = E(R) has the saddle point, the equilibrium
distance is equal to 2.985 a.u.

It is interesting to study the behavior of the total energy when
Z approaches the critical charge,Z — Z, from below.To this end
we use the Puiseux expansion

E@) =) anZe — D", @)

n=0
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Table 1. Total energy Ey of (2Z, ) in Ry at equilibrium vs.

z Er Fit
0.10 —0.031019 —0.03071
0.15 —0.064596 —0.06455
0.20 —0.107149 —0.10735
0.25 —0.157038 —0.15725
0.30 —0.212917 —0.21287
035 —0.273656 —0.27336
0.40 —0.338292 —0.33838
1.30 —1.614220 —1.61422
132 —1.641112 —1.64111
1.34 —1.668126 —1.66813
136 —1.695327 —1.69533
1.38 —1.722801 —1.72280
140 —1.750671 —1.75067
141 —1.764813 —1.76481
142 —1.779144 —1.77914
143 —1.793737 —1.79373
Z obtained using (6) and in the method”! compared to the result of the fit
(8) (for Z € [1.30,1.43]) and (10) (for Z € [0.10,0.40]).

with the condition that by = 0 and b, < bp. Our goal is to
find the parameters a, and b, of this expansion. Restricting the
expansion (7) to a finite number of terms, we have obtained a fit of
the numerically calculated total energy, see Table 1.The fit based
on data from the domain Z € [1.30, 1.43] (20 points) is:

Er(Z) = —1.8072 4 1.5538 (Zy — Z) — 0.5719 (Zo — 2)*/?
+0.1129(Z¢ — 2)? + 0.7777(Ze — 2)°/? — 0.4086(Z, — 2)°,
@®)

where the critical point is
Z) =1.439. O]

This behavior indicates that the critical point is a branch point with
exponent 3/2.

There exists a charge for which a type of binding of the system
(2Z,e) is changed from metastable, (2Z,e) — (Z, e) + Z,to stable,
Z = Zcoss = 1.237 at Reqeross = 2.184a.u. It corresponds to the
crossing of two potential curves in Figure 2.1f Z < Z,o5s the system
(2Z,e) is stable,if Z > Z s the system (2Z, e) becomes unstable,
(2Z,e) — (Z,e) + Z.Our numerical value of Z s coincides with
that found by Rebane!®! Next we study the behavior of the total
energy near the point of crossing, Zcross. From the left ,Z < Zross,
we find as result of the fit that the Puiseux expansion becomes a
Taylor expansion,

Er = —1.5292 + 1.341 (1.2366 — Z) + 0.08 (1.2366 — 2)°.
Fromtheright,Z > Z.ss,0ur data are also fit by a Taylor expansion,
Er = —1.5292 + 1.340 (Z — 1.2366) + 0.05 (Z — 1.2366)>.

Within the accuracy of data used these expansions do coincide.
Therefore, we do not see an indication of a branch point singularity,
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contrary to the statement in the dependence of Req ON Z near
Zcross is very smooth, see Figure 3.

Another question to raise is the behavior of the total energy near
the point Z = 0, which is the singular point of the Schrédinger
equation. Based on the fit of data from the domain Z € [0.1,0.5]
(six points, see Table 1) we find that the Puiseux expansion (7)
becomes a Taylor expansion,

Er = —3.525872 + 4.89227° — 3.41212°. (10)

Such a behavior does not provide an indication of a singular nature
of the pointZ = 0.However, the total energy cannot be analytically
continued toReZ < 0.

The three-center case (3Z, e)

Let us consider the electron in the electric field of three static
charges Z: (3Z, e), see Figure 4. Such a system does not exist at
Z = 1! Thus, there might exist a critical charge Z, < 1 for which
the system gets bound (seel®)). Evidently, the system is unbound
at Z < 0.Thus, the system (3Z, e) may exist for charges 0 < Z <
Z, likely, being in a form of equilateral triangle as the optimal
geometrical configuration. Calculations (see below) confirm it: the
critical charge is Z., = 0.9539 with equilateral triangle of the side
Req = 4.754 a.u. as the optimal geometrical configuration.

Figure 4. Geometrical setting for the (3Z, ) system.

To calculate the total energy E(Z,R) the variational method is
used. We employ the physics-inspired trial functions presented
in 19121 taking afterwards their linear superposition,

6
Wy = Y AY?, an
j=1

where A; are linear parameters. Each function ?’ is chosen in such
a way as to describe a certain physical situation of the system.
In general, ¥ has the form of a symmetrized product of three
1s-Coulomb orbitals (Slater functions)

Yo = e Nne2r2esns, (12)

Let us give a brief description of each of them!®:
¥ All &'s are chosen to be equal to a;,

Y = gmarnnrs) (13)
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Itis a Heitler-London type function and corresponds to coherent
interaction between the electron and all centers. Supposedly, it
describes the system at small intercenter distances and, probably,
the equilibrium configuration. This is verified a posteriori.

¥ @:Two a's are equal to zero and the remaining one is set to
be equal to a,,

Y@ = e N e 22 g7, (14)

It is a Hund-Mulliken type function. This function possibly
describes the system at large distances, where essentially the elec-
tron interacts with only one center at a time thus realizing totally
incoherent interaction.

¥ 3:0ne « is equal to zero, two others are different from zero
but equal to each other and to a3,

PO = e B4 | g3 (413) | gmazrtry), (15)

Itis assumed that this function describes the system (2Z, e) plus
one center when the triangle is of a sufficiently small size. In fact, it
is the Heitler-London function of the (2Z, e)-system symmetrized
over centers.

¥®:0ne « is equal to zero and two others are different from
each other, being equal to a4 s, respectively,

1/,(‘” — @ YA TUSI2 4 o4 TUSN | o= 4N —asT3

{4 eTU4T3USI | @maaTy =013 | gaar3—asry (16)

Itis assumed that this function describes the system (2Z, e) plus
one center.In fact, it is the Guillemin-Zener function of the (2Z, e)-
system, then symmetrized over centers. If «s = as, the function
Y@ is reduced to . If ay = 0, the function %@ is reduced to
¥ @ . Hence, ¥ is a nonlinear interpolation between @ and
¥ 3.1t has to describe intermediate intercenter distances.

¥ Two a's are equal but the third one is different,

YO = e~96n—uen—arrs 4 o=ten—asr3—arn
4 U626 ~a7T3 4 eI~ 63 a7 I

4 U636 A | o eEI3—gT2—a7r] (17)

It describes a “mixed” state of three Z-hydrogen atoms. If g =
a7, the function ¥ is reduced to V. If o = 0, the function v
is reduced to ¥ ?. If a; = 0, the function ¥ is reduced to ¥®.
Hence, ¥© is a nonlinear interpolation between v, 4@ and
¥®. As function (16), this is a type of Guillemin-Zener function
and should describe intermediate intercenter distances.

¥ ©:All 's are different,

YO — eeBn—usn—w10n3 | gesn—asr3—a1072
+ @812 —@9N —@1013 4 o—w8l2 9310
+ eTU8I3 TN ~0M o~ ¢gI3 910N | (18)
This is a general nonlinear interpolation of all functions v =>).
The total number of parameters of the function (11) is equal to
15,0f which five are linear ones.Note that without loss of generality
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the parameter Ag in (11) can be fixed, setting A = 1.We expect this
function to provide a relative accuracy of ~1073 in total energy.

As a result of the variational study for fixed Z the optimal geo-
metric configuration is always the equilateral triangle. In Figure 2
the total energy dependence for (3Z,e) at the equilibrium con-
figuration is shown. It is a smooth monotonous curve which ends
atZ = Z, < 1. At some charges this curve intersects with the
energy curves for (2Z, e) and the Z-atom, (Z, e), respectively.These
crossings separate domains of stability from different domains of
metastability of the system (see below for discussion). In Figure 3,
the equilibrium distance between nearest static charges (the side
of the equilateral triangle) is displayed. It is a smooth curve which
has a minimum R = 2413au. at Z = 0391 and grows to
infinity with decreasing Z. At the critical charge Z., = 0.9539 the
equilibrium distance, which is where the potential curve E = E(R)
has the saddle point, is equal to 4.754 a.u. It is worth mentioning
that the Req curves for (3Z,e) and (2Z, e) intersect at Z = 0.2670
with Req = 2.506 a.u.

It is interesting to study the total energy behavior when Z
approaches the critical charge Z — Z, from below. For this pur-
pose we use a general Puiseux expansion (7). Eventually, taking
the terminated Puiseux expansion and making the fit we end up
with

E(Z) = —0.6954 + 0.2700(Z¢, — Z) — 1.0357(Zs, — 2)*/?
— 13360(Z — Z)% — 0.1350(Z, — 2)2
+2.3395(Zy — 2)° — 1.8714(Z — 2)"7, (19)

where the critical point is

Z? =0.9539. (20)
The fit (19) is based on data from the domain Z € [0.80,0.93] (19
points, see Table 2).This behavior indicates that the critical charge
is a branch point with exponent 3/2.

Table 2. Total energy Ey of (3Z,e) in Ry at equilibrium vs.

z Er Fit
0.10 —0.057230 —0.056880
015 —0.111367 —0.111714
0.20 —0.173248 —0.173581
0.25 —0.238656 —0.238205
0.30 —0.304100 —0.304235
0.80 —0.680137 —0.680137
0.82 —0.682953 —0.682953
0.84 —0.685194 —0.685194
0.86 —0.686969 —0.686969
0.88 —0.688417 —0.688417
0.90 —0.689716 —0.689716
0.91 —0.690385 —0.690385
0.92 —0.691123 —0.691123
0.93 —0.691991 —0.691991
Z obtained using (11) compared to the result of the fit (19) (for Z €
10.80,0.93]) and (21) (for Z € [0.10,0.30]).

There are two points of crossing for the energy curve (3Z,e),
see Figure 2. The first one is the crossing of (3Z,e) and (Z,e)
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curves at Z{0s, = 0.8269 with Req = 3.234a.u. The second one
is the crossing of (3Z,e) and (2Z, e) curves at Zé,zo)ss = 0.5811 with
Req = 2.640a.u. and with Req = 2.008a.u. for (3Z,e) and (2Z,e)
systems, respectively. For charges Z € (0.8269,0.9537), the tri-
angular equilateral configuration for (3Z, e), which is stable with
respect to small deviations, is globally metastable with two decay
channels

(3Z,e) > (Z,e)+Z+2,(3Z,e) > 7 +2,

while for Z € (0.5811,0.8269) the system is metastable with a
single decay channel

(3Z,6) > (2Z,0) + Z.

Finally, for Z < 0.5811, the system (3Z, e) becomes stable. A study
of the Puiseux expansions near ZSO)SS as well as Z(‘,Z(,’SS from above
and below show that there are Taylor expansions which do coin-
cide within the accuracy of data used and the parameters obtained
in the fit. They do not give an indication that these points are
branch points. It also is worth mentioning that the dependence of
Req on Z in vicinity of both crossing point Zé:oﬂ is very smooth, see
Figure 3.

Another question to raise is the behavior of the total energy
near the critical charge Z = 0, which is the singular point of the
Schrodinger equation. Based on the fit of data from the domain
Z € [0.1,0.7] (seven points, see Table 2) we find that the Puiseux
expansion becomes a Taylor expansion,

Er = —7.42577% + 19.32447° — 19.46627*. (21)

Such a behavior does not provide an indication of a singular nature
of the pointZ = 0.However,the total energy cannot be analytically
continued toReZ < 0.

The four-center case (4Z, e)

This Coulomb system consists of four static Z-charges and one
electron, (4Z, e).We anticipate that if the system exists it appears in
the most symmetrical configuration as optimal, where Z—charges
are placed on the vertexes of a tetrahedron of the side R, see
Figure 5. Since for Z = 1 undoubtedly the system H3* does not
exist, the critical charge should be less than 1.

The variational method was used to obtain all numerical results.
The trial function is taken in a form of linear superposition of three
functions:

3
Wit = YA, (22)

j=1
where A; are linear parameters. Each function ¥ in (22) is chosen
in such a way as to describe different physical characteristics of

the system'®'"] In general, /% has the form of a symmetrized
product of four 1s-Coulomb orbitals (Slater functions)

Y = e o3r—agr (23)
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Figure 5. Geometrical setting for (4Z, e) system.

Let us give a brief description of each of them:
¥ 1 All o's are chosen equal to a4,

YO = etz (24)

It is a Heitler-London type function and corresponds to coherent
interaction between the electron and all protons. Supposedly, it
describes the system at small interproton distances and, probably,
the equilibrium configuration.

¥ @): Three o's are equal to zero and the remaining one is set to
be equal to «,,

YO = e N e T3 e, (25)

It is a Hund-Mulliken type function. This function possibly
describes the system at large distances, where essentially the
electron interacts with only one proton at a time thus realizing
incoherent interaction.

¥®: All os are different from each other, and different from
zero.

YO = e —eun-asis-agn | gmu3n—aanas’s—asi
3N a5~ 04I3—06Ms |y o3l —asTy—aEr3—aary
L e U3 U604 aSTs | o 03T —aGTy—0sT3 —a4T4

+ eTwan —esr 64 | o= 4l —a3r2—0¢ 4
e UAN USR03 —AeM | p—dam —a5Ty— 06T —u30g
L e UAN U633 ESIY | pdam —aGr 053 —u30g
4 @ U513 TAAI3 T4 | TS TU3T2~U6T3 4Ty
@ U5 TEANTO3I3 64y o= aST] ~a4T) UgI3 a3y

4 5N~ 414 4 gmasn —agr2—ag 2

e U6M U3 —aar3—asry | =M —a3Ny—05r3—aaly

4 e6n —ar 4 4 e%6M—aar 4

@ U6NI OS2 70313 04Ty 4 o6l ~U5I2—a4r3—a3ry (26)

We can see that trial the functions ¥ and @ are particular
cases of the general trial function ).

Two critical charges might exist which separate the domain of
the existence from nonexistence of bound states.One such critical

International Journal of Quantum Chemistry
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Figure 6. Geometrical setting for (2Z, e, e) system.

charge is at Z = 0. Another one is at some Z = Z., < 1.Calcula-
tions (see later) show that Z,, = 0.736 at Req = 6.50 a.u.,where the
potential curve E = E(R) has the saddle point. Thus, the system
(4Z,e) can exist for charges 0 < Z < Z.The optimal geomet-
ric configuration is always the tetrahedron. It was checked that
this configuration is always stable with respect to small deviations.
The energy dependence at equilibrium distance Req is a smooth
function, see Figure 2. It is a smooth, monotonous curve which
ends at Z = Z, < 1. At some charges it intersects the energy
curves for (3Z,e), (2Z,e), and the Z-atom (Z, e). These crossings
separate domains of stability from metastability of the system
(see below for discussion). On Figure 3 the equilibrium distance
between nearest static charges (the side of the tetrahedron) is
shown.Itis a smooth curve which has a minimum,Req = 2.485a.u.,
atZ = 0.2218 and it grows to infinity with decreasing Z. It is quite
amazing that three equilibrium distance curves for (4Z, e), (3Z, ),
and (2Z, e) intersect for Z = 0.2670 with Req = 2.506 a.u. We do
not have a meaningful explanation of the phenomenon.

The behavior of the energy as function of the charge close to the
critical charge Z, is given by the terminated Puiseux expansion:

E(Z) = —0.3368 — 0.2793(Z¢, — Z) — 1.5995(Z, — 2)*/?
+2.0214(Ze — 2)* + 0.9224(Z. — 2)°, (27)

where the critical point is
Z$ =0.736. (28)

The fit (27) is based on data from the domain Z € [0.60,0.72] (12
points, see Table 3).This behavior indicates that the critical point is
a branch point with point with exponent 3/2.

There are three points of crossing for the energy curve (4Z, e) in
Figure 2.The first one is for the crossing of the (4Z, e) and the (Z, e)
energy curves at Z{os; = 0.6290 with Req = 4.187 a.u. The second
oneis at Z{2, = 0.4798 with Req = 3.08a.u. for the crossing of the
(4Z,e) and the (2Z, e) energy curves at Req = 2.086 a.u. The third
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Table 3. Total energy Ey of (4Z, ) in Ry at equilibrium vs.

z Er Fit

0.10 —0.092030 —0.092063
0.11 —0.106530 —0.106491
0.12 —0.121220 —0.121190
013 —0.136020 —0.136072
0.14 —0.151080 —0.151070
015 —0.166150 —0.166145
0.60 —0.411356 —0.411387
0.62 —0.401055 —0.401025
0.64 —0.389997 —0.389987
0.66 —0.378426 —0.378456
0.68 —0.366652 —0.366675
0.70 —0.355022 —0.354995
0.72 —0.344089 —0.344021

Z obtained variationally using the trial function (22), compared to the result
of the fit (27) (for Z € [0.60,0.72]) and (32) (for Z € [0.10,0.15]).

one is Z2),, = 0.4065 with Req = 2.83a.u. for the crossing of the
(4Z,e) and the (3Z, ) energy curves at Req = 2.413 a.u.

For charges Z € (0.6290,0.7360) the system (4Z,e) in the tri-
angular equilateral configuration is metastable with three decay
channels

(4Z,e) > (Z,e)+Z+2+2Z
(4Z,e) > (2Z,e) +Z +Z
(4Z,e) > (3Z,e) +2Z (29)

ForZ € (0.4798,0.6290) the system (4Z, e) is metastable with two
decay channels

(4Z,e) — (2Z,e) +Z+Z,(4Z,e) — (3Z,e) +Z (30)

For Z € (0.4065,0.4798) system (4Z,e) is metastable with one
decay channel

(4Z,e) > (3Z,0) +2Z 31)

and, finally, for 0 < Z < 0.4065 the system (4Z, e) becomes stable.

Itis interesting to study the behavior of the total energy near the
critical charge Z = 0,whichis the singular point of the Schrodinger
equation. Based on the fit of data from the domain Z € [0.,0.15]
(seven points, see Table 3) we find that the Puiseux expansion
becomes a Taylor expansion,

Er = —14.38712Z% + 62.0529Z° — 102.4490Z". (32)

Such a behavior does not provide an indication of singular nature
ofthe pointZ = 0.However, the total energy cannot be analytically
continued to ReZ < 0.
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Two-Electron Molecular Systems

The two-center case (2Z, e, e)

The system (2Z, e, e) consists of two charged centers Z and two
electrons. For Z = 1 it is the celebrated H, molecule while for
Z = 2itis the Helium molecular ion HeS"*, which is a metastable
system. For Z = 3 such a system is unbound. It is obvious that for
large Z as well as for negative Z the system is unbound.Thus, there
are two singular points: Z = 0, where the potential “changes”
sign and 2 < Z, < 3, which is a critical point separating the
domain of existence from the domain of nonexistence of solutions
in the Hilbert space. It seems natural that the ground state, when
it exists, is the spin-singlet state. Calculations (see later) show that
the critical charge is Z, = 2.250 at Req = 1.532a.u. Thus, the
system (2Z, e, e) can exist for charges 0 < Z < Z,.

To calculate the total energy of the (2Z, e, e) system as a function
of charge Z, we use the variational method. Exponential correlated
trial function with proper symmetrization is employed. In general,
itis taken in the form of a symmetrized product of four 1s-Coulomb
orbitals (Slater functions) and a correlation function in exponential
form,[13!

Y= e 1Ma—®2rp—a3r2a—24arp+rn2
+ e~ %3Na~%aNp =120 ®2"p+r M2
+ ™ ¥2Ma~*1Mb—4r2a=3p Y2
+ e 92Ma "N Mb~4a =30 Y2 (33)

Recently, it was shown that amongst the few-parameter trial func-
tions a linear superposition of three functions (33) leads to the
most accurate ground state energy for the Hy-molecule!'3!

With such a function the expected relative accuracy in total
energy is ~1073. The total energy £(Z,R = Req) and the equilib-
rium distance Req are presented in Figures 7 and 8, respectively.
Both curves are smooth, without any indication of a special fea-
ture at the physical charges Z = 1, 2. At the charge Z = 1.1767 the
energy curves for (27, e,e) and (3Z, e, e) intersect.The equilibrium

Total energy

z

Figure 7. Total energy Et in Ry vs Z for two-electron systems in equilibrium at
R = Req: (2Z,€,€) (dashed line) and (3Z, e, e) (solid line), and for comparison
for (Z, e, e) (long-dashed line). The curves for (2Z, e, e) and (3Z, e, €) intersect at
Z = 1.1767.Dashed line ends at Z = Z{}’ = 2.250 (marked by bullet). Solid line
endsatZ = Zé,Z) = 1.433 (marked by bullet).The energy curve for (Z, e, e) starts
atZ = Zo = 091103 (marked by bullet).
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Figure 8. Equilibrium distance Req in a.u. of system (2Z, e, e) (solid line) and
(3Z,e,e) (long-dashed line) as functions of the charge Z. Curves cross twice at
Z =0.3460 and at Z = 0.6851.Solid line ends at Z = Z{” = 2.250 (marked by
bullet). Long-dashed line ends at Z = Z{?’ = 1.433 (marked by bullet).

distance is a smooth curve which has a minimum Req = 1.264 a.u.
atZ = 1.596 and grows to infinity with decreasing Z. At the critical
charge Z,, = 2.250 the equilibrium distance,at which the potential
curve E = E(R) has a saddle point, is equal to 1.532 a.u.

Near the critical charge, when approaching this charge from
below, i.e, Z < Z, the behavior of the energy is given by the
terminated Puiseux expansion (see (7)):

E(Z) = —8.6835 + 5.5238(Z — Z) — 0.2982(Z, — 2)*/?
—0.3166(Zer — 2)* + 0.3577(Ze — 2)°, (34)

where the critical point is
Z = 2.250. (35)

The fit (34) is based on data from the domain Z € [1.80,2.22] (12
points, see Table 4).This behavior indicates that the critical point is
a branch point with exponent 3/2 as it was for 1e-molecular cases
Section 3.

The energy Er of the (2Z, e, e) system is characterized by two
distinguished points in Z.The first one is at Z = Z{gs, = 1.7026

Table 4. Total energy Ey of (2Z, e, e) in Ry at equilibrium distance vs.

z Er Fit
0.30 —0.1464 —0.1496
0.40 —0.3091 —0.3037
0.50 -05177 —0.5211
0.60 —0.8001 —0.7993
1.80 —6.30334 —6.30331
1.90 —6.82475 —6.82475
2.00 —7.34768 —7.34841
2.10 —7.87639 —7.87623
220 —8.41058 —8.41121
222 —8.52070 —8.51953
Z obtained using the trial function (33) compared to the result of the fit (34)
(for Z € [1.80,2.22]) and (36) (for Z € [0.30, 0.60)).
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with Req = 1.268a.u. when it coincides to the energy of two
atoms (Z,e). The second one is at Z = Zc‘,zgss = 0.4501 with
Req = 2.126a.u. for the crossing with the energy of the (2Z,e)
system at Req = 2.119a.u.

For Z € (1.7026, 2.250), the system (2Z, e, e) is metastable, with
the decay channel

(2Z,e,e) > (Z,e) + (Z,e),

while for Z € (0.4501,1.7026) it becomes stable. However, for
Z < 73 = 04501 it seems to become metastable again, with
the two decay channels

(2Z,e,e) — (2Z,e) +e,(2Z,e,e) — (Z,e) + (Z, e).

About the statement on the last domain we are not so certain due
to insufficient accuracy of our calculations.

A question to raise is the behavior of the total energy near the
second critical point at Z = 0, which is the singular point of the
Schrédinger equation. Based on the fit of data from the domain
Z € [0.1,0.6] (five points, see Table 4) we find that the Puiseux
expansion becomes the Taylor expansion

Er = —0.6533Z2 — 4.1162Z° + 2.5076Z". (36)

Such a behavior does not indicate a singular nature of the point
Z = 0.However, the total energy cannot be analytically continued
toReZ < 0.

The three-center case (3Z, ¢, €)

The system (3Z, e, e) consists of three charged centers Z and two
electrons.The case Z = 1 corresponds to celebrated Hy molecular
ion!" It is obvious that for Z > 2, as well as for negative Z, the
system is unbound. Thus, there are two singular points: Z = 0
where the potential changes sign and Z., > 1, which is a critical
point separating the domains of existence and nonexistence of

Figure 9. Geometrical setting for (3Z, e, e) system.
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solutions in the Hilbert space. It seems natural that the ground
state, when it exists, is the spin-singlet state. Calculations (see later)
show that Z., = 1.441 with the optimal geometrical configuration
given by the equilateral triangle with the side Req = 1.98 a.u. Thus,
the system (3Z, e, e) exists for charges 0 < Z < Z.

The variational method was used to obtain all numerical results.
In general, the trial function has the form of a symmetrized prod-
uct of six 1s-Coulomb orbitals (Slater functions) and a correlation
function in exponential form (see Ref. 13 for a discussion),

Ve = e UMa=2l1b=¥3Mc~ @425 62 FY 12
+ e 1McT2Ma @3N A2 51206k HY 12
+ e UMb~ 2N @3N a~4r2p a5~ a6Naty 2
4 e M@= 2N —e3N b~ 420 —e5 6k Y12
4 e 1M u2Mp U3 Ma 44 2c— 56— %6 2a Y 12

@y la— Tc—%4np—%52a =6 2¢ 1
| e1Mb—¥2Ma =03 ¢ —04r2p =05 2a =06 2c+V 112

~U1 20— U2p—*312c — U4 a—*5 N p ~ Y6 12
+Eu’ o) -a3r; oyl a5l gl ctyn
4 @ Y12 T922a032p 4N TS Ma %6 M b Y12
+ @ Y1726 ®2M2c 9320~ UMb~ 5 e 46N aty N2
e Y1720 2Mce3Np a5 6 T2
+ e~ ¥112c =206 32a =4 ¢ s b~ MatY 12

+ eY112b 42120312 4N =5 a6 c Y2 (37)

It is worth noting that this function when used for finding the
ground state energy of HJ molecular ion gives a relative accu-
racy ~1073["! While a linear superposition of three functions
of the type (37) leads to the most accurate energy for the Hj-
molecule for the lowest spin-triplet state in linear configuration
33, compared to other few-parameter trial functions, giving a
relative accuracy ~10~321¢!

With such a function, (37), the expected relative accuracy in total
energy is ~1073. The total energy £(Z,R = Req) of (3Z,e,e) and
the equilibrium distance are presented in Figures 7 and 8. For all
values of ) < Z < Z the optimal geometrical configuration at
equilibrium is always the equilateral triangle. It was verified that
this configuration is stable with respect to small deviations. Both
curves are smooth without any indication of a special feature at
the physical charge Z = 1. At the charge Z = 1.1767 the energy
curves for (2Z, e, e) and (3Z, e, e) intersect. This crossing separates
the domains of stability from metastability of the system (3Z, e, e):
at Z > 1.1767, the system (3Z,e,e) can decay to (2Z,e,e) + Z.
The equilibrium distance Req for (3Z, e, e) is a smooth curve which
has a minimum Req = 1.643 a.u. (it corresponds to Z = 0.8981), it
grows to infinity with decreasing Z.The equilibrium distance Req
curves for (2Z,e,e) and (3Z, e, e) intersect twice, for Z = 0.6851
with Req = 1.6917 a.u. and for Z = 0.3460 with Req = 2.4297 a.u.

The behavior of the energy as function of the charge Z close
to the critical charge, Z < Z, is given by the terminated Puiseux
expansion [see (7)]:

E(Z) = —3.6798 + 1.7613(Z¢, — Z) — 0.5009(Z., — 2)*/?
+1.5164(Z — 2)* + 0.6143(Z, — 2)°12, (38)

where the critical point is
Zo = 1.441. (39)

http://wileyonlinelibrary.com/qua 9
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Table 5. Total energy Ey of (3Z, e, e) in Ry at equilibrium vs.

z Er Fit
0.30 —0.3058
0.40 —0.5809
0.50 —0.9224
0.60 —1.2868
1.20 —3.2095
125 —3.3206
1.30 —3.4237
135 —3.5196
140 —3.6094
141 —3.6268
142 —3.6440
Z obtained using (37) compared to the result of the fit (38) (for Z €
[1.20,1.42]) and (40) (for Z € [0.30,0.60]).

The fit (38) is based on data from the domain Z € [1.20,1.42] (7
points, see Table 5). This behavior indicates that the critical point
seems is a branch point with exponent 3/2.

The energy (3Z, e, e) has three distinguished points. (i) The first
point at Z = Z5oss = 1.3566 (appearing at Req = 2.406a.u.) cor-
responds to the coincidence to the energy of the (2Z,e) system
(at Req = 1.881a.u.) plus the energy of (Z, e). (ii) The second one
at Zé,zo'ss = 1.3137 (appearing at Req = 1.837 a.u.) corresponds to
the coincidence to energy of two atomic (Z,e) systems. (iii) The
third one is at Zl,zc)ss = 1.1767 (appearing at Req = 1.716a.u.)
corresponds to the coincidence to energy of (2Z, e, e) system at
Req = 1.329a.u.

For charges Z € (1.3566, 1.4407) the system is metastable with
three decay channels

(3Z,e,e) = (2Z,e) + (Z,e),(3Z,e,e) > 2(Z,€) + Z,
(3Z,e,e) > (2Z,e,e) + Z.

For charges Z € (1.3137,1.3566) the system is metastable, with
two decay channels

(3Z,e,e) > 2(Z,e)+2Z,(3Z,e,e) > (2Z,e,e) + Z.

For charges Z € (1.1767,1.3137) the system is metastable, with
one decay channel

(3Z,e,e) > (2Z,e,e) + Z.

Eventually, for charges Z € (0.2989, 1.1767) the system becomes
stable. For charges Z < 0.2989 the system can be either in the
form (3Z,e) +eor (2Z,e) + (Z, e).The accuracy of our calculations
do not allow us to make a definite statement.

Another question to raise is the behavior of the total energy
near the second critical point at Z, = 0, which is the singular
point of the Schrodinger equation. Based on the fit of data from
the domain Z € [0.1,0.5] (five points, see Table 5) we find that the
Puiseux expansion becomes a terminated Taylor expansion,

Er = —0.7198Z — 11.96762> + 14.0751Z* + - - . (40)
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Such a behavior does not provide an indication of singular
nature of the point Z = 0. However, the total energy cannot be
analytically continued to ReZ < 0.

Conclusions

In this article, the critical charges of five simple one- and
two-electron molecular systems, (2Z,e), (3Z,e), (4Z,e), (2Z,e,e),
(3Z, e, e), were calculated for the first time. Under the assumption
that the Z-charges are static, the equilibrium configurations of
these systems were determined. It was also found that the total
energy and equilibrium distance vs.Z are smooth curves without
any indication of charge quantization. It turns out that for all stud-
ied systems the total energy has a branch point with exponent 3/2
at critical charge as hinted by Stillingers!'”) for two-electron atomic
case and confirmed in*! It might be considered as an indication
to the universal nature of this singularity.

For all studied systems the optimal geometric configuration
turns to be the most symmetric one, i.e.the equilateral triangle for
(3Z,e) and (3Z, e, e) and the tetrahedron for (4Z, e), hence, being
the Platonic solids. These configurations were found to be stable
with respect to small deviations. It seems natural to assume that
for (4Z, e, e) the tetrahedron would occur as the optimal geomet-
rical configuration. It would be interesting to study the optimal
geometrical configuration for cases with five (or more) Z-centers,
in particular, for (5Z,e). For this case the critical charge can be
found Z, = 0.35.For 0 < Z < Z the static charged centers are
always situated on the surface of the prolate axially-symmetric
ellipsoid with two charges at antipolar points and the remaining
three being on the maximal circular section. It will be published
elsewhere.

The existence of a critical charge for any one-electron system
(nZ, e) seems evident, since the potential has the formV = —AZ +
BZ? with A, B > 0,and always becomes negative if the charge Z is
small enough.The critical charge behaves like Z,,, o« n* with some
«a < 0 at large n. However, the question about stability of (nZ,e)
atZ < Zq, remains unclear to the present authors. Probably, a
similar conclusion can be drawn for two-electron systems.
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Abstract

Three simple 7—, (7 + 3)—, 10—parametric trial functions for the H} molecular ion are
presented. Each of them subsequently provides the most accurate approximation for the
Born—Oppenheimer ground state energy among several-parametric trial functions. These trial
functions are chosen following a criterion of physical adequacy; they include the electronic
correlation in the exponential form ~ exp (yr2), where y is a variational parameter. The
Born—Oppenheimer energy is found to be E = —1.340 34, —1.340 73, —1.341 59 au,
respectively, for the optimal equilateral triangular configuration of protons with the equilibrium
interproton distance R = 1.65 au. The variational energy agrees to three significant digits with
the most accurate results available at present as well as for major expectation values.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

1. Introduction

The two-electron hydrogenic molecular ion H} is one of
the most abundant chemical compounds in the Universe.
Its existence is of fundamental importance in chemistry
and physics, in particular, because of its stability towards
dissociation to H, + p; the Hj ion is also a major proton
donor in chemical reactions in interstellar space. The
H} was discovered experimentally by Thomson in 1912
[1]. The system was very difficult for theoretical studies.
Many theoretical methods were developed to study low-lying
quantum states of this system. In particular, it became
clear very quickly that interelectron correlation is of great
importance and it should be included in the variational trial
function explicitly which assures a faster convergence. This
conclusion was similar to the one drawn by James and
Coolidge for the H, molecule. Usually, the interelectron
correlation was written in the form r{, (Hylleraas [2] —
James—Coolidge [3] form) or exp(—arlzz) (Gaussian form, see
e.g. [4]).

Recently, Korobov [5] showed in an explicit way that for
the case of the helium atom the use of the exponential form
exp(yri2) dramatically improves convergence and leads, in
fact, to the most accurate results for the ground state energy
for the helium atom at present. Later on, it was shown that

0953-4075/11/195101+06$33.00

the similar use of the exponential correlation exp(yr;,) for
the H, molecule allows us to construct the most accurate trial
function among the few-parametric trial functions [6]. A hint
of why this rj;-dependence leads to the fast convergent results
was given in [6]. In 2006, a discussion meeting took place in
London, UK, where different properties of the H;f ion and, in
particular, various theoretical approaches to study the H} ion
were presented (see [7]).

The goal of this paper is to propose a simple, compact,
easy-to-handle trial function depending exponentially on ry,
with few nonlinear parameters which leads to a highly accurate
Born—Oppenheimer ground state energy and major expectation
values. We are not aware of previous studies of the H} ion
with trial functions involving r|, in an exponential form with
a single exception [8] where Hj in a linear configuration was
explored.

In this paper, atomic units (7 = e = m, = 1) are used
throughout.

2. The Hj ion in the Born—-Oppenheimer
approximation

The Hamiltonian which describes the ion H} under the
assumption that the protons are infinitely massive (the Born—
Oppenheimer approximation of zero order) and located at the

© 2011 IOP Publishing Ltd  Printed in the UK & the USA
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Figure 1. Geometrical setting for the hydrogen molecular ion H} in
equilateral triangular configuration. The three protons are located
on the x—y plane forming an equilateral triangle with the origin of
coordinates located at the geometrical center (circumcentre) of the
triangle.

vertices of an equilateral triangle of side R (see figure 1 for the
geometrical setting and notations) is written as follows:

52
p; 1 1 3
H=) -+ — +— 4+ =, 1
Z 2 Z Tjx ro R ( )
j=1 Jj=12
k=A,B,C
where p; = —iV; is the 3-vector of the momentum of the jth

electron, the index « runs over protons A, B and C, r; . is the
distance between the jth electron and the «th proton, ry; is the
interelectron distance and R is the interproton distance.

It is a well-established fact that the ground state of the
H} molecular ion is llA/l, an electronic spin-singlet state,
with the three protons forming an equilateral triangle in the
totally symmetric representation A’ of a D3, point symmetry
[9]. Thus, the ground state electronic wavefunction should be
symmetric under permutations of the three indistinguishable
protons. This ground state is the major focus of the present
study.

It is worth mentioning that the best theoretical value at
the moment for the Born—Oppenheimer ground state energy
is E = —1.343 835 625 02 au [10] obtained with a basis of
1000 explicitly correlated spherical Gaussian functions with
shifted centres. This value surpasses the previous record
E = —1.343 835 624 au by Cencek et al which was obtained
by using explicitly correlated Gaussian functions [11].

3. Variational method

The variational procedure is used as a method to explore the
problem. The recipe for choosing the trial function is based on
arguments of physical relevance, e.g. the trial function should
support the symmetries of the system, and has to reproduce the
Coulomb singularities and the asymptotic behaviour at large
distances adequately (see e.g. [12—14]). In practice, the use
of such trial functions implies the convergence of a special
form of the perturbation theory where the variational energy
is the sum of the first two terms of the perturbation series. Let
us recall the essentials of this perturbation theory (for details,
see [12—14]). Let us assume that the original Hamiltonian
has a form H = —A + V, where A is the Laplacian. As

a first step we choose a trial function ¥ ) (normalized to
one) and find a potential for which such a trial function v (riah
is an exact eigenfunction, i.e. Vijg = A @) /Ui - \yith
energy Euiy = 0. In a pure formal way we can construct a
Hamiltonian Hyja = — A + Vi such that Hyiqr @2 = 0. Tt
can easily be shown that the variational energy

Evar — (w (trial) |H| w (trial) >

is nothing but the first two terms in the perturbation theory
where the unperturbed problem is given by Hyiy and the
perturbation is the deviation of the original potential V from the
trial potential Visia1, namely Vperurbation = V — Visial. Eventually,
we arrive at the formula

Eyy = Eyial + Eq (Vperturbalion)- (2)

Here, El (Vperturbalion) = (Ip(mal)lVperturbationwf(tria])) is the
first energy correction in the perturbation theory, where
the unperturbed potential is V. It is worth noting
that if the trial function is the Hartree—Fock function, the
resulting perturbation theory is nothing but the Moeller—
Plesset perturbation theory (see e.g. [16], section 15.18).

One of the criteria of convergence of the perturbation
theory in Vperwrbation = V — Virial 18 @ requirement that the ratio
| Vperturbation/ V' | should not grow when r tends to infinity in any
direction. If this ratio is bounded by a constant it should be less
than 1. In fact, it is a condition that the perturbation potential
is subordinate with respect to the unperturbed potential. The
value of this constant controls the rate of convergence—a
smaller value of this constant leads to faster convergence [13].
Hence, the above condition underlines the importance of the
large-range behaviour of the trial functions. In the physics
language the above requirement means that the phenomenon
of Dyson’s instability should not occur (for a discussion
see [12]) 2.

4. Correlated trial function

Among the different forms to include explicit electronic
correlation in the trial wavefunction for two-electron problems,
we mention three major approaches (see e.g. [18]): the linear
in ry, the Gaussian exp(arlzz) and exponential exp(yr2)
terms. Among them, the only factor exp(yr;y) fulfils
the adequacy requirements for a trial function described
above. Thus, following the guidelines of section 3 and the
convergence requirement of the perturbation theory, we choose
the trial function for the ground state in the following form:

Yo = (1+ Pp2)
2 : — — — — — — +
X e W FA—00 B — 03 C — 04l A — U5 —Qel2C )/rlz’ (3)
perm{A,B,C}

where the sum runs over the permutations of the identical
protons A, B, C (S3 symmetry), and P, is the operator which
interchanges electrons (1 <> 2). The variational parameters

! Itis worth noting that the question about convergence of the Moeller—Plesset
perturbation theory is not settled yet [17].

2 Tt is worth noting that this procedure for a selection of the trial function
was applied successfully to a study of one-two-electron molecular systems in
a magnetic field leading to highly accurate results. Many of these results are
the most accurate at the moment (see [14] and [15]).
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Table 1. A selection of the calculations for the Born—-Oppenheimer ground state energy at equilibrium distance of H}. Record calculations
of [10] (2009) and [11] (1995). CI denotes configuration interaction, STO—Slater-type orbitals, GTO—Gaussian-type orbitals,
GG—correlated Gaussians (Gaussian geminals), R12—the CI calculation augmented by terms linear in r;,, ECSG—explicitly correlated
spherical Gaussian functions. ) Trial function (5) with the parameters of v, kept fixed and equal to ones found for (3). “? Trial function (5)

with all ten parameters optimized.

E (au) R (au) Method Reference
—1.3397 1.66 CI-GTO, > 120 configurations [25] (1970)
—1.306 29 1.65 GG, 3 terms, 5 nonlinear parameters [20] (1973)
—1.327 25 1.65 GG, 6 terms, 7 nonlinear parameters

—1.33147 1.65 GG, 10 terms, 9 nonlinear parameters

—1.33229 1.65 GG, 15 terms, 11 nonlinear parameters

—1.334 382 1.65 R12, 10s basis set [21] (1993)
—1.334 632 1.65 R12, 30s basis set

—1.3403 1.65 7-parametric trial function (3) Present
—1.3405 1.6405 CI -GTO, 48 configurations [23] (1971)
—1.3405 1.65 CI -STO, 100 configurations [24] (1971)
—1.3407 1.65 (7+3)-parametric trial function (5) @ Present
—1.3416 1.650 +0.008  10-parametric trial function (5) @ Present
—1.34272 1.65041 CI-GTO, 108 terms [27] (1985)
—1.342 784 1.6504 CI-GTO, 8s3p1d/[6s3p1d] basis set [28] (1978)
—1.343 40 1.6504 CI-GTO, 10s4p2d basis set (104 terms)  [29] (1986)
—1.343 822 1.65 CI-GTO, 700 terms [30] (1990)
—1.342 03 1.6504 CI with r12, 36 configurations [317 (1982)
—1.343 422 1.6504 CI with r12, 192 configurations [32] (1984)
—1.343 500 1.6504 CI with r12, 13s3p/[10s2p] basis set [33] (1988)
—1.343 828 1.65 CI with r12, 13s5p3d basis set [34] (1990)
—1.343 835 1.65 R12, 30s20p12d9f basis set [21] (1993)
—1.343 35 1.65 GG, 15 terms, 135 nonlinear parameters  [20] (1973)
—1.343 835 624 1.65 GG, 600 terms [11]7 (1995)
—1.343 83562502 1.65 ECSG, 1000 terms [10] (2009)

consist of nonlinear parameters «;_¢ and y which characterize
the (anti)screening of the Coulomb charges. The interproton
distance R, see figure 1, is kept fixed. It is chosen to be
equal, R = Req = 1.65 au [10-11] 3. The function (3) is a
symmetrized product of 1s Slater-type orbitals multiplied by
the exponential correlation factor e?"'2.

Calculations of the variational energy were performed
using the minimization package MINUIT from CERN-LIB.
Six-dimensional integrals which appear in the functional of
energy were calculated numerically using a ‘state-of-the-art’
dynamical partitioning procedure: the domain of integration
was divided into 972 subdomains following the profile of
the integrand, in particular, separating out the domains with
sharp changes of the integrand. Then, each subdomain was
integrated separately in a parallel manner with controlled
accuracy (for details, see e.g. [14]). Arealization of the routine
required a lot of attention and care. During the minimization
process the partitioning was permanently controlled and
adjusted. Numerical integration of every subdomain was
done with a relative accuracy of ~ 1073-10~7 depending
on its complexity and relative contribution using an adaptive
routine based on an algorithm by Genz and Malik [19] from
Schiirer’s HIntLib C++ multidimensional integration library
(http://mint.sbg.ac.at/rudi/). Parallelization was implemented
using the MPI library MPICH. Computations were performed

3 Almost all previous calculations were carried out for the same value of Req.
It is justified by the fact that the minimum of the potential curve in R is very
flat being characterized by a small curvature. Hence, for a given accuracy in
energy the accuracy of localizing the position of the minimum is much lower
(see table 1).

on a Linux cluster with 48 Xeon processors at 2.67 GHz each,
and 12 Gb total RAM plus an extra processor serving as the
master node. The complete minimization process took around
1000 h of aggregated wall clock time. A single integration
was about 1% min. With optimal values of parameters, it took
about 20 min (wall clock time) to compute a variational energy
with relative accuracy 1077,

5. Results

In table 1, we present the results for the ground state energy
at interproton equilibrium distance of the H} molecular ion
obtained by different researchers using different methods. It
can be seen that the Born—Oppenheimer ground state energy
obtained using the trial function (3) is the most accurate (the
lowest) energy obtained with a few parametric functions. In
particular, the trial function (3) gives a lower energy than the
energies obtained with the explicitly correlated functions based
on both Gaussians in rj» [20] and linear in rj» [21], when a
relatively small number of terms with nonlinear parameters is
involved. The trial function (3) is more accurate than almost
all(!) traditional CI calculations which were performed before
1971 (see [22]) even including the one with the largest set of
100 configurations [24]. In those CI calculations no explicit
correlation was included. The variational energy obtained with
(3) is even of comparable accuracy to the large CI calculations
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Table 2. The ground state energy of H} at R, = 1.65 au and the nonlinear variational parameters in (au) ! corresponding to the trial
function (3), to the trial function (5) with parameters corresponding to v, fixed and to (5) with ten optimized parameters.

E (au) o (053 o3 Oy Os Ug Y A a )7
—1.3403 —0.00353 0.18548 1.4245 1.0471 0.15082 0.58912 0.21632 - - -
—1.3407 " —0.03000 0.47517 0.76398
—1.3416 —0.00294 0.21022 1.3849 1.0199 0.17103 0.59084 0.26044 —0.51154 0.59589 0.86229

Table 3. Expectation values (in au) for the H} ion in its ground state
obtained with the trial functions (3) and (5)%'?. Corresponding
results obtained with other methods are displayed for comparison.
The coordinates x, y, z and r are measured from the centre of the
equilateral triangle formed by protons.

Expectation value  Trial function (3)/(5)®/(5)®  Others
(r1a) 2.0032
2.0013
1.9931
(1/r12) 0.6315 0.59415%
0.6304 0.62636°
0.6302
(1/r14) 0.8548 0.85519¢
0.8548 0.8553¢
0.8549
(x2) = (y?) 0.7711 0.75818"
0.7703 0.7595°
0.7666 0.75913¢
0.759684
0.7605¢
(z%) 0.5399 0.54802°
0.5367 0.5451°
0.5337 0.54085¢
0.54179¢
0.5396¢
(r?) 2.0822 2.06442%
2.0773 2.0640°
2.0669 2.05911¢
2.06114¢

[23] CI-43; ® CI wavefuncion (I) in [24]; ¢ correlated Gaussian
(unrestricted) wavefunction with 15 terms in [20]; ¢ CI
wavefunction in [26]; ¢ CISD-R12 wavefunction with the 10s8p6d4f
basis set in [21].

[23, 24]*. Table 2 shows the optimal values of the variational
parameters in (3).

The list of major expectation values obtained with the
trial function (3) and its comparison with results of other
calculations is given in table 3. A reasonable agreement
for the expectation values is observed. In particular, for
the expectation values (1/714), (x2), (z?) and (r?) agreement
within ~ 1% with ours and all other calculations is observed,
including ones obtained in the large CISD-R12 calculations
[21]. Also, for the expectation value of (1/ri;) we have
agreement to the first significant digit (s.d.) with the other
calculations, and we are also in close agreement to the
value obtained with the correlated Gaussian (unrestricted)
wavefunction with 15 terms [20]. For the expectation
values (1/r14) and (z%) we observe agreement with the other

4 For a list of 42 calculations of the ground state energy of H} in the period
1938-1992 see [22], and for a list of selected ab initio calculations till 1995,
see [4].

calculations to 3 and 2 s.d., respectively. These facts seem
to indicate that the presented expectation values are very
accurate, corroborating the quality of the trial function (3)
which gives 2-3 s.d. correctly. It is worth noting that
since there are no criteria about the accuracy of the obtained
expectation values, we can only comment about the agreement
of our result with those obtained by other approaches.

6. Conclusion

We presented a simple and compact 7-parametric variational
trial function together with its possible natural generalization
by addition of the Heitler—-London (HL)-type function.
This function already provides surprisingly accurate Born—
Oppenheimer energy for the ground state of such a complicated
molecular system as Hj. It is chosen following a criterion
of physical adequacy which suggests taking the electronic
correlation in the form ~ exp(yr;z), where y is a
variational parameter. The minimum energy is found to be
E = —1.340 34 au at an equilibrium interproton distance
R = 1.65 au. This result for the energy is the most
accurate among the values obtained with several parametric
trial functions. In particular, it is more accurate than the
energies obtained with the explicitly correlated approaches of
[21] (linear in ri,) and that of [20] (Gaussian in ), when a
relatively small number of terms and nonlinear parameters are
involved.

In the spirit of the approach presented in [6] (see also
[5]), the trial function (3) can be modified by adding a similar
function, in particular, one of Heitler—London type:

—a — PR —F 1 —Fr A —TF2p—Fr¢ ) +V
Yo = e a(ria—rip—ric—ra—rg—ru) yriz 4)

where &, y are parameters. The function (4) alone gives a
dominant contribution to small interproton distances. Taking
a linear superposition with (3)

W =1vo+AVHL, )

and minimizing with respect to the parameters A, & and y only
(see table 2) gives an essential improvement in the energy (see
table 1). In particular, this function, which contains (7 + 3)
variational parameters, allows us to obtain a more accurate
result for the energy than the one obtained in [24] within CI-
STO with 100 configurations. In figure 2, the potential curve
E versus R is presented. It is worth noting that for larger R the
accuracy provided by a 10-parametric function increases. If at
equilibrium (R = 1.65 au) the difference in energy is ~2.4E-
03 au versus that obtained in [29] while for R = 2.700618 au
the difference is reduced to 1.7E-03 au.

Releasing all ten parameters in (5) (see table 2) we obtain
a further improved result (see table 1), even though we are
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Figure 2. Potential energy curve for the Hj ion in triangular equilateral configuration as a function of the triangle size R obtained with the
(7+3) parameter ansatz (5). Results by Meyer et al obtained using CI 10s4p2d GTO basis [29] are shown for comparison.

still unable to reproduce the fourth significant figure in the
energy. However, the obtained energy is among the 13 most
accurate variational results ever calculated so far. It is slightly
worse than the one obtained in [31] based on CI using the
r12 method with 36 configurations. The expectation values
in table 3 are gradually changed with the moves from one
ansatz to another seemingly demonstrating a convergence. It
seems evident that taking a linear superposition of two (or
more) functions (3) instead of (5) will improve significantly
the variational energies. This work is in progress and it will
be published elsewhere. Without doubt, the trial functions (3),
(5) can be used to study potential energy surfaces. It is worth
emphasizing that the main virtue of functions (3), (5) is their
compactness.

The function (3) can easily be modified for a study of spin-
triplet states, as well as the low-lying states with non-vanishing
magnetic quantum number. A generalization to more than two
electron molecular systems also seems straightforward.
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