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Introduccion

La teoria de la relatividad general explica el comportamiento de los campos gravitacionales
intensos y dindmicos. Su éxito se debe no solo al hecho de explicar algunos fenémenos observables,
sino también a la prediccién de algunos fenémenos astrofisicos como son: la existencia de los
agujeros negros, las ondas gravitacionales y la expansién del universo. El formalismo sélido en
el que estd basada la teoria se puede observar en la elegancia matematica de sus ecuaciones.
Desafortunadamente, la elegancia no permite identificar la complejidad de estas.

Las ecuaciones de campo de Einstein forman un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales
en 4 dimensiones, acopladas y no lineales; por lo que sélo se conocen soluciones exactas con altos
grados de simetria, ya sea en el espacio o el tiempo.

Sin embargo, cuando se desea conocer el comportamiento de algin objeto astrofisico interesante,
donde se involucren campos gravitacionales intensos, dinamicos o con poca simetria resulta casi
imposible encontrar una solucién analitica de las ecuaciones. Es a partir de estos hechos que
surgid la relatividad numérica, la cual intenta resolver las ecuaciones de Einstein utilizando
métodos numéricos y cédigos computacionales.

El area de la relatividad numérica es una disciplina joven, no obstante, y gracias al avance ver-
tiginoso de las herramientas computacionales en los dltimos anos, ha tenido logros importantes;
el mas reciente y quizas el mas importante, es el haber resuelto el problema de la colision de dos
agujeros negros en orbita. Este hecho provocé la bisqueda de nuevos problemas por resolver,
como son la extraccién de ondas gravitacionales debido a la colision de los agujeros negros, entre
otros. Los ejemplos mencionados arriba, son simulaciones en las cuales hay ausencia de materia.

Para explicar el colapso de una estrella de neutrones, la acreccién de un disco rotando alrededor
de un agujero negro supermasivo o la produccién de jets relativistas en el centro de las galaxias,
se necesita ademas de la hidrodindmica. La conexién entre ambas, la hidrodinamica relativista,
surge de la necesidad de explicar estos fenémenos astrofisicos.

Este trabajo pretende ser una introduccién al estudio de la hidrodindamica relativista. En él, se
presentan las ideas principales de la relatividad numérica, seguidas de las de la hidrodinamica,
tanto newtoniana como relativista; se da una idea general de los métodos numéricos, se escriben
las ecuaciones de la relatividad general en simetria esférica para el caso de un fluido perfecto y
finalmente, se describe el comportamiento fisico de una estrella estética (estrella TOV).

El trabajo esta estructurado como sigue:



En el capitulo 1 se hace una breve revisién del formalismo 3 + 1 de la relatividad numérica, en
el cual necesitamos hacer una distincién entre espacio y tiempo, hecho que rompe la covariancia
de las ecuaciones, pero permite tratar el problema como un problema de valores iniciales. Se
discuten los conceptos esenciales como son: la funcién de lapso, el vector de corrimiento, el tensor
de curvatura extrinseca y se escriben las ecuaciones en el formalismo 3+1 (ecs ADM, ver [4]),
que son las ecuaciones que nos permiten evolucionar el espacio tiempo. Al final se discuten
brevemente el concepto de los datos iniciales y de las condiciones de foliacion.

El capitulo 2 muestra el desarrollo las ecuaciones de la hidrodinamica newtoniana para un fluido
perfecto (ecuaciones de Euler). Se introduce el concepto de leyes de conservacién y la importancia
que tiene el escribir las ecuaciones de evoluciéon como un sistema de este tipo, ademéas de que
esté “bien puesto”. En este sentido, se discute el concepto de hiperbolicidad y el significado
que tiene sobre las ecuaciones de evolucién. Posteriormente se estudia la ecuacion de estado, la
cual nos proporciona la informaciéon termodinamica de un fluido y permite que el sistema de
ecuaciones esté completo. Finalmente se estudia el comportamiento de las discontinuidades de
contacto, los choques y las ondas de rarefaccion, y se da un esbozo de la solucién al problema
de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.

En el capitulo 3 se discute la formulaciéon de la hidrodinamica relativista desde el punto de la
formulacién de Valencia (ver [10]), tanto en el caso de la relatividad especial, como el de la re-
latividad general y el puente entre esta y la formulacién 3+1. Comenzamos escribiendo el tensor
de energia momento, las ecuaciones de conservacion y la ecuaciéon de continuidad. Introducimos
las variables denominadas “dindmicas” (las cuales sustituyen a las variables “primitivas”: den-
sidad, presién y velocidad), que permiten que nuestro sistema de ecuaciones esté bien puesto
y discutimos la forma no trivial para obtener a partir de las variables dindmicas las variables
primitivas.

En el capitulo 4 se presentan las ideas fundamentales de los métodos numéricos. Se discute
la utilidad de las aproximaciones en diferencias finitas asi como los conceptos de consistencia,
convergencia y estabilidad, puntualizando el caso de la estabilidad como un indicador de la
conveniencia de adoptar un esquema de diferencias sobre otro. En seguida se introducen los
métodos de lineas para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales y finalmente se aplica
todo lo discutido en un problema de prueba: “el tubo de choques relativista”’. Aqui se ponen
en juego el manejo de los choques y se introduce el concepto de la viscosidad artificial como un
artilugio numérico para poder manipular los choques. De esta manera, preparamos el terreno
para, en el capitulo 6, hacer la evolucion de un sistema astrofisico mas interesante.

En el capitulo 5 se estudia un espacio-tiempo con simetria esférica. Se discute el caso de una
solucién para una estrella esférica estéatica, y se obtienen las ecuaciones de Einstein en el caso de
un fluido perfecto (ecuaciones TOV) tanto en el interior de la estrella como en el exterior y se
discute el problema de la superficie de la estrella (donde la solucién interior y la exterior se deben
conectar suavemente). Después se escriben las ecuaciones ADM en simetria esférica, haciendo
énfasis en la hiperbolicidad del sistema y en las condiciones de regularizacién. Posteriormente,
se escriben las ecuaciones de la hidrodindmica relativista en simetria esférica.

VI



El capitulo 6 muestra la evolucién numérica de una estrella TOV. Comenzamos por presentar
la relacion entre la densidad central de la estrella y su masa total. Este resultado separa a las
estrellas en dos grupos: estables e inestables. Se estudian los datos iniciales para el caso estable,
haciendo énfasis en el problema de la superficie, donde la densidad debe ser idénticamente
cero. Ademads se introduce una pequenia perturbacion en los datos inciales y se resuelven las
constricciones para garantizar la solucién de las ecuaciones de Einstein. Se evolucionan ambos
sistemas y se analiza con cuidado el tema de la formaciéon de un choque en la superficie, y se
discuten los resultados.

Finalmente, en el capitulo 7, se presentan las conclusiones del trabajo realizado.
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Capitulo 1

Formulacion 3+1 de la Relatividad
(General

1.1. Formalismo 3+1

La dindmica de un campo gravitacional segin la teoria de la relatividad general estda dada por
las ecuaciones de Einstein G, = 87T}, las cuales estdn escritas en forma tensorial, es decir no
se distingue un sistema de coordenadas especifico'. Estas ecuaciones relacionan las componentes
de la metrica del espacio tiempo g, con el tensor de energia momento T},,. G, es el tensor de
Einstein, el cual involucra segundas derivadas (tanto en espacio como en tiempo) de la métrica
guv- Es decir, las ecuaciones son un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales no lineales
que, salvo en casos muy especificos, son practicamente imposibles de resolver analiticamente.

Una manera de resolver las ecuaciones de Einstein es haciendo aproximaciones numéricas de
éstas e intentar resolverlas con la ayuda de las computadoras. Para esto es necesario separar
las ecuaciones de Einstein en una serie de ecuaciones de evolucién y, dando ciertas condiciones
iniciales, obtener la evolucién del campo gravitacional en el tiempo.

El formalismo 341 de la relatividad numérica consiste en hacer una separacion entre espacio y
tiempo: por un lado se tienen las tres dimensiones espaciales, y por otro la temporal. Esto nos
permite ahora escribir las ecuaciones como un problema de Cauchy (o de valores iniciales): Si
damos condiciones iniciales y ecuaciones de evolucién sobre ciertas variables, podemos obtener
el comportamiento de dichas variables a distintos tiempos. La discusién expuesta a continuacion
puede consultarse con més detalle en [2], [29], [17] y [27].

Vamos a considerar un espacio-tiempo con cierta métrica g, el cual separamos en cortes tridi-
mensionales tal que las superficies tridimensionales son de tipo espacialoide? (ver Figura 1.1).

1A lo largo de este trabajo, se utiliza la convencién de unidades naturales, es decir, ¢ = G = Mg = 1, donde
Mg es la masa solar. Los indices griegos son usados para denotar las componentes espacio-temporales y corren
desde 0 hasta 3, mientras que los indices latinos denotan las componentes espaciales y van de 1 a 3.

2Un espacio-tiempo con estas caracteristicas recibe el nombre de “globalmente hiperbélico”.



4 Hipersuperficies espaciales

Figura 1.1: Foliacién del espacio-tiempo en superficies tridimensionales de tipo espacialoide.

Definimos un parametro ¢ con el cual podremos identificar a las distintas hipersuperficies de la

foliacion (3;).

Tomamos una cierta foliacién y dos de sus hipersuperficies, y suponemos que la distancia que las
separa es infinitesimal. Dado n*, un vector unitario normal a las hipersuperficies 3, la métrica
del espacio tiempo g, induce una métrica tridimensional v;; sobre la hipersuperficie 3; dada
por:

Yij = Gij T ning . (1.1)

Una vez hecha esta definicién, vamos a expresar la geometria del espacio tiempo de acuerdo a
lo siguiente (ver Figura 1.2):

» La métrica tridimensional ~;; (i, j = 1,2, 3) que mide las distancias en la hipersuperficie:

di* = v;jdx'ds? . (1.2)

= La funcién de “lapso”, la cual determina el lapso de tiempo propio o que mide un obser-
vador de Euler (aquél que se mueve en direccién normal a ellas):

dr = a(t, z%)dt . (1.3)

= Kl “vector de corrimiento”, que mide la velocidad relativa ' entre los observadores de
Euler y las lineas con coordenadas espaciales constantes:

Thpq = o — B(t,27)dt . (1.4)
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Figura 1.2: Representacién esquemaética de la descomposicion 3+1: « es la funcién de lapso, que

mide el tiempo propio entre dos hipersuperficies separadas infinitesimalmente, 3(t) y X(t + dt);

8" es el vector de corrimiento el cual describe el desplazamiento de las coordenadas espaciales

x* relativas a la propagacién normal.

Es importante mencionar aqui que la manera en como se hace la foliacién no es tinica, ni tampoco

la manera en la que se propaga el sistema de coordenadas de una hipersuperficie a la otra. Esto

implica que tanto la funcién de lapso a como el vector de corrimiento 8* son funciones que

pueden escogerse libremente. Ambas funciones determinan nuestra eleccién de coordenadas y se

conocen como “funciones de norma”.

La métrica del espacio-tiempo se puede escribir entonces como:

ds? = —(a2 — /Biﬁi)dtQ + Qﬂidxidt + ’)’ijdl‘idl‘j ,

o en forma matricial:

El vector normal unitario a las hipersuperficies n# es:

n* = (1/a,—B"/a), ny, = (—a,0) .

Notamos que este vector corresponde a la 4-velocidad de los observadores de Euler.

Mais adelante usaremos el vector normal n* para escribir las ecuaciones de Einstein en el for-

malismo 3+1.



1.2. Curvatura extrinseca

Cuando hablamos acerca de las hipersuperficies espaciales que constituyen nuestra foliacién, es
importante distingir entre dos conceptos: la curvatura intrinseca y la curvatura extrinseca. La
primera de ellas proviene de su geometria interna y estd determinada por el tensor de Ricci
tridimensional, asociado a la métrica espacial v;;. La curvatura extrinseca tiene que ver con la
manera en que las hipersuperficies se encuentran inmersas en el espacio-tiempo de 4 dimen-
siones. Esta curvatura se define en términos del comportamiento del vector normal n® cuando
es transportado paralelamente de un lugar a otro de la superficie. En general lo que se obtiene
transportando este vector paralelamente a lo largo de la superficie, es que al final ya no sera nor-
mal a la superficie. El cambio del vector normal bajo transporte paralelo esta dado por el “tensor

de curvatura extrinseca” K,g.

Para definir dicho tensor, primero tenemos que introducir el operador de “proyeccién” P} a las

hipersuperficies espaciales:

Bl =gy +n'n, (1.9)

donde n* es el vector normal unitario a las hipersuperficies definido en la seccién anterior.

Usando este operador, se define a la curvatura extrinseca como:

K = —P2Van, . (1.10)

De lo anterior, podemos concluir que el tensor K, es puramente espacial, es decir: n* K, = 0,
por esa razén consideraremos solamente las componentes espaciales K;;. También es posible

mostrar que el tensor de curvatura extrinseca es un tensor simétrico, es decir, K, = K.

Sustituyendo la forma explicita del vector normal (1.8) se puede mostrar que el tensor de cur-
vatura extrinseca estd dado en términos de la métrica espacial como

1
K;; = —ifﬁ%j , (1.11)

donde £j es la derivada de Lie a lo largo del vector normal. Usando el hecho de que £5v;; =
(1/) £47vij, tomando la funcién de lapso como el escalar y, recordando que en coordenadas
adaptadas a nuestro sistema la derivada de Lie es idéntica a la derivada parcial, obtenemos:

8t’)/ij - "EWU = _2aKij . (112)

Esta ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera:

Orvij = —2aK;; + D;Bi + DiB; (1.13)
donde D; representa la derivada covariante tridimensional.
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De la ecuacién (1.13), observamos que la curvatura extrinseca esta relacionada con el cambio en
el tiempo de la métrica espacial. Dicho de otro modo, la curvatura extrinseca es esencialmente
la velocidad de la métrica tridimensional vista por los observadores de Euler.

Esta no puede ser la tinica ecuacién de evoluciéon, pues, para poder cerrar el sistema y describir a
la relatividad como un problema de Cauchy nos falta encontrar una ecuacion de evolucién para
la curvatura extrinseca.

Hasta aqui notamos que sélo hemos utilizado argumentos geométricos, sin tomar en cuenta las
ecuaciones de Einstein, por lo que la ecuaciéon de evolucion para la K;; debemos obtenerla a
partir de las ecuaciones de Einstein. En resumen, la ecuacién de evolucién para la v;; (1.13) es
meramente cinematica, mientras que la ecuaciéon de evolucién para la K;; deberd contener la
informacién dinamica.

1.3. Ecuaciones de Einstein en 3+1

Para escribir las ecuaciones de Einstein en el lenguaje 341 es necesario utilizar la contraccién
de dichas ecuaciones con el vector normal 77 y con el operador de proyeccion Pﬁa. Ademas,
debemos utilizar las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi, que relacionan el tensor
de Riemann en cuatro dimensiones, con el tensor de Riemann en tres dimensiones. Un desarrollo

de estas ecuaciones y de la descomposicién 3+1 puede encontrarse en [2] y [9].

Comenzamos por proyectar las ecuaciones de Einstein dos veces sobre la direcciéon normal n*,
entonces:

n*n” (G, — 81T,,) =0. (1.14)

Utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi encontramos:

R— K K9+ K*=16mp, (1.15)

donde 3R es el escalar de curvatura de la métrica especial, K = v% K;; es la traza del tensor de
curvatura extrinseca y p es la densidad de energia de la materia medida por los observadores de
Euler, definida como p := n#n"T),,.

Es importante notar que la ec. (1.15) no tiene derivadas que involucren el tiempo (es decir,
derivadas temporales), pero si tiene derivadas espaciales de ;; dentro del escalar de Ricci. Por
tanto no es una ecuacién de evolucién sino una constriccién del sistema. Al estar relacionada
con la densidad de energia p se le conoce como la “constriccion hamiltoniana”.

Si ahora hacemos la proyeccién mixta, es decir, proyectamos un indice en la direccién normal y
otro en la hipersuperficie, tenemos:

PoHn? (G, — 87T},] =0 . (1.16)



Escribiendo el tensor de Einstein en términos de la métrica y el escalar de Ricci, y posterior-
mente utilizando las Ecuaciones de Codazzi-Minardi para contraer la derivada de la curvatura
extrinseca, obtenemos:

Dj[K" — 4 K] = 87j° (1.17)

donde Dj es la derivada covariante con respecto a la métrica espacial, y donde j* es el “flujo de
momento” medido por los observadores de Euler, definido como:

j' = —P"n¥T), . (1.18)

La ecuacién (1.17) tampoco contiene derivadas temporales, de modo que es otra constriccién
(tres contricciones mds, debido a que tenemos un indice libre). Al conjunto de ecuaciones (1.17)
se les conoce como “constriccion de momentos”.

Tanto la ecuacién (1.15) como el conjunto de ecuaciones (1.17) son muy importantes debido a que
nos imponen una restriccion sobre las condiciones iniciales. Si queremos resolver las ecuaciones
de Einstein debemos garantizar que las constricciones se cumplan desde el inicio, de otro modo
no estaremos resolviendo las ecuaciones de Einstein. Esto implica que la eleccién de las variables
dindmicas (métrica y curvatura extrinseca) no es enteramente arbitraria.

Es de notar que en ninguna de las dos ecuaciones anteriores aparecen términos que tengan que
ver con las funciones de norma, dicho de otro modo son independientes del lapso a y del vector
de corrimiento (°.

Finalmente, proyectamos las ecuaciones de Einstein con la hipersuperficie. Después de un dlgebra
bastante larga, obtenemos la ecuacion

atKij = Bk(?kKU + szﬁjﬁk + Kjkﬁiﬁk — DZ-Dja

(1.19)
+a [3Rz’j + KKZ']' — 2Kle]l~ci| + 47ra[~y¢j(S — p) — QSZ']'] R

donde S;; = Pl"ijTnm “es el tensor de esfuerzos” de la materia, y S su traza.

La ecuacion (1.19) si tiene derivadas temporales, por tanto es una ecuacién de evolucién. No
solo eso, estas ecuaciones contienen la verdadera dindmica del sistema.

Notamos que a diferencia de las constricciones, en las ecuaciones (1.19) si aparecen las variables
de norma; al mismo tiempo podemos observar que no tenemos ecuaciones de evolucion para estas
variables. Esto es asi, ya que tenemos la libertad de escoger las variables de norma libremente.

A las ecuaciones (1.13) y (1.19) se les conoce como las ecuaciones de Arnowitt, Deser y Misner
6 ecuaciones ADM [4]. La forma de estas ecuaciones no es la que obtuvieron originalmente
Arnowitt, Deser y Misner, sino que estan escritas en la forma como las derivé York [29]. Estas
ecuaciones forman un sistema cerrado y nos permiten escribir las ecuaciones de Einstein como
un problema de Cauchy.



1.4. Datos iniciales

Las ecuaciones de constriccién (1.15) y (1.17) implican que las variables dindmicas ~;;, K;; no
pueden ser elegidas de manera arbitraria como condiciones iniciales. Si se desea hacer la evolucion
de un sistema, primero debemos asegurarnos que las constricciones se satisfagan en los datos
iniciales, es decir, debemos resover las constricciones y encontrar los valores apropiados de v;; y
K;;, esto nos garantiza la evolucién del sistema fisico de interés. Si los datos iniciales se satisfacen
en una hipersuperficie a un tiempo ¢t = 0, entonces las identidades de Bianchi (ver por ejemplo [2]
para mayor referencia) garantizan que las constricciones se satisfacen a todo tiempo posterior,
es decir, las ecuaciones de evolucion propagan las constricciones.

Sin embargo, el resolver las constricciones no es algo trivial, juntas forman un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales elipticas. No obstante, existen algunos métodos conocidos para
resolver estas ecuaciones de constriccién en algunos casos particulares.

En este trabajo sélo nos restringimos a hacer mencién de los datos iniciales por ser uno de los
elementos fundamentales de la Relatividad Numérica y donde hay un gran campo de estudio
(resolvedores elipticos para encontrar datos iniciales para colisién de dos agujeros negros rotando,
etc). Para mayor referencia, se puede consultar [2] y [7].

En el caso particular que nos interesa, la estrella TOV (ver seccién 6.1), tomamos los datos
iniciales directamente de las ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto en simetria esférica
(estrella TOV estética), por lo que las ecuaciones de constriccién se satisfacen automaticamente.
Sin embargo en el caso de la estrella TOV pertubada, los datos iniciales ya no satisfacen las
ecuaciones de Einstein, por lo que hay que resolver las ecuaciones de constriccién para obtener

las variables adecuadas. En ambos casos las soluciones se obtienen de manera numérica.

1.5. Condiciones de foliacion

En la seccién (1.3) vimos que la eleccién de coordenadas en el formalismo 3+1 estd en términos
de las funciones de norma: la funcién de lapso a y el vector de corrimiento (o shift) 3. Estas
funciones aparecen en las ecuaciones de evolucién tanto para la métrica como para la curvatura
(1.13) y (1.19).

En todo el desarrolo de las ecuaciones 3+1 nunca encontramos ecuacién de evolucion alguna
para el lapso ni para el shift. Ni siquiera algo que nos diga que valores deben tomar estas
funciones. Esto es algo natural, pues la eleccién de coordenadas es libre (de ahi la covariancia
de las ecuaciones de Einstein, de no depender de un sistema de referencia privilegiado).

Sin embargo, cuando se desea hacer la evolucién numérica de un sistema fisico de interés, se
debe tomar en cuenta la elecciéon de coordenadas, ya sea para que el sistema se comporte mejor,
o para que las ecuaciones se simplifiquen. Si hacemos una mala eleccién de coordenadas, puede
suceder que el cédigo numérico falle o deje de ser confiable y por tanto no podemos obtener la
informacién deseada.



Inmediatamente surgen las preguntas: ;Como podemos saber si una elecciéon de coordenadas
es mejor que otra? ;Cudl eleccion de coordenadas es buena y cual no? Es importante poder
responder estas preguntas incluso antes de empezar la evolucién, pues recordemos que para
poder evolucionar las ecuaciones (1.13) y (1.19) necesitamos los valores de a y 3.

La eleccion de la funcién de lapso determina como avanza el tiempo propio entre distintas
hipersuperficies espaciales, mientras que el shift muestra como se propagan de una hipersuperficie
a otra las lineas de coordenadas espaciales constantes.

Siguiendo [2] incluimos una lista de propiedades que deben cumplir las condiciones de norma:

= Cuando sea posible, las condiciones de norma deben poderse adaptar a las simetrias fun-
damentales del problema. Idealmente, las condiciones de norma deben buscar automatica-
mente simetrias del espacio-tiempo, ya sea aproximadas o exactas, y hacerlas evidentes
durante la evolucién.

» Las condiciones de norma deben evitar la formacién de singularidades en las coordenadas.
» Las condiciones de norma deberan ser bien puestas y sencillas de aplicar numéricamente.

= Las condiciones de norma deben poderse expresar en términos de la 3-covariancia, esto
garantiza que tenemos la misma norma aun cuando el sistema de coordenadas cambie.

La manera mas simple de escoger una condicién de foliacién es tomando a = 1, es decir, el
tiempo coordenado coincide con el tiempo propio de los observadores de Euler. En este caso
dichos observadores se mueven a lo largo de geodésicas (caida libre) y por tanto la foliacién
recibe el nombre de “foliacién geodésica”. El gran inconveniente de esta condicién es que, cuando
los observadores eulerianos chocan entre ellos por efecto del campo gravitacional, el sistema de
coordenadas se vuelve singular. Este es el motivo por el cual esta foliacién en la practica no se
usa.

Una condicién distinta de la foliacién geodésica fue introducida por Smarr y York [23]. En esta
foliacién los elementos de volumen se mantienen constantes (la idea es evitar el acercamiento
entre los distintos observadores en caida libre).

Puesto que el cambio en los elementos de volumen es V,n# = —K, entonces la condicién para
que los elementos de volumen se mantengan constantes es: K = 9; K = 0. Es decir, K debe ser
cero inicialmente y debe mantenerse cero durante su evolucién.

Utilizando las ecuaciones (1.13) y (1.19) encontramos

dK g
- = —D*a+a[KijK"7 +4n(p+ S)] . (1.20)
Para escribir esta ecuacién de este modo, hemos empleado la constriccién hamiltoniana para
eliminar el escalar de curvatura. Puesto que 0; K = 0 debe satisfacerse, la funcién de lapso debe

ser tal que cumpla con la siguiente ecuacién:



D*’a =a|K;jK" +4r(p+S)] ; (1.21)

la cual es una ecuacion eliptica. Esta condicién, recibe el nombre de “foliacién maximal”, ya que
garantiza que el volumen serd méaximo en la hiper-superficie si existen pequenas variaciones.

Esta foliaciéon se ha utilizado en muchas simulaciones numéricas, incluyendo agujeros negros.
Ademsds puede evadir singularidades, tanto fisicas como las que se encuentran dentro de un
agujero negro (“colapso de lapso”), como también de coordenadas debidas al choque de obser-
vadores. La desventaja de este tipo de foliacién se encuentra en la resolucién de la ecuacion
eliptica en tres dimensiones, ya que el tiempo de méaquina empleado resulta muy alto. Es por
esta razon que se han buscado otras condiciones de foliacidn, que sean similares a la condicién
maximal, pero resulten més sencillas a la hora de resolver.

Una familia de condiciones de foliaciéon hiperbélicas puede obtenerse si el lapso satisface la
condicién:

d

d—? = —2f(Q)K, (1.22)
donde Cé—i‘ := O, — £, con £g la derivada de Lie a lo largo del vector de corrimiento, y f(c) una
funcién arbitraria de o que debe ser mayor que cero. Esta familia recibe el nombre de condicion
de Bona-Masso [6].

Derivando (1.22), obtenemos:

d*«

o —an(a) {dK - a(2f+af’)K2}.

dt
Sustituyendo la ecuacién (1.20), en el caso de vacio, en la ecuacién de la segunda derivada del
lapso encontramos

Ao

Tz a?f(a)D*a = —a® f(a){Ki; K" — (2f + af')K?}, (1.23)

donde f" = 0f/da. Esta ecuacién nos dice que la funcién de lapso satisface una ecuacién tipo
onda. La velocidad de esta onda, esta asociada con f1/2, por lo que f > 0.

Tomando f = 1 en (1.22), se obtiene la foliacidn armdnica. La ecuacién para el lapso es por
tanto:

da 9
— = —a’K 1.24
o= K (1:24)

d(a/v)
dt

toma la forma a = h (wz) /2 con h (xz) una funcién independiente de t y

= 0 (ver [2]). Por lo que, integrando, la funcién de lapso
1/2

esta condicién es equivalente a
el elemento de
volumen.



Si ahora tomamos f(a) = N/a, con N una constante positiva, obtenemos la foliacién llamada
1+log, puesto que el lapso toma la forma:

a=nh (x’) +In (71/2) . (1.25)

El caso N = 2, se ha encontrado que presenta caracteristicas muy similares a la foliacién maxi-
mal, como por ejemplo la evasién de singularidades [1].

FEn el caso de las simulaciones numéricas en la estrella TOV, usaremos los lapsos maximal y
1+log.
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Capitulo 2

Hidrodinamica Newtoniana

En este capitulo desarrollaremos las ideas béasicas de la hidrodindmica newtoniana. El escribir
estas ecuaciones en forma de “leyes de balance”, abre el camino para el estudio del concepto
de hiperbolicidad. Como veremos en la seccién 2.1 esto permite descomponer las ecuaciones en
términos de sus eigenvalores y sus respectivos eigenvectores.

Esta descomposicion es de suma importancia tanto en la hidrodindmica newtoniana, como en
la hidrodindmica relativista ya que proporciona la herramienta matematica necesaria para la
resolucién del Problema de Riemann tanto analitico como numérico. En el caso numérico, los
métodos de alta resolucién para la captura de choques (HRSC) se basan en este tratamiento. Si
bien, dichos métodos exceden la finalidad de este trabajo, en la seccién 2.4 se presenta la solucion
elemental del problema de Riemann la cual permite introducir los conceptos fundamentales para,
en un estudio posterior, entrar de lleno en los HRSC.

2.1. Leyes de conservacion e hiperbolicidad

Antes de escribir las ecuaciones de la hidrodindmica, tanto newtoniana como relativista, vamos a
detenernos un instante para estudiar los sistemas hiperbdlicos y senialar la importancia de estos
en el uso de nuestras ecuaciones. Posteriormente, escribiremos las ecuaciones hidrodindmicas en

forma de ecuaciones de conservacién.

Consideremos un sistema de ecuaciones de la siguiente forma:

8£ N JF(U)
ot ox

= S(U), (2.1)

donde U es el vector de las “variables conservadas” y F = F(U) es el vector de flujos. En general
F =F(U) y S(U) son funciones arbitrarias, quiza no lineales, de las componentes de U, pero
no de las derivadas de dichas componentes. Las ecuaciones 2.1 se les llama un sistema de “leyes
de balance” y en el caso S = 0 reciben el nombre de “leyes de conservacion”.
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En muchas areas de la fisica, incluida la relatividad numérica y por supuesto la hidrodinamica
relativista, se trabaja con ecuaciones diferenciales que tienen esta forma. Esto no es algo casual.
La forma como estan escritas estas ecuaciones tiene que ver con el concepto de “hiperbolicidad”.
En esta seccién analizaremos brevemente este concepto. Para més detalles pueden consultarse [2],
y en el caso particular de las ecuaciones de la hidrodindmica puede verse también [26].

Las leyes de conservacion son sistemas de ecuaciones diferenciales parciales que se pueden escribir
de la forma (2.1). Usando la regla de la cadena, tenemos que, para el segundo término de (2.1)

OF(U)  OF 9U

dr U dx '
la ecuacion puede reescribirse como:
ou ou
— +A(U)— =S(U 2.2
-+ AU)S = S(U), (22)
donde A(U) = 3—5 es la “matriz jacobiana”’. Las entradas de esta matriz son las derivadas

parciales de las componentes del vector de flujo con respecto a las componentes del vector de
las variables conservadas.

Consideremos ahora los eigenvalores A, de la matriz jacobiana A(U). Se dice que un sistema es
“hiperbdlico” si todos los eigenvalores son reales. Si ademas la matriz tiene un conjunto completo
de eigenvectores (la matriz es diagonalizable), entonces el sistema se denomina “fuertemente
hiperbdlico”. Si no existe tal conjunto, entonces el sistema se llama “debilmente hiperbdlico”.

Supongamos ahora que el sistema es fuertemente hiperbdlico, esto implica que la matriz A es
diagonalizable, entonces podemos expresarla de la siguiente manera:

A=KAK! 6 A=K 'AK, (2.3)

donde A es la matriz diagonal formada por los eigenvalores A\, de A, y K es la matriz de los
eigenvectores columna correspondientes a los eigenvalores \,,.

Asumiendo la hiperbolicidad del sistema, podemos definir los llamados “eigencampos” mediante
la transformacion

U=KW =W=K'U,

de esta manera el sistema (2.2) queda desacoplado!. No es dificil demostrar que la ecuacién de
evolucién para los eigencampos es:

HW + A0, W = Q, (2.4)

'En realidad el sistema sigue acoplado en las fuentes y solo se desacopla en la parte principal; en el caso g, = 0,
el sistema queda completamente desacoplado.
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donde Q es una funcién de las componentes de W, pero no de sus derivadas. Escrito en términos
de las componentes w; de W tenemos:

Oywn + ApOzWy = Gn . (2.5)

El problema inicial se ha reducido a una serie de ecuaciones de adveccion, cuyas velocidades
estan dadas por los eigenvalores \,, es decir, tenemos una serie de perturbaciones propagandose
con velocidades A,,.

Definimos las llamadas curvas caracteristicas (o simplemente caracteristicas) como aquellas cur-
vas C(t) que satisfacen la “ecuacién caracteristica” %ﬁt) = A,. Vemos que hay una caracteristica
por cada valor de n que tomemos. Las variables w,, son constantes a lo largo de su correspondiente

caracteristica en el caso en que ¢, = 0.

En un determinado sistema, la velocidad caracteristica es la velocidad a la cual se propaga
la informacién en ese sistema, y por tanto, podemos asociarla con la velocidad fisica de la
informacién transmitida por el sistema.

Los sistemas hiperbdlicos son de gran utilidad cuando de ecuaciones de evolucién se trata.
Fisicamente, la hiperbolicidad significa que el sistema es causal y local, dicho de otro modo,
la solucién en un lugar y en un instante de tiempo determinado sdlo pude ser afectada por el
llamado “cono caracteristico” de ese lugar y de ese instante (que representa el pasado en ese
punto y en ese instante de tiempo, mateméticamente estarfamos hablando de los datos iniciales).

Ademas de lo escrito anteriormente, lo sistemas hiperbdlicos son utilizados debido a que, si se
tiene un sistema fuertemente hiperbodlico, puede demostrarse que el problema estd bien puesto,
es decir, las soluciones al problema existen y son unicas localmente. Ademads, si hacemos pertur-
baciones pequenas en los datos iniciales, esperariamos tener cambios pequenos en la solucién,
por lo que las soluciones son estables.

Las ecuaciones ADM presentadas en el capitulo 1, son débilmente hiperbdlicas, esto quiere decir
que el sistema no estd bien puesto, por lo que al hacer evoluciones numéricas con ellas en algunos
casos el sistema se vuelve inestable. Sin embargo, en el caso de simetria esférica (ver seccién 5.2),
hay métodos para regularizar las ecuaciones 341 y hacer el sistema fuertemente hiperbdlico.

En la seccién siguiente verificaremos que las ecuaciones de la hidrodinamica en el caso Newto-
niano, son fuertemente hiperbélicas. El detalle en el caso relativista, puede verse en [2].

2.2. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son un sistema de ecuaciones no lineales escritas en forma de leyes de
conservacion, las cuales dictan la dindmica de fluidos, tales como liquidos o gases. No obstante,
son Tutiles solo en el caso en que se desprecien la viscosidad y el flujo de calor en el fluido, es
decir, son ecuaciones idealizadas del comportamiento de los fluidos. Sin embargo, para poder
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describir completamente el estado del fluido en cuestion, es necesario incluir una ecuacién de
estado, la cual nos da las propiedades termodinamicas del sistema (ver seccién 2.3).

Existen muchas maneras de escoger el conjunto de variables que describiran el fluido en cuestion.
Una posible eleccién es tomar el conjunto de variables conocidas como “variables primitivas”:
p = densidad de masa, p = presiéon, v = velocidad, esta tltima se puede descomponer en las
diferentes componentes de movimiento (z,y, z por ejemplo). Una eleccién alternativa, suele ser
la formada por las denominadas variables conservadas: la densidad de masa p, la densidad de
momento S = pv y la energia total por unidad de volumen €. Fisicamente, las cantidades
conservadas salen naturales de la aplicacién de las leyes fundamentales como la conservacién de
la masa, la segunda ley de Newton y la conservacién de la energfa. Computacionalmente, como
dijimos en la seccién anterior, la ventaja de utilizar estas variables viene del hecho de expresar

las ecuaciones de Euler como un sistema de ecuaciones de conservacion.

Las ecuaciones de la hidrodindmica en el caso Newtoniano se pueden escribir en forma conser-

vativa (2.1) de la siguiente manera:

Op+ (™) = 0, (2.6)
AS; + O (Siv* +psF) = 0, (2.7)
OE + O [(5 n p)Uk] ~- 0, (2.8)

donde S; = pv; es la densidad de momento y & = p(e + v?)/2 es la energia total por unidad de
volumen?. En este caso podemos ver que, una vez obtenidas las variables conservadas, es facil
invertir el sistema para obtener las variables primitivas.

Para observar el comportamiento de las ecuaciones anteriores, nos vamos a remitir al caso en
el cual sélo hay movimiento a lo largo del eje x, esto significa que v, = v, Sz = S, vy = v, =
0, Sy = 5. = 0. Ademas, estudiaremos el caso de un gas ideal (el andlisis puede hacerse para

una ecuacién de estado en general, ver [2]).

Las ecuaciones quedan entonces:

Op + O0u(pv) = 0, (2.9)
S + 0(Sv+p) = 0, (2.10)
HE+ 05 [(E+pv] = 0. (2.11)

Para un gas ideal tenemos la ecuacién de estado siguiente:

p
o s (2.12)

2Aqui, € es la energfa interna especifica (energfa interna por unidad de masa). Esta tltima cantidad serd estu-
diada un poco més a fondo en la siguiente seccién.
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con 7 el “indice adiabédtico” (ver ecuacién (2.19) en la seccién 2.3).

Definimos la velocidad del sonido como:

Cs = 2pe + Poo > (213)
V po

donde los subindices indican derivadas parciales: p. = dp/0de, p,, = Op/dpo.

Entonces tenemos que:

p

Cs =4/ — . 2.14
’ Po ( )
La matriz jacobiana es:
0 1 0
A= %(7—3)022 (3—7)1}2 v—1
S 3-2 S
(V=200 = s
Calculando los eigenvalores encontramos:
AM=v—¢s, M =v, M =v+cs, (2.15)
v los correspondientes eigenvectores son:
1 1 1
vV — Cs , v , v+ Cs )
307 e+ B — ey e 3% e+ 24 ves

Los eigenvalores son todos reales y los eigenvectores forman un conjunto completo de eigenvec-
tores linealmente independientes. Esto demuestra que las ecuaciones de Euler (2.6)-(2.8) son
fuertemente hiperbdlicas.

2.3. Ecuacién de estado

Las ecuaciones de la hidrodinamica nos dan la descripciéon del movimiento de un fluido, sin
embargo, como hemos mencionado antes, no son suficientes para describir completamente el
sistema.: hace falta una ecuacién para poder tener el sistema completamente determinado. Esta
ecuacion es precisamente la ecuacion de estado, la cual esperamos se pueda escribir de una forma

sencilla: p = p(po, €).

El caso maés sencillo es tomar la ecuacién de estado p = 0, el denominado polvo en relatividad, el
cual se puede ver como una coleccion de particulas las cuales se encuentran en reposo en cierto
sistema de referencia (dicho de otro modo todas las particulas, localmente, tienen exactamente
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la misma velocidad. No hay componentes aleatorias, es decir, el conjunto de particulas posee
cero energia interna.). La ausencia de presién implica que los elementos del fluido se mueven a lo
largo de geodésicas en el espacio tiempo. En la practica el polvo puede ser utilizado para modelar
ciertos fenémenos en donde no haya colisién de particulas, como por ejemplo la estructura de
anillos o discos rotantes, o el colapso de un cascarén esférico (colapso de Openheimer—Snyder).

Sin embargo, cuando queremos describir un sistema fisico mas complejo (una estrella de neu-
trones), la ecuacién de estado se vuelve més complicada. No obstante, esta debe contener la
naturaleza y las propiedades del sistema fisico en cuestién, es decir, este mismo debe propor-
cionar dicha ecuacion.

Consideraremos en esta seccién sélo el caso de una ecuacién de estado sencilla, la ecuacién de
estado para un gas ideal. Cuando uno tiene un sistema termodinamico en equilibrio, este puede
ser descrito completamente mediante las variables de estado: presién y volumen. Una familia de
sistemas en equilibrio termodinamico puede ser descrita mediante una curva en el espacio p—V,
a una determinada temperatura 7. Esta ecuacién puede ser o no complicada, dependiendo del
tipo de problema que se quiera estudiar.

En el caso de un gas ideal, esta relacién se puede escribir de la siguiente manera:

pV =NRT, (2.16)

donde V es el volumen, R es la constante universal de los gases, T es la temperaturay N’ =n/Ng4 ,
con N4 el nimero de Avogadro y n es el numero de particulas. Esta ecuacién también puede
verse de la siguiente forma:

pV =nkT, (2.17)

donde hemos introducido la constante de Boltzman k. Sin embargo, en el uso de las ecuaciones de
la hidrodinamica relativista, los resultados estdn dados en términos de las variables primitivas,
en particular en términos de p y p. De esta manera, necesitamos encontrar una ecuaciéon de
estado que nos relacione estas dos variables.

Definimos la capacidad calorifica a presién constante c,, y la capacidad calorifica a volumen
constante ¢y, en términos de un incremento de calor d@ el cual genera cambios de temperatura

1 (dQ 1 /dQ
Cp = M (dj—'>p7 Cy = M (dT)V . (218)

donde M = nm es la masa total, y m las masa de cada particula.

dT’, como:

La razon de los calores especificos, o “indice adiabatico”, se define como:

y=7 (2.19)
cy
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Utilizando la primera ley de la termodindmica (d@Q = dU + pdV, con U la energia interna del
gas ideal) en el caso de un proceso a volumen constante (dQ = dU), tenemos

1 dU

= 1 p = AU = MeydT . (2.20)

9%

Suponiendo que el valor de ¢y es constante (lo cual es vélido en el caso de un gas ideal), podemos
integrar esta ecuacién para obtener:

U=MeyT . (2.21)

También, si consideramos un proceso a presién constante, la primera ley se puede escribir

dQ = McydT + nkdT , (2.22)

debido a que la ecuacién de estado se puede escribir: pdV = nkdT'.

De esta manera tenemos que:

1 /dQ MeydT + nkdT k
- — [ =) = = — . 2.2
TN (dT)p MdT v (223)
El indice adiabatico queda de la siguiente manera
v=1+ (2.24)
mey
Finalmente, usando la ecuacién de estado (2.17) y la ecuacién (2.21), tenemos
p= (v —1)poe . (2.25)

donde py = % es la densidad de materia y € = % es la densidad de energia por unidad de masa.
Esta ecuacién puede ser escrita en términos de la temperatura utilizando la ecuacién (2.21).

Otra relacién, muy usada en algunos problemas astrofisicos y que usaremos en este trabajo, es
la relacién politropica.

IS

Partimos de la primera ley de la Termodindmica, d@Q) = dU + pdV'; puesto que pg = 77 = dV =
Md (p%) y €= % = dU = Mde, la primera ley la podemos expresar como:

1 =1 |de+pa ()] (2.26)

Po

Consideremos un proceso sin transferencia de calor (d@ = 0), es decir adiabdtico, entonces
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1 1
0=—d <p> +pd (> : (2.27)
vy—1 \po Po

no es dificil mostrar que

d d
@ _ o (2.28)
p PO
La cual integrando queda
p=kp , (2.29)

con k una constante de integracién.
Esta ecuacién comunmente se escribe de la forma:
I

1
p = Kp) = kp, (2.30)

donde N es el “indice politrépico”.

En el caso de un proceso adiabatico, usando (2.25) y (2.29), tenemos una relacion entre la energia
interna especifica y la densidad de materia dada de la siguiente manera:

e=——p) ". (2.31)

La ecuacién (2.29) es la ecuacién de estado que utilizaremos en la parte de las condiciones
iniciales, mientras que la ecuacién (2.25) sera utilizada en la evolucién de las variables.

2.4. Ondas de choque y problema de Riemann

Las ecuaciones de la hidrodindmica son no lineales, esto significa que es posible la aparicion
de discontinuidades en las variables (velocidad, presién, densidad) a lo largo de la evolucién,
aun partiendo de datos iniciales suaves. Un estudio detallado de las discontinuidades puede
encontrarse en [8] y [13].

Para observar este comportamiento, vamos a utilizar la ecuacién mas sencilla en donde ocurre
este tipo de fendmenos: la ecuacion de Burgers, la cual es una ecuacién hiperbdlica escalar no
lineal de la forma:

Ou + ulzu =0 . (2.32)

Esta ecuacién es muy similar a la ecuacién de adveccién, sélo que en este caso la velocidad
de la onda es la misma funcién desconocida u. La ecuacién de Burgers tiene soluciéon para un
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tiempo pequeno, y la solucién se da en términos de las caracteristicas. Vamos a seguir aqui el
método utilizado en [14] para observar el comportamiento de las caracteristicas. Estas deben de
satisfacer la siguiente ecuacion:

2 (t) = u(z(t),t) , (2.33)
y puesto que
du 0 0 /
i = au (z(t),t) + @jcu (z(t),t) 2'(t)
= Oyu + udyu (2:34)

vemos que u es constante a lo largo de cada caracteristica. Esto implica que 2/(t) es constante
segun (2.33) y por tanto las caracteristicas son lineas rectas determinadas por los datos iniciales.
Si estos son suaves, entonces se pueden usar para encontrar una solucién u(zx,t) para un tiempo

pequeno sin que las caracteristicas se crucen.

Sin embargo, supongamos que los datos iniciales son tales que la velocidad u no es uniforme en
una cierta regién, en particular si v > 0y d,u < 0 las caracteristicas se cruzaran inevitablemente
si el tiempo es suficientemente grande. Cuando esto sucede, y se comienza con un frente de onda
suave, la cresta se mueve mas rapido que el resto de la onda, lo que desarrolla un gradiente infinito
y se dice que la onda se “rompe”. Este cruce de lineas caracteristicas se denomina “choque”.
En la figura 2.1 se muestra el comportamiento de la ecuacion de Burgers en el tiempo y el
efecto producido (la pendiente infinita) debido al choque sobre los datos inicialmente continuos
. A partir de la formacién del choque, la solucién se vuelve discontinua y la solucién de la
ecuacién diferencial ya no tiene sentido (no podemos garantizar que lo que estamos resolviendo
numéricamente sea en realidad lo que se deseaba).

Como mencionamos anteriormente, el comportamiento expuesto arriba se presenta también en
las ecuaciones de la hidrodindmica. Sin embargo, en el caso de un fluido real, nunca se observan
este tipo de discontinuidades. Esto se debe a que las ecuaciones de Euler son demasiado simplis-
tas, pues carecen de un término de viscosidad. En un fluido real, cuando un choque se forma, la
viscosidad juega un papel fundamental de tal manera que en vez de observar una discontinuidad,
lo que se observa es un gradiente muy alto pero finito.

Vamos a analizar a continuacién los diferentes tipos de discontinuidades y sus propiedades,
debido a que son fundamentales para entender el comportamiento de las ecuaciones de la
hidrodinamica.

Las superficies en donde se producen discontinuidades (en el sentido matematico) de las can-
tidades hidrodinamicas, son llamadas superficies de discontinuidad. En estas deben cumplirse
ciertas condiciones limites o de frontera, que formularemos a continuacién. Consideremos nuestra
superficie plana (siempre podemos hacer esto tomando un elemento suficientemente pequeno de
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Figura 2.1: Variacién del perfil de onda de la ecuacién de Burgers en el transcurso del tiempo
debido a la desigualdad de la velocidad en los distintos puntos del perfil de onda ocasionados
por la aparicién de las discontinuidades. La linea continua muestra el valor inicial de u. Se
observa que rapidamente la solucién ha desarrollado un gradiente infinito debido al cruce de
lineas caracteristicas denominado “choque”, hecho por el cual la onda se vuelve discontinua.

la superficie), ademds, definimos la direccién z como la direccién en la cual el flujo se mueve.
Desde el sistema de referencia de la superficie de discontinuidad los flujos de masa, energia y
momento deben conservarse a través de dicha superficie, es decir, la masa (energia y momento)
del fluido que llega a una cara debe ser igual a la masa (energia y momento) que sale por la
otra. Esto se puede expresar de la siguiente manera:

[pv] = 0, (2.35)
[Sv+p] = 0, (2.36)
[(E+p)v] = 0. (2.37)

con S=pv,y E=p (6 +v?/ 2), y, donde hemos definido [a] = a; — ay para cualquier variable,
y los subindices 1 y 2 se refieren a los valores de las variables hidrodinamicas antes y después
de cruzar la superficie respectivamente. A partir de estas condiciones, y siguiendo [13] se puede
observar la existencia de dos tipos de superficies de discontinuidad. En la primera, el flujo de
masa a través de la superficie es cero, es decir, pjv; = pova = 0 y, ya que p; y p2 son distintas
de cero, entonces v1 = vy = 0. Las ecuaciones (2.35) y (2.37) se satisfacen autométicamente, vy,
de la condicién (2.36) obtenemos p; = ps. De aqui notamos que, tanto la velocidad normal (a la
superficie de discontinuidad) como la presién son continuas en la superficie de discontinuidad,
mientras que la densidad y demas variables termodinamicas pueden ser discontinuas. A esto se
le conoce como una “discontinuidad de contacto”.
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Figura 2.2: a) Propagacién de una onda de choque. b) Propagacién de una onda de rarefaccion.

En el segundo caso, el flujo de masa no es cero y por tanto v y v2 no son cero. De esto tenemos
que la velocidad, la densidad, la presion y deméds variables hidrodindmicas son discontinuas. A
este tipo de discontinuidad se le denomina “onda de choque” o simplemente “choque”.

En una superficie de discontinuidad, las ecuaciones diferenciales son reemplazadas por las ecua-
ciones (2.35)—(2.37), a las que se conoce como condiciones de salto. Siendo mds especificos reciben
el nombre de condiciones de Rankine-Hugoniot?.

Ademads de las superficies de contacto, existen las “ondas de rarefacciéon” que como tal no son
discontinuidades, pero algunas de las derivadas de las cantidades hidrodindmicas si presentan
discontinuidades. Las rarefacciones se producen por ejemplo cuando un gas se expande. El caso
contrario, la compresion, viene acompanada de un choque. La figura 2.2 muestra el perfil basico
de una onda de choque y una de rarefaccion.

Las condiciones iniciales de un fluido no necesariamente tienen que ser continuas. Pueden ser
discontinuas en algunos puntos. Usualmente, la discontinuidad inicial se separa en una serie de
discontinuidades, donde cada una de ellas puede ser ya bien una onda de choque, o una onda de
rarefaccién, o una discontinuidad de contacto. Cuando se incluye una sola discontinuidad que
separa datos iniciales constantes, se dice que se tiene un problema de Riemann. Este problema
es una generalizacién del tubo de choques (ver adelante seccién 4.4), el cual es de gran ayuda
para hacer pruebas de cédigos numéricos en hidrodindmica (tanto clasica como relativista).

Consideremos ahora el problema de Riemann en el caso de la ecuacién general no lineal de la
forma:

3En general, dado un sistema de ecuaciones de conservacién U;+F (U), = 0y una discontinuidad de velocidad
S; asociada con los campos caracteristicos \;, la condicién de Rankine-Hugoniot es: AF = S;AU, con AU =
Ur—U,, AF =Frp—F;, Fg =F(Ug) FL =F (UL), donde Ui y Uy son los estados inmediatos a la derecha
e izquierda de la discontinuidad.
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(v-c,)

(v+c,)

Figura 2.3: Soluciéon tipica del problema de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.
Existen tres familias de ondas asociadas a los 3 eigenvalores v — ¢s, v y v + ¢s.

U, +F(U), =0. (2.38)
U(z,0) = UO)(z) = { g; ! i 8 (2.39)

La solucién consiste de m + 1 estados constantes separados por m ondas. Para cada eigenvalor
\; existe una familia de ondas, estas pueden derivar en discontinuidades como un choque o una
discontinuidad de contacto, o en ondas de transicién suaves como rarefacciones (ver figura 2.3).
Presentamos a continuacién las condiciones que deben cumplir estas familias de ondas:

Ondas de choque. Los dos estados constantes Uy, y Ug se encuentran conectados a través
de una discontinuidad simple en un campo no lineal genwino® y debe satisfacer las siguientes
condiciones:

» Codicién de Rankine-Hugoniot:

F(Ug) —F(Ur) =5 (Ugr — Uyp) (2.40)

= Condicién de entropia:
)\’L(UL) > 5 > )\z(UR) (2.41)

Podemos visualizar el significado de la condicién de entropia observando la figura 2.4, donde se
muestra el estado inicial y la propagacion de la onda de choque. Notamos que las caracteristicas
se mueven hacia el choque y claramente \;(Ur) > S; > \;(Ug).

4Un campo se dice que es no lineal genuino si V;(U)-K*(U) # 0, YU € R™ donde \;(U) son los eigenvalores
reales y KZ(U) los correspondientes eigenvectores.
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Figura 2.4: Onda de choque. a) Situacién inicial para el caso Uy, > Upg. b) Lineas caracteristicas

y ¢) propagacién de la discontinuidad en = — ¢.

Discontinuidad de contacto. Los dos estados constantes Uy y Ug se encuentran conectados

a través de una discontinuidad simple de velocidad S; en un campo linealmente degenerado® y

aplican las siguientes condiciones:

= Condicién de Rankine-Hugoniot:
F(Ugr)—F(Ur) =S (Ugr—Uyp) (2.42)

» Constancia de los invariantes de Riemann generalizados a lo largo de la onda:

duy _dup __ dum (2.43)
PO O OB '
1 2 m
donde U = [ug,uz, ..., um|’ y KO = [kgi), kéi) ol k:ffl)}T su respectivo eigenvector asociado

al eigenvalor \;.

Los invariantes de Riemann son relaciones entre las distintas componentes del vector de

variables dependientes que deben ser ciertas en toda la regién de la onda. Integrando

(2.43) obtenemos m — 1 relaciones independientes entre las componentes de U, las cuales
()

denominamos: R;’ = cte, para k = 1,2,...,m — 1, es decir existen m — 1 invariantes de
Riemann.

= Condicién de caracteristica paralela

/\i(UL) = /\z’(UR) =S5;. (2.44)

Es decir, las caracteristicas permanecen paralelas a la velocidad de propagacion de la discon-
tinuidad.

Onda de rarefaccion. Los dos estados constantes Uy, y Upr se encuentran conectados a través

de una transicién suave en un campo no lineal genuino y las condiciones son:

"Un campo se dice que es linealmente degenerado si V;(U) - K{(U) =0, VU € R™
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Figura 2.5: Onda de rarefaccién para el caso U < Upg. a) Situacién a tg y t;. b) Lineas
caracteristicas.

= Constancia de los invariantes de Riemann generalizados a lo largo de la onda

d d A,
%:%::% (2.45)
ky ks kyr
= Divergencia de las caracteristicas
M(UL) < M(Upg). (2.46)

En la figura 2.5, se muestra un perfil tipico de una onda de rarefaccién, la cual esta limitada
por dos discontinuidades débiles, ya que alli la solucién es continua pero no sus derivadas. Las
lineas rectas que salen de los puntos z1, y xg reciben el nombre de cabeza (H) y cola (T) de la
onda de rarefaccion respectivamente. Observamos que en este caso las caracteristicas divergen.
Los valores mas grandes se propagan més rapido que los valores menores, razén por la cual la
onda tiende a aplanarse y suavizarse con el tiempo. Es claro que se cumple la condicién (2.46).

2.4.1. Solucién elemental del problema de Riemann

Para terminar la seccién, vamos a describir la solucién del problema de Riemann en las ecuaciones
de Euler como un conjunto de ondas elementales (descritas anteriormente). El estudio detallado
puede verse en [26].

Existen tres ondas asociadas con los tres campos caracteristicos correspondientes a los tres eigen-
vectores K obtenidos en la seccién 2.2. Las ondas separan cinco diferentes estados como puede
observarse en la figura 2.6 La linea continua corresponde a la onda de choque S, moviéndose
hacia la derecha y separando los estados (5) y (4). La linea punteada muestra una discontinuidad

SEn la mayorfa de los textos, se sefialan tnicamente cuatro estados, sin embargo, debemos tomar en cuenta
que, la onda de rarefaccion separa tres estados distintos.
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Figura 2.6: Solucién esquematica del problema de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.
El estado inicial en ¢ = 0 (figura superior) consiste en dos estados 1 y 5 con p1 > ps, p1 > p5 ¥
v1 = v = 0, separados por un diafragma colocado en zp. La evolucién del flujo una vez retirado
el diafragma se muestra en la figura intermedia. La linea continua nos da el comportamiento de la
densidad, la linea semicontinua muestra el comportamiento de la presion, y en la linea punteada
se observa el comportamiento de la velocidad. Finalmente, en la figura inferior, mostramos el
comportamiento en términos de las caracteristicas en un diagrama de espacio-tiempo.

de contacto DC, que se propaga hacia la derecha y la cual separa los estados (4) y (3). El con-
junto de lineas continuas acotadas por las lineas H y T representan una onda de rarefaccién
R, propagandose hacia la izquierda. Notamos que la cola de la onda (T) limita el estado (3)
junto con la discontinuidad de contacto, mientras que la cabeza de la onda (H) y la cola (T) de
rarefaccién delimitan el estado (2). Finalmente, a cabeza de la onda limita el estado (1).

A fin de conocer el comportamiento de las ondas debemos analizar los campos caracteristicos
K(i), i = 1,2,3. No es dificil mostrar que el campo asociado al eigenvector K® es linealmente
degenerado, mientras que los campos asociados a KW y K®) son no lineales genuinos. Es decir,

la onda asociada con K® es una discontinuidad de contacto y las ondas asociadas a KO y K®

son una onda de rarefaccién y una onda de choque 7.

Vamos a estudiar cada tipo de ondas por separado:
Discontinuidad de contacto. La condicién de entropia es:
A2(Us) = A2(Uy) = So,

donde U, denota el estado en la regién (a) dado por las variables: U, = (pq, Ve, pa)” -

Tver [8] y [26].

25



Aqui, Ss es la velocidad de la discontinuidad de contacto. En la discontinuidad de contacto las
presiones se juntan, lo que significa que en ambos lados de la discontinuidad son iguales. Es
claro que las velocidades tanto a la derecha como a la izquierda de la discontinuidad son iguales

también.

Matematicamente, expresamos este hecho utilizando los invariantes generalizados de Riemann:

o - = 2.47
1 v %1}2 ( )

La primera igualdad la podemos escribir de la siguiente manera:

dp  d(pv)
p o pu

=0.

Integrando los dos términos encontramos

In(p) — In(pv) = cte
de donde finalmente encontramos que v = cte.

De la segunda igualdad, podemos escribir

1
ivd(pv) =d€.

Usando el hecho de que € = p(e + %UQ), con v = cte obtenemos

d(pe) =0

Que finalmente, de la ecuacién (2.25) nos da p = cte, como esperabamos. No obstante, las demés
cantidades presentan discontinuidades (como lo mencionamos en la seccién anterior).

Ondas de rarefacciéon. La condicién de entropia es:
)\1(U1) < /\1(U3).

En el caso fisico, por ejemplo el tubo de choques donde v; = vs = 0, en la regién de alta
presién la onda de rarefaccion se propaga hacia la izquierda disminuyendo la presion de ps a po
y produciendo un cambio de velocidades, lo que se observa en la regién (2) de la parte intermedia
en la figura 2.6.

Los invariantes de Riemann son®:

1= cte, (2.48)

8 Aquf hemos utilizado una definicién equivalente a la presentada anteriormente en (2.43). Definimos la con-
stancia de los invariantes de Riemann como: Rl(;) =vt [ c*"—gp), donde c;(p) estd dada por (2.14). Para ver en
més detalle dicha equivalencia, se puede consultar [8].
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a lo largo de \; = v — ¢5. Por estar la regién (2), entre dos estados constantes, se cumple:

Cs1 2c50 2cs4
7_1—U2+7_1—v4+’y—17

(2.49)

donde hemos denotado cs, como la velocidad del sonido en la regién (a).

Las caracteristicas cumplen la relacién x/t = vy — cs4, que juntamente con la relacién de arriba
da:

2 x v—1 Cs9 T
_ hd = = - 2. 2.50
V4 ’7+1<052+t>7 Cs4 7_1_1(7_1 t> ( )

Usando (2.14) y (2.29), podemos encontrar p y p, por lo que tenemos la solucién para el fluido
en esta regién. Es claro, segin el desarrollo realizado, que las variables p, v, y p cambian a lo
largo de la onda de rarefaccién.

Ondas de choque. La condicién de entropia es:

)\3<U4) > S3 > Ag(U5).

donde S3 es la velocidad del choque. Nuevamente, haciendo referencia a la figura 2.6 b), observa-
mos que en la regién de baja presién la onda de choque se propaga hacia la derecha aumentando

la presién de Ps a Py y produciendo un cambio de velocidad. Por tanto, p, v, y p cambian a
través del choque. En lo que sigue, explicaremos brevemente estos cambios en las variables.

Vamos a escoger un sistema de referencia el cual se mueve junto con el choque, de modo que la
velocidad del choque respecto a este sistema es cero. Los valores para la presién y la densidad
permanecen inalterados tanto en la regién (4) como en la regién (5) (regiones antes y después del
choque respectivamente). Sin embargo, las velocidades se veran modificadas por las velocidades

relativas:

@4 = Vg4 — Sg, 175 = U — S‘g,. (2.51)

Aplicando la condicién de Rankine-Hugoniot tenemos:

paly = psUs, (2.52)
padi +ps = psd3+ps, (2.53)
0(Ea+p1) = 05(E5 +ps). (2.54)

De la ecuacién (2.53) podemos despejar 5. Sustituyendo en (2.54) y haciendo algunas sencillas
manipulaciones algebraicas encontramos

242
~92 P44 _
PaVy — —— = DP5 — P4,
P5

27



factorizando el término 1/ps5 del lado derecho de la igualdad y dejando libre a 93 tenemos

2ot [H] | (2.55)
P4 | P5 — P4

Obtenemos 92 sustituyendo este resultado en (2.53), es decir

2o {H] | (2.56)
pP5 |LP5 — P4

Por otro lado, podemos escribir la ecuacién (2.54) de la siguiente manera

~ 1 ~2 ~ 1 ~2
(Y 504 + €14+ pa/pa| = Usps 5”5 + €5+ ps/ps| -

Usando la definicién de la entalpia en cada regién tenemos

hy=€s+pa/ps;,  hs=es+ps/ps. (2.57)
De estas ultimas dos expresiones y (2.53), (2.54) toma la forma

1 1

Si ahora sustituimos (2.55) y (2.56) en (2.58) encontramos

1 pa + p5
h4 — h5 = —\P4 — P5 [:| . 2.59
2( ) paps (2.59)
Usando (2.57) podemos reescribir esta tltima ecuacién
€4— €5 = 1(104 + ps5) [P4 — p5] : (2.60)
2 paps

Utilizando la ecuacién de estado del gas ideal (2.25) en (2.60)y después de un poco de gimnasia
algebraica, encontramos finalmente

228 =1
P4 _ (”5) - (”“) (2.61)
=1 (2 ' '
o (Ga) ()
la cual establece una relacién entre el cociente de densidades p4/ps y el cociente de presiones

p4/p5-

Introducimos ahora el nimero de Mach (M = v/cs); Ms = vs/cs5 es el numero de Mach del

fluido antes del choque y Mg = S3/cg5 es el numero de Mach del choque (en el sistema de

28



referencia original). Necesitamos obtener una expresién para el cociente de las presiones y para
el cociente de las densidades, ambas en términos del nimero de Mach relativo Ms — Mg. Para
esto utilizamos (2.56) y (2.61). El dlgebra es un poco larga y no muy ilustrativa, razén por la
cual presentamos tnicamente el resultado:

pi _ (y+1)(Ms — Mg)? (2.62)
ps (v —=1)(Ms— Mg)? +2 '

pa 2y (M5 — Mg)* — (v —1)
o G+ D) ' (263)

En términos de la razén de las presiones (2.63), observamos la siguiente relacién

o) E) ) e

Por otro lado, de la definicién de los nimeros de Mach M5 y Mg, notamos que

S3 = v5 + cg5(Ms — M) . (2.65)

Asi que la velocidad del choque S3 dada en términos del cociente de presiones es:

o= e (50 (2) o+ (35) (260

Finalmente, la expresion para la velocidad en la regién antes del choque la obtenemos de (2.53)
y (2.62)

vy = (1= p5/pa)Ss + vsps/pa - (2.67)

A lo largo de esta secciéon hemos construido de manera elemental la soluciéon del problema de
Riemann en términos elementales. Se obtuvo el comportamiento de las variables primitivas (p,
py v) tanto en la regién de la discontinuidad de contacto, como en la de la onda de rarefaccién
y la onda de choque (mostradas en la figura 2.6). También se encontré el valor de la velocidad
tanto para la onda de rarefaccidon como para el choque, ademaés de la velocidad del fluido en la
regién antes del choque. Asi finaliza nuestra discusién del problema de Riemann.
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Capitulo 3

Hidrodinamica relativista

3.1. Relatividad especial

En el capitulo 2 mencionamos la importancia de los sistemas hiperbdlicos cuando de ecuaciones
de evolucion se trata. Escribimos las ecuaciones de Euler en el caso Newtoniano como un conjunto
de ecuaciones de conservacién y verificamos que son fuertemente hiperbdlicas. Vamos ahora a
escribir las ecuaciones de Euler en el caso relativista (tanto especial como general), como un
sistema de este tipo’.

Nuestro punto de partida es el tensor de energia momento para un fluido perfecto en relatividad
especial, este lo podemos escribir como sigue?

™ = (p+p)urv” + pn (3.1)

donde u* es la 4-velocidad de los elementos de fluido, p es la densidad de energia y p es la
presién, estas ultimas medidas en el sistema de referencia en reposo del fluido, y la métrica es
la de Minkowski, g" = n*¥.

El tensor de energia momento descrito arriba podemos escribirlo en una forma maés sencilla
separando la densidad total de energia p en sus componentes de densidad de energia en reposo

y energia interna:

p=po(l+e), (3.2)

donde € es la energfa interna especifica (energia interna por unidad de masa) del fluido. Intro-
duciendo la llamada entalpia especifica del fluido, definida como

'El procedimiento descrito en este capitulo se conoce como la “formulacién de Valencia”, el cual consiste en
la introduccion de las llamadas “variables conservadas”, para escribir el sistema de ecuaciones de evolucién como
un sistema hiperbdlico. Una revisién de esta formulacién puede encontrarse en [10].

2Para un desarrollo de las ecuaciones, asi como aplicaciones de la hidrodindmica en relatividad especial, puede
consultarse [16].
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h=1+e+ 2, (3.3)
PO

podemos escribir el tensor de enrgia-momento como

T = pohutu” + pnh” . (3.4)

Es importante hacer una pausa antes de continuar, a fin de explicar las diferencias entre la
densidad de energia obtenida aqui y la densidad de energia obtenida en el primer capitulo.

Si recordamos, las ecuaciones de Finstein escritas en el formalismo 341, especificamente la
constricciéon Hamiltoniana (1.15), involucran la densidad de energia de materia como fuente del
campo gravitacional. Sin embargo esta densidad de energia es medida por los observadores de
Euler, que son los observadores para los cuales su 4-velocidad es normal a la hipersuperficie, y
esta densidad de energia es en general diferente a la densidad de energia medida en el sistema
de referencia del fluido. Por lo que vamos a hacer una distincién: la densidad de energia que

ADM

aparece en las ecuaciones ADM la denotamos como p , mientras que la otra es simplemente

p. Estas dos densidades de energfa se relacionan usando la definicién de pAPM:

pADM = nkn"T), .
Sustituyendo (3.4) en la expresién de arriba y usando el hecho de que n#n, = —1, encontramos
pAPM = pohW? —p, (3.5)
donde W = —u#n, = u?, pues en relatividad especial n, = (—1,0). Utilizando el hecho de que
utu, = —1, y de que la velocidad espacial del fluido estd dada por
b= — 3.6
o= (36)

obtenemos

W=1/v1-12, (3.7)

es decir, W es el factor de Lorentz.

El comportamiento del fluido lo podemos entender mejor a través de lo que llamamos las variables
“primitivas” (po, €, p,v'), las cuales contienen toda la informacién del sistema.

Las ecuaciones de evolucién para el fluido son:

1. la ecuacién de conservacion de particulas

Vu(pout) = 0, (3.8)
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2. la conservacién de energia-momento

vV, T" =0, (3.9)

donde V, denota la derivada covariante respecto a la coordenada x#. En el caso de la relatividad
especial, tenemos que V, = 0, por tanto las ecuaciones se pueden escribir como

By (o) = 0, (3.10)

8, T = 0. (3.11)

Observamos que sélo tenemos 5 ecuaciones y 6 variables. Por tanto, si queremos cerrar el sistema
necesitamos una ecuacién auxiliar; esta tltima ecuacion estd dada por la ecuacién de estado, la
cual nos proporciona una relacién entre la presion y la densidad. Asumimos que la ecuacién de
estado tiene la siguiente forma: p = p(p, €).

Empezamos definiendo una nueva variable D = poW, la cual no es otra cosa que la densidad de
masa en reposo vista en el sistema de laboratorio. La conservacién de particulas implica que

D + d(Dv*) =0. (3.12)

Notamos que la ecuacién de conservacién de particulas (o ecuacién de continuidad) tiene la
misma forma que en el caso Newtoniano, con la salvedad que la variable D incluye los términos
relativistas dados por el factor de Lorentz.

Para analizar la ecuacién del momento, definimos otra variable auxiliar

SH = pohWut | (3.13)

y puesto que de (3.6) u’ = Wo', entonces S® := pghW?2v" es la densidad de momento vista en el
sistema de laboratorio, que a diferencia del caso Newtoniano incluye la correccién en el factor
de Lorentz W. Otra de las diferencias es la aparicién de la entalpia en esta ecuacion, esto se
debe a que en el caso relativista la presién contribuye a la densidad de momento.

Escribiendo el tensor de energia-momento (3.4) en términos de S*, tenemos que

n
(T (3.14)

por lo que la ecuacién de conservaciéon del momento (@LTW = O) se puede reescribir como

Siut
| = 5 ) =0 3.15
(S +a) =0, (315
y utilizando (3.6), la ecuacién toma la forma
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8,S; + O (Sivk) L Op=0. (3.16)

Estas son las ecuaciones de Euler, que tienen la misma estructura que en el caso Newtoniano
con las correcciones relativistas incluidas en .S;. Cabe notar que la densidad de momento puede
cambiar ya sea por la variacién del flujo en el elemento de volumen J(S;v*), o debido a la
existencia de una fuerza dada por el gradiente de la presion O;p.

Para la conservacion de la energia, definimos la variable auxiliar £, que es la diferencia entre la
densidad total de energia y la densidad de energia de masa medida en el laboratorio;

E = pMPM _ poW = pAPM _ D = pohW? —p—D. (3.17)

De la definicién de S* podemos escribir: S := pohW?2. La conservacién de la energia (8MT0” = 0)
toma la forma:

O (Sou”/W +p770“) =0,

desarrollando la derivada tenemos

9;8° = O(S%*) —ap=0.

De (3.17), podemos escribir: S° = £ + D + p, por lo que la ecuacién de evolucién es:

O(E+D+p)=h[(E+D+p*]—dp=0.
Utiilizando la ecuacién de evolucién para D (3.12), encontramos finalmente la ecuacién de evolu-
cién para £
O + Op [(5 +p) vk} ~0. (3.18)

De este modo, hemos encontrado nuestro conjunto de ecuaciones de evolucién, que escrito como

un sistema de ecuaciones de conservacion es:

oD + d,(Dv*) = 0, (3.19)
OuSi + O (ka +p(5f> = 0, (3.20)
OhE + O {(5 +p) v’“} = 0, (3.21)

en donde las llamadas variables dindmicas o conservadas (D, S;,£) estdan dadas en términos de
las variables primitivas (po, €, p,v’) de la siguiente manera:

D =poW, S :=pohWov', & :=pshW?—p—D. (3.22)
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3.1.1. Recuperando las variables primitivas

En el caso no relativista (v << 1,h — 1) D, S? £ se aproximan a sus equivalentes Newtonianos,
00, pov’, po(e +v%/2), v las ecuaciones se reducen a las cldsicas obtenidas en el capitulo anterior;
esto hace facil invertir las variables conservadas para obtener las primitivas . Sin embargo, en el
caso relativista no es tan sencillo obtener las variables primitivas pg, v*, p a partir de las variables
dindmicas D, S%, £, dado que el sistema de ecuaciones (3.22) estd fuertemente acoplado mediante
el factor de Lorentz y la entalpia especifica, ademas de involucrar explicitamente la presién, lo
que implica que la ecuacién de estado p(po, €) es necesaria para recobrar las variables primitivas.

Sin embargo, la evolucién de las ecuaciones dindmicas involucran a las variables primitivas direc-
tamente, por tanto tenemos que resolver para ellas a cada paso de tiempo. Este procedimiento
requiere la implementacién de un algoritmo que recobre dichas variables. Siguiendo [15], tenemos
que el algoritmo comienza escogiendo un valor arbitrario para la presién, p* (ver también [2]). De
la expresién (3.13) para S* observamos que (v' = S/pohW?) y puesto que pghW? = € +p+ D
(de 3.17),0btenemos

vi(p*) = E+‘g+p* . (3.23)
Una vez encontrada la velocidad v, podemos calcular el valor de W como
W) = —— (3.24)
1—v?(p*)
Esto significa que el valor de la densidad es
") = o (3.25)

Finalmente encontramos la energia interna especifica despejando a la entalpia de la ecuacion
(3.17) e insertandola en (3.3)

_E+DA-WE) +p (- W0")

e(p*) DW () (3.26)

No obstante, el valor escogido de p* puede no satisfacer la ecuacién de estado p(p,€), asi que
debemos evaluar el residuo r(p*) definido como

r(p*) = p(po(p"), e(p*)) — ", (3.27)

y cambiar el valor de p* por el valor obtenido de resolver la ecuacién r(p*) = 0, donde el cero
de la funcién representa la presion en el estado fisico. Para encontrar la solucién a la ecuacion
se utiliza un método iterativo.
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3.2. Relatividad general

Las ecuaciones de la hidrodindmica en relatividad general, al igual que en el caso de la relatividad
especial, consisten en las ecuaciones de conservacion del tensor de energia-momento y de la
densidad de corriente (o conservacién de particulas)?.

En este caso, las ecuaciones toman la forma:

V. =0, (3.28)
Vit = 0. (3.29)

donde V, es la derivada covariante usual asociada a la métrica del espacio tiempo g, y j#
es la densidad de corriente definida como j* = pou*, u* es la 4-velocidad del fluido y pg es la
densidad medida en el sistema de referencia en reposo.

El tensor de energia momento estd dado por: T* = (pg + poe + p) u*u” 4+ pgh”, que escrito en
términos de la entalpia, h =1+ € + [‘%, toma la forma

™ = pohutu” + pg"” . (3.30)
Usando la siguiente identidad matematica sobre la divergencia de un vector,

L
Ve

podemos escribir la ecuacién (3.29) de la siguiente manera

V&t = Ou(v/=9€")

O (V=gpou) =0, (3.31)

con g el determinante de la métrica g, .

Similarmente, para la ecuacion de conservacién del tensor de energia-momento utilizamos la

siguiente identidad:

1
VAL = ﬁaﬁ(v —gAL) - T, A%

donde Fgf,y los indices de Christoffel asociados a la métrica g, .

Por tanto, la ecuacién de conservaciéon queda como

Oy (V=gTL) = V=gT5 T . (3.32)

3Una discusién més amplia acerca de las ecuaciones de la hidrodindmica en relatividad general, asi como de

sus aplicaciones puede encontrarse en [10]
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Deseamos escribir el conjunto de ecuaciones (3.31), (3.32) como un conjunto de ecuaciones
hiperbdlicas. Para esto es necesario separar la parte temporal de la parte espacial. El proced-
imiento a seguir es muy similar al procedimiento descrito en el caso de la relatividad especial.

Usando la descomposicién 3+1, podemos escribir el determinante de la métrica como:

g=—-a*y = —g= a7 . (3.33)

con « la funcién de lapso y 7 el determinante de la 3-métrica (o métrica espacial 7;;).

Definimos ahora (como en el caso de la relatividad especial) el pardmetro W como W := —ufn,,,
donde n,, es el vector normal a la hipersuperficie espacial, y n, = (a,0), podemos entonces
escribir a W de la siguiente manera:

W =au’. (3.34)
Definimos ahora la velocidad de los elementos del fluido medido por los observadores de Euler:

i i
V= — o —
au a

5 (3.35)
con f3* el vector de corrimiento. También, usando la definicién de u*, tenemos que:

Uy = Qmuu = &UO + ’Yikuk = ,Bz'uo + ’yikuo(owk — 5"3) = ozuofuz- =W, .

Usando el hecho de que u,u* = —1, encontramos que

W =1/v1-122, (3.36)

donde ahora v? = %jvivj , es decir es el factor de Lorentz visto por los observadores de Euler.

Si definimos de nuevo D = poW, utilizando (3.34) y (3.35); podemos escribir la ecuacién de
conservacién de particulas (3.31) como:

0,(AD) + Oy [\FyD (w - 5k)] ~0. (3.37)

Notamos que a diferencia del caso en relatividad especial, en esta ecuacién aparecen la funcién
de lapso «, el vector de corrimiento 3° y el determinante de la métrica espacial. Esto no es de
sorprender, puesto que en el caso de la relatividad especial nos encontramos en un espacio-tiempo
de Minkowski, en donde a =1, B =0y v = 1.

Vamos a introducir ahora la variable S* que utilizaremos en la ecuacién de conservacion del
momento:

SH = pohWu . (3.38)
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En términos de S* reescribimos el tensor de energia momento, entonces

utS
TH =L
v w

Insertando (3.34) y (3.35) en (3.39), la conservacién del momento se escribe:

+ pot (3.39)

B(\/7S:) + {ﬁ [si <owk - ﬁk) + apcs;f] } — aATETY (3.40)

donde S; := pohWu; = pohW?v;. Estrictamente hablando, no tenemos una ecuacién de conser-
vacion, puesto que del lado derecho de la ecuacién observamos términos fuente que se pueden
entender como fuerzas gravitacionales.

Para finalizar, vamos a escribir la ecuacién para la conservaciéon de la energia. Es conveniente
reescribir el término de la izquierda en la ecuacion de la siguiente forma:

1
O (ayAT) = =8, (a® AT¥) = AT 00
De esta manera, la conservacién de la energia queda
O (2 TH) = o® 7 (T%9yIna —T0,TH) . (3.41)

Utilizando el hecho de que T = pohuut + pg"* y empleando (3.34) y (3.35) escribimos:
700 — é(p()hVV2 —p), y T% = pohW? (£ — 51) + pf3?, por lo que después de un algebra un

aZ
poco larga, el lado izquierdo de la ecuacion toma la forma:

O (azﬁTO“) = O [\Fy (pohW2 - p)] + Ok {\Fy [pohW2 (avk — Bk> —l—pﬁi]} .

Definimos: £ = pghW? —p— D. En términos de £, la ecuacién para la conservacién de la energia
queda finalmente:

O(\VYE) + Ok {ﬁ [5 (avk - ﬁk> + ozpvk} } =a?/q (T, Ina — FBVT“”) . (3.42)

Donde hemos utilizado la ecuacién de evolucién para D a manera de completar el término
pohW? — p. en ambos lados de la ecuacion.

Esta ecuacién, al igual que la ecuaciéon del momento, no es una ecuacién de conservacién. Sin
embargo, ambas tienen la forma de las ecuaciones de balance: dyu + Ox F*(u) = s(u).

El conjunto de ecuaciones de evolucidn finales son:

8i(\/7D) + O [WD (avk - 5k)} ~- 0, (3.43)
9(\/7S:) + O {ﬁ [SZ- <owk - 5’6) + apaf] } — ayATATY (3.44)
0(\/AE) + O {ﬁ [5 (owk - 5’“) + ozpvk]} = 27 (T%9,na —T9,T") . (3.45)
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donde las variables primitivas (pg, €, p,v*) y las variables dindmicas (D, S;, ) estan relacionadas
mediante

D = poW, S; = pohW?u;, E=phW? —p—-D. (3.46)

De nuevo, como en el caso de relatividad especial, escribimos la relacién entre las variables
dindmicas, obtenidas aqui, y los términos de materia que aparecen en las ecuaciones ADM.
Usando la expresién para el tensor de energia-momento (3.30) T+ tenemos:

papm = = ntn"T,, = pohW? —p=E+D, (3.47)
Japy: = —PMn'T., = pohW' = 5°, (3.48)
S = PMPYIT,, = pohWviv? +~ip . (3.49)

3.3. Hidrodinamica relativista en 3 + 1

Vamos ahora a escribir las ecuaciones de evolucién de la hidrodindmica relativista (3.43), (3.44)
y (3.45) en el lenguaje 3+1. Comenzamos con la ecuacién de evolucién para D, esta ecuacién es:

8(\/AD) + [\FyD (avk - 5k)] =0.

Necesitamos reescribir esta ecuacién, para ello vamos a hacer uso de la siguiente identidad: si

w" es cualquier vector tridimensional entonces

\%81C (\ﬁwk) = Dy | (3.50)

con Dy, la derivada covariante asociada a la métrica espacial v;;, de esto tenemos
1
Takz [ﬁD (owk - ﬁ’“)] — Dy (aka> -D (Dkﬁk) — koD . (3.51)
Y

Por otro lado

1
val

Vamos a usar la ecuacién de evolucién para la métrica ADM (1.12). No es dificil mostrar que

D
81} (ﬁD) = 0tD + 5815 ln7 .

esa ecuacién da

dyIny = —2aK + 2D, 3% (3.52)

con K la traza del tensor de curvatura extrinseca Kj;.
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Juntando las ecuaciones (3.51) y (3.52) obtenemos la ecuacién para D en el lenguaje 3+1

8D — B59,D + Dy, <aDuk) — oKD (3.53)

Observamos que el vector de corrimiento aparece sélo en el término de adveccién (derivada de
Lie de D), ya que el vector de corrimiento sélo mueve las lineas coordenadas. El tltimo término
del lado izquierdo de la ecuacién nos da el cambio de D a lo largo de las lineas normales a la
hipersuperficie, y estd dado por la divergencia del flujo de particulas. El término fuente muestra
que un cambio en los elementos de volumen es factor para que la densidad de particulas D pueda
también cambiar.

Podemos hacer aqui una observacién en el vector de corrimiento entre (3.43) y (3.53); en esta
dltima el vector de corrimiento aparece fuera de la derivada espacial, mientras que en la ecuacion
(3.43) da lugar a una especie de divergencia del vector de corrimiento, sin embargo este término
es cancelado por el equivalente en la derivada temporal del elemento de volumen (3.52). Esto lo
podemos interpretar de la siguiente manera: los términos tipo adveccion del vector de corrimiento
pueden transformarse en términos del tipo conservacién de flujo, mediante un factor /4 en la
derivada temporal.

Vamos ahora a trabajar con la ecuacién para &; la ecuacién obtenida en la seccién anterior es:

O(VAE) + 0 { V7 [€ (v = B%) + apt] } = a2\ (T, o = TG, T)

Usando la expresién para el tensor de energfa-momento (3.30), la definicién de v* (3.35) y la
expresién para los simbolos de Christoffel asociados a la métrica g, en el lenguaje 3+1, y
después de un poco de algebra, escribimos el término fuente como:

N (Touﬁﬂ Ina — F?WT’“’) = pohW? (@™ V" Ky — 0" Oma) + apK
=(E+p+ D) (" V" Kpp — v"0pna) + apK . (3.54)

Nuevamente utilizamos (3.50) para desarrollar el lado izquierdo de la ecuacién para &, exacta-
mente de la misma forma como lo hicimos con la ecuacién para D. De este modo, la ecuacién
de evolucion en términos de las variables 341 es:

O,E — B*OLE + Dy [avk &+ p)} — (E+p+ D) (0™ Ky — 0"0ma) + oK (€ +p) . (3.55)

Vamos a comentar sobre el tltimo término de esta ecuacion. Supongamos que tenemos un fluido
el cual se mueve a la misma velocidad que los observadores de Euler, de este modo, v = gF =
0= 0;£ = aK(E+p) . Si hay un cambio en los elementos de volumen, (aK &) habré un cambio
en la densidad de energia interna la cual también cambia debido a la existencia de una presion
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(aKp). Pero, puesto que aK = —0d;In /7, entonces apK = —pd; In /7, que no es otra cosa que
el trabajo realizado por el fluido cuando el espacio se expande.

Consideramos finalmente la ecuacion para S;, esta ecuacién es

ou(v7S) + 0k {7 [Si (k= 8°) + apl| } = ayATL Ty

Usando la expresién para el tensor de energia-momento, el lado derecho de la ecuacién puede

escribirse como

poh
/T = po;i (an/7) + aﬁTuﬂu” i G -

Expresando la métrica en términos de las cantidades 3-+1, y después de un poco de algebra

encontramos que

© Dy = W |~0ha+ * D, 47 T L m
9 i9uv = i iPk ik ’LLO 5

donde 31“;’,; son los simbolos de Christoffel y D; la derivada covariante, ambos asociados a la
métrica espacial. Por otro lado tenemos que

1

ﬁat (V7Si) = 8, — aKS; + S;Dps* |y

R
\/,-7

Juntando estos resultados, encontramos que la ecuacién de evolucion para S; es:

O [ﬁsi (cwk . 5k)] — Dy [aSi (v - ﬁkﬂ 4 Sy (av™ — A3 TT

3
81551' — OéKS,’ + Dk (OcSZ') — ﬂkaSz‘ + Sm (a’l)k — 5”) F% + iai (aﬁp)
ﬂ
= L 9 (ay7) + pohW? | —8;a + ¥ D3y +3 T u v (3.56)
= \ﬁ (3 ﬁ £0 i U LUiPL ik u0 5 .
que puede ser simplificada y quedar como
0S; — £B‘Sl + Dy (aka> + ai(ap) = —(5 + D)&a +aKS; . (3.57)

De nuevo podemos ver que el vector de corrimiento aparece sélo en la derivada de Lie, como era

de esperarse.

Las ecuaciones de evolucién escritas en el lenguaje 341 son entonces:
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= (E4+p+ D) (av™ " Kpp — 0" Opa)
+ aK(E+p), (3.59)
—(5 + D)@Za +aKS; . (3.60)

@D-M@D+Ddﬂ%ﬂ — oKD, (3.58)
]

@5—Mm5+p4mﬁw+m

OS; — £B'S¢ + Dy <OzSiUk) + @(Ozp)

Estas ecuaciones ponen de manifiesto la 3-covariancia cuando uno considera (D,E&,p) como
escalares y .S; como 3-vector.

3.4. Hiperbolicidad

Asi como en el caso Newtoniano, en el caso relativista las ecuaciones de Euler son fuertemente
hiperbélicas. No obstante, debido al fuerte acomplamiento de las variables conservadas (D, &, S;)
dado por el factor de Lorentz y a la presencia de la presiéon en estas, no es posible invertir las
relaciones para encontrar las variables primitivas (pg, v, €) a partir de las conservadas si no se
tiene una ecuacién de estado?. Esto significa que la matriz jacobiana no puede construirse.

Sin embargo, hay un procedimiento general para tratar la hiperbolicidad en el caso de estos
sistemas®. Para esto, vamos a escribir el sistema de ecuaciones en la forma siguiente:

0,Ft(u) = s(u), (3.61)

donde u es el vector de las variables primitivas y F* es el vector de flujos. En el caso de las
ecuaciones de la hidrodindmica relativista, tenemos que

F'(u) = (D, S;,€) (3.62)

Fi(u) = ((avi - Bl) D, (owi — 51) St anip, (ozvi - ,81) E+ ozpvi) (3.63)
Si introducimos las matrices jacobianas A% asociadas a los vectores F7(u)

_ OF7 (u)

A ou ’

(3.64)

el sistema puede ser escrito como un sistema cuasi lineal de ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden para las variables desconocidas u

4Recordemos de la seccién 3.1.1, que inclusive si la ecuacién de estado es sencilla, la manera de obtener las
variables primitivas no es sencilla, ya que se deben encontrar las raices de una ecuacién no lineal.
®Tal procedimiento es debido a Friedrich (ver [2] y la referencia mencionada ahf).
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P ey (3.65)

dah
El sistema (3.65) sera fuertemente hiperbdlico en la direccién temporal (definida por el vector
£, para el cual €%, = —1) si se cumplen:
1. det (A%,) #0
2. Para algun 5tal que (&% =0, (,¢“ =1, el problema de eigenvalores A% ({, — Ay)r =0

tiene solo eigenvalores reales A\, y un conjunto completo de eigenvectores r,.

Vamos a considerar que el movimiento se da en la direcciéon x, ignorando lo que sucede en los
ejes y y z. Ademds tomamos &, = (1,0,0,0) y (o, = (0,1,0,0). La condicién 2 escrita arriba
queda como (.Al — )\.AO) r=0.

Después de un célculo algebraico bastante largo obtenemos los siguientes eigenvalores:

Ao = av® — % (multiplicidad tres), (3.66)

que define las ondas materiales, y los otros dos:

[0}

Ae=—2
1— 022

("0 - ke /A== - @) -0 -A)} - 6% (367)
asociados con las ondas actsticas, donde v? = %jvivj v la velocidad del sonido local ¢, estd defini-
da como:

1 p
2
= — — 3.68

“Th (X T H) (368)
con y = dp/dpy y kK = Op/Oe. En contraste con el caso Newtoniano, aqui la velocidad del sonido
esta dividida por la entalpia especifica.

Un caso interesante de analizar es un espacio-tiempo plano (o = 0, 8" = 0,7;; = 6;5), es decir,
relatividad especial en una dimensién. Los eigenvalores se reducen, a:

v¥ £ ¢

Ao = V" Ap = ———— .
0= + 1+ v%e,

(3.69)
Observamos que en este caso los eigenvalores A+ no son otra cosa mas que la composicién
relativista de las velocidades v® y cs.

Se puede mostrar que, a partir de los eigenvalores escritos arriba, obtenemos un conjunto comple-
to de eigenvectores. El cdlculo es un poco largo y no muy ilustrativo, por lo que no lo llevaremos
a cabo. Lo importante es resaltar el hecho de que las ecuaciones de la hidrodinamica en el caso
relativista son fuertemente hiperbdlicas.
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Capitulo 4

Métodos numeéricos

4.1. Diferencias finitas

Las ecuaciones de Einstein en su forma mas general son ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden acopladas, que son imposibles de resolver analiticamente (salvo en casos muy
sencillos). Para resolver algunos casos mas interesantes (de las ecuaciones de Einstein y de
ecuaciones diferenciales parciales en general), es necesario hacer uso de aproximaciones numéricas
y de computadoras. Sin embargo, uno de los principales problemas a los que se enfrenta uno
cuando desea hacer simulaciones numéricas es definir el espacio en el que le interesa trabajar.

Cuando uno trabaja analiticamente en un espacio-tiempo continuo, las ecuaciones diferenciales
parciales involucran un numero infinito de puntos en el espacio-tiempo. La solucién de estas
ecuaciones por tanto involucran un numero infinito de variables, que son los valores del cam-
po en cuestién en cada punto del espacio-tiempo. Sin embargo, cuando uno desea aproximar
numéricamente dichas ecuaciones, se topa con el problema de la memoria computacional, una
memoria finita; esto implica que lo primero que debe hacerse es reducir el niumero de variables
desconocidas a un ntmero finito.

La idea central en las diferencias finitas consiste en discretizar el espacio tiempo, esto significa
sustituir el espacio continuo por una serie de puntos o “malla computacional”. Las distancias
entre estos puntos son constantes (asi lo asumimos aqui, aunque en general no tiene porque serlo).
Denominamos At al intervalo de tiempo entre dos niveles sucesivos de tiempo, este intervalo de
tiempo suele llamarse “paso” de tiempo. La distancia entre dos puntos adyacentes en el mismo
paso de tiempo se denomina Azx.

Una vez definida nuestra malla el siguiente paso es reemplazar las ecuaciones diferenciales por
un sistema de ecuaciones algebraicas. Para lograr esto debemos poder aproximar nuestros op-
eradores diferenciales por diferencias finitas entre valores de las funciones en puntos cercanos
de la malla. Obtenemos entonces una ecuacién algebraica por cada punto de la malla por cada
ecuacion diferencial.
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Para hacer las aproximaciones necesitamos saber cudl es el nimero minimo de puntos que debe-
mos tener en nuestra malla. Si deseamos aproximar una derivada de orden n, el minimo de
puntos que debemos de tener (para formar nuestro esquema de diferencias finitas) es n + 1.

Sea f una funcién sobre la malla, introducimos la siguiente notacion:

fr = f(nAt,mAzx) . (4.1)

Deseamos ahora hacer la aproximacién en diferencias finitas para la primera derivada de f. Para
hacer la aproximacién vamos a utilizar la expansiéon de Taylor.

Comenzamos haciendo la expansién de Taylor para los puntos (n,m+1) y (n,m—1). Asumimos
que en este momento estamos sobre un mismo nivel de tiempo, por lo que f}} = fp,

A Az x?
fm+l — fm+A$f;n+f” T f/// X fm}i + (42)

donde f], denota la derivada con respecto a x, y asi sucesivamente. También,

A:c Ax3 4
fm—1 = fm — Dafy, + fri—— — fon—— + ff;; 51 . (4.3)

De la ecuacién (4.2) podemos ver inmediatamente que, para la primera derivada tenemos:

I fm+1 fm
Im = Ay T U(Az) . (4.4)

A esta aproximacién se le denomina “diferencia hacia adelante”. De la misma manera, tomamos
(4.3) y resolvemos para f;

_ fm - fm—l

fin = N, T4 (4.5)

A esta aproximacién se le llama “diferencia hacia atras”. Si ahora restamos (4.2) a (4.3), y
resolvemos para f] obtenemos:

r ferl - fmfl 2
fin = TSR (A7) (4.6)

Esta aproximacién se conoce como “diferencias centradas”?

. Cémo sabemos qué tan buenas son las aproximaciones? Esta pregunta tiene respuesta: depende.
Y depende en general de varios factores, el primero de ellos tiene que ver con el tamano de nuestra
malla. Si Az es pequeno (que la funcién no cambia bruscamente de punto a punto), podemos
tener una buena aproximacién. Sin embargo, hay aproximaciones que son mejores que otras.
Esto tiene que ver con lo siguiente:

'Es importante sefialar aqui que, aunque en este caso hemos hecho las diferencias para la coordenada z, las
aproximaciones para las derivadas con respecto a t se hacen exactamente de la misma manera.

46



En las aproximaciones hechas arriba, ecuaciones (4.4) y (4.5) podemos observar que no escribimos
todos los términos de la expansién en Taylor (pues esta se convierte en una suma infinita de
términos), sino que los encerramos dentro de algo que llamamos ¥(Az) 6 9(Az?). El error que
cometemos en esta aproximacion se llama “error de truncado” y es precisamente el error debido
a que cortamos nuestra aproximacién a un cierto orden. El error de truncado es proporcional a la
potencia mas alta de Az del término que sigue a la aproximacién, pues es claro que si Az — 0,
el error tendera a cero como Az™, con n la mayor potencia.

Por tanto vemos que las aproximaciones (4.4) y (4.5) son a primer orden, mientras que (4.6) es
a segundo orden. De esta manera podemos asegurar que si las diferencias finitas las escogemos
como diferencias centradas en vez de diferencias hacia adelante o hacia atras, tendremos una
mejor aproximacion a nuestra ecuacién diferencial.

4.2. Consistencia, convergencia y estabilidad

Como pudimos observar en la seccién anterior, la aproximacién en diferencias finitas dista mucho
de ser tnica, por el contrario existen un ntimero infinito de maneras para hacer las aproxima-
ciones, aun cuando se busque que las aproximaciones sean del mismo orden. Desafortunadamente
no hay una regla que nos diga que aproximacién es mejor que otra, sin embargo existen algunas
propiedades que deben de cumplir estas aproximaciones, estas propiedades son la consistencia, la
convergencia y la estabilidad, y nos sirven para poder decidir que aproximacién funciona mejor
que otra en casos particulares.

Cuando hablamos de consistencia hacemos referencia a la coherencia a la hora de hacer la
aproximacion a la ecuacion diferencial parcial. Digamos que se trata esencialmente de comprobar
si el esquema numérico utilizado es un esquema razonable para aproximar la ecuacién diferencial
parcial en cuestion, o si corremos el riesgo de aproximar a una ecuacién diferencial parcial
diferente. Dicho de otro modo, queremos que en el limite continuo nuestra aproximacién numérica
se acerque a la ecuacion diferencial original y no a otra.

En la convergencia, el problema se reduce a verificar si, en un tiempo finito, cuando reducimos el
tamarfio de la malla (aumentamos la resolucién, o lo que es lo mismo Az, At — 0) las soluciones
del problema discreto se aproximan a la solucién analitica (en el caso continuo). Es decir, la
diferencia entre la solucién exacta y la numérica a un tiempo finito debe tender a cero en el
limite continuo.

Es importante senalar que por lo general es muy complicado verificar analiticamente si una
aproximacion numérica es convergente o no, sin embargo numéricamente es facil saber si nuestra
aproximacion converge a algo o no. Aunque recordemos, lo importante es saber si la solucién
numérica converge a la solucién analitica y no a otra cosa.

La propiedad de estabilidad consiste en asegurarse que los esquemas discretos, en su evoluciéon
temporal (discreta), no amplifiquen los errores iniciales o, al menos, no lo hagan de manera
creciente y descontrolada a medida que se refina la malla.
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Hay un resultado muy importante en cuanto a las aproximaciones numéricas, este resultado se
conoce como el teorema de Lax:

Dado un problema de wvalores iniciales bien planteado matemdticamente y una aproximacion
en diferencias finitas a €l que satisface la condicion de consistencia, entonces la condicion de
estabilidad es condicion necesaria y suficiente para la convergencia.

Este resultado es fundamental ya que involucra el objetivo final de toda aproximacién en diferen-
cias finitas, la convergencia a la solucién exacta, mediante una propiedad mas sencilla de probar:
la estabilidad.

Vamos a presentar a continuacién un método para probar la estabilidad.

Las ecuaciones en diferencias finitas pueden escribirse de forma general de la siguiente manera:

vt = Bv" (4.7)

donde v" es el vector en el nivel de tiempo n y B es una matriz. Si esta matriz tiene un conjunto
completo de eigenvectores, el vector v se puede escribir como una combinacién lineal de ellos.
La condicion de estabilidad requiere que la matriz B no amplifique ninguno de sus eigenvalores;
el mayor valor que puede tomar un eigenvalor es, por tanto, 1. El siguiente método para el
andlisis de la estabilidad, desarrollado originalmente por von Newman, consiste en descomponer
la solucién en series de Fourier

viz) = (k)™ * (4.8)

donde v representa los coeficientes de Fourier y la suma es sobre todos los vectores de onda k
en la malla. Sustituyendo esto en la ec (4.7), obtenemos:

¥ = BV . (4.9)

La matriz B se obtiene de la transformada de Fourier de la matriz original B y recibe el nombre
de matriz de amplificaciéon. Para que la condicién de estabilidad sea valida, es necesario que
ninguno de los modos de Fourier se amplifique, es decir, el radio espectral de B debe ser menor
o igual que uno. En otras palabras, si A1,... A, son los eigenvalores de la matriz de amplificacion
B, |\i| <1 es la condicién de estabilidad de von Newmann.

Sin embargo, para que esta condicién de estabilidad sea valida, debemos suponer que se cumple
lo siguiente: 1) Las condiciones de frontera deben ser periddicas, es decir, ufj = u%, ya que si
esto no sucede, es imposible hacer la expansién en serie de Fourier. 2) Los coeficientes de la
matriz B deben ser constantes, de no ser asi no podemos separar los distintos modos de Fourier.
Una revisién més detallada de la estabilidad de von Newman puede encontrarse en [19].

En la siguiente seccién, se aplica esta condiciéon de estabilidad para mostrar que no cualquier
aproximacion en diferencias finitas puede ser utilizada de manera que se cumplan los criterios
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estudiados aqui, dicho de otro modo, el método de la estabilidad nos proporciona un buen criterio
para saber cuando una aproximacion en diferencias finitas puede ser utilizada y cuando no.

4.3. Algo de métodos numéricos

Al momento de realizar nuestra evolucién numérica es importante verificar la estabilidad de

nuestros métodos numeéricos, esto nos garantiza que la evolucién pueda llevarse a cabo.

Vamos a estudiar el caso mas sencillo de esta ecuacion, la ecuacién de adveccién. Esta ecuacion
tiene la forma:

Ou +vdu =0, (4.10)

donde u es la funcién de onda y v es la velocidad (constante) de propagacién de la onda. Esta
ecuacién tiene solucién analitica dada por u = f(z —vt) la cual representa una onda moviéndose
en la direccién x positiva.

La manera maés sencilla de aproximar esta ecuacion con diferencias finitas es hacerlo con difer-

encias centradas en el espacio y hacia adelante en el tiempo, es decir:

n+l _ . n ul —un
Um Um Y m—+1 m—1 — O ) (411)

At 2Azx

La cual resolvemos para u"! obteniendo:
vp
uptt =, — L — ) (1.12)
donde p = At/Ax es el “pardmetro de Courant”. Esta aproximacion recibe el nombre de aprox-

imacién explicita, ya que permite obtener explicitamente la solucién en el paso de tiempo n + 1
en términos del paso anterior. Observamos que el método numérico es de dos niveles (n, n+ 1).

Esta aproximacion sin embargo, tiene un serio problema. Al desarrollar el criterio de estabili-
dad, se encuentra que es incondicionalmente inestable, esto quiere decir que es inestable para
cualesquiera valores de At y Ax.

Consideramos un modo de Fourier de la forma:

upy, = £emAT (4.13)

entonces: ultl = ¢ntleimkar, ur g = gneim+Dkda yn

— {nei(mfl)kAx,

Sustituyendo esto en la ecuacién de diferencias finitas (4.12) encontramos, después de un poco
de algebra, la siguiente ecuaciéon para &:

¢ +ivpsen(kAz) —1=0, (4.14)
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es decir,

£ =1—ivpsen(kAx) . (4.15)

De aqui que

€] = 1 + [vpsen(kAz))> > 1. (4.16)

Por tanto el esquema de diferencias finitas (4.12) es incondicionalmente inestable, como se habia
senalado anteriormente.

Vamos ahora a reescrbir la ecuacién de adveccién (4.10) en términos de diferencias finitas cen-
tradas, tanto en el tiempo como en el espacio, es decir:

n+1 _ , n—1 u™ —un
Um um ) m+1 m—1 — 0 ) (417)

2At 2Ax

El método sigue siendo explicito, sin embargo es ahora de tres niveles (n — 1, n, n + 1), lo cual
lo hace mas complicado.

De manera analoga como en el caso anterior, vamos a tomar los modos de Fourier de la forma

ull, = £"e"™kAT . ohteniendo después de un lgebra sencilla la siguiente ecuacién cuadrética para

&
€2 + 2ivpsen(kAz) —1=0 (4.18)
cuyas raices son:
¢ = —ivpsen(kAzx) £ \/1 — (vpsen(kAx))?* . (4.19)
Si (vpsen(kAxz))? < 1, entonces
2
1€]? = (vpsen(kAz))? + {\/ 1 — (vpsen(kAz))?| =1. (4.20)

Entonces, el esquema es estable si se cumple que

vplsen(kAx)| < 1 (4.21)

y, puesto que |sen(kAx)| < 1, se garantiza la estabilidad si

vAt < Ax . (4.22)
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v At < Ax v At > Ax

Figura 4.1: Condicién de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy. En el caso vAt < Az el dominio
de dependencia numérico (los puntos de la malla) es mayor que el dominio de dependencia fisico
(la regién sombreada). El sistema es estable y por tanto converge a la solucién deseada. En el
caso vAt > Ax hay informacién fisica que se pierde y por tanto el sistema es inestable, lo que
implica la pérdida de convergencia.

Esta condicién se conoce como condicién de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy (CFL). La
condicion CFL tiene una interpretacién geométrica, la cual se observa en la figura 4.1: el dominio
de dependencia numérico debe ser mayor que el dominio de dependencia fisico. De no ser asi se
perderia informacién fisica relevante al refinar la malla, ocasionando que la solucién numérica
no converja a la solucién exacta y debido a esto el sistema se vuelve inestable.

4.3.1. Métodos de lineas

En la seccién anterior notamos que no cualquier aproximacion en diferencias finitas nos da los
resultados deseados. Existen muchos y diferentes métodos empleados para resolver ecuaciones
diferenciales parciales, en este trabajo mencionaremos sélo dos de ellos (por ser estos los que
utilizamos en nuestro cédigo numérico), el método de Runge-Kutta y el método ICN (Crank-
Nicholson iterado).

Estos dos métodos pertenecen a los denominados métodos de lineas. Empezamos por discretizar
la parte espacial de las ecuaciones manteniendo continua la parte temporal. Asumimos que la
ecuaciéon la podemos escribir de la siguiente manera:

Ou = S(u), (4.23)

con S algin tipo de operador en diferencias finitas espacial (el procedimiento es andlogo si la
ecuacién anterior es un sistema de ecuaciones). Entonces la ecuacién se puede ver como una
ecuacién diferencial ordinaria y podemos utilizar los métodos conocidos para resolver este tipo
de ecuaciones.

Una de las ventajas de este método es que tanto las componentes espaciales como las temporales
son independientes una de otra, asi que, podemos cambiar el orden de una sin alterar la otra.

Veremos primero el método de Runge-Kutta. Si tenemos una ecuacién diferencial de la forma
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— =S(u)

dt ’

podemos encontrar la solucion usando una serie de pasos intermedios que ayudan a disminuir el
erTor.

La idea es basicamente construir un paso intermedio entre los dos extremos del intervalo a partir
de encontrar los valores de las fuentes en el paso inicial, para después, con los valores del paso
intermedio recalcular las fuentes, volver al paso inicial y dar el paso completo de todo el intervalo.
Esquematicamente, definimos las variables auxiliares:

kb = S"), (4.24)
kg = S(u" + klAt/Q) y (4.25)

entonces la solucién es:
u" Tt =u" + Atk . (4.26)

Podemos pensar que el valor de ko es la estimacion del cambio de v cuando avanzamos en ¢ por
At/2.

A este método se le conoce con el nombre de Runge-Kutta de segundo orden, ya que converge
a segundo orden. Sin embargo este método resulta ser inestable bajo algunas condiciones por lo
que no es muy utilizado.

Un método estable es el Runge-Kuta de cuarto orden (RK4). La idea es exactamente la misma
que en el método anterior, aunque este es mas elaborado: Calculamos las fuentes en un paso de
tiempo inicial y usamos estas para elaborar una serie de pasos intermedios. Recalculamos las
fuentes y, junto con el paso inicial, damos finalmente el paso completo.

Definimos nuevamente nuestras variables auxiliares:

ky = S, (4.27)
ky = Su"+kAt)2), (4.28)
ks = Su"+ koAt)2) (4.29)
ki = S(u"+ ksAt) . (4.30)

Aqui ki1 es la fuente evaluada en el paso inicial de tiempo. ko es la fuente evaluada en el paso
intermedio de tiempo (el punto medio) usando a k; como estimacién del valor de u en el punto
medio ¢, + At/2. ks es nuevamente la fuente evaluada en el paso intermedio, solo que ahora se
usa a ko como la estimacién de u en el punto medio. Finalmente k4 es la fuente evaluada en el
paso de tiempo final, tomando a k3 como estimacién de wu.
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Para obtener el valor de la solucién en el paso de tiempo futuro, retomamos el valor de la solucién
en el paso inicial y hacemos un promedio de las fuentes, dandole mayor peso a las que estan
evaluadas en el paso intermedio. Entonces aproximamos la solucién como:

At
u"“ =u" + F(lﬁ + 2ko + 2k + ]{?4) . (4.31)

Este método es estable, y converge a cuarto orden. Es de notar que se necesitan calcular las
fuentes 4 veces antes de poder avanzar un paso.

Otro método muy utilizado en la relatividad numérica es el “método de Crank-Nicholson iterado”
(ICN). Antes de hablar un poco de este método, abordaremos el método del cual deriva, “Crank-
Nicholson”.

Como mencionamos anteriormente, los métodos tales como (4.12) y (4.17) se denominan métodos

*1 es decir,

explicitos. Estos involucran un solo valor de la funcién en el nivel de tiempo futuro u”
conociendo los valores de la funcién u en el tiempo n, entonces las ecuaciones (4.12) y (4.17) nos
dan la solucién en el tiempo futuro de una manera directa. Sin embargo, como observamos al
aplicar el criterio de estabilidad, en algunas ocasiones este tipo de métodos presentan problemas

al no ser estables.

El método de Crank-Nicholson es uno de los métodos denominados implicitos. En el caso de la

n+l_ . n
ecuacién de adveccién, el cociente de diferencias para la derivada del tiempo, “—=™=, puede

considerarse como una aproximacién por diferencias centradas en el punto medio del paso de
tiempo (n 4+ 1/2). Si tomamos esto como diferencias centradas, debemos empatarlo con una
aproximacion en diferencias centradas de la derivada espacial en el mismo punto medio del paso
de tiempo. Podemos obtener esto al promediar dos aproximaciones para J,u, una calculada en
el tiempo n y otra para el tiempo n + 1, es decir:

n+1 n+1 n n
1 (uerl T Uy Uy — Um1>

Owt = 2 2Ax + 2Ax

La ecuacion de adveccién, queda:

n+1 n
Uy, = — Uy _ v n+1 n+1

At - AAx (um+1 — Uy + U%Jrl - u%*l) :

Notamos que esto se puede escribir en general de la siguiente manera: Au"*! = Bu"™ donde
Ay B son las matrices de los coeficientes, usualmente tridiagonales. Esto implica que ahora
tenemos 3 valores diferentes de u en el tltimo paso de tiempo, por lo que no se puede resolver
explicitamente para u"*!. Para poder encontrar la solucién notamos que u"*! = (A~ B)u". {El
problema se ha reducido a invertir una matriz tridiagonal!

En muchos casos (la ecuacién de difusién, ecuacion de difusién-adveccion, etc.) se ha encontrado
que el método Crank-Nicholson es incondicionalmente estable; el precio que hay que pagar ahora
es la inversién de la matriz tridiagonal.
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La idea detras del método Crank-Nicholson iterado es tranformar un método implicito estable,
Crank-Nicholson, en uno explicito mediante una serie de iteraciones. Si este método converge,
obtendremos la solucién del problema implicito.

Esquematicamente este método puede verse de la siguiente manera:

W _ on Btgo -1y . _
u;’ = uj —l-?S(uj ),i=1,..,N—1 (4.33)
u;"H = uj + AtS(ug-N)) . (4.34)

Se observa que el esquema consiste en una serie de pasos llamados de prueba, estos se van
aproximando cada vez mejor al valor de la funcién en el tiempo ¢ + At/2, y una vez hecha
esta aproximacion se da el paso completo hasta t + At. Algo que es importante mencionar,
es que con este método sélo se necesitan dar tres pasos (N = 2), el método se vuelve estable
y ademds converge a segundo orden?. Es decir, obtenemos la misma convergencia que en el
Crank-Nicholson, por lo que ya no hay que seguir iterando.

En el cédigo numérico utilizado para las evoluciones, en esta tesis, se implementa este método.

4.4. Un problema de prueba: El tubo de choques

Uno de los problemas mas utilizados, a manera de prueba en la hidrodinamica relativista, es
el problema conocido como “tubo de choques”. Este problema ha sido extensamente estudiado,
tanto analiticamente, como numéricamente. En el caso Newtoniano, puede revisarse en [2§],
mientras que en el caso numérico, una referencia obligada es [24]. En el caso relativista, tanto
analitico como numérico, puede consultarse [16].

El problema consiste en un tubo en el cual estd contenido un gas separado en dos regiones
(regiones 1y 5) por una membrana a distintas presiones y densidades. Sin perdida de generalidad,
supongamos que en t = 0, p1 > ps v p1 > ps, ademas v; = vy = 0, es decir los fluidos se
encuentran en reposo. Este estado inicial se muestra en la figura 4.2.

Para t > 0 la membrana se rompe propiciando el movimiento de ambas regiones del gas. La
parte del gas de mayor presién comienza a moverse hacia la region de menor presion, es decir, se
expande, lo que ocasiona una onda de rarefaccion; ademas, puesto que el gas a mayor densidad
penetra en la region menos densa, se produce un choque.

La figura 4.3 muestra el reacomodo de las variables hidrodindmicas en el gas debido a la ruptura
de la membrana. Se observa que tanto la regién 1 como la 5 permanecen en el mismo estado
inicial. En la regién 2, entre las rectas © = 1 y * = x9, se forma la onda de rarefaccién, que
viaja hacia la izquierda. La recta perpendicular al eje x que pasa por z3 es una discontinuidad

2Hay que recalcar aqui que el método solo es estable si se cumple la condicién CFL, es decir, si vAt < Az.
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Figura 4.2: Estado inicial del tubo de choques.

de contacto; a través de esta, notamos que la presiéon y la velocidad se mantienen continuas,
mientras que la densidad es discontinua. Finalmente, en la recta x = x4 se localiza la onda
choque viajando hacia la derecha. Como era de esperarse, las variables hidrodindmicas entre la
regién 4 y la regién 5 son discontinuas.

Debido a lo anterior, este problema servird para poner un poco mas en claro todas las ideas que
hemos venido manejando, ya que utilizaremos la ecuaciones de la hidrodindmica en relatividad
especial (ecs 3.19-3.21) y toda la parte de los métodos numéricos anteriormente estudiada,
ademaés de estudiar el tratamiento de los choques.

Vamos a resolver el problema empleando un cédigo numérico que resuelve las ecuaciones de
Euler relativistas en simetria esférica ( HydroSphere). Este cédigo fue desarrollado junto con Juan
Carlos Degollado. El cédigo utiliza diferencias finitas centradas en el espacio y el método Crank-
Nicholson iterado (ICN) en el tiempo. Ademds estd escrito con una métrica de fondo fija, por lo
que solo se evolucionan los términos de materia. La métrica seleccionada puede ser Schwarzschild
o Minkowski, esta ultima es la métrica usada en este problema. En este caso, el c6digo resuelve
las ecuaciones para datos iniciales discontinuos. Nuestro cédigo numérico serd omparado con la
solucién analitica, la cual puede verse (como dijimos anteriormente) en [16].

El estado inicial del fluido esta especificado por la presiéon y la densidad, cuyos valores son:
p1 = 1,0, p1 = 1,0 del lado izquierdo de la interface y ps = 0,2, ps = 0,5 en el lado derecho.
Asumimos que el fluido se encuentra en reposo en ambos lados de la interface. La region de
integracion va desde 0 a 1, y a t = 0 la interface se encuentra en z = 0,5. Vamos a utilizar la
ecuacién de estado para un fluido perfecto (2.25), p = (v — 1)poe, con el valor de v = 1,4.

La evolucion se hace utilizando el método ICN hasta un tiempo ¢ = 0,4, usando diferencias
espaciales centradas. La resolucién a la cual se llevé a cabo la simulacién fue Ar = 0,001,
usando un factor de Courant At/Ax = 0,4 , y un nimero de pasos Ny = 1000 .

Presentamos los resultados de la evolucién numérica para un tiempo t = 0,4 en las figuras
4.4, 4.5, 4.6. La linea soélida representa la solucién analitica, mientras que la linea punteada rep-
resenta la soluciéon numérica de las diferentes variables primitivas: densidad presién y velocidad

55



Region 1 Region 2 Region 3  Region 4 Region 5

/)1
| | | 2 |
I i
| | | | | s
| | | | |
P,
N~ ' ' p ' p !
| + + + {
| | | | |
| | | | I#
| | | | |
| | | | |
A v,
1 1
| |
| |
| |
| |
Vi I L Vs
X3 X, Xs

Figura 4.3: Diversas regiones del tubo de choques a un tiempo ¢ > 0 (las graficas muestran de
arriba hacia abajo: densidad, presién y velocidad). Regién 1: Regién sin perturbacion. Regién 2:
Onda de rarefaccién. Regién 3: Discontinuidad de contacto, en donde la presién y la velocidad
permanecen constantes. Region 4: Onda de choque. Regién 5: Regién sin perturbacién alguna.

(en ese orden).

Observando las figuras, podemos concluir que la evolucién numérica no es muy buena con re-
specto a la solucién analitica. La zona de la onda de rarefaccién no presenta ningun problema.
Sin embargo, las zonas de la onda de choque y la discontinuidad de contacto (que sélo aparece en
la densidad) presentan algunas oscilaciones espurias en la evolucién de las 3 variables primitivas.
Esto puede hacer que eventualmente el cédigo deje de funcionar, o que los resultados obtenidos
no sean los deseados.

4.4.1. Viscosidad artificial y disipacion artificial

Como se menciond en la seccién 2.4, en un fluido realista la propagacién de las discontinuidades
no aparece, sino que, en su lugar, aparecen gradientes muy grandes. En el caso numérico, sin
embargo, el ancho del choque suele ser demasiado pequeno comparado con el tamano de la
malla, por lo que no se puede resolver numéricamente. Esto es precisamente lo que da lugar a
las oscilaciones que aparecen en las figuras de la evolucién de las variables primitivas.

Para tratar estos problemas se utiliza la viscosidad artificial.

La idea basicamente es introducir cierta disipacién externa en el cédigo numérico para amor-
tiguar las oscilaciones espurias que aparecen en la formacién de las discontinuidades. La in-
troduccion de los términos disipativos, sin embargo, no puede ser arbitraria. Por principio de
cuentas, si anadieramos un término de disipacion constante, este afectaria a la soluciéon numeéri-
ca en todos los puntos de la malla. Esta es la razén por la cual la viscosidad artificial debe
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Figura 4.4: Solucién analitica y numérica de la densidad. Observamos que la onda de rarefacciéon
no tiene problemas, mientras que existen perturbaciones de tamano considerable tanto en la
discontinuidad de contacto, como en la onda de choque.
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Figura 4.5: Solucién analitica y numérica de la presiéon. Observamos que la onda de rarefaccion
no tiene problemas, mientras que existen algunas perturbaciones en la onda de choque.
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Figura 4.6: Solucién analitica y numérica de la velocidad. Observamos que la onda de rarefaccion
no tiene problemas, mientras que existen algunas perturbaciones en la onda de choque.

aplicarse inicamente en las zonas donde se genera el choque y debe ser muy pequenia o cero en
regiones suaves. Por otro lado, debemos asegurarnos que la energia cinética que se pierde debido
al término disipativo no se pierda completamente, sino que se transforme en energia interna.
Para lograrlo debemos imitar la situacion fisica real de un fluido con viscosidad verdadera. Esto
lo conseguimos al anadir un término de viscosidad @ en la presion: p — p + @Q; haciendo este
cambio, el tensor de energia momento puede representarse como:

T = (p+p+Quru” + (p+ Q)g" , (4.35)

separando los términos que tienen () obtenemos:

™" = (p+ p)u'u” + pg"” + Q (" + uF'u”) | (4.36)

es decir, la viscosidad se introduce como si fuera viscosidad verdadera®. Puesto que se ha visto
modificada la presion, y esta se incluye en las ecuaciones (3.20) y (3.21), estas ecuaciones se veran
modificadas también. De este modo nos aseguramos que, si el término de viscosidad transforma
la energia cinética en energia interna, la conservacion de la energia se mantendrd, por lo que el
término viscoso afectard (de manera favorable) la propagacién de los choques.

3La ecuacién 4.36 nos da la forma més simple para el tensor de energia momento de un fluido viscoso.
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En nuestra simulacién, la forma que toma la viscosidad artificial es?:

0 Oz v* >0
_ : z 4.37
@ Cois P(O0AT)?, 00" <0 ( )

Donde c¢,;5 es un coeficiente distinto de cero (que en nuestro caso tiene un valor igual a: ¢,;s = 1,5)
solo en las regiones donde las lineas caracteristicas del flujo son convergentes, es decir d,v* < 0.
En cualquier otro lugar dicho coeficiente debe ser cero; es decir, el término de viscosidad artificial
no se aplica en regiones suaves, so6lo en aquellas para las cuales los gradientes en la velocidad
son negativos. El valor del coeficiente se obtuvo mediante diversas pruebas, siendo el que mejor
resultados arrojo. Aqui también hay que agregar el hecho de que la derivada introduce un error
de segundo grado, el cual desaparece cuando Ax — 0.

Ademas de este tipo de viscosidad artificial, en nuestra simulacién numérica utilizamos disipacion
artificial.

Al trabajar con sistemas de ecuaciones no lineales, como en este caso, los métodos numéricos uti-
lizados se vuelven inestables bajo ciertas condiciones. Esto tiene como consecuencia la aparicion
de oscilaciones espurias de alta frecuencia debidas a que el esquema numérico se vuelve inexacto
al momento de aproximar la ecuacion diferencial en cuestion, ya sea por que los coeficientes
dependen de las variables dinamicas o por los términos de menor orden, ambos en el esquema de
diferencias finitas. Este fenémeno se conoce como “el fendmeno de Gibbs”. Observamos algunas
de estas oscilaciones espurias en las figuras 4.4-4.6, las cuales aparecen en las regiones cercanas
a las discontinuidades. Las oscilaciones espurias pueden echar a perder la simulacién numérica
si crecen sin cota alguna; por tanto, es necesario encontrar un artilugio numérico que sea capaz
de amortiguar o disipar dichas oscilaciones espurias.

Una manera de amortiguar la aparicién de las oscilaciones espurias, es introducir disipacion
artificial en el esquema numérico. La forma estandar de hacerlo se conoce como disipacion de
Kreiss-Oliger. El procedimiento lo describiremos brevemente a continuacién:

Partimos de un esquema de diferencias finitas que podemos escribir de la siguiente manera:

u =+ At S(um), (4.38)

donde S(ul) es algun operador de diferencias finitas espaciales. Vamos a modificar el esquema
introduciendo un término de la forma:

At NA2N [ n
_EAZL‘(_l) AT (up,) (4.39)

4E] significado fisico de este término de viscosidad artificial proviene de considerar la pérdida de energfa cinética
cuando dos particulas del fluido chocan en una colisién completamente inelastica, y fue introducido originalmente
por von Newmann y Richtmyer.
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cone >0, N>1,ydonde AiN = (AFA, )N es el 2N operador de diferencias centradas que
aparece en los términos de orden superior de las derivadas espaciales 92V u. Por ejemplo, para
el caso N =1, este operador es:

2 _.n n n
Aw = Umy1 — 2um +um—1 .

El término (—1)" en (4.39) garantiza que el término afiadido es disipativo para el caso € > 0.
Nuestro esquema queda entonces de la siguiente manera:

At

n+l _ ,n At ny_ =Y

(=D)AL (uy,) - (4.40)
Si asumimos por un momento que S(u;,) = 0, el esquema de diferencias finitas se vuelve

At
=, — e (VAR (). (4.41)
Efectuando el analisis de estabilidad de Von Newmann se encuentra que este esquema es estable
si se cumple:

0 < eAt/Az < 1/22N71, (4.42)

Si ahora tomamos eAt/Az = 1/22V el factor disipativo se aproxima a una funcién escalén en el
espacio de Fourier conforme se incrementa el valor de IN. Esto significa que el esquema amortigua
fuertemente los modos cuyas longitudes de onda son aproximadamente iguales al tamano de la
malla Az, dejando las deméds longitudes de onda sin afectar.

Volviendo al esquema completo se tiene que la estabilidad depende de la forma explicita del
operador S, pero en general el término anadido sigue introduciendo disipacién, mejorando la
estabilidad del esquema original siempre que los valores de € sean pequenos y positivos. Si se
quiere mejorar aun mas la estabilidad debe anadirse tanta disipacién como sea posible, sin volver
el esquema inestable (tomar ¢ muy grande) o sin estropear la precisién del esquema.

Para saber el efecto que provoca el uso de un término disipativo sobre la precisién del esquema
numérico reescribimos (4.40) como

u?n+1_u77}1 n 1 N A2N /. n
() — ex—(~)NAZ (uf,) (4.43)

En el limite de At y Az pequetios, esta ecuaciéon puede ser reemplazada por
du = S(u) — e(=1)N (Az)? N1 52Ny, (4.44)

De donde se ve que hemos anadido un término nuevo a la ecuacién diferencial original que
s s . 2N—1 . . ;.
desaparece en el limite continuo como (Ax) . Dicho de otro modo, si el esquema numérico
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Figura 4.7: Solucién analitica y numérica de la densidad utilizando viscosidad artificial. Las
partes de la solucién no presentan problemas, solo una pequena perturbacién en la onda de
choque.

original tiene una precision de orden m, se debe utilizar un término disipativo para el cual
2N — 1 > m. Esto permite tener la certeza que no se estropeard la precisién del esquema
numérico. Tipicamente, el orden del término disipativo estd dado por el orden de la derivada, es
decir 2N. Asi que, puesto que nuestro esquema original es de segundo orden (tanto en el tubo
de choques como en la evolucién de la estrella TOV), necesitamos anadir disipacién de cuarto
orden (4 —1 = 3 > 2) para no alterar la precisiéon del método ICN. Como veremos més adelante,
la disipacion artificial serd fundamental en la evolucion de nuestra estrella TOV.

Las figuras 4.7, 4.8, 4.9 muestran la misma evolucién numérica de las variables primitivas (den-
sidad, presién y velocidad en orden) presentada anteriormente, sélo que en este caso las simu-
laciones se hacen utilizando viscosidad artificial. Nuevamente la linea sélida indica la solucion

analitica y la linea punteada la solucién numérica.

Podemos observar que las diferentes partes de la solucién coinciden razonablemente con la solu-
cién analitica. No se presentan problemas en la zona de la onda de rarefaccién, una leve pertur-
bacién en la discontinuidad de contacto, asi como también una leve perturbacion en la onda de
choque. Estas pequenas perturbaciones obedecen al tipo de viscosidad artificial utilizado en este
problema, pero de manera general podemos decir que hemos logrado contener la formacién de
perturbaciones debidas a las ondas de choque (hemos manejado los choques adecuadamente).
Afirmamos por tanto que nuestro problema planteado aqui esta resuelto de forma satisfactoria.
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Figura 4.8: Solucién analitica y numérica de la presién utilizando viscosidad artificial. Las partes
de la solucién no presentan problemas, solo una pequena perturbacién en la onda de choque.
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Figura 4.9: Solucién analitica y numérica de la velocidad utilizando viscosidad artificial. Las
partes de la solucién no presentan problemas, solo unas perturbaciones minimas en la onda de
choque.
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Capitulo 5

Simetria esférica

5.1. Soluciones esféricas de estrellas

Vamos a estudiar el comportamiento de campos gravitacionales intensos en el caso de sistemas
que tienen simetria esférica. Estos son relativamente sencillos, pero no por eso dejan de ser
importantes. De hecho existen muchos sistemas astrofisicos importantes en los cuales la simetria
es practicamente esférica. El desarrollo de las ecuaciones, estd basado en [17] y [20].

5.1.1. Coordenadas y métrica de un sistema esférico estatico

Partimos entonces de modificar la métrica en relatividad especial en simetria esférica (que sea
simetria esférica significa que cualquier proceso que se describa utilizando coordenadas esféricas
r, 0 y ¢, puede describirse en su totalidad usando solo la cordenada r, dicho de otro modo, el
fenémeno en cuestion solo depende de r):

ds? = —dt* + dr* 4+ r?dQ?* (5.1)

donde d? = df? + sen?0d¢? es el elemento de dngulo sélido.

Una métrica més general es:

ds® = —goodt?® + 2gordrdt + gr.dr? + r2dQ? | (5.2)

con goo, grr Y gor funciones de r y t.

La situacidn fisica més simple que podemos describir es el caso de una estrella estatica. Antes
de continuar, vamos a detenernos un poco en el significado de la palabra estatica.

Definimos un espacio-tiempo estatico como aquél en donde se puede encontrar un tiempo coor-
denado tal que:
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= todos los componentes métricos son independientes de t, y

» la geometria no se altera cuando hacemos un cambio t — —t

Un espacio-tiempo con la propiedad 1, pero no necesariamente la 2 se dice que es estacionario.

De la condicién 2 vemos que al hacer la transformacién de coordenadas (t,r,6, ¢) — (—t,r,0, @)

tenemos que AD = -1, A;'» = 5; y por tanto
Joo = 900, (5.3)
gor = —9or, (5.4)
977 = YGrr - (5'5)

Puesto que la geometria no debe cambiar (9@3), tenemos que go, = 0. Por tanto la métrica de

un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estdtico es:

ds* = —goodt? + grrdr® +r2dQ* . (5.6)
con goo v grr funciones de r solamente.
Sin embargo, se acostumbra escribir esta métrica de una forma un poco diferente:

ds® = —e*®dt? + X dr? + 12dQ2 (5.7)

donde ® y A son funciones que dependen unicamente de r. Ademéas se cumple que ggo < 0 y
grr > 0 automaticamente.

En el caso particular de una estrella, tenemos que pedir que lejos el espacio-tiempo sea plano.
Esto significa imponer la condicién:

lim ®(r) = lim A(r)=0. (5.8)

r—>00 r—00
5.1.2. Ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto estatico

Empezamos por calcular las componentes distintas de cero del tensor de Einstein

1
GUV = RMV — iguyR . (59)

En el caso de la métrica (5.7) obtenemos:
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—2A
Goo ﬁe %[r(l—e )] ,
L o —opy , 2 d
GT’T’ = —sze (1—6 ) +;%q),
@’ A
GG@ — 7"26_2A (I>” + ((I)/)Q 4+ — — q)/A/ =,
r T

Gyp = sen’0 Gy .

donde ®' = d/dr®, etc.

(5.10)
(5.11)

(5.12)

(5.13)

Ahora vamos a calcular las componentes del tensor de energia momento. Para ello usamos un

fluido tal que

Ty = (p+ p)uﬂul, + P9

donde nuevamente p = po(1 + ¢€).

(5.14)

Entonces, necesitamos conocer la 4-velocidad del fluido. Como estamos interesados en estrellas

estéticas, la tnica componente que no es cero de % es u?. Utilizando la normalizacién de la

4-velocidad, tenemos

0,0 2¢(u

JERN 2
—1=u-u=guu'u’ =gpuu =—e 0)

Por tanto,

Too = pe*®,

Trr = p62A )

Ty = 7°p,

Tyy = sen?0 Ty .

(5.15)

La componente 00 de las ecuaciones de Einstein la obtenemos de (5.10) y (5.16), quedando:

d
ar [r (1 — e_QA)] = 47T7“2,0 ,

Esta ecuacién la podemos escribir de otra manera, si hacemos el cambio de variable
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1
m(r) = 3" (1- 6_2A) ,
0 1
_ —2A _
rr = ¢ 1—2m(r)/r"
Con este cambio la ecuacion queda:
d
n;ir) = 4mr?p . (5.20)
Esto se puede integrar para obtener:
T
m(r) = / 4rer? pdr +m(0) (5.21)
0

donde m(r) es la “funcién de masa”. El valor m(0) = 0 es un valor para el cual la solucién se
comporta de manera suave en el origen, de otro modo, la solucién presentaria una singularidad.
Cabe aclarar que en el caso esféricamente simétrico, m(r) es la masa total M dentro de un radio
r una vez alcanzado el vacio. Dentro de la esfera pierde todo significado fisico (en relatividad
general la energia total no estd bien definida de punto a punto dentro de una estrella, sélo en
este caso se puede escoger una distribucién de la energia total fisicamente razonable).

La componente 77 la obtenemos a partir de (5.11) y (5.17), y queda como:

d®  m(r)+4mrdp

dr — rfr—2m(r)] (5:22)

Finalmente, vamos a utilizar las ecuaciones de conservaciéon de energia—momento V,T*" = (.
Es importante senialar el hecho de que debido a la simetria sélo hay una componente no trivial
en las ecuaciones de conservacién, esta es (p = r):

dd dp
— = 5.23

(p+p) o (5.23)

Como podemos ver, la estructura de la estrella estd determinada completamente por las ecua-

ciones de Einstein y la ecuacién de estado p = p(po)*.

Para finalizar esta seccién, expondremos las razones por las cuales no hace falta incluir las otras
componentes de las ecuaciones de Einstein. Observando detalladamente encontramos que en
esencia, las ecuaciénes (5.12), (5.13), (5.18), (5.19) son las mismas. Ademds, puede probarse
que las ecuaciones obtenidas por las otras componentes son consecuencia de las anteriores.

'"Recordemos que la densidad de energfa en reposo la podemos relacionar con la energfa interna en el caso de
un proceso adiabdtico mediante la ecuacién (2.31). Puesto que en este caso la relacién politrdpica es equivalente
a la ecuacién de estado del gas ideal, serd la primera la que se utilice en los datos iniciales.
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Escribimos las ecuaciones finales que describen el comportamiento de un fluido estatico en rel-
atividad general:

dp ad

- = - 5.24
I (PP (5.24)
d
d—T = 4mr?p, (5.25)
dd m + 4mr3p

= - 5 2

dr r[r — 2m] (5.26)

A las ecuaciones (5.24)-(5.26) se les conoce como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkov
(TOV), y fueron encontradas por primera vez por Tolman [25] e independientemente por Op-
penheimer y Volkov [18] en 1939.

En el caso Newtoniano, tenemos que la densidad en reposo es mucho mayor que la presién y la
energia interna; también p > p, por lo que m > 47r3p. Ademds, la métrica debe ser localmente
plana, por lo que el coeficiente métrico g, debe ser aproximadamente 1. Esto significa que
r > m. Con estas simplificaciones observamos que, la ecuacién (5.24) se reduce a:

dp  do

= —pog— . 2
dr po dr (5.27)

La ecuacién (5.25) se queda idéntica al caso relativista. Mientras que (5.26) se convierte en

d® m

con @ el potencial Newtoniano.

5.1.3. Solucidén interior de la estrella

Dentro de la estrella tenemos que la presién y la densidad toman valores distintos de cero, de
esta manera podemos dividir la ecuacién (5.23) por (p + p) y sustituir el valor de d®/dr en la
ecuacién (5.22), al hacer esto obtenemos una nueva ecuacién en la cual ya no tenemos el término
d®/dr. Esta ecuacién toma la forma:

dp  (p+p) (m+dnrip)
dr rlr —2m] ' (5:29)

En la préactica, se acostumbra trabajar con las ecuaciones (5.29), (5.25), (5.26) y la relacién
politrépica (2.29) para las estrellas estaticas. Una vez resueltas estas ecuaciones, sustituimos el
valor de dp/dr en la ecuacién (5.23) y resolvemos esta. En la seccién 6.1 daremos una visién
general de como se resuelven estas ecuaciones numéricamente.

En el caso Newtoniano, la ecuacién 5.29 se reduce a:
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dp __ pom
dr r2

(5.30)

La expresion relativista para el gradiente de la presién es mucho mayor que en el caso New-
toniano. Esto se debe a las correcciones hechas en el caso relativista. Por tanto, si un fluido
permanece estatico, las fuerzas internas debidas a la relatividad general son mucho mas intensas
que aquellas dadas por la gravedad Newtoniana.

5.1.4. La solucion exterior

En la region fuera de la estrella, tenemos que la presién y la densidad se vuelven cero, las
ecuaciones (5.20) y (5.22) son ahora:

dm

- 31
o 0, (5.31)

do m
== - .32
dr r(r—2m)’ (532)

cuyas soluciones son
m(r) = M = constante, r > R; (5.33)
2M

2 =1-— = >R (5.34)

con R el radio de la estrella, m(R) = M la masa total de la estrella y donde hemos aplicado la
condiciéon ® — 0 si r — oo.

Segun los resultados anteriores, la métrica en el exterior de la estrella es:

oM oM\ !
ds? = — <1 — > dt? + <1 — > dr? + r2d0?, (5.35)

r r

que es precisamente la solucién de Schwarzschild.

Puesto que el comportamiento de las variables es continuo en la superficie de la estrella, la
solucién interior y la exterior se empalman en la frontera. Por tanto, fuera de la estrella, la
solucién del campo gravitacional estd dada por la métrica de Schwarzschild para un objeto de
masa m(R) = M.
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5.2. Formalismo 3+1 en simetria esférica

La métrica espacial de un espacio-tiempo esféricamente simétrico puede ser escrita en general

de la siguiente manera:

di? = A(r,t)dr* + 2 B(r, t)dQ?

donde A y B son funciones positivas y dQ? = df? + sen 0d¢? es el elemento de dngulo sélido. La
factorizacién del término 72 de la métrica angular es sélo para facilitar la regularizacién de las

ecuaciones cerca del origen.

En forma matricial tenemos:

A 0 0
Yab = 0 r2B 0
0 0 r’Bsin%(0)

Puesto que nos interesa escribir las ecuaciones de Einstein como un sistema de ecuaciones a

primer orden, necesitamos introducir algunas variables auxiliares. Definimos entonces:

Dy:=0,InA, Dp:=0,InB .

Ky =K'

ro

Kp:=K]=Kj. (5.36)

Las ecuaciones ADM escritas en simetria esférica son entonces?:

(A = —20AKy , (5.37)
B = —2aBKp, (5.38)
oDy = —QQ[KADQ —|—@TKA] , (5.39)
0D = —QQ[KBDa +8T»KB] , (5.40)
a D.,Dy D% DiDp
Ky = —— |0,(Doa+ D D? — B _
fa A [8 (Da+ Dp) + Do 2 2 2
1
— AKA(KA—FQKB)—;(DA—QDB) +draMy , (5.41)
DuDg 1
OKp = _% {aTDBJrDaDBJFD?B— AYB ~ (D4 —2Do — 4Dp)
2(A— B
(ﬂB)] + aKp(Ka+2Kp) + draMy (5.42)

La ecuaciones presentadas aquf, fueron escritas por primera vez por M. Alcubierre y J. A. Gonzéles en [3].
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donde introducimos la variable auxiliar D, := 0, In «, y ademas los términos de materia incluidos
son M4 y Mg, donde

My =2Sg —Sa—pabm , Mp = SA — papm » (5.43)

con papy la densidad de energia, SZjD €l tensor de esfuerzos, y donde definimos Sy := 5] y
Sp = Sg .

Las constricciones Hamiltoniana y de momento son respectivamente:

1
H = —8TDB+@(A—B)+AKB(2KA+KB)
1 DaD 3D?2
+ ;(DA—3DB)+ A2 B—TB-FS?TA/)ADM:O, (5.44)
1 D
M = —0rKp+ (Ka—Kpg) [r+ﬂ —47mja =0, (5.45)

M

en donde jjf“D := j, es la densidad de momento en la direccion radial.

Es importante hacer una mencién importante acerca de las ecuaciones que acabamos de escribir.
Podemos notar que existen algunos términos que se vuelven singulares al ser evaluados en el
origen (r = 0). Para evitar que dichas singularidades afecten nuestras ecuaciones, tenemos que
fijar condiciones de regularidad de todas nuestras variables dindmicas (esto implica fijar también
las variables hidrodindmicas). Como debemos exigir que nuestras variables estén bien definidas
en el origen, debemos imponer las condiciones siguientes en el comportamiento de las variables
para r pequena:

A~ A+ 9%, B~ BY+9(r%),
Dy~ 9(r), Dp ~ 9(r)
KA ~ K% + ’19(7“2) 3 KB ~ K% + ﬁ(T2)7

con A% BY, K%, K% funciones del tiempo pero no de 7.

Las condiciones de simetria anteriores pueden imponerse facilmente en una simulacién numérica.
La manera de hacerlo es utilizando una malla que salta sobre el origen, es decir, utilizar una malla
que empiece en 7 = Ar/2 y obteniendo datos en un punto ficticio de frontera en r = —Ar/2,
pidiendo que «, A, B, K 4, K g sean funciones pares en r = 0y que D 4, Dp sean impares. Puesto
que estas dltimas son proporcionales a r cerca del origen, terminos del tipo D4 p/r son regulares.

Debemos senalar que existe otro problema de regularidad en nuestras ecuaciones. Este se en-
cuentra tanto en la constriccién hamiltoniana como en la ecuacion de evolucién para Kpg, donde
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existe un término de la forma (A — B)/r?, mientras que en el caso de la constriccién de momento
el término es del tipo (K4 — Kp)/r. Para evitar que estos términos se vuelvan singulares cerca
de r = 0 debemos pedir condiciones extra de regularidad. Estas condiciones vienen dadas por:

A—B~9(r?), Ki—Kp~9(r?),

es decir, A% = BY, KB‘ = Kjog. Estas condiciones aparecen cerca del origen como consecuencia de
que el espacio-tiempo debe ser localmente plano en 7 = 0. Es decir, debemos poder escribir la
métrica de la siguiente forma:

i o = dR* + R*(d6* + sin 0d¢?) (5.46)

con R la coordenada radial propia que mide la distancia desde el origen. Haciendo una trans-
formacién local de coordenadas de R a r, la métrica toma la forma:

di?_, = dR\ " dr?® + r*(d6? + sin Odo> 5.47
r~0 — % 70[ r +T( + sin ¢)]a ( )

lo cual implica que A° = B?. Y como esto debe valer para todo tiempo, entonces también se
debe tener K§ = K%.

El tratar de imponer todas estas condiciones numericamente no es sencillo, el sistema estd sobre-
determinado debido a la existencia de méas condiciones de regularidad que variables. Analitica-
mente, si las condiciones se satisfacen inicialmente, se mantendran asi en todo tiempo. Numéri-
camente esto ya no es asi, debido a los errores introducidos en las aproximaciones por diferencias
finitas de las ecuaciones, por lo que se puede esperar que aunque inicialmente una condicién se
satisfaga, ain en un paso de tiempo pequeiio los errores crezcan y el cédigo falle.

Para resolver este problema se introduce una variable auxiliar A (ver [3] por ejemplo) que defi-

nimos como:

A= % (1 - 2) . (5.48)

El que el espacio sea localmente plano, implica que cerca del origen A ~ ¥(r), es decir, pedimos
que A sea impar cerca del origen.

En términos de A, la ecuacién de evolucién para Kpg queda

1 2
—(Dag —2D, —4Dp) + —
r r (5.49)

DsDg
2

O Kp = —% 8,Dp + DuDp + D% —

+QKB(KA+2KB)+47T04MB,
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mientras que la constriccién hamiltoniana queda

A
H=-0,Dg— — +AKB(2KA —I—KB)
" ) (5.50)
DaDp  3D%

et | Y
5 1 +8mApapm

1
+_(Da—3Dp) +

Observamos que los términos problemdticos ahora van como \/r por lo que son completamente
regulares en el origen, debido a que A es impar en el origen. Ahora es necesario dar una ecuacion
de evolucion para A, a fin de no sobreespecificar el problema. Esta ecuacién puede obtenerse
directamente de la definicion de .

O\ =

20A (KA —KB)

= - (5.51)

Aparentemente tenemos problemas en el término donde aparece r en el denominador. Sin em-
bargo, utilizando la constriccién de momentos podemos eliminar este problema, quedando la
ecuacion anterior:

20 A D
O = == |0, Kp — =2 (Ka — Kp) + 4mjal - (5.52)

De esta manera tenemos un sistema de ecuaciones regularizado.

Ademads del problema anterior, tenemos también el problema de la hiperbolicidad, pues hemos
senalado con anterioridad que las ecuaciones ADM en simetria esférica no son fuertemente
hiperbdlicas. Sin embargo, se puede construir un sistema fuertemente hiperbdlico utilizando
las constricciones. Este es el sistema que vamos a utilizar en nuestras evoluciones, aunque la
deduccién de tales condiciones es un poco larga y nos desvia del tema principal a tratar. Para
una revisién detallada, se puede consultar [2] nuevamente.

5.3. Hidrodinamica relativista en simetria esférica

Para realizar la evolucion de nuestra estrella TOV, vamos a hacer uso de la formulacién 3+1
de las ecuaciénes de la hidrodindmica relativista (seccién 3.3). En este caso, el sistema tiene
simetria esférica, por lo que debemos escribir dichas ecuaciones con tal simetria.

Vamos a utilizar la métrica espacial del sistema con simetria esférica dada en la seccién anterior.
Los simbolos de Chistoffel distintos de cero correspondientes a dicha métrica son:
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19,A

T = 5 (5.53)
Y, = é%, (5.54)
re, = 3234;#, (5.55)
b = 1;7"(2327"&19), (5.56)
re, = % (5.57)
r, = _;rsin2(9) (ZB—}—T@TB)’ (5.58)
rf, = —sinfcosf . (5.59)

El tensor de curvatura extrinseca se puede escribir de la siguiente manera

Ky = 0 r2Kp 0
0 0 r? K sin? ()

Definimos el vector de corrimiento: 3° = (3,0,0), el vector de momento (con el indice abajo):
S; = (S,,0,0) y el vector velocidad: v; = (v,0,0)3.

Utilizando esto, la ecuacién (3.58) escrita en simetria esférica es:

2a

8D = (—av + B)8,D — aDdv — { [Da + 4 % - 2aDB} v — atrK} D, (5.60)
T

donde u = D4 — 2Dpg.

De la misma manera, recordando que £zuq = v° Ogu® + u58av/8 , la ecuacién (3.57) queda:

0y Sy = (—Oﬂ) + ﬂ)arsr + 5:0,8 — aS;0rv — adyp

20 (5.61)
—|{—+4+aDp+ Dy |v+atrK| S, —(p+ D+ E)D,, .
,

Finalmente, la ecuacién (3.55) queda:

3En el caso de simetria esférica, los vectores de momento, corrimiento y 3-velocidad solo poseen la entrada
correspondiente a la coordenada radial, por lo que los valores para las coordenada 6 y ¢ son cero. En este sentido
y tratando de evitar confusiones por cuestiones de subindices, salvo en el caso del vector de momento, denotamos
las componentes sin indice alguno
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OE = (—av + B)0,FE — avd,p — a(p + E)0,v + aAv*(p+ D + E)(trK — 2Kp)

N { K? _Z+2DB> a+2Da] E— <792“ +2pDB+2f> a— (D—Qp)Da}U (5.62)

,
—atrK(E +p) .

5.4. El cédigo numérico OLLINSPHERE

La evolucién numérica del conjunto de las ecuaciones ADM, junto con las ecuaciones de con-
striccién, ambas desarrolladas en la seccién 5.2, son realizadas utilizando el cédigo numérico
“OLLINSPHERE”. Este fue escrito precisamente para resolver las ecuaciones de Einstein en
simetria esférica. El cédigo fue desarrollado originalmente por M. Alcubierre y J. A. Gonzélez
(ver [3]).

OLLINSPHERE esta escrito en el lenguaje de programacién FORTRAN 90 y se divide en una
serie de subrutinas las cuales pueden ser modificadas.

En cuanto al espacio-tiempo, es posible adaptar diferentes condiciones de norma (lapso maximal,
1+log, etc.), asi como también distintos tipos del vector de corrimiento. Del mismo modo, es
posible escoger diversos tipos de materia. Es en este apartado donde hemos introducido las
ecuaciones de la hidrodindamica relativista en simetria esférica desarrolladas en la seccién 5.3.
En la seccién 6.1 describiremos la implementacién de la rutina para calcular datos iniciales en
el caso de la estrella TOV.

El c6digo numérico resuelve las ecuaciones ADM utilizando diferencias finitas centradas, es decir,
a segundo orden, en el espacio. Para la evolucién numérica se utiliza el método ICN descrito en la
seccion 4.3, aunque también esta disponible el método RK4. La regularizacién de las ecuaciones
ADM, asi como su hiperbolicidad se realizan segin el procedimiento descrito en la seccién 5.2.

Las variables principales que utiliza el codigo son:

1. Parte geométrica. o, 8%, A, B, K4y Kp.

2. Parte hidrodindmica. p, p, v, D, £ vy S;.

Una vez introducidos los datos iniciales para las variables, tanto geométricas como de materia,
el cédigo calcula las fuentes de las ecuaciones de evolucién, asi como los términos de materia, el
algoritmo para la obtencién de las variables primitivas, etc. Luego avanza en un paso de tiempo,
y asi para cada paso de tiempo. Al final las variables calculadas se guardan en un archivo de
datos y estan listas para graficarse.
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Capitulo 6

Estrellas TOV

6.1. Construyendo los datos iniciales

En el caso de la estrella TOV, como ya vimos anteriormente, las ecuaciones de Einstein se
reducen a las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoft:

dp _(p—l—p) (m+47r7"3p) (6.1)
dr r[r— 2m] ’ '
d
d—T = dmrlp, (6.2)
d® m + 4wrip
dr  rlr—2m]’ (6.3)

Las ecuaciones (6.1) y (6.2), junto con la ecuacién de estado, nos dan basicamente la estructura
de nuestra estrella. Sin embargo, a estas tenemos que anadirles la ecuacién (6.3) y el coeficiente
métrico A para determinar por completo la métrica del espacio-tiempo!. Como ya lo hemos
senialado anteriormente, en las ecuaciones TOV p = po(1 + €).

Para resolver las primeras dos ecuaciones es importante notar que, puesto que son ecuaciones
diferenciales de primer orden, necesitamos conocer dos constantes de integracién. Dicho de otro
modo, para poder comenzar la integracién de estas ecuaciones es necesario conocer dos condi-
ciones iniciales, una para la m y otra para la p (esta ultima también podemos interpretarla
como una condicién sobre pg, ya que gracias a la relacion politrépica tenemos una manera de

relacionar ambas).

Comenzamos definiendo la ecuacién de estado y el valor para la presion en el centro de la estrella,
pe = p(r = 0) (pc = po(r = 0)). También introducimos el valor de la masa en el centro de la
estrella, m, = m(r = 0) = 0. Finalmente, escogemos un valor arbitrario para ®(r = 0) = ®,

!Como vimos en el capitulo anterior, el valor del coeficiente métrico es A(r) = (1 — 2m/r)~".
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puesto que (6.3) es lineal en ®, podemos sumar una constante arbitraria, por lo que usando el
valor conocido para ® en r = R, encontramos la solucién deseada?.

La ecuacién (6.1) garantiza que la presion decrece monétonamente mientras r > 2m(r). Ademas,
p(r) debe ser continua en cualquier lugar dentro de la estrella, de otro modo existirfan gradientes
infinitos de presion y fuerzas infinitas en los elementos del fluido. Esto, junto con el hecho de
que en el exterior de la estrella (vacio) p = 0, nos lleva a concluir que el punto en donde p(r) = 0
corresponde a la superficie de la estrella, por lo que el valor de r ahi es el radio de la estrella R
v el valor de m es la masa total de la estrella M.

Para encontrar numéricamente los datos iniciales de la estrella TOV, vamos a resolver las ecua-
ciones (6.1), (6.2) y (6.3) usando el método de Runge-Kutta de 4to. orden (RK4), ademds de
la ecuacién de estado (2.29) 3. Debemos sefialar aqui el hecho de que la superficie de la estrella
no se encuentra en el lugar donde p = 0 en el c6digo numérico, sino que se introduce un valor
pequeno para la densidad denominado usualmente “atmoésfera” (pmin), y €s precisamente cuan-
do la densidad toma dicho valor, que se ha alcanzado la superficie de la estrella. Una vez fuera
de la estrella, los valores de la densidad para cualquier punto se igualan con la atmésfera. El
porqué de la adicién de esta “atmosfera” se aclararda un poco mas adelante en la seccién 6.2.

Otra cuestién importante a considerar aqui es que, puesto que la malla numérica en el codigo es
tal que salta el origen no es posible tomar la condicién p. = p(r = 0). Por tanto, el primer punto
sobre el que estamos integrando las ecuaciones TOV no seria el centro de la estrella (recordemos
que el primer punto en la malla numérica es Ar/2). Esto tiene como consecuencia que la solucién
encontrada no corresponde a la estrella con densidad p. dada inicialmente, sino a una solucién
ligeramente distinta.

Una manera de corregir esto es hacer una aproximacion en serie de Taylor para la densidad y
la masa cerca del origen. Recordando que en » = 0, pg = p., la masa cerca del origen queda:
m ~ ¢,r?, con ¢, una constante. Sustituyendo en la ecuacién de la masa (6.2), tenemos:

4
Crn = §7r7*3pc(1 +e),

y con esto encontramos finalmente

4 Kp!
m ~ §7T7“3 <pc + 5 fcl) , (6.4)

2Hay que recordar que las ecuaciones 6.1 y 6.2 no dependen de ®; estas ecuaciones son suficientes para encontrar
el radio de la estrella R, y la masa total de la estrella M. Por tanto, obtenemos el valor de ® en R empalmando

con la solucién de Schwarzschild: ®(r = R) = £ In (1 — 2.
3En el cédigo utilizado en realidad se resuelve la ecuacién (6.1) para la densidad. Usando la ecuacién de
dp P2

estado politrépica esta ecuacién queda como: 32 = — [ = + %} (% +4nKp'r) /[y (1 — 2m/r)]. Ademés la

ecuacién (6.3) se resuelve para la funcién de lapso a y no para ®. No es dificil mostrar que la relacién entre estas

dos variables es: ® = In ., por lo que, en el lado derecho de la ecuacién (6.3) hacemos la sustitucién 2 = - (Ina)

dr
d® _ 1 da

0, lo que es lo mismo % = ~ 2. De esta manera la ecuacién queda en términos de a.
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donde hemos hecho uso de la relacién politrépica para expresar el resultado solo en términos de
P0-

Andlogamente, la aproximacién de la densidad cerca del origen es: pg ~ p. + cpor2, con cp,
una constante. Ademds, cerca del origen la ecuacién (6.1) para po la podemos expresar como:
drpo ~ —78p,. Sustituyendo la aproximacién para pg en la derivada encontramos: c,, ~ —5S,,/2.
De este modo, pg ~ pc — (r?/2)S,,. Si ahora tomamos S, como el limite de la parte derecha de
la ecuacion original para pg dividida por r, obtenemos finalmente:

r2 2—y
TP P
0o Pc 9 K 1— ~

(% + 47erZ) /7 - (6.5)

Este procedimiento implica que cerca del origen el uso de un método a segundo orden para
resolver las ecuaciones TOV es inadecuado. La razén de esto se puede entender porque cerca del
origen m ~ 13, y en este caso Ar ~ r. Por tanto, la cantidad que deseamos calcular va como
(A7r)3, es decir los errores introducidos por el método de segundo orden son mayores que las
cantidades a calcular. Es por esta razén que el método empleado debe ser a 4to. orden.

El valor de la densidad en el centro de la estrella se determina de acuerdo a las siguientes
consideraciones: A cada valor de la densidad central p. corresponde un valor de la masa total
M. A medida que incrementamos el valor de p. podemos observar que la masa M alcanza un
valor maximo M,,., para un valor especifico de la densidad, llamada densidad critica pg”t. Para
valores mayores a la densidad critica la masa M disminuye de nuevo. Este es un resultado bien

crit

conocido (ver [21]). Las estrellas para las cuales p. < p&" son dindmicamente estables, mientras

crit

que aquellas para las cuales p. > p&™* son inestables y pueden llegar a colapsar en un agujero

negro.

La figura 6.1 representa la relacién entre la densidad central y la masa de la estrella. Los valores
para las constantes en la ecuacién de estado politrépica deben ser tales que representen un gas
de neutrones completamente degenerados no relativistas*. De acuerdo con esto, los valores de
las constantes son: K =4,349 y v =5/3.

De acuerdo a la convencién de unidades utilizadas en este trabajo, observamos que el valor

mAaximo para la densidad se alcanza en el punto p<* = 0,0064 (3,874 x 10%° ﬁ), que corresponde

a una masa total M., ~ 0,7962 MO 5. Estos datos son completamente compatibles con una
estrella de neutrones (ver [21]) y son muy similares a los reportados en [5]. Segun lo dicho

4Como primera aproximacién en la estructura de una estrella de neutrones se asume que el gas no degenerado
consiste de particulas que no interactian entre ellas. Se considera por tanto que la estructura de la estrella
estd basada completamente en una ecuacién de estado de un gas ideal de neutrones. En la seccién 2.3 de [22] se
deduce la ecuacion de estado de un gas ideal de Fermi completamente no degenerado, esto lleva a expresar la
ecuacién de estado como una ecuacién politrépica. Obteniendo al final los valores de las constantes K y -, en el
caso de neutrones no relativistas, presentadas aqui.

5Siguiendo la convencién de unidades establecida en este trabajo obtenemos: 10°g/cm?® = 0,00162,
103s = 202,9 y 1km ~ 0,6769. De acuerdo a esto, el valor correspondiente a K, en unidades cgs, es de
K = 5,38 x 109%.
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Ar = 0,04
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Figura 6.1: La masa como funcién de la densidad para el caso K = 4,349 y v = 5/3. El maximo
valor Mpa, =~ 0,7962 M se obtiene para una densidad pSt = 6,4 x 1073, Valores a la izquierda

crit

"' se encuentra en la rama estable, mientras que en el caso contrario pertenecen a la rama

de p
inestable.

anteriormente, los valores de la densidad en el lado izquierdo corresponden a estrellas estables
y es este lado de la grafica el que utilizaremos para nuestras evoluciones numéricas.

Vamos a construir nuestros datos inciales. Utilizamos una densidad central p. = 1,88 x 1073, la
cual se encuentra en la rama estable. Las deméas cantidades utilizadas para resolver las ecuaciones
TOV son las sefialadas arriba: K = 4,349 y v = 5/35. El valor inicial de la velocidad se toma
igual a cero (v = 0) sobre toda la malla, es decir, tanto en la regién interior de la estrella como
en la region exterior, esto es debido a que la solucién es estatica. La resolucién que utilizamos
en este caso corresponde a un intervalo espacial Ar = 0,04 y el nimero total de puntos en la
malla N, = 400. Con estos datos encontramos que la masa total de la estrella es M = 0,7017 y
el radio R = 8,267. El valor utilizado para la densidad minima es: pi, = 1,0 x 1078,

Las figuras 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5 muestran los datos iniciales para la densidad p, la funcién de masa m,
el coeficiente métrico A y la funcién de lapso « respectivamente. Observamos que, efectivamente,
la densidad decrece mondtonamente hasta alcanzar el valor de la densidad minima. Por su parte
la funcién de masa crece mondétonamente y en la superficie de la estrella toma el valor M. Las
cuatro cantidades se comportan de manera suave a lo largo de toda la malla y en la superficie
el coeficiente métrico y la funcién de lapso se conectan de la forma deseada, continuando con el
perfil suave.

Recordando que en las ecuaciones del formalismo 3+1, ecs. (5.37)-(5.42), las variables que in-

5Valores muy similares son utilizados también en [12].
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Figura 6.2: Datos iniciales para la densidad obtenidos al resolver las ecuaciones TOV, el valor de
la densidad central es p. = 1,88 x 1073, el cual se encuentra en la rama estable. Observamos como
la densidad decrece monoténamente y, en la superficie de la estrella (R = 8,267), ajustamos el
valor de la densidad al de la densidad minima.
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0.7 |
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0.2

Figura 6.3: La funcion de masa calculada a partir de las ecuaciones TOV. El comportamiento
es mondtonamente creciente y en la superficie alcanza el valor de la masa total de la estrella M.
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Figura 6.4: Datos iniciales correspondientes al coeficiente métrico A. Los valores utilizados son
exactamente los mismos que en el caso de la densidad. Fuera de la superficie de la esfera, el
coeficiente métrico A es el mismo que en el caso de Schwarzschild.

Ar = 0,04
096 T T T T T T a(’r) T

0.94

1
1
1
1
0.92 |

09 |

3 086
084 superficie
0.82

0.8

0.78 F

Figura 6.5: Datos iniciales para la funcion de lapso «. En la regién exterior, la funciéon de lapso
coincide con la de Schwarzschild.

80



tervienen en las fuentes son las variables ADM y no las variables dindmicas, debemos encontrar
datos inciales para las variables ADM. Esto lo hacemos utilizando las ecuaciones (3.49), por lo
que en este caso, obtenemos:

pAPM. — e4D, (6.6)
APV = g, (6.7)
SAPM . — Sy +4p, (6.8)
SpM = p, (6.9)

ya que en simetria esférica hay solo una componente independiente de la densidad de momento
J;i (Jr) y dos componentes independientes del tensor de esfuerzos S;;: Sy, y Spg. Para los valores
iniciales, encontramos que £ = pe, D = pg, S = 0.

Debemos asegurarnos que nuestros datos iniciales posean la convergencia adecuada, de otro modo
estariamos propagando un error muy grande a lo largo de toda la malla (y posteriormente, a
lo largo de toda la evolucién numérica). Puesto que el método numérico que utilizamos para
resolver las ecuaciones TOV es un Runge-Kutta de 4to. orden, esperamos que la convergencia de
nuestros datos iniciales sea a 4to. orden. Para checar esto utilizamos la constriccion hamiltoniana.
Analiticamente esta deberia ser idénticamente cero, sin embargo, debido a los errores numéricos
esto no sucede asi. No obstante, los valores obtenidos distintos de cero deben converger a cero
conforme se refina la malla, es decir, conforme se aumenta la resolucién; y deben hacerlo al
orden correcto. En este caso, aunque la solucién de las ecuaciones TOV es a 4to. orden, el codigo
OllinSphere calcula la constriccion hamiltoniana a segundo orden, por lo que la convergencia de
los datos iniciales sera a lo mas a este orden.

La figura 6.6, muestra la convergencia de la constriccion hamiltoniana. Las diferentes lineas
corresponden a las distintas resoluciones. Puesto que la convergencia es a segundo orden (como
se esperaba), cada una de las lineas est4 multiplicada por su factor correspondiente (4,16, 64,
segtn corresponda) y, como se puede observar estdn practicamente superpuestas unas con otras.
aun para valores cerca del centro de la estrella (r = 0) y de la superficie de esta.

Con estos datos, ya podemos comenzar la evoluciéon de nuestro sistema.

6.1.1. Anadiendo el término perturbativo

Vamos ahora a construir los datos iniciales para una estrella con una pequena perturbacion
radial. Para esto anadimos una perturbacién en forma de gaussiana a la densidad, es decir,

p(r) = p(r) + &7/, (6.10)
con £ € 1y o una constante arbitraria.
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Figura 6.6: El logaritmo de la constriccién hamiltoniana graficado a diferentes resoluciones. Al
aumentar la resolucién en Ar (al doble por ejemplo de la primera), hay un factor (de 4) entre la
grafica de cada resolucién, por lo que multiplicando por este factor (4), las lineas se superponen,
lo que indica la convergencia a segundo orden.

Debemos tomar en cuenta el hecho de que nuestras variables se van a ver modificadas. La
nueva densidad (6.10) ya no es una solucién de las constricciones y, por tanto, debemos resolver
nuevamente la constriccién hamiltoniana para garantizar que los datos iniciales satisfagan dichas
ecuaciones. Sin embargo, puesto que la perturbacién que se introduce es pequena, los valores de
las variables afectadas no cambiaran drasticamente.

La figura 6.7, muestra los datos iniciales en el caso de la densidad p una vez perturbada. El
valor asignado al coeficiente perturbativo es & = 9,0 x 107°, de este modo la densidad en el
centro de la estrella es: p. = 1,97 x 1073, Los valores utilizados son los mismos que en el caso
sin perturbar, es decir: K = 4,349, v = 5/3, Ar = 0,04, N, = 400 y ppin = 1,0 x 1078. La masa
total de la estrella asi como el radio se ven modificados, aunque esta variacién no es demasiado
grande.

La figura 6.8 muestra los valores iniciales para la funcién de lapso «(r), estos valores coinci-
den exactamente con los valores del caso sin perturbar. Los valores iniciales para la velocidad
nuevamente son cero a lo largo de toda la malla.

En el caso del coeficiente métrico A(r), los valores si se veran modificados, por lo que debemos
resolver la constricciéon hamiltoniana para encontrar los nuevos valores de A(r). Partimos de la
ecuacion:
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Figura 6.7: La densidad se ve modificada debido al término perturbativo anadido. La densidad
central toma el valor p. = 1,97 x 1073. La superficie y masa de la estrella se ven modificadas,
aunque no de manera muy notoria.
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Figura 6.8: La funcién de lapso conserva los mismos valores que en el caso sin perturbar.
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A
0=-0,Dp — =+ AKp(2Ka + Kp)
" ) (6.11)
DsDp  3D%

_27B 4 g
5 1 +8mApapm

1

tomando en cuenta que el coeficiente métrico B(r) no se modifica, tenemos B = 1, D = 0,
Kp=0, Kq=0, Dg # 0. La ecuacién anterior se reduce a:

0=-Dy+

1-A
-4 - )\ 8nApapar. (6.12)

recordando que D4 := 0, In A y que ademés papar = phW?2 — p = p(1 + €), obtenemos:

A = 8erA2p(1 + ¢) + 2L = A (6.13)

r

que es la ecuacién a resolver para encontrar los valores iniciales de A(r) en este caso. Al igual que
en el caso de las ecuaciones TOV, usamos un RK4 para obtener dichos valores. Para encontrar
el valor de A en el primer punto de la malla, utilizamos la aproximacién de la masa cerca del
origen (6.4) y la sustituimos en el coeficiente métrico. Con esto encontramos que:

A= (1 — gwp(l + e)ﬂ)l : (6.14)

Una vez dado este valor, podemos hallar A(r) para el resto de la malla. En la figura 6.9 se mues-
tran los valores iniciales resultantes para el coeficiente métrico. Aunque el perfil del coeficiente
métrico A perturbado es muy similar al caso sin perturbar, esperamos una pequena variacion
entre ambos, como se menciond anteriormente. En la figura 6.10 observamos esta diferencia
(AA) entre el coeficiente métrico en el caso de la estrella perturbada (Ape¢) y el no perturbado
(A).

Como en el caso no perturbado, debemos checar la convergencia de los datos iniciales. Nueva-
mente usamos la constriccién hamiltoniana para encontrar la convergencia. Al igual que en el
caso no perturbado esperamos convergencia a segundo orden. La figura 6.11 muestra la conver-
gencia de los datos iniciales. Observamos que el método utilizado cerca del origen funciona muy
bien, pues los datos convergen mas rapido que a segundo orden (las lineas punteadas van por
debajo de la linea sélida, aun cuando se han multiplicado por sus respectivos factores).

Al igual que en el caso no perturbado, estamos listos para inciar la evolucién numérica.
6.2. Evolucién numérica

Una vez encontrados los datos iniciales al resolver las ecuaciones TOV, estamos en condiciones
de empezar la evolucién numérica (recordemos que anteriormente sélo resolvimos las ecuaciones
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Figura 6.9: La métrica A después de haberse calculado mediante la ecuacién (6.13). Hay una
pequena variacién con respecto al caso sin perturbar. Esta es més notoria cerca del centro de la
estrella.
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Figura 6.10: Diferencia entre los coeficientes métricos A en el caso perturbado y el no perturbado.
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Figura 6.11: El logaritmo de la constriccién hamiltoniana, en el caso de la estrella perturbada, a
diferentes resoluciones. Nuevamente las graficas estan reescaladas por su correspondiente factor:
4, 16 y 64. De esta manera, se obtiene convergencia a segundo orden, como se esperaba.

para obtener los datos iniciales, no incluimos evolucién alguna, ya que en ningin momento
utilizamos el tiempo).

Para esto, vamos a hacer uso del cédigo numérico OLLINSPHERE. Como mencionamos en la
seccién 5.4 este cddigo hace la evolucién de las ecuaciones ADM. Para tener la evolucién completa
debemos incluir los términos de materia, es decir las ecuaciones (5.60)-(5.62) a cada paso de
tiempo para que las fuentes del conjunto completo de ecuaciones de evolucion se actualicen. La
ecuacién de estado usada serd p = (v — 1)ppe, recordando que el valor incial para € lo podemos

. s _ K ~-1
encontrar en los valores inciales de pg, ya que € = =1P0

Es importante mencionar aqui el procedimiento descrito en 3.1.1 ya que es necesario actualizar
las variables primitivas en cada paso de tiempo. La forma de realizar esto es implementando un
algoritmo numérico que resuelve la ecuacién (3.27) (la cual nos da la presién en el estado fisico
deseado) mediante el método de Newton-Raphson. Estas condiciones garantizan la actualizacién
de los datos en las fuentes y, por tanto, la evolucion confiable de nuestras ecuaciones.

Por otro lado, al igual que en el caso de los datos iniciales, es importante hacer menciéon del
tratamiento hecho en la superficie de la estrella. Este punto es importante por lo siguiente: En la
region exterior de la estrella tenemos vacio. Esto significa que la densidad debe ser idénticamente
cero. Segun se aproxime la densidad a este valor, la recuperacién de las variables primitivas
(po, p,v) a partir de las variables dindmicas (D, S,E) se vuelve singular. La manera estandar
de tratar este problema es mediante la adicién de una cierta “atmdsfera”, la cual mencionamos
brevemente en la seccién anterior. Usualmente esta cantidad es una densidad algunos 6rdenes de
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magnitud menor que el valor de la densidad central y sus efectos no se notan en la dinamica del
sistema (1075 del valor de la densidad central p.). De esta manera se asegura que el sistema no
sea singular en la superficie de la estrella permitiendo recobrar el valor de las variables primitivas
a partir de las variables dindmicas. Asi, puesto que el problema es sélo en una regién de baja
densidad, cercano a la superficie de la estrella, tiene un efecto despreciable en la dindmica del
sistema.

En regiones donde el valor de la variable hidrodindmica D sea menor que la atmésfera, fijamos el
valor D = pin, como lo hicimos para los datos iniciales. Ademas, fijamos las demés cantidades
hidrodindmicas de la siguiente manera: S =0, £ = Kp]/(y — 1)". Esto, junto con la adicién de
los términos de disipacién y viscosidad artificial, llevan a nuestro cédigo a evolucionar por un
tiempo razonable.

6.3. Resultados

6.3.1. Estrella TOV estdtica (no perturbada)

Vamos a presentar aqui los resultados de la evolucién numérica para el caso de la estrella TOV.
Los valores utilizados son los mismos que en los datos iniciales. Ademads, agregamos los valores
iniciales para el coeficiente métrico B = 1, y la curvatura extrinseca K = 0, K = 0, y el factor
de Courant At/Ax = 0,4 (esto implica un paso de tiempo At = 0,016) y un nimero total de
pasos de tiempo N; = 500. Esto significa un tiempo final t = 8 (¢t ~ 40us).

La figura 6.12 muestra la evolucion de la densidad. Encontramos que el comportamiento de la
estrella es el esperado: los valores de la densidad de la estrella permanecen practicamente igual
a los valores de la condicién inicial conforme avanza el tiempo. Para observar mejor la dindamica
que sigue la densidad se grafica la diferencia p(t) — po entre la densidad a medida que avanza el
tiempo p(t) y la densidad al tiempo inicial pg. La razén por la cual los valores no son exactamente
los iniciales, tiene que ver con la propagacién del error numérico. Sin embargo, debemos esperar
que la diferencia entre la densidad a cualquier tiempo y la densidad al tiempo incial no crezca
arbitrariamente.

En este caso, notamos que la diferencia es de varios érdenes de magnitud menor que los valores
de la densidad, por lo cual no se altera visiblemente el comportamiento de la evolucién de los
datos iniciales. Esto se verifica al momento de calcular la convergencia en la simulacion. El
pico observado cerca de la superficie de la estrella se debe a que la superficie de la estrella no
permanece constante, es decir, la estrella sufre una pequena expansién provocando que el valor
del radio, en el cual la densidad es igual a la atmédsfera, se modifique conforme avanza el tiempo,
dando lugar a los valores observados.

"El usar la condicién sobre la densidad de energfa es solo un recurso numérico que permite el mejor manejo
de los gradientes en la velocidad, o sea, en la obtencién de las variables primitivas. La forma planteada aqui es
consistente con la presién y fue propuesta originalmente por Font et al en [11].
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Figura 6.12: La densidad se mantiene practicamente en los valores iniciales (¢ = 0) conforme
transcurre el tiempo. Esto se debe a que las ecuaciones TOV nos dan la solucién de una estrella
estatica, es decir, una estrella cuya configuraciéon no cambia con el tiempo. La conexién entre la
superficie de la estrella y regién exterior se da de manera suave.

Las figuras 6.13 y 6.14 muestran la evolucién para el coeficiente métrico A y la funcién de lapso
a. Al igual que en el caso de la densidad, se grafica la diferencia de los valores a cada paso de
tiempo menos los valores al tiempo inicial (A(t) — Ag v a(t) — ap respectivamente). En ambos
casos puede observarse que las variables permanecen casi invariantes conforme transcurre el
tiempo, dicho de otro modo, las diferencias entre los valores a cada paso de tiempo y el valor
inicial son de varios 6rdenes de magnitud menores, por lo cual no hay un cambio apreciable en
estas variables.

En el caso de la velocidad, observamos en la figura 6.15 que se forman gradientes muy fuertes
cerca de la superficie de la estrella. Para entender esto, debemos primero hacer una observacion:
Fisicamente cerca de la superficie de la estrella el campo gravitacional es intenso y, puesto que
la atmésfera no es parte de la solucién en equilibrio de los datos iniciales, el campo gravitacional
hace que esta vaya hacia la superficie de la estrella y colapse. Cuando la atmésfera colisiona con
la superficie de la estrella se forma un choque, creando los altos gradientes que observamos. El
signo negativo de la velocidad indica que hay fluido desplazandose hacia el interior de la estrella.
Que el codigo evolucione satisfactoriamente o falle, depende en gran medida del tratamiento que
se le de a la superficie, pues la evolucién puede contaminarse debido a los valores tan grandes
que toma la velocidad.

Finalmente, presentamos la convergencia de la constriccién hamiltoniana en la figura 6.16 a un
tiempo ¢ = 8. Notamos que en la region cercana al origen, como en el interior de la estrella
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Figura 6.13: La métrica permanece muy cercana a los valores iniciales a medida que avanza el
tiempo. La superficie se conecta de manera suave con la regién exterior de la estrella.
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Figura 6.14: La funcién de lapso permanece practicamente en los valores iniciales conforme se
incrementa el tiempo. En la superficie de la estrella todo transcurre de manera normal, es decir,

se da una transiciéon de manera suave.
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Figura 6.15: La velocidad desarrolla gradientes muy grandes cerca de la superficie de la estrella.
En la region exterior de la estrella, la velocidad retoma su valor v =10 .

la convergencia es a segundo orden. En la regién externa, la convergencia empeora debido a la
propagacién de fluido ocasionada por el choque en la superficie (altos gradientes de velocidad).

El comportamiento visto anteriormente para las variables se mantiene aiin para tiempos mayores
a los presentados aqui, sin embargo, no hay que olvidar que la soluciéon puede verse alterada un
poco debido al error numérico producido por la frontera de la estrella.

6.3.2. Estrella TOV perturbada

En esta seccién presentamos los resultados en el caso de la estrella TOV perturbada. Los datos
iniciales corresponden a los presentados en la seccion 6.1.1. Los valores del paso del tiempo y el
numero de pasos de tiempo son los mismos que en el caso sin perturbacién. Es decir, presentamos
los resultados a un tiempo ¢ = 8.

En la figura 6.17 se muestra la evolucién de la densidad. Como puede observarse esta empieza
a decrecer inicialmente. La razén de este comportamiento se debe a que, una vez introducida
la perturbacion, la solucién inicial ya no es una solucién estatica de las ecuaciones de Einstein.
Durante la evolucién hay un reacomodo en el fluido de la estrella y esta busca una nueva condicién
de equilibrio, la cual posee una densidad central distinta a la original asi como una masa y
radio ligeramente distintos. El reacomodo se da mayormente en regién cercana al centro de la
estrella, como puede observarse en la figura 6.18 donde nuevamente hemos graficado la evolucion
de p(t) — po. Una vez alcanzada la configuracién de equilibrio, la estrella debe mantentenerse
estable alin para tiempos mayores. Numéricamente este proceso no es tan simple debido a la
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Figura 6.16: La convergencia del logaritmo de la constriccién hamiltoniana se mantiene a segundo
orden en el interior de la estrella a t = 8. Mientras que en la superficie la convergencia empeora
debido al comportamiento de la velocidad en la superficie.

propagacion del error numérico.

La figura 6.19 muestra la evolucién de la densidad central (p.) hasta un tiempo ¢ = 24. Obser-
vamos que aun para este tiempo, no se alcanza alguna configuracion de equilibrio. Para tiempos
relativamente cortos, la densidad disminuye rapidamente, luego comienza a crecer y para t > 15
la tasa de crecimiento disminuye considerablemente, es decir, crece muy lentamente. A pesar
de no alcanzar la densidad del estado de equilibrio, las diferencias mostradas en 6.18 no crecen

arbitrariamemente, ya que la convergencia se mantiene.

Las figuras 6.20 y 6.21 muestran la evolucién de la métrica A y la funcién de lapso a (donde
nuevamente hemos graficado las diferencias A(t) — Ag y «a(t) — ap hasta un tiempo ¢ = 8). En
ambos casos, al igual que en la densidad hay mayor movimiento que en el caso no perturbado (la
diferencia entre los valores a medida que avanza el tiempo y el valor al tiempo inicial es mayor
que en el caso sin perturbar). Esto es claro debido a que la perturbacién introduce una solucién
no estatica. Este movimiento disminuye en el interior de la estrella. El empalme en la superficie

se da de manera suave.

En el caso de la velocidad, la figura 6.22 muestra su evolucién. Observamos movimiento en la
region interior de la estrella debido a la perturbacién introducida. El aumento de la presién en el
centro de la estrella provoca que los elementos del fluido rdpidamente busquen reacomodarse a
lo largo del interior, para alcanzar nuevamente una configuracién estable. Puesto que la presion
es mayor en el centro, mayor es también la velocidad con la que el fluido se mueve en esta parte
y menor en el interior. Conforme nos acercamos a la superfice, observamos que la velocidad
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Figura 6.17: La evolucién en el caso de la estrella perturbada cambia significativamente. A
medida que el tiempo avanza la densidad comienza a decrecer hasta alcanzar un valor minimo.
Luego comienza a crecer lentamente. La superficie y la regién interior se conectan suavemente.
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Figura 6.18: La diferencia p(t)—pg en el tiempo. A medida que avanza el tiempo, esta diferencia se
hace mayor, sin embargo esta diferencia no es arbitraria, pues al tiempo presentado aqui (¢ = 8),
la convergencia es como se espera. Notamos que el valor de la diferencia es mayor cerca del
centro de la estrella y disminuye conforme nos movemos hacia el interior.
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Figura 6.19: Evolucién de la densidad central (p.) hasta un tiempo ¢ = 24. A pesar de no alcanzar
la condicién de equilibrio mencionada en el texto, la convergencia se mantiene, lo cual significa
que la evolucién es consistente con los datos iniciales.
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Figura 6.20: La evolucién de la métrica A(t) — Ap en el tiempo. Notamos que los valores son
mayores que en el caso estatico ya que la solucién en el caso perturbado induce una dinamica

en el sistema. En la superficie todo transcurre de manera suave.
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Figura 6.21: Los valores en las diferencias de la funcién de lapso a(t) — ag, son mayores que en
el caso no perturbado, provocando mayor movimiento. Este movimiento se hace menos notorio
en la regién interior de la estrella. En la superficie, todo se comporta de manera normal.

nuevamente crece (en valor absoluto). La razén es exactamente la misma que para el caso sin
perturbar.

En la figura 6.23 observamos el logaritmo de la constriccién hamiltoniana. Notamos que cer-
ca del origen la convergencia no es buena. A pocos pasos de tiempo de iniciada la evolucion
aparecen oscilaciones de alta frecuencia en el intervalo (0,2) de la grafica. Este hecho hace que
la evolucion de los datos iniciales no sea la esperada (explica el comportamiento de la densidad
cerca del origen). Sin embargo, salvo en el caso de la peor resolucidn, en el resto de la estrella
la convergencia es muy proxima a segundo orden. En el caso de la resulucién mas baja, se dice
que esta no ha alcanzado el régimen de convergencia. Esto significa que el valor Ar = 0,08
no es lo suficientemente bueno para garantizar que los errores debidos a las aproximaciones en
las ecuaciones de evolucion puedan despreciarse y el método numérico utilizado sea a segundo
orden. Cerca de la superficie, en la region exterior, la convergencia empeora debido al manejo
de la superficie.

El hecho mencionado en el parrafo anterior representa un problema grave. Como mencionamos en
la seccion 4.2 si nuestra solucién no converge, no podemos estar seguros que el cédigo esta evolu-
cionando correctamente. No obstante podemos esgrimir un argumento en favor de la evolucién
del codigo: Observamos la figura 6.24, la cual presenta el logaritmo de la constricciéon hamiltoni-
ana a un tiempo t = 24 (el triple del presentado en la grafica anterior, t ~ 119us). Nuevamente
aparecen las oscilaciones espurias de altas frecuencias que se han propagado una mayor distan-
cia a lo largo del interior de la estrella. Sin embargo, estas oscilaciones no han explotado atn
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Figura 6.22: En el caso de la velocidad, observamos que desde el primer paso de tiempo hay
variacion en el interior de la estrella, este efecto se produce debido a la perturbacién. Cerca de
la superficie nuevamente ocurren gradientes muy intensos a medida que el tiempo avanza. En la
region exterior, nuevamente (como en el caso TOV), retoma el valor v = 0.

(para buenas resoluciones), al contrario, al momento de evolucionar usando mejor resolucién no
aumentan, sino que disminuyen. Las figuras 6.25 y 6.26 muestran la evolucién de la constric-
cién hamiltoniana. Claramente observamos que cuando la resolucién es mayor, las oscilaciones
disminuyen su amplitud.

El perfil del coeficiente métrico asi como del lapso siguen siendo practicamente los mismos. En
el caso de la velocidad, el comportamiento es muy similar al presentado anteriormente, salvo
por la formacién de pequenas oscilaciones espurias en la regién exterior cerca de la superficie.
Fl caso de la densidad ya habia sido comentado. Disminuye considerablemente, y luego vuelve
a crecer lentamente. En las figuras 6.27 y 6.28 observamos el comportamiento de la densidad y
la velocidad.

Este comportamiento de las variables permanece para tiempos mayores inclusive para la res-
oluciéon mas alta. Esto nos lleva a conlcuir que si bien hay un problema que se debe corregir,
este no termina por echar a perder del todo la simulacién numérica. Finalmente, puesto que los
datos iniciales convergian al orden correcto y también la evolucién en el caso sin perturbar, es
muy probable que las inestabilidades se deban a la amplificacién del error numérico debido a la
perturbacién en las ecuaciones de evolucién. Es aqui en donde la disipacién artificial (més que
la viscosidad) juega un papel fundamental, ya que sin esta las oscilaciones espurias crecen sin
control y hacen fallar el cédigo aun para tiempos cortos.

No obstante, en este trabajo, se probaron diferentes valores para los coeficientes disipativos sin
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Figura 6.23: La convergencia del logaritmo de la constriccién hamiltoniana se mantiene a segundo
orden en el interior de la estrella a ¢ = 8 excepto para la resolucion mas baja, la cual no ha
alcanzado el régimen de convergencia. Sin embargo, cerca del origen existen oscilaciones. En la
superficie la convergencia empeora debido al comportamiento de la velocidad ahi.

encontrar alguno que proporcionara un mejor resultado. Un punto importante en este sentido
seria encontrar un método alternativo que permita manejar lo mejor posible las oscilaciones
espurias, ya sea mediante el uso de la disipacion artificial o algin otro artificio numérico para
que, cerca del centro de la estrella, la convergencia en la evolucién de los datos iniciales sea méas
limpia y la evolucién numérica no se vea afectada por este problema.
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Figura 6.24: El logaritmo de la constriccién hamiltoniana a t = 24. Las oscilaciones de alta
frecuencia se propagan a lo largo del interior de la estrella, sin embargo no explotan. En el caso
de la resolucién mas pobre, las oscilaciones han matado completamente la solucién, hecho por
el cual los valores difieren considerablemente aun en los primeros puntos de la malla.
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Figura 6.25: La evolucién de la constriccién hamiltoniana para una resolucién Ar = 0,04 hasta
un tiempo t = 24. Conforme avanza el tiempo estas oscilaciones se atentan.
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Figura 6.26: La evolucion de la constriccion hamiltoniana para una resolucién Ar = 0,02 hasta
un tiempo t = 24. Notamos el hecho de que la amplitud de las oscilaciones ha disminuido en
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comparacién con las que aparecen a una resoluciéon mas baja.
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Figura 6.27: El comportamiento de la densidad es el esperado. Después de llegar a un punto

minimo, comienza a aumentar lentamente.
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Figura 6.28: El perfil de la velocidad es muy similar al presentado anteriormente, el tinico cambio
se presenta en la regién exterior donde han aparecido pequenas oscilaciones de alta frecuencia.
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Capitulo 7

Conclusiones

De lo desarrollado en este trabajo, podemos sacar algunas conclusiones importantes:

Se hizo una revisién del formalismo 341 de la relatividad numérica, haciendo énfasis en los
puntos principales como son: las variables ADM (lapso y vector de corrimiento), la métrica
espacial y la curvatura extrinseca. Asi mismo, se escribieron las ecuaciones de Einstein en este
formalismo. Se discutieron las ecuaciones de constriccién y la importancia de que, incluso antes
de comenzar la evolucién de las ecuaciones ADM, las constricciones deben satisfacerse. Este
punto es de relevancia en el caso de la evolucién de la estrella perturbada (ver seccién 6.1.1),
ya que, una vez que incluimos a perturbacién a la densidad central, por definicién ya no es
una solucién de las ecuaciones de Einstein y hay que resolver la constriccién hamiltoniana para
garantizar que lo sea de nuevo.

Ademds, se revisaron las condiciones de foliacién y explicamos que las condiciones de lapso
mazximal y 1+log son igualmente buenas en nuestra evoluciéon numérica, debido principalmente
a que evitan la presencia de singularidades, tanto fisicas como de coordenadas. En la préctica,
s6lo por la simplicidad que presenta para evoluciones méas complicadas, escogimos la condicion
maximal.

También se implementaron las ecuaciones de Euler de la hidrodindmica relativista, tanto en el
caso de la relatividad especial como en el de la general. Esto nos permitié elaborar un cédigo
numérico (“HydroSphere”), el cual resuelve las ecuaciones de Euler en el caso de la relatividad
general, usando una métrica de fondo fija. En particular, este cédigo fue utilizado en la seccién 4.4
para resolver el problema del tubo de choques, usando como métrica fila la métrica de Minkowski,
lo cual permitié probar algunos puntos discutidos en la secciéon de métodos numeéricos, y en
particular, hacer la prueba numérica del cédigo.

En este mismo problema, se diseié un esquema de viscosidad artificial siguiendo [2] y [24] . Este
término se introdujo como si fuera viscosidad verdadera (anadiendo el término de viscosidad a
la presion en el tensor de energia momento) con la intencién de manejar de forma més apropiada
la aparicién de ondas de choque en la solucién (tanto en el tubo de choques como més adelante
en la superficie de la estrella). Un dato a resaltar aqui es que, en general, hay que estar haciendo
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ensayos diferentes para los valores del coeficiente de viscosidad artificial, ya que dependiendo
del problema, puede funcionar uno y al momento de cambiar de problema, hay que encontrar
otro coeficiente. Otro punto importante en este sentido es la adicion de la disipacién artificial
para controlar las oscilaciones de alta frecuencia que aparecen en la evolucién de los datos
iniciales. Ambas cantidades nos permiten mantener estas evoluciones estables durante un tiempo
razonable.

Ademas, utilizando la descripcion de la hidrodindmica relativista en términos del formalismo
3+1, se fusionaron el cédigo descrito en 4.4, que evoluciona la hidrodindmica (teniendo una
métrica fija de fondo), con el c6digo que evoluciona las ecuaciones de Einstein en simetria esférica
(OLLINSPHERE). De este modo logramos acoplar los términos de materia con los términos de
la geometria, lo cual nos permitié realizar la evolucién de ambos. Para recobrar las variables
primitivas se disefio una subrutina en el cédigo que resuelve el problema de invertir las variables
conservadas y asi obtener las variables primitivas a partir de estas. Este algoritmo usa el método
de Newton-Rapshon.

El cédigo que evoluciona solamente la hidrodinamica puede ser utilizado para estudios més
detallados como el de los choques. En este contexto, se pueden modificar y perfeccionar las
técnicas de viscosidad artificial (utilizando una versién més general de la presentada en este
trabajo) ¢ incluir la aplicacién de los métodos de captura de choques de alta resolucién (HRSC),
los cuales permiten el mejor manejo de los choques hidrodinamicos. Inclusive, puede estudiarse
la implementaciéon de mejores condiciones de frontera que garanticen un mejor tratamiento de
ellas, asi como una mejor evolucion, en el sentido de que los errores, debido a las fronteras, no
contaminaran nuestra solucién numeérica conforme avanza el tiempo, este es uno de los temas
importantes a tratar en un trabajo futuro!. También pueden hacerse pruebas para distintos tipos
de fenémenos hidrodindmicos que posean una métrica fija de fondo y analizar sus propiedades.

Por otro lado, se resolvieron las ecuaciones TOV que nos dan la solucién para una estrella estable;
esta solucién es aceptable ya que se verificé la convergencia a segundo orden de dichas ecuaciones
en el interior de la estrella tanto para los datos iniciales, como para tiempos posteriores. Se
utiliz6 una aproximacién para la masa y la densidad del fluido cerca del origen a partir de las
ecuaciones para encontrar el primer punto de la malla e iniciar la solucién a lo largo de toda la
malla. Al respecto se explicé la importancia de resolver estas ecuaciones utilizando un método
de cuarto orden, debido a que de esta manera se garantiza que las cantidades que se quieren
calcular no sean menores que los errores numéricos. Lo cual no sucede con un método a segundo
orden.

En este mismo sentido, es importante analizar con un poco méas de detalle el tratamiento de
la superficie de la estrella, es decir, la manera en como se maneja la atmésfera para permitir

'En todas las simulaciones presentadas aqui, la frontera de la malla numérica se colocé lejos de la estrella, a
una distancia aproximada de 3 veces el radio de la estrella. Esto se hizo de este modo ya que los errores en algunas
de las cantidades se reflejan en la frontera introduciendo un error que puede echar a perder la simulacién si la
frontera de la malla y la superficie de la estrella estan muy cercanas una de la otra. En realidad la frontera de la
malla no es un asunto que preocupe demasiado en este caso, sin embargo, a modo de querer optimizar el cédigo,
es importante corregir este problema.
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una evolucién estable del codigo para tiempos mayores, y evitar los gradientes tan grandes
que se presentaron en los resultados seccion 6.3. En general, pueden estudiarse o revisarse las
condiciones que permitan una evolucién estable por més tiempo (HRSC, modificacién de las
ecuaciones de estado, etc.). En este sentido hay propuestas como las que aparecen en [11], sin
embargo aun hay mucho que hacer en cuanto a evoluciones estables que sean mas duraderas.

Se analizé también el caso de una estrella a la que se anadié una pequena perturbacién en la
densidad central y se observo el comportamiento. Como se dijo anteriormente, se resolvieron
las constricciones para garantizar la solucién de las ecuaciones de Einstein. A diferencia de la
estrella estatica, la estrella perturbada sufre un reacomodo de materia debido a la perturbacion,
por lo que se genera movimiento en el fluido. Conforme transcurre el tiempo, la configuracion
de la estrella perturbada tiende a una configuracién estable y puede permanecer en este estado
por un largo tiempo.

Es importante senalar el hecho de que en este caso se presentaron algunos problemas que ya
fueron discutidos anteriormente como el hecho de que debido a la perturbacién los errores se
amplifican y para la resolucion mas baja el régimen de convergencia no se alcanza. También se
mencioné la aparicion de las oscilaciones de alta frecuencia en el interior de la estrella, que si bien
es cierto no afectan demasiado la evolucion de los datos iniciales para tiempos cortos, si podrian
hacerlo para tiempos mayores. Lo méas importante en este caso es estudiar y analizar de forma
mas detallada la aplicacién de condiciones (ya sea de disipacién o alguna otra condicién sobre
las ecuaciones de evolucién de las variables hidrodindmicas) que introduzcan el menor error
numérico posible. En el caso estable estos errores pueden pasar desapercibidos, sin embargo,
cuando se anade la perturbacion, los errores llegan a ser significativos.

Finalmente, y como la opcién principal de este trabajo, es el entender la evolucién de un sistema
esféricamente simétrico para poderlo aplicar al caso del colapso de materia, es decir, la evolucion
de una estrella en la rama inestable que produzca la aparicién de un agujero negro. En esta
direccién, este seria el proximo paso a realizar y demostraria el eventual potencial del codigo
para evoluciones posteriores en algtin sistema de interés astrofisico.

103



104



Bibliografia

[1]

[10]

[11]

[12]

M. Alcubierre. Hyperbolic slicings of spacetime: singularity avoidance and gauge shocks.
Class. Quant. Grav., 20(4):607-624, 2003.

M. Alcubierre. Introduction to 3+1 Numerical Relativity. Clarendon Press. Oxford, 2008.

M. Alcubierre and J. A. Gonzélez. Regularization of spherically symmetric evolution codes
in numerical relativity. Computational Physics Comm., 167:76-84, 2005. gr-qc/0401113.

R. Arnowitt, S. Deser, and C. W. Misner. The Dynamics of General Relativity. In L. Witten,
editor, Gravitation: An introduction to Current Research, pages 227-265, New York, 1962.
John Wiley.

T. W. Baumgarte, S. L. Shapiro, and S. A. Teukolsky. Computing supernova collapse to
neutron stars and black holes. The Astrophysical Journal, 443:717-734, 1995.

C. Bona, E. Seidel, J. Masso, and J. Stela. New formalism for numerical relativity. Phys.
Rev. Lett., 75:600-603, 1995.

G. B. Cook. Initial data for numerical relativity. Living Reviews in Relativity, 3:4, 2000.
R. Courant and K. O. Friedrich. Supersonic flows and shock waves. Springer, Berlin, 1976.

J. C. Degollado. Formulacion 3+1 en simetria esférica: Aplicaciones Numéricas. Tesis de
Licenciatura, Facultad de Ciencias, UNAM, 2003.

J. A. Font. Numerical hydrodynamics in general relativity. Living Reviews in Relativity,
6:4, 2003.

J. A. Font, T. Goodale, S. Iyer, M. Miller, L. Rezzolla, E. Seidel, N. Stergioulas, W. M.
Suen, and M. Tobias. Three dimensional numerical general relativistic hydrodynamics II:
Long-term dynamics of single relativistic stars. Physical Review D, 65:1-18, 2002.

J. A. Font, M. Miller, W. M. Suen, and M. Tobias. Three dimensional numerical general
relativistic hydrodynamics I: Formulations, methods and code test. Physical Review D,
61:1-26, 2000.

105



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[24]

[25]

[27]

28]

[29]

L. D. Landau and E. M. Lifshitz. Fluid Mechanics, Course of Theoretical Physics, Volume
6. Oxford: Pergamon, 1987.

R. J. Leveque. Numerical Methods for Conservation Laws. Birkhauser Verlag, Basel, 1992.

J. M. Mart{ and E. Muller. Extension of the piecewise parabolic method to one-dimensional
relativistic hydrodynamics. Journal of Computational Physics, 123:1-14, 1996.

J. M. Marti and E. Muller. Numerical hydrodynamics in special relativity. Living Reviews
i Relativity, 6:7, 2003.

C. W. Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheeler. Gravitation. W. H. Freeman, San Francisco,
1973.

J. R. Openheimer and G. Volkoff. On massive neutron cores. Physical Review, 55:374-381,
1939.

R. D. Richtmyer and K. Morton. Difference Methods for Initial Value Problems. Interscience
Publishers, New York, 1967.

B. F. Schutz. A first course in general relativity. Cambridge University Press, 1985.

S. L. Shapiro and S. A. Teukolsky. Gravitational collapse of neutron stars and black holes:
computer generation of spherical spacetimes. The Astrophysical Journal, 235:199-215, 1980.

S. L. Shapiro and S. A. Teukolsky. Black Holes, White Dwarfs, and Neutron Stars. John
Wiley & Sons, New York, 1983.

L. Smarr and J. W. York, Jr. Kinematical conditions in the construction of spacetime.
Phys. Rev. D, 17(10):2529-2552, 1978.

G. A. Sod. A survey of several finite difference methods for systems of nonlinear hyperbolic
conservation laws. Journal of Computational Physics, 27:1-31, 1978.

R. C. Tolman. Statics solutions of Einstein’s field equations for spheres of fluid. Physical
Review, 55:364-373, 1939.

E. F. Toro. Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics. Springer-Verlag,
1999.

Robert M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, Chicago, 1984.

J. R. Wilson and G. J. Mathews. Relativistic numerical hydrodynamics. Cambridge Uni-
versity Press, 2003.

J. W. York, Jr. Kinematics and dynamics of general relativity. In L. Smarr, editor, Sources
of gravitational radiation, pages 83-126, Cambridge, UK, 1979. Cambridge University Press.

106



	Portada

	Índice General  

	Introducción

	Capítulo 1. Formulación 3+1 de la Relatividad General

	Capítulo 2. Hidrodinámica Newtoniana

	Capítulo 3. Hidrodinámica Relativista

	Capítulo 4. Métodos Numéricos

	Capítulo 5. Simetría Esférica

	Capítulo 6. Estrellas TOV

	Capítulo 7.
Conclusiones
	Bibliografía


