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Introducción

La teoŕıa de la relatividad general explica el comportamiento de los campos gravitacionales

intensos y dinámicos. Su éxito se debe no solo al hecho de explicar algunos fenómenos observables,

sino también a la predicción de algunos fenómenos astrof́ısicos como son: la existencia de los

agujeros negros, las ondas gravitacionales y la expansión del universo. El formalismo sólido en

el que está basada la teoŕıa se puede observar en la elegancia matemática de sus ecuaciones.

Desafortunadamente, la elegancia no permite identificar la complejidad de estas.

Las ecuaciones de campo de Einstein forman un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales

en 4 dimensiones, acopladas y no lineales; por lo que sólo se conocen soluciones exactas con altos

grados de simetŕıa, ya sea en el espacio o el tiempo.

Sin embargo, cuando se desea conocer el comportamiento de algún objeto astrof́ısico interesante,

donde se involucren campos gravitacionales intensos, dinámicos o con poca simetŕıa resulta casi

imposible encontrar una solución anaĺıtica de las ecuaciones. Es a partir de estos hechos que

surgió la relatividad numérica, la cual intenta resolver las ecuaciones de Einstein utilizando

métodos numéricos y códigos computacionales.

El área de la relatividad numérica es una disciplina joven, no obstante, y gracias al avance ver-

tiginoso de las herramientas computacionales en los últimos años, ha tenido logros importantes;

el más reciente y quizás el más importante, es el haber resuelto el problema de la colisión de dos

agujeros negros en órbita. Este hecho provocó la búsqueda de nuevos problemas por resolver,

como son la extracción de ondas gravitacionales debido a la colisión de los agujeros negros, entre

otros. Los ejemplos mencionados arriba, son simulaciones en las cuales hay ausencia de materia.

Para explicar el colapso de una estrella de neutrones, la acrección de un disco rotando alrededor

de un agujero negro supermasivo o la producción de jets relativistas en el centro de las galaxias,

se necesita además de la hidrodinámica. La conexión entre ambas, la hidrodinámica relativista,

surge de la necesidad de explicar estos fenómenos astrof́ısicos.

Este trabajo pretende ser una introducción al estudio de la hidrodinámica relativista. En él, se

presentan las ideas principales de la relatividad numérica, seguidas de las de la hidrodinámica,

tanto newtoniana como relativista; se da una idea general de los métodos numéricos, se escriben

las ecuaciones de la relatividad general en simetŕıa esférica para el caso de un fluido perfecto y

finalmente, se describe el comportamiento f́ısico de una estrella estática (estrella TOV).

El trabajo está estructurado como sigue:
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En el caṕıtulo 1 se hace una breve revisión del formalismo 3 + 1 de la relatividad numérica, en

el cual necesitamos hacer una distinción entre espacio y tiempo, hecho que rompe la covariancia

de las ecuaciones, pero permite tratar el problema como un problema de valores iniciales. Se

discuten los conceptos esenciales como son: la función de lapso, el vector de corrimiento, el tensor

de curvatura extŕınseca y se escriben las ecuaciones en el formalismo 3+1 (ecs ADM, ver [4]),

que son las ecuaciones que nos permiten evolucionar el espacio tiempo. Al final se discuten

brevemente el concepto de los datos iniciales y de las condiciones de foliación.

El caṕıtulo 2 muestra el desarrollo las ecuaciones de la hidrodinámica newtoniana para un fluido

perfecto (ecuaciones de Euler). Se introduce el concepto de leyes de conservación y la importancia

que tiene el escribir las ecuaciones de evolución como un sistema de este tipo, además de que

esté “bien puesto”. En este sentido, se discute el concepto de hiperbolicidad y el significado

que tiene sobre las ecuaciones de evolución. Posteriormente se estudia la ecuación de estado, la

cual nos proporciona la información termodinámica de un fluido y permite que el sistema de

ecuaciones esté completo. Finalmente se estudia el comportamiento de las discontinuidades de

contacto, los choques y las ondas de rarefacción, y se da un esbozo de la solución al problema

de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.

En el caṕıtulo 3 se discute la formulación de la hidrodinámica relativista desde el punto de la

formulación de Valencia (ver [10]), tanto en el caso de la relatividad especial, como el de la re-

latividad general y el puente entre esta y la formulación 3+1. Comenzamos escribiendo el tensor

de enerǵıa momento, las ecuaciones de conservación y la ecuación de continuidad. Introducimos

las variables denominadas “dinámicas” (las cuales sustituyen a las variables “primitivas”: den-

sidad, presión y velocidad), que permiten que nuestro sistema de ecuaciones esté bien puesto

y discutimos la forma no trivial para obtener a partir de las variables dinámicas las variables

primitivas.

En el caṕıtulo 4 se presentan las ideas fundamentales de los métodos numéricos. Se discute

la utilidad de las aproximaciones en diferencias finitas aśı como los conceptos de consistencia,

convergencia y estabilidad, puntualizando el caso de la estabilidad como un indicador de la

conveniencia de adoptar un esquema de diferencias sobre otro. En seguida se introducen los

métodos de ĺıneas para la solución de ecuaciones diferenciales parciales y finalmente se aplica

todo lo discutido en un problema de prueba: “el tubo de choques relativista”. Aqúı se ponen

en juego el manejo de los choques y se introduce el concepto de la viscosidad artificial como un

artilugio numérico para poder manipular los choques. De esta manera, preparamos el terreno

para, en el caṕıtulo 6, hacer la evolución de un sistema astrof́ısico más interesante.

En el caṕıtulo 5 se estudia un espacio-tiempo con simetŕıa esférica. Se discute el caso de una

solución para una estrella esférica estática, y se obtienen las ecuaciones de Einstein en el caso de

un fluido perfecto (ecuaciones TOV) tanto en el interior de la estrella como en el exterior y se

discute el problema de la superficie de la estrella (donde la solución interior y la exterior se deben

conectar suavemente). Después se escriben las ecuaciones ADM en simetŕıa esférica, haciendo

énfasis en la hiperbolicidad del sistema y en las condiciones de regularización. Posteriormente,

se escriben las ecuaciones de la hidrodinámica relativista en simetŕıa esférica.
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El caṕıtulo 6 muestra la evolución numérica de una estrella TOV. Comenzamos por presentar

la relación entre la densidad central de la estrella y su masa total. Este resultado separa a las

estrellas en dos grupos: estables e inestables. Se estudian los datos iniciales para el caso estable,

haciendo énfasis en el problema de la superficie, donde la densidad debe ser idénticamente

cero. Además se introduce una pequeña perturbación en los datos inciales y se resuelven las

constricciones para garantizar la solución de las ecuaciones de Einstein. Se evolucionan ambos

sistemas y se analiza con cuidado el tema de la formación de un choque en la superficie, y se

discuten los resultados.

Finalmente, en el caṕıtulo 7, se presentan las conclusiones del trabajo realizado.
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Caṕıtulo 1

Formulación 3+1 de la Relatividad

General

1.1. Formalismo 3+1

La dinámica de un campo gravitacional según la teoŕıa de la relatividad general está dada por

las ecuaciones de Einstein Gµν = 8πTµν , las cuales están escritas en forma tensorial, es decir no

se distingue un sistema de coordenadas espećıfico1. Estas ecuaciones relacionan las componentes

de la metrica del espacio tiempo gµν con el tensor de enerǵıa momento Tµν . Gµν es el tensor de

Einstein, el cual involucra segundas derivadas (tanto en espacio como en tiempo) de la métrica

gµν . Es decir, las ecuaciones son un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales no lineales

que, salvo en casos muy espećıficos, son practicamente imposibles de resolver anaĺıticamente.

Una manera de resolver las ecuaciones de Einstein es haciendo aproximaciones numéricas de

éstas e intentar resolverlas con la ayuda de las computadoras. Para esto es necesario separar

las ecuaciones de Einstein en una serie de ecuaciones de evolución y, dando ciertas condiciones

iniciales, obtener la evolución del campo gravitacional en el tiempo.

El formalismo 3+1 de la relatividad numérica consiste en hacer una separación entre espacio y

tiempo: por un lado se tienen las tres dimensiones espaciales, y por otro la temporal. Esto nos

permite ahora escribir las ecuaciones como un problema de Cauchy (o de valores iniciales): Si

damos condiciones iniciales y ecuaciones de evolución sobre ciertas variables, podemos obtener

el comportamiento de dichas variables a distintos tiempos. La discusión expuesta a continuación

puede consultarse con más detalle en [2], [29], [17] y [27].

Vamos a considerar un espacio-tiempo con cierta métrica gµν , el cual separamos en cortes tridi-

mensionales tal que las superficies tridimensionales son de tipo espacialoide2 (ver Figura 1.1).

1A lo largo de este trabajo, se utiliza la convención de unidades naturales, es decir, c = G = M⊙ = 1, donde

M⊙ es la masa solar. Los ı́ndices griegos son usados para denotar las componentes espacio-temporales y corren

desde 0 hasta 3, mientras que los ı́ndices latinos denotan las componentes espaciales y van de 1 a 3.
2Un espacio-tiempo con estas caracteŕısticas recibe el nombre de “globalmente hiperbólico”.
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Hipersuperficies espaciales

Figura 1.1: Foliación del espacio-tiempo en superficies tridimensionales de tipo espacialoide.

Definimos un parámetro t con el cuál podremos identificar a las distintas hipersuperficies de la

foliación (Σt).

Tomamos una cierta foliación y dos de sus hipersuperficies, y suponemos que la distancia que las

separa es infinitesimal. Dado nµ, un vector unitario normal a las hipersuperficies Σt, la métrica

del espacio tiempo gµν induce una métrica tridimensional γij sobre la hipersuperficie Σt dada

por:

γij = gij + ninj . (1.1)

Una vez hecha esta definición, vamos a expresar la geometŕıa del espacio tiempo de acuerdo a

lo siguiente (ver Figura 1.2):

La métrica tridimensional γij (i, j = 1, 2, 3) que mide las distancias en la hipersuperficie:

dl2 = γijdx
idxj . (1.2)

La función de “lapso”, la cual determina el lapso de tiempo propio α que mide un obser-

vador de Euler (aquél que se mueve en dirección normal a ellas):

dτ = α(t, xi)dt . (1.3)

El “vector de corrimiento”, que mide la velocidad relativa βi entre los observadores de

Euler y las ĺıneas con coordenadas espaciales constantes:

xit+dt = xit − βi(t, xj)dt . (1.4)
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Σ(t+dt)

Σ(t)

αdt

β
i
dt

(t,x )
ip

p’
p’’(t+dt,x)

i

Figura 1.2: Representación esquemática de la descomposición 3+1: α es la función de lapso, que

mide el tiempo propio entre dos hipersuperficies separadas infinitesimalmente, Σ(t) y Σ(t+ dt);

βi es el vector de corrimiento el cual describe el desplazamiento de las coordenadas espaciales

xi relativas a la propagación normal.

Es importante mencionar aqúı que la manera en como se hace la foliación no es única, ni tampoco

la manera en la que se propaga el sistema de coordenadas de una hipersuperficie a la otra. Esto

implica que tanto la función de lapso α como el vector de corrimiento βi son funciones que

pueden escogerse libremente. Ambas funciones determinan nuestra elección de coordenadas y se

conocen como “funciones de norma”.

La métrica del espacio-tiempo se puede escribir entonces como:

ds2 = −(α2 − βiβi)dt
2 + 2βidx

idt+ γijdx
idxj , (1.5)

o en forma matricial:

gµν =

(

−α2 + βiβi βi
βi γij

)

, (1.6)

gµν =

(

− 1
α2

βi

α2

βi

α2 γij − βiβj

α2

)

. (1.7)

El vector normal unitario a las hipersuperficies nµ es:

nµ =
(

1/α,−βi/α
)

, nµ = (−α, 0) . (1.8)

Notamos que este vector corresponde a la 4-velocidad de los observadores de Euler.

Más adelante usaremos el vector normal nµ para escribir las ecuaciones de Einstein en el for-

malismo 3+1.
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1.2. Curvatura extŕınseca

Cuando hablamos acerca de las hipersuperficies espaciales que constituyen nuestra foliación, es

importante distingir entre dos conceptos: la curvatura intŕınseca y la curvatura extŕınseca. La

primera de ellas proviene de su geometŕıa interna y está determinada por el tensor de Ricci

tridimensional, asociado a la métrica espacial γij . La curvatura extŕınseca tiene que ver con la

manera en que las hipersuperficies se encuentran inmersas en el espacio-tiempo de 4 dimen-

siones. Esta curvatura se define en términos del comportamiento del vector normal nα cuando

es transportado paralelamente de un lugar a otro de la superficie. En general lo que se obtiene

transportando este vector paralelamente a lo largo de la superficie, es que al final ya no será nor-

mal a la superficie. El cambio del vector normal bajo transporte paralelo está dado por el “tensor

de curvatura extŕınseca” Kαβ .

Para definir dicho tensor, primero tenemos que introducir el operador de “proyección” Pµ
ν a las

hipersuperficies espaciales:

Pµ
ν = gµν + nµnν , (1.9)

donde nµ es el vector normal unitario a las hipersuperficies definido en la sección anterior.

Usando este operador, se define a la curvatura extŕınseca como:

Kµν = −Pα
µ∇αnν . (1.10)

De lo anterior, podemos concluir que el tensor Kµν es puramente espacial, es decir: nµKµν = 0,

por esa razón consideraremos solamente las componentes espaciales Kij . También es posible

mostrar que el tensor de curvatura extŕınseca es un tensor simétrico, es decir, Kµν = Kνµ.

Sustituyendo la forma expĺıcita del vector normal (1.8) se puede mostrar que el tensor de cur-

vatura extŕınseca está dado en términos de la métrica espacial como

Kij = −1

2
£~nγij , (1.11)

donde £~n es la derivada de Lie a lo largo del vector normal. Usando el hecho de que £~nγij =

(1/φ)£φ~nγij , tomando la función de lapso como el escalar y, recordando que en coordenadas

adaptadas a nuestro sistema la derivada de Lie es idéntica a la derivada parcial, obtenemos:

∂tγij −£~β
γij = −2αKij . (1.12)

Esta ecuación se puede reescribir de la siguiente manera:

∂tγij = −2αKij +Djβi +Diβj , (1.13)

donde Di representa la derivada covariante tridimensional.
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De la ecuación (1.13), observamos que la curvatura extŕınseca está relacionada con el cambio en

el tiempo de la métrica espacial. Dicho de otro modo, la curvatura extŕınseca es esencialmente

la velocidad de la métrica tridimensional vista por los observadores de Euler.

Esta no puede ser la única ecuación de evolución, pues, para poder cerrar el sistema y describir a

la relatividad como un problema de Cauchy nos falta encontrar una ecuación de evolución para

la curvatura extŕınseca.

Hasta aqúı notamos que sólo hemos utilizado argumentos geométricos, sin tomar en cuenta las

ecuaciones de Einstein, por lo que la ecuación de evolución para la Kij debemos obtenerla a

partir de las ecuaciones de Einstein. En resumen, la ecuación de evolución para la γij (1.13) es

meramente cinemática, mientras que la ecuación de evolución para la Kij deberá contener la

información dinámica.

1.3. Ecuaciones de Einstein en 3+1

Para escribir las ecuaciones de Einstein en el lenguaje 3+1 es necesario utilizar la contracción

de dichas ecuaciones con el vector normal ~n y con el operador de proyección Pα
β . Además,

debemos utilizar las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi, que relacionan el tensor

de Riemann en cuatro dimensiones, con el tensor de Riemann en tres dimensiones. Un desarrollo

de estas ecuaciones y de la descomposición 3+1 puede encontrarse en [2] y [9].

Comenzamos por proyectar las ecuaciones de Einstein dos veces sobre la dirección normal nµ,

entonces:

nµnν(Gµν − 8πTµν) = 0 . (1.14)

Utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi encontramos:

3R−KijK
ij +K2 = 16πρ , (1.15)

donde 3R es el escalar de curvatura de la métrica especial, K = γijKij es la traza del tensor de

curvatura extŕınseca y ρ es la densidad de enerǵıa de la materia medida por los observadores de

Euler, definida como ρ := nµnνTµν .

Es importante notar que la ec. (1.15) no tiene derivadas que involucren el tiempo (es decir,

derivadas temporales), pero śı tiene derivadas espaciales de γij dentro del escalar de Ricci. Por

tanto no es una ecuación de evolución sino una constricción del sistema. Al estar relacionada

con la densidad de enerǵıa ρ se le conoce como la “constricción hamiltoniana”.

Si ahora hacemos la proyección mixta, es decir, proyectamos un ı́ndice en la dirección normal y

otro en la hipersuperficie, tenemos:

Pαµnν [Gµν − 8πTµν ] = 0 . (1.16)

5



Escribiendo el tensor de Einstein en términos de la métrica y el escalar de Ricci, y posterior-

mente utilizando las Ecuaciones de Codazzi-Minardi para contraer la derivada de la curvatura

extŕınseca, obtenemos:

Dj [K
ij − γijK] = 8πji , (1.17)

donde Di es la derivada covariante con respecto a la métrica espacial, y donde ji es el “flujo de

momento” medido por los observadores de Euler, definido como:

ji := −P iµnνTµν . (1.18)

La ecuación (1.17) tampoco contiene derivadas temporales, de modo que es otra constricción

(tres contricciones más, debido a que tenemos un ı́ndice libre). Al conjunto de ecuaciones (1.17)

se les conoce como “constricción de momentos”.

Tanto la ecuación (1.15) como el conjunto de ecuaciones (1.17) son muy importantes debido a que

nos imponen una restricción sobre las condiciones iniciales. Si queremos resolver las ecuaciones

de Einstein debemos garantizar que las constricciones se cumplan desde el inicio, de otro modo

no estaremos resolviendo las ecuaciones de Einstein. Esto implica que la elección de las variables

dinámicas (métrica y curvatura extŕınseca) no es enteramente arbitraria.

Es de notar que en ninguna de las dos ecuaciones anteriores aparecen términos que tengan que

ver con las funciones de norma, dicho de otro modo son independientes del lapso α y del vector

de corrimiento βi.

Finalmente, proyectamos las ecuaciones de Einstein con la hipersuperficie. Después de un álgebra

bastante larga, obtenemos la ecuación

∂tKij = βk∂kKij +Kik∂jβ
k +Kjk∂iβ

k −DiDjα

+ α
[

3Rij +KKij − 2KikK
k
j

]

+ 4πα[γij(S − ρ)− 2Sij ] ,
(1.19)

donde Sij = Pn
i P

m
j Tnm “es el tensor de esfuerzos” de la materia, y S su traza.

La ecuación (1.19) śı tiene derivadas temporales, por tanto es una ecuación de evolución. No

solo eso, estas ecuaciones contienen la verdadera dinámica del sistema.

Notamos que a diferencia de las constricciones, en las ecuaciones (1.19) si aparecen las variables

de norma; al mismo tiempo podemos observar que no tenemos ecuaciones de evolución para estas

variables. Esto es aśı, ya que tenemos la libertad de escoger las variables de norma libremente.

A las ecuaciones (1.13) y (1.19) se les conoce como las ecuaciones de Arnowitt, Deser y Misner

ó ecuaciones ADM [4]. La forma de estas ecuaciones no es la que obtuvieron originalmente

Arnowitt, Deser y Misner, sino que están escritas en la forma como las derivó York [29]. Estas

ecuaciones forman un sistema cerrado y nos permiten escribir las ecuaciones de Einstein como

un problema de Cauchy.
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1.4. Datos iniciales

Las ecuaciones de constricción (1.15) y (1.17) implican que las variables dinámicas γij ,Kij no

pueden ser elegidas de manera arbitraria como condiciones iniciales. Si se desea hacer la evolución

de un sistema, primero debemos asegurarnos que las constricciones se satisfagan en los datos

iniciales, es decir, debemos resover las constricciones y encontrar los valores apropiados de γij y

Kij , esto nos garantiza la evolución del sistema f́ısico de interés. Si los datos iniciales se satisfacen

en una hipersuperficie a un tiempo t = 0, entonces las identidades de Bianchi (ver por ejemplo [2]

para mayor referencia) garantizan que las constricciones se satisfacen a todo tiempo posterior,

es decir, las ecuaciones de evolución propagan las constricciones.

Sin embargo, el resolver las constricciones no es algo trivial, juntas forman un conjunto de

ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas. No obstante, existen algunos métodos conocidos para

resolver estas ecuaciones de constricción en algunos casos particulares.

En este trabajo sólo nos restringimos a hacer mención de los datos iniciales por ser uno de los

elementos fundamentales de la Relatividad Numérica y donde hay un gran campo de estudio

(resolvedores eĺıpticos para encontrar datos iniciales para colisión de dos agujeros negros rotando,

etc). Para mayor referencia, se puede consultar [2] y [7].

En el caso particular que nos interesa, la estrella TOV (ver sección 6.1), tomamos los datos

iniciales directamente de las ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto en simetŕıa esférica

(estrella TOV estática), por lo que las ecuaciones de constricción se satisfacen automáticamente.

Sin embargo en el caso de la estrella TOV pertubada, los datos iniciales ya no satisfacen las

ecuaciones de Einstein, por lo que hay que resolver las ecuaciones de constricción para obtener

las variables adecuadas. En ambos casos las soluciones se obtienen de manera numérica.

1.5. Condiciones de foliación

En la sección (1.3) vimos que la elección de coordenadas en el formalismo 3+1 está en términos

de las funciones de norma: la función de lapso α y el vector de corrimiento (o shift) βi. Estas

funciones aparecen en las ecuaciones de evolución tanto para la métrica como para la curvatura

(1.13) y (1.19).

En todo el desarrolo de las ecuaciones 3+1 nunca encontramos ecuación de evolución alguna

para el lapso ni para el shift. Ni siquiera algo que nos diga que valores deben tomar estas

funciones. Esto es algo natural, pues la elección de coordenadas es libre (de ah́ı la covariancia

de las ecuaciones de Einstein, de no depender de un sistema de referencia privilegiado).

Sin embargo, cuando se desea hacer la evolución numérica de un sistema f́ısico de interés, se

debe tomar en cuenta la elección de coordenadas, ya sea para que el sistema se comporte mejor,

o para que las ecuaciones se simplifiquen. Si hacemos una mala elección de coordenadas, puede

suceder que el código numérico falle o deje de ser confiable y por tanto no podemos obtener la

información deseada.
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Inmediatamente surgen las preguntas: ¿Cómo podemos saber si una elección de coordenadas

es mejor que otra? ¿Cuál elección de coordenadas es buena y cuál no? Es importante poder

responder estas preguntas incluso antes de empezar la evolución, pues recordemos que para

poder evolucionar las ecuaciones (1.13) y (1.19) necesitamos los valores de α y βi.

La elección de la función de lapso determina como avanza el tiempo propio entre distintas

hipersuperficies espaciales, mientras que el shift muestra como se propagan de una hipersuperficie

a otra las ĺıneas de coordenadas espaciales constantes.

Siguiendo [2] incluimos una lista de propiedades que deben cumplir las condiciones de norma:

Cuando sea posible, las condiciones de norma deben poderse adaptar a las simetŕıas fun-

damentales del problema. Idealmente, las condiciones de norma deben buscar automática-

mente simetŕıas del espacio-tiempo, ya sea aproximadas o exactas, y hacerlas evidentes

durante la evolución.

Las condiciones de norma deben evitar la formación de singularidades en las coordenadas.

Las condiciones de norma deberán ser bien puestas y sencillas de aplicar numéricamente.

Las condiciones de norma deben poderse expresar en términos de la 3-covariancia, esto

garantiza que tenemos la misma norma aún cuando el sistema de coordenadas cambie.

La manera más simple de escoger una condición de foliación es tomando α = 1, es decir, el

tiempo coordenado coincide con el tiempo propio de los observadores de Euler. En este caso

dichos observadores se mueven a lo largo de geodésicas (cáıda libre) y por tanto la foliación

recibe el nombre de “foliación geodésica”. El gran inconveniente de esta condición es que, cuando

los observadores eulerianos chocan entre ellos por efecto del campo gravitacional, el sistema de

coordenadas se vuelve singular. Este es el motivo por el cual esta foliación en la práctica no se

usa.

Una condición distinta de la foliación geodésica fue introducida por Smarr y York [23]. En esta

foliación los elementos de volumen se mantienen constantes (la idea es evitar el acercamiento

entre los distintos observadores en cáıda libre).

Puesto que el cambio en los elementos de volumen es ∇µn
µ = −K, entonces la condición para

que los elementos de volumen se mantengan constantes es: K = ∂tK = 0. Es decir, K debe ser

cero inicialmente y debe mantenerse cero durante su evolución.

Utilizando las ecuaciones (1.13) y (1.19) encontramos

dK

dt
= −D2α+ α

[

KijK
ij + 4π(ρ+ S)

]

. (1.20)

Para escribir esta ecuación de este modo, hemos empleado la constricción hamiltoniana para

eliminar el escalar de curvatura. Puesto que ∂tK = 0 debe satisfacerse, la función de lapso debe

ser tal que cumpla con la siguiente ecuación:
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D2α = α
[

KijK
ij + 4π (ρ+ S)

]

; (1.21)

la cual es una ecuación eĺıptica. Esta condición, recibe el nombre de “foliación maximal”, ya que

garantiza que el volumen será máximo en la hiper-superficie si existen pequeñas variaciones.

Esta foliación se ha utilizado en muchas simulaciones numéricas, incluyendo agujeros negros.

Además puede evadir singularidades, tanto f́ısicas como las que se encuentran dentro de un

agujero negro (“colapso de lapso”), como también de coordenadas debidas al choque de obser-

vadores. La desventaja de este tipo de foliación se encuentra en la resolución de la ecuación

eĺıptica en tres dimensiones, ya que el tiempo de máquina empleado resulta muy alto. Es por

esta razón que se han buscado otras condiciones de foliación, que sean similares a la condición

maximal, pero resulten más sencillas a la hora de resolver.

Una familia de condiciones de foliación hiperbólicas puede obtenerse si el lapso satisface la

condición:

dα

dt
= −α2f(α)K, (1.22)

donde dα
dt := ∂tα−£β , con £β la derivada de Lie a lo largo del vector de corrimiento, y f(α) una

función arbitraria de α que debe ser mayor que cero. Esta familia recibe el nombre de condición

de Bona-Masso [6].

Derivando (1.22), obtenemos:

d2α

dt2
= −α2f(α)

{

dK

dt
− α(2f + αf ′)K2

}

.

Sustituyendo la ecuación (1.20), en el caso de vaćıo, en la ecuación de la segunda derivada del

lapso encontramos

d2α

dt2
− α2f(α)D2α = −α3f(α){KijK

ij − (2f + αf ′)K2}, (1.23)

donde f ′ = ∂f/∂α. Esta ecuación nos dice que la función de lapso satisface una ecuación tipo

onda. La velocidad de esta onda, esta asociada con f1/2, por lo que f > 0.

Tomando f = 1 en (1.22), se obtiene la foliación armónica. La ecuación para el lapso es por

tanto:

dα

dt
= −α2K, (1.24)

esta condición es equivalente a d(α/γ)
dt = 0 (ver [2]). Por lo que, integrando, la función de lapso

toma la forma α = h
(

xi
)

γ1/2, con h
(

xi
)

una función independiente de t y γ1/2 el elemento de

volumen.
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Si ahora tomamos f(α) = N/α, con N una constante positiva, obtenemos la foliación llamada

1+log, puesto que el lapso toma la forma:

α = h
(

xi
)

+ ln
(

γ1/2
)

. (1.25)

El caso N = 2, se ha encontrado que presenta caracteŕısticas muy similares a la foliación maxi-

mal, como por ejemplo la evasión de singularidades [1].

En el caso de las simulaciones numéricas en la estrella TOV, usaremos los lapsos maximal y

1+log.
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Caṕıtulo 2

Hidrodinámica Newtoniana

En este caṕıtulo desarrollaremos las ideas básicas de la hidrodinámica newtoniana. El escribir

estas ecuaciones en forma de “leyes de balance”, abre el camino para el estudio del concepto

de hiperbolicidad. Como veremos en la sección 2.1 esto permite descomponer las ecuaciones en

términos de sus eigenvalores y sus respectivos eigenvectores.

Esta descomposición es de suma importancia tanto en la hidrodinámica newtoniana, como en

la hidrodinámica relativista ya que proporciona la herramienta matemática necesaria para la

resolución del Problema de Riemann tanto anaĺıtico como numérico. En el caso numérico, los

métodos de alta resolución para la captura de choques (HRSC) se basan en este tratamiento. Si

bien, dichos métodos exceden la finalidad de este trabajo, en la sección 2.4 se presenta la solución

elemental del problema de Riemann la cual permite introducir los conceptos fundamentales para,

en un estudio posterior, entrar de lleno en los HRSC.

2.1. Leyes de conservación e hiperbolicidad

Antes de escribir las ecuaciones de la hidrodinámica, tanto newtoniana como relativista, vamos a

detenernos un instante para estudiar los sistemas hiperbólicos y señalar la importancia de estos

en el uso de nuestras ecuaciones. Posteriormente, escribiremos las ecuaciones hidrodinámicas en

forma de ecuaciones de conservación.

Consideremos un sistema de ecuaciones de la siguiente forma:

∂U

∂t
+

∂F(U)

∂x
= S(U) , (2.1)

donde U es el vector de las “variables conservadas” y F = F(U) es el vector de flujos. En general

F = F(U) y S(U) son funciones arbitrarias, quiza no lineales, de las componentes de U, pero

no de las derivadas de dichas componentes. Las ecuaciones 2.1 se les llama un sistema de “leyes

de balance” y en el caso S = 0 reciben el nombre de “leyes de conservación”.
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En muchas áreas de la f́ısica, incluida la relatividad numérica y por supuesto la hidrodinámica

relativista, se trabaja con ecuaciones diferenciales que tienen esta forma. Esto no es algo casual.

La forma como están escritas estas ecuaciones tiene que ver con el concepto de “hiperbolicidad”.

En esta sección analizaremos brevemente este concepto. Para más detalles pueden consultarse [2],

y en el caso particular de las ecuaciones de la hidrodinámica puede verse también [26].

Las leyes de conservación son sistemas de ecuaciones diferenciales parciales que se pueden escribir

de la forma (2.1). Usando la regla de la cadena, tenemos que, para el segundo término de (2.1)

∂F(U)

∂x
=

∂F

∂U

∂U

∂x
,

la ecuación puede reescribirse como:

∂U

∂t
+A(U)

∂U

∂x
= S(U) , (2.2)

donde A(U) = ∂F
∂U es la “matriz jacobiana”. Las entradas de esta matriz son las derivadas

parciales de las componentes del vector de flujo con respecto a las componentes del vector de

las variables conservadas.

Consideremos ahora los eigenvalores λn de la matriz jacobiana A(U). Se dice que un sistema es

“hiperbólico” si todos los eigenvalores son reales. Si además la matriz tiene un conjunto completo

de eigenvectores (la matriz es diagonalizable), entonces el sistema se denomina “fuertemente

hiperbólico”. Si no existe tal conjunto, entonces el sistema se llama “debilmente hiperbólico”.

Supongamos ahora que el sistema es fuertemente hiperbólico, esto implica que la matriz A es

diagonalizable, entonces podemos expresarla de la siguiente manera:

A = KΛK−1 ó Λ = K−1AK , (2.3)

donde Λ es la matriz diagonal formada por los eigenvalores λn de A, y K es la matriz de los

eigenvectores columna correspondientes a los eigenvalores λn.

Asumiendo la hiperbolicidad del sistema, podemos definir los llamados “eigencampos” mediante

la transformación

U = KW ⇒ W = K−1U ,

de esta manera el sistema (2.2) queda desacoplado1. No es dificil demostrar que la ecuación de

evolución para los eigencampos es:

∂tW +Λ∂xW = Q , (2.4)

1En realidad el sistema sigue acoplado en las fuentes y solo se desacopla en la parte principal; en el caso qn = 0,

el sistema queda completamente desacoplado.
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donde Q es una función de las componentes de W, pero no de sus derivadas. Escrito en términos

de las componentes wi de W tenemos:

∂twn + λn∂xwn = qn . (2.5)

El problema inicial se ha reducido a una serie de ecuaciones de advección, cuyas velocidades

están dadas por los eigenvalores λn, es decir, tenemos una serie de perturbaciones propagándose

con velocidades λn.

Definimos las llamadas curvas caracteŕısticas (o simplemente caracteŕısticas) como aquellas cur-

vas C(t) que satisfacen la “ecuación caracteŕıstica” dC(t)
dt = λn. Vemos que hay una caracteŕıstica

por cada valor de n que tomemos. Las variables ωn son constantes a lo largo de su correspondiente

caracteŕıstica en el caso en que qn = 0.

En un determinado sistema, la velocidad caracteŕıstica es la velocidad a la cual se propaga

la información en ese sistema, y por tanto, podemos asociarla con la velocidad f́ısica de la

información transmitida por el sistema.

Los sistemas hiperbólicos son de gran utilidad cuando de ecuaciones de evolución se trata.

F́ısicamente, la hiperbolicidad significa que el sistema es causal y local, dicho de otro modo,

la solución en un lugar y en un instante de tiempo determinado sólo pude ser afectada por el

llamado “cono caracteŕıstico” de ese lugar y de ese instante (que representa el pasado en ese

punto y en ese instante de tiempo, matemáticamente estaŕıamos hablando de los datos iniciales).

Además de lo escrito anteriormente, lo sistemas hiperbólicos son utilizados debido a que, si se

tiene un sistema fuertemente hiperbólico, puede demostrarse que el problema está bien puesto,

es decir, las soluciones al problema existen y son únicas localmente. Además, si hacemos pertur-

baciones pequeñas en los datos iniciales, esperaŕıamos tener cambios pequeños en la solución,

por lo que las soluciones son estables.

Las ecuaciones ADM presentadas en el caṕıtulo 1, son débilmente hiperbólicas, esto quiere decir

que el sistema no está bien puesto, por lo que al hacer evoluciones numéricas con ellas en algunos

casos el sistema se vuelve inestable. Sin embargo, en el caso de simetŕıa esférica (ver sección 5.2),

hay métodos para regularizar las ecuaciones 3+1 y hacer el sistema fuertemente hiperbólico.

En la sección siguiente verificaremos que las ecuaciones de la hidrodinámica en el caso Newto-

niano, son fuertemente hiperbólicas. El detalle en el caso relativista, puede verse en [2].

2.2. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son un sistema de ecuaciones no lineales escritas en forma de leyes de

conservación, las cuales dictan la dinámica de fluidos, tales como ĺıquidos o gases. No obstante,

son útiles solo en el caso en que se desprecien la viscosidad y el flujo de calor en el fluido, es

decir, son ecuaciones idealizadas del comportamiento de los fluidos. Sin embargo, para poder
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describir completamente el estado del fluido en cuestión, es necesario incluir una ecuación de

estado, la cual nos da las propiedades termodinámicas del sistema (ver sección 2.3).

Existen muchas maneras de escoger el conjunto de variables que describirán el fluido en cuestión.

Una posible elección es tomar el conjunto de variables conocidas como “variables primitivas”:

ρ = densidad de masa, p = presión, v = velocidad, esta última se puede descomponer en las

diferentes componentes de movimiento (x, y, z por ejemplo). Una elección alternativa, suele ser

la formada por las denominadas variables conservadas: la densidad de masa ρ, la densidad de

momento S = ρv y la enerǵıa total por unidad de volumen E . F́ısicamente, las cantidades

conservadas salen naturales de la aplicación de las leyes fundamentales como la conservación de

la masa, la segunda ley de Newton y la conservación de la enerǵıa. Computacionalmente, como

dijimos en la sección anterior, la ventaja de utilizar estas variables viene del hecho de expresar

las ecuaciones de Euler como un sistema de ecuaciones de conservación.

Las ecuaciones de la hidrodinámica en el caso Newtoniano se pueden escribir en forma conser-

vativa (2.1) de la siguiente manera:

∂tρ+ ∂k(ρv
k) = 0 , (2.6)

∂tSi + ∂k(Siv
k + pδki ) = 0 , (2.7)

∂tE + ∂k

[

(E + p)vk
]

= 0 , (2.8)

donde Si = ρvi es la densidad de momento y E = ρ(ǫ+ v2)/2 es la enerǵıa total por unidad de

volumen2. En este caso podemos ver que, una vez obtenidas las variables conservadas, es fácil

invertir el sistema para obtener las variables primitivas.

Para observar el comportamiento de las ecuaciones anteriores, nos vamos a remitir al caso en

el cual sólo hay movimiento a lo largo del eje x, esto significa que vx = v, Sx = S, vy = vz =

0, Sy = Sz = 0. Además, estudiaremos el caso de un gas ideal (el análisis puede hacerse para

una ecuación de estado en general, ver [2]).

Las ecuaciones quedan entonces:

∂tρ+ ∂x(ρv) = 0 , (2.9)

∂tS + ∂k(Sv + p) = 0 , (2.10)

∂tE + ∂x [(E + p)v] = 0 . (2.11)

Para un gas ideal tenemos la ecuación de estado siguiente:

ǫ =
p

(γ − 1)ρ0
, (2.12)

2Aqúı, ǫ es la enerǵıa interna espećıfica (enerǵıa interna por unidad de masa). Esta última cantidad será estu-

diada un poco más a fondo en la siguiente sección.
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con γ el “́ındice adiabático” (ver ecuación (2.19) en la sección 2.3).

Definimos la velocidad del sonido como:

cs =

√

p

ρ0
pe + pρ0 , (2.13)

donde los sub́ındices indican derivadas parciales: pe = ∂p/∂e, pρ0 = ∂p/∂ρ0.

Entonces tenemos que:

cs =

√

γp

ρ0
. (2.14)

La matriz jacobiana es:

A =







0 1 0
1
2(γ − 3)v2 (3− γ)v γ − 1

1
2(γ − 2)v3 − c2sv

γ−1
3−2γ
2 v2 + c2s

γ−1 γv






.

Calculando los eigenvalores encontramos:

λ1 = v − cs, λ1 = v, λ1 = v + cs , (2.15)

y los correspondientes eigenvectores son:






1

v − cs
1
2v

2 + ǫ+ p
ρ0

− vcs






,







1

v
1
2v

2






,







1

v + cs
1
2v

2 + ǫ+ p
ρ0

+ vcs






,

Los eigenvalores son todos reales y los eigenvectores forman un conjunto completo de eigenvec-

tores linealmente independientes. Esto demuestra que las ecuaciones de Euler (2.6)-(2.8) son

fuertemente hiperbólicas.

2.3. Ecuación de estado

Las ecuaciones de la hidrodinámica nos dan la descripción del movimiento de un fluido, sin

embargo, como hemos mencionado antes, no son suficientes para describir completamente el

sistema: hace falta una ecuación para poder tener el sistema completamente determinado. Esta

ecuación es precisamente la ecuación de estado, la cual esperamos se pueda escribir de una forma

sencilla: p = p(ρ0, ǫ).

El caso más sencillo es tomar la ecuación de estado p = 0, el denominado polvo en relatividad, el

cual se puede ver como una colección de part́ıculas las cuales se encuentran en reposo en cierto

sistema de referencia (dicho de otro modo todas las part́ıculas, localmente, tienen exactamente
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la misma velocidad. No hay componentes aleatorias, es decir, el conjunto de part́ıculas posee

cero enerǵıa interna.). La ausencia de presión implica que los elementos del fluido se mueven a lo

largo de geodésicas en el espacio tiempo. En la práctica el polvo puede ser utilizado para modelar

ciertos fenómenos en donde no haya colisión de part́ıculas, como por ejemplo la estructura de

anillos o discos rotantes, o el colapso de un cascarón esférico (colapso de Openheimer–Snyder).

Sin embargo, cuando queremos describir un sistema f́ısico más complejo (una estrella de neu-

trones), la ecuación de estado se vuelve más complicada. No obstante, esta debe contener la

naturaleza y las propiedades del sistema f́ısico en cuestión, es decir, este mismo debe propor-

cionar dicha ecuación.

Consideraremos en esta sección sólo el caso de una ecuación de estado sencilla, la ecuación de

estado para un gas ideal. Cuando uno tiene un sistema termodinámico en equilibrio, este puede

ser descrito completamente mediante las variables de estado: presión y volumen. Una familia de

sistemas en equilibrio termodinámico puede ser descrita mediante una curva en el espacio p−V ,

a una determinada temperatura T . Esta ecuación puede ser o no complicada, dependiendo del

tipo de problema que se quiera estudiar.

En el caso de un gas ideal, esta relación se puede escribir de la siguiente manera:

pV = NRT , (2.16)

donde V es el volumen,R es la constante universal de los gases, T es la temperatura yN = n/NA ,

con NA el número de Avogadro y n es el número de part́ıculas. Esta ecuación también puede

verse de la siguiente forma:

pV = nkT , (2.17)

donde hemos introducido la constante de Boltzman k. Sin embargo, en el uso de las ecuaciones de

la hidrodinámica relativista, los resultados están dados en términos de las variables primitivas,

en particular en términos de p y ρ. De esta manera, necesitamos encontrar una ecuación de

estado que nos relacione estas dos variables.

Definimos la capacidad caloŕıfica a presión constante cp, y la capacidad caloŕıfica a volumen

constante cV , en términos de un incremento de calor dQ el cual genera cambios de temperatura

dT , como:

cp =
1

M

(

dQ

dT

)

p

, cV =
1

M

(

dQ

dT

)

V

. (2.18)

donde M = nm es la masa total, y m las masa de cada part́ıcula.

La razón de los calores espećıficos, o “́ındice adiabático”, se define como:

γ =
cp
cV

. (2.19)
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Utilizando la primera ley de la termodinámica (dQ = dU + pdV , con U la enerǵıa interna del

gas ideal) en el caso de un proceso a volumen constante (dQ = dU), tenemos

cV =
1

M

dU

dT
⇒ dU = McV dT . (2.20)

Suponiendo que el valor de cV es constante (lo cual es válido en el caso de un gas ideal), podemos

integrar esta ecuación para obtener:

U = McV T . (2.21)

También, si consideramos un proceso a presión constante, la primera ley se puede escribir

dQ = McV dT + nkdT , (2.22)

debido a que la ecuación de estado se puede escribir: pdV = nkdT .

De esta manera tenemos que:

cp =
1

M

(

dQ

dT

)

p

=
McV dT + nkdT

MdT
= cV +

k

m
. (2.23)

El ı́ndice adiabático queda de la siguiente manera

γ = 1 +
k

mcv
. (2.24)

Finalmente, usando la ecuación de estado (2.17) y la ecuación (2.21), tenemos

p = (γ − 1)ρ0ǫ . (2.25)

donde ρ0 =
M
V es la densidad de materia y ǫ = U

M es la densidad de enerǵıa por unidad de masa.

Esta ecuación puede ser escrita en términos de la temperatura utilizando la ecuación (2.21).

Otra relación, muy usada en algunos problemas astrof́ısicos y que usaremos en este trabajo, es

la relación politrópica.

Partimos de la primera ley de la Termodinámica, dQ = dU + pdV ; puesto que ρ0 =
M
V ⇒ dV =

Md
(

1
ρ0

)

y ǫ = U
M ⇒ dU = Mdǫ, la primera ley la podemos expresar como:

dQ = M

[

dǫ+ pd

(

1

ρ0

)]

. (2.26)

Consideremos un proceso sin transferencia de calor (dQ = 0), es decir adiabático, entonces
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0 =
1

γ − 1
d

(

p

ρ0

)

+ pd

(

1

ρ0

)

, (2.27)

no es dif́ıcil mostrar que

dp

p
= γ

dρ0
ρ0

. (2.28)

La cual integrando queda

p = κργ0 , (2.29)

con κ una constante de integración.

Esta ecuación comunmente se escribe de la forma:

p = κργ0 ≡ κρ
1+ 1

N

0 . (2.30)

donde N es el “́ındice politrópico”.

En el caso de un proceso adiabático, usando (2.25) y (2.29), tenemos una relación entre la enerǵıa

interna espećıfica y la densidad de materia dada de la siguiente manera:

ǫ =
κ

γ − 1
ργ−1
0 . (2.31)

La ecuación (2.29) es la ecuación de estado que utilizaremos en la parte de las condiciones

iniciales, mientras que la ecuación (2.25) será utilizada en la evolución de las variables.

2.4. Ondas de choque y problema de Riemann

Las ecuaciones de la hidrodinámica son no lineales, esto significa que es posible la aparición

de discontinuidades en las variables (velocidad, presión, densidad) a lo largo de la evolución,

aún partiendo de datos iniciales suaves. Un estudio detallado de las discontinuidades puede

encontrarse en [8] y [13].

Para observar este comportamiento, vamos a utilizar la ecuación más sencilla en donde ocurre

este tipo de fenómenos: la ecuación de Burgers, la cual es una ecuación hiperbólica escalar no

lineal de la forma:

∂tu+ u∂xu = 0 . (2.32)

Esta ecuación es muy similar a la ecuación de advección, sólo que en este caso la velocidad

de la onda es la misma función desconocida u. La ecuación de Burgers tiene solución para un
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tiempo pequeño, y la solución se da en términos de las caracteŕısticas. Vamos a seguir aqúı el

método utilizado en [14] para observar el comportamiento de las caracteŕısticas. Estas deben de

satisfacer la siguiente ecuación:

x′(t) = u (x(t), t) , (2.33)

y puesto que

du

dt
=

∂

∂t
u (x(t), t) +

∂

∂x
u (x(t), t)x′(t)

= ∂tu+ u∂xu

= 0 ,

(2.34)

vemos que u es constante a lo largo de cada caracteŕıstica. Esto implica que x′(t) es constante

según (2.33) y por tanto las caracteŕısticas son lineas rectas determinadas por los datos iniciales.

Si estos son suaves, entonces se pueden usar para encontrar una solución u(x, t) para un tiempo

pequeño sin que las caracteŕısticas se crucen.

Sin embargo, supongamos que los datos iniciales son tales que la velocidad u no es uniforme en

una cierta región, en particular si u > 0 y ∂xu < 0 las caracteŕısticas se cruzarán inevitablemente

si el tiempo es suficientemente grande. Cuando esto sucede, y se comienza con un frente de onda

suave, la cresta se mueve más rápido que el resto de la onda, lo que desarrolla un gradiente infinito

y se dice que la onda se “rompe”. Este cruce de ĺıneas caracteŕısticas se denomina “choque”.

En la figura 2.1 se muestra el comportamiento de la ecuación de Burgers en el tiempo y el

efecto producido (la pendiente infinita) debido al choque sobre los datos inicialmente continuos

. A partir de la formación del choque, la solución se vuelve discontinua y la solución de la

ecuación diferencial ya no tiene sentido (no podemos garantizar que lo que estamos resolviendo

numéricamente sea en realidad lo que se deseaba).

Como mencionamos anteriormente, el comportamiento expuesto arriba se presenta también en

las ecuaciones de la hidrodinámica. Sin embargo, en el caso de un fluido real, nunca se observan

este tipo de discontinuidades. Esto se debe a que las ecuaciones de Euler son demasiado simplis-

tas, pues carecen de un término de viscosidad. En un fluido real, cuando un choque se forma, la

viscosidad juega un papel fundamental de tal manera que en vez de observar una discontinuidad,

lo que se observa es un gradiente muy alto pero finito.

Vamos a analizar a continuación los diferentes tipos de discontinuidades y sus propiedades,

debido a que son fundamentales para entender el comportamiento de las ecuaciones de la

hidrodinámica.

Las superficies en donde se producen discontinuidades (en el sentido matemático) de las can-

tidades hidrodinámicas, son llamadas superficies de discontinuidad. En estas deben cumplirse

ciertas condiciones ĺımites o de frontera, que formularemos a continuación. Consideremos nuestra

superficie plana (siempre podemos hacer esto tomando un elemento suficientemente pequeño de
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Figura 2.1: Variación del perfil de onda de la ecuación de Burgers en el transcurso del tiempo

debido a la desigualdad de la velocidad en los distintos puntos del perfil de onda ocasionados

por la aparición de las discontinuidades. La ĺınea continua muestra el valor inicial de u. Se

observa que rápidamente la solución ha desarrollado un gradiente infinito debido al cruce de

ĺıneas caracteŕısticas denominado “choque”, hecho por el cual la onda se vuelve discontinua.

la superficie), además, definimos la dirección x como la dirección en la cual el flujo se mueve.

Desde el sistema de referencia de la superficie de discontinuidad los flujos de masa, enerǵıa y

momento deben conservarse a través de dicha superficie, es decir, la masa (enerǵıa y momento)

del fluido que llega a una cara debe ser igual a la masa (enerǵıa y momento) que sale por la

otra. Esto se puede expresar de la siguiente manera:

[ρv] = 0 , (2.35)

[Sv + p] = 0 , (2.36)

[(E + p) v] = 0 . (2.37)

con S = ρv, y E = ρ
(

ǫ+ v2/2
)

, y, donde hemos definido [a] ≡ a1 − a2 para cualquier variable,

y los sub́ındices 1 y 2 se refieren a los valores de las variables hidrodinámicas antes y después

de cruzar la superficie respectivamente. A partir de estas condiciones, y siguiendo [13] se puede

observar la existencia de dos tipos de superficies de discontinuidad. En la primera, el flujo de

masa a través de la superficie es cero, es decir, ρ1v1 = ρ2v2 = 0 y, ya que ρ1 y ρ2 son distintas

de cero, entonces v1 = v2 = 0. Las ecuaciones (2.35) y (2.37) se satisfacen automáticamente, y,

de la condición (2.36) obtenemos p1 = p2. De aqúı notamos que, tanto la velocidad normal (a la

superficie de discontinuidad) como la presión son continuas en la superficie de discontinuidad,

mientras que la densidad y demás variables termodinámicas pueden ser discontinuas. A esto se

le conoce como una “discontinuidad de contacto”.
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Onda de rarefacción
Onda de choque

Figura 2.2: a) Propagación de una onda de choque. b) Propagación de una onda de rarefacción.

En el segundo caso, el flujo de masa no es cero y por tanto v1 y v2 no son cero. De esto tenemos

que la velocidad, la densidad, la presión y demás variables hidrodinámicas son discontinuas. A

este tipo de discontinuidad se le denomina “onda de choque” o simplemente “choque”.

En una superficie de discontinuidad, las ecuaciones diferenciales son reemplazadas por las ecua-

ciones (2.35)–(2.37), a las que se conoce como condiciones de salto. Siendo más espećıficos reciben

el nombre de condiciones de Rankine–Hugoniot3.

Además de las superficies de contacto, existen las “ondas de rarefacción” que como tal no son

discontinuidades, pero algunas de las derivadas de las cantidades hidrodinámicas si presentan

discontinuidades. Las rarefacciones se producen por ejemplo cuando un gas se expande. El caso

contrario, la compresión, viene acompañada de un choque. La figura 2.2 muestra el perfil básico

de una onda de choque y una de rarefacción.

Las condiciones iniciales de un fluido no necesariamente tienen que ser continuas. Pueden ser

discontinuas en algunos puntos. Usualmente, la discontinuidad inicial se separa en una serie de

discontinuidades, donde cada una de ellas puede ser ya bien una onda de choque, o una onda de

rarefacción, o una discontinuidad de contacto. Cuando se incluye una sola discontinuidad que

separa datos iniciales constantes, se dice que se tiene un problema de Riemann. Este problema

es una generalización del tubo de choques (ver adelante sección 4.4), el cual es de gran ayuda

para hacer pruebas de códigos numéricos en hidrodinámica (tanto clásica como relativista).

Consideremos ahora el problema de Riemann en el caso de la ecuación general no lineal de la

forma:
3En general, dado un sistema de ecuaciones de conservación Ut+F (U)

x
= 0 y una discontinuidad de velocidad

Si asociada con los campos caracteŕısticos λi, la condición de Rankine-Hugoniot es: ∆F = Si∆U, con ∆U =

UR −UL, ∆F = FR −FL, FR = F (UR) FL = F (UL), donde UR y UL son los estados inmediatos a la derecha

e izquierda de la discontinuidad.

21



(v-c )s (v+c )s
t

U*L U*R

UL UR

(c )s

x
0

Figura 2.3: Solución t́ıpica del problema de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.

Existen tres familias de ondas asociadas a los 3 eigenvalores v − cs, v y v + cs.

Ut + F (U)x = 0 . (2.38)

U(x, 0) = U(0)(x) =

{

UL x < 0

UR x > 0
(2.39)

La solución consiste de m+ 1 estados constantes separados por m ondas. Para cada eigenvalor

λi existe una familia de ondas, estas pueden derivar en discontinuidades como un choque o una

discontinuidad de contacto, o en ondas de transición suaves como rarefacciones (ver figura 2.3).

Presentamos a continuación las condiciones que deben cumplir estas familias de ondas:

Ondas de choque. Los dos estados constantes UL y UR se encuentran conectados a través

de una discontinuidad simple en un campo no lineal genuino4 y debe satisfacer las siguientes

condiciones:

Codición de Rankine-Hugoniot:

F (UR)− F (UL) = Si (UR −UL) (2.40)

Condición de entroṕıa:

λi(UL) > Si > λi(UR) (2.41)

Podemos visualizar el significado de la condición de entroṕıa observando la figura 2.4, donde se

muestra el estado inicial y la propagación de la onda de choque. Notamos que las caracteŕısticas

se mueven hacia el choque y claramente λi(UL) > Si > λi(UR).

4Un campo se dice que es no lineal genuino si ∇λi(U) ·Ki(U) 6= 0, ∀U ∈ Rm donde λi(U) son los eigenvalores

reales y K
i(U) los correspondientes eigenvectores.
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Figura 2.4: Onda de choque. a) Situación inicial para el caso UL > UR. b) Ĺıneas caracteŕısticas

y c) propagación de la discontinuidad en x− t.

Discontinuidad de contacto. Los dos estados constantes UL y UR se encuentran conectados

a través de una discontinuidad simple de velocidad Si en un campo linealmente degenerado5 y

aplican las siguientes condiciones:

Condición de Rankine-Hugoniot:

F (UR)− F (UL) = Si (UR −UL) (2.42)

Constancia de los invariantes de Riemann generalizados a lo largo de la onda:

du1

k
(i)
1

=
du2

k
(i)
2

= · · · = dum

k
(i)
m

, (2.43)

dondeU = [u1, u2, . . . , um]T yK(i) = [k
(i)
1 , k

(i)
2 . . . , k

(i)
m ]T su respectivo eigenvector asociado

al eigenvalor λi.

Los invariantes de Riemann son relaciones entre las distintas componentes del vector de

variables dependientes que deben ser ciertas en toda la región de la onda. Integrando

(2.43) obtenemos m− 1 relaciones independientes entre las componentes de U, las cuales

denominamos: R
(i)
k = cte, para k = 1, 2, ...,m − 1, es decir existen m − 1 invariantes de

Riemann.

Condición de caracteŕıstica paralela

λi(UL) = λi(UR) = Si . (2.44)

Es decir, las caracteŕısticas permanecen paralelas a la velocidad de propagación de la discon-

tinuidad.

Onda de rarefacción. Los dos estados constantes UL y UR se encuentran conectados a través

de una transición suave en un campo no lineal genuino y las condiciones son:

5Un campo se dice que es linealmente degenerado si ∇λi(U) ·Ki(U) = 0, ∀U ∈ Rm
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Figura 2.5: Onda de rarefacción para el caso UL < UR. a) Situación a t0 y t1. b) Ĺıneas

caracteŕısticas.

Constancia de los invariantes de Riemann generalizados a lo largo de la onda

du1

k
(i)
1

=
du2

k
(i)
2

= · · · = dum

k
(i)
m

, (2.45)

Divergencia de las caracteŕısticas

λi(UL) < λi(UR) . (2.46)

En la figura 2.5, se muestra un perfil t́ıpico de una onda de rarefacción, la cual está limitada

por dos discontinuidades débiles, ya que alĺı la solución es continua pero no sus derivadas. Las

ĺıneas rectas que salen de los puntos xL y xR reciben el nombre de cabeza (H) y cola (T) de la

onda de rarefacción respectivamente. Observamos que en este caso las caracteŕısticas divergen.

Los valores más grandes se propagan más rápido que los valores menores, razón por la cual la

onda tiende a aplanarse y suavizarse con el tiempo. Es claro que se cumple la condición (2.46).

2.4.1. Solución elemental del problema de Riemann

Para terminar la sección, vamos a describir la solución del problema de Riemann en las ecuaciones

de Euler como un conjunto de ondas elementales (descritas anteriormente). El estudio detallado

puede verse en [26].

Existen tres ondas asociadas con los tres campos caracteŕısticos correspondientes a los tres eigen-

vectores K(i) obtenidos en la sección 2.2. Las ondas separan cinco diferentes estados como puede

observarse en la figura 2.66 La ĺınea continua corresponde a la onda de choque S, moviéndose

hacia la derecha y separando los estados (5) y (4). La ĺınea punteada muestra una discontinuidad

6En la mayoŕıa de los textos, se señalan únicamente cuatro estados, sin embargo, debemos tomar en cuenta

que, la onda de rarefacción separa tres estados distintos.
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Figura 2.6: Solución esquemática del problema de Riemann en el caso de las ecuaciones de Euler.

El estado inicial en t = 0 (figura superior) consiste en dos estados 1 y 5 con p1 > p5, ρ1 > ρ5 y

v1 = v5 = 0, separados por un diafragma colocado en xD. La evolución del flujo una vez retirado

el diafragma se muestra en la figura intermedia. La ĺınea cont́ınua nos da el comportamiento de la

densidad, la ĺınea semicontinua muestra el comportamiento de la presión, y en la ĺınea punteada

se observa el comportamiento de la velocidad. Finalmente, en la figura inferior, mostramos el

comportamiento en términos de las caracteŕısticas en un diagrama de espacio-tiempo.

de contacto DC, que se propaga hacia la derecha y la cual separa los estados (4) y (3). El con-

junto de ĺıneas continuas acotadas por las ĺıneas H y T representan una onda de rarefacción

R, propagándose hacia la izquierda. Notamos que la cola de la onda (T) limita el estado (3)

junto con la discontinuidad de contacto, mientras que la cabeza de la onda (H) y la cola (T) de

rarefacción delimitan el estado (2). Finalmente, a cabeza de la onda limita el estado (1).

A fin de conocer el comportamiento de las ondas debemos analizar los campos caracteŕısticos

K(i), i = 1, 2, 3. No es dif́ıcil mostrar que el campo asociado al eigenvector K(2) es linealmente

degenerado, mientras que los campos asociados a K(1) y K(3) son no lineales genuinos. Es decir,

la onda asociada con K(2) es una discontinuidad de contacto y las ondas asociadas a K(1) y K(3)

son una onda de rarefacción y una onda de choque 7.

Vamos a estudiar cada tipo de ondas por separado:

Discontinuidad de contacto. La condición de entroṕıa es:

λ2(U3) = λ2(U4) = S2,

donde Ua denota el estado en la región (a) dado por las variables: Ua = (ρa, va, pa)
T .

7ver [8] y [26].
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Aqúı, S2 es la velocidad de la discontinuidad de contacto. En la discontinuidad de contacto las

presiones se juntan, lo que significa que en ambos lados de la discontinuidad son iguales. Es

claro que las velocidades tanto a la derecha como a la izquierda de la discontinuidad son iguales

también.

Matemáticamente, expresamos este hecho utilizando los invariantes generalizados de Riemann:

dρ

1
=

d(ρv)

v
=

dE
1
2v

2
. (2.47)

La primera igualdad la podemos escribir de la siguiente manera:

dρ

ρ
− d(ρv)

ρv
= 0.

Integrando los dos términos encontramos

ln(ρ)− ln(ρv) = cte

de donde finalmente encontramos que v = cte.

De la segunda igualdad, podemos escribir

1

2
vd(ρv) = dE .

Usando el hecho de que E = ρ(ǫ+ 1
2v

2), con v = cte obtenemos

d(ρǫ) = 0

Que finalmente, de la ecuación (2.25) nos da p = cte, como esperabamos. No obstante, las demás

cantidades presentan discontinuidades (como lo mencionamos en la sección anterior).

Ondas de rarefacción. La condición de entroṕıa es:

λ1(U1) < λ1(U3).

En el caso f́ısico, por ejemplo el tubo de choques donde v1 = v5 = 0, en la región de alta

presión la onda de rarefacción se propaga hacia la izquierda disminuyendo la presión de p3 a p2
y produciendo un cambio de velocidades, lo que se observa en la región (2) de la parte intermedia

en la figura 2.6.

Los invariantes de Riemann son8:

v +
2cs
γ − 1

= cte, (2.48)

8Aqúı hemos utilizado una definición equivalente a la presentada anteriormente en (2.43). Definimos la con-

stancia de los invariantes de Riemann como: R
(i)
k = v ±

∫

cs(ρ)
ρ

, donde cs(ρ) está dada por (2.14). Para ver en

más detalle dicha equivalencia, se puede consultar [8].
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a lo largo de λ1 = v − cs. Por estar la región (2), entre dos estados constantes, se cumple:

cs1
γ − 1

= v2 +
2cs2
γ − 1

= v4 +
2cs4
γ − 1

, (2.49)

donde hemos denotado csa como la velocidad del sonido en la región (a).

Las caracteŕısticas cumplen la relación x/t = v4 − cs4, que juntamente con la relación de arriba

da:

v4 =
2

γ + 1

(

cs2 +
x

t

)

, cs4 =
γ − 1

γ + 1

(

cs2
γ − 1

− x

t

)

. (2.50)

Usando (2.14) y (2.29), podemos encontrar ρ y p, por lo que tenemos la solución para el fluido

en esta región. Es claro, según el desarrollo realizado, que las variables ρ, v, y p cambian a lo

largo de la onda de rarefacción.

Ondas de choque. La condición de entroṕıa es:

λ3(U4) > S3 > λ3(U5).

donde S3 es la velocidad del choque. Nuevamente, haciendo referencia a la figura 2.6 b), observa-

mos que en la región de baja presión la onda de choque se propaga hacia la derecha aumentando

la presión de P5 a P4 y produciendo un cambio de velocidad. Por tanto, ρ, v, y p cambian a

través del choque. En lo que sigue, explicaremos brevemente estos cambios en las variables.

Vamos a escoger un sistema de referencia el cual se mueve junto con el choque, de modo que la

velocidad del choque respecto a este sistema es cero. Los valores para la presión y la densidad

permanecen inalterados tanto en la región (4) como en la región (5) (regiones antes y después del

choque respectivamente). Sin embargo, las velocidades se verán modificadas por las velocidades

relativas:

v̂4 = v4 − S3, v̂5 = v5 − S3. (2.51)

Aplicando la condición de Rankine-Hugoniot tenemos:

ρ4v̂4 = ρ5v̂5 , (2.52)

ρ4v̂
2
4 + p4 = ρ5v̂

2
5 + p5 , (2.53)

v̂4(Ê4 + p4) = v̂5(Ê5 + p5). (2.54)

De la ecuación (2.53) podemos despejar v̂5. Sustituyendo en (2.54) y haciendo algunas sencillas

manipulaciones algebraicas encontramos

ρ4v̂
2
4 −

ρ24v̂
2
4

ρ5
= p5 − p4 ,
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factorizando el término 1/ρ5 del lado derecho de la igualdad y dejando libre a v̂24 tenemos

v̂24 =
ρ5
ρ4

[

p5 − p4
ρ5 − ρ4

]

. (2.55)

Obtenemos v̂25 sustituyendo este resultado en (2.53), es decir

v̂25 =
ρ4
ρ5

[

p5 − p4
ρ5 − ρ4

]

. (2.56)

Por otro lado, podemos escribir la ecuación (2.54) de la siguiente manera

v̂4ρ4

[

1

2
v̂24 + ǫ4 + p4/ρ4

]

= v̂5ρ5

[

1

2
v̂25 + ǫ5 + p5/ρ5

]

.

Usando la definición de la entalṕıa en cada región tenemos

h4 = ǫ4 + p4/ρ4, h5 = ǫ5 + p5/ρ5. (2.57)

De estas últimas dos expresiones y (2.53), (2.54) toma la forma

1

2
v̂24 + h4 =

1

2
v̂25 + h5 . (2.58)

Si ahora sustituimos (2.55) y (2.56) en (2.58) encontramos

h4 − h5 =
1

2
(p4 − p5)

[

ρ4 + ρ5
ρ4ρ5

]

. (2.59)

Usando (2.57) podemos reescribir esta última ecuación

ǫ4 − ǫ5 =
1

2
(p4 + p5)

[

ρ4 − ρ5
ρ4ρ5

]

. (2.60)

Utilizando la ecuación de estado del gas ideal (2.25) en (2.60)y después de un poco de gimnasia

algebraica, encontramos finalmente

ρ4
ρ5

=

(

p4
p5

)

+
(

γ−1
γ+1

)

(

γ−1
γ+1

)(

p4
p5

)

+ 1
. (2.61)

la cual establece una relación entre el cociente de densidades ρ4/ρ5 y el cociente de presiones

p4/p5.

Introducimos ahora el número de Mach (M = v/cs); M5 = v5/cs5 es el número de Mach del

fluido antes del choque y MS = S3/cs5 es el número de Mach del choque (en el sistema de
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referencia original). Necesitamos obtener una expresión para el cociente de las presiones y para

el cociente de las densidades, ambas en términos del número de Mach relativo M5 −MS . Para

esto utilizamos (2.56) y (2.61). El álgebra es un poco larga y no muy ilustrativa, razón por la

cual presentamos únicamente el resultado:

ρ4
ρ5

=
(γ + 1) (M5 −MS)

2

(γ − 1) (M5 −MS)
2 + 2

, (2.62)

p4
p5

=
2γ (M5 −MS)

2 − (γ − 1)

(γ + 1)
. (2.63)

En términos de la razón de las presiones (2.63), observamos la siguiente relación

M5 −MS = −
√

(

γ + 1

2γ

)(

p4
p5

)

+

(

γ − 1

2γ

)

, (2.64)

Por otro lado, de la definición de los números de Mach M5 y MS , notamos que

S3 = v5 + cs5(M5 −MS) . (2.65)

Aśı que la velocidad del choque S3 dada en términos del cociente de presiones es:

S3 = v5 + cs5

√

(

γ + 1

2γ

)(

p4
p5

)

.+

(

γ − 1

2γ

)

(2.66)

Finalmente, la expresión para la velocidad en la región antes del choque la obtenemos de (2.53)

y (2.62)

v4 = (1− ρ5/ρ4)S3 + v5ρ5/ρ4 . (2.67)

A lo largo de esta sección hemos construido de manera elemental la solución del problema de

Riemann en términos elementales. Se obtuvo el comportamiento de las variables primitivas (ρ,

p y v) tanto en la región de la discontinuidad de contacto, como en la de la onda de rarefacción

y la onda de choque (mostradas en la figura 2.6). También se encontró el valor de la velocidad

tanto para la onda de rarefacción como para el choque, además de la velocidad del fluido en la

región antes del choque. Aśı finaliza nuestra discusión del problema de Riemann.
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Caṕıtulo 3

Hidrodinámica relativista

3.1. Relatividad especial

En el caṕıtulo 2 mencionamos la importancia de los sistemas hiperbólicos cuando de ecuaciones

de evolución se trata. Escribimos las ecuaciones de Euler en el caso Newtoniano como un conjunto

de ecuaciones de conservación y verificamos que son fuertemente hiperbólicas. Vamos ahora a

escribir las ecuaciones de Euler en el caso relativista (tanto especial como general), como un

sistema de este tipo1.

Nuestro punto de partida es el tensor de enerǵıa momento para un fluido perfecto en relatividad

especial, este lo podemos escribir como sigue2

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pηµν , (3.1)

donde uµ es la 4-velocidad de los elementos de fluido, ρ es la densidad de enerǵıa y p es la

presión, estas últimas medidas en el sistema de referencia en reposo del fluido, y la métrica es

la de Minkowski, gµν = ηµν .

El tensor de enerǵıa momento descrito arriba podemos escribirlo en una forma más sencilla

separando la densidad total de enerǵıa ρ en sus componentes de densidad de enerǵıa en reposo

y enerǵıa interna:

ρ = ρ0(1 + ǫ) , (3.2)

donde ǫ es la enerǵıa interna espećıfica (enerǵıa interna por unidad de masa) del fluido. Intro-

duciendo la llamada entalṕıa espećıfica del fluido, definida como

1El procedimiento descrito en este caṕıtulo se conoce como la “formulación de Valencia”, el cual consiste en

la introducción de las llamadas “variables conservadas”, para escribir el sistema de ecuaciones de evolución como

un sistema hiperbólico. Una revisión de esta formulación puede encontrarse en [10].
2Para un desarrollo de las ecuaciones, aśı como aplicaciones de la hidrodinámica en relatividad especial, puede

consultarse [16].
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h = 1 + ǫ+
p

ρ0
, (3.3)

podemos escribir el tensor de enrǵıa-momento como

Tµν = ρ0hu
µuν + pηµν . (3.4)

Es importante hacer una pausa antes de continuar, a fin de explicar las diferencias entre la

densidad de enerǵıa obtenida aqúı y la densidad de enerǵıa obtenida en el primer caṕıtulo.

Si recordamos, las ecuaciones de Einstein escritas en el formalismo 3+1, espećıficamente la

constricción Hamiltoniana (1.15), involucran la densidad de enerǵıa de materia como fuente del

campo gravitacional. Sin embargo esta densidad de enerǵıa es medida por los observadores de

Euler, que son los observadores para los cuales su 4-velocidad es normal a la hipersuperficie, y

esta densidad de enerǵıa es en general diferente a la densidad de enerǵıa medida en el sistema

de referencia del fluido. Por lo que vamos a hacer una distinción: la densidad de enerǵıa que

aparece en las ecuaciones ADM la denotamos como ρADM , mientras que la otra es simplemente

ρ. Estas dos densidades de enerǵıa se relacionan usando la definición de ρADM :

ρADM := nµnνTµν .

Sustituyendo (3.4) en la expresión de arriba y usando el hecho de que nµnµ = −1, encontramos

ρADM = ρ0hW
2 − p , (3.5)

donde W = −uµnµ = u0, pues en relatividad especial nµ = (−1, 0). Utilizando el hecho de que

uµuµ = −1, y de que la velocidad espacial del fluido está dada por

vi =
ui

u0
, (3.6)

obtenemos

W = 1/
√

1− v2 , (3.7)

es decir, W es el factor de Lorentz.

El comportamiento del fluido lo podemos entender mejor a través de lo que llamamos las variables

“primitivas” (ρ0, ǫ, p, v
i), las cuales contienen toda la información del sistema.

Las ecuaciones de evolución para el fluido son:

1. la ecuación de conservación de part́ıculas

∇µ(ρ0u
µ) = 0 , (3.8)
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2. la conservación de enerǵıa-momento

∇µT
µν = 0 , (3.9)

donde ∇µ denota la derivada covariante respecto a la coordenada xµ. En el caso de la relatividad

especial, tenemos que ∇µ = ∂µ, por tanto las ecuaciones se pueden escribir como

∂µ(ρ0u
µ) = 0 , (3.10)

∂µT
µν = 0 . (3.11)

Observamos que sólo tenemos 5 ecuaciones y 6 variables. Por tanto, si queremos cerrar el sistema

necesitamos una ecuación auxiliar; esta última ecuación está dada por la ecuación de estado, la

cual nos proporciona una relación entre la presión y la densidad. Asumimos que la ecuación de

estado tiene la siguiente forma: p = p(ρ, ǫ).

Empezamos definiendo una nueva variable D = ρ0W , la cual no es otra cosa que la densidad de

masa en reposo vista en el sistema de laboratorio. La conservación de part́ıculas implica que

∂tD + ∂k(Dvk) = 0 . (3.12)

Notamos que la ecuación de conservación de part́ıculas (o ecuación de continuidad) tiene la

misma forma que en el caso Newtoniano, con la salvedad que la variable D incluye los términos

relativistas dados por el factor de Lorentz.

Para analizar la ecuación del momento, definimos otra variable auxiliar

Sµ := ρ0hWuµ , (3.13)

y puesto que de (3.6) ui = Wvi, entonces Si := ρ0hW
2vi es la densidad de momento vista en el

sistema de laboratorio, que a diferencia del caso Newtoniano incluye la corrección en el factor

de Lorentz W . Otra de las diferencias es la aparición de la entalṕıa en esta ecuación, esto se

debe a que en el caso relativista la presión contribuye a la densidad de momento.

Escribiendo el tensor de enerǵıa-momento (3.4) en términos de Sµ, tenemos que

Tµ
ν =

uµSν

W
+ pδµν , (3.14)

por lo que la ecuación de conservación del momento
(

∂µT
iµ = 0

)

se puede reescribir como

∂µ

(

Siu
µ

W
+ pδµi

)

= 0 , (3.15)

y utilizando (3.6), la ecuación toma la forma
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∂tSi + ∂k

(

Siv
k
)

+ ∂ip = 0 . (3.16)

Estas son las ecuaciones de Euler, que tienen la misma estructura que en el caso Newtoniano

con las correcciones relativistas incluidas en Si. Cabe notar que la densidad de momento puede

cambiar ya sea por la variación del flujo en el elemento de volumen ∂k(Siv
k), o debido a la

existencia de una fuerza dada por el gradiente de la presión ∂ip.

Para la conservación de la enerǵıa, definimos la variable auxiliar E , que es la diferencia entre la

densidad total de enerǵıa y la densidad de enerǵıa de masa medida en el laboratorio;

E := ρADM − ρ0W = ρADM −D = ρ0hW
2 − p−D . (3.17)

De la definición de Sµ podemos escribir: S0 := ρ0hW
2. La conservación de la enerǵıa

(

∂µT
0µ = 0

)

toma la forma:

∂µ
(

S0uµ/W + pη0µ
)

= 0 ,

desarrollando la derivada tenemos

∂tS
0 = ∂k(S

0vk)− ∂tp = 0 .

De (3.17), podemos escribir: S0 = E +D + p, por lo que la ecuación de evolución es:

∂t(E +D + p) = ∂k[(E +D + p)vk]− ∂tp = 0 .

Utiilizando la ecuación de evolución para D (3.12), encontramos finalmente la ecuación de evolu-

ción para E

∂tE + ∂k

[

(E + p) vk
]

= 0 . (3.18)

De este modo, hemos encontrado nuestro conjunto de ecuaciones de evolución, que escrito como

un sistema de ecuaciones de conservación es:

∂tD + ∂k(Dvk) = 0 , (3.19)

∂tSi + ∂k

(

Siv
k + pδki

)

= 0 , (3.20)

∂tE + ∂k

[

(E + p) vk
]

= 0 , (3.21)

en donde las llamadas variables dinámicas o conservadas (D,Si, E) están dadas en términos de

las variables primitivas (ρ0, ǫ, p, v
i) de la siguiente manera:

D = ρ0W, Si := ρ0hWvi, E := ρ0hW
2 − p−D . (3.22)
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3.1.1. Recuperando las variables primitivas

En el caso no relativista (v << 1, h → 1) D,Si, E se aproximan a sus equivalentes Newtonianos,

ρ0, ρ0v
i, ρ0(ǫ+ v2/2), y las ecuaciones se reducen a las clásicas obtenidas en el caṕıtulo anterior;

esto hace fácil invertir las variables conservadas para obtener las primitivas . Sin embargo, en el

caso relativista no es tan sencillo obtener las variables primitivas ρ0, v
i, p a partir de las variables

dinámicas D,Si, E , dado que el sistema de ecuaciones (3.22) está fuertemente acoplado mediante

el factor de Lorentz y la entalṕıa espećıfica, además de involucrar expĺıcitamente la presión, lo

que implica que la ecuación de estado p(ρ0, ǫ) es necesaria para recobrar las variables primitivas.

Sin embargo, la evolución de las ecuaciones dinámicas involucran a las variables primitivas direc-

tamente, por tanto tenemos que resolver para ellas a cada paso de tiempo. Este procedimiento

requiere la implementación de un algoritmo que recobre dichas variables. Siguiendo [15], tenemos

que el algoritmo comienza escogiendo un valor arbitrario para la presión, p∗ (ver también [2]). De

la expresión (3.13) para Si observamos que (vi = Si/ρ0hW
2) y puesto que ρ0hW

2 = E + p+D

(de 3.17),obtenemos

vi(p∗) =
Si

E +D + p∗
. (3.23)

Una vez encontrada la velocidad vi, podemos calcular el valor de W como

W (p∗) =
1

√

1− v2(p∗)
. (3.24)

Esto significa que el valor de la densidad es

ρ0(p
∗) =

D

W (p∗)
. (3.25)

Finalmente encontramos la enerǵıa interna espećıfica despejando a la entalṕıa de la ecuación

(3.17) e insertándola en (3.3)

ǫ(p∗) =
E +D(1−W (p∗)) + p∗(1−W 2(p∗))

DW (p∗)
. (3.26)

No obstante, el valor escogido de p∗ puede no satisfacer la ecuación de estado p(ρ, ǫ), aśı que

debemos evaluar el residuo r(p∗) definido como

r(p∗) := p(ρ0(p
∗), ǫ(p∗))− p∗ , (3.27)

y cambiar el valor de p∗ por el valor obtenido de resolver la ecuación r(p∗) = 0, donde el cero

de la función representa la presión en el estado f́ısico. Para encontrar la solución a la ecuación

se utiliza un método iterativo.

35



3.2. Relatividad general

Las ecuaciones de la hidrodinámica en relatividad general, al igual que en el caso de la relatividad

especial, consisten en las ecuaciones de conservación del tensor de enerǵıa-momento y de la

densidad de corriente (o conservación de part́ıculas)3.

En este caso, las ecuaciones toman la forma:

∇µT
µν = 0 , (3.28)

∇µj
µ = 0 . (3.29)

donde ∇µ es la derivada covariante usual asociada a la métrica del espacio tiempo gµν , y jµ

es la densidad de corriente definida como jµ = ρ0u
µ, uµ es la 4-velocidad del fluido y ρ0 es la

densidad medida en el sistema de referencia en reposo.

El tensor de enerǵıa momento está dado por: Tµν = (ρ0 + ρ0ǫ+ p)uµuν + pgµν , que escrito en

términos de la entalṕıa, h = 1 + ǫ+ p
ρ0
, toma la forma

Tµν = ρ0hu
µuν + pgµν . (3.30)

Usando la siguiente identidad matemática sobre la divergencia de un vector,

∇µξ
µ =

1√−g
∂µ(

√−gξµ) ,

podemos escribir la ecuación (3.29) de la siguiente manera

∂µ
(√−gρ0u

µ
)

= 0 , (3.31)

con g el determinante de la métrica gµν .

Similarmente, para la ecuación de conservación del tensor de enerǵıa-momento utilizamos la

siguiente identidad:

∇βA
β
α =

1√−g
∂β(

√−gAβ
α)− Γλ

αµA
µ
λ

donde Γα
βγ los ı́ndices de Christoffel asociados a la métrica gµν .

Por tanto, la ecuación de conservación queda como

∂µ
(√−gTµ

ν

)

=
√−gΓα

µνT
µ
α . (3.32)

3Una discusión más amplia acerca de las ecuaciones de la hidrodinámica en relatividad general, aśı como de

sus aplicaciones puede encontrarse en [10]
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Deseamos escribir el conjunto de ecuaciones (3.31), (3.32) como un conjunto de ecuaciones

hiperbólicas. Para esto es necesario separar la parte temporal de la parte espacial. El proced-

imiento a seguir es muy similar al procedimiento descrito en el caso de la relatividad especial.

Usando la descomposición 3+1, podemos escribir el determinante de la métrica como:

g = −α2γ ⇒ √−g = α
√
γ . (3.33)

con α la función de lapso y γ el determinante de la 3-métrica (o métrica espacial γij).

Definimos ahora (como en el caso de la relatividad especial) el parámetro W como W := −uµnµ,

donde nµ es el vector normal a la hipersuperficie espacial, y nµ = (α, 0), podemos entonces

escribir a W de la siguiente manera:

W = αu0 . (3.34)

Definimos ahora la velocidad de los elementos del fluido medido por los observadores de Euler:

vi :=
ui

αu0
+

βi

α
, (3.35)

con βi el vector de corrimiento. También, usando la definición de uµ, tenemos que:

ui = giµu
µ = βiu

0 + γiku
k = βiu

0 + γiku
0(αvk − βk) = αu0vi = Wvi .

Usando el hecho de que uµu
µ = −1, encontramos que

W = 1/
√

1− v2 , (3.36)

donde ahora v2 = γijv
ivj , es decir es el factor de Lorentz visto por los observadores de Euler.

Si definimos de nuevo D = ρ0W , utilizando (3.34) y (3.35); podemos escribir la ecuación de

conservación de part́ıculas (3.31) como:

∂t(
√
γD) + ∂k

[√
γD

(

αvk − βk
)]

= 0 . (3.37)

Notamos que a diferencia del caso en relatividad especial, en esta ecuación aparecen la función

de lapso α, el vector de corrimiento βi y el determinante de la métrica espacial. Esto no es de

sorprender, puesto que en el caso de la relatividad especial nos encontramos en un espacio-tiempo

de Minkowski, en donde α = 1, βk = 0 y γ = 1.

Vamos a introducir ahora la variable Sµ que utilizaremos en la ecuación de conservación del

momento:

Sµ := ρ0hWuµ . (3.38)
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En términos de Sµ reescribimos el tensor de enerǵıa momento, entonces

Tµ
ν =

uµSν

W
+ pδµν , (3.39)

Insertando (3.34) y (3.35) en (3.39), la conservación del momento se escribe:

∂t(
√
γSi) + ∂k

{√
γ
[

Si

(

αvk − βk
)

+ αpδki

]}

= α
√
γ Γµ

νiT
ν
µ , (3.40)

donde Si := ρ0hWui = ρ0hW
2vi. Estrictamente hablando, no tenemos una ecuación de conser-

vación, puesto que del lado derecho de la ecuación observamos términos fuente que se pueden

entender como fuerzas gravitacionales.

Para finalizar, vamos a escribir la ecuación para la conservación de la enerǵıa. Es conveniente

reescribir el término de la izquierda en la ecuación de la siguiente forma:

∂µ
(

α
√
γT 0µ

)

=
1

α
∂µ
(

α2√γT 0µ
)

−√
γ T 0µ∂µα .

De esta manera, la conservación de la enerǵıa queda

∂µ
(

α2√γ T 0µ
)

= α2√γ
(

T 0µ∂µ lnα− Γ0
µνT

µν
)

. (3.41)

Utilizando el hecho de que T 0µ = ρ0hu
0uµ + pg0µ y empleando (3.34) y (3.35) escribimos:

T 00 = 1
α2 (ρ0hW

2 − p), y T 0i = ρ0hW
2
(

vi

α − βi

α2

)

+ pβi, por lo que después de un álgebra un

poco larga, el lado izquierdo de la ecuación toma la forma:

∂µ
(

α2√γ T 0µ
)

= ∂t
[√

γ
(

ρ0hW
2 − p

)]

+ ∂k

{√
γ
[

ρ0hW
2
(

αvk − βk
)

+ pβi
]}

.

Definimos: E = ρ0hW
2−p−D. En términos de E , la ecuación para la conservación de la enerǵıa

queda finalmente:

∂t(
√
γE) + ∂k

{√
γ
[

E
(

αvk − βk
)

+ αpvk
]}

= α2√γ
(

T 0µ∂µ lnα− Γ0
µνT

µν
)

. (3.42)

Donde hemos utilizado la ecuación de evolución para D a manera de completar el término

ρ0hW
2 − p. en ambos lados de la ecuación.

Esta ecuación, al igual que la ecuación del momento, no es una ecuación de conservación. Sin

embargo, ambas tienen la forma de las ecuaciones de balance: ∂tu+ ∂kF
k(u) = s(u).

El conjunto de ecuaciones de evolución finales son:

∂t(
√
γD) + ∂k

[√
γD

(

αvk − βk
)]

= 0 , (3.43)

∂t(
√
γSi) + ∂k

{√
γ
[

Si

(

αvk − βk
)

+ αpδki

]}

= α
√
γ Γµ

νiT
ν
µ , (3.44)

∂t(
√
γE) + ∂k

{√
γ
[

E
(

αvk − βk
)

+ αpvk
]}

= α2√γ
(

T 0µ∂µ lnα− Γ0
µνT

µν
)

. (3.45)
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donde las variables primitivas (ρ0, ǫ, p, v
i) y las variables dinámicas (D,Si, E) están relacionadas

mediante

D = ρ0W, Si = ρ0hW
2vi, E = ρ0hW

2 − p−D . (3.46)

De nuevo, como en el caso de relatividad especial, escribimos la relación entre las variables

dinámicas, obtenidas aqúı, y los términos de materia que aparecen en las ecuaciones ADM.

Usando la expresión para el tensor de enerǵıa-momento (3.30) Tµν tenemos:

ρADM : = nµnνTµν = ρ0hW
2 − p = E +D , (3.47)

jiADM : = −PµinνTµν = ρ0hW
2vi = Si , (3.48)

Sij
ADM : = PµiP νjTµν = ρ0hW

2vivj + γijp . (3.49)

3.3. Hidrodinámica relativista en 3 + 1

Vamos ahora a escribir las ecuaciones de evolución de la hidrodinámica relativista (3.43), (3.44)

y (3.45) en el lenguaje 3+1. Comenzamos con la ecuación de evolución para D, esta ecuación es:

∂t(
√
γD) + ∂k

[√
γD

(

αvk − βk
)]

= 0 .

Necesitamos reescribir esta ecuación, para ello vamos a hacer uso de la siguiente identidad: si

wi es cualquier vector tridimensional entonces

1√
γ
∂k

(√
γwk

)

= Dkw
k , (3.50)

con Dk la derivada covariante asociada a la métrica espacial γij , de esto tenemos

1√
γ
∂k
[√

γD
(

αvk − βk
)]

= Dk

(

αDvk
)

−D
(

Dkβ
k
)

− βk∂kD . (3.51)

Por otro lado

1√
γ
∂t (

√
γD) = ∂tD +

D

2
∂t ln γ .

Vamos a usar la ecuación de evolución para la métrica ADM (1.12). No es dif́ıcil mostrar que

esa ecuación da

∂t ln γ = −2αK + 2Dkβ
k , (3.52)

con K la traza del tensor de curvatura extŕınseca Kij .
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Juntando las ecuaciones (3.51) y (3.52) obtenemos la ecuación para D en el lenguaje 3+1

∂tD − βk∂kD +Dk

(

αDvk
)

= αKD . (3.53)

Observamos que el vector de corrimiento aparece sólo en el término de advección (derivada de

Lie de D), ya que el vector de corrimiento sólo mueve las ĺıneas coordenadas. El último término

del lado izquierdo de la ecuación nos da el cambio de D a lo largo de las ĺıneas normales a la

hipersuperficie, y está dado por la divergencia del flujo de part́ıculas. El término fuente muestra

que un cambio en los elementos de volumen es factor para que la densidad de part́ıculas D pueda

también cambiar.

Podemos hacer aqúı una observación en el vector de corrimiento entre (3.43) y (3.53); en esta

última el vector de corrimiento aparece fuera de la derivada espacial, mientras que en la ecuación

(3.43) da lugar a una especie de divergencia del vector de corrimiento, sin embargo este término

es cancelado por el equivalente en la derivada temporal del elemento de volumen (3.52). Esto lo

podemos interpretar de la siguiente manera: los términos tipo advección del vector de corrimiento

pueden transformarse en términos del tipo conservación de flujo, mediante un factor
√
γ en la

derivada temporal.

Vamos ahora a trabajar con la ecuación para E ; la ecuación obtenida en la sección anterior es:

∂t(
√
γE) + ∂k

{√
γ
[

E
(

αvk − βk
)

+ αpvk
]}

= α2√γ
(

T 0µ∂µ lnα− Γ0
µνT

µν
)

.

Usando la expresión para el tensor de enerǵıa-momento (3.30), la definición de vi (3.35) y la

expresión para los śımbolos de Christoffel asociados a la métrica gµν en el lenguaje 3+1, y

después de un poco de álgebra, escribimos el término fuente como:

α2√γ
(

T 0µ∂µ lnα− Γ0
µνT

µν
)

= ρ0hW
2 (αvmvnKmn − vm∂mα) + αpK

= (E + p+D) (αvmvnKmn − vm∂mα) + αpK . (3.54)

Nuevamente utilizamos (3.50) para desarrollar el lado izquierdo de la ecuación para E , exacta-
mente de la misma forma como lo hicimos con la ecuación para D. De este modo, la ecuación

de evolución en términos de las variables 3+1 es:

∂tE − βk∂kE +Dk

[

αvk (E + p)
]

= (E + p+D) (αvmvnKmn − vm∂mα) + αK (E + p) . (3.55)

Vamos a comentar sobre el último término de esta ecuación. Supongamos que tenemos un fluido

el cual se mueve a la misma velocidad que los observadores de Euler, de este modo, vk = βk =

0 ⇒ ∂tE = αK(E + p) . Si hay un cambio en los elementos de volumen, (αKE) habrá un cambio

en la densidad de enerǵıa interna la cual también cambia debido a la existencia de una presión
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(αKp). Pero, puesto que αK = −∂t ln
√
γ, entonces αpK = −p∂t ln

√
γ, que no es otra cosa que

el trabajo realizado por el fluido cuando el espacio se expande.

Consideramos finalmente la ecuación para Si, esta ecuación es

∂t(
√
γSi) + ∂k

{√
γ
[

Si

(

αvk − βk
)

+ αpδki

]}

= α
√
γΓµ

νiT
ν
µ .

Usando la expresión para el tensor de enerǵıa-momento, el lado derecho de la ecuación puede

escribirse como

α
√
γΓµ

νiT
ν
µ = p∂i (α

√
γ) + α

√
γ
ρ0h

2
uµuν∂igµν .

Expresando la métrica en términos de las cantidades 3+1, y después de un poco de álgebra

encontramos que

α

2
uµuν∂igµν = W 2

[

−∂iα+ vkDiβk +
3 Γm

ik

ukvm
u0

]

,

donde 3Γm
ik son los śımbolos de Christoffel y Di la derivada covariante, ambos asociados a la

métrica espacial. Por otro lado tenemos que

1√
γ
∂t (

√
γSi) = ∂t − αKSi + SiDkβ

k , y

1√
γ
∂k

[√
γSi

(

avk − βk
)]

= Dk

[

αSi

(

vk − βk
)]

+ Sm (avn − βn)3 Γm
in .

Juntando estos resultados, encontramos que la ecuación de evolución para Si es:

∂tSi − αKSi +Dk (αSi)− βkDkSi + Sm

(

avk − βn
)3

Γm
in +

1√
γ
∂i (α

√
γp)

=
p√
γ
∂i (α

√
γ) + ρ0hW

2

[

−∂iα+ vkDiβk +
3 Γm

ik

ukvm
u0

]

, (3.56)

que puede ser simplificada y quedar como

∂tSi −£~β
Si +Dk

(

αSiv
k
)

+ ∂i(αp) = −(E +D)∂iα+ αKSi . (3.57)

De nuevo podemos ver que el vector de corrimiento aparece sólo en la derivada de Lie, como era

de esperarse.

Las ecuaciones de evolución escritas en el lenguaje 3+1 son entonces:
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∂tD − βk∂kD +Dk

(

αDvk
)

= αKD , (3.58)

∂tE − βk∂kE +Dk

[

αvk (E + p)
]

= (E + p+D) (αvmvnKmn − vm∂mα)

+ αK (E + p) , (3.59)

∂tSi −£~β
Si +Dk

(

αSiv
k
)

+ ∂i(αp) = −(E +D)∂iα+ αKSi . (3.60)

Estas ecuaciones ponen de manifiesto la 3-covariancia cuando uno considera (D, E , p) como

escalares y Si como 3-vector.

3.4. Hiperbolicidad

Aśı como en el caso Newtoniano, en el caso relativista las ecuaciones de Euler son fuertemente

hiperbólicas. No obstante, debido al fuerte acomplamiento de las variables conservadas (D, E , Si)

dado por el factor de Lorentz y a la presencia de la presión en estas, no es posible invertir las

relaciones para encontrar las variables primitivas (ρ0, v
i, ǫ) a partir de las conservadas si no se

tiene una ecuación de estado4. Esto significa que la matriz jacobiana no puede construirse.

Sin embargo, hay un procedimiento general para tratar la hiperbolicidad en el caso de estos

sistemas5. Para esto, vamos a escribir el sistema de ecuaciones en la forma siguiente:

∂µF
µ(u) = s(u), (3.61)

donde u es el vector de las variables primitivas y Fµ es el vector de flujos. En el caso de las

ecuaciones de la hidrodinámica relativista, tenemos que

F0(u) = (D,Si, E) (3.62)

Fi(u) =
((

αvi − βi
)

D,
(

αvi − βi
)

Si + αγijp,
(

αvi − βi
)

E + αpvi
)

(3.63)

Si introducimos las matrices jacobianas Aσ asociadas a los vectores Fσ(u)

Aσ =
∂Fσ(u)

∂u
, (3.64)

el sistema puede ser escrito como un sistema cuasi lineal de ecuaciones diferenciales parciales de

primer orden para las variables desconocidas u

4Recordemos de la sección 3.1.1, que inclusive si la ecuación de estado es sencilla, la manera de obtener las

variables primitivas no es sencilla, ya que se deben encontrar las ráıces de una ecuación no lineal.
5Tal procedimiento es debido a Friedrich (ver [2] y la referencia mencionada ah́ı).
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Aµ(u)
∂u

∂xµ
= 0 . (3.65)

El sistema (3.65) será fuertemente hiperbólico en la dirección temporal (definida por el vector
~ξ, para el cual ξαξα = −1) si se cumplen:

1. det (Aαξα) 6= 0

2. Para algún ~ζ tal que ζαξ
α = 0, ζαζ

α = 1, el problema de eigenvalores Aα (ζα − λξα) r = 0

tiene solo eigenvalores reales λn y un conjunto completo de eigenvectores rn.

Vamos a considerar que el movimiento se da en la dirección x, ignorando lo que sucede en los

ejes y y z. Además tomamos ξα = (1, 0, 0, 0) y ζα = (0, 1, 0, 0). La condición 2 escrita arriba

queda como
(

A1 − λA0
)

r = 0.

Después de un cálculo algebraico bastante largo obtenemos los siguientes eigenvalores:

λ0 = αvx − βx (multiplicidad tres), (3.66)

que define las ondas materiales, y los otros dos:

λ± =
α

1− v2c2s

{

vx(1− c2s)± cs
√

(1− v2)[γxx(1− v2c2s)− v2(1− c2s)]
}

− βx, (3.67)

asociados con las ondas acústicas, donde v2 = γijv
ivj y la velocidad del sonido local cs está defini-

da como:

c2s =
1

h

(

χ+
p

ρ20
κ

)

(3.68)

con χ = ∂p/∂ρ0 y κ = ∂p/∂ǫ. En contraste con el caso Newtoniano, aqúı la velocidad del sonido

está dividida por la entalṕıa espećıfica.

Un caso interesante de analizar es un espacio-tiempo plano (α = 0, βi = 0, γij = δij), es decir,

relatividad especial en una dimensión. Los eigenvalores se reducen, a:

λ0 = vx, λ± =
vx ± cs
1± vxcs

. (3.69)

Observamos que en este caso los eigenvalores λ± no son otra cosa mas que la composición

relativista de las velocidades vx y cs.

Se puede mostrar que, a partir de los eigenvalores escritos arriba, obtenemos un conjunto comple-

to de eigenvectores. El cálculo es un poco largo y no muy ilustrativo, por lo que no lo llevaremos

a cabo. Lo importante es resaltar el hecho de que las ecuaciones de la hidrodinámica en el caso

relativista son fuertemente hiperbólicas.
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Caṕıtulo 4

Métodos numéricos

4.1. Diferencias finitas

Las ecuaciones de Einstein en su forma más general son ecuaciones diferenciales parciales de

segundo orden acopladas, que son imposibles de resolver anaĺıticamente (salvo en casos muy

sencillos). Para resolver algunos casos más interesantes (de las ecuaciones de Einstein y de

ecuaciones diferenciales parciales en general), es necesario hacer uso de aproximaciones numéricas

y de computadoras. Sin embargo, uno de los principales problemas a los que se enfrenta uno

cuando desea hacer simulaciones numéricas es definir el espacio en el que le interesa trabajar.

Cuando uno trabaja anaĺıticamente en un espacio-tiempo continuo, las ecuaciones diferenciales

parciales involucran un número infinito de puntos en el espacio-tiempo. La solución de estas

ecuaciones por tanto involucran un número infinito de variables, que son los valores del cam-

po en cuestión en cada punto del espacio-tiempo. Sin embargo, cuando uno desea aproximar

numéricamente dichas ecuaciones, se topa con el problema de la memoria computacional, una

memoria finita; esto implica que lo primero que debe hacerse es reducir el número de variables

desconocidas a un número finito.

La idea central en las diferencias finitas consiste en discretizar el espacio tiempo, esto significa

sustituir el espacio continuo por una serie de puntos o “malla computacional”. Las distancias

entre estos puntos son constantes (aśı lo asumimos aqúı, aunque en general no tiene porque serlo).

Denominamos ∆t al intervalo de tiempo entre dos niveles sucesivos de tiempo, este intervalo de

tiempo suele llamarse “paso” de tiempo. La distancia entre dos puntos adyacentes en el mismo

paso de tiempo se denomina ∆x.

Una vez definida nuestra malla el siguiente paso es reemplazar las ecuaciones diferenciales por

un sistema de ecuaciones algebraicas. Para lograr esto debemos poder aproximar nuestros op-

eradores diferenciales por diferencias finitas entre valores de las funciones en puntos cercanos

de la malla. Obtenemos entonces una ecuación algebraica por cada punto de la malla por cada

ecuación diferencial.
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Para hacer las aproximaciones necesitamos saber cuál es el número mı́nimo de puntos que debe-

mos tener en nuestra malla. Si deseamos aproximar una derivada de orden n, el mı́nimo de

puntos que debemos de tener (para formar nuestro esquema de diferencias finitas) es n+ 1.

Sea f una función sobre la malla, introducimos la siguiente notación:

fn
m = f(n∆t,m∆x) . (4.1)

Deseamos ahora hacer la aproximación en diferencias finitas para la primera derivada de f . Para

hacer la aproximación vamos a utilizar la expansión de Taylor.

Comenzamos haciendo la expansión de Taylor para los puntos (n,m+1) y (n,m−1). Asumimos

que en este momento estamos sobre un mismo nivel de tiempo, por lo que fn
m ≡ fm

fm+1 = fm +∆xf ′

m + f ′′

m

∆x2

2
+ f ′′′

m

∆x3

6
+ f iv

m

∆x4

24
+ . . . (4.2)

donde f ′
m denota la derivada con respecto a x, y aśı sucesivamente. También,

fm−1 = fm −∆xf ′

m + f ′′

m

∆x2

2
− f ′′′

m

∆x3

6
+ f iv

m

∆x4

24
+ . . . (4.3)

De la ecuación (4.2) podemos ver inmediatamente que, para la primera derivada tenemos:

f ′

m =
fm+1 − fm

∆x
+ ϑ(∆x ) . (4.4)

A esta aproximación se le denomina “diferencia hacia adelante”. De la misma manera, tomamos

(4.3) y resolvemos para f ′
m,

f ′

m =
fm − fm−1

∆x
+ ϑ(∆x ) . (4.5)

A esta aproximación se le llama “diferencia hacia atrás”. Si ahora restamos (4.2) a (4.3), y

resolvemos para f ′
m obtenemos:

f ′

m =
fm+1 − fm−1

2∆x
+ ϑ(∆x 2 ) . (4.6)

Esta aproximación se conoce como “diferencias centradas”1.

¿Cómo sabemos qué tan buenas son las aproximaciones? Esta pregunta tiene respuesta: depende.

Y depende en general de varios factores, el primero de ellos tiene que ver con el tamaño de nuestra

malla. Si ∆x es pequeño (que la función no cambia bruscamente de punto a punto), podemos

tener una buena aproximación. Sin embargo, hay aproximaciones que son mejores que otras.

Esto tiene que ver con lo siguiente:

1Es importante señalar aqúı que, aunque en este caso hemos hecho las diferencias para la coordenada x, las

aproximaciones para las derivadas con respecto a t se hacen exactamente de la misma manera.
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En las aproximaciones hechas arriba, ecuaciones (4.4) y (4.5) podemos observar que no escribimos

todos los términos de la expansión en Taylor (pues esta se convierte en una suma infinita de

términos), sino que los encerramos dentro de algo que llamamos ϑ(∆x ) ó ϑ(∆x 2 ). El error que

cometemos en esta aproximación se llama “error de truncado” y es precisamente el error debido

a que cortamos nuestra aproximación a un cierto orden. El error de truncado es proporcional a la

potencia más alta de ∆x del término que sigue a la aproximación, pues es claro que si ∆x → 0,

el error tenderá a cero como ∆xn, con n la mayor potencia.

Por tanto vemos que las aproximaciones (4.4) y (4.5) son a primer orden, mientras que (4.6) es

a segundo orden. De esta manera podemos asegurar que si las diferencias finitas las escogemos

como diferencias centradas en vez de diferencias hacia adelante o hacia atrás, tendremos una

mejor aproximación a nuestra ecuación diferencial.

4.2. Consistencia, convergencia y estabilidad

Como pudimos observar en la sección anterior, la aproximación en diferencias finitas dista mucho

de ser única, por el contrario existen un número infinito de maneras para hacer las aproxima-

ciones, aún cuando se busque que las aproximaciones sean del mismo orden. Desafortunadamente

no hay una regla que nos diga que aproximación es mejor que otra, sin embargo existen algunas

propiedades que deben de cumplir estas aproximaciones, estas propiedades son la consistencia, la

convergencia y la estabilidad, y nos sirven para poder decidir que aproximación funciona mejor

que otra en casos particulares.

Cuando hablamos de consistencia hacemos referencia a la coherencia a la hora de hacer la

aproximación a la ecuación diferencial parcial. Digamos que se trata esencialmente de comprobar

si el esquema numérico utilizado es un esquema razonable para aproximar la ecuación diferencial

parcial en cuestión, o si corremos el riesgo de aproximar a una ecuación diferencial parcial

diferente. Dicho de otro modo, queremos que en el ĺımite continuo nuestra aproximación numérica

se acerque a la ecuación diferencial original y no a otra.

En la convergencia, el problema se reduce a verificar si, en un tiempo finito, cuando reducimos el

tamaño de la malla (aumentamos la resolución, o lo que es lo mismo ∆x,∆t → 0) las soluciones

del problema discreto se aproximan a la solución anaĺıtica (en el caso continuo). Es decir, la

diferencia entre la solución exacta y la numérica a un tiempo finito debe tender a cero en el

ĺımite continuo.

Es importante señalar que por lo general es muy complicado verificar anaĺıticamente si una

aproximación numérica es convergente o no, sin embargo numéricamente es fácil saber si nuestra

aproximación converge a algo o no. Aunque recordemos, lo importante es saber si la solución

numérica converge a la solución anaĺıtica y no a otra cosa.

La propiedad de estabilidad consiste en asegurarse que los esquemas discretos, en su evolución

temporal (discreta), no amplifiquen los errores iniciales o, al menos, no lo hagan de manera

creciente y descontrolada a medida que se refina la malla.
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Hay un resultado muy importante en cuanto a las aproximaciones numéricas, este resultado se

conoce como el teorema de Lax:

Dado un problema de valores iniciales bien planteado matemáticamente y una aproximación

en diferencias finitas a él que satisface la condición de consistencia, entonces la condición de

estabilidad es condición necesaria y suficiente para la convergencia.

Este resultado es fundamental ya que involucra el objetivo final de toda aproximación en diferen-

cias finitas, la convergencia a la solución exacta, mediante una propiedad más sencilla de probar:

la estabilidad.

Vamos a presentar a continuación un método para probar la estabilidad.

Las ecuaciones en diferencias finitas pueden escribirse de forma general de la siguiente manera:

vn+1 = Bvn (4.7)

donde vn es el vector en el nivel de tiempo n y B es una matriz. Si esta matriz tiene un conjunto

completo de eigenvectores, el vector vn se puede escribir como una combinación lineal de ellos.

La condición de estabilidad requiere que la matriz B no amplifique ninguno de sus eigenvalores;

el mayor valor que puede tomar un eigenvalor es, por tanto, 1. El siguiente método para el

análisis de la estabilidad, desarrollado originalmente por von Newman, consiste en descomponer

la solución en series de Fourier

vn(x) =
∑

k

ṽn(k)eik·x (4.8)

donde ṽ representa los coeficientes de Fourier y la suma es sobre todos los vectores de onda k

en la malla. Sustituyendo esto en la ec (4.7), obtenemos:

ṽn+1 = B̃ṽn . (4.9)

La matriz B̃ se obtiene de la transformada de Fourier de la matriz original B y recibe el nombre

de matriz de amplificación. Para que la condición de estabilidad sea válida, es necesario que

ninguno de los modos de Fourier se amplifique, es decir, el radio espectral de B̃ debe ser menor

o igual que uno. En otras palabras, si λ1, . . . λn son los eigenvalores de la matriz de amplificación

B, |λi| ≤ 1 es la condición de estabilidad de von Newmann.

Sin embargo, para que esta condición de estabilidad sea válida, debemos suponer que se cumple

lo siguiente: 1) Las condiciones de frontera deben ser periódicas, es decir, un0 = unN , ya que si

esto no sucede, es imposible hacer la expansión en serie de Fourier. 2) Los coeficientes de la

matriz B deben ser constantes, de no ser aśı no podemos separar los distintos modos de Fourier.

Una revisión más detallada de la estabilidad de von Newman puede encontrarse en [19].

En la siguiente sección, se aplica esta condición de estabilidad para mostrar que no cualquier

aproximación en diferencias finitas puede ser utilizada de manera que se cumplan los criterios
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estudiados aqúı, dicho de otro modo, el método de la estabilidad nos proporciona un buen criterio

para saber cuando una aproximación en diferencias finitas puede ser utilizada y cuando no.

4.3. Algo de métodos numéricos

Al momento de realizar nuestra evolución numérica es importante verificar la estabilidad de

nuestros métodos numéricos, esto nos garantiza que la evolución pueda llevarse a cabo.

Vamos a estudiar el caso más sencillo de esta ecuación, la ecuación de advección. Esta ecuación

tiene la forma:

∂tu+ v∂xu = 0 , (4.10)

donde u es la función de onda y v es la velocidad (constante) de propagación de la onda. Esta

ecuación tiene solución anaĺıtica dada por u = f(x−vt) la cual representa una onda moviéndose

en la dirección x positiva.

La manera más sencilla de aproximar esta ecuación con diferencias finitas es hacerlo con difer-

encias centradas en el espacio y hacia adelante en el tiempo, es decir:

un+1
m − unm

∆t
+ v

unm+1 − unm−1

2∆x
= 0 . (4.11)

La cual resolvemos para un+1
m obteniendo:

un+1
m = unm − vρ

2
(unm+1 − unm−1) , (4.12)

donde ρ = ∆t/∆x es el “parámetro de Courant”. Esta aproximación recibe el nombre de aprox-

imación expĺıcita, ya que permite obtener expĺıcitamente la solución en el paso de tiempo n+ 1

en términos del paso anterior. Observamos que el método numérico es de dos niveles (n, n+1).

Esta aproximación sin embargo, tiene un serio problema. Al desarrollar el criterio de estabili-

dad, se encuentra que es incondicionalmente inestable, esto quiere decir que es inestable para

cualesquiera valores de ∆t y ∆x.

Consideramos un modo de Fourier de la forma:

unm = ξneimk∆x (4.13)

entonces: un+1
m = ξn+1eimk∆x, unm+1 = ξnei(m+1)k∆x, unm−1 = ξnei(m−1)k∆x,

Sustituyendo esto en la ecuación de diferencias finitas (4.12) encontramos, después de un poco

de álgebra, la siguiente ecuación para ξ:

ξ + ivρ sen(k∆x)− 1 = 0 , (4.14)
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es decir,

ξ = 1− ivρ sen(k∆x) . (4.15)

De aqúı que

|ξ|2 = 1 + [vρ sen(k∆x)]2 > 1 . (4.16)

Por tanto el esquema de diferencias finitas (4.12) es incondicionalmente inestable, como se hab́ıa

señalado anteriormente.

Vamos ahora a reescrbir la ecuación de advección (4.10) en términos de diferencias finitas cen-

tradas, tanto en el tiempo como en el espacio, es decir:

un+1
m − un−1

m

2∆t
+ v

unm+1 − unm−1

2∆x
= 0 . (4.17)

El método sigue siendo expĺıcito, sin embargo es ahora de tres niveles (n− 1, n, n+ 1), lo cual

lo hace más complicado.

De manera análoga como en el caso anterior, vamos a tomar los modos de Fourier de la forma

unm = ξneimk∆x ; obteniendo después de un álgebra sencilla la siguiente ecuación cuadrática para

ξ:

ξ2 + 2ivρ sen(k∆x)− 1 = 0 (4.18)

cuyas ráıces son:

ξ = −ivρ sen(k∆x)±
√

1− (vρ sen(k∆x))2 . (4.19)

Si (vρ sen(k∆x))2 < 1, entonces

|ξ|2 = (vρ sen(k∆x))2 +

[
√

1− (vρ sen(k∆x))2
]2

= 1 . (4.20)

Entonces, el esquema es estable si se cumple que

vρ |sen(k∆x)| < 1 (4.21)

y, puesto que |sen(k∆x)| ≤ 1, se garantiza la estabilidad si

v∆t < ∆x . (4.22)
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v t  > xΔ Δv t  < xΔ Δ

Figura 4.1: Condición de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy. En el caso v∆t < ∆x el dominio

de dependencia numérico (los puntos de la malla) es mayor que el dominio de dependencia f́ısico

(la región sombreada). El sistema es estable y por tanto converge a la solución deseada. En el

caso v∆t > ∆x hay información f́ısica que se pierde y por tanto el sistema es inestable, lo que

implica la pérdida de convergencia.

Esta condición se conoce como condición de estabilidad de Courant-Friedrich-Lewy (CFL). La

condición CFL tiene una interpretación geométrica, la cual se observa en la figura 4.1: el dominio

de dependencia numérico debe ser mayor que el dominio de dependencia f́ısico. De no ser aśı se

perdeŕıa información f́ısica relevante al refinar la malla, ocasionando que la solución numérica

no converja a la solución exacta y debido a esto el sistema se vuelve inestable.

4.3.1. Métodos de ĺıneas

En la sección anterior notamos que no cualquier aproximación en diferencias finitas nos da los

resultados deseados. Existen muchos y diferentes métodos empleados para resolver ecuaciones

diferenciales parciales, en este trabajo mencionaremos sólo dos de ellos (por ser estos los que

utilizamos en nuestro código numérico), el método de Runge-Kutta y el método ICN (Crank-

Nicholson iterado).

Estos dos métodos pertenecen a los denominados métodos de ĺıneas. Empezamos por discretizar

la parte espacial de las ecuaciones manteniendo continua la parte temporal. Asumimos que la

ecuación la podemos escribir de la siguiente manera:

∂tu = S(u) , (4.23)

con S algún tipo de operador en diferencias finitas espacial (el procedimiento es análogo si la

ecuación anterior es un sistema de ecuaciones). Entonces la ecuación se puede ver como una

ecuación diferencial ordinaria y podemos utilizar los métodos conocidos para resolver este tipo

de ecuaciones.

Una de las ventajas de este método es que tanto las componentes espaciales como las temporales

son independientes una de otra, aśı que, podemos cambiar el orden de una sin alterar la otra.

Veremos primero el método de Runge-Kutta. Si tenemos una ecuación diferencial de la forma
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du

dt
= S(u) ,

podemos encontrar la solución usando una serie de pasos intermedios que ayudan a disminuir el

error.

La idea es básicamente construir un paso intermedio entre los dos extremos del intervalo a partir

de encontrar los valores de las fuentes en el paso inicial, para después, con los valores del paso

intermedio recalcular las fuentes, volver al paso inicial y dar el paso completo de todo el intervalo.

Esquematicamente, definimos las variables auxiliares:

k1 = S(un) , (4.24)

k2 = S(un + k1∆t/2) , (4.25)

entonces la solución es:

un+1 = un +∆t k2 . (4.26)

Podemos pensar que el valor de k2 es la estimación del cambio de u cuando avanzamos en t por

∆t/2.

A este método se le conoce con el nombre de Runge-Kutta de segundo orden, ya que converge

a segundo orden. Sin embargo este método resulta ser inestable bajo algunas condiciones por lo

que no es muy utilizado.

Un método estable es el Runge-Kuta de cuarto orden (RK4). La idea es exactamente la misma

que en el método anterior, aunque este es más elaborado: Calculamos las fuentes en un paso de

tiempo inicial y usamos estas para elaborar una serie de pasos intermedios. Recalculamos las

fuentes y, junto con el paso inicial, damos finalmente el paso completo.

Definimos nuevamente nuestras variables auxiliares:

k1 = S(un) , (4.27)

k2 = S(un + k1∆t/2) , (4.28)

k3 = S(un + k2∆t/2) , (4.29)

k4 = S(un + k3∆t) . (4.30)

Aqúı k1 es la fuente evaluada en el paso inicial de tiempo. k2 es la fuente evaluada en el paso

intermedio de tiempo (el punto medio) usando a k1 como estimación del valor de u en el punto

medio tn +∆t/2. k3 es nuevamente la fuente evaluada en el paso intermedio, solo que ahora se

usa a k2 como la estimación de u en el punto medio. Finalmente k4 es la fuente evaluada en el

paso de tiempo final, tomando a k3 como estimación de u.
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Para obtener el valor de la solución en el paso de tiempo futuro, retomamos el valor de la solución

en el paso inicial y hacemos un promedio de las fuentes, dándole mayor peso a las que están

evaluadas en el paso intermedio. Entonces aproximamos la solución como:

un+1 = un +
∆t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) . (4.31)

Este método es estable, y converge a cuarto orden. Es de notar que se necesitan calcular las

fuentes 4 veces antes de poder avanzar un paso.

Otro método muy utilizado en la relatividad numérica es el “método de Crank-Nicholson iterado”

(ICN). Antes de hablar un poco de este método, abordaremos el método del cual deriva,“Crank-

Nicholson”.

Como mencionamos anteriormente, los métodos tales como (4.12) y (4.17) se denominan métodos

expĺıcitos. Estos involucran un solo valor de la función en el nivel de tiempo futuro un+1, es decir,

conociendo los valores de la función u en el tiempo n, entonces las ecuaciones (4.12) y (4.17) nos

dan la solución en el tiempo futuro de una manera directa. Sin embargo, como observamos al

aplicar el criterio de estabilidad, en algunas ocasiones este tipo de métodos presentan problemas

al no ser estables.

El método de Crank-Nicholson es uno de los métodos denominados impĺıcitos. En el caso de la

ecuación de advección, el cociente de diferencias para la derivada del tiempo, un+1
m −un

m

∆t , puede

considerarse como una aproximación por diferencias centradas en el punto medio del paso de

tiempo (n + 1/2). Si tomamos esto como diferencias centradas, debemos empatarlo con una

aproximación en diferencias centradas de la derivada espacial en el mismo punto medio del paso

de tiempo. Podemos obtener esto al promediar dos aproximaciones para ∂xu, una calculada en

el tiempo n y otra para el tiempo n+ 1, es decir:

∂xu =
1

2

(

un+1
m+1 − un+1

m−1

2∆x
+

unm+1 − unm−1

2∆x

)

.

La ecuación de advección, queda:

un+1
m − unm

∆t
=

v

4∆x

(

un+1
m+1 − un+1

m−1 + unm+1 − unm−1

)

.

Notamos que esto se puede escribir en general de la siguiente manera: Aun+1 = Bun donde

A y B son las matrices de los coeficientes, usualmente tridiagonales. Esto implica que ahora

tenemos 3 valores diferentes de u en el último paso de tiempo, por lo que no se puede resolver

expĺıcitamente para un+1. Para poder encontrar la solución notamos que un+1 = (A−1B)un. ¡El

problema se ha reducido a invertir una matriz tridiagonal!

En muchos casos (la ecuación de difusión, ecuación de difusión-advección, etc.) se ha encontrado

que el método Crank-Nicholson es incondicionalmente estable; el precio que hay que pagar ahora

es la inversión de la matriz tridiagonal.
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La idea detrás del método Crank-Nicholson iterado es tranformar un método impĺıcito estable,

Crank-Nicholson, en uno expĺıcito mediante una serie de iteraciones. Si este método converge,

obtendremos la solución del problema impĺıcito.

Esquemáticamente este método puede verse de la siguiente manera:

u
(1)
j = unj +

∆t

2
S(unj ) , (4.32)

u
(i)
j = unj +

∆t

2
S(u

(i−1)
j ) , i = 1, ..., N − 1 (4.33)

un+1
j = unj +∆tS(u

(N)
j ) . (4.34)

Se observa que el esquema consiste en una serie de pasos llamados de prueba, estos se van

aproximando cada vez mejor al valor de la función en el tiempo t + ∆t/2, y una vez hecha

esta aproximación se da el paso completo hasta t + ∆t. Algo que es importante mencionar,

es que con este método sólo se necesitan dar tres pasos (N = 2), el método se vuelve estable

y además converge a segundo orden2. Es decir, obtenemos la misma convergencia que en el

Crank-Nicholson, por lo que ya no hay que seguir iterando.

En el código numérico utilizado para las evoluciones, en esta tesis, se implementa este método.

4.4. Un problema de prueba: El tubo de choques

Uno de los problemas más utilizados, a manera de prueba en la hidrodinámica relativista, es

el problema conocido como “tubo de choques”. Este problema ha sido extensamente estudiado,

tanto anaĺıticamente, como numéricamente. En el caso Newtoniano, puede revisarse en [28],

mientras que en el caso numérico, una referencia obligada es [24]. En el caso relativista, tanto

anaĺıtico como numérico, puede consultarse [16].

El problema consiste en un tubo en el cual está contenido un gas separado en dos regiones

(regiones 1 y 5) por una membrana a distintas presiones y densidades. Sin perdida de generalidad,

supongamos que en t = 0, p1 > p5 y ρ1 > ρ5, además v1 = v5 = 0, es decir los fluidos se

encuentran en reposo. Este estado inicial se muestra en la figura 4.2.

Para t > 0 la membrana se rompe propiciando el movimiento de ambas regiones del gas. La

parte del gas de mayor presión comienza a moverse hacia la región de menor presión, es decir, se

expande, lo que ocasiona una onda de rarefacción; además, puesto que el gas a mayor densidad

penetra en la región menos densa, se produce un choque.

La figura 4.3 muestra el reacomodo de las variables hidrodinámicas en el gas debido a la ruptura

de la membrana. Se observa que tanto la región 1 como la 5 permanecen en el mismo estado

inicial. En la región 2, entre las rectas x = x1 y x = x2, se forma la onda de rarefacción, que

viaja hacia la izquierda. La recta perpendicular al eje x que pasa por x3 es una discontinuidad

2Hay que recalcar aqúı que el método solo es estable si se cumple la condición CFL, es decir, si v∆t < ∆x.
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Región 1 Región 5

ρ1

P1

ρ5

P5

v1 v5

x0

Figura 4.2: Estado inicial del tubo de choques.

de contacto; a través de esta, notamos que la presión y la velocidad se mantienen continuas,

mientras que la densidad es discontinua. Finalmente, en la recta x = x4 se localiza la onda

choque viajando hacia la derecha. Como era de esperarse, las variables hidrodinámicas entre la

región 4 y la región 5 son discontinuas.

Debido a lo anterior, este problema servirá para poner un poco más en claro todas las ideas que

hemos venido manejando, ya que utilizaremos la ecuaciones de la hidrodinámica en relatividad

especial (ecs 3.19-3.21) y toda la parte de los métodos numéricos anteriormente estudiada,

además de estudiar el tratamiento de los choques.

Vamos a resolver el problema empleando un código numérico que resuelve las ecuaciones de

Euler relativistas en simetŕıa esférica (HydroSphere). Este código fue desarrollado junto con Juan

Carlos Degollado. El código utiliza diferencias finitas centradas en el espacio y el método Crank-

Nicholson iterado (ICN) en el tiempo. Además está escrito con una métrica de fondo fija, por lo

que solo se evolucionan los términos de materia. La métrica seleccionada puede ser Schwarzschild

o Minkowski, esta última es la métrica usada en este problema. En este caso, el código resuelve

las ecuaciones para datos iniciales discontinuos. Nuestro código numérico será omparado con la

solución anaĺıtica, la cual puede verse (como dijimos anteriormente) en [16].

El estado inicial del fluido está especificado por la presión y la densidad, cuyos valores son:

p1 = 1,0, ρ1 = 1,0 del lado izquierdo de la interface y p5 = 0,2, ρ5 = 0,5 en el lado derecho.

Asumimos que el fluido se encuentra en reposo en ambos lados de la interface. La región de

integración va desde 0 a 1, y a t = 0 la interface se encuentra en x = 0,5. Vamos a utilizar la

ecuación de estado para un fluido perfecto (2.25), p = (γ − 1)ρ0ǫ, con el valor de γ = 1,4.

La evolución se hace utilizando el método ICN hasta un tiempo t = 0,4, usando diferencias

espaciales centradas. La resolución a la cual se llevó a cabo la simulación fue ∆r = 0,001,

usando un factor de Courant ∆t/∆x = 0,4 , y un número de pasos Nt = 1000 .

Presentamos los resultados de la evolución numérica para un tiempo t = 0,4 en las figuras

4.4, 4.5, 4.6. La ĺınea sólida representa la solución anaĺıtica, mientras que la ĺınea punteada rep-

resenta la solución numérica de las diferentes variables primitivas: densidad presión y velocidad
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P3 P4

P5

Región 2 Región 3 Región 4 Región 5

1
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4
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Región 1

x0x1
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x4
x5

v1
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v5

ρ

ρ

ρ

ρ

Figura 4.3: Diversas regiones del tubo de choques a un tiempo t > 0 (las gráficas muestran de

arriba hacia abajo: densidad, presión y velocidad). Región 1: Región sin perturbación. Región 2:

Onda de rarefacción. Región 3: Discontinuidad de contacto, en donde la presión y la velocidad

permanecen constantes. Región 4: Onda de choque. Región 5: Región sin perturbación alguna.

(en ese orden).

Observando las figuras, podemos concluir que la evolución numérica no es muy buena con re-

specto a la solución anaĺıtica. La zona de la onda de rarefacción no presenta ningún problema.

Sin embargo, las zonas de la onda de choque y la discontinuidad de contacto (que sólo aparece en

la densidad) presentan algunas oscilaciones espurias en la evolución de las 3 variables primitivas.

Esto puede hacer que eventualmente el código deje de funcionar, o que los resultados obtenidos

no sean los deseados.

4.4.1. Viscosidad artificial y disipación artificial

Como se mencionó en la sección 2.4, en un fluido realista la propagación de las discontinuidades

no aparece, sino que, en su lugar, aparecen gradientes muy grandes. En el caso numérico, sin

embargo, el ancho del choque suele ser demasiado pequeño comparado con el tamaño de la

malla, por lo que no se puede resolver numéricamente. Esto es precisamente lo que da lugar a

las oscilaciones que aparecen en las figuras de la evolución de las variables primitivas.

Para tratar estos problemas se utiliza la viscosidad artificial.

La idea basicamente es introducir cierta disipación externa en el código numérico para amor-

tiguar las oscilaciones espurias que aparecen en la formación de las discontinuidades. La in-

troducción de los términos disipativos, sin embargo, no puede ser arbitraria. Por principio de

cuentas, si añadieramos un término de disipación constante, este afectaŕıa a la solución numéri-

ca en todos los puntos de la malla. Esta es la razón por la cual la viscosidad artificial debe
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Figura 4.4: Solución anaĺıtica y numérica de la densidad. Observamos que la onda de rarefacción

no tiene problemas, mientras que existen perturbaciones de tamaño considerable tanto en la

discontinuidad de contacto, como en la onda de choque.
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Figura 4.5: Solución anaĺıtica y numérica de la presión. Observamos que la onda de rarefacción

no tiene problemas, mientras que existen algunas perturbaciones en la onda de choque.
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Figura 4.6: Solución anaĺıtica y numérica de la velocidad. Observamos que la onda de rarefacción

no tiene problemas, mientras que existen algunas perturbaciones en la onda de choque.

aplicarse únicamente en las zonas donde se genera el choque y debe ser muy pequeña o cero en

regiones suaves. Por otro lado, debemos asegurarnos que la enerǵıa cinética que se pierde debido

al término disipativo no se pierda completamente, sino que se transforme en enerǵıa interna.

Para lograrlo debemos imitar la situación fisica real de un fluido con viscosidad verdadera. Esto

lo conseguimos al añadir un término de viscosidad Q en la presión: p → p + Q; haciendo este

cambio, el tensor de enerǵıa momento puede representarse como:

Tµν = (ρ+ p+Q)uµuν + (p+Q)gµν , (4.35)

separando los términos que tienen Q obtenemos:

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν +Q (gµν + uµuν) , (4.36)

es decir, la viscosidad se introduce como si fuera viscosidad verdadera3. Puesto que se ha visto

modificada la presión, y esta se incluye en las ecuaciones (3.20) y (3.21), estas ecuaciones se verán

modificadas también. De este modo nos aseguramos que, si el término de viscosidad transforma

la enerǵıa cinética en enerǵıa interna, la conservación de la enerǵıa se mantendrá, por lo que el

término viscoso afectará (de manera favorable) la propagación de los choques.

3La ecuación 4.36 nos da la forma más simple para el tensor de enerǵıa momento de un fluido viscoso.
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En nuestra simulación, la forma que toma la viscosidad artificial es4:

Q =

{

0, ∂xv
x > 0

cvis ρ(∂xv
x∆x)2, ∂xv

x < 0
(4.37)

Donde cvis es un coeficiente distinto de cero (que en nuestro caso tiene un valor igual a: cvis = 1,5)

solo en las regiones donde las ĺıneas caracteŕısticas del flujo son convergentes, es decir ∂xv
x < 0.

En cualquier otro lugar dicho coeficiente debe ser cero; es decir, el término de viscosidad artificial

no se aplica en regiones suaves, sólo en aquellas para las cuales los gradientes en la velocidad

son negativos. El valor del coeficiente se obtuvo mediante diversas pruebas, siendo el que mejor

resultados arrojó. Aqúı también hay que agregar el hecho de que la derivada introduce un error

de segundo grado, el cual desaparece cuando ∆x → 0.

Además de este tipo de viscosidad artificial, en nuestra simulación numérica utilizamos disipación

artificial.

Al trabajar con sistemas de ecuaciones no lineales, como en este caso, los métodos numéricos uti-

lizados se vuelven inestables bajo ciertas condiciones. Esto tiene como consecuencia la aparición

de oscilaciones espurias de alta frecuencia debidas a que el esquema numérico se vuelve inexacto

al momento de aproximar la ecuación diferencial en cuestión, ya sea por que los coeficientes

dependen de las variables dinámicas o por los términos de menor orden, ambos en el esquema de

diferencias finitas. Este fenómeno se conoce como “el fenómeno de Gibbs”. Observamos algunas

de estas oscilaciones espurias en las figuras 4.4–4.6, las cuales aparecen en las regiones cercanas

a las discontinuidades. Las oscilaciones espurias pueden echar a perder la simulación numérica

si crecen sin cota alguna; por tanto, es necesario encontrar un artilugio numérico que sea capaz

de amortiguar o disipar dichas oscilaciones espurias.

Una manera de amortiguar la aparición de las oscilaciones espurias, es introducir disipación

artificial en el esquema numérico. La forma estandar de hacerlo se conoce como disipación de

Kreiss-Oliger. El procedimiento lo describiremos brevemente a continuación:

Partimos de un esquema de diferencias finitas que podemos escribir de la siguiente manera:

un+1
m = unm +∆t S(unm) , (4.38)

donde S(unm) es algun operador de diferencias finitas espaciales. Vamos a modificar el esquema

introduciendo un término de la forma:

−ǫ
∆t

∆x
(−1)N∆2N

x (unm) , (4.39)

4El significado f́ısico de este término de viscosidad artificial proviene de considerar la pérdida de enerǵıa cinética

cuando dos part́ıculas del fluido chocan en una colisión completamente inelastica, y fue introducido originalmente

por von Newmann y Richtmyer.
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con ǫ > 0 , N > 1 , y donde ∆2N
x := (∆+

x∆
−
x )

N
es el 2N operador de diferencias centradas que

aparece en los términos de orden superior de las derivadas espaciales ∂2N
x u. Por ejemplo, para

el caso N = 1, este operador es:

∆2
x = unm+1 − 2unm + unm−1 .

El término (−1)N en (4.39) garantiza que el término añadido es disipativo para el caso ǫ > 0.

Nuestro esquema queda entonces de la siguiente manera:

un+1
m = unm +∆t S(unm)− ǫ

∆t

∆x
(−1)N∆2N

x (unm) . (4.40)

Si asumimos por un momento que S(unm) = 0, el esquema de diferencias finitas se vuelve

un+1
m = unm − ǫ

∆t

∆x
(−1)N∆2N

x (unm) . (4.41)

Efectuando el análisis de estabilidad de Von Newmann se encuentra que este esquema es estable

si se cumple:

0 ≤ ǫ∆t/∆x ≤ 1/22N−1 . (4.42)

Si ahora tomamos ǫ∆t/∆x = 1/22N , el factor disipativo se aproxima a una función escalón en el

espacio de Fourier conforme se incrementa el valor de N . Esto significa que el esquema amortigua

fuertemente los modos cuyas longitudes de onda son aproximadamente iguales al tamaño de la

malla ∆x, dejando las demás longitudes de onda sin afectar.

Volviendo al esquema completo se tiene que la estabilidad depende de la forma expĺıcita del

operador S, pero en general el término añadido sigue introduciendo disipación, mejorando la

estabilidad del esquema original siempre que los valores de ǫ sean pequeños y positivos. Si se

quiere mejorar aun más la estabilidad debe añadirse tanta disipación como sea posible, sin volver

el esquema inestable (tomar ǫ muy grande) o sin estropear la precisión del esquema.

Para saber el efecto que provoca el uso de un término disipativo sobre la precisión del esquema

numérico reescribimos (4.40) como

un+1
m − unm

∆t
= S(unm)− ǫ

1

∆x
(−1)N∆2N

x (unm) . (4.43)

En el ĺımite de ∆t y ∆x pequeños, esta ecuación puede ser reemplazada por

∂tu = S(u)− ǫ(−1)N (∆x)2N−1 ∂2N
x u . (4.44)

De donde se ve que hemos añadido un término nuevo a la ecuación diferencial original que

desaparece en el ĺımite continuo como (∆x)2N−1. Dicho de otro modo, si el esquema numérico
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Sol. Numérica

Figura 4.7: Solución anaĺıtica y numérica de la densidad utilizando viscosidad artificial. Las

partes de la solución no presentan problemas, solo una pequeña perturbación en la onda de

choque.

original tiene una precisión de orden m, se debe utilizar un término disipativo para el cual

2N − 1 > m. Esto permite tener la certeza que no se estropeará la precisión del esquema

numérico. T́ıpicamente, el orden del término disipativo está dado por el orden de la derivada, es

decir 2N . Aśı que, puesto que nuestro esquema original es de segundo orden (tanto en el tubo

de choques como en la evolución de la estrella TOV), necesitamos añadir disipación de cuarto

orden (4−1 = 3 > 2) para no alterar la precisión del método ICN. Como veremos más adelante,

la disipación artificial será fundamental en la evolución de nuestra estrella TOV.

Las figuras 4.7, 4.8, 4.9 muestran la misma evolución numérica de las variables primitivas (den-

sidad, presión y velocidad en orden) presentada anteriormente, sólo que en este caso las simu-

laciones se hacen utilizando viscosidad artificial. Nuevamente la ĺınea sólida indica la solución

anaĺıtica y la ĺınea punteada la solución numérica.

Podemos observar que las diferentes partes de la solución coinciden razonablemente con la solu-

ción anaĺıtica. No se presentan problemas en la zona de la onda de rarefacción, una leve pertur-

bación en la discontinuidad de contacto, asi como también una leve perturbación en la onda de

choque. Estas pequeñas perturbaciones obedecen al tipo de viscosidad artificial utilizado en este

problema, pero de manera general podemos decir que hemos logrado contener la formación de

perturbaciones debidas a las ondas de choque (hemos manejado los choques adecuadamente).

Afirmamos por tanto que nuestro problema planteado aqúı está resuelto de forma satisfactoria.
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Figura 4.8: Solución anaĺıtica y numérica de la presión utilizando viscosidad artificial. Las partes

de la solución no presentan problemas, solo una pequeña perturbación en la onda de choque.
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Figura 4.9: Solución anaĺıtica y numérica de la velocidad utilizando viscosidad artificial. Las

partes de la solución no presentan problemas, solo unas perturbaciones mı́nimas en la onda de

choque.
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Caṕıtulo 5

Simetŕıa esférica

5.1. Soluciones esféricas de estrellas

Vamos a estudiar el comportamiento de campos gravitacionales intensos en el caso de sistemas

que tienen simetŕıa esférica. Estos son relativamente sencillos, pero no por eso dejan de ser

importantes. De hecho existen muchos sistemas astrof́ısicos importantes en los cuales la simetŕıa

es prácticamente esférica. El desarrollo de las ecuaciones, está basado en [17] y [20].

5.1.1. Coordenadas y métrica de un sistema esférico estático

Partimos entonces de modificar la métrica en relatividad especial en simetŕıa esférica (que sea

simetŕıa esférica significa que cualquier proceso que se describa utilizando coordenadas esféricas

r, θ y φ, puede describirse en su totalidad usando solo la cordenada r, dicho de otro modo, el

fenómeno en cuestión solo depende de r):

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 , (5.1)

donde dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2 es el elemento de ángulo sólido.

Una métrica más general es:

ds2 = −g00dt
2 + 2g0rdrdt+ grrdr

2 + r2dΩ2 , (5.2)

con g00, grr y g0r funciones de r y t.

La situación f́ısica más simple que podemos describir es el caso de una estrella estática. Antes

de continuar, vamos a detenernos un poco en el significado de la palabra estática.

Definimos un espacio-tiempo estático como aquél en donde se puede encontrar un tiempo coor-

denado tal que:
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todos los componentes métricos son independientes de t, y

la geometŕıa no se altera cuando hacemos un cambio t → −t

Un espacio-tiempo con la propiedad 1, pero no necesariamente la 2 se dice que es estacionario.

De la condición 2 vemos que al hacer la transformación de coordenadas (t, r, θ, φ) → (−t, r, θ, φ)

tenemos que Λ0̄
0 = −1, Λi

j = δij y por tanto

g0̄0 = g00 , (5.3)

g0̄r = −g0r , (5.4)

gr̄r̄ = grr . (5.5)

Puesto que la geometŕıa no debe cambiar (gᾱβ̄), tenemos que g0r = 0. Por tanto la métrica de

un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estático es:

ds2 = −g00dt
2 + grrdr

2 + r2dΩ2 . (5.6)

con g00 y grr funciones de r solamente.

Sin embargo, se acostumbra escribir esta métrica de una forma un poco diferente:

ds2 = −e2Φdt2 + e2Λdr2 + r2dΩ2 , (5.7)

donde Φ y Λ son funciones que dependen únicamente de r. Además se cumple que g00 < 0 y

grr > 0 automáticamente.

En el caso particular de una estrella, tenemos que pedir que lejos el espacio-tiempo sea plano.

Esto significa imponer la condición:

ĺım
r→∞

Φ(r) = ĺım
r→∞

Λ(r) = 0 . (5.8)

5.1.2. Ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto estático

Empezamos por calcular las componentes distintas de cero del tensor de Einstein

Gµν := Rµν −
1

2
gµνR . (5.9)

.

En el caso de la métrica (5.7) obtenemos:
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G00 =
1

r2
e2Φ

d

dr

[

r
(

1− e−2Λ
)]

, (5.10)

Grr = − 1

r2
e2Λ

(

1− e−2Λ
)

+
2

r

d

dr
Φ , (5.11)

Gθθ = r2e−2Λ

[

Φ′′ + (Φ′)2 +
Φ′

r
− Φ′Λ′ − Λ′

r

]

, (5.12)

Gφφ = sen2θ Gθθ . (5.13)

donde Φ′ = d/drΦ, etc.

Ahora vamos a calcular las componentes del tensor de enerǵıa momento. Para ello usamos un

fluido tal que

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (5.14)

donde nuevamente ρ = ρ0(1 + ǫ).

Entonces, necesitamos conocer la 4-velocidad del fluido. Como estamos interesados en estrellas

estáticas, la única componente que no es cero de ~u es u0. Utilizando la normalización de la

4-velocidad, tenemos

−1 = ~u · ~u = gµνu
µuν = g00u

0u0 = −e2Φ
(

u0
)2

Por tanto,

u0 = e−Φ, u0 = −eΦ . (5.15)

Las componentes del tensor de enerǵıa momento distintas de cero son entonces:

T00 = ρe2Φ , (5.16)

Trr = pe2Λ , (5.17)

Tθθ = r2p , (5.18)

Tφφ = sen2θ Tθθ . (5.19)

La componente 00 de las ecuaciones de Einstein la obtenemos de (5.10) y (5.16), quedando:

d

dr

[

r
(

1− e−2Λ
)]

= 4πr2ρ ,

Esta ecuación la podemos escribir de otra manera, si hacemos el cambio de variable
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m(r) =
1

2
r
(

1− e−2Λ
)

,

ó

grr = e−2Λ =
1

1− 2m(r)/r
.

Con este cambio la ecuación queda:

dm(r)

dr
= 4πr2ρ . (5.20)

Esto se puede integrar para obtener:

m(r) =

∫ r

0
4πr2ρdr +m(0) , (5.21)

donde m(r) es la “función de masa”. El valor m(0) = 0 es un valor para el cual la solución se

comporta de manera suave en el origen, de otro modo, la solución presentaŕıa una singularidad.

Cabe aclarar que en el caso esféricamente simétrico, m(r) es la masa total M dentro de un radio

r una vez alcanzado el vaćıo. Dentro de la esfera pierde todo significado f́ısico (en relatividad

general la enerǵıa total no está bien definida de punto a punto dentro de una estrella, sólo en

este caso se puede escoger una distribución de la enerǵıa total f́ısicamente razonable).

La componente rr la obtenemos a partir de (5.11) y (5.17), y queda como:

dΦ

dr
=

m(r) + 4πr3p

r[r − 2m(r)]
. (5.22)

Finalmente, vamos a utilizar las ecuaciones de conservación de enerǵıa–momento ∇νT
µν = 0.

Es importante señalar el hecho de que debido a la simetŕıa sólo hay una componente no trivial

en las ecuaciones de conservación, esta es (µ = r):

(ρ+ p)
dΦ

dr
= −dp

dr
. (5.23)

Como podemos ver, la estructura de la estrella está determinada completamente por las ecua-

ciones de Einstein y la ecuación de estado p = p(ρ0)
1.

Para finalizar esta sección, expondremos las razones por las cuales no hace falta incluir las otras

componentes de las ecuaciones de Einstein. Observando detalladamente encontramos que en

esencia, las ecuaciónes (5.12), (5.13), (5.18), (5.19) son las mismas. Además, puede probarse

que las ecuaciones obtenidas por las otras componentes son consecuencia de las anteriores.

1Recordemos que la densidad de enerǵıa en reposo la podemos relacionar con la enerǵıa interna en el caso de

un proceso adiabático mediante la ecuación (2.31). Puesto que en este caso la relación politrópica es equivalente

a la ecuación de estado del gas ideal, será la primera la que se utilice en los datos iniciales.
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Escribimos las ecuaciones finales que describen el comportamiento de un fluido estático en rel-

atividad general:

dp

dr
= −(ρ+ p)

dΦ

dr
, (5.24)

dm

dr
= 4πr2ρ , (5.25)

dΦ

dr
=

m+ 4πr3p

r[r − 2m]
. (5.26)

A las ecuaciones (5.24)-(5.26) se les conoce como las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkov

(TOV), y fueron encontradas por primera vez por Tolman [25] e independientemente por Op-

penheimer y Volkov [18] en 1939.

En el caso Newtoniano, tenemos que la densidad en reposo es mucho mayor que la presión y la

enerǵıa interna; también ρ ≫ p, por lo que m ≫ 4πr3p. Además, la métrica debe ser localmente

plana, por lo que el coeficiente métrico grr debe ser aproximadamente 1. Esto significa que

r ≫ m. Con estas simplificaciones observamos que, la ecuación (5.24) se reduce a:

dp

dr
= −ρ0

dΦ

dr
. (5.27)

La ecuación (5.25) se queda idéntica al caso relativista. Mientras que (5.26) se convierte en

dΦ

dr
=

m

r2
, (5.28)

con Φ el potencial Newtoniano.

5.1.3. Solución interior de la estrella

Dentro de la estrella tenemos que la presión y la densidad toman valores distintos de cero, de

esta manera podemos dividir la ecuación (5.23) por (ρ + p) y sustituir el valor de dΦ/dr en la

ecuación (5.22), al hacer esto obtenemos una nueva ecuación en la cual ya no tenemos el término

dΦ/dr. Esta ecuación toma la forma:

dp

dr
= −(ρ+ p)

(

m+ 4πr3p
)

r[r − 2m]
. (5.29)

En la práctica, se acostumbra trabajar con las ecuaciones (5.29), (5.25), (5.26) y la relación

politrópica (2.29) para las estrellas estáticas. Una vez resueltas estas ecuaciones, sustituimos el

valor de dp/dr en la ecuación (5.23) y resolvemos esta. En la sección 6.1 daremos una visión

general de como se resuelven estas ecuaciones numéricamente.

En el caso Newtoniano, la ecuación 5.29 se reduce a:
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dp

dr
= −ρ0m

r2
(5.30)

La expresión relativista para el gradiente de la presión es mucho mayor que en el caso New-

toniano. Esto se debe a las correcciones hechas en el caso relativista. Por tanto, si un fluido

permanece estático, las fuerzas internas debidas a la relatividad general son mucho más intensas

que aquellas dadas por la gravedad Newtoniana.

5.1.4. La solución exterior

En la región fuera de la estrella, tenemos que la presión y la densidad se vuelven cero, las

ecuaciones (5.20) y (5.22) son ahora:

dm

dr
= 0 , (5.31)

dΦ

dr
=

m

r(r − 2m)
, (5.32)

cuyas soluciones son

m(r) = M = constante, r > R; (5.33)

e2Φ = 1− 2M

r
, r > R. (5.34)

con R el radio de la estrella, m(R) = M la masa total de la estrella y donde hemos aplicado la

condición Φ → 0 si r → ∞.

Según los resultados anteriores, la métrica en el exterior de la estrella es:

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2 +

(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (5.35)

que es precisamente la solución de Schwarzschild.

Puesto que el comportamiento de las variables es continuo en la superficie de la estrella, la

solución interior y la exterior se empalman en la frontera. Por tanto, fuera de la estrella, la

solución del campo gravitacional está dada por la métrica de Schwarzschild para un objeto de

masa m(R) = M .
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5.2. Formalismo 3+1 en simetŕıa esférica

La métrica espacial de un espacio-tiempo esféricamente simétrico puede ser escrita en general

de la siguiente manera:

dl2 = A(r, t)dr2 + r2B(r, t)dΩ2 ,

donde A y B son funciones positivas y dΩ2 = dθ2 + sen θdφ2 es el elemento de ángulo sólido. La

factorización del término r2 de la métrica angular es sólo para facilitar la regularización de las

ecuaciones cerca del origen.

En forma matricial tenemos:

γab =







A 0 0

0 r2B 0

0 0 r2B sin2(θ)






.

Puesto que nos interesa escribir las ecuaciones de Einstein como un sistema de ecuaciones a

primer orden, necesitamos introducir algunas variables auxiliares. Definimos entonces:

DA := ∂r lnA , DB := ∂r lnB .

KA := Kr
r , KB := Kθ

θ = Kφ
φ . (5.36)

Las ecuaciones ADM escritas en simetŕıa esférica son entonces2:

∂tA = −2αAKA , (5.37)

∂tB = −2αBKB , (5.38)

∂tDA = −2α[KADα + ∂rKA] , (5.39)

∂tDB = −2α[KBDα + ∂rKB] , (5.40)

∂tKA = −α

A

[

∂r(Dα +DB) +D2
α − DαDA

2
+

D2
B

2
− DADB

2

− AKA(KA + 2KB)−
1

r
(DA − 2DB)

]

+ 4παMA , (5.41)

∂tKB = − α

2A

[

∂rDB +DαDB +D2
B − DADB

2
− 1

r
(DA − 2Dα − 4DB)

− 2(A−B)

r2B

]

+ αKB(KA + 2KB) + 4παMB , (5.42)

2La ecuaciones presentadas aqúı, fueron escritas por primera vez por M. Alcubierre y J. A. Gonzáles en [3].
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donde introducimos la variable auxiliarDα := ∂r lnα, y además los términos de materia incluidos

son MA y MB, donde

MA = 2SB − SA − ρADM , MB = SA − ρADM , (5.43)

con ρADM la densidad de enerǵıa, Sij
ADM el tensor de esfuerzos, y donde definimos SA := Sr

r y

SB := Sθ
θ .

Las constricciones Hamiltoniana y de momento son respectivamente:

H = −∂rDB +
1

r2B
(A−B) +AKB(2KA +KB)

+
1

r
(DA − 3DB) +

DADB

2
− 3D2

B

4
+ 8πAρADM = 0 , (5.44)

M = −∂rKB + (KA −KB)

[

1

r
+

DB

2

]

− 4πjA = 0 , (5.45)

en donde jADM
A := jr es la densidad de momento en la dirección radial.

Es importante hacer una mención importante acerca de las ecuaciones que acabamos de escribir.

Podemos notar que existen algunos términos que se vuelven singulares al ser evaluados en el

origen (r = 0). Para evitar que dichas singularidades afecten nuestras ecuaciones, tenemos que

fijar condiciones de regularidad de todas nuestras variables dinámicas (esto implica fijar también

las variables hidrodinámicas). Como debemos exigir que nuestras variables estén bien definidas

en el origen, debemos imponer las condiciones siguientes en el comportamiento de las variables

para r pequeña:

A ∼ A0 + ϑ(r2) , B ∼ B0 + ϑ(r2) ,

DA ∼ ϑ(r) , DB ∼ ϑ(r)

KA ∼ K0
A + ϑ(r2) , KB ∼ K0

B + ϑ(r2),

con A0, B0,K0
A,K

0
B funciones del tiempo pero no de r.

Las condiciones de simetŕıa anteriores pueden imponerse fácilmente en una simulación numérica.

La manera de hacerlo es utilizando una malla que salta sobre el origen, es decir, utilizar una malla

que empiece en r = ∆r/2 y obteniendo datos en un punto ficticio de frontera en r = −∆r/2,

pidiendo que α,A,B,KA,KB sean funciones pares en r = 0 y que DA, DB sean impares. Puesto

que estas últimas son proporcionales a r cerca del origen, terminos del tipo DA,B/r son regulares.

Debemos señalar que existe otro problema de regularidad en nuestras ecuaciones. Este se en-

cuentra tanto en la constricción hamiltoniana como en la ecuación de evolución para KB, donde
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existe un término de la forma (A−B)/r2, mientras que en el caso de la constricción de momento

el término es del tipo (KA −KB)/r. Para evitar que estos términos se vuelvan singulares cerca

de r = 0 debemos pedir condiciones extra de regularidad. Estas condiciones vienen dadas por:

A−B ∼ ϑ(r2) , KA −KB ∼ ϑ(r2) ,

es decir, A0 = B0,K0
A = K0

B. Estas condiciones aparecen cerca del origen como consecuencia de

que el espacio-tiempo debe ser localmente plano en r = 0. Es decir, debemos poder escribir la

métrica de la siguiente forma:

dl2R∼0 = dR2 +R2(dθ2 + sin θdφ2) , (5.46)

con R la coordenada radial propia que mide la distancia desde el origen. Haciendo una trans-

formación local de coordenadas de R a r, la métrica toma la forma:

dl2r∼0 =

(

dR

dr

)2

r=0

[dr2 + r2(dθ2 + sin θdφ2)] , (5.47)

lo cual implica que A0 = B0. Y como esto debe valer para todo tiempo, entonces también se

debe tener K0
A = K0

B.

El tratar de imponer todas estas condiciones numericamente no es sencillo, el sistema está sobre-

determinado debido a la existencia de más condiciones de regularidad que variables. Anaĺıtica-

mente, si las condiciones se satisfacen inicialmente, se mantendrán aśı en todo tiempo. Numéri-

camente esto ya no es aśı, debido a los errores introducidos en las aproximaciones por diferencias

finitas de las ecuaciones, por lo que se puede esperar que aunque inicialmente una condición se

satisfaga, aún en un paso de tiempo pequeño los errores crezcan y el código falle.

Para resolver este problema se introduce una variable auxiliar λ (ver [3] por ejemplo) que defi-

nimos como:

λ :=
1

r

(

1− A

B

)

. (5.48)

El que el espacio sea localmente plano, implica que cerca del origen λ ∼ ϑ(r), es decir, pedimos

que λ sea impar cerca del origen.

En términos de λ, la ecuación de evolución para KB queda

∂tKB = − α

2A

[

∂rDB +DαDB +D2
B − DADB

2
− 1

r
(DA − 2Dα − 4DB) +

2λ

r

]

+ αKB(KA + 2KB) + 4παMB ,

(5.49)
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mientras que la constricción hamiltoniana queda

H = −∂rDB − λ

r
+AKB(2KA +KB)

+
1

r
(DA − 3DB) +

DADB

2
− 3D2

B

4
+ 8πAρADM ,

(5.50)

Observamos que los términos problemáticos ahora van como λ/r por lo que son completamente

regulares en el origen, debido a que λ es impar en el origen. Ahora es necesario dar una ecuación

de evolución para λ, a fin de no sobreespecificar el problema. Esta ecuación puede obtenerse

directamente de la definición de λ.

∂tλ =
2αA

B

(

KA −KB

r

)

. (5.51)

Aparentemente tenemos problemas en el término donde aparece r en el denominador. Sin em-

bargo, utilizando la constricción de momentos podemos eliminar este problema, quedando la

ecuación anterior:

∂tλ =
2αA

B

[

∂rKB − DB

2
(KA −KB) + 4πjA

]

. (5.52)

De esta manera tenemos un sistema de ecuaciones regularizado.

Además del problema anterior, tenemos también el problema de la hiperbolicidad, pues hemos

señalado con anterioridad que las ecuaciones ADM en simetŕıa esférica no son fuertemente

hiperbólicas. Sin embargo, se puede construir un sistema fuertemente hiperbólico utilizando

las constricciones. Este es el sistema que vamos a utilizar en nuestras evoluciones, aunque la

deducción de tales condiciones es un poco larga y nos desv́ıa del tema principal a tratar. Para

una revisión detallada, se puede consultar [2] nuevamente.

5.3. Hidrodinámica relativista en simetŕıa esférica

Para realizar la evolución de nuestra estrella TOV, vamos a hacer uso de la formulación 3+1

de las ecuaciónes de la hidrodinámica relativista (sección 3.3). En este caso, el sistema tiene

simetŕıa esférica, por lo que debemos escribir dichas ecuaciones con tal simetŕıa.

Vamos a utilizar la métrica espacial del sistema con simetŕıa esférica dada en la sección anterior.

Los śımbolos de Chistoffel distintos de cero correspondientes a dicha métrica son:

72



Γr
rr =

1

2

∂rA

A
, (5.53)

Γθ
rθ =

1

2

2B + r∂rB

rB
, (5.54)

Γφ
rφ =

1

2

2B + r∂rB

rB
, (5.55)

Γr
θθ = 1

1

2

r (2B + r∂rB)

A
, (5.56)

Γφ
θφ =

cos θ

sin θ
, (5.57)

Γr
φφ = −1

2

r sin2(θ) (2B + r∂rB)

A
, (5.58)

Γθ
φφ = − sin θ cos θ . (5.59)

El tensor de curvatura extŕınseca se puede escribir de la siguiente manera

Kab =







KA 0 0

0 r2KB 0

0 0 r2KB sin2(θ)






.

Definimos el vector de corrimiento: βi = (β, 0, 0), el vector de momento (con el ı́ndice abajo):

Si = (Sr, 0, 0) y el vector velocidad: vi = (v, 0, 0)3.

Utilizando esto, la ecuación (3.58) escrita en simetŕıa esférica es:

∂tD = (−αv + β)∂rD − αD∂rv −
{[

Dα +
2α

r
+

αu

2
− 2αDB

]

v − αtrK

}

D , (5.60)

donde u = DA − 2DB.

De la misma manera, recordando que £~vuα = vβ∂βu
α + uβ∂αv

β , la ecuación (3.57) queda:

∂tSr = (−αv + β)∂rSr + Sr∂rβ − αSr∂rv − α∂rp

−
[(

2α

r
+ αDB +Dα

)

v + αtrK

]

Sr − (p+D + E)Dα .
(5.61)

Finalmente, la ecuación (3.55) queda:

3En el caso de simetŕıa esférica, los vectores de momento, corrimiento y 3-velocidad solo poseen la entrada

correspondiente a la coordenada radial, por lo que los valores para las coordenada θ y φ son cero. En este sentido

y tratando de evitar confusiones por cuestiones de sub́ındices, salvo en el caso del vector de momento, denotamos

las componentes sin ı́ndice alguno
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∂tE = (−αv + β)∂rE − αv∂rp− α(p+ E)∂rv + αAv2(p+D + E)(trK − 2KB)

−
{[(

2

r
− u

r
+ 2DB

)

α+ 2Dα

]

E −
(

pu

2
+ 2pDB +

2p

r

)

α− (D − 2p)Dα

}

v

− αtrK(E + p) .

(5.62)

5.4. El código numérico OLLINSPHERE

La evolución numérica del conjunto de las ecuaciones ADM, junto con las ecuaciones de con-

stricción, ambas desarrolladas en la sección 5.2, son realizadas utilizando el código numérico

“OLLINSPHERE”. Este fue escrito precisamente para resolver las ecuaciones de Einstein en

simetŕıa esférica. El código fue desarrollado originalmente por M. Alcubierre y J. A. González

(ver [3]).

OLLINSPHERE está escrito en el lenguaje de programación FORTRAN 90 y se divide en una

serie de subrutinas las cuales pueden ser modificadas.

En cuanto al espacio-tiempo, es posible adaptar diferentes condiciones de norma (lapso maximal,

1+log, etc.), aśı como también distintos tipos del vector de corrimiento. Del mismo modo, es

posible escoger diversos tipos de materia. Es en este apartado donde hemos introducido las

ecuaciones de la hidrodinámica relativista en simetŕıa esférica desarrolladas en la sección 5.3.

En la sección 6.1 describiremos la implementación de la rutina para calcular datos iniciales en

el caso de la estrella TOV.

El código numérico resuelve las ecuaciones ADM utilizando diferencias finitas centradas, es decir,

a segundo orden, en el espacio. Para la evolución numérica se utiliza el método ICN descrito en la

sección 4.3, aunque también está disponible el método RK4. La regularización de las ecuaciones

ADM, aśı como su hiperbolicidad se realizan según el procedimiento descrito en la sección 5.2.

Las variables principales que utiliza el codigo son:

1. Parte geométrica. α, βi, A, B, KA y KB.

2. Parte hidrodinámica. ρ, p, v, D, E y Si.

Una vez introducidos los datos iniciales para las variables, tanto geométricas como de materia,

el código calcula las fuentes de las ecuaciones de evolución, aśı como los términos de materia, el

algoritmo para la obtención de las variables primitivas, etc. Luego avanza en un paso de tiempo,

y aśı para cada paso de tiempo. Al final las variables calculadas se guardan en un archivo de

datos y están listas para graficarse.

74



Caṕıtulo 6

Estrellas TOV

6.1. Construyendo los datos iniciales

En el caso de la estrella TOV, como ya vimos anteriormente, las ecuaciones de Einstein se

reducen a las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff:

dp

dr
= −(ρ+ p)

(

m+ 4πr3p
)

r[r − 2m]
, (6.1)

dm

dr
= 4πr2ρ , (6.2)

dΦ

dr
=

m+ 4πr3p

r[r − 2m]
. (6.3)

Las ecuaciones (6.1) y (6.2), junto con la ecuación de estado, nos dan básicamente la estructura

de nuestra estrella. Sin embargo, a estas tenemos que añadirles la ecuación (6.3) y el coeficiente

métrico A para determinar por completo la métrica del espacio-tiempo1. Como ya lo hemos

señalado anteriormente, en las ecuaciones TOV ρ = ρ0(1 + ǫ).

Para resolver las primeras dos ecuaciones es importante notar que, puesto que son ecuaciones

diferenciales de primer orden, necesitamos conocer dos constantes de integración. Dicho de otro

modo, para poder comenzar la integración de estas ecuaciones es necesario conocer dos condi-

ciones iniciales, una para la m y otra para la p (esta última también podemos interpretarla

como una condición sobre ρ0, ya que gracias a la relación politrópica tenemos una manera de

relacionar ambas).

Comenzamos definiendo la ecuación de estado y el valor para la presión en el centro de la estrella,

pc = p(r = 0) (ρc = ρ0(r = 0)). También introducimos el valor de la masa en el centro de la

estrella, mc = m(r = 0) = 0. Finalmente, escogemos un valor arbitrario para Φ(r = 0) = Φ0,

1Como vimos en el caṕıtulo anterior, el valor del coeficiente métrico es A(r) = (1− 2m/r)−1.

75



puesto que (6.3) es lineal en Φ, podemos sumar una constante arbitraria, por lo que usando el

valor conocido para Φ en r = R, encontramos la solución deseada2.

La ecuación (6.1) garantiza que la presión decrece monótonamente mientras r > 2m(r). Además,

p(r) debe ser continua en cualquier lugar dentro de la estrella, de otro modo existiŕıan gradientes

infinitos de presión y fuerzas infinitas en los elementos del fluido. Esto, junto con el hecho de

que en el exterior de la estrella (vaćıo) p = 0, nos lleva a concluir que el punto en donde p(r) = 0

corresponde a la superficie de la estrella, por lo que el valor de r ah́ı es el radio de la estrella R

y el valor de m es la masa total de la estrella M .

Para encontrar numéricamente los datos iniciales de la estrella TOV, vamos a resolver las ecua-

ciones (6.1), (6.2) y (6.3) usando el método de Runge-Kutta de 4to. orden (RK4), además de

la ecuación de estado (2.29) 3. Debemos señalar aqúı el hecho de que la superficie de la estrella

no se encuentra en el lugar donde ρ = 0 en el código numérico, sino que se introduce un valor

pequeño para la densidad denominado usualmente “atmósfera” (ρmin), y es precisamente cuan-

do la densidad toma dicho valor, que se ha alcanzado la superficie de la estrella. Una vez fuera

de la estrella, los valores de la densidad para cualquier punto se igualan con la atmósfera. El

porqué de la adición de esta “atmósfera” se aclarará un poco más adelante en la sección 6.2.

Otra cuestión importante a considerar aqúı es que, puesto que la malla numérica en el código es

tal que salta el origen no es posible tomar la condición ρc = ρ(r = 0). Por tanto, el primer punto

sobre el que estamos integrando las ecuaciones TOV no seŕıa el centro de la estrella (recordemos

que el primer punto en la malla numérica es ∆r/2). Esto tiene como consecuencia que la solución

encontrada no corresponde a la estrella con densidad ρc dada inicialmente, sino a una solución

ligeramente distinta.

Una manera de corregir esto es hacer una aproximación en serie de Taylor para la densidad y

la masa cerca del origen. Recordando que en r = 0, ρ0 = ρc, la masa cerca del origen queda:

m ∼ cmr3, con cm una constante. Sustituyendo en la ecuación de la masa (6.2), tenemos:

cm =
4

3
πr3ρc(1 + ǫ) ,

y con esto encontramos finalmente

m ∼ 4

3
πr3

(

ρc +
Kργc
γ − 1

)

, (6.4)

2Hay que recordar que las ecuaciones 6.1 y 6.2 no dependen de Φ; estas ecuaciones son suficientes para encontrar

el radio de la estrella R, y la masa total de la estrella M . Por tanto, obtenemos el valor de Φ en R empalmando

con la solución de Schwarzschild: Φ(r = R) = 1
2
ln

(

1− 2M
R

)

.
3En el código utilizado en realidad se resuelve la ecuación (6.1) para la densidad. Usando la ecuación de

estado politrópica esta ecuación queda como: dρ

dr
= −

[

ρ2−γ

K
+ γρ

1−γ

]

(

m

r2
+ 4πKργr

)

/ [γ (1− 2m/r)]. Además la

ecuación (6.3) se resuelve para la función de lapso α y no para Φ. No es dif́ıcil mostrar que la relación entre estas

dos variables es: Φ = lnα, por lo que, en el lado derecho de la ecuación (6.3) hacemos la sustitución dΦ
dr

= d
dr
(lnα)

o, lo que es lo mismo dΦ
dr

= 1
α

dα
dr

. De esta manera la ecuación queda en términos de α.
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donde hemos hecho uso de la relación politrópica para expresar el resultado solo en términos de

ρ0.

Análogamente, la aproximación de la densidad cerca del origen es: ρ0 ∼ ρc + cρ0r
2, con cρ0

una constante. Además, cerca del origen la ecuación (6.1) para ρ0 la podemos expresar como:

drρ0 ∼ −rSρ0 . Sustituyendo la aproximación para ρ0 en la derivada encontramos: cρ0 ∼ −Sρ0/2.

De este modo, ρ0 ∼ ρc − (r2/2)Sρ0 . Si ahora tomamos Sρ0 como el ĺımite de la parte derecha de

la ecuación original para ρ0 dividida por r, obtenemos finalmente:

ρ0 ∼ ρc −
r2

2

[

ρ2−γ
c

K
+

γρc
1− γ

]

(m

r3
+ 4πKργc

)

/γ . (6.5)

Este procedimiento implica que cerca del origen el uso de un método a segundo orden para

resolver las ecuaciones TOV es inadecuado. La razón de esto se puede entender porque cerca del

origen m ∼ r3, y en este caso ∆r ∼ r. Por tanto, la cantidad que deseamos calcular va como

(∆r)3, es decir los errores introducidos por el método de segundo orden son mayores que las

cantidades a calcular. Es por esta razón que el método empleado debe ser a 4to. orden.

El valor de la densidad en el centro de la estrella se determina de acuerdo a las siguientes

consideraciones: A cada valor de la densidad central ρc corresponde un valor de la masa total

M . A medida que incrementamos el valor de ρc podemos observar que la masa M alcanza un

valor máximo Mmax para un valor espećıfico de la densidad, llamada densidad cŕıtica ρcritc . Para

valores mayores a la densidad cŕıtica la masa M disminuye de nuevo. Este es un resultado bien

conocido (ver [21]). Las estrellas para las cuales ρc < ρcritc son dinámicamente estables, mientras

que aquellas para las cuales ρc > ρcritc son inestables y pueden llegar a colapsar en un agujero

negro.

La figura 6.1 representa la relación entre la densidad central y la masa de la estrella. Los valores

para las constantes en la ecuación de estado politrópica deben ser tales que representen un gas

de neutrones completamente degenerados no relativistas4. De acuerdo con esto, los valores de

las constantes son: K = 4,349 y γ = 5/3.

De acuerdo a la convención de unidades utilizadas en este trabajo, observamos que el valor

máximo para la densidad se alcanza en el punto ρcritc = 0,0064 (3,874×1015 g
cm3 ), que corresponde

a una masa total Mmax ≈ 0,7962M⊙ 5. Estos datos son completamente compatibles con una

estrella de neutrones (ver [21]) y son muy similares a los reportados en [5]. Según lo dicho

4Como primera aproximación en la estructura de una estrella de neutrones se asume que el gas no degenerado

consiste de part́ıculas que no interactúan entre ellas. Se considera por tanto que la estructura de la estrella

está basada completamente en una ecuación de estado de un gas ideal de neutrones. En la sección 2.3 de [22] se

deduce la ecuación de estado de un gas ideal de Fermi completamente no degenerado, esto lleva a expresar la

ecuación de estado como una ecuación politrópica. Obteniendo al final los valores de las constantes K y γ, en el

caso de neutrones no relativistas, presentadas aqúı.
5Siguiendo la convención de unidades establecida en este trabajo obtenemos: 105g/cm3 ≈ 0,00162,

103s ≈ 202,9 y 1km ≈ 0,6769. De acuerdo a esto, el valor correspondiente a K, en unidades cgs, es de

K = 5,38× 109 cm4

g2/3s2
.
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∆r = 0,04

ρ

M

M(ρ)

Figura 6.1: La masa como función de la densidad para el caso K = 4,349 y γ = 5/3. El máximo

valor Mmax ≈ 0,7962M⊙ se obtiene para una densidad ρcritc = 6,4×10−3. Valores a la izquierda

de ρcritc se encuentra en la rama estable, mientras que en el caso contrario pertenecen a la rama

inestable.

anteriormente, los valores de la densidad en el lado izquierdo corresponden a estrellas estables

y es este lado de la gráfica el que utilizaremos para nuestras evoluciones numéricas.

Vamos a construir nuestros datos inciales. Utilizamos una densidad central ρc = 1,88× 10−3, la

cual se encuentra en la rama estable. Las demás cantidades utilizadas para resolver las ecuaciones

TOV son las señaladas arriba: K = 4,349 y γ = 5/36. El valor inicial de la velocidad se toma

igual a cero (v = 0) sobre toda la malla, es decir, tanto en la región interior de la estrella como

en la región exterior, esto es debido a que la solución es estática. La resolución que utilizamos

en este caso corresponde a un intervalo espacial ∆r = 0,04 y el número total de puntos en la

malla Nr = 400. Con estos datos encontramos que la masa total de la estrella es M = 0,7017 y

el radio R = 8,267. El valor utilizado para la densidad mı́nima es: ρmin = 1,0× 10−8.

Las figuras 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5 muestran los datos iniciales para la densidad ρ, la función de masam,

el coeficiente métrico A y la función de lapso α respectivamente. Observamos que, efectivamente,

la densidad decrece monótonamente hasta alcanzar el valor de la densidad mı́nima. Por su parte

la función de masa crece monótonamente y en la superficie de la estrella toma el valor M. Las

cuatro cantidades se comportan de manera suave a lo largo de toda la malla y en la superficie

el coeficiente métrico y la función de lapso se conectan de la forma deseada, continuando con el

perfil suave.

Recordando que en las ecuaciones del formalismo 3+1, ecs. (5.37)–(5.42), las variables que in-

6Valores muy similares son utilizados también en [12].
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Figura 6.2: Datos iniciales para la densidad obtenidos al resolver las ecuaciones TOV, el valor de

la densidad central es ρc = 1,88×10−3, el cual se encuentra en la rama estable. Observamos como

la densidad decrece monotónamente y, en la superficie de la estrella (R = 8,267), ajustamos el

valor de la densidad al de la densidad mı́nima.
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Figura 6.3: La función de masa calculada a partir de las ecuaciones TOV. El comportamiento

es monótonamente creciente y en la superficie alcanza el valor de la masa total de la estrella M .
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Figura 6.4: Datos iniciales correspondientes al coeficiente métrico A. Los valores utilizados son

exactamente los mismos que en el caso de la densidad. Fuera de la superficie de la esfera, el

coeficiente métrico A es el mismo que en el caso de Schwarzschild.
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Figura 6.5: Datos iniciales para la función de lapso α. En la región exterior, la función de lapso

coincide con la de Schwarzschild.
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tervienen en las fuentes son las variables ADM y no las variables dinámicas, debemos encontrar

datos inciales para las variables ADM. Esto lo hacemos utilizando las ecuaciones (3.49), por lo

que en este caso, obtenemos:

ρADM : = E +D , (6.6)

jADM
i : = S , (6.7)

SADM
rr : = Sv + p , (6.8)

SADM
θθ : = p , (6.9)

ya que en simetŕıa esférica hay solo una componente independiente de la densidad de momento

Ji (Jr) y dos componentes independientes del tensor de esfuerzos Sij : Srr y Sθθ. Para los valores

iniciales, encontramos que E = ρǫ, D = ρ0, S = 0.

Debemos asegurarnos que nuestros datos iniciales posean la convergencia adecuada, de otro modo

estaŕıamos propagando un error muy grande a lo largo de toda la malla (y posteriormente, a

lo largo de toda la evolución numérica). Puesto que el método numérico que utilizamos para

resolver las ecuaciones TOV es un Runge-Kutta de 4to. orden, esperamos que la convergencia de

nuestros datos iniciales sea a 4to. orden. Para checar esto utilizamos la constricción hamiltoniana.

Anaĺıticamente esta debeŕıa ser idénticamente cero, sin embargo, debido a los errores numéricos

esto no sucede aśı. No obstante, los valores obtenidos distintos de cero deben converger a cero

conforme se refina la malla, es decir, conforme se aumenta la resolución; y deben hacerlo al

orden correcto. En este caso, aunque la solución de las ecuaciones TOV es a 4to. orden, el código

OllinSphere calcula la constricción hamiltoniana a segundo orden, por lo que la convergencia de

los datos iniciales será a lo más a este orden.

La figura 6.6, muestra la convergencia de la constricción hamiltoniana. Las diferentes ĺıneas

corresponden a las distintas resoluciones. Puesto que la convergencia es a segundo orden (como

se esperaba), cada una de las ĺıneas está multiplicada por su factor correspondiente (4, 16, 64,

según corresponda) y, como se puede observar están prácticamente superpuestas unas con otras.

aún para valores cerca del centro de la estrella (r = 0) y de la superficie de esta.

Con estos datos, ya podemos comenzar la evolución de nuestro sistema.

6.1.1. Añadiendo el término perturbativo

Vamos ahora a construir los datos iniciales para una estrella con una pequeña perturbación

radial. Para esto añadimos una perturbación en forma de gaussiana a la densidad, es decir,

ρ(r) = ρ(r) + ξe−r2/σ2
, (6.10)

con ξ ≪ 1 y σ una constante arbitraria.
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Figura 6.6: El logaritmo de la constricción hamiltoniana graficado a diferentes resoluciones. Al

aumentar la resolución en ∆r (al doble por ejemplo de la primera), hay un factor (de 4) entre la

gráfica de cada resolución, por lo que multiplicando por este factor (4), las ĺıneas se superponen,

lo que indica la convergencia a segundo orden.

Debemos tomar en cuenta el hecho de que nuestras variables se van a ver modificadas. La

nueva densidad (6.10) ya no es una solución de las constricciones y, por tanto, debemos resolver

nuevamente la constricción hamiltoniana para garantizar que los datos iniciales satisfagan dichas

ecuaciones. Sin embargo, puesto que la perturbación que se introduce es pequeña, los valores de

las variables afectadas no cambiarán drásticamente.

La figura 6.7, muestra los datos iniciales en el caso de la densidad ρ una vez perturbada. El

valor asignado al coeficiente perturbativo es ξ = 9,0 × 10−5, de este modo la densidad en el

centro de la estrella es: ρc = 1,97 × 10−3. Los valores utilizados son los mismos que en el caso

sin perturbar, es decir: K = 4,349, γ = 5/3, ∆r = 0,04, Nr = 400 y ρmin = 1,0× 10−8. La masa

total de la estrella aśı como el radio se ven modificados, aunque esta variación no es demasiado

grande.

La figura 6.8 muestra los valores iniciales para la función de lapso α(r), estos valores coinci-

den exactamente con los valores del caso sin perturbar. Los valores iniciales para la velocidad

nuevamente son cero a lo largo de toda la malla.

En el caso del coeficiente métrico A(r), los valores si se verán modificados, por lo que debemos

resolver la constricción hamiltoniana para encontrar los nuevos valores de A(r). Partimos de la

ecuación:
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Figura 6.8: La función de lapso conserva los mismos valores que en el caso sin perturbar.
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0 = −∂rDB − λ

r
+AKB(2KA +KB)

+
1

r
(DA − 3DB) +

DADB

2
− 3D2

B

4
+ 8πAρADM ,

(6.11)

tomando en cuenta que el coeficiente métrico B(r) no se modifica, tenemos B = 1, DB = 0,

KB = 0, KA = 0, DA 6= 0. La ecuación anterior se reduce a:

0 = −DA +
(1−A)

r
+ 8πAρADM , (6.12)

recordando que DA := ∂r lnA y que además ρADM = ρhW 2 − p = ρ(1 + ǫ), obtenemos:

∂rA = 8πrA2ρ(1 + ǫ) +
A(1−A)

r
, (6.13)

que es la ecuación a resolver para encontrar los valores iniciales de A(r) en este caso. Al igual que

en el caso de las ecuaciones TOV, usamos un RK4 para obtener dichos valores. Para encontrar

el valor de A en el primer punto de la malla, utilizamos la aproximación de la masa cerca del

origen (6.4) y la sustituimos en el coeficiente métrico. Con esto encontramos que:

A =

(

1− 8

3
πρ(1 + ǫ)r2

)−1

. (6.14)

Una vez dado este valor, podemos hallar A(r) para el resto de la malla. En la figura 6.9 se mues-

tran los valores iniciales resultantes para el coeficiente métrico. Aunque el perfil del coeficiente

métrico A perturbado es muy similar al caso sin perturbar, esperamos una pequeña variación

entre ambos, como se mencionó anteriormente. En la figura 6.10 observamos esta diferencia

(∆A) entre el coeficiente métrico en el caso de la estrella perturbada (Apert) y el no perturbado

(A).

Como en el caso no perturbado, debemos checar la convergencia de los datos iniciales. Nueva-

mente usamos la constricción hamiltoniana para encontrar la convergencia. Al igual que en el

caso no perturbado esperamos convergencia a segundo orden. La figura 6.11 muestra la conver-

gencia de los datos iniciales. Observamos que el método utilizado cerca del origen funciona muy

bien, pues los datos convergen más rápido que a segundo orden (las ĺıneas punteadas van por

debajo de la ĺınea sólida, aun cuando se han multiplicado por sus respectivos factores).

Al igual que en el caso no perturbado, estamos listos para inciar la evolución numérica.

6.2. Evolución numérica

Una vez encontrados los datos iniciales al resolver las ecuaciones TOV, estamos en condiciones

de empezar la evolución numérica (recordemos que anteriormente sólo resolvimos las ecuaciones
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estrella.
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Figura 6.11: El logaritmo de la constricción hamiltoniana, en el caso de la estrella perturbada, a

diferentes resoluciones. Nuevamente las gráficas están reescaladas por su correspondiente factor:

4, 16 y 64. De esta manera, se obtiene convergencia a segundo orden, como se esperaba.

para obtener los datos iniciales, no incluimos evolución alguna, ya que en ningún momento

utilizamos el tiempo).

Para esto, vamos a hacer uso del código numérico OLLINSPHERE. Como mencionamos en la

sección 5.4 este código hace la evolución de las ecuaciones ADM. Para tener la evolución completa

debemos incluir los términos de materia, es decir las ecuaciones (5.60)–(5.62) a cada paso de

tiempo para que las fuentes del conjunto completo de ecuaciones de evolución se actualicen. La

ecuación de estado usada será p = (γ − 1)ρ0ǫ, recordando que el valor incial para ǫ lo podemos

encontrar en los valores inciales de ρ0, ya que ǫ = K
γ−1ρ

γ−1
0 .

Es importante mencionar aqui el procedimiento descrito en 3.1.1 ya que es necesario actualizar

las variables primitivas en cada paso de tiempo. La forma de realizar esto es implementando un

algoritmo numérico que resuelve la ecuación (3.27) (la cual nos da la presión en el estado f́ısico

deseado) mediante el método de Newton-Raphson. Estas condiciones garantizan la actualización

de los datos en las fuentes y, por tanto, la evolución confiable de nuestras ecuaciones.

Por otro lado, al igual que en el caso de los datos iniciales, es importante hacer mención del

tratamiento hecho en la superficie de la estrella. Este punto es importante por lo siguiente: En la

región exterior de la estrella tenemos vaćıo. Esto significa que la densidad debe ser idénticamente

cero. Según se aproxime la densidad a este valor, la recuperación de las variables primitivas

(ρ0, p, v) a partir de las variables dinámicas (D,S, E) se vuelve singular. La manera estándar

de tratar este problema es mediante la adición de una cierta “atmósfera”, la cual mencionamos

brevemente en la sección anterior. Usualmente esta cantidad es una densidad algunos órdenes de
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magnitud menor que el valor de la densidad central y sus efectos no se notan en la dinámica del

sistema (10−5 del valor de la densidad central ρc). De esta manera se asegura que el sistema no

sea singular en la superficie de la estrella permitiendo recobrar el valor de las variables primitivas

a partir de las variables dinámicas. Aśı, puesto que el problema es sólo en una región de baja

densidad, cercano a la superficie de la estrella, tiene un efecto despreciable en la dinámica del

sistema.

En regiones donde el valor de la variable hidrodinámica D sea menor que la atmósfera, fijamos el

valor D = ρmin, como lo hicimos para los datos iniciales. Además, fijamos las demás cantidades

hidrodinámicas de la siguiente manera: S = 0, E = Kργ0/(γ − 1)7. Esto, junto con la adición de

los términos de disipación y viscosidad artificial, llevan a nuestro código a evolucionar por un

tiempo razonable.

6.3. Resultados

6.3.1. Estrella TOV estática (no perturbada)

Vamos a presentar aqúı los resultados de la evolución numérica para el caso de la estrella TOV.

Los valores utilizados son los mismos que en los datos iniciales. Además, agregamos los valores

iniciales para el coeficiente métrico B = 1, y la curvatura extŕınseca KB = 0, K = 0, y el factor

de Courant ∆t/∆x = 0,4 (esto implica un paso de tiempo ∆t = 0,016) y un número total de

pasos de tiempo Nt = 500. Esto significa un tiempo final t = 8 (t ≈ 40µs).

La figura 6.12 muestra la evolución de la densidad. Encontramos que el comportamiento de la

estrella es el esperado: los valores de la densidad de la estrella permanecen prácticamente igual

a los valores de la condición inicial conforme avanza el tiempo. Para observar mejor la dinámica

que sigue la densidad se grafica la diferencia ρ(t)− ρ0 entre la densidad a medida que avanza el

tiempo ρ(t) y la densidad al tiempo inicial ρ0. La razón por la cual los valores no son exactamente

los iniciales, tiene que ver con la propagación del error numérico. Sin embargo, debemos esperar

que la diferencia entre la densidad a cualquier tiempo y la densidad al tiempo incial no crezca

arbitrariamente.

En este caso, notamos que la diferencia es de varios órdenes de magnitud menor que los valores

de la densidad, por lo cual no se altera visiblemente el comportamiento de la evolución de los

datos iniciales. Esto se verifica al momento de calcular la convergencia en la simulación. El

pico observado cerca de la superficie de la estrella se debe a que la superficie de la estrella no

permanece constante, es decir, la estrella sufre una pequeña expansión provocando que el valor

del radio, en el cual la densidad es igual a la atmósfera, se modifique conforme avanza el tiempo,

dando lugar a los valores observados.

7El usar la condición sobre la densidad de enerǵıa es solo un recurso numérico que permite el mejor manejo

de los gradientes en la velocidad, o sea, en la obtención de las variables primitivas. La forma planteada aqúı es

consistente con la presión y fue propuesta originalmente por Font et al en [11].
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Figura 6.12: La densidad se mantiene prácticamente en los valores iniciales (t = 0) conforme

transcurre el tiempo. Esto se debe a que las ecuaciones TOV nos dan la solución de una estrella

estática, es decir, una estrella cuya configuración no cambia con el tiempo. La conexión entre la

superficie de la estrella y región exterior se da de manera suave.

Las figuras 6.13 y 6.14 muestran la evolución para el coeficiente métrico A y la función de lapso

α. Al igual que en el caso de la densidad, se grafica la diferencia de los valores a cada paso de

tiempo menos los valores al tiempo inicial (A(t) − A0 y α(t) − α0 respectivamente). En ambos

casos puede observarse que las variables permanecen casi invariantes conforme transcurre el

tiempo, dicho de otro modo, las diferencias entre los valores a cada paso de tiempo y el valor

inicial son de varios órdenes de magnitud menores, por lo cual no hay un cambio apreciable en

estas variables.

En el caso de la velocidad, observamos en la figura 6.15 que se forman gradientes muy fuertes

cerca de la superficie de la estrella. Para entender esto, debemos primero hacer una observación:

F́ısicamente cerca de la superficie de la estrella el campo gravitacional es intenso y, puesto que

la atmósfera no es parte de la solución en equilibrio de los datos iniciales, el campo gravitacional

hace que esta vaya hacia la superficie de la estrella y colapse. Cuando la atmósfera colisiona con

la superficie de la estrella se forma un choque, creando los altos gradientes que observamos. El

signo negativo de la velocidad indica que hay fluido desplazándose hacia el interior de la estrella.

Que el código evolucione satisfactoriamente o falle, depende en gran medida del tratamiento que

se le de a la superficie, pues la evolución puede contaminarse debido a los valores tan grandes

que toma la velocidad.

Finalmente, presentamos la convergencia de la constricción hamiltoniana en la figura 6.16 a un

tiempo t = 8. Notamos que en la región cercana al origen, como en el interior de la estrella
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Figura 6.13: La métrica permanece muy cercana a los valores iniciales a medida que avanza el

tiempo. La superficie se conecta de manera suave con la región exterior de la estrella.
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Figura 6.14: La función de lapso permanece prácticamente en los valores iniciales conforme se

incrementa el tiempo. En la superficie de la estrella todo transcurre de manera normal, es decir,

se da una transición de manera suave.
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Figura 6.15: La velocidad desarrolla gradientes muy grandes cerca de la superficie de la estrella.

En la región exterior de la estrella, la velocidad retoma su valor v = 0 .

la convergencia es a segundo orden. En la región externa, la convergencia empeora debido a la

propagación de fluido ocasionada por el choque en la superficie (altos gradientes de velocidad).

El comportamiento visto anteriormente para las variables se mantiene aún para tiempos mayores

a los presentados aqúı, sin embargo, no hay que olvidar que la solución puede verse alterada un

poco debido al error numérico producido por la frontera de la estrella.

6.3.2. Estrella TOV perturbada

En esta sección presentamos los resultados en el caso de la estrella TOV perturbada. Los datos

iniciales corresponden a los presentados en la sección 6.1.1. Los valores del paso del tiempo y el

número de pasos de tiempo son los mismos que en el caso sin perturbación. Es decir, presentamos

los resultados a un tiempo t = 8.

En la figura 6.17 se muestra la evolución de la densidad. Como puede observarse esta empieza

a decrecer inicialmente. La razón de este comportamiento se debe a que, una vez introducida

la perturbación, la solución inicial ya no es una solución estática de las ecuaciones de Einstein.

Durante la evolución hay un reacomodo en el fluido de la estrella y esta busca una nueva condición

de equilibrio, la cual posee una densidad central distinta a la original aśı como una masa y

radio ligeramente distintos. El reacomodo se da mayormente en región cercana al centro de la

estrella, como puede observarse en la figura 6.18 donde nuevamente hemos graficado la evolución

de ρ(t) − ρ0. Una vez alcanzada la configuración de equilibrio, la estrella debe mantentenerse

estable aún para tiempos mayores. Numéricamente este proceso no es tan simple debido a la
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Figura 6.16: La convergencia del logaritmo de la constricción hamiltoniana se mantiene a segundo

orden en el interior de la estrella a t = 8. Mientras que en la superficie la convergencia empeora

debido al comportamiento de la velocidad en la superficie.

propagación del error numérico.

La figura 6.19 muestra la evolución de la densidad central (ρc) hasta un tiempo t = 24. Obser-

vamos que aún para este tiempo, no se alcanza alguna configuración de equilibrio. Para tiempos

relativamente cortos, la densidad disminuye rápidamente, luego comienza a crecer y para t > 15

la tasa de crecimiento disminuye considerablemente, es decir, crece muy lentamente. A pesar

de no alcanzar la densidad del estado de equilibrio, las diferencias mostradas en 6.18 no crecen

arbitrariamemente, ya que la convergencia se mantiene.

Las figuras 6.20 y 6.21 muestran la evolución de la métrica A y la función de lapso α (donde

nuevamente hemos graficado las diferencias A(t) − A0 y α(t) − α0 hasta un tiempo t = 8). En

ambos casos, al igual que en la densidad hay mayor movimiento que en el caso no perturbado (la

diferencia entre los valores a medida que avanza el tiempo y el valor al tiempo inicial es mayor

que en el caso sin perturbar). Esto es claro debido a que la perturbación introduce una solución

no estática. Este movimiento disminuye en el interior de la estrella. El empalme en la superficie

se da de manera suave.

En el caso de la velocidad, la figura 6.22 muestra su evolución. Observamos movimiento en la

región interior de la estrella debido a la perturbación introducida. El aumento de la presión en el

centro de la estrella provoca que los elementos del fluido rápidamente busquen reacomodarse a

lo largo del interior, para alcanzar nuevamente una configuración estable. Puesto que la presión

es mayor en el centro, mayor es también la velocidad con la que el fluido se mueve en esta parte

y menor en el interior. Conforme nos acercamos a la superfice, observamos que la velocidad

91



0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0 2 4 6 8 10 12 14

0.0
0.8
1.6
2.4
3.2
4.0
4.8
5.6
6.4
7.2
8.0

superficie

∆r = 0,04, ∆t/∆r = 0,4

r

ρ

Figura 6.17: La evolución en el caso de la estrella perturbada cambia significativamente. A

medida que el tiempo avanza la densidad comienza a decrecer hasta alcanzar un valor mı́nimo.

Luego comienza a crecer lentamente. La superficie y la región interior se conectan suavemente.
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Figura 6.18: La diferencia ρ(t)−ρ0 en el tiempo. A medida que avanza el tiempo, esta diferencia se

hace mayor, sin embargo esta diferencia no es arbitraria, pues al tiempo presentado aqúı (t = 8),

la convergencia es como se espera. Notamos que el valor de la diferencia es mayor cerca del

centro de la estrella y disminuye conforme nos movemos hacia el interior.
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Figura 6.19: Evolución de la densidad central (ρc) hasta un tiempo t = 24. A pesar de no alcanzar

la condición de equilibrio mencionada en el texto, la convergencia se mantiene, lo cual significa

que la evolución es consistente con los datos iniciales.
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Figura 6.20: La evolución de la métrica A(t) − A0 en el tiempo. Notamos que los valores son

mayores que en el caso estático ya que la solución en el caso perturbado induce una dinámica

en el sistema. En la superficie todo transcurre de manera suave.
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Figura 6.21: Los valores en las diferencias de la función de lapso α(t)− α0, son mayores que en

el caso no perturbado, provocando mayor movimiento. Este movimiento se hace menos notorio

en la región interior de la estrella. En la superficie, todo se comporta de manera normal.

nuevamente crece (en valor absoluto). La razón es exactamente la misma que para el caso sin

perturbar.

En la figura 6.23 observamos el logaritmo de la constricción hamiltoniana. Notamos que cer-

ca del origen la convergencia no es buena. A pocos pasos de tiempo de iniciada la evolución

aparecen oscilaciones de alta frecuencia en el intervalo (0,2) de la gráfica. Este hecho hace que

la evolución de los datos iniciales no sea la esperada (explica el comportamiento de la densidad

cerca del origen). Sin embargo, salvo en el caso de la peor resolución, en el resto de la estrella

la convergencia es muy próxima a segundo orden. En el caso de la resulución más baja, se dice

que esta no ha alcanzado el régimen de convergencia. Esto significa que el valor ∆r = 0,08

no es lo suficientemente bueno para garantizar que los errores debidos a las aproximaciones en

las ecuaciones de evolución puedan despreciarse y el método numérico utilizado sea a segundo

orden. Cerca de la superficie, en la región exterior, la convergencia empeora debido al manejo

de la superficie.

El hecho mencionado en el párrafo anterior representa un problema grave. Como mencionamos en

la sección 4.2 si nuestra solución no converge, no podemos estar seguros que el código está evolu-

cionando correctamente. No obstante podemos esgrimir un argumento en favor de la evolución

del código: Observamos la figura 6.24, la cual presenta el logaritmo de la constricción hamiltoni-

ana a un tiempo t = 24 (el triple del presentado en la gráfica anterior, t ≈ 119µs). Nuevamente

aparecen las oscilaciones espurias de altas frecuencias que se han propagado una mayor distan-

cia a lo largo del interior de la estrella. Sin embargo, estas oscilaciones no han explotado aún
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Figura 6.22: En el caso de la velocidad, observamos que desde el primer paso de tiempo hay

variación en el interior de la estrella, este efecto se produce debido a la perturbación. Cerca de

la superficie nuevamente ocurren gradientes muy intensos a medida que el tiempo avanza. En la

región exterior, nuevamente (como en el caso TOV), retoma el valor v = 0 .

(para buenas resoluciones), al contrario, al momento de evolucionar usando mejor resolución no

aumentan, sino que disminuyen. Las figuras 6.25 y 6.26 muestran la evolución de la constric-

ción hamiltoniana. Claramente observamos que cuando la resolución es mayor, las oscilaciones

disminuyen su amplitud.

El perfil del coeficiente métrico aśı como del lapso siguen siendo prácticamente los mismos. En

el caso de la velocidad, el comportamiento es muy similar al presentado anteriormente, salvo

por la formación de pequeñas oscilaciones espurias en la región exterior cerca de la superficie.

El caso de la densidad ya hab́ıa sido comentado. Disminuye considerablemente, y luego vuelve

a crecer lentamente. En las figuras 6.27 y 6.28 observamos el comportamiento de la densidad y

la velocidad.

Este comportamiento de las variables permanece para tiempos mayores inclusive para la res-

olución más alta. Esto nos lleva a conlcuir que si bien hay un problema que se debe corregir,

este no termina por echar a perder del todo la simulación numérica. Finalmente, puesto que los

datos iniciales converǵıan al orden correcto y también la evolución en el caso sin perturbar, es

muy probable que las inestabilidades se deban a la amplificación del error numérico debido a la

perturbación en las ecuaciones de evolución. Es aqúı en donde la disipación artificial (más que

la viscosidad) juega un papel fundamental, ya que sin esta las oscilaciones espurias crecen sin

control y hacen fallar el código aun para tiempos cortos.

No obstante, en este trabajo, se probaron diferentes valores para los coeficientes disipativos sin
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Figura 6.23: La convergencia del logaritmo de la constricción hamiltoniana se mantiene a segundo

orden en el interior de la estrella a t = 8 excepto para la resolución mas baja, la cual no ha

alcanzado el régimen de convergencia. Sin embargo, cerca del origen existen oscilaciones. En la

superficie la convergencia empeora debido al comportamiento de la velocidad ah́ı.

encontrar alguno que proporcionara un mejor resultado. Un punto importante en este sentido

seŕıa encontrar un método alternativo que permita manejar lo mejor posible las oscilaciones

espurias, ya sea mediante el uso de la disipación artificial o algún otro artificio numérico para

que, cerca del centro de la estrella, la convergencia en la evolución de los datos iniciales sea más

limpia y la evolución numérica no se vea afectada por este problema.

96



-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0 2 4 6 8 10 12

dr=0.08
dr=0.04
dr=0.02
dr=0.01

superficie

lo
g(
h
a
m
)

r

Figura 6.24: El logaritmo de la constricción hamiltoniana a t = 24. Las oscilaciones de alta

frecuencia se propagan a lo largo del interior de la estrella, sin embargo no explotan. En el caso

de la resolución más pobre, las oscilaciones han matado completamente la solución, hecho por

el cual los valores difieren considerablemente aun en los primeros puntos de la malla.
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Figura 6.25: La evolución de la constricción hamiltoniana para una resolución ∆r = 0,04 hasta

un tiempo t = 24. Conforme avanza el tiempo estas oscilaciones se atenúan.
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Figura 6.26: La evolución de la constricción hamiltoniana para una resolución ∆r = 0,02 hasta

un tiempo t = 24. Notamos el hecho de que la amplitud de las oscilaciones ha disminuido en

comparación con las que aparecen a una resolución más baja.
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Figura 6.27: El comportamiento de la densidad es el esperado. Después de llegar a un punto

mı́nimo, comienza a aumentar lentamente.
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Figura 6.28: El perfil de la velocidad es muy similar al presentado anteriormente, el único cambio

se presenta en la región exterior donde han aparecido pequeñas oscilaciones de alta frecuencia.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

De lo desarrollado en este trabajo, podemos sacar algunas conclusiones importantes:

Se hizo una revisión del formalismo 3+1 de la relatividad numérica, haciendo énfasis en los

puntos principales como son: las variables ADM (lapso y vector de corrimiento), la métrica

espacial y la curvatura extŕınseca. Aśı mismo, se escribieron las ecuaciones de Einstein en este

formalismo. Se discutieron las ecuaciones de constricción y la importancia de que, incluso antes

de comenzar la evolución de las ecuaciones ADM, las constricciones deben satisfacerse. Este

punto es de relevancia en el caso de la evolución de la estrella perturbada (ver sección 6.1.1),

ya que, una vez que incluimos a perturbación a la densidad central, por definición ya no es

una solución de las ecuaciones de Einstein y hay que resolver la constricción hamiltoniana para

garantizar que lo sea de nuevo.

Además, se revisaron las condiciones de foliación y explicamos que las condiciones de lapso

maximal y 1+log son igualmente buenas en nuestra evolución numérica, debido principalmente

a que evitan la presencia de singularidades, tanto f́ısicas como de coordenadas. En la práctica,

sólo por la simplicidad que presenta para evoluciones más complicadas, escogimos la condición

maximal.

También se implementaron las ecuaciones de Euler de la hidrodinámica relativista, tanto en el

caso de la relatividad especial como en el de la general. Esto nos permitió elaborar un código

numérico (“HydroSphere”), el cual resuelve las ecuaciones de Euler en el caso de la relatividad

general, usando una métrica de fondo fija. En particular, este código fue utilizado en la sección 4.4

para resolver el problema del tubo de choques, usando como métrica fila la métrica de Minkowski,

lo cual permitió probar algunos puntos discutidos en la sección de métodos numéricos, y en

particular, hacer la prueba numérica del código.

En este mismo problema, se diseñó un esquema de viscosidad artificial siguiendo [2] y [24] . Este

término se introdujo como si fuera viscosidad verdadera (añadiendo el término de viscosidad a

la presión en el tensor de enerǵıa momento) con la intención de manejar de forma más apropiada

la aparición de ondas de choque en la solución (tanto en el tubo de choques como más adelante

en la superficie de la estrella). Un dato a resaltar aqúı es que, en general, hay que estar haciendo
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ensayos diferentes para los valores del coeficiente de viscosidad artificial, ya que dependiendo

del problema, puede funcionar uno y al momento de cambiar de problema, hay que encontrar

otro coeficiente. Otro punto importante en este sentido es la adición de la disipación artificial

para controlar las oscilaciones de alta frecuencia que aparecen en la evolución de los datos

iniciales. Ambas cantidades nos permiten mantener estas evoluciones estables durante un tiempo

razonable.

Además, utilizando la descripción de la hidrodinámica relativista en términos del formalismo

3+1, se fusionaron el código descrito en 4.4, que evoluciona la hidrodinámica (teniendo una

métrica fija de fondo), con el código que evoluciona las ecuaciones de Einstein en simetŕıa esférica

(OLLINSPHERE ). De este modo logramos acoplar los términos de materia con los términos de

la geometŕıa, lo cual nos permitió realizar la evolución de ambos. Para recobrar las variables

primitivas se diseño una subrutina en el código que resuelve el problema de invertir las variables

conservadas y aśı obtener las variables primitivas a partir de estas. Este algoritmo usa el método

de Newton-Rapshon.

El código que evoluciona solamente la hidrodinámica puede ser utilizado para estudios más

detallados como el de los choques. En este contexto, se pueden modificar y perfeccionar las

técnicas de viscosidad artificial (utilizando una versión más general de la presentada en este

trabajo) ó incluir la aplicación de los métodos de captura de choques de alta resolución (HRSC),

los cuales permiten el mejor manejo de los choques hidrodinámicos. Inclusive, puede estudiarse

la implementación de mejores condiciones de frontera que garanticen un mejor tratamiento de

ellas, aśı como una mejor evolución, en el sentido de que los errores, debido a las fronteras, no

contaminarán nuestra solución numérica conforme avanza el tiempo, este es uno de los temas

importantes a tratar en un trabajo futuro1. También pueden hacerse pruebas para distintos tipos

de fenómenos hidrodinámicos que posean una métrica fija de fondo y analizar sus propiedades.

Por otro lado, se resolvieron las ecuaciones TOV que nos dan la solución para una estrella estable;

esta solución es aceptable ya que se verificó la convergencia a segundo orden de dichas ecuaciones

en el interior de la estrella tanto para los datos iniciales, como para tiempos posteriores. Se

utilizó una aproximación para la masa y la densidad del fluido cerca del origen a partir de las

ecuaciones para encontrar el primer punto de la malla e iniciar la solución a lo largo de toda la

malla. Al respecto se explicó la importancia de resolver estas ecuaciones utilizando un método

de cuarto orden, debido a que de esta manera se garantiza que las cantidades que se quieren

calcular no sean menores que los errores numéricos. Lo cual no sucede con un método a segundo

orden.

En este mismo sentido, es importante analizar con un poco más de detalle el tratamiento de

la superficie de la estrella, es decir, la manera en como se maneja la atmósfera para permitir

1En todas las simulaciones presentadas aqúı, la frontera de la malla numérica se colocó lejos de la estrella, a

una distancia aproximada de 3 veces el radio de la estrella. Esto se hizo de este modo ya que los errores en algunas

de las cantidades se reflejan en la frontera introduciendo un error que puede echar a perder la simulación si la

frontera de la malla y la superficie de la estrella estan muy cercanas una de la otra. En realidad la frontera de la

malla no es un asunto que preocupe demasiado en este caso, sin embargo, a modo de querer optimizar el código,

es importante corregir este problema.
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una evolución estable del código para tiempos mayores, y evitar los gradientes tan grandes

que se presentaron en los resultados sección 6.3. En general, pueden estudiarse o revisarse las

condiciones que permitan una evolución estable por más tiempo (HRSC, modificación de las

ecuaciones de estado, etc.). En este sentido hay propuestas como las que aparecen en [11], sin

embargo aún hay mucho que hacer en cuanto a evoluciones estables que sean más duraderas.

Se analizó también el caso de una estrella a la que se añadió una pequeña perturbación en la

densidad central y se observó el comportamiento. Como se dijo anteriormente, se resolvieron

las constricciones para garantizar la solución de las ecuaciones de Einstein. A diferencia de la

estrella estática, la estrella perturbada sufre un reacomodo de materia debido a la perturbación,

por lo que se genera movimiento en el fluido. Conforme transcurre el tiempo, la configuración

de la estrella perturbada tiende a una configuración estable y puede permanecer en este estado

por un largo tiempo.

Es importante señalar el hecho de que en este caso se presentaron algunos problemas que ya

fueron discutidos anteriormente como el hecho de que debido a la perturbación los errores se

amplifican y para la resolución más baja el régimen de convergencia no se alcanza. También se

mencionó la aparición de las oscilaciones de alta frecuencia en el interior de la estrella, que si bien

es cierto no afectan demasiado la evolución de los datos iniciales para tiempos cortos, si podŕıan

hacerlo para tiempos mayores. Lo más importante en este caso es estudiar y analizar de forma

más detallada la aplicación de condiciones (ya sea de disipación o alguna otra condición sobre

las ecuaciones de evolución de las variables hidrodinámicas) que introduzcan el menor error

numérico posible. En el caso estable estos errores pueden pasar desapercibidos, sin embargo,

cuando se añade la perturbación, los errores llegan a ser significativos.

Finalmente, y como la opción principal de este trabajo, es el entender la evolución de un sistema

esféricamente simétrico para poderlo aplicar al caso del colapso de materia, es decir, la evolución

de una estrella en la rama inestable que produzca la aparición de un agujero negro. En esta

dirección, este seŕıa el próximo paso a realizar y demostraŕıa el eventual potencial del código

para evoluciones posteriores en algún sistema de interés astrof́ısico.
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