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Resumen

El sistema de bombeo de agua por excitacién paramétrica serd descrito a continuacion.
Este trabajo es una contribucién en el estudio del sistema de bombeo por energia de oleaje
(SIBEO). En este sistema describiremos las oscilaciones de las masas de agua expuestas
en los tubos de resonancia y desagiie, acopladas por una tercera oscilacién proporcionada
por un pistén o fuelle en la camara de compresion, al cual podemos manipular su amplitud
y frecuencia. El funcionamiento del sistema se optimiza variando el volumen dentro de la
camara de compresion, sintonizando la frecuencia de excitacién del fuelle con la frecuencia
natural de excitacién del agua. Este sistema de bombeo fue montado en el laboratorio a
escala del modelo original. Los resultados seran estudiados bajo ciertas condiciones ini-
ciales, con las cuales obtendremos la descripcién del sistema con un método numeérico y los
resultados experimentales.



Capitulo 1

Introduccion

En afios recientes se han hecho estudios para la utilizacién de energias alternativas.
Algunos dispositivos particulares son los llamados OWC! ( Salter [1] y McCormick [2]),
los cuales se basan en el aprovechamiento de la energia de oleaje. Esta energia transmite
una variacién periédica de la presion en la parte baja de un tubo llamado resonante, que
a su vez genera un movimiento oscilatorio de su columna de agua. La oscilacién comprime
y descomprime el aire en una camara de compresiéon que impulsa una turbina conectada a
un generador eléctrico. La mayoria de estos sistemas aprovechan la amplificacién en la os-
cilacién debida a la frecuencia resonante de la ola para aumentar su efecto a la salida en las
turbinas. Cuando el OWC estd fuera de resonancia, estos dispositivos pueden sintonizarse
a la frecuencia resonante a través del cambio del volumen de aire dentro de la camara de
compresién. Este es el mecanismo comun en la optimizaciéon y rendimiento del sistema,
aunque la eficiencia es significativamente reducida por la conversion de energia cinética -
eléctrica. Una manera sencilla de resolver este problema e incrementar sustancialmente la
eficiencia del dispositivo, es evitando la conversién de energia, por lo tanto, si se utiliza toda
la energia mecanica en el cambio, el producto final serd energia del tipo cinética-cinética.

Otra clase de mecanismo basado en este principio y en el aprovechamiento de la energia
de oleaje es el SIBEO,? desarrollado por Czitrom [3], el cual utiliza la energfa mecénica
de las olas del mar para bombear agua. Al no haber cambio en el tipo de energia, estos
sistemas son mas eficientes. Entre las aplicaciones del SIBEO se encuentra la recuperacion
y saneamiento de lagunas y esteros contaminados. Ademds, al no tener partes moviles,
los organismos que viajan a través del ducto no son danados, lo que permite el manejo
biolégico y la recuperacién de los cuerpos de agua. En la siguiente figura se describen las
partes basicas del SIBEO.

! Por sus siglas en ingles Oscillating Water Column.
2 Sistema de Bombeo por Energfa de Oleaje.



Introduccién
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Figura 1.1: Diagrama del sistema de bombeo por energia de oleaje.

Este sistema se basa principalmente en aprovechar la senal de presion en la boca del
tubo resonante; debido a la energia de oleaje que provoca un flujo de agua oscilante, el
cual, con cada ola, derrama un cierto volumen de agua dentro de la cdmara de compresion
y posteriormente al cuerpo de agua receptor. El flujo neto de agua es unidireccional del
mar a la laguna.

Para poder desarrollar un nuevo dispositivo que nos permita bombear de manera bidi-
reccional en el sistema de bombeo, se ha propuesto cambiar el punto de excitacién del
sistema, ya que en vez de tomar la senal de presién en la parte baja de la boca del tubo
resonante, se propone, variar periddicamente el volumen de la camara de compresién por
medio de un pistén o fuelle. El objetivo particular de este trabajo es encontrar la de-
pendencia que existe entre la amplitud de excitacion del fuelle y el mayor gasto hidraulico
obtenido, para lo cual, es necesario estudiar el comportamiento del sistema de bombeo exci-
tado paramétricamente mediante la variacién periddica del volumen dentro de la cdmara de
compresiéon. Este estudio sobre el comportamiento de estos dispositivos permitira obtener
un modelo numérico del sistema, para asi determinar las condiciones de bombeo, compara-
ndo los resultados numéricos y los resultados obtenidos en el dispositivo experimental.

Antes de empezar con la descripcién del sistema de bombeo (Capitulo 4), se hace una
revisién de los conceptos de mecanica de fluidos que se utilizaran (Capitulo 2), ademds
de una breve introduccién a trabajos realizados anteriormente sobre la columna de agua
oscilante, que sirven de base para este estudio (Capitulo 3). Se incluye una descripcién del
algoritmo utilizado en el método numérico (Capitulo 5) y el desarrollo de los experimentos
realizados en el dispositivo montado en el laboratorio (Capitulo 6).



Capitulo 2

Modelo Matematico

Para la deduccién de las ecuaciones béasicas que describen el movimiento de los fluidos
es necesario introducir un marco de referencia desde el cual se pueda describir la cinematica
del fluido. Estas ecuaciones se derivan de las leyes de conservacion de la masa, el momento y
la energia. En el desarrollo de éstas se asumira la validez de la hipotesis del medio continuo,
el cual supone que en cada instante el fluido ocupa de forma continua una cierta regién del
espacio sobre la que se tienen definidas funciones continuas y derivables de la posicién y del
tiempo. Conviene indicar que existen casos excepcionales donde la descripcion del fenémeno
mediante un modelo continuo no es adecuada. Por ejemplo: el movimiento de gases a
densidades extremadamente bajas, el vuelo de un misil o un satélite a grandes alturas por
encima de la superficie de la tierra; por lo que no se tomardn en cuenta efectos cudnticos
ni relativistas, cuya descripcién pertenece al campo de la teoria cinético molecular.

2.1 Teoria
2.1.1 Hipdtesis de Medio Continuo

La mecanica pretende describir el comportamiento de los cuerpos (solidos, liquidos,
gases y plasmas) y apoya por tanto su formulacién matemadtica en la experiencia y la
teoria. Un fluido es una sustancia que se deforma, es un agregado que se mueve en forma
continua al transcurrir el tiempo ¢ y forma un todo en el espacio x = (z,v, z). Por tanto,
desde el punto de vista continuo la resolucién de un problema fluido-mecéanico consiste en
el cdlculo de las tres componentes de la velocidad local del fluido v(z,t), la densidad p(z,t)
y la energfa interna e(z, t) como funciones de la posicién y del tiempo aplicadas a cualquier
porcién (infinitesimal o finita) del medio fluido continuo. En particular la mecanica de
fluidos supone que los fluidos verifican las siguientes leyes:

= Hipoétesis del medio continuo.

= Conservacién de la masa.
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= Conservacién de la cantidad de movimiento.

= Conservacion de la energfa.

Puesto que el fenémeno que estudiaremos es macroscépico, un fluido lo consideramos
como un medio continuo. Esto significa que no importando que tan pequeno sea el ele-
mento de volumen en el fluido que estudiemos, éste contendra un nimero muy grande de
particulas, pero suficientes para que su comportamiento sea insencible a dicho nimero. En
otras palabras, nuestro elemento de volumen sera pequeno comparado con el sistema que
estemos estudiando, pero, grande comparado con las distancias que hay entre las moléculas
y el nimero de ellas que componen el sistema. La distancia caracteristica de este movimien-
to, recibe el nombre de camino libre medio (1), el cual es mucho menor que las longitudes
experimentales, de tal forma que sélo percibimos un cierto promedio de las particulas indi-
viduales, es por ello que esta aproximacion del medio continuo resulta ser tan efectiva que
se olvida con frecuencia de que se trata de un modelo.

Una vez establecido que trabajamos a escalas muy superiores al camino libre medio de
las particulas, podemos olvidar el fino detalle de su movimiento individual y ver en torno
a cada punto en el espacio (x,y, z) para cada instante ¢, un volumen elemental.

2.1.2 Clasificacién de fluidos

La capacidad para deformarse indefinidamente bajo la accién de fuerzas exteriores
(gravedad, presion, etc.) es la propiedad fundamental que distingue a los fluidos, liquidos y
gases, de los sélidos. Un trozo de sélido posee una forma definida que cambia tinicamente
cuando lo hacen las condiciones externas que actian sobre él. Por el contrario, una mis-
ma porcion de fluido carece de forma definida, pudiendo adquirir formas diferentes bajo
unas mismas condiciones externas. Asi un gas tendera a llenar completamente el recipiente
que lo contiene, independientemente de la forma de este, y un liquido se deformara bajo
la accion de su propio peso hasta llenar una parte del espacio determinado por el recipi-
ente, también independientemente de la forma de este 1ltimo. Se deduce, por tanto, que
un fluido no presenta resistencia a la deformacién misma, aunque si la presenta, como se
verda mas adelante, a la velocidad con que se deforma. Dicha resistencia esta directamente
relacionada con una propiedad del fluido denominada viscosidad [4].

Un fluido que no tiene viscosidad se conoce como fluido ideal. En realidad todos los
fluidos presentan algo de viscosidad, siendo el modelo de viscosidad nula una aproximacién
bastante buena para ciertas aplicaciones.

2.1.3 Fluido Newtoniano y no Newtoniano

Es bien conocido que el proceso de verter cierto volumen de agua desde un recipiente
a otro es mucho més rdapido que el de verter el mismo volumen de miel entre los mismos
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recipientes. Al final del proceso los dos fluidos habrdan experimentado la misma deforma-
cién, mientras que la velocidad de deformacién habra sido muy distinta en uno y otro caso
debido a las diferentes viscosidades de ambos fluidos.

Un fluido newtoniano es un fluido con viscosidad, donde la resistencia a la deforma-
cién es directamente proporcional al gradiente de velocidades. Un buen ntimero de fluidos
comunes (agua, aire, gasolina) se comportan como fluidos newtonianos bajo condiciones
normales de presion y temperatura.

Un fluido no newtoniano, es aquel cuya viscosidad varia con la resistencia a la deforma-
cién que se le aplica. Como resultado, un fluido no newtoniano no tiene un valor definido
y constante para la viscosidad, a diferencia de un fluido newtoniano.

2.1.4 Flujos compresibles e incompresibles

Todos los flujos son compresibles. La compresibilidad de un flujo es bésicamente una
medida en el cambio de la densidad. Los gases son en general muy compresibles, en cambio
los liquidos tienen una compresibilidad muy baja. En un flujo usualmente hay variaciones
en la presién, asociados con cambios en la velocidad; en general, estas alteraciones en la
presién inducirdn modificaciones de la densidad, las cuales influyen en el flujo. Aunque
los cambios de densidad en éste pueden ser muy importantes, hay una gran cantidad de
situaciones practicas en la que estos cambios pueden ser despreciables.

Un flujo se clasifica en compresible e incompresible dependiendo del nivel de variacion
de la densidad del fluido. La incompresibilidad es una aproximacion y se dice que el flujo es
incompresible si la densidad permanece constante a lo largo de todo el flujo, por lo tanto,
el volumen de todas las porciones del fluido permanece inalterado sobre el curso de su
movimiento. En esencia, las densidades de los liquidos son constantes y asi el flujo de ellos
es tipicamente incompresible.

2.1.5 Descripciéon Lagrangiana y Euleriana

Existen dos puntos de vista para describir el movimiento de un fluido. Una primera
forma de hacerlo es seguir a cada volumen de fluido en su movimiento, de manera que
buscaremos funciones que proporcionen las propiedades del volumen del fluido, asi como
su posicion en cada instante. Esta es la descripcion lagrangiana.

Una segunda forma es asignar a cada punto del espacio y en cada instante un valor
para las propiedades del fluido, sin importar la particula fluida que ocupa un punto en
dicho instante. Esta es la descripcion euleriana, que no esta ligada a las particulas fluidas
sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido.
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2.1.6 Flujo unidimensional. Teorema de Bernoulli

Si se estudia la cinemética de los fluidos, podemos ver cémo su movimiento puede
describirse mediante el concepto de lineas de corriente y cémo el conocimiento de éstas
permite determinar el campo de velocidades en la mayoria de los casos. Cabe entonces
preguntarse, si ademas se podria también averiguar la variacién de la presion a lo largo de
la linea de corriente. En efecto, los conceptos de linea de corriente y de tubo de corriente
sirven como modelos para el estudio del flujo en tuberias y en otros conductos utilizados en
la técnica (la industria y la ingenieria). Un tubo de corriente es en realidad la idealizacién
de una tuberia, a través de cuyas paredes no pasa el fluido. Entonces las leyes que se
deducen para una linea de corriente y que se generalizan para un tubo de corriente, son
directamente aplicables a los problemas concretos de tuberias.

2.1.7 Fuerzas conservativas

Sea un campo de fuerzas f: f(f') de componentes f: fm;—l— fyf%— sz El trabajo
elemental de esta fuerza cuando su punto de aplicacién se desplaza en di* estd dado por

AW = f-dF = fodz + f,dy + f.dz. (2.1)

FEn el caso de que el campo de fuerzas cumpla con la condicién V x f = 0, la diferencial
de trabajo es una diferencial total exacta. Las fuerzas se llaman entonces conservativas y
en este caso se puede escribir

AW = fedx + fydy + f.dz = —dfQ, (2.2)
donde Q = Q(z,y, z) es la energfa potencial. Recordando la expresion de df2 :

o0 N N
Q=— — — 2.
d 8xdx+ aydy—i— aZdz (2.3)

entonces
0N} of) o)
f$ = __7fy = __7fz = —a_
Oz oy 0z
es decir, f = —V{; en esta ecuaciéon notamos que para fuerzas conservativas, el vector

fuerza se puede expresar como el negativo del gradiente de la energia potencial.

2.1.8 Teorema de Bernoulli

Considérese ahora el flujo de un fluido ideal cualquiera. La ecuacién basica de movimien-
to es la de Euler, que se escribird suponiendo que las fuerzas de volumen son conservativas

[4][5]:

ou 1
4L d-Vi=--Vp—-VO 2.4
BN +u-Viu pr VvQ, (2.4)
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donde u es la velocidad del fluido, p es la densidad y p la presién, entonces utilizando la
identidad vectorial V(31 - @) = @ x (V x @) + (i@ - V)i, se puede reescribir la ecuacién
anterior como:

2
‘?;t‘ V——uxqu———Vp V. (2.5)

Sea di" un elemento de longitud medido a lo largo de una linea de corriente, esto es tal
que dr'y 4 sean paralelos. Si multiplicamos la ecuacién anterior por dif entonces tenemos:

w2
gu dr'+ dr'- V——dr uxVXu———dr Vp —dr- V. (2.6)

Utilizando la expresion que da la diferencial de una funcién escalar cualquiera ¢ =
o(z,y, z), entonces

B ) B
dgp:df-w:a—idx+ a“”d + 8“’

y observando que el término dr- & X V x ¢ = 0, en el cual 4 es paralelo a di” se tiene, a lo
largo de una linea de corriente:

dz (2.7)

ou uw? p
Q) = 2.
N - di' 4 dr - V( +p+ ) =0; (2.8)
asi
ol u?  p 2
— - dr+ |—4+=4+Q| =0.
o ot ”[2%* ]1

Conviene ahora considerar varios casos particulares. Supongamos primero que el flu-
jo sigue dependiendo del tiempo, pero que la linea de corriente mantiene fija su forma,

entonces,
ou  Ou
E = Eet (29)
y
ou ., Ou
% Sdr = Eds (2.10)

siendo ds el elemento de arco sobre la linea de corriente, por tanto :

2

2
—d + /—+Q = 2+Ql. (2.11)
1

Por otra parte, si las fuerzas de volumen son las de la gravedad, entonces €2 = gz y si
el fluido es de densidad constante:

Zdp 1
— = —(p2—D1), 2.12
/1 P P(2 2 (2.12)
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entonces la ecuacion de Bernoulli se escribe como:

2 2 2

ou U D2 U p1

—d 24 = =142 . 2.13
B s+2 p+922 2+p+921 (2.13)

Finalmente, si el flujo es permanente o estacionario y ademés tomando en cuenta las
hipétesis anteriores, se obtiene la siguiente ecuacion:

2 2
u u
—1—{—]2—#921:—24—]24—922- (2.14)
2 P 2 P

La ecuacién anterior es la ecuacién de Bernoulli, que representa en realidad la conser-

vacion de la energia mecdnica en un fluido ideal y cada uno de sus términos tiene dimen-

. , . , L. 2
siones de [Jfé‘;e], esto es, de energfa por unidad de masa. Asi, el término [%-] representa la

energia cinética de un elemento del fluido cuya masa es unitaria y gz es su energia potencial
por unidad de masa. En cuanto al término % representa la energia mecanica asociada a la

presion a la que esta sometido el fluido.

. , (. . 2
El teorema de Bernoulli establece que la energia mecanica del fluido % + 1—; + zy per-
manece constante sobre cada linea de corriente.

Esta interpretacién tiene una importancia practica considerable, ya que permite ex-
tender el teorema al caso de un fluido viscoso. La ecuacién (2.13), constituye una primera
generalizacion de la ecuacién de Bernoulli, la cual determina que la energia mecanica total
del fluido en el punto 2, es la energia mécanica total, en el punto 1.

El mecanismo interno de deformacién y movimiento en el seno de un fluido real com-
parado con un fluido ideal, es inevitablemente la presencia de la viscosidad en todos los
fenémenos de movimiento. Ello conduce, tanto experimental como andliticamente a una
nueva gama de propiedades, inexistentes en el caso ideal.

Una caracteristica importante del movimiento de un fluido real es la aparicién de dos
tipos de flujo completamente distintos.

En el primero, llamado laminar, se pueden facilmente definir lineas de corriente, esto
es, lineas envolventes del campo de las velocidades. El fluido se mueve, por asi decir, en
capas o laminas superpuestas que se “deslizan” unas sobre otras. Incluso cuando el flujo
no es permanente, el campo de velocidades cambia de manera “ordenada” de un instante
a otro.

En el segundo tipo de flujo, llamado “turbulento”, el movimiento es completamente
desordenado y aunque aparezca un movimiento principal de conjunto, por ejemplo en una
tuberia, las velocidades de una particula determinada se desvian de forma irregular e im-
previsible del movimiento principal.
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Fisicamente lo que ocurre es que, partiendo de un flujo laminar y aumentando paulati-
namente su velocidad, se alcanza un estado de inestabilidad dinamica. Las particulas ya no
son estables en su trayectoria y tal como ocurre en otros campos de la dinamica, cualquier
perturbacién las aparta en forma creciente con el tiempo de su trayectoria prevista. El
camino natural para estudiar los fluidos viscosos consiste en analizar primero el caso del
flujo laminar, para establecer bajo qué condiciones se hace inestable y finalmente el flujo
turbulento cuando ya estd completamente establecido el flujo.

Si la inestabilidad es producida por las fuerzas de viscosidad, el pardmetro que deter-
mina cudndo esa condicién de inestabilidad se produce se llama nimero de Reynolds.



Capitulo 3

Columna de Agua Oscilante

Como un antecedente al trabajo realizado en esta tesis, queremos mostrar los resulta-
dos de la tesis de licenciatura de Francisco Gonzales [6] y [7] sobre el comportamiento de
una columna de agua oscilante excitada paramétricamente mediante el cambio arménico
del volumen dentro de la camara de compresién, donde el principal objetivo, es encontrar
la dependencia entre la amplitud de oscilaciéon de la columna de agua con la amplitud y
la frecuencia de excitacién en el pistén. En este trabajo se utiliza el método asintético de
escalas muiltiples para encontrar una aproximacion a dicha dependencia. Se hacen simula-
ciones numéricas de la ecuacién que se propuso para modelar el movimiento de la columna
de agua y se comparan con los resultados obtenidos mediante el andlisis asintético del
modelo junto con los resultados obtenidos en el experimento.

3.1 Fase de Oscilacion

El andlisis de la columna de agua excitada paramétricamente mediante el cambio
periddico del volumen dentro de la cdmara de compresién, es un trabajo realizado an-
teriormente. La teoria y el experimento se pueden consultar en [6] y [7] respectivamente.

Es importante recalcar que en este estudio las oscilaciones son sin bombeo, es decir, la
columna de agua del tubo resonante no derrama agua dentro de la camara de compresion.
Ademsds, en esta tesis sélo se trata el caso de un solo tubo, y podemos generalizar este
estudio a un sistema con dos tubos, ya que el andlisis y la teoria usada es exactamente la
misma para ambos casos. Una diferencia importante que se da entre las fases de bombeo
y no bombeo, radica principalmente en que en la fase de bombeo se toma en cuenta la
velocidad del fluido, méds un casquete en la altura de la columna de agua cuando ésta se
derrama; en cambio para la fase de no bombeo, se toma en cuenta el movimiento de las
superficies libres dentro del tubo resonante y de desagiie. Este proceso se explicard con mas
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detalle en el capitulo siguiente.

El dispositivo que estudiaremos consta principalmente de un tubo resonante, un depésito
de agua, una camara de compresion de volumen variable y un fuelle que es la manera al-
terna de suplir la energia del oleaje que se utiliza en los dispositivos OWC. En la siguiente
figura se muestran las partes mas importantes del dispositivo experimental.

Fuelle oscilante

Camara
de
compresion

Tubo
resonante ,
' Nivel
77777 de

A i equilibrio
L H »

- Deposito
: j
v U

Figura 3.1: Montaje experimental usado en el estudio de la columna de agua oscilante.

En este caso, la columna de agua se considera como un oscilador mecanico cuya masa
es la cantidad de agua que contiene el tubo. Esta masa estd sometida a dos fuerzas, la
gravitacional y la fuerza dedida a la diferencia de presién entre la cAmara de compresion y
la presion atmosférica. Como oscilador mecanico la masa es variable y su energia cinética

estd dada por:
22

T=(L+2) 45

donde L es la altura de equilibrio de la columna de agua, z es el desplazamiento vertical
del borde superior de la columna de agua alrededor del punto de equilibrio, (L + 2)A,p es
la masa, y A, es drea del tubo resonante. La energia potencial U(z) es tal que su gradiente
es igual a la fuerza gravitacional y la fuerza debida a la diferencia de presiones, donde se
considera que la compresién es de tipo adiabatico (v); ademas Py y Vp son la presion y el

11
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volumen en el nivel de equilibrio. Entonces:

ou A2\ 7
——— =pgAz+ Py 1= —1].
o= e ((1-42) ")

Si ahora, consideramos el efecto del fuelle o piston oscilante en la fuerza debido a la
presion, ésta queda escrita como:

P, — pgH (1 Acz + Apb cos(Qt))fY )
P Vo '

Donde P,, A. y £ son la presién atmosférica, el area de la cdmara de compresion y la
frecuencia respectivamente. Ahora, la lagrangiana para nuestro problema sera:

£=T+U,;

utilizando la ecuacién de Fuler — Lagrange correspondiente entonces:

d(ory ot
dt \ 0% 0z

Asi llegamos al mismo resultado que se obtiene utilizando la ecuacién de Bernulli, por
lo que podemos partir de la siguiente ecuacién siguente, (vease [7]).

52 g -
(a&ﬂ+@ﬁ+%+<§+f%>zm+w+5Lﬁﬁg<<L—A¢+4£““Qﬂ> —1>
(3.1)
El término (% +f %) Z 12| son las pérdidas por formacién de vértices y friccién respecti-
vamente, 7 es un incremento a la longitud efectiva debido a los efectos del borde, A, es el
area transversal del fuelle y bcos(Qt), la amplitud del desplazamiento del pistén. Si ademas
asumimos que para oscilaciones pequenas n << 1, z << L, y realizando los siguientes
cambios de variable Avgz — 2z, &%t — t, podemos escribir la ecuacién anterior en forma

adimensional, obteniendo lo siguiente:

(Lz+1>z+ Vo 224 Vo <E+f£>é|é|
L(1+7) oL(l+7n) - "L+ \2 "'D

g9 z+ (Fo — pgH) A <<1—z+ﬁcos %t>v—1> =0 (3.2)

+= ~
G2L(1+mn)"  &*VoL(1+n)p

donde g = ’é—é’. Si el volumen de aire comprimido por la columna durante las oscilaciones y el
volumen desplazado por el pistéon son pequenos comparados con el volumen de la camara
de compresion en el estado de equilibrio, es decir, |z|,|3| << 1, se puede aproximar la
ecuacion (3.1) como:

12
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Ot Ot
(Wz+1)z2+ %22 + k22| + <w(2] + eaccos T) z+Aecos — +vzt =0 (3.3)
w w
donde " % I
— 0 — - J—
vlwr) ()
/BAC 1 (Pa B ng)Ac
pr— - — 1 _—m
VL v =380+ D) et s
P, — pgH)A.
5= ’Yﬁ( pgH) =1

W*VoL(1+n)p

son las constantes involucradas en la ecuacién (3.2). Esta ecuacién diferencial es no lineal
y tiene términos de forzamiento cuya amplitud es proporcional a (). También se tienen
términos no lineales debido a la velocidad, %22 y a las pérdidas, xZ |Z| y los términos de
excitacién paramétrica proporcionales a («). Como no se conoce un método para resolverla
analiticamente, se utilizé el método asintético de escalas multiples para obtener ciertas
propiedades de la solucién (vease [6]).

Al aplicar el método asintético a la ecuacién (3.3), se obtuvo una relacién entre la
amplitud méxima de oscilacién rg, en funcién del forzamiento (A), y de las pérdidas (k);

4\
T = _—
0 3w(2]f£W
0 = +m.

Una conclusién importante que nos brinda el método asintético, es el hecho, de que
la amplitud de oscilacién (rg), con respecto a la amplitud de forzamiento (), a primer
orden, es aproximadamente ry ~ )\%, es decir, la respuesta de la amplitud de oscilacién
es proporcional a la raiz cuadrada de la amplitud de excitaciéon. Ademads, este estudio nos
muesta a primera aproximacion, que el coeficiente o no aparece en la expresién para rq, por
lo que se puede concluir que a este orden no existe un efecto de resonancia paramétrica y
esto puede ser debido a que la frecuencia de oscilacion es igual a la frecuencia de excitacion.

3.1.1 Estudio Numeérico

El analisis asintotico hecho en la seccién anterior permitio estimar algunas propiedades
de la solucién de la ecuacién (3.3). En esta ecuacién, fue necesario tomar en cuenta ciertas
aproximaciones para poder aplicar el método de escalas multiples. En [6] y [7] se hicieron
simulaciones numéricas de la ecuacion (3.2), para compararlas con los obtenidos en el andli-
sis asintotico. El método numérico que se utilizé para calcular la solucién numérica de la
ecuacion fue Runge-Kutta de orden 7-8.

13
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La propiedad que se comparé fue la dependencia de la méxima amplitud de oscilacién
de la columna con respecto a la amplitud de excitacién. Al variar la frecuencia de los
desplazamientos del volumen de aire dentro de la camara, las condiciones iniciales fueron
2=0y zp =0, con un intervalo de tiempo de 5 minutos. En la ecuacién diferencial (3.2)
se tienen dos parametros libres, por lo cual se tuvo que hacer un nimero considerable de
simulaciones para poder, estimar los valores masa anadida n = 0.1 y la constante de disi-
pacion % +f % = 0.45 los cuales fueron los resultados que mas se acercaron al experimento.

En la siguiente gréfica se muestra la amplitud méaxima de oscilacién (rg) en funcién de

la frecuencia de exitacién, para distintas amplitudes de excitacién (\), que se obtuvieron
a través de las simulaciones.

0.16

Grafica hmplitud/Frecueﬁcia para distintas excitaciones '

Amplitud de oscilacion

Frecuencia de excitacion

Figura 3.2: En la grafica, cada curva corresponde a una amplitud de oscilacién del fuelle
distinta. En el eje horizontal representamos la frecuencia de oscilacién del piston, en el eje
vetical la amplitud de oscilacién de la columna de agua.

Comparando la maxima amplitud de oscilacién (rg), de cada curva de la figura (3.2),
en funcién de la amplitud de excitacién (\), encontramos que los resultados obtenidos a
partir de las simulaciones de la ecuacién (3.2) se ajustan muy bien con el resultado obtenido

14
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mediante el anélisis asintético, ro ~ A%7.

3.1.2 Experimento

El procedimiento experimental estd reportado en la tesis [6]. La manera de medir la
amplitud promedio de las oscilaciones de la columna para una amplitud de excitacion fija
se realizé a través del siguiente procedimiento: se sube el nivel de la columna de agua hasta
el nivel de equilibrio,? se ajusta manualmente la amplitud del pistén, se enciende el motor
de velocidad variable que mueve al pistén, y una vez que alcanza un movimiento periédico
se comienza a capturar datos a través de los sensores del nivel de agua y posicion del
piston, estos datos se promediaban y se interpolaban utilizando el método de interpolacién
de Lagrange, a partir de estos datos se obtiene la frecuencia promedio de excitacion y
la amplitud promedio de oscilacién de la columna de agua para una amplitud del pistén
dada. Este proceso se repitié diez veces, se promediaron las frecuencias de exitacion y las
amplitudes de oscilacién para esa frecuencia. En la siguiente grafica aparecen las curvas
promedio para cada amplitud de oscilacién.

El nivel de equilibrio es el mismo en todas las mediciones.
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Amplitud de oscilacion

0.2 |

0.1

1400 1700 1800 1900 2000 2100

Frecuencia de excitacion

Figura 3.3: En la gréafica se muestran los resultados obtenidos experimentalmente de la am-
plitud de oscilacion en el eje vertical, contra la frecuencia de excitacién en el eje horizontal.
Cada curva corresponde a una amplitud de oscilacién del piston dada.
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Como se observa en la figura (3.3), la frecuencia de resonancia depende de la amplitud
de excitacién, sin embargo, su comportamiento no tiene una tendencia bien definida, ya que
esta frecuencia de resonancia se encuentra en un intervalo muy pequeno. La dependencia
de la amplitud de oscilacién de la columna, respecto a la amplitud del cambio en el volu-
men de la cdmara de compresién, se muestran en la grafica (3.4), a una escala logaritmica
en ambos ejes, con lo cual se observa que tiene dos comportamientos, para amplitudes de
excitacién baja se tiene r ~ A\ y conforme aumenta la amplitud de excitacion la pendiente
disminuye de 1 a 0.7, es decir, r ~ \07.

Si se consideran las incertidumbres de la medicion en la altura de la columna de agua,
se observa que se puede ajustar la curva de la misma forma que la que se obtuvo con el
método asintético. Ahora de la figura (3.2), si fijamos una frecuencia de oscilacién cercana a
la resonancia y se grafica la amplitud de oscilacién correspondiente a esa frecuencia, contra
la amplitud de la excitacién y las comparamos con los datos experimentales, se observa
que coinciden como se puede apreciar en la siguiente figura.

3 T T T T
PENDIENTE = 1 o
25 | + i

9o Ty
% ¥
5 o
o 2r A T
8
° .
=} +
= +
5
£ T
g 115G PENDIENTE=0.75""  + .
=
Ei =
—

11 + 7

I
Y
05 1 1 1 1
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1

Log(Magnitud de la excitacion)

Figura 3.4: En la grafica se muestra el logaritmo de la méxima amplitud contra el logaritmo
de la amplitud de excitaciéon. Donde se observan los distintos comportamientos de las
amplitudes de excitacién menores r ~ X y r ~ A07.
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Figura 3.5: En esta grafica log-log se muestra la amplitud de oscilacién contra la amplitud
de excitacién en rojo, los puntos verdes son los datos obtenidos en el experimento y en azul
los maximos obtenidos de la figura (3.2) que forman una recta de pendiente un medio.

A partir de la figura (3.5) se concluye que la discrepancia entre la razén de crecimiento
de los resultados asintéticos y numéricos respecto a los experimentales, es la incapacidad
de ajustar de forma precisa los maximos de las curvas experimentales representadas en la
figura (3.3).
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Capitulo 4

Sistema de Bombeo

4.1 Descripcion

Para poder obtener una descripcién clara del comportamiento del sistema de bombeo,
debemos suponer un fluido ideal® , en el cual podemos construir un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas, utilizando como coordenadas a z; y 29 que indican los desplaza-
mientos verticales de sus superficies libres alrededor de sus posiciones de equilibrio, dentro
del tubo resonante y la cAmara de compresion, tal como se ve en la figura (4.1).

Para ello debemos utilizar la ecuacién de Bernoulli a través de dos lineas de corriente,
una que une el nivel del agua del depdsito principal con el nivel del agua dentro del tubo
resonante y otra para el nivel del agua del depédsito receptor y el nivel de agua dentro de
la cdmara de compresion.

En nuestro sistema de bombeo, el cambiar el volumen dentro de la cAmara de compre-
sién genera un cambio de presion dentro de la camara, esta variacién de volumen modifica
la fuerza de presion, la cual sirve de acoplamiento en ambas ecuaciones diferenciales. Para
que este sistema idealizado no se aleje demasiado de la realidad, es necesario agregarle
términos que representan las diversas pérdidas que no se consideran al aplicar la ecuacién
de Bernoulli y que se debe esencialmente a los efectos por viscosidad, los cuales acarrean
pérdidas por friccién en las paredes del tubo, ademas de términos de vorticidad generados
en la entrada del tubo resonante.

Para poder garantizar la efectividad del modelo debemos dividir el ciclo en dos fases,
es decir, la fase en donde el agua oscila unicamente en los tubos sin intercambio del fluido
(fase de no bombeo) y la fase de intercambio (fase de bombeo), en donde no resulta preciso

® Es en el caso de movimientos de fluidos en los que carecen de importancia la conductividad térmica y
la viscosidad.
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hablar de la solucién con este modelo, ya que la posicién de la superficie del agua dentro
del tubo resonante, ya no representa el desplazamiento del fluido dentro del tubo.

4.1.1 Fase de no bombeo

El movimiento del agua dentro del tubo resonante y de desagiie en nuestro sistema de
bombeo se puede describir a través de sus lineas de corriente correspondientes a cada tubo,
las cuales estdn representadas de manera esquematica en la figura (4.1).

Fuelle
oscilante .
Camara
de
compresion
Tubo
resonante
A:
A ' Nivel
2 i rode
Tubo [ - equilibrio
de : !
desague : :
] |
. | 'H
Deposito ! |
secundario . —
'| Deposito
Vaso /| primario
d.e./ 7~ I| Bl b
medicion [] | 0
1 /
M
—“ 1 /// S.I.Ll
L -

Figura 4.1: Diagrama del dispositivo experimental montado en el laboratorio que se us6 en
el estudio del sistema de bombeo excitado parametricamente.

En el diagrama se han trazado lineas de corriente que damos por hecho que existen a lo
largo de los dos tubos (ducto resonante y ducto de desagiie). Para cada una de estas lineas
de corriente debemos considerar la forma dependiente del tiempo de la ecuacién (2.17) que
es la ecuacion de Bernoulli, la cual nos dice que a lo largo de una linea de corriente C' :

¢ o 2
au ds + “ + P + Q = Constante.
ot 2 p
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A continuacién, sustituiremos el potencial de las fuerzas volumétricas €2, por el valor
correspondiente para el campo gravitacional, que depende de la posicion z;, con i = 1, 2.,
del punto en cuestion sobre la posicion de equilibrio que se encuentra a una altura H sobre
el cuerpo de agua al que estan conectados.

Consideremos los puntos en los extremos de cada una de las lineas de corriente que se
indican en la figura como A; y B;, a partir de la ecuacién de Bernoulli podemos obtener
las siguientes ecuaciones:

A1 0u u}  Pa, —Pp

— d$i+ L+ —— 4 g1+ H)=0 (4.1)
By at 2 P
A2 9 uj P, —P

dsy+ 2+ 2P g+ H) =0 (4.2)
5, O 2

En este sentido, la posicién de estas superficies libres empiezan a oscilar alrededor del
punto de equilibrio, acoplandose estas ecuaciones a través del volumen desplazado en la
camara de compresion, que actia como un resorte, que al comprimirse y descomprimirse
crea esta diferencia de volumen que nos arroja por tanto una diferencia de presién dentro
de la camara de compresion. Ademés Pp, = Pp, = P4 es la presién atmosférica y Py, =
P4, = P, es la presién de la cdmara de compresion. Entonces, para obtener una expresién
clara de P. en términos de los desplazamientos de sus superficies libres z; y z9, debemos
suponer que la compresién resultante de la oscilacién del agua dentro de los tubos es
adiabatica, por lo que podemos utilizar la siguiente relacion:

PV™7 = Constante, (4.3)

donde v es la compresibilidad del aire, y dadas las condiciones iniciales para nuestro sistema
de bombeo,% obtenemos Py = P4 — pgH. Entonces el volumen se calcula sustrayendo el
volumen desplazado al volumen inicial que se da al desplazarse el nivel del agua entre z; y
22, es decir, V. = Vi — Arz1 — Acz9, donde ARr v A son las dreas de las superficies libres
en el tubo resonante y la camara de compresion respectivamente. Aplicando entonces la
expresion para la compresion adiabética obtenemos lo siguiente, PV, ' = PV, 7, por lo
que obtenemos una expresion mas clara para la presién dentro de la cdmara, es decir:

A A - A A -
_ r21 + CZQ> :>PCZ(PA—ng) (1_ Rzl‘j: 522> .
0

o (4.4)

a:%@

Podemos sustituir esta ecuacién en la expresién para las lineas de corriente, y obtener:

Ai 9,7 2 Ps—pgH A A -
O gg iy PazpgH 10 Arait AN VT o my —0 (1)
B, Ot 2 Vo

para: =1,2.

5 Valores correspondientes para el volumen Vj y la presién Py que se tienen en la situacién de equilibrio.
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Como no conocemos en forma exacta a u; como funcion, ni del tiempo ¢ ni de la longitud
$;, s necesario aproximar la integral que aparece como primer término en estas ecuaciones
v que representa, en términos mecanicos, la contribucion inercial de la masa virtual. Esta
incluye, ademas de la masa real del fluido del tubo, una masa anadida por efectos del
borde. Esta caracteristica viene de suponer que la velocidad tiene una caida subita en un
punto especifico de nuestra linea de corriente. Haremos un analisis de la forma que tiene
&
en varias partes. Debemos tomar en cuenta las siguientes suposiciones: primero el fluido es
incompresible y el transporte a lo largo de cada seccion del tubo es constante; y segundo,
que la velocidad u; en el punto B; es practicamente nula y se ird incrementendo a lo largo
de la linea de corriente hasta alcanzar un valor con el cual se mantendra independiente de
s; a partir del punto M;, que se encuentra en la boca del tubo; en el caso del tubo resonante
esta velocidad permaneceré constante hasta la superficie libre Ay, por el contrario para el
tubo de desagiie debemos tomar en cuenta que éste se abre al llegar a la cdmara, y asi, la
velocidad de oscilacion de la superficie As serd menor que aquella en el ducto resonante
a razén de ‘2—’3 que son las dreas del ducto de desagiie y de la cdmara de compresion
respectivamente. Si consideramos las condiciones anteriores podemos separar la integral en

a lo largo de ambas lineas de corriente de tal manera que podamos separar la integral

dos partes para el tubo resonante y en tres para el tubo de desagiie. En la figura (4.2) se
ilustra de una manera cualitativa la dependencia de 9% con s; para ambos ductos, por lo

ot
tanto nuestra integral para el tubo resonante queda de la siguiente manera:
B 3U1 My 8U1 du1
- dsq -ds L z 4.6
/Al o T /B1 it Lr )T (4.6)

Para el tubo de desagiie obtenemos la siguiente expresion:

Oy / ouy ( A, > dus
- ds3 -dss+ | Lp—+ Lo + = 4.7
/B2 ot T g, o TP Da, T2 ) T a (47)
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Figura 4.2: La funcién 8(%1' a lo largo de la linea de corriente A;B; para los tubos resonante

y de desagiie respectivamente

De esta manera hemos reducido el problema a la parte de la linea de corriente fuera del
tubo, y observando la figura anterior notamos que el area bajo la curva, que dificilmente
podriamos calcular entre B; y M;, puede representarse como una fracciéon de area conocida
y calculada entre M; y A;, por lo que podriamos interpretar lo anterior como un incremento
en la longitud efectiva de cada ducto por los efectos del borde [8] [9]. Este incremento es
llamado masa anadida a la contribucién inercial y lo representaremos como €, que es una
fraccién de longitud para cada ducto.

Con todo lo anterior nuestro sistema de ecuaciones (4.5), queda completamente definido,
sélo falta considerar un término de forzamiento que habiamos dejado de lado. Este forza-
miento es debido a la energia que se le proporciona al sistema por medio de las oscilaciones
de un pistén dentro de la camara de compresion. Con el movimiento de este pistén se
genera una diferencia de volumen y presiéon dentro de la cdmara que a su vez hace oscilar
las masas de agua expuestas en los tubos de resonancia y desagiie. En este sistema una
de las variables que podemos manipular y mantener fija para diferentes frecuencias, es la
amplitud de oscilacion del pistén. En este sentido, vale la pena mencionar que existe una
proporcionalidad directa entre la diferencia del volumen dentro de la cdmara y la amplitud
del piston. Asi, podemos obtener una relacién entre la amplitud de oscilacién del pistén y

23



Sistema de Bombeo

la amplitud de oscilaciéon de las columnas de agua, a través de la relacién lineal que existe
en el desplazamiento del volumen dentro de la cAmara de compresion, por lo que se obtiene
lo siguiente:

d 2
(14 €))Ly + 21) =2 + 214

at " 2

+w [(1 B A‘};Ozl . A‘C/ZZQ N z‘lpl)C‘C/f(f??f))7 1] 4 gz =0 (4.8)
((1+ 62)LDAA—; + L+ Zz)% + uéﬂ‘

+M [(1 - A‘J;Ozl N A‘ZQ N Apbc‘t;OS(Qt)>_y 1| 4gm=0, (49

donde A, es el drea transversal del pistén y bcos(£2t), la amplitud del desplazamiento del
mismo piston.

Para finalizar sélo falta introducir los términos correspondientes a las pérdidas por
friccién y formacién de vértices. La primera de ellas resulta especificamente por los es-
fuerzos cortantes entre las particulas del fluido que se mueven en trayectorias paralelas
con distintas velocidades y el desplazamiento entre las distintas capas del fluido con las
paredes del tubo, de ahi que la pérdida de presién se deba a la friccién con las paredes.
Cuando tenemos un flujo turbulento, la presencia de vértices en todo el fluido incrementa
los esfuerzos viscosos entre las distintas capas y, por tanto, las pérdidas de presién por
friccién son mayores que en el caso laminar.

La otra pérdida que consideramos es generada por la formacién de anillos en la entrada
de los tubos. Estos anillos son producidos a través del vaivén del flujo oscilante dentro de
los tubos y se forman periédicamente como ya se dijo en la boca del tubo, de forma seme-
jante a los aros de humo que produce un fumador. La geometria en la boca de los tubos
juega un papel muy importante en la magnitud de las pérdidas por formacion de vortices.

Ahora bien, para visualizar las ecuaciones anteriores de una manera mas clara y sencilla
tomemos a u; = Z; y % = Z;, ademds de que las expresiones asociadas a las pérdidas de
presién por vorticidad y la friccién con las paredes del tubo son proporcionales a Z |Z|, con
esta expresion podremos garantizar que la pérdida de presion actie en el sentido correcto
durante todo el ciclo, es decir, en contra del movimiento, por lo tanto la ecuacién que se
propone para modelar el movimiento en cada uno de los tubos serd de la siguiente forma:

12 K L
((1+61)LR+Z1)2'1+Q+ —+f—=— |z |4l +9xa+
2 2 Dy
Py — pgH < Apz1  Acza Apd cos(Qt)>_y
Jrazegl () Pl 1] =0 4.10
P [ Vo Vo Vo (4.10)
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A, . Y (K LY ..
(1+ 62)LD5 + 22)72 + % + (5 + f32> 7y |Za| + g2+
Py — pgH < Apz1 Acza Apd COS(Qt)>_’y
+— 1— + + -1 =0 4.11
p [ Vo Vo Vo (4.11)

donde K es el coeficiente asociado a las pérdidas por vorticidad, f a las pérdidas por friccién
dentro del tubo y D1 y D5 los didmetros del tubo resonante y de desagiie respectivamente.

Otra manera sencilla y practica que utilizaremos para la descripcién del movimiento de
las masas de agua dentro del tubo resonante y de desagiie, es utilizando una aproximacion
importante en la conducta principal del sistema, gobernada por los términos lineales. Este
resultado es muy importante ya que nos permite pensar en analizar un sistema linealizado
para obtener informacién bésica del sistema, por lo tanto, podemos recurrir a un modelo
mécanico como el de la figura (4.3) para interpretar el comportamiento béasico del sis-
tema de bombeo. Las masas corresponden al agua dentro de cada tubo, el resorte del lado
izquierdo a la fuerza gravitacional en el tubo resonante, el resorte que acopla las masas a la
camara de compresion y los amortiguadores, corresponden a las pérdidas de presiéon debido
a los términos no lineales. La pérdida en el ducto resonante se debe principalmente a la
generacién de vortices en la boca del tubo, en tanto que la pérdida en el tubo de desagiie
es debida a la friccién. Una informacién importante que obtenemos al linealizar nuestras
ecuaciones es la frecuencia natural de oscilaciéon del sistema, por lo tanto, las ecuaciones
linealizadas quedan de la siguienta manera:

Py — pgH , <A R A

c Apb
a4 =+ cos(Qt)) =0 (4.12)

1 L5 B
(1+e)Lr? + 92 o Vb T

(1+e2)Lpzy + gz2 —

Py—pgH (Ag Ae
T\WNTTWwE T W

Apb
i+ 2+ cos(Qt)> =0 (4.13)

Este es un sistema lineal forzado. La frecuencia natural de oscilacién wg= es :

a+d++/(a+d)?—4(ad — cb)?

wot = 5 (4.14)
con
_ Pa—pgH AR _ Pa—pgH_ A
a = J p Vo — g P ryVO
(I+e)lr (I+e)lr
Pa—pgH _ A Pa—pgH _ A,
C:g——LApg th7~ :g——LA,," g
(1—|—62)LD ’ (1+62)LD

Como podemos ver en las ecuaciones anteriores los términos a, cyb, d, solo difieren en
las dimensiones de los ductos de resonante y desagiie, por lo tanto la solucién de la parte
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homogénea es la misma. La frecuencia més alta war corresponde a la oscilacién que de-

termina un ciclo de compresién-descompresién dentro de la cdmara (representado por el
resorte de acoplamiento en la figura 4.3), mientras la frecuencia baja w, estd asociada a
una oscilacion del centro de masa con respecto a su posicién de equilibrio. Para bombear
agua buscamos que el sistema esté en resonancia con la frecuencia més alta war de manera
que las superficies libres en ambos ductos oscilen en fase hacia arriba y hacia abajo.

W -

A
—

W o+ W o+

La L2 —|P

Figura 4.3: Modelo utilizado para simplificar el comportamiento del sistema de bombeo.

4.1.2 Fase de Bombeo.

En el proceso de bombeo se opera en dos fases” que se acoplan para formar un ciclo;

a primera vista la manera para encontrar una solucién al problema completo seria encon-
trando soluciones analiticas para cada parte, consiguiendo acoplarlas en las interfases para
describir un comportamiento ciclico del sistema, pero un impedimento importante para
encontrar una solucién anélitica global, es debido a la discontinuidad que existe en las
ecuaciones cuando hay bombeo.

El procedimiento correspondiente para obtener las ecuaciones en la fase de bombeo es
muy similar al que utilizamos en la fase de no bombeo, es decir, debemos utilizar nueva-
mente la ecuacién de Bernoulli para cada una de las lineas de corriente, sélo que en esta
situacién, el punto A; de la figura (4.1), se encuentra un poco mds arriba de la boca del
tubo resonante debido a la columna de fluido que se forma sobre la boca del tubo cuando
el agua se derrama dentro de la cdmara de compresién, conectada al tubo de desagiie. De
esta manera y para poder utilizar la ecuacién de Bernoulli, debemos suponer que la linea
de corriente en el tubo resonante es perpendicular a la superficie del agua, atin y cuando
ésta rebasa la boca del tubo y el flujo ya no esta confinado dentro del mismo. La altura de

" Fase de bombeo y Fase de no bombeo.
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la columna de agua que crece hasta que el agua se derrama durante el bombeo, varia en
funcién de la velocidad del flujo dentro del tubo resonante. Este es un estudio experimental
realizado en [10] [3], donde se discute este fendmeno y se explica el procedimiento que se
utilizé para obtener esta expresion para la altura X de la columna de agua sobre la boca
del tubo (ver figura 4.4):

4
5/ Du

X(u) ~ 72

(4.15)
donde D es el didmetro del tubo resonante, u la velocidad del flujo y g la gravedad. En la
figura (4.4) se trata de representar el interior de la cdmara de compresién durante la fase
de bombeo.

M ( ) M)

Camara de compresion

X
Zy< . -
Nivel
de Z, <
equilibrio
Zl - T e EF e
m
— ) C ) -
Tubo d Tubo
u 0" € resonante
desague

Figura 4.4: Esquema del interior de la camara de compresion durante la fase de bombeo.
La variable X (u), representa la altura del menisco de agua en funcién del la velocidad del
fluido.

Para expresar de manera correcta el desarrollo de las ecuaciones de bombeo, ademas
de la altura de la columna (Lg), se deben considerar dos nuevas cantidades, la primera
de ellas es el colector (x), el cual es una medida de longitud en la parte superior del tubo
resonante, que se encuentra entre el nivel del agua en posicién de equilibrio y la altura
maxima del tubo resonante dentro de la camara de compresién; la segunda cantidad que
debemos tomar en cuenta es el cambio en el nivel de la superficie libre (Ar) en la cdmara
de compresion, ya que esta superficie, durante el bombeo, ya no es representativa del
movimiento del fluido dentro del ducto debido al derrame de agua proveniente del tubo
resonante. Podemos expresar esta diferencia en términos de la velocidad del flujo, en lugar
de desplazamiento libre dentro de él, entonces debemos tomar en cuenta un incremento en
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el nivel debido al bombeo (zp):

dZo le
A2 = Ap—
dt Rar
entonces
An " o (4.16)
20 — —— Z1 .
Ac iy

donde ty es el momento en que comienza a derramarse el agua. Por lo tanto tomando
en cuenta todo lo anterior, nuestro modelo para la fase de bombeo podra escribirse de la
siguiente manera:

X))\ . 1 [(dX(Z)\? (K LY., .
<LR+€1LR+ 5 >Z1+2< o + 2+fD1 21| 2|+

Pay — pgH < Ap(z+ X (Z1))  Ac(z2+20) Apbcos(§) > -7
4 ATPIT (- - - —1|+
p Vo Vo Vo
+g9(x + X(£1)) =0 (4.17)
A, . 1 d(ZQ + Z()) 2 K L . .
(LDAD+22+20)Z2+2< o tlg g )22t
Py — pgH < Ap(z+ X(21))  Aclza+20)  Apbcos(Qt) ) -7
AL (g - - —1f+
p Vo Vo Vo
+g(z2 +20) =0 (4.18)

donde X (z1) esta dado en la ecuacién (4.15). Debemos mencionar que las ecuaciones ante-
riores son las correspondientes a la fase de bombeo y estdn en términos de otras variables
independientes de las que se utilizaron en la fase de no bombeo. Esta diferencia radica
principalmente en que la variable que se utiliza en la ecuaciéon para el tubo resonante es
la velocidad del fluido en lugar de los desplazamientos de las superficies libres dentro de
la camara de compresién. Esto es debido a que cuando hay bombeo, este desplazamien-
to ya no es representativo del movimiento del fluido dentro del ducto. A diferencia de la
ecuacién del tubo de desagiie, donde el cambio consiste en agregar a la posicién del agua
en la cdmara (z3), el incremento del nivel debido al bombeo (z).

Para la deduccion de la ecuacién del tubo resonante (4.17), debemos observar la figura
(4.2), en la cual podemos ver una diferencia entre la gréfica del tubo resonante (4.2a) y la
grafica del tubo de desagiie (4.2b). Esto significa que durante el bombeo % debe comenzar
cerca de cero en el origen (que corresponde a la parte superior de la columna de agua),
para crecer rapidamente hasta alcanzar el valor de Z] a la altura del colector.

En este punto la integral en la ecuacion de Bernoulli se puede aproximar como el area
X(z’l)
2

anadido a la

de un tridngulo de altura Zj y de base X(71), lo que explica el término
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longitud Lp en la ecuacién (4.17).

En la tabla (4.1) se muestran las diferencias mds importantes entre las ecuaciones de
bombeo y no bombeo para el tubo resonante y de desagiie.

Cuadro 4.1: Tabla de comparacién de términos entre las ecuaciones de bombeo y no

bombeo.

Fase de NO Bombeo

Fase de Bombeo

(1 +e1)Lr + 21)%

X (1)

(LR +elr+ =5+

)

21

1 /.02 1 (dX (V)2

3 (21) 3 (7 (51)
Apz Ap(@+X(#1))
Vo Vo
Aoz Ac(z2+20)
Vo Vo
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Capitulo 5

Estudio Numeérico

Luego de ser definido el modelo diferencial, el problema que se presenta es obtener su
solucidn, es decir, obtener la funcién que exprese el comportamiento cualitativo-cuantitativo
de nuestro sistema. Si a esto agregamos que las ecuaciones que aparecen como resultado
del proceso de modelacién® junto con las condiciones iniciales del sistema y los coeficientes
que intervienen en la ecuacion, son el resultado de procesos de mediciones experimentales,
podemos llegar a la conclusién de que enfrentar el problema por medio de métodos analiti-
cos, no sélo es una tarea compleja sino que no existen métodos analiticos razonablemente
sencillos capaces de proporcionar soluciones al sistema. Esto se debe a que nuestras ecua-
ciones diferenciales son no lineales” . Ademds la ecuacién es no diferenciable cuando pasa
del modo oscilante al modo de bombeo. Los métodos andliticos y asintéticos no pueden
aplicarse de manera sencilla para encontrar una solucién a nuestro sistema de ecuaciones
diferenciales, siendo necesario recurrir a los métodos numéricos.

Un procedimiento alternativo para resolver el problema consiste en la integracién
numérica de las ecuaciones. El uso de los métodos numéricos es muy versatil en cuanto
al acoplamiento de las fases de oscilacién y bombeo a lo largo del ciclo, por lo tanto, es
posible determinar la importancia de cada término, a partir de la explicacién del com-
portamiento observado para asi entender mas claramente el papel que juegan los distintos
factores que estan involucrados.

El método que utilizaremos en la resolucion numérica es el método explicito Runge-
Kutta 7-8 de alta resolucién, el cual permite resolver ecuaciones diferenciales asociadas a
un problema fisico sobre geometrias complicadas. A continuacién describiremos las carac-
teristicas y el algoritmo utilizado en la simulaciéon numérica.

8 Idealizacién de un proceso real.
% En los términos de disipacién y de compresién adiabética.
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5.1 Caracteristicas

El diagrama de flujo del algoritmo utilizado para la descripcién numérica de las ecua-
ciones del problema aparece en la figura (5.1), donde basicamente se usan en la integracién
numérica, las ecuaciones del tubo resonante para las fases de bombeo y no bombeo. Cuando
se pasa de una fase a otra se usan como condiciones iniciales de la nueva fase los puntos
calculados en la tultima iteracién de la fase previa y se resuelven las ecuaciones convenientes
a la nueva fase. Por otra parte, es necesario identificar los puntos donde se sitian las inter-
fases ya que en el caso del cambio de no bombeo a bombeo, este punto esta regulado por
el tamano de la columna de agua caracterizada por X en la ecuacién (4.12).

Inicio

Condiciones iniciales

Comienza
ciclo

Si Datos
del
bombeo

Calculo ecuaciones de Calculo ecuaciones

NO de bombeo
bombeo

Fin del ciclo)

Resultados

Figura 5.1: Diagrama del algoritmo

Para explicar el funcionamiento del esquema numérico se debe pensar en una escala
de tiempo lo suficientemente larga para la simulacién del experimento, por lo que se debe
definir un tiempo méximo final ¢,,,; y un tamano de paso de integracién At, para las
condiciones iniciales siguientes: la velocidad Z; = 0, posicién z; = 0, con ¢ = 1,2, ..., junto
con la amplitud del desplazamiento maximo del fuelle (b) y su frecuencia (£2). Entonces
se deben resolver las ecuaciones diferenciales durante un tiempo apropiado en el cual se
estabiliza y llega a la situacién de régimen de bombeo estacionario .

Las ecuaciones que se utilizaron en la simulacién numérica vienen de las ecuaciones
(4.10)(4.14) y son las ecuaciones del ducto resonante para las fases de no bombeo y bombeo
respectivamente y las escribiremos como si fueran un sistema de ecuaciones de primer orden,
por lo que obtenemos las siguentes ecuaciones, donde el primer sistema pertenece al régimen
de oscilacion y el segundo al régimen de bombeo estacionario.
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5.1.1 Ecuaciones de NO bombeo.

21 = U1 (5'1)

2
v1

2 T <§+fp%) v |v1] + 921
(1+e)Lr+ 2

U] = +

PA—pQgH |:(1 _ Agpz ACZ2 + Ap bCoOs(Qt)> - _ 1:|

+ 5.2
(I+e)Lr+ 21 (5:2)
22 = V2 (53)
2
_ %+<K+fp%)vz|vz|+922+
Vo =
((1 + EQ)LDA + 22)
PA*pPQH [(1 ARzl + Aczz + AprOOS(Qt)) _ 1:|

+ (5.4)

((1+€2)Lp4e + 22)

El sistema de ecuaciones anterior pertenece al régimen de oscilacion y el siguiente al
régimen de bombeo para los ductos resonante y de desagiie.

5.1.2 Ecuaciones de bombeo.

21 = U1 (5.5)

5(E0) 4 (54 ) o o] gl + X))

(LR +elp+ (””)

+

Px—pgH |:<1 _ Ap(z4+X(v1))  Ac(z2420) Apbcos(Qt))_’y . 1:|
Vo Vo Vo

<LR +eLp+ @)
= v, (5.7)
() (5 sl

Uy = +
(Lpfg + 29+ ZQ)

32



Estudio Numérico

Px—pgH 1 Ar(z4+X(v2))  Ac(z2+z20)  Apbcos(Q) - 1
P Vo Vo Vo

_|_

+9(22+20) =0 (5.8)

(Lp4s + 22+ 20)

donde X proviene de la ecuacién (4.12). Usando esta ecuacién calculamos la altura del
menisco de agua que se forma en la boca superior del tubo resonante en la fase de bombeo,
que es funcién de la velocidad de la columna de agua (X (v)). Asi también debemos calcu-
lar % que es necesaria en las ecuaciones (5.6),(5.8); esta relacién estd determinada de la
siguiente forma:

v3
X _dXde A do 59)
dt — dvdt o0 pyr)\dt ‘
( 92)

La siguiente figura muestra de forma esquematica el ciclo de bombeo y el acoplamiento en
las fases que se modelaron para la simulacién numeérica.

Ecuacion de Ecuacion Ecuacion Ecuacion de
NO de de NO
bombeo bombeo bombeo bombeo

G ety

Nivel de

equilibrio

Figura 5.2: Esquema del flujo de agua a la salida del tubo resonante donde x es la altura
del colector y X es la altura del casquete de agua que se forma a la salida del tubo debido
a la velocidad del fluido. (ecuacién (4.12)).

A continuacién describiremos cémo es el ciclo de bombeo. En la figura (5.2a) empieza
el ciclo con la velocidad de flujo hacia arriba donde z < hq., asi estamos en el ciclo de
no bombeo. En la figura (5.2b) z > hmee v v; > 0 se comienza a formar el menisco de
altura X, entonces estamos en el ciclo de bombeo. En la figura (5.2¢) z > Ry, pero su
velocidad es hacia abajo, es decir, v < 0 por lo que atin hay bombeo. Por tltimo en la figura
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(5.2d) z < hynqs su velocidad hacia abajo por lo tanto estamos en el ciclo de no bombeo y
comienza con (5.2a) nuevamente el ciclo.

En la practica nos interesa obtener una solucién que sea comparable con los resultados
experimentales, entonces es necesario tomar las dimensiones del modelo a escala que se
probé en el laboratorio para realizar los experimentos, es decir, todas las varibles involu-
cradas y las dimensiones del dispositivo aparecen en la tabla (5.1) que se encuentra mas
adelante, por tanto la configuracion utilizada para los experimentos numéricos corresponde
a la del modelo que se utilizé:

Area del tubo

,,,,,,,,,, -
7 . / ’
w | %

@ (b) (c)

Figura 5.3: En la figura se trata de representar el volumen virtual x, que se utiliza para
la fase de bombeo en el estudio numérico, es decir, para la representacién del fenomeno de
manera virtual, se debe suponer el flujo desplazado como un sélido oscilante.

El interés principal de este trabajo es determinar el gasto hidraulico en funcién de la
amplitud y la frecuencia del fuelle. Supongamos que, dada una amplitud del fuelle, variamos
su frecuencia, entonces podemos obtener la frecuencia para la cual existe el mayor bombeo
o gasto hidraulico. El céalculo del gasto hidraulico bombeado lo podemos determinar de
la siguiente forma. Definimos el gasto en el ciclo i-ésimo como (); donde utilizamos las
ecuaciénes (5.5),(5.6),(5.7) y (5.8). En este caso hacemos la idealizacién de que la columna
de agua no se desborda hacia la camara de compresion, de esta manera la columna de
agua ird creciendo en forma vertical como en la figura (5.3), siendo (x), la altura de la
columna de agua virtual. Para determinar x en el intervalo de tiempo t; a t;, tomamos a
v la velocidad del flujo y Ag el area del tubo resonante, entonces:

tf
X:/ v1dt; (5.10)
t;
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donde t; corresponde al tiempo cuando z; = hyper v v1 > 0. Si consideramos que el tiempo
ty corresponde a la condicién que vq = 0, entonces el gasto del ciclo i-ésimo queda definido
como:

Qi = ArXi (5.11)

El gasto total es la suma del gasto bombeado en cada ciclo!® , por lo tanto el gasto
total queda definido como:

Qr = XQ;. (5.12)

Esta Q7 es lo mas importante en nuestra simulacién, ya que es la funcién que podemos
comparar con el bombeo realizado y medido en el experimento, en el cual para cada am-
plitud de oscilacién del fuelle (b) fija, junto con la variacién de la frecuencia (£2), se obtiene
su Q) correspondiente, es decir:

QT(Q’ b)

Podemos recapitular la integracién numérica de nuestro modelo siguiendo los pasos
que se muestran a continuacion:

1.- Ajuste del ciclo de medicién:

(a).- Ajustar el valor de la amplitud de oscilacién del pistén (b).
(b).- Ajustar el valor de la frecuencia de oscilacién del pistén (£2).
2.- Condiciones iniciales en tg =0, z =0y v = 0.

3.- Fase de estabilizacién.'t ¢, — 1.

4.- Fase de medicién.'2 ¢; — to.

5.- Determinamos Q7 (€2, b).

6.- Regresamos al punto (1).

5.1.3 Resultados Numéricos.

En las ecuaciones de movimiento, tanto de no bombeo como de bombeo los coeficientes
que se utilizaron tienen unidades de longitud en metros [m], de masa en kilogramos [kg| y
tiempo en segundos [s], estos términos aparecen en la tabla (5.1).

10 Cuando la solucién de la ecuacién diferencial ha alcanzado su estado estacionario de bombeo.
' Se integran las ecuaciones sin medir el gasto hidrdulico.
12 ] gasto hidraulico es calculado entre t = ¢; hasta ¢t = to
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Estos datos son tomados del dispositivo experimental que describiremos en el capitulo
6 y el proposito principal de este estudio es poder comparar los datos de la simulacién
numérica, con las datos obtenidos en el dispositivo experimental, para ver qué tan bien
concuerdan estos resultados. Por consiguiente, gracias al estudio numérico aplicado a las
ecuaciones diferenciales obtenidas en el dispositivo experimental, se trata de comparar el
gasto hidraulico téorico obtenido numéricamente, con el gasto hidraulico obtenido en el
montaje experimental.

Cuadro 5.1: Valores de los pardmetros del dispositivo experimental.

Variable Significado Valor
AR Area del tubo resonante 0.0019 [m?]
Lgr Largo del tubo resonante 0.878 4 0.1 [m]
Ve Volumen de la camara de compresion 0.025314 [m?]
Vi Volumen del fuelle en reposo 0.0002603 [m3]
Ly Longitud del fuelle 0.095 [m]
Q Periédo de excitacién externa 0.25-1.62 [s]

€ Masa anadida 0.08
x Distancia del nivel de equilibrio al punto de desborde 0.01 [m]
H Distancia del nivel de agua en el depésito al de equilibrio | 0.89 - 0.01 [m)]
g Aceleracién de la gravedad 9.81 [45]
p Densidad del agua 1000[%]
¥ Compresibilidad del aire 1.4
P, Presion atmosférica 78.12 [K Pal]
K Pérdidas por vorticidad 0.1
f Pérdidas por friccion 0.06064
Dp Diametro del tubo resonante 0.05 [m]
Dp Diametro del tubo de desagiie 0.025 [m]

La amplitud del fuelle (b) se varié de [0.5¢m] a [5.0e¢m] haciendo un barrido de [0.25¢m].
Para cada una de estas amplitudes se variaba el periédo [35] de 0.2 a 1.5 y A% = 0.01][s]
y se calculaban 20000 puntos por cada ciclo.

Los tiempos de simulacién para t; y to son de 100 [s] y 200 [s] respectivamente, los
cuales representan la fase de medicién en nuestra simulacién y At es del orden de 0.001[s].

En la siguiente grafica se muestra el gasto hidraulico (Q) en funcién del periédo de
oscilacion [%’r] para diferentes amplitudes, es decir, cada una de estas curvas representa
una amplitud determinada del fuelle, en la cual, se realiza un barrido de frecuencias, para
determinar la frecuencia de resonancia 6 la de mayor eficiencia en el bombeo.
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Figura 5.4: El eje vertical representa el gasto hidraulico @ medido en metros ctibicos [m?]
y el eje horizontal el periédo de excitacién [22] en segundos [s]. Cada curva representa un

valor determinado de la amplitud de oscilacion del pistén o fuelle.

En la grafica anterior, podemos observar un pico principal, el cual representa el maximo
gasto en la simulacién. El proceso de medicién se realiza de derecha a izquierda respecto
a la gréfica, es decir, el proceso inicia con las frecuencias mas altas del estudio, en ese
sentido, se encuentra més adelante un segundo pico que representa el primer armonico en
la frecuencia de excitacion. Cabe resaltar que el pico principal tiene un corrimiento a la
izquierda, que se manifiesa mas claramente para amplitudes pequenas y se estabiliza para
amplitudes mas grandes. En la siguiente grafica en 3D, se intenta ilustrar la dependencia

entre el gasto hidrdulico [Q)], el periédo [22] y la amplitud [b].

37



Estudio Numérico

0.018
0.016
0.014
0.012

0.01
0.008
0.006
0.004
0.002

Gasto Hidraulico

77
o 277

_

7
Y

e

Periodo [21/Q]

.f'o}//,

o
7, ”4
/,"

/

)

i
iy

) )
/ //////7//

// //////////////////////

v
o

o
)

/
4
,////,/'/"

%)
W

V14

U

;
)

7
/)

&g&"&implitud [m]

. . , C 1 1e . , o
Figura 5.5: En la grafica podemos observar el gasto hidraulico @ en funcién del perfodo &

y la amplitud b.

En las graficas anteriores se observa un comportamiento poco uniforme, con muchos
picos, los cuales pueden atribuirse a las condiciones iniciales de cada ciclo en el que se
variaba la frecuencia para una amplitud determinada. Esto es debido a que el bombeo se
va dando por brotes, lo cual significa que, dependiendo de €2 y del intervalo de integracién
[t1,t2], el célculo del gasto hidrdulico contiene brotes completos o no, lo cual complica la
obtencion de los gastos méaximos en el bombeo por lo que debemos interpolar los datos
con la finalidad de suavizar la curva y obtener de una manera mas sencilla el mayor gasto
hidraulico. En la siguiente grafica se muestra un acercamiento a la cresta de una curva
de la gréfica (5.4). Los valores obtenidos de () no caen sobre una curva suave, por lo que
podemos interpolar una parabola a dichos datos, y asi obtener el maximo de () en el vértice

de la parabola.
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Figura 5.6: En la grafica se ilustra el ajuste de las curvas por medio de interpolacién.

Una vez obtenidos los maximos en el gasto hidraulico podemos graficarlos en funcion
de la amplitud, por lo que obtenemos la siguiente grafica.
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Figura 5.7: Gasto hidraulico @ en funcién de la amplitud b.

En la grafica anterior se observa la dependencia lineal entre el gasto hidraulico (Q) y la
amplitud (b), a la cual se le hizo un ajuste lineal al comportamiento, con lo que obtuvimos
la ecuacion de la recta:

Q = 0.284b — 0.001;

que representa tedricamente el comportamiento de las variables de estudio, entonces pode-
mos concluir que existe una relacién lineal entre estas variables, es decir, que a mayor
amplitud en la frecuencia de excitacién obtenemos un mayor bombeo.

Ahora, nos interesa averiguar si este comportamiento lineal entre el méximo gasto (@),

en funcién de la amplitud (b) del fuelle, tiene el mismo comportamiento que en el experi-
mento.
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Capitulo 6

Experimentos

6.1 Descripcién del Dispositivo Experimental

En este capitulo se describirdan las caracteristicas mas importantes del dispositivo ex-
perimental que se utiliz6 como modelo de nuestro sistema de bombeo. Este sistema exci-
tado paramétricamente mediante la variacién peridédica del volumen dentro de la camara
de compresién, provoca un movimiento periédico de la columna de agua dentro del tubo
resonante; estas oscilaciones de la columna de agua se maximizan cuando el sistema entra
en resonancia con el forzamiento, lo cual se vera reflejado en el bombeo o gasto hidrdulico
(Q) obtenido, para diferentes amplitudes y frecuencias de oscilacién del fuelle.

Se explicarda brevemente la composicién del dispositivo experimental montado en el
laboratorio y el procedimiento de los experimentos realizados, junto con las variables in-
volucradas y la dependencia de las mismas.

6.1.1 Particularidades del dispositivo experimental

La descripcion del dispositivo experimental que se montd para el estudio de nuestro
sistema de bombeo estd constituido porlas partes, que se muestran en la siguiente figura.
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Figura 6.1: Diagrama del dispositivo experimental. 1.- Camara de compresion. 2.- Fuelle
que sustituye al pistén dentro de la camara de compresion. 3.- Tubo resonante.4.- Depédsito
primario 6 del tubo resonante. 5.- Tubo de desagiie. 6.- Depdsito secundario 6 del tubo de
desagiie. 7.- Dispositivo para medir el nivel del agua dentro del deposito secundario. 8.-
Potenciémetro para medir la posicién en la amplitud del fuelle. 9.- Fuente de voltage vari-
able. 10.- Motor de pasos. 11.- Bomba de agua. 12.- Sistema de captura y almacenamiento
de datos. 13.- Motor de velocidad variable. 14.- Tarjeta de adquisicién de datos. 15.- Brazo
de giro variable. 16.- Vaso de medicion del gasto hidraulico.

Este dispositivo estd formado bésicamente por tuberia de PVC y acrilico transparente,
la tuberia de PVC se utilizé inicamente en conexiones y para la construccién de la cimara
de compresion. Las otras piezas son tuberia de acrilico transparente las cuales fueron colo-
cadas de manera estratégica en los lugares donde era necesario la visualizacion del flujo de
agua debido a que es muy importante mantener siempre las mismas condiciones iniciales
que es donde interviene el nivel de equilibrio de la columna de agua, ademéds de que es util
para visualizar las burbujas en las pruebas de fugas en el dispositivo. Las piezas de acrilico
y PVC estan pegadas en algunos casos, con pegamento PVC ;| en otros con silicén y en
otros con ambas.

La camara de compresion se encuentra justamente arriba del tubo resonante, con la
finalidad de que en la construcciéon del dispositivo se tuviera el menor nimero de piezas que
conectar y por lo tanto, menos posibilidades de fugas, las cuales debian ser bajas durante
un largo tiempo, es decir, para poder realizar el experimento debiamos de subir la columna
de agua hasta un nivel de equilibrio, el cual debia permanecer en esa posicién durante un
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tiempo lo suficientemente largo para concretar el experimento.13

Para determinar las dimensiones del dispositivo se tuvo que considerar las siguientes
condiciones: la primera fue el tamano del laboratorio donde se construyo ya que la altura
maxima del tubo resonante tenia que ser menor a la altura del laboratorio, esto es, por
la posicion vertical del tubo resonante, ya que si el tubo resonante se inclina, la superficie
superior de la columna de agua al oscilar no es lo suficientemente plana, lo cual genera
que se formen pequenas ondas en su superficie, lo que hace inviable determinar el nivel del
agua con la precisién deseada. El depédsito primario debia tener un area transversal mucho
mayor al area transversal del tubo resonante, ya que la variaciéon del nivel de agua durante
las oscilaciones de la columna, debe ser pequena comparada con la altura de la columna.
Esta variacion esté relacionada con la cantidad de agua que se desplaza durante la fase de
bombeo, por lo tanto, el nivel de agua del depdsito primario debe permanecer constante
durante todo el experimento y asi mantener con esto las condiciones iniciales; esto se logra
también, con una bomba de agua que se utiliza en los limpiadores de los autos, esta bom-
ba se encuentra en la parte inferior de el vaso de medicién y su funcién es precisamente
regresar el agua al depdsito resonante durante cada ciclo del experimento y asi mantener
su nivel de agua. Este vaso se construyo con piezas de PVC y su volumen fue determinado
a partir del volumen desplazado de agua en el méximo gasto hidrdulico.

En la cdmara de compresién se producen las oscilaciones de la columna de agua a través
del cambio en el volumen, este cambio de volumen es generado por el movimiento periédi-
co de un fuelle de automovil. Este dispositivo es un elemento de plastico flexible como un
acordedn y con un solo orificio parecido a un globo, el fuelle estd sujeto con una abrazadera
a una pieza de PVC la cual esta sellada con silicon. Este material es muy flexible y se ad-
hiere muy bien a las piezas de PVC. Este fuelle cumple con el mismo papel del pistén, solo
que el fuelle es mucho mas facil de utilizar, ademds de asegurar una disminucién de fugas
en la camara de compresién ya que como se habia mencionado anteriormente, esta cimara
de compresién debe de estar bien sellada, para poder mantener el nivel de equilibrio de la
columna de agua, en un lapso de tiempo lo suficientemente largo como para poder medir el
gasto hidraulico durante todo el experimento sin que haya variaciones importantes en las
condiciones iniciales, es decir, poder medir la cantidad de agua bombeada a partir de una
amplitud, una frecuencia de oscilaciéon y un nivel de equilibrio fijo durante toda la fase del
experimento.

1 . .2 s . / .z

3 Estos cambios de presién pueden deberse a fugas minimas de aire dentro de la cdmara de compresién
o bien a las variaciones de la presién atmosférica. En particular el nivel de agua bajaba aproximadamente
2 mm en una hora, tiempo suficiente para realizar el experimento.
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Figura 6.2: Diagrama del fuelle

El mecanismo de compresion del fuelle consta de una biela, un juego de poleas para
reducir la velocidad angular del motor y un brazo de giro variable con el cual podemos
controlar la amplitud de oscilacién; el brazo de giro estd conectado a un motor de corriente
directa alimentado con una fuente de voltaje variable. Para controlar la velocidad del motor
se variaba el voltaje suministrado por la fuente de voltaje variable. Como esta fuente tiene
un control de voltaje mecanico y una perilla de ajuste fino, en esta perilla se colocé una
polea con didmetro fijo, que esta conectada por medio de una banda elastica, a un motor de
pasos controlado por un programa de computadora. La adquisicién de datos es a través de
una tarjeta analdgica-digital -DAQG6009 de National Instruments- la cual tiene tres canales
analdgicos de entrada, uno de salida y ocho canales digitales de entrada y salida. Estos
canales digitales son utilizados para accionar el motor de pasos y los distintos relevadores
para accionar otros dispositivos como la bomba de agua y la fuente de voltaje.

Para poder medir la amplitud en el movimiento del fuelle, se tuvo todo el tiempo una
opcién de medida visual la cual consistia en una senal'* que indica su posicién y una regla
fija, esta senal se movia alrededor de un punto de referencia. Para mejorar el control y
reducir el error en la medicion de esta variable, se usé un potenciometro que estaba unido
por medio de una patita de metal y una abrazadera a la biela conectada en el fuelle, que
al variar su posicion provocaba un cambio en su resistencia. La variacién de la resistencia
producia una variacién de voltaje el cual era registrado por la tarjeta de adquisicién de
datos.

El dispositivo contaba también con un sensor de altura del agua dentro del depdsito
secundario. Este sensor estd compuesto por una varilla de acrilico, la cual, a lo largo lleva
tres cables, un par de ellos con recubrimiento y el otro sin recubrimiento, el cual funciona-
ba como un capacitor variable debido al cambio de altura en el agua. Se utilizé un sensor
de capacitancia variable que esta formado por dos circuitos resonantes RCL, uno de ellos
tiene una frecuencia de resonancia fija v/LoCy y el otro tiene una frecuencia de resonancia
variable debido a que C depende de la altura del agua. La diferencia de frecuencias entre
ambos osciladores se convierte en un nivel de voltaje, el cual refleja la altura de la columna

14 Una navaja colocada por medio de abrasaderas en posicién vertical a la biela.
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de agua debido al cambio de capacitancia producido por el movimiento del nivel del agua
dentro del depésito secundario. Este cambio en el nivel del agua entre los cables del sensor
genera un cambio en el dieléctrico entre ellos, provocando una variaciéon de la capacitancia,
por lo que podemos obtener una relacién entre la diferencia de voltaje y la altura del agua.

6.1.2 Calibracion de los Sensores.

En principio, para la calibracién del sensor de posicién colocado en la biela, se hicieron
varias pruebas. La prueba consistia en darle vueltas al brazo de giro variable con lo que
obtenfamos el movimiento de la biela, la cual recorria la longitud méaxima del fuelle, este
brazo de giro se movia manualmente de tal forma que el desplazamiento de la biela fuera
de aproximadamente de milimetro en milimetro en una longitud de 5em, es decir, en cada
milimetro se tomaba la diferencia de voltaje que arrojaba el potenciémetro y mediante
un programa de computadora llamado LabView se tomaron los datos de la diferencia de
voltaje entre la distancia recorrida, por lo que obtuvo la siguiente gréfica en la que se puede
observar la proporcionalidad directa entre estas dos variables.

Motor de
velocidad variable

Sensor (1) (2
de

altura
Fuente de voltaje
varible

Cable sin

recubrimiento = —
L (5) O ° °c o o
= Motor de
pasos

Cable con ! (4) /
recubrimiento ] (6)
ﬁ\; ; /

Figura 6.3: Diagrama del sensor de altura y el motor de pasos
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Figura 6.4: Curva de calibracién del fuelle.

Para la calibracion del sensor de altura en el nivel del agua basado en capacitancia
variable, se usé un “gato” mecanico de automovil!® | el cual tiene un movimiento vertical
girando su manivela. Este elemento fue colocado en el depdsito de desagiie de tal manera
que al colocar en el gato el sensor de altura, se fuera sumergiendo en el agua y asi al ir
girando la manivela el sensor bajaba en el interior del depdsito. Una vez armado el dis-
positivo la calibracion fue sencilla, consistio basicamente en ir sumergiendo el sensor en el
agua para que variara la capacitancia entre los cables; esta prueba se hizo varias veces para
distintas longitudes de inmersién, es decir, cada giro de la manivela del “gato”’el sensor de
capacitancia se introducia en el agua aproximadamente 5mm. De esta forma se hicieron
varias pruebas de calibracién dando una vuelta completa, media vuelta y un cuarto de
vuelta a la manivela, entonces al ir bajando el sensor, el cambio en la capacitancia registra-
ba una senal de salida que era amplificada por el circuito para que finalmente llegara a la
tarjeta de adquisicion de datos y procesada en el mismo programa de computadora que se
uso en la calibracién anterior, es decir, se uso el programa LabView en donde se graficé la
diferencia de voltaje a la salida del dispositivo contra la distancia sumegida en el agua por
el sensor.

En la siguiente grafica podemos observar que existe una dependencia casi lineal entre
estas dos variables, a esta grafica se le ajusté un polinomio de cuarto orden para obtener
la curva de calibracion.

5 En particular es gato mecénico de automévil utilizado en los autos Volkswagen.
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Figura 6.5: Curva de calibracién del sensor de alturas.

6.1.3 Adquisicion de datos

Una vez calibrados los sensores, se pueden medir las variables que nos interesan, es
decir, podemos medir de una manera clara y sistematica la altura del nivel de agua del
depdsito secundario y la frecuencia de oscilacion del fuelle.

La automatizacién del dispositivo facilité mucho el trabajo ya que el experimento re-
quiere de tomar un numero considerable de datos, ademés de un barrido de frecuencias
amplio para cada amplitud de oscilacion del fuelle. De esta manera podemos encontrar la
frecuencia de oscilacién apropiada para una mayor eficiencia en la fase de bombeo, es decir,
cuando la frecuencia de oscilacion entra en resonancia con la frecuencia natural del tubo
resonante se produce un gasto hidraulico mayor, el cual se traduce en mayor eficiencia en
el bombeo. Por tal motivo se opté por crear un sistema de captura de datos y un sistema
de control de frecuencias automatico, ambos controlados por una computadora.

Para el sistema de captura de datos se utilizé una tarjeta analdgica-digital que con-
tiene puertos de entrada y salida, analégicos como digitales. Esta tarjeta es muy versatil,
ya que sirvié también para controlar la frecuencia de oscilacion del fuelle, por medio de un
motor de pasos que regula el voltaje proporcionado por la fuente al motor. La adquisicion
de los datos provenientes de los sensores de altura del nivel del agua y de la posicién del
fuelle se capturaron a través de las entradas analégicas. Toda esta recopilacién de datos era
ejecutada con unos programas computacionales escritos en lenguaje C, los cuales ayudaron
a la captura e interpolacién de los datos provenientes de los sensores, ademas del control
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del motor de pasos, el interruptor del motor de velocidad variable y la bomba de automévil
que regresa el agua del vaso de medicién al depdsito principal durante cada ciclo del ex-
perimento. La computadora que se uso es la herramienta principal para la automatizacion
del dispositivo; contenfa una distribucién de Linux llamada Fedora Core 4 como sistema
operativo.

Con todo lo anterior, inicamente falta mencionar el algoritmo que se requiere para la
realizacién ordenada en la medicion. Este experimento debe llevar un control en los pasos
a seguir para un mayor control de las variables involucradas, estos pasos a seguir seran

mencionados a continuacién:

1.- Manualmente se toma el brazo con eje de giro y con la senal en la biela se coloca
en su amplitud correspondiente.

2.- Se sube el nivel de agua en el tubo resonante hasta el nivel de equilibrio.

3.- Se inicia el programa que controla el dispositivo:
a) Nimero de muestras.

4.- Empieza la captura de datos de los sensores de posicién del fuelle y de altura del
nivel de agua en el depdsito de desagiie.

5.- Interpolacién de los datos obtenidos.
6.- Fin de ciclo.

7.- Se enciende la bomba de automovil que regresa el agua del depésito de desagiie al
depdsito resonante.

8.- Se enciende el motor de pasos y gira los pasos correspondientes para variar la fre-
cuencia del siguiente ciclo.

9.- Repeticiéon del ciclo, regresando al paso 4.
Una vez obtenidos los datos experimentales del gasto hidraulico en funcién de la am-
plitud y la frecuencia, podemos estimar el flujo a partir de la frecuencia resonante para una

amplitud fija, es decir para una amplitud determinada obtenemos su frecuencia resonante,
para la cual se obtiene el mayor gasto hidraulico. En la figura (6.6), podemos observar, para
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diferentes valores de amplitud y frecuencia, el gasto hidrdulico obtenido experimentalmente.
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340 [Q]
Amplitud [b] 360 Frecuencia

Figura 6.6: Gasto hidraulico [Q] = [%] en funcién de la amplitud [b] dada en em y la
frecuencia [Q] = [%], cada uno de los colores y figuras en la grafica representa una amplitud
distinta.

La grafica anterior, no nos permite ver con claridad los valores para los cuales existe
un mayor gasto, por lo que es necesario hacer una interpolaciéon de los puntos por una
funcién cudrtica, la cual esta representada por una superficie(ver figura 6.7). El ajuste se
hizo haciendo minimos cuadrados de los datos respecto a una funcién polinomial cuartica
de la frecuencia y la amplitud del fuelle o pistén. Con la grafica (6.7) podemos observar de
una manera mas clara el comportamiento del flujo con respecto a la amplitud y frecuencia,
para poder compararlas con las obtenidas en el estudio numérico.
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Flujo -0.

Amplitud del Piston

Figura 6.7: Esta grafica representa la interpolacién cuértica del los datos de la grafica (6.6).
Flujo [Q] dado en decilitros por segundo, en funcién de la frecuencia [Q)] y la amplitud [b].
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-0.3
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260

Amplitud del piston 340

Frecuencia

Figura 6.8: La grafica representa la superficie cudrtica sin la nuve de puntos, tiene ademas
una curva que representa el maximo flujo de bombeo para un una amplitud del piston dada.
Flujo [Q] dado en decilitros por segundo, en funcién de la frecuencia [Q)] y la amplitud [b].

En las graficas (6.7),(6.8) podemos observar gracias a la interpolacién el efecto del
mayor gasto hidraulico obtenido en funcién de la amplitud, sin tener hasta ahora un com-
portamiento claro de las funciones que nos interesan en el experimento, por lo que es
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necesario recurrir a otro perfil de nuestra gréafica(6.8).
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Figura 6.9: Esta grafica, representa la curva de los maximos obtenidos en la grafica anterior
pero solo en las variables de amplitud del fuelle contra el maximo flujo de bombeo, ademas
se compara con una linea recta, para hacer ver en que regién trabajamos, el flujo maximo
se comporta de forma lineal respecto a la amplitud del fuelle. Cabe mencionar que la
interpolacién no tiene un comportamiento adecuado cuando la amplitud del fuelle esta
entre 0 y 1 ¢m, esto es porque no hay datos en esta region. Es decir, la interpolacién tiene
validez cuando la amplitud del fuelle esta entre 1 y 4 ¢m. Flujo en decilitros por segundo,
en funcién de la amplitud en centimetros.

En este perfil de la gréafica se observa un comportamiento lineal entre el gasto hidrauli-
co obtenido contra la amplitud del desplazamiento del fuelle. En la parte superior de la
grafica se observa una cresta, la cual se debe a que en esta fase de medicién la amplitud
del fuelle se encontraba en el limite de su méaximo desplazamiento, es decir, en el limite de
4 a 5 [em] de amplitud. El fuelle en su desplazamiento tenfa un comportamiento diferente
al del intervalo de 1 a 4 [cm], también la velocidad del motor no era constante en todo
el ciclo y estas pequenas variaciones no dejan claro el comportamiento expresado en la
grafica, ademas la camara de compresion se saturaba en el limite de la amplitud del fuelle,
en otras palabras, la cdmara de compresién se llenaba de agua por arriba del nivel superior
de la boca del tubo resonante, lo cual causaba que el agua dentro de la camara regresara
al depédsito principal por el tubo resonante y con esto se reducia la medicién del gasto
hidréulico.

Con esta tultima grafica podemos comparar los datos obtenidos experimentalmente
con los resultados tedricos obtenidos mediante el estudio numérico, en lo que podemos
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Experimentos

comprobar la dependencia lineal existente entre el gasto hidraulico y la amplitud del de-
splazamiento del fuelle, para un intervalo de amplitudes y frecuencias determinado.
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Capitulo 7

Conclusiones

Esta tesis constituye una contribucion al estudio del Sistema de Bombeo por Energia
de Oleaje (SIBEO). El estudio se realiza desde el punto de vista teérico, mediante la simu-
lacién numérica y desde el punto de vista experimental, gracias al montaje del dispositivo
realizado en el laboratorio; este trabajo explica la relacién entre la amplitud de oscilacion
del fuelle y el gasto hidraulico obtenido.

Se describe el algoritmo utilizado en la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales
empleadas en este estudio. En general estos métodos se aplican cuando se necesita un valor
numérico como solucién a un problema -fisico-matematico- donde procedimientos exactos o
analiticos no son capaces de dar respuesta, siendo imposible obtener una solucién general.
Pero a pesar de estas desventajas su utilizacion en el estudio del sistema de bombeo ha
demostrado tener el alcance suficiente para dar una respuesta adecuada que satisfaga las
exigencias impuestas por el problema de estudio.

Se ha disenado un dispositivo experimental para generar un flujo oscilante con bombeo
que nos permite realizar mediciones cuantitativas y cualitativas del flujo. La resonancia en
el sistema de bombeo determina una condicién éptima en su funcionamiento, y se consigue
ajustando el volumen de aire en la cAmara de compresion para una frecuencia de oscilacién

del fuelle dada.

Un punto importante es la automatizacion en el desarrollo del experimento, ya que el
numero de datos obtenidos por los sensores de altura y desplazamiento proporciona una
buena aproximacion en los resultados que debemos comparar. Los resultados obtenidos con
la formulaciéon numérica empleada en este estudio estan en concordancia con los resultados
experimentales, gracias a la interpolacién de los datos por medio de una funcién polinomial
cuartica, la cual representa graficamente un resultado mas claro que el que se tenia solo
con los datos del experimento .



Conclusiones

Los resultados de la simulacién numérica dejan en claro que existe una dependencia
lineal entre la amplitud de excitacion del fuelle y el gasto hidraulico obtenido. En el andli-
sis de las soluciones al modelo numérico propuesto, se evaluaron los efectos que tienen los
distintos parametros involucrados y como afectan al sistema. Al comparar los resultados
numeéricos contra los experimentales se puede observar que hay una pequena discrepancia
entre ellos cuando el gasto hidraulico es mayor. Esto es debido a que en el experimento,
existen varios parametros que no se pudieron controlar, como la velocidad del motor en la
cual habia pequenas variaciones entre ciclo y ciclo, ademas de que la extensién del fuelle
para su méxima amplitud generd en el limite de las mediciones algo de ruido, debido a
las dimensiones del fuelle y del propio dispositivo. Otra causa importante por la cual los
resultados experimentales no coinciden “exactamente”con el estudio numérico, es el hecho
de que la cdmara de compresién era demasiado pequena para captar el agua bombeada en
condiciones de maxima amplitud de oscilacién, por lo que la caAmara se saturaba y el agua
bombeada regresaba por el tubo resonante al depdsito principal.

A pesar de las dimensiones del dispositivo a escala montado en el laboratorio, se obtu-
vieron buenos resultados, ya que para amplitudes de oscilacién pequenas el gasto hidrdulico
obtenido fue mayor al esperado. Esto dio lugar a que en el limite de la amplitud de os-
cilacién del fuelle, la cdmara de compresiéon se saturara y no deja claro el comportamiento
del fenomeno de bombeo. Se propone construir un dispositivo con mayores dimensiones,
empezando con una camara de compresion mas grande, en general mayores dimensiones
en los tubos resonante y desagiie, asi como en los depédsitos de agua, para conservar las
condiciones iniciales que se requieren en el estudio del sistema de bombeo de agua excitado
parametricamente. Los resultados obtenidos servirdn para construir un prototipo de un
sistema de bombeo bidireccional.

54



Bibliografia

[9]

[10]

[11]

Salter, S., “Wave Power”, Nature.249:720-724.

McCormick M., “Ocean waves energy conversion ”, Wiley, New York 1981.

Czitrom S., R. Godoy, E. Prado, P. Pérez, R. Peralta-Fabi y C. Stern., “Hydrodynam-
ics of an oscillating water column sea water pump. Part I : Theoretical Aspects”.

Arthur G. Hansen., “Mecénica de Fluidos”, (1971).89-102

Roca V., “Introduccion a la Mecanica de los Fluidos”, Editorial Limusa México V
(1980).77-123.

Gongzalez M, F Estudio de una columna de agua oscilante, Tesis de Licenciatura en
Fisica, UNAM, México D.F, 2007.

Olvera A. Prado E. and Czitrom S. “Parametric Resonance in an oscillating water
column”, The Journal of Engienering Mathematics (2007), no. 57, 1-21.

Czitrom S,. “Sea-Water Pumping by Resonance I”, Proceedings of the Second
European Wave Power Conference, Lishoa ISBN 92-827-7492-9 (1996), 366—-370.

Knott, G.F, y J.O. Flower., “Simulation studies of the basic non-linear effects of
the wave-energy conversion by an overtopping water-column” Energy conversion.

Vol.19(1980) 59-69.

Godoy D, R., Sintonizacién de un sistema de bombeo por energia de oleaje,Tesis de
Maestria en Fisica, UNAM, México D.F, 2006.

L.D. Landau y E.M. Lifshitz ., Mecanica de Fluidos. 1-22.




BIBLIOGRAFIA

[12] Czitrom S, E. Prado, R. Godoy R. Rodriguez y R. Peralta-Fabi, “Sea-Water Pumping
by Resonance I1” Proceedings of the Second European Wave Power Conference, Lisboa
ISBN 92-827-7492-9 (1996), 324-328.

[13] Czitrom S., R. Godoy, E. Prado y A. Olvera, “Hydrodynamics of an oscillating water
column sea water pump. Part II : Tuning to Monochromatic Waves”.

56



	Portada
	Índice General
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Modelo Matemático
	Capítulo 3. Columna de Agua Oscilante
	Capítulo 4. Sistema de Bombeo
	Capítulo 5. Estudio Numérico
	Capítulo 6. Experimentos
	Capítulo 7. Conclusiones
	Bibliografía

