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Resumen

Este trabajo trata de como visualizar campos escalares que han pasado por un proceso de
digitalización. En particular se usa una técnica de graficación por computadora conocida
como visualización por superficies o surface rendering.

Se asume que se tienen conjuntos digitales de datos que provienen de haber muestreado de
manera uniforme el espacio en tres dimensiones. Asumimos que este muestreo está hecho en
una rejilla rectangular y por lo tanto tenemos una imagen digital en 3D o volumen. Hacemos
dos suposiciones importantes sobre el volumen. Primero, que es una buena aproximación
del campo escalar y segundo que no tenemos información de la manera como se realizó la
digitalización.

Primeramente revisamos dos algoritmos de rastreo de superficies sobre volúmenes. El algo-
ritmo de Marching Cubes que es el mas usado en la actualidad y el Algoritmo de Artzy cuya
salida posee características deseables desde el punto de vista topológico. Ambos algoritmos
producen una malla poligonal que aproxima una superficie del campo escalar original.

El problema en adelante es visualizar correctamente estas mallas. Se incluye una revisión
de algunas técnicas de graficación por computadora para visualizar mallas. En particular nos
enfocamos a la iluminación con el modelo de Phong y a las técnicas basadas en mapas; tales
como el mapeo de texturas y el mapeo de relieves (bump mapping).

Se explica también la creación de superficies implícitas o modelo blobby usado comúnmente
en graficación para hacer modelado orgánico. Se revisan algunas funciones base que se usan
con este modelo. Se presentan las funciones Kaiser-Bessel generalizadas también llamadas
blobs.

El objetivo de este trabajo consiste en encontrar una forma de mejorar la visualización de la
malla del Algoritmo de Artzy y hacerla equiparable con el algoritmo de Marching Cubes sin
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modificar la malla y usando solamente efectos de iluminación.

La principal aportación del trabajo es un algoritmo para encontrar una superficie implícita
formada por blobs que envuelve la malla del Algoritmo de Artzy. Por medio de esta superficie
calculamos vectores normales que luego ponemos en los vértices de la malla y usamos para
iluminación.

Por ultimo, se reportan resultados de algunos experimentos con esta técnica. Primeramente
se realizan experimentos en conjuntos de datos obtenidos por medio de técnicas de imageno-
logía biomédica, estos resultados constituyen una prueba visual de que la técnica propuesta
funciona. Por ultimo se hacen experimentos sobre campos escalares conocidos (phantoms)
y se comparan las normales obtenidasdas por nuestro método con las normales analíticas de
los phantoms. En la última sección del trabajo se reportan las conclusiones y se proponen
algunas lineas de investigación para trabajo futuro.
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Introducción

La percepción que tenemos los seres humanos del mundo a través de nuestros sentidos es
inmediata. Ademas, dependemos de estos sentidos para realizar la mayoría de las actividades
diarias. También hay que señalar que somos criaturas visuales, de nuestros cinco sentidos el
que nos proporciona la mayor cantidad de la información que asimilamos sin lugar a dudas
son nuestros ojos [24].

Desde hace mas de tres décadas las computadoras se han vuelto mas poderosas y hemos teni-
do la oportunidad de procesar con ellas una mayor cantidad de datos de manera rápida. Una
de las áreas que se ha encontrado mas beneficiada es la imagenología biomédica. Si bien es
cierto que los rayos X eran desde hace mucho una herramienta probada para el diagnostico
médico (y diversas aplicaciones industriales), una imagen digital que pudiera almacenarse,
procesarse y luego desplegarse en una computadora ha sido un parteaguas para este campo.
Al mismo tiempo, muchas áreas de las ciencias de la computación (CC) han cobrado interés
durante el mismo periodo. Particularmente, el procesamiento de imágenes digitales, las grá-
ficas por computadora y la visualización científica, son ahora una opción viable para usarse
rutinariamente.

El procesamiento de imágenes estudia como procesar imágenes digitales por medios compu-
tacionales [21]. Algunas veces este proceso implica transformar una imagen en otra imagen
en donde se ha resaltado, o inhibido, cierta característica. Otras veces implica obtener otro
tipo de información de una imagen, por ejemplo un histograma. Finalmente, algunas veces
implica poder distinguir o interpretar datos de objetos a partir de las imágenes.

Las gráficas por computadora (GC) son la rama de las CC que estudia las técnicas para produ-
cir imágenes digitales a partir de descripciones matemáticas. Estas imágenes son visualizadas
en dispositivos de despliegue en 2D, por ejemplo un monitor, por lo que generalmente es ne-
cesario hacer una proyección de los objetos (en tres dimensiones) a un plano.
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La visualización científica se encarga de construir información visual de conjuntos de datos
científicos. Estos datos pueden tener orígenes muy diversos; inclusive pueden simular fenó-
menos de la naturaleza que no pueden ser percibidos por nuestra vista. Por ejemplo, ver en
la pantalla el espacio de solución de una ecuación diferencial que modele la vibración de la
cuerda de una guitarra es un problema de visualización científica que se podría equiparar con
la idea de “visualizar la música”.

En éste trabajo se abarca un poco de estas tres áreas. Asumimos que tenemos un conjunto
de datos distribuidos en un arreglo cúbico que representan un muestreo de un campo escalar
tridimensional. Estos datos forman lo que típicamente se conoce como una imagen digital en
3D o volumen. Debido a la naturaleza de los datos nos interesa poder visualizarlos sin perder
su información espacial.

Una forma de lograr éste objetivo es encontrar una superficie que defina la frontera de un ob-
jeto y luego visualizar la superficie como si ésta fuera un envolvente. Como en un principio
se tiene la imagen en 3D es necesario utilizar algún criterio que defina la superficie (proceso
típicamente conocido como segmentación). Dado la naturaleza del volumen debemos encon-
trar una manera de generar un conjunto de polígonos para aproximar la superficie de manera
digital.

En este trabajo estudiaremos dos métodos para aproximar esas superficies: el algoritmo de
Marching Cubes [34], que es el mas usado actualmente, y el Algoritmo de Artzy [2]. El
Algoritmo de Artzy tiene varias ventajas sobre el primero, la mas importante es que garantiza
que la superficie aproximada es topológicamente correcta, es decir que no contiene agujeros.
Sin embargo, la desventaja mas importante de Artzy es que las mallas obtenidas parecen
cuboides, como si fueran hechas por bloques del juego de LEGO c©.

Sin importar el método de obtención de la malla, se visualiza por medio de técnicas de grafica-
ción por computadora. Esto incluye utilizar iluminación, que en conjunto con otras técnicas,
tiene la función de dar la apariencia de 3D a la proyección en 2D. Para poder utilizar la ilu-
minación es necesario que proporcionemos un conjunto de vectores normales a la superficie
en cada vértice de la malla. Como es mostrado en la técnica conocida como bump mapping

[9], estos vectores pueden afectar significativamente la apariencia final de la imagen.

En este trabajo proponemos una forma de obtener un conjunto de vectores normales en los
vértices de la malla obtenida por el Algoritmo de Artzy, tales que al usarse en conjunto con
la iluminación, el resultado final sea una apariencia mas suave del objeto. Por lo tanto se ob-
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tendría una malla que conserva las ventajas del Algoritmo de Artzy pero que sea visualmente
equiparable con la malla producida por Marching Cubes. Para esto, pensamos encontrar un
envolvente suave de la malla por medio de funciones base de transición suave de uno a cero;
conocidas como Kaiser Bessel generalizadas.

La organización del trabajo es la siguiente. En el primer capítulo, se hace la fundamentación
matemática necesaria de lo que entendemos como volumen y se explican que condiciones
esperamos que cumplan los volúmenes de los que hablamos en el resto del trabajo. También
se analizan los dos algoritmos de rastreo de superficies sobre volúmenes antes expuestos
poniendo énfasis en las propiedades presentes en el Algoritmo de Artzy. También se revisa
el modelo de iluminación de Phong y se habla de los modelos de sombreado de Phong y
de Gouraud. Por último se revisan dos técnicas de GC que usan mapas para dar efectos: el
mapeo de texturas y el mapeo de relieves (bump mapping).

En el segundo capítulo se introducen las superficies implícitas y algunas funciones base que
comúnmente se usan para crear dichas superficies. Luego se introducen las funciones Kais-
ser Bessel generalizadas que servirán de funciones base en el resto del trabajo. También se
exponen las contribuciones del trabajo. La primera es que se sigue el método de optimiza-
ción para funciones base propuesto en [16] y se llegan a parámetros óptimos para tres casos.
La segunda aportacion es que se obtiene un algorimo para crear la superficie implícita que
envuelva la malla producida por el Algoritmo de Artzy y como se le asignan normales a los
vértices de esa malla. Esta última es la principal aportación del trabajo.

El tercer capítulo esta dedicado a los experimentos realizados para probar la metodología
expuesta. En primer lugar se muestran resultados puramente visuales sobre algunos conjuntos
de datos provenientes de imagenología biomédica. Posteriormente, se explica la manera como
se construyen dos phantoms (un cubo y una esfera) a diferentes resoluciones y se evalúan las
diferencias entre las normales analíticas de los phantoms y las obtenidas por nuestro método.

Por último, en el capítulo final se presentan las conclusiones del trabajo y conjuntamente se
proponen lineas de investigación futuras.

Objetivos del trabajo

El principal objetivo de este trabajo es encontrar por medio de la modificación de normales
una forma de hacer la superficie obtenida por el Algoritmo de Artzy visualmente mas agrada-
ble. Haciendo enfasis en que no hacemos ninguna suposición sobre como fue la discretización
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del volumen.



Capítulo 1

Visualización de imágenes 3D

En éste trabajo estamos interesados en visualizar campos escalares discretizados. Un campo
escalar es un mapeo f : R3 → R donde f típicamente representa el valor de una cantidad
física en el espacio. En la actualidad muchos dispositivos, por ejemplo los tomógrafos, son
capaces de producir muestreos de estos campos. Dada la naturaleza electrónica de los dispo-
sitivos con los que medimos el campo escalar, en realidad se tiene una aproximación de f
que se obtiene, en general, muestreando de manera uniforme el espacio tridimensional.

Para representar un punto en Rn, alternativamente Zn, usaremos la representación p ∈ Rn,
alternativamente k ∈ Zn, y su n-tupla p = {p1, p2, . . . , pn} donde pi ∈ R, alternativamente
k = {k1, k2, . . . , kn} donde ki ∈ Z. Debido a que usamos recursos finitos para llevar a cabo
la discretización de f solo usaremos un subconjunto Γ ⊂ Z3 definido de la siguiente manera:

Γ = {k|Ai ≤ ki ≤ Bi para 1 ≤ i ≤ 3 con Ai < Bi y Ai, Bi ∈ Z} . (1.1)

Dado un punto k ∈ Γ y un numero real positivo ∆, definimos un vóxel cúbico como

Vox(k) =

{
x ∈ R3|∆

(
ki −

1

2

)
≤ xi < ∆

(
ki +

1

2

)
, para 1 ≤ i ≤ 3

}
, (1.2)

al número ∆ comúnmente se le conoce como distancia de muestreo[18]. El termino vóxel
proviene del ingles volume element y por lo tanto pueden existir vóxeles no cúbicos. Al mis-
mo tiempo un punto k ∈ Z2 tiene asociado un píxel, proveniente del ingles picture element.
Debido a que en éste trabajo no utilizamos teselaciones no cúbicas, usaremos el término vóxel
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para referirnos a los vóxeles de (1.2).

Al subconjunto Γ de R3 para el cual esta definido v se le llama escena. De manera conven-
cional a cada uno de los límites de las dimensiones del dominio de v se le da un nombre.
Típicamente al intervalo valido de k1 se le conoce como el ancho de la imagen, al intervalo
de k2 como la altura de la imagen y al de k3 como la profundidad de la imagen.

Los vóxeles también pueden verse como la vecindad de Voronoi de un conjunto de puntos
dispuestos como un arreglo rectangular que llena la escena[25], a este arreglo de puntos
lo llamamos rejilla cúbica simple (sc). Aunque de momento solo se hace uso de rejillas sc

estas no son las únicas formas de muestrear de manera uniforme el espacio, también existen
otras rejillas como la face-centered cubic grid (fcc) o la body-centered cubic grid (bcc) que
cubren el espacio de vóxeles con forma de rombo dodecaedros y de octaedros truncados
respectivamente [25].

Dado un campo escalar f y un intervalo de muestreo ∆, definimos una digitalización como

p∆(k) =
1

∆3

∫
Vox(k)

f(x)dx. (1.3)

La digitalización definida en (1.3) da origen a una imagen digital en 3D (o volumen) que se
define de la siguiente manera:

v(k) =

p∆(k), si k ∈ Γ,

0, en otro caso.
(1.4)

Se espera que la imagen digital v sea una buena aproximación del campo escalar f . Para
que esto último sea posible deben pasar dos cosas. Primero que la distancia |Bi − Ai| sean
lo suficientemente grande como para abarcar todo el rango de interés del campo escalar f y
segundo, que la distancia ∆ sea lo suficientemente pequeña para que los detalles importantes
de la imagen no se pierdan debido a la digitalización expresada en (1.3) [18]. La principal
limitante para lograr estas condiciones es que dependemos de la capacidad del dispositivo
y de los algoritmos con los que se hace la digitalización. En este trabajo, sin embargo, se
asumirá que no se tiene control del dispositivo del que se obtienen las imágenes, pero que se
han obtenido “buenas” aproximaciones.

Al valor escalar p∆(k) definido en (1.3) se le asocia una cantidad física que generalmente



7

tiene que ver con la detección de la interacción de la materia que haya en el vóxel k con
cierta radiación. Aunque los tomógrafos proporcionan un valor v(k) = λ ∈ R, algunas veces
escalamos el rango de valores ri ≤ λ ≤ rf a un cierto intervalo [0, 2i] para algún entero
positivo i.

En áreas como la medicina y la biología es común visualizar los volúmenes v por planos o
cortes generados al dejar fijo algún valor ki para alguna escena �. En medicina, si se trata
de un volumen v que aproxima un ser humano visto de pie, es común llamar a estos cortes
como coronal si divide al cuerpo humano en dos secciones adelante y atrás, sagital si divide
al cuerpo humano en secciones izquierda y derecha y axial si lo divide en secciones arriba y
abajo, ver Figura 1.1. Sin embargo, este tipo de visualización tiene la enorme desventaja de
perder la estructura tridimensional de la imagen, ver la Figura 1.2.

Figura 1.1: Cuerpo humano dividido en planos sagital, axial y coronal (La imagen
fue tomada de [48]).

Por esta razón se han desarrollado formas de hacer una visualización completa de las imá-
genes que preserve la estructura 3D. Hay dos métodos generales de atacar este problema. La
primera forma es conocida como visualización directa o volume rendering. Este método fue
originalmente propuesto por Drebin, Loren y Hanrahan en [13] y hace uso de una técnica de
GC conocida como alpha blending. El método consiste en asociar a los vóxeles en la imagen
v una cierta función de transferencia y con ella calcular para cada vóxel k un valor alfa (o
de transparencia), de esta manera vóxeles con valores p∆(k) diferentes adquieren diferentes
grados de opacidad. Esto permite ver todo el volumen directamente como una colección de
objetos translúcidos. Un ejemplo se muestra en la Figura 1.3.

El otro método de visualización se llama visualización indirecta o por superficies. Dado un
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Figura 1.2: Un volumen o imagen 3D visualizada por planos sagitales de una ca-
beza obtenida por medio de MRI (obtenida de [46]).

Figura 1.3: El mismo conjunto de datos de la Figura 1.2 visualizado por Volume
Rendering. En esta imagen se usa el método de suma de intensidades como función
de transferencia.
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campo escalar f(x), donde f es una función escalar de R3, se define una superficie como
sigue

Sτ = {x | f(x) = τ} . (1.5)

La superficie Sτ es llamada isosuperficie o frontera definida por τ ; el valor constante τ es lla-
mado isovalor o umbral. Debido a que tenemos la aproximación v de f , las técnicas por iso-
supeficie consisten en seleccionar un isovalor del conjunto de p∆(k) (el rango de la imagen)
y rastrear la isosuperficie definida por ese valor. Esto resulta en una especie de envolvente
o cascara discreta que forma una malla poligonal. Para poder definir la malla es necesario
tener los vértices de cada polígono y la conectividad (saber que par de vértices forman cada
arista). Esta malla se puede visualizar por métodos tradicionales de GC. En la Figura 1.4
se muestra el mismo volumen de las Figuras 1.2 y 1.3 visualizado por cuatro isosuperficies
correspondientes a diferentes isovalores en el rango [0, 255] y con el método de Marching

Cubes, explicado mas adelante.

Hay varias razones por las que la visualización por superficies es más usada. Por ejemplo la
rapidez del cómputo y el hecho de que tanto el hardware como el software que usamos esta
optimizado para visualizar estas superficies. Sin embargo, la mas importante es que los hu-
manos estamos acostumbrados a ver las cosas de esa manera, generalmente solo percibimos
la capa exterior de la mayoría de los objetos.

1.1 Generación de mallas

Hay varios algoritmos que pueden rastrear la frontera y construir la malla que la aproxima.
El algoritmo de Marching Triangles, propuesto por Hilton, Stoddart, Illingworthy y Windeatt
en [27], produce una malla a partir de una nube de puntos. En este algoritmo se empieza
con un triangulo y se empiezan a añadir vértices que forman triángulos con las aristas que
ya pertenecen a la malla, cuidando de cumplir que la triangulación que forma la malla sea
siempre una triangulación de Delaunay. Este método tiene la enorme ventaja de producir
mallas estables y de buena calidad. La desventaja de este algoritmo es que la malla resultante
no suele adaptarse bien a las secciones de la superficie donde hay muchos detalles finos.
En [51] se propone una mejora, capaz de producir mallas adaptables y además es capaz de
encontrar los diferentes componentes conexos del volumen.

Otro algoritmo que fue propuesto por Keppel [31] reconstruye la superficie a través de seccio-
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(a) τ = 61 (b) τ = 69

(c) τ = 83 (d) τ = 123

Figura 1.4: Visualización por superficies de la imagen 3D de la Figura 1.2 con
cuatro isovalores dentro del rango [0, 255] producida con el método de Marching
Cubes.
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nes transversales del volumen. En un primer paso en cada una de las secciones transversales
extraen un contorno por medio de algún algoritmo de detección de bordes. En un segundo
paso los contornos de secciones adyacentes se empiezan a unir formando polígonos. El paso
crucial de este algoritmo es conectar de manera correcta los diferentes contornos. Sin em-
bargo, debido a que los contornos que deseamos reconstruir en medicina son muy complejos
no se logra hacer la conexión de manera aceptable. Por esto último se han escrito algunas
mejoras (ver por ejemplo [11]), pero debido a que la mayoría se basan en heurísticas estos
métodos son poco usados en la actualidad [23].

En éste trabajo estamos interesados en dos métodos: el método de Marching Cubes (MC)[34]
que es el estándar mas usado actualmente y el Algoritmo de Artzy[2].

1.1.1 Adyacencias y caminos

Antes de explicar como funcionan estos algoritmos necesitamos definir los conceptos de
adyacencia y camino entre vóxeles

El concepto de adyacencia entre dos vóxeles es una relación binaria simétrica sobre Z3. Se
dice que dos vóxeles son vecinos cuando son adyacentes. Existen varias adyacencias, aquí
solo vamos a utilizar dos de las más comunes.

Se dice que dos vóxeles c y d en la rejilla sc son adyacentes cara a cara o ω-adyacentes, si
difieren en sólo una de sus coordenadas, ver Figura 1.5(a). Es decir:

(c,d) ∈ ω ↔ |c− d| = 1, (1.6)

en donde |p| denota la norma euclideana del vector p. Un vóxel en la rejilla puede ser adya-
cente bajo ω con otros seis vóxeles de la rejilla, es por eso que a esta adyacencia se le conoce
también como la 6-vecindad del vóxel, ver la Figura 1.6(a).

Hay otra adyacencia llamada adyacencia arista a arista o δ-adyacencia. En ésta adyacencia
los vóxeles son vecinos si comparten una cara o comparten una arista, ver Figura 1.5(b). Esta
adyacencia se define de la siguiente manera:

(c,d) ∈ δ ↔ 1 ≤ |c− d| ≤
√

2. (1.7)

Esta adyacencia también se le llama la 18-vecindad porque el vóxel tiene 18 vecinos, ver Fi-
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gura 1.6(b). Se hace énfasis en que estas adyacencias son inclusivas. La δ-adyacencia incluye
a la ω-adyacencia.

Un π-camino de c a d se define como la secuencia de vóxeles 〈c0, c1, . . . , cn〉 tales que c0 = c,
cn = d y para todo 1 ≤ i ≤ n ck�1 es π-adyacente a ck. Un conjunto A de vóxeles es π-
conexo si entre cada par de vóxeles de A hay un π-camino. Por lo tanto se pueden tener
elementos ω-conexos a través de un ω-caminos y similarmente para la δ-adyacencia.

(a) Vóxeles ω y δ adyacentes (b) Vóxeles ω adyacentes.

Figura 1.5: Dos tipos de adyacencias típicas para vóxeles cúbicos.

(a) 6-vecindad (b) 18-vecindad

Figura 1.6: Diferentes vecindades de un vóxel cubico simple.

1.1.2 El algoritmo de Marching Cubes de Lorensen y Cline

Este algoritmo fue propuesto inicialmente por Lorensen y Cline en [34]. Al ser tan popular se
ha escrito bastante acerca de sus propiedades, de sus puntos débiles y de sus posibles mejoras.
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Un resumen de todos estos trabajos puede verse en [38].

La entrada del algoritmo es un volumen v junto con un umbral τ . La salida es un conjunto de
triángulosMτ que aproxima la superficie Sτ de (1.5). El algoritmo consiste en hacer recorrer
un cubo por el volumen, en cada parada va generando los triángulos que formanMτ , de ahí
su nombre.

El algoritmo utiliza un cubo formado por los centros de ocho vóxeles contiguos de tal forma
que para cada vóxel k ∈ Γ, el cubo tiene por vértices los centros de vóxeles C(k) = {ki|ki ∈
Z, k1 = k y 1 ≤ i ≤ 8} en donde: k2 = (k1

1 + 1, k1
2, k

1
3), k3 = (k1

1, k
1
2 − 1, k1

3), k4 =

(k1
1 + 1, k1

2− 1, k1
3), k5 = (k1

1, k
1
2, k

1
3 + 1), k6 = (k1

1 + 1, k1
2, k

1
3 + 1), k7 = (k1

1, k
1
2− 1, k1

3 + 1)

y k8 = (k1
1 + 1, k1

2 − 1, k1
3 + 1), ver la Figura 1.7.

Para cada voxel k ∈ Γ se revisan los los valores de cada a ∈ C(k) que conforman el cubo,
si el valor del vóxel v(a) es mayor o igual que el isovalor τ , marca al vóxel como interior, si
el valor v(a) es menor que el isovalor lo marca como exterior. Como en cada parada el cubo
toca ocho vóxeles y cada uno de puede ser dentro o fuera, hay 28 posibles casos. Si todos
los vóxeles son interiores, el cubo esta dentro de la superficie y por lo tanto no hay nada que
hacer. Si el valor de todos los vóxeles es exterior, el cubo está fuera de la superficie y tampoco
hay que hacer.

Los casos interesantes son cuando hay tanto vóxeles externos como vóxeles internos, porque
eso significa que estamos en un cruce de la isosuperficie. Cuando estamos en uno de estos
casos hay que generar triángulos que aproximen la superficie. En el algoritmo original, la
configuración de los vértices de los triángulos a generar en cada caso se guardan en una tabla
que es construida manualmente.

El MC estándar considera que algunos casos son equivalentes de acuerdo a rotaciones y
complementos. Un caso es complemento de otro si todos los vóxeles del primero tienen el
marcado contrario en el segundo. Un caso es una rotación de otro si hay un conjunto de
rotaciones que transforman al primer caso en el segundo. Por lo que se pueden clasificar las
256 configuraciones posibles en solo 15 casos. El la Figura 1.8 se ven todos los casos a los que
se reducen las configuraciones una vez que se explotan los complementos y las rotaciones.

Para cada par (a,b) donde a,b ∈ Ck tales que v(a) > τ y v(b) ≤ τ y (a,b) ∈ ω se considera
que el cruce de la superficie se encuentra en algún punto entre a y b. El punto de cruce p se
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Figura 1.7: El algoritmo de MC utiliza un cubo (ilustrado en rojo) formado por los
centros de ocho vóxeles contiguos ilustrados por las esferas ki con 1 ≤ i ≤ 8. Este
cubo se va recorriendo a lo largo de todo el volumen v.

Figura 1.8: Los diferentes casos de acuerdo a las configuraciones en MC. Los
puntos amarillos se consideran interiores y donde no hay marca se consideran ex-
teriores.
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puede hallar por interpolación lineal (aunque hay otros métodos [38]) de la siguiente forma:

p = a + ρ(b� a), (1.8)

en donde
ρ =

τ � v(a)

v(b)� v(a)
. (1.9)

Una vez que se conocen todos los puntos de intersección en las aristas del cubo, se construyen
los triángulos de las superficies de acuerdo al caso en el que se encuentre el cubo, ver Figura
1.8.

La colección de todas las caras triangularesMτ , después de que el cubo ha recorrido todo
el volumen, es la aproximación a la superficie Sτ . Este algoritmo tiene la ventaja de que
el hardware y el software para hacer gráficas por computadora es muy eficiente al dibujar
triángulos. Además de que se puede saber fácilmente la normal a la superficie en cualquier
punto de un triangulo (por ejemplo, calculando el producto vectorial de los segmentos que
forman dos de sus lados).

Figura 1.9: Superficie del mismo conjunto de datos de la Figura 1.2 obtenida por
Marching Cubes, para un isovalor τ = 100.



16 CAPÍTULO 1. VISUALIZACIÓN DE IMÁGENES 3D

1.1.3 El Algoritmo de seguimiento de superficies de Artzy

Este fue uno de los primeros algoritmos que permite encontrar una aproximación a (1.5).
Fue propuesto por Ehud Artzy y por Gabor T. Herman en [2]. En su libro [25] de posterior
publicación, Herman usa el nombre de Algoritmo de Artzy para referirse a este método.

Para usar este algoritmo necesitamos también un volumen v junto con un umbral τ . Su salida
es también un conjunto de carasAτ que aproxima Sτ , en este caso rectangulares y ortogonales
a los ejes que definen v. A diferencia de MC este algoritmo necesita una entrada mas, una
cara del conjunto Aτ que sirve de posición de inicio (a veces llamada semilla).

1.1.3.1 Condiciones del Algoritmo de Artzy

El Algoritmo de Artzy empieza suponiendo que los vóxeles del volumen están de alguna
manera clasificados en dos conjuntos: interior y exterior (conocido como un volumen bi-
narizado). El criterio con el que se hace esta clasificación puede ser arbitrario. Por esto, el
Algoritmo de Artzy puede usarse en conjunto con cualquier método de segmentación.

Dado que el propósito de este trabajo no es la segmentación (operación implícita en MC) y
se desea ocupar el Algoritmo de Artzy como comparación con el algoritmo de MC, conside-
raremos todos los vóxeles k ∈ τ tales que v(k) < τ como exteriores y los vóxeles para los
cuales v(k) ≥ τ como interiores, para un cierto isovalor τ . Este método de segmentación es
conocido como umbralización.

Definimos tambien un elementos de la frontera o bel, el término bel viene del ingles boun-

dary element, como una cara común entre dos vóxeles ω-adyacentes tales que uno de ellos
es interior y el otro es exterior. Es fácil ver que para nuestros vóxeles los bels serán caras
rectangulares.

El Algoritmo de Artzy encuentra un conjunto Aτ de caras de vóxeles tales que cada cara
en Aτ es un bel. El conjunto Aτ es la aproximación poligonal de la isosuperficie (1.5). En
términos mas concretos si O es un conjunto de vóxeles interiores y Q es un conjunto de
vóxeles exteriores, definimos la frontera ∂ entre O y Q como:

∂(O,Q) = {(c,d)|c ∈ O, d ∈ Q, y (c,d) ∈ ω} . (1.10)

El Algoritmo de Artzy necesita un punto de inicio o semilla β0. El punto de inicio es uno de
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los bels ∈ ∂(O,Q) y de ahí procede de manera iterativa hasta encontrar todos los bels que
aproximan la frontera ∂(O,Q).

Para hacer este rastreo el algoritmo simplemente visita cada cara que sea un bel de acuerdo
a las rutas validas que se muestran en la Figura 1.10. La idea es que cada que se llega a una
cara hay dos maneras de continuar de acuerdo a la orientación de la cara. Como las caras
pertenecen a vóxeles cúbicos solo hay seis posibles orientaciones.

Figura 1.10: En el Algoritmo de Artzy para cada cara hay dos formas validas de
llegar y dos formas validas de salir.

Cada vez que paramos en un bel β se toman las dos posibles direcciones válidas de salida y
por cada una se busca una cara βi ∈ ∂. Hay tres posibles casos ilustrados en la Figura 1.11.
Supongamos que β separa dos vóxeles a ∈ O y b ∈ Q y sean c y d los dos vóxeles tales que
(b, c) ∈ ω, (a, c) ∈ δ, (b,d) ∈ δ, (a,d) ∈ ω y que estan en la dirección valida a partir de β.
Si c ∈ O estamos en el caso ilustrado en la Figura 1.11(a), si por el contrario c ∈ Q debemos
revisar en d. Si d ∈ O estamos en el caso de la Figura 1.11(b) y si d ∈ Q en el caso de la
Figura 1.11(c). En cualquiera de los casos anteriores siempre encontramos una cara βi ∈ ∂.
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(a) Caso 1 (b) Caso 2 (c) Caso 3

Figura 1.11: Si se esta en la cara roja β con la dirección valida apuntada por la
flecha, hay tres casos posibles para encontrar la cara azul βi. Por simplicidad en la
figura solo se dibujan los vóxles en O.

1.1.3.2 Implementación del algoritmo

En [20] se realizó una implementación eficiente del Algoritmo de Artzy por medio de tres
estructuras de datos:

• Una lista auxiliar L de caras β que nos permita buscar en ella de manera eficiente. En
la implementación se sugiere un árbol binario de búsqueda.

• Una cola Q para tener un estado de espera donde guardar las rutas de salida validas
que aun no se han recorrido. La lista Q es una manera de simular el paralelismo que se
define matemáticamente en [25]. Debido a que se requiere que se exploren un número
potencialmente grande de rutas al mismo tiempo este tipo de paralelismo no puede ser
alcanzado en la implementación y debe simularse con una estructura de datos.

• La lista de bels Aτ que aproxima la superficie Sτ .

El algoritmo se lista a continuación. Se asume que el volumen v, ha sido clasificado por algún
criterio de segmentación para producir el volumen binarizado B(v) y que de alguna manera
se encontró un cara β0 como semilla. En nuestra implementación se recorre v vóxel por vóxel
hasta que se encuentra la primera cara β0 que se encuenta en la frontera definida en (1.10).
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Algoritmo 1 Algoritmo de Artzy

Entradas: Un bel inicial β0 y el volumen binarizado B(v).
Salidas: Una lista Aτ con todas las caras cuadradas que aproximan la superficie.

1: Colocar el bel β0 en la salida Aτ , agregar β0 a Q y poner dos copias de β0 en L.
2: while Q 6= ∅ do
3: Sacar una cara β de Q
4: Encuontrar las caras β1 y β2 en B(v) a las que se puede ir desde β, siguiendo las dos

direcciones de la Figura 1.10, de acuerdo a alguno de los casos mostrados en la Figura
1.11.

5: if β1 ∈ L then
6: Quitar a β1 de L
7: else
8: Agregar a β1 en Aτ , en L y en Q
9: end if

10: if β2 ∈ L then
11: Quitar a β2 de L
12: else
13: Agregar a β2 en Aτ , en L y en Q
14: end if
15: end while

1.1.3.3 Propiedades del Algoritmo de Artzy

Se demuestra en [25] que el Algoritmo de Artzy es topológicamente correcto. Esto quiere
decir de manera intuitiva que la frontera que produce es cerrada, conexa y que divide al
espacio en dos. Es un análogo digital al Teorema de la Curva de Jordán [25].

Supongamos que el volumen B(v) esta binarizado, supongamos también que conocemos
una cara β0 tal que está entre dos vóxeles g ∈ O, h ∈ Q y (g,h) ∈ ω. Sea también O

el componente δ-conexo que contiene a g y Q el componente ω-conexo que contiene h. El
Algoritmo de Artzy asegura que después de un número finito de pasos tendremos a ∂(O,Q) =

Aτ .

Aun más, asegura que esta frontera ∂(O,Q) divide al espacio Z3 en dos subconjuntos propios
I y E, tales que:
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1. O ⊂ I y Q ⊂ E.

2. ∂(O,Q) = ∂(I, E).

3. I ∪ E = Z3 y I ∩ E = ∅.

4. I es un subconjunto δ-conexo de Z3 y E es un subconjunto ω-conexo de Z3.

5. Todo ω-camino que vaya de un elemento de I a un elemento de E cruza ∂(O,Q).

La propiedad de mas importancia para nosotros es la última, pues nos asegura que a diferencia
de MC, en el Algoritmo de Artzy nuestra aproximación poligonal a la isosuperficieAτ nunca

tiene agujeros.

La Figura 1.12 presenta una superficie obtenida por el Algoritmo de Artzy, para el mismo
conjunto de datos y con el mismo isovalor que el de la Figura 1.9.

Figura 1.12: Superficie obtenida por el Algoritmo de Artzy sobre el mismo con-
junto de datos que en la Figura 1.9 para un isovalor τ = 100.
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1.2 Visualización de mallas

Como mencionamos antes, una vez obtenida la aproximación a Sτ se utilizan técnicas de
GC para producir una imagen 2D a partir del modelo, tratando de preservar la apariencia
tridimensional.

El proceso por el que pasa la malla hasta producir la imagen final se conoce como render

pipeline. Durante este proceso se hacen operaciones que afectaran la apariencia de la imagen
final. La técnicas que ayudan a conservar la apariencia tridimensional se les llama pistas de
profundidad. Algunas de estas técnicas son las siguientes:

• La proyección en perspectiva. La proyección es la operación que proyecta el modelo
3D a un plano. Generalmente puede ser ortogonal o en perspectiva. En la proyección
ortogonal los objetos no alteran su tamaño en función de la distancia al espectador. En
contraste, en la proyección en perspectiva los objetos cambian su tamaño de acuerdo
a la distancia a la que estén del espectador lo que da una apariencia mas cercana a la
realidad.

• La eliminación de superficies ocultas, también conocida en GC como z-buffering o
depth buffering se encarga de eliminar las partes de objetos que se encuentran detrás
de otros objetos en relación con el espectador. El efecto final consiste en que partes de
algunos objetos de la escena no son visibles desde algunos puntos de vista.

• La iluminación y el sombreado son técnicas de GC que afectan en gran medida la
imagen final. Consisten en modelar la interacción de la luz con los materiales de los
que están hechos los objetos y por lo tanto dar una apariencia mas realista a la imagen
final.

• El mapeo de texturas y el mapeo de relieves son técnicas que consisten en recalcular
la apariencia de los píxeles finales en la imagen 2D con información guardada en un
mapa y pueden afectar en gran medida la imagen final.

1.2.1 Iluminación

En graficación por computadora hay dos formas para poner color a una escena, una es simple-
mente asignándoles un color a los píxeles que están dentro de los objetos que es equivalente a
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decir que coloreamos los objetos. La otra consiste en calcular el color de cada píxel con base
a las condiciones de iluminación en la escena.

La segunda de estas técnicas se conoce como iluminación y es visiblemente más agradable y
realista que el coloreado. Para poder usar la iluminación es necesario definir fuentes de luz en
la escena, luego definir las propiedades de reflectividad de los objetos, y también un vector
normal unitario ~n a la superficie de los objetos.

La información de ~n se usa para dos cosas. La primera de ellas es determinar cual es la
cara frontal del polígono, pues algunos dispositivos de despliegue en un intento por hacer
el proceso mas rápido no dibujan la cara de atrás de los polígonos (esto se llama culling).
El segundo uso de ~n es para hacer cálculos de contribución de las luces en la escena a la
iluminación del objeto.

El proceso de iluminación se lleva a cabo en dos partes, una donde se calcula la influencia
de las luces en cada vértice del modelo de acuerdo con el modelo de iluminación (lighting

model) y otra donde se calcula el color de los píxeles que corresponden a los puntos en la
superficie de cada polígono con base a un modelo de sombreado (shading model).

1.2.1.1 Tipos de fuentes de luz

Generalmente hay tres tipos de fuentes luz posibles que afectan la escena: las luces puntua-
les, las luces focales y las luces direccionales. Los diferentes tipos de fuente de luz están
representados en la Figura 1.13.

(a) Luz direccional (b) Luz puntual (c) Luz focal

Figura 1.13: Tipos de fuentes de luz en una escena. Esta imagen fue tomada de
[47].
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Luz direccional: En este caso se asume que la fuente de luz está en el punto al infinito, por
lo que a pesar de comocer la dirección en donde esta la fuente, ésta se encuentra tan
lejos de la escena que los rayos de luz llegan de manera paralela.

Luz puntual: Se asume que la fuente de luz esta en un punto cercano e irradia sus rayos
sobre la escena de manera igual en todas direcciones.

Luz focal: Éste es un caso particular del anterior, también sabemos la posición de la fuente
de luz, pero ésta irradia sus rayos en una dirección preferente formando un cono de luz.

1.2.2 Modelos de iluminación

El comportamiento físico de la luz es un fenómeno muy difícil de modelar. Por lo tanto, en las
gráficas por computadora se usan modelos que aproximan este comportamiento de manera
que los cálculos sean posibles en un tiempo razonable. Por esta razón se dice que los modelos
de iluminación son inspirados en la física, pero no son físicamente correctos [9].

1.2.2.1 Modelo de Phong

El modelo de iluminación de Phong es el mas usado actualmente, fue propuesto por Bui
Tuong Phong en su tesis de doctorado [41]. Debido a su simpleza y los buenos resultados, se
ha implementado eficientemente tanto en hardware como en software.

El modelo de Phong es en esencia un modelo de como se refleja la luz sobre los objetos en la
escena. En este modelo se asume que el reflejo de la luz puede verse como la superposición
de tres componentes independientes: la componente ambiental, la componente difusa y la
componente especular. A su vez los objetos están hechos de cierto material. Cada material
tiene una cierta sensibilidad a cada componente de la luz. De esta manera, cada material tiene
coeficientes de reflexión ambiental, difuso y especular distintos. El color final de un píxel en
el objeto en la escena es función del material y de las propiedades de la luces que interactúen
con él.

Adicionalmente se asume que el modelo de percepción humana del color donde se percibe
por medio de la superposición de tres longitudes de onda, llamados canales y que los cálculos
de iluminación se pueden hacer en cada uno de los canales de manera independiente. Estos
canales comúnmente representan luz en longitud de onda cercana al rojo, al verde y al azul.
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Por eso, la intensidad de la luz es representada como l = (lr, lg, lb) donde lr, lg y lb representan
la longitud de onda cercana al rojo, al verde y al azul, respectivamente.

1.2.2.2 La reflexión ambiental

La reflexión ambiental es el color del objeto debido a los rayos de luz que provenían de una
fuente, pero que han rebotado tantas veces en objetos de la escena que es imposible saber ni
su dirección ni su origen. Se puede pensar que están flotando en la escena y llegan al objeto
desde todas direcciones. Aun cuando en esta reflexión la luz parece estar en todas partes,
desaparece si se apaga la fuente de donde proviene.

La reflexión ambiental ra se calcula en función de dos cosas. La luz que tiene un cierto
componente ambiental la y el objeto que reacciona con los rayos de luz de acuerdo a un
coeficiente 0 ≤ ρa ≤ 1. En el modelo de Phong se calcula como:

ra = ρala. (1.11)

1.2.2.3 La reflexión difusa

En esta reflexión los rayos de luz llegan al objeto provenientes de una fuente y al llegar
son reflejados por la superficie del objeto en todas las direcciones posibles con la misma
intensidad en cada dirección. Esta reflexión intenta modelar el comportamiento de la luz
sobre superficies opacas. Véase la Figura 1.14 en donde la reflexión difusa se representa con
flechas color naranja.

La reflexión difusa es función de cuatro cosas. Primero las propiedades de la fuente de luz ld.
Luego la posición relativa de la fuente de luz con respecto al punto donde estemos calculando
la iluminación. Tercero, el coeficiente de reflexión difusa 0 ≤ ρd ≤ 1 específico al material
del objeto. Por último el vector normal ~n a la superficie del objeto en el punto donde estemos
calculando la iluminación.

El modelo de Phong modela la reflexión difusa de la siguiente manera:

rd = ρdld(c · ~n), (1.12)

en donde c = l− p es un vector que va del punto donde estamos calculando la iluminación a
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Figura 1.14: El rayo de luz rojo incide en la superficie y es reflejado en todas las
direcciones posibles.

la fuente de luz, ver la Figura 1.16.

1.2.2.4 La reflexión especular

Aquí los rayos de luz llegan al objeto y son reflejados por la superficie de éste en una direc-
ción preferente, ver Figura 1.15. Esta reflexión intenta modelar la interacción de la luz con
superficies muy brillantes. El espectador sólo percibe esta reflexión si esta en algún lugar a
donde lleguen los rayos reflejados y mientras más se acerca al reflejo perfecto más intensa es
para él esta reflexión.

La reflexión especular en este modelo se calcula con la siguiente fórmula

rs = ρsls(d · e)γ, (1.13)

en donde e es un vector del punto que estamos calculando a la posición del observador. El
vector d va del punto donde estamos calculando a donde se haría el reflejo perfecto del rayo
proveniente de la fuente de luz. El coeficiente 0 ≤ ρs ≤ 1 es una propiedad del material del
objeto, al igual que el parámetro γ ≥ 0 que dice que tan brillante es el objeto. Todo puede
verse en la Figura 1.16.

El vector d es aquel vector coplanar con ~n y con c que hace el mismo ángulo θ con ~n que c y
puede calcularse d = 2(c ·~n)~n�c. El ángulo Φ entre los vectores d y e nos dice que tan cerca
estamos del reflejo perfecto. Mientras el parámetro γ sea mas grande el abanico del reflejo
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Figura 1.15: El rayo de luz rojo incide en la superficie y es reflejado en una direc-
ción preferente.

Figura 1.16: La situación geométrica del modelo de Phong. El circulo amarillo es
la fuente de luz y el ojo el observador.
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especular es más angosto (Figura 1.15), valores típicos de γ van en el rango [50, 80].

1.2.2.5 Modelo completo

En el modelo de Phong se asume que los componentes de cada reflexión son independientes,
por lo tanto el color final l de cada píxel se puede obtener sumando las reflexiones de cada
componente

l = ra + rd + rs. (1.14)

En la Figura 1.17 se pueden ver los efectos y contribuciones de este modelo. Donde prime-
ro se presentan los efectos de cada reflexión por separado y luego se presentan todos los
componente juntos.

(a) Reflexión ambiental (b) Reflexión difusa

(c) Reflexión especular (d) Modelo completo

Figura 1.17: Componentes del modelo de iluminación de Phong.

Hasta ahora los cálculos se han hecho bajo la suposición de que hay solo una luz afectando
en la escena en caso de haber mas de una luz se suman las contribución de cada luz sobre
el punto donde se este calculando la iluminación. También es común tener una componente
ambiental rga = ρalg que representa una contribución en el componente ambiental de la escena
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misma, es decir que no se debe a ninguna luz. Por lo que en una escena donde hay L luces el
color del píxel es

l =
L∑
i=1

(
ria + rid + ris

)
+ rga (1.15)

Hay que tener cuidado al usar la ecuación anterior. Antes de sumar la contribución de cada luz
debemos ver que ésta de verdad ilumine al punto donde estamos calculando la iluminación.
Debemos verificar que ~n · ci > 0 en caso contrario simplemente saltamos esa contribución
sin hacer ningún calculo. Físicamente si ~n · ci ≤ 0 significa que la luz y el punto a iluminar
están en lados opuestos de la superficie, como puede deducirse de la Figura 1.16.

Se hace énfasis de que en éste modelo las reflexiones que mas contribuyen al efecto final de
la escena son la especular y la difusa (ver la Figura 1.17), las cuales son funciones del vector
normal ~n.

1.2.3 Modelos de sombreado

El modelo de iluminación se encarga de calcular el color de los vértices de la malla. Sin em-
bargo, para hacer el despliegue esto no es suficiente, pues generalmente queremos desplegar
los polígonos que forman la malla y necesitamos conocer el color en todos los puntos inte-
riores del polígono no solo en su vértice. A la acción de calcular el color que deben tener
los puntos interiores de un polígono en función de los colores de los vértices se le llama
sombreado (en ingles el término es shading).

El sombreado se lleva a cabo en la última etapa del render pipeline llamada rasterización

[43]. Esta etapa, a diferencia del resto del render pipeline es dependiente del hardware de
despliegue. Para hacer la rasterización es necesario transformar todo el modelo de coordena-
das en números reales a una discretización en coordenadas enteras que se corresponden con
los píxeles del dispositivo de despliegue[4]. Debido a que el interior del polígono tiene puntos
infinitos no podemos hacer el cálculo si no hasta saber cuales de estos puntos se verán en la
imagen final. Es decir, necesitamos saber cuales de los puntos del polígono corresponderán a
píxeles en el dispositivo de salida y solo se hacen los cálculos en estos puntos.

Los algoritmos de raster solo son capaces de actuar sobre triángulos debido a que necesi-
tan asegurarse que el polígono a colorear es plano y convexo. En etapas anteriores del render
pipeline los polígonos que forman el modelo son triangulados. De esta manera, aunque el mo-
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delo estuviera originalmente compuesto de polígonos complejos, al rasterizador solo llegan
triángulos.

Para hacer su trabajo el rasterizador sabe las coordenadas y el color de los vértices de cada
triángulo. Hace una correspondencia de cada vértice al píxel mas cercano de manera que tiene
la situación representada en la Figura 1.18.

Figura 1.18: El algoritmo de line scan calcula el color de los píxeles interiores del
triángulo. Esta imagen fue tomada de [9].

El algoritmo de raster mas común es conocido como line scan. El primer paso del algoritmo
consiste en calcular que píxeles forman las aristas del triangulo. Para calcular los píxeles
que forman cada una de las aristas se hace uso del algoritmo de Bresenham [8]. Después el
algoritmo calcula el color de los píxeles de cada arista usando el color de los vértices. Por
último el algoritmo empieza a barrer de manera horizontal todos los píxeles interiores del
triangulo (de aquí su nombre) en cada píxel calcula el color entre los colores de los vértices
que estén al inicio y al final del segmento horizontal sobre el que esta barriendo. En la Figura
1.18 se muestra el cálculo del color del píxel 〈i, j〉 en función de los colores de los píxeles
〈i4, j〉 y 〈i5, j〉.
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1.2.3.1 Sombreado de Gouraud

Para que el algoritmo de raster funcione, necesita calcular los colores de los píxeles de un
segmento de recta en función de los colores en los puntos extremos del segmento que lo
delimitan. La manera como se hace este cálculo es dependiente del modelo de sombreado. El
modelo de sombreado mas usado es el de Gouraud, que fue propuesto en [22].

El sombreado de Gouraud es muy usado por su gran facilidad, actualmente esta implemen-
tado tanto en software como en hardware en las tarjetas gráficas. Básicamente consiste en
hacer una interpolación lineal de los colores de los píxeles en las aristas a partir del color
de los vértices del triángulo. Luego, hacer interpolación lineal para calcular el color de los
píxeles interiores del triangulo a partir de los colores recién calculados en las aristas. Esto se
conoce mas generalmente como interpolación bilineal.

Dicho de otra manera si en un segmento de recta los limites x0 y x1 tienen colores 〈r0, g0, b0〉
y 〈r1, g1, b1〉 y algún otro píxel está posicionado sobre el segmento de recta a una fracción ρ
del camino que va de x0 a x1, su color debería ser

(1− ρ)〈r0, g0, b0〉+ ρ〈r1, g1, b1〉. (1.16)

Como ejemplo, haciendo referencia de nuevo a la Figura 1.18 primero interpolamos lineal-
mente los colores del segmento que va de v1 a v2 (en algún momento de este paso calculamos
el color en 〈i4, j〉), luego calculamos de la misma manera los colores del segmento de v1 a
v3 (entre éstos al color de 〈i5, j〉) y finalmente de v2 a v3. Luego procedemos a calcular los
colores en el interior del triángulo, entre estos calculamos el color de 〈i, j〉.

Una de las desventajas importantes del modelo de Gouraud es que si un efecto luminoso, por
ejemplo una reflexión especular, debería de afectar los píxeles interiores de un triangulo, pero
por la situación geométrica no afecta ninguno de los vértices del mismo triangulo, entonces
el sombreado de Gouraud pierde ese efecto luminoso.

1.2.3.2 Sombreado de Phong

En [41] no solo se propone un modelo de iluminación si no también se propone un modelo
de sombreado para usarse en conjunto con el modelo de iluminación. Aunque este modelo
fue diseñado para usarse en conjunto con el modelo de iluminación de Phong y proporciona
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mejores resultados que el modelo de Gouraud, en muchas aplicaciones se prefiere no usarlo
debido a que requiere hacer cálculos considerablemente mas complicados.

En éste modelo se hace uso de la interpolación bilineal exactamente como la antes descrita,
pero en vez de interpolar los colores, se interpolan las normales. Como las normales para la
iluminación deben ser unitarias si existen dos píxeles x0 y x1 donde las normales son n0 y n1

respectivamente, en un píxel que está a fracción ρ de x0 en el segmento de x0 a x1, la normal
interpolada es:

(1− ρ)n0 + ρn1

‖(1− ρ)n0 + ρn1‖
. (1.17)

Una vez que se conoce la normal, el color del píxel se calcula usando de nuevo el modelo
de iluminación descrito en (1.15). Por esta razón, es necesario que información acerca de la
posición y color de las luces, además del material del objeto se conserve en el pipeline hasta
la etapa de rasterizado.

En éste modelo se corrige la desventaja de Gouraud explicada anteriormente. En contraste,
una de las desventajas de usar el modelo de Phong son la mayor cantidad de cálculos y la
necesidad de guardar mas información durante todo el render pipeline. Sin embargo, actual-
mente con las nuevas tarjetas de video esto no es un factor determinante.

Otra de las desventajas de interpolar linealmente las normales de una malla es la tasa de
cambio de las normales. En polígonos que estén orientados frente al espectador las normales
cambiaran mas lentamente que en áreas donde las normales estén apuntando hacia los lados
del espectador.

Una manera de compensar este problema es usar las siguientes fórmulas para calcular las
normales:

n1(ρ) = (1− ρ)n1,0 + ρn1,0,

n2(ρ) = (1− ρ)n2,0 + ρn2,0,

n3(ρ) =
√

1− n2
1,ρ − n2

2,ρ. (1.18)

Una comparación entre sombrear con el modelo de Phong y con el modelo de Gouraud se
puede ver en la Figura 1.19.
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(a) Sombreado de Gouraud (b) Sombreado de Phong

Figura 1.19: El mismo modelo visto en condiciones geométricas iguales y con el
mismo modelo de iluminación pero con dos modelos de sombreado distintos.

1.2.4 Efectos a partir de mapas para aumentar el realismo de la escena

1.2.4.1 Mapeo de texturas

Otra técnica de GC que sirve para aumentar realismo a la escena es el mapeo de texturas. La
manera mas simple de pensar en el mapeo de texturas es imaginar una calcomanía que se pega
a las primitivas geométricas. Por ejemplo podría tratarse de una esfera a la que quisiéramos
aplicar un calcomanía de un mapa de la tierra para pensar en un modelo del planeta tierra.
El poder representar la superficie de una esfera en el plano ha sido un problema al que se
han enfrentado los cartógrafos desde hace muchos años. El mapeo de texturas es el mismo
problema pero visto al contrario, queremos poder encontrar una correspondencia entre puntos
en una superficie a un plano que representa la textura. De ahí el nombre de mapeo de texturas.

El mapeo de texturas ha avanzado mucho desde los inicio de las GC, por ejemplo ahora es
común que las texturas no solo guarden información del color. En su forma más general la
textura sirve como una lookup table, en la que se guarda alguna propiedad que se asigna a
algún píxel de la primitiva por medio de una función. Las propiedades mas comunes que se
guardan en la textura son el color, el brillo, los coeficientes de reflexión y las normales. Uno
de los ejemplos mas claros es el bump mapping que será explicado en la siguiente sección.

El principal reto del mapeo de texturas es definir una función que haga el mapeo. General-
mente un mapa de textura toma las coordenadas u y v en el intervalo [0, 1]. Por lo tanto el
reto es encontrar una manera de representar la primitiva geométrica como una superficie en
coordenadas paramétricas, y luego encontrar un mapeo de los parámetros a coordenadas en
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el intervalo antes citado.

(a) Primitiva geométrica (b) Mapa de textura (c) Primitiva después de apli-
car la textura

Figura 1.20: Ejemplo de una primitiva con y sin mapeo de texturas.

Por ejemplo en la Figura 1.20 se hace el mapeo de texturas sobre una esfera. La esfera primero
se represento en coordenadas paramétricas de la forma p(θ, φ) = 〈r sin θ cosφ, r sinφ, r cos θ sinφ〉
en donde r es el radio de la esfera, θ ∈ [0, 2π] y φ ∈ [�π

2
, π

2
] y se ocuparon las siguientes

formas para mapear la textura al intervalo [0, 1]

s =
θ

2π
,

t =
φ

π
+

1

2
. (1.19)

En general, podemos tener problemas cuando no hay una correspondencia uno a uno entre
los píxeles de la pantalla y los píxeles del mapa, en este caso pueden pasar dos cosas. Primero
que la resolución de los píxeles del mapa sea mucho menor que la resolución de los píxeles
de la pantalla, esto se traducirá en que un solo píxel del mapa puede corresponder a varios
píxeles de la pantalla. Por lo tanto, veamos que en la pantalla hay regiones grandes de forma
aproximadamente rectangular de un sólo color que están correspondiendo a un sólo píxel del
mapa.

Segundo, si la resolución del mapa es mucho mayor que la de la pantalla. En un principio
esto parecería algo bueno, porque significa que el mapa tiene una resolución mayor que la
que necesitamos. Sin embargo, esto también significa que un solo píxel de la pantalla corres-
ponde a varios píxeles en el mapa. Esto implica que sólo algunos de los píxeles del mapa
se están usando para producir la imagen final. Lo anterior puede derivar en que aparezcan
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algunos patrones no deseados en la imagen final. Una primera aproximación para resolver
este problema es tratar de utilizar todos los píxeles al momento de hacer el calculo del va-
lor que debería proporcionarnos el mapa. Por ejemplo con una interpolación lineal o con un
promedio entre alguna vecindad del píxel seleccionado.

Quizás una de las soluciones mas aceptadas es la propuesta por Williams en [49], donde
propone la técnica conocida como mipmapping que consiste en construir a partir de un mapa
original varios mapas de menor resolución hasta llegar a un mapa de un píxel de resolución.
Para hacer el mapeo final entonces se calculan: el mapa que está más cerca pero es mayor
en resolución y el mapa más cercano pero que es menor en resolución. Luego, en cada mapa
se calcula un valor haciendo una interpolación lineal entre los píxeles mas cercanos, lo que
produce dos valores. Por último, el valor final se calcula con una interpolación lineal entre
la resoluciones de los mapas y la escena. Williams mostró una manera eficiente de hacer
este cálculo tanto en tiempo como en memoria. Para guardar los mapas de textura de varias
resoluciones solo requiere de 33 % mas espacio que el mapa original. Este algoritmo está
actualmente implementado en la mayoría de los procesadores de video (GPU).

Con la llegada de las GPUs programables y de los shaders, se potenció mucho el uso de
texturas. Las GPUs permiten romper el pipeline gráfico y poder hacer el mapeo de texturas
en varios lugares del pipeline y por lo tanto utilizarlo para varios efectos.

1.2.4.2 Mapeo de relieves

Una forma de utilizar el mapeo de texturas para guardar información que afecta el modelo
mas allá de su color es el mapeo de relieves (el término en ingles es bump mapping y no existe
una buena traducción del término al español, lo mas cercano podría ser mapeo de relieves, o
mapeo de bordes). En esta técnica propuesta por Blinn en [5], la idea es guardar un mapa de
alturas con cuya información se perturban los vectores normales a la superficie del modelo.
Una vez que se hacen los cálculos de iluminación esto da una apariencia rugosa al modelo.

Imaginemos que sobre el modelo se pega una calcomanía con relieve (o bordes) de tal forma
que la superficie antes suave del modelo ahora tienen ciertas perturbaciones. Como hacer eso
implicaría modificar la posición de los vértices de la superficie y sería muy costoso, se trata
de simular el proceso. Con ayuda de la calcomanía, que ahora la llamamos mapa de alturas,
podemos saber a dónde habría que mover los vértices del modelo para dar la apariencia
deseada. En vez de mover los vértices calculamos el vector normal que tendrían los vértices
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perturbados y se lo asignamos a los vértices sin modificar su posición. En conjunto con el
modelo de iluminación podemos dar la apariencia de que lo vértices fueron perturbados sin
alterar la geometría del modelo. Un ejemplo puede verse en la Figura 1.21.

(a) Modelo original (b) Mapa de alturas (c) Mapeo de relieves

Figura 1.21: Ejemplo de mapeo de relieves. Los bordes no están realmente ahí,
son artefactos producidos por la iluminación en la escena.

Supongamos que tenemos una superficie que puede ser definida de manera paramétrica p(µ, ν).
Supongamos también que las derivadas parciales ∂p

∂µ
= pµ y ∂p

∂ν
= pν existen y no son cero

en ninguna parte de la superficie.

Podemos encontrar un vector normal unitario a la superficie por medio de la siguiente expre-
sión:

~n(µ, ν) =
pµ × pν
‖pµ × pν‖

. (1.20)

El mapa de bordes puede imaginarse como un mapa de alturas de valores escalares h(µ, ν)

que representa un desplazamiento de la superficie en dirección de la normal. Ver la Figura
1.22 en donde la superficie, representada por la linea negra continua, se desplaza en dirección
del vector normal una cierta altura y se aproxima la superficie perturbada (en lineas rojas
punteadas).

La fórmula de los puntos en la superficie perturbada p∗ a partir de la de la superficie real p es

p∗ = p + h~n. (1.21)

En la Figura 1.22 las flechas de color negro representan h~n, por lo tanto el mapa de bordes
h se traduce en la longitud de estos vectores ~n. Por eso decimos que el mapa de bordes
es una especie de mapa de alturas. Ahora deseamos encontrar las normales a la superficie
perturbada, en la Figura 1.22 son representadas por las flechas de color rojo y asignar a la
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Figura 1.22: La superficie real negra, es perturbada por medio del mapa de alturas
h, para simular bordes resultando en la superficie roja punteada.

superficie real esas normales. Las normales a la superficie perturbada p∗ pueden calcularse
encontrando primero las derivadas parciales

∂p∗

∂µ
=

∂p
∂µ

+
∂h

∂µ
~n + h

∂~n
∂µ
,

∂p∗

∂ν
=

∂p
∂ν

+
∂h

∂ν
~n + h

∂~n
∂ν
. (1.22)

En las expresiones anteriores podemos asumir que los últimos términos valen cero. La justifi-
cación de esta simplificación es que en general si la superficie original es suave las normales
no pueden cambiar mucho a lo largo de ella. Además como sólo permitimos pequeños bordes
en la superficie también esperamos que la perturbación h sea pequeña. Sin embargo, como
queremos que los bordes se noten no podemos asumir que las derivadas hµ y hv son pequeñas

∂p∗

∂µ
≈ ∂p

∂µ
+
∂h

∂µ
~n,

∂p∗

∂ν
≈ ∂p

∂ν
+
∂h

∂ν
~n. (1.23)

Ahora el vector normal m que estamos buscando es simplemente el producto cruz de las
derivadas parciales

m ≈
(
∂p
∂µ

+
∂d

∂µ
~n
)
×
(
∂p
∂v

+
∂d

∂v
~n
)

=

(
∂p
∂µ
× ∂p
∂ν

)
+

(
∂d

∂µ
~n× ∂p

∂ν

)
�
(
∂d

∂ν
~n× ∂p

∂µ

)
. (1.24)

Recordemos que los vectores para iluminación deben ser unitarios, así que en realidad a
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cada punto de la superficie le asignamos la normal ~η = m
‖m‖ este vector es representado

por las flechas rojas en la Figura 1.22. También podemos ver de (1.24) que ~η no depende
explícitamente del mapa de alturas d si no más bien de sus derivadas parciales.

Una aproximación de hµ y hν se construye por diferencias finitas en la imagen que repre-
senta el mapa. Es también común que en vez de guardar el mapa de alturas se guarden un
par de imágenes obtenidas por diferencias finitas sobre la imagen original que directamente
representan hµ y hν .

También se debe señalar que ~η no esta definida en lugares en donde pµ o pv valen cero. Por
esta razón se debe de tener cuidado al asignar normales en esas regiones. Una manera de
resolver el problema es interpolar linealmente las normales en una cierta vecindad de estos
puntos críticos.
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Capítulo 2

Ponderado de normales

Se desea encontrar una forma de asignar las normales a la superficie que se usarán para hacer
la iluminación. La manera propuesta sera crear primero una superficie implícita que envuelva
la aproximación poligonalAτ . La superficie implícita esta formada por funciones base, por lo
tanto cada una de estas contribuye a la superficie y contribuye también a la forma como se van
a modificar las normales. En este sentido en este trabajo entenderemos como ponderación al
proceso de ir sumando vectores que modifican la dirección de un vector normal. Dado que
para hacer cálculos de iluminación los vectores deben ser unitarios, después de la ponderación
hacemos un postproceso que nos asegure solo usar vectores unitarios. Por esta razón se hace
énfasis en que las funciones base cambian la dirección del vector normal.

2.1 Representación implícita de superficies

Tradicionalmente en las GC hay dos formas de modelar superficies en el espacio R3 [6]. Una
de ellas es tener la superficie definida de manera paramétrica s(µ, ν). Por lo tanto es posible
crear una aproximación por medio de polígonos calculando los vértices mediante incrementos
constantes en los parámetros.

Otra forma, es la llamada representación implícita. Que consiste en encontrar las soluciones
de la siguiente ecuación:

f(x) = 0, (2.1)

donde x ∈ R3. Aunque ya se habían estudiado las superficies producidas por funciones de
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segundo grado, Blinn propuso una manera de generalizar estas superficies en [6]. La idea de
Blinn tenía el objetivo de representar estructuras moleculares donde los átomos se combi-
nan con otros con transiciones graduales. Esta representación ha sido adoptada para realizar
modelado de objetos orgánicos y funciones topológicamente muy complicadas. En el trabajo
original una molécula es representada aproximadamente por medio de la combinación lineal
de funciones suaves. En dicha representación, cada j-esimo átomo de la molécula es repre-
sentado por una función suave bj ponderada por un coeficiente cj y centrada en el punto pj
de la siguiente forma

g(x) ≈
j∑
j=1

cjbj(x− pj). (2.2)

Blinn propuso utilizar la siguiente función b (radialmente simétrica):

b(α; r) = e−αr, (2.3)

donde r es la distancia de x al punto pi donde está centrada la función y α representa un
parámetro de forma de la función (el ancho) .

Para llevar a cabo la visualización de (2.2), se define un umbral o isovalor t, por lo que se
obtiene una superficie St ver (1.5), que se aproxima por poligonalización o por raycasting.
Claramente el resultado de la aproximación (2.2) depende de la elección de los conjuntos
{pj} y {cj} y de la elección de los parámetros de (2.3), ver Figura 2.1.

En la literatura de GC se conoce a la combinación lineal (2.2) como modelo blobby u orgánico
y a las diversas funciones base b como metaballs o blobs. En [39] se propone la función base

b(κ, a; r) =


κ
(

1− 3r2

a2

)
, si 0 ≤ r ≤ a

3
,

3κ
2

(
1− r

a

)2
, si a

3
≤ r ≤ a,

0, en otro caso,

(2.4)

donde a representa la extensión o soporte de la función y κ determina la densidad máxima
de la función. En [39] los autores se refieren a (2.4) como metaball, dando origen al termino
genérico metaballs. En [50] se usa una función alternativa conocida como soft object, definida
como:

b(κ, a; r) =

κ
(

1− 4r6

9a6 + 17r4

9b4
− 22r2

9a2

)
, si 0 ≤ r ≤ a,

0, en otro caso,
(2.5)
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(a) α pequeño (b) α mediano (c) α grande

Figura 2.1: Ilustración del efecto de blobbiness para diferentes radios r y α de
blobs de Blinn. El umbral t y la posición de los blobs se mantiene constante. El
radio r se incrementa de arriba a abajo y la α de izquierda a derecha.
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donde los parámetros a y κ representan los mismos conceptos que en (2.4).

En la Figura 2.2 se muestra una comparación entre varias funciones blobs. El blob de (2.3)
etiquetado como Blinn Gaussian, el blob de (2.4) etiquetado como Metaball, el blob de (2.5)
etiquetado como Soft Object y el blob Kaiser-Bessel que se analiza a detalle en la siguiente
sección.

Figura 2.2: Comparación entre los diferentes blobs.

2.1.1 Las funciones Kaiser-Bessel generalizadas (blobs)

La aproximación (2.2) también sirve para modelar funciones de densidad en el área de re-
construcción a partir de proyecciones (un problema inverso cuyo ejemplo mas típico son los
instrumentos médicos que realizan tomografías [26]). En particular son usados en aquellos
métodos basados en expansiones en series de funciones base. En este campo también se han
usado varias funciones base tales como vóxeles. Pero una función base que ha resultado en
buenas aproximaciones son las funciones Kaiser-Bessel generalizadas [33], definidas como:

b(m,α, a; r) =


Im

(
α
√

1−
(
r
a

)2
)

Im(α)

(√
1−

(
r
a

)2
)m

, si 0 ≤ r ≤ a,

0, en otro caso,

(2.6)

en donde r es la distancia radial al centro del blob, Im es la función Bessel modificada de
orden m, a determina el soporte y α es el parámetro que controla la forma de la función.
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La elección de las funciones Kaiser-Bessel generalizadas se debe a sus propiedades adecua-
das para el área de procesamiento de imágenes, tales como la continuidad en el soporte finito
y su rápida tasa de desvanecimiento en su espectro (algo que se considera como ancho de
banda limitado en la practica), ver Figura 2.3. De hecho, estas funciones son muy conocidas
en al área de procesamiento de señales donde son utilizadas típicamente como ventanas (win-

dows en ingles). De ahora en adelante al usar el termino blob nos referiremos a la función
base de (2.6).

Figura 2.3: Aquí se gráfica la magnitud de la transformada de Fourier del blob
(espectro) en escala logarítmica contra la distancia radial r̂ al centro del blob (fre-
cuencia).

El orden m del blob es un entero positivo que determina el número de derivadas que tiene
la función en su punto a. Como es bien sabido este parámetro está relacionado con la tasa
de cambio de la función y en visualización es comúnmente asociado con la suavidad de la
función. Para el orden dos, el blob es ya una función suave que tiene derivada en todo el
soporte, además nadie ha demostrado que elecciones de m mayores sean mas efectivas. Por
lo que al igual que en [16], aquí fijaremos el valor m = 2.

Otro parámetro que afecta la forma del blob es el parámetro α, mientras α sea más pequeño
el blob decae más lentamente. La Figura 2.4 muestra la variación del blob con respecto a α,
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dejando como constantes a = 1 y m = 2.

Figura 2.4: Ilustración de diferentes blobs con a = 1 y m = 2 variando α en el
blob de (2.6), mientras α aumenta el blob decae mas rápido.

En este trabajo utilizaremos la aproximación (2.2), con las funciones base definidas por (2.6)
para poner normales sobre la mallaAτ generada por el algoritmo de Artzy y visualizar usando
el modelo de (1.15). Como hemos mencionado antes, para hacer iluminación es necesario
conocer el gradiente a la superficie y consecuentemente la normal [9].

Para la aproximación (2.2) el gradiente se obtiene como

∇g(x) = ∇
j∑
j=1

cjbj(x− pj) =

j∑
j=1

ci∇bj(x− pj). (2.7)

Esto quiere decir que el gradiente de la superficie (y por ende un vector normal a la superficie)
se puede obtener sumando las contribuciones de los gradientes de cada blob que forma la
superficie.

En [33] Lewitt ha proporcionado una forma analítica para obtener el gradiente de (2.6) como
sigue:

∂b

∂r
=


[
−1/α

αm−2Im(α)

]
(r/a)zm−1Im−1(z), si 0 ≤ r ≤ a,

0, en otro caso,
(2.8)

en donde z =
√
α(1− (r/a)2).
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Para una función radialmente simétrica el gradiente puede calcularse fácilmente como

∇b(x− pj) = ∇b(r(x− pj)) (2.9)

=
∂b

∂r

∂

∂x
r(x− pj),

donde r es la función de distancia euclidiana r(x− pj) =

√
3∑
i=1

(xi − pi,j)2. Es fácil ver que

∂
∂xr(x− pj) =

x−pj

|x−pj |
, por lo tanto podemos concluir que:

∇g(x) =

j∑
j=1

cj
∂b

∂r

( x− pj
|x− pj|

)
. (2.10)

Esto quiere decir que el gradiente es un vector que va del centro pj del blob hasta el punto x
cuya magnitud es ∂b

∂r
. Finalmente, se muestra en la Figura 2.5 la gráfica del blob b(r) y de su

gradiente ∂b
∂r

.

Figura 2.5: La gráfica muestra el valor del blob con parámetros b(a = 2.4, α =
13.36,m = 2) y la magnitud de su gradiente calculado con (2.8).

2.2 Contribución de la tesis

El objetivo de el trabajo es poder mejorar la calidad visual de la malla de ArzyAτ por medio
de técnicas de GC.
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Para este fin se planea modificar los vectores normales a la superficie y usar el modelo de ilu-
minaciónde Phong 1.15. La manera como se hace esta modificación es creando una superficie
implicita que envuelve la malla Aτ y calculando las normales en dicha superficie implicita.

La primera aportación del trabajo consistio en encontrar los parametros de los blobs para
visualización en tres configuraciones del conjunto {pj}. Aunque se usa el método descrito en
[16] en dicho trabajo solo se obtienen parámetros para una configuración.

La aportación mas importante es la manera como se construye la malla con la que se hace la
ponderación de las normales. Este proceso es descrito en la sección 2.2.2.

Finalmente, también se hacen experimentos para probar la tecnica propuesta en la esta sec-
ción. Dichos experimentos son explicados en el capítulo 3 y tambien constituyen una aporta-
ción.

2.2.1 Optimización de blobs para visualización

Claramente la elección de los parámetros α, a, m y la distribución de las funciones bases
{pj} afectará los resultados de la aproximación (2.2). Debido a que en GC se conoce con
toda certeza la función a modelar es posible seleccionar un conjunto {bj} con diferentes
funciones base o una función base con diferentes parámetros correspondientes. Por ejemplo,
en regiones muy homogéneas se pueden utilizar funciones mas anchas y en regiones con mas
detalle usar funciones mas finas. En contraste, en el caso de la reconstrucción no se conoce, en
general, la naturaleza de la función v a aproximar, por lo tanto se usa una función base cuyos
parámetros tienen que ser determinados bajo un criterio que tome en cuenta la distribución
del conjunto {pj}.

Existen varias posibles distribuciones del conjunto {pj}, llamadas rejillas. En este trabajo
nos interesan las tres siguientes:

1. La rejilla cubica simple (sc) definida por

G∆ = {∆x|x ∈ Z3}. (2.11)

2. La rejilla bcc que viene del termino body centered cubic grid, que se define como

B∆ = {∆x|x ∈ Z3 y con x1 ≡ x2 ≡ x3 (mód 2)}. (2.12)
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3. La rejilla fcc o face centered cubic grid definida como

F∆ = {∆x|x ∈ Z3 y con x1 + x2 + x3 ≡ 0 (mód 2)}. (2.13)

Para todas estas rejillas ∆ es la distancia de muestreo. La Figura 2.6 muestra una porción
de estas rejillas; como las rejillas son regulares, el resto del espacio se llena repitiendo las
porciones mostradas en la figura de la forma mas natural.

(a) cúbica simple (sc) (b) body centered cubic grid
(bcc)

(c) face centered cubic grid
(fcc)

Figura 2.6: Diferentes rejillas cúbicas.

Definimos también las funciones XG∆
, XB∆

y XF∆
generadas a partir de poner pulsos

unitarios en las posiciones de la rejilla correspondiente.

En [16] se propone el siguiente criterio para elegir una distribución basado en el procesa-
miento de señales. Considerando que se desea aproximar una función constante por medio de
(2.2) con coeficientes cj = 1, entonces el volumen puede expresarse como:

v(x) ≈XG ~ b(x), (2.14)

donde el operador ~ representa la convolución y XG un tren de pulsos unitarios colocados
sobre cierta rejilla G.

Para continuar con el análisis requerimos de definir la transformada de Fourier para una
función g(x) como

F (g) = ĝ(ξ) =

∫
Rn

g(x)e�i2π〈x,ξ〉dx, (2.15)
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donde 〈x, ξ〉 representa el producto interno entre los vectores x y ξ. Se hace notar que se-
guimos la convención de usar ĝ en vez de F (g) para denotar la transformada de Fourier de
g. Se adopta también la convención de usar ξ como un vector en el espacio de Fourier y de
R = |ξ|. Además representar la transformada de Fourier de f como f̂ , como se indica en
(2.15).

En [33] Lewitt proporciona una la siguiente forma de calcular la transformada de Fourier del
blob (2.6) cuando m = 2.

b̂(2, α, a;R) =
(2π)3/2a3α2

I2(α)



I7/2

(√
α2 − (2πaR)2

)
(√

α2 − (2πaR)2
)7/2

, si 2πaR ≤ α,

J7/2

(√
(2πaR)2 − α2

)
(√

(2πaR)2 − α2
)7/2

, si 2πaR ≥ α,

(2.16)

en donde Ji es la función Bessel de orden i. Existe una relación entre la convolución y la
transformada de Fourier dada por el siguiente teorema

Teorema. Convolución: Sean f y g dos funciones en Rn, entonces

f̂ ~ g = f̂ × ĝ, (2.17)

f̂ × g = f̂ ~ ĝ.

El operador× es la multiplicación punto a punto. Por lo tanto, la convolución de (2.14) puede
expresarse en el espacio de Fourier como:

v̂(x) ≈ X̂× b̂(ξ). (2.18)

En [15] se obtienen formulas para la transformada de Fourier de las rejillas antes expuestas,
definidas como:

X̂G∆
= 1

∆3XG1/∆
, (2.19)

X̂B∆
= 1

4∆3XF1/2∆
, (2.20)

X̂F∆
= 1

2∆3XB1/2∆
. (2.21)
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Cabe hacer notar que las rejillas bcc y fcc son reciprocas en el espacio de Fourier (ver (2.20)
y (2.21)).

Aunque el arreglo de pulsos mas común es aquel definido por XG∆
, en [40] se ha demostrado

que el muestreo mas eficiente del espacio R3 es con XB∆
. Por esa razón en el análisis de

[36] se utiliza la distribución XB para el conjunto {pj}.

Recordemos que deseamos aproximar una función constante y que la transfromada de Fourier
de dicha función es un pulso en el origen. Por esta razones los autores de [16] sugieren que el
primer cero de (2.16) caiga exactamente en el pulso mas cercano al origen del tren de pulsos
X̂B∆

, que como sabemos de (2.21) es 1
4∆3XF1/2∆

.

Revisando (2.16), como Im nunca vale cero, debemos hacer que J7/2(u) = 0, el primer valor
que esto ocurre es u = 6.987932. Por lo que debemos hacer√

(2πaR)2 − α2 = u, (2.22)

de donde sabemos que el valor para α debe cumplir

α =
√

(2πaR)2 − u2. (2.23)

La ecuación (2.23) permite relacionar el tamaño del blob a y la separación de la rejilla ∆

con la forma del blob α. Para mas detalles de esta relación pueden verse [15] y [16]. A pesar
de que el análisis anterior produce buenos resultados para reconstrucción a partir de proyec-
ciones, en [16] se demostró que produce artefactos al momento de visualizar una función v
aproximada por (2.2).

Para distintas rejillas el valor de R en (2.23) es también diferente. En cada rejilla debe ser el
lugar del vecino mas cercano en el espacio de Fourier. Usaremos λ para denotar la separación
de los puntos de las rejillas en el espacio de Fourier.

Para la rejilla sc sabemos que su transformada en el espacio de Fourier es otra rejilla sc por
(2.19). Por lo tanto sus vecino mas cercano esta a distancia R = λ, ver la Figura 2.6(a). Pero
sabemos también de (2.19) que en Fourier λ = 1

∆
, por lo tanto R = 1

∆
y el valor de α es

α =

√
4π2

( a
∆

)2

− u2. (2.24)
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De (2.20) se puede ver que la transformada de Fourier de bcc es la rejilla fcc por lo tanto
estamos a distancia R = λ

√
2 ver Figura 2.6(c) pero sabemos que la separación de la rejilla

transformada esta colocada a distancia λ = 1
2∆

(ver (2.21)). Por lo tanto el valor es R =

λ
√

2 = 1√
2∆

y el valor de α es:

α =

√
2π2

( a
∆

)2

− u2. (2.25)

Por último en la rejilla fcc su transformada es la rejilla bcc por lo tanto estamos a distan-
cia R = λ

√
3; Figura 2.6(b), pero la separación de la rejilla transformada esta colocada a

distancia λ = 1
2∆

. Por lo tanto el valor es R = λ
√

3 =
√

3
2∆

y el valor de α es:

α =

√
3π2

( a
∆

)2

− u2. (2.26)

Tenemos ahora una relación para α en función de a y ∆ para cada rejilla. Lo único que nos
resta por determinar es cual es el valor de a ideal en cada caso.

Continuando con el procedimiento descrito en [16], se propone el siguiente criterio. Dos
blobs colocados en puntos mas cercanos de alguna rejilla, con coeficientes c1 = c2 = 1, al
visualizarse con un umbral de t = 0.5 deben formar la primer superficie convexa.

Esto quiere decir que se ponen dos blobs iguales en puntos cercanos de la rejilla, estos blobs
forman una superficie implícita como las de la Figura 2.4. Cuando esta superficie es umbra-
lizada a t = 0.5, se busca que la figura que formen sea la primera superficie convexa. Si los
blobs tienen un a muy grande la superficie tiende a ser muy convexa, si por el contrario a es
pequeño la superficie sera cóncava. En la Figura 2.7 se muestran contornos de dichas superfi-
cies. En el primer caso, Figura 2.7(a) a es pequeña y la superficie es cóncava. En el segundo
caso, a es grande y la superficie es muy convexa, ver la Figura 2.7(b). El último caso Figura
2.7(c) muestra la superficie que estamos buscando.

Para obtener el blob óptimo para visualización se uso el siguiente criterio. Usamos ∆ en
cada rejilla tal que R = 1. Luego se hizo una búsqueda numérica variando el valor de a
y construyendo blobs que satisfagan la correspondiente ecuación (2.23) de su rejilla. Los
resultados obtenidos se muestran en la Tabla 2.1.

Es interesante notar que debido a la relación que guardan las rejillas fcc y bcc en el espacio de
Fourier (2.21) y (2.20), obtuvimos el mismo blob en ambos casos. También hay que aclarar
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(a) Superficie cóncava (b) Superficie demasiado convexa (c) Primer superficie convexa

Figura 2.7: Contorno de la superficie formada por dos blobs con los mismos pará-
metros en puntos vecinos de una rejilla y umbralizada a t = 0.5.

Rejilla a α
sc 1.13 1.21
bcc 2.4 13.36
fcc 2.4 13.36

Tabla 2.1: Resultados de optimizar a y su correspondiente α para las diferentes
rejillas.

que el blob esta escalado al momento de fijar ∆ y dado que las relaciones de α dependen
del cociente a

∆
solo es necesario multiplicar el soporte del blob a para adaptarlo al ∆ del

conjunto de datos.

2.2.2 Ponderado de normales por medio de blobs

Si se conociera el conjunto de coeficientes {cj} y los parámetros de los blobs bj que mejor
aproximan el volumen de (2.2), podríamos calcular las normales directamente en todo el
campo escalar usando (2.10).

En nuestro caso no se tiene información del campo escalar f que queremos visualizar. Pero
sabemos que g como en (2.2) se aproxima a f y a su vez v es una aproximación de g. Se
desea visualizar a Sτ definido en (1.5) pero solo tenemos la aproximación Aτ proveniente
del algoritmo de Artzy. Por lo tanto vamos a poner Aτ dentro de la superficie implícita g y
usaremos la superficie para calcular normales de iluminación de Aτ .

Como la salida Aτ del algoritmo de Artzy esta formada por una malla que esta dentro de g y
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se conoce la posición de los vértices de la malla podríamos calcular normales para la malla
Aτ usando el gradiente∇g definido en (2.10) y estas deben ser una buena aproximación a las
normales de Sτ .

Debido a la falta de información solo podemos usar ciertos criterios para construir la aproxi-
mación de (2.2). Los criterios propuestos son los siguientes:

• Vamos a poner el conjunto {pj} en el centro de cada vóxel de la rejilla sc.

• Para todos los vóxeles que el algoritmo de Artzy encontró como interiores (Es decir
que tenían un valor v(k) ≥ τ ), los coeficientes serán cj = 1.

• Para todos los vóxeles que el algoritmo de Artzy encontró como exteriores (v(k) < τ ),
los coeficientes serán: cj = 0.

• Las funciones base {bj} son blobs y todos tendrán el mismo conjunto de parámetros
m, α y a determinados por el método expuesto en la sección anterior.

Bajo las condiciones arriba propuestas tenemos una manera de calcular (2.10) y por conse-
cuencia tenemos una manera de calcular el conjunto de vectores normales ~n en cada vértice
de la malla Aτ . Usando esta información y el modelo de iluminación (1.15) esperamos tener
resultados visiblemente mas agradables que los arrojados por el Algoritmo de Artzy.

Ilustrando los criterios arriba expuestos esto quiere decir que asumiremos que hay un blob
en cada vóxel que esta dentro de la malla Aτ que como se comento en el capitulo anterior es
una superficie cerrada. Con esos blobs se forma una superficie implícita a la que le podemos
calcular su normal en cualquier punto y luego usamos esa normal en los vértices de la malla
Aτ . Todo esto se simboliza en la Figura 2.8, donde por simplicidad se muestra en solo en 2D.

En la Figura 2.8(a) se muestra una posible malla Aτ arrojada por el Algoritmo de Artzy. Se
colocan blobs bj en los centros de los vóxeles interiores de la malla {pj} estos forman una
superficie implícita g como la de (2.2), que se muestra en verde en la Figura 2.8(c). Como
Aτ esta dentro de la superficie g podemos usar (2.10) para calcular el gradiente en cualquier
punto p, en particular nos interesa calcularlo en los vértices de la malla Aτ .

Para hacer la ponderación de las normales de la salida del Algoritmo de Artzy, usamos el
Algoritmo 2. Las entradas de este algoritmo son la malla de salida del Algoritmo de Artzy
Aτ y los parámetros a, m y α del blob usado para construir la superficie implícita.
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(a) Malla obtenida por el Algoritmo de
Artzy Aτ

(b) Conjunto {bj} con cj 6= 0

(c) Superficie implicita

Figura 2.8: Al colocar los blobs en los centros de los vóxeles estos definen una
superficie implícita en donde podemos calcular al gradiente en cada punto.
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En resumen, una vez que se tiene la aproximación Aτ , se hace el posprocesamineto descrito
en el Algoritmo 2, para obtener un conjunto de normales a la superficie, usando alguno de los
blobs óptimos de la sección anterior.

Algoritmo 2 Ponderado de Normales
Entradas: Una malla de salida del algoritmo de Artzy Aτ y los parámetros a, m y α de un

blob b.
Salidas: Un conjunto de normales M a cada punto vértice de la Aτ

1: Calcula el tamaño de la escena Γ de donde viene Aτ
2: Calcula el conjunto I de todos los vóxeles en Γ interiores de la malla Aτ .
3: for all k ∈ Γ do
4: if k ∈ I then
5: Calcula la vecindad Nk = {a|a > |a− k|} del punto k.
6: for all p ∈ Nk do
7: if p ∈ Aτ then
8: Calcular el vector q = p− k
9: Calcular la magnitud del gradiente η = ∂

∂r
b(a, α,m; |q|)

10: Acumular a la normal np ∈ M del punto p la contribución de este gradiente:
np = np + η q

|q|

11: end if
12: end for
13: end if
14: end for
15: for all n ∈M do
16: n = n

|n|

17: end for



Capítulo 3

Experimentos

Para probar la metodología expuesta en el capitulo anterior se realizaron varios experimentos
que hemos dividido en dos partes: una con experimentos visuales sobre datos obtenidos de
tomógrafos y la segunda parte con experimentos numéricos sobre modelos analíticos. Para
todos nuestros experimentos hemos asumido, sin perdida de generalidad, que tenemos volú-
menes discretizados G1 (en otras palabras ∆ = 1). Por lo tanto hemos escalado los blobs de
la Sección 2.1 de manera consistente (por ejemplo, para el blob diseñado para la rejilla bcc el
radio es escalado por 1√

2
).

Para la visualización de todas las mallas hemos utilizado el API gráfico OpenGLTM[45] la
cual permite iluminar con el modelo de Phong (1.15) pero utiliza para sombrear el modelo de
Gouraud (1.16) [43]. El software utiliza una luz direccional, ver Sección 1.2 cuya componente
ambiental es igual a cero y sus otros dos componentes son de color blanco. La dirección de
dicha luz es paralela al vector perpendicular al plano de proyección y tiene un sentido opuesto
al observador.

Las propiedades del material son constantes en todos los casos y se proporciona en la Tabla
3.1 en relación al modelo de iluminación (1.14).

ρa ρd ρs γ
(0.7, 0.7, 0) (0.9, 0.9, 0) (0, 0, 0) 1

Tabla 3.1: Propiedades del material con el que se visualizan las mallas. Estos va-
lores se usan en el modelo de iluminación (1.14)
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3.1 Experimentos visuales

Para los primeros experimentos utilizamos conjuntos de datos disponibles en varios sitios pú-
blicos, por ejemplo de [42]. Estos conjuntos de datos han sido obtenidos por medio de TAC
pero desconocemos el método usado para la obtención de la aproximación vG∆

(los TAC usan
métodos de aproximación y muestreo conocidos como reconstrucción por medio de proyec-
ciones [26]). Por lo tanto desconocemos las funciones originales y nuestras comparaciones
son puramente visuales.

Usamos dos conjuntos de datos representando una langosta, con dimensiones . Para este
conjunto de datos usamos un umbral τ = 26 seleccionado manualmente. En la figura 3.1
es interesante notar que en las zonas donde la superficie es bastante uniforme el método de
ponderación de normales no suaviza tanto como el MC.

En la Figura 3.2 el conjunto de imágenes muestra una vista diferente de la misma superficie
de la Figura 3.1. En esta vista queda de manifiesto que el método no suaviza demasiado en
zonas donde la topología del modelo es compleja, es decir hace un buen trabajo pues no
pierde detalles finos de la malla.

El siguiente experimento visual fue hecho sobre un conjunto de datos de reconstrucción de
una cabeza humana, en estos datos se selecciono un umbral τ = 103 que permite ver muchas
zonas relativamente homogéneas. Se pueden ver los resultados en la Figura 3.3.

De esta figura es importante resaltar que aun cuando las mallas de Artzy (Figura 3.3(a)) y
MC (Figura 3.3(b)) producen resultados parecidos en las zonas de la nariz. Una vez que se
hace el posprocesado, la misma zona se ve mucho mas suave en la Figura 3.3(d).

3.2 Experimentos con maniquíes (phantoms)

En los experimentos realizados en la sección anterior no se conoce la función original y por
lo tanto es difícil realizar una comparación numérica, es por esta razón que diseñamos otros
experimentos usando una función conocida la cual fue muestreada “adecuadamente” para
generar la aproximación vG∆

.

Para estos experimentos deseamos comparar nuestra aproximación con la “realidad”. Como
las superficies son diferentes y solo modificamos las normales, realizamos la comparación de
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(a) Malla de Artzy (b) Malla de MC

(c) Malla de Artzy con ponderación de normales
caso sc

(d) Malla de Artzy con ponderación de normales
caso bcc

Figura 3.1: Comparación visual de superficies formadas a partir de la reconstruc-
ción de una langosta.
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(a) Malla de Artzy (b) Malla de MC

(c) Malla de Artzy con ponderación de norma-
les caso sc

(d) Malla de Artzy con ponderación de norma-
les caso bcc

Figura 3.2: Comparación visual de superficies de la reconstrucción de una lan-
gosta. Son las mismas mallas que las de la Figura 3.1 vistas desde otro punto de
vista.
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(a) Malla de Artzy (b) Malla de MC

(c) Malla de Artzy con ponderación de normales
caso sc

(d) Malla de Artzy con ponderación de normales
caso bcc

Figura 3.3: Comparación visual en el modelo de una cabeza humana.
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las normales del objeto real con las normales de nuestra aproximación.

3.2.1 Medida de error

Una medida de error de las normales puestas sobre la malla y las normales analíticas es el
error medio de los ángulos entre esos vectores. Definido de la siguiente manera:

ME =
m∑
i=1

| arc cos
〈
nj,n∗j

〉
|

m
. (3.1)

Con respecto a la ecuación (3.1) cabe señalar que los vectores para iluminación son unitarios,
por lo que |nj| = |n∗j | = 1 y por eso podemos calcular al ángulo por medio del producto
punto.

En donde nj es la normal analítica de la superficie Sτ y n∗j es la normal asignada en ese punto
de la malla por el método de ponderado de normales. Para poder evaluar el método de una
manera un poco mas completa también se repitió el proceso para diferentes discretizaciones
de la esfera.

3.2.2 Criterio de muestro

Para este análisis se usa como base una esfera unitaria que forma un campo escalar de densi-
dad uniforme y también unitaria, es decir:

s(x) =

1, si |x| ≤ 1,

0, en otro caso.
(3.2)

Se sabe que la transformada de Fourier de esa función esta dada por la siguiente expresión
[44]

ŝ(ξ) =
J1(2π|ξ|)

ξ
. (3.3)

Sabemos también de [44] que como la función es radialmente simétrica y su transformada
también lo es podemos hacer el resto del análisis en una sola dimensión. Una forma de encon-
trar el valor de discretización es encontrar primero una frecuencia de corte de la transformada
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f̂ .

Un criterio razonable es cortar en los ceros de ŝ. Esta función es cero cuando el numerador
es cero, por lo tanto podemos buscar los valores u para los cuales

J1(2πξ) = 0,

2πξ = u,

ξ =
u

2π
. (3.4)

la función J1 tiene varios valores u tales que J1(u) = 0, su gráfica puede verse en la Figura
3.4. Numéricamente se determinaron los primeros cinco valores u para los que J1(u) = 0.
Luego para cada uno de ellos se determinó un valor en el espacio de Fourier con (3.4) que se
tomo como frecuencia de corte.

Figura 3.4: Gráfica de la función J1 en la frecuencia.

Una vez calculada la frecuencia de corte ξ, el ancho de banda es 2ξ, como en el espacio de
Fourier las magnitudes son inversas al espacio real entonces 1

2ξ
es la distancia de muestro ∆

para cada caso.

La reconstrucción fue muestreada a cada una de estas discretizaciones. Finalmente, a cada
superficie se le aplica el ponderado de normales y se mide su error medio.

A cada una de las normales asignadas nj se mide su error con respecto a la normal en la
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Valor de u Frecuencia de corte ξ Distancia de muestreo ∆ Número de vóxeles
3.83 0.61 32.79 4
7.01 1.12 17.91 7

10.17 1.62 12.35 10
13.32 2.12 9.43 14
16.47 2.62 7.62 17

Tabla 3.2: En esta tabla se muestran las discretizaciones correspondientes para
distintos ceros de la función J1(ξ).

superficie de la esfera. Sin embargo, debido a que Aτ es una aproximación a Sτ es muy
posible que los vértices de la malla Aτ no estén sobre la superficie analítica de la esfera.
Para poder hacer la comparación si un vértice p de la malla Aτ no esta en la superficie es
proyectado a un punto de la superficie y luego se mide el error de su normal con respecto a
la del punto donde fue proyectado, esto se ve en la Figura 3.5. Puede ser que tenga que ser
proyectado hacia afuera si originalmente estaba dentro de la superficie, Figura 3.5(a), o que
tenga que ser proyectado hacia adentro si originalmente estaba fuera de la superficie, como
en la Figura 3.5(b).

(a) El punto de la malla esta dentro
de la esfera.

(b) El punto de la malla queda fuera de la
esfera.

Figura 3.5: Esquema para la comparación de normales en la superficie de la esfera.
La malla se muestra en negro, la superficie de la esfera en rojo con lineas punteadas.
La normal asignada con la ponderación es el vector amarillo, la normal contra la
cual se compara es el vector en azul.

Los resultados del experimento se resumen el la Tabla 3.3. En la segunda los ángulos están
medidos en radianes. La tercera columna tiene el error medio medido en grados.
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Discretización Ángulo de mayor error ME en grados
4 0.00049 0.10
7 0.02561 0.75

10 0.06333 2.23
14 0.18293 4.43
17 0.18766 4.03

Tabla 3.3: Resultados del experimento numérico sobre una esfera.

De la tabla anterior podemos apreciar que en el error es muy pequeño y parece aumentar
conforme la discretización de la esfera aumenta hasta un cierto umbral en donde empieza a
disminuir.

Aunque el experimento es numérico se consideró prudente, en el caso de la esfera, mostrar la
imagen de dos realizaciones del experimento. En la Figura 3.6 se muestra en el lado izquierdo
la malla de Arzty y en el lado derecho la malla con el ponderado de normales. En las dos
primeras imágenes se muestra para una escena de 10 vóxeles de tamaño y en el segundo
renglón para una escena de tamaño de 17 vóxeles.

Como los blobs son funciones esféricas se espera que se adapten mejor a la superficie de una
esfera. Para poder hacer otra comparación se creo también un phantom de un cubo cuyo lado
mide lo mismo que el diámetro de la esfera en una escena del mismo tamaño. Para poder
comparar el cubo con la esfera se realizaron las mismas discretizaciones.

Hay también que aclarar que la superficie Aτ encontrada por el algoritmo de Artzy coincide
totalmente con la superficie del phanthom del cubo. Por esta razón las normales de los vértices
de la malla se comparan con las normales analíticas en el mismo punto. Los resultados se
pueden ver en la Tabla 3.4.

Discretización Ángulo de mayor error ME en grados
4 0.433081 13.51
7 0.433081 11.88

10 0.433081 8.18
14 0.433081 5.72
17 0.433081 5.32

Tabla 3.4: Resultados del experimento numérico sobre un cubo.

En este experimento llama la atención que el blob parece no adaptarse tan finamente como
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(a) Malla de Artzy. Escena de 10 voxeles (b) Malla con normales ponderadas. Escena de 17
voxeles

(c) Malla de Artzy. Escena de 10 voxeles (d) Malla con normales ponderadas. Escena de 17
voxeles

Figura 3.6: Resultados visuales de la ponderación de normales en el caso de la
esfera.
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en el caso de la esfera pues el error promedio es considerablemente mayor que en el modelo
anterior. También es de llamar la atención que el caso de mayor error se mantiene constante.
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Conclusiones

Los resultados visuales obtenidos en la Sección 3.1 nos indican que se pueden alcanzar me-
joras manipulando solamente los parámetros del la iluminación y que esto puede hacerse con
una técnica como la presentada en este trabajo, sin conocer ninguna información a priori del
conjunto de datos que queremos visualizar.

Aunque los resultados son buenos con el blob utilizado para la rejilla bcc, este blob es ideal
para un modelo promedio. Con esto queremos decir que hay modelos para los que este blob
es bueno, por ejemplo el de la Figura 3.3, sin embargo no existe un blob ideal para todos los
modelos. Una posible linea de investigación es buscar una manera de optimizar el blob para
un modelo en particular conociendo solamente la malla Aτ que aproxima la superficie.

Un punto importante es también que la calidad de la malla producida por el Algoritmo de
Artzy es mejor que la del algoritmo estándar de MC. Los experimentos nos demostraron que
en general el número de caras de la malla de Artzy es menor que la producida por MC además
de tener la característica de que sus vértices tienen grados más homogéneos lo cual es una
ventaja desde el punto de vista computacional, pues en general se ocupa menos espacio para
guardar las mallas de Artzy.

Otra posible linea de investigación seria utilizar el Algoritmo de Artzy cuando el volumen
esta muestreado en la rejilla bcc. En [19] se hace esta implementación que da como resultado
vóxeles con forma de dodecaedro rómbico. Estos vóxeles son mas eficientes al llenar el espa-
cio, y tiene la ventaja de tener caras en forma de rombos (y en doce orientaciones distintas).
Por lo que se sospecha que usar en esta malla la aproximación aquí descrita mejoraría mucho
su visualización.

La malla de Artzy como estructura discreta nos es mas útil que la de MC, pues podemos hacer
operaciones como medir el volumen interior de la superficie o el área de la malla envolvente
con mucha mas facilidad que en la malla de MC. Esto es debido a que su geometría es mas
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simple y sobre todo a que por ser topológicamente correcta no da lugar a ambigüedades (en
todo momento sabemos que hay un conjunto de vóxeles interiores y otro conjunto de vóxeles
exteriores). Por lo tanto podemos concluir que vale la pena seguir trabajando con el algoritmo
de Artzy aun cuando MC sea el algoritmo de rastreo de superficies mas usado actualmente.

También cabe señalar que dado que asumimos total desconocimiento del origen del conjunto
de datos “cualquier” criterio que usemos para adaptar mejor una superficie implícita es valido.
Por esta razón en futuros experimentos se deberían explorar nuevos criterios para optimizar
los blobs, particularmente se piensa que criterios puramente geométricos (sin usar técnicas
de procesamiento de imágenes) podrían dar buenos resultados.

Hay que señalar que los resultados son puramente visuales y altamente dependientes del
modelo de iluminación. Aunque en este trabajo nos limitamos al modelo de iluminación de
Phong y al sombreado de Gouraud, bien valdría la pena explorar modelos alternativos tanto
para iluminación como para sombreado.

También como trabajo futuro se podría intentar que el GPU se hiciera cargo no solo de los
cálculos de iluminación si no también de los cálculos de extracción de superficie, es decir que
el Algoritmo de Artzy debería de poderse implementar en GPU.

La elección del blob Kaiser-Bessel para la construcción de la superficie implícita fue en gran
medida al conocimiento previo del grupo de trabajo y a que ha dado buenos resultados para
fines de visualización. Sin embargo, este blob es relativamente complejo de evaluar. Por esto
no se descarta la posibilidad de usar algún otro blob y que pueda dar resultados parecidos y
con mucho menos costo computacional.

Tradicionalmente se han usado técnicas de procesamiento de imágenes para mejorar la vi-
sualización de imágenes en biomedicina. Los resultados de éste trabajo demuestran que es
posible mejorar la visualización de una imagen 3D usando técnicas de iluminación. Por lo
tanto, debe de seguirse investigando como mejorar las imágenes no solo con procesamiento
de imágenes, si no también por técnicas de graficación por computadora.
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