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Resumen

En este documento se presenta un análisis del desempeño de tres bibliotecas paralelas,

construidas cada una sobre un esquema de memoria distinto, empleadas para resolver el

problema de Buckley-Leverett, el cual es el modelo básico en la recuperación secundaria de

hidrocarburos. Se compara el uso de GPU’s (CUDA), de memoria compartida (IntelMKL) y

de memoria distribuida (PETSc), para resolver los sistemas lineales de presión y saturación

(IMPES) generados por una biblioteca computacional (TUNA) que simula problemas de

dinámica de fluidos mediante el método de volumen finito. Se obtuvo que para este tipo de

problemas, el uso de GPU’s tiene la mejor aceleración (≈ 2.6X).
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Caṕıtulo 1

Introducción

A finales del siglo pasado, la tecnoloǵıa de tarjetas para manejo de gráficos se de-

sarrolló enormemente, impulsada principalmente por las exigencias de la creciente industria

de videojuegos, pasando en el transcurso de 10 años, de pequeñas unidades para aceleración

de gráficos en 2D, a equipos capaces de visualizar simulaciones de fluidos o de exploraciones

médicas en tiempo real, aplicaciones 3D, realidad virtual y aumentada, por mencionar al-

gunas. La necesidad de equipos que puedan procesar para visualización grandes cantidades

de información en tiempos cortos, ha dejado hoy en d́ıa tarjetas que rivalizan en veloci-

dad y memoria, con los mejores procesadores disponibles en mercado (Intel y AMD). Las

aplicaciones que explotan el uso de tarjetas gráficas ha revolucionado muchos campos de la

ciencia y la tecnoloǵıa, ya que ahora es posible en una computadora convencional con una

tarjeta gráfica relativamente simple visualizar:

• simulaciones de dinámica molecular en bioqúımica,

• simulaciones de dinámica de fluidos computacional,

• imágenes 3D de tomograf́ıas y resonancias en medicina, aśı como realizar ciruǵıa asis-

tida por computadora.

• predicciones sobre la propagación de desastres naturales (sismos, tsunamis, erupciones,

huracanes, etc)

1



2 Caṕıtulo 1: Introducción

A pesar del gran desarrollo de dichas tarjetas, éstas no pod́ıan ser usadas de manera

sencilla para otra cosa que no fuera el manejo de gráficos. Hasta que en el 2005, el fabri-

cante de tarjetas gráficas Nvidia liberó un compilador y varias bibliotecas que permit́ıan la

programación de sus tarjetas para propósitos generales (GPGPU o General Programming

Graphics Processor Unit por sus siglas en inglés). Esto abrió la oportunidad de explotar

la naturaleza paralela de estas tarjetas en la optimización de aplicaciones que requieren de

técnicas y arquitecturas paralelas para poder ejecutarse en tiempos razonables, y que en

general utilizan esquemas de memoria compartida o distribuida. A partir de su aparición, el

GPGPU ha sido utilizado en aplicaciones diversas, desde el procesamiento de señales, hasta

el plegamiento de protéınas y la alineación de secuencias. Con la aparición formal del GPG-

PU (hubo algunos intentos de realizarla mediante el mapeo de matrices a pixeles[Kirk10]

con cierto éxito), el cómputo paralelo tuvo una nueva técnica para atacar los problemas

complejos para el cual es requerido. Las aplicaciones de cómputo paralelo son ubicuas en la

ciencia y en la ingenieŕıa, resolviendo problemas de clima y estado del tiempo, predicciones

de mercados financieros, cosmoloǵıa, f́ısica de part́ıculas y de altas enerǵıas, vulcanoloǵıa,

etc.

Entre las áreas donde la aplicación del cómputo paralelo es una necesidad, está la

dinámica de fluidos. Con técnicas de paralelización, la descripción numérica del flujo de

ĺıquidos y gases puede ser estudiada a gran escala. Dentro de los estudios de mayor impor-

tancia para la dinámica de fluidos, principalmente para la economı́a mundial, y en particular

para México, está el estudio y descripción de la producción de yacimientos petroĺıferos. Para

empresas como Petróleos Mexicanos (PEMEX), dedicadas a la extracción de hidrocarburos,

la descripción del flujo de estas sustancias dentro de un yacimiento es indispensable. La in-

vestigación desarrollada sobre este tema es extensa, y sigue en desarrollo. Existen varios

tipos de recuperación de hidrocarburos, para los cuales se utilizan diversas técnicas que

incluyen la inyección de otras sustancias (gases, agua, surfactantes, etc) e incluso la ignición

de frentes de combustión in situ. La predicción de la producción de un yacimiento a lo largo

de tiempo es una tarea complicada, en la que intervienen múltiples factores, como son las

propiedades de las fluidos participantes y del medio, apertura y cierre de pozos, tazas de

inyección y extracción, topoloǵıa de yacimiento, propiedades de interfaz entre sustancias,
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por mencionar algunas, e incluso otras más del tipo económico, como puede ser el costo

de producción contra el costo cambiante de los hidrocarburos en el mercado, oferta y de-

manda, etc. Para la descripción f́ısica del problema, debido a la diversidad de factores que

intervienen en él, un método general que simplifique su modelación matemática y computa-

cional es conveniente. Un candidato natural es la formulación axiomática [Herrera88], en

la cual se plantean ecuaciones de balance entre propiedades extensivas e intensivas para

describir la dinámica del problema, y establece un marco de desarrollo más general para

atacar problemas similares.

En general, la naturaleza complicada de la mayoŕıa de los problemas de la dinámi-

ca de fluidos computacional dificulta la predicción ya que se puede requerir de muchos

recursos computacionales para realizarla. Para solventar estas necesidades con el desarrollo

actual de la tecnoloǵıa, generalmente se recurre a tres tipos de tecnoloǵıas de paralelización:

usando memoria compartida, usando memoria distribuida y mediante las tarjetas gráficas

mencionadas anteriormente. Con la cantidad de memoria disponible actualmente y la ve-

locidad de los procesadores actuales, es posible hacer simulaciones a escalas relativamente

grandes en una computadora de costo no muy elevado. Esto abre la pregunta sobre cuál

es la tecnoloǵıa adecuada para resolver cada tipo espećıfico de problema que requiera par-

alelización, y si una técnica es igualmente apta para un mismo problema al cambiar este de

tamaño.

1.1. Objetivos

La intención principal de este trabajo es comparar el desempeño entre tres formas

de paralelización (memoria compartida, distribuida y tarjetas gráficas), para un modelo

espećıfico en la recuperación secundaria de hidrocarburos (Buckley-Leverett). Gracias al

avance de la tecnoloǵıa de microprocesadores, éstas tres formas de paralelización pueden

evaluarse en una sola máquina de alto desempeño (con pocos procesadores), sin requerir

de una cluster de computadoras para analizar un problema con un tamaño relativamente

grande. Para esto se utilizará el paquete computacional TUNA, el cual está enfocado a la

solución de las ecuaciones diferenciales resultantes de la dinámica de fluidos. Se usará una
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interfaz a distintas bibliotecas paralelas para la solución de los sistemas lineales que el

TUNA genere. Se plantearon las siguientes metas:

• Dar una descripción general de una metodoloǵıa de modelación matemática y com-

putacional (formulación axiomática) y aplicarla al modelo de Buckley-Leverett para

obtener el modelo numérico.

• Resolver de manera serial el modelo numérico mediante el paquete computacional

TUNA.

• Resolver el mismo problema utilizando distintos tipos de paralelización mediante una

interfaz al TUNA y comparar su desempeño.

1.2. Descripción de caṕıtulos

En el caṕıtulo 2 se describe la formulación axiomática, su aplicación al problema

de Buckley-Leverett y la discretización del problema para resolverlo numéricamente.

En los caṕıtulos 3 y 3.3 se describe los tipos de cómputo paralelo a evaluar, aśı como

las bibliotecas númericas usadas en la programación del modelo numérico sobre cada tipo

de paralelización.

En el caṕıtulo 4 se muestra las implementaciones para cada tipo de paralelización,

y se hace un análisis de las operaciones involucradas por los métodos de solución empleados

para resolver las ecuaciones discretizadas del modelo numérico.

En los caṕıtulo 5 y 6 se muestra los resultados obtenidos del desempeño de cada

biblioteca paralela evaluada, el análisis de dichos resultados y las conclusiones finales del

trabajo.



Caṕıtulo 2

Modelación matemática y

computacional

2.1. Formulación axiomática

2.1.1. Propiedades Intensivas y extensivas

Para obtener las ecuaciones de flujo bifásico en medios porosos, se aplicará la

formulación axiomática descrita por Herrera et al [Herrera88]. Esta formulación consiste en

identificar un conjunto de propiedades intensivas y extensivas relevantes para el problema

bajo estudio y establecer balances de ellas en un volumen representativo B(t) del medio

continuo.

Las propiedades intensivas son funciones, escalares o vectoriales, definidas en cada

paso de tiempo para cada una de las part́ıculas del volumen representativo. Por ejemplo la

velocidad de una de estas part́ıculas es una propiedad intensiva vectorial, mientras que la

densidad es una propiedad intensiva escalar. En general, estas funciones hacen corresponder

a cada part́ıcula y a cada tiempo un número real o un vector.

Una función que a cada cuerpo (volumen representativo) de un sistema continuo y

a cada tiempo le asocia un número real o un vector, se le llama propiedad extensiva cuando

está dada por una integral como la que sigue

5
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E(B, t) ≡

∫

B(t)

ψ(x, t)dx

donde x es la posición en el espacio y t el tiempo. El integrando de la ecuación anterior

define una función ψ(x, t) la cual es una propiedad intensiva Euleriana. Esta ecuación es-

tablece una correspondencia biuńıvoca entre las propiedades intensivas y extensivas: dada

la representación Euleriana de cualquier propiedad intensiva, su integral sobre el dominio

ocupado por cualquier cuerpo B(t), define una propiedad extensiva correspondiente.

2.1.2. Balance de las propiedades intensivas y extensivas

En general, el cambio de una propiedad extensiva E con el paso del tiempo se

debe a que ésta se produce en el interior del sistema o a que entra o sale por la frontera.

Matemáticamente este balance se escribe como sigue

dE

dt
=

d

dt

∫

B(t)

ψ(x, t)dx =

∫

B(t)

q(x, t)dx+

∫

∂B(t)

τ(x, t) · ndS (2.1)

donde q(x, t) y τ(x, t) representan la “generación” y el vector de “flujo” de la propiedad

extensiva respectivamente. B(t) es un volumen representativo como el que se muestra en la

figura 2.1 (véase [Herrera88, Herrera91]), y n es el vector normal a la superficie S la cual

envuelve a B(t).

Figura 2.1: Volumen representativo del medio continuo.

Aplicando varios resultados matemáticos, la ecuación (2.1) se puede escribir como

∫

B(t)

{
∂ψ

∂t
+∇ · (vψ)

}

dx =

∫

B(t)

qdx+

∫

B(t)

∇ · τdx (2.2)
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Lo anterior produce la siguiente ecuación diferencial de balance local para la

propiedad extensiva ψ

∂ψ

∂t
+∇ · (vψ) = q +∇ · τ (2.3)

2.1.3. Forma conservativa de las ecuaciones de balance

Definiendo una “función de flujo” como F = vψ− τ es posible escribir (2.2) de la

siguiente manera:

∫

B(t)

∂ψ

∂t
dx+

∫

B(t)

∇ · Fdx =

∫

B(t)

qdx (2.4)

lo que produce la siguiente ecuación diferencial.

∂ψ

∂t
+∇ · F = q (2.5)

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) se conocen como la “forma conservativa” de las ecua-

ciones (2.2) y (2.3) respectivamente, véase [Leveque80].

Aplicando el teorema de Gauss a la ecuación (2.4) se obtiene

∫

B(t)

∂ψ

∂t
dx+

∫

S

F · ndS =

∫

B(t)

qdx (2.6)

2.1.4. Modelo matemático de sistemas multifásicos

En un sistema multifásico dentro de un medio poroso, la masa de fluido de la fase

α es una propiedad extensiva que se escribe como:

E =

∫

B(t)

φραSαdx,

donde φ es la porosidad del medio, ρα y Sα es la densidad y la saturación de la fase α. De

acuerdo con la formulación axiomática, la correspondiente propieda intensiva en este caso

es:
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ψ = φραSα.

Suponiendo que no hay difusión, es decir τ = 0, de acuerdo con (2.3), la ecuación

de balance local para la masa de fluido de la fase α se escribe como

∂(φραSα)

∂t
+∇ · (vφραSα) = ραqα.

Definiendo la velocidad de Darcy de la fase α como uα = vφSα, la ecuación diferen-

cial de balance de masa para una fase de fluido α, que forma parte de un sistema multifásico,

se escribe como

∂(φραSα)

∂t
+∇ · (ραuα) = ραqα. (2.7)

La ley de Darcy para un sistema multifásico se expresa como

uα = −
kkrα

µα
(∇pα − ραg), (2.8)

donde k es el tensor de permeabilidad absoluta que depende del medio (la roca) y krα es

la permeabilidad relativa a la fase α. La viscosidad y la presión se denotan por µα y pα

respectivamente, mientras que g es la fuerza de la gravedad apuntando en dirección negativa

del eje y.

Sustituyendo (2.8) en (2.7), y definiendo la movilidad de la fase α como

λα =
krα
µα

, (2.9)

se obtiene

∂(φραSα)

∂t
−∇ · (ραλαk(∇pα − ραg)) = ραqα. (2.10)

La ecuación (2.10) representa un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales,

una para cada fase. Estas ecuaciones se completan con una serie de fórmulas constitutivas

las cuales describen la dependencia de una variable con respecto de las otras e integran el
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conocimiento cient́ıfico y tecnológico del problema que se esté estudiando. En un sistema

multifásico totalmente saturado, generalmente se usan las siguientes ecuaciones constitutivas

N∑

α=1

Sα = 1 y (2.11)

pcψα = pψ − pα, α 6= ψ (2.12)

donde pcψαes la presión capilar, N es el número de fases, ψ y α representan una fase no

mojadora (non-wetting) y una fase mojadora (wetting), respectivamente.

La combinación de las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) produce un sistema de

ecuaciones fuertemente acopladas (fully coupled). Por ejemplo, para un sistema de dos fases,

considerando el agua como la fase mojadora y el aceite como la fase no mojadora, en una

formulación presión–saturación, y usando po y Sw como variables primarias, se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

Sw + So = 1, (2.13)

pc ≡ pcow = po − pw, (2.14)

∂(φρwSw)

∂t
−∇ · (ρwλwk(∇po −∇pc)− ρwg)) = ρwqw, (2.15)

−
∂(φρoSw)

∂t
−∇ · (ρoλok(∇po − ρog)) = ρoqo. (2.16)

2.2. Formulación presión–saturación

La formulación de flujo fraccional de un sistema de N fases, desacopla el sistema

de ecuaciones diferenciales parciales fuertemente acoplado, por ejemplo (2.15) y (2.16),

en una ecuación para la presión y N − 1 ecuaciones de transporte de saturación. Esto

produce ecuaciones débilmente acopladas que pueden ser resueltas de manera separada.
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En esta formulación, la ecuación de presión se puede resolver de manera aislada, y los

resultados obtenidos se usan para resolver las ecuaciones de transporte para la saturación.

Posteriormente, los resultados de la solución de las ecuaciones de saturación, se insertan en

la ecuación de presión para obtener la solución en el paso de tiempo siguiente. Este proceso

es iterativo y se repite durante un número de pasos de tiempo previamente definidos. En

las secciones que siguen se muestra como llegar a la formulación presión – saturación.

2.2.1. Ecuación de presión

Para obtener la ecuación de presión, primero se divide la ecuación (2.7) por ρα,

con lo que se obtiene

1

ρα

[
∂(φραSα)

∂t
+∇ · (ραuα)− ραqα

]

= 0,

sumando sobre todas las fases se llega a lo siguiente

∑

α

{
1

ρα

[
∂(φραSα)

∂t
+∇ · (ραuα)

]

− qα

}

= 0,

desarrollando las derivadas de la ecuación anterior se obtiene

∑

α

{
1

ρα

[

ραSα
∂φ

∂t
+ φSα

∂ρα
∂t

+ ραφ
∂Sα
∂t

+ ρα∇ · uα + uα · ∇ρα

]

− qα

}

= 0,

y finalmente rearreglando y aplicando la relación (2.11) a la ecuación anterior, se puede

escribir

∂φ

∂t
+
∑

α

∇ · uα +
∑

α

1

ρα

[

φSα
∂ρα
∂t

+ uα · ∇ρα

]

−
∑

α

qα = 0. (2.17)

Se define ahora la velocidad total u como

u =
∑

α

uα, (2.18)

aplicando la divergencia a esta relación se obtiene
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∇ · u = ∇ ·
∑

α

uα =
∑

α

∇ · uα. (2.19)

Insertando (2.19) en (2.17) se obtiene una ecuación general multifásica para la presión

∂φ

∂t
+∇ · u+

∑

α

1

ρα

[

φSα
∂ρα
∂t

+ uα · ∇ρα

]

−
∑

α

qα = 0. (2.20)

De la definición de la ley de Darcy se tiene que

u =
∑

α

uα =
∑

α

[

−
kkrα

µα
(∇pα − ραg)

]

. (2.21)

Por otro lado, la función de flujo fraccional de la fase α se define como

fα =
λα
λ

=⇒ λα = fαλ (2.22)

donde λ =
∑

α λα es la movilidad total, por lo tanto
∑

α fα = 1.

Sustituyendo (2.22) en (2.21) se obtiene

u = −λk

[
∑

α

fα∇pα −
∑

α

fαραg

]

(2.23)

Con esta formulación de la velocidad total, la ecuación de presión (2.20) puede ser

escrita como sigue

∂φ

∂t
− ∇ · λk

[
∑

α

fα∇pα −
∑

α

fαραg

]

+
∑

α

1

ρα

[

φSα
∂ρα
∂t

+ uα · ∇ρα

]

−
∑

α

qα = 0. (2.24)

Presión global

Es posible definir una presión global pg tal que ∇pg =
∑

α fα∇pα de tal manera

que la ecuación (2.23) se escribe como función de pg

u = −λk

[

∇pg −
∑

α

fαραg

]

. (2.25)
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Usando esta formulación para la velocidad total, se puede escribir una ecuación en

términos de la presión global como sigue

∂φ

∂t
− ∇ · λk

[

∇pg −
∑

α

fαραg

]

︸ ︷︷ ︸

u

+
∑

α

1

ρα

[

φSα
∂ρα
∂t

+ uα · ∇ρα

]

−
∑

α

qα = 0. (2.26)

Presión de fase

En esta formulación se usa una presión de fase para obtener la ecuación de presión.

El uso de una presión de fase pα tiene más significado f́ısico que una presión global. Con-

sidérese un sistema de dos fases: agua (w) y aceite (o). Para obtener la ecuación de presión

en términos de una de las presiones de fase, por ejemplo la presión del agua, primero se

hace uso de la ecuación (2.12) para llegar a la siguiente versión modificada de la ecuación

(2.23):

u = −λk
[

∇pw + fo∇pc − (fwρw + foρo)g
]

. (2.27)

Sustituyendo esta forma de la velocidad total en la ecuación (2.20) y suponiendo

que ambos fluidos son incompresibles y que la porosidad es constante se obtiene:

∂φ

∂t
− ∇ · λk

[

∇pw + fo∇pc −
∑

α=w,o

fαραg

]

︸ ︷︷ ︸

u

+
∑

α=w,o

1

ρα

[

φSα
∂ρα
∂t

+ uα · ∇ρα

]

−
∑

α=w,o

qα = 0. (2.28)

Una vez conocidas las presiones pw y po, las correspondientes velocidades de fase

se pueden calcular usando la ley de Darcy, ecuación (2.8).
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2.2.2. Ecuación de saturación

La solución de la ecuación de presión produce la velocidad que se requiere para

resolver la ecuación de saturación. En la formulación de presión de fase, la saturación

puede calcularse directamente de la ecuación de balance de masa (2.7). En un sistema de

dos fases agua y aceite, la ecuación para la saturación del agua se escribe como

∂(φρwSw)

∂t
+∇ · (ρwuw)− ρwqw = 0, (2.29)

Para la formulación de presión global, que produce la velocidad total u pero

no la velocidad de fase, se debe derivar una ecuación especial para la saturación. Igual que

en la formulación de presión de fase, esta ecuación se obtiene de la ecuación de balance de

masa (2.7). Para la fase agua se tiene

∂(φρwSw)

∂t
+∇ ·

[
ρw
(
fwu+ λ̄k(∇pc + (ρw − ρo)g)

)]
= ρwqw. (2.30)

donde se ha definido λ̄ = λwλo/λ. En esta última ecuación se observa la inclusión de la

velocidad total u, la cual puede obtenerse a partir de la presión global pg.

2.3. Presión–saturación para flujo bifásico

En esta sección se supone que se tiene un sistema de dos fases, agua y aceite, y

además que los flujos son incompresibles y porosidad de la roca es constante. Con estas

suposiciones, y a partir de la ecuación (2.24) se llega a

−∇ · λk
[

fw∇pw + fo∇po − (fwρw + foρo)g
]

− (qw + qo) = 0. (2.31)

Dado que el aceite es una fase continua y consecuentemente su presión es bien

comportada, se obtendrá una ecuación en términos de la presión del aceite.

Usando pc ≡ pcow = po − pw en la ecuación (2.31) se obtiene
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−∇ · λk
[

fw∇(po − pc) + fo∇po − (fwρw + foρo)g
]

− (qw + qo) = 0,

=⇒ −∇ · λk
[

(fw + fo
︸ ︷︷ ︸

1

)∇po − fw∇pc − (fwρw + foρo)g
]

− (qw + qo) = 0,

=⇒ −∇ ·
(
kλ∇po

)
+∇ ·

(
kλw∇pc

)
+∇ ·

(
k(λwρw + λoρo)g

)
− (qw + qo) = 0.

En muchas ocasiones, la presión capilar depende de la saturación del agua, de tal

manera que el gradiente de la presión capilar se puede expresar como

∇pc(Sw) =
dpc
dSw
∇Sw. (2.32)

Con esta forma para la presión capilar, se obtiene la siguiente ecuación para la

presión

−∇ ·
(
kλ∇po

)
+∇ ·

(

kλw
dpc
dSw
∇Sw

)

+∇ ·
(
k(λwρw + λoρo)g

)
= qw + qo. (2.33)

Para obtener una ecuación para la saturación se parte de la ecuación (2.29). Toman-

do en cuenta la incompresibilidad de las fases y que la porosidad es constante se tiene que

φ
∂Sw
∂t

+∇ · uw = qw,

=⇒ φ
∂Sw
∂t
−∇ ·

(
λwk(∇pw − ρwg)

)
= qw,

=⇒ φ
∂Sw
∂t
−∇ ·

(
λwk(∇po − pc)− ρwg

)
= qw,

=⇒ φ
∂Sw
∂t
−∇ ·

(
kλw∇po

)
+∇ ·

(

kλw
dpc
dSw
∇Sw

)

+∇ ·
(
kλwρwg

)
= qw. (2.34)

En los casos de estudio que se tratarán aqúı, no se toman en cuenta los efectos de

la fuerza de gravedad, por lo tanto, la ecuación de presión (2.33) y la ecuación de saturación

(2.34) se transforman como sigue

∇ ·

(

−kλ∇po + kλw
dpc
dSw
∇Sw

)

= qw + qo (2.35)

y
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φ
∂Sw
∂t

+∇ ·

(

−kλw∇po + kλw
dpc
dSw
∇Sw

)

= qw. (2.36)

Estas dos últimas ecuaciones son las que se usarán en el caso de las subsección

siguiente.

2.3.1. Caso: Buckley-Leverett

En este problema se considera un medio tridimensional homogéneo de longitud L,

con una sección transversal a, inicialmente saturado con aceite [Buckley41]. Se inyecta agua

a una razón de flujo constante en el extremo izquierdo del dominio, la cual desplazará el

aceite hacia el extremo derecho donde la presión se mantiene constante, véase figura 2.2.

Figura 2.2: Dominio de estudio y condiciones de frontera. Inyección en la cara A y extracción por

la cara B

Para este problema se considera además que pc ≡ qw ≡ qo ≡ 0. Entonces las

ecuaciones (2.35) y (2.36) se transforman como sigue (usando po ≡ p y Sw ≡ S)

−∇ ·
(
kλ∇p

)
= 0 (2.37)

y

φ
∂S

∂t
−∇ ·

(
kλw∇p

)
= 0. (2.38)

Las condiciones iniciales son las siguientes
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p(t0) = pt0 Pa; S(t0) = 0,

mientras que las condiciones de frontera se expresan como sigue

(Sin)A = s0; (ginp )A = gA m/s;

(Sout)B = 0; (pout)B = pout Pa.

Nótese que las condiciones para la saturación son de tipo Dirichlet, mientras que

para la presión se tiene una condición Dirichlet a la salida, y una condición tipo Neumann

a la entrada dada en términos de la velocidad de inyección.

Para este caso se usarán las siguientes relaciones constitutivas:

Permeabilidad relativa : krw = Sσe ; kro = (1− Se)
σ. (2.39)

Saturación efectiva : Sef =
S − Srw

1− Srw − Sro
. (2.40)

En (2.39) el exponente σ puede ser 1 o 2 para los casos lineal y cuadrático respec-

tivamente. Srw y Sro son las saturaciones residuales del agua y del aceite respectivamente.

El modelo de Buckley-Leverett presentado en esta subsección ha sido estudiado

por varios autores, véase [Buckley41, Welge52, Lake96, Wolff08]. Es bien conocido que este

problema presenta discontinuidades, conocidas también como choques. El tratamiento de

este tipo de problemas se puede realizar de varias maneras.

Observando la ecuación 2.38 se puede ver que es de tipo hiperbólica, véase [Leveque80].

Esto significa que dicha ecuación, como se dijo antes presenta choques. Una manera de tratar

estos choques es la siguiente. Dado que la ecuación es continua lejos de los choques, un en-

foque para obtener la solución numérica es combinar el MVF en las regiones suaves de

la solución, con algún procedimiento expĺıcito para seguir los choques o discontinuidades

que se puedan presentar. Este tratamiento numérico es similar a la forma matemática

en donde las EDPs se completan con condiciones de salto en las discontinuidades, véase

[Herrera10],[Herrera91],[Datta-Gupta07]. Este enfoque es conocido como “shock tracking”
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o “front tracking”. Cuando se tiene más de una dimension, las discontinuidades t́ıpicamente

caen en curvas, en 2D, o en superficies en 3D, y los algoritmos son bastante complicados.

Además, en problemas realistas, pueden existir muchas superficies que interactuan de man-

era muy complicada conforme el tiempo evoluciona. Estos métodos no serán discutidos en

este trabajo. Para ejemplos y discusión acerca de estos temas véase [Herrera91],[Chen07],[Leonard90],[Lev

En este trabajo el enfoque se basará en métodos conocidos como “shock-capturing”,

donde el objetivo es capturar las discontinuidades en la solución de manera automática, sin

usar estrategias expĺıcitas para seguirlas. Las discontinuidades serán suavizadas sobre una o

más celdas de la malla. El éxito de esta estrategia requiere que el método incorpore correcta

e impĺıcitamente las condiciones de salto, que reduzca la difusión numérica al mı́nimo y no

introducir oscilaciones no realistas cerca de las discontinuidades.

Los esquemas numéricos clásicos tales como Upwind de primer orden, upstream

de alto orden, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff y Warming-Beam [Leveque80], son conocidos

como métodos de diferencias finitas por que las derivadas se aproximan usando diferencias

de valores discretos. Es bien conocido que los métodos de alto orden ocasionan oscilaciones

en los choques, donde los gradientes son altos, mientras que los de bajo orden producen

difusión numérica.

Por ejemplo, el esquema Upwind para una dimensión se puede escribir como sigue

(véase [Leonard90]):

Considerese la ecuación de convección-difusión:

∂Φ

∂t
= −u

∂Φ

∂x
+D

∂2Φ

∂x2
, (2.41)

para u, D positivas. Usando diferencias centrales para el espacio, y hacia adelante en el

tiempo para discretizar la ecuación 2.41, y suponiendo una malla uniforme, tenemos:

Φn+1

∆t
= −u

Φni+1 − Φni−1
2∆x

+D
Φni+1 − 2Φni +Φni−1

∆x2
. (2.42)

La ecuación anterior puede ser rearreglada de la siguiente manera:

Φn+1

∆t
= Φni −

c

2
(Φni+1 − Φni−1) +

|c|

P∆
(Φni+1 − 2Φni +Φni−1), (2.43)
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con c = u∆t/∆x, P∆ = |u|∆x/D los números de Courant y de celda de Peclet

respectivamente.

Sin embargo, la ecuación 2.41 también puede ser discretizada despreciando el térmi-

no difusivo, y utilizando el esquema Upwind de primer orden,

1. para u > 0
Φn+1

∆t
= Φni − c(Φ

n
i − Φni−1), (2.44)

similar a diferencias finitas hacia atrás.

2. para u < 0
Φn+1

∆t
= Φni − c(Φ

n
i+1 − Φni ), (2.45)

similar a diferencias finitas hacia delante.

Observemos que la ecuación 2.44, puede ser rearreglada de la siguiente manera,

Φn+1

∆t
= Φni −

c

2
(Φni+1 − Φni−1) +

|c|

P ∗∆
(Φni+1 − 2Φni +Φni−1), (2.46)

con (P ∗∆), la cual es una forma similar a la de la ecuación 2.43. Por lo tanto, al

emplear el esquema Upwind de primer orden y los choques son atenuados por la presencia

de difusión numérica (véase el segundo término de la ecuación).

Como se ha mencionado, existe una vasta cantidad de técnicas numéricas las cuales

se pueden usar para aproximar el tipo de ecuaciones del modelo de Buckley-Leverett. Sin

embargo, en esta tesis, dado que el objetivo principal es la paralelización de los métodos de

solución de los sistema de ecuaciones, solo se usará el esquema Upwind de primer orden,

pues otros esquemas pueden ser incorporados posteriormente sin cambiar sustancialmente

los resultados de la paralelizacion. La implementación usando el MVF correspondiente al

esquema Upwind se describe en la siguiente sección.

2.4. Modelo numérico

La solución numérica de las ecuaciones (2.35) y (2.36) se obtendrá aplicando el

método de volumen finito estándar [Patankar92, Malalasekera95].
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2.4.1. Método de Volumen Finito

El método de volumen finito (MVF) se deriva a partir de la forma conservativa de

las ecuaciones de balance. En este método, el dominio de estudio se divide en un número de

volúmenes de control que no se traslapan, de tal manera que hay un volumen rodeando a

cada punto de la malla, véase figura 2.3. Luego, se integra la ecuación de balance (2.5) sobre

cada volumen, lo cual es equivalente a aplicar la ecuación de balance (2.4) tomando a B(t)

igual a cada volumen de control. Los flujos a través de las caras del volumen de control se

aproximan usando esquemas numéricos apropiados, y esto da como resultado un conjunto

de ecuaciones discretas, una para cada volumen de control, las cuales deben resolverse para

obtener una solución numérica aproximada

Figura 2.3: (a) Dominio de estudio discretizado usando volúmenes de control en 2D. (b) Volumen

de control y sus vecinos en 2D.

Las ecuaciones discretas que resultan usando esta estrategia expresan el principio

de conservación para la propiedad extensiva correspondiente, en cada volumen de control, de

la misma forma en que la ecuación diferencial expresa el mismo principio para un volumen

de control infinitesimal. Esta caracteŕıstica es válida para cualquier número de volúmenes

sobre la malla y no solamente para un número grande de ellos. Por lo tanto, aún una solución

en una malla gruesa exhibirá un balance exacto, aunque para obtener buena precisión se
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requiere de un número grande de volúmenes o esquemas de alto orden. Esta clara relación

entre el algoritmo numérico y el principio f́ısico de conservación es una de las mayores

atracciones del MVF.

Por comodidad, en las secciones que siguen se usará la notación po ≡ p y Sw ≡ S.

Además se supondrá que el tensor de permeabilidad k tiene la forma

k =








k11 0 0

0 k22 0

0 0 k33








(2.47)

donde k11, k22 y k33 son las permeabilidades en las direcciones x, y y z, las cuales se

consideran constantes.

2.4.2. Discretización de la ecuación de presión

Para discretizar la ecuación de presión (2.35), se define la siguiente ”función de

flujo”:

F = −kλ∇p+ kλw
dpc
dS
∇S (2.48)

Con esta definición las componentes de F se escriben como sigue

Fx = −k11

(

λ
∂p

∂x
− λw

dpc
dS

∂S

∂x

)

Fy = −k22

(

λ
∂p

∂y
− λw

dpc
dS

∂S

∂y

)

(2.49)

Fz = −k33

(

λ
∂p

∂z
− λw

dpc
dS

∂S

∂z

)

De esta manera, la ecuación (2.35) se transforma en

∇ · F =
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

= qw + qo (2.50)

En términos de la ecuación de balance (2.4) la ecuación anterior se puede escribir

como
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∫

∆V

∇ · FdV =

∫

∆V

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

)

dV =

∫

∆V

(qw + qo)dV (2.51)

donde dV = dxdydz y la integración se hace sobre un volumen de control como el que se

muestra en la figura 2.4, es decir, en este caso B(t) ≡ ∆V .

Figura 2.4: Volumen de control en 3D alrededor del punto P . Los volúmenes vecinos están repre-

sentados por E,W,N,S,F,B. Las caras del volumen de control se etiquetan con e,w,n, s, f, b.

Nótese que el volumen representado en la figura 2.4 es un hexaedro cuyos ejes son

paralelos a los ejes coordenados de un sistema Cartesiano. Esta forma de los volúmenes

simplifica la aproximación de las integrales en la ecuación (2.51), aunque limita el tipo de

dominos a estudiar, ya que no es adaptable.

Usando como referencia el volumen de control de la figura 2.4, las integrales de la

ecuación (2.51) se calculan como sigue

f∫

b

n∫

s

e∫

w

∂Fx
∂x

dxdydz =
(

(Fx)e − (Fx)w

)

Ax (2.52)

donde Ax = ∆y∆z representa el área de las caras del volumen de control paralelas al plano

yz. La notación (Fx)e significa que Fx se debe evaluar en la cara e del volumen de control.

Realizando el mismo tratamiento para los dos términos restantes de la integral de

la izquierda de la ecuación (2.51) se obtiene

(

(Fx)e − (Fx)w

)

Ax +
(

(Fy)n − (Fy)s

)

Ay +
(

(Fz)f − (Fz)b

)

Az = (q̄w + q̄o)∆V (2.53)
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donde Ay = ∆x∆z, Az = ∆x∆y y ∆V = ∆x∆y∆z. En esta última ecuación q̄w y q̄o

representan un promedio de qw y qo dentro del volumen de control, respectivamente.

La evaluación de Fx en la cara e se hace como sigue

(Fx)e = −k11

(

λ
∂p

∂x
− λw

dpc
dS

∂S

∂x

)

e

= −k11

(

(λ)e

(
∂p

∂x

)

e

−

(

λw
dpc
dS

)

e

(
∂S

∂x

)

e

)

= −k11

(

(λ)e
p
E
− p

P

∆xe
−

(

λw
dpc
dS

)

e

S
E
− S

P

∆xe

)

donde las derivadas parciales se han aproximado usando diferencias centrales. Los sub́ındices

E y P indican que la variable se evalúa en el centro del volumen de control correspondiente.

La evaluación de Fx en la cara w se hace de forma similar, de tal manera que el primer

término de la ecuación (2.53) queda como sigue

(

(Fx)e − (Fx)w

)

Ax = −k11

(

(λ)e
p
E
− p

P

∆xe
−

(

λw
dpc
dS

)

e

S
E
− S

P

∆xe

)

Ax +

k11

(

(λ)w
p
P
− p

W

∆xw
−

(

λw
dpc
dS

)

w

S
P
− S

W

∆xw

)

Ax

donde ∆xw = x
P
− x

W
y ∆xe = x

E
− x

P
, véase figura 2.3.

Las componentes Fy y Fz se evalúan de la misma manera en las caras correspon-

dientes. Sustituyendo estas evaluaciones en la ecuación (2.53) y rearreglando se obtiene la

siguiente ecuación discreta para el volumen de control P

a
P
p
P
= a

E
p
E
+ a

W
p
W
+ a

N
p
N
+ a

S
p
S
+ a

F
p
F
+ a

B
p
B
+ q

P
(2.54)

donde los coeficientes están definidos como sigue
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a
E
=
k11(λ)eAx

∆xe
; a

W
=
k11(λ)wAx

∆xw
; a

N
=
k22(λ)nAy

∆yn
;

a
S
=
k22(λ)sAy

∆ys
; a

F
=
k33(λ)fAz

∆zf
; a

B
=
k33(λ)bAz

∆zb
;

a
P
= a

E
+ a

W
+ a

N
+ a

S
+ a

F
+ a

B

(2.55)

q
P

=
(

(L)e + (L)w + (L)n + (L)s + (L)f + (L)b

)

S
P
−

(

(L)eSE
+ (L)wSW

+ (L)nSN
+ (L)sSS

+ (L)fSF
+ (L)bSB

)

+ (2.56)

(q̄w + q̄o)∆V

(L)e = k11

(

λw
dpc
dS

)

e

Ax
∆xe

; (L)w = k11

(

λw
dpc
dS

)

w

Ax
∆xw

;

(L)n = k22

(

λw
dpc
dS

)

n

Ay
∆yn

; (L)s = k22

(

λw
dpc
dS

)

s

Ay
∆ys

;

(L)f = k33

(

λw
dpc
dS

)

f

Az
∆zf

; (L)b = k33

(

λw
dpc
dS

)

b

Az
∆zb

;

(2.57)

Nótese que los coeficientes antes descritos dependen de la movilidad total y de

la del agua, las cuales en general dependen de la saturación. En este escrito, se usarán

valores de la saturación en un paso anterior al actual, con lo que la ecuación (2.54) queda

desacoplada de la saturación y linealizada.

Escribiendo las ecuaciones discretas para todos los volúmenes de la malla, se ob-

tiene una sistema lineal de ecuaciones el cual consta de siete diagonales para el caso tridi-

mensional. Además, dada la forma de los coeficientes, el sistema es diagonal dominante.

Para resolver este sistema y obtener la presión en todos los puntos de la malla se usará un

algoritmo iterativo.



24 Caṕıtulo 2: Modelación matemática y computacional

2.4.3. Discretización de la ecuación de saturación

La ecuación de saturación (2.36), a diferencia de la ecuación de presión, será re-

suelta de manera expĺıcita. Para discretizar esta ecuación se define la siguiente ”función de

flujo”:

F = −kλw∇p+ kλw
dpc
dS
∇S (2.58)

Nótese que la única diferencia con la ecuación (2.48) es que aqúı aparece la movil-

idad del agua λw en lugar de la movilidad total en el primer término. Todo el tratamiento

de las componentes de F en este caso, es similar a como se hizo para la ecuación de presión.

Usando la definición (2.58), la ecuación (2.36) se transforma en

φ
∂S

∂t
+∇ · F = φ

∂S

∂t
+
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

= qw (2.59)

En términos de la ecuación de balance (2.4), la ecuación anterior se puede escribir

como

∂

∂t

∫

∆V

(φS)dV +

∫

∆V

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

)

dV =

∫

∆V

qwdV (2.60)

donde ∆V es el volumen de control representado en la figura 2.4, y nuevamente se tiene que

B(t) ≡ ∆V . En esta ecuación se usó el hecho de que la densidad de las fases y la porosidad

son constantes.

La forma de manejar derivadas con respecto al tiempo en el MVF, es mediante una

integración de toda la ecuación diferencial en el intervalo [t, t + ∆t]. Entonces, integrando

la ecuación (2.60) en dicho intervalo, y denotando con n el instante de tiempo t y con n+1

el instante de tiempo t+∆t, se obtiene

n+1∫

n




∂

∂t

∫

∆V

(φS)dV +

∫

∆V

(
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z
− qw

)

dV



 dt = 0 (2.61)

El primer término de esta última ecuación se aproxima como sigue
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n+1∫

n




∂

∂t

∫

∆V

(φS)dV



 dt =

∫

∆V

n+1∫

n

φ
∂S

∂t
dtdV

= φ

∫

∆V

(

Sn+1 − Sn
)

dV

Para aproximar esta última integral se necesita conocer la forma de S como función

de x. Es posible usar funciones lineales o de más alto orden, sin embargo en MVF se supone

la función es constante dentro del volumen de control ∆V , es decir se toma el valor del

centro S
P
, por lo tanto se tiene lo siguiente

n+1∫

n




∂

∂t

∫

∆V

(φS)dV



 dt = φ
(

Sn+1
P
− Sn

P

)

∆V (2.62)

El segundo término de la ecuación (2.61) se aproxima de manera similar a como

se hizo para la ecuación de presión, en este caso se obtiene lo siguiente

n+1∫

n

∫

∆V

(∇ · F − qw) dV dt =

n+1∫

n

(

aw
P
p
P
−
(
aw

E
p
E
+ aw

W
p
W
+ aw

N
p
N
+

aw
S
p
S
+ aw

F
p
F
+ aw

B
p
B
+ q

P

))

dt (2.63)

donde los coeficientes aw son similares a los coeficientes a, ecuaciones (2.55), excepto que se

usa la movilidad del agua λw en lugar de la movilidad total λ (el supeŕındice w indica este

hecho). También, el coeficiente q
P
es similar al definido en (2.56) excepto que en el último

término solo se tiene a la fuente del agua q̄w.

La integral integral temporal se aproxima usando el esquema θ

∫ n+1

n

fdt =
[
θfn+1 + (1− θ)fn

]
∆t,

donde para θ = 0 se tiene un esquema expĺıcito (fn∆t), para θ = 1 se tiene un esquema

impĺıcito (fn+1∆t), y para θ = 1
2 se tiene el esquema conocido como de Crank-Nicolson

(
[
fn+1 + fn

]
∆t
2 ), véase [Crank96]. En el método IMPES la ecuación de saturación se re-

suelve expĺıcitamente, por lo que la ecuación (2.63) se transforma en
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n+1∫

n

∫

∆V

(∇ · F − qw) dV dt =
(

aw,n
P

pn
P
−
(
aw,n

E
pn
E
+ aw,n

W
pn
W
+ aw,n

N
pn
N
+

aw,n
S

pn
S
+ aw,n

F
pn
F
+ aw,n

B
pn
B
+ qn

P

))

∆t (2.64)

donde el supeŕındice n indica que los coeficientes se calculan en el instante n.

Sustituyendo (2.62) y (2.64) en (2.61), y rearreglando se obtiene la siguiente

relación expĺıcita para la saturación

Sn+1
P

= Sn
P
− bn

P
pn
P
+ bn

E
pn
E
+ bn

W
pn
W
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B
+ qn

P
(2.65)

donde los coeficientes están definidos como

bn
E
=
k11(λw)

n
e

φ∆xe∆x
; bn

W
=
k11(λw)

n
w

φ∆xw∆x
; bn

N
=
k22(λw)

n
n

φ∆yn∆y
;

bn
S
=
k22(λw)

n
s

φ∆ys∆y
; bn

F
=
k33(λw)

n
f

φ∆zf∆z
; bn

B
=
k33(λw)

n
b

φ∆zb∆z
;

bn
P
= bn

E
+ bn

W
+ bn

N
+ bn

S
+ bn

F
+ bn

B

(2.66)

qn
P

=
(

(L)ne + (L)nw + (L)nn + (L)ns + (L)nf + (L)nb

)

Sn
P
−

(

(L)neS
n
E
+ (L)nwS

n
W
+ (L)nnS

n
N
+ (L)nsS

n
S
+ (L)nf S

n
F
+ (L)nbS

n
B

)

+ (2.67)

(q̄w)
n∆V

(L)ne =

(

λw
dpc
dS

)n

e

k11
φ∆xe∆x

; (L)nw =

(

λw
dpc
dS

)n

w

k11
φ∆xw∆x

;

(L)nn =

(

λw
dpc
dS

)n

n

k22
φ∆yn∆x

; (L)ns =

(

λw
dpc
dS

)n

s

k22
φ∆ys∆x

;

(L)nf =

(

λw
dpc
dS

)n

f

k33
φ∆zf∆x

; (L)nb =

(

λw
dpc
dS

)n

b

k33
φ∆zb∆x

;

(2.68)
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Estos coeficientes dependen de la movilidad del agua, y en general de la saturación.

Una ecuación del tipo (2.65) se deriva para cada volumen de control, sin embargo no se

requiere de la solución de ningún sistema lineal, pues todos los términos de la derecha son

conocidos.

2.4.4. IMPES

El problema representado por las ecuaciones (2.35) y (2.36) es no lineal y está fuerte-

mente acoplado, por lo tanto se debe usar una estrategia de linealización. En la formulación

presentada aqúı, se usará el método IMPES (IMplicit Pressure Explicit Saturation), el cual

se describe en el algoritmo 1. Este algoritmo será empleado para resolver los ejemplos de la

sección 2.5.

Algoritmo 1 IMPES

1: Definir condiciones iniciales y de frontera del problema S0, p0, Tmax,∆t,∆x, . . .

2: while t < Tmax do

3: Calcular los coeficientes de la ecuación de presión usando (2.55), (2.56) y (2.57).

4: Resolver la ecuación de presión (2.54) de manera impĺıcita usando un algoritmo iter-

ativo.

5: Calcular los coeficientes de la ecuación de saturación usando (2.66), (2.67) y (2.68).

6: Resolver la ecuación de saturación (2.65) de manera expĺıcita.

7: t← t+∆t

8: end while

2.5. Ejemplo Buckley-Leverett

La ecuación discreta de la presión para este ejemplo es como la mostrada en (2.54)

con q
P
= 0. Los coeficientes (2.55) requieren de obtener el valor de λ en las caras del volumen

de control nb = e,w,n, s, f, b. Para encontrar estos valores se usan las relaciones (2.39) y

(2.40) como sigue
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λ = λw + λo =
krw
µw

+
kro
µo
,

⇒ λ =
Sσef
µw

+
(1− Sef)

σ

µo
=

1

µw

(
S − Srw

1− Srw − Sro

)σ

+
1

µo

(

1−
S − Srw

1− Srw − Sro

)σ

,

⇒ λ =
1

(1− Srw − Sro)σ

(
(S − Srw)

σ

µw
+

(1− Sro − S)
σ

µo

)

.

Ahora, suponiendo que se conocen los valores de S en el tiempo anterior n, en-

tonces, para calcular λ en el instante n en las caras del volumen de control se usa

(λ)nnb =
1

(1− Srw − Sro)σ

((
Snnb − Srw

)σ

µw
+

(
1− Sro − S

n
nb

)σ

µo

)

. (2.69)

La ecuación discreta de la saturación para este ejemplo es como la mostrada en

(2.65) con qn
P
= 0. Los coeficientes (2.66) requieren de obtener el valor de λw en las caras del

volumen de control nb = e,w,n, s, f, b. Para encontrar estos valores se usan las relaciones

(2.39) y (2.40) como sigue

λw =
krw
µw

=
Sσef
µw

=
1

µw

(
S − Srw

1− Srw − Sro

)σ

.

Entonces, el cálculo de λw en las caras en el tiempo n se hace con

(λw)
n
nb =

1

µw

(
Snnb − Srw

1− Srw − Sro

)σ

, (2.70)

Cálculo de la saturación en las caras

En las ecuaciones (2.69) y (2.70) se observa que es necesario obtener los valores

Snnb, es decir la saturación en las caras de los volúmenes de control. Si se supone que el

valor de Sn es conocido en todos los centros de los volúmenes, y estos valores provienen de

la solución de la ecuación de saturación (2.38), entonces se requiere un esquema adecuado

para aproximar el valor de Sn en las caras. Como se mencionó en la sección 2.3.1 existen

diversos esquemas con los que se puede hacer esta aproximación. El utilizado en este trabajo

fue el Upwind, el cual se explica a continuación:
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Upwind: se hace una comparación entre los valores de la presión en los puntos

vecinos a la cara del volumen de control donde se desea evaluar Sn y se le asigna el valor

de donde la presión es mayor. Por ejemplo, para la cara e esto se hace como sigue

if (pn
E
>= pn

P
) then

Sne = Sn
E

else

Sne = Sn
P

end if

Esta aproximación es de orden lineal y produce difusión numérica en la solución.

Este esquema, es estable, aunque presenta difusión numérica, de tal manera que

para obtener un resultado con alta precisión se requiere de un número de volúmenes relati-

vamente grande.

Condiciones de frontera para la presión

Para describir como se insertan las condiciones de frontera en la solución numérica

de las ecuaciones se hará referencia a la figura 2.5, en donde se representan los volúmenes

vecinos a las fronteras izquierda y derecha del dominio de estudio.

Figura 2.5: Volúmenes de control en las fronteras izquierda (a) y derecha (b).

La ecuación discreta de la presión para los volúmenes P junto a las fronteras,

figura 2.5, es de la forma

an
P
pn+1
P

= an
E
pn+1
E

+ an
W
pn+1
W

+ an
N
pn+1
N

+ an
S
pn+1
S

+ an
F
pn+1
F

+ an
B
pn+1
B

. (2.71)
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Los supeŕındices en esta ecuación indican el instante de tiempo en que se calcula

cada cantidad.

Dado que se impone una razón de inyección constante en la frontera izquierda se

tiene que

−n · u = −n ·
(
−λk · (fw∇pw + fo∇po − (fwρw + foρo)g)

)
= ginp

⇒ n ·
(
k · (λfw∇(po − pc) + λfo∇po − (λfwρw + λfoρo)g)

)
= ginp

⇒ n ·
(
k · (λ∇po − λw∇pc − (λwρw + λoρo)g)

)
= ginp

⇒ n ·

(

λk · ∇po − λw
dpc
dSw

k · ∇Sw − (λwρw + λoρo)k · g

)

= ginp (2.72)

En este caso la presión capilar es cero y no se toman en cuenta los efectos de la

fuerza de gravedad, por lo tanto la ecuación anterior se reduce a

n ·
(
λk · ∇po

)
≡ n ·

(
λk · ∇p

)
= ginp .

Tomando en cuenta que la dirección de n es opuesta a la dirección de ginp en la

frontera A del dominio, se tiene lo siguiente

−

(

λk
∂p

∂x

)

A

= ginp ,

=⇒ −
p
P
− p

W

∆x
A

=
ginp
kλ

A

,

=⇒ p
W

= p
P
+

∆x
A

kλ
A

ginp . (2.73)

Sustituyendo (2.73) en (2.71) se obtiene:

an
P
pn+1
P

= an
E
pn+1
E

+ an
W

(

p
P
+

∆x
A

kλ
A

ginp

)n+1

+

an
N
pn+1
N

+ an
S
pn+1
S

+ an
F
pn+1
F

+ an
B
pn+1
B

,

(
an

P
− an

W

)
pn+1
P

= an
E
pn+1
E

+ an
N
pn+1
N

+ an
S
pn+1
S

+ an
F
pn+1
F

+ an
B
pn+1
B

+ (2.74)

an
W

(
∆x

A

kλ
A

ginp

)n+1

.
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El valor de la presión en la frontera A se calcula como sigue

p
A

= fp
P
+ (1− f)p

W
,

=⇒ p
A

= fp
P
+ (1− f)

(

p
P
+

∆x
A

kλ
A

ginp

)

,

=⇒ p
A

= p
P
+ (1− f)

∆x
A

kλ
A

ginp . (2.75)

donde f = (x
P
− xw)/∆xw. Para mallas uniformes f = 1/2.

Para la frontera derecha, se impone una presión constante pout. De la figura 2.5

(b) se tiene lo siguiente:

fp
E
+ (1− f)p

P
= pout

=⇒ p
E

=
pout − (1− f)p

P

f
(2.76)

Sustituyendo (2.76) en (2.71) se obtiene:

an
P
pn+1
P

= an
E

(
pout − (1− f)p

P

f

)n+1

+ an
W
pn+1
W

+

an
N
pn+1
N

+ an
S
pn+1
S

+ an
F
pn+1
F

+ an
B
pn+1
B

,

(
an

P
+

1− f

f
an

E

)
pn+1
P

= an
W
pn+1
W

+ an
N
pn+1
N

+ an
S
pn+1
S

+ an
F
pn+1
F

+ an
B
pn+1
B

+ (2.77)

an
E

(
pout

f

)n+1

.

Las ecuaciones (2.74) y (2.77) son las que deben incluirse en el sistema lineal a

resolver para los volúmenes cercanos a las fronteras A y B, respectivamente.

Condiciones de frontera para la saturación

Para la saturación se imponen condiciones de frontera tipo Dirichlet. Primero se

escribe la ecuación discreta de la saturación para este problema como sigue:

Sn+1
P

= Sn
P
− bn

P
pn
P
+ bn

E
pn
E
+ bn

W
pn
W
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B

(2.78)
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En la frontera izquierda se tiene que p
W

esta dada por la ecuación (2.73), entonces

la ecuación discreta de (2.78) se transforma en

Sn+1
P

= Sn
P
− bn

P
pn
P
+ bn

E
pn
E
+ bn

W

(

p
P
+

∆x
A

kλ
A

ginp

)n

+

bn
N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B

=⇒ Sn+1
P

= Sn
P
− (bn

P
− bn

W
)pn

P
+ bn

E
pn
E
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B
+ (2.79)

bn
W

(
∆x

A

kλ
A

ginp

)

En la frontera derecha p
E
está dada por la ecuación (2.76), entonces

Sn+1
P

= Sn
P
− bn

P
pn
P
+ bn

E

(
pout − (1− f)p

P

f

)

+

bn
W
pn
W
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B

Sn+1
P

= Sn
P
−

(

bn
P
+

1− f

f
bn
E

)

pn
P
+ bn

W
pn
W
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ (2.80)

bn
F
pn
F
+ bn

B
pn
B
+ bn

E

(
pout

f

)

Las ecuaciones (2.79) y (2.80) se usan en los volúmenes vecinos a las fronteras A

y B, respectivamente.

2.6. Modelo computacional

En esta sección, se dará una breve explicación del método BiCGStab, el cual

fue utilizado para resolver el sistema de ecuaciones lineales para la presión obtenido de

la discretización del módelo de Buckley-Leverett. Además, se incluirá una descripción del

cálculo expĺıcito de la saturación, la cual puede ser representada en términos de operaciones

vectoriales.

2.6.1. Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB)

Es un método iterativo del subespacio de Krylov para la solución de sistemas

lineales, basado en el gradiente conjugado (CG). Fue creado para sortear la limitante que
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tiene el CG al aplicarse únicamente a matrices simétricas, y a que otro método similar, el

gradiente conjugado cuadrado (CGS), tiene problemas de sobreflujo y errores de redondeo si

la convergencia es irregular [Saad00]. El BiCGStab es usado comúnmente debido a su gran

velocidad de convergencia, a su facilidad de implementación, aśı como a su flexibilidad en el

uso de precondicionadores si la matriz está mal condicionada. Una posible implementación

se muestra en el pseudocódigo mostrado en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 BiCGStab

1: r0 ← b−Ax0

2: r∗0 arbitrario

3: p0 ← r0

4: for j = 0, 1, 2 . . . until convergence do

5: αj ←
(rj ,r∗0)
(Apj ,r∗0)

6: sj ← rj − αjApj

7: ωj ← (Asj , sj)/(Asj , Asj)

8: xj+1 ← xj + αjpj + ωjsj

9: rj+1 ← sj − ωjAsj

10: βj ←
(rj+1,r

∗

0
)

(rj ,r∗0)
×

αj

ωj

11: pj+1 ← rj+1 + βj(pj + ωjApj)

12: end for

En la implementación del BiCGStab se realizan, dentro del ciclo de solución diver-

sos tipos de operaciones de álgebra lineal, los cuales se muestran en la tabla 2.1. La mayor

parte del tiempo dentro de cada paso del BiCGStab se realiza en las multiplicaciones matriz

por vector A s y A p, las cuales se asignan a dos vectores temporales evitando la repetición

de cálculos, realizando únicamente dos multiplicaciones matriz-vector en cada paso. Como

veremos en la sección 2.6.3, en el caso de matrices dispersas, estas operaciones presentan

problemas de optimización dif́ıciles de resolver, debido principalmente a la no coalescencia

(adyacencia en la memoria) de los elementos que intervienen en las operaciones vectoriales.



34 Caṕıtulo 2: Modelación matemática y computacional

Escala Contracción axpy Duplicación Matriz por Vector
y ← αy c← x · y y ← y + αx y ← x y ← A x

1 6 6 2 2

Tabla 2.1: Operaciones vectoriales realizadas en cada iteración del BiCGStab.

2.6.2. Saturación expĺıcita

A cada uno de los N nodos de la malla, digamos el I, le corresponde valores del

campo de presión PI , saturación SI , etc. Para cada campo C, podemos juntar los valores

de los N nodos en un vector C de N entradas. Entonces, definiendo Sn+1, Sn, Pn y qn, los

vectores correspondientes para la saturación al tiempo n+ 1, la saturación al tiempo n, la

presión al tiempo n y el término fuente al tiempo n respectivamente, tenemos:

Sn+1 = {Sn+1
1 , Sn+1

2 , ..., Sn+1
I , ..., Sn+1

N }

Sn = {Sn1 , S
n
2 , ..., S

n
I , ..., S

n
N}

Pn = {pn1 , p
n
2 , ..., p

n
I , ..., p

n
N}

qn = {Sn1 , S
n
2 , ..., S

n
I , ..., S

n
N}, .

Con estas definciones, a partir de la ecuación 2.65,

Sn+1
P

= Sn
P
− bn

P
pn
P
+ bn

E
pn
E
+ bn

W
pn
W
+ bn

N
pn
N
+ bn

S
pn
S
+ bn

F
pn
F
+ bn

B
pn
B
+ qn

P
, (2.81)

vista en secciones anteriores de este caṕıtulo, el cálculo expĺıcito de la saturación

al tiempo n + 1 se puede expresar como una operación de álgebra lineal, si se identifica a

cada elemento P (volumen de control) de la malla con el correspondiente elemento I de los

vectores que representan cada uno de los campos.

Para esto, se define una matriz cuadrada Bn con 7 diagonales distintas de cero,

cada una con los correspondientes valores bnα de la ecuación 2.81 , con α = {1, 2..., N},

colocados de la siguiente manera
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B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−bn1 bn2 . bnbf . . bnsn

. . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

bnI−sn . . bnI−bf . bnI−1 −bnI bnI+1 . bnI+bf . . bnp+sn

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . .

bnN−sn . . bnN−bf . bnN−1 −bnN

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

con sn, bf el número de elementos (fijo) desde cualquier elemento I del vector ~Sn,

a los elementos al norte o sur (N o S), y al frente o detrás (F o B) respectivamente sobre

la malla. Los elementos I + 1, I − 1 corresponden con los elementos al este y al oeste (E y

W ) respectivamente, y el elemento I al elemento al centro del volumen de control (P ).

Con estas definiciones, el cálculo de la saturación queda expresado en términos de

una multiplicación matriz por vector y dos axpys, como puede observarse en la ecuación

2.82

Sn+1 = Sn +BnPn + qn (2.82)

2.6.3. Limitantes en la optimización

Formato de almacenamiento por renglón comprimido o CRS (Compressed Row

Storage)

Cuando una matriz tiene una gran cantidad de entradas fijas con valor igual cero

a lo largo de toda una simulación, por ejemplo la matriz obtenida en un problema de

diferencias finitas sobre una malla cartesiana, es conveniente no almacenar los elementos

nulos. Esto ahorra memoria, y permite estudiar problemas de mayor tamaño sin perder

información. Existen diversos formatos de almacenamiento, los cuales tienen ventajas y

desventajas entre śı, y en general, el tipo de problema a estudiar es el que determina cual

es el mejor formato a utilizar. En el siguiente listado se nombran algunos de los más usados

(véase [Saad00]) y una breve descripción de cada uno:
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1. Formato de almacenamiento por coordenadas: este formato almacena tres arreglos,

cada uno con dimensión igual al número Nz de entradas distintas de cero. El primer

arreglo contiene los coeficientes no nulos de la matriz, el segundo arreglo contiene

el renglón al que pertenece cada coeficiente no nulo almacenado, y el tercer arreglo

contiene la columna a la que pertenece dicho coeficiente.

2. Formato de almacenamiento por renglón (columna) comprimido: en este formato se

elimina la redundancia existente en el formato de almacenamiento por coordenadas,

al evitar almacenar, para todos los elementos de un mismo renglón (columna), la

información del renglón (columna) al que pertenecen, pues es el mismo valor para los

elementos de dicho renglón (columna). Almacena un arreglo de mucho menor tamaño,

el cual contiene el ı́ndice de inicio y finalización de los elementos no nulos de un mismo

renglón (columna) extráıdos sobre el arreglo de coeficientes.

3. Formato de almacenamiento diagonal: este formato extrae completas todas las diag-

onales de la matriz que tengan elementos distintos de cero. Almacena cada diagonal

como una columna de una matriz rectangular, y almacena la distancia que hay de cada

diagonal extráıda a una diagonal de referencia (en general la principal). Si la matriz

tiene una clara estructura bandada, como las matrices de diferencias finitas en mallas

cartesianas, este formato es el que obtiene una mayor compresión. Por el contrario si

su estructura es irregular, su compresión puede ser nula e incluso puede almacenar

una cantidad mayor de elementos que la matriz original, al almacenar elementos no

existentes en ellas (todos los arreglos que contienen las diagonales extráıdas son del

mismo tamaño que la diagonal principal).

4. Formato de almacenamiento ELLPACK: en este formato, se crea un arreglo bidimen-

sional, con tantos renglones como tenga la matriz original, y de Nzr columnas, donde

Nzr es el número máximo de elementos distintos de cero en los renglones de la ma-

triz original. Este formato es similar al de compresión diagonal, pues existen solo dos

arreglos, uno con los coeficientes extráıdos de la matriz, y otro en el que se guarda la

columna en la que se encuentra cada elemento.
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El formato más común es el CRS y casi cualquier biblioteca de álgebra lineal (serial

o paralela) maneja dicho formato, y fue el formato elegido en este trabajo. Daremos una

descripción general de este formato.

A partir de una matriz dispersa de tamaño N × N , con una cantidad Nz de

elementos distintos de cero, se generan los siguientes tres arreglos:

1. A∗: contiene los Nz coeficientes distintos de cero, colocados en el mismo orden que

van apareciendo en la matriz original (avanzando sobre las columnas).

2. J : debido a que el arreglo A∗, no contiene información alguna de la ubicación sobre

los renglones o las columnas de cada coeficiente almacenado, se define el arreglo J

(del mismo tamaño Nz que el arreglo A∗), el cual guarda la columna sobre la que se

localizaba el coeficiente almacenado en la matriz original.

3. I: este arreglo completa la información sobre la ubicación de cada elemento extráıdo en

A∗, ya que el arreglo J no contiene información sobre el renglón en el que se encontraba

dicho elemento. Para obtener dicha información, no es necesario indicar en que renglón

se localiza cada elemento extráıdo, solo basta indicar cual es la partición del vector

A∗, es decir, el ı́ndice (del vector A∗) donde está ubicado el primer elemento de cada

renglón de la matriz original. Este arreglo es de tamaño N +1 y en la última entrada

se guarda el número de elementos distintos de cero Nz + 1.

Para dar una idea más clara de este formato, veamos el siguiente ejemplo, en el

cual una matriz A de tamaño N ×N se comprime a tres arreglos A∗, I y J :

A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 0 0 b 0

c 0 0 d e

0 0 f g 0

0 h 0 0 0

0 i 0 j 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

El arreglo A∗ se llena extrayendo, renglón por renglón, todos los elementos distintos

de cero. El arreglo J guarda la colmna de cada elemento extráıdo en A∗. El arreglo I guarda

la ubicación en el arreglo A∗, del primer elemento de cada renglón en la matriz original A.
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A∗ = [a, b, c, d, e, f, g, h, i, j] (2.83)

J = [1, 4, 1, 4, 5, 3, 4, 2, 2, 4]

I = [1, 3, 6, 7, 8, 11]

Desventajas en el acceso a memoria

La multiplicación Matriz-Vector es muy ineficiente si la matriz usada está en algún

formato de compresión (para el caso de Buckley-Leverett es dispersa), debido a que no existe

coalescencia entre los datos necesarios para obtener cada una de las entradas del vector

resultante. Para ver esto, representemos dicha operación en forma tensorial, i.e. yi = Aijxi.

Cuando se calcula el elemento I del vector resultante y, se obtiene la suma

yI =

N∑

j=1

AIjxj . (2.84)

Para una matriz densa (sin formato de compresión) almacenada por renglones,

cada elemento AIj+1 en los bancos de memoria es contigüo al elemento AIj. De igual

manera, para cualquier vector, el elemento i y el i+ 1 residen en localidades vecinas en la

memoria. Un procesador moderno, al realizar una operación como en la ec. 2.84, cada vez

que solicita de los bancos de memoria los elementos necesarios para realizar la multiplicación

de la pareja AIJxJ , trae consigo dos bloques de memoria, los cuales además de contener a

cada elemento de la pareja a multiplicar, incluyen a elementos vecinos (≈ 32 Kbytes por

bloque en una procesador Intel i5). Esto reduce el tráfico de información entre el procesador

y los distintos niveles de memoria, pues al terminar la carga del los elementos AIJxJ , puede

realizar la carga inmediata de los elementos AIJ+1xJ+1 ya que estos se encuentran dentro

del bloque de memoria que está actualmente en el cache. Para el caso de matrices dispersas

en algún formato de compresión, existe un problema al realizar la suma de la ecuación

2.84. Cuando se calcula cada elemento yI , los sumandos que participan en general utilizan

elementos no consecutivos en los respectivos arreglos (exist́ıan ceros entre ellos antes de

comprimir la matriz). Esto puede generar que al cargarse todo un bloque, éste contenga

pocos elementos que intervengan en la suma de la ecuación 2.84, ya que la separación entre
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ellos en la memoria puede ser mayor que el tamaño de bloque subido al caché. Como la

cantidad de elementos utilizados por cada bloque cargado puede ser muy pequeña, se genera

un desperdicio en el tiempo de carga y uso de información por el procesador. Esto se muestra

de forma sencilla con el siguiente ejemplo. Calculemos la primer entrada de un vector y,

obtenido al multiplicar la matriz A del ejemplo anterior por el vector x = [A,B,C,D,E].

El resultado es el siguiente:

y1 =A11 ∗ x1 +A14 ∗ x4 (2.85)

a ∗A+ b ∗D (2.86)

A∗1 ∗ A+A∗2 ∗D (2.87)

A∗1 ∗ x1 +A∗2 ∗ x4 (2.88)

Podemos observar que, para calcular la primera entrada y1, se requieren dos datos

contiguos de A∗ (elementos A∗1, A
∗

2), pero fue necesario el acceso a otros dos elementos

no contigüos de x, (elementos x1, x4), los cuales si el problema es relativamente grande,

seguramente no podrán ser cargados en el mismo bloque. Para matrices dispersas muy

grandes y/o sin regularidad, esto ocasiona un tráfico muy grande entre los distintos niveles de

memoria, llevando a grandes ineficiencias. Sin embargo, comparada con el tiempo y memoria

que se requeriŕıa realizar la misma operación con una matriz densa, estas ineficiencias son

despreciables.

Hasta este punto hemos discutido que el usar formatos de compresión tiene un

acceso ineficiente de memoria, pero que esa ineficiencia es despreciable comparado con la

ventaja de ahorro de memoria y tiempo de ejecución que tienen estos formatos con respecto

a las operaciones con matrices densas. Entonces, ¿porqué hablar de ineficiencias si estas son

despreciables?. Recordemos que estamos comparando distintas arquitecturas de cómputo

paralelo, y que se quiere conocer el desempeño que tiene una u otra. En sistemas parale-

los, principalmente en los distribuidos, el manejo ineficiente de intercambio de información

entre bancos de memoria puede llevar a consecuencias desastrosas en el desempeño de un

sistema. En problemas que requieren operaciones de álgebra lineal con matrices e incluso

vectores dispersos, el manejo y la velocidad de la memoria son los que marcan el ĺımite en
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el desempeño, independientemente de la arquitectura en la que se ejecuten.

2.7. Conclusiones del caṕıtulo

A lo largo de este caṕıtulo se desarrollo todo el modelo maematico, numérico y com-

putacional alrededor del problema de Buckley-Leverett. A partir del modelo matemático,

se generó la discretización de las ecuaciones diferenciales gobernantes, y la solución de los

sistemas lineales que arrojó dicha discretización, será el material empleado en las secciones

siguientes para comparar cual tecnoloǵıa paralela puede ser más adecuada (en términos de

desempeño) para resolver dichos sistemas. La forma de almacenamiento de dichos sitemas

y su rapidez de acceso, serán parte crucial en las métricas realizadas.
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Arquitecturas de cómputo paralelo

y bibliotecas empleadas

Con el desarrollo de los lenguajes de programación y de las computadoras durante

la década de los 70, se expandieron las posibilidades de la ciencia y la tecnoloǵıa para utilizar

métodos numéricos en la resolución de problemas complejos. Sin embargo esto planteó un

nuevo problema, pues si bien es cierto que se pod́ıa simular sistemas f́ısicos, el tamaño de

estos (medido por ejemplo, en el número de elementos del sistema), era demasiado pequeño

como para poder poder extender las conclusiones a sistemas de mayor tamaño, más cercanos

a la realidad y cuyo tamaño requeriŕıa de recursos, principalmente de memoria y tiempo,

que ningún sistema por si mismo podŕıa ofrecer. La forma en que se resolvió esta limitante,

fue reformulando los problemas de mayor tamaño, segmentándolos de alguna manera, para

que cada una de sus partes pudiera ser asignada y procesada en una computadora distinta,

e ir conjuntando cada procesamiento para construir la solución final. Para esto, también

se tuvieron que reformular y/o extender los lenguajes de programación y los algoritmos de

solución. Aquel nuevo esquema de cómputo, sirvió la base de lo que hoy se conoce como

Cómputo de Alto Rendimiento (HPC por las siglas en inglés de High Performance Comput-

ing). El tener que separar el sistema generó nuevas dificultades, ya que al tener que dividir

el problema en varias partes, cada una teńıa que obtener, procesar y regresar cierta parte

del total de información, la cual a su vez, pod́ıa ser necesitada por otros procesos. Esto

41
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requirió de la definición de un esquema en la interacción de los procesos con la memoria, en

el que se establecieron los modos de acceso, uso y escritura de información entre los bancos

de memoria. A partir de esto, se crearon modelos de manejo de memoria [Kaufmann03], en

los cuales se especifica la distribución y acceso a la información (memoria) entre el conjunto

de procesos que ejecutan algún programa paralelo. Cuando toda la información es accesible

a todos los procesos, se tiene un modelo de memoria compartida. Si la memoria está seg-

mentada y distribuida entre varios sistemas, y cada parte es asignada a un proceso distinto,

solo este tendrá acceso directo a su segmento de memoria. Este segundo modelo se designa

de memoria distribuida. Existe un tercer modelo, el cual emplea los dos esquemas anteri-

ores, estableciendo en general una jerarqúıa de manejo de memoria, empleando un esquema

u otro en cada nivel de la jerarqúıa. Este esquema distribuido de memoria compartida,

puede presentarse, por ejemplo, en un cluster(sistema distribuido) de multi-procesadores

simétricos (memoria compartida).

3.1. Modelos de memoria

3.1.1. Esquema de Memoria Distribuida

La forma más sencilla de resolver las limitantes de memoria y/o tiempo de ejecu-

ción, es la repartición de actividades a un conjunto de computadoras conectadas por una

red, cada una corriendo su propio proceso, los cuales se comunican entre si a través de algu-

na red [Kaufmann03]. Este funcionamiento básico dió origen a un modelo de programación,

basado en el env́ıo de mensajes. Este modelo originalmente fue el utilizado en las arquitec-

turas paralelas de memoria distribuida, aunque hoy existen bibiliotecas estandarizadas de

comunicación sobre modelos de memoria distribuida como MPI, que empiezan a manejar

de manera básica el concepto de memoria compartida[Groop98], lo cual permite mezclar los

dos modelos de programación. Un esquema básico de la configuración general de un sistema

con arquitectura de memoria distribuida, se muestra en la figura 3.1.

Dentro del HPC, sistemas paralelos basados en memoria distribuida son los más

comunes, dada su facilidad de montaje, y en general, la parte más compleja es el establec-

imiento de una red de comunicación eficiente y con gran ancho de banda, para evitar
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Figura 3.1: Configuración básica de un sistema de memoria distribuida. Cada procesador tiene su

propio banco de memoria, invisible directamente para los demás procesadores, y la comunicación se

realiza mediante controladores de interfaces(CIN) sobre una red con cierta topoloǵıa

tiempos muertos en la ejecución al realizar la comunicación de mensajes. De ah́ı que el

el principal problema al utilizar este modelo de programación, esté en la dependencia de

datos(información) que pueda existir entre procesos. Si cada proceso necesita mucha in-

formación de otro banco de memoria, como en el caso de simulaciones de N cuerpos con

interacciones entre todos los pares de part́ıculas [Liu00], el tiempo de transmisión-recepción

puede ser igual e incluso mayor que el tiempo de procesamiento, lo cual destruye cualquier

ventaja obtenida al haber distribuido el tiempo de cálculo. Por el contrario, si el problema

(y el algoritmo) puede ser fácilmente distribuido, como en el cifrado de claves encriptadas,

la comunicación es casi nula, lo cual permite, al trabajar independientemente cada proceso,

reducir los tiempos de ejecución drásticamente (proporcionalmente al número de procesos

ejecutados simultáneamente).

Otra ventaja de los sistemas distribuidos, es que pueden ser ejecutados sobre sis-

temas heterogéneos, permitiendo la creación de un sistema con un número realmente grande

de procesadores. Un ejemplo reciente del poder de cómputo de estos sistemas heterogéneos

es el proyecto Folding@home, el cual en el 2010, alcanzó el record mundial de operaciones

de punto flotante por segundo (6.3 PetaFLOPS[Fol]).

3.1.2. Memoria Compartida

El modelo de memoria compartida tiene la enorme ventaja con respecto a su simi-

lar distribuido, de la accesibilidad de todos los bancos de memoria a todos los procesadores,
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pudiendo aśı cualquier procesador obtener cualquier dato almacenado en la memoria. Para

evitar problemas de inconsistencia de memoria, el acceso a regiones de la memoria pasa

por un proceso de confirmación, en el cual se garantiza que ningún procesador lea o es-

criba en alguna unidad de memoria, mientras otro haya iniciado un proceso similar. El

evitar comunicar grandes cantidades de información, hace que las arquitecturas con memo-

ria compartida puedan alcanzar una mayor cantidad de FLOPS, que los sistemas basados en

memoria distribuida (si estos tienen el mismo número de procesadores, con la misma veloci-

dad y con la misma cantidad de memoria). Entre sus desventajas está la poca escalabilidad,

principalmente en la complejidad de la red de conexión a la memoria y del algoritmo de

acceso a dicha memoria, y al costo que el sistema de comunicación (bus de interconexión)

tiene[Kaufmann03].

Debido al avance de la tecnoloǵıa de microchips y del estudio de los semiconduc-

tores, en las dos últimas décadas del siglo pasado, el tamaño del chip del procesador dismin-

uyó de forma drástica, llevándolo a escalas en las cuales los efectos cuánticos influyen en las

compuertas lógicas. Además, debido a la enorme frecuencia de estos dispositivos (≈ GHz),

la cantidad de enerǵıa liberada en forma de calor por el procesador es demasiada, por lo

que mantenerlo a temperaturas de operación se volvió cada más dif́ıcil. Esto, sumado a la

predicción de la ley de Moore [Kaufmann03], y al retraso que existe en el desarrollo de

la memoria RAM (las velocidades de lectura-escritura son aproximadamente un cuarto del

reloj del procesador), y a la velocidad de entrada-salida del bus de datos del procesador,

los diseñadores de procesadores se vieron forzados a buscar alternativas para ofrecer proce-

sadores más veloces. Esto llevo a desarrollar los multi-procesadores simétricos, los cuales

son procesadores (núcleos) con su propia memoria local(cache), pero que comparten una

memoria global. Cada núcleo tiene acceso directo a la memoria global, y existen mecanismos

para garantizar la coherencia en la lectura-escritura de datos realizada por distintos núcleos

a las mismas unidades de memoria. Un esquema básico de un multi-procesador simétrico se

muestra en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Configuración básica de un sistema de memoria compartida con acceso uniforme. Cada

procesador tiene acceso a cualquier banco de memoria v́ıa el bus.

3.2. Conjunto de instrucciones

El modelo de memoria usado, no determina completamente el tipo de arquitectura

paralela que se tiene. Además se tiene que definir que tipo de instrucción es la que el

procesador realiza. Según la clasificación de Flynn[Flynn72], existen 4 tipos de flujo de

instrucción, las cuales indican el tipo de operación que ejecuta un sistema sobre un conjunto

de datos. Las relaciones entre operación-conjunto de datos son:

1. SISD (Single Instruction stream, Single Data stream): En general, es realizado por

una máquina secuencial, en la cual se ejecuta un solo flujo de instrucciones a un solo

dato.

2. SIMD (Single Instruction stream, Multiple Data stream): Se ejecuta una solo flujo de

instrucciones pero a un conjunto de datos. Procesadores con este tipo de relación, son

conocidos como vectoriales.

3. MISD (Multipe Instruction stream, Multiple Data stream): Se ejecuta un conjunto

de flujo de instrucciones sobre un solo conjunto de datos. En general son máquinas

paralelas, las cuales controlan un solo dispositivo. Son diseñadas para control de fallas.

4. MIMD (Multiple Instruction stream, Multiple Data stream): Se ejecuta un conjunto

de flujos de instrucciones sobre conjuntos independientes de datos. Este es el mod-

elo mas común en máquinas paralelas de muchos procesadores, como un cluster de

procesadores tipo SISD.

Un esquema simplificado de la clasificación de Flynn se muestra en la figura 3.3
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Figura 3.3: Modelos básicos de arquitecturas con distinto conjunto de instrucciones. (U. P. Unidad

de Procesamiento).

3.2.1. Arquitecturas a utilizar

En el caṕıtulo 5 de este trabajo, son mostradas métricas de rendimiento, realizadas

sobre arquitecturas paralelas de varios tipos posibles, combinando modelos de memoria y

conjunto de instrucciones. Se eligieron tres sistemas, dos de memoria compartida y uno de

memoria distribuida, descritos en el siguiente listado:

1. Sistema tipo SPMD (Single Program, Multiple Data), ejecutado sobre un modelo

de memoria compartida. El conjunto de instrucciones SPMD es una variación del

sistema SIMD, en el cual se ejecuta un mismo conjunto de instrucciones (programa)

sobre distintos conjuntos de datos. Este tipo de procesadores (vectoriales) han tenido

un resurgimiento, a partir del uso de tarjetas gráficas como procesadores de propósito

general, principalmente para cómputo numérico[Sanders10].

2. Sistema tipo MIMD, ejecutado sobre un modelo de memoria compartida. Estos sis-

temas han sido desarrollados fuertemente en los últimos diez años, al aumentar el

número de núcleos un solo chip, los cuales comparten el mismo banco de memoria

(Multi-procesadores simétricos como los de Intel o AMD).

3. Sistema tipo MIMD, ejecutado sobre un modelo de memoria distribuida. Es un cluster
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de procesadores tipo (SISD), conectados por algún tipo de red (puede ser virtual).

3.3. Bibliotecas numéricas de cómputo paralelo

Como vimos en el caṕıtulo 2, la solución al problema de Buckley-Leverett puede

ser aproximada utilizando el método de Volumen Finito sobre una malla cartesiana. Dado

que éste es un método numérico, la utilización de paquetes y/o bibliotecas de alto nivel

que implementan dicho método es un recurso muy utilizado en la comunidad cient́ıfica, ya

que esto permite ahorrar una cantidad considerable de tiempo, al ser necesario únicamente

conocer y manipular el conjunto de funciones de dicho paquete, sin tener que implementar

desde cero toda una simulación en algún lenguaje de programación. Entre dichos paquetes

podemos nombrar OpenFVM ([Ope]), FEniCS Project ([Fen]), PETSc ([PET]), y TUNA

([TUN]), por mencionar algunos, y existen paquetes para cualquier lenguaje de alto nivel

común, como C/C++, Fortran, Java, Python, etc.

Para este trabajo, se eligió TUNA para resolver el problema de Buckley-Leverett,

el cual puede requerir de la solución de grandes sistemas de ecuaciones lineales. Se eli-

gió principalmente por su facilidad de implementación, por la cercańıa del autor con el

desarrollador de TUNA, y por que en el proyecto en el que se desarrolló tesis, TUNA ha

servido como herramienta en varias ocasiones. Dado que en la implementación de una simu-

lación utilizando TUNA se puede mezclar el código con el de diversas bibliotecas de solución

de sistemas lineales, es posible evaluar el rendimiento entre distintas bibliotecas, al someter

todas a las mismas condiciones (tamaño, tipo y contenido de datos, condiciones iniciales,

etc). A continuación se dará una breve descripción del funcionamiento del TUNA, aśı como

de las 3 bibliotecas numéricas utilizadas dentro del TUNA para resolver los sistemas lin-

eales que se producen durante su ejecución. Las tres bibliotecas que se usarán para resolver

los sistemas lineales están construidas sobre distintos modelos de memoria y orientadas a

distintas arquitecturas, lo cual nos permitirá evaluar cual es el rendimiento de una misma

simulación cuando es ejecutada sobre distintas arquitecturas, y sacar conclusiones acerca de

cual es la mejor opción al momento de resolver problemas similares al de Buckley-Leverett.

La solución de sistemas lineales en paralelo puede ser llevado a cabo en distintas
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arquitecturas y modelos de memoria. La forma en que cada una de las bibliotecas que se

evaluarán realiza la paralelización se explica en el siguiente listado:

1. PETSc. Es una biblioteca que requiere ejecutarse sobre el modelo de memoria dis-

tribuida, usando MPI para comunicar la información necesaria. El conjunto de in-

strucciones sobre el que trabaja eficientemente es de tipo MIMD[PET].

2. IntelMKL. Esta biblioteca está construida sobre la tecnoloǵıa Multithread-OpenMP,

lo cual requiere una arquitectura con memoria compartida, con un conjunto de in-

strucciones tipo MIMD[Int].

3. CUDA. Este es un conjunto de compilador y bibliotecas que utiliza el modelo de

memoria compartida de una tarjeta de gráficos, ejecutándose sobre un conjunto de

instrucciones tipo SPMD(Single Program, Multiple Data).

A groso modo, en la figura 3.4 se muestra el esquema sobre el cual se desarrolló la

comparación de desempeño de entre las tres bibliotecas. En la parte superior se encuentra

la misma aplicación (TUNA), la cual se comunica mediante distintas bibliotecas con un

mismo sistema operativo. Sin embargo, al requerir distintos dispositivos de comunicación y

de cómputo para cada biblioteca, en general, ocupará distintas partes del sistema operativo.

Estó implica que la comparación es a nivel de aplicación, y la eficiencia que tenga sobre cada

biblioteca, estará ligada la respectiva tecnoloǵıa que ejecute las instrucciones establecidas

por cada biblioteca.

3.3.1. TUNA

TUNA es un conjunto de funciones, clases y espacios de nombres parametrizadas

(templates) para resolver numéricamente las ecuaciones gobernantes del flujo de fluidos us-

ando el método de Volumen Finito. El propósito inicial fue simular fenómenos de convección

natural en cavidades rectangulares, pero debido a su construcción genérica y al uso de pro-

gramación orientada a objetos, nuevas caracteŕısticas pueden agregarse fácilmente [TUN].

Está escrita en C++, hace uso intensivo de templates y utiliza la biblioteca Blitz++[OOS]
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Figura 3.4: Esquema de comparación: Sobre el sistema operativo (S.O.) se ejecuta TUNA, el cual

mediante la interfaz a cada biblioteca, emplea distintas partes del sistema operativo para realizar la

comunicación y cómputo en las diferentes tecnoloǵıas (memoria compartida (M.C.), tarjeta gráfica

(GPU), memoria distribuida (M.D.))

para el manejo de arreglos. Para más detalles acerca del funcionamiento de TUNA véase

[TUN]. En esta biblioteca se abstraen los conceptos matemáticos del problema a resolver, y

se asocia un objeto a dicha abstracción, definiendo por ejemplo, la ecuación diferencial que

gobierna el sistema a simular, y asociándola a una clase parametrizada (template) que de-

scribe dicha ecuación y tiene cierta funcionalidad (como por ejemplo, la generación, cálculo

y actualización de coeficientes, condiciones de frontera, etc., de la matriz resultante al dis-

cretizar la ecuación diferencial). Para resolver el problema de Buckley-Leverett descrito en

el caṕıtulo 2, usando TUNA, se hace lo siguiente: Primero se define la malla y los campos

donde se guardará la solución, de la siguiente forma:

Código (C++) 3.1: Generación de mallas y campos

StructuredMesh<Uniform<double , 3> > mesh( length x , num nodes x ,

length y , num nodes y ,

l ength z , num nodes z ) ;

Sca larFie ld3D p ( mesh . getExtentVolumes ( ) ) ;

Sca larFie ld3D Sw ( mesh . getExtentVolumes ( ) ) ;

Sca larFie ld3D p n ( mesh . getExtentNodes ( ) ) ;

Sca larFie ld3D Sw n( mesh . getExtentNodes ( ) ) ;

Haciendo uso de los objetos mesh, p, Sw, p n y Sw n definidos anteriormente, se

pueden crear objetos para manejar las ecuaciones de presión y saturación. Por ejemplo, para

el cálculo de la presión se realiza lo siguiente:

Código (C++) 3.2: definición y configuración del objeto pressure
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TwoPhaseEquation< BLIP1<double , 3> >

pre s su re (p , A, b , mesh . ge tDe l tas ( ) ) ;

p r e s su re . setDeltaTime ( dt ) ;

p re s su re . s e tPermeab i l i t y ( permeab i l i t y ) ;

p re s su re . s e tPo ro s i t y ( p o r o s i t y ) ;

p re s su re . setSrw (Srw ) ;

p re s su re . s e tS ro ( Sro ) ;

p re s su re . s e tV i s c o s i t y w (mu w ) ;

p re s su re . s e tV i s c o s i t y o (mu o ) ;

p re s su re . setNeumann (LEFT WALL, − i n j e c t i o n ∗ mu w / permeab i l i t y ) ;

p re s su re . s e tD i r i c h l e t (RIGHTWALL) ;

p re s su re . setNeumann (TOPWALL) ;

p re s su re . setNeumann (BOTTOMWALL) ;

p re s su re . setNeumann (FRONTWALL) ;

p re s su re . setNeumann (BACKWALL) ;

p re s su re . s e t S a tu r a t i on (Sw ) ;

Observese que el objeto pressure contiene toda la información necesaria para con-

trolar el esquema numérico de discretización, la malla, las condiciones iniciales y de frontera,

entre otras. Un código similar se realiza para definir un objeto saturation, el cual manejará la

ecuación de saturación.

El método IMPES descrito en el algoritmo 1, se implementa como sigue:

Código (C++) 3.3: IMPES

while ( t <= Tmax) {

pre s su re . c a l cC o e f f i c i e n t s ( ) ;

So lv e r : :TDMA3D( pressure , t o l e rance , 20 , 1 ) ;

p re s su re . update ( ) ;

s a t u r a t i on . c a l cC o e f f i c i e n t s ( ) ;

So lv e r : : s o lExp l i c i t 3D ( sa tu r a t i on ) ;

s a t u r a t i on . update ( ) ;

}

Dentro del ciclo IMPES, el TUNA utiliza los métodos TDMA y solExplicit3D, en

los cuales se resuelve los sistema de ecuaciones lineales para la presión y para la saturación
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variable valor unidades

L 256 m

a 16 m2

ginP 4.4722 × 10−7 m3

s

pouto 1× 107 Pa

µw = µo 0.001 Pa · s

δt 6000 s

c. f. cara a : Dirichlet −

c. f. otras caras : Neumann −

Srw 0 −

Sr0 0.2 −

k 1.15× 10−15 m2

θ 1 −

esquema sat. : Upwind −

nx = ny 16 −

nz 1024 −

dx = dy = dz 0.25 m

tiempo total 1251 d́ıas

Tabla 3.1: Valores utilizados en la simulación del problema de Buckley-Leverett usando TUNA.

respectivamente (el TDMA es una variación del método de Thomas de matrices tridiago-

nales). Esas ĺıneas son las que pueden ser modificadas para utilizar cualquier biblioteca de

solución de sistemas lineales, únicamente extrayendo los campos contenidos en los objetos

pressure y saturation, y pasarlos como argumentos a la biblioteca que se desee utilizar,

garantizando únicamente que los arreglos extráıdos estén en el formato adecuado que re-

quiera cada biblioteca. Las modificaciones realizadas para conectar el TUNA con cualquiera

de las 3 bibliotecas evaluadas (IntelMKL, CUDA, PETSc), serán descritas en el caṕıtulo 4.

En las siguientes secciones se dará cada una visión global de estas bibliotecas a evaluar.

Se realizó una simulación en TUNA del ejemplo de la sección 2.5. En las figuras

3.5 y 3.6 se muestra el avance de la interfaz agua-aceite (choque) lo cual va desplazando el

aceite a lo largo del volumen. Los parámetros de la simulación fueron
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Figura 3.5: Simulación del problema Buckley-Leverett mediante el TUNA, utilizando los parámet-

ros de la tabla 3.1. Se muestra la evolución de la interfaz agua-aceite (choque) cada 250 d́ıas, durante

1250 d́ıas. El color rojo representa la máxima saturación de agua y el azul la menor. Inicialmente

está saturado de aceite. La malla en este problema conteńıa 262144 celdas.

3.3.2. IntelMKL

En el 2003, el fabricante de microprocesadores, Intel, sacó a la venta la Intel

Math Kernel Library, la cual inicialmente era un conjunto de rutinas optimizadas para el

manejo de operaciones de álgebra lineal, similares a las implementadas en BLAS y LAPACK.

Explotaba la arquitectura de los procesadores Intel, haciéndoles tener un rendimiento mayor

que cualquier otra implementación de dichas bibliotecas. Hoy en d́ıa, tiene un gran número

de funciones, no solo de álgebra lineal, sino de otras áreas de las matemáticas como la

estad́ıstica(VSL) y el análisis (FFT), entre otras aplicaciones. A la fecha, también optimiza

códigos ejecutados en procesadores de otros fabricantes (AMD). Entre las herramientas que

utiliza para mejorar el desempeño, está el uso de la memoria compartida de los procesadores
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Figura 3.6: Evolución del frente de agua a lo largo de 6 tiempos (200 , 350, 500, 650, 800 y 950

d́ıas). Se tomo como ĺınea de referencia el eje central en la dirección z.
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con más de un núcleo por chip. Dicho manejo de la memoria lo realiza mediante la interfaz

de programación de aplicaciones (API) OpenMP , la cual permite la paralelización de un

código ejecutado sobre una máquina de memoria compartida con llamadas a directivas de

dicha API. La paralelización se realiza en segmentos espećıficos del código a ejecutarse,

dividiendo dicho segmento entre varias hebras, las cuales existen únicamente durante la

ejecución de dicho segmento.

Tiene como gran ventaja, la facilidad de implementación, aśı como el aprovechar

al máximo los recursos de una máquina multi-core, sin embargo, está limitada únicamente a

este tipo de máquinas (memoria compartida). Debido al costo que implica una máquina con

muchos núcleos por chip, esta tecnoloǵıa no es muy recurrida en aplicaciones que requieren

HPC.

3.3.3. CUDA

Con el desarrollo de la tecnoloǵıa de tarjetas para el manejo de gráficos, la com-

pañ́ıa Nvidia, liberó, en el 2007, un compilador y varias bibliotecas para utilizar dichas

tarjetas como procesadores de propósito general. Debido al tipo de operaciones realizadas

por dichas tarjetas, las unidades de procesamiento son mucho más sencillas y menos de-

mandantes de enerǵıa que sus similares SISD. Esto permitió a los fabricantes de tarjetas

de gráficos colocar una gran cantidad de núcleos en una sola tarjeta, a un costo muy bajo,

dando como resultado un sistema de decenas e incluso centenas de núcleos instalados en una

máquina convencional. Estas pequeñas computadoras con grán cantidad de procesadores,

para muchas aplicaciones, obtienen un desempeño mucho mayor que otras máquinas con

número similar de procesadores. Su programación está basado en modelo de memoria com-

partida, pero a diferencia de los procesadores SISD, estas máquinas vectoriales emplean una

extensión del conjunto de instrucciones SIMD, el SPMD (single program, multiple data), en

el cual, cada procesador vectorial, ejecuta el mismo programa sobre un conjunto distinto de

datos. A todo este conjunto de compilador y herramientas se le denominó CUDA (Compute

Unified Device Architecture), el cual aporta extensiones al lenguaje C, para la manipulación

numérica de datos en el GPU, un mejor control y acceso de los bancos de memoria y poder

utilizar los núcleos de la tarjeta para propósito general.
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Tiene todas las ventajas de las tarjetas de gráficos (baja latencia y concurrencia),

sin embargo el intercambio de memoria entre los bancos de la computadora y los bancos de

la tarjeta, son en general, los cuellos de botellas en aplicaciones sobre esta arquitectura, pués

actualmente no existe un mecanismo de comunicación GPU-CPU que tenga una velocidad

suficiente para despreciar los tiempos de transmisión. Además, estos sistemas están muy

limitados de memoria, actualmente, la tarjeta con mayor cantidad de memoria alcanza los

4 GigaBytes, excluyéndola de aplicaciones de memoria masiva. Se le puede dar vuelta al

problema, utilizándolas en un cluster, pero la comunicación entre tarjetas se vuelve más

lenta, al tener que transferir toda la información a las memoria de la máquina y utilizar

alguna biblioteca de envió y recepción de mensajes, como MPI, para realizar la comunicación

entre máquinas, y transferir la nueva información a las tarjetas. Sin embargo, computadoras

de alto desempeño que utilizan este tipo de configuración hoy en d́ıa ya se pueden contar

entre las más rápidas del mundo. La lista actual del top500 (mayo de 2011)[top], reporta 3

supercomputadoras entre las primeras 10 que usan este esquema (1o Tianhe-1A, 3o Nebulae-

Dawning y 4o Tsubame 2.0-HP).

3.3.4. PETSc

Consiste de toda una recopilación de estructuras de datos y funciones para resolver

ecuaciones diferenciales. Su intención es dar todos los elementos para escribir aplicaciones

cient́ıficas, de forma paralela, escalable, y ocultando al programador la programación ex-

pĺıcita de la paralelización. Ha sido desarrollado por la Mathematics and Computer Science

Division del Argonnne National Laboratory, y sus siglas vienen de Portable, Extensible

Toolkit for Scientific Computation (PETSc). Esta recopilación está diseñada para ser mul-

tiplataforma, y utiliza el esquema de memoria distribuida para hacer la paralelización me-

diante MPI, aunque en la última versión incluye una interfaz para la utilización de tarjetas

de gráficos. Posee todo un conjunto de estructuras para describir matrices y vectores, tanto

densos como dispersos, en formato serial o paralelo. Tiene diversos métodos del subespacio

de Krylov para la solución de sistemas de ecuaciones, varios precondicionadores, métodos de

solución no lineales, entre otras caracteŕısticas. A su vez, permite elegir la configuración de

la aplicación desde la ĺınea de comandos, permitiendo cambiar de modo paralelo a secuen-
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cial, de un método de solución a otro, de un precondicionador a otro, etc, solo cambiando

un parámetro en la ejecución. Como está construido sobre MPI y su enfoque es la escala-

bilidad, un mismo programa se puede correr en casi cualquier computadora, sin tener que

modificar el código, pues PETSc genera archivos de configuración al instalarse que manejan

la interacción con el sistema que lo ejecuta.

3.4. Conclusiones del caṕıtulo

En este caṕıtulo se explicó a grandes rasgos los distintos tipos de esquemas de

memoria, y el conjunto de flujo de instrucciones que definen una arquitectura computa-

cional, con la intención de dar elementos extra para entender las mètricas a evaluarse sobre

cada distintia arquitectura. Las bibliotecas aqúı mencionadas son de las más eficientes en

su respectivo esquema de memoria, por lo que se puede hacer una relación directa entre

cada biblioteca y la respectiv tecnoloǵıa donde se ejecuta. Para equipos con muchas com-

putadoras, o incluso para una sola con más de una capacidad paralela, conocer cuál es la

mejor opción a emplear para cada situación, permité explotarlos al máximo y eficientar su

uso.



Caṕıtulo 4

Implementación

En este caṕıtuloe describirá la implementación de cada una de las tres versiones

del BiCGStab y del cálculo de la saturación, una por cada biblioteca descrita en el caṕıtulo

anterior.

4.1. Implementaciones

Cada biblioteca analizada tiene su propia definición de operaciones de álgebra lin-

eal. La de Intel (MKL) y la de Nvidia (CUDA), son similares a las definiciones contenidas

en BLAS. PETSc maneja definiciones propias. En está sección se mostrará la forma en que

se implementó la parte central del BiCGStab en CUDA, PETSc e IntelMKL, mostrando las

operaciones correspondientes principales del pseudocódigo del algoritmo 2.1, con la respec-

tiva programación en las bibliotecas mencionadas. Dado que PETSc maneja internamente

la implementación, no se tuvo que programar el método, solo fue necesario crear el entorno

necesario para su ejecución. Sin embargo, el código de PETSc es abierto (a diferencia de

MKL y CUDA), por lo que, se incluirá también el fragmento de código correspondiente.

Además, para comparar contra un programa serial, se elaboró un programa escrito en una

biblioteca serial eficiente para manejo de álgebra lineal (SELDON), el cual servirá como base

de comparación con las bibliotecas paralelas. Una descripción de la biblioteca SELDON se

puede ver en [Sel].

Todas las operaciones de álgebra lineal que aparecen en el BiCGStab son generadas
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a partir de combinaciones de las operaciones mostradas en la tabla 2.1. A continuación se

mostrarán fragmentos de la implementación del BiCGStab, en los que se realizan dichas

operaciones, para mostrar la posible claridad, practicidad, similitudes y diferencias, entre

cada una de las bibliotecas analizadas.

Entre las condiciones de paro del BiCGStab, existen dos de convergencia, cada una

de las cuales se obtiene de las contracción de dos vectores c ← r · r̃. Para cada biblioteca,

siendo r, rtilde, dos estructuras de datos, cada una representando un vector del BiCGStab,

y c el escalar correspondiente, se tiene las siguientes implementaciones (N el número de

elementos en cada vector):

Código (C++) 4.1: Contracción vectorial

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ CUDA ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

c = cublasDdot ( N , r t i l d e , 1 , r , 1 ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ IntelMKL ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

c = ddot ( &N , r t i l d e , &inc , r , &inc ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PETSc ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

i e r r = VecDot ( r , r t i l d e , &c ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ SELDON ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

c = DotProd ( r t i l d e , r ) ;

En la parte final del ciclo del BiCGStab, se requiere hacer la actualización pj+1 ←

rj+1 + βj(pj + ωjAijpi). Esta parte se puede realizar en términos de operaciones axpy’s y

de un escalamiento, mediante la siguiente secuencia (definiendo previamente el producto
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A× p, como un vector temporal Ap):

1. pj+1 ← pj + ωjApj

2. pj+1 ← βjpj+1

3. pj+1 ← rj+1 + pj+1

Las implementaciones para este pseudocódigo, definiendo p,r, Ap las estructuras

de datos correspondientes, y omega y beta los respectivos escalares, queda de la siguiente

forma (N el número de elementos en cada vector)

Código (C++) 4.2: Parte final del BIiCGStab

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ CUDA ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

cublasDaxpy ( N , −omega , Ap , 1 , p , 1 ) ;

cub lasDsca l ( N, beta , p , 1 ) ;

cublasDaxpy ( N , 1 , r , 1 , p , 1 ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ IntelMKL ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

daxpy ( N , −omega , Ap , 1 , p , 1 ) ;

d s c a l ( N , beta , p , 1 ) ;

daxpy ( N , 1 , r , 1 , p , 1 ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PETSc ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

i e r r = VecAXPBYPCZ( p , 1 , −omega∗beta , beta , r , Ap ) ;

/// l a s operaciones axpy y e s ca l a r est án d e f i n i d a s
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/// en PETSc , de l a s i g u i e n t e manera

/// i e r r = VecAXPY(p , beta ,Ap) ;

/// i e r r = VecScale (p , be ta ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ SELDON ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

Add( −omega , Ap , P) ;

Mlt ( beta , P ) ;

Add( 1 , R , P ) ;

Como se mencionó anteriormente, en cada paso del BiCGStab, se realizan 2 op-

eraciones matriz-vector, las cuales, consumen la mayor parte del tiempo de cálculo de cada

iteración. Para cada biblioteca, se utilizó el mismo formato de compresión matricial CRS

(Compressed Row Storage, véase [Saad00]), el cual es uno de los formatos estándar a utilizar

en este tipo de problemas. Debido a la utilización de este formato, aparece una pérdida de

rendimiento, sobre la cual se hablará en la sección 2.6.3. Aśı, para una estructura de datos

val que representa una matriz en formato de compresión CRS, usando dos arreglos row,

col para representar su ubicación en la matriz original (en el caso de la implentación en

Seldon la matriz está descrita por una única estructura VAL), 2 estructuras de datos s,As

representando 2 vectores, la implementación de la multiplicación Matriz-Vector y = Ax en

cada biblioteca se muestra en el siguiente listado:

Código (C++) 4.3: matriz por vector usando CRS

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ CUDA ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

cusparseDcsrmv ( handle , CUSPARSE OPERATION NON TRANSPOSE

, N , N , 1 , de sc r , va l , row , c o l

, s , 0 , As ) ;

/// handle , descr son d e s c r i p t o r e s de matr i z
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/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ IntelMKL ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

mkl dcsrgemv ( t ran sa , N , val , row , c o l , s , As ) ;

/// transa es un d e s c r i p t o r de matr i z

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PETSc ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

i e r r = KSP PCApplyBAorAB( ksp , s , As ,T) ;

/// Ksp es una entrono que con t i ene

/// a l a matr i z VAL y T es un ar r e g l o

/// temporal

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ SELDON ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

Mlt (VAL, s , As ) ;

La última operación por mostrar es la duplicación de vectores y ← x, para la cual,

definiendo las estructuras de datos x, y como los vectores a duplicar, se tiene la siguiente

implementación.

Código (C++) 4.4: Duplicación de vectores

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ CUDA ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

dcopy ( N , x , 1 , y , 1 ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ IntelMKL ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/
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dcopy ( N, x , 1 , y , 1 ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ PETSc ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

i e r r = VecCopy ( r , r t i l d e ) ;

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

/∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ SELDON ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗/

Copy ( x , y ) ;

Para el cálculo de la saturación, según la ecuación 2.82, se requieren dos axpys y

una operación matriz vector, las cuales ya han sido descritas dentro de las operaciones del

BiCGStab.

4.1.1. Modificaciones espećıficas a cada biblioteca

Debido a los distintos enfoques de manejo de memoria y tipos de arquitectura de

cada biblioteca, en cada simulación se tuvo que agregar código espećıfico para cada una

y aśı asegurar la correcta comunicación con la respectiva interfaz. Estas modificaciones al

programa original (escrito únicamente con rutinas del TUNA), no cambiaron su flujo natural

ni las condiciones del problema. Estas modificaciones se explican a continuación:

1. En los casos de Seldon e IntelMKL, no fue necesario agregar mucho código , ya que solo

era necesario cambiar las llamadas al método de solución respectivo para la presión

y la saturación, sin tener que modificar las estructuras de datos que conteńıan la

información del problema (la matriz y los dos vectores del sistema lineal Ax = b a

resolver), pues ambas bibliotecas trabajan directamente con dichas estructuras, una

por ser serial (Seldon) y la otra por manejar memoria compartida (IntelMKL).

2. En el caso de CUDA, la información contenida en cada estructura del sistema lineal,

reside originalmente en la memoria del CPU, y debe ser enviada a la memoria del GPU

para ser procesada (de forma paralela) y enviada de vuelta a los bancos de memoria
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del CPU, para que los datos operados sigan con la ejecución del IMPES en el contexto

del TUNA. Para esto se agregaron funciones para portar la estructura de datos a un

formato manejable por CUDA, y para el envió y recepción correspondiente.

3. En el caso de PETSc, la solución del sistema lineal se realiza de forma paralela sobre

un esquema de memoria distribuida, lo cual requiere que el sistema lineal sea seg-

mentado y distribuido a los procesadores que intervengan en la simulación. Además,

toda la simulación se realiza de forma paralela (existe una copia del programa por

cada procesador usado). Esto crea un problema con el enfoque serial del TUNA, ya

que este realiza la creación, ensamblado y actualizaciones de todas sus estructuras de

datos de forma serial, y dicha forma queda oculta al programador, impidiendo que

cada procesador genere de forma expĺıcita la parte respectiva de cada estructura glob-

al (se tendŕıa que reescribir completamente el TUNA para lograr esto). La manera

en que se resolvió esto, fue imponiendo que solo un procesador (ráız) generará las

estructuras de datos, y una vez listas para ser utilizadas en la solución de la presión

y de la saturación, dichas estructuras se dividieran y fueran enviadas a los demás

procesadores para utilizar las rutinas de PETSc. Una vez que la biblioteca resolv́ıa

(de forma paralela) el sistema, este era devuelto al procesador ráız, y se segúıa con el

código relativo al TUNA.

Debido a que al utilizar CUDA y PETSc fue necesaria la introducción de opera-

ciones extra (cambios de formato, env́ıo y recepción de información), no puede compararse

el desempeño de las bibliotecas midiendo el tiempo total de ejecución de la simulación,

pues cada ejecución requirió de un tiempo distinto, espećıfico a cada biblioteca. El objetivo

de este trabajo es comparar el rendimiento de dichas bibliotecas en condiciones similares.

Al utilizar el TUNA se garantizó que el problema fuera el mismo (dimensiones, tiempo,

condiciones iniciales, discretización, etc), pero esto requirió distintas implementaciones con

distintos tiempos de configuración. La forma en que se midió el rendimiento fue tomando

únicamente el tiempo empleado en resolver el sistema de ecuaciones para la presión y la

saturación, desde que se inicia la comunicación (para el caso de CUDA y PETSc), hasta que

se regresa dicha información a la secuencia original del TUNA. Una vez conocida cuál bib-
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lioteca es más conveniente, se podŕıa escribir toda una aplicación (TUNA por ejemplo) con

base en dicha biblioteca para evitar cambios de formato y demás configuraciones relativas

a la interfaz.

4.1.2. Métricas

Definiremos de forma sencilla FLOP como la cantidad de operaciones algebraicas

mı́nimas (suma y multiplicaciones) que se realizan para completar alguna operación vecto-

rial de algebra lineal, dividida entre el tiempo tomado en realizarlas. Por ejemplo en una

contracción de dos vectores de tamaño N , si se realizan N multiplicaciones +N − 1 sumas,

dando un total de 2N − 1 ≈ 2N operaciones de punto flotante en T segundos, este cálculo

empleó 2N/T FLOPS.

En general, la aceleración (S) o speedup se define como

S =
T ser

T par
, (4.1)

con T ser y T par los tiempo totales de ejecución serial y paralelo respectivamente.

Para este caso, se definirá una aceleración S∗ similar a la anterior, pero los tiempos T ser y

T par ya no serán los totales, sino solo los tiempos empleados en calcular la presión (v́ıa el

BiCGStab) y la saturación (expĺıcita). Definiendo el tiempo de cálculo serial (paralelo) de

la presión como tserpres (t
par
pres), y el tiempo de cálculo serial (paralelo) de la saturación como

tsersat (t
par
sat ), la aceleración S∗ queda

S∗ =
Tser
Tpar

=
tserpres + tsersat
tparpres + tparsat

. (4.2)
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Resultados y Análisis

En este caṕıtulo se presenta los resultados obtenidos en la evaluación de las métri-

cas de desempeño realizadas a las tres bibliotecas paralelas descritas en el caṕıtulo 3.3,

usando como referencia una biblioteca serial optimizada (Seldon). Este caṕıtulo está divido

en dos secciones. La primera muestra los resultados obtenidos para el desempeño, ya sea en

FLOPS o en segundos, de las implementaciones de las 4 bibliotecas, para:

1. las operaciones vectoriales que componen el BiCGStab,

2. el tiempo promedio de cálculo para la presión (BiCGStab) en cada paso del IMPES,

3. el tiempo promedio del cálculo explicito de la saturación en cada paso del IMPES,

4. la aceleración asociada a cada biblioteca paralela.

Los resultados mostrados son del cálculo de la presión y la saturación utilizando el TUNA

como programa principal, haciendo la correspondiente interfaz a cada biblioteca para re-

solver los sistemas lineales generados por el IMPES, garantizando aśı las mismas condiciones

iniciales en la evolución de cada simulación.

5.1. Resultados

Se utilizó una máquina con procesador Intel Xeon de 64 bits con 8 núcleos a 3.7

GHz cada uno, con 4 GB de memoria RAM. La tarjeta de gráficos empleada (montada en
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la misma máquina) fue una NVIDIA TESLA C1060, con 4 GB de memoria RAM, con 30

Multiprocesadores (MP), cada uno de estos con 8 núcleos, dando un total de 240 CUDA

cores.

Dada las limitantes establecidas por la memoria RAM (4GB) y el número de

núcleos por procesador (8 en el caso de IntelMKL en el esquema de memoria compartida),

se limitó la ejecución de la simulación utilizando la biblioteca PETSc (la cual puede ser

ejecutada en supercomputadoras con mas 100000 núcleos) a únicamente los 8 núcleos de

la máquina utilizada. Esto para comparar el desempeño en igualdad de circunstancias (al

menos en el tamaño de memoria).

Para cada operación vectorial, se realizaron mediciones para dos tamaños distintos

de vectores, 262144 ó 524288 entradas. Para el caso de la operación matriz por vector, la

matriz fue de 262144 × 262144 ó 524288 × 524288 entradas.

En el caso de las bibliotecas evaluadas, tanto PETSc como IntelMKL, permiten

variar el número de núcleos empleados en la ejecución de un programa. Para ambas bib-

liotecas, se midió el rendimiento obtenido al realizar cada una de las operaciones vectoriales

del BiCGStab (ver tabla 2.1), utilizando distintas cantidades de núcleos (1, 2, 4 y 8), cada

núcleo se asignó una hebra, de modo que, de aqúı en adelante, cada vez que se refiera a que

una simulación fue ejecutada sobre N núcleos, el numéro de hebras ejecutado será también

N .

A continuación se muestra un listado con las gráficas de los resultados obtenidos

1. Los resultados da las operaciones axpy, contracción y escala para la biblioteca In-

telMKL, utilizando 1, 2, 4 y 8 núcleos son mostrados en la figura 5.1.

2. Los resultados para el caso de la biblioteca PETSc (axpy, contracción y escala ),

utilizando 1, 2, 4 y 8 núcleos, son mostrados en la figura 5.2.

3. Una vez obtenida la cantidad de núcleos óptima para las bibliotecas IntelMKL y

PETSc, se comparara en las figuras 5.3 y 5.4 dichos valores (con número óptimo de

núcleos) con los resultados de las bibliotecas CUDA y Seldon, para las operaciones

evaluadas en las figuras 5.1 y 5.2.
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4. La duplicación vectorial no realiza operaciones de punto flotante, sin embargo, su real-

ización en dos ocasiones dentro del ciclo principal del BiCGStab, requiere de un tiempo

considerable. Los resultados obtenidos en el tiempo de ejecución de esta instrucción

para las cuatro bibliotecas analizadas, son mostrados en las figuras 5.5.

Una vez evaluado el desempeño para cada operación vectorial dentro del BiCGStab,

se procedió a medir el tiempo empleado en cada llamada al BiCGStab y al cálculo expĺıcito

de la saturación por cada paso del IMPES, empleando las distintas implementaciones de

estas rutinas. Se calculó el tiempo promedio por cada iteración del IMPES.

1. Los resultados obtenidos en el tiempo promedio de cálculo de la presión (BiCGStab)

por iteración del IMPES para dominios problemas con 262144 y 524288 celdas son

mostrados en la figura 5.6.

2. Los resultados para el tiempo de cálculo de la saturación por iteración del IMPES son

mostrados en la figura 5.7.

3. Para cada ciclo del IMPES, la suma de los tiempos de cálculo de la presión tparpres y la

saturación tparsat (véase subsección 4.1.1), permiten calcular la aceleración S∗, definida

en la ecuación 4.2, tomando como T ser el tiempo secuencial de la biblioteca Seldon.

Los resultados son mostrados en la figura 5.8.
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Figura 5.1: Desempeño en FLOPS obtenido por la biblioteca IntelMKL en las operaciones axpy,

contracción y escala. Se evaluó cada operación para 1, 2 , 4 y 8 núcleos, realizando 1000 promedios

para cada una. No se obtuvo un resultado general sobre el número óptimo de núcleos a emplear.

Para el axpy el número óptimo es 4 núcleos, para contracción y escala, el óptimo fue 8 núcleos.

5.2. Análisis

Para las bibliotecas en las cuales se puede variar el número de núcleos (IntelMKL

y Petsc), los resultados muestran el cambio de rendimiento al variar dicho número, lo cual

tiene consecuencias importantes en la optimización de aplicaciones, al no ser necesaria en

todos los casos la utilización de todo un procesador (varios núcleos) para obtener mejor
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Figura 5.2: Desempeño en GFLOPS obtenido por la biblioteca PETSc en las operaciones axpy,

contracción y escala. Se evaluó cada operación para 1, 2 , 4 y 8 núcleos, realizando 1000 promedios

para cada una. El desempeño de está biblioteca decae conforme el número de núcleos utilizados

crece.

desempeño. Además, el número óptimo de núcleos puede cambiar de una operación vectorial

a otra, por ejemplo, el número óptimo de núcleos para el axpy (4) y para la contracción (8)

difieren (figura 5.1).

A diferencia de sistemas de memoria compartida, como los que explota IntelMKL,

en sistemas distribuidos la comunicación de datos es un cuello de botella, y en general el

rendimiento disminuye conforme aumenta el número de núcleos si la operación requiere del
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Figura 5.3: Comparación en el desempeño (GFLOPS) de las 4 bibliotecas, para las operaciones

axpy, contracción y escala. Para axpy el mejor desempeño lo obtuvo CUDA, y para las otras dos

operaciones fue IntelMKL la de mejor resultado. Para las bibliotecas PETSc e IntelMKL, se utilizaron

los mejores resultados obtenidos en las gráficas 5.1 y 5.2. Se realizaron 1000 promedios por cada

resultado.

envió e intercambio de información. Incluso, para un mismo número de núcleos, el aumentar

el tamaño del conjunto de datos a operar, puede disminuir el rendimiento del sistema, como

puede observarse en la relación entre el desempeño de uno y dos núcleos en el axpy de la

figura 5.2.

No hubo un resultado general para todas las operaciones, aunque los mejores de-
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Figura 5.4: Comparación en el desempeño (GFLOPS) de las 4 bibliotecas, para la operación matriz

por vector. Para esta operación, la cual es más demandante de tiempo, fue CUDA la biblioteca

con mejor desempeño. Para las bibliotecas PETSc e IntelMKL, se utilizaron los mejores resultados

obtenidos en las gráficas 5.1 y 5.2. Se realizaron 1000 promedios por cada resultado.

sempeños fueron obtenidos por las bibliotecas CUDA e IntelMKL. Para las operaciones

matriz-vector y axpy, CUDA obtuvo el mejor desempeño, siendo más notorio para la

primera. Este resultado es importante, ya que dentro de cada ciclo del BiCGStab, las

dos multiplicaciones matriz por vector son las que consumen el mayor tiempo de cálcu-

lo. Además, dentro de cada ciclo se realizan 6 axpy’s (ver tabla 2.1), los cuales también

requieren una cantidad importante de tiempo al realizarse. Esto muestra la conveniencia
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Figura 5.5: Comparación en el tiempo (segundos) de las 4 bibliotecas, para la duplicación vectorial.

No hubo una diferencia notoria entre los tiempos para las bibliotecas IntelMKL y CUDA, las cuales

reportaron los menores tiempos. Se realizaron 1000 promedios por cada resultado.

del uso de GPU’s en problemas similares al descrito en este trabajo (ver caṕıtulo 2).

Para la operación vectorial escala, las bibliotecas CUDA e IntelMKL tuvieron

desempeños similares, y solo para la operación de contracción, IntelMKL tuvo una diferencia

considerable. Esto sugiere el uso de distintas bibliotecas dentro de cada ciclo, lo cual podŕıa

mejorar el desempeño al explotar las operaciones óptimas de cada biblioteca. Sin embargo,

se debe tomar en cuenta que los datos que opera el GPU deben estar en la memoria RAM del

GPU, lo cual plantea un problema al momento de querer realizar operaciones del BiCGStab
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Figura 5.6: Comparación en el tiempo (segundos) de las 4 bibliotecas, del tiempo promedio

empleado en el cálculo de la presión (BiCGStab) en cada paso del IMPES. Para este caso, fue la

biblioteca CUDA la de mejor desempeño. Se realizó toda una simulación del problema de Buckley-

Leverett utilizando TUNA y se promedió durante 1000 iteraciones del IMPES.

con otras bibliotecas (las cuales emplean datos de la memoria RAM en la computadora).

Dentro de los esquemas de memoria, solo la memoria compartida evita el traslado

de información entre procesadores. Para la biblioteca PETSc la cual utiliza memoria dis-

tribuida, se midieron los tiempos de env́ıo desde el núcleo principal (el cual generaba los

vectores y matrices originales) a los demás núcleo. Este tiempo debe ser tomado en cuenta

ya que se realiza dos veces en cada paso del IMPES, al inicio y fin ciclo del BicGStab. Sin
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Figura 5.7: Comparación en el tiempo (segundos) de las 4 bibliotecas, del tiempo promedio

empleado en el cálculo expĺıcito de la saturación en cada paso del IMPES. Para este caso, fue la

biblioteca CUDA la de mejor desempeño. Se realizó toda una simulación del problema de Buckley-

Leverett utilizando TUNA y se promedió durante 1000 iteraciones del IMPES.

embargo, el tiempo obtenido de transmisión de datos para está biblioteca fue muy pequeño

(≈ 10−6 segundos), de modo que se puede considerar despreciable. En los casos de Seldon

(secuencial) e IntelMKL (memoria compartida) la información necesaria es accesible a los

núcleos, de modo que no es necesario el intercambio de información.

Para la biblioteca CUDA, al principio y al final de cada llamada al BiCGStab se

debe transferir estructuras de datos entre la memoria RAM del procesador y la memoria



5.2. Análisis 75

Figura 5.8: Aceleración de las tres bibliotecas paralelas, usando como referencia la biblioteca

serial Seldon, a partir de la suma de los tiempos promedio del cálculo de la saturación y de la

presión en cada paso del IMPES. La biblioteca CUDA tuvo la mejor aceleración. Se realizó toda

una simulación del problema de Buckley-Leverett utilizando TUNA y se promedió durante 1000

iteraciones del IMPES.

RAM del GPU. En este caso, el tiempo ya no fue despreciable. Una transferencia de 262144

elementos desde los bancos de memoria del CPU a los del GPU , tomó 0.0005 segundos.

Con la misma cantidad de elementos, el tiempo medido para enviar la información del GPU

al CPU tomó 0.006 segundos.

Para este caso, el ancho de banda B→w del CPU al GPU fue:
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B→w =
bytes transmitidos al GPU

tiempo de transmisión
(5.1)

=
262144 elementos ∗

8 bytes
elemento

0.0005seg

=4194304000
bytes

seg
= 4.194

Mbytes

seg
.

y para el ancho de banda B←w del GPU al CPU se obtuvo:

B←w =
bytes transmitidos del GPU

tiempo de transmisión
(5.2)

=
262144 elementos ∗

8 bytes
elemento

0.0006seg

=3.495
Mbytes

seg
.

Los anchos de banda medidos B→w y B←w fueron cercanos a los anchos de banda

máximos indicados por el fabricante ( 4946 Mbytes/s y 4231 Mbytes/s respectivamente).

El tiempo de transmisión entre los dos dispositivos (CPU y GPU) en general es omitido,

y sin este, la aceleración que comúnmente se reporta en la literatura por el uso de GPU’s

puede ser mucho mayor de lo que en realidad se obtiene, si dichas aplicaciones requieren

constantes intercambios de grandes cantidades de información entre dispositivos. Para el

caso estudiado, el tiempo de transmisión entre los dispositivos fue del orden de la operación

matriz por vector (0.00123 segundos para la multiplicación y 0.0005 + 0.0006 = 0.0011

segundos para la transmisión de un vector de 262144 elementos de ida y vuelta del CPU al

GPU).

Para cada iteración del IMPES, los tiempos de ejecución en los cálculos de la pre-

sión y de la saturación mostrados en las gráficas 5.6 y 5.7 arrojaron que la biblioteca CUDA

tuvo el mejor desempeño. Es importante recalcar que esta biblioteca tiene la desventaja de

requerir cierto tiempo t↔ para intercambiar 2 veces información entre el CPU y el GPU

en cada paso del IMPES, una por el cálculo de la presión y una por el de la saturación.

En el caso de la presión, fue necesario subir a la tarjeta gráfica dos vectores y una matriz,

lo cual tomó un tiempo t↔, de 0.0099 segundos para el problema de 262144 celdas, y de
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0.0187 segundos para el de 524288 celdas. En el caso de la saturación, se requirió transmitir

3 vectores y una matriz, tomando un tiempo t↔ de 0.011 segundos para el problema de

262144 celdas y 0.021 segundos para el de 524288 celdas.

Si el tiempo que permanece el programa dentro del es mucho mayor que el tiempo

de transmisión t↔, este no disminuirá mucho la aceleración S∗. En la solución de la presión,

el tiempo de cálculo tparpres = 0.443seg ≈ 44.8t↔, lo cual no repercute mucho en su aceleración.

Sin embargo, para la saturación, el tiempo de cálculo fue menor que el de transmisión (tparsat =

0.00151seg ≈ 0.14t↔), lo cual no puede ser despreciado. A pesar de esto, el tiempo de cálculo

de la saturación es muy pequeño con respecto al tiempo tomado en el cálculo de la presión,

por lo que la aceleración total (cálculo de presión y saturación) está determinada casi

totalmente por la aceleración que en el cálculo de la presión se obtenga. Aśı, las aceleraciones

mostradas en la figura 5.8, determinaron los resultados finales de todo esté trabajo, siendo

CUDA la biblioteca de mayor desempeño, seguida por IntelMKL, y finalmente PETSc.





Caṕıtulo 6

Conclusiones

Este trabajo se realizó principalmente con la intención de comparar el uso de GPU’s

con las tecnoloǵıas paralelas actuales para fenómenos relacionados a la dinámica de fluidos

en medios porosos (problema de Buckley-Leverett). Para este problema, se generan matrices

dispersas cuya representación comprimida, almacenando únicamente elementos no nulos, es

conveniente para el ahorro de recurso computacionales. Sin embargo, esta representación

genera que la velocidad de lectura ĺımite el desempeño de los equipos (paralelos o no).

Con el desarrollo actual de la tecnoloǵıa de unidades de memoria y procesamiento, en una

estación de trabajo de costo moderado, se pueden estudiar problemas de gran tamaño, por

lo que trabajos como éste, permiten conocer cuál es la tecnoloǵıa más conveniente a usar si

se dispone de un equipo de alto desempeño.

La tendencia actual de la tecnoloǵıa de microprocesadores se enfoca a la inclusión

de más núcleos en un solo procesador. Sin embargo, ésto no necesariamente lleva a una

mejora en el desempeño de una aplicación paralela, ya que existe un número óptimo de

núcleos para cada operación. En los resultados para la comparación del desempeño de las

bibliotecas IntelMKL y PETSc en función del número de núcleos (véase figuras 5.1 y 5.2

respectivamente), es notoria la variación en el desempeño, y no necesariamente crece al au-

mentar el número de núcleos. Esto es algo que debe tomarse en cuenta en la utilización de

supercomputadoras tipo cluster (las cuales poseen el mejor desempeño dentro del cómputo

cient́ıfico paralelo), ya que estas generalmente consisten en una colección de nodos (proce-
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sadores), cada uno con cierta cantidad de núcleos, y conocer el desempeño de cada nodo en

función del respectivo número de núcleos, se puede traducir en una mejora al desempeño

de una aplicación paralela a gran escala.

Dentro de cada paso del IMPES, la mayor parte del tiempo de ejecución se realiza

dentro del cálculo impĺıcito de la presión. En la solución iterativa de la presión se utilizó el

BiCGStab, y en éste, las 2 operaciones matriz por vector, los 6 axpys y las 6 contracciones

vectoriales(tabla 2.1) son las que requieren más tiempo en ser completadas. Para la operación

matriz vector y el axpy, la biblioteca CUDA (GPU’s) obtuvo el mejor desempeño, lo cual

se ve reflejado en el tiempo promedio por paso del BiCGStab y la aceleración obtenida en

el ciclo IMPES (véase figuras 5.3 y 5.4 respectivamente). Sin embargo, para la contracción

vectorial, fue el uso de memoria compartida (IntelMKL) la que obtuvo el mejor desempeño.

Para la solución de la saturación, debido a su forma expĺıcita, el tiempo de cálculo es muy

pequeño comparado con el de la presión. Si no se toma en cuenta la transmisión de datos

entre el GPU y el CPU, el tiempo de cálculo obtenido para CUDA fue superior nuevamente.

Sin embargo, el tiempo de transmisión para este caso (≈ 0.011 seg) fue mayor al tiempo

de cálculo (≈ 0.0015), de modo que tomando en cuenta estos dos factores, el tiempo total

empleado en obtener la solución expĺıcita de la saturación fue mayor al de la biblioteca

IntelMKL (≈ 0.0022 seg). Esto muestra que la transmisión de datos entre el GPU y el

CPU es un factor que puede afectar de manera importante al desempeño, si el tiempo de

cálculo en el GPU es del orden del tiempo de transmisión. Los resultados para la presión y

la saturación nos permiten plantear una regla para la utilización de GPU’s en simulaciones

de problemas parecidos al aqúı analizado:

Para obtener en un GPU un desempeño mayor que el de un sistema de memoria

compartida, se debe realizar la mayor cantidad posible de procesamiento con la información

almacenada en los bancos de memoria del GPU, de modo que el tiempo de transmisión de

información sea despreciable con respecto al tiempo empleado en dicho procesamiento.

Dado que en cada iteración del BiCGStab la contracción vectorial es una parte

importante (empleada 6 veces por cada iteración), esto sugiere la posibilidad de utilizar

una combinación de tecnoloǵıas dentro del BiCGStab, empleando CUDA (GPU) para las

operaciones matriz-vector y axpy, e IntelMKL (memoria compartida) para la contracción
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vectorial, buscando disminuir el tiempo de cálculo de la presión, siempre y cuando el tiempo

combinado de transmisión de los vectores entre el GPU y el CPU, y su contracción vectorial

dentro del CPU usando memoria compartida (IntelMKL), cumplan la regla anterior.

En general, de los resultados del caṕıtulo 5, sobre el desempeño de las tres bibliote-

cas evaluadas, para el caso de Buclkely-Leverett, y pareceŕıa indicar que en general para

problemas que involucren matrices dispersas, se puede concluir que:

• el uso de GPU’s mejora el desempeño con respecto a los otros esquemas de memoria

evaluados (paralelos o no), obteniéndose aceleraciones S∗ alrededor de 2.6X para el

tiempo total de cálculo de cada paso del IMPES (véase figura 5.8),

• la biblioteca IntelMKL, la cual explota el esquema de memoria compartida, tuvo la

segunda mejor aceleración (≈ 2X), y para algunas operaciones (contracción vectorial

y duplicación) el mejor desempeño. Es importante señalar que el número óptimo de

núcleos para cada operación vectorial fue distinto.

• PETSc, mostró un desempeño menor con respecto a las otras bibliotecas, debido

principalmente a su enfoque de memoria. Está diseñado para facilitar y optimizar la

comunicación de grandes cantidades de información entre un gran número de proce-

sadores, y comparada en aplicaciones locales (en un mismo CPU), no puede competir

mucho con otras tecnoloǵıas que explotan dicha localidad.





Trabajo futuro

1. Programar un nuevo TUNA que corra principalmente en GPU’s , para evitar tiempos

de transmisión.

2. Dentro del modelo de Buckley- Leveret, utilizar otros esquemas y técnicas para atacar

los choques.

3. Comparar con otros formatos de compresión matricial.

4. Aumentar la complejidad del problema a resolver, como puede ser el modelo de

petróleo negro y otros múltifásicos.

5. Comparar el desempeño en equipos más grandes, tanto de memoria compartida, clus-

ters de memoria distribuida, clusters h́ıbridos (con dos e incluso tres de las tecnoloǵıas

aqúı evaluadas), para obtener más información sobre la escalabilidad.
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Glosario

Blitz++ Biblioteca numérica de la OOSC (Object Oriented Scientific Computing). 40

cluster sistema de cómputo distribuido, formado por varios procesadores conectados por

una red. 32, 36

CUDA Compute Unified Device Architecture, motor de computo paralelo, para ejecutar

programas de cómputo numérico sobre tarjetas de gráficos usando tarjetas NVIDIA.

40

FLOPS Floating Point operations by Second-Operaciones de punto flotante por segundo.

33, 34

HPC Cómputo de Alto Rendimiento (por las siglas en ingles de High Performance Com-

puting). 31

IntelMKL Intel Math Kernel Libray, Biblioteca numérica para optimizar programas que se

ejecutan sobre arquitecturas de memoria compartida, usando la tecnoloǵıaMultithread-

OpenMp. 40

MIMD Multiple Instruction stream, Multiple Data stream, flujo múltiple de instrucciones,

flujo múltiple de datos. 35, 36, 40

MISD Multiple Instruction stream, Single Data stream, flujo múltiple de instrucciones,

flujo simple de datos. 35
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90 Glossary

MPI Libreŕıa para manejo de comunicación mediante mensaje (por las siglas en ingles de

Message Passing Interface). 32, 40, 84

PETSc Portable Extensible Toolkit for Scietnific Computation, Software para la solucion

de ecuaciones diferenciales de manera paralela, usando MPI y un esquema de memoria

distribuida. 40

RAM Random Access Memory-Memoria de Acceso Aleatorio. 34

SIMD Single Instruction stream, Multiple Data stream, flujo simple de instrucciones, flujo

múltiple de datos. 35, 36

SISD Single Instruction stream, Single Data stream, flujo simple de instrucciones, flujo

simple de datos. 35

SPMD Single Program stream, Multiple Data stream, flujo simple de conjunto de instruc-

ciones(programas), flujo múltiple de datos. 36

TUNA Template Units for Numerical Applications, Finite Volume, Software para la solu-

ción de ecuaciones diferenciales usando el método de volumen finito, escrito en C++

sobre la base de templates. 39, 40
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