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Resumen

Los modelos geométricos ocurren como aproximaciones de sistemas fisicos en casi todas las escalas de
energia; frecuentemente los tinicos grados de libertad relevantes son aquellos asociados con la configuracion
geométrica del sistema y su comportamiento esta completamente descrito por un Hamiltoniano o accién
construida con las invariantes de esta geometria.

En la presente tesis se desarrolla, desde el punto de vista de teoria de campos y empleando el lenguaje
de la geometria diferencial, un marco tedrico para describir las propiedades fisicas de ciertos sistemas fisi-
cos estudiados en la fisica de la materia condensada suave y la biologia celular, tales como biopolimeros,
membranas, interfases y otras estructuras extendidas bidimensionales. Debido a las proporciones de sus
dimensiones, estos sistemas fisicos pueden ser considerados como uni o bidimensionales (curvas o superfi-
cies) y también poseen la propiedad que pueden ser descritos completamente en términos de sus grados
de libertad geométricos, en particular sus energias son de caracter puramente geométrico.

Este marco tedrico puede aplicarse a un conjunto de problemas tales como la caracterizacién de las
morfologias en equilibrio de las membranas fluidas y otras membranas biolégicamente relevantes y en la
determinacion de su estabilidad, asi como en la identificacién de la conexién entre estos estados y los
esfuerzos subyacentes.

Una componente importante de la presente tesis de doctorado es explorar varias generalizaciones y
adaptaciones de este marco tedrico para superficies, asi como realizar aplicaciones en diversos ambitos.
Estas adaptaciones tienen el propdsito de poder extender el estudio del comportamiento de las membranas
a problemas en lo que intervienen constricciones locales, tanto internas como externas. A continuacién se
detalla la forma en que esta organizada.

En el capitulo 2] se desarrolla este marco tedrico para polimeros semiflexibles modelados como curvas.
Primero para curvas sin constricciones espaciales mas que fijar su longitud y posteriormente se introduce
la restriccién de confinamiento por superficies. El principio variacional se efectia introduciendo multipli-
cadores de Lagrange apropiados que imponen las definiciones de la base adaptada a la curva y también
la constricciones del confinamiento. En el caso de curvas libres, las invariancias traslacional y rotacional
de la energia de doblamiento de la curva permiten identificar los vectores de esfuerzos y de torcas en la
curva. Para el caso en el que se incluye la constriccién de confinamiento, se derivan las ecuaciones de
Euler-Lagrange asi como una expresion para la fuerza confinante en términos de la geometria local, tanto
de la superficie como de la curva. Como aplicacion se presenta el caso del confinamiento esférico.

En el capitulo B] se desarrolla este marco tedrico para superficies, el cual consiste en descomponer la
variacién de un funcional geométrico (que representa la energfa asociada al sistema), en sus partes intrinse-
ca y extrinseca, caracterizadas respectivamente por la métrica y la curvatura extrinseca de la superficie.
El principio variacional se efectiia tratando a la métrica y a la curvatura como variables independientes
por medio de la introducciéon de multiplicadores de Lagrange apropiados. Asimismo, por medio de las
corrientes de Noether asociadas con las invariancias respecto de traslaciones y rotaciones se identifican los
tensores de esfuerzos y torcas de la superficie. También se discute una ambigiiedad en la definicién del
tensor de esfuerzos asociada con la condicién de integrabilidad de Gauss-Codazzi.



En el capitulo ] se adapta este mismo marco tedrico dentro de la representacion espinorial de la geo-
metria de una superficie para estudiar las propiedades en equilibrio de una membrana o de una interfase.
Esta es una generalizacién de la representacién de Weierstrass-Enneper para superficies minimas, introdu-
cida por matematicos en los noventas, la cual permite liberar la constricciéon de la curvatura media nula.
En esta representacién la superficie estd descrita por un campo espinorial que satisface una ecuacién tipo
Dirac bidimensional, acoplado a través de un potencial asociado con la curvatura media. Como aplica-
cion, se describen el modelo para membranas fluidas tratadas como superficies descritas por la energia de
Canham-Helfrich. Se construye explicitamente el tensor de esfuerzos conservado con valor en los complejos
que caracteriza a estas superficies.

En el capitulo [f] estos tensores de esfuerzos serdn estudiados principalmente en el contexto de super-
ficies minimas consideradas como membranas fluidas. La simetria conforme de la energia de doblamiento
bidimensional se utiliza para construir estados de equilibrio constrenidos de vesiculas de membranas fluidas
con k puntos mantenidos en contacto. Estas geometrias esféricas desinfladas se generan por la inversién en
una esfera de un k-noide, una superficie minima con k cuellos con crecimiento exponencial. Las singulari-
dades en la curvatura que se presentan en los puntos en contacto indican la presencia de fuerzas externas
localizadas que previenen que la superficie se infle en una esfera, la Unica geometria sin constriccién con
topologia esférica en equilibrio. Esta interpretacion se ejemplifica examinando la distribucién de esfuerzos
en una vesicula de area fija y se determinan las fuerzas externas requeridas para mantenerla en equilibrio.
Las vesiculas deformadas asi como algunos defectos localizados se describen en términos de estas fuerzas
externas.

En el capitulo[@l se estudian deformaciones isométricas de superficies sujetas a restricciones locales. Se
expande la energia de doblamiento de una superficie inextensible hasta segundo orden de las deformaciones
alrededor de sus estados de equilibrio. Este resultado se utiliza para examinar la estabilidad de un defecto
cénico en una superficie plana. Posteriormente se analiza el modo general de deformaciéon de una hoja
plana elastica e inextensible, descrita por una superficie desarrollable en su tangente, caracterizada por una
curva espacial. Se determina la distribucién de esfuerzos en la superficie en la parametrizaciéon adaptada
a esta curva. Se identifican las condiciones de frontera sobre el borde libre, consistentes la deformacién

isométrica de la superficie. Como aplicacion, se examina la deformacién de un anulo circular en una rampa
helicoidal.

Finalmente se presentan conclusiones generales de este trabajo.



Abstract

Geometric models occur as approximations of physical systems in almost all energy scales; very often
the only relevant degrees of freedom are the ones associated with the geometric configuration of the system
and its behaviour is described completely by a Hamiltonian or action constructed with the geometry
invariants.

In this thesis a framework is developed, from the field theoretical viewpoint and employing the len-
guage of differential geometry, to describe the physical properties of certain physical systems studied in
condesed soft matter physics and in cellular biology, such as biopolymers, membranes, interfaces and other
two-dimensional extended estructures. On account of the proportions of their dimensions, these physical
systems can be regarded as one or two-dimensional (curves or surfaces), they also posses the property
that the can be described completely in terms of their geometric degrees of freedom, in particular, their
energies have a pure geometric character.

This framework can be applied to a set of problems, such as the characterization of the equilibrium
morphologies of fluid membranes and other membranes of biologic relevance, in the determination of their
stability, and importantly in the identification of the connection between these states and the underliying
stresses.

An important component of this doctoral thesis is to explore some specific generalizations and adap-
tations of this framework for surfaces, as well as to apply it in different contexts. These adaptations have
the purpose to extend the study of the membranes behaviour to problems on which local constrictions are
involved, both internal and external. This thesis is organized as follows:

In chapter 2] this framework is developed for semi-flexible polymers modeled as curves. First for free spa-
tial curves only subject to fixed lenght constraint and afterwards a confinement constraint by surfaces is
introduced. This constriction, as well as the definitions of the adapted basis to the curve, are implemen-
ted in the variational principle by introducing appropiate Lagrange multipliers. For the free curves, the
traslational and the rotational invariance of the curve bending energy permits one to identify the stress
and torque vectors on the curve. For the constrained curves, the corresponding Euler-Lagrange equation
is derived, an also a expression for the confining force in terms of the local geometry. As an aplication the
spherical confinement is examined.

In chapter Bl a framework for surfaces is developed, in which conservation laws are exploited to describe
their equilibrium configuration as well as the stresses and torques on them: the Noether currents associated
with the traslational and rotational invariance of the energy permits one to identify the stress and torque
tensors on the surface. In this framework the variation of a geometric functional (representing the associa-
ted energy of the system), is decomposed in the intrinsic and extrinsic parts, characterized respectively by
the metric and the extrinsic curvature tensors of the surface. In the variational principle these tensors are
treated as independient variables by introducing appropiate Lagrange multipliers. Also, an ambiguity in
the definition of the stress tensor, associated with the Gauss-Codazzi integrability condition, is disscused.

In chapter ] this framework is adapted within the spinor representation of the surface geometry to
study the equilibrium properties of a membrane or an interface. This is a generalization of the classical



Weierstrass-Enneper representation for minimal surfaces, introduced by matematicians in the nineties,
which permits to relax the constriction on the vanishing mean curvature. In this representation the surface
is described by a spinor field satisfaying a two-dimensional Dirac equation, coupled trough a real potential
associated with mean curvature. As an aplication, the fluid membrane model treated as surfaces described
by the Canham-Helfrich energy is presented. The complex-valued conserved stress tensor characterizing
these surfaces is constructed explicitly.

In chapter Bl these stress tensors will be studied principally in the context of minimal surfaces treated as
fluid membranes. The conformal simmetry of the two-dimensional bending energy is exploited to construct
constrained equilibrium states of deflated fluid membrane vesicles with & points held in contact. These
deflated spherical geometries are generated by inversion in a sphere of a k-noid, a minimal surface with &
necks growing exponentially. The singularities in the curvature appearing in the points in contact indicate
the presence of localized external forces preventing the surface to inflate into a round sphere, the only
geometry without constraint with spherical topology in equilibrium. This interpretation is substantiated by
examining the distribution of stress in a vesicle of a fixed area and determining the external forces required
to maintain it. Both globally deformed vesicles as well as isolated localized defects will be described.

In chapter [6 isometric deformations of unstretchable planar surfaces subject to local restrictions are
studied. Furthermore, the bending energy of an unstretchable surface is expanded to second order in
deformations about each of its equilibrium states. This will be used to examine the stability of a conical
defect on a flat surface. Besides, the general mode of deformation of a planar unstretchable elastic sheet,
described by a tangent developable surface, characterized by a space curve, is analysed. The distribution
of stress in the surface is determined in a parametrization adapted to this curve. The boundary conditions
on free edges consistent with the isometry of the surface geometry are identified. As an application, the
deformation of a circular annulus into a helical ramp is examined.

Finally some general conclusions of this work are presented.
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Simbolos y notacién

T*M

9/0u®

X, = 0,X Vector tangente a lo largo de la coordenada local u® en la variedad
X/l Xql| Vector tangente unitario en la direccién X,

Vector unitario normal

lera. forma fundamental, tensor métrico o métrica

2da. forma fundamental o tensor de curvatura extrinseca

Determinante de la métrica

Elemento de linea

Elemento de area

Elemento de volumen

Pertenece a

Frontera de la variedad M

Derivada exterior

Haz tangente de la variedad M

Haz cotangente de la variedad M

Producto interior entre vectores en el espacio Euclidiano tridimensional
Producto exterior entre formas
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sistemas fisicos de caracter geométrico

Aunque algunos sistemas estudiados en fisica de materia condensada blanda presentan un compor-
tamiento complejo a escalas microscépicas, a escalas mucho mayores que ésta, los grados de libertad
relevantes son puramente geométricos. Si una dimensién del sistema es mucho menor que las otras, o di-
cho de manera mas precisa, cuando el radio de curvatura caracteristico es mucho mayor que su grosor, es
apropiado tratar a dichos sistemas como superficies bidimensionales. En base a esto, es posible representar
la energia de estas superficies con un funcional dependiente de sus invariantes geométricos: escalares cons-
truidos con sus primera y segunda formas fundamentales, asi como posiblemente de sus derivadas [67, [77].
Algunos ejemplos importantes de este tipo de sistemas son:

Polimeros semiflexibles modelados como curvas en el espacio tridimensional y cuya energia asociada
es cuadrética en la curvatura de Frenet-Serret (Eldstica de Euler) [52].

Superficies de curvatura media constante cuya energia es proporcional a su area con una tensién
superficial constante sujetas a la constriccion global que su volumen encerrado es fijo, ejemplos fisicos de
éstas son las burbujas de jabdn al igual que la interfase en la regién de contacto de dos sustancias distintas
[50). Sin la constriccién sobre el volumen, las superficies relevantes son las que poseen curvatura media
nula, llamadas superficies minimas [31], 8I]. Los andlogos relativistas de estas dltimas son las membranas
de Dirac-Nambu-Goto, cuya accién es proporcional al area de la hoja-mundo que describe su evolucién en
el espaciotiempo.

Membranas fluidas las cuales estan constituidas por bicapas de moléculas fosfolipidas que se forman
espontaneamente en un medio acuoso debido a la estructura amfifilica de las mismas moléculas: la cabeza,
tipicamente polar, se orienta hacia el agua mientras la cadena de hidrocarburos se esconde dentro de la
bicapa [67]. Conforman las membranas celulares de todos los organismos, desde los mds simples hasta los
més complejos, estan presentes por ejemplo en la capa exterior de los glébulos rojos y en la membrana
interior de las mitocondrias. A diferencia de un solido elastico tipico, en una primera aproximacion, siempre
que se conserve el area, no hay costo energético asociado con deformaciones tangenciales; las moléculas
pueden difundir libremente dentro de cada una de las dos capas, de manera que la membrana actiia como
un fluido bidimensional en su plano tangencial. La informacién microscopica estd contenida en un niimero
pequeno de parametros fisicos que caracterizan la rigidez de esta superficie, la tensién superficial asociada
con el costo de incrementar su area y quizd otro que refleje la diferencia en el area de las dos capas.
Dependiendo de las fuerzas externas o las constricciones geométricas a las que estd sujeta, la membrana
puede adoptar un intervalo impresionante de morfologias diferentes: por ejemplo la membrana interior de



2 Introducciéon

la mitocondria, la cual estd densamente empacada debido a la necesidad de maximizar el drea disponible
para la sintesis del adenosin trifosfato (ATP, del inglés Adenosine TriPhosphate); o el aparato de Golgi
cuya geometria compleja desempena un papel clave en su funcionamiento como terminal de transporte
y central de abasto de la célula entera. [68]. Es importante tener en cuenta que ninguna de estas dos
estructuras existe como configuracion aislada de equilibrio; por este motivo es importante entender el
papel sutil de las fuerzas externas y las constricciones geométricas sobre la membrana que hacen posible
estas estructuras. En el caso de la mitocondria, la membrana interior estd bajo enorme compresiéon debido
a que la membrana exterior que la contiene, posee un area mucho menor. En el caso del Golgi, un sistema
de filamentos (los microtibulos) actiia como un amarre que estabiliza la estructura flicida de sus depdsitos
internos. En los dos casos la morfologia particular de la membrana juega un papel clave en su funcién
fisiolégica.

No es obvio que la geometria desempene un papel fundamental en estructuras complejas de esta na-
turaleza. Sin embargo, aunque la composicién bioquimica de la membrana sea complicada, los detalles
microscépicos bioquimicos son esencialmente irrelevantes a escalas mesoscépicas, que son las escalas més
relevantes para su papel fisiolégico. Esta se modela muy bien como una superficie bidimensional caracte-
rizada por sus grados de libertad geométricos. El principal costo energético asociado con deformaciones
de esta superficie es el costo de doblarlo, descrito en estas escalas por algin Hamiltoniano geométrico
cuadratico en la curvatura extrinseca de la superficie de la membrana, el mas empleado usualmente es el
llamado Hamiltoniano de Canham-Helfrich [10, [40] que se describe a continuacion.

1.1.1. Energia de doblamiento: Hamiltoniano de Canham-Helfrich

Para describir la energia de doblamiento de una superficie, en 1970 Canham originalmente propuso
[10] una densidad Hamiltoniana con la caracteristica que es cuadratico en las curvaturas principales de la
superficie, C; y Cq, dado por

He = %n (K* —2Kg) . (1.1)

donde « es el médulo de rigidez, K = C;+C5 es (el doble) la curvatura media y K¢ = C1C5 es la curvatura
Gaussiana de la superficie. Posteriormente, en 1973 Helfrich introdujo otra densidad Hamiltoniana que
difiere ligeramente de la de Canham [40], la cual estd dada por

1
Hy = §H(K—Oo)2+ligKg. (1.2)

donde k¢ es el médulo de rigidez Gaussiana y Cj es la curvatura espontdnea que representa la tendencia
de la superficie a curvarse en alguna direccién, de manera que sea asimétrica.

Aunque localmente ambas densidades aparentemente son distintas, globalmente coinciden debido al
teorema de Gauss-Bonnet, el cual establece que la integral de la curvatura Gaussiana K¢ sobre toda el drea
es equivalente a una constante topoldgica, mas precisamente f dAKg = 2wy, donde x es la caracteristica
de Euler de la superficie [76], de manera que los términos por los cuales difieren no son relevantes en las
ecuaciones de Euler-Lagrange resultantes de ambas densidades Hamiltonianas. Asi, el Hamiltoniano que
describe la energia de doblamiento de una superficie sin fronteras y sin curvatura esponténea, llamado de
Canham-Helfrich, estd definido por

Heop = %n/dAK? (1.3)

el cual es invariante bajo reparametrizaciones y movimientos euclidianos. En adelante se consideraréd que
el modulo de rigidez es igual a la unidad, x = 1.
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Este Hamiltoniano estd relacionado también con el Hamiltoniano de Willmore [105], definido por

Hy = /dAf{“bf{ab = %/dA (c1 —c2)? = %/dAKQ — 2/dAKg, (1.4)

donde K, ab = Kup — 1/2gap K es la parte sin traza del tensor de curvatura, difiere como antes, tinicamente
por un multiplo del invariante topolégico de Gauss-Bonnet. Se observa que siempre es mayor o igual a
cero, siendo cero si y solo si se trata de una esfera, de manera que la minimizacién de esta energia trata
de hacer a la superficie resultante lo més “redonda” posible [0].

Una propiedad interesante que posee el Hamiltoniano de Willmore, es su invariancia respecto de trans-
formaciones conformes del espacio ambiente en el cual estd encajada la superficie (traslaciones, rotaciones,
dilataciones y transformaciones especiales conformes).

La aplicabilidad del Hamiltoniano de Canham-Helfrich no esta restringida sélo a escalas mesoscépicas,
también se emplea ampliamente para representar a nivel macroscopico la energia de doblamiento de
cualquier superficie, tal como una hoja de papel, una placa metélica o las hojas de una planta. Por ejemplo,
en principio un modelo que describa las marcas de estrés en una hoja de papel arrugada dependeria de las
propiedades fisicas del papel, sin embargo a escalas mucho mayores que su grosor, dicha estructura interna
no es relevante, puesto que estas marcas pueden ser tratadas como puntos o curvas, siendo el médulo de
rigidez el tinico pardmetro relevante [75]. Debido a su amplio intervalo de aplicabilidad ha sido utilizado
también en una gran variedad de problemas, desde la determinacion de la inestabilidad de configuraciones
icosaedrales que adoptan los virus cuando su tamano es suficientemente grande, por Nelson et al. [66],
hasta en la minimizacién de la energia de doblamiento de una esfera para encontrar la homotopia que
conecta una esfera con la normal hacia afuera con la esfera que tiene la normal hacia adentro, es decir
la inversién del interior y el exterior de una esfera, proceso denominado minimax eversion, el cual fue
desarrollado por Kusner et al [28].

1.2. Principio variacional y el tensor de esfuerzos

Un problema fundamental desde el punto de vista fisico es establecer la relacion entre la geometria de
la superficie y el estado de los esfuerzos subyacentes que hacen posible su realizacién fisica como estado de
equilibrio. Para resolver este problema, es necesario primero saber cémo responde el Hamiltoniano a las
deformaciones de la superficie. Aunque el problema es aparentemente sencillo, existe un nimero de sutilezas
técnicas para su implementacién. En particular, si el Hamiltoniano es invariante bajo reparametrizaciones,
las deformaciones tangenciales en la superficie tienen un papel muy distinto a su contraparte normal. Por
ejemplo, el caracter fluido de la membrana se manifiesta en la identificaciéon de la deformacion tangencial
con una reparametrizacién, la respuesta del Hamiltoniano a la deformacién tangencial se resume en una
divergencia tal que su consecuencia se manifiesta solo en la frontera de la superficie. Unicamente la
respuesta normal produce un cambio observable en el interior de la membrana.

Una superficie en equilibrio mecanico se describe por medio de un tensor de esfuerzos conservado. La
descripcién del equilibrio en términos de un tensor de esfuerzos geométrico ha sido discutido previamente.
En las referencias [95] y [69]), Steigmann y Lomholt presentaron tratamientos fisicos en los contextos de la
mecdanica de medios continuos y de la termodindmica respectivamente. El tratamiento dentro del contexto
termodindmico se remonta al trabajo de Evans [27]. El concepto de tensores de esfuerzos geométricos en
superficies también es familiar, si bien s6lo implicitamente, en el contexto de superficies minimas [42] [59]
donde aparecen en la identificacién de los pesos—fuerzas externas—que proporcionan la tensién que evita
el colapso de la superficie. Revisiones recientes que resumen el papel de los esfuerzos geométricos en el
contexto de la materia condensada suave y de biofisica, han sido presentadas por Deserno [26] y Powers
[87].
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En el contexto de una descripcién parametrizada de la superficie, en la referencia [12] se presenté una
expresion novedosa y simple para la respuesta del Hamiltoniano en términos de los esfuerzos actuando
dentro de la superficie. Se mostré que el tensor de esfuerzos para la membrana fluida, a diferencia de
su contraparte para un medio elastico, dependia sélo de la geometria de la superficie. Esto hizo posible
el estudio de los estados de equilibrio de las membranas fluidas en términos de la conservacién de su
tensor de esfuerzos. En este trabajo se enfatiz6 la importancia de la distincién entre los comportamientos
de las geometrias intrinseca y extrinseca de la superficie bajo deformaciones. La geometria intrinseca,
caracterizada por la métrica inducida, determina distancias a lo largo de curvas sobre la superficie; su
contraparte extrinseca, caracterizada por la curvatura extrinseca, determina qué tan réapido cambia el
vector normal conforme se mueve sobre la superficie, o sea, mide como se dobla la superficie en el espacio
ambiente. Juntos, la métrica inducida y la curvatura extrinseca caracterizan completamente la geometria:
en particular, los invariantes geométricas asociadas con la superficie son escalares construidos con estos dos
tensores; en particular, el Hamiltoniano de doblamiento depende sélo de estas variables. Existe un obstdculo
técnico que complica esta identificacion: la métrica y la curvatura no son variables matematicamente
independientes; estan conectadas por un conjunto de condiciones de integrabilidad: las ecuaciones de
Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi. La ecuacién de Gauss-Codazzi, en particular, indica que el producto
de las dos curvaturas principales (la méxima y la minima) esta determinado completamente por la métrica,
y como consecuencia, la respuesta extrinseca estd constrenida por la respuesta intrinseca.

Posteriormente en la referencia [37] se realizé una descomposicién més precisa presentando un método
novedoso, el cual consiste en realizar el principio variacional tratando a la métrica y a la curvatura co-
mo variable independientes, incorporando su interdependencia con la introduccién de multiplicadores de
Lagrange apropiados. Esta reformulacion del principio variacional permite identificar de manera directa a
uno de estos campos auxiliares como el tensor de esfuerzos de la superficie, proporcionando una construc-
cién “canodnica” y explicita del tensor de esfuerzos en términos de sus partes geométricas, intrinsecas y
extrinsecas. La ventaja principal de este marco tedrico es su generalidad admitiendo extensiones que nos
permiten abordar aplicaciones inaccesibles con la formulacién original.

En la presente tesis se aplica este marco tedrico del tensor (vector) de esfuerzos a un conjunto de pro-
blemas de interés en la fisica de la materia condensada blanda, algunos con la caracteristica que involucran
constricciones locales. En estos problemas un logro importante es la determinacién de la distribucién de
esfuerzos en los sistemas fisicos en cuestion, asi como la fuerza total que actia sobre ellos estableciendo el
estado de equilibrio. A continuacién se describen los problemas abordados en esta tesis.

En el capitulo 2l se desarrolla una versiéon de este marco tedrico para describir polimeros semiflexibles
modelados como curvas. Primero se desarrolla en general para curvas sin constricciones espaciales méas que
fijar su longitud, y posteriormente se introduce la restriccién de confinamiento por superficies. El principio
variacional se efectia introduciendo multiplicadores de Lagrange apropiados que imponen las definiciones
de la base adaptada a la curva y también la constricciones del confinamiento. En el caso de curvas libres, las
corrientes de Noether asociadas con las invariancias traslacional y rotacional de la energia de doblamiento
de la curva se identifican con los vectores de esfuerzos y de torcas en la curva. Luego se adapta este
marco tedrico para incluir la constriccién de confinamiento, dentro del cual se derivan las ecuaciones
de Euler-Lagrange asi como una expresién para la fuerza confinante en términos de la geometria local,
tanto de la superficie como de la curva. También se obtienen las condiciones de frontera apropiadas que
describen la geometria del polimero en los puntos de contacto. Como aplicacién, se consideran los casos
de confinamientos esférico y cilindrico circular, obteniendo las primeras integrales de sus ecuaciones de
Euler-Lagrange de manera que las configuraciones confinadas correspondientes se describen en términos de
una cuadratura. Asimismo las configuraciones de equilibrio de un polimero semi-flexible confinado dentro
de una esfera se identifican explicitamente y se discute su estabilidad para el caso de confinamiento débil.
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En el capitulo B] siguiendo las referencias [12] y [37] se presenta una revisién del marco tedrico para
describir esfuerzos en superficies. Dentro de este marco se obtiene que la primera variacién de un Hamil-
toniano geométrico da como resultado la divergencia de un tensor. Este tensor conservado en equilibrio se
identifica como el tensor de esfuerzos de la superficie por medio de la corrientes de Noether conservadas
asociadas con la invariancia traslacional de la energfa [12]. De igual manera, pero para el caso de invarian-
cia rotacional, se identifica el respectivo tensor de torcas. Mediante la integracién de las componentes de
estos tensores a lo largo de curvas cerradas sobre la superficie, se pueden conocer tanto la fuerza como la
torca totales a las que esta sujeta dicha superficie.

Como se mencioné anteriormente, si el Hamiltoniano en consideracion es invariante bajo reparame-
trizaciones, unicamente las deformaciones normales a la superficie producen cambios fisicos. A nivel del
tensor de esfuerzos, esto se refleja en el hecho que las proyecciones de su divergencia en las direcciones
tangenciales corresponden unicamente a identidades que representan condiciones de consistencia de dicho
tensor. En cambio la proyeccién a lo largo de la normal de la superficie proporciona la ecuaciéon de Euler-
Lagrange, llamada también “ecuacion de forma”, y cuyas soluciones proveen las posibles configuraciones
que (en equilibrio) pueden adoptar las superficies que minimizan la energia correspondiente. Por ejemplo,
la primera variacion del funcional de area es el producto de la curvatura media y la deformacién normal
integrada sobre toda el drea, de manera que las superficies que extremizan esta energia son las que poseen
curvatura media cero, llamadas superficies minimas debido a que minimizan localmente el drea. Para el
caso de la energia de Canham-Helfrich la ecuacion de forma refleja el balance entre el Laplaciano de la
curvatura y un término ctibico de la misma, en particular tiene como soluciones a las esferas (con curvatura
media constante) y también a las superficies minimas.

En el capituloM se adapta este marco tedrico en la representacién generalizada de Weierstrass-Enneper,
en la cual una superficie de curvatura media arbitraria, se parametriza de manera conforme por un espinor
de dos componentes que satisface una ecuacién tipo Dirac bidimensional, acoplado por un potencial real
relacionado con la curvatura media de la superficie. Se identifica el tensor de esfuerzos en esta repre-
sentacién espinorial de superficies y éste se aplica en la descripcion de peliculas de jabén y membranas
fluidas.

En general, en este tipo de problemas, se tiene una interdependencia entre los esfuerzos y la geometria
de la superficie, especificamente de su curvatura extrinseca; dada una superficie que minimiza su energia
de doblamiento se puede calcular los esfuerzos a los que esta sometida y al contrario especificando los
esfuerzos sobre una superficie se puede en principio determinar las posibles superficies que minimizan su
energia de doblamiento con estas constricciones.

Estos modelos de cardcter geométrico tienen una amplia gama de aplicabilidad y el marco teérico de
tensores de esfuerzos provee una manera directa y sistemética para su estudio. A continuacién se presentan
dos aplicaciones importantes y relevantes a dos capitulos de esta tesis.

1.3. Nuevas soluciones a partir de superficies minimas: Inversién

La forma de equilibrio de varias de las membranas interiores de una célula biolégica seria inestable de no
ser por la presencia de las fuerzas externas locales que actian sobre la geometria. Como se mencioné antes,
la estructura compleja del Golgi no existiria sin el sistema de microtibulos que la amarre; la membrana
interior arrugada de la mitocondria esta confinada por una membrana exterior de menor area.

En las referencias [I7, [I8] se exploraron los estados de equilibrio de una membrana esférica cuyo estado
desinflado se mantiene debido a la accién de constricciones locales. Para construir estas geometrias se hizo
uso de la simetria conforme de la energia de doblamiento bi-dimensional inducida del espacio Euclidiano
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tridimensional. Como se mencioné anteriormente, la energia de doblamiento es invariante bajo transfor-
maciones que preservan angulos. Mas aun, la ecuacién de forma proveniente de este Hamiltoniano hereda
la simetria bajo estas transformaciones conformes, lo que implica que las transformaciones conformes de
sus soluciones también son soluciones. En particular, la invariancia bajo cambios de escala implica que si
no fuera por las constricciones sobre el drea, volumen interior, etc., dos configuraciones relacionadas tni-
camente por un cambio de escala tendrian la misma energia. Esto es cierto no sélo para transformaciones
infinitesimales sino también para transformaciones finitas, en particular, dos geometrias relacionadas por
escalamiento o inversién en una esfera también tienen la misma energia. Y si una de las dos es un estado
de equilibrio, la otra también lo es.

Bajo inversién, una superficie no-compacta puede sufrir un cambio de topologia. En la referencia [18] el
punto de partida del anélisis, fue el catenoide, la superficie minima no-trivial mas simple y qué consiste en
un cuello cilindrico que se abre exponencialmente en sus dos extremos. Estos cuellos estan involucrados en
la formacion de vesiculas: el costo energético local es cero; ademads, las geometrias minimas con multiples
cuellos ocurren como componentes de la geometria complicada del aparato de Golgi. Sorpresivamente,
las contrapartes invertidas de estas geometrias también tienen una interpretacién fisica biolégicamente
relevante: bajo inversién en una esfera centrada en el origen, el catenoide se transforma en una geometria
esférica desinflada con dos puntos (originados de las regiones asintéticas del catenoide) que se tocan, de
manera que se asemeja bastante a la forma de discocito de los glébulos rojos en la sangre. Mientras el
catenoide es unico salvo escalamiento, la morfologia de su contraparte invertida depende sensiblemente
del centro de inversién, de forma que moviendo el centro de inversién a lo largo del eje de simetria del
catenoide se obtiene una familia uniparamétrica de geometrias desinfladas con simetria axial [I8]. En [I7]
se exploro la integrabilidad de la ecuaciones de Euler-Lagrange para una geometria con simetria axial.

Se encontré que la geometrias invertidas exhiben un plano tangente en los dos puntos mantenidos en
contacto. Sin embargo siempre exhiben singularidades de la curvatura en los puntos en contacto. Estas
singularidades indican la presencia de un par de fuerzas opuestas y de igual magnitud dirigidas a lo largo
del eje de simetria que forza a los polos a juntarse. De no ser por la presencia de estas fuerzas tal geometria
no podria existir como configuracién en equilibrio: sin ellas la geometria se inflaria en una esfera redonda,
el Unico equilibrio de una membrana fluida topolégicamente esférica en ausencia de fuerzas externas.

La magnitud de la fuerza que junta los polos puede ajustarse a través de la traslacién del punto de
inversién. Conforme se traslada este punto a lo largo del eje de simetria ocurre una transiciéon continua
entre el discocito y el estomatocito, una geometria que se asemeja a una copa, de manera que este modelo
representa el primer ejemplo de una transicién de forma descrito completamente desde el punto de vista
analitico.

En el capitulo Bl se presenta una generalizacién de estos resultados. Primero se estudian las vesiculas
desinfladas que se obtienen cuando el centro de inversién estd fuera del eje de simetria del catenoide.
Luego, por medio de la inversién de las superficies minimas presentadas por Jorge y Meeks [45], llamadas
k-noides, que son la generalizacién natural del catenoide, pues poseen k cuellos catenoidales, se construyen
geometrias que consisten en vesiculas fluidas desinfladas con k puntos en contacto. En estas geometrias,
las singularidades localizadas en estos puntos se relacionan con las k fuerzas que mantienen pegados estos
puntos. Asimismo se presenta una expresién general, nueva y sumamente simple para estas fuerzas.

1.4. Deformacion de superficies planas
Cémo se arruga una hoja de papel en la mano o la defensa de un coche en un accidente es un proceso

sutil no local. Un tratamiento tedrico confiable solo ha sido desarrollado en afios recientes [106]. Es posible
adoptar el marco tedrico desarrollado para estudiar membranas fluidas en [37] en la formulacién de un
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principio variacional para identificar los estados de equilibrio de la hoja.

En una primera aproximacion, es posible tratar la hoja como una superficie inextensible en casi todos
sus puntos, es decir, en cualquier deformacién de ésta, por ejemplo cuando se arruga, la distancia en
la superficie entre puntos no cambia; no solo las expansiones sino también cortes de la superficie no
estan permitidos. En términos geométricos la métrica inducida en la superficie permanece fija, asi que las
Unicas deformaciones de la superficie permisibles son isometrias. En el limite en el que el grosor superficial
es mucho menor que el radio de curvatura, excepto en ciertas regiones minoritarias, esta aproximacion
proporciona una descripcién excelente de cualquier hoja eldstica, en particular de una hoja de papel.

En primer lugar es necesario abordar el reto técnico sutil: cémo resolver las ecuaciones de forma
consistentes con una superficie desarrollable. Ademds es necesario identificar las condiciones de frontera
relevantes consistentes con isometrias. Aplicando de manera ingenua las condiciones de frontera relevantes
a una membrana fluida resulta en una identificacién incorrecta de los esfuerzos dentro de la superficie,
pues tipicamente, la constriccién local sobre la métrica no es consistente globalmente con las fuerzas
externas impuestas sobre la hoja. Esta constriccién limita drasticamente como se puede doblar la hoja;
segun el teorema Egregium de Gauss, la superficie deformada también tendrd curvatura Gaussiana cero.
De acuerdo con esta restriccién la hoja tratarda de doblarse en una tnica direccion casi en todas partes
para asi preservar su curvatura Gaussiana nula. Pero debido también al hecho de que debe deformarse en
una regién m&s pequena, resulta que la manera mads eficiente de minimizar la energia almacenada y de
mantener la condicién de inextensibilidad en la mayor parte de la superficie, es por medio de una violacién
de la constriccion en ciertas regiones: las deformaciones se distribuyen doblando la superficie en mas de
una direccién, por lo que en general ademads se estirara formando picos agudos conectados por dobleces
bien definidos en donde estd concentrado el esfuerzo, tal como puede observarse en una hoja de papel
arrugada [20].

Asi, las superficies resultantes de la deformaciones, ademéas de minimizar la energia de doblamiento,
deben estar constituidas por pedazos de superficies isométricas al plano. Las posibles superficies con
curvatura Gaussiana cero, son los conos, cilindros y las superficies desarrollables en su tangente [34].

Como se verd en el capitulo [6] para identificar los estados de la hoja deformada, consistentes con
una métrica fija, es necesario minimizar la energia de doblamiento bajo esta constriccién local. En este
contexto vale la pena enfatizar las diferencias entre este problema y su contraparte para una membrana
fluida: en el primer caso las deformaciones tangenciales estdn prohibidas (costando una energfa infinita);
en el segundo las deformaciones tangenciales que preservan el area no implican un costo energético. En
un caso la constriccién es local en el otro es global. Ambos casos representan limites ideales opuestos
del comportamiento de una superficie bajo doblamiento. Lo que tienen en comun es el hecho que los dos
limites involucran unicamente a los grados de libertad geométricos de la superficie.

En la referencia [306], se presenté una modificacién del principio variacional para imponer la constriccién
sobre la métrica usando multiplicadores de Lagrange locales. Se demostré que estos multiplicadores se
identifican en un estado de equilibrio con un esfuerzo tangencial adicional conservado sobre la superficie;
la ecuacién de Euler-Lagrange se modifica con la adicién de un acoplamiento lineal entre este esfuerzo y
la curvatura extrinseca.

El defecto mas simple en una hoja inextensible es un pico aislado: en la vecindad de este pico la
superficie es un cono. [5, 20]. A diferencia del cono de helado que tiene déficit de dngulo positivo, el cono
formado en una hoja de papel plana después de la aplicacién de una fuerza externa, siempre tiene un
déficit de dngulo cero. En la referencia [75] se demostré que otro tipo de cono, con un exceso de dngulo,
podria ocurrir como un defecto en las hojas planas. Morfologias parecidas surgen durante el crecimiento
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de varias hojas bioldgicas caracterizada por una curvatura de Gauss negativa; en particular varias algas
y flores asumen esta forma durante su crecimiento [75]. En este trabajo se realizé una caracterizacién
rigurosa de estos defectos conicos. Se demostrd que existe un mapeo uno a uno entre estas morfologias y
las configuraciones de equilibro de la eldstica de Euler definida sobre una esfera, un sistema discutido por
matematicos por primera vez en los anos ochenta. Usando esta identificacién, se encontrd que existe una
infinidad de estados de la hoja, etiquetado por un entero, n = 2,3,4,.... A partir de un cierto dngulo
todas las configuraciones exhiben puntos de auto-contacto. La complejidad crece conforme aumenta el
angulo de exceso. En el capitulo [0] se analizara la estabilidad de estas configuraciones para angulos de
€xceso pequenos.

Asimismo este mismo marco teérico del tensor de esfuerzos se aplicard para los modos de deforma-
cién mas generales consistentes con isometria. El dpice del defecto cénico proporciona una constriccién
geométrica muy fuerte proporcionando estabilidad al estado base del cono. Cuando se corta un disco al-
rededor del apice se encuentra que este estado se vuelve inestable; en la ausencia del apice como centro
de organizacién del cono, el dnulo restante (secciéon comprendida entre dos fronteras circulares) se relaja
en una superficie plana mas general: una superficie desarrollable en su tangente. Aunque tales superficies
han sido estudiadas desde el siglo XIX, nunca han sido estudiadas en este contexto fisico. Estas superficies
son generadas por las tangentes de una curva espacial, su llamado borde de regresion, que las describe
completamente. La justificacién principal para dedicar tiempo a este problema es porque representa una
buena aproximacién para varias membranas biolégicas delgadas, entre ellas las hojas de plantas, cuyas
propiedades elasticas en escalas macroscépicas son determinadas por las paredes celulares que envuelven
las células. Explicar las morfologias observadas es un reto importante biofisico. Curiosamente, este pro-
blema tiene relevancia no sélo en la fisica de la materia condensada suave, la ingenieria y la biofisica,
también resulta relevante en el trabajo de arquitectos contemporaneos que quieren explotar las propie-
dades especiales de las superficies desarrollables formadas por placas metélicas planas para crear formas
estructurales novedosas; el museo Guggenheim en Bilbao, disenado por Frank Gehry, proporciona un
ejemplo bien conocido.



Capitulo 2

Esfuerzos y torcas en curvas

En este capitulo se desarrolla un marco tedrico para estudiar configuraciones en equilibrio de curvas en
3, cuya energia asociada depende s6lo de su curvatura y torsién de Frenet-Serret. La dependencia de estas
cantidades de las funciones de encajamiento de las curvas se implementa introduciendo multiplicadores de
Lagrange locales en el principio variacional y se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes.
Este marco se extiende para tratar el problema en el cual la curva estd constrenida a estar sobre una
superficie prescrita. Estos resultados se especializan al caso de la elastica de Euler y como aplicacién se
consideran los casos de curvas de este tipo confinadas dentro de esferas.

2.1. Principio variacional para curvas usando variables auxiliares

Todo Hamiltoniano invariante bajo transformaciones euclidianas H[Y] definido sobre una curva espa-
cial T : s = Y(s) parametrizada por longitud de arco s, y que depende tinicamente de la trayectoria misma,
puede ser expresado en términos de la curvatura x y torsién 7 definidas en el marco de Frenet-Serret (FS)
adaptado a T, asf como de sus derivadas, en la forma [3]

HIY] = /dsH(ﬁ,T, W) (2.1)
donde ’ representa diferenciacién con respecto a s.

Es posible hacer esto, pues una vez que las curvaturas estan dadas, la curva misma siempre puede ser re-
construida salvo movimientos euclidianos (traslaciones y rotaciones) [92]. Esta relaciéon permite reemplazar
las funciones de encajamiento por las curvaturas y tratarlas como variables geométricas independientes.

Uno esté interesado en los puntos criticos de H, pero para determinarlos correctamente se debe tomar
en cuenta que existe una sutileza en mantener la relaciéon de K y 7 con Y en el principio variacional: las
ecuaciones de Frenet-Serret (FS), dadas por las ecuaciones ([AJ]), se deben preservar bajo deformaciones
de la curva.

Una manera de hacer que esta condiciéon se cumpla, es imponer este conjunto de ecuaciones como
un conjunto de constricciones en el principio variacional. Esto se puede lograr con la introduccién de
multiplicadores de Lagrange de manera andloga a la presentada en la referencia [37]. Cuando esto se
realiza, k, 7 y 'Y estan libres para ser variadas independientemente. Como el vector tangente y las normales
a la curva aparecen en estas ecuaciones es natural también tratar estas variables independientemente.

Tres multiplicadores de Lagrange (dados como componentes de un vector F) son necesarios para
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fijar las variaciones de las componentes del vector tangente T para que sean la primera derivada de las
funciones de encajamiento de la curva, otros seis (Aq) para asegurar la ortonormalizacién del marco
FS {T,N,B} y finalmente tres multiplicadores (Aq) para establecer las relaciones entre esta base y
su derivada, mismas que definen las curvaturas y al mismo tiempo aseguran que su variacién respeta
las ecuaciones de FS. Teniendo en cuenta lo anterior, se construye el siguiente Hamiltoniano efectivo
H.(Y,T,N,B,k, 7, F, Aap, Aap):

H. = H(k,71) +/F (T —-Y")ds
1 1 1
+§//\TT(T -T — l)dS + 5 /)\NN(N -N — l)ds—l- 5 //\BB(B -B— l)ds
+//\TNT - Nds + /)\NBN -Bds + / ATB - Tds
+/ATN(T/ -N — H)ds + /ANB(NI -B— T)dS + /ABTB/ - Tds. (2.2)
El multiplicador de Lagrange ApT asegura que el pardmetro s es longitud de arco.

El unico lugar donde aparece Y en el Hamiltoniano efectivo es en la constriccién tangencial implemen-
tada por F', de manera que la variacién con respecto a Y es

5&:/@Fﬁ¥; (2.3)

asi, la ecuacion Euler-Lagrange correspondiente estd dada por la conservacién de F:
F =0, (2.4)
lo cual consecuencia directa de la invariancia traslacional de H como se mostrard mas adelante.

De la variacién de H, con respecto a k y T se determinan directamente los multiplicadores de Lagrange
que implementan sus definiciones

oM _OH
ATN = & = HH, ANB — 87’ = HT. (25)

Finalmente H. es estacionario con respecto a T, N y B respectivamente cuando

F+ AT+ ArnN + AgTB + ABTB/ — (ATNN)/ = 0, (2.6&)
ArNT + AN + AngB + ATNT/ — (ANBB)/ = 0, (2.6b)
/\BTT + /\NBN + /\BBB + ANBN/ - (ABTT)/ = 0. (266)

Sustituyendo las ecuaciones de F'S en las ecuaciones (2.6]), se obtiene

F + (Apr + sArn)T + (/\TN Y N— A’TN) N+ (gt — 7Atn)B = 0, (2.72)
ArnT + ()\NN + kAN + TANB)N + (/\NB — Ai\IB) B = 0, (2.7b)
()\BT — kKANB — A;BT) T+ (ANB — KABT)N + (/\BB + TANB)B = 0. (2.7¢)

La independencia lineal del marco de FS implica que los seis coeficientes de las ecuaciones (2.7D)) y (2.7d)
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deben ser nulos

At = 0, (2.8a)

ANN + KATN +TANB = 0, (2.8b)
ANB — Ang = O, (2.8¢)

ABT — KANB — Agp = O, (2.8d)
ANB — kAT = 0, (2.8¢)

ABB + TANB = O. (2.8f)

Resolviendo para los demés multiplicadores de Lagrange en términos de las cantidades conocidas Arn y
ANB, dadas en la ecuacién (2.35]), se obtiene

/\NN = —IiATN — TANB7 (29&)
ABB = -—TANB, (2.9b)
)\NB = Ai\IBv (296)
Ang
Apr = KANB+ - | (2.9d)
ABT = ANB . (296)
K

Sustituyendo los valores de todos estos multiplicadores en la ecuacién ([27al), se obtiene que F estd dado
por

1 ’
F = (—ATT — H%H)t + (%HTI + HN /) n+ <T’}[ﬁ - KJ%T - (EHT I) ) b- (2.10)

En este punto, sélo falta determinar Arr. Esto se realiza a través de la ley de conservacién para F.
Sustituyendo (ZI0) en la ecuacién ([24]) y tomando las proyecciones en el marco de FS, se obtienen las
siguientes ecuaciones

exr=F -T =0= —(kH,) —7H, — kH, — App (2.11)

N !
EN = F - N 0 ’H:; — (52 +7‘2) H,. + 27 (HI;’:' ) + 7 <%> + kTH; — KATT, (212)

H'
K

’ ’ T ’
eg=F ‘B =0= (7H,) —( > — (kH,) +T(E7{T’+Hﬁ). (2.13)
Como H es un escalar bajo reparametrizaciones, la parte tangencial de la variacion es una derivada total;
la componente correspondiente de la ecuacién de EL, dada por la ecuacién (ZIT]), se debe satisfacer
idénticamente [II]. Integrando la ecuacién (ZIT]) se obtiene que Apt estd dado por

Arr =H —2kH, — TH, + ¢, (214)

donde ¢ es una constante de integracién asociada con la constriccién de longitud fija [. Modulo esta
constante, el vector F' estd completamente determinado por la curva

F:(HHHTHT—H—C)TJF(H;+£H;)N+ THK—HHT—<%> B. (2.15)

LUno podria usar el funcional # = H + ¢ en lugar de H, donde ¢ actia como un multiplicador de Lagrange que fija la
longitud total.
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Sustituyendo (ZI4]) en (ZI2) (y manipulando la ecuacién (2.I3), se obtienen las dos ecuaciones de EL que
corresponden a los dos modos independientes de deformacién de la curva

en = Ho+ (K% = 7)Mo + 27 (%) + 7' (%) +2k7H, —k(H+¢) =0, (2.16)
b H,' ;o2
eB = 2(THe) — 7 Hi — - — (kM) + ?’H,T =0. (2.17)

Estas dos ecuaciones coinciden con las ecuaciones (77) y (78) de la referencia [11]@ en donde fueron
obtenidas de manera algo més laboriosa, ya que se determiné explicitamente como responden las curvaturas
a la deformacion de la curva, lo cual aqui no fue necesario por la introducciéon de los multiplicadores de
Lagrange que permitieron variar todas estas cantidades libremente.

2.2. Identificacion de los vectores de esfuerzos y torcas

En esta seccién se identifican los vectores de esfuerzos y de torcas que actian sobre la curva. Esto
se realiza analizando las cantidades conservadas asociadas con las invariancias respecto de traslaciones y
rotaciones del Hamiltoniano.

Salvo las ecuaciones EL anteriores (que en equilibrio se anulan), la variacién del Hamiltoniano es
0H, = f dsQ@’, donde Q@ es la carga Noether dada por

Q=-F - 6Y + ArnN:-0T + AngB - 0N+ AgrT - 6B. (218)

Usando las relaciones (23) y (29¢), @ puede expresarse en términos de las cantidades geométricas de la
curva ”

Qz—F-5Y+’H,.;N-5T+HTB-5N+?TT-éB. (2.19)
Como H es invariante bajo transformaciones euclidianas, existen cantidades conservadas de acuerdo con
el teorema de Noether, las cuales se analizan a continuacion.

Para el caso de una traslacién infinitesimal de curva I'" por un vector Y = ed con € un parametro
infinitesimal, la base del marco de F'S no cambia, asi que la carga de Noether es simplemente Q = —e F - d.
Entonces, en equilibrio la variacién de la energia es

6H, = —ed- /ds F (2.20)

Como el Hamiltoniano es invariante bajo traslaciones y el dominio de integracién es arbitrario, se tiene
que
F =0. (2.21)

Se observa entonces que la conservacién de F es consecuencia de la invariancia respecto de traslaciones de
H. El médulo cuadrado de F es el primer Casimir del grupo Euclidiano.

Considerando ahora el caso en que la curva I' tiene fronteras en s; y sy, si cambia unicamente la
frontera en sy, manteniendo fija la otra, ahora la variacién del Hamiltoniano es

SH, = —ed - F(s;), (2.22)

2Excepto por la constante ¢, discrepancia debida a que en dicha referencia no se impuso la constriccién sobre la longitud
de arco y por lo tanto sobre la longitud total de la curva.
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lo que establece que el cambio total en la energia de la curva es la proyeccién del vector F en la direccién
del desplazamiento d de la frontera, lo cual permite identificar a F como la tensién sobre I' en s;.

Para el caso de una rotacién infinitesimal de la curva Y = ew x Y, los vectores de base del marco de
FS se transforman como

T=ewxT, OIN =ew x N, 0B =ewxB. (2.23)

Asi, la carga de Noether es Q = ew - (—Y xF+H, T+ RN+ HKB>. Entonces, la variacién del Ha-

K

miltoniano estd dada por

0H, = —€w- /ds M, (2.24)
estableciendo que en equilibrio se conserva el vector definido por
M=YxF+S8S (2.25)
donde )
H,
S=—-(H,T+ ?N +H.B|. (2.26)

De forma similar a la identificacién del vector de esfuerzos sobre la curva, M se identifica como el vector
de torcas con respecto al origen que actida en un segmento de la curva. Este consiste en dos partes, la
primera depende del origen, pero la segunda, dada por S, es de carécter intrinseco, pues posee invariancia
traslacional.

Derivando con respecto a s la relacién (2.26) se tiene que la torca diferencial intrinseca estd dada por

’
’

S = | H, — kM, — <H—> N — (H; + %”H;) B. (2.27)

K

Comparando esta expresién con la de F dada en (2.13]) se observa que
S =FxT, (2.28)

relacién que se satisface independientemente de si la curva estd en equilibrio, pues aun si M esta conservada,
ni Y x F ni S estdn conservados por separado. Sin embargo, la proyeccién S- F, (F = F/||F||) el segundo
Casimir del grupo Euclidiano, si esta conservado.

En suma, las cantidades conservadas, el primer y el segundo Casimir del grupo euclidiano definidos
por F2=F -Fy J=S-F estdn dados por las expresiones

2

2 2 / T \? H/T
F2 = (kM +7H, —H — ) + (HK + ;HT) o RGO e . (2.29)
1 H;_ ’ T / H;
J = —F HT(I{HK + 7'7‘[7- —H - C) + ? (HH + EHT) + H,{ 7'7‘[,{ — HHT - <?> . (230)

En las siguientes subsecciones, se aplicardn estos resultados en dos ejemplos, a un modelo integrable
introducido por Kuznetsov y Plyushchay [62] que posteriormente serd relevante para el estudio de superficie
desarrollables en su tangente en el capitulo[f y también se aplicard a la eldstica de Euler en E3.
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2.2.1. Modelo de Kuznetsov-Plyushchay

En la referencia [62] Kuznetsov y Plyushchay, en el contexto de particulas relativistas introdujeron un
modelo integrable con la siguiente densidad [A

H(k,7) = K1), con ¢=-, (2.31)
donde f(¢) es una funcién arbitraria.

Para este caso, las derivadas de H son
H. =1- (1, Hr = £ (2.32)
Su combinacién da lugar a las siguientes identidades
Hyo + (M, =1, My, +(H, =0, (2.33)
multiplicando ambas por k se tiene que
KM+ TH, = H, KH, +7H, = 0. (2.34)
Sustituyendo la relacién ([234) en las ecuaciones (2I6) y (2I7) se obtiene que en y ep estdn dadas

respectivamente por
.\
¢ ((f) —THs + n%) = c, (2.35)

N
<&> —THe +KkH, = Cp, (2.36)

K

donde C} es una constante de integracién. La combinaciéon de ambas ecuaciones conduce a que ( es
constante. Nétese que si se impone la condicién de arco-longitud fija, i.e. ¢ # 0, entonces ni Cy, ni ¢ pueden
se cero. Entonces las curvas que extremizan este modelo satisfacen que su torsién es proporcional a su
curvatura: 7 = (k. Mas aun, usando este hecho en la ecuacién de EL (Z35]), ésta se reduce a

T(C+1)f-¢h) =c, (2.37)

lo que implica que 7 y por lo tanto k, son constantes, de forma que las tnicas curvas extremales co-
rresponden a hélices circulares. En la referencia [63], usando un formalismo Hamiltoniano, soluciones
completamente andlogas a estas fueron encontradas como trayectorias de particulas relativistas.

Usando (Z34) y [235) en la expresién de la fuerza ([ZI5) se obtiene que la fuerza estd dirigida a lo
largo del vector de Darboux definido por D = 7T + kB [34], es decir

c
F=—-—-D. 2.38
: (2.38)

Asi, el primer Casimir estd dado por
Crr=c(1+¢%), (2.39)

Su dependencia de la funcién f se da a través de la constante ¢ definida en la ecuacién ([237). En parti-
cular, para superficies desarrollables en su tangente, la energia de doblamiento definida sobre su borde de

regresion es cuadratica en (:
p(T\*_p¢®
r=2(3) =2, 2.40
2 \k 2 ( )

3 Aqui se elige la razén 7/k en lugar de su inversa, utilizada en dicha referencia, debido a que, como se veré en el capitulo
[B] es esta la razén que involucra la energia de las superficies desarrollables en su tangente.
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donde p es una constante, por lo que

S

HR: 9’

<2
Hr = pC, y c=prC <? + 1) . (2.41)

Los vectores de esfuerzos y torca intrinseca estan dados por

R P ) o

Ambos se anulan cuando 7 — 0. Estos vectores de esfuerzos y de torca obtenidos tienen la misma forma
que los presentados por Starostin y Heidjen en la referencia [94]@, en donde estudiaron fuerzas y torcas en
bandas en forma de hélice, aunque utilizando un Hamiltoniano definido sobre una curva geodésica en la
superficie, en lugar del borde de regresion.

El segundo Casimir estd dado por
cf ¢
Fr=S=2c
¢ 2
estableciendo una vez més que ¢ es constante. Usando la expresién ([2:39) del primer casimir, se puede
expresar J completamente en términos de ¢ como

(2.43)

¢
Vit

Si la fuerza es ortogonal a la torca, i.e. J = 0, entonces 7 = 0 y la curva estd en un plano.

_P
J=5 (2.44)

2.2.2. Elastica de Euler

En general para un funcional que depende sdlo en la primera curvatura s, se tiene que H, = 0, y las
ecuaciones de EL se reducen a

EN = 7—[;:—1—(/12—7'2)7-[,{—11@—1-6):0, (2.45a)

ep = 2(tH,) — 7M. =0. (2.45b)

Multiplicando la ecuacién (2.450) por el factor integrante H, permite escribirla como una derivada total
(HiT)/ =0, lo que implica que

THi = Cb y (2.46)

con ¢p una constante de integracién. Esta relacion permite determinar 7 como funcién de x. Los dos
Casimires para este caso son

2 % 2 2
F? = (H) F (He — H — €)% + (TH). (2.47)
7'7-1,%
J =" (2.48)

Comparando las ecuaciones (2.40) y ([2.48)) se observa que la constante de integracién ¢, es precisamente
la cantidad conservada —F'J, de manea que se tiene la siguiente expresién para 7

FJ

—am (2.49)

T =

4Para demostrar esto en el caso de la torca se requiere hacer uso de la expresién (Z37)
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Sustituyendo esta expresién en la del primer casimir (Z47) resulta en la cuadratura para &

(H;)Q + (KM —H —c)® + (1;;7)2 = F2, (2.50)

Considerando a H, como la coordenada radial r de una particula ficticia de masa m = 2, la ecuacién
2350) puede reescribirse como

’%’2 V() + o (5)2 = F?, (2.51)

2m \r

que representa el movimiento radial de una particula con energia total F2 y momento angular [ = 2FJ
en un potencial central V (r) = (kr — H — ¢)? [11].

En particular para la elastica de Euler, cuya energia asociada estd dada por

Hp = %/ds K2, (2.52)

esta es la energia de doblamiento del modelo de la cadena tipo gusano (Worm-Like Chain model) que
describe un polimero semiflexible inextensible [52].

En este caso H,, = k y las ecuaciones de EL ([2.45a) y (2.45D)) se reducen a

" ,‘<.'/2
eN = K —l—m(;—#—c) , (2.53a)
cm = 2 (). (2.53b)
K
El segundo Casimir es J = —7x2/F, de donde se obtiene que la torsién es
FJ

Sustituyendo esta expresion para 7 en la ecuacién de Euler-Lagrange en se obtiene la siguiente ecuacion
diferencial para

1 F2J?
EN:KI/+I€(§I€2—C>— pe =0. (2.55)

La condicién para que una eldstica de Euler plana (7 — 0) es que J = 0, lo cual sucede cuando la torca
intrinseca S es ortogonal a la fuerza F.

El vector de esfuerzos en la elastica de Euler estd dado por
1 2 1
F = S e T + «'N + k7B. (2.56)

Su cuadrado, el primer Casimir proporciona directamente la primera integral de esta ecuacic’)rﬂ la cual
estd dada por la siguiente cuadratura para

2 2
N2 1 FJ
F? = (m) +{zwt—c)] +[—) . (2.57)
2 K
5Se podria haber obtenido el mismo resultado multiplicando ey por el factor integrante x’ e identificando la constante
de integracién como (F2 — c?)/2.
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Por medio del cambio de variable u(s) = 1/2k(s)?, esta ecuacién se puede reexpresar en la forma
(u)? + 2u(u — ¢)* = 2F*u + F2J* = 0. (2.58)

Las soluciones de esta ecuacién diferencial estan dadas en términos de funciones elipticas. Este tipo de
curvas de longitud fija que minimizan la energia (2.52)) han sido estudiados con enorme detalle. En la
referencia [65] Langer y Singer presentaron una clasificacién sistemdtica de estas soluciones en el espacio
euclidiano tridimensional asi como en la esfera con curvatura Gaussiana positiva constante y en el plano
de Poincaré, que es isométrico a la pseudoesfera con curvatura Gaussiana negativa constante. Una revisién
de estas soluciones se puede encontrar en la referencia [91].

En particular, de la ecuacién (250 se tiene que para una curva plana de curvatura constante, el inico
equilibrio estable es un circulo de radio R. La constante c est4 dada por ¢ = 1/2R? y el vector constante
F se anula. Bajo la la accién sola de la energia de doblamiento el lazo tenderia a expandirse; pero la
constriccién de longitud fija se opone a esta tendencia.

A continuacién se presenta una adaptacion de este marco tedrico para incluir la constriccién de que la
elastica de Euler esté confinada por una superficie.

2.3. Polimeros confinados por superficies

En esta seccion se adapta el marco tedrico desarrollado en la seccién anterior para describir los estados
de equilibrio de un polimero semi-flexible confinado a una superficie. Esta constriccién de confinamiento
se impone usando un multiplicador de Lagrange local. De esta manera se simplifican en gran medida los
argumentos variacionales usados anteriormente en este problema en la referencia [7§].

La motivacién para estudiar este problema surge de la biofisica: en un amplio rango de sistemas
biolégicos se presenta el confinamiento o la adhesién de biopolimeros a membranas biolégicas. El primero
ocurre dentro de compartimentos celulares o en las capsidas virales; el segundo en el empacamiento de
ADN;, ya sea en el enrollamiento alrededor de una histona cilindrica (conjunto de proteinas con forma de
bobina) o en la conformacién de ADN u otros biopolimeros cuya transcripcién y replicacién estd gobernada
por la adhesién especifica de ciertas proteinas [71], 80, [108].

Recientemente, este tipo de problemas ha recibido mucha atencién, Boue et al consideraron el confi-
namiento de una hoja cilindrica dentro de un cilindro circular [7], Frey et al. analizaron explicitamente
el confinamiento de polimeros dentro de una esfera usando simulaciones de Monte Carlo, mientras que
Katzav et al hicieron lo mismo con un enfoque estadistico empleando una aproximaciéon de campo medio

[49].

En el marco tedrico empleado aqui, se considera al polimero completamente desde el punto de vista
geomeétrico, no se consideran efectos asociados con cargas electrostaticas ni fluctuaciones térmicas. Como
antes el polimero se modela como una curva en el espacio tridimensional cuya energia de doblamiento esta
dada por la ecuacién ([252). En particular se consideraran curvas cerradas. En ausencia de constricciones
externas, no hay mucho qué decir: el uinico equilibrio estable es el circulo. Sin embargo si se confinan sobre
una superficie en general estaran obligadas a adoptar una forma no circular siguiendo trayectorias que no
son geodésicas. Esto incrementa su energia elastica de doblamiento y genera fuerzas en la direccién normal
a la superficie confinante. La magnitud de estas fuerzas varia (incluso en el confinamiento esférico) a lo
largo de la regién de contacto.

Este problema variacional con constriccién fue considerado por primera vez en una serie de articulos por
Nickerson and Manning en la referencias [70, [78]. En su manera de tratar el problema, se concentraron
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en los grados de libertad de la curva ligados a la superficie. Aunque esta manera aparentemente conduce
directamente a los aspectos fisicos relevantes, se pierde de vista informaciéon importante. La invariancia
Euclidiana del problema sin constriccién (invariancia con respecto a traslaciones y rotaciones) no se pre-
serva debido a la constriccién. La manera en la cual ésta se pierde no es arbitraria. Con el marco teérico
utilizado aqui, se tiene seguimiento de esta simetria. Esto se realiza trabajando con los grados de libertad
de la curva originales (sin constriccién) e implementando la constriccién por medio de un multiplicador
de Lagrange local, como se detalla a continuacion.

La membrana sobre la que se confina el polimero se modela como una superficie bidimensional descrita
en forma paramétrica por el mapeo ¥ : (u',u?) — X(ul,u?). Para introducir la condicién de que T
estd sobre ¥ se suma a la energia H[Y] dada por la ecuacién ([2.52)) el siguiente término que implementa

esta constriccion:
H.[Y,u%] = H[Y] —I—/ ds A(s) - [Y(s) — X(u®(s))] , (2.59)

donde A es un multiplicador de Lagrange con valor en vectores definido sobre la curve I'. Es importante
notar que esta constricciéon rompe manifiestamente la invariancia traslacional de la energia H. Asi, A
también cuantifica la pérdida de invariancia Fuclidiana en el sistema constrenido.

Este nuevo término contribuye en la variacién de H. a través de la variacién de la curva I' dos maneras:
por una parte como una curva espacial tal como en el caso sin constricciéon y por otra parte como una
curva sobre ¥ (mediante la variacién de las coordenadas u® sobre X).

La variaciéon de H. con respecto a las funciones de encajamiento Y ahora estd dada por
&m:/@wwnvv (2.60)

En equilibro, se encuentra que F/ = —A. Entonces, en presencia de la constriccién, la tensién por unidad de
longitud en la curva no esté conservada; el multiplicador es la fuerza externa asociada con la constriccién

[64).

La variacién correspondiente de H,. con respecto a u®(s) estd dada por
ouH. = —/ds)\ -eqgou’, (2.61)

donde e,, a = 1, 2 son los vectores tangentes a la superficie adaptados a la parametrizacién por las coorde-
nadas u®. En equilibrio, A-e, = 0; de manera que la fuerza en la curva asociada con la constriccién siempre
actia ortogonalmente a la superficie: A = An, donde n es el vector unitario normal a 3. Combinando
estos resultados se obtiene

F' = -)n. (2.62)

Para un lazo confinado por un cilindro, la invariancia traslacional a lo largo de su eje de simetria (el eje
z por ejemplo) implica que la componente correspondiente de la fuerza, F3 = F - z, estd conservada.

Una condicién de integrabilidad para curvas cerradas es consecuencia de la ecuacién (2.62):

l%ﬁAn:O. (2.63)

Esto es vélido independientemente de si el contacto es completo o no. Para una curva abierta, la integral
correspondiente es una medida de la fuerza neta actuando sobre la curva.
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A partir de la ecuacién (Z62) se obtiene que la derivada de Euler-Lagrange tangencial ex = F/ - T
se anula idénticamente, peculiaridad que puede ser atribuida al hecho que los inicos grados de libertad
relevantes son geométricos, esté o no confinada la curva. Entonces F esta dado nuevamente por la ecuacién
[2340), cuya diferenciacién con respecto a s es

F = enN +¢egB, (264)

donde las derivadas de Euler-Lagrange de la energia de doblamiento en y eg estan dadas por las ecuaciones

(253a) y (2.53D).

Se mostrard que la ecuacion de Euler-Lagrange para la curva involucra que se anule una combinacién
lineal de las derivadas de Euler-Lagrange del problema sin constriccion. La fuerza confinante se identifica
como otra combinacién lineal de estas derivadas; estd por lo tanto también determinada completamente
por la geometria local. Para esto es conveniente en este punto introducir sobre la curva el marco de
Darboux adaptado a la superficie, conformado por el trihedro dextrégiro {T,n,1}, donde ] = T X n es el
vector normal a I' que a su vez es tangente a ¥ [23, [34]. Algunas propiedades relevantes de este marco se
resumen en el apéndice[A4]l En particular, las normales del marco de FS se relacionan con sus contrapartes
del marco de Darboux por una rotacién alrededor del vector tangente:

N =coswn+sinwl; B = —sinwn-+coswl. (2.65)
La relaciéon TV = kN permite expresar el dngulo de rotacién en términos la razén de las curvaturas:
sinw = —kg4/k, 0 cOSW = —ky /K, donde kg4 y Ky, son respectivamente las curvaturas geodésica y normal a
largo de T,
/ /
kg=—T-1, k,=-T -n. (2.66)

Esto permite expresar F/ dado en la ecuacién (Z.64]) en la forma
F' = (coswen — sinweg)n + (sinwen + coswep) 1. (2.67)
La proyeccién de la ecuacion (Z62) en 1 proporciona la ecuacién de Euler-Lagrange
el =sinwen + coswep = 0. (2.68)
Esta ecuacion no involucra al multiplicador A, pero la proyeccién en n lo determina
A= —coswen +sinwegp . (2.69)

De esta forma, la fuerza normal estd completamente determinada por la geometria local.

En esta aproximacidn, se observa explicitamente como ambas ecuaciones de Euler-Lagrange (2.68) y
la fuerza confinante ([2.69)) se obtienen de las dos derivadas de Euler-Lagrange del problema original.

Se tiene asi que las ecuaciones de Euler-Lagrange de la elastica de Euler sin constriccién, dadas por
en = 0y ep = 0, se reemplazan por la tinica ecuacién €; = 0. Esta discrepancia en el niimero de ecuaciones
refleja el hecho que una curva espacial posee dos modos independientes de deformacién, mientras que una
curva superficial posee s6lo uno. En general, la integrabilidad del par original de ecuaciones se pierde
cuando la constriccion estd presente.

El vector F en la base de Darboux se descompone como

KJ2 +I§J2
F= <7g 5 = ¢ T = (15 + fn7y) 1= (i, = rigTg) M. (2.70)
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2.3.1. Ec. de Euler-Lagrange en términos de las curvaturas

Usando las identidades (A55) y (A.56) la ecuacién de Euler-Lagrange (2.68]) se puede expresar com-
pletamente en términos de las curvaturas sobre la superficie

K2 + K2 (k27,)"
g n 2 n'g _
T_Tg_c -‘rTn—O (271)

— &1 = lig + Ky
Esta expresién coincide con la presentada en la referencia [78]E donde fue derivada usando un método
muy diferente. Es importante notar que involucra ambas curvaturas al igual que la torsién geodésica, por
lo que en general la curva no serd una geodésica; incluso si kg = 0, la curva no minimizard la energfa de
doblamiento, a menos que también cumpla algunos de los tres siguientes casos: k27, es constante, es una
curva asintotica o una curva principal de la superficie, condiciones que son poco probables que satisfaga
una geodésica.

La magnitud de la fuerza normal A dada por la ec. [2.69) es

IQQ—I—IQQ K2T, '
42 _ (). . (2.72)

A=k'+k
" " 2 g Kg

Esta expresién no fue presentada en la referencia [78]. Una consecuencia de la descomposicién simétrica

de la curvatura de FS en términos de sus partes geodésica y normal es el hecho A tiene una expresion

idéntica a la derivada de Euler-Lagrange €, dada por (Z71]) bajo el intercambio de x4 con ky, (y un cambio

de signo en el dltimo término).

2.3.2. Pérdida de invariancia rotacional

La integrabilidad de las ecuaciones de Euler-Lagrange para una curva sin constriccion se debe a la
invariancia Euclidiana de su energia. En general, con el confinamiento, se pierde no sélo la invariancia
traslacional, sino también la invariancia rotacional, por lo que la ecuacién correspondiente a su contraparte
constrenida en general no serd integrable.

No obstante, en varios casos de interés, la geometria confinante respeta algin subgrupo del grupo
Euclidiano. En particular, las leyes de conservacién asociadas con la invariancia residual para dos casos
especiales se examinardn: esferas (rotaciones) y cilindros (rotacién alrededor y translacién a lo largo de su
eje de simetria) se presentaran. Como se verd mas abajo, en ambos casos esta invariancia residual permite
expresar la ecuacion de Euler-Lagrange como una cuadratura que puede ser integrada directamente.

El vector de torcas alrededor del origen de la curva, M, estd dado por
M=YxF+8S, (2.73)

donde S = —xB. Como se mostré en la seccién anterior para una curva libre, M’ = 0, lo cual puede
expresarse en la forma explicitamente invariante bajo translaciones S’ + T x F = 0 [64]. En el marco de
Darboux, la parte intrinseca S estd dada por

S=—kgn+ry,l. (2.74)

Derivando M se tiene
M =g (Y x1) = A(Y xn) . (2.75)

6Salvo signos debido a las diferentes convenciones adoptadas.
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Entonces, en un equilibrio confinado con €; = 0, M no esta conservado, teniendo como fuente el momento
de la fuerza asociado con la constriccién. Sin embargo, si la geometria confinante es una esfera centrada en
el origen, de manera que Y esta dirigida a lo largo del vector normal, M si esté conservada. Por otra parte
si la geometria es simétrica con respecto a un eje (por ejemplo el eje Z) como se describe en el apéndice
[AF] entonces la energfa serd invariante con respecto a rotaciones alrededor del eje de simetria; en este
caso la cantidad conservada es la proyeccion correspondiente de M, i.e. M3 = M - z. Usando la expresién
(AT6) para una curva sobre una superficie axisimétrica asi como las expresiones (A57) y (274) para F y
S en el marco de Darboux se obtiene que Mj3 esta dado por

K2 4+ K2
Mz = —sina (p (k) — knTg) — p' Kg) + cosap (%

1
- c) + 3 sin2aZ’ ki, . (2.76)
donde p y Z son respectivamente las coordenadas cilindricas en las direcciones radial y a lo largo del eje
de simetria.

Como aplicacion de este marco tedrico, se examina el confinamiento de un anillo de un polimero
semiflexible sobre esferas y cilindro de radios menores que el del anillo. Aunque existe un marco teérico
mas sencillo adaptado a estas geometrias particulares, al tratar este problema en esta manera general, se
estd en mejor posicion de entender el modelo y de refinarlo si es necesario.

2.4. Confinamiento esférico

Como primera aplicacion, se considera una curva cerrada de longitud S = 27 R confinada dentro de
una esfera de radio unitario. En la esfera, la curvatura normal es constante, k,, = 1 y la torsién geodésica
se anula, 7, = 0. Ambas son consecuencia directa del hecho que el tensor de curvatura extrinseca es
proporcional a la métrica, K5 = gap. El vector F dado por la ecuacién (A5T) se simplifica a

2
F = (% + a) T + r] donde o=>-c. (2.77)

en todo punto F es tangente a la superficie, estando completamente determinado por la geometria intrinse-
ca. La constante o, se interpreta como una “tension efectiva”’, es la diferencia entre la tensién originada
de la constriccion de longitud total fija y de la compresién debida a la curvatura normal constante de la
esfera. Es importante recordar que F no esta conservado, pero si el vector de torca M.

El vector de torcas definido por la ecuacién [2.73) estd dado por

(2
M—I{;T—<79+O'—1>1+K,gn. (2.78)

La invariancia rotacional de la energia de doblamiento confinada a la esfera implica que M es un vector

constante. La norma cuadrada de este vector permite identificar inmediatamente una cuadratura (M? =
M- M):
M? = (ky)* + V(ky), (2.79)

donde

V(kg) = (”?’ Yo 1) +R2. (2.80)
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La derivada de esta ecuacién con respecto a s reproduce la ecuacién de Euler-Lagrange (ZT1]), que para
una esfera toma la forma simple

" H.(QJ _
€1 = Ky + Kg 7—1—0 =0. (2.81)

Esta ecuacion es la misma que describe un curva eldstica cerrada sobre una esfera con una densidad
de energia, Iig /2. Esto es consecuencia directa de la descomposicién de la curvatura de FS en su partes
geodésica y normal, k2 = Iig + k2 con kK, constante. La esfera es la tinica geometria en la cual &, es
constante. Las curvas eldsticas sobre esferas fueron primeramente estudiadas por Langer y Singer [65];
posteriormente este problema fue estudiado con més detalle en [4].

M estd acotado inferiormente: la ecuacién ([2.79) puede expresarse en la forma definida positiva

2
2
()% + (7 + U) = B2, (2.82)

donde E? = M? 4 20 — 1 es manifiestamente positivo.

Igual que para la curva sin constricciones, tratando x4 como la posicién de una particula ficticia y s como
tiempo, la ecuacién ([Z82) describe el movimiento de una particula de masa m = 2 y energia total E? en

el potencial cudrtico simétrico U(k,) = (mg /24 0)2. Esta primera integral también puede ser integrada
en términos de funciones elipticas [4} 65 ©1].

El comportamiento cualitativo de este movimiento ficticio depende del signo de o: si o > 0, el potencial
posee un unico minimo global en k, = 0; si ¢ < 0, entonces posee a un maximo local en xy = 0 y dos
minimos globales en k,; = £1/—2¢. Un anillo con R = 1 forma un circulo grande (el ecuador) que satisface
kg = 0. Si R > 1, se espera que la solucién oscile simétricamente alrededor del ecuador de manera que
[ dskg = 0. Esto excluye el régimen o < 0, E < 6% como solucién fisica, en cuyo caso la trayectoria estaria
confinada a un pozo del potencial con un signo definido de k4. De acuerdo con la ecuacién (2.84)) el anillo
correspondiente estaria en un sélo hemisferio y es de suponerse que seria energéticamente favorable que el
anillo se despegara de la esfera.

Se puede reconstruir la curva a partir de la curvatura geodésica [4} [75]. Sin pérdida de generalidad se
puede alinear el vector M en la direccién z, de forma que M = Mz. Tomando las proyecciones de M,
dadas por la ecuacién ([2.78]) en el marco de Darboux es posible determinar las funciones de encajamiento
de la curva sobre la esfera. El vector normal n se parametriza en términos de las coordenadas esférica o

y (p7
n(s) = (sin®¥(s) cos (s),sin¥(s) sin p(s), cos ¥(s)) . (2.83)

La proyeccién de M en n determina el d&ngulo polar en términos de kg4:
M -n=Mcost = ky. (2.84)

La proyeccién correspondiente en el vector tangente dado por T = n’, inicamente reproduce esta ecuacién
diferenciada. La proyeccion de M en el vector normal 1 determina el dngulo azimutal ¢

;2
M-l:—Msin219g0/=—<?g+U—1>. (2.85)
Combinando las ecuaciones (Z.84]) y (2.88) se obtiene
K2/2+0—1
a2t -1 (2.86)
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La simetria del potencial V (k) implica una simetria dihedral de orden n para anillos suficientemente
cortos tal que no ocurre auto-contacto. Si el anillo se cierra después de completar un ndmero finito de
periodos de k4 en un recorrido del ecuador se tiene que k4(s + 2nR/n) = ky(s) v ¢(s + 2nR/n) =
©(s) + 2m/n, donde n > 2 es un entero. Entonces la cerradura impone una discretizacion del sistema.
El caso n = 1 se excluye por el teorema de los cuatro-vértices y la simetria del potencial. Estas dos
condiciones de cerradura se pueden expresar en la forma

R [ d
L:/ _dh (2.87)
4n 0 1/M2—V(Iig)
Y 2
2 1 d ke/2+0—1
_”:/ IV (2.88)
4n 0 1/M2—V([{g) M — Ky

donde k7 es un punto de retorno del potencial, V (k1) = M? M. En conjunto estas dos condiciones deter-
minan las constantes de integracion ¢ y M en términos del radio de anillo R y del entero n.

2.4.1. Confinamiento débil

A continuacion primero se aplicard la teoria de perturbaciones usando métodos elementales para exami-
nar anillos débilmente confinados, es decir, con un radio R ligeramente mayor que 1, o equivalentemente con
¢o < 1 si se caracteriza la longitud en términos de un angulo de exceso ¢ definido por S = 27 R = 27+ ¢y.
En este caso los estados de equilibrio se describen por deformaciones pequenas de un circulo grande de
la esfera con k4 = 0. Es entonces apropiado considerar la aproximacién arménica de la cuadratura (Z.82)
alrededor de x4 = 0:

(ky)? + oK) =E*—0”. (2.89)
Considerando la solucién coseno
Kg(s) = Ko cos(ns/R) = kg cosng, (2.90)

donde ¢ es el dngulo a lo largo del ecuador. Las constantes o y M se expanden como o = ¢(® + (D) 4 .
y M =M 4+ MDD 4+ . Enel orden més bajo la cuadratura implica 0(®©) =n? y M) =n2 — 1.

La longitud de arco sobre la esfera estd dada por
1/2
do\?
5= /dcp l(@) + sin? 19] : (2.91)

2 dd 1d
sin%?:l—%cosngp, y Oy -y 0 sinny . (2.92)

Pero la ecuacién (2.84]) da

Asi, en la aproximacién armonica

1 k2 n*+1
s=¢@+ Z% ((n2 -1y — % sin2ngp | . (2.93)
lo cual permite expresar la amplitud de la curvatura o en términos de ¢q:
2o
2 2
= — —-1). 2.94
Ko - (” ) ( )

7Aunque aparentemente la integral diverge en este punto debido al denominador, como se vera més adelante, ésta posee
un valor bien definido.
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En el caso n = 1, kg = 0, solucién a trivial que corresponde a una rotacion del ecuador alrededor de un
eje sobre su plano.

Integrando la ecuacién ([2.85) y comparando con la ecuacién ([2.93]) se encuentra la siguiente relacién entre
las correcciones de primer orden de o y M

MO o) = P02 (2.95)
™

Esta es toda la informacion que se puede obtener de la cuadratura. Para determinar la correccion de primer
orden de o y M es necesario recurrir a la condicién de frontera para r, ([287). En general M2 — V (k) =
1(2(E —0) — k*)(2(E + 0) + £?), donde

2

2AE—o)~kE,  2E+o0)~—4n?— ﬁ(a“) — MWy —2(c® 4 MWy, (2.96)
Por lo tanto
1 1 1 1 1 1
~— 1—— (W =MDy - — (@ 4 D)y - —x2) . 2.97
M2 =V (k) n Iﬁg — 2 ( Ant (o ) An2 (o' + ) 8712% ( )
La condicién (287) implica que
o 1 1 1

Combinando las ecuaciones Z95) y 2398) y usando la expresién de o @94) se encuentra que o)
estd dada por

oM = f—; (3—17n?) . (2.99)

La energia de doblamiento del anillo confinado por la esfera estd dada por
1
H=3 ](ds (ki +1) . (2.100)

Que para el caso de confinamiento débil es la suma de la energia del anillo sin constriccién Hioop = 7/R
y una correccién positiva que aumenta linealmente con ¢g

H = Hioop {1 4% n2] , (2.101)

T
Como se verd més adelante este crecimiento monotdnico con el tamano del anillo es valido sélo para
confinamiento débil y no se mantiene para el caso en general.

Para un valor fijo de ¢g la energfa se incrementa con n?. El estado base es el estado completamente
pegado a la esfera con n = 2. Méas adelante en el capitulo [6] se mostrard que todos los estados con
n = 3,4,... son inestables.

La fuerza transmitida a la esfera, dada en la ecuacién (Z772) asume la forma particularmente simple

K

A(s) = 79 +o0, (2.102)
de manera que es proporcional a la proyeccién tangencial de F a lo largo de la direcciéon de la curva.
Comparando las ecuaciones (2.I100) y (2.I02) se observa que en todo punto del anillo A estd linealmente
relacionado con la densidad de energia local.
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Usando las expresiones (2.90) y ([2.99) se encuentra que a orden lineal en ¢y, A estd dado por

)\:n2+f—0 (3—7n*+4(n®—1)cos® ny) , (2.103)
T

donde se ve que la fuerza confinante es manifiestamente positiva, teniendo valores que oscilan cerca de n?
(ver figura [Z7]). En el limite ¢9 — 0 se tiene que A # 0. Es constante cuando n = 1. Esto se interpreta
como una inestabilidad de Euler; el empacamiento del anillo circular en un estado de simetria n involucra
una compresion critica en el anillo que se transmite como una fuerza normal sobre la esfera.

A

25

20

10

Figura 2.1: Magnitud de la fuerza normal A en funcién del dngulo ¢. Se ilustran los casos para los primeros valores
de n con un pequenio exceso de dngulo o = 7/50. En todos los casos la magnitud de la fuerza oscila ligeramente
por debajo del valor n?.

2.4.2. Confinamiento fuerte

Ahora se examinan las configuraciones que adopta un anillo confinado por una esfera para valores
finitos de ¢y pero no demasiado grandes tal que no ocurre autocontacto o intersecciones.

La ecuacién (28] se puede integrar en términos de funciones elipticas para obtener k, como funcién
de s [4, [65] 9]
Kq(8) = Koen [ks,m] , Ko = 2v/mk , (2.104)

donde la funcién cnfz, m] es el coseno eliptico de Jacobi [I], el nimero de onda angular k estd dado
en términos de la constante E—definida después de la ecuacién (Z82)- por k = VE, el pardmetro m
estd definido por
_1 (1 _ i) (2.105)
m=g ) .
La curvatura depende de los dos parametros por determinar ¢ y M a través de los pardmetros k y m.
Estos pares de parametros estan relacionados por

o=k (1-2m), M*>=(k—1)"+4ms>. (2.106)

Si el valor de m se restringe al intervalo [0, 1], entonces también o estd acotado: o € [—k?, k?], de forma
que cambia de signo en m = 1/2. A continuacién se determinan k y m por medio del par de condiciones
de frontera asociados con la condicién de cerradura del anillo.
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El anillo se cierra después de completar un ntimero finito de periodos de &, al recorrer una vez el ecuador
de forma que k4(s) = kg(s +.5/n), donde n > 2 es un entero. Asi, las soluciones estdn discretizadas por
la cerradura y posee una simetria dihedral de orden n. Teniendo en cuenta que el periodo de cn es 4K[m],
donde K[m] es la integral eliptica completa del primer tipo [I], esta condicién se expresa en la forma
k=4nK[m]/S.

En la reconstruccién del anillo, la ecuacién (Z.84) determina ¢ en términos de k4, y la integracién de
la ecuacién (2.80]) proporciona

M <M2+2(o—1) { K2

p(s) = PRSI Py vel am [k s, m], m] - s) ; (2.107)

donde TI[n,am[z, m]|,m] es la integral eliptica incompleta del tercer tipo y am [z,m] es la amplitud de
Jacobi [I].

La cerradura de la curva, ¢(S) = 27, implica que

Mzs (g;ﬁﬂf__,% 1 Lg f%Mz’ m] - 1) =2, (2.108)

relacién que determina el valor de m implicitamente como funcién de S. Con esto se completa la iden-
tificacién del anillo confinado. El estado n = 2 con simetria de orden dos se ilustra en la Fig. para
diferentes valores de S. En la figura, S se expresa en términos del angulo de exceso ¢g: S = 27 + ¢g.

Conforme ¢y aumenta el anillo se distribuye mas sobre la superficie de la esfera; en cierto punto,
matematicamente la curva se autointersecta. El valor critico de ¢g en el cual ocurre el autocontacto por
primera vez depende de n. Para es estado n = 2 esta dado por ¢g = 2,2537. Este valor aumenta con n. Si
se prohiben las auto-intersecciones, fisicamente en anillo permanecera en contacto en estos puntos si ¢q
se incrementa por arriba de este valor como fue sefialado en el contexto de conos en la referencia [75].

Para cada n, la energia de doblamiento, ecuacién ([Z.I00) puede expresarse explicitamente como funcién

de S:
K S
H =32n? % (E[m] + (m —1)K[m]) + 5
donde &[m] es la integral eliptica completa del segundo tipo [1], y m(S) se obtiene resolviendo la ecuacién
(2108). En la Fig. se grafica las energias de los anillos confinado con n = 2,3,4 y 5 como funcién de

S, para valores de .S menores al valor donde ocurre autocontacto por primera vez.

(2.109)

La energia exhibe un méximo, el cual esta asociado con el desarrollo de asas en el anillo que le permiten
incursionar mas de la superficie esférica. El crecimiento lineal con S debido al segundo término no cambia
la energia de forma significante antes de la aparicién del auto-contacto. Pero si ocurre la auto-interseccion,
el término dominante en la energia es este término cuadratico en la curvatura normal que es independiente
de n. En el limite en el cual la longitud del anillo es muy grande, las energia de los estados con diferente
n convergen a un valor comun.

Usando la ecuacién (2.104), es posible expresar la fuerza transmitida a la esfera dada en la ecuacién
[2102) explicitamente en funcién de s,

A(s) = k? (2dn® (ks,m) — 1) , (2.110)

donde dn®(u,m) = 1 —msn?u [I]. Esta fuerza transmitida depende del valor local de kg4, pero a su vez
kg depende de la condiciones de frontera asociadas con la cerradura. En la Fig. se ilustra la magnitud
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Figura 2.2: Energia de doblamiento H en funcién del angulo ¢o = (S — 2m)/27 para los primeros valores de n.
Las gréficas sélo incluyen valores de ¢ hasta el punto en el cual ocurre autocontacto por primera vez.

de la fuerza \ para los estados n = 2, 3,4, 5. Se observa que la amplitud varia con n. Para n grandes con
angulo de exceso también grandes, la magnitud de A puede incluso cambiar de signo. Este comportamiento
depende de o.

(]
e
=2}

Figura 2.3: X como funcién de s, para los casos n = 2,3,4,5 con un dngulo de exceso ¢o = 7. A diferencia del
régimen del confinamiento débil la amplitud de A varia considerablemente al aumentar n.

Si ¢ > 0, entonces A también es positiva; el anillo confinado presiona contra la esfera en toda su
longitud. Por el contrario, si ¢ < 0 entonces A puede cambiar de signo a lo largo de la curva. Aunque
intuitivamente no pareceria que A pudiera volverse negativa, debe recordarse que la tendencia a despegarse,
igual que a adherirse, no es una propiedad local sino que esta asociada con el comportamiento global del
anillo. De cualquier forma, en tal regiéon no existe fuerza transmitida. Esto no necesariamente significa
que sea energéticamente favorable que se despegue de la esfera, lo cual dependera de los valores relativos
de la energia de los estados adheridos o despegados equilibrio.

Los estado inestables con n > 5 presentan regiones en las cuales \ es negativa para valores de ¢
menores al punto de auto-contacto. Para n = 5, esto ocurre cuando ¢¢ > 9,652 [75], como se puede ver en

la Fig. 241
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¢"i]

5 10 15 20

Figura 2.4: o como funcién del exceso de dngulo ¢¢. Para cada n, los valores de ¢ corresponden a curvas antes
de que el auto-contacto ocurra. ¢ presenta un cambio de signo en el estado con n = 5, y en todo los estados de
mayor n, antes de que ocurra el auto-contacto.

2.5. Confinamiento cilindrico

Ahora se examina el confinamiento de un anillo circular dentro de un cilindro de radio 1 menor que el
radio del anillo. A diferencia de la esfera, ya no es intuitivamente obvio que en el confinamiento débil se
tendra contacto completo.

La curvatura geodésica estd dada por
kg =a, (2.111)

donde « es el angulo que hace el vector tangente a la curva con la direccién de los paralelos del cilindro.
Las dos curvaturas principales son €| =0y C} = 1, de forma que la curvatura normal es

Kp = cos? a; (2.112)
la torsién geodésica estd dada por
in 2
7, = Sm2 <. (2.113)

Estas expresiones surgen como casos especiales de los resultados derivados para superficies axi-simétricas
en el apéndice La ecuacién de Euler-Lagrange (2.71) toma la forma

0/2

—g=ad"+d (7 + gcos4a — 6 sin? acos® a — c) =0. (2.114)

Es posible aprovechar las invariancias traslacional y rotacional a lo largo y alrededor del eje de simetria
del cilindro para obtener una cuadratura para a.

La invariancia traslacional a lo largo de z implica que F3 = F -2 es constante. Proyectando la expresion
(A57) para F en z, usando las definiciones de T y 1 dadas en (A77) se identifica

K2 + K2
F3 = —cosa (k) — kinTy) + sina <% —c . (2.115)

Similarmente M3 = M - z es constante. Para el cilindro, el vector de posicién Y puede expandirse con
respecto al marco de Darboux como:

Y =Z(sinaT —cosal)+n, (2.116)
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(a)n:27¢0:ﬂ’/2 (b)n=2,¢0:7r (C)n:2,¢0:2725371’

(d) n =3, ¢o =4,2337 (e) n =4, ¢o = 5,659 (f) n =5, ¢o = 3,072
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Figura 2.5: Tlustracién del estado con simetria de orden 2 para tres valores diferentes de ¢o = 7/2 (a), ¢o = 7 (b)
y ¢o = 2,2547 (c). Los estados con n = 2,3,4 en los respectivos dngulos de exceso donde ocurre el auto-contacto
por primera vez se ilustran en (c), (d) y (e). No hay cambio de signo en A. En (f) el estado con n = 5 se ilustra
para el valor de ¢¢ en el cual A\ cambia de signo y la curva tiende a despegarse de la esfera. El color representa la
magnitud escalada de A en el rango [—1, 1].

por lo que

K2 + K2
Y xF-z=sina (k;, — kn7y) + cos (gT —c]. (2.117)

Similarmente, usando la expresién (2.74) para S se tiene que la torca intrinseca es
S3=8-2=—Kpcosw (2.118)

Sumando ([ZI17) y (ZII8) se obtiene la proyeccién de la torca en la direccién del eje de simetria

K2 ~|—/~c,21
ms = Ms :sina(ﬁz'g—ﬁznrg) + cosa (gT +hn—c]|. (2.119)

Es sencillo verificar que I = cos aeg] mbh = sin aeg] de manera que tanto F3 como M3 estan conservados
3 3 ’
en equilibrio.
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Ambas ecuaciones (2ZIT5) y ([2ZIT9) son de segundo orden en derivadas de « (dependencia que entra
por medio de mf]). Tomando una combinacién lineal apropiada se puede eliminar la segunda derivada:

2 2
Ky + Ky,

5 + Kkpcos®a —c. (2.120)

Fssina + mg cosa =

Substituyendo k4 y Ky, dadas en las ecuaciones (ZI11) y (Z2.112)), se obtiene la siguiente cuadratura para
o

1 cos* a

_(0/)2 —

2 2
Nuevamente, el analisis de las soluciones se facilita usando el andlogo de una particula en un potencial
peridédico. No es obvio, a nivel de la ecuacién de Euler-Lagrange, que ésta pueda integrarse dos veces. Es
debido a la simetria que esto es posible.

— F3sina —mg cosa = c. (2.121)

La otra combinacion lineal de F5 y mg es
— Fycosa +mg sina = k), — 2k,7y (2.122)
o’ +2cos® asina — Fycosa +m3 sina = 0. (2.123)

Es sencillo confirmar que esta ecuacion se obtiene diferenciando la ecuacién (2121]).

La energia del anillo constrenido estd dada por

1
H=3 /ds ('? + cos*a) . (2.124)

Salvo la cuadratura (2121 puede se expresada en términos de «

H= /ds (cos4a+F3 sino + ms cosa+c) . (2.125)

Similarmente la fuerza local confinante sobre el cilindro puede expresarse en términos de «:

— A = 6c¢cos 2a+2cos4a(6c082a—5)

+ Hmscos a (3 cos® a — 2) + 3 Fssina (5 cos® o — 2) . (2.126)

En un anillo libre de fuerza externas, es de esperarse que F3 = (. Con esta suposicion el potencial que
en la cuadratura ([2I21)) posee simetria arriba-abajo, « — —a. Sin embargo, la constante m3 no se anula;
esto rompe la simetria izquierda-derecha @ — 27w — a. No parece que exista una soluciéon analitica para
« como funcién de s si mg # 08 Por 1o que se requiere realizar un tratamiento perturbativo de anillos
débilmente confinados.

2.6. Conclusiones

Empleando el método de variables auxiliares en el principio variacional, se derivaron las ecuaciones
de Euler-Lagrange que describen las configuraciones en equilibrio de curvas cuya energia es de caracter

4

8Multiplicando la ecuacién (ZIZI) en ambos lados por sec* a se obtiene

% (tan o)’ — — Fzsec® atana — masec® a = ¢ sect a. (2.127)

2R2

Si tanto F3 como ms3 se anulan, es posible resolver la cuadratura en términos de funciones elipticas.
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puramente geométrico. Asimismo, se derivaron los vectores que describen los esfuerzos y torcas a lo que
estan sometidas dichas curvas. Este método de variables auxiliares tiene la virtud de evitar tener que
calcular cémo varian las curvaturas como respuesta de la deformacién de la curva.

En particular se analiz6 el caso de la Eldstica de Euler cuya energia estd asociada con el doblamiento de
la curva y que describe a los polimeros semi-flexibles. Posteriormente se modificé este marco tedrico para
estudiar las configuraciones de equilibrio de anillos semi-flexibles confinados a superficies. Se aprovecho la
invariancia Euclidiana de la energia de la curva sin constriccion.

El analisis del confinamiento esférico de un anillo confirma que el estado de equilibrio menor a cierta
longitud estd completamente pegado a la membrana con una simetria de orden 2. Se obtuvo una descripcién
analitica exacta de estos estados asi como su energia y la fuerza transmitida a la esfera confinante. Esta
fuerza es positiva en todo punto. Como se verd en el capitulo [0l los estados de equilibrio con energias
mayores y simetria de orden n, con n > 3, son inestables en el régimen analizado. Después de cierta longitud
critica del anillo ocurren auto-contacto o auto-intersecciones. La determinacion de si las configuraciones
semi-pegadas (con regiones sin contacto con la esfera) son favorables energéticamente requiere un estudio
detallado adicional.

El confinamiento dentro de un cilindro circular se ha discutido brevemente. Debido a que la cuadra-
tura obtenida es complicada se planea empezar con el estudio de sus soluciones en el régimen de anillos
débilmente confinados.

En general, una direccién posible de trabajo futuro seria incluir el efecto de adhesién del anillo a la
superficie agregando a la energfa un término proporcional a la longitud de contacto.
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Capitulo 3

Esfuerzos y torcas en superficies

En las referencias [12] y [37] se introdujeron las cantidades fisicas que proveen una manera sisteméatica
de estudiar y entender las relacién entre la geometria de una superficie y las fuerzas a las cuales se
encuentra sometida. En este capitulo se hace una derivacién de estas cantidades siguiendo la referencia
[37]. Asimismo se estudia una ambigiiedad en la definicién de una de ellas, relacionada con las condiciones
de integrabilidad. En principio no es necesario implementar estas condiciones en el principio variacional,
pero como se vera luego, éstas dan lugar a esfuerzos nulos, por medio de los cuales se explican discrepancias
aparentes en la comparacion de los resultados obtenidos de las variaciones de un mismo Hamiltoniano
cuando se emplea sélo la geometria intrinseca o cuando también interviene la geometria extrinseca de la
superficie.

Considerando un funcional invariante bajo reparametrizaciones que representa la energia asociada a
la superficie, por medio del teorema de Noether, se identificaron las corrientes conservadas asociadas a
las invariancias traslacional y rotacional de la energia con los tensores que capturan los esfuerzos y torcas
sobre la superficie.

Todas las derivadas relevantes de las funciones de encajamiento X de una superficie en E3 se encuentran
contenidas en las dos formas cuadraticas fundamentales: la métrica gqp y €l tensor de curvatura extrinseca
Kgp. Asi, todos los invariantes geométricos de una superficie pueden ser expresados como funcionales que
dependen de escalares construidos con ellos, incluyendo al funcional que representa la energia asociada a
la superficie: el Hamiltoniano.

Teniendo esto en cuenta, es posible considerar cualquier Hamiltoniano invariante bajo reparametriza-
ciones H como funcién dnicamente de la primera y de la segunda formas fundamentales, g, and Ky

HIX) = [ AAH (g, Kot Ve, ) (3.1)

donde dA = \/§d2u es el elemento de drea, g = det gqp ¥ V, es la derivada covariante sobre la superficie
compatible con ggp.

Igual que como se hizo para el caso de curvas, para poder calcular la variacién H sin tener que tomar
en cuenta explicitamente cémo varian g, y Ka como consecuencia de la variaciéon de las funciones de
encajamiento, X — X + § X, se deben introducir campos auxiliares que actien como multiplicadores de
Lagrange generalizados que impongan las constricciones relevantes sobre las derivadas de X, teniéndose
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al final el Hamiltoniano efectivo
He = H(gap, Kav,---) + /dAf“ - (eq — 9aX)
+ /dA/\“ea -n+ %/dA/\n (n2 — 1)
+ % / AAN (gup — €4 - €) + / dAN (K — e, - Opn) (3.2)

donde e, y n son los vectores tangentes y normal a la superficie. Los multiplicadores A® y A*® son tensores
superficiales simétricos que implementan las definiciones de g4 ¥ Kap, los A® son las componentes de un
vector superficial asegurando que el vector normal esté fuera del espacio tangente de la superficie y A, es
un escalar imponiendo la normalizacion del vector normal.

Se debe tener en cuenta que ahora el Hamiltoniano original H se considera como dependiente tnica-
mente de la métrica y del tensor de curvatura extrinseca, siendo independiente de las variables de campo
auxiliares, es decir, ahora g, y K4 no dependen de X, e, o de n, pudiendo variarse cada uno por separado.

Por construccion las derivadas de EL con respecto a las variables auxiliares proporcionan las definiciones
de las cantidades geométricas

?;C =e, — 0, X, (3.3a)
?;: =e, N, (3.3b)
gf: =n?-1, (3.3¢)
;j{{fb = Gab — €4 - €p, (3.3d)
(?/i[zcb =Ky —eq-0Opn. (3.3¢)

Estas se deben satisfacer en cada orden de la expansiéon del Hamiltoniano, por lo que las derivadas de
estas derivadas de EL se deben anular también.

Cabe mencionar que estas definiciones también permiten reconstruir las ecuaciones que definen la
conexion de Gauss-Weingarten, que establecen cémo cambia la base adaptada a la superficie sobre ésta
en términos de la base adaptada misma

Osep =T° 6. — Kopnr, (3.4)

b
Oun = K, ey,

donde los coeficientes de la conexién, I'°,, corresponden a los simbolos de Christoffel del segundo tipo.

Primero, de la variacién del tinico término que involucra X es

—/dAf“-&?aX = —/dAf“-8a6X=—/dDu gf* - 0,6X

/dDu (0a(\/FEY) - 6X — Da(y/E* - 6X))

/ AA (Vof® - 6X — V(£ - X)) | (3.6)
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donde se ha usado la expresién (A.20) para la divergencial. Asi, se obtiene que la derivada de EL con
respecto a X es una divergencia

0He
0X
por lo que en equilibrio, este multiplicador de Lagrange se conserva.

= V., (3.7)

El correspondiente término de frontera es

Q% = —/dAVa (f* - 6X) = —/dslaf“ -0X, (3.8)
donde se ha utilizado el teorema de la divergencia de Gauss para convertir la integral superficial en una
integral de linea a lo largo de la frontera de la superficie. ds es el elemento de linea sobre este contorno y
l, son las componentes del covector asociado al vector perteneciente al marco de Darboux adaptado a la

frontera, el cual es normal a ésta pero tangente a la superficie.

La variacion de los términos que involucran a los vectores tangentes e, estd dada por
be, He = / dA (£ + A\n — \Pe, — A" Oyn) - de, . (3.9)

Entonces la derivada de EL con respecto a e, permite expresar a f* como combinacién lineal de los
vectores de la base adaptada a la superficie

£ = (A" + A K %)e, — \n. (3.10)
En cuanto a la variacién con respecto a n se tiene

onH, = / dA (A\"eq + Aan + V, (A%e;)) - 6n — / dAV, (A"e; - én) . (3.11)

Usando las ecuaciones de Gauss-Weingarten y la independencia lineal de la base {e,,n} se obtiene que

A = —V,A%, A = AYK,, (3.12)
con el término de frontera
QY =— / dAV, (A"e, - 6n) = / dsl,A"n - ey, . (3.13)
Asi, tinicamente restan por determinar A% y A, De la variacién con respecto a ga, v Kap se tiene
respectivamente que A% = T y A% = —H donde
2 d(\/gH
- __@ (3.14)
\/g 5gab
oH
H = ——. 3.15
0K ap ( )

Finalmente, habiendo determinado todos los multiplicadores de Lagrange se tiene que el tensor de esfuerzos
esta dado por
f* = fobey + fon, (3.16)

donde
fab _ Tab _ /};_[ac‘K'cb7 y fa _ _vaab,

IEstrictamente, es la expresién aniloga para un tensor.
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Tomando la divergencia del tensor de esfuerzos se halla que
€L
V9
(&zfab + 0a(In\/g) fab)eb + fab(rcabec — Kqn)

vafa all (\/gfa) ?

v

+ (0af® + Oa(ny/g) f)n+ fUK, ey,
BB o g e 07 K e
+ (Oaf*+ TS = Kapf*)m, (3.17)
asi, su divergencia es
Vof' = (Vo + K,"f*) ey + (Vaf* — Kap f*)n = 0. (3.18)

La proyeccion de esta ecuacién a lo largo del vector normal proporciona la ecuacién de forma
£=Vaf®— Kaupf®=0. (3.19)

la cual es la tnica deformacion fisica relevante para Hamiltonianos invariantes bajo reparametrizaciones.
En cuanto a las proyecciones sobre el espacio tangente

Vaof% + Kapf® =0. (3.20)
en general se reducen a identidades geométricas relativas a condiciones de consistencias sobre las compo-

nentes del tensor de esfuerzos.

3.1. Invariancia traslacional y rotacional: tensores de esfuerzos
y torcas

De acuerdo con el teorema de Noether, cada simetria continua de la accién implica la conservacién
de una corriente. Como g.p y Ky son invariantes bajo transformaciones euclidianas, entonces también
H[gab, Kab, ---] 10 es. A continuacién se identifican las cantidades asociadas con estas simetrias.

Usando teorema de Gauss en el cambio en la energia se tiene
6H, = /dAVaf“ 60X — /ds lo (f* - 6X — H, - 6n) (3.21)

Para una translacion se tiene X = da, donde da es un vector constante infinitesimal, la base adaptada
no varia, es decir e, = 0y dn = 0. Como el cambio en la energia es cero se tiene que

0= 5a-/dAVafa (3.22)
por lo que en equilibrio, f* estd conservado como consecuencia de la simetria bajo traslaciones.

Considerando ahora una regién de la superficie delimitada por un conjunto de fronteras. Para deter-
minar el cambio de la energia bajo la traslacién de una de sus fronteras, por ejemplo una curva cerrada I,
se considera la deformacién §X que se reduce a la traslacién da de esta curva y que se anula en las demas
fronteras. Asi el cambio infinitesimal en la energia asociada al sistema esta dado por

§H, = —ba-F, (3.23)
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donde el vector F esta definido por la integral de linea

F:/dszafa, (3.24)
T

con ds el elemento de linea a lo largo de T'. La ecuacién ([B.23]) representa el cambio en la energia cuando se
desplaza la frontera una distancia da, lo que permite identificar al vector F como la fuerza que actia sobre
la frontera I' [73]. La cantidad [,f* representa la fuerza local actuando sobre el elemento de linea ds, por
lo que la corriente conservada asociada con la invariancia traslacional £ estd identificada correctamente
como el tensor de esfuerzos en la superficie. Su conservacién describe el balance de fuerzas a lo largo de
este contorno [37].

Similarmente, para el caso de una rotacién infinitesimal constante X = dw x X que produce un cambio
del vector normal dado por én = dw X n, el cambio en la energia es

§H, = —dw - /ds lam® = —0w - M, (3.25)

donde
m* = (X x f* + H"%,; x n).. (3.26)

Como este cambio en la energia estd dado por el producto escalar entre el vector M y el angulo de rotacién
infinitesimal dw, M se identifica como la torca total que actiia sobre la frontera de la superficie, de manera
que m® es el tensor de torcas de la superficie [74]. Este consiste en una parte involucrando al tensor de
esfuerzo y que depende del origen, al igual que de otra parte de caracter intrinseco que tiene su origen en
términos de curvatura.

Estos tensores son los que permiten entender la relacién entre la geometria de las superficies y las
fuerzas a las que estdn sometidas, ya que la integral de linea (8:24]) captura cualquier fuente de fuerzas
sobre la superficie: por medio de la integracion alrededor de un contorno arbitrario se obtiene directamente
la fuerza o la torca total que actia sobre la regién que encierra. Esta fuerza es constante para contornos
que son homotépicamente equivalentes, en particular cuando el contorno puede contraerse a un punto
este vector se anula, pero pueden haber otro tipo de obstrucciones como por ejemplo para una curva no
contractible sobre el toro o en el caso bastante més interesante cuando la superficie presenta singularidades
en su curvatura, la cuales estdn asociadas con la accién de fuerzas externas [I8], como se revisard en el
capitulo Bl Una analogia electrostédtica se encuentra en la ley de Gauss, de la misma manera que no es
necesario conocer en detalle la distribucién de las cargas dentro de un volumen de interés para determinar
la carga total contenido en su interior —que se calcula por medio de una integral de superficie sobre su
frontera— para determinar la fuerza F no se necesita conocer con detalles lo que ocurre dentro de la regién
limitada por la curva I'.

3.2. Ejemplos de tensores de esfuerzos

En algunas aplicaciones de la fisica de la materia condensada suave, la energia de una membrana
depende tipicamente de la suma de la energia de doblamiento cuadrética en la curvatura extrinseca, un
término lineal en K que refleja la asimetria entre los dos lados de la membrana y de un término de area
asociado con la constriccién o penalizacion sobre el area total o que puede también representar la energia
de una interfase fluida o una pelicula de jabén [90]. La densidad Hamiltoniana que reine todas estas
contribuciones es

1
H= 5%7‘[2 + BH1 4+ oHo, (3.27)
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donde H,, = K™. En general para la densidad Hamiltoniana #,,, se tiene que
T = K" (2nK* — Kg*),  H®=nK""'g. (3.28)
Con esto se encuentra que el tensor de esfuerzos estda dado por
£2 = K" ' (nK® — Kg®) e, —nV*K" 'n, (3.29)
La correspondiente ecuaciéon de Euler-Lagrange es [12]
En=-nAK" "+ K" ' (nR - (n—1)K?) . (3.30)

A continuacién se especializan estos resultados para los casos de interés mencionados anteriormente.

Peliculas de jabdén: funcional de area

Para el caso de una densidad Hamiltoniana constante H = o, que corresponde a una energia propor-
cional al area de una superficie bajo tensién superficial constante o, asociada a las peliculas de jabdn, se
tiene

T = —0g®,  H®=0 (3.31)

por lo que el tensor de esfuerzos es de caracter puramente intrinseco
£ = —gg?e;,. (3.32)
Su divergencia es proporcional a la curvatura media, por lo que la ecuaciéon de forma es simplemente
e=0K =0, (3.33)

y las superficies que satisfacen esta ecuacién son las superficies minimas con curvatura media nula, K = 0.

Funcional de curvatura media

Para una energia proporcional a la curvatura media, cuya densidad es H = K, el tensor de esfuerzos
es también tangencial
£f2 = (nK®» — Kg™) ey, (3.34)

y la correspondiente ecuacion de Euler-Lagrange es
En=R=0. (3.35)

de forma que las superficies que minimizan esta energia son las que tiene curvatura escalar nula o equivalen-
temente las que tienen curvatura Gaussiana nula de acuerdo con la identidad R = 2K . Estas superficies
son llamadas desarrollables y son isométricas al plano. Se estudiaran con mas detalle en el capitulo

Membranas fluidas: Hamiltoniano de Canham-Helfrich

El tensor de esfuerzos que corresponde a la energia de doblamiento cuya densidad es H = 1/2 K2
estd dado por
f* = K(K® - Kg®)e, — V*Kn. (3.36)

La ecuacion de forma resultante es

e=-AK+K (2KG - %K2) =0. (3.37)
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donde A es el operador de Laplace-Beltrami definido como A = ¢*V,V,. Soluciones obvias de esta
ecuacion son las superficies minimas con curvatura media cero, pero también las esfera de radio r con
K =2/ry Kg = 1/r? son soluciones.

Se observa que el papel del tensor f* es muy importante, ya que contiene toda la informacién de los
esfuerzos sobre la superficie. Aunque su inclusion el el principio variacional -implementando la definicién
de los vectores tangentes— puede parecer innecesaria, a fin de cuentas, no lo es. Para ilustrar esto se
exploran las consecuencias de omitir esta constriccién, de forma que f* = 0; las configuraciones obtenidas
estdn libres de esfuerzos. En el caso de doblamiento puro, fijando £¢ = 0 en (3.30]) implica que K = 0 o que
Kap = gabK/2; la segunda posibilidad implica una geometria esférica. Asi, segin esto, las tinicas soluciones
sin esfuerzos son las superficies minimas o las esferas, lo cual no es cierto, pues se tienen otras soluciones
distintas a estas, por ejemplo el toro de Clifford, de manera que, con esta suposicion, las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes no describen correctamente los puntos criticos de la energia en cuestion.

3.3. Tensores nulos

En la referencia [I2], donde el tensor de esfuerzo fue derivado primeramente usando el teorema de
Noether, se hizo notar que teniendo divergencia nula en equilibrio, existe una ambigiiedad inherente a su
definicién. Como fue presentado con mayor detalle en la referencia [38], esto se debe a que siempre es posible
sumar al tensor de esfuerzos cualquier otro tensor con divergencia nula de manera que la correspondiente
ecuacion de Euler-Lagrange queda sin modificar. Esto es, para cualquier tensor W cuya divergencia es
cero, siempre se puede construir otro tensor de esfuerzo f“ = f*+ W¢, tal que Vafa =V f* =en.

En general estos vectores son de la forma W* = V,A% donde A es potencial antisimétrico, es decir,
A% = —Ab de manera que asi V,W® = 0. En dos dimensiones el potencial antisimétrico A*® puede
factorizarse como el producto del tensor bidimensional antisimétrico de Levi-Civita €*® y un potencial
vectorial espacial A, es decir, A% = A Como V,e? =0 es posible expresar el tensor nulo en la forma

W =%V, A. (3.38)

Mas aun, estos tensores, debido a su caracteristica de divergencia cero, no transmiten fuerzas. Esto es
porque su contribucién a la fuerza sobre una regién de la superficie estd dada por la integral de linea
f dsl, W%, que al transformarla a una integral de superficie se anula.

Un ejemplo interesante de este tipo de tensores presentado en [38] estd relacionado con el campo
vectorial normal a la superficie n. Se introdujo una expresién del campo vectorial normal a una superficie
encajada en un espacio 3-dimensional en términos de la divergencia superficial de otro vector que lo
involucra en la forma

1
n=_V.N (3.39)

donde N* = X x (n x e%). Bajo una traslacién X — X +a, este vector se transforma como N* — N+ h*
con h” = a x (n x e*). Puede demostrarse que este es un vector nulo expresando h® en la forma

h® = c%a x e, = eV, (a x X), (3.40)
donde se identifica el potencial vectorial A = a x X.

En esa misma referencia se planteé la cuestion de que si estos tensores nulos podrian proporcionar un
método para obtener configuraciones en equilibrio sin tener que resolver explicitamente la correspondiente
ecuacion de Euler - Lagrange. Esto podria realizarse sumando al tensor de esfuerzo un tensor nulo apro-
piado, de forma tal que el tensor de esfuerzos resultante se anulara sobre toda la superficie, facilitando la
tarea de encontrar relaciones entre la curvatura y la configuracién en equilibrio.
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3.3.1. Condicién de integrabilidad de Gauss-Codazzi

Un ejemplo interesante de este tipo de tensores de esfuerzos, surge naturalmente de la condicién de
integrabilidad de Gauss-Codazzi. Esta, junto con la de Codazzi-Mainardi son condiciones se obtienen
de las relaciones que debe satisfacer las derivadas de los vectores tangentes de la base adaptada a la
superficie, €4 pc = €4,cb, de las cuales se obtienen las siguientes ecuaciones (en el apéndice [A3] se presenta
una derivacién)

Raped = KocKpg — Kqa Ky (GaUSS‘COdaZZi) y (341)
VaKpe = VpKqc, (Codazzi-Mainardi-Peterson). (3.42)

Las cuales son condiciones de integrabilidad que las tensores g4, y Kqp deben satisfacer para que repre-
senten la primera y la segunda formas fundamentales de una superficie en E3.

Como se menciona en la referencia [37], en principio no es necesario implementarlas en el principio
variacional ([B2]), porque éstas se satisfacen una vez que las constricciones que imponen las definiciones
de e,4, n, gup v Ky han sido implementadas. Sin embargo tienen una relevancia sutil en la aplicacion del
principio variacional; la condicion de Gauss-Codazzi relaciona la geometria intrinseca y extrinseca de la
superficie, por lo que no se pueden variar de manera independiente. Por lo tanto, cuando se realiza la
variacién de un funcional geométrico se pueden escoger dos caminos: intrinsecamente o extrinsecamente.
Resulta ser que en algunos casos, cuando se elige tratar las variaciones intrinsecamente se obtiene un tensor
de esfuerzos aparentemente diferente del obtenido cuando se elige tratarlas extrinsecamente. Pero ambos
resultados deben ser consistentes, asi que deben diferir a lo mas por tensor de esfuerzos nulo, explicando
estas discrepancias aparentes.

Para estudiar los tensores nulos asociados con esta ambigiiedad se considera el siguiente Hamiltoniano

1
He = i / dAXNYY (Rupeqd — (KaeKpg — KaaKpe)) (3.43)

dondeA®’? es un multiplicador de Lagrange que implementa la condicién de Gauss-Codazzi respectiva-
mente, el cual posee las mismas simetrias que el tensor de Riemann. Usando la expresion para la variacién
del tensor de Riemann covariante (B.20) derivado en el apéndice [Bl se obtiene que la variacién de los
términos relevantes esta dada por

1 1
Z/dA)\ade(SRabcd = Z/dA (/\aeCdeecd—QVch)\ade) d9ab

4—/@MWWMW%MymeMw@M) (3.44)

i / dAXNP S (K e Kpg — KoaKpe) = / dANY K 10K 4y . (3.45)

Entonces de la variacién con respecto a g, se obtiene el siguiente tensor de segundo rango
1
Tab — vcvd)\acbd _ 5Aaecd}%b(%d , (346)

con el correspondiente término de frontera dado por
Qg = Vb/\ade5gcd — /\adevb5gcd. (3.47)
Similarmente, de la variacién con respecto a K, se obtiene el tensor

gt = _\aebd g, (3.48)



3.3 Tensores nulos 41

Con estos resultados se obtiene que el tensor de esfuerzos W C® proveniente de esta condicién de inte-
grabilidad dado por
W= (T - 2*K.49") e, + V4E"’n (3.49)

se puede expresar como
1
& = <vcvdwad - EAaebdeecd + Aaechched> e — V(A" K g)n. (3.50)

Es posible demostrar que este tensor es un tensor nulo. Primero, ndtese que el tercer término cancela al
segundo

Neeed jeb g, — %/\aecd (Kched _ KbdKec) _ %)\aecdeBCd ' (3.51)
Ademds, el primer término se puede escribir como
(VaVer2¥) e, = V4 (VpA*Pe,) — V,(A*“) Ko, (3.52)
por lo que
Wie = Vi (Vare,) — APV, K gn . (3.53)

Usando las simetrfas del multiplicador de Lagrange A\?*°? y las ecuaciones de Codazzi-Mainardi, el tltimo
término se anula

1
PR VY = §A“de(Vchd ~VaiKas) =0, (3.54)

con esto, W¢, se reduce a
W =V, (Var™e.) (3.55)

el cual es un tensor nulo debido a la antisimetria en a y b.

3.3.2. Variacién de R?

Como ejemplo de esta ambigiiedad en el tensor de esfuerzos (asociada con la condicién de integrabilidad
de Gauss-Codazzi), se calcula la variacién del funcional del cuadrado del la curvatura escalar H = [ dAR?.

T% = (4R™ — g""R +4(9"*V°V. - V*V")) R, (3.56)
H® = 0, (3.57)

con el término de frontera
Q=2 (g“cgbd — g“dgbc) (RV4—VaR) dgbe - (3.58)
Asi, el tensor de esfuerzos “intrinseco” es puramente tangencial
£, = (4R™ — g""R + 4(g*°V°V. — V*V")) Re, . (3.59)
Por otra parte, realizando la variacién extrinsecamente se tiene

T = (8R™—-g""R)R, (3.60)
HY = 4(¢g"K-K)R. (3.61)

Por lo que el tensor de esfuerzos “extrinseco” es
i = (AR — g""R) Rey + 4 (9" K — K*°) VR, (3.62)

donde se ha utilizado la ecuaciéon de Codazzi-Mainardi contraida en el tltimo término.
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Tomando la diferencia de ambos tensores se obtiene
1

W= 1 (f — £a) = (6°V°Ve = V'V) Rey — (9K — K**) VyRn. (3.63)

Puede ver que este tensor es nulo, primero se reexpresa el primer término como
(gacvbvb _ Vavc) Rec — (gacgbd _ gadgbc) vadRec
= (9"9" — 9'9") [Vs(VaRe.) — VaRKpen)]
= (g“cgbd - g“dgbc) Vi (VaRe.) + (g“bK — K“b) VyRn, (3.64)
con lo cual, se tiene que W se reduce a
W = (g“cgbd — g“dgbc) Vi (VaRe.) . (3.65)
En particular, para 2 dimensiones
W =Y, W . (3.66)

donde W = %V R e.. Este es precisamente el mismo resultado que se obtiene de la ecuacion ([B.55)) si
abed — Rabed Fy esta forma es evidente que es un tensor nulo, su divergencia is cero y por lo tanto no
contribuye en la ecuaciéon de EL.

Para completar la comparacién entre ambos caminos ahora se analiza la diferencia entre los términos
de frontera que usualmente se desprecian, pero que son importantes, por ejemplo cuando se estudia el
cambio en la energia de la frontera de una superficie bajo una dilatacién X — X 4+ AX. Esta energia debe
ser la misma independientemente de qué camino se use, lo cual aparentemente no sucede si no se tiene en
cuenta el término de frontera obtenido en la variacién de la manera intrinseca.

La diferencia en los términos de frontera obtenidos de ambas maneras es

ASS =651t — 6SEre = /dAVa (=W 6X + Q%)

/ dA (g°°g" — g*4g") [AV,(VaRe.) - 6X — 2(RV 4 — V4R)dgse] ,(3.67)
para una dilatacién X = AX la métrica cambia como dg., = 2Agap- Con esto se tiene

ASS = 4A / dA (g°°g" — g°?") Va [Vo(VaRec) - AX — (RVa — VaR)gc]

4\ / dA (9°°¢" — g"¢") Vo [Vi(VaRe, - X) — VyRe. - VX + ViR o]

4\ / dA (g%¢g" — g™ g") Vo Vi(VaRe. - X) = 0. (3.68)

El 1ltimo paso es debido a la antisimetria en el intercambio de los indice a y b. Como se mencioné antes,
de no ser por el término de frontera, en el segundo paso no se hubiera cancelado el segundo término y la
variacién de las dos maneras no seria consistente.

3.4. Conclusiones

Se presenté la revision del marco teérico en el cual se identifican las leyes de conservacién asociadas con
la invariancia bajo transformaciones Euclidianas de Hamiltonianos geométricos. La cantidad geométrica
asociada con la invariancia traslacional se identifica como el tensor de esfuerzos sobre la superficie. Para
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una Hamiltoniano invariante bajo reparametrizaciones, la proyecciones normal de su ley de conservacién
proporciona las ecuacién de Euler-Lagrange que describe las configuraciones en equilibrio de las superficies
de interés. Adicionalmente, por medio de su integracién a lo largo de un contorno cerrado se puede
determinar la fuerza total que actia sobre la regién encerrada.

Dentro de este marco, las definiciones de las cantidades geométricas relevantes se implementan en el
principio variacional por medio de variables auxiliares locales que cumplen una funcién de multiplicadores
de Lagrange. Este método tiene la ventaja considerable, que permite tratar de manera independiente la
variacion de cada una de las variables geométricas, evitando tener que determinar como cambian éstas
como consecuencia de la deformacion de la superficie original.

Se analiz6 la ambigiiedad en la definicién del tensor de esfuerzos que surge de la condicién de integra-
bilidad de Gauss-Codazzi. Se demostré que la diferencia entre los tensor de esfuerzos que aparece al tratar
el Hamiltoniano tanto de forma intrinseca como extrinseca, es nulo, por lo que se confirma que ambos
caminos son consistentes.
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Capitulo 4

Representacion generalizada de
Weierstrass-Enneper

Desde el punto de vista matematico las superficies minimas son muy especiales: sus funciones de
encajamiento en el espacio euclidiano tridimensional son arménicas, de forma tal que en una parame-
trizacién apropiada, estas superficies estaran descritas por funciones analiticas. Esta caracteristica es el
elemento esencial de la representacién cldsica de Weierstrass-Enneper (WE) para superficies minimas,
introducida hace 150 anos y que ha tenido un papel central en el desarrollo de este tema desde entonces
[30, 34, [81]. Aunque fisicamente a veces es adecuado un tratamiento en términos de una funcién de al-
tura para gradientes pequenos, donde se pueden emplear métodos mas simples, la representacion de WE
de la superficie proporciona una herramienta indispensable para tratar las caracteristicas globales de las
superficies minimas; la superficie P de Schwartz conocida como la pesadilla del plomero [88], que describe
fases liquido-cristalinas de membranas fluidas, proporciona un buen ejemplo [101]. Incluso, si uno est4 in-
teresado en interfases, se tiene que considerar una diferencia de presion a través de la superficie y con
esto la superficie en cuestién ya no es minima sino que se trata de curvatura media constante. También al
considerar la estabilidad o fluctuaciones, su descripcion cae fuera del alcance de la representacién de WE.

Existe una generalizacion de la representacion de WE que puede aplicarse a cualquier superficie. En
1979 Kenmotsu mostré cémo podia modificarse la representacion clasica para describir superficies con
curvatura media prescrita [50]. Una década después, en los noventas, esta representacién fue extendidad
para incluir superficies con curvatura media no nula, [54] 61]. Como indicaron Konopelchenko y Taimanov
en [55], no era necesario considerar la curvatura media como prescrita. La representacién de WE fue
reformulada en términos de un campo espinorial con dos componentes [97) [60] para describir superficies
de curvatura media arbitraria. Siguiendo las referencias [6] y [99] a continuacién se presenta una revisién
de esta generalizacion.

4.1. Ecuacién de Dirac para espinores de la superficie

En la representacion generalizada de WE las tres funciones que describen el encajamiento de una
superficie ¥ en el espacio tridimensional Euclidiano E? se expresan en términos de un campo espinorial
de 2 componentes 1(z, z) = (1 (2, 2),12(z, )" definido en un dominio simplemente conexo D del plano
complejo C (la barra encima denota el complejo conjugado). El espinor es una solucién de la ecuacién tipo
Dirac

Dy =0, (4.1)
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donde D es el operador diferencial de primer orden,

o-(5 1) (2 2)

involucra un potencial real V. Este potencial se acopla a las componentes del espinor; la ecuacién (@.1]) se
descompone como

0.2 = =V, Ozp1 = Vs (4.3)

El espinor ¢ definido por € = (—,11)T también satisface la ecuacién de Dirac:
DE=0. (4.4)

Este espinor est4 relacionado con el complejo conjugado de v por € = (1), donde

g:((l) _01) (4.5)

El espinor &, a diferencia de 1, se transforma como 1 bajo la accién de SU(2).

La ecuacién de Dirac no es invariante bajo la accién del grupo SU (2). Tampoco se realizan las rotaciones
de la superficie de la forma aparentemente “obvia” por la accién de SU(2) en el espinor ¢ usando el
isomorfismo local SO(3) = SU(2). La combinacién lineal de ¢ y ¢ corresponde a una rotacién de la
superficie. Primero cabe senalar que la superficie que corresponde al espinor £ es la misma que se obtiene
de v bajo la rotacién por un angulo 7 alrededor del eje X2, i.e. bajo la sustitucién ¢ — £ las componentes
de X cambian como X! — — X! X2 — X2 X3 — —X3. Con mayor generalidad, el espinor transformado
z/NJ =ay +b&, donde a y b son dos nimeros complejos, también satisface la ecuacién de Dirac por lo que,
también, describe una superficie X. Si [a|2 + |b|2 = 1, ¢ estd relacionado indirectamente con 1 por un

elemento U de SU(2) dado por
a —b
(3 7). "

que también puede representarse como U = e_ig”'f, donde # es un vector unitario en E? y o es el vector
en E2 con las matrices de Pauli como sus componentes. Debido al isomorfismo local SO(3) = SU(2) se
identifica al elemento R de SO(3) dado por R = €7t donde J es el vector en E3 con los generadores
infinitesimales de rotaciones

0 0 0 00 —i 0 i 0
h=lo0o o |, JL=[o0oo0o 0o ]|, J=|-io0o0], (4.7)
0 —i 0 i 0 0 0 0 0

como sus componentes, de manera que R describe una rotacién antihoraria por un angulo ¢ alrededor de
la direccion r. Evidentemente 15 # U1, por lo tanto la manera en la cual U relaciona a z/NJ con v no es a
través de la accién usual de SU(2), sino por medio de la rotacién asociada R que relaciona las funciones
de encajamiento de ambos espinores, en otras palabras, las funciones de encajamiento X describen un
rotacién de X, i.e. X = RX [99]. Si |a|? + |b|?> # 1, la transformacién 1) — @) + b& describe una rotacién
acompanada de un escalamiento.

La inmersién de D en E? definida por 1(z, ) estd dada por

X(z,é):/ ¢(w, w), (4.8)
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donde ¢(z,%) es la 1-forma con valor en vectores en E® cuyas componentes sort}

(bl (27 Z) = Re [(&22 - ¢12)d2] ) (4.9&)
¢%(z,2) = Reli(hy® +1,%)dz], (4.9b)
¢*(2,2) = 2Re[1¢adz] ; (4.9¢)

~ es una curva en el plano complejo que termina en el punto z. Es evidente de la definicién que las funciones
de encajamiento son invariantes bajo conjugacién compleja, 1) — .

Es simple mostrar que las 1-formas ([&9) son cerradas en el plano complejo, i.e. d¢* = 0: se usa el hecho
que el espinor 9 satisface la ecuacién de Dirac, [@I]) y que V es real. No se necesitan evaluar las derivadas
0,11 vy Oz%9 en este argumento. Cabe senalar que las 1-formas construidas con la parte imaginaria de la
ecuacién ([@9) no son cerradas.

La cerradura y el teorema de Stokes junto implican que la definicién de las funciones de encajamiento (8]
son independientes de la eleccién de la trayectoria v y son por lo tanto bien definidos. Vale la pena senalar
que la ecuacién tipo Dirac ([{1]) parece ser la ecuacién lineal més general para un espinor consistente con
cerradura.

4.1.1. Geometria intrinseca de la superficie

Los vectores tangentes a la superficie adaptados a esta parametrizaciéon son e, = 0,X y e; = €,; en
términos de las componentes de espinor e, estan dados por

1 1/222 _ ¢12
e:=5 | i) | (4.10)
20112

La 1-forma con valor en vectores ¢ definida en la ecuacién (£9) puede ser expresada en la forma alternativa
¢ = 2Re (e,dz).

Los dos vectores tangentes son nulos con respecto al producto escalar en E? (denotado por ), en otras
palabras, sus normas se anulan: e, - e, = 0 = e; - e;. Sin embargo no son ortogonales: e, - ez = 1/2 |z/1|4,

donde [¢|? = T = [91]* + [ y [¢il* = Pits.
Esta parametrizacion es isotérmica (o conforme): el elemento de linea es
ds® = |y|*|dz[; (4.11)

la métrica inducida en la superficie toma la forma

4
o (01, w2

Por lo que el tensor métrico es un reescalamiento de Weyl de su contraparte Euclidiana en el plano
complejo, i.e., es conformemente plano. La cuarta potencia de la norma del espinor proporciona el factor
conforme. La geometr{a intrinseca de la superficie estd determinada completamente por |¢].

LAquf se intercambian ¢! y ¢? con respecto a las definiciones usuales en la literatura, por ejemplo [99], esto es por el
motivo que as{ se facilita la conexién con la representacion clésica de WE. Ademds también se reducen el nimero de signos
menos en los cédlculos.



48 Representacion generalizada de Weierstrass-Enneper

La libertad residual en la reparametrizacion consistente con la forma isotérmica de la métrica estd cap-
turada por funciones analiticas u holomérfadd. Bajo la transformacién holomorfa z — w(z), Z = w(Z), se
encuentra que

V1(2,2) = W' (2) Y2 (w, @), Pa(z,2) = @ (2) 2 e (w, @), V(z,2) — |0 (2)| V(w, ). (4.13)

Entonces estas variables son densidades escalares.

El determinante de la métrica es g = —1/4[¢|®, por lo que \/g = i/2[¢)|* es imaginario. El 4rea estd dada
por

A= %/dz Adz )t (4.14)
A pesar de las apariencias, es una forma real: dA = —i/2[¢|* dzZ A dz = dA.

El operador de Laplace-Beltrami A en el plano complejo estd dado por

4

A=—0.
||t

0s . (4.15)
Los simbolos de Christoffel no nulos construidos con la métrica g4 son

Fzzz = 922 292z = 82 1ngz2 = 282 1n|1/}|2 ) (416)

junto con su complejo conjugado I'?... De forma similar, las tinicas componentes no nulas del tensor de
Riemann en la parametrizaciéon conforme son

z . w 2 z
R zzZz T 2 A1n|1/)| =R zZzz " (417)
EL tensor de Ricci (proporcional a la métrica) y el escalar de Ricci son
I Wy __ 2
Rez=——-AllYf,  R=-2Akfy[. (4.18)

4.1.2. Geometria extrinseca de la superficie

El vector normal a la superficie ¥ definido por n = e, x e;/,/g, en términos de las componentes del
espinor estd dado por
L[ 2Re (i)
n=_——| 2Im(1y2) | . (4.19)
WE N a2 = o

Se pueden obtener identidades para los vectores tangentes de la definicién del vector normal. Tomando el
producto exterior de n con e, y ez se obtiene

e, =ie, X1n. (4.20)

expresion que es algo inusual desde una perspectiva Euclidiana: el producto vectorial con la normal de-
vuelve el vector tangente multiplicado por ¢, sin embargo, la multiplicacién por ¢ representa una rotacién
por /2.

La segunda forma fundamental o tensor curvatura extrinseca definido por Ky, = —n - d,ep, estd dado
por
A VP )
Ko = = , 4.21
’ ( Yy A (4.21)

2Funciones cuyas partes reales e imaginarias satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann [31].
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donde A denota al Wronskiano de 11 y ¥, A = 120,101 — ¥10,%3. [99]. A es invariante bajo rotaciones,
como los son la norma de ¥ y V. Bajo reparametrizacién, z — w(z), A se transforma como densidad
escalar:

A(z,2) = w'(2)%A. (4.22)

Ademis del potencial y de la norma del espinor, el Wronskiano es la otra funcién del espinor y sus derivadas
que aparece naturalmente en esta representacion.

Los valores propios del operador de forma K%, = ¢g*°K,, son las dos curvaturas principales, C y
C5. El doble de la curvatura media K = C; + C5 y la curvatura Gaussiana Kg = C1C5 estdn dadas
respectivamente por

4

Ko = oo (Pl = 147) (4.24)

Si V = 0 la superficie es minima (K = 0). Definiendo las componentes del espinor ¢ en términos de las
dos funciones analiticas f(2) y g(z) como ¢ = f1/2g/\/2 y ¢y = f1/2/4/2 se obtiene el espinor ¢ que
corresponde a la representacién original de WE para superficies minimas [30} [34] dado por
¢ . R f 2 2 T

= Re §(l—g,l+g,2g) dz| . (4.25)
La condicién de integrabilidad de Gauss-Codazzi (A4)) identifica al doble de la curvatura Gaussiana (£.24])
con el escalar de Ricci definido intrinsecamente por la ecuacién ([@I8]). Entonces |A| estd determinado
completamente una vez que V y |¢| son conocidos; es una medida de la diferencia de la curvaturas
principales:

A = i (4.26)

La fase de A captura la direcciones principales; A se anula en puntos umbilicos.

(C1 — Cy)?
16

Los dos escalares de la curvatura dependen de 1 sélo a través de las combinaciones [Y|? y A. Es ttil
tener las identidades para las derivadas parciales faltantes, 9,11 y 0,%2, en términos de estas variables.

Diferenciando || con respecto a z y usando el hecho que 1 satisface la ecuacién tipo Dirac se obtiene

0 |Y|? = 1202002 + V10211 . (4.27)
Multiplicando por 17 y sumando 9.4
oA+ 8|0 = [P0, (4.28)
de donde se obtiene la identidad
1
d-1 = 0. In[y|* + WzbzA. (4.29)
Multiplicando la ecuacién [#2T) por ¥ y restando ;.4
20 Y — 1A = [P0, (4.30)
se obtiene la segunda identidad
_ _ 1 _
D1y = 20, In[Y)|* — —= 1 A. (4.31)
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Con estos resultados, todas derivadas de 1 se pueden expresar en la forma compacta,
_(o:muP [y A = 0 v
o0 = (PIYE MEA Y  au= (e g ) (132

Las ecuaciones de Gauss-Weingarten, d,e, = I'° ;e — Kopn 'y Ogn = K, ey, describen cémo cambia el
marco adaptado {e,,n} sobre la superficie. En la representacién generalizada de WE, escribiendo la base
adaptada a la superficie como E = {e., ez, n}, estas ecuaciones se pueden expresar de forma compacta [6]

O.E=ME  0.E=NE, (4.33)

donde las transformaciones lineales M y N estan dadas por

20, In[]? 0 -A 0 0 —1K[y[*
M = 0 0 —iK[p* |, N= 0 20:In[y[? -A . (4.34)
1K W@A 0 ﬁA 1K 0

La condicién de integrabilidad E,; = E;, conduce a Mz — N, + [M, N] = 0. De esta condicién y de la
independencia lineal de la base E se obtienen las siguientes relaciones

g2 = AL e AR g
e T e T (4.35a)
vl

0z A

|1/1|28ZV - V5z|¢|2 = 0.K, (435b)

4
que cumplen los espinores y el potencial que satisfacen la ecuacién de Dirac ([@I)).

La ecuacién ([£35a) representa la condicién de Gauss-Codazzi porque es equivalente a la ecuacién
R=K>-Ky3pK=K?— (K.,K** 4+ 2K.:K** + K- K*). (4.36)

De forma similar, la ecuacién (4.35h) y su complejo conjugado representa la condicién de Codazzi-Mainardi
ya que son equivalentes al par de ecuaciones

VoKpe = Vo Kgae o V:K,,=V_,K;, ysusc.c.. (4.37)

La condicion de Gauss-Codazzi implica la identificacién de la curvatura escalar con el doble de la curvatura
Gaussiana; la sustitucién de sus expresiones dadas por las ecuaciones [@I8) y (£24) en la condicién de
Gauss-Codazzi (£35al) proporciona la identidad R = 2K y por lo tanto se tiene que

Ko =—Alny|?. (4.38)

4.1.3. Ejemplos de superficies

En esta representacién un plano cuyo vector normal es n = (ng, ny,n.)7 se representa por un espinor
constante ¢ = (a,b)”, donde a y b dos niimeros complejos dados por

a:—ﬁ(nz—i—l), b:ﬁ(nm—i-iny). (4.39)

En particular, el plano Z = 0 estd dado simplemente por el espinor ¢ = (—\/5 i,0)T.

La esfera unitaria z'z; = 1, i = 1,2, 3, se representa por el espinor cuyas componentes son

iv2 iv2z

V= =" 4.40
|Z|2 F1 ) 1/}2 |Z|2 +1 ) ( )

Y =
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donde la variable compleja z estd definida por z = X +4Y y (X,Y") son las coordenadas estereogrificas
definidas por la proyeccién desde el polo sur, dadas por

x! x?

:1+x3’ 14 a3

(4.41)

4.1.4. Representaciéon espinorial de la energia de doblamiento

Una caracteristica interesante de esta representacion espinorial es que la energia de Canham-Helfrich
asume una forma notablemente simple [10] 40]

1
HCHZE/dAKQ:ZLi/dz/\dZVQ, (4.42)
depende sélo del potencial y se anula para una superficie minima.

La energia de Willmore, que es invariante conforme, en esta representacién toma la forma [105]

1 2 ) A2
Hy == 5 [ dA(Cy - Co)* = 4i dz/\de, (4.43)

que involucra el médulo del Wronskiano A.

4.2. Construccion del tensor de esfuerzos

Igual que antes, se estd interesado en examinar las propiedades variacionales de varios funcionales
energia fisicamente relevantes de la geometria de la superficie dentro de esta representacién espinorial.
Este puede ser el area, la energia de doblamiento o algiin otro invariante geométrico. Tales invariantes
en general estan dados por alguna densidad escalar, H, construida con el espinor y el potencial real V,
integrada sobre la superﬁcieﬁ

H:i/dz/\dg}[(dllﬂ/_)lﬂ/lg,l/;z,]/). (444)

‘H también puede incluir derivadas. Las derivadas de 1), si aparecen, se pueden expresar en términos de
) mismo y de derivadas de In|y|?, V, y A. Si se involucran derivadas de mayor orden no sencillo en esta
representacién identificar combinaciones escalares de las variables que aparecen en el argumento de H; sin
embargo esto se facilita, tomando en cuenta las propiedades de transformacién de las densidades ¥, V y
A dada por la ecuaciones ([£13) y (£22), para formar productos con peso cero.

Para calcular la variacién de este funcional se emplearda un marco espinorial analogo al principio va-
riacional para superficies parametrizadas en términos de la métrica inducida y la curvatura extrinseca
introducido en el capitulo anterior siguiendo la referencia [37]. La manera aparentemente obvia de rea-
lizar el principio variacional resulta estar llena de dificultades técnicas: si se tratan a los espinores y al
potencial como variables fundamentales, la relacion que conecta sus variaciones con la de las funciones de
encajamiento de la superficie es no local; tal como la métrica y la curvatura extrinseca no son variables
independientes, el espinor y el potencial también estédn constretiidos (por la ecuacién tipo Dirac). Reali-
zando ingenuamente la variacion del potencial aparentemente implica que los inicos puntos criticos de la
energia de doblamiento son las superficies minimas, conclusién manifiestamente incorrecta. Teniendo en
cuenta lo anterior, hay dos conjuntos de constricciones que necesitar ser implementadas cuando H se varia
con respecto a estas variables: la ecuacién tipo Dirac ({I)) implica que las variaciones del espinor y del
potencial no son independientes; también se debe especificar como reconstruir la superficie en términos

3Es conveniente usar una densidad escalar #, es lugar de un escalar H; los dos estdn relacionados por H = %\w\4H.
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del espinor. Estas constricciones se implementan en el principio variacional introduciendo un conjunto de
multiplicadores de Lagrange. Asi, se construye el siguiente funcional:

HC:H—H'/dz/\dz/\TDw—l-i/dz/\dz)\TD{
+i/dz/\d2fz~(ez—8zX)+i/dz/\d2f5-(eg—(?gX) , (4.45)

donde D esta definido por la ecuacién (£2) y e, por la ecuacién [@I0). Los multiplicadores de Lagrange
Ay £# implementan respectivamente la ecuacién tipo Dirac y la identificacién de los vectores tangente@.
Con esto, ahora es legitimo tratar a X, 1, ¢ y a V como variables independientes. El multiplicador A es

un espinor de 2 componentes definido por A\ = (/\1, /\2)T B. Los multiplicadores f* constituyen un vector

en E3 definido por f* = ( L f2, f3)T. Estos multiplicadores f#, como se verd més adelante, se identifican
con el tensor de esfuerzos en la superficie.

En componentes, el funcional H, asume la formald

Hc:H+i/dzAd25\1 (az¢2+vwl)+z’/dz/\m2 (05 1 — Vipo) + c.c.

1 2
+i / dz N\ dz (f7 (% — 9y %) + z% (V22 + U 2) + fPhiaps — £7 - azx> +c.c.. (4.46)
Comenzando con la variacion de las funciones de encajamiento X, después de una integraciéon por partes
para agrupar las derivadas de f* y £* en una divergencia, se encuentra

oxH, = i/dz AN dZ (0,£% - 6X — 0,(f% - 6X)) + c.c.. (4.47)

Entonces, la derivada de Euler-Lagrange con respecto a X, ex = 0H./dX estd dada por
ex = 0.f% + 0-f%. (4.48)

Los puntos criticos de H,. satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, ex = 0, cuyas soluciones se descri-
ben en términos del tensor de esfuerzos conservado con valor en los complejos, f? [. Atn falta construir
explicitamente £#. Esto involucrara resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange para la variables ¢, ¢ y V.

Variando H¢ con respecto al potencial V da

SvHeo = z’/dz A dz (g—f} + My 4+ My — N2y — A%) SV (4.49)

cuya ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente es

- 4L
ey = MNosp + Mo + i

Aqui o3 es la matriz de Pauli con 1 y —1 en la diagonal. Como V es real, esta ecuacién también es

real. El espinor \ satisface una ecuacion algebraica lineal e inhomogénea en un espacio vectorial complejo
bidimensional. Una solucién de esta ecuacién esta dada por

1 4L
)\i = ——2|¢|2 w 0'3’(/1. (451)

4Tal como estédn definidos, tanto A como f? son densidades.

5El hecho que la ecuacién tipo Dirac (@3] es el complejo conjugado de (@) se refleja en el hecho que los multiplicadores
que implementan estas condiciones también son complejos conjugados uno del otro. En adicién, f% = fZ.

6¢.c. representa la expresién compleja conjugada.

7Con el tensor de esfuerzos densitizado la diferenciacién covariante se reemplaza por la diferenciacién parcial.

0. (4.50)
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Sin embargo, esta solucién no es tnica. La ecuacién ([E50) se puede reescribir en la forma Re(Afo31)) =
—0L/§V. Cualquier espinor A cuya proyeccién en o3t es imaginaria es evidentemente solucién de la
ecuacion homogénea Re(Ao31)) = 0. Esta ecuacién tiene dos soluciones. La primera es de la forma

A, = irosi, (4.52)
donde r es una funcién arbitraria con valores reales. Esto es debido a que )\ZTO'3’Q/J = —i[1)|*r es manifies-
tamente imaginario. La segunda solucién, que involucra al espinor &, estd dada por

Aj, = cosé, (4.53)

donde ¢ es una funcién arbitraria con valores complejos. Esta solucién satisface )\};031# = 0 debido a la
ortogonalidad de 9 y &.

Entonces la solucién completa A = \; + A, esta dada por

1 oL . _
A= (_WW—FZT) 0’31/} +CO'3§, (454)
cuyas Componentes son
1 6L - 1 6L -
1 _ . _ 2 . _
)\ = (_WW + ZT) U)l - C?/)Q, A = (Wﬁ — 'LT> 1/)2 — Cwl . (455)

Esta solucién posee 3 grados de libertad por punto: uno para r y dos para c. Para justificar esta cuenta,
nétese que en términos de las variables reales, la solucién de la ecuaciéon ([@50) describe un hiperplano
tridimensional en un espacio vectorial tetradimensional equipado con producto interno (no-degenerado)
con signatura (+, 4+, —, —). Mas adelante se mostrard que esta ambigiiedad reflejada en la funciones r y ¢
es un una libertad de norma asociada con la parametrizacién.

Introduciendo la cantidades f* = f' +if?2y f~ = f' —if2. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el
espinor ¢ estan dada po
ev, =~ P+ T =0, (4.56a)
Epy = UftH+ifP+T? =0, (4.56b)
donde 5L 5L
Th=—= —9: X2+ 2V, T? = — — 9.2 — N2V 4.57
S 503 (450

junto con sus complejos conjugados.

Para facilitar la resolucién de este conjunto de ecuaciones para f* primero se expresan las componentes
Cartesianas f*, f~ y f2 en términos de sus contrapartes geométricamente mas relevantes con respecto a
la base de los vectores tangentes adaptados a la superficie {e;, ez, n}. Esta descomposicién de f* estd dada
por

VofF=i(f*-eze.+f°-e.e:)+/gf* -nn. (4.58)
Las tres proyecciones puede expresarse en términos de las componentes Cartesianas, f*, f—, f3, como
sigue

foo= ffe, = % (1522f+ — ¢12f—) + o f3, (4.59a)
fzz = f°. ez = _% ('&12][-’_ - "/122.][_) + 1511/12f37 (459b)
;.= s ﬁ (rdoaf* +rvaf ™+ ([al* = ) f%) 5 (4.59)

8Las componentes del complejo conjugado del espinor, 11 y 12, se varfan independientemente de 1 y 1o.
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estas tres ecuaciones se puede invertir en favor de f+, f~ y f3 para obtener

o= |1/,|4 (02 f%, — 2 f% + [P hia f7), (4.60a)
o= |w|4 (=027 + D% + [Y201 02 f7) (4.60b)
o= |¢|4 (102 f?, + 1o f?) + |¢|2 (11 ]2 = [al?) £2. (4.600)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de EL ([£56a) y (4.56D) se obtiene

gy, = |¢|2¢1f“‘ —thof* +T" =0, (4.61)

€py, = |¢|2¢2fz + 1 f* +T2=0. (4.62)

En particular, las ecuaciones de EL para v y 12 (y los complejos conjugados de estas ecuaciones) in-
volucran f#, y f# (y sus complejos conjugados) pero no f% (o su complejo conjugado). La proyeccién
tangencial f?% permanece sin determinar a este nivel. A nivel algebraico, esto estd relacionado con la
identidad e, = ie, x n.

La combinacién ¢y gy, + ¥ £, determina f7:
Yrey, +ihaeg, =27 + i T +T° =0. (4.63)

Usando las expresiones ([{L5T) para T y T? en esta ecuacién y resolviendo para f?, se encuentra

- 0L 1 -
I% (¢1 + P — ) + 20 (Mo + X2p) — iV Im(ATy). (4.64)
o1 8o 2
Ahora, sustituyendo en esta tiltima ecuacién las expresiones de A! y A\? dadas en (Z.55]) se obtiene finalmente
z 7 oL 724 o 2
Iz wl (M + s 57 + ip1thadsr — (1/12 d:¢+ 1,0zc) . (4.65)

Similarmente f? se determina por la combinacién v, Edy — Y2 Eyy:

breg, —baey, = [PAFF T2 — Tt = 0. (4.66)

La substitucién de las expresiones de T y T2 en esta ecuacién y resolviendo para f* da

z " 5_L B 17 Y2
o= |¢|2 <¢2 — P +0: (M = A ¢2)> (4.67)
+ |¢|2 (N?0:902 — N 0z4p1 + V(Mo + N4h1)) (4.68)

Usando una vez mas las expresiones ([A55) de A\' y A? junto con las expresiones (£29) y ([@31) para las
derivadas de 1 y 12 se obtiene

s g (L oLy 1
f= 6Z(2|¢|25V> oF (wzam wlm)

+ (I1]? = |92 ) 0zr + — (Y11p20z¢ — h19205C) (4.69)

le2 le2
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La tnica ambigiliedad en las componentes f?, y f* del tensor de esfuerzos es consecuencia de la solucién
de la ecuacién ([@50).

Como se mencioné anteriormente, la ecuaciones de Euler-Lagrange para el espinor y el potencial no
determinan las componentes fuera de la diagonal f?; de la parte tangencial de tensor de esfuerzos. A pri-
mera vista, esto parece sugerir que falté algo. Sin embargo, debe recordarse, que al representar la superficie
en forma isotérmica, necesariamente se pierde la invariancia bajo reparametrizaciones. Esta caracteristica
se manifiesta en la proyecciones tangenciales de la ley de conservacion del tensor de esfuerzos. Mientras
que estas ecuaciones se satisfacen idénticamente para cualquier marco completamente invariante bajo re-
parametrizaciones, en este sélo proporcionan las ecuaciones diferenciales que determinan la componentes
faltantes de la parte tangencial del tensor de esfuerzos.

Tomando las proyecciones de la ley de conservacién ex = 0, donde ex estd dado por la ecuacién ([@4F]),
en los vectores tangentes proporciona la ecuacién

ex €5 = 0 f%, + [vli0, ( el ) L AS PV = (4.70)

|y

junto con su expresion compleja conjugada. Hasta este punto, no ha sido necesario especificar explicitamen-
te la forma funcional de H. Para resolver la ecuacién ([@7T0), se supondrd por simplicidad que H depende
sélo de |¢|? y V, sin diferenciar. Estas ecuaciones diferenciales se pueden resolver para las componentes
faltantes del tensor de esfuerzos. La solucién maés general estd dada por

A L
fZE = 2 |1/)|2 5V +“/}11/)28 r+ = (1/)228 C+1/}1 8 C) + h( ) (471)

donde h(z) es una funcién arbitraria.

La proyeccién en el vector normal proporciona la ecuacion de forma

ex M= 0T O S (P SR - o (AP A = (4.72)

Iz/fl4

Ahora se esté en posicién de examinar las diferentes ambigiiedades que surgieron en la construccién del
tensor de esfuerzos. La primera se origina en la solucién de la ecuacion de Euler-Lagrange para el potencial.

La contribucién del esfuerzos originado en la solucién homogénea A}, estd dada por
2 2
e = sc(y'es — vy es + [¥*Yrean)
+ 0.0 () es = By ex — [121iiam) . (4.73)

Descomponiendo la funcién compleja ¢ en sus partes real e imaginaria, ¢ = ¢; + icy, es posible expresar
esta contribucién como la derivada parcial de un vector espacial

fcz = 285 (Cy)A(l + CI)ACQ) 5 (474)

donde se ha empleado el hecho que la base canénica de vectores de E? es constante. Con respecto a la
base adaptada a la superficie estos tres vectores estan dados por

X1 = o (o = Pr)es + (o® — ez + [ (Y12 + ¢r¢ha)n) (4.75a)
X2 = 0 ( (o +91%)ez + (Py° + ¢ P)ez — [ (Y192 — 1/;11/_)2)11) ) (4.75b)

X3 = (¢1¢2ez+¢1 Poez + — |¢| (J¢1]? — |1/J2|2)n>. (4.75¢)
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Similarmente, la contribucién al tensor de esfuerzos que se origina en A} estd dada por
£7 =0 (rx3) , (4.76)

de manera que la contribucién total al tensor de esfuerzos que surge de la solucién homogénea se puede
expresar como la derivada parcial de un vector espacial con componentes reales V,

7 = i0;V, (4.77)

donde V estd dado por V = (¢yX1 + ¢;X2 + 7%3). Como V es real, f}, tiene divergencia nula: 0.}, +0:f =
0. Es un tensor nulo que estd automdticamente conservado y no contribuye a la ecuacién de forma (L72]).
Por lo tanto, como se mencioné antes, es legitimo despreciar esta contribucién al tensor de esfuerzos y
solo considerar la parte que surge de la solucién inhomogénea A;.

A diferencia del tensor de esfuerzos canénico en la descripcién parametrizada de una superficie, su
contraparte en este parametrizacién isotérmica no es tunica.

La ambigiiedad asociada con la funcién arbitraria h(z) que aparece en la solucién de la ecuacién ([@70)
dada por (LTI) es de naturaleza mas seria. Contribuye a la ecuacién de forma con un término

~ ﬁ (AR(2) + Ah(2)) . (4.78)

Sin embargo, la proyeccién normal de la derivada de Euler-Lagrange ex -n asociada con cualquier funcional
de energia invariante bajo reparametrizaciones debe se una densidad escalar. Bajo una transformacion
holomorfa z — w(z) el factor A/[1)|? se transforma como

Az, z) w'(z) Alw, )
W @) [pw, o)

Para formar un escalar h(z) se debe transformar como h(z) — w'(z) /@' (2)h(w), lo cual no es una funcién
holomorfa. La consistencia requiere entonces que h se anule.

(4.79)

En resumen, para un funcional que depende sélo de || y V, los componentes del tensor de esfuerzos
asume la forma simple

. _ _L1(, 0L 5 OL
f z 2 (¢1 81/)1 +¢2 aw2) ) (480&)
. _ A oL
. 1 oL
7= -0 <—2|¢|2@) - (4.80c)

Para un funcional que depende de derivadas de ¥ no mayores que la primera, la componentes relevantes
del tensor de esfuerzos son

s M (2 o (O V) g, (O (OF

[~ = 2(1/}1(31#1 8z<5(3z¢1))>+w2<31/32 az(a(az%)))), (4.81a)
Lo ALy O g L

- 2|w|2av+v<'/’26<azw1> ‘”13@1;2))7 (4.81D)
s g (LOLY, ¥ (0L, OL

- 8Z<2Iw|23V>+I¢I2 <6¢1 8Z<a(az¢1))>
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Para funcionales que involucran derivadas de orden superior, las correspondientes derivadas funcionales
contendran términos extra que surgen de integraciones por partes.

A continuacién se discute la invariancia Euclidiana de la energfa y la identificacién de £ como el tensor
de esfuerzos dentro de esta representacion.

4.3. Esfuerzos y torcas conservados

La corriente asociada con la variacién de la funciones de encajamiento, denotada por Qx, estd dada
por el término de frontera en la variacién del funcional H. con respecto a X

Qx = —i/dz NdzZ (6Z(fz - 0X) + 0:(f* - 5X)) . (4.82)
La corriente asociada con las variaciones del campo espinorial es

Qy, =i / dz A\ dz0z(N26¢1), Qy, =i / dz A dz0, (N 61s), (4.83)
junto con sus expresiones complejas conjugadas.

El potencial no da origen a alguna corriente. Entonces la variacién completa de H, esta dada por
5chi/dz/\d2€~5X+Q, (4.84)

donde la corriente total es @ = Qx + (Qy, + Qu, + c.c.). Cuando se satisfacen las ecuaciones de Euler-
Lagrange, 0H. = Q.

Igual que en el capitulo anterior, se considera una regién de la superficie limitada por un conjunto de
fronteras cerradas. Para determinar el cambio en la energia bajo la translacién de una de sus fronteras,
denotada por T, se considera la deformacién 60X que se reduce a la translacién da de esta curva y que no
modifica las demas fronteras. El campo espinorial se transforma trivialmente bajo traslaciones. Usando el
teorema de Gauss, el cambio en la energia se puede expresar como

§H,=—6a-F, (4.85)

donde el vector F esta definido por la integral de linea
F = / dsl . f* + c.c.. (4.86)
r

donde ds es el elemento de linea a lo largo de I', [, y su c.c. son las componentes del covector asociado
con el vector del marco de Darboux adaptado a I' y que es la normal exterior tangente a la superficie. La
ecuacién ([L8E) identifica al vector F como la fuerza que actia en la frontera I' [73]. También, la cantidad
1.f* representa fuerza local que actiia sobre el elemento de linea ds, de manera que la corriente conservada
asociada con la invariancia traslacional f* se identifica como el tensor de esfuerzos en la superficie.

La invariancia rotacional es un poco mas complicada debido a que las propiedades de transformacién
del campo espinorial no son triviales. Usando la identidad (#I9) para el vector normal n en términos del
campo espinorial, es sencillo ver que la variaciéon del campo espinorial induce una variacién en n dada por

2

on =
|4

(162 — hadihr)ex + (Y10hy — P26y )es) . (4.87)
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Usando las expresiones ([{.53) de A\ y ([A87) de dn en las expresiones de las corrientes presentadas arriba,
se obtiene que ) para este caso estd dado por

Q= —i/dz ANdzd, (f* - 6X +¢*-én) + c.c., (4.88)

1 6L

Z 2
donde c* = ST 5V €7

Considerando ahora una rotacién infinitesimal por un dngulo constante dw, las funciones se transforman
como 6X = dw X X; el vector normal también rota, dn = dw X n. Entonces el cambio en la energia es

0H, = —idw - /dz Adz0,m* + c.c., (4.89)

donde m* = X x f* + 1/2[1)|726L/5Vn x e;. Usando un argumento idéntico al usado en la identificacién
de la fuerza sobre la frontera I', se identifica el cambio en la energia asociado con la rotacién de esta curva

§H, = —bw - M, (4.90)

donde
M = / dsl,m?* + c.c.. (4.91)
r

Entonces el vector M se identifica como la torca total que actia en esta frontera. m? y su c.c. se identifican
como las componentes del tensor de torcas en la superficie [74]. Usando la identidad e, = ie, x n, la
componente del tensor de torcas se puede reescribir de la forma

i oL
F=XXxf - ———e;. 4.92
A T pE e (4.92)
4.3.1. Ejemplos de tensores de esfuerzos
Para una densidad Hamiltoniana H,, = 1/2|¢)|*K™ se obtiene que
OHn (N — OHn 91
= (= DWPK vy S =2l (19)
De las ecuaciones ([£.80) se obtiene que las componentes del tensor de esfuerzos estdn dadas por:
n—2
e = e (1.91a)
fo®s = nAK", (4.94b)
fo® = —nd:K"'. (4.94c)

Es simple confirmar que estas expresiones reproducen el resultado de la ecuacion [3.29] en esta parametri-
zacién particular, la cual recordando es

£2 = K" ' (nK® — Kg®) e, —nVK" 'n, (4.95)

También es sencillo mostrar que la contribuciéon que corresponde a la componente normal de la derivada
de Euler-Lagrange ({.72) estd dada por

En=-—nAK" '+ K" ! (2nKg — (n—1)K?) . (4.96)

que es precisamente la ecuacién (330) obtenida en el capitulo anterior.
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n=0: Funcional de area

Para un término de 4rea, correspondiente a Ho = 1/2|1|*, sélo la diagonal de la parte tangencial del
tensor de esfuerzos no se anula:

z 1 z 4

z = _§|¢|47 f2:O7 f =0. (497)
La derivada de Euler-Lagrange esta dada por & = K; los puntos criticos del area son superficies minimas
que satisfacen K =00 V = 0.
n=1: Funcional de curvatura media

Para una energia proporcional a la curvatura media, correspondiente a H; = 1/2[1)|*K, las componen-
tes del tensor de esfuerzo tangencial son

fzz = _i|1/’|4K7 fZZ :-’Zlu (498)

y el esfuerzo normal se anula, f* = 0. La derivada de de Euler-Lagrange £& = R; los puntos criticos son
las superficies desarrollables con curvatura Gaussiana nula.
n=2: energia de doblamiento o de Canham-Helfrich Hp = 4V?

Las componentes del tensor de esfuerzos son

=0, fL=AK, [*=-0:K, (4.99)

z
y la derivada de Euler-Lagrange estd dada por
1
Ep=—-AK + K (21{0 - §K2> : (4.100)
El hecho que f?, se anula en este caso es una manifestacién de la invariancia escala.

El Hamiltoniano de Canham-Helfrich difiere de la energia de Willmore Hyy, definida por la ecuacion
(£43) por una energia topoldgica proporcional al invariante de Gauss-Bonnet Hgp = [ dA K¢. Por lo
tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes coinciden; de hecho, los esfuerzos locales corres-
pondientes también coinciden. Es instructivo demostrar esto explicitamente usando la forma funcional de

Hy en términos de |A|.

Las derivadas parciales requeridas son

oL 4 |A|2 > oL
el A8,y + 221 > A, 4101
o0 |w|4< bet20m Do) |w|4 be (4.1012)
oL 4 |A|2 > oL
— .Aaz , - —— A 4.101b
90 |w|4< U= e 00) |w|4 Y- (4.101b)

Usando la condicién de Codazzi-Mainardi dada en la ecuacién (4.35D)) se tiene que las derivadas funcionales
correspondientes son 5 ~ ~

oL — oL oL

— = —0:K, 0:K, — =0. 4.102

6’(/11 /(Z)Q z 51/)2 U)l 5V ( )
Sustituyendo estas identidades en la expresiones (£60) y [A69) para las componentes del tensor de esfuer-
zos reproduce el mismo tensor obtenido para la energia de Canham-Helfrich en la ecuacién ([£99). Los dos
tensores de esfuerzos no necesariamente tenian que coincidir: podrian haber diferido por un tensor nulo.
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4.4. Conclusiones

Se desarrollé un marco tedrico para principios variacionales, adaptado a la representacién de la geo-
metria de una superficie en términos de un campo espinorial que interactia por medio de un potencial,
para describir las propiedades de equilibrio de la superficie. Con esto se estd en posiciéon de aprovechar las
técnicas del andlisis complejo para examinar varios problemas de naturaleza inherentemente no lineal en
la fisica de la materia condensada suave. Incluso si se estd interesado en superficies minimas descritas por
la representacién de WE con V = 0, se necesita introducir un potencial en la variacion.



Capitulo 5

Esfuerzos en membranas fluidas con
puntos en contacto

Las membranas biolégicas —el reticulo endopldsmico, el aparato de Golgi, la membrana interior de
las mitocondrias—presentan geometrias complejas; modelarlas de forma realista requiere refinaciones de
la descripcién simple del modelo Canham-Helfrich [84]. Esto puede involucrar la introduccién de fuerzas
locales externas que constrinen la geometria de la membrana [85]. Estas fuerzas pueden operar mediante
filamentos jalando o empujando la membrana; pueden originarse también debido al confinamiento dentro
de los compartimentos celulares. Tales constricciones localizadas difieren de una manera fundamental de
las constricciones mas familiares de naturaleza global-drea y volumen encerrado fijos—asociados con el
modelado de la membrana plasmica.

La energia de doblamiento de una superficie es invariante bajo transformaciones conformes del espacio
Euclidiano tridimensional. Entonces la energia es invariante no sélo bajo transformaciones Euclidianas
del espacio ambiente tridimensional, como se esperaria; también es invariante bajo deformaciones que
preservan dngulos en la superficie, y en particular bajo escalamiento e inversién en esferas [86] [89, [T05].
En particular, dado un cierto estado de equilibrio, cualquier superficie obtenida de su inversién en alguna
esfera serd también un estado de equilibrio. Ninguno de los dos estados se asemeja al otro necesariamente.
Esto se debe a que el proceso de inversion, no sélo involucra distorsion geométrica, también puede invo-
lucrar un cambio de topologia si la superficie involucra regiones que son distantes del centro de inversién.
El cambio de topologia asociado con la compactificacién de estas regiones a un punto, en general, pro-
duce singularidades geométricas en la superficie invertida [I7) [I§]. Como se verd en este capitulo, estas
singularidades son de interés fisico porque indican la presencia de fuentes de esfuerzos externos locales.

5.1. Inversion de superficies

Primeramente se presenta una revisiéon de las propiedades de transformacién de la geometria de una
superficie bajo inversién en una esfera. Una introduccion elemental pero util de inversién en esferas se
puede encontrar en el capitulo final del libro de Gray [34].

Una superficie ¥ parametrizada por coordinadas locales u! y u?, se describe por el vector de posicién
en el espacio Euclidiano tridimensional X (u!, u?). Uno estd interesado en describir la superficie ¥ obtenida
por la inversién de ¥ en una esfera de radio R centrada en un punto, el centro de inversién, que se elige
que coincida con el origerﬂ Usando una tilde para denotar las cantidades geométricas relacionadas con

1Esto siempre se puede hacer trasladando la superficie apropiadamente. Por ejemplo si la superficie estd centrada en
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¥, la inversién en esta esfera induce el mapeo ¥ — X definido por

“xpX X#0 (5.1)

Los puntos X y X satisfacen |X||X| = R2. La inversién en cualquier esfera satisface 72 = 1, donde 1 es
el mapeo identidad en E3. Es por lo tanto una involucién.

La superficie X se parametrizara usando las mismas coordenadas que se usan en X. Sin embargo, en
general, esta parametrizaciéon no serd adaptada a la superficie inversa.

La geometria de la superficie tiene propiedades intrinsecas, caracterizadas por la métrica g.p, asi como
extrinsecas, caracterizadas por el tensor de curvatura extrinseca K,;. En lo siguiente se determina cémo
se transforman estos dos tensores bajo inversién.

5.1.1. Geometria intrinseca

Para determinar la métrica en ¥ se examina céomo se transforman bajo inversién los dos vectores
tangentes a ¥ adaptados a la parametrizacién por u' y u2, definida por e, = 8,X, a = 1,2. El mapeo de
los vectores tangentes es

2
e, = €, = (%) Re,, (5.2)

donde la transformacién lineal R, dada por
R=1-2X®X, (5.3)

representa una reflexién de los puntos de la superficie en el plano que pasa por el origen y que es ortogonal
a X. X denota el vector unitario correspondiente. R tiene 2 vectores propios con valor propio +1 que
corresponde a vectores que estan sobre el plano ortogonal, y un vector propio con valor propio —1 que
corresponde a X mismo. Entonces det R = —1. En particular, como €, involucra una reflexién de e,, la
paridad de la base adaptada {e,, n} se revierte bajo inversién. Si n es la normal a %, en general no serd la
normal a ¥, i.e. n- &, #0.

Las componentes de la métrica inducida en ¥ estan dados por g, = €, - €. Bajo inversién, se trans-
forman como

~ Rr*
Gab = Gab = |X|4 YGab - (54)

Entonces la inversién induce un mapeo conforme de la superficie, con el factor conforme (R/|X|)*. El
determinante g de la métrica se transforma multiplicativamente,

_ RS
979 xE Y- (5.5)

Usando la ecuacién (B.4]), se encuentra que el drea de la superficie invertida estd dada por

dA

1 _ p4
A=rt [ 5

(5.6)

el origen y se desea invertir en la esfera centrada en xg, basta con considerar las funciones de encajamiento trasladadas
X =X —xp
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Entonces, la energia de una superficie debida a la tensién superficial, asociada con una pelicula de jabén
por ejemplo, se transforma en la energia de una superficie cargada uniformemente que interactia con una
carga puntal localizada en el origen, a través de un potencial central 1/|X|*, escalada por un factor R*.

El operador de Laplace-Beltrami construido con gqp, definido por A = ¢? V,V, bajo inversién A se

transforma como
K (XD e

Salvo un factor de escalamiento, este operador es invariante bajo inversién.

— 2
La funcién de distancia inversa estd dada por |X| = R1/|X|%. Su gradiente satisface la siguiente
identidad

9 R\
Va |X| = — (m) Va |:)(|2 . (58)

~ 2
Entonces los puntos criticos no nulos de |X|? se mapean a puntos criticos de |X| ; la superficie invertida
hereda los puntos criticos de la superficie original. Los puntos al infinito se mapean a puntos criticos en
el origen. No se generan otros puntos criticos. Los puntos criticos no nulos se determinan de la siguiente
ecuacion

2X e, =0. (5.9)

Asi, los puntos de la superficie que corresponden al vector de posicién ortogonal a la superficie son puntos
criticos de la funcién de distancia. La localizacién de estos puntos en la superficie depende de la posicién
relativa del centro de inversion.

El Hessiano se transforma de una manera un poco méas complicada. El Hessiano definido en ¥ de la
funcién inversa de distancia estd dado por

4
V. X = - () (Vv X2 - —2 v, IX[2V, X2 5.10
a b| | - |X| a b| | |X|2 a| | b| | . ( )

El Hessiano en Y de un escalar f se relaciona con su contraparte en Y por (%aﬁb — vavb) f =

- (fcab - I‘Cab) V.f donde el tensor de la diferencia de los simbolos de Christoffel estd dado por la

identidad de Palatini,

1

fcab - I‘cab = _W (

8¢,V X [? + 6% Vo X2 = VEIX| gup) - (5.11)
Entonces, cuando se trata de la funcién distancia, usando las ecuaciones (5.8)), (5.10) y (511 se obtiene

S~ =2 R\* 1 .
VoV |X| = — (®> (vavb|X|2 — WVC|X|2V |X|2gab). (5.12)

o~ ~2
En un punto critico no nulo, V,|X|? = 0 con X # 0, se reduce a V, V,|X| = —(R/|X|)* V.V, |X?.

También, de la contraccién (con g?°) de esta expresién se obtiene que el operador de Laplace-Beltrami en
3. actuando sobre la funcién inversa de distancia da

~ ~2
AX| = -AX]2+2V,|X]2V*X]?. (5.13)

— 2 ~
Este mismo resultado se obtiene aplicando directamente |X| el resultado de la expresién (7)) de A.
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5.1.2. Geometria extrinseca

El vector unitario normal a la superficie se transforma bajo inversion como
n—n=-Rn. (5.14)

Esto se sigue de las ecuaciones (5.2)) y de la identidad para vectores espaciales (Rv) x (Rw) = —R (v x w).
Entonces, si n - X = 0, entonces también n - X es nulo debido a que R es auto-adjunto y al hecho que
RX = —X. La normal exterior a una superficie que encierra al centro de inversién se mapea a la normal
exterior de la superficie inversa. Por ejemplo, considerando la esfera unitaria centrada en el origen con
n= X, se tiene que la inversién de su normal exterior es también la normal exterior, i.e. n = r.

El volumen contenido por una superficie cerrada ¥ estd dado por la expresién

V:%/dAX-n. (5.15)

Entonces el volumen contenido por 3 estd dado por

~ 1 [~~~ _ 1 RS
S [dAX == [dA—_X.
v 3/ o 3/ Rk

oo (B e

Aqui dV denota el elemento de volumen en E3 y x el vector de posicién de un punto dentro de una
superficie cerrada con respecto al centro de inversion. El signo menos aparece debido a que el volumen es
una pseudo 3-forma, la cual cambia de signo bajo un cambio de orientacién. En la dltima linea, se usé la

identidad 5
. X

La definicién del tensor de curvatura extrinseca K., = e, - Jpn implica que
Koy = —(R/IX])’Req-0y(Rn) = — (R/|X|)* (Kap + €4 - R((8,R)0)) . (5.18)

Para evaluar 9,R nétese que 9. X =P e./|X|, donde P =1— X®X es la proyeccién en el plano ortogonal
a X. Con estos se tiene que

8.R = —2/|X]| (X@Pea—i—(Pea)@X) . (5.19)
Entonces (usando RP = P), se tiene que
R((&R)n) = —2 (n x (Pep, x X)) /IX]. (5.20)
Tomando la proyeccion en e,, se obtiene una expresién simple proporcional a ggp:
ea - R((QR)n) = —2/|X|* (X 1) gap - (5.21)

Sustituyendo la ecuacién ([E2]]) en la ecuacién(BI8) se obtiene que bajo inversién, K, se transforma como

~ R? 2
Kab — Kab = —W (Kab — W X - ngab) . (522)
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El tensor de curvatura extrinseca inverso involucra sélo los dos tensores, gq.p v Kap. De esto se sigue que
el operador de forma inverso definido por K% = §g*°K, se transforma como

2
~ X
Kab%Kab:_(%) (Kab_—X'n(Sab> . (523)
Es una combinacién lineal de K% y ¢%. En consecuencia, la curvas principales se mapean a curvas
principales [34]: Sean C; y Cy las curvaturas principales y Vi = Ve, Vo = Ve, las correspondientes
direcciones, tal que K% VY = C;V2. Entonces Ka Vb= C V.2, donde

G XE (0 2x. (5.24)
= T2 i X]2 nj. .

Debido a esta relacién ([.24)), la diferencia de la dos curvaturas principales se preserva bajo inversion,
salvo un factor de escalamiento proporcionar a la funcién de distancia

_IXP

Ol - 02 R2 (Cl 02) 3 (525)
no depende explicitamente de n. El signo menos implica que, después de la inversion, la direccién principal
de curvatura maxima se mapea a la direccién principal de curvatura minima y viceversa. Por ejemplo,
si Co > (' tal que V3 es la direccién principal de curvatura maxima, entonces C; > Cs, y por lo tanto
V3 correspondera a la direccion principal con curvatura minima en la superficie inversa. Cairns y Sharpe
presentaron una discusién util del comportamiento de la curvatura bajo inversién en la referencia [9]. Si

C1 = (Cy, entonces C; = Oy, de forma que puntos umbilicos se mapean a puntos umbilicos.

Los dos invariantes simétricos fundamentales del operador de forma K% son su traza (el doble de
la curvatura media) K = Cy 4+ Cs y su determinante (la curvatura Gaussiana) K¢ = C1C5. Usando la
ecuacién (524) las contrapartes transformadas en 3 se determinan facilmente:

= 1XP 4

K = G |X|2X n, (5.26)

Ko = XJ K¢ — X nK+ —=(X-n)?). (5.27)
R IXI2 IXI4

En particular, en la contraparte invertida de una superficie minima (con K = 0), se tiene que K =
4/R*X - n. Equivalentemente, una superficie que satisface

4
K= |X|2X n (5.28)

es la inversién de alguna superficie minima.

Usando la condicion de integrabilidad de Gauss-Codazzi
Rabcd = Kachd - Kade07 (529)

para determinar las propiedades de transformacién del tensor de Riemann, la ecuacién (5.22]) implica el
tensor de Riemann transformado Rgpcq esta dado por

~ R\* X -n X -n\?
Rabcd - <®> [Rabcd_ 2 W (Kac gbd"’gac Kbd_Kad gbec — Gad Kbc)+4 ( |X|2 ) (gac gdbd — YGad gbc>

(5.30)
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Se observa que hay una mezcla no trivial de la geometria intrinseca con la extrinseca. De este resultado
se sigue que la curvatura escalar se transforma como

R = % (IX*R - 4(X-n)[X”K + 8 (X n)?) . (5.31)

5.1.3. Energia de doblamiento

Combinando las ecuaciones (B.6]) y (525 se identifica inmediatamente la energia de Willmore de una
superficie bidimensional, invariante bajo inversién [105],

mejzé/ﬁAan—cw? (5.32)

Evidentemente Hy, también es invariante bajo transformaciones conformes inducidas del espacio tridi-
mensional. Como se mencioné antes, salvo la contribucién proporcional al invariante de Gauss-Bonnet

mﬂﬂ:/mmh (5.33)
coincide con la energia de doblamiento de Canham-Helfrich [10 [40]

Hp[X] = % / dAK?, (5.34)

La energia de Willmore implica que la energia de doblamiento de una superficie inversa estd dada por
ﬁB:HB+2(ﬁGB—HGB)- (535)

Entonces la energia de doblamiento de una superficie obtenida por la inversiéon en una esfera de una
superficie minima es proporcional a la diferencia de dos contribuciones topoldgicas y es por lo tanto
constante. En general, a diferencia de la energia de doblamiento de una superficie minima, no seré cero.
Esto es debido a que la topologia puede cambiar bajo inversion si la superficie es infinita o si el punto de
inversién esta sobre la superficie.

Como las dos energias Hyy y Hp difieren por una contribucién topolégica, sus puntos criticos satisfacen
la misma ecuacién de “forma” de Euler-Lagrange

1
e, =— VK + 5K(K“‘ — 2K, K%®) =0. (5.36)

Esta ecuacién hereda la invariancia conforme de la energia de Willmore. Asi, las superficies que satisfacen
la ecuacién ([B28) también son soluciones. Mas aun, la inversién de cualquier superficie que satisface la
ecuacién (5.30) es también una solucién.

5.2. Geometria de los k-noides

En esta seccion se resumen algunos aspectos relevantes de la geometria de los k-noides, una familia de
superficies minimas con simetria discreta de orden k, introducida por Jorge y Meeks en los ochentas [45].
Estas superficies poseen k cuellos con crecimiento exponencial y proporcionan una generalizacién natural
del catenoide. [45].
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Los datos de Weierstrass-Enneper estdn dados por las dos funciones complejas [45]

[(z)= Wl_l)g ; g(z)=2""1, keN. (5.37)

g(z) es holomorfa, es decir, estd definida en todo el plano complejo C. f(z) es meromorfa, es decir,
estd definida en el plano complejo C excepto en un conjunto de puntos aislados, que para el caso de los
k-noides, corresponden a las k raices de la unidad, de manera que su dominio es C — {z € C|z*¥ — 1 = 0}.
La geometria de k-noide se escalard por un factor py (que depende de k) determinado por la ecuacién
(BEEI) como se discute més adelante.

La construccion de las funciones de encajamiento a partir de los datos de Weierstrass involucra la
evaluacion de las tres integrales Iy, I> y I3, definidas por

Ilzéfdzf Ig:%/dsz, Ig:/dzfg. (5.38)

En términos de estas integrales las funciones de encajamiento estdn dadas por X = Re {I; — I2,i (I1 + I2), Is}+
Xp.

Empezando con [;(z), una manera de evaluarla es introduciendo la funcién auxiliar

1 1
B(z,u)=— [ dz .
(2, 1) 5 on P

(5.39)

En términos de B, I1(z) = 0B (z, 1) /Op|u=1. Su evaluacién involucra la expansién del integrando como
una suma de términos usando el método de fracciones parciales. Expandiendo el denominador en términos
de las raices de la unidad,

k—1
1= H (z—1j), (5.40)
j=0
donde r; = eﬁ; un célculo simple da
k—1
1 1 Tj
= - 5.41
k-1 k z—r;j (5.41)
7=0
Usando la identidad (G.41]), se obtiene
1k k-1
_H _ o _
B(z,p) = 2%k pr jz::o rj log (W - Ta) ) (5.42)
de donde sigue que
k—1
1 z k-1
Il(z) = _2kpk Zk ) —+ A Z Tj 10g (Z - ’I”j) . (543)

Para evaluar I, se realiza una integracién por partes para expresarla en la forma

I 1 AR PR 44
2_2kpk<_zk—1+( _1)/sz—1>' (5.44)
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Expandiendo el argumento del logaritmo en términos de las raices de la unidad ([5.40), el término segundo
puede ser escrito como

k=21 - (m)l 11 z—r;

Teniendo en cuenta que rj_l = 7; y as{ como que la suma suma de las raices es cero, se tiene que el término
proporcional a log z~! se anula. Por lo tanto

IL(z) = ! —Zk_l —l—k_lZF-lo (z—1j) (5.46)
2 = 2k k1 & < j 108 J . .

La tltima integral I3 es elemental si se hace el simple cambio de variable z — z*:

1
I = 5.47
3(2) kpr (2% —1) ( )
Usando estos resultados se tiene que las funciones de encajamiento son
. 1 22 1 k-1 ong
X(z,2) — Xo=Re(l1 — L) = k—kae ST T & jgocosT log(z—1;) |, (5.48a)
Y (z,2) — Yo = Re (i(I —I—I))—LRe 22k2+1 _1Zm—lo (z—1j) (5.48b)
) 0= 1 2)) = % pr % ok — g ) .
- 1 1
Z(Z,Z)—ZO :Relg = —k—pk Re m ) (548C)

Sea z una coordenada compleja parametrizada por las coordenadas polares p y ¢, z = pe'®, ¢ € [0,27) y
€ (0,00). Se elige Xo = {0,0,—1/(2k o)}, de forma que el k-noide estd centrado en el origen. Con esto,
su vector de encajamiento estd dado entonces por

1 [P+ p)cosg— (P 4+ pF ) cos (k — kz 2 vog Py (oo — 2
~ 2k Py (0, 6) P E\PT )
(5.49a)

1 (PP~ 4 p)sing + (P 4+ pF Ysin(k — 1)¢ k- 152 . 2mj los P 27Tj
T 2kpy | Py (p; 9) - Z siny e B {po = 5 ,
(5.49b)

1 1— p2k
= 5.49
2kpi; Pr, (p, ¢) (5.49¢)
Aqui Py (p, @) es la funcién definida por

Py (p,¢) = p** —2p" coske + 1; (5.50)

Pk €s una constante introducida para normalizar el k-noide. La geometria de los k-noides es tinica salvo
movimientos Euclidianos y escalamiento. La geometria para cada k, estd caracterizada por una tnica
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escala de longitud: la distancia minima desde el origen a su curva perfil en p = 1. De las ecuaciones (5.49])
se encuentra el factor p, que hace esta escala de longitud es unitaria es

k—1k—1
(k—1)? 27, et .o (1
P = T;:O ZE,O cos ?(j —1) log sin - | 5 —1]|log sin - | 5 —J
k—1
k—1 70 .o (1 1
- = ZEZO cos E(l — 21) log |sin T <§ - l)‘ + neh (5.51)
Los puntos criticos de la funcién de distancia de la curva perfil ocurren en ¢; = w(1 + 2j)/k, j =
0,1,...,k — 1. Esta curva perfil es por lo tanto tangente al circulo unitario en estos puntos criticos.

En particular, el catenoide esta descrito por las funciones

X(p.6) = (%m

(5.52)

p?+2pcosep+1 2p (p? + 1) sin¢ 1—pt
p?2 —2pcosp+1|" pt—2p2cos2¢p+1" pt—2p2cos2¢p+1)"°

El catenoide con k = 2 y el trinoide con k = 3 se ilustran en la figura 511

Figura 5.1: Catenoide y trinoide truncados. La lineas radiales son curvas p-paramétricas, i.e. con ¢ constante
y p variable. De manera similar, las curvas cerradas que rodean el origen son curvas ¢-paramétricas. Las curvas
coloreadas describen la intersecciéon de la superficie con el plano que define la simetria especular.

La simetria axial del catenoide, estd reemplazada en el k-noide por la simetria especular discreta
p — 1/p, dada por una reflexién en el plano “principal”, Z = 0, el cual bisecta los k cuellos catenoidales[3.
El origen p = 0 de plano complejo se mapea al punto plano de la parte superior del k-noide (ver Fig. [B.1).
Los valores de p en el intervalo [0, 1) describen la mitad superior (Z > 0) del k-noide; el intervalo (1, c0)

2Nétese que la simetria axial del catenoide no es manifiesta en esta parametrizacién
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describe la mitad inferior que resulta de la reflexion de la mitad superior. El punto al infinito se mapea al
punto plano de esta mitad. La interseccién de la superficie con el plano Z = 0 dada por p = 1 define un
conjunto de curvas (su perfil), indicado en la Fig. [5)) (en rojo y verde en el catenoide, y en rojo, verde,
y azul en el trinoide). Estar curvas serdn utiles para visualizar la geometria inversa.

La vecindad del polo que corresponde a la raiz r; = 7 se mapea al cuello con crecimiento exponencial
dirigido a lo largo del vector E, (—2mj/k), donde

E, (¢) = (cos ¢,sin¢,0) . (5.53)

Notese que el angulo polar ¢ en el plano complejo es también el &ngulo polar en la superficie. Sin embargo,
su orientacién estd revertida (ver Fig. B]).

El k-noide es invariante bajo la transformacién discreta ¢ — ¢ + 27j/k para cada j = 1,... k.
La simetria discreta de orden 2 del catenoide con respecto a sus cuellos (reflexién en el plano X = 0)
estd reemplazada por la simetria dihedral de orden k (que consiste en la rotacién alrededo del eje Z
asi como por las reflexiones en los planos que pasan a través de este eje).

Se tiene entonces que los k-noides poseen a Dy X Zs como su grupo de isometria.

La expansién de gradientes pequenos de la geometria del k-noide en la vecindad de—sus puntos planos—
p =0y p = oo para k > 2 confirma que la geometria coincide con una silla de mono de orden k.
Introduciendo las coordinadas polares ¢ y ® en el plano principal, 0> = X2+ Y? y tan® = Y/X, se
encuentra que si p << 1, entonces ¢ = p/2p; y ® = —¢. El primer término relevante en la expansién de
la funcién de altura Z en términos de p es de orden k

— 1 kY _ 1 k
Z(0,®) = Sork (1+2Rez") = ek (1+ (2pr0)" cos(k®)) , (5.54)

que corresponde a una silla de mono de orden k. Esta aproximacién para el catenoide y el trinoide en la
vecindad de p = 0 se ilustra en la Fig.

Figura 5.2: En la vecindad de ¢ = 0 el catenoide y el trinoide son sillas de mono de orden 2 y 3 respecti-
vamente

La vectores tangentes adaptados a esta parametrizacion e, y e, estan dados por

2
e, = ml{e (zez)7 €y = —2Im (zez) . (555)
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Usando los datos de Weierstrass (5.37), estos dos vectores se pueden expresar en las coordinadas polares
€omo

1

€ = W (QF,QF, 20" ((p** + 1) cos ke — 2pk)) , (5.56a)
_ P = = o k=1 2k 1)
€y = 201 P2 (0, 9) (Qs,Qz,20" 1 (p 1)sinkg) , (5.56b)

donde QF y QF son dos funciones definidas por
QF = P (2 1) sin(2k — )¢+ 20" (ipz‘(k*l) - 1) sin(k — 1)¢ + (ipﬂ%*l) - 1) sin(5;57a)

QF p2 k=1 (£p* —1)cos(2k — 1) ¢ + 2p" (pz(kfl) F 1) cos(k —1)¢p — (pQ(zkfl) F 1) cos(.57b)

La normal exterior es

_ 1 k—1 k—1 - 2(k—1)
=TT p2(k=1) (2p cos (k—1)¢,2p" "sin(k —1) ¢, p - 1) : (5.58)

Los elementos de linea y de drea en el k-noide se determinan usando la férmula (C.3):
ds* = Q2 (r, ¢) (dr® +r2d¢?) | dA = Q*(p, ¢)pdp A do, (5.59)

donde el factor conforme € (r, ) estd definido por

2
1+ p2(k71) >
0% (r,¢) = (7 5.60
(r,¢) P ) (5.60)
De la ecuacién (C.9) se obtiene que las curvaturas principales en el k-noide son Cy = C = —C; donde
(k—2) p,
C = app (k- 1) L0 9) (5.61)

(1+p2(k71))2 ’

y de (CI0Q) se tiene que las correspondientes direcciones principales son

AR W <cos (%) (p* —1)ey —sin (k—f) p(p" + 1)ep> ; (5.62a)

V2 = W <sin <%> (p* 4+ 1)ey + cos (k—;’) p(p* — 1)ep> . (5.62b)

5.2.1. Fuerzas en los k-noides

Usando la expresién ([C.12) aqui se evalian la fuerzas que se oponen a la tensién en un k-noide tratado
como una pelicula de jabon para mantenerlo en equilibrio. De manera analoga a la usada para determinar
las funciones de encajamiento, se necesitan evaluar las siguientes tres integrales:

1 1
Hi=j§dsf  Hoy=gf def’s Hu= ¢ defy: (5.63)
l l l

donde (; es cualquier contorno sobre el plano complejo que rodea la [-ésima raiz de la unidad r;, tal que
se mapea a un contorno v; que encierra al cuello correspondiente. La libertad de elegir ¢; (sélo se necesita
calcular el residuo del polo correspondiente ;) se traduce en la libertad de deformar ;. El contorno ~; se
recorre en sentido horario con la eleccién de la base dextrégira {t,n,1}; debido a que la orientacién del
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angulo polar ¢ se revierte, (; se recorre en sentido antihorario. La fuerza en la frontera ~; ahora estd dada
por Fo; = Im {H1; — Hay,i (H1y + Hay), Hai}.

. 1
Definiendo w = z/u*, se encuentra que

1 1 dw e 1 w—1
Hiy = 50 (it ¢ )| =ilo ( o | )’
! 2r " <N " H?—é(w—ﬁ')) p=1 ro " a wkF — 1lw=r, ) lp=1
ol 14 7w (1—k
= —= =i— . 5.64
ZT‘Ok #,uk ‘#:1 " ZTQ ( k2 > " ( )

Después de una integraciéon por partes se obtiene
1 k-1 k=2 1 k-1 1 1 1
Hyy = — f dz z A — Z — f dz - _
2r k), -1 2rg kK2 =1 [, z—rj 2

T (k—=1\ _
z%< 2 )m. (5.65)

El integrando de Hgs; se puede expresar como una derivada total, por lo que se anula:

1 1
Hy) = —— d =0. 5.66
=g 7{ (zk_1> (5.66)

Combinando estos resultados, se encuentra que Fpy; estd dado por

2rk —1
Fop=-——
0t To k2

(Rer;, —Imr;,0) . (5.67)

Entonces, la fuerza sobre un anillo debido una tensién superficial unitaria en la pelicula de jabén estéd di-
rigida hacia el origen a lo largo del vector E, (—27j/k) (definido en la ecuacién (5.53) sobre el plano
principal. Su magnitud es 27(k — 1)/(rok?). Debido a que la suma de las raices de la unidad se anula, la
fuerza total también se anula: Zf:_ol Fy 1) = 0, resultado que es consecuencia de la tercera ley de Newton.

5.3. Geometria de los k-noides inversos

La construccién de los estados de equilibrio desinflados de vesiculas fluidas con puntos en contacto se
realizard mediante la inversion de los k-noides.

Evidentemente, la inversién en una esfera centrada en el eje Z preservard la simetria dihedral de orden
k; de igual manera la inversién en una esfera centrada en el plano Z = 0 preservard la simetria especular
(arriba-abajo).

Bajo inversion en una esfera, el k-noide se compactifica en una geometria desinflada de topologia esférica
con k puntos en contacto situados en el origen, los cuales tienen su origen en la compactificaciéon de los
finales con crecimiento exponencial. Las superficies obtenidas por la inversion en una esfera centrada en
el origen del catenoide y del trinoide se muestran en la Fig.

Primero se examinard la geometria local en la vecindad de uno de estos puntos en contacto. Notando
que este crecimiento exponencial de los k-noides implica la existencia de un plano tangente en estos puntos.
Para ver esto, se analiza el comportamiento de la superficie inversa en la vecindad del punto que se origina
por la inversién de un cuello catenoidal, el cuello dirigido a lo largo del eje X, descrito por la vecindad del
punto (p = 1,¢ = 0). Es conveniente describir tanto al catenoide como a su contraparte inversa usando la
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a) Inversién del catenoide  b) Inversion del trinoide
Figura 5.3: Superficies simétricas con dos y tres puntos en contacto

parametrizacién de Monge en términos de una funcién de altura sobre el plano X = 0. Introduciendo las
coordinadas polares (o, @), en este plano, se encuentra que p =~ 1/(p —1) >> 1y X (o) = In(20), lo cual
corrobora que el radio del cuello crece exponencialmente con X, i.e., o & 1/2exp(X). Para un x¢ finito,
la coordinada radial en la superficie inversa en la vecindad del polo estd dada por g~ 1/p << 1, de forma
que la superficie inversa estd descrita por

X~ (m% + x0> . (5.68)

La derivada de esta funcién de altura es proporcional a ¢. Entonces se anula en el polo ¢ = 0; entonces
la superficie inversa es tangente al plano X = 0 en este punto. No obstante, su segunda derivada, es
proporcional a In g de modo que diverge en este polo. Este comportamiento singular estd contenido por
las curvaturas de la superficie inversa. Usando la ecuacién se encuentra que

~ 2 (G 1
0172 ~ _ﬁ (1115 + To F 5) . (569)

Aunque las curvaturas divergen logaritmicamente en el polo, su diferencia permanece finita

- 2
Cy—Ch = _ﬁ s (5.70)

por lo que la energia de Willmore—y en consecuencia la de doblamiento—es bien comportada en este punto.

A continuacién se estudia el comportamiento bajo inversién de la energia de doblamiento de los k-
noides.

Usando la férmula (C.g), la curvatura Gaussiana K¢ estd dada por

2 PPED By (p, )

Ko =—16p% (k—1
G Py, ( ) (1+p2(k_1))4

(5.71)

Depende tinicamente de la funcién Py (p, ) y por lo tanto hereda la simetria dihedral de orden k de la
superficie. Cuando k > 3, K¢ se anula en los puntos p = 0 y p = co. Entonces, la superficie es plana en
estos puntos.
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La energia de Gauss-Bonnet Hgp estd dada por
HGB = /dA’CG = —A4r (k - 1) . (572)

este en un resultado particular del resultado para la curvatura total presentado en la Ref. [45]81]. Cualquier
superficie obtenida por la inversiéon de un k-noide posee topologia esférica, por lo que EIG B = 4m. Con el
resultado (5272)) se obtiene que la correspondiente energia de doblamiento (535 estd dada por Hp = 87k.
En el caso excepcional donde el centro de inversién estd sobre el k-noide (sin reescalamiento), (X(p, ¢) = 0
para algin valor de p y ¢), de modo que la superficie inversa posee la topologia de un plano, se pierde 8

y Hp =8m(k —1).

El drea no es invariante bajo inversién. El area de la superficie inversa dependerd del centro asi como
del radio de inversién. Para que las comparaciones tengan significado fisico, las vesiculas construidas deben
poseer el mismo area. Por lo tanto sera necesario reescalar el tamano de la vesicula. Esto se hard eligiendo
el radio de inversiéon apropiadamente.

No es obvio que fijar el drea sea legitimo. Al menos intuitivamente, constrenir el area en el principio
variacional aparentemente seria inconsistente con la invariancia de escala de la energia de doblamiento.
Por este motivo vale la pena confirmar que no es inconsistente.

Considérese el problema de minimizar Hp en una vesicula cerrada con dos puntos en contacto (por
ejemplo X y X2) con la constriccién que el drea esté fija. Las dos constricciones pueden ser incorporadas en
el principio variacional introduciendo multiplicadores de Lagrange, o para fijar el area y F para mantener
juntos los puntos:

HX]=Hp[X]|+0(A—A4y)+F- - (X; —Xs). (5.73)

Bajo un escalamiento de la superficie por un factor A, X — AX, se encuentra que
H[AX] = Hp[X] + 0 (A*A — Ap) + AF - (X; — X3). (5.74)

En un estado de equilibrio, 9H/9OA = 0 cuando A = 1. Esto implica que o se anula. Esto es una conse-
cuencia de la invariancia de escala de la energia de doblamiento asi como del hecho que la constriccién de
contacto no introduce otra escala. En ausencia de constricciones adicionales que introduzcan otra escala,
siempre es posible fijar el area. Si los dos puntos se hubieran separado por una distancia finita, este no
seria el caso.

Sin pérdida de generalidad se fija el drea a ser 4w. Esto proporcionara una relacion funcional entre el
radio de inversién R y ubicaciéon xg del centro de inversion:

2(k—1)
R(Xo) = (47T/4Ao(x0))1/47 donde AQ(XQ) = 417i /dp A\ d¢p (%) . (575)

Aqui se ha utilizado la ecuacién (5.8) para dA y la ecuacién (5.59) para dA.

Antes de examinar k-noides de orden mayor, es conveniente examinar la inversion del catenoide. En
[18] se estudié parcialmente este problema, analizando el caso cuando el centro de inversién estd a lo largo
del eje simetria.

5.3.1. Vesiculas desinfladas con dos puntos en contacto

Aunque la parametrizacién del catenoide dada por la expresién Eq.([5.52), es claramente menos trans-
parente que la expresién familiar del radio polar como funcién de la posicién a lo largo del eje de simetria,
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es la parametrizacion natural generada por los datos de Weierstrass de los k-noides. Serd til examinar la
inversién de la superficie con respecto a esferas centradas fuera del simetria.

El espacio de los estados de area fija obtenidos por la inversion del catenoide puede ser parametrizado
por el centro de inversién, xg. La ecuacién (5.75]) determina el radio de inversién en términos de xg.
Para identificar las geometrias que son fisicamente distinta s6lo se necesita considerar los vectores que
pertenecen al primer cuadrante del plano X — Y, xg = zoi + yoj, To, %0 > 0. Las fronteras de interés en
este espacio son las rectas g = 0 y yo = 0, asi como la catenaria yg = cosh z(, obtenida por la interseccién
del catenoide con este plano. En la figura [5.4] se presenta este un esquema de este espacio de estados.

{% 99 o-

Figura 5.4: Espacio de estados parametrizado por el centro de inversién xo = xoi+yoj. Las vesiculas son simétricas
con respecto a la reflexién en el plano Z = 0. Si yo = 0, la vesicula tiene simetria rotacional alrededor del eje X axis.
El centro de inversion atraviesa al catenoide en yo = cosh zo. Si zo = 0, la vesicula posee simetria izquierda-derecha
con respecto al plano X = 0.

Todos los estados poseen simetria especular, Z — —Z. A lo largo de y9 = 0 los estados comparten la
simetria axial del catenoide. A lo largo de zy = 0, se preserva la simetria especular del catenoide X — —X
con respecto a sus dos finales.

Para facilitar la visualizacion de los estados desinflados es ttil examinar explicitamente los puntos
criticos de la funcién de distancia. Estos puntos se relacionan con los puntos criticos en la superficie
original por la ecuacién (B.8). Los puntos al infinito en el catenoide se mapean al origen, y corresponden
trivialmente a puntos criticos. En el perfil de la catenaria (p = 1) sobre el plano X — Y ocurren en los
dngulos ¢ = 0 y 7 que corresponden a los polos. La identidad (£.9) indica que todos los demds puntos
criticos ocurren donde el vector de posicion desde el centro de inversién son normales a la superficie. Es
sencillo ver que estos puntos son aislados y que ocurren en las curvas perfil. En la Fig. se presenta una
demostracién gréfica de la existencia de puntos criticos no triviales sobre la curva perfil.



76 Esfuerzos en membranas fluidas con puntos en contacto

Figura 5.5: Puntos criticos de la funcién distancia en el perfil. Para centros de inversién sobre el eje X, se tienen
dos puntos criticos, uno por cada rama. Para centros de inversién sobre el eje Y existe dos regimenes distintos: en
el rango yo € [0, 2] también se tienen dos puntos criticos; después de yo = 2, aparecen dos nuevos puntos criticos
en la rama superior que se bifurcan a partir de punto critico en yo = 2.

En general, los puntos criticos ocurren en el perfil cuando se satisface la ecuacion, px,(¢) = 0, donde
Dx, esta dada por

Pro() = sin() <1n

cot g‘ - xo) + cos ¢ (cscd + yo) (5.76)
En la Fig. se grafica px, (@) para tres diferente valores de xg.

Examinando primero la inversiéon en puntos sobre el eje de simetria, yo = 0. Fisicamente, estos estados
con simetria axial describen una vesicula esférica desinflada cuyos polos norte y sur estan en contacto. En
el origen (xg = 0), la geometria inversa es un discocito simétrico. Al aumentar xg, se tiene una transicién
continua de este discocito simétrico hacia un estomatocito (ver Figs. 5.7 a y b). La geometria tiende
asintéticamente a una esfera completamente desinflada dentro de otro esfera (Figs. BTk y B7H).

Cualitativamente, se tiene un comportamiento muy diferente cuando el centro de inversion esta fuera
del eje de simetria. Aunque los puntos en contacto se tocan en el espacio, su ubicacién sobre la superficie
depende de la localizacién del centro de inversién. Deja de ser apropiado considerarlos como los polo norte
y sur de la vesicula.

Se considera a continuacién la secuencia de geometrias generadas cuando el centro de inversion se
esta sobre la direccion ortogonal al eje de simetria, xo = yoj.

Dentro del rango [0, 1), la geometria es una deformacién continua del discocito simétrico; la mitad que
se origina de la regién del catenoide con Y < 0 se desinfla mientras la otra se (Y > 0) infla como se ilustra
en las Figs. 5.8 y b (comparar con las Figs. y [B.8h). Los dos puntos en contacto se aproximan sobre
la superficie.
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Figura 5.6: Gréfica de las funciones px,(¢) que determinan los puntos criticos de la funcién de distancia sobre el
eje de simetria y sobre una direccién perpendicular. (1) xo = (0,0)y (2) xo = (0, 2): se tienen dos puntos criticos
no triviales ¢ = w/2 y 37/2. En este rango son respectivamente los puntos més cercanos puntos de ambas ramas
del perfil al centro of inversién (ver Fig. [BH). (3) xo = (0,4): cuando se aumenta yo més alld de yo = 2 aparece
un nuevo par de puntos criticos en ¢ = 37/2, uno se mueve hacia ¢ = 7; el otro hacia ¢ = 2w. Ver Fig. w/2
permanece como el tinico punto critico en la mitad del perfil con Y < 0.

En el limite en el que yg se acerca a la superficie en yy = 1, la vecindad de este punto sobre la superficie
se infla en una esfera grande con este punto como su polo. Los dos puntos en contacto de desplazan al
polo opuesto de la esfera y forman un defecto localizado. En la Fig. B.8c se muestra un acercamiento de
la geometria desinflada en la vecindad del ultimo polo cuando yg se aproxima a 1 por abajo. El defecto
centrado en el polo se asemeja a la arruga formada en la piel cuando se pellizca con los dedos pulgar e
indice. Difiere en que el defecto forma una concavidad centrada en el polo. Como se vera mas adelante, esta
peculiaridad se debe a las fuerzas externas horizontales que actiian sobre la vesicula. Un defecto elevado
requeriria fuerzas verticales.

La geometria esférica singular parece ser muy diferente cualitativamente si el centro de inversién se
aproxima a la superficie por afuera. El defecto localizado ahora se asemeja a dos dedos tocandose elevados
sobre una hendidura centrada en el polo. Ver Figs. 5.8k y B.8f. Los dos defectos 5.8c y describen un
comportamiento genérico cuando los dos puntos estan en contacto. Notablemente, se posee una expresién
analitica exacta para ambos.

Desde una el punto de vista esférico estos dos defectos son muy diferentes. Sin embargo la geometria
local es idéntica. El pellizco se vuelve los dos dedos cuando es visto desde abajo.

Para puntos suficientemente cercanos el area asociada con el defecto esta completamente dominada por
la esfera inflada (Fig[B.8d); por medio de la proyeccion estereografica desde el polo antipodal de la esfera
(una transformacién conforme) se obtiene un defecto aislado en una membrana asintéticamente plana. la
distincién entre afuera y adentro desaparece y los dos defectos son idénticos. Por lo tanto sélo hay un
unico defecto localizado en una membrana asintéticamente plana.

El inflamiento de la geometria esférica en el limite yg — 1, implica que la normalizacién de su area
para que posea un radio 1 involucra un reescalamiento por un valor muy pequeno de R. Esto contrasta con
el limite axisimétrico de esfera dentro de esfera en el cual R diverge. Mas adelante se vera que, mientras
que la fuerzas externas requeridas para mantener los puntos en contacto se anula en el limite axisimétrico,
aqui divergen.
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Cuando yg estd en la parte exterior del catenoide, los dedos en contacto se vuelven cada vez mas
deslocalizados. Cuando ¥ se aproxima a yo = 2, los dos dedos se expanden y se extiende sobre la esfera.
La geometria toma la forma de una salchicha que se dobla sobre si misma (Figlh.8k). Después de yo = 2,
la geometria sufre otro cambio cualitativo. Esto observa con la aparicién de dos nuevos puntos criticos en
el perfil de la superficie como se ilustra en la Fig. (linea punteada) y Fig. La aparicién de estos
puntos indica el inicio de la constriccién de la parte media de la salchicha y la consecuente formacién
de dos 16bulos esféricos en cada lado (ver Fig. [B.8h). Esto dos 1ébulos se inflan subsecuentemente en dos
esferas tangentes de radio 1/v/2 conectadas por un cuello catenoidal infinitesimalmente pequefio (Fig.
E8i) . Esto también contrasta draméticamente con la geometria limite en forma de copa que involucra una
esfera dentro de otra esfera.

El comportamiento del parametro de reescalamiento R para el catenoide, a lo largo de las dos direccio-
nes discutidas arriba, se grafica en la figura 5.9 El valor de R, como se verd en la seccién 0.4 determina
la fuerza que actiia en la vesicula desinflada. en particular, donde diverge R la fuerza se anula y viceversa.

Cuando el centro de inversién se mueve a lo largo del eje de simetria, la geometria inversa mengua.
Entonces R se incrementa monoténicamente a infinito. A lo largo de la direccién perpendicular la geometria
inversa primero se infla en una geometria infinita el centro de inversién se aproxima a yg = 1 y estd sobre
la catenaria, y por lo tanto R tiende a cero. Cuando yo aumenta fuera de la catenaria, la geometria mengua
otra vez y R aumenta monotdénicamente a infinito.

En la seccién [5.4] se mostrard que existe una relacién inversa entre la distancia entre los puntos en
contacto que estan cercanos sobre la superficie y la fuerza requerida para mantenerlos en contacto. Cuando
los puntos se unen se vuelve imposible determinar las fuerzas examinando la distribucién de los esfuerzos
en un contorno remoto.

5.3.2. Trinoide invertido

La principal diferencia entre el catenoide y k-noides de mayor orden es que, en éstos, sus cuellos —que
crecen exponencialmente— se intersectan mutuamente. En el perfil del trinoide esto ocurre a una distancia
radial o = 4,4229 en los dngulos ® = —7/3, —7, —57/3 asi como en las rotaciones de estos puntos por
27 /3y 4w /3. Para obtener una superficie desinflada sin auto-intersecciones, se tiene que truncar el k-noide
antes de que se presenten estas auto-intersecciones.

El espacio de configuracién se representa por el primer sextante de R?, i.e. puntos x¢ dentro de las
regiones o > 0, yo < V3z0 y 20 > 0.

La geometria simétrica desinflada correspondiente a la inversion centrada en el origen, xo = 0 se
representa en la Fig. B.10h. Esta geometria se asemeja al discocito simétrico discutido anteriormente pero
con tres concavidades distribuidas simétricamente alrededor de su parte media. Las auto-intersecciones
ocurren dentro de estar regiones concavas. Si se trunca el trinoide con tres anillos antes de que ocurran las
auto-intersecciones, la geometria inversa fuera de estos anillos se parece a la superficie de Lawson. [43] [89]

Sélo se describira la inversién del trinoide para xo = 2ok, de modo que se preserva la simetria dihedral
de orden 3.

La transicién es andloga a la descrita en la inversién del catenoide con el centro de inversién en la
direccién perpendicular a su eje de simetria. Hay dos regimenes distintos: si zo < 1/(6px) = 0,5196, el
centro de inversién estd dentro del trinoide. Cuando zy, aumenta hacia este valor, el 16bulo superior se
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infla mientras que el inferior se desinfla (Figs. y BI0k). Aparece un defecto localizado con forma de
un pellizco doble (Fig. BI0d). En el limite zg — 0,5196 la geometria normalizada tiende a una esfera de
radio 1 con tres singularidades localizadas en su polo inferior (Fig. 510k). Para valores de zy cercanos pero
arriba de este valor, el defecto localizado toma la forma de tres dedos en contacto (Fig. B.I0F). Cuando zo
aumenta este defecto se deslocaliza (Fig. 5.10k) y los dedos se inflan en 16bulos esféricos. En zp = 2,0243
(Fig. 5I0h) se presenta una cambio cualitativo: la geometria que conecta los dedos comienza a contraerse
mientras que los 16bulos contindan inflindose. La geometria limite consiste en tres esferas de radio 1/ V3
que se intersectan (Fig. 5I01). El comportamiento de pardmetro de reescalamiento R para el trinoide a lo
largo de la direccién discutida arriba se grafica en la figura

5.4. Tensor de esfuerzos en las superficies inversas

El esfuerzo tensor en la superficie ¥ asociado con el Hamiltoniano Hp (534) dado por [12, [37]
1
o= K (K“b -3 Kg“b) e, — V°Kn. (5.77)

En equilibrio, f* esté conservado
Va.f*=0. (5.78)

De la expresién (L.77) se puede ver que una superficie minima con K = 0 tratada como membrana fluida
no existen esfuerzos. Esto difiere con el comportamiento de las superficies minimas que pueden adoptar
la peliculas de jabén cuya energia es proporcional a su area. La pelicula de jabon formada entre dos
anillos circulares serd parte de un catenoide. Existiran esfuerzos en la superficie y se debe aplicar una
fuerza externa a lo anillos para evitar que se colapse. Por el contrario si el catenoide estuviera constituido
por una membrana fluida, estaria libre de esfuerzos. Sin embargo, la membrana fluida fisica entre los
anillos tipicamente no serd un catenoide y estaran presentes esfuerzos. Esto es debido a que las superficies
minimas tienden a ser inconsistentes con las condiciones de frontera y con la constriccién sobre el drea.
Sin embargo, este hecho no representa un obstaculo, porque la geometria de interés no son las propias
superficies minimas sino sus contrapartes obtenidas por inversién. El tinico punto relevante es es hecho
que las superficies minimas representan estados de equilibrio sin esfuerzos.

Es sencillo expresar el tensor de esfuerzos transformado en términos de la geometria de la superficie
original
= X]\° 4 b Lo ab
f*=(— Rf"+ — [ K — =K g* | fi 5.79
( R + |X|2 92 g 0b | » ( )

foo.=X-e)n—(X-nle, =X x (nxe,). (5.80)

donde [35, [38]

La derivada covariante fy, estd dada por
Vifoa = Jap N + Kp¢X x (ec X ea) , (581)
y en particular, su divergencia reproduce el vector normal, V,f;' = 2n.

Descomponiendo el tensor de esfuerzos inverso en sus partes tangencial y normal como f* = f%¢,+ f°n,
se encuentra que

Tab |X|8 4 ab 1 ab .

- X|6 X-e 1
e G (g (k- gra)) (5520
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Tomando la proyeccién de la parte tangencial en las direcciones principales \~71 y \Nfg se obtiene

o IXE

4 ~ ~
f22=2—R4(Cg—Cl)<K—WX-n)=—f117 f12=0, (5.83)

donde se ha definido f;; = V;,V;,f%. Las proyecciones del esfuerzo normal inverso son

. X4 X -V,
fl = —R4 VIK + 2 (02 - Ol) |X|2 ; (5843)
~ X4 XV

con ]71 = 171-,1]7“. También se ha definido V; =V, *V,.

A continuacién se deriva cémo se transforma la divergencia del tensor de esfuerzos. Comenzando con
la definicién de la divergencia de un vector en términos del determinante de la métrica,

~ ~ - a B 2
V= o, (V3E) 5 xpv, <|}f(—|4> _ v, oYel X5 (5.85)

V3 X2

Sin pérdida de generalidad se puede considerar la inversion en la esfera unitaria.

Usando la identidad (G5.81]) que satisface f%,, la condicién de integrabilidad de Codazzi-Mainardi con-
traida

VoK% = VK, (5.86)
y la ecuacién (B19), se encuentra que el primer término de la derecha en (58] estd dado por
Vof* = |X|RV.f® + 3[X|*V*X|?Rf* — 2|X|* (Pe, - f*X + X - f*Pe,)
+ 2IX|? (4 Vo |X[? <K“b - %g“bK> + |X|2V“K) fo,
+ AX|'K, (K™ —1/2g"°K) X x (e. x ) . (5.87)

El dltimo término de la ecuacién (L.87) se anula debido a que la matriz cuadritica en K, es simétrica en
b y ¢ mientras que el triple producto vectorial que multiplica es antisimétrico en estos indices. Ademas,
usando la identidad Pe, - f* X + X - f*Pe, = Rf* - e, X + X - f* e, en la primera linea en la ecuacién
(ER1), se obtiene la siguiente expresion:

ec.

Voo B X0 R T, £9 4+ |X|1 (Va|X[2REC — 2 (RE - e, X + £ X ) + 2V, K £2) . (5.88)

Usando las definiciones (5.3]) de R y (E80) de f,0 en el término entre paréntesis, éste se reduce a
Vo X[PRE* — 2(Rf* - e, X +f*- Xe,) + 2V, K % = —2f* X. (5.89)

Pero f% = f* - e, se anula (como consecuencia de la invariancia de escala de la energia de doblamiento
bidimensional) [35]. Asi, se encuentra que bajo inversién la divergencia de tensor de esfuerzos transformado

estd dado por

< fa |X|6 a

Vaf = F RVaf . (590)
Entonces, en general, el tensor de esfuerzos feenla superficie inversa dado por la ecuacién (5.79) estd con-
servado siempre que f lo esté, con la posible excepcién de puntos al infinito se mapean al origen. Por lo

tanto, la ley de conservacién (578) es invariante bajo transformaciones conformes.
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5.4.1. Fuerzas y torcas en las superficies inversas

Mientras que el tensor de esfuerzos f* se anula en una superficie minima con K = 0, en general su
contraparte inversa dada por

LKy, (5.91)

no se anulara. Este esfuerzo estard concentrado en la vecindad de los puntos en contacto en X = 0. Po-
seerd fuentes en estos puntos indicando la necesidad de tener fuerzas externas para mantener el equilibrio.

Aqui se esta interesado en identificar estas fuerzas localizadas. La fuerza total que actia en una regién
limitada por una curva cerrada +y estd dada por [73]

F:%@Qﬂ (5.92)
vy

donde s es longitud de arco y [, = gablb son las componentes covariantes del vector 1 =t x n.

Si la superficie posee alguna simetria es conveniente deformar el contorno de integracién sobre la
superficie para aprovechar dicha simetria. Esto siempre es posible en tanto que no se encuentre una fuente
de esfuerzo. La conservacién de £ en los contornos inicial y final asegura que proporcionan el mismo valor
para F. Si la ley de conservacién también se cumple dentro del anillo y es contréactil a un punto, entonces
F se anula; equivalentemente, si F # 0 en el contorno, la ley de conservacién se debe violar dentro del él,
indicando la existencia de una fuente de esfuerzo adentro. El crecimiento exponencial de los cuellos de un
k-noide dan lugar a singularidades en la curvatura en el origen de la superficie inversa. Esta singularidad
en la curvatura serd capturada por la integral que aparece en la ecuacién (1.92). F se interpreta como la
fuerza externa que implementa la constricciéon de contacto y evita que la geometria se infle en una esfera.

Estas fuerzas fueron examinadas para la inversién de catenoide a lo largo de su eje de simetria en
la referencia [18]. El método usado para calcularlas dependia explicitamente de esta simetria. De hecho,
la complicada distribuciéon de esfuerzos en la superficie inversa pareceria sugerir que el calculo se vuelve
intratable tan pronto se pierde esta simetria. Sin embargo, como se vera, la distribucién de esfuerzo
y de las fuerzas que transmiten posee varias propiedades que son interesantes y utiles. En particular, se
encuentra que las fuerzas dependen del centro de inversién de la misma manera que el reescalamiento de la
geometria depende de la localizacion de este punto. Salvo este reescalamiento, la fuerza est4 completamente
determinada por la superficie minima original. Los detalles de la distribucién de esfuerzos en la superficie
resulta ser irrelevante.

Para determinar la fuerza total F = f% dsl, £, es necesario conocer cémo se transforman las cantidades
geométricas ds y | asociadas con el contorno. La ecuacién (5.4) implica que

ds — ds = (R/|X|)? ds; (5.93)
Adicionalmente la ecuacién (5.2) implica t — t=Rt y similarmente para 1. Entonces
ta = ta = (R/IX)* ta,  lo—la=(R/X]) L. (5.94)
Usando las expresiones (593) y (5.94)), se encuentra que F ests dado por

~ 1
Fm g f s (XFRE) 5 40 (K7~ 1/206) 1) (5.95)
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A pesar de que esta expresion no parece prometedora, se simplifica de forma significante con la introduccién
de un tensor nulo apropiado como se describe en la referencia [38]. Construyendo el siguiente tensor de
esfuerzos

gl = —€e"Vy(X xn) = (K — K g*) fo, — €. (5.96)

g® es un tensor nulo, con divergencia nula por construccién, V,g* = 0 debido a la antisimetria del
tensor de Levi-Civita €?*. Es facil establecer la segunda igualdad usando la condicién de integrabilidad de
Codazzi-Mainardi (5.86]) y la identidad (G.81]) que satisface la derivada covariante de fy,. Es importante
senialar que g® no transmite fuerzas: fv dsl,g* = — § ds(X xn) = 0, donde la prima indica diferenciacién
con respecto a s. Entonces se puede sumar cualquier miltiplo de [,g al integrando que aparece en la

ecuacién (5.95) sin alterar el valor de F. Restando 4/R?[,g%, y usando la identidad [,f¢ = X x 1, se
obtiene que

~ 1 "
F_ﬁﬁds (IXPPR(lof*) + 2K X x t +41) . (5.97)
Entonces cuando la superficie original es minima, se obtiene una expresion simple para la fuerza:
~ 4 4

Depende del centro de inversién tinicamente a través de reescalamiento R discutido en la seccién[5.3} Salvo
este prefactor, la fuerza en ¥ estd predeterminada por la superficie minima original. De hecho, si se hubiera
truncado la superficie minima original con un conjunto de anillos, esta integral describiria la fuerza sobre
el anillo vy requerida para mantener la pelicula de jabon correspondiente con tension superficial unitaria

(ver [CT)).

A diferencia de las fuerzas, en el proceso de inversién no se generan torcas, (si no existian previamen-
te). La torca total en una frontera estd dada por M = § dsl,m®, donde para el caso de la energfa de
doblamiento (534 el tensor de torcas m® estd definido por [12 [74]

m® =X xf*+4 8%, donde S*=Kexn. (5.99)
Un calculo directo da la torca en la contraparte inversa

—~ 4 K ~ 4X -n
M= ¢ ds| R(X x1,f*) + —1, | K** — — g% | X x f K———|)Rt]. 5.100
s (Rocxtery ot (K- 5 o) Kot (K25 e ). )

Una vez mas, esta expresion larga colapsa en una muy simple si se introduce un tensor nulo apropiado.
Sea
h" = v, (X x (X x n)) =X x e — (K%~ K ¢®) X x fo, + X - (n x e*)Rn. (5.101)

Igual que antes, sumando 4/R?l,h® al integrando que aparece en la ecuacién (5.I00) y usando la identidad
(X-t)Rn— (X n)Rt = =X x 1, M se reduce a la forma compacta

M = f{ ds (R(X x [,£%) — 2Kt) . (5.102)

En la inversa de una superficie minima la torcas externas con respecto al centro de inversién siempre se
anulan.
5.4.2. Fuerzas en k-noides inversos

La determinacién de la fuerzas se ha reducido a un problema concerniente a la superficie minima
original. Usando la expresién (B.67)) para la fuerza Fy en la expresion (.98) y tomando un contorno
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que encierra el [-ésimo cuello de un k-noide, la fuerza que actia en el polo asociado del k-noide inverso
estd dada por

~ &t k-1 - 2ml
Fi=— e B (‘7) : (5.103)

donde Ep (¢) se defini6 en la ecuacién ([B53). Esta fuerza yace sobre el plano principal y estd dirigida
radialrilente hacia el origen donde se tocan los polos. Las fuerzas que actian en el origen estan balanceadas,
. -1 35

ie. y ;o F1=0.

Catenoide y trinoide inversos

Para el catenoide inverso, la dos fuerzas estan dadas por f‘LQ = :F87T/R2i. La magnitud de este
vector de la fuerza F para las dos secuencias geométricas discutidas anteriormente estd graficada en la
Fig. 51T Cuando el centro de inversién estd sobre el eje X, la fuerza en la superficie desinflada decrece
monoténicamente desde un valor finito en 29 = 0 a cero. El limite de la esfera dentro de otra esfera (Fig.
[ETk) existe en ausencia de fuerzas externas.

Cuando el centro de inversién esta sobre el eje Y, se encuentra que la fuerza diverge cuando el centro
de inversién se aproxima al catenoide. Entonces el limite de la esfera de radio 1 (Fig[5:8d) tiene una
singularidad en el origen.

Cuando el centro de inversién esté fuera del catenoide la fuerza decrece, anuldndose otra vez cuando
el centro de inversion estd muy lejos del origen, de manera que el limite de las dos esferas tangentes de
radio 1/4/2 conectadas por un pequeiio catenoide (Fig. [5.8i) es también una geometria en equilibrio libre
de fuerzas externas.

Las tres fuerzas que actian sobre el trinoide inverso son F; = —F/R21, Fy 3 = F/R2(i+/3j)/2 donde
F = (34 1n16)87/81. La magnitud del vector fuerza cuando el centro de inversién estd en la direccién k
se grafica en la Fig. G111

En los defectos localizados donde los puntos en contacto estdn cercanos sobre la superficie inversa, F
varia inversamente con la distancia entre ellos. Como se vio anteriormente, tales geometrias se generan
cuando el centro de inversién estd proximo a la superficie minima. Esto se demostrara explicitamente para
el caso de dos puntos en contacto.

La distancia minima sobre la superficie entre los polos, S , es la trayectoria que se origina por la
inversién de la rama inferior del perfil del catenoide con p =1y 0 < ¢ < 7, indicada en rojo en las Figs.
5.8 y B8f. El elemento de linea en la curva inversa es ds = R?/|X|?ds, donde ds = Qd¢, por lo que
S = R? Jo A9 (¢)/|X|?. La cantidades requeridas son el factor conforme

2
Q= — 5.104
1—cos2¢p’ ( )
y la norma de las funciones de encajamiento de la curva
2 1.9 5@
|X|* = 1 In” cot B + (yo + csc o). (5.105)
Entonces, en forma explicita la longitud S estd dada por
~ 7 d
S =2R? / ¢ (5.106)

$=0 (1 = cos2¢) ((yo +csc )’ + ilnz cot2 %) ‘
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En general S se puede aproximar con buena precisiéon por la funcién

~ a
S:
Yo+ b

, (5.107)

con a = 2,26146 y b = 0,874017. Cuando yo = 1, S = 1,20674R?. Entonces, usando la expresién para la
fuerza en esta vecindad se obtiene F'S = 9,6539.

Aunque las expresiones para las fuerzas son simples, la distribucién de los esfuerzo no lo es. Para ilustrar
este punto, se examinaran las proyecciones de los esfuerzos en las direcciones principales en los defectos
simétricos locales con dos puntos en contacto que se obtienen cuando el centro de inversién esté cerca del
catenoide. En el catenoide la curvas principales son los meridianos con curvatura C; (curvas negras con
) X constante en la Fig. [5.] ) y los paralelos con curvatura Cy (curvas blancas de X constante en la Fig.
ET2h). En las Figs. B12b y B12k se ilustra el mapeo de estas curvas integrales en los defectos (del pellizco
y sus reflexion, los dos dedos). Nétese que la curva principal con mayor curvatura se mapea a la curva
principal de menor curvatura y viceversa, como se mencioné en la seccién 5.1l Para una superficie minima

con Cy = C = —( las proyecciones del tensor de esfuerzos en las direcciones principales Vi y Vs, dadas
por las ecuaciones (5.83)) y (.84]), se reducen a
X[ 2 X-n
fiizaox . n 2 | = = (C 02) % —fas, (5.108a)
~ |X|2 2 [/~ XV,
—4CX -V, (c - ) 2V 5.108b
h= ‘R* T RY 2 |X|2 ( )
. X2 2 XV,
~ACXVymr = —— (C1 - G) 5.108
2= 2Tpt R (U 2 |X|2 ( c)

De la ecuacién (B.61]), se encuentra que en particular, para el catenoide la curvatura principal estd dada
por

P(p, ) .
T+ )

]711 representa la fuerza en la direccién \71 _transmitida a lo largo del elemento de linea de la curva cuyo
vector tangente es Va y similarmente para fz2. De manera similar, fi es la fuerza a lo largo de la direccién
normal a la superficie transmitida a lo largo de la curva cuyo vector tangente es Va y similarmente para
f2. En las Figs. 613 y 614 se representan estas proyecciones en los defectos localizados. se observa que
los esfuerzos estan localizados, la region concava en la vecindad de los polos esta sujeta a tension radial en
respuesta a las fuerzas externas, mientras que el puente sobre él, estd bajo compresién. Las proyecciones
correspondientes del esfuerzo tangencial en la direcciéon de menor curvatura se obtienen con un cambio de
signo, una consecuencia directa del caracter sin traza del tensor de esfuerzos. Entonces, por ejemplo, la
tension radial dentro del pellizco estd acompanada por una compresion en la direccidon ortogonal. En las
Figs. 513D (c¢) y[5.14b (c) se representan las proyecciones del tensor de esfuerzos normal en las direcciones
Vv, (\72) También estan localizadas en la regién alrededor de los defectos. El cambio de signo a través de
los respectivos ejes de simetria se puede interpretar en términos del balance de fuerzas en equilibrio.

Clp,0) = (5.109)

En estas figuras se observa que lejos de los defectos —situados en el origen— los esfuerzos decaen, por lo
que la superficie es flicida. Para ver esto se estudia el comportada de la proyeccién f1 1 como funcidén de la
distancia |X| en la geometria de los defectos. Haciendo la expansién multipolar del término |X| 1Xo—x0|
en la expresién (.108al) y tomando en cuenta que la diferencia entre las dos curvaturas Cl Cg es siempre
finita se encuentra que en la regién lejana de los defectos el término dominante en la serie es el monopolo,
por lo que la proyeccion f1 1 decae como = cos?/ |X0| donde ¥ es el angulo entre X y la normal inversa
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n, X -n = |X|cos¥. Ademds, para este caso de las proyecciones tangenciales, en este limite la superficie
es asintéticamente plana, por lo que X y n son ortogonales y en consecuencia el factor cos?) contribuye al
caracter nulo de esta proyecciones.

5.5. Conclusiones

Existen pocos resultados exactos en el régimen no lineal en los modelos de membranas fluidas. Sin
embargo, la invariancia conforme de la energia de doblamiento permite acceder a este régimen de gran
interés fisico que de otra manera parece inaccesible de forma analitica. Aprovechando esta simetria se
presentd una descripcion exacta del comportamiento de los estados en equilibrio de vesiculas desinfladas
con area fija y que tienen k puntos en contacto.

Las constricciones tipicamente introducen nuevos estados. Se encontré que existe un enorme intervalo
de morfologias que son consistentes con las constricciones de contacto. Esto es notable si se recuerda que
todas ellas se originan a partir de superficies minimas muy simples.

Existen dos regimenes que son de interés particular. Por una parte estd el régimen que consiste en
las geometrias limite que se obtienen cuando el centro de inversién estd muy lejos del origen. Para la
inversion del catenoide, estas geometrias parece que siempre consisten en esferas que se tocan en un
punto, conectadas por un cuello catenoidal pequeno en otro punto

Por otra parte se tiene el régimen que describe defectos localizados finitos en una vesicula que se
generan cuando el punto de inversién estd cerca de la superficie.

La invariancia conforme constrifie severamente las fuerzas en las geometrias transformadas. Las con-
trapartes inversas de los k-noides heredan la peculiaridad que las fuerzas tienen la misma magnitud y
que estan sobre un mismo plano. Esta ultima caracteristica no necesariamente se mantendra cuando se
involucran cuatro o més puntos en contacto. En la literatura matematica, por ejemplo en las referencias
[47) v [48], se han presentado generalizaciones de los k-noides regulares en las que no todos los dngulos
entre los cuellos son iguales. También se han descrito superficies minimas que, con mayor generalidad,
la simetria dihedral de orden k sobre un plano se extiende para incluir simetrias tridimensionales, por
ejemplo las de los sélidos platonicos. En estas geometrias los angulos entre los cuellos catenoidales se
pueden modificar, lo que permite la posibilidad de variar las fuerzas que mantienen en equilibrio a estas
geometrias desinfladas.
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o0

¢) xo = 161 d) xo = 300i

Figura 5.7: Transicién de forma de las vesiculas desinfladas con simetria axial; el centro de inversién se localiza
en el eje Xg = o i. Iniciando con el centro de inversién en el origen se obtiene una geometria tipo discocito a).
Moviendo el centro de inversién fuera del origen, pero sobre el eje de simetria del catenoide, se obtienen geometrias
en forma de una copa b). Conforme el centro de inversién se aleja del origen, la cavidad aumenta de tamario c),
tendiendo hacia el limite de una esfera dentro de otra cuando el centro de inversién estd muy lejos del origen d).
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{10 o0

a) xo=05] b) xo =0,9] ¢) Acercamiento del pellizco
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0o
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g) xo=2] h) xg =4j i) xo = 100

Figura 5.8: Transicién de las superficies inversas obtenidas de la inversién del catenoide en esferas centradas en
el eje xo = yoj. Las superficies resultantes poseen dos puntos en contacto asi como simetria especular con respecto
al plano Z = 0. Conforme el centro de inversién se mueve fuera del origen, un 16bulo aumenta de tamano mientras
que el otro disminuye a). En la proximidad del catenoide se obtienen superficies con defectos localizados b) y e).
Dependiendo de si el centro de inversién estd afuera o dentro del catenoide el defecto se asemeja a un pellizco ¢) o
a dos dedos en contacto f). Cuando el centro de inversién estd sobre el catenoide se obtiene una esfera de radio 1,
d). Conforme el centro de inversién se aleja del catenoide, los defectos se esparcen sobre la superficie g) y h). En
el limite que el centro de inversién estd muy lejos del origen, la superficie tiende a dos esferas tangentes de radios

1/V2.
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' xp =20k 5

Figura 5.9: Radio de inversién como funcién del centro de inversién a lo largo del eje de simetria del catenoide
(linea pirpura) y a lo largo de un eje perpendicular a éste (linea azul). También se grafica el radio de inversién

para el trinoide cuando éste se invierte a lo largo del eje xo = 2o k (linea rojo carmin), de forma que se preserva
la simetria dihedral de orden 3.
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d) Acercamiento del doble pellizco e) zp = 0,51 f) Acercamiento de los tres dedos en contacto

% 90/

lan w/

g) z0=26 h) zo = 2,02 i)zo = 100

Figura 5.10: Transicién de forma para superficies obtenidas a partir de la inversién del trinoide en esferas centradas
a lo largo del eje xg = zok. Estas superficies inversas tienen tres puntos en contacto y poseen ademds simetria
dihedral de orden 3. Comenzando con el centro de inversién en el origen se obtiene una superficie similar a la de
Lawson a). Conforme el centro de inversién se aproxima al trinoide, el 16bulo superior se agranda y el inferior
se encoge b) y c). Cuando el centro de inversién estd préximo al trinoide se obtienen superficies con defectos
localizados d) y f). Cuando estd sobre el trinoide se obtiene una esfera unitaria e). Conforme el centro de inversién
se aleja del trinoide el defecto se deslocaliza g) y h), tendiendo en el limite cuando estd muy lejos del trinoide a
tres esferas de radio 1/v/3 que se autointersectan i).
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Figura 5.11: Magnitud de la fuerza vs. x¢ a lo largo del eje de simetria del catenoide (linea purpura) y a lo largo de
un eje perpendicular a éste (linea azul). También se muestra la magnitud de la fuerza como funcién del centro de
inversién lo largo del eje Z del trinoide (linea rojo carmin). En general, la magnitud de la fuerza diverge conforme

el centro de inversién se aproxima a las superficies y decae conforme éste se aleja de ellas.

¢) Dedos en contacto

a) Catenoide b) Pellizco

Figura 5.12: Curvas principales del catenoide, a) y de los defectos localizados sobre la superficies inversas obtenidas
cuando el centro de inversién estd préximo al catenoide b) y ¢). Los meridianos (catenarias mostradas en color
negro en a)) se mapean a curvas que inician y terminan en los polos. Los paralelos (circulos mostrados en color

blanco en a)) se mapean a curvas cerradas que rodean los polos.
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&=

Figura 5.13: Distribucién de esfuerzos en el defecto del pellizco. Los esfuerzos estan concentrados en la regién
cercana a los polos.

fll

Figura 5.14: Distribucién de esfuerzos en el defecto de los dos dedos en contacto.
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Capitulo 6

Deformaciones de superficies planas
inextensibles

Materiales como el papel o el aluminio son inextensibles, es decir, presentan gran resistencia a ser
deformados por esfuerzos tangenciales, propiedad fisica que geométricamente significa que la métrica
inducida sobre la superficie, no cambia bajo deformaciones, por lo que las tnicas deformaciones posibles
son isometrias de la superficie original.

Esta constriccién local sobre la geometria limita las maneras en las que la superficie puede ser deformada
sin estirarla. Si la superficie original es plana, lo que implica que su curvatura Gaussiana es nula, se tiene
que de acuerdo con el teorema Egregium de Gauss, las posibles deformaciones también poseerdn curvatura
Gaussiana cero. Asi las inicas posibles deformaciones candidatas son partes de superficies desarrollables,
las cuales estan constituidas por lineas rectas llamadas generatrices, teniendo la caracteristica de que
todos los puntos pertenecientes a una de estas rectas poseen el mismo plano tangente. Las superficies que
pertenecen a esta categoria son los conos, los cilindros y las superficies desarrollables en su tangente [34].

Teniendo en cuenta lo anterior, se encuentra que, energéticamente, la manera mas efectiva de doblarse
respetando la constriccion de inextensibilidad es por medio de la formacién de series de picos y lineas
de estrés [20]. En la vecindad de uno de estos picos la superficie es un cono desarrollable, (excepto en
el dpice donde presenta una singularidad). Este mismo tipo de conos se presenta de igual manera en la
deformacion que resulta de aplicar una fuerza en un punto de la superficie. Este tipo de defectos conicos,
llamados d-conos fueron descritos primero por Ben Amar y Pomeau [5] y luego por Cerda y Mahadevan
[20].

En la referencia [36], se introdujo un enfoque variacional para analizar la deformacién de una superficie
plana inextensible, aplicindolo particularmente a la descripcion de los patrones que resultan de doblar una
hoja de papel, particularmente los de forma cénica descritos por los conos desarrollables. A continuacién
se realiza una revisién de los resultados presentados en dicha referencia, los cuales seran utilizados en la
seccién para estudiar la deformacién de los conos desarrollable. Posteriormente estos resultados seran
generalizados en el contexto de las superficies desarrollables en sus tangentes en la seccién
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6.1. Doblamiento con constricciones locales: conos desarrollables

Como se mencioné anteriormente, las configuraciones que son de interés en el contexto del doblamiento
de superficies planas inextensibles, son aquellas que minimizan la energia eldstica de doblamiento

1
H[X] = 5/dAK2, (6.1)
sujetas a la condicién de que su métrica esté fija. Adaptando el marco tedrico presentado en la referen-
cia [37], esta constriccién métrica se impone usando un tensor simétrico de segundo rango T“b7 cuyas
componentes actian como multiplicadores de Lagrange locales, de forma tal que el Hamiltoniano efectivo
ahora es

He[X) = HX) - 3 [ 44T (g0 - ) (62)

donde g%, es la métrica de la superficie original. El tensor de esfuerzo f& obtenido de este Hamiltoniano
es

4 ="+ T%e, (6.3)
donde como antes f¢ = K(K% — Kg®)e, — V¢Kn. Se puede ver que la constriccién sobre la métrica
introduce esfuerzos tangenciales proporcionales al multiplicador 7%, de manera que ahora se tiene una
nueva tensiéon tangencial que compite con la que surge del doblamiento de la superficie: se introducira ten-

sién sobre la superficie siempre que la acciéon de la constriccién sea antagénica al doblamiento. Estas
expresiones son completamente generales.

Como antes, en ausencia de fuerzas externas el equilibrio se expresa con la conservacién del tensor de
esfuerzos, V,f* = 0. Su proyeccién en la direccién normal proporciona la ecuacién de Euler-Lagrange

1
e = -AK — 51{3 — KT =0 (6.4)

Para este caso, la constriccién introduce un término en el cual el esfuerzo tangencial 7% se acopla lineal-
mente a la curvatura extrinseca.

En cuanto a las ecuaciones de Euler-Lagrange tangenciales, éstas quedan como
el = Vof" €’ = K(V,K? — "V, K) + V, T, (6.5)
las cuales por medio de la condicién de Codazzi-Mainardi contraida se reducen a
el =V T =0 (6.6)
mostrando que el tensor de esfuerzos tangencial se conserva.
Esto marco tedrico se aplicara primero a los defectos mas sencillos que se observan en el doblamiento de

una superficie plana, los conos desarrollables y posteriormente a la forma genérica de doblar una superficie
de este tipo, descrita por las superficies desarrollables en su tangente.

1 Aunque se usa la misma notacién, este multiplicador cuya funcién es fijar la métrica para que después de la variacién
siga siendo igual a gg p» o debe confundirse con el que fue empleado en el capitulo[3y en la referencia [37] para implementar
la definicién de la métrica de forma que pueda variarse de forma independiente de X al realizar la variacién de H..
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Figura 6.1: Geometria del cono desarrollable. Esta clase de superficies esta descrita por una curva I' sobre
la esfera unitaria. El marco de Darboux adaptado a esta curva consiste en el trihedro (t,n,u).

6.2. Conos desarrollables

Un cono desarrollable puede ser descrito por una curva cerrada I' : s — u(s) sobre la esfera unitaria,
donde s es el parametro de longitud de arco. Denotando por r la distancia desde el apice en la direccién
u(s) (ver Fig. [6.1)), las funciones de encajamiento X en el espacio Euclidiano tridimensional E* del cono
desarrollable, estan dadas por

X(r,s) = ru(s). (6.7)

Los vectores tangentes y la normal exterior al cono adaptados a esta parametrizacién son
e, = u(s), e; =rt(s), n=uxt. (6.8)

donde t = u’ es el vector tangente unitario y la prima representa diferenciacién con respecto s. Asi, los
elementos de linea y de area sobre el cono son respectivamente

di* = dr? + r?ds?, dA = rdr Nds. (6.9)

La tinica componente no nula del tensor de curvatura extrinseca es Kys = rk, donde k = —t’ - n es la
curvatura normal de la curva sobre el cono, pero también es la curvatura geodésica de la curva sobre la
esfera. Por ser una curva sobre la esfera, su torsion geodésica es cero.

u, t y n forman el marco de Darboux adaptado a la curva sobre el cono desarrollable. La conexién de
esta base de Darboux es
u=t, t'=—-u—rn, n' = xt. (6.10)

La curvatura media del cono es K = k/r, por lo que su energia de doblamiento es

H= %/dA (;)Z . (6.11)

Integrandola desde una distancia finita ro hasta una distancia constante R se tiene

H= %ln(R/ro)/ds,%Q, (6.12)
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se observa que diverge en el apice situado en el origen.

La ecuacién de forma para esta geometria es

1 1
€l = ——3(H/I+§I£3+H)—I£TTSS =0. (6.13)
r
Como esta ecuacién de ser independiente de 7, consistencia requiere que 7% sea funcién de s tinicamente,
que se denotard por —C)|(s).

Las componentes del tensor de esfuerzos tangencial 7%, se determinan de la ley de conservacién (6.6).
Tomando las proyecciones de esta ecuacion en las direcciones tangencial y radial t y u, se obtienen las
ecuaciones

, aT, | ,
tangencial 5 +27, )+ 1}, =0, (6.14)
T
oT
radial ra—J' + (T, - T+ T, =0. (6.15)
T

donde las proyecciones de 7% en las direcciones tangencial y radial estdn dadas por
1
TL = laTablb = TTT, TJ—H = taTablb = ’I”TTS7 TH = taTabtb = T2Tss = ——20“(8) (616)
r

Ty se obtiene multiplicando la primera ecuacién por el factor integrante r

1
T, = 32 (Cﬁ(s)lnr + CLH(S)) ) (6.17)
Usando este resultado en la segunda ecuacion se obtiene T'|
1 1
T. = = (Cl(8)Inr +1) + Cy(s) + €1y () + ~C(s). (6.18)

En estas expresiones C'||(s) y CL(s) son funciones arbitrarias que dependen tinicamente de la longitud
de arco. En el caso en el que la superficie es simétrica, por ejemplo para un disco circular, la componente
no diagonal debe anularse, T); = 0, de manera que la ecuacién (6.14) se reduce a Tﬁ = 0 y por lo tanto

C) es constante [36].

De esta manera se tiene que la dependencia radial de los esfuerzos tangenciales esta fuertemente
restringida por la geometria. Ademds, con estos resultados, las proyecciones f|| = ¢, y f1 = fu, del
tensor de esfuerzos quedan determinadas

1 1

£, = T—2<(§n/r+rTH)t+rTLu—m’/rn) (6.19)
1 2 1 2

fL = S|(r TL||t+(TJ__§f$ Ju+kn (6.20)
T

Asi se tiene ya la distribucién completa de esfuerzos sobre la superficie, asociada con su doblamiento y
consistente con la constriccién de inextensibilidad.

Usando la expresion de 7° y definiendo o = 1 — C}, la ecuacién de forma (6.13) queda finalmente
como

_ A (F _
er=—g K+ 5 +o =0, (6.21)
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que salvo el factor irrelevante 1/r®, es precisamente la ecuacién de Euler-Lagrange para la eldstica de
Euler sobre una esfera derivada en el capitulo 2l Por lo tanto posee mismas soluciones que fueron discu-
tidas anteriormente. La tnica diferencia es la interpretacién de la constante M. Para este caso de conos
desarrollables, M es la magnitud de la torca por unidad de longitud a lo largo de la curva, es decir del
vector resultante de la proyeccion tangencial del tensor de torcas sobre la superficie, M = ¢ m,, en lugar
del vector de torcas sobre la curva [36]. En la figura se ilustra el cono desarrollable generado por la
solucién con n = 2. En la siguiente seccién se analiza la estabilidad de estos conos desarrollables.

6.3. Deformaciones isométricas de conos

En esta seccién se examinan las deformaciones isométricas de los conos desarrollables. Los resultados
obtenidos se utilizaran para analizar su estabilidad y de esta manera determinar si pueden tener una
realizacién fisica.

La deformacién de las funciones de encajamiento §X se puede descomponer en sus partes tangencial y

normal como §X = e, + ¢n. De la expresién de la primera variacién del tensor métrico (B.9), se obtiene
que para una deformacién isométrica, las componentes normal y tangenciales estan relacionadas

(bKab - _%(Vtﬂ/}b + Vbd)a) . (622)

Explicitamente, esta condicién estd dada por las siguientes tres ecuaciones

JMr =0 (6.23a)
P2 s 4T 7 (6.23b)
kM 4y s/ 4T = (6.23c)

donde "y ' denotan las derivadas parciales con respecto a r y a s respectivamente.

Resolviendo estas ecuaciones se encuentra que las deformaciones estdn dadas por dos funciones x(s) y

£(s)

W= x (6.24a)
kg = —(X"+x+7E) (6.24c)

Descomponiendo la deformacién normal como ¢ = r¢c+ @1 v agrupando en potencias de r, la deformacién
se puede expresar como la suma de dos partes independientes

§X = 6Xc + 6X (6.25)

donde
0Xe =1 (ft+ ¢cen) , kpc +& =0, (6.26a)
0X7 = xu+x't + ¢rn kor + X" +x=0. (6.26h)

Las relaciones para ¢¢ y ¢ dadas por (6.26]) implican que la diferenciacién ’ conmuta con la variacién §
t-0X' =r(kpc +E&)+ (ko + X" +x) =0, (6.27)

de manera que s continua siendo longitud de arco después de la deformacion.
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La integracién de estas dos relaciones a lo largo de un contorno cerrado sobre el cono provee las
condiciones adicionales

f{ Ko =0, j{ (k67 + ) = 0. (6.28)

Reexpresando § X como rdu, se tiene que a primer orden, el cono deformado estd dado por

X =r(u+du) +6Xr. (6.29)

La parte X deforma el cono original en otro cono con el mismo apice, ya que transforma la curva u que
representa al cono original, en otra curva u + du sobre la esfera unitaria.

Por otra parte, X1 no depende de r, de modo que en general mapea el apice del cono a una curva
cerrada y dado que la superficie deformada continua siendo plana, esta parte de la deformacion transforma
el cono original en una superficie desarrollable en su tangente.

En lo subsecuente sélo se considerard la parte de la deformacion cénica y se omitird el subindice C.

6.3.1. Condiciones de frontera para conos desarrollables

Habiendo determinado la deformaciones cénicas admisibles, se estd en posicién de identificar las con-
diciones de frontera consistentes con la condicién de inextensibilidad. Esto se hard requiriendo que la
energia sea estacionaria con respecto a deformaciones de las fronteras libres consistentes con isometria.
Esta constricciéon modificara las condiciones de frontera con respecto a las correspondientes a doblamiento
sin constricciones, por ejemplo las de la frontera de una membrana fluida. Se incurriria en un grave error
si se aplican las condiciones de frontera de una membrana fluida sobre una superficie plan. Una membrana
fluida sin curvatura espontdnea necesariamente tiene curvatura media nula sobre su frontera, indepen-
dientemente del valor de la tensién lineal sobre ella [I5]. Ciertamente este no es el caso aqui considerado.
El doble requerimiento de tener ambas curvaturas, la Gaussiana y la media implicaria que todo punto de
la frontera de la superficie es plano.

En equilibrio el cambio en la energia asociado con la frontera de la superficie es [37] [73)
6H=—/ dl (f, -0X —K1-én), (6.30)
s

donde 1 es la normal exterior a la frontera sobre la superficie, f| es la proyeccion de f* en este vector dada
por £, = 1,£ dl es la longitud de arco en la frontera, y dn es la deformacion del vector normal inducida
por 0X.

En términos la proyecciones de T en las direcciones tangencial y radial, este cambio en la energia se
puede expresar como

0H = —/dl (2/J||T|l + (T - %KQ) +KV,i¢p— VJ_K¢> . (6.31)

donde ¢ = 9 -t y ¢; =1 1. Aqui se ha introducido la notacién V, = [*V, para la proyeccién de la
derivada covariante.

Ahora se especializa este resultado para una curva situada a una distancia contante del apice, r, de
manera que el elemento sobre ella es dl = rds. Usando las expresiones de las componentes tangenciales de
la deformacién (6.24)) se obtiene que ¥y y 11 estdn dadas por

Yy=x"+rf  PL=x. (6.32)
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Sustituyendo ([632)) en ([G31]) e integrando por partes para eliminar las derivadas de x y £ se obtiene
X/ /
0H = -— /ds <— —rTjLx + 25) (6.33)
r

- [as| (- - (14 5) ) xr g (6.34)

Este cambio de la energia debe ser estacionario bajo deformaciones arbitrarias de la frontera. Entonces
para la frontera con r = R, se tiene que 0 Hy|,—r = 0. Considerando deformaciones periédicas x y &, dado
que son arbitrarias, sus coeficientes deben ser cero, lo que posibilita determinar C) y C.

2
Cjo=—CjInR,  RCL=—Cf = Cj+ 5 +1. (6.35)
Entonces T); y T estdn dadas completamente en términos de C y &

1 r
lzhg (6.36)

1 r r 1 r 1 K2
= (In— 1——) C’—(l——) —(14+—=. 6.37
||r2(nR+ R)TOEUTR)ITIRU T (6.37)
Con esto se puede determinar fuerza total que actiia sobre una curva de r constante, la cual estd dada por

F|, = jl{dlfl:j{dsrfr

K> Kn
ds | rTL — 5 ) +rT t+—n| . (6.38)
T

r

Tje =

T,

En la frontera con r = R se tiene que T, =0y T, = 1/R? (1 + ﬁi/Q), de forma que de la evaluacién de
la expresion anterior resulta

1 1
F |.—gr= = fds (u+ Kkpn) = & fdst’ =0. (6.39)

Asi, se confirma que la fuerza total en la frontera es nula, como debe ser para un estado de equilibrio.

6.4. Estabilidad de conos deformados

Para examinar la estabilidad de los conos desarrollables se necesita evaluar la segunda variacién de
su energia de doblamiento La expansién de este Hamiltoniano a segundo orden alrededor de sus
configuraciones de equilibrio estd dada por la expresiéon

§*H = /dA OxEL @, (6.40)

donde dxe, representa la primera variacién de £, dada por la ecuacién (64) bajo una isometria §X
manteniendo fijo T%. Usando el hecho que tanto el Laplaciano como la curvatura Gaussiana son invariantes
bajo isometria se tiene que

3
bxeL = V2K + 2K 0K — SK*5K — T*0 Ko . (6.41)

La contribucién que proviene de la parte del doblamiento sélo requiere la evaluacién de la curvatura media
0K, pero ademas, también sera necesario conocer la variacién del tensor de curvatura extrinseca, 6Ky
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pues aparece como un término de fuente asociado con la constriccion de isometria. Usando la expresién
de la variacién del tensor de curvatura extrinseca (B.23) junto con las expresiones de las componentes
de la deformacién cénica ([6.24]) se encuentra que la inica componente no nula del tensor de curvatura
deformado es

0Kss = 1ok, (6.42)
donde
Sk =-—n-(0u” +6u) = —¢" — ¢+ (kE)". (6.43)
0k es la variacién de k:
k = -n-t,
5k = —dn-(—kn—u)—n-dt,
bk = —n-(du’ +du). (6.44)

De manera similar, sustituyendo las expresiones de las componentes de la deformacién ([6.24]) en la expre-
sién de la variacién de la curvatura media (B.26]), se obtiene

)
oK = 2% (6.45)
r
Con estos resultados se obtiene que
1 " 3 2
oxe| = 3 ok + 5/1 +1—OH 0K |, (6.46)

Sustituyendo esta expresién en ([G.40) e integrando sobre r en el rango [rg, R] (puesto que se consideran
tinicamente deformaciones cénicas de un disco circular), §2H se expresa como

6*H = —1In (%) /ds bc (5;4’ + (gli2 +1- q) (m) (6.47)

Denotando a = In (R/rg) y 0 = 1 — ), la segunda variaciéon de H se puede reescribir como
8*H = —aj{ds PL10K , (6.48)
donde L es el operador auto-adjunto de segundo orden definido por

3
L1 =02+ 5/12 +o. (6.49)
Como una consecuencia inmediata de la ecuacién de EL ([6.21), £ tiene como funcién propia nula (con
valor propio cero) a la derivada de &, lo cual se puede ver como sigue

3
L1k = K" + K <§K2 - U) = —(r’e1) =0. (6.50)

Tomando en cuenta que es auto-adjunto, se tiene que la deformacién normal ¢ = k' es un modo cero
debido a invariancia bajo reparametrizaciones del Hamiltoniano. Més adelante se vera que esta deformacién
corresponde a una rotacién alrededor del eje de simetria dihedral de orden n que pasa por el apice del
cono. Expandiendo 0k en términos de ¢ y £ y usando condicién de isometria ([6.20), la segunda variacién
se puede reescribir como

§*H = ayfdm (L1Log — L1(KE)) (6.51)
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donde nuevamente se ha introducido otro operador adjunto Lo definido por
Lo=024+kK+1. (6.52)
Es directo demostrar que el conmutador de los operadores £1 y Lo es una derivada total
1 '
L1, Lo]p = B ((“2)/¢2) (6.53)
por lo que conmutan como operadores en el espacio de Hilbert de funciones reales.

El segundo término en el integrando puede ser expresado como
/ / 1 2 2 ' 1 2 " N2
— QL1 (K'E) = —EL1K + 106 ) +50 (3kK" + (K)?) | (6.54)

de forma que, usando el hecho que ' es funcién propia nula, 62H se reduce a

3 1
62H = a?{dS(b <£1£2 + EKKN + 5(5/)2> @, (6.55)
Expandiendo el término que involucra los dos operadores diferenciales se obtiene
5 3
SL1Lrd = ((,.;2)’¢2)’ +¢ <¢>”” + (552 +o+ 1) ¢+ <§/£2 + a> (K +1) ¢> . (6.56)

Usando la ecuacién de EL asi como su primera integral en el segundo término, éste se puede expresar
como

3 " 1 AV 1 2 2 2 7 2
5 K + 2(.%) =3 (JP—=(1-0)*) -k gh +20) . (6.57)
Sumando ambas expresiones se obtiene la expresién para la segunda variacién del Hamiltoniano
6?°H = a]fdsa; (@ +Vi¢" + Vo), (6.58)
donde las funciones Vi y V estdn definidas como
5 2
o= of +1+o0, (6.59a)
2(9 2,3 L 2
V = & i +§—0 +§(J—(1—0))+0. (6.59b)

El segundo término no es explicitamente auto-adjunto, para que sea manifiestamente asi, se emplea la
identidad (salvo derivadas totales)

1
oVi¢” = d(Vig') + 5Vl"¢2 : (6.60)
Finalmente la segunda variacién se expresa de la forma
6?°H = a]{dsqﬁﬁqﬁ = ($|L]9), (6.61)
donde el operador diferencial auto-adjunto £ estd definido por
o 0. 0
L=—+—V_—+V 6.62
8s4+8s 185+ > (6.62)
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y el ultimo término estd dado por

1 5 3
Vo= S (—ZKM 5 —60) +3(P-(1-0)?)+o0, (6.63)
En V5 se han empleado nuevamente la ecuacion de EL asi como su primera integral para eliminar las
derivadas con respecto a s.

Dado que £ es auto-adjunto, sus valores propios son reales. Si todos sus valores propios son positivos,
entonces la configuracién de equilibrio correspondiente serd estable. En caso contrario, si alguno de ellos
es negativo, esto indicard que existen deformaciones que podrian disminuir la energia de doblamiento, por
lo que la configuracién corresponde a un punto de silla de la energia y en consecuencia serd inestable.

Estabilidad de conos con exceso de angulo pequeno

A continuacién se analizard la estabilidad de conos con exceso de angulo pequenio. En este limite el
angulo polar estd dado por la longitud de arco, ¢ = s. Asi, se tiene que las soluciones con simetria dihedral
de orden n son

(4) ¢ it (6.64)
k(¢p) = Kgcosng, Ko =€ .
0 0 n R

En esta aproximacién ¢ = n?, por lo que Cp=1- n?. Ademas M = n? -1 = —C)|. También, los
operadores L1 y L2 se reducen a

L1=02+n?, Lo=0>+1. (6.65)
de forma que el operador auto-adjunto £ se factoriza como

L=(02+nH)0?+1) (6.66)

Como L1 y L5 conmutan los valores propios de £ estdan dados por el producto de sus valores propios, es
decir, si L;® = \;®,i=1,2, y L& = AP, entonces

A=AAo. (6.67)

La periodicidad implica que los modos de deformacién admisibles estdn representados por una constante
® (I =0), asi como por el conjunto ®; € {sinls,cosls}, ({ =1,2,3,...). En consecuencia, para un valor
de n dado, los valores propios A1 y A2 estan indexados por un entero [ =0,1,2,...

A =n?—12, Aoy =1-12. (6.68)

por lo tanto
A= =131 -1%). (6.69)
En la figura se muestran los valores propios para los casos n = 2,...,5 para valores de [ = 0,...,5.

El modo constante con [ = 0 tiene valor propio positivo A\g = n2. Debido a que por cada [ hay un par de
modos de deformacién, todos los valores propios con [ > 1 son doblemente degenerados.

Existen 4 modos cero con A\; = 0, lo cuales ocurren en [ = 1 y I = n. El modo sinnp o« &’ corresponde
a una rotacion de la curva alrededor del eje de simetria dihedral de orden n. Los dos modos con | = 1
corresponden a rotaciones alrededor de un eje ortogonal al eje de la rotacién mencionado anteriormente.
Estos tres modos son los modos cero debidos a la invariancia rotacional de la energia de doblamiento del
cono. El cuarto modo cero cosny es inconsistente con la constriccién de isometria ([G.26). Es también el
tinico modo de deformacién cénica inconsistente con isometria en este limite de exceso de dngulo pequeno.



6.5 Superficies desarrollables en su tangente 103

A
500 /!
—e—n=2 S/
400 F 4
= n=3 // &
400 +— n=4 / /
rd 4
200 n=5 /’f g 2
100 //" o
= e — + a I
1 ! 3 4 5
& *

Figura 6.2: Valores propios de £ paran=2,...,5conl=0,...,5

En la figura6.2] se observa que sélo el estado base con n = 2 es estable, pues todos sus valores propios son
positivos. Todos los demds estados excitados con n > 3 poseen algunos valores propios negativos por lo
que son inestables. Existen 2(n — 2) modos inestables de deformacién que corresponden al=2,...,n—1
localizados entre los modos cero situados en | = 1 y [ = n. Todos los modos de deformacién con [ > n
contribuyen con una energia positiva siendo en consecuencia estables.

El par de modos inestables dominantes son los que corresponden al menor de los valores propios
negativos. El valor correspondiente de [ es la parte entera de Iy = (vV2n? + 1+ 1)/2. Para n = 3 la tnica
posibilidad es [ = 2, para n = 4, el menor valor propio corresponde a [ = 3. Para valores mayores de n se
podria esperar una transicién sucesiva de inestabilidades hasta alcanzar el estado estable con n = 2. Por
ejemplo, la inestabilidad asociada con n = 10 seguiria la secuencia 10 - 7 — 5 — 4 — 3 — 2, al menos
para ¢y pequenos. Es posible demostrar que estos resultados son validos aun en el régimen no lineal [39].

6.5. Superficies desarrollables en su tangente

En esta seccion se describe el modo de deformacién de una superficie plana en superficie desarrollable en
su tangente. Cualquier superficie desarrollable que no es plana en ningtin punto (alguna de sus curvaturas
es distinta de cero) puede ser descrita por esta clase de superficies, por lo que localmente representan la
manera genérica de doblar una superficie plana [32].

Sus aplicaciones van desde explicar los patrones de una hoja de papel arrugada hasta la forma de
algunos tejidos bioldgicos que siguen una ley de crecimiento lo més plano posible.

Este tema ha sido poco considerado anteriormente, sin embargo, se han estudiado casos especiales
interesantes: Cerda, Mahadevan y Keller examinaron una banda de Moebius plana [19]; en analogia con
el cono, la constriccién topolégica introduce esfuerzos en la hoja. Recientemente Starostin y Van der
Heijden estudiaron también esta misma superficie en [93] y asi como otras superficies con forma de lazos
helicoidales en [94].

Estas superficies se obtienen a partir de una curva que no es plana en ningun punto, llamada borde
de regresion (BdR), a lo largo de la cual la superficie es singular. La superficie se genera por las rectas
tangentes a esta curva, la cuales forman las direcciones planas sobre la superficie. Fisicamente, se presenta
la situacién inversa, se tiene una superficie plana y a partir de ella, en principio se puede encontrar
el BdR extendiendo las lineas rectas sobre ella y determinando su envolvente [32] (ver Fig. [63). El
problema es que usualmente esta curva no estd fisicamente sobre la hoja; las partes individuales de una
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superficie desarrollable en su tangente, estaran truncadas por una dobles o una frontera antes de alcanzar
la curva generadora correspondiente. Mas aun, esta curva frecuentemente exhibe singularidades. Las otras
superficies desarrollables, los conos y los cilindros pueden ser considerados como casos degenerados de este
tipo de superficie; el borde de regresion colapsa a un punto en el primer caso y en el segundo caso esté en
el infinito.

Igual que antes se estd interesado en identificar las configuraciones de equilibrio de una hoja finita
que es consistente con alguna especificacién de fuerzas externas. Asimismo se necesitan identificar las
condiciones de frontera apropiadas en los bordes libres de la hoja, consistentes con isometria. Con estas
condiciones de frontera, en principio es posible resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange para el borde de
regresion y la distribucién de esfuerzos sobre la superficie.

6.6. Geometria de las superficies desarrollables en su tangente

Cualquier superficie plana puede ser descrita localmente por el desarrollo tangente de una tnica curva
espacial, su borde de regresién (BdR). A continuacién se presenta la construccién de una superficie en
términos de esta curva.

Considerando una curva espacial I': s — Y (s) parametrizada por longitud de arco. Su vector tangente
unitario es T = Y’. Se asume que I' es regular de manera que su curvatura s es positiva en todo punto,
K> 0.

La superficie desarrollable en su tangente (SAT) generada por I es la superficie definida por
Y:(rys) = X(r,8) =Y(s) +rT(s), (6.70)

—00 < 1 < oo [96] B4]. Esta superficie consiste de dos hojas que se unen a lo largo de T', cada una
corresponde a un signo de r; I' es el BAR de ¥; a menos que I' sea plana, la superficie serd singular en
r = 0. Tipicamente, en el doblamiento de una superficie, s6lo una de estas hojas estard involucrada, por
ejemplo sélo la obtenida de r > 0 (ver Fig. [6.3).

Figura 6.3: Superficie desarrollable en su tangente, la envolvente de todos las rectas generadoras es el borde de
regresién I' (linea roja). Incluso si la superficie es regular, tipicamente el BdAR es singular.
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Los vectores tangentes a > adaptados a esta parametrizacién por s y r estan dados

e, =T, e,=T+krN. (6.71)

Las componentes de tensor métrico g,p asi como de su inverso ¢g%® son

1 1 ab 1 1+ k%22 —1
gab:(l 1—|—I€2’I”2)7 g :IQ2’I”2( ~-1 1 )
Una propiedad de esta parametrizacion es que el area involucra tnicamente a la curvatura de I'. El
determinante de la métrica, g = det gqp, es g = k*r?. Entonces el elemento de drea dA = /gdrds
esta dado por
dA = krdrds . (6.72)

En particular, el drea de la hoja limitada por I' y por una curva localizada a una distancia constante,
r = R estd dada por la curvatura total de I'

1
A:QW/@m (6.73)

Si k es pequena entonces también lo es el area generada; las lineas rectas no generan area. En el caso
degenerado donde I' es una curva plana cerrada, el drea correspondiente a una regién limitada por una
r fija serd proporcional a su niimero de rotacién que es un invariante topoldgico [72]: Si T' se recorre una
vez, [dsk = 2m. SiT es un circulo de radio a, entonces la ecuacién (6.73) proporciona correctamente el
drea de un énulo limitado por I y el circulo de radio va? + R2.

Como se necesitan calcular derivadas covariantes en la determinacién de las componentes del tensor de
esfuerzos tangencial, es necesario calcular los correspondientes simbolos de Christoffel, que se encuentra
que son

1 1 /
FTTT:O’ FTST:__:FTrsa FTSS__(T’%2+—+K_) )
r T K
1 1 /
I, =0, I, ==-=TI¢%_, s, =-+=. (6.74)
r r K

El vector normal a ¥ estd dado por la binormal a I', n = B; en esta parametrizacién es independiente
de 7. Estd definido en todo punto de ¥ dado que se asume que k # 0. Entonces las curvas de s constante
corresponden a las direcciones asintéticas sobre X. Las componentes del tensor curvatura extrinseca Ky
asi como las del operador de forma K¢ estdn dadas por

0 0 . T (0 1
ko= (5 0) w=Z(0 ) (6.75)

Es evidente que una las curvaturas principales es nula: C; = 0; la direccién plana correspondiente esta a
lo largo de la direccién tangencial al BAR, v; = T. La curvatura no nula es proporcional a la razén entre
la torsién y la curvatura y varia inversamente con la distancia del BAR a lo largo de los generadores,
c2 = —+; su direccién correspondiente es a lo largo de la normal principal del BdR, v2 = N.

La curvatura Gaussiana K¢ es nula, i.e. K¢ = 0, confirmando que la superficie es plana[31], [02].
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El doble de la curvatura media estd dada por la tinica curvatura principal no nula

r
K=——. (6.76)
Kr
Cabe senalar la relacién inusual entre la curvatura de superficie y las del BdR: la curvatura de SdT
estd generada por la torsién; mientras més se curve la curva generadora mas se curvara la superficie que
desarrolla.

La ecuacién ([6.76) también indica que, lejos de la curva, K se anula y la superficie se vuelve plana.
Sin embargo, sobre la curva generadora misma, K diverge. En este contexto, es importante notar que
las superficies desarrollables generadas por las hélices circulares de diferentes radios son distintas, tiene
curvaturas extrinsecas que divergen a lo largo de diferentes curvas.

La singularidad en la geometria extrinseca aparentemente descalifica a las SdT como no fisicas si se
extienden hasta su BdR. Sin embargo, no son menos fisicas que la divergencia de K en el apice del cono.
En cualquier caso, tales superficies se pueden construir usando una hoja de papel y tijeras [96].

6.7. Energia de doblamiento, tensor de esfuerzos y ecuaciones
de forma

Usando las ecuaciones (6.72) y (G.170) se encuentra que la energia de doblamiento (6.1) en una SdT
toma la forma

HX] =~ [ drd r (6.77)
—2 TSK/T. .

Si se restringe el rango de r a un intervalo constante [r., R], se reduce a la expresién simple

HIX] = %m (§> /dsT—lj . (6.78)

Te

Dado que se asume que k # 0, la densidad de la energia de doblamiento ser4 finita en todo punto excepto
sobre el BAR, T". Se necesita introducir una distancia de corte r., del orden del grosor de la hoja para excluir
una vecindad de T. Esto es andlogo al corte para excluir el dpice introducido en [21] en la descripcién de
formas cénicas.

La densidad de energia se anula si y sélo si la torsién se anula en todo punto de I', de forma que es una
curva plana y la superficie que genera esta sobre el mismo plano: a diferencia de la curvatura extrinseca, la
torsion involucra tres derivadas, por lo que la energia de doblamiento de una SdT hereda esta peculiaridad.

Si se fija el rango de 7, la energia de doblamiento de la superficie ([G.78]) se reduce a la energia eldstica
torsional asociada con una curva espacial. Como se mencioné anteriormente en el capitulo[Z] en la referencia
[62], Kuznetsov y Plyuschay se introdujeron anélogos relativistas de este modelo, con el espacio Euclidiano
sustituido por el espaciotiempo de Minkoswki, para describir trayectorias de particulas relativistas. Las
Unicas soluciones de la correspondiente ecuacién de Euler-Lagrange de este Hamiltoniano reducido son
hélices circulares con x y 7 constantes. La SdT correspondiente es una rampa helicoidal. Si bien estas
configuraciones quirales simples son interesantes por si mismas—se estudiaran mas adelante en la seccién
[6. T2} constituyen s6lo un pequetio subconjunto de todas las SAT que minimizan su energia de doblamiento.

En general, no es legitimo fijar el rango fisico de r; ni tampoco es apropiado considerar este rango
como funcién de s. El rango de r y s dependera de la fuerzas externas aplicadas a la hoja. No es obvio
cémo se debe adaptar este proceso de reduccién para incluir esta libertad. Afortunadamente, esto no es
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necesario, pues es posible trabajar directamente con la ecuacién (6.1]) y derivar las ecuaciones de forma que
caracterizan las configuraciones de equilibrio como se hizo para el caso de conos desarrollables. Recordando,
el tensor £ es la suma de dos términos [36]:

fO=f2 +T%e, (6.79)

la contribucién que surge del doblamiento estd dada por
a ab 1 ab a
fi=K|K ~ 59 K)e—ViKn, (6.80)

y el esfuerzo tangencial proporcional al multiplicador 7%’ que implementar la constriccién sobre la métrica.
La ecuacién de forma estd dada por
1 3 ab
EL:—AK—iK — KT =0, (6.81)
donde el primer término corresponde a la derivada de Euler-Lagrange de la energia de doblamiento.

T esta conservado,
"=V, T =0. (6.82)

Igual que antes, se necesita resolver el sistema de ecuaciones acopladas (6.81)) y (6.82) sujetas a condi-
ciones de frontera apropiadas.

6.7.1. Esfuerzos conservados

El tensor de esfuerzos asociado con el doblamiento estd dado completamente en términos de la geo-
metria del BAR y de la distancia a lo largo de las rectas generadoras. Sus dos componentes son

2 2,2
roo_ T 2 2 1 (1+T k )T Y
fp = S ((1 —r°K )eT — es) ~ 52 < -~ + (;) n, (6.83)
s T2 1 T \/
= g (e — e+ (= + (2) ). (6:84)

De forma notable, los esfuerzos tangenciales 7% también estaran especificados completamente excepto
por dos funciones arbitrarias relacionadas con las condiciones de frontera que constrinen la superficie.

La ecuacién de forma (6.81)) para una SAT estd dada por

1 1 /7 73 1 2 /7\ T\ 37
e =2 (1L (_) T — (= (_) (_) =T T =0; 6.85
T s <(/§ K ) + 2K2 +T> + Kkrd (/@ K + K2 + K375 T ( )

en la base adaptada al BdR, involucra sélo una componente del tensor de esfuerzos tangencial. Si se conoce
el BdR, k y 7 seran dos funciones conocidas de s y sélo faltard determinar T°s. La validez de esta ecuacién
para todos los valores de r restringe su dependencia de r

T%(r,s) = ZC’;ELS). (6.86)
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Chp,n =4,5,6 son tres funciones de s. Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (6.8H), se encuentra que
6 - . ) .
(EL =3, _,nr' ™) estas tres funciones estdn completamente determinadas por las curvaturas del BdR:

1/1 7\ 73 T

g =k1Cs+— | — (— +55+-=0, (6.87a)
K\ Kk \Kk 263 K
2 (r\ 1Ty

es = k(s + — (I> + = (%) =0, (6.87D)
k2 \ K K \K
3

e¢ = k7Cs + —Z =0. (6.87c)
K

Entonces, una vez que el BdR se ha identificado, T°° estd completamente determinado. Esto reproduce
el comportamiento identificado para los conos, con el BdR reemplazando la curva sobre la esfera unitaria
que caracteriza al cono.

Igual que para el caso de conos, las otras dos componentes de T% se determinan de las ecuaciones
de conservacién ([6.82). Denotando las derivadas parciales con respecto a r por un punto encima, se usan
las exresiones (G.74) de los simbolos de Christoffel para expresar las proyecciones de estas ecuaciones a lo
largo de las direcciones e, y e como

. 1 "2 1K
T+ =T + T + (”— - —) T — (— + 54 I<J2T) T°* =0, (6.88)
T K T T K
. 3 25" 1
T+ =T"™ +T%' + (i + —) T% = 0. (6.89)
T K T

Sustituyendo la expresién para T°° dada por (6.86) en (6.89), es posible identificar la forma mds general
de la componente T"°

T, s) = icﬁfsu §S(S)T—3T, (6.90)
n=3
donde

C3°(s) = C™(s),

e = 5

cr) = Lopr LG

Ci*s) = 5Cs.
y

Dg*(s) = (H?)

Nétese que aparece una nueva funcién arbitraria de s, C"*(s), la cual tiene su origen como “constante”
de integracién con respecto a r. Esta, es andloga a la funcién €, introducida el caso cénico. La funcién
C™4(s) estd asociada con el balance de torcas.

Usando (G.86) y ([@90) en (GE88) es posible resolverla para obtener 77"

rm r

rr 3 rr
T (r,s) = Z G (s) + lnrz D"n(S), (6.91)

n=1
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donde

Cr(s) = C™"(s)

rs\/ 2 N
CgT(S) — (KC ) _ l <("$ 04) ) —I<5204,

K K K
rr o s (’%04)/ 1 (’%205)/ ' 1 2
Ci"(s) = —-C™+ - + o - 5 Cs,
rrey 1(5°Cs) | 1 ((52Ce)\' 1,
Cirls) = G55+ % ) 3%
T 1 1('%406)1
Glle) = G
rr - l
CG (S) - 3067
o LG
D) = ‘;(T =
o I€2C 1
Di"(s) = ( /{24) .

Similarmente, otra funcién arbitraria de s, C""(s) aparece como “constante” de integracién. Esta funcién
es analoga a la funcién C,| del caso cénico, sin embargo, aqui serd relevante, no sélo en el balance de
fuerzas sino también para el de las torcas sobre la superficie.

Habiendo determinado las componentes de T, su ley de conservacién se puede reescribir como
p ) Yy p

o(r)

r

52 4 o2 5o (6.92)

vbTab = !
r

donde 6(r) es la delta de Dirac y 6%, es la delta de Kronecker. Entonces, en equilibrio, el tensor de esfuerzos
tangencial, T% est4 completamente determinado en términos del BAR, excepto por dos funciones de s,
C™ y C™ que actian como fuentes en la ley de conservacién de T%. En lo siguiente, se mostrara como
las condiciones de frontera determinan estas dos funciones.

6.8. Deformaciones isométricas de SdT

Para identificar las condiciones de frontera apropiadas en los bordes libres de la superficie, primero se
necesitan determinar las deformaciones pequenas de la superficie que son consistentes con inextensibilidad.
Por este motivo a continuacién se identifican las isometrias infinitesimales de SAT.

Igual que como se hizo para el caso cénico, considerando la superficie deformada X = X +0X, descrita
por el vector de deformacién 6X = ¢%e, + ¢n, el correspondiente cambio en la métrica estd dado por

0gab = €q - Op0X + ey - 0,0X = Vohp + Vb + 2K, (6.93)
donde 9, = gap?’.

Para una SAT parametrizada in términos de su BdR, la condicién de isometria, dg.p = 0, impone las
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siguientes constricciones sobre las componentes tangenciales y normal de la deformacién

U =0, (6.94a)
: 2
1#; + ws + ; ("/Jr - "/Js) = 0, (694b)
p 9 1w
’lﬂs-i-T'FL wr'*' ; + ; ("/Jr —1/15)+K55(]5=0. (694C)
La solucién general de estas ecuaciones involucra dos funciones arbitrarias de s, x(s) v £(s):
Yr =X, (6.95a)
Ys =r(x' + 7€) + X, (6.95b)
, /

T) = <M) + KX — ¢ (6.95c¢)

K K

Las componentes del vector tangente ¢" y 1° son

1 !
¥o= - (X7+§>+x, (6.962)
A e
v = §(7+5>, (6.96b)

Entonces §X posee una descomposicién natural en dos términos, uno es independiente de r y el otro es
lineal en r, 0X = §Xy + 6X; donde

X XY 3
5X0 = XT + ;N + (boB, T(bo = (;) —|— IQX - —y (697&)

/
Mientras que 60X, deforma el BdR de la superficie original, §X; no lo cambia.
La constriccién sobre la métrica (6.93) implica la conservacién de la longitud de arco a lo largo de

cualquier curva sobre la superficie y en particular a lo largo de la frontera. Verificando esto para una curva
de r constante, la deformacién de la longitud de arco dl estd dada por ddl = X' - (6X)'dl. Usando

iX, = %N+ (Zx' +9) B: (6.98)
iX! = r(—§T+ (%gwg) B) : (6.98b)

se confirma que X'- (6X)/ = 0, de manera que la longitud de arco se preserva bajo isometria. En particular,
el parametro s sigue siendo el pardmetro de longitud de arco a lo largo del BdR deformado. Las isometrias
de esta curva inducida por las isometrias de la superficie representan un conjunto muy limitado de las
isometrias que posee como curva espacial independiente de la superficie.

6.9. Condiciones de frontera en una SdT

Con los resultados anteriores se pueden identificar las condiciones de frontera apropiadas sobre el borde
libre de la superficie.
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El cambio en la energia de doblamiento de la frontera como respuesta de la deformacion dX esta dado
por

5H:—/ dl (fL-6X — K1-6n) . (6.99)
ox

Descomponiendo 06X con respecto al marco de Darboux {t,n,1} como 60X = ¢t + ¢ .1 + ¢n, donde
Y = Yq y b1 = Y, se obtiene que el primer término en ([E399) se puede expresar como

f, - 6X = (KK”J_"’T”J_) 1/)H + (K(KL— %K)—l—TL) v, —V.IKo¢, (6.100)

Usando la identidad dn = (—V% + K% ¢")e, [13, [16] (derivada en el [B]), se obtiene que el segundo
término estd dado por la expresién

— Kl-6n= K(VJ_(;S—Klen _KJ_wJ_) . (6.101)

Sumando (6.100) y (G.I0T) se llega a la expresién general
1
0H = —/dO’ (T||J_1/J| + (T, - §K2)1/}L +KVi¢p— VLKQZ/)) . (6.102)

Todavia falta restringir la deformacion de la frontera a isometrias. Para una frontera general esto es
sumamente complicado. Para propésitos de ilustracién, se considerard solo el caso de una frontera que
coincide con una curva de r constante. Si bien esta eleccién representa una frontera muy particular, ésta
resulta ser la relevante para la rampa helicoidal circular que se examinara en detalle.

6.9.1. Condiciones de frontera a lo largo de curvas de r constante

Considerando una frontera dada por una curva I'r, s — Y (s) + RT(s), localizada una distancia R
constante a lo largo de las rectas generadoras de .. La longitud de arco dl sobre esta curve esta relacionada
de manera simple a la longitud de arco a lo largo del BdR, dl = /1 + R2k2ds. Las componentes de los
vectores unitarios t y 1 adaptados a I'r son

=0 (A S — (6.103a)

Nig=r 1 1
o YI+RERE P— e — = (6.103b)

kR kR /1 + k2R2

Las componentes v, = gabvb de sus covectores asociados son

1
tfr\ = W ts =V 1+ /432R2 (61043)
kR
ly = ——= ls=0 6.104b
V1+K2R? ( )

Con estas componentes se determinan las proyecciones de 7% y K a lo largo de I'g

1 K2R’K
_ 2.2 ss TS T o
1 kRK
Ty, =Re (T + ——=T"" K =—7F— 6.105b
lIL ’i( T T R2x2 ) : L P ( )
R2k? K
T, = s Ki=1pma (6.105¢)
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Usando estos resultados se evalian los cuatro términos que aparecen en la expresién (6.102]) del cambio
en la energia. Para el primer término se obtiene

s TT’I"
[t = [asmned e +0 (174 s ). (6.106)
Para el segundo término
/dlm T, — L2 = /ds Rk (R*k*x — R(X' + RE)) oK (6.107)
2 1+ R?k?  2R%k2)° '
Sumando (6106) y (6I07) e integrando por partes para eliminar las derivadas de x se obtiene
1
/dl (dJIITL +o <TL - §K2>) =
K? K%\’ K?
/ds R (T +T™" — — ) — [ R*eT"™ 4+ — ) | x + Re | R*T"™ + — | £ 5. (6.108)
2 2K 2K2

Para el tercer y cuarto términos se obtiene
!/ !/ N
/do‘KvL¢ — /ds{l f(5> +<l <l (5))) X
R |7\ kK K\T\ K
’ N’ 2 2N
n R (K n K(1+ k*R?)
T\ K TK
. AN .
1 1 ({(1+R*¥*K - K' (1+ R?k*)K — K’
dopV K = dsq = —
/ TPV / S{R <I€ < TK + T X

((1+R%2)K—K/> N (1+R252)K—K’] 5}'

TK TKR

5} : (6.109)

1

R

(6.110)

Sustituyendo todos estos resultados en la ecuacién, finalmente se encuentra que el cambio en la energia
asociada con la frontera I'r se puede expresar como

SH = —/ds (Crox + Ce€) | (6.111)

donde las funciones C, y C¢ estdn definidas por
/
A (@) ( (1))]
T K T \K \K
/ ! /
1 1 A€+1(7)’+1 1 +7'2 +Ii Ii€+1(7')'+1 1
R\ 2 \ 77" k7 \& 2 \ k2 2k3 2\7 "kt \k 2 \ k2

2

(& ) 5

CX:K/C _E

1 1/1 N’ 1 N’
C&' _ :“EQCTS + _ 554 I (_ (Z) ) + (555 N (Z) ) ‘|
R |7 T\ K \K T KT \K
1 | & 1 /7y 371N\ /K 1 1k ,
i z e z — | —2s| —InR (k2C,)" . 6.113
+R2 27'55+2m' (n) +4 (/{2> +(766) +R3 {3756} n R (5°C4) ( )
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La estacionariedad de la energia, H = 0, requiere que este término de frontera sea nulo. Como las dos
funciones £ y x son independientes, sus coeficientes en el integrando se deben anular: Cy, = 0y C¢ = 0.
Estas dos condiciones determinan las dos funciones C"° y C"" completamente en términos de la geometria
del BdR y de la distancia R a lo largo de la direccién plana,

()-seen]
w(mFE ) ) SO E)] e
GO (0|7 o

2rs
kKC"™ = —=
R
Los términos proporcionales a R™3 y Cg en C, y C¢ se anulan debido a la ecuacién de EL ([G.87d). Nétese
que en el limite 7 = 0, que describe una curva plana, estas dos funciones en general no se anulan a menos
que K sea constante. Esto es andlogo a la manifestacién de una inestabilidad de Euler en la compresién de
una barra eléstica.

1
C'I’”” ——
& R

+InR (k2Cy) . (6.115)

En particular, se observa que si las fronteras libres coinciden con curva de r constante, los esfuerzos
estaran completamente determinados. El resultado depende explicitamente de R. En particular, ndtese
que una superficie con dos fronteras libres, cada una a un valor constante de r, en general, resulta ser
inconsistente con estas condiciones de frontera en equilibrio. Una frontera interior fija (no necesariamente
coincidente con el BdR) proporciona condiciones de frontera consistentes. Sin embargo, si el BdR es
una hélice circular, con curvatura y torsién constantes, los términos individuales de la derecha en las
ecuaciones (G.I114) y (GI15) se anulan y la obstruccién sobre las fronteras libres en dos valores distintos
de r desaparece.

Para levantar la geometria fuera del plano se necesitan fuerzas externas. En la siguiente seccién se
demuestra que, en una geometria periddica, no se transmiten fuerzas a lo largo de curvas de r constante,
si la frontera libre es también una curva de r constante.

6.10. Fuerzas y torcas transmitidas a lo largo de curvas de r
constante

Si v es una curva cerrada, la fuerza total F que actia en la regién que encierra estd dada por la integral
de linea de f; a lo largo de ~:

F:/dlfL, (6.116)
vy

Para una curva Ty, s = Y (s) + r'T(s), la fuerza que actia sobre el elemento dl depende sélo de la
componente f7, i.e. dif| = dskrf”. El factor krf” puede ser escrito en una forma maés conveniente para la
evaluacion de la fuerza. Esto se puede hacer multiplicando por sr la expresion de " ([6.83]), agrupando en
potencias de r y usando las ecuaciones de Frenet-Serret, obteniéndose al final

1 1 1
krf" =kC™T + U’ + (;64 + 5,725 + 3?56> kB, (6.117)
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donde el vector espacial U estd dado por

1 2Cy,) 2 1 / 1 1
U = 2((crn— UGN p i (20, + N+—(1)B + = (RCUT + = (:2C5T) + —— B
K Kk \K r2 2K 2K2

r 2K2
2 ’ 2 20 /
A5G WG G L (ECe ) I (#C) 1)
r3 2 6k 3 ré 3 r K

El tercer término que aparece en la parte derecha de la ecuacién.([@I17) involucra las derivadas de Euler-
Lagrange, €,, n = 4,5, 6, que se anulan en equilibrio.

Si el BdAR es periddico, en el sentido que la base de FS y su curvaturas son periddicas, entonces esta
periodicidad también la comparte I',. de forma que sobre un periodo se tiene que

j{dsU’:O.

(6116) Entonces, en equilibrio, a lo largo de tal curva, la fuerza total que actiia sobre I, estd dada por

F= /dSIiCTTT. (6.118)

M4s aun, usando la condiciones de frontera sobre el borde libre ([6.114]) para expresar C"" en términos
de la geometria del BAR y del radio, R, el integrando en (6.I18]) puede expresarse como una suma de
términos proporcionales a las derivadas de Euler-Lagrange més una derivada total

1 1 1
kC™"T = W' + (;&'4 + ﬁ&“g, + 3?86) kB, (6.119)

donde el vector W esta definido por

2 / 2 /
w - MG (o T N_l(Z)B
r K 2K2 K

1 K2Cs 2 ™ 11
—K ( 3 +§(1“;)+5(§
k2Cs 2 N 1 /1Y T
- Iy +2(=) |IN+-LB

< 2 +K2(DI€)+2(FL2) +2I€2 }
1|1 /x2Cs 1Y K2Cs 1
—|= —)T- — )N

+ r3 [Ii< 3 +I€2> ( 3 +m2)

Para una superficie periddica, con esto es evidente que F = 0. Incluso si existen esfuerzos dentro de la
superficie, no hay una fuerza neta transmitida a lo largo de curvas de r constante. Esto se debe a que

claramente no hay fuerza transmitida a lo largo de la frontera libre en r = R, la cual puede ser contraida
a una curva con cualquier 7.

1
K

+

Ahora se examina el balance de torques a lo largo de curvas de r constante. Recordando, la torca total
que actuan sobre una regién de la superficie encerrada por la curva - estd dada por la integral de linea

M = fdlmj_, (6.120)
v
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donde m es la proyeccion del tensor de torcas en el vector 1 dada por

m, =l,m*=Xxf, — Kt (6.121)

Para este tipo de curva, el elemento de torca por unidad de longitud esta dado por

dim; =ds (X x krf" — Key). (6.122)
Usando la ecuacién (6117, éste se expresa como
1 1
X x krf" — Keg = C"" kX x T+ k*C™B + V' + ((1 +1Inr)ey — 5,55~ 6—256> kN, (6.123)
r r
donde el vector espacial V esta definido por
1 / 2 1
Vo= XxU+t— (I) N (#2Ci+ 5 +2)B+ o (-5N+#2CsB)
K \K 2k2 2r \ K2

672 K 2K2

La torca total actuando sobre I';. estd dada por

2
+ 1 (/{2063) +1Inr <ZT+ 1 (Z)IN — (/{204 + T—> B) )
K K

M = fds (C""KY x T + k*°C"*B) , (6.124)

donde en el primer término se ha usado el hecho que X xT =Y x T. Nétese que la torca dependera explici-
tamente del BAR Y y, en contraste con el caso conico, dependerd de ambas funciones C"° y C"". Esto
es consistente con el comportamiento cénico: en el limite que el BAR Y se contrae a un punto, el primer
término en el integrando de ([GI24) se anula, recuperando el resultado presentado en [36]. Igual que en
para el caso de conos, la torca total no depende de r.

Usando la ecuacién ([GI19) en el primer término en del integrando de la ecuacién (6.124), salvo deri-
vadas de total, éste se puede expresar como

1] 1/my 2
Y onCTT = (V X W) = () N (W20t 5 1) B
T K \K 2K2
1 T k2Cs 2 ™ 1/1Y
~ LN I +=(=) B
+r§ 2K2 +< 2 +52(n/€)+2<m2)>

Usando esta expresién en la correspondiente para C™* (6.115), se puede mostrar que el integrando completo
en la ecuacién ([6.124]) es una derivada total mas términos que involucran las derivadas de EL [6.81]

1
Y x kC""T 4+ k2C™*B =7 + (lnrb €4 — —55) kN (6.125)
Ty

1 [ K2Cs 2 1/ 1Y
7 = w_ — —(1 —) (=) B
o rb< 2 +m2 N +2<m2)

1 1 T 1 77\ 72
- (=B -1 —T+—(—-) N-(kC4+-— |B) .
Tg (2/{2 ) T (Ii + K (H) ("€ 4t 2/{2) )

Por lo tanto no existen torcas netas transmitidas a lo largo de curvas de r constante.

donde

Teniendo en cuenta estos resultados, se concluye que las fuerzas y torcas totales deben estar localizadas
sobre las rectas generadoras, que se determina mas adelante. En la siguiente seccién se relacionan estas
fuerzas con la geometria de la superficie.
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6.11. Fuerzas y torcas transmitidas a lo largo de curvas de s
constante

Considerando una recta de s constante, I's : 7 — Y (s) + rT(s), su longitud de arco es simplemente la
longitud de arco a lo largo del generador, do = dr.

Las componentes del los vectores unitarios t y 1 adaptados a I's son

=1 =0 (6.126a)
1 1

'=— F=——. 6.126b
ko’l’ koT ( )

Las componentes de sus covectores asociados son

tr=1 ts =1 (6.127a)
=0 ls = —kr. (6.127b)
Las proyecciones de los tensores 7% y K son
TH =T + 2775 +T%° K” =0 (6.128&)
THL = —kr (T" +T°%) K”L =0 (6.128b)
T, = K*r?T*s K, =K. (6.128¢)

Usando estos resultado en la expresion (6.84) se tiene que la fuerza por unidad de longitud transmitida a
lo largo de una recta generadora esta dada por

fi =—wr (T +T°°)T — (2/:227’2 + ,%27“2T55> N - % (% (%)/ + #) B. (6.129)
Integrando entre una frontera interior en r = Ry y otra exterior en r = R, la fuerza total estda dada por
F - <% - Ri0> chm - @) T + <5204 + 27—;) N+ % (%)/B]
+ <% - Ri(%) Km@ + ('{2225)/) T + “2205N+ #B]
O i
+ <% - R%) %CGT - <1n?R = %}j") @T. (6.130)

A lo largo de una linea recta de s fija, el elemento de torca por unidad de longitud estd dado por

1 ! 2
my =Y x i+ =T (gt — (D) ) N= (S + w27 ) B, (6.131)
KT K2r2  kr \k 2rK2r
de forma que la torca total esta dada por

12 2
M = Y><F+1nR£(IT+l(Z) N — (T—+f<a2C4)B>

0 \ Kk K \K 2K2

11 T ) 1 1Y (K%Cs
CGm)Caneren) (o) ()

A continuacién la fuerza a lo largo de estas rectas se ejemplificard para una SdT generada por una hélice.
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6.12. Rampa Helicoidal

Para ilustrar el marco teérico derivado anteriormente, se usa un ejemplo no trivial que es tratable
analiticamente. Se considera la deformacién de un &nulo circular plano en una rampa helicoidal. En
particular, se determinara la fuerza requerida para levantar la superficie una cierta altura.

Aqui se describiran los esfuerzos sobre una superficie obtenida extendiendo la tangentes a una hélice
circular (el correspondiente BAR). Esta superficie (o parte de ella) se puede obtener cortando un dnulo
circular a lo largo de una linea que forma una angulo « con la frontera interior y levantando uno de los
bordes que se forman una distancia h sobre el otro borde, de manera que el BAR es una hélice circular de
radio a y periodo vertical h = 27b. Usando su longitud de arco s para parametrizar la hélice circular se
tiene que estd descrita por la curva

T
Y(s) = (acos (Z) ,asin (§> , E) , donde c=+/a?+0b%. (6.133)

C C

Su curvatura y torsién estdn dadas por k = a/c?, y 7 = b/c?, a es el radio del circulo obtenido proyectando
la hélice en el plano x — y, de forma que a > 0. En general el eje alrededor del cual se enrolla la hélice,
llamado eje helicoidal, estd dado por v = coswT + sinwB. Por simplicidad se ha definido este eje en la
direccién z. La razén ¢ = 7/k = b/a define el dngulo constante w que forma el vector tangente a la hélice
con el eje helicoidal a través de la relacién ¢ = cotw. Adicionalmente, se eligen hélices con quiralidad
izquierda al recorrer la direccién positiva del eje helicoidal, es decir con b > 0y s >0 (b< 0y s <0
corresponde a hélices con quiralidad derecha y cambiando el signo sélo de uno de estos pardmetros cambia
tanto la direccién en la que se recorre como la quiralidad)

La superficie desarrollable en su tangente cuyo BdR es la hélice circular (ver figura[6.4) tiene las funciones
de encajamiento

b T / 2
X = (a)\cos(f+¢),a)\sin(f+¢),—(s+r)) , donde qS:arctanC, A=seco = 1+(i) .
c c c c c
(6.134)
De donde se puede ver que curvas I'r a una distancia constante R a lo largo de los generadores también son

Figura 6.4: SAT generada por una hélice circular.

hélices escaladas por un factor A, rotadas alrededor del eje z por un angulo ¢ y desplazadas una distancia
zo = br/c a lo largo del mismo eje con respecto al BAR. Sus curvaturas y torsiones de Frenet-Serret estdn

dadas por
K T
A= T T+ R2 (k2 +12) , TR =TT (6.135)
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Entonces este tipo de curvas sobre la SAT helicoidal se vuelven plana lejos del BdR.

Alternativamente es posible describir esta SAT en términos de una funcién de altura parameterizada
por coordinadas polares p y 0. Esto se puede hacer con el cambio de variables p = aXA y 0 = s/c + ¢.
Entonces, los pardametros originales r y s en términos de p y 6 estan dados por

2
L (B) -1, % — 9 — arcsec (B) , p = a. (6.136)
a c a

Entonces, en la parametrizacién de Monge en términos de un funcién de altura z sobre el plano x — y, la

superficie estd dada por
- _ P PN\?
z(p,0) =b (9 arcsec (a) + (a) 1) (6.137)

En estas coordenadas, el elemento de drea es dA = /1 + (2 pdpdf, de modo que el drea de la superficie
entre dos hélices es el drea del 4nulo proyectado sobre el plano z — y escalado por un factor /1 + (2.
Genéricamente el BdR de la superficie obtenida por el levantamiento del anulo circular plano no estar fisi-
camente sobre la hoja. Con estos datos se estd en posicién de identificar el BdR. Sea el borde interior un
circulo de radio p, cuya tangente forma un angulo « con el corte recto que serd una frontera.

El angulo w que forma esta frontera levantada con el helicoidal determina la curvatura del BdR en
término de su torsiéon por medio de la relacion

K =Ttanw. (6.138)

En un cierto punto (r, s) la direccién tangente estd dada por la expresién ([GI126al) y la direccién de la
recta generadora es e,, entonces el angulo o determina el producto xr a través de la relacion

KT =tana. (6.139)

La frontera interior formard una hélice de longitud 27p, a una distancia R a lo largo de una curva
generadora. En general la longitud de un periodo de la hélice es | = 27 /v k% + 72, por lo que
1
2 _
SRR

Combinando las expresiones (6.135), (613]), (6.139) v (6-140) se encuentra que el BdR es una hélice cuyas
curvatura y torsién estan dadas por

(6.140)

sinw Ccos w

K= T= , (6.141)
Pb COS Pb COS
localizada a una distancia .
= pERa (6.142)
sinw

de la frontera interior a lo largo de la direccién plana. También, del valor de la torsion se obtiene que el
corte se debe levantar una altura

H =27pp cosacosw. (6.143)

Las direcciones radiales del anulo plano se mapean a las curvas integrales del vector 1 adaptado a hélices
con R constante. Estas curvas integral estdan dadas por la funcién r(s) = —tan (ks) /k.
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Finalmente, se analizan los esfuerzos sobre la hélice. En equilibrio, de las tres derivadas de Euler-
Lagrange ey, €5 y €¢ ([G.81), se encuentra que las tre funciones Cy, Cs y Cg estan dadas por

_ (¢
C4 = _F (34’1) (6144&)
Cs = 0 (6.144b)
3

Cy, C5 y Cg son constantes como se esperaria de acuerdo con la simetria rotacional de la hélice. Adicio-
nalmente, se tiene que ambas funciones C"" y C"° se anulan cuando estas tres funciones toman los valores
constantes dados en (6144, de forma que la fuerza y la torca total transmitida a lo largo de curvas r
constante se anulan idénticamente. Las componentes de tensor de esfuerzos tangenciales 7% se reducen a

SS 1 <2 3
1 /¢ 1
7% = ——— 2414+ ——= 6.145b
K2rd < 2 T m2r2> ( )
1 /¢2 1 /¢ 1
T" = —>=+1 —+2 6.145
T2<2+)+H2T4<2+ +I£4T6 ( )

Las proyecciones del tensor de esfuerzos f* en la base tangente de Darboux t,1 adaptada a curvas de
R constante son

<2 (—1 + H2R2) 1 2 2
N T2 4 (14 B3 T, (6.146
fi %t 2R (L4 2 R) +1+H2R2 + +( + Ii) ( a)
f - ¢ fabl _ H<2 + kR # T + 7" (6 146b)
=t T TR+ 2R?) 1+ K2R? ’ '
2 (1— 2R2 2R2
fio= lf®lh= S ki BV P (6.146c)

2R? 1+ Kk2R? 1+ k2R?

donde f® = fo.e’. En la figura[6.5 se representan las magnitudes de estas proyecciones para una hélice
con ( igual a la razén durea, graficada desde su BdR. Evidentemente los esfuerzos estan concentrados en
la regién cercana al BdR.

En cuanto a la fuerza total a lo largo de las rectas generadoras de s constante, en el rango de distancias
ro a R, se tiene que se reduce a

1 S P R S R
F s = 5 C = a2 o a1 s — 5 5 Cr
s [r2 (FJ 4t 2/{) + 273 + 3rd ¢ ‘o 2HT2e ro + 2Kk12 ro
Sustituyendo ([6I44)) en esta expresién se obtiene
c2 R 1 1 R ¢ R
Fl, =— A ——= (1 s 6.147
s 2HT2e ro K2 + K2r2 ¢ ro + 2Kk72 ro ( )

Cuando b — 0 se tiene que ( - 0y kK — % En este limite aun persiste un esfuerzo en la direccién a lo
largo de curvas de r constante
R
a a?
= ) 1 =+ ) (S
r r
ro

Flsc _ (HC4 + HC5 + HCG) e,

r2 273 3rd

R

To
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fie fi
§ 4 -

-1 0 1
Figura 6.5: Magnitud escalada de las proyecciones del tensor de esfuerzos f* en la base tangente {t,1}

Este esfuerzo se interpreta como un tipo de inestabilidad de Euler, en el sentido que es la fuerza necesaria
para empezar a acomodar la lineas que generan la superficie, de manera que su envolvente sea efectivamente
una hélice circular.

Tomando la proyeccién de la fuerza total a lo largo de un generador en el eje helicoidal se obtiene

F.=Floon= a4 1)" (i - M)

R
(6.148)

2r2 r4 o
la cual se anula cuando ¢ — 0 y se comporta como (% cuando ¢ >> 1. En la Fig. se presenta la grafica
logaritmica de esta fuerza como funcién de la altura para una hélice particular.

6.13. Conclusiones

Se presenté un marco tedrico para examinar el doblamiento de hojas inextensibles en una SdT, un
paso en la descripcién de los patrones de doblamiento genérico de tales hojas.

La geometria de esta clase de superficies estd completamente determinada por su BdR. Los esfuerzos
sobre esta geometria esta constrenidos por esta curva. La dependencia de los esfuerzos de la distancia
desde el BdR a lo largo de la direccién plana estd completamente fija; la libertad residual estd capturada
por dos funciones definidas a lo largo de esta curva. Sin embargo, en la practica, tanto la forma del BdR
como su ubicacién dependera de las fuerzas externas aplicadas a la hoja. La descripciéon aqui presentada
es por lo tanto implicita excepto en los casos mas simples.

La consistencia con isometria constrine las condiciones de frontera. Se realizaron calculos explicitos
para el caso ideal de frontera definida a una distancia fija del BAR a lo largo de las rectas generadoras de
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Figura 6.6: Grafica logaritmica de la proyeccién en el eje helicoidal de la fuerza total a lo largo de la direccién
plana como funcién de la altura para la hélice ro =1, R=10ya=1

la superficie. Con mas generalidad, la posicién del BdR estard a una distancia arbitraria que se necesita
determinar por las ecuaciones diferenciales.

Si el BAR forma parte de la frontera, la geometria de la superficie exhibirda singularidades en su
curvatura sobre él. Esto se reflejard en el tensor de esfuerzos asi como en el de torcas. Esto es andlogo
al comportamiento de la geometria cénica en la vecindad de su dpice [36]. En el ejemplo presentado de
la rampa helicoidal, se evitaron algunas sutilezas; la fuerza en la singularidad es constante; en general no
sera constante.

En general las ecuaciones de Euler-Lagrange seran intratables analiticamente. Se resolvieron explici-
tamente para las SAT generadas por una hélice circular, lo que permitié determinar los esfuerzos en esta
superficie para cualquier periodo de la hélice. En particular, se identific6 la fuerza vertical necesaria pa-
ra levantar la rampa. Asimismo se identificé una inestabilidad de Euler cuando la superficie es plana,
indicando la necesidad de una fuerza minima para empezar a levantar la rampa fuera del plano.
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Conclusiones

En esta tesis se presentaron diversos problemas de naturaleza geométrica. Una caracteristica en comun
que comparten, es que involucran constricciones locales. Especificamente, se estudiaron algunas configura-
ciones que adoptan los polimeros semi-flexibles sujetos a la constriccién que localmente estan confinados
por una superficie prescrita. Asimismo, aprovechando la invariancia conforme de la ecuacién de forma de
las membranas fluidas, se construyeron configuraciones de equilibrio sujetas a la constriccién local que dos
de sus puntos se mantienen en contacto. Finalmente, también se examiné el doblamiento de superficies
planas e inextensibles, que debido a esta ltima propiedad estdn sujetas a la constriccién local que su
métrica se preserva bajo deformaciones.

Un logro importante de la presente tesis, fue que en todos estos casos fue posible analizar los esfuerzos
sobre las curvas o superficies en cuestion, asi como la determinacién de la ecuaciones que las describen en
equilibrio, proporcionando una caracterizacion fisica de estos sistemas estudiados. Para abordar estor pro-
blemas se aprovecharon las leyes de conservacién de la cantidades geométricas asociadas con la invariancia
bajo movimientos Euclidianos de la energia de los sistemas fisicos estudiados. La cantidad conservada bajo
traslaciones de la superficie resulta ser el multiplicador de Lagrange que implementa en el principio varia-
cional la definicién de los vectores tangentes en términos de las funciones de encajamiento. Este tensor,
desempernia un papel central en el estudio de los sistemas fisicos de cardcter geométrico. Por una parte las
proyecciones de su ley de conservacién proporcionan las ecuaciones que estos sistemas deben satisfacer en
equilibrio. Por otra parte, por medio de una integral de linea proporciona directamente las fuerzas que
actiian sobre ellos. Esto representa un avance en la determinacion de estas fuerzas, pues anteriormente
la tnica forma de determinar las fuerzas en este tipo de sistemas era por medio de una diferenciacion de
la energia con respecto a un pardmetro apropiado. Ademads, en general esta determinacion de las fuerzas
s6lo podia realizarse de forma perturbativa, es decir en la aproximacién de gradientes pequenos de las
superficies. Por el contrario, en principio, mediante este tensor es posible determinar las fuerzas analiti-
camente fuera del régimen lineal. En particular, para el caso de los polimeros semiflexibles confinados, se
presentd por primera vez una expresiéon para la fuerza confinante en términos de sus curvaturas locales.
Adicionalmente, en el estudio realizado de las configuraciones de equilibrio desinfladas que exhiben mor-
fologias complejas, obtenidas a partir de la inversién de las superficies minimas con tres o mas cuellos, fue
posible determinar una expresién exacta y notablemente simple para las fuerzas que mantienen algunos
de sus puntos en contacto, evitando que se inflen en una esfera redonda. En particular también fue posible
describir un defecto local geométrico que corresponde a dos puntos cercanos en contacto, realizando un
estudio a fondo de la distribucién de esfuerzos dentro de este defecto.

De forma notable, en algunos casos, fue posible tratar las constricciones locales de igual manera,
en el sentido, que con ellas se introducen nuevas cantidades conservadas. Por ejemplo, en el caso de la
deformacién de superficies planas e inextensibles, la segunda constriccién introduce esfuerzos tangenciales
conservados sobre la superficie. Es precisamente su ley de conservaciéon —que proporcionan las ecuaciones
de Euler-Lagrange correspondientes— lo que permite determinarlos.
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Aun cuando se pierde alguna invariancia, es posible que las invariancias residuales permitan resolver
el problema completamente. Por ejemplo, en el caso de un polimero semiflexible confinado dentro de una
esfera, atn cuando se pierden las invariancia traslacional del problema original sin constricciéon, la inva-
riancia rotacional es suficiente para avanzar: la conservacién del vector de torcas proporciona la cuadratura
que determina directamente las configuraciones de equilibrio.

Este mismo marco tedrico puede adaptarse no sélo para implementar las situaciones mencionadas an-
teriormente, sino que también se puede emplear para considerar estos problemas geométricos en otras
parametrizaciones especiales, que de otra manera resulta complicado de realizar. Por ejemplo en la repre-
sentacion espinorial de superficies, sin el empleo de multiplicadores de Lagrange, no es trivial la imple-
mentacion en el principio variacional de la ecuacién de Dirac que satifacen el espinor y el potencial, las
relaciones entre éstos y las funciones de encajamiento de la superficie. Igual que antes las configuraciones
de equilibrio y las esfuerzos sobre las superficies se representaron a través de leyes de conservacién expre-
sadas en términos de estas variables particulares. Debido a que la parametrizaciéon empleada es conforme,
las tres proyecciones de la ley de conservacién son necesarias para determinar el tensor de esfuerzos corres-
pondiente, a diferencia del caso invariante bajo reparametrizaciones en donde sélo se necesita la proyeccién
normal.



Apéndice A

Geometria de curvas y superficies en
[ES

En este apéndice se hace un resumen de algunos conceptos de la geometria de curvas y superficies en el
espacio Euclidiano tridimensional E2, con el propésito de establecer la convenciones adoptadas en notacién
y signos asi como también para facilitar la referencia a algunas identidades utilizadas en los capitulos de
esta tesis.

A.1. Curvas en 3

Sea I'(s) : s — Y(s) una curva en E? parametrizada por longitud de arco s. La base ortonormal de
Frenet-Serret adaptada a I' consiste en el trihedro dextrégiro T, N, B. T es el vector tangente unitario a
Y (s), es decir, T = Y’ donde ’ significa diferenciacién con respecto a s. N y B son respectivamente la
normal principal y la binormal de Y (s). Las férmulas de Frenet-Serret que establecen cémo cambia esta
base a lo largo de la curva en términos de la base misma son [34] [79]

T =&kN, N =-xT+7B B'=-7N, (A1)
donde « es la curvatura y 7 la torsién de la curve I' definidas por
Y/ x Y”) LY
_ Y/ ~ Y// — ( A2
k= I T 1Y x Y2 (A.-2)
sf
La curvatura total de la curva en el intervalo I : [s;, s¢] se define como / dsk. Para una curva plana, la

Si
curvatura total es un invariante topoldgico.

A.2. Superficies en [3

Primera y segunda formas fundamentales
Una superficie parametrizada por las coordenadas locales {u!,u?} encajada en el espacio Euclidiano

tridimensional, ¥ : u® — E3, se describe por las funciones X = (X*(u®), X2(u%), X2(u%), a = 1, 2.

Los vectores tangentes y la normal a la superficie se definen por las relaciones

e, = 0,X e, n=0 n=n-n=1 (A.3)
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Las componentes de la primera forma cuadratica fundamental, tensor métrico o simplemente métrica
inducida sobre la superficie por la métrica del espacio ambiente tridimensional se definen por [31]

Gab = €4 * €p . (A4)

Este tensor describe la geometria intrinseca de la superficie, pues contiene toda la informacion de las
distancias entre puntos sobre la superficie. La componentes de la matriz inversa de g,; se denotan por g%
y su determinante por g.

Por otra parte, las componentes de la segunda forma cuadratica fundamental o tensor de curvatura
extrinseca de la superficie se define por [31]

Kab = —€yp - 1. (A5)

Este tensor describe la geometria extrinseca de la superficie, pues contiene la informacién de cémo rota el
vector unitario normal a la superficie a lo largo de una cierta direccién sobre la superficie, Ky = €40y y
por lo tanto captura la manera en la cual la superficie estd encajada en el espacio ambiente tridimensional.
Desde el punto de vista fisico, su importancia reside en el hecho que la energia asociada con el doblamiento
de una superficie es cuadratica en este tensor.

El operador de forma de la superficie que es la transformacion lineal asociada con el tensor K, €l
cual se define por K% = g*“K.p. Este operador actuando sobre un vector e, proporciona la derivada del
vector normal en la direccién de este vector:

K% e, =0,n. (A.6)

Estas son las llamadas ecuaciones de Weingarten. Algunos autores tradicionalmente definen esta relacién
con un signo menos con el propésito de reducir el nimero de signos menos en los calculos, pero aqui se
adopta esta convencién porque asi se obtiene que la curvatura media de la esfera es a positiva cuando se
orienta positivamente usando el vector normal hacia afuera.

Los dos valores propios de K% corresponden a las curvaturas normales méxima y minima, llama-
das curvaturas principales, denotadas por Cy y C7 , con C7; < Cs. Asimismo sus dos vectores propios
corresponden a las direcciones de maxima y minima curvatura normal, llamadas direcciones principales.

Los dos invariantes de K son su traza que corresponde al doble de la curvatura media, K = trK% =
C71 + (3 y su determinante que corresponde a la curvatura Gaussiana Kg = detK% = Cy Cs.
Para una superficie, su curvatura media se define por

1 27

K(0)df, . (A7)

Sustituyendo la férmula de Euler para la curvatura normal £(0) = 1 cos?(f) + kg sin®(6) se obtiene

1 1
H = 5 (K}l + K}Q) = §K (A8)

De la desigualdad de las medias aritmética y geométrica se obtiene que

(k1 + K2)”

Kg = k1Ko < 1

=H? (A.9)

Entonces H? = %K 2 > K¢, donde la igualdad se cumple sélo cuando tanto H como K¢ son constantes,
es decir, cuando la superficie es una esfera [29].
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Teorema de Gauss-Bonnet

El teorema de Gauss-Bonnet establece que la curvatura Gaussiana total de una superficie sin fronteras
es un invariante topolégico dado por

% /dAKG — 21— g) (A.10)

donde g es el género de la superficie.

Foérmula de Gauss y simbolos de Christoffel

La derivada espacial del vector tangente e, en la direccién &, estd dada por la formula de Gauss

€up = Oheq =T, 6 — Kop - 11 (A.11)
donde los coeficientes de la conexién estan dados por los simbolos de Christoffel definidos por
1
= 590d (0agap + OvGad — Oagas) - (A.12)

Son simétricos en los dos indices covariantes.

Contrayendo el indice contravariante con un indice covariante se obtiene

I, = %gbcaagbc (A.13)
lo cual, teniendo en cuenta que la derivada del determinante del tensor métrico g es
Bag = 99" Oagbe (A.14)
puede escribirse como
e, = %% = %(9@ log g. (A.15)

Derivada covariante

La derivada covariante es una modificacién de la derivada ordinaria, de forma tal que el proceso de
diferenciacién produzca una cantidad tensorial. Geométricamente, es el resultado de eliminar la parte
normal de la derivada de cualquier cantidad, dejando tinicamente su parte tangencial, es decir, la parte
que esta definida sobre la variedad a la que pertenece la cantidad original. Las componentes de la derivada
covariante en la direccién €, de un vector V = V%e, es

(VpV)* =0,V + T, VC. (A.16)
Y las componentes de la derivada covariante de un covector W = W, o
(VW) = W, — W.TC,,. (A.17)

En general, las componentes de la derivada covariante de un tensor tipo (¢, p) en la direccién é. are

q
ay...aq - aj...aq a ay...d...aq
(VCT) by...bp 8ct bl...bp+ § :F Tcdt ai...ap
r=1

P
— Ztal'"a"bl,,,d,,,bpl“dcbs- (A.18)
s=1
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Por definicién la derivada covariante de un escalar S es igual a la derivada parcial ordinaria

VoS = 345 (A.19)

Usando la identidad (AZ1E) es posible expresar la divergencia de un vector tinicamente en términos de
la métrica sin usar los simbolos de Christoffel

vaf(l — aafa_"_]?\aacfczaafa_’_%%fa
g
= L (VE0uS + 0avTS) = =0 (3 (A.20)

V9 Vi

La derivada covariante del tensor métrico es cero
chab =0. (A21)

Debido a esta propiedad, se dice que la derivada covariante construida con la conexién de Levi-Civita
(donde los coeficientes de conexién son los simbolos de Chrystoffel) es compatible con la métrica.

Tensor de Riemann-Christoffel

El tensor de Riemman cuantifica el grado en el que la derivada covariante no conmuta. Esto puede verse
aplicando sucesivamente la derivada covariante al vector V7 a lo largo de dos direcciones, por ejemplo e,
vy e5 y tomando la diferencia del resultado obtenido invirtiendo el orden de las derivadas, obteniendo

V., VgV =V*R% .,  (Identidad de Ricci). (A.22)
Similarmente para un covector V,
Ve, ValV = =Vo R4 - (A.23)
donde R%,_,; es el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel definido por
Ry =0.%,+ T . T%,— (c+d), (A.24)

(¢ + d) significa el intercambio de ¢ y d en los dos primeros términos. Entonces, se observa que es
antisimétrico en los dos ultimos subindices:

Rabcd = _Rabdc (A25)

Bajando el primer indice se tiene

Rutea = 5 0auhe ~ Ddagac) + (Tua!y,) ges — (c & d), (A.26)
por lo que también es antisimétrico en el intercambio de los 2 primero subindices
Raped = —Rbacd, (A.27)
ademads se tiene que es simétrico en el intercambio de pares de subindices
Rabed = Redab (A.28)

En particular para una variedad bidimensional, el tensor de RC puede expresarse en términos de la métrica
Jap como [76] 103]

Rabcd = KG(gacgbd - gadgbc) (A29)
El tensor de RC satisface las dos siguientes relaciones, llamadas identidades de Bianchi [3T], [76],
R+ R + R =0 (Bianchi T). (A.30)

VaRCgpe + VR oy + VeR g0y =0 (Bianchi IT) . (A.31)
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Tensor y curvatura escalar de Ricci
El tensor de Ricci se define como la contraccion del tensor de Riemann
Rap = §“Reaay = R, (A.32)
Debido a la propiedad de simetria (A28]) del tensor de Riemann, el tensor de Ricci también es simétrico
Rap = Rpq (A.33)

y cualquier otra contraccién del tensor de Riemann se anula.

Contrayendo otra vez el tensor de Ricci se obtiene la curvatura escalar de Ricci
R =¢"Ry, = R?,. (A.34)
En términos de los simbolos de Christoffel, el tensor de Ricci estd dado por
Rap = 0cl%p — 0al oy + T e = T T 0

Puede notarse que a excepcién del segundo término, todos los demas son simétricos en el intercambio de
a con b, sin embargo puede verse que también dicho término es simétrico teniendo en cuenta la relacién

(A.13).

Contrayendo un indice de las permutaciones en la 2da. identidad de Bianchi (A:3I)) con el indice
contravariante del tensor de Riemann se tiene

—V*Rudc — VoRea + VeRpa = 0.
Contrayendo b con d se llega a que
-2V, R+ VR =0, (A.35)
lo cual puede expresarse también como
V.G =0 (A.36)
donde G es el tensor de Einstein definido por

1 g**R (A.37)

ab ab
= R —_
g 2

Para una superficie bidimensional, usando (A:29) se obtiene

Rab = chab, (A.38a)
R = 2Kg. (A.38b)

por lo tanto el tensor de Einstein se anula idénticamente. Esto concuerda con el hecho que, como se
derivé en el capitulo [3 el tensor de Einstein tensor es la derivada de Euler-Lagrange de la accién de
Hilbert-Einstein, la cual para el caso bidimensional, teniendo en cuenta la relacién (A38D) el teorema de
Gauss-Bonnet (AT0), se encuentra que la accién es constante y por lo tanto tiene una variacién nula.

A.3. Condiciones de integrabilidad

Las derivada de los vectores tangentes de la base adaptada a la superficie debe satisfacer la siguiente
condicién
€clab] = (617811 - aaab)ec =0, (A39)
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donde [a, b] representa la antisimetrizacién en estos indices. El primer término estd dado por

ecap = (0T + T¢I, — Koo, %) g + (0 Kea + T4 Kap) 1. (A.40)
Para el segundo término, intercambiando a y b se tiene

ecva = (0al?y + T, 1%, — KK, ") eq + (0K + T Kqo) n.

De la diferencia de estas dos expresiones asi como de la independencia lineal de la base {e,, n}, se obtienen
las siguientes ecuaciones

Rabcd = Kachd — Kadec N (Gauss—Codazzi) 5 (A.41)
OaKpe =T Koy = 0yKae —T% Koa, (Codazzi-Peterson) . (A.42)

Restando el término I‘dabK cd en ambos lados de la ecuacién de Codazzi-Peterson, ésta puede escribirse en
forma covariante como

ViaKpje = VaKpe = VpKoe =0, (Codazzi-Mainardi) . (A.43)

Estas son la condiciones de integrabilidad, es decir, condiciones que los tensores g, y K, deben satisfacer
para que representen la primera y la segunda formas fundamentales de una superfcie in E2. Bonnet
demostro lo inverso, que estas condiciones son suficientes para asegurar localmente la existencia de una
superficie en E? para algunos tensores gq, v Kap dados.

Empleando la ecuacion de Gauss-Codazzi se tiene que el tensor y el escalar de Ricci pueden ser
expresado de manera extrinseca como

Ry = KKu— K, Ke, (A.44)
R = K?-Ku4K®. (A.45)

A.4. Marco de Darboux adaptado a una curva sobre una super-
ficie

Sea I' : s = Y(s) una curva parametrizada por longitud de arco s sobre una superficie bidimensional
orientable y encajada en el espacio Fuclidiano tridimensional, descrita en forma paramétrica por el mapeo
¥ (ul,u?) — X(ut, u?). El vector tangente a lo largo de Y es una combinacién lineal de los vectores {e, }
de la base adaptada a ¥ a lo largo de las coordenadas u®, es decir Y' = T = T%e,, con T = Ju®/0s.

El vector de curvatura x de Y estd dado por su aceleracién Y” = T’. Con respecto al marco de FS
{T,N, B} estd dado por
k=T = kN. (A.46)

Como Y es una curva en el espacio Euclidiano, en general x tendrda componentes tangente y normal a
Y. Esta descomposicién de la curvatura en estos dos subespacios se hace apropiadamente en el marco de
Darboux adaptado a Y, el cual estd constituido por el vector tangente T y por la base del espacio ortogonal
a Y dada por el vector normal a la superficie y por un vector del espacio tangente de la superficie TY. Es
decir consiste en el triedro dextrégiro {T,n,1} donde el vector I estd definido por Il =T x n = [%e,. En
este marco el vector de curvatura se descompone en dos partes, una tangente y otra normal a la superﬁci@

K= —kKgl — kpyn, (A.47)

1Los dos signos menos son debidos a que aquf se ha definido el vector 1 como la normal hacia afuera y a la convencién de
signo en las ecuaciones de Weingarten (A.6]).
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relacién que proporciona directamente una descomposicién de la curvatura de F'S en sus partes intrinseca

y extrinseca: k% = Iig + k2. La componente tangencial estd dada por k, = —T'-1= kgla 'y
oTe 0%u® ou® ou®
¢ = re, 7 = I A48
"9 ds T e 0%s T ke ds Os ( )

a

¢ = 0, llamadas geodésicas, no tienen proyeccion en el

Entonces, las curvas que satisfacen la ecuacién s
espacio tangente T.

En cuanto a la componente normal de la curvatura, estd dada por la proyeccién
n=—T -n=TT"K,,. (A.49)

Ademsés de esta proyeccion, la derivada del vector normal a lo largo de la curva involucra la proyeccién
no diagonal de K, la cual se define como la torsién geodésica dada por

Tg=n'-1=TVK,, (A.50)

El nombre de torsién geodésica proviene del hecho que es precisamente la torsién de la geodésica que pasa
por un mismo punto de I y con la misma direccién [57]. Para demostrar esto, comparando las ecuaciones
(A46)) y (A47) se tiene que para r, = 0, en el caso en el cual se orienta la superficie de forma que la
normal principal estd alineada con la normal a la superficie, N = n (y la curvatura de FS es igual menos
la curvatura de normal, Kk = —k,,), el vector binormal también lo estd con la normal exterior: B = 1.
Diferenciando esta relacién se obtiene que B’ = —7n = I, por lo tanto 7 = n’ - 1, tal como en la relacién

(A.50).

A partir de las curvaturas principales se pueden determinar tanto la curvatura normal y la torsion
geodésica para cualquier otra curva. Sean k1 y ko la curvaturas principales de la superficie y Vi y V5 las
respectivas direcciones principales, es decir, la direcciones en las que se satisface que K abVib =KV 1=
1,2. Si la curva I' forma un dngulo a con vy, de manera que el vector tangente es T = cosa Vi +sina Vo,
entonces la curvatura normal de T' estd dada por la férmula de Euler [23] [31]

Kp = K1 COS2 @ + Ko sin? «. (A.51)

Adicionalmente, se tiene que 1 = sina V1 — cosa Vo, por lo que la torsién geodésica de I' estd dada por

1
=5 (K1 — K2) sin2a, (A.52)
que, en particular se anula en puntos umbilicales y en general en las direcciones principales, asi la curvatura

geodésica es una medida de cémo difiere la curva de una curva principal.

De las definiciones de kg, K ¥ T4 se obtiene la conexién de este marco (analégo a las ecuaciones de
FS) es

/

T 0 —kKn —Ky T
n =| kn O Ty n (A.53)
l Kg —Tg 0 l

Adicionalmente es posible, relacionar este marco con el marco de FS. Para hacer esto se debe tener en
cuenta que las normales del marco de FS se relacionan con sus contrapartes del marco de Darboux por
una rotacién alrededor del vector tangente:

T 1 0 0 T
N |=|0 cosw sinhw n (A.54)
B 0 —sinw cosw. 1
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Combinando las relaciones (A.46) y (A.47) para x y empleando la relacién para N asi como su derivada
con respecto a s, permite expresar las razones de las distintas curvaturas asi como la diferencia de las 2
torsiones en términos del dngulo de rotacion:

Kg/k = —sinw, Kn/Kk = —cosw, T—Ty=w'. (A.55)

En particular, si Y es una curva principal con torsiéon no nula, entonces la torsién es simplemente el cambio
del 4ngulo de rotacién a lo largo de la curva, i.e. 7 = w’.

Las identidades (A55) implican las siguientes identidades:

!/ !/

Ky = iy i (= Tg) K= kg (T ) (A.56)

" K

las cuales permiten expresar al vector de esfuerzos para una Eldstica de Euler dado por la ecuacién (256)
en términos de kg4, Kk, ¥ T4 asi como de sus derivadas

2,2
+ Ky
F= (% - c) T — (K} + knTg) 1 = (K, — KgTg) M. (A.5T)

Las restricciones de las dos formas cuadraticas fundamentales a la curva pueden ser expresadas en esta
base, pues {T,1} proporcionan una base para los vectores tangentes a 3 en I'; de manera que se pueden
expresar como e, = T, T + [,], relaciéon que permite expresar a la métrica como

Gab = To Ty + a1y ) (A58)

reflejando la completitud de la base ortonormal tangente adaptada a I". Tomando la derivada covariante
de esta relacién, y usando el hecho que la métrica es compatible, ecuacién ([A21)), se obtiene la identidad

V- TT*+V T+ V- -1"+V, 1*"=0. (A.59)

proyectando esta identidad en T y 1 se obtienen las dos siguientes identidades
v-T+T-V;1 = 0, (A.60a)
V'l+l-V||T = 0, (A.GOb)

que proporcionan las divergencias de T y 1 en términos de las proyecciones de sus derivadas covariantes.

Utilizando la ecuacién (A.60D), la curvatura geodésica dada por kg = —T'-1 = —1- VT puede ser
expresada como la divergencia de 1
kg =V -1 (A.61)
Esta expresién se puede considerar como el andlogo bidimensional de la expresién para la curvatura media
en términos de la divergencia espacial del vector normal a la superficie, K = V - n.

A.5. Superficies axisimétricas

En esta seccién se especializan algunos resultados derivados anteriormente para superficies de revolu-
cién o axisimétricas.

Una superficie axisimétrica ¥ puede ser parametrizada en términos de la longitud de arco [ a largo de
un generador y del angulo azimutal ¢ en la forma

p(l) cos ¢
X({p)=1 p(l)sing | . (A.62)
Z(1)
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Dado que [ es longitud de arco se cumple que p(1)% + Z (1)2 = 1 donde el punto representa diferenciacién
con respecto a [. Los vectores tangentes adaptados a esta parametrizacion son

pcos —psiny
&= | psing |, e, = P COS . (A.63)
Z 0

Entonces el elemento de linea sobre la superficie estd dado por
ds* = dI* + p*dp? (A.64)

y la métrica toma la forma conformemente plana

Jab = ( (1) p02 ) . (A.65)

El vector normal exterior n = g~—1/2 €, X € es

Z cos
n=| Zsingp . (A.66)
—

El tensor de curvatura extrinseca y el operador de forma son diagonales

fan = < ﬁ{)Z pOZ > K= < ﬁ{)Z Z'(;p > ' (A.61)

Entonces los vectores propios del operador de forma estdn a lo largo de los meridianos (curvas genera-
doras con ¢ constante) y de los paralelos (curvas de I constante); ademds las curvaturas principales que
corresponden a los valores propios son

Asi la curvatura media K y la curvatura Gaussiana K estdan dados por

Kz—ﬁ—i——, KG:—Q. (A.69)
Z p p
Otra manera alternativa de expresar estas cantidades es en términos del angulo © que forma el vector €
con el vector unitario radial p = (cos ¢, sin ¢, 0)7. En esta parametrizacién se tiene que

p=cosO, Z =sin@, (A.70)

y las curvaturas C'; a lo largo de los meridianos y C)| a lo largo de los paralelos estan dadas por

-6, ¢ =229 (A.71)
p
K y K¢ se expresan como .
K:9+Sln®, KG:_COS@' (A72)
P P

En 1841 Delaunay propuso otra sustitucion adicional, que consiste en considerar a Z como una funcién
de p, Z = f(p) , de manera que .
©=0,f. (A.73)
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Esta relacién que permite reexpresar a K y K¢ en términos de p y f(p) en la forma

K= 2f) ngapfz. (A.74)

p 2p

Para una superficie de curvatura media constante f se obtiene directamente que

_Kp  a

donde a es una constante. En particular para una superficie minima, f es proporcional al inverso de p,

f=a/p.

Considerando una curva I's; parametrizada por ¢(l) sobre la superficie, ésta puede ser expresada en el
marco de Darboux {T,n,1} como

Y(1) =1/2 (p* + Z2%)" (sinaT +cosal) + p* (Z/p)'n (A.76)
donde los vectores tangentes de la base de Darboux, T y 1 estan dados
T =cosaéy +sinae, l=sinaéy, —cosae. (A.TT)

de manera que « es el dngulo que I's forma con la direccién principal é, = 1/pe,. La comparacién
de la primera relacién con la expresion (A62) de las funciones de encajamiento se obtiene las siguientes
relaciones que definen «

sina=1", cosa = py’ . (A.78)

Estas relaciones permiten, de forma més conveniente, definir las cantidades geométricas sobre la curva en
términos de su propia longitud de arco s. Como es usual, se denota la derivada con respecto la longitud
de arco con una prima, ' = 0s. Usando las relaciones (A7) y (A78) se obtiene que la aceleracién de T
estd dada por

/
T = — (a’ 2 ot a> 1- (sin?aCL 4+ cos’aCj)n (A.79)
p
Entonces la curvatura geodésica definida como kg = —T"' -1 estd dada por
o
kg =a —=cota. (A.80)
p
La curvatura normal definida por &, = —T' - n estd dada por la ecuacién de Euler (A5]]), para este caso
toma la forma -
Kp = sina® + cos? a2 = sina <5pf—|—cot2 ai) . (A.81)
p p

Finalmente, la torsién geodésica definida por la ecuacién (A52) se expresa como

1 i . 1
Tg = Esin 2« (smp@ - 6) =73 sin 2ap 9, <£) . (A.82)




Apéndice B

Variaciones de cantidades
geométricas

En este apéndice se derivan en detalle las variaciones de algunas cantidades geométricas de curvas y
superficies con el propésito de servir como referencia en los capitulos principales.

Deformaciones Locales de superficies

Sean X : u® — E3, a = 1,2, las funciones de encajamiento de una superficie bidimensional en el espacio
Fuclidiano tridimensional. La variacién de X con respecto a un parametro ¢ estd dada por

X(ul,t) = X(u®) + t6X (u?) , (B.1)

donde ‘ ‘ ‘ ‘
X(u') = X(u',0), 0X(u') = 0:X(u',t) |t=0 It . (B.2)

La variacién con respecto a t y la diferenciaciéon con respecto a las coordenadas locales u® son indepen-
dientes uno del otro, es decir, ambos procesos conmutan:

00 = 040 . (B.3)
Descomponiendo X en sus partes tangencial y normal a la superficie se obtiene

0X =9Ye, + ¢n. (B.4)

B.1. Variaciones de los vectores tangentes y normal

La variacion de los vectores tangentes estd dada por
deq = 0,0X = (Vol* + ¢ K,%)ep + (Vad — Kap ¥¥)n. (B.5)

Para calcular la variacion del vector normal, teniendo en cuenta que {n-n =0y én-e, = —n - de, se

obtiene que estd dada por
on=—g"%n-de,ep = (~V%+ K% U)e,. (B.6)

La derivada covariante de la variacién de los vectores tangentes estd dada por
Vaeoe, =V, VidX = (vavbwc — KcaKbdl/Jd + K%, Vo + ¢V°Kab) e.
+ (vavb(l5 — Kac Cb¢ - Kc{avb}wc - wcchab) n (B7)
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donde a, b significa el doble de la simetrizacién en estos indices, es decir Ay, = Aqp + Ape. Contrayendo

esta expresion se obtiene el Laplaciano de §X

ASX =V,V%X = (Ay* — KKuet)® + 2KV + ¢V K) e,
+ (A — K K®¢ — 2K, V9" — ¢V, K) n.

B.2. Variacién de la geometria intrinseca
Variaciones del tensor métrico, su inverso y su determinante
La variacién de tensor métrico estd dada por [13] [16]

5gab = 0,0X-e,+e, 00X
= vawb + vbwa + 2¢Kab-

Para el inverso del tensor métrico, de g.qg? = §,°
0= 5(gcdgdb) = 5gcdgdb + gcd5gdb,

lo cual, multiplicando por ¢g*¢ da
59" = —g*g"*6geq

Esto implica que la variacién del inverso de la métrica bajo un cambio en la métrica es

59ab = g ba 09cd
596}" 596}"
1
= —59%g" (050, + 0,567
1 .
_ _5 (gaegbj +gaf be) )

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

Para la variacién de g = det(gqp) con respecto a gqp, a partir de la identidad In(det gqp) = tr(Ingqp) (la

cual se puede demostrar diagonalizando g¢,s), se tiene

dlng = tr(dlnga),
9709 = 9""6gas.
entonces
59 = 99°*6ga -
En particular para /g

9 a
RN

Variacién del tensor de Riemann-Christoffel

(B.12)

(B.13)

Para la variacién del tensor de Riemann se necesita conocer la variacién de los coeficientes de la

conexién, lo cual se encuentra empleando la relacién (B.I0)

6].—‘cab 5 [

1
= 9" y8gar + 59 (0u0get + Fodgac — Dedgar)

_QCdg(if&gdf (8ageb + abgae - aegab) + gce (aaégeb + abégae - aeégab)]
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En particular, en el sistema de coordenadas normales, en el cual I' = 0, las derivadas direccionales pueden
ser reemplazadas por derivadas covariantes, y la expresién anterior puede ser escrita como

1
5I‘Cab — 5903 (Va5geb + Vydgae — Veégab) (B.14)

Teniendo en cuenta que 6I' = T — I es un tensor de tipo (1,2), se tiene que las expresiones de ambos lados
son tensores y por lo tanto (BI4)) es vélida en cualquier sistema de coordenadas. Esta expresién se conoce
como la identidad de Palatini.

La variacién el tensor de Riemann es
OR"y g = 0c00 % + 01 T + 1% 01 — 0adl "y, — 0T %, — T 6T, (B.15)

lo cual reordenando, sumando y restandole el término I'®_; 0I'%, ., se convierte en

5Rabcd = acérabd + Face 61—‘6bd - I‘ebc 5Pade - I‘ecd 5Fabe
- (8ddrabc + Fade 5Febc - Febd 5Face - 1—‘lecd 6Fabe)
- Vc5rabd - Vd(srabc . (B16)

A partir de esto, la variacién del tensor de Ricci es
SRap = VoI, — VpolC,, . (B.17)
A partir de esto y de la identidad (B.I4) se puede calcular la variacién del escalar de Ricci

SR = 6(g°°Rup)
= —R®ga + g*9*V Vb gar — 9%V V40 gas, (B.18)

lo cual empleando la definicién V¢ = g**V,, se puede reescribir como
OR = —R®5gap + VOV gas — *"VV 0gap » (B.19)
Variacién del tensor de RC covariante
O0Rabed = 0GaeR g+ JaedR% ey
= % (R%ca09ae — RS 4cadgve)

1
+ 5 (chb59ad - cha5gbd - vdvbégac + vdvaégbc) (B2O)

Variacién del area

Para calcular la variacién del drea, empleando las relaciones (B.9) y (B.13) se obtiene

§dA = 5(,/gdu”) = %dA 96gay = dA(V " + K ¢) (B.21)

B.3. Variacién de la geometria extrinseca

La variacion del tensor curvatura extrinseca estd dada por la proyeccién normal de la derivada cova-
riante de la variacién de los vectores tangentes

0K ap = —0 (epq 1) = —0s0€p -1 — Jy€p - oM
AT

= —0g0ep -n—T°,e.-dn=—0,0e, -n+1°,0e,-n
= _vaéeb -1, (B22)
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Empleando la expresién de V,de;, dada en la ecuacién (B.), se obtiene que en términos de las componentes
tangencial y normal del vector de deformacién vector 6 K,z estd dado por

5Kab = _vavb ¢ + ¢Kac cb + chab wc + Kach’t/Jc + Kbcvawca (B23)

La primera variacion del operador de forma es

K% = 69Ky + 9“0 Ko (10 9% (—K%6geq + 6 Kep) - (B.24)

en particular para una isometria es simplemente 6 K% = g*“0K .
Contrayendo la ecuacién (B.24) se obtiene que la variacién de la curvatura media es
6K = —K®5ga, + "6 Koy . (B.25)
Usando las relaciones (B.9) y (B:23)) se obtiene que en términos de descomposicién tangencial y normal es
0K = —A¢p — pK o K + )V, K . (B.26)
La variacién de K estd dada por

5Kab _ 5(gacgbchd)
= —(9"°K" + g K") 6gea + 9" 9" "6 K ca. (B.27)

La variacion del escalar de Ricci también se puede obtener extrinsecamente por medio de la condicién de

Gauss-Codazzi (A.4T])

R = 6(K? - K K™)
= —2R™5gap +2(g°° K — K)5K 4y, (B.28)



Apéndice C

Superficies minimas en la
representacion de
Weierstrass-Enneper

La superficies minimas minimizan su drea localmente, geométricamente esto significa que su curvatura
K media es nula. De la definicién K = gabKab = —V%, -n y de la ecuacién de Gauss V, e, = —Kypn,
se puede ver que esto es equivalente a la condicién que sus funciones de encajamiento son armonicas.
Sean (u,v) coordinadas isotérmicas sobre la superficie (de forma el tensor métrico es proporcional a la
matriz identidad). Se define también la coordenada compleja z = u + év. Dado que X es arménico, el
vector tangente complejo e, = 0,X es holomérfico; la condicion de que v y v son isotérmicas implica
que e, - e, = 0. En consecuencia, es posible representar e, en términos de dos funciones compleja f y g
[34, (30, 100]
_ 1) 200 2
e, (z)= 4 (l—g (z),z(l—i—g (z)),Zg(z)) . (C.1)
Las dos funciones f y g proporcionan la informacién de Weierstrass de la superficie. Estdn definidas en
un dominio D del plano complejo. Mientras que g es holomorfica, i.e. estd definida en todo el plano C, f
es meromorfica. Estas funciones deber satisdacer también que la funcién f (z) g2 () es holomérfica.

El segundo vector tangente es ez = €.
En esta representacién, las funciones de encajamiento estdn dadas por
z
X (z,z) = 2Re/ dze, +Xg. (C.2)
Es sencillo expresar las cantidades geométricas de la superficie en términos de f y g. La métrica inducida

esta dada por
ds* = Q*(z,2)dzdz, (C.3)

donde el factor conforme estd dado por
0,2 = L (g2 41 C4
(5:2) = 2 (192 +1) (C.4)
El vector normal exterior a la superficie minima estd dado en términos de la funcién g,

1
= ————(2Reg,2Img,|g|> - 1) . C.5
1+|g|2( g9,2Img, [g|* — 1) (C.5)
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El producto cruz de e, y n esta en la direccién de e, mismo:

e, Xxn=ie,. (C.6)

Las componentes no nulas de tensor de curvatura extrinseca y el operador de forma son
K,..=A, K* = = A, (C.7)

donde el diferencial de Hopf A se define por A = % f 0.g. La curvatura Gaussiana K¢ es negativa para
superficie minimas

4 |f?10:9]
ICG = —mazag IHQ = —T . (08)
Las dos curvaturas principales estan dadas por
|A] | f119:9]

que corresponden a las direcciones principales

o 1 []A4] _ 1 []A]
V1 = —2Im <§ 7 ez> 5 V2 = 2Re <§ 7 €, . (ClO)

A continuacién, usando estos resultados se derivan las fuerzas en una superficie minima dentro de esta
representacion.

C.1. Fuerzas en una pelicula de jabén

La energia en una pelicula de jabon es proporcional a su area A, Hgr = 09 A con una tension superficial
constante oq y el esfuerzo establecido toma la forma simple fg,, = —oge® [12} [37]. Tipicamente, una
pelicula de jabdn estara limitada por un conjunto de fronteras. La fuerza en una cierta frontera - esta dada

por
Fo :j{dsl. (C.11)
v

El vector 1 es la normal exterior a + tangente a la superficie. La toca correspondiente estd dada por
M, = ffy ds X x 1. En la literatura matemaética estos conceptos fueron estudiados por Kusner en [59]. Una
discusién relevante se puede encontrar en [42]. En este contexto Fy se conoce como el vector de flujo a
través de 7.

El vector Fj tiene una expresion muy simple en la representacion de Weierstrass de la superficie.
Empezando con la identidad 1 = t x n, descomponiendo t con respecto a la base compleja tangente,
t = t%e, + t7ez, donde t* = 2’ y usando la identidad (C.6) se obtiene

Fozifds (t*e. —t7ez) = —2Im <j{dzez) , (C.12)
Y ¢

donde ¢ es el contorno en C que se mapea a v, es decir v = X(¢). Entonces Fy estd determinado
completamente por la parte imaginaria de la integral del vector complejo e,. Comparando este resultado
con la expresién ([C2) de las funciones de encajamiento, se observa que coincide con el negativo del perfodo
de la superficie conjugada X* obtenida de los datos de Weierstrass (if, g) [42].
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