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geometŕıa, sino también por sus lecciones de la vida y del arte. Le agradezco mucho por el ánimo y la
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Resumen

Los modelos geométricos ocurren como aproximaciones de sistemas f́ısicos en casi todas las escalas de
enerǵıa; frecuentemente los únicos grados de libertad relevantes son aquellos asociados con la configuración
geométrica del sistema y su comportamiento está completamente descrito por un Hamiltoniano o acción
construida con las invariantes de esta geometŕıa.

En la presente tesis se desarrolla, desde el punto de vista de teoŕıa de campos y empleando el lenguaje
de la geometŕıa diferencial, un marco teórico para describir las propiedades f́ısicas de ciertos sistemas f́ısi-
cos estudiados en la f́ısica de la materia condensada suave y la bioloǵıa celular, tales como biopoĺımeros,
membranas, interfases y otras estructuras extendidas bidimensionales. Debido a las proporciones de sus
dimensiones, estos sistemas f́ısicos pueden ser considerados como uni o bidimensionales (curvas o superfi-
cies) y también poseen la propiedad que pueden ser descritos completamente en términos de sus grados
de libertad geométricos, en particular sus enerǵıas son de carácter puramente geométrico.

Este marco teórico puede aplicarse a un conjunto de problemas tales como la caracterización de las
morfoloǵıas en equilibrio de las membranas fluidas y otras membranas biológicamente relevantes y en la
determinación de su estabilidad, aśı como en la identificación de la conexión entre estos estados y los
esfuerzos subyacentes.

Una componente importante de la presente tesis de doctorado es explorar varias generalizaciones y
adaptaciones de este marco teórico para superficies, aśı como realizar aplicaciones en diversos ámbitos.
Estas adaptaciones tienen el propósito de poder extender el estudio del comportamiento de las membranas
a problemas en lo que intervienen constricciones locales, tanto internas como externas. A continuación se
detalla la forma en que está organizada.

En el caṕıtulo 2 se desarrolla este marco teórico para poĺımeros semiflexibles modelados como curvas.
Primero para curvas sin constricciones espaciales más que fijar su longitud y posteriormente se introduce
la restricción de confinamiento por superficies. El principio variacional se efectúa introduciendo multipli-
cadores de Lagrange apropiados que imponen las definiciones de la base adaptada a la curva y también
la constricciones del confinamiento. En el caso de curvas libres, las invariancias traslacional y rotacional
de la enerǵıa de doblamiento de la curva permiten identificar los vectores de esfuerzos y de torcas en la
curva. Para el caso en el que se incluye la constricción de confinamiento, se derivan las ecuaciones de
Euler-Lagrange aśı como una expresión para la fuerza confinante en términos de la geometŕıa local, tanto
de la superficie como de la curva. Como aplicación se presenta el caso del confinamiento esférico.

En el caṕıtulo 3 se desarrolla este marco teórico para superficies, el cual consiste en descomponer la
variación de un funcional geométrico (que representa la enerǵıa asociada al sistema), en sus partes intŕınse-
ca y extŕınseca, caracterizadas respectivamente por la métrica y la curvatura extŕınseca de la superficie.
El principio variacional se efectúa tratando a la métrica y a la curvatura como variables independientes
por medio de la introducción de multiplicadores de Lagrange apropiados. Asimismo, por medio de las
corrientes de Noether asociadas con las invariancias respecto de traslaciones y rotaciones se identifican los
tensores de esfuerzos y torcas de la superficie. También se discute una ambigüedad en la definición del
tensor de esfuerzos asociada con la condición de integrabilidad de Gauss-Codazzi.
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En el caṕıtulo 4 se adapta este mismo marco teórico dentro de la representación espinorial de la geo-
metŕıa de una superficie para estudiar las propiedades en equilibrio de una membrana o de una interfase.
Esta es una generalización de la representación de Weierstrass-Enneper para superficies mı́nimas, introdu-
cida por matemáticos en los noventas, la cual permite liberar la constricción de la curvatura media nula.
En esta representación la superficie está descrita por un campo espinorial que satisface una ecuación tipo
Dirac bidimensional, acoplado a través de un potencial asociado con la curvatura media. Como aplica-
ción, se describen el modelo para membranas fluidas tratadas como superficies descritas por la enerǵıa de
Canham-Helfrich. Se construye expĺıcitamente el tensor de esfuerzos conservado con valor en los complejos
que caracteriza a estas superficies.

En el caṕıtulo 5 estos tensores de esfuerzos serán estudiados principalmente en el contexto de super-
ficies mı́nimas consideradas como membranas fluidas. La simetŕıa conforme de la enerǵıa de doblamiento
bidimensional se utiliza para construir estados de equilibrio constreñidos de veśıculas de membranas fluidas
con k puntos mantenidos en contacto. Estas geometŕıas esféricas desinfladas se generan por la inversión en
una esfera de un k-noide, una superficie mı́nima con k cuellos con crecimiento exponencial. Las singulari-
dades en la curvatura que se presentan en los puntos en contacto indican la presencia de fuerzas externas
localizadas que previenen que la superficie se infle en una esfera, la única geometŕıa sin constricción con
topoloǵıa esférica en equilibrio. Esta interpretación se ejemplifica examinando la distribución de esfuerzos
en una veśıcula de área fija y se determinan las fuerzas externas requeridas para mantenerla en equilibrio.
Las veśıculas deformadas aśı como algunos defectos localizados se describen en términos de estas fuerzas
externas.

En el caṕıtulo 6 se estudian deformaciones isométricas de superficies sujetas a restricciones locales. Se
expande la enerǵıa de doblamiento de una superficie inextensible hasta segundo orden de las deformaciones
alrededor de sus estados de equilibrio. Este resultado se utiliza para examinar la estabilidad de un defecto
cónico en una superficie plana. Posteriormente se analiza el modo general de deformación de una hoja
plana elástica e inextensible, descrita por una superficie desarrollable en su tangente, caracterizada por una
curva espacial. Se determina la distribución de esfuerzos en la superficie en la parametrización adaptada
a esta curva. Se identifican las condiciones de frontera sobre el borde libre, consistentes la deformación
isométrica de la superficie. Como aplicación, se examina la deformación de un ánulo circular en una rampa
helicoidal.

Finalmente se presentan conclusiones generales de este trabajo.



Abstract

Geometric models occur as approximations of physical systems in almost all energy scales; very often
the only relevant degrees of freedom are the ones associated with the geometric configuration of the system
and its behaviour is described completely by a Hamiltonian or action constructed with the geometry
invariants.

In this thesis a framework is developed, from the field theoretical viewpoint and employing the len-
guage of differential geometry, to describe the physical properties of certain physical systems studied in
condesed soft matter physics and in cellular biology, such as biopolymers, membranes, interfaces and other
two-dimensional extended estructures. On account of the proportions of their dimensions, these physical
systems can be regarded as one or two-dimensional (curves or surfaces), they also posses the property
that the can be described completely in terms of their geometric degrees of freedom, in particular, their
energies have a pure geometric character.

This framework can be applied to a set of problems, such as the characterization of the equilibrium
morphologies of fluid membranes and other membranes of biologic relevance, in the determination of their
stability, and importantly in the identification of the connection between these states and the underliying
stresses.

An important component of this doctoral thesis is to explore some specific generalizations and adap-
tations of this framework for surfaces, as well as to apply it in different contexts. These adaptations have
the purpose to extend the study of the membranes behaviour to problems on which local constrictions are
involved, both internal and external. This thesis is organized as follows:

In chapter 2 this framework is developed for semi-flexible polymers modeled as curves. First for free spa-
tial curves only subject to fixed lenght constraint and afterwards a confinement constraint by surfaces is
introduced. This constriction, as well as the definitions of the adapted basis to the curve, are implemen-
ted in the variational principle by introducing appropiate Lagrange multipliers. For the free curves, the
traslational and the rotational invariance of the curve bending energy permits one to identify the stress
and torque vectors on the curve. For the constrained curves, the corresponding Euler-Lagrange equation
is derived, an also a expression for the confining force in terms of the local geometry. As an aplication the
spherical confinement is examined.

In chapter 3 a framework for surfaces is developed, in which conservation laws are exploited to describe
their equilibrium configuration as well as the stresses and torques on them: the Noether currents associated
with the traslational and rotational invariance of the energy permits one to identify the stress and torque
tensors on the surface. In this framework the variation of a geometric functional (representing the associa-
ted energy of the system), is decomposed in the intrinsic and extŕınsic parts, characterized respectively by
the metric and the extŕınsic curvature tensors of the surface. In the variational principle these tensors are
treated as independient variables by introducing appropiate Lagrange multipliers. Also, an ambiguity in
the definition of the stress tensor, associated with the Gauss-Codazzi integrability condition, is disscused.

In chapter 4 this framework is adapted within the spinor representation of the surface geometry to
study the equilibrium properties of a membrane or an interface. This is a generalization of the classical
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Weierstrass-Enneper representation for minimal surfaces, introduced by matematicians in the nineties,
which permits to relax the constriction on the vanishing mean curvature. In this representation the surface
is described by a spinor field satisfaying a two-dimensional Dirac equation, coupled trough a real potential
associated with mean curvature. As an aplication, the fluid membrane model treated as surfaces described
by the Canham-Helfrich energy is presented. The complex-valued conserved stress tensor characterizing
these surfaces is constructed explicitly.

In chapter 5 these stress tensors will be studied principally in the context of minimal surfaces treated as
fluid membranes. The conformal simmetry of the two-dimensional bending energy is exploited to construct
constrained equilibrium states of deflated fluid membrane vesicles with k points held in contact. These
deflated spherical geometries are generated by inversion in a sphere of a k-noid, a minimal surface with k
necks growing exponentially. The singularities in the curvature appearing in the points in contact indicate
the presence of localized external forces preventing the surface to inflate into a round sphere, the only
geometry without constraint with spherical topology in equilibrium. This interpretation is substantiated by
examining the distribution of stress in a vesicle of a fixed area and determining the external forces required
to maintain it. Both globally deformed vesicles as well as isolated localized defects will be described.

In chapter 6 isometric deformations of unstretchable planar surfaces subject to local restrictions are
studied. Furthermore, the bending energy of an unstretchable surface is expanded to second order in
deformations about each of its equilibrium states. This will be used to examine the stability of a conical
defect on a flat surface. Besides, the general mode of deformation of a planar unstretchable elastic sheet,
described by a tangent developable surface, characterized by a space curve, is analysed. The distribution
of stress in the surface is determined in a parametrization adapted to this curve. The boundary conditions
on free edges consistent with the isometry of the surface geometry are identified. As an application, the
deformation of a circular annulus into a helical ramp is examined.

Finally some general conclusions of this work are presented.
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Śımbolos y notación

∂a ≡ ∂/∂ua

ea ≡ Xa = ∂aX Vector tangente a lo largo de la coordenada local ua en la variedad
êa = Xa/‖Xa‖ Vector tangente unitario en la dirección Xa

n : Vector unitario normal
gab : 1era. forma fundamental, tensor métrico o métrica
Kab : 2da. forma fundamental o tensor de curvatura extŕınseca
g : Determinante de la métrica
ds : Elemento de ĺınea
dA : Elemento de área
dV : Elemento de volumen
∈ : Pertenece a
∂M : Frontera de la variedad M
d : Derivada exterior
TM : Haz tangente de la variedad M
T ∗M : Haz cotangente de la variedad M
· : Producto interior entre vectores en el espacio Euclidiano tridimensional
∧ : Producto exterior entre formas
LX : Derivada de Lie en la dirección (del flujo generado por) del campo vectorial X
∇a : Derivada covariante en la dirección êa
{ } : Simetrización
[ ] : Antisimetrización
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2.4.1. Confinamiento débil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4.2. Confinamiento fuerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Sistemas f́ısicos de carácter geométrico

Aunque algunos sistemas estudiados en f́ısica de materia condensada blanda presentan un compor-
tamiento complejo a escalas microscópicas, a escalas mucho mayores que ésta, los grados de libertad
relevantes son puramente geométricos. Si una dimensión del sistema es mucho menor que las otras, o di-
cho de manera más precisa, cuando el radio de curvatura caracteŕıstico es mucho mayor que su grosor, es
apropiado tratar a dichos sistemas como superficies bidimensionales. En base a esto, es posible representar
la enerǵıa de estas superficies con un funcional dependiente de sus invariantes geométricos: escalares cons-
truidos con sus primera y segunda formas fundamentales, aśı como posiblemente de sus derivadas [67, 77].
Algunos ejemplos importantes de este tipo de sistemas son:

Poĺımeros semiflexibles modelados como curvas en el espacio tridimensional y cuya enerǵıa asociada
es cuadrática en la curvatura de Frenet-Serret (Elástica de Euler) [52].

Superficies de curvatura media constante cuya enerǵıa es proporcional a su área con una tensión
superficial constante sujetas a la constricción global que su volumen encerrado es fijo, ejemplos f́ısicos de
éstas son las burbujas de jabón al igual que la interfase en la región de contacto de dos sustancias distintas
[50]. Sin la constricción sobre el volumen, las superficies relevantes son las que poseen curvatura media
nula, llamadas superficies mı́nimas [31, 81]. Los análogos relativistas de estas últimas son las membranas
de Dirac-Nambu-Goto, cuya acción es proporcional al área de la hoja-mundo que describe su evolución en
el espaciotiempo.

Membranas fluidas las cuales están constituidas por bicapas de moléculas fosfoĺıpidas que se forman
espontáneamente en un medio acuoso debido a la estructura amfif́ılica de las mismas moléculas: la cabeza,
tipicamente polar, se orienta hacia el agua mientras la cadena de hidrocarburos se esconde dentro de la
bicapa [67]. Conforman las membranas celulares de todos los organismos, desde los más simples hasta los
más complejos, están presentes por ejemplo en la capa exterior de los glóbulos rojos y en la membrana
interior de las mitocondrias. A diferencia de un solido elástico t́ıpico, en una primera aproximación, siempre
que se conserve el área, no hay costo energético asociado con deformaciones tangenciales; las moléculas
pueden difundir libremente dentro de cada una de las dos capas, de manera que la membrana actúa como
un fluido bidimensional en su plano tangencial. La información microscópica está contenida en un número
pequeño de parámetros f́ısicos que caracterizan la rigidez de esta superficie, la tensión superficial asociada
con el costo de incrementar su área y quizá otro que refleje la diferencia en el área de las dos capas.
Dependiendo de las fuerzas externas o las constricciones geométricas a las que está sujeta, la membrana
puede adoptar un intervalo impresionante de morfoloǵıas diferentes: por ejemplo la membrana interior de
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la mitocondria, la cual está densamente empacada debido a la necesidad de maximizar el área disponible
para la śıntesis del adenośın trifosfato (ATP, del inglés Adenosine TriPhosphate); o el aparato de Golgi
cuya geometŕıa compleja desempeña un papel clave en su funcionamiento como terminal de transporte
y central de abasto de la célula entera. [68]. Es importante tener en cuenta que ninguna de estas dos
estructuras existe como configuración aislada de equilibrio; por este motivo es importante entender el
papel sutil de las fuerzas externas y las constricciones geométricas sobre la membrana que hacen posible
estas estructuras. En el caso de la mitocondria, la membrana interior está bajo enorme compresión debido
a que la membrana exterior que la contiene, posee un área mucho menor. En el caso del Golgi, un sistema
de filamentos (los microtúbulos) actúa como un amarre que estabiliza la estructura flácida de sus depósitos
internos. En los dos casos la morfoloǵıa particular de la membrana juega un papel clave en su función
fisiológica.

No es obvio que la geometŕıa desempeñe un papel fundamental en estructuras complejas de esta na-
turaleza. Sin embargo, aunque la composición bioqúımica de la membrana sea complicada, los detalles
microscópicos bioqúımicos son esencialmente irrelevantes a escalas mesoscópicas, que son las escalas más
relevantes para su papel fisiológico. Ésta se modela muy bien como una superficie bidimensional caracte-
rizada por sus grados de libertad geométricos. El principal costo energético asociado con deformaciones
de esta superficie es el costo de doblarlo, descrito en estas escalas por algún Hamiltoniano geométrico
cuadrático en la curvatura extŕınseca de la superficie de la membrana, el más empleado usualmente es el
llamado Hamiltoniano de Canham-Helfrich [10, 40] que se describe a continuación.

1.1.1. Enerǵıa de doblamiento: Hamiltoniano de Canham-Helfrich

Para describir la enerǵıa de doblamiento de una superficie, en 1970 Canham originalmente propuso
[10] una densidad Hamiltoniana con la caracteŕıstica que es cuadrático en las curvaturas principales de la
superficie, C1 y C2, dado por

HC =
1

2
κ
(
K2 − 2KG

)
. (1.1)

donde κ es el módulo de rigidez,K = C1+C2 es (el doble) la curvatura media yKG = C1C2 es la curvatura
Gaussiana de la superficie. Posteriormente, en 1973 Helfrich introdujo otra densidad Hamiltoniana que
difiere ligeramente de la de Canham [40], la cual está dada por

HH =
1

2
κ (K − C0)

2
+ κGKG. (1.2)

donde κG es el módulo de rigidez Gaussiana y C0 es la curvatura espontánea que representa la tendencia
de la superficie a curvarse en alguna dirección, de manera que sea asimétrica.

Aunque localmente ambas densidades aparentemente son distintas, globalmente coinciden debido al
teorema de Gauss-Bonnet, el cual establece que la integral de la curvatura GaussianaKG sobre toda el área
es equivalente a una constante topológica, más precisamente

∫
dAKG = 2πχ, donde χ es la caracteŕıstica

de Euler de la superficie [76], de manera que los términos por los cuales difieren no son relevantes en las
ecuaciones de Euler-Lagrange resultantes de ambas densidades Hamiltonianas. Aśı, el Hamiltoniano que
describe la enerǵıa de doblamiento de una superficie sin fronteras y sin curvatura espontánea, llamado de
Canham-Helfrich, está definido por

HCH =
1

2
κ

∫
dAK2. (1.3)

el cual es invariante bajo reparametrizaciones y movimientos euclidianos. En adelante se considerará que
el modulo de rigidez es igual a la unidad, κ = 1.
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Este Hamiltoniano está relacionado también con el Hamiltoniano de Willmore [105], definido por

HW =

∫
dA K̃abK̃ab =

1

2

∫
dA (c1 − c2)

2
=

1

2

∫
dAK2 − 2

∫
dAKG , (1.4)

donde K̃ab = Kab − 1/2gabK es la parte sin traza del tensor de curvatura, difiere como antes, únicamente
por un múltiplo del invariante topológico de Gauss-Bonnet. Se observa que siempre es mayor o igual a
cero, siendo cero si y solo si se trata de una esfera, de manera que la minimización de esta enerǵıa trata
de hacer a la superficie resultante lo más “redonda” posible [6].

Una propiedad interesante que posee el Hamiltoniano de Willmore, es su invariancia respecto de trans-
formaciones conformes del espacio ambiente en el cual está encajada la superficie (traslaciones, rotaciones,
dilataciones y transformaciones especiales conformes).

La aplicabilidad del Hamiltoniano de Canham-Helfrich no está restringida sólo a escalas mesoscópicas,
también se emplea ampliamente para representar a nivel macroscópico la enerǵıa de doblamiento de
cualquier superficie, tal como una hoja de papel, una placa metálica o las hojas de una planta. Por ejemplo,
en principio un modelo que describa las marcas de estrés en una hoja de papel arrugada dependeŕıa de las
propiedades f́ısicas del papel, sin embargo a escalas mucho mayores que su grosor, dicha estructura interna
no es relevante, puesto que estas marcas pueden ser tratadas como puntos o curvas, siendo el módulo de
rigidez el único parámetro relevante [75]. Debido a su amplio intervalo de aplicabilidad ha sido utilizado
también en una gran variedad de problemas, desde la determinación de la inestabilidad de configuraciones
icosaedrales que adoptan los virus cuando su tamaño es suficientemente grande, por Nelson et al. [66],
hasta en la minimización de la enerǵıa de doblamiento de una esfera para encontrar la homotoṕıa que
conecta una esfera con la normal hacia afuera con la esfera que tiene la normal hacia adentro, es decir
la inversión del interior y el exterior de una esfera, proceso denominado minimax eversion, el cual fue
desarrollado por Kusner et al [28].

1.2. Principio variacional y el tensor de esfuerzos

Un problema fundamental desde el punto de vista f́ısico es establecer la relación entre la geometŕıa de
la superficie y el estado de los esfuerzos subyacentes que hacen posible su realización f́ısica como estado de
equilibrio. Para resolver este problema, es necesario primero saber cómo responde el Hamiltoniano a las
deformaciones de la superficie. Aunque el problema es aparentemente sencillo, existe un número de sutilezas
técnicas para su implementación. En particular, si el Hamiltoniano es invariante bajo reparametrizaciones,
las deformaciones tangenciales en la superficie tienen un papel muy distinto a su contraparte normal. Por
ejemplo, el carácter fluido de la membrana se manifiesta en la identificación de la deformación tangencial
con una reparametrización, la respuesta del Hamiltoniano a la deformación tangencial se resume en una
divergencia tal que su consecuencia se manifiesta solo en la frontera de la superficie. Únicamente la
respuesta normal produce un cambio observable en el interior de la membrana.

Una superficie en equilibrio mecánico se describe por medio de un tensor de esfuerzos conservado. La
descripción del equilibrio en términos de un tensor de esfuerzos geométrico ha sido discutido previamente.
En las referencias [95] y [69]), Steigmann y Lomholt presentaron tratamientos f́ısicos en los contextos de la
mecánica de medios continuos y de la termodinámica respectivamente. El tratamiento dentro del contexto
termodinámico se remonta al trabajo de Evans [27]. El concepto de tensores de esfuerzos geométricos en
superficies también es familiar, si bien sólo impĺıcitamente, en el contexto de superficies mı́nimas [42, 59]
donde aparecen en la identificación de los pesos–fuerzas externas–que proporcionan la tensión que evita
el colapso de la superficie. Revisiones recientes que resumen el papel de los esfuerzos geométricos en el
contexto de la materia condensada suave y de biof́ısica, han sido presentadas por Deserno [26] y Powers
[87].
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En el contexto de una descripción parametrizada de la superficie, en la referencia [12] se presentó una
expresión novedosa y simple para la respuesta del Hamiltoniano en términos de los esfuerzos actuando
dentro de la superficie. Se mostró que el tensor de esfuerzos para la membrana fluida, a diferencia de
su contraparte para un medio elástico, depend́ıa sólo de la geometŕıa de la superficie. Ésto hizo posible
el estudio de los estados de equilibrio de las membranas fluidas en términos de la conservación de su
tensor de esfuerzos. En este trabajo se enfatizó la importancia de la distinción entre los comportamientos
de las geometŕıas intŕınseca y extŕınseca de la superficie bajo deformaciones. La geometŕıa intŕınseca,
caracterizada por la métrica inducida, determina distancias a lo largo de curvas sobre la superficie; su
contraparte extŕınseca, caracterizada por la curvatura extŕınseca, determina qué tan rápido cambia el
vector normal conforme se mueve sobre la superficie, o sea, mide cómo se dobla la superficie en el espacio
ambiente. Juntos, la métrica inducida y la curvatura extŕınseca caracterizan completamente la geometŕıa:
en particular, los invariantes geométricas asociadas con la superficie son escalares construidos con estos dos
tensores; en particular, el Hamiltoniano de doblamiento depende sólo de estas variables. Existe un obstáculo
técnico que complica esta identificación: la métrica y la curvatura no son variables matemáticamente
independientes; están conectadas por un conjunto de condiciones de integrabilidad: las ecuaciones de
Gauss-Codazzi y de Codazzi-Mainardi. La ecuación de Gauss-Codazzi, en particular, indica que el producto
de las dos curvaturas principales (la máxima y la mı́nima) esta determinado completamente por la métrica,
y como consecuencia, la respuesta extŕınseca está constreñida por la respuesta intŕınseca.

Posteriormente en la referencia [37] se realizó una descomposición más precisa presentando un método
novedoso, el cual consiste en realizar el principio variacional tratando a la métrica y a la curvatura co-
mo variable independientes, incorporando su interdependencia con la introducción de multiplicadores de
Lagrange apropiados. Esta reformulación del principio variacional permite identificar de manera directa a
uno de estos campos auxiliares como el tensor de esfuerzos de la superficie, proporcionando una construc-
ción “canónica” y expĺıcita del tensor de esfuerzos en términos de sus partes geométricas, intŕınsecas y
extŕınsecas. La ventaja principal de este marco teórico es su generalidad admitiendo extensiones que nos
permiten abordar aplicaciones inaccesibles con la formulación original.

En la presente tesis se aplica este marco teórico del tensor (vector) de esfuerzos a un conjunto de pro-
blemas de interés en la f́ısica de la materia condensada blanda, algunos con la caracteŕıstica que involucran
constricciones locales. En estos problemas un logro importante es la determinación de la distribución de
esfuerzos en los sistemas f́ısicos en cuestión, aśı como la fuerza total que actúa sobre ellos estableciendo el
estado de equilibrio. A continuación se describen los problemas abordados en esta tesis.

En el caṕıtulo 2 se desarrolla una versión de este marco teórico para describir poĺımeros semiflexibles
modelados como curvas. Primero se desarrolla en general para curvas sin constricciones espaciales más que
fijar su longitud, y posteriormente se introduce la restricción de confinamiento por superficies. El principio
variacional se efectúa introduciendo multiplicadores de Lagrange apropiados que imponen las definiciones
de la base adaptada a la curva y también la constricciones del confinamiento. En el caso de curvas libres, las
corrientes de Noether asociadas con las invariancias traslacional y rotacional de la enerǵıa de doblamiento
de la curva se identifican con los vectores de esfuerzos y de torcas en la curva. Luego se adapta este
marco teórico para incluir la constricción de confinamiento, dentro del cual se derivan las ecuaciones
de Euler-Lagrange aśı como una expresión para la fuerza confinante en términos de la geometŕıa local,
tanto de la superficie como de la curva. También se obtienen las condiciones de frontera apropiadas que
describen la geometŕıa del poĺımero en los puntos de contacto. Como aplicación, se consideran los casos
de confinamientos esférico y ciĺındrico circular, obteniendo las primeras integrales de sus ecuaciones de
Euler-Lagrange de manera que las configuraciones confinadas correspondientes se describen en términos de
una cuadratura. Asimismo las configuraciones de equilibrio de un poĺımero semi-flexible confinado dentro
de una esfera se identifican expĺıcitamente y se discute su estabilidad para el caso de confinamiento débil.
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En el caṕıtulo 3, siguiendo las referencias [12] y [37] se presenta una revisión del marco teórico para
describir esfuerzos en superficies. Dentro de este marco se obtiene que la primera variación de un Hamil-
toniano geométrico dá como resultado la divergencia de un tensor. Este tensor conservado en equilibrio se
identifica como el tensor de esfuerzos de la superficie por medio de la corrientes de Noether conservadas
asociadas con la invariancia traslacional de la enerǵıa [12]. De igual manera, pero para el caso de invarian-
cia rotacional, se identifica el respectivo tensor de torcas. Mediante la integración de las componentes de
estos tensores a lo largo de curvas cerradas sobre la superficie, se pueden conocer tanto la fuerza como la
torca totales a las que está sujeta dicha superficie.

Como se mencionó anteriormente, si el Hamiltoniano en consideración es invariante bajo reparame-
trizaciones, únicamente las deformaciones normales a la superficie producen cambios f́ısicos. A nivel del
tensor de esfuerzos, esto se refleja en el hecho que las proyecciones de su divergencia en las direcciones
tangenciales corresponden únicamente a identidades que representan condiciones de consistencia de dicho
tensor. En cambio la proyección a lo largo de la normal de la superficie proporciona la ecuación de Euler-
Lagrange, llamada también “ecuación de forma”, y cuyas soluciones proveen las posibles configuraciones
que (en equilibrio) pueden adoptar las superficies que minimizan la enerǵıa correspondiente. Por ejemplo,
la primera variación del funcional de área es el producto de la curvatura media y la deformación normal
integrada sobre toda el área, de manera que las superficies que extremizan esta enerǵıa son las que poseen
curvatura media cero, llamadas superficies mı́nimas debido a que minimizan localmente el área. Para el
caso de la enerǵıa de Canham-Helfrich la ecuación de forma refleja el balance entre el Laplaciano de la
curvatura y un término cúbico de la misma, en particular tiene como soluciones a las esferas (con curvatura
media constante) y también a las superficies mı́nimas.

En el caṕıtulo 4 se adapta este marco teórico en la representación generalizada de Weierstrass-Enneper,
en la cual una superficie de curvatura media arbitraria, se parametriza de manera conforme por un espinor
de dos componentes que satisface una ecuación tipo Dirac bidimensional, acoplado por un potencial real
relacionado con la curvatura media de la superficie. Se identifica el tensor de esfuerzos en esta repre-
sentación espinorial de superficies y éste se aplica en la descripción de peĺıculas de jabón y membranas
fluidas.

En general, en este tipo de problemas, se tiene una interdependencia entre los esfuerzos y la geometŕıa
de la superficie, espećıficamente de su curvatura extŕınseca; dada una superficie que minimiza su enerǵıa
de doblamiento se puede calcular los esfuerzos a los que está sometida y al contrario especificando los
esfuerzos sobre una superficie se puede en principio determinar las posibles superficies que minimizan su
enerǵıa de doblamiento con estas constricciones.

Estos modelos de carácter geométrico tienen una amplia gama de aplicabilidad y el marco teórico de
tensores de esfuerzos provee una manera directa y sistemática para su estudio. A continuación se presentan
dos aplicaciones importantes y relevantes a dos caṕıtulos de esta tesis.

1.3. Nuevas soluciones a partir de superficies mı́nimas: Inversión

La forma de equilibrio de varias de las membranas interiores de una célula biológica seŕıa inestable de no
ser por la presencia de las fuerzas externas locales que actúan sobre la geometŕıa. Como se mencionó antes,
la estructura compleja del Golgi no existiŕıa sin el sistema de microtúbulos que la amarre; la membrana
interior arrugada de la mitocondria esta confinada por una membrana exterior de menor área.

En las referencias [17, 18] se exploraron los estados de equilibrio de una membrana esférica cuyo estado
desinflado se mantiene debido a la acción de constricciones locales. Para construir estas geometŕıas se hizo
uso de la simetŕıa conforme de la enerǵıa de doblamiento bi-dimensional inducida del espacio Euclidiano
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tridimensional. Como se mencionó anteriormente, la enerǵıa de doblamiento es invariante bajo transfor-
maciones que preservan ángulos. Más aún, la ecuación de forma proveniente de este Hamiltoniano hereda
la simetŕıa bajo estas transformaciones conformes, lo que implica que las transformaciones conformes de
sus soluciones también son soluciones. En particular, la invariancia bajo cambios de escala implica que si
no fuera por las constricciones sobre el área, volumen interior, etc., dos configuraciones relacionadas úni-
camente por un cambio de escala tendŕıan la misma enerǵıa. Esto es cierto no sólo para transformaciones
infinitesimales sino también para transformaciones finitas, en particular, dos geometŕıas relacionadas por
escalamiento o inversión en una esfera también tienen la misma enerǵıa. Y si una de las dos es un estado
de equilibrio, la otra también lo es.

Bajo inversión, una superficie no-compacta puede sufrir un cambio de topoloǵıa. En la referencia [18] el
punto de partida del análisis, fue el catenoide, la superficie mı́nima no-trivial más simple y qué consiste en
un cuello ciĺındrico que se abre exponencialmente en sus dos extremos. Estos cuellos están involucrados en
la formación de vesiculas: el costo energético local es cero; además, las geometŕıas mı́nimas con múltiples
cuellos ocurren como componentes de la geometŕıa complicada del aparato de Golgi. Sorpresivamente,
las contrapartes invertidas de estas geometŕıas también tienen una interpretación f́ısica biológicamente
relevante: bajo inversión en una esfera centrada en el origen, el catenoide se transforma en una geometŕıa
esférica desinflada con dos puntos (originados de las regiones asintóticas del catenoide) que se tocan, de
manera que se asemeja bastante a la forma de discocito de los glóbulos rojos en la sangre. Mientras el
catenoide es único salvo escalamiento, la morfoloǵıa de su contraparte invertida depende sensiblemente
del centro de inversión, de forma que moviendo el centro de inversión a lo largo del eje de simetŕıa del
catenoide se obtiene una familia uniparamétrica de geometrias desinfladas con simetŕıa axial [18]. En [17]
se exploró la integrabilidad de la ecuaciones de Euler-Lagrange para una geometŕıa con simetŕıa axial.

Se encontró que la geometŕıas invertidas exhiben un plano tangente en los dos puntos mantenidos en
contacto. Sin embargo siempre exhiben singularidades de la curvatura en los puntos en contacto. Estas
singularidades indican la presencia de un par de fuerzas opuestas y de igual magnitud dirigidas a lo largo
del eje de simetŕıa que forza a los polos a juntarse. De no ser por la presencia de estas fuerzas tal geometŕıa
no podŕıa existir como configuración en equilibrio: sin ellas la geometŕıa se inflaŕıa en una esfera redonda,
el único equilibrio de una membrana fluida topológicamente esférica en ausencia de fuerzas externas.

La magnitud de la fuerza que junta los polos puede ajustarse a través de la traslación del punto de
inversión. Conforme se traslada este punto a lo largo del eje de simetŕıa ocurre una transición continua
entre el discocito y el estomatocito, una geometŕıa que se asemeja a una copa, de manera que este modelo
representa el primer ejemplo de una transición de forma descrito completamente desde el punto de vista
anaĺıtico.

En el caṕıtulo 5 se presenta una generalización de estos resultados. Primero se estudian las veśıculas
desinfladas que se obtienen cuando el centro de inversión está fuera del eje de simetŕıa del catenoide.
Luego, por medio de la inversión de las superficies mı́nimas presentadas por Jorge y Meeks [45], llamadas
k-noides, que son la generalización natural del catenoide, pues poseen k cuellos catenoidales, se construyen
geometŕıas que consisten en veśıculas fluidas desinfladas con k puntos en contacto. En estas geometŕıas,
las singularidades localizadas en estos puntos se relacionan con las k fuerzas que mantienen pegados estos
puntos. Asimismo se presenta una expresión general, nueva y sumamente simple para estas fuerzas.

1.4. Deformación de superficies planas

Cómo se arruga una hoja de papel en la mano o la defensa de un coche en un accidente es un proceso
sutil no local. Un tratamiento teórico confiable solo ha sido desarrollado en años recientes [106]. Es posible
adoptar el marco teórico desarrollado para estudiar membranas fluidas en [37] en la formulación de un
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principio variacional para identificar los estados de equilibrio de la hoja.

En una primera aproximación, es posible tratar la hoja como una superficie inextensible en casi todos
sus puntos, es decir, en cualquier deformación de ésta, por ejemplo cuando se arruga, la distancia en
la superficie entre puntos no cambia; no solo las expansiones sino también cortes de la superficie no
están permitidos. En términos geométricos la métrica inducida en la superficie permanece fija, aśı que las
únicas deformaciones de la superficie permisibles son isometŕıas. En el ĺımite en el que el grosor superficial
es mucho menor que el radio de curvatura, excepto en ciertas regiones minoritarias, esta aproximación
proporciona una descripción excelente de cualquier hoja elástica, en particular de una hoja de papel.

En primer lugar es necesario abordar el reto técnico sutil: cómo resolver las ecuaciones de forma
consistentes con una superficie desarrollable. Además es necesario identificar las condiciones de frontera
relevantes consistentes con isometŕıas. Aplicando de manera ingenua las condiciones de frontera relevantes
a una membrana fluida resulta en una identificación incorrecta de los esfuerzos dentro de la superficie,
pues t́ıpicamente, la constricción local sobre la métrica no es consistente globalmente con las fuerzas
externas impuestas sobre la hoja. Esta constricción limita drásticamente cómo se puede doblar la hoja;
según el teorema Egregium de Gauss, la superficie deformada también tendrá curvatura Gaussiana cero.
De acuerdo con esta restricción la hoja tratará de doblarse en una única dirección casi en todas partes
para aśı preservar su curvatura Gaussiana nula. Pero debido también al hecho de que debe deformarse en
una región más pequeña, resulta que la manera más eficiente de minimizar la enerǵıa almacenada y de
mantener la condición de inextensibilidad en la mayor parte de la superficie, es por medio de una violación
de la constricción en ciertas regiones: las deformaciones se distribuyen doblando la superficie en más de
una dirección, por lo que en general además se estirará formando picos agudos conectados por dobleces
bien definidos en donde está concentrado el esfuerzo, tal como puede observarse en una hoja de papel
arrugada [20].

Aśı, las superficies resultantes de la deformaciones, además de minimizar la enerǵıa de doblamiento,
deben estar constituidas por pedazos de superficies isométricas al plano. Las posibles superficies con
curvatura Gaussiana cero, son los conos, cilindros y las superficies desarrollables en su tangente [34].

Como se verá en el caṕıtulo 6, para identificar los estados de la hoja deformada, consistentes con
una métrica fija, es necesario minimizar la enerǵıa de doblamiento bajo esta constricción local. En este
contexto vale la pena enfatizar las diferencias entre este problema y su contraparte para una membrana
fluida: en el primer caso las deformaciones tangenciales están prohibidas (costando una enerǵıa infinita);
en el segundo las deformaciones tangenciales que preservan el área no implican un costo energético. En
un caso la constricción es local en el otro es global. Ambos casos representan ĺımites ideales opuestos
del comportamiento de una superficie bajo doblamiento. Lo que tienen en común es el hecho que los dos
limites involucran únicamente a los grados de libertad geométricos de la superficie.

En la referencia [36], se presentó una modificación del principio variacional para imponer la constricción
sobre la métrica usando multiplicadores de Lagrange locales. Se demostró que estos multiplicadores se
identifican en un estado de equilibrio con un esfuerzo tangencial adicional conservado sobre la superficie;
la ecuación de Euler-Lagrange se modifica con la adición de un acoplamiento lineal entre este esfuerzo y
la curvatura extŕınseca.

El defecto más simple en una hoja inextensible es un pico aislado: en la vecindad de este pico la
superficie es un cono. [5, 20]. A diferencia del cono de helado que tiene déficit de ángulo positivo, el cono
formado en una hoja de papel plana después de la aplicación de una fuerza externa, siempre tiene un
déficit de ángulo cero. En la referencia [75] se demostró que otro tipo de cono, con un exceso de ángulo,
podŕıa ocurrir como un defecto en las hojas planas. Morfoloǵıas parecidas surgen durante el crecimiento
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de varias hojas biológicas caracterizada por una curvatura de Gauss negativa; en particular varias algas
y flores asumen esta forma durante su crecimiento [75]. En este trabajo se realizó una caracterización
rigurosa de estos defectos cónicos. Se demostró que existe un mapeo uno a uno entre estas morfoloǵıas y
las configuraciones de equilibro de la elástica de Euler definida sobre una esfera, un sistema discutido por
matemáticos por primera vez en los años ochenta. Usando esta identificación, se encontró que existe una
infinidad de estados de la hoja, etiquetado por un entero, n = 2, 3, 4, . . . . A partir de un cierto ángulo
todas las configuraciones exhiben puntos de auto-contacto. La complejidad crece conforme aumenta el
ángulo de exceso. En el caṕıtulo 6 se analizará la estabilidad de estas configuraciones para ángulos de
exceso pequeños.

Asimismo este mismo marco teórico del tensor de esfuerzos se aplicará para los modos de deforma-
ción más generales consistentes con isometŕıa. El ápice del defecto cónico proporciona una constricción
geométrica muy fuerte proporcionando estabilidad al estado base del cono. Cuando se corta un disco al-
rededor del ápice se encuentra que este estado se vuelve inestable; en la ausencia del ápice como centro
de organización del cono, el ánulo restante (sección comprendida entre dos fronteras circulares) se relaja
en una superficie plana más general: una superficie desarrollable en su tangente. Aunque tales superficies
han sido estudiadas desde el siglo XIX, nunca han sido estudiadas en este contexto f́ısico. Estas superficies
son generadas por las tangentes de una curva espacial, su llamado borde de regresión, que las describe
completamente. La justificación principal para dedicar tiempo a este problema es porque representa una
buena aproximación para varias membranas biológicas delgadas, entre ellas las hojas de plantas, cuyas
propiedades elásticas en escalas macroscópicas son determinadas por las paredes celulares que envuelven
las células. Explicar las morfoloǵıas observadas es un reto importante biof́ısico. Curiosamente, este pro-
blema tiene relevancia no sólo en la f́ısica de la materia condensada suave, la ingenieŕıa y la biof́ısica,
también resulta relevante en el trabajo de arquitectos contemporáneos que quieren explotar las propie-
dades especiales de las superficies desarrollables formadas por placas metálicas planas para crear formas
estructurales novedosas; el museo Guggenheim en Bilbao, diseñado por Frank Gehry, proporciona un
ejemplo bien conocido.



Caṕıtulo 2

Esfuerzos y torcas en curvas

En este caṕıtulo se desarrolla un marco teórico para estudiar configuraciones en equilibrio de curvas enE3, cuya enerǵıa asociada depende sólo de su curvatura y torsión de Frenet-Serret. La dependencia de estas
cantidades de las funciones de encajamiento de las curvas se implementa introduciendo multiplicadores de
Lagrange locales en el principio variacional y se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes.
Este marco se extiende para tratar el problema en el cual la curva está constreñida a estar sobre una
superficie prescrita. Estos resultados se especializan al caso de la elástica de Euler y como aplicación se
consideran los casos de curvas de este tipo confinadas dentro de esferas.

2.1. Principio variacional para curvas usando variables auxiliares

Todo Hamiltoniano invariante bajo transformaciones euclidianas H [Y] definido sobre una curva espa-
cial Γ : s→ Y(s) parametrizada por longitud de arco s, y que depende únicamente de la trayectoria misma,
puede ser expresado en términos de la curvatura κ y torsión τ definidas en el marco de Frenet-Serret (FS)
adaptado a Γ, aśı como de sus derivadas, en la forma [3]

H [Y] =

∫
dsH(κ, τ, κ′, τ ′, . . . ) , (2.1)

donde ′ representa diferenciación con respecto a s.

Es posible hacer esto, pues una vez que las curvaturas están dadas, la curva misma siempre puede ser re-
construida salvo movimientos euclidianos (traslaciones y rotaciones) [92]. Esta relación permite reemplazar
las funciones de encajamiento por las curvaturas y tratarlas como variables geométricas independientes.

Uno está interesado en los puntos cŕıticos de H , pero para determinarlos correctamente se debe tomar
en cuenta que existe una sutileza en mantener la relación de κ y τ con Y en el principio variacional: las
ecuaciones de Frenet-Serret (FS), dadas por las ecuaciones (A.1), se deben preservar bajo deformaciones
de la curva.

Una manera de hacer que esta condición se cumpla, es imponer este conjunto de ecuaciones como
un conjunto de constricciones en el principio variacional. Esto se puede lograr con la introducción de
multiplicadores de Lagrange de manera análoga a la presentada en la referencia [37]. Cuando esto se
realiza, κ, τ y Y están libres para ser variadas independientemente. Como el vector tangente y las normales
a la curva aparecen en estas ecuaciones es natural también tratar estas variables independientemente.

Tres multiplicadores de Lagrange (dados como componentes de un vector F) son necesarios para
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fijar las variaciones de las componentes del vector tangente T para que sean la primera derivada de las
funciones de encajamiento de la curva, otros seis (λab) para asegurar la ortonormalización del marco
FS {T,N,B} y finalmente tres multiplicadores (Λab) para establecer las relaciones entre esta base y
su derivada, mismas que definen las curvaturas y al mismo tiempo aseguran que su variación respeta
las ecuaciones de FS. Teniendo en cuenta lo anterior, se construye el siguiente Hamiltoniano efectivo
Hc(Y,T,N,B, κ, τ,F, λab,Λab):

Hc = H(κ, τ) +

∫
F · (T−Y′)ds

+
1

2

∫
λTT(T ·T− 1)ds+

1

2

∫
λNN(N ·N− 1)ds+

1

2

∫
λBB(B ·B− 1)ds

+

∫
λTNT ·Nds+

∫
λNBN ·Bds+

∫
λBTB ·Tds

+

∫
ΛTN(T′ ·N− κ)ds+

∫
ΛNB(N

′ ·B− τ)ds +

∫
ΛBTB

′ ·Tds. (2.2)

El multiplicador de Lagrange λTT asegura que el parámetro s es longitud de arco.

El único lugar donde aparece Y en el Hamiltoniano efectivo es en la constricción tangencial implemen-
tada por F, de manera que la variación con respecto a Y es

δHc =

∫
dsF′ · δY ; (2.3)

aśı, la ecuación Euler-Lagrange correspondiente está dada por la conservación de F:

F′ = 0 , (2.4)

lo cual consecuencia directa de la invariancia traslacional de H como se mostrará más adelante.

De la variación de Hc con respecto a κ y τ se determinan directamente los multiplicadores de Lagrange
que implementan sus definiciones

ΛTN =
∂H
∂κ

≡ Hκ, ΛNB =
∂H
∂τ

≡ Hτ . (2.5)

Finalmente Hc es estacionario con respecto a T, N y B respectivamente cuando

F+ λTTT+ λTNN+ λBTB+ ΛBTB
′ − (ΛTNN)′ = 0 , (2.6a)

λTNT+ λNNN+ λNBB+ ΛTNT′ − (ΛNBB)′ = 0 , (2.6b)

λBTT+ λNBN+ λBBB+ ΛNBN
′ − (ΛBTT)′ = 0 . (2.6c)

Sustituyendo las ecuaciones de FS en las ecuaciones (2.6), se obtiene

F+ (λTT + κΛTN)T+
(
λTN − τΛBT − Λ

′

TN

)
N+ (λBT − τΛTN)B = 0 , (2.7a)

λTNT+ (λNN + κΛTN + τΛNB)N+
(
λNB − Λ

′

NB

)
B = 0 , (2.7b)

(
λBT − κΛNB − Λ

′

BT

)
T+ (λNB − κΛBT)N+ (λBB + τΛNB)B = 0 . (2.7c)

La independencia lineal del marco de FS implica que los seis coeficientes de las ecuaciones (2.7b) y (2.7c)
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deben ser nulos

λTN = 0, (2.8a)

λNN + κΛTN + τΛNB = 0, (2.8b)

λNB − Λ
′

NB = 0, (2.8c)

λBT − κΛNB − Λ
′

BT = 0, (2.8d)

λNB − κΛBT = 0, (2.8e)

λBB + τΛNB = 0. (2.8f)

Resolviendo para los demás multiplicadores de Lagrange en términos de las cantidades conocidas ΛTN y
ΛNB, dadas en la ecuación (2.5), se obtiene

λNN = −κΛTN − τΛNB, (2.9a)

λBB = −τΛNB, (2.9b)

λNB = Λ
′

NB, (2.9c)

λBT = κΛNB +

(
Λ

′

NB

κ

)′

, (2.9d)

ΛBT =
Λ

′

NB

κ
. (2.9e)

Sustituyendo los valores de todos estos multiplicadores en la ecuación (2.7a), se obtiene que F está dado
por

F = (−λTT − κHκ)t+
(τ
κ
Hτ

′ +Hκ
′
)
n+

(
τHκ − κHτ −

(
1

κ
Hτ

′

)′
)
b. (2.10)

En este punto, sólo falta determinar λTT. Esto se realiza a través de la ley de conservación para F.
Sustituyendo (2.10) en la ecuación (2.4) y tomando las proyecciones en el marco de FS, se obtienen las
siguientes ecuaciones

εT = F
′ ·T = 0 = −(κHκ)

′ − τH′

τ − κH′

κ − λ
′

TT , (2.11)

εN = F′ ·N = 0 = H′′

κ −
(
κ2 + τ2

)
Hκ + 2τ

(Hτ
′

κ

)′

+ τ ′

(
H′

τ

κ

)
+ κτHτ − κλTT , (2.12)

εB = F
′ ·B = 0 = (τHκ)

′

−
(Hτ

′

κ

)′′

− (κHτ )
′

+ τ
( τ
κ
Hτ

′ +H′

κ

)
. (2.13)

Como H es un escalar bajo reparametrizaciones, la parte tangencial de la variación es una derivada total;
la componente correspondiente de la ecuación de EL, dada por la ecuación (2.11), se debe satisfacer
idénticamente [11]. Integrando la ecuación (2.11) se obtiene que λTT está dado por

λTT = H− 2κHκ − τHτ + c, (2.14)

donde c es una constante de integración asociada con la constricción de longitud fija 1. Modulo esta
constante, el vector F está completamente determinado por la curva

F = (κHκ + τHτ −H− c)T+
(
H′

κ +
τ

κ
H′

τ

)
N+


τHκ − κHτ −

(
H′

τ

κ

)′

B . (2.15)

1Uno podŕıa usar el funcional H̃ = H + c en lugar de H, donde c actúa como un multiplicador de Lagrange que fija la
longitud total.
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Sustituyendo (2.14) en (2.12) (y manipulando la ecuación (2.13), se obtienen las dos ecuaciones de EL que
corresponden a los dos modos independientes de deformación de la curva

εN = H′′

κ +
(
κ2 − τ2

)
Hκ + 2τ

(
H′

τ

κ

)′

+ τ ′

(
H′

τ

κ

)
+ 2κτHτ − κ(H+ c) = 0 , (2.16)

εB = 2 (τHκ)
′

− τ
′Hκ −

(
Hτ

′

κ

)′′

− (κHτ )
′

+
τ2

κ
H′

τ = 0 . (2.17)

Estas dos ecuaciones coinciden con las ecuaciones (77) y (78) de la referencia [11]2 en donde fueron
obtenidas de manera algo más laboriosa, ya que se determinó expĺıcitamente cómo responden las curvaturas
a la deformación de la curva, lo cual aqúı no fue necesario por la introducción de los multiplicadores de
Lagrange que permitieron variar todas estas cantidades libremente.

2.2. Identificación de los vectores de esfuerzos y torcas

En esta sección se identifican los vectores de esfuerzos y de torcas que actúan sobre la curva. Esto
se realiza analizando las cantidades conservadas asociadas con las invariancias respecto de traslaciones y
rotaciones del Hamiltoniano.

Salvo las ecuaciones EL anteriores (que en equilibrio se anulan), la variación del Hamiltoniano es
δHc =

∫
dsQ′, donde Q es la carga Noether dada por

Q = −F · δY + ΛTNN · δT+ ΛNBB · δN+ ΛBTT · δB . (2.18)

Usando las relaciones (2.5) y (2.9e), Q puede expresarse en términos de las cantidades geométricas de la
curva

Q = −F · δY +HκN · δT+HτB · δN+
H′
τ

κ
T · δB . (2.19)

Como H es invariante bajo transformaciones euclidianas, existen cantidades conservadas de acuerdo con
el teorema de Noether, las cuales se analizan a continuación.

Para el caso de una traslación infinitesimal de curva Γ por un vector δY = ǫd con ǫ un parámetro
infinitesimal, la base del marco de FS no cambia, aśı que la carga de Noether es simplemente Q = −ǫF ·d.
Entonces, en equilibrio la variación de la enerǵıa es

δHc = −ǫd ·
∫
dsF′ . (2.20)

Como el Hamiltoniano es invariante bajo traslaciones y el dominio de integración es arbitrario, se tiene
que

F′ = 0 . (2.21)

Se observa entonces que la conservación de F es consecuencia de la invariancia respecto de traslaciones de
H . El módulo cuadrado de F es el primer Casimir del grupo Euclidiano.

Considerando ahora el caso en que la curva Γ tiene fronteras en si y sf , si cambia únicamente la
frontera en sf , manteniendo fija la otra, ahora la variación del Hamiltoniano es

δHc = −ǫd · F(sf ) , (2.22)

2Excepto por la constante c, discrepancia debida a que en dicha referencia no se impuso la constricción sobre la longitud
de arco y por lo tanto sobre la longitud total de la curva.
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lo que establece que el cambio total en la enerǵıa de la curva es la proyección del vector F en la dirección
del desplazamiento d de la frontera, lo cual permite identificar a F como la tensión sobre Γ en sf .

Para el caso de una rotación infinitesimal de la curva δY = ǫω×Y, los vectores de base del marco de
FS se transforman como

δT = ǫω ×T , δN = ǫω ×N , δB = ǫω ×B . (2.23)

Aśı, la carga de Noether es Q = ǫω ·
(
−Y × F+HτT+

H
′

τ

κ N+HκB

)
. Entonces, la variación del Ha-

miltoniano está dada por

δHc = −ǫ ω ·
∫
dsM′, (2.24)

estableciendo que en equilibrio se conserva el vector definido por

M = Y × F+ S (2.25)

donde

S = −
(
HτT+

H′

τ

κ
N+HκB

)
. (2.26)

De forma similar a la identificación del vector de esfuerzos sobre la curva, M se identifica como el vector
de torcas con respecto al origen que actúa en un segmento de la curva. Éste consiste en dos partes, la
primera depende del origen, pero la segunda, dada por S, es de carácter intŕınseco, pues posee invariancia
traslacional.

Derivando con respecto a s la relación (2.26) se tiene que la torca diferencial intŕınseca está dada por

S
′

=


τHκ − κHτ −

(
H′

τ

κ

)′

N−

(
H′

κ +
τ

κ
H′

τ

)
B . (2.27)

Comparando esta expresión con la de F dada en (2.15) se observa que

S
′

= F×T , (2.28)

relación que se satisface independientemente de si la curva está en equilibrio, pues aun siM está conservada,
ni Y×F ni S están conservados por separado. Sin embargo, la proyección S · F̂, (F̂ = F/‖F‖) el segundo
Casimir del grupo Euclidiano, si está conservado.

En suma, las cantidades conservadas, el primer y el segundo Casimir del grupo euclidiano definidos
por F 2 = F ·F y J = S · F̂ están dados por las expresiones

F 2 = (κHκ + τHτ −H− c)2 +
(
H′

κ +
τ

κ
H′

τ

)2
+


τHκ − κHτ −

(
H′

τ

κ

)′



2

. (2.29)

J = − 1

F


Hτ (κHκ + τHτ −H − c) +

H′

τ

κ

(
H′

κ +
τ

κ
H′

τ

)
+Hκ


τHκ − κHτ −

(
H′

τ

κ

)′



 . (2.30)

En las siguientes subsecciones, se aplicarán estos resultados en dos ejemplos, a un modelo integrable
introducido por Kuznetsov y Plyushchay [62] que posteriormente será relevante para el estudio de superficie
desarrollables en su tangente en el caṕıtulo 6 y también se aplicará a la elástica de Euler en E3.
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2.2.1. Modelo de Kuznetsov-Plyushchay

En la referencia [62] Kuznetsov y Plyushchay, en el contexto de part́ıculas relativistas introdujeron un
modelo integrable con la siguiente densidad 3

H(κ, τ) = κ f (ζ) , con ζ =
τ

κ
, (2.31)

donde f(ζ) es una función arbitraria.

Para este caso, las derivadas de H son

Hκ = f− ζ fζ , Hτ = fζ . (2.32)

Su combinación da lugar a las siguientes identidades

Hκ + ζHτ = f, H′

κ + ζH′

τ = 0 , (2.33)

multiplicando ambas por κ se tiene que

κHκ + τHτ = H, κH′

κ + τH′

τ = 0. (2.34)

Sustituyendo la relación (2.34) en las ecuaciones (2.16) y (2.17) se obtiene que εN y εB están dadas
respectivamente por

ζ

((
H′

τ

κ

)′

− τHκ + κHτ

)
= c , (2.35)

(
H′

τ

κ

)′

− τHκ + κHτ = Cb , (2.36)

donde Cb es una constante de integración. La combinación de ambas ecuaciones conduce a que ζ es
constante. Nótese que si se impone la condición de arco-longitud fija, i.e. c 6= 0, entonces ni Cb ni ζ pueden
se cero. Entonces las curvas que extremizan este modelo satisfacen que su torsión es proporcional a su
curvatura: τ = ζκ. Mas aun, usando este hecho en la ecuación de EL (2.35), ésta se reduce a

τ
((
ζ2 + 1

)
fζ − ζf

)
= c, (2.37)

lo que implica que τ y por lo tanto κ, son constantes, de forma que las únicas curvas extremales co-
rresponden a hélices circulares. En la referencia [63], usando un formalismo Hamiltoniano, soluciones
completamente análogas a estas fueron encontradas como trayectorias de part́ıculas relativistas.

Usando (2.34) y (2.35) en la expresión de la fuerza (2.15) se obtiene que la fuerza está dirigida a lo
largo del vector de Darboux definido por D = τT+ κB [34], es decir

F = − c

τ
D. (2.38)

Aśı, el primer Casimir está dado por
ζ2F 2 = c2

(
1 + ζ2

)
, (2.39)

Su dependencia de la función f se da a través de la constante c definida en la ecuación (2.37). En parti-
cular, para superficies desarrollables en su tangente, la enerǵıa de doblamiento definida sobre su borde de
regresión es cuadrática en ζ:

f =
ρ

2

( τ
κ

)2
=
ρ ζ2

2
, (2.40)

3Aqúı se elige la razón τ/κ en lugar de su inversa, utilizada en dicha referencia, debido a que, como se verá en el caṕıtulo
6, es esta la razón que involucra la enerǵıa de las superficies desarrollables en su tangente.
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donde ρ es una constante, por lo que

Hκ = −ρζ
2

2
, Hτ = ρζ, y c = ρτζ

(
ζ2

2
+ 1

)
. (2.41)

Los vectores de esfuerzos y torca intŕınseca están dados por

F = −ρ ζ
(
ζ2

2
+ 1

)
D , S = ρ ζ

(
−T+

ζ

2
B

)
. (2.42)

Ambos se anulan cuando τ → 0. Estos vectores de esfuerzos y de torca obtenidos tienen la misma forma
que los presentados por Starostin y Heidjen en la referencia [94]4, en donde estudiaron fuerzas y torcas en
bandas en forma de hélice, aunque utilizando un Hamiltoniano definido sobre una curva geodésica en la
superficie, en lugar del borde de regresión.

El segundo Casimir está dado por

FJ =
cf

ζ
=
cρ

2
ζ. (2.43)

estableciendo una vez más que ζ es constante. Usando la expresión (2.39) del primer casimir, se puede
expresar J completamente en términos de ζ como

J =
ρ

2

ζ2√
1 + ζ2

, (2.44)

Si la fuerza es ortogonal a la torca, i.e. J = 0, entonces τ = 0 y la curva está en un plano.

2.2.2. Elástica de Euler

En general para un funcional que depende sólo en la primera curvatura κ, se tiene que Hτ = 0, y las
ecuaciones de EL se reducen a

εN = H′′

κ +
(
κ2 − τ2

)
Hκ − κ (L+ c) = 0 , (2.45a)

εB = 2 (τHκ)
′

− τ ′Hκ = 0 . (2.45b)

Multiplicando la ecuación (2.45b) por el factor integrante Hκ permite escribirla como una derivada total(
H2
κτ
)′

= 0, lo que implica que

τH2
κ = cb , (2.46)

con cb una constante de integración. Esta relación permite determinar τ como función de κ. Los dos
Casimires para este caso son

F 2 =
(
H′

κ

)2
+ (κHκ −H− c)2 + (τHκ)

2
. (2.47)

J = −τH
2
κ

F
. (2.48)

Comparando las ecuaciones (2.46) y (2.48) se observa que la constante de integración cb es precisamente
la cantidad conservada −FJ , de manea que se tiene la siguiente expresión para τ

τ = −F JH2
κ

. (2.49)

4Para demostrar esto en el caso de la torca se requiere hacer uso de la expresión (2.37)
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Sustituyendo esta expresión en la del primer casimir (2.47) resulta en la cuadratura para κ

(
H′

κ

)2
+ (κHκ −H − c)2 +

(
F J

Hκ

)2

= F 2 . (2.50)

Considerando a Hκ como la coordenada radial r de una part́ıcula ficticia de masa m = 2, la ecuación
(2.50) puede reescribirse como

mv2

2
+ V (r) +

1

2m

(
l

r

)2

= F 2 , (2.51)

que representa el movimiento radial de una part́ıcula con enerǵıa total F 2 y momento angular l = 2FJ
en un potencial central V (r) = (κr −H− c)2 [11].

En particular para la elástica de Euler, cuya enerǵıa asociada está dada por

HB =
1

2

∫
ds κ2 , (2.52)

esta es la enerǵıa de doblamiento del modelo de la cadena tipo gusano (Worm-Like Chain model) que
describe un poĺımero semiflexible inextensible [52].

En este caso Hκ = κ y las ecuaciones de EL (2.45a) y (2.45b) se reducen a

εN = κ
′′

+ κ

(
κ2

2
− τ2 − c

)
, (2.53a)

εB =
2

κ

(
κ2τ
)′
. (2.53b)

El segundo Casimir es J = −τκ2/F , de donde se obtiene que la torsión es

τ = −FJ
κ2

, (2.54)

Sustituyendo esta expresión para τ en la ecuación de Euler-Lagrange εN se obtiene la siguiente ecuación
diferencial para κ

εN = κ′′ + κ

(
1

2
κ2 − c

)
− F 2J2

κ3
= 0 . (2.55)

La condición para que una elástica de Euler plana (τ → 0) es que J = 0, lo cual sucede cuando la torca
intŕınseca S es ortogonal a la fuerza F.

El vector de esfuerzos en la elástica de Euler está dado por

F =

(
1

2
κ2 − c

)
T+ κ′N+ κτB. (2.56)

Su cuadrado, el primer Casimir proporciona directamente la primera integral de esta ecuación5, la cual
está dada por la siguiente cuadratura para κ

F 2 =
(
κ

′

)2
+

(
1

2
κ2 − c

)2

+

(
F J

κ

)2

. (2.57)

5Se podŕıa haber obtenido el mismo resultado multiplicando εN por el factor integrante κ′ e identificando la constante
de integración como (F 2 − c2)/2.
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Por medio del cambio de variable u(s) = 1/2κ(s)2, esta ecuación se puede reexpresar en la forma

(u′)2 + 2u(u− c)2 − 2F 2u+ F 2J2 = 0 . (2.58)

Las soluciones de esta ecuación diferencial están dadas en términos de funciones eĺıpticas. Este tipo de
curvas de longitud fija que minimizan la enerǵıa (2.52) han sido estudiados con enorme detalle. En la
referencia [65] Langer y Singer presentaron una clasificación sistemática de estas soluciones en el espacio
euclidiano tridimensional aśı como en la esfera con curvatura Gaussiana positiva constante y en el plano
de Poincaré, que es isométrico a la pseudoesfera con curvatura Gaussiana negativa constante. Una revisión
de estas soluciones se puede encontrar en la referencia [91].

En particular, de la ecuación (2.55) se tiene que para una curva plana de curvatura constante, el único
equilibrio estable es un ćırculo de radio R. La constante c está dada por c = 1/2R2 y el vector constante
F se anula. Bajo la la acción sola de la enerǵıa de doblamiento el lazo tendeŕıa a expandirse; pero la
constricción de longitud fija se opone a esta tendencia.

A continuación se presenta una adaptación de este marco teórico para incluir la constricción de que la
elástica de Euler esté confinada por una superficie.

2.3. Poĺımeros confinados por superficies

En esta sección se adapta el marco teórico desarrollado en la sección anterior para describir los estados
de equilibrio de un poĺımero semi-flexible confinado a una superficie. Esta constricción de confinamiento
se impone usando un multiplicador de Lagrange local. De esta manera se simplifican en gran medida los
argumentos variacionales usados anteriormente en este problema en la referencia [78].

La motivación para estudiar este problema surge de la biof́ısica: en un amplio rango de sistemas
biológicos se presenta el confinamiento o la adhesión de biopoĺımeros a membranas biológicas. El primero
ocurre dentro de compartimentos celulares o en las cápsidas virales; el segundo en el empacamiento de
ADN, ya sea en el enrollamiento alrededor de una histona ciĺındrica (conjunto de protéınas con forma de
bobina) o en la conformación de ADN u otros biopoĺımeros cuya transcripción y replicación está gobernada
por la adhesión espećıfica de ciertas protéınas [71, 80, 108].

Recientemente, este tipo de problemas ha recibido mucha atención, Bouè et al consideraron el confi-
namiento de una hoja ciĺındrica dentro de un cilindro circular [7], Frey et al. analizaron expĺıcitamente
el confinamiento de poĺımeros dentro de una esfera usando simulaciones de Monte Carlo, mientras que
Katzav et al hicieron lo mismo con un enfoque estad́ıstico empleando una aproximación de campo medio
[49].

En el marco teórico empleado aqúı, se considera al poĺımero completamente desde el punto de vista
geométrico, no se consideran efectos asociados con cargas electrostáticas ni fluctuaciones térmicas. Como
antes el poĺımero se modela como una curva en el espacio tridimensional cuya enerǵıa de doblamiento esta
dada por la ecuación (2.52). En particular se considerarán curvas cerradas. En ausencia de constricciones
externas, no hay mucho qué decir: el único equilibrio estable es el ćırculo. Sin embargo si se confinan sobre
una superficie en general estarán obligadas a adoptar una forma no circular siguiendo trayectorias que no
son geodésicas. Esto incrementa su enerǵıa elástica de doblamiento y genera fuerzas en la dirección normal
a la superficie confinante. La magnitud de estas fuerzas vaŕıa (incluso en el confinamiento esférico) a lo
largo de la región de contacto.

Este problema variacional con constricción fue considerado por primera vez en una serie de art́ıculos por
Nickerson and Manning en la referencias [70, 78]. En su manera de tratar el problema, se concentraron
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en los grados de libertad de la curva ligados a la superficie. Aunque esta manera aparentemente conduce
directamente a los aspectos f́ısicos relevantes, se pierde de vista información importante. La invariancia
Euclidiana del problema sin constricción (invariancia con respecto a traslaciones y rotaciones) no se pre-
serva debido a la constricción. La manera en la cual ésta se pierde no es arbitraria. Con el marco teórico
utilizado aqúı, se tiene seguimiento de esta simetŕıa. Esto se realiza trabajando con los grados de libertad
de la curva originales (sin constricción) e implementando la constricción por medio de un multiplicador
de Lagrange local, como se detalla a continuación.

La membrana sobre la que se confina el poĺımero se modela como una superficie bidimensional descrita
en forma paramétrica por el mapeo Σ : (u1, u2) → X(u1, u2). Para introducir la condición de que Γ
está sobre Σ se suma a la enerǵıa H [Y] dada por la ecuación (2.52) el siguiente término que implementa
esta constricción:

Hc[Y, u
a] = H [Y] +

∫
dsλ(s) · [Y(s) −X(ua(s))] , (2.59)

donde λ es un multiplicador de Lagrange con valor en vectores definido sobre la curve Γ. Es importante
notar que esta constricción rompe manifiestamente la invariancia traslacional de la enerǵıa H . Aśı, λ
también cuantifica la pérdida de invariancia Euclidiana en el sistema constreñido.

Este nuevo término contribuye en la variación de Hc a través de la variación de la curva Γ dos maneras:
por una parte como una curva espacial tal como en el caso sin constricción y por otra parte como una
curva sobre Σ (mediante la variación de las coordenadas ua sobre Σ).

La variación de Hc con respecto a las funciones de encajamiento Y ahora está dada por

δYHc =

∫
ds (F′ + λ) · δY . (2.60)

En equilibro, se encuentra que F′ = −λ. Entonces, en presencia de la constricción, la tensión por unidad de
longitud en la curva no está conservada; el multiplicador es la fuerza externa asociada con la constricción
[64].

La variación correspondiente de Hc con respecto a ua(s) está dada por

δuHc = −
∫
dsλ · eaδua , (2.61)

donde ea, a = 1, 2 son los vectores tangentes a la superficie adaptados a la parametrización por las coorde-
nadas ua. En equilibrio, λ·ea = 0; de manera que la fuerza en la curva asociada con la constricción siempre
actúa ortogonalmente a la superficie: λ = λn, donde n es el vector unitario normal a Σ. Combinando
estos resultados se obtiene

F′ = −λn . (2.62)

Para un lazo confinado por un cilindro, la invariancia traslacional a lo largo de su eje de simetŕıa (el eje
z por ejemplo) implica que la componente correspondiente de la fuerza, F3 = F · z, está conservada.

Una condición de integrabilidad para curvas cerradas es consecuencia de la ecuación (2.62):

∮
ds λn = 0 . (2.63)

Esto es válido independientemente de si el contacto es completo o no. Para una curva abierta, la integral
correspondiente es una medida de la fuerza neta actuando sobre la curva.
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A partir de la ecuación (2.62) se obtiene que la derivada de Euler-Lagrange tangencial εT = F′ · T
se anula idénticamente, peculiaridad que puede ser atribuida al hecho que los únicos grados de libertad
relevantes son geométricos, esté o no confinada la curva. Entonces F está dado nuevamente por la ecuación
(2.56), cuya diferenciación con respecto a s es

F′ = εNN+ εBB , (2.64)

donde las derivadas de Euler-Lagrange de la enerǵıa de doblamiento εN y εB están dadas por las ecuaciones
(2.53a) y (2.53b).

Se mostrará que la ecuación de Euler-Lagrange para la curva involucra que se anule una combinación
lineal de las derivadas de Euler-Lagrange del problema sin constricción. La fuerza confinante se identifica
como otra combinación lineal de estas derivadas; está por lo tanto también determinada completamente
por la geometŕıa local. Para esto es conveniente en este punto introducir sobre la curva el marco de
Darboux adaptado a la superficie, conformado por el trihedro dextrógiro {T,n, l}, donde l = T× n es el
vector normal a Γ que a su vez es tangente a Σ [23, 34]. Algunas propiedades relevantes de este marco se
resumen en el apéndice A.4. En particular, las normales del marco de FS se relacionan con sus contrapartes
del marco de Darboux por una rotación alrededor del vector tangente:

N = cosω n+ sinω l ; B = − sinω n+ cosω l . (2.65)

La relación T′ = κN permite expresar el ángulo de rotación en términos la razón de las curvaturas:
sinω = −κg/κ, o cosω = −κn/κ, donde κg y κn son respectivamente las curvaturas geodésica y normal a
largo de Γ,

κg = −T′ · l , κn = −T′ · n . (2.66)

Esto permite expresar F′ dado en la ecuación (2.64) en la forma

F′ = (cosω εN − sinω εB)n+ (sinω εN + cosω εB) l . (2.67)

La proyección de la ecuación (2.62) en l proporciona la ecuación de Euler-Lagrange

εl = sinω εN + cosωεB = 0 . (2.68)

Esta ecuación no involucra al multiplicador λ, pero la proyección en n lo determina

λ = − cosω εN + sinω εB . (2.69)

De esta forma, la fuerza normal está completamente determinada por la geometŕıa local.

En esta aproximación, se observa expĺıcitamente como ambas ecuaciones de Euler-Lagrange (2.68) y
la fuerza confinante (2.69) se obtienen de las dos derivadas de Euler-Lagrange del problema original.

Se tiene aśı que las ecuaciones de Euler-Lagrange de la elástica de Euler sin constricción, dadas por
εN = 0 y εB = 0, se reemplazan por la única ecuación εl = 0. Esta discrepancia en el número de ecuaciones
refleja el hecho que una curva espacial posee dos modos independientes de deformación, mientras que una
curva superficial posee sólo uno. En general, la integrabilidad del par original de ecuaciones se pierde
cuando la constricción está presente.

El vector F en la base de Darboux se descompone como

F =

(
κ2g + κ2n

2
− c

)
T−

(
κ′g + κnτg

)
l− (κ′n − κgτg)n . (2.70)
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2.3.1. Ec. de Euler-Lagrange en términos de las curvaturas

Usando las identidades (A.55) y (A.56) la ecuación de Euler-Lagrange (2.68) se puede expresar com-
pletamente en términos de las curvaturas sobre la superficie

− εl = κ′′g + κg

(
κ2g + κ2n

2
− τ2g − c

)
+

(
κ2nτg

)′

κn
= 0 . (2.71)

Esta expresión coincide con la presentada en la referencia [78],6 donde fue derivada usando un método
muy diferente. Es importante notar que involucra ambas curvaturas al igual que la torsión geodésica, por
lo que en general la curva no será una geodésica; incluso si κg = 0, la curva no minimizará la enerǵıa de
doblamiento, a menos que también cumpla algunos de los tres siguientes casos: κ2nτg es constante, es una
curva asintótica o una curva principal de la superficie, condiciones que son poco probables que satisfaga
una geodésica.

La magnitud de la fuerza normal λ dada por la ec. (2.69) es

λ = κ′′n + κn

(
κ2g + κ2n

2
− τ2g − c

)
−
(
κ2gτg

)′

κg
. (2.72)

Esta expresión no fue presentada en la referencia [78]. Una consecuencia de la descomposición simétrica
de la curvatura de FS en términos de sus partes geodésica y normal es el hecho λ tiene una expresión
idéntica a la derivada de Euler-Lagrange εl dada por (2.71) bajo el intercambio de κg con κn (y un cambio
de signo en el último término).

2.3.2. Pérdida de invariancia rotacional

La integrabilidad de las ecuaciones de Euler-Lagrange para una curva sin constricción se debe a la
invariancia Euclidiana de su enerǵıa. En general, con el confinamiento, se pierde no sólo la invariancia
traslacional, sino también la invariancia rotacional, por lo que la ecuación correspondiente a su contraparte
constreñida en general no será integrable.

No obstante, en varios casos de interés, la geometŕıa confinante respeta algún subgrupo del grupo
Euclidiano. En particular, las leyes de conservación asociadas con la invariancia residual para dos casos
especiales se examinarán: esferas (rotaciones) y cilindros (rotación alrededor y translación a lo largo de su
eje de simetŕıa) se presentarán. Como se verá más abajo, en ambos casos esta invariancia residual permite
expresar la ecuación de Euler-Lagrange como una cuadratura que puede ser integrada directamente.

El vector de torcas alrededor del origen de la curva, M, está dado por

M = Y × F+ S , (2.73)

donde S = −κB. Como se mostró en la sección anterior para una curva libre, M′ = 0, lo cual puede
expresarse en la forma expĺıcitamente invariante bajo translaciones S′ +T × F = 0 [64]. En el marco de
Darboux, la parte intŕınseca S está dada por

S = −κg n+ κn l . (2.74)

Derivando M se tiene
M′ = εl (Y × l)− λ (Y × n) . (2.75)

6Salvo signos debido a las diferentes convenciones adoptadas.
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Entonces, en un equilibrio confinado con εl = 0, M no está conservado, teniendo como fuente el momento
de la fuerza asociado con la constricción. Sin embargo, si la geometŕıa confinante es una esfera centrada en
el origen, de manera que Y está dirigida a lo largo del vector normal, M si está conservada. Por otra parte
si la geometŕıa es simétrica con respecto a un eje (por ejemplo el eje Z) como se describe en el apéndice
A.5, entonces la enerǵıa será invariante con respecto a rotaciones alrededor del eje de simetŕıa; en este
caso la cantidad conservada es la proyección correspondiente de M, i.e. M3 = M · ẑ. Usando la expresión
(A.76) para una curva sobre una superficie axisimétrica aśı como las expresiones (A.57) y (2.74) para F y
S en el marco de Darboux se obtiene que M3 está dado por

M3 = − sinα
(
ρ (κ′g − κn τg)− ρ′ κg

)
+ cosαρ

(
κ2g + κ2n

2
− c

)
+

1

2
sin 2αZ ′κn . (2.76)

donde ρ y Z son respectivamente las coordenadas ciĺındricas en las direcciones radial y a lo largo del eje
de simetŕıa.

Como aplicación de este marco teórico, se examina el confinamiento de un anillo de un poĺımero
semiflexible sobre esferas y cilindro de radios menores que el del anillo. Aunque existe un marco teórico
más sencillo adaptado a estas geometŕıas particulares, al tratar este problema en esta manera general, se
está en mejor posición de entender el modelo y de refinarlo si es necesario.

2.4. Confinamiento esférico

Como primera aplicación, se considera una curva cerrada de longitud S = 2πR confinada dentro de
una esfera de radio unitario. En la esfera, la curvatura normal es constante, κn = 1 y la torsión geodésica
se anula, τg = 0. Ambas son consecuencia directa del hecho que el tensor de curvatura extŕınseca es
proporcional a la métrica, Kab = gab. El vector F dado por la ecuación (A.57) se simplifica a

F =

(
κ2g
2

+ σ

)
T+ κ′gl donde σ =

1

2
− c . (2.77)

en todo punto F es tangente a la superficie, estando completamente determinado por la geometŕıa intŕınse-
ca. La constante σ, se interpreta como una “tensión efectiva”, es la diferencia entre la tensión originada
de la constricción de longitud total fija y de la compresión debida a la curvatura normal constante de la
esfera. Es importante recordar que F no está conservado, pero si el vector de torca M.

El vector de torcas definido por la ecuación (2.73) está dado por

M = κ′gT−
(
κ2g
2

+ σ − 1

)
l+ κgn . (2.78)

La invariancia rotacional de la enerǵıa de doblamiento confinada a la esfera implica que M es un vector
constante. La norma cuadrada de este vector permite identificar inmediatamente una cuadratura (M2 =
M ·M):

M2 = (κ′g)
2 + V (κg) , (2.79)

donde

V (κg) =

(
κ2g
2

+ σ − 1

)2

+ κ2g . (2.80)
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La derivada de esta ecuación con respecto a s reproduce la ecuación de Euler-Lagrange (2.71), que para
una esfera toma la forma simple

εl = κ′′g + κg

(
κ2g
2

+ σ

)
= 0 . (2.81)

Esta ecuación es la misma que describe un curva elástica cerrada sobre una esfera con una densidad
de enerǵıa, κ2g/2. Esto es consecuencia directa de la descomposición de la curvatura de FS en su partes
geodésica y normal, κ2 = κ2g + κ2n con κn constante. La esfera es la única geometŕıa en la cual κn es
constante. Las curvas elásticas sobre esferas fueron primeramente estudiadas por Langer y Singer [65];
posteriormente este problema fue estudiado con más detalle en [4].

M está acotado inferiormente: la ecuación (2.79) puede expresarse en la forma definida positiva

(κ′g)
2 +

(
κ2g
2

+ σ

)2

= E2 , (2.82)

donde E2 =M2 + 2σ − 1 es manifiestamente positivo.

Igual que para la curva sin constricciones, tratando κg como la posición de una part́ıcula ficticia y s como
tiempo, la ecuación (2.82) describe el movimiento de una part́ıcula de masa m = 2 y enerǵıa total E2 en

el potencial cuártico simétrico U(κg) =
(
κ2g/2 + σ

)2
. Esta primera integral también puede ser integrada

en términos de funciones eĺıpticas [4, 65, 91].

El comportamiento cualitativo de este movimiento ficticio depende del signo de σ: si σ > 0, el potencial
posee un único mı́nimo global en κg = 0; si σ < 0, entonces posee a un máximo local en κg = 0 y dos
mı́nimos globales en κg = ±

√
−2σ. Un anillo con R = 1 forma un ćırculo grande (el ecuador) que satisface

κg = 0. Si R > 1, se espera que la solución oscile simétricamente alrededor del ecuador de manera que∫
dsκg = 0. Esto excluye el régimen σ < 0, E < σ2 como solución f́ısica, en cuyo caso la trayectoria estaŕıa

confinada a un pozo del potencial con un signo definido de κg. De acuerdo con la ecuación (2.84) el anillo
correspondiente estaŕıa en un sólo hemisferio y es de suponerse que seŕıa energéticamente favorable que el
anillo se despegara de la esfera.

Se puede reconstruir la curva a partir de la curvatura geodésica [4, 75]. Sin pérdida de generalidad se
puede alinear el vector M en la dirección ẑ, de forma que M = M ẑ. Tomando las proyecciones de M,
dadas por la ecuación (2.78) en el marco de Darboux es posible determinar las funciones de encajamiento
de la curva sobre la esfera. El vector normal n se parametriza en términos de las coordenadas esférica ϑ
y ϕ,

n(s) = (sinϑ(s) cosϕ(s), sinϑ(s) sinϕ(s), cosϑ(s)) . (2.83)

La proyección de M en n determina el ángulo polar en términos de κg:

M · n =M cosϑ = κg . (2.84)

La proyección correspondiente en el vector tangente dado por T = n′, únicamente reproduce esta ecuación
diferenciada. La proyección de M en el vector normal l determina el ángulo azimutal ϕ

M · l = −M sin2 ϑϕ′ = −
(
κ2g
2

+ σ − 1

)
. (2.85)

Combinando las ecuaciones (2.84) y (2.85) se obtiene

ϕ′ =M
κ2g/2 + σ − 1

M2 − κ2g
. (2.86)
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La simetŕıa del potencial V (κg) implica una simetŕıa dihedral de orden n para anillos suficientemente
cortos tal que no ocurre auto-contacto. Si el anillo se cierra después de completar un número finito de
periodos de κg en un recorrido del ecuador se tiene que κg(s + 2πR/n) = κg(s) y ϕ(s + 2πR/n) =
ϕ(s) + 2π/n, donde n ≥ 2 es un entero. Entonces la cerradura impone una discretización del sistema.
El caso n = 1 se excluye por el teorema de los cuatro-vértices y la simetŕıa del potencial. Estas dos
condiciones de cerradura se pueden expresar en la forma

2πR

4n
=

∫ κ1

0

dκg√
M2 − V (κg)

, (2.87)

y
2π

4n
=

∫ κ1

0

dκg√
M2 − V (κg)

M
κ2g/2 + σ − 1

M2 − κ2g
, (2.88)

donde κ1 es un punto de retorno del potencial, V (κ1) = M2 7. En conjunto estas dos condiciones deter-
minan las constantes de integración σ y M en términos del radio de anillo R y del entero n.

2.4.1. Confinamiento débil

A continuación primero se aplicará la teoŕıa de perturbaciones usando métodos elementales para exami-
nar anillos débilmente confinados, es decir, con un radioR ligeramente mayor que 1, o equivalentemente con
φ0 ≪ 1 si se caracteriza la longitud en términos de un ángulo de exceso φ0 definido por S = 2πR = 2π+φ0.
En este caso los estados de equilibrio se describen por deformaciones pequeñas de un ćırculo grande de
la esfera con κg = 0. Es entonces apropiado considerar la aproximación armónica de la cuadratura (2.82)
alrededor de κg = 0:

(κ′g)
2 + σκ2g = E2 − σ2 . (2.89)

Considerando la solución coseno

κg(s) = κ0 cos(ns/R) ≈ κ0 cosnϕ , (2.90)

donde ϕ es el ángulo a lo largo del ecuador. Las constantes σ y M se expanden como σ = σ(0) +σ(1)+ . . .
y M =M (0) +M (1) + . . . En el orden más bajo la cuadratura implica σ(0) = n2 y M (0) = n2 − 1.

La longitud de arco sobre la esfera está dada por

s =

∫
dϕ

[(
dϑ

dϕ

)2

+ sin2 ϑ

]1/2
, (2.91)

Pero la ecuación (2.84) da

sin2 ϑ = 1− κ20
M2

cosnϕ , y
dϑ

dϕ
≈ 1

M

dκg
dϕ

=
nκ0
M

sinnϕ . (2.92)

Aśı, en la aproximación armónica

s = ϕ+
1

4

κ20
M2

(
(n2 − 1)ϕ−

(
n2 + 1

)

2n
sin 2nϕ

)
. (2.93)

lo cual permite expresar la amplitud de la curvatura κ0 en términos de φ0:

κ20 =
2φ0
π

(
n2 − 1

)
. (2.94)

7Aunque aparentemente la integral diverge en este punto debido al denominador, como se verá más adelante, ésta posee
un valor bien definido.
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En el caso n = 1, κ0 = 0, solución a trivial que corresponde a una rotación del ecuador alrededor de un
eje sobre su plano.

Integrando la ecuación (2.85) y comparando con la ecuación (2.93) se encuentra la siguiente relación entre
las correcciones de primer orden de σ y M

M (1) − σ(1) =
φ0
π
n2 . (2.95)

Esta es toda la información que se puede obtener de la cuadratura. Para determinar la corrección de primer
orden de σ y M es necesario recurrir a la condición de frontera para κg (2.87). En general M2 − V (κ) =
1
4 (2(E − σ)− κ2)(2(E + σ) + κ2), donde

2(E − σ) ≈ κ20 , 2(E + σ) ≈ −4n2 − 2

n2
(σ(1) −M (1))− 2(σ(1) +M (1)) . (2.96)

Por lo tanto

1√
M2 − V (κ)

≈ 1

n

1√
κ20 − κ2

(
1− 1

4n4
(σ(1) −M (1))− 1

4n2
(σ(1) +M (1))− 1

8n2
κ2
)
. (2.97)

La condición (2.87) implica que

φ0
π

= − 1

4n4
(σ(1) −M (1))− 1

4n2
(σ(1) +M (1))− 1

16n2
κ20 . (2.98)

Combinando las ecuaciones (2.95) y (2.98) y usando la expresión de κ0 (2.94) se encuentra que σ(1)

está dada por

σ(1) =
φ0
4π

(
3− 7n2

)
. (2.99)

La enerǵıa de doblamiento del anillo confinado por la esfera está dada por

H =
1

2

∮
ds
(
κ2g + 1

)
. (2.100)

Que para el caso de confinamiento débil es la suma de la enerǵıa del anillo sin constricción Hloop = π/R
y una corrección positiva que aumenta linealmente con φ0

H = Hloop

[
1 +

φ0
π
n2

]
, (2.101)

Como se verá más adelante este crecimiento monotónico con el tamaño del anillo es válido sólo para
confinamiento débil y no se mantiene para el caso en general.

Para un valor fijo de φ0 la enerǵıa se incrementa con n2. El estado base es el estado completamente
pegado a la esfera con n = 2. Más adelante en el caṕıtulo 6 se mostrará que todos los estados con
n = 3, 4, . . . son inestables.

La fuerza transmitida a la esfera, dada en la ecuación (2.72) asume la forma particularmente simple

λ(s) =
κ2g
2

+ σ , (2.102)

de manera que es proporcional a la proyección tangencial de F a lo largo de la dirección de la curva.
Comparando las ecuaciones (2.100) y (2.102) se observa que en todo punto del anillo λ está linealmente
relacionado con la densidad de enerǵıa local.
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Usando las expresiones (2.90) y (2.99) se encuentra que a orden lineal en φ0, λ está dado por

λ = n2 +
φ0
4π

(
3− 7n2 + 4

(
n2 − 1

)
cos2 nϕ

)
, (2.103)

donde se ve que la fuerza confinante es manifiestamente positiva, teniendo valores que oscilan cerca de n2

(ver figura 2.1). En el ĺımite φ0 → 0 se tiene que λ 6= 0. Es constante cuando n = 1. Esto se interpreta
como una inestabilidad de Euler; el empacamiento del anillo circular en un estado de simetŕıa n involucra
una compresión cŕıtica en el anillo que se transmite como una fuerza normal sobre la esfera.

Figura 2.1: Magnitud de la fuerza normal λ en función del ángulo ϕ. Se ilustran los casos para los primeros valores
de n con un pequeño exceso de ángulo ϕ0 = π/50. En todos los casos la magnitud de la fuerza oscila ligeramente
por debajo del valor n2.

2.4.2. Confinamiento fuerte

Ahora se examinan las configuraciones que adopta un anillo confinado por una esfera para valores
finitos de φ0 pero no demasiado grandes tal que no ocurre autocontacto o intersecciones.

La ecuación (2.81) se puede integrar en términos de funciones eĺıpticas para obtener κg como función
de s [4, 65, 91]

κg(s) = κ0 cn [ks,m] , κ0 = 2
√
mk , (2.104)

donde la función cn[x,m] es el coseno eĺıptico de Jacobi [1], el número de onda angular k está dado
en términos de la constante E–definida después de la ecuación (2.82)– por k =

√
E, el parámetro m

está definido por

m =
1

2

(
1− σ

k2

)
. (2.105)

La curvatura depende de los dos parámetros por determinar σ y M a través de los parámetros k y m.
Estos pares de parámetros están relacionados por

σ = k2 (1− 2m) , M2 =
(
k2 − 1

)2
+ 4mκ2 . (2.106)

Si el valor de m se restringe al intervalo [0, 1], entonces también σ está acotado: σ ∈ [−k2, k2], de forma
que cambia de signo en m = 1/2. A continuación se determinan k y m por medio del par de condiciones
de frontera asociados con la condición de cerradura del anillo.
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El anillo se cierra después de completar un número finito de peŕıodos de κg al recorrer una vez el ecuador
de forma que κg(s) = κg(s + S/n), donde n ≥ 2 es un entero. Aśı, las soluciones están discretizadas por
la cerradura y posee una simetŕıa dihedral de orden n. Teniendo en cuenta que el peŕıodo de cn es 4K[m],
donde K[m] es la integral eĺıptica completa del primer tipo [1], esta condición se expresa en la forma
k = 4nK[m]/S.

En la reconstrucción del anillo, la ecuación (2.84) determina ϑ en términos de κg, y la integración de
la ecuación (2.86) proporciona

ϕ(s) =
M

2

(
M2 + 2 (σ − 1)

k (M2 − κ20)
Π

[
κ20

κ20 −M2
, am [k s,m] , m

]
− s

)
, (2.107)

donde Π[η, am[x,m],m] es la integral eĺıptica incompleta del tercer tipo y am [x,m] es la amplitud de
Jacobi [1].

La cerradura de la curva, ϕ(S) = 2π, implica que

M S

2

(
M2 + 2 (σ − 1)

K[m] (M2 − κ20)
Π

[
κ20

κ20 −M2
, m

]
− 1

)
= 2π , (2.108)

relación que determina el valor de m impĺıcitamente como función de S. Con esto se completa la iden-
tificación del anillo confinado. El estado n = 2 con simetŕıa de orden dos se ilustra en la Fig. 2.5 para
diferentes valores de S. En la figura, S se expresa en términos del ángulo de exceso φ0: S = 2π + φ0.

Conforme φ0 aumenta el anillo se distribuye más sobre la superficie de la esfera; en cierto punto,
matemáticamente la curva se autointersecta. El valor cŕıtico de φ0 en el cual ocurre el autocontacto por
primera vez depende de n. Para es estado n = 2 está dado por φ0 = 2,253π. Este valor aumenta con n. Si
se proh́ıben las auto-intersecciones, f́ısicamente en anillo permanecerá en contacto en estos puntos si φ0
se incrementa por arriba de este valor como fue señalado en el contexto de conos en la referencia [75].

Para cada n, la enerǵıa de doblamiento, ecuación (2.100) puede expresarse expĺıcitamente como función
de S:

H = 32n2 K[m]

S
(E [m] + (m− 1)K[m]) +

S

2
, (2.109)

donde E [m] es la integral eĺıptica completa del segundo tipo [1], y m(S) se obtiene resolviendo la ecuación
(2.108). En la Fig. 2.2 se grafica las enerǵıas de los anillos confinado con n = 2, 3, 4 y 5 como función de
S, para valores de S menores al valor donde ocurre autocontacto por primera vez.

La enerǵıa exhibe un máximo, el cual está asociado con el desarrollo de asas en el anillo que le permiten
incursionar más de la superficie esférica. El crecimiento lineal con S debido al segundo término no cambia
la enerǵıa de forma significante antes de la aparición del auto-contacto. Pero si ocurre la auto-intersección,
el término dominante en la enerǵıa es este término cuadrático en la curvatura normal que es independiente
de n. En el ĺımite en el cual la longitud del anillo es muy grande, las enerǵıa de los estados con diferente
n convergen a un valor común.

Usando la ecuación (2.104), es posible expresar la fuerza transmitida a la esfera dada en la ecuación
(2.102) expĺıcitamente en función de s,

λ(s) = k2
(
2 dn2 (k s,m)− 1

)
, (2.110)

donde dn2(u,m) = 1 −m sn2 u [1]. Esta fuerza transmitida depende del valor local de κg, pero a su vez
κg depende de la condiciones de frontera asociadas con la cerradura. En la Fig. 2.3 se ilustra la magnitud
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Figura 2.2: Enerǵıa de doblamiento H en función del ángulo φ0 = (S − 2π)/2π para los primeros valores de n.
Las gráficas sólo incluyen valores de φ0 hasta el punto en el cual ocurre autocontacto por primera vez.

de la fuerza λ para los estados n = 2, 3, 4, 5. Se observa que la amplitud varia con n. Para n grandes con
ángulo de exceso también grandes, la magnitud de λ puede incluso cambiar de signo. Este comportamiento
depende de σ.

Figura 2.3: λ como función de s, para los casos n = 2, 3, 4, 5 con un ángulo de exceso φ0 = π. A diferencia del
régimen del confinamiento débil la amplitud de λ varia considerablemente al aumentar n.

Si σ > 0, entonces λ también es positiva; el anillo confinado presiona contra la esfera en toda su
longitud. Por el contrario, si σ < 0 entonces λ puede cambiar de signo a lo largo de la curva. Aunque
intuitivamente no pareceŕıa que λ pudiera volverse negativa, debe recordarse que la tendencia a despegarse,
igual que a adherirse, no es una propiedad local sino que está asociada con el comportamiento global del
anillo. De cualquier forma, en tal región no existe fuerza transmitida. Esto no necesariamente significa
que sea energéticamente favorable que se despegue de la esfera, lo cual dependerá de los valores relativos
de la enerǵıa de los estados adheridos o despegados equilibrio.

Los estado inestables con n ≥ 5 presentan regiones en las cuales λ es negativa para valores de φ0
menores al punto de auto-contacto. Para n = 5, esto ocurre cuando φ0 > 9,652 [75], como se puede ver en
la Fig. 2.4.
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Figura 2.4: σ como función del exceso de ángulo φ0. Para cada n, los valores de φ0 corresponden a curvas antes
de que el auto-contacto ocurra. σ presenta un cambio de signo en el estado con n = 5, y en todo los estados de
mayor n, antes de que ocurra el auto-contacto.

2.5. Confinamiento ciĺındrico

Ahora se examina el confinamiento de un anillo circular dentro de un cilindro de radio 1 menor que el
radio del anillo. A diferencia de la esfera, ya no es intuitivamente obvio que en el confinamiento débil se
tendrá contacto completo.

La curvatura geodésica está dada por
κg = α′ , (2.111)

donde α es el ángulo que hace el vector tangente a la curva con la dirección de los paralelos del cilindro.
Las dos curvaturas principales son C⊥ = 0 y C‖ = 1, de forma que la curvatura normal es

κn = cos2 α ; (2.112)

la torsión geodésica está dada por

τg =
sin 2α

2
. (2.113)

Estas expresiones surgen como casos especiales de los resultados derivados para superficies axi-simétricas
en el apéndice A.5. La ecuación de Euler-Lagrange (2.71) toma la forma

− εl = α′′′ + α′

(
α′2

2
+

3

2
cos4 α− 6 sin2 α cos2 α− c

)
= 0 . (2.114)

Es posible aprovechar las invariancias traslacional y rotacional a lo largo y alrededor del eje de simetŕıa
del cilindro para obtener una cuadratura para α.

La invariancia traslacional a lo largo de ẑ implica que F3 = F · ẑ es constante. Proyectando la expresión
(A.57) para F en ẑ, usando las definiciones de T y l dadas en (A.77) se identifica

F3 = − cosα
(
κ′g − κnτg

)
+ sinα

(
κ2g + κ2n

2
− c

)
. (2.115)

Similarmente M3 = M · ẑ es constante. Para el cilindro, el vector de posición Y puede expandirse con
respecto al marco de Darboux como:

Y = Z (sinαT− cosα l) + n , (2.116)
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(a) n = 2, φ0 = π/2 (b) n = 2, φ0 = π (c) n = 2, φ0 = 2,253π

(d) n = 3, φ0 = 4,233π (e) n = 4, φ0 = 5,659π (f) n = 5, φ0 = 3,072π

Figura 2.5: Ilustración del estado con simetŕıa de orden 2 para tres valores diferentes de φ0 = π/2 (a), φ0 = π (b)
y φ0 = 2,254π (c). Los estados con n = 2, 3, 4 en los respectivos ángulos de exceso donde ocurre el auto-contacto
por primera vez se ilustran en (c), (d) y (e). No hay cambio de signo en λ. En (f) el estado con n = 5 se ilustra
para el valor de φ0 en el cual λ cambia de signo y la curva tiende a despegarse de la esfera. El color representa la
magnitud escalada de λ en el rango [−1, 1].

por lo que

Y × F · ẑ = sinα
(
κ′g − κnτg

)
+ cosα

(
κ2g + κ2n

2
− c

)
. (2.117)

Similarmente, usando la expresión (2.74) para S se tiene que la torca intŕınseca es

S3 = S · ẑ = −κn cosα (2.118)

Sumando (2.117) y (2.118) se obtiene la proyección de la torca en la dirección del eje de simetŕıa

m3 =M3 = sinα
(
κ′g − κnτg

)
+ cosα

(
κ2g + κ2n

2
+ κn − c

)
. (2.119)

Es sencillo verificar que F ′
3 = cosα εl y m

′
3 = sinα εl, de manera que tanto F3 comoM3 están conservados

en equilibrio.
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Ambas ecuaciones (2.115) y (2.119) son de segundo orden en derivadas de α (dependencia que entra
por medio de κ′g). Tomando una combinación lineal apropiada se puede eliminar la segunda derivada:

F3 sinα+m3 cosα =
κ2g + κ2n

2
+ κn cos

2 α− c . (2.120)

Substituyendo κg y κn dadas en las ecuaciones (2.111) y (2.112), se obtiene la siguiente cuadratura para
α:

1

2
(α′)2 − cos4 α

2
− F3 sinα−m3 cosα = c . (2.121)

Nuevamente, el análisis de las soluciones se facilita usando el análogo de una part́ıcula en un potencial
periódico. No es obvio, a nivel de la ecuación de Euler-Lagrange, que ésta pueda integrarse dos veces. Es
debido a la simetŕıa que esto es posible.

La otra combinación lineal de F3 y m3 es

− F3 cosα+m3 sinα = κ′g − 2κnτg , (2.122)

α′′ + 2 cos3 α sinα− F3 cosα+m3 sinα = 0 . (2.123)

Es sencillo confirmar que esta ecuación se obtiene diferenciando la ecuación (2.121).

La enerǵıa del anillo constreñido está dada por

H =
1

2

∫
ds (α′2 + cos4 α) . (2.124)

Salvo la cuadratura (2.121) puede se expresada en términos de α

H =

∫
ds
(
cos4 α+ F3 sinα+m3 cosα+ c

)
. (2.125)

Similarmente la fuerza local confinante sobre el cilindro puede expresarse en términos de α:

− λ = 6 c cos 2α+ 2 cos4 α
(
6 cos2 α− 5

)

+ 5m3 cos α
(
3 cos2 α− 2

)
+ 3F3 sinα

(
5 cos2 α− 2

)
. (2.126)

En un anillo libre de fuerza externas, es de esperarse que F3 = 0. Con esta suposición el potencial que
en la cuadratura (2.121) posee simetŕıa arriba-abajo, α → −α. Sin embargo, la constante m3 no se anula;
esto rompe la simetŕıa izquierda-derecha α → 2π − α. No parece que exista una solución anaĺıtica para
α como función de s si m3 6= 0.8 Por lo que se requiere realizar un tratamiento perturbativo de anillos
débilmente confinados.

2.6. Conclusiones

Empleando el método de variables auxiliares en el principio variacional, se derivaron las ecuaciones
de Euler-Lagrange que describen las configuraciones en equilibrio de curvas cuya enerǵıa es de carácter

8Multiplicando la ecuación (2.121) en ambos lados por sec4 α se obtiene

1

2
(tanα)′2 −

1

2R2
− F3 sec

3 α tanα−m3 sec
3 α = c sec4 α . (2.127)

Si tanto F3 como m3 se anulan, es posible resolver la cuadratura en términos de funciones eĺıpticas.
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puramente geométrico. Asimismo, se derivaron los vectores que describen los esfuerzos y torcas a lo que
están sometidas dichas curvas. Este método de variables auxiliares tiene la virtud de evitar tener que
calcular cómo vaŕıan las curvaturas como respuesta de la deformación de la curva.

En particular se analizó el caso de la Elástica de Euler cuya enerǵıa está asociada con el doblamiento de
la curva y que describe a los poĺımeros semi-flexibles. Posteriormente se modificó este marco teórico para
estudiar las configuraciones de equilibrio de anillos semi-flexibles confinados a superficies. Se aprovecho la
invariancia Euclidiana de la enerǵıa de la curva sin constricción.

El análisis del confinamiento esférico de un anillo confirma que el estado de equilibrio menor a cierta
longitud está completamente pegado a la membrana con una simetŕıa de orden 2. Se obtuvo una descripción
anaĺıtica exacta de estos estados aśı como su enerǵıa y la fuerza transmitida a la esfera confinante. Esta
fuerza es positiva en todo punto. Como se verá en el caṕıtulo 6 los estados de equilibrio con enerǵıas
mayores y simetŕıa de orden n, con n ≥ 3, son inestables en el régimen analizado. Después de cierta longitud
cŕıtica del anillo ocurren auto-contacto o auto-intersecciones. La determinación de si las configuraciones
semi-pegadas (con regiones sin contacto con la esfera) son favorables energéticamente requiere un estudio
detallado adicional.

El confinamiento dentro de un cilindro circular se ha discutido brevemente. Debido a que la cuadra-
tura obtenida es complicada se planea empezar con el estudio de sus soluciones en el régimen de anillos
débilmente confinados.

En general, una dirección posible de trabajo futuro seŕıa incluir el efecto de adhesión del anillo a la
superficie agregando a la enerǵıa un término proporcional a la longitud de contacto.
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Caṕıtulo 3

Esfuerzos y torcas en superficies

En las referencias [12] y [37] se introdujeron las cantidades f́ısicas que proveen una manera sistemática
de estudiar y entender las relación entre la geometŕıa de una superficie y las fuerzas a las cuales se
encuentra sometida. En este caṕıtulo se hace una derivación de estas cantidades siguiendo la referencia
[37]. Asimismo se estudia una ambigüedad en la definición de una de ellas, relacionada con las condiciones
de integrabilidad. En principio no es necesario implementar estas condiciones en el principio variacional,
pero como se verá luego, éstas dan lugar a esfuerzos nulos, por medio de los cuales se explican discrepancias
aparentes en la comparación de los resultados obtenidos de las variaciones de un mismo Hamiltoniano
cuando se emplea sólo la geometŕıa intŕınseca o cuando también interviene la geometŕıa extŕınseca de la
superficie.

Considerando un funcional invariante bajo reparametrizaciones que representa la enerǵıa asociada a
la superficie, por medio del teorema de Noether, se identificaron las corrientes conservadas asociadas a
las invariancias traslacional y rotacional de la enerǵıa con los tensores que capturan los esfuerzos y torcas
sobre la superficie.

Todas las derivadas relevantes de las funciones de encajamientoX de una superficie en E3 se encuentran
contenidas en las dos formas cuadráticas fundamentales: la métrica gab y el tensor de curvatura extŕınseca
Kab. Aśı, todos los invariantes geométricos de una superficie pueden ser expresados como funcionales que
dependen de escalares construidos con ellos, incluyendo al funcional que representa la enerǵıa asociada a
la superficie: el Hamiltoniano.

Teniendo esto en cuenta, es posible considerar cualquier Hamiltoniano invariante bajo reparametriza-
ciones H como función únicamente de la primera y de la segunda formas fundamentales, gab and Kab

H [X] =

∫
dAH (gab, Kab,∇aKbc, ...) (3.1)

donde dA =
√
gd2u es el elemento de área, g = det gab y ∇a es la derivada covariante sobre la superficie

compatible con gab.

Igual que como se hizo para el caso de curvas, para poder calcular la variación H sin tener que tomar
en cuenta expĺıcitamente cómo vaŕıan gab y Kab como consecuencia de la variación de las funciones de
encajamiento, X → X + δX, se deben introducir campos auxiliares que actúen como multiplicadores de
Lagrange generalizados que impongan las constricciones relevantes sobre las derivadas de X, teniéndose
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al final el Hamiltoniano efectivo

Hc = H(gab, Kab, . . . ) +

∫
dA fa · (ea − ∂aX)

+

∫
dAλaea · n+

1

2

∫
dAλn

(
n2 − 1

)

+
1

2

∫
dAλab (gab − ea · eb) +

∫
dAΛab (Kab − ea · ∂bn) (3.2)

donde ea y n son los vectores tangentes y normal a la superficie. Los multiplicadores λab y Λab son tensores
superficiales simétricos que implementan las definiciones de gab y Kab, los λ

a son las componentes de un
vector superficial asegurando que el vector normal esté fuera del espacio tangente de la superficie y λn es
un escalar imponiendo la normalización del vector normal.

Se debe tener en cuenta que ahora el Hamiltoniano original H se considera como dependiente única-
mente de la métrica y del tensor de curvatura extŕınseca, siendo independiente de las variables de campo
auxiliares, es decir, ahora gab yKab no dependen deX, ea o de n, pudiendo variarse cada uno por separado.

Por construcción las derivadas de EL con respecto a las variables auxiliares proporcionan las definiciones
de las cantidades geométricas

δHc

δfa
= ea − ∂aX , (3.3a)

δHc

δλa
= ea · n , (3.3b)

δHc

δλn
= n2 − 1 , (3.3c)

δHc

δT ab
= gab − ea · eb , (3.3d)

δHc

δΛab
= Kab − ea · ∂bn . (3.3e)

Éstas se deben satisfacer en cada orden de la expansión del Hamiltoniano, por lo que las derivadas de
estas derivadas de EL se deben anular también.

Cabe mencionar que estas definiciones también permiten reconstruir las ecuaciones que definen la
conexión de Gauss-Weingarten, que establecen cómo cambia la base adaptada a la superficie sobre ésta
en términos de la base adaptada misma

∂aeb = Γcabec −Kabn , (3.4)

∂an = K b
a eb , (3.5)

donde los coeficientes de la conexión, Γcab corresponden a los śımbolos de Christoffel del segundo tipo.

Primero, de la variación del único término que involucra X es

−
∫
dAfa · δ∂aX = −

∫
dAfa · ∂aδX = −

∫
dDu

√
g fa · ∂aδX

=

∫
dDu (∂a(

√
gfa) · δX− ∂a(

√
gfa · δX))

=

∫
dA (∇af

a · δX−∇a(f
a · δX)) , (3.6)
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donde se ha usado la expresión (A.20) para la divergencia1. Aśı, se obtiene que la derivada de EL con
respecto a X es una divergencia

δHc

δX
= ∇af

a , (3.7)

por lo que en equilibrio, este multiplicador de Lagrange se conserva.

El correspondiente término de frontera es

QaX = −
∫
dA∇a (f

a · δX) = −
∫
dslaf

a · δX , (3.8)

donde se ha utilizado el teorema de la divergencia de Gauss para convertir la integral superficial en una
integral de ĺınea a lo largo de la frontera de la superficie. ds es el elemento de ĺınea sobre este contorno y
la son las componentes del covector asociado al vector perteneciente al marco de Darboux adaptado a la
frontera, el cual es normal a ésta pero tangente a la superficie.

La variación de los términos que involucran a los vectores tangentes ea está dada por

δea
Hc =

∫
dA
(
fa + λan− λabeb − Λab∂bn

)
· δea . (3.9)

Entonces la derivada de EL con respecto a ea permite expresar a fa como combinación lineal de los
vectores de la base adaptada a la superficie

fa = (λab + ΛacK b
c )eb − λan . (3.10)

En cuanto a la variación con respecto a n se tiene

δnHc =

∫
dA
(
λaea + λnn+∇a

(
Λabeb

))
· δn−

∫
dA∇a

(
Λabeb · δn

)
. (3.11)

Usando las ecuaciones de Gauss-Weingarten y la independencia lineal de la base {ea,n} se obtiene que

λa = −∇bΛ
ab , λn = ΛabKab , (3.12)

con el término de frontera

Qan = −
∫
dA∇a

(
Λabeb · δn

)
=

∫
ds laΛ

abn · δeb . (3.13)

Aśı, únicamente restan por determinar λab y Λab. De la variación con respecto a gab y Kab se tiene
respectivamente que λab = T ab y Λab = −Hab donde

T ab = − 2√
g

δ(
√
gH)

δgab
, (3.14)

Hab =
δH
δKab

. (3.15)

Finalmente, habiendo determinado todos los multiplicadores de Lagrange se tiene que el tensor de esfuerzos
está dado por

fa = fabeb + fan, (3.16)

donde
fab = T ab −HacK b

c , y fa = −∇bH
ab,

1Estrictamente, es la expresión análoga para un tensor.
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Tomando la divergencia del tensor de esfuerzos se halla que

∇af
a =

1√
g
∂a (

√
gfa) ,

(A.6)
= (∂af

ab + ∂a(ln
√
g) fab)eb + fab(Γcabec −Kabn)

+ (∂af
a + ∂a(ln

√
g) fa)n+ faK b

a eb ,

(A.15)
= (∂af

ab + Γcacf
ab + Γbacf

ac +K b
a f

a)eb

+ (∂af
a + Γcacf

a −Kabf
ab)n , (3.17)

aśı, su divergencia es

∇af
a = (∇af

ab +K b
a f

a) eb + (∇af
a −Kabf

ab)n = 0. (3.18)

La proyección de esta ecuación a lo largo del vector normal proporciona la ecuación de forma

ε = ∇af
a −Kabf

ab = 0. (3.19)

la cual es la única deformación f́ısica relevante para Hamiltonianos invariantes bajo reparametrizaciones.
En cuanto a las proyecciones sobre el espacio tangente

∇af
a
b +Kabf

a = 0. (3.20)

en general se reducen a identidades geométricas relativas a condiciones de consistencias sobre las compo-
nentes del tensor de esfuerzos.

3.1. Invariancia traslacional y rotacional: tensores de esfuerzos
y torcas

De acuerdo con el teorema de Noether, cada simetŕıa continua de la acción implica la conservación
de una corriente. Como gab y Kab son invariantes bajo transformaciones euclidianas, entonces también
H[gab, Kab, ...] lo es. A continuación se identifican las cantidades asociadas con estas simetŕıas.

Usando teorema de Gauss en el cambio en la enerǵıa se tiene

δHc =

∫
dA∇af

a · δX−
∫
ds la

(
fa · δX−Habeb · δn

)
(3.21)

Para una translación se tiene δX = δa, donde δa es un vector constante infinitesimal, la base adaptada
no varia, es decir δea = 0 y δn = 0. Como el cambio en la enerǵıa es cero se tiene que

0 = δa ·
∫
dA∇af

a (3.22)

por lo que en equilibrio, fa está conservado como consecuencia de la simetŕıa bajo traslaciones.

Considerando ahora una región de la superficie delimitada por un conjunto de fronteras. Para deter-
minar el cambio de la enerǵıa bajo la traslación de una de sus fronteras, por ejemplo una curva cerrada Γ,
se considera la deformación δX que se reduce a la traslación δa de esta curva y que se anula en las demás
fronteras. Aśı el cambio infinitesimal en la enerǵıa asociada al sistema está dado por

δHc = −δa · F , (3.23)
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donde el vector F está definido por la integral de ĺınea

F =

∫

Γ

ds laf
a , (3.24)

con ds el elemento de ĺınea a lo largo de Γ. La ecuación (3.23) representa el cambio en la enerǵıa cuando se
desplaza la frontera una distancia δa, lo que permite identificar al vector F como la fuerza que actúa sobre
la frontera Γ [73]. La cantidad laf

a representa la fuerza local actuando sobre el elemento de linea ds, por
lo que la corriente conservada asociada con la invariancia traslacional fa está identificada correctamente
como el tensor de esfuerzos en la superficie. Su conservación describe el balance de fuerzas a lo largo de
este contorno [37].

Similarmente, para el caso de una rotación infinitesimal constante δX = δω×X que produce un cambio
del vector normal dado por δn = δω × n, el cambio en la enerǵıa es

δHc = −δω ·
∫
ds lam

a = −δω ·M, (3.25)

donde

ma =
(
X× fa +Habeb × n

)
. (3.26)

Como este cambio en la enerǵıa está dado por el producto escalar entre el vector M y el ángulo de rotación
infinitesimal δω, M se identifica como la torca total que actúa sobre la frontera de la superficie, de manera
que ma es el tensor de torcas de la superficie [74]. Éste consiste en una parte involucrando al tensor de
esfuerzo y que depende del origen, al igual que de otra parte de carácter intŕınseco que tiene su origen en
términos de curvatura.

Estos tensores son los que permiten entender la relación entre la geometŕıa de las superficies y las
fuerzas a las que están sometidas, ya que la integral de linea (3.24) captura cualquier fuente de fuerzas
sobre la superficie: por medio de la integración alrededor de un contorno arbitrario se obtiene directamente
la fuerza o la torca total que actúa sobre la región que encierra. Esta fuerza es constante para contornos
que son homotópicamente equivalentes, en particular cuando el contorno puede contraerse a un punto
este vector se anula, pero pueden haber otro tipo de obstrucciones como por ejemplo para una curva no
contractible sobre el toro o en el caso bastante más interesante cuando la superficie presenta singularidades
en su curvatura, la cuales están asociadas con la acción de fuerzas externas [18], como se revisará en el
caṕıtulo 5. Una analoǵıa electrostática se encuentra en la ley de Gauss, de la misma manera que no es
necesario conocer en detalle la distribución de las cargas dentro de un volumen de interés para determinar
la carga total contenido en su interior –que se calcula por medio de una integral de superficie sobre su
frontera– para determinar la fuerza F no se necesita conocer con detalles lo que ocurre dentro de la región
limitada por la curva Γ.

3.2. Ejemplos de tensores de esfuerzos

En algunas aplicaciones de la f́ısica de la materia condensada suave, la enerǵıa de una membrana
depende t́ıpicamente de la suma de la enerǵıa de doblamiento cuadrática en la curvatura extŕınseca, un
término lineal en K que refleja la asimetŕıa entre los dos lados de la membrana y de un término de área
asociado con la constricción o penalización sobre el área total o que puede también representar la enerǵıa
de una interfase fluida o una peĺıcula de jabón [90]. La densidad Hamiltoniana que reúne todas estas
contribuciones es

H =
1

2
κH2 + βH1 + σH0 , (3.27)
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donde Hn = Kn. En general para la densidad Hamiltoniana Hn, se tiene que

T ab = Kn−1
(
2nKab −Kgab

)
, Hab = nKn−1gab . (3.28)

Con esto se encuentra que el tensor de esfuerzos está dado por

fan = Kn−1(nKab −Kgab) eb − n∇aKn−1 n , (3.29)

La correspondiente ecuación de Euler-Lagrange es [12]

En = −n∆Kn−1 +Kn−1
(
nR− (n− 1)K2

)
. (3.30)

A continuación se especializan estos resultados para los casos de interés mencionados anteriormente.

Peĺıculas de jabón: funcional de área

Para el caso de una densidad Hamiltoniana constante H = σ, que corresponde a una enerǵıa propor-
cional al área de una superficie bajo tensión superficial constante σ, asociada a las peĺıculas de jabón, se
tiene

T ab = −σgab, Hab = 0 (3.31)

por lo que el tensor de esfuerzos es de carácter puramente intŕınseco

fa = −σgabeb . (3.32)

Su divergencia es proporcional a la curvatura media, por lo que la ecuación de forma es simplemente

ε = σK = 0 , (3.33)

y las superficies que satisfacen esta ecuación son las superficies mı́nimas con curvatura media nula, K = 0.

Funcional de curvatura media

Para una enerǵıa proporcional a la curvatura media, cuya densidad es H = K, el tensor de esfuerzos
es también tangencial

fan = (nKab −Kgab) eb , (3.34)

y la correspondiente ecuación de Euler-Lagrange es

En = R = 0 . (3.35)

de forma que las superficies que minimizan esta enerǵıa son las que tiene curvatura escalar nula o equivalen-
temente las que tienen curvatura Gaussiana nula de acuerdo con la identidad R = 2KG. Estas superficies
son llamadas desarrollables y son isométricas al plano. Se estudiarán con más detalle en el caṕıtulo 6

Membranas fluidas: Hamiltoniano de Canham-Helfrich

El tensor de esfuerzos que corresponde a la enerǵıa de doblamiento cuya densidad es H = 1/2K2

está dado por
fa = K(Kab −Kgab)eb −∇aKn. (3.36)

La ecuación de forma resultante es

ε = −∆K +K

(
2KG − 1

2
K2

)
= 0. (3.37)
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donde ∆ es el operador de Laplace-Beltrami definido como ∆ = gab∇a∇b. Soluciones obvias de esta
ecuación son las superficies mı́nimas con curvatura media cero, pero también las esfera de radio r con
K = 2/r y KG = 1/r2 son soluciones.

Se observa que el papel del tensor fa es muy importante, ya que contiene toda la información de los
esfuerzos sobre la superficie. Aunque su inclusión el el principio variacional –implementando la definición
de los vectores tangentes– puede parecer innecesaria, a fin de cuentas, no lo es. Para ilustrar esto se
exploran las consecuencias de omitir esta constricción, de forma que fa = 0; las configuraciones obtenidas
están libres de esfuerzos. En el caso de doblamiento puro, fijando fa = 0 en (3.36) implica que K = 0 o que
Kab = gabK/2; la segunda posibilidad implica una geometŕıa esférica. Aśı, según esto, las únicas soluciones
sin esfuerzos son las superficies mı́nimas o las esferas, lo cual no es cierto, pues se tienen otras soluciones
distintas a estas, por ejemplo el toro de Clifford, de manera que, con esta suposición, las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes no describen correctamente los puntos cŕıticos de la enerǵıa en cuestión.

3.3. Tensores nulos

En la referencia [12], donde el tensor de esfuerzo fue derivado primeramente usando el teorema de
Noether, se hizo notar que teniendo divergencia nula en equilibrio, existe una ambigüedad inherente a su
definición. Como fue presentado con mayor detalle en la referencia [38], esto se debe a que siempre es posible
sumar al tensor de esfuerzos cualquier otro tensor con divergencia nula de manera que la correspondiente
ecuación de Euler-Lagrange queda sin modificar. Esto es, para cualquier tensor W a cuya divergencia es
cero, siempre se puede construir otro tensor de esfuerzo f̃a = fa +W a, tal que ∇af̃

a = ∇af
a = εn.

En general estos vectores son de la forma Wa = ∇aA
ab, donde Aab es potencial antisimétrico, es decir,

Aab = −Aba, de manera que aśı ∇aW
a = 0. En dos dimensiones el potencial antisimétrico Aab puede

factorizarse como el producto del tensor bidimensional antisimétrico de Levi-Civita εab y un potencial
vectorial espacial A, es decir, Aab = εabA. Como ∇aε

bc = 0 es posible expresar el tensor nulo en la forma

Wa = εab∇aA. (3.38)

Mas aún, estos tensores, debido a su caracteŕıstica de divergencia cero, no transmiten fuerzas. Esto es
porque su contribución a la fuerza sobre una región de la superficie está dada por la integral de linea∫
ds laW

a, que al transformarla a una integral de superficie se anula.

Un ejemplo interesante de este tipo de tensores presentado en [38] está relacionado con el campo
vectorial normal a la superficie n. Se introdujo una expresión del campo vectorial normal a una superficie
encajada en un espacio 3-dimensional en términos de la divergencia superficial de otro vector que lo
involucra en la forma

n =
1

2
∇aN

a (3.39)

donde Na = X×(n× ea). Bajo una traslación X → X+a, este vector se transforma como Na → Na+ha

con ha = a× (n× ea). Puede demostrarse que este es un vector nulo expresando ha en la forma

ha = εaba× eb = εab∇b(a×X) , (3.40)

donde se identifica el potencial vectorial A = a×X.

En esa misma referencia se planteó la cuestión de que si estos tensores nulos podŕıan proporcionar un
método para obtener configuraciones en equilibrio sin tener que resolver expĺıcitamente la correspondiente
ecuación de Euler - Lagrange. Esto podŕıa realizarse sumando al tensor de esfuerzo un tensor nulo apro-
piado, de forma tal que el tensor de esfuerzos resultante se anulara sobre toda la superficie, facilitando la
tarea de encontrar relaciones entre la curvatura y la configuración en equilibrio.
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3.3.1. Condición de integrabilidad de Gauss-Codazzi

Un ejemplo interesante de este tipo de tensores de esfuerzos, surge naturalmente de la condición de
integrabilidad de Gauss-Codazzi. Ésta, junto con la de Codazzi-Mainardi son condiciones se obtienen
de las relaciones que debe satisfacer las derivadas de los vectores tangentes de la base adaptada a la
superficie, ea,bc = ea,cb, de las cuales se obtienen las siguientes ecuaciones (en el apéndice A.3 se presenta
una derivación)

Rabcd = KacKbd −KadKbc , (Gauss-Codazzi) , (3.41)

∇aKbc = ∇bKac , (Codazzi-Mainardi-Peterson) . (3.42)

Las cuales son condiciones de integrabilidad que las tensores gab y Kab deben satisfacer para que repre-
senten la primera y la segunda formas fundamentales de una superficie en E3.

Como se menciona en la referencia [37], en principio no es necesario implementarlas en el principio
variacional (3.2), porque éstas se satisfacen una vez que las constricciones que imponen las definiciones
de ea, n, gab y Kab han sido implementadas. Sin embargo tienen una relevancia sutil en la aplicación del
principio variacional; la condición de Gauss-Codazzi relaciona la geometŕıa intŕınseca y extŕınseca de la
superficie, por lo que no se pueden variar de manera independiente. Por lo tanto, cuando se realiza la
variación de un funcional geométrico se pueden escoger dos caminos: intŕınsecamente o extŕınsecamente.
Resulta ser que en algunos casos, cuando se elige tratar las variaciones intŕınsecamente se obtiene un tensor
de esfuerzos aparentemente diferente del obtenido cuando se elige tratarlas extŕınsecamente. Pero ambos
resultados deben ser consistentes, aśı que deben diferir a lo más por tensor de esfuerzos nulo, explicando
estas discrepancias aparentes.

Para estudiar los tensores nulos asociados con esta ambigüedad se considera el siguiente Hamiltoniano

HC =
1

4

∫
dAλabcd (Rabcd − (KacKbd −KadKbc)) , (3.43)

dondeλabcd es un multiplicador de Lagrange que implementa la condición de Gauss-Codazzi respectiva-
mente, el cual posee las mismas simetŕıas que el tensor de Riemann. Usando la expresión para la variación
del tensor de Riemann covariante (B.20) derivado en el apéndice B, se obtiene que la variación de los
términos relevantes está dada por

1

4

∫
dAλabcdδRabcd =

1

4

∫
dA
(
λaecdRbecd − 2∇c∇dλ

acbd
)
δgab

+

∫
dA
(
∇c(∇dλ

acbdδgab)−∇d(λ
acbd∇cδgab)

)
(3.44)

1

4

∫
dAλabcdδ(KacKbd −KadKbc) =

∫
dAλacbdKcdδKab . (3.45)

Entonces de la variación con respecto a gab se obtiene el siguiente tensor de segundo rango

Υab = ∇c∇dλ
acbd − 1

2
λaecdRbecd , (3.46)

con el correspondiente término de frontera dado por

Qag = ∇bλ
acbdδgcd − λacbd∇bδgcd . (3.47)

Similarmente, de la variación con respecto a Kab se obtiene el tensor

Ξab = −λacbdKcd (3.48)
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Con estos resultados se obtiene que el tensor de esfuerzos WGC
a proveniente de esta condición de inte-

grabilidad dado por
Wa =

(
Υab − ΞacKcdg

db
)
eb +∇bΞ

abn , (3.49)

se puede expresar como

Wa
GC =

(
∇c∇dλ

acbd − 1

2
λaebdRbecd + λaecdKb

cKed

)
eb −∇b(λ

acbdKcd)n . (3.50)

Es posible demostrar que este tensor es un tensor nulo. Primero, nótese que el tercer término cancela al
segundo

λaecdKb
cKed =

1

2
λaecd

(
Kb

cKed −Kb
dKec

)
=

1

2
λaecdRbecd . (3.51)

Además, el primer término se puede escribir como

(
∇d∇bλ

adcb
)
ec = ∇d

(
∇bλ

adcbec
)
−∇b(λ

acdb)Kcdn , (3.52)

por lo que
Wa

GC = ∇b

(
∇dλ

abcdec
)
− λacbd∇bKcdn . (3.53)

Usando las simetŕıas del multiplicador de Lagrange λabcd y las ecuaciones de Codazzi-Mainardi, el último
término se anula

λacbd∇bKcd =
1

2
λacbd(∇bKcd −∇dKcb) = 0 , (3.54)

con esto, Wa
GC se reduce a

Wa
GC = ∇b

(
∇dλ

abcdec
)

(3.55)

el cual es un tensor nulo debido a la antisimetŕıa en a y b.

3.3.2. Variación de R2

Como ejemplo de esta ambigüedad en el tensor de esfuerzos (asociada con la condición de integrabilidad
de Gauss-Codazzi), se calcula la variación del funcional del cuadrado del la curvatura escalarH =

∫
dAR2.

T ab =
(
4Rab − gabR+ 4(gab∇c∇c −∇a∇b)

)
R , (3.56)

Hab = 0 , (3.57)

con el término de frontera

Qa = 2
(
gacgbd − gadgbc

)
(R∇d −∇dR) δgbc . (3.58)

Aśı, el tensor de esfuerzos “intŕınseco” es puramente tangencial

faInt =
(
4Rab − gabR+ 4(gab∇c∇c −∇a∇b)

)
Reb . (3.59)

Por otra parte, realizando la variación extŕınsecamente se tiene

T ab =
(
8Rab − gabR

)
R , (3.60)

Hab = 4
(
gabK −Kab

)
R . (3.61)

Por lo que el tensor de esfuerzos “extŕınseco” es

faExt =
(
4Rab − gabR

)
Reb + 4

(
gabK −Kab

)
∇bRn , (3.62)

donde se ha utilizado la ecuación de Codazzi-Mainardi contráıda en el último término.
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Tomando la diferencia de ambos tensores se obtiene

Wa ≡ 1

4
(faInt − faExt) =

(
gab∇c∇c −∇a∇b

)
Reb −

(
gabK −Kab

)
∇bRn . (3.63)

Puede ver que este tensor es nulo, primero se reexpresa el primer término como

(
gac∇b∇b −∇a∇c

)
R ec =

(
gacgbd − gadgbc

)
∇b∇dRec

=
(
gacgbd − gadgbc

)
[∇b(∇dRec)−∇dRKbcn)]

=
(
gacgbd − gadgbc

)
∇b (∇dRec) +

(
gabK −Kab

)
∇bRn , (3.64)

con lo cual, se tiene que Wa se reduce a

Wa =
(
gacgbd − gadgbc

)
∇b (∇dR ec) . (3.65)

En particular, para 2 dimensiones
Wa = εab∇bW . (3.66)

donde W = εcd∇dR ec. Este es precisamente el mismo resultado que se obtiene de la ecuación (3.55) si
λabcd = Rabcd. En esta forma es evidente que es un tensor nulo, su divergencia is cero y por lo tanto no
contribuye en la ecuación de EL.

Para completar la comparación entre ambos caminos ahora se analiza la diferencia entre los términos
de frontera que usualmente se desprecian, pero que son importantes, por ejemplo cuando se estudia el
cambio en la enerǵıa de la frontera de una superficie bajo una dilatación X → X+λX. Esta enerǵıa debe
ser la misma independientemente de qué camino se use, lo cual aparentemente no sucede si no se tiene en
cuenta el término de frontera obtenido en la variación de la manera intŕınseca.

La diferencia en los términos de frontera obtenidos de ambas maneras es

∆δS ≡ δSInt − δSExt =

∫
dA∇a (−Wa · δX+Qa)

=

∫
dA
(
gacgbd − gadgbc

)
[4∇b(∇dRec) · δX− 2(R∇d −∇dR)δgbc] ,(3.67)

para una dilatación δX = λX la métrica cambia como δgab = 2λgab. Con esto se tiene

∆δS = 4λ

∫
dA
(
gacgbd − gadgbc

)
∇a [∇b(∇dRec) · λX− (R∇d −∇dR)gbc]

= 4λ

∫
dA
(
gacgbd − gadgbc

)
∇a [∇b(∇dRec ·X)−∇dRec · ∇bX+∇dRgbc]

= 4λ

∫
dA
(
gacgbd − gadgbc

)
∇a∇b(∇dRec ·X) = 0. (3.68)

El último paso es debido a la antisimetŕıa en el intercambio de los ı́ndice a y b. Como se mencionó antes,
de no ser por el término de frontera, en el segundo paso no se hubiera cancelado el segundo término y la
variación de las dos maneras no seŕıa consistente.

3.4. Conclusiones

Se presentó la revisión del marco teórico en el cual se identifican las leyes de conservación asociadas con
la invariancia bajo transformaciones Euclidianas de Hamiltonianos geométricos. La cantidad geométrica
asociada con la invariancia traslacional se identifica como el tensor de esfuerzos sobre la superficie. Para
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una Hamiltoniano invariante bajo reparametrizaciones, la proyecciones normal de su ley de conservación
proporciona las ecuación de Euler-Lagrange que describe las configuraciones en equilibrio de las superficies
de interés. Adicionalmente, por medio de su integración a lo largo de un contorno cerrado se puede
determinar la fuerza total que actúa sobre la región encerrada.

Dentro de este marco, las definiciones de las cantidades geométricas relevantes se implementan en el
principio variacional por medio de variables auxiliares locales que cumplen una función de multiplicadores
de Lagrange. Este método tiene la ventaja considerable, que permite tratar de manera independiente la
variación de cada una de las variables geométricas, evitando tener que determinar cómo cambian éstas
como consecuencia de la deformación de la superficie original.

Se analizó la ambigüedad en la definición del tensor de esfuerzos que surge de la condición de integra-
bilidad de Gauss-Codazzi. Se demostró que la diferencia entre los tensor de esfuerzos que aparece al tratar
el Hamiltoniano tanto de forma intŕınseca como extŕınseca, es nulo, por lo que se confirma que ambos
caminos son consistentes.
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Caṕıtulo 4

Representación generalizada de
Weierstrass-Enneper

Desde el punto de vista matemático las superficies mı́nimas son muy especiales: sus funciones de
encajamiento en el espacio euclidiano tridimensional son armónicas, de forma tal que en una parame-
trización apropiada, estas superficies estarán descritas por funciones anaĺıticas. Esta caracteŕıstica es el
elemento esencial de la representación clásica de Weierstrass-Enneper (WE) para superficies mı́nimas,
introducida hace 150 años y que ha tenido un papel central en el desarrollo de este tema desde entonces
[30, 34, 81]. Aunque f́ısicamente a veces es adecuado un tratamiento en términos de una función de al-
tura para gradientes pequeños, donde se pueden emplear métodos mas simples, la representación de WE
de la superficie proporciona una herramienta indispensable para tratar las caracteŕısticas globales de las
superficies mı́nimas; la superficie P de Schwartz conocida como la pesadilla del plomero [88], que describe
fases liquido-cristalinas de membranas fluidas, proporciona un buen ejemplo [101]. Incluso, si uno está in-
teresado en interfases, se tiene que considerar una diferencia de presión a través de la superficie y con
esto la superficie en cuestión ya no es mı́nima sino que se trata de curvatura media constante. También al
considerar la estabilidad o fluctuaciones, su descripción cae fuera del alcance de la representación de WE.

Existe una generalización de la representación de WE que puede aplicarse a cualquier superficie. En
1979 Kenmotsu mostró cómo pod́ıa modificarse la representación clásica para describir superficies con
curvatura media prescrita [50]. Una década después, en los noventas, esta representación fue extendidad
para incluir superficies con curvatura media no nula, [54, 61]. Como indicaron Konopelchenko y Taimanov
en [55], no era necesario considerar la curvatura media como prescrita. La representación de WE fue
reformulada en términos de un campo espinorial con dos componentes [97, 60] para describir superficies
de curvatura media arbitraria. Siguiendo las referencias [6] y [99] a continuación se presenta una revisión
de esta generalización.

4.1. Ecuación de Dirac para espinores de la superficie

En la representación generalizada de WE las tres funciones que describen el encajamiento de una
superficie Σ en el espacio tridimensional Euclidiano E3 se expresan en términos de un campo espinorial
de 2 componentes ψ(z, z̄) = (ψ1(z, z̄), ψ2(z, z̄))

T definido en un dominio simplemente conexo D del plano
complejo C (la barra encima denota el complejo conjugado). El espinor es una solución de la ecuación tipo
Dirac

Dψ = 0 , (4.1)
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donde D es el operador diferencial de primer orden,

D =

(
0 ∂z

−∂z̄ 0

)
+

(
V 0
0 V

)
, (4.2)

involucra un potencial real V . Este potencial se acopla a las componentes del espinor; la ecuación (4.1) se
descompone como

∂zψ2 = −Vψ1, ∂z̄ψ1 = Vψ2 . (4.3)

El espinor ξ definido por ξ = (−ψ̄2, ψ̄1)
T también satisface la ecuación de Dirac:

Dξ = 0 . (4.4)

Este espinor está relacionado con el complejo conjugado de ψ por ξ = ζψ̄, donde

ζ =

(
0 −1
1 0

)
. (4.5)

El espinor ξ, a diferencia de ψ̄, se transforma como ψ bajo la acción de SU(2).

La ecuación de Dirac no es invariante bajo la acción del grupo SU(2). Tampoco se realizan las rotaciones
de la superficie de la forma aparentemente “obvia” por la acción de SU(2) en el espinor ψ usando el
isomorfismo local SO(3) = SU(2). La combinación lineal de ψ y ζ corresponde a una rotación de la
superficie. Primero cabe señalar que la superficie que corresponde al espinor ξ es la misma que se obtiene
de ψ bajo la rotación por un ángulo π alrededor del eje x̂2, i.e. bajo la sustitución ψ → ξ las componentes
de X cambian como X1 → −X1, X2 → X2, X3 → −X3. Con mayor generalidad, el espinor transformado
ψ̃ = āψ + b ξ, donde a y b son dos números complejos, también satisface la ecuación de Dirac por lo que,
también, describe una superficie X̃. Si |a|2 + |b|2 = 1, ψ̃ está relacionado indirectamente con ψ por un
elemento U de SU(2) dado por

U =

(
a −b̄
b ā

)
, (4.6)

que también puede representarse como U = e−i
ϑ
2
σ·r̂, donde r̂ es un vector unitario en E3 y σ es el vector

en E3 con las matrices de Pauli como sus componentes. Debido al isomorfismo local SO(3) = SU(2) se
identifica al elemento R de SO(3) dado por R = eiϑJ·r̂, donde J es el vector en E3 con los generadores
infinitesimales de rotaciones

J1 =




0 0 0
0 0 i
0 −i 0


 , J2 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , J3 =




0 i 0
−i 0 0
0 0 0


 , (4.7)

como sus componentes, de manera que R describe una rotación antihoraria por un ángulo ϑ alrededor de
la dirección r̂. Evidentemente ψ̃ 6= Uψ, por lo tanto la manera en la cual U relaciona a ψ̃ con ψ no es a
través de la acción usual de SU(2), sino por medio de la rotación asociada R que relaciona las funciones
de encajamiento de ambos espinores, en otras palabras, las funciones de encajamiento X̃ describen un
rotación de X, i.e. X̃ = RX [99]. Si |a|2 + |b|2 6= 1, la transformación ψ → āψ + b ξ describe una rotación
acompañada de un escalamiento.

La inmersión de D en E3 definida por ψ(z, z̄) está dada por

X(z, z̄) =

∫

γ

φ(w, w̄) , (4.8)
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donde φ(z, z̄) es la 1-forma con valor en vectores en E3 cuyas componentes son1

φ1(z, z̄) = Re
[
(ψ̄ 2

2 − ψ 2
1 )dz

]
, (4.9a)

φ2(z, z̄) = Re
[
i(ψ̄ 2

2 + ψ 2
1 )dz

]
, (4.9b)

φ3(z, z̄) = 2Re
[
ψ1ψ̄2dz

]
; (4.9c)

γ es una curva en el plano complejo que termina en el punto z. Es evidente de la definición que las funciones
de encajamiento son invariantes bajo conjugación compleja, ψ → ψ̄.

Es simple mostrar que las 1-formas (4.9) son cerradas en el plano complejo, i.e. dφi = 0: se usa el hecho
que el espinor ψ satisface la ecuación de Dirac, (4.1) y que V es real. No se necesitan evaluar las derivadas
∂zψ1 y ∂z̄ψ2 en este argumento. Cabe señalar que las 1-formas construidas con la parte imaginaria de la
ecuación (4.9) no son cerradas.

La cerradura y el teorema de Stokes junto implican que la definición de las funciones de encajamiento (4.8)
son independientes de la elección de la trayectoria γ y son por lo tanto bien definidos. Vale la pena señalar
que la ecuación tipo Dirac (4.1) parece ser la ecuación lineal más general para un espinor consistente con
cerradura.

4.1.1. Geometŕıa intŕınseca de la superficie

Los vectores tangentes a la superficie adaptados a esta parametrización son ez = ∂zX y ez̄ = ēz ; en
términos de las componentes de espinor ez están dados por

ez =
1

2




ψ̄ 2
2 − ψ 2

1

i
(
ψ̄ 2
2 + ψ 2

1

)

2ψ1ψ̄2


 . (4.10)

La 1-forma con valor en vectores φ definida en la ecuación (4.9) puede ser expresada en la forma alternativa
φ = 2Re (ezdz) .

Los dos vectores tangentes son nulos con respecto al producto escalar en E3 (denotado por ·), en otras
palabras, sus normas se anulan: ez · ez = 0 = ez̄ · ez̄. Sin embargo no son ortogonales: ez · ez̄ = 1/2 |ψ|4,
donde |ψ|2 = ψ†ψ = |ψ1|2 + |ψ2|2 y |ψi|2 = ψ̄iψi.

Esta parametrización es isotérmica (o conforme): el elemento de linea es

ds2 = |ψ|4|dz|2; (4.11)

la métrica inducida en la superficie toma la forma

gab =
|ψ|4
2

(
0 1
1 0

)
. (4.12)

Por lo que el tensor métrico es un reescalamiento de Weyl de su contraparte Euclidiana en el plano
complejo, i.e., es conformemente plano. La cuarta potencia de la norma del espinor proporciona el factor
conforme. La geometŕıa intŕınseca de la superficie está determinada completamente por |ψ|.

1Aqúı se intercambian φ1 y φ2 con respecto a las definiciones usuales en la literatura, por ejemplo [99], esto es por el
motivo que aśı se facilita la conexión con la representación clásica de WE. Además también se reducen el número de signos
menos en los cálculos.
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La libertad residual en la reparametrización consistente con la forma isotérmica de la métrica está cap-
turada por funciones anaĺıticas u holomórfas2. Bajo la transformación holomorfa z → w(z), z̄ → w̄(z̄), se
encuentra que

ψ1(z, z̄) → w′(z)1/2ψ1(w, w̄) , ψ2(z, z̄) → w̄′(z̄)1/2ψ2(w, w̄) , V(z, z̄) → |w′(z)| V(w, w̄) . (4.13)

Entonces estas variables son densidades escalares.

El determinante de la métrica es g = −1/4|ψ|8, por lo que√g = i/2|ψ|4 es imaginario. El área está dada
por

A =
i

2

∫
dz ∧ dz̄ |ψ|4 . (4.14)

A pesar de las apariencias, es una forma real: d̄A = −i/2|ψ|4 dz̄ ∧ dz = dA.

El operador de Laplace-Beltrami ∆ en el plano complejo está dado por

∆ =
4

|ψ|4 ∂z∂z̄ . (4.15)

Los śımbolos de Christoffel no nulos construidos con la métrica gab son

Γzzz = gzz̄∂zgzz̄ = ∂z ln gzz̄ = 2 ∂z ln|ψ|2 , (4.16)

junto con su complejo conjugado Γz̄z̄z̄. De forma similar, las únicas componentes no nulas del tensor de
Riemann en la parametrización conforme son

Rzzz̄z =
|ψ|4
2

∆ ln|ψ|2 = Rz̄z̄zz̄ . (4.17)

EL tensor de Ricci (proporcional a la métrica) y el escalar de Ricci son

Rzz̄ = −|ψ|4
2

∆ ln|ψ|2, R = −2∆ ln|ψ|2 . (4.18)

4.1.2. Geometŕıa extŕınseca de la superficie

El vector normal a la superficie Σ definido por n = ez × ez̄/
√
g, en términos de las componentes del

espinor está dado por

n =
1

|ψ|2




2Re (ψ1ψ2)
2 Im (ψ1ψ2)
|ψ1|2 − |ψ2|2


 . (4.19)

Se pueden obtener identidades para los vectores tangentes de la definición del vector normal. Tomando el
producto exterior de n con ez y ez̄ se obtiene

ez = iez × n . (4.20)

expresión que es algo inusual desde una perspectiva Euclidiana: el producto vectorial con la normal de-
vuelve el vector tangente multiplicado por i, sin embargo, la multiplicación por i representa una rotación
por π/2.

La segunda forma fundamental o tensor curvatura extŕınseca definido por Kab = −n · ∂aeb, está dado
por

Kab =

(
A V|ψ|2

V|ψ|2 Ā

)
, (4.21)

2Funciones cuyas partes reales e imaginarias satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann [31].
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donde A denota al Wronskiano de ψ1 y ψ̄2, A = ψ̄2∂zψ1 − ψ1∂zψ̄2. [99]. A es invariante bajo rotaciones,
como los son la norma de ψ y V . Bajo reparametrización, z → w(z), A se transforma como densidad
escalar:

A(z, z̄) → w′(z)2A . (4.22)

Además del potencial y de la norma del espinor, el Wronskiano es la otra función del espinor y sus derivadas
que aparece naturalmente en esta representación.

Los valores propios del operador de forma Ka
b = gacKcb son las dos curvaturas principales, C1 y

C2. El doble de la curvatura media K = C1 + C2 y la curvatura Gaussiana KG = C1C2 están dadas
respectivamente por

K =
4

|ψ|2 V , (4.23)

KG =
4

|ψ|8
(
V2|ψ|4 − |A|2

)
. (4.24)

Si V = 0 la superficie es mı́nima (K = 0). Definiendo las componentes del espinor ψ en términos de las
dos funciones anaĺıticas f(z) y g(z) como ψ1 = f1/2g/

√
2 y ψ2 = f̄1/2/

√
2 se obtiene el espinor φ que

corresponde a la representación original de WE para superficies mı́nimas [30, 34] dado por

φ = Re

[
f

2

(
1− g2, 1 + g2, 2g

)T
dz

]
. (4.25)

La condición de integrabilidad de Gauss-Codazzi (A.41) identifica al doble de la curvatura Gaussiana (4.24)
con el escalar de Ricci definido intŕınsecamente por la ecuación (4.18). Entonces |A| está determinado
completamente una vez que V y |ψ| son conocidos; es una medida de la diferencia de la curvaturas
principales:

|A|2 =
(C1 − C2)

2

16
|ψ|8 . (4.26)

La fase de A captura la direcciones principales; A se anula en puntos umb́ılicos.

Los dos escalares de la curvatura dependen de ψ sólo a través de las combinaciones |ψ|2 y A. Es útil
tener las identidades para las derivadas parciales faltantes, ∂zψ1 y ∂zψ̄2, en términos de estas variables.

Diferenciando |ψ|2 con respecto a z y usando el hecho que ψ satisface la ecuación tipo Dirac se obtiene

∂z|ψ|2 = ψ2∂zψ̄2 + ψ̄1∂zψ1 . (4.27)

Multiplicando por ψ1 y sumando ψ2A

ψ2A+ ψ1∂z|ψ|2 = |ψ|2∂zψ1 , (4.28)

de donde se obtiene la identidad

∂zψ1 = ψ1∂z ln|ψ|2 +
1

|ψ|2ψ2A . (4.29)

Multiplicando la ecuación (4.27) por ψ̄2 y restando ψ̄1A

ψ̄2∂z|ψ|2 − ψ̄1A = |ψ|2∂zψ̄2 , (4.30)

se obtiene la segunda identidad

∂zψ̄2 = ψ̄2∂z ln|ψ|2 −
1

|ψ|2 ψ̄1A . (4.31)



50 Representación generalizada de Weierstrass-Enneper

Con estos resultados, todas derivadas de ψ se pueden expresar en la forma compacta,

∂zψ =

(
∂z ln|ψ|2 |ψ|−2A

−V 0

)
ψ , ∂z̄ψ =

(
0 V

−|ψ|−2Ā ∂z̄ ln|ψ|2
)
ψ . (4.32)

Las ecuaciones de Gauss-Weingarten, ∂aea = Γcabec −Kabn y ∂an = Ka
b eb, describen cómo cambia el

marco adaptado {ea,n} sobre la superficie. En la representación generalizada de WE, escribiendo la base
adaptada a la superficie como E = {ez, ez̄ ,n}, estas ecuaciones se pueden expresar de forma compacta [6]

∂zE = ME ∂z̄E = NE, (4.33)

donde las transformaciones lineales M y N están dadas por

M =




2∂z ln|ψ|2 0 −A
0 0 − 1

4K|ψ|4
1
2K

2
|ψ|4A 0


 , N =




0 0 − 1
4K|ψ|4

0 2∂z̄ ln|ψ|2 −Ā
2

|ψ|4 Ā 1
2K 0


 . (4.34)

La condición de integrabilidad Ezz̄ = Ez̄z conduce a Mz̄ − Nz + [M,N] = 0. De esta condición y de la
independencia lineal de la base E se obtienen las siguientes relaciones

∂z∂z̄ ln|ψ|2 =
|A|2
|ψ|4 − V2 =

|A|2
|ψ|4 − |ψ|4

16
K2 , (4.35a)

∂z̄A = |ψ|2∂zV − V∂z|ψ|2 =
|ψ|4
4
∂zK , (4.35b)

que cumplen los espinores y el potencial que satisfacen la ecuación de Dirac (4.1).

La ecuación (4.35a) representa la condición de Gauss-Codazzi porque es equivalente a la ecuación

R = K2 −KabK
ab = K2 − (KzzK

zz + 2Kzz̄K
zz̄ +Kz̄z̄K

z̄z̄). (4.36)

De forma similar, la ecuación (4.35b) y su complejo conjugado representa la condición de Codazzi-Mainardi
ya que son equivalentes al par de ecuaciones

∇aKbc = ∇bKac o ∇z̄Kzz = ∇zKz̄z y sus c.c. . (4.37)

La condición de Gauss-Codazzi implica la identificación de la curvatura escalar con el doble de la curvatura
Gaussiana; la sustitución de sus expresiones dadas por las ecuaciones (4.18) y (4.24) en la condición de
Gauss-Codazzi (4.35a) proporciona la identidad R = 2KG y por lo tanto se tiene que

KG = −∆ ln|ψ|2 . (4.38)

4.1.3. Ejemplos de superficies

En esta representación un plano cuyo vector normal es n = (nx, ny, nz)
T se representa por un espinor

constante ψ = (a, b)T , donde a y b dos números complejos dados por

a = − i√
2
(nz + 1) , b =

i√
2
(nx + i ny) . (4.39)

En particular, el plano Z = 0 está dado simplemente por el espinor ψ = (−
√
2 i, 0)T .

La esfera unitaria xixi = 1, i = 1, 2, 3, se representa por el espinor cuyas componentes son

ψ1 = − i
√
2

|z|2 + 1
, ψ2 =

i
√
2z

|z|2 + 1
, (4.40)
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donde la variable compleja z está definida por z = X + i Y y (X,Y ) son las coordenadas estereográficas
definidas por la proyección desde el polo sur, dadas por

X =
x1

1 + x3
, Y =

x2

1 + x3
. (4.41)

4.1.4. Representación espinorial de la enerǵıa de doblamiento

Una caracteŕıstica interesante de esta representación espinorial es que la enerǵıa de Canham-Helfrich
asume una forma notablemente simple [10, 40]

HCH =
1

2

∫
dAK2 = 4i

∫
dz ∧ dz̄ V2 , (4.42)

depende sólo del potencial y se anula para una superficie mı́nima.

La enerǵıa de Willmore, que es invariante conforme, en esta representación toma la forma [105]

HW ==
1

2

∫
dA (C1 − C2)

2
= 4i

∫
dz ∧ dz̄ |A|2

|ψ|4 , (4.43)

que involucra el módulo del Wronskiano A.

4.2. Construcción del tensor de esfuerzos

Igual que antes, se está interesado en examinar las propiedades variacionales de varios funcionales
enerǵıa f́ısicamente relevantes de la geometŕıa de la superficie dentro de esta representación espinorial.
Este puede ser el área, la enerǵıa de doblamiento o algún otro invariante geométrico. Tales invariantes
en general están dados por alguna densidad escalar, H, construida con el espinor y el potencial real V ,
integrada sobre la superficie3

H = i

∫
dz ∧ dz̄H(ψ1, ψ̄1, ψ2, ψ̄2,V) . (4.44)

H también puede incluir derivadas. Las derivadas de ψ, si aparecen, se pueden expresar en términos de
ψ mismo y de derivadas de ln|ψ|2, V , y A. Si se involucran derivadas de mayor orden no sencillo en esta
representación identificar combinaciones escalares de las variables que aparecen en el argumento de H; sin
embargo esto se facilita, tomando en cuenta las propiedades de transformación de las densidades ψ, V y
A dada por la ecuaciones (4.13) y (4.22), para formar productos con peso cero.

Para calcular la variación de este funcional se empleará un marco espinorial análogo al principio va-
riacional para superficies parametrizadas en términos de la métrica inducida y la curvatura extŕınseca
introducido en el caṕıtulo anterior siguiendo la referencia [37]. La manera aparentemente obvia de rea-
lizar el principio variacional resulta estar llena de dificultades técnicas: si se tratan a los espinores y al
potencial como variables fundamentales, la relación que conecta sus variaciones con la de las funciones de
encajamiento de la superficie es no local; tal como la métrica y la curvatura extŕınseca no son variables
independientes, el espinor y el potencial también están constreñidos (por la ecuación tipo Dirac). Reali-
zando ingenuamente la variación del potencial aparentemente implica que los únicos puntos cŕıticos de la
enerǵıa de doblamiento son las superficies mı́nimas, conclusión manifiestamente incorrecta. Teniendo en
cuenta lo anterior, hay dos conjuntos de constricciones que necesitar ser implementadas cuando H se varia
con respecto a estas variables: la ecuación tipo Dirac (4.1) implica que las variaciones del espinor y del
potencial no son independientes; también se debe especificar cómo reconstruir la superficie en términos

3Es conveniente usar una densidad escalar H, es lugar de un escalar H; los dos están relacionados por H = 1

2
|ψ|4H.
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del espinor. Estas constricciones se implementan en el principio variacional introduciendo un conjunto de
multiplicadores de Lagrange. Aśı, se construye el siguiente funcional:

Hc = H + i

∫
dz ∧ dz̄ λ†Dψ + i

∫
dz ∧ dz̄ λTDξ

+ i

∫
dz ∧ dz̄ fz · (ez − ∂zX) + i

∫
dz ∧ dz̄ f z̄ · (ez̄ − ∂z̄X) , (4.45)

donde D está definido por la ecuación (4.2) y ez por la ecuación (4.10). Los multiplicadores de Lagrange
λ y fz implementan respectivamente la ecuación tipo Dirac y la identificación de los vectores tangentes4.
Con esto, ahora es leǵıtimo tratar a X, ψ, ψ̄ y a V como variables independientes. El multiplicador λ es

un espinor de 2 componentes definido por λ =
(
λ1, λ2

)T 5. Los multiplicadores fz constituyen un vector

en E3 definido por fz =
(
f1, f2, f3

)T
. Estos multiplicadores fz, como se verá más adelante, se identifican

con el tensor de esfuerzos en la superficie.

En componentes, el funcional Hc asume la forma6

Hc = H + i

∫
dz ∧ dz̄ λ̄1 (∂zψ2 + Vψ1) + i

∫
dz ∧ dz̄ λ̄2 (∂z̄ ψ1 − Vψ2) + c.c.

+ i

∫
dz ∧ dz̄

(
f1

2

(
ψ̄ 2
2 − ψ 2

1

)
+ i

f2

2

(
ψ̄ 2
2 + ψ 2

1

)
+ f3ψ1ψ̄2 − fz · ∂zX

)
+ c.c. . (4.46)

Comenzando con la variación de las funciones de encajamiento X, después de una integración por partes
para agrupar las derivadas de fz y f z̄ en una divergencia, se encuentra

δXHc = i

∫
dz ∧ dz̄ (∂zfz · δX− ∂z(f

z · δX)) + c.c. . (4.47)

Entonces, la derivada de Euler-Lagrange con respecto a X, εX ≡ δHc/δX está dada por

εX = ∂zf
z + ∂z̄f

z̄ . (4.48)

Los puntos cŕıticos de Hc satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange, εX = 0, cuyas soluciones se descri-
ben en términos del tensor de esfuerzos conservado con valor en los complejos, fz 7. Aún falta construir
expĺıcitamente fz . Esto involucrará resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange para la variables ψ, ψ̄ y V .

Variando HC con respecto al potencial V da

δVHC = i

∫
dz ∧ dz̄

(
δL

δV + λ̄1ψ1 + λ1ψ̄1 − λ̄2ψ2 − λ2ψ̄2

)
δV ; (4.49)

cuya ecuación de Euler-Lagrange correspondiente es

εV = λ†σ3ψ + λTσ3ψ̄ +
δL

δV = 0 . (4.50)

Aqúı σ3 es la matriz de Pauli con 1 y −1 en la diagonal. Como V es real, esta ecuación también es
real. El espinor λ satisface una ecuación algebraica lineal e inhomogénea en un espacio vectorial complejo
bidimensional. Una solución de esta ecuación está dada por

λi = − 1

2|ψ|2
δL

δV σ3ψ . (4.51)

4Tal como están definidos, tanto λ como fz son densidades.
5El hecho que la ecuación tipo Dirac (4.4) es el complejo conjugado de (4.1) se refleja en el hecho que los multiplicadores

que implementan estas condiciones también son complejos conjugados uno del otro. En adición, fz̄ = f̄
z .

6c.c. representa la expresión compleja conjugada.
7Con el tensor de esfuerzos densitizado la diferenciación covariante se reemplaza por la diferenciación parcial.
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Sin embargo, esta solución no es única. La ecuación (4.50) se puede reescribir en la forma Re(λ†σ3ψ) =
−δL/δV . Cualquier espinor λ cuya proyección en σ3ψ es imaginaria es evidentemente solución de la
ecuación homogénea Re(λ†σ3ψ) = 0. Esta ecuación tiene dos soluciones. La primera es de la forma

λrh = irσ3ψ, (4.52)

donde r es una función arbitraria con valores reales. Esto es debido a que λrh
†σ3ψ = −i|ψ|2r es manifies-

tamente imaginario. La segunda solución, que involucra al espinor ξ, está dada por

λch = c̄σ3ξ, (4.53)

donde c es una función arbitraria con valores complejos. Esta solución satisface λ†hσ3ψ = 0 debido a la
ortogonalidad de ψ y ξ.

Entonces la solución completa λ = λi + λh está dada por

λ =

(
− 1

2|ψ|2
δL

δV + ir

)
σ3ψ + c̄σ3ξ , (4.54)

cuyas componentes son

λ1 =

(
− 1

2|ψ|2
δL

δV + ir

)
ψ1 − c̄ψ̄2, λ2 =

(
1

2|ψ|2
δL

δV − ir

)
ψ2 − c̄ψ̄1 . (4.55)

Esta solución posee 3 grados de libertad por punto: uno para r y dos para c. Para justificar esta cuenta,
nótese que en términos de las variables reales, la solución de la ecuación (4.50) describe un hiperplano
tridimensional en un espacio vectorial tetradimensional equipado con producto interno (no-degenerado)
con signatura (+,+,−,−). Mas adelante se mostrará que esta ambigüedad reflejada en la funciones r y c
es un una libertad de norma asociada con la parametrización.

Introduciendo la cantidades f+ = f1 + if2 y f− = f1 − if2. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el
espinor ψ están dada por8

εψ1
= −ψ1f

− + ψ̄2f
3 + T 1 = 0 , (4.56a)

εψ2
= ψ2f̄+ + ψ̄1f̄

3 + T 2 = 0 , (4.56b)

donde

T 1 =
δL

δψ1
− ∂z̄λ̄

2 + λ̄1V , T 2 =
δL

δψ2
− ∂zλ̄

1 − λ̄2V . (4.57)

junto con sus complejos conjugados.

Para facilitar la resolución de este conjunto de ecuaciones para fz primero se expresan las componentes
Cartesianas f+, f− y f3 en términos de sus contrapartes geométricamente más relevantes con respecto a
la base de los vectores tangentes adaptados a la superficie {ez, ez̄,n}. Esta descomposición de fz está dada
por √

g fz = i (fz · ez̄ ez + fz · ez ez̄) +
√
g fz · nn . (4.58)

Las tres proyecciones puede expresarse en términos de las componentes Cartesianas, f+, f−, f3, como
sigue

fzz = fz · ez =
1

2

(
ψ̄ 2
2 f

+ − ψ 2
1 f

−
)
+ ψ1ψ̄2f

3, (4.59a)

fzz̄ = fz · ez̄ = −1

2

(
ψ̄ 2
1 f

+ − ψ 2
2 f

−
)
+ ψ̄1ψ2f

3, (4.59b)

fz = fz · n =
1

|ψ|2
(
ψ̄1ψ̄2f

+ + ψ1ψ2f
− + (|ψ1|2 − |ψ2|2)f3

)
; (4.59c)

8Las componentes del complejo conjugado del espinor, ψ̄1 y ψ̄2, se vaŕıan independientemente de ψ1 y ψ2.
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estas tres ecuaciones se puede invertir en favor de f+, f− y f3 para obtener

f+ =
2

|ψ|4
(
ψ 2
2 f

z
z − ψ 2

1 f
z
z̄ + |ψ|2ψ1ψ2f

z
)
, (4.60a)

f− =
2

|ψ|4
(
−ψ̄ 2

1 f
z
z + ψ̄ 2

2 f
z
z̄ + |ψ|2ψ̄1ψ̄2f

z
)
, (4.60b)

f3 =
2

|ψ|4
(
ψ̄1ψ2f

z
z + ψ1ψ̄2f

z
z̄

)
+

1

|ψ|2
(
|ψ1|2 − |ψ2|2

)
fz . (4.60c)

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de EL (4.56a) y (4.56b) se obtiene

εψ1
=

2

|ψ|2 ψ̄1f
z
z − ψ̄2f

z + T 1 = 0, (4.61)

εψ̄2
=

2

|ψ|2ψ2f
z
z + ψ1f

z + T̄ 2 = 0 . (4.62)

En particular, las ecuaciones de EL para ψ1 y ψ̄2 (y los complejos conjugados de estas ecuaciones) in-
volucran fzz y fz (y sus complejos conjugados) pero no fzz̄ (o su complejo conjugado). La proyección
tangencial fzz̄ permanece sin determinar a este nivel. A nivel algebraico, esto está relacionado con la
identidad ez = iez × n.

La combinación ψ1 εψ1
+ ψ̄2 εψ̄2

determina fzz :

ψ1 εψ1
+ ψ̄2 εψ̄2

= 2fzz + ψ1T
1 + ψ̄2T̄

2 = 0 . (4.63)

Usando las expresiones (4.57) para T 1 y T 2 en esta ecuación y resolviendo para fzz se encuentra

fzz = −1

2

(
ψ1

δL

δψ1
+ ψ̄2

δL

δψ̄2

)
+

1

2
∂z̄
(
λ1ψ̄2 + λ̄2ψ1

)
− iV Im(λ†ψ) . (4.64)

Ahora, sustituyendo en esta última ecuación las expresiones de λ1 y λ2 dadas en (4.55) se obtiene finalmente

fzz = −1

2

(
ψ1

δL

δψ1
+ ψ̄2

δL

δψ̄2

)
+ iψ1ψ̄2∂z̄r −

1

2

(
ψ̄ 2
2 ∂z̄ c̄+ ψ 2

1 ∂z̄c
)
. (4.65)

Similarmente fz se determina por la combinación ψ̄1 εψ̄2
− ψ2 εψ1

:

ψ̄1 εψ̄2
− ψ2 εψ1

= |ψ|2fz + ψ̄1T̄
2 − ψ2T

1 = 0. (4.66)

La substitución de las expresiones de T 1 y T 2 en esta ecuación y resolviendo para fz da

fz =
1

|ψ|2
(
ψ2

δL

δψ1
− ψ̄1

δL

δψ̄2
+ ∂z̄

(
λ1ψ̄1 − λ̄2ψ2

))
(4.67)

+
1

|ψ|2
(
λ̄2∂z̄ψ2 − λ1∂z̄ψ̄1 + V(λ̄1ψ2 + λ2ψ̄1)

)
. (4.68)

Usando una vez mas las expresiones (4.55) de λ1 y λ2 junto con las expresiones (4.29) y (4.31) para las
derivadas de ψ1 y ψ2 se obtiene

fz = −∂z̄
(

1

2|ψ|2
δL

δV

)
+

1

|ψ|2
(
ψ2

δL

δψ1
− ψ̄1

δL

δψ̄2

)

+
i

|ψ|2 (|ψ1|2 − |ψ2|2)∂z̄r +
1

|ψ|2
(
ψ1ψ2∂z̄c− ψ̄1ψ̄2∂z̄ c̄

)
. (4.69)
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La única ambigüedad en las componentes fzz y fz del tensor de esfuerzos es consecuencia de la solución
de la ecuación (4.50).

Como se mencionó anteriormente, la ecuaciones de Euler-Lagrange para el espinor y el potencial no
determinan las componentes fuera de la diagonal fzz̄ de la parte tangencial de tensor de esfuerzos. A pri-
mera vista, esto parece sugerir que faltó algo. Sin embargo, debe recordarse, que al representar la superficie
en forma isotérmica, necesariamente se pierde la invariancia bajo reparametrizaciones. Esta caracteŕıstica
se manifiesta en la proyecciones tangenciales de la ley de conservación del tensor de esfuerzos. Mientras
que estas ecuaciones se satisfacen idénticamente para cualquier marco completamente invariante bajo re-
parametrizaciones, en este sólo proporcionan las ecuaciones diferenciales que determinan la componentes
faltantes de la parte tangencial del tensor de esfuerzos.

Tomando las proyecciones de la ley de conservación εX = 0, donde εX está dado por la ecuación (4.48),
en los vectores tangentes proporciona la ecuación

εX · ez = ∂z̄f
z̄
z + |ψ|4∂z

(
1

|ψ|4 f
z
z

)
+A fz + |ψ|2Vf z̄ = 0, (4.70)

junto con su expresión compleja conjugada. Hasta este punto, no ha sido necesario especificar expĺıcitamen-
te la forma funcional de H. Para resolver la ecuación (4.70), se supondrá por simplicidad que H depende
sólo de |ψ|2 y V , sin diferenciar. Estas ecuaciones diferenciales se pueden resolver para las componentes
faltantes del tensor de esfuerzos. La solución más general está dada por

fzz̄ =
Ā

2 |ψ|2
δL

δV + iψ̄1ψ2∂z̄r +
1

2

(
ψ 2
2 ∂z̄c+ ψ̄ 2

1 ∂z̄ c̄
)
+ h̄(z̄) , (4.71)

donde h(z) es una función arbitraria.

La proyección en el vector normal proporciona la ecuación de forma

εX · n = ∂zf
z + ∂z̄f

z̄ − K

2

(
fzz + f z̄z̄

)
− 2

|ψ|4
(
Afzz̄ + Āf z̄z

)
= 0 . (4.72)

Ahora se está en posición de examinar las diferentes ambigüedades que surgieron en la construcción del
tensor de esfuerzos. La primera se origina en la solución de la ecuación de Euler-Lagrange para el potencial.

La contribución del esfuerzos originado en la solución homogénea λch está dada por

|ψ|4fzc = ∂z̄c
(
ψ

2

2 ez − ψ
2

1 ez̄ + |ψ|2ψ1ψ2n
)

+ ∂z̄ c̄
(
ψ̄

2

1 ez − ψ̄
2

2 ez̄ − |ψ|2ψ̄1ψ̄2n
)
. (4.73)

Descomponiendo la función compleja c en sus partes real e imaginaria, c = cx + icy, es posible expresar
esta contribución como la derivada parcial de un vector espacial

fzc = i∂z̄ (cyx̂1 + cxx̂2) , (4.74)

donde se ha empleado el hecho que la base canónica de vectores de E3 es constante. Con respecto a la
base adaptada a la superficie estos tres vectores están dados por

x̂1 =
1

|ψ|4
(
(ψ 2

2 − ψ̄ 2
1 )ez + (ψ̄ 2

2 − ψ 2
1 )ez̄ + |ψ|2(ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)n

)
, (4.75a)

x̂2 =
i

|ψ|4
(
−(ψ 2

2 + ψ̄ 2
1 )ez + (ψ̄ 2

2 + ψ 2
1 )ez̄ − |ψ|2(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)n

)
, (4.75b)

x̂3 =
2

|ψ|4
(
ψ̄1ψ2ez + ψ1ψ̄2ez̄ +

1

2
|ψ|2(|ψ1|2 − |ψ2|2)n

)
. (4.75c)
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Similarmente, la contribución al tensor de esfuerzos que se origina en λrh está dada por

fzr = i∂z̄ (rx̂3) , (4.76)

de manera que la contribución total al tensor de esfuerzos que surge de la solución homogénea se puede
expresar como la derivada parcial de un vector espacial con componentes reales V,

fzh = i∂z̄V , (4.77)

donde V está dado por V = (cyx̂1 + cxx̂2 + rx̂3). Como V es real, fzh tiene divergencia nula: ∂zf
z
h+∂z̄f

z̄
h =

0. Es un tensor nulo que está automáticamente conservado y no contribuye a la ecuación de forma (4.72).
Por lo tanto, como se mencionó antes, es leǵıtimo despreciar esta contribución al tensor de esfuerzos y
sólo considerar la parte que surge de la solución inhomogénea λi.

A diferencia del tensor de esfuerzos canónico en la descripción parametrizada de una superficie, su
contraparte en este parametrización isotérmica no es única.

La ambigüedad asociada con la función arbitraria h(z) que aparece en la solución de la ecuación (4.70)
dada por (4.71) es de naturaleza mas seria. Contribuye a la ecuación de forma con un término

≈ 2

|ψ|4
(
Ah̄(z̄) + Āh(z)

)
. (4.78)

Sin embargo, la proyección normal de la derivada de Euler-Lagrange εX ·n asociada con cualquier funcional
de enerǵıa invariante bajo reparametrizaciones debe se una densidad escalar. Bajo una transformación
holomorfa z → w(z) el factor A/|ψ|4 se transforma como

A(z, z̄)

|ψ(z, z̄)|4 → w′(z)

w̄′(z̄)

A(w, w̄)

|ψ(w, w̄)|4 . (4.79)

Para formar un escalar h(z) se debe transformar como h(z) → w′(z)/w̄′(z̄)h(w), lo cual no es una función
holomorfa. La consistencia requiere entonces que h se anule.

En resumen, para un funcional que depende sólo de |ψ| y V , los componentes del tensor de esfuerzos
asume la forma simple

fzz = −1

2

(
ψ1

∂L

∂ψ1
+ ψ̄2

∂L

∂ψ̄2

)
, (4.80a)

fzz̄ =
Ā

2 |ψ|2
∂L

∂V , (4.80b)

fz = −∂z̄
(

1

2|ψ|2
∂L

∂V

)
. (4.80c)

Para un funcional que depende de derivadas de ψ no mayores que la primera, la componentes relevantes
del tensor de esfuerzos son

fzz = −1

2

(
ψ1

(
∂L

∂ψ1
− ∂z

(
∂L

∂(∂zψ1)

))
+ ψ̄2

(
∂L

∂ψ̄2
− ∂z

(
∂L

∂(∂zψ̄2)

)))
, (4.81a)

fzz̄ =
Ā

2 |ψ|2
∂L

∂V + V
(
ψ2

∂L

∂(∂zψ1)
− ψ̄1

∂L

∂(∂zψ̄2)

)
, (4.81b)

fz = −∂z̄
(

1

2|ψ|2
∂L

∂V

)
+

ψ2

|ψ|2
(
∂L

∂ψ1
− ∂z

(
∂L

∂(∂zψ1)

))

− ψ̄1

|ψ|2
(
∂L

∂ψ̄2
− ∂z

(
∂L

∂(∂zψ̄2)

))
. (4.81c)
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Para funcionales que involucran derivadas de orden superior, las correspondientes derivadas funcionales
contendrán términos extra que surgen de integraciones por partes.

A continuación se discute la invariancia Euclidiana de la enerǵıa y la identificación de fz como el tensor
de esfuerzos dentro de esta representación.

4.3. Esfuerzos y torcas conservados

La corriente asociada con la variación de la funciones de encajamiento, denotada por QX, está dada
por el término de frontera en la variación del funcional Hc con respecto a X

QX = −i
∫
dz ∧ dz̄

(
∂z(f

z · δX) + ∂z̄(f
z̄ · δX)

)
. (4.82)

La corriente asociada con las variaciones del campo espinorial es

Qψ1
= i

∫
dz ∧ dz̄∂z̄(λ̄2δψ1), Qψ2

= i

∫
dz ∧ dz̄∂z(λ̄1δψ2), (4.83)

junto con sus expresiones complejas conjugadas.

El potencial no da origen a alguna corriente. Entonces la variación completa de Hc está dada por

δHc = i

∫
dz ∧ dz̄ ε · δX+Q , (4.84)

donde la corriente total es Q = QX + (Qψ1
+Qψ2

+ c.c.). Cuando se satisfacen las ecuaciones de Euler-
Lagrange, δHc = Q.

Igual que en el caṕıtulo anterior, se considera una región de la superficie limitada por un conjunto de
fronteras cerradas. Para determinar el cambio en la enerǵıa bajo la translación de una de sus fronteras,
denotada por Γ, se considera la deformación δX que se reduce a la translación δa de esta curva y que no
modifica las demás fronteras. El campo espinorial se transforma trivialmente bajo traslaciones. Usando el
teorema de Gauss, el cambio en la enerǵıa se puede expresar como

δHc = −δa · F , (4.85)

donde el vector F está definido por la integral de linea

F =

∫

Γ

ds lzf
z + c.c. . (4.86)

donde ds es el elemento de linea a lo largo de Γ, lz y su c.c. son las componentes del covector asociado
con el vector del marco de Darboux adaptado a Γ y que es la normal exterior tangente a la superficie. La
ecuación (4.85) identifica al vector F como la fuerza que actúa en la frontera Γ [73]. También, la cantidad
lzf

z representa fuerza local que actúa sobre el elemento de linea ds, de manera que la corriente conservada
asociada con la invariancia traslacional fz se identifica como el tensor de esfuerzos en la superficie.

La invariancia rotacional es un poco más complicada debido a que las propiedades de transformación
del campo espinorial no son triviales. Usando la identidad (4.19) para el vector normal n en términos del
campo espinorial, es sencillo ver que la variación del campo espinorial induce una variación en n dada por

δn =
2

|ψ|4
(
(ψ̄1δψ2 − ψ2δψ̄1)ez + (ψ1δψ̄2 − ψ̄2δψ1)ez̄

)
. (4.87)
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Usando las expresiones (4.55) de λ y (4.87) de δn en las expresiones de las corrientes presentadas arriba,
se obtiene que Q para este caso está dado por

Q = −i
∫
dz ∧ dz̄∂z (fz · δX+ cz · δn) + c.c. , (4.88)

donde cz = 1
2 |ψ|2

δL
δV ez̄ .

Considerando ahora una rotación infinitesimal por un ángulo constante δω, las funciones se transforman
como δX = δω ×X; el vector normal también rota, δn = δω × n. Entonces el cambio en la enerǵıa es

δHc = −iδω ·
∫
dz ∧ dz̄ ∂zmz + c.c. , (4.89)

donde mz = X× fz + 1/2|ψ|−2δL/δVn× ez̄. Usando un argumento idéntico al usado en la identificación
de la fuerza sobre la frontera Γ, se identifica el cambio en la enerǵıa asociado con la rotación de esta curva

δHc = −δω ·M , (4.90)

donde

M =

∫

Γ

dslzm
z + c.c. . (4.91)

Entonces el vectorM se identifica como la torca total que actúa en esta frontera.mz y su c.c. se identifican
como las componentes del tensor de torcas en la superficie [74]. Usando la identidad ez = iez × n, la
componente del tensor de torcas se puede reescribir de la forma

mz = X× fz − i

2 |ψ|2
δL

δV ez̄ . (4.92)

4.3.1. Ejemplos de tensores de esfuerzos

Para una densidad Hamiltoniana Hn = 1/2|ψ|4Kn se obtiene que

∂Hn

∂ψi
= (1− n

2
)|ψ|2Knψ̄i y

∂Hn

∂V = 2 n |ψ|2Kn−1 . (4.93)

De las ecuaciones (4.80) se obtiene que las componentes del tensor de esfuerzos están dadas por:

fn
z
z =

(n− 2)

4
|ψ|4Kn , (4.94a)

fn
z
z̄ = n ĀKn−1 , (4.94b)

fn
z = −n ∂z̄K

n−1 . (4.94c)

Es simple confirmar que estas expresiones reproducen el resultado de la ecuación 3.29 en esta parametri-
zación particular, la cual recordando es

fan = Kn−1(nKab −Kgab) eb − n∇aKn−1 n , (4.95)

También es sencillo mostrar que la contribución que corresponde a la componente normal de la derivada
de Euler-Lagrange (4.72) está dada por

En = −n∆Kn−1 +Kn−1
(
2nKG − (n− 1)K2

)
. (4.96)

que es precisamente la ecuación (3.30) obtenida en el caṕıtulo anterior.
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n=0: Funcional de área

Para un término de área, correspondiente a H0 = 1/2|ψ|4, sólo la diagonal de la parte tangencial del
tensor de esfuerzos no se anula:

fzz = −1

2
|ψ|4, fzz̄ = 0, fz = 0 . (4.97)

La derivada de Euler-Lagrange está dada por E0 = K; los puntos cŕıticos del área son superficies mı́nimas
que satisfacen K = 0 o V = 0.

n=1: Funcional de curvatura media

Para una enerǵıa proporcional a la curvatura media, correspondiente a H1 = 1/2|ψ|4K, las componen-
tes del tensor de esfuerzo tangencial son

fzz = −1

4
|ψ|4K, fzz̄ = Ā , (4.98)

y el esfuerzo normal se anula, fz = 0. La derivada de de Euler-Lagrange E1 = R; los puntos cŕıticos son
las superficies desarrollables con curvatura Gaussiana nula.

n=2: enerǵıa de doblamiento o de Canham-Helfrich HB = 4V2

Las componentes del tensor de esfuerzos son

fzz = 0, fzz̄ = ĀK, fz = −∂z̄K , (4.99)

y la derivada de Euler-Lagrange está dada por

EB = −∆K +K

(
2KG − 1

2
K2

)
. (4.100)

El hecho que fzz se anula en este caso es una manifestación de la invariancia escala.

El Hamiltoniano de Canham-Helfrich difiere de la enerǵıa de Willmore HW , definida por la ecuación
(4.43) por una enerǵıa topológica proporcional al invariante de Gauss-Bonnet HGB =

∫
dAKG. Por lo

tanto las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes coinciden; de hecho, los esfuerzos locales corres-
pondientes también coinciden. Es instructivo demostrar esto expĺıcitamente usando la forma funcional de
HW en términos de |A|.

Las derivadas parciales requeridas son

∂L

∂ψ1
= − 4

|ψ|4
(
Ā∂zψ̄2 + 2

|A|2
|ψ|2 ψ̄1

)
,

∂L

∂(∂zψ1)
=

4

|ψ|4 Āψ̄2, (4.101a)

∂L

∂ψ̄2
=

4

|ψ|4
(
Ā∂zψ1 − 2

|A|2
|ψ|2 ψ2

)
,

∂L

∂(∂zψ̄2)
= − 4

|ψ|4 Āψ1 . (4.101b)

Usando la condición de Codazzi-Mainardi dada en la ecuación (4.35b) se tiene que las derivadas funcionales
correspondientes son

δL̃

δψ1
= −ψ̄2∂z̄K,

δL̃

δψ̄2
= ψ1∂z̄K,

δL̃

δV = 0 . (4.102)

Sustituyendo estas identidades en la expresiones (4.65) y (4.69) para las componentes del tensor de esfuer-
zos reproduce el mismo tensor obtenido para la enerǵıa de Canham-Helfrich en la ecuación (4.99). Los dos
tensores de esfuerzos no necesariamente teńıan que coincidir: podŕıan haber diferido por un tensor nulo.
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4.4. Conclusiones

Se desarrolló un marco teórico para principios variacionales, adaptado a la representación de la geo-
metŕıa de una superficie en términos de un campo espinorial que interactúa por medio de un potencial,
para describir las propiedades de equilibrio de la superficie. Con esto se está en posición de aprovechar las
técnicas del análisis complejo para examinar varios problemas de naturaleza inherentemente no lineal en
la f́ısica de la materia condensada suave. Incluso si se está interesado en superficies mı́nimas descritas por
la representación de WE con V = 0, se necesita introducir un potencial en la variación.



Caṕıtulo 5

Esfuerzos en membranas fluidas con
puntos en contacto

Las membranas biológicas –el ret́ıculo endoplásmico, el aparato de Golgi, la membrana interior de
las mitocondrias–presentan geometŕıas complejas; modelarlas de forma realista requiere refinaciones de
la descripción simple del modelo Canham-Helfrich [84]. Esto puede involucrar la introducción de fuerzas
locales externas que constriñen la geometŕıa de la membrana [85]. Estas fuerzas pueden operar mediante
filamentos jalando o empujando la membrana; pueden originarse también debido al confinamiento dentro
de los compartimentos celulares. Tales constricciones localizadas difieren de una manera fundamental de
las constricciones más familiares de naturaleza global–área y volumen encerrado fijos–asociados con el
modelado de la membrana plásmica.

La enerǵıa de doblamiento de una superficie es invariante bajo transformaciones conformes del espacio
Euclidiano tridimensional. Entonces la enerǵıa es invariante no sólo bajo transformaciones Euclidianas
del espacio ambiente tridimensional, como se esperaŕıa; también es invariante bajo deformaciones que
preservan ángulos en la superficie, y en particular bajo escalamiento e inversión en esferas [86, 89, 105].
En particular, dado un cierto estado de equilibrio, cualquier superficie obtenida de su inversión en alguna
esfera será también un estado de equilibrio. Ninguno de los dos estados se asemeja al otro necesariamente.
Esto se debe a que el proceso de inversión, no sólo involucra distorsión geométrica, también puede invo-
lucrar un cambio de topoloǵıa si la superficie involucra regiones que son distantes del centro de inversión.
El cambio de topoloǵıa asociado con la compactificación de estas regiones a un punto, en general, pro-
duce singularidades geométricas en la superficie invertida [17, 18]. Como se verá en este caṕıtulo, estas
singularidades son de interés f́ısico porque indican la presencia de fuentes de esfuerzos externos locales.

5.1. Inversión de superficies

Primeramente se presenta una revisión de las propiedades de transformación de la geometŕıa de una
superficie bajo inversión en una esfera. Una introducción elemental pero útil de inversión en esferas se
puede encontrar en el caṕıtulo final del libro de Gray [34].

Una superficie Σ parametrizada por coordinadas locales u1 y u2, se describe por el vector de posición
en el espacio Euclidiano tridimensional X(u1, u2). Uno está interesado en describir la superficie Σ̃ obtenida
por la inversión de Σ en una esfera de radio R centrada en un punto, el centro de inversión, que se elige
que coincida con el origen1. Usando una tilde para denotar las cantidades geométricas relacionadas con

1Esto siempre se puede hacer trasladando la superficie apropiadamente. Por ejemplo si la superficie está centrada en
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Σ̃, la inversión en esta esfera induce el mapeo Σ → Σ̃ definido por

X → X̃ =
R2

|X|2X , X 6= 0 . (5.1)

Los puntos X y X̃ satisfacen |X||X̃| = R2. La inversión en cualquier esfera satisface I2 = 1, donde 1 es
el mapeo identidad en E3. Es por lo tanto una involución.

La superficie X̃ se parametrizará usando las mismas coordenadas que se usan en X. Sin embargo, en
general, esta parametrización no será adaptada a la superficie inversa.

La geometŕıa de la superficie tiene propiedades intŕınsecas, caracterizadas por la métrica gab, aśı como
extŕınsecas, caracterizadas por el tensor de curvatura extŕınseca Kab. En lo siguiente se determina cómo
se transforman estos dos tensores bajo inversión.

5.1.1. Geometŕıa intŕınseca

Para determinar la métrica en Σ̃ se examina cómo se transforman bajo inversión los dos vectores
tangentes a Σ adaptados a la parametrización por u1 y u2, definida por ea = ∂aX, a = 1, 2. El mapeo de
los vectores tangentes es

ea → ẽa =

(
R

|X|

)2

R ea , (5.2)

donde la transformación lineal R, dada por

R = 1− 2X̂⊗ X̂ , (5.3)

representa una reflexión de los puntos de la superficie en el plano que pasa por el origen y que es ortogonal
a X. X̂ denota el vector unitario correspondiente. R tiene 2 vectores propios con valor propio +1 que
corresponde a vectores que están sobre el plano ortogonal, y un vector propio con valor propio −1 que
corresponde a X mismo. Entonces detR = −1. En particular, como ẽa involucra una reflexión de ea, la
paridad de la base adaptada {ea,n} se revierte bajo inversión. Si n es la normal a Σ, en general no será la

normal a Σ̃, i.e. n · ẽa 6= 0.

Las componentes de la métrica inducida en Σ están dados por gab = ea · eb. Bajo inversión, se trans-
forman como

gab → g̃ab =
R4

|X|4 gab . (5.4)

Entonces la inversión induce un mapeo conforme de la superficie, con el factor conforme (R/|X|)4. El
determinante g de la métrica se transforma multiplicativamente,

g → g̃ =
R8

|X|8 g . (5.5)

Usando la ecuación (5.5), se encuentra que el área de la superficie invertida está dada por

Ã = R4

∫
dA

|X|4 . (5.6)

el origen y se desea invertir en la esfera centrada en x0, basta con considerar las funciones de encajamiento trasladadas
X → X− x0
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Entonces, la enerǵıa de una superficie debida a la tensión superficial, asociada con una peĺıcula de jabón
por ejemplo, se transforma en la enerǵıa de una superficie cargada uniformemente que interactúa con una
carga puntal localizada en el origen, a través de un potencial central 1/|X|4, escalada por un factor R4.

El operador de Laplace-Beltrami construido con gab, definido por ∆ = gab∇a∇b bajo inversión ∆ se
transforma como

∆̃ =

( |X|
R2

)2 (
|X|2∆

)
. (5.7)

Salvo un factor de escalamiento, este operador es invariante bajo inversión.

La función de distancia inversa está dada por |̃X|
2
= R4/|X|2. Su gradiente satisface la siguiente

identidad

∇a |̃X|
2
= −

(
R

|X|

)4

∇a |X|2 . (5.8)

Entonces los puntos cŕıticos no nulos de |X|2 se mapean a puntos cŕıticos de |̃X|
2
; la superficie invertida

hereda los puntos cŕıticos de la superficie original. Los puntos al infinito se mapean a puntos cŕıticos en
el origen. No se generan otros puntos cŕıticos. Los puntos cŕıticos no nulos se determinan de la siguiente
ecuación

2X · ea = 0 . (5.9)

Aśı, los puntos de la superficie que corresponden al vector de posición ortogonal a la superficie son puntos
cŕıticos de la función de distancia. La localización de estos puntos en la superficie depende de la posición
relativa del centro de inversión.

El Hessiano se transforma de una manera un poco más complicada. El Hessiano definido en Σ de la
función inversa de distancia está dado por

∇a∇b |̃X|
2
= −

(
R

|X|

)4 (
∇a∇b |X|2 − 2

|X|2 ∇a|X|2∇b|X|2
)
. (5.10)

El Hessiano en Σ̃ de un escalar f se relaciona con su contraparte en Σ por
(
∇̃a∇̃b −∇a∇b

)
f =

−
(
Γ̃cab − Γcab

)
∇cf donde el tensor de la diferencia de los śımbolos de Christoffel está dado por la

identidad de Palatini,

Γ̃cab − Γcab = − 1

|X|2
(
δca∇b|X|2 + δcb∇a|X|2 −∇c|X|2 gab

)
. (5.11)

Entonces, cuando se trata de la función distancia, usando las ecuaciones (5.8), (5.10) y (5.11) se obtiene

∇̃a∇̃b |̃X|
2
= −

(
R

|X|

)4 (
∇a∇b |X|2 − 1

|X|2 ∇c |X|2 ∇c |X|2 gab
)
. (5.12)

En un punto cŕıtico no nulo, ∇a|X|2 = 0 con X 6= 0, se reduce a ∇̃a ∇̃b |̃X|
2
= −(R/|X|)4 ∇a∇b |X|2 .

También, de la contracción (con g̃ab) de esta expresión se obtiene que el operador de Laplace-Beltrami en
Σ actuando sobre la función inversa de distancia da

∆̃|̃X|
2
= −∆ |X|2 + 2∇a|X|2 ∇a|X|2 . (5.13)

Este mismo resultado se obtiene aplicando directamente |̃X|
2
el resultado de la expresión (5.7) de ∆̃.
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5.1.2. Geometŕıa extŕınseca

El vector unitario normal a la superficie se transforma bajo inversión como

n → ñ = −Rn . (5.14)

Esto se sigue de las ecuaciones (5.2) y de la identidad para vectores espaciales (Rv)× (Rw) = −R (v ×w).

Entonces, si n · X = 0, entonces también ñ · X̃ es nulo debido a que R es auto-adjunto y al hecho que
R X̃ = −X̃. La normal exterior a una superficie que encierra al centro de inversión se mapea a la normal
exterior de la superficie inversa. Por ejemplo, considerando la esfera unitaria centrada en el origen con
n = X̂, se tiene que la inversión de su normal exterior es también la normal exterior, i.e. ñ = r.

El volumen contenido por una superficie cerrada Σ está dado por la expresión

V =
1

3

∫
dAX · n . (5.15)

Entonces el volumen contenido por Σ̃ está dado por

Ṽ =
1

3

∫
d̃A X̃ · ñ =

1

3

∫
dA

R6

|X|6 X · n

=
1

3

∫
dV div ·

((
R

|x|

)6

x

)
= −

∫
dV

R6

|x|6 . (5.16)

Aqúı dV denota el elemento de volumen en E3 y x el vector de posición de un punto dentro de una
superficie cerrada con respecto al centro de inversión. El signo menos aparece debido a que el volumen es
una pseudo 3-forma, la cual cambia de signo bajo un cambio de orientación. En la última linea, se usó la
identidad

div ·
(

x

|x|6
)

= − 3

|x|6 . (5.17)

La definición del tensor de curvatura extŕınseca Kab = ea · ∂bn implica que

K̃ab = − (R/|X|)2 R ea · ∂b(Rn) = − (R/|X|)2 (Kab + ea · R ((∂bR)n)) . (5.18)

Para evaluar ∂aR nótese que ∂aX̂ = P ea/|X|, donde P = 1− X̂⊗ X̂ es la proyección en el plano ortogonal

a X̂. Con estos se tiene que

∂aR = −2/|X|
(
X̂⊗ P ea + (P ea)⊗ X̂

)
. (5.19)

Entonces (usando RP = P), se tiene que

R ((∂bR)n) = −2
(
n× (Peb × X̂)

)
/|X| . (5.20)

Tomando la proyección en ea, se obtiene una expresión simple proporcional a gab:

ea · R ((∂bR)n) = −2/|X|2 (X · n) gab . (5.21)

Sustituyendo la ecuación (5.21) en la ecuación(5.18) se obtiene que bajo inversión,Kab se transforma como

Kab → K̃ab = − R2

|X|2
(
Kab −

2

|X|2 X · n gab
)
. (5.22)
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El tensor de curvatura extŕınseca inverso involucra sólo los dos tensores, gab y Kab. De esto se sigue que
el operador de forma inverso definido por K̃a

b = g̃acK̃cb, se transforma como

Ka
b → K̃a

b = −
( |X|
R

)2(
Ka

b −
2

|X|2 X · n δab
)
. (5.23)

Es una combinación lineal de Ka
b y δab. En consecuencia, la curvas principales se mapean a curvas

principales [34]: Sean C1 y C2 las curvaturas principales y V1 = V a1 ea, V2 = V a2 ea las correspondientes

direcciones, tal que Ka
bV

b
i = CiV

a
i . Entonces K̃

a
bV

b
i = C̃iV

a
i , donde

C̃i = −|X|2
R2

(
Ci −

2

|X|2X · n
)
. (5.24)

Debido a esta relación (5.24), la diferencia de la dos curvaturas principales se preserva bajo inversión,
salvo un factor de escalamiento proporcionar a la función de distancia

C̃1 − C̃2 = −|X|2
R2

(C1 − C2) ; (5.25)

no depende expĺıcitamente de n. El signo menos implica que, después de la inversión, la dirección principal
de curvatura máxima se mapea a la dirección principal de curvatura mı́nima y viceversa. Por ejemplo,
si C2 > C1 tal que V2 es la dirección principal de curvatura máxima, entonces C̃1 > C̃2, y por lo tanto
Ṽ2 corresponderá a la dirección principal con curvatura mı́nima en la superficie inversa. Cairns y Sharpe
presentaron una discusión útil del comportamiento de la curvatura bajo inversión en la referencia [9]. Si

C1 = C2, entonces C̃1 = C̃2, de forma que puntos umb́ılicos se mapean a puntos umb́ılicos.

Los dos invariantes simétricos fundamentales del operador de forma Ka
b son su traza (el doble de

la curvatura media) K = C1 + C2 y su determinante (la curvatura Gaussiana) KG = C1C2. Usando la

ecuación (5.24) las contrapartes transformadas en Σ̃ se determinan fácilmente:

K̃ = −|X|2
R2

(
K − 4

|X|2 X · n
)
, (5.26)

K̃G =
|X|4
R4

(
KG − 2

|X|2 X · nK +
4

|X|4 (X · n)2
)
. (5.27)

En particular, en la contraparte invertida de una superficie mı́nima (con K = 0), se tiene que K̃ =
4/R2X · n. Equivalentemente, una superficie que satisface

K =
4

|X|2X · n (5.28)

es la inversión de alguna superficie mı́nima.

Usando la condición de integrabilidad de Gauss-Codazzi

Rabcd = KacKbd −KadKbc , (5.29)

para determinar las propiedades de transformación del tensor de Riemann, la ecuación (5.22) implica el

tensor de Riemann transformado R̃abcd está dado por

R̃abcd =

(
R

|X|

)4
[
Rabcd− 2

X · n
|X|2 (Kac gbd+gacKbd−Kad gbc−gadKbc)+4

(
X · n
|X|2

)2

(gac gbd−gad gbc)
]
.

(5.30)
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Se observa que hay una mezcla no trivial de la geometŕıa intŕınseca con la extŕınseca. De este resultado
se sigue que la curvatura escalar se transforma como

R̃ =
1

R4

(
|X|4 R− 4 (X · n)|X|2K + 8 (X · n)2

)
. (5.31)

5.1.3. Enerǵıa de doblamiento

Combinando las ecuaciones (5.6) y (5.25) se identifica inmediatamente la enerǵıa de Willmore de una
superficie bidimensional, invariante bajo inversión [105],

HW [X] =
1

2

∫
dA (C1 − C2)

2 . (5.32)

Evidentemente HW también es invariante bajo transformaciones conformes inducidas del espacio tridi-
mensional. Como se mencionó antes, salvo la contribución proporcional al invariante de Gauss-Bonnet

HGB[X] =

∫
dAKG , (5.33)

coincide con la enerǵıa de doblamiento de Canham-Helfrich [10, 40]

HB[X] =
1

2

∫
dAK2 , (5.34)

La enerǵıa de Willmore implica que la enerǵıa de doblamiento de una superficie inversa está dada por

H̃B = HB + 2(H̃GB −HGB) . (5.35)

Entonces la enerǵıa de doblamiento de una superficie obtenida por la inversión en una esfera de una
superficie mı́nima es proporcional a la diferencia de dos contribuciones topológicas y es por lo tanto
constante. En general, a diferencia de la enerǵıa de doblamiento de una superficie mı́nima, no será cero.
Esto es debido a que la topoloǵıa puede cambiar bajo inversión si la superficie es infinita o si el punto de
inversión está sobre la superficie.

Como las dos enerǵıasHW y HB difieren por una contribución topológica, sus puntos cŕıticos satisfacen
la misma ecuación de “forma” de Euler-Lagrange

ε⊥ = −∇2K +
1

2
K(K2 − 2KabK

ab) = 0 . (5.36)

Esta ecuación hereda la invariancia conforme de la enerǵıa de Willmore. Aśı, las superficies que satisfacen
la ecuación (5.28) también son soluciones. Mas aun, la inversión de cualquier superficie que satisface la
ecuación (5.36) es también una solución.

5.2. Geometŕıa de los k-noides

En esta sección se resumen algunos aspectos relevantes de la geometŕıa de los k-noides, una familia de
superficies mı́nimas con simetŕıa discreta de orden k, introducida por Jorge y Meeks en los ochentas [45].
Estas superficies poseen k cuellos con crecimiento exponencial y proporcionan una generalización natural
del catenoide. [45].
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Los datos de Weierstrass-Enneper están dados por las dos funciones complejas [45]

f (z) =
1

ρk (zk − 1)
2 , g (z) = zk−1 , k ∈ N . (5.37)

g(z) es holomorfa, es decir, está definida en todo el plano complejo C. f(z) es meromorfa, es decir,
está definida en el plano complejo C excepto en un conjunto de puntos aislados, que para el caso de los
k-noides, corresponden a las k ráıces de la unidad, de manera que su dominio es C− {z ∈ C|zk − 1 = 0}.
La geometŕıa de k-noide se escalará por un factor ρk (que depende de k) determinado por la ecuación
(5.51) como se discute más adelante.

La construcción de las funciones de encajamiento a partir de los datos de Weierstrass involucra la
evaluación de las tres integrales I1, I2 y I3, definidas por

I1 =
1

2

∫
dzf I2 =

1

2

∫
dzfg2, I3 =

∫
dzfg . (5.38)

En términos de estas integrales las funciones de encajamiento están dadas porX = Re {I1 − I2, i (I1 + I2) , I3}+
X0.

Empezando con I1(z), una manera de evaluarla es introduciendo la función auxiliar

B (z, µ) =
1

2 ρk

∫
dz

1

zk − µ
. (5.39)

En términos de B, I1(z) = ∂B (z, µ) /∂µ|µ=1. Su evaluación involucra la expansión del integrando como
una suma de términos usando el método de fracciones parciales. Expandiendo el denominador en términos
de las ráıces de la unidad,

zk − 1 =

k−1∏

j=0

(z − rj) , (5.40)

donde rj = e
2πij
k ; un cálculo simple da

1

zk − 1
=

1

k

k−1∑

j=0

rj
z − rj

. (5.41)

Usando la identidad (5.41), se obtiene

B (z, µ) =
µ

1−k
k

2k ρk

k−1∑

j=0

rj log

(
z

µ1/k
− rj

)
, (5.42)

de donde sigue que

I1(z) = − 1

2k ρk


 z

zk − 1
+
k − 1

k

k−1∑

j=0

rj log (z − rj)


 . (5.43)

Para evaluar I2, se realiza una integración por partes para expresarla en la forma

I2 =
1

2k ρk

(
− zk−1

zk − 1
+ (k − 1)

∫
dz

zk−2

zk − 1

)
. (5.44)
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Expandiendo el argumento del logaritmo en términos de las ráıces de la unidad (5.40), el término segundo
puede ser escrito como

∫
dz

zk−2

zk − 1
=

1

k

∫
1

z
d log

(
zk − 1

) (5.40)
=

1

k

k−1∑

j=0

1

rj
log

(
z − rj
z

)
. (5.45)

Teniendo en cuenta que r−1
j = r̄j y aśı como que la suma suma de las ráıces es cero, se tiene que el término

proporcional a log z−1 se anula. Por lo tanto

I2(z) =
1

2k ρk


− zk−1

zk − 1
+
k − 1

k

k−1∑

j=0

r̄j log (z − rj)


 . (5.46)

La última integral I3 es elemental si se hace el simple cambio de variable z → zk:

I3(z) = − 1

k ρk (zk − 1)
. (5.47)

Usando estos resultados se tiene que las funciones de encajamiento son

X(z, z̄)−X0 = Re (I1 − I2) =
1

k ρk
Re


z
2

zk−2 − 1

zk − 1
− k − 1

k

k−1∑

j=0

cos
2πj

k
log (z − rj)


 , (5.48a)

Y (z, z̄)− Y0 = Re (i(I1 + I2)) =
1

k ρk
Re


 z

2i

zk−2 + 1

zk − 1
+
k − 1

k

k−1∑

j=0

sin
2πj

k
log (z − rj)


 , (5.48b)

Z(z, z̄)− Z0 = Re I3 = − 1

k ρk
Re

(
1

zk − 1

)
, (5.48c)

Sea z una coordenada compleja parametrizada por las coordenadas polares ρ y φ, z = ρ eiφ, φ ∈ [0, 2π) y
ρ ∈ (0,∞). Se elige X0 = {0, 0,−1/(2k r0)}, de forma que el k-noide está centrado en el origen. Con esto,
su vector de encajamiento está dado entonces por

X =
1

2kρk



(
ρ2k−1 + ρ

)
cosφ−

(
ρk+1 + ρk−1

)
cos (k − 1)φ

Pk (ρ, φ)
− k − 1

k

k−1∑

j=0

cos
2πj

k
log P1

(
ρ, φ− 2πj

k

)
 ,

(5.49a)

Y =
1

2kρk


−

(
ρ2k−1 + ρ

)
sinφ+

(
ρk+1 + ρk−1

)
sin(k − 1)φ

Pk (ρ, φ)
+
k − 1

k

k−1∑

j=0

sin
2πj

k
log P1

(
ρ, φ− 2πj

k

)
 ,

(5.49b)

Z =
1

2kρk

1− ρ2k

Pk (ρ, φ)
. (5.49c)

Aqúı Pk(ρ, φ) es la función definida por

Pk (ρ, φ) = ρ2k − 2 ρk cos kφ+ 1 ; (5.50)

ρk es una constante introducida para normalizar el k-noide. La geometŕıa de los k-noides es única salvo
movimientos Euclidianos y escalamiento. La geometŕıa para cada k, está caracterizada por una única
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escala de longitud: la distancia mı́nima desde el origen a su curva perfil en ρ = 1. De las ecuaciones (5.49)
se encuentra el factor ρk que hace esta escala de longitud es unitaria es

ρ2k =
(k − 1)2

k4

k−1∑

j=0

k−1∑

l=0

cos
2π

k
(j − l) log

∣∣∣∣sin
π

k

(
1

2
− l

)∣∣∣∣ log
∣∣∣∣sin

π

k

(
1

2
− j

)∣∣∣∣

− k − 1

k3

k−1∑

l=0

cos
π

k
(1− 2l) log

∣∣∣∣sin
π

k

(
1

2
− l

)∣∣∣∣+
1

4k2
. (5.51)

Los puntos cŕıticos de la función de distancia de la curva perfil ocurren en φj = π(1 + 2j)/k, j =
0, 1, . . . , k − 1. Esta curva perfil es por lo tanto tangente al ćırculo unitario en estos puntos cŕıticos.

En particular, el catenoide está descrito por las funciones

X(ρ, φ) =

(
1

2
ln

∣∣∣∣
ρ2 + 2 ρ cosφ+ 1

ρ2 − 2 ρ cosφ+ 1

∣∣∣∣ ,−
2ρ
(
ρ2 + 1

)
sinφ

ρ4 − 2 ρ2 cos 2φ+ 1
,

1− ρ4

ρ4 − 2ρ2 cos 2φ+ 1

)
, (5.52)

El catenoide con k = 2 y el trinoide con k = 3 se ilustran en la figura 5.1.

Figura 5.1: Catenoide y trinoide truncados. La lineas radiales son curvas ρ-paramétricas, i.e. con φ constante
y ρ variable. De manera similar, las curvas cerradas que rodean el origen son curvas φ-paramétricas. Las curvas
coloreadas describen la intersección de la superficie con el plano que define la simetŕıa especular.

La simetŕıa axial del catenoide, está reemplazada en el k-noide por la simetŕıa especular discreta
ρ→ 1/ρ, dada por una reflexión en el plano “principal”, Z = 0, el cual bisecta los k cuellos catenoidales.2.
El origen ρ = 0 de plano complejo se mapea al punto plano de la parte superior del k-noide (ver Fig. 5.1).
Los valores de ρ en el intervalo [0, 1) describen la mitad superior (Z > 0) del k-noide; el intervalo (1,∞)

2Nótese que la simetŕıa axial del catenoide no es manifiesta en esta parametrización
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describe la mitad inferior que resulta de la reflexión de la mitad superior. El punto al infinito se mapea al
punto plano de esta mitad. La intersección de la superficie con el plano Z = 0 dada por ρ = 1 define un
conjunto de curvas (su perfil), indicado en la Fig. 5.1) (en rojo y verde en el catenoide, y en rojo, verde,
y azul en el trinoide). Estar curvas serán útiles para visualizar la geometŕıa inversa.

La vecindad del polo que corresponde a la ráız rj = e
2πij
k se mapea al cuello con crecimiento exponencial

dirigido a lo largo del vector Êρ (−2πj/k), donde

Êρ (φ) = (cosφ, sinφ, 0) . (5.53)

Nótese que el ángulo polar φ en el plano complejo es también el ángulo polar en la superficie. Sin embargo,
su orientación está revertida (ver Fig. 5.1).

El k-noide es invariante bajo la transformación discreta φ → φ + 2πj/k para cada j = 1, . . . , k.
La simetŕıa discreta de orden 2 del catenoide con respecto a sus cuellos (reflexión en el plano X = 0)
está reemplazada por la simetŕıa dihedral de orden k (que consiste en la rotación alrededo del eje Z
aśı como por las reflexiones en los planos que pasan a través de este eje).

Se tiene entonces que los k-noides poseen a Dk × Z2 como su grupo de isometŕıa.

La expansión de gradientes pequeños de la geometŕıa del k-noide en la vecindad de–sus puntos planos–
ρ = 0 y ρ = ∞ para k > 2 confirma que la geometŕıa coincide con una silla de mono de orden k.
Introduciendo las coordinadas polares ̺ y Φ en el plano principal, ̺2 = X2 + Y 2 y tanΦ = Y/X , se
encuentra que si ρ << 1, entonces ̺ ≈ ρ/2ρk y Φ = −φ. El primer término relevante en la expansión de
la función de altura Z en términos de ρ es de orden k

Z(̺,Φ) =
1

2ρkk

(
1 + 2Re zk

)
=

1

2ρkk

(
1 + (2ρk̺)

k cos(kΦ)
)
, (5.54)

que corresponde a una silla de mono de orden k. Esta aproximación para el catenoide y el trinoide en la
vecindad de ρ = 0 se ilustra en la Fig. 5.2

Figura 5.2: En la vecindad de ̺ = 0 el catenoide y el trinoide son sillas de mono de orden 2 y 3 respecti-
vamente

La vectores tangentes adaptados a esta parametrización eρ y eφ están dados por

eρ =
2

|z|Re (zez) , eφ = −2Im (zez) . (5.55)
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Usando los datos de Weierstrass (5.37), estos dos vectores se pueden expresar en las coordinadas polares
como

eρ =
1

2ρkP 2
k (ρ, φ)

(
Q+
c , Q

+
s , 2ρ

k−1
((
ρ2k + 1

)
cos kφ− 2ρk

))
, (5.56a)

eφ =
ρ

2ρkP 2
k (ρ, φ)

(
Q−
s , Q

−
c , 2ρ

k−1
(
ρ2k − 1

)
sin kφ

)
, (5.56b)

donde Q±
s y Q±

c son dos funciones definidas por

Q±
s = ρ2(k−1)

(
ρ2 ∓ 1

)
sin(2k − 1)φ+ 2ρk

(
±ρ2(k−1) − 1

)
sin(k − 1)φ+

(
±ρ2(2k−1) − 1

)
sinφ ;(5.57a)

Q±
c = ρ2(k−1)

(
±ρ2 − 1

)
cos (2k − 1)φ+ 2ρk

(
ρ2(k−1) ∓ 1

)
cos(k − 1)φ−

(
ρ2(2k−1) ∓ 1

)
cosφ .(5.57b)

La normal exterior es

n = − 1

1 + ρ2(k−1)

(
2ρk−1 cos (k − 1)φ, 2ρk−1 sin (k − 1)φ, ρ2(k−1) − 1

)
. (5.58)

Los elementos de linea y de área en el k-noide se determinan usando la fórmula (C.3):

ds2 = Ω2 (r, φ)
(
dr2 + r2dφ2

)
, dA = Ω2(ρ, φ)ρdρ ∧ dφ , (5.59)

donde el factor conforme Ω (r, θ) está definido por

Ω2 (r, φ) =

(
1 + ρ2(k−1)

2ρkPk (r, φ)

)2

. (5.60)

De la ecuación (C.9) se obtiene que las curvaturas principales en el k-noide son C2 = C = −C1 donde

C = 4ρk (k − 1)
ρ(k−2)Pk (ρ, φ)(
1 + ρ2(k−1)

)2 , (5.61)

y de (C.10) se tiene que las correspondientes direcciones principales son

V̂1 =
1

ρΩ
√
Pk(ρ, φ)

(
cos

(
kφ

2

)
(ρk − 1)eφ − sin

(
kφ

2

)
ρ(ρk + 1)eρ

)
; (5.62a)

V̂2 =
1

ρΩ
√
Pk(ρ, φ)

(
sin

(
kφ

2

)
(ρk + 1)eφ + cos

(
kφ

2

)
ρ(ρk − 1)eρ

)
. (5.62b)

5.2.1. Fuerzas en los k-noides

Usando la expresión (C.12) aqúı se evalúan la fuerzas que se oponen a la tensión en un k-noide tratado
como una peĺıcula de jabón para mantenerlo en equilibrio. De manera análoga a la usada para determinar
las funciones de encajamiento, se necesitan evaluar las siguientes tres integrales:

H1 l =
1

2

∮

ζl

dzf H2 j =
1

2

∮

ζl

dzfg2, H3 l =

∮

ζl

dzfg ; (5.63)

donde ζl es cualquier contorno sobre el plano complejo que rodea la l-ésima ráız de la unidad rl, tal que
se mapea a un contorno γl que encierra al cuello correspondiente. La libertad de elegir ζl (sólo se necesita
calcular el residuo del polo correspondiente rl) se traduce en la libertad de deformar γl. El contorno γl se
recorre en sentido horario con la elección de la base dextrógira {t,n, l}; debido a que la orientación del
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ángulo polar φ se revierte, ζl se recorre en sentido antihorario. La fuerza en la frontera γl ahora está dada
por F0 l = Im {H1 l −H2 l, i (H1 l +H2 l) , H3 l}.

Definiendo w = z/µ
1

k , se encuentra que

H1 l =
1

2 r0
∂µ

(
µ

1

k
−1

∮

γl

dw
∏k−1
j=0 (w − rj)

) ∣∣∣
µ=1

= i
π

r0
∂µ

(
µ

1

k
−1 w − rl
wk − 1

∣∣∣
w=rl

) ∣∣∣
µ=1

= i
π

r0

1

k
∂µµ

1

k
−1
∣∣∣
µ=1

rl = i
π

r0

(
1− k

k2

)
rl . (5.64)

Después de una integración por partes se obtiene

H2 l =
1

2 r0

k − 1

k

∮

γl

dz
zk−2

zk − 1
=

1

2 r0

k − 1

k2

k−1∑

j=0

1

rj

∮

γl

dz

(
1

z − rj
− 1

z

)

= i
π

r0

(
k − 1

k2

)
r̄l . (5.65)

El integrando de H3 l se puede expresar como una derivada total, por lo que se anula:

H3 l = − 1

kr0

∮

γl

d

(
1

zk − 1

)
= 0 . (5.66)

Combinando estos resultados, se encuentra que F0 l está dado por

F0 l = −2π

r0

k − 1

k2
(Re rl,−Im rl, 0) . (5.67)

Entonces, la fuerza sobre un anillo debido una tensión superficial unitaria en la peĺıcula de jabón está di-
rigida hacia el origen a lo largo del vector Êρ (−2πj/k) (definido en la ecuación (5.53) sobre el plano
principal. Su magnitud es 2π(k − 1)/(r0k

2). Debido a que la suma de las ráıces de la unidad se anula, la

fuerza total también se anula:
∑k−1

l=0 F0 (l) = 0, resultado que es consecuencia de la tercera ley de Newton.

5.3. Geometŕıa de los k-noides inversos

La construcción de los estados de equilibrio desinflados de veśıculas fluidas con puntos en contacto se
realizará mediante la inversión de los k-noides.

Evidentemente, la inversión en una esfera centrada en el eje Z preservará la simetŕıa dihedral de orden
k; de igual manera la inversión en una esfera centrada en el plano Z = 0 preservará la simetŕıa especular
(arriba-abajo).

Bajo inversión en una esfera, el k-noide se compactifica en una geometŕıa desinflada de topoloǵıa esférica
con k puntos en contacto situados en el origen, los cuales tienen su origen en la compactificación de los
finales con crecimiento exponencial. Las superficies obtenidas por la inversión en una esfera centrada en
el origen del catenoide y del trinoide se muestran en la Fig. 5.3.

Primero se examinará la geometŕıa local en la vecindad de uno de estos puntos en contacto. Notando
que este crecimiento exponencial de los k-noides implica la existencia de un plano tangente en estos puntos.
Para ver esto, se analiza el comportamiento de la superficie inversa en la vecindad del punto que se origina
por la inversión de un cuello catenoidal, el cuello dirigido a lo largo del eje X , descrito por la vecindad del
punto (ρ = 1, φ = 0). Es conveniente describir tanto al catenoide como a su contraparte inversa usando la
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a) Inversión del catenoide b) Inversión del trinoide

Figura 5.3: Superficies simétricas con dos y tres puntos en contacto

parametrización de Monge en términos de una función de altura sobre el plano X = 0. Introduciendo las
coordinadas polares (̺,Φ), en este plano, se encuentra que ̺ ≈ 1/(ρ− 1) >> 1 y X(̺) ≈ ln(2̺), lo cual
corrobora que el radio del cuello crece exponencialmente con X , i.e., ̺ ≈ 1/2 exp(X). Para un x0 finito,
la coordinada radial en la superficie inversa en la vecindad del polo está dada por ˜̺≈ 1/̺ << 1, de forma
que la superficie inversa está descrita por

X̃ ≈ −˜̺2
(
ln
˜̺
2
+ x0

)
. (5.68)

La derivada de esta función de altura es proporcional a ˜̺. Entonces se anula en el polo ˜̺ = 0; entonces
la superficie inversa es tangente al plano X̃ = 0 en este punto. No obstante, su segunda derivada, es
proporcional a ln ˜̺ de modo que diverge en este polo. Este comportamiento singular está contenido por
las curvaturas de la superficie inversa. Usando la ecuación 5.24 se encuentra que

C̃1,2 ≈ − 2

R2

(
ln
˜̺
2
+ x0 ∓

1

2

)
. (5.69)

Aunque las curvaturas divergen logaŕıtmicamente en el polo, su diferencia permanece finita

C̃2 − C̃1 ≈ − 2

R2
, (5.70)

por lo que la enerǵıa de Willmore–y en consecuencia la de doblamiento–es bien comportada en este punto.

A continuación se estudia el comportamiento bajo inversión de la enerǵıa de doblamiento de los k-
noides.

Usando la fórmula (C.8), la curvatura Gaussiana KG está dada por

KG = −16ρ2k (k − 1)2
ρ2(k−2)Pk (ρ, φ)

2

(
1 + ρ2(k−1)

)4 . (5.71)

Depende únicamente de la función Pk (ρ, φ) y por lo tanto hereda la simetŕıa dihedral de orden k de la
superficie. Cuando k ≥ 3, KG se anula en los puntos ρ = 0 y ρ = ∞. Entonces, la superficie es plana en
estos puntos.
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La enerǵıa de Gauss-Bonnet HGB está dada por

HGB =

∫
dAKG = −4π (k − 1) . (5.72)

este en un resultado particular del resultado para la curvatura total presentado en la Ref. [45, 81]. Cualquier

superficie obtenida por la inversión de un k-noide posee topoloǵıa esférica, por lo que H̃GB = 4π. Con el
resultado (5.72) se obtiene que la correspondiente enerǵıa de doblamiento (5.35) está dada por H̃B = 8πk.
En el caso excepcional donde el centro de inversión está sobre el k-noide (sin reescalamiento), (X(ρ, φ) = 0
para algún valor de ρ y φ), de modo que la superficie inversa posee la topoloǵıa de un plano, se pierde 8π

y H̃B = 8π(k − 1).

El área no es invariante bajo inversión. El área de la superficie inversa dependerá del centro aśı como
del radio de inversión. Para que las comparaciones tengan significado f́ısico, las veśıculas construidas deben
poseer el mismo área. Por lo tanto será necesario reescalar el tamaño de la veśıcula. Esto se hará eligiendo
el radio de inversión apropiadamente.

No es obvio que fijar el área sea leǵıtimo. Al menos intuitivamente, constreñir el área en el principio
variacional aparentemente seŕıa inconsistente con la invariancia de escala de la enerǵıa de doblamiento.
Por este motivo vale la pena confirmar que no es inconsistente.

Considérese el problema de minimizar HB en una veśıcula cerrada con dos puntos en contacto (por
ejemploX1 yX2) con la constricción que el área esté fija. Las dos constricciones pueden ser incorporadas en
el principio variacional introduciendo multiplicadores de Lagrange, σ para fijar el área y F para mantener
juntos los puntos:

H [X] = HB[X] + σ (A−A0) + F · (X1 −X2) . (5.73)

Bajo un escalamiento de la superficie por un factor Λ, X → ΛX, se encuentra que

H [ΛX] = HB [X] + σ (Λ2A− A0) + ΛF · (X1 −X2) . (5.74)

En un estado de equilibrio, ∂H/∂Λ = 0 cuando Λ = 1. Esto implica que σ se anula. Esto es una conse-
cuencia de la invariancia de escala de la enerǵıa de doblamiento aśı como del hecho que la constricción de
contacto no introduce otra escala. En ausencia de constricciones adicionales que introduzcan otra escala,
siempre es posible fijar el área. Si los dos puntos se hubieran separado por una distancia finita, este no
seŕıa el caso.

Sin pérdida de generalidad se fija el área a ser 4π. Esto proporcionará una relación funcional entre el
radio de inversión R y ubicación x0 del centro de inversión:

R(x0) = (4π/A0(x0))
1/4 , donde A0(x0) =

1

4ρ2k

∫
dρ ∧ dφ ρ

(
1 + ρ2(k−1)

Pk(ρ, φ) |X|2
)2

. (5.75)

Aqúı se ha utilizado la ecuación (5.6) para dÃ y la ecuación (5.59) para dA.

Antes de examinar k-noides de orden mayor, es conveniente examinar la inversión del catenoide. En
[18] se estudió parcialmente este problema, analizando el caso cuando el centro de inversión está a lo largo
del eje simetŕıa.

5.3.1. Veśıculas desinfladas con dos puntos en contacto

Aunque la parametrización del catenoide dada por la expresión Eq.(5.52), es claramente menos trans-
parente que la expresión familiar del radio polar como función de la posición a lo largo del eje de simetŕıa,
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es la parametrización natural generada por los datos de Weierstrass de los k-noides. Será útil examinar la
inversión de la superficie con respecto a esferas centradas fuera del simetŕıa.

El espacio de los estados de área fija obtenidos por la inversión del catenoide puede ser parametrizado
por el centro de inversión, x0. La ecuación (5.75) determina el radio de inversión en términos de x0.
Para identificar las geometŕıas que son f́ısicamente distinta sólo se necesita considerar los vectores que
pertenecen al primer cuadrante del plano X − Y , x0 = x0i + y0j, x0, y0 ≥ 0. Las fronteras de interés en
este espacio son las rectas x0 = 0 y y0 = 0, aśı como la catenaria y0 = coshx0, obtenida por la intersección
del catenoide con este plano. En la figura 5.4 se presenta este un esquema de este espacio de estados.

Figura 5.4: Espacio de estados parametrizado por el centro de inversión x0 = x0i+y0j. Las veśıculas son simétricas
con respecto a la reflexión en el plano Z = 0. Si y0 = 0, la veśıcula tiene simetŕıa rotacional alrededor del eje X axis.
El centro de inversión atraviesa al catenoide en y0 = cosh x0. Si x0 = 0, la veśıcula posee simetŕıa izquierda-derecha
con respecto al plano X = 0.

Todos los estados poseen simetŕıa especular, Z → −Z. A lo largo de y0 = 0 los estados comparten la
simetŕıa axial del catenoide. A lo largo de x0 = 0, se preserva la simetŕıa especular del catenoide X → −X
con respecto a sus dos finales.

Para facilitar la visualización de los estados desinflados es útil examinar expĺıcitamente los puntos
cŕıticos de la función de distancia. Estos puntos se relacionan con los puntos cŕıticos en la superficie
original por la ecuación (5.8). Los puntos al infinito en el catenoide se mapean al origen, y corresponden
trivialmente a puntos cŕıticos. En el perfil de la catenaria (ρ = 1) sobre el plano X − Y ocurren en los
ángulos φ = 0 y π que corresponden a los polos. La identidad (5.9) indica que todos los demás puntos
cŕıticos ocurren donde el vector de posición desde el centro de inversión son normales a la superficie. Es
sencillo ver que estos puntos son aislados y que ocurren en las curvas perfil. En la Fig. 5.5 se presenta una
demostración gráfica de la existencia de puntos cŕıticos no triviales sobre la curva perfil.
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Figura 5.5: Puntos cŕıticos de la función distancia en el perfil. Para centros de inversión sobre el eje X, se tienen
dos puntos cŕıticos, uno por cada rama. Para centros de inversión sobre el eje Y existe dos reǵımenes distintos: en
el rango y0 ∈ [0, 2] también se tienen dos puntos cŕıticos; después de y0 = 2, aparecen dos nuevos puntos cŕıticos
en la rama superior que se bifurcan a part́ır de punto cŕıtico en y0 = 2.

En general, los puntos cŕıticos ocurren en el perfil cuando se satisface la ecuación, px0
(φ) = 0, donde

px0
está dada por

px0
(φ) = sin(φ)

(
ln

∣∣∣∣cot
φ

2

∣∣∣∣− x0

)
+ cosφ (cscφ+ y0) , (5.76)

En la Fig. 5.6 se grafica px0
(φ) para tres diferente valores de x0.

Examinando primero la inversión en puntos sobre el eje de simetŕıa, y0 = 0. F́ısicamente, estos estados
con simetŕıa axial describen una veśıcula esférica desinflada cuyos polos norte y sur están en contacto. En
el origen (x0 = 0), la geometŕıa inversa es un discocito simétrico. Al aumentar x0, se tiene una transición
continua de este discocito simétrico hacia un estomatocito (ver Figs. 5.7 a y b). La geometŕıa tiende
asintóticamente a una esfera completamente desinflada dentro de otro esfera (Figs. 5.7c y 5.7d).

Cualitativamente, se tiene un comportamiento muy diferente cuando el centro de inversión está fuera
del eje de simetŕıa. Aunque los puntos en contacto se tocan en el espacio, su ubicación sobre la superficie
depende de la localización del centro de inversión. Deja de ser apropiado considerarlos como los polo norte
y sur de la veśıcula.

Se considera a continuación la secuencia de geometŕıas generadas cuando el centro de inversión se
está sobre la dirección ortogonal al eje de simetŕıa, x0 = y0j.

Dentro del rango [0, 1), la geometŕıa es una deformación continua del discocito simétrico; la mitad que
se origina de la región del catenoide con Y < 0 se desinfla mientras la otra se (Y > 0) infla como se ilustra
en las Figs. 5.8a y b (comparar con las Figs. 5.6 y 5.8a). Los dos puntos en contacto se aproximan sobre
la superficie.
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Figura 5.6: Gráfica de las funciones px0
(φ) que determinan los puntos cŕıticos de la función de distancia sobre el

eje de simetŕıa y sobre una dirección perpendicular. (1) x0 = (0, 0)y (2) x0 = (0, 2): se tienen dos puntos cŕıticos
no triviales φ = π/2 y 3π/2. En este rango son respectivamente los puntos más cercanos puntos de ambas ramas
del perfil al centro of inversión (ver Fig. 5.5). (3) x0 = (0, 4): cuando se aumenta y0 más allá de y0 = 2 aparece
un nuevo par de puntos cŕıticos en φ = 3π/2, uno se mueve hacia φ = π; el otro hacia φ = 2π. Ver Fig. 5.5. π/2
permanece como el único punto cŕıtico en la mitad del perfil con Y < 0.

En el ĺımite en el que y0 se acerca a la superficie en y0 = 1, la vecindad de este punto sobre la superficie
se infla en una esfera grande con este punto como su polo. Los dos puntos en contacto de desplazan al
polo opuesto de la esfera y forman un defecto localizado. En la Fig. 5.8c se muestra un acercamiento de
la geometŕıa desinflada en la vecindad del último polo cuando y0 se aproxima a 1 por abajo. El defecto
centrado en el polo se asemeja a la arruga formada en la piel cuando se pellizca con los dedos pulgar e
ı́ndice. Difiere en que el defecto forma una concavidad centrada en el polo. Como se verá más adelante, esta
peculiaridad se debe a las fuerzas externas horizontales que actúan sobre la veśıcula. Un defecto elevado
requeriŕıa fuerzas verticales.

La geometŕıa esférica singular parece ser muy diferente cualitativamente si el centro de inversión se
aproxima a la superficie por afuera. El defecto localizado ahora se asemeja a dos dedos tocándose elevados
sobre una hendidura centrada en el polo. Ver Figs. 5.8e y 5.8f. Los dos defectos 5.8c y 5.8f describen un
comportamiento genérico cuando los dos puntos están en contacto. Notablemente, se posee una expresión
anaĺıtica exacta para ambos.

Desde una el punto de vista esférico estos dos defectos son muy diferentes. Sin embargo la geometŕıa
local es idéntica. El pellizco se vuelve los dos dedos cuando es visto desde abajo.

Para puntos suficientemente cercanos el área asociada con el defecto está completamente dominada por
la esfera inflada (Fig 5.8d); por medio de la proyección estereográfica desde el polo antipodal de la esfera
(una transformación conforme) se obtiene un defecto aislado en una membrana asintóticamente plana. la
distinción entre afuera y adentro desaparece y los dos defectos son idénticos. Por lo tanto sólo hay un
único defecto localizado en una membrana asintóticamente plana.

El inflamiento de la geometŕıa esférica en el ĺımite y0 → 1, implica que la normalización de su área
para que posea un radio 1 involucra un reescalamiento por un valor muy pequeño de R. Esto contrasta con
el ĺımite axisimétrico de esfera dentro de esfera en el cual R diverge. Mas adelante se verá que, mientras
que la fuerzas externas requeridas para mantener los puntos en contacto se anula en el ĺımite axisimétrico,
aqúı divergen.
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Cuando y0 está en la parte exterior del catenoide, los dedos en contacto se vuelven cada vez más
deslocalizados. Cuando y0 se aproxima a y0 = 2, los dos dedos se expanden y se extiende sobre la esfera.
La geometŕıa toma la forma de una salchicha que se dobla sobre śı misma (Fig.5.8g). Después de y0 = 2,
la geometŕıa sufre otro cambio cualitativo. Esto observa con la aparición de dos nuevos puntos cŕıticos en
el perfil de la superficie como se ilustra en la Fig. 5.6 (linea punteada) y Fig. 5.5. La aparición de estos
puntos indica el inicio de la constricción de la parte media de la salchicha y la consecuente formación
de dos lóbulos esféricos en cada lado (ver Fig. 5.8h). Esto dos lóbulos se inflan subsecuentemente en dos
esferas tangentes de radio 1/

√
2 conectadas por un cuello catenoidal infinitesimalmente pequeño (Fig.

5.8i) . Esto también contrasta dramáticamente con la geometŕıa ĺımite en forma de copa que involucra una
esfera dentro de otra esfera.

El comportamiento del parámetro de reescalamiento R para el catenoide, a lo largo de las dos direccio-
nes discutidas arriba, se grafica en la figura 5.9. El valor de R, como se verá en la sección 5.4, determina
la fuerza que actúa en la veśıcula desinflada. en particular, donde diverge R la fuerza se anula y viceversa.

Cuando el centro de inversión se mueve a lo largo del eje de simetŕıa, la geometŕıa inversa mengua.
EntoncesR se incrementa monotónicamente a infinito. A lo largo de la dirección perpendicular la geometŕıa
inversa primero se infla en una geometŕıa infinita el centro de inversión se aproxima a y0 = 1 y está sobre
la catenaria, y por lo tanto R tiende a cero. Cuando y0 aumenta fuera de la catenaria, la geometŕıa mengua
otra vez y R aumenta monotónicamente a infinito.

En la sección 5.4 se mostrará que existe una relación inversa entre la distancia entre los puntos en
contacto que están cercanos sobre la superficie y la fuerza requerida para mantenerlos en contacto. Cuando
los puntos se unen se vuelve imposible determinar las fuerzas examinando la distribución de los esfuerzos
en un contorno remoto.

5.3.2. Trinoide invertido

La principal diferencia entre el catenoide y k-noides de mayor orden es que, en éstos, sus cuellos –que
crecen exponencialmente– se intersectan mutuamente. En el perfil del trinoide esto ocurre a una distancia
radial ̺ = 4,4229 en los ángulos Φ = −π/3, −π, −5π/3 aśı como en las rotaciones de estos puntos por
2π/3 y 4π/3. Para obtener una superficie desinflada sin auto-intersecciones, se tiene que truncar el k-noide
antes de que se presenten estas auto-intersecciones.

El espacio de configuración se representa por el primer sextante de R3, i.e. puntos x0 dentro de las
regiones x0 ≥ 0, y0 ≤

√
3x0 y z0 ≥ 0.

La geometŕıa simétrica desinflada correspondiente a la inversión centrada en el origen, x0 = 0 se
representa en la Fig. 5.10a. Esta geometŕıa se asemeja al discocito simétrico discutido anteriormente pero
con tres concavidades distribuidas simétricamente alrededor de su parte media. Las auto-intersecciones
ocurren dentro de estar regiones cóncavas. Si se trunca el trinoide con tres anillos antes de que ocurran las
auto-intersecciones, la geometŕıa inversa fuera de estos anillos se parece a la superficie de Lawson. [43, 89]

Sólo se describirá la inversión del trinoide para x0 = z0k̂, de modo que se preserva la simetŕıa dihedral
de orden 3.

La transición es análoga a la descrita en la inversión del catenoide con el centro de inversión en la
dirección perpendicular a su eje de simetŕıa. Hay dos reǵımenes distintos: si z0 < 1/(6ρk) = 0,5196, el
centro de inversión está dentro del trinoide. Cuando z0 aumenta hacia este valor, el lóbulo superior se
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infla mientras que el inferior se desinfla (Figs. 5.10b y 5.10c). Aparece un defecto localizado con forma de
un pellizco doble (Fig. 5.10d). En el ĺımite z0 → 0,5196 la geometŕıa normalizada tiende a una esfera de
radio 1 con tres singularidades localizadas en su polo inferior (Fig. 5.10e). Para valores de z0 cercanos pero
arriba de este valor, el defecto localizado toma la forma de tres dedos en contacto (Fig. 5.10f). Cuando z0
aumenta este defecto se deslocaliza (Fig. 5.10g) y los dedos se inflan en lóbulos esféricos. En z0 = 2,0243
(Fig. 5.10h) se presenta una cambio cualitativo: la geometŕıa que conecta los dedos comienza a contraerse
mientras que los lóbulos continúan inflándose. La geometŕıa ĺımite consiste en tres esferas de radio 1/

√
3

que se intersectan (Fig. 5.10i). El comportamiento de parámetro de reescalamiento R para el trinoide a lo
largo de la dirección discutida arriba se grafica en la figura 5.9.

5.4. Tensor de esfuerzos en las superficies inversas

El esfuerzo tensor en la superficie Σ asociado con el Hamiltoniano HB (5.34) dado por [12, 37]

fa = K

(
Kab − 1

2
K gab

)
eb −∇aK n . (5.77)

En equilibrio, fa está conservado
∇a f

a = 0 . (5.78)

De la expresión (5.77) se puede ver que una superficie mı́nima con K = 0 tratada como membrana fluida
no existen esfuerzos. Esto difiere con el comportamiento de las superficies mı́nimas que pueden adoptar
la peĺıculas de jabón cuya enerǵıa es proporcional a su área. La peĺıcula de jabón formada entre dos
anillos circulares será parte de un catenoide. Existirán esfuerzos en la superficie y se debe aplicar una
fuerza externa a lo anillos para evitar que se colapse. Por el contrario si el catenoide estuviera constituido
por una membrana fluida, estaŕıa libre de esfuerzos. Sin embargo, la membrana fluida f́ısica entre los
anillos t́ıpicamente no será un catenoide y estarán presentes esfuerzos. Esto es debido a que las superficies
mı́nimas tienden a ser inconsistentes con las condiciones de frontera y con la constricción sobre el área.
Sin embargo, este hecho no representa un obstáculo, porque la geometŕıa de interés no son las propias
superficies mı́nimas sino sus contrapartes obtenidas por inversión. El único punto relevante es es hecho
que las superficies mı́nimas representan estados de equilibrio sin esfuerzos.

Es sencillo expresar el tensor de esfuerzos transformado en términos de la geometŕıa de la superficie
original

f̃a =

( |X|
R

)6(
R fa +

4

|X|2
(
Kab − 1

2
Kgab

)
f0 b

)
, (5.79)

donde [35, 38]
f0 a = (X · ea)n− (X · n)ea = X× (n× ea) . (5.80)

La derivada covariante f0 a está dada por

∇bf0 a = gab n+Kb
cX× (ec × ea) , (5.81)

y en particular, su divergencia reproduce el vector normal, ∇af
a
0 = 2n.

Descomponiendo el tensor de esfuerzos inverso en sus partes tangencial y normal como f̃a = f̃abẽb+f̃
añ,

se encuentra que

f̃ab =
|X|8
R8

(
K − 4

|X|2X · n
)(

Kab − 1

2
Kgab

)
; (5.82a)

f̃a =
|X|6
R6

(
∇aK − 4

X · eb
|X|2

(
Kab − 1

2
Kgab

))
. (5.82b)



80 Esfuerzos en membranas fluidas con puntos en contacto

Tomando la proyección de la parte tangencial en las direcciones principales Ṽ1 y Ṽ2 se obtiene

f̃2 2 =
|X|4
2R4

(C2 − C1)

(
K − 4

|X|2X · n
)

= −f̃1 1 , f̃12 = 0 , (5.83)

donde se ha definido f̃i j = Ṽi aṼj bf̃
ab. Las proyecciones del esfuerzo normal inverso son

f̃1 =
|X|4
R4

(
∇1K + 2 (C2 − C1)

X ·V1

|X|2
)

; (5.84a)

f̃2 =
|X|4
R4

(
∇2K − 2 (C2 − C1)

X ·V2

|X|2
)
, (5.84b)

con f̃i = Ṽi af̃
a. También se ha definido ∇i = V a

i ∇a.

A continuación se deriva cómo se transforma la divergencia del tensor de esfuerzos. Comenzando con
la definición de la divergencia de un vector en términos del determinante de la métrica,

∇̃af̃
a =

1√
g̃
∂a

(√
g̃ f̃a

)
Eq.(5.4)

= |X|4∇a

(
f̃a

|X|4

)
= ∇af̃

a − 2
∇a|X|2
|X|2 f̃a . (5.85)

Sin pérdida de generalidad se puede considerar la inversión en la esfera unitaria.

Usando la identidad (5.81) que satisface fa0, la condición de integrabilidad de Codazzi-Mainardi con-
tráıda

∇bK
ab = ∇aK , (5.86)

y la ecuación (5.19), se encuentra que el primer término de la derecha en (5.85) está dado por

∇af̃
a = |X|6R∇af

a + 3|X|4∇a|X|2 R fa − 2|X|4 (P ea · faX+X · fa P ea)

+ 2|X|2
(
4∇a |X|2

(
Kab − 1

2
gabK

)
+ |X|2∇aK

)
f0b

+ 4|X|4K c
a

(
Kab − 1/2gabK

)
X× (ec × eb) . (5.87)

El último término de la ecuación (5.87) se anula debido a que la matriz cuadrática en Kab es simétrica en
b y c mientras que el triple producto vectorial que multiplica es antisimétrico en estos ı́ndices. Además,
usando la identidad Pea · faX + X · fa Pea = Rfa · eaX + X · fa ea en la primera linea en la ecuación
(5.87), se obtiene la siguiente expresión:

∇̃af̃
a ec.(5.91)

= |X|6 R∇af
a + |X|4

(
∇a|X|2 R fa − 2 (Rfa · eaX+ fa ·Xea) + 2∇aK fa0

)
. (5.88)

Usando las definiciones (5.3) de R y (5.80) de fa0 en el término entre paréntesis, éste se reduce a

∇a|X|2 R fa − 2 (Rfa · eaX+ fa ·Xea) + 2∇aK fa0 = −2faaX . (5.89)

Pero faa = fa · ea se anula (como consecuencia de la invariancia de escala de la enerǵıa de doblamiento
bidimensional) [35]. Aśı, se encuentra que bajo inversión la divergencia de tensor de esfuerzos transformado
está dado por

∇̃a f̃
a =

|X|6
R6

R∇af
a . (5.90)

Entonces, en general, el tensor de esfuerzos f̃a en la superficie inversa dado por la ecuación (5.79) está con-
servado siempre que fa lo esté, con la posible excepción de puntos al infinito se mapean al origen. Por lo
tanto, la ley de conservación (5.78) es invariante bajo transformaciones conformes.
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5.4.1. Fuerzas y torcas en las superficies inversas

Mientras que el tensor de esfuerzos fa se anula en una superficie mı́nima con K = 0, en general su
contraparte inversa dada por

f̃a = 4
|X|4
R6

Kab f0 b . (5.91)

no se anulará. Este esfuerzo estará concentrado en la vecindad de los puntos en contacto en X̃ = 0. Po-
seerá fuentes en estos puntos indicando la necesidad de tener fuerzas externas para mantener el equilibrio.

Aqui se está interesado en identificar estas fuerzas localizadas. La fuerza total que actúa en una región
limitada por una curva cerrada γ está dada por [73]

F =

∮

γ

ds laf
a. (5.92)

donde s es longitud de arco y la = gabl
b son las componentes covariantes del vector l = t× n.

Si la superficie posee alguna simetŕıa es conveniente deformar el contorno de integración sobre la
superficie para aprovechar dicha simetŕıa. Esto siempre es posible en tanto que no se encuentre una fuente
de esfuerzo. La conservación de fa en los contornos inicial y final asegura que proporcionan el mismo valor
para F. Si la ley de conservación también se cumple dentro del anillo y es contráctil a un punto, entonces
F se anula; equivalentemente, si F 6= 0 en el contorno, la ley de conservación se debe violar dentro del él,
indicando la existencia de una fuente de esfuerzo adentro. El crecimiento exponencial de los cuellos de un
k-noide dan lugar a singularidades en la curvatura en el origen de la superficie inversa. Esta singularidad
en la curvatura será capturada por la integral que aparece en la ecuación (5.92). F se interpreta como la
fuerza externa que implementa la constricción de contacto y evita que la geometŕıa se infle en una esfera.

Estas fuerzas fueron examinadas para la inversión de catenoide a lo largo de su eje de simetŕıa en
la referencia [18]. El método usado para calcularlas depend́ıa expĺıcitamente de esta simetŕıa. De hecho,
la complicada distribución de esfuerzos en la superficie inversa pareceŕıa sugerir que el cálculo se vuelve
intratable tan pronto se pierde esta simetŕıa. Sin embargo, como se verá, la distribución de esfuerzo
y de las fuerzas que transmiten posee varias propiedades que son interesantes y útiles. En particular, se
encuentra que las fuerzas dependen del centro de inversión de la misma manera que el reescalamiento de la
geometŕıa depende de la localización de este punto. Salvo este reescalamiento, la fuerza está completamente
determinada por la superficie mı́nima original. Los detalles de la distribución de esfuerzos en la superficie
resulta ser irrelevante.

Para determinar la fuerza total F̃ =
∮
γ̃ ds̃l̃a f̃a, es necesario conocer cómo se transforman las cantidades

geométricas ds y l asociadas con el contorno. La ecuación (5.4) implica que

ds→ d̃s = (R/|X|)2 ds ; (5.93)

Adicionalmente la ecuación (5.2) implica t → t̃ = R t y similarmente para l. Entonces

ta → t̃a = (R/|X|)2 ta , la → l̃a = (R/|X|)2 la . (5.94)

Usando las expresiones (5.93) y (5.94), se encuentra que F̃ está dado por

F̃ =
1

R2

∮

γ

ds
(
|X|2R (laf

a) + 4 la
(
Kab − 1/2K gab

)
f0 b
)
. (5.95)
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A pesar de que esta expresión no parece prometedora, se simplifica de forma significante con la introducción
de un tensor nulo apropiado como se describe en la referencia [38]. Construyendo el siguiente tensor de
esfuerzos

ga = −ǫab∇b(X× n) =
(
Kab −K gab

)
f0 b − ea . (5.96)

ga es un tensor nulo, con divergencia nula por construcción, ∇ag
a = 0 debido a la antisimetŕıa del

tensor de Levi-Civita ǫab. Es fácil establecer la segunda igualdad usando la condición de integrabilidad de
Codazzi-Mainardi (5.86) y la identidad (5.81) que satisface la derivada covariante de f0 a. Es importante
señalar que ga no transmite fuerzas:

∮
γ
ds la g

a = −
∮
ds(X×n)′ = 0, donde la prima indica diferenciación

con respecto a s. Entonces se puede sumar cualquier múltiplo de lag
a al integrando que aparece en la

ecuación (5.95) sin alterar el valor de F̃. Restando 4/R2 lag
a, y usando la identidad laf

a
0 = X × l, se

obtiene que

F̃ =
1

R2

∮

γ

ds
(
|X|2R (laf

a) + 2KX× t+ 4 l
)
. (5.97)

Entonces cuando la superficie original es mı́nima, se obtiene una expresión simple para la fuerza:

F̃ =
4

R2

∮

γ

ds l =:
4

R2
F0 . (5.98)

Depende del centro de inversión únicamente a través de reescalamiento R discutido en la sección 5.3. Salvo
este prefactor, la fuerza en γ̃ está predeterminada por la superficie mı́nima original. De hecho, si se hubiera
truncado la superficie mı́nima original con un conjunto de anillos, esta integral describiŕıa la fuerza sobre
el anillo γ requerida para mantener la peĺıcula de jabón correspondiente con tensión superficial unitaria
(ver C.1).

A diferencia de las fuerzas, en el proceso de inversión no se generan torcas, (si no exist́ıan previamen-
te). La torca total en una frontera está dada por M =

∮
dslam

a, donde para el caso de la enerǵıa de
doblamiento (5.34) el tensor de torcas ma está definido por [12, 74]

ma = X× fa + Sa , donde Sa = Kea × n . (5.99)

Un calculo directo da la torca en la contraparte inversa

M̃ =

∮

γ

ds

(
R (X× laf

a) +
4

R2
la

(
Kab − K

2
gab
)
X̃× f0b +

(
K − 4X · n

|X|2
)
Rt

)
. (5.100)

Una vez más, esta expresión larga colapsa en una muy simple si se introduce un tensor nulo apropiado.
Sea

ha = ǫab∇b

(
X̃× (X× n)

)
= X̃× ea − (Kab −K gab) X̃× f0b + X̃ · (n× ea)Rn . (5.101)

Igual que antes, sumando 4/R2lah
a al integrando que aparece en la ecuación (5.100) y usando la identidad

(X̃ · t)Rn− (X̃ · n)Rt = −X̃× l, M̃ se reduce a la forma compacta

M̃ =

∮

γ

ds (R (X× laf
a)− 2Kt) . (5.102)

En la inversa de una superficie mı́nima la torcas externas con respecto al centro de inversión siempre se
anulan.

5.4.2. Fuerzas en k-noides inversos

La determinación de la fuerzas se ha reducido a un problema concerniente a la superficie mı́nima
original. Usando la expresión (5.67) para la fuerza F0 en la expresión (5.98) y tomando un contorno
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que encierra el l-ésimo cuello de un k-noide, la fuerza que actúa en el polo asociado del k-noide inverso
está dada por

F̃l = − 8π

r0R2

k − 1

k2
Êρ

(
−2πl

k

)
, (5.103)

donde Êρ (φ) se definió en la ecuación (5.53). Esta fuerza yace sobre el plano principal y está dirigida
radialmente hacia el origen donde se tocan los polos. Las fuerzas que actúan en el origen están balanceadas,
i.e.

∑k−1
l=0 F̃l = 0.

Catenoide y trinoide inversos

Para el catenoide inverso, la dos fuerzas están dadas por F̃1,2 = ∓8π/R2î. La magnitud de este

vector de la fuerza F̃ para las dos secuencias geométricas discutidas anteriormente está graficada en la
Fig. 5.11. Cuando el centro de inversión está sobre el eje X , la fuerza en la superficie desinflada decrece
monotónicamente desde un valor finito en x0 = 0 a cero. El ĺımite de la esfera dentro de otra esfera (Fig.
5.7c) existe en ausencia de fuerzas externas.

Cuando el centro de inversión está sobre el eje Y , se encuentra que la fuerza diverge cuando el centro
de inversión se aproxima al catenoide. Entonces el ĺımite de la esfera de radio 1 (Fig.5.8d) tiene una
singularidad en el origen.

Cuando el centro de inversión está fuera del catenoide la fuerza decrece, anulándose otra vez cuando
el centro de inversión está muy lejos del origen, de manera que el ĺımite de las dos esferas tangentes de
radio 1/

√
2 conectadas por un pequeño catenoide (Fig. 5.8i) es también una geometŕıa en equilibrio libre

de fuerzas externas.

Las tres fuerzas que actúan sobre el trinoide inverso son F̃1 = −F/R2î, F̃2,3 = F/R2(̂i±
√
3ĵ)/2 donde

F = (3 + ln 16)8π/81. La magnitud del vector fuerza cuando el centro de inversión está en la dirección k̂

se grafica en la Fig. 5.11.

En los defectos localizados donde los puntos en contacto están cercanos sobre la superficie inversa, F̃
varia inversamente con la distancia entre ellos. Como se vio anteriormente, tales geometŕıas se generan
cuando el centro de inversión está próximo a la superficie mı́nima. Esto se demostrará expĺıcitamente para
el caso de dos puntos en contacto.

La distancia mı́nima sobre la superficie entre los polos, S̃, es la trayectoria que se origina por la
inversión de la rama inferior del perfil del catenoide con ρ = 1 y 0 < φ < π, indicada en rojo en las Figs.
5.8c y 5.8f. El elemento de linea en la curva inversa es ds̃ = R2/|X|2ds, donde ds = Ωdφ, por lo que

S̃ = R2
∫ π
0
dφΩ(φ)/|X|2. La cantidades requeridas son el factor conforme

Ω =
2

1− cos 2φ
, (5.104)

y la norma de las funciones de encajamiento de la curva

|X|2 =
1

4
ln2 cot2

φ

2
+ (y0 + cscφ) . (5.105)

Entonces, en forma expĺıcita la longitud S̃ está dada por

S̃ = 2R2

π∫

φ=0

dφ

(1− cos 2φ)
(
(y0 + cscφ)2 + 1

4 ln
2 cot2 φ2

) . (5.106)
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En general S̃ se puede aproximar con buena precisión por la función

S̃ =
a

y0 + b
, (5.107)

con a = 2,26146 y b = 0,874017. Cuando y0 = 1, S̃ = 1,20674R2. Entonces, usando la expresión para la
fuerza en esta vecindad se obtiene F̃ S̃ = 9,6539π.

Aunque las expresiones para las fuerzas son simples, la distribución de los esfuerzo no lo es. Para ilustrar
este punto, se examinarán las proyecciones de los esfuerzos en las direcciones principales en los defectos
simétricos locales con dos puntos en contacto que se obtienen cuando el centro de inversión está cerca del
catenoide. En el catenoide la curvas principales son los meridianos con curvatura C1 (curvas negras con
ΦX constante en la Fig. 5.12a) y los paralelos con curvatura C2 (curvas blancas de X constante en la Fig.
5.12a). En las Figs. 5.12b y 5.12c se ilustra el mapeo de estas curvas integrales en los defectos (del pellizco
y sus reflexión, los dos dedos). Nótese que la curva principal con mayor curvatura se mapea a la curva
principal de menor curvatura y viceversa, como se mencionó en la sección 5.1. Para una superficie mı́nima
con C2 = C = −C1 las proyecciones del tensor de esfuerzos en las direcciones principales Ṽ1 y Ṽ2, dadas
por las ecuaciones (5.83) y (5.84), se reducen a

f̃1 1 = 4CX · n |X|2
R4

=
2

R4

(
C̃1 − C̃2

) X̃ · ñ
|X̃|2

= −f̃2 2 , (5.108a)

f̃1 = 4CX ·V1
|X|2
R4

=
2

R4

(
C̃1 − C̃2

) X̃ · Ṽ1

|X̃|2
, (5.108b)

f̃2 = −4CX ·V2
|X|2
R4

= − 2

R4

(
C̃1 − C̃2

) X̃ · Ṽ2

|X̃|2
. (5.108c)

De la ecuación (5.61), se encuentra que en particular, para el catenoide la curvatura principal está dada
por

C(ρ, φ) =
P (ρ, φ)

(1 + ρ2)2
; (5.109)

f̃11 representa la fuerza en la dirección Ṽ1 transmitida a lo largo del elemento de linea de la curva cuyo
vector tangente es Ṽ2 y similarmente para f̃22. De manera similar, f̃1 es la fuerza a lo largo de la dirección
normal a la superficie transmitida a lo largo de la curva cuyo vector tangente es Ṽ2 y similarmente para
f̃2. En las Figs. 5.13 y 5.14 se representan estas proyecciones en los defectos localizados. se observa que
los esfuerzos están localizados, la región cóncava en la vecindad de los polos está sujeta a tensión radial en
respuesta a las fuerzas externas, mientras que el puente sobre él, está bajo compresión. Las proyecciones
correspondientes del esfuerzo tangencial en la dirección de menor curvatura se obtienen con un cambio de
signo, una consecuencia directa del carácter sin traza del tensor de esfuerzos. Entonces, por ejemplo, la
tensión radial dentro del pellizco está acompañada por una compresión en la dirección ortogonal. En las
Figs. 5.13b (c) y 5.14b (c) se representan las proyecciones del tensor de esfuerzos normal en las direcciones

Ṽ1 (Ṽ2). También están localizadas en la región alrededor de los defectos. El cambio de signo a través de
los respectivos ejes de simetŕıa se puede interpretar en términos del balance de fuerzas en equilibrio.

En estas figuras se observa que lejos de los defectos –situados en el origen– los esfuerzos decaen, por lo
que la superficie es flácida. Para ver esto se estudia el comportada de la proyección f̃1 1 como función de la
distancia |X̃| en la geometŕıa de los defectos. Haciendo la expansión multipolar del término |X̃| = |X̃0−x0|
en la expresión (5.108a) y tomando en cuenta que la diferencia entre las dos curvaturas C̃1− C̃2 es siempre
finita se encuentra que en la región lejana de los defectos el término dominante en la serie es el monopolo,
por lo que la proyección f̃1 1 decae como ≈ cosϑ/|X̃0| donde ϑ es el ángulo entre X̃ y la normal inversa
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ñ, X̃ · ñ = |X̃| cos ϑ̃. Además, para este caso de las proyecciones tangenciales, en este ĺımite la superficie

es asintóticamente plana, por lo que X̃ y ñ son ortogonales y en consecuencia el factor cosϑ contribuye al
carácter nulo de esta proyecciones.

5.5. Conclusiones

Existen pocos resultados exactos en el régimen no lineal en los modelos de membranas fluidas. Sin
embargo, la invariancia conforme de la enerǵıa de doblamiento permite acceder a este régimen de gran
interés f́ısico que de otra manera parece inaccesible de forma anaĺıtica. Aprovechando esta simetŕıa se
presentó una descripción exacta del comportamiento de los estados en equilibrio de veśıculas desinfladas
con área fija y que tienen k puntos en contacto.

Las constricciones t́ıpicamente introducen nuevos estados. Se encontró que existe un enorme intervalo
de morfoloǵıas que son consistentes con las constricciones de contacto. Esto es notable si se recuerda que
todas ellas se originan a partir de superficies mı́nimas muy simples.

Existen dos reǵımenes que son de interés particular. Por una parte está el régimen que consiste en
las geometŕıas ĺımite que se obtienen cuando el centro de inversión está muy lejos del origen. Para la
inversión del catenoide, estas geometŕıas parece que siempre consisten en esferas que se tocan en un
punto, conectadas por un cuello catenoidal pequeño en otro punto

Por otra parte se tiene el régimen que describe defectos localizados finitos en una veśıcula que se
generan cuando el punto de inversión está cerca de la superficie.

La invariancia conforme constriñe severamente las fuerzas en las geometŕıas transformadas. Las con-
trapartes inversas de los k-noides heredan la peculiaridad que las fuerzas tienen la misma magnitud y
que están sobre un mismo plano. Esta última caracteŕıstica no necesariamente se mantendrá cuando se
involucran cuatro o más puntos en contacto. En la literatura matemática, por ejemplo en las referencias
[47] y [48], se han presentado generalizaciones de los k-noides regulares en las que no todos los ángulos
entre los cuellos son iguales. También se han descrito superficies mı́nimas que, con mayor generalidad,
la simetŕıa dihedral de orden k sobre un plano se extiende para incluir simetŕıas tridimensionales, por
ejemplo las de los sólidos platónicos. En estas geometŕıas los ángulos entre los cuellos catenoidales se
pueden modificar, lo que permite la posibilidad de variar las fuerzas que mantienen en equilibrio a estas
geometŕıas desinfladas.
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a) x0 = 0 b) x0 = 2̂i

c) x0 = 16̂i d) x0 = 300̂i

Figura 5.7: Transición de forma de las veśıculas desinfladas con simetŕıa axial; el centro de inversión se localiza
en el eje x0 = x0 î. Iniciando con el centro de inversión en el origen se obtiene una geometŕıa tipo discocito a).
Moviendo el centro de inversión fuera del origen, pero sobre el eje de simetŕıa del catenoide, se obtienen geometŕıas
en forma de una copa b). Conforme el centro de inversión se aleja del origen, la cavidad aumenta de tamaño c),
tendiendo hacia el ĺımite de una esfera dentro de otra cuando el centro de inversión está muy lejos del origen d).
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a) x0 = 0,5 ĵ b) x0 = 0,9 ĵ c) Acercamiento del pellizco

d) x0 = ĵ e) x0 = 1,1 ĵ f) Acercamiento de los dedos en contacto

g) x0 = 2 ĵ h) x0 = 4 ĵ i) x0 = 100 j

Figura 5.8: Transición de las superficies inversas obtenidas de la inversión del catenoide en esferas centradas en
el eje x0 = y0j. Las superficies resultantes poseen dos puntos en contacto aśı como simetŕıa especular con respecto
al plano Z = 0. Conforme el centro de inversión se mueve fuera del origen, un lóbulo aumenta de tamaño mientras
que el otro disminuye a). En la proximidad del catenoide se obtienen superficies con defectos localizados b) y e).
Dependiendo de si el centro de inversión está afuera o dentro del catenoide el defecto se asemeja a un pellizco c) o
a dos dedos en contacto f). Cuando el centro de inversión está sobre el catenoide se obtiene una esfera de radio 1,
d). Conforme el centro de inversión se aleja del catenoide, los defectos se esparcen sobre la superficie g) y h). En
el ĺımite que el centro de inversión está muy lejos del origen, la superficie tiende a dos esferas tangentes de radios
1/

√
2.
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Figura 5.9: Radio de inversión como función del centro de inversión a lo largo del eje de simetŕıa del catenoide
(linea púrpura) y a lo largo de un eje perpendicular a éste (linea azul). También se grafica el radio de inversión
para el trinoide cuando éste se invierte a lo largo del eje x0 = z0 k̂ (linea rojo carmı́n), de forma que se preserva
la simetŕıa dihedral de orden 3.
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a) z0 = 0 b) z0 = 0,25 c) z0 = 0,5

d) Acercamiento del doble pellizco e) z0 = 0,51 f) Acercamiento de los tres dedos en contacto

g) z0 = 6 h) z0 = 2,02 i)z0 = 100

Figura 5.10: Transición de forma para superficies obtenidas a partir de la inversión del trinoide en esferas centradas
a lo largo del eje x0 = z0k. Estas superficies inversas tienen tres puntos en contacto y poseen además simetŕıa
dihedral de orden 3. Comenzando con el centro de inversión en el origen se obtiene una superficie similar a la de
Lawson a). Conforme el centro de inversión se aproxima al trinoide, el lóbulo superior se agranda y el inferior
se encoge b) y c). Cuando el centro de inversión está próximo al trinoide se obtienen superficies con defectos
localizados d) y f). Cuando está sobre el trinoide se obtiene una esfera unitaria e). Conforme el centro de inversión
se aleja del trinoide el defecto se deslocaliza g) y h), tendiendo en el ĺımite cuando está muy lejos del trinoide a
tres esferas de radio 1/

√
3 que se autointersectan i).
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Figura 5.11: Magnitud de la fuerza vs. x0 a lo largo del eje de simetŕıa del catenoide (linea púrpura) y a lo largo de
un eje perpendicular a éste (linea azul). También se muestra la magnitud de la fuerza como función del centro de
inversión lo largo del eje Z del trinoide (linea rojo carmı́n). En general, la magnitud de la fuerza diverge conforme
el centro de inversión se aproxima a las superficies y decae conforme éste se aleja de ellas.

a) Catenoide b) Pellizco c) Dedos en contacto

Figura 5.12: Curvas principales del catenoide, a) y de los defectos localizados sobre la superficies inversas obtenidas

cuando el centro de inversión está próximo al catenoide b) y c). Los meridianos (catenarias mostradas en color

negro en a)) se mapean a curvas que inician y terminan en los polos. Los paralelos (ćırculos mostrados en color

blanco en a)) se mapean a curvas cerradas que rodean los polos.
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a) f̃1 1 b) f̃1 c) f̃2

Figura 5.13: Distribución de esfuerzos en el defecto del pellizco. Los esfuerzos están concentrados en la región
cercana a los polos.

a) f̃1 1 b) f̃1 c) f̃2

Figura 5.14: Distribución de esfuerzos en el defecto de los dos dedos en contacto.
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Caṕıtulo 6

Deformaciones de superficies planas
inextensibles

Materiales como el papel o el aluminio son inextensibles, es decir, presentan gran resistencia a ser
deformados por esfuerzos tangenciales, propiedad f́ısica que geométricamente significa que la métrica
inducida sobre la superficie, no cambia bajo deformaciones, por lo que las únicas deformaciones posibles
son isometŕıas de la superficie original.

Esta constricción local sobre la geometŕıa limita las maneras en las que la superficie puede ser deformada
sin estirarla. Si la superficie original es plana, lo que implica que su curvatura Gaussiana es nula, se tiene
que de acuerdo con el teorema Egregium de Gauss, las posibles deformaciones también poseerán curvatura
Gaussiana cero. Aśı las únicas posibles deformaciones candidatas son partes de superficies desarrollables,
las cuales están constituidas por ĺıneas rectas llamadas generatrices, teniendo la caracteŕıstica de que
todos los puntos pertenecientes a una de estas rectas poseen el mismo plano tangente. Las superficies que
pertenecen a esta categoŕıa son los conos, los cilindros y las superficies desarrollables en su tangente [34].

Teniendo en cuenta lo anterior, se encuentra que, energéticamente, la manera más efectiva de doblarse
respetando la constricción de inextensibilidad es por medio de la formación de series de picos y ĺıneas
de estrés [20]. En la vecindad de uno de estos picos la superficie es un cono desarrollable, (excepto en
el ápice donde presenta una singularidad). Este mismo tipo de conos se presenta de igual manera en la
deformación que resulta de aplicar una fuerza en un punto de la superficie. Este tipo de defectos cónicos,
llamados d-conos fueron descritos primero por Ben Amar y Pomeau [5] y luego por Cerda y Mahadevan
[20].

En la referencia [36], se introdujo un enfoque variacional para analizar la deformación de una superficie
plana inextensible, aplicándolo particularmente a la descripción de los patrones que resultan de doblar una
hoja de papel, particularmente los de forma cónica descritos por los conos desarrollables. A continuación
se realiza una revisión de los resultados presentados en dicha referencia, los cuales serán utilizados en la
sección 6.3 para estudiar la deformación de los conos desarrollable. Posteriormente estos resultados serán
generalizados en el contexto de las superficies desarrollables en sus tangentes en la sección 6.5.
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6.1. Doblamiento con constricciones locales: conos desarrollables

Como se mencionó anteriormente, las configuraciones que son de interés en el contexto del doblamiento
de superficies planas inextensibles, son aquellas que minimizan la enerǵıa elástica de doblamiento

H [X ] =
1

2

∫
dAK2 , (6.1)

sujetas a la condición de que su métrica esté fija. Adaptando el marco teórico presentado en la referen-
cia [37], esta constricción métrica se impone usando un tensor simétrico de segundo rango T ab 1, cuyas
componentes actúan como multiplicadores de Lagrange locales, de forma tal que el Hamiltoniano efectivo
ahora es

HC [X] = H [X]− 1

2

∫
dAT ab(gab − g0ab) (6.2)

donde g0ab es la métrica de la superficie original. El tensor de esfuerzo faC obtenido de este Hamiltoniano
es

faC = fa + T abeb (6.3)

donde como antes fa = K(Kab − Kgab)eb − ∇aKn. Se puede ver que la constricción sobre la métrica
introduce esfuerzos tangenciales proporcionales al multiplicador T ab, de manera que ahora se tiene una
nueva tensión tangencial que compite con la que surge del doblamiento de la superficie: se introducirá ten-
sión sobre la superficie siempre que la acción de la constricción sea antagónica al doblamiento. Estas
expresiones son completamente generales.

Como antes, en ausencia de fuerzas externas el equilibrio se expresa con la conservación del tensor de
esfuerzos, ∇af

a = 0. Su proyección en la dirección normal proporciona la ecuación de Euler-Lagrange

ε⊥ = −∆K − 1

2
K3 −KabT

ab = 0 (6.4)

Para este caso, la constricción introduce un término en el cual el esfuerzo tangencial T ab se acopla lineal-
mente a la curvatura extŕınseca.

En cuanto a las ecuaciones de Euler-Lagrange tangenciales, éstas quedan como

εb‖ ≡ ∇af
a · eb = K(∇aK

ab − gab∇aK) +∇aT
ab, (6.5)

las cuales por medio de la condición de Codazzi-Mainardi contráıda se reducen a

εb‖ = ∇aT
ab = 0 (6.6)

mostrando que el tensor de esfuerzos tangencial se conserva.

Esto marco teórico se aplicará primero a los defectos más sencillos que se observan en el doblamiento de
una superficie plana, los conos desarrollables y posteriormente a la forma genérica de doblar una superficie
de este tipo, descrita por las superficies desarrollables en su tangente.

1Aunque se usa la misma notación, este multiplicador cuya función es fijar la métrica para que después de la variación
siga siendo igual a g0

a b
, no debe confundirse con el que fue empleado en el caṕıtulo 3 y en la referencia [37] para implementar

la definición de la métrica de forma que pueda variarse de forma independiente de X al realizar la variación de Hc.
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Figura 6.1: Geometŕıa del cono desarrollable. Esta clase de superficies está descrita por una curva Γ sobre
la esfera unitaria. El marco de Darboux adaptado a esta curva consiste en el trihedro (t,n,u).

6.2. Conos desarrollables

Un cono desarrollable puede ser descrito por una curva cerrada Γ : s → u(s) sobre la esfera unitaria,
donde s es el parámetro de longitud de arco. Denotando por r la distancia desde el ápice en la dirección
u(s) (ver Fig. 6.1), las funciones de encajamiento X en el espacio Euclidiano tridimensional E3 del cono
desarrollable, están dadas por

X(r, s) = ru(s). (6.7)

Los vectores tangentes y la normal exterior al cono adaptados a esta parametrización son

er = u(s), es = r t(s), n = u× t . (6.8)

donde t = u′ es el vector tangente unitario y la prima representa diferenciación con respecto s. Aśı, los
elementos de linea y de área sobre el cono son respectivamente

dl2 = dr2 + r2ds2 , dA = rdr ∧ ds . (6.9)

La única componente no nula del tensor de curvatura extŕınseca es Kss = rκ, donde κ = −t′ · n es la
curvatura normal de la curva sobre el cono, pero también es la curvatura geodésica de la curva sobre la
esfera. Por ser una curva sobre la esfera, su torsión geodésica es cero.

u, t y n forman el marco de Darboux adaptado a la curva sobre el cono desarrollable. La conexión de
esta base de Darboux es

u′ = t , t′ = −u− κn , n′ = κt . (6.10)

La curvatura media del cono es K = κ/r, por lo que su enerǵıa de doblamiento es

H =
1

2

∫
dA
(κ
r

)2
. (6.11)

Integrándola desde una distancia finita r0 hasta una distancia constante R se tiene

H =
1

2
ln(R/r0)

∫
dsκ2 , (6.12)
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se observa que diverge en el ápice situado en el origen.

La ecuación de forma para esta geometŕıa es

ε⊥ = − 1

r3
(κ′′ +

1

2
κ3 + κ)− κrT ss = 0. (6.13)

Como esta ecuación de ser independiente de r, consistencia requiere que r4T ss sea función de s únicamente,
que se denotará por −C||(s).

Las componentes del tensor de esfuerzos tangencial T ab, se determinan de la ley de conservación (6.6).
Tomando las proyecciones de esta ecuación en las direcciones tangencial y radial t y u, se obtienen las
ecuaciones

tangencial r
∂T⊥||

∂r
+ 2T⊥|| + T ′

|| = 0 , (6.14)

radial r
∂T⊥
∂r

+ (T⊥ − T||) + T ′
⊥|| = 0 . (6.15)

donde las proyecciones de T ab en las direcciones tangencial y radial están dadas por

T⊥ ≡ laT
ablb = T rr, T⊥|| ≡ taT

ablb = rT rs, T|| ≡ taT
abtb = r2T ss = − 1

r2
C||(s). (6.16)

T⊥|| se obtiene multiplicando la primera ecuación por el factor integrante r

T⊥|| =
1

r2

(
C′

||(s) ln r + C⊥||(s)
)
. (6.17)

Usando este resultado en la segunda ecuación se obtiene T⊥

T⊥ =
1

r2

(
C′′

||(s)(ln r + 1) + C||(s) + C′
⊥||(s)

)
+

1

r
C⊥(s) . (6.18)

En estas expresiones C⊥||(s) y C⊥(s) son funciones arbitrarias que dependen únicamente de la longitud
de arco. En el caso en el que la superficie es simétrica, por ejemplo para un disco circular, la componente
no diagonal debe anularse, T‖⊥ = 0, de manera que la ecuación (6.14) se reduce a T ′

‖ = 0 y por lo tanto

C‖ es constante [36].

De esta manera se tiene que la dependencia radial de los esfuerzos tangenciales está fuertemente
restringida por la geometŕıa. Además, con estos resultados, las proyecciones f|| = f

ata y f⊥ = f
aua del

tensor de esfuerzos quedan determinadas

f‖ =
1

r2

((
1

2
κ/r + rT||

)
t+ rT⊥||u− κ′/rn

)
(6.19)

f⊥ =
1

r2

(
r2T⊥||t+ (T⊥ − 1

2
κ2)u+ κn

)
(6.20)

Aśı se tiene ya la distribución completa de esfuerzos sobre la superficie, asociada con su doblamiento y
consistente con la constricción de inextensibilidad.

Usando la expresión de T ss y definiendo σ = 1 − C‖, la ecuación de forma (6.13) queda finalmente
como

ε⊥ = − 1

r3

[
κ′′ + κ

(
κ2

2
+ σ

)]
= 0 , (6.21)
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que salvo el factor irrelevante 1/r3, es precisamente la ecuación de Euler-Lagrange para la elástica de
Euler sobre una esfera derivada en el caṕıtulo 2. Por lo tanto posee mismas soluciones que fueron discu-
tidas anteriormente. La única diferencia es la interpretación de la constante M . Para este caso de conos
desarrollables, M es la magnitud de la torca por unidad de longitud a lo largo de la curva, es decir del
vector resultante de la proyección tangencial del tensor de torcas sobre la superficie, M = tama, en lugar
del vector de torcas sobre la curva [36]. En la figura 6.1 se ilustra el cono desarrollable generado por la
solución con n = 2. En la siguiente sección se analiza la estabilidad de estos conos desarrollables.

6.3. Deformaciones isométricas de conos

En esta sección se examinan las deformaciones isométricas de los conos desarrollables. Los resultados
obtenidos se utilizarán para analizar su estabilidad y de esta manera determinar si pueden tener una
realización f́ısica.

La deformación de las funciones de encajamiento δX se puede descomponer en sus partes tangencial y
normal como δX = ψaea+φn. De la expresión de la primera variación del tensor métrico (B.9), se obtiene
que para una deformación isométrica, las componentes normal y tangenciales están relacionadas

φKab = −1

2
(∇aψb +∇bψa) . (6.22)

Expĺıcitamente, esta condición está dada por las siguientes tres ecuaciones

ψ̇(1) r = 0 (6.23a)

r2ψ̇(1) s + ψ(1) r ′ = 0 (6.23b)

κφ(1) + rψ(1) s ′ + ψ(1) r = 0 (6.23c)

donde ˙ y ′ denotan las derivadas parciales con respecto a r y a s respectivamente.

Resolviendo estas ecuaciones se encuentra que las deformaciones están dadas por dos funciones χ(s) y
ξ(s)

ψr = χ (6.24a)

ψs =
1

r
χ′ + ξ (6.24b)

κφ = −(χ′′ + χ+ rξ′) (6.24c)

Descomponiendo la deformación normal como φ = rφC+φT y agrupando en potencias de r, la deformación
se puede expresar como la suma de dos partes independientes

δX = δXC + δXT , (6.25)

donde

δXC = r (ξt+ φCn) , κφC + ξ′ = 0 , (6.26a)

δXT = χu+ χ′t+ φTn κφT + χ′′ + χ = 0 . (6.26b)

Las relaciones para φC y φT dadas por (6.26) implican que la diferenciación ′ conmuta con la variación δ

t · δX ′ = r(κφC + ξ′) + (κφT + χ′′ + χ) = 0 , (6.27)

de manera que s continua siendo longitud de arco después de la deformación.
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La integración de estas dos relaciones a lo largo de un contorno cerrado sobre el cono provee las
condiciones adicionales ∮

κφC = 0,

∮
(κφT + χ) = 0. (6.28)

Reexpresando δXC como rδu, se tiene que a primer orden, el cono deformado está dado por

X̃ = r(u + δu) + δXT . (6.29)

La parte δXC deforma el cono original en otro cono con el mismo ápice, ya que transforma la curva u que
representa al cono original, en otra curva u+ δu sobre la esfera unitaria.

Por otra parte, δXT no depende de r, de modo que en general mapea el ápice del cono a una curva
cerrada y dado que la superficie deformada continua siendo plana, esta parte de la deformación transforma
el cono original en una superficie desarrollable en su tangente.

En lo subsecuente sólo se considerará la parte de la deformación cónica y se omitirá el sub́ındice C.

6.3.1. Condiciones de frontera para conos desarrollables

Habiendo determinado la deformaciones cónicas admisibles, se está en posición de identificar las con-
diciones de frontera consistentes con la condición de inextensibilidad. Esto se hará requiriendo que la
enerǵıa sea estacionaria con respecto a deformaciones de las fronteras libres consistentes con isometŕıa.
Esta constricción modificará las condiciones de frontera con respecto a las correspondientes a doblamiento
sin constricciones, por ejemplo las de la frontera de una membrana fluida. Se incurriŕıa en un grave error
si se aplican las condiciones de frontera de una membrana fluida sobre una superficie plan. Una membrana
fluida sin curvatura espontánea necesariamente tiene curvatura media nula sobre su frontera, indepen-
dientemente del valor de la tensión lineal sobre ella [15]. Ciertamente este no es el caso aqúı considerado.
El doble requerimiento de tener ambas curvaturas, la Gaussiana y la media implicaŕıa que todo punto de
la frontera de la superficie es plano.

En equilibrio el cambio en la enerǵıa asociado con la frontera de la superficie es [37, 73]

δH = −
∫

∂Σ

dl (f⊥ · δX−K l · δn) , (6.30)

donde l es la normal exterior a la frontera sobre la superficie, f⊥ es la proyección de fa en este vector dada
por f⊥ = laf

a, dl es la longitud de arco en la frontera, y δn es la deformación del vector normal inducida
por δX.

En términos la proyecciones de T ab en las direcciones tangencial y radial, este cambio en la enerǵıa se
puede expresar como

δH = −
∫
dl

(
ψ‖T‖⊥ + ψ⊥(T⊥ − 1

2
K2) +K∇⊥φ−∇⊥Kφ

)
. (6.31)

donde ψ‖ = ψ · t y ψ⊥ = ψ · l. Aqúı se ha introducido la notación ∇⊥ = la∇a para la proyección de la
derivada covariante.

Ahora se especializa este resultado para una curva situada a una distancia contante del ápice, r, de
manera que el elemento sobre ella es dl = rds. Usando las expresiones de las componentes tangenciales de
la deformación (6.24) se obtiene que ψ‖ y ψ⊥ están dadas por

ψ‖ = χ′ + rξ ψ⊥ = χ . (6.32)



6.4 Estabilidad de conos deformados 99

Sustituyendo (6.32) en (6.31) e integrando por partes para eliminar las derivadas de χ y ξ se obtiene

δH = −
∫
ds

(
χ′

r
− rT‖⊥χ+ 2ξ

)′

(6.33)

−
∫

C

ds

[(
r(T⊥ − T ′

‖⊥)−
1

r

(
1 +

κ2

2

))
χ+ r2T‖⊥ξ

]
(6.34)

Este cambio de la enerǵıa debe ser estacionario bajo deformaciones arbitrarias de la frontera. Entonces
para la frontera con r = R, se tiene que δHb|r=R = 0. Considerando deformaciones periódicas χ y ξ, dado
que son arbitrarias, sus coeficientes deben ser cero, lo que posibilita determinar C‖⊥ y C⊥

C‖⊥ = −C′
‖ lnR, RC⊥ = −C′′

‖ − C‖ +
κ2

2
+ 1. (6.35)

Entonces T‖⊥ y T⊥ están dadas completamente en términos de C‖ y κ

T‖⊥ = C′
‖

1

r2
ln
r

R
, (6.36)

T⊥ = C′′
‖

1

r2

(
ln
r

R
+ 1− r

R

)
+ C‖

1

r2

(
1− r

R

)
+

1

rR

(
1 +

κ2

2

)
. (6.37)

Con esto se puede determinar fuerza total que actúa sobre una curva de r constante, la cual está dada por

F |r =

∮
dlf⊥ =

∮
dsrfr

=

∫
ds

[(
rT⊥ − κ2

2r

)
u+ rT‖⊥t+

κn
r
n

]
. (6.38)

En la frontera con r = R se tiene que T‖⊥ = 0 y T⊥ = 1/R2
(
1 + κ2n/2

)
, de forma que de la evaluación de

la expresión anterior resulta

F |r=R=
1

R

∮
ds (u+ κnn) = − 1

R

∮
dst′ = 0. (6.39)

Aśı, se confirma que la fuerza total en la frontera es nula, como debe ser para un estado de equilibrio.

6.4. Estabilidad de conos deformados

Para examinar la estabilidad de los conos desarrollables se necesita evaluar la segunda variación de
su enerǵıa de doblamiento 6.1. La expansión de este Hamiltoniano a segundo orden alrededor de sus
configuraciones de equilibrio está dada por la expresión

δ2H =

∫
dA δXε⊥ φ , (6.40)

donde δXε⊥ representa la primera variación de ε⊥ dada por la ecuación (6.4) bajo una isometŕıa δX
manteniendo fijo T ab. Usando el hecho que tanto el Laplaciano como la curvatura Gaussiana son invariantes
bajo isometŕıa se tiene que

δXε⊥ = −∇2δK + 2KG δK − 3

2
K2δK − T abδKab . (6.41)

La contribución que proviene de la parte del doblamiento sólo requiere la evaluación de la curvatura media
δK, pero además, también será necesario conocer la variación del tensor de curvatura extŕınseca, δKab
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pues aparece como un término de fuente asociado con la constricción de isometŕıa. Usando la expresión
de la variación del tensor de curvatura extŕınseca (B.23) junto con las expresiones de las componentes
de la deformación cónica (6.24) se encuentra que la única componente no nula del tensor de curvatura
deformado es

δKss = rδκ , (6.42)

donde
δκ = −n · (δu′′ + δu) = −φ′′ − φ+ (κξ)′ . (6.43)

δκ es la variación de κ:

κ = −n · t′ ,
δκ = −δn · (−κn− u)− n · δt′ ,
δκ = −n · (δu′′ + δu) . (6.44)

De manera similar, sustituyendo las expresiones de las componentes de la deformación (6.24) en la expre-
sión de la variación de la curvatura media (B.26), se obtiene

δK =
δκ

r
. (6.45)

Con estos resultados se obtiene que

δXε⊥ = − 1

r3

(
δκ′′ +

(
3

2
κ2 + 1− C‖

)
δκ

)
, (6.46)

Sustituyendo esta expresión en (6.40) e integrando sobre r en el rango [r0, R] (puesto que se consideran
únicamente deformaciones cónicas de un disco circular), δ2H se expresa como

δ2H = − ln

(
R

r0

)∫
ds φC

(
δκ′′ +

(
3

2
κ2 + 1− C‖

)
δκ

)
(6.47)

Denotando a = ln (R/r0) y σ = 1− C‖, la segunda variación de H se puede reescribir como

δ2H = −a
∮
ds φL1δκ , (6.48)

donde L1 es el operador auto-adjunto de segundo orden definido por

L1 = ∂2s +
3

2
κ2 + σ . (6.49)

Como una consecuencia inmediata de la ecuación de EL (6.21), L1 tiene como función propia nula (con
valor propio cero) a la derivada de κ, lo cual se puede ver como sigue

L1κ
′ = κ′′′ + κ′

(
3

2
κ2 + σ

)
= −(r3ε⊥)

′ = 0 . (6.50)

Tomando en cuenta que es auto-adjunto, se tiene que la deformación normal φ = κ′ es un modo cero
debido a invariancia bajo reparametrizaciones del Hamiltoniano. Más adelante se verá que esta deformación
corresponde a una rotación alrededor del eje de simetŕıa dihedral de orden n que pasa por el ápice del
cono. Expandiendo δκ en términos de φ y ξ y usando condición de isometŕıa (6.26), la segunda variación
se puede reescribir como

δ2H = a

∮
ds φ (L1L2φ− L1(κ

′ξ)) , (6.51)
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donde nuevamente se ha introducido otro operador adjunto L2 definido por

L2 = ∂2s + κ2 + 1 . (6.52)

Es directo demostrar que el conmutador de los operadores L1 y L2 es una derivada total

φ[L1,L2]φ =
1

2

(
(κ2)′φ2

)′
(6.53)

por lo que conmutan como operadores en el espacio de Hilbert de funciones reales.

El segundo término en el integrando puede ser expresado como

− φL1(κ
′ξ) = −ξL1κ

′ +

(
1

4
φ2κ2

)′

+
1

2
φ2
(
3κκ′′ + (κ′)2

)
, (6.54)

de forma que, usando el hecho que κ′ es función propia nula, δ2H se reduce a

δ2H = a

∮
ds φ

(
L1L2 +

3

2
κκ′′ +

1

2
(κ′)2

)
φ , (6.55)

Expandiendo el término que involucra los dos operadores diferenciales se obtiene

φL1L2φ =
(
(κ2)′φ2

)′
+ φ

(
φ′′′′ +

(
5

2
κ2 + σ + 1

)
φ′′ +

(
3

2
κ2 + σ

)(
κ2 + 1

)
φ

)
. (6.56)

Usando la ecuación de EL aśı como su primera integral en el segundo término, éste se puede expresar
como

3

2
κκ′′ +

1

2
(κ′)2 =

1

2

(
J2 − (1− σ)2

)
− κ2

(
7

8
κ2 + 2σ

)
. (6.57)

Sumando ambas expresiones se obtiene la expresión para la segunda variación del Hamiltoniano

δ2H = a

∮
ds φ (φ′′′′ + V1φ

′′ + V φ) , (6.58)

donde las funciones V1 y V están definidas como

V1 =
5

2
κ2 + 1 + σ , (6.59a)

V = κ2
(
5

8
κ2 +

3

2
− σ

)
+

1

2

(
J2 − (1− σ)2

)
+ σ . (6.59b)

El segundo término no es expĺıcitamente auto-adjunto, para que sea manifiestamente aśı, se emplea la
identidad (salvo derivadas totales)

φV1φ
′′ = φ(V1φ

′)′ +
1

2
V ′′
1 φ

2 . (6.60)

Finalmente la segunda variación se expresa de la forma

δ2H = a

∮
dsφLφ ≡ 〈φ|L|φ〉 , (6.61)

donde el operador diferencial auto-adjunto L está definido por

L =
∂4

∂s4
+

∂

∂s
V1

∂

∂s
+ V2 , (6.62)
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y el último término está dado por

V2 =
1

2
V ′′
1 + V = κ2

(
−5

4
κ2 +

3

2
− 6σ

)
+ 3

(
J2 − (1 − σ)2

)
+ σ , (6.63)

En V2 se han empleado nuevamente la ecuación de EL aśı como su primera integral para eliminar las
derivadas con respecto a s.

Dado que L es auto-adjunto, sus valores propios son reales. Si todos sus valores propios son positivos,
entonces la configuración de equilibrio correspondiente será estable. En caso contrario, si alguno de ellos
es negativo, esto indicará que existen deformaciones que podŕıan disminuir la enerǵıa de doblamiento, por
lo que la configuración corresponde a un punto de silla de la enerǵıa y en consecuencia será inestable.

Estabilidad de conos con exceso de ángulo pequeño

A continuación se analizará la estabilidad de conos con exceso de ángulo pequeño. En este ĺımite el
ángulo polar está dado por la longitud de arco, φ = s. Aśı, se tiene que las soluciones con simetŕıa dihedral
de orden n son

κ(φ) = κ0 cosnφ , κ0 = ǫ
n2 − 1

nR0
. (6.64)

En esta aproximación σ = n2, por lo que C‖ = 1 − n2. Además M = n2 − 1 = −C‖. También, los
operadores L1 y L2 se reducen a

L1 = ∂2s + n2 , L2 = ∂2s + 1 . (6.65)

de forma que el operador auto-adjunto L se factoriza como

L = (∂2s + n2)(∂2s + 1) (6.66)

Como L1 y L2 conmutan los valores propios de L están dados por el producto de sus valores propios, es
decir, si LiΦ = λiΦ, i = 1, 2, y LΦ = λΦ, entonces

λ = λ1λ2 . (6.67)

La periodicidad implica que los modos de deformación admisibles están representados por una constante
Φ0 (l = 0), aśı como por el conjunto Φl ∈ {sin ls, cos ls}, ( l = 1, 2, 3, . . . ). En consecuencia, para un valor
de n dado, los valores propios λ1 y λ2 están indexados por un entero l = 0, 1, 2, . . .

λ1 l = n2 − l2 , λ2 l = 1− l2 . (6.68)

por lo tanto
λl = (n2 − l2)(1 − l2) . (6.69)

En la figura 6.2 se muestran los valores propios para los casos n = 2, . . . , 5 para valores de l = 0, . . . , 5.
El modo constante con l = 0 tiene valor propio positivo λ0 = n2. Debido a que por cada l hay un par de
modos de deformación, todos los valores propios con l ≥ 1 son doblemente degenerados.

Existen 4 modos cero con λl = 0, lo cuales ocurren en l = 1 y l = n. El modo sinnϕ ∝ κ′ corresponde
a una rotación de la curva alrededor del eje de simetŕıa dihedral de orden n. Los dos modos con l = 1
corresponden a rotaciones alrededor de un eje ortogonal al eje de la rotación mencionado anteriormente.
Estos tres modos son los modos cero debidos a la invariancia rotacional de la enerǵıa de doblamiento del
cono. El cuarto modo cero cosnϕ es inconsistente con la constricción de isometŕıa (6.26). Es también el
único modo de deformación cónica inconsistente con isometŕıa en este ĺımite de exceso de ángulo pequeño.
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Figura 6.2: Valores propios de L para n = 2, . . . , 5 con l = 0, . . . , 5

En la figura 6.2 se observa que sólo el estado base con n = 2 es estable, pues todos sus valores propios son
positivos. Todos los demás estados excitados con n ≥ 3 poseen algunos valores propios negativos por lo
que son inestables. Existen 2(n− 2) modos inestables de deformación que corresponden a l = 2, . . . , n− 1
localizados entre los modos cero situados en l = 1 y l = n. Todos los modos de deformación con l > n
contribuyen con una enerǵıa positiva siendo en consecuencia estables.

El par de modos inestables dominantes son los que corresponden al menor de los valores propios
negativos. El valor correspondiente de l es la parte entera de l0 = (

√
2n2 + 1 + 1)/2. Para n = 3 la única

posibilidad es l = 2, para n = 4, el menor valor propio corresponde a l = 3. Para valores mayores de n se
podŕıa esperar una transición sucesiva de inestabilidades hasta alcanzar el estado estable con n = 2. Por
ejemplo, la inestabilidad asociada con n = 10 seguiŕıa la secuencia 10 → 7 → 5 → 4 → 3 → 2, al menos
para φ0 pequeños. Es posible demostrar que estos resultados son válidos aun en el régimen no lineal [39].

6.5. Superficies desarrollables en su tangente

En esta sección se describe el modo de deformación de una superficie plana en superficie desarrollable en
su tangente. Cualquier superficie desarrollable que no es plana en ningún punto (alguna de sus curvaturas
es distinta de cero) puede ser descrita por esta clase de superficies, por lo que localmente representan la
manera genérica de doblar una superficie plana [32].

Sus aplicaciones van desde explicar los patrones de una hoja de papel arrugada hasta la forma de
algunos tejidos biológicos que siguen una ley de crecimiento lo más plano posible.

Este tema ha sido poco considerado anteriormente, sin embargo, se han estudiado casos especiales
interesantes: Cerda, Mahadevan y Keller examinaron una banda de Moebius plana [19]; en analoǵıa con
el cono, la constricción topológica introduce esfuerzos en la hoja. Recientemente Starostin y Van der
Heijden estudiaron también esta misma superficie en [93] y aśı como otras superficies con forma de lazos
helicoidales en [94].

Estas superficies se obtienen a partir de una curva que no es plana en ningún punto, llamada borde
de regresión (BdR), a lo largo de la cual la superficie es singular. La superficie se genera por las rectas
tangentes a esta curva, la cuales forman las direcciones planas sobre la superficie. F́ısicamente, se presenta
la situación inversa, se tiene una superficie plana y a partir de ella, en principio se puede encontrar
el BdR extendiendo las lineas rectas sobre ella y determinando su envolvente [32] (ver Fig. 6.3). El
problema es que usualmente esta curva no está f́ısicamente sobre la hoja; las partes individuales de una
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superficie desarrollable en su tangente, estarán truncadas por una dobles o una frontera antes de alcanzar
la curva generadora correspondiente. Mas aún, esta curva frecuentemente exhibe singularidades. Las otras
superficies desarrollables, los conos y los cilindros pueden ser considerados como casos degenerados de este
tipo de superficie; el borde de regresión colapsa a un punto en el primer caso y en el segundo caso está en
el infinito.

Igual que antes se está interesado en identificar las configuraciones de equilibrio de una hoja finita
que es consistente con alguna especificación de fuerzas externas. Asimismo se necesitan identificar las
condiciones de frontera apropiadas en los bordes libres de la hoja, consistentes con isometŕıa. Con estas
condiciones de frontera, en principio es posible resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange para el borde de
regresión y la distribución de esfuerzos sobre la superficie.

6.6. Geometŕıa de las superficies desarrollables en su tangente

Cualquier superficie plana puede ser descrita localmente por el desarrollo tangente de una única curva
espacial, su borde de regresión (BdR). A continuación se presenta la construcción de una superficie en
términos de esta curva.

Considerando una curva espacial Γ: s→ Y(s) parametrizada por longitud de arco. Su vector tangente
unitario es T = Y′. Se asume que Γ es regular de manera que su curvatura κ es positiva en todo punto,
κ > 0.

La superficie desarrollable en su tangente (SdT) generada por Γ es la superficie definida por

Σ : (r, s) → X(r, s) = Y(s) + rT(s) , (6.70)

−∞ < r < ∞ [96, 34]. Esta superficie consiste de dos hojas que se unen a lo largo de Γ, cada una
corresponde a un signo de r; Γ es el BdR de Σ; a menos que Γ sea plana, la superficie será singular en
r = 0. Tı́picamente, en el doblamiento de una superficie, sólo una de estas hojas estará involucrada, por
ejemplo sólo la obtenida de r > 0 (ver Fig. 6.3).

Figura 6.3: Superficie desarrollable en su tangente, la envolvente de todos las rectas generadoras es el borde de
regresión Γ (linea roja). Incluso si la superficie es regular, t́ıpicamente el BdR es singular.
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Los vectores tangentes a Σ adaptados a esta parametrización por s y r están dados

er = T , es = T+ κrN . (6.71)

Las componentes de tensor métrico gab aśı como de su inverso gab son

gab =

(
1 1
1 1 + κ2r2

)
, gab =

1

κ2r2

(
1 + κ2r2 −1

−1 1

)
.

Una propiedad de esta parametrización es que el área involucra únicamente a la curvatura de Γ. El
determinante de la métrica, g = det gab, es g = κ2r2. Entonces el elemento de área dA =

√
gdrds

está dado por

dA = κrdrds . (6.72)

En particular, el área de la hoja limitada por Γ y por una curva localizada a una distancia constante,
r = R está dada por la curvatura total de Γ

A =
1

2
R2

∫
ds κ . (6.73)

Si κ es pequeña entonces también lo es el área generada; las lineas rectas no generan área. En el caso
degenerado donde Γ es una curva plana cerrada, el área correspondiente a una región limitada por una
r fija será proporcional a su número de rotación que es un invariante topológico [72]: Si Γ se recorre una
vez,

∫
ds κ = 2π. Si Γ es un ćırculo de radio a, entonces la ecuación (6.73) proporciona correctamente el

área de un ánulo limitado por Γ y el ćırculo de radio
√
a2 +R2.

Como se necesitan calcular derivadas covariantes en la determinación de las componentes del tensor de
esfuerzos tangencial, es necesario calcular los correspondientes śımbolos de Christoffel, que se encuentra
que son

Γrrr = 0 , Γrsr = −1

r
= Γrrs , Γrss = −

(
rκ2 +

1

r
+
κ′

κ

)
,

Γsrr = 0 , Γssr =
1

r
= Γsrs , Γsss =

1

r
+
κ′

κ
. (6.74)

El vector normal a Σ está dado por la binormal a Γ, n = B; en esta parametrización es independiente
de r. Está definido en todo punto de Σ dado que se asume que κ 6= 0. Entonces las curvas de s constante
corresponden a las direcciones asintóticas sobre Σ. Las componentes del tensor curvatura extŕınseca Kab

aśı como las del operador de forma Ka
b están dadas por

Kab =

(
0 0
0 −κτr

)
, Ka

b =
τ

κr

(
0 1
0 −1

)
. (6.75)

Es evidente que una las curvaturas principales es nula: C1 = 0; la dirección plana correspondiente está a
lo largo de la dirección tangencial al BdR, v̂1 = T. La curvatura no nula es proporcional a la razón entre
la torsión y la curvatura y varia inversamente con la distancia del BdR a lo largo de los generadores,
c2 = − τ

κr ; su dirección correspondiente es a lo largo de la normal principal del BdR, v̂2 = N.

La curvatura Gaussiana KG es nula, i.e. KG = 0, confirmando que la superficie es plana[31, 92].
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El doble de la curvatura media está dada por la única curvatura principal no nula

K = − τ

κr
. (6.76)

Cabe señalar la relación inusual entre la curvatura de superficie y las del BdR: la curvatura de SdT
está generada por la torsión; mientras más se curve la curva generadora más se curvará la superficie que
desarrolla.

La ecuación (6.76) también indica que, lejos de la curva, K se anula y la superficie se vuelve plana.
Sin embargo, sobre la curva generadora misma, K diverge. En este contexto, es importante notar que
las superficies desarrollables generadas por las hélices circulares de diferentes radios son distintas, tiene
curvaturas extŕınsecas que divergen a lo largo de diferentes curvas.

La singularidad en la geometŕıa extŕınseca aparentemente descalifica a las SdT como no f́ısicas si se
extienden hasta su BdR. Sin embargo, no son menos f́ısicas que la divergencia de K en el ápice del cono.
En cualquier caso, tales superficies se pueden construir usando una hoja de papel y tijeras [96].

6.7. Enerǵıa de doblamiento, tensor de esfuerzos y ecuaciones
de forma

Usando las ecuaciones (6.72) y (6.76) se encuentra que la enerǵıa de doblamiento (6.1) en una SdT
toma la forma

H [X] =
1

2

∫
drds

τ2

κr
. (6.77)

Si se restringe el rango de r a un intervalo constante [rc, R], se reduce a la expresión simple

H [X] =
1

2
ln

(
R

rc

)∫
ds
τ2

κ
. (6.78)

Dado que se asume que κ 6= 0, la densidad de la enerǵıa de doblamiento será finita en todo punto excepto
sobre el BdR, Γ. Se necesita introducir una distancia de corte rc, del orden del grosor de la hoja para excluir
una vecindad de Γ. Esto es análogo al corte para excluir el ápice introducido en [21] en la descripción de
formas cónicas.

La densidad de enerǵıa se anula si y sólo si la torsión se anula en todo punto de Γ, de forma que es una
curva plana y la superficie que genera está sobre el mismo plano: a diferencia de la curvatura extŕınseca, la
torsión involucra tres derivadas, por lo que la enerǵıa de doblamiento de una SdT hereda esta peculiaridad.

Si se fija el rango de r, la enerǵıa de doblamiento de la superficie (6.78) se reduce a la enerǵıa elástica
torsional asociada con una curva espacial. Como se mencionó anteriormente en el caṕıtulo 2, en la referencia
[62], Kuznetsov y Plyuschay se introdujeron análogos relativistas de este modelo, con el espacio Euclidiano
sustituido por el espaciotiempo de Minkoswki, para describir trayectorias de part́ıculas relativistas. Las
únicas soluciones de la correspondiente ecuación de Euler-Lagrange de este Hamiltoniano reducido son
hélices circulares con κ y τ constantes. La SdT correspondiente es una rampa helicoidal. Si bien estas
configuraciones quirales simples son interesantes por si mismas–se estudiaran más adelante en la sección
6.12– constituyen sólo un pequeño subconjunto de todas las SdT que minimizan su enerǵıa de doblamiento.

En general, no es leǵıtimo fijar el rango f́ısico de r; ni tampoco es apropiado considerar este rango
como función de s. El rango de r y s dependerá de la fuerzas externas aplicadas a la hoja. No es obvio
cómo se debe adaptar este proceso de reducción para incluir esta libertad. Afortunadamente, esto no es
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necesario, pues es posible trabajar directamente con la ecuación (6.1) y derivar las ecuaciones de forma que
caracterizan las configuraciones de equilibrio como se hizo para el caso de conos desarrollables. Recordando,
el tensor fa es la suma de dos términos [36]:

fa = faB + T ab eb , (6.79)

la contribución que surge del doblamiento está dada por

faB = K

(
Kab − 1

2
gabK

)
eb −∇aK n , (6.80)

y el esfuerzo tangencial proporcional al multiplicador T ab que implementar la constricción sobre la métrica.

La ecuación de forma está dada por

ε⊥ = −∆K − 1

2
K3 −KabT

ab = 0 , (6.81)

donde el primer término corresponde a la derivada de Euler-Lagrange de la enerǵıa de doblamiento.

T ab está conservado,

εa = ∇bT
ab = 0 . (6.82)

Igual que antes, se necesita resolver el sistema de ecuaciones acopladas (6.81) y (6.82) sujetas a condi-
ciones de frontera apropiadas.

6.7.1. Esfuerzos conservados

El tensor de esfuerzos asociado con el doblamiento está dado completamente en términos de la geo-
metŕıa del BdR y de la distancia a lo largo de las rectas generadoras. Sus dos componentes son

frB =
τ2

2r4κ4
((
1− r2κ2

)
er − es

)
− 1

r3κ2

((
1 + r2κ2

)
τ

rκ
+
(τ
κ

)′
)
n, (6.83)

fsB = − τ2

2r4κ4
(er − es) +

1

r3κ2

(
τ

rκ
+
( τ
κ

)′)
n . (6.84)

De forma notable, los esfuerzos tangenciales T ab también estarán especificados completamente excepto
por dos funciones arbitrarias relacionadas con las condiciones de frontera que constriñen la superficie.

La ecuación de forma (6.81) para una SdT está dada por

E⊥ =
1

κr3

((
1

κ

( τ
κ

)′)′

+
τ3

2κ2
+ τ

)
+

1

κr4

(
2

κ

( τ
κ

)′
+
( τ
κ2

)′)
+

3τ

κ3r5
+ κτrT ss = 0 ; (6.85)

en la base adaptada al BdR, involucra sólo una componente del tensor de esfuerzos tangencial. Si se conoce
el BdR, κ y τ serán dos funciones conocidas de s y sólo faltará determinar T ss. La validez de esta ecuación
para todos los valores de r restringe su dependencia de r

T ss(r, s) =

6∑

n=4

Cn(s)

rn
. (6.86)
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Cn, n = 4, 5, 6 son tres funciones de s. Sustituyendo esta expresión en la ecuación (6.85), se encuentra que

(E⊥ =
∑6

n=4 εnr
1−n) estas tres funciones están completamente determinadas por las curvaturas del BdR:

ε4 = κτC4 +
1

κ

(
1

κ

(τ
κ

)′)′

+
τ3

2κ3
+
τ

κ
= 0, (6.87a)

ε5 = κτC5 +
2

κ2

( τ
κ

)′
+

1

κ

( τ
κ2

)′
= 0, (6.87b)

ε6 = κτC6 +
3τ

κ3
= 0 . (6.87c)

Entonces, una vez que el BdR se ha identificado, T ss está completamente determinado. Esto reproduce
el comportamiento identificado para los conos, con el BdR reemplazando la curva sobre la esfera unitaria
que caracteriza al cono.

Igual que para el caso de conos, las otras dos componentes de T ab se determinan de las ecuaciones
de conservación (6.82). Denotando las derivadas parciales con respecto a r por un punto encima, se usan
las exresiones (6.74) de los śımbolos de Christoffel para expresar las proyecciones de estas ecuaciones a lo
largo de las direcciones er y es como

Ṫ rr +
1

r
T rr + T rs ′ +

(
κ′

κ
− 2

r

)
T rs −

(
1

r
+
κ′

κ
+ κ2r

)
T ss = 0, (6.88)

Ṫ rs +
3

r
T rs + T ss ′ +

(
2κ′

κ
+

1

r

)
T ss = 0. (6.89)

Sustituyendo la expresión para T ss dada por (6.86) en (6.89), es posible identificar la forma más general
de la componente T rs

T rs(r, s) =

6∑

n=3

Crsn (s)

rn
+Drs

3 (s)
ln r

r3
, (6.90)

donde

Crs3 (s) = Crs(s) ,

Crs4 (s) = C4 +
(κ2C5)

′

κ2
,

Crs5 (s) =
1

2
C5 +

1

2

(
κ2C6

)′

κ2
,

Crs6 (s) =
1

3
C6 ,

Drs
3 (s) = −

(
κ2C4

)′

κ2
.

Nótese que aparece una nueva función arbitraria de s, Crs(s), la cual tiene su origen como “constante”
de integración con respecto a r. Ésta, es análoga a la función C‖⊥ introducida el caso cónico. La función
Crs(s) está asociada con el balance de torcas.

Usando (6.86) y (6.90) en (6.88) es posible resolverla para obtener T rr

T rr(r, s) =

6∑

n=1

Crrn (s)

rn
+ ln r

3∑

n=2

Drr
n (s)

rn
, (6.91)
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donde

Crr1 (s) = Crr(s)

Crr2 (s) =
(κCrs)′

κ
− 1

κ

(
(κ2C4)

′

κ

)′

− κ2C4,

Crr3 (s) = −Crs + (κC4)
′

κ
+

1

2κ

(
(κ2C5)

′

κ

)′

− 1

2
κ2C5,

Crr4 (s) = −C4 −
1

2

(κ3C5)
′

κ3
+

1

6κ

(
(κ2C6)

′

κ

)′

− 1

3
κ2C6,

Crr5 (s) = −1

2
C5 −

1

6

(κ4C6)
′

κ4
,

Crr6 (s) = −1

3
C6,

Drr
2 (s) = − 1

κ

(
(κ2C4)

′

κ

)′

,

Drr
3 (s) =

(κ2C4)
′

κ2
.

Similarmente, otra función arbitraria de s, Crr(s) aparece como “constante” de integración. Esta función
es análoga a la función C⊥ del caso cónico, sin embargo, aqúı será relevante, no sólo en el balance de
fuerzas sino también para el de las torcas sobre la superficie.

Habiendo determinado las componentes de T ab, su ley de conservación se puede reescribir como

∇bT
ab = Crr

δ(r)

r
δar + Crs

δ(r)

r3
δas. (6.92)

donde δ(r) es la delta de Dirac y δab es la delta de Kronecker. Entonces, en equilibrio, el tensor de esfuerzos
tangencial, T ab está completamente determinado en términos del BdR, excepto por dos funciones de s,
Crs y Crr que actúan como fuentes en la ley de conservación de T ab. En lo siguiente, se mostrará como
las condiciones de frontera determinan estas dos funciones.

6.8. Deformaciones isométricas de SdT

Para identificar las condiciones de frontera apropiadas en los bordes libres de la superficie, primero se
necesitan determinar las deformaciones pequeñas de la superficie que son consistentes con inextensibilidad.
Por este motivo a continuación se identifican las isometŕıas infinitesimales de SdT.

Igual que como se hizo para el caso cónico, considerando la superficie deformada X̃ = X+δX, descrita
por el vector de deformación δX = ψaea + φn, el correspondiente cambio en la métrica está dado por

δgab = ea · ∂bδX+ eb · ∂aδX = ∇aψb +∇bψa + 2Kabφ , (6.93)

donde ψa = gabψ
b.

Para una SdT parametrizada in términos de su BdR, la condición de isometŕıa, δgab = 0, impone las
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siguientes constricciones sobre las componentes tangenciales y normal de la deformación

ψ̇r = 0 , (6.94a)

ψ′
r + ψ̇s +

2

r
(ψr − ψs) = 0 , (6.94b)

ψ′
s + rκ2ψr +

(
1

r
+
κ′

κ

)
(ψr − ψs) +Kssφ = 0 . (6.94c)

La solución general de estas ecuaciones involucra dos funciones arbitrarias de s, χ(s) y ξ(s):

ψr = χ , (6.95a)

ψs = r(χ′ + rξ) + χ , (6.95b)

τφ =

(
χ′ + rξ

κ

)′

+ κχ− ξ

κ
. (6.95c)

Las componentes del vector tangente ψr y ψs son

ψr = − 1

κ2

(
χ′

r
+ ξ

)
+ χ, (6.96a)

ψs =
1

κ2

(
χ′

r
+ ξ

)
. (6.96b)

Entonces δX posee una descomposición natural en dos términos, uno es independiente de r y el otro es
lineal en r, δX = δX0 + δX1 donde

δX0 = χT+
χ′

κ
N+ φ0B, τφ0 =

(
χ′

κ

)′

+ κχ− ξ

κ
, (6.97a)

δX1 = r

(
ξ

κ
N+ φ1B

)
, τφ1 =

(
ξ

κ

)′

. (6.97b)

Mientras que δX0 deforma el BdR de la superficie original, δX1 no lo cambia.

La constricción sobre la métrica (6.93) implica la conservación de la longitud de arco a lo largo de
cualquier curva sobre la superficie y en particular a lo largo de la frontera. Verificando esto para una curva
de r constante, la deformación de la longitud de arco dl está dada por δdl = X′ · (δX)′dl. Usando

δX′
0 =

ξ

κ
N+

(τ
κ
χ′ + φ′0

)
B ; (6.98a)

δX′
1 = r

(
−ξT+

( τ
κ
ξ + φ′1

)
B
)
, (6.98b)

se confirma que X′ ·(δX)
′
= 0, de manera que la longitud de arco se preserva bajo isometŕıa. En particular,

el parámetro s sigue siendo el parámetro de longitud de arco a lo largo del BdR deformado. Las isometŕıas
de esta curva inducida por las isometŕıas de la superficie representan un conjunto muy limitado de las
isometŕıas que posee como curva espacial independiente de la superficie.

6.9. Condiciones de frontera en una SdT

Con los resultados anteriores se pueden identificar las condiciones de frontera apropiadas sobre el borde
libre de la superficie.
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El cambio en la enerǵıa de doblamiento de la frontera como respuesta de la deformación δX está dado
por

δH = −
∫

∂Σ

dl (f⊥ · δX−K l · δn) . (6.99)

Descomponiendo δX con respecto al marco de Darboux {t,n, l} como δX = ψ‖t + ψ⊥l + φn, donde
ψ‖ = ψata y ψ⊥ = ψala, se obtiene que el primer término en (6.99) se puede expresar como

f⊥ · δX =
(
KK‖⊥ + T‖⊥

)
ψ‖ +

(
K(K⊥ − 1

2
K) + T⊥

)
ψ⊥ −∇⊥K φ , (6.100)

Usando la identidad δn = (−∇aφ + Ka
b ψ

b)ea [13, 16] (derivada en el B), se obtiene que el segundo
término está dado por la expresión

−Kl · δn = K
(
∇⊥φ−K‖⊥ψ‖ −K⊥ψ⊥

)
. (6.101)

Sumando (6.100) y (6.101) se llega a la expresión general

δH = −
∫
dσ

(
T‖⊥ ψ‖ + (T⊥ − 1

2
K2)ψ⊥ +K∇⊥φ−∇⊥K φ

)
. (6.102)

Todav́ıa falta restringir la deformación de la frontera a isometŕıas. Para una frontera general esto es
sumamente complicado. Para propósitos de ilustración, se considerará sólo el caso de una frontera que
coincide con una curva de r constante. Si bien esta elección representa una frontera muy particular, ésta
resulta ser la relevante para la rampa helicoidal circular que se examinará en detalle.

6.9.1. Condiciones de frontera a lo largo de curvas de r constante

Considerando una frontera dada por una curva ΓR, s → Y (s) + RT(s), localizada una distancia R
constante a lo largo de las rectas generadoras de Σ. La longitud de arco dl sobre esta curve está relacionada
de manera simple a la longitud de arco a lo largo del BdR, dl =

√
1 +R2κ2 ds. Las componentes de los

vectores unitarios t y l adaptados a ΓR son

tr = 0 ts =
1√

1 + κ2R2
(6.103a)

lr =

√
1 + κ2R2

κR
ls =− 1

κR

1√
1 + κ2R2

(6.103b)

Las componentes va = gabv
b de sus covectores asociados son

tr =
1√

1 + κ2R2
ts =

√
1 + κ2R2 (6.104a)

lr =
κR√

1 + κ2R2
ls = 0 (6.104b)

Con estas componentes se determinan las proyecciones de T ab y Kab a lo largo de ΓR

T‖ =
(
1 +R2κ2

)
T ss + 2T rs +

1

1 +R2κ2
T rr, K‖ =

κ2R2K

1 +R2κ2
, (6.105a)

T‖⊥ = Rκ

(
T rs +

1

1 +R2κ2
T rr
)
, K‖⊥ =

κRK

1 + r2cκ
2
, (6.105b)

T⊥ =
R2κ2

1 +R2κ2
T rr K⊥ =

K

1 +R2κ2
. (6.105c)
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Usando estos resultados se evalúan los cuatro términos que aparecen en la expresión (6.102) del cambio
en la enerǵıa. Para el primer término se obtiene

∫
dlψ‖T‖⊥ =

∫
ds rκ (R(χ′ + ξR) + χ)

(
T rs +

T rr

1 +R2κ2

)
. (6.106)

Para el segundo término
∫
dlψ⊥

(
T⊥ − 1

2
K2

)
=

∫
dsRκ

(
R2κ2χ−R(χ′ +Rξ)

)( T rr

1 +R2κ2
− K2

2R2κ2

)
. (6.107)

Sumando (6.106) y (6.107) e integrando por partes para eliminar las derivadas de χ se obtiene
∫
dl

(
ψ‖T‖⊥ + ψ⊥

(
T⊥ − 1

2
K2

))
=

∫
ds

{[
Rκ

(
T rs + T rr − K2

2

)
−
(
R2κT rs +

K2

2κ

)′
]
χ+Rκ

(
R2T rs +

K2

2κ2

)
ξ

}
. (6.108)

Para el tercer y cuarto términos se obtiene

∫
dσK∇⊥φ =

∫
ds

{
1

R


κ
τ

(
K

κ

)′

+

(
1

κ

(
1

τ

(
K

κ

)′
)′)′


χ

− 1

Rκ

[
1

τ

(
K

κ

)′

+

(
R

τ

(
K

κ

)′
)′

+

(
K(1 + κ2R2)

τκ

)′
]
ξ

}
, (6.109)

∫
dσφ∇⊥K =

∫
ds

{
1

R



(
1

κ

(
(1 +R2κ2)K̇ −K ′

τκ

)′)′

+
(1 +R2κ2)K̇ −K ′

τ


χ

− 1

κ

[(
(1 +R2κ2)K̇ −K ′

τκ

)′

+
(1 +R2κ2)K̇ −K ′

τκR

]
ξ

}
. (6.110)

Sustituyendo todos estos resultados en la ecuación, finalmente se encuentra que el cambio en la enerǵıa
asociada con la frontera ΓR se puede expresar como

δH = −
∫
ds (Cχχ+ Cξξ) , (6.111)

donde las funciones Cχ y Cξ están definidas por

Cχ = κCrr − 1

R

[
κ2

τ
ε4 +

((
κ2C4

)′

κ

)′

− κ

τ

(
1

κ

(τ
κ

)′)′
]

− 1

R2

[(
1

2κ

(
κ

τ
ε5 +

1

κτ

( τ
κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)′

+
τ2

2κ3

)′

+
κ

2

(
κ

τ
ε5 +

1

κτ

( τ
κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)]

− 1

R3

[(
1

3κ

(κ
τ
ε6

)′)′

+
κ2

3τ
ε6

]
, (6.112)

Cξ = κ2Crs +
1

R

[
κ

τ
ε4 −

1

τ

(
1

κ

( τ
κ

)′)′

+

(
κ

τ
ε5 −

1

κτ

(τ
κ

)′)′
]

+
1

R2

[
κ

2τ
ε5 +

1

2κτ

( τ
κ

)′
+

3

4

(
1

κ2

)′

+
(κ
τ
ε6

)′
]
+

1

R3

[ κ
3τ
ε6

]
− lnR

(
κ2C4

)′
. (6.113)
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La estacionariedad de la enerǵıa, δH = 0, requiere que este término de frontera sea nulo. Como las dos
funciones ξ y χ son independientes, sus coeficientes en el integrando se deben anular: Cχ = 0 y Cξ = 0.
Estas dos condiciones determinan las dos funciones Crs y Crr completamente en términos de la geometŕıa
del BdR y de la distancia R a lo largo de la dirección plana,

κCrr =
1

R

[((
κ2C4

)′

κ

)′

− κ

τ

(
1

κ

(τ
κ

)′)′
]

+
1

R2

[(
1

2κ

(
1

κτ

( τ
κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)′

+
τ2

2κ3

)′

+
κ

2

(
1

κτ

( τ
κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)]

(6.114)

κ2Crs =
1

R

[
1

τ

(
1

κ

( τ
κ

)′)′

+

(
1

κτ

(τ
κ

)′)′
]
− 1

R2

[
1

2κτ

( τ
κ

)′
+

3

4

(
1

κ2

)′
]
+ lnR

(
κ2C4

)′
. (6.115)

Los términos proporcionales a R−3 y C6 en Cχ y Cξ se anulan debido a la ecuación de EL (6.87c). Nótese
que en el ĺımite τ = 0, que describe una curva plana, estas dos funciones en general no se anulan a menos
que κ sea constante. Esto es análogo a la manifestación de una inestabilidad de Euler en la compresión de
una barra elástica.

En particular, se observa que si las fronteras libres coinciden con curva de r constante, los esfuerzos
estarán completamente determinados. El resultado depende expĺıcitamente de R. En particular, nótese
que una superficie con dos fronteras libres, cada una a un valor constante de r, en general, resulta ser
inconsistente con estas condiciones de frontera en equilibrio. Una frontera interior fija (no necesariamente
coincidente con el BdR) proporciona condiciones de frontera consistentes. Sin embargo, si el BdR es
una hélice circular, con curvatura y torsión constantes, los términos individuales de la derecha en las
ecuaciones (6.114) y (6.115) se anulan y la obstrucción sobre las fronteras libres en dos valores distintos
de r desaparece.

Para levantar la geometŕıa fuera del plano se necesitan fuerzas externas. En la siguiente sección se
demuestra que, en una geometŕıa periódica, no se transmiten fuerzas a lo largo de curvas de r constante,
si la frontera libre es también una curva de r constante.

6.10. Fuerzas y torcas transmitidas a lo largo de curvas de r

constante

Si γ es una curva cerrada, la fuerza total F que actúa en la región que encierra está dada por la integral
de linea de f⊥ a lo largo de γ:

F =

∫

γ

dl f⊥ , (6.116)

Para una curva Γr, s → Y (s) + rT(s), la fuerza que actúa sobre el elemento dl depende sólo de la
componente fr, i.e. dlf⊥ = dsκrfr . El factor κrfr puede ser escrito en una forma más conveniente para la
evaluación de la fuerza. Esto se puede hacer multiplicando por κr la expresión de fr (6.83), agrupando en
potencias de r y usando las ecuaciones de Frenet-Serret, obteniéndose al final

κr fr = κCrrT+U′ +

(
1

r
ε4 +

1

2r2
ε5 +

1

3r3
ε6

)
κB , (6.117)
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donde el vector espacial U está dado por

U =
1

r

((
Crsκ− (κ2C4)

′

κ

)
T+

(
κ2C4 +

τ2

2κ2

)
N+

1

κ

(τ
κ

)′
B

)
+

1

r2

(
κC4T+

1

2κ

(
κ2C5T

)′
+

τ

2κ2
B

)

+
1

r3

((
κC5

2
+

(κ2C6)
′

6κ

)
T+

κ2C6

3
N

)
+

1

r4

(
κC6

3
T

)
− ln r

r

((
κ2C4

)′

κ
T

)
.

El tercer término que aparece en la parte derecha de la ecuación.(6.117) involucra las derivadas de Euler-
Lagrange, εn, n = 4, 5, 6, que se anulan en equilibrio.

Si el BdR es periódico, en el sentido que la base de FS y su curvaturas son periódicas, entonces esta
periodicidad también la comparte Γr de forma que sobre un peŕıodo se tiene que

∮
dsU′ = 0 .

(6.116) Entonces, en equilibrio, a lo largo de tal curva, la fuerza total que actúa sobre Γr está dada por

F =

∫
dsκCrrT . (6.118)

Más aun, usando la condiciones de frontera sobre el borde libre (6.114) para expresar Crr en términos
de la geometŕıa del BdR y del radio, R, el integrando en (6.118) puede expresarse como una suma de
términos proporcionales a las derivadas de Euler-Lagrange más una derivada total

κCrrT = W′ +

(
1

r
ε4 +

1

2r2
ε5 +

1

3r3
ε6

)
κB , (6.119)

donde el vector W está definido por

W =
1

r

[
(κ2C4)

′

κ
T−

(
κ2C4 +

τ2

2κ2
+ 1

)
N− 1

κ

(τ
κ

)′
B

]

+
1
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[(
1

κ

(
κ2C5

2
+
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(
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τ
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)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)′

+
τ2

2κ3

)
T

−
(
κ2C5

2
+

2

κ2

(
ln
τ

κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)
N+

τ

2κ2
B

]

+
1

r3

[
1

κ

(
κ2C6

3
+

1

κ2

)′

T−
(
κ2C6

3
+

1

κ2

)
N

]
.

Para una superficie periódica, con esto es evidente que F = 0. Incluso si existen esfuerzos dentro de la
superficie, no hay una fuerza neta transmitida a lo largo de curvas de r constante. Esto se debe a que
claramente no hay fuerza transmitida a lo largo de la frontera libre en r = R, la cual puede ser contráıda
a una curva con cualquier r.

Ahora se examina el balance de torques a lo largo de curvas de r constante. Recordando, la torca total
que actúan sobre una región de la superficie encerrada por la curva γ está dada por la integral de linea

M =

∮

γ

dlm⊥ , (6.120)
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donde m⊥ es la proyección del tensor de torcas en el vector l dada por

m⊥ ≡ lam
a = X× f⊥ −Kt (6.121)

Para este tipo de curva, el elemento de torca por unidad de longitud está dado por

dlm⊥ = ds (X× κr fr −Kes) . (6.122)

Usando la ecuación (6.117), éste se expresa como

X× κrfr −Kes = CrrκX×T+ κ2CrsB+V′ +

(
(1 + ln r) ε4 −

1

2r
ε5 −

1

6r2
ε6

)
κN , (6.123)

donde el vector espacial V está definido por

V = X×U+
1

κ

( τ
κ

)′
N−

(
κ2C4 +

τ2

2κ2
+ 2

)
B+

1

2r

(
− τ

κ2
N+ κ2C5B

)

+
1

6r2
(
κ2C6B

)
+ ln r

(
τ

κ
T+

1

κ

( τ
κ

)′
N−

(
κ2C4 +

τ2

2κ2

)
B

)
.

La torca total actuando sobre Γr está dada por

M =

∮
ds
(
CrrκY ×T+ κ2CrsB

)
, (6.124)

donde en el primer término se ha usado el hecho que X×T = Y ×T. Nótese que la torca dependerá expĺıci-
tamente del BdR Y y, en contraste con el caso cónico, dependerá de ambas funciones Crs y Crr. Esto
es consistente con el comportamiento cónico: en el ĺımite que el BdR Y se contrae a un punto, el primer
término en el integrando de (6.124) se anula, recuperando el resultado presentado en [36]. Igual que en
para el caso de conos, la torca total no depende de r.

Usando la ecuación (6.119) en el primer término en del integrando de la ecuación (6.124), salvo deri-
vadas de total, éste se puede expresar como

Y × κCrrT = (Y ×W)
′
+

1

rb

[
− 1

κ

(τ
κ

)′
N+

(
κ2C4 +

τ2

2κ2
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)
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]

+
1
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[
τ

2κ2
N+

(
κ2C5

2
+

2

κ2

(
ln
τ

κ

)′
+

1

2

(
1

κ2

)′
)
B

]

Usando esta expresión en la correspondiente para Crs (6.115), se puede mostrar que el integrando completo
en la ecuación (6.124) es una derivada total mas términos que involucran las derivadas de EL 6.87

Y × κCrrT+ κ2CrsB = Z′ +

(
ln rb ε4 −

1

rb
ε5

)
κN (6.125)

donde

Z = α×W − 1

rb

(
κ2C5

2
+

2

κ2

(
ln
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+

1

2

(
1

κ2
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B

− 1
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(
1

2κ2
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− ln rb

(
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κ
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1

κ

( τ
κ

)′
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(
κ2C4 +

τ2

2κ2

)
B

)
.

Por lo tanto no existen torcas netas transmitidas a lo largo de curvas de r constante.

Teniendo en cuenta estos resultados, se concluye que las fuerzas y torcas totales deben estar localizadas
sobre las rectas generadoras, que se determina más adelante. En la siguiente sección se relacionan estas
fuerzas con la geometŕıa de la superficie.
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6.11. Fuerzas y torcas transmitidas a lo largo de curvas de s

constante

Considerando una recta de s constante, Γs : r → Y(s) + rT(s), su longitud de arco es simplemente la
longitud de arco a lo largo del generador, dσ = dr.

Las componentes del los vectores unitarios t y l adaptados a Γs son

tr = 1 ts = 0 (6.126a)

lr =
1

k0r
ls = − 1

k0r
. (6.126b)

Las componentes de sus covectores asociados son

tr = 1 ts = 1 (6.127a)

lr = 0 ls = −κr . (6.127b)

Las proyecciones de los tensores T ab y Kab son

T‖ = T rr + 2T rs + T ss K‖ = 0 (6.128a)

T‖⊥ = −κr (T rs + T ss) K‖⊥ = 0 (6.128b)

T⊥ = κ2r2T ss K⊥ = K . (6.128c)

Usando estos resultado en la expresión (6.84) se tiene que la fuerza por unidad de longitud transmitida a
lo largo de una recta generadora está dada por

f⊥ = −κr (T rs + T ss)T−
(

τ2

2κ2r2
+ κ2r2T ss

)
N− 1

κr

(
1

r

( τ
κ

)′
+

τ

κr2

)
B . (6.129)

Integrando entre una frontera interior en r = R0 y otra exterior en r = R, la fuerza total está dada por

F =
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T . (6.130)

A lo largo de una linea recta de s fija, el elemento de torca por unidad de longitud está dado por

m⊥ = Y × f⊥ +
τ

κr
T+

(
τ

κ2r2
+

1

κr

( τ
κ

)′)
N−

(
τ2

2κ2r
+ κ2r3T ss

)
B , (6.131)

de forma que la torca total está dada por

M = Y × F+ ln
R

R0

(
τ

κ
T+

1

κ

( τ
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+
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− 1
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)(
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)
+

(
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)(
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2
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B . (6.132)

A continuación la fuerza a lo largo de estas rectas se ejemplificará para una SdT generada por una hélice.
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6.12. Rampa Helicoidal

Para ilustrar el marco teórico derivado anteriormente, se usa un ejemplo no trivial que es tratable
anaĺıticamente. Se considera la deformación de un ánulo circular plano en una rampa helicoidal. En
particular, se determinará la fuerza requerida para levantar la superficie una cierta altura.

Aqúı se describirán los esfuerzos sobre una superficie obtenida extendiendo la tangentes a una hélice
circular (el correspondiente BdR). Esta superficie (o parte de ella) se puede obtener cortando un ánulo
circular a lo largo de una linea que forma una ángulo α con la frontera interior y levantando uno de los
bordes que se forman una distancia h sobre el otro borde, de manera que el BdR es una hélice circular de
radio a y peŕıodo vertical h = 2πb. Usando su longitud de arco s para parametrizar la hélice circular se
tiene que está descrita por la curva

Y(s) =

(
a cos

(s
c

)
, a sin

(s
c

)
,
bs

c

)T
, donde c =

√
a2 + b2 . (6.133)

Su curvatura y torsión están dadas por κ = a/c2, y τ = b/c2, a es el radio del ćırculo obtenido proyectando
la hélice en el plano x − y, de forma que a ≥ 0. En general el eje alrededor del cual se enrolla la hélice,
llamado eje helicoidal, está dado por v̂ = cosωT + sinωB. Por simplicidad se ha definido este eje en la
dirección ẑ. La razón ζ = τ/κ = b/a define el ángulo constante ω que forma el vector tangente a la hélice
con el eje helicoidal a través de la relación ζ = cotω. Adicionalmente, se eligen hélices con quiralidad
izquierda al recorrer la dirección positiva del eje helicoidal, es decir con b ≥ 0 y s > 0 (b < 0 y s < 0
corresponde a hélices con quiralidad derecha y cambiando el signo sólo de uno de estos parámetros cambia
tanto la dirección en la que se recorre como la quiralidad)

La superficie desarrollable en su tangente cuyo BdR es la hélice circular (ver figura 6.4) tiene las funciones
de encajamiento

X =

(
aλ cos

(s
c
+ φ

)
, aλ sin

(s
c
+ φ

)
,
b

c
(s+ r)

)T
, donde φ = arctan

r

c
, λ = secφ =

√
1 +

(r
c

)2
.

(6.134)
De donde se puede ver que curvas ΓR a una distancia constante R a lo largo de los generadores también son

Figura 6.4: SdT generada por una hélice circular.

hélices escaladas por un factor λ, rotadas alrededor del eje z por un ángulo φ y desplazadas una distancia
z0 = br/c a lo largo del mismo eje con respecto al BdR. Sus curvaturas y torsiones de Frenet-Serret están
dadas por

κR =
κ

1 + κ2R2

√
1 +R2 (κ2 + τ2) , τR =

τ

1 + κ2R2
. (6.135)
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Entonces este tipo de curvas sobre la SdT helicoidal se vuelven plana lejos del BdR.

Alternativamente es posible describir esta SdT en términos de una función de altura parameterizada
por coordinadas polares ρ y θ. Esto se puede hacer con el cambio de variables ρ = aλ y θ = s/c + φ.
Entonces, los parámetros originales r y s en términos de ρ y θ están dados por

r

c
=

√(ρ
a

)2
− 1,

s

c
= θ − arcsec

(ρ
a

)
, ρ ≥ a. (6.136)

Entonces, en la parametrización de Monge en términos de un función de altura z sobre el plano x− y, la
superficie está dada por

z(ρ, θ) = b

(
θ − arcsec

(ρ
a

)
+

√(ρ
a

)2
− 1

)
(6.137)

En estas coordenadas, el elemento de área es dA =
√
1 + ζ2 ρ dρ dθ, de modo que el área de la superficie

entre dos hélices es el área del ánulo proyectado sobre el plano x− y escalado por un factor
√
1 + ζ2.

Genéricamente el BdR de la superficie obtenida por el levantamiento del ánulo circular plano no estará f́ısi-
camente sobre la hoja. Con estos datos se está en posición de identificar el BdR. Sea el borde interior un
ćırculo de radio ρb cuya tangente forma un ángulo α con el corte recto que será una frontera.

El ángulo ω que forma esta frontera levantada con el helicoidal determina la curvatura del BdR en
término de su torsión por medio de la relación

κ = τ tanω . (6.138)

En un cierto punto (r, s) la dirección tangente está dada por la expresión (6.126a) y la dirección de la
recta generadora es er, entonces el ángulo α determina el producto κr a través de la relación

κr = tanα . (6.139)

La frontera interior formará una hélice de longitud 2πρb a una distancia R a lo largo de una curva
generadora. En general la longitud de un peŕıodo de la hélice es l = 2π/

√
κ2 + τ2, por lo que

ρ2b =
1

κ2R + τ2R
. (6.140)

Combinando las expresiones (6.135), (6.138), (6.139) y (6.140) se encuentra que el BdR es una hélice cuyas
curvatura y torsión están dadas por

κ =
sinω

ρb cosα
τ =

cosω

ρb cosα
, (6.141)

localizada a una distancia

R =
ρb sinα

sinω
, (6.142)

de la frontera interior a lo largo de la dirección plana. También, del valor de la torsión se obtiene que el
corte se debe levantar una altura

H = 2πρb cosα cosω . (6.143)

Las direcciones radiales del ánulo plano se mapean a las curvas integrales del vector l adaptado a hélices
con R constante. Estas curvas integral están dadas por la función r(s) = − tan (κs) /κ.
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Finalmente, se analizan los esfuerzos sobre la hélice. En equilibrio, de las tres derivadas de Euler-
Lagrange ε4, ε5 y ε6 (6.87), se encuentra que las tre funciones C4, C5 y C6 están dadas por

C4 = − 1

κ2

(
ζ2

2
+ 1

)
(6.144a)

C5 = 0 (6.144b)

C6 = = − 3

κ4
(6.144c)

C4, C5 y C6 son constantes como se esperaŕıa de acuerdo con la simetŕıa rotacional de la hélice. Adicio-
nalmente, se tiene que ambas funciones Crr y Crs se anulan cuando estas tres funciones toman los valores
constantes dados en (6.144), de forma que la fuerza y la torca total transmitida a lo largo de curvas r
constante se anulan idénticamente. Las componentes de tensor de esfuerzos tangenciales T ab se reducen a

T ss = − 1

κ2r4

(
ζ2

2
+ 1 +

3

κ2r2

)
(6.145a)

T rs = − 1

κ2r4

(
ζ2

2
+ 1 +

1

κ2r2

)
(6.145b)

T rr =
1

r2

(
ζ2

2
+ 1

)
+

1

κ2r4

(
ζ2

2
+ 2

)
+

1

κ4r6
(6.145c)

Las proyecciones del tensor de esfuerzos fa en la base tangente de Darboux t, l adaptada a curvas de
R constante son

f‖ = taf
abtb =

ζ2

2R2

(
−1 + κ2R2

)

(1 + κ2R2)
+

1

1 + κ2R2
T rr + 2T rs +

(
1 +R2κ2

)
T ss , (6.146a)

f‖⊥ = taf
ablb = − κζ2

R (1 + κ2R2)
+ κR

(
1

1 + κ2R2
T rr + T rs

)
, (6.146b)

f⊥ = laf
ablb =

ζ2

2R2

(
1− κ2R2

)

1 + κ2R2
+

κ2R2

1 + κ2R2
T rr , (6.146c)

donde fab = fa · eb. En la figura 6.5 se representan las magnitudes de estas proyecciones para una hélice
con ζ igual a la razón áurea, graficada desde su BdR. Evidentemente los esfuerzos están concentrados en
la región cercana al BdR.

En cuanto a la fuerza total a lo largo de las rectas generadoras de s constante, en el rango de distancias
r0 a R, se tiene que se reduce a

F|sc =

[
1

r2

(
κC4 +

ζ2

2κ

)
+
κC5

2r3
+
κC6

3r4

]
es

∣∣∣∣
R

r0

− ζ2

2κr2
er

∣∣∣∣
R

r0

+
ζ

2κr2
n

∣∣∣∣
R

r0

Sustituyendo (6.144) en esta expresión se obtiene

F|sc = − ζ2

2κr2
er

∣∣∣∣
R

r0

− 1

κr2

(
1 +

1

κ2r2

)
es

∣∣∣∣
R

r0

+
ζ

2κr2
n

∣∣∣∣
R

r0

(6.147)

Cuando b → 0 se tiene que ζ → 0 y κ → 1
a . En este ĺımite aun persiste un esfuerzo en la dirección a lo

largo de curvas de r constante

F|sc =

(
κC4

r2
+
κC5

2r3
+
κC6

3r4

)
es

∣∣∣∣
R

r0

= − a

r2

(
1 +

a2

r2

)
es

∣∣∣∣
R

r0

.
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f‖ f‖⊥ f⊥

Figura 6.5: Magnitud escalada de las proyecciones del tensor de esfuerzos fa en la base tangente {t, l}

Este esfuerzo se interpreta como un tipo de inestabilidad de Euler, en el sentido que es la fuerza necesaria
para empezar a acomodar la lineas que generan la superficie, de manera que su envolvente sea efectivamente
una hélice circular.

Tomando la proyección de la fuerza total a lo largo de un generador en el eje helicoidal se obtiene

Fz ≡ F|sc · ẑ = −aζ
(
ζ2 + 1

)3/2
(

1

2r2
+
a2
(
ζ2 + 1

)

r4

)∣∣∣∣
R

r0

(6.148)

la cual se anula cuando ζ → 0 y se comporta como ζ6 cuando ζ >> 1. En la Fig. 6.6 se presenta la gráfica
logaŕıtmica de esta fuerza como función de la altura para una hélice particular.

6.13. Conclusiones

Se presentó un marco teórico para examinar el doblamiento de hojas inextensibles en una SdT, un
paso en la descripción de los patrones de doblamiento genérico de tales hojas.

La geometŕıa de esta clase de superficies está completamente determinada por su BdR. Los esfuerzos
sobre esta geometŕıa esta constreñidos por esta curva. La dependencia de los esfuerzos de la distancia
desde el BdR a lo largo de la dirección plana está completamente fija; la libertad residual está capturada
por dos funciones definidas a lo largo de esta curva. Sin embargo, en la práctica, tanto la forma del BdR
como su ubicación dependerá de las fuerzas externas aplicadas a la hoja. La descripción aqúı presentada
es por lo tanto impĺıcita excepto en los casos más simples.

La consistencia con isometŕıa constriñe las condiciones de frontera. Se realizaron cálculos expĺıcitos
para el caso ideal de frontera definida a una distancia fija del BdR a lo largo de las rectas generadoras de
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Figura 6.6: Gráfica logaŕıtmica de la proyección en el eje helicoidal de la fuerza total a lo largo de la dirección
plana como función de la altura para la hélice r0 = 1, R = 10 y a = 1

la superficie. Con más generalidad, la posición del BdR estará a una distancia arbitraria que se necesita
determinar por las ecuaciones diferenciales.

Si el BdR forma parte de la frontera, la geometŕıa de la superficie exhibirá singularidades en su
curvatura sobre él. Esto se reflejará en el tensor de esfuerzos aśı como en el de torcas. Esto es análogo
al comportamiento de la geometŕıa cónica en la vecindad de su ápice [36]. En el ejemplo presentado de
la rampa helicoidal, se evitaron algunas sutilezas; la fuerza en la singularidad es constante; en general no
será constante.

En general las ecuaciones de Euler-Lagrange serán intratables anaĺıticamente. Se resolvieron expĺıci-
tamente para las SdT generadas por una hélice circular, lo que permitió determinar los esfuerzos en esta
superficie para cualquier peŕıodo de la hélice. En particular, se identificó la fuerza vertical necesaria pa-
ra levantar la rampa. Asimismo se identificó una inestabilidad de Euler cuando la superficie es plana,
indicando la necesidad de una fuerza mı́nima para empezar a levantar la rampa fuera del plano.
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Conclusiones

En esta tesis se presentaron diversos problemas de naturaleza geométrica. Una caracteŕıstica en común
que comparten, es que involucran constricciones locales. Espećıficamente, se estudiaron algunas configura-
ciones que adoptan los poĺımeros semi-flexibles sujetos a la constricción que localmente están confinados
por una superficie prescrita. Asimismo, aprovechando la invariancia conforme de la ecuación de forma de
las membranas fluidas, se construyeron configuraciones de equilibrio sujetas a la constricción local que dos
de sus puntos se mantienen en contacto. Finalmente, también se examinó el doblamiento de superficies
planas e inextensibles, que debido a esta última propiedad están sujetas a la constricción local que su
métrica se preserva bajo deformaciones.

Un logro importante de la presente tesis, fue que en todos estos casos fue posible analizar los esfuerzos
sobre las curvas o superficies en cuestión, aśı como la determinación de la ecuaciones que las describen en
equilibrio, proporcionando una caracterización f́ısica de estos sistemas estudiados. Para abordar estor pro-
blemas se aprovecharon las leyes de conservación de la cantidades geométricas asociadas con la invariancia
bajo movimientos Euclidianos de la enerǵıa de los sistemas f́ısicos estudiados. La cantidad conservada bajo
traslaciones de la superficie resulta ser el multiplicador de Lagrange que implementa en el principio varia-
cional la definición de los vectores tangentes en términos de las funciones de encajamiento. Este tensor,
desempeña un papel central en el estudio de los sistemas f́ısicos de carácter geométrico. Por una parte las
proyecciones de su ley de conservación proporcionan las ecuaciones que estos sistemas deben satisfacer en
equilibrio. Por otra parte, por medio de una integral de linea proporciona directamente las fuerzas que
actúan sobre ellos. Esto representa un avance en la determinación de estas fuerzas, pues anteriormente
la única forma de determinar las fuerzas en este tipo de sistemas era por medio de una diferenciación de
la enerǵıa con respecto a un parámetro apropiado. Además, en general esta determinación de las fuerzas
sólo pod́ıa realizarse de forma perturbativa, es decir en la aproximación de gradientes pequeños de las
superficies. Por el contrario, en principio, mediante este tensor es posible determinar las fuerzas anaĺıti-
camente fuera del régimen lineal. En particular, para el caso de los poĺımeros semiflexibles confinados, se
presentó por primera vez una expresión para la fuerza confinante en términos de sus curvaturas locales.
Adicionalmente, en el estudio realizado de las configuraciones de equilibrio desinfladas que exhiben mor-
foloǵıas complejas, obtenidas a partir de la inversión de las superficies mı́nimas con tres o más cuellos, fue
posible determinar una expresión exacta y notablemente simple para las fuerzas que mantienen algunos
de sus puntos en contacto, evitando que se inflen en una esfera redonda. En particular también fue posible
describir un defecto local geométrico que corresponde a dos puntos cercanos en contacto, realizando un
estudio a fondo de la distribución de esfuerzos dentro de este defecto.

De forma notable, en algunos casos, fue posible tratar las constricciones locales de igual manera,
en el sentido, que con ellas se introducen nuevas cantidades conservadas. Por ejemplo, en el caso de la
deformación de superficies planas e inextensibles, la segunda constricción introduce esfuerzos tangenciales
conservados sobre la superficie. Es precisamente su ley de conservación –que proporcionan las ecuaciones
de Euler-Lagrange correspondientes– lo que permite determinarlos.
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Aun cuando se pierde alguna invariancia, es posible que las invariancias residuales permitan resolver
el problema completamente. Por ejemplo, en el caso de un poĺımero semiflexible confinado dentro de una
esfera, aún cuando se pierden las invariancia traslacional del problema original sin constricción, la inva-
riancia rotacional es suficiente para avanzar: la conservación del vector de torcas proporciona la cuadratura
que determina directamente las configuraciones de equilibrio.

Este mismo marco teórico puede adaptarse no sólo para implementar las situaciones mencionadas an-
teriormente, sino que también se puede emplear para considerar estos problemas geométricos en otras
parametrizaciones especiales, que de otra manera resulta complicado de realizar. Por ejemplo en la repre-
sentación espinorial de superficies, sin el empleo de multiplicadores de Lagrange, no es trivial la imple-
mentación en el principio variacional de la ecuación de Dirac que satifacen el espinor y el potencial, las
relaciones entre éstos y las funciones de encajamiento de la superficie. Igual que antes las configuraciones
de equilibrio y las esfuerzos sobre las superficies se representaron a través de leyes de conservación expre-
sadas en términos de estas variables particulares. Debido a que la parametrización empleada es conforme,
las tres proyecciones de la ley de conservación son necesarias para determinar el tensor de esfuerzos corres-
pondiente, a diferencia del caso invariante bajo reparametrizaciones en donde sólo se necesita la proyección
normal.



Apéndice A

Geometŕıa de curvas y superficies enE3
En este apéndice se hace un resumen de algunos conceptos de la geometŕıa de curvas y superficies en el

espacio Euclidiano tridimensional E3, con el propósito de establecer la convenciones adoptadas en notación
y signos aśı como también para facilitar la referencia a algunas identidades utilizadas en los caṕıtulos de
esta tesis.

A.1. Curvas en E3

Sea Γ(s) : s → Y(s) una curva en E3 parametrizada por longitud de arco s. La base ortonormal de
Frenet-Serret adaptada a Γ consiste en el trihedro dextrógiro T,N,B. T es el vector tangente unitario a
Y(s), es decir, T = Y′ donde ′ significa diferenciación con respecto a s. N y B son respectivamente la
normal principal y la binormal de Y(s). Las fórmulas de Frenet-Serret que establecen cómo cambia esta
base a lo largo de la curva en términos de la base misma son [34, 79]

T′ = κN , N′ = −κT+ τB B′ = −τ N , (A.1)

donde κ es la curvatura y τ la torsión de la curve Γ definidas por

κ = ‖Y′ ×Y′′‖, τ =
(Y′ ×Y′′) ·Y′′′

‖Y′ ×Y′′‖2 (A.2)

La curvatura total de la curva en el intervalo I : [si, sf ] se define como

sf∫

si

dsκ. Para una curva plana, la

curvatura total es un invariante topológico.

A.2. Superficies en E3

Primera y segunda formas fundamentales

Una superficie parametrizada por las coordenadas locales {u1, u2} encajada en el espacio Euclidiano
tridimensional, Σ : ua → E3, se describe por las funciones X = (X1(ua), X2(ua), X2(ua), a = 1, 2.

Los vectores tangentes y la normal a la superficie se definen por las relaciones

ea = ∂aX ea · n = 0 n2 ≡ n · n = 1 (A.3)
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Las componentes de la primera forma cuadrática fundamental, tensor métrico o simplemente métrica
inducida sobre la superficie por la métrica del espacio ambiente tridimensional se definen por [31]

gab = ea · eb . (A.4)

Este tensor describe la geometŕıa intŕınseca de la superficie, pues contiene toda la información de las
distancias entre puntos sobre la superficie. La componentes de la matriz inversa de gab se denotan por gab

y su determinante por g.

Por otra parte, las componentes de la segunda forma cuadrática fundamental o tensor de curvatura
extŕınseca de la superficie se define por [31]

Kab = −eab · n. (A.5)

Este tensor describe la geometŕıa extŕınseca de la superficie, pues contiene la información de cómo rota el
vector unitario normal a la superficie a lo largo de una cierta dirección sobre la superficie, Kab = ea ·∂bn y
por lo tanto captura la manera en la cual la superficie está encajada en el espacio ambiente tridimensional.
Desde el punto de vista f́ısico, su importancia reside en el hecho que la enerǵıa asociada con el doblamiento
de una superficie es cuadrática en este tensor.

El operador de forma de la superficie que es la transformación lineal asociada con el tensor Kab, el
cual se define por Ka

b = gacKcb. Este operador actuando sobre un vector ea proporciona la derivada del
vector normal en la dirección de este vector:

Kb
aeb = ∂an . (A.6)

Estas son las llamadas ecuaciones de Weingarten. Algunos autores tradicionalmente definen esta relación
con un signo menos con el propósito de reducir el número de signos menos en los cálculos, pero aqúı se
adopta esta convención porque aśı se obtiene que la curvatura media de la esfera es a positiva cuando se
orienta positivamente usando el vector normal hacia afuera.

Los dos valores propios de Ka
b corresponden a las curvaturas normales máxima y mı́nima, llama-

das curvaturas principales, denotadas por C2 y C1 , con C1 < C2. Asimismo sus dos vectores propios
corresponden a las direcciones de máxima y mı́nima curvatura normal, llamadas direcciones principales.

Los dos invariantes de Ka
b son su traza que corresponde al doble de la curvatura media, K = trKa

b =
C1 + C2 y su determinante que corresponde a la curvatura Gaussiana KG = detKa

b = C1 C2.
Para una superficie, su curvatura media se define por

H =
1

2π

∫ 2π

0

κ(θ)dθ, . (A.7)

Sustituyendo la fórmula de Euler para la curvatura normal κ(θ) = κ1 cos
2(θ) + κ2 sin

2(θ) se obtiene

H =
1

2
(κ1 + κ2) =

1

2
K (A.8)

De la desigualdad de las medias aritmética y geométrica se obtiene que

KG = κ1κ2 ≤ (κ1 + κ2)
2

4
= H2 (A.9)

Entonces H2 = 1
4K

2 ≥ KG, donde la igualdad se cumple sólo cuando tanto H como KG son constantes,
es decir, cuando la superficie es una esfera [29].
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Teorema de Gauss-Bonnet

El teorema de Gauss-Bonnet establece que la curvatura Gaussiana total de una superficie sin fronteras
es un invariante topológico dado por

1

2π

∫
dAKG = 2(1− g) (A.10)

donde g es el género de la superficie.

Fórmula de Gauss y śımbolos de Christoffel

La derivada espacial del vector tangente ea en la dirección êb está dada por la fórmula de Gauss

eab ≡ ∂bea = Γcabec −Kab · n . (A.11)

donde los coeficientes de la conexión están dados por los śımbolos de Christoffel definidos por

Γcab =
1

2
gcd (∂agdb + ∂bgad − ∂dgab) . (A.12)

Son simétricos en los dos ı́ndices covariantes.

Contrayendo el ı́ndice contravariante con un ı́ndice covariante se obtiene

Γbba =
1

2
gbc∂agbc (A.13)

lo cual, teniendo en cuenta que la derivada del determinante del tensor métrico g es

∂ag = ggbc∂agbc (A.14)

puede escribirse como

Γbba =
1

2

∂ag

g
=

1

2
∂a log g. (A.15)

Derivada covariante

La derivada covariante es una modificación de la derivada ordinaria, de forma tal que el proceso de
diferenciación produzca una cantidad tensorial. Geométricamente, es el resultado de eliminar la parte
normal de la derivada de cualquier cantidad, dejando únicamente su parte tangencial, es decir, la parte
que está definida sobre la variedad a la que pertenece la cantidad original. Las componentes de la derivada
covariante en la dirección êb de un vector V = V aea es

(∇bV )a = ∂bV
a + ΓabcV

c. (A.16)

Y las componentes de la derivada covariante de un covector W =Waσ
a

(∇bW )a = ∂bWa −WcΓ
c
ba. (A.17)

En general, las componentes de la derivada covariante de un tensor tipo (q, p) en la dirección êc are

(∇cT )
a1...aq

b1...bp
= ∂ct

a1...aq
b1...bp

+

q∑

r=1

Γarcdt
a1...d...aq

a1...ap

−
p∑

s=1

t
a1...aq

b1...d...bp
Γdcbs . (A.18)
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Por definición la derivada covariante de un escalar S es igual a la derivada parcial ordinaria

∇aS = ∂aS (A.19)

Usando la identidad (A.15) es posible expresar la divergencia de un vector únicamente en términos de
la métrica sin usar los śımbolos de Christoffel

∇af
a = ∂af

a + Γaacf
c = ∂af

a +
1

2

∂ag

g
fa

=
1√
g
(
√
g∂af

a + ∂a
√
gfa) =

1√
g
∂a (

√
gfa) (A.20)

La derivada covariante del tensor métrico es cero

∇cgab = 0 . (A.21)

Debido a esta propiedad, se dice que la derivada covariante construida con la conexión de Levi-Civita
(donde los coeficientes de conexión son los śımbolos de Chrystoffel) es compatible con la métrica.

Tensor de Riemann-Christoffel

El tensor de Riemman cuantifica el grado en el que la derivada covariante no conmuta. Esto puede verse
aplicando sucesivamente la derivada covariante al vector V γ a lo largo de dos direcciones, por ejemplo eγ
y eδ y tomando la diferencia del resultado obtenido invirtiendo el orden de las derivadas, obteniendo

[∇c,∇d]V
a = V bRabcd (Identidad de Ricci). (A.22)

Similarmente para un covector Vc
[∇c,∇d]Vb = −VaRabcd . (A.23)

donde Rabcd es el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel definido por

Rabcd = ∂cΓ
a
bd + Γace Γ

e
bd − (c ↔ d) , (A.24)

(c ↔ d) significa el intercambio de c y d en los dos primeros términos. Entonces, se observa que es
antisimétrico en los dos últimos sub́ındices:

Rabcd = −Rabdc (A.25)

Bajando el primer ı́ndice se tiene

Rabcd =
1

2
(∂a∂dgbc − ∂b∂dgac) +

(
ΓeadΓ

f
bc

)
gef − (c↔ d) , (A.26)

por lo que también es antisimétrico en el intercambio de los 2 primero sub́ındices

Rabcd = −Rbacd, (A.27)

además se tiene que es simétrico en el intercambio de pares de sub́ındices

Rabcd = Rcdab (A.28)

En particular para una variedad bidimensional, el tensor de RC puede expresarse en términos de la métrica
gab como [76, 103]

Rabcd = KG(gacgbd − gadgbc) (A.29)

El tensor de RC satisface las dos siguientes relaciones, llamadas identidades de Bianchi [31, 76],

Rdabc +Rdbca +Rdcab = 0 (Bianchi I). (A.30)

∇αR
e
dbc +∇bR

e
dca +∇cR

e
dab = 0 (Bianchi II) . (A.31)
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Tensor y curvatura escalar de Ricci

El tensor de Ricci se define como la contracción del tensor de Riemann

Rab = gcdRcadb = Rcacb (A.32)

Debido a la propiedad de simetŕıa (A.28) del tensor de Riemann, el tensor de Ricci también es simétrico

Rab = Rba (A.33)

y cualquier otra contracción del tensor de Riemann se anula.

Contrayendo otra vez el tensor de Ricci se obtiene la curvatura escalar de Ricci

R = gabRab = Raa. (A.34)

En términos de los śımbolos de Christoffel, el tensor de Ricci está dado por

Rab = ∂cΓ
c
ab − ∂aΓ

c
cb + Γeab Γ

c
ec − Γebc Γ

c
ea.

Puede notarse que a excepción del segundo término, todos los demás son simétricos en el intercambio de
a con b, sin embargo puede verse que también dicho término es simétrico teniendo en cuenta la relación
(A.15).

Contrayendo un ı́ndice de las permutaciones en la 2da. identidad de Bianchi (A.31) con el ı́ndice
contravariante del tensor de Riemann se tiene

−∇aRadcb −∇bRcd +∇cRbd = 0 .

Contrayendo b con d se llega a que
− 2∇aR

a
b +∇bR = 0 , (A.35)

lo cual puede expresarse también como
∇aGab = 0 (A.36)

donde Gab es el tensor de Einstein definido por

Gab = Rab − 1

2
gabR (A.37)

Para una superficie bidimensional, usando (A.29) se obtiene

Rab = KG gab, (A.38a)

R = 2KG. (A.38b)

por lo tanto el tensor de Einstein se anula idénticamente. Esto concuerda con el hecho que, como se
derivó en el caṕıtulo 3, el tensor de Einstein tensor es la derivada de Euler-Lagrange de la acción de
Hilbert-Einstein, la cual para el caso bidimensional, teniendo en cuenta la relación (A.38b) el teorema de
Gauss-Bonnet (A.10), se encuentra que la acción es constante y por lo tanto tiene una variación nula.

A.3. Condiciones de integrabilidad

Las derivada de los vectores tangentes de la base adaptada a la superficie debe satisfacer la siguiente
condición

ec[ab] ≡ (∂b∂a − ∂a∂b)ec = 0 , (A.39)
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donde [a, b] representa la antisimetrización en estos ı́ndices. El primer término está dado por

ecab =
(
∂bΓ

d
ca + ΓecaΓ

d
eb −KcaK

d
b

)
ed +

(
∂bKca + ΓdcaKdb

)
n . (A.40)

Para el segundo término, intercambiando a y b se tiene

ecba =
(
∂aΓ

d
cb + ΓecbΓ

d
ea −KcbK

d
a

)
ed +

(
∂aKcb + ΓdcbKda

)
n .

De la diferencia de estas dos expresiones aśı como de la independencia lineal de la base {eα,n}, se obtienen
las siguientes ecuaciones

Rabcd = KacKbd −KadKbc , (Gauss-Codazzi) , (A.41)

∂aKbc − ΓdacKbd = ∂bKac − ΓdbcKad , (Codazzi-Peterson) . (A.42)

Restando el término ΓdabKcd en ambos lados de la ecuación de Codazzi-Peterson, ésta puede escribirse en
forma covariante como

∇[aKb]c ≡ ∇aKbc −∇bKac = 0 , (Codazzi-Mainardi) . (A.43)

Estas son la condiciones de integrabilidad, es decir, condiciones que los tensores gab y Kab deben satisfacer
para que representen la primera y la segunda formas fundamentales de una superfcie in E3. Bonnet
demostró lo inverso, que estas condiciones son suficientes para asegurar localmente la existencia de una
superficie en E3 para algunos tensores gab y Kab dados.

Empleando la ecuación de Gauss-Codazzi se tiene que el tensor y el escalar de Ricci pueden ser
expresado de manera extŕınseca como

Rab = KKab −K c
α Kcb , (A.44)

R = K2 −KabK
ab . (A.45)

A.4. Marco de Darboux adaptado a una curva sobre una super-
ficie

Sea Γ : s → Y(s) una curva parametrizada por longitud de arco s sobre una superficie bidimensional
orientable y encajada en el espacio Euclidiano tridimensional, descrita en forma paramétrica por el mapeo
Σ : (u1, u2) → X(u1, u2). El vector tangente a lo largo de Y es una combinación lineal de los vectores {ea}
de la base adaptada a Σ a lo largo de las coordenadas ua, es decir Y′ = T = T aea, con T

a = ∂ua/∂s.

El vector de curvatura κ de Y está dado por su aceleración Y′′ = T′. Con respecto al marco de FS
{T,N,B} está dado por

κ = T′ = κN. (A.46)

Como Y es una curva en el espacio Euclidiano, en general κ tendrá componentes tangente y normal a
Σ. Esta descomposición de la curvatura en estos dos subespacios se hace apropiadamente en el marco de
Darboux adaptado aY, el cual está constituido por el vector tangenteT y por la base del espacio ortogonal
a Y dada por el vector normal a la superficie y por un vector del espacio tangente de la superficie TΣ. Es
decir consiste en el triedro dextrógiro {T,n, l} donde el vector l está definido por l = T × n = laea. En
este marco el vector de curvatura se descompone en dos partes, una tangente y otra normal a la superficie1

κ = −κgl− κnn , (A.47)

1Los dos signos menos son debidos a que aqúı se ha definido el vector l como la normal hacia afuera y a la convención de
signo en las ecuaciones de Weingarten (A.6).
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relación que proporciona directamente una descomposición de la curvatura de FS en sus partes intŕınseca
y extŕınseca: κ2 = κ2g + κ2n. La componente tangencial está dada por kg = −T′ · l = kag la y

κag =
∂T a

∂s
+ ΓabcT

bT c =
∂2ua

∂2s
+ Γabc

∂ub

∂s

∂uc

∂s
. (A.48)

Entonces, las curvas que satisfacen la ecuación κag = 0, llamadas geodésicas, no tienen proyección en el
espacio tangente TΣ.

En cuanto a la componente normal de la curvatura, está dada por la proyección

κn = −T′ · n = T aT bKab . (A.49)

Además de esta proyección, la derivada del vector normal a lo largo de la curva involucra la proyección
no diagonal de Kab, la cual se define como la torsión geodésica dada por

τg = n′ · l = T albKab , (A.50)

El nombre de torsión geodésica proviene del hecho que es precisamente la torsión de la geodésica que pasa
por un mismo punto de Γ y con la misma dirección [57]. Para demostrar esto, comparando las ecuaciones
(A.46) y (A.47) se tiene que para κg = 0, en el caso en el cual se orienta la superficie de forma que la
normal principal está alineada con la normal a la superficie, N = n (y la curvatura de FS es igual menos
la curvatura de normal, κ = −κn), el vector binormal también lo está con la normal exterior: B = l.
Diferenciando esta relación se obtiene que B′ = −τn = l′, por lo tanto τ = n′ · l, tal como en la relación
(A.50).

A partir de las curvaturas principales se pueden determinar tanto la curvatura normal y la torsión
geodésica para cualquier otra curva. Sean κ1 y κ2 la curvaturas principales de la superficie y V1 y V2 las
respectivas direcciones principales, es decir, la direcciones en las que se satisface que Ka

bV
b
i = κiV

a, i =
1, 2. Si la curva Γ forma un ángulo α con v1, de manera que el vector tangente es T = cosαV1+sinαV2,
entonces la curvatura normal de Γ está dada por la fórmula de Euler [23, 31]

κn = κ1 cos
2 α+ κ2 sin

2 α . (A.51)

Adicionalmente, se tiene que l = sinαV1 − cosαV2, por lo que la torsión geodésica de Γ está dada por

τg =
1

2
(κ1 − κ2) sin 2α , (A.52)

que, en particular se anula en puntos umbilicales y en general en las direcciones principales, aśı la curvatura
geodésica es una medida de cómo difiere la curva de una curva principal.

De las definiciones de κg, κn y τg se obtiene la conexión de este marco (analógo a las ecuaciones de
FS) es 


T

n

l




′

=




0 −κn −κg
κn 0 τg
κg −τg 0





T

n

l


 (A.53)

Adicionalmente es posible, relacionar este marco con el marco de FS. Para hacer esto se debe tener en
cuenta que las normales del marco de FS se relacionan con sus contrapartes del marco de Darboux por
una rotación alrededor del vector tangente:




T

N

B


 =




1 0 0
0 cosω sinω
0 − sinω cosω .






T

n

l


 (A.54)
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Combinando las relaciones (A.46) y (A.47) para κ y empleando la relación para N aśı como su derivada
con respecto a s, permite expresar las razones de las distintas curvaturas aśı como la diferencia de las 2
torsiones en términos del ángulo de rotación:

κg/κ = − sinω , κn/κ = − cosω , τ − τg = ω ′. (A.55)

En particular, si Y es una curva principal con torsión no nula, entonces la torsión es simplemente el cambio
del ángulo de rotación a lo largo de la curva, i.e. τ = ω ′.

Las identidades (A.55) implican las siguientes identidades:

κ′g =
κ′

κ
κg + κn (τ − τg) , κ′n =

κ′

κ
κn − κg (τ − τg) . (A.56)

las cuales permiten expresar al vector de esfuerzos para una Elástica de Euler dado por la ecuación (2.56)
en términos de κg, κn y τg aśı como de sus derivadas

F =

(
κ2g + κ2n

2
− c

)
T−

(
κ′g + κnτg

)
l− (κ′n − κgτg)n . (A.57)

Las restricciones de las dos formas cuadráticas fundamentales a la curva pueden ser expresadas en esta
base, pues {T, l} proporcionan una base para los vectores tangentes a Σ en Γ, de manera que se pueden
expresar como ea = TaT+ lal, relación que permite expresar a la métrica como

gab = Ta Tb + la lb , (A.58)

reflejando la completitud de la base ortonormal tangente adaptada a Γ. Tomando la derivada covariante
de esta relación, y usando el hecho que la métrica es compatible, ecuación (A.21), se obtiene la identidad

∇ ·T T a +∇‖ T
a +∇ · l la +∇⊥ la = 0 . (A.59)

proyectando esta identidad en T y l se obtienen las dos siguientes identidades

∇ ·T+T · ∇⊥ l = 0 , (A.60a)

∇ · l+ l · ∇‖ T = 0 , (A.60b)

que proporcionan las divergencias de T y l en términos de las proyecciones de sus derivadas covariantes.

Utilizando la ecuación (A.60b), la curvatura geodésica dada por κg = −T′ · l = −l · ∇‖T puede ser
expresada como la divergencia de l

κg = ∇ · l . (A.61)

Esta expresión se puede considerar como el análogo bidimensional de la expresión para la curvatura media
en términos de la divergencia espacial del vector normal a la superficie, K = ∇ · n.

A.5. Superficies axisimétricas

En esta sección se especializan algunos resultados derivados anteriormente para superficies de revolu-
ción o axisimétricas.

Una superficie axisimétrica Σ puede ser parametrizada en términos de la longitud de arco l a largo de
un generador y del ángulo azimutal ϕ en la forma

X(l, ϕ) =




ρ(l) cosϕ
ρ(l) sinϕ
Z(l)


 . (A.62)
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Dado que l es longitud de arco se cumple que ρ̇(l)2 + Ż(l)2 = 1 donde el punto representa diferenciación
con respecto a l. Los vectores tangentes adaptados a esta parametrización son

êl =




ρ̇ cosϕ
ρ̇ sinϕ

Ż


 , eϕ =




−ρ sinϕ
ρ cosϕ

0


 . (A.63)

Entonces el elemento de linea sobre la superficie está dado por

ds2 = dl2 + ρ2dϕ2 (A.64)

y la métrica toma la forma conformemente plana

gab =

(
1 0
0 ρ2

)
. (A.65)

El vector normal exterior n = g−1/2 eφ × el es

n =




Ż cosϕ

Ż sinϕ
−ρ̇


 . (A.66)

El tensor de curvatura extŕınseca y el operador de forma son diagonales

Kab =

(
ρ̈/Ż 0

0 ρŻ

)
, Ka

b =

(
ρ̈/Ż 0

0 Ż/ρ

)
. (A.67)

Entonces los vectores propios del operador de forma están a lo largo de los meridianos (curvas genera-
doras con ϕ constante) y de los paralelos (curvas de l constante); además las curvaturas principales que
corresponden a los valores propios son

C⊥ = −ρ̈/Ż , C‖ = Ż/ρ . (A.68)

Aśı la curvatura media K y la curvatura Gaussiana KG están dados por

K = − ρ̈

Ż
+
Ż

ρ
, KG = − ρ̈

ρ̇
. (A.69)

Otra manera alternativa de expresar estas cantidades es en términos del ángulo Θ que forma el vector êl
con el vector unitario radial ρ̂ = (cosϕ, sinϕ, 0)T . En esta parametrización se tiene que

ρ̇ = cosΘ , Ż = sinΘ , (A.70)

y las curvaturas C⊥ a lo largo de los meridianos y C‖ a lo largo de los paralelos están dadas por

C⊥ = Θ̇ , C‖ =
sinΘ

ρ
. (A.71)

K y KG se expresan como

K = Θ̇ +
sinΘ

ρ
, KG = −

˙cosΘ

ρ
. (A.72)

En 1841 Delaunay propuso otra sustitución adicional, que consiste en considerar a Ż como una función
de ρ, Ż = f(ρ) , de manera que

Θ̇ = ∂ρf . (A.73)
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Esta relación que permite reexpresar a K y KG en términos de ρ y f(ρ) en la forma

K =
∂ρ (ρ f)

ρ
, KG =

∂ρf
2

2ρ
. (A.74)

Para una superficie de curvatura media constante f se obtiene directamente que

f =
Kρ

2
+
a

ρ
, (A.75)

donde a es una constante. En particular para una superficie mı́nima, f es proporcional al inverso de ρ,
f = a/ρ.

Considerando una curva ΓΣ parametrizada por ϕ(l) sobre la superficie, ésta puede ser expresada en el
marco de Darboux {T,n, l} como

Y(l) = 1/2
(
ρ2 + Z2

)
˙ (sinαT+ cosα l) + ρ2 (Z/ρ)˙n (A.76)

donde los vectores tangentes de la base de Darboux, T y l están dados

T = cosα êφ + sinα el , l = sinα êφ − cosα el . (A.77)

de manera que α es el ángulo que ΓΣ forma con la dirección principal êϕ = 1/ρ eϕ. La comparación
de la primera relación con la expresión (A.62) de las funciones de encajamiento se obtiene las siguientes
relaciones que definen α

sinα = l′ , cosα = ρϕ′ . (A.78)

Estas relaciones permiten, de forma más conveniente, definir las cantidades geométricas sobre la curva en
términos de su propia longitud de arco s. Como es usual, se denota la derivada con respecto la longitud
de arco con una prima, ′ ≡ ∂s. Usando las relaciones (A.77) y (A.78) se obtiene que la aceleración de Γ
está dada por

T′ = −
(
α′ − ρ′

ρ
cotα

)
l−
(
sin2 αC⊥ + cos2 αC‖

)
n (A.79)

Entonces la curvatura geodésica definida como κg = −T′ · l está dada por

κg = α′ − ρ′

ρ
cotα . (A.80)

La curvatura normal definida por κn = −T′ · n está dada por la ecuación de Euler (A.51), para este caso
toma la forma

κn = sinα Θ̇ + cos2 α
sin Θ

ρ
= sin2 α

(
∂ρf + cot2 α

f

ρ

)
. (A.81)

Finalmente, la torsión geodésica definida por la ecuación (A.52) se expresa como

τg =
1

2
sin 2α

(
sin Θ

ρ
− Θ̇

)
= −1

2
sin 2αρ ∂ρ

(
f

ρ

)
. (A.82)



Apéndice B

Variaciones de cantidades
geométricas

En este apéndice se derivan en detalle las variaciones de algunas cantidades geométricas de curvas y
superficies con el propósito de servir como referencia en los caṕıtulos principales.

Deformaciones Locales de superficies

Sean X : ua → E3, a = 1, 2, las funciones de encajamiento de una superficie bidimensional en el espacio
Euclidiano tridimensional. La variación de X con respecto a un parámetro t está dada por

X(ua, t) = X(ua) + tδX(ua) , (B.1)

donde
X(ui) ≡ X(ui, 0), δX(ui) = ∂tX(ui, t) |t=0 δt . (B.2)

La variación con respecto a t y la diferenciación con respecto a las coordenadas locales ua son indepen-
dientes uno del otro, es decir, ambos procesos conmutan:

δ∂a = ∂aδ . (B.3)

Descomponiendo δX en sus partes tangencial y normal a la superficie se obtiene

δX = ψaea + φn . (B.4)

B.1. Variaciones de los vectores tangentes y normal

La variación de los vectores tangentes está dada por

δea = ∂aδX = (∇aψ
b + φK b

a )eb + (∇aφ−Kab ψ
b)n . (B.5)

Para calcular la variación del vector normal, teniendo en cuenta que δn · n = 0 y δn · ea = −n · δea se
obtiene que está dada por

δn = −gab n · δea eb = (−∇aφ+Ka
b ψ

b)ea . (B.6)

La derivada covariante de la variación de los vectores tangentes está dada por

∇aδeb = ∇a∇bδX =
(
∇a∇bψ

c −Kc
aKbdψ

d +Kc
{a∇b}φ+ φ∇cKab

)
ec

+
(
∇a∇bφ−KacK

c
bφ−Kc{a∇b}ψ

c − ψc∇cKab

)
n (B.7)
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donde a, b significa el doble de la simetrización en estos ı́ndices, es decir Aab = Aab + Aba. Contrayendo
esta expresión se obtiene el Laplaciano de δX

∆δX ≡ ∇a∇aδX =
(
∆ψa −KabKbcψ

c + 2Kab∇bφ+ φ∇aK
)
ea

+
(
∆φ−KabK

abφ− 2Kab∇aψb − ψa∇aK
)
n . (B.8)

B.2. Variación de la geometŕıa intŕınseca

Variaciones del tensor métrico, su inverso y su determinante

La variación de tensor métrico está dada por [13, 16]

δgab = ∂aδX · eb + ea · ∂bδX
= ∇aψb +∇bψa + 2φKab. (B.9)

Para el inverso del tensor métrico, de gcdg
db = δ b

c

0 = δ(gcdg
db) = δgcdg

db + gcdδg
db,

lo cual, multiplicando por gac da
δgab = −gacgbdδgcd . (B.10)

Esto implica que la variación del inverso de la métrica bajo un cambio en la métrica es

δgab

δgef
= −gacgbd δgcd

δgef

= −1

2
gacgbd

(
δ e
c δ

f
d + δ e

d δ
f
c

)

= −1

2

(
gaegbf + gafgbe

)
. (B.11)

Para la variación de g = det(gab) con respecto a gab, a partir de la identidad ln(det gab) = tr(ln gab) (la
cual se puede demostrar diagonalizando gab), se tiene

δ ln g = tr(δ ln gab) ,

g−1δg = gabδgab .

entonces
δg = ggabδgab . (B.12)

En particular para
√
g

δ
√
g =

√
g

2
gabδgab . (B.13)

Variación del tensor de Riemann-Christoffel

Para la variación del tensor de Riemann se necesita conocer la variación de los coeficientes de la
conexión, lo cual se encuentra empleando la relación (B.10)

δΓcab =
1

2

[
−gcdgef δgdf (∂ageb + ∂bgae − ∂egab) + gce (∂aδgeb + ∂bδgae − ∂eδgab)

]

= −gcdΓfabδgdf +
1

2
gce (∂aδgeb + ∂bδgae − ∂eδgab)
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En particular, en el sistema de coordenadas normales, en el cual Γ = 0, las derivadas direccionales pueden
ser reemplazadas por derivadas covariantes, y la expresión anterior puede ser escrita como

δΓcab =
1

2
gce (∇aδgeb +∇bδgae −∇eδgab) (B.14)

Teniendo en cuenta que δΓ = Γ̃−Γ es un tensor de tipo (1, 2), se tiene que las expresiones de ambos lados
son tensores y por lo tanto (B.14) es válida en cualquier sistema de coordenadas. Esta expresión se conoce
como la identidad de Palatini.

La variación el tensor de Riemann es

δRabcd = ∂cδΓ
a
bd + δΓace Γ

e
bd + Γace δΓ

e
bd − ∂dδΓ

a
bc − δΓade Γ

e
bc − Γade δΓ

e
bc, (B.15)

lo cual reordenando, sumando y restándole el término Γecd δΓ
a
be, se convierte en

δRabcd = ∂cδΓ
a
bd + Γace δΓ

e
bd − Γebc δΓ

a
de − Γecd δΓ

a
be

− (∂ddΓ
a
bc + Γade δΓ

e
bc − Γebd δΓ

a
ce − Γecd δΓ

a
be)

= ∇cδΓ
a
bd −∇dδΓ

a
bc . (B.16)

A partir de esto, la variación del tensor de Ricci es

δRab = ∇cδΓ
c
ab −∇bδΓ

c
ca . (B.17)

A partir de esto y de la identidad (B.14) se puede calcular la variación del escalar de Ricci

δR = δ(gabRab)

= −Rabδgab + gacgbd∇c∇cδgab − gabgcd∇c∇dδgab, (B.18)

lo cual empleando la definición ∇a ≡ gab∇b se puede reescribir como

δR = −Rabδgab +∇a∇bδgab − gab∇c∇cδgab , (B.19)

Variación del tensor de RC covariante

δRabcd = δgaeR
e
bcd + gaeδR

e
bcd

=
1

2
(Rebcdδgae −Reacdδgbe)

+
1

2
(∇c∇bδgad −∇c∇aδgbd −∇d∇bδgac +∇d∇aδgbc) (B.20)

Variación del área

Para calcular la variación del área, empleando las relaciones (B.9) y (B.13) se obtiene

δdA = δ(
√
g dua) =

1

2
dAgabδgab = dA(∇aψ

a +Kφ) (B.21)

B.3. Variación de la geometŕıa extŕınseca

La variación del tensor curvatura extŕınseca está dada por la proyección normal de la derivada cova-
riante de la variación de los vectores tangentes

δKab = −δ (eb a · n) = −∂aδeb · n− ∂aeb · δn
(A.11)
= −∂aδeb · n− Γcabec · δn = −∂aδeb · n+ Γcabδec · n
= −∇aδeb · n, (B.22)
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Empleando la expresión de∇aδeb dada en la ecuación (B.7), se obtiene que en términos de las componentes
tangencial y normal del vector de deformación vector δKαβ está dado por

δKab = −∇a∇b φ+ φKacK
c
b +∇cKab ψ

c +Kac∇bψ
c +Kbc∇aψ

c, (B.23)

La primera variación del operador de forma es

δKa
b = δgacKcb + gacδKac

(B.10)
= gac

(
−Kd

bδgcd + δKcb

)
. (B.24)

en particular para una isometŕıa es simplemente δKa
b = gacδKcb.

Contrayendo la ecuación (B.24) se obtiene que la variación de la curvatura media es

δK = −Kabδgab + gabδKab . (B.25)

Usando las relaciones (B.9) y (B.23) se obtiene que en términos de descomposición tangencial y normal es

δK = −∆φ− φKabK
ab + ψa∇aK . (B.26)

La variación de Kab está dada por

δKab = δ(gacgbdKcd)

= −
(
gacKbd + gbcKad

)
δgcd + gacgbdδKcd. (B.27)

La variación del escalar de Ricci también se puede obtener extŕınsecamente por medio de la condición de
Gauss-Codazzi (A.41)

δR = δ(K2 −KabK
ab)

= −2Rabδgab + 2(gabK −Kab)δKab. (B.28)



Apéndice C

Superficies mı́nimas en la
representación de
Weierstrass-Enneper

La superficies mı́nimas minimizan su área localmente, geométricamente esto significa que su curvatura
K media es nula. De la definición K = gabKab = −∇aea · n y de la ecuación de Gauss ∇aeb = −Kabn,
se puede ver que esto es equivalente a la condición que sus funciones de encajamiento son armónicas.
Sean (u, v) coordinadas isotérmicas sobre la superficie (de forma el tensor métrico es proporcional a la
matriz identidad). Se define también la coordenada compleja z = u + iv. Dado que X es armónico, el
vector tangente complejo ez = ∂zX es holomórfico; la condición de que u y v son isotérmicas implica
que ez · ez = 0. En consecuencia, es posible representar ez en términos de dos funciones compleja f y g
[34, 30, 100]

ez (z) =
f(z)

4

(
1− g2 (z) , i

(
1 + g2 (z)

)
, 2g (z)

)
. (C.1)

Las dos funciones f y g proporcionan la información de Weierstrass de la superficie. Están definidas en
un dominio D del plano complejo. Mientras que g es holomórfica, i.e. está definida en todo el plano C, f
es meromórfica. Estas funciones deber satisdacer también que la función f (z) g2 (z) es holomórfica.

El segundo vector tangente es ez̄ = ēz.

En esta representación, las funciones de encajamiento están dadas por

X (z, z̄) = 2Re

∫ z

dz ez +X0 . (C.2)

Es sencillo expresar las cantidades geométricas de la superficie en términos de f y g. La métrica inducida
está dada por

ds2 = Ω2(z, z̄)dzdz̄ , (C.3)

donde el factor conforme está dado por

Ω(z, z̄) =
|f |
2

(
|g|2 + 1

)
. (C.4)

El vector normal exterior a la superficie mı́nima está dado en términos de la función g,

n = − 1

1 + |g|2
(
2Re g, 2 Im g, |g|2 − 1

)
. (C.5)
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El producto cruz de ez y n está en la dirección de ez mismo:

ez × n = iez . (C.6)

Las componentes no nulas de tensor de curvatura extŕınseca y el operador de forma son

Kzz = A , Kz
z̄ =

2

Ω2
Ā , (C.7)

donde el diferencial de Hopf A se define por A = 1
2 f ∂zg. La curvatura Gaussiana KG es negativa para

superficie mı́nimas

KG = − 4

Ω2
∂z∂z̄ lnΩ = −|f |2 |∂zg|2

Ω4
. (C.8)

Las dos curvaturas principales están dadas por

C1 = −2
|A|
Ω2

= −|f ||∂zg|
Ω2

= −C2 ; (C.9)

que corresponden a las direcciones principales

V̂1 = −2Im

(
1

Ω

√
|A|
A ez

)
, V̂2 = 2Re

(
1

Ω

√
|A|
A ez

)
. (C.10)

A continuación, usando estos resultados se derivan las fuerzas en una superficie mı́nima dentro de esta
representación.

C.1. Fuerzas en una peĺıcula de jabón

La enerǵıa en una peĺıcula de jabón es proporcional a su áreaA, HSF = σ0A con una tension superficial
constante σ0 y el esfuerzo establecido toma la forma simple fasoap = −σ0 ea [12, 37]. Tı́picamente, una
peĺıcula de jabón estará limitada por un conjunto de fronteras. La fuerza en una cierta frontera γ está dada
por

F0 =

∮

γ

ds l . (C.11)

El vector l es la normal exterior a γ tangente a la superficie. La toca correspondiente está dada por
M0 =

∮
γ
dsX× l. En la literatura matemática estos conceptos fueron estudiados por Kusner en [59]. Una

discusión relevante se puede encontrar en [42]. En este contexto F0 se conoce como el vector de flujo a
través de γ.

El vector F0 tiene una expresión muy simple en la representación de Weierstrass de la superficie.
Empezando con la identidad l = t × n, descomponiendo t con respecto a la base compleja tangente,
t = tzez + tz̄ez̄, donde t

z = z′ y usando la identidad (C.6) se obtiene

F0 = i

∮

γ

ds
(
tz ez − tz̄ ez̄

)
= −2 Im

(∮

ζ

dz ez

)
, (C.12)

donde ζ es el contorno en C que se mapea a γ, es decir γ = X(ζ). Entonces F0 está determinado
completamente por la parte imaginaria de la integral del vector complejo ez. Comparando este resultado
con la expresión (C.2) de las funciones de encajamiento, se observa que coincide con el negativo del peŕıodo
de la superficie conjugada X∗ obtenida de los datos de Weierstrass (if, g) [42].
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