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Presentacidén

Las matemadticas financieras tratan del valor del dinero en el tiempo, las tasas de
interés implicitas en las operaciones financieras, los capitales, las transacciones y la
sustitucién de valores mediante la aplicacién de modelos financieros. Asi, las
matemdticas financieras son una rama de las matemdticas aplicadas, en donde su

conocimiento permite al estudioso tomar decisiones inteligentes.

Las empresas se enfrentan en la actualidad a dos grandes cuestiones financieras,
siendo la primera la toma de decisiones en la asignacién de pasivos y activos
suficientes que maximicen el valor de dicha empresa; y la segunda, la obtencién de
recursos para financiar proyectos. Dicho de otra manera, la empresa busca
individuos altamente capacitados, con alto nivel de responsabilidad, con excelente
juicio y creatividad, un lider, el cual les indique la mejor forma de obtener, gastar e

invertir el dinero.

La disolucién de conflictos y la toma de decisién se vuelven procesos
especialmente complicados cuando existe demasiada informacién la cual, no se
encuentra precisamente agrupada y procesada, lo que crea una dificil
interpretacién de los datos y a su vez una participacién somera en un vasto

mercado financiero tanto nacional como internacional.

El directivo financiero es un intermediario entre los activos de la empresa y los
inversores en activos financieros, a los cuales encontramos regularmente en
mercados financieros. Asi, el papel del director financiero dentro de la empresa se
vuelve imprescindible en la toma de decisiones estratégicas y en la disolucién de

conflictos.

Una de las actividades medulares en el d4mbito de las finanzas es el estudio de
matemdticas financieras, de hecho, se considera la base para una buena prictica.
Tal estudio incorpora métodos matemdticos, y financieros para la construccién de
modelos que describen el comportamiento de un proyecto de inversién,

permitiendo su valuacién financiera.

Para estimar la viabilidad de un proyecto de inversién y su evolucién a través del
tiempo, debe construirse un modelo matemdtico financiero, en el que se integren

los compromisos que adquieren las partes en el contrato de apertura expresados en



férmulas matemdticas del mismo y de las que dependen todos los cdlculos del

crédito.

La economia se considera como un cimiento fundamental sobre el que se
constituyen las naciones. Toda economia de mercado requiere el funcionamiento
de un sistema financiero que capte, equilibre, canalice, use y multiplique el dinero.
Asi, las matemdticas financieras estdn estrechamente relacionadas con la economia

financiera, solo que su campo de estudio tiene un enfoque aun mds abstracto.

El dinero es la base del funcionamiento de la economia de los paises de libre
mercado, como es el caso de México. El sistema financiero asume el estatus de
receptor de las dos grandes fuerzas de la economia: la oferta y la demanda de
dinero. Es decir, recibe el dinero de quienes lo tienen en exceso y a través de

negociaciones los hace llegar a quienes carecen de él.

Formalmente se define al sistema financiero como el mecanismo cuya funcién
sustantiva se encamina a equilibrar los recursos monetarios. En términos de
economia, es el gran mercado en el cual se llevan a cabo las operaciones financieras
de compra y venta de dinero, es por tal motivo que las matemdticas financieras son
una herramienta imprescindible en la valuacién, administracién y en la toma de

decisiones de las transacciones financieras.

Dado que el dinero es el actor central y motor de la economia, resulta
fundamental preservar su equilibrio entre la oferta y la demanda, para permitir el
sano desarrollo de la economia. Si este equilibrio se pierde, surgen graves
problemas como el desempleo, la recesion o la inflacién. Los organismos
participantes del sector financiero se encargan de concentrar el dinero excedente
de algunos sectores para su posterior dispersién entre los sectores que lo necesitan.
Los organismos que vigilan y regulan éste proceso de concentracién y dispersién
de recursos son de cardcter gubernamental y su tarea principal consiste en la
implantacién de lineamientos de actuacién y medidas preventivas que buscan
moderar el flujo de dinero a través de las variables econémicas, con la finalidad de

procurar el sano desarrollo y crecimiento de la economia.

Es el sistema financiero, escenario fundamental en el que se presentan graves
controversias relativas a los métodos de célculo de intereses y de la aplicacién de las
tasas apropiadas. En virtud de ello, el articulo 65 de la Ley de Instituciones de
Crédito ordena a todas las instituciones financieras la ejecuciéon de estudios de

factibilidad antes de celebrar un contrato crediticio, lo que implica la obligacién
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legal de realizar estudios especializados a través métodos matemdticos financieros

para su valuacién financiera.

La teoria del interés trata del estudio del comportamiento matemdtico de los
capitales dentro del sistema financiero, considerando modelos exponenciales y
logaritmicos, asi como progresiones aritméticas y geométricas, para cilculos con
ecuaciones de valor a efecto de cuantificar en términos generales, el valor presente,
el valor futuro, amortizaciones y depreciaciones en el contexto del mercado de

dinero, de capitales, divisas y derivados.

El objetivo de elaborar este material es el facilitar fundamentos teéricos a los
estudiosos de las Matemdticas Financieras, asimismo, les ayudard a una
comprensién de cémo el dinero gana, pierde o modifica su valor en el transcurso
del tiempo, el cual serd considerado un bien econémico, que sin duda alguna les
despertard una visién ventajosa hacia un futuro econémico estable, ddndoles las
herramientas para aprovechar al mdximo sus recursos monetarios y permitiéndoles
resolver problemas financieros de la vida cotidiana. Si bien es cierto, las
matemadticas financieras son una antesala a las Matemdticas Actuariales, el alumno
encontrard una notacién amigable en el que se preparard para estudios venideros

en el ramo actuarial.

El principio bdsico que ha guiado el desarrollo de “Elementos de Matemdticas
Financieras para la profesiéon Actuarial” es la teorfa. Todo estudiante de las
matemdticas financieras debe adquirir conocimientos sélidos y equilibrados sobre
su teorfa, de esta manera tendrd la posibilidad de valorar los aspectos mds

relevantes y sutiles que enfrenta el actuario en su profesion.

El material se ha estructurado en cuatro capitulos que representan los pilares del
conocimiento vanguardista de las matemdticas financieras, buscando que fuese
acorde con el principio bdsico, abordando temas de alta relevancia para el actuario,
que fuese de comprensién viable y que pudiese ser utilizado como guia para el
docente. Asimismo, se ha procurado mantener la notacién matemdtica en un alto
nivel, evitando ejemplos numéricos y procurando los algebraicos, de esta manera el
estudiante encontrard la teoria detallada y relevante para su prictica, lo cual puede

compaginar muy bien con alguna guia de ¢jercicios de su preferencia.
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En el primer capitulo se definen los conceptos mds importantes de las matemdticas
financieras pasando por tasas de interés efectivas hasta llegar a la fuerza de interés,

la cual serd muy socorrida en estudios mds especializados en ciencias actuariales.

En el segundo capitulo se explica uno de los fundamento de las finanzas desde la
perspectiva de ecuacién de valor y como se pueden resolver algunos problemas que

involucran a Sus componentes.

En el tercer capitulo se analizan las anualidades mds comunes, se emplea una
notacién meramente actuarial y se propone una notacién para el valor futuro de la
anualidad diferida, asimismo, se propone una clasificacién extendida y detallada

para las anualidades.

El cuarto capitulo incluye una de las aplicaciones con mayor empleo en el sector
financiero, el cual es la amortizacién de una deuda y se analizan algunas

particularidades de las anualidades, como lo es el cédlculo de las tasas de interés.

Aunque el material fue pensado y elaborado para la profesién actuarial, estd
disenado para todo aquel alumno de licenciaturas afines, profesionistas o maestros
que pretendan hacer de las matemadticas financieras parte de su desarrollo personal

o profesional.
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Capitulo 1

Medicién del interés

1.1 Introduccién

Se estd acostumbrado a considerar el tiempo como una magnitud, segin la
naturaleza del fenémeno o evento financiero que en el momento se analiza. Por lo
regular, en la economia se consideraba el tiempo como una medida que no influia
sobre los fenémenos econémicos o financieros, pero esto implicaba suponer que
los fenémenos de dicha indole no cambiaban respecto al tiempo o eran estiticos.
Mis tarde, vienen los modelos dindmicos los cuales contemplan variables que se
encuentran en funcién del tiempo. Asimismo, el tiempo se empieza a contemplar
como un bien econdémico, un bien que junto a terceros es capaz de transformarse

en nuevos bienes por medio de procesos beneficiosos.

Asi, por ejemplo, si se cuenta con dos bienes que satisfacen la misma necesidad,
pero en lapsos distintos, es preferible el bien mds cercano. Es decir, para que un
bien remplace al que se encuentra mds préximo, se tiene que retribuir con una
compensacién en el aumento de valor del bien mds lejano. Esto es, si un sujeto
estd dispuesto a sustituir 1 kilogramo de naranjas el dia de hoy, por 1.100
kilogramos en un periodo mds tarde, es dado que en su curva de indiferencia
recibird un aumento de valor de 100 gramos por el mismo bien y no por un

decremento si fuese el caso en que las naranjas fuesen invariantes con el tiempo.

En consecuencia, se considera el tiempo como un bien financiero o una magnitud
asociada a otros bienes y la necesidad de medir el incremento en el valor de dichos
bienes es objeto de interés y protagonista de la materia. Por tal motivo, el primer

paso a dar es asignar valores reales a dichos bienes y dimensionar las variables.
Lo expuesto con anterioridad conduce a las siguientes definiciones:

El capital financiero C o simplemente capital se puede definir como la medida
bidimensional de un bien econémico correspondiente a su disponibilidad o
vencimiento en el tiempo % donde C €R" yzeR. Comtinmente el Capital se

expresa en unidades monetarias.



El interés / es el incremento o decremento que experimenta el valor de un capital

financiero disponible en un instante #, (que comdnmente se sugiere como fecha

focal), al posponer o adelantar correspondientemente su disponibilidad hasta un

instante ¢, .

Por tanto el interés / es el precio que se paga por disponer de un capital C;'
durante un lapso determinado 7=z, —¢#,. Asi por lo contrario, la cantidad
cobrada por invertir en un capital C; durante un lapso determinado 7=1¢,—¢,, es

comdnmente denominada descuento D.
[=C —C, (1.1.1)
D=C, -C, (1.1.2)

Asimismo, el interés se puede definir como la cuota que tiene que pagar la persona
que recibe cierta cantidad de dinero (Capital) como compensacién a otra persona
que ha prestado dicho capital por el hecho de no poder utilizarlo en un intervalo
determinado n. Cabe mencionar que el interés se expresa en unidades monetarias

al igual que el capital.
C +1=C, (1.1.3)
o en términos de descuento

C,+D=C, (1.1.4)

Gréficamente un capital se expresa como un punto en el plano cartesiano o mds
comdinmente en forma simplificada omitiendo el eje de las ordenadas,

sobreentendiéndose como la distancia del punto al eje del tiempo (que mide el

valor de la cantidad del capital C,)

Bajo un escenario de certidumbre el interés depende del valor del capital C,y del

periodo de tiempo 7 durante el cual estard trabajando el capital.

! También se denomina como Capital Inicial, Valor Presente, Valor Actual, Valor Descontado,
Principal, entre otros.

: C , también llamado Capital Final, Valor Futuro, Monto del Capital, Valor acumulado, entre

otros.
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Figura 1.1

1.2 Tasas de interés efectiva

La tasa de interés efectiva es la razén de crecimiento entre el interés / que es
pagado al final del periodo y el capital , cabe aclarar que dicha medida se basa en

un periodo completo, el cual puede ser en dias, quincenas, meses, afios, etc.

i=— (1.2.1)

Ej. El interés y la tasa de interés efectiva que se obtendria al trabajar’ 1000um
(unidades monetarias), durante un lapso de 4 afios, se pude calcular conociendo el
capital final que arrojaria esta transaccion. Asi, si C; =1500um se tiene que los

intereses son: / =1500—1000 =500um .

En la operacién anterior, la tasa de interés efectiva es igual a: i = 1000~ 0.5 que

corresponde a una tasa de interés efectiva del 50% en el periodo comprendido en
los cuatro anos de inversién del dinero. En la prictica, es muy comun citar la tasa

efectiva como un porcentaje.

Para esquematizar la operacidn financiera que se realizo anteriormente se utilizard

la forma simplificada de grafico, e.d. (es decir),

3 Se deberd entender el término “trabajar” como una inversién financiera, transaccién, préstamo,

etc.
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Figura 1.2

en donde las cantidades entrantes van ya sea por arriba de la recta y las cantidades

resultantes de la operacién colocadas por debajo de dicha recta o todo lo contrario.

Algunos autores no manejan este principio y esquematizan las operaciones de la

siguiente forma:

1000um 1500um

| r

0 4

Figura 1.3

Esto no deberia de causar ninguna confusién en el estudiante, dado que si se
comprende la operacién financiera que se estd realizando es de fdcil lectura el
grifico. De lo anterior, se puede decir que es mejor contar con un grafico que nos

ayude a valorar y comprender la operacién financiera, que a no contar con él.

Al grafico que nos ayuda a esquematizar cualquier operacién financiera se le
conoce comtnmente como esquema de flujo de caja* o como grafica de valores en

linea de tiempo.

La tasa de interés efectiva 7 también se puede definir como la “cantidad de dinero
que una unidad monetaria invertida al principio de un periodo genera durante

dicho periodo, donde el interés es pagado al final del periodo”.

* También como cash flow, diagrama de flujo de efectivo, entre otros.

> Kellison, S.G. (1991), The Theory of Interest, Second Edition, USA, Irwin/McGraw-Hill



Para ejemplificar la definicién anterior, primero se tendrd que definir la funcién de

acumulacién.

La Funcién de Acumulacién () es el valor acumulado (VA®) de una unidad
monetaria invertida en un fondo desde el tiempo 0 al tiempo # A la funcién a(z)
también se le conoce como factor de acumulacién, factor de capitalizacion o factor

de crecimiento.

Algunas de las funciones de acumulacién mds importantes son las de los modelos
de interés compuesto y modelo de interés simple los cuales se analizardn mds
adelante. Las siguientes graficas muestran algunas de las funciones de acumulacién
antes mencionadas, las cuales se encuentran cotidianamente en algunas
operaciones financieras, es importante mencionar que hay un cumulo de dichas

funciones que pasan por los puntos cartesianos (0,1)y (1,1+7).

a(t) a(t) a(t)

Interés nulo Interés simple Interés compuesto constante

a(t) a(t)

Interés compuesto discreto Interés variable

Figura 1.4
Algunas de las propiedades mds relevantes de a(#) son: por definicién 2(0)=1; la
funcién de acumulacién, generalmente es creciente y en ocasiones suele darse

decrecimiento, lo anterior implicarfa una tasa de interés negativa en el intervalo de

¢ AV por sus siglas en lengua inglesa



tiempo; y por tltimo, si los intereses se acumulan continuamente, la funcién serd

continua.

Ahora que ya se tiene definida la funcién de acumulacién y retomando la segunda
definicién de tasa de interés efectiva, se podrd entender y denotar de la siguiente

manera a 7 en términos de 4(z):

o a(t)—a(t-1)

== (1.2.2)
Se debe observar que si # =1y sustituyendo en (1.2.2) se tiene:
i =a(l)-1
es decir,
a)=1+i (1.2.3)

La siguiente grifica muestra una de las tipicas funciones de 4(¢) y el crecimiento

en el intervalo [£-1¢] .

=a(t)—a(t-1)

Figura 1.5

En la praxis, la cantidad invertida al comienzo de una operacién financiera por lo
regular es mayor a una unidad monetaria, es por esto, que surge la necesidad de
definir una funcién que acumule cierta cantidad C invertida en tiempo 0 al
tiempo 7, a la que se llamard Funcién de Monto o Funcién de Cantidad y serd

denotada por A(z), en donde A(#) es igual a:
A(r)=Cal(z) (1.2.4)

cabe aclarar lo siguiente



A(0)=Ca(0)=C (1.2.5)
por tanto sustituyendo (1.2.5) en (1.2.4)
A() = A(0)a(z) (1.2.6)

Contando con la funcién de monto también se puede obtener la tasa de interés

efectiva de la siguiente forma:

- Alt)—A(r-1)

' A(r-1)
_ Cat)—Ca(t-1)
- Ca(t—1)
_a(t)—a(t-1)
B a(t—1)

(1.2.7)

Es importante notar que de la ecuacién (1.2.7) se desprende la siguiente igualdad
A(t)=(1+4)A(r-1) (1.2.8)

La cual indica que el valor final después de un lapso es igual al valor del capital en
el tiempo #—1 mds el producto de dicho valor por la tasa de interés efectiva en el

periodo.

Por lo regular, suelen tomarse periodos comprendidos de 1 afo. Para tal efecto, se
definird la tasa de interés efectiva anual denotada por 7, la cual para efectos de
practicidad y mientras no se mencione lo contrario, deberd entenderse que cuando

se cite la tasa 77 serd para referir a la tasa de interés efectiva anual.

La tasa de interés efectiva anual devengada por una inversién durante un periodo
de un ano es “el cambio porcentual en el valor de la inversién desde el principio
hasta el final del afo, sin tomar en cuenta el comportamiento de la inversién en

puntos intermedios del ano”.®

La definicién anterior es la pauta fundamental en las finanzas y para su

comprension, se aplicard en los siguientes ejemplos.

7 Para otro tipo de capitalizacion de intereses se utilizaran otras consonantes como j, k, r, etc., para
denotar las tasas de interés.

8 Broverman, Samuel A. (2008), Mathematics of investment and credit, 4th ed., USA, ACTEX



Ej. Si se asume que una funcién de monto es igual a A(#) =100+ 5z, ;Cudl serd la

tasa de interés efectiva al quinto ano?

Para encontrar la solucién al ejercicio, se tendria que utilizar (1.2.7) de la siguiente

forma:

. _A(5)- A(4) _125-120

i =0.04166
A(4) 120

Es decir, la tasa efectiva de interés anual para el quinto afo es del 4.66%.

Ej. Supdngase que A(z)=100(1.1)". Calculando la tasa de interés efectiva anual

para el afio 7 se tendré:

. A(7)-A6) 194.87-177.16

i =0.10
A(6) 177.16

que corresponde a una tasa de interés efectiva anual del 10%.

1.3 Capitalizacién Simple o Modelo de Interés Simple

El modelo de interés simple se define como aquel modelo en donde los intereses
de un lapso cualquiera son proporcionales a la duracién del mismo u al capital en
juego. Se llama de capitalizacién simple porque los intereses generados en un
periodo no se acumulan (no se suman al capital) para volver a generar intereses del

siguiente periodo. Por tanto el interés en un periodo t-ésimo es igual a:
I, =A0)j, (1.3.1)

donde jes la tasa de interés efectiva en el periodo t-ésimo.

1.3.1 Funcién de acumulacién

La funcién de acumulacién de interés simple es aquella que acumula una unidad
monetaria desde el tiempo 0 hasta el tiempo #a una tasa de interés con
capitalizacién simple, en donde los periodos y la tasa de interés simple

corresponden a la misma frecuencia de tiempo, esto es:



a(t) =1+ jt (1.3.2)
para toda ¢ que pertenece a los enteros extendidos.

En caso de que la tasa de interés simple genere intereses por un afo, entonces, se
estard refiriendo a una tasa de interés simple anual j, de tal forma que en la

igualdad (1.3.2) la frecuencia de la tasa y el tiempo tienen comportamiento anual.

Es muy comun que esta capitalizacion se utilice en escenarios menores a un ano,

dado su crecimiento respecto a la capitalizacién compuesta.

a(t)

C,(1+ ni)

Sk

Figura 1.6

Se deberd comprender que aunque la tasa de interés simple es constante, esto no
implica una tasa de interés efectiva simple constante. Es por esta razén que no se
utilizo la vocal 7 para denotar a la tasa de interés simple anual. A continuacidn, se

detalla el porqué.

Sea i,la tasa de interés efectiva en el t-ésimo periodo y sea jla tasa de interés

simple, por definicién se construye lo siguiente:

; _a(t)—a(t-1)
a a(t-1)
=[1+jt]—[l—j(t—1)]
1-j(z-1)
LT
i, = Y (1.3.3)

en donde 7, decrece tanto como # se incremente y decrece de forma hiperbdlica.



En la definicién de la funcién de acumulacién de interés simple se especifica que
la funcién es vdlida para toda 7 que pertenece a los enteros extendidos, sin
embargo, en la prictica el tiempo no siempre es un entero. Por tal motivo, es

necesario extender la definicién para toda #>0.

Sea =20y s20, utilizando la definicién de la funcién de acumulacién de interés

simple (1.3.2), se tiene que:

a(t+s)=1+i(t+5s)
=1+it+is (1.3.4)
=a(t)+ar)-1

Por otro lado, si se asume quea(t)es diferenciable y se utiliza la definicién de

derivada se sigue que

a(t+s)—a(t)

a'(t) =lim (1.3.5)
s—0 ﬂ(.&')
Sustituyendo (1.3.4) en (1.3.5) se obtiene
a'(t)= lin(}M - hn&w = 4'(0)
a'(t)=a'(0) (1.3.6)

en donde 2'(0) es constante y corresponde por definicién a la derivada de 2(0).

Ahora, si se sustituye # por ze integrando ambos lados de (1.3.6)

jo ' (n)dn = j;a'(O)dn
a(t)—a(0)=1ta'(0)

a(t)=1+1a'(0) (1.3.7)
si el valor de # =1 entonces se tiene

a(l)=1+4'(0) (1.3.8)
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recordando que #(1)=1+7 y sustituyendo en (1.3.8) se tiene que:
a'(0)=i
sustituyendo la igualdad anterior en (1.3.7)

a(t)=1+ir Vte[0,0)

1.4 Capitalizacién Compuesta o0 Modelo de Interés Compuesto

El modelo de interés compuesto es aquel en que los intereses de un periodo
cualquiera se acumulan al capital, para que la suma de ambos genere intereses en el
periodo o los periodos subsecuentes. Es decir, el interés se reinvierte para ganar
intereses adicionales, es por el anterior motivo que se le conoce como

capitalizacién compuesta.

1.4.1 Funcién de acumulacién

La funcién de acumulacién de interés compuesto es aquella que acumula una
unidad monetaria desde el tiempo O hasta el tiempo # con capitalizaciéon
compuesta a una tasa de interés efectiva 7 por periodo, en donde la frecuencia de

la capitalizacidn de los intereses y el tiempo son iguales.
a(t)=(1+i) (1.4.1)
vélido para toda ¢ que pertenece a los enteros extendidos.

Para tener una mejor comprension de la definicién previa, se expondrd el siguiente
razonamiento. Supéngase que lum genera intereses a una tasa de interés efectiva i

por periodo t-ésimo, entonces se tiene:
al)=1+:

a2)=0+)+i(1+7)=(1+i)
aBB)=1+:) +i(1+i)° =1+i)

a(t)=1+i)
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valido para una tasa de interés invariante, e.d., una tasa de interés efectiva por

periodo igual para toda # que pertenece a los enteros extendidos.

Cabe sefalar que una tasa de interés compuesta constante implica una tasa de

interés efectiva constante.

Sea 7, la tasa de interés efectiva por periodo t-ésimo y sea 7la tasa de interés

compuesta, por definicién se tiene

;= a(t)—a(t—1)

' a(t—1)
A+ -+
(144

=i

Se puede apreciar que el valor i no depende del tiempo en contraste con el
modelo de Interés Simple (M.LS.).

Por tal motivo, la tasa de interés efectiva es la misma que la tasa de interés
compuesta. Recordando la definicién de 7, para el caso en que no se mencione lo
contrario, la tasa efectiva de interés anual se denotard como ipara periodos

comprendidos de un ano.

Dado que la definicién de la funcién de acumulacién es vdlida para toda # que
pertenece a los enteros extendidos, habrd que ampliar la definicién de a(#)para
valores de ¢ € [O,oo) , asi se procederd como se realiz6 en el M.LS., a comprobar

que la funcién es vélido para dicho intervalo.
Supdngase qué >0y s >0, utilizando (1.4.1) se tiene

a(t+s)=Q1+i)"
=(1+4)A+i) (1.4.2)
= a(t)a(s)

asumiendo que a(¢)es diferenciable, de la definicién de derivada se sigue

(1.4.3)

sustituyendo en (1.4.2)en (1.4.3)
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s—0 s s—0 s
2 _ o) (1.4.4)
a(t)

se sabe que el producto de la derivada de una funcién por el reciproco de la misma

es igual a la derivada del logaritmo neperiano de la funcién, por tanto,

a'(t) _ dlna(r)

a(t) dt
dlnalt) _ o) (1.4.5)
dt
remplazando # por nen (1.4.5) e integrando ambos lados de la igualdad desde 0
hasta ¢
vdlna(n) , ¢,
J.O - dn = IO a'(0)dn

(1.4.6)
Ina(#)—1na(0) =2a'(0)

recordando las propiedades de la funcién de acumulacién donde 2(0)=1ysi r=1

en (1.4.6) se tiene que

Ina(1)=4'(0)
donde 4(1)=1+1, por tanto

In(1+7)=4'(0) (1.4.7)
sustituyendo (1.4.7) en (1.4.6)

Ina(t)=¢tIn(1+:)

=In(1+:)
alt)=1+7) V>0 (1.4.8)

La ecuacién (1.4.8) también es vilida si se rescribe en términos de funcién de

monto, es decir,
A(t) = A0)a(r) = A0)Q+:) . (1.4.9)
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Como ya se explico, la tasa de interés en el Modelo de Interés Compuesto (M.1.C.)
refiere a una tasa de interés efectiva por periodo medible constante para cualquier
periodo, es decir, son tasas de interés niveladas. Sin embargo, habrd flujos de
efectivo en los cuales la tasa de interés no sea la misma para todos los periodos, es
mis, se puede dar el caso en el cual se involucre un flujo de efectivo en especifico

con tasas de interés diferentes para todos los periodos.’

1.4.2 Tasas de interés no niveladas

La funcién de acumulacién en términos de 7, es la pauta a seguir en este tema.

Existe la posibilidad de que en algiin momento surja la necesidad de calcular el
monto de una unidad monetaria desde el tiempo 0 hasta el tiempo #, bajo tasas
de interés distintas para cada t-ésimo de periodo. Asi, para calcular el monto
correspondiente, la siguiente ecuacién refleja el producto de las primeras #

funciones de acumulacién con distintas tasas de interés, esto es:

a(t)=1+4)A+4,)A+z)---(1+7) (1.4.10)
es decir
a(t)=ﬁ(l+i,e) (1.4.11)
k=1

Se debe notar que si 7,es la misma tasa para todos los intervalos t-ésimos, entonces

se cuenta con el caso particular de la funcién de acumulacién de interés

compuesto.

1.4.3 Valor presente y factor de descuento

Se ha discutido el tema relacionado al Valor Futuro, esto es, se supone un capital
invertido en tiempo cero y se calcula el monto o la cantidad resultante pasados t
periodos. La cuestién al tratar en el Valor Presente es exactamente lo opuesto, e.d.,
dado una cantidad futura (un monto de capital) en tiempo ¢, la pregunta que se

debe formular es ;Cudl serfa el Valor Presente (V.P.) o Valor Actual del capital en

Un ejemplo de tasas no niveladas son los bonos stripped
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tiempo 0, de tal manera que al invertir este de como resultado el V.F.? Para
responder a tal cuestionamiento, es necesario definir una funcién que permita
calcular dicho V.P. Asi, primero se determinara que es un factor de descuento y

posteriormente la definicién de funcién de descuento.

Supéngase que pasando un ano a partir de hoy, el valor acumulado de cierta
cantidad X invertida a una tasa de interés efectiva anual i en el tiempo 0 es de
1 1

, donde
(1+4) (1+2)

es el valor

lum, esto es Xa(1)=X(1+7)=1, por tanto X =
presente de una unidad monetaria a un afno.

Si la tasa de interés para un periodo es 7, “el valor presente de un monto de lum

hecha en un periodo desde hoy es (1+7)™". El factor (1+i)"'es frecuentemente

denotado como » en notacién actuarial y es llamado factor de valor presente o

factor de descuento”.!®

vt i) (1.4.12)
1+:

Considerando la funcién de monto, para reflejar la notacién previa se tiene
A1) = A(0)a(1)

A(0) = A1) =AMz =A0)A+4)"

a(l)
A(0)= A1) (1.4.13)

Generalizando, en el M.1.C. se tienen que

A0) = A(B)a () = A(r)—— (1.4.14)
a(t)

A(0) = A(z) (1.4.15)

en donde la funcién % es llamada la funcién de descuento que es el reciproco de
alt

la funcién de acumulacién.

a'()alt)=1 (1.4.10)

19 Broverman, Samuel A. (2008), Mathematics of investment and credit, 4th ed., USA, ACTEX
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El factor de descuento v es muy recurrido en las Matemdticas Financieras,
Actuariales, Teorfa del Riesgo, Finanzas, Administracién del Riesgo, entre otras
asignaturas en la licenciatura en Actuaria.

t 1 N\~

v z—.zz(l-l‘l) (1417)

(1+4)

El factor de descuento citado en (1.4.17) y anteriores, son definidos para el
M.I.C., sin embargo, para el M.LS. la funcién de descuento se define de la
siguiente forma:

al(r)= =(1+i)" (1.4.18)

1
1+t
Se debe notar que definida la funcién de descuento, se extiende la definicién de la

funcién de acumulacién para valores negativos de ¢ . La siguiente grafica muestra

el comportamiento de la funcién de acumulacién para toda z € R.

a(t)
a+4)

_/

0

Figura 1.7

1.4.4 Tasa de interés nominal

La tasa de interés nominal (también conocida como intensidad de interés) es
aquella que nos indica que los intereses se han capitalizado m veces por periodo
medible. Existen muchos términos para referir a una tasa de interés nominal, entre
los principales se encuentran tasa de interés pagable o convertible o compuesta m
veces por periodo medible, asi, la frecuencia con que el interés es pagado y

reinvertido es llamado el periodo de conversion del interés 7.

Como se ha tratado anteriormente, en la prictica es muy comun utilizar como
y
periodo medible estindar un afio, por tal se desprende la siguiente definicién de

tasa de interés nominal anual.
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Cuando se cita a una tasa de interés nominal anual 7™ convertible 72 veces al afo,
no necesariamente es para referir una tasa de interés efectiva. Las instituciones
crediticias suelen citar las tasas de interés anuales de esta forma, dando con ello a
entender que el interés se cobrard mds de una vez por afo, es decir, dada una tasa
de interés nominal por una institucién esta deberd entenderse como el producto
de una tasa efectiva i’ por periodo m-ésimo de un afio por el nimero de periodos

m comprendidos en un afo.
i =i'm (1.4.19)

en donde 7 es la frecuencia de capitalizacion de los intereses al ano. La notacién
en (1.4.19) es conocida como la notacién actuarial de la tasa de interés nominal

anual capitalizable m-veces en un ano.

Se debe notar que el superindice de la tasa de interés nominal anual /" no es un

exponente y solo indica el niimero de veces que el interés se capitaliza al afo.

De la definicién de la igualdad en (1.4.19) se deriva lo siguiente:

= (1.4.20)

Una definicién alternativa para la tasa de interés nominal anual es la siguiente: una
tasa de interés nominal anual compuesta m veces por afno refiere a un periodo de

T . 1 . . [
capitalizacién de intereses de — de afo, donde el interés para el — periodo es
m m

igual al cociente de la tasa de interés nominal anual citada entre la frecuencia de

conversion del interés 7z .

Cabe aclarar que la tasa de interés nominal anual tiene efectos informativos y
meramente indicativos y permite el cdlculo de la tasa de interés efectiva en el m-
ésimo periodo o de la tasa de interés efectiva anual equivalente, las cuales se

utilizan para los cdlculos financieros.

A continuacién se verd un razonamiento general para el crecimiento de una
unidad monetaria invertida en tiempo 0 hasta el tiempo 1, a una tasa de interés

nominal anual capitalizable 72 veces al ano.

Supéngase una inversion inicial de Tum a una tasa de interés nominal anual 7,

al final de un afo la cantidad acumulada ser4 la siguiente:
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Tabla 1.1

Periodo m-ésimo Valor acumulado
0 1
1/m j(m)
/ (I+4)= 1+2—
m
2/m (m) \?
(144" =] 1+—
m
3/7’” «(m) 3
1+ = 1+°—
m
(m—l)/m (m) Y
A+i)y" =] 14—
m
m/m =un ano ) jm ”
1+)" =|1+—
m

Con lo anterior, es evidente que después de un afo el valor acumulado de 1um es

(14:")", esto no solo sucede si se cuenta con a una tasa de interés nominal anual

(m

capitalizable m-veces al afio /", es decir, supéngase que se cuenta con una tasa de

interés efectiva anual 7, la cual, genera el mismo valor acumulado a un afio que se

genero con la tasa de interés nominal anual i | entonces se estaria hablando de

una equivalencia entre tasas que generan montos equivalentes.

1.4.5 Tasas de interés equivalentes

Son aquellas que aplicadas al mismo capital inicial, durante el mismo periodo de

tiempo, producen idéntico valor acumulado bajo un mismo modelo financiero.
po, p J

Asi, una tasa de interés nominal anual capitalizable m-veces al ano i es

equivalente a una tasa de interés efectiva anual 7 siy solo si se cumple lo siguiente:

<(m) \"

(+i)=|1+— (1.4.21)
m
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(m)

Si se conoce alguna de las tasas citadas 7 o 7", entonces se puede saber la

equivalencia entre ellas despejando a la que no se tiene

i(m) "
i=l1+1—| <1 (1.4.22)
m
o bien
i = m[u +i) —1] (1.4.23)

En general, cuando se pide encontrar tasas equivalentes en algin ejercicio dado, se
toma como referencia el periodo de un afo para igualar cantidades futuras o
presentes en el tiempo y de este modo obtener las tasas equivalentes a la tasa
efectiva anual implicita en un problema. La siguiente igualdad refleja la
explicacién anterior.

(m) \" ;) 4

A+i) =1+~ | =|1+2— (1.4.24)
m V4

Cabe mencionar que existen tasas equivalentes las cuales son pagaderas una vez
cada dos afios, y mds generalmente, existen aquellas en los que los intereses se

capitalizan una vez cada ganos, por tal motivo no se debe discriminar la

posibilidad de tener equivalencias de este tipo

l(m) m Z'(l/q) 1/7
(I+)=|1+—| =1+
m 1/q

(1.4.25)

(1 . , .
en donde m = 1/ g e i es 1a tasa de interés nominal compuesta una vez cada ¢

afos, asi, el lado derecho de la igualdad (1.4.25) pudiese explicarse como el valor

acumulado de Tum a una tasa de interés nominal compuesta solo 1/¢-tiempo (un

g-ésimo de tiempo) cada afio.

El siguiente ejemplo muestra la relacién de equivalencia que existe entre la tasa de

interés efectiva 7 y las tasas nominales con frecuencia de capitalizacién 7.

Ej. Suponga que la tasa efectiva anual de interés es del 12.68250301%. Encuentra

la equivalencia de las tasas de interés nominales y de las tasas de interés nominales
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anuales con

siguientes

frecuencias

de capitalizacién m=

m=1,2,3,4,6,12,52,365,0 respectivamente.

N | =

Tabla 1.2
m i':ﬁ i =m| (40" 1]
m
1/4 61.2226077% 15.3056519%
1/3 43.0768783% 14.3589594%
1/2 26.9734648% 13.4867324%
1 12.6825030% 12.6825030%
2 6.1520150% 12.3040301%
3 4.0604009% 12.1812030%
4 3.0300999% 12.1204000%
6 2.0100000% 12.0600000%
8 1.5037437% 12.0299501%
12 1.0000000% 12.0000000%
52 0.2298868% 11.9541164%
365 0.0327187% 11.9423502%
lim 7| (14" =1]=In(1+)
% >
=11.9403970%

El limite en el dltimo renglén de la Tabla 1.2 es consecuencia de la Regla de
L’Hoépital, el cual se enuncia a continuacién: Supdngase que

lim f(x)=0Alim g(x) =0, y supdngase también que existe limf'(x)/g'(x).

Entonces, existe lim f(x)/g(x) y lim f(x)/g(x) = liinf'(x)/g'(x).

Siguiendo la Regla de L’Hoépital, para el caso en que la capitalizacién de los

intereses sea 72 =0 se tendrd que

NYm
lim | (149" =1 = nmw

o e 1/m
@+ In@+i)(=1m’)
- —1/m2
=In(1+7)

(1.4.20)
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Al In(1+7) se le llamard interés capitalizable continuo, y estd relacionado con la
fuerza de interés y el crecimiento instantdneo de una inversién, mds adelante se

analizard la fuerza de interés, la cual se denotara como & .

. . . ’ . . -(12
En el ejemplo anterior, la tasa de interés anual capitalizable mensualmente "> que
es igual a 12% refiere a una tasa de interés la cual paga al mes una tasa efectiva

mensual i'igual a 1%, con lo que se pretende indicar que la equivalencia entre la

tasa efectiva mensual y la tasa efectiva anual 7 es (1+.12682503) = (1+.01)".

1.4.6 Tasa de descuento efectiva

La tasa de descuento efectiva suele definirse como el precio que hay que pagar por
disponer de un capital con vencimiento futuro en tiempo #, en un instante #,. En
otras palabras se puede decir que es una medida de interés pagada al comienzo del
periodo. En ocasiones se referird a la tasa de descuento efectiva como la tasa de
interés pagada por adelantado y serd denotada como d y se deberd asumir que

una tasa de descuento efectiva o descuento compuesto se determina sobre el MIC.

La tasa de descuento efectiva también puede definirse en términos de la funcién de
acumulacién. Asi, se define a la tasa de descuento efectiva como la proporcién de
la cantidad de interés (algunas veces llamada la cantidad descontada o solo
descuento) ganada durante cierto periodo entre la cantidad invertida al final de
dicho periodo'!, es decir,

g=A=ae=D _ L, (1.4.27)

a(t) a(t)

o en términos de funcién de monto

g Alt)— A1)

0 (1.4.28)

mds adelante se demostrard que una tasa de descuento compuesta constante

implica una tasa de descuento efectiva constante.

" Kellison, S.G. (1991), The Theory of Interest, Second Edition, USA, Irwin/McGraw-Hill
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La ecuacién (1.4.28) puede ser reescrita de la siguiente forma, la cual es una pauta

para determinar la funcién de monto en términos de la tasa de descuento efectiva
AR)= A=D1 -d)" (1.4.29)

de forma andloga, se pude reescribir la ecuacién anterior en términos de la funcién

de acumulacién
a(t)=a(t-1)(1-d)". (1.4.30)

Es importante aclarar que una de las principales diferencias entre la tasa de interés

efectiva y descuento efectiva es la siguiente:

. el interés es pagado al final del periodo
1=

el balance es al inicio del periodo

_ el descuento es pagado al inicio del periodo

el balance es al final del periodo

Para tener una mejor comprensién sobre lo citado previamente se procederd a la

solucién del siguiente ejemplo.

Ej. La compania ABC pide un préstamo a una institucién crediticia de 1 millén de
unidades monetarias con el objetivo de expandir su negocio. La empresa ABC
pretende liquidar su deuda en un afio a partir de que le otorguen el préstamo, el
cual, serd prestado por la institucién crediticia a una tasa del 10% cobrada por
adelantado. ;Cudl serd la tasa de interés efectiva implicita en la operacién

financiera?

Para encontrar la solucién al problema, se debe determinar la cantidad descontada

al inicio, esto es, 1,000,000(<) =1,000,000(.10) =100,000x72 . Asi, el crédito que

otorgard la institucién crediticia a la companfa ABC serd de 900,000u . Por otro

lado, se sabe por la ecuacidén (1.2.7) que la tasa de interés efectiva 7 es igual a

A(1)— A(0) 1,000,000 900,000
A0) 900,000

se pidiese comprobar el resultado previo se tendria que realizar lo siguiente:

=11.11%, por tal motivo i =11.11% =4 . Si

900,000(1+.1111) =1,000,000um2, que es la cantidad que tendrd que pagar la
compania ABC a la institucién crediticia después de un ano por préstamo que le

fue otorgado.

Como ya se ha mencionado con anterioridad, por lo regular, suelen tomarse

periodos comprendidos de 1 ano. Para tal efecto, se definird la tasa de descuento
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efectiva anual denotada por &, la cual para efectos de practicidad y mientras no se
mencione lo contrario, deberd entenderse que cuando se cite la tasa 4 serd para

referir a la tasa de descuento efectiva anual.

La tasa de descuento efectiva anual devengada por una inversién durante un
periodo de un afo es el cambio porcentual en el valor de la inversién desde el final
hasta el principio del ano, sin tomar en cuenta el comportamiento de la inversién
en puntos intermedios del afio. En términos de funcién de monto, desde el

tiempo ¢ =1 al tiempo t=0 es

L AD=A4©)

a0 (1.4.31)

La ecuacién (1.4.31) se puede reescribir en términos de la funcién de monto
A1) =A0)1-4)" (1.4.32)
o bien,
A0)=A1)(1-4) (1.4.33)

La ecuacién (1.4.33) se toma como pauta para redefinir el valor presente de una

unidad monetaria o bien da la definicién alternativa del factor de descuento.

Si la tasa de descuento para un periodo es d , el valor presente del monto de una
unidad monetaria hecha en un periodo desde hoy es (1—4), asi el factor (1-d) es

denotado como » en notacién actuarial y es llamado factor de descuento
v=(1-d). (1.4.34)
Recordando la definicién que dio pauta a la ecuacién (1.4.15) se tiene que

A(0) = A()

en donde v' se defini6 como (1+7)". Ahora, si se sustituye » en la ecuacién
(1.4.15) por (1—d) se tiene la siguiente definicién de valor presente de cualquier

cantidad en tiempo ¢ a tiempo 0
A0)=A@)A-4) (1.4.35)

Debido a la ecuacién previa, a los valores presentes se les conoce también como

valores descontados.
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De forma andloga se puede reescribir la ecuacién (1.4.35) de la siguiente manera
Alt)=A0)1-4d)" (1.4.36)
o en términos de funcién de acumulacién
a(t)=a(0)1-d)". (1.4.37)

La cual es una forma alternativa a la ecuacién (1.4.8) de calcular el valor presente,

lo que hace valida la siguiente afirmacién
(1+2) =(1-d)” (1.4.38)

es decir, la tasa 7 es equivalente a la tasa de descuento 4 en la misma longitud de

tiempo.

A continuacién se enunciaran algunas de las relaciones mds relevantes entre

i,vyd.Sesabe que 1+i=(1—d)" entonces:

1) Tasa de interés efectiva en términos de 4

1+i=

(1.4.39)

2) Tasa de descuento efectiva en términos de Z

1
d=1-—
1+i
C1+i-1

1+

d= I’Tl (1.4.40)

3) Tasa de descuento efectiva en términos de v

1
d=1-—
1+4
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d=1-v (1.4.41)
4) Tasa de descuento efectivo como producto de iv
d= ,(Lj
1+
=i(1+4)"
d=iv (1.4.42)

5) La diferencia de las tasas igual al producto de las mismas

d=iv
=i(l—-d)
=i—id
id=i—d (1.4.43)

6) La diferencia de los cocientes de las tasas igual a la unidad

di=i—d
lzz’—d
di
i_4

T4 di

———=1 1.4.44
d i ( )

Se debe tener mucho cuidado cuando se use la tasa de descuento, en no caer en el

error (muy frecuente) de usar exponentes positivos en la acumulacién de

principales.

Se puede demostrar que una tasa de descuento compuesta constante implica una

tasa de descuento efectiva constante.

Sea d,la tasa de interés efectiva por periodo t-ésimo y sea o la tasa de interés

compuesta, por definicién se tiene
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_ a(t)—a(t-1)

dt
a(t)
B (1 _d)—t _(1 _d)—t+l
S -
=1-(1-d)

=d

En el caso particular en donde se pida calcular el descuento simple de alguna

transaccién financiera la funcién de descuento estard definida por a7'(t) =1-dt,
con la cual se calcula el valor presente de los T-Bills y los CETES, entre otros

instrumentos.

1.4.7 Tasa de descuento nominal

El tratamiento de estas tasas es muy similar al de las tasas de interés nominales. La
tasa de descuento nominal es aquella que nos indica que los intereses se han
pagado o descontado al inicio de cada m-ésimo de periodo con una frecuencia de

m veces por periodo medible.

Como ya se ha mencionado anteriormente, en la prictica es muy comun utilizar
como periodo medible un ano, por tal motivo, se desprende la siguiente definicién

de tasa de descuento nominal anual.

La tasa de descuento nominal anual 4" pagable 7 veces al afio, es el producto de
una tasa efectiva d' por periodo m-ésimo de un afio por el nimero de periodos

m comprendidos en un afo, asi la tasa de descuento nominal anual es igual a
d" =d'm. (1.4.45)

La tasa de descuento nominal anual 4"’ pagable 7 veces al afio, también se
puede entender como la medida del interés pagado al comienzo de los m-ésimos
intervalos de un periodo de un afo, en gran parte de la misma manera en que 4

es la medida de interés pagado al comienzo de cada afo.

En general, una tasa de descuento anual y una tasa de descuento nominal anual

pagada m-veces al afio serdn equivalentes si se cumple
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m

(m)
l—d— =1-d (1.4.40)

(m)
=d', es decir, la diferencia elevada a la frecuencia m de una

en donde
m

unidad menos la tasa efectiva en un m-ésimo de periodo es igual al valor presente

de 1um descontada a la tasa de descuento efectiva a un ano.

Se debe hacer notar que la tasa de descuento nominal anual tiene efectos
informativos y meramente indicativos y permite el cdlculo de la tasa de descuento
efectiva en el m-ésimo periodo o de la tasa de descuento efectiva anual equivalente,

las cuales se utilizan para los cdlculos financieros.

Enseguida se verd un razonamiento general para el descuento del monto de una
unidad monetaria desde el tiempo 1 hasta el tiempo 0, a una tasa de descuento

nominal anual pagable 7 veces al ano.

updngase un monto de lum a una tasa de descuento nominal anua M), al
Supéng to de 1 tasa de d t 1 | d'

inicio de un ano la cantidad descontada serd la siguiente:

Tabla 1.3
Periodo m-ésimo Valor descontado
m/m =un ano 1
1) ”
b 1-dy=[1-2
m
(m—2)/m m )2
(1-d')V=|1- d
m
(m—=3)/m )
/ 1-4d'yY =|1- a
m
l/m . (m) \"!
1-dy =[1-2
m
0 m) \"
1-4Y" =|1- i
m
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En general, si se supone una tasa de descuento nominal anual pagable m veces por

periodo 4", debera entenderse que cada m-ésimo de afio se aplicara una tasa del

d" , . ,
porciento. Por ejemplo, si la tasa de descuento d® =6%, entonces la tasa
m
d? .06
que se aplicara cada semestre para descontar cantidades serd del T 3%.

Si la tasa de descuento nominal anterior se aplica a obtener el valor presente de
una unidad monetaria pagadera dentro de un ano, como en la Tabla 1.3, entonces

(2)

se tendrd A(0)= l(l -

2
J =0.9409. De manera similar, si se pretendiese

calcular el valor acumulado dentro de un afno de 0.9409 um invertidos el dia de

42N
hoy se tendrd A(2) =0.9409 [1 ) j =1.

La equivalencia entre una tasa de descuento efectiva anual 4 y una tasa de

descuento nominal anual capitalizable m veces al afio d™ estid dada por la

siguiente igualdad

(m) \"
(1—‘{ j =1-d (1.4.47)

m

asi, si dada la tasa & se pretende encontrar d ™ " entonces la igualdad (1.4.47) se

resuelve para ) quedando
Ad” = m[l —q —d)l/’"] (1.4.48)

Como ya se menciono cuando se toco el tema de tasas equivalentes, existen tasas

de descuento en los que los intereses se descuentan una vez cada g afios y las

equivalencias de este tipo de tasas es la siguiente

(m) \" (/q) Va
(1—0{):(1—dm j :[l—ﬂ;/qJ (1.4.49)

en donde m=1/g y d 9 es Ia tasa de descuento nominal pagable una vez cada ¢

afos, asi, el lado derecho de la igualdad (1.4.49) pudiese explicarse como el valor
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descontado de lum pagadera dentro de g4 afios a una tasa de descuento nominal

capitalizable solo 1/g -tiempo cada afio.

El siguiente ejemplo muestra la relacién de equivalencia que existe entre la tasa de
descuento efectiva 4 y las tasas de descuento nominales con frecuencia de

capitalizacién m .

Ej. Suponga que la tasa de descuento efectiva anual es del 11.36151283%.

Encontrar la equivalencia de las tasas de interés nominales y de las tasas de interés

. I . Y 111
nominales anuales con las siguientes frecuencias de capitalizacién m=—,—,— y

4372
m=1,2,3,4,6,12,52,365,0 respectivamente.

Tabla 1.4
m g A" =m[1-(0-d)"" |
m
1/4 38.2709859% 9.5677464%
1/3 30.3586782% 10.1195594%
1/2 21.4321859% 10.7160929%
1 11.3615128% 11.3615128%
2 5.8519850% 11.7039701%
3 3.9403990% 11.8211970%
4 2.9701000% 11.8804000%
6 1.9900000% 11.9400000%
8 1.4962437% 11.9699498%
12 1.0000000% 12.0000000%
52 0.2316620% 12.0464279%
365 0.0330367% 12.0584107%
lim | 1-(1-d)" | =~In(1- )
o e
=12.0604030%

Siguiendo la Regla de L'Hopital se obtiene el dltimo renglén de la Tabla 1.4, en

donde la capitalizacién de los intereses es 72 = o0
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"
lim m[l —(1—4)1/’"} — lim M

oo me 1m
~(1=d)" In(1~d)(=1/m*)
- —l/m2
=-In(1-d)

(1.4.50)

Al —In(1—4) se le llamard interés capitalizable continuo, y est4 relacionado con la
fuerza de interés y el crecimiento instantdneo de una inversién, mds adelante se
analizard la fuerza de interés, la cual se denotard como & . Cabe hacer mencién
que, con un poco de algebra se puede demostrar que la tasa de descuento
capitalizable continuamente es igual a la tasa de interés capitalizable

continuamente, esto es
—In(l-d)=-lnv=In(1+7)"" =ln(1+4) =4 (1.4.51)

en general, para tasas equivalentes i y 4 se da siempre el caso en que

1.5 Fuerza de Interés

A continuacién se analizaran las tasas instantdneas de interés, las cuales se utilizan
cuando la capitalizacién de intereses en lugar de realizarse de forma discreta (tal

cual se ha venido haciendo en el MIC y el MIS), se realizarin de forma continua,

es decir en intervalos de tiempo infinitesimales como fue el caso de i y 4.
Estas tasas suelen llamarse fuerza de interés, debido a que miden la fuerza con la

que se remunerard el capital en cada instante.

La fuerza de interés puede ser constante como lo es en el MIC o variable como en
el MIS, todo dependerd del modelo de crecimiento del capital asignado a una
funcién de monto. Enseguida se analizara el caso general, es decir, la fuerza de

interés variable en donde la tasa de crecimiento varia con el tiempo.
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1.5.1 Crecimiento continuo de una inversién

Supdngase que la funcién de monto dada por A(z) es el valor acumulado de A(0)
desde el tiempo 0 hasta el tiempo ¢, donde el tiempo es medido en afios. Se sabe
por (1.2.7) qué la tasa de interés efectiva por periodo se puede medir en cualquier
Alr)—A(z-1)
A(r-1)

la razén de crecimiento en un intervalo menor a la longitud de un periodo

punto en el tiempo por 7, = , pero ;qué pasa si se pretendiese medir

medible?, es decir, lo que se pretende saber es cuanto crecerd el valor acumulado
desde el tiempo # (si se deja un m-ésimo de afio mds en el fondo), hasta el tiempo

t+—. Algebraicamente se verd que, la razén de crecimiento serd medida por
m

At + l/m) — A(z)
A(z)

periodo m-ésimo, es decir, se tratard de una tasa nominal anual capitalizable m-

, la cual podra ser vista como la medida de interés efectiva en un

veces al afio por la fraccién de capitalizacién 1/ m , esto es,

:(m) _
e[ L)oot a5

m A(z)

m
en donde la tasa efectiva es variable para todo periodo m-ésimo.

La ecuaci6n anterior puede ser reformulada para su andlisis en términos de la tasa
de interés nominal
At +1/m)— A)

=m A0 (1.5.2)

i(m)

El objetivo de la igualdad (1.5.2) es el de analizar la medida de interés en un

intervalo muy pequeno. Si la frecuencia de capitalizacién m tiende a infinito,

entonces el intervalo de tiempo [t,t + 1/ m] sera un intervalo infinitesimal.

Como se trato a i~ o0 a 4 cuando se vieron tasas nominales, se retomars el

procedimiento para determinar este tipo de tasas continuas, en el caso particular a

i, por tal motivo se calculard el limite cuando m tiende a infinito en ambos

lados de la ecuacién (1.5.2).
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At +1/m)— A
lim i =i = lim m (e +1/m) ~ AG)

lim lim 0 (1.5.3)

El limite anterior se puede reformular si se hace una sustitucién de variable. Sea

1 .
h=— tal que cuando m — 0, entonces » — 0, entonces, sustituyendo 4 por
m

m en (1.5.3) se tiene

o _ hml{fl(t +h)— A(t)}
h—o A(t)

1.5.4
1 .. A@+h)—A() ( )
= lim
A(t) h—o )
por definicién de derivada la igualdad (1.5.4) se puede reescribir como
) L dA(z)
At) dt
AW (1.5.5)
A(z)

el cociente anterior es una medida de crecimiento instantdneo, el cual se puede
interpretar como la tasa nominal de interés capitalizable continuamente, es decir,
una tasa de crecimiento por unidad monetaria invertida en el tiempo z Sin
embargo a dicha tasa, resultado del cociente de la derivada de la funcién de monto

entre la misma funcién de monto, se le define como la fuerza de interés.

La fuerza de interés en el tiempo ¢ es denotada actuarialmente como &,, o bien

como O(#) y se define en términos de la funcién de monto o en términos de la

funcién de acumulacién

LA 4
A alt)

o) (1.5.6)

Es importante hacer la observacién que dada la definicién de la fuerza de interés,

se pide que la funcién de monto A(#) sea diferenciable en .
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1.5.2 Obtencidn de la funcién de monto basado en la fuerza de interés

Es posible obtener una expresién de la ecuacién (1.5.6) que refleje el monto de
una cantidad invertida desde el tiempo O hasta el tiempo ¢ utilizando la fuerza de
interés O,, lo que se necesita para la conseguir dicha expresién serdn algunos
elementos del Célculo, los cuales se mencionardn en un instante conforme se

vayan necesitando.

Del Célculo se sabe que %ln fx)= (f(lx)j%f(x) , de esta manera se puede

reescribir la ecuacién (1.5.6) de la siguiente forma

o, :ilnA(t) (1.5.7)
dt
ahora, se deberd integrar ambos lados de la ecuacién desde el tiempo 0 hasta el

tiempo ¢ y remplazar la variable # por 7, asi,

[ 8,dn= jo’diln An)dn
n

=In A(n)|,
=1n A(¢) —1n A(0)
A(z)
A(0)

aplicando la funcién exponencial en ambos lados de la igualdad previa

ej“ o.dn _ A(t)

1.5.8
A0) (1.5.8)
resolviendo la igualdad (1.5.8) para A(z)
jtﬁndn
A(r) = A(0)e™ (1.5.9)
en donde ej‘) " es el factor de acumulacién desde el tiempo 0 hasta el tiempo 7, a

una fuerza de interés variableo,, el cual multiplicado por el principal A(0)da

como resultado el valor futuro A(#)en tiempo ¢ .
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La definicién del factor de acumulacién utilizando la fuerza de interés variable,

acumula el principal sobre un intervalo de tiempo (0,7), si se pretendiese conocer
el valor acumulado del principal pero solo en el intervalo [#,z,], es necesario

expresar una ecuacién que refleje el dicho valor desde el tiempo # hasta el tiempo
t,, de esta forma, utilizando el teorema fundamental del Célculo se tiene que una
expresion general para calcular A(z,) es

| 25 dn
7

Alt,) = At)e (1.5.10)

de lo anterior se deriva que el factor de acumulacién para un intervalos [#,z,] es

j 25 dn N . n
M e’ _ [ o.n=]'6,an _ ej" Mn. (15.11)
A(tl) ej.oq&"d”
De la misma forma en que se obtuvo la funcién de monto dada una fuerza de
interés variable, se puede calcular el valor presente de tal monto, es decir, la
ecuacion (1.5.8) se puede resolver para A(0)

—j’a‘,,dn

ﬂ = A(t)e

A(0) = (1.5.12)

S,dn
T

y la forma general para el descuento del monto en tiempo #, al tiempo ¢ se
obtiene de resolver la ecuacién (1.5.10) para A(,)

J.: S,dn

At) = Alt,)e (1.5.13)

A continuacién, las ecuaciones (1.5.7), (1.5.8), (1.5.9), (1.5.10), (1.5.12) y

(1.5.13) serdn reescritas en términos de la funcién de acumulacién:

S :%lnﬂ(t) (1.5.14)
Ioté‘”ﬂln =@=
P 0 a(?) (1.5.15)
ale) = b (1.5.16)
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I: S,dn

a(t,) = a(t,)e (1.5.17)
L_ —Ioté'ndn
o0 =e (1.5.18)
7.“’25”4{;1
at)=a(t,)e ™ (1.5.19)

Para ejemplificar una fuerza de interés variable habrd que suponer una tasa de

interés simpe 7, la cual, para calcular la fuerza de interés &, se tomara la igualdad
(1.5.6), quedando de la siguiente manera
4

oaly) (1+i) 14z

(1+14z)

ahora, supéngase que se pretende conocer la funcién de monto con respecto a la

fuerza de interés que se obtuvo, esto es

i

A = AT

n(lJrz'n)‘il

— A0)e'
= A(0)(1 +if)

como era de esperarse, y si se pretende encontrar el monto en #, dada una
cantidad A(#,) entonces

[
A(t,) = A(z)e™ "

”
Ll

In(1+in)

= A(t,)e

— A(t )eln(l+it2)fln(1+it1)
1

(1+iz,)

(1+1iz)

= A(z,)
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1.5.3 Fuerza de interés constante

Al inicio del tema fuerza de interés, se menciono que existe la fuerzas de interés
variable como fue el caso de estudio de la seccién anterior, por otro lado, también
se halla comtinmente en la prictica la fuerza de interés constantes la cual, no
dependen del punto en el tiempo donde se calcule, sino mds bien, dependen de la
longitud del tiempo de inversién. De esta manera, se pude decir que la fuerza de

interés constante es un caso particular de la forma general vista previamente.

Si la fuerza de interés es constante, entonces O(#) deja de depender de la variable
¢t y de hecho se puede prescindir de dicha notacién y se puede optar por solo dejar

o0 . Por tanto, la expresién para la ecuacién (1.5.6) es

s_AW_aw

) (1.5.20)

Para obtener la expresién de la funcién de monto y la funcién de cantidad se

seguird la misma linea que en la fuerza de interés variable, esto es

5:%lnA(t):%lna(t) (1.5.21)

integrando ambos lados de la ecuacién desde el tiempo O hasta el tiempo # y

remplazando la variable # por »

jo Sddn = jo’dilnA(n)dn
7 (1.5.22)

aplicando la funcién exponencial en ambos lados de la igualdad (1.5.22) y

resolviendo la ecuacién para A(z) se tiene
Ar) = A(0)e” (1.5.23)

o en términos de funcién de acumulacién
a(t)=e” (1.5.24)

Si se cuenta con que a(r) es la funcién de acumulacién del MIC entonces se

tendrd que
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(1+i) =& (1.5.25)
lo que es lo mismo que
l+i=¢° (1.5.26)

es mds, se puede calcular la fuerza de interés constante en funcién de la tasa de

interés efectiva anual, esto es

d
— (144
dt( i)

~ (1+4) In(1+4)
A+ (1+i)

=In(1+7) (1.5.27)

que es el mismo resultado obtenido cuando se trato la equivalencia entre tasas.
Entonces, se puede afirmar que la tasa de interés nominal compuesta
continuamente es igual a la fuerza de interés constante. Lo anterior es congruente

con la tasa de interés efectiva la cual también es constante.

Si se pretendiese calcular la funcién de monto dada la fuerza de interés constante

utilizando la ecuacién (1.5.23) se tiene
A(t) = A0)e™™ = A0)(1+i (1.5.28)
se pude notar que es exactamente la funcién de monto en el MIC.
Por lo anterior, se puede afirmar que
i =5=d". (1.5.29)

Cabe resaltar que es mds sencillo calcular el valor acumulado de cierta cantidad
desde el tiempo # hasta el tiempo #,, en comparacién con el caso de la fuerza de
interés variable.

At = Al )

2
1

= A(t,)e”

= At
1

(1.5.30)

Para calcular valores presentes lo inico que habrd que hacer es resolver la ecuacién

(1.5.23) para A(0)
A(0) = A(t)e™ (1.5.31)
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1.6 Aproximaciones por polinomios

En las matemadticas financieras es muy importante contar con herramientas que
auxilien en la solucién y comprensién de ciertos planteamientos, es el caso de este
tema, el cual ayudard a tener una mejor conceptualizacién de las tasas y de algunas
relaciones entre ellas. Asimismo, auxiliard en su debido momento en el célculo de
temas mds avanzados como son la duracién, la convexidad, entre otros, los cuales

no serdn objeto de estudio por el momento.

El método que se utilizard a continuacién consiste en aproximar una funcién por

el polinomio de Taylor, de esta manera y sin mds preimbulo se empezara a

desarrollar la funcién exponencial e, la cual se tomara como base para
p

posteriormente desarrollar otras mds.

(x—a),

n k
Del Célculo se sabe que el polinomio de Taylor es P(x)zzf /e('d)
ok

entonces utilizando dicho polinomio se procederd a expresar la funcién ¢* con
n=3y a=0, es decir, se aproximard la funcién con un polinomio de tercer

grado y se valuard en cero.

Entonces el polinomio de Taylor grado 3 generado por e¢* en cero es dado por

en donde E (x) se le denomina el resto, el cual se omitird por practicidad en los

célculos y se remplazara por puntos suspensivos.

De esta manera se obtiene

(O)xz €(0>X3
=% +e V% + + +..
21 3!
lo que implica que
2 3

X

3 (1.5.32)

. X
e :l+x+—‘+

Si se sustituye x por & en la ecuacién (1.5.32) se obtiene una de la primeras

expresiones que serdn de ayuda en materia de matemdticas financieras, esta es
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65:1+5+;+—+... (1.5.33)

. . o . . .
Asimismo se sabe que ¢° =147, entonces, se si se sustituye en (1.5.33) y se

resuelve para 7 se tiene que
, o
i=0+—+—+... (1.5.34)

Siguiendo con la idea, se sustituird x por —J en la ecuacién (1.5.32),

obteniéndose
e’ =v=1-0+———"—+... (1.5.35)
los signos alternados en (1.5.35) son consecuencia de aplicar la regla de la cadena.

L1
(1+i) ¢€°

Por otra parte hay que recordar que v =

Ahorasi v =1-4 entonces de (1.5.35) se obtiene

5t &
d=6-——+——.. (1.5.36)

2! 3!
Se puede notar que todas las igualdades anteriores estin en funcién de la fuerza de
interés, enseguida se verdn algunas que estardn en funcién de la tasa de interés y de

la tasa de descuento.

Primero, se desarrollard la funcién logaritmica para posteriormente reescribirla de

acuerdo a las necesidades que surjan.

x x* 2x°
— B + 3
1+0 2!1+0)° 3!1+0)

In(l+x)=In(1+0)+

asi la ecuacién queda como

2 3
ln(1+x)=x—%+%—... (1.5.37)

Si se hace x =i en la igualdad (1.5.37) entonces, se tiene
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.2 .3

ln(l+z’):i—%+%—... (1.5.38)

asimismo, se sabe que In(1+7) =0 por tanto
O=i——+——.. (1.5.39)
2 3
Por otro lado, si se sustituye x por —d en la ecuacién (1.5.37) se tiene que
Inl-d)=-d ————- (1.5.40)

ahora, si se multiplica ambos lados de la igualdad anterior por (-1) y se sustituye

—In(1-4) por & se obtiene

O=d+—+—+... (1.5.41)
2 3

1.7 Relacién y equivalencia entre tasas

Para finalizar el capitulo se dard a conocer las relaciones y la equivalencia mds
importantes entre la tasa de interés, la tasa de descuento y la fuerza de interés

dentro del Modelo de Interés Compuesto, MIC.

Tabla 1.5

Tasa de interés Tasa de interés Tasa de descuento Tasa de descuento
Monto de Tasade Tasade
e nominal nominal nominal nominal Factorde  Fuerzade
lumen interés o o descuento o o N
capitalizable m-  capitalizable una capitalizable m- capitalizableuna  descuento interés

tiempo t efectiva efectiva

veces al afio vez cada g-afos veces al afio vez cada g-afos

alt)

A+if - [Hﬁ)m _ (1+ql-<1/q))f/”l C (-d) - [l—ﬁjm - (l_qﬂﬁl/q))”/”l I
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Capitulo 2

Ecuacién de Valor y las variables que involucra

Al inicio del Capitulo 1 se sefialé que el capital financiero no era el mismo
mientras transcurria el tiempo. Esto obedece al principio de equivalencia
financiera'?, el cual explica que en toda operacién financiera con activos y
obligaciones, estos deberdn ser financieramente equivalentes a una determinada

tasa de interés, ambos valorados en el mismo instante de tiempo.

Se puede decir que la gran mayoria de problemas financieros se pueden resolver
planteando una ecuacién de valor, en la cual se equilibre cantidades entrantes y
salientes esquematizados en un diagrama de flujo de efectivo. Por tal motivo, es de
extrema relevancia se ponga especial atencién al desarrollo de la ecuacién de valor

en andlisis de las operaciones financieras.

2.1 Ecuacién de valor

Como ya se menciond, en la mayoria de transacciones financieras existen flujos de
efectivo con condiciones especificas de capitales (activos) y obligaciones (pasivos),
en las que se ven inmersos por lo regular dos entes, que cominmente se

denominan acreedor y deudor.

Para esquematizar de manera grafica dichas transacciones, se utiliza el ya conocido
diagrama de flujo de efectivo (cash flow). Asimismo, existe una expresién
matemdtica que tiene como funcién igualar en punto determinado en el tiempo
los flujos de entrada y los flujos de salida con sus respectivas particularidades de la

transaccion, a la que se conoce como ecuacién de valor.

Asi, la ecuacién de valor, es una relacién que mantiene en equilibrio (balance) un
conjunto de obligaciones y capitales adquiridos en distintos puntos en el tiempo y

trasladados a un punto especifico en el tiempo para su valuacién llamado fecha

12 . . . . _
Boedo, Lucia. (2008), Las fuentes de financiacién y sus coste, Primera Edicién, Espana,

Netbiblo, S.L.
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focal”®. Es importante resaltar que dos o mds cantidades se pueden comparar, si y

solo si, estdn situadas en el mismo punto en el tiempo.

Las aplicaciones mds comunes de las ecuaciones de valor serdn las anualidades, las
cuales serdn objeto de estudio del siguiente capitulo. Algunas otras aplicaciones
son: comparacién de proyectos de inversién, compra de activos tangibles,

amortizacién de deudas, valuacién de inversiones, etc.

La solucién que arroga la ecuacién de valor es la misma sin importar la fecha focal
que se elija, siempre y cuando el enfoque de crecimiento del interés sea con un

MIC, lo que no pasara si se opta por utilizar el MIS.

El procedimiento general para obtener la ecuacién de valor se puede resumir en

cuatro factores importantes:

1. Esquematizar la transaccién financiera en con un diagrama de flujo con
sus respectivas entradas y salidas. Entre mayor sea el detalle del diagrama,
serd mds adecuado el planteamiento de la ecuacién de valor. A mayor
pericia en la resolucién de problemas financieros, se podrd prescindir del

diagrama

2. Elegir la fecha focal mds adecuada, esto es, optar por una fecha en la cual
se encuentren la mayor cantidad de flujos o en su defecto la fecha que

ahorre la realizacién de operaciones

3. Trasladar a la fecha focal los valores acumulados de todas las obligaciones
ya pagadas mds los valores presentes de todas las obligaciones pendientes

de realizar

4. Por ultimo, trasladar a la fecha focal los valores acumularos de todos los
capitales ya recibidos mds los valores presentes de todos los capitales

pendientes de recibir

Como se ha podido notar, la gran mayoria de problemas financieros precisan 4
cantidades bésicas, en las que si se conocen al menos tres, se puede resolver la
ecuacién de valor para determinar la cuarta. Estas cantidades son: el valor inicial,

el valor final, la tasa de crecimiento y la longitud del tiempo de inversién.

13 y . . . .
También conocida como fecha de valuacién, punto de valuacién, fecha de comparacién o fecha

de referencia, entre otros.
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Bésicamente, a lo largo del Capitulo 1 se fueron obteniendo distintas ecuaciones
las cuales podrian considerarse ecuaciones de valor, en donde si no se conocia el
valor actual de cierta cantidad la ecuacién se resolvia para esta y lo mismo con el
valor acumulado. La pregunta que se tiene que plantear a continuacién es ;Qué
pasa si se desconoce la longitud de tiempo o la tasa de interés en un problema
financiero? La solucién a dicho cuestionamiento se estudiara en las siguientes

secciones.

2.2 El tiempo como variable

Como lo menciona el titulo de la seccién, se determinard el tiempo de la ecuacién
de valor, para esto, es necesario conocer la tasa de interés inmiscuida en el

problema, asi como el monto y el valor presente de cierta cantidad.

Hay ecuaciones de valor muy sencillas, pero también existen problemas de alto
grado de complicacién, en donde el método utilizado anteriormente no seria
posible aplicarlo de manera inmediata, asi se tendrd que realizar algunas
aproximaciones para el cdlculo del tiempo. La aproximacién mds socorrida y
sencilla estd dada por el método del tiempo equivalente el cual se utiliza cuando se
pretende calcular fechas equivalentes, esto es, cuando un conjunto de obligaciones
se desea solventar con un tnico pago igual a la suma de todas las deudas en un

punto especifico llamado fecha equivalente.

Supéngase una serie de cantidades ¢,¢,,¢5,...,c, pagadas en el tiempo
t,,t),t5,...,t, Tespectivamente. La aproximacién del tiempo 7 por el método del
tiempo equivalente estd dada por un promedio ponderado de las diversas
cantidades pagadas, esto es, es el cociente de la suma de todos los productos de la

cantidad ¢, por el tiempo 7, entre la suma de todas las cantidades ¢,

Ct,+eyt, Fet bt 2 it
?: 171 272 373 nn:k:I (211)

¢ +e,to et Z”:
¢
b

=

Este promedio ponderado del tiempo se utiliza en el cdlculo de la duracién de los

bonos, entre muchas otras aplicaciones. A continuacién se verd el método exacto,

43



que por ser mds laborioso no suele utilizarse en la solucién de problemas, sobre

todo si son pruebas de examen contra reloj.

Supéngase una serie de cantidades ¢,¢,,¢5,...,c, pagadas en el tiempo

n

tstystysennt,

n

respectivamente. La ecuacién de valor que refleja el balance en la

fecha focal (tiempo 0) estard dada por, la suma todas y cada una de las cantidades

¢, descontadas a la fecha focal igualada al producto de la suma de cada una de las
cantidades ¢, por solo un factor de descuento desde el tiempo # hasta la fecha

focal, esto es
CIVH +szfz +C31/t3 +...+Cnvtn — (Cl +CZ +C3 +...+C”)1}t (2.1.2)

ahora, se resolverd la ecuacién para # tomando logaritmos en ambos lados de
2.1.2)

n

In z%y”‘ —In ch
r=—t2 = (2.1.3)
Inv

2.3 La tasa de interés como variable

Cuando se sabe el monto, el valor presente y el tiempo en una ecuacién de valor y
lo que se pide calcular es la tasa de interés, este tipo de problemas puede ser uno de
los mds demandantes si no se cuenta con una calculadora financiera que deduzca,
y no precisamente para todos los problemas planteados, dicha tasa de interés. De
los casos sencillos en la solucién de problemas de interés son cuando se cuenta con

expresiones en las que no se tienen polinomios de n grados, es decir, si se cuenta

con la igualdad A(z) = A(0)(1+7)" serd relativamente sencillo resolver la ecuacién
para 7. El problema comienza cuando se tienen distintos flujos de efectivo, esto

complicard la ecuacién de valor resultante para la solucién de la tasa de interés.

Por lo regular, cuando se pide deducir tasas de interés en problemas financieros
serd para compararlas entre otras tasas ya sea del mismo o de otros proyectos. El
conocer la tasa de interés ayuda a tener un campo de visién relativamente amplio

de las transacciones financieras, sobre todo a la hora de la toma de decisiones.
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Se sabe que los métodos numéricos apoyan en la solucién de este tipo de
problemas, por citar algunos estdn el método de interpolacién lineal, el método de

biseccién sucesiva, el método de Newton-Raphson, entre mucho otros mis.

Se utilizard el método de interpolacién lineal por su simplicidad, en la solucién de
este tipo de problemas, de esta forma se encontrard una expresién que facilite el

cilculo de la tasa de interés.

La técnica de interpolacién lineal es muy util para aproximar funciones y valores
intermedios de dicha funcién, la hipétesis se funda en que un segmento pequefo
de curva puede sustituirse por un segmento rectilineo sin que esto genere un error
considerable. La ventaja que tiene es que entre mds pequena la longitud del

segmento mayor acierto en la aproximacion.

Primero se esquematizardi mediante una grafica en un plano cartesiano y
posteriormente se procederd a encontrar el punto medio, para esto se necesitard

conocer dOS puntos para determinar una recta, esto €s

fla) (a, f(a))
f(x)
b
f(6) (6, £ (b))
Figura 2.1

ahora, se necesitard encontrar una expresién que refleje el valor de la variable xen
términos de los dos puntos cartesianos, los cuales son conocidos. Para iniciar se
puede calcular la pendiente de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)) e igualarla a la pendiente del segmento de recta que pasa por los puntos

(a, f(a)) y (x, f(x)), de esta forma se tiene que

fO)-fla) _ fx)-fla) (2.2.1)
a

b—a x—
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resolviendo la ecuacién (2.2.1) para x se tiene

N Al A CO PR (2.2.2)
()~ f(a)

Una de las desventajas de esta técnica es que habrd que utilizar ensayo y error para
encontrar la rafz, es decir, habrd que asignar los primeros valores de 2 y de 4 y
valorar si estos valores asignados son los adecuados para calcular la primera
aproximacién, dado que puede haber mds de una iteraciéon para llegar al resultado

que se COHSidCI‘C correcto.

Se tendrd que reescribir la ecuacién (2.2.2) con variables distintas con el propdsito
de que sea util para solucionar problemas financieros. De este modo, a se
sustituird por 7 al cual se le asignard el primer valor arbitrario (ensayo y error)
correspondiente a la primera tasa de interés; & se sustituird por 7, al cual se le
asignard el segundo valor arbitrario correspondiente a la segunda tasa de interés;
f(a) se sustituird por el balance uno B,, resultado de la primera ecuacién de
valor al asignarle la primer tasa de interés 7;; f(b) se sustituird por el balance dos
B, , resultado de la segunda ecuacién de valor al aplicarle la segunda tasa de interés
iy; por tltimo f(x) se sustituird por B, que es el valor real de la ecuacién de

valor original valuada en 7, donde 7 =x.
De lo anterior, se puede reescribir la ecuacién (2.2.2) como

.., B=-B . .
1=1 +ﬁ(lz _Zl) . (223)

2 1

Ej. Calcular la tasa de interés nominal convertible semestral, a la que habrd que
invertirse 15,000um ahora y 10,000 en un afo, para acumular 35,000 en un

fondo de ahorro dentro de 5 anos.

Para resolver el ejercicio y tener una mejor comprensidn, se realizard el cash flow.

fif
1 S,IOOOum lO,JOOOum
, y
T T T 7,
0 ] 5 5 arios
35,000um
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La fecha focal es en el ano 5, cabe senalar que se pide la tasa de interés capitalizable
semestral, entonces serd necesario manejar semestres en los célculos. La ecuacion

de valor serd la siguiente

;@ 10 ) 8
15,000 1+7 —i—l0,000{H-? =35,000

que es lo mismo que
15,000(1+:")" +10,000(1+:')" = 35,000

en donde B =35,000.

Asignando los primeros valores a las tasas efectivas por semestre, 7', =3.6% e

i', =3.9%

B, =15,000(1+.036)" +10,000(1+.036)"
=34,634.52

B, =15,000(1+.039)" +10,000(1+.039)’
=35,571.86

Se puede notar que, el valor de la tasa que se estd buscando se encuentra entre los
valores de 7', =3.6% e i',=3.9%, por tal motivo se procederd a realizar la
primera iteracién de la interpolacién

;20,0364 20003463452 019 036

35571.86—34,634.52
=0.037169728

=3.7169728%

Entonces la primera aproximacién a 9 decimas de la tasa de interés efectiva cada
semestre es 7' =.037169728

Si se sustituye la tasa que se encontré en la ecuacién de valor con el fin de valorar

la aproximacién, se tendrd

15,000(1+.037169728)"" +10,000(1+.037169728)" = 34,997.31
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Con lo que se puede notar que, el valor de la tasa de interés que se busca estd muy
préxima a la tasa encontrada en la primera iteracién. Para una mejor estimacion se
procederd a realizar una segunda iteracion, reasignando el valor la primera tasa por
el valor encontrado anteriormente, asi , ', =3.7169728% e i', =3.9%, dado
que entre esos dos valores se encuentra la tasa de interés que hace cierta la ecuacién
de valor original con B =35,000 . Cabe sefalar que, podria elegirse otro valor mis

cercano para i,, pero esto implicarfa mas célculos.
Entonces, tomando B, =34,997.31 y B, =35,571.86, se tiene

7= 0.03769728 + 220003499731 ) 139 0.05769728)

35571.86—34,997.31

=3.7178283%

Con el resultado anterior se procederd a valuar en la ecuacién de valor para valorar

la aproximacién
15,000(1+0.037178283)"" +10,000(1+0.037178283)" =34,999.98

La aproximacién es buena hasta seis decimales ya que siguiendo con las iteraciones
al llegar a la sexta se tiene una aproximacién muy razonable para cdlculos
financieros i'=3.71783463%, esto se debe a que se tomardn 7 decimales para

célculos, por las cantidades tan grandes que se pueden manejar.

Para terminar con el ejercicio, la tasa que se obtuvo fue una tasa de interés efectiva
por semestre, habrd que multiplicarla por los periodos de capitalizacién para

obtener la tasa de interés nominal anual capitalizable cada semestre

Y =i'(2)
=0.037178283(2)
=0.074356566
=7.44%

.« . .« . (2 .
y la solucién al ejercicio es i =7.44% aproximadamente.

Como se comento anteriormente, algunos ejercicios en las matemadticas financieras
se pedirdn que mientras se tengan periodos anuales los cdlculos se realicen con el
MIC y que cuando se tengan periodos anuales con fracciones de ano se utilicen
ambos modelos, es decir, el MIC para los periodos enteros y el MIS para realizar

los célculos de los periodos fraccionarios, esto se indicard explicitamente en la

48



redaccién de cada problema. Lo anterior se pude justificar graficamente, dado que
el crecimiento del MIC es mds lento dentro del ano que el MIS. Sin embargo, se
puede demostrar que el comportamiento de una interpolacién lineal entre dos
periodos enteros dentro del MIC da como resultado un punto medio entre los dos

factores de acumulacién, en donde el periodo fraccional se calcula con un MIS.

Sea a(¢) y a(t+1) los factores de acumulacién de lum en tiempo # y z+1
respectivamente, donde # pertenece a los enteros no negativos, para encontrar un
punto intermedio #(z+#), donde % es una fraccién de periodo, entre los dos

factores de acumulacién anteriormente citados se ocupard la interpolacién lineal.

1+ =1+

Ntk N\ _
1+ =1+i) + i [(¢+k)—1]
=(U+i) k[ (1+i)=1+1/k]

=1+7) 1+ ki)

Claramente se aprecia que los periodos enteros se calculan con un MIC y que la
fraccién de periodo se calcula con un MIS. A menos que se indique explicitamente

se tomard este método hibrido para resolver problemas.
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Capitulo 3

Anualidades

Por lo regular, en muchas transacciones financieras cotidianas se encuentran las
anualidades, estas son utilizadas para la valoracién de principales o montos dado
que facilitan los cdlculos financieros. Algunos ejemplos en donde destaca el uso de
las anualidades son: las inversiones, los fondos de ahorro, las pensiones, las
hipotecas, la amortizacién de deudas en general, los seguros, los pagos de servicios,

las nominas empresariales, entre muchos otros.

Las anualidades son un conjunto de pagos o cobros (dependiendo del enfoque:
deudor o acreedor respectivamente) por lo general iguales, que se realizan en

periodos sucesivos de tiempo comdinmente equidistantes.

Se puede decir que las anualidades son el eje central en la formacién del actuario,
estas se verdn en distintas asignaturas y es uno de los temas principales en las
matemdticas financieras, es asi que el estudio y andlisis de las mismas es

trascendental.

Dado que las anualidades son una serie de pagos, se tendrd que utilizar algunas

técnicas matemdticas para su valoracidn, la cual dependerd en gran medida de la

fecha focal.

3.1 Clasificacién de las anualidades

A continuacion, se presenta una tabla que resume la clasificacién mds relevante de
las anualidades atendiendo a distintos criterios, los cuales no son excluyentes entre

’

SI.
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Criterio

Clasificaciéon

Tabla 3.1

Descripcion

Los pagos y la duracién son conocidos con

Ciertas
I certeza
Fecha de inicio y
término :
_ Alguno de sus componentes no son conocidos
Contingentes
con certeza
Para calcular el valor presente el primer pago se
' realiza un periodo después de la fecha focal y
Inmediatas .
para calcular el valor futuro el dltimo pago
coincide con la fecha focal
Inicio de la
anualidad Para calcular el valor presente el primer pago se
encuentra al menos dos periodos posteriores a la
Diferidas |fecha focal y para el valor futuro el tltimo pago
se encuentra al menos 2 periodos antes de la
fecha focal
Vencidos |Los pagos ocurren al final del periodo
Pagos
Anticipados [Los pagos ocurren al inicio del periodo
) La cantidad en los pagos no varia, es decir, los
Niveladas . .
pagos son iguales para todos los periodos
Variabl Los pagos varfan uno de otro a razén de una
ariable
. distancia, es decir, los pagos varian en progresiéon
Aritmética | | |
. aritmética
Cantidad en los
pagos . Los pagos varfan uno de otro a razén de un
Variable ) ) ,
.. |porcentaje, es decir, los pagos varian en
Geométrica ', .
progresién geométrica
Variable |Los pagos no varian ni en progresién geométrica
General  |ni en progresién aritmética
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continuacion Tabla 3.1

Criterio Clasificacién Descripcién

Duracién de los | Lemporales |El plazo de la anualidad es acotado en el tiempo

Pagos Perpetuas |El plazo de la anualidad es infinito

Los pagos se realizan con mayor o con menor

Pagaderas

Frecuencia de los

pagos

frecuencia que los intereses

Continuas |La frecuencia de los pagos es infinita

_ Los intereses se capitalizan con la misma
Simples R ) |
Ty recuencia que los pagos
Capitalizacién de 1 bag

los intereses TRy, ; —
La capitalizacién de los intereses es distinta de la

Generales

frecuencia de los pagos

Serdn objeto de estudio las anualidades ciertas y las posibles combinaciones con las
demds categorias. Las anualidades contingentes por su naturaleza, se estudian en

las matemadticas actuariales y otras asignaturas.

Se analizardn las anualidades por sus criterios principales, en las cuales se indicard

la clasificacién mads relevante y comun en la practica.

3.2 Anualidades Inmediatas

Comunmente denominadas ordinarias, estas anualidades entran en la clasificacién
de anualidades niveladas, vencidas o anticipadas, temporales y simples. Son las mds

comunes en la prictica y su valuacién es relativamente sencilla.

Supéngase un conjunto de n pagos nivelados de lum cada uno, hechos al final de
cada periodo los cuales son equidistantes entres si. La tasa de interés implicita en la
operacién serd 7, que deberd entenderse como una tasa efectiva nivelada (igual)
para todos los periodos. El valor presente de dicha anualidad, un periodo antes de

que el primer pago se realice, se denotard actuarialmente como 4, y estard
nli
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constituida por la suma de todos los pagos descontados hasta el tiempo 0, el cual

se toma como fecha focal.

ff
= | |
lum lum lum lum
: . . |
0 1 2 n—1 n
Figura 3.1

Entonces, el valor presente de los n pagos en la fecha focal es igual a
ay =lum(1+i)" +1um1+i)7 +--+1um(1+5) " +1um(1+7)" (3.2.1)

la expresién anterior se pude reducir, de esta manera se abstendrd de citar um, se

. . -1 , . . .
sustituird » por(l+7)” y se entenderd que, mientras no se diga lo contrario, la

tasa de interés serd i la cual también se omitird
ﬂa=v+vz+---+vn_l+v” (3.2.2)

El manejo de la ecuacién (3.2.2) no es muy adecuado cuando el tiempo de la
anualidad 7 es muy grande, lo que orilla a reescribirla de forma en que los
célculos sean menos complicados. Es de importancia notar que la serie crece de
forma geométrica, esto es, la razén de crecimiento entre un término y otro de la
suma en (3.2.2) es v. Se puede construir una expresion resumida de dicha serie,
aplicando la férmula para hallar la suma de los primeros términos de una
progresién geométrica, o se puede llegar a la ecuacién siguiendo la metodologia

para formular ecuaciones de sumas de los primeros términos de progresiones.

A continuacién se verdn las dos metodologias para hallar la expresién resumida de
(3.2.2) y posteriormente en casos particulares, se utilizard la versién mds larga para

desarrollar las expresiones restantes.

La férmula de la suma de los primeros 7 términos de una progresién geométrica

para r <1 es

Sn:ﬂu
1—7r

(3.2.3)
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factorizando v en la ecuacién (3.2.2) y aplicando la férmula (3.2.3) se tiene

1-2" 1-v" 1-2"
ajzy(l+v+v2+---+v”71):v =v v =v v 77 (3.2.4)
g 1-v d iv i

Ahora se procederd a determinar la misma expresién que en la ecuacién (3.2.4) sin
usar la formula (3.2.3); asi, se multiplicardn ambos lados de la igualdad (3.2.2) por

un factor de acumulacién

(1+i)a, =[v+vz ot +v":|(l+i)

(3.2.5)
=1+0" + 40" 0"
el siguiente paso es realizar la diferencia de (3.2.5) menos (3.2.2)
(+i)a, —a; =[1+y+~--+y”‘2 +y”‘1]—[v+y2 ot —H/”]
iay=1-2" (3.2.6)

1=

ﬂm P

como se esperaba, la expresién es la misma.

Como ya se menciono, 4 es la el valor presente de una anualidad unitaria

inmediata.

Por otro lado, el valor futuro de una anualidad inmediata estard dado por la suma
de todos los pagos de lum acumulados hasta el tiempo 7, el cual se toma como

fecha focal y serd denotado como s, . Es importante sefialar que, la suma de los

pagos acumulados contempla el dltimo pago que se encuentra en el tiempo 7. La

expresion que refleja la suma es
so= (L) T+ 1+ 7+ (14+4) +1 (3.2.7)

y el diagrama de flujo de efectivo es

Figura 3.2
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la ecuacién (3.2.7) se puede reescribir empezando a expresarla de derecha a
izquierda, para posteriormente utilizar la férmula de la suma de una progresién

geométrica cuando 7 >0

5 =7V (3.2.8)
r—1
y se obtiene lo siguiente
so=14 (14 ++ (140 7+ (145
_ {1+ -1 (3.2.9)
(1+i)-1 o

:(1+z')”—1

z

De lo anterior se puede deducir que una de las relaciones mds cercanas que existe
entre el valor presente y el valor futuro de una anualidad es que el valor futuro es

el valor acumulado del valor presente, es decir,
5y = a (147 (3.2.10)
asimismo, se puede observar que
a;=v"s). (3.2.11)

Si los pagos fuesen diferentes de 1um, es decir, pagos periédicos P equidistantes y
nivelados durante todo el plazo de la anualidad entonces, el valor presente de
todos los pagos descontados a tiempo 0, valuados a la tasa efectiva de interés 7

serd el producto de los pagos por el valor presente de la anualidad unitaria, esto es
VP:P1)+P1/2+---+P1/"71+P1/"zpaa. (3.2.12)

De manera similar, el valor futuro de una anualidad con pagos periédicos P
equidistantes y nivelados durante todo el plazo de la anualidad valuados a la tasa
efectiva interés 7 serd el producto de los pagos por el valor futuro de la anualidad

unitaria, asi
VF = PA+i)"" + P(1+i)" +---+ P(1+i)’ + P = Ps (3.2.13)

Aplicando las relaciones entre «#; y s, mostradas en (3.2.10) y (3.2.11) a las

igualdades (3.2.13)y (3.2.12) correspondientemente se obtiene
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VF = Pa(1+i)" (3.2.14)

VP = Ps 0" (3.2.15)

Otra relacién entre 2, y 5., la cual tiene una empleo fundamental en fondos de

ahorro (sinking fund), es derivada de igualar las expresiones y resueltas para P,

VF

asi la igualdad (3.2.14) puede reescribirse como P =——— y por otro lado la
a(1+i)"
ecuacién (3.2.15) serd P = —, entonces igualando estas ecuaciones se tiene
s
VE VP
aa(l +)" s"
VEQ+i)" VP
a sav”
3.2.16
w i (3.2.16)
- smv”
1 1 .
— =t
z) S

1
—=—+i de la
s" sy

Se puede verificar, con algunos artificios matemdticos que

siguiente forma
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3.3 Anualidades Anticipadas

Las anualidades anticipadas son aquellas en que los pagos se realizan al inicio del
periodo y no al final, como fue el caso de las anualidades inmediatas vencidas. El
valor presente de una anualidad anticipada se calcula en el momento del primer
pago, el cual es incluido junto a la suma de todos los pagos descontados y es

denotado por Zim .

Correspondientemente, el valor futuro de una anualidad unitaria valuada un
periodo después del dltimo pago es conocido como valor futuro de una anualidad

anticipada y es denotado por §,. A diferencia de una anualidad vencida, el valor
futuro de la anualidad anticipada no contempla en sus célculos el dltimo pago. El
siguiente diagrama muestra el comportamiento de una anualidad unitaria

anticipada y las fechas focales del cilculo de 4., y &,.

; 5

Figura 3.3

El valor presente de la anualidad anticipada es expresado por la siguiente ecuacién,

tomando en cuenta que su comportamiento es geométrico

Ay =l+v+o’ + 40"

1_ n
=7 (3.3.1)
1-v
B 1-v"
d

También es posible expresar 7, en términos de una anualidad inmediata «,

reconociendo que se puede calcular como la suma de una anualidad inmediata con

un plazo de 7—1 periodos mds lum, esto es
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iy =1+p+0" + 0"
)
iy=l+a—. (3.3.2)
Por otro lado, el valor futuro de una anualidad anticipada estd dado por
=4 A+ e+ (140 + (1 +4)
=(1+z‘)[1+(1+z’)+---+(1+z’)’“‘2 +(1+z‘)”‘1]
A+ A+0) -1]

Qri)1 (3.3.3)
1+ -1
B v
(144" -1
_T

Se puede observar que §; se puede expresar en términos de una anualidad

inmediata 5 de la siguiente forma

i =(1+z')[1\+(1+z')+---+\(1/+i)"_2+(1+Q}H]

S
&=+ (3.3.4)

En realidad, las anualidades anticipadas e inmediatas calculan el valor presente y el
valor acumulado del mismo conjunto de pagos, la tinica diferencia es la fecha focal
de valuacién en donde cada una es calculada. El siguiente diagrama muestra la idea
anterior y da pauta a la presentacién de otras relaciones también de relevancia

entre anualidades anticipadas e inmediatas.

Figura 3.4
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Supéngase que se pretende calcular la anualidad anticipada una vez que ya se ha se
obtuvo el valor presente de la anualidad inmediata, se puede expresar una relacién
con base en la Figura 3.4, donde el valor presente de la anualidad inmediata se
multiplica por un factor de acumulacién para llevar el valor al tiempo 1 y de esta
forma obtener el valor de la anualidad anticipada. La siguiente expresién refleja

esta relacién
i =(+i)a, (3.3.5)

Asimismo, con base en la Figura 3.4 se puede determinar otra expresién para

relacionar ¥ con s, calculando el valor futuro en tiempo 7+1. Supdéngase que
ul ul

se cuenta con una anualidad de 7#+1 pagos vencidos, es decir, se tendrd un pago
ficticio en el periodo 7+1 de lum, entonces el valor futuro de dicha anualidad

inmediata, tomando como fecha focal el tiempo 7+1, estard dado por s—,. Pero

como la unidad monetaria en el tiempo z+1 es ficticia, habrd que restarla de los
célculos para la obtencién del valor futuro de la anualidad anticipada. Asi, se tiene

la siguiente ecuacién

Si=s—o—1
=[1+ A4+t @+ + A4+ +1+i) -1 (3.3.6)

=(1+)++0+)7+0+)"" +Q+45)

Por otro lado, existen relaciones entre ayy 5 similares a las ecuaciones (3.2.10)

y (3.2.16) para las anualidades anticipadas, esto es

5 =d(1+i) (3.3.7)
y

1 1

—=—+d (3.3.8)

a5

Es importante notar que si el pago de la anualidad anticipada es diferente de la

unidad monetaria entonces el valor presente estard dado por

VP = Pi, (3.3.9)

y el valor futuro es
VF = s, (3.3.10)
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Cabe senalar que de las aplicaciones mds importantes de las anualidades
anticipadas se encuentran los seguros de vida, dafos, accidentes y enfermedades,

entre muchos mais.

3.4 Anualidades diferidas

El valor presente de una anualidad diferida denotado por m es el flujo descontado
de todos los pagos realizados hasta el tiempo 0 (fecha focal), en donde el primer
pago se realiza hasta cierta fecha posterior de la valuacidn, es decir, el primer pago
se difiere durante m periodos hasta m+1 en donde empieza la serie de pagos. El

siguiente diagrama muestra el comportamiento del planteamiento.

lay

m

Figura 3.5

La ecuacién que describe el valor de /4, es resultado de obtener el valor

presente de una anualidad inmediata correspondiente a los 7 pagos unitarios hasta

el tiempo 7 y trasladados a tiempo 0 con un factor de descuento 7 periodos
m/a] = z/”a] (3.4.1)

asimismo, se pueden obtener los mismos resultados con el siguiente
planteamiento. Supdénganse pagos ficticios de lum desde el tiempo O hasta el
tiempo m (figura 3.6), aunados a los existentes de 72+1 hasta m+#n, entonces el
balance de la ecuacién en tiempo O seria la diferencia entre una anualidad

compuesta por m+n pagos menos la anualidad ficticia con m pagos, esto es
g g

@ @ @ o 1 1

T T T T T
1 2 m m+1 coom+n—1  m+n

lay

m’

Figura 3.6 60



Se puede demostrar que la ecuacién (3.4.2) es igual a (3.4.1), esto es

1-v

wlay =

i
n
wl=v

i

=0
_m
=v da

El valor presente de las anualidades diferidas se pude expresar en términos de

anualidades anticipadas de la siguiente forma

. . . m+l oo
wlay = iy =d—— —id—=v""i, (3.4.3)

El valor futuro de una anualidad diferida también conocida como anualidades con
pago de intereses futuros, es igual al valor acumulado de una serie de #» pagos
calculados £ periodos después del tltimo pago (Figura 3.7) y se denotard como

¢/s5 "% El valor acumulado se calcula como el producto del valor futuro de una

anualidad inmediata por un factor de acumulacidn £ periodos, asi se tiene que

Figura 3.7

o5 zsa(1+z')k (3.4.4)

En la Figura 3.7 se muestran unidades monetarias entre paréntesis, los cuales se
tendrdn que suponer ficticias para intuir la siguiente ecuacién, la cual se pude
comprobar que es consecuencia de (3.4.4), entonces, habrd que suponer £

unidades monetarias que aunadas a las # unidades previas se acumulardn hasta el

' No existe un simbolo oficial para el valor acumulado de una anualidad diferida.
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tiempo 7+ /4, para después sustraer una anualidad ficticia futura por % pagos,

€sto €S

Se puede demostrar, como ocurrié6 con el valor presente de las anualidades

diferidas que, la ecuacién (3.4.5) es igual a (3.4.4), asi,

A+ -1 A+ -1
P
A+ -+t

B i

1+ -1

i
= 5](1+z')k

Sr o

(1+4)

El valor futuro de las anualidades diferidas también se pude expresar en términos

de anualidades anticipadas, esto es

s = 's'a(l+l')k_1 =5 =i = 15 (3.4.6)

3.5 Anualidades Perpetuas

Comtnmente denominadas perpetuidades y se denotarin como 4. Se
caracterizan por un sinfin ndmero de pagos, es decir, calculan el valor presente de
un conjunto de pagos hechos a un plazo de tiempo infinito. En la prictica, es
dificil que una transaccién financiera dure por siempre, pero la hipdtesis de 7

. . . , .y 1 2
tendiendo a infinito se mantendrd para la valuacién, esto es ag=v +v + A

De las aplicaciones mds comunes de las perpetuidades son la valuacién de acciones
de una empresa, administracién de fondos caritativos, proyectos de inversién,

proyectos gubernamentales, entre otros.

Para obtener el valor presente de una perpetuidad vencida se tendrd que aplicar el

limite a la férmula del valor presente de una anualidad inmediata cuando 7 — o

a zlimﬂ:l 3.5.1)

n—»0 i Z
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De similar forma, el valor presente de una perpetuidad anticipada estard expresada

por

i =m#=% (3:5.2)

La relacién mds significativa entre iy a es la siguiente
iy =(+i)ay=1+a (3.5.3)

de la ecuacién anterior se puede asegurar que la diferencia entre la perpetuidad
anticipada menos la inmediata es igual a la unidad, es asi que
1 1

a —_ :———:1 3-5.4
LA =T ( )

3.6 Anualidades Variables Aritméticas

Hasta ahora se han analizado anualidades en donde los pagos son los mismos para
todos los periodos, es decir, pagos nivelados. A continuacién se estudiarin
anualidades en donde los pagos varfan de forma especifica y con las cuales se puede
expresar una ecuacién para calcularlas ripidamente. Cabe sehalar que existen casos
en donde no serd posible obtener una férmula que sea igual a la suma de los pagos,
en este caso se tendrdn que descontar los pagos o los bloques de ciertas anualidades

hasta la fecha focal.

Las anualidades con variacién de pagos en forma aritmética se distinguen del resto
por su crecimiento aritmético (Figura 3.8), en donde cada pago se obtiene a partir
del pago anterior sumdndole una cantidad constante. Supdéngase que el primer
pago de la anualidad es P y que la cantidad de crecimiento entre los pagos
subsecuentes es () (distancia o razén de crecimiento aritmético), entonces si la
tasa de interés efectiva es 7, la ecuacién de valor presente para los 7 primeros

pagos serd

P P+Q P+Q(n—-2) P+Q(n-1)
1 1
OI 1| 2| n—ll nl
Figura 3.8
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VP =Pv+[P+Q]v* ++[P+Q(n—2)]o"" +[P+Q(n—-1)]v" (3.6.1)

Para facilitar el cdlculo de (3.6.1) se tendrdn que utilizar algunos artificios
matemdticos y posteriormente se descompondrd la anualidad variable en el valor
actual de 7 rentas niveladas mds la suma de los valores actuales de las distancias.

Primero se multiplicara (3.6.1) por un factor de acumulacién, esto es
VP+iVP =P+[P+Qlv+-+[P+Q(n—2)]v"? +[P+Q(n—1)]v"" (3.6.2)
seguido, se obtendrd la diferencia de (3.6.2) menos (3.6.1)

VP+iVP=P+[P+Qv+---+[P+Qn-2)]v"* +[P+Q(n—-1)]v""
VP = —Pv—[P+Q] v —---—[.P+Q(n—2)]7/”_1 —[.P+Q(n—l)]v" (3.6.3)
iVP=P+Quv+Qv’* +--+ Qv —Pv" —Q(n—1)"

agrupando términos y resolviendo para VP se obtiene el valor presente de la

anualidad variable aritmética vencida, esto es

VP

_P-P"+ Qv+ +0")—nQv”

! (3.6.4)

n
ﬂ;‘ nv

=Pay+ Q :
Para obtener el valor presente de una anualidad variable aritmética anticipada se
tendrd que multiplicar la ecuacién (3.6.4) por un factor de acumulacién, asi se

tiene que

a— —nv"
7l

VP =(1+i)VP = Pii; +Q y

(3.6.5)

De forma similar se puede obtener el valor futuro vencido y anticipado de la
anualidad variable aritmética multiplicando por los factores de acumulacién

correspondientes las ecuaciones (3.6.4) y (3.6.5), esto es

VF=(1+i)'VP=Ps,+Q (3.6.6)

Sﬂ_”

VF =(1+i)' VP =P, +Q (3.6.7)
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El valor presente de la perpetuidad de una anualidad aritmética se obtiene de
forma muy similar al de la perpetuidad inmediata o anticipada, esto es, se tendrd
que aplicar el limite cuando 7—> o0 a cada una de los valores presentes para

obtener una expresién que represente estas anualidades, las cuales son las

siguientes
) aq—nv”
VP, = ’lil_rg Pa+ Qf
(3.6.8)
i i
por otro lado, la perpetuidad de la anualidad aritmética anticipada es
vp, =Lyl (3.6.9)
d id

De las anualidades variables aritméticas se deprenden algunos casos en particular
como son las anualidades crecientes, las decrecientes y la combinacién de ambos
comdnmente llamados arcoiris, de este modo se procederd a la obtencién de cada

una.

3.6.1 Anualidades Crecientes'’

El primer caso particular es cuando P =Q =1, de esta manera los pagos forman la
sucesién aritmética 1,2,3,4,...,7. El valor presente de los pagos vencidos denotado

por (1z) se calculard sustituyendo los valores de P y Q en la ecuacién (3.6.4).

a- —nv"
(f2); =a; +%

1+2)a —nv"

_Utiay—m (3.6.10)
7
:Zim—m/”

i

15 . . . . .y
La notacién / de ([ﬂ)ﬂ y de todas las anualidades crecientes corresponde al término en inglés

Increasing
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multiplicando la ecuacién anterior por un factor de acumulacién se obtiene la

anualidad creciente anticipada, esto es

(1) =”Q_Tm/ (3.6.11)

Los valores futuros se pueden obtener del producto de (1+7)" por ([a)ﬂ y ([21')a ,
quedando de la siguiente forma
B 's'm —n

(Ls); == (3.6.12)

4

(5), =¥ (3.6.13)

El valor presente de las perpetuidades crecientes vencidas y anticipadas serd

(1) =lim =" L2y L (3.6.14)
n—®© 7 z z z
y
(L), = m“me’ :% (3.6.15)

3.6.2 Anualidades Decrecientes'®

Otro caso particular de anualidades aritméticas es el de anualidades decrecientes y
se da cuando P=7n y Q=-1, es decir, la progresién de los pagos estard formada
por n,n—1,n—2,...,2,1, en donde el valor presente de pagos vencidos se denotard

como (Da)- y la formula serd

16 . . . .
La notacién D de (Dél)a y de todas las anualidades decrecientes corresponde al término en

inglés Decreasing
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aa—m/”

(Da), =y -5
1_ n —ﬂ _ n

_ iy may (3.6.16)

Z

i
El valor presente de una anualidad decreciente anticipada se obtiene del producto

de (1+7) por la ecuacién (3.6.16), de esta manera se tienen que

7 (3.6.17)

(Dii)a =

De forma similar, el valor futuro de las anualidades vencidas y anticipadas se

obtendrd de la multiplicacién del factor de acumulacién (1+7)" y los respectivos

valores presentes
(Ds)., =(1+i)"(Da), (3.6.18)
por otro lado se tiene

(D5),; =(1+i)" (Di), (3.6.19)

3.7 Anualidades Geométricas

Las anualidades variables con crecimiento de pagos geométricos son aquellas en
que cada pago se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante
llamada razén de crecimiento geométrico. Suelen utilizarse en inversiones,
acciones y en cualquier proyecto en donde se tome en cuenta la inflacién
monetaria. No cuentan con una notacién especifica y se puede calcular su valor

presente, su valor futuro y la perpetuidad con expresiones sencillas.

P Pl+g) ... P(l+g)” P+g)"
0' 1' 2' .. n-1 nl
Figura 3.9
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Suponga una anualidad en donde el primer pago es P vy el siguiente pago es el
primero multiplicado por un factor de crecimiento (1+ ¢), es decir P(1+ g), y asi
consecutivamente hasta 7, la Figura 3.9 muestra el planteamiento. Entonces, el
valor presente de la anualidad variable geométrica serd la suma de todos los flujos

descontados hasta el tiempo 0, a una tasa de interés efectiva 7, tal que
PV =vP+ 0’ P(1+ g)+---+0" ' P(L+ )" +0"P(1+ g)"" (3.7.1)

Se puede obtener una expresién condensada para (3.7.1) factorizando Pv y

aplicando la férmula para la suma de la serie geométrica, esto es

]
Vp=py| 1) | _p \1+i) (3.7.2)

1_(“_gj i-g
1+

El valor futuro es consecuencia del producto del valor presente por (1+7)", asi

VF:VP(1+z')”=P{(1+Z)._(l+g) } (3.7.3)
=&
y el valor de la perpetuidad serd
1_(1+gJ 1
VP, = Plim—1%1/ _p (3.7.4)

siempre y cuando 7 > ¢.

3.8 Anualidades Pagaderas

Estas anualidades se utilizan cuando el periodo de pagos no coincide con la
frecuencia de la capitalizacién de los intereses, ya sea que los periodos de pagos
sean menores que la frecuencia de capitalizacién de intereses (es el caso mds
comun), o que los periodos de pagos sean mayores que la frecuencia en que se

pagan los intereses.
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El método mds comtn para el cdlculo de este tipo de anualidades es el método de
conversién de las tasas de interés por tasas que se ajusten a la frecuencia de los
pagos; otro método consiste en obtener funciones que dependan de la tasa de
interés dada en el problema y empatar la frecuencia de pagos e intereses. Este
tltimo método se divide en dos “fisién” que se utiliza cuando los pagos ocurren
con menor frecuencia que la capitalizacion de los intereses y “fusién” que se

emplea cuando los pagos son mds frecuentes que la capitalizacién del interés.

3.8.1 Método Fisién

El método fisién consiste en aproximar el valor de una anualidad, bajo la hipétesis
de que los pagos son hechos cada %4 (donde % es un entero) periodos de
capitalizacién de interés, es decir que entre cada pago hay £ periodos de
capitalizacién de intereses, a través de » periodos de capitalizacién de interés (7
es un multiplo de %), donde la tasa de interés es 7 por periodo de capitalizacién.

Asi, el valor presente de una anualidad inmediata unitaria con 7/k ndmero de

pagos es, el valor descontado de los 7/k pagos hasta el tiempo 0, esto es
VP =0 + 0™ 4"
k 1 - U”
1-2*
1= " (3.8.1)
1+i)* -1

Lo anterior tiene un argumento que explica el cociente de la ecuacién (3.8.1), esto
es, se puede calcular los pagos equivalentes para cada periodo de capitalizacién de
los intereses y posteriormente traerlos a valor presente. La Figura 3.10 muestra el
comportamiento de estas anualidades, posteriormente se hace un acercamiento a

un segmento del diagrama para explicar la idea previa.
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1=(1/§ﬂ)5ﬂ
| sy VYsy o sy Vs 1/I3ﬂ
Lo' L2 k2 k1 R J
H
Figura 3.10

Lo que se pretende es cambiar la anualidad dada (en la que los pagos son cada £
periodos) por una anualidad equivalente con pagos por cada periodo de
capitalizacién de los intereses. Si se toma el primer segmento del diagrama, es
decir, los primeros k£ periodos de capitalizacién y se toma como fecha focal el

periodo £, entonces la ecuacién de valor es 1= PSH , en donde el valor futuro los

pagos es igual a lum. Si se resuelve dicha ecuacién de valor para P se tiene que,

P =1/s; que son los pagos que se ven reflejados en la Figura 3.10. Asi, la ecuacién

de valor que resolveria el valor presente para una serie de pagos durante 7

1
periodos serd PV = [—] .
*H

Por otro lado, el valor presente de una anualidad anticipada pagable 1 vez cada k

periodos de capitalizacion de la tasa de interés para un total de 7 periodos es

(3.8.2)

El valor futuro de la anualidad cuando tiene pagos vencidos es el producto de la

ecuacion (3.8.1) por el factor de acumulacién (1+7)", asi se tiene

DLy =l
VF=—21+i)" =2 (3.8.3)
S 5
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y el valor futuro cuando los pagos son anticipados estd dado por

= (4 gy = 2
VF =—2(1+i)" =—=. (3.8.4)

“ o
La perpetuidad con pagos anticipados y la perpetuidad con pagos vencidos se
calculardn aplicando el limite a las ecuaciones de valores presentes respectivas,

dando lo siguiente

1
VP, = — (3.8.5)
ZSE
y
T
VP =— (3.8.6)

3.8.2 Método Fusién

El método fusién es aquel en que los pagos son hechos 7 veces cada periodo de

capitalizacién de intereses a través de »n periodos de interés, en donde el valor

presente de una anualidad vencida denotado por zzi{”)

,con zm numero de pagos
iguales a 1/m, a una tasa de interés efectiva por periodo de capitalizacién 7, es

igual a

m[(1+i)l/m —1} (3.8.7)
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Por lo regular la igualdad anterior se expresa como afﬂm) = (1 —v" ) / i, la razén de

llegar hasta la expresion en términos de la anualidad vencida es porque, antes no
existian las calculadoras financieras como las que existen en la actualidad, por tal

motivo se ocupaban tablas financieras para aproximar los valores.

El diagrama de flujo de una anualidad unitaria pagadera m veces sobre periodo de

capitalizacién de los intereses es el siguiente

Ym Ym Ym 1m 1fm m  1m 1m 1fm
T T T T e : T M | I T M | T I
o 1 2 3 114X PR woton
m  m  m m m m
; >
Figura 3.11

de este modo, serd mds fécil visualizar las ecuaciones de valor futuro con pagos
vencidos, el valor presente y futuro con pagos anticipados y la perpetuidad, tanto

para pagos vencidos como anticipados.

Asi el valor futuro de la anualidad pagadera m veces en un periodo de

capitalizacién durante 7 periodos serd

s=ag (1+Z) —i(—m)—l‘(—m).fa (388)

El valor presente de la anualidad pagadera con pagos anticipados es

1-2" i
(m)
Gl = = (3.8.9)
y en consecuencia el valor futuro serd
. ae (I+2) =1 /

La perpetuidad con pagos vencidos y con pagos futuros correspondientemente

estaran dados por

1
ﬂg) =— (3.8.11)
i

72



Zi(m) — 1
ool d(m)

(3.8.12)

Es importante hacer notar, que la frecuencia de capitalizacién de intereses mds
usual en las anualidades pagaderas es de un afo, por tal motivo, la tasas que
comunmente se observardn en los problemas son tasas de interés efectivas anuales,
con esto, la anualidad toma el nombre de anualidades pagaderas 7 veces al ano,
en donde los pagos anuales son de 1um y el plazo de la anualidad es igual 7 afios.
Asimismo, es de considerarse que si el pago anual es P, entonces los pagos cada

m -ésimo de ano serdn iguales a P/ m y por la ecuacién (3.8.7) se sabe que el valor

presente de la anualidad pagadera 7 veces al afio serd

1 2 1
- P = P
VP=—v" +—v" 4+ +—v " +—0"
m m m m
m l—vl/m
1-v"
=P e (3.8.13)
m[(1+z’) 1]
1-2"
=P
Z'(Wl)
= Pa”

entonces, remarcando, las cantidades que se emplean para utilizar las ecuaciones de

anualidades pagadera son las cantidades anuales, es decir los pagos anuales.

3.9 Anualidades Continuas

Las anualidades continuas se pueden analizar como un caso particular de las
anualidades pagaderas 7 veces al afo, es decir, supongamos que los pagos se
hacen m veces al afio y que m crece cada vez mds, hasta llegar a infinito, esto se

puede observar en la Tabla 3.2.
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Tabla 3.2

Valor Cantidad de los pagos cada m-ésimo ~ Cantidad del pago
Presente de afio anual
a lum cada ano lum
lum
zzf]z ) —— cada semestre lum
(4) 1%7’}’1 .
a, T cada trimestre lum
(6) ].um .
a, —— cada bimestre lum
lum
a}%z) — cada mes lum
12
lum i
ﬂfﬂ%s) —— cada dia lum
365
afﬂw) dt um cada instante lum

Para calcular el valor presente de la anualidad pagadera continuamente ﬂi{o) se

tomar4 el limite de zzi{'” cuando m — o0, esto es

lim 2% = lim =2 (3.9.1)

m—o0 m—o0 l'(m)
recordando la ecuacién (1.5.29), se tiene que

1_ n
a}%’o) = 71’11&10 af]’”) = ; (3.9.2)

donde el valor presente de una anualidad pagadera continuamente afﬂw) se

denotard como z;. Asimismo, se puede expresar (3.9.2) en términos de una

anualidad inmediata multiplicindola por i/ i, esto es
a-=— (3.9.3)

La anualidad continua, también se puede obtener calculando la integral de los

pagos dt, los cuales son realizados cada instante por el factor de acumulacién 2,

asi se tiene que
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- [
aa—_[ﬂydt

+ n

=2 (3.9.4)
Inv ,
v -1

Y

recordando que lnv=-0 y sustituyendo en la igualdad anterior, se reescribe la

ecuacion se la siguiente forma

a; = (3.9.5)

La ecuacién anterior también se puede reescribir en términos de fuerza de interés

. . —y
esto es, si se sustituye »” por ¢ °", entonces

a —T (3.9.6)
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Capitulo 4

Aplicaciones y particularidades de las anualidades

Las anualidades tienen muchas aplicaciones practicas y tedricas, asi como sus
particularidades que facilitan los célculos de algunos problemas, a continuacién se
verdn las aplicaciones de mayor significancia sobre las anualidades inmediatas, esto
no quiere decir que no se apliquen a las demds anualidades, sin embargo serd mds
sencillo la explicacién con anualidades inmediatas y, como ya se ha explicado, por
lo regular las demds anualidades se pueden obtener de forma sencilla si los
conceptos de la anualidad inmediata son claros y firmes, de esta manera se iniciard

con algunas particularidades y aplicaciones.

4.1 Tasa de interés como variable en las anualidades

Si la tasa de interés es desconocida en un problema que envuelve anualidades, se
podra utilizar una calculadora financiera que nos revele el valor exacto de la tasa de
interés, sin embargo, es importante que se conozca al menos un método numérico

con el cual se calcule dicha tasa.

La tasa de interés se podrd determinar aplicando la técnica de interpolacién lineal,
para esto, existe una aproximacién que nos acerca al valor real de la tasa de interés
implicita en el problema con la finalidad de no tardar tanto con ensayo y error. Se
necesitard de utilizar el teorema de Taylor para expresar una anualidad como un
polinomio de grado 7 y posteriormente utilizar los dos primeros términos que,
mediante una técnica algebraica, exprese una ecuacién que aproxime a la tasa
buscada.
1 1

Se sabe que — = —
a; v+t 0 e

—, para expresar el reciproco de la anualidad

como un polinomio se utilizard el teorema de Taylor, cabe aclarar que se utiliza el
reciproco de la anualidad dado que el radio de convergencia es mayor que el de la

anualidad, de esta manera se tiene que
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iF4- (4.1.1)
a n 2n 12n

tomando los dos primeros términos del polinomio y resolviendo para 7 se tiene

1 1) 2n
i| ———
ay n n+l
" (4.1.2)
a](n+1)

esta aproximacién dard una idea del valor de la tasa de interés, posteriormente se
tendrd que aplicar la interpolacién lineal para encontrar un valor de la tasa de

interés mds certera.

Se ejemplificard con un ejercicio que ayudard a la toma de decisién a la que
muchos mexicanos se enfrentan a la hora de realizar una compra, sobre todo
cuando no se cuenta con el capital suficiente como para pagar en efectivo, el
cuestionamiento que se plantea es ;Conviene comprar a plazos? este
cuestionamiento se podrd resolver si se conoce la tasa especifica involucrada en la
operacién financiera, que en la gran mayoria de los establecimientos no la

mencionan.

Ej. Supéngase que la Sra. Sdnchez tiene la necesidad de cambiar su refrigerador de
9 pies por uno de 12 pies, el cual ya cotizé en la tienda de pagos chiquitos. El
precio del refrigerador es de $5,999.00 si lo paga en efectivo, y si lo prefiere, puede
pagar con crédito a 78 semanas con pagos de $196.33 semanales. ;Cudl es la tasa
de interés efectiva anual implicita en la transaccién financiera si decide comprarlo

a crédito?
La ecuacién de valor del problema al inicio de la compra estard dada por

5,999 =196.33a-
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lo que significa que =59i=30.55. Aplicando la ecuacién (4.1.2) para

196.33

encontrar una primera aproximacioén de la tasa efectiva por semana se tiene que

2(78—a— )
i 7 _.039309
azg (79)

entonces, se podrd empezar con la interpolacién utilizando la ecuacién (2.2.3)

dando valores a la tasa de interés cercanos al 3.9%.

Asignando los primeros valores a las tasas efectivas por semana, 7', =4% e

i, =2.5%

B =az; =23.82

B,=ay =3417

Se puede notar que, el valor de la tasa que se estd buscando se encuentra entre los
valores de 7', =4% e i', =2.5%, por tal motivo se procederd a realizar la primera

iteracién de la interpolacién

30.55-23.82
+—

34.17-23.82
=3.0242496%

i'=0.04 (0.025-0.04)

Entonces la primera aproximacién de la tasa de interés efectiva cada semana es

i'=.030242496

Si se sustituye la tasa que se encontré en la ecuacién de valor con el fin de valorar

la aproximacién, se tendrd

=29.83

a
781;.0242496%

Con lo que se puede notar que, el valor de la tasa de interés que se busca estd mu
q q q y

préxima a la tasa encontrada en la primera iteracién. Se procederd a una segunda

iteracién para mejorar la estimacién con los valores i', =3.02% e 7', =2.5%,

7' 0.030242495 + 222272982 ) 055 0.030242495)

34.17-29.82
=2.9365416%
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Con el resultado anterior se procederd a valuar en la ecuacién de valor para valorar

la aproximacién

=30.49

A812.9365416%

Lo que podria considerarse una buena aproximacién de la tasa de interés efectiva
por semana. Si la tasa efectiva semanal se multiplica por los periodos de
capitalizacién se obtiene la tasa de interés nominal anual capitalizable

semanalmente, esto es

i =i'(52)
=0.029365416(52)
=152.7%

Lo que equivale a una tasa efectiva anual i =350.42% aproximadamente, lo que
significa que después de un afo de estar pagando el refrigerador, ya habrd dado el
equivalente a tres veces su costo original, por tal motivo no le convendria

comprarlo a pagos chiquitos.

4.2 Tiempo como variable en las anualidades

En problemas que conllevan anualidades es muy comun analizar el tiempo que
durard la los depésitos en la inversién o cudnto tiempo debe transcurrir para que
los pagos cubran cierta deuda, entre otras consideraciones. Por lo regular, el
tiempo en las anualidades siempre es un multiplo de periodos de conversién de
interés o periodos de frecuencia de pagos. En este apartado se estudiard el tema del
tiempo cuando este no se conoce, es decir, el cuestionamiento es ¢Por cuinto
tiempo se tendrdn que realizar los pagos para cubrir ciertas obligaciones o llegar a
ciertas metas?, el problema se presenta cuando después de calculado el tiempo este

no €s un entero.

Para resolver este tipo de problemas existen tres métodos los cuales se detallan a

continuacién y se sigue con un ejemplo en donde se utilizardn dichos métodos.

1) Método del pago global. Consiste en realizar un pago mayor a los demds al

final del plazo, en donde 7 es un entero
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2) Meétodo del pago reducido. Consiste en realizar un pago menor a los

demds en el tiempo 7+1

3) Meétodo del pago en tiempo exacto. Consiste en realizar un pago menor a
los demds en el tiempo exacto, es decir, en el tiempo 7+ # en donde 7 es

enteroy k es una fraccién de periodo

Ej. ;Cudntos pagos son requeridos para liquidar una deuda de $5,000.00 a una

tasa efectiva del 10%, mediante pagos anuales de $1,000?
La ecuacién de valor que resuelve el problema es la siguiente:

5,000 =1,000z,

— 1,000 1-(1+0.10)
0.10

resolviendo la ecuacién para 7 se tiene

In(5)
=

= =7.2725
In(1.1)

Entonces, habrd que realizar 7 depésitos de $1,000.00 nivelados, ya que 7 <7 <8
, lo que significa que habrd que hacer un pago irregular por la cantidad C. Ahora,
hay que decantarse por uno de los métodos mencionados con anterioridad. A
continuacién se verd la solucién con los tres métodos, no sin antes mostrar el

diagrama de flujo el cual serd de gran ayuda.

f f . Cl CJ Cz
1000 1000 1000 J
A 4 M Yyv
T T T T T
0 1 2 7 8
5000
Figura 4.1

Por el método de pago global se tendrd que calcular la ecuacién de valor presente
trasladando todos los pagos a la fecha focal en tiempo 0, asimismo, se tendrd que
sumar un pago final C; que también serd trasladado desde el tiempo 7 hasta la
fecha focal, de esta manera se obtendrd un pago por la cantidad C, el cual
sumado al pago nivelado en el tiempo 7 compondrd el pago global (Figura 4.1).

Asi se tiene que
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5000 =1000a;, +C’

los que implica que C, =256.41, es decir, el Gltimo pago tendrd que realizarse por

la cantidad de $1,256.41 para liquidar la deuda en siete anos.

Para el método de pago reducido se tendrd que descontar los pagos nivelados hasta
la fecha focal mds un dltimo pago C,, el cual se descontard desde el ano 8 hasta la

fecha focal, asi la ecuacién de valor es la siguiente
5,000 =1,000a; + C,v"

entonces, se tendrd que realizar siete pagos nivelados de $1,000.00 y un pago

adicional por $282.05, en al ano 8 para liquidar la deuda.

Es importante notar la relacién entre el pago C, y el pago C,, esto es

C, =C/(1.10).

Para calcular el pago menor C; por el método del pago exacto, se tendrd que

resolver la ecuacién de valor de la misma forma que en los métodos anteriores, sin
embargo habrd que descontar el pago C; desde el tiempo 7.2725 hasta la fecha

focal, asi se tiene que

5,000 =1,000a; + C 7

de este modo el resultado obtenido es C; =263.16. El tercer método no suele
usarse en la practica, dado que tendria que pagarse la cantidad C; en el tiempo

7.2725, es decir, el pago menor a los pagos nivelados se tendrd que realizar a la
8:52 hrs. del dia 8 de marzo del séptimo ano. Cabe sefalar que C, se puede
obtener del producto del valor de C por el factor de acumulacién elevado a la

fraccién de afio, esto es, C, = C,(1.10)"¥%.

4.3 Anualidades niveladas por bloques

Son anualidades en donde los pagos varfan cada conjunto de periodos, es decir,

durante 4 periodos se tienen pagos F,, posteriormente durante los siguientes 7

periodos los pagos son [, , los siguientes g4 periodos los pagos son P, y asi
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consecutivamente hasta llegar al tltimo bloque de pagos realizados P, en donde

k+m+qg+---+t=n. Para calcular el valor presente o el valor futuro se podrd
utilizar el método largo que también es conocido como bloque por bloque o se
pude utilizar el método corto, el cual ahorra tiempo considerable en la resolucién

de este tipo de problemas.

Para calcular el valor presente utilizando el método bloque por bloque se tendra
que descontar cada bloque de pagos hasta la fecha focal, de hecho se pueden
realizar los cdlculos como si fuesen un conjunto de anualidades diferidas, esto se
explicard partiendo de la siguiente figura y posteriormente se tendrd una expresién

algebraica que refleje el valor presente, asi se tiene que

. R roP, n.h L

T T **° T T T T A 1 T

0 1 ko k+1 k+m k+m+l k+m+q n
Figura 4.2

la expresidn para el valor presente serd

VP =Da;+7P, (am—aa)jtl’q(am’—am)vt---+]’l(zla —am) (4.3.1)

El método corto se puede obtener de la ecuacién previa haciendo un poco de

dlgebra, esto es
VP = Pkaﬂ +Pmﬂm —Pmaﬂ +anm —anm +"'+Ptﬂa —Ptaﬂ
=(P,-P,)ay+(P,~P,)ag,; ++Day
la ecuacién anterior se puede reescribir como
VP =Pay+-+(P, P )a +(P.~P,)ay (4.3.2)
lo que se puede explicar con dos reglas que a continuacién se detallan:

a) Se comienza la valuacién con el pago mds alejado de la fecha focal y se

multiplica por la anualidad desde el tiempo n

b) Posteriormente, se hacen ajustes conforme la fecha focal se vaya acercando,

es decir la diferencia del pago del dltimo bloque con respecto al pago del
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pentltimo bloque multiplicado por la anualidad desde el tiempo donde
ocurre el cambio de pago, y se prosigue hasta llegar a la Gltima variacién de

pago (el bloque contiguo a la feche focal)

El siguiente ejemplo resume los dos métodos y explica el método corto con las

reglas mencionadas anteriormente.

Ej. Encontrar una expresién para el valor presente de los siguientes pagos en
bloque: 7um para los primeros 5 afios, 15um para los siguientes 8 afios, 4um para

los siguientes 7 afios y 18um para los tltimos 6 afios.

fof

~
~
—_
wn
wn
'S
N
—
o
—

X

Figura 4.3

Por el método largo se tendrd que:

VP =7a +15(ﬂﬂ —aﬂ)+4(aﬂ —aﬂ)+18(¢zﬁ —aﬂ)
o haciendo 4lgebra se obtendrd lo mismo que por el método corto

VP:7¢zﬂ +15a, —15;1a +4¢zﬂ _4‘1@ +18a5, —18a;
:(7_15)ﬂﬂ +(15—4)aﬁ +(4—18)¢zﬂ +18a,
:184m —14ﬂm +11“ﬁ —861ﬂ

es decir, el pago més alejado de la fecha focal (Figura 4.3) es el realizado en el
tiempo 26 por 18um el cual se multiplica por #y serd colocado en la ecuacién
de valor. Mientras se avanza por la linea de tiempo hacia la fecha focal se nota una
disminucién del pago, del tiempo 21 al 20, es decir, en el tiempo 20 existe una
disminucién del pago en -14um (desde 18um hasta 4um), el cual serd
multiplicado por 4 y se sumard a la ecuacién. Asi, mientras se sigue avanzando
por la linea de tiempo, se nota otro cambio en el punto en el tiempo 13, en el cual
el pago sufre un incremento de 11um que serd llevado a la fecha focal por 4y se
sumard a la ecuacién de valor. Finalmente, el dltimo cambio se registra en el

tiempo 5, con un decremento del pago por -8um, por tanto el dltimo termino de
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la ecuacién de valor serd —84a , de este modo la ecuacién de valor para el cdlculo
del valor presente serd VP =184 —14a5; +1laz —8a; que es el mimo que se

obtuvo por el método bloque por bloque.

Cabe senalar que para encontrar el valor futuro de anualidades en bloques se
tendrd que seguir la misma metodologia del método corto pero con la fecha focal
en el tiempo 7. Asi en el ejemplo anterior, la ecuacién para el valor futuro estard

dada por

4.4 Amortizacién de una deuda

En la vida cotidiana, adquirir bienes por medio de créditos otorgados por
instituciones crediticias o casas de préstamo es muy frecuente. Asimismo, es usual
liquidar o saldar la deuda mediante abonos periddicos, los cuales contienen una
parte de los intereses y del capital. Asi, al comprar a plazos una casa, un automévil
o cualquier otro bien estaremos hablando de la amortizacién de una deuda.
Cuando se comprende bien el método de amortizacién de deudas, se pueden
tomar sanas decisiones financieras y con esto evitar el derroche de dinero

ocasionados por deudas cada vez mds elevadas e interminables.

La palabra amortizar proviene del latin mortis, mortus, muerte. En las finanzas el
término amortizar es muy utilizado y significa extinguir una deuda con sus
respectivos intereses mediante una serie de pagos periddicos iguales o variables,
comdinmente denominados abonos, que por lo regular se realizan en lapsos iguales.
Es decir, cuando una deuda se liquida mediante una serie de pagos periédicos,
generalmente de igual valor, en los que se incluye el pago de capital e intereses y
son efectuados en intervalos de tiempo, por lo regular iguales, se estd hablando de

la amortizacién de una deuda.

La amortizacién de una deuda puede llevarse a cabo con un modelo de interés
simple o con interés compuesto. En la prictica, lo que mds se utiliza es la
amortizacién de una deuda con un modelo de interés compuesto, en especifico la
amortizacién gradual (amortizacién con pagos nivelados) que es el que se estudiard

a continuacidn.
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Cabe mencionar, que una de tantas aplicaciones de las anualidades se ve reflejada
en la amortizacién de una deuda, dado que se refiere a la extincién de la misma
mediante pagos periddicos. Asi, considérese una deuda que se adquiere el dia de
hoy por la cantidad L, la cual se liquidard en 7 periodos realizando pagos
periddicos nivelados por la cantidad PMT , es decir L = PM Taa.

Los pagos PMT deberén contener la parte proporcional a los intereses /
generados por la deuda y una parte del pago PR que se destinard a ir liquidando la
deuda comtinmente llamado principal pagado, principal contenido en el pago o
amortizacién. Esto es, si el valor acumulado de la deuda en un periodo después de
haberse adquirido es L(1+7)=L+Li, en donde L corresponde a la deuda
original y Li =1, corresponde a los intereses generados en un periodo, entonces el

balance o saldo insoluto después de realizar el primer pago serd
OB =L(+i)—-PMT (4.4.1)
reformulando la ecuacién anterior se tienen que
OB =L—(PMT -Li)=L—(PMT —-1,) (4.4.2)

lo que significa que el pago PMT" contiene los intereses de la deuda, los cuales si

se descuentan queda el pago del principal, esto es

PR =PMT -1, (4.4.3)
por tanto, la ecuacién (4.4.2) se puede reescribir como

OB =L-PR (4.4.4)

Notese que el balance de la deuda en tiempo 0 es igual a la deuda original Z, de

este modo, si se sustituye L por OB en la ecuacién (4.4.4) se tiene
OB, =0B, - PR, (4.4.5)

Este proceso puede continuar hasta el final del segundo periodo en donde un
siguiente pago es realizado, donde el balance hasta antes de realizar el segundo
pago serd de OB, (1+7) el cual se verd reducido por el segundo pago PMT'y el

balance para el periodo 2 serd
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OB, =OB,(1+i)— PMT
= OB, —(PMT —OB,j)
= OB, —(PMT -1,)
— OB, - PR,

(4.4.0)

Este proceso continua de un periodo de pago a otro, hasta el pago 7 -ésimo, en

donde la deuda deberd quedar liquidada, es decir, OB, =0.

Noétese que el balance justo después de que el 7 -ésimo pago es realizado es OB,

de esto se desprende que el cdlculo del siguiente balance es

OB, =O0B (1+i)— PMT
= OB, —(PMT —OB)
=OB —(PMT -1,
=OB - PR,

(4.4.7)

en donde los intereses del periodo #+1 se calculan sobre el saldo insoluto'” de la

deuda en tiempo 7.
1., =0Bi (4.4.8)
y el principal contenido en el pago en el periodo #+1 son

PR

t+1

=PMT -1, (4.4.9)

La mejor manera de llevar la administracién de los pagos, los intereses y del
balance (saldo insoluto) de una deuda es mediante un registro, el cual serd
llamado tabla, cédula, cuadro o simplemente registro de amortizacién. Asi, la

siguiente tabla muestra la amortizacién de una deuda en general.

Tabla 4.1

t | Pago | Interés Amortizacién Saldo Insoluto

0 L=08,
PMT| I,=0Bji | PR =PMT, ~1, OB, =OB,— PR,
2 |PMT| I,=OBi | PR,=PMT,—I, | OB,=OB -PR,

t OB

t

7 Saldo insoluto significa lo que aun no se ha pagado
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t+1 | PMT [t+1 = OBtZ PRH—] = PMT;H - [H—l OBH—l = OBz - PRH—]
n |PMT| I,=0B, i | PR =PMT, ~I, OB,=0B, - PR,
=0

Si los pagos son iguales a 1y la deuda es igual a L =4, entonces la tabla anterior

se puede reescribir de la siguiente forma

Tabla 4.2

t | Pago Interés Amortizacién | Saldo Insoluto
0 L=a
1 1 [lzlﬂ;[ PRlzl_(l_y”) OBlzﬂa_Un

=1-2" =" s
2 1 [2 — 1 _ vnfl PR2 — vnfl OB2 = ﬂm
t 1 [t =1 Z/n—t-*—l PRZ — vn—z+1 OBt — ﬂ;{
n| 1 I =1-v PR =v OB, =0

Para ejemplificar la amortizacién de una deuda, se procederd al planteamiento y la

resolucién del siguiente problema.

Ej. Un automévil nuevo tiene un precio de contado de $110,000. Se puede

adquirir sin enganche y 48 pagos mensuales iguales. Si la tasa de interés implicita

en el crédito es del 14% capitalizable mensualmente, para realizar la tabla de

amortizacién se tendrd que calcular primero el pago mensual, de esta manera se

tiene que

PMT =

y la tabla de amortizacién serd

110,000

a
4811675

=$3,005.91
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Tabla 4.3

t Pago Interés | Amortizacién| Saldo Insoluto
0 $110,000.00
1 $3,005.91 | $1,283.33 | $ 1,722.58 | $108,277.42
2 $3,005.91 | $1,263.24 | $ 1,742.68 | $ 106,534.75
3 $3,005.91 | $1,242.91 [ $ 1,763.01 | $104,771.74
4 $3,005.91 | $1,222.34 [ $ 1,783.58 | $102,988.16
5 $3,005.91 | $1,201.53 [ $ 1,804.38 | $101,183.78
6 $3,005.91 | $1,180.48 | $ 1,825.43 | $ 99,358.34
7 $3,005.91 | $1,159.18 | $ 1,846.73 | $ 97,511.61
8 $3,005.91 | $1,137.64 | $ 1,868.28 | $ 95,643.34
9 $3,005.91 | $1,115.84 [ $ 1,890.07 | $ 93,753.26
10 $3,005.91 | $1,093.79 [ $ 1,912.12 | $ 91,841.14
11 $3,005.91 | $1,071.48 [ $ 1,934.43 [ $ 89,906.70
12 $3,005.91 | $1,048.91 [ $ 1,957.00 | $ 87,949.70
13 $3,005.91 | $1,026.08 [ $ 1,979.83 | $ 85,969.87
14 $3,005.91 | $1,002.98 [ $ 2,002.93 [ $ 83,966.94
15 $3,005.91 | $ 979.61 [ $ 2,026.30 | $ 81,940.64
16 $3,005.91 | $ 95597 [ $ 2,049.94 [ $ 79,890.70
17 $3,005.91 | $ 932.06 | $ 2,073.85 | $ 77,816.85
18 $3,005.91 | $ 907.86 [ $ 2,098.05 [ $ 75,718.80
19 $3,005.91 | $ 883.39 | $ 2,122.53 | $ 73,596.27
20 $3,005.91 | $ 858.62 | $ 2,147.29 | $ 71,448.99
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continuacion Tabla 4.3

t Pago Interés | Amortizacién| Saldo Insoluto
21 $3,005.91 | $ 833.57 | $ 2,172.34 | $ 69,276.64
22 $3,005.91 | $ 808.23 | $ 2,197.68 | $ 67,078.96
23 $3,005.91 | $ 78259 | $ 2,223.32 | $ 064,855.64
24 $3,005.91 | $ 756.65 | $ 2,249.26 | $ 62,606.37
25 $3,005.91 | $ 730.41 [ $ 2,275.50 | $ 60,330.87
26 $3,005.91 | $ 703.86 [ $ 2,302.05 [ $ 58,028.81
27 $3,005.91 | $ 677.00 [ $ 2,32891 | $ 55,699.91
28 $3,005.91 | $ 649.83 [ $ 2,356.08 | $ 53,343.82
29 $3,005.91 | $ 622.34 | $ 2,383.57 | $ 50,960.26
30 $3,005.91 | $ 594.54 | $ 2,411.38 | $§ 48,548.88
31 $3,005.91 | $ 566.40 [ $ 2,439.51 | $ 46,109.37
32 $3,005.91 | $ 537.94 [ $ 2,467.97 | $ 43,641.40
33 $3,005.91 | $ 509.15 | $ 2,496.76 | $ 41,144.64
34 $3,005.91 | $ 480.02 [ $ 2,525.89 | $ 38,618.75
35 $3,005.91 | $ 450.55 | $ 2,555.36 | $ 36,063.39
36 $3,005.91 | $ 420.74 | $ 2,585.17 | $ 33,478.21
37 $3,005.91 | $ 390.58 [ $ 2,61533 [ $ 30,862.88
38 $3,005.91 | $ 360.07 | $ 2,645.85 | $ 28,217.04
39 $3,005.91 | $ 329.20 | $ 2,676.71 | $ 25,540.32
40 $3,005.91 | $ 297.97 [ $ 2,707.94 | $ 22,832.38
41 $3,005.91 | $ 266.38 [ $ 2,739.53 | $§ 20,092.85

89



continuacion Tabla 4.3

t Pago Interés | Amortizacién| Saldo Insoluto
42 $3,005.91 | $ 23442 $ 2,771.50 | $ 17,321.35
43 $3,005.91 | $ 202.08 | $ 2,803.83 | $ 14,517.52
44 $3,00591 | $ 169.37 | $ 2,836.54 | $ 11,680.98
45 $3,00591 | $ 136.28 | $ 2,869.63 | $ 8,811.34
46 $3,005.91 | $ 102.80 [ $ 2,903.11 [ $ 5,908.23
47 $3,00591 | $ 6893 $ 2,936.98 | $ 2,971.25
48 $3,00591 [ $ 3466 $ 2,971.25| $ 0.00
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