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INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudian algunos teoremas clasicos sobre los grupos
finitos solubles: teorema de Phillip Hall, teorema de Carter, teorema de Schur-
Zassenhaus y algunos teoremas sobre el subgrupo de Frattini y sobre grupos p-
nilpotentes.

En el capitulo 1 se aborda un Teorema de Phillip Hall, que data de 1928. Este
teorema tiene tres incisos, el primero de los cuales asegura que si el orden de un
grupo soluble G es mn, con m y n primos relativos, G tiene subgrupos de orden m.
De hecho esta propiedad caracteriza a los grupos finitos solubles. Se hace ver esta
ultima afirmacién utilizando el célebre p-q teorema de Burnside.

El capitulo 2 trata sobre los subgrupos de Carter (Que son subgrupos nilpotentes y
autonormalizantes). Se demuestra que todo grupo finito soluble tiene subgrupos de
Carter, asi como un teorema que guarda una gran similitud con los teoremas de
Sylow. También se da un ejemplo de un grupo finito no soluble que tiene
subgrupos de Carter.

En el capitulo 3 se demuestra el resultado conocido como "Teorema de Schur-
Zassenhaus" que afirma que si G es un grupo finito y N es un subgrupo de Hall
normal, G tiene al menos un complemento de N y que los complementos de N en
G forman una clase de conjugacion.

El dltimo capitulo trata sobre grupos finitos p-nilpotentes, es decir, grupos finitos
gue tienen un p-complemento normal. Se da una caracterizacion de tales grupos y
se demuestra que un grupo finito es nilpotente si y sélo si es p-nilpotente para
cada primo p que divide al orden de G. A continuacién se dan algunas propiedades
del subgrupo de Frattini de un grupo finito. Utilizando esta herramienta y el
teorema de Schur-Zassenhaus se da una condicion suficiente para que un grupo
finito sea p-nilpotente.

Los prerrequisitos contienen definiciones y resultados que son necesarios en los
capitulos siguientes.



CAPITULO O
PRERREQUISITOS: DEFINICIONES
Y RESULTADOS BASICOS

En este trabajo supondremos que se conocen las definiciones y
resultados que se presentan en los cursos basicos de Algebra
Abstracta y que se encuentran en los libros de Algebra Abstracta de
J. Rotman [9] y de Teoria de Grupos de W. Lederman [7].

Proposicion 1: Si S, T,R son subconjuntos de G se tiene que
S(TR) = (ST)R; (ST) = T1s°L,

Convencion: SiS = {a} enlugar de {a}T escribimos aT y Ta en vez
de T{a}.

Proposicion 2 : SiGesungrupoy ® + U c G, U es subgrupo de G
siysolosiUU = U = U™,

Proposicion 3 : Un subconjunto finito S de un grupo G es un
subgrupo de G siy solo si SS = S.

Proposicion 4 : Sea G un grupo y A, B subgrupos de G. AB es
subgrupo de G siy solo si AB = BA.

Demostracion:

Supongamos que AB < G entonces, por la proposicion 1.1
AB = (AB)™ = B'A"! = BA. Inversamente supongamos que
AB = BA; (AB)(AB) = A(BA)B = A(AB)B = (AA)(BB) = AB y
(AB)™ = (BA)™ = A1B! = AB porlo que AB < Gg

Definicion: Sea G un grupo y K < G, se define el subgrupo
generado por K (y se denota (K)) como la interseccion de todos los
H < G tales que K c H.

Proposicion 5 : Sea K un subconjunto de un grupo G. SiK = @,



(K) = {1}. SiK = @,
(Ky = {XPx5..x¢ | r=1,X,....xr €K,gi=10¢ =-1lparatodal <i<r}

Convencion: SiH,K < G en vez de (H U K) escribiremos (H,K); y si
ai,ay,...,ap € Genlugarde ({a;,az,...,an}) escribiremos
(a1,az,...,an).

Es inmediato que (K) es un subgrupo de G, que es el minimo
subgrupo de G que contiene a Ky que (K) = K siy solo siK < G.

Proposicion 6 : Sean A, B subgrupos finitos de G entonces
IAB| = AL

|ANB|
Definicion: SiS < Gy x € G, al conjunto Sx = {sx | s € S} se le
llama clase derecha de S en G y andlogamente xS se llama clase
izquierda de S en G.

Proposicién 7: SeaS<Gyxye G. Sx=Sy< yx! e Sy e Sx.
Analogamente xS = yS < y'x € S < y e xS.

Proposicion 8: SiS < Gyx € G, las funciones S — Sxy S — xS
tales quet - tx y t —» xt son biyecciones de S en Sxy de S en xS
respectivamente, por tanto [S| = [xS| = [Sx|.

Proposicion 9: Si G/|H es el conjunto de clases izquierdas y G/pH
es el conjunto de las clases derechas; G/\H y G/pH son
particiones de G y |G/|H| = |G/pH].

Definicion:El orden de un grupo G es el cardinal del conjunto G y se
denota con [G|.

Definicidon: SiS < Gy el conjunto de clases derechas de S en G es
finito, el nimero de clases derechas (o izquierdas) de S en G se
llama el indice de Sen Gy se denota [G : S].

Teorema de Lagrange 10 : Si S es un subgrupo de G y G es finito
se tiene que |G| = |S|[G : S]. Por lo tanto el orden de cualquier
subgrupo de G divide al orden de G.

Observacion: EL orden de un subgrupo de un grupo finito es un
divisor del orden del grupo. Sin embargo el inverso de esta
afirmacion no es cierta, A4, el grupo de las permutaciones pares del
grupo simétrico S4 es un grupo de orden 12 y no tiene subgrupos de
orden 6.

Teorema 11: Si G es un grupo de orden 12 y no es isomorfo a A4, G
contiene un elemento de orden 6.



Relacion de Dedekind 12 : Sea G un grupo finito y X,Y, Z subgrupos
de G tales que Y < X. Entonces, XN (YZ) = Y(XN Z).

Teorema 13: SiA < B < G entonces [G : A] =[G : B][B : A].

Definicidon: Si G es un grupo, g € G; el centralizador de g en G,
denotado por Cg(g), es el siguiente conjunto {x € G | gx = Xg} que
es un subgrupo de G.

Teorema 14: Si G es un grupo finito, g € G, la clase conjugada de g
tiene [G : Cs(g)] elementos, es decir
[{xgx* | x € G}| =[G : Ca(9)].

Definicidn: Si H un subgrupo del grupo G, se dice que H es normal
en Gy se escribe H < G si para toda a € G, se cumple que
aHa™? < H.

Teorema 15: Si H es un subgrupo de G, las siguientes condiciones
son equivalentes:

DH<G

i) paratodag € G gHg™ = H.

iil) paratodag € G gH = Hg.

iv) para toda a,b € G existe ¢ € G tal que aHbH = cH.

V) para toda a,b € G aHbH = abH.

vi) paratoda a € G, x € H existe x; € H tal que ax = x;a.
vii)H es el nacleo de un homomorfismo cuyo dominio es G.

Definicidon: Se dice que un grupo G es simple si sus Unicos
subgrupos normales son (1) y G.

Ejemplos: Z, con p un primo y el grupo alternante A, sobre un
conjunto de n objetos, con n > 5 son simples.

Definicion: Sea G un grupo, y X < G. El subgrupo normal de G
generado por X es la interseccion de todos los subgrupos normales
de G que contienen a X y se denota por X©.

El subgrupo X©, también llamado la cerradura normal de X en G, es
el minimo subgrupo normal de G que contiene a X.

Si X # @, X® es el subgrupo generado por todos los conjugados de



elementos de X.

Definicidon: X llamado el interior normal de X en G es el producto
de todos los subgrupos normales de de un grupo finito G contenidos
en X.

Xs es el subgrupo normal mas grande de G contenido en X. Si

H < G,Hs =N gtHg.
geG

Definicion: Sea G un grupo, A,B < G; se dice que G es producto
directode AyBsiG = AB,ANB=(1)yAB«G.

Definicion: Sea G un grupo y H < G, definimos el normalizador de H
en G, y lo denotamos como Ng(H), de la siguiente manera
Ne(H) = {g € G | gHg™ = H}.

Teorema 16: SiH < Gyx € G, Ng(xHx™?) = xNg(H)x ™.

Definicion: Sea G un grupo y H < G, definimos el centralizador de H
en G, y lo denotamos como Cs(H), de la siguiente manera
Ce(H)=<{geG | ghg™* = h, paratodah e H}.

Definicion: Sea G un grupoy A,B < G, se dice que A centraliza a B
siA c Cg(B).

Definicion: Un grupo abeliano, o conmutativo, de orden p"(con p un
primo) es llamado abeliano elemental si es producto directo de
subgrupos de orden p.

Definicion: Sea G un grupoy H < G con H # G, se dice que H es
maximal si es un elemento maximal del conjunto de los subgrupos
propios de G, esto es, si no existe K £ G tal que H 5 K.

Definicion: Sea G un grupoy (1) + H < G, se dice que H es un
subgrupo normal minimal de G si no existe K < G, K # (1) tal que
K<GyK 5 H.

Definicion: Sea G un grupo y sean a,b € G; el conmutador de ay b
es el elemento a_'b~'ab y se denota [a, b]. El subgrupo conmutador o
subgrupo derivado de G, denotado por G', es el subgrupo generado
por los todos los conmutadores [a,b] de G, es decir

G' =([a,b] | a,b € G).

Definicion: Si H,K < G, el subgrupo interderivado de Hy K,
denotado por [H, K], es el subgrupo [H,K] = ([h,k] | h € H,k € K).

Proposicion 17: Si G es un grupo, H < G, Hes normal en G siy



solo si [G,H] < H.

Definicion: Si G es un grupo (G© = G), G® es el subgrupo
conmutador de G y recursivamente G es el subgrupo
conmutador de G™,

G®™ es llamado el n-ésimo conmutador de G o el n-ésimo derivado
de G.

LacadenaG® =G >G® > G®,, >GM™ > cM™D 5 | sellama
serie derivada de G.

Proposicién 18 : Si G es un grupo, el i-ésimo grupo derivado G® es
un subgrupo normal de G.

Teorema 19: Sea G un grupo, H un subgrupo normal de Gy G/H el
conjunto de las clases izquierdas (o derechas) de H en G. Se tiene
gue G/H con la operacion aHbH = abH es un grupo, llamado grupo
cociente de G modulo H.

Teorema 20: Sea G un grupo, H< G. La funcién = : G - G/H tal
que n(a) = aH es un homomorfismo suprayectivo, llamado el
homomorfismo natural o canénico de G en G/H.

Teoremas de isomorfismo 21: Sean G y H grupos:

1)Seaf : G - H un homomorfismo de grupos, entonces
(G/kerf) =~ Imf.

2) Si N es un subgrupo normal de un grupo G y H es un subgrupo
cualquiera de G, entonces HNN<HyH/(HNN) ~ NH/N.

3) Si Ny H son dos subgrupos normales en un grupo G, con
N < H, entonces H/IN<G/N y G/H ~ (G/N)/(H/IN).

Teorema de la correspondencia 22: Sea G un grupo, H< G y

7 . G » G/H el homomorfismo natural o canonico. S — #(S) = S/H es
una biyeccion entre Sub(G;H), la familia de todos los subgrupos S de
G que contienen a H'y, Sub(G/H), la familia de todos los subgrupos
de G/H. Si denotamos S/H por S*, T < S siy solamente si T* < S*, en
estecaso[S:T]=[S*:T*];T<SsiysolamentesiT* <S*yse
tiene que S/T = S*/T*.

Teorema 23: Si G es un grupo y N < G las siguientes dos
condiciones son equivalentes:

i) N< Gy G/N es abeliano.



i) G' < N.

Corolario 24: Si G es un grupo, G' es normalen Gy G/G' es
abeliano.

Definicion: Si G es un grupo, el centro de G, denotado por Z(G), es
el subgrupo formado por todas las x € G tales que xy = yx para toda
y € G.

Ejemplos:
i) Si G es un grupo abeliano, Z(G) = G.

ii) Sin > 3 el grupo simétrico S, tiene centro trivial, es decir
Z(Sp) = {1} y sin > 4 el grupo alternante A, tiene centro trivial.

iii) Si n es par, el centro del grupo diédrico D5, tiene orden 2. Sin
es impar el centro de Dy, es trivial.

Observacion: El centro de un grupo es un subgrupo normal.

Teorema 25: Si G es un grupo no abeliano, el grupo G/Z(G) no es
ciclico.

Teorema 26: Sea G un grupo finitoy H< G. Si ([G : H],|H|) = 1 se
tiene que H es el unico subgrupo de G de orden |H|y para toda
¢ € aut(G) tenemos que ¢(H) = H.

Demostracion:
Supongase que K < Gy K| = [H|:

KH/H ~ K/H N K dedonde[KH:H]=[K:HﬁK]=% y

tenemos que |H| = K| = [HN K| [KH : H] entonces [KH : H] divide
a [H|, por otro lado [G : H] = [G : KH][KH : H] lo que implica que
[KH : H] divide a [G : H] y como ([G : H],|H|) = 1 tenemos

que [KH : H] =1 yKH = H de donde K < Hy se tiene que K = H.

Si ¢ € aut(G), |p(H)| = |H|y por tanto ¢(H) = Hg

A continuacién presentamos una demostracion diferente del teorema
anterior:

Sea K < G tal que [K| = |H| demostraremos que K = H :

Seaa € K; aH € G/H, |aH| divide a |G/H| lo que implica que
|aH| divide a [G : H]. Por otro lado |aH| divide a |a|, como |a| divide a
|K| tenemos que |aH| divide a |K|y por ende |[aH| divide a |H|. Como



([G : H],H]) = 1, J]aH| = 1 por lo que aH = H, esto implica que a € H
y por tanto K < H, por lo que concluimos que H = Kg

Definicion: Un subgrupo H de un grupo G es caracteristico si para
toda ¢ € aut(G) se tiene que ¢(H) < H.

Definicion: Si G es un grupo finito y H < G se dice que H es un
subgrupo de Hallde G si (|H|,[G : H]) = 1.

El teorema anterior asegura que en un grupo finito G, si H es un
subgrupo de Hall y H < G entonces H es un subgrupo caracteristico
de G.

Definicion: Sea G un grupo, H 5 G, decimos que H es un subgrupo
normal maximal de G siH <G y no existe K talque K< Gy
HsKsG.

Definicion: Una serie de composicién de un grupo G es una cadena
de subgrupos (1) = Gy < Gy1 < - < G1 < Gg = G, tal que Gj es
subgrupo normal maximal de G;_; paracadai = 1,2,...,r.

Proposicion 27: Todo grupo finito tiene una serie de composicion.
Demostracion:

Sea G un grupo finito. Si G es simple entonces 1 ¢ Gy esa es una
serie de composicion de G. En otro caso, G tiene un subgrupo
normal maximal G; y otra vez hay dos casos, que G; sea simple o
no, si es simple la cadena 1 c G; < Gy = G es una serie de
composicion, si no es simple entonces existe G, tal que es subgrupo
maximal normal de G; de esta manera y teniendo en uenta que G es
finito, concluimos que 1 — G, < --- © G; < Gy = G es una serie de
composicion de Gg

Definicion: Una serie principal de un grupo finito G es una cadena
de subgrupos (1) = G, c Gy 1 < .- ©c G; € Gy =G, talque Gi <Gy
no existe KaGtalque Gi s K& Gi;coni=1,2...r.

Teorema 28: Todo grupo finito tiene una serie de principal.
La demostracion es analoga a la del teorema anterior.

Definicion: En los casos de las 2 definiciones anteriores,
llamaremos factores de composicion o factores principales a los
cocientes Gi_1/Gj segun sea el caso.

Definicidn: Si Gi_1/G; es un factor principal de G, se dice que Gi_1/G;
es central si esta contenido en el centro de G/G;.



Teorema de Jordan-Holder 29: Sean
G=Ho2H12--2H=(1)yG=Lo2Li1 2 - 2Ls = (1) dos
series de composicién (o dos series principales) de G. Entonces

r = sy existe una funcion biyectiva ¢ del conjunto
{Ho/H1,H1/H;,...,H1/H;} sobre el conjunto

{Lo/Ly1,L4/L,, ..., L1/L,} tal que los factores Hi/Hi.1 y ¢(Hi/Hi,1) son
isomorfos paratodar =1,2,...,(r—1).

Definicion: Sea G un grupo finito. Se dice que G es soluble si existe
algin entero positivo n tal que G™ = (1).

Un ejemplo de grupos solubles son los grupos abelianos, porgue si
G es abeliano tenemos para toda a,b € G, [a,b] = 1y por
consiguiente G® = (1).

Algunas propiedades elementales de los grupos solubles:

Teorema 30: Si G un grupo soluble y H < G, H es soluble. Y si
H < G, G/H es soluble.

Teorema 31: Sea G un grupoy N<G. SiNy G/N son solubles,
entonces G es soluble.

Teorema 32: Sea G un grupo finito y A,B < G tales que A, B son
solubles; entonces AB también es soluble.

Definicion: A la serie de subgrupos G = Gy > G1 > G, >...> G >...
de un grupo G se le llama serie subnormal si Gi;; <G; paracadai.Y
una serie subnormal de G es llamada serie normal si G; < G para
cada 1 <i. Los grupos cocientes Gi/Gi,; son llamados factores de la
serie.

Teorema 33: Si G es un grupo, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) G es soluble.

b) G tiene una serie normal que termine en (1) con sus factores
abelianos.

c) G tiene una serie subnormal que termine en (1) con sus
factores abelianos.

Teorema 34: Los subgrupos minimales normales de un grupo finito
soluble son abelianos elementales.

Teorema 35: Sea G un grupo finito, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:



a) G es soluble.

b) Los factores de cualquier serie de composicion tienen orden
primo.

c) Los factores de cualquier serie principal de G son abelianos
elementales.

Definicion: Se dice que si p es un numero primo y G un grupo finito,
G es un p-grupo si |G| = p" para algun entero no negativo n.

Teorema 36: Si G es un p-grupo finito entonces.
a) Z(G) # {1}.
b) Si(1) # N< G, NN Z(G) # (1).

Teorema 37: Si G es un p-grupo finito no trivial (con p un nimero
primo) y H/K es un factor principal de G, H/K es de orden p.

Teorema 38: Si G es un p-grupo finito cada serie principal de G es
una serie central.

Corolario 39: Si G es un p-grupo finito no trivial (con p un namero
primo), G es soluble.

Teorema de Cauchy 40: Si G es un grupo finito y p un primo que
divide al orden de G, G tiene un elemento de orden p.

Definicion: Si G es un grupo finito de orden p*m, p un primo tal que
no divide a m, un subgrupo de G de orden p* se llama p-subgrupo de
Sylow de G.

Ejemplos:

i) Si G = S3, Az es un 3-subgrupo de Sylow de Sz y H = ((12)) es un
2-subgrupo de Sylow de S;.

i) SiG = Q x Zz con Q el grupo de cuaterniones de orden 8,
|G| = 2% x 32, Q es un 2-subgrupo de Sylow de Gy Z,. es un
3-subgrupo de Sylow de G.

Teoremas de Sylow 41: Si G es un grupo finito y p divide al orden
de G, se tiene que:

a) G tiene p-subgrupos de Sylow.

b) Si Q es un p-subgrupo de G y P es un p-subgrupo de Sylow
de G, existe x € G tal que Q < xPx?, en particular, si Q es subgrupo



de Sylow de G, Py Q son conjugados.

c) Siry es el numero de subgrupos de Sylow de G, r, = 1(modp)
yrp | [G:P],dehechor, =[G : Ng(P)].

Corolario 42: Sea G un grupo finito. Si existe un p-subgrupo de
Sylow P de G que sea normal entonces P es el Unico p-subgrupo de
Sylow de G, e inversamente, si P es el Unico p-subgrupo de Sylow de
G, entonces P es normal en G.

Demostracion:

Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces existe x € G tal que
x~'Px = S, pero P es normal, por tanto P = x'Px = S.

E inversamente, si P es el Unico p-subgrupo de Sylow de G entonces
paratodax € G x'Px es un p-subgrupo de Sylow de Gy por
consiguiente P = x1Px, i.e. P es normal en Gg

Proposicion 43: El grupo de cuaterniones de orden 8 no es un
subgrupo de S, ni de Ss.

Demostracion:

IS4 =4%3%2=23%3,|Ss| =5%4%x3%x2=5x2%%3

El grupo diédrico D, es un 2-subgrupo de Sylow de S; y de S5y
como Dy, y Q no son isomorfos, no son conjugados y Q no es un
subgrupo de S, ni de Ssm

Teorema 44: Sea G un grupo finito:

i) Si Q es un p-subgrupo de Sylow de Gy Ng(Q) < H < G, entonces
Nc(H) = H.

ii) SiN es normalen Gy Q es un p-subgrupo de Sylow de G, se
tiene que :

a) PN N es un p-subgrupo de Sylow de N.
b) PN/N es un p-subgrupo de Sylow de G/N.

Argumento de Frattini 45: Sea G un grupo finito, N< G y sea P un
subgrupo de Sylow de N. Entonces G = Ng(P)N.

Demostracion:

Para todo x € G tenemos que x*Px < x"INx = N y de aqui se sigue
que x'Px y P son subgrupos de Sylow de N, esto implica que existe



z e N tal que xPx = z7'Pz de donde P = zxPxz ! = (xz 1) 'P(xz 1),
es decir, n = xz7! € Ng(P) de donde obtenemos x = nz € Ng(P)Ny
por tanto G < Ng(P)N. De lo anterior concluimos que G = Ng(P)N y
la prueba esté concluidag

Definicién: Una serie central de G es una serie normal
Hi=G>Hy; > >H; >H,>.. talque paratodai>1
Hi/Hi+1 < Z(G/Hi+1).

Teorema 46: La serie normal G = H; > H, >...> H, >... es central
siy solo si [G,H;] < Hj;; paratodai > 1.

Demostracion:
Inmediatag

Definicion: Un grupo G es nilpotente si y solo si tiene una serie
central que termine en (1).

Ejemplos:
Los grupos abelianos y los p-grupos finitos son nilpotentes.
Definiciénes: Sea G un grupo,

) Sean Z; = Z(G),..., 2 = 2(£) paratodan > 1. La cadena
Zo={1)cZ, cZ, c...c Z, c... es llamada la serie central
ascendente de G.

ii) Sean G; = G,...,Gu1 = [G,,G] paratodan > 1. La cadena
G=G; oG, o...0 G, o... esllamada la serie central descendente
de G.

Observacion 1: Se prueba facilmente por induccion que Gi o Giy
paratodai > 1.

Observacion 2: G, = G’, donde G’ es el subgrupo derivado de G.

Observacion 3: En virtud de la proposicién 17 y el teorema 46, la
serie central descendente es central.

Teorema 47: Sea G un grupo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) G es nilpotente.

b) La serie central descendente de G alcanza (1).



c) La serie central ascendente de G alcanza G.

Teorema 48: Las siguientes afirmaciones acerca de un grupo finito
G son equivalentes:

a) G es nilpotente.

b) Ningun subgrupo propio de G es el normalizador de si mismo,
i.e. siH £ G, entonces H £ Ng(H).

c¢) Todo subgrupo de Sylow de G es normal en G.
d) G es producto directo de sus subgrupos de Sylow.
e) Todo subgrupo maximal de G es normal en G.

Teorema 49: Sea G un grupo finito nilpotente. Entonces todo
subgrupo de G es nilpotente y si N < G, G/N es también nilpotente.

Teorema 50: Sea G un grupo y A, B subgrupos normales nilpotentes
de G. Entonces AB también es nilpotente.

Teorema 51: Sean G + (1) un grupo finito nilpotente y (1) + N < G.
Entonces NN Z(G) # (1). En particular Z(G) = (1), y si|N| = p,
N c Z(G).



CAPITULO 1
UNA CARACTERIZACION DE
LOS GRUPOS FINITOS SOLUBLES

El presente capitulo inicia enunciando el célebre p-q teorema de
Burnside como preambulo de un teorema de P. Hall, que se enuncia
y demuestra. Posteriormente se presentan ejemplos que hacen ver
la necesidad de la hipotesis de solubilidad en el teorema de Hall y
por ultimo se da un resultado que caracteriza a los grupos finitos
solubles utilizando los dos resultados antes mencionados.

El primer resultado que demostraremos (usando un teorema que
sOlo enunciaremos) en esta seccion es el clasico e importante

Teorema 1.1 (W. Burnside, 1904): Si G es un grupo finito de orden
p2gP®, con py q primos, G es soluble.

Este resultado es conocido como el p-q Teorema de Burnside. La
demostracion original se basa en otro resultado clasico, también
debido a él, que asegura que si un grupo finito G tiene una clase
conjugada de orden p™ con p un primoym > 1, G no es simple.

En la demostraciéon de éste ultimo teorema se usan métodos de la
teoria de caracteres asi como resultados sobre nimeros
algebraicos.

Demostraciéon del p-g Teorema de Burnside:
Induccién sobre a + b:
Sia+b =1, G esde orden primo y G es soluble.

Supongamos que a+b > 2y que si H es un grupo de orden p"g® con
r+s<a+hb, Hes soluble.

Podemos suponer que G no es abeliano. Sea Q un g-subgrupo de



Sylow de G, si Q es de orden 1, G es un p-grupo y por lo tanto es
soluble. Supongamos que Q + (1), se tiene que Z(Q) # (1)y
consideremos 1 + g € Z(Q), Q < Cs(9).

p? =[G : Q] =[G : Ce(9)][Ca(9) : Q]

[G:Cs(@)]=pmcon0<m<a.Si [G:Cs(g)]=1 G=Cs(g);lo
que dice que g € Z(G) y Z(G) es un subgrupo normal de Gy G no es
simple.

Si [G:Cs(g)] =p™conm > 1, G no es simple en virtud del teorema
de Burnside citado anteriormente y también en este caso existe

1+ N<Gtalque N = G, como el orden de N y de G/N son de la
formap'g® conr+s < a+b, Ny G/N son solubles, lo que implica que
G es solubleg

Hasta principios de la década de los setenta del siglo pasado no se
conocia una demostracion de este teorema que evitara el uso de
caracteres de grupos. H. Bender [2] dio una demostracion de este
teorema en 1972 sin usar la teoria de caracteres.

Ahora enunciaremos y demostraremos un teorema de Philip Hall
(1928) que generaliza el teorema de Sylow para grupos finitos
solubles.

Teorema 1.2 (P. Hall): Sea G un grupo soluble de orden | = mn, con
(m,n) = 1. Entonces:

a) G tiene subgrupos de orden m.

b) Si M,K < G tales que [M| = my |[K]| divide a m, entonces existe
x € G tal que K < x1Mx

c) SiHy, H, son subgrupos de G de orden m entonces existe
y € Gtalque ytHiy = H,

Demostracion de a) y b):

Sil es primo entoncesm =10 n = 1y el teorema es trivial.
Procedemos por induccion sobre el numero de divisores primos de |.

Caso 1) Existe un subgrupo normal minimal U tal que |U| divide a m.

Como G es soluble, |U| = p% con p un primo (p | m), G/U es soluble y
|G/U| = p—”;n , (pﬂn) = 1. Por induccién G/U tiene un subgrupo M/U
de orden pﬂ y M es un subgrupo de G de orden my a) se cumple.



Ahora probemos b):

Sea M < G de orden my K < G de orden m' que divide m. Como

U<G, UM < G, UM| = |tm ;ya que (M|,n) = (m,n) = 1, (U|,n) = 1.
M|

Sig es un primo que divide a [UM| se sigue que q | o5m
en cualquiera de los casos g no divide a n, y por consiguiente
(MU[,n) = 1y como |[MU| divide a mn tenemos que [MU| es divisor de
m pero M < MU, lo que implicaque M = MU y U < M. Tenemos que
[M/U| = pﬂ y que |[KU/U| divide a pﬂ ya que KU/U < G/U.

oq | |U],

G/U es soluble [G/U| = -&n, (pﬂn) =1 por induccion existe

xU € G/U tal que KU/U c (xU)™*M/U(xU) = x"tU(M/U)xU. Para todo
k e K, kU = xtUyUxU = x~tyxU cony € M, por lo que

k = x"tyxu; = xtyupox = xly,x de donde K < x*Mx y se cumple b).

Caso 2) No existen subgrupos normales minimales de G con
orden divisor de m.

Sea V <min G, V| = g?, para algun primo g que no divide am, g? | n.
GV = & = m-Z. Se distinguen dos casos:
Caso2.1)g”? <n

Por induccién G/V tiene un subgrupo H/V de orden m,
[H| = mV| = mg”. H es soluble, [H| < |G|, |H| = mg? (m,g#) = 1.

Por induccion H tiene un subgrupo M de orden m y se cumple a).
Probamos que en este caso también se cumple b):

Sea M un subgrupo de G de orden my K un subgrupo de G tal que
el orden de K divide a m. |MV/V| = m, |KV/V| divide a m y por
induccion existe xV € G/V tal que KV/V < xV(MV/V)xV. Para toda
ke K, kV=xTWVxV = x1yxV, k = xtyxv; = x1yvox

(v1,v2 € V,y € M) lo que implica que K < x*MVx.

Ya que X IMVx| = [MV| = mg? <t ycomo xMx < x"IMVx, por
induccion se tiene que existe y € x 1MVx tal que
K c y 1 (xIMx)y = (xy) *Mxy y se cumple b)

Caso2.2)g? =n

Sea R/V un subgrupo normal minimal de G/V que es de orden
[R/V] = r¢ con r un primo que divide a m, lo que implicaquer = g. R
es un subgrupo normal de G, |R| = r°g? = r°n.



Sea S un r-subgrupo de Sylow de R, como R < G, en virtud del
argumento de Frattini G = RNg(S);comoV <R vy |[V|=¢f vy
IR| = r¢g?, setiene R = SV y por consiguiente

G = SVNg(S) = VNg(S) yaque S < Ng(S).

Ng(S) £ G porque hemos supuesto que G no tiene subgrupos
normales minimales de orden un divisor de m.

. NG(S
mg® = |G| = VINe(S) i ey = M IN6(9) = mV N Ne(S))|

(M, VN Ng(S)]) =1 y por induccion Ng(S) tiene un subgrupo de
orden m, asi que se cumple a).

También en este caso probaremos que se cumple b) y tendremos
completa la demostracién de los incisos a) y b) del teorema.

Sean M y K subgrupos de G, M de orden m y K de orden un
divisor de m. Demostremos que existe t € G tal que K < t*Mt. MR
es un subgrupo de G porque R<G. Siendo M un subgrupo de
MR, el orden de M divide a [MR|, analogamente el orden de R divide
a |[MR|, lo que implica que g# divide a [MR| y siendo (g#,m) = 1,
entonces g’m = nm divide a [MR| y se tiene que G = MR.

MR = & = r;‘j'j—ﬁn:“ = r¢, lo que nos dice que MNR es un
r-subgrupo de Sylowde R ycomo KNR es un r-subgrupo de R
existe y € R talque KNR < y Y (MNR)y.

Yaque R esnormalen G, MNR es normal en M, luego
M <Ng(MNR) y m | Ne(MNR)|. Ademas Ne(MNR) # G porque
G no tiene subgrupos normales minimales de orden un divisor de m.

INe(MNR)| =mt y mtk = |G| = mn de donde n =tk lo que implica
que (m,t) = 1. Por induccion el teorema se cumple en Ng(MNR) vy
Yy INc(MNR)y.

Como M < Ng(MNR), y*My < y*Ng(MNR)y; también se tiene
que K < Ng(KNR). Recordemos que K| | [M|, si|K|= |M]| porun
razonamiento analogo al de un parrafo anterior KR = G y entonces

KNR| = r;‘;—:“ =r° = |MNR| y como hemos visto que

KNR < y*(MNR)y, tenemos que KNR =y (MNR)y.

K < No(KNR) = Na(y"{(MAR)Y) = yINa(M A R)y; sucede que
y My c yINg(MNR)y y [K| = m = [y*My|, por induccién existe
z ey INg(MNR)y tal que K < zly*Myz = (yz) *Myz.

Supongase ahora que |[K| £ [M|. Entonces KV £ G, (K|,|V)) =1y



como (KV)M = G, se tiene que |G| = |'KKer"]TA'| = 'lim'mll;

KV M| = HEE = K|, KvAM < KV de orden K|, K <KV, por

induccion existe t € KV tal que K < t1(KVN M)t < ttMt

Demostracion de c):

Como |H;1| divide a |H2| y viceversa, entonces existe y € G que
cumple y*H;y < Hy, pero |H1| = |y tHyy|. Por tanto |y *Hyy| = |H2|, es
decir y_lHly =H, m

Observaciones:

La hipétesis de solubilidad del grupo G es una condicién necesaria
en las tres afirmaciones del teorema anterior:

En efecto, As es un grupo no soluble de orden 60 = 4 x 15 y no
tiene subgrupos de orden 15.

As es de orden 60 = 12 x 5 y tiene un subgrupo H de orden 6
generado por (123) y (12)(45) y H no esta contenido en un
subgrupo de orden 12 ya que los Unicos subgrupos de As de orden
12 son isomorfos a A4 que no tiene subgrupos de orden 6. (SiH es
un subgrupo de As y |H| = 12, H no puede tener elementos de orden
6 y por lo tanto debe ser isomorfo a A,).

Por ultimo el grupo GL(3,2) = SL(3,2) = PSL(3,2) es un grupo simple
de orden 168 = 24 x 7, y tiene subgrupos de orden 24 que no son
conjugados [cfr [7, pp154]].

Recordemos la siguiente

Definicion: Sea G un grupo finito, H < G. Se dice que H es un
subgrupo de Hallde G si (H|,[G : H]) =1

Ejemplos:

i) Si G es un grupo finito y P es un p-subgrupo de Sylow de G, P es
un subgrupo de Hall de G

ii) El subgrupo Sés) formado por los elementos de Ss que dejan fijo al
elemento 5, es un subgrupo de Hall de Ss ya que S4 ~ SO’ es de
orden 24y [Ss : S ] = 5.

Definicion: Si G es un grupo finito y |G| = pm con p un primo tal que
p / m, un p-complemento de G es un subgrupo C de G de orden m.

Sean G un grupo y p un primo, un p-complemento C de G es un



subgrupo de Hall de G ya que ([G : C],|C|) = 1.

Inversamente, si H es un subgrupo de Hall de G con [G : H] = p!
cont > 1, setiene que p f |H|y como |G| = |H|[G : H] = |H|p' = mp?,
se tiene que p? = p', |H| = my por consiguiente H es un
p-complemento de G.

Proposicion 1.3 : Si S es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito
G y H es un p-complemento de G, entonces SH = G, SN H = (1).

Demostracion:

|G| = p#m, p un primo que no divide a m. |S| = p?, [H| = m. Tenemos
qgueSNH <Sy|SNH|=p"con0<r <a ademas SNH < Hporlo
que p" | mperop }/ mporlotantor = 0y se tiene que SNH = (1).

ISH| = % = [S|H| = pm = |G| porlo que G = SHu

Teorema 1.4 : Si G es un grupo finito de orden g = p§*p52...p con
P1,P2,...,Pr Primos diferentes, las siguientes tres afirmaciones son
equivalentes:

a) G es soluble
b) si |G| = mn con (m,n) = 1, G tiene un subgrupo de orden m.
c) G tiene un pj-complemento paracada i = 1,2,...,r
Demostracion:
a) implica b) es parte del teorema 1.1
b) implica c) es inmediata
c) implica a):

Supongamos que existen grupos finitos que tienen p-complemento
para cada primo p que divide al orden del grupo y que no son
solubles. De estos grupos escojamos uno de orden minimo y lo
llamamos G.

Demostraremos que existe (1) + M < G tal que My G/M son
solubles, lo que implicara que G es soluble, obteniendo de ahi una
contradiccion.

Si|G| =g = p§p5?...p2 con p1,p2,...,pr primos diferentes, por el p-q
teorema de Burnside se tiene que r > 2. Probaremos primero que si
Ci es un pj-complemento de G con1 <i <resdecirsiC; < G,



ICi| = gp;®, Ci tiene pj-complemento paratodal <j<r, j=iy
como G es un contraejemplo de orden minimo, C; es soluble.

Sil <j<ryCjesunpj-complemento de G, Ci N Cjes un

pj-complemento de C;, en efecto, |C;C;| = lf_‘r”g'l lo cual implica que
it

tanto |Ci| = gp;* como [Cj| = gpj‘aj son divisores de |C;C;| de ahi que

ICi|y p{' son divisores de |CiC;j|, por lo que CiCj = G.

G| = Ll
[CinGCj|

Ci N C;j es un pj-complemento de C;. Se tiene pues que C; es
soluble, en particular C; es soluble.

-aj 8 .
, ICiNCjl = 22— = gpi®p;™ lo que nos dice que

Sea N un subgrupo normal minimal de C;, [N| = pi* para algun primo
pi,l<i<r.

Sea S un pj-subgrupo de Sylow de C; conteniendo a N, [Si| = p{.
Seanl <j<rconj=i(tal]existe porque r>2)y C;un
pj-complemento de Gi.e.C; < Gy |Cj| = gpj‘a"; siQ esun
pi-subgrupo de Sylow de C; y por consiguiente de G, para alguna
x € G, Sj = x1Qx « x!Cjx =Cj, es decir S; esta contenido en un
pj-complemento de C; conjugado en G.

Como N < Sj < Cy1, N < C; NC; y habiamos visto que G = C; C;j, si
heGh=klconk € C;yl eC;y tenemos

h=Nh = I"tkINkl = I"INI < I71S;l =C; es decir, Cj contiene a todo
subgrupo conjugado de Ny por consiguiente a la cerradura normal
de N en G, que llamaremos M. Se tiene que M <G y M <Cj. Como Cj
es soluble, M es soluble.

Demostraremos ahora que G/M es soluble:

Como |G/M| divide a |G|y |G/M| < |G| si hacemos ver que para cada t
con 1 <t <r, G/M tiene un p;-complemento, se tendra que G/M es
soluble, ya que G es un contraejemplo de orden minimo.

Haremos notar que si C; es un p;-complemento de G, C{M/M es un
pi-complemento de G/M.

IG/M| = [C(M/M[[G/M : CiMIM] = [C(MIM[[G : C{M]
p& =[G : Ci] =[G : CM][CM : C{]

lo que implica que [G/M : C;M/M] = p. Por otro lado

CiM/M ~ Ci/(M N Cy) por lo tanto p; no divide a [CiM/M|. Y si
ICtMIM| = ¢, |G/M| = cpf* y C{M/M es un p;-complemento de G/M y
G/M es soluble.



CAPITULO 2

TEOREMAS DE CARTER

En este capitulo son presentados dos de los teoremas de Carter
(que guardan una gran similitud con los teoremas de Sylow). Se dan
algunos ejemplos de estos subgrupos y en la ultima proposicion se
demuestra que la solubilidad no es una condicion necesaria para
gue en un grupo finito existan los subgrupos de Carter.

Teorema 2.1 : Sea G un grupo finito soluble, H un subgrupo de Hall
de G, y K un subgrupo de G que contiene a Ng(H). Entonces
Ne(K) = K.

Demostracion:

Sea g € Ng(K). Por demostrar que g € K. Entonces:

g'Hg c g'Kg = KyH < Ng(H) < Ky (H|,[G : H]) = 1 implica que
(H|,[K : H]) = 1yaque [G : H] = [G : K][K : H] es decir, Hy g~Hg
son subgrupos de Hall de K.

Pero K es soluble, entonces por el teorema 1.2 Hy g~*Hg son
conjugados en K, es decir, existe k € K tal que H = k~*g~tHgk.
Entonces gk € Ng(H) < K; pero k € K, entonces g € Ky por tanto
Ne(K) = Km

Definicion: Sea G un grupo finito. Un subgrupo H de G es llamado
un subgrupo de Carter si H es nilpotente y Ng(H) = H.

Ejemplos de subgrupos de Carter:
i) Si G es nilpotente vy finito, G es su Unico subgrupo de Carter.

G es de Carter por ser nilpotente y Ng(G) = G. Supongamos que H
es un subgrupo propio de G, como G es nilpotente H & Ng(H) y por



tanto H no es subgrupo de Carter de G.

ii) Si G es un grupo no trivial i.e. G = (1), el subgrupo (1) no es
subgrupo de Carter de G porque Ng({(1)) = G.

iii) Consideremos G = S3. Si H es un subgrupo de G de orden 2, H
es nilpotente, y es conocido que H no es normal en G i.e.

Nec(H) £ G, H < Ng(H) £ G, como Ng(H) es de orden multiplo de 2
y divisor de 6 (sin poder ser 6) entonces Ng(H) = H. Esto impica que
H es un subgrupo de Carter de G. Si K es un subgrupo de G no
trivial y no es de orden 2, K es de orden 3, por consiguiente K es
normal en G y K no es subgrupo de Carter de G; por tanto los Unicos
subgrupos de Carter de G son sus 2-subgrupos de Sylow.

iv) Ahora veremos que S, tiene subgrupos de Carter:

Los subgrupos de S son (1),C»,C3 = A3,C4,V,S3,D2@4),As,S4. Como
ya es sabido (1) no es de Carter, S3,A4,S4 N0 son nilpotentes por
gue tienen centro trivial y por tanto no son de Carter.

Los subgrupos de orden 2 y 4 son subgrupos de un 2-subgrupo de
Sylow de orden 8 que es nilpotente y en los grupos nilpotentes
tenemos que siH £ G, H &£ Ng(H) por tanto los subgrupos de orden
2y 4 no son de Carter.

Para el caso de C; tenemos que C3 = (abc)y
Cs < ((abc)(ab)) = N = S3, y como C3 <N tenemos que C3 no es
subgrupo de Carter de S,.

D2w4) es un 2-subgrupo de Sylow de S, y por tanto es nilpotente y S,
tiene tres 2-subgrupos de Sylow, asi que

3 =S4 : Dowy] = [Sa : Ns,(D2@))][Ns, (Do) : Daway] = 3 * [Ns,(D2))
por que [Ss : Ns,(D24))] es el nimero de 2-subgrupos de Sylow de
S4 y por tanto Ns,(Dy@4)) = D2y, s decir D4y €s un subgrupo de
Carter de S4. En conclusién S, tiene subgrupos de Carter y todos
son conjugados.

v) Ahora veremos como son los subgrupos de Carter de Ay:

Los subgrupos de A4 son (1), los grupos de orden 2 formados por
(1) y una permutacion de la forma (ab)(cd), los subgrupos de orden
3 generados por un 3-ciclo, el subgrupo de orden 4 isomorfo al
4-grupo de Kleiny A,.

El 2-subgrupo de Sylow de A4 (de orden 4) es normal, y por tanto no
es de Carter. Los subgrupos de orden 2 son subgrupos normales del
2-subgrupo de Sylow de A4 y no son de Carter.

: Daw)]



A4 no es nilpotente por tanto no es subgrupo de Carter de si mismo.

Los subgrupos de orden 3 son los 3-subgrupos de Sylow de S, y
existen 4 de ellos, sea P un 3-subgrupo de Sylow de A, tenemos
que [As : Na,(P)][Na,(P) : P] = [A4 : P] = 4y como

[As 1 Na,(P)] = 4, P = Na,(P) y por tanto P es subgrupo de Carter de
As.

Observacion:

Si S es un subgrupo de Carter de G, S es maximal en la clase de los
subgrupos nilpotentes de G pero no todo subgrupo maximal en la
clase de los subgrupos nilpotentes de G es subgrupo de Carter.

Teorema 2.2 (Primer teorema de Carter): Todo grupo finito soluble
tiene un subgrupo de Carter.

Demostracion:

Usando induccién sobre el orden de G, si H es subgrupo de G tal
que |H| 5 |G| entonces H tiene un subgrupo de Carter. Sea N un
subgrupo minimal normal de G; entonces [N| = p" (con p un primo y

r > 1). G/N tiene un subgrupo de Carter, digamos K/N, que, al ser
nilpotente, su p-subgrupo de Sylow S/N es normal en K/N. Como N
€s un p-grupo, S también es un p-grupo, entonces un p-subgrupo de
Sylow de K. Ademas S es normal en K porque S/N es normal en K/N.
El subgrupo K, al ser soluble, por el teorema 1.2, tiene un
p-complemento, al que llamaremos R. Sea H el normalizador de R en
K. Ahora demostremos que H es un subgrupo de Carter de G.

Como K = SR (porgue S es un p-subgrupo de Sylow de Ky R es un
p-complemento de K) y S es normal en K, por la relacion de
Dedekind obtenemos que H = H N K (porque H < K) entonces
H=HNK=HNSR=RMHNYS).

Pero R es normal en H; ademéas HN S es normal en H por que S es
normal en K. ComoRN(HNS) € RNS = (1) (porque S es
p-subgrupo de Sylow de Ky R es p-complemento de K), se sigue
que H =R x (HNS). Pero R es isomorfo a K/S porque K/S = SR/S.
Por el tercer teorema de isomorfismo se tiene que

SR/S ~ RISNR = RK1) = R. Ademas K/S es imagen homomorfa del
grupo nilpotente K/N. Por tanto R es nilpotente. También HN S es
nilpotente, porque S es un p-grupo. Se sigue que H =R x (HNS) es
nilpotente (porque ademas ambos son normales en H).

Demostremos ahora que Ng(H) = H. Como H es el normalizador en
K de R (subgrupo de Hall de K), y NH es un subgrupo de K que



contiene a H, por el teorema 4.1, Nx(NH) = NH, y esto implica que
Nn(NH/N) = NH/N. Ademés K/N es nilpotente, entonces, si

NH/N < K/N se tendria que NH/N & Nn(NH/N), lo cual es una
contradiccion. Por tanto NH/N = K/N, es decir NH = K.

Ahora sea z € Ng(H) y por demostrar que z € K. Entonces, como N
es normal en G tenemos que z 'NHz = z7!Nzz"'Hz = NH = Ky asi
z € Ng(K) yzN € Nen(KIN); pero Nen(K/N) = K/N. Por tanto

ZN € K/N, es decir z € K. Como z € Ng(H), se sigue que z € Nk(H).
Ademas como H es el normalizador de R (subgrupo de Hall de K),
por el teorema 4.1 Nx(H) = H. Esto implica que z € H, es decir
Ng(H) = H, y H es un subgrupo de Carter de Gg

Teorema 2.3 (Segundo Teorema de Carter): Sea G un grupo finito
soluble. Entonces:

a) Si H es un subgrupo de Carter de G y K es un subgrupo de G que
contiene a H, entonces Ng(K) = K.

b) Si H es un subgrupo de Carter de G y N es un subgrupo normal
de G, entonces NH/N es un subgrupo de Carter de G/N

c) SiHy,H; son subgrupos de Carter de G, entonces existe g € G tal
que g‘lng = H,.

Noétese la similitud existente entre los teoremas de Sylow y este
teorema.

Demostracion:

Si G es nilpotente, G es el Unico subgrupo de Carter de Gy el
teorema se cumple trivialmente. Usamos induccion sobre el orden
de G, es decir, si A es subgrupo de G y |A| 5 |G| entonces el teorema
se cumple en A.

Primero probemos a). Si K = G, el teorema se cumple; por tanto
podemos suponer que K = G. Por demostrar que Ng(K) < K. Sea
x € Ng(K), entonces x*Hx < xKx = K.

x~*Hx es subgrupo de Carter porque al ser isomorfo a H, es
nilpotente y Nx(Xx *Hx) = X Nk (H)x = x~tHx

Entonces, por induccién (como K # G) tenemos que existe k € K tal
que k=t (x"*Hx)k = H. Entonces xk € Ng(H) = H < K, y como k € K,
también x € K. Esto implica que Ng(K) = Ky a) esta probado.

Probemos b). Sea N un subgrupo normal de G. Como H es
nilpotente, también HN/N lo es porque N es normal en HN y



HN/N ~ H/(H N N) que es nilpotente por que H lo es. Sea
xN € Ne/:n(HN/N) y a € HN.

Tenemos que (xN)*(@aN)(xN) = x*axN y asi x 'HNx = HN; es decir
X € Ng(HN) pero H < HN, entonces por el inciso a), Ng(HN) = HN.
De ahi x € HN 'y xN € HN/N y por tanto Negyn(HN/N) = HN/N.

De lo anterior podemos concluir que HN/N es un subgrupo de Carter
de G/N, es decir b) fue probado.

Ahora probamos c). Sea N un subgrupo normal minimal de G.
Entonces, por b), si H;,H, son subgrupos de Carter de G tenemos
gue H1N/N y H,N/N son subgrupos de Carter de G/N; entonces, por
induccion, existe xN € G/N tal que (xN) ™ (H:N/N)(xN) = H,N/N, es
decir x *H;Nx = H;,N. Se sigue que x*H;x < H;N por que

H: < HiN, entonces x *Hix < x THiNx = H,N

De lo anterior tenemos que x*Hix y H, son subgrupos de Carter de
H2N. Si H,N # G, por inducidn, existe y € H,N tal que

yIx~tHixy = H, y ¢) esta probado. Por tanto podemos suponer que
G = H,N. Denotando x*Hix = Hs, tenemos que HsN = H,N = G.

El subgrupo N N H; es normal en N, porque sabemos que N <, Gy
ademas G es soluble, entonces N es abeliano.

Pero N N H, también es normal en H,, porque N es normal en G; por
tanto N N H; es normalen H,N = G. ComoNNH,; c NyNes
normal minimal, tenemos que NN H; = NONNH; = (1). Si

NN H,; =N, entonces N c Hj, es decir G = H,, G es nilpotente, y c)
esta probada. Por tanto podemos suponer que

NNH2 =NNHz = (1)

Seap' (punprimoyr > 1) el orden de N. El subgrupo H,(Hs), al ser
nilpotente tiene un Unico p-complemento R, (R3) por que si L es un
p-complemento y g es un primo tal que p # qy q divide a [H2(H3)|,
podemos tomar L4 un g-subgrupo de Sylow de L y Rq un g-subgrupo
de Sylow de Rz(R3) y observar que Ly y Rq son g-subgrupos de
Sylow del grupo nilpotente H,(H3), asi que Ly = Ry. Basta ahora
notar que L y R2(R3) son nilpotentes por ser subgrupos de H;(H3),
por lo que cada uno de ellos es producto directo de sus subgrupos
de Sylow, y entonces, como |L| = |R2(R3)|, tenemos que L = Rz(R3).

Ahora verifiqguemos que [G : R;]y [G : R3] son potencia de p:

Tenemos que
[G . Rz] = [HzN . Hz][Hz . Rz] = |H2N|/|R2| = (|H2|/|R2|)|N|yeSO es
potencia de p porque R, es p-complemento de H,. Analogamente



[G : R3] es potencia de p.

Por tanto, como |G| = [H2(H3)|IN|, ¥ [G : R2], [G : R3] son potencia
de p, entonces R, y Rz son p-complementos de G. Por tanto, por el
teorema 1.2, existe z € G tal que z7'R3z = R,. Se sigue que R; es
normal en H, y en z7'H3sz porque R, = z7'R3z < z7'H3z. En efecto
sea x € z7'H3z; esto implica que x*(R2)x = x*(z*R32)x; pero

X = z7lyz, cony € Hs, entonces

X L(R2)X = x L1z Raz)x = (z7lyz) * (2 1Rsz)(z lyz) = 21y IRayz.
Ademas z7'y'Rgyz = z7'R3z = R, porque R; es normal en Hz y

y € Hs; por tanto R, es normal en z71Hzz.

Entonces, como R, es nomal en H; y en z7*H3z, también lo es en
U= <H2,Z_1H32>.

Pero H; es subgrupo de Carter de G, entonces lo es de U porque es
nilpotente y Ng(Hz) = H, < Ny(H2) < Ng(H2), por lo que
Ny(H2) = H»; de donde H; es subgrupo de Carter de U.

Por tanto, por b), H,/R, es subgrupo de Carter de U/R,. Pero U/R; es
p-subgrupo porque R, es p-complemento de G.

Entonces U/R; es un p-grupo, entonces es nilpotente, y esto implica
gue es el tunico subgrupo de Carter de si mismo. Por tanto

H,/R, = U/IR,, es decir U = Hy yasi H, = z71Hsz = z72x~tH;zx. Esto
implica que c) esté probadog

Dado que en un grupo finito soluble, existen subgrupos de Carter, es
natural preguntarse si la solubilidad en una condicion necesaria.

El grupo alternante con 5 objetos As es el grupo no soluble de orden
menor. ¢As tiene subgrupos de Carter?

As es un grupo simple y no tiene subgrupos de orden 15, 20 o 30;
por lo que los posibles 6rdenes de subgrupos no triviales de As son
2,3,4,5,6,10y 12.

As no tiene elementos de orden 10, por lo que los Unicos subgrupos
de orden 10 son isomorfos al diédrico Dy, que no es nilpotente
porque su centro es trivial. Por lo tanto, As no tiene subgrupos de
Carter de orden 10.

Es conocido que si G es un grupo de orden 12 y no es isomorfo al
grupo alternante de 4 elementos A, tiene un elemento de orden 6
pero As no tiene elementos de orden 6, se tiene que siH es un
subgrupo de As de orden 12 H esisomorfo a A4 que no es
nilpotente por tener centro trivial, por tanto As no tiene subgrupos de



Carter de orden 12.

Como As no tiene elementos de orden 6, si H es un subgrupo de
orden 6, H esisomorfo a S3 que no es nilpotente por tener centro
trivial, por lo que As no tiene subgrupos de Carter de orden 6.

SiH esun subgrupo de As de orden 5, H esta generado por un
5-ciclo (abcde) = a, si g = (be)(cd) y K = (a, ) es un subgrupo
isomorfo a Dy, de orden 10, por lo que H <K, lo que implica que
H £ Nas(H) yH no es subgrupo de Carter de As.

SiH es un subgrupo de As de orden 3, H esta generado por un
3-ciclo a = (abc). Si B = (ab)(de) cond,e ¢ {a,b,c}, K= {(a,p) es
un subgrupo isomorfo a S; de orden 6, porlo que H<K y

H +# Na;(H). Y H no es subgrupo de Carter de As.

Si H es un subgrupo de As de orden 2, H esta contenido en un
subgrupo K deorden4, H esnormalen Ky Naj(H)>K>H y
por consiguiente H no es subgrupo de Carter de As.

Por ultimo si H es subgrupo de As de orden 4,

H = {(1),(ab)(cd), (ac)(bd), (ad)(bc)} con a,b,c,d € {1,2,3,4,5}, H
es un subgrupo del subgrupo A ~ A, que consiste en todas las

permutaciones pares de Ss que dejan fijo al objeto e, se tiene que

H<A® y H £ Na,(H) porloque H no es subgrupo de Carter de
As. Concluimos que As no tiene subgrupos de Carterg

Ss no es soluble porque As tampoco lo es. Veamos que Ss si tiene
subgrupos de Carter demostrando el siguiente resultado.

Proposicion 2.4 : SiP es un 2-subgrupo de Sylow de Ss, P es un
subgrupo de Carter de Ss.

Demostracion:

Sir es el nimero de 2-subgrupos de Sylowde Ss r = 1(mod2) y
r=1[Ss : Ns;(P)].

Como [Ss : Nss(P)][Nss(P) : P] = [Ss : P] = 22 = 15, entonces
r=135 o0 15. Tenemos quer # 1 porque P no es normal en Ss
(es conocido que el unico subgrupo normal no trivial de Ss es As).
Haremos ver que r > 5 lo que implicara que r = 15.

Sir =15 tenemos que [Ns,(P) : P] = 1 lo que implica que
P = Ns,(P) ysiendo P un 2-subgrupo, es nilpotente y por
consiguiente es subgrupo de Carter de Ss.



Demostremos pues que r > 5.

Paracada 1<i<5 tenemosque S es un subgrupo de Ss
isomorfo a S;. Como [S4| =2° %3 y [Ss| = 2%+ 35 cada
2-subgrupo de Sylow de S{’ es subgrupo de Sylow de Ss.

Sit es el numero de 2-subgrupos de Sylowde S;, t=1(mod2) y
t| 3 porlotanto t=1 o0 t=3,perot+1 porquesit=1yQ esel
2-subgrupo de Sylow de S4, Q seria normal en S, pero los Unicos
subgrupos normales no triviales de S, son A, y el grupo de Klein
V, portanto t = 3.

Hemos visto que por cada 1 <i<5, S tiene tres 2-subgrupos de
Sylow y por consiguiente Ss también.

Si Q es un 2-subgrupo de Syowde S’ con 1<j<5 con j#i, Q
no es 2-subgrupo de Sylow de S§”, en efecto, supongase que
Q < s, entonces Q = S{’ NS¢ lo que implica que [S{’ NsY| > 8.

Porotro lado S’ NSY = {a € Ss | a(i) =i,a() =]} esisomorfo
al grupo simétrico Ss. Bajo el supuesto de que Q < S{’ se tiene
que 6 = S NSY| > 8 lo que es una contradiccion. Por lo tanto Ss

tiene al menos seis 2-subgrupos de Sylow (los 3 de S{’ y los 3 de
s y por consiguiente r = 154



CAPITULO 3
TEOREMA DE SCHUR-ZASSENHAUS

En este tercer capitulo se enuncia y demuestra el teorema de
Schur-Zassenhaus, que es uno de los mas representativos en el
estudio de los grupos finitos, ya que uno de los principales
problemas ha sido el de encontrar complementos en estos grupos y
ése es precisamente el objeto de este teorema.

Sea G un grupo finito, N un subgrupo normal y abeliano de G, y sea
G/N = H. Para cada elemento h; € H fijamos un representante r(h;)
de la clase lateral h; de N en G. Para cada h;,h; € H tenemos:

r(hi)r(hj) = r(hihj)c(hi,hj)
con c(hi,hj) € N. Como N es abeliano, todos los elementos
pertenecientes a una clase lateral dada h; de N en G inducen el

mismo automorfismo en N. Si ¢ € N, denotamos por c" a la imagen
de c bajo ese automorfismo.

En particular ¢c" = (r(h;i)) ter(hy).
Ahora probamos que si hj, hj,hx € H, entonces

1)
C(hihj, hk)[C(hi, hj)]hk = c(hi, hjhk)C(hj, hk)

Sabemos que [r(hi)r(hj)]r(hy) = r(hih;)c(h;, hj)r(hg); ahora

[c(hi,hj)]™ = (r(hk))*c(hi, hj)r(hk), entonces

r¢hi)c(hi,hj)1™ = c(hi, hj)r(hy) y sustituyendo tenemos que

rhihj)c(hi, hjrchy) = r(hihprhi)fethi, h)1™ = rchihjhi)chih, hiofechi, hy)1™.

Por otro lado

r(hi)r(hprhi)] = rchiyrchihioehy he) = rchihjhiogehi hihiocechs, by
como [r(hi)r(h;)Ir(hk) = r(hi)[r(hj)r(hg)] tenemos

que r(hihjhk)c(hihj,hk)[c(hi,hj)]hk = I’(hihjhk)C(hi,hjhk)C(hj,hk). Por
tanto C(hihj,hk)[C(hi,hj)]hk = C(hi,hjhk)C(hj,hk) y (1) esta



demostradog

Definicion: Sea G es un grupo y H < G. Un complemento de H en G
es un subgrupo C talque G = HCyHN C = (1).

Teorema 3.1 : Sea G un grupo finito y N un subgrupo de Hall de G
normal y abeliano. Entonces existe, en G, al menos un complemento
de N, y los complementos de N en G son conjugados en G.

Demostracion:

Sea G/N = H. Como N es un subgrupo de Hall de G, tenemos que
(IN|,|H]) = 1 porque |H| = [G : N], y asi existe z € Z tal que

Hfz = 1(mod |N|). Llamemos m al orden de H y denotemos por
hi,...,hn los elementos de H, escribimos para toda h; € H

(2)
c(hi) = I [e(he, hi)]™

Mostremos que el conjunto C = {r(hj)c(h;) | i=1,...,m} esun
complemento de N en G. En primer lugar, en una clase lateral dada
hi de N en G hay un solo un elemento de C, es decir r(h;)c(h;), y asi,
ya que veamos que C < G, tendriamos que NN C = (1) y que
NC = G, . Por tanto es suficiente probar que C es subgrupo de G, o
como G es finito, que, si h;,h; € H,

r(hi)echi)r(hy)echy) = rchihy)cchihy).
Como N es abeliano, tenemos que [c(h;)]" = (r(hj))‘lc(hi)r(hj), es
decir r(hj)[c(hi)]" = c(hi)r(h;); ademas sabemos que

r(hiechrhpechy) = rchorhplethi)]™ech;), pero
r(hi)r(hj) = r(hihj)c(hi,hj) por tanto
r(hiechir(hechy) = rehihyechi, hplehi]e(hy).

De aqui bastara probar que:

3)
c(hihy) = c(hi,hp)[chi)]Me(h;)
De (1), como N es abeliano, se sigue que
IRy c(hihy, hi) [Ty cthi,hy) 1™ = TIRy (eching,hiolechi, hy)1™) ya que ™
es imagen de ¢ bajo un automorfismo, es decir
[ c(hi, hy)1™ = 110y [ c(hi, hj)™ ], entonces
m, {echihy, hiofechi,h)1™ 3 = T [e(hi, hjhi)c(hy, hi)]. Pero
T [e(hi, hihiechy, hi)l = [TTE;cchi, hjhi)llechj, hi)]™; por tanto
P c(hihg, hi) IR, c(hi, hy)1™ = TR c(hi, hihiolechy, hi) 1™

Elevando ambos lados de la igualdad a la z-ésima potencia tenemos



que
[P c(he, hi) T2 [ TIR (c(he, hy)™ ]7 = [T c(h, hihi) 1°[e(hy, hi)1™; pero mz = 1(mod N|),
por tanto [TTP;c(hy, hi) 1 [ TR, (c(he, hj)™ ] = [R5 c(he, hjhi)Tchy, hi).
Esto es, de acuerdo con (2),
[c(hk)]‘l[(c(hj))‘ljhk = [c(hjhk)] "c(hj, hy) o equivalentemente:
c(hjhe) = c(hj,hi)[ech;)™c(hy).
Escribiendo i,j en vez de j,k; obtenemos (3). Esto implica que C es
subgrupo de G y asi C es complemento de N en G. Ahora sean C,C’

complementos de N en G. Si h; € H, en la clase lateral h; hay uny
solo un elemento r(h;) de C (r'(h;) de C).

Como r(h;) y r'(h;) estan en la misma clase lateral de N en G,
rchi)achi) = r'(hi) con a(hi) € N. Ademas tenemos que , si h;,h; € H

r’(hihj) = r(hihj)a(hihj).
Por otro lado

r'(hihy) = r'(hi)r'(hy) = r(hiyachir(hyach;) = rchirthyachi)]™ach;) = r(hihy)achi)]™ach;)

Se sigue que

a(hihy) = [a(hi)]"a(h;)
y asi

M achihg) = I ([achi)Mach)))

pero IT7; ([athi)]™a(h;)) = [T achi)]M[ach))]™
por tanto T, a(hih;) = [T, achi)]"[ach;)]™.

Pero
% achihy) = M achy)
por tanto
M achi) = [ achi)]"fath))]™

Escribiendo b = [T1",a(hi)]* tenemos que
b=tr(hj)b = [T1";a(hi)]7*r(hj)[T1",a(hi)]?. Pero
1" ach;) = 117 ach;)]"[a(h;)]™; entonces

[ achi)] *rh)Machi)]* = [achi)] “rthy) [ achi)]"lach;)]™])°

[IPachi)]*r(h)[TRachi)]acth)]™]* = [Tachi)]rehy) [ achi)]" 1 [ach;
pero mz = 1(mod |N|), asi obtenemos que

[Rachi) ] *r(hp T ach)] ] [ath)]™ = [achi) ] ?r(h) [T achi))*]ach

[T achi)] *r(hp (TR achi]2)Machy) = [ITRachi)]7r(hy) (rth)™ ) IR achi)]r(
y cancelando obtenemos que



[IPachi) ] r(hp[achi]" ] ach;) = rhpachy) = r'hy).
Esto implica que b~*Cb = C’, lo que prueba el teoremag

Teorema 3.2 (Schur-Zassenhaus):Sea G un grupo finito y N un
subgrupo de Hall normal de G. Entonces existe en G al menos un
complemento de N. Ademas, si al menos uno de los grupos N, G/N
es soluble, entonces los complementos de N en G son conjugados.

Demostracion:

La prueba es por induccion sobre el orden de G. Primero probamos
gue existe un complemento de N en G. Consideramos dos casos:

Caso 1) N no es soluble. Entonces al menos un subgrupo de Sylow
de S en N no es normal en N. Por el argumento de Frattini (45),
G = NG(S)N.

Entonces Ng(S) NN es normal en Ng(S) y
IG/N| = NG (S)N/N| = [Nc(S)NIN(S) N N[IN| = [Nc(S)INc(S) N N| es
decir [G : N] = [Ng(S) : Na(S) N N].

Consecuentemente Ng(S) N N es un subgrupo de Hall de Ng(S),
porque |Ng(S) N N| divide a |N|; entonces [Ng(S) N N|y [G : N] son
primos relativos, pero [G : N] = [Ng(S) : Ng(S) N N] por tanto
(IN&(S) N N|,[N(S) : Ne(S) NN]) = 1.

Como S no es normal en G (si lo fuera, también lo seria en N)
tenemos que Ng(S) = G; esto implica que, por induccion, existe un
complemento C de Ng(S) NN en Ng(S). Entonces tenemos que
INe(S) = IN6(S) N N|IC| de donde C| = [N&(S)I/Ne(S) N NI = |GJ/|N,
es decir |G| = |C|N]. Consideremos |CN| = |C|IN/|C N N| = |G/|C N N|,
pero Ng(S) = (Ng(S) N N)C; entonces como C es complemento de
Ng(S) NN tenemos que Ng(S)NNNC = (1)ycomo C < Ng(S),
tenemos que [CNN| =1y |CN| = |G|

Asi podemos concluir que G = CN y que C es un complemento de N
en G.

Caso 2) N es soluble. Sea M un subgrupo normal minimal de G
contenido en N. Por tanto M es p-grupo abeliano elemental (p
primo). Sea [M| = p" y |G/N| = |. Se sigue que N/M es un subgrupo
normal de Hall de G/M porque [G/M : N/M] = |G|/[N| =[G : M] =1,y
como |[N/M| divide a [Ny (|N|,1) = 1 concluimos que ([N/M|,I) = 1.
Entonces por induccién, existe un complemento D/M de N/M es G/M.

Como |G/M| = |D/M|N/M| tenemos que |D/M| = |G|/N| = I; por tanto D
es un subgrupo de G de orden p'l con (p",l) = 1 porque p' divide a



IN|y (JN|,I) = 1. Entonces M es un subgrupo de Hall de D, normal en
D porque [D : M] = | y |M| divide a |N| por tanto ([D : M],[M|) = 1yla
normalidad se da porque M es normal en G.

Como M es abeliano, por el teorema 5.1, existe en D un
complemento C de M. Entonces |D| = |C||M|, de donde
IC = IDYM] = 1.

Observemos ahora que CN es un subgrupo de G porque N es
normal en G, entonces |CN| = |C|IN|/|C N N| = I[NJ/|]C N N|; pero [C N N]|
divide a |N|y a |C| que son primos relativos, por tanto C N N| = 1. Y
de ahi concluimos que |G| = |CN|. Esto implica que C es
complemento de N en G.

Entonces hemos probado que, en ambos casos, existe un
complemento de N en G. Ahora sean C;, C, dos complementos de N
en G. Tenemos que demostrar que son conjugados si al menos uno
de los siguientes dos casos ocurre: a) N es soluble; b) G/N es
soluble.

Caso a): Sea M un subgrupo normal minimal de G contenido en N.
Entonces |M| = p" (con p primo). Ademéas N/M es un subgrupo
normal de Hall de G/M y C;M/M, C,M/M son complemento de N/M
en G/M ya que como N/M es subgrupo de G/M al ser N/M normal en
G/M tendremos que, sii = 1,2

[(CiM/M)(N/M)| = |CiM/M|IN/MJ/ICiM/IM N N/M| = (ICi|IN}/IM])/|ICiM/M N N/M|
yaque|CiNnM|=1porqueM <NyCiNnM < CiNN = (1).

Pero CiMNN = M porque M c CiIMy M < N; ademas siy € CiIMNN
tenemos que y € CiM, de dondey =cmconc € Cijym € M. Como
M < N, m € Ny esto implica que ¢c € N; de aquic € CiN\N = (1) pr
tanto c = 1, es deciry = m € My podemos concluir que

CiMNN = M; entonces CiM/M N N/M = (1), en otras palabras
(CIMIM)(NIM)| = |G/IM].

Entonces por induccion, existe un elemento xM € G/M tal que
(xM)1C1M/M(xM) = C,M/M; es decir (xM)™*C1M(xM) = C,M.
Noétese que x*Cix < C,M porque C; <, entonces

x1Cix < x1C1Mx = C;M; y asi x1Cyx y C, son complementos de M
en C,M (porque [x'C1x| = |C1]), mientras que M es un subgrupo
normal de Hall de C,M porque

[C2M : M] = (IC2IMD/(IC2 N M|M]) = |C2|yaque |[C2NM| =1, yesto
se da porque |C, N M| divide a M|y a |C;| aunado a que |M| divide a
IN|y (IN|,|C2|) = 1 (ya que G = C2N). Por tanto (|C:|,|M|) = 1.

Observemos que como M es abeliano; existe, por el teorema 5.1,



unay € C,M tal que y1(x*C1x)y = C,. Por tanto C, es conjugado de
C;enG.

Caso b) Sea H/N <pmin G/N. Entonces como G/N es soluble, H/N es
abeliano elemental y |[H/N| = g° (q primo). Sea [N| = ny |[H| = g°n con
(n,g®) = 1 (porque |H/N| divide a |G/N| = [G : N]y N es subgrupo de
Hall de G).

Como Hes normalen G,HNC; (i = 1,2), es normal en Cj, con
[HCi| = |H|ICi|/|ICi N H| entonces [H N Ci| = |H|Ci|/|HCi|; pero [HC;|
divide a |G|y ademas como N < G también es normal en HC;, es
decir NC; es subgrupo de HC;. De aqui INC;| = |G|, de donde

|G| = |HCi|y al sustituir obtenemos

[HNCi| = H|Cil/|G| = (ng®|Ci|)/(n|Ci|). Esto implica que |[HN Ci| = g°.

Por tanto HN C;, y HN C, son g-subgrupos de Sylow de H, entonces
existe h € Htalque h*(HN C;)h = HN C,, es decir

HN (h-*C1h) = HN C, porque se ve facilmente que

h-*(HN Cy1)h = HN (h~1C1h).

Observemos que HN C; es normal en h™1C;h = Cs. En efecto, si
x € h™C;h hay que ver que x*(HN C,)x = HN C,. Tenemos que
xT(HNCy)x = x1(HN (h™1C1h))x y sabemos que

xL(HN (h7Cih))x = (xTHx) N (x1(h~*C1h)x); pero como H es
normal en G entonces x *Hx = H, ademas x € h™1C;h,
x1(h~1C;h)x = h~1C;h. Por tanto

X T(HNCy)x =x1(HN (h™C1h))x = HN C,. Entonces,

C3s <Ng(HNCy).

Sea j = 2,3. De acuerdo con la relacion de Dedekind tenemos que
Ne(HNC2) =Ng(HNC2)NG =Ng(HNC2)NNCj = C;(NNNg(HNCy)),
yaque NC; = CiNy Cj < Ng(HNC>).

Pero como N es normal en G, NN Ng(HN C2) es normal y de Hall en
Ng(HN C,)ycomo C,, C3 son complementos de NN Ng(HNC2) en
Ne(H N Cy) porque Ng(HNCz) = Ci(NNNg(HNCy)) paraj = 2,3.

Ademas Ng(HN C2)/(NNNg(HNC3)) es soluble porque es
subgrupo de G/N, y este ultimo lo es. SiNg(HN C;) + G, por
induccion existe k e Ng(H N C,) tal que k™Czk = C,, es decir
k-1(h~1C1h)k = C,, y esto implica que C; y C, son conjugados en G.

Por el contrario siNg(HN C,) = G, HN C, es normal en G. Es facil
verificar que N(HN C,)/(H N C;) es un subgrupo normal y de Hall de
G/(HN Cy), endonde C,/(HN C,) y Cs/(HN C,) son complementos
suyos. Por induccidn, existe x(H N C;) tal que



X(HN C2)™(Cs/(HN C2))x(HN Cz) = C2/(HN C3) y esto implica que
x1(h71C1h)x = x1C3x = C, y también en este caso C; y C, son
conjugadosm

El teorema de Schur-Zassenhaus aparece por primera vez en el
libro [22] de Zassenhaus. La primera parte de este teorema es
atribuida por Zassenhaus a Schur. La segunda seguramente se
debe a Zassenhaus.

Un célebre teorema de Feit-Thompson establece que un grupo de
orden impar es soluble. De acuerdo con este teorema, la hipotesis
"N es soluble o G/N es soluble" puede ser removida del enunciado
del teorema de Schur-Zassenhaus, ya que como N es subgrupo de
Hall de G, (|N|,|G/N|) = 1, asi que al menos uno de N 6 G/N es de
orden impar y éste es soluble.

Observaciones:

i) Consideremos G = As, el orden de G es 22 x 15 con (22,15) = 1. G
tiene un subgrupo N de orden 4 que no es normal (porque As es
simple) y As no tiene subgrupos de orden 15.

ii) Consideremos G = Ss, |S3| = 2 * 3. Si N es un 2-subgrupo de
Sylow de G, N no es normal pero G si tiene un subgrupo de orden 3.

En la observacion ii se hace notar que en el teorema de
Schur-Zassenhaus la normalidad del subgrupo N no es una
condicion necesaria.



CAPITULO 4
GRUPOS P-NILPOTENTES Y
EL SUBGRUPO DE FRATTINI

En este ultimo capitulo se presenta un resultado que caracteriza a
los grupos nilpotentes, a saber, que un grupo finito es nilpotente siy
sélo si es p-nilpotente para todo primo p que divida a su orden.
También se demuestran algunos resultados sobre el subgrupo de
Frattini de un grupo finito para finalmente relacionar este concepto
con el de p-nilpotencia.

En este capitulo s6lo consideramos grupos finitos.

Definicidn: Sea G un grupo y p un primo. Una cadena de subgrupos
normales G = Hop > H; > H, >... es una serie p-central si para cada
i tal que p divida a |Hi_1/Hi| se tiene que Hi_.1/H; < Z(G/H;) o
equivalentemente [G,Hi_1] < H;.

Observacion: Una serie normal es central si y solo si es p-central
para cada primo p que divide al orden de G.

Recordemos que un grupo G se llama nilpotente si tiene una serie
central que alcanza (1).

Definicion: Sea p un primo, un grupo G se llama p-nilpotente si
tiene una serie p-central que alcanza (1).

Ejemplo: S; es un grupo 2-nilpotente porque la serie S3 > Az > (1) es
una serie 2-central. S3 no es 3-nilpotente porque 3 divide al orden de
Asz/(1) y As/{1) no esta contenido en Z(S3/(1)).

Teorema 4.1: Sea G un grupo finito y p un primo, G es p-nilpotente
si y sélo si G tiene un p-complemento normal.

Demostracion:



Supongamos que G tiene un p-complemento normal C, |G| = p"m
con p primo, n > 0y |C| = m. Es decir |G/C| = p". G/C es nilpotente
porque es p-grupo, por tanto la serie central ascendente
(1y<Zg<Z; <...<£Zj <... de G/C alcanza a G/C, esto es Z; = G/C
para algunat. Sea H; la imagen inversa bajo el homomorfismo
canonico de G sobre G/C, entonces

G = H¢ > Hea >...> Ho = C > (1) es una serie p-central de G que
alcanza (1), en efecto: p no divide a |C|, mientras que

Hi/Hi.; < Z(G/Hi_;) porque Zi/Zi-; < Z[(G/C)/Zi-1] y entre G/Hi_; ¥y
(GIC)/Z;_, existe un isomorfismo ¢ tal que gHi_; > (9C)Zi1.

Inversamente, supongamos que G es p-nilpotente y sea
G = Ho 2 H1 2...2 Hs = (1) una serie p-central que alcanza a (1).

Demostracion por induccion sobre el orden de G:
Distinguimos 2 casos
a) p no divide al orden de Hg ;:

G/Hs_; es también p-nilpotente porque

G/Hs1 > Hi/Hs 1 >...> Hsa/Hs 1 = (1) es una serie p-central de
G/Hs_l ya que Si Hi_1/Hi (e Z(G/Hi), (Hi—lle—l)/(Hi/Hs—l) ~ Hi_1/Hi
debe estar en el centro de (G/Hs_1)/(Hi/Hs-1), por lo tanto G/Hs 3
tiene un p-complemento normal C/Hs_; y por lo tanto

G/C =~ (G/Hs1)/(C/Hs1) es un p-grupo, ademas [C| = [C : Hs1]|Hs1]
no es divisible por p ya que p no divide a |[Hs_1| y p no divide a
|C/Hs ).

Ademas C < G porque C/Hs 1 < G/Hg 3.
b) p divide al orden de Hg ;:

Hs1 = He1/(1) = Hea/Hs < Z(G/Hs) = Z(G) por lo que Hg 3 es
abeliano.

Sea P el Unico p-subgrupo de Sylow de Hg 4, P car Hs; pues si
@ € aut(Hs1) setiene que ¢(P) < Hs1 de orden |P| por tanto
o(P) = P.

Siendo Hs ; <Gy P car Hg; entonces P <« G y por tanto

G =Ho>H; >..> Hgy > P >Hs = (1) es también una serie
p-central y G/P es p-nilpotente y por hip6tesis de inducciéon G/P tiene
un p-complemento normal S/P. |S/P| = | con (I, |P|) = 1.

Entonces |S| = |P|l y como G/S ~ (G/P)/(S/P), G/S es un p-grupo (S/P
es un p-complemento de G/P). Como P<Sy (|P|,[S : P]) = 1,



entonces por el teorema de Schur-Zassenhaus, se tiene un
p-complemento C en S, como P < Z(S) también P < Cs(C).

S=PCysix e Stenemos que x = pic; ysic € C,

x~tcx = ctpricpicy = cilec; e C portanto C <iSy por el teorema de
Schur-Zassenhaus C es el tnico p-complemento de S es decir C es
caracteristico en S. Como C car Sy S < G tenemos que C <« G.

Como|C|=1y[G:C]=[G:S][S:C]con[G :S]y][S: C] potencias
de p se tiene que C es un p-complemento normal de G ya que
IG| =[G : C]IC| = p?lm

Teorema 4.2: Sea G un grupo finito. G es nilpotente siy solo si G
tiene un p-complemento normal para cada primo p que divida al
orden de G.

Demostracion:

Sea |G| = p7*...pds, con p; primos diferentes. Supongamos que G es
nilpotente, para cada 1 <i < s, si Q; es un p;-subgrupo de Sylow, Q;
es normal en G. C; = I1Q; Es un p; —complemento normal de G.

1<j<s, j#i

(Observese que esta implicacién puede probarse también usando la
definicion de p-nilpotencia y el teorema 4.1)

Inversamente si C1,C,,...Cs son los pi-complementos normales de
GyQi= N C;jesun pj-subgrupo de Sylow normal de G. En

1<j<s, j#i

efecto, Q; es normal en G, ademas sii # j tenemos que

ICi N Cj| = [CilIC;ICiCj| = ICIlICiIG| = (Glpi™|GIp; ™G] = [Glp; ™ p; ™
e inductivamente se puede probar que | NC;
1<j<s, ji
lo tanto |Qi| = p{" para toda i, de donde se sigue que G es
nilpotente g

= |G| I p;. Por

1<, i

Nota: compare este resultado con 1.4.

En virtud de 6.1 y 6.2, se tiene que un grupo G es nilpotente siy solo
si G es p-nilpotente para todo primo p que divide al orden de G

Definicion: M £ G es maximal si no existe Htalque M <H < G. Y
escribimos M <max G.

Definicion: Sea G # (1) el subgrupo de Frattini de G, ¢(G) es la
interseccién de todos los subgrupos maximales de G.

SiG = (1), ¢(G) = (1). SIM <mx Gy ¢ € aut(G) entonces



(M) <max Gy por tanto p(¢(G)) = ¢(G).

Tenemos entonces el

Teorema 4.3: El subgrupo de Frattini es caracteristico en G.
Recordemos el Argumento de Frattini (45):

Sea G un grupo, H< G y P un p-subgrupo de Sylow de H entonces
G = HNg(P).

El argumento usado en esta demostracion se conoce como "El
argumento de Frattini" y su sencillez a veces enmascara su gran
utilidad.

Teorema 4.4: Sea P un p-subgrupo de Sylow de Gy sea K = Ng(P),
siK < H entonces H = Ng(H).

Demostracién: (usando el argumento de Frattini)
Sea g € Ng(H) entonces g*Pg < g~*Kg < g~'Hg = H es decir que P
y g~tPg son dos p-subgrupos de Sylow de H y por tanto existe h € H

tal que h-*Ph = g~!Pg. Entonces P = (gh™1) 'P(gh!) i.e.
gh™ € Ng(P) =K c H,portantog € Ha

Teorema 4.5: Sea G un grupo y H < G tal que G = H¢(G), entonces
H=0G.

Demostracion:

Supongamos que H £ G entonces existe M <max G tal que H < M.
G =H¢(G) < M¢(G) = M por tanto G = M. Esto contradice que
M <max G. m

Definicion: g € G es un no-generador de G siy solo si para todo
X < G que cumpla (XU {g}) = G se tiene que (X) = G.

Teorema 4.6: ¢(G) = {g € G | gesun no-generador de G}.
Demostracion:

Seag € ¢(G)y X c G tal que (XU {g}) = G.Supongamos que
(X) £ G. Sea M <max G tal que X < M. Por tanto
G = (XUAg}) = (M,g) = M. Por tanto G = (X).

Inversamente, sean g un no-generador de Gy M <max G. Por
demostrar que g € M.

Supongamos que g ¢ M. Dado que M £ (M, g), se sigue que



(M,g) = G pero como g es un no-generador (M) = Gy como M < G,
tenemos que M = (M) = G lo cual es una contradicciong

Teorema 4.7: Cada p-subgrupo de Sylow P de ¢(G) es normal en G
y ¢(G) es nilpotente.

Demostracion:

#(G) car G entonces ¢(G) < G. Como P es un p-subgrupo de Sylow
de ¢(G) entnoces G = ¢(G)Ng(P) lo que implica que G = Ng(P)
entonces P< Gy P < ¢(G), por tanto ¢(G) es nilpotenteg

Teorema 4.8: Sea G un grupo nilpotente entonces G' < ¢(G).

Basta demostrar que G’ < M para todo M <n.x G. Como G es
nilpotente siH £ G se tiene que H £ Ng(H) por consiguiente siendo
M maximal, entonces M < G.

Como G es soluble (por ser nilpotente) y G/M es simple, entonces
G/M es de orden primo y por ser abeliano G' < Mg

Teorema 4.9: Sea G un grupo, N <G tal que ¢(G) < N, siN/¢(G) es
p-nilpotente, entonces N es p-nilpotente.

Demostracion:

Siendo N/¢(G) p-nilpotente, tiene un p-complemento normal K/¢(G).
K/¢(G) es un subgrupo normal de Hall de N/¢(G) y en consecuencia
K/¢(G) es caracteristico en N/¢(G) por 26 y como N/¢(G) < G/p(G),
K/p(G) <« G/p(G). Asi, K< G. Sea P un p-subgrupo de Sylow de ¢(G)
(puede que P = (1)) como K/¢(G) es un p-complemento de N/¢(G) p
no divide a |[K/¢(G)|y por lo tanto ¢(G) contiene a todos los
p-elementos de Ky por consiguiente P es un p-subgrupo de Sylow
de K.

Siendo P un p-subgrupo de Sylow de ¢(G) es normal en G (por 6.7)
y por consiguiente en Ky por el teorema de Schur-Zassenhaus en K
existe un p-complemento B y entonces K = PB.

Sig e G, g7!'Bg < g~*Kg = K (K < G), g'Bg es también un
p-complemento de Ky h~'Bh = g~'Bg para alguna h € K (porque los
p-complementos de K son conjugados) por tanto B = (gh1) 'B(gh!)
entonces gh™ € Ng(B), g € Ng(B)K.

Ne(B)K = Ne(B)PB = Ng(B)P < Ng(B)¢(G) por tanto
G < Ng(B)¢(G), G = Ns(B)¢p(G)y G = Ng(B) y B<G, por lo tanto
B < N. Si demostramos que B es un p-complemento de N, se tendra



gue N es p-nilpotente:

[N : B] =[N : K][K : B] es una potencia de p porque
IN/K| = |(N/$(G))/(K/$(G))| es potencia de p porque K/¢(G) es un
p-complemento de N/¢(G).

|K/B | también es potencia de p porque B es un p-complemento de
K. IN| = [N : B]|B|, B es un p-complemento de N.

Teorema 4.10: Si G es un grupo y p divide al orden de G, entonces
p divide al orden de |G/¢(G)|.

Demostracion:

Supdngase que p / |G/¢(G)|, como |G| = [p(G)[[G : ¢(C)]y

p / |G/¢(G)| entones ¢(G) contiene a los p-subgrupos de Sylow de
G, si P es un p-subgrupo de Sylow de G también lo es de ¢(G) y por
tanto P < G (por 6.7).

Por el teorema de Schur-Zassenhaus G tiene un p-complemento C.
SeaM < GtalqueC <M <G, como[G:C]=[G:M]M:Cly
[G : C] es potencia de p, entonces [G : M] es una potenciade py
como ¢(G) <M <Gy[G: ¢(G)] =[G : M]M: ¢(G)] entonces p
divide a [G : ¢(G)] lo cual es una contradicciong



INDICE DE SIMBOLOS

AcB A es subconjunto de B

AcB A es subconjunto propio de B
H<G H es subgrupo de G

HsG H es subgrupo propio de G

() El conjunto vacio

AxB Producto directo de Ay B
A<B A es subgrupo normal de B

|A| := cardinalidad del conjunto A.

AB = {ab | a € A,b € B} con A,B subconjuntos de un grupo G.
a® = b'ab

AP = blAb

AB = {btab | ac AbeB}

Al={a?!|acA

[G:S] El indice del subgrupo S en el grupo G

G <max H G es subgrupo maximal de H

G <min H G es subgrupo minimal de H

G <max H G es subgrupo normal maximal de H

G <min H G es subgrupo normal minimal de H

xH clase lateral izquierda de H que contiene a x

G/H grupo cociente G entre H



Gcm
Z(G)
Aut(G)

Ln

El subgrupo conmutador o derivado de G
El n-ésimo subgrupo derivado de G

El centro del grupo G

El conjunto de automorfismos del grupo G

Las clases residuales de los enteros modulo n
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