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Capitulo 1

Introduccion

Una de las grandes cualidades de las mateméticas es su capacidad de abs-
traccién, lo que le permite abordar distintas disciplinas. El resultado de
esta pequena intromisién en otras areas es de gran utilidad tanto para las
matematicas como ciencia pura, como para las otras disciplinas. Entre las
mas recientes e interesantes interacciones de las matemaéticas con otras cien-
cias esta la que ha tenido con aquella que estudia a los seres vivos: la biologia.
El resultado de esta interaccion es la biologia matematica, la cual se encarga
de modelar fenémenos biolégicos usando conceptos y técnicas matematicas.
De entre muchos de los trabajos que se pueden citar para ejemplificar los
propositos de la biologia matematica, se encuentran las simulaciones de sis-
temas bioldgicos. Estas simulaciones son de gran ayuda para comprender
al sistema real, pues no sélo con la observacién de eventos que ocurren en
el sistema se podra comprender al mismo, sino que se puede, a partir de la
simulacion, suponer condiciones nuevas y aproximar los resulatados del sis-
tema simulado al real. Debemos tener siempre presente que estas condiciones
nuevas deben estar completamente ligadas al sistema real. Una muestra de lo
anterior la encontramos en los modelos para estimar el crecimiento de pobla-
ciones, en los cuales las condiciones del sistema bioldégico determinan por
completo el tipo herramienta matematica que se debe usar. Por ejemplo, si
tenemos una comunidad en la cual la época de apareamiento, y por lo tanto
la de nacimientos de nuevos individuos ocurren en tiempos especificos, es
decir en temporadas fijas, entonces es suficiente con medir en esa temporada
el tamano de la poblacion, y por lo tanto es conveniente tomar el tiempo de
manera discreta. Si suponemos ademas que las generaciones no se traslapan,
esto es, que los miembros de una generacién no se aparean con la siguiente,



obtenemos modelos en ecuaciones en diferencias, en las cuales se encuentra
una relacion de recurrencia que nos permite saber cémo sera la poblacién en
la siguiente generacién. Esta dindmica de poblacién es frecuente en animales
que para su supervivencia dependen fuertemente de las condiciones ambien-
tales de su entorno, comé los osos, o animales que tienen una dinamica social
basada en grupos grandes, como estanlos perrros salvajes.

Por otro lado, si se estudian poblaciones que presentan un cambio rapido en
el tamano de su poblacién en comparacion con la escala de tiempo que se
utiliza, es posible suponer que la poblacion se reproduce de forma continua
y podemos usar ecuaciones diferenciales ordinarias, para modelar su com-
portamiento. Ademads de estudiar el crecimiento de una poblacion, podemos
analizar como es que ésta interactiia con su entorno, ya que su crecimiento
se ve afectado por diferentes factores, como la limitacién de alimento, la in-
teraccién con otras poblaciones que comparten recursos limitados, o bien la
dependencia de otra poblacién para su alimentaciéon. Los modelos clasicos
Lotka-Volterra para la interaccion depredador-presa dieron lugar al analisis
de la dinamica de poblaciones que interactian entre si. Otra probleméatica
que se puede abordar con modelos en ecuaciones diferenciales es el com-
portamiento de la difusién temporal de una enfermedad infecciosa en una
poblacién de individuos que permanece constante y que se puede subdividir
en dos o mas categorias desde el punto de vista epidemioldgico.

Un aspecto importante en la modelaciéon de fenémenos bioldgicos es la dis-
tribucion espacial de los individuos los cuales pueden desplazarse de muy
diversas maneras. Para comenzar el estudio de este aspecto podemos pre-
guntarnos cémo es la distribucién de los individuos en alguna area especifica.
El caso més sencillo es cuando consideramos una sola dimensiéon y sélo dos
direcciones posibles para el desplazamiento de los individuos; a este tipo de
movimiento se le denomina caminata aleatoria. Podemos decir que el in-
terés en este tipo de movimiento se inicié a partir de los descubrimientos
del botanico escocés Robert Brown el cual publicé en 1828 los resultados de
sus observaciones acerca de la fertilizacién de algunas plantas originarias de
Australia. Durante el curso de estas observaciones examiné en el microscopio
granos de polen suspendidos en un medio liquido, los cuales se desplazaban
dentro del mismo en forma cadtica. A este tipo de movimiento se le designo
con el nombre de movimiento Browniano en honor a su descubridor.

El primero en suponer que no existe una fuerza sobrenatural que provoca el
movimiento de las cosas, es decir, en enunciar una teoria no vitalicia para
explicar el movimiento Browniano, fue Delsaux en 1877 , quien propuso que
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este movimiento se debe a la interaccién entre dos fuerzas, ambas originadas
por la accién de las moléculas que la particula en movimiento tiene a su
alrededor. Una de estas fuerzas es producto de los choques de las moléculas
vecinas a la particula y esta fuerza es la reponsable de que se desplace. Una
vez que se mueve, esta entra en contacto con otra fuerza, que es la de friccién,
la cual se opone a dicho movimiento.

Einstein en 1905 formulé una teoria cuantitativa del movimiento Browniano,
en la que obtuvo el coeficiente de difusién, que es la velocidad promedio a la
cual se desplazan las particulas. El modelo de Einstein fue formalizado en
1923 por Norbert Wiener, y es en esta fecha que la teoria matematica del
fenémeno de difusion comienza a desarrollarse, mientras que en el aspecto
fisico esta teoria continud desarrollandose con los trabajos de Smoluchovsky,
Langevin y Ornstein-Uhlenbeck [1].

Desde el punto de vista ecologico, la dispersion de las particulas que pre-
sentan movimiento Browniano se denomina difusion pasiva, y se define como
aquella que afecta en general a organismos que tienen movimientos volun-
tarios minimos o nulos y dependen del medio ambiente para transportarse
a distancias considerables. Un ejemplo de la importancia de la difusiéon pa-
siva en el medio ambiente, lo encontramos al considerar la propagacién de
las semillas de los arboles. En la difusién de éstas, el viento tiene un papel
importante aparte de otros aspectos del medio ambiente [14].

Otro ejemplo de difusion pasiva lo encontramos en el arrastre de pequetios
insectos, el desplazamiento de bacterias en el aire, el polen o el fitoplancton
en el mar. La difusion pasiva se caracteriza por ser lenta y depender en su
totalidad del medio en que se realice. Para superar las limitaciones de este
tipo de transporte podemos considerar un segundo tipo de difusién: la di-
fusion activa. Dentro de este tipo de difusion, se encuentra la adveccién, que
es un mecanismo de transporte resultante del movimiento de los indi-viduos
o particulas en conjunto y llevando la misma velocidad [17]. Este trans-
porte se presenta en organismos que contribuyen de manera directa a su
desplazamiento como por ejemplo grupos de animales que migran. El trans-
porte donde los individuos eligen una direcion especifica para su propagacion
como respuesta de algiin agente ambiental, recibe el nombre de quimiostasis.
También se conoce con el término taxis. La kinesis, otro tipo de movimiento
de la misma clase, involucra cambios frecuentes en la direccién. En términos
de fisiologia, el tamano de las células, la remocién de las toxinas en la san-
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gre, el reemplazamiento de tejido y la liberacion de drogas se valen de los
fenémenos de adveccién y no sélo de la difusion pasiva.

Por otro lado, se sabe que las alteraciones en los niveles de transporte
estan relacionadas con distintas enfermedades como el cancer, la arterioscle-
rosis y las enfermedades del rinén, por lo que, el estudio de estos procesos de
transporte es muy importante.

Los modelos matematicos que se utilizan para estudiar los procesos de di-
fusién, son los llamados sistemas de reaccién-difusion que en términos mate-
maticos estan dados por ecuaciones del tipo

u _ DV?u + F(u), (1.0.1)
ot
donde V? denota al operador de Laplace, D es una matriz formada por los
coeficientes de difusién del sistema, u es un vector de mx 1y F'(u) representa
caracteristicas especificas de fenémenos a modelar. Por ejemplo, si F/(u) =0
tendremos un tipo de difusion pasiva, o si deseamos incluir condiciones sobre
el desarrollo de la poblacién, F'(u) puede representar un crecimiento de tipo
logistico, lo que nos lleva a obtener la ecuacion de Fisher-Kolmogorov, que
se vera con detalle en el capitulo 4 de este trabajo. Otra posibilidad es que
F(u) sea de la forma F(u) = 2%, en cuyo caso tendremos un sistema que
modela un fenémeno de adveccién para representar la difusion activa, ya que
F(u) permite incluir la hipdtesis de direccién especifica.
En el contexto biolégioco, fisiolégico o quimico, se han encontrado variables
que se transportan a velocidad constante y no presentan cambio alguno en
su perfil de distribucién, a este tipo de desplazamiento se le llama onda via-
jera. Por ejemplo, el potencial de accién en las neuronas viaja a velocidad
constante y no presenta cambio alguno en su perfil. Mateméaticamente una
onda viajera es una funcién f(z) donde z = x £ ct, x la distancia, t el tiempo
y ¢ la velocidad de propagacion.
En este trabajo se hace un resumen de los modelos mas significativos de
difusion espacial, tanto pasiva como activa. Comenzando con una breve de-
duccion de la ecuacion de conservacion obtenemos como resultado la ecuacién
de transporte, la ecuacion de difusiéon y la ecuacién de adveccién. En esa
seccion del trabajo se exhibe mediante un ejemplo la principal desventaja
que tiene la difusiéon como tnico proceso de transporte. En el capitulo 3, se
hace uso de la ecuacion de difusion no homogénea, para obtener modelos en
los cuales se muestra una marcada diferencia en la evolucion de la dispersion
de una poblacién asumiendo solamente difusién pasiva. Mas adelante se pre-
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sentan dos modelos donde se aborda el problema de la difusién geografica de
una enfermedad infecciosa en una poblacién y se establecen las condiciones
que se deben presentar para que exista una solucién en forma de onda via-
jera. Todo lo anterior sirve como preambulo para abordar el problema de la
dispersion de una enfermedad, entre dos poblaciones de distinta especie,
es decir, un problema de contagio interespecie, donde sélo una especie se
traslada. Para indagar sobre el comportamiento de dicha enfermedad se es-
tructuraron un par de modelos. El primero de estos modelos se desarrolla
bajo la suposicién de que una de las especies presenta un movimiento que
se puede modelar con la ecuacién de difusion, mientras que la otra especie
permanece fija. El segundo de estos fue hecho bajo la hipdtesis de que la
poblacién que se dispersa lo hace no sélo como un fenémeno de difusién, sino
que tiene un proceso de migracion, es decir, presenta un movimiento con
direccién y velocidad especifica. Estos dos modelos se desarrollan con el fin
de poder comparar la propagacion de una misma enfermedad bajo hipdtesis
distintas.
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Capitulo 2

La ecuacion de conservacion

La ecuacién de conservacion en sus diferentes formulaciones es la base para
describir cambios en la distribucion espacial de una variable. Muchas de
la ecuaciones parciales utilizadas en la modelacién estan basadas en dicha
ecuacion.

2.1 La ecuacion de balance en una dimension

Supongamos que tenemos una poblaciéon de individuos, o simplemente de
particulas que se mueven en una dimension, por ejemplo, dentro de un tubo
delgado. Representemos por x la distancia a lo largo del tubo a partir de un
punto inicial y sea ¢(z,t), la concentracién de particulas en la posicién x al
tiempo ¢t. Dada una seccién del tubo con édrea transversal A(z,t), la siguiente
integral
zo+Ax

/ c(z, ) A(z, t)dz, (2.1.1)

Jzo
representa el nimero total de particulas localizadas en la regiéon 2 del tubo
comprendida entre xg y o+ Az, al tiempo t. Para establecer los cambios de
la concentracién c¢(z,t) de particulas en € con respecto al tiempo, debemos
tomar en cuenta las particulas que estan entrando y saliendo, ademaés de que



puede suceder que dentro de la regién €2 se creen o se destruyan particulas.
Por lo tanto, la tasa de cambio en el niimero de particulas en €2 por unidad
de tiempo debe ser igual a la tasa de entrada de particulas menos su tasa de
salida mas su tasa de creacion o destruccién por unidad de tiempo en ). Sea
o(x,t) la tasa de creacién o destruccién de particulas en la regién Q. Asi la
integral

/ T ) Al t)da (2.1.2)

0
representa la aportacién total debida a la creaciéon o destruccion de las
particulas en la regién  por unidad de tiempo. El flujo, J(z,t) se define
como el nimero de particulas que cruzan una unidad de area en direccién po-
sitiva por unidad de tiempo. Entonces, el cambio en el niimero de particulas
con respecto del tiempo, en la region 2, es el flujo que entra en €2, menos el
flujo que sale, més (o menos) fuentes internas:

8 To+Ax

o). c(z, t)A(z, t)dx = (2.1.3)

To+Ax
T(z0, ) A0, t) — J (0 + D, ) Ao + A, t) + / oz, t) Az, t)dz

x0
donde
J(ill'o, t)A(Q?o, t),

es el flujo que entra en € y

J(xg + Az, t)A(xg + D, t),
es el flujo que sale de 2. Usando el teorema del valor medio para integrales,
tenemos que:

0 To+Ax

0
Ot o (c(z1,t)A(z1, 1) (D)) (2.1.4)

c(z, t) Az, t)dr = !

y la tasa de creacién o destruccion aportada por o es

To+Ax
/I o (2, 1) A(x, t)dx = o (@, 1) A2, £) (L), (2.1.5)

0

donde z1, 9 € [zg, z0 + Az



Sustituyendo (2.1.4) y (2.1.5) en la ecuacién (2.1.3) obtenemos

gt(c(atl, ) A(z1,1))(Ax) = J(x, 1) Ao, t) — (20 + A, 1) A(To + A, 1)
+o(xg,t)A(xe,t)(Ax),
dividiendo entre Az

0 J(xo, t) Az, t) — J(x0 + Az, t) A0, 1)
§(6($1,t)14(1‘1, t)) = (Al’) :tU(Qfg,t)A($2,t).
(2.1.6)

Haciendo tender Ax — 0 se tiene que z1 — xg y o — xg por lo que la
ecuacion (2.1.6) es equivalente a

0 0
a(c(mo,t)A(xo, t)) = —a—x[J(xo,t)A(xo,t)] + o(xg, t)A(zo,t).  (2.1.7)

Si el area no depende de = y t, la ecuacion (2.1.7) se convierte en

de(x,t) — 0J(x,t)

ot ox

+ o(x, 1) (2.1.8)

que es la ecuacion de balance en una dimension.
En los siguientes ejemplos veremos que, para diferentes elecciones de J y o
podemos formular modelos que describen distintos fenémenos.

2.2 La ecuacion de transporte

Si consideramos un fluido que se mueve con velocidad ¢ y un grupo de
particulas dentro de él, entonces, las particulas participan en un movimiento
colectivo y adoptan la velocidad del fluido. Asi, el flujo esta dado por la
concentracion de particulas, w, multiplicado por la velocidad que llevan, es
decir

J = we. (2.2.1)

Si sustituimos (2.2.1) en la ecuacién de balance y hacemos o = 0, obtenemos:

ow 0

5 = %(wc). (2.2.2)



Suponiendo que ¢ es constante, la ecuacion de balance nos lleva a la ecuaciéon
de transporte

ow  Ow

ot~ Cox
Para resolver la ecuacién de transporte tomemos la tasa de cambio de w(x(t), t)
como la medida de un observador en movimiento, es decir,

dufe(t),t) _ owdt  owds

(2.2.3)

= . 2.2.4
dt ot dt Ox dt ( )
, Ow , C e o .
Aqui B representa el cambio de w con respecto de una posicién fija, mien-
ow dz . o
tras que ot representa el cambio con respecto a un observador en movimiento.
x
Tenemos entonces que si ¢ es la velocidad que lleva el observador,
dx
= — 2.2.5
entonces de (2.2.3) obtenemos
owdt Owdx
4+ —— =0,
ot dt  Ox dt
lo que implica que
d t),t
w(z(t WD g, (2.2.6)

Asi, un espectador con velocidad ¢ encontraria que w es constante. De la
ecuacion (2.2.5) obtenemos
x = ct + xy, (2.2.7)

mientras que de la ecuacion (2.2.6) tenemos
w = cte. (2.2.8)

De lo anterior obtenemos que w es constante a lo largo de la recta x = ct+x.
Para una condicién inicial dada w(x,0) = P(z), de (2.2.7) se tiene que

w(zp,0) = P(xp).
Usando que zy = x — ¢t obtenemos

w(z — ct,0) = P(x — ct),
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ya que w es constante para x = ct + xy entonces w(z,t) debe tener el mismo
valor para toda t. Por lo tanto

w(z,t) = w(x —ct,0) = P(x — ct), (2.2.9)

es solucién de la ecuacién de transporte con condicién inicial P(z,0).
Observemos que este método nos lleva de una ecuacién diferencial parcial a
una ecuacién diferencial ordinaria, y que la grafica de w(z,ty) es la misma
que la de w(x,0), pero desplazada a la izquierda una distancia ct, (véase la
figura 2.1). De (2.2.9) vemos que la solucidn es constante en las rectas ct+ o,
a las cuales se les llama las caracteristicas de la ecuacion (2.2.3)

1=t

Figura 2.1: Desplazamiento de w(z,t).

2.3 La ecuacion de difusion

Cuando en un sistema termodindmico hay una diferencia de concentraciones,
se origina un flujo de materia, J, irreversible que fluye de concentraciones
altas a bajas [15]. A este proceso se le llama difusién y tiende a devolver al
sistema a su estado de equilibrio, donde la concentracion es constante. La
ley de Fick nos dice que el flujo es directamente proporcional al gradiente de
concentracion, es decir

J = —DVe, (2.3.1)



donde c es la concentracion de las particulas, y al coeficiente de proporcionali-
dad D, se le llama coeficiente de difusién. Sustituyendo (2.3.1) en la ecuacién
de balance (2.1.8) vista en la seccién 2.1 y suponiendo que o = 0, obtenemos
la ecuaciéon de difusion homogénea

e __ 0
ot Ox

En el caso en que D sea constante y que estemos considerando una dimensién
obtenemos:

(—DVe).

o _ 0

ot 0x?
La ecuacién (2.3.2) se denomina ecuacién de difusién en una dimensién y
modela diferentes fenémenos. Uno de ellos es la conduccién de calor en una
barra de metal en la cual la temperatura, u(z,t), es la misma en todos los
puntos de una seccion transversal y la superficie lateral no disipa el calor.
Tomando en cuenta la capacidad calorifica, ¢, la densidad de la barra, p, y el
coeficiente de conductividad térmica, k, se puede demostrar [15] que u(x,t)
satisface la ecuacién

(2.3.2)

ou  k 0*u
— = ——. (2.3.3)
ot cpox?
Si ademads suponemos que la barra es uniforme, entonces — = cte, y por lo
c

tanto podemos reescribir la ecuacién de calor (2.3.3) como

ou 0?
ou _ o 0%u
ot ox?
La ecuacion de difusién modela también el movimiento aleatorio de particulas
como veremos a continuacion.
Consideremos una coleccion de particulas que se mueven aleatoriamente a un
paso promedio de Ax en un tiempo 7. Supongamos que la probabilidad de
que una particula se mueva a la derecha o a la izquierda es la misma, decir
% y la denotamos por A. Si dividimos el eje = en intervalos de tamano Az,
entonces el nimero total de particulas C'(z,t), en [z, x + Az] al tiempo t:
1 1 1 1
C(x,t+71) = C’(z,t)+§C($—A$,t)+50(x+A$,t) - [C(x,t)§+0(x,t)§],
(2.3.4)
C(z+Auz,t) son las particulas que entran al intervalo

donde, 3C(z— Az, t)+1
2+ C(x, 1)1 son las que salen.

[z, 2 + Az] y C(x,t)
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Expandiendo C(x,t + 7) con respecto a t, y C(x — Ax,t), C(z + Ax,t) con
respecto a x, en series de Taylor tenemos que

oC 190°C 193C ,  10'C ,

— il 22, -7 -
Cx,t+71)=C(x,t) + 8t7+2 52T +6 555 +24 prad +... (2.3.5)
oC 102C 193C
+ Az, t) = +—Az+-——ArE- A+ (23
C(x x,t) = C(x,t) e x+28x2 Tk Lo AT + (2.3.6)

Sustituyendo los términos (2.3.5) y (2.3.6) en la ecuacién (2.3.4) tenemos

oc  10°C 1 oc . 19°C .
193C 4 1 oC 19°C ., 19°C , ,
1 1
—(5C(@, 1) + 5C(x.1)). (2.3.7)

Simplificando los términos comunes, la ecuacion (2.3.7) se reescribe como

oC  19*C 1.0°Cc , 20'C, , 20C,
ot oar T ol T g AT F g AT el (238

1
pues los términos impares se eliminan. Multiplicando (2.3.8) por — tenemos:
T

oCc 1 9°C 1.0*C, , 20'C, , 28C, 4
2
haciendo tender 7 — 0 , Ax — 0 manteniendo 2733 constante obtenemos

ot —1—27' 8t27—+"':E

.
oC  Az?9°C (2.3.10)
ot 21 Oz’ o

que es la ecuacion de difusion con D = Az—f, obtenida anteriormente usando

la ecuacién de balance y la ley de Fick.



2.4 Tiempo de transmision por difusion

Aunque las distancias largas presentan limitaciones para que la difusion sea
un buen medio de transporte, este proceso es de gran importancia a nivel
celular. Por ejemplo, la comunicacion entre neuronas cercanas estd basada
en un sistema de informacién quimico donde, las sustancias que participan
en este sistema, los neurotransmisores, son liberados por las terminales de
las neuronas. El mensaje mandado por este sistema se difunde a través de
la sinapsis y es retransmitido a otras neuronas cercanas [3].

Hardt (1978, [3]) propuso un método para medir el tiempo de transmisién
por difusion, basado en la suposicion de que las particulas que participan en
la difusién no chocan entre si y que 7, el tiempo promedio de transporte, esta
dado por la razén entre dos cantidades, NV el nimero total de particulas y F',
el nimero total de particulas que entran a la regién por unidad de tiempo.
Para validar la definicion de 7 consideramos las siguentes cantidades:

N = numero total de particulas en la region

' = el nimero total de particulas que entran a la regién por unidad de
tiempo

A = tasa a la cual las particulas salen de la regién por unidad de tiempo
T= % tiempo promedio de transporte de las particulas.

Si las particulas entran a una tasa constante F'y salen a una tasa A, podemos

decir entonces que

AN
—— =F —AN. 2.4.1
o (2.4.1)

Si consideramos que el nimero de particulas que entran por unidad de tiempo

es igual al numero de particulas que salen por unidad de tiempo se tiene que

dN
— =0, y por lo tanto

dt
F = )\N. (2.4.2)
1
Dado que A = — se tiene
T
N
= —. 2.4.3
== (2.43)

Para ilustrar lo anterior consideraremos el siguiente problema en una di-
mensién. Tomemos el intervalo [0, L] y supongamos que las particulas, con
concentracion C', entran por la frontera z = L y se dirigen a = 0 bajo un
proceso de difusion. Supongamos ademdas que las particulas no abandonan



el intervalo y que el tiempo de estancia promedio en el intervalo, es el mismo
que les toma a las particulas ir de L a 0. De acuerdo a la ecuacion de difusién,
el cambio en la concentracién de las particulas con respecto al tiempo esta
dado por

oC 0%C
o~ P

Si suponemos que la concentracion de particulas no cambia con el tiempo, la
ecuacion anterior se convierte en

0*C

Pz 0, (2.4.4)
con las condiciones de frontera
C(L)=Cy, C(0)=0. (2.4.5)
Asi, la solucién de la ecuacion (2.4.4) es
C(z) = ax + 5,

con o'y 3 constantes. Usando las condiciones dadas en (2.4.5) tenemos que
C(0) = a(0) +5 =0,

lo que implica que

C(L) =alL+0=Cy, oc—cg).
Por lo tanto,
C(z) = CLYOx. (2.4.6)

Para saber cudl es el tiempo promedio de estancia en la regién necesitamos
conocer N, el niimero total de particulas en el intervalo dado, y F', el nimero
total de particulas que entran a la regién por unidad de tiempo. Para N,
calculamos la integral de C'(x) a lo largo del intervalo [0, L], es decir,

B C G L



Para obtener F', multiplicamos el flujo por el area, es decir, F = (D%) L
= DC.

Por lo tanto de la ecuacién (2.4.3), obtenemos que el tiempo promedio de
transporte esta dado por

N G L
T = — = = —.
F DCy 2D

(2.4.8)

Consideremos ahora el problema anterior en un espacio de dos dimensiones
con simetria radial, donde las particulas que se encuentran en la frontera de
un disco de radio L, se dirigen a un disco de radio a contenido en su interior.
En este caso las condiciones de frontera estan dadas por

Cla)=0 y C(L)=Cy. (2.4.9)

Dada la simetria radial, es conveniente cambiar a coordenadas polares la
ecuacion de difusién (véase apéndice). En dichas coordenadas la ecuacién de
difusion es la siguiente

oC Do, oC

Asi, para el caso cuando el numero de particulas no depende del tiempo, se
tiene

D o, oC
que es equivalente a
rC' = 0. (2.4.12)

Integrando la ecuacién (2.4.12), obtenemos C'(r) = A In (r)+ B. Para de-
terminar las constantes, A y B, hacemos uso de las condiciones de frontera
dadas en (2.4.9). Tenemos entonces

C(a) = Aln(a) + B = 0, (2.4.13)

O(L) = Aln(L) + B = C. (2.4.14)
De (2.4.13) obtenemos A In(a)= —B, sustituyendo en (2.4.14) obtenemos

Aln(L) — Aln(a) = Cy.
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Por lo tanto, A = ln(g%)’ lo que implica que B = —lnf%)ln(a)
Asi,
Co Co
C(r)=—1 ——1
es decir,
ey = 90 () (2.4.15)
(%)) 4.

Como en el caso de una dimensién, el nimero total de particulas, N, en

2 pL
el anillo @ < r < L esta dado por la integral / / C(r)rdr df, es decir
0 a

27 L L2 2
N=| 1?3)/ tn(C)rdrdo = Conr? — SOTE L CoT 5 4 1)
0 n(= a

a on(E) " 2n(L)

Si suponemos L > a, entonces ln(z) es comparativamente grande y pode-

CorL?  Cyma?

2In(L) ¥ 2m(Z)
: oC .

Por otro lado, el flujo total F' = (J)(2rL). Dado que J = DE y derivando

(2.4.15) con respecto a r, tenemos

mos despreciar , por lo que N = Cyr L2

0027'('[1

F=D . 2.4.17
rln(%) ( )
Para obtener 7 calculamos el cociente
N CQL27T
rIn(L)
asi, 7 estda dado por
rLIn(L)
= ——a- 2.4.19
T 5D ( )

Si tomamos L = r entonces el tiempo promedio de transporte esta dado por

L?In(%)
= ——0a 2.4.2
T 5D ( 0)
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Las ecuaciones (2.4.8) y (2.4.20) nos muestran que el tiempo promedio de
transporte, usando sélo difusién esta completamente determinado por la geo-
metria del problema. El siguiente ejemplo nos muestra que tan conveniente
es usar como unico medio de transporte la difusién.

2.4.1 Los Macroéfagos

Los macroéfagos son células que colaboran de manera importante en el sistema
inmune, ayudando a las células T" en el mecanismo de defensa del cuerpo hu-
mano.

Lauffenburger y Fisher (1986, [3]) se preguntaron si es suficiente que los
macréfagos se desplacen solamente por difusién para encontrar la fuente de
las bacterias, y asi sean capaces de evitar la proliferacién de las mismas. Para
responder a esta pregunta, estos autores observaron que los macréfagos se
mueven en una direccién por cierto tiempo 7 con una velocidad caracteristica
s, y después de pasado el tiempo 7 hay una reorientaciéon del movimiento.
Para modelar la eficacia de los macréfagos usando la difusion como tnico
medio de transporte, definimos un coeficiente de difusion efectiva, que deno-
taremos por D. Tomando en cuenta que Az es la distancia que en promedio
viaja el macréfago en una sola direccion y € es el tiempo que tarda en recorrer

Ax
dicha distancia, entonces s = —.

€
Recordando la deduccion de la ecuacién de difusiéon con caminatas aleatorlz%s

: . . . Ax
se tiene que, si 7 es el incremento en ¢t y Az es el incremento en x, D = 5.
-

por lo que

(s€)? %

2¢ 27

Tomemos el caso en que las bacterias se encuentran en el interior de un alveolo
pulmonar. Para simplificar el problema, supondremos que tanto la bacteria
como el alveolo tienen forma circular con radios a y L, respectivamente, con
a < L. Supondremos ademds que 7 esta dado por la ecuacién (2.4.20), y que
los macréfagos entran al alveolo y realizan su busqueda, hasta llegar a las

bacterias.

D:

12



Los valores que usaremos en esta simulacion son

a = radio de la bacteria (20pu)

s = velocidad de los macréfagos ( ﬁ)

e = tiempo promedio en el que el macréfago se mueve en una direccion fija
(5 min)

A = 4rea del alveolo (2.5 x 10°u?)

N = numero de bacterias (1)

v = tasa de reproduccién de las bacterias 0.2 (hrs™!)

Se tiene entonces que el radio del alveolo es

A (2.5)(10°u?)

L= (5)h = = 2810,  (24.21)
T s
y el coeficiente de difusién es
_ s?%e _ Ho\pOmin. >
D = 5 = (3ﬁ) — = 22'5min.' (2.4.22)

Asi, el tiempo promedio que tarda un macrofago en llegar a donde se encuen-
tra la bacteria es

B [i n£ ~((2.8)(10%)p)? 1(1(2.8)(102) 6l
T= 5D A_((Q)(22.5)nﬁ2n.) 50 = T6hrs.

Por otro lado la tasa de reproduccion de las bacterias nos dice que su tiempo
promedio de vida, 74 es

1 1

M= =05 5 hrs. (2.4.23)
Si la difusion fuese la tnica forma de transporte de los macrofagos, estos no
serian capaces de encontrar a las bacterias antes de que estas proliferen. En
realidad los macrofagos son guiados por otras sustancias que son segregadas
cuando algin agente externo es detectado. Este tipo de fendémenos, en el
cual la difusién y una accién propia del ambiente participan en los procesos
de transporte sera tratado en la seccién 3.2 del siguiente capitulo, donde se
abordan modelos sobre la dispersion de poblaciones basados en la ecuacién
de difusion.
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2.5 La ecuacion de adveccion

En las secciones anteriores hemos visto la ecuaciéon de transporte y la ecuacién
de difusion de manera individual. En la presente seccién veremos como es
que estos dos fenémenos se pueden conjuntar para obtener la ecuacién de
adveccion que modela otro tipo de transporte.

Retomando la deduccion de la ecuacion de difusion con caminatas aleatorias,
daremos ahora diferentes probabilidades al desplazamiento de las particulas
que se mueven hacia la izquierda o hacia la derecha, y asi estaremos dando
una direccion preferente al movimiento de las mismas. Supongamos entonces
que una coleccién de particulas estan distrubuidas a lo largo del eje x.
Pensemos en una particula que se encuentra en el origen al tiempo ¢t = 0, y
que un intervalo de tiempo anterior, es decir, en t — 7 la particula estuvo en
el punto z — XA o en  + A, donde A es la longitud de desplazamiento de una
particula.

Si definimos « como la probabilidad de que la particula se mueva a la derecha
y 3 como la probabilidad de que la particula se mueva a la izquierda, entonces,
p(z,t), la probabilidad de que una particula se encuentre en z al tiempo ¢,
esta dada por

p(z,t) =ap(zr — \,t —7) + Op(z + N\, t — 1), (2.5.1)

donde ap(z — A\, t — 7) representa la probabilidad de que la particula se
encuentre atras en el tiempo t — 7 y avance hacia adelante después de 7
unidades de tiempo, y Bp(x + A\, t — 7) representa la probabilidad de que
la particula se encuentre adelante en el tiempo t — 7 y avance hacia atras
después de 7 unidades de tiempo. Expandiendo los términos del lado derecho
de la ecuacion (2.5.1) en serie de Taylor alrededor de = y t obtenemos:

8p A2 0%p Op 72 0%

op
ap(a:—)\,t—T)—ap(:E,t) )\%— 8t+ ?@—F )\ 8t8x+ ?w‘F

y
)\2 82]7 ap 2 82

dp
p(x+At—7) = Bp(z, t)+5>\*—5 +53@— UrTem +ﬁ§@+
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Sustituyendo y agrupando en (2.5.1) tenemos

o ap 82p A2

ple,t) = pla, )+ B) = Ash(@ = B) = T oo+ B)+ 5B (ot B)+
82 82 2
axgtT)\Q(a —-B)+ 87751;% + ..

Como «a y [ son probabilidades, se cumple a+3 = 1. Sea a— 3 = ¢, entonces
la ecuacién anterior se convierte en

op | Op PpA *p O*p 12
U riaas O R Rl wr AR O vl

+ .. (2.5.2)

Tomando el limite en la ecuacién (2.5.2) cuando 7, A y € tienden a cero, y
suponiendo que se satisface

vemos que p(x,t) satisface la ecuacién

2
O _ 0, pop

donde v es la velocidad de desplazamiento de las particulas. Si multiplicamos
a p(z,t) por C, el nimero total de particulas, obtenemos que la concentracién
de particulas cumple

oC oC 0?C
— =—v—+D—.
ot ox Ox?

La ecuacion (2.5.4) sera utilizada en la seccién (6.4) para modelar la propa-

gacion geografica de una enfermedad infecciosa debida a difusién y migracion.

(2.5.4)
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Capitulo 3

La ecuacion de difusion no
homogénea

3.1 Modelos de dispersién de poblaciones

Skellman [3] sugirié que una poblacién P que se reproduce de manera con-
tinua a una tasa «, y que se distribuye sobre cierto territorio de manera
aleatoria, puede ser modelada por la ecuacion de difusién

a—P = DVP + aP, (3.1.1)

ot
donde D es la tasa de dispersion de la poblacién, P(z,t) es la densidad de la
poblacién al tiempo t en x y aP representa el término de crecimiento Mal-
tusiano de la poblacién, que es apropiado si pensamos en una especie intro-
ducida en un territorio “infinito” donde no hay competidores y depredadores
naturales, durante un intervalo de tiempo relativamente corto. Resolveremos
la ecuacién (3.1.1) para una dimension, la cual estd dada por

—=D—+aP. z€(—o00,0) (3.1.2)
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con las condiciones iniciales
P(x,0) = Py(x)

y de frontera
P(—o00,t) =0 P(o0o,t) =0.

Para resolver (3.1.2), supongamos que su solucién es de la forma
P =v(z,t)e™, (3.1.3)

derivando P obtenemos:

0P

il ave™ + ve™,
0*P

@ U:m:eata

(3.1.4)

donde v, y v; denotan las derivadas parciales de v(x, t) dos veces con respecto
de z y de t. Sustituyendo estas parciales en la ecuacién (3.1.2), obtenemos:

ave™ + ve® = Dvge™ + ave,™
eliminando e* y simplificando se obtiene
vy = Dy, (3.1.5)

que es la ecuacion de difusion homogénea.

Como estamos considerando que se ha introducido una poblacién nueva en
el territorio, la condicién inicial adecuada es P(x,0) = Pyd(z), donde P, es
la poblacién introducida inicialmente y §(z) es la delta de Dirac.

Tomando en cuenta esto, la solucién de (3.1.5) esta dada por (ver apéndice)

Py —az?
\/me Dt (3.1.6)

Sustituyendo (3.1.6) en (3.1.3), la solucién de la ecuacién (3.1.2) es

v(x,t) =

Py
VAar Dt
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Después de un tiempo ¢, la poblacién inicial Fy habrd aumentado a una
poblacién P y se habra desplazado una distancia  del origen que estara

dada por
P 2 -

(at—357) —
e ipt) = P. 3.1.8
Var Dt ( )

Para encontrar la distancia recorrida en funcién de ¢, debemos reescribir la
ecuacion (3.1.8) en funcion de T y t, para lo cual hacemos lo siguiente:
la ecuacién (3.1.8) es equivalente a

(at— 57
e ae) P 47D
t P ’

N

tomando logaritmos de ambos lados obtenemos,

72 1 \irD
at — —— —In(t3) = In(P P” ),
0

multiplicando por 4D y dividiendo por ¢t obtenemos

T P\A4AxD 4D  2DlInt
4Do — (2)2 = In(=— "2y 22
a—(7)"=1n j2) e
y finalmente
T P\4rD 4D  2DInt
T = (-In(—5T) == - == +4aD)}. (3.1.9)
0

Si tomamos el limite cuando ¢ tiende a infinito en la ecuacién (3.1.9), de
manera tal que % se mantenga constante, tenemos que

T = a?(4D)7t (3.1.10)

es el lugar en el que la densidad de poblacion es P siempre que la poblacién
inicial sea F,.

De la ecuacién (3.1.10) vemos que si la tasa de crecimiento « se incrementa,
entonces la distancia recorrida por dicha poblacién se incrementa y el proceso
de difusién es impulsado por el crecimiento interno.

La ecuacién (3.1.1) resulta ttil para describir el comportamiento de pobla-
ciones que aparentemente no tienen limitaciones para su reproducciéon. En
la siguiente seccion veremos cémo se podria plantear un modelo para la dis-
persién de alguna poblacién cuando interviene algin agente externo.
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3.2 Quimiostasis

En el ejemplo de los macréfagos visto en la seccion 2.4.1 se concluyd que el
movimiento aleatorio por si sélo no es un medio eficaz de transporte. Para que
los macroéfagos tengan un buen desempeno se necesita de un mecanismo de
transporte auxiliar, como la segregacion de otras sustancias que promueven
el movimiento (en este caso la linfocina).

Keller y Segel [3] propusieron la siguiente ecuacién para modelar la dis-
tribucién de particulas influidas por la quimiostasis (véase la introduccion)

0B 0 oC 0B

— =——|KB— — up—1|.

ot Ox [ oz Moux )
donde B y C representan la poblacién de particulas y la sustancia que pro-

mueve el movimiento respectivamente. Comparando la ecuacién (3.2.1) con
la ecuacién de balance dada en (2.1.8), vemos que en este caso

oC 0B

es decir, el flujo no sélo es aportado por la difusién de las particulas, repre-

(3.2.1)

sentada por —pu——, sino que tenemos ademéds un flujo debido al producto
x

del gradiente de la sustancia C'(x,t) con la poblacién de particulas B(x,t)
donde K es una funciéon que depende de C' yB.

Tomando el ejemplo de los macréfagos, tenemos que C(z,t) representa la
linfocina y B(x,t) es la concentraciéon de macréfagos. Se pueden modelar
distintas posibilidades.

i) Si la sensibilidad de los macréfagos hacia la linfocina se incrementa line-
almente con la concentracion de linfocina, entonces K = QC con @Q > 0y la
ecuacion (3.2.1) se convierte en

0B 0 oC 0B
— =——[QCB— — u—|.
ot Ox QC or  or |
i1) Si el movimiento aleatorio de los macréfagos decrece conforme la cantidad

i)
0x2 C Y

: : .. 0B
de linfocina aumenta, entonces, el término F o adopta la forma p
x

por lo tanto la ecuaciéon de movimiento es

0B 0*C 0’°B 1
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iii) Si la poblacién de macréfagos se incrementa logisticamente con una ca-
pacidad de carga proporcional a la concentracion de linfocina, la ecuacion
(3.2.1) se convierte en

oB 0*C 0’B

B
= = _KB=— 4+ u— +wB(1- — . 2.
o 57 Th g twB(l-—2), w>0 (3.2.3)

3.3 Estados estables

Un estado estable de un modelo en ecuaciones diferenciales parciales es una
solucion para la cual no hay cambios espaciales ni temporales. Estos esta-
dos corresponden a las soluciones constantes del sistema algebraico que se
obtienen haciendo cero las primeras derivadas parciales de la ecuacion, y
describen la uniformidad espacial de poblacidénes que permanecen constantes
en el tiempo.

Los estados temporalmente estables de la ecuacién (3.2.1) estan dados por

0 oC 0B

o aJ : .
lo que implica que e 0, es decir, el flujo es constante con respecto de x.
x
Si restringimos el entorno en el cual el flujo de macréfagos es nulo al intervalo
[0, L] entonces J =0enz =0y J=0enz =L, lo que implica que J = 0
en todo el intervalo [0, L] y por lo tanto

oC  u OB
=5 (3.3.2)

Suponiendo que K es constante e integrando la ecuacion (3.3.2) con respecto
a x obtenemos

KC(z) =plnB+H, lo que implica: KC(z)— H = pulnB,
por lo tanto
K
B(z) = en“@e M (3.3.3)

Si en la ecuacién (3.3.3) damos una concentracién C(z) de linfocina entonces,
B(z), la concentracién de macréfagos queda completamente determinada.

Como la sustancia C'(z) se estd propagando, podemos usar la ecuacién de
difusién para modelar su comportamiento en una situacién de estabilidad
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temporal. Recordando la solucién de la ecuacién (2.4.6) de la seccién 2.4, se

tiene que
x

Za
con las condiciones C'(0) =0y C(L) = C.
Sustituyendo la ecuacién (3.3.4) en la ecuacién (3.3.3) tenemos que la con-
centracién de macréfagos estd dada por

C(z) = Cy (3.3.4)

B(z) = enCoteH, (3.3.5)

donde B(0) = e # es la concentracién inicial de macréfagos.

De la ecuacién (3.3.5) observamos que la poblacién de macréfagos aumenta
si K es mucho mas grande que p, o si la concentracion de linfosina, Cj,
es considerablente grande. En cambio esta decrece si L, el radio de los
alveolos, es relativamente grande. Notemos también que en el estado estable,

el flujo inducido por la linfosina ( KB (x)agi:x)

B(x)

. . . . x . . .
quimiostasis, es el mismo pero en sentido opuesto al flujo aleatorio, lo que
explica que se pueda mantener un estado de equilibrio no uniforme.

) contraresta al flujo dado

por el movimiento aleatorio (—u ), es decir, el flujo debido al efecto de
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Capitulo 4

Soluciones en forma de onda
viajera

Las ondas juegan un papel de gran importancia en la descripcion de nuestro
entorno, ya que se encuentran en un sin nimero de procesos naturales, como
las ondas de choque que producen el trueno en una tormenta, los terremo-
tos, el sonido y la luz. Otros fénomenos ondulatorios los encontramos en los
sistemas fisiolégicos, biolégicos y quimicos. Dentro de los muchos ejemplos
de ondas que podemos encontrar en estos sistemas, estan las que modelan
fenémenos de dispersién de una poblacién [12]. Un ejemplo de este tipo de
ondas lo encontramos en la introduccién, a principios del siglo pasado, de la
ardilla Scirius Clarolinensis en algunas zonas de Gran Bretana la cual, des-
pués de algiin tiempo de coexistencia con la especie local de ardilla, produjo
ondas de invasion de la ardilla intoducida, lo que causé un desplazamiento
de la ardilla local [5].

El estudio de distintos tipos de ondas que se presentan en fenémenos na-
turales ha producido multiples aportaciones que ayudan a una mejor com-
prension de los sistemas estudiados. En el presente capitulo, y en lo que resta
del trabajo se desarrollan ejemplos de la aplicacion de ondas viajeras.

4.1 Ondas viajeras

Definimos una onda viajera, en una dimension con velocidad constante ¢, a
la funcion de la forma
K(x,t) = k(2), (4.1.1)
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donde z = x+ct y c es la velocidad de la onda. El signo positivo corresponde a
una onda que viaja a la izquierda, mientras que el signo negativo corresponde
a una que se desplaza hacia la derecha.

Para saber cémo cambia la funcién K (z,t) con respecto del tiempo y del
espacio en funcién de la variable z, derivamos y obtenemos

0K dk 0z  dk

Ox dz0r  dz’
ok _ dkor b
ot dzot Cdz7

(4.1.2)

es decir, el cambio de K (x,t) y k(z) con respecto del espacio, es el mismo,
mientras que el cambio de K(x,t) con respecto del tiempo depende de la
direccién en que se mueva la onda viajera. Al realizar el cambio de variable
z = x =+ ct en un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en las variables
x vy t obtenemos un sistema equivalente en ecuaciones diferenciales ordinarias
en la variable z. El andlisis cualitativo y numérico de este tltimo sistema nos
proporciona informacién acerca de la existencia de ondas viajeras, y el tipo
de desplazamiento que se lleva acabo. Por ejemplo, las llamadas soluciones
en forma de tren de onda [3], generealmente aparecen en sistemas donde
la dindamica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias exhibe ciclos
limite. Para estos sistemas se buscan soluciones de la forma u(z,t) = U(z)
donde la funcién U(z) es periddica de periodo 27 y z = kt—wx, donde k es la

frecuencia, w es el nimero de onda y ¢ = — es la velocidad del tren de onda.

Una solucién tipo frente de onda tipica se ?fliene cuando U(z) es una trayecto-
ria heteroclinica, esto es, lim, ., ., U(z) es uno de los puntos de equilibrio y
lim, ., U(z) es otro de los puntos de equilibrio. Las trayectorias homoclinicas
(trayectorias que comienzan en un punto de equilibrio y que retornan a él)
representan ondas tipo pulso donde lim,_, o, U(z) = lim,_,o U(2) .

Existen otro tipo de ondas viajeras, unas de las mas estudiadas son las que
se encuentran en la reaccién de Belausov- Zhabotinsky [12], la cual muestra
el ciclo de oxidacién del acido citrico.

En la siguiente seccién veremos el ejemplo de la ecuacion de Fisher -Kolmogorov
para la cual, en el articulo de Kolmogorov, Petrovsky y Piscunov [8], se en-
cuentra el primer tratamiento formal sobre el andlisis de existencia de ondas
viajeras en las ecuaciones de reaccion-difusion.
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4.2 La ecuacién de Fisher-Kolmogorov

El estadistico y bidlogo britanico, Fisher se plante6 el problema de determinar
la distribucién geogréfica de un alelo que tiene un gen ventajoso [11].

Para esto, consideré una poblacién en la cual algunos individuos portan un
gen que contiene un alelo ventajoso, denotado por E, y el resto de los indivi-
duos portan el alelo recesivo e. Supuso que los apareamientos en la poblacién
son aleatorios, que no hay mutaciéon en los genes y que el movimiento se
realiza en una dimension.

Denotamos por u(z*,t*) a la probabilidad de ocurrencia del alelo E en el
punto z* al tiempo t*, la ocurrencia del alelo e es 1 — u(z*,t*). Fisher
supone que la tasa de cambio de la probabilidad de ocurrencia del alelo E se
puede describir haciendo uso de la ecuacién de difusion y suponiendo que la
poblacion de genes presenta un crecimiento del tipo logistico. Asi entonces,
la probabilidad de ocurrencia de u(z*,t*) estd dada por la ecuacién

ou 0%u

S5 = Daw*2 + au(l — u), (4.2.1)

donde D es el coeficiente de difusién y « es la tasa de reproduccién o cre-
cimiento de la poblacion.

La ecuacién (4.2.1) es el caso mas sencillo de una ecuacién que representa un
modelo de reaccién-difusion no lineal. Esta ecuacion también se puede ver
como una extension natural de los modelos de crecimiento logistico cuando
se considera difusion espacial. Hacemos notar que la ecuacién (4.2.1) no
se puede resolver analiticamente por lo cual se buscan soluciones especiales.
En particular, son de gran interés las soluciones tipo onda viajera. Para
simplificar el niimero de pardmetros recurrimos al cambio de variables

* 1 *
t=aot", x=(=)2z"
Las derivadas parciales para u en las nuevas variables x y ¢ son:

ou  Ou Pu  O*u «

= 579, — a8 91
ot ot dz*? 022 D
sustituyendo esto en la ecuacién (4.2.1) obtenemos:

ou 0%u o
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ou  O*u
E == @ -+ U(l — u) (4.2.2)

ou
Considerando el caso de homogeneidad espacial Fre 0, para la ecuacion
x

(4.2.2) se cumple que

ou
5 = u(l —u). (4.2.3)

La ecuacion (4.2.3) tiene dos estados de equilibrio, u = 0 y u = 1, los cuales
corresponden a la ausencia y a la saturacién de la poblacion de genes que
tienen el alelo de tipo E, respectivamente. Notemos que el lado derecho de
la ecuacién (4.2.3) es positivo siempre que u € (0,1) y es negativo cuando
u < 0owu > 1. Asi, encontramos que la parte temporal de la ecuacién (4.2.2)
para u(0) € [0, 1] se comporta como lo muestra la siguiente grafica.

1

0.9

0.8

a.v

0.5

0.5

0.4

0.3

0.z

0.1

—

Figura 4.1: Comportamiento temporal de la ecuacién (4.2.2).
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La grafica muestra que u = 1 es un estado de equilibrio estable y u = 0 es un
estado de equilibrio inestable, lo que nos indica la posibilidad de encontrar
un frente de onda del alelo ' que se mueva hacia la derecha. Esto significa
que el alelo E es dominante en la parte izquierda de la regién, mientras que
el alelo e es el inico gen presente en la parte derecha.

Esto sugiere que podemos buscar soluciones en forma de onda viajera, es
decir, u(z,t) = U(z), con z = x — ct, y ¢ la velocidad de onda.

Veamos cudles son las condiciones necesarias para que la ecuacién (4.2.2)
tenga una solucion en forma de onda viajera.

Haciendo el cambio de variable z = x — ¢t tenemos que:

ou du *u  dPu

ot dz 0 d2?
sustituyendo en la ecuacién (4.2.2) nos lleva a la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria para U(z)

U'+cU +U(1-U)=0. (4.2.4)

Dado que el gen es dominante, se espera que a partir de una posicion inicial xq
arbitraria avance en el territorio y se desplace con el tiempo hacia la derecha
de zy. Lo anterior lo podemos expresar con las siguientes condiciones de
frontera

lim U(z) =0 Jim U(z) =1. (4.2.5)

zZ— 00
Para analizar la ecuacién (4.2.4), realizamos el siguiente cambio de variable:

’

U =,

lo que implica que
v=U =-cU -U(1-U).

Asi, la ecuacién (4.2.4) es equivalente al siguiente sistema en las variables
Uyw.

/
U = v
!

v = —eow—-U1-0). (4.2.6)
El sistema (4.2.6) tiene dos puntos de equilibrio: ey = (0,0) y e; = (1,0).

Una onda viajera que cumpla las condiciones de frontera dadas en (4.2.5)
corresponde en el sistema (4.2.6) a una érbita heteroclinica que va del punto
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de equilibrio e; al punto de equilibrio ey, y que se encuentre contenida to-
talmente en el cuadrante positivo. Por lo que, es necesario que el punto
de equilibrio ey sea estable y e; inestable. A continuacion determinamos la
estabilidad de cada punto de equilibrio a través de la matriz Jacobiana del
sistema (4.2.6)

DQM0:<_1ERTEE>. (4.2.7)

La matriz (4.2.7) evaluada en ey esta dada por:

D@@:(ﬂ_i)

Para determinar la estabilidad de eq, obtenemos los valores propios de D
calculando el det(D(0,0) — AI) = 0, y que corresponden a las raices del
polinomio caracteristico

M4+ Ae+1=0,

asi entonces,

N|=
|
O
I
—~
o)
no
I
W~
~—
N|=

—c+ (2 —4)
2

A=

De lo anterior vemos que si ¢ > 4, los valores propios son reales, mientras
que si ¢? < 4 tendremos valores complejos, es decir, en este caso las soluciones
son de tipo espiral alrededor del cero, lo que implica que dichas soluciones
tendran valores negativos, que para nuestro estudio no tienen sentido. Por
lo tanto, una condicidon necesaria para asegurar la existencia de una onda
viajera de la ecuacién (4.2.4) con condiciones de frontera (4.2.5) es que

c> 2.

Es claro que para ¢ > 2, A\; y Ay son negativos, por lo que ey es un punto
estable.
Por otro lado, tenemos que la matriz Jacobiana evaluada en e; es:

D@@:(fj&.
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Para encontrar los valores propios asociados a eq, calculamos el
det(D(1,0) — AI) y lo igualamos a cero, de lo que obtenemos

M+ Ae—1=0, (4.2.8)

asi entonces,

[N
SIS

\  —c+ (P +4) ) _ —c—(*+4)

1= 5 , A= 5
Dado que Ay > 0y Ay < 0, ¢y es un punto silla y por lo tanto es inestable.
Hemos encontrado entonces que ey es un sumidero mientras que e; es un
punto silla, siempre que se cumpla la condiciéon ¢ > 2. Si ¢ < 2 el punto
ep es una espiral estable y por lo tanto, en una vecindad del origen U(z)
oscila. Por argumentos de continuidad que no se haran en este texto se puede
demostrar que existe una trayectoria heteroclinica enteramente contenida en
el cuadrante positivo [11]. En la figura (4.2) se muestra en forma heuristica
la existencia de la 6rbita heteroclinica.

©.0) /‘/ g

Figura 4.2: Trayectoria heteroclinica

La condicion de existencia de una solucion en forma de onda viajera en los
parametros originales esta dada por ¢ > 2(aD)%, donde D es el coeficiente
de difusiéon y « es la tasa de crecimiento. Como es de esperarse, la velocidad
de propagacién del gen F aumenta cuando se incrementa la difusion o la tasa
de reproducciéon de dicho gen.
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Un aspecto importante a considerar es el tipo de condicién inicial, u(zx,0),
que se debe dar para esperar una solucién tipo onda viajera. Tomemos el
ejemplo de la ecuacién de Fisher-Kolmogorov (4.2.2) con u(z,t) pequena de
tal manera que podemos despreciar el término cuadratico. Asi, la ecuacion
se convierte en la ecuacién lineal no homogénea

ou  0*u

Consideremos ahora la condicién inicial

u(z,0) ~ Ae™ con x >>1, (4.2.10)

y busquemos una solucién de la forma u(z,t) = Ae~ 4@,
Sustituyendo esta condicién en la ecuacién (4.2.9) obtenemos

CaAefa(zfct) — Aefa(mfct) +Aa2€7a(:vfct)'

r—ct

Dividiendo entre Ae *®~) obtenemos

1
ca=1+a* c¢==-+a,
a

asi, hemos encontrado la relacién de dispersién, es decir, la relacién que e-
xiste entre la velocidad de onda ¢ y el pardmetro a dado en la condicién inicial.
Para analizar el comportamiento de la relacion de dispersion graficamos la
velocidad de onda ¢ como funcién de a,

7 2 3 b 5

Figura 4.3: Relacién de dispersion
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En la figura 4.3 observamos que ¢ alcanza un minimo en dos cuando a = 1.
Asi, la velocidad de onda cuando a < 1 tendra como maximo a ¢ = 2y cuando
a > 1 la velocidad minima sera ¢ = 2, con lo que, podemos observar que las
condiciones iniciales afectan de manera directa a la velocidad de propagacion
c.

4.3 Estabilidad

En la secciéon anterior vimos que la solucion en forma de onda viajera de-
pende de las condiciones iniciales, lo que nos lleva a realizar un anélisis del
comportamiento de dichas soluciones bajo una perturbacion.

Sea u(z,t) = u(z,t), es decir, tomemos ahora como variables independientes
a zyatdonde z =x — ct. Para estas nuevas variables tenemos que:

ou ou Ou
a ~ e: o
Pu  Pu
0z2 922

Sustituyendo en la ecuacién (4.2.2) obtenemos:

ou ou 0%u

Nuestro interés es determinar la estabilidad de las soluciones de la ecuacién
(4.2.4) que tienen forma de onda viajera y velocidad ¢ > 2. Denotemos una

U
de estas soluciones como u.(z) y dado que, a—tc = 0, entonces satisface el

lado derecho de la ecuacién (4.3.1), es decir, u.(z) es solucién de

ou  0%u

Consideremos una pequena perturbacién de la solucién u.(z) de la siguiente
forma
u(z,t) = u.(2) + wo(z,t) 0<w<<1,

donde v(z,t) se hace cero fuera del intervalo [—L, L].
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Se tiene entonces que

o _ o
ot ot
c% = cauc + wc@
0z 0z 0z’
o _ o o
9:2 922 o
(4.3.3)
Sustituyendo en la ecuacién (4.3.1) obtenemos
ov ou dv  0*u Ov?
a, c ) 1— c - ) < a_ = a9
e [ue(2) +wo(z, )](1—uc(z) —wv(z,t))+c o +w082+ 9.2 +w8z2
81} 8uc a2uc
Wy = ue(2)(1 —ue(2)) + ¢ P + 5.2 2uvw + vw
v Ov?
J— 2 R —_—
(vw)” + we + el (4.3.4)
ou.  Pu,

Sustit d | i6n (4.3.4 c 1—u, 0
ustituyendo en la ecuacion ( )y ue(2)(1 —ue(2)) + ¢ p + 53 y

conservando sélo los términos de primer orden, encontramos que la pertur-
bacién v(z,t) cumple la siguiente ecuacion

ov ov 0%

La solucién u,. es estable siempre que
Jim v(z,t) = 0.
Busquemos soluciones de la ecuacién (4.3.5) de la forma
v(z,t) = g(2)e™™. (4.3.6)
Al reemplazar (4.3.6) en la ecuacién (4.3.5) obtenemos
—Ag(2)e™M =[1 = 2ug(z)e™ + ce Mg +e Mg,

de donde
—Ag(z) =[1 —2u.g(z)+cg +9g,
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y por lo que se llega a la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden en
la variable g(z)

g +cg +[1—2u.+ Ng(z) =0. (4.3.7)
Supongamos que g(z) = h(z)e™ 7, entonces, g(z) cumple que

g = —hge_% +he 7, (4.3.8)

2
g = h%e’% —hlce T +he 7. (4.3.9)

Sustituyendo (4.3.8), (4.3.9) en (4.3.7) y dividiendo entre e~ obtenemos
02 ’ ” ’ C2
hz—hc+h +ch —h5+()\+1—2uc)h:(),
y simplificando se tiene
2

B+ h(\ — (2ue — 1+ %)) —0, (4.3.10)

con condiciones

(L) = h(~L) = 0.

Multiplicando la ecuacién (4.3.10) por h(z) e integrando en el intervalo
[—L, L] obtenemos

L 9 2 L
/ W — B2 (2ue — 1 + Cz)dz n )\/ h2dz = 0, (4.3.11)
-L ~L
integrando por partes la integral
L "
/ () dz,
-L

tenemos que

_ LB 4 P Que— 1+ 6)]de

A
It h2dz

(4.3.12)

Vemos que A es positiva si

2

L c
/ h2(2u, — 1+ S)dz > 0,
—L 4
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lo cual siempre se cumple dado que ¢ >4 y u, > 0. Tenemos entonces
que v(z,t) = g(z)e™™ — 0 cuando ¢ — oo, por lo tanto, las soluciénes de la
ecuacion de Fisher- Kolmogorov en forma de onda viajera son estables bajo
perturbaciones pequenas.

Cabe mencionar que ademas del resultado de existencia de ondas viajeras,
Kolmogorov et al [8] demostraron que la solucién de la ecuacién de Fisher-
Kolmogorov con condiciones iniciales

1l z<zx
u(m,O):{O x>x3

se convierte en una onda viajera cuya velocidad es ¢ = 2 [11].

Los mismos autores generalizan los resultados previos a ecuaciones de reaccion-

difusion del tipo ,
ou  Do*u
815 - 81'2 + f(U),

donde la parte reactiva f(u) es una funcién diferenciable en el intervalo [0, 1]

que satisface las condiciones:

1) £(0) = £(1) =0,

2) f(0) >0, f(1) <0.
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Capitulo 5

Modelos de propagacion de
enfermedades infecciosas

Las epidemias han sido y siguen siendo un problema social y econémico muy
importante. Debido a esto, el estudio de los mecanismos de aparicién de las
enfermedades infecciosas es de gran importancia. En particular, la aplicacion
de las matematicas a la Epidemiologia ha contribuido de manera significativa
al entendimiento de la dinamica de las epidemias, ademas de que proporciona
métodos para la estimacion de parametros y la realizacion de prondsticos, asi
como la evaluacion de mecanismos de control de las enfermedades infecciosas.
De entre los primeros modelos matematicos aplicados a la Epidemiologia de
los cuales se tiene conocimiento, se encuentra la aportacién del matematico
y médico frances Daniel Bernoulli, quien en 1790 publicé un tratado sobre la
epidemia de peste que asolaba a Europa en esa época. Bernoulli formulé un
modelo matematico en ecuaciones diferenciales para evaluar la efectividad de
las técnicas de control en ese entonces usadas [9].

El uso de métodos cualitativos en el andlisis de la propagacion de enfer-
medades florecié a finales del siglo X1X, y principios del X X con los tra-
bajos de Hamer (1906), quien postulo la ley de accién de masas; Ronald
Ross (1911), el cual presenta su trabajo pionero acerca de la dindmica de la
malaria; Kermak y Mc. Kendrick (1927) quienes establecieron el T'eorema
del Umbral que postula que la introduccién de un infeccioso en una poblacion
saludable, no siempre implica el desarrollo de una epidemia, sino que es
necesario que la poblacién suceptible sobrepase cierta cantidad umbral [4].
Ademas estos autores sentaron las bases para la modelacién matematica de
las enfermedades infecciosas.
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En las siguientes secciones se ilustrarda con dos ejemplos sencillos la apli-
cacion de los modelos matematicos a la propagacion temporal y espacial de
una enfermedad infecciosa.

5.1 Propagacion de enfermedades

Consideremos una poblacién en un determinado territorio donde se propaga
una enfermedad contagiosa. Supongamos que podemos dividir a la poblaciéon
en dos subpoblaciones: infecciosos y susceptibles que denotamos por

I(x,t), S(x,t),

respectivamente, las cuales dependen de la posicion = y del tiempo ¢t. A
continuacion definiremos la interaccion entre los individuos suceptibles y los
infecciosos. Para esto denotemos como 7, a la tasa de transmision de la enfer-
medad por infeccioso. Asi, rS(x,t) es la cantidad de individuos que se pueden
infectar por cada individuo infeccioso por unidad de tiempo. Multiplicando
por I(z,t) obtenemos el nimero total de nuevos infecciosos,

rS(z, t)I(z,t),

en la posicion z al tiempo t. Supondremos que la tasa de mortalidad per

capita debida a la enfermedad en la poblacién de infecciosos es a, lo que

1
implica que — es la esperanza de vida de un individuo infectado. Asi entonces,

el niamero total de infectados que mueren es
al(z,t).

Por 1ltimo, supongamos que las subpoblaciones se difunden con el mismo
coeficiente de difusion, D. Con estas suposiciones podemos plantear un
primer modelo para la difusién de una epidemia. Asi pues, el modelo en
una dimension espacial estd dado por

oS %S
ol 0%1

Estamos interesados en conocer la difusion geografica y temporal cuando
se introduce una cantidad inicial de individuos infecciosos en una poblacion
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uniforme con una densidad inicial Sy de susceptibles. Antes de comenzar el
andlisis, consideremos el siguiente cambio de variables para obtener un nuevo
modelo adimensional.

I(x,t) S(z,t) rSo. 1
]* _ * * 5
5. 9 5, v =y
= rSot, A= —— (5.1.2)
- 0% - T’SOI .
Con estas nuevas variables tenemos que
05 _05, . 05 _0°rs,
ot ot~ """ 9z x* D
or_or o 01 _0°rs,
ot ot """ 9z Oz D
Sustituyendo las expresiones anteriores en el sistema (5.1.1) obtenemos
oS 925 1S, a e e e
at*(TSO) = Dax*ﬁ - (@)S(x ) (27, 87),
oI 925 rS, a
= D — 4+ (5= (2t 1.
(s = DI (S OIE ) (513)

—(ArSo)I(z*,t),

Sustituyendo S* e I*, simplificando y finalmente omitiendo el asterisco obte-
nemos que el sistema (5.1.1) es equivalente a

0s &S
E = @—S(Qf,t)](l',t),
2
gft’ _ gxé 4 S(a, ) (x,t) — M(z,t). (5.1.4)

Este nuevo sistema tiene sélo un parametro a diferencia del sistema (5.1.1)
que contiene tres parametros. Notemos que los pardmetros r y a se agru-

paron en \. Definimos Ry, el nimero reproductivo basico de la enfermedad
1 r SQ

como — = —, el cual representa al nimero de individuos infectados por un

A

infeccioso en una poblaciéon con un nimero inicial de suceptibles igual a Sj.
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5.2 Soluciones en forma de onda viajera

En esta seccién nos enfocaremos en encontrar las condiciones para la propa-
gacion de una onda epidémica en la poblacién de susceptibles, por lo que
debemos determinar las condiciones para la existencia de una solucién en
forma de onda viajera y encontrar su velocidad de propagacion.

Haciendo el cambio de variable, z = = — ct, y llamando I(z,t) = I(2),
S(x,t) = S(z) obtenemos que I(z) satisface la siguiente ecuacién

2

Zzé+c;g+l(5—A)=0. (5.2.1)
Como estamos bajo la suposicién de que se introduce un nimero determi-
nado de infecciosos en una poblacién sana, se tiene entonces que la infeccion
no existe en un tiempo inicial. Ademas deseamos que ésta deje de existir
para un tiempo futuro. Asi, la poblacién I(z,t), debe cumplir las siguientes
condiciones de frontera

lim I(z,t) = lim I(z,t) = 0. (5.2.2)

Tr——00 r—00

Por otro lado, la poblacién de susceptibles cumple con la siguiente ecuacion
— 4+ c— —1(2)S(z) =0. (5.2.3)

Para que el problema tenga sentido, la poblacion de susceptibles debe ser
mayor o igual que cero, y para un tiempo futuro pedimos que en la poblacion
no exista la enfermedad, lo que nos lleva al establecimiento de las siguientes
condiciones de frontera

0<S(—00) < S(x) =1. (5.2.4)

Notemos que la ecuacién (5.2.1) representa un problema de valores propios,

lo que nos indica que debemos encontrar un rango de valores de A, para los

que exista una solucién con una velocidad de onda positiva y que cumpla con

las condiciones de frontera definidas en (5.2.2) y (5.2.4).

Para ello linealizamos la ecuacién (5.2.1) cerca del frente de onda donde S

es aproximadamente 1 e I es aproximadamente 0 obteniendo que [ satisface
d*I dl
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que es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes. Sisuponemos
que su solucién es de la forma [(z) = €™ y la sustituimos en la ecuacién
(5.2.5), obtenemos el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion (5.2.1)

P +rc+1—-A=0. (5.2.6)

Las raices de (5.2.6) son

—c+[2—4(1 =Nz —c—[2—4(1 =Nz
r = 9 5 o = 9 .

Asi, la solucion de (5.2.5) es
I(z) = Ae™* + Be'*. (5.2.7)

Como requerimos que I(z) — 0 con I(z) > 0, esta solucién no puede oscilar
alrededor de I(z) = 0, por lo que es necesario que los exponentes r; y ro sean
reales, lo que implica que ¢ — 4(1 — ) debe ser positivo, que a su vez es
equivalente a

A>4(1=)), ¢>2(1- Az

Como la velocidad de onda debe ser real, se debe cumplir que

A<, (5.2.8)

que en términos dimensionales implica —- < 1, lo que equivale a

T'SO

a <rSp.

Entonces, para que una onda viajera exista, la tasa de mortalidad debe ser
menor que la tasa de aparicién de nuevos infecciosos, esto es, Ry debe ser
mayor que uno. En caso de que exista un frente de onda epidémico, este viaja
a una velocidad mayor o igual a ¢ = 2(1 — A)%. Volviendo a las variables
dimensionales, tenemos que la velocidad de onda esta dada por

x
v=—c.
t
Sustituyendo las correspondientes expresiones para x y t, en terminos de z*

y t* dados en (5.1.2), obtenemos que

1
(2503 x*D2rS
v=—pF ¢ = — 16
S0 t*(rSp)2



asi . )
x*Dz(rSy)?
v=——>-°¢
t* ’
sustituyendo el valor que encontramos para la velocidad minima ¢, obten-

€1110S:
a

B T‘SO] .
Por otro lado, linealizando la ecuacién (5.2.3), para S(z) cercana a uno obten-
emos

v = Wm — )2 = 2(DrSp):[l

D=

d*S dS
—_— — =1 = 0. 2.
72 —I—cdz (2)=0 (5.2.9)

7c7[c274(17)\)]%
(TSN

De (5.2.7) se tiene I(z) = B y sustituyendo en (5.2.9) obte-

nemos
d*S N ds 2(767[627;(17”]%) 0 (5.2.10)
— +tc——¢ = 0. 2.
dz? dz

Como S(z) esta cerca de uno, podemos suponer que S = 1 — p para p

considerablemente pequena. Asi, la ecuacién (5.2.10) se convierte en una
ecuacion lineal no homogénea con coeficientes constantes

2p  d RTINS
O e} (5.2.11)

Para resolver la ecuacién (5.2.11) hacemos v = p/, lo que implica que v’ = p”.
Por lo tanto la ecuacién (5.2.11) se convierte en

7c7[c274(17A)]% )

v 4 cv = —e 2 (5.2.12)

cdz

Multiplicando (5.2.12) por el factor de integracién eJ “= — ¢°* ghtenemos

1
—c—[c2—4(1-N)]2
eV + cve® = —erlet 2 ),

lo que nos lleva a

1
—e—[c2—4(1-))]2
(eczv)/ _ _6z(c+—2 )
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Asi
1
c—[e2—4(1-1)]2 )
2

(e%v) = _/62(0+,

integrando obtenemos que

dz,

) pelet —c—[cQ—;u—m%) ez(c+—c—[02—§<1—*”%)

ev) = — 1 , = T .
—c—[c2—4(1-))]2 —c—[c2—4(1-))]2

—(—c— [M]) (—c — [MD

Despejando a v tenemos

7cf[c274(17)\)]% )
2

—.
(—c — [MD

Ya que v = p entonces,

c7[0274(14)]%

(=l )
p= / ol —aan? dz.
(—e—[——=F—""))

Como hemos supuesto que S = 1 — p para p pequena, entonces se cumple

1
c+[c2—4<1—x>ﬁ)
2

—2(
Szl—/ ¢ dz.

1
(—c— [w])

Calculando esta ultima integral obtenemos

c+[6274(17)\)]%
- SHEZIN2

S=1-

c2—4(1-\ l—02
([ 4(14)]2 ])

que cumple la condicién S(z) — 1 cuando z — oco. Notemos que la poblacién
S(z) no puede tener un maximo local, pues de lo contrario tendriamos que
= 0, lo que implica segun la ecuacién (5.2.3) que

dz

d*S  1(2)S(z)

dz? c
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I(2)S(z) d*S

> 0 entonces, 12
z

c
S(z) tiene un minimo, lo que es una contradiccién, pues habiamos supuesto
que S(z) tenfa un maximo. Por lo tanto S(z) crece mondtonamente, es decir,
la poblacion de suceptibles se incrementa siempre de forma mondétona.

Como es siempre positiva lo que implica que

. , a . .
Analicemos el parametro umbral A = ——. Anteriormente vimos que A no
20
puede ser mayor que uno para tener una velocidad de onda positiva. Por lo
tanto, lo valores de A tienen como cota superior a uno. Veamos qué pasa
cuando toma este valor maximo. Si A = 1 entonces ¢ = 0, es decir, la
onda epidémica no se podra propagar, lo que implica que podemos encontrar

valores de a, r y Sy para los cuales se puede evitar la epidemia. Para a y

r fijos, S,, = — es la poblacién minima requerida para evitar la posibilidad

de una epidemia. Por otro lado para una poblacion inicial Sy y una tasa de
a

mortalidad fija a, podemos encontrar un coeficiente de transmisién r,, = <
0

el cual si no se excede previene la propagacién de una infeccién.

Todo lo anterior tiene implicaciones en las estrategias de control de una

epidemia, ya que por ejemplo, reduciendo el nimero de suceptibles via vacu-

nacioén, y la tasa de infeccién via cuarentena se puede evitar la propagacién

de la enfermedad.

5.3 Propagaciéon de la rabia entre zorros

En esta seccién veremos un modelo para la propagacion de rabia, que es una
enfermedad que presenta brotes epidémicos recurrentes en Europa. Tomare-
mos el caso de una de las ultimas epidemias presentadas en animales, que
al parecer comenzé en Polonia en 1939 y se ha ido moviendo hacia el este a
una tasa de 30-60 kilometros por ano, y sélo ha sido frenada temporlamente
por obstaculos naturales como rios o montanas. De los animales que son
afectados, el zorro rojo es el mayor portador por lo que se tomara como el
principal transmisor. Murray [12] propuso el siguiente modelo para medir la
difusion geogréfica de dicha enfermedad y establecer politicas de control. La
poblacién de zorros se divide en dos subpoblaciones, infecciosos, que deno-
taremos como antes, por I(z,t) y susceptibles, que denotaremos por S(z,t).
La rabia se transmite por contacto directo con una tasa de contagio I, donde
r es el coeficiente de transmision. FEsta enfermedad tiene efectos fatales en
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los zorros, llevandolos a una muerte segura, por lo que debemos considerar

una tasa de mortalidad a, con — la esperanza de vida de un zorro infectado.

En general los zorros saludablesano invaden territorios distintos a los propios,
sin embargo los zorros infectados son afectados en el sistema limbico, por lo
que pierden el sentido de ubicacion, lo que hace que sus movimientos sean
aleatorios e invadan territorios ajenos. Tenemos asi, que la poblacién I(x,t)
es la unica que contribuye a la propagacion espacial de la rabia y modelamos
su comportamiento con la siguente ecuacion

ol 0?1
5 = D@ +rS(x, t)I(z,t) —al(x,t), (5.3.1)
mientras que para los zorros suceptibles
oS
e —rS(z, t)I(x,t). (5.3.2)

Usando el cambio de variable dado en (5.1.2) formamos el siguiente sistema
adimensional

ol 0?1
08
— = =S(z,t)I(x,1), (5.3.3)
ot
donde A = —— . Para buscar soluciones en forma de onda viajera hacemos,

S()T
como en la seccién anterior, el cambio de varible I(z,t) = I(2) y S(z,t) =
S(z), donde z = x — ct. Asfi la ecuacién que debe de cumplir la poblacién de
infecciosos, en términos de z es

2
ZIl,zg + c;g +I1(S—X)=0. (5.3.4)
Como en la seccién 5.1, las condiciones que pedimos sobre esta poblacion
consisten, en que la infeccion no exista para un tiempo inicial y que ésta deje
de existir para un tiempo futuro. Esto lo podemos expresar con las siguientes
condiciones de frontera
I(—o0) = I(c0) = 0.

A partir de la ecuacién (5.3.4) podemos demostrar como en la seccién 5.1
que la velocidad de onda satisface que
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c>2(1— /\)%, siempre que X< 1.

Por otro lado, la poblacion de suceptibles en términos de z debe cumplir la
ecuacion

45 _
dz

Para que el problema tenga sentido pedimos, como antes, que S(z) no sea
nula y que para un tiempo futuro, no exista poblacién de zorros infectados.
Esto queda expresado en las siguientes condiciones de frontera

1(2)S(2). (5.3.5)

S(—o0) =8f, S(c0) =1.

donde Sy es la poblacién inicial de suceptibles. De la ecuacion (5.3.5) tenemos

I(z) = C% (5.3.6)

y sustituyendo en la ecuacién (5.3.4) nos lleva a

d’I  dI  dS cds
- - )\ —
2 T s Y

de la cual, integrando se obtiene la siguiente relacién

dl

7 +cl + ¢S — Aeln(9) = A, (5.3.7)
z

donde A es una constante. Sustituyendo las condiciones de frontera en la

ecuacién (5.3.7) cuando z — oo obtenemos
O+c-0+c-1—Xln(l)=A4

es decir, ¢ = A por lo que podemos reescribir la ecuacién (5.3.7) de la si-
guiente forma

dI
T H AL AS = Mn(S) = A, (5.3.8)

Sustituyendo las condiciones de frontera cuando z — —oo en la ecuacion
(5.3.8), obtendremos una ecuacién trascendente para Sy que representa la

43



poblacion de zorros suceptibles sobrevivientes a una onda epidémica. Asi, la
ecuacion (5.3.8) equivale a

ASy — NAln(Sy) = A,
donde Sy = S(—o0). Dividiendo entre A obtenemos
Sy —AInSy = 1. (5.3.9)
La igualdad dada en (5.3.9) es equivalente a que la funcién
f(Sy) =5 —1—AnSy (5.3.10)

tenga una raiz, 0 < S} <1 con la condicién A < 1. Para verificar lo anterior
veamos que

;o SE=A
F(Sy) = fS (5.3.11)
f
y que
f(Sf), = SfS_ A <0 siempre que Sy <A,
f
/ - A
f(Sy) = SfS >0 siempre que Sy > A,
f

lo que implica que f(Sy) tiene un minimo en A. Como f(1) =0y Slimo f(Sy) = o0,
f*)

entonces f(Sy) tiene una tnica rafz S que satisface

O<SJ’£<>\<1.

5.3.1 Posibles estrategias de control

Ya que hemos analizado el comportamiento del modelo para la epidemia
de rabia, es razonable preguntarnos si es posible sugerir como se hizo en la
seccién 5.2, una buena estrategia de control que disminuya los niveles de con-
tagio. Usando el modelo visto en la seccién anterior, Murray [12] desarroll6
una estrategia para el control del contagio de la rabia en los zorros basada
en la reduccién de la poblacién de suceptibles, manteniendo esta poblacion
por debajo de algun nivel critico K7, dentro de una area lo suficientemente
grande para que la infeccién no se propague.

La reduccién en la poblacion de suceptibles se puede llevar a cabo de dos for-
mas. Una es por medio de la erradicacién de los zorros y la otra por medio
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de vacunacion. La primera conlleva el riesgo de que nuevos zorros intenten
colonizar el territorio debido a que nada les impide la apropiacién del mismo,
y estos esparzan la infeccién nuevamente. Por lo tanto, la segunda de estas
opciones resulta mas razonable.

Para poder tener un periodo sin rabia que sea efectivo; es decir, que tenga
una verdadera repercusion en la difusion de esta enfermedad, debemos tener
en cuenta el tamano del territorio en el cual debemos vacunar y la cantidad
de zorros que habitan en él.

Si observamos el desarrollo de la onda epidémica en un lugar fijo, en la figura
(5.1) podemos notar que cada brote epidémico es seguido por un periodo en
el cual los contagios se ven disminuidos. Las dimensiones espaciales y tem-
porales son tales, que una segunda onda epidémica estd relativamente lejos,
de modo que la primera onda o se ha movido més alla de la del periodo de
descanso o se ha desvanecido de manera efectiva.

Ya que la poblacién de suceptibles disminuye con el primer brote epidémico,
tenemos que para el segundo brote ya no hay suceptibles suficientes para
la difusion de la epidemia. Por lo tanto, esta primera disminucién en la
poblacién es relevante para el freno de futuros brotes.

De lo anterior podemos concluir que si tomamos en cuenta sélo el primer
brote para calcular el tamano de la region en la que debemos aplicar las
vacunas, lograremos afectar considerablemente la difusion de la enfermedad.

Densidad de 1

Z0rTos
08 { °
06 | Cnda epizodtica
04

AN

-80 60 40 -20 0 20 40 60 80 100

distancia en Km

Figura 5.1: Frentes de onda para S e I (tomada de [12]).
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Capitulo 6

Dispersion de enfermedades
entre dos poblaciones

En el presente capitulo se desrrollarda un modelo en el que consideran distin-
tas poblaciones en el proceso de infeccion. Los modelos desarrollados bajo
estas suposiciones son mas realistas ya que reflejan situaciones que ocurren
en la propagacién de una enfermedad infecciosa. Asi por ejemplo, las tasas
de contagio de una enfermead de tipo sexual no son las mismas para toda
la poblacién, por lo que esta se debe dividir en subpoblaciones con riesgos
diferentes de adquirir la enfermedad. Otros casos se pueden ver en enfer-
medades que se transmiten entre distintas especies, como por ejemplo las
enfermedades transmitidas a mamiferos por picaduras de insectos (dengue,
malaria, enfermedad de chagas , virus del Oeste del Nilo). En estos casos
es claro que las tasas de contagio y recuperacion, asi como la dindmica vital
de las diferentes especies involucradas influyen de manera distinta en el pro-
ceso de infeccién. Algunos modelos epidemioldgicos que consideran distintas
especies los podemos encontrar en [9], [16] y [10]

6.1 Modelo de dispersiéon de enfermedades

En el capitulo 5 revisamos un modelo para describir la propagacién espacial
de una epidemia en una sola poblacién. En este capitulo consideraremos el
caso de dos poblaciones distintas que interactian entre si. Podemos suponer
que las poblaciones pertenecen a especies distintas y que pueden infectarse
entre si. Como por ejemplo diferentes especies de aves que pueden transmitir
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la fiebre aviar. Designaremos por N, = S, + [, al nimero de individuos de
la especie v, mientras que N; = S; + I; representa al nimero de individuos de
la especie [ . Supondremos que la enfermedad puede ser transmitida entre
individuos de la misma especie con una tasa de contagio dada por Gy y Gy,
respectivamente.
Supondremos de igual forma que existe contagio entre individuos de dife-
rentes especies. Designaremos por [, la tasa a la cual se contagian los
individuos pertenecientes a la especie v por individuos de la especie [, y por
By la tasa a la cual se contagian los individuos pertenecientes a la especie [
por individuos de la especie v.
Sea Fj, la tasa total, a la cual los individuos suceptibles de la especie v se
infectan por los infecciosos de la especie [. Asi, E;, = [(,,5,1;, pero dado que
S, = N, — I, se tiene

Ep = B i(N, — 1,). (6.1.1)

De la misma forma tenemos que la tasa total a la cual los suceptibles de la
especie [ se infectan por los infecciosos de la especie v es

Ey = Bul,(N; — 1) (6.1.2)
Para el contagio entre individuos de la misma especie tenemos que
Evv = ﬁvav(Nv - Iv)a (613)

corresponde a la tasa total de contagio de la especie v, y para [ esta tasa esta
dada por
Ey = Buli(N; — ). (6.1.4)

De lo anterior se deduce que el nimero total de nuevos infecciosos de la
especie v, al tiempo 7 esta dado por Ej, + F,,. La probabilidad de que dichos
infectados lo sigan siendo después de un tiempo t esta dada por e (*=7)
donde «, denota la tasa de recuperacién de la especie v. Por lo tanto, el
nimero total de infecciosos de la especie v al tiempo ¢, denotado por I, es
igual a

= (Eun(7) + Eu(r))e— ¢ dr, (6.1.5)

que es equivalente a
t
I, = ¢t / (Eypo(7) + Ep(7))e™ dr. (6.1.6)
0
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Derivando (6.1.6) con respecto a t y tomando E,,(0) = 0, E;,,(0) = 0 obte-
nemos

dI, ’
L = e (B (1) + Buol) e — e / (Eun(7) + Eno(7))e®7dr, (6.1.7)
0
dI’U —at ! —aw (t—7)
= Euult) + Eun(t) — ave / (Boo(7) + E(r))e=Ddr,  (6.1.8)
0

sustituyendo I, dado por la ecuacién (6.1.6) en (6.1.8) obtenemos

dr,
dt

= Evv(t) + Elv<t) - O‘U]v‘ (619>

Siguiendo los mismos pasos para I; tenemos que

@
dt
Sustituyendo las expresiones de Ey, E,.,, Fj, y E, dadas en (6.1.1), (6.1.2),

(6.1.3) y (6.1.4) en (6.1.9) y (6.1.10) obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineal

= E”(Zf) + Evl(t) — oyl (6110)

dl,
dt = ﬁvv[v(Nv - Iv) + Blvll(Nv - Iv) - Cl/v]v
dl;
o Buli(Ni — I) + Budo(Ni — I) — au ;. (6.1.11)

6.2 El ndamero reproductivo basico

Al final de la seccion 5.1 se definié el nimero reproductivo basico de una
enfermedad, denotado por Ry. Recordemos que Ry representa el ntimero
esperado de infecciosos generados por la introduccién de un infeccioso en una
poblacién de suceptibles, esto es, el nimero de casos secundarios debidos a un
infeccioso. Si Ry < 1, entonces el promedio de contagiados por un infeccioso
es menor que uno y asi, la enfermedad no se extenderd; por otro lado, si
Ry > 1 habra mas de un infeccioso secundario y por lo tanto la enfermedad
se propagara.

De acuerdo a [18] el niimero reproductivo bésico puede ser calculado a partir
de dos matrices, la primera es la matriz de infeccion que denotaremos por
F'. En esta matriz, las entradas representan las tasas a las cuales se genera
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un nuevo infeccioso de cada especie. La segunda de estas matrices es la de
transmision que denotaremos por V. En las entradas de esta matriz estan
los tiempos promedio de recuperacién de cada especie. Siguiendo a [18] se
define el nimero reproductivo bdsico como Ry = p(FV™!), donde p es el
radio espectral de la matriz (F'V 1), esto es, Ry = max |\;| donde \; son los
valores propios de (FV™!). Para el sistema (6.1.11) la matriz de infeccién
estd dada por

/QUUN’U ﬂlvN
F= : (6.2.1)

ﬁlel ﬁllNl

y la matriz de transmisién corresponde a

V= . (6.2.2)

Por lo tanto, la matriz (FV 1) es

ﬁ'qu'u /BZUNU

Oy [67)
(6.2.3)
BurVi BuN
aw a

Para obtener los valores propios calculamos el siguiente determinante

ﬁ'qu'u _ )\ 6lvN'u
Oy g

_ )\2+)\( ﬁquv ﬂllNl)—i_]ng\zl (ﬁllﬁuv—ﬂluﬁuz) =0

a
But Vi BulNy _ A

ay [e%}

Asi, tenemos que las raices son

/\1 _ ; (ﬂvav + ﬁllNl + \/[_ﬁvav . ﬁllNl] ];[Nl (ﬁllﬁvv ﬁlvﬁvl))

Oy (7] Ay 2%
(6.2.4)
y
1 (BuNs | Bul, Vo BulNiy,  NoN
)\2 — 5 (ﬁ + ﬂll L_ \/[—5 — ﬁll l] l(ﬁllﬁvv ﬁlvﬁvl))
Ay ay Qy a O[

(6.2.5)
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De las expresiones anteriores es claro que |\;| es mayor que |As|, asi Ry = A,
de lo cual inferimos que si A\; < 1 no habra un brote epidémico, mientras
que si A; > 1 tendremos una epidemia. Notemos que la expresion de A; es
siempre real dado que

2
lﬁvav +BllNl‘| _4Nle
07]

Oy 87/

(ﬁllﬁvv - ﬁlvﬂvl) =
/vaNv i ﬁllNl)Q +4N1Nvﬁlvﬁvl

Oy Oy QY

(

es siempre positivo.

De la expresiéon para Ay, es claro que si ﬁ%i\/“ + ﬁ#]lvl > 1, entonces Ry > 1.

Si BuelNo | %]l\h < 1, se deduce después de algunos calculos que Ry > 1 es

Qy

equivalente a

61)1)]\[1; + ﬁllNl B Nleﬁvvﬂll

NN’U v MU
L NN

-1 (6.2.6)
Qy o QY QY
Notemos que Bv;i\fv + 5”;5\[ v — Nl]\;”v%’l”ﬁ“ — 1 se puede reescribir como
Nvﬁfuv Nlﬁll
—(1- )(1 - ),
Qy (87
y sustituyendo en (6.2.6) obtenemos
NS N NNy B By
—(1- B )1 — lﬂzz)+ ! 6lﬁl>0’
Oy 07] (e7518%)
es decir, para que la enfermedad progrese es necesario que
NN’U VMU N’U VU N
Nobuba  Nobow _ ) Nl _ ) 627
(e 75187 Ay (67

6.3 Equilibrio endémico

Los equilibrios del sistema (6.1.11) estan dados por la intersecccién de las
graficas de las funciones

[ow — (Ny = 1) Bul 4y
Bu (N — 1))

[O{v - (NU - [v)ﬁvv]jv
ﬂlv(Nv - Iv)

fl) = (6.3.1)

g(h) =
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en 0 <[, <N y0<I, <N, Esclaro que un equilibrio es Ey = (0,0),
que corresponde al estado donde no hay enfermedad. A continuacion supon-
dremos que I; # 0y I, # 0. Observemos que g(I;) y f(I,) son positivas para
N, — gl <L <N,y N,— el < I, < N, respectivamente, ademas

1l VY

I}LHJIVU (L) = o0, I}grllvlg([l> e

Lo anterior implica que existe un tnico punto de equilibrio £y = (I}, I}) en

Oy
77Nv .
Gy )

67

Bu’

la region [N, — N x [N, —

Figura 6.1: Grafica de la intersecciéon de f y g.

L. . 87

Para asegurar que I* e I sean ambos positivos es necesario que N; — —
v l q l B y

1

Ay o . . Nlﬁll Nvﬁvv
sean positivos lo que implica que >1y

ﬁvv aq Oy
se cumple cuando Ry > 1.

N, — > 1, lo cual
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En la figura (6.2) se ilustra el curso temporal de las poblaciones I, e I;.

100 T —

S0 - F L
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80| ! -
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B0 | ;? il

noblacidn de infectados

a0 F ir
b
A0 F 1]' -
H
30k ﬁr B
af X .
f
10+ ;? i
DJ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

tiempo

Figura 6.2: Grafica del comportamiento de las soluciones del sistema (6.1.11).

Los pardmetros en la simulacién son f; = .064, 3, = .136, G, = .106,
Bw = .52. En este caso el nimero reproducivo bésico es 647.265996. Las
condiciones iniciales de este sistema representan el caso en el que sélo se
tiene poblacién infecciosa en la especie migrante, estas condiciones estan
dadas por: ,(0) = 1 e [;(0) = 0. De la grafica podemos observar que ambas
poblaciones tienden al estado endémico y que es en la poblacién local que la
epidemia se esparce mas rapidamente.
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6.4 El modelo epidemioldgico con dos
poblaciones y dispersiéon geografica

Como vimos en el capitulo 5 es importante considerar la dispersion geografica
de una enfermedad. Podemos analizar cémo se distribuye geograficamente
alguna epidemia entre distintas especies, que se difunden por el movimiento
de los individuos. Tal es el caso de la infeccién del virus del Oeste del Nilo,
enfermedad que se transmite entre aves y mosquitos. Esta infeccién se ha
difundido tanto por la difusién como por la migracion de aves, del este hacia
el oeste de los Estados Unidos de América a una velocidad de 1.98 kilémetros
por dia [10].

En este capitulo modelaremos la propagacién de una enfermedad entre dos
poblaciones de aves, una de las cuales presenta un proceso de difusion y
la otra permanece estable en un territorio determinado, por ejemplo aves
en una granja o en un criadero. Considerando lo anterior definamos N,
como la poblacién de aves que se trasladan y N; sera el ntimero de aves
que permanecen en un territorio. Entonces, las ecuaciones que describen la
dindmica espacio-temporal son las siguientes:

ol, 021,

= BulN= L)+ (N~ 1) -l + D,

ol

(971 = Buli(Ni — L) + Bulo(Ni — L) — aul;. (6.4.1)

Estamos interesados en conocer las condiciones necesarias para que se propague
la enfermedad en una cierta regién por lo que buscaremos soluciones en forma
de onda viajera que cumplan las condiciones

Zligloo (I,,I;) = (0,0), vy Zlggo (I, ;) = (I}, I}). (6.4.2)

Para esto, hacemos el cambio de variable z = x+ ct, que da lugar al siguiente
sistema

dl, d’1,
= vv[v Nv - Iv v[ Nv - [v - UIU D
e B ( ) + B i( ) — aly + 1.2
dl
Cdizl = ﬁllh(Nl — [l) =+ 61,[[1,(]\[1 — [l> — al[l- (643)
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Introduciendo la variable h(z) = d—v, el sistema (6.4.3) es equivalente a
z

dl
v — h
7 (2)
dh 1
- = pleh = Bulo(Ny = L) = Bl (Ny = L) + a1,
dl 1
dizl = E[ﬁzzfl(Nl — L)) + Buly(N; — I}) — ay 1. (6.4.4)

El sistema (6.4.4) tiene dos puntos de equilibrio: Ey = (0,0,0) y E; =
(I%,0,1}) donde I¥ e I satisfacen las ecuaciones (6.4.1) en la regién

[N — 5L N X [N, — 22

ﬁll ﬁvv

Para asegurar la existencia de F; en lo siguiente supondremos que Ry > 1.

El objetivo de este andlisis es encontrar las condiciones necesarias para la

dispersién espacial de la enfermedad, lo que implica la existencia de una
solucion en forma de onda viajera que cumpla las siguientes condiciones

7NU]'

ZEr_noo (I,,h,I;) =(0,0,0), ¥y zlggo (Iy,h,I;) = (1,0, 1)), (6.4.5)
Como ya se ha dicho con anterioridad, una condicién necesaria para la e-
xistencia de un frente de onda epidémico que cumpla las condiciones dadas
en (6.4.5) es que exista una trayectoria heteroclinica de Ey a Ej, lo que
implica que Ej sea un punto silla con una variedad inestable. Ademas, dado
que las variables del modelo representan poblaciones, las soluciones no deben
oscilar alrededor de Ej, pues de lo contrario dichas variables tomarian va-
lores negativos. En otras palabras, las valores propios correspondientes a la
linealizacién alrededor de Ejy deben ser reales. Para determinar la existencia
de una onda viajera con velocidad ¢ hacemos a continuacion el analisis de
estabilidad de Ey. La matriz Jacobiana del sistema (6.4.4) corresponde a

0 1 0
J(E> = %[51)11(2[11 - Nv) + [lﬁlv + av] % %[ﬂlv([v — Nv)]
HBu(N, — 1) 0 L[Bu(Ny —20) — L,Bu — v

(6.4.6)
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que evaluando en FEj resulta en

0 1 0
J(EO) = %[61}1)(_Nv) + Oév] % %[ﬁlv(_Nv)] . (647>
%[ﬁvl(Nl)] 0 %[ﬁll(ND - Oél]

El polinomio caracteristico det(J(Ey) — AI) = 0 estd dado por

PN = X = X254 <[l — aul) + A5 [ Vo Vs — (1, + )]

- (6.4.8)

87] Oy QO

_OélOév <(1 . Nlﬂll)(l . Nvﬁvv) . Nvﬁlleﬁvl> —0.

De la ecuacién (6.2.7) se tiene que el término constante es positivo ya que
Ry > 1; por otro lado observamos que limy_,_,, P(A) = —c0 lo que indica
que P(X) debe tener al menos una raiz negativa. Aplicando el criterio de
Descartes con A > 0 vemos que hay dos cambios de signo lo que implica que
hay cero o dos raices reales positivas. Asi entonces, como para que haya una
onda viajera es necesario que todas las raices sean reales, esto implica que la
grafica de P()) debe cruzar el eje positivo dos veces. Para esto, siguiendo a
[16] tomamos A > 0 y consideramos ahora el lim, .., P()\, ¢), manteniendo A
fijo. Vemos entonces que el coeficiente de A? tiende a menos infinito, mientras
el coeficiente de A se mantiene fijo y el término independiente tiende a cero,
lo que implica que P(\,c¢) — —oo para toda A cuando ¢ — oo, es decir,
lim P(A, ¢) = —o0, (6.4.9)
asi P(\, c) tiende a un valor negativo, para una c suficientemente grande y
para una A positiva. Por otro lado, tenemos que
lim P(\,¢) = oo, (6.4.10)
A—00
lo que implica que para c suficientemente grande y A > 0, existe un cambio
de signo en el polinomio, y por lo tanto P(A, ¢) debe tener una raiz positiva.
Tenemos asi una raiz negativa y una positiva, por lo tanto Ej es un punto
silla. Ademas, por el criterio de Descartes la tercera raiz debe ser real y posi-
tiva. Con esto hemos demostrado que para Ry > 1 y ¢ suficientemente grande
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se cumplen las condiciones necesarias para la existencia de una soluciéon en
forma de onda viajera del sistema (6.4.4). La siguiente grafica muestra al-
gunos polinomios de la familia de P(A, ¢)

P(A, )
10
=
ﬁ%ﬁm?bm
/é/‘{ *’24:‘&“
| e e
£ et T
1 & o] 1 o Fa =
i3 I -oo,\\_’
A B
- e -
3 vao ~
/° P
,0'
x .
Yo
-

Figura 6.3: Algunos polinomios de la familia P(A, c).

6.5 Calculo de la velocidad de onda minima

En el analisis anterior se establecié que para una velocidad de onda ¢ suficien-
temente grande, Fy es un punto silla. Para acotar por debajo esta velocidad
de onda definamos

K ={c>0] P(\c) tiene dos raices positivas }.

Asi, a partir del minimo ¢y de K se cumplird que P(\, ¢) tiene dos raices po-
sitivas. Es claro que el minimo ¢y se alcanza cuando P(), ¢g) tiene un valor
minimo local igual a cero, esto es, P(\, ¢y) cumple las siguientes condiciones

0P(>\, Co) —0 82P(>\,Co)

=0, TS0y P(he) =0, (6.5.1)
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La figura (6.5) ilustra la grafica del polinomio P(\, ¢g) que satisface las condi-
ciones dadas en (6.5.1).

154

- 10+

- Pra,eg)

Figura 6.4: Gréfica del polinomio P()\, ¢g) y su derivada.

8P()\, Co)

La condicién = 0 da lugar a la siguiente ecuacion

Co

2
—2
BN — 2A(75

+ Clo[ﬁlle — ) + (é[ﬁquv + BuN; — (ay + y)]) =0 (6.5.2)

cuyas raices son

(%5 + =[Ny — i) + \/(%0 + log — BulNi])? — 34
3 Y

[BulNy — cu]) — \/(%0 + é[&l — BulN,])? — 3A
3

A1 =

(5 + 2

co

donde )
A= 5[511]\71 + BouNy — (i + )]

Asi, para tener una onda viajera con velocidad ¢ es necesario que las raices
sean reales, lo que implica que

—Cp 1 2
— + — — Oy N, —3A>0
( D + @ [, — BulNi)) >0,

o7



de donde obtenemos que la velocidad ¢y minima debe cumplir la desigualdad

Co > ; (D\/g[ﬁllNl + ﬁm}Nv - (al + afu)] + \/3D(5vav - av) - D(ﬁllNl - al)) .
(6.5.3)

La segunda condicién dada en (6.5.1) es vélida para A;, lo que implica que
para encontrar ¢q debemos sustituir A; en (6.5.2), lo cual nos llevara a una
funciéon que dependera solamente de c¢y. Para cumplir la tercera condiciéon de
(6.5.1) debemos encontrar los ceros de esta funcién y tomar el valor positivo
mas pequeno.

P(Ae0)

_1/ 1 2 3 4 5

Figura 6.5: A partir de este valor ¢, el polinomio tendra dos raices positivas.

En el siguiente ejemplo los valores de los parametros fueron tomados de
[10] y [13].

Byw = 0.136, By = 0.064, By, = 0.106, B,y = 0.52, oy = 0.06, a; = 0.056

N, =175,N, = 100, D = 6.4

Obtenemos que la cota minima dada por la ecuacién (6.5.3) para la velocidad
c es cg = 16.94458 y el valor de ¢ es aproximadamente 21.4566 K'm/dia.
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En la figura (6.6) se muestran los frentes de onda, resultantes del sistema
(6.4.4), para las poblaciones [; e I,, respectivamente.

100

o /
&0

80 N
/ [ E0

N 20 /
20 -

0 " r a
0 e 4 [ ] i0 2 4 ] 2 10
7 =%+t Z=x+ct

Figura 6.6: Frentes de onda para las poblaciones [; e I,

De la figura (6.6) podemos ver que la infeccién avanza rapidamente y que
tiende al equilibrio endémico en poco tiempo. En las figuras (6.7) y (6.8)
se observa el comportamiento espacial de las poblaciones I; e I, dado por
el sistema (6.4.1), con los pardmetros antes mencionados. Las condiciones
iniciales son:

I(xz,0) =0,

1 osifz]<1;
0 otro caso

Iv(l‘ao) = {

para simular la introduccién de individuos infecciosos en una poblacién su-
ceptible.

En las gréaficas siguientes se observa que la introduccion de individuos infe-
cciosos en la poblacién N, afecta de manera importante a la poblacion Ny,
ya que el nimero de infecciosos de esta ultima especie, I; crece rapidamente
hacia el punto endémico que para este ejemplo es I} = 74.926, lo que se
muestra en el inciso d) de la figura (6.7).
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Figura 6.7: Comportamiento de la poblacion I} parat = .2, t=1,t=12y
t=14

Analogamente, en la poblacién N, el nimero de infeciosos crece rapidamente
hacia el valor endémico I; = 99.722, como se ve en las siguientes graficas.
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6.6 Migracién

El modelo de la seccién anterior fue desarrollado bajo la suposicién de que
la poblacion N, presenta un proceso de dispersion basado tnicamente en la
difusion con coeficiente de difusién D, y no hay una direccién especifica del
movimiento.

Dado que la ecuacién (2.5.4) representa fenémenos en los cuales, aparte de
tener desplazamiento por difusion, existe un desplazamiento con velocidad
y direccién especifica, puede ser usada para modelar el comportamiento de
una enfermedad en una poblacion que se difunde y presenta un movimiento
migratorio. Siguiendo la notaciéon de la seccién 6.1 denotaremos con N; al
nimero de individuos de la poblacién que permanece fija en un lugar dado y
con N, al nimero de individuos de la poblacién migrante. Tenemos entonces,
que las ecuaciones que modelan este problema son

ol, 0?1, ol,
= I, (N, —1I L(N, —I,) — a1 D —
8t ﬁvfu v( v v) + ﬂlv l( v 1)) Qydy + 81'2 v 0:,17 3
01,
aftl = Buli(N; — L) + Budo (N — I}) — a1}, (6.6.1)

donde D es el coeficiente de difusion y v es la velocidad de adveccién debida
a la migraciéon. Como en el caso estudiado en la seccién 6.4, nuestro objetivo
es encontrar bajo qué condiciones es posible esperar que exista una solucion
en forma de onda viajera, para lo que hacemos como de costumbre el cambio
de variable z = = + ct. De manera analoga a la seccién 6.3, se obtiene el
siguiente sistema

dl,
v — h
R (2)
D L et v) = BuLo(Ny — L) — Buli(Ny — L) + L)
dz - D & v vodv v v vl v v Qyly
dl 1
dizl = E[ﬁzz]l(Nl — 1) + Bulo(Ny — I) — ai1y], (6.6.2)

que tiene como puntos de equilibrio a
POZ(Oa()aO) Yy Plz(l;kvoajl*)a

donde I} e I} satisfacen las condiciones de equilibrio dadas en (6.4.5). Recorde-
mos que el punto P; existe siempre que Ry > 1, donde Ry es el nimero
reproductivo bésico definido por la ecuacién (6.2.7).
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A continuacién analizamos el punto de equilibrio Py = (0,0, 0), para lo cual
calculamos la matriz Jacobiana:

0 1 0
%[ﬁvv(ZLj - Nv) + ]lﬁlv + afu] C—’# %[ﬂlv(lv - Nv)] 5
LBu(N, — )] 0 L[Bu(N, —2L) — L, — 041]( )
6.6.3
la cual evaluada en P, resulta en
0 1 0

M(P) = | 3[=BuwNo+ ) < 5[=BuwN, |- (6.6.4)

%[ﬁle] 0 %[ﬁllNl - Oél]

Para saber qué tipo de punto es P, calculamos det(M(Fy) — AI)) = 0y
obtenemos el siguiente polinomio

c+v 1 N; + BNy, — (0 + a N, — «
P(X¢) = X=X\ (— +C[ﬁllNl—Oél])+>\(ﬁ” 10 5 (¥ au) P )
QQy NGy NoBoo.  NuBwNiBu
B 1 - 1 - - - . . .
cD <( o I ay, ) 00, 0 (6.6.5)

Como en el caso de la ecuacién (6.4.8), se tiene que el polinomio caracteristico
P(\, ¢) evaluado en cero es positivo y

lim P(\) = —o0,

A——00
por lo que P(), ¢) tiene al menos una raiz negativa. Para verificar el signo de
las raices restantes tomemos A > 0 y consideremos ahora el lim. .., P(\,¢),
manteniendo A fijo como el caso de la seccién anterior. Vemos que el coefi-
ciente de \? tiende a menos infinito mientras que los otros coeficientes tienden
a cero, por lo tanto P()\, ¢) — —oo para toda A cuando ¢ — oo es decir,

lim P(\, ¢) = —o0, (6.6.6)

C— 00
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asi P(\,c) tiende a un valor negativo, para una c suficientemente grande y
para una A positiva. Por otro lado, tenemos que
lim P(\,¢) = o0 (6.6.7)
A—00
lo que implica que para c suficientemente grande y A > 0, existe un cambio
de signo en el polinomio. Haciendo el mismo anélisis de la secciéon anterior,
P(\, ¢) debe tener dos raices positivas y una raiz negativa, por lo tanto es

un punto silla. La siguiente figura muestra la grafica de algunos polinomios
de la familia P(), c).

P[Jﬂ,c}:

2_

Figura 6.9: Algunos polinomios de la familia P(J, c).
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6.7 Calculo de la velocidad de onda minima

Como en el caso anterior para encontrar la velocidad de onda minima, en-
contramos c, tal que satisfaga las condiciones

OP(\, c,) D*P(\ c,)
_o fe) P\ c,) = 0. 7.1
9 0, B3V >0 y P(A\c)=0 (6.7.1)

La figura (6.7) ilustra la grafica de P(\,¢) y su derivada.

124

AP(x o) -
: 10 Br -
ks 8_ *
@ P, e0)
k=3 6_

Figura 6.10: Gréfica del polinomio P(A,¢) y su derivada.

En este caso la condicion % = 0 da lugar al siguiente polinomio
* 1 N ’UUN’U - v N -
3)\2_2)\[0 +U+7(ﬁllNl_al)]+ﬁll l+ﬂ (CY["‘O( >—|—1)<5” 1 Oél) :0’
Cs D c. D
(6.7.2)
con raices
. (&5 + L [BuN — o)) + \/(UEC* + Llos — BuNi)? — 34
1 — 3 )
\ (&5 + L[BuN; — i) — \/(”Ec* + Las — BulNi))? — 34
2 = )
3



donde
_ BulNi + BNy — (g + av) " BulN; — oy

D v )

Al igual que en el caso anterior, la segunda condicién de (6.7.1), se cumple
para A1, lo que implica que debemos buscar la raiz positiva mas pequena de
la funcién resultante de evaluar A\; en (6.7.2). Usando los mismos valores
para las tasas de infeccién y recuperacion del caso anterior y la velocidad
de migraciéon v = —10 K'm/dia que tomaremos en sentido negativo debido
a la direccion de la onda, obtenemos que la velocidad de onda minima c, es
aproximadamente 33.0638 K'm/dia.

En la figura (6.11) se muestan los frentes de onda para las poblaciones I; e
I, respectivamente, resultantes del sistema (6.6.2)

A

100

0

60
50 /

a0

F 20
20 u

n n
L i o

S R P Y 0 z 4 & ] 0
z=x+ct z=x+ct

Figura 6.11: Frentes de onda para las poblaciones [; e [,.

De la figura (6.11) observamos que la epidemia evoluciona répidamente hacia
el equilibrio endémico. En las figuras (6.12) y (6.13) se observa el compor-
tamiento espacial de la poblacién [; e I,,, dado por el sistema (6.6.2) con los
parametros antes mencionados haciendo v = —3, y con la misma condiciéon
inicial que en el caso donde no hay adveccion.

De manera similar al caso donde no hay adveccion, la infeccién se propaga
rapidamente tanto en la poblacién NV, como en la poblacion N;. Sin embargo
observamos que la onda epidémica se propaga preferentemente hacia el lado
izquierdo debido a la migracion.
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Figura 6.12: Comportamiento de la poblacién
yt=14.
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Encontramos también que la poblacién I, crece rapido, hasta su punto endémico

que en este caso es [, = 99.791, como lo muestran las siguientes graficas.
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Figura 6.13: Comportamiento de la poblacién I, parat =0,t = .4, t = .8,

= 1.6.
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6.8 Analisis de sensibilidad

En los modelos anteriormente desarrollados se encontraron las velocidades de
onda minimas requeridas para tener la posibilidad de que las enfermedades
presenten comportamientos en forma de onda viajera. Estas velocidades es-
tan sujetas a los parametros establecidos, por lo que las variaciones de los
mismos repercuten en la velocidad de onda. La figura (6.14) muestra las
variaciones de la velocidad de onda ¢ con respecto a las tasas de contacto (3,
v B, con difusion y con adveccon, respectivamente. Notamos que el patron

= ] =]
g 5 B 251
= S
W J
~ 0 = 24]
= o
~ 261 5
= = 234
- o5 =)
= ] L
- 2 2]
01 02 03 04 05 08 01 02 03 04 05 0B
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= ~ 34
= 39 =
S 8 335
W 33 w
s a7 ~ 33
E 35 332.5
S o S 31
S m¥ S T
01 02 03 04 05 0B 01 02 03 04 05 06
B Adveccion ﬁvi

Figura 6.14: Graficas de las tasas de infeccion contra la velocidad de onda.

es similar en ambos casos, aunque la velocidad de onda cuando hay adveccion
es mayor. También notamos que la influencia de la tasa de contacto 3, que
representa el contagio de los individuos de la poblacién estatica, N;, en la
poblacién migrante, N,, es mayor. Esto es de esperarse, ya que las aves
migrantes son las que dispersan geograficamente la enfermedad. Por tltimo,
observamos que la velocidad de onda se incrementa con aceleracion nega-
tiva, lo que indica que dicha velocidad varia mas rapidamente para valores
pequenos de las tasas de contacto, y parece tender a un limite cuando dichas
tasas aumentan.
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En términos de control de la enfermedad, lo anterior indica que la politica
mas efectiva para evitar la propagaciéon de la enfermedad es llevar a cabo una
vigilancia epidemioldgica estricta en aves que estén en cautiverio.

Si modificamos la tasa de recuperacion «, en ambos modelos notamos que la
velocidad de onda disminuye lentamente para ambos casos, aunque lo hace de
manera menos regular en el caso donde sélo se tiene difusién, debido quizas
a una inestabilidad numérica, como se muestra en la figura, (6.15). Para

33.0857
21.4751

33.087 21471

33.075 21.4B57

33.071 21.467

velocidad de onda
velocidad de onda

33.0651 21.4551
01 02 03 04 05 06 A AV A
Oy Adveccién o, Difusion

Figura 6.15: Gréficas de la tasa de recuperacion contra la velocidad de onda.

el modelo con adveccién encontramos que si la velocidad de migracion de
las aves aumenta, la velocidad de onda también aumenta, como se muestra
en la siguiente figura donde se grafica el valor absoluto de la velocidad de
migracion v, contra la velocidad de onda c.
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6.9 Conclusiones

En este capitulo se analizdé un modelo matematico para la dispersion de una
enfermedad entre dos grupos de aves. El modelo consiste en un sistema de
dos ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que describe la transmisién
de la enfermedad entre las dos especies. Se realizé el andlisis cualitativo del
sistema y se encontré una expresion para el nimero reproductivo basico de
la enfermedad, Ry, (nimero promedio de casos secundarios producidos por
un infecciosos en una comunidad donde todos son susceptibles) usando el
operador de la siguiente generacién [18].

Para Ry < 1, el inico punto de equilibrio biolégicamente factible es el punto
de equilibrio donde no hay enfermedad, esto es, no hay infecciosos de ninguna
especie. Cuando Ry > 1, aparece un unico equilibrio donde coexisten infec-
ciosos de ambas especies, a dicho estado se le denomina estado de equilibrio
endémico.

Para estudiar la dispersion geografica y temporal de la enfermedad, se formu-
laron y analizaron dos modelos en los cuales una poblacion de aves, digamos
las aves silvestres, se desplazan geograficamente, y la otra poblacién, las aves
en cautiverio, permanecen en un mismo lugar.

En el primer modelo, el movimiento de las aves es solamente de tipo difusivo,
mientras que en el segundo modelo, aparte del desplazamiento por difusion,
existe un desplazamiento con velocidad y direccién especifica, lo que modela
el comportamiento de una enfermedad en una poblacién que se difunde y
presenta un movimiento migratorio. Se analizaron las condiciones para la
existencia de soluciones tipo onda viajera, las cuales representan una epi-
demia que se difunde geograficamente a una velocidad constante. Para am-
bos modelos se encontro la velocidad de onda minima a la cual puede viajar
la enfermedad, y se realizé un analisis de sensibilidad, el cual demostro que el
patréon de desplazamiento es similar en ambos casos, aunque la velocidad de
onda cuando se considera migracién es mayor. También se observo que la tasa
de contagio de la poblacién estéatica es el parametro epidemiolégico que mas
influye en la dispersién geografica de la enfermedad, mientras que las tasas
de recuperacién parecen tener poca influencia en dicha dispersién. Como se
mencioné en la seccion anterior, la manera de disminuir la prevalencia de la
enfermedad es aplicando distintas medidas de control a la poblacion cautiva,
tales como, estricta vigilancia epidemioldgica, vacunacién (en caso de existir
vacunas), y aislamiento de posibles contactos con las aves migrantes.
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Capitulo 7
Apéndice

En el siguiente apéndice se desmuestran algunos de los resultados que fueron
utilizados en el desarrollo del trabajo.

7.1 Solucion de la ecuacion de Difusion ho-
mogénea en un dominio unidimensional
no acotado.

Consideremos la distribucién de calor en una barra de longitud infinita. De-
notemos por u(z,t) la temperatura al tiempo ¢ y posicién z en la barra.
Entonces u(z,t) satisface

o _ it

ot 0x?
donde D es el coeficiente de difusion. Supongamos que la distribucién de
la temperatura, u(z), se aproxima a 0 cuando x — oo y que la temper-
atura inicial de la barra es f(z), lo que podemos expresar con las siguientes
condiciones

z € (—00,00), (7.1.1)

u(—o0,t) =0 wu(oo,t) =0,
u(z,0) = f(x). (7.1.2)

Usando la transformada de Fourier [7]

1 foo ,
U= / u(z, t)e ™" dx,

27 J oo
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obtenemos que el problema (7.1.1) se puede reescribir como
Uy = —Dw?i G(w,0) = f(z). (7.1.3)
Asi, la solucion de (7.1.3) es
i = A(w)e P, (7.1.4)

donde A(w) esta determinada por la condicién inicial, es decir

1 oo -
Como u(w,0) = 2—/ u(z,0)e” " dx, entonces
T

— 00

AW = o [7 f@)e e,

T )

donde f(z) es la condicién inicial dada en (7.1.2).
Por lo tanto

0 = [i /Oo f(x)efiwm dm]ewazt.

27'(' —00
Usando la transformada inversa obtenemos

u(z,t) = /_Oo [% /_OO Flx)e ™" dale Pt e du.

Desarrollando la expresién anterior llegamos a

1 o] 0o 2, =
ulw,t) = o /_ @) /_ e D s,

Es conocido que [°% e~ DwPteiw(@=1) 4, d7 es la transformada de una gaussiana
(7], por lo que
2
@)= [~ )= (7.15)
u(z,t) = x x, 1.
—00 4m Dt

es solucién de la ecuacién (7.1.1). Si tenemos una condicién inicial f(z) =
Pyo(z), donde 6(z) es la delta de Dirac, como en la seccién 3.1, entonces la
solucién (7.1.5) se reescribe como

0 eiDt

u(z,t) = PO/_Ooé(a:)\/m
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Para calcular la integral (7.1.6) definimos

1 : —T T .
57. _ ps S1 5 < r < 9
0 otro caso.

Asi
liIT(l] d, = 0(x),

y la integral (7.1.6) se puede reescribir como
T 1 et

u(z,t) = Py lim . ;ﬁdaz.

Usando el teorema del valor medio para integrales tenemos que

T —x2 —x2 —932
5 1 eapt 1 eapt e 1Dt

————dr =7— = .
= T4 Dt TVArDt  /4nDt

Por lo tanto )
Poe%t
VAT Dt

es solucién a la ecuacion de calor no homogénea en un intervalo infinito, con
condicién inicial f(z) = Pyo(z).

u(z,t) =

7.2 La ecuacion de difusion en coordenadas
polares

En la seccién 2.4 se utilizé la ecuacion de difusiéon en coordenadas polares.
Veamos a continuacién la deduccion de dicha ecuaciéon. Supondremos que
el problema tiene simetria radial y por lo tanto el angulo 6 es constante, y

c(x,t) = c(r,t) donde x = rcosl, y = rsenf con r = \ﬂﬁ +3?). Entonces

o _ocor _dey
oy Ordy Orr’
o _ocor _ocr
oxr  Ordx Orr’
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y las derivadas de segundo orden son

Ge_0cdr Orde 10 g 0,
ox2  Ordx®  Oxdrx  Oror or?
Y 0? 010 o?
C (& 2 c 2
8T/2 — 55(1 — sen“0) + wsen 0.
Asi, la ecuacién de difusién homogénea en coordenadas polares esta dada por
1 2
gi = Darg:(senZG + 00329)275(00529 + sen®0),

o de forma equivalente
oc_Do o,
ot ror" or

que es la ecuacion usada en la seccion 2.4
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