UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

BLACK SCHOLES Y MAS ALLA

T E S 1 5

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
ACTUARIO

PRESENTA:
JORGE ARTURO ESPINOSA MOORE

DIRECTOR DE TESIS:
DRA. CLARA EUGENIA GARZA HUME

2011



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






1. Datos del alumno

Espinosa

Moore

Jorge Arturo

56 39 03 36

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Actuaria

2. Datos del tutor
Dra

Clara Eugenia
Garza

Hume

3. Datos del sinodal 1
Act
David Josafat

Santana
Cobian

4. Datos del sinodal 2
Dr

Arturo

Olvera

Chévez

5. Datos del sinodal 3
Dr

Ramoén Gabriel

Plaza

Villegas

6. Datos del sinodal 4
Dr

Antonio

Capella

Kort

7. Datos del trabajo escrito
Black Scholes y mas alla
102p

2011







A mi Tio Rodolfo, mis padres y mi hermana.
A Sara y a toda mi familia y amigos.






Agradecimientos

Agradezco a mi Alma mater la Universidad Nacional Autéonoma de Méxi-
co asi como a la Facultad de Ciencias por formarme como Actuario. Agradez-
co a la Dra. Clara Garza por todas sus ensenanzas , por su apoyo y dedicacion
durante el desarrollo de mi tesis, al Dr. Arturo Olvera por su gran ayuda en
la parte de soluciones numéricas, al Dr. Antonio Capella, al Dr. Ramo6n Plaza
y al Act. David Josafat Santana por sus comentarios y recomendaciones.

Gracias a mis padres, a Tania , a mi abuela Dora, a mi abuelo Raul (1)
y a mi tia Nora por apoyarme siempre de manera incondicional.

Gracias a mi ex-profesor y gran amigo Pepe Zahoul ya que sus clases
fueron el incentivo para que estudiara en la Facultad de Ciencias.

Gracias a Ulises y a Diana por su amistad incondicional, su gran ayuda
en el &mbito laboral y por sus comentarios de mi tesis.

Gracias a “mis hermanos” Héctor y Rafa por crecer conmigo, a mis amigos
de la carrera: Alfredo, Gaby, Marisol y Sergio por todas las experiencias que
hemos vivido juntos, incluyendo las eternas desveladas y discusiones de las
tareas que siempre valieron la pena y que empiezan a rendir frutos.

Gracias a Jonathan E. Guyer, uno de los desarrolladores de Fipy, por
toda su ayuda en la implementacion de los co6digos para la solucion numérica
de las ecuaciones.

A todos aquellos que de alguna manera forman parte de mi vida, gracias.

Jorge Espinosa Moore






Indice general

Introducciéon X1
1. Derivados, Opciones y Black-Scholes 1
1.1. Introduccion . . . . . . . . . ... 1
1.2. Conceptos de arbitraje y cartera equivalente . . . . . .. . .. 3
1.2.1. Retorno esperado del activo subyacente . . . . . . . .. 7
1.3. Valuacion en un mundo neutral al riesgo . . . . . . . .. . .. 7
1.4. Preliminares para la Ecuacion de Black-Scholes . . . . . . .. 8
1.4.1. Espacio de Probabilidad . . ... ... ... ...... 8
1.4.2. Variable Aleatoria y Proceso Estocastico . . . . . . .. 9
1.4.3. Browniano para modelar el precio de un activo . . . . . 10
1.5. La E.D.P. de Black-Scholes . . . . . .. ... ... ....... 12
1.5.1. Supuestos del modelo . . . . . . .. ... ... ... .. 14
1.5.2. Derivacion 1 (Construcciéon con subyacente y bonos) . . 14

1.5.3. Derivacion 2 (Construccion con Posicion larga en la
opcion y corta en subyacente) . . .. ... ... L. L. 17
1.54. LaSolucion . . . . . ... ... oL 19
1.5.5. Solucién para una Call europea . . . . . . . ... ... 21
1.6. Las Griegas . . . . . . . . . .. . 26
1.7. Un ejemplo practico . . . . ... ... ... ... .. ..... 27
2. Control Estocéastico 31
2.1. El problema de control . . . . . .. ... ... ... ...... 31
2.2. La funcién objetivo de un problema de control . . . . . . . .. 32
23. LaEDP.deH.J.B.. . .. ..o 33
2.4. Manejo de la ecuacionde H.J.B. . . . . .. ... ... ... . 41

IX



X

INDICE GENERAL

3. Diferencias Finitas

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.

Discretizacion del dominio y definicién del mallado . . . . . .
Discretizacion de la ecuacion diferencial . . . . . . . . . .. ..
Esquemas de solucién . . . . . . ..o
3.3.1. Esquema explicito. . . . . . .. ... .. ... .. ...
3.3.2. Esquema implicito . . . .. ... ...
3.3.3. Esquema semi-implicito . . . . ... ...
Convergencia, consistencia y estabilidad . . . . .. .. .. ..
Fipy, un médulo de Python para parciales . . . .. ... ...
35.1. Python. . . .. .. ... .o
3.5.2. Fipy . . . . .

4. Soluciones Numéricas

4.1.
4.2.

Solucion numérica de Black-Scholes . . . . . . . .. .. . ...
Y més alla... . . . . . . .

Conclusiones

A. Herramientas Teodricas

Al
A2
A3.

A4

Calculo estocastico . . . . . . . . ..o
Martingalas . . . . . . . . . .. ..
Justificaciéon del Lema de Ité . . . . . . . . . .. ...
A.3.1. Itb en una dimensiéon . . . . . . . ...
A.3.2. It n-dimensional . . . . . . . . ... ... ... ..
Nota sobre convergencia . . . . . . .. ... .. ... .. ...

B. Cé6digos en Python

B.1.
B.2.
B.3.
B.4.
B.5.

Codigo para generar un Movimiento Browniano Estandar . . .
Codigo para generar un Movimiento Browniano Geométrico .
Codigo para Black-Scholes Lineal . . . . .. .. ... ... ..
Codigo para Black-Scholes Lineal transformado . . . . . . ..
Codigo para Black-Scholes No Lineal (Soner) . . . . .. . . ..

Bibliografia

55
o)
26

65

67
67
69
70
71
72
74

75
75
76
7
81
83

89



Introduccion

Las finanzas son la rama de la economia dedicada a estudiar la obtencién
y el uso eficaz del dinero a través del tiempo.

En los tdltimos anos las finanzas han sido un campo cada vez mas es-
tudiado por las matemaéticas, en particular por las areas relacionadas con
probabilidad y procesos estocasticos ya que en los problemas financieros in-
terviene un alto grado de incertidumbre.

Bajo procedimientos matematicos es posible eliminar dicha incertidumbre
y convertir los problemas azarosos en problemas gobernados por ecuaciones
deterministas.

Existen muchos instrumentos financieros y uno de ellos son los produc-
tos derivados, instrumentos cuyo valor depende del valor de otro activo fi-
nanciero, las opciones son un tipo de derivado y la férmula méas conocida
para valuarlas (dar un precio) es la formula de Black-Scholes.

Dicha formula fue publicada en [4] en 1973 y los hizo acreedores al Premio
Nobel de Economia en 1997, el cual fue recibido por Myron Scholes y Robert
C. Merton (quien también aporté al modelo), Fisher Black habia fallecido en
1995.

El problema de esa férmula de valuacion es que parte de un modelo cuyas
hipétesis no son nada cercanas a la realidad, es por eso que se han propuesto
varias modificaciones tratando de obtener un modelo aunque méas complejo
que sea més realista.

El objetivo del presente trabajo es por un lado resolver la ecuaciéon de

XI



XII INTRODUCCION

Black-Scholes para el caso de un Call europeo utilizando la teoria de ecua-
ciones diferenciales parciales en lugar de la solucion con el enfoque proba-
bilistico y por otro lado presentar y resolver numéricamente dos modelos que
suponen la existencia de costos de transaccion.

La organizacion es la siguiente:

1. En la primera parte del capitulo 1 se introducen los conceptos de
derivado, opciones y se dan las herramientas necesarias para obtener
la ecuacion de Black-Scholes. En la segunda parte se resuelve dicha
ecuacion para el caso de un Call europeo utilizando teoria de ecua-
ciones diferenciales parciales, se concluye el capitulo con un ejemplo
practico.

2. En el capitulo 2 se deriva la ecuacién diferencial parcial de Hamilton-
Jacobi-Bellman, la cual sirve para resolver problemas de control 6ptimo,
por ejemplo, los que surgen al introducir la existencia de costos de
transaccion en el modelo de Black-Scholes.

3. En el capitulo 3 se aborda el método numérico de diferencias finitas para
el caso de la ecuacion de calor con coeficientes constantes y se introduce
el software computacional con el que se resuelven numéricamente las
ecuaciones de este trabajo.

4. Finalmente, en el capitulo 4 se resuelve de manera numérica la Ecuaciéon
Diferencial Parcial (E.D.P.) de Black-Scholes (sin transformar y trans-
formada), se presentan dos modelos no lineales para valuar opciones en
los que si se consideran costos de transaccion y se resuelven numérica-
mente.



Capitulo 1

Derivados, Opciones y
Black-Scholes

1.1. Introduccion

Un Derivado es un instrumento financiero cuyo valor depende (o se deri-
va) del valor de otro activo al cual generalmente se le llama activo subya-
cente (tasas de interés, acciones, monedas, indices bursatiles, etc).

Un tipo de derivado son las opciones, las cuales son contratos que otor-
gan al poseedor el derecho de comprar o vender un activo a un precio deter-
minado, en una fecha futura o durante un periodo de tiempo prefijado.

Las opciones otorgan derechos de compra (Call) o de venta (Put). El
activo sobre el que depende el valor de la opcién se llama activo subyacente,
y el precio pactado es el precio de ejercicio o entrega (Strike Price).

Existen opciones europeas y opciones americanas, las primeras sola-
mente se pueden ejercer en una fecha determinada (la cual es fijada al inicio
del contrato), las segundas se pueden ejercer en cualquier momento de la vida
del contrato.

En un contrato de opcién los derechos y obligaciones, asi como la posicion
ante el riesgo del comprador y del vendedor no son simétricas, ya que el com-
prador tiene el derecho (mas no la obligacion) de comprar o vender (ejercer
la opcion) el activo subyacente, mientras que el vendedor tiene la obligacion
(mas no el derecho) de vender o comprar en caso de que el poseedor decida
ejercerla, en caso contrario no hara nada.

Si los compradores ejerceran la opcion tinicamente si obtienen utilidades,
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. por qué vender la opcién? porque se recibe una compensacion (Prima) por
parte del comprador, la cual debe compensar el riesgo que estd asumiendo el
vendedor.

Las opciones se pueden utilizar como instrumentos de cobertura o de
especulacion. Como instrumento de cobertura las opciones son el mejor ins-
trumento financiero para cubrir riesgos de precios, ya que se transfiere el
riesgo de pérdida pero se mantienen las posibilidades de utilidades, como
instrumentos de especulacion se utilizan para hacer apuestas hacia el rumbo
futuro de alguna variable del mercado.

Se consideraran dos tipos de opciones:

Definicién 1.1.1. Una opciéon Call Europea con maduracion en T, y precio
de entrega K es un contrato que le da al poseedor el derecho (mas no la
obligacion) de comprar el activo subyacente al precio K en el tiempo T.
Una opcion Put Europea con maduraciéon en T, y precio de entrega K
es un contrato que le da al poseedor el derecho (mas no la obligacion) de
vender el activo subyacente al precio K en el tiempo T.
Notese que el pago (Payoff) al tiempo T es respectivamente!:

max(Sy — K,0) :== (St — K)+ (1.1)
max(K — S7,0) .= (K — Sr)+ (1.2)
Se tienen cuatro tipos de participantes en el mercado de opciones:
1. Comprador de Calls.
2. Vendedor de Calls.
3. Comprador de Puts.

4. Vendedor de Puts.

Se dice que los compradores tienen posiciones largas y que los vendedores
tienen posiciones cortas. Siempre existen dos lados en cualquier contrato de
opciones: En un lado esta el inversor que ha tomado una posiciéon larga y en

1S, es el precio del subyacente al tiempo ¢ por lo que St es el precio del subyacente en
la fecha de maduracién.
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el otro el que ha tomado la posicion corta. El inversor corto recibe dinero por
adelantado pero tiene obligaciones potenciales posteriormente.

La ganancia o pérdida del vendedor de la opcion es el negativo de la
pérdida o ganancia del comprador. Es decir, es un juego de suma cero.

Generalmente se caracteriza una opciéon en términos del payoff del com-
prador de la opcion (es decir de la posicion larga).

Si St es el precio del activo subyacente en 7'y K su precio de entrega,
entonces el payoff de un Call largo es: max(Sr — K,0) y el del correspon-
diente Call corto es — méx(Sy— K, 0) = min(—(Sr—K),0) = min(K —Sr,0).

Usualmente los activos financieros se valian descontanto los flujos futuros
a la tasa apropiada, es decir el costo de oportunidad del dinero, esta manera
de valuacion no funciona para las opciones ya que determinar el costo de
oportunidad para una opciéon es imposible pues el riesgo de la misma varia
en funcion de las fluctuaciones del precio del subyacente.

Los modelos de valuaciéon de opciones estan basados en dos principios:

1. En la economia no hay arbitraje.

2. Valuacién neutral al riesgo.

1.2. Conceptos de arbitraje y cartera equiva-
lente

Definicién 1.2.1. Arbitraje se entiende como la obtenciéon de una ganancia
sin riesgo al realizar operaciones simultdneas en dos o mas mercados. Se dice
que el precio de un instrumento es justo o que esta valuado de manera correcta
si éste no permite oportunidades de arbitraje.

Se vera un ejemplo? para fijar ideas: Supéngase que el precio de una ac-
cion el dia de hoy es Sy = 20, y que al final de tres meses el precio solamente
puede subir a S, = 22 o bajar a S, = 18, lo que se quiere hacer es valuar
una Call europea para comprar la opcion a K = 21.

Al final de los tres meses el valor de la opcién sera:

?Basado en un ejemplo de [10].
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Si el precio de la accion en T es | El valor de la opcion sera
22 (22—-21), =1
18 (18 —21), =0

Con el supuesto de no arbitraje se puede construir un portafolio consti-
tuido por a acciones y una opciéon de tal manera que se tenga la certeza del
valor del portafolio al cabo de los 3 meses (es decir eliminamos el riesgo y de
esa manera el retorno que gana el portafolio tendra que ser la tasa libre de
riesgo).

El portafolio sera construido de la siguiente manera:

= Posicion corta en la opcion Call.

= Posicion larga en una cantidad « de la accion.

El portafolio sera libre de riesgo si el valor de « elegido es tal que el valor
del portafolio sea el miso bajo ambos escenarios, i.e,

22a — 1 = 18«

de donde
a=0.25

Asi, el portafolio consiste en: Una posicion larga en 0.25 acciones y una
posicién corta en una opcion Call y no importando el comportamiento de la
opcion en T', el valor del portafolio serd el mismo. En efecto:

En el caso en que el precio en 1" sea 22, el valor del portafolio sera:
(22)(0.25) —1=4.5
y en el caso en que el precio en T sea de 18, el valor del portafolio sera
(18)(0.25) = 4.5

Si no hay oportunidades de arbitraje, los portafolios libres de
riesgo ganan la tasa de interés libre de riesgo.
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Supongase que la tasa libre de riesgo es de 4.5 % anual. Entonces el valor
del portafolio al dia de hoy es:

4.5¢(=008)35 — 4 449658701

El valor de la accién hoy es 20, si el precio de la opcién es f, entonces el
valor del portafolio el dia de hoy es

(20)(0.25) — f=5—f
entonces por no arbitraje se tiene que
5 — f =4.449658701

por lo que
f =10.550341299.

Si el valor de la opcion fuera mayor a 0.550341299 entonces el portafolio
costaria menos que 4.449658701 y ganaria mas que la tasa libre de riesgo,
si el valor de la opcion fuera menor a 0.550341299, vendiendo en corto el
portafolio se tendria una manera de pedir dinero prestado a una tasa menor
que la libre de riesgo.

Después del ejemplo anterior, se generalizara el argumento de no arbitraje.

Teorema 1.2.1. Si se cumple que:

» Fristen un activo que no paga dividendos y con precio inicial Sy y un
bono cupdn cero a tasa r que paga un peso en la maduracion.

s Una fecha de maduracion T.

» En T el activo solamente puede tomar los valores S, con probabilidad
p y Sq con probabilidad 1 — p y ademds S, < Sy.

= No eziste arbitraje, lo cual se puede expresar con S, < Spe’’ < S;.3

Entonces cualquier instrumento contingente (instrumento cuyo valor depende
de la ocurrencia de un hecho en el futuro) tiene asociado un portafolio com-
puesto de activo y bonos cupon cero que replica su payoff, por lo que inica-
mente la ausencia de arbitraje permitird obtener el valor V(f) de cualquier
instrumento contingente.

3Fl activo subyacente debe ser capaz de ser mejor y peor que una inversiéon libre de
riesgo.
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Demostracion: Constriyase un portafolio con una cantidad o de activo
y B de Bonos. Sea f, el valor de dicho portafolio si el precio del activo en T’
es S, v sea f; el valor de dicho portafolio si el precio del activo en T es Sy.
El valor inicial del portafolio serd oSy + Be~"T; para que replique el payoff
del contingente bajo cualquier situacion se debe cumplir que:

aSu + ﬁ = fm
aSq+ B = fa
Este sistema de ecuaciones se puede resolver siempre y las soluciones son:
Ju—Ja Sufa— Safu
o= , = —.
Sy — Sy Su — Sy

Asi tenemos que el valor del activo contingente esta dado por:

V(f) = aSy+Be ™
Ju—fa Sufa— Safu —
[T Iy

Desarrollando la fracciéon y simplificando se tiene que:

Soe’"T - Sd Su - SoerT

Sea ¢ = % entonces, 1 — ¢ = stu# por lo que:
V(f)y=e"afu+ (1 —q)fd. (1.3)
Q.E.D.

Lo anterior da el valor de la opcion y ademas sugiere la estrategia de
réplica, la cual consiste en mantener o unidades de activo y V(f) — aSp
unidades de Bono.

Lo que se construy6 fue un portafolio (o cartera) de réplica, es decir,
un portafolio compuesto por otros activos que se comporta exactamente igual
que el derivado.

Se pueden obtener algunas conclusiones del teorema anterior:s

1. La probabilidad no interviene en la formula de valuacion.
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2. El valor de V(f) no depende del riesgo del mercado® sino del caracter
aleatorio de los precios del activo subyacente.

3. El valor de V(f) tampoco depende de la actitud de los inversores ante
el riesgo pues en ella no aparece ningin pardmetro asociado a dicho
factor, por lo tanto es valido valuarla suponiendo que el inversor es
neutral al riesgo, i.e., valuarla utilizando la tasa libre de riesgo.

1.2.1. Retorno esperado del activo subyacente

La féormula de valuacion obtenida mediante los argumentos de no arbitraje
no involucra las probabilidades de subida o bajada en el precio del subyacente,
esto es debido a que se esta calculando el valor de la opcién en términos del
precio del activo subyacente el cual incorpora ya dichas probabilidades y no
es necesario considerarlas nuevamente.

1.3. Valuaciéon en un mundo neutral al riesgo

La ¢ definida en la demostracion del teorema anterior se puede interpretar
como la probabilidad asociada a un movimiento hacia arriba del precio del
subyacente, asi como (1—¢q) la correspondiente probabilidad de un movimien-
to hacia abajo; de esta forma la ecuacion [qf, + (1 — ¢) f4] seria la esperanza
del payoff de la opcion y la ecuacion V(f) = e "T[qf., + (1 — q) f4] seria “la
esperanza descontada a la tasa libre de riesgo “r” del payoff de la
opcién”.

En un mundo “neutral al riesgo” todas las personas son indiferentes al
riesgo, lo que significa que los inversionistas no exigen una “recompensa’ por
el riesgo de un activo, por lo que el retorno esperado de todos los activos
deberé ser la “tasa de interés libre de riesgo”.

De forma matemética se tiene que la esperanza® E(S;) de S; es:

4Riesgo referente al cambio de precios debido a las variaciones de la tasa de interés,
tipos de cambio, etcétera.
®Para definiciones formales del concepto de Esperanza véase [16].
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E(S;)) =¢S.+ (1 —q)Sq
_ SoeTT — SdSu i (1 B SQ@TT — Sd> Sd

Su — Sd Su - Sd
. SoerTSu — Soe”Sd
B Su - Sd
_ SoerT

Por lo que se ha probado que utilizar ¢ es equivalente a suponer un mundo
neutral al riesgo, y es por eso que a ¢ y a 1 — ¢ se les conoce como “probabil-
idades neutrales al riesgo”.

1.4. Preliminares para la Ecuaciéon de Black-
Scholes

El analisis del apartado anterior fue en tiempo discreto, y el modelo que
se utilizo fue el modelo llamado arbol binomial de un periodo propuesto
por Cox-Ross-Rubinstein en 1979, aunque fue un modelo propuesto después
del trabajo publicado en 1973 por Fisher Black y Miron Scholes®, provee
de una cierta intuicion y extendiéndolo a mas periodos se puede explicar la
convergencia al modelo de valuacion de opciones en tiempo continuo, que se
derivard en la siguiente seccion. Para poder derivar dicho modelo es necesario
revisar algunas herramientas matematicas.

1.4.1. Espacio de Probabilidad

Sea 2 un Espacio muestral formado por todos los posibles resultados
de un experimento aleatorio (por ejemplo, todas las posibles trayectorias del
precio de un activo subyacente a lo largo del tiempo). Un subconjunto de
es un evento y w € €2 es un punto muestral.

Definiciéon 1.4.1. Sea () un conjunto no vacio y F una coleccién de subcon-
juntos de Q. F es una o-dlgebra si:

1. Qe F.
2. Ae F= Ace F.

6vVease [11]
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3. ParaneN;si A, e F=J,_ A, € F.

En términos financieros, F representa el espacio de los eventos que son
observables en el mercado y por lo tanto toda la informacién disponible hasta
el tiempo t es guardada como una o-dlgebra F. Ademéas F;, C F, para t < s,
pues la informacion disponible en ¢ también esta disponible en s7.
Definiciéon 1.4.2. Sea €2 un conjunto no vacio y F una o-dlgebra de €. Una
Medida de Probabilidad P es una funcién que asigna un nimero entre
[0,1] a todos los conjuntos A € F. Dicho nimero se llama “Probabilidad de
A” y se escribe P(A). Dicha funcién debe cumplir:

1. P(A) > 0.

2. P(Q2) =1.

3. Ay, Ay, ... € F disjuntos = P(U;2; Ai) = D> oo P(A4).

A la terna (2, F,P) se le llama Espacio de Probabilidad.

1.4.2. Variable Aleatoria y Proceso Estocastico

Definicién 1.4.3. Sea F una o-dlgebra de €2. Una funcién real X en () es
variable aleatoria si los conjuntos {X < z} = {w € Q: X(w) < z} =
X~Y([~o00,x]) pertenecen a F, es decir, si {X < x} € F para todo = € R.

Definiciéon 1.4.4. Sea X una variable aleatoria. X es una variable aleato-
ria normal, o simplemente X se distribuye normal, con parametros p (me-
dia) y o2 (varianza) si su funcion de densidad de probabilidades es:

1 —(z=p)?
f(x):\/me 202 ]I(,Oopo)({l?) (1.4)

y como consecuencia de lo anterior:

1 (" e
F(z) =P(X < z) = \/W/ e~ 5t ds. (1.5)

Notacion: X ~ N(u,o?) significa que X se distribuye normal con media p
y varianza o2.

"Véase el Apéndice.
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Definiciéon 1.4.5. Un Proceso Estocastico Continuo X; = X(-,t) con
t € [0,00] es una familia de variables aleatorias X :  x [0,00] — R con
t — X(w,t) continua para todo w € Q. Para w € Q fijo y ¢ variable, la
trayectoria de X, se llamara una realizacion del proceso. Para t fijo, X; es la
posicion aleatoria del proceso al tiempo .

1.4.3. Browniano para modelar el precio de un activo

Un proceso estocéastico continuo muy utilizado para los modelos financieros
es el Movimiento Browniano Estandar, también conocido como Proceso de
Wiener debido a que Norbert Wiener lo caracterizdé mateméaticamente.

Definicién 1.4.6. Un Movimiento Browniano Estandar W, = (W, :
t > 0) es un proceso estocastico continuo que satisface:

1. WO == O

3. Wips—Ws~ N(0,1) y es independiente a la o-dlgebra F, generada por
W, conr <s.

4. Con probabilidad 1, W; es continua.

Modelar el precio de un activo subyacente tomando S; = W; no es bueno
debido a que W, tiene media cero y los activos crecen a una tasa, entonces
se podria anadir una tendencia (u) y asi quedar S; = W, + ut. Para describir
la volatilidad® de los activos en el modelo se puede reescalar el Browniano
al agregar un factor o, quedando asi S; = oW, + ut, con E(S;) = ut y
Var(Sy) = o’t.

El problema es que el modelo se podria volver negativo, lo que seria irreal
pues se estan modelando precios. Asi que para hacerlo positivo se tomara la
exponencial del proceso, quedando asi el movimiento Browniano expo-
nencial con tendencia también conocido como Movimiento Browniano
Geométrico:

S, = erttoWe, (1.6)

8La volatilidad se refiere al posible rango de variaciones de los precios del subyacente.
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6 Simulaciones de un Movimiento Browniano

W(t)

-4 5I(] 160 15|() 260 250 300

Figura 1.1: Trayectorias simuladas de un Movimiento Browniano aproximado

via caminatas aleatorias.

60 10 Simulaciones del precio del subyacente

800 1000

Figura 1.2: Trayectorias simuladas con Sy = 35, r = .045, 0 = .2.
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Se ha observado que las series financieras se comportan de manera muy
parecida a este tipo de proceso, aunque también se ha visto que las colas de
las distribuciones son mas pesadas que las colas de la normal, por lo que se
ha introducido otro tipo de proceso méas general llamado proceso de Lévy.

1.5. La E.D.P. de Black-Scholes

Antes de derivar la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes se men-
cionard un lema que juega un papel muy importante en la valuacion de
derivados, es la extension de la regla de la cadena pero para el calculo es-
tocéstico.

Lema 1.5.1 (Lema de Itd). Sea X; un proceso estocdstico que satisface la
ecuacion diferencial: dX; = a(Xy, t)dt + b(Xy, t)dW; entonces, un proceso Y;
funcion de t y Xy,i.e., Yy = f(t, Xy) satisface que

_(9f of |1, 0*f of
donde a(Xy,t) y b(Xs,t) son procesos adaptados®, Wy un proceso de Wiener

y f(t, X;) e CH2 (%—{ continua, g—i y % continuas).

Lema 1.5.2 (Lema de It6 multidimensional). '° Sea X = (X3, Xy, ..., X,,)7
un vector columna donde cada X; tiene una diferencial estocdstica de la for-
ma dX;(t) = p;(t)dt + Z;l:l o () dW;(t) y Wi, Wa, ..., W4 son procesos de

Wiener independientes.

Definase el vector columna n-dimensional de medias:

M1
p=1:
M,

el vector columna d-dimensional de procesos de Wiener:

9Véase el apéndice.
10V ¢ase el apéndice para una justificacion intuitiva de ambas versiones del lema de Ito.
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Wi
W=|":
Wy

y la matriz de difusion n X d-dimensional:

011 O12 -+ 014

021 O22 -+ 024
o= .

Onl Op2 " Opd

Escribanse las dindmicas del proceso como:

dX (t) = p(t)dt + o(t)dW(t).
Definase también Z(t) = f(t,X(t)) donde f : R, xR* - R y f € C12,

Entonces, se cumple que:

n 177/ n
{ DE +22210w88x]}dt+28 iy

=1 j=
donde: o; = [041, ..., 0, C =o0".

El lema de It6 sera de utilidad para calcular diferenciales estocésticas o
para obtener procesos a partir de la ecuacion estocastica que satisface.

Para entender mejor la logica de trabajo se precisaran tres definiciones
que serdn de gran ayuda:

Definicién 1.5.1. Sean S; el precio del activo subyacente y B; el precio del
bono, ambos en el instante ¢, sea también f(Sr) el payoff del derivado en
maduracion.

1. Un Portafolio (ay,b;) es un par de procesos {a;}, {b:} tales que des-
criben, respectivamente, la cantidad de subyacente y de bono que se
debe mantener en el tiempo t. Su valor estd dado por II; = a;S; + b; B;.
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2. Un portafolio es Autofinanciado si el cambio de su valor en el tiempo
solamente depende del cambio de los precios de sus componentes, i.e.,

(cu, by) es autofinanciado < dIl; = adS; + bydB;.

A partir de t = 0 esta condicién permite inicamente cambiar entre B
yS.

3. El portafolio sera de réplica si [l = arSr + brBr = f(S7).

1.5.1. Supuestos del modelo

» El precio del subyacente (S;) obedece al movimiento Browniano expo-
nencial con tendencia o deriva, con u y o constantes (Dinamica lognor-
mal).

= Se puede vender en corto, i.e., pedir prestado activos para su venta con
la promesa de devolverlos en el futuro.

= No hay costos de transaccion y todos los activos son divisibles.

= El subyacente no paga dividendos.

= No existen en el mercado oportunidades de arbitraje.

» [] trading es continuo.

» 7 (la tasa de interés libre de riesgo) es constante y es la misma para

todas las maduraciones.

1.5.2. Derivaciéon 1 (Construcciéon con subyacente y bonos)

La primer idea para derivar la E.D.P. de Black-Scholes sera construir un
portafolio con oy unidades de activo subyacente y b; unidades de bono (activo
libre de riesgo), dicho portafolio debera ser autofinanciado y debe replicar el
payoff f(S7) del derivado, de ser asi, por principio de no arbitraje se tendra
que para cualquier tiempo el valor del derivado serd el mismo que el valor
del portafolio.

Dicho lo anterior y dados los supuestos se tiene que los precios del bono
y del subyacente obedecen los siguientes procesos:
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= Bono: dB; = rB,dt con By =1 (E.D.O.)

= Subyacente: dS; = uSidt + oS dW; 6 ds—stt = pdt + odW; (E.D. Estocés-
tica) /

o de manera equivalente:
- B _ rt
+ — €
1
s S, = 506(“_502)t+owt.

En efecto, sea Y; = f(S;) = log(S;) = Y, = udt + odW,, y aplicando el lema
de It6 se tiene:

1 1 1 1
dY; =d(logS;) = (0 + uSi— — —025’2—) dt + 0 S;—dW,

S, 2772 S,

1
= (u — 502> dt + odW,.
Integrando ambos lados de 0 a ¢ para después exponenciar:

1
log S; = log Sy + (/L — 502) t+ oW,.

Por lo tanto,
Sy = Soe(”_%JQ)HUWt.

Y en consecuencia S; = Spe¥ donde Y ~ N ((n— 20?) t,0%), es decir, el

2
proceso sigue una dindmica lognormal de precios.
Ahora si, se construira el portafolio deseado:

Sea V; el valor del derivado en t, se buscan V' y (a4, by) tales que
Ht = O{tSt + stt = V(S, t) (18)

Como S; es funcion de W, y V es funcion de S y de ¢, es decir, V; = V(95,1),
utilizando el lema de It6 se tiene que:

dil, = dV, = d(V(S,1))
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2512

oS

oV oV 1
B <8t "S55

0*V ) ov
Por otro lado, como el portafolio (cy, b;) es autofinanciado se tiene:

d]:[t = OétdS + btdBt = (OétMS + bt?”B)dt + OétO'Sth. (]_]_0)

Igualando los términos estocasticos en (1.9) y (1.10) se tiene:

ov

= —. 1.11
“=9s (11)
Igualando los términos newtonianos, usando (1.11) se tiene también:
V ov. oV 1 0*V
S+rbB oS + 252 1.12
aghe T = B T g 5 (1.12)
de donde:
8V 1 0*V
B = — 0252 1.1
Tbt t = at St—— 85’ ( 3)

Ademas de (1.8) se sabia que b,B;, =V — S = rbyB, = rV — rg—gS, que
junto con la ecuacion (1.13) da:

2
v —rs2 12528V v

oS 85z " ot (1.14)

Se queria también que V' (S,t) fuera un portafolio de réplica, esto se lo-
gra si V(S,T) = f(59), es decir, si el valor del portafolio en T (maduracion)
coincide con el payoff del derivado.

Por lo tanto la ecuacion que satisface V(s,t) es:

av 1 oV oV
rs§+—22w+a—ﬂ/—0 para 0<s<o00,0<t<T,

Vs, T) = f(s) para 0 < s < oo.

(1.15)
Esta es la famosa ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes, es lineal,
de la clase parabdlica, con coeficientes variables y con condiciéon final. Al
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resolverla se puede obtener el valor de V' para cualquier tiempo ¢, o lo que es
lo mismo, el valor del derivado.

En particular para ¢ = 0 se tiene el precio del derivado al inicio del con-
trato.

1.5.3. Derivacion 2 (Construcciéon con Posicién larga en
la opcién y corta en subyacente)
La idea ahora sera calcular la derivada de V' y luego construir un portafo-

lio libre de riesgo con la opcidén y activo subyacente de tal manera que se
pueda eliminar el riesgo en el portafolio.

Al igual que en la derivacién anterior se tiene que:

ov 8V 1 0%V ov
dV, = S— o?S*— ) dt S—dW,.
L ( or a5 T 952 ) oo
Para eliminar el término estocéstico se construye un portafolio que con-
sista en una posicion larga en la opcién y una corta en A'' unidades de

subyacente, por lo que las dinamicas del portafolio seran:

dll, = d(V AS) —dV AdS

1 2 282V ov
= —dW; — A W
( 2 S 532 dt + oS &sd f (uSdt + o SdW,)
1 2 , 0*V A%
= — 4= — A dt — — A ) dW
( T 90 g —AnS | di+ oS | Ha t
y al elegir A = £¢ se elimina el término estocastico, por lo que la evolucion
del portafolio en el tiempo es:
8\/ 1 0*V
I, = 0*S? 1.1
dll; = { o Sf—— 552 } dt. (1.16)

Como el portafolio es libre de riesgo debera ganar la tasa libre de riesgo
r (principio de no arbitraje), es decir, se debe cumplir que:

11Ge utiliza A ya que es mas comin en la literatura.
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dHt = Ttht.lg (117)

Igualando los términos de (1.16) con los de (1.17),

1 2
D oI = L= r(V - AS)

05" oV

Con lo que también se obtiene la ecuacién:

2
ov. 1, ,0°V 9V B
rS—g+ 505 55+ 5 —rV =0
s 2 oS ot
Para poder resolverla sera necesario transformarla en una ecuacion paraboli-
ca con coeficientes constantes y con condicion inicial, esto para luego convertir
dicha ecuacién en una ecuaciéon de calor para la cual se cuenta con una solu-
cion explicita. La solucion se obtendra para el caso de una Call europea.

El proceso a seguir seré el siguiente:

1. Se presentard y resolvera la Ecuacion de Calor utilizando la transfor-
mada de Fourier.

2. Se presentard una ecuaciéon parabodlica de coeficientes constantes y me-
diante la proposiciéon de una forma para su soluciéon se podra convertir
en la ecuacion de calor para resolverla.

3. Se planteara la ecuacion (1.15) para el caso de una Call europea y
mediante un cambio de variables se transformara en una de coeficientes
constantes para poder obtener su soluciéon de manera explicita.

12Gi dIl; > rll;dt entonces se puede pedir prestado una cantidad II; para comprar el
portafolio y como la ganancia dII; es mayor que el costo rIl;dt, se obtiene una utilidad
sin riesgo de dIl — rII;. Si dIl; < rIl;dt entonces se puede vender en corto el portafolio
I1;, invertir ese dinero en el banco a tasa r obteniéndose asi una ganancia sin riesgo de
Ttht — dHt



1.5. LA E.D.P. DE BLACK-SCHOLES 19

1.5.4. La Solucion

La ecuacién de calor con coeficientes constantes

= Dy, —oco<xr<oo, t>0, D tante,
{ut u para (0. ¢} xz 0 constante (1.18)

u(z,0) = f(x) para —oo <z < oc.

Utilizando'? la transformada de Fourier Flu(z,t)](w) = @(w,t)!* v sus
propiedades se tiene que:

Flut] = DF [tz

o [~ :
Flug)(w) = g u(zx,t)e " dx
dtu(w, t)
ot
Flttze](w) = (iw)?a(w, t).
Por lo que la ecuacién se transforma en:
Uy = —Dw?a
con solucion:
a(w, t) = A,e P,

Utilizando la condicion inicial se tiene que:
a(w, t) = flw)e Pt

Aplicando la transformada inversa de Fourier se obtendra la solucién al pro-
blema original. Para eso se expresara a & como producto de 2 transformadas
para asi poder utilizar que m(w) = f(w)j(w) (donde * denota convolu-
cion), en efecto,

s Sig(z) =e "% = g(w) = V2re 2 = 2rg(w).

.2 ¢ 2 2
3Para esta seccién u; = %—7; Uy = %, etcétera.

140 es el argumento de la transformada de Fourier.
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« Sim >0y gule) = mg(ma) = Gonlw) = glw/m).

Sea g(z) = e /2y m = ﬁ, utilizando lo anterior se tiene que:

_Du? r
o Dw?t _ \/—Z_ng/\/th(w)

asi u(w,t) = #f(w)gl//\/\rm(w) es el producto de 2 transformadas por lo que
la inversa sera:

uat) = FUgeF@e) = —=(avm )

= \/%/_ 91/vape(® — &) f(§)dE.

Por lo tanto la solucion a (1.18) estd dada explicitamente por:

uat) = —— | e e (1.19)

Ahora se mostrard como transformar la siguiente ecuacién parabolica con
coeficientes constantes a la ecuacion (1.18).

(1.20)

U =DU,, +bU,+cU paraxeR, t>0, D,b, cconstantes,
U(z,0) = g(x) para x € R.

Se propone como solucion U(z,t) = e y(x,t) con h y k a determinar.
Las derivadas de U son:

Ut — kehﬂc+ktu + 6hx+k‘tut
U':'3 — heh:ﬂ+ktu + ehﬂz:—i-ktua7
sz — h2ehm+ktu + heha:—i—ktux + hehx—l—ktuw + ehx—l—ktuwx'

hx+kt

Sustituyendo en la ecuacion (1.20) y dividiendo entre el término e se

tiene que:

Uy = Duyy + (2Dh + b)u, + (Dh* + bh + ¢ — k)u,
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para que la ecuacion anterior satisfaga la ecuacion de calor, tiene que suceder
que:

2Dh+b =0,
Dh? 4+ bh+c—k=0.
De donde:
b —b% 4+ 4¢D
== k——w -

Por lo que con U(z,t) = e 2o+ ‘u(z,t) se convierte a la ecuacion

(1.20) en

b

{ Dy,
w(z,0) = Uz, 0)e2p” = g(z)e2n?

La anterior es la ecuacion de calor con coeficientes constantes y condicion
. b
inicial g(z)ezp”.

1.5.5. Solucién para una Call europea

Ahora si se cuenta con las herramientas para resolver la ecuacion de Black-
Scholes para el caso de una Call europea, es decir, se tiene que resolver el
siguiente problema:

( oV 1 0*V. oV

S%"’ 2282+8t rV =0 para0<s<oo, 0Zt<T,
Vs, T)=(s—K)4 para 0 < s < o0,

V(0,t) =0 para 0 <t < T,
\V(s,t)zs para0 <t <T, s— oo.

(1.21)

Para resolverlo se utilizara la condicion final (payoff). Al terminar se vera
que la solucion satisface las condiciones de frontera'®

15Gi s = 0 el valor de de la opcién también serd cero ya que no se ejercerd, si s — oo la
opcién seguramente se ejercerd y s — K se aproximara a s.



22 CAPITULO 1. DERIVADOS, OPCIONES Y BLACK-SCHOLES

Primero se transformaré la ecuacion (1.21) en una de coeficientes cons-
tantes de la forma (1.20), para lo cual se proponen los siguientes cambios de
variables:

s 1, 1 - 2T
leogF, T=50 (T —1), w(x,T):?V(Ke,T—;)
es decir,
N 2T
s = Ke", t:T—E, V(s,t) = Kw(z(s), 7(t)).

Derivando parcialmente se tiene:

2
V;f = Kw’TTt = _?O- Wr,

Vs = waxs = T Wy,
S

‘/ss - K(wxxs)s - K(wx)sxs + szswx - K(wxzxs)xs + szswa:
Kw,, — Kw,
52 ’

Sustituyendo en la ecuacion (1.21) y simplificando se obtiene:

Si k= 3—2, entonces:
Wy = Wy + (K — 1w, — kw.

Como 7(T) = 0, la condicion final de la ecuacién original (1.21)
se transforma en la siguiente condicién inicial para la nueva ecuacion:

V(s,T) = Kw(z,7(T)) = Kw(z,0) = w(x,0) = @ =("—1),

Para los rangos de las nuevas variables se tiene que:
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P 0<s<ooel<E<oe —o<logy <ooe —oo <z < o00.
= 0<t<To0<(T-1)3 < Le0<r<oL

Asi el modelo (1.21) se transforma en:

{wT:wm—i-(k:—l)wx—kw para — oo < x < 00, 0<7’§UQTT,

w(x,0) = (e* —1)4 para —oo <z < 0.
(1.22)
. ., k1. (k=1)244k
Haciendo ahora la transformacion w(z,7) = e~ 2 ©  Tu(x,T), el
modelo a resolver sera:
Ur = Ugpy para —oo < < 00, 0<7‘§"2TT7 (1.23)
k (k—1) .
w(z,0) = (e 2% —¢ 2 %), para —oo <z < 0.

Es decir, se ha obtenido la ecuaciéon de calor (1.18) con D = 1 y condicion
inicial (C.I.)

k+1 (k—1)

f(x) =u(,0) = (e 2" —e27)y

Su solucion ya se obtuvo y esta dada explicitamente por (1.19). Sustituyendo

la C.I. y haciendo z = f/i, dz = ji entonces £ = 2v/27 4+ x y se tiene:

_QfZ\/Z—I—x)

w(w,r) = \/ﬂ/

2
5 (k+1> (227 +1)

‘ n

— e(kgl)(’“/?”)ﬁdz.

e

El argumento de la integral s6lo es diferente de cero si se cumple que:

<e%(2\/§+x) B _U(z\/ﬂ—o—m)) S0 < e%ﬁ(z@—%:p) - e@(z@—&-x) >0

+

& lTEVI) 5

T
= 2> .

\/E

> e (k;1> (2V/27+1)
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Por lo tanto,

1> (z\/ﬂ—s—m)

(Z\/E-l-m) ) dz
+

u(z,7) = ez

Z <’“+l><z@+m>dz

27r

_ ES8 (zver+a) g,
2w

= I411

Para facilitar los calculos de las integrales I y I se hara uso del siguiente
resultado:

Teorema 1.5.1. Si X ~ N(u,c?) entonces para a € R y b € R se cumple
que:

(z—p)? 1.2 2
am iy _ a;H— a“o
2mo? / wrde=e Nd),

con
g —b+ u+ aoc?
N(d) = — Tz
() \/27T/oo

Utilizando el resultado se tiene que:

o
k+1 1 k+1 22
I = e %"— e
V2T ) e

2

RY

2
kt1,, (k+1)

= e2 % 1 "N(dy)
12
S%I—O—LZ) TN(d+)

pe1, 1 kel g, 22
Il = ez %— e 2 e 2dz
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con

I z  (kx1)
N(d) = — ~%d dy = + V2
(d) Vor /Ooe vyt V2T 2 ’

Por lo tanto,

u(z,7) = Q%HWTN(dJF)_e’“%H%T

N(d_).

Se ha resuelto el problema (1.23), para resolver el problema original (1.21)
se aplicard la transformacion inversa y se regresaran las variables x y 7 a las

originales s y t.

k=1, (k—1)2+4k
by (bl ik,

Como w(z,7)=¢" 2 * u(z,T) , entonces:

_ 2
w(x, ) = e’%x’(ktﬁ) u(z,T)

= €"N(dy) —e *N(d.).

T

También V(s,t) = Kw(z,7), x=Ilog<, 7=30*(T—1t)yk=2 por
lo que,

V(s,t) = sN(dy) — Ke"T"YN(d_),
d log %-l—(r:l:%ch)(T—t) (124)
== oVT—t

Esta es la solucion a la E.D.P de Black-Scholes para una Call europea

con strike price K, precio inicial s, volatilidad o, tasa libre de riesgo r y
maduracion en 7.
En la formula (1.24) N(dy) es la cantidad de subyacente necesaria para
el portafolio de réplica de la opcion asi que sN(d,) representa su costo.
Ke ™ MY N(d_) es el importe necesario que se financiara a la tasa libre de
riesgo, por lo tanto la diferencia entre los términos es el costo del portafolio
de réplica de la opcion.

Asi la formula de Black-Scholes es simplemente una relacion de arbitraje,
el lado izquierdo de (1.24) es el valor de la opcion y el lado derecho es el
precio de mercado del portafolio de réplica.
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Analisis de las condiciones de frontera

Para la solucién de la ecuacion de Black-Scholes en el caso de una Call
europea solamente fue necesario utilizar la condicion final V'(s,7) = (s—K)
sin hacer hincapié en las condiciones de frontera, las cuales son satisfechas
con la solucion encontrada:

1. Sis = 0= log# — —00 = dy = —00 = N(d+) — 0, por lo tanto,
V(0,t) = 0.

2. Sis—o00=dy — 00= N(ds)— 1, por lo tanto,

Vis,t)~s—Ke ") x5

Dados los dos puntos anteriores se tiene resuelta la E.D.P. de Black-
Scholes para el caso de una Call europea.

1.6. Las Griegas

Es importante estudiar la sensibilidad del portafolio respecto a cambios
en el precio del activo subyacente asi como a cambios en los parametros del
modelo, para dicho proposito se tiene la siguiente definicion de las llamadas
griegas las cuales son de gran ayuda para formar estrategias de cobertura.

Griega Valor para Call europea
= 2V Ndy)
— 9s? so/T—t

p=2 K(T —t)e " ™-YN(d_)
O = & [ _sSNJe _ e o—rT-0N ()

Bt 2y/T—t
1/:‘;—‘; sN(d )T —t

Cuadro 1.1: Las Griegas

Un portafolio insensible respecto a cambios de sus parametros es llamado
Neutral.
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Cuando se derivo la ecuacion de Black-Scholes se utilizo un esquema de

cobertura A para eliminar el riesgo del portafolio sintético.

Lo que se hace en la practica es rebalancear el portafolio siguiendo un
esquema discreto de cobertura A. En la seccidn siguiente se presenta un

ejemplo.

1.7. Un ejemplo practico

Para ilustrar el manejo de la formula de Black-Scholes se calculara el
precio de venta de una Call europea con los datos de la siguiente tabla!®:

So 35.5

K 35
r (Anual) | 10 %
o (Anual) | 18%
T (Dias) | 140

Dados los datos anteriores se tiene que:

~log(332) + (0.10 + £0.18%)(332)

d, = = 0.527
140
0.18, /120

 log(%£2) 4+ (0.10 — 30.18%)(522)

d = = 0.416
140
0.18,/ 10

Y buscando en tablas de la distribucién normal estandar se obtiene que:

N(dy) = N(0.527) = 0.701

N(d_) = N(0.416) = 0.661
Por lo que el precio de la Call europea al t = 0 es:

140

V(35.5,0) = 35.5 % 0.701 — 35 % e~1%(563) % 0.661 = 2.6136.

6Ejemplo tomado del libro [13].
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Como se explico anteriormente N(d;) = 0.701 es la cantidad de subya-
cente que debe tener el portafolio de réplica, dicha cantidad de subyacente
costara 24.8855, y para que el portafolio tenga el mismo valor que la opcién
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se necesita que su valor sea igual a 2.61 por lo que se debe cumplir que:

Lo anterior significa que se debe “pedir prestado” (a la tasa libre de riesgo)
22.2691.
Para ilustrar el proceso de cobertura se haran rebalanceos del portafolio de

manera semanal, los resultados aparecen en tabla 1.2: '7

24.8855 4 by = 2.6136 = by = 2.6136 — 24.8855 = —22.2691

Variables y precios de Call

Cobertura A

t [DxV]| S | di |N(dy) | d- | N(d_)|c(s,t) | I |SN(dy) | Deuda
0 | 140 |35.50 | 0.527 | 0.701 | 0.416 | 0.661 | 2.61 | 2.61| 2488 | -2227
7 | 133 |34.63| 0.292 | 0.615 | 0.183 | 0.573 | 1.96 | 1.96 | 21.29 | -19.33
14 | 126 | 33.75 | 0.035 | 0.514 | -0.070 | 0.472 | 1.39 || 1.39 | 17.35 | -15.96
21 | 119 | 34.75 | 0.299 | 0.617 | 0.196 | 0.578 | 1.89 | 1.89 | 21.46 | -19.57
28 | 112 | 33.75 | -0.007 | 0.497 |-0.107 | 0.457 | 1.25 | 1.25 | 16.78 | -15.53
35 | 105 | 33.00 | -0.263 | 0.396 | -0.360 | 0.360 | 0.85 | 0.85 | 13.07 | -12.23
42 | 98 |33.88|-0.014 | 0.494 | -0.107 | 0457 | 117 || 1.17| 1675 | -15.58
49 | 91 | 3450 0.162 | 0.564 | 0.072 | 0520 | 1.42 || 1.42| 19.47 | -18.05
56 | 84 | 33.75 | -0.111 | 0.456 | -0.198 | 0.422 | 0.96 || 0.96 | 15.38 | -14.42
63 | 77 |34.75| 0.210 | 0.583 | 0.127 | 0.551 | 1.39 | 1.39| 20.26 | -18.87
70 | 70 | 34.38] 0.056 | 0.522 | -0.023 | 0.491 | 1.10 || 1.10 | 17.96 | -16.85
77| 63 | 35.13 | 0.318 | 0.625 | 0.243 | 0596 | 1.44 | 1.44| 21.94 | -20.50
84 | 56 |36.00| 0.652 | 0.743 | 0582 | 0.720 | 1.94 | 1.94| 26.75 | -24.81
91 | 49 |37.00| 1.079 | 0.860 | 1.013 | 0.845 | 2.65 | 2.65| 3181 | -29.16
98 | 42 |36.88| 1.076 | 0.859 | 1.015 | 0.845 | 2.45 | 245 | 31.68 | -29.23
105 | 35 |38.75 | 2.026 | 0.979 | 1.970 | 0.976 | 4.10 || 4.10 | 37.92 | -33.82
112 [ 28 |37.88 | 1.765 | 0.961 | 1.715 | 0.957 | 3.18 || 3.18 | 36.41 | -33.23
119 | 21 |38.00 | 2.060 | 0.980 | 2.016 | 0.978 | 3.21 || 3.21 | 37.25 | -34.04
126 | 14 | 38.63 | 2.926 | 0.998 | 2.890 | 0.998 | 3.76 || 3.76 | 38.56 | -34.80
133 7 [3850 | 3.913 | 1.000 | 3.888 | 1.000 | 3.57 || 3.57 | 3850 | -34.93
140 0 [3750| - - - — [ 250 [[250| 3750 | -35.00

Cuadro 1.2: Ejemplo de Cobertura Delta

El proceso es el siguiente:

"Los precios de la acciéon deberian ser observados en el mercado en el momento de
realizar la cobertura, los considerados aqui son para fines didacticos y corresponden a los
precios de cierre observados semanalmente del 11 de mayo al 21 de septiembre de 1983 de
la accién Exxon.
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= En ¢ = 0 se tienen los datos pues son los que se utilizaron para calcular
el valor de la opci6n y se obtuvo que la cantidad que se debe pedir
prestada es 22.27.

= Pasa una semana (t = 7) y se calcula el precio del Call para ese tiempo,
el precio de la accion ahora es de 34.63, por lo que el valor de la inversién

en subyacente ahora es de %*3464 = 24.28 y la deuda adquirida en el
tiempo anterior es de —22.27(1+0.105%) = —22.31. Asi 24.28—22.31 =

1.96 que coincide (salvo errores de redondeo) con el valor de la opcion
en ese tiempo.

= Ahora se debe tener A = 0.615 de activo subyacente, es decir 21.28
(AS)) y se pide prestado 19.32. Notese que no se anadié ni se quitd
dinero al valor del portafolio, solamente se rebalanceé siguiendo la es-
trategia dictada por la delta.

= Siguiendo el proceso anterior se tiene en ¢t = 133 el valor de la opcién es
de 3.57 y el portafolio de réplica consta de A = 1 unidad de subyacente
con valor de 38.50 y una deuda en bonos de —34.93 por lo que en la
maduracion t = T' = 140 el valor de la Call es (37.50 — 35), = 2.50 por
lo que se ejerce la opcion. Es decir, el vendedor tiene que pagarle 2.50
al comprador, y lo puede hacer pues tiene una unidad de subyacente
con valor de 37.50 y su deuda es de —34.93(1 + 0.105) = —35, por lo
que paga su deuda y le quedan 2.50, cantidad con la cual hace frente a

su obligacion.

El proceso anterior se hizo bajo los supuestos de que no existen costos
de transaccién al comprar y vender activo subyacente y que el sub-
yacente se puede comprar en unidades fraccionales, ambos supuestos
no se cumplen en la realidad y repercuten en la exactitud y en la cobertura
total.

Al introducir al modelo de Black-Scholes el supuesto de la existencia
de costos de transaccion, el problema a resolver se complica bastante y se
convierte en un problema de control. El propésito de los siguientes capitulos
es el de tratar de resolver dicho problema para poder valuar opciones europeas
de una manera que se apegue mejor a la realidad.






Capitulo 2

Control Estocastico

De manera intuitiva un control puede ser pensado como el “proceso me-
diante el cual se ejerce una influencia externa sobre el comportamiento de
un sistema dindmico, con el objetivo de alcanzar un proposito fijado con
anterioridad™!.

2.1. El problema de control

Sean p(t,x,u) y o(t,z,u) funciones de la forma:

Ry x R® x RF — R™,
o: Ry x R" x RF — R™¥¢,

Para un punto X, € R" considérese la siguiente ecuaciéon difererencial
estocastica (E.D.E.) CONTROLADA:

dXt = ,u(t, Xt, Ut)dt + O'(t, Xt, Ut)th, (21)
X() = Xg- (22)

Al proceso X (en R") se le llama proceso de estado y es el proceso al cual se
busca “controlar” por medio de un proceso control U (en R*) elegido segtn
un objetivo prefijado. W es un proceso de Wiener o movimientro Browniano
en R%.

véase [6].

31
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Los controles que se buscan o clase de controles admisibles son a-
quellos adaptados al proceso X, i.e., aquellos controles u; cuyo valor en
t depende tnicamente de la historia del proceso observada hasta ¢. Asi
que se puede tomar un control adaptado eligiendo una funcion determinista
g : Ry x R* — R* tal que u; = g(t, X;), a g se le llama ley de control
retroalimentativa.

Supoéngase que se tiene una funcion wu(t, z) fija, si se sustituye en (2.1) se
tiene:
dXt = [L(t, Xt, U(t, Xt)dt -+ U(t, Xt, U(t, Xt))th (23)

La mayoria de las veces sera necesario incluir restricciones de control, en
esos casos se considerarda U C R* con u; € U para cada t. Dicho lo anterior
se puede definir cudndo un control es admisible.

Definicién 2.1.1. u es un control admisible si:

1. u(t,x) € U para toda t € R, y toda x € R™.

2. Para cualquier condicion inicial (¢, x) la siguiente E.D.E. tiene solucion
Unica:

dXs = u(s, Xs,u(s, Xs))ds + o(s, X, u(s, Xs))dWs,
Xt = X.
A la clase de controles admisibles se le denota como U.

Antes de continuar se definird el operador diferencial parcial A" para
cualquier vector o funcién u como:

Zul

S (2.1
2 Ox;0x; ’
i,7=1
2.2. La funcién objetivo de un problema de con-
trol
Para elegir un control por medio del cual se modifiquen las dindmicas

del sistema para alcanzar una “meta”’ es necesario algin criterio que permita
elegir un control adecuado.
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Definicion 2.2.1. Sean 'y ® 2 dos funciones dadas tales que:
F:R; xR" x R*¥ - R, (2.5)

o :R" — R. (2.6)
Se define la Funcién valor del problema como J, : U € R¥ — R tal que:

Tolw) = E UOT Pt X", u)dt + d(X5) | (2.7)

donde X" es la solucién a (2.3) con condicién inicial Xy = .

El problema a resolver serd el de maximizar o minimizar Jy(u) sobre
todos los controles u € U.

Definicién 2.2.2. El Valor 6ptimo Jo se define como:

Jo = sup Jo(u). (2.8)

ueld

Si existe una funciéon @ admisible y tal que Jy() = Jp se dice entonces que
1 es un control 6ptimo para el problema.

Existen varias técnicas para resolver problemas de control 6ptimo, una de
ellas es la “programacion dinamica” que con ayuda de un principio llamado
“Principio de optimalidad de Bellman” ayuda a descomponer el problema
original “varios” subproblemas que juntos dan como resultado la E.D.P. de
Hamilton-Jacobi-Bellman (H.J.B.). Resolver dicha ecuacion es equivalente a
resolver el problema de control original.

2.3. La E.D.P. de H.J.B.

Definicion 2.3.1. Sea t fijo con 0 < ¢t < T y x € R" fijos, para (t,z) se
define el Problema de Control P(t¢,x) como el problema de maximizar o
minimizar:

T
E: s {/ F(s, X2 us)ds + ®(X7)| , (2.9)
t

2 F puede representar una funcién de utilidad debida al desplazamiento X y a la fuerza
u mientras que ® puede representar la penalizaciéon por la desviacion del estado X1 en el
instante final 7" de un estado deseado Xr.
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dadas:

dXs = (s, Xs,u(s, Xs))ds + o(s, Xs, u(s, Xs))dWs, (2.10)
X, = a (2.11)

y sujeto a las siguientes restricciones:
u(s,y) € U para todo (s,y) € [t,T] x R". (2.12)
Nota: El problema original a resolver es P (0, x).

Definicién 2.3.2. Para el problema de control P(t, z) se definen las siguien-
tes funciones:

» La funcién valor:
J Ry xR"xU — R,

T
J(t,z,u)=E [/ F(s, X¢ us)ds + ®(X7) |,
t

dadas las dindmicas (2.10) y (2.11).

= La funcién de valor 6ptima:

V:R, xR" >R,

V(t,z) =sup J(t,z,u).

uel

La definicién anterior quiere decir que J (¢, z,u) es el valor esperado de
la utilidad al adoptar la politica de control u en el intervalo [t, T] dado que el
estado se encuentra en x al tiempo t. V (¢, z) es la utilidad esperada 6ptima
sobre el mismo intervalo y bajo las mismas condiciones iniciales.

No se debe perder de vista que el objetivo principal es el de obtener la
funcién de valor ¢ptima.

El proceso siguiente constistira en derivar una E.D.P. para V', suponiendo
lo siguiente:
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1. Existe un control 6ptimo wu.

2. Ves CL2,

Sea (t,z) € (0,T) x R™ fijo y un incremento de tiempo pequeno h € R*
tal que t+h < T'. Sea u un control fijo y arbitrario. Definase u* de la siguiente
forma:

“(5,y) = u(s,y) con (s,y) € [t,t +h] x R™,
wisy = u(s,y) con (s,y) € (t+h,T] x R™.

La definiciéon de u* anterior significa que se usara el control u arbitrario
en el intervalo [t,t + h] y a partir de ahi se adopta el control 6ptimo @ hasta
el tiempo final 7T'.

La programacion dindmica se aplica en el siguiente proceso:

1. Dado el punto (t,z) se consideran dos estrategias:

a) Usar el control 6ptimo 4 durante todo el intervalo.

b) Usar el control u*.
2. Se calculan las utilidades esperadas bajo cada estrategia.

3. Se utiliza el hecho de que la primera estrategia es al menos tan buena
como la segunda y se hace tender h a cero.

En efecto:

= Bajo la primer estrategia ya que u es el control 6ptimo se tiene que
J(t,z, ) =V(t ).

= Bajo la segunda se divide el intervalo [, T'] en dos subintervalos: [¢, t+h]
y (t+h,T].

e Para [t,t + h] la utilidad esperada es:

t+h
E: . {/ F(s, XY ug)ds
¢
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e Al inicio del intervalo [t + h,T7, el estado estard en X}, y como
en [t + h,T] se utilizaré la estrategia 6ptima, la utilidad esperada
serd V (t + h, X}, ,), asi, la utilidad esperada sobre [t + h,T] dado
que en el tiempo t el estado estaba en x es:

Eio [V(E+ R, X)) -

Por lo que la utilidad esperada total bajo la segunda estrategia es:

t+h
E: . {/ F(s, XY, US)dS] +E . [V(t + h, XZJ_,_h)] .
t

Como la primera estrategia es mejor o igual que la segunda (ya que u es
arbitrario y no necesariamente el 6ptimo), se tiene que:

t+h
V(t,z) > Eiy [/ F(S,X;‘,us)dsl + B [V(E+ R, X)) - (2.13)
t

Nota: Se tiene la igualdad < u = a.

Utilizando el lema de It6 n-dimensional® se tiene que:

ov
dV(t+h, X)) = {E(t’ X} + A"V (¢, Xt“)} dt + V., V(t, X;")o"dW,,
6 equivalentemente,
t+h 1
V(t+h X,) = V(o) + / {5(3, X))+ A"V (s, X:)} ds
t

t+h
+ / V.V(s, X))o "dWs.
t

3La formula de Ito se puede escribir utilizando el operador (2.4).
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Aplicando esperanza a la ecuacion anterior se tiene que:

r t+h oV
E:.[V(t+ h, Xt“+hﬂ =E:.,. |V(t,z)+ / {E(s, X" 4 A"V (s, Xg)} ds]
L t

rpt+h
+E / V.V (s, X:)a“dWS]
LJ t

r t+h oV
5 Vi [ { G s avis ).
L t

Sustituyendo la expresion anterior en (2.13) y cancelando V (¢, x) se tiene:

ot

Dividiendo ambos lados entre h, haciendo tender h a cero e intercambian-
do el limite con la esperanza® se tiene que:

t+h 1%
0>E;, [/ {F(s,X:, us) + ——(s, X2) + AUV(S,X;L)} ds] . (2.14)
t

t+h
0>E;, lh’m/ F(S,X“,us)—i—a—v(s,X“)—i—A“V(s,X“) ds| .
5 h h—0 ' S at S S

Utilizando el Teorema Fundamental del Calculo y el hecho de que X; =«
se tiene que:

ov
0> F(t,z,u) + E(t, x)+ A"V (t,x).
Como (t,x) es fijo y arbitrario, la desigualdad anterior es valida para todo

(t,z) € (0,T) x R™ teniéndose la igualdad solamente si u = u(t, z).

El desarrollo anterior ha “demostrado” el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 (Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman). Si eziste un con-
trol optimo 4 y V € CY? entonces:

1. 'V satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman:

a—v(t, x) +sup {F(t,x,u) + A*V(t,x)} =0,
at uelU

con condicion final V(T,x) = ®(x) para todo x € R™.

*Véase el apéndice para la justificaciéon de algunos pasos.
5Véase el apéndice.
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2. Para cada (t,x) € [0,T] x R"™ el supremo en la ecuacion de H.J.B. se
alcanza por u = u(t, ).

El teorema (2.3.1) es una condicién necesaria pues lo que afirma es
que si V es la funcion valor 6ptima y @ el control 6ptimo entonces V' satisface
la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman. Pero resulta que dicha ecuacién es
también una condicién suficiente, por lo que si una funciéon H la satisface y
existe una ley de control admisible g tal que para cada punto (¢, ) se alcance
el supremo cuando u sea igual a g entonces H es la funcion valor 6ptima y ¢
el control 6ptimo.

A este resultado se le conoce como “Teorema de Verificacién para la pro-
gramacion dindmica” y su enunciado es el siguiente:

Teorema 2.3.2 (Teorema de Verificacion). Supdngase que existen funciones
H(t,z) y g(t,x) tales que:

1. H resuleve la E.D.P. de H.J.B. y es suficientemente integrable. ¢
2. g es un control admisible.

3. Para cada (t,x) fijo el supremo de la expresion:

sup {F'(t,z,u) + A“H(t,z)}

uelU
se alcanza cuando u = g(t,x).
Entonces:

1. La funcion de valor optima V' para el problema de control estd dada por
V(t,x) = H(t,z).

2. FEziste un control dptimo @ y ademds u(t,z) = g(t,x).

Demostracion:
Se demostrara que H(t,z) = V(t,x) acotando a V' por ambos lados por
H(t,z).

5En el sentido de que la integral estocastica que aparece tenga esperanza igual a cero,
en este caso V,.H(s, X%*)o"(s,X*) € L? para todos los controles admisibles (Véase el
apéndice para detalles).
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= Por Demostrar: H(t,z) > V(t,x).
Sea u € Uy (t,x) fijo, sea también el proceso X en [t,T] solucion de:

dX" = p(s, X¥)ds + 0 (s, XO)dW,,
Xt =X.

Por el Lema de It6 se tiene que:

H(T,X})=H(t,z) + /t {aa—];[(s,X;‘) + (A“H)(S,Xg)} ds
+/T V.H(s, X!)o"(s, X¢)dW s. (2.15)

Como por hipotesis H satisface la ecuacion de H.J.B. y u es arbitrario,
se tiene que:

%—Ij(t,x) + F(t,x) + A*H(t,z) <0,

de donde para cada s se cumple casi seguramente’ que

0H

E(SaX:) + (AuH)(SaX:) < —F(S,X;).
Por lo tanto, despejando H(t,x) de (2.15), utilizando la desigualdad
anterior y el hecho de que H(T,X}) = ®(X}) se tiene la siguiente
desigualdad:

T T
Hit,2) > / FU(s, X")ds + D(XL) — / Y, H(s, X")o"dWVs.
t t

Tomando esperanza de ambos lados de la desigualdad y suponiendo
suficiente integrabilidad:

"La sucesion de variables aleatorias X, X, ... converge casi seguramente a X si

P{weN: nh_)n;o Xp(w)=X(w)} =1
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B [H(t ) = H(t2) >y, | / " (s, X s + @(X%)}

- T
—E;, / V.H(s, X;L)cr"dWs}
L/t

T
_E,, / Fu(s, X")ds + (I)(X},ﬁ)}
LSt
=J(t,z,u).
Por lo que
H(t,x) > J(t,z,u).

Y como w es arbitrario, sup,, J(t,x,u) = V(t,x) y el supremo es la
minima cota superior, entonces:

H(t,x) > V(t, x).

» Por Demostrar: H(t,z) < V(t, z).
Sea u(t,z) = g(t, x), por la hipotesis tres:
OH
Analogamente al proceso anterior (pero ahora con igualdad en vez de
desigualdad) y considerando que:

J(t,x,g9) <supJ(t,x,9) = V(t,x),

geU

se tiene:

Ei.[H(t,z)=H(t,x)=E,, /tT FI(s, X%)ds + @(X:gp)}

- T
—Ei» / VwH(s,ng)ang/Vs}
L/t

T
5. ][ Fg<s,X§>ds+<1><X%>]
t

:j(t,fL’,g)
<V(t,x).

Entonces H(t,x) < V(t, z).
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Juntando ambas desigualdades se llegd a que:
H(t,x)=J(t,x,g9) <V(t,z) < H(t 7).
Por lo tanto,
V(t,x) =H(t,z) =J(t z,9)

Lo que demuestra que H =V y que g es el control éptimo.
Q.E.D.

LY como se utiliza la Ecuacion Diferencial Parcial de Hamilton-Jacobi-
Bellman para resolver un problema de control 6ptimo?

2.4. Manejo de la ecuacién de H.J.B.

Considérese el Problema de Control definido en 2.3.1 con su correspon-
diente ecuacion de H.J.B.:

av u _
W(t’x) + 31615 {F(t,z,u) + A"V (t,z)} =0 (2.16)
V(T,z) = ®(z)

El proceso a seguir serd el siguiente:

1. Considérese la ecuacion de HJB como una E.D.P. para una V' descono-
cida.

2. Fijese un punto (t,z) € [0,7] x R™ y resuélvase el problema:
mégi[F(t, z,u) + AV (¢, x)].
ue
Nota: En el maximo la tinica variable es u, lo demas esta dado.

3. La eleccion 6ptima de u, denotada como @ dependera de la eleccion de
t, x, de V y sus derivadas por lo que se escribe a 4 como:

u=u(t,x; V). (2.17)
Dicha funcién serd el candidato para ser el control 6ptimo, el tinico

problema es que todavia no se cuenta con la descripciéon completa de
V' la cual es necesaria para obtener u.
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4. Para encontrar la descripcion completa de V' es necesario sustituir
(2.17) en (2.16) para obtener:

ov @ 4 =
5 (o) + (Pt au) + AV (1,2)} =0 (2.18)
V(T,z) = ®(2)

5. RESOLVER la ecuacion diferencial parcial anterior (SI ES POSIBLE),
para después sustituirla en (2.17) y asi contar con la descripcion com-
pleta de .

6. Utilizar el Teorema de Verificacion para garantizar que V' es la funcion
valor 6ptima y que @ es el control 6ptimo.



Capitulo 3

Diferencias Finitas

La ecuacion de Black-Scholes se puede transformar en la ecuacion de calor
y resolver de manera explicita, el problema es que para llegar a esa ecuacion
es necesario hacer suposiciones que no se cumplen totalmente en la realidad.

En los tdltimos anos se han escrito numerosas variantes de Black-Scholes
con hipotesis méas realistas pero resultan ecuaciones parciales parabélicas
que ya no se pueden resolver explicitamente. Para muchos de estos casos la
alternativa méas viable es resolver las ecuaciones numéricamente acompanada
de un anélisis cualitativo.

De manera general el precio de un derivado se puede obtener al calcular
el valor esperado (bajo una cierta medida de probabilidad) del valor presente
del payoff del mismo. Este tipo de valuacién es el resultado de métodos
probabilisticos.

Como se estudié anteriormente, es también posible obtener el precio de un
derivado resolviendo una ecuacion diferencial parcial sujeta a ciertas condi-
ciones de frontera y a una condicién inicial o final. Si la ecuacion es del tipo
forward (como la de calor) es necesaria una condicion inicial y se resuelve ha-
cia adelante en el tiempo, si es del tipo backward (como la de Black-Scholes)
se necesita una condiciéon final y se resuleve hacia atrds en el tiempo, lo
anterior es necesario para que el problema esté bien planteado.

La conexion entre ambos enfoques (diferencial y probabilistico) es el Teo-
rema de Feynman-Kac.!

Un método numérico muy utilizado para resolver ecuaciones diferenciales
es el de diferencias finitas el cual en pocas palabras consiste en discretizar

véase [3].

43
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el dominio (definir una malla) asi como la ecuacion diferencial sustituyendo
las derivadas por cocientes diferenciales obtenidos del desarrollo de la serie
de Taylor, este método convierte a la ecuacion diferencial en una ecuaciéon
algebraica.

A continuacién se explicaran brevemente tres esquemas comunes, todo el
desarrollo sera alrededor de la ecuacion de calor:

ou  O*u

— = . 3.1

ot 0z? (3:1)
Se elige la ecuacion (3.1) pues la ecuacion de Black-Scholes se puede trans-
formar en ella y ademés simplifica los calculos.

La solucion a la ecuacion (3.1) es tinica si se complementa con:

» Condiciones de frontera: La solucion u(X*,¢) para todo tiempo en
los extremos z* de la barra.

= Condicién inicial: Estado inicial de la temperatura en todo punto x
de la barra.

Recuérdese que se tienen dos casos:

1. Barra infinita: No son necesarias condiciones de frontera, inicamente
se impide que la temperatura crezca demasiado rapidamente.

2. Barra finita: Es necesario imponer condiciones de frontera para todo
tiempo en los extremos de la barra.

3.1. Discretizacion del dominio y definiciéon del
mallado

Es necesario tener en cuenta la diferencia entre resolver analiticamente
una ecuacion y resolverla numéricamente; resolver (3.1) analiticamente impli-
ca conocer el valor de u(z,t) para todo tiempo t y para todo punto espacial
x, mientras que resolverla numéricamente significa conocer la solucion “a-
proximada” en algunos puntos del dominio de interés. Para poder calcular
la solucion es necesario definir una malla.
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Lo primero que se tiene que hacer es acotar el dominio de la solucién,
considerdndose 0 <t <T'yz_ <z <z, en lugar de —oo <z < 00.

Al reducir el dominio espacial de infinito a finito se vuelve necesario for-
mular condiciones de frontera en z = x_ asi como en x = x, para cualquier
tiempo, de lo contrario no se podria garantizar la unicidad de la solucion y
el problema se convertirfa en un problema mal planteado. Se deben elegir
r = x_y x = x; lo suficientemente pequeno y grande (respectivamente)
para no alterar la solucién en la region de mayor interés.

Después de acotar el dominio se divide el eje espacial x en puntos equidis-
tantes de tamano Ax y el eje temporal ¢ en puntos de tamano At.

Dado lo anterior cada punto del mallado puede representarse como:

(iAz,jAt)  i=N",N +1,... N —1,Nt, j=01,....M—1,M

Y

y se calculara la solucién tinicamente en los puntos:

u! = u(iAz, jAL).

Los puntos fuera del mallado se calcularan con interpolacion.

3.2. Discretizacion de la ecuacion diferencial

Recuérdese que si u(x, t) es suficientemente diferenciable entonces el Teo-
rema de Taylor concluye que:

2
u(x 4+ Az, t) = u(x, t) + %(a:, t)Az + Ry (A;) (3.2)
2
u(z — Az, t) = u(a, t) — ?(m, H)Az + Ry <A2f") (3.3)
xr !

donde el residuo R, satisface que:

9%u

Ryl < ] —
|Ry| < maéx 97

r<é<z+Ax

1)

De (3.2) se obtiene la diferencia hacia adelante:
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ou _u(z+ Az, t) —u(z,t) Az

De (3.3) se obtiene la diferencia hacia atras:

%(l',t) _ u(z,t) —u(r — Az, t) N qu (3.5)
ox Ax 2!

En ambos casos para Ax pequeno el término RQ% es despreciable y se
denota O(Ax), lo que significa que el error en las aproximaciones tiende a
cero linealmente cuando Ax tiende a cero.

Si se considera un término maés en (3.2) y (3.3) y se restan ambos desar-

rollos se obtiene la diferencia central:
8u( ) u(r + Az, t) —u(x — Az, t)
—(x —

ox "’ 2Ax

donde el error en la aproximacién tiende a cero como (Ax)?2.

+ O((Ax)?) (3.6)

Para obtener una aproximacion a la segunda derivada es posible desarro-
lar u(x+ Az, t) u(x — Az, t) hasta el tercer orden y sumar ambos desarrollos,
llegando asi a la expresion:

@(x 5 - u(r + Az, t) — 2u(x, t) + u(x — Az, t)
’ (Az)?

0x?
Con las discretizaciones anteriores serd posible convertir las ecuaciones di-
ferenciales en ecuaciones algebréicas y dependiendo del tipo de diferencias
elegida (diferencias hacia adelante, hacia atras o centrales) sera el esquema
de solucién obtenido.

LO((AZ)?Y).  (3.7)

3.3. Esquemas de solucion

3.3.1. [Esquema explicito

Si se utilizan las diferencias hacia adelante? para la derivada temporal ¢
y las centrales para la derivada espacial z, entonces, para un punto (z;,t;) la
ecuacion (3.1) se escribe como:

2Las diferencias centrales para el tiempo no se utilizan debido a que conducen a malos
esquemas numéricos para la ecuacion de calor, véase [18].
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u(g;i,tj+AAti—u(zi,tj) + O(At) _ U(wi+Ax,tj)*Q?Xcgséj)+u(xif&r,tj) +0 ((Ax)2)

Si se desprecian los términos O(At), O ((Az)?) y se denota como VY a la
solucion aproximada de (3.1) se tiene:

VI =V Vi, =2V VL

At (Ax)? ’

. ., . 4 - +1 :
despejando de la expresion anterior el término V; 1 se tiene:

. . At . . :
VI = Vi gy (Vi =2V VL),
y denotando o = (AA_;P’
VI =V b a (Vi =2V + VL), (38)

Es decir, la solucion en el punto (i, j + 1) depende tnicamente de los puntos
del estado anterior (xi+17tj)a (.Z’Z‘,tj) y (l’i_l,t]‘).
Con la ecuacion anterior es posible calcular la solucion aproximada al

problema si se conoce la solucion para un instante inicial y para las fronteras
i=N"ei=NT.

V0=ug(iAz) para N~ <i< NT,
Vi_=f(jAt) para 0<j< M,
V]{H =g(jAt) para 0<j <M.

Algoritmo para el método explicito
1. Se conoce la solucion para el tiempo j = 0 (condiciones iniciales).

2. Se calcula la solucion para el tiempo j = 1 para todos los puntos
interiores de la malla con la férmula:

Vit = oVl 4+ (1 - 20)V/ +aVi .

3. Se iteran los pasos 1,2 desde 7 = 2 hasta j = M.
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3.3.2. Esquema implicito

Utilizando ahora las diferencias hacia atras para la derivada temporal y las
diferencias centrales para la derivada espacial, la ecuacion (3.1) se transforma
en:

V-Vt VL -2V VL
At (Az)? ’

recorriendo el indice temporal se tiene:

A A G A /A /Y
At B (Ax)?

Manipulando la expresion y denotando nuevamente o = i AA;)Q se llega a la

expresion:

j+1 j+1 J+1 _ 1d
—aViy + (1 + 20V —aVIy =V, (3.9)
Por lo que la solucién en un punto depende implicitamente de la solucion en
otros puntos en el mismo instante, lo que vuelve necesario resolver el siguien-
te sistema de ecuaciones:

14+2¢ —a 0 -~ 0 0 [ V-1 Vi
—a 1420 —a -~ 0 0 [ Vi1 0
0 —a 142a--- 0 0 it v 0
. . o . . NEL = VP ral
: : Y 1490 — i1 j '
0 0 0 1+ 2a « VNG o Vhs o 0

- - j+1

0 0 0 - —a 1+2a) \JH A I+

Para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones de forma eficiente existen
métodos del algebra lineal como el LU, el cual consiste en factorizar una
matriz M en dos matrices, una triangular inferior L y la otra triangular
superior U. La obtencion del vector solucion x para Ax = b se esquematiza
como sigue:
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Mx=b, como M = LU,
LUx=b, sea y=Ux, entonces,
Ly=0b el cual se resuelve con sustitucion hacia adelante.

Ux =y el cual se resuelve con sustitucion hacia atras.

Algoritmo para el método implicito

1. Se conoce la solucion para j = 0 (condiciones iniciales).

2. Se conoce la solucion para j = 1 en los extremos de la malla (condi-
ciones de frontera).

3. Se resuleve el sistema de ecuaciones tridiagonal anterior para obtener
la solucién en el resto de los puntos interiores de 7 = 1.

4. Se iteran los pasos 1,2,3, desde j = 2 hasta j = M.

3.3.3. Esquema semi-implicito

Este esquema de soluciéon es obtenido de una combinacién lineal convexa
de los esquemas explicito e implicito, i.e.,

) . . . . 1 i1 i1
‘/i]+1 - ‘/ij _ @‘/;J-‘rl - 2‘/;] + ‘/Zj—l + (1 . (__)) ‘/Zj-f—+1 - 2‘/;j+ + ‘/;J—ﬁ
At (Az) (Aa)

= Si © = 0 se obtiene el esquema implicito.
= Si © =1 se obtiene el esquema explicito.

= S5i0= % se obtiene el esquema Crank-Nicolson.

Como el método Crank-Nicolson es una combinacién de los métodos anterio-
res implica la resolucién de un sistema de ecuaciones.
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3.4. Convergencia, consistencia y estabilidad

La Convergencia se refiere a que la solucion del problema aproximado
tiende a la solucion del problema original. Para que se tenga convergencia
de la solucion aproximada a la solucién verdadera de la ecuaciéon diferencial
parcial cuando los tamanos de paso en el espacio y en el tiempo tiendan a
cero, son necesarias dos condiciones:

1. Consistencia: El error local por truncamiento del modelo tiende a cero
cuando los tamanos de paso tienden a cero, i.e., el problema discretizado
tiende al problema continuo correcto.

2. Estabilidad: El error global estd acotado por alguna constante que
multiplica al error local.

El Teorema de Equivalencia de Lax afirma que si se tiene consistencia
y estabilidad entonces se tiene convergencia.

El problema de la estabilidad surge al utilizar una aritmética finita (como
es el caso de utilizar software computacional) la cual introduce errores por
redondeo.

En el caso del esquema explicito se puede probar lo siguiente:

= E]l método seré estable si 0 < o < %

s El método serd inestable si o > %

La condicion anterior se traduce en:

0 At < 1
<a= (Ao = 5"
Es decir, impone restricciones al tamano del paso del tiempo. Imaginese
que se refina la malla espacial dividiendo el tamano de paso en el espacio
entre dos (pensando en aumentar la exactitud), para cumplir la condicion
de estabilidad seria necesario dividir el paso en el tiempo entre cuatro. Cada
paso en el tiempo tarda el doble y como hay cuatro veces més pasos en el
tiempo significa que encontrar la soluciéon requiere ocho veces mas tiempo.
La restriciéon sobre o ya no es necesaria para el método implicito, lo que
significa que se puede aumentar el nimero de puntos en la malla espacial sin
ser necesario tomar pasos en el tiempo ridiculamente pequenios. Aunque en

(3.10)
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el caso de los métodos implicitos es necesario resolver sistemas de ecuaciones,
el uso de métodos como el LU ayuda bastante, y ademés como el método
implicito permites tomar menos puntos en el tiempo suelen ser mas eficientes
que los explicitos.

Como el método implicito es estable para cualquier valor positivo de « se
dice que el método es incondicionalmente estable y también es consistente,
el método implicito es incondicionalmente convergente.?

3.5. Fipy, un médulo de Python para parciales

El método de diferencias finitas se puede programar en cualquier lenguaje.
Los paquetes matemaéticos comerciales cuentan con modulos de solucion de
parciales con dicho método. Sin embargo se decidi6é usar software libre y un
lenguaje amigable: Python.

3.5.1. Python

Python es un lenguaje de programacion de alto nivel, una de sus princi-
pales ideas es que se logren hacer programas cuya sintaxis sea limpia para
poder conseguir un codigo legible. Es multiplataforma, de codigo abierto y
libre atin para uso comercial. Python soporta varios tipos de programacion
y se puede comunicar con otros lenguajes como C o Java.

Mas informacion sobre Python (su historia, ejemplos, desarrolladores,
etcétera) puede encontrarse en www.wikipedia.com o en la péagina oficial
www.python.org.

3.5.2. Fipy

Fipy es un moédulo escrito en Python y esta hecho para resolver numéri-
camente ecuaciones diferenciales parciales, fue desarrollado en el “National
Institute of Standards and Technology”.

Fipy utiliza el método de volimenes finitos para resolver las ecuaciones
o sistemas acoplados de parciales. En una dimension espacial y coordenadas
cartesianas el método de volimenes finitos se reduce al de diferencias finitas.

3Para demostraciones y una explicacién méas detallada véase [18].
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Una buena manera de empezar a trabajar con Fipy es responder las si-
guientes preguntas®:

. Qué variables son necesarias?

JEn qué dominio se esta trabajando?

;Cuéles son las condiciones iniciales?

. Cuales son las condiciones de frontera?

. Cual es la ecuacion?

Claro esta que el primer paso es llamar el paquete Fipy y el tiltimo resolver
la ecuacién numéricamente.
Se debe tener en cuenta que la ecuacién genérica que Fipy resuelve es:

X9) g (iig) + [V (09)" 6+ S, (3.11)

Donde:

%ﬁ’) es el término transitorio con coeficiente p.

V - (i) es el término convectivo con coeficiente .

[V - (T;V)]" ¢ es el término difusivo con coeficiente T';.

S es el término fuente (todo lo que no se pueda expresar en los ante-
riores).

Por lo que al querer resolver alguna ecuacion debe revisarse que no so-
bren o falten términos que se deriven de la aplicacion de los operadores que
aparecen en la ecuacion (3.11).

Para el caso del presente trabajo, las ecuaciones que se tienen que resolver

son de la forma: 5 o2 5
¢_ 0% 09
;T DaxQ + C@x + So, (3.12)

“Idea del Prof. Daniel J. Lewis, Rensselaer Polytechnic Institute en la péagina
http://www.matforge.org/fipy /wiki/FiPyWorkbook.
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con coeficientes difusivo y convectivo D = D(z), C' = C(x) respectivamente,
para Fipy es necesario escribirlas de la forma:

96 _ 90
ot Ox
Es decir, se buscan coeficientes P, (), R dependientes de x tales que al sus-

tituirlos en (3.13) se obtenga (3.12). Para encontrarlos se deriva (3.13) y se
agrupan sus términos:

(P¢J-%£2(Q¢)+-R¢- (3.13)

=Pope + (Pr + Q)92 + (Qr + R)¢

y comparando los coeficientes de con los de la ecuacion (3.12) se tiene lo
siguiente:

P=D, (3.14)

Q=C—-P,=C-D,, (3.15)

R=5—-Q,=5—(Cp —Dy) =5 —Cy+ Dy,. (3.16)






Capitulo 4

Soluciones Numeéricas

4.1. Soluciéon numérica de Black-Scholes

En primer lugar se presenta la solucién numérica de la ecuacion de Black-
Scholes para una opcion Call europea sin hacer cambios de variables, es decir
se resuelve la ecuacion:

( oV 1, ,0°V OV

7’55—1—50862—1—5—7“\/—0 parad<s<oo, 0<t<T,
Vs, T)=(s— K)4 para 0 < s < oo,

V(0,t) =0 para0 <t <T
k,V(s,t)%s para0 <t <T, s— o0,

y siguiendo (3.14), (3.15) y (3.16), los coeficientes para Fipy son:

1
P = 50'282 Q= (r—o%s, R=o0"—2r

El “infinito” para la condicién de frontera derecha se fija en s = 3% K ya que
si se toman valores méas grandes la solucién no cambia de manera significativa.

En Fipy la ecuacién se declara de la siguiente manera:

eqn=TransientTerm ()+VanLeerConvectionTerm ( coeff=Q)-+
DiffusionTerm ( coeff=P)+ImplicitSourceTerm ( coeff=R)

Todas las ecuaciones se resuelven con el método de diferencias finitas
implicito.

25
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Para los parametros: r = 0.1, 0 = 0.2, K = 100, T' = 365 (dias) y Sy = 95
los resultados son los siguientes:

= Soluciéon exacta: 9.8628.

= Solucion numérica: 9.86062339.

La grafica de la solucién de la ecuacion es:

Solucion en variables originales

— Solucion numerica
— Condicion final

80

60 -

40 -

20

o] 50 100 150
S

Figura 4.1: Precios Call europea con Black-Scholes Lineal

4.2. Y mas alla...

Las ecuaciones no lineales de Black-Scholes han sido bastante estudiadas
en los ultimos tiempos pues a diferencia de la ecuacion lineal surgen de mode-
los con supuestos mas realistas (costos de transaccion, preferencias respecto
al riesgo, mercados con falta de liquidez, etcétera) y por ende proporcionan
resultados mas precisos.
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La relajacion de las hipotesis impacta en el precio del subyacente, su
volatilidad, su tendencia y por supuesto en el precio de las opciones.

Generalmente las ecuaciones obtenidas son parabélicas no lineales, del
tipo conveccién-difusion y posiblemente degeneradas donde la tendencia p y
la volatilidad ¢ pueden depender del tiempo, del subyacente asi como de las
derivadas del precio de la opcion.

Para el caso del presente trabajo se revisaron varios modelos, poniendo
énfasis en aquellos donde se introducen costos de transacciéon proporcionales
(cada compra o venta del activo subyacente resultante de los rebalanceos
del portafolio de réplica implica una comisiéon que es proporcional al monto
operado). En dichos modelos se llega a la siguiente ecuacion no lineal con
tendencia p constante y con volatilidad no constante & = (¢, s, Vy, Vis):

ov 1. , OV OV
TSE+ (,3,‘/;7‘/;5) W—FE—TV_O (41)

donde: s > 0,t € (0,7) y ¢ dependiendo del modelo propuesto.

Recuérdese que el modelo original de Black-Scholes requiere un rebalanceo
continuo del portafolio para cubrir la posicion (eliminar el riesgo), cuando
existen costos de transaccion dicho rebalanceo se vuelve excesivamente caro
ya que son necesarias “infinitas” transacciones.

Por lo anterior se ha buscado debilitar la condiciéon de cobertura prefir-
iéndose sobrerreplicar el payoff de la opcion.

Se han propuesto varias maneras de relajar la cobertura:
En [12] Leland propone un modelo que permite hacer los rebalanceos
inicamente en tiempos discretos.

Bajo argumentos de cobertura delta deduce una ecuacioén de Black-Scholes
no lineal como (4.1) con volatilidad no constante:

&:a[1+\/§o\/_szgn( s)

s At es el intervalo entre transacciones.

(4.2)

Donde:

= 1 es el costo proporcional de transaccion.
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= 0 es la volatilidad original.

Al término Le = \/gz/“—g le llama Niumero de Leland.

Como para el caso de las opciones Call y Put europeas la funcion V' es
convexa! (I' = V,, > 0) en ausencia de costos de transaccion, se asume el
mismo comportamiento para el caso en el que si existen, obteniéndose:

N

G=o[l+Lel (4.3)

lo que reduce la ecuacion (4.1) al caso lineal pero con una volatilidad aumen-

tada ya que 6 = o [1 + Le]% > 0.

Como se explico en la seccion 1.5 es posible hacer cambios de variables
para transformar (4.1) en una ecuacion parabolica del tipo forward, siguiendo
|1] se proponen:

1 V(S,t
r=1In(S/K), T=—0*T —1t), w(z,7)=€e"" (5,1)
2 K
Considerando D = % se obtiene:
( =2 ~9
Uy Uzum (D—FU—Z)UI:O, —o0 < x < 00, 0<T<”27T,
o
u(z,0) = (1—e™"), —00 < T < 00,
u(z,7) =0 T — —00,
(u(z,7)~1—e PT" T — 00

(4.4)
La condiciéon de frontera derecha tiene un término exponencial que para x
grandes tiende a cero, por lo que para el analisis numérico se considerara que
cuando x — oo, u(x,7) ~ 1.

Bajo este cambio de variables y tomando ¢ = ¢ se obtiene el modelo de
Black-Scholes clasico con la ventaja de que se obtiene una ecuacion lineal

1Véase la tabla (1.1).
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parabolica de tipo conveccidén-difusion y con coeficientes constantes, lo que
ahorra calculos para implementarla en Fipy ya que no es necesario calcular
nuevos coeficientes para los términos convectivo y difusivo.

Para los mismos parametros (r = 0.1, 0 = 0.2, K = 100, T' = 365 (dias)
y So = 95) la soluciéon obtenida es: 9.87404100084, véase la figura 4.2.

10 Solucion a la ecuacion transformada

— Solucion numerica

0.8 |

0.6 |

0.4

0.2

0.0

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.2: Precios Call europea con Black-Scholes lineal transformado.

Considerando el modelo de Leland con rebalanceo semanal y mensual
y costos de transaccion proporcionales del 0.25% se obtienen los siguientes
resultados:

’ At \ Precio Call \ o ‘
Mensual 9.9843 0.2034
Semanal 10.1131 0.2070

Cuadro 4.1: Precios obtenidos con el modelo de Leland.
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Otro enfoque totalmente diferente es el utilizado por Barles y Soner en
[2], en su analisis introducen las preferencias respecto al riesgo y utlizan un
enfoque de valuacién basado en funciones de utilidad exponencial tal como
lo hacen Hodges y Neuberger en [9].

Utilizan la funcién de utilidad exponencial:

U€)=1—et >0, £€R, (4.5)

donde % representa al producto del factor de aversion al riesgo con el nimero
de opciones a vender.
Definen:

= 11 costo de transaccion proporcional.
= s precio del subyacente.

n V(s,t) el precio de la opcion con funcion de utilidad U€(&).

— *
a= e

Al estudiar el comportamiento de V<*(s,t) cuando € — 0, — 0, en |2]
Barles y Soner demuestran utilizando la teoria de control 6ptimo estocéastico
que V es la tnica solucion (en el sentido de viscosidad) a (4.1) con volatilidad
no constante:

=0 |1+¥ (er(T_t)aQSQV;S)]% (4.6)

donde W(x) es la soluciéon a la ecuacion diferencial ordinaria:

{\Iﬂ(x) = —2;%_90’ x #0, @
() =0.

Barles y Soner analizan la solucion de (4.7) obteniendo que:
v
lim Yiw) =1, lim U(x)=—1. (4.8)
r—o00 I T——00

Por lo que para argumentos grandes W(z) se puede considerar como la
identidad (figura 4.3) teniéndose asi que la volatilidad para este modelo es:

N

g=o[l+ er(Tft)aszVSS} (4.9)
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125
10.0
75
Psi(s)

50

25

g
=1

I I O O Y O B
0.0 25 50 75 10.0

S

Figura 4.3: En rojo se muestra la solucion de (4.7) y en verde la funcion
identidad.

Si se escribe la ecuacion (4.1) con la volatilidad (4.9) en forma conserva-
tiva (como Fipy la entiende) se obtiene una expresion bastante complicada,
razon por la cual se decidio resolver la ecuacion transformada (4.4) con su
correspondiente volatilidad transformada:

2r

oc=o0|l+ eT?TGQKex(um + ux)] ° (4.10)

Los coeficientes para Fipy nuevamente son (3.14),(3.15) y (3.16); las derivadas
de los coeficientes (Q y R se calcularon numéricamente.

Resolver numéricamente la ecuaciéon es complicado:

= La condicion inicial u(z,0) = (1 —e™")_ no es diferenciable.
= Se presentaron inestabilidades numeéricas en los puntos cercanos a la

frontera derecha que causaban errores grandes en el término u,, + u,.

Se opto6 por linearizar el problema resolviendo de manera simultanea am-
bas ecuaciones y cambiando u,, + u, en la expresion (4.10) por v, + v,
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donde v(z,7) es la solucion al problema lineal.

Esta aproximacion al problema original es razonable ya que el cociente
52 . .
23 calculado con el problema no lineal difiere muy poco del calculado con el
problema linearizado.

Para los mismos parametros (r = 0.1, 0 = 0.2, K = 100, T' = 365 (dias),
So =95y a = 0.02) la solucion obtenida es: 10.0768891802. (Véase la figura
1.4).

La figura 4.5 muestra de manera comparativa las soluciones en las vari-
ables originales S 'y V' de los distintos modelos. Notese que los precios mas
alto se obtienen con el modelo de Leland con rebalanceos semanales, seguido
del modelo de Barles-Soner, Leland con rebalanceos mensuales y los precio
més bajos se obtienen con el modelo lineal.



Solucion al modelo de Barles-Soner

1.0
— Solucion Lineal
— Solucion no lineal
0.8 -
0.6 -
=
0.4 -
0.2} -
9055 0.0 0.5 1.0 15 2.0
4
— Solucion Lineal
— Solucion no lineal
0.006 | -
0.004 | -
0.002 -
0.000 | -

-0.60 —0.58 —0.56 —0.54 -0.52

Figura 4.4: Comparacion de las soluciones del modelo de BS lineal y el modelo
de Soner (no lineal).



Comparacion de soluciones

— Lineal
— Leland Mensual
801 —  Leland Semanal |
—— Barles-Soner
— Condicion final
60 - .
>
40+ .
20 F E
0 n 1 . .
0 50 100 150
S
Comparacion de soluciones
— Lineal
10.0 |
— Leland Mensual
gl == Leland Semanal
' —— Barles-Soner
— Condicion final
9.0} .
8.5 g
>
8.0} ]
/
7.5} /s .
A
//.
7.0} /./ 1
6.5 [ |
90 91 92 93 94 95

Figura 4.5: Comparacion de las soluciones obtenidas por los distintos mode-
los.



Conclusiones

Es importante resaltar que casi ninguna (por no decir ninguna) de las
hipotesis del modelo original de Black Scholes son realistas:

= Las acciones se negocian por lotes (no por unidad y mucho menos por
fracciones).

= [l trading no es continuo.

= La tasa de interés libre de riesgo r, la tasa promedio de retorno del
subyacente u v la volatilidad ¢ no son constantes.

= La tasa de interés a la cual se presta dinero es diferente a la que se pide
prestado.

= Existe la informacion privilegiada (lo que significa que no todo el mer-
cado tiene acceso inmediato a la informacion).

= Existen costos de transaccion (cada compra y venta de acciones implica
una comisién mas un impuesto).

Atn siendo un modelo sumamente simplificado, los conceptos y técnicas
matemaéticas que respaldan al modelo original de Black-Scholes son bastante
complicados.

En la practica el precio de Black-Scholes es utilizado como referencia ya
que los precios estan regidos por las leyes de la oferta y la demanda. La for-
ma en que algunas instituciones hacen coberturas de opciones, es eliminar
su posicion (larga o corta) tomando una posicién contraria (corta o larga),
obteniendo su ganancia en la diferencia de precios entre esas operaciones.
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66 CONCLUSIONES

Ha habido varios intentos de debilitar las hipotesis del modelo original;
uno de los problemas de dichos intentos es que las ecuaciones resultantes
dejan de ser equivalentes a la ecuacion de calor, muchas veces son no lineales
y en la mayoria de los casos no se pueden resolver de manera analitica.

En este trabajo se hizo mencion de los modelos propuestos por Leland
y por Barles-Soner. El de Leland es equivalente al modelo clasico pero con
una volatilidad aumentada. Para el modelo de Barles-Soner se resolvié una
aproximacion que concuerda con los datos reportados en la literatura.

En ambos casos se obtiene una ecuaciéon en la cual el término de vola-
tilidad no es constante. Para el modelo de Leland depende de los costos de
transaccion asi como de la segunda derivada del valor de la opcion y para el de
Barles-Soner depende del tiempo, espacio, costos de transaccion, preferencias
respecto al riesgo y de la segunda derivada del valor de la opciéon. En ambos
modelos se confirma que al suponer hipotesis mas realistas la volatilidad deja
de ser constante.

Atn utilizando un software numeérico potente y especializado en resolver
ecuaciones, el analisis numérico de problemas no lineales no es trivial. El
mayor logro del presente trabajo es que se pudo aproximar la soluciéon de la
ecuacion no lineal propuesta por Barles y Soner, mostrando con su solucién
que los costos de transaccion elevan de manera “considerable” el precio de las
opciones.

Por ultimo se menciona que no existia un programa implementado en
Fipy que resolviera la ecuacién de Black-Scholes, por lo que se mandé una
version en inglés de dicho programa para que, en caso de ser aprobadod, se
anexara a los ejemplos del paquete.



Apéndice A

A.1. CAlculo estocastico

En esta seccion se dard una idea intuitiva del concepto de integral estocés-
tica asi como algunas de sus propiedades que se utilizaron en el desarrollo
del presente trabajo.

Sea X un proceso estocastico, se quiere “definir” (de manera no rigurosa)!
el significado de “la informacion generada por X al transcurrir el tiempo”.

La informacion o historia generada por X en el intervalo [0,1]
serd denotada por F;X haciendo tres distinciones:

1. Si se puede determinar si ha ocurrido o no un evento A, basandose en
las observaciones de la trayectoria {X(s) : 0 < s <t} entonces se dice
que A es F*-medible y se escribe A € F/X.

2. SiY es variable aleatoria y su valor puede determinarse completamente
dadas las observaciones de la trayectoria {X(s) : 0 < s < t} entonces
también se escribe Y € F¥.

3. Si Z es un proceso estocéstico tal que Y (t) € FX para toda t > 0
entonces se dice que Y es adaptado a la filtacion {F}i>o.

Definicion A.1.1. Sea W un movimiento Browniano estandar.

= Se dice que el proceso g pertenece a la clase £%[a, ] si:

'Para definiciones méas formales o rigurosas véase [3] o bibliografia sobre teoria de la
medida.
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1. ffE[gQ(s)]ds < 0.
2. g es adaptado a la filtracion F}V.

» Se dice que el proceso g pertenece a la clase £? si g € £?[0,t) para
toda t > 0.

Se busca dar sentido a la integral estocastica fab g(s)dW, para g € L*[a,b].

» Supongase que g € L%[a,b] y g es simple, es decir, que existen puntos
a=1ty <ty <---<t,=0>btales que g es constante en cada subinterva-
lo, e, g(s) = glty) para s € [t tys).

Se puede definir la integral estocastica como:
n—1

b
[ a6 s) = 3 gt Wt - W)l (A

k=0

= Si g es mas general se puede aproximar con una sucesion g, de procesos
simples tales que:

/ E[{ga(s) — g(s)}2)ds — 0.

Asi para cada n, Z, = fab gn(8)dW (s) es una variable aleatoria (v.a.)
bien definida y se puede probar que existe Z v.a. tal que Z, — Z en L2,

En dicho caso se define la integral estocéstica como:

/ g(s)dW(s) = lim [ g,(s)dW(s). (A.2)

n—o0

Proposicion A.1.1. Sea g un proceso adaptado a la filtracion F)V tal que
f;E[gz(s)]ds < 0o, entonces:

I E [fjg(s)dms)} —0.

2. E {(fabg(s)dW(s)Y] =E [fab 92(3)] ds.
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3. f;g(s)dW(s) es F)Y medible.

Se demostrara el punto 1 de la proposicion en el caso de g simple ya que
es una propiedad que se ha utilizado mucho a lo largo del desarrollo.

Demostracion:

Z_:g(tk)[W(ka - W(tk)]] :

k=0

e[ [ ] -

Como ¢ es adaptado a la filtracion F}V y el browniano tiene incrementos
independientes se sigue que:

Eg() (W (tes s — W ()] = Elg(t)JEIV (42 — W (1)) = Elg(t4)]-0 = 0.
Por lo tanto b
B | [ awis)| <o
Q.E.D.

A.2. Martingalas

Antes de definir una martingala es necesario recordar un par de propiedades
acerca de la esperanza condicional las cuales se resumen en la siguiente
proposicion:

Proposiciéon A.2.1. Sean Y y Z dos variables aleatorias.

1. Si Z es medible respecto a F; (su valor se conoce ent) entonces B[ZY | Fy] =
ZE[Y | Fi].

2. Si s <t entonces E[E[Y|F]|Fs] = E[Y|F].

Definicién A.2.1 (Martingala). Un proceso estocastico X es una (F;)-
martingala si se cumple que:

1. X es adaptado a la filtracion {F;}i>o.

2. Para toda t, E[| X (¢)|] < oc.
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3. Para toda sy t con s <t, E[X(t)|F] = X(s).

Proposicion A.2.2. Si g € L%[s,t] entonces E {f;g(u)dW(u)

fsw]zo

Corolario A.2.1. Para cualquier proceso g € L2, el proceso X tal que
X(t) = fotg(S)dW(s) es una (FV)-martingala.

Demostracién: Por Demostrar: E[X (¢)|FV] = X (s) para s < t.

Sea s < t, entonces:

Q.E.D.

A.3. Justificacion del Lema de ItO

Dadas las interpretaciones y definiciones anteriores es posible dar una
idea intuitiva de la justificacion de los lemas (1.5.1) y (1.5.2).

Sea X un proceso estocastico y supdngase que existe un real a y dos
procesos adaptados p y o tales que para todo ¢ > 0,

X =a+ [ wspts + [ o))

de manera equivalente:

dX(t) = p(t)dt + o(t)dW (1), conX (0) = a. (A.3)
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En este caso se dice que X tiene una diferencial estocastica con condicién
inicial, la cual indica la dindmica que sigue el proceso.

Sean s, t dos puntos fijos en el tiempo con s < t, definase At =t — sy
AW (t) = W(t) — W(s), notese que AW (t) ~ N(0,t — s).

Dado lo anterior se tiene que E[AW (¢)] =0y Var[AW ()] =t — s = At.

Ademés 7 = AVtV_;O ~ N(0,1) y puede probarse que? 7% ~ X%1) con
E[Z?| =1y Var[Z? = 2.

Multiplicando y dividiendo el argumento de la esperanza por t — s:

Blawy=E | (=) (- s>]

=E[Z*(t — 5)]

=1-(t—s)

= At,

y
Var[(AW)? =Var[Z*(t — s)]

=2-(t —s)?
=2(At)2.

Lo anterior significa que la varianza de (AW)? es despreciable respecto a
su esperanza, i.e., si At — 0 entonces [AW(t)]* — 0 y su varianza lo hace
mas rapidamente que su esperanza, asi que es natural pensar que en el limite
se cumple que:®

[dW (t)]? = dt. (A.4)

A.3.1. 1Itd6 en una dimension

Recuérdese que se tiene f(t, X(t)) con fe C?y f: R, xR —R.

2 A la variable aleatoria denotada X%n) se le llama Chi cuadrada con n grados de libertad.
3Véase [14].
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Haciendo la expansion en series de Taylor para f se tiene que:

af of O*f 162f of
df = -t + adejLEﬁ(dX) ST ZL(dt)? + 55 (dtdX) +o(h), (A.5)

considerando (A.3), (A.4), el hecho de que (dt)? es despreciable respecto a
dt, (dt)(dW) también lo es (se puede probar) y que también (A.4) se sigue

que:

(dX)? = p2(dt)* 4 2uo (dt) (dW) + o*(dW)? = o*dt. (A.6)

Sustituyendo lo anterior en la expansion (A.5) y relajando notacion

df = fdt+ a—f(udt+ cdW) + 0 —fdt

(9f aé’f of 1 aggf
ata;lct—i— gfdti— e ;W+§ 85} 2dt
(at—l_'u@ +20 8x)dt+ 8x

A.3.2. Itd6 n-dimensional

Ahora se tiene X7 un vector columna n-dimensional de procesos tal que

para cada entrada :
d
dXi(t) = pa(t)dt + oy (1)dW;(1), (A.7)
7j=1

y sus respectivas matrices:

[(W]T  con cada W; independiente

[uln [o]nxa
Ademas f(t, X(t)) con f e CM?y f: R, x R*" - R.

Haciendo la expansion en series de Taylor para f y tomando su diferencial

se tiene que:?

4Se utilizaran subindices para las derivadas en vez del operador 9, asi como o; =

[0’1‘1, .. .,O'id].
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n 1 n
df = fdt + > fx,dX; + 5 > frxox,dXidX;
=1

3,j=1

n d
=1 =1
1 n dJ d
+ 5 Z inXj (uidt + ; Uidek) <,ujdt + Z O'jldVVl>

i,j=1 =1

= fedt + Z i [ x; padt + Z fx,00dW
=1 =1

n d d
1
+ 5 Z Ix.x; (Midt + ; Uidek> (,ujdt + lzl ojldVVl>

ij=1 — —~

= fedt + Z 1 fx, padt + Z fx,0:dW

i=1 =1

n d d
+ % Z Ix.x; (Z Z Uz’kUﬂdedW/z>

ij=1 =1 =1
= fidt + Z i fx, padt + Z fx,o0dW
im1 =1
1 n d
+ 3 Z Ix.x; (Z Uink) dt.
ij=1 =1

La ultima igualdad se sigue del hecho de que dWdW; = dt si k =1y
AW dW; = 0 si k # [, pues las W; son independientes.

Falta probar que ZZ:1 oixojr = Cj; con C = oo’

011012 O1d 011021 """ Onl
T 021 022" O2d 012022 O2p

C =00 =

On10n2°** Ond 01d02d " Odn

Por lo que
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d d d
D ket O1kOTk Dopy O1k02% *** Dy O1kOnk

d d d
o D k1 O2KO1E Dy O2kO2% "+ D py O2k0nk

d d d
D ket OnkO Uk D ogy OnkO2k " ** Dy OnkOnk

juntando lo anterior se tiene que

n 1 n n
df = (ft + ZH’iinMi + B Z Ciijin> dt + Z Ix,0:dW.
i=1 i=1

,j=1

Que es lo que se queria probar.

A.4. Nota sobre convergencia

Teorema A.4.1 (Teorema de convergencia dominada). Sean X1, Xs, ... una
sucesion de variables aleatorias para la cual existe otra variable Y integrable
tal que | X,,| <Y, paran > 1. Silim, o X, = X c.s., entonces X y X,, son
integrables y ademds

lim E(X,) = E(X). (A.8)

n—o0
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Apéndice B

B.1. Cobdigo para generar un Movimiento Brow-

niano Estandar

# —x— coding: cpl252 —»—

#Algoritmo para simular trayectorias de un Movimiento

Browniano Estdndar.

from numpy.random import standard normal

from numpy import array , zeros,
from pylab import =x

20 = 0

#Tiempo final:

sqrt

T = input(’Introduce_el_valor_del_tiempo_final=_")

#Tamano de paso en el tiempo:

dt =input(’Introduce_el_valor_del_paso_temporal=_")

#Nimero de trayectorias:

N = input(’Introduce_el_numero_de_trayectorias_a_simular=_"

)

#Nimero de pasos:
Pasos=round (T/dt) ;

Z = zeros ([N, Pasos|, dtype=float)

#La funcidén range(m, n, p), crea una lista que empieza en m

y acaba antes de llegar a n,

75
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x = range(0, int(Pasos), 1)

#Para cada simulacidon se llena un vector de ceros (pues el
movimiento browniano empieza en cero) y después se
simulan las trayectorias bajo el esquema:

AV i+1][=W[i]+sqrt(dt)«Z[i+1] con Z[i] v.a. normal(media=0,
varianza=1).

for j in range(0, N, 1):
Z]j,0]= 0
for i in x[:—1]:
Z|j,i+1)=Z]j,i]+sqrt(dt)*standard normal () ;
plot (x, Z[j])

title (" %l_Simulaciones_de_un_Movimiento_Browniano’ %N)
xlabel (7t ")

ylabel ("'W(t) )

show ()

B.2. C(Cbdigo para generar un Movimiento Brow-
niano Geométrico

# —x— coding: cpl252 —x—

#Algoritmo para simular trayectorias del precio de un
subyacente , bajo el modelo de un movimiento browniano
geométrico .

from numpy.random import standard normal
from numpy import array, zeros

from math import exp

from pylab import =

#Valor inicial del subyacente:

SO = input(’Introduce_el_precio_del_Subyacente=_")
#Tiempo final:

T = input(’Introduce_el_valor_de_T=_")

#Tamano de paso en el tiempo:

dt =input (’Introduce_el _tamano_del_paso_temporal=_")
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#Pardmetro de localizacion:

mu = input(’Introduce_el_valor_de_la_tasa_de_retorno=_")

#Pardmetro de escala:

sigma = input(’Introduce_el_valor_de_la_volatilidad=_")

#Nimero de simulaciones:

N = input(’Introduce_el _namero_de_trayectorias_a_simular=_"
)

#Numero de pasos en anos:

Pasos=round (T/dt) ;

S = zeros ([N, Pasos], dtype=float)
x = range (0, int(Pasos), 1)

#Para cada simulacidn se llena un vector de SO0 (ya que es
la condicion inicial) y después se simulan las
trayectorias bajo el esquema:

#S[j,i+1]=8[j,i]+muxS[j,i]*dt+sigmaxS[j,i]xsqrt(dt)=Z[i]]

con Z[i] v.a. normal(media=0,varianza=1).

for j in range(0, N, 1):
S[j,0]= SO
for i in x[:—1]:
S|j,i+1]=S[j,i]|+mu*S|[j,i]|*dt+sigma*S[j,1i]x*
sqrt (dt )*standard normal () ;
plot (x, S[j])

title (" %l_Simulaciones_del_precio_del_subyacente’ %N)
xlabel ("t ")

ylabel (’S(t) )

show ()

B.3. (Codigo para Black-Scholes Lineal

# —x— coding: cpl252 —x—

nnn

Cddigo para resolver la ecuacion diferencial parcial de
Black—Scholes para una opcidn Call tipo europea con Fipy

La ecuacidon es:
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0=V _t +(1/2)sigma**2+Sx+2+xV_{SS}+rSV_S—rV.

La ecuacidn se resuelve de manera directa (sin el cambio
usual de variables).

Como Fipy deriva los coeficientes , se tiene que reescribir
de la siguiente forma:

0=V _t+(d/dS) [(Sx+2xsigmax*x2/2.)(d/dS) [V]]+
(d/dS) [r—sigmaxx2)*S] + (sigmaxx2 — 2 x r)xV

La representacion para Fipy es:
ConvectionTerm ((r — sigmaxx2) % S)

+ DiffusionTerm (S«+2 * sigmax+2 / 2.)

+ TransientTerm ()

+ ImplicitSourceTerm (sigma++2 — 2 % r) = 0

Como se trata de un Call europeo la condicidn final es: max
(S~K,0), y las condiciones de frontera son V=0 en S=0 y
V=L en S=L.

t es la variable temporal, S la wvariable espacial,
sigma es la wolatilidad (anual),

K es el precio de ejercicio (strike) y

r es la tasa libre de riesgo(anual)

Se resuelve con paso de tiempo hacia atrds pues es una

ecuacion "Backward".
mnimnn

from pylab import =
from fipy import x

r=input ( 'Introduce_la_tasa_libre_de_riesgo_anualizada=_")
sigma=input ( 'Introduce_la_volatilidad _anual=_")

K=input ( ’Introduce_el_precio_de_ejercicio=_")

Ti=input (’Introduce_el _tiempo_de_maduracion_en_dias=_")
SO0=input ( 'Introduce_el_valor_actual_del_Subyacente=_")

L=3.0«xK #L es "infinito".
dS =0.01 #Tamano de paso espacial.

nS=L/dS #Nimero de pasos espaciales.
T=Ti/365.
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mesh = GridlD(nx = nS, dx = dS) #Crea la malla.

V = CellVariable (name="Solucion_numerica",
mesh—mesh ,
value=0.)
ci=CellVariable (name="Condicion_final",
mesh=mesh ,
value=0.)

timeStepDuration = —.002 #Se resuelve hacia atrds en el
tiempo partiendo de la C.F.

steps= T/abs(timeStepDuration)
t = timeStepDuration * steps

# Se obtienen los centros de los puntos de la malla (ahi
evalua Fipy)

S = mesh.getFaceCenters () [0]

#Declaracion del coeficiente difusivo:

D = FaceVariable (mesh=mesh, value=1.0)

#Valor del coeficiente difusivo:

D.setValue (SxSksigmax*%2/2. )

#Declaracion del coeficiente convectivo:

¢ = FaceVariable (mesh=mesh, rank=1, value=1.0)
#Valor del coeficiente convectivo:

c.setValue ((r—sigma*%2)xS)

#Ndotese que ¢ es un vector de rango uno (rank=1I1).

#Para evaluar la opcidn en el punto deseado:
index=where (S=S0)

#El término fuente es: (sigmax+2 — 2 * 1)*V

#Condicion Final:

tmp=where (S>K)

for i in tmp[0][: —1]:
VI[i]=S|i]-K
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cili]=S[i]-K

APENDICE B. CODIGOS EN PYTHON

#Condiciones de frontera:
valuelLeft = 0.0 #Frontera izquierda
valueRight = L #Frontera derecha

BCs = (FixedValue(faces=mesh.getFacesRight (), value=

valueRight) |

FixedValue (faces=mesh. getFacesLeft (), value=
valueLeft))

#FEcuacidn o resolver:

eql =TransientTerm () + VanLeerConvectionTerm (coeff—=c) +
DiffusionTerm ( coeff=D)+ImplicitSourceTerm (sigma**2 — 2 x

r)

if  name —

J

main T

viewer = Viewer(vars=(V,ci) ,xmin=0.,xmax=2%S0 ,

datamin=-2., datamax=S0)

viewer . plot ()

# Se resuelve

la ecuacidn haciendo loops en el tiempo:

for step in range(steps):

eql.solve (var=V,
boundaryConditions=BCs,
dt=timeStepDuration)

if  name

— ’  main_

’ .

viewer . plot ()

#Imprimir en pantalla V(S0,0),el valor de la opcidn:
print S|index]|,V[index|
title (’Solucion_en_variables_originales’)

xlabel (’S7)

ylabel (V)

if  name —
raw_input (

"

Y

main T

resiona_<enter>_para_finalizar")
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B.4. C(Cobdigo para Black-Scholes Lineal trans-
formado

# —+— coding: cpl252 —x—

nmnny

Cdodigo para resolver la ecuacidn diferencial parcial de
Black—Scholes para una opcidon Call tipo europea con Fipy

Se transforma la ecuacidén a una de la forma:
O=u_|tau —u_{zz}—(1+D)u_z con D=2r/sigma "2 tau=(T/365)*(
sigma ~2) /2.

Al ser los coeficientes constantes no es mnecesario
reescribirla.

La representacion para Fipy es:
ConvectionTerm (1+D)

— DiffusionTerm ()

+ TransientTerm ()==0

Como se trata de un Call europeo la condicidn final
original es: max(S—-K,0), la cual se transforma en: maz
(1—e~{—z},0)

y las condiciones de frontera se conwvierten en: u=0 en =
infty y u=I—e " {—Dilau—z} en z=\infty.

ninn

from pylab import x
from fipy import =x

#Malla en las wvartables nuevas:

L=10.
dx =0.001
nx=2.0%L/dx

mesh = GridlD (nx = nx, dx = dx)+(-L)

r=input(’Introduce_la_tasa_libre_de_riesgo_anualizada=_")
sigma=input ( ’Introduce_la_volatilidad _anual=_")
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K=input ( ’Introduce_el_precio_de_ejercicio=_")
T=input(’Introduce_el _tiempo_de_maduracion_en_dias=_")
SO=input ('Introduce_el_valor_actual_del_Subyacente=_")

u = CellVariable (name="Solucion_numerica",
mesh=mesh ,
value=0.)

#El nuevo limite superior para el tiempo:
Ttilde=(T/365.0) x(sigma=*%2) /2.0

timeStepDuration = .0001 #Se resuelve hacia adelanite en el
tiempo partiendo de la C.1.
steps—= Ttilde/abs(timeStepDuration)

# Se obtienen los centros de los puntos de la malla (ahi
evalia Fipy)
x = mesh.getFaceCenters () [0]

#Consante que multiplica al término convectivo (primera
derivada )

D=2xr /(sigma*%2)

#Declaracidn del coeficiente difusivo:

b = FaceVariable (mesh=mesh, value=1.0)

#Valor del coeficiente difusivo:

b.setValue (1.)

#Declaracidon del coeficiente comnvectivo :

¢ = FaceVariable (mesh=mesh, rank=1, value=1.0)

#Valor del coeficiente convectivo:

c.setValue (D+1.)

#Condicidn inicial:

tmp=where(l>numerix.exp(—x))

for i in tmp|0][: —1]:
uli]=1.0—numerix.exp(—x|[i])

#Condiciones de frontera:
valueLeft = 0.0
valueRight = 1.0
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BCs = (FixedValue(faces=mesh.getFacesRight (), value=
valueRight) ,
FixedValue (faces=mesh. getFacesLeft (), value=
valueLeft))

#Fcuacidn a resolver:
eqX = TransientTerm () — VanLeerConvectionTerm (coeff=c)—
ImplicitDiffusionTerm (coeff=hb)

if name — ' main ’:
viewer = Viewer(vars=(u) ,xmin=—.5,xmax=0.8,
datamin=0., datamax=1.0,main="")

viewer . plot ()

# Se resuelve la ecuacion haciendo loops en el tiempo:
for step in range(steps):
eqX.solve (var=u,
boundaryConditions=BCs,
dt=timeStepDuration)
if  name ' main
viewer . plot ()

#Imprimir en pantalla V(S0,0),el wvalor de la opcion:
x0=numerix.log (S0/K)
print numerix.exp(x0)x*u[(x0-L)/dx|*K

xlabel ('x7)

ylabel ('u’)

title (’Solucion_a_la_ecuacion_transformada’)
if name =’ main_ :

raw _input("Presiona_<enter>_para_finalizar")

B.5. Codigo para Black-Scholes No Lineal (Son-
er)

#H—*— coding: cpl252 —x—

"y

Codigo para resolver la ecuacidn no lineal de Black—Scholes
(modelo de Barles—Soner) para un Call Europeo.

La ecuacion es:
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O=u_tau —(sigmatilde*+2/sigmaxx2)*u_{xx}+(—sigmatilde xx2/
sigma**2)—D)u_x.

con D=2r/sigma "2, tiempo final Ttilde—=(T/365)(sigma"2)/2.

sigmatilde=sigmaxsqrt[(1+e~{2rxtau/sigmax*2)}a"2Ke xx(u_zi+

En fipy se escribe:

0=u_tau —(d/dzx)(Pu_z)+(d/dz) (Qu)+ Ru

donde P es el coeff. de difusidn, @ de conveccion y R el
término fuente.

P=sigmatilde x+2/sigmaxx2

Q=D-sigmatilde +2/sigma+*2 +(d/dz)(sigmatilde *x2/sigma**2)

R=(d/dz) (sigmatildex+2/sigma++2) —(d"2/dx"2)(sigmatildexx2/
sigma **2)

Las derivadas de @, R se calculan numericamente.

Representacién en Fipy:
— DiffusionTerm (P)
+ConvectionTerm (Q)
+ImplicitSourceTerm (R)
+ TransientTerm ()==0

Condicidon inicial: maz(l—e~{—z},0).
Condiciones de frontera: u=0 for z——/|infty and u—I—e {—Diau
—z} for z=|infty.

mnnn

from pylab import x
from fipy import =x

L=10.
dx =0.01
nx=2.0%L/dx

mesh = GridlD (nx = nx, dx = dx)+(-L)

r=.1
sigma=.2
T=365.
K=100.
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B.5. CODIGO PARA BLACK-SCHOLES NO LINEAL (SONER)

S0=95.
a=0.02

phi = CellVariable (name="Solucion_Lineal",

mesh—mesh ,
value=0.)

u = CellVariable (name="Solucion_no_lineal"

mesh=mesh ,
value=0.)

x = mesh.getFaceCenters () [0]

#Nuevo limite de tiempo

Ttilde=(T/365.) x(sigmaxx2) /2.

timeStepDuration = .002

steps= Ttilde/(timeStepDuration)

sigmatilde = CellVariable (mesh=mesh, value=sigma)

ratiosigmas=sigmatilde x*2/sigma %2

#C. I: maz(1l.—numeriz.exp(—z),0)

tmp=where( 1>numerix.exp(—x))

for i in tmp[0][: —1]:

phi[i]=1.—numerix.exp(—

x[i])

u[i]=1.—numerix.exp(—x[i])

#Parte del término convectivo:

D=2.xr /(sigmaxx2)

#Declaracidn coeficiente

PL = FaceVariable (mesh—mesh, value=1.0)
P = FaceVariable (mesh=mesh, value=1.0)

P=ratiosigmas

#Declaracidon coeficiente

difusivo :

convectivo:
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QL= FaceVariable (mesh=mesh, rank=1, value=—D-1.0)
Q = FaceVariable (mesh=mesh, rank=1, value=D-1.0)
Q=(—D-ratiosigmas+ratiosigmas.getGrad())

#Término fuente
R = CellVariable (mesh=mesh, value=0.0)

R=ratiosigmas.getGrad () [0] —(ratiosigmas.getFaceGrad()).
getDivergence ()

#C. F:
valueLeft = 0.0
valueRight = 1.0

BCs = (FixedValue(faces=mesh.getFacesRight (), value=
valueRight) ,
FixedValue (faces=mesh.getFacesLeft (), value=
valueLeft))

#Ecuacion lineal :
eqL= TransientTerm () + VanLeerConvectionTerm (coeff=QL)—
ImplicitDiffusionTerm ( coeff=PL)
#FEcuacidon no lineal:
eqNL=TransientTerm () + VanLeerConvectionTerm (coeff=Q)—
ImplicitDiffusionTerm ( coeff=P)+ImplicitSourceTerm (coeff=
R)
if name == ' main ’:
viewer = Viewer (vars=(phi,u) ,xmin=-0.5,xmax=2.0,
datamin=0.0, datamax=1.0)
viewer . plot ()

tau=Variable ()
dt=timeStepDuration
for step in range(steps):
eqL . solve (var=phi,
boundaryConditions=BCs,
dt=timeStepDuration)

sigmatilde .setValue (sigmaxnumerix.sqrt (1.+numerix.exp
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((2.xrxtau)/sigma**2)*a*+2+xKxnumerix.exp(x)[: —1]*(phi.

getGrad () [0]+ (phi.getFaceGrad()).getDivergence ()

sigmatilde[—1]=sigmatilde[—3]
sigmatilde|—2|=sigmatilde|—3]
ratiosigmas=sigmatilde**2/sigmax*2

eqNL. solve (var=u,
boundaryConditions=BCs,
dt=timeStepDuration )

for i in range(20):
u|—i—1]=phi[—i—1]
tau.setValue (tau()+dt)

if name — ' main

viewer . plot ()

’ .

x0=numerix.log (S0/K)

print V=" numerix.exp(x0)* phi[(x0-L)/dx]|*K
print ’'u=’, numerix.exp(x0)* u[(x0-L)/dx]|*K
title (’Solucion_al_modelo_de_Barles—Soner’)
xlabel ('x7)

ylabel ('u’)

show ()

if  name — main

7.

raw _input("Presiona_<enter>_para_continuar ...

H)

)

))
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