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Resumen

En este trabajo presento una contribucion al problema inverso dispersivo. Nuestro
objetivo es tener una mayor comprension de los sistemas hamiltonianos dispersivos
usando s6lo medidas asintéticas. Aqui presentamos un primer paso en esta direccion
para sistemas de tres grados de libertad. Hemos restringido la clase de sistemas a
aquellos que presentan una sola direccién abierta en el espacio de configuracion. De
los que estan cerrados, uno se encuentra muy débilmente acoplado a los otros dos.
Un parametro nos permitira desacoplarlo completamente, resultando esto en una
simetria continua y un momento angular conservado. El sistema completo hereda
sus propiedades de estabilidad estructural del sistema desacoplado.

Esta clase de problemas garantiza la existencia de una marana heteroclinica en
la seccion de Poincaré de cuatro dimensiones asociada al problema. Este objeto es
demasiado complicado como para visualizarlo. Optamos mejor por caracterizarlo por
medio de medidas asintoticas contenidas en la seccion eficaz. La seccion eficaz es la
obtenida por medio de los momentos de dispersién. Esta es la frecuencia absoluta
con la que podemos obtener ciertos valores de los momentos finales en el sistema.
Existen unos valores que apareceran con mayor frecuencia que sus vecinos. Estos
corresponden a las singularidades arcoiris, que son los valores donde la funcién es
localmente no invertible. Ellos tienen una relacion indirecta con los dominios de con-
tinuidad de la funcién de dispersiéon. A su vez, ellos se encuentran determinados por
la particién que la marana heteroclinica induce en el espacio fase.

Nosotros hemos caracterizado y explicado la forma de estas singularidades arcoiris
en el caso de secciones eficaces para la clase de sistemas considerada. Estas aparecen
sobre un codominio bidimensional, son estructuralmente estables y genéricas.




Abstract

In this work I present a contribution for the inverse scattering problem. Our ob-
jective is to reach a better understanding of chaotic systems with three degrees of
freedom using only asintotic measurements. On order to achieve this we had to res-
trict ourselves to a class of systems, namely, those with one open and two closed
degrees of freedom. Of those closed, one of them is weakly coupled to the rest of the
system. A parameter allows us to make it completely decoupled, which gives the sys-
tem a continuous symmetry and a conserved momentum. The chaotic scatterer is
strongly localized, which let us speak of incoming and outcoming orbits. The three
degree of freedom system inherits its structural stability from the symmetric system.

Our class guaranties the existence of an heteroclinic tangle, which is embedded
on a four dimensional Poincaré section. This object is to complex to visualize. We
opt instead for obtaining information about it using the asintotic data contained on
the cross section. This cross section will be the absolute frequency of the outgoing
momenta values, given a set of incoming orbits. The outgoing momenta are a good
example of a scattering function which fits our purpose. There are on the cross section
certain values which are much frequent than their neighbours. Those correspond to
the Rainbow Singularities, values of the scattering function which are non invertible.
These have an indirect relation to the domains of continuity of the scattering function.
These domains in their turn have a relationship to the partition the heteroclinic tangle
induces on the asintotic regions of the phase space. We have given the first step
towards these measurements by giving an analysis of the Rainbow Singularity, its
typical form and its structural stability.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El problema que tratamos en esta tesis pertenece a la clase de problemas dispersi-
vos caéticos. Comenzaré por dar una breve introduccion histérica al concepto de caos
y de dispersion en sistemas mecanicos.

1.1. Sistemas caoticos

Que l'on cherche a se représenter la figure
formée par deux courbes et leurs
intersections en nombre infini dont
chacune correspond a une solution
doublement asymptotique, ces inter-
sections forment une sorte de treillis, de
tissu, de réseau a mailles infiniment
serrées; chacune des deux courbes ne doit
jamais se recouper elle-méme, mais elle
doit se replier sur elle-méme d'une
manieére trés complexe pour venir recouper
une infinité de fois toutes les muillcs du
reseau.

On sera frappé de la complexité de celte
ligure, que je ne cherche méme pas a
tracer. Rien n’est plus propre a nous
donner une idée de la complication du
probléme des trois corps el en général de
tous les problémes de Dynamique. . .

(1]

Este epigrafe es una celebracion del descubrimiento de la dinamica que ahora
llamamos caética. Resultoé sorpresivo que tres masas puntuales, cuyo potencial de
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interaccién fuera tan simple como el gravitatorio, resultaran en maranas tan com-
plicadas como las que forman las variedades estables e inestables de los sistemas
hamiltonianos generales. Es indudable que este descubrimiento reactivé profunda-
mente el interés en la mecanica clasica, al dar al traste con la intuicion determinista
radical como la que mantuvo Laplace [2], o la que podemos ver en ciertas posturas
que solo demuestran falta de imaginacion, como la que William James adjudica a sus
colegas:

... he oido a mas de un profesor decir que todos los conceptos de la verdad
han sido ya descubiertos por la ciencia, y que s6lo basta rellenar la imagen
con las siguientes cifras decimales.” (citado en [3]).

Es cierto que las leyes de la mecanica clasica son estrictamente deterministas,
bien representadas por ecuaciones diferenciales cuyas soluciones satisfacen teore-
mas de existencia y unicidad. Sin embargo basta ver el grosor de un tomo como el de
José y Saletan [4] para ver que hay mucho mas que un par leyes que estudiar. Que
sean deterministas es una cosa, que sean “computables” y “aburridas”, es harina de
otro costal. Hoy entendemos que el determinismo y la predictbilidad son conceptos
independientes [5]. El primero estable que la solucién esta univocamente determi-
nada por las condiciones iniciales, sin posibilidad de desviacion alguna. El segundo
concepto se refiere a que esta solucién es computable de alguna forma, es decir, si
dadas condiciones iniciales y un tiempo a futuro, tenemos la posibilidad de saber con
certeza, o con un grado de error controlable, el estado del sistema en dicho tiempo.
Podriamos imaginar sistemas dinamicos no completamente deterministas y que fue-
ran estadisticamente predecibles. Por otro lado, contamos con la certeza de que si
planteamos sistemas con dos o mas grados de libertad, de forma bastante general,
se comportan a largo plazo de forma impredecible, al menos en ciertos subconjuntos
importantes de su espacio de soluciones. Buscar expresiones cerradas es muchas
veces considerado una necedad. Asi que nos hemos movido a enfocar nuestro enten-
dimiento de la mecanica en sus cualidades generales como sistemas dinamicos: en
sus propiedades topologicas, algebraicas, ergodicas, etc.

En este tlltimo sentido hemos caminado de la mano de los matematicos. El caos
aparecia también por otros lados alejados de la fisica. Contemporaneo de Poincaré fue
George Cantor, quien en 1884 introdujo el conjunto que lleva su nombre [6]. Fractales
de este tipo, conjuntos monstruosos como fueron originalmente considerados, resul-
taron ser parte natural de la mecanica clasica, fenomeno reencontrado por Smale con
su mapeo de la herradura [7]. El caos clasico parece tener una estructura matematica
que lo conecta con los mas elegantes y disparatados descubrimientos matematicos,
como pueden ser los fractales, las funciones no analiticas y la conjugacién topologica
de sistemas dinamicos.

En estos momentos sabemos muchisimo de los sistemas caéticos en Mecanica
Clasica. La gran parte de esta sapiencia se encuentra concentrada en una clase bas-
tante especifica de problemas: aquellos que se pueden reducir a mapeos discretos
bidimensionales. La razon es obvia: podemos dibujarlos y estudiar visualmente sus
estructuras invariantes. Esto no es poca cosa. El comportamiento que laxamente lla-
mamos caos es tan rico y complejo que aun ahora seguimos investigando sobre dichos
sistemas. Asi que esta restriccion no es tan desgraciada como podria sonar para el
lego.
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1.2. Dispersion en sistemas mecanicos

Los problemas de dispersion son usuales en fisica, tanto asi que son una ra-
ma completa de estudio [8]. Un sistema se llama dispersivo si tenemos un potencial
que interactué con particulas que se aproximan desde una region asintoética con ca-
racteristicas definidas, interactiian con el potencial y escapan a la region asintoti-
ca eventualmente. El clasico problema de dispersion, por su relevancia historica y
didactica es el experimento de Rutherford [9]. El titulo de su trabajo (“La dispersiéon
de particulas a y § y la estructura del atomo”) delata la variante mas interesante de
estos problemas: el llamado problema inverso. Esta tesis pertenece a esta clase. El
problema inverso consiste en averiguar las caracteristicas del dispersor por medio
de medidas asintoéticas sobre las 6rbitas. Ernest Rutherford logr6 usando la seccién
eficaz sobre los angulos de dispersion obtener datos sobre la estructura interna del
atomo. Su dispersor era un potencial integrable, y los nucleos estaban suficientemen-
te lejos unos de otros como para no interferir entre ellos. Su trabajo fue simplificado
por la naturaleza.

En sistemas caéticos no debemos intentar reconstruir la funcién hamiltoniana.
Esto puede ser sencillamente imposible. Es mucho mejor si a partir de los datos
asinté6ticos podemos obtener informacion de las cualidades generales de nuestro dis-
persor, asociado en el espacio fase a una silla caética [10]. El problema puede ser
tratado tanto por su interés matematico como fisico. El primer punto de vista con-
sidera que tenemos precision arbitraria sobre las medidas. Aqui consideraremos el
segundo. En esta segunda variante asumimos precision finita sobre las medidas de
nuestro sistema dinamico. La aplicacién practica de estos estudios esta mas limi-
tada en el caso clasico que en el cuantico, donde ocurre dispersion de ondas. Sin
embargo, siempre puede ser util obtener el caso de limite de onda corta como guia
del tipo de dispersion. Las posibles implicaciones para el caso cuantico se consideran
haciendo aproximaciones de onda corta (semiclasica) a los resultados ondulatorios y
comparandolos con el resultado clasico.

1.3. Objetivos

La gran mayor parte de los resultados que se han logrado el problema inverso
caotico son en sistemas hamiltonianos de dos grados de libertad En este trabajo usa-
mos tres. Muchas veces leyes de conservacion nos ayudan a reducirlos, incluso a
veces hacemos gruesas aproximaciones de desacoplamiento y de esta forma podemos
aportar bastante al entendimiento del sistema. Sin embargo, nos gustaria compren-
der mas de estos sistemas cuando no es factible o necesario hacer estas reducciones.
Un sistema de tres grados de libertad que so6lo conserve energia tiene una seccion
de Poincaré de cuatro dimensiones. Sera el caso que investigamos en este trabajo.
Nuestros esfuerzos se concentraron en encontrar la huella de una dinamica que co-
rresponderia a lo que hemos llamado una herradura de Smale en cuatro dimensiones.
Esta “superherradura” es dificil de representar visualmente, en oposiciéon al conocido
mapeo de la herradura. Estudiar su dinamica in situ, tanto visualmente como alge-
braicamente, no nos parecio6 la estrategia adecuada.

Para nuestro trabajo usamos simplificaciones que nos permiten acercarnos a esta
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clase de problemas. La primera es usar sistemas cercanos a la simetria, idea que se
ha usado antes con cierto éxito [11]. Usamos sistemas que dependan de un parametro
que, cuando fuera igual a cero, fueran reducibles por aplicacién del teorema de Noet-
her. Hemos considerado que nuestro comprension de los sistemas reducidos puede
ser generalizable al sistema completo después de que se ha roto la simetria. Como se
vera en los proximos capitulos, dicho razonamiento es valido gracias a las propieda-
des genéricas y estables que comparten los sistemas reducidos y el sistema completo.
A grosso modo, las propiedades genéricas y estables son aquellas que se preservan
si perturbamos poco el sistema en cuestion. Dicho de otra forma, no dependen de
detalles especificos de la funcién hamiltoniana.

La segunda simplificacion consiste en no pretender entender la dinamica dentro
de la region de interaccion fuerte. Nos enfocamos en buscar su influencia en regiones
asintéticas. En esto consiste el enfoque dispersivo. Hemos buscado sistemas en donde
el caos se encuentra en una region definida (entendemos por esto que la localizacion
de la mayor parte de la silla caética esta confinada en una vecindad acotada) y fuera
de ésta la dinamica sera trivialmente integrable. De esta forma hemos estudiado en
realidad ciertas propiedades del mapeo de dispersion. A un subconjunto de orbitas
caracterizadas perfectamente por los valores de ciertas cantidades que se conservan
en el régimen integrable, les hemos asignado otro conjunto de orbitas del mismo
tipo. La regla de asignacion es la dinamica del sistema. A cada orbita de entrada en
la region caodtica le corresponde su estado de salida. Si pudiéramos especificar con
certeza absoluta este mapeo, tendriamos una funciéon de dispersion magnifica, con
todo el contenido de informacién sobre la regiéon caoética codificado en las reglas de
asignacion (exceptuando tal vez efectos no hiperbélicos debidos a islas elipticas en los
fractales KAM).

Sabemos que en laboratorio las funciones de dispersién son casi imposibles de
medir. Incluso en el caso idilico de que pudiéramos pasar por encima de todos los
errores experimentales, la dinamica cadtica obliga a conocer con precision infinita
las condiciones iniciales para poder predecir de forma absoluta un estado final. Y si
pudiéramos llevar esto a cabo, entonces todavia tendriamos problemas con los pro-
blemas de resolucion a escala cuantica. El principio de incertidumbre de Heisenberg
nos impediria medir con certeza variables conjugadas. Es un imposible tras otro. Pe-
ro hay algo que si se nos permite: medir la frecuencia con la que obtenemos ciertos
estados de salida, dada una distribucion de estados de entrada. Esto es la seccién efi-
caz. Este acercamiento al problema se ha intentado ya en sistemas reducibles a dos
grados de libertad [12, 13, 14, 15]. Se puede demostrar que bajo condiciones iniciales
sensiblemente escogidas, hay codificada informacién valiosa en la forma en que la
superherradura induce particiones en el espacio fase. Esta es una de las huellas del
caos. Nuestra propuesta en este escrito consiste en tratar de medir una seccion eficaz
en un sistema con un mapeo simpléctico cuadridimensional.

Antes de atacar directamente el problema escogimos una clase de sistemas mecani-
cos que garantice la existencia de esta superherradura. Con la cercania a un modelo
simétrico y ciertas consideraciones topologicas logramos esto. Trabajamos sistemas
que soélo tuvieran una direccién de escape, (a lo largo del trabajo la represente por la
coordenada ¢). Alrededor del eje definido por esta coordenada impusimos la simetria
rotacional. Esto hace que las particulas viajen en una especie de tunel, confinadas
hasta alcanzar el potencial dispersor, donde cambian su estado definido por variables
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asintéticas. Esto define un mapeo de dispersion. Este mapeo se estudié indirecta-
mente usando la seccion eficaz. Esta consiste en encontrar la probabilidad de obte-
ner ciertos valores de las funciones valuadas sobre las 6rbitas después de interactuar
con el dispersor. Hasta donde mi conocimiento alcanza, esta es la primera vez que se
intenta hacer esto en un sistema de tres grados de libertad no reducible. S6lo alcanza-
mos a medir y caracterizar los valores mas frecuentes de esta seccion eficaz, llamados
singularidades arcoiris. Explicamos también porqué tienen la apariencia con que las
detectamos en nuestras simulaciones numeéricas. Esto tiene que ver con el tipo de
funciones de dispersion usadas.

Aqui presentaremos secciones eficaces que detectan variables de tipo momento o
accion, dadas distribuciones uniformes sobre variables de posiciéon o angulo. Nues-
tras sugerencias a futuro seran generalizar la clase y ser capaces de medir la seccion
eficaz de forma inversa, es decir, midiendo angulos de dispersién suponiendo distri-
buciones sobre los momentos de entrada. Nuestra clase se construye compactifican-
do todas las variables espaciales excepto una. Creemos que es posible dejar varias
abiertas mientras haya una cerrada. Esto sera trabajo a futuro. También nos gus-
taria aplicar razonamientos cuanticos y semi-clasicos a nuestros modelos, y observar
la aplicabilidad de nuestros resultados en los regimenes en que estas teorias sean
aplicables. Esto no fue tratado en este trabajo, esperemos hacerlo en un proyecto a
futuro.

En sistemas no integrables, el proposito del problema inverso no es realmente
reconstruir la hamiltoniana especifica del sistema, sino reconstruir las cualidades
topologicas de las variedades formadas por las érbitas, especificamente la silla caoti-
ca, al ser ésta el esqueleto sobre el cual se produce toda la dinamica interesante.
Una meta ambiciosa seria poder construir una dinamica simbdlica para este conjun-
to invariante. De momento sabemos al menos que dicha dinamica existe [16]. Esta
dinamica se podria aproximar teniendo una jerarquia de las singularidades arcoiris
aqui presentadas, de forma que cada una represente un elemento de la particion del
espacio fase por la herradura.

1.4. Plan de la tesis

El plan de esta tesis es como se detalla aqui. El capitulo 2 es un repaso sobre
el mapeo de la herradura y su grado de desarrollo para el caso ternario. El capitulo
3 detalla tres modelos mecanicos que hemos usado para nuestra investigacion. El
capitulo 4 repasa las propiedades de continuidad fundamentales para las funciones
de dispersion, y su relacion con el grado de desarrollo de las herraduras. Es hasta
el capitulo 5 donde presentamos nuestros resultados, que son en la secciéon eficaz
de las funciones de dispersion mostradas en el capitulo anterior. El capitulo 6 son
las conclusiones, donde mencionamos posibles trabajos a futuro sobre esta linea de
investigacion.




CAPITULO 2
LAS HERRADURAS DE SMALE

La ubicua herradura de Smale sera de tanta importancia en lo que sigue que bien
vale dedicarle un capitulo a repasar aquellas de sus propiedades en las que descan-
sara el resto del trabajo. Ejemplificaré esta discusién con una herradura ternaria,
esto es, con tres puntos fijos.

Las herraduras de Smale aparecen naturalmente en secciones de Poincaré de sis-
temas mecanicos de dos grados de libertad. Esto se debe a que la interseccion de va-
riedades invariantes estables e inestables es un fenomeno comun y estructuralmente
estable, en primer lugar, y, en segundo lugar, a la conservaciéon de area y quiralidad
en estos mapeos, implicada por la invariancia de la forma simpléctica. Asumiré que
estamos familiarizados con la dinamica esencial del mapeo de la herradura [7, 17]
y pasaremos a discutir una de sus propiedades. Un buen repaso general se puede
encontrar en [18], aunque se omiten ciertas propiedades ahi.

En este capitulo mostraré como existe una forma de asignarle un parametro a la
herradura simétrica, conocido como grado de desarrollo, siguiendo la linea mostrada
en los articulos [10, 19, 20]. Dicho parametro esta relacionado con el caos topologico
y la entropia del mapeo en cuestién. Recordemos primero entonces como funciona el
mapeo de una herradura de Smale ternaria.

2.1. Las herraduras ternarias

En los sistemas que he trabajado, la herradura que aparece es una herradura
ternaria, es decir, con tres puntos fijos. Ademas, es invariante respecto a inversion
temporal y cuyas variedades estables e inestables se extienden al infinito a lo largo
de una direccion en ambos sentidos. También le exigiremos a nuestros modelos que
sean invariantes frente a la reflexion especular ¢ — —¢g, por simplicidad. Aunque la he-
rradura no sea estrictamente causada por las variedades hiperboélicas de puntos fijos,
sino por variedades parabélicas que se extienden al infinito, la silla caética asociada
sigue siendo igual a la del caso estrictamente ternario. Esta afirmacion sera igual-
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20° 1/5

Figura 2.1: La aplicaciéon del mapeo a R. El factor usado fue cinco, pero cualquier
valor mayor a tres para doblar la region sobre si misma funciona. Ver el texto para
los detalles.

mente valida para el caso de tres grados de libertad. El hecho de que la herradura
tenga una region fundamental no acotada no cambiara en nada la discusiéon aqui pre-
sentada.

Antes que nada mostremos una herradura sin referencia explicita a sistemas
mecanicos. Sigamos la figura 2.1: tomemos una region cuadrada cerrada en R?, y
le lamamos R. Fijaremos el punto izquierdo P, encogeremos sobre el vértice 20° por
un factor de cinco, y estiraremos en 20* por el mismo factor. El valor exacto de éste
no es realmente importante, hemos usado cinco porque se presta a dibujos mas niti-
dos, pero cualquier valor mayor a tres funciona. Doblaremos después el rectangulos
asi obtenido, de forma que preserve area, y que intersecte en tres barras disjuntas la
region original R, y que el punto @ vuelva a coincidir con su lugar original. Este es
el mapeo de la herradura de Smale ternaria completa. La primera aplicacion sobre R
expulsa dos barras disconexas y las mapea sobre lo que llamaremos l6bulos. Hemos
obtenido asi los 16bulos £y y Ny. Le llamaremos hueco a la parte de R que no se in-
tersecta con su imagen. De momento nos interesa que el hueco abierto por la primera
iteracion en R atraviese por completo el rectangulo y se introduzca en ellos. Una se-
gunda aplicacién del mapeo, donde lo que ocurre con el exterior de R lo definiremos
por continuidad, produce dos nuevos l6bulos mucho mas alargados, £; y N;. Estos
resultan ser la imagen difeomorfica de los anteriores. Los huecos se transformaron
ahora también en formas alargadas que dividen cada barra en tres, otra vez, teniendo
ahora un total de ocho huecos, dos viejos y seis nuevos, véase la figura 2.2. Cada




CAPITULO 2. LAS HERRADURAS DE SMALE

M Ny

Figura 2.2: La aplicacion del mapeo a R iterada dos veces. El mapeo se extiende por
continuidad a los l6bulos £, y Ny, resultando estos en sus imagenes £; y NV;. El area
oscura indica la imagen de los primeros dos huecos bajo el mapeo H.

aplicacion dividira cada barra en cinco partes medibles (la medida exacta no importa
mientras sea mayor a cero) y expulsara la segunda y cuarta al exterior. Esto es, cada
paso del mapeo produce un numero de huecos igual a dos veces el numero de barras
que habia antes. El numero de huecos en el paso n es 5" — 3", tomando en cuenta
los que ya habia antes. Hemos denotado la union de todas las imagenes de los vérti-
ces del cuadro como 0% y 20°, porque se comportan efectivamente como variedades
inestables (unstable) y estables (stable) del punto fijo P, y es claro que como cada
vez multiplican la distancia por cinco o por un quinto, son de naturaleza hiperbdlica.
De ahora en adelante usaremos la letra 2J para variedades estables e inestables de
mapeos simplécticos.

Es claro que el proceso sobre R es equivalente a producir un polvo de Cantor
quitando siempre dos quintos de los segmentos que vayan quedando de un intervalo.
No debemos perder de vista que el proceso es difeomérfica en este caso, puesto que
hemos considerado R y sus alrededores.

Podemos entonces construir un mapeo que reacomode los lobulos en los huecos
y ponga las barras en su posicion original, el inverso del primero. Debemos ahora
estirar cinco veces en la direccion de 20° y encoger en la de 20, y doblar el rectangulo
asi obtenido de forma que las barras terminen ocupando su espacio original, con su
lado mas largo paralelo a 20°. Es claro que es otro mapeo de herradura. Le llamaremos
al primero el mapeo de herradura anclado en P, Hp y al segundo su inverso, Hpz'.
Este ultimo produce los nuevos lobulos Z, y Sy y crea los huecos correspondientes
(véase la figura 2.3).
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Figura 2.3: El desarrollo de la herradura y su inversa superpuestas, como aparece en
sistemas simplécticos.

Si prestamos atencién, podemos ver que la dinamica induce a que el vértice supe-
rior derecho del diagrama sea la 20° del punto fijo . También se induce que el lado
derecho inferior actiie como la variedad inestable asociada al mismo punto. También
podemos observar que la forma en que S, se transforma en §; es cualitativamente la
misma en que £, se transforma en £;, asi que el mapeo considerando a P el ancla es
el mismo que si hubiéramos usado a ) como ancla y las variedades estables e ines-
tables como las inducidas por el primero. Asi que ahora sélo hablaremos del mapeo
‘H sin especificar su anclaje, P o Q. Dado que todo lo hemos hecho preservando area
y direccién, resulta simplécticos. En realidad esto es sb6lo consecuencia de que he-
mos exigido a priori las simetrias discretas de inversion temporal y reflexion espacial.
En estos diagramas sin coordenadas dichas simetrias corresponden a las reflexiones
sobre las diagonales de R (reflexion arriba/abajo y derecha/izquierda).

2.2. El grado de desarrollo, v

Hasta ahora he descrito herraduras completas, esto es, las barras que pertenecen
a RNT(R) son disjuntas. Se dice que son herraduras completamente desarrolladas.
Existe una forma de asignarles un parametro que nos indica cual es el grado de
desarrollo de una herradura mas general Se le denota usualmente (en el caso de
herraduras ternarias) por la letra . Ahora explicaré como se determinan los valores
de ese parametro.

Imaginemos la regiéon R con los huecos producidos por la aplicacién iterada de
H ! del caso completo, como se ve en la figura la figura 2.5. Los huecos son la parte
de R que no se intersecta bajo su imagen en el mapeo H, y estan marcados con
gris. Numeraremos los huecos de cada iteracion, de los cuales hay 3" — 1, de abajo a
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QH’U,

Figura 2.4: La intersecciéon R NH(R), con una herradura incompleta. La zona colorea-
da corresponde a dicha interseccién. En este caso es conexa, difiriendo fundamental-
mente del caso completo.

arriba, en la direcciéon 20%p. De esta forma cada hueco cuenta con una infinidad de
numeros, cada uno identificandolo en un nivel jerarquico, que es el niimero de veces
que es necesario iterar el mapeo para hacer aparecer el hueco. Para hacer univoca la
etiqueta de cada hueco le asignaré el cociente entre su niamero de cuenta y el namero
total de barras de la particiéon de la misma jerarquia. En el caso de la herradura
ternaria este ultimo es siempre 3”. De esta forma el hueco 1/3 es también 3/9, 9/27,
etc. De esta manera, esta etiqueta es tinica, ya que el hueco j en la jerarquia n tiene j
barras detras de €l. Cada aplicacion le hara dos nuevos huecos a cada barra, que son
24 nuevos huecos. Con los j que ya estaban, tenemos en total 3;5. El niimero de barras
de la particion también se multiplicé por tres, y por lo tanto el cociente se mantiene,
como se puede ver la figura 2.5, donde muestro la numeracion correspondiente al
primer y segundo nivel de jerarquia. A esta numeracion de los huecos se le conoce
como las coordenadas logicas del interior de la herradura.

Consideramos a R y todos los huecos debidos al mapeo hasta ahora descrito, y
pensemos en un nuevo mapeo, H que no alcance a formar los huecos completos,
es decir, que las barras en R N H(R) no sean disjuntas, véase la figura 2.4. Si el
primer hueco debido a estos mapeos no alcanza a atravesar R por completo (y el
correspondiente a sus inversos tampoco, por simetria), decimos que la herradura es
incompleta, y que v < 1. Porque asi lo hemos exigido, los grados de desarrollo de

Hmap y 7:(_1 coincidiran y los huecos debidos a las 20* y las 20° seran idénticos. Aun
asi numeraremos los huecos como si todos estuvieran ahi, a pesar de que si el primero
no atraviesa a R por completo, alguna de sus futuras imagenes no alcanzara a hacer
todos los huecos que hubiera tenido que hacer. El valor de v sera la etiqueta univoca
del hueco. Si estuvieran todos los otros huecos transversales, al ir avanzando dentro

10
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del espacio de R con nuestro hueco produciriamos una escalera del Diablo. Una
herradura incompleta se ve esquematicamente como las figuras 2.5 y 2.6. De esta
forma valores de v < 1 corresponden a puntas del primer hueco que no atraviesan
por completo R. Esta manera de asignarle valores al parametro de desarrollo tiene un
efecto curioso. Existen valores de la forma k/3", 1 < k < 3™ para los cuales no existe
una herradura, ya que el hueco correspondiente no se ha formado. El desarrollo de
la herradura, conforme permitimos que el hueco vaya penetrando mas y mas en R se
comporta de forma mucho mas terrible que una escalera del Diablo. Es una escalera
del diablo atravesada por un fractal de discontinuidades. Estos monstruos analiticos
aparecen con tanta naturalidad en Mecanica Clasica que hacen que las funciones
diferenciales parezcan aberraciones.

Este parametro, por lo tanto, no da tanta informacién sobre la topologia de la
herradura como podriamos creer. Por ejemplo, es posible encontrar herraduras con
7 < 1 cuyo conjunto invariante tenga reglas simbolicas finitas con un alfabeto finito, y
encontrar otra, con el mismo valor de v, que no posea esta caracteristica [17, 21, 19].
Un valor del exponentes de Liapunov asociados a P, suficientemente grande pro-
ducira el primer caso [22]. Por lo tanto, no debemos pensar que el valor v determina
univocamente las caracteristicas de un H como homeomorfismo en el plano.

Aun asi, aunque los valores de « den brincos y pasemos de un tipo de dinamica
a otro completamente diferente, siempre podemos deformar suavemente una curva
25° (y las simétricas, correspondientemente), de forma que una herradura ternaria
se puede pasar homotopicamente a otra herradura ternaria, pasando lentamente los
huecos a través de R. A todo esto no debemos perder de vista que nuestro parametro
de desarrollo es funcion de alguna variable externamente controlable de nuestro sis-
tema. En los ejemplos que mostraremos a continuacion, v sera funcién del momento
angular de los sistemas hamiltonianos, v == v(L). Es normalmente este parametro
externo el que controlara la homotopia de una herradura en otra. Esta consideracion
es especialmente importante para nuestra investigacion, pues gracias a ese parame-
tro podremos unir los 20° y 20* correspondientes a las distintas herraduras como una
superficie suave.

En los mapeos simplécticos que se obtienen de secciones de Poincaré de siste-
mas mecanicos, v suele ser funcion de algin parametro con significado fisico, tales
como el valor de una primera integral de movimiento o la intensidad de un campo
perturbativo.

Si establecemos unos ejes coordenados llamados ¢ y p, como se muestra en la
figura 2.7, las herraduras que estudiemos seran invariantes frente a las reflexiones
g — —q,p — —p. La eleccion de estos coincide con lo que observamos en mapeos
hamiltonianos, donde los ejes representan coordenadas conjugadas y los puntos fijos
forzosamente se encuentran sobre el valor p = 0 del momento. Si el problema presenta
simetria especular respecto a ¢, la herradura lo reflejara.

11
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Figura 2.7: Una herradura con ejes de variables conjugadas. Aqui las simetrias im-
puestas se traducen en la invariancia frente a las inversiones ¢ — —qy p — —p.
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CAPITULO 3

LOS MODELOS PARA EL
TRABAJO

En éste capitulo detallo tres modelos distintos sobre los cuales obtuvimos resulta-
dos numeéricos que sustentan este trabajo. Los modelos comparten ciertas cualidades
topologicas en su espacio fase, que limitan la clase de sistemas en la que aplicamos
nuestro trabajo. Antes que nada, detallo la clase en abstracto, dando la terminologia
necesaria para continuar con el resto del trabajo. Posteriormente describo un sistema
gobernado por una funciéon hamiltoniana y dinamica continua, un sistema goberna-
do por una funciéon generatriz y una dinamica discreta, y finalmente un billar. En los
tres se comprueban los resultados de éste trabajo.

3.1. Clase topologica

La aparicion de sillas cadticas en mapeos bidimensionales se debe a la interseccion
transversal de variedades invariantes estables e inestables. Una primera interseccion
de este tipo fuerza una infinidad de ellas. Al observar la dinamica de areas delimitadas
por segmentos de dichas variedades, encontraremos que la dinamica es topologica-
mente conjugada a una herradura de Smale [7]. Eso nos hace inferir que, al igual
que ésta ultima, los mapeos bidimensionales simplécticos contienen una infinidad de
orbitas hiperbolicas de periodos arbitrariamente largos y una cantidad innumerable
de orbitas hiperbélicas aperiédicas. Dichas érbitas son el esqueleto del caos.

Para forzar la aparicion de un objeto similar a la herradura de Smale en cuatro
dimensiones, debemos garantizar las intersecciones transversales de variedades inva-
riantes estables e inestables. La codimension de un objeto encajado en un espacio es
la dimension de ese espacio menos la dimension del objeto. Definamos lo transverso
como la siguiente propiedad sobre las codimensiones. de los objetos embebidos en el
mismo espacio. Si M; y M, son dos variedades continuas y conexas en el espacio fase,
decimos que son transversales siy so6lo si:

15
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codim(M; NM;) = codim(M;) + codim(M,). (38.1)

Para garantizar que las variedades estables e inestables jueguen un papel relevante
en la dinamica tienen que formar barreras efectivas al transporte en el espacio fase, es
decir, deben tener codimension uno. De ahi que la marana homoclinica/heteroclinica
divida el espacio fase en elementos medibles no triviales. Esta particion debera ser tan
complicada que uno no pueda, en general, predecir el comportamiento a largo plazo
de una o6rbita particular sin tener con precisiéon infinita sus coordenadas iniciales.

Debemos asegurarnos entonces de que las variedades invariantes tengan codi-
mension 1. Usamos la generalizacion de los puntos hiperboélicos a objetos de mayor
dimensioén. Hablaremos de variedades invariantes normalmente hiperbdlicas, abrevia-
das NHIMs, por su nombre en inglés , y de variedades invariantes inestables parabdli-
cas. Los NHIMs se definen, siguiendo a Wiggins [23], de la siguiente manera. Decimos
que una variedad es un NHIM (normally hyperbolic invariant manifold), si cumple las
siguientes propiedades:

» invariante frente a la dinamica del sistema.

= el espacio tangente del espacio fase puede ser descompuesto en una componente
estable, otra neutra y una inestable en cada uno de los puntos de dicha variedad.

Pragmaticamente, la segunda condicion quiere decir que en la vecindad del NHIM, la
dinamica hiperbélica domina sobre la dinamica neutra dentro mismo NHIM. Esto im-
plica la existencia de variedades estables e inestables asociadas al NHIM. El ejemplo
mas sencillo de un NHIM son los puntos fijos hiperboélicos de una herradura como las
mostradas en el capitulo anterior. Tomemos en cuenta que el espacio neutro tangente
a este punto es vacio, por la baja dimensionalidad del sistema. Si, por ejemplo, exten-
demos el sistema anadiéndole una fase irrelevante que se mueva a ritmo constante,
el punto se convertiria en un circulo, y el espacio tangente sobre esta direccién seria
neutral.

Buscamos NHIMs de codimension dos, asi sus variedades estables e inestables
asociadas tienen codimension 1 y formaran, aunque sé6lo localmente, fronteras en el
espacio fase [24].

Nos interesa que los NHIMs sean estables frente a perturbaciones. Podriamos ima-
ginar que las variedades estables e inestables del NHIM formen una herradura de alta
dimension o algo parecido, pero su dimension seria tan grande que dentro de ellos,
la dinamica seria rica. Podemos imaginar que podriamos perturbar el sistema y este
NHIM se pueda descomponer al estilo de los toros integrables por efectos KAM. Esto
produciria que la complejidad de la dinamica procediera de dos fuentes de fractal dis-
tintas: la herradura de alta dimension y los efectos KAM dentro de las mismos NHIM.
Esto es algo con lo que no queremos lidiar en este trabajo. Para evitarnos complica-
ciones como un fractal de fractales debido a esa doble causa, como el que se expone
en [25], usaremos NHIMs que se encuentren lejos de la zona de interaccion. De hecho,
la perturbacién sera anulada ahi.

Lo que es mas, en los ejemplos estudiados los NHIM no seran objetos reales, sino
casos limite de variedades de naturaleza parabdlica, aunque utilizaremos muchas de
sus propiedades como si estuvieran presentes en la dinamica realmente.
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A la region cercana a la silla cadtica le llamaremos la region de interaccion. Este
serd un conjunto abierto definido por un valor minimo de un potencial de interaccién.
Cuando este parametro esté por debajo de ese valor, consideramos que nos encontra-
mos fuera de aquella region.

Para poder estudiar la dinamica dispersiva necesitamos que fuera de esta region
la dinamica tienda a lo integrable. Hablaremos de modelos que sean maximalmente
superintegrables en un sentido asinté6tico. Un sistema mecanico es integrable si tiene
n grados de libertad y la misma cantidad de integrales de movimiento en involucion
, es decir, que sean independientes segiin el criterio de paréntesis de Poisson [26]. Si
I, e I; son dos integrales de movimiento no linealmente dependientes, se encuentran
en involucién si:

{L,1I,} =0. (3.2)

Por las reglas de la dinamica hamiltoniana, uno no puede tener mas de n integrales de
movimiento que se encuentren en involucién. Es posible, de todas formas, que hasta
2n — 1 sean funcionalmente independientes. En ese caso hablaremos de un sistema
maximalmente superintegrable o completamente degenerado. El término superinte-
grabilidad es usual en la comunidad que estudia dispersion. El término degenerado
se aplica al problema del potencial central en tres dimensiones, y muy especialmente,
al problema de Kepler, que es completamente degenerado [27]. Cada orbita esta eti-
quetada univocamente por el valor de sus integrales. La ultima coordenada, que que-
da libre, es equivalente al tiempo que parametrice la 6rbita como curva en el espacio
fase completo. Los sistemas que estudiaremos deberan converger, lejos de la region
de interaccion, a uno maximalmente superintegrable. Si el sistema en cuestion esta
gobernado por una hamiltoniana H(g,p) y existe otra funciéon hamiltoniana H, cuya
dinamica es maxima-mente superintegrable, nuestro criterio sera

lim (H — Ho)g** = 0. (3.3)
llgll—o0

Esto significa que la diferencia entre el sistema asintético y el efectivo tiene que de-
crecer mas rapido que un potencial 1/72, a manera que las fases relativas converjan
a valores estaticos, garantizando que el mapeo dispersivo esté bien definido y que
las variables asintdticas no den saltos abruptos para ||¢| suficientemente grande. Po-
tenciales que decaen mas lento tienen problemas de convergencia para el tiempo de
dispersion y otras funciones similares (ver comentario al pie de pagina en la pagina
110 del libro [27]).

Sistemas del tipo limite se pueden ver como sumas directas de osciladores armoni-
cos independientes, particulas libres o una suma directa de ambos.

El limite en la expresion 3.3 esta tomado respecto a alguna variable que podamos
interpretar como lejania; en este sentido sera una o varias coordenadas del espacio
de configuracion. Este ultimo criterio nos obliga a que tengamos una variable que
permita alejarnos de la region de interaccion, es decir, alguna ¢ que tenga libertad de
moverse sin cotas. A esta variable le llamamos el canal abierto o la direccion abierta.
Los sistemas que estudiaremos deben tener al menos una variable de posicion abierta
y una cerrada segun este criterio. La variable cerrada la identificaremos con un angu-
lo, y nos garantizara la direccion neutra de los NHIMs. Usando coordenadas esféricas,
podemos convertir familias enteras de problemas con un espacio de configuracién no
acotado en sistemas que cumplan nuestros requisitos.
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3.2. Construccion de los modelos

Aqui expongo como producir sistemas que cumplan con los requisitos anterior-
mente descritos. A continuacion presento tres ejemplos.

3.2.1. Cercania a un modelo con simetria continua

Un buen método para garantizar que se cumplan los requisitos expuestos arriba
es tomar un problema mecanico con una simetria continua. Gracias al teorema de
Noether, sabemos que el sistema cuenta asi con una cantidad conservada, indepen-
diente y en involuciéon con E. Efectivamente se separa en hojas indexadas por el valor
de esa primera integral. Al reducir el sistema a las hojas asi obtenidas (que resultan
dinamicamente independientes) y comprobar que en cada uno de ellos las variedades
estables e inestables son de la dimensioén adecuada, construiremos el sistema defini-
tivo. Este truco es aplicable de forma iterativa, asi que podremos construir a partir
de un sistema que cumpla con los requisitos de dimension arbitrariamente grande.
Sigamos esta discusion con un ejemplo. Tomemos una funciéon hamiltoniana que sea
maximalmente superintegrable, H, y le afiadamos una perturbaciéon W, que actue
como un potencial de rango limitado:

H(q,p) = Ho(q,p) + Wal(q,p). (3.4)

El rango de eficacia del potencial debera ser tal que cumpla con la condicion de la
ecuacion 3.3:
lim Wa(q,p)g®> ¢ = 0. (3.5)

llgll—oc

Hemos aniadido un indice A a la perturbacion que denota el rompimiento de simetria.
Cuando A = 0, el sistema es invariante respecto a rotaciones planas. Cuando A # 0,
tenemos perturbaciones del caso simétrico. Esto es posible si una expansién en po-
tencias de W, con respecto a A se comporta de forma decente, es decir, que para A
suficientemente pequefios una truncamiento de la serie conlleve errores desprecia-
bles. La simetria rotacional es comuin en problemas de interés general, y la integral
asociada, el momento angular, tiene una clara interpretacion fisica. En estos sistemas
tomaremos secciones de Poincaré indexadas por su energia, £, y momento angular,
L. Como la primera la mantendremos constante a lo largo del trabajo, la obviaremos.

Concretando atin mas el ejemplo, usaremos una extension del sistema presentado
por Jung, Luna Acosta y Orellana [13]. Si reescalamos las unidades del problema la
funciéon hamiltoniana la siguiente forma:

1 exp (— a2 +y2 +1)
H(2,y,pz,py) = 5 (v + 05 +pj) = C —_—, (3.6)
donde C es la constante que indica la intensidad del potencial dispersivo.
Nuestra extension a tres dimensiones es directa:
1
H(,y, 2,p2,py,p:) = 5(¥° + 2° + 15 +py +12)
exp(—v/224+y2+(1+A)22+1
_ o (= Va2 + 2+ ( ) ) (3.7)

Vat+y2+ (1+A)22+1
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Esta tltima expresion es el modelo que nos proporcionara los primeros resultados de
éste trabajo.

Para resaltar claramente la forma de la dinadmica integrable y para resaltar las pro-
piedades topologicas del modelo, lo usaremos siempre en la siguiente forma cilindrica:

1 L?
H(q,p,0,p4,0p: L,) = 5 (p2 t 2 +p; +p§>

2
exp (— /g% + p?[sin(0)% + (1 + A) cos(0)?] + 1) '

_C (3.8)
V@2 + p2[sin(0)2 + (1 + A) cos(0)?] + 1

Siendo el cambio de variables en posicion:

T=q (3.9)

y = pcos(6) (3.10)

z = psin(f), (3.11)

(3.12)

y los momentos (py,p,, L) conjugados a (g, p, ¢), respectivamente.

Introduzcamos la distancia efectiva D:

D? = ¢ + p?[sin(0)? + (1 + A) cos(0)?] + 1, (3.13)

y fijemos la constante C = 1. En el trabajo bidimensional presentado en [13], esa
variable controla la intensidad del potencial de interaccion y por ende el desarrollo
de la herradura. Aqui controlaremos ese desarrollo por el valor de L, de forma que
v =v(L) y es mondtonamente decreciente.

Asi la hamiltoniana se separa como deseamos:

H = Hy + Wa, (3.14)
donde
1
Hy = 5(02 +L?/p? +P(21 +p,2,),
1 (3.15)
Wa = ) exp(—D)

H, es integrable: presenta la forma de un oscilador y una particula libre separa-
dos. Lo que es mas, Hy es maximalmente superintegrable, ya que estos problemas
son degenerados. El periodo del oscilador funge como un reloj interno del sistema
[28]. Esto permite considerar a las condiciones iniciales, médulo una fase, como in-
tegrales de movimiento, de las cuales siempre se encuentran n en involucion y n — 1
no. Analicemos esto en detalle

Fijando el valor de la energia Hy en E; y el momento lineal inicial p, en p, obtene-
mos un sistema con energia total

E=Ey—p3/2 5.16
.1

1
= 5"+ L*/p* + 1))
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Queda claro que L es una primera integral de movimiento, asi que la dinamica de
0 es ciclica. Fijando ahora valor de L = L;, obtenemos una hamiltoniana de un solo
grado de libertad, K (p,p,) separable en potencial efectivo:

2 L2
V(ﬂ)=%+ﬁ7 (3.17)
y energia cinética:
2
p
T(p,) = ?p. (3.18)

Estamos realmente usando a Ly como un parametro externo una vez que la variable
0 ha sido ignorada. Este sistema dinamico reducido es soluble mediante la conocida

formula [29]: )
bt [
Po\/2/m[E =V (p)]

3.2.2. Las variedades estables e inestables para 3 grados de liber-
tad

(3.19)

Una hamiltoniana maximalmente superintegrable en un espacio acotado obliga,
en las coordenadas adecuadas, a una fibracion de Hopf [30, 31]. Muestro esto expre-
sando H; en coordenadas cartesianas una vez mas:

1
Ho =5z + 9y +y* + 72 +2%) (3.20)

Hemos agrupado los términos de forma que sea evidente la existencia de dos acciones
independientes:

I, = (> +p2)/2, L = (2% +p?)/2, (3.21)
wy =1, w, = 1. (3.22)

Esto obliga a una fibracién suave, en el sentido de que las fases relativas de los aros
que fibran el toro se mantienen cercanas.

Fijando el valor de Hy = EF nos queda una variedad de cinco dimensiones. Si
definimos la hamiltoniana estatica por:

Hy=Hy—p2/2=1,+1, (3.23)

y fijamos el valor de p, = p, o, nos reducimos a una subvariedad cuadridimensional.
En esta subvariedad observamos que las coordenadas (y, py, z, p.) forman una 3-esfera
de radio

2F — pio =i+ 22+ pi + p22. (3.24)

Ademas, del hecho de que son dos osciladores arménicos independientes nos queda
claro que las orbitas deben de recorrer orbitas sobre toros con idénticos periodos.
Por lo tanto cada orbita es un aro circular sobre un toro con acciones I, e I, cons-
tantes. Esta es la famosa fibracion de Hopf, donde cada érbita tiene exactamente un
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engarzamiento con cualquier otra. Esta variedad topolégica viajaria en el espacio fase
completo con momento p,. Como no podemos intercambiar energia entre los distintos
grados de libertad, cada orbita queda univocamente etiquetada por la energia total
(F), la esfera a la que pertenece (p,), €l toro al que pertenece en esa esfera (I,0l.)
y la diferencia de fases entre las coordenadas angulares (x,./) ¥ ¢o. Eso nos da cin-
co integrales de movimiento, aunque claramente no todas estan en involuciéon. En
particular, las acciones entre los osciladores en los ejes y y z son conjugadas con ;.

Aquellas 3-esferas de radio maximo para energia dada seran estacionarias en la
direccién z; i. e., p, = 0. En cierto sentido, ellas actuaran como nuestros NHIMs. Al
considerar la perturbacion W4 con A = 0 (denotada Wy), el momento p, deja de ser in-
tegral para toda region finita. Sin embargo, por la rapidez con la que decrece el poten-
cial perturbativo en ambas direcciones, consideraremos que habria un par de NHIMs
como limite de las orbitas que se alejan con momento asintoéticamente convergente
a 0. La igualdad de la geometria de este objeto limite con el anteriormente descrito
esta garantizada por la rapidez con la que converge W, a cero, dada por la ecuacion
3.5. Supongamos que construimos el potencial con los dos NHIMs a izquierda y dere-
cha. Después los mandamos al infinito, esto es, los alejamos tanto como para hacer la
influencia de W, despreciable. Posteriormente rompemos la simetria. De ésta forma
tenemos garantizada la geometria de éstos objetos limite. Valdria la pena remarcar
que, como estan fuera de la influencia del potencial W,, son inestables en un sentido
parabodlico, no hiperbodlico. Esta distincion es irrelevante para nuestra discusion, y
por eso los llamo NHIMs de todas formas.

Regresemos a la forma cilindrica de la Hamiltoniana y consideremos ésta su repre-
sentacion natural. Es decir, queremos no perder de vista el término centrifugo L?/2p?,
puesto que hay un cambio cualitativo en la funcién cuando el momento L es igual
a cero. En los parrafos anteriores definimos implicitamente las variedades estables e
inestables de nuestro problema. Estos son realmente los objetos que nos interesan, y
no tanto el NHIM, que aqui so6lo sirve para demostrar que tienen la codimension que
nos interesa. Si restringimos nuestra dinamica a hojas de energia constante, tene-
mos un espacio fase de cinco dimensiones. Las variedades estables e inestables estan
definidas por la condiciéon

lim p, =0. (3.25)

lgl|—o0

Esto define implicitamente una ecuacion, ya que la energia que se puede usar para
la translacion en ¢ debe provenir exclusivamente del potencial perturbativo, es decir,

2
% + Walg, p,0) =0. (3.26)

Entonces esta familia de érbitas tiene codimensién uno sobre la superficie de energia
constante, y sus NHIM limite codimension dos, fijadas por las condiciones

lql| — oo (3.27)
pg = 0. (3.28)
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Definamos las variedades estables e inestables como:

W, = {alp, —= 0"} (3.29)
W, = {qlp, 2207} (3.30)
W5 = {qlp, =507} (3.31)
W' = {alp, 0"} (3.32)

Cada orbita esta etiquetada por un juego de 3 cantidades asintoticas que escogi-
mos de forma relevante para el problema. La mas evidente es su momento angular
L. Para escoger las otras dos podemos tomar un punto donde |¢| sea suficientemen-
te grande, llamémosle ¢y y la dinamica esté dominada por H, (ec. 3.20). Entonces
p oscilara confinado en el potencial V(p) (ec. 3.17) y podemos tomar como fase su
valor al cruzar el plano ¢ = ¢o. De igual manera podemos tomar el valor de 6 en ese
momento. Para parametrizar la 6rbita, pondremos el reloj en cero también ahi. A to-
das estas cantidades las denotaremos con un subindice cero. De esta forma tenemos
unas coordenadas sobre las 20°%, 20“.

Analicemos ahora la dinamica reducida a un mapeo de Poincaré. La seccion esco-
gida fue definida por cada vez que la variable radial alcanza un maximo local. Esto
fue inspirado por el caso limite de un potencial confinante infinitamente rigido, v.gr.
la pared de un billar, y el mapeo de Poincaré-Birkhoff usado en su estudio. Las con-
diciones que determinan la seccion de Poincaré son:

p=0, j <0. (3.33)

De aqui en adelante denotaremos a esta secciéon Mp, y al mapeo sobre ella 7'4.

La aparicion de la herradura de Smale en estas secciones se puede dibujar en pa-
pel cuando A = 0. Podemos verlas como una consecuencia del complejo intercambio
de energia entre los grados de libertad py ¢ que se debe al potencial ;. Cuando obli-
gamos a la perturbacion a desaparecer, los 20" y 20° coincidiran como separatrices,
distinguiendo a las o6rbitas que monoétonamente se alejan en una u otra direccion. Es-
to nos da una distincion cualitativa importante, puesto que es posible ahora hablar
de transmisién y reflexion, dependiendo donde situemos nuestro ¢g.

Sabemos que la seccion de Poincaré proyecta toros invariantes en toros invarian-
tes de menor dimension, asi que toda la discusion sobre la topologia de nuestras
variedades invariantes se traduce integramente a la seccion.

Hay que hacer notar que el subconjunto de érbitas que describen hélices circulares
no pertenece a Mp. Estas so6lo ocurren en el caso A = 0, y atin asi son un subconjunto
despreciable.

A fin de no hacer mas compleja la notacion, denotaremos la interseccién de los 20
y la seccion con el mismo simbolo, dado que el analisis sera en la seccion de Poincareé,
y no en el espacio fase completo.

3.2.3. El caso simétrico

Continuemos con A = 0. En este caso L es integral de movimiento y # es ignora-
ble. En ese caso separamos la dinamica en un continuo de hojas con L constante. A
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energia constante podemos ver que L controla el desarrollo de la herradura ternaria
asi obtenida. En el ejemplo publicado en [13], este tiltimo se debe a la relacion entre
el potencial perturbativo y la energia total. Dado que esta herradura refleja el inter-
cambio de energia entre ¢ y p, podemos ver que L limita la energia disponible para
este intercambio. La energia gastada en el movimiento alrededor del eje ¢ no puede
pasar de una cota inferior, dada la naturaleza repulsiva del potencial centrifugo. Este
argumento vale en particular en el régimen asintético, entonces podemos estimar la
energia que disponemos para formar la herradura. Sobre la seccion de Poincaré siem-
pre estamos en un maximo local de p, entonces:

L2 ,02 |
Ey = max 3.34
0 2pr2néx " 2 ( )

Esto nos da una ecuacion para obtener p,sx a energia dada:

pmix = \VE+ VE? — L2, (3.35)

Es claro que la menor energia que le podemos asignar al movimiento oscilatorio es
también cuando p = p.5«x. La restante sera:
- L2

F=FKF— ——M——. 3.36
Fr VI (3.36)

Esto significa que hay un valor de L para el cual no hay mas e energia disponible para
el intercambio, y por ende la herradura es inexistente, mientras que para valores
de L cercanos a cero, casi toda la energia esta disponible para la herradura. En
las simulaciones numéricas hemos descubierto que E ~ 10.0,L > 0 produce una
herradura completa.

Resumiendo: a cada una de las hojas del sistema, indexada por el momento an-
gular fijo, (denotado L de aqui en adelante), presentara una herradura de Smale en
su seccion de Poincaré. El grado de desarrollo v de la herradura esta determinado
por el valor de L. Al tener una foliacion continua del espacio fase en hiperplanos
dinamicamente independientes podremos transitar suavemente entre una herradura
plenamente desarrollada hasta una practicamente inexistente.

3.3. Un mapeo abstracto

Ahora que hemos capturado las propiedades topologicas esenciales en un modelo
continuo con una hamiltoniana que se puede simular en un laboratorio, podemos
trabajar con un modelo mas simple. Hemos reducido la dinamica a la seccion de
Poincaré y la superficie de energia constante, i.e., estamos trabajando ahora con es-
pacios fases cuadridimensionales y una dinamica discreta en el tiempo. Un mapeo
simpléctico iterado como sistema dinamico ahorra mucho poder de computo y, por
ende, permite explorar mas resultados.

Buscaremos un mapeo que coincida en cualidades con las secciones de Poin-
caré del sistema mecanico presentado en la seccion anterior. Es conveniente, pues,
escoger funciones generatrices que produzcan una transformacion canénica, donde

23



CAPITULO 3. LOS MODELOS PARA EL TRABAJO

Figura 3.1: Las secciones de Poincaré Mp del modelo de la funciéon hamiltoniana 3.7,
con distinto valor de momento angular inicial. Se presenta la reducciéon a subsistemas
para el caso A = 0. Sélo la primera presenta un desarrollo completo, v = 1. la ultima
tiene un valor de 7 comparativamente pequeno.
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una parte de la funcién cumpla el papel del potencial perturbativo con las mismas
cualidades que W4 en la ecuacion 3.15. Para forzar la simetria temporal, hemos esco-
gido el esquema “medio vuelo, patada, medio vuelo”. De esta manera las herraduras
presentan simetria respecto a la inversion ¢ — —q. Esto no es estrictamente necesario
desde el punto de vista dispersivo. Media patada mas o menos no afecta los valores
de los estados finales sino infinitesimalmente. Lo hacemos para que nuestras herra-
duras se vean mas claras en las ilustraciones. El vuelo corresponde sencillamente a
adelantar las coordenadas de posicion por el valor de las de momento, media patada
corresponde a hacerlo por la mitad del valor (una dislocacién lineal, shear transfor-
mation). La patada es la transformacion canonica dada por la funcién generatriz, que
corresponderia a la accion de un potencial sobre los momentos, aunque no exclusi-
vamente sobre ellos.
Una funcién que cumple con nuestras especificaciones es:

G(q,0,p,L) = qp + 0L + (Lunsx — L)(1 + Acos0)V(q), (3.37)

con potencial V:
2

V(g) =—e7. (3.38)

La patada esta dada implicitamente por

. 0G 0G
q—5§7 p—gg, (3.39)
-~ 0G 0G

= — L - .4‘
0 YA 50 (3.40)

donde las coordenadas con tilde corresponden a “después de la patada” y las coorde-
nadas sin tilde a “antes de la patada”. El medio vuelo libre esta dado sencillamente
por

G=q+1/2p,, (3.41)
0=0+1/2L,, (3.42)
D =p, (3.43)
L=L. (3.44)

Denotemos a éste F,, y a la patada P4, haciendo explicito en el primer caso que es
“medio vuelo” y en el segundo la dependencia del parametro de asimetria. El mapeo
completo es

Ty =Fyjp0Pyolys, (3.45)

resultando simpléctico al ser la composicion de mapeos simplécticos. Siendo un po-
co mas explicitos, desglosemos la accion de cada paso del mapeo, usando variables
auxiliares primadas en cada paso. El valor de las coordenadas en el paso n sera de-
notado por un subindice n. También sera comodo trabajar usando la funcion auxiliar
“fuerza”

F(q) = —dV/dqg = —2qe™7 . (3.46)
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Primero, un medio vuelo libre

4 = qn+pn/2, (3.47)
0 =0, +L,/2, (3.48)
p/ = pna (3~49]
L' = L,. (3.50)
Después, la “patada™
"'=q, (3.51)
0" =0"—(1+ Acost)V(q), (3.52)

(1+ Acost)F(q)

= Lméx - L/ ) .
PEp ) 1+ AV (q')sin 6’ (3.53)
L' + Lynsx AV (q') sin 6’
L' = .54
AV (q)sind +1 (8.54)
Y finalmente medio vuelo libre mas.

Gnt1 =¢" +1/2p", (3.55)

Opi1 =0" +1/2L", (3.56)

Pv1=p", (3.57)

Lpy=L1". (3.58)

Cuando A = 0, obtenemos otra vez que L se conserva, haciendo irrelevante la coor-
denada 6, asi que le llamaremos simetria rotacional a este caso. También podemos
observar que la parte que actiia como el potencial perturbativo,

Wa=V(q)(Lmax — L)(1 + Acos¥), (3.59)

decrece como una campana gaussiana, siendo efectivamente de muy corto alcance. Si
lo consideramos cero lejos de ¢ = 0 podemos ver que la patada tiende a la identidad.
Los dos medios vuelos componen un vuelo completo con momentos constantes, y
el sistema es maximalmente superintegrable. La constante L,,;, actiia satisfaciendo
nuestra intuicion fisica. Conforme L se va acercando a este valor, la patada efectiva se
vuelve irrelevante, y no hay desarrollo de la herradura. El valor de L estara confinado
al intervalo abierto I = (0, L 4x).
El espacio fase que consideramos para el mapeo es

(¢,p,0,L) e R x R x T x L. (3.60)

Notemos que 6 no se comporta como una variable de posicion “natural” en el sentido
en que es afectada por la patada. Esto es irrelevante, ya que sabemos que las trans-
formaciones canénicas pueden mezclar momentos y posiciones, mientras respeten
la estructura simpléctica. Sin embargo, bajo el sistema asintético gobernado por F;
dicha variable se comporta como una variable angular tradicional. De hecho se com-
porta como lo haria una variable de un 2-toro en una secciéon de Poincaré, saltando
su valor dependiendo de su “momento angular”, o mas bien, la forma en que la 6rbita
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se vaya enrollando en el toro. Asi que aqui tenemos un 1-toro (un circulo) girando con
momento L y viajando con momento p, estereoscépicamente, sobre este espacio fase,
que denotaremos Mp manosamente.

Para definir las variedades invariantes del mapeo estables e inestables, nos roba-
remos la definicién del sistema anterior:

Wy = {alp, —— 0"} (3.61)
W, = {alp, =07} (3.62)
W = {qlp, — 0"} (3.63)
W = {qlp, 2 07} (3.64)

Si tomamos A = 0, 6 recibe de todas formas una patada, sin embargo L es conserva-
da y esa patada resulta ser una serie sobre los valores del potencial V(¢). Podemos
entonces reducir entonces el espacio fase a (¢, p) y dibujarlos en papel bidimensional.
Tomando esto en cuenta podemos escribir explicitamente la accion de T, sobre (g, p):

Gnt1 = Gn + P — (@n +Pn/2) exp(—(qn — Pn/2)?)(Linax — L) (3.65)
Pn+1 = Pn — Q(Qn + pn/2) exp(f(Qn - pn/2)2)(Lméx - L) (366)

La herradura producida por estos mapeos se muestra en la figura 3.2, con varios
valores de L. Obsérvese su similaridad con la figura 3.1

Podemos observar que la naturaleza de la patada hace que también tengamos “to-
ros fijos al infinito” de naturaleza parabdlica, la herradura es ternaria, y el transporte
ocurre a lo largo de la coordenada ¢. La forma en que ¢ y 6 afectan mutuamente sus
momentos conjugados esta dada por la patada y su intensidad depende del factor
(Lmax — L). En este sentido L,,s;x actia como un determinante de la maxima energia
disponible para el sistema. Encontramos numéricamente que el valor L,z = 6.28
basta para producir todo el escenario de desarrollo de la herradura.

3.4. Un billar

Hemos trabajado también con un tercer modelo que es distinto a los otros dos en
una cualidad fundamental. E1 modelo es un billar tridimensional. Con esto queremos
decir que las fronteras o paredes del billar son variedades suaves bidimensionales
en una region del espacio de posiciones. La motivacion para usar un billar es la si-
guiente. Los billares bidimensionales han sido utilizados ad nauseam para estudiar
las propiedades de sistemas caoticos en mecanica clasica y cuantica. De ellos existe
una interminable lista de resultados, que van desde rigurosamente matematicos, de
muchisima abstraccion, hasta experimentos de laboratorio pasando por resultados
numeéricos extensivos. En billares tridimensionales hay comparativamente poco tra-
bajo, aunque podemos encontrar modelos especificamente en mecanica estadistica,
relacionados con problemas de transporte [32, 33]. El aumentar un grado de libertad
impide hacer los analisis relativamente sencillos que concede el caso plano. Nosotros
tomaremos otra vez un ejemplo que esté proximo a un caso reducible por simetria
rotacional, y lo deformaremos evitando perder la codimensién de las variedades es-
tables e inestables. Esto se debe hacer con cuidado. Las cualidades de los billares
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Figura 3.2: La herradura en el mapeo abstracto definido por la funcién generatriz
3.37, A= 0. Comparese con la figura 3.1
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pueden cambiar muy abruptamente, respecto a ligeras perturbaciones en la frontera,
puesto que funcionan efectivamente como potenciales infranqueables. Ejemplos de
esta terrible forma de comportarse se pueden ver en [34], donde un cambio aparen-
temente pequeno a la frontera del billar cambia totalmente las cualidades dinamicas
del sistema.

La dinamica del billar es simple. Una particula se mueve libremente hasta encon-
trar una pared del billar. Ahi rebota elasticamente, es decir, la componente del mo-
mento que sea ortogonal al plano tangente de la frontera cambia de signo, mientras el
resto permanecera igual. La energia cinética se conserva. Una descripcion detallada
de estas reglas se puede consultar en [35]. Es facil ver que la riqueza de la dinamica
provendra de las paredes, puesto que la particula no tiene ninguna riqueza interna
y no hay potenciales suaves. El equivalente a la seccion de Poincaré que se usa en
billares es la llamada seccién de Poincaré-Birkhoff, que procedo a describir: una vez
fijada la energia (en este caso por la magnitud del momento lineal total),

_ o
om’

E (3.67)
hacemos lo siguiente: fijamos un sistema de coordenadas local sobre la frontera del
billar. Cualquier par de coordenadas bien definidas sobre ésta funcionara. Los mo-
mentos conjugados a estas direcciones son las componentes del momento que no
cambian de signo al rebotar. La seccion esta formada por todos los puntos que jus-
to acaban de rebotar en la frontera, con coordenadas de posiciéon dadas por alguna
parametrizacion de ésta y su momentos conjugados. El mapeo de Poincaré-Birkhoff
le asigna a cada punto el siguiente rebote que tenga con la frontera, indicado en el
mismo sistema de coordenadas.

Existen billares donde no hay imagenes definidas para cada rayo en el espacio
de configuraciéon. Esto puede deberse a que el rayo no vuelve a tocar nunca mas la
frontera del billar después de cierto niimero de iteraciénes, o que la golpea en una es-
quina, donde la derivada no esta definida. El segundo problema lo evitaremos usando
billares sin esquinas. El primer problema no lo sera en nuestro enfoque: asi sera un
billar dispersivo. Tomaremos conjuntos de puntos que no tengan preimagen bajo el
mapeo de Birkhoff-Poincaré, que provengan de orbitas libres. Esto define para ellos
el régimen asintotico. Los mapearemos hasta que no vuelvan a tener posible contacto
con la frontera otra vez.

Una vez que la particula no vuelva a tener interacciones con la frontera volara li-
bremente en el espacio, con lo cual se vuelve trivialmente integrable. Esto es, vuel-
ven a estar en nuestra region asintotica. Nos interesa, pues, un billar en donde las
particulas provengan de una region libre, interaccionen un numero finito de veces
con la mesa de billar y escapen. Entonces las fronteras del billar seran un obstaculo
dispersivo y ocuparan el lugar del potencial W4 en los ejemplos anteriores. Las tinicas
orbitas del espacio fase que consideraremos interesantes, entonces, son las que en el
pasado o en el futuro han interactuado con la mesa de billar. Para las otras el mapeo
dispersivo se reduce a la identidad.

El billar que hemos escogido recuerda a una anfora antigua del Mediterraneo o
una olla, como se aprecia en la figura 3.4. En el caso asimétrico presenta un ligero
aplanamiento e uno de sus lados. La frontera del billar esta definida por una funcién
p(q,0) que nos da la posicién de la pared como una distancia al eje ¢q. Primero defi-
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-1.2 -1 -0.8 -0.6 04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 3.3: La funcién f(q) que define la frontera del billar.

niremos dos funciones auxiliares, la frontera simétrica, f(q), y la deformacion r(q, 6).
Primero construimos la funcion auxiliar f(¢) que podemos ver en la figura 3.3.

1.44/1 — g2, arag<0
flap=4 Y. T paraq (3.68)
apq”® +a1q°+ 14, paral<gqg<e,
con
14
= —(3.49)"1/4 )
ag = 5=(3.49) /%, (3.69)
ar = —0.7 (3.70)
1q0 = (3.49)'/2. (3.71)
La dependencia angular esta dada por:
- 2
r(q,0) = 1+ Acos(0) cos (;) . (3.72)
do

La frontera queda entonces como un radio p construido a partir de las dos funciones:

p(q,0) =1(q,0)f(q) (3.73)

Consideramos que la frontera del billar esta definida poco mas alla del punto mas
angosto del cuello. Después de la distancia € < 1, el régimen sera de particula libre.
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(a) El billar del anfora para el caso simétrico, A = 0. (b) El billar con una deformacién fuerte, A = 0.4.

Figura 3.4: El billar del anfora simétrico y asimétrico.

Una version plana y asimetrizada de este billar fue usada en [36, 37] para otros
estudios de dispersion. Ahi se traté de relacionar el desarrollo de la herradura con
el tiempo de recurrencia de la isla eliptica mas grande en su interior. El sistema
demostro ser un sistema dispersivo conveniente.

Una visualizacién del billar puede ayudar a comprender la dindmica, obsérvese
que no tiene esquinas, en las figuras 3.4(a) y 3.4(b). Ahi se ve la boca del billar rodeada
de blanco, que es donde entran y salen las particulas. El interior del billar define
nuestra region de interaccion.

En el caso simétrico cada valor del momento angular inicial producira una herra-
dura en la seccion de Poincaré-Birkhoff distinta. La razon es la misma que antes. Una
mayor cantidad de energia dedicada exclusivamente a mantener el valor del momen-
to angular evita que se desarrolle profundamente la marafna hetereo/homoclinica. El
NHIM exterior de nuestras herraduras, esta vez de naturaleza binaria, es el cuello de
la botella. En este aro hay, para cada valor de L, un continuo de o6rbitas cuasiperiodi-
cas inestables que difieren s6lo en la fase inicial. Recorriendo todas las fases y los
momentos angulares posibles tenemos una variedad bidimensional que sera nuestro
NHIM. Cuando consideramos el anfora imperfecta, el cuello se mantiene igual, de for-
ma que no afectamos la naturaleza del NHIM. Las variedades estables e inestables
del NHIM forman la herradura, cuyos tentaculos distinguen las particulas que alcan-
zan a salir de una vez de la botella, a aquéllas que regresan al interior después de
acercarse a la boca.

Al tener s6lo una direccion de escape y entrada, consideraremos nuestro espacio
fase reducido a s6lo aquellas orbitas que tanto en el futuro como en el pasado hayan
tenido contacto con el interior de la botella.

Con este tercer modelo se apreciara que los resultados de este trabajo son de
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indole mas general. No dependen del tipo de herradura del sistema, ni de la presencia
asintotica o cercana de los NHIM’s, sino so6lo de lo transverso de los 20%'s y 20°’s
y de la topologia del dominio de nuestras funciones de dispersion. Esto segundo lo
aclararemos en el siguiente capitulo.

Los resultados de este tercer modelo fueron obtenidos numéricamente por 0. Mer-
lo, coautor del articulo publicado con nuestros resultados [38].
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CAPITULO 4
FUNCIONES DE DISPERSION

En este capitulo presenté el concepto y uso de funcién de dispersion. Estas jugaron
un papel muy importante en la obtencion de resultados de ésta tesis, aunque de forma
indirecta. Fue por medio de la seccion eficaz, que se detalla en el proximo capitulo,
que las funciones de dispersién aportaron su parte en nuestra investigacion.

4.1. El caso bidimensional

Los sistemas caoéticos bidimensionales han sido extensivamente estudiados [39] ,
especialmente aquellos que son dispersivos [11, 40, 41]. Estos ultimos han producido
unas herramientas utilisimas que sé6lo dependen de medidas asintéticas, lo que nos
libra del problema de interferir con la region de interaccion. Estas son las funciones
de dispersiéon [10, 19, 42, 43].

Las funciones de dispersion tienen como dominio las érbitas asintéticas de entra-
da, y como codominio alguna o varias de las componentes de las orbitas asintoticas
de salida. Si la funcion de dispersiéon identifica univocamente cada orbita de entra-
da con un estado asintéotico de salida, es entonces el mapeo de dispersion. Cuando
hablamos de orbitas de entrada o de salida, nos referimos a que bajo la dinamica
asintotica se acercan o alejan de de la region de interaccion respectivamente.

La mayoria de las funciones de dispersion que se estudian suelen tener clara inter-
pretacion en el laboratorio. Ejemplos son angulos de deflexion, energia cinética final,
cambio de momento angular, etc. Tipicamente esto se mide en funcién de un angulo
de entrada, un parametro de impacto, u otra funcién coordenada de posicion.

Introduzcamos un poco de notacién para discutir mas comodamente. Sea I, una
funcién de dispersién, donde [ hace referencia a una funcion del espacio fase y el
subindice “out” hace a la salida de la zona de interaccion. Asimismo un subindice
“in” indica los elementos del dominio. En esta notacién podemos definir la funcién de
dispersion como el siguiente conjunto de pares ordenados:

Iout = {(a(q), I(T"q))|q € D;n — oo}, (4.1)
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Parafraseando: la funcion de dispersioén es el limite de la funcién /(q) cuando el nume-
ro de iteraciones del mapeo tienda a infinito. Aqui D es el dominio, subconjunto del
espacio fase, o es una coordenada inicial del punto q que lo identifica univocamente
en D, y T la transformacion del espacio fase dada por la dinamica.

Si D es una curva transversal a los 16bulos entonces existe una infinidad de puntos
que pasan tiempos arbitrariamente largos cerca de la silla caética en D. Un subcon-
junto de ellos no escapara jamas de la region de interaccion, sino que convergeran a
la silla cadtica. En particular, los puntos que se encuentren sobre las 20%,20° conver-
geran a la silla cadtica [7, 10]. Lo mas importante de la estructura de Iy, €s que estos
puntos la dividen en intervalos de continuidad. Explicaremos como escoger sensata-
mente el dominio D y saltara a la vista como estos intervalos de continuidad revelan
informacioén sobre la herradura. En la region asintética tomemos un punto x, que se
encuentre cerca de un lébulo, pero fuera del mismo. Consideremos su primera ima-
gen bajo el mapeo, x;, como en la figura 4.1. Unamos ambos puntos con una curva
suave, una recta en las coordenadas locales es lo mas conveniente. La curva atraviesa
completamente el tentaculo. Este contiene imagenes de otros tentaculos en niimero
infinito, partiendo su espacio interior segiin el nivel de desarrollo de la herradura. Por
lo tanto, también induciran una particion en la curva D. Si acaso una de las imagenes
de todos los l6bulos no alcanzan a intersectar D, lo hara alguna imagen posterior de
ellos, de mayor jerarquia. De esta forma, gracias a la estructura fractal de la particion
del 16bulo, no habra perdida de informacion, solamente se encontrara escondida en
niveles de resolucion mas finos.

La figura 4.1 muestra un par de diagramas para ver como esta particion en Dy en
la funcién de dispersién se relacionan con 7. La estructura que hay dentro de cada
l6bulo exterior es difeomorfica a la que se encuentra dentro de R, pues es después de
todo, un mapeo continuo de los huecos y sus intersecciones que se adentran en ella.
Por ende, el 16bulo contiene informacion del desarrollo de la herradura. En el primer
diagrama (figura 4.1(a)) se observa como una herradura completa tiene 16bulos que
se intersectan completamente de lado a lado, formando una particion equivalente a
la que se obtiene con un polvo de Cantor, multiplicado por figuras aproximadamente
semicirculares. En el caso de una herradura subdesarrollada el 16bulo contara con
huecos incompletos que no alcanzan a partir adecuadamente el interior segun este
esquema (figura 4.1(b)). En este caso el 16bulo contara con sublobulos dentro de él. Se
dice que en este caso la particion no es una particion completa. Consideremos ahora
como esto induce una particion en D.

Los segmentos de D que se encuentren contenidos en cierto nivel jerarquico y no
en mas altos, obtendran, por continuidad, estados asintoéticos similares. El hueco en
el que se encuentran es la preimagen de uno de los otros 16bulos exteriores, asi que
saldran todos juntos de R. Las funciones continuas del espacio fase también tendran
por lo mismo valores cercanos. En resumen, los segmentos de un nivel de jerarquia
bien definido forman un intervalo de continuidad en las funciones de dispersion.
Por otro lado, existen puntos que son el limite de sucesiones de huecos y que no
pertenecen a un nivel de jerarquia bien definido, como tampoco pertenecen los que
se encuentran exactamente sobre las 20%’s y las 20%’s. Dichos puntos separan los
intervalos de continuidad y forman un subconjunto en donde la I,,; no esta bien
definida. Son el conjunto singular de D. Estrictamente hablando, no pueden ser parte
del dominio por esto, pero trataremos a D todavia con ese conjunto incluido, siendo a
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W’ X1

X
0 xO

(a) Lobulo completo (b) Lobulo incompleto

Figura 4.1: La particion de la linea zyz; inducida por los tentaculos dentro de los
l6bulos externos. En el lado izquierdo, 4.1(a) se muestra el 16bulo correspondiente
a una herradura completamente desarrollada. En caso de que no sea asi, el l6bulo
mostrara estructuras como las mostradas en 4.1(b). La linea zyz; es nuestro dominio
D.

partir de ahora no el dominio de la funcién, sino la cerradura del mismo. Observando
una vez mas que esta separacion en intervalos de continuidad de D corresponde a la
penetracion del 16bulo mas exterior por otras imagenes de otros 16bulos, y que a su vez
esto depende del desarrollo de la herradura, podemos conjeturar sobre una relacion
entre el parametro de desarrollo « y la particion en D. Esta relacion esta bien descrita
en varios trabajos [44]. La particion inducida por el desarrollo de la herradura sigue
una cierta funcion que escala de cierta forma con el nivel de jerarquia. Si la situacion
es perfectamente hiperbolica, el ajuste de este escalamiento debe ser exponencial.
Si [ es la longitud de arco inducida por la medida de Lebesgue en el espacio fase, y
denotamos por D,, a cada intervalo de continuidad en un nivel de jerarquia n fijo,
donde i es un subindice apropiado, entonces, el decrecimiento exponencial de los
intervalos queda expresado como:

exp(nfF(B)) = Y _(I(Din))". (4.2)

i

Por la forma de esta expresion, a la lista de resultados basados en ella se les conoce
como formalismo termodinamico. A F(3) le llamamos la energia libre de la herradura
y [ actia como una temperatura inversa. El comportamiento exponencial es mas
exacto conforme subimos en el nivel de jerarquia. Si existen efectos no hiperbélicos,
también éstos empiezan a pesar mas en niveles muy altos. La energia libre contiene
mucha informacion sobre el mapeo. Por ejemplo, el maximo exponente de Liapunov
es el valor de la derivada en 8 =1 [45].
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Existen casos en que los puntos de D que pertenecen al conjunto singular son
muy evidentes. Si, por ejemplo, consideramos el tiempo de dispersion, es claro que
las orillas de cada intervalo de continuidad no alcanzaran a salir de la region de
interaccion, y convergen a la silla caética, asi que su tiempo de dispersiéon es infini-
to. Existen otras funciones que por costumbre no percibimos como discontinuas y
si lo son. En los ejemplos del tiinel y el mapeo tenemos la posibilidad de recorrer la
direccion ¢ en ambos sentidos, y por ende escapar de la region de interaccion con
momentos lineales de signo opuesto. Esto produce que la funcién de dispersion po,t
distinga entre transmision y reflexién, que son dos estados finales cualitativamen-
te distintos. Asi que el valor p, = 0, que separa a unas de otras, no esta definido. Es
decir, 0 no forma parte del codominio de la funcién, y en realidad es sélo un limite, co-
mo podria serlo oo para el tiempo (obsérvese la figura 4.2). La funcién es discontinua
cuando cruza por el eje p,, = 0. Otro argumento experimental es que una particula
sin energia cinética no puede ser detectada. En los ejemplos que se muestran en las
figuras se puede apreciar que el conjunto singular de ambas funciones coinciden.
En los ejemplos mostramos estas funciones tipo “acciéon” dependiendo de “angulos
iniciales”. Esto es un punto que se explota en laboratorio.

Para escoger D en las figuras 4.2 y 4.5 tomamos un punto q, € M tal que su
momento lineal sea pequerio ( que su contribucién con p?, /2 sea aproximadamente
una centésima parte de la energia total E), y se encuentre muy lejos de la region de
interaccion, por ejemplo, en los modelos con herradura ternaria escogimos gy = —6.962
y po = 0.01. Después buscamos la primera iteraciéon bajo el mapeo, y D sera la recta
en Mp que une ambos puntos. En esta region el espacio fase esta estriado por lé6bulos
muy largos y muy delgados, correspondientes a imagenes de muy alta jerarquia de
los 16bulos. Recordemos ademas que llevan dentro de ellos una infinidad de copias de
las puntas de los otros l6bulos y los huecos. Si q, esta dentro de uno de los l6bulos,
su primera imagen q; estara en el siguiente. La linea D atravesara de uno a otro,
cruzando toda la estructura fractal de huecos y tentaculos anidados. Si q, esta fuera
de un tentaculo, también lo estara q; y D atravesara también toda la estructura, pero
convenientemente toda dentro de la misma imagen, es decir, el mismo tentaculo. Es
claro que para cada xy € D y cada imagen posterior o anterior suya, el valor de I, €s
el mismo, esto es:

Iout(%0) = Iout(x,,) para todo n € N. 4.3)

Recordemos que las funciones de dispersion estan valuadas sobre 6rbitas, no sobre
puntos de Mp. Tanto q, como q; pertenecen a la misma o6rbita, asi que esta forma de
escoger y parametrizar a D le induce una estructura toroidal.

Otra observacién que vale la pena hacer ahora: hemos afirmado que D atrave-
sara la estructura de huecos y tentaculos dentro de un tentaculo muy alejado. Esto
podria ser falso. Podemos imaginar situaciones como las que se observan en la figu-
ra 4.4(a). Es por esto que escogemos valores de p muy pequenos. Esto fuerza a que
estemos bajo tentaculos de altisima jerarquia, haciendo muy improbable la situacion
en 4.4(a), donde se muestra a D pasando por un solo dominio de continuidad. El caso
mostrado en 4.4(b) es indeseable también pero no es tan grave. Si hubiera huecos que
no alcanzaramos a medir en su iteracion de menor jerarquia, podemos estar seguros
de que existe alguna imagen de ellos en alguno de los subtentaculos que si atravesa-
mos. Sencillamente su aparicion en la particién sera en un nivel mas alto. Dado que
nuestra capacidad de resolucién es finita, no nos conviene dejar enterrada la infor-
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L_in=4.209677
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Figura 4.2: Comparacion entre las singularidades del momento lineal final y del tiem-
po de dispersion. Del lado izquierdo esta la escala de la primera, dibujada en linea
delgada roja, y del lado derecho la de la segunda, en azul y gruesa. Puede verse como
los intervalos de continuidad en ¢,; coinciden con los de p.,;. Esto recalca el hecho de
que el cero no pertenece a la imagen de la funcion. El valor es inalcanzable, y es s6lo
un limite por un lado de cada IoC. La grafica del tiempo se distingue por los violentos
picos que coinciden con los valores nulos de la del momento.
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CAPITULO 4. FUNCIONES DE DISPERSION

Figura 4.3: Una eleccién de D para las funciones de dispersion. En este caso, D =
T—37C, asegurandonos que casi empalme con la variedad inestable 20“_ y corte de
forma casi completa a los tentaculos. Este fue el dominio usado en las funciones
presentadas.

maciéon escondida en niveles demasiado altos. Esto lo podemos evitar haciendo una
pequena trampa. Este truco esta esquematizado en la figura 4.3. Escogeremos una
linea C que sea paralela a la variedad inestable 20%_, y que intersecte a £, muy cerca
de aquella. Entonces garantizamos que C contenga al menos informacién inmediata
sobre los niveles jerarquicos mas bajos de la particion en su aparicion primera. Lue-
go observamos que cualquier preimagen de C' contendra la misma informacion. En
nuestros ejemplos, D = 7,"(C), donde T4 es el mapeo discreto 3.45 o el mapeo de
Poincaré dado por la ecuacién 3.33. El parametro entero n es del orden de cientos.
Para el billar sencillamente escogimos un subconjunto de rayos afuera del anfora y
dirigidas hacia la boca de ésta. Este pequeno acto irregular no es necesario para el
trabajo experimental. En este trabajo so6lo investigaremos la naturaleza de los domi-
nios de continuidad de Iy, y no la funcion de particion. En todo caso, en el laboratorio
se puede escoger a D de forma un tanto pragmatica, haciendo diversas pruebas para
el valor inicial de p;,, y ver si aparecen nuevos elementos en la particion.
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4.2. UNOS EJEMPLOS

Xy X1

(a) D en una posicion inconveniente. (b) D en otra situacion inconveniente.

Figura 4.4: Dos formas en las que podemos perder informacién en la eleccién del
dominio de las funciones de dispersién. La de la izquierda debe ser evitada, en cambio
la situacién de la derecha es salvable porque la informacién no se pierde, sino se
oculta en niveles de jerarquia mas altos.

4.2. Unos ejemplos

Primero tomemos como funcién de dispersion p,.;, €l momento conjugado a ¢ en
su valor asintotico, en el sistema reducible (A = 0), y observemos como se comporta
esta funcion para una variedad de parametros iniciales.

A ojo se puede distinguir que pou:(gin) Se comporta segun el grado de desarrollo
v, como esperamos. Vemos como los intervalos de continuidad (desde ahora IoC, por
interval of continuity) se funden entre ellos conforme L;, se acerca a su valor maxi-
mo. Tomemos por ejemplo como se comporta cuando L;, = 4.209677, ampliado en la
figura 4.6. Los intervalos de continuidad mas grandes son de jerarquia O, es decir, ni
siquiera estan dentro del tentaculo. Si podemos lograr inferir cuantos intervalos de
continuidad hay de cierta jerarquia y cuantos deberia de haber, podemos estimar el
valor de v, acorde a la expresion (4.2). En este ejemplo hay un intervalo de continui-
dad que tiene tres extremos, un minimo y dos maximos, cerca de ¢, = —6.9545. Esto
delata una herradura incompleta. Para algan valor de L;, proximo, esos tres maxi-
mos colisionan y forman un maximo no genérico, de cuarto orden, relacionado con la
tangencia de un tentaculo con D, claramente un caso especial.

4.3. De dos a tres grados de libertad: el salto abrupto

En sistemas hamiltonianos o simplécticos nos vemos forzados a aumentar el niime-
ro de dimensiones de un mapeo de dos en dos, con lo que aumenta considerablemente
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Figura 4.5: La funcién de dispersion p..:(gin), para varios valores de L;,. Obsérvese
como la funcién se torna de variacion menor conforme el valor de L;, crece, apreciable
en la escala de poys.-
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p_out
=

-6.956 -6.9555 -6.955 -6.9545 -6.954 -6.9535
q_in
()

p_out
=)

|

-6.95538  -6.95536  -6.95534  -6.95532  -6.9553
q_in

(b)

Figura 4.6: Una funcién pou:(gin). Hemos hecho dos aumentos de la figura 4.5 co-
rrespondiente al valor L;, = 4.328357. Obsérvese que cerca de ¢, = —6.9545 hay tres
extremos en un loC. Esto es evidencia de una herradura incompleta. Se observa el
patron de auto similaridad fractal. En la segunda figura es extremadamente notorio
que el limite p,y; — 0 s6lo se puede obtener de un lado del IoC. Del otro lado, al
aproximarnos al valor —6.95525, las infinitas oscilaciones impiden definirlo.
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la dificultad de visualizar el problema de un caso al siguiente. El mapeo de Poincaré de
un sistema con tres grados de libertad se aplica en una seccion de cuatro dimensio-
nes, asi como los mapeos simplécticos con dos pares de variables conjugadas. La
marana heteroclinica esta formada por variedades tridimensionales interconectando-
se en un espacio fase cuadridimensional, para que tengan codimension uno.

El proposito de este trabajo es precisamente poder estudiar estas “superherradu-
ras” encajadas irremediablemente en este espacio fase de cuatro dimensiones. En el
primer capitulo hemos aclarado las condiciones que nos son utiles para obtener una
herradura en cuatro dimensiones. Aqui les mostraremos el objeto completo.

Imaginemos que tenemos un sistema en el que una cantidad conservada controla
el grado de desarrollo de la herradura, i.e. v = v(Li»). Como ejemplo podemos ver las
figuras del capitulo 3. Las variedades 20°y 20%en una hoja son homotopicas respecto
a las otras hojas, por continuidad. La homotopia de una curva induce una superficie
continua. Esto quiere decir que podemos unir los distintos elementos de la homotopia
indexados por L;, para crear una superficie suave. Entonces las variedades 20 y 25°
en cada nivel se vuelven fibraciones de una superficie bidimensional que abarca todos
los valores de L;,. Localmente, en la interseccion de un lébulo de la variedad estable
con la variedad inestable, se ven como un par de cortinas entrecruzadas, como en
la figura 4.7. Es de notar que la intersecciéon es una curva, su punto de inflexion
corresponde al valor de L;, en donde las variedades son tangentes. En esta union los
puntos de tangencia no juegan ya un papel. La interseccion de las nuevas 20 y 20°
€s una curva.

En nuestros tres modelos, la cantidad L se conserva porque hay una simetria en
6 y hasta ahora hemos ignorado su dinamica. Si tenemos en cuenta ésta, el espacio
localmente adquiere una dimensién mas, representada en la figura 4.7, es decir, la
interseccion ahora es un cilindro. La interseccion, por cuenta de codimensiones, sigue
siendo transversal segiin la definicion 3.1.

La construccion de los modelos cumple con la aparicién de esta estructura. La
estructura de nuestros NHIM’s no deja otra opcién. Este argumento fue presentado
suponiendo que se cumple la simetria rotacional; ahora podemos prescindir de ella.
Dado que lo transverso es una propiedad estable, podemos hacerle perturbaciones
ligeras al sistema y las intersecciones de las 20* y 20° seguiran siendo transversales y
con la misma topologia. Esto es muy importante. Significa que al romper la simetria,
las nuevas 20" y 20° no se desmoronan en una madeja de o6rbitas separadas que no
formen variedades suaves. Su interseccién sigue siendo cualitativamente la misma,
aunque en cada orbita el valor del momento angular no se conserve.

4.4. El dominio de /4yt

Necesitamos extender a I, puesto que el anterior dominio unidimensional es de-
masiado pequernio para investigar la naturaleza de la silla cadtica. Su codimension
es tan grande que la probabilidad de que se intersecte con variedades relevantes al
problema es nula.

La primera definicion de D para el caso bidimensional le inducia una estructura
toroidal, especificamente un circulo. Si en cada punto de este conjunto tomamos
en cuenta la variable ¢, producimos un toro bidimensional. Como sus dos variables
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Figura 4.7: Una ilustracién a partir de los tentaculos estables e inestables de varios
valores L;,, puestos unos sobre otros segiin el valor de . Tomando en cuenta el circu-
lo al que pertenece la variable 6, éste es el aspecto local de las variedades invariantes
de nuestros modelos. Las variedades estan separadas por el color de las distintas
orbitas que en ellas se encuentran, siendo la inestable 20* roja, y la estable 20° gris.
El sistema de coordenadas es meramente ilustrativo.
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tienen estructura circular, resulta natural considerarlas como fases. Los toros de
entrada estan caracterizados por un par de acciones iniciales fijadas de antemano,
y los valores de la funcién son acciones finales. La funciéon de dispersién cobra la
siguiente estructura general: se fijan n — 1 acciones iniciales. Sobre los n — 1 angulos
conjugado a estas acciones iniciales, mediremos n — 1 acciones finales, donde n es el
numero de grados de libertad en el sistema continuo. n — 1 es el niimero de grados de
libertad sobre el mapeo en Mp.

Consideremos A > 0. Esta vez tomaremos como funciones de dispersion los valo-
res de pout ¥ AL := Loyt — Lin. El dominio sera la misma curva T;‘”Z(C) multiplicada
directamente con el dominio de ¢, que es un circulo. De esta manera nuestro nuevo
D es un dos-toro, T? = S x S. Observemos que efectivamente para A ~ 0 la funcién
de dispersion se comporta como una copia en un anillo de la del caso reducible (ver
figura 4.8). De ahora en adelante, en lugar de hablar de IoC (intervals of continuity),
hablaremos de DoC (domains of continuity). Sin embargo, esta estructura de anillos
se va perdiendo confirme los vamos rompiendo la simetria mas y mas bruscamente
(figuras 4.9 y 4.10). Los intervalos de mas baja jerarquia son los mas estables, pues
son mas grandes, mientras que los mas pequenos se funden rapido formando nuevas
estructuras. Podemos inferir que la funcién de dispersién esta obligada a tener tam-
bién una estructura periodica a lo largo de 6;,, sencillamente porque asi escogimos
la topologia de ésta coordenada. También podemos tener una idea intuitiva de que la
dependencia de esta variable es pequena para A ~ 0, y conforme tomamos parametros
A mayores, mas compleja y significativa. La particiéon inducida en D es cada vez mas
compleja también, evidenciando una silla cadtica bastante distinta de la que estamos
acostumbrados a ver en mapeos bidimensionales. Esta particion se vuelve mas dificil
de imaginar si tomamos en cuenta que deberiamos de recorrer la unién de todos los
valores de L;, posibles para D.
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P_out, A=0.000, L_i = 5.2955

N

theta ini

2

0
-6.962 -6.96 -6.958 -6.956 -6.954 -6.952

q_ini

Figura 4.8: Una copia continua trivial de la funcién de dispersién p,,; encimada a lo
largo de la variable 6;,,. Los intervalos de continuidad son ahora franjas que recorren
el toro en esta direcciéon. La otra componente de la funcién, AL, es idénticamente
cero, asi que la omitimos. La barra de color a la izquierda muestra la correspondencia
entre los tonos y los valores de p.,; que van de —5 a 5. Los colores oscuros y azulados
corresponden a los valores negativos, los claros y amarillos a los positivos.
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CAPITULO 4. FUNCIONES DE DISPERSION

Figura 4.9: En esta serie de graficas presentamos los dos componentes de la funcion
de dispersion, (pout, AL), a la izquierda el momento lineal final p,,; y a la derecha la
transferencia de momento angular, AL. De arriba a abajo se aumenta el momento
angular inicial. La simetria se ha roto con A = 0.010. Como puede observarse, los DoC
mas grandes se mantienen estables. También hay cierta dependencia entre el valor
de L;, y la resistencia de los mismos ante perturbaciones. Los valores mayores de AL
parecen producir DoC de formas mas curiosas. En particular podemos observar un
DoC con dos agujeros en la segunda linea. La tercera linea ya muestra mucho mayor
riqueza en la topologia de los DoC. La barra de colores sigue el mismo patrén que en
4.8, pero reescalada a los valores relevantes de la funciéon en cada caso.
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Figura 4.10: Igual que las figuras anteriores, 4.9 pero con A = 0.07. Ahora si existe
una riqueza muy variada de DoC, y no sabemos si los argumentos presentados en el
capitulo siguiente apliquen con valores de A mayores a éstos. Una vez mas el codigo
de colores esta reescalado a los valores relevantes.
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CAPITULO 5
LA SECCION EFICAZ

La medicién de las funciones de dispersion es imposible, aiin en principio, en la-
boratorio. Cualquier colega experimental nos podra narrar la dificultad de lograr un
buen muestreo con condiciones iniciales perfectamente definidas. Lo que es posible
obtener de un experimento es la frecuencia con la que ocurren ciertos valores de las
variables de estado finales. Estas mediciones se conocen como secciones eficaces [8].
Ciertas consideraciones aqui mostradas nos permiten obtener de ellas informaciéon
similar a la que otorgan las funciones de dispersién [13, 46]. Recordemos que nues-
tro proposito es obtener de alguna forma informacion topologica sobre la silla caética.
Usaremos la seccion eficaz fijando variables de accién o momento de entrada, y ob-
tendremos una distribucién de ellas a la salida de la region de interaccion. Nuestra
esperanza es que esta distribucion de valores contenga informacién cualitativa sobre
la silla caética o sobre nuestra superherradura.

En las secciones eficaces hay unos valores que son singularmente mas brillantes
que el resto. Estos puntos corresponden a los valores no invertibles de la funcion de
dispersion. En analisis se conocen como valores criticos [47], en fisica, en el contex-
to de sistemas dispersivos, especialmente opticos, se conocen como singularidades
arcoiris [8], ya que el fenémeno meteorolégico se explica por ellas.

Para ejemplificar todo esto primero usaremos el mapeo reducido a dos dimensiones
(A = 0). Veremos como funciona la correspondencia de las singularidades arcoiris con
los intervalos de continuidad de la funcién de dispersién, recreando el trabajo [13].
Luego extenderemos el sistema rompiendo la simetria y usando una seccién eficaz de
dos valores de salida. Estos resultados se han publicados en [38]. Es en este capitulo
donde se muestra nuestra aportacion al problema inverso en dispersion.

5.1. Seccion eficaz en un mapeo bidimensional

En toda esta seccién se usaran funciones de dispersion con dominio y codominio
reales de una dimension.
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5.1. SECCION EFICAZ EN UN MAPEO BIDIMENSIONAL

En el caso de dominios suaves unidimensionales al lado de cada valor singular de
la funcién de dispersién hay, por un lado, un intervalo de continuidad (IoC, por sus
siglas en inglés), y por el otro lado, una variacion fractal de la funcién. El IoC esta
delimitado por otro valor singular (por ejemplo, en la funcion p.ys, €l valor 0). Dentro
del IoC hay un valor extremo tipicamente cuadratico, esto es, el valor de la funcién
cerca del maximo es expansible en una serie de Taylor, y coeficiente del término
cuadratico es distinto de cero (siendo el cero un valor muy especial). Esto se aprecia en
las figuras 4.2, 4.5 y 4.6 del capitulo anterior. Si por cada uno de estos IoC podemos
detectar el valor extremo de la funcién y asignarle la medida del intervalo, tendremos
una informacién equivalente a conocer la particion del dominio completo. Esto es
lo que un fisico experimental hara para revelar informacion sobre la silla caética.
Procedamos a explicar el razonamiento subyacente.

Sea de ahora en adelante D la cerradura del dominio de nuestra funcién de dis-
persion, en el caso reducible una curva que atraviese sensiblemente los 16bulos de la
herradura de nuestro mapeo. Supongamos que D esté poblado originalmente de una
distribucion homogénea, uniforme de puntos, es decir, lo que esperamos si asumi-
mos que nuestra medida de los intervalos es la de Lebesgue sobre D, parametrizado
por su longitud de arco en Mp. Sobre esta distribucién medimos la probabilidad de
obtener uno de los valores de la funciéon de dispersion. Observariamos la medida in-
ducida en el contradominio por la funcién. Esto es debido a que en cada intervalo
donde una funcioén es diferenciable y estrictamente creciente o decreciente la medida
de Lebesgue sobre el dominio es estirada por la derivada en cada punto. Si la funcién
es f: R — R, la explicacion es natural: el valor de df en un punto zy € R es el factor
de crecimiento local. La probabilidad de obtener un valor f;, depende de la poblacion
(la medida) de condiciones iniciales en la preimagen de f,. Debemos entonces corregir
la longitud local de los intervalos alrededor de f; por el factor inverso de df|,,. Esto
es lo que se le llama medida inducida por la funcién f (la medida push forward [48]).
Asi que la medida inducida en el contradominio (llamémosla u.) se puede calcular
para funciones suaves de los reales en los reales por:

donde y es la medida en el dominio. Como se puede ver, los valores donde f no es in-
vertible, causan una singularidad en esta expresion. Esta es la llamada singularidad
arcoiris.

Supongamos ahora que tenemos un detector en la region asintotica del experimen-
to. Los valores que mas aparecen en el detector se encuentran donde la funcién de
dispersion varia poco, coincidiendo con la expresion 5.1. Los valores mas probables
se encuentran donde la funcion es localmente plana. Para ilustrar nuestra intuicién
podemos observar la figura 5.1. Aquellos puntos que sean extremales tendran una
contribucion mucho mayor que aquellos de variacién rapida. El conjunto de todos
los posibles valores del contradominio de la funcion, con su medida inducida (su fre-
cuencia de apariciéon en un experimento) es la seccion eficaz. La seccién diferencial
eficaz es su medida inducida punto por punto, dada por la ecuaciéon 5.1.

Un valor critico de la funcién es sencillamente un conjunto donde al menos en una
direccion no cambia de valor en una vecindad infinitesimal, es decir, esta caracteri-
zado por:
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L_in=.111699
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Figura 5.1: Interpretacion intuitiva de la contribucion de los valores extremos a la
seccion eficaz.Las lineas negras horizontales marcan dos valores no invertibles de la
funcién de dispersion, denotados f,. Marcamos sobre el eje de las abscisas el intervalo
que se encuentra suficientemente cerca de sus preimagenes.

af out
a%n
En la dispersion de la luz de color por pequenias gotas de agua, son estos puntos los
que nuestro ojo, como detector, observa en la aparicion del arcoiris. Cada color tiene
un angulo de dispersion donde aparece su singularidad. Esta parte del dominio tiene
contribucion diferencial infinita a la seccion de corte eficaz. El valor integrado sobre
el intervalo de continuidad sigue siendo finito, es s6lo la diferencial la que diverge. Al
ser los valores de mayor contribucion en la dispersion resultan muy brillantes para
nuestro ojo o detector.
La seccion de corte es formalmente la proyeccion de la medida del dominio sobre el
contradominio (por cada intervalo donde sea monoétona) Formalmente, la contribucion
de un valor f,,; de la funcion de dispersion a la a la secciéon de corte esta dada por:

gk(fout) = 1/‘ det a(fout/a(Q))l' (53)

=0. (5.2)
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5.2. FUNCIONES TIPICAS

Cuando estemos hablando de funciones de un dominio unidimensional el deter-
minante se reduce al valor absoluto, tal cual como en la expresion de la ecuacién 5.1.
La contribucion total es:

o (fout) = D gr(four), (5.4)
k

donde la suma es sobre todas las preimagenes de f,,;. En los sistemas reducidos
(A = 0), nos basta estudiar la relacion entre intervalos de continuidad y singularidades
arcoiris. Si vemos las figuras del capitulo anterior, 4.6, 4.9 y 4.10 podemos intuir que
tipicamente hay un maximo cuadratico por cada intervalo de continuidad. Nuestra
intuicion no estaria muy equivocada, pero aclararemos esto en la siguiente seccion.

Si el extremo de la funcién p,,: es no degenerado y parametrizamos la variable
¢in € [go,q1) POr X € [0,27), entonces esperamos un comportamiento alrededor de un
extremo p, (por ejemplo, un minimo) de la forma:

Pout = Po + (X — X0)°, (5.5)

donde pout(x0) = po. Cada valor alrededor de p,,; cerca del extremo provendra de dos
trayectorias distintas, caracterizadas por

X+ = Xo £ vV (Pout — Po)/cv. (5.6)

La medida diferencial inducida es
1

V (pout - Po)Oé ’

y la contribucion total es el doble de este valor. Cuando alcanzamos el valor critico
decimos que las dos soluciones colisionan y aportan a la seccion eficaz un valor que
es diferenciablemente singular como el inverso de una raiz, pero integrable, asi que
la contribucion total es finita, como esperariamos de una medida inducida. Por lo
tanto, la contribucion del IoC es finito, y debe ser la longitud del mismo. Asi que
integrando alrededor de la singularidad debemos de encontrar una aproximacion a
esta cantidad, que es justo lo que necesitamos para la expresion 4.2. La secciéon eficaz
para esta funciéon de dispersion aparece numéricamente como se muestra en la figura
5.2.

Obsérvese que aqui estamos escogiendo funciones de dispersion que nos evitan
tener lo que de Moura y Grebogi [14] llaman una transicion arcoiris, la posibilidad de
que tengamos un sistema caoético sin huellas de singularidades en la seccion eficaz,
como se muestra en [14]. En su ejemplo, es posible ajustar los parametros del sistema
para evitar tener singularidades arcoiris o tenerlas, lo cual para nosotros seria pérdida
de nuestra informacion.

g+ = (5.7)

N

5.2. Funciones tipicas

Hay un par de resultados de indole muy general que nos permiten asegurar la
existencia de un conjunto de valores criticos (no invertibles) de una funcién suave y
que dicho conjunto sea despreciable (de medida cero), lo cual nos permite hablar de
secciones eficaces bien definidas.
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L_in=3.5044

6000 | 1
5000 - -
4000 - -

3000 - |
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Numero de particulas detectadas
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Figura 5.2: La seccion eficaz para un caso particular de condiciones de entrada del
sistema reducido, A = 0.000. Las singularidades arcoiris son claramente discernibles
como picos abruptos.
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5.3. LAS SINGULARIDADES ARCOIRIS EN MAPEOS CUADRIDIMENSIONALES

El primero es el teorema de Sard [49], que nos asegura que si la funcion es suave,
su conjunto de valores criticos es de medida cero y cerrado. Habremos de esperar
entonces singularidades arcoiris que sean asi sobre los detectores. Esto es requisito
para que la medida inducida converja. El segundo nos asegura que una funcién suave
de un intervalo se comporta cerca de un valor extremo como una funcién cuadratica
genéricamente. Ambas aseveraciones se pueden consultar en el libro de Demazur
sobre Bifurcaciones,[47]. (Qué es algo genérico? Algo genérico es algo que sucede en
un subconjunto residual y denso, es decir, en una interseccion numerable de abiertos
que sean densos. Los polinomios son ejemplos de funciones genéricas en el espacio de
las funciones suaves : R — R, y las sumas de Fourier son genéricas en las funciones
suaves del circulo en el intervalo [—1, 1]. Esto es lo que nos importa ahora.

Usaré el término tipico para aquéllo que se cumple en los casos que podemos
observar. Si aplicamos esto a las funciones de dispersion observaremos que funciona
maravillosamente bien: la funciéon p.,; del sistema reducido (A = 0) se comporta en
los intervalos resolubles con maximos y minimos tipicamente cuadraticos, y cuando
dos intervalos de continuidad se funden, aparece un extremo de naturaleza cuartica,
que es atipico, y se puede relacionar con el momento de tangencia de una variedad
invariante con otra y su efecto sobre el dominio de la funcién de dispersién, D. Dado
que la transversalidad de dos variedades es genérica (y mas aun: densa) en variedades
suaves, los puntos de tangencia forman un conjunto raro (en el sentido de que son el
complemento del conjunto genérico y denso). Este es el contenido de la version suave
del teorema de transversalidad de Thom [47, 50].

Si en la seccién eficaz podemos establecer una relacién entre la aparicién de las
singularidades arcoiris, y si observamos una jerarquia infinita de ellas reproduciendo
la particion debida a la herradura, habremos llegado muy lejos. En mapeos bidimen-
sionales o sistemas mecanicos continuos con dos grados de libertad se ha trabajado
sobre esto [13, 14, 15] exitosamente, con diversos enfoques.

5.3. Las singularidades arcoiris en mapeos cuadridi-
mensionales

Recordemos que en nuestros ejemplos escogimos para las funciones de dispersion
un dominio toroidal. Esto es muy similar a lo que habriamos hecho en un laboratorio,
fijando momento angular, energia y momento lineal en nuestro aparato y dejando los
parametros de impacto como variables arbitrarias. Una funcion tipica en un toro es
un tanto distinta a la de un intervalo, pero no tan rara como para que no nos hayamos
topado con ella varias veces.

Una funcién suave en un dominio ciclico se puede aproximar por su expansion
de Fourier. Las funciones expresables como una suma finita de senos y cosenos for-
man un conjunto residual y denso en este espacio. /Qué huella tendran nuestras
funciones de dispersion en la seccion eficaz, tomando esto en cuenta?

Recordando nuestros argumentos anteriores: el rompimiento de simetria sera un
parametro “pequeno”. En caso de que éste sea estrictamente nulo, el toro bidimensio-
nal de las funciones presentadas en el capitulo anterior tendra como tnica particion
la que ocurre a lo largo del eje g, es decir, la esperada por el hecho de que tene-
mos una copia trivial de la funcion sobre el circulo que contiene a 6;,. Esto parte
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o

@ (b)

Figura 5.3: Aqui mostramos como una funcién suave sobre un dominio anular puede
proyectar una sombra como la catastrofe en la figura 5.4(d). La figura 5.3(a) muestra
la grafica como una variedad transparente. En la figura 5.3(b) esta resaltado los pun-
tos no invertibles bajo la proyeccion, y marcamos el nimero de preimagenes de las
regiones abiertas que estan delimitadas por las causticas, siendo éstas la proyeccion
de los valores no invertibles.

al D en tiras bidimensionales abiertas (véanse las figuras 4.9 y 4.10), cuyo subcon-
junto critico es una linea que corre a lo largo del lomo o el valle de la funcién). Si
representamos la circularidad de este dominio como un anillo, la funcién con un sélo
componente se vera como en la imagen 5.3. Este caso singular no es detectable con
nuestros métodos, ya que al tener AL = 0 siempre, su contribucion al jacobiano re-
sulta completamente degenerada; la seccion eficaz se acumula toda en la linea AL =0
y tenemos un resultado igual al presentado en [13].

De las ultimas figuras del capitulo anterior, 4.9 y 4.10, podemos inferir lo siguien-
te: para los valores muy pequenos de A, las caracteristicas topologicas de los dominios
de continuidad mas grandes (en area, segun la medida de Lebesgue), que correspon-
den a los niveles jerarquicos mas bajos, permanecen intactas. Estos son anillos, ob-
tenidos al rebanar el toro de condiciones iniciales con los 20" y 20°, y la forma en que
estan intersectados es, al parecer, bastante estable. Podemos pensar que cambiar la
topologia de un objeto por métodos perturbativos es en si una accién dificil, puesto
que las caracteristicas (dimension, género, etc) son variables discretas. Pero no debe-
mos precipitarnos, ya que, como lo ejemplifica el teorema KAM [51], una perturbacion
pequena puede cambiar esencialmente las caracteristicas topologicas inducidas por
un mapeo, de forma completamente no trivial. Es interesante notar que la estabilidad
y el area de cada DoC estan correlacionadas. Esto coincide con nuestra intuicion,
pero no habra que precipitar conclusiones hasta que no hayamos estudiado a fondo
la relacion entre las funciones de dispersion, el parametro A y los DoC que se inducen
en un toro, o mas aun, sobre la familia de 2-toros indexadas por Li,.

5.3.1. Una forma normal

Con todas estas precauciones en mente podemos proceder ahora a dilucidar for-
mas “normales”, es decir, homeomorficamente representativas y genéricas de las fun-
ciones de dispersion, restringidas a los DoC anulares.
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Empecemos por tomar la forma conocida para el sistema reducido alrededor de un
maximo de p.yt (la discusion es igual para un minimo, cambiando el signo apropiado
en la ecuaciéon 5.10). Extenderemos esta forma para tomar en cuenta la dependencia
periédica que tiene este DoC alrededor de la variable 1, que es difeomérfica a §. Vamos
a manejar la siguiente parametrizacion del 2-toro de condiciones iniciales:

y = 2pdin — 40 (5.8)
q1 — qo
1/J = Oin. (5.9)

El DoC es tipicamente una franja centrada en algun x, y estirada a lo largo de la
direccion ¥. Supongamos que § > 0 es tal que el intervalo (xo — d, xo + 0) esta dentro
del anillo para todo . El modelo mas simple posible es tal cual el presentado en [13]:

Pout = Po — (XO - Xin)2- (5.10)

Aqui se han escogido factores de escalamiento tales que §° = py. Para el caso asimétri-
co anadimos una dependencia de Fourier en ¢ usando tinicamente el primer término:

Pout = Po — (X0 — Xin)® + bcos(¢in). (5.11)

La dependencia trigonométrica sélo funciona si A es suficientemente pequeno, y den-
tro de un anillo mas pequeno que el DoC observado en las figuras 4.9 y 4.10.
La funcion AL es idénticamente cero si A = 0. Su dependencia mas simple podria
ser
AL = asin(vyy,). (5.12)

Tomando en cuenta la dependencia de y, proponemos

AL _ @ sin (i)

__asinWn) 5.13
T et — x0) (513

en la cual en realidad estamos proponiendo que la dependencia sinusoidal se aplica
a AL(1 — ¢(x — xo0)), de forma que el maximo de AL recorra la parabola aproximada
de pout- En estas cuatro formas que consideraremos normales (ecs. 5.10, 5.11, 5.12
y5.13) estamos considerando a a, b, c parametros pequenos que dependen de A, que
se anulan si A = 0.

Discutamos ahora la naturaleza general de las preimagenes para encontrar los
puntos criticos y observar como aparecen las singularidades arcoiris para cada DoC.
Combinemos primero las ecuaciones mas simples, 5.10 y 5.11. En 5.10 no hay
preimagenes reales (las tinicas que nos interesan) si p,y,t > po. En cambio hay dos
para pout < 0. Para el momento en que el discriminante se anula, las dos soluciones
colisionan y determinan una caustica en p,,+ = po. Las soluciones para 5.12 también
son dobles si |[AL| < a. Las soluciones también colisionan para AL = +a, asi que
ahi tenemos otra caustica. dado que en el DoC p,,; no puede cambiar de signo. Esta-
mos entonces delimitados por un rectangulo, dentro del cual hay cuatro soluciones
para cada punto, y ninguna fuera de €l (véase la imagen 5.4(a)). Ahora bien, obsérvese
que en este caso simplificado las fronteras del rectangulo hacen que se pase de cuatro
preimagenes a ninguna. Esto es completamente no genérico: una caustica nos debe
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reducir el namero de soluciones de dos en dos. Pero como aqui cada una de las ecua-
ciones involucradas no afecta a la otra variable, y en el interior del contradominio
las soluciones se multiplican, pasamos abruptamente de cuatro a cero. Considere-
mos pues los casos un poco mas complejos, esperando obtener curvas causticas de
que sean genéricas. Ahora tomemos las formas 5.11 y 5.12. Invirtamos la primera y
sustituyamos en ella la dependencia en ¢ por AL:

X = X0 % \/P0 — Pous & by/T— ALZ/aZ. (5.14)

Todavia tenemos aqui la caustica no genérica (degenerada, en realidad) en AL =
+a, pero la otra se ha desdoblado en una curva de tipo mas general y estable.
La cantidad de soluciones cambia sobre la elipse

a?(po — Pous)? + *AL? = a?b?. (5.15)

Las soluciones para las preimagenes de I,,; se pierden a lo largo de una depen-
dencia conjunta de AL y poyut, haciendo que fuera de la franja no haya solucién real.
Dentro de la elipse existan dos, para p.,; fuera de la elipse hacia los valores mayores
dejemos de tener otra vez solucion, y hacia los valores menores existen cuatro (véase
la figura 5.4(b))

Combinemos ahora las formas 5.10 y 5.13, por un lado tenemos la caustica de-
generada pout = po (Que podemos entender ahora como una elipse vista degenerada),
por un lado, y por el otro, al sustituir 5.13 en 5.10:

sin(¢im) = AL(1 £ ¢v/Po — Pour)/a, (5.16)
que produce la curva caustica en
AL = %a(1 £ cv/py — pour) - (5.17)

En la region 0 < pouwt < po €stas curvas parecen parabolas centradas en +a. Las
curvas son estructuralmente estables y contienen una region con solo dos preimage-
nes. Entre ellas hay cuatro soluciones, y fuera de ellas ninguna (véase la figura 5.4(c)).
Nuestra intuicién es que si le concedemos a las formas normales la dependencia no
trivial en ambas variables de entrada, x y ¢, obtendremos causticas genéricas y es-
tructuralmente estables. Usando las formas 5.11 y 5.13, eliminando v, cambiando de
variable w = xo — X, resulta en un polinomio de cuarto grado:

P(w) = w* + Aw? + Bw + C. (5.18)

con las abreviaciones siguientes:

A = 2(pous — po) + b*AL*c?/a?, (5.19)
B = —2b*AL’c/d?, (5.20)
C = (Pous — po)? + b*(AL?*/a* - 1). (5.21)

Tomemos también la siguiente cantidad para simplificar visualmente los razonamien-
tos siguientes:
D = (AL*/a® —1). (5.22)
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Figura 5.4: Diagramas que muestran las causticas inducidas por la funcién de dis-
persiéon sobre el espacio de la secciéon eficaz. De las mostradas aqui arriba, s6lo la
5.4(d) es estructuralmente estable. El elipsoide en 5.4(b) y los paraboloides en 5.4(c)
son estables también, pero la singularidad contiene causticas rectas degeneradas.
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CAPITULO 5. LA SECCION EFICAZ

Necesitamos informacion sobre el niimero de soluciones reales que tiene el polino-
mio en Y(w) (ec. 5.18). Cuando perdemos soluciones estamos cruzando una caustica.
Esta informacion en el discriminante del polinomio, que, cuando cambia de signo,
delata el cambio en la naturaleza de las soluciones de reales a complejas [52]. El
discriminante de un polinomio P(z) = }_! a;2" esta dado por la definicion siguiente:

Dis(P(z)) = a2 > [ [ (ri — ;). (5.23)

i<j

El primer factor es irrelevante para nuestros propésitos. Las r; son las raices del
polinomio. Estos son funciones de los coeficientes, y es claro que la expresién se
anula si dos raices son iguales. Se puede demostrar que el discriminante es un poli-
nomio homogéneo de los coeficientes a;. En el caso de un polinomio de cuarto grado
normalizado (a4 = 1) lo podemos escribir como

as as ai ap 0 0
1 as as ay agp 0
0 1 as a9 aq ao
3a3 2(12 aq 0 0 0
4 3&3 2&2 ay 0 0
0 0 4 3(13 2a2 al

Dis(P(z)) = (5.24)

OO OO

Como se puede ver, las lineas son los coeficientes del mismo polinomio y su prime-
ra derivada. Si una raiz tiene multiplicidad mayor o igual a dos, la derivada tendra la
misma raiz. En nuestro caso a3z = 0, lo cual nos ahorra unos cuantos términos:

Dis(P(w)) = —27B* — 4A3B? + 16A*C + 144AB*C — 128 A%C? + 256C°. (5.25)

Desgraciadamente si tratamos de expresar esta ultima ecuacién en términos de
Dous Y w €n lugar de usar las abreviaciones A, B, C, D, queda algo muy poco inteligible.
Lo que haremos es analizarla perturbativamente, considerando parametros pequernos
a b, c. La primera contribucion es es de cuarto orden en ellos. Es mas simple expre-
sarla esta vez como funcién de p,,; en lugar de la variable auxiliar w

Disg(P(pout)) = 256b* (Pous, — po)*D? (5.26)

Esta expresion se anula en po,s = po, AL = *a, situacion que ya habiamos visto al
combinar las ecuaciones 5.10 y 5.12. Cada linea en el diagrama tiene multiplicidad
dos, asi que estamos otra vez en el caso no genérico. La situacion se pone intere-
sante si consideramos contribuciones hasta sexto orden. Dejando de lado un factor
irrelevante de 256b* que aparece por todos lados, queda como sigue:

Disg(P(w)) = D3 + (Pout — p0)2D2 + 2(pout — po)S(AL2/a2 + 1)AL202/a2. (5.27)

Hemos buscado numéricamente los ceros de esta expresion. La figura que aparece
en el plano (pout, AL) es la que se aprecia en la figura 5.5.

Cualitativamente podemos compararla en la figura 5.4(d) con los otros casos. Esta
curva no tiene ya la inestabilidad estructural que tenian las otras tres, 5.4(a), 5.4(b)
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Figura 5.5: Busqueda numeérica de los ceros de la expresion Disg en la ecuacion 5.27,
con los parametros a = 1,b = ¢ = 0.1. La escala de los ejes es irrelevante. Figura por
Olivier Merlo.

y 5.4(c). se ha desdoblado por completo en dos fronteras que separan regiones que
cambian su niimero de preimagenes de dos en dos.

Interpretemos estas causticas. La funcién de dispersién genera una grafica suave
en el espacio (x, v, pout, AL) por cada dominio de continuidad. Dicha grafica es una
variedad bidimensional difeomorfa a un anillo. Es de hecho lo que los geémetras lla-
man una inmersién, un encaje inyectivo. La seccion eficaz es la proyeccion de esta
variedad sobre las ultimas dos coordenadas. Dado que la forma cualitativa de la fun-
cion es como una parabola y un poco de variacion sinusoidal, tenemos algo parecido
a un pastel o una montana anular, véase la figura 5.3. Las causticas son la proyec-
cion del conjunto de la variedad que es paralelo a la direccion de proyecciéon, o que es
tangente a la normal del plano (pout, AL). Ellas separan, pues, regiones en donde esta
region se dobla y por ende acumula preimagenes. Las formas inestables son casos en
donde la proyeccién logra que estas superficies coincidan al proyectarse, lo cual es
un caso muy especial (para esclarecer un poco este razonamiento, véase el capitulo
5y la figura 5.2 en [47]). La forma en que la variedad esta doblada en el espacio de
cuatro dimensiones es la causa de la caustica separando regiones con n preimagenes
de aquéllas con n + 2. Son la huella de un doblez suave y genérico inducido por I,
en la inmersion del DoC.

Como en nuestros experimentos numeéricos podemos hacer varias manipulaciones,
podemos, a través de las imagenes mostradas en el capitulo anterior, seleccionar un
DoC de cada modelo y observar su seccién eficaz. Estas imagenes se muestran en
las figuras 5.6, 5.7, y 5.8. Obsérvese que la caustica (los puntos con mayor conteo)
tienen la forma cualitativa esperada. La huella de éstas nos hace tener confianza en
nuestras formas normales. Podemos ahora explicar las singularidades arcoiris. Esta
figura también se puede obtener proyectando medio toro, como se observa en la figura
6.13 del libro de texto de Ozorio de Almeida [51]. Esto es porque una montana anular
es medio 2-toro.

Esperamos ahora que si tomamos la seccién eficaz a todo el toro de condiciones ini-
ciales obtengamos infinitas copias de esta figura elemental, mas o menos deformadas
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Figura 5.6: Singularidad arcoiris para el sistema mecanico continuo especificado por
la hamiltoniana de la ecuacion 3.7. El negro indica el maximo conteo, seguido del azul
oscuro. El blanco es ausencia de puntos detectados. Obsérvese que en la region de
mayor acercamiento entre la caustica interior y exterior la cuenta es extremadamente

alta.

Figura 5.7: Singularidad arcoiris para el mapeo discreto dado por la funcién generatriz
de la ecuacion 3.37. El azul indica la maxima cuenta, seguida por el rojo y luego el
amarillo.
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Figura 5.8: Singularidad arcoiris para el billar del anfora especificado por la ecuacion
3.73. El negro indica el valor mas alto, y el blanco la ausencia de deteccion. Figura
por O.Merlo.

conforme el DoC es mas o menos estable frente a perturbaciones. Incluso podriamos
ver mezclas de varios, cuando los DoC se funden y mezclan entre si, creando objetos
de mayor género. Algo interesante es que las singularidades parecen estorbarse en-
tre si algunas veces y otras no, como si solo algunas de ellas fueran transparentes
a la proyeccion (véase las figuras 5.9, 5.10 y 5.11). Realmente no contamos en este
momento con explicacion para este fenémeno.
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A=0.030, L_i = 3.6341

0.15

0.1 -

0.05 r

AL
o

Pout

Figura 5.11: La seccién para un valor relativamente fuerte del rompimiento de si-
metria, A = 0.030. La estructura empieza a ser confusa, pero los rasgos grandes to-
davia son discernibles. Una vez mas hemos seleccionado los puntos como se indica
en el pie de la figura 5.9.

5.4. Sobre el problema inverso

Todo este trabajo se ha desarrollado para contribuir en la medida de lo posible a
resolver el problema inverso para sistemas dispersivos caoéticos. Lo que nos gustaria
seria, a partir de datos asintéticos, reconstruir la fisica subyacente. Hemos tratado
de ser lo mas apegados al experimento y observar los efectos de esta silla cadtica
usando Unicamente variables de tipo accion de salida. Para lograrlo hemos trabaja-
do, como es usual, construyendo el problema y produciendo paso a paso los efectos
que deseabamos encontrar. Una vez entendido el proceso por el que aparecen, y com-
prendida su forma, podemos plantearlos el verlos en el detector de un experimento
real. De aparecer estas estructuras, sabriamos que existe al menos una funciéon ha-
miltoniana que tiene cualidades generales que producen una de estas herraduras
suficientemente grandes. No podemos conocer la hamiltoniana exacta, pero al menos
podemos clasificarla en clases usando como criterio sus propiedades genéricas. Son
éstas las que son observables en la fisica, y son en ellas en las que debe de descansar
el valor de nuestro trabajo. Si de ellas podemos estudiar las que dejan huella en los
datos asintoticos y lograr que sean suficientes para la clasificacion del problema en
una categoria de funciones hamiltonianas, habremos conseguido nuestro objetivo. El
trabajo hasta ahora aqui presentado no es suficiente para ello. Esto s6lo es el primer
paso de un trabajo mas amplio.

,Qué es lo que tenemos en manos aqui? Reconocemos la forma de las singula-
ridades arcoiris para un sistema de tres grados de libertad, que cumple con ciertas
caracteristicas topologicas y geométricas muy simples. Sabemos que las mas gran-
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des corresponden a la proyeccion de graficas de funciones sobre dominios anulares
a R?, al menos mientras estemos cerca de un caso simétrico (para A suficientemente
pequeno). En cuanto nos alejamos del régimen de aplicabilidad podemos observar la
aparicion de singularidades arcoiris correspondientes a dominios de topologias mas
complicadas, como son dominios multianulares.
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CAPITULO 6
CONCLUSION

En esta tesis he presentado el siguiente resultado: a partir de una clase general
de sistemas mecanicos dispersivos de tres grados de libertad, producimos una forma
normal de la singularidad arcoiris sobre su seccién eficaz. Detallando: sistemas que
puedan ser aproximados por modelos que cumplan con nuestros requisito; que son
dos grados de libertad cerrados y uno abierto, y un acoplamiento pequeno entre uno
de los cerrados y los otros dos; aseguramos la existencia de variedades inestables y
estables transversales entre si. De ahi podemos establecer la existencia de una silla
caética que tiene asociada una dinamica que funciona como una herradura de Smale,
partiendo el espacio fase. Esto lo medimos por la seccion eficaz, que muestra singula-
ridades arcoiris asociadas a intervalos de continuidad de las funciones de dispersién.
Podemos establecer una explicacion como una “forma normal” para estas singulari-
dades que concuerda con lo observado, y que es genérica y estructuralmente estable.
Por ende, tenemos un primer paso establecido a buscar la particién del espacio fa-
se que inducen estas “superherraduras”, maranas heteroclinicas en una seccion de
Poincaré cuadridimensional. El proceso de construccion de éstos objetos es heredi-
tario, donde la estabilidad de nuestros resultados se hereda de las propiedades de
sistemas de dimensiéon menor.

Nuestros resultados son todos asintéticos. Una vez que hemos entendido como
se forman y como se ven las singularidades arcoiris para sistemas que tengan una
herradura formada por variedades tridimensionales encajada en un espacio cuadri-
dimensional, la observacion del objeto se vuelve innecesaria. No tenemos que recons-
truir ni las funciones de dispersion ni la forma exacta de la herradura, ni el mapeo de
Poincaré. ;Qué podemos hacer con ello? Diremos lo siguiente: si pudiéramos estable-
cer un conteo, al menos de los niveles jerarquicos mas bajos, y establecer el peso de
cada una de estas singularidades, tal vez seria posible, a futuro, establecer un analo-
go al de la formula 4.2 y de ahi obtener medidas cadticas sobre nuestro conjunto
invariante, la generalizacion de la herradura de Smale. Por supuesto que tendriamos
que encontrar la forma en que se desarrollan estas herraduras y ver si el formalismo
es aplicable. Esto es trabajo que valdra la pena desarrollar en un futuro.
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6.1. OTRAS CLASES: MAS GRADOS DE LIBERTAD O MAS DE UNA DIRECCION ABIERTA.

Este trabajo busca ser una contribucién al problema inverso en sistemas disper-
sivos. Nuestra aportacion busca poder lidiar con el caso que no es reducible a un
mapeo representable sobre el papel. La idea presentada aqui y publicada en [38] es
util en este enfoque porque s6lo depende de consideraciones muy generales sobre la
naturaleza del sistema (simetrias discretas, topologia del espacio de configuracion) y
observaciones y preparaciones asintéticas. El resultado es la caracterizacion de las
singularidades arcoiris para sistemas de tres grados de libertad. Una vez reconocida
su forma general, y las posibles variaciones, podemos identificar las contribuciones
mas importantes a la seccion eficaz. Asi concluimos céomo se inducen los dominios
de continuidad mas grandes en un dos-toro. A partir de esto debe ser posible infe-
rir parte de la estructura del conjunto caético invariante, particularmente sobre el
componente hiperbdlico la silla cadtica. Podremos variar el parametro de asimetria
A y observar como afecta esto los niveles de menor jerarquia en la estructura frac-
tal observada. Para sacar mayores conclusiones de los datos hasta ahora obtenido
sugerimos dos posibles rutas.

La mas ambiciosa es la siguiente. Construir una dinamica simbolica a partir de
las inferencias que podemos hacer sobre los datos asintoticos. Sabemos que dicha
dinamica existe bajo premisas generales [16]. Se ha llevado a cabo de forma media-
namente exitosa en sistemas de dos grados de libertad utilizando diversas técnicas,
como se observa en los trabajos [19, 40, 53, 54]. El esfuerzo de caracterizar asi los
mapeos cuadridimensionales seria tal vez mayusculo, pero por su exactitud, y por
todas las medidas del caos que se obtienen a partir de una dinamica simbdlica, bien
vale la pena. La dinamica que se ha obtenido en las referencias mencionadas es una
mera aproximacion para sistemas no completamente hiperbélicos, pero puede ser un
esfuerzo valioso de todas formas explorar en esa direccién.

La otra ruta es medir la contribucién de las singularidades y clasificarlas por el
nivel jerarquico al que pertenecen, sin pretension de adjudicarles un simbolo para
un desplazamiento de Bernoulli. Podriamos empezar por separar las mas grandes de
ellas, tanto en extensién en el plano (p,.:, AL) como en peso por conteo de particulas.
Estas parecen corresponder a los niveles de jerarquia mas bajos. Dado que el conteo
de las particulas en una vecindad de la singularidad debe ser la medida del dominio
de continuidad sobre el toro de condiciones iniciales, encontrariamos una primera
aproximacion a los factores de escala. Hay un margen de error al no saber exacta-
mente donde termina dicha vecindad. La distribucion de estos factores sera analiza-
ble usando el formalismo termodinamico [55, 44, 12]. En dos grados de libertad, si
se comparan los casos de desarrollo completo con los demas, se revela informacién
sobre la estructura topologica de la herradura. Nos gustaria poder establecer un sis-
tema de conocimiento similar para tres grados de libertad y mas. Esta tarea tampoco
parece facil, pero aqui tenemos ya un primer paso.

6.1. Otras clases: mas grados de libertad o mas de una
direccion abierta.
Hasta ahora nuestras disquisiciones se aplican a una clase concreto de problemas.

Esta abarca aquellos sistemas que tienen una sola direccion abierta y dos direccio-
nes cerradas. El potencial debe decrecer mas rapido que un cuadrado inverso. Dada
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la laxitud de estas condiciones, vaticinamos investigacion en esta direccion, ya que
abarca una categoria de problemas bastante amplia, de los cuales puede haber algu-
nos realizables en laboratorio. Ahora existen técnicas que permiten confinar atomos
en potenciales cuadraticos. Si fuera posible hacerlo en dos dimensiones solamente,
dejando la tercera abierta, y colocar un potencial dispersivo que tenga las caracteristi-
cas descritas en el capitulo 3, observariamos que tan buena es nuestro tratado clasico
del problema.

Nos gustaria probar estos resultados en sistemas mas generales. Para ello debe-
mos ver qué es lo que hace que la tunica direccién abierta sea util, y ver como le
hacemos para encontrar esa utilidad en otras clases de sistemas.

La propiedad explotada de los sistemas aqui presentados es la siguiente: para todo
valor de la energia total, existen n—1 grados de libertad cerrados que pueden absorber
toda esa energia, de manera que su velocidad de escape se vuelva nula en el infinito
(en el caso de potenciales atractivos rapidamente evanescentes) o en la ultima barrera
de potencial (en casos donde éste sea atractivo cerca de R pero repulsivo a distancia,
e.g. el billar del anfora). Existe una funcién implicita suave que representa este mo-
mento de escape, pout(q). Sobre ella pesa la condiciéon que se expresa en la féormula
3.26. Esto permite distinguir un umbral que separa al escape del movimiento confi-
nado en una vecindad de R. Esta divisiéon cualitativa es la que en ultima instancia
nos haga las veces de separatriz en el espacio fase. El hecho de que estas superficies
divisorias se intersectan de forma transversal es genérico y estructuralmente estable.
Las superficies asi especificadas tienen codimension uno (pues s6lo imponemos una
condicion sobre una de sus variables, el momento lineal), y cada una de sus inter-
secciones, por genéricas, tienen codimension dos. Las superficies divisorias forman
patrones de dobleces fractales. El patron completo de intersecciones tiene por ende
codimension menor a dos. De ahi que la silla caédtica tenga una dimension (en el
mapeo de Poincaré) mayor a dos. Esto nos permite detectarla.

Esto no funcionaria si todos los grados de libertad estan abiertos [41]. En este caso
es imposible tener trayectorias que se vayan al infinito y que asintéticamente pier-
dan su momento lineal, ya que no hay un movimiento oscilatorio que absorba esta
energia. Es posible entonces que las estructuras aqui mostradas no se presenten en
casos de abertura total. Esto, por supuesto, no implica que no haya caos topologico
en dichos sistemas, pero éste se manifestara de una forma esencialmente distinta de
aquél presente en los sistemas cerrados, y probablemente no dé lugar a una herra-
dura. Acorde a [56] la silla cadtica tendra dimension menor a dos, siendo imposible
detectarla por medio de funciones de dispersién, mucho menos por su huella en la
seccién eficaz.

Otra caracteristica de nuestra clase es la naturaleza especialmente favorable de
la seccién eficaz usada. Nuestro detector mide variables de tipo accion o momento.
El uso de un momento lineal de salida contiene en su signo la informacién de la
transmisién o reflexion de la orbita. Por la conservacion de la energia total, las dos
variables medidas (pout, ALoyt) €stan acotadas en sus valores posibles. En las fron-
teras de los intervalos de los dominios de continuidad el valor de p,,; tiende a cero,
y dentro de cada uno de ellos es distinto de cero (esta observacion es trivial si nos
damos cuenta que la definicion de un dominio de continuidad es el interior de una
region con p.,; # 0 en ella, y que p,, = 0 no es elemento de la imagen). La funcion
es suave dentro de un dominio de continuidad. Por ende la funcién tipicamente tiene
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extremales cuadraticos en su interior. Esto implica la existencia de curvas en donde
el determinante de la funcién se anule y nos quedamos con la estructura arcoiris
explicada en el capitulo 5. Si las dos direcciones en un plano fueran abiertas, la tran-
sicién entre “transmisién” y “reflexion” seria continua, puesto que tenemos todo un
circulo de direcciones a escoger, un rango de angulos de deflexién. Esto podria impli-
car que la seccion eficaz no contuviera una huella discernible del fractal invariante
de la dinamica [14, 15, 43].

De estas consideraciones podriamos empezar a ponderar la posible aplicacion de
estos resultados a sistemas con mas de tres grados de libertad. Digamos que tenemos
N grados de libertad. Dos de ellos se encuentran fuertemente acoplados, uno abierto
y uno cerrado. Todos los otros grados de libertad estan débilmente acoplados con
aquellos dos y también entre si. Obsérvese que un cambio a coordenadas esféricas
generalizadas hace que todos los grados de libertad excepto uno sean cerrados. Su-
pongamos que esta transformacion se ha llevado a cabo. Excepto por la singularidad
en el origen, siempre podemos llevar a cabo dicha transformaciéon. Supongamos que
tenemos ahora un parametro A que controla la intensidad del acoplamiento y que
cuando A = 0 estas NV — 2 variables extras se separan trivialmente, resultando en una
cantidad igual de momentos conservados. En este caso podemos encontrar un NHIM
de (2N —4) dimensiones en la seccion de Poincaré de (2N —2) dimensiones. Este NHIM
sera hiperbolicamente inestable en una direccion, estable en la otra y neutralmente
estable en las otras, es decir, un objeto del tipo silla-centro-- - - -centro. Estos NHIM,
en el tratamiento adecuado, seran (2N —4)-toros indexados por las acciones correctas.
El caso A = 0 hace reducible estos objetos, tal cual lo hemos expuesto en los ejemplos
manejados en el presente trabajo, donde la variable # se ha desacoplado. El desarrollo
de la herradura en las primeras dos variables dependera de la energia disponible que
no se encuentre utilizada en acciones conservadas. Podemos escoger cualquiera de
ellas para controlar éste, y apilarlas como se ha mostrado.

Los argumentos de robustez son los mismos, s6lo que ahora se aplican a una
estructura que tendra 2N — 5 direcciones neutrales en producto directo. Esto nos ga-
rantiza que la estructura de las funciones de dispersion sea similar. La estructura
proveniente de un DoC es una variedad (N — 2)-dimensional encajada en el rango
(N — 1)-dimensional de la seccién eficaz. Los argumentos de robustez se construyen
a partir de los presentados en este trabajo. Si el subsistema con un grado de libertad
menos es geneérico y si el sistema total se puede construir apilando los anteriores,
los resultados seran robustos. Habria que construir un modelo teorico que nos deva-
lara su estructura general tal como lo hicimos en el capitulo 5. Todo esto debera ser
tratado con detalle a futuro.

6.2. Consideraciones cuanticas y semiclasicas

Hasta aqui todos los razonamientos han sido estrictamente clasicos. Hemos man-
tenido la pregunta abierta sobre la posibilidad de aplicar estos resultados a la mecani-
ca cuantica, que a todas luces es mas correcta como descripciéon de los movimientos
de las particulas. Hemos analizado aqui la seccion eficaz para energia constante.
Todas las acciones finales resultan ser variables continuas. No es asi en mecanica
cuantica, donde los grados de libertad que corresponden a direcciones acotadas son
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discretos. Esto hace que el subconjunto de estados finales sea un subconjunto no
trivial de un espacio homeomorfo a R x Z. Esto provee una descomposicion de la ma-
triz en canales, como de las amplitudes de dispersion. El muestreo de las condiciones
finales en accién no es la mejor idea en mecanica cuantica. Un procedimiento mas
recomendable es escoger condiciones iniciales y finales particulares y estudiar las
posibles transiciones como funciones de la energia, es decir, estudiar las secciones
eficaces como funciones de la energia total. Esperariamos ver entonces resonancias
que revelen la silla caotica clasica, amplitudes de probabilidad de estados finales mu-
cho mayores que el resto [57, 46].

El meollo de este analisis seria encontrar el analogo ondulatorio a las singula-
ridades arcoiris clasicas. Recordemos que en la aproximacion semiclasica o en el
formalismo de Feynman lo que sumamos son las amplitudes de probabilidad. Luego
construimos el cuadrado de estos valores y finalmente tomamos todos ellos como la
seccién eficaz. Lo divertido aqui es que las diferentes trayectorias se influyen a la
manera de la interferencia. Los términos diagonales son la contribucion clasica y los
no diagonales las diferentes interferencias entre distintas trayectorias. En un punto
arcoiris dos trayectorias coinciden. El tratamiento semiclasico busca una uniforma-
cién que nos dé la contribucién correcta a la seccién eficaz. Esta resulta una funciéon
de Airy del primer tipo, que es el sustituto ondulatorio de la singularidad de que va
como ¢l inverso de una raiz cuadrada.

Siguiendo estos ultimos razonamientos, en un tratamiento ondulatorio debemos
analizar los patrones de interferencia en la seccion eficaz y detectar cuales contribu-
ciones son explicables como provenientes de una funcion de Airy, tal vez recuperando
los niveles mas bajos de la jerarquia del patron arcoiris. Hasta donde sabemos, este
trabajo no ha sido llevado a cabo y valdria la pena intentarlo.
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