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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preliminares

Comenzaremos esta seccién con una definicion intuitiva: Cépulas son aquellas
funciones que relacionan una funcién de distribuciéon multivariada con sus
funciones de distribucién marginales.

Las pruebas de los resultados que no se dan en este capitulo se pueden en-
contrar en Nelsen[13].

A lo largo de esta tesis usaremos la siguiente notacién:

Sea R el conjunto de los reales extendidos, es decir [—o00, 0o]; sea R? el plano
real extendido.

Una funcién f : A — B, con A, B subconjuntos de R es creciente si dados
x,y en los reales tales que x <y, se cumple f(x) < f(y).

Una funcién f : A +—— B, con A, B subconjuntos de R es estricta-
mente creciente si dados z,y en los reales tales que x < y, se cumple
f(z) < f(y). Un rectdngulo en R es el producto cartesiano B de dos in-

tervalos cerrados B = [z, 23] X [y1,ye], cuyos vértices son la coordenadas

(z1,91), (T2, 92), (¥1,92) ¥ (22,41), con 1 < 22y y1 < yo. El cuadrado uni-
tario I? se define como el rectangulo I x I con I = [0,1].

Usaremos la notacion DomH, para denotar el dominio de la funcion H y
RanH para denotar el rango de la funcién H; no definimos el dominio y



2 Capitulo 1. Introduccion

rango, ya que dichos conceptos se retoman de la definicién de funcién ya
conocida.

Una funcién H es 2—real valuada, si su dominio DomH es un subconjunto
de R? y el rango RanH es un subconjunto de R.

Definicién 1.1.1 Sean S; y So subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion tal que DomH = Sy X Sy; sea B = [x1, 29| X [y1,y2] un rectdngulo,
donde todos sus vértices pertenecen al dominio de H; es decir, x1,x9 € St ¥

Y1, Y2 € So. Entonces el H volumen de B se define como:

Vu(B) = H(wz,y2) — H(x2,y1) — H(z1,2) + H(z1,91) (1.1)

Definicién 1.1.2 Una funcion H es 2—creciente si Vy(B) > 0 para todos

los rectangulos B cuyos vértices estan en el DomH .

Lema 1.1.3 Sean Si, Sy subconjuntos no vacios de R y H una funcion
2—creciente con dominio Sy X Sy, sean x1,T9 € S con x1 < To Y Y1,Y2 € S
con y1 < ya; entonces las funciones t — H (t,y2) — H (t,y1) son crecientes

sobre Sy y las funciones t — H (x2,t) — H (x1,t) son crecientes sobre Ss.

Definicién 1.1.4 Una funcion H de S; x Ss, se dird que estd fija si
I. Si a; = (fnfSl) S Sl Y as = (foSQ) € S2.

1I. Para todos (z,y) € S1 X Sa, H (x,a2) = 0 = H (a1,vy).

Lema 1.1.5 Sean S7 y S subconjuntos no vacios de R y sea H una funcion
que estd fija, 2—creciente con dominio S X Sy entonces H es creciente en
cada arqumento, es decir, para cada vy € Sy fija, H(x1,y) es creciente en

y € Sy y para cada yy € Ss fija, H(x,y1) es creciente en x € Si.
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Definicién 1.1.6 Sean by = (supS;) € S1 ybs = (supSy) € Sy. Decimos
que la funcion H de S1 X Sy a R, tiene marginales F' con dominio S1 y G

con dominio Sy dadas por:
F(x) = H(z,by), para toda x € Sy (1.2)

G(y) = H(b,vy), para toda y € Ss (1.3)

Lema 1.1.7 Sean Sy y S, subconjuntos no vacios de R, H una funcidn que
estd fija y es 2—creciente con dominio en Sy X S, con marginales F' y G,

sean (x1,22) y (y1,y2) puntos cualesquiera de S; X Sy, entonces

[H (2, 42) — H (21, 41)] <[F (22) = F (21)] + G (y2) = G (11)]-

1.2. Coépulas

Definicién 1.2.1 Una subcépula bidimensional o (2—subcépula) es

una funcion C'con las propiedades:

I. DomC’" = S; xSy, donde Sy, Sy son subconjuntos de I que contienen
al 0 y al 1.

1. C' estd fija y es 2—creciente.

1. Para todou € S yv € Sy,

C'(u,1) = u y C'(1,v) = .

Note que para todo (u,v) en el DomC’, 0 < C'(u,v) < 1, por lo tanto el
RanC’ es un subconjunto del intervalo I.

Ejemplo 1:
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Sea S; = Sy = {0, 1}, la funcién C” definida como

/ 0 si u=06v=0
C’(u,v)—{l si u=1=w.

es una subcépula, el conjunto de las posibles parejas S; x Sy, consta de las
parejas ordenadas {(0,0), (1,1),(1,0),(0,1)}.

Verifiquemos las propiedades de subcopula.

1. Por definicion DomC’ = S; x Sy, donde S, Sy son subconjuntos de [
que contienen al 0 y al 1.

1. C’ estd fija y es 2—creciente
C(u,0) = 0 = C(0,v), (1.4)

pues, C’(0,0) = C"(0,1) = C"(1,0) =0, C'(1,1) = 1.
Y V/([0,1] x [0,1]) = C'(1,1) — C'(0,1) — C'(1,0) + C"(0,0) =1 > 0.

111. Ademas, para todo u € S; y v € S5,

C'u,)=u y C(1Lv)=n.

Esta es la minima subcépula, en el sentido que {0, 1}2 es el minimo subcon-
junto de I? que puede ser dominio de una subcépula.

Definicién 1.2.2 Una Cépula C' (2—cépula) es una 2—subcdpula cuyo
DomC = I?. Equivalentemente, una cépula es una funcion C : I? — I con

las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v € I,
C(u,0) = 0 = C(0,v) (1.5)

Cu,1) = u y C(l,v) = v. (1.6)
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1. Para cada uy ,us ,v1, vo en I tal que uqy < ug, v1 < U9

C(Ug, ’UQ) — C(Ug, ’Ul) — C(Ul, 'UQ) —+ C(Ul, ’U1> 2 O

Ejemplo 2:
Sea S1 = Sy = I, sea C' = II definida como II(u,v) = uv.

Verifiquemos las propiedades de cépula

1. Para todo u,v € I,
[I(u,0) = 0 = II(0,v)

M(u,1) = u y I(1,v) = v.

1. Para cada a,b,c, cen [l tal quea <b, ¢c<d

Vi([a,b] x [e,d]) = TI(b,d) — II(b, ¢) — I(a, d) + II(a, b)

= bd —bc— ad+ ab
= (b—a)(d—c)>0.

1.3. Teorema de Sklar

(1.7)

Definicién 1.3.1 Una funcion de distribucion es una funcion F, con

dominio en R, tal que:

1. F' es creciente, es decir, si —oo < z <y < 00, entonces F(x) < F(y).

1. F(—o0) = 0y F(4+00) = 1.

Definicién 1.3.2 Una funcién de distribucién conjunta es una funcion

H con dominio en R? tal que:

I. H es 2—creciente.
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1. H(z,—o00) = H(—o0,y) =0y H(+o0,+0) = 1.

Entonces H estd fija, y dado que DomH = R?  H tiene marginales F(z) =
H(z,00) y G(y) = H(oo,y). Las cuales son funciones de distribucién.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Sklar) Sea H una funcion de distribucion
conjunta, con marginales F' y G, entonces existe una copula C' tal que para
todo v,y €R

H(z.y) = C(F(z),G(y)) (1.8)

St F' y G son continuas entonces C' es unica, de otra manera, C' esta unica-
mente determinada sobre RanF x RanG. Inversamente, si C' es una copula y
F y G son funciones de distribucion entonces la funcion H definida en (1.8)

es una funcion de distribucion conjunta con marginales F y G.

Para probar este teorema utilizaremos los siguientes Lemas.

Lema 1.3.4 Sea H funcion de distribucion conjunta con marginales F' y G,

entonces existe una unica subcépula C' tal que:
I. DomC’" = RanF x RanG.

1. Para todo x, 3 que pertenece a R, se cumple H(x,y) = C'(F(z),G(y)).

Demostracién:

Sea H : R? — R fija y 2—creciente con S = Sy = R. Por el Lema (1.1.7) si
(x1,31), (z2,y2) pertenece a R?, entonces:

[H (2, 42) — H (21, 91)] <[F (22) = F (21)] + ]G (32) = G ()]

Si F'(z9) = F'(21) y G (y2) = G (y1), entonces H (12,y2) = H (z1,1).
Por lo tanto, el conjunto de parejas

{((F(ﬁ), G(y)), H(x,y)) | z,y pertenecen aR}
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define una funcién C’ con dominio RanF'x RanG. Entonces dados (22, y2) , (z1,v1)
en RanF' x RanG tales que

(F(22), G(y2)) = (F(x1), G(y1))

implica que

entonces
H(xbyl) = H(x27y2)7

por lo tanto si

C'(F(x),G(y)) = H(z,y)
C" tiene dominio RanF x RanG.

Como H es funcién de distribucién conjunta entonces H(—oo, —o0) = 0y
H(00,0) = 1. Como 0 pertenece a RanF' N RanG, entonces H esta fija pues,
H(x, —00) = C'(F(z),G(-00)) = 0 = C'(F(-00),G(y)) = H(=00,y). [

Lema 1.3.5 Sea C' una subcépula, Entonces existe una copula C tal que
C(u,v) = C'(u,v) para todo (u,v) en DomC"; es decir, cualquier subcdpula

puede ser extendida a una copula. La extension generalmente no es unica.

Demostracion:

Sea Dom(C" = S; X S, con S1, Ss conjuntos no vacios y contenidos en I tales
que {0,1} € S; N S,.

C" es creciente en cada coordenada y es continua. Sea Si, Sy las cerraduras
Sl y SQ.

Sean x un punto limite de Sp, y un punto limite de Sy, entonces existen suce-
siones {z,, } completamente contenida en S; y {y,} completamente contenida
en S, tales que

{z,} =z
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{un} = v,
es decir,
|z, — x| — 0,
lyn —y| — 0.

Entonces |(zn, yn) — (2, y)] := |xn — 2|+|yn — y| — 0. Asi definimos C'(x,y) =
lim C’(x,,, yn) que existe por la continuidad de C".

Supondremos que C” esta definida en S; x Ss.
Sea (a,b) en I, sean a1 =sup {c € S) |[c < a} y ap = inf {d € Si|a < d}.

Si a esta en 51, entonces a; = a = ap. Supongamos que a no esta en 51,
entonces existe € > 0 tal que el intervalo (a — €,a + €) esta completamente
contenido en (57)¢, entonces a; < a < as.

Seanblzsup{c€§2|c§b}ybgzinf{d€§2|b§d}.

De la misma manera que para a, si b no estd en S, entonces existe € > 0 tal
que el intervalo (b— €, b+ €) esta completamente contenido en (S3)¢, entonces
b < b < by.

Definimos

420 g1 gy < Qg
1 si a; = ag.

_ P sl by < by
H 1 si b1 = bg.

Definimos
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C(CL, b) = (1 - )\1)(1 - ul)C'(al, bl) + (1 - )\1)#10%&1, bQ)
+A1(1 — p1)C'(ag, by) + A C'(ag, by)

Sia € S;ybe Sy, entonces C(a,b) =C'(a,b), pues \y =y =1ya; =a=
a2, by = b = by; C es una extensién de C” a todo I2.

Verifiquemos las propiedades de cépulas.

Sta=0=a; =asy b=0=0b; = by, entonces C(0,b) =0 = C(a,0).

Sia=1=a; =as, Ay =1, entonces

COLB) = (1=1)(1 = u)C'(1,b) + (1 = DnC'(1, by)
+(1 = p)C(L,01) + pu C' (1, o)
= (1= p)C(1,b1) + (1, b2)
= (1= p1)by + 1y

Analizamos por casos, si b € S, entonces b = by = by y entonces C'(1,b) =
C’(1,b) = b; ahora supongamos que b ¢ Sy, entonces

C(l,b) = (1—ﬂl)b1+,u1b2
b—1> b—1b
= <1— 1)b1+ L b,

by — by by — by
by bbb
_ by b
by — b T b,
|
_ (Bs — BYb1 + (b — by)by)
by — by

= b

Sélo resta comprobar que C'(a,b) es 2—creciente, es decir que Ve (B) > 0,
para este fin se que analizan varios casos; sea (c,d) otro punto en I? que
cumple a < cy b < d, sean ¢; < ¢ < ¢, di < d < dy con cy,c9,dy,ds
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definidos de la misma manera que aq, as, ¢y, by y definir ps, Ay como sigue:

c—c :
Ay — ﬁ S1 Cc1 < Cy
2 — .
1 S1 C1 = Ca.

_ ddg_—cilll si dl < d2
Ha 1 si dl = dg.

El caso mas sencillo es aquel en donde a1 = ¢, ay = ¢9, by = di y by = do,
entonces i ¥ Ao cambian como sigue

c—a :
\, — ﬁ sioap < as
2 = .

1 Sl ap = Qasq.

_ :2__%1 Si bl < bg
H2 1 si b1 = bg.

calculemos el volumen V¢ (B)

Ve(B) = C(c,d)—C(c,b) — Cla,d) + C(a,b)
= [(1 =) (1 = p2)C"(ar, b1) + (1 = A2)p2C' (a1, b2)
+Xo(1 = p2)C'(ag, by) + AopaC’ (a2, by)]
=[(1 = A)(1 = p2)C(ar, br) + (L = Ny
+A1(1 = p2)C(ag, b1) + A p2C’ (a2, by)
—[(T = A2)(1 — pu1)C" (a1, b1) + (1 = Ag
+A2(1 = p11)C" (az, by) + Mg C'(az, ba)
(L= A) (L = ) C' (a1, b1) + (1 = Ay
+A1(1 = p1)C' (ag, by) 4+ ApnC(ag, ba)

C' (a1, by)

)t
]
) C’(ax, by)
]
):u (ab bQ)
]
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haciendo los productos y las reducciones pertinentes

Ve(B) = [(1=2A)(1 —p2) = (1= A)(1 — p2) — (1= A)(1 — pua)
+(1 = A1) (1 = 1)]C" (a1, by)
—[=(1 = A)p2 + (1 = M)pz + (1 = Ao)pu
—(1 = A)m]C' (a1, bs)
—[=A2(1 = pi2) + M1 = p2) + Ao(1 = )
—M(1 = u)]C"(az, b1)
Aotz — Apto — Aopr + Aipa]C'(az, by)
= [( — p2) (A2 = A1)]C (a1, b2) — [(pn — p2) (A2 — A1)]C" (an, bo)
—[(1 = 2) (A2 = AM)IC (a2, br) + [(p1 — p2) (A2 — M)IC (a2, be)
= [(11 = p2) (A2 — M)V ([an, ag] X [by, ba]).

Los otros casos se hacen de forma similar. O

Definicién 1.3.6 Sea F' una funcion de distribucion, una Cuasi-inversa

de F' es una funcion FY con dominio I tal que

1. Sit pertenece al RanF, entonces F(=Y(t) es un nimero x en R tal que

F(z) =t, es decir, para todo t en el RanF'

F(FEY(t) =t

1. Sit no pertenece al RanF
FOU@) = inf {z| F(z) >t} =sup {z | F(z) < t}

Si I es estrictamente creciente entonces tiene una tnica cuasi-inversa, la cual
es la inversa ordinaria F'~ 1.

Ejemplo 3:
La cuasi-inversa de la funcién salto unitario en a definida por

0 si z<a
ea(x):{l :

s1 x> a.
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Observamos que el Rane, = {0,1}. Sit =0, ¢, (0) es cualquier valor ay < a.
Sit=1, ¢, (1) es cualquier valor a; > a. Si 0 <t < 1,

y=c (1) = il {eleafz) > 1}
— sup{alea(@) <t} = a

Asi, sean ay < a < aj, las cuasi-inversas estan dadas por la familia de
funciones

agp sit=20
Vt)y={ a site(0,1)
aq sit=1.

Corolario 1.3.7 Sean H una funcion de distribucion conjunta con marginales
F y G, yC' la inica subcdpula asociada a H, y sean FY y GV cuasi in-

versas de F' y G respectivamente,entonces para todo (u,v) en el DomC’
C'(u,v) = H (FTY(u), GTV(v)). (1.9)

Observacién: Cada cépula, con una extensién adecuada de su dominio a R?

define una funcién de distribucion conjunta Hg cuyas marginales son uni-

formes sobre 12, definida como

0 r<06y<O0
Clx,y)  (v,y) €l

He(z,y) = x y>1, xe€l
Y x>1, yel
1 x>1, y>1.

1.4. Coépulas y Variables Aleatorias

Definicién 1.4.1 Una Variable Aleatoria X es una funcion medible sobre
un espacio de probabilidad (2, F,P) al espacio medible (R, B(R)), donde B(R)



1.4. Cépulas y Variables Aleatorias 13

es el o—dlgebra generada por los abiertos de la topologia usual de R.

La medibilidad de X significa que cada evento
(X € Bl .= X"U(B) = {w e Q| X(w) € B}

pertenece a F para todo B € B.

I es una funcién de distribucion de una variable aleatoria X, cuando para

todo z en R
F(z)=P[X <z].

Si X, Y son variables aleatorias en (Q, F,[P) , H es una funcién de distribu-

cién conjunta si para todo x, y en R
H(z,y) =P([X <z]n[Y <y]) =P[X <z,Y <y.

Observacién: el conjunto [X < x] = { w € QX (w) € (o0, ]} pertenece a
F ya que (—oo, z] € B(R) para todo = € R.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Sklar en términos de variables aleato-
rias) Sean X, Y wariables aleatorias con funciones de distribucion F y G,
respectivamente y H su funcion de distribucion conjunta, entonces existe una

copula C' tal que
H(z,y) = C(F(x),G(y))

St F y G son continuas, C' es unica, de lo contrario C esta unicamente

determinada en RanF x RanG.

Se denotard por Cxy a la cépula de X y Y.

Teorema 1.4.3 Sean X, Y wariables aleatorias continuas entonces X y Y

son independientes si y solo si Cxy = II.

Observacion: Si la funcién de distribucién de la variable aleatoria X es con-
tinua y « es una funcion estrictamente mondtona cuyo dominio contiene a
Ran X, entonces la funcién de distribucién de la variable aleatoria a/(X) es
continua.
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Teorema 1.4.4 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con copula Cxy .
Sty B son estrictamente crecientes sobre RanX y RanY respectivamente
entonces Cox)8(v) = Cxy .

Por lo que Cxy es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes
de X yY.

Teorema 1.4.5 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con copula Cxy .

St a y B son estrictamente monadtonas sobre RanX y RanY respectivamente

1. St « es estrictamente creciente y 8 estrictamente decreciente, entonces

Cax)p(r) (u,v) = u — COxy(u,1 —v).

1. Si« es estrictamente decreciente y 8 estrictamente creciente, entonces
Cox)pv)(u,v) = v — Cxy (1 —u,v).

1. Si o y B son estrictamente decrecientes, entonces Co(x)av)(u,v) =
u—l—v—1+CXy(1—u,1—v).

Observacion: Cada funcién de distribucién conjunta H induce una medida
de probabilidad Py sobre R? mediante Py ((—o0,z] x (—00,y])) = H(z,y)
y la extensién estandar de conjuntos de Borel de R2.

Dado que las cépulas son funciones de distribucion con marginales uniformes
(0,1), cada cépula C induce una medida de probabilidad P sobre I? me-
diante Pe ([0, u] x [0,v]) = C(u,v) llamada C'—medida.

Las C'—medidas son doblemente estocasticas dado que para cualquier sub-
conjunto medible S en I se cumple Po(S x I) = Po(I x S) = A(S), donde A
denota la medida de Lebesgue sobre [.

Para cada cépula C,
C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u, v).
Donde A¢ es la parte absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue
u v 82
A = C(s,t)dtd
olu, ) /0/0836t (5, 8)dtds

y Sc la parte singular con S¢(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v).
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1.5. Las Cotas de Fréchet-Hoeffding para Va-

riables Aleatorias con Funcion de Dis-

tribucion Conjunta H.

Las cotas de Fréchet-Hoeftding M y W satisfacen
W(u,v) = max(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v)

Como consecuencia del Teorema de Sklar, si X y Y son variables aleatorias
con funcién de distribucién conjunta H y marginales F'y GG respectivamente,
entonces para todo z, y en R,

méx(F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min(F(z), G(y))

Dado que M y W son cépulas entonces las cotas son a su vez funciones
de distribucién conjunta, y se llaman las cotas de Fréchet-Hoeffding para la
funcién de distribucién conjunta H con marginales F'y G.

La pregunta que se resuelve en esta secciéon es ;Qué podemos decir de la
funcién de distribucién conjunta H si ésta es igual a alguna de las cotas de
Fréchet-Hoeffding?

Definicién 1.5.1 Un subconjunto de S de R? es creciente si para cua-
lesquiera (x,y) y (u,v) en S, © < w implica y < v; Similarmente, un sub-
conjunto de S de R? es decreciente si para cualesquiera (z,y) y (u,v) en S,

xr <uimplicay > v .

Lema 1.5.2 Sea S subconjunto de R?, S es creciente si y solo si para cada

(z,y) en R? se cumple una de las siguientes:
1. Para todo (u,v) en S, u < x implica v <y, ¢ bien,
11. Para todo (u,v) en S, v <y implica u < z.

Lema 1.5.3 Sean X, Y wariables aleatorias con funcion de distribucion con-

jgunta H, entonces H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeffding M si
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y sdlo si para cada (z,y) en R? se cumple que P(X > z,Y < y) =0 o bien
que, P(X <z,Y >y)=0.

Teorema 1.5.4 Sean X, Y wvariables aleatorias con funcion de distribucion
conjunta H, entonces H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeffding M

si y s6lo si el soporte de H es un conjunto creciente de R?.

1.6. Copulas de Supervivencia

En muchas aplicaciones es de interés calcular los tiempos de vida de un
evento, digamos el tiempo que transcurre antes de la desaparicién de una
poblacién, o el tiempo de superviencia de una bacteria, entonces la proba-
bilidad de que un individuo sobreviva mas alla del tiempo z estard dado
por la funciéon de supervivencia, si F' es la funcion de distribucién de la
variable aleatoria X entonces su funcion de supervivencia esta dada por
F(z) =PX >2]=1- F(x).

Para un par de variables aleatorias (X,Y") con funcién de distribucién con-
junta H la funcién conjunta de supervivencia estd dada por H(z,y) =
P[X > 2,Y > g], las marginales de H son las funciones F(x) = H(z,—o0) y
G(y) = H(—00,y).

En el desarrollo de esta seccién analizaremos cual es la relacién entre las
funciones de supervivencia conjunta y sus marginales de supervivencia, y
que relacion tiene con el Teorema de Sklar. Para determinar esta relacion
supongamos que la copula para X y Y es C, entonces

H(z,y) = 1-F(z)—Gy)+ H(z,y)
1-=141-F(z) - G(y) + H(z,y)

F(z)+G(y) =1+ H(z,y)

F(z) +G(y) — 14 C(F(x),G(y))

= Fl@)+Gly)—1+C(1 - F(x),1-G(y)).

Sean u = F(z) y v = G(y), entonces tiene sentido la siguiente
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Definicién 1.6.1 Definimos la copula de supervivencia C' como

A

Clu,v) =u+v—-14+C(1—u,1—0).
Entonces, por el Teorema 1.3.3, ecuacion 1.8, tenemos que

H(z,y) = C(F(z),G(y)).

Ejemplo 4: La distribucién bivariada de Pareto.

(1.10)

(1.11)

Sean X, Y variables aleatorias con funcion de distribucion conjunta de su-

pervivencia dada por

(I+z+y) ™ >0, y>0,
— . (1+1’)79 l‘207 y<07
@)=Y (149 2<0, y>0,

1 r <0, y<O.

Por la Definicién 1.6.1 y las ecuaciones (1.11) y (1.10), Hy tiene como cépula

de supervivencia C,

~ — —

Hy(z,y) = Cy (Fo(x), Go(y))

entonces, por el Corolario 1.3.7,
Cy = Hy (Fe(_l)(U), @é_l)(v)>

donde las marginales de H estdn dadas por

Fy(z) = Hy(z,00) = { S +1x)_9 §<Z(())

~ . (1+y)? y>0
1 y < 0.

y sus inversas son

FVw)y=—14u vy GiY0w)=-140v10
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Entonces por el Corolario 1.3.7, la copula de supervivencia

Coluv) = Hy (F) V(). Gy ()

= Hy(-1+u? —1407)

= (I—1+uV =147
(ufl/a NSV 1)—9 _

Otras funciones relacionadas a las cépulas de supervivencia son el dual de
una cépula C' y la co-cépula C*, definidas por

Clu,v) = u+v—C(u,v),

C*(u,v) = 1-C(1—u,1—v).
Aunque ninguna de las dos es una cépula, éstas relaciones expresan la pro-
babilidad de un evento que relaciona a las variables aleatorias X y Y con
probabilidades especificas, es decir
P(X <a.Y <y)=C(F),Gly) v P(X>2Y >y =C(F),0y)

tenemos que

PX<zUuY<y = PX

PX<zUY <y = u+v—Cu,v)

= C(u,v).

usando un argumento similar y usando la ecuacion (1.10)
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PIX>zUY>y = PX>2)+PY >y —-P(X>xznNnY >y)
= F(z)+Gly) - C(F(2),G(y))
— F()+G)

— (F(z) + G(y) — 1+ C(1 — F(z),1— G(y)))
= 1-0(1-F(x),1-G(y)
= " (F(z),G(y)).

P(X>zUY >y = utv—Cu,v)

= utv—(u+v—14+C(1 —u,1—-0))
1-C(1—u,1—-v)
C* (u,v).

Ademas las funciones C*, C (u,v), C y C' = 1, forman el grupo dihédrico bajo
la composicion de funciones.

1.7. Simetria

Si X es una variable aleatoria y a es un numero real, diremos que X es
simétrica alrededor de a, si la funcién de distribucion de las variables
aleatorias X —a y a — X es la misma, es decir, si para cualquier x en R

PX —a<z]=Pla— X <z

Cuando la funcion de distribucién F' de la variable aleatoria X es continua,
la igualdad anterior es equivalente a

Fla+z) = PX—-a<z]=Pla—X <z]=Pla—z<X]|
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Se pueden definir diferentes tipos de simetria bivariada.
Definicién 1.7.1 Sean X, Y wvariables aleatorias y (a,b) un punto en R?

I. (X,Y) son marginalmente simétricas con respecto al par (a,b)

st X, Y son simétricas alrededor de a y b respectivamente.

. (X,Y) son radialmente simétricas con respecto al par (a,b) si la
funcion de distribucion conjunta de X —a yY — b es la misma que la

funcion de distribucion conjunta de a — X yb—Y.

. (X,Y) son simétricas de manera conjunta en (a,b) si los pares
(X —a,Y=0b), (X—a,b=Y), (a—X,Y —b) y(a—X,b—Y) tienen

una funcion de distribucion conjunta comun.

Teorema 1.7.2 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas con funcion de
distribucion conjunta H y marginales F' y G respectivamente, sean (a,b) un

punto en R?, entonces (X,Y) es radialmente simétrica en (a,b) si y sélo si
H(a+x,b+y)=H(a—z,b—1y)

para todo (z,y) en R2.

Demostracién: Supongamos que (X, Y') son radialmente simétricas con res-
pecto al par (a,b) entonces

H(z+a,y+b) =H(a—xz,b—y),
y en este caso

Hz+ay+b) = PX<z+aY <y-+1
= PX—-a<zY —-b<y]
Pla— X <z,b-Y <y
= 1-PX<a—2zY <b—y]
= 1—H(a—xz,b—y)

= H(a—=z,b—vy).
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Observemos que la simetria conjunta implica la simetria radial, y que la
simetria radial implica la simetria marginal.

Teorema 1.7.3 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con funcion de
distribucion conjunta H y marginales F' y G, respectivamente, y copula C,
aun mas, supongamos que F' y G son simétricas alrededor de a y b respecti-
vamente; entonces el par (X,Y) es radialmente simétrico en (a,b), es decir,
H satiface H (a+x,b+1y) = H (a —x,b—y) si y sélo si C = C, es decir, si

y solo si C' satisface la ecuacion
Clu,v) =u+v—1+C(1—u,1—0v) (1.12)

para todo (u,v) en I

La ecuacién (1.12), establece geométricamente que dados (u,v) en I?, los
rectangulos [0, u] x [0,v] y [1 —u, 1] x [1 — v, 1] tienen el mismo volumen.

Otra forma de simetria es la intercambiabilidad, dadas dos variables alea-
torias X y Y se dice que son intercambiables si los vectores (X,Y) y (Y, X),
son idénticamente distribuidos, entonces la funcion de distribucién conjunta
H de X y Y satisface, H(x,y) = H(y,z) para todo z,y en R2

Teorema 1.7.4 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con funcion de
distribucion conjunta H, marginales F y G respectivamente, y copula C;
entonces X y'Y son intercambiables si y sdlo si F = G y C(v,u) = C(u,v)

para todo (u,v) en I

Cuando C(v,u) = C(u,v) para todo u,v en I? diremos simplemente que C
es simétrica.

1.8. Orden

La cotas de Fréchet-Hoeffding W (u,v) < C(u,v) < M (u,v) para cada cépula
C'y todo u,v en I, nos sugieren un orden parcial sobre el conjunto de todas
las copulas.
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Definiciéon 1.8.1 Dadas dos copulas Cy y Cs, diremos que C es menor que
Cy (0 que Cy es mds grande que C1) y escribimos Cy < Cy (0 Cy = C4) si
Ci(u,v) < Cy(u,v) para todo u, v en I (Cy(u,v) > Cy(u,v) para todo u, v
en ).

Por ejemplo, la cota inferior de Fréchet-Hoeffding W es menor que cualquier
cépula, y la cota superior de Fréchet-Hoeffding M es més grande que cualquier
cHpula.

Observamos que la operacién < induce un orden parcial en el conjunto de
las copulas; en efecto, la operacion < cumple las propiedades:

Reflexiva: dada la copula C, siempre se cumple C; < (', esto implica C] <
.

Transitiva: dadas tres copulas C, Cy y (s, tales que C; < Cy v Cy < (3, es
decir, que C7] < Cy y Cy < (4, por transitividad de la relacién < se sigue
que C7 < (O3, entonces C < Cf.

Antisimétrica: sean C] y Cy cépulas tales que C < Cy y Cf = Cy es decir
C) <Oy y Cy > s, entonces C = (.

Este orden parcial del conjunto de las cépulas se llama orden de concor-
dancia.

Ejemplo 5:
Veamos si la copula II y la cépula obtenida del promedio de las copulas de

Fréchet-Hoeffding C' = W;M son comparables para <; evaluamos las copulas

en (1/4,1/4) realizando célculos

1/g =Y +21/4 — C(1/4,1/4) > TI(1/4,1/4) = 1/16,
para (1/4,3/4)
1/g =2 +21/4 — C(1/4,3/4) < TI(1/4,3/4) = 3/16.

Por lo tanto la copula II y la cépula obtenida del promedio de las cépulas de
Fréchet-Hoeffding C' = w no son comparables para <.

Ejemplo 6:
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La familia de cépulas de Cuadras-Augé, es positivamente ordenada dado
0<a<p<1ly(uv)en(0,1);esto se sigue de las siguientes desigualdades:

min(u, v)]*?
[min(u, v)]* " (uww)~@? < 1
[min(u, v)]* (uv)'~* min(y, v)] ™ (W) < 1
[min(u, v)]* (uw0)'™* < [min(u,v)]? (w)"~?
Co(u,v) < Cs(u,v),

para a < 3.

1.9. Generacion de Variables Aleatorias

Esta seccion se avoca a tratar el problema de generar un conjunto de muestras
aleatorias; un manera de generar las muestras es el método de la funcion
inversa de la funcion de distribuciéon F' que se puede resumir en los siguientes
pasos:

1. Generar una variable uniforme u en el intervalo (0, 1).

11. Definir x = F~'(u), donde F~! es una cuasi-inversa de F.

Existen varios métodos de generacion de variables aleatorias bivariadas, por
ejemplo el método de la distribucién condicional, mediante el cual como su
nombre lo indica, necesitamos la funcion de distribucién condicional para una
variable V' dado que U = u, la cual denotaremos por ¢,(v):

cy(v) = PV <o|U =] = Alirilo Clut AUZI)L — Clu,v) = %C(u,v)
(1.13)

La funcién c,(v) existe y es creciente casi en todas partes. El algoritmo a
seguir es el siguiente:

I. Generar dos variables con distribucién uniforme (0, 1) independientes
digamos u y t.
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1. Definimos v como el valor v = c(_l)(t), donde cgfl)(t) denota la cuasi
inversa de ¢,.

1. El par deseado es (u,v).

1.10. Coébpulas Multivariadas

En esta seccién se generalizaran para el caso multivariado los resultados de
las secciones precedentes, sin embargo no todas las definiciones y teoremas
tienen su analogo para el caso multivariado, a continuacion enunciaremos los
mas importantes y sus diferencias; antes, daremos algunas definiciones.

Dado un entero positivo n, definimos R™ como el espacio real extendido de
n dimensiones, R x R x --- x R, usaremos la notacién de vector para los
puntos en R" como @ = (ay, ay, - -- ,a,); escribiremos @ < b cuando ap < by
para todo k en {1,2,--- ,n}. Ahora, dados dos vectores a < b denotaremos
al producto cartesiano de n intervalos B = [@, b] como la n-caja B = [ay, by] %
[ag, bg] X -+ X [an, by], los vértices de la n-caja son los puntos de la forma
¢=(c1,c9,+++ ,cy) con ¢ igual a ay 6 bg. La n—caja unitaria I" es el producto
cartesiano de [ X --- x [I.

Una funcién real de n—valores H, es una funcién cuyo dominio DomH
es un subconjunto de R™ y cuyo rango, RanH, es un subconjunto de R.

El cuadrado unitario es la caja I? y una “2-caja” es un rectdngulo [y, 2] X
[y1,72] en R2.

Definicién 1.10.1 Sean Si, Ss,- - , S, subconjuntos no vacios de R y sea H
una funcion real de n-valores con DomH = S X Sy X -+ X S, sea B = [d’,l_)']
una n-caja cuyos vértices estan en DomH. Se define el H-volumen de B

como:

Vir(B) = 3 sqn(@H (@),

donde la suma se toma sobre todos los vértices ¢ de B y la funcion sgn se

define como:
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1, Sicip =a, para un nimero par de k’s

sgn(c) = {

-1, Sicp=ai para un nimero impar de k’s.

Equivalentemente el volumen H de una n-caja B = [a, b] es la diferencia de
orden n de H sobre B

Vir(B) = ALH(D) = Al A= - Al H(E).

Donde la diferencia de orden 1 de la funcién de n-valores H se expresa como:

AZI;H(E) == H(tlv 7tk—17bkatk+1a”' 7tn) _H(tla 7tk—17ak7tk’+1a"' 7tn)

Definicién 1.10.2 Una funcion real de n-valores H es n-creciente si el
volumen Vg (B) > 0, para todas las n-cajas B cuyos vértices estén en el
DomH .

Suponga que el DomH es igual al producto S7 x S5 x --- x S, donde cada
Sk tiene un elemento minimal a;. Diremos que H esta fija, si H (f) = ( para
toda ¢ en el DomH tal que t, = a; para al menos una k.

Si cada Sk es no vacio y tiene un elemento maximo o mayor, digamos b,

para k en {1,2,...,n}, entonces diremos que H tiene marginales, y las
marginales unidimensionales de H son las funciones Hy con DomH; =
Skv y

Hy(z) = H(by, -+ ,bg—1,2,bgy1,- -+ ,b,) para toda x en Sk.

Las marginales de dimensiones mayores se obtienen fijando una menor can-
tidad de elementos maximos by en H, por ejemplo las marginales bidimen-
sionales

Hk,k—i—l(x? y) = H(b17 o 7bk—17 z,Y, bk+27 U 7bn) para toda T, yen Sk

Ejemplo 7:



26 Capitulo 1. Introduccion

Sea H la funcién con dominio [—1,1] x [0, 00] x [0, 7/2] definida

(x+1)(e? —1)sinz
r+2e¥—1

H(z,y,z) =

Entonces H esta fija, pues

(=1+1)(eY —1)sinz

H(-1 = =0
( 7y72) x+26y—1 bl
(z+1)(e® —1)sin 2
H(x,0,2) = =0
(2,0,2) T+ 2e¥ —1 ’
(x+1)(e? —1)sin0
(#,,0) T+ 2e¥ —1

H tiene marginales unidimensionales:

H(x) = H(z,o0,m/2) = lim GF D~ Dsint/2 _ a+ 1

y—roo T+ 2e¥ —1 2
(I1+1)(e¥ —1)sin7/2 N
H(y) = H(,y,7/2) = - =1-¢7,
1+1)(e¥ —1)si
H(Z) = H(17007Z):Hm( + )(e )San:SinZ.

Y—00 1 + 2e¥y — 1
Y sus marginales dos dimensionales, son:

Hyo(z,y,7/2) = (x+1)(e¥ —1)sinm/2 _ (x4 1)(e¥ — 1)

w+26y_1 x+2€y_1 I
Hi3(z,00,2) = lim ($+1>(ey_1)sinz:(a:+1)sinza
’ Y—00 aj+2ey_1 2
2)(e¥ — 1) si
Hy3(l,y,2) = 2 2 y)smzz(l—e_y)sinz.
e

A continuacién enunciaremos los resultados mas importantes sin dar la de-
mostracion de éstos, dado que el objetivo principal de este trabajo no es
ahondar en los resultados basicos, sino analizar algunas otras propiedades de
copulas.

Lema 1.10.3 Sean Si,...,S, subconjuntos no vacios de R y sea H una
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funcion fija n—creciente con dominio DomH = Six,--- x S, entonces H
es creciente en cada argumento, esto es, sean (t1,...,tk_1,%,tkr1,.-,tn) ¥y
(t1, .. te1, Y, test, - -, tn) tales que x <y, entonces

H(tl, ce ,tkfl,l’,thrl, c. 7tn> S H(tl, ce ,tk,l,x,tkﬂ, c. ,tn)

Lema 1.10.4 Sean Si,...,S, subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion fija n—creciente con dominio DomH = S1X,---x .S, con marginales
Hy parak =1,...,n. Sean ¥ = (x1,...,2,) Yy = (Y1,--.,Yn) puntos en el

DomH, entonces

3

H(7) — H(y) < |Hi(7r) — He(yr)| -

Definicién 1.10.5 Una subcopula n—dimensional o (n—subcépula) es

una funcion C' con las siguientes propiedades.

I. DomC’' = S5; x --- xS, donde cada conjunto Sy esta contenido en I,

para cada k en el conjunto {1,2,...,n}.

1. C' esta fija y es n—creciente.

1. C’ tiene marginales uno-dimensionales Cy, para k en el conjunto {1,2,...,n},

que satisfacen

Cr(u) = u para todo u en Sk.

Notemos que para cada @ = (u1, Ug, ..., Uy), d = (U1, Uz, ..., Ui—1,0, Uis1, ..., Uyp),

b= (u,us,...,u_1,1,Uy1,...,u,) en el DomC’ tenemos que

0=0"(a) < C'(a@) < C'(b) < 1.

Por lo tanto RanC’, al igual que el Dom(C’, son subconjuntos del intervalo
I.
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Definicién 1.10.6 Una cépula n—dimensional o (n—copula) es una

n—subcopula C' cuyo dominio es I™.

Equivalentemente, una n—copula C es una funcion C : I™ — I con las

siguientes propiedades:

II.

. Para cada @ = (ug,us,...
ken{1,2,....,n}, C(u) =0. Sia = (1,...,1,ug1,...

JUp) en I, con uy = 0 para al menos un

, 1), entonces

-

Para cada @ y b en I™ tal que @ < b, entonces Ve([d, b)) > 0.

Se puede ver que cada marginal bidimensional es por si misma una copula.

Ejemplo 8:

Sea C(u,v,w) = wmin(u,v) entonces C' es una 3—cdpula, en efecto,

1. C estd fija, pues si, @ = (u,v,w) en I3, es tal que alguna componente
es cero, entonces en cualquiera de los casos ya sea u, v 6 w

wmin(0,v) = 0,
wmin(u,0) =0,

0 min(u,v) = 0.

Si dos elementos del conjunto {u,v,w} son igual a uno, entonces

Imin(1,v) = v,
Imin(u, 1) = u,

wmin(l,1) = w.

1. Sean B = [a1,b1] X [ag, bo] X [ag, bs], entonces

Ve(B)

bs Ab2 AbL
ABAZALC(u,v,w)
bs Ab2 AbL, ¢
AZAZ A, wmin(u, v)
by, Ab2 AbL ¢
AZwAZ A min(u, v)

(bs — az) A2 AL min(u, v)

>0

— )
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pues, M (u,v) = min(u,v) es cépula.

Teorema 1.10.7 Sea C' una n—subcopula, entonces para cada @ y U en
Dom(C’

n

C'(@) = C'(@) =) (o — )

k=1

entonces C' es uniformemente continua sobre este dominio.

Definicién 1.10.8 Una funcion de distribucion n—dimensional H es una

funcion con dominio R™ tal que
1. H es n—creciente.

1. Para todo t en R™, el cual cumpla que para al menos un k, t;, = —oco,
entonces H(t) = 0,

m. y H(oco,00,...,00) = 1.

Observamos que H estd fija, ademas dado que DomH = R™, entonces por
el Teorema 1.10.3 se deduce que las marginales unidimensionales de H son a
su vez funciones de distribucién, las cuales denotaremos como Fi, Fy, ... F),,
para n > 3.

Teorema 1.10.9 Teorema de Sklar en n—dimensiones Sea H una fun-
cion de distribucion n—dimensional con marginales Fy, Fy, ..., F,, entonces

eziste una n—copula C tal que para todo ¥ en DomH = R".
H((L’l,l‘g, e ,(L’n) == C’(Fl(xl), FQ((L’Q), ey Fn<l’n))

Si Fy, Fy, ..., F, son todas continuas, entonces C' es unica, en caso contrario,
C' esta unicamente determinado sobre RankF| X RanFs X - - - X RankF,,; inver-
samente, si C' es una n—copula y Fy, Fs, ..., F, son funciones de distribucion

entonces la funcion H definida como

H(zy, 29, ..., 2,) = C(Fi(x1), Fy(x2), ..., Fu(x,)),
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es una funcion de distribucion n—dimensional con marginales Fy, Fy, ... F,.

Corolario 1.10.10 Sea H, C y Fy, Fs, ..., F,,, como en el teorema anterior,

(-1 p-D

—1 ..
y sean F} ,...,Fé ) las cuasi inversas de L Fs, ... F,, entonces

para cualquier U en I™
Clur,. - un) = HFT D (wr), B (us), .. FCV (uy)).

Teorema 1.10.11 Sean Xi, X5 ..., X, variables aleatorias con funciones de
distribucion Fy, Fy, . .. | F, respectivamente y funcion de distribucion conjunta

H, entonces existe una unica n—copula C, tal que
H(IL‘l,ZEQ, cee ,ZL‘n) = C(Fl(I1)7 FQ(ZL‘Q), ce ;Fn(xn))

St Fy, Fs, ..., F, son todas continuas, C' es unica, de otra forma, C esta

unicamente determinada sobre Rank| x Ranky x -+ - x Rank,.

Las extensiones de las copulas M, II, W a sus semejantes n—dimensionales
se denotaran M", 11", W™.

M™(d) = min(ug,...,u,),
U) = Uy Uy,
W™W) = méx(u; +us + ... +u, —n+1,0).

Las funciones M™ y II" son n—coépulas para todo n > 2, sin embargo la
funcién W™ no es copula para n > 2, como se muestra a continuacion:

1. W™(d) estd fija, en efecto, sea 4 = (u1,...,up_1,0, Urs1,...,Up), €N-
tonces

W*w) = méx(ug +us+ ... +up—1 +0+upp1 + ... +u, —n+1,0)
< max(n—1—-n+1,0) =0.

Por lo tanto W™ () = 0.
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1. Seau = (1,...,1,u,1,...,1), entonces

III.

W) = méx(1+1+...+14u+14+...+1—n+1,0)
= max(n — 1+ ur —n+1,0) = uy.

Por lo tanto W" (%) = uy, para cada k en {1,2,...,n}.

Sélo nos falta verificar que W™ es n—creciente, supongamos que lo es,
es decir que para cada @, b en I™, se define el intervalo B = [@, b,

_ Abym bn Abn by
Vin(B) = AgW"™(u) = A2 A2t - A2 W™ (@) > 0.
Sean, 172 = (1/2,...,1/2) y T = (1,...,1), entonces la desigualdad
se cumple para cualquier intervalo B, en especial para la n—caja B =
[1/2,1], observamos que todos los vértices ¢ de la caja se caracterizan
por tener entradas 1 6 1/2, ademds que si en un vértice existen k

entradas con valor 1, entonces las otras n — k entradas tienen el valor
1/2, entonces para cada vértice ¢

W@ = méx{k+(n—k)/2—n+1,0} =max{1l— (n—k)/2,0}

14+ 08 i k>n -2
0 si k<n-—2,

si k > n—2, entonces para k =n—10n, W"(C) es positiva. Entonces,
aquellos vértices que tengan una séla entrada con valor 1/2 y n — 1
entradas con valor 1, o bien, el vértice 1= (1,...,1), son los vértices
que cuentan. Entonces

Vipn(B) = > sgn(@W™(@)
= W™I)—nméx{n—14+1/2—-n+1,0} =1—n(1/2).

Asi, una condicién para que el volumen Vi« (B) sea mayor que cero es
que n < 2.

Por lo tanto W™ no es copula para n > 2.
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Teorema 1.10.12 Si C’ es cualquier n—subcdpula, entonces para cada i en
Dom(C"’

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en el libro de Nelsen [13].

Teorema 1.10.13 Para cualquier n > 3 y cualquier u en I, existe una
n—copula C tal que
C(u) = W™ (u).

Teorema 1.10.14 Sean Xi,..., X, variables aleatorias continuas entonces

dichas variables son independientes si y solo si Cx, . x, = II".

Teorema 1.10.15 Sean Xi, ..., X, variables aleatorias continuas con fun-
cion de distribucion conjunta H, entonces H es igual a la cota superior de

Fréchet-Hoeffding M™ si y solo si el soporte de H es un subconjunto creciente
de R™.
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Capitulo 2

Cépulas Arquimedianas

2.1. Coépulas Arquimedianas Bivariadas

Las cépulas Arquimedianas ofrecen varias ventajas; son faciles de construir,
hay una gran variedad de copulas que pertenecen a esta clase, los miem-
bros de esta familia poseen muchas propiedades agradables que reducen la
dimensionalidad.

Sean X y Y variables aleatorias continuas con funcién de distribuciéon con-
junta H y marginales F' y G, respectivamente; X y Y son independientes
si, H(x,y) = F(x)G(y), para todo x,y en R. Observemos que la funcién de
distribucion conjunta se expresa como el producto de dos funciones de dife-
rentes variables, sin embargo no es necesaria la independencia para que una
funcién de distribucion conjunta pueda ser expresada como un producto, por
ejemplo, la familia de distribuciones de Ali-Mikhail-Haq cumplen:

1-H(zr,y) 1-F(z,y) 1-Glz,y) B
Hey) ~ Fay | Gay 079

1—F(Jf,y)1—G(l’,’y)
F(zr,y)  Glzy)

Expresion que con un poco de algebra se transforma en

— H(xvy)

1+(1-6) o 1-Flzy)

F(x,y)

1— G(*T?y)

= [1+(1-9) .0

}+[1+(1—@)
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para © entre [—1,1].

Esto es, las funciones se pueden ver expresadas en terminos de una funcién
A como A(H(z,y)) = MF(z))MG(y)), donde A(t) = 1+ (1 —O)(1 —t)/t
con A una funcién positiva sobre el intervalo (0, 1); si tomamos otra funcién
digamos ¢(t) = —In A(¢), entonces p(H (z,y)) = ¢(F(z))+¢(G(y)). También

podemos usar la expresion para copulas, por el Teorema de Sklar.
p(Clu, ) = @(u) + ¢(v).

Definicién 2.1.1 Sea ¢ una funcion continua, estrictamente decreciente de
I a[0,00], tal que (1) = 0. La pseudo-inversa de pes la funcién ©=1 con

Domyp=1 = [0, 00] y Rany!™" = I, definida como.

w[_l](t):{so—%w, para 0 <t < (0) 2.1)

0, para  ¢(0) <t < oo.

Note que ¢!~ es una funcién continua y decreciente sobre [0, 00|, y estricta-
mente decreciente sobre [0, ©(0)], aun mas @=(p(u)) =u en I vy,

S t, para 0<t<p(0)
o) = { ol o i) <5 o

= min(t, »(0)).

Es importante observar que cuando ((0) = oo, entonces ¢!~ = ™!, es decir,
la pseudo-inversa coincide con la inversa usual; en este caso se dird que el
generador ¢ es estricto.

Lema 2.1.2 Sea ¢ una funcion de I a [0, 00|, continua y estrictamente de-
creciente, tal que p(1) = 0, y sea ¢~ la pseudo-inversa de ¢ definida en la

ecuacién 2.1. Sea C' la funcién de I? a I dada por:

Cu,v) = ™1 ((u) + ¢(v)). (2.2)
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Entonces C satisface las condiciones de frontera (1.5) y (1.6) de una cdpula.

Lema 2.1.3 Sean ¢, =1 y C como en el Lema 2.1.2 , entonces C es

2—creciente si y solo si siempre que u; < us, se cumpla la relacion:

C(ug,v) — C(uy,v) < ug — uy.
Demostracién: La desigualdad C'(ug, v) — C(u1,v) < ug —uy es equivalente
a probar que Ve ([ug, ug] X [v,1]) > 0. Asumimos que C satisface C(ug,v) —
C(uy,v) < ug—uq, y elegimos vy, vy, en I, tales que vy < vy, observamos que

C(O,Ul) =0 S (1 S Vg = C(l,vz).

Dado que C' es continua, pues ¢ y ¢!~ lo son, entonces por el Teorema del
valor intermedio, existe ¢ en I, tal que C(t,vy) = vy, 6 lo que es lo mismo

p(v2) +o(t) = p(v1).

Entonces
Clug,v1) — Clug,v1) = o (p(uz) + (v1)) — @1 (o(ur) + @(v1))
= [ U (p(u2) + p(va) + ())
90[ U (p(ur) + p(v2) + (1))
= C(C(u27v2>7t) ( <u17U2)7t))
< Cl(ug,vg) — C(ug, ve),
entonces

0 < C(UQ,UQ) — C(U,l,vg) — C(U,z,vl) + C’(ul,vl)

= Vc([ulvvl] X [u27v2])'

O

Antes de proseguir con el desarrollo de las caracteristicas de las copulas Ar-
quimedianas es necesario mencionar algunos resultados que seran de utilidad
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para demostrar el Teorema 2.1.7.

Definicién 2.1.4 Una funcion ¢ es medio convexa si para cualesquiera x, y

en Domao, cumple:
¢ (1/2(x +y)) < 1/2¢(x) +1/2¢ (y) -

Teorema 2.1.5 Sea M : [a,b] — R una funcién continua y medio conveza,

entonces M es conveza.

Demostracion: Debemos demostrar que dados u; < us vy 0 < a < 1, se
cumple M (auj + (1 — a)uz) < aM(uy) + (1 — a)M(uz), se observa que la
desigualdad se cumple para @ = 0 6 1. Procederemos por contradiccion;
supongamos que existe un « en (0, 1) tal que

M (auy + (1 — a)ug) > aM(uy) + (1 — ) M (ug).
Definimos f(a) = M (cuy + (1 — a)ug) — aM (uy) — (1 — o) M (uy) para todo
« en el intervalo [0, 1]. Dado que M es continua entonces f es continua, y sea
My = sup,e(o,1) f(2), que es mayor que 0. Sea

Qg = inf {OK S (O, 1)|f(0[) = M, > O} .

Sea 6 > 0 tal que el intervalo [ag — 6, g + ] esta completamente contenido
en [0, 1]. Definimos las siguientes combinaciones convexas

up = (—0)ur + (1 —ap+9)us
uy = (ap+0)ur + (1 —ap — )us.

Tomando promedio de u] y uj obtenemos

uy 4 uj
2

= agu; + (1 — ap)uz

Aplicamos M en la igualdad anterior, y entonces se cumple la siguiente des-
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igualdad, dado que M es medio convexa

M (agus + (1 — ap)uz) =

Entonces

f(ao)

IN

=

uy 4+ uj
2

[M (u3) + M (us)]

IN

1
2

_ % [M((cg — 8)ur + (1 — g + 6)up)]
+

M (Oéoul + (]_ — O[())UQ) — O[()M(ul) — (1 — Ozo)M(UQ)

% [M((ag — 0)ug + (1 — ap + 0)uz)]
+§ [M((ao + 8)ur + (1 — ap — 8)up))

_% 200 M (u1) + 2(1 — ) M (us)]

[M((cvg — §)ug + (1 — g + 0)us)]

N

(g — &) M (ur) — (1 — (o — 6)) M (u2)]
+= [M((ap + 0)ug + (1 — g — §)ua)]

1
2
1
2
L oo+ 8)Mw) — (1 a0+ 6)M )

[f(ag = 0) + flag + 9)] < M.

N —

[M((Ofo + 5)U1 + (]_ — g — 5)U2)] .

Lo cual, es una contradiccion debido a la definicién de «q. Por lo tanto, para

todo « en [0.1]

M (au; + (1 — @)ug) < aM(ur) + (1 — @) M (ug).

Es decir, M es convexa.

Teorema 2.1.6 Sea ¢

O

. la,b0] = R wuna funcion continua y estrictamente
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decreciente, entonces ¢ es conveza si y sélo si p~ ! es convera.
Demostraciéon: Sabemos que dado que ¢ es estrictamente decreciente su
inversa ¢! también es estrictamente decreciente. Sea p(a) = d, ¢(b) = c,
entonces ¢~ !(d) = a'y ¢ *(c) = b. Dado que ¢ es convexa, para u en [0,1]
se cumple la desigualdad

¢ (na+ (1 — p)b) < ppla) + (1 — p)e(b)

si y sélo si
pa+(1—pb = ¢ ' p(pa+ (1 - p)d)
> ¢ pp(a) + (1= pe(d)],
si y solo si
e (d) + (L= p)e™H(e) = @7 [nd + (1 — p)d]
Por lo tanto, ¢ es convexa si y sélo si ¢! es convexa. 0

Teorema 2.1.7 sea ¢ una funcion continua, definida de I a [0, 0], estric-
tamente decreciente, tal que ¢(1) = 0, y sea =Y la pseudo-inversa definida
como en 2.1. La funcion C de I? a I dada en el Lema 2.1.2 es una cépula si
y solo si ¢ es convera.

Demostracion: C' satisface las condiciones de frontera, en efecto, por el
Lema 2.1.2; y la definicién de p=1 C(u,0) = o= (p(u) + ©(0)) = 0, de la
misma manera C(0,v) = 0, y C(u, 1) = o7 (p(u) + (1)) = IV (p(u)) =
u, también C(1,v) = I~ (p(1) + p(v)) = @171 (p(v)) = v.

Demostraremos que C' es 2—creciente si y solo si ¢ es convexa.

Supongamos que ¢ es convexa es decir, dado a en [0, 1] se cumple la desigu-

aldad
plaur + (1 = a)uz) < ap(ur) + (1 — a)p(ug).

Si u; < ug por el Lema 2.1.2, C(ug,v) — C(uy,v) < ug — uyg, siy sélo si

Clug,v) +up < C(ug,v) + us.



2.1. Copulas Arquimedianas Bivariadas 39

De lo cual se sigue

ur + o (p(us) + (v) < uy + @ p(wr) + ¢(v)),

sean a = @(uy), b = p(ug) y ¢ = p(v), observamos que a > by ¢ > 0 entonces
la ultima desigualdad se transforma en

Pl (@) + b+ ) < () + ol (a + o). (2.3)

Ahora, sean s, t en [0, 00| tales que 0 < s < t, definimos a = (s +1)/2, b=s
y ¢ = (t — s)/2, sustituimos estos valores en (2.3), y obtenemos

_ s+t _ s+t _ _
(S ) e (5] <+ o,

—1 —1
-1 <S;rt> L ¢ }(8);%0[ )

asi,

Por lo tanto ¢!=" es medio convexa, ademas =1 es continua, entonces ol
es convexa esto ocurre si y so6lo si ¢ es convexa, estas implicaciones se siguen
de los Teoremas 2.1.5 y 2.1.6 demostrados anteriormente. 0]

Definicién 2.1.8 las cdpulas de la forma (2.2) se llaman cépulas Arqui-

medianas.

Ejemplo de cépulas Arquimedianas: Sea p(t) = —In(t); por verificar
que esta funcion es un generador aditivo, es decir que cumple con todas las
condiciones del teorema 2.1.7, y después encontraremos la cépula asociada
usando (2.2).

I. Sabemos que la funcién In(t) es una funcién continua.

1I. La derivada de ¢ es ¢'(t) = —1/t, la cual es negativa, entonces la
funcién es estrictamente decreciente.

1. La segunda derivada de ¢ es ¢”(t) = ¢t 72, la cual es positiva, entonces
la funcion es convexa.
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Iv. (1) = 0.
V. ©(0) = oo, por lo cual pl=1 = ™!, es decir, ¢ es un generador estricto.
VI. La pseudo-inversa de o es p~1(t) = e(—t).

Usando (2.2) se obtiene:

Clu,v) = @ (p(u) + p(v))
= o (—In(w)) — In(v))
= e[—(—In(u)) — In(v))]
(u,v).

Por lo tanto la cépula producto es Arquimediana.

Teorema 2.1.9 Sea C una copula Arquimediana con generador o, entonces:
1. C(u,v) es simétrica, es decir, C(u,v) = C(v,u).
1. C(u,v) es asociativa, es decir, C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)).

1. Si ¢ > 0 es cualquier constante, entonces cp también es un generador

de C.

Cabe mencionar que la demostracion del siguiente teorema aparece en un
articulo de Cho-Hsin Ling [6], acerca de la representacién de las funciones
asociativas.

Recordemos que la seccion diagonal de C', es la funcién dq, definida como
do(u) = C(u,u).

Teorema 2.1.10 Sea C' una copula, entonces C' es Arquimediana si y solo

si C' es asociativa, y 6c(u) < u para todo u en (0,1).

Ejemplos de cépulas Arquimedianas de un sélo parametro: Sea
po(t) = &(t7° — 1) con © en [—1,00) \ {0}; por verificar que esta fun-
cién es un generador aditivo, es decir que cumple con todas las condiciones
del Teorema 2.1.7, y después encontraremos la c6pula asociada usando (2.2).
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I. Sabemos que la funcién pg(t) es una funcién continua.

1I. La derivada de yg es pg(t) = —t~(®+D 1a cual es negativa, entonces
la funcion es estrictamente decreciente.

11 La segunda derivada de ¢ es " (t) = (0 +1)t~(®+2) la cual es positiva,
entonces la funcién es convexa.

V. pe(l)=0.
V. Si © > 0 entonces pg(0) = & [lim;o+ ;5 — 1] = 0o por lo cual -1 =
ot es decir, g es un generador estricto.

VI. La inversa de pg si © > 0 es pg' = (0t + 1)71/°.

VII. Si © < 0 entonces pg(0) = % [limHm t® — 1} = —é por lo cual, ¢ no
es un generador estricto, entonces la pseudo-inversa es

g [ (©t+1)7Y° sio0
Yo = 0 si —

Clu,v) = ¢g' (po(u)+ ve(v))

= [WO=1)+@w®O-1)+1]"°

= [u‘e +07 %=~ 1}71/9.

Las cépulas caracterizadas por el generador aditivo ¢g(t) = &(t™° — 1) con

© en [—1,00) \ {0}, son de la familia Clayton.

1
©

Otro ejemplo es cuando pe(t) = (1 —t)® con O en [1,00); verifiquemos que
esta funcion es un generador aditivo, es decir, que cumple con todas las

condiciones del teorema 2.1.7, y encontraremos la copula asociada usando
(2.2).
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I. Sabemos que la funcién pg(t) es una funcién continua.
11. La derivada de pg es i (t) = —O(1—)®~1 la cual es negativa, entonces
la funcion es estrictamente decreciente.
1. La segunda derivada de ¢ es () = ©(0 — 1)(1 — )72, la cual es
positiva, entonces la funcién es convexa.
IV. pe(l) =0 para todo © en [1,00).
V. pe(0) =1 por lo cual g no es un generador estricto.
VL. La inversa de pg para t < e(0), es pg! =1 —t1/°.
VII. La pseudo-inversa es

-1 [ 1-tY% si 0<t<1
Yo = 0 si 1<t< o0

Usando (2.2) para le caso en que © > 0 se obtiene para el caso en el que
vo(u) + po(v) < 1:

Clu,v) = 95" (velu) + pe(v))
= o (1 —w)° +(1-0)°)
— 11— [(1—w®+(1-0)°]"°.

Las cépulas Arquimedianas deben su nombre a la propiedad Arquimediana
que se enuncia a continuacion: Sean a, b en R positivos, entonces existe un
nimero natural n tal que b < na.

Una copula Arquimediana se comporta como una operacién binaria sobre I,
es decir, C': I? — [ asigna un valor C(u,v) = k, con k € I, por el Teorema
2.1.9, C es conmutativa, asociativa y preserva orden, es decir, dados u; < uo,
v; < vy entonces C(uy,v1) < C(ug,vs), por lo anterior el par (I, C') forma un
grupo Abeliano ordenado.
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Definicién 2.1.11 Para todo u en I, definimos las C—potencias de u y

las denotaremos por ug¢ por

1

uC = Uu
ug, = C(u,up™), paran > 1.
Note que uZ = C(u,u) pertenece a la seccién diagonal dc(u) de C. La

propiedad Arquimediana pero en versién copulas se enuncia en el siguiente

teorema.

Teorema 2.1.12 Sea C' una copula Arquimediana generada por @, entonces

para cualesquiera u, v en I, existe un entero positivo n tal que ug < v.

Recordemos que los conjuntos de nivel de una copula estan dados por
{(u,v) € I*|C(u,v) =t} .

Para una copula Arquimediana y para ¢t > 0 se define la curva de nivel
©o(u)+p(v) = @(t) en I, la cual conecta los puntos (1,¢) y (¢,1). Usualmente
la denotaremos por v = L;(u) donde

v=Ly(u) = o (p(t) — p(u)) = o7 (@(t) — (u))

observamos que ¢(t)—(u) esté en el intervalo [0, ¢(0)), entonces =1 = 1.
Para t = 0, llamaremos al conjunto Z(C) = {(u,v) € I*|C(u,v) = 0}, el

conjunto cero de C'.

Teorema 2.1.13 Las curvas de nivel de una copula Arquimediana son con-

veras.
Teorema 2.1.14 Sea C' una copula Arquimediana generada por .

I. Parat en (0,1), la C—medida de la curva de nivel p(u) + p(v) = p(t)

estd dada por
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Donde ¢'(t7) y ¢'(t7) denotan las derivadas por la izquierda y la derecha
de ¢ en t respectivamente; en particular, si ¢'(t) existe, entonces la
C'—medida es 0.

1. Si C no es estricta, entonces la C—medida de la curva cero p(u) +

o(v) = (0), es igual a
#(0)
' (0%)

la cual es igual a 0, siempre y cuando ¢'(0%) = —co.

Teorema 2.1.15 Sea C' una cdpula Arquimediana generada por p. Si Ko (t)
denota la C—medida del conjunto {(u,v) € I*|C(u,v) <t}, o equivalente-
mente {(u,v) € I*|o(u) + o(v) > ¢(t)}, entonces para cualquiert en I.

Corolario 2.1.16 Sea C una copula Arquimediana generada por . Si K((s,t)
denota la C—medida del conjunto {(u,v) € I*|u < s,C(u,v) < t}, entonces

para cualesquiera s, t en I.

i ( t) S st s<t
C S, = —o(s .
t— “’Eiz(tfg ) s s>t

2.2. Coébpulas Arquimedianas Multivariadas

Quisiéramos que los algoritmos para construir cépulas Arquimedianas que
enunciamos en la seccién anterior se pudieran reproducir para los casos en
que la dimensién n de dichas copulas es mayor o igual a 3.

Tomemos como referencia la cépula II la cual también se expresa como
II(u,v) = uv = e (—[(—Inu) + (—Inwv)]). La extensién natural de esta idea
a n dimensiones es la copula producto II", que se expresa de la forma

I"(4@) = wug -~ up = e (= [(—Inwy) + (—Inug) + -+ + (= Inwy,)))
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entonces, este tipo de expresiones nos da una idea de la generalizacion de
una cépula en términos de su generador ¢

C™ (@) = ! (p(ur) + plug) + -+ + (uy)) (2.4)

La cépula C™ se llama iteraciones en serie, la cual sugiere la composi-
cion C™(uy, ..., up) = C(C" Y (uy, ..., uy_1),u,), sin embargo esta técnica de
componer copulas generalmente falla. Los requisitos que la funcién ¢ debe
cumplir tienen que ver con la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1 Una funcién g(t) es completamente mondtona si so-
bre un intervalo J es continua, y tiene deriwadas de todos los ordenes las
cuales alternan en signo, es decir, satisfacen

k d
(=1)" —z9(t) 20 (2.5)

para todo t en el interior de J y k =1{0,1,2,...}.

Como consecuencia de la definicién anterior, si ¢g(t) es una funcién com-
pletamente monétona sobre [0,00) v g(¢) = 0 para alguna constante ¢ > 0,
entonces g debe ser idénticamente cero sobre [0, 00); por lo tanto, si la pseudo
inversa ¢l de un generador Arquimediano ¢ es completamente mondtona,
entonces es positiva sobre [0, 00), asi pues, ¢ es un generador estricto y en-
tonces ol = 1.

El siguiente teorema nos muestra el requisito para que la extensiéon natural
de una cépula a n—dimensiones (2.4) se cumpla.

Teorema 2.2.2 Sea ¢ una funcion estrictamente decreciente, continua de [
a [0,00], tal que p(0) = oo, y p(1) = 0, y sea ' la inversa de p. Si C"
es la funcion de I"™ a I dada por (2.4), entonces C™ es una n—copula, para

todon > 2 siy solo si p~ ' es completamente mondtona sobre [0, 0).

Corolario 2.2.3 Sila inversa ¢! de un generador estricto ¢ de una cépula

Arquimediana C' es completamente mondtona entonces C > I1.
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Observacion 2.2.4 Enunciaremos algunos resultados adicionales de las fun-
ciones completamente mondtonas y absolutamente mondtonas que son de

gran utilidad.

1. si g es completamente monotona y [ es absolutamente mondtona, es
decir, d* f(t)/dt* > 0 para todo k = 0,1,2,. .., entonces la composicion

f o g es completamente mondtona.
1. Si f y g son completamente mondtonas su producto f-g también lo es.

1. Si f es completamente mondtona y g es una funcion positiva con una
deriwada mondtona entonces fog es completamente mondtona, en par-

ticular, €79 es completamente mondtona.

—In ((e7® —1)/(¢® — 1)) para 6 > 0, entonces

Ejemplo: Sea pg(t) =
= 0, haciendo céalculos la inversa de la funcion es

©e(0) =00y pe(l)
gp(f)l(t) =—-1/60In[1 - (1 - e_e)e_t].

Falta verificar que ¢g'(t) es completamente monétona; observamos que la
funcién pg'(t) es el resultado de componer dos funciones f(z) = —In(1 —
7)/0 v g(t) = (1 — e®)e™t, afirmamos que f es absolutamente mondtona y
que g es completamente mondétona; comprobamos lo dicho.

Para f(z) debemos comprobar que las derivadas de todos los érdenes son
positivas para x en (0, 1), en efecto:

df(x) _ ©
T
’f(x) S

de? (1—x)2>0

d* £ (z) | (k — 1)1

de* (1 —ax)k

Para g(t) debemos comprobar que las derivadas de todos los érdenes alternan
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el signo para z en [0,00), en efecto:

—di(tt) = —(1-eet<0
2

dcgf(;) = (1-e®e >0

3
ddgtgt) = —(1-e®e'<0
d*g(t)

i (—DF(1 = e ®)e ™.

Usando el inciso (1) de 2.2.4, podemos concluir que ¢~ (t) = (f o g)(t)
es completamente mondtona. Ademas por el Teorema 2.1.6 de la seccion
anterior dado que goél es convexa entonces g es convexa, entonces gpél(t) y
e cumplen con las condiciones del Teorema 2.2.2, asi pues la cépula C'(u, v)
de dos dimensiones

1 (e —1)(e ®" —1)
C =——1In|l
@(u7 U) [e} n |: + (6_6 — 1) )
puede ser extendida a su version en n—dimensiones para n > 2.

Cau M oS
CEESVEE

1
Co(ii) = —g In {1+

2.3. Coépulas Arquimedianas y Funciones
d—Mondtonas

En la seccién anterior vimos que una condicién necesaria para que una copu-
la arquimediana bidimensional pudiese ser extendida a dimensiones d > 2,
es que la inversa de la funcién ¢ cumpla con la definicién 2.2.1, la cual
nos pide que la funcién ¢l=Y tenga derivadas de todos los 6rdenes que al-
ternen en sigo segun la ecuacién (2.5); en un articulo muy reciente de Mc-
Neil y Neslehové [12] se han encontrado condiciones necesarias y suficientes
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para que un generador de una cépula Arquimediana, genere una cépula
d—dimensional, con d < oo pero no genere una coépula d + 1 dimensional,
se demuestra que el generador debe ser una funcion d—mondtona.

Es importante destacar que en el articulo de McNeil y Neslehova [12], hacen
un cambio de notacién al que hemos usado en el presente trabajo, por ejemplo
la funcién generadora ¢ cambia por ¢! y la inversa ¢! por 1, para la
dimension usan d en lugar de n; asi cualquier copula Arquimediana se denota
por

C’(ul,...,ud) :w(wfl(ul)—l—---—l—w*l(ud)), (26)
con (u1,...,uq) un vector en [0, 1]<.

La primer parte del articulo trata el problema de generar una cépula Arqui-
mediana en una dimensién dada, es decir, dar las condiciones necesarias y
suficientes para que el generador ¢ induzca, segin la expresién dada en la
ecuacién (2.6), una cépula Arquimediana de dimensién d < oo.

Empezaremos por hacer las definiciones pertinentes, cabe senalar que a ex-
cepcion de los cambios que se mencionen, el resto de los conceptos vistos
hasta ahora, permanecen iguales.

Definicién 2.3.1 Una cépula d—dimensional es una funcion C : [0,1]¢ —

[0,1], la cual satisface
I. C(uy,...,uq) =0 siu; =0 para al menos un subindice i = {1,...,d}.
i C(uy,...,uq) =u; siu; =1 para todo j ={1,...,d} ei #j.
1. C es cuasi-mondtona en [0,1]2.

El uso del término cuasi-mondtona es el mismo que el concepto d—mondtona,
o lo que es lo mismo que el volumen de B C [0, 1]%, satisface que Vi (B) > 0.

El estudio de las cépulas Arquimedianas equivaldra a investigar ciertas dis-
tribuciones de probabilidad en R? dadas por su funcién de supervivencia y
no su funcién de distribucion.

Lema 2.3.2 una d—funciéon H : R — [0, 1] es una funcién de supervivencia

de una medida de probabilidad sobre R? si y sélo si
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1. H(—o0,...,—00) =1y H(%) =0 sixz; = 0o para al menos un subindice

i=1{1,....d}.

1I. H es continua por la derecha, esto es, para todo Z en RY se cumple
que para todo € > 0 existe un & > 0 tal que para todo y > T con
|7 — 2|, <8, implica |H(§) — H(Z)| <.

1. La funcion G, dada por G(Z) = H(—Z), con —& en R?, es cuasi-

mondtona sobre R<,

El siguiente teorema es andlogo al Teorema de Sklar 1.3.3, pero en términos
de funciones de supervivencia.

Teorema 2.3.3 Sea H una funcion de supervivencia d—dimensional con
marginales F;, con i = {1,...,d}, entonces existe una cdpula C, la cual

es en realidad la cdpula de supervivencia de H, tal que

H(E) = C (Fy(21), ..., Fa(xa)) (2.7)

para cualquier & en RY. Ademds C' esta unicamente determinada sobre D =

{@ € 0,17 € RankFy,..., RanF,}. Ademds, para cualesquier @ en D,

C(ﬁ) - H(Fl_l(ul)v s 7Fd_1(ud))>

donde F;'(u;) = inf {z|F7'(z) <w}, coni = {1,...,d}; inversamente,
dada una copula C' y una funcion de supervivencia univariada F;, con i =
{1,...,d} y H como en la ecuacion (2.7), es una funcion de supervivencia

d—dimensional con marginales Fy, ..., Fy y copula de supervivencia C'.

Anteriormente una caracterizacién de las copulas Arquimedianas era la propiedad
C(u,u) < u para cualquier u en [0, 1], el articulo de McNeil y Neslehovd, usa

una definicién basada en el generador .
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Definicién 2.3.4 Una funcion decreciente y continua 1 : [0,00) — [0, 1],
la cual satisface las condiciones ¥(0) = 1, limy, ¥ (x) = 0 y es estrictamente
decreciente sobre el intervalo [0, inf {x|(x) = 0}), es llamado un generador
Arquimediano. Una cdpula d—dimensional C se le llama Arquimediana si

permite la representacion
C(i) =~ (ur) + - + 9 (ua)), @e€0,1]
para algin generador Arquimediano 1 e inversa ¢! : (0,1] — [0,00), donde,
por convencion (oo) = 0 y ¥ ~1(0) = inf {u|y(u) = 0}.
Asi pues , cada generador ¢ define una copula d—dimensional segin la ex-

presién de la ecuacién (2.6) siy sélo si (¢~ (uy) + -+ + 17 (ug)) es cuasi-
monatona.

Proposicion 2.3.5 Sea ¢ una generador Arquimediano en el sentido de la

definicion 2.3.4, entonces la funcion

Y~ (u) + 97 (v))
para u, v en [0,1], es una copula si y sdlo si P es convezxa.

La Proposicién 2.3.5 puede ser extendida al caso d > 3, aunque necesitamos
pedirle al generador ¥ mas requisitos.

Definicién 2.3.6 Una funcion real es llamada d—mondtona en el intervalo
(a,b), cona, b en R y d > 2, si tiene derivadas hasta de orden d — 2 y las

derivadas satisfacen

para cualquier x en el intervalo (a,b), aun mas, (—1)972f@=2) es decreciente
y convezxa en (a,b). Para d = 1, f es llamada 1—mondtona en (a,b) si la

funcion es no negativa y decreciente en el intervalo. Y como ya lo habiamos
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definido f es completamente o absolutamente mondtona si f tienen derivadas

de todos los érdenes en (a,b) y (—1)*f*) >0 para cualquier x en (a,b).
El siguiente Teorema generaliza al Teorema 2.2.2.

Teorema 2.3.7 Sea 1) un generador Arquimediano,y C : [0,1]¢ — [0,1] dada

por

C(a) =y~ (w) + - + 97 (ua), @€ [0,1]

es una copula d—dimensional si y solo si ) es d—mondtona sobre el intervalo
[0, 00).

Proposicién 2.3.8 Sea d > 0 un entero fijo, ¥ es un generador Arquime-
diano en el sentido de la definicion 2.3.4; entonces ¢ es d—mondtona sobre
el intervalo [0,00) si y solo si, (—1)2f(@=2) existe en [0,00), es no negativa,
decreciente y convexa en el mismo intervalo.

El articulo de McNeil y Neslehova [12], se publicé en 2009 y da respuesta a

la pregunta acerca de la caracterizacién de las funciones d—mondtonas, que
habia permanecido sin respuesta por un largo tiempo.
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Capitulo 3

Dependencia

En este capitulo veremos como se usan las copulas para estudiar la depen-
dencia entre variables aleatorias; una propiedad importante en las medidas
de dependencia es que no cambian con respecto a la escala, veremos que las
medidas de dependencia y las medidas de asociacién estan relacionadas.

Algunas de las medidas que son invariantes bajo escala mas conocidas son la
tau de Kendall y la rho de Spearman.

3.1. Concordancia y la Tau de Kendall

Sean (x;,v;) y (z;,y;) dos observaciones de un vector (X,Y’) de variables
aleatorias continuas. Diremos que (x;,v;) v (z;,y;) son concordantes si y
sélosiz, <zjyy <y 6, >x;yy > y;. Andlogamente diremos que
son discordantes si y solo si x; < x; y y; > y; 0 x; > x5 v y; < y;. Estas
condiciones se traducen en las expresiones, (z; —x;)(y; —y;) > 0 cuando son
concordantes, y (x; — x;)(y; — y;) < 0 cuando son discordantes.

Sean {(z1,v1),-..,(Zn,yn)} una muestra aleatoria de n observaciones del
vector (X,Y') de variables aleatorias continuas; existen (4) pares distintos
(wi,y;) con i, j en el conjunto de subindices {1,...,n} e i # j. Cada par es

concordante o discordante. ¢ denotara el nimero de pares concordantes, y d
denotard el niimero de pares discordantes; asi se define la Tau de Kendall
muestral como:
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La version poblacional de la Tau de Kendall o la funcion de Concordan-
cia () esta definida como la probabilidad de concordancia menos la probabi-
lidad de discordancia entre dos vectores (Xi,Y7) v (X, Ys) con diferentes (o
iguales) funciones de distribucion H; y Hsg, pero con marginales comunes F’
para X7y Xo, v G para Yy y Y.

Q=1 ="1xy = P[(X;—X5)(Y1—Y3) > 0] = P[(X; = X5)(Y1—Y2) < 0] (3.1)

Teorema 3.1.1 Sean (X1,Y1) y (Xa,Ys) vectores independientes de varia-
bles aleatorias con funciones de distribucion conjunta Hy, y Hy respectiva-
mente, con marginales comunes F, para X1 y Xo, y G, para Yy y Ys. St C

y Cy denotan las copulas de (X1,Y1) y (Xa,Ys) respectivamente, es decir,

Hy(z,y) = C\(F(x),G(y))
Hy(x,y) = Co(F(x),G(y)).

Sea Q, la funcion de Concordancia de (X1,Y1) y (Xa,Ys) definida arriba.

Entonces

Q= Q(Cy, Cy) = 4//} Co(ut, v)dC (u, v) — 1. (3.2)

Demostracion: Dado que todas las variables X7, X5, Y] y Y5 son variables
aleatorias continuas, entonces

Pl(X1 = Xo)(Y1 — Y2) < 0] =1- P[(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0],

entonces,

Q =2P[(X; — Xp)(Y1 — Ys) > 0] — 1, (3.3)
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calculamos la probabilidad,

P[(X; — X5)(Y1 —Y2) > 0] = PH{X:> Xy, V1 >Y U{X; < X5, Y] < Y3}
= PX; > Xo,Y1 > Y5+ P[(X1 < Xp, Y1 <Yy,

las cuales se pueden calcular integrando indistintamente sobre la distribucion
de alguno de los vectores (X1,Y7) o (Xa,Ys), en este case usamos (X1, Y)),

PIX1 > X0, Y1 > Yy = P[Xy < X;,Y, <Y
:L/ P[X, < 2,Ys < yJdCy(F(x), G(y))
RQ

= [ | talepici(P@).6)

_ / [ CalF (), Gy)CH (F(2), G ),
tomando u = F(z) y v = G(y),

PIX) > X5, Y] > Y| = //I Ca(u, v)dCy (u,v). (3.4)
De la misma manera se comprueba
P[X; < X5, Y, < Y] = / 5 P[Xy > z,Ys > yldCi(F(x), G(y))
::/43_ G(y) + Ca(F(2), G(y))dCi (F (), G(y)),
de nuevo, tomando u = F(z) y v = G(y),
P[X, < X2,Y, < Yo = //I [1—u— v+ Cy(u,v)] dCy (u,v),

dado que la cépula C; es la funcién de distribucion del par de variables
aleatorias (U, V'), las cuales tienen distribucién uniforme (0,1), por lo que,
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E(U) = E(V) =1/2, entonces
PX) <X, Y1<Yy=1-1/2—-1/2+ //12 Cs(u,v)dCy(u,v)
entonces la expresion anterior se reduce
P[X; < X5,Y) < Y3 = //12 Co(u, v)dCy (u,v). (3.5)

Asi pues, sustituyendo y sumando las expresiones encontradas (3.5) y (3.6)
para @ en la ecuacién (3.3), se obtiene

Q = 2{//I2Cg(u,v)d01(u,v)+//1202(u,v)d6’1(u,v)}—1

- 4//1202(u,v)d01(u,v)—1.

O

Corolario 3.1.2 Sean (X1,Y1) y (X2,Ys), dos pares de vectores indepen-
dientes de variables aleatorias con funciones de distribucion conjunta Hy y
Hy respectivamente, con marginales comunes F' para X1 y Xs, y G para Y;
y Ys. Si Cy y Cy denotan las copulas de (X1,Y1) y (Xa,Ys) respectivamente.

Entonces
I. Q essimétrica, es decir, Q(Cy,Cy) = Q(Cy, Ch).

II. () es creciente en cada argumento, si C; < C] y Cy < C}, entonces

Q(Cy, Cs) < Q(C, Cy).

1. Las copulas Cy y Cy pueden ser reemplazadas por sus copulas de super-

vivencia en @, es decir, Q(Cq,Cq) = Q(C’l,C'Q).

Demostracion: Para el inciso I, utilizamos el hecho de que la probabilidad
Pl(X; — X5)(Y1 — Ys) > 0], puede ser calculada usando el vector (Xs,Ys),
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entonces
PIX1 > X5, Y1 > Yy = P[Xy < X;,Y; <Y
_ // Plr < X5,y < YaJdCy(F(x), G(y))
_ / / - G(y) + Hi(z,y)dCy(F (), G(y))

_ //}R C1(F(z), G(y))dCs(F(x), G(y)),

tomando u = F(x) y v = G(y),

P[X; > X0, Y1 > Y, = //12 Cy(u,v)dCs(u, v). (3.6)

De la misma manera se comprueba
PX; < X5, <Y, = / PIX, < x,Y1 <y|ldCy(F(x),G(y))
R

_ / / Ci(F(@), Gly)ACy(F (@), G(y):

de nuevo, tomando u = F(z) y v = G(y),
PIX; < X5, Y1 < Yo :/ Ci(u, v)dCs(u, v),
12

entonces

Q(Cy1,Ca) = Q(Cy, Ch).

Demostramos que el inciso II se cumple, en efecto,dado que C; < Cf y
Cy < Y, entonces C(u,v) < Cl(u,v) y Cao(u,v) < Ch(u,v), siy solo si

//]2 Cl(u,v)ng(u,v)S//p C’{(u,v)ang(u,v)g//l2 C! (u, v)dCh(u, v),
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si y sélo si

4/ C1(u, v)dCs(u,v) — 1 < 4/ C1(u,v)dCh(u,v) — 1,
J2

J2

por lo tanto

Q(C1,Cy) < Q(C1,CY).

Por ultimo, demostramos el inciso III, partimos del hecho C (u,v) =u+v—
1+C(1—u,1—wv), evaluamos C(u,v) en el punto (1 —u, 1 —v) y obtenemos

Cl—ul—-v)=1-u)+(1—-0v)—1+Cu,v) =1—u—v+C(u,v),

entonces )
Clu,v) =u+v—1+C(1 —u,1—0),

observamos que las diferenciales cumplen dC'(u, v) = dcC (1—u, 1—v), entonces

//IQCI(U’U)dOQ(u’U> - //p [“+U—1+é(1—m1—v) dC(1 —u,1—v)

_ //pé(l—u,l—v)]dé(l—u,l—v),

la ltima igualdad se cumple del hecho [ [, [u+v — 1] dudv = 0; entonces
definimos 4 =1 —wu y 0 = 1 — v, por lo tanto se obtiene

Q(Cy.Cy) = 4//1201(%@)6502(%@)—1
= 4//12@1(1—u,l—v)]dég(l—u,l—v)—1

12

= Cl,CQ)
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Ejemplos: La funcion @), se evalia facilmente para las copulas M, W y
I1. Recordemos que el soporte de M es la diagonal v = u en I%. Dado que
M tiene marginales uniformes en (0,1); si g es una funcién integrable cuyo
dominio es I?, entonces

//pg(u,v)dM(u,v) = /Ig(u,u)du. (3.7)

Entonces, caculemos los tres casos en los cuales en () aparece la copula M

Q(M, M) = 4/ min(u, v)dM (u,v) — 1

12

usando la igualdad de la integral en (3.7)

QM, M) = 4/m1’n(u,u)du— 1
I

= 4/udu—1
I

211
- 4{“—} 1
2 1o
= 2.1
1.

ahora calculamos las () restantes, que estan relacionadas con la cépula M

Q(M,TI) = 4//} wodM (u,v) — 1

volvemos a usar (3.7)

1
Q(M,II) = 4/%@-1:4[%} —1
I
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Q(M, W) — 4/ mé(u + v — 1,0)dM(u,v) — 1
12
entonces
1
QM, W) = 4 max(2u — 1,0)du + méax(2u — 1,0)du p — 1
0

= 4/ (2u —1)du — 1
1/2

- 4[(u2 >}1/2 1

I
/\
NI

_>_1

El soporte de W es la diagonal v = 1 — u, entonces la integral

//12 g(u, v)dW (u,v) = /Ig(u, 1 — u)du. (3.8)

Asi, calculemos las integrales

Q(W, 1) —4//}2 wodW (u, v) — 1

usando (3.8)

QW,1II)

[ ult— w1
23] -
(-

1
3

W

W
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QW, W) = 4/ . max(u +v —1,0)dW (u,v) — 1

= 4/méx(u+1—u—1,0)du—1
I

= 4/Odu—1
I

= -1

La diferencial de II es dll(u,v) = dudv, entonces

QLI = 4//I2uvdl_[(u,v)—1

= 4// uvdudv — 1
! 2
= 4{/udu} —1
I

()

Observamos que dado que () esta definida como una diferencia de probabili-
dades, entonces los valores de @) siempre se encuentran en el intervalo [—1, 1].

Sea C' una cépula arbitraria, comprobamos que Q(C, W), cae en un intervalo
bien definido, usando el Corolario 3.1.2. Para la cota inferior, como W < W
y W < C', entonces Q(C, W) > Q(W, W) = —1. Para la cota superior, como
C<WyW <M, entonces Q(C, W) < Q(M,W) =0, asi

1< QO,W) <0.

De la misma manera para QQ(C, M), cae en un intervalo bien definido, usando
de nuevo el Corolario 3.1.2. Para la cota superior, como C' < M y M < M,
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entonces Q(C, M) < Q(M, M) = 1. Para la cota inferior, como W < C'y
M < M, entonces 0 = Q(W, M) < Q(C, M), es decir

0<QC,M) <1
De igual manera se comprueba que para toda copula C.

~1/3 < Q(C,TI) < 1/3.

Teorema 3.1.3 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C,

entonces la version poblacional de la tau de Kendall estda dada por

vy =7c = Q(C,C) = 4//1 C'(u,v)dC (u,v) — 1

Ejemplo 1: Sea Cg, © en el intervalo [—1, 1], una cépula de la familia Farlie-
Gumbel-Morgenstern, es decir,

Co(u,v) = uv 4+ Ouv(l —u)(1 —v),
y cuya diferencial es

2
dCeo(u,v) = %g;’v)dudv

= 1+@%[v(1—v)(1—u—u)]dudv
= 1+ 06(1—2u)(1 - 2v)dudv.

Calculamos la integral

K = / Co(u,v)dCq(u,v) // [uv + Ouv(l — u)(1 — v)]
12 72
1+ 061 —2u)(1 — 2v)] dudv,
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multiplicando cada factor

K = // uvdudv—i—/ Ouv(l — u)(1 — v)dudv
2 2
+ // Ouv(l — 2u)(1 — 2v)dudv
12

+//1 [6%un(1 — w)(1 — )] [(1 — 2u)(1 — 20)] dudv,

cada una de las integrales bidimensionales pueden ser expresadas como inte-
grales unidimensionales elevadas al cuadrado
1
+06 {/ u(l — 2u)du]
0

K = [/Oludu] +@U01u(1u)1

+6? Uol u(l —u)(1 — 2u)du} ,

2 2 2

por ultimo, evaluamos la integral

R P R

9 2 3 2 3 9 9
172 172 172

- H +@H WH
1 )

= 1_1—*—@%

B 1+@

418

Entonces, la tau de Kendall

1 e
= 4|24+ =2| -1
e [4+18]

20
9

Corolario 3.1.4 Sean X y Y wariables aleatorias con copula Arquimediana
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C, generada por ¢, la version poblacional de la tau de Kendall 7o para X y

To=1 +4/0 :;((?)dt.

Y, esta dada por

Para ver la demostracién de este Corolario consulte el libro de Nelsen [13].

Ejemplo 2: Sea Cg una cépula de la familia Clayton.
Co(u,v) = méx{(u_e +07 9 — 1)_1/9 ,0} ,
el generador de Cg, para © > —1
L e
polt) = 5(t™° = 1),

la derivada de g
po(t) = —t~©*Y,

usamos el Corolario 3.1.4 para calcular la tau de Kendall

e(t) st °—1)
Pl O
B t(®+1)—t
— 5

Por lo tanto

1 (@+1)_
t t
o = 1+4/ —at
0

©
_ Hé{t(e“)_ﬁ]lzué{;_l}
ele+r2 2|, 010+2 2
B ©
- (0+2)

Ejemplo 3: Sea Cg una cépula Arquimediana de la familia de cépulas
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Gumbel-Hougaard, con © > 1
Co(u,v) =e [— ((—Inw)® + (—lnv)e)l/e} :

el generador
909(t) = (_ lnt)®>
la derivada de g
dolt) =~ (~ ),

por el Corolario 3.1.4 para calcular la tau de Kendall

o) (~mpP
P T (et
B tint

entonces integrando por partes, tomando v = Int y dv = tdt

1
tlnt
e = 1+4/ T
0

©
4 2
= 14+ —

1 1
{t—lnt} —/ Edt
oll2 ], /2

_ el AL
B o 4/, = o4

0-1

S)

Teorema 3.1.5 Sea C una cépula tal que el producto (0C/0u) (0C/0v) es

integrable sobre I?, entonces

/ ; C(u,v)dC(u,v) = % - //12 (80{(32, U)) (806(;;,7))) dudv.

Demostracion: Sélo trataremos el caso en que la cépula C' es una funcion
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absolutamente continua, entonces la integral

// (u,v)dC(u,v) // uva2 )ddv
2 ﬁuav

puede ser calculada, usando integracién por partes. Sea m(u) = C(u,v) y

dw(u) = %g”)du en la integral interior

! 9?C(u,v) C (u,v)]" L oC (u,v) OC (u,v)
/0 Gl ) =g, = [CW’“)TL—/O I T
L oC (u,v) OC (u,v)
B U_/O v ou du.

Sustituimos esta expresién en

/ /pC(u,v}dC’(u,v) _ /0 1 {v— /O 1 acéi‘}’”) anZ“)du} v

_ 1_//8Cuv 8Cuv)dudv'
2 Ju

Para ver el caso general, donde se construyen las sumas de Reimann, se puede
consultar [13]. O

Observacién: Dado que 7¢ =4 [ [}, C(u,v)dC(u,v) — 1, entonces

11
Tc=1- 4/ / 9C(u, 0) ac(u’v)dudv. (3.9)
o Jo ov

ou

Ejemplo 4: Sea C, g, una cépula de la familia Marshall-Olkin para 0 < «,
B <1, es decir, 0 < a, 5 < 1.

o ut o >0f
@B T el e <P,

Esta cépula, no tiene parciales en la curva u® = v®, entonces las parciales
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a%ca,a(u,v)%oaﬁ(u,v) _ { ((1_a
(
(

Debemos calcular la integral

://I C(u, v)dC(u,v) = % _//1 (80(;1;’ “)) (8(3’2:,1})) dudv

entonces

a/B
/ —C’ (u,v) C’(u v)dudv = // u' " vdvdu
12 v=0
vﬁ/a
// wv' P dudv

oB/o

uer/8
R = (1—04)/u / vdvdu + (1 — 8 / - 2ﬂ/ ududv
I v=0

20/
= (l—oz)/ul_ ol du—l—(l—ﬁ)/v1 25U—dv
1 2 i 2

1 1
_ (]' ; O'/) / u(6—2a5+2a)/ﬁdu + (1 ; 5) / U(a—2aﬂ+25)/adv
0 0

calculamos ambos sumandos

(1 _ a) u(B—2af+2a)/B+1 1 (1 - 5) pla—208+28)/a+1
ol [ ey Rt

1| a+p—-2ap

2 {204 +203 — 20451

usando la expresion del Teorema 3.1.5

1 1[a+p-208 ] 1[ a+p
//pC’(u,v)dO(U,U)—i_ﬁ{2a+25_2@5}_4{a+ﬁ—@6}

1
a—2aﬁ+2ﬁ)/&+1L
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y de la observacién (3.9)

B 1 a+p
o = 1=l [ e)
af
a+p—af

3.2. La Rho de Spearman

Larho de Spearman esta basada en la concordancia o discordancia de pares de
variables aleatorias, sean (X1, Y)), (Xa, Ys2) v (X3, Y3) tres vectores aleatorios
independientes con funcién de distribucién comin H, marginales F'y G para
X;, Y; para i = {1,2, 3} respectivamente, y cépula C.

La versién poblacional de la rho de Spearman es proporcional a la probabi-
lidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia de los vectores
(le )/1) y (X27 YE’))veS decir,

p=3(P[(X1—X3)(Y1 = Y5) > 0] = P[(Xy — Xp)(Y1 — ¥3) <0]). (3.10)

Los vectores (X1, Y1) y (Xa,Y3), tienen las mismas marginales FI(X), G(Y),
sin embargo, observamos que el vector (X, Y]), tiene funcién de distribucién
conjunta H (z,y), mientras que el vector (X3, Y3) tiene funcién de distribucion

conjunta distribucién F'(z)G(y).

Teorema 3.2.1 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C,
entonces la version poblacional de la rho de Spearman para X yY estd dada

por

p = pxy =3Q(C.I) = 12// wdC(u,v) — 3 (3.11)
12

= 12/ C(u,v)dudv — 3 (3.12)
12

Ejemplo 1: Sea C, g, la cépula de la famila de Fréchet, definida
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Cop(u,v) =aM + (1 —a— B)IT + W,
cona>0,>0ya+p<1.

Q(Cap) = QM) + (1 — a = B)QLI) + SQ(W,II)
1 a—pf

= a(z)+1-a-B0) +6(-3) = ().

Ejemplo 2: Sea Cg la cépula de la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern
Co(u,v) = uv + Ouv(l —u)(1 —v).

Para calcular la rho de Spearman necesitamos calcular

//pC(u,v)dudv = //12 [uv + Ouv(1 — u)(1 — v)] dudv
_ //puvdudv—l—//p@uv(l—u)(l_v)dudv
- {/OIUdurJr@[/olu(l—u)r
ro(3-3)
©

+ —.

1
4
1
4 36

Calculamos pg

po = 12// C(u,v)dudv — 3
12

Ejemplo 3: Sea C, g la copula de la familia Marshall-Olkin con 0 < o, 5 < 1,
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definida como

ul—a

_ v, para u® <v?
Caﬁ(uvv) - { uvl—ﬁ para u® > 1)5.

Primero, calculamos la integral

// C(u,v)dudv = // Cop(u,v)dudv
2 2
e/ B B/
= // ul~ CYvdvdu+// wo Pdudu
v=0 u=

e/ B VB
= vdv du+/ 1-8 / udu | dv
I u=0
I

204/6 28/a
]du—l— 15{”2 ]dv

_ 1 a+2a/8 L 1 8128/a }
_2{/0u1 +2 du—l—/ovl +2B/ady

1 u2—o¢+2a/ﬁ 1 U?—ﬁ-‘r?,@/a 1
2 [2—04—1—204/510—’_[2—5—1-25/04]0
1 15 «
N 5{{25—aﬁ+2a1+[2a—ﬁa+25}}
1 a—+f
2 { B—aﬁ—i—?a}'

La rho de Spearman para la cépula C, 3

po = 12// (u,v)dudv — 3
12

B a+p
B 12[ {25—045+20zH



3.2. La Rho de Spearman 71

desarrolando los célculos,

B a+p
Po = 6{2B—aﬂ+2a] =3

6+ 66 — 68 + 3a — b6a
20 — af + 2«
a3

28 —af +2a

Ahora, definiremos que condiciones debe cumplir una medida de concordan-

cia.

Definicién 3.2.2 Una medida numérica de asociacion entre dos variables
aleatorias continuas X y'Y, con copula C, es una medida de concordan-

cia Kxy O K¢ St satisface:
I. Kxy esta definida para cada par X, Y de variables aleatorias continuas.
. =1 <kxy <1, kxx=1yrx_x=—1
. Kxy = Ky,x-
Iv. St X yY son independientes, entonces kxy = ki = 0.
V. Kexyy = Kx,-y = —RXY-
VI. Si Cy y Cy son copulas tales que Cy < Cy, entonces ke, < Ko, -

vil. Si {(X,,Y,)} es una sucesion de variables aleatorias continuas con
copulas Cy, y, si la sucesion {C,} converge puntualmente a C, entonces

lim ke, = ke

En el inciso IV, el caso reciproco no se cumple, es decir, si kxy = 0, no
implica que X y Y son independientes; los incisos VI y VII son condiciones

que no deberian ser indispensables para definir una medida de concordancia.
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Teorema 3.2.3 Sea K una medida de concordancia para X y 'Y wvariables

aleatorias continuas.

I. S1Y es una funcion creciente de X, casi seqguramente, entonces Kxy =

Iile.

1. 51 Y es una funcion decreciente de X, casi seqguramente, entonces

RXy = Rw = —1.

1. Sia y B son funciones estrictamente mondtonas sobre RanX y RanY
cast sequramente, entonces Ka(X),8(Y) = KX,y -

El siguiente teorema afirma que la tau de Kendall y la Rho de Spearman son
medidas de concordancia.

Teorema 3.2.4 Si X y Y son variables aleatorias continuas con copula C,
entonces la version poblacional de la 7 de Kendall y la p de Spearman, sa-

tisfacen las condiciones de una medida de concordancia.

Dado que p y 7 satisfacen los criterios de la Definicion 3.2.2, a la funcién <
se llama orden de concordancia.

La p de Spearman se le llama el grado del coeficiente de correlacién; los grados
son analogos a los rangos de las funciones, es decir, si x, y son dos observa-
ciones de dos variables aleatorias X, Y, con funciones de distribuciéon F'y
G, respectivamente, entonces los grados de z y y estan dados por u = F(z),
v = G(y), haga notar que los grados u, v son observaciones con distribu-
cién uniforme en (0, 1) de las variables aleatorias U = F(X) y V = G(Y),
cuya funcién de distribucién conjunta esta determinada por C'; dado que am-
bas variables U y V tienen media 1/2 y varianza 1/12, entonces la ecuacién
(3.11), es equivalente a la expresion

p=pxy = 3Q(C,TI) = 12// wdC(u,v) — 3 = 12B(UV) — 3
EQUV)-1/4  EUV) - E(U)EV)
1/12 B VVar(U)y/Var(V)
COV(U,V)
VVar(U)/Var(V)
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Esta expresién es el coeficiente de correlacién de Pearson entre U y V.

Ejemplo 4: Sean U, V variables aleatorias uniformes en (0, 1), © una cons-
tante en (0,1), sea V = U @ © la suma directa de U y © con probabilidad
uno, Cg es la funcion de distribucion que corresponde a las variables de U y

v,

min(u,v — 0), para (u,v) € [0,1 —0] x [©,1],
Co(u,v) = ¢ min(fu+0© —1,v) para (u,v)€[l—06,1]x[0,0],
W(u,v) en otro caso.

Calculamos la esperanza del producto UV

EUV) — /dwu@@ﬂu

1-0 1
u(u + ©)du + / u(u+ 0 — 1)du
1-0

|
S~

ud u2}1_@ {ug w2t
= |—+060— + —+(@—1)—}
[3 2 0 3 2 1-6
B 1+@2—@
3 2
B 1_@(1—@)
3 2
Entonces
1_630-9 1
_ 3 2 1
pe = 1/12
= —1+60 —66°
= 1-60(1-0).

Otra interpretacion de la rho de Spearman esta dada por la ecuacién (3.12),
que representa la diferencia de volimenes bajo las gréficas de la copula C' y
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la de la cépula II, la ecuacion (3.12) puede ser escrita como

po = 12// C(u,v)dudv — 3 =12 {// C(u,v)dudv — // uvdudv] :
e g 2

desarrollando los célculos,

po = 12 [ / /I (Cl,) - uv)dudv] |

3.3. Relacién entre la Tau de Kendall y la
Rho de Spearman
La relacion entre 7 y p varia de una familia a otra, para ver ejemplos puede

revisar el libro de Nelsen [13]. El siguiente teorema, escrito por Daniels [4]

nos da desigualdades universales para estas medidas.
Teorema 3.3.1 Sean X y Y wvariables aleatorias continuas, T y p denotan
la tau de Kendall y la rho de Spearman, entonces

—1<3r—2p<1 (3.13)

Teorema 3.3.2 Sean X y Y wvariables aleatorias continuas, T y p denotan

la tau de Kendall y la rho de Spearman, entonces

1+p> 1+7)\°
2 - 2
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Figura 3.1: Cotas dadas en el Corolario 3.3.3 para p y 7 de un par
de variables aleatorias con cépula C'.

Corolario 3.3.3 Sean X y Y wariables aleatorias continuas, T y p denotan

la tau de Kendall y la rho de Spearman, entonces

_ 2
3T 1< <1+27 T

Ejemplo 1: Sean U, V variables aleatorias uniformes (0,1), V = U @ O, sea
Co la copula

]

min(u,v — ), para (u,v) € [0,1—0] x [0,1],
0,0],

Co(u,v) = ¢ min(u+60 —1,v) para (u,v)€[l—0,1]x [0,
W(u,v) en otro caso,

1
)
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con O en el intervalo [0, 1], por cdlculos anteriores, sabemos que pg = 1 —
60(1 — ©), falta calcular la 7¢ de Kendall, necesitamos calcular la integral

5= [ [ Cotuv)dCa(u.v)
12

para lo cual, usamos el soporte de la funcién que esta determinado por dos
rectas, la recta v = u + © para el intervalo [0,1 — O] y v = u — 1 + O para
el intervalo [1 — ©, 1].

1-0 1
B = / Ce(u,u+@)du+/ Co(u,u — 1+ 0)du
0 1-0

1-© 1
= / min(u, u)du + / min(u —1+6,u— 1+ 0)du
0 1-©

1-0 1
= / udu+/ u— 14+ Odu
0 1-©

1

1— 2 2
_ (a-ey 1Y a-eu
2 2 1-6
1
Entonces
1 2
To = 4§+(@—1)+(1—@) —1
= (1-20)2
Verificamos que para esta familia,
319 — 1 3[(1—-20)% -1
2 B 2
2—12 2
_ @2“2@ — 160+ 60?

= 1-60(1 —0) = pe.
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Entonces cada punto de la cota % es alcanzado por un punto de esta familia
para 7 > 0.

Sean U, V variables aleatorias uniformes (0,1), U &V = O, sea Cg con © en
el intervalo [0, 1], la cépula

max(0,u +v —©), para (u,v) € [0,0]%
Co(u,v) =< méx(©,u+v—1) para (u,v)€[O,1)%
M (u,v) en otro caso.

Falta calcular la 7¢ de Kendall y la rho de Spearman, necesitamos calcular

la integral
A= [ [ Colwv)dCatu.v)
12

para lo cual, usamos el soporte de la funcion que al igual que para la cépula
anterior esta determinado por dos rectas, la recta v = —u + © para el inter-
valo [0,0] y v = —u + 1 + © para el intervalo [O, 1].

© 1
A = / C@(u,—u+@)du—|—/ Co(u,—u+1+0)du
0 ©

G 1
= / max(0,u —u+ 0 — O)du + / max(0, 0)du
2, 1 o
= / 0du+/ Odu = 6(1 - 0).
0 Q)

Entonces
To =4[0(1 -0)] —1=—(1-20)%

Ahora, calculamos la rho de Spearman

Calculamos la esperanza del producto UV

EUV) — /eu(@—u)du—i—/lu(l—i-@—l)du
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evaluando los limites y simplificando.

e o3 1+0) 1 (1+e)e* o3
BUV) = {97‘?+]+{ > T3 2 '3
@3+1+@ 1 e e
3 2 2 3 2 3

Entonces

1/6(1+ 30 — 302) —1/4

pe = 1/12
= —1+60 — 667
~1+460(1 - 0©).

37+1

Verificamos que para esta familia, cada punto de la cota 5= es alcanzado

por un punto de esta familia para 7 < 0, en efecto,

3re+1  3[-(1-20) -1
2 N 2
. —2+120 — 1207
N 2
= —1+60 — 662
= —14+60(1-06
= PpPeo.

Es conveniente mencionar que a la fecha, no se ha demostrado que todos los
puntos la frontera de las cotas dadas en el corolario 3.3.3 sean alcanzados
por alguna cépula.

3.4. Otras Medidas de Concordancia

Enunciaremos dos medidas de concordancia mas, el indice de cograduacion
simple de Gini y el coeficiente de correlaciéon mediana de Blomqvist.
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Antes de definir estas medidas es conveniente mencionar algunos conceptos.

Dado un conjunto de vectores aleatorios {(X1, Y1), ..., (X,, Y,)}, se define el
rango de X; con i = {1,...,n} de la siguiente manera: Primero, se ordenan
las primeras coordenadas, de menor a mayor, haciendo una lista ordenada
digamos Xpj) < --- < Xy < -+ < X[y de variables, si la variable X; = X,
entonces el rango de X; es k, de la misma manera se procede para las variables
Y,.. Note que al obtener los rangos de cada una de las entradas de los vectores
aleatorios {(X1,Y1),...,(X,,Y,)}, se obtienen pares de vectores (X, Y[;)
con i, j en el conjunto de subindices {1,...,n}.

El indice simple de cograduacion de Gini fué propuesto por Conrado
Gini en 1910, éste introduce una medida de asociacién g. Si p; y ¢; denotan

el rango de una muestra de tamano n de dos variables aleatorias continuas
X, Y, se define

1 n n
9= T ;UU +qi—n—1 ;\p gl (3.14)

donde |t] denota la parte entera de t.

Sean F', G las funciones de distribucién de X y Y, con U = F(X)y V = G(Y)
y cépula C; dado que p;/n y g;/n, son observaciones que tienen distribucién
uniforme sobre el conjunto {1/n,2/n,...,1}, usando estas observaciones g
puede ser escrita como

] [Z

n

i i n+1 | Di i|] 1
i a( >‘_Za_q_]

n n n n n

Sea v = 2E[|[U+V — 1| — |U — V|| la expresiéon poblacional, si tomamos
limite al infinito de la expresion anterior para g, entonces

v=2 [ [ (utv=1/+lu=ohdcuv)

El siguiente teorema, nos dice que v es una medida de asociacion.

Teorema 3.4.1 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C.
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La version poblacional de la medida de asociacion de Gini vy esta dado por
Yo = VXY :Q(C, M)+Q(C, W) (315)
Demostracién: Partimos del hecho que para toda w, v en I,
) 1

M = min(u,v) = 3 [w+v— |u—v]
y que también se cumple que para toda u, v en I,

) 1

W =max(u+v—1,0) = §[u+v—1—|—|u+v—1]],
entonces, calculamos
Q(C, M) = 4/ M(u, 0)dC/(u, v) — 1.
J2

Sustituyendo,

QC, M) = 4//12%[u+v—|u—v|]d0(u,v)—1

_ 2//12[u+v—|u—v|]d0(u,v)—1
_ 2//12ud0(u,v)+2//I2vd0(u,v)

—2/ lu —v|dC(u,v) — 1
J2

= 1—2//|u—v|d0(u,v),
12

Q(C,M):1+1—2/ = o] dC(u, v) — 1.
I2

asi,

Q(C,W)://pwm,v)dC(u,v)—L



3.4. Otras Medidas de Concordancia 81

Sustituyendo,

QEC,W) = 4//12%[u+v—1+]u—|—v—1|]dC(u,v)—1

= 2//[u+v—1+|u+v—1|]d0(u,v)—1
I2

_ 2//12udC(u,v)+2//pde(u,v)
—2//}2d0(u,v)+2//p|u+v—1|dC(u,v)—1

= 1+1—2+2/ lu+v—1|dC(u,v) — 1,
12

asi,
Q(C, W) :2// v — 1] dC(u, v) — 1.
12
Entonces
Q(C, M) +Q(C,W) =

= 1—2/ |u—v[dC(u,v)+2/ lu+v—1/dC(u,v) —1
2 e

= —2/ \u—v|dC’(u,v)+2/ |u+v—1|dC(u,v)
jE e

_ 2/ Iz|u+v—1|dC(u,v)—2//plu—v\dC(u,v)
_ 2//12[|u+v—1|—|u—v|]dC(u,v)

= 7
O

Corolario 3.4.2 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C.

La version poblacional de la medida de asociacion de Gini

y =4 Uolo(m —u)du—/ol(u—C(u,u))du] .
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En 1950, Blomqvist propuso y estudié la probabilidad de discordancia usando
las medias poblacionales, esta medida se llama coeficiente de correlacién
mediana.

f=0bxy=P[X-2)Y -y)>0-P[X-2)(Y—-9) <0], (3.106)

donde 7 y 7, son las medianas de X y Y, respectivamente. Si X, Y son varia-
bles aleatorias continuas con funcién de distribucién conjunta H, marginales
F y G respectivamente y cépula C, se cumple que F(zZ) = G(y) = 1/2,
entonces

B=0xy = 2P[(X=2)(Y —g) > 0] -1
= 2{PX<z,Y<g+P[X>2z,Y>7g}—-1,

dadas las igualdades,

PX>z,Y>gy = 1-P[X
Y

se sigue

B = 2{H(@,9)+[1-F@) -G +H@y)} -1
= 4H(7,§) — 1.

Dado que H(Z,y) = C(1/2,1/2), entonces

B=pBc=4C(1/2,1/2) — 1.

Aunque 8 depende sélo de los valores en el centro del intervalo I2, 3 puede
dar una buena aproximacién de 7y p.

Ejemplo 1: Sea Cy, con © en [—1, 1], la cépula de la familia Ali-Mikhail-Haq

uv

T 1-e(l-—w(—v)

Co(u,v)
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el valor de 3 para esta familia

O
5=5®=m,

entonces
B 443
145

En el libro de Nelsen [13], se obtienen expresiones para el 7¢ y peo

30-2 21-0)y

To 0 362 In(1 — ©),
121+ 0) 24(1 — ©) 3(0 +12)
pPe = lelqg(]. — @) — Tln(l — @) — T,

con dilog(z) = [, 2Ldt

Para  entre [—1/5,1/3], sustituimos © = 48/(1 + ) y parametrizamos las
expresiones para pe v Te, obteniendo

4 4 . 8
p@—35+755 +25ﬁ + ...

8, 8 . 16,

3.5. Dependencia

Quizas la propiedad mas estudiada que se relaciona con la dependencia es
precisamente, la ausencia de ésta, es decir, la independencia. En el capitulo
anterior hemos visto que si X y Y son dos variables aleatorias con funcion
de distribucién conjunta H tales que, X y Y son independientes, entonces
su funcién de distribucién conjunta es igual al producto de sus marginales;
asi pues el conjunto de variables aleatorias continuas que son independientes
queda caracterizado por la copula II.

Una idea intuitiva de la propiedad de dependencia de cuadrante positivo

expresa que los valores grandes (o pequenos) de las variables tienden a ocurrir
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juntos, la propiedad de dependencia negativa expresa que valores grandes de

una variable se relacionan con valores pequenos de la otra.

Definicién 3.5.1 Propiedad de Dependencia de Cuadrante Positi-
vo Sean X, Y wariables aleatorias, X, Y tienen dependencia de cuadrante
positivo PQD (Positive Quadrant Dependence, por sus siglas en inglés), si

para todo (z,y) en R?

PX<z,Y<yl>P[X<z|P[Y <y (3.17)
esta expresion es equivalente a

PX>uzY >y >P[X>2]P[Y >y,

La propiedad de Dependencia de Cuadrante Negativo NQD, se da st
para todo (z,y) en R?

P X<z Y<y<P[X<z]PlY <y].

La equivalencia para la dependencia de cuadrante positivo se comprueba,
usando las propiedades de una medida de probabilidad P. Si X y Y son
PQD, entonces P[X < z,Y <y|] > P[X <z P[Y < y|. Entonces

P[X >z, > ] 1-Pl(X <2)U(Y <y)]

= 1-P[X<a2]|-P[Y <y|+P[X <2Y <y
1-P[X <a] - P[Y <y|+P[X <z P[Y <y
(1-PX <a])(1-P[Y <y))

P[X >z]P[Y > y].

v

Asi pues, siguiendo las desigualdades, se obtiene el resultado
PIX>zY >yl >P[X >z|P[Y >y].

Si X y Y son variables aleatorias continuas, con funcién de distribucién
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conjunta H, marginales ' y G, respectivamente y copula C', si X, Y son
dependientes de cuadrante positivo, entonces la ecuacién (3.17) es equivalente
a

H(z,y) > F(2)G(y),

y por lo tanto
Cl(u,v) > uv = I(u,v).

Si X y Y son dependientes de cuadrante positivo, diremos que H o su copula
C' son dependientes de cuadrante positivo (PQD), observamos que la grafica
de C siempre se encuentra por arriba de la grafica de II, el orden C' > 1II es
llamado el orden de cuadrante positivo.

Ejemplo 1: Existen varias familias de copulas que tienen subfamilias que son
PQD o NQD, segiin sus parametros; por ejemplo, la familia Farlie-Gumbel-
Morgenstern, dada por la copula

Co(u,v) = uv + Ouv(l —u)(1 —v).

La familia Ali-Mikail-Haq, que tiene copula

uv

T 1-0(l-w(l-v)

Co(u,v)

en ambas familias se cumple que para © > 0 las copulas son PQD y para
O < 0 las cépulas son NQD.

Teorema 3.5.2 Si X, Y son variables aleatorias continuas con funcion de
distribucion conjunta H, marginales F' y G y copula C. St X y Y son PQD,

entonces

3rxy = pxy =0, yxy >0, Bxy >0.

Demostracion: Del hecho que las variables X y Y son PQD entonces
C(u,v) > 11, es decir, C' = II y II > II entonces por el Corolario 3.1.2

Q(C, 1) > Q(I1,11),
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por otro dado, C' = C'y C > II, entonces
Q(C,C) > Q(C, 1),
asi pues
Q(C,C) > Q(C,1I) > Q(ILII) = 0,

es decir,
3txy = pxy = 0,

del Corolario 3.4.2 y del hecho que X y Y son PQD, entonces vxy > 0, para
la dltima desigualdad se usa el hecho C'(u,v) > II, entonces en particular
C(1/2,1/2) > 1/4, asi pues fxy = 4C(1/2,1/2) —1 > 0. O

Observamos que si X y Y tienen la propiedad de dependencia de cuadrante
positivo, entonces la condicion

PIX<z,Y<y>P[X<z|P[Y <y,

puede ser interpretada de otra manera, si P [X < x| # 0, dividimos entre ella
a la expresién anterior y obtenemos

PIX<so¥ sy, PX<APIY Syl pry <y,

PlY <y|X <uz]= PiX<a °2 PIX <4 > <

la cual, si X y Y son variables aleatorias continuas, es equivalente

> G(y).

Podemos pedir una condicién més fuerte, por ejemplo, que P[Y < y|X < z]
sea una funcion decreciente de X. Si X, Y representan el tiempo de vida,
entonces se dice que la probabilidad del tiempo de vida de Y decrece cuando

el tiempo de vida X aumenta.
Definicién 3.5.3 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas, entonces

I. Y es decreciente de cola izquierda en X (LTD(Y|X), por sus



3.5. Dependencia 87

siglas en inglés Left Tail Decreasing), si P|Y <y|X <z] = % es

una funcion decreciente de x para cada y.

11. X es decreciente de cola izquierda en Y (LTD(X|Y ), por sus

siglas en inglés Left Tail Decreasing), si P|X <z|Y <y] = %;)’) es

una funcion decreciente de y para cada x.

1. Y es creciente de cola derecha en X (RTI(Y|X), por sus siglas

H(z,y)

en inglés Right Tail Increasing), si PY > y|X > z| = 7G)

es una

funcion creciente de x para cada vy.

1v. X es creciente de cola derecha en Y (RTI(X|Y ), por sus siglas

en inglés Right Tail Increasing), si P[X > z|Y > y] = Ig?yz)’) es una

funcion creciente de y para cada x.

Similarmente hay 4 propiedades adicionales de dependencia negativa, cre-
ciente de cola izquierda LTI(left tail increasing) y decreciente de cola derecha
RTD(right tail decreasing) que se definen de manera anéloga intercambiando
las palabras decreciente y creciente en la definiciéon anterior.

Las cuatro definiciones de monotonia de colas para X y Y, implican de-
pendencia de cuadrante positiva. Por ejemplo, si LTD(Y|X), entonces para

Tr < o0
PIY <ylX <a]> PIY <ylX < oo = P[Y <y,

entonces, la expresion anterior se expresa como

por lo tanto
PlY <y X <z]>P[X <a]P[Y <y,

es decir, PQD(Y]X).
Teorema 3.5.4 Sean X yY variables aleatorias tales que satisfacen cualquiera

de las condiciones de la definicion 3.5.3 entonces X yY son dependientes de

cuadrante positivo PQD.
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Sin embargo, la dependencia de cuadrante positivo no implica ninguna de las
cuatro propiedades de monotonia de colas, como lo demuestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2: Construccion de una copula que es PQD, pero no cumple con
ninguna de las propiedades de monotonia de colas. Sea C' la suma ordinal
de {M, W, M} con respecto a la particiéon {[0,0],[0,1 — ©],[1 — ©, 1]} para
cualquier © en (1/4,1/2); debemos construir una cépula con las caracteristi-
cas antes mencionadas, entonces necesitamos que la cépula cumpla con la
desigualdad C(u,v) > uv para todo (u,v) en I? y ser el resultado de una
combinacion de la copula M, entonces sea

A+ Bméx(u+wv—1,0), para (u,v) € [©,1— O]?
Co(u,v) =< E+ Dmin(u+0O —1,v) para (u,v)€[l1—0,1]?
M (u,v) en otro caso,

Determinemos las constantes A, B, C, D y como cambian u y v en cada
intervalo; para este propdsito analizamos el soporte de la copula Cg.

La cépula Cg tiene soporte como se muestra en la grafica.

1 A

0.7

0.3

Figura 3.2: Soporte de la copula C' para © = 0.3.

Para el primer intervalo [0, ©]? la cépula min(u,v) permanece igual.

Para el intervalo [©, 1—0]? con la cépula Cg es igual a A+ B méx(u+v—1,0),
debemos determinar las constantes A y B ademas de un cambio de variables,
entonces queremos encontrar una funcién lineal reescalada ¢ : [0,1] — [©,1—
0] digamos c(z) = Bz + A de tal manera que ¢(0) = O y ¢(1) = 1 — 0,
entonces © = ¢(0) = Ay 1 -0 = ¢) = B+ O implican A = © y
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B =1-20, por lo cual ¢(z) = (1 — 20)x + O; ademads su inversa esta dada
por ¢ }(z) = (x — ©)/(1 — 20), asf pues la cépula en el intervalo es igual

i u—0 v— 06
C@(u,v):@+(1—2@)max(1_2®+1_2@—1,0)

Para el intervalo [1 — O, 1]? tenemos que calcular los valores desconocidos de
la cépula Co(u,v) = E+ D min(u, v), usamos nuevamente una funcién lineal
c:[0,1] = [1—-0,1] digamos C(z) = £+ Dz de tal manera que ¢(0) =1—-0
y ¢(1) = 1, entonces 1 — O = ¢(0) = Ey 1 =¢(1) = D+ 1 — O implican
E=1-0y D=0, porlocual ¢(x) = (1 — O) + Ox; ademds su inversa
esta dada por ¢™'(z) = (x — 1+ 0)/(0), asi pues la cépula en el intervalo es
igual

e S)

por lo tanto la cépula finalmente se expresa

(1—@)+@m1’n(u_1+@ v—1+6)

O+ (1 —20)méx (52 + 58 — 1,0) (u,v) € [6,1 - O)2,
Co(u,v) =< (1 —©)+ Omin (=52, 2=1t9) (u,v) € [1—0,1)%
M (u,v) en otro caso.

Es bastante claro que para el conjunto I?—{[0,1 — ©]%,[1 — O, 1]?}, donde la
copula Cg es igual a M (u,v) se cuample trivialmente la desigualdad II(u,v) <
M (u,v) dado que M es la cota superior de Fréchet-Hoeffding.

Para el conjunto [0, 1 — ©]? la cépula Ce(u,v) = © + (1 — 20) méx(+52 +
v—0
120

—1,0), observamos que si u =v = O

Co(0,0) = @+(1—2@)méx(

= 0
e’

6-6 ,06-06
1-20 1-20

v
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Siu=v=1-06
, (1-6-60 1-6-06
Co(1-09,1-0) = @+(1—2@)max( T + T~ 26 —1,0)
= 06+1-20
= 1-06
Z (1_@)27

el caso en el cual ©® <u,v <1 -0

1-20 '1-20

. (u+v—20
= @—i—(l—?@)max(w—l,()),

Col(u,v) = @+(1—2@)méx<u_®+v_@ 1,0>

analizando los casos posibles, partiendo del hecho © < u <1 — 0 y de que
O < v < 1— 06 se cumplen las desigualdades,

20 <u+v<2-—20,

restando 20,
O<u+v—20<2-40 =2(1-20),

dado que 1/4 < © < 1/2, entonces 1/2 < 20 < 1 lo cual implica 0 <
1 —20 < 1/2, asi pues dividimos entre 1 — 20

utv—20 2(1-20)

<138 “T1-20 %
entonces wt v 20
—1<w—1<1,
si —1<%—1§0, entonces
Co(u,v) = ©
> 07
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si 0 < “F-29 — 1 < 1, entonces

) u—0 v—0
Co(u,v) = @+(1—2@)max<1_2®+1_2@—1,0)

u+v—20
= @+(1—2@)(w—1>
= O4+u+v—20—-1+4+20
= ut+v—1+6
> 0> 07> u.

Por lo tanto Ce es PQD en [©,1 — ©]°.

Para el conjunto [1 — ©,1]? la cépula

cd%m:(u4»+@mm<“_g+@ﬂ_g+@>,

observamos que siu =v =1— 0,

1—0-140 1-6-1406
Co(1-0,1-0) = a—@+@mm( @@ o @*‘)

= 1-0>(1-0)>~%

Siu=v=1

1-1 1-1
Co(1,1) = a—@+@mm( +6 +@>

© ' ©
= (1-©)+0Omn(l)
= 1>1,

sil—0 <wu,v <1, entonces

Co(u,v) = (1—@)+@min(“_1+@ v—1+@)7

e S)

para analizar este caso supongamos, sin pérdida de generalidad, que u < v
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(el caso contrario se analiza similarmente) entonces “=52 < =L@ < ]

Co(u,v) = (1—O)+Omin (“_(1;@,”_;*@)

= (1—@)+@<#)

= (1-0)+u—-14+0=u>uw.

Por lo tanto la cépula Cg es PQD.

Falta verificar que ninguna de las propiedades de monotonia de colas se
cumplen.

Verifiquemos que Y no es decreciente de cola izquierda en X (LTD(Y|X)),
en efecto, sea © < v < 1— 0 fijo, entonces C'(u, v)/u es no necesariamente es
decreciente para toda u en I. Dado cualquier v en [ tal que © <u <1 — 0,
la cépula evaluada en dichos valores es igual

€] ;0 u—0 v—0
Co(u,v) I 51 120 + 126 1<0,
u TS s %6 T 136 —1>0,

derivando

! o © u—© e

<C@(u,v)> _ { —w Sl 5 time — 120,
- 1—v—0 : u—0 v—0

u 1206 Ti26 —1>0

observamos que la funciéon 1‘;’—{@ es una funcion creciente ya que, del hecho

que v < 1 — O, obtenemos 1 —v — © > 0 lo cual implica que la derivada es
positiva, y por lo tanto % es una funcién creciente para algunos valores
de u.

Verifiquemos que X no es decreciente de cola izquierda en Y (LTD(X|Y")),
en efecto, sea © < u < 1 — O fijo, entonces C'(u,v)/v no necesariamente es
decreciente para toda v en I. Dado cualquier v en [ tal que © <v <1 — 0,
la copula evaluada en dichos valores es igual

itv—140 28 0%
U+v— : u— v—
+ 3 —1>0,

S1

v 1-206

Co(u,v) { =) sio =94 229 1 <0,
v

—20
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derivando

<ce<u,v>>’:{—% sl 155 155 —1<0,
e +

1
] v—0
v 126 129_1>0>

observamos que la funcion es una funciéon creciente ya que, del hecho
que u < 1 — O, obtenemos 1 —u — © > 0 lo cual implica que la derivada es
positiva, y por lo tanto w es una funcién creciente para un subconjunto

de I.

1u@
v2

Verifiquemos que Y no es creciente de cola derecha en X (RTI(Y|X)), en
efecto, sea © < v < 1 — O fijo, entonces 1 — u — v + C(u,v)/(1 — u) no
necesariamente es creciente para toda u en I. Dado cualquier v en [ tal que
O <u<1-—0,lacopula evaluada en dichos valores es igual

—u 1-20 1-20

[S) : u—0 v—0O
1—u Sl 136 + —1>0,

l_u_v+C®(u7v) {lq—”w Si u*@+v€)_1<0
1—u

1-20

derivando

(OG(U> U))/ - (1@,&52 si 1u—_2% + 1U:2Za —1<0,
u (1—u)? 6 T 126 — 1 >0,

observamos que dado que © < v la funcién (19__182 es decreciente, y por lo

tanto no se cumple la propiedad RTI(Y|.X).

Verifiquemos que X no es creciente de cola derecha en Y (RTI(X|Y)), en
efecto, sea © < u < 1 — O fijo, entonces 1 —u — v + C(u,v)/(1 — v) no
necesariamente es creciente para toda v en I. Dado cualquier v en I tal que
O <v <1-—0,lacépula evaluada en dichos valores es igual

1—u—v+ Colu,v) _{ Lt i 2+ g — 1 <0,
- €] . u—0 v—0O
I—w v si 1956 ti3e —1>0,

derivando

O—u s u—0 v—0
(06(% U))/ _ { T si 156 t 120 — 120,

1—w
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(€]

observamos que dado que © < wu la funcién ﬁ es decreciente, y por lo

tanto no se cumple la propiedad RTI(Y|.X).
Teorema 3.5.5 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C,
entonces

1. LTD(Y|X) si y sélo si para cualquier v en I, C(u,v)/u es decreciente

en u.

1. LTD(X|Y ) si y sdlo si para cualquier u en I, C(u,v)/v es decreciente

eEn v.

ur. RTI(Y|X ) siy sélo si para cualquierv en I, [1 —u —v+ C(u,v)] /(1—
u) es creciente en u, es equivalente, si [v— C(u,v)] /(1 —u) es decre-

ciente en u.

v. RTI(X|Y ) siy sélo si para cualquierw en I, [1 —u — v+ C(u,v)] /(1—
v) es creciente en v, es equivalente, si [u — C(u,v)] /(1 —v) es decre-

ciente en v.

Este Teorema es consecuencia directa de la definicién 3.5.3.

Corolario 3.5.6 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C,

entonces

1. LTD(Y|X) siy sélo si para cualquier v en I, 0C(u,v)/0u < C(u,v)/u

para casi toda u.

1. LTD(X|Y ) si y sélo si para cualquier u en I, 0C(u,v)/0v < C(u,v)/v

para casi toda v.

1. RTIY|X) siy sdlo si para cualquier v en I,
0C(u,v)/0u > [v — C(u,v)] /(1 —u)

para cast toda .
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1v. RTI(X|Y ) siy sélo si para cualquier u en I,
0C(u,v)/0v > [u — C(u,v)] /(1 —v)
para casi toda v.
Demostracion: Sélo demostraremos el primer caso, los demas se demuestran

de manera similar. Si X, Y son LTD(Y|X), por el Teorema 3.5.5 la funcién
C(u,v)/u es creciente en u, por lo tanto su derivada es positiva, es decir,

C(u,v) — u@ZC(u,v)/au >0,
u

entonces,

C(u,v) — udC(u,v)/0u > 0,

por lo tanto

C(u,v) - 0C (u,v)
w — ou

para casi toda u. 0

Teorema 3.5.7 Sean X, Y wvariables aleatorias continuas, si LTIY|X) y

RTD(Y|X), entonces pxy > 7xy > 0 (se tiene el mismo resultado si
LTI(X|Y) y RTD(X|Y)).

Para ver la demostracién de este Teorema se puede consultar [3]. La depen-
dencia de cuadrante positivo de X y Y no es una condicion suficiente para que
la desigualdad pxy > 7xy > 0 se cumpla, como lo demuestra el siguiente.

Ejemplo 3: Sean U, V variables aleatorias cuya funcion de distribucion
conjunta es la cépula construida de la diagonal §(t) = ¢, es decir, C'(u,v) =
min(u, v, (u® 4+ v?)/2). Dado que u < 1, v < 1y 0 < u? — 2uv + v?, entonces,
w < u, ww < vy w < (u? + v?)/2, entonces las variables U y V son
dependientes de cuadrante positivo (PQD). Sin embargo, se puede verificar
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que U no es decreciente de cola izquierda en V', sean

PIU<1/2[V <1/2]

PlU < 1/2|V <V3/2]

C(1/2,1/2)
C(1,1/2)
min(1/2,1/2,(1/2)* + (1/2)?/2)
min(1,1/2,1+ (1/2)2)/2
min(1/2,1/4)
min(1/2,5/4)
/4 1

/2 2

C(1/2,v/3/2)
C(1,V/3/2)
min(1/2,v3/2, (1/2)* + (v3/2)*/2)
min(1,v/3/2,1 4 (v/3/2)2)/2
min(1/2,/3/2)
min(1,v/3/2,7/8)

/2 V3

v3/2 3
entonces, observamos que 1/2 < /3/2, sin embargo, C&ﬁ%?) =1/2 <
V3/3 = % lo cual muestra que la funciéon C(u,v)/v) no es decre-

ciente. Aun mas, V' no es creciente de cola derecha en U, sean

PlU > 1/2|V > 1/2]

1-1/2—-1/2+C(1/2,1/2)
1—1/2
min(1/2,1/2,(1/2)? + (1/2)%/2)
1—1/2
min(1/2,1/4)
1/2
1/4 1

1/2 2
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1-1/2—-1++3/24+C(1/2,v/3/2)
1—1++/3/2
~1/2+/3/2
V3/2

min(1,1 - (1/2)2+(;—x/§/2)2)

2’ 2
+

V3/2
—1/2+/3/24+1—/3/2
V3/2
1/2 V3
VEREY

PlU>1/2|lV >1-+3/2] =

entonces, observamos que 1 — /3/2 < 1/2, sin embargo, P[U > 1/2|V >
1/2] < P[U > 1/2|V > 1 —+/3/2] lo cual muestra que la funcién C(u,v)/v
no es creciente. Por simetria, V' no es decreciente de cola izquierda en U,
tampoco V es decreciente de cola derecha en U; asi pues no se cumplen las
condiciones del Teorema 3.5.7, entonces

1 1
T o= 4/ 6(t)dt—1:4/ ?dt — 1
0 0

37! 1
31, 3

p = 12// C(u,v)dudv — 3
12
3T

entonces 7 > p =5 — 37” ~0.287.

Otro caso de estudio para las propiedades de monotonia es considerar la

probabilidad P [Y > y|X = z] conocida como Monotonia Estocéstica.



98 Capitulo 3. Dependencia

Definicién 3.5.8 Sean X y Y wvariables aleatorias,

I. Y es estocdsticamente creciente en X, lo denotaremos SI(Y|X ),
por sus siglas en inglés Stochastically Increasing, si P[Y > y|X = x|

es una funcion creciente de x para toda y.

1. X es estocasticamente creciente en Y, lo denotaremos SI(X|Y ),
por sus siglas en inglés Stochastically Increasing, si P[X > z|Y =y

es una funcion creciente de y para toda x.

Dos propiedades de dependencia negativa SD(Y|X ), Y es estocasticamente
decreciente en X, y SD(X|Y ), X es estocasticamente decreciente en

Y, se definen de manera andloga.

Ejemplo 4: Suponga que X y Y son variables aleatorias con distribucion
bivariada exponencial Marshall-Olkin H, esta familia representa la distribu-
cién exponencial bivariada con parametros A\;, Ay y A2, también juega un
papel en los procesos de Poisson en dos dimensiones, su funcion de super-
vivencia H(z,y) representa la probabilidad que el primer evento sobreviva
mas alld de determinado tiempo x y que el segundo evento sobreviva mas
alla de determinado tiempo ¥, ésto se expresa

H(z,y) = et-Crthiz)e=(etdiz) +Aie min(e.y)

La probabilidad de supervivencia condicional P[Y" > y|X = z], puede ser
calculada a partir de H tomado las densidades de los eventos, de la siguiente
manera

PlY >y, X = z]
PlY >yl X =zx] = PIX—a]
entonces _
P >y, X =q 222
PX =2] ag_m ’

dado que F(z) = e[(— (A + A\12)7)

de(—(A1+A12)z—(A2+A12)+A12 min(z,y))

PlY >y, X = z] 5

P[X — a:] - ae<—<xézk12>x)
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la derivada de numerador depende de que valor toma x

— A el(=(A1+A12)z=(Aa+A12)y+A122)

si x<y
_ _ —()\1+>\12)e(_(’\1+*12)$) >~ Y

P[Y > y|X - 27] - —(A1+A12)e(~(A1tA12)z =A%) .
“ (A Ai2)eC C1tA12)2) St x>y,

reduciendo terminos

AL o(A2(y—z)—Aaoy) g <
P[Y>y|X::I;]:{ >\8+)\12€ st x <,

elA12y) si x>,

Observamos que esta probabilidad condicional de supervivencia es creciente
para x, por lo tanto, Y es estocdsticamente creciente en X, es decir, SI(Y|X).

Teorema 3.5.9 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C),

entonces

1. SI(Y|X) siy solo si para cualquier v en I y para casi toda u, la parcial

0C (u,v)/Ou es decreciente en u.

1. SI(X|Y ) siy sélo si para cualquier u en I y para casi toda v, la parcial

0C (u,v)/0v es decreciente en v.

Demostracién: Partimos de hecho SI(Y|X), entonces P[Y > y|X = z] es

creciente en x, entonces
PY >yl X =z]=1-P[Y <y|X =1
es creciente, se sigue que

—P[Y >y|X =] = -1+ P[Y < y|X = 2]

es decreciente, por lo tanto P[Y < y|X = z| es decreciente, esto sucede si y

sélo si P[V < o|U = u| es decreciente, en la ecuacién (1.13) se muestra que

PV <w|U =u] = %C(u,v)
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que es decreciente como funcién de u. O

Roberts y Varberg [15] dan una interpretaciéon geométrica de la propiedad

de monotonia estocastica.

Teorema 3.5.10 Sean X y Y wvariables aleatorias continuas con copula C,

entonces

1. SIY|X) si y solo si para cualquier v en I, C(u,v) es una funcion

concava de u.

1. SI(X|Y) siy solo si para cualquier u en I, C(u,v) es una funcion

concava de v.

Ejemplo 5: Sea Cg la cépula de la familia Plackett

1+ (©—-1)(u+v)]—/[1+ (0 —1)(u+0v)]?—4uwwO(O — 1)
2(0-1)

Co(u,v) =

Calculemos la segunda derivada de Cg, usemos A = 1+ (© — 1)(u + v),
entonces

A — /A2 — 4ww@(6 — 1)

Co(u,v) =

20-1)
la parcial de A con respecto de u
0A
— =11
— = (0-1),

la segunda parcial de A, con respecto de u

0?A

o2~V
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la primer derivada de Cg

0Co(u,v) 94 _ 0 JIA]? — 4w (0 — 1)

ou 206 - 1)
~ 7T o)

—ﬁuz (4] — 4w (6 — 1))

(2A0A/0u — 40O(© — 1)),

—-1/2

la segunda derivada de Cg

*Co(u,v) 1 0 |2A0A/0u — 4vO(O — 1)
ou> 4O —1)0u | ([A]2 — 4uwwO(6 — 1))
(—4(0A/0u)? — 4AP*A/0u?) ([A]? — 4uvO (O — 1))
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/*
(2A0A/0u — 4O (O — 1))°
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?
_ (—4(04/0u)?) ([A]? — 4uwB (6 - 1))
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?
(2A0A/0u — 40O (0 — 1))°
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?’

2 / . . 7 . .
dado que g—é = 0; ahora en la ultima expresion, sustituimos los valores de la
derivada (89_11,

P*Colu,v) (=46 —1)%) ([A] — 4uwwO(© — 1))
ou? 8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/*
(240 — 1) — 400(© — 1))
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?
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—4A2(0 — 1)2 + 16uvO (O — 1)3 4 4A42(6 — 1)?
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?
164v0(0 — 1)? — 16020%(6 — 1)?

8(0 — 1) (JA]2 — 4O (6 — 1))*?

1609(0 —1)2{vO +u(® —1) —1—(© —1)(u+v)}
8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?

1600(0 — 1)2{—1 + v}

8(0 — 1) ([A]2 — 4uvO (O — 1))*/?
—200(0 — 1)(1 — v)

(14 (© = D (u+v)]2 — 4uwO (0 — 1))**’

Observamos que para © > 1, % < 0, por lo cual la cépula Cy(u,v)

es una funciéon céncava de u para © > 1; entonces Y es estocasticamente
creciente en X, SI(Y|X) (por simetria también SI(X|Y)) para © > 1.

Teorema 3.5.11 sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C
1. Si SI(Y|X ) entonces LTD(Y|X ) y RTI(Y|X ).
1. Si SI(X|Y ) entonces LTD(X|Y ) y RTI(X|Y ).

Definicién 3.5.12 Sean X y Y wvariables aleatorias

I. sean X y Y son crecientes de conjunto de esquina izquierda,
LCSD(X,Y ) ( de las siglas en inglés letf corner set decreasing), si

PIX <2,Y <y|X <o Y <y]]

es decreciente en x' y vy para toda x y y.

1. sean X y Y son crecientes de conjunto de esquina derecha,

RCSI(X,Y ) ( de las siglas en inglés right corner set increasing), si

PX >z,Y >y|X > 2V > ]
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es creciente en x’ y vy para toda x yy.

Las propiedades de dependencia negativa LCSI(X,Y ) (left corner set in-
creasig) y RCSD(X,Y ) (right corner set decreasing) se definen de manera

andloga.

Teorema 3.5.13 Sean X y Y wariables aleatorias continuas
1. si LOCSD(X,Y ), entonces LTD(Y|X ) y LTD(X|Y ).
1. si RCSI(X,Y ), entonces RTI(Y|X) y RTI(X|Y ).

Demostracion: Partimos de que se cumple que las variables X y Y son
LCSD(X,Y),entonces la probabilidad

PX <zY <y|lX <2V <y

es una funcién decreciente en 2’ y 4y’ para toda x y y; en particular para
xr =00y Yy = 00, entonces

P[X <00,V <ylX <a',YV <oo] = PlY <y|X <o

es una funcién decreciente de 2’ para toda y, asi Y es decreciente de cola
izquierda con respecto a X, LTD(Y'|X). Para comprobar la otra parte del
inciso I, se usa y = oo y ' = oo, entonces

PX <2,Y <oo|X <o00,Y <y] = P[X <zY <]

es una funcién decreciente de y' para toda x, asi X es decreciente de cola
izquierda con respecto a Y LTD(Y'|X). La parte II se demuestra de manera
similar. 0

El siguiente teorema nos da un criterio para determinar las propiedades
LCSD(X,Y) y RCSI(X,Y) en términos de desigualdades que involucra las
funciones de distribucién conjunta y las funciones de distribucién conjuntas

de supervivencia.
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Teorema 3.5.14 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con funcion de

distribucion conjunta H
1. LOSD(X,Y ), si y sdlo si
H(z,y)H(a',y') 2 H(z,y')H(z', y)
para toda x, y, ' yy' en R tales que x < 2’ yy <y

1. RCSI(X,Y ), siy sdlo si

H(z,y)H(a',y') = H(z,y ) H (2", y)
para toda x, y, *' yy' en R tales que x < x' yy <.

El criterio del Teorema 3.5.14 puede ser expresado usando el concepto de
las funciones totalmente positivas de orden dos denotado por T'P,, sea
f :R? — R entonces f es totalmente positiva de orden dos si f(z,y) > 0 en
Ryparaz<a'yy<y

fay)  flay) )

Si la desigualdad se invierte, entonces diremos que f es reversamente re-
gular de orden dos abreviada de su expresién en inglés reverse regular of
order two RRs.

Corolario 3.5.15 Sean X y Y wariables aleatorias continuas con funcion
de distribucion conjunta H; entonces LCSD(X,Y ) siy solo si H es TPy, y
RCSI(X,Y ) siy sélo si H es TP,.

Corolario 3.5.16 Sean X y Y wvariables aleatorias continuas con copula C',
enotnces LCSD(X,Y ) si y sdlo si C' es TP, y RCSI(X,Y ) si y sélo si C es
Th,.
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De los Teoremas 3.5.5, 3.5.11 y 3.5.13 se establecen las implicaciones que se
ilustran en la tabla (3.18)

SI(Y|X) = RTIY|X) <« RCSI(X,Y)

\ \ \
LTD(Y|X) = PQD(X,Y) < RTI(X|Y) (3.18)

) ) ()
LCSD(X,Y) = LTD(X|Y) < SI(X|Y).

3.5.1. Medidas de Dependencia

En la seccién (3.2), la propiedad IV de la definicién 3.2.2 de medidas de
concordancia, nos senala que dadas dos variables aleatorias independientes,
entonces la medida de concordancia de éstas es igual a cero, pero la impli-
cacion inversa no es cierta, dado que podemos encontrar ejemplos donde la
medida de concordancia es cero pero las variables no son independientes, es
por esto que se define la medida de asociaciéon o dependencia, como sigue

Definicién 3.5.17 Una medida 6, 0xy o dc de asociacion entre dos varia-
bles aleatorias continuas X y Y con copula C es una medida de depen-

dencia, si satisface las siguientes propiedades:
I. 0xy esta definida para cada par de variables continuas X y Y.
II. dxy =y x.
m. 0 <oxy <1.
IV. dxy =0 51 y sélo st X y Y son independientes.

V. dxy =1 si y solo si para cada X y Y, alguna de las variables es una

funcion estrictamente mondtoma casi sequramente de la otra.

VI. si v y B son funciones estrictamente monotonas sobre RanX y RanY

respectivamente, entonces do(x)a(v) = 0X.y -
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vil. Si{(X,,Y,)} es una sucesion de variables aleatorias con cépulas Cy,, y
si la sucesion {C,} converge puntualmente a C, entonces lim,,_,, 0¢c, =
oc.

Cuando enunciamos en la seccién (3.2) la definicién de medida de concor-
dancia, ya haciamos notar que las condiciones V a VII no son indispensables
para definir una medida de concordancia; en este caso opinamos lo mismo,
recordando las propiedades que debe satisfacer una medida en un espacio
métrico nos parece mas adecuado que la medida de dependencia cumpla sélo
con los cuatro primeros incisos, creemos en la necesidad de una definicion
mas clasica, que cualquier medida debe cumplir condiciones menos restricti-
vas, por ejemplo, en el inciso III de la definicion de medida de dependencia
en vez de exigir que la medida esté entre los valores cero y uno, podriamos
pedir que sea no negativa y finita, es decir, que esté acotada.

Por ejemplo, podemos pensar en una medida de dependencia basada en la
métrica discreta.

Ejemplo 1: Sea

5XY:

)

0 si X,Y son independientes,
1 si X,Y son dependientes.

Verificamos que esta métrica cumple con las propiedades de I a IV, en efecto:

I. Es obvio que dxy esta definida para cualesquiera X, Y variables alea-
torias.

1II. Si X, Y variables aleatorias son independientes, entonces dxy = 0 =
dy,x, si X, Y variables aleatorias son dependientes, entonces dxy =
1 == 5yx.

111. Es claro que para todas X, Y variables aleaorias 0 < dyy < 1.
1v. Por definicién dxy = 0 si y sélo si X, Y son variables aleatorias inde-

pendientes.

Sin embargo, por la definicién, no podemos hablar de monotonia de fun-
ciones de acuerdo a la métrica discreta, ni de convergencia puntual, entonces
ninguna de las propiedad V, VI y VII se cumplen.
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Un ejemplo clasico de medida de dependencia se construye a través de la rho
de Spearman, recordemos como esta definida

pPXyY = pc = 12// [C(u,v) — wv]dudv.
12

pc es proporcional al volumen contenido entre la grafica de la copula y la
copula IT; si a la expresion [C(u,v) — wv] la sustituimos por |C(u,v) — uv],
entonces obtenemos una medida basada en la distancia L, entre las graficas
de las copulas C' y 11, esta medida es conocida como o de Schweizer y Wolff

[17].

Oxy = 12/ |C(u, v) — wv| dudv.
12

Teorema 3.5.18 Sean X, Y wariables aleatorias continuas con copula C;
entonces la cantidad oc es una medida de dependencia, es decir, que satisface
las siete propiedades de la definicion (3.5.17).

Demostracion: Verificamos que la métrica
Oxy = 12/ |C'(u,v) — uv| dudv,
72
cumple con las propiedades de I a IV, en efecto:

I. Es obvio que oy y esta definida para cualesquiera X, Y variables alea-
torias.

11. Dadas X, Y variables aleatorias arbitrarias, entonces

oxy = 12/ |C(u,v) — wv| dudv
12

= 12/ |C(v,u) —vu| dvdu = oy x.
]2



108 Capitulo 3. Dependencia

111. Se ha demostrado que para todas X, Y variables aleatorias la rho de
spearman cumple —1 < pyy < 1y |C(v,u) —vu| > 0 entonces, 0 <
oxy < 1.

V. oxy =0siysélosi12 [ [,]|C(u,v) —uv|dudv = 0, es decir, siy sélo
si |C(u,v) —uv| = 0 siy sélo si C(u,v) = uv = I[I(u,v) es decir, si X
y Y son independientes.

La demostracién de las propiedades restantes pueden ser consultadas en el
libro de Nelsen [13]. O

Antes de analizar algunos ejemplos mas debemos observar algunas implica-
ciones que son mas o menos inmediatas, por ejemplo, si las variables alea-
torias X, Y son PQD, entonces C(u,v) > wv asi, 0 < pxy = oxy. Si
las variables aleatorias X, Y son NQD entonces C'(u,v) < uv por lo tanto

0 <wv—C(u,v) = —(C(u,v)—uv), entonces oxy = —pxy. Para muchas fa-
milias como la Plackett, la Farlie-Gumbel-Morgenstern y muchas familias de
cépulas Arquimedianas oxy = |px,y|; sin embargo, para aquellas variables

aleatorias X, Y que no son NQD ni PQD, es decir, para aquellas copulas que
no pueden ser comparables con II, o frecuentemente es una mejor medida
que p, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2: Sean X, Y variables aleatorias con funciéon de distribucion Cir-
cular Uniforme.

M(u,v) si |u—wv|>1/2,
C(u,v) =< W(u,v) si |lu+v—1]>1/2,

- — % en otro caso,

la cépula C' es simétrica, satisface C' = C' y satisface las ecuaciones

C(u,v) =u—C(u,1 —v)

Clu,v) =v—C(1—wu,v)

para todo (u,v) en I*. Se puede demostrar que si una cépula cumple alguna
de las ecuaciones anteriores entonces
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Es claro que aunque p = 0, las variables X y Y no son independientes, por
lo tanto la medida de dependencia ox y sera positiva.

3

OxXy = 4_1

Como ya mencionaban Schweizer y Wolff [17], una medida que normaliza
adecuadamente la distancia entre las superficies z = C(u,v) y z = uv estaria
dada por una distancia Lp, ésta podria darnos una medida simétrica y no
paramétrica de la propiedad de dependencia para cualquier P, tal que 1 <
P < o0, la distancia Lp entre la copula C' y la Il esta dada por

b [ [cwn —wr]

donde k, es aquella constante que normaliza la medida, se puede demostrar
que esta medida cumple con todas las propiedades de la definicién 3.5.17 de
medidas de dependencia. Por ejemplo, para p = 2

1/2
Oy == [90// |C'(u,v) — uv\Q] ,
12

el cuadrado de esta medida de dependencia ®% - es llamado indice de de-
pendencia.

3.5.2. Coébpulas Empiricas

Existen versiones muestrales de las medidas de asociacién que hemos estudi-
ado en secciones anteriores. Esto podria servir para modelar una copula en

base a una determinada muestra.

Definicién 3.5.19 Sea {(zx,yx)}r_, una muestra de tamario n de una fun-

cion de distribucion continua bivariada. La copula empirica es la funcion
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C,, dada por

)
nn

o <z j) nimero de pares (x,y) en la muestra, tales que x < x4y, y < y(j)
" n

donde, x;) y y¢) denotan las estadisticas de orden de la muestra. La fre-

cuencia empirica de la cépula c, estd dada por

. (1 l) _ 1/n si (z3),y)) es un elemento de la muestra,
n’n 0 en otro caso.

Note que C), y ¢, estan relacionadas mediante las ecuaciones

o (37) =55 (), 19

Las cépulas empiricas fueron estudiadas por primera vez por Dehuevels [5]
en (1979) a las cuales llam6 funciones de dependencia empirica.

En la ecuacion 3.19 observamos que si definimos a la copula empririca en
los puntos Cn(%,%) =0 = Cn(%,%) para i = 1,...,n, entonces tenemos
que la cépula empirica es una subcépula, como se demuestra en el siguiente

teorema.

Teorema 3.5.20 Sea {(z, yk)}]kf:l una muestra de tamano n de una funcion

de distribucion continua bivariada y sea C,, la copula empirica, tal como en
la definicidn 3.5.19, y con la propiedad adicional Cp(£,2) =0 = Cy(2, 1)

n’n

para 1 =1,...,n, entonces la copula empirica es una subcopula.
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Demostracion: La copula empirica es subcépula pues cumple:

I.

IT.

DomC, = S; xS, donde S; = Sy = %,...,%,...,%} para i =
1,...,n son subconjuntos de I que contienen al 0 y al 1.

C,, esta fija, en efecto, por la ecuacién (3.19), C’(%, %) =0= C(%, %)
parai=1,...,n.

Primero observemos que ¢, (%, %) = % 0 Cp (%, %) = 0, entonces,
i) L pq
(1 0) =3 (2.9 20
n'n n'n
p=0 ¢=0

Tomemos 0 < 7; < iy <ny 0 <7 < jo <n, entonces el volumen de
C,, en el conjunto k = [iy,is] X [j1, jo]

Ve, (K) = C, (Z—?,]—?)—On <Z—”—2)
n n n n

_c, (L J_l) e (L J_l)
n n n n
| o

p=0 ¢=0 p=0 ¢=0
iz J1 D q i1 J1 P q
SHRACEIES 9 A )
n n n n
p=0 ¢q=0 p=0 ¢=0
12 J2 D q J1 D q
= Cp\ —H — ) — n\ "y
> ()~ ()
p=0 Lgq =

|
-~
=
1 |l
<
(V)
@)
S
/N
33
SIS
——
g
o
<
[
9]
3
/N
SIS
3=
N——
| I |

p=0 Lqg=0 q=0
SN P q < P q
- [Z ; (m)] - [Z Cn(m)]
q p=0 Lg=j1+1

p=i1+1 Lg=ji+1
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ur. Sii={0,1,...,n},

ya que en cada columna y cada renglon se tiene una tnica entrada

Cn (%, %) = 1 ver figura 3.3.

T n

Ejemplo: Daremos un ejemplo para el caso en que tenemos cuatro muestras,
sean (1.78,5.6),(10.1, —2.2),(—3.1,6), (2.2, —3.4), determinamos la estadisti-
ca de orden de cada una de ellas, entonces

I(l) =-3.1= Zs, y(l) =-34= Ya
Ty =178 =w1, Yo =—-22=1y
Z3) = 2.2 = Ty, Yi) = 5.6 = Y1
Ty = 10.1 =29, yuy =6 =ys,

asi pues, la muestra queda etiquetada segin su estadistica de orden como
sigue:

(1, 91) = (22, Y3)s (22, 92) = (2(0), Y2))

(3, 93) = (@), Y0)s (@4, 94) = (3), ¥1)),

La frecuencia empirica de la copula es diferente de cero, sélo para los puntos
14y (2 3y (3 1y (4 2
(2 2)s (31 (5:2): (5 7)

Los valores de la subcépula empirica en los 25 puntos es

04(%7%) =0 04(4117%) =0 04(42174_11) =0
04(91’%) =0 04(7117%) =0 04(%7%) =0
adh-o adh-o adh-1
C4<4917 %) =0 04(%17 %) = 411 C4(4_2p %) = 421



Figura 3.4: Valores de la subcopula empirica CY.

Figura 3.3: Valores de la frecuencia empirica de la subcopula Cy.

4 1 2 3 4
1 A0 kp o kg kg kg
3 1 2 3
1 * 0 0 k ook g kY
2 1 2
1 * 0 «0 %0 * 7 k5
1 1 1
7 KO K 0 %7 *xg
k0 0 0 0 %0

1 2 3 47

4 4 4 4

G =1 =1 oL =0

Cij3) =1 Cu7) =1 Cu(39) =0

Cuf ) =7 Culp =7 G} y) =0

Ca}, 1) =1 Cu3, 1) =17 Cu(3,9) =0
C4(%7%):0
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T k0 5 %0 %0 %0
% x 0 H) *i*O * 0
% x*0 00 *x0 %0 *71
T kR0 0 %0 %% %0
() ) 350 >§0 -0
4 1 4 1

Asi, la copula empirica queda definida.
Las versiones poblacionales de las medidas p de Spearman, la 7 de Kendall
y la v de Gini se representan mediante

_ 19 / /1 O, 0) — wo] dude,

1,1 o
T = 2/ / / / [e(u,v)e(u',v") — c(u, v")e(u', v)] dudvdu’dv’
o Jo Jo Jo
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7:4U;O(u,l—u)du—/ol[u—C(u,U)]du

El siguiente da versiones de las medidas de dependencia en términos de las

cépulas empiricas.

Teorema 3.5.21 Sean C,, y ¢, la copula empirica y la funcion de frecuen-
cia respectivamente, para la muestra {(zg, yp)}o_,. Si 7T, t y g denotan las
verstones muestrales dela rho de Spearman, la tau de Kendall y la gamma de

Gini, respectivamente, entonces

oo S () sl )

Para ver la demostracién de este teorema, se sugiere consultar el libro de
Nelsen [13].
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Capitulo 4

Una Prueba de Simetria

En este capitulo nos avocaremos a estudiar algunos resultados publicados
en los ultimos anos acerca de las copulas empiricas y las propiedades de
dependencia. Iniciaremos con un articulo de Roger B. Nelsen [14]

4.1. Extremos de no intercambiabilidad

Un par de variables aleatorias X, Y son intercambiables si poseen la mis-
ma funcién de distribucién y los vectores (X,Y) y (Y, X) tienen la misma
distribucion conjunta, digamos que H denota la funciéon de distribucion con-
junta.

Cuando X, Y no son intercambiables H(x,y) # H(y,x), para algin z, y;
el supremo de |H(z,y) — H(y,z)| puede ser usado como una medida de no
intercambiabilidad de las variables X y Y, esta cantidad puede ser igual a
uno. Extremos de no intercambiabilidad es equivalente a maxima asimetria.

Si X y Y son variables aleatorias idénticamente distribuidas, el conjunto de
valores |H (z,y) — H(y, z)| para los ntiimeros reales x y y es el mismo que para
el conjunto de valores |C(u,v) — C(v,u)| parauy v en I, donde C' denota la
copulade X y Y.

CT representa la transpuesta de C definida como C7 (u,v) = C(v,u).

Las dos cépulas siguientes juegan un papel muy importante en el tema de la
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intercambiabilidad.
Ci(u,v) = min (u, v, (u—2/3)" + (v —1/3)%) (4.1)

Co(u,v) =méx (0,u+v—1,1/3—(1/3—u)" — (2/3—v)"). (4.2)

Con 7 = méx (z,0), el soporte de C esta dado por las dos rectas que unen
los puntos (0,1/3) con (2/3,1/3) y la recta que une los puntos (2/3,0) con
(1,1/3) y de C; el soporte estd dado por tres rectas que son aquellas que
unen los puntos (0,2/3) con (1/3,1/3), (1/3,1) con (2/3,2/3) y (2/3,1/3)
con (1,0).

Observamos que los soportes de C; y C5 son:

1 A
2/3

1/3

Figura 4.2: Soporte de la cépula Cs.

Se demuestra que C y C5 son una combinacién o barajeo de M, en inglés
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shuffle, para mayor referencia se recomienda consultar el libro de Nelsen [13],
de hecho,
El lema siguiente, muestra que la cantidad |C(u,v) — C(v,u)| tiene una cota

superior igual a 1/3.

Lema 4.1.1 para cada copula C' y cualquier u, v en I,
|C(u,v) — C(v,u)| < min(u,v,1 —u,1 —v,|u—0v|) (4.5)

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u < v,
asi pues, tenemos que demostrar que

|C(u,v) — C(v,u)| <min(u,l —v,v—u)
Notemos que |C(u,v) — C(v,u)| < max(C(u,v),C(v,u)) < u y también se

cumple la desigualdad C(u,v) — C(v,u) < u — C(v,u) < 1 — v, donde la
ultima desigualdad se cumple dado que el volumen

Vo (v, 1] x [u,1]) = C(v,u) — C(v,1) = C(1,u) + C(1,1)
= Cl,u)—v—u+1>0.

Del volumen

Vo ([u, 1] x [v,1]) = C(u,v) — C(u,1) = C(1,v) + C(1,1)
= Clu,v)—u—v+1>0.

se cumple C(v,u) — C(u,v) < u— C(u,v) < 1— v, asi pues,

|C(u,v) — C(v,u)| <1—w.

Por ltimo, se cumple la desigualdad C(u,v) —C(v,u) < C(u,v) — C(u,u) <
v — u, la ultima desigualdad se cumple debido al volumen
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Ve ([u, 1] x [u,v]) = Clu,u) — C(1,u) — C(u,v) + C(1,v)
= C(u,u) —u—C(u,v)+v>0.

De la misma manera debido al volumen

Ve ([u,v] X [u,1]) = Clu,u) — C(u,1) — C(v,u) + C(v,1)
= C(u,u) —u—C(v,u)+v >0,

se justifica la desigualdad C(u,v) — C(v,u) < C(u,v) — C(u,u) < v — u.
Entonces,
|C(u,v) — C(v,u)] <v—u.

Asi, se concluye con la demostracion, el otro caso, v < u se demuestra de
manera ansloga. U

La grafica de la funcién z = min(u,1 — v,v — u), para (u,v) tales que 0 <
u < v < 1, satisface las ecuaciones

l—-v = v—u
l1—v = u
u = v-—u,

resolviendo el sistema, entonces (u,v) = (1/3,2/3), y 2z = min(1/3,1 —

2/3,2/3—1/3) = 1/3.

La grafica de z = min(u,1 — v,v — u) consiste en las caras superiores de
un tetrahedro cuya base en el plano u,v es el tridngulo 0 < u < v <1
y vértice en el punto (1/3,2/3,1/3). Existe el resultado andlogo para z =
min(v,1 —wu,u—v) con 0 < v <wu <1, asi,

min(u,v,1 —u,1 —v,|ju—wv]) <1/3.

Aun mas, las copulas C y Cy, cumplen
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Co(1/3,2/3) — C1(2/3,1/3) = min(1/3,2/3,(1/3 - 2/3)*
+(2/3-1/3)7)
—min(2/3,1/3,(2/3 —2/3)*
+(1/3-1/3)")
= min(1/3,1/3) —min(1/3,0) = 1/3.

C5(1/3,2/3) — C(2/3,1/3) = max(0,1/3 +2/3 —1,1/3
—(1/3-1/3)" = (2/3-2/3)")
—max(0,2/3+1/3—-1,1/3
—(1/3-2/3)" = (2/3-1/3)7)
= max(0,1/3) — max(0,0) = 1/3.

Lo cual prueba el siguiente teorema.
Teorema 4.1.2 Para cualquier copula C,

sup |C(u,v) — C(v,u)| <1/3, (4.6)

uv € I

y esta desigualdad es la mejor posible.

Corolario 4.1.3 Dada cualquier funcion bivariada H, con marginales idénti-
cas,

sup |H(.I',y) - H(:l/?x)‘ < 1/37

J"?y 6 (_w7m)

y esta desigualdad es la mejor posible.

Definicién 4.1.4 Sea C' una copula, el grado de no intercambiabilidad
de C, denotado por §(C), estd dado por

d(C)=3 sup |C(u,v)—C(v,u)l. (4.7)

uv € 1
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El grado de no intercambiabilidad de una cépula puede ser visto como una
medida de asimetria dado que 6(C') = 0 si y s6lo si C' = C7.

Ejemplo 1: Sean {C, g} una familia de cépulas asimétricas dadas por

Cop(u,v) =uv+uv(l —u)(1 —v)[a+ (8 — a)v(l —u)]

con |a| <1, (1/2) [w =3 = (9+ 6a — 3a*)'/?] < B <1y a#p, lacantidad
|Co (1, v) — Co (v, u)| alcanza el valor maximo de |a — B3|1/5/125 en los
puntos (u,v) = ((5—+/5)/10, (5 +/5)/10) vy ((5++/5)/10, (5 — v/5)/10),

evaluando en el grado de no intercambiabilidad,
5 (Cup) =3|a — B V5/125.

Los valores de «, f que maximizan |a — (| son respectivamente, 1 y —1— V/3;
entonces el miembro de esta familia con el grado de no intercambiabilidad
maximo estd determinado por la cépula C) ;5 con 6(C; ;  5) =0.20

Ejemplo 2: Sean {Cg} la familia de cépulas asimétricas dadas por

, © 1-20 N
Co(u,v) = min (u,l_@v+ -6 (u+v—1) )
para © en el intervalo [0, 1/2].
1+
| |
| |
2/3L _ _ < |
| |
3/ 1
| |
| |
| >
/3 2/3 1T

Figura 4.3: Soporte de la cépula Cg, para © = 1/3.

Cada miembro de esta familia es singular, con masa de probabilidad © uni-
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formemente distribuida en la linea que une (0,0) con (0,1 — ©) y sobre el
segmento de linea que une (0,1 — ©) con (1,1) y masa 1 — 20 uniforme-
mente distribuida en el segmento que une (0,1 — 0) con (1,0). Note que
Co = W(u,v) y que Cyjo = M(u,v).

Para los miembros de esta familia la cantidad |Cg(u,v) — Co(v,u)| alcanza
su valor maximo ©(1 — 20)/(1 — ©), en los puntos (u,v) = (0,1 —0) y
(1 —-0,0), el valor de © que maximiza ©(1 —20)/(1 — O) estd dado por el

siguiente analisis.

(1-0)(1-20—-20)+06(1-20)
(1-©)
202 —40 +1
(1-0)

(0(1-20)/(1-0)) =

El cual tiene puntos criticos cuando 202 — 40 + 1 = 0, las raices de esta
ecuacién son 174/2/2, dado que © debe estar en el intervalo [0, 1/2], entonces
el valor méximo para ©(1—20)/(1—0) se encuentra en el valor © = 1—+/2/2.

Entonces el miembro de esta familia con el grado mayor de no intercambia-
bilidad es Cy 55, con 6(Cy_ 5,5) = 3(3 — v2/2) = 0.515.

Si X y Y son variables aleatorias continuas idénticamente distribuidas con
copula C, entonces X y Y son intercambiables si y sélo si §(C) = 0, en el
otro extremo tenemos:

Definiciéon 4.1.5 Si X yY son variables aleatorias continuas identicamente
distribuidas con copula C y 6(C) = 1, entonces X y Y son no intercam-

biables maximales y C' se llama cépula no intercambiable maximal.

Observe que las cépulas Cy y C5 son no intercambiables maximalmente,
analizaremos a continuacion propiedades de estas cépulas.
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4.2. Copulas y Variables Aleatorias no Inter-

cambiables Maximales.

Sean Cq, Cy, C3 v C4 los conjuntos de cépulas:

Cc, = {C|C(2/3,1/3

( 20}7
Co = {C|C(1/3,2/3

(

(

=1/3},
20}7
=1/3},

Cs = {C|C(1/3,2/3
Cy = {C|C(2/3,1/3

— — —— —

notamos que los conjuntos C; y Cy4 son disjuntos, que Cy y Cg son disjuntos.
Una cépula C estd en Cy (Cs) siy sélo si CT estd en Cz (Cy); las cépulas
C4, Cy estan en C; N Cs.

Con éstos cuatro conjuntos podemos describir el conjunto de cépulas no inter-
cambiables maximalmente, hallar las cotas para dichos conjuntos y examinar
una medida de asociacién para las variables aleatorias no intercambiables
maximales.

Teorema 4.2.1 Sea C el conjunto de copulas no intercambiables maximales,

es decir, C = {C|6(C) = 1}, entonces

(a) C = (C1NCy) U(C3NCy), es decir, C pertenece a C si y sdlo si
C(1/3,2/3)=1/3yC(2/3,1/3) =00C(1/3,2/3) =0y C(2/3,1/3) =
1/3

(b) Para cada C en C, C pertenece a C; N Cq si y sdlo si Co < C < Cy y
C pertenece a C3 N Cy si y sélo si CT < C < CT, donde Cy, Cy se

definen en (4.1) y (4.2).

(c) Cada copula no intercambiable maximal tiene la misma seccion diagonal
C(u,u), es decir, para cada C en C, C(u,u) = (u—1/3)"+(u—2/3)".

Demostracién: Iniciamos la demostracién del inciso (a), si §(C) = 1 en-
tonces existe un punto, digamos (ug,vy) en I? tal que uy < vy para el
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cual C(ug,vg) — C(vg,up) = 1/3 o C(vg,ug) — C(ug,v9) = 1/3, solo de-
mostraremos el primer caso ya que el otro se demuestra de manera analo-
ga, demostraremos que C pertenece a C; N Cy; suponemos que se cumple la
igualdad C'(ug, vo) —C(vg, ug) = 1/3, entonces por las ecuaciones (4.5) y (4.6)
se tiene que min(ug, 1 — vy, up — vg) = 1/3 y entonces por la observacion del
Lema 4.1.1 (ug,v9) = (1/3,2/3), entonces C(1/3,2/3) — C(2/3,1/3) = 1/3,
por otro lado dado que C(1/3,2/3) < 1/3 y C(2/3,1/3) > 0, entonces
C(1/3,2/3) =1/3y C(2/3,1/3) = 0, por lo tanto C' estd en C; N Ca.

(b) Sea C' en C y supongamos que Cy < C' < C}, entonces C(1/3,2/3) = 1/3
y C(2/3,1/3) =0, asi pues C esta en C; N Cy; para demostrar la otra parte
supongamos que C' estd en C; N Cy, sabemos por la ecuacion (4.3) que Cy
es un barajeo o shuffle de M y por el Teorema 3.2.2 del libro de Nelsen
[13] C es una cota superior del conjunto Cy, pero C; es un elemento tanto
de C; como de C,, entonces también es una cota superior para el conjunto
C;1 N Csy, similarmente C5 es un barajeo o shuffle de M y por el Teorema 3.2.2
del libro de Nelsen [13] C} es una cota inferior del conjunto Cs, pero Cy es
un elemento tanto de C; como de Csg, entonces también es una cota inferior
para el conjunto C; N Cy. El caso C en el conjunto Cz N Cy4 se demuestra
de manera similar.

(c) Sea C' en (Cq1 N Cy); dado que Cy(u,u) = Co(u,u) = (u—1/3)" + (u —
2/3)" y en el inciso anterior se mostré que C; es una cota superior y Cy es
una cota inferior, entonces C'(u,u) = (u — 1/3)* + (u —2/3)". Un resultado
similar se cumple para C en (Cz N Cy) dado que C7(u,u) = C(u,u). O

Note que, como consecuencia del Teorema 4.2.1, una tercera parte de la masa
de probabilidad asociada a cualquier cépula no intercambiable maximal en
el conjunto (C; N Cy) esta contenido en los cuadrados [0,1/3] x [1/3,2/3],
[1/3,2/3] x [2/3,1] v [2/3,1] x [0,1/3], otro tercio de la masa de probabili-
dad asociada a cualquier copula no intercambiable maximal en el conjunto
(Cs N Cy) esta contenido en los cuadrados [0,1/3] x [2/3,1], [1/3,2/3] x
0,1/3] v [2/3,1] x [1/3,2/3].

A diferencia de las variabes aleatorias intercambiables , si X, Y son variables
aleatorias no intercambiables maximales se sabe que deben estar correla-



124 Capitulo 4. Una Prueba de Simetria

cionadas negativamente, en el sentido de la rho de Spearman con

1l
pxy = p(C) = 12/ / C(u,v)dudv — 3.
o Jo

Corolario 4.2.2 Sean X, Y wariables aleatorias continuas no intercambia-
bles mazimales; si pxy denota la Tho de Spearman para X y Y entonces,

pxy pertenece al intervalo [—5/9, —1/3].

Otras medidas de asociacién, como el coeficiente de correlaciéon mediana de
Blomqvist, dado por 8(C) = 4C(1/2,1/2)—1, para cualquier par de variables
aleatorias no intercambiables maximales 5(C') es igual a

BC) = 4[(1/2-1/3)" +(1/2—-2/3)"] -1
= 4[1/6] —1=-1/3.

Sin embargo, si usamos otra medida de asociacién las variables aleatorias no
intercambiables maximales pueden estar positivamente correlacionadas.

Sea 7(C') la version poblacional de la la tau de Kendall dada por

1 1
=1 _4/ / oC (u, ) 8C(u’v)dudv.
0 0 a/U 816

Por el Teorema 4.2.1, dado que C' < (", entonces 7(C) < 7(C") y 7(C) =
7(CT) y dado que 7(Cy) = 1/9 y 7(Cy) = —5/9, entonces cuando X, Y son
variables aleatorias continuas no intercambiables maximales 7x y esta en el
intervalo [—5/9,1/9].

Para terminar, hacemos unas observaciones, el grado de intercambibilidad
d(C) definido en (4.7) es una distancia normalizada en L., entre las grafi-
cas z = C(u,v) y z = C(v,u), deseariamos establecer una medida de no
intercambiabilidad, por ejemplo, en L,, con 1 < p < oo, dada por
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(s 1 / 0w 0) Clou)?) "

donde £, es la constante que normaliza la distancia.

Existen otras medidas de asimetria, por ejemplo, Una cépula C' es radial-
mente simétrica si C(u,v) = C(u,v) para todo u, v en I, donde C' de-
nota la cépula de supervivencia asociada a C', definida en 1.10, es decir,

C(u,v) =u+v—14+C(1—u,1—v); entonces la cantidad |C'(u,v) — C(u,v)

mide la asimetria radial.

Usando un analisis analogo al empleado en la seccién de Extremos de no
Intercambiabilidad para probar

C(u,v) — C(u,v)| < min(u,v,1 —u,1 — v, méx(ju —v|, |u+v—1|)),

y la parte derecha de ladesigualdad alcanza un méximo de 1/3 en los pun-
tos (1/3,1/3), (1/3,2/3), (2/3,1/3) v (2/3,2/3); igual que en el caso de no
intercambibilidad

sup ‘C’(u,v} - é(u,v)‘ <1/3,

uv € 1

y la mejor desigualdad posible, dado que sup,, ¢ ; )Cl(u, v) — Ch (u,v)| =

sup,,, ¢ 1 |C2(u,v) — C’z(u,v)‘ = 1/3, entonces las copulas que alcanzan su

maximo valor en esta medida que podemos llamar grado de asimetria
radial definido de manera andloga que en (4.7), puede ser estudiado.
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4.3. Una Prueba no Paramétrica para Cdopu-

las Bivariadas Absolutamente Continuas.

Esta seccion esta basada en el articulo de Erdely A. y Gonzalez-Barrios, J.M.
[8] (2010), en dicho articulo se define y estudia el concepto de trisimetria de
una cépula bivariada, enuncia algunos ejemplos de cépulas trisimétricas y
estudia la relacién del concepto de asimetria extrema o no intercambiabilidad

maximal y el de trisimetria.

Teorema 4.3.1 La medida

d(C) =3 sup |C(u,v)—C(v,u),

up € I
definida en (4.7), cumple con las propiedades:
1. 6(C) =0 siy sdlo si C es una copula intercambiable o simétrica.
11. Para cualquier copula C, 0 < §(C) < 1.

1. C' es una copula mazimal no intercambiable o asimétrica extrema si y

solo si §(C') = 1.

1v. Por el teorema 4.1.2, el valor de 6(C') = 1 para cépulas no intercam-

biables maximales o asimétricamente extremas se alcanza en el punto
(u,v) = (1/3,2/3) o en el punto (u,v) = (2/3,1/3).

La demostracion de este teorema es consecuencia directa de las observaciones
de las propiedades del valor absoluto, la definicién de § y el Teorema 4.2.1.

Ahora, procederemos a enunciar la construccion de una familia de cépulas
absolutamente continuas, las cuales incluyen a cépulas no intercambiables
maximales y también a la copula II.

Sea 0 < € < 6 se define la funcién

6/6 S1 (UU) € hulhLbUl;UlgulI;Uly

) _ : ’ 4.
ce(u,v) {3—6/3 st (u,v) € I3UI,U g, (48)
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con I, = (0,1/3] x (0,1/3], I = (1/3,2/3] x (0,1/3], I; = (2/3,1] x (0,1/3],
L= (0,1/3]x(1/3,2/3], Iy = (1/3,2/3]x (1/3,2/3], Iy = (2/3,1] % (1/3,2/3],
I = (0,1/3] x (2/3,1], Is = (1/3,2/3] x (2/3,1] e Ty = (2/3,1] x (2/3,1].

1A
I | Is| I
2/3
L| L] I
1/3
L I I3
1/3 2/3 1

Figura 4.4: Regiones [, ..., Iy definidos en (4.8) para la funcién de densidad
ce, correspondiente a la cépula C..

Entonces ¢, es una funcién Borel medible no negativa y ademaés esta acotada.
Definimos para (u, v) en el intervalo 12, la copula Ce(u, v) = [ [ cc(s, t)dsdt,
integrando y simplificando obtenemos

Ce(u,v) =

uvg si (u,v) € L1 Ul
Ug—l—(v—%)g(?)—g) sz: (u,v) € I3
ugg +u(v—3)(3 - %) st (u,v) € Iy
wh+ (0= - 5 - D) s (ww) €k
m =515+ —g)d -5+ u=-3)5 si (wv) €L
u(l =5+ @w—3)5) si (u,v) € Iy
uS LSO DEEE-DE-5) s (w) € &

(u(l-—F)+5—35+tw—3)A—-F+w—-3)s) st (u,v) € I

Verificamos que C, es una copula.

I. DomC, = 1.

11. Comprobamos que C, esta fija y es 2—creciente.
Si (u,0) estd en Iy U Iy Cc(u,0) = 0, si (u,0) estd en I3 entonces
Ce(u,0) = 0.
Para (0,v), si (0,v) estd en I, Cc(0,v) = 0; si (0,v) estd en Iy,
C.(0,v) = 0; si (0,v) estd en I7, Cc(0,v) = 0.
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Por lo tanto C. esta fija.

C. es dos creciente; dado que ¢, > 0, entonces para cada uy ,us ,vq , Vg
en I tal que uy < ug, v1 < vy sea B = [ug, v1] X [ug, v2], por definicién
Ce(u,v) := [ [ c(s,t)dsdt > 0 por las propiedades de la integral C.
es creciente, por lo tanto

VC(B) = Ce(U2>Uz) - Oe(“%”l) - Ce(ulaUZ) + Ce(ulavl) > 0.

Por lo tanto C. es 2—creciente.
1. Paratodow € I; yv € I con i,k ={1,...,9},

C(u,1) = u y C(l,v) = v.

Afirmamos que Cg(u,v) = Il = wuv para todo u, v en I, dado que ¢g =

%%st = %%C’H(s,t) = 1 para cada (s,t) en I? es decir, Cs es la cépula
producto II.
Sie=0
Ce(u,v) =
(0 si (u,v) € [1UIy
(v—2)v(3) st (u,v) € I
u(v — 3)(3) si (u,v) € Iy
(v—13) si (u,v) € I
(u—2)+(v—3) st (u,v) € Ig
u st (u,v) € Iy
L= (-HE) s (wv) € &
(u—3+(v—3) si (u,v) € Iy.

Sea 0 < e < 6, si definimos

& (u,v) = €/6 si (u,v) € [HULLULUI;UIgUl,
U, 3—¢/3 si (u,v) € LUlIgUlIy,

con I ..., Iy definidos anteriormente, si definimos para (u,v) en el intervalo
I?, la cépula Cl(u,v) == [ [ c.(s,t)dsdt entonces la copula Cl(u,v) es la
versién simétrica de la cépula C,(u,v); como es de esperarse para C!, cuan-
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do € = 0, C? es una cépula no intercambiable maximal o extremadamente
asimétrica.

Se calcula y se pueden comprobar las igualdades

2 1 €
2/3.1 _ 2. 2. ¢
Ce(2/3,1/3) 538
€
= — =0"(1/3,2
27 O€</37 /3)7
y
1 € 1 /2 1 ¢
C(1/3,2/3) = -5+ 3 <§_§).(3_§>
_ 1 9 .
N 54 9 3 27
1 €
= ——— =C"(2/3,1
3 54 06(/37 /3)7

entonces para € = 0, segiin Cy pertenece al conjunto C; N Cy y Cf) pertenece
al conjunto Cz N Cy esto, por el Teorema 4.2.1.

Calculamos la medida de no intercambiabilidad definida en la ecuacion (4.7)

3(C.) = 31Cu(2/3,1/3) — C(1/3,2/3)| = 1 — g,

0(Cp) = 3|Ci(2/3,1/3) = C(1/3,2/3)| =1 — ~.
Dada una cépula C, por el Teorema 4.2.1, el valor de la expresién

C(2/3,1/3) = C(1/3,2/3)],

determina si la copula C es intercambiable maximal o es asimétricamente
extrema. En la siguiente proposicion se prueba un resultado general que in-

volucra esta cantidad.

Proposicién 4.3.2 Sea C(u,v) una copula asociada al vector aleatorio (U, V')
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con marginales uniformes (0,1), tal que
10(2/3,1/3) — C(1/3,2/3)| = 0. (4.9)

Definimos 1;, 7 =1,2,...,9, como en (4.8),sean p; = P({(U,V) € I;}), para

7=1,...,9, entonces

P2 = P4, P3=DP7 Y Pe = Pg.

Demostracién: Sea C' una cépula, suponemos que (4.9) se cumple. Dado que
C' es una funcién de distribucién del vector aleatorio (U, V') con marginales
uniformes (0, 1), entonces para cada (u,v) en I?

C(u,v) = P{(U,V) € (0,u] x (0,v]}).

Observamos que los intervalos (0,2/3]x (0,1/3] = ;U y (0,1/3]x(0,2/3] =
I U 1y y los conjuntos I; son disjuntos a pares, entonces

0=1[C(2/3,1/3) = C(1/3,2/3)| = |P(Iy U Iy) — P(I; U I4)| = |p2 — pal,

entonces ps = py.

Por propiedades de las cépulas C(1,1/3) = C(1/3,1) = 1/3, entonces 1/3 =
p1+p2+p3 = p1+pa+pr, entonces py +p3 = py + pr, entonces p3 = pr. Para
terminar, observamos lo siguiente

ps+py = PHUV) € (1/3,1] x (2/3,1]})
= C(1,1) = C(1/3,1) — C(2/3,1) + C(1/3,2/3)
= 1-1/3-2/3+C(1/3,2/3),
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ps+pe = PH(UV) € (2/3,1] x (1/3,1]})
= CO(1,1) = C(2/3,1) — C(1/3,1) + C(2/3,1/3)
= 1-2/3-1/3+C(2/3,1/3),

entonces

|(ps +po) — (P + po)| = |C(1/3,2/3) — C(2/3,1/3)] = 0,
entonces
Ips — pe| = 0,
asi, pg = pg- O

Definicién 4.3.3 Una copula C' que satisface la Proposicion 4.53.2 se lla-

mard trisimétrica.

Observemos que cualquier copula simétrica, la cual, sabemos que cumple
C(u,v) = C(v,u) para cada u, v en I es trisimétrica, por lo tanto, cualquier
cépula Arquimediana es trisimétrica.

Si C' es una copula trisimétrica entonces, ;Qué tan grande puede ser el valor

de 6(C)?.

Proposicion 4.3.4 Sea C' una copula trisimétrica, entonces

S(C) =3 sup |Clu,v) — Clo,u)] < % (4.10)

(u,v)€ T2
y la desigualdad es la mejor posible.

Demostracién: Si C' es trisimétrica entonces C'(1/3,2/3) = C'(2/3,1/3), sea
q=0C(1/3,2/3) =p1 +ps = C(2/3,1/3) = p1 + p2, entonces 0 < ¢ < 1/3.

Supongamos que ¢ = 0 asi py+ps = p1+ps = ¢ = 0 ademas C es trisimétrica,
entonces por la Proposicién 4.3.2, p3 = p; y de la igualdad determinada en
la demostracién anterior p; + ps + ps = p1 + ps + pr = 1/3, se concluye que
ps = pr = 1/3. Por otro lado, C'(2/3,1) = p1+pa+ps+ps +pr+ps =2/3 =
C(1,2/3) = p1+pa+ps+pa+ps—+ps, entonces ps+pr+ps = 2/3 = p3+ps+pe,
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entonces ps + ps = 1/3 = p5 + pg, por la Proposicion 4.3.2 pg = ps, entonces
pe = ps = 0, asi ps = 1/3; de lo anterior también se sigue que py = 0.
Entonces C' es una suma ordinal de copulas, es un barajeo o shuffle de M,
esto por el Teorema 3.2.2 del libro de Nelsen [13]; entonces existen cépulas
Ch, Cy y Cs en I3, I7 e I5 asociadas al shuffle o barajeo de C.

Sean C y (5, a las cuales queremos hallar una cota superior mediante la
expresion,

6(C1,C) = sup |Ci(u,v) — Co(v, u)

(up)e I?

Usando las cotas de Fréchet-Hoeffding sabemos que pada cada i = 1,2,
Wi(u,v) < Ci(u,v) < M(u,v), donde M(u,v) = min(u,v) es la cota su-
perior y W (u,v) = méx(u + v — 1,0) es la cota inferior para cada (u,v) en
I?, usando la simetria de W entonces

0(C1,C) = sup |Ci(u,v) = Ca(v, u)
(uv)e I?
< sup ’M(U, U) - W(U7 U)‘
(u,w)e I2?
= swp (M(u,0) — W(u,v))
(u,v)e I?
< M21/2) - W(1/21/2)
= 1/2,

entonces para cada (u,v) en I3 y dado que el simétrico (v,u) estd en I,
tenemos que

sup |C(u,v) — C(v,u)| <

(u,)€ I3

sup |Cy(u,v) — Cy(v,u)| <
(u,v)e I2

I

Wl =
=

Por el Teorema 4.1.2 para cualquier c6pula sup, e 2 |Cs(u, v) — C3(v,u)| <
1/3, entonces

Nl B

1
sSup |C(U, U) - C(Uv U’)| <5 sup |C3(U7 U) - 03(U7 U’)| <
(uw)e I 3 (uw)e 12

En el Lema 4.1.1, sean la cépula C' y u, v en I,
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|C(u,v) — C(v,u)| < min(u,v,1 —u,1 —v,|u—v|)

entonces, dada una copula C, las cotas superiores

sup |C(u,v) — C(v,u)]

(uw)e I
sup |C(U, U) - C<Ua U)|
(u,w)€ Io

Usando el Lema 4.1.1,

sup |C(u,v) — C(v,u)] < min(u,v,1 —u,1 —v,|u—2v|) (4.11)
(u,w)e I

1
= min(u,v, |u —v|) = 9 (4.12)

el minimo se alcanza v = 1/9 y v = 2/9, 0 u = 2/9 y v = 1/9 por un
argumento similar obtenemos,

sup |C(u7 U) o C<U7 U)| <
(u,w)€ Ig

. (4.13)

Nel i

Seguido, asumimos que ¢ = 1/3, con ps = py = 1/3, esto implica que p; =
ps=ps =ps =pr =ps =0y pg = 1/3. En este caso C' es el barajeo o shuffle
de tres copulas en las regiones Iy, Iy y Iy, y usando exactamente los mismos
argumentos que en el caso ¢ = 0, obtenemos

1
sup  |C(u,v) — C(v,u)| < —
(u,v) € I 6
entonces,
1 1
5(C)=3 sup |C(u,v)—C(v,u)] <3===.
(uw) € I? 6 2

El caso ¢ = 1/3 con p; = 1/3 y ps = ps = 1/3, pueden analizarse del mismo
modo.
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Sig=1/3 conp, =1/3yp =ps=py=1/3, el resultado se sigue de las
ecuaciones (4.11) y (4.13) y observando el caso en el cual C' es simplemente

la suma ordinal de las tres copulas en la diagonal principal. Note que en este
caso 6(C') = 1/9.

Hemos analizado todos los casos extremos, para los restantes basta observar
que algunos de los pis son mayores que cero y menores que 1/3, se observa
que en éstos casos la cota superior también se aplica. 0

Para ver que la igualdad es la mejor posible, damos seis ejemplos en los cuales
la cota superior en la ecuacién (4.10) se alcanza. sean C; con ¢ = 1,...,6
shuffles o barajeos de M.

Sea una muestra aleatoria X = {(X1,Y7),...,(X,,Y,)} de tamafio n de un
vector aleatorio continuo (X,Y) en R? con cépula Cyy; sin pérdida de
generalidad suponemos que las muestras cumplen que X; < --- < X,,. A
continuacién damos una definicién equivalente a la definicién (3.5.19).

Definicién 4.3.5 Sea {(xk,yk)}],zzl una muestra de tamano n de una fun-

cion de distribucion continua bivariada. La copula empirica es la funcion

C,, dada por
"\n'n T on £ ran(Xy)<i, ran(Yy)=j
1 n
= ﬁ Z ]-ran(Yk):j
k=1
donde, i, j pertenecen al conjunto {1,2,...,n} yran(Xy), ran(Yy) denotan

las estadisticas de orden de la muestra o rango de los elementos de la muestra.

Ya demostramos en la seccion anterior que C), es una subcépula con dominio
{0,1/n,...,(n—1)/n,1} x{0,1/n,...,(n —1)/n,1}, por un teorema que se
demuestra en un articulo de Deheuvels [5].

lim sup ‘Cn(z/nvj/n)_CX,Y(Z/nvj/n)‘ =0
n=o0 (.4) € {1,...,n}

casi seguramente con respecto a P. Donde P es la medida de probabilidad
sobre R? definida para la funcién de distribucién Cy y; entonces si n es sufi-
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cientemente grande la cépula empirica C,, es una buena aproximacion de la
copula real Cx y.

Usando la propiedad asintética para definir una prueba estadistica adecuada.

Para dar sentido a las definiciones siguientes, necesitamos extender el dominio
de la cépula empirica para cada n > 1 a todo I?, como sigue

i g . 4 it (i+1) i J+G+D
Cn (n’ n) 5t (U,, ,U) = n’ 2n+1 X n’ 2n+1
g+l ; i (it J+G+1) 4

On (n’ n) St (u7 U) € n’ 2n+1 X 2n+1 ' n

Cn(u,0) = C (ﬂ i) ; (u,v) € UaslGa YRR N I A el el
"\ n'n St u,v 2n+1 'n n’ 2n+1

i+l j+l . i+(i+1) i+l 4@+ 41

L C"( n’ n ) 5t (U,U) < [ 2n+1 7 n X 2n+1 7 n )
para algin i, j en el conjunto {0,1,...,n— 1}.

Definicién 4.3.6 Sean X = {(X1,Y1),..., (X, Ya)} una muestra aleatoria
de tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) en R?* con cépula Cxy,
Definimos S, = |1,|, donde

T, = Cn(1/3,2/3) — C(2/3,1/3). (4.14)

Recordemos que una cépula es trisimétrica si C(1/3,2/3) = C(2/3,1/3).

Teorema 4.3.7 Sea X = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)} una muestra aleatoria de
tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) de variables aleatorias in-
dependientes en R?. Sea i un entero fijo tal que 1 < i < n/2. Definimos las

variables aleatorias

Zn =nCy(ifn,i/n), V,, =nCy(i/n,1—i/n), W, =nC,(1—1i/n,i/n),
(4.15)
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donde C,, es la copula empirica. Sea

Tip =V, —W,, (4.16)
entonces,
P(Ti,=t)=Y P(V=0W=v-1t), t € {-i,—i+1,...,-1,0,1,...,i}
v=0
(4.17)
donde,

(O G O

PV=vW=v-1t)= . (4.18)

= () (") (%)

para z en {0,1,... i} yv, wen{z,z+1,..., min{i,n — 2i + z}}.

Demostracién: Sea 1 < i < n/2 unentero fijosea, X = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)}
una muestra aleatoria de tamafio n de un vector aleatorio continuo (X,Y)

de variables aleatorias independientes, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que las muestras cumplen que X; < --- < X,.

Observamos que dado que se cumple 1 < i < n/2 entonces, 1 < i < n/2 <
n —1i < n — 1. De la definicién de cépula empirica, Z, es el nimero de
parejas (X;,Y;) tales que j < iy el ran(Y;) <1, V, es el nimero de parejas
(X;,Y;) tales que j < iy el ran(Y;) < n —i, W, es el nimero de parejas
(X;,Y;) tales que j <n—1iy el ran(Y;) <1, de las observaciones anteriores
Zn <min(V,, W,).

Primero, obtenemos la densidad conjunta de (V,,, W,,, Z,,), condicionando
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esta igualdad se sigue de la independencia de V,, y W, dado {Z,, = z}.
Los valores de ran(Y7), ..., ran(Y,) son una simple permutacién aleatoria en
el conjunto {1,...,n}, y de la propiedad de independencia asumimos que

para cada una de las n! permutaciones, estas tienen la misma probabilidad.

Ahora, demostraremos que Z,, tiene distribucion hipergeométrica

I <i>(<f>i>, R

Para demostrar esto, observemos que 0 < 7, < iy que Z, = z si y sélo
si, la condicion card {ran(Y;) <i|j=1,2,...,i} = z se cumple. Dado que
nCy(i/n,j/n) = i, usando argumentos de combinatoria, mediante célculos,
se ve que

z
P(Z,=2) = "
1 n—i)! i
( z ) [(n—(o—(z)‘—zn' ma(n—)!
- n!
(;) [(nf(;)l:éziz)]! (ijz)!
(nfi)!i!

Con el propésito de hallar la densidad condicional h(v, z) = P (V,, = v|Z,, = z),
observamos que z < v < i, en la figura damos un esquema del nimero de
puntos en cada regiéon inducida por las variables V,, = v, Z, = z.
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3 |-

Y

i

Figura 4.5: Figura para calcular P(Z, = z).

Usando propiedades de combinatoria

P(Z, =2V, =)

h(v, z) PZ, =2
Qb=+ [(n—20) - (n—2i = (v—2) +1)]
n!
i (i—(i—v)+1)] (n— )
P(Z, = z2)

i n—2i)! it '
(U—Z) (n—(2i+zzv))! (i—'z)! v_"(n B Z)‘
n!(n—i)!(n—i)!d!
(n—2i+2)!(i—z)!n!
i—z (n=2)! 1
(v—z) (n—2i+z—v)!2!a
(n—1i)!
(n—2it2)!
(ifz) (n—2i+2)!
v—z/ (n—2i+z—v)l!
_(n=i!_
(n—20)1i!

() ()
)
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71—
(n—1%)
v — 2z
z w—z i1 —w

n

Figura 4.6: Figura para calcular P(V,, = v, Z, = z).

Entonces
() ()
(")

Usando argumentos similares podemos hallar la densidad condicional de W,
dado Z,, = z, entonces

PV, =v|Z, =2) = siv €{z,z+1,..., min{i,n+ 2z — 2i}}

(o) ("5

= ==Y L giv €{z,z+1,..., min{i,n+ z — 2i}},

(")

entonces
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P(Vy=v,W,=w) = Y PVy=nW,=w,2, =2

z=0

= Y P(Vy=n|Z, = 2)P(W, = w|Z, = 2)P(Z, = 2)

ZTO (:}:Zz) (n_iz—i—z) (;—_Zz) (”_sz+z) (i) (7:;)
N G

Finalmente, para 7; ,, = V,, — W,, sumando sobre todos los indices, obtenemos

P(Tin=t)=> PVo=nW,=v-1) siv € {—i,...,—1,0,1,...,i}
v=0

O

Corolario 4.3.8 Sea X = {(X1,Y1),...,(X,, YY)} una muestra aleatoria
de tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) de variables aleatorias
independientes en R2. Sea i un entero fijo tal que 1 < i < n/2. Definimos
las variables aleatorias V,, W, y T;, definidos en el teorema anterior; si

Sin = |T;n|, entonces

Demostracién: Es suficiente, observar que en la ecuacién (4.19), la densidad
conjunta de W,, y V,, son simétricas, entonces T;, es una variable aleatoria
simétrica y de la ecuacion (4.17) se sigue el resultado. O

Ahora, se calcula la media y varianza de la variable T;,, = V,, — W,,.

Proposicién 4.3.9 Sea X = {(X1,Y1),...,(Xn, Ya)} una muestra aleatoria

de tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) de variables aleatorias
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independientes en R?. Sea i un entero fijo tal que 1 < i < n/2. Definimos
las variables aleatorias V,,,W,, y T,, definidos en el teorema anterior; si

Sin = |Tinl|, entonces

E(T;,) =0
Var(T;,) = m

Demostracién: Sea ¢ un entero fijo tal que 1 < ¢ < n/2, sea una muestra
aleatoria de tamano n, X = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} de un vector aleatorio
continuo (X,Y) de variables aleatorias independientes en R?. Sin pérdida
de generalidad se puede suponer que X; < --- < X,,, sabemos que 7;, =
Vi — W, =nCy(i/n,1 —i/n) —nC,(1 —i/n,i/n), entonces T;,, es igual a la
diferencia del nimero de pares (X;,Y;) tal que j <iy ran(¥;) <n—iy el
nimero de pares (X;,Y;) tal que j <n —iy ran(Y;) < i. Equivalentemente

Ty = Z 14, — i 1z, (4.19)
j=1

j=it1

donde A; y B; son los eventos

A ={ran(y;) € {i+1,i+2,....,n—i}} y By ={ran(¥;) € {1,...,i}}

Dado que bajo la propiedad de independencia, los rangos de 77's son permuta-
ciones equiprobables sobre el conjunto {1,...,n}; la esperanza de la funcién
caracteristica del conjunto A;, E(1,,) = P(A;) = (n — 2i)/n para cada
j € {l,...,n}y E(1p,) = P(B;) =i/nparacada j € {i+1,...,n—1}.
Por otro lado,

E(14,14,) =

(n—27) (n—2i—1) . .
{ ooy S #k € {1,...,i} (4.20)

(n=20) si j=k e {1,...,i},

n
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6L o £k e {it+1,... n—i}

Flpig)={ noo ) 421
(15,15, { tosioj=ke {i+tl...,n—1}, (421)
y
n—2 1 ) . ) .
E(lAlek):< - )(n—l)’ si e {1,...;i} yk € {i+1,...,n—1i}.
(4.22)
Entonces

E(T,,) = (ZlA - Z 1B> = : E(14) - ni E(1g,)

j=1 j=i+1

De la definicion,

Var(Ty,) = E(T2,)

ol (g ) (e )

j=i+1 k=i+1
= ZZE(lAlek Z Z 1A lBk
j=1 j=1 j=1 k=i+1

n—i n—i

— EZE(lleAk + > > E(1p1s,),

Jj=i+1 k=1 J=ti+1 k=i+1
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usando las ecuaciones (4.20),(4.21) y (4.22).

)

(n—2i)(n—2i—1 n—22—1
Var(T;,) = Z Z 7o) )+2%

LR (n—2i) G A ()
- ]Z; kzz;tl —1) ! =it k=it n (n—1)
LN i
_ Z(Z_l)(n;%)(n(;Z_zl—)l)_H(n;le)
“9i(n — 2i) (”;20 (nil) - (n— 20)(n —2i — 1)%((;:111
+(n—2@)%
_i(n—20) [2(i = 1)(n—2i—1) _ 2(n—2i)i
Sl G ce T e
_ 2i(n — 2i) (i—l)(n—2i—1)+(n—1)—(n—2i)z}
n (n—1)
o 2in—28) , o2
= =) [m—2z —z—n+2z+1+n—1—m—|—22]
_ 2i(n — 219) [i]:%?(n—%)
n(n —1) n(n—1)

Se puede demostrar que Cov(14,,14,) = —2i(n — 2i)/(n*(n — 1)) para j #
k, g,k € {1,...,i}, Cov(lp,,1p,) = —i(n —i)/(n*(n — 1)) para j #
k, gk e {i+1,...,n—i}y Cov(la,,1p,) = i(n — 2i)/(n*(n — 1)) para
jgedl,...i}, ke {i+1,...,n—1i}. O

Hemos hallado la distribucién de T}, bajo independencia, sin embargo, para
valores grandes de n, bajo estandarizacion y propiedades adecuadas para ¢
podemos hallar su distribucion asintética.
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Teorema 4.3.10 Sea X = {(X1,Y7),...,(X,,Yn)} una muestra aleatoria
de tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) de variables aleatorias
independientes en R?. Sea i un entero fijo tal que 1 < i < n/2. Sea 0 <
K < 1/2 una constante fija y sea i = [K,], donde |a] denota le mayor entero

menor o ogual a a. Definimos las variables aleatorias Z,, V,, y W, como en
(4.15) del Teorema 4.3.7; si definimos

Tim

" feitn2)
n(n—1)

X (4.23)

entonces X,, se distribuye asintdticamente como N(0,1).

Demostracién:

Sea 0 < K < 1/2 una constante fija, sea i = [Kn|, donde [a] denota el
mayor entero menor o igual a a, usando la ecuacion 4.19 podemos mostrar
que T;,, = >, a(i, R;), donde {a(i,j)} es la matriz de tamanio n x n dada
por:

1 s 1<j<iyi+1<R;<n-—1
a(j,Rj))=4¢q —1 si i+1<j<n—iyl<R;<i
0 en otro caso,

entonces, T;, es un rango estadistico lineal y la normalidad asitntética se
sigue de los resultados estandar de la R—estimacion, ver el libro de Serfling
[16]. OJ

Con el propésito de verificar que las hipétesis Hy: C' es una cépula trisimétri-
ca, contra Hy: C' no es una cépula trisimétrica.

Usaremos la estadistica 7; ,, y su funcién de distribucién. Sea n > 3 un entero
fijo, ¢ = [n/3], donde [n/3] denota el mayor entero menor o igual a n/3, y
1 < i < n/2. Suponemos que X = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} una muestra
aleatoria de tamano n de un vector aleatorio continuo (X,Y) de variables
aleatorias, con cépula Cxy. Si queremos probar la hipdtesis de trisimetria
tendremos que usar 7}, con i = [n/3].
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4.4. Simulaciones

En esta ultima seccion se progrmaron algunas simulaciones para checar la
potencia o alcance de la prueba estadistica de trisimetria (Proposicién 4.3.2)
propuesta en el articulo de Erdely y Gonzalez [8]. En [8] se hacen compara-
ciones contra otras dos pruebas de simetria conocidas, como la prueba de
Hollander [9] (1971), la correccién de la continuidad de Edwards aplicada a
la prueba de Bowker [2] (1948) a la cual nos referimos como la prueba de
Bowker-Edwards.

Para una copula absolutamente continua C', queremos probar las siguientes
hipotesis:

Hy : C es una cépula trisimétrica vs. Hy; : C' no es una copula trisimétrica.

(4.24)
La prueba propuesta para la prueba de trisimetria rechaza la hipétesis nula
Hy siempre que |T;,| > k, para un umbral apropiado k, dependiendo del
tamano del nivel de prueba a.

Se simularon 10,000 muestras de tamano n = 15, n = 30 y n = 51, para
encontrar los valores criticos con niveles de tamano de prueba a = 0.1, o =
0.05 y a=0.01.

Rechazamos Hj si la estadistica de prueba T[g],n excede al valor critico dado
por el nivel a.

Para encontrar el valor critico se hicieron simulaciones bajo independencia
de la cépula simétrica II, y se calculd la estadistica Tiz)n para los tamanos
de muestra n = 15, 30 y 51.

Ejemplo 1: Se simularon 10,000 muestras de tamano n = 15, n = 30 y
n = 51 de la cépula,

U st 0<u<Bv<06
Co (u,v) =< Ov si 0<OV<u<l-—(1-0)W
ut+v—1 si GOv<1—-(1-0)w<u<l

para © = 1/2. esta cpula no es simétrica y tampoco es trisimétrica.
Para encontrar los valores criticos con niveles de tamano de prueba a =
0.1, @« = 0.05 y a = 0.01 se hicieron 10,000 simulaciones de la cépula de
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independencia II.

A continuacion se presentan en los cuadros 4.1, 4.2 y 4.3 el niimero de rechazos
de las 10,000 simulaciones.

Cuadro 4.1: Elementos Rechazados para a = 0.1, para 10,000 simulaciones.
Tamario de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.13 6640
30 0.06 9797
51 0.058 9981

Cuadro 4.2: Elementos Rechazados para o = 0.05, para 10,000 simulaciones.

Tamano de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.13 6640
30 0.1 6272
o1 0.073 9889

Cuadro 4.3: Elementos Rechazados para o = 0.01, para 10,000 simulaciones.

Tamano de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.2 2523
30 0.16 3831
51 0.137 6938

Se observa que el ntimero de rechazo es mucho mayor que la proporcién «
por ciento, por lo tanto se tiene evidencia que la copula no es trisimétrica y
por lo tanto tampoco es simétrica.

Ejemplo 2: Como en el ejemplo anterior se simularon 10,000 muestras de
tamano n = 15, n = 30 y n = 51 de la copula C' de ecuacién

2uv si (u,v) €[0,1/2)
Clu,v) =4 +—2 s (u,0)€ (1/2,1]
M (u,v) en otro caso.
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esta copula resulta ser simétrica y trisimétrica.

Para encontrar los valores criticos con niveles de tamano de prueba a = 0.1,
a = 0.05y a=0.01, se tomaron muestras de tamano 10,000 de la copula.

A continuacién se presentan en numero de rechazos de las simulaciones en
los cuadros 4.4, 4.5 y 4.6.

Cuadro 4.4: Elementos Rechazados para o = 0.1, para 10,000 simulaciones.

Tamano de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.13 160
30 0.06 937
51 0.058 703

Cuadro 4.5: Elementos Rechazados para a = 0.05, para 10,000 simulaciones.
Tamano de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.13 160
30 0.1 170
51 0.073 703

Cuadro 4.6: Elementos Rechazados para a = 0.01, para 10,000 simulaciones.

Tamano de la muestra Valor Critico Elementos rechazados

15 0.2 3
30 0.16 1
51 0.137 1

Como se observa que la proporcién de rechazos de la muestra es mucho menor
que el a por ciento de los rechazos que se esperarian, lo cual da evidencia de
que la cépula es en efecto, trisimétrica.

En el articulos de Erdely y Gonzélez [8], se presentan muchos otros casos y
comparaciones con las pruebas de simetria conocidas, que dan evidencia de
que esta prueba es una buena y simple alternativa para probar simetria.
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