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Preface

En este trabajo se estudia el problema de dotar con una topologia vectorial,
es decir respecto a la cual las operaciones lineales resulten continuas, a un
algebra A sobre el campo F (R o C) y de manera que el producto en A
sea también continuo (a veces se dice: conjuntamente continuo en las dos
variables) o al menos continuo en cada variable.

Cuando se tiene una topologfa vectorial 7 en un dlgebra A con alguna
de estas dos caracteristicas respecto a su producto, entonces se dice que
T es una topologia de dlgebra. En el primer caso, (A, 7) se llama dlgebra
topoldgica y en el segundo, dlgebra semitopolégica.

Dada un algebra A siempre es posible convertirla en un algebra semito-
poldgica e inclusive se puede lograr que la topologia que le da tal estructura
sea localmente convexa, es decir que esté definida a través de una familia de
seminormas definidas en A. Sin embargo, no siempre se puede lograr que A
sea un dlgebra topoldgica y cuando esto tltimo si es posible, dicha topologia
no siempre es localmente convexa.

Al respecto hay trabajos realizados por A. Kokk, V. Miiller y W. Ze-
lazko. Esta tesis tiene como parte de sus fundamentos a tres de ellos: On
vector spaces and algebras with maximal locally pseudoconvex topologies, de
A. Kokk y W. Zelazko, On topologizable algebras, de V. Miiller y On topol-
ogization of countably generated algebras, de W. Zelazko.

Se presentan topologias localmente pseudoconvexas, es decir, dadas por
pseudoseminormas, que incluyen a las p—localmente convexas, con 0 < p <
1, las que a su vez son una generalizacién de las localmente convexas (p = 1).
Con cualquiera de esas topologias se puede hacer semitopoldgica, localmente
pseudoconvexa, de Hausdorff y completa a cualquier dlgebra.

Cuando un &lgebra A no es numerablemente generada, entonces todas
esas topologfas son distintas entre si y por consiguiente, existe un continuo de
topologias que hacen a A un dlgebra semitopolégica de Hausdorff y completa.
Si A es numerablemente generada, entonces todas esas topologias coinciden
con la méxima topologia vectorial localmente convexa 7€ _en Ay (A, ré{jx)
es entonces un dlgebra topoldgica y, por lo antes dicho, de Hausdorff y
completa. Con un ejemplo que aparece en el articulo de Miiller se hace ver
que si se acepta el axioma del continuo, entonces no es posible mejorar el
iltimo de tales resultados, pues en él se construye un dlgebra con un sistema
de generadores de cardinalidad ¢ que no admite una topologia que la haga
algebra topoldgica.

Para presentar las topologias anteriores se estudian los espacios local-
mente pseudoconvexos, los cuales fueron introducidos por S. Rolewicz [15].

1X



X Preface

No nos limitamos a estudiarlos via las pseudoseminormas sino que también
lo hacemos a través de los conjuntos pseudoconvexos.

Dentro de las dlgebras topolégicas localmente convexas destacan las lo-
calmente m—convexas, las cuales se caracterizan porque sus topologias estén
dadas por seminormas submultiplicativas. Dichas dlgebras se asemejan, en
cuanto a sus propiedades, a las dlgebras normadas. En tanto que en el
ambito de las dlgebras semitopoldgicas locamente convexas destacan las lo-
calmente A—convexas. Toda dlgebra localmente m—convexa es localmente
A—convexa, pero el resultado inverso es falso.

En [14], Oudadess mostré que toda dlgebra localmente A—convexa ad-
mite una topologia més fuerte que la hace m—convexa. En dicho trabajo se
afirmaba también que la topologia por él construida es la minima con tales
dos propiedades, pero hay un error en su argumentacién. Sin embargo, por
varios anos se dio por bueno el resultado A la minima topologia m—convexa
mas fuerte que la topologia de un algebra localmente A—convexa se le llama
de Oudadess y con base en su existencia fueron enunciados y probados di-
versos resultados.

En esta tesis también se estudia esa topologia. En este aspecto, otro de
sus fundamentos es el articulo de L. Oubbi, The weakest m-convex topology
stronger than an A-conver topology need not exist, donde como su titulo
indica se muestra que es falso que siempre exista la topologia de Oudadess.

Ademis de presentar un ejemplo respecto a esa inexistencia se dan otros
contraejemplos, todos ellos construidos por Oubbi, a afirmaciones hechas o
dadas a entender por él mismo en su articulo [13].

Finalmente, se dan dos condiciones suficientes para la existencia de la
topologia de Oudadess, que hasta donde sabemos son originales y que forman
parte de la versién preliminar de un articulo del que el autor de esta tesis
es coautor. Con base en ellas se prueba que las topologias de Oudadess
de varias élgebras localmente A—convexas es efectivamente la dada en [14].
Esto ya se habia hecho, pero dando por garantizada su existencia.

Para todo lo anterior se dividi6 el trabajo en tres capitulos, cuyos con-
tenidos se describen a continuacion.

En el Capitulo 1 se introducen los conceptos fundamentales y nociones
bésicas de topologia necesarios para el estudio de espacios vectoriales topologi-
cos. Como estos son presentados a partir de sus sistemas fundamentales de
vecindades del 0, la nocién de espacio topoldgico también se presenta a través
de sistemas locales de vecindades.

Se dan algunas propiedades de los operadores lineales continuos sobre
espacios vectoriales topolégicos y normados. Se prueba que todo espacio de
dimension finita tiene una unica topologia vectorial de Hausdorff. Al final
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de este capitulo se estudian el espacio y la topologia cocientes para espacios
vectoriales topolégicos.

En el Capitulo 2 se define los conceptos de p—convexidad y p—seminormas,
como generalizaciones de los conceptos de convexidad y seminorma, respecti-
vamente. Para un espacio vectorial X sobre [F se define la nocién de espacio
localmente pseudoconvexo como aquel que tiene un sistema fundamental
{V.} de vecindades del 0 donde cada V,, es un conjunto p («)-convexo para
alguna 0 < p (o) < 1 que depende de . Cuando el nimero p («) es el mismo
niimero p para todos los miembros del sistema fundamental, entonces se dice
que el espacio es localmente p—convexo y si p = 1, entonces el espacio es
localmente convexo.

La definicién més usada de espacio localmente pseudoconvexo es la que se
da en términos de familias de pseudoseminormas; es decir; familias en las que
cada elemento es una p—seminorma, donde p puede variar con el elemento.
En este capitulo se muestra que ambas definiciones son equivalentes. En
particular, se observa que una familia de pseudoseminormas que generan la
topologia de un espacio localmente pseudoconvexo es la de las funcionales
de Minkowski de un sistema fundamental {V,,} de vecindades del 0, donde
cada V, es un conjunto p («)-convexo.

Especializando parte de lo visto en el Capitulo 1 se estudian las condi-
ciones de continuidad para operadores y funcionales lineales entre espacios
localmente pseudoconvexos y los espacios cocientes de espacios localmente
CONVEXOS.

En el libro [16], S. Rolewicz introduce el concepto de conjunto pseudocon-
vexo. En la tesis se hace notar que la clase de los conjuntos p—convexos, con
0 < p < 1, es una subclase propia de la clase de los conjuntos pseudocon-
vexos y que la clase de los espacios localmente p—convexos es una subclase
propia de la clase de los espacios pseudoconvexos. Esta parte culmina con la
prueba de que un espacio vectorial es localmente pseudoconvexo si y sélo si
tiene un sistema fundamental de vecindades del cero formado por conjuntos
balanceados y pseudoconvexos.

Finalmente, para cualquier espacio vectorial X se definen dos clases
de topologias maximales localmente pseudoconvexas, a saber 72y 74t
donde 72, con 0 < p < 1, es la topologia generada por la familia de todas
las p—seminormas definidas en X y 72t con 0 < g < 1 es la topologia
generada por la familia de todas las p—seminormas, al variar p en (g, 1]. Se
dan algunas relaciones de contenciéon que existen entre estas topologias y
propiedades de las mismas; las que son necesarias para demostrar que un
espacio vectorial equipado con cualquiera de ellas es un espacio localmente
pseudoconvexo, de Hausdorff y completo
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Se muestra que si X tiene una dimensién no numerable, entonces todas
las topologfas 2. (0 < p < 1) y 74t (0 < ¢ < 1) son diferentes, dos a dos,
pero si el espacio vectorial es de dimensién a lo m&ds numerable, entonces
todas estas topologias coinciden entre si.

En el Capitulo 3 se definen los conceptos de dlgebra semitopoldgica,
dlgebra topoldgica y topologia de dlgebra. Se generalizan algunos teoremas
del Capitulo 1 acerca de los sistemas fundamentales de vecindades del 0 para
abarcar a las dlgebras

Se presentan algunos tipos de topologia de dlgebra, lo que lleva a las dlge-
bras normadas y a las localmente: convexas, m—convexas, pseudoconvexas,
p—convexas y A—convexas.

Cada una de estas topologias estd determinada por una familia de pseudo-
seminormas; segun las propiedades de éstas se obtienen alguno de los dife-
rentes tipos.

Se muestra que un élgebra libre IF (¢), donde ¢ es un sistema de variables
no conmutativas, equipada con la mdaxima topologia localmente convexa
7l =7EC estopoldgicasiy sélo sit es alo méds numerable. Como corolario
se prueba que un dlgebra cualquiera puede ser topologizada como dlgebra
topoldgica localmente convexa, de Haudorff y completa siempre que dicha
algebra sea numerablemente generada. En caso contrario, las topologias
TPy T4 son diferentes entre si y A es semitopolégica de Hausdorff y
completa, con respecto a cualquiera de ellas.

Se ve que siempre es posible equipar a cualquier dlgebra localmente
A—convexa con una topologia localmente m—convexa mas fuerte que la
original.

Como ya se senald, no es cierto en general que la coleccién de todas las
topologias con esas dos propiedades tiene un elemento minimo. Cuando tal
elemento existe es llamado la topologia de Oudadess. Se formulan ciertas
preguntas pertinentes y se responden algunas de ellas. Finalizamos dando
condiciones suficientes para que exista la topologia de Oudadess y ejemplos
donde ésta existe.

Quedan sin respuesta preguntas que nos sugirié el articulo [13] de Oubbi.
Por otra parte, no sabemos de una condicién necesaria para la existencia de
la topologia de Oudadess en un algebra localmente A—convexa.

max



Capitulo 1

Preliminares

Aqui se recuerdan conceptos y resultados bédsicos que serdn usados en el
resto de la tesis. Se refieren a topologia general y a espacios vectoriales
topoldgicos, dentro de estos tltimos se ve que un espacio de dimensién finita
admite una tunica topologia vectorial de Hausdorff y que esta topologia estéa
dada por una norma que lo hace completo.

1.1 Algunas nociones de topologia

Escribiremos (X, 7) para denotar a un espacio topoldgico (e.t.) con la topo-
logfa 7. En ocasiones simplemente diremos el espacio topolégico X.

El interior de A C X sera denotado por int(A) y la cerradura de A por
A o bien cl (A).

A continuacién veremos que toda topologia puede definirse mediante
sistemas de vecindades e inclusive a través de bases de vecindades.

Definicién 1.1.1 Sean (X, T) un espacio topoldgico y x € X. Un subcon-
Junto V de X es llamado una vecindad de x para T si existe U € T tal que
xelUcCV.

Cuando decimos que V' es una 7— vecindad de x queremos senalar que V'
es una vecindad de z para la topologia 7. De manera andloga, senalaremos
otras propiedades: 7— abierto, 7— convergente, etc.

Teorema 1.1.2 Sea X un espacio topoldgico. Para cada x € X, sea B (x)
la coleccion de todas las vecindades de x. Entonces

(a) x € V para todo V € B (x)

(b) Si Vi, Vo € B(x), entonces Vi NV, € B (x)

1



2 CAPiTULO 1 PRELIMINARES

(c) SiVeB(x)yV CW entonces W € B(z)

(d) SiV € B(x), entonces existe W € B (x) tal que siy € W, entonces
Ve B(y).

(e) U C X es abierto si y sdlo si satisface la condicion w): U contiene a
un elemento de B (x) para cada x € U.

Inversamente, si para cada x € X se tiene una coleccion B(x) C 2%
tal que se cumplen a)-d) y se definen los conjuntos abiertos como en e),
entonces hay una tnica topologia T para la que cada B (x) es la coleccion de
todas las vecindades de x segin T.

Demostracién. De la primera parte sélo se probard d). Sea V' € B(x),
entonces x € Int (V) C V. y W = Int(V) € B(x). Siy € W, entonces se
cumple que W € B(y) y por c) concluimos que V' € B (y).

Ahora se probara la segunda parte. Sea 7 = {U C X : U satisface u)}.
Claramente, X € 7y por vacuidad también () € 7. La unién de elementos en
T pertenece a 7. Finalmente, supongamos que Uy,Us € 7y sea x € Uy NUs.
Existen Vi, V2 € B (z), tales que Vi NV C Uy NUsy; y por b) Uy NU;y € 7.
Asi, 7 es una topologia en X.

Sean x € X y W una 7-vecindad de x. Existe un 7-abierto U tal que
x € U C W; de donde existe V € B (z) tal que V. C U C W y entonces por
c), W e B(z).

Por tltimo, sea V' € B (x), debemos probar que V' es una 7-vecindad de .
Afirmamos que U = {y € X : V € B(y)} es un T-abierto. Sea yo € U, o sea
V € B(yo); por d) existe W € B(yp) tal que si y € W, entonces V' € B (y)
es decir, W C U y entonces U es T-abierto. Claramente, x € U C V, de
donde V' es una 7-vecindad de x.

Una topologia tiene a cada B (x) como la coleccién de todas las vecin-
dades de z si y s6lo si sus elementos estédn definidos segun e).

1.1.1 Bases de vecindades

Sea X un espacio topolégico. Para cada x € X sea B(x) la colecciéon de
todas las vecindades de . Una base de vecindades de x, llamada también
base local o sistema fundamental de vecindades de x, es una subcoleccién
N, de B (x) que satisface que para cada W € B(x) existe V € N, tal que
V Cc W. Es decir,

B(z)={W C X :V C W para alguna V € N,}.

Teorema 1.1.3 Sea X un espacio topoldgico y para cada x € X sea N, una
base de vecindades de x. Entonces
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(a) x € V para todo V € N,

(b) Si V1, Vy € N, entonces existe V € N, tal que V C V1NV,

(c) Si V € N, entonces existe Vo € N, tal que si y € Vo, entonces
Vi C V para algin Vi € N,,.

Ademas,

(d) U C X es abierto si y sdlo si satisface la condicion u): U contiene
un elemento de N, para cada x € U.

Inversamente, si en un conjunto X se tiene una coleccion N, C 2% para
cada x € X tal que se cumplen (a)-(c) y se definen los conjuntos abiertos
como en (d), entonces hay una tnica topologia T para la que N, es una base
de vecindades de x para cada x € X.

Demostracién. De la primera parte del teorema sélo se probara c).
Sea V € N, entonces = € int (V). Existe Vy € N, tal que Vo C int (V).
Sea y € Vp, entonces existe V1 € N, tal que Vi C int (V) C V.

Ahora se probara la segunda parte. Sea 7 = {U C X : U satisface u)}.
Claramente, X € 7 y por vacuidad también () € 7. La unién de elementos
en 7 pertenece a 7. Finalmente, supongamos que Uy, U; € 7 y sea © €
Ui NU,. Existen V1, V5,V € N, tales que V C Vi NV, C Uy NUy; por tanto,
Ui NUs € 7. Asi, 7 es una topologia en X.

Para cada x € X definimos

B(z)={W C X :V C W para alguna V € N, }

Veremos que esta es la coleccién de todas las 7-vecindades de x. Sea W
una 7-vecindad de x, entonces V' C W para alguna V € N, y por tanto,
W € B(x). Inversamente sea W € B(z), afirmamos que = € int (W).
Tenemos que V' C W para alguna V € N,. Por ¢) existe Vj € N, tal que si
y € Vp, entonces V) C V para algin Vi € N, es decir, z € V C int (W).

La unicidad de 7 se sigue del Teoremal.1.2. [

1.2 Comparacion de topologias

Sean 71 y T dos topologias sobre el mismo conjunto X. Decimos que 7,
es mds fina que To y que To es mds gruesa que T si 79 C T1; en este
caso escribimos 79 = 71. Cualquiera de las siguientes dos condiciones son
necesarias y suficientes para que 7; sea mas fina que 75:

(a) Para cada x € X, tenemos B, (z) D By (x), donde B, (x) es la
coleccion de todas las vecindades de x para 7; (i = 1,2).
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(b) La biyeccién identidad x — x de X; a X, es continua, donde X;
denota a X equipado con la topologia 7; (i = 1,2).

Claramente, la relacién “r; es més fina que 75” es un orden parcial en
el conjunto de todas las topologias definidas en el conjunto X. La topologia
més fina en X; es decir, el elemento mé&s grande del conjunto de todas las
topologias en X, es la topologia discreta, en la cual cada subconjunto de X es
abierto. La topologia mds gruesa en X; es decir, la topologia més pequena,
es aquella en la cual ¢ y X son los unicos conjuntos abiertos. Esta tltima
topologia es llamada topologia indiscreta.

Sea (7;);.; una familia no vacfa de topologias definidas en un conjunto
X. Existe una topologia 7 en X que es el infimo de las topologias T;, es
decir, una topologia 7 que tiene las siguientes dos propiedades:

(a) T es mas gruesa que cualquier ;.

(b) Si 7" es més gruesa que cualquier 7;, entonces 7' es més gruesa que
T.

De hecho, 7 = (),c; 7i ¥ T es la topologfa mds fina entre las que son méds
gruesas que cada una de las 7;.

La topologfa 7 también es denotada por A (7;),; -

De manera similar, existe una topologia T que es el supremo de las topo-
logias T;, es decir, una topologia T que tiene las siguientes dos propiedades:

(a) T es maés fina que cualquier ;.

(b) Si 7" es més fina que cualquier 7;, entonces 7’ es més fina que 7.

La topologfa 7 también es denotada por \/ (7;),.; v es llamada la topo-
logia supremo de (7;),;, ésta es la topologfa mds gruesa de las que son més
finas que cada 7;; o sea si ® es el conjunto de todas las topologias maés finas
que cualquier 7;, entonces \/ (7;),.; = A .

Sea & una coleccién de subconjuntos de un conjunto X. Existe una
topologia 7 que es la mdas gruesa de todas las topologias definidas en X
para la cual todos los conjuntos de & son abiertos, a saber, el infimo del
conjunto ® de todas las topologfas para las cuales los conjuntos de & son
abiertos. El conjunto ® es no vacio pues contiene a la topologia discreta.
Decimos que & es una sub-base o un sistema de generadores de Ty que T es
la topologia generada por &. Sea &’ la coleccién de todas las intersecciones
de un nimero finito de conjuntos en &, entonces la topologia 7 estd formada
por todas las uniones de conjuntos que pertenecen a &'.

En particular, si (7;),c; es una familia no vacfa de topologias en un
conjunto X, entonces, |J,.;7; es una sub-base del la topologia supremo
V (Ti)iEI .

Si B es una coleccién de subconjuntos de un conjunto X con la propiedad
de que cualquier conjunto abierto en la topologia 7 generada por B es la

el



1.3 FILTROS S

union de conjuntos que pertenecen a B, entonces decimos que B es una base
para 7. Asi, si & es una sub-base de la topologia 7, entonces la coleccién
&’ de todas las intersecciones de un nmimero finito de conjuntos en & es una
base de .

Sea X un conjunto, (Y;),.; una familia de espacios topoldgicos y para
cada ¢ € I sea f; : X — Y; una funcién. La topologia 7 en X que es
la mds gruesa para la cual todas las funciones f; son continuas es llamada
la topologia inicial en X para la familia (f;),.;- Una sub-base de 7 esta
formada por todos los conjuntos f;* (U), donde U € 7;, i € I. Una funcién
g de un espacio topolégico Z a X es continua para 7 si y sélo si f;og es una
funcién continua de Z a Y; para cada i € I.

Sea X un e.t. y A C X. La topologia inducida en A es la topologia
inicial en A determinada por la inyeccién canénica A — X.

Sean X; y X5 dos espacios topoldgicos y sea m;, i« = 1,2, la proyec-
cién del producto cartesiano X; x X, sobre el espacio factor X;, es decir,
7 ((x1,22)) = x;. La topologia producto en X; x X, se define como la topo-
logfa inicial determinada por las funciones 7;. Una base para la topologia
producto en X; x X, esta formada por todos los conjuntos

Uy x Uy =7yt (Uh) Nyt (Us),

donde U; es un conjunto abierto en Xj;.

Sea f : (r,y) — f(x,y) una funcién de X; x Xy a un e.t. Z. Si
y € Xo, definimos la y-seccién de f como la funcién f, de X; a Z como
fy () = f(x,y) para todo = € X;y. Si f es continua, entonces, f, también
es continua. De manera andloga se define la x-seccién de f.

Sea (X;),.; una familia de espacios topolégicos, Y un conjunto y para
cada indice 7 € I, sea f;: X; — Y una funcién. La topologia 7 en Y que es
la m&s fina para la cual todas las funciones f; son continuas es llamada la
topologia final en Y para la familia (f;),.,. Un conjunto U C Y es abierto
para 7 si y solo si f; ! (U) es abierto en X; para cada i € I. Una funcién g
de Y aun e.t. Z es continua para 7 si y solo si go f; es una funcién continua
de X; a Z para cada 7 € I.

1.3 Filtros

Definicién 1.3.1 Una coleccion no vacia § de subconjuntos de un conjunto
X es llamada filtro de X, si satisface los siguientes axiomas:
(a) Si A C X y A contiene a un conjunto B € §, entonces A € §.
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(b) La interseccion de una coleccion finita de conjuntos de § pertenece a
5.

(¢) El conjunto vacio de X no pertenece a §.

Se sigue de estos axiomas que la interseccion de una coleccion finita de
conjuntos de un filtro nunca es vacia. Y como la interseccion de la familia
vacia de subconjuntos de X es X, se sigue que X pertenece a todo filtro.

Ejemplos 1.3.2 1. Sea x un punto de un conjunto X. La coleccion de
todos los subconjuntos de X que contienen a x es un filtro en X.

2. Sea X un espacio topoldgico y x € X. La coleccion B(x) de todas las
vecindades de x forma un filtro en X.

3. Sea A un subconjunto no vacio de X. La coleccion de todos los subcon-
juntos de X que contienen a A es un filtro de X. El primer ejemplo
es un caso especial de éste.

Definicién 1.3.3 Sea B una coleccion no vacia de subconjuntos de un con-
Junto X y sea § la coleccion de todos los subconjuntos de X que contienen
un conjunto de B. Claramente, § es un filtro si y sélo si B satisface las
siguientes dos condiciones:

(a) La interseccion de dos conjuntos de B contiene a un conjunto de B.

(b) El conjunto vacio no pertenece a ‘B.

Tal coleccion B es llamada una base de filtro. También decimos que B
es una base para el filtro § que genera.

Sean & una coleccion no vacia de subconjuntos de X y B la coleccion de
todas las intersecciones de un nimero finito de conjuntos en &. Si () ¢ B,
entonces B es una base de filtro.

Sea X un espacio topolégico y z un punto de X. Una base para el
filtro B(z) de todas las vecindades de x es lo que llamamos un sistema
fundamental de vecindades o base de vecindades de .

Sean X y X5 dos espacios topoldgicos y X; X X5 su producto equipado
con la topologfa producto. Un sistema fundamental de vecindades de un
punto (z1,72) € X7 X X5 estd dado por todos los conjuntos de la forma
V1 x V5 donde V; es una vecindad de z; en X; (i = 1,2). Mds en general, si
®,; (i = 1,2) es un sistema fundamental de vecindades del punto z; en X;,
entonces, los conjuntos Wi x W5, donde W; corre en &;, forman un sistema
fundamental de vecindades de (21, x2) .
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Definicién 1.3.4 Un conjunto dirigido es un conjunto no vacio I con una
relacion < para la que los elementos de I satisfacen:

(1)i=i.

(2) Sii=jyj=k, entoncesi < k.

(8) Dados i,j € I existe k; j € I tal quei =k;; yj =< ki ;.

Definicién 1.3.5 Una red en un conjunto X es una funcion de un conjunto
dirigido I en X. FEl conjunto I es llamado el conjunto de indices de la red.
Una sucesion es una red en la que su conjunto de indices es N, con su orden
natural.

Nota 1.3.6 Si f : [ — X es una red, entonces f (i) se denotard como x;
para cada i € I y la red completa se denotard como (x;),c; o simplemente

(i) -

Definicién 1.3.7 Sea (z;) una red en un espacio topoldgico X y x € X.
Entonces (z;) converge a x y se dice que x es el limite de (x;), si para cada
vecindad U de x, existe iy € I tal que x; € U siempre que iy = i. FEsta
convergencia es denotada como (x;) — = 6 lim; x; = .

Proposicion 1.3.8 Si X es un espacio topoldgico y F' C X entonces son
equivalentes:

(a) F' es cerrado

(b) toda red (x;) C F tal que (x;) — x con v € X cumple x € A.

1.4 Espacios vectoriales topolégicos

En lo que sigue F denota al campo de los nimeros reales o complejos y todos
los espacios vectoriales (lineales) se tomardn sobre F.

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio vectorial en el que estd definida una
topologia T. (X, T) es llamado un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) si se
cumplen:

(a) La funcion (x,y) = v+y de X x X en X es continua;

(b) La funcion (A, z) — Ax de F x X a X es continua.

En ambos incisos se consideran las topologias productos.

Una estructura de espacio vectorial y una topologia T en X se dice que
son compatibles si (X, T) es un e.v.t. En este caso también se dice que T es
un topologia vectorial en X.
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Definicién 1.4.2 Sea X un espacio vectorial. Para A,B C X y F C F
definimos:

A+ B ={a+b:a€ Abe B};
FA ={ra:reFacA}.

Si A consta de un solo punto x, entonces escribimos a + B, en lugar de
{a} + B; es decir:
a+B={a+b:be B}.

Todo conjunto de la forma x + B es llamado un trasladado de B.
Si F' consta de sélo un punto \, entonces escribimos AA, en lugar de
{A\} A; es decir:
M ={Xa:a€ A}.

Definicién 1.4.3 Sean X y Y espacios vectoriales topoldgicos y sea f :
X — Y. Decimos que [ es un homeomorfismo si es una aplicacion continua
y biyectiva y su inversa, f~':Y — X también es continua.

Se sigue de la Definicién 1.4.1 que para cualquier a € X, la traslaciéon
definida por a es una funcién continua de X a X. Y como su inverso es la
traslacion r — x — a, tenemos que la traslacién por a es un homeomorfismo
de X en X. En particular, las vecindades de a son los conjuntos de la forma
V 4+ a, donde V' es una vecindad del 0. Por lo que conocemos la topologia de
un espacio vectorial topolégico si conocemos las vecindades del 0. También
se sigue de la Definicién 1.4.1 que para cualquier vecindad V' del 0, existe
una vecindad U del 0 tal que U + U C V.

Con relacién al producto por un escalar se tiene que para cualquier es-
calar A\ # 0, la homotecia x — Az definida por A es una funcién continua
de X a X. Y como su inverso es la homotecia ©z — %x, tenemos que la
homotecia dada por A es un homeomorfismo de X en X. En especial AU es
una vecindad de 0 siempre que U lo sea y A # 0.

Definicién 1.4.4 Sea X un espacio vectorial y A C X. Decimos que

(a) A es absorbente si para cada v € X existe ¢ > 0 tal que \x € A si
ANeF y|A <e.

(b) A es balanceado si NA C A siempre que |\ < 1.

La condicion (a) es equivalente a:

(a’) A es absorbente si para cada x € X existe ¢ > 0 tal que x € A si
Al > e.



1.4 ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS 9

De (b) de la Definicién 1.4.1 se sigue inmediatamente que toda vecindad
del 0 en X es absorbente. Se tiene que 0 € A si A es un conjunto absorbente

Por otro lado, si A es un conjunto balanceado y r > 0 entonces rA es un
conjunto balanceado pues si [A\| < 1y z € rA entonces 7 € Ay por ser A
un conjunto balanceado A¥ € A lo que implica Az € rA.

Proposicion 1.4.5 La interseccion de una coleccion finita de conjuntos ab-
sorbentes en un espacio vectorial X es un conjunto absorbente.

Demostracién. Sea {4;}!_; C X una coleccién finita de conjuntos ab-
sorbentes. Si x € X, entonces por la absorbencia de cada A; se tiene que
existe g; > 0 tal que Az € A; si A € Fy |\ <¢;. Hacemos € = min {¢;}}_,
y se tiene que Az € ﬂj_l A;si A € Fy |\ < e es decir ﬂj_l A; es un
conjunto absorbente. [

Proposicion 1.4.6 La interseccion de una familia arbitraria de conjuntos
balanceados es un conjunto balanceado. La cerradura en un e.v.t. de un
congunto balanceado es balanceada.

Demostracién. Sean X un espacio vectorial, {4;},.; C X una familia
arbitraria de conjuntos balanceados y |A| < 1. Si[),.; A; = ¢ la propiedad
se cumple por vacuidad. Asi, supongamos x € (),.; A;; entonces, ya que A,
es un conjunto balanceado y que x € A; para todo ¢ se cumple que \x € A;,
de donde Az € (,c; Ai, es decir (,.; A; es un conjunto balanceado

Sean X un e.v.t., A C X balanceado, x € Ay |\| < 1. Sea (x;) una red
en A que converge a x, entonces Ax; — Ax y como cada Ax; € A concluimos
que \z € A. ]

Dado un conjunto B C X, existe un conjunto A que es el més pequeno
subconjunto de X que es balanceado y contiene a B. Llamamos a este
conjunto A la envolvente balanceada de B y es la interseccién de todos los
conjuntos balanceados que contienen a B.

Se demuestra de manera andloga a la proposicién anterior que la unién
de una familia arbitraria de conjuntos balanceados es un conjunto balan-
ceado; por lo tanto, dado cualquier subconjunto A de X, existe el conjunto
balanceado més grande que estd contenido en A, a saber, la unién de todos
los conjuntos balanceados contenidos en A. El conjunto B es llamado el
nicleo balanceado de A. Es no vacio si y sélo si A contiene al 0.

Proposicién 1.4.7 Un punto x € X pertenece al nicleo balanceado B de
A siy solo si Ax € A para todo |A| < 1. En particular 0 € B si y sdlo si
0e€ A
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Demostracién. El conjunto C' () = {Az : |\| <1} es claramente ba-
lanceado; por lo que si C' () C A, entonces C' () C B, y en particular,
x € B. Inversamente, si © € B, entonces Az € B y por tanto, Ar € A para
todo [\ < 1. |

A partir de esta proposicién, y con la misma notacién, tenemos que si
B # ¢, 0seasi 0 € A, entonces

B= ()] (1.1)

|AI=1

Sean X y Y dos espacios vectoriales y f : X — Y una transformacion
lineal. Si A es un conjunto balanceado en X, entonces f (A) es un conjunto
balanceado en Y. Si B es un conjunto balanceado en Y, entonces f~! (B)
es un conjunto balanceado en X.

Ya que x — Axr es un homeomorfismo de X en si mismo, se sigue que
la férmula (1.1) prueba que si A es cerrado, entonces su nicleo balanceado
también es cerrado.

Proposicién 1.4.8 En un e.v.t. el nicleo balanceado B (V') de una vecin-
dad V' del 0 es una vecindad del 0.

Demostracién. Por la Definiciéon 1.4.1 existen un 0 < ¢ < 1 y una
vecindad U del 0 tales que |A\| < € implica AU C V. El conjunto €U es una
vecindad del 0 y estd contenido en el niicleo balanceado de V' por la férmula
(1.1). |

Hemos probado la primera parte del siguiente resultado:

Teorema 1.4.9 En un espacio vectorial topoldgico X existe un sistema fun-
damental N de vecindades de 0 tal que

(a) Todo V € M es absorbente.

(b) Todo V € N es balanceado.

(c) Para cada V€ N existe un U € N tal que U+ U C V.

St X es de Hausdorff, entonces

(d) dado x # 0 eziste V € N tal que x ¢ V.

Inversamente, sea X un espacio vectorial y I una base de filtro en X
que satisface las condiciones (a)-(c). Entonces, existe una tnica topologia
vectorial en X para la cual N es un sistema fundamental de vecindades del
0. St N también satisface (d), entonces X con esa topologia es de Hausdorff.

Demostracién. Por la Proposicion 1.4.8 y las propiedades vistas sobre
las vecindades de 0, tenemos que para la prueba de la primera parte del
teorema, basta definir
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M ={B (W) : W es una vecindad de 0}

donde B (W) es el nicleo balanceado de W.

Si X es de Hausdorff, entonces dado = # 0 existe una vecindad W de 0
tal que (z+W)NW =0 asi, z ¢ B(W).

Para la segunda parte, definimos N, = {z +V : V € M} para cada z €
X,asi Ny =M.

Comprobaremos que las familias N, satisfacen las condiciones (a)-(c) del
Teorema 1.1.3

e Es claro que x € x4+ V para todo V € 91 ya que 0 € V por ser V
absorbente, de acuerdo (a).

o SiW,, Wy eN,, entonces W, =+ V, Wy =x+V,con Vi,Vo €N.
Por ser 91 una base de filtro existe V € 9t tal que V C Vi N V5 y por
tanto, x + V C W1 N W

e SiW € N,, entonces W =z +V con V€N Por (c) existe U € N
tal que U +U C V. Hacemos Vy = x+ U y tomamos y € 1, entonces
VoeN, yy+UcCcax+U+UcCax+V.

Por el Teorema 1.1.3 existe una unica topologia 7 en X tal que cada N,
es un sistema fundamental de vecindades de x para 7 y cada x € X. En
particular 91 = Nj es un sistema fundamental de vecindades del 0.

Ahora verificamos que esta topologia es vectorial para X.

Sean a,b € X y W una vecindad de ¢ = a + b. Entonces c+V C W
para alguna V € 91 . Por (c) existe U € 9 tal que U + U C V. Entonces
a + U es una vecindad de a, U + b es una vecindad de b y tenemos

(a+U)+(b+U)Ca+b+V =c+V CW;

Es decir, la suma es continua.
Sea V € 9y A € F. Afirmamos que existe U € 91 tal que \U C V. Se
sigue de (c), por induccién, que para cada n € N existe U € 0N tal que

27L
—
'UCcU+..+UCV.

Sea n lo suficientemente grande para que |A] < 2". Por (b) tenemos
A27"U C U, es decir \U C 2"U C V.

Sean a € X, A € F, y W una vecindad de \a. Existe W, € 91 tal que
Aa+ Wy C W . Por (c) existe V € 9 tal que V+V +V C Wy. Por (a)
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existe ¢ > 0 tal que |n| < e implica na € V. Y por lo que acabamos de
probar, existe U € O tal que AU C V.

Si|n| <1yax €a+V, entonces, n(x—a) € V. Sea Uy € M tal que
Uy C UNYV. Se sigue de la identidad

Er—da=(E—-Na+A(x—a)+(E—N)(z—a)
que si [€ — A| <min(l,e) y x € a + Uy, entonces

Ex—dacV4+V+V CW,,

es decir, £z € W. Esto prueba la continuidad del producto por un escalar.
Supongamos que D también satisface (d), entonces se sigue de que la
Proposicién 1.4.11 que X es de Hausdorff.
[

Corolario 1.4.10 Sea X un e.v. y sea & una coleccion no vacia de subcon-
Juntos de X que son absorbentes y balanceados y tales que para cada V € &
existe U € & tal que U+ U C V. Entonces, existe una tunica topologia vec-
torial T en X para la cual la coleccion de intersecciones de cualquier nimero
finito de elementos de & forman un sistema fundamental de vecindades del
0. Se cumple

A € 1 siy sélo si para cada x € A existen Uy, ...,U, € & tales que x+ﬂ U; C A.
i=1

Demostracién. Todo conjunto absorbente es no vacio. Por tanto, la
interseccién de cualquier nimero finito de elementos de & es no vacfa y la
coleccion de dichas intersecciones forman una base de filtro 9t en X. Debido
a que N satisface las condiciones del teorema anterior se sigue el resultado.
|

Proposicién 1.4.11 Un espacio vectorial topoldgico es un espacio Haus-
dorff si para cada elemento a # 0 existe una vecindad V del 0 que no con-
tiene a a.

Demostraciéon. Si a # b, entonces a — b # 0. Sea U una vecindad
del 0 tal que a — b ¢ U. Existe una vecindad balanceada V' del 0 tal que
V 4+ V C U. Entonces

(a+ V)N (b+V)=0¢.
Asi, X es de Hausdorff. ]
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Proposicion 1.4.12 En un e.v.t. toda vecindad del O contiene una vecin-
dad cerrada y balanceada del 0.

Demostracion. Sea V una vecindad del 0. Existe una vecindad balan-
ceada U del 0 tal que U +U C V. Veamos que U C V y entonces U es una
vecindad de 0 balanceada y cerrada. Si x € U, entonces (z +U)NU # ¢;
es decir, existe y € U tal que x + y € U, pero entonces

re—y+UCU+UCVnm

Decimos que un espacio Hausdorff es reqular si toda vecindad contiene
una vecindad cerrada. Como corolario de la proposicién anterior se tiene
que si un e.v.t es un espacio Hausdorff, entonces es regular.

Definicién 1.4.13 Sea X un espacio vectorial topologico y A C X. De-
cimos que A es un conjunto acotado si es absorbido por toda vecindad del
cero, o sea, si para cada vecindad V' del cero existe s > 0 tal que:

A C tV siempre que t > s

Lo anterior equivale a que para toda vecindad balanceada V' de 0 en X
existe s > 0 tal que A C sV.

Es claro que todo subconjunto de un acotado también lo es y que los
conjuntos acotados en dos topologias equivalentes son los mismos.

Proposicion 1.4.14 Sea X un espacio vectorial topoldgico y A C X. En-
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) A es acotado.

(b) Para cualesquiera sucesiones (z,),-, en A y (A\,),—, en F, tal que
A — 0, se cumple que \,x,, — 0.

(¢) Para toda sucesion (x,),, en A se cumple que +z, — 0.

Demostracién. (a)=-(b) Sea A un conjunto acotado, (z,).-, en A,
(An)o—, enF, tal que A\, — 0, y U una vecindad del cero. Podemos suponer
que A\, # 0 para todo n. Existe N > 0 tal que A C /\—IHU sin > N; de donde
Az, € U sin > N, lo que quiere decir que \,z,, — 0.

(b)=-(c) Es consecuencia inmediata tomando (\,) -, = (%)20:1 :

(c)=>(a) Supongamos que A no es acotado. Existe una vecindad balan-
ceada U del cero en X y una sucesién (z,).., en A tal que , z, ¢ nU. Se

sigue que Z= ¢ U para todo n > 1, lo que contradice (c). i
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Definicién 1.4.15 Sea (x;) una red en un espacio vectorial topoldgico X,
decimos que (;);c; es de Cauchy si para cada vecindad U del cero, eviste
un iy € I tal que x; — x, € U siempre que iy = j, k. Si toda red de Cauchy
es convergente, entonces se dice que X es completo.

Proposicion 1.4.16 Toda red convergente en un espacio vectorial topoldgico
X, es de Cauchy.

Demostracién. Sean X un e.v.t. y (z;),.; una red que converge a
xo € X. Sea W una vecindad del cero en X. Por el inciso (c) del Teorema
1.4.9 existen conjuntos absorbentes y balanceados U y V' que cumplen U +
U cV c W. Observamos que por ser U balanceado se tiene que U = —U.
Sea 1y € I tal que x; € x¢ + U siempre que 7y = 7. Si iy < j, k entonces:

vj—ap € (mo+U) = (1o +U)=U—-U=U+UCVCW,

y asf (7;),.; es de Cauchy. |

1.5 Operadores y funcionales lineales (Espa-
cios normados)

Proposicion 1.5.1 Una transformacion lineal T, llamada también oper-
ador lineal, de un espacio vectorial topologico X en un espacio vectorial

topoldgico Y es continua si es continua en el origen. FEs decir si para cada
W wvecindad del 0 enY", existe una vecindad V' del0 en X tal que T (V) C W.

Demostracién. Sea © € X. Toda vecindad de T (x) es de la forma
T (x) + W, donde W es una vecindad del 0 en Y. Existe una vecindad V'
del 0 en X tal que 7' (V) C W y entonces, x + V' es una vecindad de = que
satisface T' (x + V') C T (x) + W. |

Una transformacién lineal f de un espacio vectorial X en el campo F
es llamada una funcional lineal. Para este tipo de transformaciones lineales
tenemos el siguiente resultado sobre su continuidad.

Proposicion 1.5.2 Si f es un funcional lineal en un e.v.t. X sobre el
campo F, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es continuo.

(b) ker (f) ={x € X : f(x) =0} es un conjunto cerrado en X.

(c) Eziste una vecindad U del 0 en X tal que f(U) es un subconjunto
acotado de F.
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Demostraciéon. El teorema es trivialmente cierto si f es el funcional
cero, asi que suponemos que no 1o es.

(a) = (b) Ya que el nicleo de f es la imagen inversa bajo f del subcon-
junto cerrado {0} de F, se tiene que como f es continuo, entonces ker (f) es
un conjunto cerrado en X.

(b) = (c) Supongamos que ker (f) es un conjunto cerrado en X, ya
que f no es el funcional cero se tiene que existe o € X\ ker (f). Ademds
X\ ker (f) es un conjunto abierto. Por el Teorema 1.4.9 existe una vecindad
balanceada U de cero tal que o + U C X\ ker (f). Observamos que f (U)
es un subconjunto balanceado de I por ser f lineal. Se tiene que f(u) =
—f (zo) implica u + zo € ker (f), por lo que si u € U, entonces f (u) #
—f (zo). Finalmente, ya que el subconjunto balanceado f (U) de F contiene
junto con cada uno de sus miembros A a cada escalar de valor absoluto
menor que |\|, no puede contener a ningin escalar con valor absoluto mayor
que |—f (xo)|, y por lo tanto debe de ser acotado.

(c) = (a) Existe M > 0 tal que |f (x)| < M siempre que z € U. Por
consiguiente, para ¢ > 0 se cumple |f (z)| < ¢ siempre que z € U. El
resultado se sigue al tomar Y = [F en la proposicién anterior. [

Definicién 1.5.3 Al conjunto de operadores lineales de un espacio vectorial
X en otro Y se le denota por L (X,Y). Cuando X yY son e.w.t. al sub-
espacio de L (X,Y) formado por aquellos operadores que son continuos se
le denota por B (X,Y) y por B (X) cuando ademds X =Y. En particular,
al conjunto de todas las funcionales lineales lo llamamos el dual algebraico
de X y se denota por X7. Cuando X es un e.v.t., entonces al subespacio
de X* formado por los funcionales lineales que son continuos se le llama el
dual topoldgico de X y se le denota por X*.

Definicién 1.5.4 Un operador lineal T biyectivo y continuo de un e.v.t. X
en un e.v.tY es llamado isomorfismo si el operador inverso T~ es continuo,
es decir, si T es un homeomorfismo lineal. Un operador lineal T continuo e
inyectivo de un e.v.t X en un e.v.t Y es llamado un morfismo estricto si es
un isomorfismo de X en su imagen T (X) (Im (7).

Dos espacios vectoriales topoldgicos X y Y son isomorfos si existe un
1somorfismo de X sobre Y. Un isomorfismo de X sobre X es llamado
automorfismo.

Si M es un subespacio de un espacio vectorial topolégico (X, 7), entonces
la topologia inducida en M por 7 es vectorial para M y por tanto, M es
un espacio vectorial topolégico. A menos que se diga lo contrario, siempre
consideraremos en cualquier subespacio la topologia inducida.
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Definicién 1.5.5 Una norma en un espacio vectorial X es una funcion
-] : X — [0,00) que satisface las siguientes tres propiedades.

(a) ||z|| =0 si y sdlo si x = 0.

(b) [ Azll = [A || -

() lz+yll < llzll + llyll -
siempre que v,y € X y XA € F.

La funcion d(x,y) = ||y — x|| es una métrica en X que es llamada la
inducida por la norma ||| .

Proposicién 1.5.6 Si ||| es una norma en un espacio vectorial X y en
éste consideramos la topologia definida por la distancia inducida por ||-||,
entonces X es un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff que se denota
como (X, ||-]|). Si este espacio es completo entonces es llamado de Banach.

Demostracién. La continuidad de las operaciones lineales se sigue de
la siguientes dos desigualdades:

[z +y = (z+w)|| < [lz =2l + ly — wl[,

lez = Byl < lal|[(z = y)ll + o= Bl lyll

El espacio (X, ||-||) es de Hausdorff por ser métrico. |
El siguiente resultado es fécil de probar.

Lema 1.5.7 En un espacio normado (X, ||-||) toda bola abierta con centro
en 0 es balanceada, absorbente y convera. La coleccion {B, (0) :r > 0},
donde B, (0) es la bola abierta con centro en 0 y radio r, es una base de su
topologia vectorial. Un conjunto A es acotado si y sélo si A C B, (0) para
alguna r > 0.

Proposicion 1.5.8 Sean (X, |-||y),(Y.|lly) dos espacios normados y
T : X — Y wun operador lineal, entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(a) T es continua.

(b) T es continua en 0.

(c) T es acotado, es decir transforma todo conjunto acotado de X en un
conjunto acotado de'Y.

(d) Eziste M > 0 tal que |T(x)||y < M ||z||y para todo x € X.

(e) Existe M > 0 tal que ||T(z)|y, < M si||z| = 1.
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Demostracién. Por la Proposicién 1.5.1 se tiene que (a) < (b).

(b) = (c) Si T es continua en 0 entonces existe una bola abierta U
centrada en el cero tal que ||T"(z)|| < 1, siempre que x € U. Para cada
subconjunto acotado A de X, existe un mimero positivo ¢4 tal que A C tAU,
y por consiguiente, |1 (x)|| < t4 si x € A. Por lo que el operador T es
acotado.

(c) = (d) Sea T acotado, entonces T (B) es acotado en Y donde B es la
bola unitaria cerrada de X. Definimos

M =sup{||T (z)| : z € B}.

Si z # 0, entonces ||z]| "'z € B, asi que HT(HZL‘H_ll‘)H < M y por
consiguiente ||T (z)|| < M ||z||. Esta ultima desigualdad se mantiene cierta
si x = 0, por lo que la implicacién queda probada.

(d) = (a) La desigualdad que aparece en (d) implica la continuidad de
T en 0.

Es inmediato comprobar que (d) < (e). |

Corolario 1.5.9 Con la notacion del teorema anterior, tenemos que si
|T(x)|ly = llzllx para todo x € X y T es biyectiva, entonces T es un
isomorfismo.

Demostraciéon. Como se cumple que

17 (@) lly = [l x

se sigue que
177 W)l = llylly

y entonces Ty T~! son continuas por el Teorema 1.5.8. [

1.6 Espacios vectoriales de dimension finita

Definicién 1.6.1 Sea X un espacio vectorial, si {xq},cn €5 un conjunto
de elementos de X, entonces {xs} cn €5 una base de Hamel para X si todo
elemento x € X tiene una representacion unica de la forma:

T = Z AaTa,

acA

en donde todos excepto un niumero finito de los coeficientes A\, son cero.
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Definicién 1.6.2 Si X es un e.v. decimos que X tiene dimension finita si
X tiene una base de Hamel finita, en este caso, decimos que la dimension
de X esn (dim X = n) si la cardinalidad de alguna de sus bases de Hamel
es iqual a n.

Observacion 1.6.3 Es una consecuencia del arioma de eleccion que todo
espacio vectorial tiene una base de Hamel, asi como que cualquier subcon-
Junto linealmente independiente de un espacio vectorial se puede extender
para formar una base del espacio; ademds la cardinalidad de todas las bases
de Hamel de un espacio es la misma.

Lema 1.6.4 Sea X un espacio vectorial de dimension finitan > 1 y{z;}_,
una base de Hamel para X. La funcion || definida para cada x =" | \ix;
como:

‘$| = ‘)\1‘ + ...+ ‘)\n| .

es una norma en X.
Ademds, la funcion:
T
" — (X, ]])
(Al,...,)\n) — )\15(31++)\n$n

es un isomorfismo, donde F" tiene su topologia usual, misma que se genera
con la norma

IO oo Al = Aa] + oo+ A

Demostracién. Es inmediato comprobar que |-| es una norma en X. Es
claro que T es lineal. La suprayectividad de T es consecuencia de que {z;}}_,
genera a X, y la inyectividad de T" es consecuencia de la independencia lineal
de {x}, .

Como se cumple que

T (A s M) = 1A, s An)
entonces T es un isomorfismo por el Corolario 1.5.9. ]
Observacion 1.6.5 Como consecuencia del lema anterior tenemos que una

sucesion (o/lxl + ...+ aﬁlxn) en (X, ||) converge a aqzy+ ...+ anx, siy sélo
st limj o = oy, para 1 <m < n.
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Corolario 1.6.6 S5i S, es la esfera unitaria en F", entonces la esfera uni-
taria de (X, |-|) es T (Sy) y por tanto es compacta en (X, |-|)

En las pruebas de todos los resultados que siguen en esta seccion , excepto
el iltimo, se supone quen > 1, pero ellos son trivialmente ciertos paran = 0.
En el Corolario 1.6.12, F™ con n = 0 debe interpretarse como {0} .

Lema 1.6.7 Sea X de dimension finita n. Consideramos la norma ||
definida en el lema anterior. Sea (Z,||"||) un espacio normado. Entonces
cada funcion lineal T : X — Z es continua

Demostracion. Tenemos

T (aqrzy + .. + ) || < (|T ()| + - + | T (z0)]]) - |11 + ... + a2l ;
asi T es continua. [

Teorema 1.6.8 Sean (X, ||-||x) v (Y.||ly) dos espacios normados, con X
de dimension n, entonces todo operador lineal de X a'Y es continuo.

Demostracién. Sean W = (X, |-|) el espacio normado con la norma |-
definida como en el Lema 1.6.4.

Sea I el operador identidad en X, visto como miembro de L (X, W).
Ya que por el lema anterior T' € B(W.,Y) y T = T1 el teorema quedard
probado una vez que se muestre que I : (X, ||-]|x) — (X, |-]) es acotado.

Sea Sy la esfera unitaria Sy de W. Sabemos que Sy es compacto
en W. Ya que ™' € B(W,X) por el Lema 1.6.7 se sigue que la funcién
w — ||[I7*(w)|| de W a R es continua y por tanto, alcanza su valor minimo
m en el compacto Sy y m > 0 ya que ||[I~!(z)|| = 0 implica z = 0. Si I no
es acotada, existe una sucesién (z;) en la esfera S de X tal que |1 (z;)] > j
para cada j. Al hacer w; = |I (z;)| " I(2;) para cada j > 1 obtenemos una

sucesion (w;) en Sy tal que ||[I71 (w))|ly = 11 (z)| 2|y — O cuando
] — o0, lo que contradice que m > 0. Por consiguiente, el operador I es
acotado. [

Teorema 1.6.9 Sean X y Y espacios normados n—dimensionales. En-
tonces, todo operador lineal biyectivo de X a'Y es un isomorfismo

Demostraciéon. Sea T un operador lineal de X a Y. Ya que X y Y
tienen la misma dimensién finita, el operador T es biyectivo y por el teorema
anterior se tiene que tanto 7', como 7'~! son continuos. ]
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Corolario 1.6.10 Sea n € N entonces, todos los espacios normados n—di-
mensionales son isomorfos entre si.

Demostraciéon. En vista del teorema anterior, basta probar que existe
un operador lineal entre cualesquiera dos espacios normados n—dimensionales
X y Y, pero esto siempre es cierto: considérese la extensién lineal de
cualquier funcién biyectiva entre una base de X y una base de Y. [

Corolario 1.6.11 Todo espacio vectorial de dimension finita tiene exacta-
mente una topologia inducida por una norma.

Demostracién. Sea X un e.v. de dimensién n y S un operador lineal
biyectivo de X sobre F”. Se verifica facilmente que la férmula |z|q =

|S (z)|| define una norma en X. Si [|-|| es cualquier norma en X, entonces,
la identidad I : (X, [|-||;) — (X, [||ly) es un isomorfismo; asi, las dos normas
inducen a la misma topologia. [

Resumimos en el siguiente corolario resultados que se siguen inmediata-
mente de lo antes visto.

Corolario 1.6.12 Para cada n > 0, la inica topologia de norma que F™
puede tener es su topologia euclidiana.

Todo espacio normado de dimension finita n es isomorfo al espacio
euclidiano n—dimensional.

Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.

Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es un sub-
congunto cerrado del espacio.

Lema 1.6.13 5i (X, 1) es un e.v.t. de HausdorffyY esun subespacio de X
tal que la topologia de X restringida oY estd inducida por una norma ||-|| con
respecto a la cual Y es de Banach, entonces Y es un subespacio cerrado de

X.

Demostracién. Basta mostrar que si (y;) es una red en Y tal que
(y;) = = con x € X, entonces € Y. Para tal red se tiene que (y;) es de
Cauchy en (Y, ||-||). Por ser este subespacio de Banach se sigue que existe
y €Y tal que (y;) = y € Y. Por ser X de Hausdorff, y = x. |

Teorema 1.6.14 Si X es un espacio vectorial de dimension finita, entonces
X tiene una y solo una topologia que lo hace un espacio vectorial topoldgico
de Hausdorff y esta topologia estd inducida por una norma de Banach.
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Demostracién. Haremos la prueba por induccién sobre la dimensién
de X. Si dim (X) = 0 el resultado se cumple: la topologia indiscreta y la
norma trivial cumplen las condiciones y la topologia indiscreta es la tnica
topologia para el espacio trivial. Suponemos que el teorema es cierto cuando
dim (X) =n—1. Sea X un e.v. tal que dim (X) = n y sea {z;},_, una base
de Hamel para X, sea |-| la norma en X definida como en el Lema 1.6.4, la
cual es una norma de Banach. Sea 7 una topologia vectorial Hausdorff en
X. Para 1l < j <mn, sea f; el j—coeficiente funcional para la base {z;}! |,
es decir, si z = Y | \jz; entonces f; (x) = \; para 1 < j < n. Cada f; es
una funcional lineal y dim (ker (f;)) = n — 1 ya que una base para ker (f;)
es {zi};_; ,; - Por la hipétesis de induccién y el lema anterior ker (f;) es
T—cerrado. Se sigue de la Proposicién 1.5.2 que cada f; es 7—continuo,
ademds, por el Teorema 1.6.8 cada f; es |-| —continuo.

De la 7 y|-| —continuidad de la operaciones lineales y de los coeficientes
funcionales se sigue que el operador identidad

I(z) = fi(z) oz + ..+ fu (2) 20

de (X,7) a (X,]]) y de (X,]|]) a (X, 7) es continuo, por lo que 7 coincide
con la topologia inducida por |-|. |

1.7 Espacio cociente

Proposicién 1.7.1 La cerradura M de un subespacio vectorial M de un
espacio vectorial topologico X es un subespacio cerrado de X.

Demostracién. Sean » € M,y € M, A € F. Sean (;) y (y;) redes en M
que convergen a x y y, respectivamente. Entonces x;+y; — v+yy A\x; — Az
como z; +v; € M v A\z; € M para todo i, tenemos que © +y, \z € M. R

Sea X un espacio vectorial arbitrario, R una relacién de equivalencia en
X, y sea @ la funcién canénica de X sobre el conjunto cociente X R que
asigna a cada elemento x € X su clase de equivalencia ¢ (z) médulo R.

Para un espacio vectorial topolégico X, la topologia cociente en X /R es
la topologfa final inducida por ¢, es decir es la topologia més fina que hace
a o continua. Asf, un subconjunto A de X /R es abierto si y solo si ! (A)
es abierto en X.

En lo que sigue, siempre consideraremos a X /R equipado con la topo-
logfa cociente.

Sea M un subespacio vectorial de X, y definamos R como xRy si y—x €
M. Al espacio X /R lo denotamos como X /M y dotado con la topologia
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cociente es llamado el espacio cociente de X mddulo M.

Proposicién 1.7.2 Sea f : X—Y una funcion entre los espacios vectoriales
X yY. Existe una unica funcion f : X /R — Y que hace conmutativo al
diagrama

o
X - X/R
N LS

Y

(0 sea, f = fo) siysdlosif es constante en cada clase de equivalencia
mddulo R. St X y Y son e.w.t entonces f es continua si y sdlo si f es
continua.

Demostraciéon. La primera afirmacién es inmediata. Si f es continua,
entonces, la funcién composicién f también lo es. Inversamente, supon-
gamos que f es continua y sea U un conjunto abierto en Y. Entonces el

conjunto f~1(U) = ¢! <f_1 (U)> es abierto en X, y por tanto, por la

definicién de topologia cociente, ?71 (U) es abierto en X /R, lo que implica
que ? es continua. |

Consideremos un e.v.t. X y M uno de sus subespacios lineales, no nece-
sariamente cerrado. A la clase de x € X en X /M la denotaremos por [z],
o sea [z] = ¢ (z).

El espacio X /M es un espacio vectorial al definir las operaciones lineales
entre clases mediante sus representantes. En este caso, la funcién candnica
@ es lineal y no solamente es continua sino abierta, como ahora compro-
bamos: sea A un conjunto abierto en X; entonces ¢! (¢ (U)) es claramente
el conjunto U + M. El conjunto = + U es abierto para cada x € M, y por
tanto,

U+M= ] (x+0)
zeM
es abierto, lo que prueba que ¢ (U) es abierto en X /M.
Se sigue que un conjunto V' en X M es una vecindad de un punto [z]
si y solo si ¢ (V) es una vecindad de z en X.

Proposicion 1.7.3 Sean X un e.v.t. de Hausdorff y M un subespacio li-
neal. El espacio X /M es vectorial topoldgico, y es de Hausdorff si y sélo
si M es cerrado en X.
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Demostracién. Sea V' una vecindad del punto [z] + [y] € X /M.
Entonces, ¢! (V) es una vecindad de z + y. Existen vecindades U y W de
ryytalesque U+ W C o1 (V) yasi, o(U)y ¢ (W) son vecindades de
[z] y [y], respectivamente, tales que ¢ (U) + ¢ (W) =@ (U+ W) C V.

De forma similar, si V' es una vecindad de A[z] en X M, entonces
© 1 (V) es una vecindad de Az en X y existen una vecindad B de A en F y
una vecindad U de = en X tales que BU C ¢! (V). Entonces, By ¢ (V)
son vecindades de \ y|x], respectivamente, tales que By (U) = ¢ (BU) C V.

Si X M es un espacio Hausdorff, entonces, en particular, el conjunto
{[0]} es cerrado en X /M. Como ¢ es continua, el conjunto M = ¢~ ({[0]})
es cerrado en X.

Inversamente, supongamos que M es cerrado y sea [z] un elemento de
X /M distinto de [0]. Entonces, = ¢ M; por lo que existe una vecindad
U de z tal que U N M # (0, pero entonces, [x] — ¢ (U) es una vecindad de
[0] que no contiene a [z] y por tanto, X /M es un espacio Hausdorff por la
Proposicién 1.4.11. ]






Capitulo 2

Espacios localmente
pseudoconvexos

En este capitulo se definen los espacios localmente p-convexos, con 0 <
p < 1, que tienen como caso particular a los localmente convexos (p = 1).
También se introducen los espacios localmente pseudoconvexos que son una
clase mds amplia que los localmente p-convexos y se estudian los operadores
lineales entre estos espacios y funcionales lineales en ellos definidos.

Para lo anterior son fundamentales los conceptos de conjunto absorbente,
balanceado y p-convexo y la relacién de estos con las p-seminormas. Con el
uso de las funcionales de Minkowski se prueba que un espacio es pseudocon-
vexo si y solo si su topologia estd dada por una familia de p-seminormas,
donde p puede variar con la seminorma.

En la ultima seccién se presenta un antecedente histérico a lo expuesto
en las anteriores. Ahi se da la definicién de conjunto pseudoconvexo que
fue introducida por Rolewicz y se hace ver que la definicién de espacio
pseudoconvexo que el mismo dio con base en tales conjuntos es equivalente
a la vista en la primera seccién, via la caracterizaciéon por p—seminormas.

2.1 Espacios localmente p-convexos y local-
mente pseudoconvexos

Definicién 2.1.1 Decimos que un subconjunto A de un e.v. X es p-convezo,
donde 0 < p < 1, si siempre que o > 0,8 > 0 y o + ¥ = 1 tenemos
aA+ A C A; en el caso especial en que p = 1 decimos que A es convero;
es decir un subconjunto A de un e.v. X es convero si para o > 0,3 > 0,
a+ =1 tenemos que A+ SA C A.

25
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Figura 2.1:

Se dice que A es absolutamente p-convexo si es balanceado y p-convexo;
esto equivale a que A+ BA C A silos escalares son tales que |a|’ + |87 < 1.
Cuando p = 1, entonces A es simplemente llamado absolutamente convexro
o disco.

Para ilustrar con un ejemplo el concepto de p—convexidad, a contin-
uacién se presenta un dibujo de 4 conjuntos p—convexos anidados, siendo las
fronteras de cada uno de ellos las p—lineas que unen a los puntos A = (1,0)
con B=(0,1), Bcon C =(—1,0),C con D = (0,—1) y D con A; mientras
que la p toma los valores 1,0.8,0.5 y 0.3.

Proposicion 2.1.2 Si un subconjunto A de un e.v. X es p—convexo, en-

tonces ) ) .
arA+pPrAC (a+p)r A
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sia,3>0. En el caso p =1 se da la igualdad.

Demostracién. Supongamos que « + 3 > 0. Entonces —2—+ > 0,

1 1 p 1 p
B2 >0y (L) +< B ) = 1, de donde:
(a+p)P (a+h) (a+B)
1 1
LB Sl
(a+p)r  (a+p)r
y obtenemos la contencion.

Cuando p = 1 es obvia la otra contencién: (a+ ) A C aA + SA. |

Diremos que A es p (A) convexo para senalar que 0 < p(A) <1y que A
es p-convexo para el escalar p = p (A). Haremos lo anterior cuando se hable
de la p-convexidad de diversos conjuntos, donde el valor p puede variar de
conjunto a conjunto.

En la peniltima seccién de este capitulo, se define conjunto pseudocon-
vero. Ahi damos un ejemplo que muestra que la clase de los conjuntos p-
convexos de un espacio vectorial X, para alguna 0 < p < 1, es una subclase
propia de la clase de los conjuntos pseudoconvexos de X.

Si un subconjunto A de un e.v. X es p-convexo, entonces AA es p-convexo
para todo A € F. Es decir, las homotecias de p-convexos también lo son.
Las traslaciones de todo conjunto convexo son convexas.

Sean X y Y dos espacios vectoriales y 7' : X — Y una transformacion
lineal . Si A es p—convexo en X, entonces T (A) es p—convexo en Y. Si B
es p—convexo en Y, entonces 7! (B) es p—convexo en X.

La interseccién de una familia arbitraria de conjuntos p—convexos es
un conjunto p—convexo. Dado un conjunto arbitrario B en X, existe un
conjunto A que es el conjunto p-convexo m&s pequeno que contiene a B,
a saber, la interseccién de todos los conjuntos p—convexos que contienen
a B. Este conjunto A es llamado la envolvente p—convera de B. Como
cualquier miiltiplo escalar de un p-convexo es p convexo y por tanto, el
nicleo balanceado de un p-convexo es p-convexo.

Sl
Sl

AcCA

Lema 2.1.3 Si A es absolutamente pi-convero y B es absolutamente po-
convezo, entonces ANB es absolutamente p-convexo, donde p = min (py, p2) -

Demostraciéon. El resultado se sigue de que o + 5 < 1, con o, 5 > 0,
implica
Oépi + 6171' S 1

para i =1,2. ]
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Por supuesto, este resultado se generaliza por inducciéon para un nimero
finito de conjuntos.

Proposicién 2.1.4 En un e.v.t. la cerradura de un conjunto p—convexo A
es un conjunto p— convezo.

Demostracién. Sean z € A, y € A, a > 0,5 > 0, con o + F = 1.
Sean (z;) y (y;) redes en A que convergen a x y y, respectivamente. Entonces
ax; + Py; — ax + Py y como ax; + Py; € A para todo i, tenemos que
az + Py € A. B

Definicién 2.1.5 Un espacio vectorial topoldgico X es llamado localmente
pseudoconvero si 0 tiene un sistema fundamental de vecindades tal que
cada uno de sus elementos V' es un conjunto p (V')-convexo para algin 0 <
p (V) <1 que depende de V. Si dicha p es la misma para todos los miem-
bros del sistema fundamental, entonces se dice que el espacio es localmente
p-convexo y si este es el caso y p = 1, entonces X es llamado localmente
convexo en lugar de 1-convezo.

Nota 2.1.6 Si & es un sistema de subconjuntos de un e.v. X que satisface
las condiciones del Corolario 1.4.10 y ademds, cada V € & es p—convexo,
entonces, la topologia definida por & en X es localmente p— convexa.

En este capitulo se probard que un espacio puede ser p—convexo para
alguna 0 < p < 1y no ser localmente convexo (p = 1), y también se probard
que los espacios localmente p—convexos son un subconjunto propio de los
espacios localmente pseudoconvexos.

De aqui en adelante todos los teoremas y proposiciones se referirdn a
espacios localmente pseudoconvexos pero debido a las contenciones antes
mencionadas y a la importancia de los espacios localmente convexos y de
los localmente p— convexos es conveniente recordar, cuando no se menciona
explicitamente, que ellos son aplicables a los importantes casos particulares
en que el espacio es convexo 0, mds en general, p— convexo.

Proposicion 2.1.7 En un espacio localmente pseudoconvexo, las vecindades
V del 0 que son cerradas y absolutamente p (V') —convexas, para algin 0 <
p (V) <1 forman un sistema fundamental de vecindades del 0. Si el espacio
es localmente p-convero, para alguna 0 < p < 1, entonces las vecindades
V' del 0 que son cerradas y absolutamente p—convexas forman un sistema
fundamental de vecindades del 0.
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Demostracion. Sea W una vecindad del 0. Entonces, por la Proposi-
cién 1.4.12 W contiene a una vecindad cerrada V' del 0. Por hipétesis, V'
contiene una, vecindad U del 0 que es p (U) —convexa y U C V. Finalmente,
el nticleo balanceado de U es una vecindad del 0 cerrada, absolutamente
p (U) —convexa y estd contenido en W. |

Probemos un resultado en la direccién opuesta.

Proposicion 2.1.8 Sea X un e.v. y sea B una base de filtro en X for-
mada por conjuntos V' absorbentes y absolutamente p (V')-convexos. Sea N
la coleccion de todos los conjuntos \V, con A > 0 y V € B. FEntonces,
existe una unica topologia T en X para la cual N es un sistema fundamental
de vecindades del 0. FEs claro que (X, T) es localmente pseudoconvezo. Si
cada conjunto V' es p— convezxo, para alguna 0 < p < 1, entonces (X,7) es
localmente p— convexo.

Demostracién. La colecciéon 91 es una base de filtro en X, ya que
AV C M ViN AV,

siV,VeB A\ >0parai=12VCViNVyy A=min (A, \2).
Ademas es obvio que satisface las condiciones (a) y (b) del Teorema 1.4.9,
y ahora comprobamos que también satisface la (c¢): sean V € B y A > 0,

1 1 1
entonces (%)P(‘” ANV eNy (%)P(‘” AV + (%)p(‘” AV C AV. Por ese teorema,
se sigue la existencia y unicidad de la topologia 7. Por otra parte, AV es
p (V)-convexo para cada V € By A > 0. |

Observacion 2.1.9 La proposicion anterior es vdlida si restringimos los
valores de A al intervalo (0,1].

Proposicién 2.1.10 Sea X un e.v. y sea & una coleccion no vacia de
subconguntos V- de X absorbentes y absolutamente p (V') —convexos. Sea
B la coleccion de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma
AV donde A >0 yV € &. Entonces, existe una unica topologia localmente
pseudoconvexa en X para la cual B es un sistema fundamental de vecindades
del 0. Si cada conjunto V' es p— convexo, para alguna 0 < p < 1, entonces
(X, 1) es localmente p— convexo.

Demostracion. La coleccién B es una base de filtro en X formada por
conjuntos absorbentes U, cada uno de ellos absolutamente p (U)-convexo.
Dicha coleccién coincide con N ={A\U : U € B, A > 0}. Por consiguiente, el
resultado se sigue de la proposicién anterior. [
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Corolario 2.1.11 Sean & la coleccion de la proposicion anterior, J la de
todas las intersecciones finitas de elementos de & y Bq la de todos los con-
Juntos AU, con A > 0 y U € J. FEntonces, By es un sistema fundamental
de vecindades del 0 equivalente al B de la proposicion anterior; es decir,
generan la misma topologia.

Demostracion. Es claro que 28 es una base de filtro en X formada por
conjuntos absorbentes U, cada uno de los cuales es absolutamente p (U)-
convexos; por tanto, existe en X una unica topologfa localmente pseudo-
convexa T (By) para la cual By es un sistema fundamental de vecindades
del 0. Por sus definiciones, By C B, por lo que en 7 (By) C 7 (B).

Inversamente, si V; € & paral <i<ny \= llil'i<n (\;), entonces

MU N XU N ..U, DA (Ul NU;N...N Un) .
y por tanto, 7 (B) C 7 (By) . B

Observacion 2.1.12 Por la Observacion 2.1.9 se tiene que en la proposi-
cton y corolarios anteriores también podemos restringir los valores de A al
intervalo (0,1].

2.1.1 Las p-seminormas

Definicién 2.1.13 Una p—seminorma, donde 0 < p < 1, en un e.v. X es
una funcion
-] + X — [0, 00)

que satisface las siguientes dos propiedades
(a) || \x|| = |\ ||z|| para todo A € F y x € X.
) |z +yll <zl + llyll st 2,y € X

Se sigue de (a) y (b) que toda p—seminorma ||| también tiene las si-
guientes propiedades

(¢) llo] = 0.

(d) ||[==]l = [l=|.

() |ll=]] = llylll <l =yl
Nota 2.1.14 Si ||-|| no es idénticamente 0, entonces p es llamado el indice
de homogeneidad de ||-||, y cuando p =1 la funcién es llamada simplemente

una Seminorma.

Lema 2.1.15 La desigualdad (r + s)” < r? + s? se cumple si0 <p <1y
r,s > 0.
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Demostracion. Si p =1 se tiene la igualdad. Lo mismo sucede sir o s
es 0. Asi, supongamos 0 < p<1yr,s>0.

Al dividir la inecuacién entre r” y hacer el cambio de variable ¢t = 2
obtenemos la inecuacién equivalente.

1+t — P —1<0

La funcién h(x) = (1+¢)” —t* — 1 definida en [0, 00] es continua y
derivable en (0, 00). Su derivada

W(x)=p+8)"" —ptr

es negativa ya que

(14t ' <trleltt>t
Por lo que la funcién es estrictamente decreciente. En particular,
1+t —t?P -1 <h(0)=0.

[

El lema anterior tiene la siguientes dos consecuencias:

En cualquier espacio vectorial X no nulo, el conjunto de todas las p—
seminormas no nulas es no vacio, pues si f es una funcién lineal de X,
entonces para cualquier p con 0 < p < 1 la funcién x — |f(z)|” es una
p—seminorma en X, como ahora comprobamos:

() [F ) = M@ = AP L)

(i) [f@+ )" =[f(@)+ fWI < (f@]+ 1f@D" < [f@)F +1fW).

Si0 < p,r<1y| esuna p—seminorma de X, entonces [-||" es una
pr— seminorma de X, yaque 0 <pr <1y

) [A” = APl

() flz+yl™ < lzll + llylD™ < [l + llyll"-

Proposicién 2.1.16 Sean X un e.v., ||-| una p—seminorma en X ye > 0.
Entonces, el conjunto

V=Az:|lz]| <e}
es absorbente y absolutamente p— convexo.

Demostracién. Es claro que 0 € V. Si ||z|]| = of # 0, entonces

S1

P
Ademss, si ||z < e, |ly|| < ey |af’ 4+ |B]” < 1, entonces
locz + Byl < laf” =]l + 8 [yl <.

x|| =¢ey V es absorbente.

O sea, V es absolutamente p—convexo. [
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Proposicién 2.1.17 Sea X un e.v.t y ||| una p—seminorma en X. La
seminorma ||-|| es continua si y sdlo si es continua en 0.
Demostracién. Supongamos que [|-|| es continua en 0. Sean x € X y

e > 0. Existe una vecindad V' de 0 en X tal que
|zl <esizeV

De donde,
iyl =Nzl < lly = zll <e

siy€x+V. O sea, ||-|| es continua en x. |

Sea {||[|,},cpuna familia de p(a)—seminormas definidas en X. Los
escalares 0 < p (a) < 1 pueden variar con a.

Para cada « € A hacemos V,, = {z € X : [|z|, < 1}. Por la Proposicién
2.1.10, la coleccién de todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma
eV, con ¢ > 0, forman un sistema fundamental de vecindades del 0 para
una topologia localmente pseudoconvexa 7 en X. El conjunto eV, = V,
estd formado por todos los elementos x € X tales que |z||, < e?(@ y por
tanto, un sistema fundamental de vecindades del 0 para 7 estd dado por los
conjuntos

Vs, amieren = {12 € X 2|, <erparal<k< n},

donde {aq,...,,} es un subconjunto finito de A y ¢, > 0 (1 <k <n).
Por el Corolario 2.1.11, un sistema fundamental de vecindades del 0 para 7
equivalente al anterior estd formado por los conjuntos

Vor o ame = {:U € X: ||:UHO% <eparal <k< n} . (2.1)

|
La topologfa 7 es llamada la topologfa generada por familia P = {||-|| ,} .ca
de p () —seminormas. Escribiremos (X, P) en lugar de (X, 7). Resumimos
lo anterior en el siguiente resultado.

Teorema 2.1.18 Un e.v. X con la topologia generada por una familia P =
Ulla}aca de p () —seminormas es un espacio localmente pseudoconvero al
que denotaremos por (X, P). Sip(«a) = p para todo « y algin 0 < p < 1,
entonces (X, P) es un espacio localmente p— convezxo.

El siguiente ejemplo muestra que un espacio puede ser p—convexo para
alguna 0 < p < 1 y no ser localmente convexo.
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Ejemplo 2.1.19 Sean 0 <p <1y

LP =< f:[0,1] = F: f es Lebesque medible y / |fIP dl < oo

[0,1]

La funcion || f|| = [ |fI” dX no negativa es una p—norma en LP, ya que
[0,1]
(i) || fll =0 siy sélo si f=0.
(i) INFl = AP || fIl para todo escalar \ y f € LP.
(iii) || f 4+ gll < NI+ Nlgll st f,g9 € LP ya que por el lema 2.1.15 tenemos

(@) + 9@ < (1 (@) + lg(@)])” < |f @) + [g()”

para todo = € [0, 1].

Ast, (LP,||-|l) es un espacio localmente p—convexo y no es localmente
convexo, ya que se probard que los unicos conjuntos abiertos y convexos son
() y LP y por tanto, la vecindad del 0

{fel?:fl <1}

no contiene ninguna vecindad conveza de 0.

Supongamos que V # () es un subconjuntos abierto y convero de LP.
Podemos suponer que 0 € V' puesto que en otro caso trabajamos con un
trasladado de V. Existe 6 > 0 tal que

{felr:|fll<détcVv

Sea f € LP, entonces — || f|| < & para un natural n suficientemente grande.

Como limx(g,] = X[, con = € [0,1], donde x; es la caracteristica de
y—

J, se sigue del Teorema de convergencia dominada que si F (z) = [ |f|"d¢
[0,2]

para x € [0,1], entonces F' es una funcion continua en [0, 1]
Por el teorema del valor intermedio, tenemos que existe una particion
ro=0<21<..<x, =1 tal que

1
frae== 5.
[i—1,4]
Definamos
nf(z) siz € (r;iq1,x)

gi (v) =
0 en otro caso
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para 1 <1 <n.

Entonces, ||gi|| = 2 ||f|| < & y por tanto, g; € V para todo i. Como V
es convexo, entonces f = % (g1 + ... + gn) pertenece a' V' y entonces V = LP.
|

Asimismo, los espacios localmente p— convexos son un subconjunto pro-
pio de los espacios localmente pseudoconvexos, como se hard ver al final del
capitulo.

Para no tener que referirnos explicitamente al tipo de homogeneidad de
una seminorma introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.20 Si ||-|| es una p—seminorma para alguna 0 < p <1 en
un espacio vectorial X, entonces la llamamos una pseudoseminorma en X.

Conforme a esta definicién, hemos visto que un e.v. X con la topologia
generada por una familia de pseudoseminormas es un espacio localmente
pseudoconvexo.

Corolario 2.1.21 Cada una de las pseudoseminormas ||| de una familia
P de pseudoseminormas en un espacio vectorial X es continua en el espacio
localmente pseudoconvezo (X, P) .

Demostracién. Para cada ¢ > 0, se tiene que {x : ||z]|, <} es una
vecindad de 0. [
Probaremos que el reciproco del Teorema 2.1.18; es decir que toda to-
pologia localmente pseudoconvexa coincide con la generada por una familia
{II‘Il.}..cx de p (@) —seminormas. Para esto introducimos las funcionales que
alaeA
a continuacién veremos.

2.1.2 Funcionales de Minkowski

Sean X un espacio vectorial, A C X y 0 < p < 1. El p—funcional de
Minkowski de A es la funcién ||| , :X — [0, 00) definida como:

||, = inf{t >0: z¢€ t%A}
donde ||z, = oo six ¢ tr A para todo ¢t > 0.

Nota 2.1.22 Sip =1 esta funcion es llamada simplemente la funcional de
Minkowski de A.
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Para A > 0 se tiene |[Az|, = A |lz||, pues las condiciones z € t7 A

y Ax € (N )% tr A son equivalentes. Si A es absorbente, entonces |||, es
claramente finita. Si 0 € A, entonces ||0]| , = 0.

Propiedades de la p—funcional de Minkowski.

Supongamos que A es un conjunto absorbente y absolutamente p—convexo.
Entonces su p—funcional de Minkowski ||-|| , tiene las siguientes propiedades:

Subaditividad. Se satisface la desigualdad

2+ ylla < llzlly + [yl

para todo x,y € X.
Para cada ¢ > 0 existen s y ¢ tales que ||z]|, < s < |lz]|, +¢&, [|y]l4 <

t<|lyll4+e, z€ S%A, Yy E #v A. Entonces

Tty EstA+1IrAC (s+1)7 A,

es decir,

[+ ylla < llzlla + lylls + 2¢.

Como ¢ es arbitrario, tenemos ||z + y|| 4 < ||z]| 4 + ¥l 4 -
p—Homogeneidad absoluta. Se satisface la igualdad

1Al = A" 1] 4
paratodoxr € X y A € F.
Este resultado lo sabemos para A > 0y es obvio para A = 0. Para |A\| =1

las relaciones Az € t7 A y T € t7 A son equivalentes debido a que A es un
conjunto balanceado. Asi, ||Az||, = =]/, si [N = 1.

Dado A # 0, sea o (\) el signo de A, es decir |0 (M) =1y o (X)X = |\l
Entonces,

Al
= [\ .

Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente resultado

Azl =

Proposicion 2.1.23 En cualquier espacio vectorial X, el p—funcional de
Minkowski de un conjunto absorbente, balanceado y p— convexo es una p—se-
minorma.

Proposicion 2.1.24 Un conjunto A, absorbente y absolutamente p— convexo
en un espacio vectorial topologico X, es una vecindad del 0 si y sélo si su
p— funcional de Minkowski ||-|| , es continua.
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Demostracién. Por la Proposicién 2.1.17 es suficiente probar que ||-|| ,
es continua en 0.

Supongamos A es una vecindad del 0. Para cada ¢ > 0, la relacién
v € erA implica ||z||, < ey v A es una vecindad del 0. Asi, ||-]|4 es
continua en 0.

Inversamente, si ||-||, es continua, entonces {z : [|z], < 1} es un con-
junto abierto contenido en A y que contiene al 0, por lo que A es una
vecindad de 0. [

Proposicion 2.1.25 Sean V una vecindad del 0, absolutamente p— conveza
en un espacio vectorial topoldgico X y ||-||,, su p—funcional de Minkowsk:i.
Entonces,

V={a: |zl <1}

Demostracién. Sea B = {z : ||z[|;, < 1}. La continuidad de ||-[|;, im-
plica que B es cerrado. Y como es claro que V' C B, tenemos V C B. Para
probar B C V, sean ||z||,, <1y W una vecindad de x. Existen 0 <e< 1

yt>0talesque393€Wpara1—5<s<1 1<t<( 97 nytPV Por

tanto, 1 z € VNW;lo que prueba que z € V.

Sea X un espacio localmente pseudoconvexo. Sabemos por la Proposi-
cién 2.1.7 que las vecindades V' cerradas y absolutamente p(1')—convexas
del 0 forman un sistema fundamental de vecindades del 0.

El p (V') —funcional de Minkowski ||-||;, de cada una de dichas vecindades
V es una p (V') —seminorma continua en X y la topologia localmente pseudo-
convexa definida por la familia {||-||,,} de p(V')—seminormas es la misma que
la topologfa original, pues V = {x : ||z||,, <1}. Y un resultado similar se
tiene cuando X es un espacio localmente p—convexo, para alguna 0 < p < 1.

Por lo que hemos probado el resultado reciproco del Teorema 2.1.18:

Teorema 2.1.26 Si (X,7) es un espacio localmente pseudoconvezo, en-
tonces hay una familia de pseudoseminormas que generan la topologia T.
En particular, si (X,7) es localmente p— convexo, entonces T estd generada
por una familia de p—seminormas.

Si X es localmente pseudoconvexo, entonces cualquiera de sus sube-
spacios M es localmente pseudoconvexo, ya que si la topologia de X estd
definida por la familia {||-||,},c, de p (o) —seminormas, entonces la topolo-
gfa de M estd definida por las restricciones de éstas a M.

Definicién 2.1.27 Decimos que dos familias de pseudoseminormas en un
espacio vectorial X son equivalentes si definen la misma topologia localmente
pseudoconveza en X.
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2.1.3 Saturacién de una familia de pseudoseminormas

Sea {||-||;};_; una familia finita de p—seminormas en un espacio vectorial X.
Entonces, la funcién

]l = mas o],

es también una p—seminorma en X y tenemos

{freX ||z|| <el={rveX:|z|,<e 1<i<n}. (2.2)
Si ademéds tenemos que X es un espacio vectorial topolégico y las ||-||.
(1 <i < n) son continuas, entonces ||-|| también lo es.

Decimos que una familia P de seminormas en un espacio vectorial estd
saturada si para cualquier subfamilia finita {||-||,}"_, de P, la p—seminorma

max |[|-||, también pertenece a P.
1<i<n

Si P ={llllo},cs s una familia de p—seminormas que define una topo-
logfa localmente p—convexa en un espacio vectorial X, entonces la familia
de p—seminormas

P= {max |zl :n>10q,...,0 € A}
1<i<n '
es llamada la saturacion P y la denotamos como P .

Es facil probar que P es una familia saturada de p—seminormas y por
(2.2) es equivalente a P.

El concepto de una familia saturada de p—seminormas en un espacio
vectorial se puede extender para familias de pseudoseminormas; para esto
nos apoyaremos en el segundo de los resultados obtenidos a partir del Lema
2.1.15.

Si0<p<p <1ly]|| esunap'—seminorma en X, entonces H||f’ es una
p— seminorma. Por tanto, si para 1 < i < n, ||z|/, es una p (i) —seminorma
en un espacio vectorial X, entonces la funcional

()
Vel = oo (12177
1<i<n
donde, p = 1121121 p (i), es una p—seminorma en X.
<i<n
Sip (i) = p paratodo i, entonces \/ ||z, esla p—seminorma max (l|lzl,) -
<i<n

1<i<n
Si 6 > 0, entonces se cumple

_D_
. (4)
s (o llell) <6 Vel < s (2.3)
<i<n
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()
\/ |z]|, < 6= 1n£13£>;(]|x||1 s l2]],,) < 112%;5;5 C (2.4)

1<i<n

Definicién 2.1.28 Decimos que la familia P = {|-||,},cr de p(a) — se-
minormas en un espacio vectorial X estd saturada si la pseudoseminorma

V' |Ill,, pertenece a P para cualquier subconjunto finito F' = {au, ..., an},
1<i<n
conn>1, deA.

Definicién 2.1.29 Sea P = {||-||,},cp una familia de p (o) —seminormas
en un espacio vectorial X. La familia de pseudoseminormas

= { \/ I, : £ C A finito no vacz”o}

acl

es llamada la saturacion de P.

Proposicién 2.1.30 La saturacion P de una familia P = {|-||}
p (o) —seminormas tiene las siguientes propiedades

(a) P es una familia saturada de pseudoseminormas.

(b) P y P son familias equivalentes de pseudoseminormas.

(¢) La familia P estd saturada si y sélo si P = P

(d) Un sistema fundamental de vecindades de 0 para la topologia dada
por P son los conjuntos de la forma

{:UGX: \/ ]|93||a<5}

a€EA

acl

para F' C A finito y no vacio, y € > 0.

_Po_
Demostracién. (a) Sean \/ |||, = max || 26y oy Il5. =
1<i<n ' 1<isn 1<j<m J
Pl
Zax -l B( ) dos elementos de P. Definamos p = min {py, p;} entonces, se
cumple

1<i< T1<i<m

— Ql) P(an . P(g P(Bm)
max q [[-flay™ o [ A 15

max(max 7, max (120 )>
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y p = min {p (al) 3o P (an) D (61) 3o P (ﬁm)}

La prueba de (a) se concluye aplicando induccién sobre el nimero de
pseudoseminormas en P que son tomadas.

(b) Llamemos 7 y 7 a las topologias generadas por P y P, respectiva-
mente. Es claro que 7 C 7, pues P C P. Inversamente, dados F' C A finito
y no vacio, y € > 0 se cumple (2.3) y tenemos que

{:U € X :max |z, < 5} C {ﬂf €X:\/ Jall, < 5}

acl

si escogemos 0 > 0 suﬁciente@ente pequena, concluimos que 7 C 7.
(c) Siempre se tiene P C P. Supongamos que P estd saturada, entonces

V' |lla, € P siempre que ||-||, € P para todo 1 <i < n; es decir P C P.
1<i<n

Inversamente, si P = P, entonces P esta saturada porque P lo esté.
(d) Se sigue del inciso (b), (2.3) y (2.4). |

Corolario 2.1.31 Si P es una familia saturada de pseudoseminormas en
X, entonces la topologia localmente pseudoconvezxa que ella genera tiene por
sistema fundamental del O a los conjuntos de la forma

(veX: |z <e) (2.5)

donde ||-|| € P ye > 0. En particular, si X es un espacio localmente
pseudoconvezo cuya topologia T estd dada por una familia P = {||z[|,} A
de p (o) —seminormas, entonces una base de vecindades del 0 para T estd
dada por los conjuntos de la forma

{:UGX: \V ]|93||a<5}

aclF

donde F' corre por los subconjuntos finitos y no vacios de A y € por los reales
no negativos.

De acuerdo a lo anterior, siempre podremos suponer que la topologia de
un espacio localmente pseudoconvexo estd dada por una familia saturada
{l-ll}4es de pseudoseminormas

Proposicion 2.1.32 Supongamos que la topologia localmente pseudocon-
vera del espacio vectorial (X, T) estd definida por la familia {||-||,}, ., de
p (o) —seminormas. Entonces, T es Hausdorff si y sélo si para cada x # 0
en X, existe un indice o € A tal que ||z||, # 0.
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Demostracién. Si ||z]|, = A > 0, entonces {z € X : [|z]|, < 3} es una
vecindad del 0 en X que no contiene a x. Por tanto, 7 es Hausdorff por la
Proposicién 1.4.11.

Inversamente, sea 7 de Hausdorff y = # 0. Entonces, otra vez por la
Proposicién 1.4.11 existe una vecindad W del 0 que no contiene a x. La
vecindad W contiene a un conjunto de la forma

{zEX:HzHak <e, 1<k<n},
y por tanto, ||z, # 0 para algin 1 <k <n. ]

Teorema 2.1.33 Sean P y P’ dos familias de pseudoseminormas en X, la
primera de ellas saturada. La topologia inducida por P’ es menos fina que la
inducida por P siy sdlo si se cumple que para cada ||-||" € P’ existen M > 0
y ||| € P tales que

/
b
P

lz|I" < M ||| (2.6)

para todo x € X, donde p' y p son los indices de homogeneidad de ||-|| y
|-1|, respectivamente.

Demostracién. Es claro que si se cumple (2.6), entonces la topologia

inducida por P’ es menos fina que la inducida por P. Inversamente, si esto

1
51’1‘1 <5

tiltimo se cumple, existe § > 0 tal que ||z < 1si ||z| < 6. Como

[l ®
D

si ||z]| # 0, entonces se cumple (2.6) para M = (3) 7 . [

Por tanto, dos familias P y P’ saturadas de pseudoseminormas en X,

son equivalentes si y sélo si satisface (2.6) y la condicién correspondiente

que resulta de intercambiar los papeles de P y P’.

Corolario 2.1.34 Sea X un espacio localmente pseudoconvero cuya topo-
logia estd definida por una familia P ={|-||,}.cx de p(a)—seminormas.

Entonces, la familia C = {|||| 5}5 de todas las pseudoseminormas contin-
er

uas en (X, P) es una familia saturada de pseudoseminormas equivalente a
P. Sip(a) = p para todo a € A, entonces basta considerar como C a la
familia de todas las p-seminormas continuas en (X, P); si p =1 entonces C
serd la familia de todas las seminormas continuas en (X, P).

Demostracién. Llamemos 7 (P) y 7 (C) a las topologias inducidas por
las familias respectivas de pseudoseminormas. La familia C estd saturada
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ya que \/ [|-||5 es una pseudoseminorma (p—seminorma si toda ||| ; lo es)
BeF

continua si F' C I es finito y no vacio.

Debido al Corolario 2.1.21 se tiene que 7 (P) C 7 (C). Por otra parte, si
|| € C, entonces por el inciso (b) de la Proposicién 2.1.30 existen § > 0y
€ P tales que [z[|; <1si \/ [z, <d. De donde

1<i<n

Fllay - Il

P
p
z]|5 < M( \/ HCUH%.)
1<i<n

para todo z € X, donde M = (%)% , p' es el indice de homogeneidad de
|zll;ypelde \ |-, Entonces, 7(C) C 7 (P) por el teorema 2.1.33. I

1<i<n

Corolario 2.1.35 Sea X un espacio localmente pseudoconvexo cuya topolo-
gta estd definida por una familia P de pseudoseminormas. Una pseudosemi-
norma |-| es continua en (X,P) si y solo si existen M > 0 y ||| en la
saturacion P de P tales que

| < M || (2.7)

para todo x € X, donde p y r son los indices de homogeneidad de |-| y |||,
respectivamente.

Demostracién. Sea C la familia de todas las pseudoseminormas con-
tinuas en (X,P) = (X, 73). Sabemos que C es equivalente a P. Si || es
continua en (X, P), entonces se cumple (2.6) del Teorema 2.1.33; es decir,

yo
|z < M |||~

para algun real M > 0, una r—seminorma de la saturacién P y todo = € X.
Inversamente si (2.7) se cumple, entonces dado € > 0 se tiene que

x| < e
si||z]| < (ﬁ)% y por tanto, |z| es continua en (X, P). i

Proposicion 2.1.36 Sea X un espacio localmente pseudoconvexo cuya to-
pologia estd definida por una familia P de pseudoseminormas {||-[|,}, ca-
Un subconjunto A de X es acotado si y sélo si cada |||, es acotada en A.
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Demostracién. Supongamos que A es acotado y supongamos que |||,
es una p—seminorma. Como V' = {z € X : ||z||, < 1} es una vecindad de 0,
existe M > 0 tal que
AC MV,

lo que implica
]l < MP

para todo x € A; asf, [|-||,, es acotada A.
Inversamente, sea V' una vecindad balanceada de 0 en X. Existen
at, .., €A, e >0y My, ..., M, >0 tales que

{reX:|z], <eparal<i<n}cCV.

y Izl < M; paral <i < nytodoz € A Entonces, A C MV donde
1
3

0<M< max <M> ERY% y pi es el indice de homogeneidad de ||z||, para

1 <7 <n.Dedonde A es acotado en X. ]

Proposicion 2.1.37 Sea X un espacio localmente pseudoconvexo cuya to-
pologia estd definida por una familia P de pseudoseminormas {||-[|,},ca-
Un red (;),c; en X converge a x € X siy sdlo si ||z; — x|, — 0 para todo
a € A.

Demostracién. Supongamos que z; — z en X y sean o« € Ay £ > 0.
Como V = {z € X : ||z||, < €} es una vecindad de 0, existe iy € I tal que
|z; — x|, < € siip = i. Entonces, ||z; — x|, — 0.

Inversamente, sea V una vecindad de 0 en X. Existen aq,...,q, € A,
e > 0y1iy € I tales que

{reX:|z], <eparal<i<n}CV.

y ||z; — ||, < esiig <iparal <i<n. Entonces, z; € v+ V si iy < i.
Por tanto, x; — z en X ]

2.2 Operadores y funcionales lineales en es-
pacios localmente pseudoconvexos
Proposicion 2.2.1 Sea X un espacio localmente pseudoconvexo cuya topo-

logia estd definida por una familia saturada {||-||,} ., dep (o) —seminormas
y Y un espacio localmente pseudoconvero cuya topologia estd definida por
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una familia {HH/ﬁ}g de p' (B) —seminormas. Un operador lineal T €
er
L(X,Y) es continuo si y sélo si para cada B € I' ezisten ag € A y Mg > 0

tales que
'(8)
1T ()]s < Mg ||]|a5” (2.8)
para todo x € X, donde p' () y p(a) son los indices de homogeneidad de
H||23 y |||, respectivamente.

Demostraciéon. Supongamos que para cada 3 € ' se pueden encontrar
tales elementos @ = ag y M = Mpy. Sea W una vecindad del 0 en Y.
Entonces, W contiene un conjunto de la forma

. I«
{vev: ma iy, <},

donden > 1, B4,....,8,, € 'y e > 0.

Para cada 1 < i < msean oy = ag, € Ay M; = Mg, > 0 tales que
satisfacen (2.8) para [3;.

Hagamos pi = p () ,p, = p' (8,), M = max M,

1<i<n

Vi={yev il <<}.

_ el < ()7
Ui—{xeX.HxHaﬁig(M) }
para 1l <1 <n.

Entonces T (U;) C V; para todo 1 < i < n. Hagamos U = () Uj, se sigue
i=1
que T (U) C W. Por la proposicién 1.5.1 el operador 1" es continuo.
Inversamente, sea 7' continua; como {||-[|,},., estd saturada, para cada

B € I' existen un indice &« € Ay § > 0 tales que ||z]|, < ¢ implica HT(:(:)H'B <

p'(B)
1. Entonces, tenemos ||T(x)||23 < —gr lzlld) para todo 2 € X tal que
5P(a)
ol # . |
Si ||z]|, = 0, entonces también ||T" ()5 = 0, pues en este caso, [|Az||, =
0 para todo A > 0y entonces A ||T (x)||23 < 1 para todo A > 0. ]

Corolario 2.2.2 Sea X un espacio localmente pseudoconvexo cuya topolo-
gia estd definida por una familia saturada {||-||,},c, de p (o) —seminormas.
Una funcional lineal f € X7 es continua si y sélo si existen o« € A y M > 0

1
tales que | f (x)] < M ||z]|&“ para cada x € X.
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Corolario 2.2.3 Sean X y Y dos espacios vectoriales localmente pseudo-
convexos cuyas topologias estdn definidas, respectivamente por las familias

{-lla}aea de p(a) —seminormas y ||||/5 , de p' (B) —seminormas. Un
er

operador lineal T : X — Y es continuo si y solo si para cada [ € T existe
una subfamilia F', finita y no vacia, de A y M > 0 tales que

' (B)
IT @ <M Vel ) = Mmay )
acF

para todo x € X, donde p = mi}rrl (p(a)).
aE

Sean X un espacio vectorial, {||-||,},ca ¥ {HH%}B dos familias de
er
p (o) —seminormas y p’ () —seminormas, respectivamente. Entonces 7 < 7/

si y s6lo si dada 8 € I' existe una subfamilia F', finita y no vacia, de A y
M > 0 tales que

’

il < M ma [l (2.9)

para todo z € X, donde , donde p’ () y p(a) son los indices de homo-
geneidad de H||'5 v |I-|,; respectivamente, ya que esta condicién significa, de
acuerdo al corolario anterior, que la identidad

(X, 1) — (X,7)
x — x
es continua.
Ast, 7y 7' coinciden, es decir, {||-|[,},ca ¥ {||-H'B}B€Pson familias equiv-
alentes si y sélo si se cumple la condicién (2.9) y la correspondiente que
resulta de intercambiar los papeles de {||-[|,},c, ¥ {HHIB}

ger
Por su uso frecuente, enunciaremos los 1ltimos resultados en el contexto

de espacios localmente convexos.

e Sean X y Y dos espacios localmente convexos cuyas topologias estan

definidas respectivamente por las familias {||-||,}.c, ¥ {HH%} de
er

seminormas, la primera de ellas saturada {|-||,},.,- Un operador
lineal T' € L (X,Y) es continuo si y sélo si para cada 8 € I existen
ag € Ny Mg > 0 tales que

1T (2)]l5 < Ms |||l (2.10)
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para todo x € X.

e Sea X un espacio localmente convexo cuya topologia esta definida por
una familia saturada {||-||,},c, de seminormas. Una funcional lineal
f € X# es continua si y sélo si existen « € A y M > 0 tales que

f (x)] < M |||, (2.11)
para cada x € X.

e Sean X y Y dos espacios localmente convexos cuyas topologias estan

/

. de
M5}
seminormas. Un operador lineal 7" € L (X,Y") es continuo si y sélo si
para cada J € I' existe una subfamilia F', finita y no vacia, de A y
M > 0 tales que

definidas, respectivamente por las familias {||-[|,},c, ¥

IT (@)lfy < Mmax ], (2.12)
para todo x € X.

e Sean X un espacio vectorial y {[|-||,},cp ¥ {HHlﬁ}ﬁ dos familias de
er

seminormas. Entonces, 7 < 7’ si y sélo si dada 5 € I' existe una
subfamilia F, finita y no vacia, de A y M > 0 tales que

/
< .
Iy < M mas ], (2.13)

paratodox € X. Asf, 7y 7’ coinciden, es decir, {||-[|, },cp ¥ {HHIB}ﬁ
er

son familias equivalentes, si y sélo si se cumple la condicién (2.13) y la
correspondiente que resulta de intercambiar los papeles de {||-||,}

!/
y {15},

2.3 Espacios cocientes de espacios localmente
convexos

a€el

Lema 2.3.1 Sean X un espacio localmente convexo, M un subespacio cer-
rado de X vy ||| una seminorma definida en X. Entonces la funcién |||
definida en X /M como

2] = inf ||lz +m]|
meM

es una seminorma en X /M.
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!
= 0. Sean

Demostracién. Claramente la funcién es no negativa y HO

A€ Fyuxye X entonces:
(a) Para probar la homogeneidad sélo falta ver el caso A # 0.

~I1! o . o .
NG = it A G+ m)] = inf (@ +m)|

= L inf A G+ m)| = 3]

(b) Observamos que

inf [|(z +ma) + (y +m)|| < Jlo+my+y +maf
mi
mo€M

para todo mq, mo € M . De donde,

17+ 31" < o+ mal + [ly + mo|

para todo mq, my € M . Al tomar el infimo sobre los elementos de M x M
se obtiene

IZ+ 711" < 120"+ 171"

Teorema 2.3.2 Sean X un espacio localmente convexo de Hausdorff definido
por la familia saturada de seminormas {|||| .} ,cn ¥ M un subespacio X. En-
tonces la topologia cociente T en X /M coincide con la topologia 7' generada
por la familia de seminormas {HH;}aeA definidas como en el lema anterior.
Ast, el espacio cociente X /M es en este caso un espacio localmente convero
y es de Hausdorff si y sélo si M es cerrado.

Demostracién. Observamos que para todo z € X y a € A se cumple
que
~11! .
71, = inf e+ ml, < o+ ml],

para todo m € M, en especial ||Z||, < |z]|,, por lo que se cumple (2.10) y
el homomorfismo canénico ¢ : X — X M es continuo cuando en X /M se
considera la topologia 7’. Por consiguiente, 7/ C 7.

Para mostrar que 7 C 7/, veremos que si ¢ (V) es un abierto en X
entonces V' es abierto en 7. Sea Ty € V, entonces existen 6 > 0y a € A
tales que ||z — x|, < & implica z € =1 (V).
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Supongamos que || — o[, < J, entonces existe m € M tal que
||y_$o+m||a < 0.

Por lo anterior, y +m € ¢~ (U) es decir i € V y se tiene el resultado.
La dltima afirmacién del enunciado se sigue de la Proposicion 1.7.3. R

2.4 Relacién entre los conjuntos y espacios
localmente pseudoconvexos

En su articulo [15], S. Rolewicz introduce la nocién de conjunto pseudocon-
vexo referido a vecindades acotadas del 0 en un espacio métrico lineal. Pos-
teriormente en su libro [16] define, en el contexto de espacios vectoriales, el
concepto de conjunto pseudoconvexo para conjuntos estrellados. Con base
en esto define cudndo un espacio métrico lineal es un espacio localmente
pseudoconvexo.

Hacemos una presentacién de una parte de lo expuesto en dicho libro,
con algunas modificaciones que consideramos necesarias y pertinentes. Cul-
minamos dicha presentacién comprobando que su definicién de espacio lo-
calmente pseudoconvexo concuerda, en el dmbito méds general de espacios
vectoriales topoldgicos, con la que dimos en la primera seccién de este capi-
tulo (Definicién 2.1.5)

2.4.1 Conjuntos pseudoconvexos

Definicién 2.4.1 Sea X un espacio vectorial. Un conjunto A C X se dice
que es un conjunto estrellado si tA C A para todo 0 <t < 1.

La unién de conjuntos estrellados en X es un conjunto estrellado.

Observacion 2.4.2 Se sigue que si A es estrellado, entonces 0 € A y sA C
tA siempre que 0 < s < t.

Es claro que todo conjunto balanceado es estrellado.

Proposicion 2.4.3 Todo conjunto p—convexo que contiene al 0 es un con-
Junto estrellado.

Demostracion. Si A es un conjunto p— convexo y contiene al cero,
entonces aF A C (1 — a)% A+ arAC Asiac 0, 1] pero esto es lo mismo
que decir que tA C A para todo t, 0 < t < 1, pues aF recorre el intervalo
[0,1] si a recorre el intervalo [0, 1]. |
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Definicion 2.4.4 Se define el mddulo de concavidad para un conjunto es-
trellado A como:

c(A)=inf{s>0: A+ ACsA},

donde convenimos, como es usual, que el infimo del conjunto vacio es oo.
Se dice que A es un conjunto pseudoconvezo si c(A) < +oo.

Observacion 2.4.5 Por la Observacion 2.4.2 tenemos que si A es estrel-
lado y A+ A C sA, entonces A C sA.

Proposicion 2.4.6 Si A es pseudoconvexo, entonces A+ A C tA para todo
t>c(A). Esdecir, A+ AC [ sA.
t>c(A)
Demostracion. Seat > c(A) Por la definicion de mddulo de concavi-
dad se tiene que existe un nimero c(A) < s <t tal que A+ A C sA. De la

observacion 2.4.2 se sigue que A+ A C tA. [

Proposicion 2.4.7 Si A es un conjunto p— convexo que contiene a 0, en-
tonces A es un conjunto pseudoconvexo.

Demostracion. Sabemos que A es estrellado. De la definicion de p—
convexidad, se sigue que x,y € A implica 24% (x+y) € A; 0sea, A+ A C

1
27 A. ]

Corolario 2.4.8 Si (||'||,),cr €s una familia finita de pseudoseminormas
en el ev. X ye >0, entonces

{xeX: \/ H:c||a<€}

aclF

es un conjunto pseudoconvexo.

Ejemplo 2.4.9 FExisten conjuntos pseudoconveros que mo son p— converos
para ningin 0 < p < 1. El siguiente conjunto cerrado A en el plano es un
ejemplo:

Definimos A = A1 U Ay U Az, donde

A ={(z,y): 0<x<2,0<y <2}
Ay ={(z,y): —2<2<0,-2<y <0}
Ay ={(z,y) : [z| < L |y| < 1}
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El conjunto A es estrellado ya que asi es cada conjunto A;, 1 <1 < 3.
3
Por otro lado, A+ A= |J (Ai+A4,) yA; C2A3 paral <i <3. De

ij=1
donde,
A+ A C2A3+4+2A3 =4A3 C 4A.

Por lo que A es un conjunto pseudoconvexo del plano.

Por dltimo, sean o € (0,1) y 0 < p < 1. Si (x1,11) y (0,y0) son
puntos del plano que cumplen x1 > 0 y yg < y1 < 0, entonces, av (x1,91) +
(1-— a)% (0,y0) C int(T), donde T es la region limitada por el tridangulo con
vértices (0,y1) , (x1,y1) y (0,y0). Para justificar lo anterior debe tenerse en
cuenta que 1 > ar + (1—a)r

Hagamos, (0,y0) = (0,—2) y (z1,y1) = (1,—1) los cuales son puntos
de A. En este caso, ar (1,=1) + (1 — a)? (0,—2) C int(T), donde T es la
region limitada por el triangulo con vértices (0,—1),(1,—1) y (0, —2). Como
ANint(T) = 0, concluimos que ar (1, -1)+(1— a)llf (0,—2) ¢ Ay Anoes
p— convezo.

B =

Proposicion 2.4.10 Sea A un conjunto estrellado y acotado en un espacio

vectorial topoldgico de Hausdorff X. Si A tiene mds de un punto, entonces
c(A) > 2.

Demostracién. Supongamos lo contrario y sea 0 < s < 2 tal que
A+ A C sA. Entonces, 2A C sA y por tanto A C §A. Sea x € A distinto

de 0. Existe una sucesién (x,) en A tal que v = 57, = (%)2 Ty = ..... Como
(%)n — 0 y A es acotado, obtenemos de la Proposicién 1.4.14 que = = 0,
con lo que se contradice la eleccién de . [

Observacion 2.4.11 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si A C X
es un conjunto acotado, convexo, contiene a 0 y tiene mds de un punto,
entonces c(A) = 2, pues si A es convero, entonces A+ A C 2A de donde
c(A) < 2, pero por la Proposicion 2.4.10 c(A) > 2; por lo que c(A) = 2.

Proposicion 2.4.12 Sea A un conjunto abierto y pseudoconvero en un es-
pacio vectorial topoldgico X, con c(A) > 0. Entonces

A+ ACc(A)A.



50CAPITULO 2 ESPACIOS LOCALMENTE PSEUDOCONVEXOS

0.5

-0, 5—

Figura 2.2:
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Demostracién. Sea r > 1. Por la proposicién 2.4.6 se cumple

A+ACre(A)A,
o lo que es lo mismo,

A+ A

r

Cc(A)A.

Sea r € A+ A, por ser A+ A un conjunto abierto y la multiplicacién
por un escalar continua, existe r > 1 tal que rx € A 4+ A; de donde

A+ A
r

xr €

y asi, z € ¢(A) A. B

Definicién 2.4.13 Un conjunto A de un espacio vectorial X es llamado
convexo por puntos medios si x,y € A implica % (x+y) €A

Lema 2.4.14 Si A es convexo por puntos medios y x,y € A entonces r +

o (y — ) € A para todo n natural y todo entero 0 < m < 2".

Demostraciéon. Definimos
R(z,y)=f{ae[0,1]:x+a(y—a) € A}.

Debemos probar que 7 € R (x,y) si n es un natural y 0 < m < 2" es
un entero.
De la hipétesis tenemos que z+a (y — x) € Ay x+0 (y — x) € A implica

1 1 a+pf
Sataly—a)+g@+ply—a)=r+ "

(y —x) € A.

Es decir o, 5 € R(x,y) implica a—;rﬁ € R(z,y) .

Probaremos el lema por induccién sobre n. Para n = 1 la afirmacién
es obviamente vélida. Supongamos que se cumple para un natural n. Sea
0 < m < 2" un entero. Sim es impar entoncesm = 2r—1lconr > 1y1 <
r < 2. Por tanto, 51, &= € R (z,y); de donde, 54 = 24 = 1 (%2 + &)

pertenece a R (x,y). En tanto que si m = 2r con r > 1, entonces 1 < r < 2"

y por consiguiente, 523 = 527 = 7= pertenece a R (z,y). [

Proposicion 2.4.15 Sea A un conjunto estrellado y abierto en un espacio
vectorial topoldgico X. Si c(A) =2, entonces A es un conjunto convezo.
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Demostraciéon. Sean x,y € A. Definimos
R(z,y)={a€0,1]:z+a(y—z) € A}.

Observamos que como la funcién o — x 4+ a (y — x), con a € [0, 1], es
continua y A es abierto, entonces R (z,y) es un abierto de [0, 1].

Probar que A es convexo equivale a probar que [0,1] C R (z,y). Como
es obvio que 0,1 € R (x,y), s6lo es necesario verificar que

(0,1) C R(z,y). (2.14)

Ya que A es un conjunto abierto y la operaciéon producto por un escalar
es continua, existe t > 1 tal que tx,ty € A. Como c¢(A) = 2, entonces
A+ A C 2tA. Asitx 4+ ty € 2tA. Esto implica que xT—l—y € A, olo que es
lo mismo x + % (y —x) € A. Por tanto, A es convexo por puntos medios y

entonces el conjunto
m
D, = {2—n :n natural y 0 <m < 2" entero} ,

que es denso en [0, 1], cumple que Dy C R (z,y).

Supongamos que sy € R (z,y) y so < 1. Por ser R (z,y) abierto en [0, 1]
existe d > 0 tal que so+d < 1y (sop+a) € R(z,y) si0 < a < 4. En
particular como 0 € R (z,y), entonces

{0<r<l:a€R(z,y) si0<a<r}#0.
Definimos
s=sup{0<r<l:aeR(zy si0<a<r}.

Entonces 0 < s < 1. Es claro que « € R (z,y) para cualquier 0 < a < s.
Afirmamos que s = 1 y por tanto, se cumple (2.14).

Supongamos que s < 1. Por la densidad de D1, existe d € D; tal que
s < d < min (1,2s). Entonces, el simétrico d = 2s — d de d respecto a
s satisface que 0 < d' < s. Asf, d',d € R(z,y) y como s = 5 (d+d')
entonces s pertenece a R (x,y). Por lo dicho antes, existe 6 > 0 tal que ,
sta € R(z,y) paratodo 0 < a < 4. Asi, 0 < a < s+ implicaa € R (x,y),
lo que contradice la definicién de s. [

Proposicion 2.4.16 Sea A un conjunto estrellado y cerrado en un espacio
vectorial topoldgico X. Si c(A) = 2, entonces A es un conjunto convezo.
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Demostracién. Sean =,y € A. Probaremos que [0, 1] C R (z,y), donde
Riz,y) = f{a €[0,1):5+a(y—xz) € A}.

De que la funciéon & — =+ a(y — z), con a € [0, 1], es continua y A
cerrado, se sigue que R (z,y) es un cerrado de R.

Afirmamos que 24 = (] sA. Se tiene que 2A C sA para todo s > 2, por
5>2
ser A estrellado. La contencién contraria se da ya que si x = sy, para cada

s > 2y algin y, € A, entonces lim, . y,,1 = 5 € A, por ser A cerrado, lo
que quiere decir que x € 2A.
Como ¢(A) = 2, tenemos que A + A C sA para todo s > 2 y por lo

afirmacion previa concluimos que A + A C 2A. Entonces, z,y € A implica
e A

O sea, A es convexo por puntos medios y entonces el conjunto
m
D, = {2—n :n natural y 0 <m < 2" entero} ,

que es denso en [0, 1], cumple que Dy C R (x,y). B
En vista de que R (x,y) es cerrado en R, se concluye que [0,1] = D

-
R(z,y). ]

2.4.2 Espacios localmente pseudoconvexos en térmi-
nos de conjuntos pseudoconvexos

Por los Corolarios 2.1.31 y 2.4.8 tenemos:

Teorema 2.4.17 Todo espacio localmente pseudoconvexo tiene un sistema
fundamental de vecindades del 0 formado por conjuntos balanceados y pseudo-
COMVETOS.

Nuestro objetivo es ahora probar el reciproco.

Racionales diddicos no negativos

m

Definicién 2.4.18 Un numero racional de la forma 3 con m > 0 entero
es llamado un racional diddico no negativo. A la coleccion de todos estos
nimeros los denotaremos por DT. Es facil ver que r € DT si sélo si tiene
un desarrollo binario que termina es decir

T = i aiQi

1=—00

donde a; =0 6 1 y a; = 0 excepto para un nimero finito de indices.



54CAPITULO 2 ESPACIOS LOCALMENTE PSEUDOCONVEXOS

En lugar de >°7° _ a;2" escribiremos Zf:_oo a;2" si a; = 0 para i > k.
De manera similar podremos escribir Z;’i] a;2" o Zf: ;@i2" cuando a; = 0
para i < j o para i < j y k < 7, respectivamente.

La coleccién DT es cerrada bajo sumas y si r € DT, entonces r =
Zﬁvz_N a;2" para algin N > 0.

Supongamos que 1| = Zﬁvz_N a;2" y Ty = Zﬁvz_N b;2' pertenecen a D*.
Es fécil probar por induccién que las siguientes sumas tienen los desarrollos
binarios de los tipos que se indican.

o 7ty =Y 2l

o 7y g+ 2NFT2 = SN c0i 4 o2,

o 1 +ry+ 27Nl = 2Nl SRV 60l

o 7y 1y 2N =S 0l

o +ry+ 27 :ijvcﬂi si—-N<j<N+1.

Los conjuntos U (r)

En esta seccién suponemos que X es un e.v.t., U es una vecindad de 0
balanceada y pseudoconvexa. Ademds, s = s (U) es un escalar tal que s > 2

y
U+ U c sU.

Dicho escalar s existe bajo las hipétesis indicadas, ya que por ser U
pseudoconvexo se tiene que U + U C soU para algin sy > 0, por lo que si
tomamos s = max (2, sg), entonces s > 2, soU C sU, por ser U balanceado,
yasi, U4+ U C sU

Lema 2.4.19 Parai=0,+1,£2,... definimos
U(2") = s'U

y para todo r € Dt hagamos
U(r)=>_aU(2).

si Y. ;2" es el desarrollo binario de r. En particular, U (0) = 0.

—00
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Para enteros k,j ya; =0 6 1, se satisface:
(a) U(2J’) +U((2)) CcU(2%) sij <k,

(b)ZU(2Z)+U(23)CU(2k) sij <k.

(c) U(za) C U(2%) sij < k.
(d) U ( kf a121> U@t cu ( kf a;2" + 2’f+1> .

1=—00 i=—00

(e) U(2)+U (Z a12’> cU (2] + Z az2’>
(f) U(2J+Za2l = (Za,?) +U(2) sij<k.
(9) U (ém ;2" + 2k> =U (éoo ai2l) FU(25) sij <k

(h) U(r) es una vecindad balanceada del 0, cuando r # 0. En particular,

es absorbente.
(i) U(2Fr) = s*U(r).

Demostracion.

(a) Por definicién U(27) = s'U y U(2%) = s*U. Tenemos que s'U+s'U =
SS(U+U) C U Cc sfU, yaque U+U C sU, 0 < sH1% <1y Ues
balanceado

(b) Procedemos por induccién sobre k—j. Parak—j = 1; osea, k = j+1,
k-1
tenemos Y. U (2) + U (2/) = U (29) + U (27) y el resultado se sigue de (a)
i=j

Supongdmoslo cierto si k—j = n y probémoslo para cuando k—j = n+1;
osea, k=j7+n+1

ZU (2) + U (27) :SU(2@')+U(2’“)+U(2J’) CU (2" +U(2Y).

De (a) se sigue U (2¥) + U (2¥) c U (2F1).
(c) U(27) Cc U(27) + U(2%). El resultado se sigue de a):
(d) Tenemos

k

k41 S a2t 4+ 25 siap =0
Z T ’
i=—o0 Sooa2t + 262 siapy, =1

i=—00
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de donde,
k
k+1 S oaU (2 +U (2’”1) siap 1 =0
U ( > a2 +2’f+1> = { =

k
i=—00

> oaU@2)+U (22)  siagp = 1.

1=—00

Ademas,

U ( ki ai2i> +U (28

k
. > oaU(2) + U (241 siapq =0
_ z:goo
> aU(2)+U (21 + U (2" siapy = 1.

Por (a) concluimos que se satisface (d).
(e) Tenemos

- 204+ 3 428 sia; =0
24> a2 = =
i—j 28+ 57 a2t siaj =1,
i=kt1

donde k£ es el primer entero mayor que j tal que ar = 0. Entonces,

o0

U@)+ > aU(2) sia;=0

(2 sa) -
i3 UM+ Y aU(2) siaj=1.

1=k+1

Ademas,

oo

U2+ Y aU (29 sia; =0

U (2)+U (Z ai2i> = = |
i=j U@2)+ > aU(2)+ > aU(2) sia;=1.
i=j i=k+1

Por (b) concluimos que se satisface (e).
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(f) y (g) son afirmaciones obvias.
h) U(r) contiene a un muiltiplo no cero de U y es balanceada, por ser la
suma de balanceados.

i) Sear= Y a;2". Veamos que U(2*r) = s*U (r)

oFp — ok f: a;2! = f: a; 2k = f: a; 28,
entonces
U(2kr) = i a;U (28
= i a;s"s'U.
De donde,
U(2kr) = s f: a;s'U
= sk;]:(;c;o
[

Proposicién 2.4.20 Siry,ry € DT, entonces

U(T1)+U(T2) C U(’I“l‘l"l“g) (215)

Demostracién.

Todas las referencias a incisos que aparecen en esta demostracion son a
los incisos del len(}oa anterior. -

Dadosr; = Y. a;2'yre= Y. ;2" en DT existe un natural N > 0 tal

1=—00 1=—00
que que a; = b; = 0 si |i| > N. Haremos la prueba por induccién sobre N.
Si N = 0, entonces 71 = qp2° y 19 = bp2° Asf,

U(’f’l) + U(’f’g) = aoU + bOU

Si ag + by = 0, entonces U(r1) + U(ry) =0=U (0) = U(ry + r2).
Siap+ by =1, entonces U(r1) +U(ry) =U = U (1) = U(ry + 12).
Si ag+by = 2, entonces U(ry)+U(ry) = U+U C sU = U (2) = U(ry+73).
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Supongamos que el resultado es vdlido para cuando a; = b; = 0 siempre
que |i| > N, para un entero N > 0, y supongamos que r es un diddico tal
que a; =b; =0si |i| > N+ 1.

Definimos 7 = 1 — ay 12V —a_y 127N y 0l = ry — by 2V —
b_ N,12_N ~1. Entonces estos nimeros pertenecen a Dt y sus coeficientes en
sus desarrollos binarios son 0 para |i| > N. Tenemos que

N+1
/ / E A
i=—N

con ¢; =0 6 1 para todo 1.
Por la hipétesis de induccién se cumple

U(r) +U(ry) C U (r] +15) (2.16)

Sianii =a-ny-1 =byy1 =b_ny_1 =0, entonces 1, = r, parai = 1,2y
se tiene el resultado. Supongamos en lo que sigue que al menos uno de esos
cuatro naturales es 1.

Tenemos que

U(’f‘l) = U(’f‘ll) + CLN+1U (2N+1) + a—N—lU (2_N_1)

U(’f‘g) =U (7‘/2) + bN+1U (2N+1) + b_N_lU (27N71) 3
por lo que de (2.16) obtenemos:

U(r)+U(rs) C U +75) +anaU (V) + by U (2¥) (2.17)
+a_n_1U (2_N_1) + b_N_lU (2_N_1)

1. Supongamos an,1 = by = 0.
1.1 Sia_n_1+b_n_1 =1, entonces

U(r)+U((re) CU(r +r) +U 27V

N1
yri+re=r] +rh+ 27N 1 =2"N"14 N (90
i=—N
Por consiguiente, U (r1 +r2) = U (27V7!) + U (r} 4+ 14) y se obtiene
(2.15).

1.2Sia_ny_1+b_ny_1 =2, entonces



2.4 CONJUNTOS Y ESPACIOS PSEUDOCONVEXOS 59

U(r)+U(r) CU @ +ry)+U 2V ) +U 27V
y 1+ 19 =71 + 75+ 27Y . Por la hipétesis de induccién tenemos:
U, +r) +U 2N cU(r +rh+2N) =U(ry + 1)

De esta contencion y (a), obtenemos:

U(’f‘l) + U(’f‘g) C U(’I“i _|_f,«’2) + U (2—N—1) +U (2—N—1)
- U(T’1+7”2)+U(2’N) CU(ri+7).
2. Supongamos ayi1 + by = 1.

21Sia_y 1+b_n_1=0, entonces (2.17) se transforma en

U (r1) + U (rs) C U (r} +15) + U (2V*)

N+l
yri+re=r]+rh+ 28N = S 20 + 2V Por (d) tenemos:
i=—N

N+1
U(ri+ry)+U (2% ¢ U(Z ci2i+2N+1> =U (r; +r9).

i=—N
y se cumple (2.15).
22Sia_y 1+b_n_1=1,entonces (2.17) se reduce a:
U(r) +U(ry) CU(ry +15) +U (QNH) +U (2’N’1)

V1 41y =1 +rh+ 27N 4N+
Por (f) se tiene:

Uy +ry)+U (2’N’1) =U (Tll +7h + 2’N’1)
y por (d),
Uy +ry+27 )+ U@V cU () +rp+ 271 42N

De donde, se obtiene (2.15).
2.3 St a_ny_1+b_n_1 =2, entonces de (2.17) y (a) obtenemos:

U(r)+U () © UGL+7) +U (V) +U (2747) 0 (277
C UG +r) +U (@¥) +U (27Y)
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y ridry =)y 4+ 27N 428
Por (d) y (e)

Ui+ry)+U@NM)+U0 YY) c U@ +rh+27)+U (28
C U (rp+rh+27N 42V
por lo que se obtiene (2.15).

3 Supongamos ayy1 + byt = 2.
3.1Sia_ny-1+0b_ny_1 =0, entonces de (2.17) y (a) obtenemos:

U(r) +U(r2) € U(ry+75) +U (2") +U (2"
C U(ri+r5)+U (2"

y 71+ 19 = 1y + 15 + 2V2. Por consiguiente, U (1, + 1) = U (1] +15) +
U (2¥2) . De aquf se sigue (2.15).

3281 a_n_1+b_n_1 =1, entonces de (2.17) y (a) obtenemos:

U(r)+U(ry) C U@y +r5)+U QM) +U0 (@Y +U (27V)

CU@r +ry)+U V) +U (27"

yri+re = 7 +rh+ 27V 42NF2 0 Por consiguiente, U (1 + 1) =
U(ry+15) + U (2¥72) + U (27V71) y se se obtiene (2.15).

3. Finalmente, supongamos a_y_; +b_y_1 = 2, entonces de (2.17) y (a)
obtenemos:

U(r)+U(re) C U(rp+7)+U (Y1) +U (2
) )
C U@ +r)+U@@Y?) +U (27Y)
yr+re =71 +7rh+27Y +28+2 Por (e) tenemos:
Ui +r)+URY?) +U@2N)cU(r+rh+27Y)+U (2V).
Y por (d) concluimos que
U(ri+ry+27")+U (2¥7?) cU (rp+ry+ 27V + 27
ya que la expresién binaria de 74 + 75 + 27" es de la forma ]%2 d;2'. Asi,

1=—00

(2.15) es también valida en este caso. |
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La p-seminorma de una vecindad balanceada y pseudoconvexa

Lema 2.4.21 Sea U una vecindad de 0 balanceada y pseudoconvexa de un
e.v.t. X. Definimos Dy = D\ {0} y

|z =inf{r € Dy: € U(r)}

Entoncgs,

@lol =0

(b) [lx +yll < |lz|| + |ly|| ( Desigualdad del tridngulo).

(c) chsH, = Hx||l para todo |a| = 1.

(d) Hsk:cH, = 2% ||z|| para todo k € Z, donde s = s (U).

(e) |[tz]| < ||lz|| si0 < ¢ <1 (Monotonia).

(£) [[tiz]| < ||taw|| si |ta] < |t2|. En particular, |[tz]| es creciente, como
funcién en la variable ¢, en [0,00) y ltz| = Htng, si|ty| = |ta] .

Demostracion. La funcion ||-|| es real, ya que dado x € X se tiene que

x € U (2") = 2"U para r suficientemente grande.

(a) H0||l =0 yaque 0 € U (r) para todo r € Dy y estos nimeros forman
un conjunto denso en [0, co).

Observamos que cualquier nimero ¢t € [0, 00) es el limite de una sucesién
en Dy que es decreciente y con todos sus elementos distintos de t.

(b) Supongamos que x € U(r1) y y € U(ry). Asi,

x+yeU(r)+U(ry) CU(r+1m2)

|z +yl| <7147
de donde,

Iz +yll < ll=ll + llyll

(c) Las condiciones = € U(r) y |a| = 1 implican ax € U(r), pues U(r)
es un conjunto balanceado, asf

o] = inf {r € Dy : az € Up(r)} <inf{r € Dy:ax € Us(r)} = |z .
Por otro lado, |a~!| = 1 y entonces

|z = [ja " az|| < o]l



62CAPITULO 2 ESPACIOS LOCALMENTE PSEUDOCONVEXOS

por lo que se tiene |jaz| = ||z||.

(d) Sea r € Dy. Entonces:

Hsfl:cH/ < r implica sfz € U(r); ast x € s,"U(r) = U(27%r) y en-
tonces 2% ||z| < r. De donde, 2 ||z|| < Hst:CH, Por esto tenemos ||z| =
Hs;ksfl:ﬂHl > 27k Hsfle, y de aqui se sigue la igualdad senalada en (d).

(e) Tomemos 0 < ¢t < 1y sear € Dy tal que ||z|| < r, entonces = €
U(r). Como U(r) es un conjunto balanceado se tiene tx € U(r) ||z|| y por
consiguiente ||tz]| < r, de donde se sigue que ||tz < |z|

(f) Sean t; = s; " |t;| para i = 1,2, con |t;| < |t2| ¥ donde s; es el signo
de t;. Entonces, 0 < &l < 1 i |t5] > 0y por los incisos (b) y (e) obtenemos

[£2]

Cuando |t2| = 0 la afirmacién es obvia.

t 101
—1t2$
to

[t] "
|to] €if2 2

[tz = tor| = |tz -

6i6’2

Proposicion 2.4.22 Sea U una vecindad de 0 balanceada y pseudoconveza
de un e.v.t. X. La funcion definida en X como

t !
o] = sup 122
t>0 tP
donde p = % <1ys=s(U), es una p—seminorma.

Demostracién. Por las definiciones de p y s (u) y las propiedades de
logaritmo se tiene 0 < p < 1y s© = 2. La funcién ||z| estd bien definida.
Para probarlo dado ¢ > 0 escogemos n como el primer natural ¢q tal que
t < s9. Entonces s~ ! < t y por tanto,

r — gle-p  9¢-1
Es decir, ,
]l < 2]l (2.18)
Pasamos a verificar que la funcién no negativa ||-|| es una p-seminorma.
(i) 0] = 0 ya que [0]] = 0.
(ii) Sean z,y € X y t > 0. Entonces
e+l it iyl

tP P tP
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De aqui se sigue que ||-|| satisface la desigualdad del tridngulo.
(ii) Sean A un escalar no nulo y # € X. Por el inciso (f) del Lema 2.4.21

tAz] AR p
= sup |\ = A" |z]] .
m t|M>0‘ | G A {|]

[Az]| = sup
>0

Si A = 0, entonces la igualdad ||[Az| = |A\|" ||z|| obviamente se satisface.

Teorema 2.4.23 Si un e.v.t. (X,7T) tiene una sistema fundamental de
vecindades formado por conjuntos balanceados y pseudoconveros entonces
su topologia estd dada por una familia {||-|,},c, de p(a)—seminormas .
Es decir, X es localmente pseudoconvexo.

Demostracién. Sea {U,},., una base local del cero formada por con-
juntos pseudoconvexos y balanceados. Para cada a € A consideramos el
mimero 0 < p () < 1, la funcién HH; y la seminorma p («)-homogénea ||-||,
asociados a U, de acuerdo al lema y proposicién anteriores. Sea 7 (F) la
topologfa generada por la familia {||-||,},., de seminormas.

Al tomar ¢t = 1 se sigue de la definicién de |||, que

I
1l < NIzl

De donde,
{re X |z, <r} CUy(r)

y entonces 7 C 7 (F)
Inversamente, dado ¢ > 0 existe r € Dq tal que 2r < ¢ y de (2.18) se
sigue que

Uy(r)yC{z e X :|z||, <2r} C{z e X ||, <e}

por lo que 7 (F) C 7. Por tanto, 7 estd generada por la familia {||-||,}
de seminormas.
Por el Teorema 2.1.18, se tiene que X es localmente pseudoconvexo.
Con el teorema anterior y el 2.4.17 obtenemos el siguiente resultado que
resume mucho de lo antes hecho.

a€el

Corolario 2.4.24 Un e.v.t. X es localmente pseudoconvexo si y sélo si
tiene una sistema fundamental de vecindades de 0 formado por conjuntos
balanceados y pseudoconvexos.



64CAPITULO 2 ESPACIOS LOCALMENTE PSEUDOCONVEXOS

La condicién senalada en este corolario para que X sea pseudoconvexo
es la definicién de espacio localmente pseudoconvexo dada por Rolewicz y
explica el nombre de tales espacios.

Observacion 2.4.25 FEl corolario anterior, el conjunto A del Ejemplo 2.4.9
y la Proposicion 2.1.10 parecieran sugerir la manera de construir un espacio
vectorial localmente pseudoconvexo que no es p— convexo para ninguna 0 <
p < 1, al considerar en el plano un sistema fundamental de vecindades
del cero compuesto por las intersecciones de un nimero finito de maltiplos
positivos del conjunto A. Sin embargo, es consecuencia del Teorema 1.6.14
que la tinica topologia vectorial del plano es la euclidiana, la cual es una
topologia 1—convexa. En la siguiente seccion se desarrollan las herramientas
que permiten dar un ejemplo, de hecho una clase, de espacios vectoriales

localmente pseudoconveros que no son p— convexos para ningin p (ver pagina
78).

2.5 Dos clases de topologias maximales local-
mente pseudoconvexas en espacios vecto-
riales

Dados un espacio vectorial X y un real 0 < p < 1, mostraremos que existe
la maxima topologfa p— convexa y que con respecto a ella X es de Hausdorff
y completo y obviamente p—convexo. Si X tiene dimensién no numerable,
entonces estas topologias son distintas entre si para valores diferentes de p.
Sin embargo, si la dimensién de X es a lo mas numerable, entonces todas
ellas coinciden. Esto conduce a un ejemplo de un espacio X localmente
pseudoconvexo y completo que no es localmente convexo, pero que cumple
que todos sus subespacios separables son localmente convexos.

Definicién 2.5.1 Sean X un espacio vectorial y un real 0 < p < 1. Se
define la  mdzxima topologia localmente p—convexa TP como la topologia

max

generada por todas las p—seminormas en X. Cuando p = 1 se le llama la

mdzima topologia localmente convexa de X y en este caso la denotamos por

LC

1
T €N lugar de T, .

Por la Proposiciéon 2.1.21 cada p—seminorma en X es continua segin

TP - El siguiente resultado es mds general.

Proposicion 2.5.2 5i0 < g < p <1, entonces todas las p—seminormas de
X son continuas en la topologia T4 Por consiguiente, 7P . < T4

max-* max — max*
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. q
Demostracién. Sea ||-|| una p—seminorma en X entonces ||-||7 es una
g— seminorma y para todo x € X se cumple

. . . g
Por lo que ||-|| es la composicién de dos funciones: = — ||z||» que es
77 —continuay A — A7 que es continua en [0, 0o) y asf, ||| es 79, —continua.

Definicién 2.5.3 Sea X wun espacio vectorial y 0 < q < 1. Se define
Tl como la topologia localmente pseudoconvera generada por todas las

p—seminormas con q < p < 1.

Si X es un espacio vectorial, 0 < p < 1y 0 < ¢ < 1, entonces, 72
y TZF son topologias generadas por familias saturadas de p—seminormas y
pseudonormas con indices de homogeneidad que varfan en (g, 1] , respecti-
vamente.

Proposicion 2.5.4 Para 0 < q < p < r < 1 se tiene las siguientes rela-
ctones entre las topologias recién definidas:

+ +
Trox STHL 7P XTI (2.19)

max — max

., P q+ . A
Demostracién. Que 72, < 72f | es consecuencia de la definicién de

72t v las otras relaciones se siguen de la proposicién anterior. |

Lema 2.5.5 Sea 0 < p < 1. 8i ewiste una p—seminorma definida en
X que es 1i  —discontinua para todo p < q < 1, entonces también es

TPt —discontinua.

Demostracién. Sea |-| tal seminorma y supongamos que es 72 — con-

tinua. Por el Corolario 2.1.35 existen M > 0 y una ¢—seminorma ||-||, para
algin p < ¢ < 1, tales que se cumple

P
] < M ||

para todo x € X. Por ese mismo corolario, entonces |-| es 7 _-continua, lo
que contradice la hipétesis. ]

Lema 2.5.6 Sean 0 < p <r < 1. Si existe una p—seminorma |-| en X que
no es continua en la topologia 17 .., entonces

(@) Thax 7 Tinax-

(b) 2. AT sir <1

max’
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Demostracién.

(a) Para que 72 # 77 .. basta que exista una funcién f : X — K tal
que f es 7P _—continua en pero no es 75, —continua y tal cosa sucede para
la p—seminorma |-|.

(b) De la Proposicién 2.5.4 se sigue que 70t < 77 < 7Pf < 7P .

Si se cumple que 7 = 7"t entonces 72 = 7" . lo que contradice lo

max max’ max max’

probado en (a). |

Proposicién 2.5.7 Si para cada 0 < p < 1, existe una p—seminorma en
X que no es continua en la topologia 7} .. para todo p < r < 1, entonces
todas las topologtas T8, (0 <p <1) y 7Lt (0 < q < 1) son diferentes, dos
a dos.

Demostracién.
P P’ i . 7P P
(a) Caso 2. # T Por (a) del lema anterior tenemos: 72 # 72

max max*
siO<p,p <lyp#p.
(b) Caso 72, # TP+ . Sean 0 <p< 1y 0 <p <1 distintos entre si.
Por (b) del mismo lema, 72, #70F si0<p<p < 1.
Supongamos que 0 < p’ < p < 1. De la Proposicién 2.5.4 se sigue que si
p <71 <p,entonces 7P < 7rH <77 <Pt Sirh = 7P+ entonces
Thax = Th.., lo que contradice (a) de esta prueba.

Si0 < p=yp <1, entonces existe una p—seminorma |-| que es 7}, . —
discontinua para cualquier p < r < 1, por tanto, |-| es 72 —discontinua por
el Lema 2.5.5 y asi, Thax # TPt .

(c) Caso 72t £ 7P+ . Sean 0 < p,p/ < 1, con p # p/. Supongamos

/ -+ + / . .
0<p <qg< b, entonces 727 < Tﬁla;c <7l 7l <X 7P . Sise satisface
que 7Pt = 7P+ entonces 77 = 72 v esto contradice (a) de esta prueba.
Se procede de la misma manera si 0 < p < p’. Supongamos p’ = 0 y tomemos
0 < ¢ < p. Existe una ¢ seminorma |-|, por consiguiente 7% —continua, que

no es 72— continua y por tanto, no es 72t — continua Asi, 7Pf # 7oF
|

Proposicion 2.5.8 5i X es un espacio vectorial equipado con alguna de las
topologias maximales anteriores, entonces todos sus funcionales lineales son
continuos.

Demostraciéon. En vista de la Proposicién 2.5.4, basta probar que cada
funcional lineal f es 72 —continuo para todo 0 < p < 1. Sabemos que si

f € X# entonces la férmula  — |f(x)[" da una p—seminorma en X que
denotamos por ||-||. Entonces, ||-|| es 72, ~continua y tenemos que se cumple

f(2)] = |l=||7
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para todo x € X y por el Corolario 2.2.2, f es 72 —continuo |

max

Proposicion 2.5.9 5i X es un espacio vectorial equipado con alguna de
las topologias maximales anteriores, entonces todos sus endomorfismos son
continuos.

Demostracién. Por la Proposicién 2.5.4 basta ver todo endomorfismo
T :X — X es 72, —continuo para todo 0 < p < 1. Sea || una
p—seminorma en X, definimos ||z||, = ||T'(x)|| para cada x € X. Entonces

-] es una p—seminorma de X y se cumple

1T (@) = Izl

para todo x € X. Por la Proposicién 2.2.1, T" es 72 .. —continuo. ]

Proposicion 2.5.10 Si X es un espacio vectorial equipado con alguna de
las topologias maximales anteriores, entonces todos sus subespacios lineales
son cerrados.

Demostracién. En vista de la Proposicion 2.5.4, basta probar que cada
un subespacio lineal M C X es 72  —cerrado para todo 0 < p < 1. Su-
pongamos que existe 1o € M — M y sea (ha) ge A(v) una base de Hamel de
M.

Al ser {zo} U {hat,epyy un conjunto linealmente independiente de
vectores, puede extenderse para formar una base de Hamel {hg} seA(x) Para
el espacio X.

La funcional lineal f : X — F definida como f(hg) = 0si hg # x¢ y
f(xg) = 1es 7P —continua por la Proposicién 2.5.8. Consideremos una red

max

(x;) en M tal que z; — xo. Entonces, se llega al absurdo lim f(z;) =0 =
f(zo) = 1. |
Para lo que sigue recordamos algunas nociones e itroducimos notaciones.
Sea (hq),cp una base de Hamel de X. Cada x € X tiene una repre-
sentacién tnica de la forma

T= fo(®) ha,

donde todos excepto un nimero finito de los coeficientes f,, (z) son distintos

de cero. Para a € A definimos, el coeficiente funcional f, : X — F que

asocia a cada x € X su coeficiente f, (x). Es claro que f, es lineal.
Definimos el soporte de x, respecto a la base (hq),c,, cOmo

sop (v) ={a € A: fo(r) # 0};
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Asi, sop 0 = ¢ y es inmediato ver que se cumple

sop (x +y) C sop () U sop (y)
six,y € X.

Lema 2.5.11 Sean (ha),cp una base de Hamel de X y {x;},.; una red de
Cauchy en (X, 72 ) (o0 bien (X, 7%t )). Entonces

7 7 max

Ooz - lzlenll fa(xi)

existe para todo oo € A y C, = 0, excepto para un nimero finito de indices
a.

Demostracién. La existencia del limite C,, se sigue de la continuidad
de f, y la completez de F. Supongamos que C, # 0 para una infinidad
de indices. Escojamos una sucesién C,,, Cy,, ... tal que C,, # 0 para toda

k > 1, y definamos
k()]
] = (Z o )

k=1
(con ¢ < p en el caso de la topologia 74f ).
k| fay, (2)

|Coy|
no negativo, pues excepto para un un nimero finito de subindices £ se tiene
que fu,(r) = 0 y el resto son no negativos. Es fécil ver que || es una
p—seminorma en X.
Entonces, existe ig € [ tal que

Observemos que para cada = € X se tiene que > ;- es un real

|£L’Z‘ <1+ ‘xio‘ (220)

siig < ¢
Dado n > 1 existe 7,,> 1o tal que

O fa ()
Zk—Z—mj 1

k=1 k=1

ya que Cy,, = lim;es fo, (2;); de donde,

k|fa xz k‘fa (xz )| 1
El—1< viJag\in /| < #:‘xin‘p‘
Z ‘Cak| ; |Cak‘

e
I

1
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Para n suficientemente grande tenemos

1 1
(14 |24 |)? < |24, |7

con i,> i, lo que contradice (2.20). |

Definicién 2.5.12 Sean (hg),c, una base de Hamel para el espacio X, a
una funcion no negativa definida en A y0 <p < 1. Parax = ., fa(T)hq
definimos

2]l oy = D Mal@)ale) = D |fale) ala).

acA acsop(x)

Si a(e) = 1 para toda o € A escribimos simplemente |[z||, en vez de
%] (). En tanto que sip =1, entonces escribimos ||z||, en vez de ||z|[,, ) -

Lema 2.5.13 Las funcion ||-|, ., es una p—seminorma en X.

Demostracién. La suma ), |fo(2)[" a() es un niimero no negativo,
pues todos los sumandos, excepto un nimero finito, son 0 y el resto son
valores no negativos.

Sean z,y € X y A € I.

(i)
2+ 9l gy = D alz +9)al@) <D (1 fal@)l + | fa®)]) ala)

a€el aEA
< N fal@)ala) + > | faly) =2l oy + 191l 0y -
a€EA acA

HAxm%@ = E:Wﬁle|p }:NAﬁl

ach ach
::|AV7§E:‘fa ‘AVQHxHQJa'
a€gl
|
Lema 2.5.14 La condicién sop xNsop y = ¢ implica ||z + yl[, o = 12/l 00+

19ll(y.q) Para cualquier seminorma |||, 4 -
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Demostraciéon. La afirmacion es obvia si o y es el vector 0. Supon-
gamos que ambos son no nulos.

|2+ Yl ey = D falz + )" ale)

acA

= Y @)+ L@l o)+ X ale) + L) ala)
acsop(x) a€sop(y)

= Y fa@Pal@)+ > fa@) ale)
a€gsop (x) agsop (y)

= [l 0y + 1191l (pay -

Lema 2.5.15 Sean y un vector fijo de X y P la proyeccion en X dada por

la formula
Y. fal@)h

a€csop (y)

Entonces, sop (Px)Nsop (Z—P)z) = ¢ y sop(y) Nsop (Z—P)x) = ¢
para todo © € X donde I es el operador identidad en X.

Demostracién. FEs claro que P?(z) = P(z) para todo x € X. En-
tonces P es una proyeccién.

Para = € X tenemos: f,(z) # 0 para o € sop (y) siy sélo si a € sop
(y). De donde, sop P (x) = sop(z) N sop (y) .

Por otra parte (Z—P)x = > coop (o) fo(@)ha = D pcsop () falz)h de
donde, sop ((Z — P)x) = sop (x) \sop (y) . |

Teorema 2.5.16 Sean X un espacio vectorial, 0 < p <1 y0 < ¢q < 1.
Entonces, (X,72..) vy (X, 7%t ) son espacios localmente pseudoconvezos de

Hausdorff y completos. En particular, (X , Tﬁgx) es localmente convexo de
Hausdorff y completo.

Demostraciéon. Veamos primero que son de Hausdorff usando la Proposi-
cién 2.1.32 Sea x € X distinto de 0. Entonces, por ser {z} un conjunto
linealmente independiente en X, existe una transformacion lineal f definida
en X tal que f(z) # 0. Por la Proposicién 2.5.8 la transformacién f es
continua, de donde ||z| = |f()|"" es una p'—seminorma , que no se anula
en z, para cualquier 0 < p’ < 1. Al escoger p’ = p o p’ > ¢ obtenemos que

(X, 72 )y (X, 7% ) son espacios vectoriales topolégicos de Hausdorff.

) 7 max max
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Sea (ha),cp una base de Hamel para X. Cada cada z € X tiene una
representacién inica de la forma

Tr = Z fa(®)ha,

donde excepto un nimero finito de los coeficientes f, () son cero.
Sea {x;},., una red de Cauchy en (X, 72 ) (respectivamente (X, 7Lt )).
Por el Lema 2.5.11 se tiene que

C, = lllenll fol(z;)

existen para todo a € A y excepto un nidmero finito de los C,, son cero. Si
todos los limites son 0 definimos xg = 0. En caso contrario si C,,, ..., Cy,
son todos los limites diferentes de 0, definamos xy = Cy, ha, + ... + Cy, P, -

La red {y; = #; — xo};; es de Cauchy por serlo {z;},., y entonces la
sucesién imagen {|y;|},.; bajo cualquier p—serminorma (p > ¢ en el caso de
72t ) |-| converge, ya que es de Cauchy en F, puesto que

il = |yl < |y — v

Para demostrar que (X, 72 ) (respectivamente (X, 7% )) es completo,
debemos probar que {|y;|},.; tiende a 0. Si suponemos que esto no sucede,
entonces existe |-| una p—seminorma en X ( p > ¢ en el caso de 7Zf ) tal

que linIl lyil > 0. Sea ro = |ha|, para cada o € A y definamos
1€

lzll = 1 fa(@)" 7

a€el

para cada z € X. Por la Proposicién 2.5.13, al tomar a(a) = r,, se tiene
que ||-|| es una p—seminorma en X.

Ademads, la desigualdad del tridngulo y la p— homogeneidad de |-| impli-
can

zz:jh(x)ha

aEA

|z =

<D al@hal =Y [ fa(@) [hal = ||z -

a€EA acA

Asi, se cumple M = lir? |yi]| > 0. Como {|y;|},.; es de Cauchy, existe
1€

un indice iy € I tal que ||ly; — y;o|| < & para todo i > io.
Sea P la proyeccién en X dada por la férmula
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Px = Z fa(x)hg

acsop Yig

Sabemos que sop (Py; — yi,) C sop (Py), U sop (yi,) y por el Lema 2.5.15
que: sop (P (y;)) 0 sop (T = P)yi) = ¢, sop (yi,) N sop (2 = P)yi) = ¢.
También sabemos que

sop (Py; — yio) C sop (Py;) U sop (yi)
y entonces,

sop (Pyi — Yi,) N sop (Z — P)y;) = 0.

Al aplicar el Lema 2.5.14 a los elementosPy; — vi,,(Z — P)y; v a la
p—seminorma ||-|| obtenemos:

1yi = Yioll = 1Py — yio + (L = P)will = [|Pyi — yio | + [[(Z = P) il -
De donde,
M
1T~ Pyl < =

para todo 7 > 1.
Por la definicién de x( se tiene que

lim fo (i) = lim fo (2; — o) = lim fo (i) — fa (20) =0

Como sop (y;, ) es finito, entonces en (X, 72 ) (respectivamente (X, 7%E )
se cumple que

lim Py; =lim Y fa(yha = D lim fu(y)ha =0,
QESOP Yig QaEsop Yig

de donde ljrrll ||Py;|| = 0. Asi,
1€

M
M =lim [y ]| = lim | Py; + (Z = P) ill = lim [| Py, | +lim |[(Z = P) il| <

lo que es imposible ya que M > 0. Esto prueba que z; — zg en (X, 72 )y

7 7 max

(X, 72t ) v estos son espacios son localmente pseudoconvexos completos.
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Definicién 2.5.17 Decimos que X es de dimension a lo mds numerable
(respectivamente, de dimension no numerable) si tiene una base de Hamel
a lo mads numerable (respectivamente no numerable).

Proposicion 2.5.18 Sea X un espacio vectorial de dimension no numer-
able. Entonces todas las topologias 8, (0 <p <1) y71it (0<¢g<1) son
diferentes, dos a dos, en X.

max

Demostracién. Por la Proposiciéon 2.5.7 basta probar que dado 0 <
p < 1 existe una p—seminorma en X que no es continua en la topologia
Tr ax Para todo p < r <1 o lo que es lo mismo que para cada tal 7 no se
satisface la condicién (2.7) del Corolario 2.1.35, misma que aparece abajo
en 2.21.

Sea {hqa},cp una base de X. Definimos

lzll, =D Ifa(@)

a€EA

la cual es, como ya vimos una p—seminorma en X.

Sea p < r < 1, afirmamos que ||z[|, no es continua en la topologfa 77,
Supongamos, lo contrario lo que quiere decir que se satisface la condicién
(2.7); es decir, existen una r—seminorma ||-|| en X y M > 0 tal que para
todo x € X se cumple:

]l < M ||=]|" (2.21)

Por otro lado

el = |3 fal@hal| < D fa@hall = Y fa@)l Il
acA acA aEA
Si hacemos a(a) = ||hal|, entonces |||, ) = > cn [fa(@)]" [|hall ¥

2]l < ll2ll g -
de donde para todo x € X se cumple:
p
], < M|zl

Para cada natural m sea a,, = {o € A : a(a) = ||ha|| < m}. Entonces,

A:Uam
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y como A es no numerable, entonces A, = {a € A : a(a) < n} es infinito
para algin ng > 1.

Tomemos un elemento xqy tal que f,(xy) = % para « en un subconjunto
B de A, de cardinalidad k y f,(zo) = 0 para las « restantes. Tomar un
elemento con estas caracteristicas siempre es posible pues f,(zg) representa
los escalares por los que hay que multiplicar a los elementos de la base de
Hamel para obtener x.

Por lo anterior, se cumple

p
lzoll, < M [lzoll(, q) -

Por otra parte,

1P 1 B
loll, = Y _1falzo)l” = Y |falzo)l" = || =hpy =k
acl aEB aEB
y
Mllzollfay = M (Z\fam)\pnhaH) =
acA
1P - 11P v
= M (Y| Ihall) <M (3] n
aEB aEB
- M (klfpn)g - M (kkp)%ng_

De donde

K < M (KP) " nt

que implica

(klfp) -7 < Mnf

para todo nimero natural k; pero esto es imposible pues Mn* es un nimero
fijo y limy_ k'~ = 00 pues p,2 < 1. Por lo que se sigue la conclusién
deseada: ||z[[, no es continua en la topologia ..

Ahora veremos que la proposicién anterior no es verdadera cuando la
dimensién de X es a lo més numerable. Es decir, en este caso las topologias
TP v 7L coinciden entre si para los distintos valores de 0 < p < 1y

max

0<g<l.
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En el caso de que X tenga dimensién finita sabemos, por lo visto en el
Capitulo 1, que hay una tinica topologia vectorial de Hausdorff para X. En
particular, todas las topologias 72y 72 coinciden entre si.

Para el caso en que X tiene una base numerable, basta hacer ver que se
cumple la condicién

toda p — seminorma en X es 7, . — continua, si0 <p <r <1. (2.22)

En efecto, si esto se cumple, entonces 72 < 77y por (2.19) se tiene

max — m.
rax = Th ... Por otra parte, si0 < g <r <1ygq <p <1 entonces, toda
p—seminorma en X es 7], —continua, ya sea que p < r (condicién (2.22))
o que r < p (ver (2.19)); asi, 725 <77y como 7h. < 7L por (2.19) se

tiene 77 = 79t

max max*

,7_7"

Lema 2.5.19 Sean X wun espacio vectorial de dimension numerable, con
base (hg)rey ¥y 0 < p < 1. La condicion (2.22) se satisface si dada una p—
seminorma ||| existe una sucesion a = (ax) de reales no negativos tal que

2]l < izl (2.23)
para todo © € X. donde recordamos que ||z|, = > |fu(zo)|ar si z =
=1

Demostracién. Supongamos que 0 < p < r < 1 y sea [-]| una
p—seminorma. Por hipétesis existe una sucesién a tal que se cumple (2.23)
y por tanto,

o)
Izl < (ll=llz)

para todo € X. Y como ||z||! es una r— seminorma se concluye que la

p—seminorma ||| es 77 —continua. |

Lema 2.5.20 Sean X wun espacio vectorial de dimension numerable, con
base (hi)eey y 0 <p < 1. Si || es una p— seminorma en X, entonces la
sucesion a = (ay) de reales no negativos satisface (2.23) si para la sucesion
(br) = (max (1, ||hl]) se cumple que

o0 00 p
k=1 k=1

para toda sucesion (ty) de reales no megativos.
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Demostracion. Para x € X tenemos

]| < Z\fk )P ]| < Z\fk )P by

Por tanto, si para a se satisface la condicién (2.24), concluimos que

(/[ (Z ar | fi (@I) = (l=ll,)"

]

De acuerdo a lo anterior el resultado anunciado quedara probado si para

cada p— seminorma en X existe una sucesién a = (ay) de reales no negativos

para la que se satisface (2.24). Para ver esto necesitamos el siguiente teorema
que utiliza la desigualdad de Holder.

Teorema 2.5.21 Si X es un espacio de probabilidad, f > 0 es una funcion
medible y 0 < p < 1 entonces

[ rans ([ a)

Demostracién. Los casos en que p = 1, [, fdu =0y [, fdu = oo
se siguen inmediatamente, asi que que podemos suponer 0 < p < 1y 0 <

| ~ fdp < oo.
p
Hacemos h = (I—ﬁ) , g la funcién constante 1 y s el exponente con-
X

jugado de %; entonces h € L%,g € L*, ya que

/){h%du:/){&—%du:1y

/ngdu = /Xduzu(X)zl

La desigualdad de Holder se reduce en este caso a

) = (o) (o) -
lo cual implicaX
fros ()
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Corolario 2.5.22 Si (ry);-, es una sucesion de reales no negativos y 0 <
p <1, entonces

Demostracion. Considérese el espacio de probabilidad (N, N, u) donde
1 (k) = 55 para cada k > 1. i

Proposicion 2.5.23 Sea X un espacio vectorial de dimension a lo mds nu-
merable. Entonces todas las topologias 7, (0 <p <1) y7it (0<qg<1)
coinciden en X.

Demostraciéon. Supongamos que X es de dimensién numerable y sea
(hk)se; una base de Hamel de X. Por lo antes dicho, debemos probar
que dada una p—seminorma ||-|| existe una sucesién a = (ay) de reales no

negativos tal que
[e’s) [e'e) p
> bith < (Z aktk> (2.25)
k=1 k=1

y toda sucesién (tx) de reales no negativos, donde by = max (1, ||hi||) para
cada k > 1.
Del Corolario 2.5.22 se sigue

1
donde 7, = b} Q%tk para cada k y entonces

n n 1 1 B p n 1 1,% 1 p
St < (S gz = (X (5) e
k=1 k=1 k=1

1 1
y (2.25) se cumple con ay = (2%)1 P by i

Lema 2.5.24 Si:T : X — Y es una transformacion lineal entre los espacios
vectoriales X yY, y ||| es una p—seminorma en'Y, entonces ||T (+)|| es una
p—seminorma en X.

Demostracién. Sean A un escalar y x,y € X, entonces:
(a) [|T (Azx)|| = [IAT (z)]| = [A[" 1T ()] -
(b) 1T (= +y)l = T (z) + T W)l < |7 (=) + T )] u
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Proposicién 2.5.25 Consideremos (X, 70, Jcon 0 < p <1 y Xy un sub-

espacio de X. Entonces, la topologia de X restringida a Xo coincide con la
topologia TP .

Demostracién. Sea ||-|| es una p—seminorma en Xjy. Consideramos
la proyeccion P : X — X,. Esta es una transformacién lineal tal que
P|Xy =1 . Por el lema anterior, ||P(-)|| es una seminorma en X y es tal
que restringida a X, coincide con ||| . |

Teorema 2.5.26 Ezxiste un espacio pseudoconvexo y completo X que no es
localmente convexo, pero cumple que todos sus subespacios separables son
localmente convexos.

Demostracién. Sea X un espacio de dimensién no numerable equipado

con la topologfa 72 con 0 < p < 1. Por el Teorema 2.5.16 el espacio

(X, 7P..) es localmente pseudoconvexo y completo y por la Proposicién

max

2.5.18 ese mismo espacio no es localmente convexo, pues en caso contrario

.. =7EC 1o que sabemos que es falso en este caso. Sea X; un subespacio

separable de X. Por la Proposicion 2.5.25, la topologia de X restringida
a X coincide con la topologfa 72 . Sea S un subconjunto numerable y
denso de Xy y sea Y = span (S). Ya que todos los subespacios de X son
cerrados, tenemos que Xy = Y. De esta manera, Y es de dimensién a lo
md&s numerable, y por lo Proposicion 2.5.23 se sigue la conclusion. ]

Para finalizar este capitulo, damos un ejemplo de un espacio vectorial

localmente pseudoconvexo que no es p— convexo para ninguna 0 < p < 1.

Ejemplo 2.5.27 5i X es un e.v. de dimension mo numerable, entonces

(X, 7% ) es un espacio localmente pseudoconvero que no es p— convexo

para ninguna 0 < p < 1.
En efecto, sabemos que por su definicion (X, 7% ) es un espacio local-

7 7 max

mente pseudoconvexo. Si (X, 7% ) fuera un espacio localmente p— convexo

Y max
para alguna 0 < p < 1, entonces existiria un conjunto saturado de p—semi-
normas Py tal que la topologia T (Py) que genera coincidiria con 79 : es
decir, 7% =7 (Py) y como 7 (Py) <X 7P, tenemos que

max max’

a— P 0+
Tmax =T (PO) j Tmax j 7—ma‘x

Ast, 79F = 7P

max max’

lo que no es posible por la Proposicion 2.5.18 .



Capitulo 3

Algebras semitopolégicas y
topologicas

3.1 Definiciones y resultados basicos

Definicién 3.1.1 Un espacio vectorial A sobreF con una operacion binaria
adictonal llamada producto

AxA — A
(r,y) +— x-y

es un dlgebra sobre F si las siguientes identidades se cumplen para cua-
lesquiera tres elementos x,y,z de A y escalares N,y de FF :

(a) (z+y) - z=x-24+y-2

b)z-(y+z)=x-y+x-z

(¢) (Ax) - (vy) = (M) (z - y)

Estos tres axiomas son otra forma de decir que la operacion producto es
bilineal.

Si A tiene elemento idéntico ( unidad), es decir, un elemento e que es
distinto de 0 y cumple que re = ex = x para todo x € A, entonces se dice
que A es unitaria.

Cuando ademds de (a),(b) y (c) se satisface

(d)z-(y-z)=(z-y)- =z,

entonces se dice que A es asociativa

Y si se cumple

()z-y=y-uz,

entonces A es llamada un dlgebra conmutativa.

79
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Si B es un dlgebra y A C B lo es también con las mismas operaciones
definidas en B, entonces A es llamada una subdlgebra de B.

Por simplicidad, escribiremos xy en lugar de x - y.
En lo que sigue toda dlgebra se supondra asociativa, pero en general no
se supondra que es conmutativa ni unitaria.

Definicién 3.1.2 Sea A un dlgebra y B,C' C A. Definimos
BC ={zy:x€ B,ye C};

Si B o C consta de un solo punto x, entonces escribimos xC o Bx en
lugar de BC, respectivamente; es decir,

xC = {zy:yeC}.
Bxr = {yx:y € B}.

Definicién 3.1.3 Dos dlgebras A y B son isomorfas si existe un homomor-
fismo biyectivo p : A — B ; es decir ¢ es lineal, biyectivo y multiplicativo;
o sea p(ad') = ¢ (a)p(d) sia,ad € A.

Proposicion 3.1.4 Sea A un dlgebra. Si en el conjunto
A(1)=AxF

definimos las operaciones

(CL) (CLl, )\1) + (CLQ, )\2) = (CLl + a9, )\1 + )\2) .

(b) A (CLl, )\1) = ()\al, )\)\1) .

(C) (al, )\1) (CLQ, )\2) = ()\2&1 + )\10,2 + aias, )\1)\2) .
entonces B es un dlgebra con idéntico e = (0,1). Si A es conmutativa,
entonces A (1) también lo es.

La subdlgebra A" = {(a,0) : a € A} de A(1) es isomorfa a A.

Definicién 3.1.5 Un dlgebra A con una topologia T es llamada dlgebra se-
mitopoldgica (a.s.t.) si (A, T) es un espacio vectorial topoldgico y se satisface
que la funcion producto (x,y) — x-y de AX A en A es separadamente con-
tinua; es decir, en cada variable.

La tltima condicién de la definicién anterior se puede expresar en térmi-
nos de la convergencia de redes en A como:

To 2T, =Ty G—>T-AY A Ty — G- T.

para cada a € A y toda red (z,) en A convergente a = € A.
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Definicién 3.1.6 Un dlgebra semitopoldgica A es llamada dlgebra topolog-
ica (a.t.) si el producto es continuo.

La iltima condicién de esta definicién se expresa en términos de la con-
vergencia de redes en A como:

To =T, Ya — Y= To Yo — T Y.
siempre que las redes (z,) y (yo) converjan a x,y € A.

Ejemplo 3.1.7 Toda dlgebra A sobre F es un dlgebra topoldgica bajo la
topologia indiscreta. La continuidad de las operaciones se sique del hecho de
que A+ AC A, NA C Ay AA C A sin importar la definiciones particulares
de estas operaciones.

Muchos autores llaman dlgebras topoldgicas a las que satisfacen la Defini-
cién 3.1.5, en tanto que a las que satisfacen la Definicién 3.1.6 las denominan
algebras topoldgicas con producto continuo. En este trabajo no adoptamos
esa nomenclatura.

Proposicion 3.1.8 Sea A un dlgebra con una topologia vectorial 7. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) El dlgebra (A, T) es topoldgica.

(b) El producto es continuo en 0.

Demostracién. Sélo es necesario probar que (b) implica (a). Sean V/
una vecindad de 0 en A y xg,y0 € A. Existe vecindades balanceadas U, W
de 0 en A tales que

W+W+W CcV
uu cw

Por la continuidad del producto por un escalar existe 0 < A < 1 tal que
AZg, Ayg € U; de donde,

(20 + AU) (yo + AU) C moyo + AxoU + Ulyo + N2UU
Cxoypo+W+W4+WCV.

Como AU es una vecindad de 0, se tiene que el producto es continuo en

(w0, Yo)- [ |
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Teorema 3.1.9 En un dlgebra semitopologica A existe un sistema funda-
mental N de vecindades de 0 tal que

(a) Todo V € M es absorbente.

(b) Todo V € N es balanceado.

(c ) Para cada V€ N existe un U € N tal que U +U C V.

(d) Para cada Ve N yx e A existe U € N tal que xU CV y Uz C V.

Si A es de Hausdorff, entonces

(e) dado x # 0 existe U € N tal que x ¢ U.

Inversamente, sea A un dlgebra y N una base de filtro en A que satisface
las condiciones (a)-(d). Entonces, eriste una unica topologia vectorial que
hace a A un dlgebra semitopoldgica y para la cual N es un sistema funda-
mental de vecindades del 0. Si M también satisface (e), entonces A es de
Hausdorff.

Demostracién. Si A es un dlgebra semitopolégica, por el Teorema 1.4.9
sabemos que existe un sistema fundamental 91 de vecindades de 0 tal que
se satisfacen (a)-(c) y si A es de Hausdorff, también se cumple (e). Por la
continuidad del producto en cada variable se sigue que se cumple (d). Si A
es de Hausdorff es claro que todo sistema fundamental de vecindades del 0
satisface (e).

Por el mismo teorema, si 91 es una base de filtro en A que satisface las
condiciones (a)-(c), entonces existe una unica topologia vectorial en A que
tiene a 9 como un sistema fundamental de vecindades del 0 y ésta es de
Hausdorff si se cumple (e). Sélo resta probar la continuidad del producto
en cada variable.

Sean V € M,z € A. Por (d) existe U € 9 tales que

zU CV.

Entonces,
x(y+U)Caoy+a2U Cay+V

para todo y € A. Por tanto, el producto es continuo en la primera variable.
Del mismo modo se sigue la continuidad en la segunda variable. [

Teorema 3.1.10 En un dlgebra topoldgica A existe un sistema fundamental
N de vecindades de 0 tal que

(a) Todo V € M es absorbente.

(b) Todo V € N es balanceado.

(¢ ) Para cada V€ N existe un U € N tal que U +U C V.

(d) Para cada V€ N existe un U € N tal que UU C V.
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Si A es de Hausdorff, entonces

(e) dado x # 0 existe U € M tal que x ¢ U.

Inversamente, sea A un dlgebra y N una base de filtro en A que satisface
las condiciones (a)-(d). Entonces, eriste una unica topologia vectorial que

hace a A un dlgebra topoldgica y para la cual N es un sistema fundamental
de vecindades del 0. Si N también satisface (e), entonces A es de Hausdorff.

Demostraciéon. Sélo se probard la segunda parte. Sea D1 una base de
filtro en A que satisface las condiciones (a)-(c), entonces por el Teorema
1.4.9 existe una unica topologia vectorial 7 en A que tiene a 9 como un
sistema fundamental de vecindades del 0. La condicién (d) implica que el
producto es continuo en 0 para la topologia 7. Por la Proposicion 3.1.8 se
tiene que (A, 7) es un algebra topoldgica.

Definicién 3.1.11 Dos dlgebras semitopoldgicas A y B son isomorfas si
existe un homomorfismo T : A — B biyectivo y bicontinuo.

Proposicién 3.1.12 Sea A un dlgebra topoldgica (respectivamente, semito-
poldgica). El dlgebra A (1) = A X T es también topoldgica (respectivamente,
semitopoldgica) cuando en ella se considera la topologia producto y A es
isomorfa a A" = {(a,0) : a € A}.

Proposicién 3.1.13 Sea A un dlgebra topoldgica (respectivamente, semi-
topoldgica) y J un ideal bilateral de A. Entonces, el dlgebra cociente A/ J
es un dlgebra topoldgica (respectivamente, semitopoldgica) con la topologia
cociente y es de Hausdorff si y solo si J es cerrado

Demostracién. Sélo probaremos el caso en que A es a.t.. Por ser J un
ideal bilateral la multiplicacién [z] [y] = [zy] estd bien definida en el cociente
y con ella y las operaciones lineales del cociente se tiene que éste es un dlgebra
y que la funcién cociente ¢ : A — A J es un homomorfismo entre dlgebras.
En vista de la Proposicién 1.7.3 sélo resta probar que la multiplicacién en
A/ J es continua. Sea U una vecindad abierta de [z] [y] = [zy]. Entonces
0 1 (U), donde ¢ es el homomorfismo canénico, es una vecindad abierta
de xy. Podemos escoger vecindades abiertas V, W de z,y respectivamente
tales que VIW C ¢! (U). Entonces, ya que ¢ es abierta, ¢ (V) y ¢ (W) son
vecindades abiertas de [z] y [y], respectivamente que cumplen ¢ (V) ¢ (W) C
U, lo que prueba la continuidad de la multiplicacién en A .J.

[
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3.2 Algunos tipos de dlgebras topolégicas y
semitopoldégicas
Definicién 3.2.1 Una topologia de dlgebra es toda aquella que estd definida

en un dlgebra y que hace a ésta una dlgebra semitopoldgica, en particular, si
la hace dlgebra topoldgica.

3.2.1 Algebras normadas

Definicién 3.2.2 Un dlgebra normada (A, T) es un dlgebra topoldgica cuya
topologia T estd definida por un norma.

Definicién 3.2.3 Una norma ||| en un dlgebra A es submultiplicativa si
satisface:

lzyll < {l llyll

para todo x,y € A. Es claro que el producto es continuo en 0 para la
topologia T dada por una norma submultiplicativa y por tanto (A,T) es un
dlgebra topoldgica, en este caso denotamos al dlgebra normada (A, T) por

(A 111D -

Ejemplo 3.2.4 El espacio Cy, (X) de funciones escalares continuas y aco-
tadas definidas en un espacio topologico X es un dlgebra normada cuando
en él se consideran las operaciones usuales de funciones y la norma

[ flloo = sup [f (z)].
reX

Solo comprobaremos que ||-||, es submultiplicativa. De la desigualdad
|f (@) g (@) < |f (@)]]g ()]
para todo x € X se sigue que || fgll < ||fll 19l -

El siguiente resultado nos llevara a otro de los ejemplos cldsicos de dlgebra
normada.

Proposicion 3.2.5 Sean (X, ||||y), (Y, ||-|ly) dos espacios vectoriales nor-
mados yT € B(X,Y), entonces

sup [T (2)lly = min{M >0 [T (z)]y <M ||lz|x size X}

[l x <1
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Al valor comun de estas expresiones se le denota por ||T||. La asignacion
-] : B(X,Y) — [0,00) define una norma.
Si X # {0} entonces

T
I7l = sup [T@)], = sup L@y
]l =1 lely20 Nzl x

Demostracién. Por el inciso (d) la Proposicién 1.5.8 se tiene que
M={M>0: T @l < Maly sizeX}#2.

Ademds, supj, <1 |7 (2)[ly < M para todo M € M y es claro que
SUp| <1 17 (2)[ly € M por lo que

sup |1 (2)]ly = min {M > 0: |T (2)lly < M oy size X}

=]l x <1

La funcién ||T|| = supy,, < |7 (v)[ly es positiva, pues [[|,, es una
norma, ademas para S,T € B(X,Y) y A € F se cumple:

IS+TI = sup [[(S+T)(2)ly
ol <1
< sup [[S(2)lly + sup [T (2)]y
ol <1 ol <1
< IS+ 1T
y
AT} = sup [IAT (2)]ly = [Al sup [T (2)]ly = [ALT]-

[l x <1 ll=fl x <1

Por otro lado, si T' es la funcién idénticamente cero, claramente || 7| =
0 y si T no es la funcién idénticamente cero existe x € X que cumple
|7 (x)||y # 0; en particular, x # 0 y entonces

sup | T (2)ly > HT (ﬁ)

o]l x <1

> 0.
Y
Asi, ||-|| es una norma en B (X,Y).

Supongamos X # {0}. Claramente

sup [T (z)[ly < sup [T (z)]y -

2]l x =1 [l x <1
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Si0# ||z||y < 1entonces ||z« |7 (2)|ly < T (2)]ly y por consiguiente,
IT )y < |7 () |, v st

1211 x

1Ty < sup ([T (2)]ly -

o]l x =1
Estd desigualdad también es valida cuando z = 0 y por tanto,

sup ||T (2)lly < sup [T (2)ly,

=]l x <1 ll=fl x =1

y se da la igualdad.
Finalmente, es obvio que

(1)

Proposicién 3.2.6 En el dlgebra B (X) de endomorfismos continuos en
X, con (X,||']|) espacio normado y donde el producto es la composicion
de los operadores, la norma recién definida ||| es submultiplicativa y por
tanto, (B (X, X),||||) es un dlgebra topoldgica. Ademds, | Z|| =1, si T es
el operador idéntico en X y X # {0}.

sup

Sup = sup [T (z)]]y -
Tl x

vy o llzllx=1

Demostracién. Sean S,7T € B (X, X). Escribimos ST para denotar la
composiciéon. S oT

STl < [ST T < [[SIIT ]

para todo z € X; de donde ||ST|| < ||S|| ||T]] -
Finalmente, sea X # {0}.

IZll = sup | Z(z)[| = sup |jzf| =1.
ol x=1 ol =1
|

El dlgebra B (X), con (X, ||-||) espacio normado, nos servird para probar
el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.7 (A, 7) es un dlgebra normada si y sélo T puede definirse
por una norma ||-|| en A que es submultiplicativa. Mas ain, si A tiene
idéntico e, se puede lograr que ||e|| = 1.
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Demostraciéon. Ya hicimos notar que si 7 estd definida por una norma
||-|| submultiplicativa, entonces (A, 7) es un dlgebra topolégica.

Inversamente, supongamos que A tiene idéntico y que ||H/ es una norma
que define la topologia 7 para la cual el producto en A es continuo. Por
tanto, existe 6 > 0 tal que

leyll" < si [lzI'< oy lyll" <o
Por consiguiente,
1
eyl < 5 [l 1y

para todo x,y € A.
Para cada x € X, definimos el operador lineal T,, : A — A como T, (y) =
xy. Por la desigualdad anterior tenemos

1
Iyl < =5 el Iyl

y por tanto, el operador lineal T, es continuo; es decir, pertenece a B (A),
y su norma |7, ||’ satisface:
1

1
el " < 1Tzl < — Nl (3.1)

para todo x € A, donde la primera desigualdad se obtiene a partir de la
siguiente:
)" = llzell” = [ Teell” < [ T:]" [lell"-

Definimos
]| = || 7|

Es fdcil probar que ||z|| es una norma en A, en vista de que: Ty, =
M Tigyyy = Tp + T, y T, = 0 implica z = we = 0. Ademds, por las
desigualdades (3.1), ||-]| v ||-||" son normas equivalentes pues satisfacen

Ll < el < S el
el 5

(condicién (2.13) pédgina 45 ) y por tanto, definen la misma topologia 7.
Ademas,

lzyll = 1 Tey " = 1T 0 Tl" < T2 NTN" = Nzl N1y

lell = ITe]" =1
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Si A no tiene idéntico, entonces consideramos el dlgebra A (1) = A x F
y en ella la norma ||(x, \)||" = ||z|| + |A|. Por lo anterior hay una norma
submultiplicativa ||-|| en A (1) equivalente a ||(a, \)||'; es decir, existen k, K >
0 tales que

kI, VI < @@, < Kl M) (3.2)

para todo (z,\) € A (1)
En A definimos
]l = 11z, 0)]] -

Esta es una norma submultiplicativa en A equivalente a ||-||'ya que si
x,y € Ay X €F entonces:

2] = 0 & [[(z,0)[| = 0 < (2,0) = (0,0) &z =0

o+ yll = 11z, 0) + (5, 0)]| < Gz, Ol + (g ) = 2l + 1]

Az ]} = [ (A, O} = [[A (, 0)[| = AL, O} = |A] [l

Ademas,

lzyll =[Gy, O} = 1[(x, 0) - (y, ) < [[(z, )y, O = N[ |y

y finalmente, de (3.2) se tiene

kllz|" = k(2 0)II" < [I(z,0)]| = |zl < K [|(z,0)||" = K [|=|
para todo x € A. B

En vista de la proposicién anterior, es costumbre definir dlgebra normada
como toda aquella dlgebra a la que se le ha dado una topologia que estd
definida por una norma submultiplicativa.

3.2.2 Algebras localmente convexas y m-convexas

Definicién 3.2.8 Un dlgebra topoldgica (A, T) es un dlgebra localmente con-
vexa (a.l.c.) si (A,T) es un espacio localmente convexo. En particular, T
puede definirse por medio de una familia de seminormas.

Proposicion 3.2.9 Sea A un dlgebra y T una topologia definida en A.
(A, 7) es un a.l.c. siy sdlo si la topologia T estd definida por una familia
([['la)nea saturada de seminormas que satisface que para cada o € A ewiste
B € A tal que

lzyll < llzlis vl - (3-3)
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Demostracién. Supongamos que 7 estd definida por una familia (||-|,)
saturada de seminormas con la propiedad descrita. Entonces (A, 7) es un es-
pacio localmente convexo. Resta probar que (A, 7) es un élgebra topoldgica.
Como 7 es una topologia vectorial sélo necesitamos probar que el producto
es continuo en 0.

Sea € > 0, entonces por (3.3) se tiene

leyll, <esillzlls < Ve v llylls < Ve,

de donde, el producto es continuo en 0.

Inversamente, sea (A,7) un a.l.c. Sea (||||,),c, 12 familia de todas las
seminormas 7—continuas definidas en A. Por el Corolario 2.1.34 la familia
([l 4) aecn estd saturada y genera la topologfa 7.

Para cada o € A existen = 3 (a) € Ay § =0, > 0 tales que

lzyll, < Vst lzfly <0y [lylls < 6. (3.4)

Sean z,y € A. Si [[z]l; # 0y |lyll; # 0, entonces

1
lzylle < < lllls lylls

Ahora supongamos que ||z ; = 0 y seac > 0. Como H%ZL‘HB < 0, entonces

(o)

Por tanto, ||zy|, = 0. Lo mismo sucede si cambiamos la suposicién

lz]|5 = 0 por [ly[l; = 0.
En resumen,

<E.

67

1
lzylle < < lllls lylls

si 7,y € A, con lo que se satisface (3.3). Es claro que la seminorma 5 [|-|| 5
es T—continua y para esta seminorma se cumple (3.3). B

Ejemplo 3.2.10 Sea Cj, (R) el dlgebra de las funciones reales, continuas y
acotadas en R, con las operaciones usuales y con la topologia estricta 3, la
cual estd definida por las seminormas

1fll, = sup | (z) f ()]
rzeX

donde ¢ pertenece al espacio Cy de las funciones reales continuas en R y
que se anulan en oo.

acl
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(Cy (R), B) es un dlgebra localmente convexa. Sélo comprobamos que esta
familia de seminormas satisface la condicion (3.3).
Sea p € Cy, entonces

(@) £ (@) g @) = |VIe @I @)] [VIe @]9 (@)

para todo x € R. Tenemos que \/|p (x)| € Cy y que se satisface:

1£ll, < 11z Nl s

Definicién 3.2.11 Un a.l.c. (A,7) es llamada localmente multiplicativa-
mente convexa, o de forma breve m—convezxa, si la topologia T estd definida

por una familia (||-[|,),c, de seminormas submultiplicativas.

Es claro que toda dlgebra normada es un algebra m— convexa. No toda
algebra localmente convexa es m—convexa. Por ejemplo, en la pagina 133
se prueba que el dlgebra (Cy, (R), ) del ejemplo anterior no es m-convexa y
por tanto, tampoco es normada.

Ejemplo 3.2.12 FEl dlgebra A = FX de todas las funciones escalares con
dominio en el conjunto X es un dlgebra m— convezxa bajo la topologia fuerte
s; es decir de la convergencia puntual. Esta topologia estd definida por las
seminormas

1flle = 1f (@)l
parax € X y f € FX. Dado x € X se cumple

IFall = NIfIl llgll.

Ejemplo 3.2.13 Sea C (R) el espacio de funciones continuas con la topo-
logia compacto abierta k definida por las seminormas

Ifll, = sup |f(2)]

TE€[—n,n]

es un dlgebra m—convexa y no es normada.
Sean f y g funciones continuas en R, entonces:

z€[—n,n| zE€[—n,n z€[—n,n]

HMMZwpU@MMﬁ(%ﬁV@0<wPM@OZWMMn

esto quiere decir que C' (R) es un dlgebra m— convezra.
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Tenemos que n < m implica || f|, < ||fl|,, para todo f € C(R), por
tanto (|| fll,,) es una familia saturada de seminormas.

Supongamos que (C (R), (||],,)o=,) es normado , entonces su bola abierta
unitaria es un k—acotado y por tanto,

V=A{feC®R):|fl,<c}
es k— acotado para algin n > 1 y algin € > 0. Definamos
£ si x € [—n,n|
fm () =14 m ¢ (—(n+1),n+1)
lineal en el resto

Entonces, fn € V para todo m > 1y || fm = m, lo que contradice

que V' es k—acotado (Proposicion 2.1.56).

HnJrl

3.2.3 Algebras semitopolégicas localmente pseudocon-
vexas

Generalizamos la nocién de dlgebra topoldgica localmente convexa vista en
el apartado anterior.

Definicién 3.2.14 Un dlgebra semitopoldgica (A, T) es localmente pseudo-
convexa si (A, T) es un espacio localmente pseudoconvexo. En particular,
7 puede definirse por medio de una familia saturada {||-[|,}, ., de p(a)—
seminormas.

Cuando se tiene que p, = p para todo o € A, entonces (A, T) es llamada
un dlgebra semitopologica localmente p—convexra y cuando p = 1, entonces
(A, 7) es un dlgebra semitopoldgica localmente convexa.

Si (A, T) es dlgebra topoldgica, entonces simplemente decimos que es una
dlgebra localmente pseudoconvexa, p—convexa o localmente convexa, respec-
tivamente.

Con base en el Corolario 2.1.34 y siguiendo la demostracién de la Proposi-
cién 3.2.9 , con las modificaciones pertinentes, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Proposicion 3.2.15 Sea A un dlgebra y T una topologia definida en A.
(A, 7) es un dlgebra localmente pseudoconvexa si y sélo si T estd definida
por una familia (||-||,),c, saturada de pseudoseminormas que satisface que
para cada o € A existen 5 € A tal que

lzylla < llzlls lylls -
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3.2.4 Algebras localmente A-convexas

Definicién 3.2.16 Decimos que la seminorma ||| definida en un dlgebra
A es A-convexa, o que es una A—seminorma, si para cada x € A existe
M (z) > 0 tal que se cumple

M () [lyll v
M () [y

[
|yz||

IA A

para todo y € A.
Es claro que si A es conmutativa, entonces si una de las dos condiciones
se cumple, la otra también.

Definicion 3.2.17 Sea A un dlgebra y T la topologia en A definida por una
familia de {[-||,},cp de A—seminormas. Entonces, (A,T) es llamada un
dlgebra localmente absorbente o de manera breve localmente A—convexa o
simplemente A— conveza.

Si {[][l}oca €s una familia de A— seminormas que definen la topologfa
de un &lgebra A-convexa A, entonces para cada @ € Ay x € A existe
M (x,a) > 0 tal que

M (z, ) [lyll, ¥
M (z,a) |lyll,

lzyll.
lyll.,

para todo y € A.

Toda algebra m—convexa es A— convexa.

Si las constantes M no depende de «; es decir, ||zy||, < M(x)|ly|l, ¥
lyz||, < M (z)||y||, para todo z,y € Ay o € A, entonces decimos que el A
es un dlgebra uniformemente A— convexa.

Si (A, 7) es una algebra localmente .4A—convexa, entonces A es semitopo-
l6gica, ya que si T estd definida por la familia de {||-||, } .., de A—seminormas,
entonces dados =,y € Ay a € A se cumple que xy; — yy y;x — yen A
para cualquier red (y;) que converge a y, ya que

M (x,0) [[(yi =), ¥
M (x,a) [[(yi —y)ll,

[l (yi = 9)llo

<
|(yi —y) x|, <

para todo ¢ (Proposicién 2.1.37).
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Ejemplo 3.2.18 Sea (C ([0,1]),{||:l;};2,) el dlgebra unitaria y conmuta-
tiva de las funciones continuas en [0,1] con la topologia T definida por las

seminormas )
1 ) %
.= Zd ,
191~ ([ s b ae)
cont > 1.

Para cualquier 1 > 1 se tiene

irall = ([ 17 \dx)1'<r|f|| ([wwra) =i,

(3.5)

para todo f,g € C(]0,1]), donde ||f|l, = sup |f(z)|. Asi, esta dlgebra es
z€0,1]

localmente uniformemente A—convexa. FEn la parte final de la peniltima

seccion (Corolario 3.4.23) se prueba que no es m— convexa.

sl

Proposicién 3.2.19 Si la familia {||-||,},c, de A— seminormas define la
topologia de un dlgebra A— convexa, entonces su saturacion {HHB}

una familia equivalente de A— seminormas. Por consiguiente, siempre
podemos suponer que la topologia de un dlgebra A— convexa estd definida
por una familia saturada de A— seminormas.

Demostracién. Sea 3 € I' entonces existen n > 1, aq,...,a, € A tales
que [|-||3 = maxi<i<n |||l,,,- Ast dado z € A existen M (z,7) > 0 tales que

lzylls = max llzylly, < max M (z,9)[lyll,,

1<i<n
_ _ .
< max M (z, Z) Imax 1yl f;lzag};M(%Z) 1yl 5 -

para todo y € A.
Como maxi<ij<, M (z,7) es una constante positiva que depende de z y
de B, podemos escribir max;<;<, M (z,i) = M(z, ) y obtenemos

lzylls < Mz, 8) 1yl

para todo y € A. Es decir, ||||; es una A~ seminorma.
De modo similar se prueba que

lyzlls < M(z, 8) |yl 5 -
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Que {HH 5}5 define la misma topologfa que {||-||,} ., €s consecuencia
er

de la Proposicién 2.1.30. ]
Del manera semejante se demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.20 Si (A, 7) es un dlgebra m— convexa, con T definida
por la familia {||-|| .} ,c, de seminormas submultiplicativas, entonces su sat-

uracion {HH 5} es una familia equivalente de seminormas submultiplica-
ger

tivas. Por consiguiente, siempre podemos suponer que la topologia de un
dlgebra m— convera estd definida por una familia saturada de seminormas
submultiplicativas.

Conjuntos A— convexos e idempotentes

Definicién 3.2.21 Un subconjunto V' de un dlgebra A es llamado A— con-
vexo si es un disco y para todo x € 'V existe M (x,V') > 0 tal que xtVUVx C
M (z,V) V. El subconjunto V se dice que es idempotente si V'V C V.

Es obvio que todo disco idempotente es A— convexo.

Si (A, 7) es un dlgebra semitopoldgicay V' C A es A— convexo, entonces
V es también A— convexo, ya que sabemos que V es un disco si V 1o es y
la condicién zV U Vz C M (z,V)V implica 2V UV C M (z,V)V gracias
a que el producto es separadamente continuo.

Si (A, 7) es un algebra topoldgica y V C A es idempotente, entonces V
es también idempotente, ya que la condicién VV C V implica VV C V,
gracias a que el producto es continuo.

Proposicion 3.2.22 Sean A y B dos dlgebras sobre F , ¢ : A — B un
homomorfismo de dlgebras yV C B un conjunto A— convexo en B, entonces
01 (V) es A— convezo en A.

Demostracién. Por lo visto en los capitulos anteriores =1 (V) es un
disco por serlo V' y porque ¢ es una transformacién lineal.

Sean x € ! (V). Tomamos M (¢ (z),V) > 0tal que ¢ (x) VUV (x) C
M (¢ (z),V) V. Entonces

ot (VYU ' (V)z C M (e (x),V)e ' (V).
| |

Proposicién 3.2.23 Un dlgebra (A, 7) es A— conveza siy sdlo si T tiene
un sistema fundamental de vecindades de cero formado por conjuntos A—
convexos (y cerrados).
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Demostracién. Sea (A,7) un dlgebra A— convexa y {|-[|,},c, una
familia saturada de A—seminormas. Por tanto, un sistema fundamental de
vecindades del cero esta formado por los conjuntos

Vae={z e X |z, <e}

donde oo € A y € > 0. Cada uno de estos conjuntos es un disco cerrado.

Veamos que cada V, . es A— convexo. Sean « € A , e >0y z €V,
entonces existe M (z, ) > 0 tal que ||zy||, < M (z, @) ||y||, para todo y; en
particular si y € V, . se tiene que ||y||, < e y por tanto, |zy||, < M (z,a)e¢,
lo que que implica que V' C M (z,a)V para todo = € V. Se prueba de
manera analoga que Vo C M (x,«)V para todo = € V. Entonces, zV UVzx
C M(z,V)V,con M (z,V) =M (z,a) .

Supongamos ahora que (A, 7) admite un sistema fundamental {V.} .\
de vecindades del cero formado por conjuntos A— convexos. Consideremos
{4} 4en donde [|-]|, es el funcional de Minkowski de V,,. Probaremos que
{4} oen €s una familia de seminormas .A— convexas y que generan a 7.
Por la Proposicién 2.1.23 y el Teorema 2.1.26 sabemos que cada ||-||,, es una
seminorma y que la familia {||-|[,} ., generan a 7. Sélo falta ver que cada
-], es A— convexa. Sean z,y € Ay a € A ; existen \g, \; > 0 tales que
3 EVay ;\% € V, lo que quiere decir

L 9 eM(i,Va) A

N M Ao
por lo que
Ty x
— | M|, Vo),
Ao A, — <)\07 )
o sea,
ool < 01 (S5, Voo
Ao

Ya que M </\io, Va> Ap es un nimero que depende tinicamente de x y de

Vi, podemos escribir M (z,V,) = M (/\10, Va) Ao; de donde;

||£L’y||a S M ($, Va) )‘1-

Como esto pasa para todo A\; > 0 que cumple que y € AV, se sigue

lzyll, < M (2, Vo) llyll,
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y se tiene el resultado. Igual se muestra que también se satisface

[yl < M (z, Vo) llyll., -

para todo x,y € A. [ |
Al seguir la demostracién anterior cuando (A, 7) es un dlgebra m— con-
vexa se llega al siguiente resultado.

Proposicién 3.2.24 Decir que (A, T) es un dlgebra m— conveza es equiv-
alente a decir que el origen admite un sistema fundamental de vecindades
formado por discos idempotentes (respectivamente cerrados).

Por la ultima parte de la demostraciéon de la Proposicion 3.2.23 obtene-
mos:

Corolario 3.2.25 Sea V un disco absorbente en un dlgebra A. Entonces,
el funcional de Minkowski ||-||,, de V' es una seminorma A— conveza si V' es
A— convexo. Y ||-||,, es una seminorma m— convexa si V' es idempotente.

3.3 Topologizacién de algebras

En esta seccién se estudia cémo y cudndo puede darse a una dlgebra una
topologia que la vuelva semitopolégica localmente convexa o bien un dlgebra
topoldgica ya sea localmente convexa o m—convexa. En los dos primeros
tipos, las topologias que se exhiben son extremas: méximas en ciertas famil-
ias de topologias. En el tercero se trabaja con una topologia que en ciertas
ocasiones es la minima dentro de una familia de topologias m—convexas; es
decir a veces es también extrema.

3.3.1 Topologia para un algebra arbitraria que la hace
semitopolégica localmente pseudoconvexa

Aqui veremos, usando la parte final del Capitulo 2, que toda &lgebra ad-
mite una topologia que la hace semitopoldgica localmente pseudoconvexa,
de Hausdorff y completa. Méds atin, puede suceder que admita una infinidad
de tales topologias.

La siguiente proposicion es consecuencia inmediata de la Proposiciones
2.5.9 y 2.5.16.
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Proposicion 3.3.1 Sea A un dlgebra. Entonces, para 0 <p <1 y0<q <
1, las dlgebras (A, 72..) y (A, 7% ) son dlgebras de Hausdorff semitopoldg-
1cas completas.

Demostracién. Para cada a € A las funciones b — ab y b — ba son
endomorfismos en A y por tanto, continuos. [

Definicién 3.3.2 Decimos que un dlgebra A es a lo mds numerablemente
generada si existe S C A a lo mds numerable tal que A es la minima de
sus subdlgebras que contienen a S. En otro caso, decimos que A es no
numerablemente generada.

Proposicion 3.3.3 Si A es un dlgebra no numerablemente generada, en-
tonces A tiene una base de Hamel no numerable.

Demostracién. Si {z,}, .y, con N numerable, es una base de Hamel
de A, entonces es también un sistema de generadores de A, lo que contradice
la hipétesis. ]

El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién anterior y de la
2.5.18

Proposicién 3.3.4 Sea A un dlgebra no numerablemente generada, en-
tonces existe un continuo de topologias que hacen a A un dlgebra semito-
pologica de Hausdorff y completa.

Se sigue que para que haya una sola topologia que haga a un dlgebra A
semitopoldgica, de Hausdorff y completa, dicha dlgebra debe ser a lo méds
numerablemente generada.

En la siguiente seccién se probard que si un dlgebra A es a lo mdas nu-
merablemente generada, entonces (A, Tﬁgx) es un algebra topoldgica, este
resultado junto con la proposicién anterior implican el siguiente resultado.

Corolario 3.3.5 Supongamos que un dlgebra A tiene una unica topologia
T que la convierte en un dlgebra semitopologica de Hausdorff y completa.
Entonces esta topologia hace a A un dlgebra topoldgica localmente convexa.

Demostracién. Todas las topologias (4,72 )y (A, 7% ) hacen a A
un algebra semitopolégica completa; se sigue que éstas deben coincidir con
7. En particular, 7 = 7€y como, por la proposicién anterior, el dlgebra A
debe ser a lo mds numerablemente generada se sigue del Teorema 3.3.11 que
(A ¢ ) es un dlgebra topolégica localmente convexa. [

) 7 max
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Corolario 3.3.6 Sea A un dlgebra de dimension finita. Hay una dnica
topologia que la convierte en un dlgebra semitopologica de Hausdorff. Mids
atn, con esa topologia A es un dlgebra topoldgica completa.

Demostracién. Sabemos que hay una tnica topologia 7o que hace a A
un espacio vectorial topolégico de Hausdorff y que con ella A es completa.
Esa topologfa estd inducida por una norma y por el Teorema 1.6.8 dada
a € A los operadores lineales

b — ab
b — ba

de A en A son continuos y por tanto, (A, 7¢) es semitopolégica. Del corolario
anterior se sigue que (A, 7g) es un algebra topoldgica. ]

3.3.2 Una topologia localmente convexa para cualquier
algebra numerablemente generada.

Se demostré antes que toda dlgebra es topologizable como dlgebra semito-
poldégica, de Hausdorff y completa. En esta parte se prueba que cualquier
dlgebra numerablemente generada tiene una topologia que la hace local-
mente convexa, de Hausdorff y completa. También se da un ejemplo de
un dlgebra semitopolégica que no es topoldgica y tal que cualquiera de sus
subdlgebras conmutativas es topolégica.

Como a toda dlgebra podemos sumergirla en un dlgebra con una unidad,
no perdemos generalidad al considerar en varias de las pruebas de esta sec-
cién que las dlgebras son unitarias.

Sea t = {t;},c;, con I no vacfo, una familia de variables. Llamare-
mos dlgebra libre sobre F en las variables no conmutativas de la familia ¢
y con idéntico eq, al dlgebra F(t) de todos los polinomios, con término in-
dependiente, en las variables de la familia ¢, con coeficientes en F y con
las operaciones lineales usuales y el producto de Cauchy. A continuacién
describimos los elementos de esta dlgebra, la igualdad entre sus elementos y
sus operaciones.

Sea I = Uz 1", donde I° = (0) y 0 no es un elemento de I. Para
i€ 1M 5= (iy,...in) conn >0,6i=0sii=0,escribimos t' =t;,, ..., t;,
o t° = 1, respectivamente. Con esta notacién, cada elemento x € F(t) se
puede escribir en la forma

T = Z &t

i€1(0)
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donde cada &; pertenece a ' y s6lo un nimero finito de ellos son diferentes
de cero. ) )

Dos elementos & = Y = 1) &'y ¥ = D 300 M5t" son iguales si y s6lo
si & = 17 para todo i € I(>) En particular, si s,r, s, € I, entonces
tst, =tgt. siy sélosi s =5 ,r=r.

Para i,j € I definimos ij = (i1, ...,%, j1, ., j1) Si & = (i1,...,%%),
j = (j1,...,J1), con k,I > 0 en tanto que 70 = 0i = 7. Observemos que

4] — 44

Por otro lado, si 7 = ) 7 (e0) Sgtg, Y= iertco 77;15z y A € F, entonces:

rty = Y (G+mt
ie (o)

e = > NGt

i€1(0)

wy= Y X &)t

kel(>) \ij=k

De acuerdo a lo anterior, el conjunto {tstr}sﬂ,€ ; es linealmente indepen-
diente.

Proposicion 3.3.7 Toda dlgebra A con idéntico e es isomorfa al dlgebra
cociente de un dlgebra libre F(t), en un conjunto de variables con la misma
cardinalidad que la de un conjunto de generadores del dlgebra A, respecto a
un ideal bilateral J. Identificamos a A con dicho cociente.

Demostracién. Sea v = {z;},., un conjunto de generadores del dlgebra
Ayt = {ti},c; un conjunto de variables no conmutativas con la misma
cardinalidad que z. Consideramos el dlgebra libre I (¢) y consideramos para
cada f € F(t) al elemento f (z) € A definido como la evaluacién de f en z;
es decir, si

f=>Y &t
Gel(e0)
entonces

flo)=Y &'
)

i (o0
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en donde ¥ = x;,, ...,z sit' =t;,...t; sik>0y a0 =e.

Hagamos J = {f € F(¢t): f(z) =0}. Entonces J es un ideal bilateral
de F(t). Afirmamos que la funcién h : F(t) /J — A definida como h ([f]) =
f (z) es un isomorfismo de dlgebras. Estd bien definido, ya que fi(z) =
fo(x) siy sélosi fi — fo € J. Por la definicién de la operaciones en el
cociente, h conserva las operaciones de algebra. Es suprayectiva ya que x es
un conjunto de generadores y ker h = {0} pues si h ([f]) = 0 entonces f (x)
= 0 y por consiguiente [f] = [0] . |

De Lema 2.5.13 se sigue el siguiente.

Lema 3.3.8 Sea i — a; una funcion positiva definida en 10>, Entonces la
funcion definida en F(t) como

2, = D a &l

ie1(0)

SiT =) 50 &:t' es una seminorma en F(t).

Lema 3.3.9 Supongamos que el conjunto de indices I es a lo mds numer-
able. Sea i — a; una funcién positiva definida en I tal que ag = 1.
Entonces, existe una funcion positiva b en I () con by = 1 tal que para toda
i,7 € I se cumple
a;5 < bibs (3.6)
Demostracién. Claramente /() es numerable (es la unién numerable
de conjuntos _numerableis), asi que podemos dar una numeraciéon de sus el-
ementos: ij,4s,... con i = 0. La desigualdad (3.6) es equivalente a la
siguiente:

azz < b by (3.7)

parai,j =1,2, ..
. . . ., 0o .
Construiremos inductivamente la sucesién (b;, ) ;- lenemos por defini-
cién que a; 3, = ap = 1. Definimos b; = by = 1 por lo que

aiﬁl = bgl bgl °
Suponemos que hemos definido b; , ..., b;, de manera que se cumple (3.7)
para i,j < k.
Ahora definimos
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a= = as-=
o _ _ Tk+17j 1jlk+1
b;kﬂ = max { <aik+1ik+1> ,lrg% <—Ir T > } )
<j< 3 .
J

L

M

Afirmamos que con by, definido de esta manera, la desigualdad (3.7) se
cumple para toda 7,j < k + 1.

Si 7,7 < k, entonces tenemos a7, < b;lbgj por la hipétesis de induccion;
por lo que para probar la afirmacién, hay que ver 3 casos

(i) i =k + 1, j < k. En este caso tenemos

a- =

U415 o

Tht1 sz Z b_ sz -
%j

ki1l

(ii) i < k, j = k+ 1. Este caso es similar al anterior:

bty = b | ) =
UG eyl b - aiiik+1

(i) i =k +1,j = k+ 1. En este caso tenemos

N
N

(aik+1ik+1> - aik+1ik+1

b€k+1 b;kﬂ Z <azk+1€k+1>
]

Teorema 3.3.10 El dlgebra semitopoldgica localmente convexa, de Haus-
dorff y completa (IF (1) ,Tﬁgx) es topologica si y solo si el conjunto I es a lo
mds numerable.

Demostracién. Por lo visto en el Capitulo 2, la topologfa 72 hace

a F(t) un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, de Hausdorff y
completo. Supongamos que I es a lo mds numerable. Sélo falta mostrar que

la multiplicacién en (F(t) TL¢ ) es continua en ambas variables . Para ello

7 7 max

probaremos que dada una seminorma |x| en F(t), existen una seminorma
|z]| y M > 0 tales que

|y < M || [|y] (3-8)

para todo x y y en F(t).
|

Podemos suponer |eg| < 1, en otro caso sustituimos |-| por ool
tf

Haciendo a; = max <1, ) obtenemos una funcién positiva en () que

satisface ag = 1. Para z = ) -_ /() &t en F(t) definimos
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= arlél
7

Debido a que

x| <

7€1(e0)

Sl &= 70 &t tenemos que

| <,

para todo x en F(t).
Sea b = (b;) la funcién del Lema 3.3.9 correspondiente a la funcién a =
(a7). Asi,
az < bibz

Definimos la seminorma

Entonces,

oyl < layl, = > ag|D G| < D ag > I&] ]
=k

kel(eo) kel(=) =k

six = del(oo) S}tia Y= Z_iel(oo) Wfi :
Por otra parte,

S apd &l ml = >0 Y aglgl|nl < Z bibs & |75]

kei(e) =k kel() 15=Fk gl(oo

Yo o bbil&llnl = D0 vilel D b lngl = lelylyl,

k ij=k i€I() jer(ee)

De las desigualdades anteriores se sigue

|$y| < ‘33|b |y|b .
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Por lo que la desigualdad (3.8) se cumple con ||z| = |z|, M igual a 1 o
le| segtin que |e| < 1 o |e| > 1 respectivamente. Asi que (F(t),7L() es un
algebra topoldgica.

Ahora mostramos que (F(t), Tﬁgx) no es un algebra topoldgica cuando
I es no numerable. Si card (I) > ¢ (cardinalidad del continuo), entonces
podemos suponer que el intervalo [0,1] es un subconjunto de I, ya que
existe una inyeccién de [0,1] en I y hacemos Iy = [0,1]. Si card(I) < ¢,
lo cual puede suceder si no se acepta la hipdtesis del continuo, entonces
podemos suponer que I C [0, 1] y hacemos Iy = I. En ambos casos I es un
subconjunto no numerable del intervalo [0, 1].

Supongamos que (IF(t), Tﬁgx) es topoldgica. En vista de que el conjunto
{tstr}sﬂ,€ 1, €s linealmente independiente, lo podemos incluir en una base de
Hamel {h,},c, de F(t) y para esta base y cualquier funcién no negativa

a — Gy, la férmula

Zgah’a = Zaa ‘§a|

define en F(f) una seminorma que en cada h, toma el valor no negativo
ao. Podemos definir dicha funcién de manera que si h, = t4t,, para algin
s,r € Iy, entonces a, = 1 cuando r = s y aq = |r — s|' en otro caso.

En resumen, existe una seminorma |z| en F(¢) tal que para s,r € I se
satisface

ltot,| =1sir=sy |t,| = |r—s|™" en otro caso.
Por haber supuesto que (IF(t),TﬁgX) no es algebra topoldgica, existen
M > 0y una seminorma ||-|| tales que (3.8) se cumple. Asi,

bty = Ir = 8| < @ () p(s), sirs € Iy con 7 # s

donde ¢ (q) = VM ||t,|| para q € I.

Supongamos que para algin n € N el conjunto J,, = {q € Iy : ¢ (¢) < n}
tiene cardinalidad infinita. Como A C [0, 1], entonces A tiene un punto de
acumulacién en [0, 1]; lo cual a su vez implica que existe una sucesion (g ) en
A de puntos distintos entre si que es convergente, y en especial de Cauchy.
Existe un indice K > 0 tal que si k, k' > K entonces |qx — qi/| < #; lo cual
nos lleva a la siguiente contradiccién

n? < g —aw| " < (@) @ (aw) < n*
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Por consiguiente, para cada n € N se tiene que card(J,) < oo y entonces

Iy = EOJ Iy,
n=1

es a lo mds numerable; lo que contradice lo supuesto sobre Iy. Por consigu-
iente (F(t), 7LS,) no es dlgebra topoldgica. i

7 7 max

Una consecuencia de este teorema es el siguiente resultado.

Teorema 3.3.11 Si A es un dlgebra a lo mds numerablemente generada,
entonces A puede ser topologizada como dlgebra localmente convexa, de Haus-

dorff y completa. De hecho, con la topologia TEC en A se logra lo anterior.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que A es
unitaria. Por el Teorema 3.3.7, tenemos que A = F(t) /J, donde F(¢) es un
dlgebra libre con un conjunto de variables con la misma cardinalidad que la
del conjunto de generadores de A y J es un ideal bilateral de F(¢). Por la

Proposicién 2.5.10 cualquier subespacio lineal de (F(t) Tke ) es cerrado, por

lo que el ideal J es cerrado. Por el Teorema 3.3.10 el dlgebra (F(t),TangX)
es localmente convexa y de Hausdorff; de donde A = F(t) /J es un dlgebra
localmente convexa y de Hausdorff (Teorema 2.3.2) con la topologia cociente.
Para ver que es completa y probar la tltima afirmacién sélo falta mostrar
que la topologfa cociente Tp(),; en A = F(t),/J coincide con su topologia
7EC . Denotemos los elementos de F(t),/J por [z], con x € F(t) y por
¢ al homomorfismo canénico de F(t) en F(¢),/J. Tomemos una base de
Hamel ([hq]),cp en F(t),/J. Veamos que los elementos (h,) son linealmente
independientes en F(t).

Sea Y 4 &aha = 0 una combinacién lineal finta de elementos de (h,).

Aplicando ¢ obtenemos:

0] = ¢ (0) = ¢ (Z gm) = Cap(ha) =D & lha]

Por ser ([ha]),c, una base de Hamel, se sigue que todos los escalares
£, son iguales a cero. Por tanto, se cumple que (h,),., € un conjunto
linealmente independiente en F(t).

Por consiguiente, los elementos (h,) se pueden incluir en una base de
Hamel (I3) para F(t) que se obtiene afiadiendo a (h,),, cualquier base de
Hamel para el ideal J.
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Sea |-| cualquier seminorma en A. Consideremos la seminorma en F(¢) /J
definida como
@]l = aa &l

si ] =), &, [hal, donde aq = |[h,]| para cada oy a = (aa)ae/\-

Tenemos que si [z] = > &, [ha], entonces
|[=]] <[]l
Asi, |-| estd dominada por la seminorma |-|, que como veremos es la
seminorma cociente correspondiente a la seminorma |z|, en F(¢) definida

como
[l =D _bs |6l
B
siz =) 584lp y donde

b (o si lg = h, para algin «
IB =
bs =0 en otro caso.

Entonces,

felly = inf fo + 2, = 3" aa l&al = [2]l,

siz=> 5&sls, ¥ que cada z € J se expresa como combinacioén lineal de Ig
con lg # h, para todo o € A.

De donde |[-]|,, es la seminorma cociente correspondiente a la seminorma
], en F(b).

Esto implica que la seminorma || es continua en A con la topologia co-
ciente. Asf, 75C es més débil que la topologia cociente. Como la afirmacién
inversa es obvia, se sigue que las dos coinciden. [

Si se acepta la hipdtesis del continuo, el Teorema 3.3.11 no puede exten-
derse en términos de la cardinalidad del conjunto de generadores, ya que,
por ejemplo, en [11] se construye un dlgebra conmutativa con un sistema de
generadores de cardinalidad ¢ y que no admite siquiera una topologia que
la haga dlgebra topolégica de Hausdorff. A continuacién presentamos dicho
ejemplo.

Sea F = {s} la coleccién de todas las sucesiones de nimeros naturales.
Por s,, denotamos al término n de s. Tomemos el conjunto de indices I =
FUNU{0}, que tiene cardinalidad ¢, y consideremos una familia ¢ = {t;},,
de variables.
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Para simplificar la exposicién, para ¢ € I hacemos los siguientes cambios
de nombre

tZ:.TZSIZEN,
t; = assii=sconsé€F,

tOIC

Sea A el espacio vectorial sobre F de todas las combinaciones lineales
formales z de los elementos {t;} En A definimos el producto a través de
las siguientes reglas:

el -

cz = zc =0 para todo z € A, (3.9)
rw; = 0sid,j €N,
asay = 0sis, s e€F

rias = agx; = s;csit € Nyse F

Es decir cada elemento en z € A es de la forma

z:Zaixi—l—ZBSas—l—fyc

donde o;, B, v € F,1 € N, s € Fya; =0y B, =0 excepto para un nimero
finito de i € Ny s € F. Y la multiplicacién de z = > oy, + > f,as +ycy
2 =Y adlx; + > Blas + ¢, estd dada por la férmula

ZZ/ = Z (azﬁ/s + a;ﬁs) Tilg

= (Y (@B +alp)s)e

De esto y (3.9) se sigue que el producto es asociativo, pues el producto
de cualesquiera tres elementos es 0. Claramente, también es conmutativo y
satisface el resto de las propiedades necesarias para que A sea un algebra.

Supongamos que A se le puede dar una topologia que la haga un dlgebra
topoldgica de Hausdorff. Entonces existe un sistema fundamental 9 de
vecindades de 0 que satisface las condiciones del Teorema 3.1.10.

Sean VW € M tales c ¢ V. .y WW C V. Para n > 1 escojamos un
natural ¢,, tal que xz,, € t,W y una sucesién s de naturales tal que s, > nt,,.
Existe r > 0 tal que as € rW. Entonces,

]- tn n Ws tn tn
o= (ma) =22 (£2%) ¢ Teww ¢ Tny

Sn, Sn \t, T Sn,
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para todo n > 1.
Puesto que ¢ ¢ V y V es balanceado se sigue que % > 1; de donde
r > >n para todo n > 1, lo que es imposible.

Lema 3.3.12 Sean A el dlgebra F(t) con un conjunto de variables t =
{ti}ier de cardinalidad ¢ y x € A. Six € F(t;,,....t;,) para algin k > 1y
iy, ..., tiy €t, entonces el conmutante de v en A :

(2) ={y € A: zy = yz}

estd contenido en F (t;,,....t;,) .

Demostracién. Observamos que y € (x)" si y sélo si y € (v — ageg)’,
donde agpeq es el término independiente de x. Entonces, podemos suponer
que z no tiene término independiente. Supongamos que el desarrollo de un
elemento y aparece un monomio distinto de cero en que se usa una variable
t; para j ¢ {i,...,ix}. Existe el primer natural n para el que ytiene un
monomio &%, con € # 0, y tal que la componente n de 7 es una variable ¢;,
con j ¢ {iy,...,ix} y las componentes anteriores estdn en {i, ..., i }. Veremos
que y ¢ (x)’ por induccién sobre n.

Sin =1, entonces &' = 7t para algin multi-indice jo. Al factorizar
t7t7° obtenemos que B
y =ty + yo
donde y; # 0 y en ningiin monomio no nulo de y, se puede factorizar por la
izquierda a t/t". Entonces

YT = tjtj_oylsc + Yo

por lo que en yz hay al menos un monomio distinto de 0 de la forma £'t7t/;
en tanto que en zy todos los monomios no nulos son de la forma £”t' donde la
primera componente del multi-indice { est4 en {i1, ..., ¢ }; de donde yz # xy.

Supongamos cierta la afirmacién para 1 < n < m y probémosla para m.
En este caso tenemos que

y =1y + 1

y el multi-indice j, tiene longitud m — 1 y todas sus componentes estdn
{i1, i}y, 1 #0 y en ningtiin monomio no nulo de y, se puede factorizar

por la izquierda a t%¢7¢%. Entonces

Yr = tj_otjylx + Y2
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por lo que en yx hay al menos un monomio distinto de 0 de la forma &'t ¢/ tho;
en tanto que en zy todos los monomios no nulos son de la forma £”#, donde
al menos las primeras m componentes del multi-indice [ estd en {iy, ..., };
de donde yx # xy. [

Teorema 3.3.13 Existe un dlgebra semitopoldgica localmente convexa de
Hausdorff y completa que no es dlgebra topoldgica y tal que cualquiera de
sus subdlgebras conmutativas propias es topoldgica.

Demostracién. Sea A el dlgebra F(¢) con un conjunto de variables t =
{ti},c; de cardinalidad ¢, provista con la topologia 7EC  Por la Proposicién
3.3.1 F(t) es un dlgebra semitopoldgica localmente convexa de Hausdorff y
completa y no es topolégica (Teorema 3.3.10).

Sea B una subalgebra conmutativa propia de A. Si B es de dimensién
finita, entonces por el Corolario 3.3.6 (B , Tﬁgx) es un algebra topoldgica.

Supongamos ahora que B tiene dimensién infinita. Sea x € B, con x #
Aeg para todo A € [F, entonces B estd contenido en el conmutante de x:

(z) ={y € A:ay =ya}

y x € F(ty,....t;,) para algin k > 1y ¢;,,...,t;, € t. Por el lema anterior
B CF(ti, ..., t;,) vy por la Proposicién 2.5.25 la topologfa 7 = 7LC de F (¢)

max

restringida a F (¢1,...,1) es la topologia 72¢ de F (ty,...,tx). A partir del

Teorema 3.3.10, el algebra (F (t1, ..., tx),7) y por tanto (B, 7), es un dlgebra
topologica. ]

3.3.3 Una topologia m-convexa para cualquier dlgebra
A-convexa. La topologia de Oudadess

En esta parte equipamos a cualquier dlgebra localmente A-convexa (A, T)
con una topologia localmente m—convexa 7° mads fuerte que 7. Mostramos
que no es cierto en general que la coleccién de todas las topologias m—convexas
més fuertes que 7 tiene un elemento minimo. Cuando tal elemento existe es
llamado la topologia de Oudadess y la denotamos como m (7).

Al final del capitulo damos condiciones suficientes para la existencia de
la topologia de Oudadess y con base en ellas mostramos ejemplos en que
dicha topologia existe.

Definicién 3.3.14 Sea V' un conjunto A— convexo en un dlgebra A. El
nicleo idempotente de V' se define como
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Vi={zeV:zV CV}.

Proposicién 3.3.15 FEl niicleo idempotente V' de cualquier conjunto A—
convexo y absorbente (respectivamente cerrado) V' estd contenido en V vy
es un disco idempotente y absorbente (respectivamente cerrado). Se cumple
V =V’ siy sélo si V' es idempotente.

Demostracion. Es claro que V' C V' y que V' es idempotente.

Sean A un escalar con [A\| < 1y z € V. Como V es un conjunto
balanceado y V' C V, se cumple que Ax € V y \xV C AV C V de donde
Ax € V''y se tiene que V' es un conjunto balanceado.

Sean z,y € V' y a, 5 > 0 tales que a + = 1 sabemos que ax + [y €
V por ser V' un subconjunto del conjunto convexo V. Para v € V se
tiene que (ax + By)v = azv + fyv y zv,yv € V pues z,y € V'; de donde
(ax + By)v € V por ser V convexo; por consiguiente, V' es un conjunto
CONvexo.

Veamos ahora que V' es un conjunto absorbente. Sea z € A, por ser V
un conjunto absorbente y A— convexo existen A > 0y M (Az, V) > 0 tales
que

Az eV iy zVUVAzC MMz, V) V.

Como V es balanceado, entonces
A€ MV y A2V C MV

si M > max (M (Az,V),1). Entonces

A
MZGV

A
MZV CMV;

0 sea, ﬁz € V' y asi, V' es un conjunto absorbente.

Supongamos que V' es idempotente y sea x € V. Entonces zV C VV C
V ; es decir, V C V' y de hecho estos conjuntos coinciden pues como ya
vimos la otra contencién siempre se tiene.

Supongamos que V' es cerrado y sea {x;},., unared en V' tal que z; — z,
con x € A. Por ser V cerrado se tiene que x € V. Para v € V, se tiene que
;v — xv por la continuidad de la multiplicacién por la izquierda y ademés
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x;v € V para toda i € I puesto que x; € V' para todo i € I. Por ser V
cerrado se tiene que xv € V; de donde x € V' y V' es entonces un conjunto
cerrado. [

A continuacién se presentan algunas propiedades de los niicleos idempo-
tentes de conjuntos A— convexos.

Proposicién 3.3.16 Sean U y V' subconjuntos A— convexos de A y «, f3
escalares distintos de cero. Entonces:
(1) (aU) C max (1,]a|) U’ y U’ C max (1,‘%4) (al)'.

U CV'C max (|ﬁ\ |5|>

’ af

(2) SiaU CV C BU, entonces — (LA

(8) Si UV UVU C MU para alguna M > 0, entonces U +V es un
conjunto A— convezo y

U+V'c@M+1)(U+V).

(4) Si E es un dlgebra y ¢ : E — A es un homomorfismo de dlgebras
suprayectivo, entonces (¢~ (U)) C o~ (U").

Demostracion.

(1) Sea z € (aU)'. Entonces, v € aU y val C aU. De la iiltima
contencién obtenemos que xU C U. Por ser U un conjunto balanceado se
cumple que aU C max (1, |a|) U y U C max (1,|«a|) U. Por tanto,

1
rely —————2UCU;

max (L, |a) max (1, o)

es decir, mx € U’, lo que prueba la primera contencion.

Sean V = (alU) y A = é por lo que acabamos de demostrar se tiene que

(AV) C max (1, |A]) V'

lo que quiere decir:

U = (éOLU) C max <1, ﬁ) (aU)

que es lo que se queria demostrar.
(2) Sea x € U'. Entonces, x € Uy zU C U. De donde, ax € V, y por

ser V balanceado tenemos —+——=x € V. Ademds,
maX(IBI 1)
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« af af
max (B, 0" max (8,0 © max(LD)°
B
< (<

Por lo que Mx € V' y queda probada la primer contencién de (2).

De la hipdétesis se sigue

1 1
-VcUc-=V
15} «
y de la contencién recién probada
1
B V/ C U/,
max (1, \71\>
lo que implica
: 1Y 1B ;.
V'Ccfmax|1l,— | U Cmax||8],— |U"
| |al

(3) Es claro que U+V es un disco. Sean M,,, M, > 0 tales que uUUUu C
MU yoVUVevC M,V,siuelUywveV. Entonces,

(u+ ) (U + V) C max (M, +2M, M,) (U + V) (3.10)

ya que,

(u+0v)(U+V) C uU+uV +oU +oV € MU+ MU+ MU + M,V
C (M, +2M)U + M,V C max (M, +2M,M,) (U+V).

De manera similar se comprueba que
(U+V)(u+v) C max (M, +2M,M,)(U+V).

Por tanto, (U 4+ V') es un conjunto A— convexo.

En particular, si w € U’ y v € V', entonces la contencién en (3.10) es
valida para M, = M, = 1, por tanto,

(ut0) (U+V)C(1+2M)(U+V).
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Esto junto con que (u+v) € (1+2M) (U + V) por ser (U + V') balan-
ceado, nos da como consecuencia

U+V' Cc2M+1)(U+V).

(4) Sabemos que ¢! (U) es un conjunto A— convexo. Seaz € (¢! (U))'.
Entonces, o () € Uy zz € ¢ 1 (U) para cada z € ¢! (U). Seay € U.
Como ¢ es suprayectiva existe z € E tal que ¢(z) = y. Por tanto,
rz € o 1 (U); o sea, p(xr)y € U y entonces ¢ (z) € U'. De donde,
(P (U)) C e (U). i

En la siguiente definiciéon se hacen afirmaciones que se siguen de la
Proposicién 2.1.10, la observacién que sigue a ésta y los siguientes dos he-
chos: si V' es un subconjunto idempotente y balanceado de un dlgebra A y
0 < XA <1, entonces AV es idempotente, y la interseccion de subconjuntos
idempotentes de A es también idempotente. Que M, (7) es mds fina que 7
se sigue de que U’ C U para cada U € U.

Definicién 3.3.17 Sean (A, 1) un dlgebra A— convexa, U un sistema fun-
damental de vecindades del cero formado por conjuntos A—converos (res-
pectivamente cerrados) y N la coleccion de todas las intersecciones finitas de
conguntos de la forma AU con 0 < A< 1y U €U , donde U’ es el nicleo
idempotente de U. Definimos My (1) como la topologia vectorial en A que
tiene a N por sistema fundamental de vecindades del cero. Como N estd
formada por conjuntos idempotentes (respectivamente T— cerrados) tenemos
que la topologia My (T) es m— convera y es mas fina que 7. Cuando U
es el sistema de vecindades del cero formado todos los discos A— convexos,
entonces denotamos a My (1) por M ().

Con motivo de la siguiente proposicién recordamos la siguiente definicién:
un barril en un e.v.t. X es un disco absorbente y cerrado.

Proposicién 3.3.18 Sean (A, 7) un dlgebra A— convexa, U un sistema
fundamental de vecindades del cero formado por conjuntos A— convexos cer-
rados, entonces My (1) admite una base de vecindades de 0 formada por
barriles idempotentes.

Demostraciéon. Sabemos que 91 de la definicién anterior es un sistema
fundamental de vecindades de cero de My, (7) que estd formado por discos
7— cerrados idempotentes, por tanto por 7— barriles idempotentes. [
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Proposicion 3.3.19 Dos sistemas fundamentales de vecindades del cero U
y V para una topologia A— convexa T, formados por conjuntos A— convezos
cumplen que My, (1) C My (T) si para todo V € V eziste U e U y o, 5 > 1
tales que U C V C BU.

Demostracién. El resultado se sigue de que aU C V C SU implica

smag U’ € V' (Proposicion 3.3.16). 1

Proposicién 3.3.20 SeanU un sistema fundamental de vecindades del cero
formado por conjuntos A— convexos de un dlgebra A— convexa (A, 7) yU el

conjunto de las cerraduras de todos los elementos de U, entonces My (T) =
Mg (T) .

Demostracién. El resultado se sigue de que Y CU CU+UC 2U ¥
de que aU C V C BU implica (1A U’ C V' (Proposicién 3.3.16).

Sea ||-|| una seminorma A— convexa definida en un dlgebra A. Para cada
x € X existe M (z) > 0 tal que

lzyll < M () [lyl| (3.11)

Por tanto, obtenemos una funcién real al definir

lz[|”” = sup [lzy|
Iyl<1

para cada x € A, la cual tiene la siguiente propiedad

lzyll < =l [yl - (3.12)
para todo x,y € A.
En efecto, si ||y|| # 0, entonces HxH—ZHH < ||z||” y se sigue que ||zy|| <

z]|” ||y||; la cual es también cierta cuando [|y|| = 0 por (3.11).

Lema 3.3.21 Sea ||| una seminorma A— conveza definida en un dlgebra
A. Entonces ||| es una seminorma m—convexa con la siguientes propie-
dades:

(a) Si A tiene idéntico e, entonces
]l < {1zl llell - (3.13)

para todo x € A. En este caso la seminorma ||-||”” define una topologia mdas
fuerte que la que define |-|| .
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(b)

]| = 0si [l = 0.

(c)

-1
™1 < ([l[1*")" N1l

siz € A yn>1, donde convenimos en que 0° = 1.

Demostracién. Por (3.11) tenemos que

=] < M (x)

La funcién [|-||?” es no negativa. Sean A € Ky z,y,z € A. Como
consecuencia de que ||-|| es una seminorma tenemos:

Az ]| = sup [|Azyll = [A][l«]™
lyl<1
lz + 2" = sup [|(z +2)yll < [l + [|=]"
lyll<1

Asi, ||-|?” es una seminorma.
Sea ||z|| < 1. Por (3.12) tenemos:

lzyzll < =l lyzll < fl ™ [yl

y entonces,
[y I < =1 1y ™"

O sea ||-[|”” es m—convexa.

(a) Se sigue de (3.12)

(b) Supongamos que ||z|] = 0. Como ||zy|| < M (y)||z| para alguna
M (y) > 0, concluimos que ||z||”” = 0.

(c) Se obtiene por induccién a partir de (a). |

Lema 3.3.22 Sea ||-|| una seminorma A— conveza definida en un dlgebra
A. La funcion
q () = max (||z[| , |=[*)

es una seminorma m—convezra que define una topologia mds fuerte que ||-||.
Ademds, q (x) =0 si y sdlo si ||z|| = 0.
Si X tiene idéntico e, entonces

q () < max ([le]|, 1) [z (3.14)

para todo © € X y ||| v q definen la misma topologia .
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Demostracion. Sean A € Ky z,y,z € A. Como consecuencia de que
-] ¥ ||]|” son seminormas tenemos que ¢ lo es.
Si q (zy) = ||zy||, entonces

q (zy) < [lz[* lyll < q(x) g (y).

Si g (xy) = ||zy||”?, entonces

q (zy) < [l2* lylI”" < g (=) g (y) -

O sea, g es m—convexa. Es obvio que ||z|| < ¢ (x) para todo z € A, por
lo que ¢ define una topologia més fuerte que ||| y ¢ () = 0 implica ||z| = 0.
La implicacién contraria se sigue de (b) del lema anterior.

Si e es el idéntico de X, entonces

2l = llzell < {lell =]

de donde se sigue (3.14). |

Como consecuencia del lema anterior obtenemos una topologia que hace
m—convexa a un dlgebra A— convexa y que es mads fuerte que la topologia
original.

Proposicién 3.3.23 Sea (A, 7) un dlgebra A— convexa cuya topologia estd
definida por la familia de seminormas A— converas {|-||,},cp- Para cada
a € A consideramos la seminorma m—conveza g, (-) = max {||-||,,, |||}
La topologia m— convexa Q) (1) generada por la familia de seminormas @ =
{dataen s mds fina que 7. La topologia Q (1) es de Hausdorff si y sdlo si
7 es de Hausdorff. Si A tiene idéntico, entonces Q) (T) = op (1), donde esta

dltima es la generada por la familia {[|-|7F} .-

Proposicién 3.3.24 Sea (A, 1) un digebra A— convera yU = {Us},cp un
sistema fundamental de vecindades del cero formado por conjuntos A—con-
vexos cerrados. Si |||, es la funcional de Minkowski de Uy, para cada o € A,
entonces My (1) estd definida por la familia de seminormas Q = {qa}ecn
donde q, () = max{||z|,,||z||}. Si A tiene idéntico, entonces My (T)
estd definida por la familia {||-|7},ca-

Demostracién. De la prueba de la Proposicién 3.2.23 sabemos que la
familia de A~ seminormas {||-||,},., genera la topologfa 7.

Sea U, € U, entonces U, = {z € A : ||z||, < 1}; observemos que

frediqu@)<ly={rcA:|al,<ly |a|? <1}
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Primero mostraremos que
{redAlafl, <1y [l2fl <1} =(Ta)"

Supongamos que |[z|, < 1y [|z]|?¥ <1, entonces x € U, y siy € U,
entonces |lyll, < 1y llzyll, < Izl |lyll, < 1; de donde zy € U, y se
tiene que x € (U,). Inversamente, sea z € (U,)’, entonces = € U, lo que
implica que ||z||, < 1, ademas, si y € U,, entonces se cumple que |y, <1
y por estar x € (U,) se tiene que zy € U,, es decir ||zy||, < 1; de donde
2] <1

Dado0 < A <1lsecumple{z € A:qy(x) <A} =A{ze€Ad:q. () <1} =
A (U,)', de donde se sigue el resultado buscado.

|

Corolario 3.3.25 Sea (A,7) un dlgebra A— convexza y {||||,},c, la la fa-
milia de todas las seminormas A— convezas que son contunias en (A, 1),
entonces M (1) estd definida por la familia de seminormas @ = {qa},ca
donde q, (x) = max {||z]|, . ||z||}. Si A tiene idéntico, entonces M (T) estd

definida por la familia {||-|77} .\

Corolario 3.3.26 La topologia My (1) es Hausdorff si y solamente si T es
Hausdorff.

Demostracién. Sean {||-|,},c, una familia de seminormas que genera
a la topologfa 7 y {¢a},c, 12 familia de seminormas asociada que genera a
My, (7). La afirmacion se sigue de que g, () = 0siy sélosi ||z]|, = 0, segin
el Lema 3.3.22. [

Observacion 3.3.27 A partir de las definiciones de My (1) y de M (1)
surgen las siguientes pregquntas:

1. 25U y V son dos sistemas fundamentales de vecindades del cero,
distintos entre si, formados por conjuntos A— convexos de un dlgebra A—
conveza (A,T), entonces se cumple que My (T) coincide con My (1)?

2. ;Es My (1) la topologia de Oudadess para algin sistema fundamental
us

En el articulo [13] implicitamente se daba por hecho que estas preguntas
tenian respuestas afirmativas. Sin embargo, esto no es asi como veremos
mds adelante.

El mismo autor, L. Oubbi, en un articulo posterior [12] prueba que no
siempre existe la topologia de QOudadess, por lo que la prequnta dos tiene
respuesta negativa. Fl ejemplo de Oubbi lo veremos en la siguiente seccion.
Para llegar a él necesitamos resultados que también se ven ahi y que nos
permiten responder negativamente la prequnta 1.
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3.4 Sobre la existencia de la topologia de
Oudadess

3.4.1 El dlgebra A—convexa Aj y los discos U y V

Consideramos {e, }, ., una sucesién de simbolos etiquetada en los enteros.
Sea Aj el espacio vectorial generado por todos estos simbolos. Entonces,
todo x € Ay es de la forma

T = E Ann

nez

Donde a,, = 0 excepto para un nmimero finito de indices n. Denotamos
por Z, al subconjunto finito de los enteros n tales que a,, # 0.
Definimos una multiplicacién en Ay como

0 simn >0
€nbm = 0
|n| 0,,—meo  en otro caso

1 sin=-m
donde §,, _,, es la delta de Kronecker: 6, _, = . Es
0 en otro caso
decir, si
x = Zanen yy= anen,
ne” ne”
entonces

Ty = (Zn (anb_n + bna_n)> €o.

n=1
Claramente Ay con este producto es un dlgebra conmutativa y es también
asociativa ya que el producto de cualesquiera dos elementos de Ag es de la
forma coeqg para algin escalar cy; y por la definicién de la multiplicacién se
tiene que x (coeg) = (cpep) z =0, si x, 2z € Ag; de donde, x (yz) = (zy) 2z =0
siempre que x,y, 2z € Ap.
Definimos

U= {Zanen € Ap : |a,| <1 para todo n € Z}

ne”
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y

V= {Zanen € A : |ag| + Z(n lan| + la_y]) < 1} :

nez n>1

Proposicién 3.4.1 FEl conjunto U es A— convexo y V es un disco idempo-
tente. Ambos conjuntos son absorbentes.

Demostracién. Veamos primero que U y V son discos, es decir son
absolutamente convexos.
_ ! !/
Tomemos escalares |a|+|3| < lyseana = ,ane, y o' =) ., ane,
o0 (o]
enU,yy=> " _bue,yy =>."_be, en V. Tenemos

ar + pr’ = Z (aa, + Bay,) e,

nez

ay+ By =Y (aba + B1,) e

ne”

Ademés:
laay, + Bal| < |aa,| + |Ba,| < ol + 8] <1,

ya que |a,| < 1y |a,| <1, para todo n € Z, por lo que ax + fa’ € U.
Por otra parte,

labo + 8| + > (0 by + B, | + [ab_, + BV,[) < |al + (8] < 1,

n>1

ya que

labo| + ) (n]aby| + |ab_u|) < |af y
n>1

BB + > (n 18, + |8 ,]) < 18],

n>1

por lo que ay + By € V.

Veamos que U es A— convexo. Sea x = ZneZ ane, en U con a, # 0
para algin n # 0 y denotemos por m, al entero no negativo mas pequeno
tal que a,, = a_,, = 0 para todo n > m,. Como ey € U, tenemos que para
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todo 2/ = > ,ale, en U se cumple zz’ = (37", n (aya’, + aLa_,)) €
pertenece a (Y% n |anaLn + a;a_nD Uy

(in |anal_, +a;a_n}> UcC (in(|an| + |a_n\)> U

n=1 n=1

C 2<§in>Ume(mx+1)U.

n=1

O sea zx’ € m, (m, +1)U. Si x es de la forma apey entonces xz’ = 0
y también se cumple que zx’ € m, (m, + 1) U. Por consiguiente, U es A—
convexo.

Finalmente, comprobemos que V' es idempotente. Siy = > _ bne, y

Y = ,.cz bnen pertenecen a V', entonces, yy' = <Z n (b,b., + b;lbn)) €o

n=1

y como para todo n > 1, se cumple n |t | <1y }b/_n| < 1 tenemos que

S0 (Babl, F b)) < S (bl + [boa]) < 1.
n=1 n=1
O sea, yy' € V.

Los conjuntos U y V son absorbentes, ya que si x = > _, ane, € Ao,
entonces ¢ € alU siempre que o > maZx\an\ yx € BV sif > |ag| +
ne

ZnZl (1 |an| + la—n|) - [ |
Proposicién 3.4.2 FEl nicleo idempotente U’ de U se puede describir como:
U= {:z: € Ap : max <|a0| ,Zn(|an| + \an|)> <lsiz= Zanen} :

n>1 nez

Demostracién. Primero probamos la contencién de izquierda a derecha.

Siz =73, .zanen € U',entonces |ag| < 1y axy € Uparatodoy = _, bue,
en U. En particular, se tendra
> 0 (anbop + bpa_y)| < 1. (3.15)
n>1
para todo y =, bye, en U.

Definamos y = ., bne, € U, con b, = sgn (a_,) para cada n € Z.
Claramente |b,| < 1, para todo n € Z y entonces y € U y ayb_, = |a,| y
bna_p = la_p|.
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De (3.15) se sigue que) -, 1 (|ay| + [a—,|) <1y por tanto,

max (\ad,Zn(\an\ + \a_n\)> <1

n>1

La contencién contraria se sigue de manera inmediata. [

Proposicién 3.4.3 El conjunto A— convexo U y el disco idempotente V
de Aq satisfacen que %V C (%V)/, V CcU yU' no absorbe a V.

Demostracién. Sea x € %V, entonces

1 1 1 1
x(—V) cSVPc5ZVe-Vv
n n n n

por ser V un disco idempotente. De donde, %V C (%V)/.
Es obvio que V' C U. Supongamos U’ absorbe a V' y sea r > 0 tal que
V C rU’. Entonces,

e_nen € VU CrU'U CrU
siempre que n > 1, pero
€_n€n = Ney.

Asi, Zeg € U para todo n > 1. Como % > 1 para algin n > 1, para este
natural no puede tenerse que ey € U. Se sigue que U’ no absorbe a V.

Lema 3.4.4 Sea ||, la funcional de Minkowski asociada a U en Ay. En-
tonces |-|;; es una norma A— convera que estd definida como

]y = ma o (3.16)

para todo x = ZnEZ anen € Ag. De donde, U es la bola unitaria cerrada

segun esta norma.

Demostracién. Tenemos, x € AU, con A > 0, si y sélo si @ <1 para
todon € Zoseax € AU siy sélosi A > max la,,|. Por tanto, es véilida la
ne

férmula (3.16). Es claro que |z|,; es entonces una norma y es A— convexa
por la Proposicién 3.4.1 y el Corolario 3.2.25. [



3.4 EXISTENCIA TOPOLOGiA DE OUDADESS 121

Lema 3.4.5 Sea ||, la funcional de Minkowski asociada a V en Ay. En-
tonces ||, es una norma m— convexa que estd definida como

|z, = ‘Zanen

para todo v = ), ., ane, € Ag. De donde, V' es la bola unitaria cerrada
segun esta norma.

L =laol + ) (nlan| + la-n]) (3.17)
n=1

Demostraciéon. Tenemos, x € AV, con A > 0, si y sélo si

Jaol + 2 0z (n]an] +lanl) _

1
\ <

osea, x € AV siy sélosi A > |ag| + > 02, (n]ay| + |a_,|). Por tanto,
es vélida la férmula (3.17). Es claro entonces que |z|, es una norma y es
m—convexa por la Proposicién 3.4.1 y el Corolario 3.2.25. ]

Proposicién 3.4.6 Eriste un dlgebra localmente A— convera (A, T), con
un sistema fundamental U de vecindades del cero formado por conjuntos
A— convezos tal que T y My (T) no tienen los mismos conjuntos acotados.

Demostracién. Siempre se tendré que los acotados segin M, (7) lo son
seguin 7, ya que T C My, (7). Si equipamos al dlgebra Ay, con la que hemos
trabajado arriba, con la norma A— convexa ||, y consideramos el sistema
fundamental U/ de vecindades del cero formado por las bolas cerradas con
centro en 0, entonces (A, 7) es un élgebra localmente A— convexa, de hecho
es A—normada, y en ella V' es acotado pues es un subconjunto de la bola
unitaria (Proposicién 3.4.3 y Lema 3.4.4). Sin embargo, V' no es acotado
para My, () pues U’ no absorbe a V' (Proposicién 3.4.3) y U’ es una vecindad
del cero en My, (7). |

Ahora respondemos de manera negativa la pregunta 1 de la Observacién
3.3.27.

Proposicion 3.4.7 Sild yV son dos diferentes sistemas de vecindades del
cero formado por conjuntos A— convezos de un dlgebra A— conveza (A,T),
entonces, no necesariamente tenemos que My (T) es equivalente a My, (T) .

Demostraciéon. Consideremos nuevamente el subconjunto V' de Ay
y demos a esta algebra la topologia 7 = 7(|-|;,) inducida por la norma
m—convexa |-|;,. Consideremos en esta topologia el sistema fundamental de
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vecindades del cero V = {%V,n > 1}. Debido a que ||, es m—convexa
tenemos que (Ag,7) es un algebra normada. Por la Proposicién 3.4.3,
V C Uy V es acotado para la topologia My (7). Entonces, la coleccién
U = {%V,n > 1} U {%U,n > 1} es también un sistema fundamental de
vecindades del 0 para 7 y tenemos que My (7) C My (7). Si suponemos que
My (1) y My (7) son equivalentes, entonces el conjunto U’ es una vecindad
del cero en (A, My (7)) y por tanto, U’ absorbe a V', pero esto no es cierto
por la misma Proposicién 3.4.3. [

Observacién 3.4.8 El dlgebra (Ag, 7 =7 (|-];/)) usada en la prueba ante-
rior, es un dlgebra m— convexa en la cual la 7 # My (T), pues en caso
contrario, como T es un topologia m— convexa para la cual V' es acotado,
entonces la vecindad U’ del cero en la topologia My (1) absorberia a V', lo
que sabemos que no es cierto. Ast, puede suceder que para un sistema fun-
damental U de vecindades del 0 de una topologia m—convexa T se tenga
My (1) # T, contra lo que se afirma en [13, 6) Remarque 2.3].

3.4.2 La topologia de Oudadess puede no existir

En [12] se da un ejemplo de una dlgebra A— convexa (A, 7) para la que no
existe la topologfa de Oudadess, es decir, no hay una topologia m—convexa
o méas fina que 7 y que sea mds gruesa que cualquiera otra con esas dos
propiedades. Esto contesta negativamente la pregunta 2 de la Observacién
3.3.27. A continuacién presentamos dicho ejemplo.

En el algebra Ag consideremos una vez més la norma A— convexa definida
como

2]y = max a,|

para todo = ), ane, € Ayg. Entonces (Ag,7 =7 (]-|;;)) es un dlgebra
A—normada; en particular, de Hausdorff.
Recordamos que

U= {Zanen € Ap : |a,| <1 para todo n € Z}

nez

es la bola unitaria cerrada segiin esta norma y U = {%U,n > 1} es un
sistema fundamental de vecindades del cero para 7.

Mostraremos que hay familia € = {7, : p es primo} de topologfas m—
convexas, incomparables 2 a 2, més finas que 7 y que no existe una topologia
que haga a Ay un dlgebra topolédgica y sea mas fuerte que 7 y més débil que
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cada 7, € T. En particular, para (Ap, 7) no puede existir la topologia de
Oudadess.

Para cada nimero primo p, definimos P, = {p" : r € N}. Por el teorema
fundamental del dlgebra se tiene que

P,NP, =0

si p # ¢ son primos.
Consideramos el conjunto:

Vo= anen € Ao lagl + Y (nlan] +lac) + > (lan] +nlass]) <1

neL nekp 0<n¢P,
que es claramente un disco que satisface que si ), bye, € V), entonces
max ([ba|, [b-n|, [bm] ;s [b-m]) <1 (3.18)

para todo m,n > 1, con n € B, y m ¢ P,. Observamos que e_,n € V,,.

Usamos (3.18) para ver que V, es idempotente, ya que si z = > _, ane,
Y Y = ez bnen estdn en V,,, entonces
Ty = (Z n (anb_, + bna_n)> o
n>1
es un elemento de V,,, pues
> 0 (anbon +bnap)| < D n(lanbon| + [baa_n|)
n>1 nep,
+ > nllanbon] + [bua_y)
0<n¢P,
<Y (lag] +laal) + Y (Jan| +1lay))
nepbp n¢ Py
< 1.

De manera similar a como se hizo en Lema 3.4.4 se puede mostrar que el
funcional de Minkowski || , de V}, es una norma m— convexa que satisface

2], = laol + Y (nlan| + lanl) + Y (an| +nla_nl)

neP, 0<n¢P,
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six =) .;ane, Ademds.

g anCn

nel

g anCn

nel

Y

= max (|a,|) <
nez

U

por lo que la topologia 7, generada por || , €8 m— convexa y mds fuerte que
T.

Tenemos que V), es la bola unitaria segin la norma Hp y por tanto es
una vecindad acotada en la topologia 7.

Veremos que 7, y 7, son incomparables siempre que p # ¢. Si suponemos
que V), es una vecindad del cero en (Ay,7,), entonces existe una constante
r >0 tal que V, C 7V,

Sea n > 1, entonces ¢" € F,. Como vimos e_s» € V,y ya que V, C rV,,
concluimos que e_gn € 1V, para todo n > 1.

Por otra parte, \e_qn|p =n, ya que ¢" ¢ P, para todo n > 1. Entonces,
He,qn|p = " paratodon > 1y He,qn|p > 1 para n suficientemente grande,
con lo que se contradice que e_sn € 1V,

De manera similar se puede ver que V,, no puede ser absorbido por V/
y queda probado que 7, y 7, son incomparables siempre que p # q. Asi
ninguna de ellas puede ser la topologia de Oudadess.

Supongamos que (Ag, o) es un dlgebra topolégica para alguna topologia
o tal que 7 < ¢ < 7, para cada primo p. En especial, (Ay, o) es de Haus-
dorff y todo conjunto 7,—acotado es o—acotado, asi cada conjunto V, es
o—acotado.

Sea W una vecindad balanceada del cero en el dlgebra topoldgica (A, o)
que no contenga a eg. Existe una vecindad del cero Wy en (Ag, o) tal que
Wg C W. Como W, absorbe a cada V,, entonces para cualesquiera dos
nimeros primos distintos entre sf p, ¢, existen r, > 0y r, > 0 tales que
V, Cr,Woy V, Cr,Wyy sesigue que V,V, C rpr,W§ C rpr,W.

Para cada potencia p™ de p tenemos que e_,» € V, y ey por lo que
e_pnepn = p'eg pertenece a 1,1,W para todon > 1, o lo que es lo mismo ey €
r”qu Esto es imposible pues para n suﬁ(nentemente grande 0 < -~ rq <1
y entonces eo € W. Asi, (Ag, o) no es un algebra topolégica |

Nota 3.4.9 Para finalizar esta seccion, mostramos la demostracion incor-
recta que fué dada por buena durante varios anos y que asequra que la to-
pologia M () es la mas gruesa de las topologias m— converas mds finas que
una topologia A— convexa dada T, haciendo notar donde se encuuentra el
error en la argumentacion; para este fin, presentamos primero a la siguiente
proposicion pues ésta es escencial para la “demostracion” del teorema.
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Proposicién 3.4.10 Sean (A, 7) y (B,0) dos dlgebras A— convezas f un
homomorfismo continuo y suprayectivo de dlgebras de A en B. Entonces, f
es M (1) — M (o) continuo.

Demostracién. Sean 6 y p las colecciones de todas las vecindades del
0 que son conjuntos A—convexos en (A,7) y (B, o), respectivamente. Es
suficiente mostrar que para todo V' € pu, existe U € 6 tal que f (U’) C V'.
Como f es 7—o continuo, f~ (V) € #. Definamos U = f~! (V') y mostremos
que f (U’) estd contenido en V'. Sea x € U’, entonces f (x) € V' y

F@V = F@)f (W)
= [(zf(V))
= fal)c fU)=V.

por lo que f (x) pertenece a V. |

Teorema 3.4.11 Sea (A, T) un dlgebra A— conveza, entonces la topologia
M (1) es la mds grues de las topologias m—converas mas finas que T.

Demostracién. Sea o una topologia m—convexa mas fina que 7. Se
tiene que la aplicacion identidad Id : (A, o) — (A, 7) es continua y suprayec-
tiva, por la proposicién anterior esta aplicacién se mantiene continua de
(A, M(o)) a (A, M(7)). Pero o es igual a M (o) y se sigue que o es mas fina
que M (7). |

El error en la argumentacion estd al asegurar que si (A, o) es un édlgebra
localmente m—-convexa entonces se tiene la igualdad o = M (o) . De hecho,
en 3.4.8 se hace notar que existen un algebra 7 que es m—convexa y un
sistema fundamental de vecindades del cero U tales que 7 # My, (7) , sinem-
bargo, se tiene que 7 C My, (7) C M (7) por lo que en este caso se tiene que

T M(r).

3.4.3 Condiciones suficientes para la existencia de la
topologia de Oudadess.

Cerramos este trabajo con la presentacién de condiciones que hemos obtenido
en (3] para garantizar la existencia de la topologia de Oudadess y con base
en ellas damos ejemplos de dlgebras unitarias en las que existe la topologia
de Oudadess, la que en todos los casos coincide con la topologia op () co-
rrespondiente a una familia de seminormas que genera la topologia original
7. Para ello serdn esenciales las seminormas ||-||”” y ¢ () vistas en la Subsec-
cién 3.3.3. En la siguiente proposicién recordamos propiedades antes vistas
y agregamos tres mas:
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Proposicién 3.4.12 Siempre que ||-|| es una seminorma A-convexa en un
dlgebra A, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) |1 vy q (x) = max (||z|, ||z]|") son seminormas m—convexas en A.

(b) oyl < 2| Iyl si .y € A.

(c) ||z]| = 0 implica ||z||”” = 0

(d) ||l=z"]] < (||~“f||°p)n71 2] siz e Ayn=>1.

(e) B (a")* < [lal|” siw € A.

En el caso de que X sea un dlgebra con idéntico e, entonces ||-||* cumple
ademds:

() Nlzll < =1 Jle]

(9) llz™ (1 < (N=l|*)" [le]

Demostracion.
(e) Como ||z < (||=|”)"~" ||z, tenemos

1
ke

— — n—1 n-1
lim ([[2" ) < Lim ([Jz]|””) = [J=]| " = |lz[|””

si ||z]] # 0. Si ||z|| = 0 se da la igualdad ya que por (c) y (d) se tiene que
Iz = 0 = fl[|*"

(g) Es consecuencia inmediata de (d) y (f). B

Teorema 3.4.13 Sea (A, ) un dlgebra localmente A— convexa cuya topolo-

de A-seminormas. Si F' = {||j}
jeJ

es una familia de seminormas m—convezas que generan una topologia T (F')

mas fuerte que T y tal que para cada j € J existent € I y M > 0 para los
que se satisface

gta estd dada por una familia {|-||;},.;

—_— 1
jal; < MTm (|Ja"]})*

para todo x € A, entonces la topologia de Oudadess m (1) existe para (A, T)
y coincide con la topologia T (F) .

Demostracién. Supongamos que o es una topologia m—convexa en A
2, / 1. .
més fuerte que 7 y sea S = {Ha}ae 4 una familia saturada de seminormas

submultiplicativas que generan a la topologia o.
Para cada j € J existen i € I y M; > 0 tales que

— 1
2], < M T (")

para todo x € A. También existen a € A y K > 0 tales que
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lzll; < K Jal,

para todo x € A. Entonces,

|||, < K |a"], = K (J=[,)"

«

y asi,
2, < MTm (")) < MTmK™ |zf, = M [a],

para todo = € A. Por tanto, 7 (F) C ¢ y entonces la topologia de Oudadess
es 7 (F). |

Teorema 3.4.14 Sea (A, T) un dlgebra localmente A-convexa cuya topolo-
gia estd dada por una familia {||-||;},., de A-seminormas. Sean op(7) y
Q (1) las topologias generadas por las familias de seminormas {Hpr}zeI Yy
{¢i};c;, respectivamente, donde y g; (-) = max (||-||,, ||-[l;") para todo i. Si
para cada j € I existeni € I y M > 0 tales que

0 T n 1
][5 < M Tim (fl"[];)™ (3.19)

para todo x € A, entonces la topologia de Oudadess m (1) existe para (A, T)
y coincide con @ (1). Si ademds A tiene idéntico, entonces m (1) = op (7).

Demostracién. Tenemos que () (7) es una topologia m—convexa més
fuerte que 7 (Lema 3.3.22). Supongamos que o es una topologia m—convexa
en A més fuerte que 7 y sea S = {|-[,}, ., una familia saturada de m—
seminormas que generan la topologia o.

Dado j € I tomamos i € [ y M > 0 que satisfagan (3.19). Existen
a € Ny K > M tales que

el Nlzlly < K el

para todo x € A.
Entonces,

— 1
][5 < MTim ([|"[|;) < M |z,
para todo x € A. Asi,

g; () < K|zl
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para todo x € A. Por tanto ) (1) C o y entonces la topologia de Oudadess

es Q (7).
Si A tiene idéntico e, entonces sabemos por la Proposicién 3.3.23 que
Q(r) =op(1). |

3.4.4 Ejemplos de dlgebras en las que existe la topo-
logia de Oudadess

A continuacién veremos ejemplos de algebras A—convexas que no son m—
convexas y en las que es aplicable alguno de los dos teoremas anteriores y
por consiguiente, en ellas existe la topologia de Oudadess.

Las Algebras de Funciones Continuas con Pesos

Una familia de Nachbin para un espacio completamente regular X es una
familia V' de funciones reales definidas en X, no negativas, ninguna de ellas
nula, y tales que satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Cada u € V es acotada.

(b) SiA >0y u,v €V, entonces existe w € V tal que Au, \v < w.

(c) Para cada © € X existe u € V tal que u (z) # 0.

(d) Dado w € V existen u, v € V tales que w < uw.

El conjunto C'V (X) estd formado por todas las funciones escalares y
continuas f definidas en X tales que | f| u es una funcién acotada para toda
funcién u € V.

Con las operaciones usuales entre funciones, C'V (X) es una élgebra uni-
taria y conmutativa y con la topologia 7y generada por las seminormas
definidas como

[f1l, = sup [ f (z) u(x)
reX

para f € CV (X) y u € V, es localmente convexa ya que dado w € V
tenemos que por la propiedad (d) de V' existen u,v € V tales que

1fgll, < A1 gl

si f,g € CV (X). Por la propiedad (c) esta topologia es de Hausdorff.
Definimos el presoporte o conjunto cozero de una funcién no nula u :
X — R y lo denotamos por co (u) como:

co(u)={x € X :u(x)#0}.
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Sea A C C'V (X) una subélgebray u € V. Si

[ llcoy = sup | ()] <00

z€co(u)

para todo f € A, entonces ||| es una seminorma m—convexa en A.

co(u)

Lema 3.4.15 Sea A C CV (X) una subdlgebra. Si || f|| < 00 para todo

co(u)
feAyueV, entonces la familia de seminormas {H-Hco(u)} , genera en
ue

CV (X) una topologia m— convera Teo(vy Mds fuerte que la inducida por Ty y
cada seminorma ||-||,, es A—conveza en A; o sea, A es un dlgebra localmente
A—convexa con la topologia Tv. Ademds,

LA < W oy

para todo f € A.

Demostracién. Ya senalamos que cada seminorma ||-|| ) €s m—convexa.
Por otra parte, por la propiedad (a) de la familia V' se tiene que existe M > 0
tal que u (z) < M para toda x; de donde,

Hflluzilel)g\f(x)\utﬁ)z sup |f(z)|u(z) < sup [f ()| M = M ||

x€co(u) x€co(u

para todo f € A. Por consiguiente, 7y en A es mds débil que la topologia
dada 7.(v), y como

Ifgll, = EUI())\f(ﬂf)\ g (@) u (@) < N1l coqu 9l

si f,g € A, entonces ||-||, es A—convexa en A. Ademss,

Hf”zp < ||cho(u)

para todo f € A. [ |

Proposicién 3.4.16 Sea A C C'V (X) una subdlgebra. Esta subdlgebra es
A—conveza con la topologia inducida por Ty si y sdlo si ||cho(u < 00 para
todo f € Ayu e V. En cualquiera de estos casos, las seminormas |||, son
A—convezas en A y || f .oy = IfIli todou €V y f € A

co(u)
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Demostracién. La parte ”si” es el lema anterior. Para probar la otra
parte, supongamos que A es A—convexa. Existe una familia saturada {||-||,}
de seminormas A—convexas en A que generan la topologia inducida por 7y .
Asi, para cada « estd definida ||-||?” y se cumple, por la propiedad (e) de la
Proposicién 3.4.12, que

— 1
lim [ f*(lz < ILFIE

si feA.
Seanu € V y x € co(u). Existen M >0y a = «a(u) tales que

|f (@) u (@) < [[fll, < M flla; (3:20)
de donde,
M
|f ()] < @) £l

para todo f € A, por lo que

1

1 —f M \" FR— 1 op
|f (@)= ([f" (x)])" <lim (m> 1"l = lm || /[ < [ f]5

para todo f € A.

Por el lema anterior se sigue que cada seminorma ||-||, es A—convexa
Y I < 1 flleopuy- Podemos entonces aplicar lo anterior para {||-|,} =
{IIlIl,} v asi, tomar en (3.20) M =1y a(u) = u, con lo que obtenemos
1 llcoqy < IIfII7 v por consiguiente || f| o, = [Ifll; paratodo f € A. g

Proposicién 3.4.17 Si la subdlgebra A C CV (X) es A—convexa para la
topologta inducida en A por Ty, entonces la topologia de Oudadess m (1)
de A coincide con las topologias T..vy y las inducidas en A por op (7) y la
topologia Tv, dada en C'V (X) por la familia de Nachbin

Vo= { M 1A > 0yue vy,
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Demostracién. Por el Teorema 3.4.14 para la primera afirmacién basta
probar que para todo f € A se satisface

— 1
LA < Tim (L)1)

lo cual es obvio si || f||?” = 0. Por otra parte, si || f||2” # 0, entonces, dado

0<e <|[[fl escogemos ||g|l, <1y zo € co(u) tales que

I£gll, = sup [f @)[1h (@) w(z) > [fI[7 -

xEco(u)

|f (zo)| |g (zo)| u (o) > [IfI[3 — e

Tenemos entonces que

3=
3=

U k) = (Sup|f" (w)\U(x))z > |f (wo)| (o)

w(wo)™ | £ (w0)| g (o)| u (o)
> u(z0) (|7 — ),

(VAR

la segunda desigualdad es cierta pues ||g||, < 1. Se sigue que

T (|| ™))™ > (IF1” — &)
Asi,

T (/7 1)7 = 11

y entonces, m (1) = op (7).

La familia Vj = {)\Xco(u) A>0yue V} es de Nachbin ya que: cada
MXeo(u) €8 acotada; aAX ow)s OAXco(w) < AAXco(w), St @ > 0, donde w € V' es
tal que Au, \v < w; para cada x € X se tiene que X,y (r) #0siueV
es tal que u(z) # 0y, finalmente, dado Ax (), se tiene que Ax ) <
AX o) Meo(w) St U0 €V y w < uw.

Ademas,

Hf”co(u) = ||f||Xco(u)

para todou € V. Asi, lam (1) en C'V (X) coincide con la topologia inducida
por la familia de Nachbin Vy = {)‘xco<u) A>0yue V} . I
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El algebra C), (X) con la topologia estricta [

Sea (', (X)) el espacio de funciones reales continuas y acotadas en un espacio
completamente regular X . Se define la topologia estricta 5 en Cj, (X) como
aquella que esta definida por las seminormas

171, = sup e @) £ @) (321)

donde ¢ pertenece al espacio By de las funciones reales acotadas en X que
se anulan en oo.

En el caso en que X es localmente compacto, como por ejemplo cuando
X =R, entonces se obtiene la misma topologia si ¢ varfa en el subespacio Cy
de By. Por tanto, lo aqui dicho vale para el Ejemplo ejemplo3.2.10 (pagina
89).

Con las operaciones usuales entre funciones (Cj, (X), /) es un élgebra
conmutativa y unitaria. Ademds es localmente convexa y uniformemente
A—convexa.

Para ver que es localmente convexa sélo comprobamos que las seminor-
mas definidas como en (3.21) satisfacen la condicién (3.3).

Sea p € By, entonces

(@) £ ()9 @) = |VIe @IS ()] [VIe @]9 (@)

para todo z € R. Tenemos que +/|¢ (z)| € By y que se satisface:

1l < 11z Nl s

Por otra parte,
1fgll, < 1Al Mgl -
para cualquier ¢ € By y todo f,g € C, (X), donde || f||,, = sup |f (x)|. Por
reX

consiguiente, (C, (X)), ) es uniformemente .4—convexa.
Es obvio que se obtiene la misma topologia si ¢ corre s6lo por By (X) =

{peBy(X):p>01}.

Proposicién 3.4.18 En el dlgebra (Cy,(X), ) la topologia de Oudadess
m () es la topologia op () que coincide con la topologia dada por las semi-
normas || fll.o(,) = SUPseco(y) If ()| donde ¢ € B{ (X). En particular, esta
topologia es mas fuerte que 3.

Demostracién. Es facil probar que V = By (X) es una familia de
Nachbin y que (Cy (X),8) = CV (X). De la Proposicién 3.4.17 se sigue el
resultado. |
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Corolario 3.4.19 El dlgebra (C, (X)), 5) es m—convezxa si y sélo si B coin-
cide con su topologia de Oudadess; es decir, siy solo si {Hcho(@) : By (X)}

genera la topologia 3. Esta tltima condicion equivale a que para cada ¢ €
By (X) existen 1 € Bf (X) y M > 0 tales que

Hf“co(go) < M Hf“qj)
para todo f € Cy (X). B

Demostracién. La familia de seminormas definidas por la férmula
(3.21) estd saturada. B

Como ya lo habiamos anticipado el algebra Cj, (R) del Ejemplo 3.2.10
(pagina 89) no es m—convexa. Ahora lo probaremos. Supongamos que
si es m—convexa y sea {||||,},c, una familia saturada de seminormas m—
convexas que generan la topologia [3.

Dado ¢ € Cf (R) existen a € A y ¢ € Cf (R) tales que

Vo CVa CV, (3.22)

donde: V, = {fEC'b(R):HwaSl},Va = {feCG®R) :|fl. <1}y
Ve={rec®: |, <1}

Afirmamos que ¢ () < 9 (x) para todo z. Si esto no es asi, entonces
existe un intervalo abierto (a,b) tal que ¢ (x) > ¢ (z) > 0 para todo = €
(a,b). Sea [c,d] C (a,b) y definamos la funcién h : R — R como

1
Y(x)
h(z)=1¢ 0 six € R\ (a,b)

siz € e, d

lineal en el resto.

Entonces, h € Vi, v h ¢ V,, lo que contradice una de las contenciones en
(3.22).
Sea 0 < r <min (1, [|¢| ), donde |||, = supy (z). Por la continuidad
eR

de 1, existe 29 € R tal que ¢ (z9) = r. Entonces r > ¢ (xo) y para n
suficientemente grande se tiene que 7™ < ¢ (xp) .
La funcién f : R — R definida como

%;’51 sz € [zg — 1, 0]
f(x)= #ﬂjo;rl si x € (xg, x0 + 1]

0 en el resto.
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es continua y acotada. Ademds, satisface ||f Hw = 1, por ser v — xp + 1
creciente en el primer intervalo y —x 4+ x9 + 1 decreciente en el segundo.
Entonces, [|f"|, < [fll <1y asi, f* € V,; en tanto que como | f"[|, >
f™ (z0) ¢ (z0) = ¢ (wo) > 1 tenemos que f™ ¢ V,,, lo que nuevamente
contradice una de las contenciones en (3.22). Por consiguiente, Cj, (R) no es
m— convexa.

Otra manera de ver que C}, (R) no es m— convexa es mediante un resul-
tado de S.S. Khurana quien en [9] prueba lo siguiente:

Teorema 3.4.20 FEl dlgebra (Cy, (X), ), con X completamente regqular, es
m— convexa si y solo si X es aparentemente compacto. (sham compact).

Se dice que X es aparentemente compacto si toda sucesiéon en X estd
contenida en un compacto de X. Si X es un espacio métrico, entonces X es
aparentemente compacto equivale a X es compacto. Asi, R con la topologia
usual no es aparentemente compacto y por tanto, C, (R) no es m—convexo.

En [1] se da otra condicién necesaria y suficiente para que (Cj, (X), /)
sea m—convexa. La condiciéon dada en el Corolario 3.4.19 es una nueva en
tal sentido.

El dlgebra C (R) con las seminormas || f||, = fiz |f (z)| dex.

Sea (C'(R),{|‘||};2,) el dlgebra unitaria y conmutativa de las funciones
continuas en R con las operaciones usuales y la topologia 7 dada por las
seminormas

= [ 17 @) ds

Cada una de estas seminormas es A—convexa ya que si f,g € C (R),
entonces

1 gll; < [1fl=iq 17 gll;
donde || fllj_;y = sup |f(z)].

x€[—1,4

Al tomar g (x) = 1 en R, obtenemos que

11 < () (11l =

para todo f € C (R).

Afirmamos que la topologia de Oudadess m (7) es la topologia op (1) y
para cada i > 1 se cumple ||-[|i" = [|-[|_; ;. Para probar la primera parte, es
suficiente mostrar, de acuerdo con el Teorema 3.4.14, que
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[ 1
LA < Timy, [|f717

(2

parai > 1y f € C(R), y esto es consecuencia de las siguientes dos proposi-
ciones, pues a partir de ellas obtenemos

1
n

I 1
LAIE = T, [|F7 (] = Tio £ = (11

Proposicién 3.4.21 Para i1 > 1 y f € C(R) se satisfacen las siguientes
1qualdades

1 s
n n

i, || /(1 = Tm [Lf")17 = 111l e

Demostracién. Basta analizar el caso en que ||f|[_; ; # 0. Paran >1
se cumple

1 1 Nt Nt
P20 < PP 5 20)% = (1l (20)%
De donde,

_ 1
Loy, {77 < 1Al
Inversamente, sean 0 < r < s < ||f|[_; ;. Existe z1 € [~i,1] tal que
|f (z1)| > s y por consiguiente hay un intervalo [a,b] C [—i,i] de longitud
positiva tal que x; € [a,b] y |f (z)| > s si z € [a,b]. Asi,

</_Z‘fn<x)|dx)% = </ab\f"(x)|dx)% > s(b—a)n ng _,

si n es suficientemente grande. Por tanto,
L, 17 > (£
Entonces, limy /77 = £y - X
Proposicién 3.4.22 Parai > 1 se cumple que |-l = [|-|| _; ; -

Demostracién. Por la Proposicion 3.4.12 tenemos que

1
n

LA = Ty, ([ F)1F = 11l
sii>1ly feC(R).
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Inversamente, sea g € C' (R) tal que ||g||, < 1,entonces

Ifgll; = /_ [f (@) g @lde < fll—iz [ g @)de <[l

Ast, || fII7F < ||fH[—z‘,z‘] : |

Corolario 3.4.23 El dlgebra conmutativa, unitaria (C (R),{||-||}:2,) es lo-
calmente A— convezxa, pero no m-conveza.

Demostracién. Ya vimos que (C (R), {||-[|;}:2,) es un &lgebra local-
mente A—convexa. Si suponemos que es m—convexa, entonces su topo-
logia 7 dada por las seminormas ||-||, debe coincidir con su topologia de
Oudadess, y ya que esta 1iltima estd dada por la familia saturada de semi-

normas (|| f[[_; ) . deben existir M >0 ei> 1 tales que
/i1

iy <M [ 1f @)l do (3.23)

para todo f € C (R), pero esto no es posible ya que para cadan > 1 tenemos
que la funcién

n siz=20
fo(@) =14 0 zeR\ (-1,2)

n’n

lineal en el resto
pertenece a C'(R) y se tiene que fiz |f(@)|dz =1y | fall_1,) = n por lo
que no se puede satisfacer 3.23. ]
A 1
El dlgebra C ([0,1]) con las seminormas ||f|, = (fol |f ()] dm) '

El dlgebra (C'[0,1],{]]||};~;) de las funciones continuas en [0, 1] con las
operaciones usuales y la topologia 7 definida por las seminormas

nﬂuz(AmeW¢Q%.

es unitaria, conmutativa y uniformemente A—convexa, ya que para cualquier
1 € [ se tiene
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1Fgll; < W f 1o Nlgll; (3.24)

para todo f, g € C'([0, 1)), donde |[f]]., = sup,cy |f ()]
Por lo anterior, se cumple que

A1l < 1l

para todo f € C([0,1]); por tanto, la topologia 7+, inducida por la norma
|||, es mds fuerte que la topologia 7.
Se probara que
— 1
L1 < M f Moo < Tinm {717

paratodoi > 1y f € C([0,1]). De acuerdo con los Teoremas 3.4.13 y 3.4.14
esto implica que existe la topologia de Oudadess m (1) y m (1) = op (1) =
Too-

Proposicién 3.4.24 Parai> 1y f € C([0,1]) se satisface la desigualdad

_ 1
[fllo < Timu £

Demostracién. Sean 0 < r < s < ||f||,. Existe z; € [0,1] tal que
|f (x1)] > s y por consiguiente, hay un intervalo [a,b] C [0, 1] de longitud
positiva tal que x; € [a,b] y |f (z)| > s si z € [a,b]. Asi,

([irwra)=([1rorw) 2 so-o ==

si n es suficientemente grande. Por tanto,

1

N 1 X n %
Loy, [} /77 = T, {177 = {1/l -

i = ===

op __

Proposiciéon 3.4.25 Para i > 1 se cumple que ||-||7" = |||l -

Demostracién. De la desigualdad 3.24 se sigue que || f]|?” < || f]|, para
1

i > 1y f € C(R). Inversamente, sabemos que ||f||?” > lim, || f"|; para
todo f € C'(R). De esto y la proposicién anterior obtenemos || f||7 > || f|l
para todo f € C'(R). B



138CAP{TULO 3 ALGEBRAS SEMITOPOLOGICAS Y TOPOLOGICAS
3.5 Preguntas
Terminamos este trabajo con las siguientes preguntas:

1. ;Cuél es una condicién necesaria para que exista la topologia de Oudadess?

2. ;Si (A, 7) es un algebra localmente A— convexa que no es m— convexa
y existe la topologia de Oudadess m (7), entonces m (7) = M (7)? ode
forma mads general: Si (A, 7) es un dlgebra localmente A— convexa que
no es m— convexa y existe la topologia de Oudadess m (7), entonces
. Existe un sistema fundamental de vecindades del origen I/ de discos
A— convexos tal que se cumple My, (1) = m (1)7

3. ;Si (A, 7) es un algebra localmente A— convexa, entonces M (1) =
M (M (1))?

4. ;Si (A, 0) es un dlgebra localmente m— convexa, entonces existe una
topologia 7 localmente A— convexa en A que cumple que M (1) = o7
M4s en general que en 3.

5. (Si (A, 0) es un algebra localmente m— convexa, entonces existe en A

una topologfa 7 con un sistema fundamental de vecindades del origen
U de discos A— convexos tal que se cumple My, (1) = o7
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