
Universidad Nacional Autónoma de México
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Introducción

Un concepto muy importante en la topoloǵıa algebraica es el de haz fibrado,
que esencialmente es una función continua y suprayectiva p : E → X que
localmente se ve como una proyección U × F → U , donde F es un espacio
fijo que es homeomorfo a la fibra sobre cualquier punto x en X. Hay dos
ejemplos especiales de haces fibrados que incluso son utilizados en otras áreas
de las matemáticas como es la Geometŕıa Diferencial. Uno de estos es el haz
vectorial, que como su nombre indica, son los haces cuya fibra es un espacio
vectorial de dimensión finita. Un resultado muy utilizado en topoloǵıa es
la clasificación de haces vectoriales reales de dimensión n sobre un espacio
paracompacto, por ejemplo, una variedad diferenciable o un complejo CW
arbitrario. Esta clasificación está dada en términos de las clases de homotoṕıa
de funciones continuas f : X → BOn, donde BOn es el espacio clasificante
de haces vectoriales reales de dimensión n. El modelo estándar de BOn es
Gn(R∞) que es el espacio de subespacios de dimensión n de R∞.

El otro ejemplo de haz fibrado es una aplicación cubriente. En este caso,
la fibra F es un espacio con la topoloǵıa discreta. En [1] se da una clasi-
ficación de aplicaciones cubrientes de n-hojas (fibra F = {1, 2, ..., n}) sobre
espacios paracompactos haciendo una analoǵıa con la clasificación de haces
vectoriales. Esta clasificación es el objetivo central de este trabajo. Para
esto, presentaremos primero algunos resultados básicos de haces fibrados que
utilizaremos más adelante. De manera análoga a la clasificación de haces
vectoriales, tenemos el espacio clasificante de aplicaciones cubrientes de n-
hojas, que en este caso, es el espacio de subconjuntos de cardinalidad n de
R∞ que denotaremos como Pn(R∞). Para darle una topoloǵıa a este espa-
cio, necesitaremos a los espacios de configuración. También mostraremos que
con esta topoloǵıa, Pn(R∞) es un espacio Eilenberg Mac Lane de tipo (Σn, 1),
donde Σn es el grupo de permutaciones de n elementos. El espacio Pn(R∞)
resulta ser un espacio clasificante del grupo Σn los cuales se denotan BΣn, y
son únicos salvo homotoṕıa.
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IV Índice General

En el último caṕıtulo del trabajo, daremos otra clasificación de aplicaciones
cubrientes de n-hojas sobre un espacio X con ciertas propiedades. Para
esto, utilizamos la acción del grupo π1(X, x0) en la fibra sobre un punto
x0. Aśı, obtendremos una biyección entre clases de isomorfismo de apli-
caciones cubrientes de n-hojas y clases de conjugación de homomorfismos
f : π1(X, x0) → Σn. Con estas dos clasificaciones, podemos probar que hay
una biyección entre las clases de homotoṕıa [X, BΣn] y las clases de conju-
gación Homconj(π1(X, x0), Σn) sin usar teoŕıa de obstrucciones.

Finalmente, como corolario del teorema de clasificación, obtendremos la clasi-
ficación usual de aplicaciones cubrientes con espacio total conexo por trayec-
torias, que está dada en términos de los subgrupos del grupo π1(X, x0).



Caṕıtulo 1

Haces Fibrados

En este caṕıtulo definimos los haces fibrados y daremos algunas de sus
propiedades. Como algunas propiedades de las aplicaciones cubrientes las
satisfacen los haces fibrados, preferimos probarlas en el caso general.

1.1 El Pullback de Haces Fibrados

Definición 1.1.1. Sea p : E → B una función continua. Decimos que p es
un haz fibrado con fibra F si para cada b en B existe U vecindad abierta de
b y un homeomorfismo ϕU : U × F → p−1(U) tal que el siguiente diagrama
conmuta

U × F
ϕU !!

π
""!!!

!!!
!!

! p−1(U)

p|p−1(U)##""
""

""
""

"

U

donde π : U × F → U es la proyección en la primera coordenada. A la
familia de abiertos {U} la llamaremos cubierta trivializadora del haz y a los
homeomorfismos ϕU mapeos trivializadores.

Tomemos b en B y su correspondiente vecindad U . Ahora π−1(b) = {b}× F
y de la definición se sigue que ϕU |π−1(b) : {b}× F → p−1(b) es un homeomor-
fismo y obtenemos que p−1(b) ∼= F . Por esto decimos que el haz tiene fibra F.

Ejemplo 1.1.2. Si B y F son espacios, la proyección p : B × F → B es un
haz fibrado, llamado el haz producto sobre B.
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2 1.1. El Pullback de Haces Fibrados

Ejemplo 1.1.3. Si p : E → B es un haz fibrado donde su fibra F es un es-
pacio discreto, entonces p es una aplicación cubriente.

Ejemplo 1.1.4. (Haz Tangente) Sea M una variedad diferenciable de di-
mensión n y x en M . Consideremos el espacio vectorial real

TxM = {v : C∞(M, R) → R | v es lineal, v(fg) = v(f)g(x) + v(g)f(x)}

Para ver que es de dimensión n, consideremos una carta (Uα, ξα) tal que x
está en Uα. Definimos

∂

∂x1
(x), · · · ,

∂

∂xn
(x)

como (∂/∂xi)(x) = (∂(f ◦ ξ−1
α )/∂xi)ξ(x). Se puede probar que este conjunto

es una base de TxM (véase [7]). Sea p : TM =
⊔

x TxM → M dada por
p(v) = x si v está en TxM . Definimos ϕα : p−1(Uα) → Uα × Rn como
ϕα(v) = (p(v), λ1, ...,λn) donde

v =
n∑

i=1

λi
∂

∂xi
(p(v)).

ϕα es una biyección ya que ϕα|TxM : TxM → {x} × Rn es un isomorfismo
lineal para cada x en U . Ahora, denotemos por ψα a la composición

p−1(Uα)
ϕα !! Uα × Rn ξα×Id!! ξα(Uα)× Rn ⊂ R2n

Tomando un atlas maximal de M se tiene que el conjunto {ψ−1
α (A) | A ⊂

R2n es abierto, α ∈ Λ} es una base de una topoloǵıa para TM . En particular,
ϕα se vuelve homeomorfismo, y como el siguiente diagrama conmuta

p−1(Uα)
ϕα !!

p| $$#########
Uα × Rn

π
%%$$

$$
$$

$$
$$

Uα

se sigue que p : TM → M es un haz fibrado con fibra Rn. En este caso deci-
mos que p es un haz vectorial real de dimensión n.

Definición 1.1.5. Sean p : E → B y q : E ′ → B haces fibrados con fibra F
y ϕ : E ′ → E una función continua. Decimos que ϕ es un morfismo de haces
fibrados si el siguente diagrama conmuta

E ′ ϕ !!

q
&&%

%%
%%

%%
E

p
''&&

&&
&&

&

B
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Además, si existe una función continua ψ : E → E ′ tal que ϕ ◦ ψ = IdE y
ψ ◦ ϕ = IdE′ decimos que ϕ es un isomorfismo de haces fibrados.

Ejemplo 1.1.6. 1) Consideremos el haz producto proyS1 : S1 × R → S1.
Parametrizando a S1 de manera que si x está en S1, x es de la forma
x = (cosθ, senθ), tenemos que TxS1 está generado por {(−senθ, cosθ)} como
subespacio de R2. Se puede probar que proyS1 es isomorfo al haz tangente
p : TS1 → S1, donde el isomorfismo ϕ restringido a las fibras ϕx : {x}×R →
TxS1 está dado por ϕx(x, λ) = λ(−senθ, cosθ).

2) Consideremos la banda de Moebius M definida como el espacio que resulta
de identificar en I × I un punto de la forma (0, t) con el punto (1, 1 − t).
Consideremos S1 como el espacio que resulta de identificar en I al punto
0 con el punto 1. Definamos p : M → S1 como p[(x, y)] = [x]. Aśı, p es
un haz fibrado sobre S1 con fibra I, el cual no es isomorfo al haz producto
S1 × I → S1, ya que ∂(S1 × I) = S1 × {0, 1} que no es conexo y por otro
lado ∂M ∼= S1 que es conexo, lo que implica que S1 × I ! M .

Nota 1.1.7. Si p : E → B es un haz fibrado entonces IdE es un isomorfismo
de haces fibrados.

A continuación daremos una herramienta muy utilizada en el estudio de
haces, pues nos permite obtener nuevos haces fibrados a partir de uno dado.

Definición 1.1.8. Un cuadrado conmutativo de espacios topológicos

E ′ g !!

q

((

E

p

((
B′

f
!! B

es llamado pullback si dados W un espacio topológico, g′ : W → E y q′ : W → B′

funciones continuas tales que p ◦ g′ = f ◦ q′ entonces existe una única función
continua ψ : W → E ′ tal que g ◦ ψ = g′ y q ◦ ψ = q′.

Nota 1.1.9. De la conmutatividad del diagrama obtenemos que g manda fi-
bras en fibras es decir dado b′ en B′, g|q−1(b′) : q−1(b′) → p−1(f(b′)).

Proposición 1.1.10. Sean E, B, B′ espacios y p : E → B, f : B′ → B fun-



4 1.1. El Pullback de Haces Fibrados

ciones continuas. Consideremos el cuadrado

f ∗E
f̄ !!

p̄

((

E

p

((
B′

f
!! B

donde f ∗E = {(b′, e) ∈ B′ × E | f(b′) = p(e)} tiene la topoloǵıa producto in-
ducida por B′ × E, p̄(b′, e) = b′ y f̄(b′, e) = e. Entonces el cuadrado es un
pullback.

Demostración. Las funciones p̄ y f̄ son continuas pues son restricciones de
proyecciones. Sea (b′, e) en f ∗E, entonces f(p̄(b′, e)) = f(b′) = p(e) =
p(f̄(b′, e)) y por lo tanto el cuadrado conmuta. Sea W un espacio topológico y
supongamos que existen g : W → E y q : W → B′ funciones continuas tales
que p ◦ g = f ◦ q. De esto se sigue que (g(w), q(w)) está en f ∗E para cada
w en W . Definimos ψ : W → f ∗E como ψ(w) = (q(w), g(w)). Entonces

(f̄ ◦ ψ)(w) = f̄(q(w), g(w)) = g(w) y (p̄ ◦ ψ)(w) = f̄(q(w), g(w)) = q(w)

lo cual nos da la primera condición para que sea un pullback. Para ver la
unicidad supongamos que existe ψ′ : W → f ∗E tal que f̄◦ψ′ = g y p̄◦ψ′ = q.
Ahora, tomemos w en W y supongamos que ψ′(w) = (b′, e) con (b′, e) en f ∗E.
Entonces

g(w) = (f̄ ◦ ψ′)(w) = f̄(b′, e) = e y q(w) = (p̄ ◦ ψ′)(w) = p̄(b′, e) = b′.

Por lo tanto ψ′(w) = (q(w), g(w)) = ψ(w) para cada w ∈ W .

Definición 1.1.11. A la construcción de la Proposición 1.1.10 la llamaremos
el pullback de p inducido por f y diremos que p̄ : f ∗E → B′ y f̄ : f ∗E → E ′

son las funciones inducidas por p y f respectivamente.

Proposición 1.1.12. Sean p : E → B un haz fibrado con fibra F y f : B′ →
B una función continua. Entonces la función p̄ : f ∗E → B′ inducida por p
es un haz fibrado con fibra F.

Demostración. Fijemos b′ en B′. Consideremos un abierto U en la cubierta
trivializadora de p correspondiente a f(b′) y su mapeo trivializador ϕU que
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hace conmutar el siguiente diagrama

U × F
ϕU !!

π
""!!!

!!!
!!

! p−1(U)

p|p−1(U)##""
""

""
""

"

U

Tomemos U ′ = f−1(U) que es una vecindad abierta de b′. Ahora, definamos
la función ϕU ′ : U ′ × F → (p̄)−1(U ′) como ϕU ′(x′, y) = (x′, ϕU(f(x′), y)) con
(x′, y) en U ′ × F . Como ϕU es un mapeo trivializador, p(ϕU(f(x′), y)) =
f(x′) y tenemos que (x′, ϕU(f(x′), y)) está en f ∗E. Por lo tanto ϕU ′ está
bien definida. Además, es continua porque es composición de las funciones
(IdU ′ , ϕU) ◦ (π, (f |U ′ × IdF )) las cuales son continuas. Aśı, obtenemos que el
diagrama

U ′ × F
ϕU′ !!

π
$$'''''''''

(p̄)−1(U ′)

p̄|(p̄)−1(U′)%%((
((

((
((

((

U ′

conmuta. Para probar que ϕU ′ es homeomorfismo veremos que tiene inversa
continua. Definimos ψ : (p̄)−1(U ′) → U ′ × F como

ψ(x′, e) = (x′, proyF (ϕU
−1(e))

con (x′, e) en (p̄)−1(U ′), que es composición de funciones continuas. Tomemos
e en p−1(U) y supongamos que ϕU

−1(e) = (x, y) para algún (x, y) en U × F .
Esto nos dice que p(e) = x y obtenemos e = (p(e), proyF (ϕU

−1(e))). Sea
(x′, e) en (p̄)−1(U ′), entonces f(x′) = p(e) y aśı, ϕU ′(ψ(x′, e)) =

ϕU ′(x′, proyF (ϕU
−1(e))) = (x′, ϕU(f(x′), proyF (ϕU

−1(e))) = (x′, e).

Por lo tanto ϕU ′ ◦ ψ = Id(p̄)−1(U ′). Ahora, sea (x′, y) en U ′ × F entonces

ψ(ϕU ′(x′, y)) = ψ(x′, ϕU(f(x′), y)) = (x′, proyF (f(x′), y)) = (x′, y)

Por lo tanto ψ ◦ ϕU = IdU×F . Claramente (p̄)−1(b′) ∼= F .

Definición 1.1.13. Denotamos por BunF (B) a la categoŕıa de haces fibra-
dos con fibra F y espacio base B.
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Definición 1.1.14. Sea f : X → Y una función continua . Definimos

P : BunF (Y ) → BunF (X)

de la siguiente manera: si p : E → Y es un haz fibrado con fibra F , entonces
P (p) := p̄ : f ∗E → X es la función inducida por p.

Proposición 1.1.15. Sea f : B′ → B una función continua. Consideremos
q : E ′ → B y p : E → B haces fibrados con fibra F y ϕ : E ′ → E un
morfismo de haces. Entonces existe un morfismo de haces entre q̄ : f ∗E ′ → B
y p̄ : f ∗E → B.

Demostración. Consideremos los pullbacks de p con respecto a f , de q con
respecto a f y el morfismo ϕ tales que los diagramas

f ∗E
f̄1 !!

p̄

((

E

p

((
B′

f
!! B

f ∗E ′ f̄2 !!

q̄

((

E ′

q

((

ϕ !! E

p
''&&

&&
&&

&&

B′
f

!! B

conmutan. Por el segundo diagrama tenemos que f ◦ q̄ = p◦(ϕ◦ f̄2) y usando
que el primer diagrama es un pullback obtenemos que existe Φ : f ∗E ′ → f ∗E
función continua tal que p̄ ◦ Φ = q̄ y f̄1 ◦ Φ = ϕ ◦ f̄2, donde la primera
igualdad nos da el resultado.

Definición 1.1.16. Por la demostración en la Proposición 1.1.10 sabemos
que la función Φ : f ∗E ′ → f ∗E es de la forma

Φ(b′, e′) = (q̄(b′, e′), (ϕ ◦ f̄2)(b
′, e′)) = (b′, ϕ(e′)).

Con esto definimos P (ϕ) : f ∗E ′ → f ∗E como P (ϕ)(b′, e′) = (b′, ϕ(e′)) para
cada (b′, e′) en f ∗E ′.

Proposición 1.1.17. Sea f : B′ → B una función continua. Consideremos
r : E ′′ → B, q : E ′ → B y p : E → B haces fibrados con fibra F y los
morfismos de haces ψ : E ′′ → E ′ entre r y q y ϕ : E ′ → E entre q y p.
Entonces

i) P (IdE) = Idf∗E

ii) P (ϕ ◦ ψ) = P (ϕ) ◦ P (ψ) y por lo tanto P es un funtor covariante.
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Demostración. i) Sea (b′, e) en f ∗E entonces

P (IdE)(b′, e) = (b′, e) = Idf∗E(b′, e).

ii) Sea (b′, e′′) en f ∗E ′′ entonces

P (ϕ) ◦ P (ψ)(b′, e′′) = P (ϕ)(b′, ψ(e′′)) = (b′, (ϕ ◦ ψ)(e′′)) = P (ϕ ◦ ψ)(b′, e′′).

Proposición 1.1.18. Sean p : E → B, f : B′ → B y g : B′′ → B′ funciones
continuas. Entonces

i) Si f = IdB, Id∗BE ∼= E

ii) g∗f ∗E ∼= (f ◦ g)∗E

Demostración. i) Consideremos el pullback de p inducido por IdB

Id∗BE
¯IdB !!

p̄

((

E

p

((
B′

IdB

!! B

Como IdB ◦ p = p ◦ IdE entonces existe ψ : E → Id∗BE función continua tal
que ¯IdB ◦ ψ = IdE y ψ(e) = (p(e), e). Basta ver que ψ ◦ ¯IdB = IdIdB

∗E.
Sea (b, e) en IdB

∗E entonces p(e) = b. Asi tenemos que ψ( ¯IdB(b, e)) =
ψ( ¯IdB(p(e), e)) = ψ(e) = (p(e), e) = (b, e) para cada e en E. Por lo tanto
¯IdB es homeomorfismo y Id∗BE ∼= E.

ii) Sea p̄ : f ∗E → B′ la función inducida por p y f . Consideremos los pull-
backs de p̄ inducido por g y de p inducido por f ◦ g

g∗f ∗E
ḡ !!

¯̄p
((

f ∗E

p̄

((
B′′

g
!! B′

(f ◦ g)∗E
¯f◦g !!

q

((

E

p

((
B′′

f◦g
!! B

Definimos h : (f ◦ g)∗E → f ∗E tal que h(b′′, e) = (g(b′′), e)) la cual está bien
definida pues si (b′′, e) está en (f ◦g)∗E tenemos que f(g(b′′)) = p(e) entonces
(g(b′′), e) está en f ∗E y además es continua porque g es continua. Sea (b′′, e)
en (f ◦ g)∗E. Entonces

p̄(h(b′′, e)) = p̄(g(b′′), e) = g(b′′) = g(q(b′′))
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Por lo tanto p̄ ◦ h = g ◦ q y existe ψ : (f ◦ g)∗E → g∗f ∗E función continua
tal que

ψ(b′′, e) = (q(b′′, e), h(b′′, e)) = (b′′, (g(b′′), e))

para cada (b′′, e) en (f ◦ g)∗E. Ahora, consideremos el siguiente diagrama

g∗f ∗E
ḡ !!

¯̄p
((

f ∗E
f̄ !!

p̄

((

E

p

((
B′′

g
!! B′

f
!! B

Como los dos cuadrados son conmutativos, el cuadrado de afuera lo es, de
aqúı obtenemos que p ◦ (f̄ ◦ ḡ) = (f ◦ g) ◦ ¯̄p. Entonces existe ψ′ : g∗f ∗E →
(f ◦ g)∗E función continua tal que

ψ′(b′′, (b′, e)) = (¯̄p(b′′, (b′, e)), f̄(ḡ(b′′, (b′, e)))) = (b′′, f̄(b′, e)) = (b′′, e)

para cada (b′′, (b′, e)) en g∗f ∗E. Entonces

ψ′(ψ(b′′, e)) = ψ′(b′′, (g(b′′), e)) = (b′′, e) para cada (b′′, e) en (f ◦ g)∗E.

Por lo tanto ψ′ ◦ ψ = Id(f◦g)∗E. También

ψ(ψ′(b′′, (b′, e)) = ψ(b′′), e)) = (b′′, (g(b′′), e)) para cada (b′′, (b′, e)) en g∗f ∗E.

Pero si (b′′, (b′, e)) está en g∗f ∗E, esto dice que g(b′′) = p̄(b′, e) = b′. Por lo
tanto ψ ◦ ψ′ = Idg∗f∗E y obtenemos (f ◦ g)∗E ∼= g∗f∗E.

1.2 Mapeos de Haces

Esta sección se centra en probar que si dos funciones continuas f, g : X → Y
son homotópicas entonces sus pull-backs inducidos son isomorfos. Para esto
necesitamos comparar haces fibrados isomorfos con el pull-back.

Denotaremos como Map(X, Y ) al espacio de las funciones continuas de X en
Y . Una topoloǵıa para este espacio es la topoloǵıa compacto-abierta donde
los subbásicos son de la forma UK = {f ∈ Map(X, Y )|f(K) ⊂ U} donde K
es un compacto en X y U es un abierto en Y .
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Recordemos que un grupo G es un grupo topológico si la operación en el
grupo y la función que manda a cada g en G a su inverso son continuas.

Lema 1.2.1. Sea Homeo(X,X) el grupo de homeomorfismos de X en X
con la topoloǵıa compacto-abierta. Si X es un espacio regular y localmente
compacto entonces Φ : Homeo(X, X) × Homeo(X, X) → Homeo(X, X) la
función composición es continua.

Demostración. Sean ϕ, ψ en Homeo(X, X). Supongamos que (ϕ◦ψ) está en
UK con U abierto y K compacto. Entonces (ϕ ◦ ψ)(K) ⊂ U y de aqúı que
ψ(K) ⊂ ϕ−1(U). Ahora, como X es regular y localmente compacto, existe
V abierto en X tal que ψ(K) ⊂ V ⊂ V̄ ⊂ ϕ−1(U) y V̄ es compacto.

Consideremos ϕ′, ψ′ en Homeo(X, X) tales que ϕ′ está en U V̄ y ψ′ está en V K .
Entonces ϕ′(V̄ ) ⊂ U y ψ′(K) ⊂ V de lo cual se sigue que (ϕ′ ◦ ψ′)(K) ⊂ U
y por lo tanto (ϕ′ ◦ ψ′) está en UK . Aśı, U V̄ × V K ⊂ Φ−1(UK) lo cual nos
dice que Φ es continua.

Lema 1.2.2. Sea X un espacio compacto y Hausdorff y Homeo(X,X) con
la topoloǵıa compacto-abierta. Entonces Ψ : Homeo(X, X) → Homeo(X, X)
que manda a cada ϕ en Homeo(X, X) a su inverso ϕ−1 es continua.

Demostración. Sea ϕ en Homeo(X, X). Supongamos que ϕ−1 está en UK

con U abierto y K compacto. Entonces K ⊂ ϕ(U) lo cual nos dice que
X−K ⊃ X − ϕ(U) = ϕ(X−U). Por hipótesis X−U es compacto y X−K
es abierto, de aqúı tenemos que ϕ está en (X − K)(X−U). Consideremos ψ
en (X − K)(X−U). Entonces ψ(X − U) ⊂ X − K de lo cual se sigue que
K ⊂ ψ(U) y por lo tanto ψ−1 está en UK . Aśı, (X −K)(X−U) ⊂ Ψ−1(UK) y
por lo tanto Ψ es continua.

En particular un espacio compacto y Hausdorff es regular y localmente com-
pacto entonces podemos concluir lo siguiente.

Proposición 1.2.3. Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff. En-
tonces Homeo(X,X) es un grupo topológico con la topoloǵıa compacto abierta.

!
Esto será de gran uso, aśı que a lo largo de la sección asumiremos que los
haces fibrados tienen fibra compacta y Hausdorff a menos que se especifique
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lo contrario.

Proposición 1.2.4. Sean p : E → B , q : E ′ → B haces fibrados con fibra F
y ϕ : E ′ → E un morfismo de haces fibrados entre q y p. Entonces ϕ es un
isomorfismo si y sólo si ϕ|q−1(b) : q−1(b) → p−1(b) es un homeomorfismo para
cada b en B.

Demostración. Si ϕ es un isomorfismo, entonces es homeomorfismo y por
lo tanto la restricción a las fibras también. Supongamos que ϕ|p−1(b) es un
homeomorfismo para cada b en B, y denotémoslo por ϕb. Primero veamos
que ϕ es biyectiva. Consideremos el diagrama conmutativo

E ′ ϕ !!

q
&&%

%%
%%

%%
E

p
''&&

&&
&&

&

B

Sea e en E. Entonces existe b en B tal que e está en p−1(b) y como ϕb

es suprayectiva, existe e′ en E ′ tal que e = ϕb(e′) = ϕ(e′). Ahora, sean
e1
′, e2

′ en E ′ tal que ϕ(e1
′) = ϕ(e2

′). Entonces q(e1
′) = q(e2

′) y obtenemos
que e1

′, e2
′ están en q−1(p(e)). Aśı, ϕp(e)(e1

′) = ϕp(e)(e2
′) y como ϕp(e) es

inyectiva, e1
′ = e2

′, por lo tanto ϕ es biyectiva y existe ϕ−1 : E → E ′. Para
ver que ϕ−1 es continua basta ver que su restricción a los abiertos de una
cubierta abierta de E sea continua. Tomemos b en B. Entonces existen U ,
V abiertos en las cubiertas trivializadoras y ϕU , ϕV mapeos trivializadores
de p y q respectivamente, tales que b está en U ∩ V y el siguiente diagrama
conmuta

U ∩ V × F
ϕV |

!!

π
)))))))))))))))))))))))))) q−1(U ∩ V )

q|

*************

ϕ|
!! p−1(U ∩ V )

ϕU
−1|

!!

p|

+++++++++++++
U ∩ V × F

π
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

U ∩ V

Esto nos dice que si (x, y) está en U ∩ V × F entonces ϕ−1
U |◦ϕ|◦ϕV |(x, y) =

(x, α(x, y)), donde α : U ∩ V × F → F es continua. Ahora, como F es com-
pacto y Hausdorff podemos utilizar la biyección de la ley exponencial (véase
[1]) y asociarle a α su función adjunta α̃ : U ∩ V → Map(F, F ), que está dada
por α̃(x)(y) = α(x, y) para cada (x, y) en U ∩V ×F , y es continua. Además,

(ϕU
−1|p−1(x)) ◦ ϕx ◦ (ϕV |q−1(x)) : {x}× F → {x}× F

es un homeomorfismo para cada x en U ∩ V y esto nos dice que α̃ : U ∩ V →
Homeo(F, F ). Como F es compacto y Hausdorff, por la Proposición 1.2.3,
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tenemos que el grupo Homeo(F, F ) es un grupo topológico con la topoloǵıa
compacto abierta. Entonces la función ψ : Homeo(F, F ) → Homeo(F, F )
que manda cada elemento a su inverso es continua. Aśı, la composición
ψ ◦ α̃ : U ∩ V → Homeo(F, F ) es continua y por lo tanto su función adjunta

˜ψ ◦ α̃ : U ∩ V × F → F es también continua. Tomando la composición

U ∩ V × F
ϕU |

!! p−1(U ∩ V )
ϕ−1|

!! q−1(U ∩ V )
ϕV

−1|
!! U ∩ F × F

obtenemos que ϕ−1
V | ◦ ϕ−1| ◦ ϕU | = (IdU∩V , ˜ψ ◦ α̃).

Aśı, ϕ−1| = ϕV | ◦ (IdU∩V , ˜ψ ◦ α̃) ◦ ϕ−1
U | y por lo tanto ϕ−1 es continua, de lo

que se sigue E ′ ∼= E.

Definición 1.2.5. Sean p′ : E ′ → B′ y p : E → B haces fibrados con fibra F.
Decimos que una pareja de funciones continuas (f, f̃) es un mapeo de haces
si el diagrama

E ′ f̃ !!

p′

((

E

p

((
B′ f !! B

conmuta y f̃ |(p′)−1(b′) : (p′)−1(b′) → p−1(f(b′)) es un homeomorfismo para cada

b′ en B′. Diremos que (f, f̃) es un mapeo de haces entre p′ y p y en algunos
casos lo denotaremos por (f, f̃)p′,p.

Ejemplo 1.2.6. Si consideramos el pullback de p inducido por f

f ∗E
f̄ !!

p̄

((

E

p

((
B′

f
!! B

entonces la pareja (f, f̄) es un mapeo de haces ya que si tomamos b′ en
B′ y definimos la inclusión ib′ : p−1(f(b′)) → (p̄)−1(b′) como ib′(e) = (b′, e)
para cada e en p−1(f(b′)). ib resulta continua y claramente es la inversa de
f̄ |(p̄)−1(b′) : (p̄)−1(b′) → p−1(f(b′)), pues es la proyección en la fibra.

Proposición 1.2.7. Sea (f, f̃) un mapeo de haces entre p′ : E ′ → B′ y p : E →
B. Entonces f ∗E ∼= E ′.
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Demostración. Consideremos el pullback de p inducido por f y el diagrama
conmutativo

f ∗E
f̄ !!

p̄

((

E

p

((
B′

f
!! B

E ′ f̃ !!

p′

((

E

p

((
B′ f !! B

Como (f, f̃) es un mapeo de haces entonces p′ ◦f = f̃ ◦p y por lo tanto existe
ψ : E ′ → f ∗E función continua tal que f̄ ◦ ψ = f̃ y p̄ ◦ ψ = p′, en donde la
segunda igualdad nos dice que ψ es un morfismo de haces fibrados entre p′ y
p̄, entonces por la Proposición 1.2.4 basta ver que

ψ|(p′)−1(b′) : (p′)−1(b′) → (p̄)−1(b′)

es homeomomorfismo para cada b′ en B′. Ahora, como f̃ y f̄ son homeomor-
fismo restringidos a las fibras, tenemos por la primera igualdad que

((f̃)−1|p−1(f(b′))) ◦ (f̄ |(p̄)−1(b′)) ◦ (ψ|(p′)−1(b′)) = Id(p′)−1(b′)

(ψ|(p′)−1(b′)) ◦ ((f̃)−1|p−1(f(b′))) ◦ (f̄ |(p̄)−1(b′)) = Id(p̄)−1(b′).

Por lo tanto E ′ ∼= f ∗E.

Lema 1.2.8. Sea p : E → B × I un haz fibrado con fibra F tal que sus
restricciones a B× [0, a] y B× [a, 1] son triviales para algún a en I. Entonces
p : E → B × I es un haz fibrado trivial.

Demostración. Lo que queremos probar es que E ∼= B × I × F . Como las
restricciones a B× [0, a] y B × [a, 1] son triviales para algún a en I entonces
existen mapeos trivializadores

ϕ1 : (B × [0, a])× F → p−1(B × [0, a]) y
ϕ2 : (B × [a, 1])× F → p−1(B × [a, 1])

tales que si tomamos su restricción a (B × {a})× F obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

(B × {a})× F
ϕ1| !!

π
---------------

p−1(B × {a}) ϕ2
−1|

!!

p|
((

(B × {a})× F

π
...............

B × {a}
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De esto se sigue que (ϕ2
−1|◦ϕ1|)(x, a, y) = (x, a,α(x, y)) donde α : B×F → F

es continua.

Tomando α̃ : B → Homeo(F, F ) y ψ : Homeo(F, F ) → Homeo(F, F ) donde
α̃ es la adjunta de α y ψ es la función que manda a cada homeomorfismo a
su inverso, obtenemos que ψ ◦ α̃ : B → Homeo(F, F ) es continua. Con esto
definimos ϕ : B × I × F → E como

ϕ(x, t, y) =

{
ϕ1(x, t, y) si t " a

ϕ2(x, t, α̃(x)y) si t # a

la cual está bien definida por lo anterior y además es continua. Definimos su
inversa ϕ−1 : E → B × I × F como

ϕ−1(e) =

{
ϕ−1

1 (e) si e ∈ p−1(B × [0, a])
(IdB×I , ψ ◦ α̃(x)) ◦ ϕ−1

2 (e) si e ∈ p−1(B × [a, 1])

donde x = proyB(ϕ2
−1(e)). Para ver que está bien definida tomemos e en

p−1(B× {a}), entonces existe (x, a, y) en B× {a}×F tal que e = ϕ1(x, t, y).
Aśı, tenemos que ϕ−1

2 ◦ ϕ1(x, t, y) = (x, a, α̃(x)y). Entonces

(IdB×I , ψ ◦ α̃(x)) ◦ (x, a, α̃(x)y) = (x, a, y) = ϕ−1(e)

y por lo tanto está bien definida y es continua.

Lema 1.2.9. Sea p : E → B × I un haz fibrado con fibra F. Entonces existe
una cubierta abierta {U } de B tal que p−1(U × I) ∼= U × I × F .

Demostración. Sea b en B. Entonces para cada t en I existe una vecindad
abierta Ut de b en B y una vecindad abierta Vt de t en I tal que Ut×Vt×F ∼=
p−1(Ut×Vt). Ahora, {Vt}t∈I es una cubierta abierta de I y como es compacto
existe una subcubierta finita {Vtr|r = 1, ...,m}. Definamos Ub =

⋂m
r=1 Utr

y escojamos 0 = s0 < s1 < ... < sn = 1 tales que las diferencias si − si−1

sean menores que el número de Lebesgue de la cubierta {Vtr}. Ahora como
[si−1, si] ⊂ Vtr y Ub ⊂ Utr para cada r en {1, ...,m} tenemos que

ϕ(Utr×Vtr)|Ub×[si−1.si]×F : Ub × [si−1.si]× F → p−1(Ub × [si−1.si])

es homeomorfismo para cada i en {1, ...,m}. Aplicando el Lema 1.2.8 a las
restricciones Ub × [si−1, si] y Ub × [si, si+1] tenemos que

Ub × [si−1, si+1]× F ∼= p−1(Ub × [si−1, si+1]).
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Iterando el proceso obtenemos Ub × I × F ∼= p−1(Ub × I), donde {Ub}b∈B es
la cubierta deseada.

Definición 1.2.10. Sea X un espacio topológico. Decimos que una familia
{ηα}α∈Λ de funciones continuas ηα : X → [0, 1], es una partición de la unidad
si ηα(x) += 0 sólo para una cantidad finita de α en Λ y

∑
α∈Λ ηα(x) = 1. Para

cada α en Λ definimos el soporte de ηα como la cerradura de

{x ∈ X|ηα(x) += 0}

y lo denotaremos por sop(ηα). Decimos que {ηα}α∈Λ está subordinada a una
cubierta {Uα}α∈Λ, si sop(ηα) ⊂ Uα para cada α en Λ.

Las Particiones de la Unidad son una herramienta muy útil sobre todo en
los campos de la topoloǵıa y geometŕıa diferencial. La siguiente Proposición
nos dice cuando podemos utilizar esta herramienta, pero la prueba no es de
interés en este trabajo. Ésta se puede consultar en [2].

Proposición 1.2.11. Un espacio topológico X de Hausdorff es paracompacto
si y sólo si para cada cubierta abierta {Uα}α∈Λ de X existe una partición de
la unidad {ηα}α∈Λ subordinada a la cubierta.

En adelante asumiremos que los espacios paracompactos son de Hausdorff.

Proposición 1.2.12. Sea p : E → B × I un haz fibrado con fibra F, con
B un espacio paracompacto. Sea r : B × I → B × I el retracto dado por
r(b, t) = (b, 1) para cada b en B. Entonces existe un mapeo de haces

E
f !!

p

((

E

p

((
B × I

r !! B × I

y por lo tanto r∗E ∼= E.

Demostración. Usando el Lema 1.2.9 y el hecho de que B es paracompacto,
existe una cubierta abierta {Uα}α∈Λ y una partición de la unidad {ηα}α∈Λ

subordinada a la cubierta tal que Uα × I × F ∼= p−1(Uα × I). Para cada α
en Λ definimos µα : B → I de la siguiente manera:

µα(x) =
ηα(x)

max{ηα(x)|β ∈ Λ}
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Como {ηα}α∈Λ es partición de la unidad, ηα(x) += 0 sólo para un número
finito de α en Λ entonces max{ηβ(x)|β ∈ Λ} está bien definido y es no cero
pues

∑
α∈Λ ηα(x) = 1. La continuidad de µα se sigue de que ηα es continua

para cada α en Λ. Además por la definición de µα, max{µα(x)|α ∈ Λ} = 1.
Sea ϕα : Uα × I × F → p−1(Uα × I) el mapeo trivializador de Uα. Para cada
α en Λ definimos

E
fα !!

p

((

E

p

((
B × I

rα !! B × I

donde rα(b, t) = (b, max{µα(b), t}) con (b, t) en B × I y

fα(e) =

{
e si e /∈ p−1(Uα × I)

ϕα(x, max{µα(b), t}, y) si e ∈ p−1(Uα × I)

con e = ϕα(b, t, y) para algún (b, t, y) en Uα × I × F en el segundo caso.
Para ver que fα está bien definida y es continua, consideremos los abiertos
p−1(Uα × I) y p−1((B − sop(ηα)× I) y tomemos un e en la intersección.
Entonces e = ϕα(b, t, y) para algún (b, t, y) en Uα ∩ (B − sop(ηα)) × I × F
y por lo tanto µα(b) = 0, lo cual nos dice que ϕα(x, max{µα(b), t}, y) =
ϕα(b, t, y) = e. Afirmamos que (rα, fα) es un mapeo de haces.

Primero veamos que el diagrama conmuta. Si e no está en p−1(Uα × I),
entonces p(fα(e)) = p(e). Supongamos que p(e) = (b, t) para algún (b, t) en
B × I. Por hipótesis tenemos que b está en (B − sop(ηα)) y aśı rα(b, t) =
(b, max{µα(b), t}) = (b, t). Ahora, si e está en p−1(Uα × I), entonces e =
ϕα(b, t, y) para algún (b, t, y) en Uα×I×F . Usando el hecho de que p◦ϕα = π
donde π en este caso es la proyección en Uα × I, tenemos que p(fα(e)) =
p(ϕα(b, max{µβ(b), t}, y)) = (b, max{µα(b), t}) = rα(b, t) = rα(p(e)) y por lo
tanto el diagrama conmuta.

Tomemos b en B. Si b no está en Uα entonces fα y rα son la identidad y clara-
mente fα|p−1(b,t) es homeomorfismo para cada (b, t) en B − Uα × I. Si b está
en Uα entonces fα(p−1(b, t)) = fα(ϕα(b, t, F )) = ϕα(b, max{µβ(b), t}, F ) =
p−1(b, max{µα(b)}) = p−1(rα(b, t)) y como ϕα|{b}×{t}×F es homeomorfismo,
fα|p−1(b,t) también lo es y por lo tanto se tiene la afirmación.

Para definir f y r escojamos un buen orden ≺ para Λ. Dado que B es
paracompacto, para cada b en B existe una vecindad abierta Wb en B tal que
Wb∩Uα += ∅ sólo para un número finito de α en Λ digamos {α1, α2, ...,αm} =
Λb donde α1 ≺ α2 ≺ ... ≺ αm. Aśı definimos r : B × I → B × I y f : E → E
como la composición de todas las rα y fα con α en Λ, es decir:
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r = ◦α∈Λrα y f = ◦α∈Λfα.

Éstas están bien definidas por lo visto anteriormente, pues rα y fα son la
identidad para casi toda α en Λ. Más aún, para las cubiertas abiertas {Wb×
I}b∈B de B × I y {p−1(Wb × I)}b∈B de E, tenemos que

r|Wb×I = rαm ◦ rαm−1 ◦ · · · ◦ rα1 y f |p−1(Wb×I) = fαm ◦ fαm−1 ◦ · · · ◦ fα1

que cumplen lo que buscamos por como tomamos Wb.

Teorema 1.2.13. Sean p′ : E ′ → B′ un haz fibrado con fibra F, B un es-
pacio paracompacto y f, g : B → B′ dos funciones continuas homotópicas.
Entonces existe un isomorfismo de haces tal que f ∗E ′ ∼= g∗E ′.

Demostración. Sean H : B×I → B′ la homotoṕıa de f a g y iv : B → B×I
las inclusiones iv(b) = (b, v) con b en B y v = 0, 1. Aśı obtenemos f = H ◦ i0
y g = H ◦ i1. Sea r : B × I → B × I el retracto definido por r(b, t) = (b, 1)
con (b, t) en B × I. Entonces aplicando las Proposiciones 1.1.18 y 1.2.12 y
usando que r ◦ i0 = i1, tenemos que:

f ∗E ′ = (H ◦ i0)
∗E ′ ∼= i∗0H

∗E ′ ∼= i∗0r
∗H∗E ′ ∼= i∗1H

∗E ′ ∼= (H ◦ i1)
∗E ′ = g∗E ′.

El siguiente Lema será usado hasta la última parte del segundo caṕıtulo,
pero como es un resultado general para haces fibrados sobre espacios para-
compactos lo enunciamos y demostramos ahora. En este caso la fibra F es
cualquier espacio topológico.

Lema 1.2.14. Sea p : E → B un haz fibrado con fibra F y B un espacio
paracompacto. Entonces existe una cubierta abierta numerable {Wn} tal que
p−1(Wn) ∼= Wn × F , con n ≥ 1.

Demostración. Sea {Uα}α∈Λ una cubierta abierta tal que para cada α en Λ,
el haz es trivial en Uα. Como B es paracompacto existe una partición de la
unidad {ηα}α∈Λ subordinada a la cubierta. Para cada b en B definimos S(b)
como el conjunto finito de α en Λ tales que ηα(b) > 0. También para cada
subconjunto finito S ⊂ Λ definimos

W (S) = {b ∈ B | ηα(b) > ηβ(b), ∀α ∈ S y ∀β /∈ S}.

A continuación probaremos que W (S) es abierto de B.
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Sea Bα,β = {b ∈ B|ηα(b) > ηβ(b)}. Si ηα(b) > ηβ(b) entonce ηα(b)−ηβ(b) > 0
y obtenemos que Bα.β = (ηα − ηβ)−1(0, 1] y por la continuidad de ηα y ηβ,
Bα,β es abierto para toda α, β en Λ. Tomemos b0 en W (S). Por ser B
paracompacto existe V (b0) vecindad abierta de b0 tal que V (b0) ∩ Uα += ∅
sólo para un número finito de α en Λ donde el conjunto de estos ı́ndices es
S(b0). Notemos que si b está en W (S) entonces ηα(b) > 0 para toda α en
S y por lo tanto S ⊂ S(b). Denotemos como β1, β2, ..., βr al subconjunto de
ı́ndices en S(b0) tales que βi no está en S y aśı b0 está en Bα,βi para cada
i en {1, ..., r}. Sea N =

⋂
α∈S(Bα,β1 ∩ Bα,β2 ∩ ... ∩ Bα,βr), este conjunto es

no vaćıo por lo anterior y es abierto por ser intersección finita de abiertos.
Tomemos b en V (b0) ∩ N y supongamos que β no está en S. Si β está en
S(b0) entonces β = βi para alguna i en {1, ..., r} y ηα(b) > ηβi(b) para cada
α en S. Ahora si β no está en S(b0) entonces ηα(b) > ηβ(b) = 0 para cada α
en S. Por lo tanto V (b0) ∩N ⊂ W (S) y es abierto.

Si S y S ′ son dos subconjuntos distintos de m elementos entonces, la in-
tersección W (S) ∩ W (S ′) = ∅, en efecto, si suponemos que S += S ′ en-
tonces existen α en S y β en S ′ tales que α no está en S ′ y β no está en
S. Si b está en W (S) ∩ W (S ′) entonces ηα(b) > ηβ(b) y ηβ(b) > ηα(b) lo
cual es una contradicción. Definimos para cada entero positivo n, Wn =⋃
{W (S(b)) | |S(b)| = n} donde | . | denota la cardinalidad de un conjunto.

Sea α en S(b) y tomemos ϕα : Uα × F → p−1(Uα) el mapeo trivializador de
Uα. Entonces W (S(b)) ⊂ η−1

α (0, 1] ⊂ Uα y por lo tanto W (S(b)) × F ∼=
p−1(W (S(b)) donde el homeomorfismo esta dado por ϕα|W (S(b))×F . Ahora,
Wn es una unión ajena de abiertos de la forma W (S(b)) de esto se sigue que
ψn : Wn × F → p−1(Wn) definido por ψn|W (S(b))×F = ϕα|W (S(b))×F , con α en
S(b), es homeomorfismo y por lo tanto se tiene el resultado.





Caṕıtulo 2

Espacios de Configuración

En este caṕıtulo calcularemos los grupos de homotoṕıa de los espacios de
configuración de Rk con 0 ≤ k ≤ ∞. También, construiremos un cubriente
sobre el espacio de todos los subconjuntos de cardinalidad n de un espacio
X. En el caso X = R∞, este cubriente nos permitirá dar una biyección entre
aplicaciones cubrientes de n-hojas sobre un espacio paracompacto X y las
clases de homotoṕıa de funciones de X en dicho espacio de subconjuntos de
cardinalidad n.

2.1 Grupos de Homotoṕıa

Lema 2.1.1. Sea Dk el disco unitario de dimensión k. Entonces para cada
x en D̊k, existe un homeomorfismo θx : Dk → Dk tal que θx(0) = x y para
todo z en la frontera de Dk, θx(z) = z.

Demostración. Tomemos x0 en D̊k. Consideremos la función θx0 : Dk → Rk

dada por θx0(x) = (1− ‖x‖)x0 + x que es continua. Además, θx0(0) = x0.

Notemos que si z está en la frontera de Dk, entonces θx0(z) = (1−‖z‖)x0+z =
z. Ahora, usando que ‖x0‖ < 1 y que 1 − ‖x‖ > 0 para cualquier x en D̊k

tenemos que

‖(1− ‖x‖)x0 + x‖ " ‖(1− ‖x‖)x0‖+ ‖x‖ =

(1− ‖x‖)‖x0‖+ ‖x‖ < (1− ‖x‖) + ‖x‖ = 1.

19
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Por lo tanto θx0 : Dk → Dk. Veamos que θx0 es inyectiva. Sean x, y en Dk y
supongamos que θx0(x) = θx0(y). Entonces

(1− ‖x‖)x0 + x = (1− ‖y‖)x0 + y

de lo que se sigue (‖y‖ − ‖x‖)x0 = y − x.

Si ‖x‖ += ‖y‖ entonces ‖x0‖ = ‖y − x‖ / |(‖y‖ − ‖x‖)|, pero ‖y − x‖ ≥
|(‖y‖ − ‖x‖)| y tenemos que ‖x0‖ ≥ 1, que contradice la elección de x0. Por
lo tanto θx0 es inyectiva.

Consideremos z en Sk−1 y el rayo que empieza en 0 y termina en z el cual
está dado por tz con 0 ≤ t ≤ 1. Entonces

θx0(tz) = (1− ‖tz‖)x0 + tz = (1− t)x0 + tz

y tenemos que θx0(tz) es el rayo que comienza en x0 y termina en z. Aśı,
para ver que θx0 es suprayectiva, basta ver que para cualquier x en D̊k, x
está en algún rayo que comienza en x0 y termina en algún punto en Sk−1. En
efecto, si consideramos la recta (1− s)x0 + sx, con s ≥ 0, ésta corta a Sk−1

en un punto, digamos y. Entonces x está en el rayo θx0(ty) con 0 ≤ t ≤ 1.

Como Dk es compacto y Hausdorff y también θx0 es continua, tenemos que
θx0 es cerrada. Por lo tanto, θx0 es un homeomorfismo.

Diremos que un espacio M es una variedad, si es un espacio de Hausdorff,
2-numerable y localmente euclidiano. Recordemos que un espacio X es un
espacio homogéneo si para cualquier x, y en X, existe un homeomorfismo
φ : X → X tal que φ(x) = y

Proposición 2.1.2. Sea M una variedad conexa. Entonces M es un espacio
homogéneo. Más aún, si dim M ≥ 2 y consideramos Q ⊂ M un subconjunto
finito, entonces para cualquier x, y en M − Q, existe un homeomorfismo
φ : M → M tal que φ(y) = x y φ(q) = q para cualquier q en Q.

Demostración. Tomemos x0 en M y consideremos U una vecindad euclidiana
de x0 en M . Como U es un abierto euclidiano, tenemos que existe un abierto
V ⊂ U tal que x0 está en V y si V̄ denota la cerradura de V en U , entonces
existe un homeomorfismo h : Dk → V̄ ⊂ M . Usando que Dk es compacto y
M es de Hausdorff, tenemos que V̄ es cerrado en M .
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Por el Lema 2.1.1, para cada x en V existe un homeomorfismo φx : V̄ → V̄ tal
que para cualquier z en la frontera de V , φx(z) = z y φx(x0) = x. Podemos
extender φx a M de la siguiente manera. Definimos φ̄x : M → M como

φ̄x(y) =

{
φx(y) si y ∈ V̄

y si y /∈ V.

Como V̄ y M − V son cerrados de M cuya intersección es la frontera de V ,
tenemos que φ̄x está bien definida y es continua, pues φx fija a la frontera de
V . Más aún, como φ̄x|V̄ y φ̄x|M−V son homeomorfismos se sigue que φ̄x es
homemorfismo.

Por el argumento anterior, tenemos que para calquier y en M , existe un
abierto Vy de M tal que para cualquier x en Vy existe un homeomorfismo
φ̄x : M → M con φ̄x(y) = x. Consideremos el conjunto

Bx0 = {y ∈ M | existe un homeomorfismo φ : M → M con φ(x0) = y}

que es no vaćıo pues x0 está en Bx0 , ya que IdM(x0) = x0. Si y está en
Bx0 , entonces existe un homeomorfismo φ : M → M tal que φ(x0) = y. Aśı,
φ̄x ◦ φ̄ : M → M es un homeomorfismo que cumple φ̄x(φ(x0)) = x. Por lo
tanto Vy ⊂ Bx0 y Bx0 es abierto.

Tomemos y en M −Bx0 . Si Vy ∩Bx0 += ∅, tendŕıamos un homeomorfismo de
M en M que manda a x0 a y que contradice la elección de y. Por lo tanto
Vy ⊂ M −Bx0 y tenemos que Bx0 es abierto y cerrado. Como M es conexa,
Bx0 = M y se tiene que M es un espacio homogéneo.

Para la segunda parte, notemos que si dim M ≥ 2, tenemos que M − Q
es conexo. Como M es de Hausdorff, para cada y en M , podemos encon-
trar una vecindad euclidiana Vy ⊂ M de y tal que Vy ∩ Q = ∅. Ahora, el
homeomorfismo φ̄x correspondiente a los puntos x en la vecindad Vy, fija al
conjunto Q. Si x0 está en M −Q, en forma similar a como se probó que Bx0

es abierto y cerrado, se tiene que el conjunto

B′
x0

= {y ∈ M −Q | existe φ : M → M con φ(y) = x0 y φ(q) = q si q ∈ Q}

con φ un homeomorfismo, es abierto y cerrado. Por lo tanto B′
x0

= M −Q.

Esta propiedad será muy útil, aśı que en adelante, asumiremos que las varie-
dades son conexas de dimensión mayor o igual a 2.
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Definición 2.1.3. Sea M una variedad y consideremos Qm = {q1, ..., qm} un
conjunto fijo de m puntos distintos de M. Definimos los espacios de configu-
ración Fm,n(M) ⊂ Mn ≡ M × · · ·×M (n factores) como

Fm,n(M) = {(x1, ..., xn) ∈ Mn | xi ∈ M −Qm , xi += xj para i += j}

donde Fm,n(M) tiene la topoloǵıa inducida por Mn.

Veamos que salvo homeomorfismo, los espacios de configuración Fm,n(M) no
dependen de los conjuntos finitos Qm.

Proposición 2.1.4. Sea M una variedad. Consideremos Qm = {q1, ..., qm}
y Q′

m = {q′1, ..., q′m} conjuntos de m puntos distintos de M. Si Fm,n(M) y
F ′

m,n(M) denotan a los espacios de configuración de M para Qm y Q′
m res-

pectivamente, entonces Fm,n(M) ∼= F ′
m,n(M).

Demostración. La Proposición 2.1.2 nos permite construir los siguientes ho-
meomorfismos: Sea φi : M → M tal que φi(qi) = q′i y φi fija a cada punto del
conjunto

{q′1, ..., q′i−1, qi+1, ..., qm}
con 1 ≤ i ≤ m. Definimos φ : M → M como φ = φm ◦ · · · ◦ φ1 que también
es un homeomorfismo. Claramente φ(Qm) = Q′

m. Consideremos

φn = φ× · · ·× φ : Mn → Mn.

Aśı, φn|Fm,n(M) es un homeomorfismo y φn(Fm,n(M)) = F ′
m,n(M).

Lema 2.1.5. Consideremos la función θx definida en el Lema 2.1.1. En-
tonces la función θ̄ : Dk → Map(Dk, Dk) dada por θ̄(x) = θx es continua.

Demostración. Dk es un espacio metrico, aśı, para ver que θ es continua,
basta ver que dada una sucesión convergente {xn} → x0 en Dk, entonces la
sucesión de funciones {θxn} converge uniformemente a θx0 (véase [5]).

Sea ε > 0. Entonces existe N tal que para cada n > N , ‖xn − x0‖ < ε.
Ahora, usando que para todo x en Dk, 0 ≤ 1− ‖x‖ ≤ 1 tenemos que

‖θxn(x)− θx0(x)‖ = ‖(1− ‖x‖)xn + x− (1− ‖x‖)x0 − x‖ =

‖(1− ‖x‖)(xn − x0)‖ = (1− ‖x‖)‖(xn − x0)‖ ≤ ‖xn − x0‖ < ε

para toda x en Dk y para toda n > N . Por lo tanto θ̄ es continua.
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Lema 2.1.6. θ ≡ θ̄|D̊k : D̊k → Homeo(Dk, Dk).

Demostración. Por el Lema 2.1.1, si x está en D̊k, entonces θx es un homeo-
morfismo y se tiene el resultado.

Recordemos que una sección de un haz fibrado p : E → X, es una función
continua s : X → E tal que p ◦ s = Id.

Proposición 2.1.7. Sea M una variedad y consideremos un conjunto de m
puntos distintos Qm = {q1, ..., qm} ⊂ M . Entonces la función π : Fm,n(M) →
M−Qm dada por π(x1, ..., xn) = x1 es un haz fibrado con fibra Fm+1,n−1(M).
Además, si m ≥ 1 entonces π admite una sección.

Demostración. Para ver que π es un haz fibrado, tomemos un punto qm+1

en M − Qm para formar Qm+1 = {q1, ..., qm+1}. Fijemos x0 en M − Qm.
Por la Proposición 2.1.2 existe un homeomorfismo α : M → M que fija a
cada punto del conjunto Qm y α(qm+1) = x0. Consideremos U un abierto
euclidiano de M tal que x0 está en U y U ∩ Qm = ∅. El Lema 2.1.6 nos
garantiza la existencia de una función continua

θ : U → Homeo(Ū , Ū)

que cumple lo siguiente. Para cada x en U , denotando θ(x) ≡ θx : Ū → Ū ,
θx es un homeomorfismo que fija a la frontera de U y θx(x) = x0. Como Ū es
compacto y Hausdorff, por la Proposición 1.2.3 tenemos que Homeo(Ū , Ū)
es un grupo topológico. Aśı, la función θ′ : U → Homeo(Ū , Ū) dada por
θ′(x) = θ−1

x es continua.

Ahora, Ū es localmente compacto, entonces las funciones adjuntas

θ̃, θ̃′ : U × Ū → Ū

de θ y θ′ respectivamente, son continuas. También, para cada x en U , θx y
θ−1

x fijan a la frontera de U , entonces podemos extender θ̃ y θ̃′ de manera
continua definiendo θ̃, θ̃′ : U ×M → M como θ̃(x, y) = θ̃′(x, y) = y, si y no
está en U .

Consideremos

Fm+1,n−1(M) ⊂ M −Qm+1 × · · ·×M −Qm+1 (n− 1 factores).

Definimos ϕU : U × Fm+1,n−1(M) → π−1(U) ⊂ Fm,n(M) como

ϕU(x, p2, ..., pn) = (x, θ̃′(x, α(p2)), ..., θ̃
′(x, α(pn))).
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Tomemos (p2, ..., pn) en Fm+1,n−1(M). Por construcción de θ̃′ tenemos que
θ̃′(x, pi) = θ−1

x (α(pi)) con 2 ≤ i ≤ n. Como θ−1
x y α son homeomorfismos,

tenemos que θ−1
x (α(pi)) += θ−1

x (α(pj)) si i += j. Además, como pi está en
M − Qm+1, pi += qm+1. Por lo tanto α(pi) += x0 y de esto se sigue que
θ−1

x (α(pi)) += x. Por lo anterior ϕU está bien definida y claramente es continua
pues α y θ̃′ son continuas. Aśı, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

U × Fm+1,n−1(M)
ϕU !!

proyU

///////////////
π−1(U)

π|
##00

00
00

00
0

U

Ahora definimos ϕ̃U : π−1(U) → U × Fm+1,n−1(M) como

ϕ̃U(x, p2, ..., pn) = (x, α−1(θ̃(x, p2), ...,α
−1(θ̃(x, pn)).

En forma similar a como se probó que ϕU está bien definida tenemos que ϕ̃U

está bien definida y es continua. Claramente ϕ̃U es la inversa de ϕU y por lo
tanto ϕU es un homemorfismo y π es localmente trivial.

Supongamos que m ≥ 1. Para ver que π admite una sección, consideremos
una vecindad euclidiana V ⊂ M de q1 tal que qi no está en V si i ≥ 2. Sin
pérdida de generalidad supongamos que existe un homeomorfismo h : V̄ →
Dk tal que h(q1) = 0. Sea W un básico euclidiano centrado en el origen
de radio 1/2 y consideremos y1, ..., yn puntos distintos de la frontera de W .
Definimos f1 = IdM−Qm y para i ≥ 2 definimos fi : M −Qm → M como

fi(x) =

{
h−1(‖h(x)‖yi) si x ∈ V̄ − q1

h−1(yi) si x /∈ V

Como V̄ −q1 es cerrado en M−Qm y fi(x) = h−1(yi) si x está en la frontera de
V̄ −q1, tenemos que fi es continua para 1 ≤ i ≤ n. Además, por construcción,
si x está en M −Qm, fi(x) += x si i ≥ 2 y fi(x) += fj(x) si i += j. Por lo tanto
(f1(x), ..., fn(x)) está en Fm,n(M) para cada x en M −Qm.

Ahora, como f1(x) = x para x en M −Qm, es claro que

f(x) = (f1(x), ..., fn(x))

es continua y π(f(x)) = x. Por lo tanto f es la sección requerida.
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Proposición 2.1.8. Sean M una variedad y Qn−1 = {q1, ..., qn−1} ⊂ M un
conjunto de n − 1 puntos distintos. Consideremos los subconjuntos Qi =
{q1, ..., qi} ⊂ Qn−1. Entonces, para q ≥ 2

πq(F1,n−1(M)) ∼=
n−1⊕

i=1

πq(M −Qi),

donde πq( ) denota al q-ésimo grupo de homotoṕıa. Si π : F0,n(M) → M
admite una sección entonces

πq(F0,n(M)) ∼= πq(M)⊕
n−1⊕

i=1

πq(M −Qi).

Demostración. Por la Proposición 2.1.7 y el hecho de que cualquier haz fi-
brado p : E → X es una fibración de Serre (véase [1]), tenemos que el haz
π : Fm,n(M) → M − Qm es fibración de Serre para cada m, n ≥ 0. Aśı,
obtenemos la siguiente sucesión de fibraciones de Serre:

F1,n−1(M)
! "

((
F0,n(M)

((
M

F2,n−2(M)
! "

((
F1,n−1(M)

((
M −Q1

· · ·

· · ·

· · ·

Fn−2,2(M)
! "

((
Fn−3,3(M)

((
M −Qn−3

Fn−1,1(M)
! "

((
Fn−2,2(M)

((
M −Qn−2

Notemos que Fn−1,1(M) = M − Qn−1. Con la existencia de secciones para
π en los casos m ≥ 1 y usando la sucesión exacta de homotoṕıa (véase [1]),
obtenemos que para q ≥ 2, la sucesión

πq(Fi+1,n−i−1(M)) !! πq(Fi,n−i(M)) !! πq(M −Qi)

se escinde y por lo tanto πq(Fi,n−i(M)) ∼= πq(Fi+1,n−i−1(M)) ⊕ πq(M − Qi)
para i ≥ 1 y q ≥ 2. Procediendo de derecha a izquierda en la sucesión de
fibraciones de Serre y usando que πq(Fn−1,1(M)) = πq(M −Qn−1) se tiene el
resultado.

Recordemos que una función continua f : X → Y es una equivalencia ho-
motópica débil si el morfismo inducido f∗ : πq(X, x) → πq(Y, f(x)) es un
isomorfismo para toda q ≥ 0 y para cada x en X. La prueba del siguiente
resultado se puede consultar en [4].
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Proposición 2.1.9. Sean X1, X2 ⊂ X y Y1, Y2 ⊂ Y tales que X = X̊1∪X̊2 y
Y = Y̊1∪ Y̊2. Sea f : X → Y tal que f(X1) ⊂ Y1 y f(X2) ⊂ Y2. Si f |X1, f |X2

y f |X1∩X2 son equivalencias homotópicas débiles, entonces f es una equiva-
lencia homotópica débil.

Lema 2.1.10. Sea Sk−1
1 ∨ · · ·∨Sk−1

i la cuña de i esferas de dimensión k−1.
Entonces para toda q ≥ 0

πq(Rk −Qi) ∼= πq(S
k−1
1 ∨ · · · ∨ Sk−1

i ).

Demostración. La prueba es por inducción en el número de cuñas. Sk−1 es
un retracto fuerte por deformación de Rk − {∗}, lo que implica que son del
mismo tipo de homotoṕıa, en particular πq(Rk − {∗}) ∼= πq(Sk−1) para cada
q ≥ 0.

Para el paso inductivo mostraremos el caso i = 2, el caso general es análogo.
Sean a = (−1, 0, ..., 0) y b = (1, 0, ..., 0) en Rk. Consideremos

Sk−1 ∨ Sk−1 ={x ∈ Rk | x = y + a ó x = y + b, y ∈ Sk−1}

con punto base el 0̄. Sea ι : Sk−1 ∨ Sk−1 ↪→ Rk − {a, b} la inclusión. Consid-
eremos los subespacios

X1 = {(x1, ..., xk) ∈ Sk−1 ∨ Sk−1 | x1 < 1/3}

X2 = {(x1, ..., xk) ∈ Sk−1 ∨ Sk−1 | x1 > −1/3}

Y1 = {(y1, ..., yk) ∈ Rk | y1 < 1/2}

Y2 = {(y1, ..., yk) ∈ Rk | y1 > −1/2}.

Estos son abiertos y además Sk−1 ∨ Sk−1 = X1 ∪ X2 y Rk = Y1 ∪ Y2.
Notemos que ι(X1) ⊂ Y1 y ι(X2) ⊂ Y2. Ahora, Sk−1 es un retracto fuerte
por deformación de Yi con i = 1, 2. Entonces la inclusión

Sk−1 # ! !! Xi
# ! ι|Xi !! Yi

es una equivalencia homotópica débil. También, Sk−1 es un retracto fuerte
por deformación de Xi, lo que implica que la inclusión Sk−1 ↪→ Xi es una
equivalencia homotópica débil para i = 1, 2. Por lo tanto ι|X1 : X1 → Y1,
ι|X2 : X2 → Y2 son equivalencias homotópicas débiles.

Ahora, X1 ∩ X2
∼= D̊k−1 ∨ D̊k−1 y Y1 ∩ Y2

∼= Rk lo que nos dice que son
contraibles y por lo tanto ι|X1∩X2 : X1 ∩ X2 → Y1 ∩ Y2 es una equivalencia
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homotópica débil. Por la Proposición 2.1.9 tenemos que la inclusión ι es
una equivalencia homotópica débil. Más aún, como Sk−1 ∨ Sk−1 y Rk son
complejos-CW, tenemos que ι es una equivalencia homotópica y se sigue que
para toda q ≥ 0

πq(Rk − {a, b}) ∼= πq(S
k−1 ∨ Sk−1).

Proposición 2.1.11. Para k ≥ 2 y q ≥ 2

πq(F0,n(Rk)) ∼=
n−1⊕

i=1

πq(S
k−1
1 ∨ · · · ∨ Sk−1

i ).

Demostración. Consideremos las funciones continuas fi : Rk → Rk dadas por

fi(x1, x2, ..., xk) = (x1 + i− 1, x2, ..., xk)

para 1 ≤ i ≤ n. Ahora, f1 = IdRk . Para i ≥ 2 tenemos lo siguiente.

Si x está en Rk, entonces

fi(x) += x para cada i y fj(x) += fi(x) si i += j.

Aśı, f : Rk → F0,n(Rk) dada por f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) está bien
definida y es continua y es una sección del haz fibrado π : F0,n(Rk) → Rk.
Si Qi = {q1, ..., qi} ⊂ Rk son conjuntos finitos de i puntos distintos, por la
Proposición 2.1.8 tenemos que

πq(F0,n(Rk)) ∼= πq(Rk)⊕
n−1⊕

i=1

πq(Rk −Qi).

Usando que πq(Rk) = 0 para toda q ≥ 0 y el Lema 2.1.10 se tiene el resultado.

De aqúı en adelante llamaremos a F0,n(X) el espacio de configuración de n
puntos de X y lo denotaremos por Fn(X).

Lema 2.1.12. Sea X de Hausdorff. Entonces Fn(X) ⊂ Xn es abierto y
Hausdorff .
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Demostración. Como X es Hausdorff, se tiene que Xn también lo es y como
Fn(X) ⊂ Xn, se sigue que Fn(X) es Hausdorff. Para ver que es abierto,
tomemos (x1, ..., xn) en Fn(X). Como X es Hausdorff, existen abiertos
V1, ..., Vn ⊂ X tales que xi está en Vi y Vi ∩ Vj = ∅, si i += j.

Tomemos V = V1× · · ·× Vn. Si V " Fn(X) existiŕıa (y1, ..., yn) en V tal que
yi = yj con i += j, lo que contradice que Vi∩Vj = ∅. Por lo tanto V ⊂ Fn(X)
y se tiene el resultado.

Nota 2.1.13. Como Fn(Rk) ⊂ Rnk es abierto y Rnk es una variedad diferen-
ciable, tenemos que Fn(Rk) es una variadad diferenciable y por lo tanto un
complejo CW.

También, consideraremos el espacio R∞ que definimos como colimkRk (la
definición de coĺımite y sistemas dirigidos se puede consultar en [1]).

Lema 2.1.14. Fn(R∞) ∼= colimkFn(Rk).

Demostración. Veamos que Fn(R∞) cumple la propiedad universal del coĺımite.
Dado que R∞ = colimkRk, tenemos inclusiones ιk : Rk ↪→ Rk+1 y αk : Rk ↪→ R∞

que inducen las funciones jk : Fn(Rk) → Fn(Rk+1) y βk : Fn(Rk) → Fn(R∞)
tales que para cada (x1, ..., xn) en Fn(Rk)

βk(x1, ..., xn) = (αk(x1), αk(x2), ...,αk(xn)) y

jk(x1, ..., xn) = (ιk(x1), ιk(x2), ..., ιk(xn))

que son continuas para cada k ≥ 1. Además, usando que αk+1 ◦ ιk = αk para
cada k ≥ 1, tenemos que βk+1 ◦ jk(x1, ..., xn) =

βk+1(ιk(x1), ..., ιk(xn)) = (αk+1◦ιk(x1), ...,αk+1◦ιk(xn)) = (αk(x1), ...,αk(xn)).

Por lo tanto βk+1 ◦ jk = βk para toda k ≥ 1. Ahora, supongamos que existen
funciones continuas gk : Fn(Rk) → Y con Y un espacio arbitrario, tales que
para cada k ≥ 1, el siguiente diagrama conmuta

Fn(Rk) # ! jk !!

gk
**11111111111

Fn(Rk+1)

gk+1

((
Y.
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Notemos que cualquier z en Fn(R∞) es de la forma

z = (αk1(x1), αk2(x2), ...,αkn(xn))

donde xi está en Rki . Más aún, si r = max{ki | xi ∈ Rki}, tenemos que
z = (αr ◦ ιrk1

(x1), αr ◦ ιrk2
(x2), ...,αr ◦ ιrkn

(xn)). Definimos g : Fn(R∞) → Y
como

g(z) = g(αr ◦ ιrk1
(x1), ...,αr ◦ ιrkn

(xn)) = gr(ι
r
k1

(x1), ..., ι
r
kn

(xn)).

Recordemos que Fn(R∞) ⊂ R∞ × · · · × R∞ (n factores) y un subespacio
U1× · · ·×Un es abierto en R∞× · · ·×R∞ si y sólo si Ui ∩Rk es abierto para
cada k, con 1 ≤ i ≤ n. Como cualquier z en Fn(R∞) está en algún Fn(Rr),
con r suficientemente grande, se sigue que un subespacio V de Fn(R∞) es
abierto si y sólo si V ∩ Fn(Rk) es abierto en Fn(Rk) para cada k. Es decir,
Fn(R∞) tiene la topoloǵıa coherente con los subespacios Fn(Rk).

Aśı, para ver que g es continua, basta ver que g|Fn(Rk) es continua para cada
k, pero por definición de g tenemos que g|Fn(Rk) = gk. Por lo tanto g es
continua. Además, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

Fn(Rk) # ! βk !!

gk
0022222222222

Fn(R∞)

g

((
Y.

Por lo tanto Fn(R∞) ∼= colimkFn(Rk).

Lema 2.1.15. Sean (X, x0) y (Y, y0) espacios topológicos contraibles. En-
tonces el espacio (X ∨ Y, {x0, y0}) es contraible.

Demostración. Consideremos las homotoṕıas H1 : (X×I, {x0}×I) → (X, x0),
H2 : (Y × I, {y0}× I) → (Y, y0) de las identidades a las respectivas funciones
constantes. Definimos H : (X ∨Y × I, {x0, y0}× I) → (X ∨Y, {x0, y0}) como

H((x, y), t) =

{
(H1(x, t), y) si y = y0

(x, H2(y, t)) si x = x0

Como X × {y0} y Y × {x0} son cerrados cuya intersección es {x0, y0} y la
unión es X ∨Y , se sigue que H es continua, pues es continua en los cerrados
X × {y0}× I, Y × {x0}× I y

H((x0, y0), t) = (H1(x0, t), y0) = (x0, y0) = (x0, H2(y0, t))
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para cada t ∈ I. Además H(x, y, 0) = (x0, y0) y

H((x, y), 1) =

{
(H1(x, 1), y) = (x, y) si y = y0

(x, H2(y, 1)) = (x, y) si x = x0

que es la identidad en X ∨ Y .

Lema 2.1.16. Sean fk : (Xk, xk) → (Xk+1, xk+1) y gk : (Yk, yk) → (Yk+1, yk+1)
con k ≥ 1 sistemas dirigidos de espacios topológicos basados. Entonces

colimk(Xk ∨ Yk) ∼= colimkXk ∨ colimkYk.

Demostración. Sean αk : Xk → colimkXk y βk : Yk → colimkYk las funciones
correspondientes al coĺımite. Consideremos las funciones inducidas por la
cuña

fk ∨ gk : Xk ∨ Yk → Xk+1 ∨ Yk+1 y αk ∨ βk : Xk ∨ Yk → colimkXk ∨ colimkYk

dadas por (fk ∨ gk)(x, y) = (fk(x), gk(y)) y (αk ∨ βk)(x, y) = (αk(x), βk(y)).
Aśı,

(αk+1 ∨ βk+1) ◦ (fk ∨ gk)(x, y) = (αk+1 ∨ βk+1)(fk(x), gk(y)) =

(αk+1 ◦ fk(x), βk+1 ◦ gk(y)) = (αk(x), βk(y)) = (αk ∨ βk)(x, y).

Supongamos que existen funciones continuas hk : Xk ∨ Yk → Z tales que el
siguiente diagrama conmuta

Xk ∨ Yk
fk∨gk!!

hk

((

Xk+1 ∨ Yk+1

hk+1
113333333333333

Z

para cada k. Consideremos las funciones sk : Xk → Xk∨Yk y lk : Yk → Xk∨Yk

dadas por sk(x) = (x, yk) y lk(y) = (xk, y). Entonces

hk+1sk+1fk(x) = hk+1(fk(x), yk+1) = hk+1(fk∨gk)(x, yk)) = hk(x, yk) = hksk(x)

hk+1lk+1gk(y) = hk+1(xk+1, gk(y)) = hk+1(fk∨gk)(xk, y)) = hk(xk, y) = hklk(y).

Por lo tanto las composiciones sk ◦ hk y lk ◦ hk inducen funciones continuas
s : colimkXk → Z y l : colimkYk → Z tales que s ◦ αk = hk ◦ sk y l ◦ βk =
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hk ◦ lk. s y l inducen otra funcion continua h : colimkXk ∨ colimkYk → Z
dada por

h([x], [y]) =

{
s([x]) si [y] = [y1]
l([y]) si [x] = [x1].

Ahora, si (x, y) está en Xk ∨ Yk, h(αk ∨ βk)(x, y) = h(αk(x), βk(y)) =

{
s(αk(x)) = hk(sk(x)) = hk(x, yk) si βk(y) = [y1]
l(βk(y)) = hk(lk(y)) = hk(xk, y) si αk(x) = [x1]

que es hk(x, y). Por lo tanto colimkXk∨colimkYk tiene la propiedad universal
del coĺımite y se tiene el resultado.

Proposición 2.1.17. πq(Fn(R∞)) = 0, para q ≥ 2.

Demostración. Por el Lema 2.1.14, πq(Fn(R∞)) ∼= πq(colimkFn(Rk)). Usan-
do que el coĺımite conmuta con los grupos de homotoṕıa (véase [4]), tenemos
que

πq(colimkFn(Rk)) ∼= colimkπq(Fn(Rk)).

Por la Proposición 2.1.11 se tiene para q ≥ 2 que colimkπq(Fn(Rk)) ∼=

colimk

n−1⊕

i=0

πq(S
k−1
1 ∨ · · · ∨ Sk−1

i ) ∼=
n−1⊕

i=0

πq(colimk(S
k−1
1 ∨ · · · ∨ Sk−1

i )).

Usando el Lema 2.1.16 y procediendo por inducción en el número de esferas
tenemos que

n−1⊕

i=0

πq(colimk(S
k−1
1 ∨ · · · ∨ Sk−1

i )) ∼=
n−1⊕

i=0

πq(colimkS
k−1
1 ∨ · · · ∨ colimkS

k−1
i ).

Ahora, colimnSn = S∞ es un complejo-CW y πq(S∞) ∼= colimnπq(Sn) = 0
para toda q ≥ 0. Por el Teorema de Whitehead (vease [1]), tenemos que S∞

es contraible.

Procediendo por inducción en el número de cuñas y por el Lema 2.1.15,
obtenemos que S∞1 ∨ · · · ∨ S∞i es contraible. Por lo tanto

πq(Fn(R∞)) ∼=
n−1⊕

i=0

πq(S
∞
1 ∨ · · · ∨ S∞i ) = 0

para q ≥ 2.
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El argumento de la Proposición 2.1.8 no funciona para calcular π0(Fn(R∞)) y
π1(Fn(R∞)), pues no necesariamente son grupos abelianos. Para esto veamos
lo siguiente.

Lema 2.1.18. πq(Sn
1 ∨ ... ∨ Sn

i ) = 0 para n ≥ 2, q = 0, 1.

Demostración. Sn ∨ Sn = (Sn × {x0}) ∪ ({x0} × Sn) donde x0 es el punto
base y como Sn × {x0} es conexo por trayectorias para n > 0, y {x0, x0} es
un punto en común, se tiene que Sn ∨ Sn es conexo por trayectorias. Por
inducción sobre i obtenemos que Sn

1 ∨ ... ∨ Sn
i también lo es. Por lo tanto

π0(Sn
1 ∨ ... ∨ Sn

i ) = 0 para n > 0.

Ahora Sn ∨ Sn = (Sn ∨ (Sn − {x1})) ∪ ((Sn − {x1}) ∨ Sn) que son abiertos
en Sn ∨ Sn. (Sn ∨ (Sn − {x1})) ∩ ((Sn − {x1}) ∨ Sn) es del mismo tipo de
homotoṕıa que Rn−1 ∨ Rn−1 y por lo tanto es contraible. Por el Teorema de
Seifert-Van Kampen se sigue que

π1(S
n ∨ Sn) ∼= π1(S

n ∨ (Sn − {x1})) ∗ π1((S
n − {x1}) ∨ Sn)

para toda n ≥ 1. También, (Sn − {x1}) es contráıble y tenemos que Sn ∨
(Sn − {x1})) es del mismo tipo de homotoṕıa que Sn, pero π1(Sn) = 0 para
toda n ≥ 2. Por lo tanto π1(Sn ∨ Sn) = 0. Por inducción se sigue que
π1(Sn

1 ∨ ... ∨ Sn
i ) = 0 para n ≥ 2.

Proposición 2.1.19. πq(Fn(R∞)) = 0 para q = 0, 1

Demostración. Sabemos que πq(Fn(R∞)) = colimkπq(Fn(Rk)). Considere-
mos Qi = {q1, ..., qi} ⊂ Rk conjuntos de i puntos distintos, con 1 ≤ i ≤ n−1.
Tomando la sucesión exacta de homotoṕıa de las fibraciones π : Fi,n−i(Rk) →
(Rk −Qi) para k ≥ 2, obtenemos

πq(F1,n−1(Rk))

((

πq(Fn(Rk))

((

πq(Rk)

πq(F2,n−2(Rk))

((

πq(F1,n−1(Rk))

((

πq(Rk −Q1)

· · ·

· · ·

· · ·

πq(Fn−2,2(Rk))

((

πq(Fn−3,3(Rk))

((

πq(Rk −Qn−3)

πq(Fn−1,1(Rk))

((

πq(Fn−2,2(Rk))

((

πq(Rk −Qn−2)

Por el Lema 2.1.18 πq(Rk − Qi) ∼= πq(S
k−1
1 ∨ ... ∨ Sk−1

i ) = 0 para toda
1 ≤ i ≤ n − 1 y q = 0, 1. Procediendo de derecha a izquierda usando



Caṕıtulo 2. Espacios de Configuración 33

que las sucesiones son exactas y que Fn−1,1(Rk) = Rk − Qn−1 se sigue que
π0(Fn(Rk)) = 0 para toda k ≥ 2 y que π1(Fn(Rk)) = 0 para toda k ≥ 3. Por
lo tanto colimkπq(Fn(Rk)) = 0 para q = 0, 1 y se tiene el resultado.

Corolario 2.1.20. El espacio Fn(R∞) es contraible.

Demostración. Por el Lema 2.1.14, Fn(R∞) = colimkFn(Rk) y por lo tanto
es un complejo-CW. Por las Proposiciones 2.1.17 y 2.1.19, πq(Fn(R∞)) = 0
para toda q ≥ 0. Por el Teorema de Whitehead, Fn(R∞) es contraible.

2.2 El Espacio de Subconjuntos de
Cardinalidad n de un Espacio X

En esta sección construiremos una aplicación cubriente de n-hojas sobre el es-
pacio de subconjuntos de R∞ de cardinalidad n. Para esta nueva construcción
necesitaremos algunos resultados sobre acciones los cuales enunciaremos y
demostraremos a continuación. De aqúı en adelante trabajaremos con la
noción de aplicación cubriente que dimos en el Ejemplo 1.1.3.

Recordemos que si X un espacio topológico y G un grupo, una función con-
tinua h : X ×G → X cuyo valor denotamos como h(x, g) = xg es una acción
derecha si

i) (xg)g′ = x(gg′) para cada g, g′ en G.

ii) xe = x para cada x en X, donde e es el idéntico en G .

Además, para cada g en G la función hg : X → X dada por hg(x) = xg es un
homeomorfismo.

Definición 2.2.1. Decimos que una acción es libre si dado g en G tal que
g += e entonces xg += x para cada x en X. También, decimos que la acción
es propiamente discontinua si para cada x en X existe V vecindad de x tal
que V ∩ V g = ∅ para cada g en G \ {e}, donde V g = {xg|x ∈ V }.

Lema 2.2.2. Sean G un grupo discreto y X un espacio topológico. Sea
h : X ×G → X una acción propiamente discontinua. Entonces el mapeo
cociente q : X → X/G que manda a cada elemento a su órbita es una apli-
cación cubriente.
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Demostración. Como la acción es propiamente discontinua, para cada x en
X existe V vecindad de x tal que V ∩V g = ∅ para toda g en G \ {e}. Ahora
q−1(q(V )) = {V g|g ∈ G} es una unión ajena de abiertos en X por tanto
q(V ) es abierto. Definimos

ϕq(V ) : q(V )×G → q−1(q(V ))

como ϕq(V )(q(x), g) = xg, que está bien definida pues si q(x) = q(x′) en-
tonces x′ = xg′ con g′ en G pero V ∩ V g = ∅ para cada g en G \ {e},
lo que implica g′ = e. Fijando g en G, la función ϕq(V ) está dada por el
homeomorfismo hg : X → X inducido por la acción h(x, g) = xg. Entonces
ϕq(V )(q(V ), g) = V g para cada g en G y como q−1(q(V )) =

⊔
g∈G V g y el

grupo G es discreto, tenemos que ϕq(V ) : q(V ) × G → q−1(q(V )) es homeo-
morfismo.

Aśı, para cada órbita q(x) en X/G tenemos una vecindad abierta q(V ) de
q(x) y un homeomorfismo ϕq(V ) tal que el siguiente diagrama conmuta

q(V )×G
ϕq(V )!!

proyX

224
44

44
44

4
q−1(q(V ))

q
3355

55
55

55

q(V )

Por lo tanto se tiene el resultado.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la acción Z×R → R dada por (n, x) 7→ n+x
que es continua. Ahora, sea x en R y consideremos el intervalo abierto
(x− 1/2, x + 1/2). Para cada n en Z, con n += 0, se tiene que

(x− 1/2, x + 1/2) ∩ (x + n− 1/2, x + n + 1/2) = ∅.

Como Z es discreto y la acción es propiamente discontinua, obtenemos que
el mapeo cociente p : R → R/Z ∼= S1 es una aplicación cubriente con fibra Z.

Lema 2.2.4. Sean G un grupo finito, X un espacio de Hausdorff. Sea
h : X ×G → X una acción libre. Entonces h es una acción propiamente
discontinua.

Demostración. Denotemos G = {e = g1, g2, ... , gn}. Sea x en X y tomemos
gi en G \ {e}. Entonces xgi += x pues i += 1. Como X es Hausdorff existen
Vxi y Uxi abiertos ajenos en X tales que x está en Vxi y xgi está en Uxi .
Consideremos el homeomorfismo hgi : X → X tal que hgi(x) = xgi inducido
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por la acción h. Entonces hgi(Vxi) = Vxigi es abierto en X y xgi está en
Vxigi ∩ Uxi . Sea

V =
n⋂

i=1

h−1
gi

(Vxigi ∩ Uxi).

Este conjunto es un abierto no vaćıo pues x está en V . Ahora V ⊆ Vxi y
Vgi ⊆ Uxi para cada i en {1, ... , n} por lo tanto V ∩ Vgi = ∅ para cada i en
{1, ... , n}.

Por los dos Lemas anteriores, podemos concluir lo siguiente:

Proposición 2.2.5. Sean G un grupo finito, X un espacio topológico de
Hausdorff y h : X × G → X una acción libre. Entonces el mapeo cociente
q : X → X/G que mapea a cada elemento a su órbita es una aplicación cu-
briente.

!
Ejemplo 2.2.6. Consideremos Sn y la acción Z2 × Sn → Sn dada por
t · x = −x, donde t es el generador en Z2. Esta acción es libre y como Sn es
de Hausdorff y Z2 es finito, tenemos que el mapeo cociente p : Sn → Sn/Z2

es una aplicación cubriente de 2 hojas, donde Sn/Z2 ≡ RPn es el espacio
proyectivo real de dimensión n.

Definición 2.2.7. Consideremos el espacio de configuración de n puntos de
X:

Fn(X) = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Xn| xi += xj con i += j}.

Sea X de Hausdorff. Denotemos como Σn al grupo simétrico del conjunto
{1, 2, ..., n} y consideramos la acción Fn(X)× Σn → Fn(X) dada por

(x1, x2, ..., xn)σ = (xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)).

Esta acción es libre. Por el Lema 2.1.12, Fn(X) es Hausdorff y como Σn es
finito, de la Proposición 2.2.5 obtenemos que el mapeo cociente

pn : Fn(X) → Fn(X)/Σn

es una aplicación cubriente cuya multiplicidad de la fibra es |Σn| = n!.
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Recordemos que Z es un espacio Eilenberg Mac Lane de tipo (L, n), donde
L es un grupo, si

πq(Z) ∼=
{

L si q = n
0 si q += n

Teorema 2.2.8. Fn(R∞)/Σn es un espacio Eilenberg Mac Lane de tipo
(Σn, 1).

Demostración. Por lo que mencionamos arriba, tomando X = R∞ tenemos
una aplicación cubriente pn : Fn(R∞) → Fn(R∞)/Σn cuya fibra es Σn (y en
particular es un cubriente universal pues π1(Fn(R∞)) = 0).

Ahora, tomemos la sucesión exacta de homotoṕıa de pn

· · · !! πq(Σn) !! πq(Fn(R∞) !! πq(Fn(R∞)/Σn) !! πq−1(Σn) !! · · ·

· · · !! π1(Σn) !! π1(Fn(R∞) !! π1(Fn(R∞)/Σn) !! π0(Σn) !! · · ·

Por las Proposiciones 2.1.17 y 2.1.19 obtenemos que

πq(Fn(R∞)/Σn) → πq−1(Σn)

es un isomorfismo para toda q ≥ 0. Por lo tanto

πq(Fn(R∞)/Σn) =

{
Σn si q = 1
0 si q += 1

A partir de ahora será de nuestro interés construir aplicaciones cubrientes de
n hojas sobre Fn(X), es decir que la multiplicidad de la fibra sea n.

Definición 2.2.9. Sea n̄ = {1, 2, ..., n}. Consideremos la acción

(Fn(X)× n̄)× Σn → Fn(X)× n̄

dada por ((x1, ..., xn), i)σ = ((xσ(1), ..., xσ(n)), σ−1(i)). Denotemos al espacio
cociente (Fn(X)× n̄)/Σn como Fn(X)×Σn n̄. Definimos qn : Fn(X)×Σn n̄ →
Fn(X)/Σn como

qn[((x1, ..., xn), i)] = [(x1, ..., xn)].

Proposición 2.2.10. qn : Fn(X) ×Σn n̄ → Fn(X)/Σn es una aplicación
cubriente de n-hojas.
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Demostración. Consideremos una cubierta trivializadora {Uα} correspon-
diente a pn (Definición 2.2.7) y los mapeos trivializadores ϕα : Uα × Σn →
p−1

n (Uα). Sea [(x1, ..., xn)] en Fn(X)/Σn. Entonces [(x1, ..., xn)] está en Uα

para algúna α y supongamos que (x1, ..., xn) es el representante canónico, es
decir, (x1, ..., xn) = ϕα([(x1, ..., xn)], e) donde e es el idéntico en Σn. Defini-
mos ψα : Uα × n̄ → q−1

n (Uα) de la siguiente manera.

Para cada (y1, ..., yn) en [(x1, ..., xn)] tenemos que (y1, ..., yn) = (xσ(1), ..., xσ(n))
para algúna σ en Σn. Definimos ψα([(y1, ..., yn)], i) = [((y1, .., yn), σ−1(i))].
Para ver que está bien definida, tomemos (y1, ..., yn) en [(x1, ..., xn)]. En-
tonces

ψα([(x1, ..., xn)], i) = [((x1, .., xn), i)] y
ψα([(y1, ..., yn)], i) = [((y1, .., yn), σ−1(i))]

y como ((y1, ..., yn), σ−1(i)) = ((xσ(1), ..., xσ(n))σ−1(i)), obtenemos que

[((y1, .., yn), σ−1(i))] = [((x1, ..., xn), i)].

También definimos ψ̃α : q−1
n (Uα) → Uα × n̄ como

ψ̃α[((y1, ..., yn), i)] = ([(y1, ..., yn)], σ(i))

que está bien definida pues si ((y1, ..., yn), j) está en [((x1, ..., xn), i)] entonces

((y1, ..., yn), j) = ((xσ(1), ..., xσ(n)), σ
−1(i))

para alguna σ en Σn. Usando el hecho de que σ(j) = σ(σ−1(i)) tenemos que

ψ̃α[((y1, ..., yn), j)] = ([(y1, ..., yn)], σ(j)) =

([(x1, ...xn)], i) = ψ̃α([((x1, ..., xn), i)]).

Claramente ψ̃α = ψ−1
α y tenemos que ψα es biyectiva. Para ver que ψα es

homeomorfismo, primero veamos que q−1
n (Uα) = p−1

n (Uα) ×Σn n̄. Tomemos
[(x1, ..., xn), i] en q−1

n (Uα). Entonces [(x1, ..., xn)] está en Uα y por lo tanto
existe (y1, ..., yn) en p−1(Uα) tal que pn(y1, ..., yn) = [(x1, ..., xn)], es decir,
existe σ en Σn tal que ((y1, ..., yn), σ(σ−1(i))) = ((xσ(1), ..., xσ(n)), i).

Aśı, [(x1, ..., xn), i] = [(y1, ..., yn), σ−1(i)] que está en p−1
n (Uα) ×Σn n̄. Ahora,

qn(p−1
n (Uα) ×Σn n̄) = Uα y por lo tanto p−1

n (Uα) ×Σn n̄ ⊂ q−1
n (Uα) y se tiene

lo anterior. Con esto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

p−1
n (Uα)× n̄

pn|×Id
!!

q̃ //***********
Uα × n̄

ψα446666666666

q−1
n (Uα)

ψ−1
α

556666666666
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donde q̃ es el mapeo cociente. Como pn| × Id es abierta y suprayectiva se
sigue que ψα y ψ−1

α son continuas. Aśı, el diagrama

Uα × n̄
ψα !!

proy

224
44

44
44

44
qn
−1(Uα)

qn

3355
55

55
55

Uα

conmuta y qn es una aplicación cubriente de n-hojas.

La aplicación cubriente qn : Fn(X)×Σn n̄ → Fn(X)/Σn se puede describir de
una manera más sencilla.

Definición 2.2.11. Definimos Pn(X) como el espacio de todos los subcon-
juntos de X de cardinalidad n. Consideremos la función ρn : Fn(X) →
Pn(X) dada por

ρn((x1, ..., xn)) = {x1, ..., xn}.

Esta función es suprayectiva, de manera que le podemos dar a Pn(X) la
topoloǵıa cociente. También definimos

En(X) = {(C, x) ∈ Pn(X)×X | x ∈ C}.

Proposición 2.2.12.

a) Pn(X) ∼= Fn(X)/Σn.

b) En(X) ∼= Fn(X)×Σn n̄.

Demostración. a) Sean (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) en Fn(X) tales que

ρn((x1, ..., xn)) = ρn((y1, ..., yn)).

Entonces {x1, ..., xn} = {y1, ..., yn} y tenemos que existe σ en Σn tal que
(x1, ..., xn) = (yσ(1), yσ(2), ..., yσ(n)) y por lo tanto pn(x1, ..., xn) = pn(y1, ..., yn).
En forma similar, si pn(x1, ..., xn) = pn(y1, ..., yn) entonces {x1, ..., xn} =
{y1, ..., yn}. Es decir, las identificaciones pn y ρn son compatibles e inducen
un homeomorfismo h tal que el siguiente diagrama conmuta

Fn(X)
ρn !!

pn

((

Pn(X)

Fn(X)/Σn

h

667
7

7
7

7
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b) Consideremos la función H : Fn(X)× n̄ → Pn(X)×X dada por

H((x1, ..., xn), i) = (ρn(x1, ..., xn), xi)

Para ver que es continua, consideremos

p1 : Pn(X)×X → Pn(X) y p2 : Pn(X)×X → X

las proyecciones en la primera y segunda coordenada respectivamente. En-
tonces para cada i fija en n̄, p1 ◦ H|Fn(X)×{i} = ρn y p2 ◦ H|Fn(X)×{i} =
proyi|Fn(X), donde proyi|Fn(X) es la restricción a Fn(X) de la i-ésima proyección
Xn → X. Esto nos dice que H es continua en Fn(X)× {i} para cada i, pues
ρn y proyi|Fn(X) son continuas. Pero n̄ tiene la topoloǵıa discreta, entonces
{Fn(X) × {i}}i∈n̄ es una cubierta de abiertos ajenos en Fn(X) × n̄. Por lo
tanto H es continua. Más aún, H es abierta pues ρn y proyi|Fn(X) lo son.

Ahora, para cada ((x1, ..., xn), i) en Fn(X) × n̄, tenemos que xi está en
{x1, ..., xn} = ρn(x1, ..., xn). Entonces H((x1, ..., xn), i) está en En(X) y por
lo tanto

H : Fn(X)× n̄ → En(X).

Sean ((x1, ..., xn), i), ((y1, ..., yn), j) en Fn(X)× n̄. Supongamos que

((y1, ..., yn), j) = ((xσ(1), ..., xσ(n)), σ
−1(i))

para alguna σ en Σn. Por la prueba en a) tenemos que pn(x1, ..., xn) =
pn(y1, ..., yn) y σ(j) = i, si y sólo si ρn(x1, ..., xn) = ρn(y1, ..., yn) y yj =
xσ(j) = xi. Es decir, H((y1, ..., yn), j) = H((x1, ..., xn), i) si y sólo si

[((x1, ..., xn), i)] = [((y1, ..., yn), j)] en Fn(X)×Σn n̄.

Por lo tanto H induce una única función continua H̄ tal que el siguiente
diagrama conmuta

Fn(X)× n̄ H !!

q

((

En(X)

Fn(X)×Σn n̄
H̄

77++++++

donde q es el mapeo cociente. Además, de la conmutatividad del diagrama y
de que H es abierta, se sigue que H̄ es abierta. Veamos que H̄ es biyectiva.

Sean [((x1, ..., xn), i)], [((z1, ..., zn), j)] en Fn(X)×Σn n̄. Supongamos que

(ρn(x1, ..., xn), xi) = (ρn(z1, ..., zn), zj).
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De esto se sigue que {x1, ..., xn} = {z1, ..., zn} y por lo tanto existe σ en Σn tal
que (x1, ..., xn)σ = (z1, ..., zn). Aśı zj = xσ(j), pero por hipótesis tenemos que
zj = xi, es decir, σ(j) = i, de aqúı se sigue que ((xσ(1), ..., xσ(n)), σ−1(i)) =
((z1, .., zn), j). Por lo tanto [((x1, ..., xn), i)] = [((z1, ..., zn), j)] y H̄ es inyec-
tiva.

Sea (C, x) en En(X) y tomemos d : n̄ → C una biyección. Entonces

((d(1), ..., d(n)), d−1(x)) está en Fn(X)× n̄.

Aśı, H((d(1), ..., d(n)), d−1(x)) = (ρn(d(1), ..., d(n)), d(d−1(x))) = (C, x). De
esto se sigue que H̄ es suprayectiva. Por lo tanto H̄ es un homeomorfismo.

Corolario 2.2.13. ρn : Fn(X) → Pn(X) es una aplicación cubriente y la
proyección

πn : En(X) → Pn(X)

dada por πn(C, x) = C para cada (C, x) en En(X) es una aplicación cubriente
de n-hojas. Más aún, h∗En(X) ∼= Fn(X)×Σn n̄, donde h es el homeomorfismo
de la parte a) de la proposición anterior.

Demostración. Consideremos pn : Fn(X) → Fn(X)/Σn. Por la parte a) de
la proposición anterior, tenemos que ρn = h ◦ pn y como pn es aplicación
cubriente y h es un homeomorfismo, ρn es una aplicación cubriente.

Para la segunda parte, consideremos el homeomorfismo H̄ : Fn(X) × n̄ →
En(X) de la parte b) de la Proposición anterior. Tomemos [((x1, ..., xn), i)]
en Fn(X)×Σn n̄. Entonces πn ◦ H̄[((x1, ..., xn), i)] =

πn(ρn(x1, ..., xn), xi)) = ρn(x1, ..., xn) = hpn(x1, ..., xn) = hqn[((x1, ..., xn), i)].

Con esto, el siguiente diagrama conmuta

Fn(X)×Σn n̄ H̄ !!

qn

((

En(X)

πn

((
Fn(X)/Σn h

!! Pn(X)

y dado que H̄ y h son homeomorfismos, πn : En(X) → Pn(X) es una apli-
cación cubriente de n-hojas. Aśı, (H̄, h) es un mapeo de haces y por la
Proposición 1.2.7 se sigue que h∗En(X) ∼= Fn(X)×Σn n̄.
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2.3 Clasificación de Aplicaciones Cubrientes
de n-hojas sobre Espacios Paracompactos

Definición 2.3.1. Sean p : E → B y q : E ′ → B aplicaciones cubrientes.
Decimos que p y q son equivalentes si existe un homeomorfismo ϕ : E → E ′

tal que q ◦ ϕ = p.

Nota 2.3.2. Por la Proposición 1.2.4 tenemos que p y q son equivalentes
si y sólo si existe una función continua ϕ : E → E ′ tal que q ◦ ϕ = p y ϕ
restringida a las fibras es biyectiva.

Proposición 2.3.3. Sean p : E → B y p′ : E ′ → B′ aplicaciones cubrientes.
Supongamos que existen funciones continuas f̃ : E → E ′ y f : B → B′ tales
que

i) p′ ◦ f̃ = f ◦ p

ii) f̃ restringida a las fibras es biyectiva

entonces E ∼= f ∗E ′.

Demostración. Este resultado es un caso especial de la Proposición 1.2.7, ya
que las fibras p−1(x) y (p′)−1(f(x)) tienen la topoloǵıa discreta para cualquier
x en B y por lo tanto f̃ restringida a las fibras es un homeomorfismo.

A la pareja de funciones (f̃ , f) le llamaremos mapeo entre aplicaciones cubrien-
tes.

Definición 2.3.4. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n hojas. Deci-
mos que una función continua g : E → Rk con 0 ≤ k ≤ ∞ es una aplicación
de Gauss de p si g|p−1(b) : p−1(b) → Rk es inyectiva para cada b en B.

Proposición 2.3.5. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n hojas.
Entonces existe una aplicación de Gauss g : E → Rk de p si y sólo si existe
una función continua f : B → Pn(Rk) tal que E ∼= f ∗En(Rk). A la función
f : B → Pn(Rk) le llamaremos función clasificante.

Demostración. Supongamos que existe g : E → Rk una aplicación de Gauss
de p. Para cada x en B definimos f : B → Pn(Rk) como f(x) = g(p−1(x)).
Veamos que está bien definida. Tomemos x en B. Entonces |p−1(x)| = n y
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como g|p−1(x) es inyectiva tenemos que |g(p−1(x))| = n. Por lo tanto g(p−1(x))
está en Pn(Rk).

Para ver que es continua, consideremos {U} una cubierta trivializadora de p
y ϕU : U × n̄ → p−1(U) los mapeos trivializadores correspondientes. Ahora,
para cada x en U , p−1(x) = {ϕU(x, 1), ...,ϕU(x, n)} y como ϕU es un homeo-
morfismo, ϕU(x, i) += ϕU(x, j) si i += j. Aśı obtenemos que

(g(ϕU(x, 1)), g(ϕU(x, 2)), ..., g(ϕU(x, n)))

está en Fn(Rk). Consideremos la identificación ρn : Fn(Rk) → Pn(Rk) definida
en la sección anterior. Entonces para cada x en U

f(x) = ρn(g(ϕU(x, 1)), g(ϕU(x, 2)), ..., g(ϕU(x, n)))

y por lo tanto f es continua.

Ahora definamos F : E → En(Rk) como F (e) = (f(p(e)), g(e)) con e en
E. Para ver que está bien definida recordemos que (A, t) está en En(Rk)
si A está en Pn(Rk) y t está en A. Claramente (f(p(e)), g(e)) está en
Pn(Rk)× Rk y por definición de f , tenemos que g(e) está en g(p−1(p(e))) =
f(p(e)). La continuidad de F se sigue de que las proyecciones en Pn(Rk) y
Rk son funciones continuas. Veamos que la pareja (F, f) es un mapeo entre
aplicaciones cubrientes.

Sea e en E. Entonces

πn(F (e)) = πn(f(p(e)), g(e)) = f(p(e))

y por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

E
F !!

p

((

En(Rk)

πn

((

B
f

!! Pn(Rk)

Sea x en B. Entonces F |p−1(x) = (f ◦ p|p−1(x), g|p−1(x)) es una biyección con
el conjunto

f(x)× {g(e1), ..., g(en)} = (πn)−1f(x)

donde p−1(x) = {e1, ..., en} y por la Proposición 2.3.3 concluimos que E ∼=
f ∗En(Rk).
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Para el regreso supongamos que existe una función clasificante f : B → Pn(Rk)
y una equivalencia de aplicaciones cubrientes h : E → f ∗En(Rk) . Consider-
emos el pullback de πn con respecto a f , entonces tenemos que el diagrama

E
h!!

p
$$########### f ∗En(Rk)

f̄ !!

π̄n

((

En(Rk)

πn

((

B
f

!! Pn(Rk)

conmuta y h ◦ f̄ es biyectiva en fibras. Definimos g : E → Rk de la siguiente
manera

f ∗En(Rk)
f̄ !! En(Rk) # ! i !! Pn(Rk)× Rk

proyRk

((

E

h

88

g
!!88888888888888 Rk

Aśı g es composición de funciones continuas y es inyectiva en fibras. Por lo
tanto g : E → Rk es una aplicación de Gauss de p.

La construcción del mapeo entre aplicaciones cubrientes (F, f) en la ida y la
aplicación de Gauss g del regreso nos motiva a las siguiente proposición.

Proposición 2.3.6. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n-hojas.
Entonces existe una biyección entre el conjunto de los mapeos de aplicaciones
cubrientes:

E
f̃ !!

p

((

En(Rk)

πn

((

B
f

!! Pn(Rk)

y el conjunto de las aplicaciones de Gauss de p.

Demostración. Sea (f̃ , f) un mapeo entre las aplicaciones cubrientes p y πn.
Consideremos la composición

E
f̃ !! En(Rk) # ! !! Pn(Rk)× Rk p2 !! Rk
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donde p2 es la proyección en la segunda coordenada. Sea b en B, entonces

f̃ |p−1(b) : p−1(b) → (πn)−1f(b)

es biyectiva donde (πn)−1f(b) = {f(b)}×{ x ∈ Rk | x ∈ f(b)}.

Además p2|{C}×{x∈Rk | x∈C} es inyectiva para cada C en Pn(Rk), por lo tanto

p2 ◦ f̃ es aplicación de Gauss de p.

Denotemos como BM(p, πn) a los mapeos entre las aplicaciones cubrientes
p y πn y como Gauss(p) a las aplicaciones de Gauss de p. Definimos

ϕ : BM(p, πn) → Gauss(p)

como ϕ(f̃ , f) = p2 ◦ f̃ , que está bien definida por lo anterior. También
definimos ψ : Gauss(p) → BM(p, πn) como ψ(g) = (h̃, h), donde h(b) =
g(p−1(b)) y h̃(e) = (h(p(e)), g(e)), que está bien definida por la construcción
en la Proposición 2.3.5. Veamos que ψ es la inversa de ϕ.

Sea (f̃ , f) en BM(p, πn). Entonces ψ ◦ ϕ(f̃ , f) = ψ(p2 ◦ f̃) = (h̃, h), donde

h(b) = p2 ◦ f̃(p−1(b)) = p2({f(b)}×{ x ∈ Rk | x ∈ f(b)}) =

{x ∈ Rk | x ∈ f(b)} = f(b) y

h̃(e) = (p2 ◦ f̃(p−1(p(e))), p2 ◦ f̃(e)) = (f(p(e)), p2 ◦ f̃(e)) = f̃(e)

para cada b en B y e en E. Por lo tanto (h̃, h) = (f̃ , f). Sea g en Gauss(p).
Entonces ϕ ◦ ψ(g) = ϕ(h̃, h) = p2 ◦ h̃. Sea e en E, entonces p2 ◦ h(e) =
p2(h(p(e)), g(e)) = g(e). Por lo tanto p2 ◦ h̃ = g y ϕ es biyectiva.

Definición 2.3.7. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n-hojas.

1) Sean g0 y g1 en Gauss(p). Decimos que una función continua G : E×I →
Rk es una homotoṕıa entre g0 y g1 si es homotoṕıa de funciones continuas
y además, para cada t en I,

Gt : E → Rk, donde Gt(e) = G(e, t)

es una aplicación de Gauss de p .

2) Sean (f̃0, f0), (f̃1, f1) en BM(p, πn). Decimos que una pareja de funciones
continuas (F̃ , F ) tal que el diagrama

E × I
F̃ !!

p×IdI

((

En(Rk)

πn

((

B × I
F

!! Pn(Rk)
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conmuta es una homotoṕıa entre (f̃0, f0) y (f̃1, f1), si para cada b en B, e en
E se satisfacen:

i) F̃ (e, 0) = f̃0(e) y F (b, 0) = f0(b)

ii) F̃ (e, 1) = f̃1(e) y F (b, 1) = f1(b)

iii) para cada t en I se tiene que (F̃ |E×{t}, F |E×{t}) está en BM(p, πn).

Proposición 2.3.8. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n-hojas.
Entonces la biyección Gauss(p) → BM(p, πn) pasa a clases de homotoṕıa.

Demostración. Sean g0 y g1 en Gauss(p) y G : E × I → Rk una homotoṕıa
entre ellas. Ahora, notemos que p × IdI : E × I → B × I es una aplicación
cubriente de n-hojas y que G está en Gauss(p × IdI). Entonces existe un
mapeo entre aplicaciones cubrientes

E × I
F̃ !!

p×IdI

((

En(Rk)

πn

((

B × I
F

!! Pn(Rk)

tal que p2 ◦ F̃ = G y para cada t en I el siguiente diagrama conmuta

E × {t} F̃ |
!!

(p×IdI)|
((

En(Rk)

πn

((

B × {t}
F |

!! Pn(Rk)

F̃ | es biyectiva en fibras, entonces (F̃ |, F |) es un mapeo entre aplicaciones
cubrientes. Ahora, la pareja (F̃ , F ) es una homotoṕıa entre (F̃ |E×{0}, F |E×{0})
y (F̃ |E×{1}, F |E×{1}) y dado que

p2 ◦ F̃ |E×{v} = G|E×{v} = gv con v = 0, 1

se tiene que ψ pasa a clases de homotoṕıa.

Sean (f̃0, f0), (f̃1, f1) en BM(p, πn) y (F̃ , F ) una homotoṕıa entre ellas. En-
tonces (F̃ |E×{t}, F |E×{t}) es un mapeo entre aplicaciones cubrientes para cada
t y por lo tanto p2 ◦ F̃ |E×{t} es una aplicación de Gauss de p para cada t.

Aśı tenemos que p2 ◦ F̃ : E × I → Rk es una homotoṕıa de aplicaciones de
Gauss entre p2 ◦ F̃ |E×{0} = p2 ◦ f̃0 y p2 ◦ F̃ |E×{1} = p2 ◦ f̃1. Por lo tanto ϕ
pasa a clases de homotoṕıa.
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Proposición 2.3.9. Sea p : E → B una aplicación cubriente de n-hojas y B
paracompacto. Entonces existe una aplicación de Gauss g : E → R∞ de p.

Demostración. Por el Lema 1.2.14 existe una cubierta trivializadora nume-
rable {Wi}∞i=1 de B y mapeos trivializadores ϕi : Wi× n̄ → p−1(Wi). Además
como B es paracompacto existe una partición de la unidad {ηi}∞i=1 subordi-
nada a la cubierta {Wi}∞i=1. Definimos para cada i, gi : E → R como

gi(e) =

{
ηi(p(e)) · proy ◦ ϕi

−1(e) si e ∈ p−1(Wi)
0 si e /∈ p−1(Wi)

donde proy : Wi × n̄ → n̄ ⊂ R es la proyección. Para ver que gi esta bien
definida y es continua para cada i, consideremos los abiertos de E dados
por p−1(Wi) y p−1(B − sop(ηi)) y tomemos e en p−1(Wi)∩ p−1(B − sop(ηi)).
Entonces gi(e) = ηi(p(e)) · proy ◦ ϕi

−1(e) y como p(e) está en (B − sop(ηi)),
entonces ηi(p(e)) = 0 y de aqúı se sigue que gi(e) = 0.

Ahora, definimos g : E → R∞ como g(e) = (g1(e), ..., gi(e), ...). Para ver que
es inyectiva en fibras consideremos x0 en B y e1, e2 en p−1(x0). Supongamos
que e1 += e2. Para cada x en B tenemos que

∑
i≥1 ηi(x) = 1, en particular,

para x0, existe i0 tal que ηi0(x0) > 0. Ahora,

gi0(e1) = ηi0(x) · proy ◦ ϕi0
−1(e1) y gi0(e2) = ηi0(x) · proy ◦ ϕi0

−1(e2)

y como ϕi0 es homeomorfismo, tenemos que ϕi0
−1(e1) += ϕi0

−1(e2). Pero, e1 y
e2 están en la fibra sobre x0, entonces ϕi0

−1(e1) = (x0, i) y ϕi0
−1(e2) = (x0, j)

y por lo tanto i += j.

Aśı, proy◦ϕi0
−1(e1) += proy◦ϕi0

−1(e2) y de aqúı se sigue que gi0(e1) += gi0(e2).
Por lo tanto g(e1) += g(e2).

Definición 2.3.10. Sea X un espacio paracompacto. Denotamos por Covn(X)
al conjunto de clases de equivalencia de aplicaciones cubrientes de n-hojas
sobre X y como [X, Y ] a las clases de homotoṕıa de funciones continuas de
X en cualquier espacio Y .

Teorema 2.3.11. Sea X un espacio paracompacto. Entonces existe una
biyección

[X,Pn(R∞)] → Covn(X)

dada por [f ] 7→ [f ∗En(R∞)].
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Demostración. Por el Teorema 1.2.13 la función esta bien definida. Las
Proposiciones 2.3.5 y 2.3.9 muestran que la función es suprayectiva.

Para ver que es inyectiva primero definamos unas homotoṕıas. Consideremos
los espacios R∞

1 = {(ti) ∈ R∞ | t2i = 0, i = 1, 2, 3, ...} y R∞
2 = {(ti) ∈

R∞ | t2i+1 = 0, i = 1, 2, 3, ...} tales que R∞ = R∞
1 ⊕ R∞

2 . Definimos
h1, h2 : R∞ × I → R∞ como

h1((t1, t2, t3, ...), t) = (1− t)(t1, t2, t3, ...) + t(t1, 0, t2, 0, t3, ...)

h2((t1, t2, t3, ...), t) = (1− t)(t1, t2, t3, ...) + t(0, t1, 0, t2, 0, t3, ...)

donde (t1, t2, t3, ...) está en R∞ y t está en I. Notemos que para cada t en I,
la restricción hv|R∞×{t} con v = 1, 2 es inyectiva. Las homotoṕıas comienzan
con la identidad y terminan con las funciones continuas que denotamos por

h1
1 : R∞ → R∞

1 ⊂ R∞ y h2
1 : R∞ → R∞

2 ⊂ R∞.

Si p2 : En(R∞) ⊂ (R∞)n × R∞ → R∞ denota a la proyección entonces las
composiciones

hv
1 ◦ p2 : En(R∞) → R∞ con v = 1, 2

son aplicaciones de Gauss de πn, pues si C está en Pn(R∞) entonces

(πn)−1(C) = {C}×{ (ti) ∈ R∞ | (ti) ∈ C}

por lo que p2(πn)−1(C) = {(ti) ∈ R∞ | (ti) ∈ C} y como hv
1 es inyectiva, se

tiene que hv
1 ◦ p2 es inyectiva en fibras.

Por la Proposición 2.3.6 tenemos que las funciones hv
1 ◦ p2 inducen un mapeo

entre aplicaciones cubrientes

En(R∞)
ϕ̃v !!

πn

((

En(R∞)

πn

((
Pn(R∞) ϕv

!! Pn(R∞)

con v = 1, 2. Consideremos las composiciones hv ◦ (p2 × Id) : En(R∞)× I →
R∞ para v = 1, 2. Estas son homotoṕıas que empiezan en p2, pues si e está
en En(R∞) entonces

hv(p2 × Id)(e, 0) = hv(p2(e), 0) = p2(e)
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y que terminan en hv
1 ◦ p2. Ahora, como p2|(πn)−1(C) con C en Pn(R∞) es

inyectiva y para cada t en I se tiene que la función

hv ◦ (p2 × Id)|(πn)−1(C)× {t}

es también inyectiva, entonces hv ◦(p2×Id) es una homotoṕıa de aplicaciones
de Gauss de πn entre p2 y hv

1 ◦ p2.

Por la Proposición 2.3.8 (ϕ̃v, ϕv) es homotópico al mapeo entre aplicaciones
cubrientes inducido por p2, digamos (ψ̃,ψ). Tomemos C en Pn(R∞). En-
tonces ψ(C) = p2(πn)−1(C) = C de lo cual se sigue que ψ = Id y por lo
tanto ϕv 9 Id.

Estamos preparados para probar la inyectividad. Sean f1, f2 : X → Pn(R∞)
tales que f ∗1 En(R∞) ∼= f ∗2 En(R∞), hay que mostrar que f1 y f2 son ho-
motópicas. Consideremos los pullbacks de πn inducidos por f1 y f2

f ∗1 En(R∞)
f̄1 !!

(π̄n)1

((

En(R∞)

πn

((

X
f1

!! Pn(R∞)

f ∗1 En(R∞) h !!

(π̄n)1
///////////////

f ∗2 En(R∞)
f̄2 !!

(π̄n)2

((

En(R∞)

πn

((

X
f2

!! Pn(R∞)

donde h es el homeomorfismo dado por hipótesis. Si denotamos por E ≡
f ∗1 En(R∞) entonces obtenemos los mapeos entre aplicaciones cubrientes

E
f̃v !!

(π̄n)1

((

En(R∞)

πn

((

X
fv

!! Pn(R∞)

con v = 1, 2, donde f̃1 = f̄1 y f̃2 = f̄2 ◦ h.

Sea gv : E → R∞ la aplicación de Gauss de πn inducida por (f̃v, fv), es decir,
gv = p2◦ f̃v. Como hv

1 es inyectiva entonces hv
1 ◦gv es una aplicación de Gauss

de πn y éstas inducen dos nuevos mapeos entre aplicaciones cubrientes

E
ψ̃v !!

(π̄n)1

((

En(R∞)

πn

((

X
ψv

!! Pn(R∞)
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tales que p2 ◦ ψ̃v = hv
1 ◦ gv = hv

1 ◦ p2 ◦ f̃v = p2 ◦ (ϕ̃v ◦ f̃v) y como la relación es
biyectiva tenemos que el mapeo de aplicaciones cubrientes (ψ̃v, ψv) es igual
al mapeo

E
fv !!

((

En(R∞)
ϕ̃v !!

πn

((

En(R∞)

πn

((

X
fv

!! Pn(R∞) ϕv
!! Pn(R∞)

con v = 1, 2.

Definimos G : E × I → R∞ como G(e, t) = (1 − t)h1
1g1(e) + th2

1g2(e) para
(e, t) en E × I. Esta resulta una homotoṕıa entre h1

1 ◦ g1 y h2
1 ◦ g2. Fijemos

t en (0, 1). Sean e, e′ en E tales que

(1− t)h1
1g1(e) + th2

1g2(e) = (1− t)h1
1g1(e

′) + th2
1g2(e

′)

Como hv
1 abre sumas tenemos que

((1− t)/t)(h1
1(g1(e)− g1(e

′))) = (h2
1(g2(e)− g2(e

′)))

Pero h1
1(R∞) ∩ h2

1(R∞) = 0 por definición, entonces

g1(e)− g1(e′) = 0 y g2(e)− g2(e′) = 0

y como gv es inyectiva se tiene que e = e′. Por lo tanto G : E × I → R∞

es una homotoṕıa de aplicaciones de Gauss de πn entre h1
1 ◦ g1 y h2

1 ◦ g2.
Por lo tanto, los mapeos entre aplicaciones cubrientes inducidos por éstas,
(ϕ̃1 ◦ f̃1, ϕ1 ◦ f1) y (ϕ̃2 ◦ f̃2, ϕ2 ◦ f2) son homotópicos. De esto se sigue que
ϕ1 ◦ f1 9 ϕ2 ◦ f2 y por lo demostrado en la primera parte concluimos que
f1 9 f2.

Corolario 2.3.12. Sea X un espacio paracompacto. Entonces la función

[X, Fn(R∞)/Σn] → Covn(X)

dada por [f ] 7→ [f ∗Fn(R∞)×Σn n̄] es biyectiva.

Demostración. Consideremos el homeomorfismos h : Fn(R∞)/Σn → Pn(R∞)
de la Proposición 2.2.12. Entonces h induce una biyección

[X, Fn(R∞)/Σn] h̄ !! [X,Pn(R∞)]
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dada por h̄[f ] = [h ◦ f ]. Por el Teorema 2.3.11, la composición

[X, Fn(R∞)/Σn] → [X,Pn(R∞)] → Covn(X)

dada por [f ] 7→ [(h ◦ f)∗En(R∞)] es una biyección. Por el Corolario 2.2.13
tenemos que (h◦f)∗En(R∞) ∼= f ∗h∗En(R∞) ∼= f ∗Fn(R∞)×Σn n̄. Por lo tanto
[(h ◦ f)∗En(R∞)] = [f ∗Fn(R∞)×Σn n̄].

Proposición 2.3.13. Sea E un espacio de Hausdorff y p : E → X una
aplicación cubriente de n-hojas. Entonces X es de Hausdorff.

Demostración. Sean x, y en X puntos distintos. Entonces las fibras p−1(x)
y p−1(y) son ajenas. Fijemos ỹ0 en p−1(y). Como E es de Hausdorff y
p−1(x) = {e1, ..., en} es finita, existen Ve1 , ..., Ven , Vỹ0 ⊂ E abiertos ajenos
tales que ei está en Vei para cada ei en p−1(x) y ỹ0 está en Vỹ0 .

Sea U un abierto en la cubierta trivializadora de p tal que x está en U .
Tomemos U1, ..., Un ⊂ E las n-hojas ajenas tales que p|Ui : Ui → U es un
homeomorfismo y ei está en Ui para cada i. Definimos

V =
n⋂

i=1

p(V ei ∩ Ui) y W = p(Vỹ0)

Claramente x está en V y y está en W . Supongamos que existe z en V ∩W .
Entonces, denotando como zi a los puntos en la fibra p−1(z), donde zi está en
Vei ∩Ui, tenemos que p−1(z) = {z1, ..., zn}. Pero, z está en W entonces existe
zi en Vỹ0 lo cual implica que (Vei ∩ Ui) ∩ Vỹ0 += ∅ que es una contradicción,
pues Vei y Vỹ0 son ajenos. Por lo tanto V ∩W = ∅ y se tiene el resultado.

Corolario 2.3.14. Fn(R∞)/Σn y Pn(R∞) son de Hausdorff.

Demostración. Por 2.1.12, tenemos que Fn(R∞) es de Hausdorff. Por la
Proposición 2.2.7 y el Corolario 2.2.13, las funciones pn : Fn(R∞) → Fn(R∞)/Σn

y ρn : Fn(R∞) → Pn(R∞) son aplicaciónes cubrientes de n!-hojas. De la
Proposición 2.3.13 se sigue el resultado.

Nota 2.3.15. Dado que Fn(R∞) ∼= colimkFn(Rk) es un complejo CW , en-
tonces es paracompacto. Más aún, por el Corolario 2.3.14 Fn(R∞)/Σn y
Pn(R∞) son de Hausdorff y como
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pn : Fn(R∞) → Fn(R∞)/Σn y ρn : Fn(R∞) → Pn(R∞)

son cerradas, Fn(R∞)/Σn y Pn(R∞) son paracompactos. Aśı, obtenemos
que pn y ρn son Σn haces universales y los espacios Fn(R∞)/Σn y Pn(R∞)
son espacios clasificantes para el grupo Σn; estos espacios se denotan por
BΣn. De manera que si X es un espacio paracompacto entonces existe una
biyección

[X, BΣn] → Covn(X).





Caṕıtulo 3

Aplicaciones Cubrientes

En este caṕıtulo daremos una biyección entre clases de equivalencia de apli-
caciones cubrientes de n-hojas sobre un espacio X con ciertas propiedades
y clases de conjugación de homomorfismos del grupo fundamental π1(X, x0)
en el grupo simétrico Σn. Como consecuencia de esta biyección obtendremos
la clasificación usual de aplicaciones cubrientes con espacio total conexo por
trayectorias. Para esto, vamos a necesitar algunos resultados de aplicaciones
cubrientes que no se demostrarán, pero son conceptos comunes en un curso
básico de topoloǵıa algebráica.

3.1 Acciones y Homomorfismos

Consideremos p : E → X una aplicación cubriente y x0 en X. Usando el
Teorema de Levantamiento de trayectorias y el Teorema de Levantamiento
de homotoṕıas se prueba que el grupo π1(X, x0) actúa por la derecha en la
fibra p−1(x0). La acción esta dada para cada e en p−1(x0) por e · [ω] = ω′(1),
donde ω′ es el levantamiento de algún representante de la clase de ω tal que
ω′(0) = e.

Lema 3.1.1. Sea p : E → X una aplicación cubriente de n-hojas y x0 en X.
Entonces para cada U en una cubierta trivializadora de p tal que x0 está en
U , p induce un homomorfismo fp

U : π1(X, x0) → Σn.

Demostración. Consideremos la acción p−1(x0) × π1(X, x0) → p−1(x0) des-
crita anteriormente. Para cada [ω] en π1(X, x0), la función e 7→ e · [ω]−1

es una biyección de p−1(x0) en p−1(x0), digamos h[ω]. Sea U en la cubierta

53
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trivializadora de p tal que x0 está en U y tomemos la restricción del mapeo
trivializador ϕU a la fibra p−1(x0), es decir, ϕUx0

: p−1(x0) → n̄, que es una
biyección.

Aśı, para cada [ω] en π1(X, x0), la composición ϕUx0
◦ h[ω] ◦ ϕ−1

Ux0
: n̄ → n̄ es

una permutación en Σn.

Definimos fp
U : π1(X, x0) → Σn como fp

U [ω] = ϕUx0
◦h[ω] ◦ϕ−1

Ux0
, que está bien

definido por lo anterior.

Dado que h[ω] esta inducida por la acción, tenemos que para cada e en p−1(x0)
y [α], [β] en π1(X, x0) la biyección h[α][β] cumple que

h[α][β](e) = e · (([α][β])−1) = e · ([β]−1[α]−1) = (e · [β]−1)[α]−1 = h[α] ◦ h[β](e)

y de esto se sigue que fp
U es un homomorfismo pues

fp
U([α][β]) = ϕUx0

◦ h[α][β] ◦ ϕ−1
Ux0

= ϕUx0
◦ (h[α] ◦ h[β]) ◦ ϕ−1

Ux0
=

(ϕUx0
◦ h[α] ◦ ϕ−1

Ux0
) ◦ (ϕUx0

◦ h[β] ◦ ϕ−1
Ux0

) = fp
U [α]fp

U [β].

Nota 3.1.2. Si U,V son abiertos en una cubierta trivializadora de p tales
que x0 está en U ∩ V entonces los homomorfismos inducidos fp

U y fp
V son

conjugados En efecto, ϕUx0
◦ ϕ−1

Vx0
es una permutación en Σn y se sigue que

para cada [ω] en π1(X, x0) tenemos que (ϕUx0
◦ϕ−1

Vx0
) ◦ fp

V [ω] ◦ (ϕVx0
◦ϕ−1

Ux0
) =

ϕUx0
◦ (ϕ−1

Vx0
◦ ϕVx0

) ◦ h[ω] ◦ (ϕ−1
Vx0

◦ ϕVx0
) ◦ ϕ−1

Ux0
= ϕUx0

◦ h[ω] ◦ ϕ−1
Ux0

= fp
U [ω].

Proposición 3.1.3. Sean p : E → X y q : E ′ → X aplicaciones cubrientes
equivalentes de n-hojas y x0 en X. Entonces fp

U = f q
U para algún U en la

cubierta trivializadora de q tal que x0 está en U .

Demostración. Sea F : E → E ′ una equivalencia entre p y q. Tomemos e en
p−1(x0) y consideremos α : I → X un lazo basado en x0 y α′ su levantamiento
en E tal que α′(0) = e. Aśı, Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E
F !!

p

((

E ′

q
9999

99
99

99

I
α !!

α′
:::

:
:

:
X

Ahora, q(F (α′(t))) = p(α′(t)) = α(t) para cada t en I, entonces F ◦ α′ es
el levantamiento de α en E ′ tal que (F ◦ α′)(0) = F (e). Consideremos la
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biyección h′[α] : q−1(x0) → q−1(x0) tal que h′[α](e
′) = e′ · [α]−1. Como F es una

equivalencia de aplicaciones cubrientes, tenemos que la restricción a la fibra
p−1(x0) que denotamos por Fx0 : p−1(x0) → q−1(x0), es una biyección. Aśı,
para cada e en p−1(x0)

h′[α](Fx0(e)) = Fx0(e) · [α]−1 = Fx0 ◦ (α−1)′(1) = Fx0(e · [α]−1) = Fx0(h[α](e)).

Tomemos ϕU un mapeo trivializador de q tal que x0 está en U . Como F es
una equivalencia, tenemos que ϕU ◦ F |p−1(U) es un mapeo trivializador de p.

Sea [ω] en π1(X, x0), entonces

fp
U [ω] = (ϕUx0

◦ Fx0) ◦ h[ω](F
−1
x0
◦ ϕ−1

Ux0
) = ϕUx0

◦ h′[ω] ◦ Fx0 ◦ F−1
x0
◦ ϕ−1

Ux0
=

ϕUx0
◦ h′[ω] ◦ ϕ−1

Ux0
= f q

U [ω]

Otra pregunta importante sobre aplicaciones cubrientes es cuándo un es-
pacio topológico X tiene un espacio cubriente. Tomemos el haz producto
p : X × F → X con F un espacio discreto. En la clasificación usual de apli-
caciones cubrientes, se estudian únicamente los cubrientes con espacio total
conexo por trayectorias y dado que X × F es disconexo, éste no entra en
esa clasificación. Sin embargo, en la clasificación del caṕıtulo anterior, si X
un espacio paracompacto y f : X → Pn(R∞) la función constante, entonces
f ∗En(R∞) ∼= X × n̄.

Para ver cuándo existe dicho cubriente conexo por trayectorias, daremos
algunas definiciones. Generalizando la definición del producto en π1(X, x0),
consideremos α, β : I → X trayectorias tales que α(1) = β(0). Definimos
α ∗ β : I → X como

α ∗ β(t) =

{
α(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2

β(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1.

Definición 3.1.4. Sea (X, x0) un espacio topológico basado, conexo y lo-
calmente conexo por trayectorias. Consideremos P (X, x0) el conjunto de
trayectorias en X tales que tienen punto inicial x0. Sean α1, α2 en P (X, x0),
decimos que α1 ∼ α2 si

i) α1(1) = α2(1)

ii) [α1 ∗ ᾱ2] = [cx0 ] el idéntico en π1(X, x0),
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donde cx0 denota la constante x0 y ᾱ2(t) = α2(1− t) para cada t en I. ∼ es
una relación de equivalencia, denotamos a la clase de una trayectoria α en
P (X, x0) como 〈α〉. Definimos

X̃ = {〈α〉| α ∈ P (X, x0)}.

Al conjunto X̃ se le da la siguiente topoloǵıa:

Sea {Ui}ı∈A una base para la topoloǵıa de X y tomemos 〈α〉 en X̃. Definimos
un abierto básico en X̃ que contiene a 〈α〉 como

(Ui, 〈α〉) = {〈α ∗ λ〉| λ : I → X, λ(0) = α(1) y λ(I) ⊂ Ui}.

En [8] se prueba que la función u : X̃ → X definida como u(〈α〉) = α(1) es
continua con esta topoloǵıa.

Nota 3.1.5. Consideremos 〈α〉 en X̃ y la clase de la constante x0, que deno-
tamos por 〈cx0〉. Para cada s en I definimos αs : I → X como αs(t) = α(st)
y α̃ : I → X̃ como α̃(s) = 〈αs〉. En [8] se prueba que esta función α̃ es
continua con la topoloǵıa de X̃. Ahora, α0(t) = x0 y α1(t) = α(t) para cada t
en I y tenemos que α̃ es una trayectoria en X̃ de 〈cx0〉 a 〈α〉. Como 〈α〉 era
arbitrario, tenemos que todo punto de X̃ se conecta con 〈cx0〉 y por lo tanto
X̃ es conexo por trayectorias.

Lema 3.1.6. Sean (X, x0) un espacio basado, conexo y localmente conexo
por trayectorias y α un lazo basado en x0. Entonces la función α∗ : X̃ → X̃
dada por α ∗ (〈β〉) = 〈α ∗ β〉 para cada 〈β〉 en X̃, es continua.

Demostración. Sea (U, 〈β〉) un abierto básico en X̃. Veamos que (α∗)−1(U, 〈β〉)
es un básico en X̃. Tomemos 〈γ〉 en (α∗)−1(U, 〈β〉). Entonces existe una
trayectoria λ : I → X tal que λ(1) = γ(1), λ(I) ⊂ U y 〈β ∗ λ〉 = 〈α ∗ γ〉.
Esto nos dice que γ̄ ∗ ᾱ ∗β ∗λ 9 cx0 , de lo cual se sigue que 〈ᾱ ∗β ∗λ〉 = 〈γ〉.
Por lo tanto 〈γ〉 está en (U, 〈ᾱ ∗ β〉).

Supongamos que 〈γ′〉 está en (U, 〈ᾱ ∗ β〉), entonces existe λ′ : I → X tal que
λ′(1) = γ′(1), λ′(I) ⊂ U y 〈ᾱ∗β ∗λ′〉 = 〈γ′〉 y por lo tanto 〈β ∗λ′〉 = 〈α∗γ′〉,
es decir, 〈γ′〉 está en (α∗)−1(U, 〈β〉). Aśı (α∗)−1(U, 〈β〉) = (U, 〈ᾱ ∗β〉) el cual
es también un básico en X̃.

Recordemos que un espacio X es semilocalmente 1-conexo si para cada x en
X existe una vecindad U de x tal que cada lazo en U es homotópico a la
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constante. El siguiente resultado nos dice cuándo X̃ es un cubriente universal
de X. La prueba se puede consultar en [8].

Proposición 3.1.7. Sea (X, x0) un espacio basado. Si X es conexo, local-
mente conexo por trayectorias y semilocalmente 1-conexo, entonces u : X̃ →
X es una aplicación cubriente y π1(X̃, 〈cx0〉) = 0 con u(〈cx0〉) = x0.

Nota 3.1.8. Si (X, x0) es un complejo-CW basado y conexo, entonces (X, x0)
cumple todas las condiciones de la Proposición 3.1.7.

Lema 3.1.9. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y semilocal-
mente 1-conexo. Tomemos x0 en X. Entonces

a) el grupo π1(X, x0) actúa por la izquierda en X̃

b) X̃/π1(X, x0) ∼= X.

Demostración. a) Sea 〈α〉 en X̃ y tomemos [ω] en π1(X, x0). Definimos
[ω] ·〈α〉 = 〈ω∗α〉. Si ω′ y α′ son otros representantes de las clases respectivas
tenemos que

ω′ ∗ ω̄ 9 x0 y α′ ∗ ᾱ 9 x0.

Entonces

(ω′ ∗ α′) ∗ ¯(ω ∗ α) = ω′ ∗ (α′ ∗ ᾱ) ∗ ω̄ 9 ω′ ∗ ω̄ 9 x0

Por lo tanto 〈ω ∗ α〉 = 〈ω′ ∗ α′〉 y está bien definida.

Veamos que es una acción. [x0] · 〈α〉 = 〈x0 ∗ α〉 = 〈α〉 para cualquier 〈α〉 en
X̃. Si [ω], [β] están en π1(X, x0) entonces

([ω][β]) · 〈α〉 = [ω ∗ β] · 〈α〉 = 〈ω ∗ β ∗ α〉 = [ω] · 〈β ∗ α〉 = [ω]([β] · 〈α〉).

b) Ahora u : X̃ → X es una aplicación cubriente y en particular es una
identificación. Entonces si definimos 〈α〉 ∼ 〈β〉 si y sólo si u(〈α〉) = u(〈β〉),
tenemos que X ∼= X̃/ ∼. Pero α(1) = β(1) si y sólo si [α ∗ β̄ ] está en
π1(X, x0) de lo cual se sigue que X̃/π1(X, x0) ∼= X.

Nota 3.1.10. Recordemos que si G es un grupo, es equivalente tener una
acción G × n̄ → n a tener un homomorfismo f : G → Σn. En efecto si
f : π1(X, x0) → n̄ es un homomorfismo tenemos una acción π1(X, x0)× n̄ →
n̄ dada por

([ω], i) 7→ [ω] · i = f [ω](i).
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En forma similar, si tenemos una acción, definimos el homomorfismo como
[ω] 7→ f [ω] que está en Σn, donde f [ω](i) = [ω] · i para cada i en n̄.

Proposición 3.1.11. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo y x0 en X. Sea f : π1(X, x0) → Σn un homomor-
fismo. Entonces f y el cubriente universal u : X̃ → X inducen una aplicación
cubriente de n-hojas que denotamos por uf : X̃ ×f n̄ → X.

Demostración. Por la parte a) del Lema 3.1.9 y la Nota 3.1.10, tenemos una
acción

π1(X, x0)× (X̃ × n̄) → X̃ × n̄

dada por [ω]·(〈α〉, i) = ([ω]·〈α〉, [ω]·i) = (〈ω∗α〉, f [ω](i)). Por la Proposición
3.1.7 la función u : X̃ → X es una aplicación cubriente y por la parte b) del
Lema 3.1.9, tenemos que el mapeo cociente

q : X̃ → X̃/π1(X, x0)

es una aplicación cubriente. En forma similar a la prueba de la Proposición
2.2.10, tenemos que la función

X̃ ×π1(X,x0) n̄ → X̃/π1(X, x0)

dada por [〈α〉, i] 7→ [〈α〉] es una aplicación cubriente de n-hojas. Aśı, pode-
mos definir

uf : X̃ ×f n̄ → X

como uf [〈α〉, i] = u(〈α〉) = α(1), donde X̃×f n̄ denota al espacio X̃×π1(X,x0) n̄
cuando la acción depende del homomorfismo f . Por lo anterior uf es una
aplicación cubriente de n-hojas.

Proposición 3.1.12. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo y x0 en X. Sea f : π1(X, x0) → Σn un homomor-
fismo. Entonces

u−1
f (x0) = {[〈cx0〉, 1], [〈cx0〉, 2], ..., [〈cx0〉, n]}

y la acción del grupo π1(X, x0) en u−1
f (x0) está dada por

[〈cx0〉, i] · [ω] = [〈cx0〉, f [ω]−1(i)].
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Demostración. Como uf es una aplicación cubriente de n-hojas, tenemos que
|u−1

f (x0)| = n. Ahora, para cualquier i en n̄ tenemos que uf [〈cx0〉, i] = x0 y
además, si i += j, se tiene que [〈cx0〉, i] += [〈cx0〉, j] pues de lo contrario existiŕıa
[ω] en π1(X, x0) tal que [ω] = [cx0 ] y f [ω](i) = j, que no puede pasar pues f
es homomorfismo. Por lo tanto u−1

f (x0) = {[〈cx0〉, 1], [〈cx0〉, 2], ..., [〈cx0〉, n]}.

Para la segunda parte, consideremos u : X̃ → X el cubriente universal de X
y ω un lazo basado en x0. Sea ω̃ : I → X̃ la trayectoria que empieza en 〈cx0〉
y termina en 〈ω〉 como en la Nota 3.1.5 y tomemos 〈α〉 en u−1(x0). Por el
Lema 3.1.6 tenemos que ω̂ : I → X̃ definida como la composición

I
ω̃ !! X̃

α∗ !! X̃

es continua, donde ω̂(0) = α ∗ (〈ω0〉) = 〈α ∗ cx0〉 = 〈α〉 y ω̂(1) = α ∗ (〈ω1〉) =
〈α ∗ω〉. Además, para cada s en I, u(ω̂(s)) = u(〈α ∗ωs〉) = α ∗ωs(1) = ω(s)
y por lo tanto ω̂ es el levantamiento de ω en X̃ que empieza en 〈α〉 y termina
en 〈α ∗ ω〉.

Sean qf : X̃ × n̄ → X̃ ×f n̄ el mapeo cociente y (Id, i) : X̃ → X̃ × n̄ la
inclusión dada por (Id, i)(〈β〉) = (〈β〉, i). Aśı, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

X̃
(Id,i)

!!

u

((

X̃ × n̄
qf !! X̃ ×f n̄

uf

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

I

bω
<<<<<<<<<< ω !!!! X

Ahora, qf ◦ (Id, i) ◦ ω̂ es una trayectoria en X̃ ×f n̄ que empieza en [〈α〉, i] y
termina en [〈α ∗ω〉, i]. Dado que ūf ◦ qf ◦ (Id, i) ◦ ω̂ = u ◦ ω̂ = ω, se tiene que
qf ◦ (Id, i) ◦ ω̂ es el levantamiento de ω en X̃ ×f n̄ que empieza en [〈α〉, i].

Por lo anterior tenemos que la acción del grupo π1(X, x0) en u−1
f (x0) esta

dada por [〈cx0〉, i] · [ω] = [〈cx0 ∗ ω〉, i] = [〈ω〉, i]. Entonces existe j en n̄ tal
que [〈ω〉, i] = [〈cx0〉, j] y esto pasa si y sólo si f [ω]−1(i) = j.

Proposición 3.1.13. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo y x0 en X. Supongamos que f, g : π1(X, x0) → Σn

son homomorfismos conjugados. Entonces uf : X̃×f n̄ → X y ug : X̃×g n̄ →
X son equivalentes.

Demostración. Sea σ en Σn tal que σf [ω]σ−1 = g[ω] para cada [ω] en
π1(X, x0). Consideremos Id× σ−1 : X̃ × n̄ → X̃ × n̄, que resulta un homeo-
morfismo, pues σ−1 es biyectiva. Ahora, sean (〈α〉, i), (〈β〉, j) en X̃ × n̄ tales
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que sus clases en X̃×g n̄ son iguales. Entonces existe [ω] en π1(X, x0) tal que

(〈ω ∗ α〉, i) = (〈β〉, g[ω]−1(j))

pero por hipótesis tenemos que (〈β〉, g[ω]−1(j)) = (〈β〉, σf [ω]−1σ−1(j)) y de
esto se sigue que (〈ω ∗ α〉, σ−1(i)) = (〈β〉, f [ω]−1σ−1(j)). Es decir, Id × σ−1

pasa al cociente y llamémosle H. Aśı, obtenemos que el diagrama

X̃ × n̄
Id×σ−1

!!

qg

((

X̃ × n̄

qf

((

X̃ ×g n̄
H !! X̃ ×f n̄

conmuta, donde qf y qg son los mapeos cocientes lo que implica que H es
continua. Análogamente Id× σ pasa al cociente y ésta induce H−1.

Ahora, si uf : X̃×f n̄ → X y ug : X̃×g n̄ → X son las aplicaciones cubrientes
de n-hojas inducidas por f y g, tenemos que ufH[〈α〉, i] = uf [〈α〉, σ−1(i)] =
α(1) = ug[〈α〉, (i)] para cada [〈α〉, i] en X̃ ×g n̄. Por lo tanto H es una
equivalencia de aplicaciones cubrientes.

Teorema 3.1.14. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y semilo-
calmente 1-conexo y x0 en X. Entonces la función

Covn(X) → Homconj(π1(X, x0), Σn)

dada por [p] 7→ [fp
U ] es una biyección.

Demostración. Denotemos como Φ : Covn(X) → Homconj(π1(X, x0), Σn) a
esta función. Por el Lema 3.1.1, fp

U es un homomorfismo, la Nota 3.1.2 nos
dice que no depende de la trivialización que se tome salvo conjugación y por
la Proposición 3.1.3, la función pasa de clases de equivalencia de aplicaciones
cubrientes a clases de conjugación de homomorfismos. Por lo tanto Φ está
bien definida.

Ahora, definimos Ψ : Homconj(π1(X, x0), Σn) → Covn(X) como Ψ[f ] = [uf ].
La Proposición 3.1.11 afirma que uf es una aplicación cubriente de n-hojas
y la Proposición 3.1.13 nos dice que Ψ esta bien definida.

La idea de la prueba es ver que Ψ y Φ son inversa una de la otra. Primero
veamos que Φ◦Ψ = Id. Tomemos Φ◦Ψ[f ] = Φ[uf ]. Por la primera parte de la
Proposición 3.1.12 tenemos que la fibra u−1

f (x0) es un conjunto ordenado. Por



Caṕıtulo 3. Aplicaciones Cubrientes 61

construción de uf tenemos que existe W ⊂ X en una cubierta trivializadora
de uf tal que x0 está en W y ψW cumple que ψWx0

[〈cx0〉], i] = i para cada i.

Entonces, usando la segunda parte de la Proposición 3.1.12, el homomorfismo
inducido por uf para el abierto W , f

uf

W , es la composición

i 7→ [〈cx0〉, i] 7→ [〈cx0〉, i] · [ω]−1 = [〈cx0〉, f [ω](i)] 7→ f [ω](i).

Por lo tanto Φ[uf ] = [f
uf

W ] = [f ] y se tiene que Ψ ◦ Φ = Id.

Veamos que Ψ◦Φ = Id. Sea p : E → X una aplicación cubriente de n-hojas.
Consideremos U en una cubierta trivializadora de p y ϕU el mapeo triviali-
zador. Tomemos el representante fp

U : π1(X, x0) → Σn de Φ[p] y denotemos
por p̃ : Ẽ → X al cubriente inducido por el homomorfismo fp

U .

Sea e en E. Como X es un complejo-CW conexo, tenemos que X es conexo
por trayectorias, entonces existe una trayectoria αe : I → X de x0 a p(e).
Además, existe una única trayectoria βe : I → E tal que βe(o) = e, βe(1) está
en p−1(x0) y p ◦ βe = ᾱe. Definimos H : E → Ẽ como

H(e) = [〈αe〉, ϕUx0
βe(1)].

Para ver que está bien definida tenemos que ver que no depende de la elección
de αe. Sea α′e otra trayectoria de x0 a e y β′e el levantamiento tal que β′e(0) = e
y β′e(1) está en p−1(x0). Entonces α′e ∗ ᾱe es un lazo basado en x0 cuyo
levantamiento que empieza en β′e(1) y termina en βe(1) es ¯(β′e) ∗ βe, pues
p( ¯(β′e) ∗ βe) = α′e ∗ ᾱe y la acción del π1(X, x0) en p−1(x0) para este lazo es
β′e(1) · [α′e ∗ ᾱe] = βe(1). Aśı

[α′e ∗ ᾱe] · (〈αe〉, ϕUx0
βe(1)) = (〈α′e ∗ ᾱe ∗ αe〉, fp

U [α′e ∗ ᾱe](ϕUx0
βe(1))) =

(〈α′e〉, ϕUx0
◦ h[α′e∗ᾱe] ◦ ϕ−1

Ux0
(ϕUx0

βe(1))) = (〈α′e〉, ϕUx0
(βe(1) · [α′e ∗ ᾱe]

−1))

que por lo anterior esto es (〈α′e〉, ϕUx0
β′e(1)) y por lo tanto las clases son

iguales y está bien definida.

Ahora, p̃ ◦ H(e) = p̃([〈αe〉, ϕUx0
βe(1)]) = u(αe(1)) = p(e) y tenemos que el

siguiente diagrama conmuta

E
H !!

p

224
44

44
44

44
Ẽ

p̃
3355

55
55

55
5

X

Aśı, para ver que H es una equivalencia de aplicaciones cubrientes, basta ver
que es continua y biyectiva en fibras.
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Primero veamos la continuidad. Para esto, recordemos que los abiertos en
X̃ son (U, 〈α〉) con U un abierto en X entonces un abierto en X̃ × n̄ es
(U, 〈α〉) × {i} y aśı un abierto en Ẽ es de la forma [(U, 〈α〉), i]. Probaremos
que H−1[(U, 〈α〉), i] es abierto en E.

Sea y en H−1[(U, 〈α〉), i]. Entonces existe λ : I → X con λ(I) ⊂ U y λ(1) =
αy(1) tal que [〈αy〉, ϕUx0

βy(1)] = [〈α ∗ λ〉, i] y por lo tanto existe [ω] en
π1(X, x0) tal que [ω] ·ϕUx0

βy(1) = i. También 〈ω ∗αy〉 = 〈α∗λ〉. Ahora, p(y)
está en U , entonces y está en p−1(U) que es un abierto en E. Como E es
localmente conexo por trayectorias, existe Cy abierto conexo por trayectorias
tal que y está en Cy y Cy ⊂ p−1(U). Tomemos z en Cy. Entonces existe una
trayectoria γ : I → E tal que γ(0) = y , γ(1) = z y γ(I) ⊂ Cy. Aśı, tenemos
que β̄y ∗γ es una trayectoria de βy(1) a z y por lo tanto p◦(β̄y ∗γ) = αy ∗p◦γ
es una trayectoria de x0 a p(z). También, p(γ(1)) = p(y) y p(γ(I)) ⊂ U ,
entonces (λ ∗ p ◦ γ)(I) ⊂ U y por lo tanto 〈α ∗ λ ∗ p ◦ γ〉 está en (U, 〈α〉).

Con esto tenemos que H(z) = [〈αy ∗ p ◦ γ〉, ϕUx0
βy(1)] y además

[ω]·(〈αy∗p◦γ〉, ϕUx0
βy(1)) = (〈ω∗αy∗p◦γ〉, [ω]·ϕUx0

βy(1)) = (〈α∗λ∗p◦γ〉, i)

y por lo anterior [〈α ∗ λ ∗ p ◦ γ〉, i] está en [(U, 〈α〉), i]. Por lo tanto Cy ⊂
H−1[(U, 〈α〉), i] y es abierto.

Para ver que H es biyectiva en fibras, basta ver que es inyectiva en fibras,
pues las fibras son finitas y de la misma cardinalidad. Sea x en X y tomemos
e1, e2 en p−1(x) tales que [〈αe1〉, ϕUx0

βe1(1)] = [〈αe2〉, ϕUx0
βe2(1)]. Entonces,

existe [ω] en π1(X, x0) tal que 〈ω∗αe1〉 = 〈αe2〉 y [ω]·ϕUx0
βe1(1) = ϕUx0

βe2(1).
De esto se sigue que αe2 ∗ ᾱe1 es un representante de [ω].

Supongamos que γ es el levantamiento de αe2 ∗ ᾱe1 que empieza en βe2(1).
Por lo anterior, γ termina en βe1(1). Si γ2 denota a la restrición de γ de
βe2(1) a la fibra p−1(x), tenemos que p◦γ2 = αe2 = p◦ β̄e2 por la unicidad del
levantamiento. Análogamente, si γ1 denota la restricción de γ de p−1(x) a
βe1(1), tenemos que p◦γ1 = α−1

e1
= p◦βe1 . Ahora, como γ es una trayectoria,

entonces existe una trayectoria λ : I → E tal que λ(0) = βe2(0) = e2, λ(1) =
βe1(0) = e1 y

γ2 ∗ λ ∗ γ1 = γ.

Pero αe2 ∗ ᾱe1 = p◦γ = p◦ (γ2 ∗λ∗γ1) = p◦γ2 ∗p◦λ∗p◦γ1 = αe2 ∗p◦λ∗ ᾱe1

y tenemos que p ◦ λ es la constante x y al ser p un homeomorfismo local
tenemos que λ es también una constante. Por lo tanto e2 = λ(0) = λ(1) = e1

y se tiene el resultado.
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Proposición 3.1.15. Consideremos la aplicación cubriente de n-hojas

qn : Fn(R∞)×Σn n̄ → Fn(R∞)/Σn.

Tomemos [(t1, ..., tn)] en Fn(R∞)/Σn. Entonces la acción

q−1
n [(t1, ..., tn)]× π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]) → q−1

n [(t1, ..., tn)]

está dada por [(t1, ..., tn), i] · [α] = [(t1, ...tn), [α]−1(i)] para cada i en n̄ y [α]
en π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]).

Demostración. Consideremos pn : Fn(R∞) → Fn(R∞)/Σn. Recordemos que
dado un representante (t1, ..., tn) de la clase [(t1, ..., tn)], la fibra p−1

n [(t1, ..., tn)]
es de la forma {(tσ(1), ..., tσ(n))|σ ∈ Σn}. Como la acción es libre, tenemos
una biyección p−1

n [(t1, ..., tn)] → Σn dada por (tσ(1), ..., tσ(n)) 7→ σ.

De lo anterior y la sucesión exacta de homotoṕıa de pn obtenemos un iso-
morfismo

π1(Fn(R∞), [(t1, ..., tn)]) → π0(p
−1
n [(t1, ..., tn)], (t1, ..., tn)) → Σn,

donde la primera flecha está dada por la propiedad de levantamiento de
trayectorias del cubriente pn. Aśı, tenemos que la clase [α] representa una
permutación en Σn tal que (t1, ..., tn) · [α] = (t[α](1), ..., t[α](n)) para cada [α]
en π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)].

Sea α : I → Fn(R∞)/Σn un lazo basado en [(t1, ..., tn)] y α̃ el levantamiento
de α que empieza en (t1, ..., tn) en p−1

n [(t1, ..., tn)]. Considremos el siguiente
diagrama conmutativo

Fn(R∞)
(Id,i)

!!

pn

((

Fn(R∞)× n̄
q !! Fn(R∞)×Σn n̄

qn
,,========================

I

α̃
==>>>>>>>>>>>

α
!! !! Fn(R∞)/Σn

donde (Id, i) es la inclusión en la coordenada i, q es el mapeo cociente. Aśı,
α̂ = q ◦ (Id, i) ◦ α̃ es el levantamiento a Fn(R∞)×Σn n̄ del lazo α. Ahora,

α̂(0) = q((Id, i)α̃(0)) = q(Id, i)(t1, ..., tn) = [(t1, ..., tn), i] y

α̂(1) = q((Id, i)α̃(1)) = [(t[α](1), ..., t[α](n)), i] = [(t1, ..., tn), [α]−1(i)].

Por lo anterior, la acción del grupo π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]) en la fibra
q−1
n [(t1, ..., tn)] está dada por [(t1, ..., tn), i] · [α] = [(t1, ..., tn), [α]−1(i)].
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Corolario 3.1.16. El homomorfismo inducido por qn

f qn
U : π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]) → Σn

está dado por f qn
U [α](i) = [α](i), para algún U en la cubierta trivializadora

de qn.

Demostración. Consideremos [(t1, ..., tn)] en el abierto U tal que el mapeo
trivializador ϕU : q−1

n (U) → U × n̄ restrinigido a las fibras está dado como

ϕU[(t1,...,tn)]
[(t1, ..., tn), i] = ([(t1, ..., tn)], i).

Aśı, tenemos que el homomorfismo f qn
U es de la forma

f qn
U [α](i) = ϕU[(t1,...,tn)]

h[α]ϕ
−1
U[(t1,...,tn)]

(i) = ϕU[(t1,...,tn)]
[(t1, ..., tn), [α](i)] = [α](i).

Recordemos que si f : (X, x0) → (Y, y0) es una función continua, el homo-
morfismo f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, y0) está dado por f∗[ω] = [f ◦ ω] para cada
[ω] en π1(X, x0).

Corolario 3.1.17. Sea f : (X, x0) → (Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]) una función
continua. Entonces f∗ está determinado por la acción

q−1
n [(t1, ..., tn)]× π1(Fn(R∞)/Σn, [(t1, ..., tn)]) → q−1

n [(t1, ..., tn)]

es decir, f∗[ω](i) = j, si [(t1, ..., tn), j] · [f ◦ ω] = [(t1, ...tn), i].

Demostración. Sea ω : I → X un lazo en x0. Supongamos que

[(t1, ..., tn), j] · [f ◦ ω] = [(t1, ...tn), i].

Por la Proposición 3.1.15, tenemos que

[(t1, ..., tn), j] · [f ◦ ω] = [(t1, ...tn), [f ◦ ω]−1(j)].

Por lo tanto j = [f ◦ ω](i) = f∗[ω](i).

Una aplicación de los Teoremas 2.3.11 y 3.1.14 es el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.18. Sea X un espacio paracompacto, conexo, localmente conexo
por trayectorias y semilocalmente 1-conexo y x0 en X. Consideremos BΣn

el espacio clasificante del grupo Σn mencionado en la Nota 2.3.15. Entonces
la función

[X, BΣn] → Homconj(π1(X, x0), Σn)

dada por [f ] 7→ [f∗] es biyectiva.

Demostración. Sea f : X → Fn(R∞)/Σn una función continua. Conside-
remos el pullback de qn con respecto a f y la función inducida por qn,
p : f ∗Fn(R∞) ×Σn n̄ → X que es una aplicación cubriente de n-hojas. Sea
x0 en X. Recordemos que si (t1, ..., tn) es un representante de la clase
f(x0) = [(t1, ..., tn)] entonces la fibra

p−1(x0) = {([(t1, ..., tn), i], x0) ∈ Fn(R∞)×Σn n̄×X | i ∈ n̄}.

Sea ω : I → X un lazo en x0. Fijemos i0 en n̄. Entonces existe una única
trayectoria ω̃ tal que el diagrama

f ∗Fn(R∞)×Σn n̄
f̄ !!

p

((

Fn(R∞)×Σn n̄

qn

((

I ω
!!

ω̃
667777777777777

X
f

!! Fn(R∞)Σn

conmuta, ω̃(0) = ([(t1, ..., tn), i0], x0) y ω̃(1) está en p−1(x0). De la con-
mutatividad del diagrama, tenemos que la trayectoria f̄ ◦ ω̃ es el levan-
tamiento de f ◦ ω a Fn(R∞) ×Σn n̄ que empieza en f̄ ◦ ω̃(0) = [(t1, ...tn), i0]
y termina en f̄ ◦ ω̃(1) = [(t1, ..., tn), i] para alguna i en n̄. Por lo tanto
ω̃(1) = ([(t1, ..., tn), i], x0). Aśı, la acción del grupo π1(X, x0) en p−1(x0) está
dada por

([(t1, ..., tn), j], x0) · [ω] = ([(t1, ..., tn), j] · [f ◦ ω], x0)

Sea U en una cubierta trivializadora de qn tal que f(x0) está en U y ϕU el
mapeo trivializador. Ahora, para U ′ = f−1(U), tenemos que x0 está en U ′ y
el mapeo trivializador ψ′U cumple que ψU ′

x0
= ϕUf(x0)

× {x0}. Sean

h′[ω] : p−1(x0) → p−1(x0) y h[f◦ω] : q−1
n (f(x0)) → q−1

n (f(x0))

las biyecciones inducidas por las clases [ω] y [f ◦ω] en p y qn respectivamente.
Entonces, tenemos que el homomorfismo inducido por p es de la forma

fp
U ′ [ω](i) = ψU ′

x0
h′[ω]ψ

−1
U ′

x0
(i) = (ϕUf(x0)

×{x0})(h[f◦ω]×{x0})(ϕUf(x0)
×{x0})−1(i)
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= f qn
U [f ◦ ω](i).

Pero, por el Corolario 3.1.16, tenemos que

f qn
U [f ◦ ω](i) = [f ◦ ω](i) = f∗[ω](i).

Por lo tanto fp
U ′ = f∗. Consideremos las biyecciones Ψ del Corolario 2.3.12 y

Φ del Teorema 3.1.14 tales que Ψ[f ] = [f ∗Fn(R∞)×Σn n̄] y Φ[p] = [fp
U ]. Aśı,

el siguiente diagrama conmuta

[X, BΣn]
[f ] +→[f∗] !!

Ψ **1111111111
Homconj(πn(X, x0), Σn)

Covn(X)
Φ

>>??????????????

y como Ψ y Φ son biyecciones, se tiene el resultado.

3.2 La Clasificación Usual

Proposición 3.2.1. Sean p : E → X una aplicación cubriente con X conexo
por trayectorias y x0 en X. Entonces E es conexo por trayectorias si y sólo
si la acción del grupo π1(X, x0) en la fibra p−1(x0) es transitiva.

Demostración. Sean e1, e2 en p−1(x0). Como E es conexo por trayectorias,
existe una trayectoria β : I → E tal que β(0) = e1 y β(1) = e2. Ahora,
p(e1) = p(e2) = x0, entonces p ◦ β : I → X es un lazo basado en x0 cuyo
levantamiento que empieza en e1 es β. Por lo tanto e1 · [p ◦ β] = β(1) = e2 y
la acción es transitiva.

Para el regreso tomemos e, e′ en E. Como X es conexo por trayectorias, exis-
ten α, α′ : I → X trayectorias que empiezan en p(e) y p(e′) respectivamente y
terminan en x0. Entonces existen levantamientos α̃, α̃′ : I → E de α y α′ que
empiezan en e y e′ respectivamente y también α̃(1), α̃′(1) están en p−1(x0).
Ahora, la acción del grupo π1(X, x0) en p−1(x0) es transitiva, entonces para
α̃(1) y α̃′(1) existe [ω] en π1(X, x0) tal que α̃(1) · [ω] = α̃′(1), es decir, existe
un levantamiento ω̃ de un representante de la clase [ω] tal que ω̃(0) = α̃(1)
y ω̃(1) = α̃′(1). Si denotamos por γ(t) = α̃′(1− t), obtenemos que α̃ ∗ ω̃ ∗ γ
es una trayectoria de e a e′.



Caṕıtulo 3. Aplicaciones Cubrientes 67

Definición 3.2.2. Denotemos por Covc
n(X) a las clases de equivalencia de

aplicaciones cubrientes de n-hojas con espacio total conexo por trayectorias y
por Homconj(π1(X, x0), Σn)T a las clases de conjugación de homomorfismos
cuya acción inducida es transitiva.

Proposición 3.2.3. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo. Tomemos x0 en X. Entonces la función

Covc
n(X) → Homconj(π1(X, x0), Σn)T .

dada por [p] 7→ [fp
U ] es biyectiva.

Demostración. Consideremos las funciones Φ y Ψ de la prueba del Teorema
3.1.14. Por la Proposición 3.2.1 tenemos que

Φ|Covc
n(X) : Covc

n(X) → Homconj(π1(X, x0), Σn)T y

Ψ|Homconj(π1(X,x0),Σn)T : Homconj(π1(X, x0), Σn)T → Covc
n(X).

Como una es inversa de la otra se tiene el resultado.

Sea G un grupo y X un conjunto. Diremos que X es un G-conjunto tran-
sitivo si existe una acción G × X → X transitiva. Consideremos H " G.
Entonces G/H es un G-conjunto transitivo, pues G actúa por traslación en
G/H y además, esta acción es transitiva. También recordemos que dos G-
conjuntos X y Y son G-isomorfos si existe una biyección ϕ : X → Y tal
que g · ϕ(x) = ϕ(g · x) para cada g en G y x en X. De esto se sigue que
ϕ−1 : Y → X es también un G-isomorfismo, pues si y está en Y , entonces
y = ϕ(x) para algún x en X. Aśı, ϕ−1(g·y) = ϕ−1(g·ϕ(x)) = g·x = g·ϕ−1(y),
para cada g en G.

Lema 3.2.4. Sea G un grupo y H,K " G.

i) Si X es un G-conjunto transitivo, entonces para cada x ∈ X, G/Gx y X
son G-isomorfos, donde Gx denota al subgrupo de isotroṕıa de x.

ii) H y K son conjugados si y sólo si G/H y G/K son G-isomorfos.

Demostración. i) Sea x0 en X. Denotemos como O(x0) a la órbita de x0.
Definimos δx0 : G → O(x0) como δx0(g) = g · x0. Ahora, δx0(g) = x0 si y sólo
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si g está en Gx0 . Entonces δx0 pasa al cociente

G
δx0 !!

((

O(x0)

G/Gx0

δ̄x0

==(
(

(
(

(

donde δ̄x0 [g] = δx0(g) = g · x0. Veamos que δ̄x0 es un G-isomorfismo.

Claramente δx0 es suprayectiva, de lo cual se sigue que δ̄x0 también lo es.
Sean [g], [g′] en G/Gx0 tales que δ̄x0 [g] = δ̄x0 [g

′]. Entonces g · x0 = g′ · x0 y
tenemos que g−1g′ está en Gx0 . Por lo tanto [g] = [g′] y es inyectiva. Sea g
en G. Entonces

δ̄x0(g ·[g′]) = δ̄x0 [gg′] = δx0(gg′) = (gg′)·x0 = g ·(g′ ·x0) = g ·δx0(g
′) = g ·δ̄x0 [g

′]

para cada [g′] en G/Gx0 . Por lo tanto es G-isomorfismo. Ahora, como la
acción es transitiva tenemos que para cualquier x en X existe g en G tal que
x = g · x0. Aśı O(x0) = X y se tiene el resultado.

ii) Supongamos que H = aKa−1 para algúna a en G. Definimos ϕ : G/H →
G/K como ϕ([g]H) = [ga]K . Sean g y g′ en G. Entonces son equivalentes:
[g]H = [g′]H ; g−1g′ está en H; a−1g−1g′a está en K y [g′a]K = [ga]K . Por
lo tanto, ϕ está bien definida y es inyectiva. Sea [b]K en G/K. Entonces
ϕ([ba−1]H) = [ba−1a]K = [b]K , por lo cual ϕ es suprayectiva. Veamos que ϕ
es G-isomorfismo. Sea g en G. Entonces

ϕ(g · [g′]H) = ϕ([gg′]H) = [(gg′)a]K = [g(g′a)]K = g · [g′a]K = g · ϕ([g′]H).

Para el regreso supongamos que θ : G/H → G/K es un G-isomorfismo. Sea
a en G tal que θ([e]H) = [a]K . Entonces para cualquier h en H tenemos que

[a]K = θ([e]H) = θ([h]H) = θ(h · [e]H) = h · θ([e]H) = h · [a]K = [ha]K .

Entonces a−1ha esta en K y por lo tanto a−1Ha ⊂ K. Ahora θ−1([e]K) =
[a−1]H y análogamente al argumento anterior, se sigue que aKa−1 ⊂ H si y
sólo si K ⊂ a−1Ha. Por lo tanto K = a−1Ha.

Nota 3.2.5. En la prueba del Lema 3.1.1 se vió una forma de asociar un
homomorfismo de π1(X, x0) en Σn a la acción del grupo π1(X, x0) en la fibra
sobre x0. Esto se puede generalizar a cualquier conjunto finito X. Conside-
remos una acción G × X → X y una biyección h : n̄ → X. Definimos
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f : G → Σn como f(g)(i) = h−1(g · h(i)) para cada i en n̄. Además, si
h′ : n̄ → X es otra biyección y f ′ : G → Σn denota al homomorfismo inducido,
tenemos que h−1 ◦ h′ es una permutación en Σn y para cada g en G

(h−1 ◦ h′)−1 ◦ f(g) ◦ (h−1 ◦ h′) = f ′(g)

y por lo tanto la clase de conjugación del homomorfismo f no depende de la
elección de la biyección.

Lema 3.2.6. Sea G un grupo y H, K " G de ı́ndice n. Si H y K son conju-
gados entonces los homomorfismos inducidos por la acción por traslación de
G en G/H y G/K son conjugados.

Demostración. Como H y K tienen ı́ndice n, tenemos biyecciones h1 : n̄ →
G/H y h2 : n̄ → G/K. Entonces los homomorfismos inducidos fH , fK : G →
Σn estan dados por fH(g)(i) = h−1

1 (g · h1(i)) y fK(g)(i) = h−1
2 (g · h2(i)). Por

el segundo inciso del Lema 3.2.4 existe un G-isomorfismo ϕ : G/H → G/K.
Entonces la composición

n̄
h1 !! G/H

ϕ !! G/K
h−1
2 !! n̄

es una permutación en Σn. Aśı, para cada i en n̄ y g en G, tenemos que

(h−1
2 ◦ ϕ ◦ h1)(fH(g)(i)) = (h−1

2 ◦ ϕ ◦ h1)(h
−1
1 (g · h1(i))) = h−1

2 (ϕ(g · h1(i))).

Pero ϕ es un G-isomorfismo entonces h−1
2 (ϕ(g · h1(i))) = h−1

2 (g · ϕ(h1(i))).
Por otro lado

fK(g)((h−1
2 ◦ ϕ ◦ h1)(i)) = h−1

2 (g · (h2(h
−1
2 ◦ ϕ ◦ h1)(i)) = h−1

2 (g · ϕ(h1(i)))

y por lo tanto (h−1
2 ◦ ϕ ◦ h1)(fH(g))(h−1

2 ◦ ϕ ◦ h1)−1 = fK(g) para cada g en
G.

Lema 3.2.7. Sean G un grupo y f, f ′ : G → Σn homomorfismos conjugados
cuyas acciones inducidas son transitivas. Entonces los subgrupos de isotroṕıa
de i, Gi y G′

i respectivamente, son conjugados para cada i en n̄.

Demostración. Supongamos que existe σ en Σn tal que σf ′(g)σ−1 = f(g)
para cada g en G. Por hipótesis n̄ es un G-conjunto transitivo y por el primer
inciso del Lema 3.2.4 tenemos G-isomorfismos δi : G/Gi → n̄ y δ′i : G/G′

i → n̄
para cada i en n̄. De esto se sigue que la composición

G/G′
i

δ′i !! n̄
σ !! n̄

δ−1
i !! G/Gi
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es una biyección. Veamos que es un G-isomorfismo. Sea [a] en G/G′
i y g en

G. Entonces

δ−1
i (σ(δ′i(g·[a]))) = δ−1

i (σ(g·δ′i[a]) = δ−1
i (σ(f ′(g)(δ′i[a])) = δ−1

i (f(g)(σ(δ′i[a])) =

δ−1
i (g · (σ(δ′i[a])) = g · δ−1

i (σ(δ′i[a])

Por lo tanto G′
i y Gi son G-isomorfos. Por el segundo inciso del Lema 3.2.4

son conjugados.

Proposición 3.2.8. Sea G un grupo. Denotemos por {H " G}conj
n al con-

junto de clases de conjugación de subgrupos de G de ı́ndice n. Entonces la
función

Homconj(G, Σn)T → {H " G}conj
n

dada por [f ] 7→ [Gi] es una biyección, donde Gi es el subgrupo de isotroṕıa
de la acción inducida por f para alguna i.

Demostración. Para cada homomorfismo f : G → Σn, tenemos que los sub-
grupos de isotroṕıa dados por la acción transitiva inducida por f , son de
ı́ndice n y también son conjugados.

Definimos Φ : Homconj(G, Σn)T → {H " G}conj
n como Φ[f ] = [Gf

i ], donde
Gf

i es el subgrupo de isotroṕıa de la acción inducida por f para alguna i. El
Lema 3.2.7 muestra que Φ no depende de la clase de conjugación y por lo
tanto esta bien definida.

Para ver que Φ es biyectiva, definimos Ψ : {H " G}conj
n → Homconj(G, Σn)T

como Ψ[H] = [fH ], donde fH es como en la prueba del Lema 3.2.6 que
también nos dice Ψ esta bien definida.

Sea f : G → Σn un homomorfismo cuya acción inducida es transitiva. En-
tonces tenemos un G-isomorfismo ϕ : G/Gf

i → n̄ para alguna i, que en par-
ticular es una biyección. Aśı, tenemos que un representante de la clase
de conjugación de Ψ[Gf

i ] está dado por fGf
i
: G → Σn donde fGf

i
(g)(j) =

ϕ(g · ϕ−1(j)) = g · j = f(g)(j), para cada g en G y j en n̄. Por lo tanto
Ψ ◦ Φ[f ] = [f ].

Sea H " G de ı́ndice n. Consideremos una biyección h : n̄ → G/H. Entonces
la acción G× n̄ → n̄ inducida por fH , está dada por

g · i = fH(g)(i) = h−1(g · h(i)).
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Ahora, para cada i en n̄, tenemos que i = g · i = h−1(g · h(i)) si y sólo si
h(i) = g · h(i). Por lo tanto, si Gh(i) denota al subgrupo de isotroṕıa de h(i)

para la acción por traslación G×G/H → G/H, entonces GfH
i = Gh(i). Pero

Gh(i) es conjugado de H, de aqúı se sigue que Φ◦Ψ[H] = Φ[fH ] = [GfH
i ] = [H].

De las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.8 obtenemos la clasificación usual de aplica-
ciones cubrientes:

Teorema 3.2.9. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y semilo-
calmente 1-conexo. Tomemos x0 en X. Entonces la función

Covc
n(X) → {H " π1(X, x0)}conj

n

dada por [p] 7→ [p∗π1(E, e)] es una biyección, donde E es el espacio total del
cubriente p y e está en p−1(x0).

Demostración. Por las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.8 tenemos que la composición

Covc
n(X) → Homconj(π1(X, x0)

T , Σn) → {H " π1(X, x0)}conj
n

dada por [p] 7→ [fp] 7→ [π1(X, x0)e] es una biyección, donde π1(X, x0)e es
el subgrupo de isotroṕıa de e correspondiente a la acción inducida por el
homomorfismo fp y e en p−1(x0). Ahora, la acción inducida por fp está dada
por la acción

p−1(x0)× π1(X, x0) → p−1(x0).

Veamos que π1(X, x0)e = p∗π1(E, e). Sea [α] en π1(X, x0) tal que [α] · e = e.
Entonces existe una trayectoria α̃ : I → E tal que α̃(0) = α̃(1) = e y p◦α̃ = α.
Esto implica que α̃ es un lazo en e y p∗[α̃] = [p ◦ α̃] = [α]. Por lo tanto
π1(X, x0)e " p∗π1(E, e).

Supongamos que β es un lazo en e. Entonces p ◦ β es un lazo en x0 cuyo
levantamiento que empieza en e es β. Además, [β] · e = e y por lo tanto
[p ◦ β] = p∗[β] está en π1(X, x0)e. Aśı, p∗π1(E, e) es el subgrupo de isotroṕıa
de e y tenemos que [p] 7→ [p∗π1(E, e)] es una biyección.
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