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Introduccion

Un concepto muy importante en la topologia algebraica es el de haz fibrado,
que esencialmente es una funcién continua y suprayectiva p: £ — X que
localmente se ve como una proyeccién U x F' — U, donde F' es un espacio
fijo que es homeomorfo a la fibra sobre cualquier punto z en X. Hay dos
ejemplos especiales de haces fibrados que incluso son utilizados en otras areas
de las matematicas como es la Geometria Diferencial. Uno de estos es el haz
vectorial, que como su nombre indica, son los haces cuya fibra es un espacio
vectorial de dimensién finita. Un resultado muy utilizado en topologia es
la clasificacion de haces vectoriales reales de dimensién n sobre un espacio
paracompacto, por ejemplo, una variedad diferenciable o un complejo CW
arbitrario. Esta clasificacion estda dada en términos de las clases de homotopia
de funciones continuas f: X — BO,, donde BO, es el espacio clasificante
de haces vectoriales reales de dimension n. El modelo estandar de BO,, es
G, (R>) que es el espacio de subespacios de dimensién n de R*.

El otro ejemplo de haz fibrado es una aplicacion cubriente. En este caso,
la fibra F' es un espacio con la topologia discreta. En [1] se da una clasi-
ficacion de aplicaciones cubrientes de n-hojas (fibra F' = {1,2,...,n}) sobre
espacios paracompactos haciendo una analogia con la clasificacion de haces
vectoriales. Esta clasificacion es el objetivo central de este trabajo. Para
esto, presentaremos primero algunos resultados basicos de haces fibrados que
utilizaremos mas adelante. De manera andloga a la clasificacién de haces
vectoriales, tenemos el espacio clasificante de aplicaciones cubrientes de n-
hojas, que en este caso, es el espacio de subconjuntos de cardinalidad n de
R> que denotaremos como P,(R*). Para darle una topologia a este espa-
cio, necesitaremos a los espacios de configuracion. También mostraremos que
con esta topologia, P, (R*) es un espacio Filenberg Mac Lane de tipo (3,, 1),
donde ¥, es el grupo de permutaciones de n elementos. El espacio P,,(R*>)
resulta ser un espacio clasificante del grupo 3, los cuales se denotan BY,,, y
son unicos salvo homotopia.

I1I
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En el dltimo capitulo del trabajo, daremos otra clasificacion de aplicaciones
cubrientes de n-hojas sobre un espacio X con ciertas propiedades. Para
esto, utilizamos la accién del grupo m (X, zo) en la fibra sobre un punto
xg. Asi, obtendremos una biyeccién entre clases de isomorfismo de apli-
caciones cubrientes de n-hojas y clases de conjugacién de homomorfismos
f:m(X,x) — 3,. Con estas dos clasificaciones, podemos probar que hay
una biyeccién entre las clases de homotopia [X, BY,| y las clases de conju-
gacion Hom®" (i (X, xy),%,) sin usar teoria de obstrucciones.

Finalmente, como corolario del teorema de clasificacion, obtendremos la clasi-
ficacién usual de aplicaciones cubrientes con espacio total conexo por trayec-
torias, que estd dada en términos de los subgrupos del grupo m (X, z).



Capitulo 1

Haces Fibrados

En este capitulo definimos los haces fibrados y daremos algunas de sus
propiedades. Como algunas propiedades de las aplicaciones cubrientes las
satisfacen los haces fibrados, preferimos probarlas en el caso general.

1.1 El Pullback de Haces Fibrados

Definicién 1.1.1. Sea p: E — B una funcion continua. Decimos que p es
un haz fibrado con fibra F si para cada b en B existe U vecindad abierta de
b y un homeomorfismo py: U x F — p~Y(U) tal que el siguiente diagrama
conmuta

UxF - p ()
X\ ;/Url(U)
U

donde m: U x F — U es la proyeccion en la primera coordenada. A la
familia de abiertos {U} la llamaremos cubierta trivializadora del haz y a los
homeomorfismos ¢y mapeos trivializadores.

Tomemos b en B y su correspondiente vecindad U. Ahora 7= (b) = {b} x F
y de la definicién se sigue que @y | -14): {b} X F'— p~'(b) es un homeomor-
fismo y obtenemos que p~1(b) = F. Por esto decimos que el haz tiene fibra F.

Ejemplo 1.1.2. St B y F' son espacios, la proyeccion p: B X F'— B es un
haz fibrado, llamado el haz producto sobre B.
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Ejemplo 1.1.3. Si p: E — B es un haz fibrado donde su fibra F es un es-
pacio discreto, entonces p es una aplicacion cubriente.

Ejemplo 1.1.4. (Haz Tangente) Sea M wuna variedad diferenciable de di-
mension n y x en M. Consideremos el espacio vectorial real

TeM = {v: C*(M,R) — R | v es lineal, v(fg) = v(f)g(x) + v(g)f(x)}

Para ver que es de dimension n, consideremos una carta (U, &) tal que x
esta en U,. Definimos

0 0

014 (@), 8xn(
como (0/0x;)(z) = (O(f 0 &,1)/0x;)é(x). Se puede probar que este conjunto
es una base de T, M (véase [7]). Sea p: TM = ||, T,M — M dada por
p(v) = x si v estd en T,M. Definimos po: p~(Uy) — U, x R™ como
0a(v) = (p(v), A1, ..., \y) donde

v Dia%@(v».

Yo €5 una biyeccion ya que po|rar: TeM — {x} x R™ es un isomorfismo
lineal para cada x en U. Ahora, denotemos por 1, a la composicion

z)

EaxId
_—

pY(U,) 22U, x R" £a(Uy) X R™ € R

Tomando un atlas mazimal de M se tiene que el conjunto {11 (A) | A C
R?" es abierto, o € A} es una base de una topologia para TM. En particular,
Yo Se vuelve homeomorfismo, y como el siguiente diagrama conmuta

p (UL o U, x R

se sique que p: TM — M es un haz fibrado con fibra R™. En este caso deci-
mos que p es un haz vectorial real de dimension n.

Definicién 1.1.5. Sean p: E — B y q: E' — B haces fibrados con fibra F
ye: B — E una funcién continua. Decimos que ¢ es un morfismo de haces
fibrados si el siguente diagrama conmuta

P

N

B

E/

E
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Ademds, si existe una funcién continua v: E — E' tal que p o = Idg y
Yo =Idg decimos que ¢ es un isomorfismo de haces fibrados.

Ejemplo 1.1.6. 1) Consideremos el haz producto proysi: S* x R — S
Parametrizando a S' de manera que si v estd en S', x es de la forma
x = (cosh, senf)), tenemos que TS estd generado por {(—senf, cosf)} como
subespacio de R?. Se puede probar que proys: es isomorfo al haz tangente
p: TS' — S, donde el isomorfismo ¢ restringido a las fibras p,: {v} xR —
T, S estd dado por p,(x,\) = A(—senb, cost).

2) Consideremos la banda de Moebius M definida como el espacio que resulta
de identificar en I X I un punto de la forma (0,t) con el punto (1,1 —t).
Consideremos S' como el espacio que resulta de identificar en I al punto
0 con el punto 1. Definamos p: M — S' como p[(z,y)] = [z]. Asi, p es
un haz fibrado sobre S' con fibra I, el cual no es isomorfo al haz producto
St x I — S ya que (S x I) = S* x {0,1} que no es conexo y por otro
lado OM = St que es conexo, lo que implica que S* x I % M.

Nota 1.1.7. Sip: E — B es un haz fibrado entonces Idg es un isomorfismo
de haces fibrados.
A continuaciéon daremos una herramienta muy utilizada en el estudio de

haces, pues nos permite obtener nuevos haces fibrados a partir de uno dado.

Definicién 1.1.8. Un cuadrado conmutativo de espacios topologicos

oy

o lp

B/T)B

es llamado pullback si dados W un espacio topolégico, ¢ W — Eyq : W — B’
funciones continuas tales que po g’ = f o ¢’ entonces existe una unica funcion
continua : W — E' tal que gotp=¢ y qotp=¢.

Nota 1.1.9. De la conmutatividad del diagrama obtenemos que g manda fi-
bras en fibras es decir dado V' en B', glq—1y: ¢ (V) — 7 (f(V)).

Proposicién 1.1.10. Sean E, B, B’ espacios yp: E — B, f: B — B fun-
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ciones continuas. Consideremos el cuadrado

f*Ef*>E

7| l”

B,T)B

donde f*E ={(V',e) € B'x E | f(V') = p(e)} tiene la topologia producto in-
ducida por B' x E, p(b/,e) =V y f(b',e) =e. Entonces el cuadrado es un
pullback.

Demostracion. Las funciones py f son continuas pues son restricciones de
proyecciones. Sea (b',e) en f*E, entonces f(p(b,e)) = f(V') = ple) =
p(f(¥,e)) y por lo tanto el cuadrado conmuta. Sea W un espacio topolégico y
supongamos que existen g: W — E y q: W — B’ funciones continuas tales
que pog= fogq. De esto se sigue que (g(w),q(w)) estd en f*E para cada
w en W. Definimos ¢: W — f*E como (w) = (¢(w), g(w)). Entonces

(fov)(w) = fla(w), g(w)) = g(w) y (o) (w) = fla(w),g(w)) = q(w)

lo cual nos da la primera condicién para que sea un pullback. Para ver la
unicidad supongamos que existe 1)': W — f*E tal que fo)’ =g y poy)’ = q.
Ahora, tomemos w en W'y supongamos que ¢’ (w) = (', e) con (V',e) en f*E.
Entonces

g(w) = (fod)(w) = f(l,e) =e y q(w) = (po /) (w) =p(t,e) =1'.
Por lo tanto ¢'(w) = (q(w), g(w)) = 1 (w) para cada w € W.
[

Definicién 1.1.11. A la construccién de la Proposicién 1.1.10 la llamaremos
el pullback de p inducido por fy diremos que p: f*E — B y f: [*E — FE’
son las funciones inducidas por p y f respectivamente.

Proposicion 1.1.12. Sean p: E — B un haz fibrado con fibra F' y f: B’ —
B una funcion continua. Entonces la funcion p: f*E — B’ inducida por p
es un haz fibrado con fibra F.

Demostracion. Fijemos b’ en B’. Consideremos un abierto U en la cubierta
trivializadora de p correspondiente a f(b') y su mapeo trivializador ¢y que
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hace conmutar el siguiente diagrama

YU

UxF p~HU)
\ ;/hal(U)

U

Tomemos U’ = f~1(U) que es una vecindad abierta de ¢'. Ahora, definamos
la funcién @p:: U’ x F — (p)~Y(U") como py/ (2, y) = (2/, ou(f(2'),y)) con
(',y) en U' x F. Como ¢y es un mapeo trivializador, p(oy(f(2'),y)) =
f(@') y tenemos que (2/,op(f(2'),y)) esta en f*E. Por lo tanto ypy/ estd
bien definida. Ademas, es continua porque es composicién de las funciones
(Idyr,pu) o (7, (flor x Idp)) las cuales son continuas. Asi, obtenemos que el
diagrama

U x F ool (p)~1(U")
X\ Pl 1w
U/

conmuta. Para probar que ¢ es homeomorfismo veremos que tiene inversa
continua. Definimos ¢: (p)~(U’') — U’ x F como

zb(x/7 6) = (xlaprOyF((pU71<e))
con (2, e) en (p) = (U’), que es composicién de funciones continuas. Tomemos
e en p~(U) y supongamos que ¢y~ *(e) = (z,y) para algtn (z,y) en U X F.

Esto nos dice que p(e) =z y obtenemos e = (p(e), proyr(or='(e))). Sea
(/,€) en (p)"'(U"), entonces £(z') = p(e) y ast, v (4(z', ) =

o (@', proyr(pu ' (€)) = (2, eu (f(2"), proyr(pu " (€))) = (2', ).

Por lo tanto @y 0 ¢ = Idg)-1pr). Ahora, sea (2/,y) en U’ x F' entonces

V(o (2',y)) = (', pu(f(2'),y) = (@', proyr(f(2'),y)) = (z',y)

Por lo tanto ¢ o oy = Idyxp. Claramente (p)~1(0') = F.
UJ

Definicién 1.1.13. Denotamos por Bung(B) a la categoria de haces fibra-
dos con fibra F y espacio base B.
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Definicién 1.1.14. Sea f: X — Y una funcion continua . Definimos
P: Bung(Y) — Bunp(X)

de la siguiente manera: sip: E —'Y es un haz fibrado con fibra F', entonces
P(p):=p: f*E — X es la funcion inducida por p.

Proposicién 1.1.15. Sea f: B' — B una funcion continua. Consideremos
q: E' — By p: E — B haces fibrados con fibra F y ¢: E' — E un
morfismo de haces. Entonces existe un morfismo de haces entre ¢: f*E' — B
y p: f*F — B.

Demostracion. Consideremos los pullbacks de p con respecto a f, de ¢ con
respecto a f y el morfismo ¢ tales que los diagramas

f*E fi f*E/ f2 B ¥ E

b A

B/?B B'?B

conmutan. Por el segundo diagrama tenemos que fog = po(po f5) y usando
que el primer diagrama es un pullback obtenemos que existe ®: f*E" — f*E
funcién continua tal que po® =g y fi 0o ® = po fo, donde la primera
igualdad nos da el resultado.

]
Definicién 1.1.16. Por la demostracion en la Proposicion 1.1.10 sabemos
que la funcion ®: f*E' — f*E es de la forma
ot e') = (qt,€), (po fo)(t,e)) = (U, p(€)).
Con esto definimos P(p): f*E" — f*E como P(p)(l/,e') = (U, ¢(€)) para
cada (V',€') en f*E'.

Proposicion 1.1.17. Sea f: B’ — B una funcion continua. Consideremos
r- B — B, ¢:E — B y p: E — B haces fibrados con fibra F y los
morfismos de haces ¥: E" — E' entrer y q y ¢: E' — E entre q y p.
Entonces

i) P(Idg) = Idsg
i1) P(p o) = P(p)o P(Y) y por lo tanto P es un funtor covariante.
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Demostracion. i) Sea (b, e) en f*E entonces

P(Idp) (V) = (V,e) = Ids-p(V, e).

ii) Sea (b',€") en f*E" entonces

P(p) o P()(V, ") = P(p)(V, 4(e")) = (U, (p o 9) (")) = P o g) (U, €").
0

Proposicién 1.1.18. Sean p: F — B, f: B'— B y g: B" — B’ funciones
continuas. Entonces

i) Si f =1dp, I[dyE = FE
i) g f*E= (fog)'E
Demostracion. i) Consideremos el pullback de p inducido por Idp

[d,EM .

7| lp

B'TB>B

Como Idp o p = po Idg entonces existe 1: & — Id E funcién continua tal
que Idg o) = Idg y ¥(e) = (p(e),e). Basta ver que ¥ o Idg = Idjq,~p.
Sea (b,e) en Idg*E entonces p(e) = b. Asi tenemos que ¢(Idgp(b,e)) =
Y(Idp(p(e),e)) = (e) = (p(e),e) = (b,e) para cada e en E. Por lo tanto

Idp es homeomorfismo y IdzE = E.

i1) Sea p: f*E — B’ la funcién inducida por p y f. Consideremos los pull-
backs de p inducido por g y de p inducido por fog

GPEL~E  (fogfE g

O TN

B" B’ B" B
fog

g

Definimos h: (f o g)*E — f*E tal que h(b",e) = (g(b"),e)) la cual esta bien
definida pues si (b”, e) estd en (fog)* E tenemos que f(g(b"”)) = p(e) entonces
(g(b"),e) estd en f*E y ademds es continua porque g es continua. Sea (V" e)
en (f og)"E. Entonces

p(h(b",e)) = p(g(b"), e) = g(b") = g(q(b"))
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Por lo tanto poh = goq y existe ¢: (fog)*E — ¢*f*FE funcién continua
tal que

Y(b"e) = (q(t',e), h(b",€)) = (b", (g(b"),€))
para cada (0", ¢e) en (f o g)*E. Ahora, consideremos el siguiente diagrama

b

B// 7 B/ f B

Como los dos cuadrados son conmutativos, el cuadrado de afuera lo es, de

aqui obtenemos que po (f o g) = (f o g)op. Entonces existe ¢': g*f*E —
(f o g)*E funcién continua tal que

V(Y e) = (pb", (Vs €)), F (g, (Vs €)))) = (V" f (V' e)) = (V" €)

para cada (0", (V/,e)) en ¢g* f*E. Entonces

P, e)) = (b7, (9(b"),€)) = (b, e) para cada (b",¢) en (f o g)"E.

Por lo tanto ¢’ 0 ¢ = Idog)+p. También

WO, e)) =), e)) = (b, (g(b"),e)) para cada (b, (¥, e)) en g* f*E.
Pero si (b", (0, e)) estd en g* f*E, esto dice que g(b") = p(b',e) = b'. Por lo
tanto ¢ 090’ = Idg.s.p y obtenemos (f o g)*E = gxf*E.

O

1.2 Mapeos de Haces

Esta seccion se centra en probar que si dos funciones continuas f,g: X — Y
son homotoépicas entonces sus pull-backs inducidos son isomorfos. Para esto
necesitamos comparar haces fibrados isomorfos con el pull-back.

Denotaremos como Map(X,Y') al espacio de las funciones continuas de X en
Y. Una topologia para este espacio es la topologia compacto-abierta donde
los subbésicos son de la forma UX = {f € Map(X,Y)|f(K) C U} donde K
es un compacto en X y U es un abierto en Y.
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Recordemos que un grupo G es un grupo topoldogico si la operacién en el
grupo y la funcién que manda a cada g en G a su inverso son continuas.

Lema 1.2.1. Sea Homeo(X,X) el grupo de homeomorfismos de X en X
con la topologia compacto-abierta. Si X es un espacio reqular y localmente
compacto entonces ®: Homeo(X, X) x Homeo(X,X) — Homeo(X, X) la
funcion composicion es continua.

Demostracion. Sean ¢, en Homeo(X, X ). Supongamos que (¢ o)) esté en
UX con U abierto y K compacto. Entonces (¢ 09)(K) C U y de aqui que
Y(K) C ¢ (U). Ahora, como X es regular y localmente compacto, existe
V abierto en X tal que ¥/(K) CV CV C p 1(U) y V es compacto.

Consideremos ¢, 9" en Homeo(X, X) tales que ¢’ estd en UV y o/ estden VE.
Entonces ¢'(V) C U y ¢'(K) C V de lo cual se sigue que (¢' o ¢')(K) C U
y por lo tanto (¢’ o ¢') estd en UK. Asf, UV x VE c &~1(UX) lo cual nos

dice que ® es continua.
O

Lema 1.2.2. Sea X un espacio compacto y Hausdorff y Homeo(X,X) con
la topologia compacto-abierta. Entonces W: Homeo(X, X) — Homeo(X, X)
que manda a cada p en Homeo(X, X) a su inverso ¢=* es continua.

Demostracion. Sea ¢ en Homeo(X,X). Supongamos que ¢! estd en UK
con U abierto y K compacto. Entonces K C ¢(U) lo cual nos dice que
X—K DX —¢(U)=p(X—-U). Por hipdtesis X — U es compactoy X — K
es abierto, de aqui tenemos que ¢ estd en (X — K)X~U). Consideremos ¢
en (X — K)X=Y. Entonces ¥(X — U) C X — K de lo cual se sigue que
K C (U) y por lo tanto 1»~! estd en UK. Asi, (X — K)XU) c v=1(UK) y
por lo tanto W es continua.

]

En particular un espacio compacto y Hausdorff es regular y localmente com-
pacto entonces podemos concluir lo siguiente.

Proposicién 1.2.3. Sea X un espacio topologico compacto y Hausdorff. En-
tonces Homeo(X,X) es un grupo topolégico con la topologia compacto abierta.

O

Esto sera de gran uso, asi que a lo largo de la seccion asumiremos que los
haces fibrados tienen fibra compacta y Hausdorff a menos que se especifique
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lo contrario.

Proposicién 1.2.4. Sean p: E — B , q: E' — B haces fibrados con fibra F
y . B — E un morfismo de haces fibrados entre ¢ y p. Entonces @ es un
isomorfismo si y solo si p|-14y: ¢~ (b) — p~ (D) es un homeomorfismo para
cada b en B.

Demostracion. Si ¢ es un isomorfismo, entonces es homeomorfismo y por
lo tanto la restriccién a las fibras también. Supongamos que ¢l|,-1¢) es un
homeomorfismo para cada b en B, y denotémoslo por ¢,. Primero veamos
que @ es biyectiva. Consideremos el diagrama conmutativo

%)

N

B

E' E

Sea e en E. Entonces existe b en B tal que e estd en p~'(b) y como ¢,
es suprayectiva, existe ¢/ en E’ tal que e = p(e’) = p(¢’). Ahora, sean
e’ e’ en E tal que p(ey’) = p(ed). Entonces q(er’) = q(ed)) y obtenemos
que ey’ ey’ estdn en ¢ ' (p(e)). Asi, wpe)(er’) = ©pe) (62’) Y COMO Pp(e) €5
inyectiva, e;’ = ey’, por lo tanto ¢ es biyectiva y existe o~': E — E’. Para
ver que ¢~ ! es continua basta ver que su restriccién a los abiertos de una
cubierta abierta de F sea continua. Tomemos b en B. Entonces existen U,
V' abiertos en las cubiertas trivializadoras y ¢y, ¢y mapeos trivializadores
de p y q respectivamente, tales que b estd en U NV y el siguiente diagrama

conmuta

UNV x F25 v (UnV) d L rav xF

unv

Esto nos dice que si (z,7) estd en U NV x F entonces ¢! op|opy|(z,y) =
(z,a(z,y)), donde a: UNV x F — F es continua. Ahora, como F es com-
pacto y Hausdorff podemos utilizar la biyeccién de la ley exponencial (véase
[1]) y asociarle a v su funcién adjunta &: U NV — Map(F, F'), que esta dada
por &(z)(y) = a(z,y) para cada (z,y) en UNV x F, y es continua. Ademaés,

(¢U71|p*1(a:)) O Py O (SOV|q*1(a:)): {LE} X F — {ZE} X F

es un homeomorfismo para cada x en U NV y esto nos dice que a: UNV —
Homeo(F, F). Como F' es compacto y Hausdorff, por la Proposicién 1.2.3,
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tenemos que el grupo Homeo(F, F') es un grupo topoldgico con la topologia
compacto abierta. Entonces la funcién ¢: Homeo(F, F) — Homeo(F, F)
que manda cada elemento a su inverso es continua. Asi, la composicion
woa: UNV — Homeo(F, F) es continua y por lo tanto su funcién adjunta
P oda:UNV x F — F es también continua. Tomando la composicion

=1

oy 1

T UNVESUNFxF

)

Unv x F-2L v wnv)

obtenemos que ¢y!| 0 0! o py| = (Idyny, ¥ o &).

Ast, o7 = ov| o (Idyny, ¥ 0 &) o p;*| ¥ por lo tanto ¢! es continua, de lo
que se sigue £’ = F.

]

Definicién 1.2.5. Sean p’: £’ — B’ y p: E — B haces fibrados con fibra F.
Decimos que una pareja de funciones continuas (f, f) es un mapeo de haces
st el diagrama

E’/$E
|, b
BI#B

conmuta y f|(p/)71(b/) C(p)HY) — pH(f(V)) es un homeomorfismo para cada
V' en B'. Diremos que (f, f) es un mapeo de haces entre p' y p y en algunos
casos lo denotaremos por (f, f)y p-

Ejemplo 1.2.6. Si consideramos el pullback de p inducido por f

f*Ef;>E'

7| lp

B/T)B

entonces la pareja (f, f) es un mapeo de haces ya que si tomamos b en
B’ y definimos la inclusion iy: p~ ' (f(V')) — (B) (V) como iy(e) = (V',¢)
para cada e en p~(f(b)). iy resulta continua y claramente es la inversa de
Floy-1y: @)7HY) — p7H(f(V)), pues es la proyeccion en la fibra.

Proposicién 1.2.7. Sea (f, f) un mapeo de haces entrep’: E' — B yp: E —
B. Entonces f*E = E'.
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Demostracion. Consideremos el pullback de p inducido por f y el diagrama
conmutativo

f*Ef*>E E’L>E
EN
B——B B—1-pB

Como (f, f) es un mapeo de haces entonces p'o f = fopy por lo tanto existe
Y: E' — f*F funcién continua tal que foty = fy pot =p/, en donde la
segunda igualdad nos dice que ? es un morfismo de haces fibrados entre p’ y
P, entonces por la Proposicion 1.2.4 basta ver que

Y1 @)7HE) — B)7HV)

es homeomomorfismo para cada ' en B'. Ahora, como f y f son homeomor-
fismo restringidos a las fibras, tenemos por la primera igualdad que

((f)_llp_l(f(b’))) o (ﬂ(p)—l(b/)) © W‘(p’)‘l(b’)) - [d(p’)‘l(b’)
Wl 1)) © (D) o r0) © Fligy2) = Tdiy1 -

Por lo tanto E' & f*E.
O

Lema 1.2.8. Sea p: E — B X I un haz fibrado con fibra F tal que sus
restricciones a B x[0,a| y B x [a, 1] son triviales para algin a en I. Entonces
p: E— B x I es un haz fibrado trivial.

Demostracion. Lo que queremos probar es que £ =2 B x I x F. Como las
restricciones a B X [0,a] y B X [a, 1] son triviales para algin a en I entonces
existen mapeos trivializadores

@1: (B x[0,a]) x F —p (B x[0,a]) y
@20 (B x [a,1]) x F — p~ (B x [a, 1])

tales que si tomamos su restriccion a (B x {a}) x F' obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo

,1‘

(B x {a}) x F 25 p=U(B x {a}) 2= (B x {a}) x F

T P

B x {a}
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De esto se sigue que (2 'op1|)(x,a,y) = (z,a,a(r,y)) donde a«: BXF — F
es continua.

Tomando &: B — Homeo(F, F)y 1: Homeo(F,F) — Homeo(F, F') donde
a es la adjunta de a0 y ¢ es la funcién que manda a cada homeomorfismo a
su inverso, obtenemos que ¢ o &: B — Homeo(F, F) es continua. Con esto
definimos ¢: B x [ x F — E como

B o1(x,t,y) sit<a
pla.ty) = {gpg(x,t, alx)y) sit>a

la cual esta bien definida por lo anterior y ademas es continua. Definimos su
inversa ¢ ': E — B x I x I como

1 ) siee€p (B x[0,d])
orle) = {uczm,w b (@) 0wy () sicep(Bxlall)

donde z = proyg(p2~'(e)). Para ver que estd bien definida tomemos e en
p~Y(B x {a}), entonces existe (z,a,y) en B x {a} x F tal que e = o (,t,y).
Asi, tenemos que o, o p1(z,t,y) = (x,a,&(x)y). Entonces

(‘[dBXI) ¢ © d(![‘)) ° (l’, a, O?(ff)y) = (I7 a, y) = 90_1(6)
y por lo tanto esta bien definida y es continua.

O

Lema 1.2.9. Sea p: E — B x I un haz fibrado con fibra F. Entonces existe
una cubierta abierta {U } de B tal que p"(U x ) = U x I x F.

Demostracion. Sea b en B. Entonces para cada t en [ existe una vecindad
abierta U; de b en B y una vecindad abierta V; de t en I tal que U; x V; X F' =
p 1 (U; x V). Ahora, {V;};cr es una cubierta abierta de I y como es compacto
existe una subcubierta finita {V;,|r = 1,...,m}. Definamos U, = (-, U,
y escojamos 0 = 5o < s1 < ... < s, = 1 tales que las diferencias s; — s; 1
sean menores que el nimero de Lebesgue de la cubierta {V},}. Ahora como
[si_1,8]) C Vi v Uy C Uy, para cada r en {1,...,m} tenemos que

SO(UthVtT)|be[si,1.si]xF1 Up X [si-1.8)] x F —>p_1(Ub X [8i-1.5:])

es homeomorfismo para cada i en {1,...,m}. Aplicando el Lema 1.2.8 a las
restricciones Uy X [s;1, ;] v Up X [s, Si11] tenemos que

Up X [Si-1, Sit1] X F = p YUy X [8i-1, Si11])-
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Iterando el proceso obtenemos U, x [ X F = p~ (U, x I), donde {U,}yep es
la cubierta deseada.

]

Definicién 1.2.10. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que una familia
{Na}aca de funciones continuas n,: X — [0,1], es una particion de la unidad
si Na(x) # 0 solo para una cantidad finita de occ en Ay Y~y Na(x) = 1. Para
cada o en A definimos el soporte de n, como la cerradura de

{z € X|na(z) # 0}

y lo denotaremos por sop(n,). Decimos que {ny}aca estd subordinada a una
cubierta {Us }aen, st s0p(n.) C U, para cada o en A.

Las Particiones de la Unidad son una herramienta muy 1til sobre todo en
los campos de la topologia y geometria diferencial. La siguiente Proposicion
nos dice cuando podemos utilizar esta herramienta, pero la prueba no es de
interés en este trabajo. Esta se puede consultar en 2].

Proposicion 1.2.11. Un espacio topologico X de Hausdorff es paracompacto
si y solo si para cada cubierta abierta {Uy}aen de X existe una particion de
la unidad {Ng }aeca subordinada a la cubierta.

En adelante asumiremos que los espacios paracompactos son de Hausdorff.

Proposicion 1.2.12. Sea p: E — B x I un haz fibrado con fibra F, con
B un espacio paracompacto. Sea r: B x I — B x I el retracto dado por
r(b,t) = (b,1) para cada b en B. Entonces eziste un mapeo de haces

y por lo tanto r*E = F.

Demostracion. Usando el Lema 1.2.9 y el hecho de que B es paracompacto,
existe una cubierta abierta {U,}aea y una particién de la unidad {1, }aea
subordinada a la cubierta tal que U, x [ x F = p~}(U, x I). Para cada «
en A definimos p,: B — I de la siguiente manera:

- o ()
maz{n.(r)|3 € A}

fa(z
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Como {74 }aca es particién de la unidad, n,(z) # 0 s6lo para un nimero
finito de @ en A entonces maz{nsz(z)|5 € A} esta bien definido y es no cero
pues Y. Ma(z) = 1. La continuidad de y, se sigue de que 7, es continua
para cada a en A. Ademads por la definicion de pin, maz{p.(x)|a € A} = 1.
Sea p,: Uy X [ x F — p~Y(U, x I) el mapeo trivializador de U,. Para cada

o en A definimos
fa

| g

BxI-—~BxI

donde 7, (b, t) = (b, max{pa(b),t}) con (b,t)en B x Iy

B e 8i€¢p_1(UaX[)
Jale) = {goa(‘r’maq;{ua(b%t},y) sie€p N U, x I)

con e = ,(b,t,y) para algin (b,t,y) en U, x I x F en el segundo caso.
Para ver que f, estd bien definida y es continua, consideremos los abiertos
p YUy x I) y p (B — sop(n,) x I) y tomemos un e en la interseccion.
Entonces e = ¢,(b,t,y) para algin (b,t,y) en U, N (B — sop(ny)) x I x F
y por lo tanto pa(b) = 0, lo cual nos dice que ¢, (x, maz{p.(b),t},y) =
©va(b,t,y) = e. Afirmamos que (r,, f,) es un mapeo de haces.

Primero veamos que el diagrama conmuta. Si e no estd en p~'(U, x I),
entonces p(f.(e)) = p(e). Supongamos que p(e) = (b,t) para algin (b,t) en
B x I. Por hipétesis tenemos que b estd en (B — sop(n,)) v asi 74(b,t) =
(b, max{pa(b),t}) = (b,t). Ahora, si e estd en p~ (U, x I), entonces e =
©a(b, t,y) para algin (b, t,y) en U, x I x F.. Usando el hecho de que pop, = 7
donde 7 en este caso es la proyeccién en U, x I, tenemos que p(f,(€)) =
P(#a (b, max{pg(b),t}, y)) = (b, max{pa(b),t}) = ra(b,t) = ra(p(e)) y por lo
tanto el diagrama conmuta.

Tomemos b en B. Si b no esta en U, entonces f, y r, son la identidad y clara-
mente f,|,-1(4) s homeomorfismo para cada (b,t) en B — U, x I. Si b estd
en U, entonces fo(p™'(b,1)) = fa(@a(b,t,F)) = pu(b,max{us(d),t}, F) =
p (b, max{pa(b)}) = p~H(ra(b,t)) y como @u|@pyxityxr €s homeomorfismo,
Jalp-1b) también lo es y por lo tanto se tiene la afirmacién.

Para definir f y r escojamos un buen orden < para A. Dado que B es
paracompacto, para cada b en B existe una vecindad abierta W, en B tal que
W,NU, # 0 s6lo para un nimero finito de o en A digamos {ay, as, ...,y } =
Ay donde a; < ap < ... < @,. Asi definimosr: BXxI —-BxI1y f: E— FE
como la composicion de todas las r, v fo con a en A, es decir:
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' = OqeATa y f - OaEAfow

Estas estdn bien definidas por lo visto anteriormente, pues r, v f, son la
identidad para casi toda a en A. Mds atin, para las cubiertas abiertas {W, x
Itpep de Bx Iy {p~'{(Wy x I)}yep de E, tenemos que

'I°|Wb><f =Tam O Tap190°°°0 Tay Y f|p71(Wb><I) = fam e} fam71 O-+--0 fal

que cumplen lo que buscamos por como tomamos W,
O

Teorema 1.2.13. Sean p': E' — B’ un haz fibrado con fibra F, B un es-
pacio paracompacto y f,g: B — B’ dos funciones continuas homotdpicas.
Entonces existe un isomorfismo de haces tal que f*E' = g*F'.

Demostracion. Sean H: Bx I — B’ lahomotopiade fag v i,: B— BxI
las inclusiones i,(b) = (b,v) conben By v =0,1. Asi obtenemos f = H o1y
y g=Hoiy. Sear: Bx I — B x I el retracto definido por r(b,t) = (b, 1)
con (b,t) en B x I. Entonces aplicando las Proposiciones 1.1.18 y 1.2.12 y
usando que 7 o iy = i1, tenemos que:

[TE" = (H i) B = igH™ E" = igr" H*E" £ if H"E' = (H 0 iy) E' = " E.
O

El siguiente Lema serd usado hasta la ultima parte del segundo capitulo,
pero como es un resultado general para haces fibrados sobre espacios para-
compactos lo enunciamos y demostramos ahora. En este caso la fibra F es
cualquier espacio topolégico.

Lema 1.2.14. Sea p: E — B un haz fibrado con fibra F' y B un espacio
paracompacto. Entonces existe una cubierta abierta numerable {W,} tal que
p (W)X W, x F, conn>1.

Demostracion. Sea {U,}aea una cubierta abierta tal que para cada o en A,
el haz es trivial en U,. Como B es paracompacto existe una particién de la
unidad {7, }aea subordinada a la cubierta. Para cada b en B definimos S(b)
como el conjunto finito de a en A tales que 7,(b) > 0. También para cada
subconjunto finito S C A definimos

W(S) = {b € B[ na(b) > 1p(b), Va € Sy V3 ¢ S}.

A continuacién probaremos que W(S) es abierto de B.
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Sea B, g = {b € B|n.(b) > nz(b)}. Sina(b) > ns(b) entonce 1,(b) —nz(b) >0
y obtenemos que B, = (1, —15) *(0,1] y por la continuidad de 7, y s,
B, s es abierto para toda «, en A. Tomemos by en W(S). Por ser B
paracompacto existe V' (by) vecindad abierta de by tal que V(by) NU, # 0
s6lo para un nimero finito de @ en A donde el conjunto de estos indices es
S(by). Notemos que si b estd en W(S) entonces 71,(b) > 0 para toda « en
Sy por lo tanto S C S(b). Denotemos como [, 3, ..., 5, al subconjunto de
indices en S(by) tales que [3; no estd en S y asi by estd en B, 5, para cada
ien {1,..,7}. Sea N = (), cg(Bas, N Bag, N ... N Bypg,), este conjunto es
no vacio por lo anterior y es abierto por ser interseccion finita de abiertos.
Tomemos b en V(by) N N y supongamos que [ no estd en S. Si 3 estd en
S(bo) entonces [ = f3; para alguna i en {1,...,r} y 17,(b) > ns,(b) para cada
a en S. Ahora si 3 no estd en S(by) entonces 1,(b) > 1n(b) = 0 para cada «
en S. Por lo tanto V(by) N N C W(S) y es abierto.

Si Sy S son dos subconjuntos distintos de m elementos entonces, la in-
terseccion W (S) N W (S") = (), en efecto, si suponemos que S # S’ en-
tonces existen a en Sy  en S’ tales que a no estd en S’ y  no estda en
S. Sibestd en W(S)NW(S') entonces n,(b) > ng(b) v nz(b) > na(b) lo
cual es una contradiccién. Definimos para cada entero positivo n, W, =
U{W (S(b)) | |S(b)| = n} donde | . | denota la cardinalidad de un conjunto.

Sea a en S(b) y tomemos ¢, : Uy X F — p~1(U,) el mapeo trivializador de
U,. Entonces W(S(b)) C 1,'(0,1] C U, y por lo tanto W(S(b)) x F =
p H(W(S(b)) donde el homeomorfismo esta dado por @q|w (se))xr. Ahora,
W, es una unién ajena de abiertos de la forma W (S(b)) de esto se sigue que
Yo W, x F — p~H(W,,) definido por ¥,|w(sm)xF = Palw(s@)xr, con a en
S(b), es homeomorfismo y por lo tanto se tiene el resultado.

O






Capitulo 2

Espacios de Configuracion

En este capitulo calcularemos los grupos de homotopia de los espacios de
configuraciéon de R* con 0 < k < oco. También, construiremos un cubriente
sobre el espacio de todos los subconjuntos de cardinalidad n de un espacio
X. En el caso X = R, este cubriente nos permitirda dar una biyeccién entre
aplicaciones cubrientes de n-hojas sobre un espacio paracompacto X y las
clases de homotopia de funciones de X en dicho espacio de subconjuntos de
cardinalidad n.

2.1 Grupos de Homotopia

Lema 2.1.1. Sea D* el disco unitario de dimension k. Entonces para cada
x en D, existe un homeomorfismo 0,: D* — DF¥ tal que 6,(0) = x y para
todo z en la frontera de D*, 0,(z) = 2.

Demostracién. Tomemos o en D¥. Consideremos la funcién 0, : DF — RF
dada por 0,,(z) = (1 — ||z||)x¢ + = que es continua. Ademas, 0,,(0) = x.

Notemos que si z estd en la frontera de D¥, entonces 6,,(2) = (1—|z|)zo+2 =
z. Ahora, usando que ||zg]] < 1y que 1 — ||z|| > 0 para cualquier x en D*
tenemos que

1L = [lzlDzo + 2l < N1 =[xzl + =]l =

(1= {lzDlzoll + llzll < (T = lz[l) + |l = 1.

19
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Por lo tanto 6,,: D¥ — D*. Veamos que 0,, es inyectiva. Sean z,y en D* y
supongamos que #,,(z) = 0,,(y). Entonces

(1= l[z[Dzo + 2 = (1= lyl)zo +y

de lo que se sigue (||y|| — ||z||)zo =y — =.
Si |lz]| # [yl entonces |lzol| = [y — [l / [(lyll — llz[})], pero |ly — x| >
|([lyll = |l=|])| v tenemos que ||zo]| > 1, que contradice la eleccién de zy. Por

lo tanto 6,, es inyectiva.

Consideremos z en S¥~! y el rayo que empieza en 0 y termina en z el cual
esta dado por tz con 0 <t < 1. Entonces

Ouy (t2) = (1 — |[t2])ao + t2 = (1 — B)zo + t2

y tenemos que 6,,(tz) es el rayo que comienza en zy y termina en z. Asi,
para ver que 0,, es suprayectiva, basta ver que para cualquier x en lo)’“, x
estd en algin rayo que comienza en zy y termina en algin punto en S*~!. En
efecto, si consideramos la recta (1 — s)xg + sz, con s > 0, ésta corta a S¥~1
en un punto, digamos y. Entonces z esta en el rayo 6,,(ty) con 0 <t < 1.

Como DF es compacto y Hausdorff y también 6,, es continua, tenemos que
0., es cerrada. Por lo tanto, 6,, es un homeomorfismo.

O

Diremos que un espacio M es una wvariedad, si es un espacio de Hausdorff,
2-numerable y localmente euclidiano. Recordemos que un espacio X es un
espacio homogéneo si para cualquier x, y en X, existe un homeomorfismo
¢: X — X tal que ¢(z) =y

Proposicién 2.1.2. Sea M una variedad conexa. Entonces M es un espacio
homogéneo. Mds aiun, si dim M > 2 y consideramos (Q C M un subconjunto
finito, entonces para cualquier x,y en M — Q, existe un homeomorfismo
¢: M — M tal que p(y) =x y &(q) = q para cualquier q en Q.

Demostracion. Tomemos xg en M y consideremos U una vecindad euclidiana
de x¢g en M. Como U es un abierto euclidiano, tenemos que existe un abierto
V C U tal que zg estd en V y si V denota la cerradura de V' en U, entonces
existe un homeomorfismo h: D¥ — V C M. Usando que D* es compacto y
M es de Hausdorff, tenemos que V es cerrado en M.
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Por el Lema 2.1.1, para cada z en V existe un homeomorfismo ¢,: V — V tal
que para cualquier z en la frontera de V', ¢,(2) = 2z y ¢.(7¢) = z. Podemos
extender ¢, a M de la siguiente manera. Definimos ¢,: M — M como

) = {0 el

Como V y M — V son cerrados de M cuya interseccién es la frontera de V,
tenemos que ¢, estd bien definida y es continua, pues ¢, fija a la frontera de
V. Més atn, como ¢.|y v ¢.|a—v son homeomorfismos se sigue que @, es
homemorfismo.

Por el argumento anterior, tenemos que para calquier y en M, existe un
abierto V;, de M tal que para cualquier z en V, existe un homeomorfismo
¢p: M — M con ¢,(y) = z. Consideremos el conjunto

B, = {y € M | existe un homeomor fismo ¢: M — M con ¢(zo) =y}

que es no vacio pues xy estd en B,,, ya que Idy(xg) = xo. Si y estd en
B.,, entonces existe un homeomorfismo ¢: M — M tal que ¢(xo) = y. Asf,

¢p 0 ¢p: M — M es un homeomorfismo que cumple ¢,(¢p(xg)) = z. Por lo
tanto V,, C B,, y By, es abierto.

Tomemos y en M — B,,. Si V, N B,, # 0, tendriamos un homeomorfismo de
M en M que manda a zy a y que contradice la eleccion de y. Por lo tanto
V, C M — B,, y tenemos que B, es abierto y cerrado. Como M es conexa,
B,, = M y se tiene que M es un espacio homogéneo.

Para la segunda parte, notemos que si dim M > 2, tenemos que M — @)
es conexo. Como M es de Hausdorff, para cada y en M, podemos encon-
trar una vecindad euclidiana V, C M de y tal que V, N Q = (. Ahora, el
homeomorfismo ¢, correspondiente a los puntos x en la vecindad V,, fija al
conjunto (). Si zy estd en M — @), en forma similar a como se probé que B,,
es abierto y cerrado, se tiene que el conjunto

B, ={y €M —Q|existe p: M — M con ¢(y) =x0 y #(q) =q siqecQ}
con ¢ un homeomorfismo, es abierto y cerrado. Por lo tanto B, = M — Q.

]

Esta propiedad serda muy 1til, asi que en adelante, asumiremos que las varie-
dades son conexas de dimensiéon mayor o igual a 2.



22 2.1. GRruproOS DE HoMOTOPIA

Definicién 2.1.3. Sea M una variedad y consideremos Qu = {q1, .-, gm} un
conjunto fijo de m puntos distintos de M. Definimos los espacios de configu-
racion Fp (M) C M™ =M x --- x M (n factores) como

FonM) ={(z1,...;2,) e M" | 2 € M — Qu, , T; # xjparai #j}

donde F,, (M) tiene la topologia inducida por M™.

Veamos que salvo homeomorfismo, los espacios de configuracién F, (M) no
dependen de los conjuntos finitos @,,.

Proposicién 2.1.4. Sea M una variedad. Consideremos Qn, = {q1, ..., Gm}
y QL = A{q,....d,} conjuntos de m puntos distintos de M. Si F,, (M) y
Ey, (M) denotan a los espacios de configuracion de M para Q, y @, res-
pectivamente, entonces Fp, (M) = F), (M).

Demostracion. La Proposicion 2.1.2 nos permite construir los siguientes ho-
meomorfismos: Sea ¢;: M — M tal que ¢;(¢;) = ¢} vy ¢; fija a cada punto del
conjunto

{qia "‘Jq'gflvq%i-la 7Qm}

con 1 < i < m. Definimos ¢: M — M como ¢ = ¢, o ---0 ¢p; que también
es un homeomorfismo. Claramente ¢(Q,,) = @Q/,. Consideremos

P = x---xp: M" — M".
Asi, ¢"|p,, .(m) €s un homeomorfismo y ¢" (Fp, n(M)) = F/nn(M)
O

Lema 2.1.5. Consideremos la funcién 0, definida en el Lema 2.1.1. En-
tonces la funcion 0: D¥ — Map(D*, D¥) dada por 0(x) = 0, es continua.

Demostracion. D es un espacio metrico, asi, para ver que 6 es continua,
basta ver que dada una sucesién convergente {x,} — x¢ en D, entonces la
sucesién de funciones {f,,} converge uniformemente a 6, (véase [5]).

Sea ¢ > 0. Entonces existe N tal que para cada n > N, |z, — zo|| < €.
Ahora, usando que para todo x en D* 0 <1 — ||z|| < 1 tenemos que

162, (%) = Ouo ()| = |(L = [[z[)2n + 2 = (1= [|z[)zo — 2] =

I = llz[)(zn = zo) | = (1 = [lzIDl[(zn — zo) | < lln — ol <&

para toda z en D* y para toda n > N. Por lo tanto  es continua.
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Lema 2.1.6. 0 = 0|, : D¥ — Homeo(D*, D).

Demostracién. Por el Lema 2.1.1, si z esta en D*, entonces 6, es un homeo-
morfismo y se tiene el resultado. m

Recordemos que una seccién de un haz fibrado p: £ — X, es una funcién
continua s: X — FE tal que pos = Id.

Proposicion 2.1.7. Sea M una variedad y consideremos un conjunto de m
puntos distintos Q. = {q1, ..., gm} C M. Entonces la funcion w: Fp, (M) —
M = Q,, dada por w(xq, ..., x,) = 1 es un haz fibrado con fibra F, i n—1(M).
Ademas, si m > 1 entonces m admite una seccion.

Demostracion. Para ver que 7 es un haz fibrado, tomemos un punto g1
en M — Q,, para formar Q11 = {q1,..-;@mi1}- Fijemos z¢g en M — Q.
Por la Proposiciéon 2.1.2 existe un homeomorfismo a: M — M que fija a
cada punto del conjunto Q,, ¥ @(¢m+1) = zo. Consideremos U un abierto
euclidiano de M tal que zg estd en U y U N Q,, = (). El Lema 2.1.6 nos
garantiza la existencia de una funcién continua

0: U — Homeo(U,U)

que cumple lo siguiente. Para cada x en U, denotando 0(z) = 0,: U — U,
0, es un homeomorfismo que fija a la frontera de U y 6,(z) = 9. Como U es
compacto y Hausdorff, por la Proposicién 1.2.3 tenemos que Homeo(U,U)
es un grupo topolégico. Asi, la funcién §': U — Homeo(U,U) dada por
¢'(z) = 6, es continua.

Ahora, U es localmente compacto, entonces las funciones adjuntas
0.0:UxU—U

de 0 y 0 respectivamente, son continuas. También, para cada z en U, 0, y
0.1 fijan a la frontera de U, entonces podemos extender 0y 0 de manera
continua definiendo 6,8": U x M — M como 0(z,y) = §'(z,y) =y, si y no
estd en U.

Consideremos
Foiina(M) C M —Qpi1 X - X M — Qi1 (n—1 factores).
Definimos ¢p: U X Fy101(M) — 7 HU) C Fppn(M) como

o, P2, oy D) = (2,0 (2, 0(p2)), ... 0 (z, a(pp))).
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Tomemos (pa,...,pn) en Fyp1n-1(M). Por construccién de 6" tenemos que
0'(z,p;) = 6 (a(p:)) con 2 < i < n. Como 0! y o son homeomorfismos,
tenemos que 0, (a(p;)) # 6, (a(p))) si i # j. Ademds, como p; estd en
M — Qum+1, Pi # qms1. Por lo tanto a(p;) # zo y de esto se sigue que
0 (a(p;)) # z. Por lo anterior oy esté bien definida y claramente es continua

pues « y 6’ son continuas. Asi, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

U x Fm+1,n—1(M) Ll 7T_1(U)
M\ %
U

Ahora definimos ¢y : 7 H(U) — U X Fyy10-1(M) como

Qu (T, pa, ...y Pn) = (z, oz_l(é(x,pg), s a_l(é(x,pn)).

En forma similar a como se prob6 que ¢y esta bien definida tenemos que @
estd bien definida y es continua. Claramente ¢ es la inversa de yy y por lo
tanto ¢y es un homemorfismo y 7 es localmente trivial.

Supongamos que m > 1. Para ver que 7w admite una seccion, consideremos
una vecindad euclidiana V' C M de ¢, tal que ¢; no estd en V si ¢ > 2. Sin
pérdida de generalidad supongamos que existe un homeomorfismo h: V —
DF tal que h(q;) = 0. Sea W un basico euclidiano centrado en el origen
de radio 1/2 y consideremos yj, ..., y, puntos distintos de la frontera de W.
Definimos f; = Idy—gq,, y para ¢ > 2 definimos f;: M — @), — M como

_ [HI(@)lly) siz eV —q

Como V —gq; es cerrado en M —Q,, v fi(z) = h™1(y;) si z estd en la frontera de
V —q1, tenemos que f; es continua para 1 < i < n. Ademds, por construccion,
sixestden M —Qp, fi(r) #xsii>2y fi(x) # f;(z) sii#j. Porlo tanto
(fi(z), ..., fu(x)) estd en F,, (M) para cada x en M — Q.

Ahora, como fi(z) = x para x en M — @Q,,, es claro que

f@) = (f1(@), oos ful))

es continua y w(f(x)) = z. Por lo tanto f es la seccién requerida.
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Proposicién 2.1.8. Sean M una variedad y Qn—1 = {q1,.--,qn1} C M un
conjunto de n — 1 puntos distintos. Consideremos los subconjuntos Q); =
{q1, -, q;} C Qn_1. Entonces, para q > 2

ma(Funa (M) = @D m(M - Q)

donde m,(-) denota al g-ésimo grupo de homotopia. Si w: Fy,(M) — M
admite una seccion entonces

(o (M) 2 (M) © D my(M — Q1)

Demostracion. Por la Proposicién 2.1.7 y el hecho de que cualquier haz fi-
brado p: E — X es una fibracion de Serre (véase [1]), tenemos que el haz
w: Fpn(M) — M — @, es fibracién de Serre para cada m,n > 0. Asi,
obtenemos la siguiente sucesién de fibraciones de Serre:

Fl,n—l(M) F2,n—2(M) e Fn—2,2(M) Fn—l,l(M)

I -

Fon(M) Fip1(M) Fo33(M) F,_22(M)

S T

M M_Ql M_Qn—d M_Qn—Q

Notemos que F,,_11(M) = M — Q,—1. Con la existencia de secciones para
7 en los casos m > 1y usando la sucesién exacta de homotopia (véase [1]),
obtenemos que para ¢ > 2, la sucesion

Ty(Fisin—im1(M)) ——my(Fini(M)) —my (M — Q)

se escinde y por lo tanto m,(F;,—i(M)) = 7 (Fis1mn—i—1(M)) & m,(M — Q;)
para ¢ > 1y q > 2. Procediendo de derecha a izquierda en la sucesién de
fibraciones de Serre y usando que 7, (F,—11(M)) = my(M — Q,—1) se tiene el
resultado.

]

Recordemos que una funcién continua f: X — Y es una equivalencia ho-
motopica débil si el morfismo inducido f,: m,(X,z) — 7, (Y, f(x)) es un
isomorfismo para toda ¢ > 0 y para cada x en X. La prueba del siguiente
resultado se puede consultar en [4].
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Proposicion 2.1.9. Sean X1, Xo C X yY1,Ys C Y tales que X = )0(1 U)O(Q y
Y =Y1UY,. Sea f: X — Y tal que f(X1) C Y1y f(Xa) CYa. Siflx,, flx
¥ flx,nx, son equivalencias homotdpicas débiles, entonces f es una equiva-
lencia homotopica débil.

Lema 2.1.10. Sea S¥™'V .-V SF la cufia de i esferas de dimension k — 1.
Entonces para toda ¢ > 0

Wq(Rk - Q) = Wq(Sf_l IVERRRY, Sf_l).

Demostracién. La prueba es por induccién en el nimero de cufias. S¥~! es
un retracto fuerte por deformacién de R* — {x}, lo que implica que son del
mismo tipo de homotopfa, en particular 7, (RF — {*}) = 7 (S*~1) para cada
qg=>0.

Para el paso inductivo mostraremos el caso i = 2, el caso general es analogo.
Sean a = (—1,0,...,0) y b = (1,0, ...,0) en R*. Consideremos
SISl ={z eRF |z=y+adbz=y+b ye S}

con punto base el 0. Sea ¢: S¥71 v S¥~1 — RF — {a, b} la inclusién. Consid-
eremos los subespacios

X1 ={(z1,...,xr) € ¥V ST 1y < 1/3)

Xy = {(21, ..., m) € STV S oy > —1/3}
Vi = {1, u) €ER" | yy < 1/2}
Y, = {(ylu "'7yk) S Rk | Y1 > _1/2}

Estos son abiertos y ademéas S*'v S¥ ! = X;UX, v RF = Y, UYs.
Notemos que ¢(X;) C Y; y «(X5) C Y. Ahora, S¥! es un retracto fuerte
por deformacién de Y; con i = 1,2. Entonces la inclusion

Gh-1C—» Xi(ﬂ) Y;

es una equivalencia homotépica débil. También, S*~! es un retracto fuerte
por deformacién de X;, lo que implica que la inclusién S*~! — X, es una
equivalencia homotdpica débil para ¢ = 1,2. Por lo tanto ¢|x,: X3 — Y7,
t|x,: Xo — Y3 son equivalencias homotépicas débiles.

Ahora, X; N Xo 2 D*1v DF1 v ¥iNYs, = RF lo que nos dice que son
contraibles y por lo tanto ¢|x,nx,: X1 N Xy — Y7 N Y5 es una equivalencia
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homotépica débil. Por la Proposicién 2.1.9 tenemos que la inclusién ¢ es
una equivalencia homotépica débil. Més atin, como S¥~!v S¥~! v R* son
complejos-CW, tenemos que ¢ es una equivalencia homotopica y se sigue que
para toda g > 0

(R —{a,b}) = 7, (S* v SF71).

Proposiciéon 2.1.11. Para k> 2 yq > 2

7o (Fo.n(R¥)) @wq (Sk=tv...v gi ),

Demostracién. Consideremos las funciones continuas f;: R¥ — R* dadas por

fi(.%'l,.iljg, ,.Z'k) = (33'1 =+ Z — 1,[[’2, ,ka)

para 1 <1i <mn. Ahora, f; = Idgr. Para i > 2 tenemos lo siguiente.

Si x estd en R¥, entonces
fi(x) #x para cada i y fj(x)# fi(zr) si i# .

Asf, f: R¥ — F,,(RF) dada por f(x) = (fi(z), fa(z), ..., fu(z)) estd bien
definida y es continua y es una seccién del haz fibrado 7: Fy,,(R*) — RF.
Si Q; = {q,...,q;} C R* son conjuntos finitos de 7 puntos distintos, por la
Proposicién 2.1.8 tenemos que

o(Fo(RY)) = @wq Q)

Usando que 7,(R¥) = 0 para toda ¢ > 0y el Lema 2.1.10 se tiene el resultado.
m

De aqui en adelante llamaremos a Fy,,(X) el espacio de configuracion de n
puntos de X y lo denotaremos por F,(X).

Lema 2.1.12. Sea X de Hausdorff. Entonces F,,(X) C X" es abierto y
Hausdorff.
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Demostracion. Como X es Hausdorff, se tiene que X" también lo es y como
F.(X) C X™, se sigue que F,(X) es Hausdorff. Para ver que es abierto,
tomemos (z1,...,x,) en F,(X). Como X es Hausdorff, existen abiertos
Vi,...V, C X tales que z; estden V; y V,;NV; =0, si i # j.

Tomemos V =V, x -+ x V,,. SiV € F,(X) existirfa (v, ..., y,) en V tal que
y; = y; con i # j, lo que contradice que V;N'V; = ). Por lo tanto V' C F,(X)
y se tiene el resultado.

]

Nota 2.1.13. Como F,(R*) C R"™ es abierto y R™ es una variedad diferen-
ciable, tenemos que F,(R¥) es una variadad diferenciable y por lo tanto un
complejo C'W.

También, consideraremos el espacio R® que definimos como colim;R* (la
definicién de colimite y sistemas dirigidos se puede consultar en [1]).

Lema 2.1.14. F,(R>®) & colimy F,, (R¥).

Demostracion. Veamos que F,,(R*) cumple la propiedad universal del colimite.
Dado que R*® = colim;R*, tenemos inclusiones ¢, : R¥ < R¥1y a0 RF < R®
que inducen las funciones ji: F,,(R¥) — F,(R*1) y B0 F,(RF) — F,(R>)
tales que para cada (xy, ..., 7,) en F,(RF)

Br(x1, ooy xn) = (ag(1), ap(x2), ooy ar () Y

Jr(xr, o xn) = (), te(x2), oy te(20))

que son continuas para cada k > 1. Ademads, usando que a1 0 = ay para
cada k > 1, tenemos que fjy1 © Jr (21, ..., Tp) =

Bri1 (tr(x1), ooy tie(x)) = (y10tk (1), vy 10tk (20)) = (ag(1), vy ag(24)).

Por lo tanto G110 jx = Br para toda k > 1. Ahora, supongamos que existen
funciones continuas gi: F,,(R*) — Y con Y un espacio arbitrario, tales que
para cada k > 1, el siguiente diagrama conmuta

F(RF) 2 F (RFH)

\ ingrl
Ik

Y.
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Notemos que cualquier z en F,(R*) es de la forma

z = (g, (21), ary (T2), ..., g, (7))

donde z; estd en R¥i. M4s atn, si 7 = max{k; | x; € R¥}, tenemos que
z = (ap o1y, (1), 0 0 1, (72), ..., 0 0 1}, (7,)). Definimos g: Fj,(R*) — Y
como

9(2) = glar o1y, (21), oy a0 1, (¥0)) = gr (1, (21), -0, 11, ()

Recordemos que F,(R*) C R® x .-+ x R*® (n factores) y un subespacio
Uy x -+~ x U, es abierto en R® x - -- x R® si y sélo si U; NIR* es abierto para
cada k, con 1 < i <n. Como cualquier z en F,(R*>) estd en algin F,(R"),
con r suficientemente grande, se sigue que un subespacio V de F,(R*) es
abierto si y sélo si V N F,(R¥) es abierto en F,(R*) para cada k. Es decir,
F,(R*) tiene la topologia coherente con los subespacios F},(IR).

Asi, para ver que g es continua, basta ver que g| F,(RF) €8 continua para cada
k, pero por definicién de g tenemos que g|g, s = gr- Por lo tanto g es
continua. Ademas, tenemos que el siguiente diagrama conmuta

F,(RM - F, (R)

S

Y.
Por lo tanto F,,(R>) 2 colim F,,(R¥).
0
Lema 2.1.15. Sean (X, o) y (Y,v0) espacios topologicos contraibles. En-

tonces el espacio (X V'Y, {xo,y0}) es contraible.

Demostracion. Consideremos las homotopias Hy: (X xI,{zo}xI) — (X, o),
Hy: (Y xI,{yo} x I) — (Y, yo) de las identidades a las respectivas funciones
constantes. Definimos H: (X VY x I, {xg,yo} X I) — (X VY, {x0,y0}) como

H(Gw ) = { () s

Como X x {yo} v Y x {zo} son cerrados cuya interseccién es {xg, 4o} v la
unién es X VY, se sigue que H es continua, pues es continua en los cerrados
X x{yo} xI,Y x {xo} x Iy

H((w0,%0),t) = (Hi(70,1),%0) = (70,%0) = (w0, H2(y0,1))
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para cada t € I. Ademés H(z,y,0) = (zo,%) ¥
_ (H1($,1),y) = (37,3/> Siﬁ/:yo
Hilz.y). 1) = { (e, Ha(y 1)) = (,y) s & = o

que es la identidad en X VY.
m

Lema 2.1.16. Sean fi.: (Xg, 21) — (Xpa1, or1) ¥ 96t (Ve Uk) — (Yer1, Yes1)
con k > 1 sistemas dirigidos de espacios topologicos basados. Entonces

colimy (X V Yi) = colim Xy V colimy Yy,

Demostracion. Sean ay: X — colimi Xy v Pr: Y — colim; Yy las funciones
correspondientes al colimite. Consideremos las funciones inducidas por la
cuna

fk \/gki Xk \/Yk — Xk+1 \/Yk+1 Yy Qg \/ﬁki Xk \/Yk — COl’ikak VCOl’ikak

dAaglas por (fi V gi)(x,y) = (fr(x), 9(y)) ¥ (e V Be) (2, y) = (aw(x), B(y))-

(g1 V Brgr) o (fe V gi) (2, 9y) = (i1 V Brrr) (fr(®), gk (y)) =

(s 0 fi(2), B 0 gk () = (ak(2), B(y)) = (o V B) (2, ).

Supongamos que existen funciones continuas hy: X V Y, — Z tales que el
siguiente diagrama conmuta

Xi VY Mka-&-l V Y1

hi
\L%

A

para cada k. Consideremos las funciones s;.: X — XpVYiy i Ve — X VY,
dadas por si(z) = (x,yx) v l(y) = (zx,y). Entonces

P15k 1 i () = P (fr(2), Yg1) = P (FeVaw) (@, yk)) = Pz, yi) = hisi(x)

Pl 19k (y) = hiyr (Trrn, g6 (Y)) = Mt (feVar) (2r, ¥)) = ha(rr, y) = hili(y).

Por lo tanto las composiciones s, o hy v [ o hj, inducen funciones continuas
s: colimp Xy — Z y l: colimpY, — Z tales que soap = hpos, y Lo =
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hi o lg. s y [ inducen otra funcion continua h: colimi Xy V colimY, — Z

dada por
~ s([=]) si[y] = ]
h([z], [y]) = { W[y]) si[z] = [z4].

Ahora, si (z,y) estd en Xy V Yi, h(ay V Bi)(z,y) = h(ag(x), Be(y)) =

{ s(ag(x)) = hi(sk(w)) = I (2, yr)  si Be(y) = [y1]
1(Br(y)) = hi(li(y)) = h(zr,y) st ap(w) = [21]

que es hy(z,y). Por lo tanto colimy Xy V colimy; Yy, tiene la propiedad universal
del colimite y se tiene el resultado.

[l
Proposicién 2.1.17. 7,(F,(R>)) =0, para ¢ > 2.

Demostracion. Por el Lema 2.1.14, 7 (F,(R*)) = 7 (colim; F,,(R¥)). Usan-
do que el colimite conmuta con los grupos de homotopia (véase [4]), tenemos
que

4 (colimy, F, (RF)) 22 colimym, (F,(RY)).

~

Por la Proposicién 2.1.11 se tiene para ¢ > 2 que colimym,(F,(R¥))

n—1 n—1
colimy, @ T (ST v SETY) @ mq(colimy(Sy~1 v -+ v SETY).
=0 =0
Usando el Lema 2.1.16 y procediendo por induccién en el nimero de esferas
tenemos que

n—1 n—1
@ mq(colimy(SE~t v - v SFL)) = @Wq(COMmkail V-V ocolimy,SEH).
i=0 1=0

Ahora, colim,S™ = S*° es un complejo-CW y 7,(5*) = colim,m,(S") = 0
para toda g > 0. Por el Teorema de W hitehead (vease [1]), tenemos que S™
es contraible.

Procediendo por inducciéon en el nimero de cunas y por el Lema 2.1.15,
obtenemos que S7° V - -V S es contraible. Por lo tanto

n—1
To(Fa(R®)) = @, (S v -+ v §°) = 0
1=0

para q > 2. O
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El argumento de la Proposicién 2.1.8 no funciona para calcular 7o (F,(R*)) y
m1(F,(R*)), pues no necesariamente son grupos abelianos. Para esto veamos
lo siguiente.

Lema 2.1.18. 7,(S7 V..V S) =0 paran > 2, g=0,1.

Demostracion. S™V S™ = (S™ x {zo}) U ({xo} x S™) donde x( es el punto
base y como S™ x {zg} es conexo por trayectorias para n > 0, y {zg,zo} es
un punto en comun, se tiene que S™ V S™ es conexo por trayectorias. Por
induccién sobre i obtenemos que ST V ... V S también lo es. Por lo tanto
mo(ST V...V .SP') = 0 para n > 0.

Ahora S™V S™ = (8" V (8" — {z1})) U ((S™ — {z1}) V S™) que son abiertos
en 8"V .S™ (S"V (8" —{x1})) N ((S™ = {z1}) V S™) es del mismo tipo de
homotopia que R*~! vV R"™! y por lo tanto es contraible. Por el Teorema de
Seifert-Van Kampen se sigue que

(8™ V S™) 2 1 (ST V (S — {ay 1)) # m((S™ — {21}) V S™)

para toda n > 1. También, (S™ — {z1}) es contraible y tenemos que S™ V
(S™ — {x1})) es del mismo tipo de homotopia que S™, pero m(S™) = 0 para
toda n > 2. Por lo tanto m;(S™ VvV S™) = 0. Por induccién se sigue que
m (ST V ... V.S!) =0 paran > 2.

[
Proposicién 2.1.19. 7,(F,(R*)) =0 para ¢ = 0,1
Demostracion. Sabemos que m,(F,(R>)) = colimym,(F,(R*)). Considere-
mos Q; = {qi, ..., ¢;} C R¥ conjuntos de i puntos distintos, con 1 < i < n—1.

Tomando la sucesién exacta de homotopia de las fibraciones 7: Fm_i(Rk) —
(R* — Q;) para k > 2, obtenemos

To(Fin-1(R¥)) 7y (Fon2(RY)) -+ my(Fug2(R¥)) 7 (F,-11(RY))

| N |

Tg(Fa(RY))  m(Fin1(RY)) Tq(Fr-33(R¥)) my(Fy22(R¥))

i A i

me(R¥) mo(RY — Q1) TR — Qu—s) m(R* — Qn2)

Por el Lema 2.1.18 7 (R — @Q;) = 7 (S¥' Vv ... v SF1) = 0 para toda
1 <i<n—-1yq= 0,1. Procediendo de derecha a izquierda usando



CapriTuLo 2. Espacios DE CONFIGURACION 33

que las sucesiones son exactas y que F,_;;(R*) = RF — Q,,_; se sigue que
mo(F(R¥)) = 0 para toda k > 2 y que 7 (F,(R¥)) = 0 para toda k > 3. Por
lo tanto colimym,(F,(R¥)) = 0 para ¢ = 0,1 y se tiene el resultado.

]

Corolario 2.1.20. El espacio F,,(R*>) es contraible.

Demostracién. Por el Lema 2.1.14, F,(R>®) = colim;F,(R¥) y por lo tanto
es un complejo-CW. Por las Proposiciones 2.1.17 y 2.1.19, 7,(F,(R*>)) = 0
para toda ¢ > 0. Por el Teorema de Whitehead, F,(R*) es contraible. [

2.2 El Espacio de Subconjuntos de
Cardinalidad n de un Espacio X

En esta seccion construiremos una aplicacion cubriente de n-hojas sobre el es-
pacio de subconjuntos de R* de cardinalidad n. Para esta nueva construccion
necesitaremos algunos resultados sobre acciones los cuales enunciaremos y
demostraremos a continuaciéon. De aqui en adelante trabajaremos con la
nociéon de aplicacion cubriente que dimos en el Ejemplo 1.1.3.

Recordemos que si X un espacio topolégico y G un grupo, una funciéon con-
tinua h: X x G — X cuyo valor denotamos como h(x, g) = xg es una accién
derecha si

i) (zg)g = x(g9g’) para cada g,¢" en G.

i1) xe = x para cada x en X, donde e es el idéntico en G .

Ademss, para cada g en G la funcién h,: X — X dada por hy(x) = zg es un
homeomorfismo.

Definicién 2.2.1. Decimos que una accion es libre si dado g en G tal que
g # e entonces xg # x para cada x en X. También, decimos que la accion
es propiamente discontinua si para cada x en X existe V vecindad de x tal
que VN Vg =10 para cada g en G\ {e}, donde Vg = {xg|lr € V}.

Lema 2.2.2. Sean G un grupo discreto y X un espacio topoldgico. Sea
h: X xG — X wuna accion propiamente discontinua. Entonces el mapeo
cociente ¢: X — X/G que manda a cada elemento a su drbita es una apli-
cacion cubriente.
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Demostracion. Como la acciéon es propiamente discontinua, para cada x en
X existe V vecindad de z tal que VNV g = ) para toda g en G\ {e}. Ahora
g (q(V)) = {Vglg € G} es una unién ajena de abiertos en X por tanto
q(V') es abierto. Definimos

eqvy: (V) x G — ¢ ' (q(V))

como @uv)(q(),9) = xg, que esta bien definida pues si ¢(z) = ¢(2') en-
tonces @’ = xg’ con ¢ en G pero VN Vg = () para cada g en G \ {e},
lo que implica ¢’ = e. Fijando g en G, la funcién ¢,y estd dada por el
homeomorfismo h,: X — X inducido por la accién h(z,g) = zg. Entonces
wqv)(q(V),g9) = Vg para cada g en Gy como ¢ '(q(V)) = [,cq Vg v el
grupo G es discreto, tenemos que pyvy: ¢(V) x G — ¢ (g(V)) es homeo-
morfismo.

Asi, para cada 6rbita ¢(z) en X/G tenemos una vecindad abierta (V') de
q(x) y un homeomorfismo ¢,y tal que el siguiente diagrama conmuta

Pq(V)
—

q(V) x qa ' (q(V))

L

Por lo tanto se tiene el resultado. O

G
%

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la accion Z xR — R dada por (n,x) — n+x
que es continua. Ahora, sea x en R y consideremos el intervalo abierto
(x —1/2,2 4+ 1/2). Para cadan en Z, conn # 0, se tiene que

(x—1/2,z+1/2)N(x+n—1/2,2+n+1/2) =0.

Como Z es discreto y la accion es propiamente discontinua, obtenemos que
el mapeo cociente p: R — R/Z = S' es una aplicacion cubriente con fibra Z.

Lema 2.2.4. Sean G un grupo finito, X un espacio de Hausdorff. Sea
h: X x G — X wuna accion libre. Entonces h es una accion propiamente
discontinua.

Demostracion. Denotemos G = {e = g1, ga,...,gn}. Sea x en X y tomemos
gi en G \ {e}. Entonces zg; # x pues i # 1. Como X es Hausdorff existen
Ve, v U,, abiertos ajenos en X tales que z estd en V,, y zg; estd en U,,.
Consideremos el homeomorfismo hy, : X — X tal que hy,(x) = zg; inducido
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por la accién h. Entonces hgy, (V) = V,,0; es abierto en X y xg; estd en
Ve, 9i N U,,. Sea

n

V= \hg! (V.9 N Usy).

i=1

Este conjunto es un abierto no vacio pues = esta en V. Ahora V CV,, y
V,, C U,, para cada i en {1,...,n} por lo tanto V NV, = () para cada i en

{1,...,n}.
[l

Por los dos Lemas anteriores, podemos concluir lo siguiente:

Proposicion 2.2.5. Sean G un grupo finito, X un espacio topolégico de
Hausdorff y h: X x G — X wuna accion libre. Entonces el mapeo cociente
q: X — X/G que mapea a cada elemento a su dorbita es una aplicacion cu-
briente.

O
Ejemplo 2.2.6. Consideremos S™ y la accion Zy x S™ — S™ dada por
t-x = —x, dondet es el generador en Zo. Esta accion es libre y como S™ es

de Hausdorff y Zs es finito, tenemos que el mapeo cociente p: S™ — S™/Zs
es una aplicacion cubriente de 2 hojas, donde S™/Zs = RP" es el espacio
proyectivo real de dimension n.

Definicién 2.2.7. Consideremos el espacio de configuracion de n puntos de

X:
Fo(X) ={(z1, 29, ...,x,) € X"| w; # xj con i # j}.

Sea X de Hausdorff. Denotemos como ¥, al grupo simétrico del conjunto
{1,2,...,n} y consideramos la accion F,(X) x ¥, — F,(X) dada por

(xla T2y .eny $n>0- = (xa(1)> Tg(2)y ey xo(n))'

FEsta accién es libre. Por el Lema 2.1.12, F,(X) es Hausdorff y como ¥, es
finito, de la Proposicion 2.2.5 obtenemos que el mapeo cociente

Pn: Fn(X) = Fu(X) /5,

es una aplicacion cubriente cuya multiplicidad de la fibra es |3, = nl.
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Recordemos que Z es un espacio Eilenberg Mac Lane de tipo (L,n), donde
L es un grupo, si

~JL sig=n
7Tq(Z)_{O siq#n

Teorema 2.2.8. F,(R*)/%, es un espacio Eilenberg Mac Lane de tipo
(X, 1).

Demostracion. Por lo que mencionamos arriba, tomando X = R*> tenemos
una aplicacién cubriente p,: F,,(R>*) — F,(R*)/%, cuya fibra es ¥, (y en
particular es un cubriente universal pues m(F,(R*)) = 0).

Ahora, tomemos la sucesién exacta de homotopia de p,

o my(Bn) = g (F(RY) —— g (Fu(R™)/5,) ——mg1(Xn) — -+

s m(Bn) ——= m(F(R?) ——=mi (F,(R)/5,) —mo(E,) — -
Por las Proposiciones 2.1.17 y 2.1.19 obtenemos que
Tg(Fn(R>)/3) — mg-1(E5)

es un isomorfismo para toda ¢ > 0. Por lo tanto

mE @) = {5 ]

[]

A partir de ahora serd de nuestro interés construir aplicaciones cubrientes de
n hojas sobre F,(X), es decir que la multiplicidad de la fibra sea n.

Definicién 2.2.9. Sea n = {1,2,...,n}. Consideremos la accion
(Fo(X) xn)x X, = F,(X)xn

dada por ((z1,...,2,),4)0 = (Ze(1)s s Tom)), 01 (2)). Denotemos al espacio
cociente (F,,(X) x n)/%, como F,(X)Xx,n. Definimos q,: F,(X) Xy, n —
F.(X)/%, como

Gl((z1, oy xn), 0)] = [(21, .0y 0]

Proposicién 2.2.10. ¢,: F,(X) xs, n — F,(X)/%, es una aplicacion
cubriente de n-hojas.
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Demostracion. Consideremos una cubierta trivializadora {U,} correspon-
diente a p, (Definicién 2.2.7) y los mapeos trivializadores ¢, : U, X ¥, —
p Y (Uy). Sea [(x1,...,7,)] en F,(X)/%,. Entonces [(x1,...,7,)] estd en U,
para algina « y supongamos que (x1, ..., Z,) es el representante candnico, es
decir, (21, ...,x,) = @a([(21, ..., 2,)],€) donde e es el idéntico en X,,. Defini-
mos ¥, : U, x 1 — ¢, ' (U,) de la siguiente manera.

Para cada (y1, ..., ) en [(21, ..., 2,,)] tenemos que (Y1, ..., Yn) = (To(1), - To(n))
para algiina ¢ en %,,. Definimos Yo ([(y1, s Yn)] %) = [((Y1, -, Yn), 0 1(2))].
Para ver que estd bien definida, tomemos (y1,...,y,) en [(z1,...,2,)]. En-
tonces

¢a([($1, ""xn)]7i> = [((xla 71:71)72)] y
ball(yr, s ya)] 1) = [((1, -, yn), 07 (0))]

y como (Y1, ., Yn), 0 (1)) = ((Z(1), s Tomy)o (1)), obtenemos que

(@1 ym), 0 (D)) = (21, -0 ), 4]

También definimos g : ¢ (Uy) — U, X 7 como

Gal(Wrs s yn), )] = ([(y1, s yn)], 0 (3))

que estd bien definida pues si ((y1, ..., yn),J) estéd en [((x1, ..., x,),7)] entonces

(Y1 Un)s ) = (o), oo Tomy), 0 (0))

para alguna ¢ en %,,. Usando el hecho de que o(j) = o(071(4)) tenemos que

QLa[((ylau-’yn%‘j)] = ([(ylw-wyn)]?U(j)) =
([(z1, )], 1) = Dal[((21, s ), 4)])-

Claramente ), = Y1y tenemos que 9, es biyectiva. Para ver que 1, es
homeomorfismo, primero veamos que ¢, (U,) = p,'(U,) X%, 7. Tomemos
[(z1,..,n),1] en ;' (U,). Entonces [(x1,...,1,)] estd en U, y por lo tanto
existe (y1,...,yn) en p~H(U,) tal que p,(y1, ..., yn) = [(z1,...,2n)], es decir,
existe o en 3, tal que (Y1, ..., yn), 0(07(2))) = (o), s To(m)), 1)

Ast, [(@1, .y 20), 1] = [(Y1, -, Yn), 0 1(3)] que estd en p,'(Uy,) X5, . Ahora,
(P, (Ua) X5, 1) = Us y por lo tanto p,*(Ua) x5, 7 C g, (Ua) y se tiene
lo anterior. Con esto obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

pn|xId

p N (Uy) x 7 Uy X1
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donde G es el mapeo cociente. Como p,| x Id es abierta y suprayectiva se
sigue que 1, y ¥, ! son continuas. Asi, el diagrama

Ua Xn%qn

conmuta y ¢, es una aplicaciéon cubriente de n-hojas. O

La aplicacién cubriente g, : F,,(X) x5, 7 — F,(X)/%, se puede describir de
una manera mas sencilla.

Definicién 2.2.11. Definimos P,(X) como el espacio de todos los subcon-
guntos de X de cardinalidad n. Consideremos la funcion p,: F,(X) —

P.(X) dada por

(1, .y xn)) = {x1, ..., 20}
Esta funcion es suprayectiva, de manera que le podemos dar a P,(X) la
topologia cociente. También definimos

E,(X)={(C,z) e P,(X)x X |z € C}.

Proposicion 2.2.12.

S
i
=

2

Fn(X) Xy, N.
Demostracion. a) Sean (xy, ...,xy), (Y1, ..., yn) en F,(X) tales que

pul(1, s 20)) = Pul(1, s Y))-

Entonces {z1,...,2,} = {y1,...,yn} y tenemos que existe o en %, tal que
(@153 %0) = (Yo(1)s Yo(2)» s Yo(n)) Y PO 10 tanto pp (21, ..., 5) = pp(Y1, - Yn)-
En forma similar, si pp(z1,...,2,) = pu(y1,...,yn) entonces {z1,...,z,} =
{Y1, .., yn}. Es decir, las identificaciones p,, y p, son compatibles e inducen
un homeomorfismo A tal que el siguiente diagrama conmuta

Fo(X) —"—Py(X)
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b) Consideremos la funcién H: F,,(X) x n — P,(X) x X dada por
H((z1, 0y 20),1) = (pn(x1, oy 20), 25)
Para ver que es continua, consideremos
P Pu(X) X X = Po(X) y po: Po(X) x X — X

las proyecciones en la primera y segunda coordenada respectivamente. En-

tonces para cada i fija en n, p1 o H|p,(x)xfiy = Pn Y P2 © H|p,(x)x1i} =

proy;| r,(x), donde proy;| r, x) es la restriccién a F,(X) de la i-ésima proyeccién
X" — X. Esto nos dice que H es continua en F, (X) x {i} para cada i, pues

Pn Y DToYi|p,(x) son continuas. Pero n tiene la topologia discreta, entonces

{F,(X) x {i}}icn es una cubierta de abiertos ajenos en F,(X) x n. Por lo

tanto H es continua. Mas atin, H es abierta pues p, y proy;|r,x) lo son.

Ahora, para cada ((z1,...,2,),7) en F,(X) X n, tenemos que z; estd en
{z1,...;xpn} = pu(x1, ..., x,). Entonces H((z1,...,x,),1) estd en E,(X) y por
lo tanto

H: F,(X)xn— E,(X).

Sean ((x1,...,2y),%), (Y1, .-, Yn), ) en F,(X) x 7. Supongamos que
((ylv "'7yn)7j> - (<x0(1)7 "'7xU(n)>7U_1(i))

para alguna o en Y,. Por la prueba en a) tenemos que p,(z1,...,2,) =

Pu(Yts - ¥n) v 0(4) = 1, siy s6lo si pp(z1,.Zn) = pu(Y1s-sUn) ¥ Y5 =
To() = ;. Bs decir, H((y1,..,Yn),7) = H((21, ..., ), 1) siy sélo si

[((z1, oo 2), )] = [((y1, -, yn), )] en Fo(X) X5, 7.

Por lo tanto H induce una tunica funciéon continua H tal que el siguiente
diagrama conmuta

Fn<X) X, n

donde ¢ es el mapeo cociente. Ademaés, de la conmutatividad del diagrama y
de que H es abierta, se sigue que H es abierta. Veamos que H es biyectiva.

Sean [((z1, ..., Zn), )], [((21, .-y 2n), J)] en F,(X) Xy, 7. Supongamos que

(P21, ooy ), i) = (Pu(21, ..y 20), 2).
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De esto se sigue que {x1, ..., x,} = {21, ..., 2, } y por lo tanto existe o en %, tal
que (21, ...,2,)0 = (21, ..., 2n). Asl zj = x,(;), pero por hipdtesis tenemos que
zj = x;, es decir, o(j) = 4, de aqui se sigue que ((To(1), ..., To(m)), 0 (i) =
((21, -+, 2n),4). Por lo tanto [((x1,...,2,),4)] = [((21, .-, 20),7)] ¥ H es inyec-
tiva.

Sea (C,z) en E,(X) y tomemos d: 7 — C una biyeccién. Entonces
((d(1),...,d(n)),d ' (x)) estd en F,(X) x f.

Ast, H((d(1), .., d(n)),d""(x)) = (pa(d(1), ..., d(n)), d(d""(x))) = (C, ). De

esto se sigue que H es suprayectiva. Por lo tanto H es un homeomorfismo.
O

Corolario 2.2.13. p,: F,(X) — P,(X) es una aplicacion cubriente y la
proyeccion

Tt En(X) — Pu(X)
dada por m,(C,z) = C para cada (C, ) en E,(X) es una aplicacion cubriente
de n-hojas. Mds ain, h*E,(X) = F,(X)Xxs,n, donde h es el homeomorfismo
de la parte a) de la proposicion anterior.

Demostracion. Consideremos p,,: Fy,(X) — F,(X)/%,. Por la parte a) de
la proposicién anterior, tenemos que p, = h o p, y como p, es aplicacién
cubriente y h es un homeomorfismo, p,, es una aplicacion cubriente.

Para la segunda parte, consideremos el homeomorfismo H: F,(X) x 7 —
E,(X) de la parte b) de la Proposicién anterior. Tomemos [((x1, ..., ¥y),1)]
en F,(X) xy, n. Entonces 7, o H[((x1,...,x,),1)] =

Tn(Pn(T1y oy ), 1)) = pu(T1, oy ) = hpp (21, oy 2n) = han[((21, .., 20),7)].

Con esto, el siguiente diagrama conmuta

Fo(X) xs, n 11— E,(X)

Fn(X)/En o Pn(X)

y dado que H y h son homeomorfismos, m,: E,(X) — Pn(X) es una apli-
cacién cubriente de n-hojas. Asi, (H,h) es un mapeo de haces y por la
Proposicién 1.2.7 se sigue que h*E, (X) = F,,(X) Xy, 7.

]
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2.3 Clasificaciéon de Aplicaciones Cubrientes
de n-hojas sobre Espacios Paracompactos

Definicién 2.3.1. Sean p: E — B y q: E' — B aplicaciones cubrientes.
Decimos que p y q son equivalentes si existe un homeomorfismo ¢: E — E'

tal que qo @ = p.

Nota 2.3.2. Por la Proposicion 1.2.4 tenemos que p y q son equivalentes
st y solo si existe una funcion continua ¢: E — E' tal que gop = p y ¢
restringida a las fibras es biyectiva.

Proposicién 2.3.3. Sean p: £ — B y p': E' — B’ aplicaciones cubrientes.
Supongamos que existen funciones continuas f: E — E' y f: B — B’ tales
que

i)pof=Ffop
i) f' restringida a las fibras es biyectiva

entonces B = f*E'.

Demostracion. Este resultado es un caso especial de la Proposicion 1.2.7, ya
que las fibras p~*(z) y (' )~1(f(z)) tienen la topologia discreta para cualquier
x en By por lo tanto f restringida a las fibras es un homeomorfismo.

[]

A la pareja de funciones ( f.f ) le llamaremos mapeo entre aplicaciones cubrien-
tes.

Definicién 2.3.4. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n hojas. Deci-
mos que una funcién continua g: E — R* con 0 < k < 0o es una aplicacién
de Gauss de p si gl,-1p): p*(b) — R¥ es inyectiva para cada b en B.

Proposiciéon 2.3.5. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n hojas.
Entonces existe una aplicacion de Gauss g: E — RF de p si y sdlo si existe
una funcién continua f: B — P,(R*) tal que E = f*E,(R*). A la funcién
f: B — P,(R¥) le llamaremos funcién clasificante.

Demostracién. Supongamos que existe g: E — R* una aplicacién de Gauss
de p. Para cada x en B definimos f: B — P,(R*) como f(z) = g(p~t(z)).
Veamos que estd bien definida. Tomemos x en B. Entonces |[p~!(z)| =n y
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como g|,-1(z) s inyectiva tenemos que |g(p~*(z))| = n. Por lo tanto g(p~*(z))
estd en P, (RF).

Para ver que es continua, consideremos {U} una cubierta trivializadora de p
v oy: U xn— p~1(U) los mapeos trivializadores correspondientes. Ahora,
para cada z en U, p~t(z) = {¢v(z,1), ..., pu(z,n)} y como pp es un homeo-
morfismo, gy (x,i) # pu(x,j) sii # j. Asi obtenemos que

(9(pu(z, 1)), 9(pr(,2)), ..., 9(¢u(x,n)))

estd en F,(R¥). Consideremos la identificacién p,,: F,(R*) — P, (R¥) definida
en la seccion anterior. Entonces para cada x en U

f(l’) = pn(g(ng(xv 1))79(¢U<'T72))7 79(¢U(x7n)))

y por lo tanto f es continua.

Ahora definamos F: E — E,(R¥) como F(e) = (f(p(e)),g(e)) con e en
E. Para ver que estd bien definida recordemos que (A,t) estd en E,(RF)
si A estd en P,(RF) y t estd en A. Claramente (f(p(e)),g(e)) estd en
P,.(RF) x R¥ y por definicién de f, tenemos que g(e) estd en g(p~L(p(e))) =
f(p(e)). La continuidad de F se sigue de que las proyecciones en P, (R¥) y
R* son funciones continuas. Veamos que la pareja (F, f) es un mapeo entre
aplicaciones cubrientes.

Sea e en E. Entonces

y por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

_F En(Rk)

e

Sea x en B. Entonces F|,-1;) = (f ©plp-1(a); 9lp-1(x)) € una biyeccién con
el conjunto

f@) x {g(er), .. glen)} = (ma) " f(2)

donde p~!(z) = {e1,...,e,} vy por la Proposicién 2.3.3 concluimos que £ =
f*E,(R¥).
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Para el regreso supongamos que existe una funcién clasificante f: B — P, (IR¥)
y una equivalencia de aplicaciones cubrientes h: F — f*E,(R¥) . Consider-
emos el pullback de 7, con respecto a f, entonces tenemos que el diagrama

f

E—L B, (RY) L B,(RY)
RN

conmuta y ho f es biyectiva en fibras. Definimos ¢g: E — R* de la siguiente
manera

FEL(RF) L~ B, (RF)—L P, (RF) x R

hT iproymk

Asi g es composicién de funciones continuas y es inyectiva en fibras. Por lo
tanto g: E — R¥ es una aplicacién de Gauss de p.

]

La construccién del mapeo entre aplicaciones cubrientes (F, f) en la ida y la
aplicacién de Gauss g del regreso nos motiva a las siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.3.6. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n-hojas.

Entonces existe una biyeccion entre el conjunto de los mapeos de aplicaciones
cubrientes:

F—L B, (R
p‘( \Lﬂn
B —f>73n(R’“)

y el conjunto de las aplicaciones de Gauss de p.

Demostracion. Sea (f, f) un mapeo entre las aplicaciones cubrientes p y .
Consideremos la composicién

E—* B, (RF)— P, (RF) x RF2— i
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donde psy es la proyeccion en la segunda coordenada. Sea b en B, entonces
Flo-1wy: p7H(0) = (m) "' (D)

es biyectiva donde (m,) 1 f(b) = {f(b)} x{z € R¥ |z € f(b)}.

Ademas pa|{cyxzerk | zec} €8 inyectiva para cada C' en P, (R¥), por lo tanto

pao f es aplicacién de Gauss de p.

Denotemos como BM (p,m,) a los mapeos entre las aplicaciones cubrientes
py m,y como Gauss(p) a las aplicaciones de Gauss de p. Definimos

p: BM(p,m,) — Gauss(p)

como o(f,f) = p2 o f, que estd bien definida por lo anterior. También
definimos ¢ : Gauss(p) — BM (p,m,) como (g) = (h,h), donde h(b) =
g(p~ (b)) y h(e) = (h(p(e)), g(e)), que esta bien definida por la construccién
en la Proposicién 2.3.5. Veamos que v es la inversa de .

Sea (f, f) en BM(p,m,). Entonces v o o(f, f) = ¥ (p2 o f) = (h, h), donde
h(b) = p2o f(p~' (1) = p2({f(0)} x{x € R" |z € f(b)}) =
{reR* [z e fO)}=/f0) vy
hie) = (p2 o f(p~"(p(e)), p2 0 f(e)) = (f(pl(e)),p2 0 f(e)) = fle)
para cada ben By e en E. Por lo tanto (h,h) = (f, f). Sea g en Gauss(p).

Entonces ¢ o ¢(g) = @(h,h) = p; o h. Sea e en F, entonces p; o h(e)
p2(h(p(e)),g(e)) = g(e). Porlo tanto ppoh =g y ¢ es biyectiva.

]
Definicién 2.3.7. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n-hojas.

1) Sean gy y g1 en Gauss(p). Decimos que una funcion continua G: Ex I —
R¥ es una homotopia entre gy y g1 si es homotopia de funciones continuas
y ademas, para cada t en I,

Gi: E —RF donde G(e) = G(e,t)
es una aplicacion de Gauss de p .

2) Sean (fo,fo), (fl, f1) en BM (p,m,). Decimos que una pareja de funciones
continuas (F, F) tal que el diagrama

E x [ —E= B, (R

pXId[i iﬂ'n

B x I —>P,(R")
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conmuta es una homotopia entre (fg, fo)y (fl, f1), si para cada b en B, e en
E se satisfacen:

i) F(e,0) = fo(e) y F(b,0) = fo(b)
ii) F(e, 1) = fi(e) y F(b,1) = fi(D)
iii) para cada t en I se tiene que (F|gpxqy, Flexqy) estd en BM(p, ).

Proposiciéon 2.3.8. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n-hojas.
Entonces la biyeccion Gauss(p) — BM (p, m,) pasa a clases de homotopia.

Demostracion. Sean gy v g1 en Gauss(p) v G: E x I — R¥ una homotopia
entre ellas. Ahora, notemos que p x Id;: E x I — B x I es una aplicacion
cubriente de n-hojas y que G estd en Gauss(p x Idy). Entonces existe un
mapeo entre aplicaciones cubrientes

E x [ —E= B, (R)

p)(]d[t \Lﬂ’n

. k
B x I —>P,(R")
tal que ps o F = G y para cada t en I el siguiente diagrama conmuta

E x {t} - B, (RY)

(pXId])i lﬂn

B x {t} ?Pn(Rk)

F| es biyectiva en fibras, entonces (F|, F|) es un mapeo entre aplicaciones
cubrientes. Ahora, la pareja (F', F) es una homotopia entre (F|EX{0}, Flexqoy)

(F|E><{1}7 Flpxq1y) y dado que
P20 Flpyioy = Glpxioy = g0 con v=0,1
se tiene que 9 pasa a clases de homotopia.

Sean (folfo), (f1, fi) en BM(p,m,) vy (F,F) una homotopfa entre ellas. En-
tonces (F'|px {4}, F'|Ex{#}) €s un mapeo entre aplicaciones cubrientes para cada
t y por lo tanto py o F'|gx sy es una aplicacion de Gauss de p para cada t.

Asi tenemos que p; o F: E x I — R* es una homotopia de aplicaciones de
Gauss entre py o F’EX{O} = pyo foy pao F]EX{I} = py o f1. Por lo tanto ¢
pasa a clases de homotopia. O
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Proposicion 2.3.9. Sea p: E — B una aplicacion cubriente de n-hojas y B
paracompacto. Entonces existe una aplicacion de Gauss g: E — R* de p.

Demostracion. Por el Lema 1.2.14 existe una cubierta trivializadora nume-
rable {W;}22, de B y mapeos trivializadores ¢;: W; xn — p~'(WW;). Ademéds
como B es paracompacto existe una particion de la unidad {n;}32, subordi-
nada a la cubierta {W;}3°,. Definimos para cada i, g;: £ — R como

oy = {miple)) - proyopiTi(e) siecpT(Wi)
9i(€) = { 0 sie ¢ p Y (W)

donde proy: W; x n — n C R es la proyeccién. Para ver que g; esta bien
definida y es continua para cada i, consideremos los abiertos de F dados
por p(Wi) y p~1(B — sop(;)) y tomemos e en p (W) Np~ (B — sop(1;)).
Entonces gi(e) = ni(p(e)) - proy o ;' (¢) y como p(e) esti en (B — sop(n;)),
entonces 7;(p(e)) = 0 y de aqui se sigue que g;(e) = 0.

Ahora, definimos g: E — R*> como g(e) = (g1(e), ..., gi(e), ...). Para ver que
es inyectiva en fibras consideremos xy en By e, ey en p~*(xg). Supongamos
que e; # ey. Para cada x en B tenemos que ) .., n;(z) = 1, en particular,
para g, existe iy tal que 7;,(xo) > 0. Ahora, -

gio(€1) = miy(z) - proy o iy M (e1) ¥ Gio(€a) = miy(x) - proy o i, ' (e2)

y como @;, es homeomorfismo, tenemos que ;, "' (e1) # ¢, '(e2). Pero, e; y
ey estén en la fibra sobre xq, entonces ;, "' (e1) = (w0,4) y i, (e2) = (z0,7)
y por lo tanto ¢ # j.

Asi, proyop;, ~L(ey) # proyop;, ~t(ez) y de aqui se sigue que g, (e1) # gi,(€2).
Por lo tanto g(e1) # g(ea).

]

Definicién 2.3.10. Sea X un espacio paracompacto. Denotamos por Cov,(X)
al conjunto de clases de equivalencia de aplicaciones cubrientes de n-hojas
sobre X y como [X,Y] a las clases de homotopia de funciones continuas de
X en cualquier espacio Y .

Teorema 2.3.11. Sea X un espacio paracompacto. FEntonces existe una
biyeccion

[X, Pn(R>®)] — Cov,(X)
dada por [f] — [f*E,(R>)].
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Demostracion. Por el Teorema 1.2.13 la funcién esta bien definida. Las
Proposiciones 2.3.5 y 2.3.9 muestran que la funcién es suprayectiva.

Para ver que es inyectiva primero definamos unas homotopias. Consideremos
los espacios RY® = {(t;) € R® | ty; =0, i = 1,2,3,...} y R¥ = {(t;) €
R | tyin1 = 0, @ = 1,2,3,...} tales que R® = R & R°. Definimos
h',h?: R® x I — R* como

RY((t1,ta,ts,...), 1) = (1 — t)(t1, to, ts,...) +t(t1,0,t9,0,t3,...)

R?((t1,ta,ts,...), 1) = (1 — t)(t1, ta, t3,...) + £(0,t1,0,t9,0,t3,...)

donde (1, ts,t3,...) estd en R>® y ¢ estd en I. Notemos que para cada t en I,
la restriccion hY|roox sy con v = 1,2 es inyectiva. Las homotopias comienzan
con la identidad y terminan con las funciones continuas que denotamos por

hi:R® - R CR® y h?: R® — RP C R®.

Si pa: Ep(R>®) € (R*™),, x R® — R*> denota a la proyeccién entonces las
composiciones

hY opy: E,(R®) — R*® con v =1,2
son aplicaciones de Gauss de 7, pues si C' estd en P,(R*) entonces
(m) 7€) ={C} x{ (t:)) e R¥ | (t:) € C}

por lo que pa(m,) 1 (C) = {(t;) € R*® | (t;) € C} y como hY es inyectiva, se
tiene que hY o po es inyectiva en fibras.

Por la Proposicion 2.3.6 tenemos que las funciones hj o po inducen un mapeo
entre aplicaciones cubrientes

En(R®) > E,(R™)

Pr(R*) e Pn(R>)

con v = 1,2. Consideremos las composiciones h’ o (py x Id): E,(R*®) x I —
R*> para v = 1,2. Estas son homotopias que empiezan en py, pues si e esta
en F,(R*) entonces

h*(p2 x Id)(e,0) = h*(pa(e),0) = pa(e)
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v que terminan en hY o py. Ahora, como po|(m,)"1(C) con C en P,(R>) es
inyectiva y para cada t en [ se tiene que la funcién

RY o (py x Id)|(m,) 1 (C) x {t}

es también inyectiva, entonces h”o (ps X Id) es una homotopia de aplicaciones
de Gauss de 7, entre ps v h{ o ps.

Por la Proposicién 2.3.8 (@, ¢,) es homotdépico al mapeo entre aplicaciones
cubrientes inducido por ps, digamos (@,w). Tomemos C' en P,(R*). En-
tonces ¥(C) = pa(m,) 1(C) = C de lo cual se sigue que 1 = Id y por lo
tanto ¢, ~ Id.

Estamos preparados para probar la inyectividad. Sean fi, fo: X — P, (R*)
tales que fiE,(R*) = f5E,(R*>), hay que mostrar que f; y fo son ho-
motdpicas. Consideremos los pullbacks de 7, inducidos por f; y fo

FE,(R®) L s B, (R®) f1E,(R®) > f3E,(R®) L E,(R®)

w b mele |

X P (R%) X ————Pa(R)

f1

donde h es el homeomorfismo dado por hipédtesis. Si denotamos por £ =
[T E,(R>) entonces obtenemos los mapeos entre aplicaciones cubrientes

E—% E,(R®)

(7‘(7”)1 l lﬂ'n

con v = 1,2, donde flzfl Yfnggoh.

Sea g,: E — R* la aplicacién de Gauss de m, inducida por (f,, f,), es decir,
gy = p20o f,. Como h{ es inyectiva entonces h} og, es una aplicacion de Gauss
de 7, y éstas inducen dos nuevos mapeos entre aplicaciones cubrientes

E—% E,(R®)

(W_n)li \Lﬂ'n

X—Jpn(Roo)

v
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tales que ps 0, = hjog, =hYopsyo fo=pao (py o fv) y como la relacién es
biyectiva tenemos que el mapeo de aplicaciones cubrientes (1,,,) es igual
al mapeo

E—% B,(R®) -2~ E,(R™)
X — Pu(R%®) > Pu(R*)

con v =1,2.

Definimos G: E x I — R* como G(e,t) = (1 — t)higi(e) + thigs(e) para
(e,t) en E x I. Esta resulta una homotopia entre hj o g; y h?o gy. Fijemos
ten (0,1). Sean e, ¢’ en E tales que

(L —t)higi(e) +thiga(e) = (1 —t)higi(e') 4 thiga(e')

Como hj abre sumas tenemos que

(1= 1)/)(hi(g1(e) — g1(€))) = (hi(g2(e) — g2(€)))

Pero hi(R*) N h3(R*) = 0 por definicién, entonces

gi(e) —g1(e)) =0 y gale) — ga(e) =0

y como g, es inyectiva se tiene que e = ¢’. Por lo tanto G: E x [ — R™®
es una homotopia de aplicaciones de Gauss de 7, entre hl o gy y h? o gs.
Por lo tanto, los mapeos entre aplicaciones cubrientes inducidos por éstas,

(P10 fi, 010 f1)y (pg 0 fa, a0 f2) son homotépicos. De esto se sigue que
w10 f1 ~ wg0 foy por lo demostrado en la primera parte concluimos que

1= f.
L]

Corolario 2.3.12. Sea X un espacio paracompacto. Entonces la funcion
(X, F,,(R*)/%,] — Cov,(X)
dada por [f] — [f*F.(R*>) x5, 0] es biyectiva.

Demostracion. Consideremos el homeomorfismos h: F,(R>) /%, — P,(R*)
de la Proposicién 2.2.12. Entonces h induce una biyeccion

(X, F(R®)/S,] > [X, P, (R)]
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dada por h[f] = [h o f]. Por el Teorema 2.3.11, la composicién
(X, F,(R*) /%] — [X, Pu(R*)] — Cov,(X)

dada por [f] — [(ho f)*E,(R*)] es una biyeccién. Por el Corolario 2.2.13
tenemos que (ho f)*E,(R*) = f*h*E, (R*) = f*F,(R>) xy, n. Por lo tanto
[(h o f) En(R¥)] = [f*F,(R*) Xz, 7].

]

Proposiciéon 2.3.13. Sea E un espacio de Hausdorff y p: £ — X una
aplicacion cubriente de n-hojas. Entonces X es de Hausdorff.

Demostracién. Sean x,y en X puntos distintos. Entonces las fibras p~*(z)
y p'(y) son ajenas. Fijemos gy en p~'(y). Como E es de Hausdorff y
p'(z) = {e1,...,e,} es finita, existen V,,,...,V,,,V; C E abiertos ajenos
tales que e; estd en V,, para cada e; en p~*(z) y 9o estd en Vj,.

Sea U un abierto en la cubierta trivializadora de p tal que x estd en U.
Tomemos Uy, ...,U, C E las n-hojas ajenas tales que p|y,: U; — U es un
homeomorfismo y e; esta en U; para cada i. Definimos

n

V=p(Ve,NU:) y W =p(Vy)

i=1

Claramente = estd en V' y y estda en W. Supongamos que existe z en VN W.
Entonces, denotando como z; a los puntos en la fibra p~1(z), donde z; esté en
V., NU;, tenemos que p~1(2) = {21, ..., 2, }. Pero, z estd en W entonces existe
z; en Vg, lo cual implica que (V,, N U;) N Vy, # 0 que es una contradiccién,
pues V., y V, son ajenos. Por lo tanto VN W = ) y se tiene el resultado.

[
Corolario 2.3.14. F,(R*)/%, y P.(R*) son de Hausdorff.

Demostracion. Por 2.1.12, tenemos que F,(R*) es de Hausdorff. Por la
Proposicién 2.2.7 y el Corolario 2.2.13, las funciones p,, : F,(R*) — F,,(R*>)/%,
Y pn: Fp(R®) — P,(R*>) son aplicaciénes cubrientes de n!-hojas. De la
Proposicién 2.3.13 se sigue el resultado.

]

Nota 2.3.15. Dado que F,(R*®) = colim;, F,,(R¥) es un complejo CW , en-
tonces es paracompacto. Mds aiun, por el Corolario 2.3.14 F,(R*)/%, y
Pn(R>®) son de Hausdorff y como
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Pn: Fn(ROO> - Fn(ROO>/En Y Pn: Fn(ROO) - PR(ROO)

son cerradas, F,(R*>®)/%, y P,(R>®) son paracompactos. Asi, obtenemos
que pn Y prn Son X, haces universales y los espacios F,,(R®) /%, y Pn(R*>)
son espacios clasificantes para el grupo %,; estos espacios se denotan por
BY.,,. De manera que si X es un espacio paracompacto entonces existe una
biyeccion

[X, BY,] — Couv,(X).






Capitulo 3

Aplicaciones Cubrientes

En este capitulo daremos una biyeccién entre clases de equivalencia de apli-
caciones cubrientes de n-hojas sobre un espacio X con ciertas propiedades
y clases de conjugaciéon de homomorfismos del grupo fundamental (X, x¢)
en el grupo simétrico ¥,,. Como consecuencia de esta biyeccién obtendremos
la clasificacién usual de aplicaciones cubrientes con espacio total conexo por
trayectorias. Para esto, vamos a necesitar algunos resultados de aplicaciones
cubrientes que no se demostrardn, pero son conceptos comunes en un curso
bésico de topologia algebrdica.

3.1 Acciones y Homomorfismos

Consideremos p: F — X una aplicaciéon cubriente y xg en X. Usando el
Teorema de Levantamiento de trayectorias y el Teorema de Levantamiento
de homotopias se prueba que el grupo 7 (X, zg) actia por la derecha en la
fibra p~'(zy). La accién esta dada para cada e en p~*(zg) por e [w] = w/(1),
donde ' es el levantamiento de algun representante de la clase de w tal que
W'(0) =e.

Lema 3.1.1. Sea p: E — X una aplicacion cubriente de n-hojas y xg en X.
Entonces para cada U en una cubierta trivializadora de p tal que xqy estd en
U, p induce un homomorfismo fi;: m (X, z) — Zy.

Demostracién. Consideremos la accién p~!(zg) x m1(X, z9) — p~(zo) des-
crita anteriormente. Para cada [w] en (X, x¢), la funcién e — e - [w]™!

es una biyeccién de p~*(zg) en p~'(x), digamos hy,. Sea U en la cubierta

93
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trivializadora de p tal que xg esta en U y tomemos la restricciéon del mapeo
trivializador ¢p a la fibra p~'(x), es decir, oy, : p~'(20) — 7, que es una
biyeccion.

Asf, para cada [w] en m (X, 2), la composicién ¢y, o hy,) o gp{,io ‘T — 7 es
una permutacion en .

Definimos f;: 71 (X, wo) — X, como ff;[w] = vy, ©hpo @(}jo, que estd bien
definido por lo anterior.

Dado que Ay, esta inducida por la accién, tenemos que para cada e en p ()
y [, [B] en 71 (X, z) la biyeccién hiyg cumple que

hiayai(e) = e~ (([][B8]) ™) = e~ ([8] " [] ™) = (e~ [B]7)[a] ™ = hia) © hyg(e)

y de esto se sigue que f{; es un homomorfismo pues
Fo([(B]) = pu., © hiays) © ¢, = P, © (hia) © hig)) 0 vy, =

(v, © hial © 2,.) © (YU, © hig 0 ¢y, ) = flal f716].
0

Nota 3.1.2. St U,V son abiertos en una cubierta trivializadora de p tales
que xo estd en U NV entonces los homomorfismos inducidos fi;, y fi, son
conjugados En efecto, oy, o 90\_/110 es una permutacion en X, Y Se Sique que

para cada [w] en 7 (X, xo) tenemos que (¢u,, © go(/zlo) o fylwlo (pv,, © gp{]io) =
DU, © (91, © V) © hiy © (3, 0 Pv) 0 0 = YU, © b 0 9 = flw]-

Proposicion 3.1.3. Seanp: E — X y q: E' — X aplicaciones cubrientes
equivalentes de n-hojas y xo en X. Entonces fi;, = f{ para algin U en la
cubierta trivializadora de q tal que xg estd en U.

Demostracion. Sea F: E — E' una equivalencia entre p y q. Tomemos e en
p~Y(zo) y consideremos a: I — X un lazo basado en zy y o/ su levantamiento
en E tal que o/(0) = e. Asi, Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

E—Es g

0/4
/

I/*a>X

Ahora, ¢(F(d/(t))) = p(¢/(t)) = a(t) para cada t en I, entonces F o o/ es
el levantamiento de o en E’ tal que (F o o/)(0) = F(e). Consideremos la
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biyeccién h: ¢~ (20) — ¢~ (wp) tal que hyy(e') = €'-[a]~". Como F es una
equivalencia de aplicaciones cubrientes, tenemos que la restriccion a la fibra
p~'(x) que denotamos por Fy,: p~'(zy) — ¢ (o), es una biyeccién. Asi,
para cada e en p~!(zg)

hia)(Fag(€)) = Fug(€) - [a] ™" = Fyp 0 (@71) (1) = Fiy (e - [a] 1) = Fuy (hpay (€))-

Tomemos ¢y un mapeo trivializador de ¢ tal que z esta en U. Como F' es
una equivalencia, tenemos que ¢y o F'|,-1() es un mapeo trivializador de p.

Sea [w] en (X, xp), entonces
fg[w] = ((pUIO o on) © h[w]<F:;01 © (’O&io) = SOUIO © h/[w} © on © F;;)l © 90&;0 =

P © My 0 00, = fEW]

]

Otra pregunta importante sobre aplicaciones cubrientes es cuando un es-
pacio topologico X tiene un espacio cubriente. Tomemos el haz producto
p: X X FF— X con F un espacio discreto. En la clasificacién usual de apli-
caciones cubrientes, se estudian unicamente los cubrientes con espacio total
conexo por trayectorias y dado que X x F' es disconexo, éste no entra en
esa clasificacion. Sin embargo, en la clasificacion del capitulo anterior, si X

un espacio paracompacto y f: X — P,(R*) la funcién constante, entonces
fPE,(R*®) =2 X X n.

Para ver cuando existe dicho cubriente conexo por trayectorias, daremos
algunas definiciones. Generalizando la definicién del producto en (X, xg),
consideremos «, 3: I — X trayectorias tales que «(1) = 3(0). Definimos
axfF: 1 — X como

f al2t)  si0<t<1/2
a*ﬁ(t)—{g(gt_l) sil/2<t<1.

Definicién 3.1.4. Sea (X, x¢) un espacio topoldgico basado, conexo y lo-
calmente conexo por trayectorias. Consideremos P(X, xqg) el conjunto de
trayectorias en X tales que tienen punto inicial xy. Sean oy, s en P(X, xy),
decimos que aq ~ i St

i) au (1) = as(1)

i) [oq * Qo] = [eg] el idéntico en m (X, xp),
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donde ¢, denota la constante xq y qs(t) = as(l —t) para cada t en I. ~ es
una relacion de equivalencia, denotamos a la clase de una trayectoria o en

P(X,xq) como («). Definimos

X ={(a)| a € P(X,z0)}.

Al conjunto X se le da la siguiente topologfa:

Sea {U; },c4 una base para la topologfa de X y tomemos (a) en X. Definimos
un abierto bésico en X que contiene a («) como

(U, (@) = {{ax N A: T — X, A0) = a(1) y M) C U},

En [8] se prueba que la funcién u: X — X definida como u({a)) = a(1) es
continua con esta topologia.

Nota 3.1.5. Consideremos (o) en X y la clase de la constante xo, que deno-
tamos por (cy,). Para cada s en I definimos as: I — X como a,(t) = a(st)
ya: I — X como a(s) = (ag). En [8] se prueba que esta funcidn & es
continua con la topologia de X . Ahora, ag(t) = o y ay(t) = at) para cada t
en I y tenemos que & es una trayectoria en X de (cy,) a (o). Como (a) era
arbitrario, tenemos que todo punto de X se conecta con (€zo) Y por lo tanto

X es conexo por trayectorias.

Lema 3.1.6. Sean (X, xo) un espacio basado, conexo y localmente conexo
por trayectorias y o un lazo basado en xo. Entonces la funcion ax: X — X
dada por ax ({3)) = (a* B) para cada {3) en X, es continua.

Demostracion. Sea (U, {3)) un abierto basico en X. Veamos que (o)~ (U, (3))
es un bésico en X. Tomemos (7) en (ax)~*(U, (3)). Entonces existe una
trayectoria A: I — X tal que \(1) = (1), A(I) C Uy (B ) = (a*7).
Esto nos dice que ¥ a* 3% A ~ ¢,,, de lo cual se sigue que (@ * 3x\) = (7).
Por lo tanto () estd en (U, (@ * 3)).

Supongamos que (7') estd en (U, (@ * [3)), entonces existe \': [ — X tal que
N1)=+"(1), N(I) cUy{axBxXN)=(y)yporlotanto (Gx\N) = (ax7'),
es decir, (v') estd en (ax)~H(U, (B)). Asi (ax)"HU, (B)) = (U, {ax*[3)) el cual
es también un bésico en X.

O

Recordemos que un espacio X es semilocalmente 1-conexo si para cada x en
X existe una vecindad U de z tal que cada lazo en U es homotopico a la
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constante. El siguiente resultado nos dice cudndo X es un cubriente universal
de X. La prueba se puede consultar en [8].

Proposicién 3.1.7. Sea (X, x¢) un espacio basado. Si X es conexo, local-
mente conexo por trayectorias y semilocalmente 1-conexo, entonces u: X —

X es una aplicacion cubriente y mi (X, (¢z,)) = 0 con u({cz,)) = xo.

Nota 3.1.8. Si (X, xg) es un complejo-CW basado y conexo, entonces (X, xq)
cumple todas las condiciones de la Proposicion 3.1.7.

Lema 3.1.9. Sea X conezo, localmente conexo por trayectorias y semilocal-
mente 1-conexo. Tomemos xg en X. Entonces

a) el grupo m (X, zg) actia por la izquierda en X

b) X /m (X, z0) = X.

Demostracion. a) Sea (a) en X y tomemos [w] en m1(X,20). Definimos
[w]- () = (w*a). Siw'y o son otros representantes de las clases respectivas
tenemos que

Wrxwe~rg y o xa >~ .

Entonces

/

(Wra) s (wra)=w *(&/*a)*®~w *o~ xg

Por lo tanto (w * a) = (W' * a/) y estd bien definida.

Veamos que es una accién. [z - (o) = (zg * a) = () para cualquier (a) en
X. Si [w],[B] estan en 7 (X, xg) entonces

([W][B]) - (@) = [w = B] - {a) = (w= B x o) = [w] - (B a) = [w][([B] - ().

b) Ahora u: X — X es una aplicacién cubriente y en particular es una
identificacién. Entonces si definimos («) ~ () si y sdlo si u({«)) = u((3)),
tenemos que X = X/ ~. Pero a(l) = §(1) si y sélo si [ x § ] estd en
m1(X, x0) de lo cual se sigue que X /m (X, z9) = X.

]

Nota 3.1.10. Recordemos que si G es un grupo, es equivalente tener una
accion G X n — n a tener un homomorfismo f: G — X,,. En efecto si
f:m(X,x9) — 1 es un homomorfismo tenemos una accion w1 (X, zg) X . —
n dada por
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En forma similar, si tenemos una accion, definimos el homomorfismo como
[w] — flw] que estd en X, donde flw|(i) = [w] - i para cada i en n.

Proposicion 3.1.11. Sea X conezo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo y xo en X. Sea f: m (X, z9) — X, un homomor-
fismo. Entonces f y el cubriente universalu: X — X inducen una aplicacion
cubriente de n-hojas que denotamos por uy: X xsn — X.

Demostracion. Por la parte a) del Lema 3.1.9 y la Nota 3.1.10, tenemos una
accion
(X, x0) x (X x7) > X X7

dada por [w]-((a),4) = (lw]-{e), [w]-1) = ((w*a), flw](i)). Por la Proposicién
3.1.7 la funcién u: X — X es una aplicacion cubriente y por la parte b) del
Lema 3.1.9, tenemos que el mapeo cociente

q: X — X/?Tl(X,SL’O)

es una aplicacion cubriente. En forma similar a la prueba de la Proposicion
2.2.10, tenemos que la funcién

X X1 (X,z0) n— X/ﬂ'l(X, Io)

dada por [(a),i] — [(a)] es una aplicacién cubriente de n-hojas. Asi, pode-
mos definir

UfZXXfﬁ%X

como uy[(a),i] = u({a)) = a(1), donde X x ;7 denota al espacio X X, (x.zo) 7
cuando la acciéon depende del homomorfismo f. Por lo anterior u; es una
aplicacién cubriente de n-hojas.

]

Proposicion 3.1.12. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo y xq en X. Sea f: m (X, z9) — 3, un homomor-
fismo. Entonces

upt(w0) = {[{eao), 1], [{€20), 2], --os [{Cag) 1}

y la accion del grupo m (X, xzq) en u;l(xo) estd dada por

[{ea0), 1] - [w] = [(eao) flw] T (0)].



CAPIiTULO 3. APLICACIONES CUBRIENTES 59

Demostracion. Como uy es una aplicaciéon cubriente de n-hojas, tenemos que
|u;1(xo)| = n. Ahora, para cualquier ¢ en 1 tenemos que uf[{cy,), 1] = o y
ademds, si i # j, se tiene que [(¢y,), 7] # [(czy), j] pues de lo contrario existiria
[w] en 71 (X, xg) tal que [w] = [cz] ¥ flw](i) = 7, que no puede pasar pues f
es homomorfismo. Por lo tanto u;l(:cg) = {[{cz), 1], [{Cay), 2], -y [{Cap)s ] }-

Para la segunda parte, consideremos u: X — X el cubriente universal de X
y w un lazo basado en zy. Sea @: I — X la trayectoria que empieza en (Cxo)
y termina en (w) como en la Nota 3.1.5 y tomemos («) en u~'(zg). Por el
Lema 3.1.6 tenemos que &: I — X definida como la composicién

_[ ] X ok X

es continua, donde @(0) = a* ({(wy)) = (* czy) = (@) y O(1) = a* ((wy)) =
(axw). Ademas, para cada s en I, u(@(s)) = u({a*ws)) = a*xws(l) = w(s)
y por lo tanto & es el levantamiento de w en X que empieza en () y termina
en (o *w).

Sean ¢y : Xxn— X X n el mapeo cociente y (Id,1): X > Xxnla
inclusién dada por (Id,q)((3)) = ((B),7). Asi, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

_ (1) - -
P ( )X Y%y
I—X
Ahora, gy o (Id,i) o0& es una trayectoria en X x ;7 que empleza en [{(a),i] y
termina en [( w),i]. Dado que iy oqyo(Id,i)ol = uol = w, se tiene que

o (Id,i) ow es el levantamiento de w en X X ¢ que empieza en [{(«),1].
!

Por lo anterior tenemos que la accién del grupo m (X, zg) en u;l(xo) esta
dada por [(cg,), 1] - [w] = [(cay * w),i] = [{w),i]. Entonces existe j en 7 tal
que [(w}, ] = {cao}, 4] ¥ esto pasa si y slo si flw]=(5) = j.

[

Proposicion 3.1.13. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conezo y xo en X. Supongamos que f,g: m (X, z9) — X,
son homomorfismos conjugados. Entonces uy: X X — X yug: X XgM —
X son equivalentes.

Demostracion. Sea o en X, tal que of[wlo™ " = glw] para cada [w] en
71 (X, z9). Consideremos Id x 07': X x 1 — X x 7, que resulta un homeo-
morfismo, pues o' es biyectiva. Ahora, sean ({(a), ), ((3), ) en X x 7 tales
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que sus clases en X x,7 son iguales. Entonces existe [w] en m (X, z0) tal que

({w* @), 1) = ((8), glw] ™' (5))
pero por hipétesis tenemos que ((8), glw] (7)) = ((B), o flw] o7 1(j)) y de

esto se sigue que ((w* a),07 (1)) = ((B), flw]te71(j)). Es decir, Id x o~}
pasa al cociente y llamémosle H. Asi, obtenemos que el diagrama

X x
qgl
X x,

conmuta, donde ¢ y g4 son los mapeos cocientes lo que implica que H es
continua. Andlogamente Id x o pasa al cociente y ésta induce H~!.

_ Idxo~1 ~ _
— =X Xn
af

mn
7= X x

3

Ahora, si uy: X Xin— X yug: X X 47 — X son las aplicaciones cubrientes
de n-hojas inducidas por fy g, tenemos que usH[(a),i] = us[{a), o™ (i)] =
a(1) = u,[(a), (i)] para cada [{(a),i] en X x, n. Por lo tanto H es una
equivalencia de aplicaciones cubrientes.

]

Teorema 3.1.14. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y semilo-
calmente 1-conexo y xo en X. Entonces la funcion

Covn(X) — Hom®™ (11(X, 10), 3,)
dada por [p| — [f};] es una biyeccion.

Demostracién. Denotemos como ®: Cov,(X) — Hom™" (m(X, z0),%,) a
esta funcién. Por el Lema 3.1.1, f{; es un homomorfismo, la Nota 3.1.2 nos
dice que no depende de la trivializacién que se tome salvo conjugacion y por
la Proposicién 3.1.3, la funcién pasa de clases de equivalencia de aplicaciones
cubrientes a clases de conjugaciéon de homomorfismos. Por lo tanto ® esta
bien definida.

Ahora, definimos W: Hom" (m1(X, o), £) — Cov,(X) como W[f] = [uy].
La Proposicién 3.1.11 afirma que uy es una aplicacién cubriente de n-hojas
y la Proposicién 3.1.13 nos dice que W esta bien definida.

La idea de la prueba es ver que ¥ y & son inversa una de la otra. Primero
veamos que ®oW¥ = Id. Tomemos PoV[f] = ®[uys]|. Por la primera parte de la
Proposicién 3.1.12 tenemos que la fibra uj?l (x0) es un conjunto ordenado. Por
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construcién de uy tenemos que existe W C X en una cubierta trivializadora
de uy tal que zq estd en Wy ¢y cumple que w, [(cz,)], 1] = i para cada i.

Entonces, usando la segunda parte de la Proposicién 3.1.12, el homomorfismo
inducido por uy para el abierto W, f;LVf , es la composicion

i (o), 1] = [(eag), 1] - [w] 71 = [(eao), Flw] ()] = fLw] 3)-
Por lo tanto ®[uy] = [fy/] = [f] v se tiene que ¥ o ® = Id.

Veamos que Vo ® = [d. Sea p: £ — X una aplicaciéon cubriente de n-hojas.
Consideremos U en una cubierta trivializadora de p y ¢y el mapeo triviali-
zador. Tomemos el representante f7;: 71 (X, z¢) — X, de ®[p] y denotemos
por p: E — X al cubriente inducido por el homomorfismo 2

Sea e en E. Como X es un complejo-CW conexo, tenemos que X es conexo
por trayectorias, entonces existe una trayectoria a.: I — X de xy a p(e).
Ademds, existe una unica trayectoria 3.: I — E tal que B.(0) = e, G.(1) esta
en p~H(xo) y po fe = @.. Definimos H: E — E como

H{e) = [{ae), pu,, Be(1)]-

Para ver que esta bien definida tenemos que ver que no depende de la eleccion
de a.. Sea o, otra trayectoria de xg a e y 3, el levantamiento tal que 8.(0) = e
y B.(1) estd en p~'(xp). Entonces o * @& es un lazo basado en z cuyo
levantamiento que empieza en (1) y termina en (.(1) es (3.) * B, pues
p((BL) * B.) = al, * @, y la accién del w1 (X, x) en p~!(zo) para este lazo es

Be(1) - [ag = ] = Be(1). Asi
v ] ({0, o, (1) = ({ar e ), fElol % (o, Be(1))) =

(as), v, © hiagean) © 90, (P, Be(1))) = ((02), Pus, (Be(1) - o * Ge] 7))

que por lo anterior esto es ({(a), ¢u,, (.(1)) y por lo tanto las clases son
iguales y estd bien definida.

Ahora, po H(e) = p([{ae), pu,,Be(1)]) = u(a(1)) = p(e) y tenemos que el

siguiente diagrama conmuta
H ~
E
X

Asi, para ver que H es una equivalencia de aplicaciones cubrientes, basta ver
que es continua y biyectiva en fibras.

E
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Primero veamos la continuidad. Para esto, recordemos que los abiertos en
X son (U,{a)) con U un abierto en X entonces un abierto en X x 7 es
(U, (@) x {i} y asi un abierto en E es de la forma [(U, (a)),i]. Probaremos
que H[(U,{a)),1] es abierto en E.

Sea y en H'[(U, (a)),i]. Entonces existe \: [ — X con \(I) C U y A\(1) =
ay(1) tal que [{ay), v, B,(1)] = [(a* A),i] y por lo tanto existe [w] en
m1(X, o) tal que [w]- ¢y, By(1) = 4. También (w*a,) = (a*A). Ahora, p(y)
estd en U, entonces y estd en p~'(U) que es un abierto en E. Como F es
localmente conexo por trayectorias, existe C,, abierto conexo por trayectorias
tal que y estd en C,, y C, C p~1(U). Tomemos z en C,. Entonces existe una
trayectoria v: I — E tal que v(0) =y , v(1) =z y v(I) C C,. Asi, tenemos
que (3, %7 es una trayectoria de 3,(1) a z y por lo tanto po (3,*7) = o, *po~y
es una trayectoria de xy a p(z). También, p(y(1)) = p(y) y p(v(I)) C U,
entonces (Axpo~)(I) C Uy por lo tanto (a* A x poy) estd en (U, (a)).

Con esto tenemos que H(z) = [(a, * po ), vu,, By(1)] y ademas

(W] ({ay*xpov), pu,, By(1)) = ((wray*poy), [w]-wu,, By(1)) = ((axAxpoy),i)

y por lo anterior [(o* A % po~),i] estd en [(U, («)),i]. Por lo tanto C, C
H=Y(U,{a)),i] y es abierto.

Para ver que H es biyectiva en fibras, basta ver que es inyectiva en fibras,
pues las fibras son finitas y de la misma cardinalidad. Sea x en X y tomemos
er, ez en p~'(x) tales que [(ae,), vu,, fe, (1)] = [(@e,), U, Be,(1)]. Entonces,
existe [w] en 1 (X, zg) tal que (W ae,) = (e,) ¥ (W] 0, Be; (1) = @u,, Be, (1)
De esto se sigue que a, * @,, es un representante de [w].

Supongamos que v es el levantamiento de a., * &, que empieza en [,(1).
Por lo anterior, v termina en (3, (1). Si 7, denota a la restriciéon de v de
Be,(1) ala fibra p~!(x), tenemos que poy, = ., = po 3., por la unicidad del
levantamiento. Andlogamente, si v, denota la restricciéon de v de p~!(z) a
Be, (1), tenemos que po~y; = oz;ll = pof,,. Ahora, como 7 es una trayectoria,
entonces existe una trayectoria A\: I — E tal que A(0) = (,,(0) = ez, A\(1) =
561 (O) =ey
Yok Ak =1.

Pero ae, ¥ @, = poy = po(2xAx71) = poya*podspom = e, ¥po Ak de,
y tenemos que p o A es la constante x y al ser p un homeomorfismo local

tenemos que A es también una constante. Por lo tanto es = A(0) = A(1) = ¢
y se tiene el resultado.

]
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Proposicion 3.1.15. Consideremos la aplicacion cubriente de n-hojas
Gn: Fr(R™®) x5, 1 — F,(R*)/%,.
Tomemos [(t1, ..., tn)] en F,,(R*>)/%,. Entonces la accion

@, [t o t)] X T (B (R®) /20, [(F1s s ta)]) — @ (B s )]

estd dada por [(ti,....tn),d] - [a] = [(t1,...tn), [a] 7 (7)] para cada i en fi y [a

en w1 (F,(R*) /3, [(t1, ..., t)])-

Demostracion. Consideremos p,,: F,,(R®) — F,(R*)/%,. Recordemos que
dado un representante (t1, ..., t,,) de la clase [(t1, ..., t,)], la fibra p ! [ (1, ..., £,)]
es de la forma {(to(1), ..., tom))|0 € 3, }. Como la accién es libre, tenemos
una biyeccion p; (¢, ..., t,)] — X, dada por (t,(1), - to@m)) — 0.

De lo anterior y la sucesion exacta de homotopia de p, obtenemos un iso-
morfismo

T (F(R™), [(t1, o tn)]) — 7o (0, [(Ers oo tn)], (F1s ooy tn)) — B,

donde la primera flecha estd dada por la propiedad de levantamiento de
trayectorias del cubriente p,. Asi, tenemos que la clase [a] representa una
permutacién en X, tal que (t1,...,t,) - [ = (tjo)(1), - tja(n)) Para cada [of
en m (F,(R®) /%, [(t1, ..., t,)]-

Sea a: I — F,(R*>)/%, un lazo basado en [(t1,...,t,)] y & el levantamiento
de a que empieza en (t1,...,t,) en p*[(t1, ..., t,)]. Considremos el siguiente
diagrama conmutativo

Fo(R®) —T B (R®) x 71— F(R) x5, 7

a o /
s,

donde (Id, 1) es la inclusion en la coordenada i, ¢ es el mapeo cociente. Asi,
a =qo (Id,i)oa es el levantamiento a F,(R*) Xy 7 del lazo a. Ahora,

a(0) = q((Id,)a(0)) = q(Id,i)(t1, ..., tn) = [(t1, - tn), 7]y

a(1) = ¢((Id, i)a(1)) = [(Ha)w), -+ taim)» i) = [(t1, s tn), [0] 7 (D))
Por lo anterior, la accién del grupo m(F,(R*)/%, [(tl, Stn)]) en 1
q, (t1, ..., tn)] estd dada por [(t1,....t,),1] - [a] = [(tl, s tn)s [0 7H(@)).
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Corolario 3.1.16. El homomorfismo inducido por qy,

0 m(Fn(R) /S, (1, t0)]) — 2

estd dado por f'[a](i) = [a](i), para algin U en la cubierta trivializadora

de q,.

Demostracion. Consideremos [(t1,...,t,)] en el abierto U tal que el mapeo
trivializador pp: g, ' (U) — U x n restrinigido a las fibras estd dado como

,,,,,

() = Qo oy (B 80), [ (D)) = [0 (2)

O

Recordemos que si f: (X, z9) — (Y,yo) es una funcién continua, el homo-
morfismo f.: m (X, z9) — m(Y,y0) estd dado por fi[w] = [f o w| para cada
[w] en 71 (X, xp).

Corolario 3.1.17. Sea f: (X, z9) — (Fn(R*®)/%,, [(t1,...,t,)]) una funcion
continua. Entonces f, estd determinado por la accion

qgl[(tlv "'7tN)] X ﬂ-l(Fn(Roo)/Zm [(tla 7tn)]) - qgl[(tla "'7tn)]
es decir, fiw](@) =4, si [(t1, ..y tn), J] - [f ow]| = [(t1,...tn),1].
Demostracion. Sea w: I — X un lazo en xy. Supongamos que

[(t1, e tn)s 4] - [f 0 W] = [(t1, o tn), 4.

Por la Proposicion 3.1.15, tenemos que

[(t1, s t0), 5] - [f o w] = [(t, - t0), [f 0] 1 ()]
Por lo tanto j = [f o w](i) = f.[w](7).

Una aplicacién de los Teoremas 2.3.11 y 3.1.14 es el siguiente resultado.
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Teorema 3.1.18. Sea X un espacio paracompacto, conexo, localmente conexo
por trayectorias y semilocalmente 1-conexo y xo en X. Consideremos B,
el espacio clasificante del grupo ¥, mencionado en la Nota 2.3.15. Entonces
la funcion

(X, BY,] — Hom®" (7 (X, 10), 2,)

dada por [f] — [f] es biyectiva.

Demostracion. Sea f: X — F,(R*)/%, una funcién continua. Conside-
remos el pullback de ¢, con respecto a f y la funciéon inducida por ¢,,
p: [*F,(R*®) x5, 7 — X que es una aplicacién cubriente de n-hojas. Sea
xo en X. Recordemos que si ({y,...,t,) es un representante de la clase
f(zo) = [(t1, ..., ;)] entonces la fibra

p H(20) = {([(t1, s tn), 4], 20) € F(R™) x5, 1 x X | i € 7}

Sea w: I — X un lazo en zy. Fijemos ig en n. Entonces existe una tnica
trayectoria w tal que el diagrama

[ E(R®) g, ﬁf*>Fn(R°°) Xy, I

/ pl lqn

X F,(R®)%,

I ™ 7

conmuta, @(0) = ([(t1, ..., tn), 0], 70) ¥ @(1) estd en p~'(zg). De la con-
mutatividad del diagrama, tenemos que la trayectoria f o @ es el levan-
tamiento de f ow a F,(R®) xx, 7 que empieza en f o @(0) = [(t1,...t,), 0]
y termina en f o &(1) = [(t,...,t,),i] para alguna i en 7. Por lo tanto
O(1) = ([(t1, ... tn), 1], o). Asi, la accién del grupo (X, zo) en p~t(zg) estd
dada por

([(th "'7tn)7j]>x0) ) [w] = ([(th "'7tn)7j] ) [f OWLIO)

Sea U en una cubierta trivializadora de ¢, tal que f(zg) estd en U y ¢y el
mapeo trivializador. Ahora, para U’ = f~1(U), tenemos que zg estd en U’ y
el mapeo trivializador ¢y, cumple que ¢y, = PUp gy X {zo}. Sean

IRE p o) = 0 () Y hypow: @ (F(0)) — g, ' (f(20))

las biyecciones inducidas por las clases [w] y [fow] en p y ¢, respectivamente.
Entonces, tenemos que el homomorfismo inducido por p es de la forma

forlwl (@) = Yur,, Mgy, (1) = (Pu, ) X A20}) (igen x {x0}) (U, < {0}) 7 (3)
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= fi'[f o w](i).
Pero, por el Corolario 3.1.16, tenemos que
o Lf owl(d) = [f ow](i) = filw]().

Por lo tanto f¥, = f.. Consideremos las biyecciones ¥ del Corolario 2.3.12 y
® del Teorema 3.1.14 tales que V[f] = [f*F,(R™) x5, 7] y ®[p] = [f{}]. Asi,
el siguiente diagrama conmuta

[X, an] [Fl—1f+] Homconj<ﬂ.n(X7 1’0)7 En)

e

Cov,(X)

y como ¥ y & son biyecciones, se tiene el resultado.

3.2 La Clasificacion Usual

Proposicion 3.2.1. Sean p: E — X una aplicacion cubriente con X conexo
por trayectorias y xo en X. Entonces E es conexo por trayectorias si y solo
si la accion del grupo w1 (X, zo) en la fibra p~*(xo) es transitiva.

Demostracién. Sean e1, ey en p~1(xy). Como E es conexo por trayectorias,
existe una trayectoria f: I — E tal que 5(0) = e; y B(1) = es. Ahora,
p(e1) = p(ea) = o, entonces po 3: I — X es un lazo basado en zy cuyo
levantamiento que empieza en ey es 3. Por lo tanto ey - [po 3] = (1) = ey y
la accién es transitiva.

Para el regreso tomemos e, ¢’ en E. Como X es conexo por trayectorias, exis-
ten a,a’: I — X trayectorias que empiezan en p(e) y p(€’) respectivamente y
terminan en xg. Entonces existen levantamientos &, a’: [ — E de ay o/ que
empiezan en e y € respectivamente y también @ (1), &' (1) estan en p~*(xp).
Ahora, la accién del grupo (X, zg) en p~!(zg) es transitiva, entonces para
a(l) y & (1) existe [w] en m1 (X, xg) tal que &(1) - [w] = &/(1), es decir, existe
un levantamiento @ de un representante de la clase [w] tal que @(0) = &(1)
y w(1) = &'(1). Si denotamos por y(t) = &' (1 — t), obtenemos que & * @ * y
es una trayectoria de e a €. ]
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Definicién 3.2.2. Denotemos por Covi(X) a las clases de equivalencia de
aplicaciones cubrientes de n-hojas con espacio total conexo por trayectorias y
por Hom®™ (1(X,z0), $,)T a las clases de conjugacién de homomorfismos
cuya accion inducida es transitiva.

Proposicion 3.2.3. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente 1-conexo. Tomemos xo en X. Entonces la funcion

Covt(X) — Hom® ™ (1 (X, x0), Bp)".

dada por [p] — [f] es biyectiva.

Demostracion. Consideremos las funciones ® y U de la prueba del Teorema
3.1.14. Por la Proposicién 3.2.1 tenemos que

@lcove (x): Covp(X) — Hom®™ (71(X, ), )by

\D|Homc‘mj (71(X,20),50)T . HOmconj<7Tl (X, ,’,Uo), En)T — CO’UTCL (X)

Como una es inversa de la otra se tiene el resultado. O

Sea G un grupo y X un conjunto. Diremos que X es un G-conjunto tran-
sitivo si existe una accién G x X — X transitiva. Consideremos H < G.
Entonces G/H es un G-conjunto transitivo, pues G actia por traslaciéon en
G/H y ademas, esta accién es transitiva. También recordemos que dos G-
conjuntos X y Y son G-isomorfos si existe una biyecciéon ¢: X — Y tal
que g - ¢(x) = ¢(g - x) para cada g en G y = en X. De esto se sigue que
1Y — X es también un G-isomorfismo, pues si y estd en Y, entonces
y = ¢(z) paraalgin z en X. Asi, o~ (g-y) = ¢ (g-0(v)) = g-x = g-v~'(y),
para cada g en G.

Lema 3.2.4. Sea G un grupo y H, K < G.

i) Si X es un G-conjunto transitivo, entonces para cada x € X, G/G, y X
son G-isomorfos, donde G, denota al subgrupo de isotropia de .

ii) H y K son conjugados si y sélo si G/H y G/K son G-isomorfos.

Demostracion. i) Sea xo en X. Denotemos como O(x) a la 6rbita de .
Definimos d,,: G — O(zy) como d,,(g9) = g - xo. Ahora, d,,(g) = o si y sélo
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si g estd en G,,. Entonces ¢,, pasa al cociente

bz
G O(xo)
7
l e i /gxo
G /Gy,

donde 0,,[g] = 04y (9) = g - 10. Veamos que d,, es un G-isomorfismo.

Claramente d,, es suprayectiva, de lo cual se sigue que J,, también lo es.
Sean [g], [¢'] en G /G, tales que 6,,[g] = 04,[¢’]. Entonces g-z¢ =g - 70y
tenemos que g~'¢g’ estd en G,,. Por lo tanto [g] = [¢'] y es inyectiva. Sea g
en (G. Entonces

020 (9°19]) = 020l99'] = 020(99") = (99)-w0 = g-(¢'*x0) = g 020(9") = g+ 0, [9']

para cada [¢'] en G/G,,. Por lo tanto es G-isomorfismo. Ahora, como la
accion es transitiva tenemos que para cualquier x en X existe g en G tal que
r = g-x9. Asi O(xy) = X y se tiene el resultado.

ii) Supongamos que H = aKa ™! para algtina a en G. Definimos ¢: G/H —
G/K como ¢([g]lg) = [galk. Sean g y ¢’ en G. Entonces son equivalentes:
l9la = [¢'ln; 979" estd en H; a~'g~'g'a estd en K y [g'a]x = [ga]x. Por
lo tanto, ¢ estd bien definida y es inyectiva. Sea [b|x en G/K. Entonces
o([ba™]g) = [bata]x = [b]k, por lo cual ¢ es suprayectiva. Veamos que ¢
es G-isomorfismo. Sea g en G. Entonces

(g 191e) = ¢(lgg'1u) = [(99)alk = [9(9'a)lx = g - [g'alk = g »([g]n)-

Para el regreso supongamos que 6: G/H — G/K es un G-isomorfismo. Sea
a en G tal que ([e]y) = [a]x. Entonces para cualquier h en H tenemos que

ol = 0(lelu) = O0([h]u) = O6(h - [elu) = h - O([e]u) = h - alx = [halxk.

Entonces a~'ha esta en K y por lo tanto a 'Ha C K. Ahora 67 '([e]x) =
a5 vy andlogamente al argumento anterior, se sigue que aKa™' C H siy
sélo si K C a'*Ha. Por lo tanto K = a 'Ha.

]

Nota 3.2.5. En la prueba del Lema 3.1.1 se vio una forma de asociar un
homomorfismo de m (X, xo) en X, a la accion del grupo m (X, zo) en la fibra
sobre xq. FEsto se puede generalizar a cualquier conjunto finito X. Conside-
remos una accion G x X — X y una biyeccion h: n — X. Definimos
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f: G — 3, como f(g9)(i) = h™*(g - h(i)) para cada i en n. Ademds, si
h:n— X esotra biyeccion y f': G — %, denota al homomorfismo inducido,
tenemos que h™=' o h' es una permutacion en 3, y para cada g en G

(htol') o flg)o(hoh) = f'(g)

y por lo tanto la clase de conjugacion del homomorfismo f no depende de la
eleccion de la biyeccion.

Lema 3.2.6. Sea G un grupo y H, K < G de indice n. St H y K son conju-
gados entonces los homomorfismos inducidos por la accion por traslacion de
G en G/H y G/K son conjugados.

Demostracion. Como H y K tienen indice n, tenemos biyecciones h;: n —
G/H y hy: n — G /K. Entonces los homomorfismos inducidos fg, fx: G —

%, estan dados por fz(g9)(i) = hy'(g-hi(i)) y fx(9)(i) = hy'(g- hae(i)). Por
el segundo inciso del Lema 3.2.4 existe un G-isomorfismo ¢: G/H — G/K.
Entonces la composicién

-1
_ hi % hy _
n—G/H—G/K—=n

es una permutacion en ¥,,. Asi, para cadaienn y ¢ en GG, tenemos que

(hy* 0o h)(fr(g)(i)) = (hy" 0o hu)(hy (g ha(i))) = hy ' ((g - hu(i))).

Pero ¢ es un G-isomorfismo entonces hy ' (¢(g - hi(i))) = hy*(g - ©(h1(3))).
Por otro lado

fr(g)((hy' 0w ol)(i)) = hy'(g- (ha(hy' 0 g 0 ha)()) = hy' (g (M (i)

y por lo tanto (hy ' o @ o hy)(fu(g))(hy' o pohy)™ = fx(g) para cada g en
G.

]

Lema 3.2.7. Sean G un grupo y f, f': G — 3, homomorfismos conjugados
cuyas acciones inducidas son transitivas. Entonces los subgrupos de isotropia
de i, G; y G’ respectivamente, son conjugados para cada i en mn.

Demostracién. Supongamos que existe o en 3, tal que of'(g)o~t = f(g)
para cada g en GG. Por hipdtesis n es un G-conjunto transitivo y por el primer
inciso del Lema 3.2.4 tenemos G-isomorfismos 6;: G/G; — ny d;: G/G, — n
para cada ¢ en n. De esto se sigue que la composicion

eY e AR N e Ylel
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es una biyeccién. Veamos que es un G-isomorfismo. Sea [a] en G/G) y g en
G. Entonces

0; (o (9i(g-[a]))) = 6; (o (g-dilal) = &; (o (f'(9)(5[al)) = &; " (f(9) (o (d[a])) =
0; (g~ (o(&i[al)) = g - ; *(o(&[a])

Por lo tanto G} y G; son G-isomorfos. Por el segundo inciso del Lema 3.2.4
son conjugados.

]

Proposiciéon 3.2.8. Sea G un grupo. Denotemos por {H < G} al con-
jJunto de clases de conjugacion de subgrupos de G de indice n. Entonces la
funcion

Hom®™ (G, %,)" — {H < G}

n

dada por [f] — [Gi] es una biyeccion, donde G; es el subgrupo de isotropia
de la accion inducida por f para alguna t.

Demostracion. Para cada homomorfismo f: G — ¥, tenemos que los sub-
grupos de isotropia dados por la accién transitiva inducida por f, son de
indice n y también son conjugados.

Definimos ®: Hom®" (G, %) — {H < G} como ®[f] = [G!], donde
G{ es el subgrupo de isotropia de la accién inducida por f para alguna ¢. El
Lema 3.2.7 muestra que ¢ no depende de la clase de conjugaciéon y por lo
tanto esta bien definida.

Para ver que ® es biyectiva, definimos ¥: {H < G}¢" — Hom®" (G, %,)T
como V[H] = [fu], donde fgy es como en la prueba del Lema 3.2.6 que
también nos dice W esta bien definida.

Sea f: G — X, un homomorfismo cuya acciéon inducida es transitiva. En-
tonces tenemos un G-isomorfismo ¢: G/ Glf — 7 para alguna ¢, que en par-
ticular es una biyeccién. Asi, tenemos que un representante de la clase
de conjugacién de W[G!] ests dado por for: G — X, donde f.r(9)(j) =

o(g-o71() =g-7 = f(9)(j), para cada g en G y j en n. Por lo tanto
Vo ®[f] =[f].

Sea H < G de indice n. Consideremos una biyeccién h: n — G/H. Entonces
la accion G' x n — n inducida por fg, estd dada por

g+i=fu(g)(i) =h""(g- hi)).
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Ahora, para cada i en 7, tenemos que i = g -i = h™ (g - h(:)) si y sblo si
h(i) = g - h(i). Por lo tanto, si G(;) denota al subgrupo de isotropia de h(7)
para la accién por traslacién G x G/H — G/H, entonces GfH Gh(iy- Pero
G es conjugado de H, de aqui se sigue que ®oW[H]| = ®[f4] = [GI"] = [H].

O

De las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.8 obtenemos la clasificaciéon usual de aplica-
ciones cubrientes:

Teorema 3.2.9. Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias y semilo-
calmente 1-conexo. Tomemos xo en X. Entonces la funcion

Covf,(X) — {H < m (X, 20)}"

dada por [p] — [p.m1(E, €)] es una biyeccion, donde E es el espacio total del
cubriente p y e estd en p~(xy).

Demostracion. Por las Proposiciones 3.2.3 y 3.2.8 tenemos que la composicién
Covt(X) — Hom® ™ (m (X, x0)", 8p) — {H < m (X, )}

dada por [p] — [fP] — [m1(X,x0)] es una biyeccion, donde (X, xg). es
el subgrupo de isotropia de e correspondiente a la accién inducida por el
homomorfismo f? y e en p~!(z). Ahora, la accién inducida por fP estd dada
por la accién

p (o) x T (X, 20) — p o).

Veamos que (X, zg)e = pam1(F, €). Sea [a] en m (X, xg) tal que [a] - e =e.
Entonces existe una trayectoria &: I — F tal que &(0) = &(1) = ey poa = a.
Esto implica que & es un lazo en e y pi[a] = [po a] = [a]. Por lo tanto
m1(X, To)e < pumi(E, €).

Supongamos que [ es un lazo en e. Entonces p o # es un lazo en xg cuyo
levantamiento que empieza en e es . Ademés, [5] - e = e y por lo tanto
[po B] = p.[f] estéd en (X, xp)e. Asi, p.m1(E, €) es el subgrupo de isotropia
de e y tenemos que [p] — [p.m1(F,€)] es una biyeccién.

O
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