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Introduccion

La tesis central del siguiente trabajo parte de un articulo escrito por Ibrahim
Pourezza y John Hubbard [16], publicado en el anio de 1978, en el cual elegantemente
demuestran una relaciéon geométrica (simple pero contundente) entre dos estructuras
matemdticas muy familiares para nosotros, estamos hablado de la esfera S* y del
conjunto formado por todos los subgrupos aditivos y cerrados del plano real. Dicha
relacion, como veremos en este trabajo, es un homeomorfismo, que vendra precedido
por resultados atin mas inesperados.

El titulo que hemos elegido es también una referencia obligada a las matematicas
implicadas en la demostracion de dichos resultados. De este modo, durante la lec-
tura del presente escrito, y a través de una narracion, que esperamos sea fructifera,
iremos exponiendo los resultados de la teoria de Weierstrass, del andlisis complejo,
de topologia, teoria de grupos, variable compleja, etc. que seran fundamentales para
nuestro trabajo.

En el Capitulo 1 definimos y estudiamos las superficies de Riemman como los
dominios naturales entre los que se definen las funciones holomorfas. Posteriormente
vemos algunos resultados relevantes sobre acciones de grupos. Finalmente, analizare-
mos algunos ejemplos interesantes de superficies de Riemann.

En el Capitulo 2 estudiamos a las funciones elipticas, junto con sus caracteristicas
algebraicas y topoldgicas. Posteriormente vemos con mas detalle teoremas impor-
tantes y resultados relativos a las funciones elipticas. Como desenlace de este capitu-
lo, nos ocuparemos de la construccién formal de las funciones elipticas. Y cerramos
con un breve pero cuidadoso estudio de las propiedades topoldgicas de las funciones
elipticas, y particularmente de la funcién o de Weierstrass.

En el Capitulo 3 estudiamos la relacion de semejanza entre las reticulas de periodos
generados, vemos como se traduce esta relacion a las correspondientes superficies de
Riemman asociadas. También estudiamos a detalle una aritmética muy fina dada por
la accion del grupo modular en el semiplano superior, derivando en el estudio de la
funcién modular J. Finalmente, vemos la definicién de curva eliptica y como se rela-
ciona geométricamente con el toro.
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En el Capitulo 4 estudiamos a detalle el espacio de los subgrupos cerrados de R2,
definiendo una métrica adecuada que nos permita generar una estructura topolégica
en dicho conjunto. Posteriormente todo el trabajo se enfoca en el desarrollo de las
técnicas que nos permiten construir, via homeomorfismos, correspondencias entre ob-
jetos geométricos tales como la esfera S?, el toro, el nudo trébol, y subconjuntos del
espacio de los subgrupos cerrados de R2.

Siendo ésta una tesis de licenciatura, hemos procurado no obviar conclusiones,
optando por hacer hincapié en las demostraciones, y sélo en algunos casos estimamos
suficiente dar una adecuada referencia. Por tltimo, y también en consideracion al
lector, hemos incluido un apartado final o apéndice con teoremas clasicos de variable
compleja.
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Capitulo 1

Superficies de Riemann

1.1. Superficies de Riemann

Las superficies de Riemann son los dominios naturales entre los que se definen las
funciones holomorfas.

Antes de pasar a una definiciéon formal de superficie de Riemann, retomemos el
concepto de variedad.

Una variedad es un espacio topolégico localmente modelado a partir de R™. El
significado del modelo depende de las propiedades o patrones de R"™ que se deseen
preservar y estudiar. Y para su generacion, se busca cubrir adecuadamente la va-
riedad con piezas que posean dicho patrén. En este sentido, un patréon es descrito
operacionalmente en términos de las transformaciones que lo preserven. Finalmente
al hacer que pedazos de R" sean pegados entre si de acuerdo a estas transformaciones
nos permite obtener una variedad con el patron deseado.

El conjunto permitido de funciones o mapeos de pegado debe satisfacer algunas
propiedades naturales.

Definicién. Un pseudogrupo en un espacio topologico R™ es un conjunto G de home-
omorfismos entre conjuntos abiertos de R™, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. El dominio de los elementos g € G es una cubierta de R™.

2. La restriccion de un elemento g € G a cualquier subconjunto abierto contenido
en su dominio, también estd contenida en G.

3. 81 g1,90 € G con gy: U — Vi y go: Uy — Vs, tales que la interseccion Vi N Uy
es distinta del vacio entonces, la siguiente composicion restringida

g20g1: g (ViNUs) = go(ViNUy)

pertenece a G.

11



12 CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

4. Elinverso de un elemento de G estd en G.

5. La propiedad de estar en G es local, esto es, si g: U — V' es un homeomorfismo
entre dos conjuntos abiertos de R™, y U es cubierto por abiertos U, tales que
cada restriccion g | U, estd en G, entonces g € G.

De las condiciones anteriores se observa que todo pseudogrupo contiene la apli-
cacion identidad sobre cualquier conjunto abierto; en este sentido se define al pseu-
dogrupo trivial como aquel que solamente contiene a la identidad. A su vez, el mayor
pseudogrupo definido en R™ es el pseudogrupo Top de todos los homeomorfismos entre
subconjuntos abiertos de R".

Sean G un pseudogrupo en R™ y M un espacio topoldgico, que sea 2-numerable y
de Hausdorff

Definicién. Una carta de coordenadas o sistema local de coordenadas, es un par
(U;, ¢i), donde U; es un abierto en M y ¢;: Uy — R™ es un homeomorfismo sobre su
magen.

Decimos que dos cartas (U;, ¢;) y (U;, ¢;) que se intersectan, esto es que U; N U; # @,
son G-compatibles si el cambio de coordenadas

Yij = ¢iod; ' ¢;(UsNU;) — ¢3(U; N U;)
estd en G.

Definicién. Un G-atlas es una coleccion de cartas de coordenadas G-compatibles
cuyos dominios cubren a M.

Definicién. Una G-variedad de dimension n es un espacio topolégico M, 2-numerable
de Hausdorff, junto con un G-atlas.

Resumiendo, para cualquier pseudogrupo G en R", una G-variedad es una varie-
dad para la cual los mapeos de pegado estan en G.

En particular, una variedad topoldgica es aquella cuyos homeomorfismos de pega-
do estan en Top; un espacio de éste tipo tinicamente posee la estructura topolégica
local de R", y nada mas.

Sea C" con r > 1, el pseudogrupo C" de difeomorfismos entre conjuntos abiertos
de R", entendiendo por difeomorfismo un homeomorfismo diferenciable de orden r
cuya inversa es también un homeomorfismo diferenciable de orden r. Una C"-variedad
serd una variedad diferenciable (de clase C"). Si r = oo una C*-variedad también es
llamada variedad suave.
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Si n es un nimero par, R” puede identificarse con C*2. Sea Hol el pseudogrupo
formado por los mapeos biholomorfos entre los subconjuntos abiertos de C*/2. Un bi-
holomorfismo es un holomorfismo cuya inversa es también un holomorfismo. Observe-
mos que todo homeomorfismo holomorfo es un biholomorfismo. Una Hol-variedad es
una variedad compleja de dimensién n/2, que en el caso particular cuando n=2 es
llamada superficie de Riemann.

Se dice que dos G-atlas en un espacio topolégico M definen la misma G-estructura
si son compatibles, esto es que su union también sea un G-atlas. Por otra parte, la com-
patibilidad entre G-atlas es una relacién de equivalencia y la union de todos los G-atlas
equivalentes (compatibles) en M determina un tnico G-atlas, maximal por construc-
cién. Si bien algunos autores definen variedad a través de una clase de G-atlas o por
un G-atlas maximal, la eleccién de un atlas en particular no es una parte esencial
para la estructura de una variedad. El hecho importante para las clases de variedades
con G-estructuras es la clase de mapeos o aplicaciones que preserven dicha estructura.

Definicién. Una superficie de Riemann, es una I-variedad compleja S.

Si n=2, se puede demostrar que un homeomorfismo es holomorfo si y sélo si es
conforme y preserva orientacion. Por ejemplo, la proyeccion estereografica de la esfera
unitaria sobre C es un mapeo conforme. La coleccion de mapeos que se obtienen al
rotar la esfera y luego aplicarla sobre C mediante la proyeccién estereografica, con-
stituye un atlas para la estructura compleja en S?; ésta es la estructura compleja de
CP!, la esfera de Riemann o recta proyectiva compleja.

Veamos algunos ejemplos de superficies de Riemann.

1. El plano complejo. Sean C con la topologia usual y G el pseudogrupo Hol. Su
estructura compleja esta determinada por el atlas cuya tinica carta es la funcién iden-
tidad id: C — C.

2. Dominios. Supongamos que X es una superficie de Riemann y que ¥ C X
es un dominio, es decir un conjunto abierto y conexo. Luego Y tiene una estructura
compleja natural que hace de éste una superficie de Riemann. Usualmente se escoge
como atlas el formado por aquellas cartas complejas ¢: U — V en X, donde U C Y.
En particular todo dominio ¥ C C, es una superficie de Riemann.

3. La recta proyectiva compleja. Sea CP': = CU {oo} con la menor topologia tal
que los conjuntos abiertos sean los abiertos usuales U C C y los conjuntos de la forma
V U {00}, donde V' C C es el complemento de un conjunto compacto K C C. Con
esta topologia CP' es un espacio topolégico compacto de Hausdorff homeomorfo a la
esfera S2.

Los conjuntos U; := CP'\ {0} = C, U, := CP' \ {0} = C* U {00}, definen
funciones ¢;: U; — C, i = 1,2 del siguiente modo: ¢; es la funcién identidad y
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0 para z = oo.

bo(z) = {1/2 para z € C*,

Ambas funciones son homeomorfismos por lo que CP' es una variedad conexa,
dado que U; y U, son conexos y su interseccion es no vacia.

La estructura compleja en CP' queda definida por el atlas formado por las cartas
¢i: Uy — C,coni=1,2.

Dichas cartas son holomérficamente compatibles, ya que
o1 (U1 NUy) = ¢o(Uy NUR) = C*

y ¢p0 ¢yt C* — C*, dada por z + 1/z, es biholomorfa.

L]

Si S es una superficie de Riemann, diremos que una funcion f: S — C es analitica
u holomorfa si para toda carta (U, ¢) en S, la funcién fo¢t: ¢(U) — C es analitica
en C en el sentido usual, es decir una funcion diferenciable de variable compleja. Dado
que ¢ es un homeomorfismo, tendremos que f es continua en S. Por otra parte, si
(V, ) es una carta en un atlas compatible en S, con U NV # @, entonces ¢o ¢! es
analitica en el sentido usual, y dado que

fop™t=(fog ) o(pop™)

es composicién de funciones analiticas, también sera analitica. Por esta razdn, la
definicién de funcién analitica f: S — C s6lo depende de la estructura compleja en
S y no de un atlas en particular de la clase. Por ultimo, diremos que la funcién f es
analitica en un punto s € S si es analitica en alguna vecindad abierta de s en S.

Sean S; y Sy dos superficies de Riemann. Una funcién continua f: S; — S
se define como holomorfa si para todo par de cartas (Ui, ¢1), (U, ¢2) en S; y So
respectivamente, con Uy N f~1(Us) # @, la funcién

pao fodit: ¢ (UyN 1 (Us) — C
es analitica.

De manera natural, una funcion f: S; — Ss sera llamada biholomorfismo, siempre
que sea biyectiva y tanto f como f~! sean holomorfas.

Del mismo modo en que las funciénes holomorfas f: S — C son llamadas analiticas,
las funciones f: S — CP' son llamadas meromorfas. En éste caso, vimos que CP*
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posee dos cartas complejas (U;, ¢;) con i = 1,2, luego si S es una superficie de Rie-
mann, f: S — CP' es meromorfa si y sélo si las funciones

¢10 f: S\f (o) = C, con s+ f(s)

pp0 f: S\fH0) = C, con s+ 1/f(s)

son analiticas.

También diremos que dos superficies de Riemann Sy y Sy son isomorfas si existe
un biholomorfismo f que transforme S; en Ss.

De las definiciones anteriores se desprende que, si dos superficies de Riemann
son isomorfas entonces seran homeomorfas como espacios topoldgicos. La afirmacion
reciproca no necesariamente es verdadera, pues dos superficies de Riemann pueden
ser homeomorfas e inclusive difeomorfas en el sentido real, sin ser equivalentes, como
veremos con detalle en el caso del toro bidimensional.

1.2. Generalidades sobre acciones de grupos

Sean (G, *) un grupo con identidad e y X un conjunto. Se dice que una funcién
0:GxX —X
es una accion de G en X por la izquierda si,
1. O (e,x) =z, para todo = € X,
2. 0(h,0(g,x)) =6 (h*g,x), paratodo g,h € Gy z € X.

¢ - . % .
Por razones practicas representamos esta acciéon como G ~ X, mientras que a
0 (g, ) lo escribimos simplemente como gz, luego ex =z y h(gz) = (hg) x.

La accién G A X induce para cada g € G' una transformacién ¢,: X — X, dada
por 6, (z) =0 (g, x) . Observemos que las propiedades (1) y (2) implican que 6, es una
funcién biyectiva; en efecto, si 1 # xo € G vamos a demostrar que gxr; # grs, para
ello supongamos que gr; = gz luego 0 (g1, gz1) = 0 (971, gxa), pero 0 (g7, gxy) =
97 (g21) = (97'g) 21 = 21 mientras que 0 (g7, gz5) = g7 (g22) = (97'9) 22 = 22,
contrario a la hipotesis. Ahora para cualquier y € X demostremos que existe x € X
tal que gx =y, en efecto sea x = g~ 'y luego gr = g (g7 'y) = (997 ) y = v.

Los siguientes términos y notaciones son comunes en el estudio de los grupos de
transformaciones.

Seanzr e Xy ACX,
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1. O, ={gz | g € G} es la drbita de x.

El conjunto de orbitas se denota por X /G.

La proyeccion orbital se define como m: X — X /G, con z — O,.

G, ={g9 € G| gx ==z} es el grupo de isotropia o estabilizador de .
Ga={g€ G| gA= A} es el estabilizador de A.

X% ={z € X | gr = z para todo g € G} es el conjunto de puntos fijos de X.
GA={ga|geGyac A}

NS v e W

. s ‘ : . . 0
Definicién. Decimos que A es un subconjunto invariante de X con respecto de G ™

X st GA = A.

Proposicién 1.2.1. Un subconjunto A C X es invariante si y solo si gA C A para
todo g € G.

Demostracion. Claramente si A es invariante se cumple que gA C A. Ahora
supongamos ésto tltimo y veamos que A es invariante, i.e. GA = A, como gA C A
para todo g € G entonces GA C A, en particular eA C GA y por lo tanto GA = A.

OJ

Proposicion 1.2.2. Dos orbitas cualesquiera son iguales o ajenas.

Demostracion. Sean © # y € X y supongamos que O, N O, # &. Luego sea

u € O, N0y, Asi u = gx = hy para algun g,h € G. Observemos que GO, = O,,

entonces h'u € O, pero h'u = h™'(hy) = y, luego O, C O, (andlogamente
O, C O,), y por lo tanto O, = O,.

O

Por lo anterior, si definimos una relacién ~ en X de modo que x; ~ x5 si existe
g € G tal que 1 = gxq, es en efecto una relacion de equivalencia y las clases de
equivalencia son precisamente las 6rbitas de X. El conjunto de clases de equivalencia
X/ ~ es el conjunto de érbitas X /G.

Proposiciéon 1.2.3. El estabilizador G 5 de cualquier subconjunto A no vacio de X
es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean g,h € G 4. Como hA = A se cumple que gA = g (hA) =
(gh) A = A, entonces gh € G 4. Ahora sea g € G4, como gA = A, observemos que
g1A=9g"1(gA) = (g7'g) A= A. Luego g~! € G4 y por lo tanto G4 < G.

O

Si x € X el estabilizador de x es un grupo y de hecho es el mayor subgrupo de G
que fija a x. En particular 2y € X si y sélo si G, = G.
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Proposicién 1.2.4. Para todo g € G y cada v € X, Gy = gGog97".

Demostracion. Sea h € Gy, Si k = g~'hg entonces k € G, ya que (g thg)z =
gt (h(gz)) =g ' (gz) = . Luego h = gkg™', y asi Gy, C gG.g~". Reciprocamente,
si k € G, entonces gkg™t € G, puesto que (gkg™') gz = gk (g7 'gz) = g (kx) = gx,
ast gG,g7" C Gy

[l

De este modo cualquier subgrupo H de G conjugado a GG es el grupo de isotropia
de algiun punto de la orbita de x. Asi los grupos de isotropia de puntos en la misma
orbita son conjugados y todos ellos constituyen la clase conjugada

(H)={gHg'|g € G}
de H = G, para algin punto x de la 6rbita.
Ahora bien, se dice que una accién de G A X es

1. Trivial si G, = G para todo x € X.

2. Libre si G, = {e} para todo = € X.

w

. Efectiva o fiel si (| G, = {e}.

zeX

4. Transitiva si tiene una sola orbita.

. oo . . .. . 0 .,
Definicién. Si X es un espacio topoldgico, diremos que G ™~ X es una accién por
homeomorfismos si, 0,: X — X es continua para todo g € G.

La definicién se justifica pues 6, es un homeomorfismo. En efecto, dado que
g~! € G la transformacién 6,-1 existe, es biyectiva y continua. Luego tiene senti-
do pensar en el homomorfismo inducido por € como, ©: G — Homeo (X), donde
Homeo (X) es el grupo de todos los homeomorfismos de X sobre él mismo.

Si la accién @ es efectiva, © sera inyectivo por lo que G es isomorfo a un subgrupo
de homeomorfismos de X. Por otro lado, cuando # es transitiva X es un espacio ho-
mogéneo, esto es, para dos puntos arbitrarios z; y xo de X existe h € Homeo (X) tal
que h(x1) = zs.

Como antes, sea (X,7) un espacio topoldgico y m: X — X /G la proyeccion

orbital. Podemos caracterizar a la topologia cociente o en X /G como la topologia
mas fina para la cual 7w es continua. Explicitamente o puede describirse como

c={UeX/G|r'Uecr}.

Sin embargo en nuestro caso, no podemos asegurar que la topologia ¢ exista, a menos
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., . 0 .
de dar como parte de la hipdtesis que G ~ X sea una accién por homeomorfismos.
A reserva de exhibir un ejemplo concreto, analicemos un poco el porqué de esta de-
pendencia.

Se puede demostrar que para todo subconjunto U de X, 7~ }(nxU) = UgeG gU.
Ahora bien, supongamos que « es una topologia en X /G tal que m: (X,7) —
(X /G, a) es continua, luego dado U € X tendremos que 7 !((nU)) € 7,81 V =
71 ((7U)) es claro que 7V € «, y por la continuidad de 7 deberfa ocurrir que
7! (7V) € 7 lo cudl es verdad siempre que |J,.;9V € 7. Pero si cada g € G
no transforma homeomorfamente a X, no podemos asegurar que |J gec 9V € T; por
ejemplo bastaria un gy € G, tal que goV C (7~ !(xV)) para que Ugeq 9V & 7. Luego
no necesariamente se cumple que 7~ 1(B) € 7 para todo B € «, contrario a la suposi-
cion de la continuidad de 7.

.., . . 0 Ny
Por lo tanto, es una condiciéon necesaria pedir que G ~ X sea una accion por
homeomorfismos si queremos definir bien una topologia cociente en X /G. Por ltimo,
notemos que la proyeccion orbital es abierta. En efecto, ya que para todo subconjunto
U de X se cumple que 77 1(7U) = Uyeq 9U, v si U € 7 entonces gU € T por ser g un
homeomorfismo, as{ 7! (7U) es un abierto de X.

. e . . , 0 ..
Proposicién 1.2.5. 5i X es un espacio topolégico y G ~ X es una accion por
homeomorfismos, tendremos que

1. 8i X es conexo, localmente conexo, compacto o localmente compacto, entonces
respectivamente X /G también lo serd.

2. 5 X es 2-numerable, entonces X /G es 2-numerable.

Demostracion. En efecto, dado que 7 es una aplicacion abierta, si C' es una vecin-
dad conexa o compacta de z en X, m(C') es una vecindad conexa o compacta de 7(z)
respectivamente, de donde se sigue el inciso (1). Por otra parte, si 8 es una base de
X, entonces m(B) = {n(V) | V € B} es base de X /G, justificandose (2).

O

. o2 . 0 ., . .
Definicién. Si G ~ X es una accion efectiva por homeomorfismos y si X es local-
mente compacto, se dice que la accion de G es propiamente discontinua si para todo
subconjunto compacto K de X, el conjunto de g € G tales que gK N K # & es finito.

Proposicién 1.2.6. Sea G un grupo que actiia por homeomorfismos en una variedad
topologica X . Si la accion de G es libre y propiamente discontinua entonces, con la
topologia cociente, X /G es Hausdorff y admite una estructura de variedad topologica
inducida por la aplicacion cubriente X — X /G.

Demostracion. Supongamos que la accion es libre y propiamente discontinua, dada
r € X tomemos una vecindad U de x que solamente intersecte una cantidad finita
de veces sus traslaciones gU. Usando el hecho de que X es Hausdorff y que la accion
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es libre, seleccionemos una vecindad de x cuyas traslaciones sean todas disjuntas.
Entonces cada traslacién aplica homeomorfamente su imagen en el cociente, luego la
imagen es cubierta uniformemente. Y dado que x fue arbitrario, se sigue que el espacio
cociente X /G es una variedad (no necesariamente Hausdorff) y la aplicaccién co-
ciente es una aplicacion cubriente. Recordemos que una funcién continua f: X — Y
es una funcion cubriente si todo y € Y tiene una vecindad V tal que f~'(V) consiste
de abiertos disjuntos que son aplicados homeomorfamente sobre V' por f, en tal caso
X sera un espacio cubriente de Y.

Veamos que el cociente es Hausdorff, en efecto supongamos que y y x son puntos

de X en érbitas distintas, sea K la union de dos vecindades compactas disjuntas de y

y x, que no contengan traslaciones de y 6 x, entonces K\ J i € aun es unioén de

vecindades de y con vecindades de x y dichas vecindades se proyectan en vecindades
disjuntas en X /G.

O

Si h: X — Y es una funcién continua entre dos espacios topoldgicos; diremos que
h es un homeomorfismo local si para cada punto x de X existe un abierto U de x
tal que h(U) sea un abierto de Y y h |y: U — h(U) la restriccién de h en U sea un
homeomorfismo.

Proposicion 1.2.7. St G es un grupo que actia en una superficie de Riemann S
mediante homeomorfismos conformes que preserven orientacion de forma tal que la
accion sea propiamente discontinua y libre, entonces S /G es una superficie de Rie-
mann.

Demostracion. Sea Kg el atlas que determina la estructura compleja de S. Como
antes, para todo g € G definimos el automorfismo 6,: S — S dado por 6,(z) = gz,
que abreviadamente lo representaremos por g.

Por hipdtesis g es un biholomorfismo de S en S, esto es, que para todo par de
cartas (Uy, ¢1), (Ua, ¢2) en Kg tales que

U1 N g_lUg 7£ @7
la funcién compleja

gaogodrt: ¢1(UyNg 'Uz) — C, (1.1)

es biholomorfa.

Vamos a construir un atlas que nos permita determinar la estructura compleja

en S /G inducida por la acciéon del G en S. Sabemos que para toda z € S existe
., 0 . .

(Ui, ;) € Kg tal que z € U, luego como la acciébn G ~ S es propiamente dis-

continua y libre, podemos encontrar un abierto A, en S que contenga a x tal, que
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Figura 1.1: S /G

9aAz N gsA, = @ para todo go,gs € G con g, # gp. Luego, si B; = A, N U; sea
V; = n(B;). Claramente V; es un abierto en S /G.

Proponemos el par (V;,d;) con g € Gy &; = ¢i|p, 0 g~ on Y p,, como una carta
en S,/G. Sea entonces Kg ¢ el conjunto de todas las cartas asi obtenidas.

Por construcciéon, Kg, ¢ es un conjunto de cartas cuyos dominios cubren a S/G,
por otra parte J; es composiciéon de homeomorfismos; finalmente observemos que &;
no depende de la elecién de g.

Vamos a demostrar que, para todo par de cartas (V;,0;) y (V;,0,) tales que
VinvV; # o, (1.2)
el cambio de coordenadas es holomorficamente compatible. Es decir, la funcién
8007 8;(VinVy) = 6i(VinV))

es un biholomorfismo.
En efecto,

5i00:t = (dilp ogtom Yem,) o (d5lp, 09 om Yem,) "
= (til,og  om yp,) 0 (nlgs, 0 g0 'IB,)
= ¢ilg,og tom yp, 0 T|gB, 0 g © ¢J-_1|B]-

= ¢ilg, 00005 s,
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donde

=g o yp om|gm, 0g.

Hagamos también,
1

- —1
§ij=9 om |gBi,j7

N’i,j = gz,j(m N ‘/J)a

claramente ¢ transforma homeomorfamente N; en NV;.

Sea v € N, por (1.2) se cumple O, NN; # &, luego existe g. € G tal que g.v € N;.
Si g.N; # N;, entonces uno de los casos siguientes se cumple:

1. g*Nj C N;
2. N; C g*Nj

Suponiendo el primer caso tomemos n € N; de tal forma que n ¢ g, N;, por (1.2)
sabemos que existe g, € G tal que g, 'n € N;. Se sigue entonces que g, og; ' N;NN; #
@: lo cual contradice la construccién de B;. Andlogamente, para el segundo caso sea
p € g.N; tal que p ¢ N;, y como antes por (1.2) sea g5, € G tal que gpp € N;, de
donde se sigue que g, Lo 9«N; N g.N; # @&; contrario a la hipdtesis de construccién
de B;. Finalmente para el tercer caso, sea n € IN; tal que n € 0g.N; N NN;, luego por
(1.2) sea g, € G tal que g;n € N;, y dado que G acttia en S por homeomorfismos, se
sigue que g; 'N; N g.N; # @, entrando una vez mds en contradiccién con la hipGtesis
de construcciéon de B;.

Por lo tanto, existe un unico g, € G tal que ¢g,/N; = N;. Y por lo tanto ¥ = g..

Reescribiendo §; o (5;1, obtenemos

0; © 5]—1 = ¢1|BL O g« © ¢j_1|Bj

en el dominio de su definicion.

Como vimos ya, (B;, ¢i|s,) ¥ (B}, ¢j|p,) son dos cartas en Ky tales que
B,N9'B, £ 2,

donde

—1 —1 —1
07 =g oy, 0y, 0.

Luego, por (1.1) sabemos que

i

B, ©9s°¢; | : &5lB,(B;jNg, ' Bi) = C



22 CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

es un biholomorfismo y por lo tanto
5061 6;(V;NV;) = 6;(V;inVj)

es un biholomorfismo.

Veamos algunos ejemplos.

1. El Toro C /). Sean w;,ws € C tales que Im(wy/wy) # 0y
Q = {nw; +mwy | n,m € Z},

la reticula generada por w; y we. Como sabemos, €2 es un grupo aditivo. Definimos

QA Cdela siguiente manera, w(z) = w+z dondew € Qy z € C. La accién estd bien
definida, pues si e es la identidad en €2 entonces e(z) = z para todo z € C, a su vez
w;(wi(2)) = (wj + w;)(2) para todo w;,w; € Vy z € C.

Dicha accion define una relacién de equivalencia en C, a saber, z; ~ z5 si existe
w € ) tal que w+ z1 = 29, es decir si z; — 29 € (2. Observemos que las traslaciones en
C son conformes y preservan orientacion, ademés, w + z = z si y sélo si w = 0, esto
implica que la accion es efectiva y libre. Finalmente si K es un subconjunto compacto
de C claramente es acotado, por otra parte las traslaciones w + K con w € €) tnica-
mente pueden intersectar a K un nimero finito de veces, de otro modo €2 no podria
ser discreto, luego la accién es propiamente discontinua y por lo tanto en virtud de
la Proposicion 1.2.7, C 7€) es una superficie de Riemann.

Finalmente, sean 7: C — C_ 7€) la proyeccién candnica y V' C C un abierto tal,
que dos puntos cualesquiera de V' no sean equivalentes bajo €. Entonces U := 7 (V)
es abierto y m | V' — U es un homeomorfismo. Su inversa ¢: U — V es una carta
compleja en C,7Q. Sea R el conjunto de todas las cartas obtenidas de este modo.
Por la Proposicion 1.2.7, sabemos que todo par de cartas en R es holomoérficamente
compatible y que el atlas obtenido es unico (salvo equivalencias). Asi C /(2 posee la
estructura compleja definida por el atlas complejo fR.

2. El cilindro C/aZ. Sea oZ, = {an | o € R}, claramente aZ es un grupo, por lo

que aZ A C define una relacién de equivalencia en C, e.d. z; ~ 25 si existe w € aZ tal
que w+ z; = 29, es decir si z; — 29 € aZ. Las traslaciones en C son conformes y preser-
van la orientacion, ademéas: w + z = z si y sélo si w = 0, esto implica que la accién
es efectiva y libre. Finalmente si K es un subconjunto compacto de C claramente es
acotado, por otra parte las traslaciones w + K con w € aZ tinicamente pueden inter-
sectar a K un nimero finito de veces, de otro modo aZ no podria ser discreto, luego la
accion es propiamente discontinua y por lo tanto C ~aZ es una superficie de Riemann.

Finalmente, sean 7: C — C_“aZ la proyeccion canénica y V' C C un abierto tal
que dos puntos cualesquiera de V' no son equivalentes bajo aZ. Entonces U := 7 (V)
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—C/Q

Figura 1.2: El Toro X

Figura 1.3: El cilindro C /aZ
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€2 w2

Figura 1.4: El Toro médulo 7: 2z — —z

es abierto y m | V' — U es un homeomorfismo. Su inversa ¢: U — V es una carta
compleja en C aZ. Sea R el conjunto de todas las cartas obtenidas de este modo.
Por la Proposicion 1.2.7, sabemos que todo par de cartas en R es holomoérficamente
compatible y que el atlas obtenido es tnico (salvo equivalencias). Asi CaZ posee la
estructura compleja definida por el atlas complejo fR.

3. El toro médulo 7: z — —z . Sean Q = {nw; + mwy | n,m € Z} y la corre-
spondiente superficie de Riemann X = C, 7). Sea A el subgrupo de automorfismos
del plano complejo, dado por las funciones id: z — 2z y 7: 2z — —z. Claramente A es

un grupo. Definimos A A X de manera natural, si ¢ = 7 entonces g(w) = —w y si
g = id entonces g(w) = w, con w € X. La accién estd bien definida, pues si e es la
identidad en A entonces e(w) = w para todo w € X, a su vez g;(g;(w)) = (gi 0 g;)(w)
para todo g;,9; € Ay w € X.

Dicha accién define una relacién de equivalencia en X, a saber, w; ~ wy si existe
g € A tal que g(w;) = ws. Al conjunto de todas las clases de equivalencia lo represen-
tamos por X /7. Al identificar el cociente X /7 y hacer el pegado correspondiente
[Fig.(1.4)], generamos una superficie con cuatro “conos”, homeomorfa a la esfera S

A diferencia de los ejemplos anteriores, A no actia libremente en X. En efecto,
sean wy,wq € C con Im(wy/wy) # 0 tales, que Q = {nwy + mws | n,m € Z}; haciendo
€1 =wi/2, 3 =wq/2, e3 = (w1 +w1)/2y eg = 0 es claro que e; ~ —e; médulo €2 (con
i € 1y), luego en X, g(e;) = e; para todo g € A.
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Veamos como es la accién con los demas puntos. Sea z; en el paralelogramo P
formado por w; y ws, si escribimos a z; como combinacién lineal de dichos periodos,
tendremos z; = aw; + bwy con a, b € R, notemos que |al,|b| < 1. Ahora bien, recorde-
mos que z; ~ 2z modulo €2 si existe w € €2 tal que w + 25 = 2, en particular sea
z9 = —21, luego si w = pwy + qwy con p, q € Z, entonces z; ~ 2g si

(p— a)ws + (¢ — b)wy = aw; + bws,

(i.e. sip=2ay q=2b), luego p,q € Z siy sélosia=m/2y b=mn/2 con m,n € Z,
pero si m,n # 0,1, entonces |al,|b| > 1, lo cual contradice el hecho de que z; € P.

De modo que si z; # 0, eq, €9, €3, entonces z; no es congruente con —z; médulo
2, y por lo tanto A, = {e} para todo w € X\{[0], [e1], [e2], [e3]}, es decir Gnicamente
existen cuatro puntos fijos en X bajo la accién de A. Fuera de éstos cuatro puntos
la accién es libre y propiamente discontinua, puesto que la cardinalidad de A es finita.

No obstante, a pesar de que la accién no es libre, el cociente X /A tiene una tinica
estructura de superficie de Riemann, que hace a la proyecciéon una funcién holomorfa.

Mas adelante, vamos a exhibir una estructura compleja para X.
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Capitulo 2

Funciones Elipticas

2.1. (Generalidades de las funciones periddicas

Sea f una funcién meromorfa definida en el plano complejo C. Un ntimero complejo
w se llama periodo de la funcién f, si

fz+w) = [f(2)

para todo z € C. Si existe un periodo w # 0 diremos que la funcion f es periddica.

Por ejemplo, la funcién exponencial e* tiene periodo 27i. Las funciones trigonométri-
cas sen(z) y cos(z) tienen perfodo 27. En particular, w = 0 es perfodo de cualquier
funcion.

Designemos por {2y C C al conjunto de todos los periodos de la funcién f. A priori
destacamos dos propiedades importantes de €2y, una algebraica valida para toda fy
otra topoldgica valida para funciones meromorfas f no constantes

1. El conjunto 2y es un subgrupo del grupo aditivo C.

2. Bl conjunto ¢, con f una funcion meromorfa no constante definida en C, es
discreto.

Para la primera propiedad si o, 8 € €1y, tendremos que

fE+a+8)=f((z+a)+8)=f(z+a)=[(2),

asi a + B € (2y. Ademss si o € €2y, entonces
flz=a)=f(z—a)+a)=[(z2)

de modo que —a € Q. Finalmente f (z +0) = f (2), luego 0 € Q.

Para la segunda propiedad, si {1y no es discreto, existe w € {1 tal, que toda vecin-
dad U de w contiene puntos de 2y —{w}. Tomando como vecindades discos con centro

27
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en w y radios que tiendan a cero, obtenemos una sucesion de periodos w, # w tal que
lim,, 00 Wy, = w. Puesto que w,w, € Uy, se tiene f (w) = f(0) = f (w,). Ahora bien
si f(0) = oo, habria una sucesién convergente de polos de f, sin embargo recordemos
que f es una funcién meromorfa y por lo tanto se puede expresar como el cociente de
g v h dos funciones holomorfas, asi f = g/h y dado que g(w,)/h(w,) = oo tendremos
que h(wy,)/g(w,) = 0, es decir h(w,) = 0, finalmente del Teorema A.2.5 se sigue que
la funcién h es idénticamente cero en C, y por lo tanto f es una funcién constante.

Por otra parte, si f(0) # oo, la funcién meromorfa g (z) = f(z) — f (0) tendria
una sucesion convergente de ceros, y por el mismo teorema g (z) resultaria ser idénti-
camente cero, y en consecuencia f seria constante, llegando en ambos casos a una
contradiccion.

O

Sea w' # 0 algun periodo de una funcién meromorfa no constante f. Por lo que
vimos, el disco |z] < |w'| tiene una cantidad finita de elementos de €2¢. Ahora, tome-
mos un periodo wy € |z| < || tal que para todo w € ¢\ {0}, se cumpla |w;| < |w].
Todos los nimeros de la forma mw; con m € Z, son periodos de la funcién. Geo-
métricamente los nimeros mw, pertenecen a una recta real L que pasa por el origen
de coordenadas y por el punto wy.

Veamos ahora como cualquier periodo de la funcion f ubicado en la recta L, es de
la forma nw; con n € Z. Suponiendo lo contrario, sea w un periodo distinto de cero
representado por un punto en la recta, situado estrictamente entre nw; y (n + 1)w;.
Entonces 0 < | — nwy| < w1, pero @ —nw; es un periodo distinto de cero contenido
en |z| < |wi], lo cual contradice nuestra hipdtesis. En este caso, Q2 ~ Z.

Definicién. Si todos los periodos de la funcion f son de la forma nwy, decimos que
f es una funcion simplemente peridédica. El periodo w; se define como periodo fun-
damental de la funcion f; y estd bien definido salvo por un signo.

Si la funcién meromorfa f tiene periodos w’ fuera de la recta L, éstos no pueden
ser multiplos enteros de w;. En tal caso, el disco |z] < |w'| posee una cantidad finita
de elementos de Q7 \ L . Sea wy € |z| < || tal, que |ws| < |w| para todo w € Qf \ L,
entonces wy es un periodo fundamental de la funcién sobre la recta L' que pasa por
el origen de coordenadas y por el punto ws. Asi, todo periodo contenido en esta recta
es un miultiplo entero del mismo.

Obsérvese que los periodos w; y wy son linealmente independientes en el campo C
sobre R, pues al estar contenidos en L y L’ respectivamente, la razén wy/w; no es real.
Luego cualquier niimero complejo w puede escribirse como A\jw; + Agws con A, Ao € R.

Mas aun, cualquier periodo de la funcién f es de la forma njw; 4+ nswo,
con ny,ne € Z. En efecto, sabemos que existen enteros mq,mo tales que
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A —ma] < %, Ao —mo| < % Si w es un periodo cualquiera de f, también lo
sera W = w — MWy — MaWs.

Y puesto que w = A\jwi + Aawo, se tiene

0] = |[AMwi + Aaws — mywy — maws| = [(A — my)wy + (Aa — ma)ws| <

< A = mullwr] + [Ag = mallwa| < Flwi| + Flwa| < Flwa| + glwa| < wal,
puesto que |w;| < |w| para todo |w| € Qf \ {0}.

De modo que |&] < % |wi| + 1 |ws| < |ws|, donde la primera desigualdad es
estricta ya que ws no es un multiplo real de w;. Por la manera en que wsy fue
escogido, se sigue que w debe ser un multiplo entero de w; y por consiguiente
w tiene la forma njw; + nows (ny,ne € Z). Por lo tanto, en el caso considerado
existen dos periodos tales, que cualquier periodo de la funcion f se expresa en
forma tnica, como una combinaciéon lineal entera de estos dos periodos w; y wo. En
este sentido, decimos que la funcién es doblemente periédica, notemos que 0y ~ Z x Z.

Definicién. Una funcion es eliptica, st es meromorfa y doblemente periddica.

Definicién. Diremos que 2 C C es un modulo o reticula, si € es un subgrupo aditivo
de C isomorfo a Z x Z y €2 no estd contenido en ninguna recta real.

Dado un médulo €2 en C, dos niimeros complejos 2, 2o € C seran congruentes
(21 ~ z3) médulo € si ocurre que z; — 2o € €.

La congruencia médulo €2 es una relacion de equivalencia en C, que induce de
forma natural una particién de C en clases de equivalencia.

Una manera alternativa de pensar esta particién en clases del plano complejo,
es dejando que €2 actie en C como un grupo de transformaciones. Asi cada w € ()
define una traslacién t,,: z — 24w de C, y puesto que ty, 1, = tw, 0tw,, los grupos
y {t. | w € 2} son isomorfos. Por esta razén, dos puntos z1, 23 € C son congruentes

modulo €2 si y soélo si, estan contenidos en la misma érbita bajo la accién del grupo
Qen C.

Definicién. Un subconjunto cerrado P de C se define como una regiéon fundamental
para €2, st

1. Para cada z € C, existe un punto de P en la misma 2-0rbita que z, esto es,
cada z € C es congruente con algun punto de P.

2. Dos puntos al interior de P, siempre estdn contenidos en 2-orbitas distintas,
es decir, nmingun par de puntos al interior de €2 son congruentes.
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w3

w2

w1

Figura 2.1: Region fundamental P para (2

Por ejemplo, sea 2 = Q(wj,wy) el mddulo generado por {wi,ws} con
Im(wy/wy1) # 0, podemos ver que el paralelogramo P formado por los vértices
0, wy, wo ¥y wy + we, es una region fundamental para €. Al conjunto P se le conoce
como paralelogramo fundamental de €2, con respecto a {wy,ws} .

Si P es cualquier regién fundamental de € y ¢t € C, el conjunto
P+t={z+1t]z€ P} nuevamente serd una regiéon fundamental.

Definicién. Dos periodos {w1,ws} de una funcidn eliptica no constante f, constituyen
una base para el mddulo Qy si cualquier periodo w de f puede expresarse univocamente
como una combinacion lineal entera de wi y ws.

Claramente un par de periodos fundamentales {w;,ws} de una funcién eliptica
no constante tales que Im(wy/w) # 0, son una base para el médulo €.

En general nos referimos a un par de periodos que constituyen una base para
2y como un par de periodos bdsicos. Notemos que si {wy,ws} es un par de periddos
bésicos, también lo seran {w1, kwy + wo} con (k € Z).

Una relacién inmediata entre dos bases {wy,ws} y {w],wh} es la siguiente: como
{w1,ws} es una base, existen a, b, ¢, d € Z, tales que

wh = awsy + bw;
Wy = cwy + dw;
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matricialmente, esto significa que

(2)=(0a)(2)

Esta relacion también es valida para los conjugados complejos
(Zi Z?>_(ZZ>(X Zf) (2.1)
Como {w},w})} también es una base, resulta
(ce)-(v i) (4% o
De (2.1) y (2.2) tenemos
(=2)=(o0)(eh)(=22)  es

Notemos que el area del paralelogramo fundamental es distinta de cero, esto es
que woly — w1y # 0, pues de otro modo wey = wiws de donde wy/wy = wy/wsy. Esto
ultimo tiene sentido si y sélo si wy/we € R, i.e. wy = Awy con A € R, es decir wy y we
son linealmente dependientes en el campo de los niimeros reales, lo cual es imposible
ya que {wy,ws} es una base.

conad,l,d,d €.

Por la teoria del dlgebra de matrices, sabemos que una matriz con determinante
distinto de cero tiene inversa. Si multiplicamos (2.3) por la inversa de

Wy  Wo

wp Wi
a b\ a v
c d d d

obtenemos:

(07

y por lo tanto
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lo cual implica

a
C

b JR—
J1=
Esto demuestra el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.1. Dos bases cualesquiera del mismo modulo estan conectadas por
una transformacion M € SL(2,7Z) , el grupo de matrices 2 X2 invertibles con entradas
enteras.

2.2. Propiedades de las funciones elipticas

Sea f(z) una funcién eliptica con médulo de periodos €2, ya mencionamos que
z1 es congruente con zy, 2z = 2o (mod Q), si la diferencia z; — 2o estd contenida en
Q, i.e. 21 = 2o + nwy + mwy. Evidentemente f toma los mismos valores en puntos
congruentes y puede ser vista como una funcion sobre clases de equivalencia, o sea
una funciéon meromorfa definida en C ).

Por otro lado, si f, g son dos funciénes elipticas tales que su reticula de periodos
es (), diremos que ambas funciones son elipticas respecto de 2. Luego entonces,
f+g, f—g, fgy 1/g (si g #0) son funciones elipticas respecto de Q2. De modo que
el conjunto de todas las funciones elipticas respecto de €2 es un campo, mismo que
denotaremos por E(f2).

Teorema 2.2.1. No existe una funcion eliptica holomorfa no constante.

Demostracion. Supongamos que si. Sea f (z) una funcién eliptica, analitica en el
paralelogramo cerrado de perfodos P donde sabemos es continua y, por consiguiente
estar acotada en valor absoluto |f (z)| < C, y dado que en cualquier punto del plano
z, la funcion toma el mismo valor que en su respectivo punto congruente z' € P, la
desigualdad obtenida debe cumplirse en todos los puntos del plano, luego, en virtud
del teorema de Liouville, f es constante.

O

Un corolario inmediato es el siguiente.

Corolario 2.2.2. Una funcion eliptica no constante, tiene al menos un polo en
cualquier paralelogramo de periodos.

Notemos que el nimero de polos pertenecientes a un paralelogramo P de periodos
bésicos {wy,ws} de una funcién eliptica f es finito, de otro modo habria un punto de
acumulacion en la cerradura de P, en consecuencia no seria discreto y una vez mas,
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a+ ws

a + wo

a+ wi

Figura 2.2: Traslacion por a

en virtud del Teorema A.2.5 la funcidn seria constante.

Si consideramos un paralelogramo P* a partir de otra pareja de periodos basicos
Wi = mwi + nwa, Wy = pwi + qwa, con mq — np = 1, a cada polo o € P* le
corresponde un unico polo a € P congruente con él y reciprocamente. Efectivamente,
dado que f es periddica, su desarrollo de Laurent en un entorno de «, se transforma
en el desarrollo en un entorno de a* mediante la sustitucion de z — a* por z — «
sin que se alteren los coeficientes. A causa de ello la suma de los 6rdenes de todos
los polos pertenecientes a un mismo paralelogramo de periodos no depende de la
eleccion de la pareja de periodos basicos. Esta suma invariante es llamada el orden
de la funcion eliptica.

Teorema 2.2.3. La suma de los residuos de una funcion eliptica f, respecto de todos
los polos situados en el paralelogramo de periodos P, es igual a cero.

Demostracion. Si en la frontera P del paralelogramo cerrado P no hay ningin
polo de la funcién, entonces dado que f es meromorfa y analitica en 0P, tendremos
que (1/2mi) [,, f(2) dz es igual a la suma de sus residuos al interior de P.

Por el contrario, si en P hay polos de la funcién no incluyendo los polos situados
en el lado derecho y superior de P ni en el vértice inferior derecho o superior izquierdo
de P. Podemos sustituir 0P por la frontera 0P, de un paralelogramo P, con lados
paralelos e iguales, respectivamente, a los lados del paralelogramo P, de manera tal
que en 0P no exista ningtin polo de la funcién f, y todos los polos pertenecientes a
P estén contenidos en su interior y sélo estos. Para este fin, ver fig.2.2, es suficiente
desplazar 0P por la diagonal del paralelogramo P en direccién desde el vértice ws
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hacia el vértice O en una magnitud menor que la distancia desde el conjunto de
polos en P, hasta el conjunto de puntos pertenecientes al lado de la derecha y al lado
superior. Si w3 = wy + wy, sean a,a + wy,a + w3 y a + wsy, los vértices del circuito de
integracién 0F,, ciertamente si P, coincide con dP, a = 0. Entonces

1 1 a+w1 1 a+w3
— dz = — d — d
i | T de = [ @ o [ e
s 2 [T ae [ fe
— z+ — z) dz
2700 J gy 270 J ot

La suma de la primera y tercera integrales del segundo miembro, asi como la suma
de la segunda y cuarta integrales, es igual a cero. En efecto, si la ecuacién del lado
que une los vértice a y a +wy es z = a + wit, 0 <t < 1, entonces

1 a+wi

— t)
2m J, /(@ 2m/fa—|—w1

La ecuacién del lado que une los vértices a 4 wsy; a 4+ ws, se puede escribir de la forma
z=a+ws+wit, 0 <t <1.Y por consiguiente

1 a+wsz -1 a+wi+wsz
— dz = — d
2mi a+twi+tw2 f <Z> : 2mi atwa f (Z) :
- / fla+wy+wit) dt
o
= t) 24
2m/ f Zt wit) ( )

Vemos que la suma de las dos integrales calculadas es igual a cero. Analogamente
nos convencemos que las suma de las dos integrales restantes del segundo miembro
de la igualdad (2.4) es igual a cero, por lo que

L. f(z) dz2=0

211 P,

y por lo tanto, la suma de los residuos de la funcién f respecto de todos los polos que
estan situados en el interior de JP, es igual a cero.

O

Corolario 2.2.4. El orden de una funcion eliptica f no constante, no puede ser
menor que dos.
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Demostracion. Si en el paralelogramo de periodos de f, hay un tnico polo simple

«, entonces la parte principal del desarrollo de Laurent de la funciéon f en un entorno

del punto « obligadamente es de la forma A/(z — a), donde A es el residuo de la

funcion f respecto del punto a. Por lo demostrado en el Teorema 2.2.3, A = 0, de

donde se deduce que f no tiene polos en el paralelogramo de periodos, finalmente por
el Teorema 2.2.1 concluimos que f es constante.

O

Teorema 2.2.5. Sea f una funcion eliptica no constante, entonces la cantidad
de raices de la ecuacion f(z) = c pertenecientes al paralelogramo de periodos, no
depende de c y es igual al orden N de la funcion eliptica, contando multiplicidad.

Demostracion. Para ¢ = oo, el Teorema se deduce de la definicion de orden de
la funcion eliptica, por lo que supondremos ¢ € C. Sea P uno de los paralelogramos
de periodos de f tal, que contenga en su interior a todos los polos y a todas las
preimégenes de ¢ bajo f. Entonces f'/(f — ¢) es meromorfa y como 0P no contiene
polos ni ceros de f, se sigue que f'/(f — ¢) serd analitica en JP. Luego podemos
integrar a f'/(f — ¢) a lo largo de OP. Observemos que la funcién f'/(f — ¢) , siendo
una combinacién racional de las funciones elipticas f’ y f, es también una funcién
eliptica con los mismos periodos w; y wy. Por ello, le podemos aplicar el argumento
del Teorema 2.2.3 y por consiguiente:

1 f'(2) dz

— LT

2mi Jop, f(2) —c

Los tnicos polos de f"/(f — ¢) son los ceros de (f — ¢) y los polos de f’. Ahora,
supongamos que (f — ¢) tiene un cero en z = a de multiplicidad k, por lo tanto para
valores cercanos de a, tendremos f(z) — ¢ = (z —a)" ¢ (2), donde g es analitica y
g (a) # 0. Entonces, para valores cercanos de a se tiene, f'(2) = k(z —a)* ' g (2) +

(z—a)* ¢ (2) y por ello

) kg
fE—c z-a g2

para valores cercanos de a, por lo tanto f'/(f — ¢) tiene un residuo k en z = a.
Analogamente f (z) —c = (z —a) " g (2), nos dice que f'/(f — ¢) tiene un residuo —k
en cada polo de multiplicidad k de (f — ¢). Y dado que la suma de los residuos de
1'/(f —c) es cero, el nimero de ceros de (f —c) estd obligado a ser igual al nimero de
polos, contando multiplicidades, por lo tanto la ecuacién f (z) = ¢ tiene N soluciones.

O

Teorema 2.2.6. La suma de todas las preimdgenes de ¢ bajo una funcion eliptica f
no constante, pertenecientes a un paralelogramo de periodos, es congruente a la suma
de todos los polos, pertenecientes también a un paralelogramo de periddos.
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Demostracion. Para ¢ = oo es inmediato; supongamos que ¢ # co. Consideremos
el circuito 0P, utilizado en la demostracién del Teorema 2.2.3, formemos la integral
55 faPa % dz. Esta integral es igual a la diferencia entre la suma de todas las
preimagenes de ¢ situadas en el interior de 9P, y la suma de todos los polos situados
también en el interior de OP,. Por esta razdn, es suficiente ver que la integral es igual a
algin periodo de la funcién f (z). Representando, para abreviar, los lados del circuito
OP, por L1, Ly, L3, y Ly de modo que sus puntos iniciales y finales sean: a y a + w;
para el segmento Ly, a +w; ¥ a + wy 4+ we para el segmento Ly, a + wy v @ + wy + wo
para el segmento L3, a y a + wy para el segmento Ly, a su vez tendremos que:

1 /' (2) _L f'(2) [z
2mi aPZf() Cdz_ L1f —Cd+ / f —Cd+

27rz/ ff/ — ¢ 27rz/ ff, o) —c

La suma de la primera y tercera integrales del segundo miembro, asi como la suma
de la segunda y cuarta integrales, representan periodos de la funcion f. En efecto, el
segmento L; tiene la ecuacion z = a + wyt, 0 <t < 1. Por lo tanto

f/ B w1 1 f/ (a + wlt)
2m/ fz)—c —c " 27 ), (a+wit) fla+wit) —c

La ecuacién del segmento L3 se puede expresar en la forma z = a+ws+wit, 0 <t < 1,
de donde:

1 f, (Z) w1 L f, (CL+CU2+W1t)
2mi L3Zf(z)— T 271 J, (a+wp +wrt) fla+wy+wit)—c
1 !
Wi I (a+ wit)
=—-= l) ————dt
27 J, (a4 w; +wil) (f +wit) —c
De modo que
1 /' (z) 1 /' (z)
2 Zf()— i), = ”
f'( CH-wlt) w3 1
——= ] t) — —
o flatwt)—c o S (@t ent) =l
le f(a—i—wlt)—c_ i lnl——w—km —kws
2mi f(z0) —cC 2mi 2mi

que es un periodo de f. Andlogamente encontramos que

f’ 1 [ (2) _
2m/ f )—c¢ dz = 2mmi L4Zf(z)—cdz_lwl

es un periodo de f. Asi, pues,

o / f =lw; +kwy =w
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Teorema 2.2.7. Sean f y g funciones elipticas respecto a la reticula de periodos
Q, con polos en los mismos puntos en C, y con mismas partes principales en dichos
puntos. Entonces f(z) = g(z) + ¢, para alguna constante c.

Demostracion. La funcion f — g es eliptica, y tiene orden 0, ya que no posee polos,

luego f — g serd constante en virtud del Corolario 2.2.2.
O

Teorema 2.2.8. Sean f y g funciones elipticas respecto a la reticula de periodos 2,
con ceros y polos del mismo orden, en los mismos puntos en C. Entonces f(z) = cg(z)
para alguna constante ¢ # 0.

Demostracion. En efecto, basta con reemplazar f — g por f/g en la demostracién
del Teorema 2.2.7.
O

2.3. Construccién de funciones elipticas

A priori no hay nada que garantice la existencia de funciones elipticas. Para ello,
a partir de un moédulo 2 vamos a construir una funcién f no constante que sea
eliptica con respecto a ). Vamos a introducir la funcion p de Weierstrass, que es
una funcion eliptica con respecto a €2 de orden 2. Esta sera nuestra funcién eliptica
bésica, en el sentido de que cualquier otra funcién eliptica con respecto a {2 serd una
funcién racional de p y su derivada ¢'.

Observacion: Estaremos tomando sumas o productos indexados por elementos
de la reticula, esto se puede ya que el conjunto €2 es numerable y cada elemento
del mismo representa un indice. Por otro lado, puesto que la mayoria de series
y productos con los que vamos a trabajar seran absolutamente convergentes, no
importara el orden con que se indexe. De cualquier forma, se indexard del mismo
modo en que numeremos a {2. A continuacién exhibimos dicha numeracién.

Nota: wy,ws € Cy Im (wy/wy) # 0
Los conjuntos
I, = {aw; + bws | a,b € Ry max (|al, |b]) =7, con r € N\ {0}}

son los paralelogramos con centro en 0 y lados paralelos a w; y ws respectivamente,
ver fig.2.3.

Sea €2, = QN 1II,, luego

Q. = {mw; + nwy | m,n € Zy max (|m|, |n|) =r}.



38 CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

Figura 2.3: Conjuntos II,

Ahora bien, Q puede expresarse como unién disjunta Q@ = {0} U{Q;} U{Q}U...|y
para cada r > 1 se tiene que |{2,| = 8r.

Una forma de numerar los elementos de 2 es comenzando en 0, continuando
con los elementos de €21,€),,..., contando en cada €2, a partir de rw; luego el
siguiente elemento rw; + wy y asi sucesivamente, recorriendo cada paralelogramo en
sentido contrario a las manecillas del reloj, ver fig.2.4. Escribamos este ordenamiento
mediante: w®, W™ WA . donde w® =0, WM = wy, W = w1 Fws, WO =ws, ...,
claramente |w®)| — oo cuando k — oo.

Observacion: Con Y. .o ¥ .. cq. estaremos indicando la suma sobre todos los
puntos del médulo (respectivamente distintos de cero) tomados en el orden antes
dicho. Analogamente los productos [[ .o ¥ HLGQ seran tomados sobre todos los
puntos de la reticula (respectivamente distintos de cero) en el mismo orden.

Teorema 2.3.1. Si s € R, entonces Y. o |w| ™" converge si y slo si s > 2.

Demostracion. Si D y d representan el modulo mayor y menor de los elementos
del paralelogramo II;, que a su vez contiene a €2y; entonces dado que

Q. CII. ={rz | z € II;}

tendremos D > |w| > rd para todo w € (,.

Definiendo
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Figura 2.4: Numerando los elementos de €2

—S

podemos ver que o, estd localizado entre 8 (rD)™" = 81D~ y & (rd)”* =
8r!=5d~*, pues sabemos que [Q,.| = 8r . Luego Y = | 0,5 converge siy sélosi y o r!=*

7 7 . . 7 . 7 . / — .
converge, ésto ultimo sucede si y sélo si s > 2. Los términos de ), |w|™” son posi-
tivos y pueden agruparse entre si a modo de obtener Y °°, o, , de aqui se sigue que

> cq lw| ™ converge si y solo si s > 2.
U
Teorema 2.3.2. Para todo niumero entero N > 3, la funcion Fy(z) =
Y owen (2 — w)fN es eliptica y de orden N con respecto a €.
-N

Demostracion. Si K es un subconjunto compacto de C\ {2, los términos (z — w)
son funciones analiticas en K y, por lo mismo, acotadas en K. El conjunto K es aco-
tado, lo cual significa también que (salvo un nimero finito de elementos w;cy, de Q):
lw| > 2|z| para z € K y casi todo w € Q. Esto implica que |z — w| > |w| — |2] > L|w]
para todo w en ® = O\ {wier, }, v por lo tanto || (z — w) ™™ ||x < |w|™V para todo
wen ®. Si N > 3, por el teorema anterior y por criterios de comparacién, resulta
que Y cqll(z— w) ™V ||x converge, luego entonces Y owen (72— w)™" es normalmente
convergente en K (ver definicién en apéndice pg. 104). Como cada término (z — w) ™"
es analitico en K, resulta que Fy (z) es analitica en C\ (2, y razonando segun la
Observacién A.2.1 del apéndice, resulta que Fy (z) es meromorfa en cada w € 2, con
un polo de orden N correspondiente al término (z — w)_N. Por lo tanto Fy (2) es
meromorfa en C.

Finalmente, podemos reordenar los términos de la serie que define a Fiy (z), pues
la convergencia normal implica que la serie sea absolutamente convergente. De modo
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que si wy € 2 tendremos

donde @ = wy—w varfa sobre 2 al igual que w. Luego Fy (z) es periédica con respecto
a )y, por lo tanto, es una funcién eliptica de orden N.
O

En particular si N = 3 la funcién Fy (z) es impar, en efecto

Fy(—2) :Z(;

—z—w)®
1
=-2 [z — )P
=—F3(2),

con z € C\ Q.

Sea zp un punto en el plano distinto de aquellos que son polos de Fj3(z).
Integremos la serie ) (2 — w)* a lo largo de una curva rectificable L C C, ajena
al conjunto de polos de la funcién y que una 2, con un punto z que no sea polo.

Recordemos que la suma de los residuos de una funcién eliptica, respecto de todos
los polos situados en el paralelogramo fundamental de periodos, es igual a cero.

Los polos de F3(z) son todos los elementos de €2, y cada uno es de orden tres.
Siempre podemos escoger un paralelogramo fundamental que contenga en su interior
a todos los polos de la funciéon y tal que en su frontera no existan polos. Por esta
razon, el valor de la integral de F3 (z) no depende de la curva L en C\ {2 sobre la cual
se efectiie la integracion, sino que depende solo de los puntos inicial y final de la misma.

Dado que el punto inicial es fijo, esta integral representa una funcién uniforme de
z. Notacionalmente tenemos

G(z):/ng(z) iz,

20

donde G (z) es una funcién primitiva de F3 (z) en C Q. Se puede demostrar que su
derivada es igual a la funcién antiderivada,

G'(z) = F5(2).
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Sabemos que cualquier primitiva de Fj (z) en C/Q, puede expresarse en la forma

Cb(z):/ng(z) dz +C,

20

con C' una constante compleja arbitraria, en particular C' = ® (zp).

Por consiguiente
/ Fy(2) de = B (2) — @ (20).
20

Finalmente, como los términos 1/ (z — w)® son funciones continuas en C,/Q, y
la serie Y o1/ (2 — w)? es uniformemente convergente en cualquier subconjunto
compacto K de C 7€), ésta puede integrarse término a término a lo largo de cualquier
curva rectificable L € C /().

Por lo tanto

0(z) = C’+/Z:F3(z) dz:o+§2[/2:ﬁ}
— c_%z{ ! 5 — L 2] (2.5)

pppere (z —w) (20 —w)

La serie (2.5) se obtiene al integrar una serie uniformemente convergente, por
lo que (2.5) es uniformemente convergente en cualquier region R C C acotada,
despreciando un numero finito de términos de la serie que tengan polos en R. Por lo
que (2.5) es una funcién meromorfa con un polo de segundo orden en cada w € €.

Viendo a ¢ (z) como
1 1 1 1 1
)=C——+——= - 2.6
v (2) 222 222 QMZ#][(z—w)z (zO—w)Z} (26)

inferimos que ¢ (2)+(1/22%) es también una funcién meromorfa, para la cual el origen
es un punto regular, siendo su valor en z = 0 igual a

[¢(2)+$] :C+2LZS—%Z[$—;)2] (2.7)

2=0 w0 (ZO —Ww

Busquemos la constante de integracién C' de forma tal que éste valor sea igual a
cero. Restando (2.6) de (2.7) tendremos

Observemos que la funcién entre corchetes:

@@:%*Z{ﬁ—%} (2.8)

w#0
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se diferencia de ¢ () por un factor constante.

Definicién. @ (z) es la llamada Funcién de Weierstrass asociada a la reticula §2.

Por la construccién de (2.8), observamos que es una funcién meromorfa con polos
de segundo orden en cada w € 2 (incluido el origen). La parte principal corres-
pondiente al polo w tiene la forma 1/ (2 — w)®. Para demostrar que la serie (2.8) es
absolutamente convergente, tomemos solo aquellos términos de la serie para los cuales
lw| > 2z, luego

1 1

(—w)p &

(2w —2z)z

Cw?(z —w)?

||
_ 2k (1+3) 121 10
2 < 3
wi* (1- ) ]

finalmente por el Teorema 2.3.1 deducimos la convergencia absoluta de la serie (2.8).

Afirmamos que g (z) es una funcién par. En efecto

R M [ R I = ey

w#0

la tltima serie difiere de (2.8) solo por el orden de los términos, por lo que su suma
es p(z).

Derivando @ (z) obtenemos

@’(z)z—%—Z%:—z Z%:—zfg(z),
z w;éo(z—w) (z —w)

es decir, @' (z) difiere en un factor constante de la anterior funcién eliptica F3 (z), por
lo que la derivada es una funcién eliptica con respecto a €2. Se sigue que ¢’ (z + w) —
¢ (2) = 0. Integrando resulta p (2 +w) — p(2) = C, para todo z € C. Haciendo
z = —w/2, tendremos p (w/2) — p(—w/2) = Ck, como @ (z) es una funcién par
Cr = 0. Se deduce p(z+w) = p(z) para todo z € C, w € Q, y asi Q C Q. Ya
que 0 es un polo de g (z) cualquier elemento de 2, también es un polo, y como p (z)
no tiene polos en C\ (2 resulta claro €2, C €, luego entonces 2 = Q. JustificAndose
asi el siguiente

Teorema 2.3.3. La funcion o (2) es eliptica y tiene a Q0 por reticula (§2,).

Corolario 2.3.4. o (z) es de orden 2 y ¢’ (z) de orden 3.
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Demostracion. Vimos que la derivada de g (2)

O (2) = -2 Zﬁ

es una funcién eliptica con periodos fundamentales w; y wo, impar de tercer orden
con polos de multiplicidad tres en w € €2,

Por esta razén para todos los valores posibles A € C U {oo}, la funcién
posee tres puntos preimagen de A contenidos en el paralelogramo de periodos. Si

A = oo, entonces los tres puntos son uno mismo, es decir un polo triple de la
funcién. Para calcular los ceros de @' (z) observemos que ¢ (—z) = —¢'(2), de
esta manera (con i = 1,2,3), ¢’ (w; —2) = —p' (w;). Sea z = w;/2, sustituyendo

tenemos ' (w;/2) = —p' (w;/2),y como @ (w;/2) # 00, concluimos que ' (w;/2) = 0.

Sabemos que @ (z) es de orden dos. Por lo mismo la ecuacién p(z) = A tiene
dos raices y si A = oo la raiz es doble. Sea p(w;/2) = ¢;, luego cada w;/2 es una
raiz doble, puesto que ¢ (w;/2) = 0; mientras que ¢” (w;/2) # 0. En cambio si
A # (00, ¢;), las raices de p (z) = A son simples, o de otro modo en el paralelogramo
de periodos habria ceros de ¢’ () distintos a w;/2 y por el orden de la funcién ésto
no puede ser.

Al interior del paralelogramo fundamental los puntos preimdgen de A son
simétricos con respecto de ws/2 (donde w3 = wy +ws); y sobre los lados son simétricos
a wi/2 y wy/2, respectivamente. En general, sobre el médulo extendido cualquier
par de puntos preimdgen de A bajo @ (z) es simétrico uno del otro, respecto a
cualquier w;/2. La explicacién es la siguiente: p(—z) = @(z) lo cual implica que
o(w; —z) = p(2), esto es, p(z) toma valores iguales en los puntos z y w; — z que
son simétricos con respecto de w; /2.

Ahora vamos a generar una importante ecuacién que relaciona p(z) y ¢’ (2), a
partir de las series de Laurent (A.2.23) para @ (z) en un entorno de z = 0.

En efecto, de p(2) =272+ Y [(z — w) - w™?] podemos obtener el desarrollo
w#0
de p(z) en serie de Laurent en un entorno del origen de coordenadas. Para lo cual,

primero desarrollamos la funcién 1/ (z — w)® —1/w?, con w # 0, en series de potencias
de z

1 11 Z\ 2 “n+1 .
W‘E:ﬂ(l—;) _1}221:@”22

la tltima serie es convergente en el disco |z| < |w|. Luego, para p(z) obtenemos el
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siguiente desarrollo, también en serie de potencias de z

1 2z 327 (n+1)z"
p(z) = ;‘FZ{E—FF—F"'-FW-F”'
w#0
1 1 1, .,
= 5T2) —pH3) 1)) e
w#0 w#0 w#0

convergente en el anillo 0 < [z < 4, donde § = min [w],_,.

La funcién @ (z) es par, de modo que los coeficientes de las potencias impares de
z son iguales a cero. Entonces:

1
p(z):;—|—a2z2—|—a4z4—|—--~—i—a2m22m—|—--- (2.9)
donde )

Derivando término a término llegamos a:

2
0 (2) = =5 + 2a22 + 4a42° + - -+ + 2magn 2" 4 - - (2.11)
z

Con las igualdades anteriores vamos a encontrar una relacion algebraica entre las
funciones g (2) v ¢’ (2) .

Notemos que la parte principal del desarrollo de ' (2) es —z% y que la parte
principal del desarrollo de p (2) es %. Sea [¢/ (2)]> = 4[p (2)]° . Sustituyendo () y
¢ (z) por (2.9) y (2.11), y elevando a las potencias indicadas las series absolutamente
convergentes respectivas, tendremos que:

2 3 4 8@2 1 3@2
o G Al @ = (5 - %2 toat )~ (5 s
20&2
=-= —28ay, — - - -

(aquellos términos no escritos tienen potencias no negativas de z).

Anexando a la igualdad anterior, el término 20asp (z) obtenemos:

[0 (2))° — 4[p (2)]® + 20429 (2) = —28a4 + - - - ,

la combinacién buscada.

El primer miembro es una funcion eliptica sin polos en el paralelogramo funda-
mental, por lo que es constante, en virtud del Teorema de Liouville (A.2.19). A su
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vez en el segundo miembro vemos que para z = 0 el valor de la funcién es —28ay4. De
manera que
[0/ ()" = 4[p (2)]° — 20420 (2) — 28as.

Abreviando, sean 20as; = g2 y 28a4 = g3, observemos que la igualdad anterior es
una ecuacion diferencial de primer orden que tiene a p (z) como una solucién.

Es muy importante hacer notar que g v g3 no dependen de como se escojan los
perfodos basicos de 2, por esta razén seran llamados invariantes de la funcion .

En efecto, de la igualdad (2.10) se sigue que

1 1
92:2()@2:60 E Ve 93:28(14: 140 E 5
w W
w#0 w#0

éstas son expresiones en forma de sumas de series absolutamente convergentes sobre
el conjunto de los perfodos de p(z) distintos de cero; asimismo el mddulo €, es el
mismo sin importar la base de periodos de p(z).

Una forma convencional de escribir dicha ecuacion diferencial es:

[ )] =4lp () = 920 (2) — 95 (2.12)

que en términos de w = p (z) equivale a:

dw” 3
| = Aw”® — gow — g3 (2.13)

Como sabemos p'(w;/2) = 0, de modo que el polinomio
p(w) = 4w® — gow — g3 (2.14)
debe anularse para w; = p(w;/2) = e;, con i = 1,2, 3, por lo que
4w — gow — g3 = 4 (w —e1) (w — e3) (w — e3) .
Y (2.14) puede escribirse como
[0 ()] = 4[p(2) — el [p(2) = 2] [p (2) — ea].

Definicién. Si ey, ez, e3 son las raices del polinomio p en (2.14), definimos al dis-
criminante de p como

Ap =16 (61 - 62)2 (62 - 63)2 (63 — 61)2 .

Naturalmente las raices son distintas si y sélo si A, # 0.

Teorema 2.3.5. Para el polinomio de Weierstrass, A, = gs — 27g3.
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Demostracion. Escribiendo
p(w)=4(w—e1)(w—e) (w—es), (2.15)
e igualando con (2.14) tendremos que

p(w) = 4(w—-ep)(w—e)(w—e3)
= 4w’ — w? (4ey + 4eg + des) + w (4ejey + dejes + deges) — dejeges
= 4w’ — gw — g3

por lo tanto

€1 t+es+e3 = 0
€16y + €9€3 + €31 —= _iQQ (216)

_ 1
€1€2€3 = 403

Diferenciando (2.14) y (2.15), evaluando en w = e; y posteriormente igualando,
obtendremos respectivamente

op(w) 0
o _8_w(4<w_61)(w_62)(w_63)>

= dejey — Swey — Swes — Swey + dejes + deses + 12w

i

} = 4eges — deje3 — dejeq + 46%
w=e1

=4 (6263 —e1e3 — €169 + e%)

= 4(61 - 62) (61 - 63)>

y
op (w 0
B = (o)
= 12w? — go,
[12w2 — QQ]w:el = 126% — Go

por lo tanto

4 (61 - 62) (61 - 63) = P/ (61)
= 1261 — g9

Andlogamente expresamos p’ (e3) y p' (e3). Entonces
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1
A, = —ZP' (e1) p' (e2) p' (e3)

13

= H (12€7 — go)

i=1

1

=1 (12@1g2 — g3+ 12e3g5 + 12e3g3 — 14delesgy — 144elesgy — 144ese3 go + 17286%6%6%)
1
1 (1728 (616263) — 144g, (6162 + 6163 + 6263) + 1292 (61 + 62 + 63) gg)
1
1(10893 — 995 + 695 — g3)

= 92 - 2793-

Obteniendose el sigiuiente corolario.
Corolario 2.3.6. p (w) tiene raices distintas si y sélo si g3 — 2792 # 0.

Para cada w, la ecuacién (2.13) determina dos valores que difieren por un signo.
En cambio p (2) no varfa al substituir z por —z, mientras que en la funcién uniforme
impar ¢ (z), el signo si cambia. Por ello en

- \/4 [0 ()] — gop (2) — g3 (2.17)

escogemos entre los dos valores de la raiz al que coincide con @' (2). Sea v una curva
rectificable que una zy con z sin pasar por los polos de g (z). Expresando (2.17) como

gy — dp ()
Valo (F - a9 (2) — g5

e integrando a lo largo de v, por el teorema fundamental del calculo para integrales
de linea, tendremos que
/ dz =z — 2p
.

—92@( ) — g3

luego entonces

229 = /V‘l

Sea @ (7) =T la imdgen de la curva 7 en el plano w; I" une los puntos wy = p (20) y
w = p (2), con esto podemos representar la igualdad anterior como

v dt

wo \/4t3 — gat — g3

Z— 20 =
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la integral a lo largo de I'. La cual determina una funcién multivaluada de w.

Si calculamos la integral a lo largo de distintos caminos I' que estén contenidos
en un mismo conjunto abierto conexo, cuya frontera sea también conexa y que no
contenga a los puntos singulares ey, es, e3, de la funcién subintegral

1
VAt — gt — g5

el valor de la integral siempre sera el mismo. En cambio, si tomamos dos caminos
entre los cuales esté situado uno o mas puntos e;, no podemos asegurar que el valor
de las integrales a lo largo de cada uno de estos dos caminos sera igual; pues a un
mismo valor w = p (2) le corresponde un conjunto infinito de valores diferentes de z,
expresados por z = +2' + mw; + nws, donde 2’ es alguna de las preimagenes de w
bajo o (z) y m,n son enteros arbitrarios. Ahora bien, si unimos zy con uno de estos
puntos z de la curva rectificable v, tomando la integral desde (1/4t3 — got — g3)~! a
lo largo de la imagen p(y) = I, obtendremos como valor de la integral al nimero
z — zg. Si zg — 0 entonces wy = g (z9) — 00, y dado que la integral impropia

/w dt
oo \/4t? — got — g3

w dt
P :/ (2.18)
oo \/4t3 — got — g3

Mediante la igualdad anterior, se deduce que la funcién p (z2) es inversa respecto de
la integral (2.18).

es convergente, resulta

Esta ultima se llama integral eliptica de primera especie en la forma normal de
Weierstrass.

Si en (2.18) sustituimos z = w;, observando que w = p (w;) = €;, tendremos que:

ci dt
wi:/ ;con i =1,2,3,

o AP — gaot — g3

(optando por caminos de integracién, a las imégenes de curvas rectificables que
unan el punto z = 0 con los puntos w; respectivamente). Si en la igualdad anterior
se emplean caminos de integracion arbitrarios que unan el punto oo con el punto
e;, entonces en el primer miembro resultaran distintos semiperiodos de la forma
w; + mwyi + nwsy, donde n, m son enteros arbitrarios. Tomar uno u otro valor de
la raiz cuadrada no es esencial, pues esto solamente influye en el signo del semiperiodo.

Habiendo visto que cada funcién w = p (z) es solucién de la ecuacién diferencial,
vamos a demostrar que los invariantes g, y g3 determinan univocamente a la funcion
©(z), por lo que no pueden existir dos funciones distintas @ (z) con invariantes
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iguales. Para esto, es suficiente comprobar la unicidad de la solucién analitica de la
ecuacion dada que satisface la condicién inicial p(0) = oco.

En efecto, sea zy un punto del plano diferente a los semiperiodos de @ (z) y
sea p(z) una funcién analitica en un entorno de zy que sea solucién de la ecuacion
diferencial y que cumple la condicién p(0) = oco. Entonces podemos representarla
como p(z) = @[h(2)], donde h(z) = (p 'op)(z) es una funcién analitica en un
entorno de zg.

Por una parte, p (2) es una solucién de la ecuacién diferencial y se cumple

L] 4l - g () - s (2.19)

a la par, sabemos que
dplh ()] _dp(h) dh
dh dh dz’

de modo que

(j—p) _ VZ—%’”] ~ (?) AP - o (M) — g5 (2:20)

Igualando (2.19) y (2.20) tenemos que

dh\?
@y -
dz
esto implica h = +2 4+ C’, y en consecuencia
p(2)=p(Fz+C") =p(z+0),

si ademds pedimos que la solucién p(z) cumpla la condicién p(0) = oo, tendremos que
C' debe ser un periodo de g (z). De donde se sigue que p (z) es idénticamente igual a

p(2).
O

Responder a la cuestion de si dados cualesquier a, y a3 nimeros complejos, la
ecuacion
2
dw 3
—| =4w’ — ayw — as
dz
siempre tiene como solucién una funcién eliptica de Weierstrass w = p (2); es el lla-

mado problema de la inversion de una integral eliptica. En el cual se intenta demostrar
que la funcion inversa de la integral eliptica

/w dt
z =
co /AP — gat — g3




50 CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

es una funcién eliptica w = g (2).

De inicio, para aproximarnos a una respuesta afirmativa, debemos restringir los
nimeros a, y as por aquellos que cumplan la condicién: (ay)® — 27 (as)® # 0. El
problema de la inversion quedaria resuelto si se demuestra la existencia de dos niimeros
complejos W’ y w”, con Im% # 0, que satisfagan las ecuaciones:

ag—GOZ e a3—1402

w#0
asi, construyendo una funcién p (z) con periodos fundamentales w’ y w”, podriamos
afirmar que sus invariantes son iguales a as y az, de tal modo que la funcién
construida seria solucion de la ecuacion diferencial senalada.

//6

mw —|—nw mw —|—nw

Para concluir esta seccién, estudiaremos un teorema que exhibe la relacion entre
una funcion eliptica f con reticula de periddos Q y la funcién p de Weierstrass
obtenida a partir de ésta reticula.

Consideremos el campo E(f2) de funciones elipticas respecto de 2. Dicho campo
contiene al subcampo F;(Q2) formado por las funciones elipticas pares. A su vez,
las funciones constantes son un subcampo de E;(2) isomorfo a C (en éste sentido
podemos ver a E(Q) y Ei(f2) como campos de extensién de C). Ahora bien,
claramente F;(€)) contiene a p(z) = pa(z), de modo que también contiene a todas
las funciones racionales de @, con coeficientes en los complejos. Estas funciones
racionales forman un campo C(g), el cual es el minimo campo que contiene a p y a
las funciones constantes C. Andlogamente, F(2) contiene a p y @', luego contiene al
campo C(p, ¢') de las funciones racionales de p y ¢'; el cudl a su vez serd el minimo
campo que contiene a @, @' y C.

Teorema 2.3.7.

1. Si f es una funcion eliptica par, entonces f = Ry(p) para alguna funcion
racional Ry; asi mismo tendremos F1(Q2) = C(p).

2. Si f es cualquier funcion eliptica, entonces

f=Ri(p) + ¢ Rap),

donde Ry y Ry son funciones racionales; asi mismo tendremos que E(§2) =
Clp, ¢')-

Demostracion. (1) Sea f una funcién eliptica par. Evidentemente la proposicién
se cumple para las funciones constantes, de modo que supondremos que f es de
orden N > 0. Si k € C, tendremos que f(z) = k posee raices multiples solo cuando
f'(z) = 0, y ésto sucede en un nimero finito de clases de equivalencia de puntos z,
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luego entonces para f(z) = k todas sus raices son simples, salvo para un nimero finito
de valores de k. Por lo cual, podemos elegir dos niimeros complejos ¢ y d, tales que las
raices de f(z) = cy f(z) = d sean todas simples, y ninguna de ellas sea congruente
a0y w/2 coni= 1,23 Dado que f es par, el conjunto completo de raices de

f(z) = ¢, serd de la forma ay,—ay,as, —as,...,a,,—a, dichas raices son simples
no congruentes mutuamente, analogamente las raices by, —by, by, —bs, ..., b,, —b, de
f(2) = d. Se infiere entonces, que la funcién eliptica
f(z) —¢
g\xr) =

D= -
tiene ceros simples en ay, —ay, az, —as,...,a,, —ay,. Y polos simples en by, —by, bo,
—bg, ..., by, —by.

Ahora bien, en la demostracién del Corolario 2.3.4, vimos que las ecuaciones
0(2) = p(a;) y p(2) = p(b;) tienen respectivamente, como raices simples a z = +a; y
z = +b;, con 1 < i < n. De modo que la funcién eliptica

hz) ((p(2) — plar))(p(2) — plaz)) - . - (p(2) — p(an)))

((p(2) = (01))(9(2) = p(b2)) - - (9(2) — ©(bn)))

tiene los mismos ceros y polos que ¢, y de las mismas multiplicidades, simples todas
ellas. Asi, por el Teorema 2.2.8, se sigue que g = \h para alguna constante A # 0.
Luego, resolviendo

—c _y (ple) —pla))(p(2) — plaz)) ... (p(2) — plan)))
f(z)—d ((p(2) = p(b1))(0(2) — p(b2)) - - - (p(2) — p(bn)))

para f(z), obtendremos que f es una funcién racional R;(p) de p, con coeficientes
complejos.

(2) Si f es impar, el cociente f/@' serd par, luego entonces en virtud del inciso
anterior (1), tendremos que f = ¢’ Ry(p) para cierta funcién racional Rs. En general,
si f es cualquier tipo de funcién eliptica tendremos que

1

£(2) = 5(F(2) + F(=2) + 5(F(2) — F(=2)

donde 1/2(f(z) + f(—=2)) es una funcién eliptica par, mientras que 1/2(f(z) — f(—z))
es una funcion eliptica impar; luego por lo ya expuesto, tendremos que

f=Ri(p) + ¢ Ralp),

donde R; y Rs son funciones racionales.
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2.4. Descripcion topoldégica de la funcion g

Si f: C — X es una funcién eliptica de orden N, respecto del moédulo €2,
observemos que f induce de manera natural una funcién Fy: C/Q — ¥ tal que
Fy ([2]) = f (2) para cada [z] € C Q. Dicha funcién Fy estd bien definida, pues f lo
estd y todas las clases en C 72 son ajenas, lo cual implica que para todo [z] € C/Q

F
existe un tinico w € C tal que [z] = w.

Estudiemos algunas propiedades topolégicas asociadas a la funcién Fy, que son
de interés para nosotros.

Definicién. Sea f: C — X una funcion meromorfa. Decimos que f es k a uno si,
dados a, ¢ complejos tales que f(a) = ¢ con multiplicidad k y dado un abierto U de a
suficientemente pequeno, existe un abierto V de c tal que para cada ¢ en' V —{c}, la
ecuacion f(z) = ¢ posee exactamente k soluciones en U.

Lema 2.4.1. 5i f: C — X es una funcion eliptica de orden N, respecto del maodulo
Q, entonces f es abierta y localmente k a uno.

Demostracion. Si f (a) = ¢ con orden multiplicidad k, entonces se consideran dos
Ccasos.

1. ¢ # oo. Recordemos que si la funcion eliptica f no es idéntiamente ¢, entonces
el conjunto de soluciones de f(a) = ¢ es discreto, y cada solucién posee un
orden de multiplicidad finito, y naturalmente soluciones congruentes tendran el
mismo orden de multiplicidad. Por ello cualquier paralelogramo fundamental
P de , contiene un nimero finito de soluciones y, reemplazando P por P + ¢
(t € C) si es necesario, podremos suponer que f~!(c) NP = &, es decir no
hay soluciones de la ecuacion en la frontera 0P de P.

Sea B = {pe P| f(p)=oc}, luego f es analitica en la regiéon R = P — B,
luego en virtud del teorema (A.2.6) si @ € U es un abierto lo suficientemente
pequeno, entonces existe un abierto ¢ € V' tal, que para cada ¢ € V — {¢} la
ecuacién: f (z) = ¢, tiene exactamente k soluciones en U todas simples, y por
lo tanto f es localmente k a uno en los puntos cercanos de a.

2. c=00.Sea A={neC| f(n) =0}, y el conjunto B como en el caso anterior,
luego sea P un paralelogramo fundamental de 2 tal, que B N 0P = @.
Entonces la funcién 1/f(z) es analitica en la regiéon R = P — A. Digamos que
f(a) = ¢ = oo, luego en virtud del teorema (A.2.6) si a € U es un abierto en
C lo suficientemente pequeno, entonces existe un abierto de 1/c € V en ¥ tal,
que para cada w € V — {1/c} la ecuacién: 1/f (z) = w, tiene exactamente k
soluciones en U, todas simples, i.e. 1/f (2) es localmente k a uno en los puntos
cercanos de a.
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Notemos que si a’ es solucién de la ecuacion 1/f (z) = w (w eV —{1/c}),
entonces también serd solucion de f(z) = 1/w, donde 1/w € V =
{weX|w=1/wconweV —{1/c}}; naturalmente co ¢ V. Asi, invir-
tiendo V generamos un nuevo abierto tal, que para cada @ € V la ecuacién:
f(2) = w tiene exactamente k soluciones en U, todas simples, de modo que
f (2) es localmente k a uno en los puntos cercanos de a.

Finalmente, sea X C C un subconjunto abierto, luego si ¢ € f(X) entonces
f(a) = ¢ para algin a € X, ahora por (A.2.6) sabemos que si a € U es un
abierto lo suficientemente pequetio, existe un abierto ¢ € V tal que V' C f (U).
Observemos que siempre podemos escoger un abierto a € U C X tan pequeno
como se quiera, por lo que a € V C f(U) C f(X). Por lo tanto f es una
funcién abierta.

U

Ahora bien, supongamos que a € Cy f (a) = ¢ € ¥ con multiplicidad k. Si U es
una vecindad de a, lo suficientemente pequena como para que cualquier par de puntos
de U no sean congruentes moédulo €2, entonces la proyeccién p

chHc 0
z (2]

transforma U homeomorfamente en una vecindad U de [a] en C,/Q. El homeomorfis-

mo U % U permite comprobar de nuevo, que F ' es una funcién abierta y localmente
k a uno en [a].

Lema 2.4.2. §i f: C — X es una funcion eliptica de orden N respecto del mddulo
Q2 entonces la funcion Fy : C/Q — X con Fy([z]) = f(2) y [2] € C/Q, es abierta,
continua y localmente k a uno.

Demostracion. Las demostraciones anteriores, dada la periodicidad de la funcién,
restringen el dominio de f a paralelogramos fundamentales de €2, ésto nos dice que
la funcién Fy: C/Q — X definida como F([z]) = f(z) para cada [z] € C/, es
localmente k a uno, y siempre podemos escoger un abierto X totalmente contenido
en un dominio fundamental de €2 para argumentar, como en el caso de f, que la
funcién F es abierta.

Si V es abierto en ¥, entonces f~! (V) serd abierto, puesto que f es continua.
Ahora bien, sea A C C /€ tal que A es congruente con f~! (V) médulo Q. Afirmamos
que A es un subconjunto abierto de C, Q. En efecto si [a] € A, existe ag € [a] tal
que ag € f~1(V); ademés siempre podemos encontrar una vecindad de V (ag) lo
suficientemente pequena como para estar contenida en f~1 (V) y que ningin par de
puntos de V (ag) sean congruentes entre si médulo €2, por lo que V' (ag) también es
una vecindad de [ag] contenida en A. Entonces Fy es continua, pues A = F;* (V).
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l

Recordemos que una funcién no constante f holomorfa en una regién R y con
f(a) = ¢, puede expresarse en un entorno del punto a, mediante su desarrollo en
series de potencias de (z — a), esto es

"y ) () (5 .
fE=ct f@E-a+ T e oap e B oy
lo cual implica,
a ) o .
f(z)—c:f’(a)(z—a)—i-f;!)(z—a) +-~-—|—fn!()(z—a) +--- (2.21)

Como f no es constante, entre los coeficientes del segundo miembro de (2.21),
habré algunos distintos de cero. Entonces sea (z — a)k la potencia inferior de (z — a)
cuyo coeficiente es distinto de cero.

Esto implica,

£ (0
(k+m)!

(@) | £ (a)

(z—a)+--+ (Z—a)m+---

(2.22)
donde f*) (a) # 0. Asi el ntimero k se define cémo la multiplicidad de a. Nétese que

por hipétesis f (a)‘ c, f'(a)=0,..., ff1(a) =0y f*¥(a) #0.

Mientras tanto, de (2.22) se desprende que f (z) = (z — a)* g (2)+¢ con g (a) # 0,
luego f'(2) = (z —a)" ¢/ (2) + k(2 —a)* " g () ¥ ['(a) =0.

De modo que los puntos de Fy con orden de multiplicidad & > 1, son los ceros de
la funcion derivada F J’c y los posibles polos multiples. A su vez, como F J’c es eliptica,
sabemos que el conjunto de ceros es finito.

Como ejemplo, sea la funcién elitpica p de Weierstrass. Luego N = 2 (por lo que
F,, es una cubierta ramificada con 2-hojas de X), y por el Corolario 2.3.4, sabemos
que @' posee tres clases de congruencia de ceros, a saber: [%wl}, [%wﬂ y [%wg}, donde
{w1,ws} es una base para Q y w3 = wy + wy. El orden de multiplicidad & en cada uno
de estos ceros satisface 1 < k < N, luego k = 2, y como los polos de g tienen orden
de multiplicidad 2, concluimos que la funcién F, : C 72 — ¥ tiene cuatro puntos
(de ramificacién) de orden k — 1 = 1: las clases [3w] con w € Q.

Sea P el paralelogramo fundamental de 2 con vértices % (fw; £ wy), asi el punto
0 es el centro de P. Ahora bien, o es par y de orden N = 2 entonces si 21, 2o son dos
puntos distintos en P, tendremos p(z1) = ¢ (22) si y s6lo si z; = —z9; en efecto si
©(21) = p(22) = ¢, claramente p~ ! (¢) = {21, 29, —21} pero |p~ ! (c)| < N = 2, luego
29 = —2z1. Andlogamente para los puntos de 9P se tiene, que p(2z1) = p(22) siy
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solamente si z; ~ £z, figura (F.2.5).

Observemos que la funciéon 7 : z — —z, la cual es una rotaciéon de P entorno de
0 por un angulo 7, aplica pares de puntos congruentes de P en pares de puntos
congruentes. A su vez 7 induce una nueva funcion 7 : C Q2 — CQ dada por
7 ([z]) = [t (2)] = [—%], cuyos puntos fijos son las clases [z] = [—z], es decir aquellas
clases que satisfacen [2z] = [0] = Q: exactamente los cuatro puntos [sw] de
ramificacion de Fj,.

Retornando a la funcién F|,, vemos que identifica cada clase [z] con [—z]. De
modo que la imagen F, (C Q) = p(C) = p(P) puede obtenerse a partir de P
identificando cada punto z € P con —z, y cada punto z € 0P con los puntos
[£2] N OP. Es decir, como la rotacién 7 tiene el mismo efecto en C/Q que F, la
imégen F, (C Q) es precisamente el espacio cociente bajo la accién de 7, figura
(F.2.5), el cual resulta homeomorfo a una esfera, comprobandose asi que Fi, (C Q)
es la esfera de Riemann.
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CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS
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Figura 2.5: El Toro médulo 7: 2 = —2



Capitulo 3

Curvas Elipticas

3.1. Reticulas, toro y grupo modular
Sean las reticulas de periodos generados, 2 = Q (wy,wq) y ' = Q (W], w)).

Decimos que dos reticulas 2 y € son semejantes si existe p € C\ {0} tal que
= R, donde uQ = {pw | w € Q}.

Vamos a demostrar que si € y € son semejantes, entonces C/Q y C Q' son
superficies de Riemann isomorfas, i.e. conformemente equivalentes. Para ello vamos
a construir el biholomorfismo entre C “Q y C /€Y. Sin pérdida de generalidad sea
V' =af, con o € C/{0}. Luego sea

C Ba C
z —> oz
pl O 17
C/Q - C/ag
[’Z]Q = [az]aﬂ

donde p y p’ son las proyecciones naturales C — C Q2 y C — C_/af), respectiva-
mente. Asi mismo f, estd bien definida como funcién del toro en el toro, ya que si
h € C, entonces f,([z+h]) = [az+ah]ao = [a(z+h)]aq , claramente « es una funcién
lineal compleja, por lo que es holomorfa, luego f, o p es holomorfa. Andalogamente
obtenemos la funcién inversa al multiplicar por 1/a. Por lo tanto f,op es biholomorfa.

Anteriormente vimos que si a, b, ¢,d € Z, las ecuaciones

wy = awg + bwy

Wi = cwy+ dw;

definen una base {w}, w5} para Q (w;,ws) siy sélo si ad — be = £1.

57
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Por ésta razén si {wy,ws} y {w],wh} son bases de Qy (¥, la relacién de semejanza
entre ambas reticulas se expresa como

wy = (aws + bwy)
Wi = p(cws + dwy) (3.1)

donde a,b,¢,d € Z, ad —bc = +1y p € C\ {0}.

Como w; y wy son linealmente independientes sobre R, se cumple Im(wsy/wq) # 0.
ST Im(ws/wy) < 0, podemos intercambiar w;y y wy para que Im(wy/wy) > 0. Con-
siderando esto, definimos el mddulo de la base {w;,ws} como

T = ﬂ, con Im(7) > 0,
w1

asi los modulos 7 pertenecen al semiplano superior complejo
U={2eC|Im(z)>0}.

Cada reticula €2 determina un conjunto de médulos a partir de sus diversas bases.
Y puesto que
Hwa W2

7
Hw w1

reticulas similares determinan los mismos conjuntos de modulos.
Escribiendo 7 = wy/wy y 7' = wh/wi, por (3.1) vemos que 2y Q' son semejantes
si, y s6lo si

,7a7'+b7
er+d

T (7) (3.2)

con a,b,c,d € Z'y ad — bc = +1.
Haciendo w = T (2) = (az 4+ b)/(cz + d), podemos ver que

(az+b)(cz+d) ac 12|* 4 adz + bez + bd
ez + d|? lcz + d|?

I

por lo que Im(w) = (ad — bc) Im(z)/|(cz + d)?, de modo que si z pertenece al
semiplano superior U, T (z) € U si y s6lo si ad — be > 0, de aqui se deduce que en
(3.2), ad — be = 1.

Sea I el conjunto de transformaciones de Mobius de la forma

az+b

T: 2+
® cz+d

tales que a,b,c,d € Z y ad — bc = 1.

Este conjunto es un subgrupo discreto del grupo PSL (2,R), y es conocido como
el grupo modular I' = PSL (2,7Z).
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Corolario 3.1.1. 57 Q = Q (wy,ws) y QU = Q (w],wh) son reticulas en C con médulos
T =wy/wy y 7 = wh/w) donde T, € U entonces, las siguientes proposiciones son
equivalentes

1. Q~
2. 7" =T(7) para algin T € T.
U

Lo antes dicho sugiere que podemos obtener informacién sobre las reticulas y los
toros C (1, estudiando la acciéon del grupo modular I' en el semiplano superior U.

De ahora en adelante, cuando hablemos del producto de elementos del grupo
I', entiéndase como la composicién de las respectivas transformaciénes de Mobius.
Dicho producto es equivalente al producto de las representaciones matriciales de los
elementos de T'.

Analicemos algunas propiedades importantes del grupo modular I'.

Teorema 3.1.2. T" es generado por las transformaciones,
1

Arz—=z2z4+41yB:z— ——.
z

Para esto, veamos que cualquier transformaciéon 17" € I' puede expresarse como
producto de potencias de A y B. En efecto, sea m = min(|c|,|d]). Si |¢] > |d|
az+b ., aZz +b .
en T, donde T (2) = ——, entonces la transformaciéon TB : z - ——— tiene
cz+d dZ+d
—%+b  bz—a
—f+d dz—c
considerar una transformacién en I' con la restriccién, |c| < |d|.

la propiedad, || < |d'|, para TB (z) = . Por lo que es suficiente

Sea |¢| < |d| y m = 0. Entonces ¢ = 0, por lo que ad = 1. Luego
2
Tz=§z+§=a2z+ba, pero 1=deth:det(% Zb) :adet(g 11)) = a?
i.e. a = +1. Por lo que T esté dada por, z — z + b. Es decir T' = A*.

Finalmente haciendo induccién sobre m, supongamos que cualquier T', para la
cual m < n —1, n > 1, es generada por A y B; demostraremos que también ocurre
para m = n. Por la definicién de m y por la hipétesis |c| < |d|, tenemos que m = |¢|.
Bien podemos suponer que ¢ > 0, de otro modo al multiplicar los coeficientes enteros
de T por —1, permanece invariante 17" y obtenemos la igualdad requerida. Entonces
si m = ¢, hay que demostrar que M es generada por A y B, cuando ¢ = n. Sea pues,

az + (ak + b)

TAkZZ%m, dondekeztalqu60§6k+d<c
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Con ello tenemos que, min (¢, ck +d) < n — 1, si ¢ = n, puesto que ck + d < c. Por
la hipétesis de inducciéon T A* es generada por A y B, luego T también lo es. U

Definicién. Una regién fundamental para la accion del grupo I' en el semiplano
superior U, se define tal cual lo hicimos para un maédulo ). Asi, diremos que F es
una region fundamental para I' si F' es un conjunto cerrado tal, que

) Urer T(F) =U
it) FNT <F> =@ para todo T € I\ {I}, donde F es el interior de F'.

Antes de poder exhibir una regién fundamental para I', observemos los siguientes
resultados.

Teorema 3.1.3. Dado z, con Im(z) > 0, existe una transformacion M* € T tal, que
Im(M*z) es un mdzximo, esto es Im(M*z) > Im(Mz) para toda M € T'. Ademds, si
M *z = z*, entonces |z*| > 1

az+b
cz+d
> 0. Ahora bien, dado un real arbitrario K > 0, el nimero de pares (¢, d)

Demostracion. S1 M*z = 2* =

_ v
lcz + d|?
que cumplen |cz +d| < K < oo es finito, puesto que ¢ y d son enteros. En efecto,
para un z fijo pensemos en el conjunto de puntos de la forma cz + d que se obtiene al
variar ¢y d, dicho conjunto claramente es discreto, por lo cual el disco de radio K con
centro en 0 contiene una cantidiad finita de dichos puntos. Por otro lado, mientras
menor sea |cz + d|2 mayor serd y*, asi por lo que hemos visto podemos concluir que
existe una transformacion M* tal que Im (M*2) es un méximo. En tal caso |2*| > 1,
de otro modo |z*| < 1, esto implicarfa Im (—1/2*) = y*/(2** + y*2?) > y* lo cual es
imposible.

, YV 2 =x+ 1y, 2 = 2%+ 1y entonces y* =

O

Teorema 3.1.4. Dado z, con Im(z) > 0 existe una transformacion M € T tal que
Mz € F. Donde, F = {z|Im(z) >0, |2| > 1, |Re(z)| < 3}.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.3, sabemos que existe M* € I' tal, que si
Im(z) > 0, entonces |[Mz| > 1, luego A*M 2 € F, para algiin nimero entero k.
U

Diremos que dos puntos z1, 2o en el semiplano superior U, son congruentes, con
respecto al grupo modular I, si ambos puntos se encuentran en la misma orbita bajo
la accién del grupo TI'.

Teorema 3.1.5. Si z1, 20 € F, 21 # 25 y 21 ~ 23, entonces z, y zg estan contenidos
en la frontera de F, y son simétricos con respecto al eje imaginario iy.
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az; +b

czy +d’
ad — bc = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Im(z;) > Im(z;),

ie. |ezy +d| < 1. Se sigue que, 1 > |ez; +d° > & (Im(z))* > ¢ - 3. puesto que

Demostracion. Sea M € I' tal que Mz = 2z, = con a,b,c,d enteros y

3
21 € Fiie, |z > 1, [Re(z1)] < 3, Im(z) > \/7_ De donde |¢| < 2. Luego ¢ =0 6 £1.

Si ¢ = —1, podemos multiplicar a, b, c,d por —1, quedando invariante M, y por
consiguiente considerar el caso ¢ = 1. Por lo que es suficiente analizar los casos ¢ = 0, 1.

Ya que los enteros a,b,c,d y —a, —b, —c—, d, definen la misma transformacion M,
podemos suponer, que ¢ > 0y que d > 0 si c = 0.

Sic=0,yd= %1, tendremos que a = +1 (particularmente si d > 0, ent. a > 0),
V2o =Mz =2 £b= AT

Ahora, siempre ocurre, |Re(z1)] < %, y |Re(z2)| < 1. Entonces, b = 0y M
es la identidad (lo cual se excluye dada la hipdtesis z; # z2), 6 [b] = 1. Si b = 1,
entonces Re(z1) = —3, v Re(z2) = 3; inversamente si b = —1. Por lo tanto z, = 2 +1.

Si ¢ = 1, entonces igual que al comienzo, |cz; +d| < 1, esto es |21 + d| < 1. Pero
|z1] > 1, ed. 21 € F, ast que |d| < 1.

1. Si d = 0, entonces |z;| < 1, luego |z1] = 1y b = —1, (puesto que d = 0 y
c=1),porloque zo =Mz =a— %, de donde 29 + % =a, Re(z)+ Re(;) =
a, |a| < |Re(z2)| 4+ |Re(z1)] < 1, por elloa =0 6 |a] = 1. Si a = 0, tenemos
que 2 = ——; en cambio si |a| = 1, tendremos que zo = 1 — ~» con |z1] = 1,

por ello Re(z3) = 1 —Re(z1), entonces Re(z1) = £ = Re(z2), lo cual implica que
2 = e™/3 = z,, contrario a la hipétesis de que z; # 2. En caso de que a = —1,

1 .
tenemos que zp = —1 — =,y 2z = e¥™/3
2

= 25, e igualmente queda excluido.

2. Sid =1, entonces |z; — (—d)| < 1, el cual define un disco de radio 1, con centro
en —d, ysiz € F ,entonces z; = e?™3 Puestoquec =1, d=1,y ad—bc = 1,
tenemos que a — b = 1, por ello

azi+z—1 a(a+1)—1 1

zn+1 21 +1 ¢ 21+ 1

29 = =a+ z1

Como |Re(z1)] < 1, |Re(22)| < 1, puede ocurrir que a = 0, lo cual estd excluido

porque z; # z3;6a=1y 20 = 21 + 1.

3. Si d= —1, se sigue, como en (i), que a = —1,y 2z = 21 — 1.
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F
/—oZ ..............
* T
-1 I o0 I 1

Figura 3.1: Region fundamental F' para I’

Finalmente y como una consecuencia, cualquier punto del semiplano superior U
es congruente a uno y solo un punto en el interior del conjunto F (ver Figura 3.1),

donde

F:{zéUHﬂZlumwﬂgé}

Por lo tanto F' es una regién fundamental para I'.
OJ

Consideremos el semiplano superior U, y sea Ug el conjunto de complejos z tales
que Im(z) > B. El mapeo

2miz

Ze = Gz

define un holomorfismo de Up al disco (abierto) D, — {0} de radio r = ¢72™P. Repre-
sentemos por U /T al espacio cociente de U modulo las traslaciones por un entero,
topoldgicamente este espacio es el cilindro; de modo que ¢ induce un biholomorfismo
entre U, /T y D, —{0}.

Consecuentemente una funcion meromorfa en Up de periodo 1, i.e. invariante
bajo la accién de T, induce una funcién meromorfa f* en D, — {0}. Una condicién
necesaria y suficiente para que f* también sea meromorfa en 0 es que exista algin

entero positivo N tal que f*(q) - ¢" esté acotado cerca de 0. Si tal fuera el caso,
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entonces f* posee una expansién en series de potencias de la forma
oo
* _ n
fo)=>_Cud"
-N

Diremos entonces que f es meromorfa (respectivamente holomorfa) en el infinito si
/* es meromorfa (respectivamente holomorfa) en 0. Abusando de la notacién, en este

caso también diremos que
oo
f=Y_Cug",
Y

y la llamaremos la g—expansion de f al infinito. Los coeficientes C), son llamados
coeficientes de Fourier de f. Si C_y # 0 llamaremos a —N el orden de f al infinito,
y lo denotaremos por v, (f). Para cualquier z en U, el orden de f en z lo denotamos

por v.(f).

Denotemos por M al campo de las funciones meromorfas en U, y sea
a b

a = . 4 ) elemento del grupo modular I'. Para f en M y un entero
k > 0, definimos (Ty(a)f)(2) = f(a(2))(cz + d)~**, podemos ver que esto define una

accién de ' en M.

Diremos que f es un automorfismo de peso 2k o de grado 2k si Tp(a)f = f
para todo o en I' y si f también es meromorfa en el infinito. Notemos que nuestra
definicién tiene sentido, puesto que las traslaciones por 1 dejan a f invariante. A su
vez, la condicion Ty («) f = f equivale a decir que

fla(2)) = (cz + d)* ().
Teorema 3.1.6. Sea f un automorfismo de peso 2k, con f # 0. Entonces

vl) 4 50) 4 )+ Y wn) = & 33

3 P=#ip

La suma es tomada sobre todos los puntos P de U modulo T', excepto en la orbita de
p = e¥™3 (la raiz cibica de la unidad) y de i.

Demostracion. Vamos a integrar el cociente f'/ f alo largo del contorno de la figura
(F.3.2), pero con algunas modificaciones pues tomaremos arcos pequenos alrede-
dor de aquellos polos que pudiera haber en la frontera, como se ve en la figura (F.3.3).

Por simplicidad, podemos suponer que la funcién f no tiene en los lados, otros
polos ni ceros que no sean p e i, que son los casos mas sensibles pero que si los
consideramos veremos que cualquier otro caso se demuestra andlogamente. Tenemos
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L3

Figura 3.2: Integramos a lo largo del contorno de la regién sombreada

B>/Q,\<D’
W C TR

Figura 3.3: Integramos a lo largo del contorno modificado
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entonces que

1 f! 1
— [ L - log f
27Ti/ f dz 2mi dlog

Calculemos la integral a lo largo de la parte superior, los lados, los arcos alrede-
dor de las esquinas, el arco alrededor de 7 y los arcos pertenecientes al circulo principal.

Bajo las representaciones de q y sus respectivos cambios de variable, el segmento de
la parte superior (que estd entre E'y A) se aplica en el circulo con centro en el origen,
con una orientacion contraria a las manecillas del reloj. De modo que la integral sobre
dicho segmento nos da —v.(f). Mientras que la integral sobre el segmento vertical
izquierdo nos da 0 por la periodicidad de f. A su vez la integral al rededor de p sobre

el arco pequeno es igual a
B/
1
— d log f.
2m Jp
Efectuemos una traslacion que aplique p en 0, y suponiendo que consideramos
una funcién que cerca del origen se denote también por f, la escribimos como una

expansion en series de potencias

f(z)=cz(1+---).
De modo que

/
/) =0 + términos holomorfos.
flz) =2
Notemos que mientras el radio del circulo pequeno tiende a cero, la integral de
los términos holomorfos también tiende a cero. Luego, integrando sobre un arco cuyo
angulo tienda a 7/3 en sentido contrario a las agujas del reloj, y tomando el limite
cuando el radio tiende a cero, obtenemos —m/6. Finalmente, un valor similar se
obtiene del circulo pequeno al rededor de —p, y a partir de ambos calculos obtenemos

—1

?Up(f)-

Posteriormente, un razonamiento analogo en el arco pequeno al rededor de i lle-

gamos a
-1

7“i(f)~
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Ahora, solo falta efectuar los calculos de las integrales sobre los arcos restantes
c D
L+
B/ ’

0 , notemos que [ aplica los arcos B'C' en los arcos DC’. Por

Sea 8 = ( 1 _01
definicién f(Bz) = 22* f(z), luego

df (8z)
dz

= [(52) 5 = () + 267 f(2)

Se sigue entonces que

D

fw) o (716,
o F(w) dw‘/c 8z @

L1B) _f) 2

2 f(B2)  flz) oz
Podemos observar como la integral sobre el segundo arco posee un término que cancela
a la integral sobre el primer arco y, también tiene otro término que es
1[92k

— — dz,
2 Jp 2

quien a su vez converge a 2k/12 = k/6. Finalmente, reuniendo todos los calculos
anteriores obtenemos la demostracién del teorema [11]. U

&

Anteriormente vimos que la funcion de Weierstrass satisface una ecuacion difer-
encial ordinaria ¢’ = /p(p), donde p es un polinomio ctibico de la forma

p(2) =42 —cpz —c3 (3.4)

Para cualquier polinomio escrito asi, diremos que esta en la forma normal de
Wezierstrass.

Ahora bien, seria interesante poder obtener alguna informacién sobre las reticulas
y el toro, si estudiamos la accién del grupo modular I' en el semiplano superior U.
Para ello, vamos a construir una funcién J: U — C, analitica e invariante bajo la
acciéon de I'. Con la propiedad J (7') = J(7), si y sélo si 7/ = T (1), para algin
T € T'. Dicho de otro modo, la funciéon J podra distinguir entre las diferentes clases
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de reticulas similares.

Sabemos que la funcién p de Weierstrass asociada a la reticula €2 satisface @' =
VP (p), donde p es un polinomio en la forma normal de Weierstrass

p(2) =42° — g2z — g3 (3.5)

con

/
go = (o (Q) =60 Zweﬂ UJ74

/
g3 = g3 (€2) = 140 ZWEQ WS

Ahora bien, representando como A (§2) al discriminante A, de p, por el Teorema
2.3.5 tendremos que
A(Q) = g2 (Q)* — 27g3 ()

y puesto que las tres raices de p son distintas, A (2) # 0.

Definimos la funcion modular J (2), como

e @)
T =A@ T n @ - 2 ) (30

Para una reticula similar uQ (1 € C\ {0}) tendremos

/ _ _ / _ _
o (M) =60 ()t =p60Y Wt =i (),

!/ _ - / - -
g5 () =140 (pw) "= p7t140) w0 = 0g5(Q),
lo cual implica que
A (pR2) = go (12)° = 27g5 (u)* = p~ A (),

y por lo tanto
(1) = J (),

para todo p € C\_{0}.
Luego entonces reticulas similares determinan el mismo valor de J.

También, podemos ver a go, g3, A y J, como funciones de 7 € U, al evaluarlas en
la reticula Q = Q (1, 7), misma que tiene a 7 como uno de sus médulos. Entonces

g2 (1) = 60 z;n,n (m + nT)_4
g3(T) =140 (m+n7)"° (3.7)
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donde Z;nn denota la suma sobre (m,n) € Z x Z\ {0}.

Asi
A1) = ga(1)° = 27g5(7)°
)
J(r) = A () (3.8)

Si 7/ =T (1) para algun T € T, por el Corolario 3.1.1, las reticulas Q = Q (1,7) y
' =Q(1,7') son similares, luego entonces J (7') = J (7).

Quedando demostrado el siguiente Teorema,
Teorema 3.1.7. J(T' (7)) = J (1), para todoT €U y T €T

Por lo tanto J (7) es invariante bajo la accién del grupo modular T'.

En este sentido diremos que la funcién J (1) estd asociada a la familia de curvas
elipticas E, = {C Q. | Q. ~ Q(1,7)}.

az+b
cz+d

@(T() = 60) (m”(is))

B (cz+d)+n(az+ D)
= GOZmn( (cz 4+ d) )
= 60(cz+d)* Z;nn (m(cz +d) +n(az+b)) "

Notemos que, si T": z > € I',entonces

= 60(cz+d)™* ZI (bn + dm + (an + em) 2)~*

como ad—be = 1, la transformacioén (m, n) — (bn + dm, az + cm) , solamente permuta
los elementos del conjunto de indices Z x Z\ {0}. Luego, por el teorema de cambio
de base mediante transformaciones unimodulares, y por la convergencia absoluta de
la serie la cual nos dice que el limite de convergencia es invariante bajo permutaciones
en los términos de la serie, resulta entonces que

g2 (T (1)) =60 (cT + d) 42 (m+nt)” (CT+d)_4g2(7')

g3 (T (7)) = 140 (er 4+ d)~° Zlmn (m~+n7)"% = (et +d) g3 (1)

asi

A(T (1)) = (e + d)_12 A(T),

que alternativamente es una demostracion del teorema anterior. Si en especial
consideramos a =b=d =1y ¢ =0, tendremos T (1) = 7 + 1.

Por lo anterior,
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Teorema 3.1.8. Las funciones go (1), g3 (1), A(7) y J (T) son perddicas con respecto

de 7.
0
Consideremos la siguiente transformacion de la region U,
T+b
T(T):ZZ—T—_(Z (a,b,c,d € Zy ad —bc=—1). (3.9)

Dicha transformacoén aplica el semiplano superior en él mismo, invirtiendo la ori-
entacion. Calculos similares a los anteriores, generan las siguientes igualdades

92(T (1)) = (c7+d) " g2 (7)

g93(T (7)) = (c7+d) " gs(7)

A(T (1) = (ecr+d) A7) (3.10)
J(T () = J(7)

Teorema 3.1.9. Las funciones gs, g3, AT y J: U — C son analiticas en U.

Demostracion. En el teorema (A.2.6.) del anexo, vimos que si Y f,, es una serie de
funciones analiticas en una regiéon R C C, uniformemente convergente a f (z) en todo
subconjunto compacto de R, entonces f (z) es analitica en R. Estd convergencia, que
algunos libros definen convergencia uniforme al interior del recinto R, es equivalente
a pedir que para todo zy € R exista un entorno de 2y en R en el cual la serie converja
uniformemente. Es decir, existe p > 0 tal que la serie converge uniformemente en el
subconjunto compacto |z — 29| < p de R.

Si 79 € U tomemos p = 3Im(7y) y, sea el disco compacto K (1) =

{rel||r—m|<p}. Como las funciones (m +n7)~* y (m+n7)~° son analiticas
en U para todo (m,n) € Z x Z\ {0}, resta demostrar que las series que en (3.7)
definen a go y g3, son uniformemente convergentes en cada K (75) con 79 € U, para
lo cual vamos a recurrir a la prueba-M de Weierstrass, justificada en (A.2.12).

Sean m,n € Z, con n # 0, entonces
‘ﬂ+7'0‘ > Im (19) = 2p.
n
SiTe K (), se cumple
1
[((m +n7) = (m+nmn)| = [n| |7 = < |nfp < 5 [m+nml,

ésto ultimo es debido a
2p <

9

m + nTy
n
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de donde se desprende

nlp < & m -+ nro]
Por otro lado, para todo m,n € Z incluido n = 0, resulta
|m +nt| = |(m+nmy) — [(m +n1) — (M + n7o)]|
y por la desigualdad del triangulo
|m +nt| > |m+ nr| — |[(m 4+ n1) — (M + n1o)| .

Ahora, observemos que
1
|m + nro| > 5 im +n1o| > |n|p > |(m+n1) — (M +nm)]|,

luego

1
|m + n7o| — |(m +n7) — (M + nm)| > 5 |m + nm|,

y por lo tanto
1
|m + nt| > §|m+n7'0|.
Luego entonces,
2|m+nm| "t > |m+nr| ",
lo cual implica que para todo r > 0, se cumple

(2 |m + m’0|71)2T > (|m + n7|71)2r ,

y equivalentemente
2% \m + nro| " > |m 4 nr| 7Y

para todo 7 € K (1) v (m,n) # (0,0).

’ 2 . . . 74
Asf cada término de las series en (3.7) es acotado superiormente por 2* |m + no|
—6 .
y 26 |m + n1o| ", respectivamente.

Por (2.1.1), las series Y/ [m + nto| "> convergen en K (1), para cada r > 1,
luego en virtud de (A.2.12) las series Z;nn lm +nr|~* convergen uniformemente en
K (7), para cada r > 1. Haciendo r = 2 y r = 3, veremos que g (7) y g3 (7) son
analiticas en Y. Por tltimo, de (3.7) se sigue que A (7) es analitica en U, y puesto

que A (1) # 0 en U, se deduce que J (7) es analitica en U.
U

Lema 3.1.10.

1. Si2Re (1) € Z entonces g5 (T), g3 (1), A(T) y J (T) son reales.
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2. Si|t| = 1 entonces g2 (1) = 792 (1), g3(7) = 7893 (7), A(7) = 72A(7) y
J (1) =J (7).

Demostracion. Si 2Re (1) = n € Z, 7 permanece fijo bajo la accién de T: 7 —
n — 7, la cual es del tipo (3.9), cona = —1, b =n,c =0y d = 0, y en virtud de
(3.10), tendremos

92 (1) = g2 (n—7) = (T +d) " g5 (1) = 92 (7)

por lo tanto g5 (7) € R, andlogamente g3 (7). Si |7| = 1, 7 queda fijo bajo la inversién
T: 7 — 1/7 en el circulo unitario, la cual es del tipo (3.9), cona=d =0y b=c=1.
Por lo que tenemos,

92 (1) = 92 (1/7) = (7) " g2 (1) = 742 (7).

O

Recordemos que el conjunto F = {7 €U | || > 1,y |Re(z)] < 1} es una regién
fundamental del grupo I"

Una consecuencia inmediata es que la funcién J (7) es real siempre que 7 se
encuentre en el eje imaginario o en la frontera JF de F.

Corolario 3.1.11. g, (p) = g3 (i) = J (p) =0 y J (i) = 1, donde p = *>™/3,

Demostracion La parte (1) del Lema 3.1.10, nos dice que g y g3 toman valores
reales en i y p, a su vez en la parte(2) se prueba que gs(p) = pga(p) y que g3(i) =

—g3(i). Luego g2(p) = g3(i) = 0, y por (3.8) se sigue que J(p) =0y J(i) = 1.

O

Consideremos los siguientes subconjuntos del semiplano superior,

Ly = {relU:|r|>1yRe(r)=-1/2}
Ly = {relU:|r|=1y —1/2 <Re(r) <0}
Ly = {relU:|r|>1y Re(r) =0}.

Y sea L = L1 U Ly U Ls. Por el Corolario 3.1.11, vemos que J(L) C R.
Teorema 3.1.12. J aplica L sobre R.

Demostracion. Si 7 € Lz, tendremos que 7 = iy con y > 1. De modo, que ¢ =
e?™ = ¢72™ v cuando y — 400 tendremos que ¢ — 0 a través de valores reales
positivos,

Teorema 3.1.13. Para cada ¢ € C existe exactamente una orbita de I' en U, en la
que J toma el valor ¢, esto es J es una biyeccion entre U /T y C.
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Demostracion. Basicamente, vamos a aplicar la relacion

vl) + 30() + o)+ 3 vel) =
P+#i.p

del Teorema 3.1.6 con k = 0. Luego, si f = J — ¢ con ¢ € C, notemos que el lado
derecho de la relacién es igual a 0. Luego entonces la funcién f tiene un polo al infinito

y

k
6

Lo+ suD+ S we(f) = 1.

p
3 2 gl

Los términos del lado izquierdo son todos mayores o iguales a cero. Lo cual es
posible si y sélo si el orden de J — ¢, en un unico z en U /T es distinto de cero. La
multiplicidad es 1 si z no esta en la érbita de p ni de i; de otro modo sera igual a 2
en iy 3 en p. En todo caso, el teorema queda demostrado. 0

Corolario 3.1.14. Sean las reticulas 2 y €)' con mddulos T, 7" en U, entonces 2 y
Y son similares si y sdlo si J(1) = J(77).

l

Teorema 3.1.15. Si ¢y, c3 € C satisfacen c3 — 27¢3 # 0 entonces existe una reticula
Q C C tal que g () = ¢, para k = 2, 3.

Demostracion. Vamos a suponer que co = 0, luego necesariamente c3 # 0. A
su vez por el Corolario 3.1.11, sabemos que g2(p) = 0, de modo que gs(p) # 0
va que ¢a(7)% — 27g3(7)* = A(7) siempre es distinto de cero en U. De modo que
podemos elegir un complejo A € C\ {0} tal que A %g3(p) = ¢*, luego haciendo
Q= 2Q(1, p) = QA Ap) vemos que g2(Q) = A"g2(p) = c2 ¥ g3(Q) = Ag3(p) = c3,
tal y como se queria comprobar.

Anélogamente si ¢ = 0, entonces ¢; # 0, de modo que g3(7) = 0y go(i) # 0.
Luego, podemos encontrar un A € C\ {0} que satisfaga la igualdad A\™*gy(i) = ¢y, a
partir de donde tendremos que la reticula 2 = Q(\, Ai) cumple go(Q) = A ga(i) = ¢
v 93(Q) =0 = cs.

Por dltimo, consideraremos el caso general co # 0 # c3. Por el Teorema 3.1.13,
sabemos que existe 7 € U tal que

i

a3 —27c%

Observemos que para todo A € C\ {0} la reticula 2 = Q(\, A7) satisface g2(€2) =
A7g2(T) v g3(Q) = A7"g3(7), donde g2(Q2) # 0 # g5(2) puesto que

92(€2)°
g2(Q)3 — 27g5(02)?

J(r) = (3.11)

= J(r) (3.12)



3.1. RETICULAS, TORO Y GRUPO MODULAR 73

es distinto de cero o de uno, en virtud de (3.11) y de nuestra hipdtesis co # 0 # cs.
Luego, podemos encontrar un A € C\ {0} que satisfaga la igualdad

)\2 — g . 93(7-)
C3 92(7)

de donde se sigue que

De modo que g; = fc;, con j = 2, 3 para algin 8 # 0, luego entonces substituyendo
en (3.12) y ocupando la igualdad (3.11) tendremos que

3
Co

_— J(Q
c3 — 27c3 (€)

s
B3c3 — 27423
&

3 — 27871

Por lo tanto 5 = 1y entonces g;(£2) = ¢;, con j = 2, 3, cémo se queria demostrar. [J

Corolario 3.1.16. Si Q, Q' cumplen que g () = gx () (para k = 2,3), entonces
Q=

Demostracion. Sin perdida de generalidad, consideremos respectivamente () y
2 en términos de una base (wy,wy) y (wi,wh) tal que 7 = wy/w; y 71 = wh/w}
pertenezcan a Y. Claramente 2 = Q(wy, ws) es similar a Q(1,7); y Q' = Q' (w],w)) es
similar a (1, 7'), equivalentemente w; (1, 7) = Q(wy,ws) y wiQ'(1,7") = Q' (wi,w)).

De la hipétesis del Corolario y de la definicién de la funcién J, se sigue que
J(wQ(1,7)) = J(wi (1, 7)), (3.13)

y puesto que reticulas similares determinan un mismo valor para J, en particular
J(wi(1, 7)) = J(QL, 7)) y J(WQ(L,7)) = J((1,7")); por esta razén y por (3.13),
se cumple que J(Q(1,7)) = J(2'(1,7")) es decir J(7) = J(7'), luego por el Corolario
3.1.14 vemos que € y € son similares, y por lo tanto Q' = uf) para algin complejo
u distinto de cero.

Pero g, (AQ) = A%, (Q) (con k = 2,3) para todo complejo A distinto de cero,
y en particular tendremos que gi () = g (uQ) = = *g; () de donde concluimos
que g = 1y por lo tanto 2 = Q’ d
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&

Sabemos que @ satisface la ecuacién diferencial (p')? = p(p), donde p(z) es el
polinomio ctibico 423 — gox — g3. Asf todo punto t € C, /€ determina un punto
(p(t), ¢'(t)) en el conjunto

E={(z,y) €% x 2|y’ =p(z) X =CuU{oo}}.

El conjunto E es una curva eliptica, en el sentido de que podemos pensar a F
como la grafica de la ecuacién y? = p(z), para x, y € 3. Como un subconjunto de
3 x X, E tiene una topologia natural. Vamos a demostrar que E es homeomorfo a
un toro.

Lema 3.1.17. La funcion 0 : C/Q — E, t — (p(t),¢'(t)) es un homeomorfismo
sobre su imagen.

Demostracion. Los puntos t = [0], [%wj], son aplicados por € en (co,00) y (e;,0)
respectivamente, con j = 1,2,3. Y para cada punto restante (z,y) € E, tendremos
que x # 00,e; y y # 00,0; por otra parte como @ es par y de orden 2, con puntos
simples en cada t # [0], [%wj], se sigue que para cada x # 00, e; hay dos soluciones
distintas t = +t; de p(t) = x. Ahora bien, ¢'(t1) = —p/'(—t1) # ©'(—t1), luego ¢'(t1)
y ¢’ (—t1) son los dos valores de /p (p(t)) = +/p(x), y uno de éstos valores debe ser
y. Por lo tanto hay un tnico ¢ (igudl a t; 6 —t;1) en C /Q que satisface 0(t) = (x,y),

luego # es una bijeccién.

Finalmente dado que g y @' son funciones meromorfas no constantes, son
funciones abiertas y continuas; por lo que € también lo es, luego entonces 6 es un
homeomorfismo. 0



Capitulo 4

El espacio de los subgrupos
cerrados de R?

En este capitulo demostramos como el espacio de todos los subgrupos aditivos
cerrados del plano real es homeomorfo a la esfera S*. Veremos también que si a
dicho espacio le removemos todas las copias isomorfas al producto cartesiano Z x Z,
el subespacio resultante serd homeomorfo a la esfera S%. Y que dichos espacios son,
respectivamente, homeomorfos a la suspensién de la esfera S® y a la suspensién
del nudo trébol. Lo anterior, es el resultado central que Ibrahim Pourezza y John
Hubbard exponen en su articulo [16]. Mismo que trataremos de hacer mds accesible
en lo que a su lectura y argumentacion se refiere.

4.1. Una métrica para una topologia adecuada

Sea G el conjunto de los subgrupos aditivos cerrados de R2. Afirmamos que
cualquiera de los elementos de G es isomorfo a uno de los siguientes: {0}, Z, R, Z2,
Z x Ry R2.

En efecto sea N € (. Si dicho subgrupo tiene solamente un elemento, evidente-
mente es isomorfo a {0}. Ahora bien, consideremos un subgrupo aditivo N con al
menos un elemento a # 0, luego entonces N contiene al subgrupo ciclico (a) generado
por a, esto es (a) ={n-a|n€Z} C N ,si(a) =N claramente N ~ Z.

De otro modo, observemos que el subgrupo (a) estda contenido en el subespacio
vectorial unidimensional de R? generado por a. Sea pues L; C R? la recta que
contiene a (a). Supongamos que para todo € > 0 existe u € L; N N tal que
0 < d(na,u) < e para algin n € Z, si ésto no se cumple entonces el subgrupo L; N N
es uniéon numerable de subgrupos isomorfos a Z, pero dicha unién es también un
conjunto numerable y por lo tanto el subgrupo L; N N es isomorfo a Z, este caso lo
abordaremos méas adelante.

75
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Ahora bien, si k es cualquier punto en L; entonces para todo € > 0 existe
u € LN N tal que 0 < d(k,u) < ¢, esto sucede en virtud de la suposicién anterior y
de la estructura de grupo en N, la cual nos permite trasladar sobre L; de manera
iterada cualquier elemento de L; N N, pudiendo escoger como médulo de traslacién
un elemento cualquiera de L; N N; por esta razéon podemos aproximarnos tanto como
queramos a cualquier £ de L; con elementos de L; N N, deduciéndose asi que N
contiene un subconjunto denso. Ahora bien, por hipétesis sabemos que N es cerrado,
luego contiene a todos sus puntos de acumulacién, lo cual implica que Ly C N.

Si L1 = N claramente N ~ R; por el contrario supongamos que N ¢ L; entonces
existe v € N tal que v ¢ Ly, con (v) C N. Si para todo € > 0 existe u € N — L, tal
que 0 < dg (n-v,u) < e para algin n € Z, tendremos que el subgrupo (v) ~ Ry
por lo tanto N ~ R? puesto que (v) + L; C N.

De otro modo, sea Ly C R? la recta tal que (v) C Lo, si (v) C Ly N N, se deduce
que Lo NN ~ 7Z; y por lo tanto N ~ R x Z.

Por tltimo, si Ly NN ~Z y Ly N N ~ Z claramente N ~ Z2. L]

A continuacién queremos determinar una métrica adecuada para G y estudiar la
topologia generada por ésta.

Empezaremos definiendo una funcion distancia que haga de G' un espacio métrico.
Para ello observemos que hay elementos de G que no son acotados en R? sin embargo,
considerando que R? U {oo} = S?, podemos extender cada elemento I' € G a su
correspondiente I' = I' U {oo} en S2, asf todo elemento de G = {T' U{cc} | € G }
es un subconjunto compacto de S? (a su vez S? es un subespacio compacto de R?).

Dado (X, d) un espacio métrico, para r > 0 definimos una r-vecindad S, de un
subconjunto cerrado S de X, como el conjunto de todos los puntos en X tales que
disten de S una cantidad menor que r. De manera equivalente, S, es la unién de
todas las bolas de radio r centradas en algin punto de S.

Sean A y B dos subconjuntos compactos en X, diremos que su distancia es
el minimo nimero real r, para el cual existe una r-vecindad cerrada V, de A que

contiene a B; y otra r-vecindad cerrada U, de B que contiene a A.

Es decir, si A y B son dos compactos no vacios en X, definimos su distancia como
TEA

dy (A, B) = méax (méxd(:c, B), mé],;(d(y, A)) :
ye

A dg se le conoce como métrica de Hausdorff en el conjunto de los subconjuntos
compactos no vacios de X, la cual nos dice qué tan lejos se encuentran entre si dos
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subconjuntos compactos no vacios de un espacio métrico.

Comprobemos que la distancia de Hausdorff esta bien definida, esto es:

[\
S8
T
=
w
[
U
=
w
=

En efecto, dado que max(a,b) > 0 y méx(a,b) = max(b,a) para todo a,b € R,
se cumplen 1 y 2. Luego claramente si A = B entonces dy(A,B) = 0 pues
d(z,B) =d(y,A) = 0 para todoy € By z € A . Por otro lado si dy(A, B) = 0,
entonces, d (z, B) = 0 para toda x € A, pero d(x,B) = 0 si y solo si x € B, por lo
tanto A C B, analogamente tendremos que B C A, luego A = B.

Finalmente la desigualdad del tridangulo para dg es consecuencia de la desigualdad
del tridngulo para d.

Con ésta métrica, G es un subespacio métrico del espacio de los subcon-
juntos compactos de S2. De forma natural G hereda una métrica d; dada por
dg (A, B) =dg (A, B).

Sea T la topologia en GG inducida por dg, en particular si
B . (A)={Be€G | dg(A B)<e con AecGye>0}
entonces 3 = {Bj_ (A) | A € Gy € > 0} es una base para Tg.

Mis adelante demostraremos que el espacio G' es homeomorfo a S*.

4.2. H un subespacio familiar

Consideremos el siguiente subconjunto H C G formado por aquellos elementos de
G no isomorfos a Z2. Claramente H hereda una estructura de subespacio topolégico,
esto es
Ty = {AﬂH ‘ AGTg}.

Afirmamos que H = S? y para su demostracién daremos de manera explicita el
homeomorfismo.

Primero, identificamos R? con C del modo usual. Luego, sea la parametrizacién
de S? por (p, ), donde 0 < p < 2ry —7m/2 < 0 < 7/2. Y sean P, P, el polo Norte
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{0}

N
’ £\
- ﬂ’

RQ\/

Figura 4.1: Esfera parametrizada por (¢, 0)

y el polo Sur de S? respectivamente.

Ahora, apliquemos S? en H mediante la siguiente correspondencia ¥,

S? t H
P se aplica en {0}
(p,0), 0<6<7/2 seaplicaen Z (tan ) e'#/?
(,0) se aplica en R ¢¥e/?
(p,0),—m/2 <0 <0 seaplicaen R e¥/2x Z(cotf) eletm/?
P, se aplica en R?

Vamos a justificar caso por caso la continuidad de la funcién V.

Si zg € S? y para todo € > 0 existe § > 0 tal que si ||20 — z|| < § con z € 52,
entonces queremos demostrar que dy(¥(29), ¥(z)) < e.

Son cinco los casos posibles a considerar, de los cuales demostramos los dos
primeros:

1. Sea zg = P;. Como dg({0},T") = 0, para todo I' € H, entonces para todoe > 0
y cualquier 0, se cumple dy({0},I') < e.

2. Sea zyg = (o,00) tal, que 0 < 6y < 7/2. Consideremos una vecindad Bs(z)
de zp y radio § en S? tal, que para toda z € Bs(z) si z = (p,0) entonces
0 <60 < m/2 Siwy = Y(20), sea Dy, = V(Bs(20)); v si (p,0) € Bs(zo) sea
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S2

/2 0
©o0/2 C

Figura 4.2: w(p,0) y w(po, 0y) vistos en S?

w(ipg, O) = tan B, €¥+/2. Ahora bien, vamos a expresar los siguientes valores

pu = sup{yp | (,60) € Bs(20)}
pm = Mf{p | (,00) € Bs(20)}
O = sup{y | (v0,0) € Bs(2)}
O = if{p | (0,0) € Bs(20)}

Por la simetria de Bj(zg), notemos que
[0 — pae| = 0o — ol = 0o — O] = |00 — O]

Observemos que en H
do(Z(tan 6;) €%/, Z(tan 6) e*+2) < || w(ep;,0;) — w(ew, O) |,

luego, si e = || w(wo,bo) — w(war,Onr) || entonces para todo ¥(z) en D, se
cumple que dg(V(z0), V(z)) < €.

Finalmente, para cualquier zy = (©g,6y) en S? con 0 < 6y < 7/2 y para todo
e > 0, podemos determinar algin w(y., 6:) tal que || w(po, Oo) —w(pe, 0:) || < €
y que |@g — @] = |0y — 0:|. Luego, si tomamos § = || zp — z. || vemos que para
todo z € 5% con || z — 29 || < § se cumple que dg(¥(2), U(z)) < e.

Los tres restantes casos: Si zp = (¢0,0). Si zo = (g, 0p) tal que —7/2 < 6 < 0. Si
zg = P». Se sugieren como ejercicios al lector.

La 6 minima de los cinco casos anteriores sera la que resuelva el caso general.
Asi U es continua y claramente biyectiva, mas atin es abierta, pues vimos que ¥
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Figura 4.3: Suspension de X

manda bésicos en bésicos, es decir, cada bola (bésico) de S? se aplica en una bola de

H. Por lo tanto ¥ es un homeomorfismo.
O

4.3. Suspension e involucién

Para cualquier espacio X definimos la suspensidn de X, y la denotamos por S(X),
como el espacio cociente de X x I que se obtiene al identificar cada uno de los
subconjuntos X x {0} y X x {1} con un punto respectivamente; obteniéndose asi un
«cono doble» sobre X.

S(X)=(X x1I)/{(x1,0) ~ (22,0) y (z1,1) ~ (22,0) V 1,29 € X}.

Similarmente, si f : X — Y es una funcién continua entre dos espacios, definimos
S(f) : S(X) — S(Y) como la aplicacién inducida en el espacio cociente, por la
aplicacion de X x I en Y x I la cual manda (z,t) en (f(x),t).

Proposicion 4.3.1. S(S™) es homeomorfo a S™*.

Demostracion. Como [0,1] = [—n/2,7/2], resulta claro que S(S™) =

S x [=m/2,7 /2] [{(x1, —7/2) ~ (x2, —7/2) ¥y (21, 7)2) ~ (22, 7/2) V 21,29 € S™}.

Generemos la siguiente correspondencia entre S™ x [—m/2,7/2] y S".
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Dado p = (x1,...,Zp41,0) € S™ X [-7/2,7/2], definimos v = (z1,...,2,11,0) ¥
h = (0,...,0,1) dos vectores ortogonales en S"™! luego la rotacién de cualquier vector
contenido en este plano, por un angulo 6 debe preservar su norma. Sea pues \ =
v-cos 0+ h-sinf, notemos que A € S"1 en efecto A = (z1-cos0, ..., 2,1 - cos b, sinb)
luego, |A]* = sin?0 + cos? 6 - Z?;l 22 = sin? + cos?§ = 1. La funcién que a cada

(1, ey Tny1,0) € S™ le asigna A es biyectiva y continua, salvo para = —n/2,7/2.
Pero si extendemos la funcién al cociente S™ x [—7/2,7/2]/ ~, tendremos una
funcién bicontinua. O

El cono CX de un espacio topolégico X se define como el espacio cociente
CX =(Xx1)/(X x{0})

del producto de X con el intervalo unitario I = [0, 1]. Intuitivamente lo que hacemos
es colapsar una de las tapas del cilindro de X en un punto.

Si X esta contenido en un espacio euclidiano R"”, el cono de X es homeomorfo a
la unién de todas las lineas que van de puntos en X a un punto exterior, de modo
que el cono topoldgico coincide en R™*! con el cono geométrico.

Algo importante es que todos los conos son conexos por trayectorias, mas aun
todo cono es contraible al vértice por la homotopia h; = (z, (1 —t)s).

En general, cuando X es un espacio de Hausdorff, C'X puede visualizarse co-
mo la coleccién de lineas que unen todo punto de X con un punto externo (el vértice).

Una involucion es una funcion f biyectiva de un espacio X en si mismo la cual
es su propia inversa, es decir f(f(z)) = = para toda x en el dominio de f.

En este sentido vamos a definir la involucion candénica de la suspension como

sx) L S(X)
XxI/~ = XxXI/~

Claramente si £ = {(x,1/2), ~} entonces f(E) = E, es decir F es invariante
bajo f y f fija puntualmente cada elemento de E; mds ain E es el conjunto de
puntos fijos de la involucién.

Proposicion 4.3.2. 57 X es un espacio con involucion, y Y, E C X son dos subcon-
Juntos tales que Y U f(Y)UE = X, Y NE es vacio y Y UFE es un cono sobre F,
entonces si E es el conjunto invariante por la involucion se cumple que X = S(E) .

Demostracion. En efecto, por una parte tenemos que S(F) es homeomorfa a la
unién por su frontera de dos conos de E, ademas si Y U E es un cono entonces



82 CAPITULO 4. EL ESPACIO DE LOS SUBGRUPOS CERRADOS DE R2

f(Y)U E es un cono también y dado que Y U E y f(Y) U E se intersectan
en F, la unién de ambos por su frontera es homeomorfa a S(F), finalmente de
X=YUE)U(f(Y)UE) se sigue que X = S(F). O

Sean B" = {(x1,..,xz,) € R* | 3" 2?7 < 1} y S" = {(y1,-,Unt1) €
R | Z::rll y? = 1}, la n-bola y la n-esfera, respectivamente. Vamos a demostrar
que la suspensién de S"~! equivale a unir adecuadamente, dos n-bolas por su frontera.

Sean ¢, y ¢_ funciénes entre B" y S™, dadas por

¢+ - B —» §" ’<I'1,...7l'n) — (.’I]l,...,l'n,‘l—\/l _2?13722)
¢_: B" — S" (x1,..., 1) > (xl,...,:cn,—\/l - >, :cf)

Observemos que 0B™ = S™ !y que ¢, v ¢_ son biyecciones continuas entre una
copia de B™ y la correspondiente mitad de la S™ esfera. Asi las funciones anteriores,
ademas de realizar el pegado de las dos copias de B™ por su frontera, identifican
continuamente el interior de la respectiva copia de B™ con una mitad o casquete de
la esfera S™. En resumen, el espacio que resulta de unir o pegar (mediante ¢, y ¢_)
dos copias de B™ por su frontera, es homeomorfo a S™ y a S(S"1). O

4.4. Los subgrupos isomorfos a R

El siguiente teorema es el resultado central a exponer, y nuestro objetivo
sera probarlo.

Teorema 4.4.1. El espacio G es homeomorfo a S* y H es homeomorfo a S?. El par
(G, H) es homeomorfo a (S (S®),S (K)), donde S denota suspension y K C S* es el
nudo trébol.

Sea A C C? la superficie de la ecuacién a® — 27b* = 0. Para cada (a,b) € C* — A,
sea X(qp) la curva de la ecuacion y? = 423 — ax — b. Por la teorfa de Weierstrass,
ver Corolario 3.1.16, sabemos que para cada (a, b) fuera del discriminante, existe una
tnica reticula Q) tal que a =603 o uw ' yb=1403" o (yw ° Sea F la
transformacién que a cada (a,b) € C* — A le asigna su correspondiente ().

Proposicion 4.4.2. La transformacion F es un homeomorfismo sobre el subespacio
de los subgrupos isomorfos a 7.

Demostracion. En efecto, la funcién inversa

F7HQ) = (g2, 93),

estd definida a partir de los invariantes g = 60, o, 27"y g3 = 140)", o, 279, de
los cuales sabemos por la teoria de Weierstrass (capitulo 2.3), no dependen de la
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eleccion de los periodos fundamentales de la reticula 2. Dichos invariantes expresados
en series de Eisenstein, son continuos en el dominio de su definicién, tal y como
se demostré (capitulo 2.3). Por lo tanto F~! al ser composicién de dos funciones
continuas es a su vez una funcién continua.

Por dltimo, la funcién F' esta dada a partir de
d
e / o (2) ’
4o ()P — gap (=) — g5

la cual integramos a lo largo de una curva rectificable v que une a los puntos z y 2z
sin pasar por los polos de p(z). Esto nos permite recuperar los periodos de la reticula,
en efecto recordemos que si p(y) = I" es la imédgen de la curva + en el plano w, I" une
los puntos wy = p(29) y w = p(2) por lo que la igualdad anterior se representa como

/w dt
Z— 2y = s
wo /43 — gat — g3

y si zg — 0 entonces wy = p(z9) — 00, y como la integral impropia es convergente,
tendremos que

/w dt
z = :
s VAt — got — g3

de esta forma recuperamos los periodos de la reticula.

Claramente las variaciones sobre los caminos de integraciéon son continuas,
siempre y cuando las curvas no contengan polos de la funcién p(z) de Weierstrass,
por lo tanto la funcién F' es continua en el dominio de su definicién. O

Lema 4.4.3. Para todo t € C — {0}, Qzqm) = t /Uy

Demostracion. Sabemos que

Anteriormente vimos que para todo A € C, se cumple

92(AQ) = A1g2(Q)
93(AQ2) = A%g3(2)

entonces, dado t € C — {0}, los g2 y g3 generados a partir de t=1/2 Qq,p) son

92(75_1/2Q(a,b)) = 12g2(Qap))
93(t7Vapy) = 93(Qay)
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lo cual significa que 24, 34,y = t_1/2Q(g2,g3)' U

93)

Proposicién 4.4.4. Si hacemos converger (a,b) a (3t2, —t3), un punto en A, entonces
sit# 0, Qp converge en G al grupo generado por miy/(2/3t) y sit =0 entonces a

{0},

Demostracién. En general, sea el polinomio ctibico p(z) = 423 — az — b, con
A, # 0,y {e1,ea,e3} las raices de p(z). Sea 7, una curva cerrada de Jordan
rectificable en C tal que e, e3 estén contenidas en A la regién interior delimitada
por 71, y e; esté contenida en el interior de B, que es la region exterior generada por ;.

Consideremos la siguiente uno-forma sobre C U {occ}.

dz
VA(z —e)(z — e)(

si hacemos tender e a e3, en el limite p(z) = 4(
forma anterior resulta ser equivalente a

f=

z—eg)
z—e1)(z — e3)?; por lo que la uno

dz
(z —e3)\/4(z — e)

siendo e3 la unica singularidad contenida en A, por lo que ahora es posible integrar
a lo largo de v, mediante la formula del residuo.

Para lo cual, recordemos que si U C C es un abierto simplemente conexo, aq, ..., a,
es un conjunto de puntos en U y f es una funcién holomorfa en U — {ay,...,a,};
entonces si v es una curva rectificable de Jordan que no pasa por ninguno de los
puntos a; de U pero, se encuentran totalmente contenidos en su “interior”, se cumple

la siguiente igualdad
/ f =2mi Z Res(f, a’k)v
v k

y si aj es un polo simple

Res(f,ax) = lim (z — ag) f(2)

zZ—rag

Conforme con lo anterior, tendremos que

dz .
/'yl (Z — @3) 4(2,’ — 61) = 277'21%88(]07 63),

y dado que e3 es un polo simple de f, resulta

dz
=27 lim (2 — e3 z
| (2= es) £(2)

4(z —e) Zes
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— 9ori lim (2 — es) — ori lim -

z—es (z — @3) 4(2 — 61) z—es \/4(2 — 61) \/(63 - 61)

Podemos observar que uno de los periodos de la reticula €4 es de la forma

mi/(\/(e3 — €1)), cuando ey — es.

En particular por el Lema 4.4.3, podemos suponer que t = 1. Sea e < 1/2 si (a, b)
se encuentra suficientemente cerca de (3, —1), entonces

p(z) = (22 — 221) (21 — 229)(2 — 21 + 22),

iz —1/2] < €/2y |20 —1/2| < €/2, sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que Re(z1) < Re(zz). Si hacemos tender ¢ — 0, entonces f(z) — dz/(2(z —
1/2)4/(z + 1)), la cual posee un polo simple en 1/2, calculando los residuos obtene-

mos
2
/ f= m'\/:
m 3

Por 1ltimo, sea 75 una curva que une a —z; — 2z con 21, y con 2o € C — 75, luego

dz
ve V(22 = 221) (21 — 222) (2 + 21 + 22)

el otro periodo de generador de €2, ;. Vamos a probar que Re(/) — oo cuando
e — 0. Parametrizando v, por v(t) = (t — 1)(z1 + 22) + tz1, se obtiene

e 7 (t)dt
/0 V() = 2)((t) — 22) (7(t) + 21 + 22)

Los argumentos de los términos bajo la integral se escogen entre una de las dos
opciones continuas de la raiz cuadrada, a su vez la integral siempre estara contenida
en un sector angular de 7 /4 alrededor del eje real positivo. De modo que

7'(t)

1 1
Re(I —
(1) = \/5/0 V@) = z20)(v(t) = 22) (v (t) + 21 + 22)

Para estimar la integral anterior, observemos que |y(t)+ z1 + 23] < 2 y que
|7(t) — 22| < |y(t) — z1] + &, haciendo m = |y(t) — 21|, tendremos

=2

dt,

1 [Rar=l g, 1.1
Re(I) > - = -log-+0-(1
(1) =5 i e 2 8e (1)

O

De la Proposicién 4.4.4, sabemos que Q32 _s3y = Z(mi/(2/3t)) sit # 0y, Qo0 =
{0} si t = 0. Que junto a la Proposicién 4.4.2, nos permite concluir que la funcién
(a,b) = Qup) es un homeomorfismo de C? sobre el subconjunto de G formado por
los subgrupos discretos.
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Proposicion 4.4.5. La interseccion entre la esfera Sf’s y la curva A C C? es un nudo
trébol contenido en un toro T

Demostracion. En efecto, sea ¢ > 0y
S2 = {(z1,2) € C*| |z1|” + | 22|® = 7., donde 7. = £*(9 + e},

A ={(a,b) € C* | a® — 27b* = 0}. Puesto que S? es de codimension real 1 y A es de
codimension real 2, se espera que S? N A sea de codimensién real 3.

Més atin, observemos que la funcién 7 : e — (3£2¢2? £3¢3%) con 6 € [0,27], es
una curva cerrada en el toro T = {(t,ts) € C? | |t]* =9y |t2|> = €%}, por otro
lado (3g%e?29)3 — 27(e3e®)2 =0 y ’3€2€i20‘2 + |e€3ei39|2 = e%(9+€?), de modo que T C
S3NA.

Ahora, todo punto en A admite una parametrizacién de la forma (3¢, ¢%) con

t € C. Sumemos los cuadrados de los médulos de 3t? y ¢3, haciendo t = re? con

r,0 e R
3P+ ) = 9t + 10
| :

notese que si r es un valor constante, la ecuacién anterior nos dice que los puntos
(3t2,t%) considerados son también puntos de la esfera S? de radio 9r* + r®, més aiin,
como  varia libremente en el intervalo [0,27] entonces ¢t = re se mueve continua-
mente en un circulo de radio 7, de modo que los puntos (3t2,¢3), para un r fijo, estdn
contenidos en el toro dado por el producto de dos circulos de radio 9r* y r% respec-
tivamente. Finalmente, la reparametrizacién dada por t = re*’ nos permite observar
que al variar r, obtenemos circulos unicos sobre los cuales se mueve ¢, de modo que si
t sale de del circulo dado por 71, caemos en otro circulo dependiente de un ro (3 )
y en consecuencia el punto correspondiente (3t%,¢3) estard contenido en la esfera de
radio 9r] + 7% | que es distinta a la de radio 9r5 + r§. En efecto, derivando el término
derecho de la igualdad,

d(9r* + 1)
dr

vemos que la derivada (4.1) es positiva, luego existe un tinico 7 tal que r = g*(9+ &2,
es decir, tal que la esfera tenga un radio dado.

=6r°(6 +r?) (4.1)

Y con esto concluimos que 7 = 52 NA.

La curva 7 es cerrada en el siguiente sentido: mientras que para valores de
0 € (0,2m) la funcién 7 es inyectiva, cuando # = 0,27 los valores de 7 coinciden.
Observemos que la curva 7 : e — (3c2e™ £3¢%Y) tiene el siguiente comportamiento
en el toro: cuando € varia en [0, 27], la curva 7 rodea dos veces los meridianos del
toro (que son los circulos homotépicos a S de longitud minima en 7T'), mientras que
rodea tres veces a los circulos paralelos del toro. Todo esto, sin auto intersectarse, (si
asf fuera tendriamos ay, s € (0,27) con a; # ay tales que 7(e2) = 7(€'2), lo cual
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vimos no sucede). A una curva en el toro, con estas caracteristicas se le define como
nudo trébol, o simplemente nudo (2,3). O

Ahora, vamos a unir con C? un circulo en el infinito, a lo largo de A, correspon-
diente a los subgrupos de G isomorfos con R.

Para ello veamos las siguientes funciones, sea A : C* — (0,00] definida como
A(a,b) =area(C, Q) ); notemos que si A(a,b) = oo entonces (a,b) € A.

Luego para todo A € (0,00], sea @4 : [0,1] — [0,00] dada por
oa(t) = t/(1 —t + A7'). Claramente ¢4 es un homeomorfismo entre [0,1] y

Sea B = {z € C? | |z| < 1} la bola unitaria en C?, por la Proposicién 4.4.5,
sabemos que la interseccién de la frontera de B con A es un nuido trébol K, esto es

SPNA=K.

Apliquemos B — K en C? mediante la siguiente férmula,

Fio= i) o ((oag 0:0) " 25 (o) D) 2)

Proposicion 4.4.6.

1. La funcion F es un homeomorfismo de B — K sobre {(a,b) | A(a,b) > 1},

2. Si (3t2,—t3) € K (i.e. 9|t|* + [t|® = 1), entonces F transforma el interior del
cono sobre K en A. Y en G, lim,_, 32 _3) Qp() = R(imy/(2/3t)).

Demostracién. Consideremos una sucesion de puntos {z,} en S* — K tales que
converjan a (3t%, —t*), entonces el drea de las reticulas Qp,,) siempre es igual a 1 para
toda n. En efecto, si z = (21,22) v |2| = 1, tendremos que PA(Z (]z\) = @i (l) =
A(z), de modo que F(z) = (A(2)? - 21, A(2)? - 23). Como sabemos Qizq,op) = t/2
Q(ap) para todo t € C\{0}, y haciendo t = A(z) tendremos que Qp(;) = A(2) /2 Q).
Por otro lado, si a € R es facil probar que A(aQ) = a?A(Q), luego entonces

AQr()) = A(A(2) T2 Q) = A(2) T AQ) = 1

Veamos qué sucede al interior de B — K, sean z € B — K con |z| < 1y el rayo
Az | A e |0, al interior de B — K generado por z. Calculando F'(Az) obtenemos
IZ\

SO

21

Fx) = ((pag A1)+ 2 (o
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Haciendo A(ﬁ‘) = 4, vemos que ps(A|z]) = Az|/(1 — Alz| + 67') = ¢, luego
F()‘Z) = (t221/’Z|7t322/‘2’>7 de modo que A(QF(AZ)) = A(Q(tQZl/\Z|,t3z2/|z|)) y si
hacemos t = 72 resultara que A(T7'Qq ) = 7 2A(Qe).p) = 729, hay que
subrayar el hecho de que el area es mondtona a lo largo del rayo. Por lo tanto, si
2z € B — K el drea de Qp(y.) tiende a infinito cuando A tiende a cero, mientras que
en el otro extremo del rayo si A tiende a uno el area tiende a uno.

El cono sobre K es homeomorfo a {\z; | z; € Ky A € [0,1]}. De modo que si
z = (3t?, —t3) € K entonces {\z | A € [0,1]} es un rayo al interior del cono sobre K.
Vamos a demostrar que F(A\z) € A, sabemos que F(A\z) = (t*21,t329) pues |z| = 1,
ademds 23 — 2722 = 0, finalmente si F(A\z) = (aj,ay) claramente of — 27a3 = 0,
puesto que

of — 27a5 = %27 — 271523 = 1%(2? — 2723) = 0.

Finalmente, como antes sea z, una sucesién en B — K convergente a (3t2, —t3) y
sea a, € RT tal que el drea de F(«,2,) sea igual a 1, evidentemente «,, — 0 cuando
n — oo ya que conforme n — oo los puntos z, estaran cada vez mas préximos a
la frontera de B — K, y por lo tanto mas préximos de aquellos puntos z tales que
A(Qpzy) = 1. Por el Lema 4.4.3 y la Proposicién 4.4.4, Qp(.,) es un grupo con un
solo generador muy cercano a im\/(20,,/3t) y puesto que A(Q2p(.,)) > 1 cualquier
otro generador de 2p(.,) debe de apréximarse a oo para valores grandes de n. 0

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.7. La transformacion z — (Qp(.) se extiende a un homeomorfismo
de B sobre la parte de G formada por los grupos isomorfos a {0}, Z, R y todas las
reticulas Q) tales que drea(C,/Q) > 1. Ademds, K C S* corresponde a los subgrupos
isomorfos con R, el interior del cono sobre K corresponde a los grupos isomorfos
con Z, junto con el 0 que se corresponde con {0}, y finalmente S* — K corresponde
a las reticulas 2 tales que drea(C Q) = 1.

4.5. La involucion de la suspension

A continuacién vamos a construir una involucién del espacio (G, correspondiente
a la involucién canonica de la suspension.

Para cualquier I' € G, sea I" el conjunto de todos los vectores z en C tales que el
paralelogramo (z,w) con w € I" tenga drea entera. Es decir,

I"={z € C| Im(zw) € Z para todo w € T'}.

En efecto, si z = (a +ib) y w = (u + ) claramente zw = (a — ib)(u + v) =
(au + bv) 4+ i(av — bu), de donde Imzw = (av — bu) = det(z,w).
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Proposicién 4.5.1. Para todo w € C — {0}

i) s I'={0} entonces [ =R?
i1)  si I'=Zw entonces [" = Rw + Z(i/w)
i) i ['=Ruw entonces ["=T=Rw
iv) si I' =Zwy + Zwy entonces 1" =7 U_Jl +7Z u_)2
Im(wqws) Im(wqws)
Demostracion.

1. En efecto, cuando I" = {0} vemos que para todo z € C se cumple que det(z,0) €
Z, luego I" = C 2 R?, y claramente (I")" = {0}.

2. SiT' = Zw, una condicién necesaria y suficiente para que Im(Zow) € Z para todo
w € 'y 2y € C, es que la altura del paralelogramo formado por los vectores

Zo v w sea un numero de la forma m - % con m € Z, tomando como base

w
al médulo de w. Dicha condicién es necesz&ria, puesto que si Im(Zow) € Z el
area del paralelogramo es un numero entero A, entonces sea a € R la altura,
luego A = |w| - a de modo que a@ = A - ﬁ Reciprocamente, veamos que la
condicién es suficiente; si la altura del paralelogramo es de la forma o = m - ﬁ
con m € Z, entonces para todo w € I' sabemos que w = nw, con n € Z, luego
A=|w|l-a=|nw| -a=|n| |w|- o] = |n| m, de donde se sigue que A € Z. De
la condicién demostrada se desprende que dado un entero myg, el conjunto de
todos los z € C que forman paralelogramos con w de altura my - ﬁ, es igual a
dos rectas paralelas Ly y Lj, (con L = L' si my = 0) cuya distancia al origen es
de |myg| - ﬁ, (podemos convenir definir para myq la recta Ly y para —mg la recta
Ly), respectivamente. Por lo tanto el conjunto generado que se obtiene al variar
m € Z, es isomorfo a R+7Z. Y precisamente todos los z € C ortogonales a w con
médulo igual a |m| - ﬁ (m € Z), es el conjunto Z(i/w); porque |1/w| = |i/w] y
claramente 7/w es ortogonal a w. Finalmente, todas rectas L ya descritas son
paralelas a w, es decir son de la forma Rw, trasladadas por un complejo de la
forma m - (i/w). Por lo tanto I = Rw + Z(i/w).

3. Si ' = Rw, para que zy € C sea tal que Im(Zpw) € Z V w € I, la altura a del
paralelogramo formado por zy y w = rw, debe cumplir que a-rw € Z para todo
r € R; lo cual sucede si y sélo si a = 0. Por lo tanto I'' ="' = Rw.

4. Finalmente sea I' = Zw, + Zw,, con w; y we € C linealmente independientes
sobre R . Observemos que zy € I si y solo si = Im(Zy - (nw; + mwsy)) € Z para
todo n,m € Z; es decir, si y sélo si n - Im(Zyw;) y m - Im(Zows) € Z para todo
m,n € Z. En particular zy € I" si y solo si Im(Zow;) y Im(Zows) € Z, por lo
tanto para determinar I'” inicamente necesitamos restringirnos a w; y ws.

Una condicién necesaria y suficiente para que Im(zZw;) € Z (con i = 1,2
respectivamente), es que la altura del paralelogramo formado por z y w;, sea un
nimero de la forma a; = k/ |w;| con k € Z, tomado por base a |w;|.
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Conforme con lo anterior, el conjunto de los z en C que cumplen dicha
condicién son las rectas L,, (k) paralelas a w;, mismas que distan del origen una
cantidad de a; = |k| / |w;|, evidentemente si k = 0, entonces L, (0) = {\-w; | A € R}.

Como w; y we son linealmente independientes sobre R, el conjunto de las rectas
paralelas a w; es ajeno al conjunto de las rectas paralelas a w,. Ahora bien, es muy
importante recordar que si bien todos los z € Ly, (k,) cumplen que Im(zZw,) € Z, no
necesariamente Im(zZwy) € Z, de hecho para cada ks € Z existe un tnico z € Ly, (k;)
tal que Im(Zwy) € Z, dicho z es precisamente la interseccién de Ly, (k) con Ly, (k).

Para cualesquiera dos enteros consecutivos ki y ko, la distancia de cualquier punto
de Ly, (k1) a Ly;i(k2) es igual a 1/ |w;|, es decir {L;(k) | k € Z} = {Rw; + Z(i/w;)},
por lo tanto
I = {Rw; + Z(i/w1)} N {Rwy + Z(i/wq) }

geométricamente el conjunto I es la reticula generada por p; = Lyu1(0) N Lyo(1) v
P2 = Lwl(]-) N LwQ(O)

Vamos a calcular explicitamente a p; y po. Como antes sean a; = 1/|wy] ,
as = 1/ |ws| , wy = ay +1by y wy = ay+1ibe; ahora bien, calcular ps equivale a calcular
un A2 € R tal que det(wy, Agws) = |wy] - @3 = 1, concluyéndose que py = Agws; en
efecto

1 1

=1« al)\gbg — bl)\gag =1« >\2 = = —
a162 — blag Im(wlwg)

aq bl
)\2@2 )\2 b2

y por lo tanto py = wy/Im(wws), andlogamente obtenemos p; = wy/Im(wws), de
donde se sigue que

w1 %)

+Z

Im(wlwg) Im(wlwg) )

F/:Zp1+Zp2:Z

En particular, esta involucién corresponde a (p,0) — (p,—0) en la
parametrizacién de H, anteriormente descrita. 0]

Sabemos ya que Im(wjw,) =édrea(Zw; + Zws), entonces los conjuntos de puntos
que permanecen invariantes bajo la involucién son justamente los isomorfos a R y
todas las reticulas Q tales que area(C,§2) = 1. Todo esto, sumado a los hechos
resumidos en la Proposicion 4.4.7, nos demuestra que G es homeomorfo a la unién
de dos copias de B, pegadas por la identidad, a lo largo de su frontera comtn S3.
Ademsés, el nudo trébol K C S® corresponde a los subgrupos isomorfos con R y el
cono sobre K en una de las copias de B corresponde a los grupos isomorfos a Z, con
0 en el vértice; por otra parte el cono sobre K de la otra copia de B corresponde a los
grupos isomorfos a R x Z, con R? en el vértice. Demostrandose asi el Teorema 4.4.1.
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Apéndice

A.1. Variable compleja

Teorema A.1.1. (Teorema de la integral de Cauchy). Si G es un recinto simple-
mente conexo del plano finito y f es una funcion uniforme y analitica en este recinto,
entonces para cualquier curva rectificable y cerrada L perteneciente a G, la integral
[, f(2) dz es igual a cero.

Lema A.1.2. Si F'(z) es una funcion continua en un recinto G, y I' es alguna curva
rectificable contenida en el recinto, entonces para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal
que para cada particion de la curva I' en arcos de longitud menor que 9, la poligonal
respectiva inscrita vy estard contenida en el recinto G, y

/LF(z) dz—[yF(z) i

Demostracion. En efecto, como C es un espacio métrico, podemos senalar en GG
un conjunto acotado y cerrado E, para el cual todos los puntos de la curva I' sean
interiores; ademas, existe un numero real p > 0, tal que para todo z € I se tiene
B, (z) C E. Fijando el conjunto £y tomando un ¢ > 0 arbitrario,(si F|(z) = u(z, y)+
iv(x,y), sabemos por el anélisis real que u(x, y) y v(x, y) son funciones uniformemente
continuas en £, luego F' (z) es uniformemente continua en F), determinemos un é; > 0
tal que para cualquier par de puntos z,2’ € FE con |z — 2| < 41, se cumpla

< €.

|F(2) — F(2)] < 25[ (A1)

donde [ es la longitud de la curva I'.

Tomando un niimero positivo 6 < min (41, p). Fijemos una particién cualquiera
de la curva I' cuya méxima longitud de los arcos oy, (K =0,1,...,n — 1), sea menor
que el 0 indicado, y sean (j los puntos que realizan la particion, y ~; las cuerdas de
los arcos oy, (x es el origen y (11 es el extremo de 7). Designando con v la poligonal
cuyos lados sucesivos son -, tendremos:

91
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Observando que
/ F(G) dz Z/ F Q) dz=F (C) (Crs1 — C) s
Ok Vi

tendremos

/UkF(z) dz—LkF(z) dz

Las diferencias bajo los signos de las integrales pueden acotarse segin (A.1), ya
que la distancia entre cualquier punto de o o de 74 y el punto ( es menor que 9;.
Por esta razon

/UkF(@ dz—/%F(z) dz

Por lo tanto, de la desigualdad (A.3) obtenemos

/FF(Z) dz—AF(z) i

Ahora, vamos a demostrar propiamente el teorema de la integral de Cauchy.

£l+£
20 7% 2l

< 1, < %-zak. (A.4)

£
< ZZ . lok =E. (A5>

k=0

O

I) Sea L un segmento rectilineo ~y, recorrido dos veces en direcciones opuestas.
Entonces

/Lf(z) dz:/vf(z) dz—l—/_vf(z) dz:/vf(z) dz—/yf(z) dz=10

En este caso no recurrimos a la derivabilidad de f.
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IT) Ahora, sea L el contorno de un tridngulo situado en el recinto G, recorrido
una vez en una direcciéon determinada, por ejemplo en sentido opuesto a las agujas
del reloj.

Haciendo

=M

/Lf(z) dz

Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el tridngulo mediante segmentos
rectilineos que unan los puntos medios de sus lados, en cuatro triangulos iguales con
los contornos Ly, Lo, L3 y L4, y formemos la suma de las integrales tomada sobre L,
Lo, L3 v Ly, en sentido opuesto a las manecillas del reloj,

’ f(z) dz+ g f(z) dz+ ’ f(z) dz+ i f(z) dz. (A.6)

Cada una de estas cuatro integrales puede sustituirse por la suma de tres
integrales, tomadas a lo largo de los lados de los tridngulos. Seis de estas integrales,
tomadas sobre los segmentos situados sobre L, dardan al sumarlas la integral

[ f(z) dz.

Las otras seis de dividiran en tres pares de integrales, cada par de las cuales se
toman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direcciones opuestas. Por lo que
la suma de cada par de éstas es igual a cero, luego entonces toda la suma (A.6) es
igual a una sola integral, y como el médulo de la suma no supera a la suma de los
modulos de los términos, tendremos que

M = <

f(z) dz
L1

< (A7)

F2) do| +
L

F2) de| +
Lo

F2) de| +
L3

f(z) dz
Ly

De la ultima desigualdad se concluye que al menos uno de los términos del segundo
miembro tiene que ser no menor que %. Designando el circuito correspondiente con
L' (éste coincide con Ly, Ly, L3 6 Ly), tendremos

Ahora, haciendo con L' de igual manera que con el tridngulo L; obtenemos cuatro
tridngulos iguales: Li, L3, L} y L}. Observemos que la integral sobre L' es igual a la
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suma de las cuatro integrales sobre L}, Ll L1 y L} (tomadas en un mismo sentido,

contrario a las manecillas del reloj), finalmente sacamos la conclusién de que el médulo
de una de estas ultimas serd no menor que }1% = 24—2. Sea ésta la integral a lo largo
de L* (L? coincide con L, L3, L 6 L}). De modo que

f(z) d=
L2

>
=E

Continuando estos razonamientos, se obtiene una sucesion de tridngulos con los
contornos L', L%, ..., L™, ..., que satisfacen las siguientes condiciones,

1. L, C L,_1,VnéeN. A suvez, L, se obtiene de L,_; al unir los puntos medios
de sus lados. De aqui se desprende que la longitud [,, de L,,, es dos veces menor
que l,_1, y por consiguiente, [,, = 2%

2. L, C G, para todo n € N puesto que L C G.

3. |[in f(2) dz| > 2%, para todo n € N. (%)

De i) se deduce que los tridngulos tienen un punto ¢ en comin, ubicado al interior
de L,, o en su frontera. Por i) se deduce que ¢ € G.Y segun la hipétesis del teorema,
la funcién f(z) posee derivada f’({) en el punto (, y para cualquier £ > 0 existe un
d > 0 tal que, cuando |z — (| < J, entonces se cumple la desigualdad,

f(z) = F(©)

10| <= (A.8)

Como ¢ € L, para todon € Ny [, = 0 cuando n — oo; tendremos que a partir
de cierta n > N, L, C {z]0 > |z — (|}. De modo, que para todo z € L,, se cumple
la desigualdad (A.8).

Es decir,
1f(z) = f(Q)=F Q) (==l <elz—(].

Ahora bien, como |z — (| < an para todo z,( € L,, donde 2% = [,, es el perimetro
de L,,. Obtenemos

7@~ OG-0l <egg, z€Lu n>N. (A.9)

Calculando la integral de la funcién f(z) — f({) — f'(¢) (z — (), a lo largo de la
curva cerrada L,, vemos que
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JU@ =10 -rQG-0) do= [16) de=1(©) [d:= 1) [z ¢1(0) [ s

Ln Ly Ly Ly

= /f (2) dz (A.10)

Dado que [dz= [z dz=0.
Ln Ln
Por otra parte, de (A.9) y (A.10) se desprende,

2
Jre a)=| [ (@ =10 =110 =01 b <epit=egoan =<4
Ly, Ly
(A.11)
Recordemos que en la igualdad (%), los nimeros % se acotan superiormente por
el médulo de la integral sobre ZZLQn, a su vez en (A.11), dicho médulo es acotado

superiormente por los nimeros €4, resultando la siguiente desigualdad,

M [2
4—n<€4—n — M<€lz;

finalmente, haciendo que ¢ — 0 tendremos M < 0. Se sigue entonces, que

M = /f(z) dz| = 0.

Quedando demostrado el teorema para el caso triangular.

I11) Sea L una poligonal arbitraria cerrada situada en el recinto G. El problema
consiste ahora en descomponer L en tridngulos, para los cuales ya fue demostrado
el teorema. Una vez hecha la triangulacion, calculamos la integral sobre todos los
tridngulos recorridos en un mismo sentido (contrario al reloj), veremos entonces
que al descomponer cada integral «triangular» en tres integrales sobre sus lados
respectivos, y efectuar la suma de todas las integrales, se cancelan todas, excepto
las correspondientes a los lados de los triangulos contenidos en L. En conclusién:

[, f(z) dz=0.

IV) Finalmente, consideremos el caso més general de una curva rectificable y
cerrada arbitraria L, perteneciente a un recinto GG. Por el lema ya demostrado, para
cualquier £ > 0 se puede senalar una poligonal cerrada v, inscrita en L y contenida
en G de forma tal que las integrales [, f(z) dzy fy f (2) dz satisfacen la condicién

/Lf(z) dz—/vf(z) dz

<é€
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Como ya demostramos que fv f(z) dz =0, claramente UL f(z) dz’ < g, y dado
que € es un numero positivo arbitrariamente pequeno, concluimos que

/Lf(z) dz = 0.
O

La demostracién del siguiente teorema, es relativamente simple y se desprende del
teorema anterior, por lo que solo lo enunciamos.

Teorema A.1.3. (Teorema de la integral para un sistema de circuitos). Sea f(z) una
funcion uniforme y analitica en un recinto arbitrario G y sea 'y 1, Yo, ..., Yn, un
sistema de curvas de Jordan rectificables y cerradas, contenidas en G tales que:

1. Las curvas v C int(I), para toda k en I, donde I, = {1,2,...,n}.
2. Si ko € I,, entonces para todo k € I,,, v, Nint(yg,) = &, siempre que k # k.

3. Al excluir del interior de I" todos los recintos cerrados limitados por las curvas
Yk, generamos un recinto multiplemente conexo g C G.

Entonces,

/Ff(z) dz:/mf(z) dz+/72f(z) dz+-~~+/%f(z) gz
O

Teorema A.1.4. (Formula, integral de Cauchy). Sea f(z) una funcion uniforme
y analitica en el recinto G y sea L wuna curva rectificable de Jordan cerrada,
perteneciente a este recinto junto con su interior g. Entonces se verifica la siguiente

formula:
L[ Q)
z)=— | —= d(, zZE€q.
) =g [ £ a zeg
Demostracion. Sea 7y, una circunferencia de radio p y centro en z, contenida al

interior de L. Tomando a la funcién ¢ () = %

G' = G — {z}. La funcién ¢(() estd bien definida y es derivable, por ser cociente de
dos funciones derivables.

como una funcién de ¢ en el recinto

Luego por el teorema integral para un sistema de circuitos, se tiene:

Lwoazﬁwo«

1.e.



A.1. VARIABLE COMPLEJA 97

f©Q . [ flQ
Ag_zdc_lpc_zdg (A12)

Nos restaria demostrar, que

Q)
Vo C B
Asi, para demostrar la igualdad del teorema, en lugar de la curva dada L,
tomemos una circunferencia de radio p arbitrariamente pequenio con centro en z.

S d¢=2mi f(2)

De la igualdad (A.12) se deduce que el valor de la integral f 1© d( no cambia
al disminuir el radio, entonces

]

Luego es suficiente demostrar, que

h’m/p% d¢ = 2mi f(2),

p—0 v

es decir, demostrar que para cualquier ¢ > 0 existe un §(¢) > 0 tal que para
p < d0(g), se cumple

S

| o =i 1) <

Sabiendo que f% gd_cz = 2mi, podemos escribir al primer término de la desigualdad
anterior, como

1,

"/pg_ C

= f<>‘= o=,

SO d¢ | _
Bt f<z>/%<_z—

Notemos que siempre es posible hacer |f(¢) — f(z)| < i, si|¢—z| =p<de),

27
por ser f (z) continua.
En tal caso, tendremos
<
IO 4 —ami ()] < 20 2mp =
Yo C B P
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lo que se queria demostrar. O

Observacion: Con las hipdtesis del teorema, sean z € G'y 7, una circunferencia de
radio p y centro en z, contenida con su interior en GG. Por lo demostrado tendremos,
que

‘Mzﬁfé%%

La circunferencia v, tiene por ecuacién

C=z+pe 0<6<2nm,
y la identidad del teorema nos dice que
L [* f(z+ pe?) - pe? - idf 1 (™

- , - o Al
1@ =55 e i ) S (A1)

Luego, el valor de una funcion analitica en cualquier punto del recinto G es la
media aritmética o promedio de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia
Y, con centro en z.

Si ¢ € 7,, sea max |f(¢)| = M(p), utilizando la igualdad (A.12), obtenemos

£ (2)] < M(p).

Como f((¢) es continua en 7,, el valor M(p) se alcanza en algin punto de esta
circunferencia. Y dado que su radio puede tomarse tan pequeno como queramos,
se deduce que en cualquier entorno de z € (G existen otros puntos en los cuales el
modulo de la funciéon no sera menor que su médulo en el punto z. Por lo tanto, el
modulo de una funcion analitica en el recinto G no puede tener un mdximo estricto
en ningun punto del recinto. Esto es en esencia, el denominado principio del modulo
maxrimo.

Teorema A.1.5. (Integral de tipo Cauchy). La expresion
1
1 / ¢ (¢) i,
2mi Jr ( — 2

donde T es una curva rectificable, o(¢) una funcion continua en T y z ¢ T'; determina
una funcion uniforme F(z) en todo recinto G que no contenga ningun punto de la
curva I'.
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A su vez, F(z) resulta ser infinitamente derivable en el recinto G, y su derivada
de cualquier orden n se obtiene derivando n veces la funcion subintegral respecto de z

F™(2) i /F % dc. (A.14)

- 271

Demostracion. En efecto, haciendo induccién sobre n vemos que: F(z) = FO(z),y
suponemos valido el resultado para n, ahora vamos a demostrarlo para n+1 calculando
directamente la derivada de F(™(2), i.e. determinando el limite

FM () — )
g £F) = F(E)
2=z 2 — 2z

Témese el disco cerrado k : |2" — z| < p, perteneciente al recinto G sea § = d(k,I)
y K = {|z| < R} de forma que I', k C K. Luego si 2’ € k, tendremos

F(n)(zl) - F(")(z) = 2”_7T'Z /I‘ 90<<> <<(ng;+1_(<(€;/§;):: dC7

haciendo ( —z =t y 2/ —z=h resulta ( — 2’ =t — h. Sustituyendo equivale a

h - omi

FMW(z+h) — F™(2) n!/(p(o(t—h)”%—t(t—h)”‘l+---+t" ac.

- it — p)yntl

Por demostrar que

FM(z 4 h) — F™(z)

i h = vG)

LRSIy G

211 T (C — Z)n+2
(n+1)! / 1

= — dc.

o ) PO s d6
En efecto, observemos que
F®(z+h)— F™(z
=P g,y
n! tt—h)"+ 2t —h)" 4t — (1) (t — b))

= — d -
271 r (‘0( ) t"+2(t _ h)n—l—l C
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_nlh (O(t—h)”—i— [t+ (=Rt —h)" L+ [+t Nt —Rh)+ -+ (t = h)"] %
9 T P 2 (¢ — p)ntl :
(A.15)
Sabemos que 2R > [t| =|( — 2| >0, 2R > |t — h| = |( — 7| > 0.
Ahora suponiendo que p = mlgix\go(f)\ y que X es la longitud de I'; de (A.16)
resulta
FM(z 4+ h) — F™(z) nllh]  (2R)"+2(2R)" +3(2R)"+ ---+ (n+ 1)(2R)"
—V(z)| < It A
h 2 02n+3

y, puesto que el segundo miembro tiende a cero cuando h — 0, resulta

F () — )
lim (z+h) (2)

_ (1)
h—o h F (Z)

= 0(2)
RSy FOY

2w n+2 ¢

Consecuencias importantes:

i) Toda funcion de variable compleja, analitica en un recinto G, es infinitamente
derivable en G.

Sea f(z) una funcién analitica en G, y v una circunferencia, con centro en zy € G,
contenida junto con su interior en el recinto.
Por la férmula integral de Cauchy, tenemos:

o= [ 19

Luego f(z) se representa al interior de « por la integral de Cauchy, un caso de la
integral de tipo Cauchy, por lo que f(z) es infinitamente derivable al interior de v, y

f™(z) = 2% /F (Cf(% dc. (A.16)

i1) Las derivadas de cualquier orden de una funcion f(z) analitica en un recinto
G, también serdan analiticas en G.
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Efectivamente, puesto que cada funcién f(™(z) es derivable en G.

iii) (Teorema de Morera). Toda funcién f(z), uniforme y continua en un recinto
simplemente conexo G, tal que la integral tomada sobre cualquier circuito triangular
A C G sea igual a cero, es analitica en G.

Este es el reciproco del teorema integral de Cauchy. En efecto, observemos que la
integral

/ f(2) dz = F(2),

representa una funcién uniforme en G, y por los razonamientos expuestos, F'(z)
es una funcién analitica, cuya derivada coincide con f(z), e.d.

F'(z) = f(2).
Pero, justamente se vio que la derivada de una funcién analitica es analitica. Por
lo tanto f(z) es analitica. Con lo cual terminamos la demostracion.

iv) Analizando la igualdad (A.16), y haciendo z = z. Si el radio de v es p, y
M(p) = |f(2)|, entonces

n n! M (p) n! M (p)
1 (z0)] < prr
es valido también para n = 0.
AsiV z € GG, se cumple
M
‘f(”) (z)‘ <n! (p)’ n € N, (A.17)
pTL

donde p es el radio de una circunferencia « arbitraria contenida en G, y M(p) es el
maximo del médulo de la funcién en 7.

Las desigualdades (A.17), son conocidas como desigualdades de Cauchy.

A.2. Series de funciones

Definicién. Sea {f,} una sucesion de funciones f,: E — C, definidas en algin
conjunto E; entonces la sucesion { f,} converge uniformemente a una funcion f: E —
C si, para todo € > 0 eziste N(¢) € N tal que |f.(z) — f(2)| < € para todo n > N(e)
y para todo z € E.

Definicién. Una serie de funciones complejas

fol2) + fi2) + fo2) 4 ful2) + = Y fal2), (A.18)
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definidas en un conjunto infinito de puntos E, es uniformemente convergente (u.c.)
en E, si para todo € > 0 existe un N(¢) € N tal, que para n > N(eg) y para todo
p € N, se cumple la desigualdad

|Sn+p(z) - Sn(z)| <§g,

en todos los puntos de E. Aqui, S, (z) representa la suma parcial de los primeros n+1
términos de la serie.

De la definicién se desprende que una serie u.c. en F, es convergente en cada
punto del mismo. En general no se tiene el resultado reciproco.

Proposicién A.2.1. Escribamos la suma de la serie (A.18) como f(z),

f(z)=1lim S, ().

n—o0

Entonces, la serie converge uniformemente si, y solo si para cualquier € > 0 existe
un N (g) tal, que

I (2) = Sa ()] <&,
para todo z € E yn > N(e).

Demostracion. En efecto, supongamos que la serie u.c., luego existe N; (¢) tal, que
para n > Nj (¢) y para cualesquier z € E'y p € N, se cumple

€
Suep (2) = Sa ()] < 5,
y haciendo que p — 0o, obtenemos
€
F ) = Sa( <5 <,

para todo z € E'yn > Ny (¢).
Inversamente, si la desigualdad

F(2) = Su (2)] <

se cumple para n > Ny (g) y para todo z € FE, entonces, para todo p € N,
tendremos

Y

N ™

|Sntp (2) = Sn (2)| = |f (2) = Sn (2) = [f (2) = Sutyp (2)]]
<[f(2) = Sn (&) + [ (2) = Sty (2)]
-
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Supongamos ahora que E es un conjunto denso.

Lema A.2.2. Si cada término de la serie (A.18), u.c. en E, es una funcidn continua
en E, la suma de la serie serd una funcion continua en E.

Demostracion. Acotemos |f (z) — f (20)| para cualesquier z, zy € E,

Sn (2)] + [Sn (2) = S (20)] + [Sn (20) — f (20)]]
Sn (2)| + S0 (2) = Sn (20)| + S0 (20) — f (20)] . (A.19)

1 (z) = f(20)| =|[f (2)
<|f(2)

A partir de la convergencia uniforme de la serie, sabemos que existe un N (¢) € N
tal, que paran > N () y V z € E, se verifica la desigualdad

HOREACESS

En particular

| f (20) = Sn (20)] <&

Como la funcién S, (z) es continua en el punto zy, para toda n € N; si fijamos
arbitrariamente ng > N (¢) podemos encontrar un 0 (¢) > 0 tal, que para |z — zo| <
d (), con z,zy € E, se cumpla la desigualdad

S0 (2) = S (0)] < 3.

Escribiendo n = ng en (A.19), tomando |z — 29| < 0 (€), y observando las ultimas
tres desigualdades, obtenemos

[f(z) = f(20)] <e

Concluyendo que la funcién f (z) es continua en cualquier punto 2z, de E.

Supongamos ahora que F es una curva rectificable L.
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Lema A.2.3. Si los términos de la serie (A.18) son funciones continuas en L y la
serie es u.c. en L, entonces ésta puede integrarse término a término a lo largo de L,

e.d
/Lf(Z) dz —

:/Lfo(z) dz+/Lf1(z) dz+/Lf2(z) dz+~~+/Lfn(z) det -
(A.20)

Demostracion. Dado que los elementos de la serie son funciones continuas y la
serie es u.c. en L, del lema anterior se deduce que f(z) es continua. Escribiendo [
como la longitud de la curva L. Sea ¢ > 0, si N (g) es tal, que para n > N (¢) en
todos los puntos de la curva L, se verifica la desigualdad

entonces, para n > N (g)

/Lf(z) dz—[/LfO(z) dz+/Lf1(z) dz+/Lf2(z) dz+---+/Lfn(z) dz}

/L [ (2) = 5, (2)] dz

<§-l:5.

0J
Sea G un recinto (regién), esto es un conjunto abierto y conexo por trayectorias.

Cuando una serie de funciones es uniformemente convergente en todo subconjunto
cerrado y acotado (i.e. compacto) de G, decimos que converge uniformemente al
interior del recinto GG. Esto equivale a pedir, que para todo zy de GG, exista un entorno
zo en el cual la serie converja uniformemente.

Asi, toda serie que converge uniformemente en el recinto GG, es u.c. en el interior
de G. El resultado reciproco generalmente no sucede.

Teorema A.2.4. (Teorema de Weierstrass, sobre las series w.c. de funciones
analiticas). Si los términos de una serie

fo()+fiz)+falz) -+ ful2)+---, (A.21)

u.c. en el interior de G, son funciones analiticas en este recinto, entonces la
suma de la serie f(z) también es analitica en G.

Ademas, las series
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k k k
@+ A @ )+ A ) (A.22)
que se obtienen de la primera, derivando término a término k veces, también conver-

gen uniformemente en el interior del recinto G, y representan en G las derivadas de
k-ésimo orden de la suma de la serie f(2).

Demostracion. Sea zy un punto cualquiera de GG, y sea 7y una circunferencia de
radio p con centro en zy contenida en GG con todo su interior. Es suficiente demostrar

el teorema para los puntos del entorno U : |z — z| < g, de zp.

Sean v € 7y z € U, puntos arbitrarios. Sustituyendo z por v en la serie (A.21) y

|
multiplicando todos los términos de la serie por ;—%, con k € N, tendremos
i
RO - A
o = AL — A2
211 (v — z)k+1 211 (v — Z)kJrl (A.23)

Puesto que la serie (A.21) es u.c. en vy dado que |[v — 2| < £, se tiene

< k!
— o (g)k+1’

la serie (A.23) también es u.c. en 7, entonces podemos integrarla término a térmi-

no, de donde
B[ f) dv fu v
— [ ——— A.24
2mi /7 (v — Z)k“ 27?2 / k“ ( )

Dado que las funciones f,, (z) son anahtlcas en el recinto GG, sabemos que

k!

n (A.24) si k =0, resulta

27Tz/fu—z Zf" B ’

luego f (z) representa en U una integral de tipo Cauchy, i.e. una funcién analitica
en U.
Si k> 0, de (A.24) resulta

k!
9 / B Z s
Ahora bien, el primer miembro de esta 1gualdad representa la derivada de orden k
d
de la integral — f7 flv) dv
z

i v —
Luego en el entorno U de zy, vemos que

k! 1
27w (V . Z)k—H

, que es de tipo Cauchy, de modo que es igual a f* (z).
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O )= ().

0

Por 1ultimo, hay que demostrar la convergencia uniforme de ésta serie, i.e., de la
serie (A.24) en el mismo entorno.

Si en v se cumple que

|f(v) =S, (v)| <e, paran> N (),

entonces V z € U y para los mismos n, tendremos

k! f(v) dv = k! fi (v) dv
Tm/y (V_Z)k+1 _;Tm/w (V_Z)kJrl

B (10250,

o2 (y _ Z)k+1

Kl e

< %W2ﬂ'ﬂ,

podemos notar que el segundo miembro puede hacerse tan pequeno, a la par de
g, como se quiera. Escribiéndose asi la convergencia uniforme de la series (A.24) y
(A.22) en U. O

Teorema A.2.5. Sea f una funcion analitica en un recinto R y sea {z;} una sucesion

de ceros de la funcion que converge a z* € R. Entonces, f es idénticamente cero en
R.

Demostracion. Puesto que f es continua, f(2*) = limf(z;) = 0. Si f no es
1—00

idénticamente cero, podemos expresarla como una serie de potencias alrededor de z*,

f()=) an(z=2)"

tal que no todos los coeficientes a,, sean cero. Sea a,, el primer coeficiente distinto de
cero, entonces
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e =Y -2 =
=l (2= 2" + Ay (2 — 2"

=(z—2)" |am + Z an (z —2°)""™

n=m+1

=(z2=27)"g(2),

con g (z) analitica en Ry g (2*) = a,, # 0.

Supongamos que |g (z*)| = 2e. Ademas, puesto que g (z) es continua, existe § > 0
tal que si |z — 2| < 0, entonces |g (2) — g (2*)] < €. Luego en el disco |z — 2*| < 0,
tenemos

g ()| = 2e = lg () =g ) < Mg (2) —g (") <e
lo cual implica que en el mismo disco, |g (2)| > €. Entonces f (z) # 0 en un disco con

centro en z*, lo que contradice la hipdtesis de que z* es un punto limite del conjunto
de ceros de f. Por lo tanto f es idénticamente cero en R. U

Teorema A.2.6.

1. Sea R C C una region, y sea f una funcion analitica, no constante, definida en
R. Entonces f: R — C es una funcion abierta.

2. Stzg € R,y si f(z0) =wy con multiplicidad m, entonces eziste una vecindad
N de 2 tal que para cada w € f(N) — {wo} el conjunto f~*(w) contiene m
puntos en N.

Definicién. Sea R una region en C y sea { f,} una sucesion de funciones f,: R — C,
decimos que {f,} converge uniformemente en todo subconjunto compacto de R si,
para cada compacto K C R, la sucesion formada por las restricciones {f, | K}
converge uniformemente en K

Teorema A.2.7. Sea {f,} una sucesion de funciones analiticas en una region R C
C, uniformemente convergente a una funcion f(z) en todo subconjunto compacto
de R, entonces f(z) es analitica en R, y la sucesion de derivadas {f,} converge
uniformemente a f'(z) en todo subconjunto compacto de R.

Demostracién. Unicamente es necesario demostrar el resultado para un disco
cerrado D C R, el cudl supondremos tiene centro en 2, y radio r. Por resultados
anteriores, observemos que el limite de la funcién f(z) es continuo en D, y que
1im,, o0 f7 fn= f7 f, para cualquier curva cerrada v en D.
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Ahora bien, puesto que f, es analitica, por el teorema de Cauchy se sigue que
f7 fn = 0 para toda curva cerrada v € D. Y por lo tanto, en virtud del teorema de
Morera , f es analitica en D.

Para ver que f! — f’ utilizamos la expresion de la integral de tipo Cauchy

AA15 s la cual iIIlphC& que si A es un circulo con centro en 20y radio p > 0,
cuyo interior esté contenido en Zi, entonces

L[ )~ fw)
%/A RO

y mediante una estimacién convencional, podemos ver que f, converge a f’.

[fn(2) = F'(2)| =

O

Corolario A.2.8. Sea f,, una serie de funciones analiticas en una region R C C; st
Yoo [n converge uniformemente a f(z) en todo subconjunto compacto de R, entonces
f(2z) es analitica en R y > ", fr es uniformemente convergente a f'(z) en todo
subconjunto compacto de R.

O

Teorema A.2.9. (prueba-M de Weierstrass). Sea {f.} una serie de funciones
fn: E — C, definidas en algun conjunto E, tal que

i) para cada n € N existe M,, € R que satisface |f,, (2)| < M, para todo z € E,
i) >, M, converge.

Entonces Y - fn(2) converge uniformemente en E, y converge absolutamente
para cada z € E.

Demostracion. La convergencia absoluta se sigue inmediatamente de ¢) y i), por
el criterio de comparacién. Para la convergencia uniforme, sean L, = > _  M,,
Vi =30 olfn2)y Se = > _ofal(2). Por i) y ii) se cumplen respectivamente,
V, < L, y para todo ¢ > 0, existe un N (¢) € N tal, que para r > N (¢) y
para todo p € N, se satisface la desigualdad, |L,4, — L,| < e. Luego entonces
también |V,4, — V.| <|L,4, — L,| <eparaV z € E, pero |S,4, —Sr| < |Viyp — Vil y
por lo tanto |S,4, —S,| < e, e.d. laserie >, f, (z) converge uniformemente en E. [J

Definicién. La norma ||f|| = ||f||r de una funcién f: E — C, la definimos como
sup,cg | f (2) |, stempre que f sea acotada. Diremos también, que la serie de funciones
> o fn (2) serd normalmente convergente si

1. cada f, es acotada en E,
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2. la serie Y = o || ful| converge.

Por el teorema anterior, al hacer M,, = ||f.||, observamos que la convergencia
normal implica que la serie ) f, sea, tanto uniforme como absolutamente conver-
gente en F.

Observacion A.2.1. Cuando las funciones a estudiar son meromorfas, hay que
considerar lo siguiente. Supongamos que {f,} es una serie de funciones meromorfas
en una region R C C, tales que para cada subconjunto compacto K C R existe
Ng € N, tal que

i) fn (2) no tiene polos (y por ello es analitica) en K para n > Nk,
i) Y oo N, Jn (2) es uniformemente convergente en K.

En tal caso decimos que la serie de funciones meromorfas > f,, converge
uniformemente en todo subconjunto compacto de R.

Como Y v fn(2) es meromorfa al interior K de K, por ser una suma finita de

funciones meromorfas, y dado que >~ Ny fn (2) es analftica en K (por i), la funcién
n=0 n<Ng n>Ng

es meromorfa en K y sus polos son justamente los polos de las funciones f,, donde
n < Ng. Todo z € R tiene una vecindad cuya cerradura es un compacto contenido
en R, por lo cual ) f,, es meromorfa en R.

Series de la forma

ag+ay (z—20) +ag (2 —20)° 4+ 4 an (2 —2)" + -, (A.25)

con ag, Ay, A, , 0y, , %, 29 NUumeros complejos dados, son llamadas series de po-
tencias.

Teorema A.2.10. de Cauchy-Hadamard. Sea

A =Tlim {/|a,).

Entonces,

i) si A =00, la serie (A.25) es absolutamente convergente unicamente en z = z,

o : , 1
ii) si 0 < A < 00, la serie es absolutamente convergente en el circulo |z — z| < —,

y es dwergente en el exterior del mismo,
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iii) si A =0, la serie es absolutamente convergente en todo el plano.

Demostracion.

Caso 1. Sea A = oo. Luego por la definicién de limite infinito, para cualquier
nimero M > 0 existe NV € N que depende de la sucesién { Y/ |an\} , tal que ‘ Y Nan|| >
N, si n > N. Asi que para cualquier z # z; existe un conjunto infinito de valores

n = ng, tales que
n
{/ lan|

de donde resulta |a,, (z — 20)™"| > 1. Lo cual implica que lim a, (z — zp) # 0, e.d.
n—oo

1

>,
|z — 2|

la serie no es convergente. Por lo que si A = oo la serie converge unicamente en el
punto z = zg.

1
Caso 2. Sea 0 < A < oo. Para un punto w en el circulo |z — z9| < —, podemos

A
2

) A
encontrar un numero positivo 0 < § < 1 tal, que |[w — zp| = —. Ya que A < — =

A )
V [

todos los valores de , a partir de uno en adelante, deben ser menores
Por esto, a partir de cierta n, los términos de la serie (A.25), satisfacen

lw — 2]

que )
lw — 2|

la, (w — 29)"| <"
pero la serie geométrica 1 4+ J + 62 4 --- + 0" + --- , es convergente, luego la serie

(A.25) es absolutamente convergente en todo punto w ubicado en |z — 2| < —.

A

. ) 1
Ahora, tomando w en el exterior del circulo |z — 2| < o resulta ﬁ < A.
w — 2y

Entonces existe un conjunto infinito de valores n = ny, para los cuales

nf/ |ank |

de donde resulta |a,, (w — z9)™| > 1. Lo cual implica que lim a, (w — z9) # 0, es
n—oo

1
>,
|z — 2]

decir, la serie no es convergente en ningiin punto w ubicado al exterior del circulo

1
|z — 20| < —.

A

Caso 3. Sea A = 0. Para cualquier z # 25 y 0 < § < 1, se cumple

4/ lan|

a partir de valores n suficientemente grandes. Por lo tanto, comenzando desde cierto
n, los términos de la serie (A.25) satisfacen:

J

</,
|z — 2|
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la, (2 — 29)"| < 0™

De aqui deducimos la convergencia absoluta de la serie en todo punto del plano.
O

Lema A.2.11. La serie de potencias (A.25) es uniformemente convergente en el
interior de su circulo de convergencia |z — zo| < A™L.

Demostracion. Para ello, basta con ver que la serie es uniformemente convergente
en todo circulo cerrado |z — 2| < 7 < A™!. Notemos que para cualquier subconjunto
compacto K C |z — 29| < A7, existe un 0 < r, < A~! tal que K C |z — 2| < 7. Sea
w un punto del circulo de convergencia, ubicado en el exterior de la circunferencia
|z — 20| = rg. Claramente r, < |w — 29| = p < A™', y por hipétesis la serie (A.25) es
absolutamente convergente en el punto w, por lo que

00 00
D an] lw = 20| =) Jaq| p" < o0,
n=0 n=0

Ademas, en cada punto del circulo cerrado |z — zy| < ry, se cumple la desigualdad
la, (z — 20)"| < |an| p™. Por tltimo, mediante el criterio de comparacién de las series,
deducimos que la serie (A.25) es uniformemente convergente en cada circulo |z — 2| <
r< AL

U

La serie de potencias

a4 a1 (z—2) +ay(z—2)° 4+ 4an(z—2)" 4+, (A.26)

es una serie, de funciones analiticas, uniformemente convergente al interior del recinto
D : |z —z| < A7, con A™! £ 0. Por los razonamientos del Teorema de Weierstrass
A.24,lasuma f(z) = > a, (2 — 2)" es una funcién analitica en el disco D y su

derivada de cualquier orden k, se puede obtener derivando término a término, la serie
(A.26)

F®(2) = Klag+(k+ 1D k.. 201 (2 — 2)+.. 4An(n—1) ... (n—k+1) a, (z — 2)" "+ ..

(A.27)
Si hacemos z = zp, tendremos
despejando, nos resulta
(k)
ap = fk—fzo), para todo k € N (A.28)

Si sustituimos los valores encontrados de ay en (A.26), tendremos
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f(z):f(zo)+m(z—zo)+...+

— n . o o
1! n! ’

La serie del segundo miembro, es justamente la Serie de Taylor de la funcién f (z).
Por lo tanto, toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma f (z).
A continuacién, supongamos que la sumas de dos series de potencias

ao+ a1 (2 —2) +ag (z—20)° 44 an (2 — 20)" + - -

b()‘i‘bl(Z—Zo)—|—[)2(Z—2’0)2—|—-~~—|—bn(z—Zo)n_|_...7

con radios positivos de convergencia R; y Ry, coinciden en un entorno V;, : |z — 2o| <
r del punto zy, es decir

CL()+CL1(Z—Z())—|—(12(Z—Z())2+"'Eb0+b1(2_zo>+b2(2_20>2+"‘

Cuando z € V,,,. Si F'(z) representa el valor comun de dichas series, mediante las
identidades (A.28), tendremos que

/ (n)

CLOZbO:F(Zo), a1:b1: Fl('ZO), ceey an:bn:Fn—fZO)

Es decir, los coeficientes correspondientes de las series, y por ende sus radios de
convergencia Ry y R, coinciden. Por lo tanto las series son idénticas. Por lo que
solamente puede existir una serie de potencias de (z — zg) que tena una suma dada

en un entorno del punto z.

g e

Teorema A.2.12. Si las sumas de dos series de potencias de z — zy, coinciden en
un entorno del punto zy, entonces los coeficientes de las mismas potencias de z — 2
son iguales.

U

Lema A.2.13. Si las sumas de dos series de potencias

ao+ a1 (2 —20) +ag (2 —20)° 44 an (2 — 20)" + - -

b0+b1(2—20>+b2(Z—20)2+,..+bn<z_zo)n+”',

coinciden en un conjunto de puntos E tal, que zy sea un punto de acumulacion de F,
entonces

(lozbo, alzbl, RN an:bn,

es decir, los coeficientes de las series son iguales entre si
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Teorema A.2.14. Sea f una funcion uniforme y analitica en un recinto G, sea 2
un punto (finito) arbitrario de G, y A = d(29,0G) la distancia de zy a la frontera
del recinto. Entonces existe una serie de potencias de z — zy convergente en el disco
D: |z — z| < A que representa en D a la funcion f (z), esto es, si z € D

f(z)= Z an (2 — 20)" . (A.29)

Demostracion. En efecto, sea un punto arbitrario z € D,y 7: | — 29| = p una
circunferencia con centro en zp, de forma que 0 < |z — 2| < p < A. Por (A.24)
tendremos que

f(z):%mfyg(él ¢, size€|z—z <p. (A.30)

Ahora, representaremos a 1/(¢ — z) como la suma de una serie geométrica de la
razoén (z — z9)/(¢ — zp), y médulo

Z— 20

¢— 20

_ |z — zo|
p

=0 <1

Para lo cual expresamos a 1/({ — z) en la forma siguiente,

I 1
(—2z C¢—2—(2—2)
R 1 . 1
C—z {_F"*%
1 =
1 il T Gk ) MR Gl S
(2 (C—20) (=2 =

B = (z—2z)"
_ ; o (A.31)

Observemos que para todos los puntos ¢ € 7, el médulo del término general de la
ultima serie es

1
=-0", con0<d<1,

‘@—%W
p

(¢ — zo)"tt

por lo que la serie (A.31) es uniformemente convergente en .
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Asi también ha de ser uniformemente convergente la serie que se obtiene a partir

de multiplicar a (A.31) por la funcién o f(¢), la cual esté acotada en valor absoluto
i

en 7. Esto es, la serie

if(gy( : ):if(@)-fj(z__—j;&

271 (—=z 271 5 (=
w1 f© n
— ; Tmm (z—20)". (A.32)

Por lo tanto, dicha serie (A.32), puede integrarse término a término en . Haciendo
la integracién, obtenemos

- Z an (2 — 2)", (A.33)

donde

1 f(¢) d¢
" %// (C - Zo)n+1

_ f (ZO).

- (A.34)

Notemos que el desarrollo de la funcién en series de potencias, fué obtenido a
partir de un punto arbitrario del disco D, por lo tanto, ésta serie es convergente en
cualquier otro punto del disco D.

OJ

Sea f (z) una funcién entera y zg € C, entonces

f(Z):CL0+CL1(Z—20)+CL2(Z—ZO)2+"'+6Ln(2—20>n—|—"', <A35)
donde

_1 _f(Q) d¢
" 2mi /IC—Zo=p (¢ — ZO)Wrl

_ f (ZO).

n!
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Dicha serie, converge a f(z) en todo el plano. Empleando las acotaciénes de
Cauchy, los coeficientes de la serie estdn acotados del siguiente modo

M (p)

Y

la,| < , conn €N (A.36)

donde

M(p) = mix |f(2)].

|z—z0|=p

En nuestro caso, podemos tomar un radio p arbitrariamente grande. Por lo tanto,
si el médulo de una funcién entera f(z) permanece acotado en todo el plano, e.d.
M (p) < M < oo para todo p, la funcién f (z) es constante.

Teorema A.2.15. (de Liouville). Si f es analitica en C y existe un nimero real M
tal que |f (z)| < M, entonces f es constante.

Demostracion. En efecto, si en las desigualdades (A.36) sustituimos M (p) por M
y escribimos las desigualdades para los valores naturales del indice n, tendremos

M
la,| < —, conn €N
p

Para un n fijo, hagamos crecer a p indefinidamente, por lo que resultaria |a,| < 0,

y a, = 0 para toda n € N. Luego entonces, por (A.35), resultaria que f (z) = ao, para
todo z € C. Es decir, la funcién f es constante.

O

Teorema A.2.16. (del médulo maximo). Si f(z) es una funcion no constante y
analitica en una region R, entonces |f (2)| no alcanza su valor mdzximo en R.

Demostracion. En efecto, si zg € R entonces f (zp) es un punto interior de f (R),
ya que f(R) es un conjunto abierto. Por lo tanto existe un disco A con centro en
f (20) contenido en f (R). Claramente hay puntos en A, de la forma f (z) (con z € R)
cuyos médulos son mayores que |f (zo)|. Entonces | f (z)| no alcanza su valor maximo
en zo. Y dado que zy es un punto arbitrario de R, se sigue que |f (z)| no alcanza su
maximo en R.

O

Definicién. A continuacion vamos a definir una clase de series de funciones
analiticas, dispuestas segun las potencias enteras negativas de z — zg

ap+a1(z—2z) P Fag(z —20) 24t an(z—20) " (A.37)
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Haciendo & = 1/(z — z), llevemos (A.37) a la forma

ao + a1(&) + az(€)” + -+ + an()" + - - (A.38)

Observemos que su radio de convergencia es R = 1/1im, . ¥/|an|; si R = 0 la
serie (A.38) solo converge en el punto £ = 0; si 0 < R < oo, la serie es absolutamente
convergente en el circulo |{| < Ry es divergente fuera de dicho circulo; por tltimo,
si R = oo, la serie es absolutamente convergente en todo punto finito del plano.

Como |¢| = 1/|z — 2|, se deduce que, si lim, o {/]a,| = oo entonces la serie
(A.37) es divergente en todo punto finito; si 0 < lim,, o, W < 00, la serie es
absolutamente convergente para |z — z| > lim,_s /|a,| v es divergente para
|2 — 20| < im0 ¥/]a,]; por tltimo, si lim,, o {/]a,] = 0, la serie es absolutamente
convergente en todos los puntos del plano, con excepcion del punto z = zy. En
resumen, el campo de convergencia de la serie (A.37) es el exterior del circulo de
radio r = lim,,_,o0 W con centro en zp, mismo que, para r = oo degenera en el
punto del infinito, para 0 < r < oo es el exterior del circulo, y para r = 0 resulta en
todo el plano menos el punto z = z

A continuacién, estaremos suponiendo que 7 = lim,,_,,, {/|a,| < oo, con lo cual
tendremos efectivamente un convergencia para la serie (A.37), al mismo |z — zo| > r
lo designaremos mediante K.

Dado que la serie (A.38) es uniformemente convergente en todo conjunto cerrado
de puntos del circulo k = |£| < R y la transformacién lineal £ = 1/(z — z;) aplica
cualquier conjunto cerrado de puntos de k en un conjunto de puntos cerrados del
recinto K y viceversa, tendremos que la serie (A.37) converge uniformemente en el
interior de K. Observemos que en K esta determinada la siguiente funcién

F(z)=ao+ai(z —20) " +az(z—20) >+ +an(z—2) "+ (A.39)

misma que en virtud del teorema de Weierstrass, es analitica en todos los puntos
finitos de K. En el punto del infinito, F'(z) toma el valor ag, esto es F(0co) = ao.
En este sentido diremos que la funcién F(z) es analitica en el punto del infinito.
Por lo tanto la condicién, para la funcién, de ser anaitica en el punto del infinito
se caracteriza también por la existencia de un desarrollo de la forma (A.39), que es
convergente en un entorno del punto al infinito.

Definicién. Una serie que generaliza los conceptos anteriores, es la llamada serie de
Laurent. La cual es de la forma

+o0o

> an(z— )" (A.40)

—00
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Esta serie representa la suma de dos series

Zanz—zo Za_ z—2z) ™ (A.41)

Misma que consideramos convergente solo cuando son convergentes ambas series
(A.41). De modo que hemos establecido la siguiente igualdad

+o0

E an(z — 29)" —hmg an(z — 29)" + lim E a_m(z— 20)”
n—o0 U—>oo

— 0o

y equivalentemente

Z an(z — 20)" ,}H{}O Z an(z — 29)" (A.42)

V=00 _y

En la igualdad anterior 7 y v tienden a infinito de manera independiente. Asi mis-
mo, el sentido de (A.42) es el siguiente, para cada ¢ > 0 existe un N (¢) tal que, para
n> N(e)yv> N(¢) se cumple que

+oo

5 anz—zo g anz—zo <e€

— 00

Es muy importante notar que las propiedades de convergencia absoluta y uniforme

de la serie de Laurent coinciden con las propiedades correspondientes de las series
(A.41).

Sea A = lim, 00 V/]an] v 7 = limpy, 0o %/]a_n|. La primera de la series (A.41)
converge absoluta y uniformemente al interior G de la curva I' : |z — 2| = R = 1/,
y es divergente en el exterior de I'. Mientras que la segunda de las series (A.41),
converge absoluta y uniformemente en el exterior g de la curva 7 : |z — 29| = r, y es
divergente en el interior de dicha circunferencia.

Los recintos G y ¢ tienen puntos en comun si y sélo si r < R. En tal caso, la parte
comun representa un anillo circular

D:r<|z—2| <R (A.43)

Asi, en el interior del anillo D ambas series convergen absoluta y uniformemente.
Por lo tanto, en D converge también la serie de Laurent (A.40), la cual representa en
D la siguiente funcién analitica

+o00
f(z) = Z%(Z —20)"; conr < |z— 2| <R (A.44)

—00
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Notemos que fuera del anillo D, una de las dos series (A.41) serd divergente,
mientras que la otra converge; por esta razon la serie de Laurent es divergente fuera
del anillo D. Por lo tanto el campo de convergencia de la serie de Laurent es un
anillo circular, siempre que se cumpla r < R, de otro modo no existe tal campo.

En particular si r < § < R, la serie (A.44) es uniformemente convergente en la
circunferencia v : |z — zg| = J, misma que también serd uniformemente convergente si
multiplicamos todos sus términos por 2%”(2 — 29)7*71, con k un entero arbitrario. Al
integrar la nueva serie sobre v, tendremos

1 f(z
Y A G . d
Qm/(z_ZOkﬂ Za/z_zonkl o

Fécilmente, podemos comprobar que todas las integrales del segundo miembro son
iguales a cero salvo la correspondiente a n = k, la cual es igual a 2mi. Luego entonces

1
—/(L dz=ay; conk=0,+1,+2, --- (A.45)

- L VR+L
2mi J., (2 — 2)

Con ello, logramos obtener los coeficientes de la serie de Laurent a través de la
suma de dicha serie. Luego, si las sumas de de dos series de Laurent

Zakz—zo v g(z Zka’—Zo

convergentes en los anillos D y A, tales que contengan una misma circunferencia
p = |z — 20|, y si dichas series coinciden el los puntos de p, entonces los coeficientes
de ambas series seran iguales dos a dos, esto es

ap =bg; con k=0,+£1,42,--- |

es decir, las series son idénticas. Naturalmente, las series resultan idénticas si los
anillos coinciden entre si 'y f(z) = g(z) en todos los puntos del anillo D.

Teorema A.2.17. Toda funcion f(z), uniforme y analitica en un anillo circular
D :r < |z—z)| <R, se expresa en este anillo por una serie de Laurent convergente

+oo

f(z) = Z an(z — 29)"
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Figura A.1: Anillodeconvergencia

Demostracion. Sea z un punto en D y consideremos el siguiente anillo
D':r'<|C—2| <R

ubicado interior del primer anillo y que contiene al punto z. Para poderlo construir
es suficiente tomar
r<r <|C—z|<R <R.

Vamos a suponer que p = |¢ — z| es una circunferencia con centro en z, ubicada
al interior de D’. Dado que
g(C)Z—jEl
(—=z

es una funcién analitica de  en el recinto D, salvo en el punto { = z; en virtud del
Teorema A.1.3, tendremos

2mi /FR, (C—2) de = 2mi Jr, (¢ —2) d¢ + 970 /'yp C—2) dg; (A.46)

aqui I'r/, I';v, ¥ 7, representan respectivas circunferencias | — zo| = R/, |¢ — 20| =77,
y |¢ — 20| = p, mismas que al integrar las recorremos en sentido contrario al reloj.

Notemos que la tltima integral de (A.46), es la integral de Cauchy, y por lo tanto

flz) = 2 /F AR /F IO _ g, (A.47)

2w Jr,, (C—2) 2mi Jr, (€= 2)

Representando 1/(¢ — z) bajo el signo de la primera integral (con ¢ € I'g/), como
una serie geométrica de razén (z — zp)/(¢ — 20), cuyo modulo satisface la siguiente
relaciéon
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z— 2z |z — zo|
= =0<1.
< — 20 R
De donde, tendremos que
L 1
(=2 (—2—(2—2)
1 1
(—w1-22
> Z — ZO
A48
; _ ZO n+1 ( )

Observemos que, para todo ¢ € I'g, el médulo del término general de la ultima
serie es

—9" con 0 <0 <1,

(z — zo)"
RI

(C _ ZO)nJrl
luego entonces, la serie (A.48) es, con respecto de ¢, uniformemente convergente en

['r. A su vez, la serie que se obtiene al multiplicar (A.48) por 5 f (€), la cual estd aco-
tada en valor absoluto en I'g/, sera

VIG5 .

omi¢ — 2 271 (¢ — zp)t! (z =)

Esta serie puede integrarse término a término sobre I'g/, asi

L & = N an(z — 20)"
2m’/rR,C—de_EO: (2= )™ (A.49)

donde
1 f(©)

= | —1l g, =0,1,2, - A50
T o Jr,, (= 2 o conn (A.50)

Notemos que la primera de las integrales del segundo miembro de la igualdad
(A.47), ha sido desarrollada como una serie convergente de potencias no negativas de
zZ — Z0.

Ahora bien, para la segunda integral del segundo miembro de la igualdad (A.47),
vamos a escribir a —1/(¢ — z) con ¢ € T'ys, como una serie geométrica de razén
(¢ — 20)/(z — 20), cuyo modulo satisface la siguiente relacién

¢— 2o

zZ— 20

,,,.l

=9 < 1.

N |z — 20|
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De donde, tendremos que

—1 - 1 1
(—z z-2z1 g_zg
OO (C - Zo)n
— A A5l
20: (Z _ Zo)n—H ( )

Esta serie, es uniformemente convergente en I',.. Multiplicando todos sus términos

por = f(¢) y luego, integrando término a término, encontramos

-1 [ f(Q)

2mi Jp, C—=

¢ = Z a—p (z—20)7", (A.52)

donde
-1 f(¢)

[ A Ve —1,2,-- A53
T i, Tz R 459

Una vez mas, observemos que la segunda integral en el segundo miembro de
la igualdad (A.47), a sido desarrollado como una serie convergente de potencias
negativas de z — zp.

Al substituir los desarrollos (A.49) y (A.52) en el segundo miembro de la igualdad
(A.47), hallaremos el desarrollo de la funcién f(z) en serie de Laurent para un punto
arbitrario z € D, esto es

f(z)= Z an(z — 20)" + Z a_n(z—20)""

= Z an(z — ZO)n~ (A54)

Sus coeficientes pueden ser calculados respectivamente con las formulas (A.50) y
(A.53). Mientras que, si consideramos una circunferencia arbitraria I" : |z — 29 = p/,
conr < i < R;através del Teorema A.1.3 nos cercioramos que cada uno de los coefi-
cientes anteriores, se puede calcular efectuando la integracién sobre la circunferencia
I', es decir

1 f(©)

n=-— [ ———=—— d(, =41,£2,---.
a ot Jo (€ = 2 ¢, conn
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