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Introducción

La tesis central del siguiente trabajo parte de un art́ıculo escrito por Ibrahim
Pourezza y John Hubbard [16], publicado en el año de 1978, en el cual elegantemente
demuestran una relación geométrica (simple pero contundente) entre dos estructuras
matemáticas muy familiares para nosotros, estamos hablado de la esfera S4 y del
conjunto formado por todos los subgrupos aditivos y cerrados del plano real. Dicha
relación, como veremos en este trabajo, es un homeomorfismo, que vendrá precedido
por resultados aún más inesperados.

El t́ıtulo que hemos elegido es también una referencia obligada a las matemáticas
implicadas en la demostración de dichos resultados. De este modo, durante la lec-
tura del presente escrito, y a través de una narración, que esperamos sea fruct́ıfera,
iremos exponiendo los resultados de la teoŕıa de Weierstrass, del análisis complejo,
de topoloǵıa, teoŕıa de grupos, variable compleja, etc. que serán fundamentales para
nuestro trabajo.

En el Caṕıtulo 1 definimos y estudiamos las superficies de Riemman como los
dominios naturales entre los que se definen las funciones holomorfas. Posteriormente
vemos algunos resultados relevantes sobre acciones de grupos. Finalmente, analizare-
mos algunos ejemplos interesantes de superficies de Riemann.

En el Caṕıtulo 2 estudiamos a las funciones eĺıpticas, junto con sus caracteŕısticas
algebraicas y topológicas. Posteriormente vemos con más detalle teoremas impor-
tantes y resultados relativos a las funciones eĺıpticas. Como desenlace de este caṕıtu-
lo, nos ocuparemos de la construcción formal de las funciones eĺıpticas. Y cerramos
con un breve pero cuidadoso estudio de las propiedades topológicas de las funciones
eĺıpticas, y particularmente de la función ℘ de Weierstrass.

En el Caṕıtulo 3 estudiamos la relación de semejanza entre las ret́ıculas de peŕıodos
generados, vemos como se traduce esta relación a las correspondientes superficies de
Riemman asociadas. También estudiamos a detalle una aritmética muy fina dada por
la acción del grupo modular en el semiplano superior, derivando en el estudio de la
función modular J . Finalmente, vemos la definición de curva eĺıptica y cómo se rela-
ciona geométricamente con el toro.
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En el Caṕıtulo 4 estudiamos a detalle el espacio de los subgrupos cerrados de R2,
definiendo una métrica adecuada que nos permita generar una estructura topológica
en dicho conjunto. Posteriormente todo el trabajo se enfoca en el desarrollo de las
técnicas que nos permiten construir, v́ıa homeomorfismos, correspondencias entre ob-
jetos geométricos tales como la esfera S2, el toro, el nudo trébol, y subconjuntos del
espacio de los subgrupos cerrados de R2.

Siendo ésta una tesis de licenciatura, hemos procurado no obviar conclusiones,
optando por hacer hincapié en las demostraciones, y sólo en algunos casos estimamos
suficiente dar una adecuada referencia. Por último, y también en consideración al
lector, hemos incluido un apartado final o apéndice con teoremas clásicos de variable
compleja.
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Julio Prado

9



10 Agradecimientos



Caṕıtulo 1

Superficies de Riemann

1.1. Superficies de Riemann

Las superficies de Riemann son los dominios naturales entre los que se definen las
funciones holomorfas.

Antes de pasar a una definición formal de superficie de Riemann, retomemos el
concepto de variedad.

Una variedad es un espacio topológico localmente modelado a partir de Rn. El
significado del modelo depende de las propiedades o patrones de Rn que se deseen
preservar y estudiar. Y para su generación, se busca cubrir adecuadamente la va-
riedad con piezas que posean dicho patrón. En este sentido, un patrón es descrito
operacionalmente en términos de las transformaciones que lo preserven. Finalmente
al hacer que pedazos de Rn sean pegados entre śı de acuerdo a estas transformaciones
nos permite obtener una variedad con el patrón deseado.

El conjunto permitido de funciones o mapeos de pegado debe satisfacer algunas
propiedades naturales.

Definición. Un pseudogrupo en un espacio topológico Rn es un conjunto G de home-
omorfismos entre conjuntos abiertos de Rn, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. El dominio de los elementos g ∈ G es una cubierta de Rn.

2. La restricción de un elemento g ∈ G a cualquier subconjunto abierto contenido
en su dominio, también está contenida en G.

3. Si g1, g2 ∈ G con g1 : U1 → V1 y g2 : U2 → V2, tales que la intersección V1 ∩ U2

es distinta del vaćıo entonces, la siguiente composición restringida

g2 ◦ g1 : g−1
1 (V1 ∩ U2)→ g2(V1 ∩ U2)

pertenece a G.

11



12 CAPÍTULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

4. El inverso de un elemento de G está en G.

5. La propiedad de estar en G es local, esto es, si g : U → V es un homeomorfismo
entre dos conjuntos abiertos de Rn, y U es cubierto por abiertos Uα tales que
cada restricción g | Uα está en G, entonces g ∈ G.

De las condiciones anteriores se observa que todo pseudogrupo contiene la apli-
cación identidad sobre cualquier conjunto abierto; en este sentido se define al pseu-
dogrupo trivial como aquel que solamente contiene a la identidad. A su vez, el mayor
pseudogrupo definido en Rn es el pseudogrupo Top de todos los homeomorfismos entre
subconjuntos abiertos de Rn.

Sean G un pseudogrupo en Rn y M un espacio topológico, que sea 2-numerable y
de Hausdorff

Definición. Una carta de coordenadas o sistema local de coordenadas, es un par
(Ui, φi), donde Ui es un abierto en M y φi : Ui → Rn es un homeomorfismo sobre su
imagen.

Decimos que dos cartas (Ui, φi) y (Uj, φj) que se intersectan, esto es que Ui ∩ Uj 6= ∅,
son G-compatibles si el cambio de coordenadas

γij = φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩ Uj)→ φi(Ui ∩ Uj)

está en G.

Definición. Un G-atlas es una colección de cartas de coordenadas G-compatibles
cuyos dominios cubren a M.

Definición. Una G-variedad de dimensión n es un espacio topológico M, 2-numerable
de Hausdorff, junto con un G-atlas.

Resumiendo, para cualquier pseudogrupo G en Rn, una G-variedad es una varie-
dad para la cual los mapeos de pegado están en G.

En particular, una variedad topológica es aquella cuyos homeomorfismos de pega-
do están en Top; un espacio de éste tipo únicamente posee la estructura topológica
local de Rn, y nada más.

Sea Cr con r ≥ 1, el pseudogrupo Cr de difeomorfismos entre conjuntos abiertos
de Rn, entendiendo por difeomorfismo un homeomorfismo diferenciable de orden r
cuya inversa es también un homeomorfismo diferenciable de orden r. Una Cr-variedad
será una variedad diferenciable (de clase Cr). Si r = ∞ una C∞-variedad también es
llamada variedad suave.
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Si n es un número par, Rn puede identificarse con Cn/2. Sea Hol el pseudogrupo
formado por los mapeos biholomorfos entre los subconjuntos abiertos de Cn/2. Un bi-
holomorfismo es un holomorfismo cuya inversa es también un holomorfismo. Observe-
mos que todo homeomorfismo holomorfo es un biholomorfismo. Una Hol-variedad es
una variedad compleja de dimensión n/2, que en el caso particular cuando n=2 es
llamada superficie de Riemann.

Se dice que dos G-atlas en un espacio topológico M definen la misma G-estructura
si son compatibles, esto es que su unión también sea un G-atlas. Por otra parte, la com-
patibilidad entre G-atlas es una relación de equivalencia y la unión de todos los G-atlas
equivalentes (compatibles) en M determina un único G-atlas, maximal por construc-
ción. Si bien algunos autores definen variedad a través de una clase de G-atlas o por
un G-atlas maximal, la elección de un atlas en particular no es una parte esencial
para la estructura de una variedad. El hecho importante para las clases de variedades
con G-estructuras es la clase de mapeos o aplicaciones que preserven dicha estructura.

Definición. Una superficie de Riemann, es una 1-variedad compleja S.

Si n=2, se puede demostrar que un homeomorfismo es holomorfo si y sólo si es
conforme y preserva orientación. Por ejemplo, la proyección estereográfica de la esfera
unitaria sobre C es un mapeo conforme. La colección de mapeos que se obtienen al
rotar la esfera y luego aplicarla sobre C mediante la proyección estereográfica, con-
stituye un atlas para la estructura compleja en S2; ésta es la estructura compleja de
CP1, la esfera de Riemann o recta proyectiva compleja.

Veamos algunos ejemplos de superficies de Riemann.

1. El plano complejo. Sean C con la topoloǵıa usual y G el pseudogrupo Hol. Su
estructura compleja está determinada por el atlas cuya única carta es la función iden-
tidad id : C→ C.

2. Dominios. Supongamos que X es una superficie de Riemann y que Y ⊂ X
es un dominio, es decir un conjunto abierto y conexo. Luego Y tiene una estructura
compleja natural que hace de éste una superficie de Riemann. Usualmente se escoge
como atlas el formado por aquellas cartas complejas φ : U → V en X, donde U ⊂ Y .
En particular todo dominio Y ⊂ C, es una superficie de Riemann.

3. La recta proyectiva compleja. Sea CP1 : = C∪ {∞} con la menor topoloǵıa tal
que los conjuntos abiertos sean los abiertos usuales U ⊂ C y los conjuntos de la forma
V ∪ {∞}, donde V ⊂ C es el complemento de un conjunto compacto K ⊂ C. Con
esta topoloǵıa CP1 es un espacio topológico compacto de Hausdorff homeomorfo a la
esfera S2.

Los conjuntos U1 := CP1 \ {∞} = C, U2 := CP1 \ {0} = C∗ ∪ {∞}, definen
funciones φi : Ui → C, i = 1, 2 del siguiente modo: φ1 es la función identidad y
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φ2(z) =

{
1/z para z ∈ C∗,
0 para z =∞.

Ambas funciones son homeomorfismos por lo que CP1 es una variedad conexa,
dado que U1 y U2 son conexos y su intersección es no vaćıa.

La estructura compleja en CP1 queda definida por el atlas formado por las cartas
φi : Ui → C, con i = 1, 2.

Dichas cartas son holomórficamente compatibles, ya que

φ1(U1 ∩ U2) = φ2(U1 ∩ U2) = C∗

y φ2 ◦ φ−1
1 : C∗ → C∗, dada por z 7→ 1/z, es biholomorfa.

♣

Si S es una superficie de Riemann, diremos que una función f : S → C es anaĺıtica
u holomorfa si para toda carta (U, φ) en S, la función f ◦φ−1 : φ(U)→ C es anaĺıtica
en C en el sentido usual, es decir una función diferenciable de variable compleja. Dado
que φ es un homeomorfismo, tendremos que f es continua en S. Por otra parte, si
(V, ϕ) es una carta en un atlas compatible en S, con U ∩ V 6= ∅, entonces φ ◦ ϕ−1 es
anaĺıtica en el sentido usual, y dado que

f ◦ ϕ−1 = (f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ϕ−1)

es composición de funciones anaĺıticas, también será anaĺıtica. Por esta razón, la
definición de función anaĺıtica f : S → C sólo depende de la estructura compleja en
S y no de un atlas en particular de la clase. Por último, diremos que la función f es
anaĺıtica en un punto s ∈ S si es anaĺıtica en alguna vecindad abierta de s en S.

Sean S1 y S2 dos superficies de Riemann. Una función continua f : S1 → S2

se define como holomorfa si para todo par de cartas (U1, φ1), (U2, φ2) en S1 y S2

respectivamente, con U1 ∩ f−1(U2) 6= ∅, la función

φ2 ◦ f ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩ f−1(U2))→ C

es anaĺıtica.

De manera natural, una función f : S1 → S2 será llamada biholomorfismo, siempre
que sea biyectiva y tanto f como f−1 sean holomorfas.

Del mismo modo en que las funciónes holomorfas f : S → C son llamadas anaĺıticas,
las funciones f : S → CP1 son llamadas meromorfas. En éste caso, vimos que CP1
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posee dos cartas complejas (Ui, φi) con i = 1, 2, luego si S es una superficie de Rie-
mann, f : S → CP1 es meromorfa si y sólo si las funciones

φ1 ◦ f : S\f−1(∞)→ C, con s 7→ f(s)

y
φ2 ◦ f : S\f−1(0)→ C, con s 7→ 1/f(s)

son anaĺıticas.

También diremos que dos superficies de Riemann S1 y S2 son isomorfas si existe
un biholomorfismo f que transforme S1 en S2.

De las definiciones anteriores se desprende que, si dos superficies de Riemann
son isomorfas entonces serán homeomorfas como espacios topológicos. La afirmación
rećıproca no necesariamente es verdadera, pues dos superficies de Riemann pueden
ser homeomorfas e inclusive difeomorfas en el sentido real, sin ser equivalentes, como
veremos con detalle en el caso del toro bidimensional.

1.2. Generalidades sobre acciones de grupos

Sean (G, ∗) un grupo con identidad e y X un conjunto. Se dice que una función

θ : G×X → X

es una acción de G en X por la izquierda si,

1. θ (e, x) = x, para todo x ∈ X,

2. θ (h, θ (g, x)) = θ (h ∗ g, x), para todo g, h ∈ G y x ∈ X.

Por razones prácticas representamos esta acción como G
θy X, mientras que a

θ (g, x) lo escribimos simplemente como gx, luego ex = x y h (gx) = (hg)x.

La acción G
θy X induce para cada g ∈ G una transformación θg : X → X, dada

por θg (x) = θ (g, x) . Observemos que las propiedades (1) y (2) implican que θg es una
función biyectiva; en efecto, si x1 6= x2 ∈ G vamos a demostrar que gx1 6= gx2, para
ello supongamos que gx1 = gx2 luego θ (g−1, gx1) = θ (g−1, gx2), pero θ (g−1, gx1) =
g−1 (gx1) = (g−1g)x1 = x1 mientras que θ (g−1, gx2) = g−1 (gx2) = (g−1g)x2 = x2,
contrario a la hipótesis. Ahora para cualquier y ∈ X demostremos que existe x ∈ X
tal que gx = y, en efecto sea x = g−1y luego gx = g (g−1y) = (gg−1) y = y.

Los siguientes términos y notaciones son comunes en el estudio de los grupos de
transformaciones.

Sean x ∈ X y A ⊆ X,
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1. Ox = {gx | g ∈ G} es la órbita de x.

2. El conjunto de órbitas se denota por X�G.

3. La proyección orbital se define como π : X → X�G, con x 7→ Ox.

4. Gx = {g ∈ G | gx = x} es el grupo de isotroṕıa o estabilizador de x.

5. GA = {g ∈ G | gA = A} es el estabilizador de A.

6. XG = {x ∈ X | gx = x para todo g ∈ G} es el conjunto de puntos fijos de X.

7. GA = {ga | g ∈ G y a ∈ A}

Definición. Decimos que A es un subconjunto invariante de X con respecto de G
θy

X si GA = A.

Proposición 1.2.1. Un subconjunto A ⊂ X es invariante si y sólo si gA ⊆ A para
todo g ∈ G.

Demostración. Claramente si A es invariante se cumple que gA ⊆ A. Ahora
supongamos ésto último y veamos que A es invariante, i.e. GA = A, como gA ⊆ A
para todo g ∈ G entonces GA ⊆ A, en particular eA ⊆ GA y por lo tanto GA = A.

�

Proposición 1.2.2. Dos órbitas cualesquiera son iguales o ajenas.

Demostración. Sean x 6= y ∈ X y supongamos que Ox ∩ Oy 6= ∅. Luego sea
u ∈ Ox ∩ Oy. Aśı u = gx = hy para algún g, h ∈ G. Observemos que GOx = Ox,
entonces h−1u ∈ Ox pero h−1u = h−1 (hy) = y, luego Oy ⊆ Ox (análogamente
Ox ⊆ Oy), y por lo tanto Oy = Ox.

�

Por lo anterior, si definimos una relación ∼ en X de modo que x1 ∼ x2 si existe
g ∈ G tal que x1 = gx2, es en efecto una relación de equivalencia y las clases de
equivalencia son precisamente las órbitas de X. El conjunto de clases de equivalencia
X� ∼ es el conjunto de órbitas X�G.

Proposición 1.2.3. El estabilizador GA de cualquier subconjunto A no vaćıo de X
es un subgrupo de G.

Demostración. Sean g, h ∈ GA. Como hA = A se cumple que gA = g (hA) =
(gh)A = A, entonces gh ∈ GA. Ahora sea g ∈ GA, como gA = A, observemos que
g−1A = g−1 (gA) = (g−1g)A = A. Luego g−1 ∈ GA y por lo tanto GA < G.

�

Si x ∈ X el estabilizador de x es un grupo y de hecho es el mayor subgrupo de G
que fija a x. En particular x0 ∈ XG si y sólo si Gx0 = G.
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Proposición 1.2.4. Para todo g ∈ G y cada x ∈ X, Ggx = gGxg
−1.

Demostración. Sea h ∈ Ggx. Si k = g−1hg entonces k ∈ Gx, ya que (g−1hg)x =
g−1 (h (gx)) = g−1 (gx) = x. Luego h = gkg−1, y aśı Ggx ⊆ gGxg

−1. Rećıprocamente,
si k ∈ Gx entonces gkg−1 ∈ Ggx, puesto que (gkg−1) gx = gk (g−1gx) = g (kx) = gx,
aśı gGxg

−1 ⊆ Ggx.
�

De este modo cualquier subgrupo H de G conjugado a Gx es el grupo de isotroṕıa
de algún punto de la órbita de x. Aśı los grupos de isotroṕıa de puntos en la misma
órbita son conjugados y todos ellos constituyen la clase conjugada

(H) =
{
gHg−1 | g ∈ G

}
de H = Gx para algún punto x de la órbita.

Ahora bien, se dice que una acción de G
θy X es

1. Trivial si Gx = G para todo x ∈ X.

2. Libre si Gx = {e} para todo x ∈ X.

3. Efectiva o fiel si
⋂
x∈X

Gx = {e}.

4. Transitiva si tiene una sola órbita.

Definición. Si X es un espacio topológico, diremos que G
θy X es una acción por

homeomorfismos si, θg : X → X es continua para todo g ∈ G.

La definición se justifica pues θg es un homeomorfismo. En efecto, dado que
g−1 ∈ G la transformación θg−1 existe, es biyectiva y continua. Luego tiene senti-
do pensar en el homomorfismo inducido por θ como, Θ: G → Homeo (X), donde
Homeo (X) es el grupo de todos los homeomorfismos de X sobre él mismo.

Si la acción θ es efectiva, Θ será inyectivo por lo que G es isomorfo a un subgrupo
de homeomorfismos de X. Por otro lado, cuando θ es transitiva X es un espacio ho-
mogéneo, esto es, para dos puntos arbitrarios x1 y x2 de X existe h ∈ Homeo (X) tal
que h (x1) = x2.

Como antes, sea (X, τ) un espacio topológico y π : X → X�G la proyección
orbital. Podemos caracterizar a la topoloǵıa cociente σ en X�G como la topoloǵıa
más fina para la cual π es continua. Expĺıcitamente σ puede describirse como

σ =
{

U ∈ X�G | π−1U ∈ τ
}
.

Sin embargo en nuestro caso, no podemos asegurar que la topoloǵıa σ exista, a menos
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de dar como parte de la hipótesis que G
θy X sea una acción por homeomorfismos.

A reserva de exhibir un ejemplo concreto, analicemos un poco el porqué de esta de-
pendencia.

Se puede demostrar que para todo subconjunto U de X, π−1(πU) =
⋃
g∈G gU .

Ahora bien, supongamos que α es una topoloǵıa en X�G tal que π : (X, τ) →
(X�G,α) es continua, luego dado U ∈ X tendremos que π−1((πU)) ∈ τ , si V =
π−1((πU)) es claro que πV ∈ α, y por la continuidad de π debeŕıa ocurrir que
π−1(πV ) ∈ τ lo cuál es verdad siempre que

⋃
g∈G gV ∈ τ . Pero si cada g ∈ G

no transforma homeomorfamente a X, no podemos asegurar que
⋃
g∈G gV ∈ τ ; por

ejemplo bastaŕıa un g0 ∈ G, tal que g0V ⊆ ∂(π−1(πV )) para que
⋃
g∈G gV /∈ τ. Luego

no necesariamente se cumple que π−1(B) ∈ τ para todo B ∈ α, contrario a la suposi-
ción de la continuidad de π.

Por lo tanto, es una condición necesaria pedir que G
θy X sea una acción por

homeomorfismos si queremos definir bien una topoloǵıa cociente en X�G. Por último,
notemos que la proyección orbital es abierta. En efecto, ya que para todo subconjunto
U de X se cumple que π−1(πU) =

⋃
g∈G gU, y si U ∈ τ entonces gU ∈ τ por ser g un

homeomorfismo, aśı π−1(πU) es un abierto de X.

Proposición 1.2.5. Si X es un espacio topológico y G
θy X es una acción por

homeomorfismos, tendremos que

1. Si X es conexo, localmente conexo, compacto o localmente compacto, entonces
respectivamente X�G también lo será.

2. Si X es 2-numerable, entonces X�G es 2-numerable.

Demostración. En efecto, dado que π es una aplicación abierta, si C es una vecin-
dad conexa o compacta de x en X, π(C) es una vecindad conexa o compacta de π(x)
respectivamente, de donde se sigue el inciso (1). Por otra parte, si B es una base de
X, entonces π(B) = {π(V ) | V ∈ B} es base de X�G, justificándose (2).

�

Definición. Si G
θy X es una acción efectiva por homeomorfismos y si X es local-

mente compacto, se dice que la acción de G es propiamente discontinua si para todo
subconjunto compacto K de X, el conjunto de g ∈ G tales que gK ∩K 6= ∅ es finito.

Proposición 1.2.6. Sea G un grupo que actúa por homeomorfismos en una variedad
topológica X. Si la acción de G es libre y propiamente discontinua entonces, con la
topoloǵıa cociente, X�G es Hausdorff y admite una estructura de variedad topológica
inducida por la aplicación cubriente X → X�G.

Demostración. Supongamos que la acción es libre y propiamente discontinua, dada
x ∈ X tomemos una vecindad U de x que solamente intersecte una cantidad finita
de veces sus traslaciones gU . Usando el hecho de que X es Hausdorff y que la acción
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es libre, seleccionemos una vecindad de x cuyas traslaciones sean todas disjuntas.
Entonces cada traslación aplica homeomorfamente su imagen en el cociente, luego la
imagen es cubierta uniformemente. Y dado que x fue arbitrario, se sigue que el espacio
cociente X�G es una variedad (no necesariamente Hausdorff) y la aplicacción co-
ciente es una aplicación cubriente. Recordemos que una función continua f : X → Y
es una función cubriente si todo y ∈ Y tiene una vecindad V tal que f−1(V ) consiste
de abiertos disjuntos que son aplicados homeomorfamente sobre V por f , en tal caso
X será un espacio cubriente de Y.

Veamos que el cociente es Hausdorff, en efecto supongamos que y y x son puntos
de X en órbitas distintas, sea K la unión de dos vecindades compactas disjuntas de y
y x, que no contengan traslaciones de y ó x, entonces K�

⋃
g 6=iG gK aún es unión de

vecindades de y con vecindades de x y dichas vecindades se proyectan en vecindades
disjuntas en X�G.

�

Si h : X → Y es una función continua entre dos espacios topológicos; diremos que
h es un homeomorfismo local si para cada punto x de X existe un abierto U de x
tal que h(U) sea un abierto de Y y h |U : U → h(U) la restricción de h en U sea un
homeomorfismo.

Proposición 1.2.7. Si G es un grupo que actúa en una superficie de Riemann S
mediante homeomorfismos conformes que preserven orientación de forma tal que la
acción sea propiamente discontinua y libre, entonces S�G es una superficie de Rie-
mann.

Demostración. Sea KS el atlas que determina la estructura compleja de S. Como
antes, para todo g ∈ G definimos el automorfismo θg : S → S dado por θg(x) = gx,
que abreviadamente lo representaremos por g.

Por hipótesis g es un biholomorfismo de S en S, esto es, que para todo par de
cartas (U1, φ1), (U2, φ2) en KS tales que

U1 ∩ g−1U2 6= ∅,

la función compleja

φ2 ◦ g ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩ g−1U2)→ C, (1.1)

es biholomorfa.

Vamos a construir un atlas que nos permita determinar la estructura compleja
en S�G inducida por la acción del G en S. Sabemos que para toda x ∈ S existe

(Ui, φi) ∈ KS tal que x ∈ Ui, luego como la acción G
θy S es propiamente dis-

continua y libre, podemos encontrar un abierto Ax en S que contenga a x tal, que
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Figura 1.1: S�G

gαAx ∩ gβAx = ∅ para todo gα, gβ ∈ G con gα 6= gβ. Luego, si Bi = Ax ∩ Ui sea
Vi = π(Bi). Claramente Vi es un abierto en S�G.

Proponemos el par (Vi, δi) con g ∈ G y δi = φi|Bi ◦ g−1 ◦ π−1|gBi , como una carta
en S�G. Sea entonces KS�G el conjunto de todas las cartas aśı obtenidas.

Por construcción, KS�G es un conjunto de cartas cuyos dominios cubren a S�G,
por otra parte δi es composición de homeomorfismos; finalmente observemos que δi
no depende de la eleción de g.

Vamos a demostrar que, para todo par de cartas (Vi, δi) y (Vj, δj) tales que

Vi ∩ Vj 6= ∅, (1.2)

el cambio de coordenadas es holomorficamente compatible. Es decir, la función

δi ◦ δ−1
j : δj(Vi ∩ Vj)→ δi(Vi ∩ Vj)

es un biholomorfismo.

En efecto,

δi ◦ δ−1
j = (φi|Bi ◦ g−1 ◦ π−1|gBi) ◦ (φj|Bj ◦ g−1 ◦ π−1|gBj)−1

= (φi|Bi ◦ g−1 ◦ π−1|gBi) ◦ (π|gBj ◦ g ◦ φ−1
j |Bj)

= φi|Bi ◦ g−1 ◦ π−1|gBi ◦ π|gBj ◦ g ◦ φ−1
j |Bj

= φi|Bi ◦ ϑ ◦ φ−1
j |Bj ,
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donde
ϑ = g−1 ◦ π−1|gBi ◦ π|gBj ◦ g.

Hagamos también,
ξi,j = g−1 ◦ π−1|gBi,j ,
Ni,j = ξi,j(Vi ∩ Vj),

claramente ϑ transforma homeomorfamente Nj en Ni.

Sea v ∈ Nj, por (1.2) se cumple Ov∩Ni 6= ∅, luego existe g∗ ∈ G tal que g∗v ∈ Ni.
Si g∗Nj 6= Ni, entonces uno de los casos siguientes se cumple:

1. g∗Nj ⊂ Ni

2. Ni ⊂ g∗Nj

3. g∗Nj \ g∗Nj ∩Ni 6= ∅ y Ni \ g∗Nj ∩Ni 6= ∅

Suponiendo el primer caso tomemos n ∈ Ni de tal forma que n /∈ g∗Nj, por (1.2)
sabemos que existe gk ∈ G tal que g−1

k n ∈ Nj. Se sigue entonces que g∗ ◦g−1
k Ni∩Ni 6=

∅; lo cual contradice la construcción de Bi. Análogamente, para el segundo caso sea
p ∈ g∗Nj tal que p /∈ Ni, y como antes por (1.2) sea gh ∈ G tal que ghp ∈ Ni, de
donde se sigue que g−1

h ◦ g∗Nj ∩ g∗Nj 6= ∅; contrario a la hipótesis de construcción
de Bj. Finalmente para el tercer caso, sea n ∈ Ni tal que n ∈ ∂g∗Nj ∩Ni, luego por
(1.2) sea gs ∈ G tal que gsn ∈ Nj, y dado que G actúa en S por homeomorfismos, se
sigue que g−1

s Nj ∩ g∗Nj 6= ∅, entrando una vez más en contradicción con la hipótesis
de construcción de Bj.

Por lo tanto, existe un único g∗ ∈ G tal que g∗Nj = Ni. Y por lo tanto ϑ = g∗.

Reescribiendo δi ◦ δ−1
j , obtenemos

δi ◦ δ−1
j = φi|Bi ◦ g∗ ◦ φ−1

j |Bj
en el dominio de su definición.

Como vimos ya, (Bi, φi|Bi) y (Bj, φj|Bj) son dos cartas en KS tales que

Bj ∩ ϑ−1Bi 6= ∅,

donde

ϑ−1 = g−1 ◦ π−1|gBj ◦ π|gBi ◦ g.

Luego, por (1.1) sabemos que

φi|Bi ◦ g∗ ◦ φ−1
j |Bj : φj|Bj(Bj ∩ g−1

∗ Bi)→ C
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es un biholomorfismo y por lo tanto

δi ◦ δ−1
j : δj(Vi ∩ Vj)→ δi(Vi ∩ Vj)

es un biholomorfismo.
�

Veamos algunos ejemplos.

1. El Toro C�Ω. Sean ω1,ω2 ∈ C tales que Im(ω2/ω1) 6= 0 y

Ω = {nω1 +mω2 | n,m ∈ Z},

la ret́ıcula generada por ω1 y ω2. Como sabemos, Ω es un grupo aditivo. Definimos

Ω
θy C de la siguiente manera, ω(z) = ω+z donde ω ∈ Ω y z ∈ C. La acción está bien

definida, pues si e es la identidad en Ω entonces e(z) = z para todo z ∈ C, a su vez
ωj(ωi(z)) = (ωj + ωi)(z) para todo ωi, ωj ∈ Ω y z ∈ C.

Dicha acción define una relación de equivalencia en C, a saber, z1 ∼ z2 si existe
ω ∈ Ω tal que ω+ z1 = z2, es decir si z1− z2 ∈ Ω. Observemos que las traslaciones en
C son conformes y preservan orientación, además, ω + z = z si y sólo si ω = 0, esto
implica que la acción es efectiva y libre. Finalmente si K es un subconjunto compacto
de C claramente es acotado, por otra parte las traslaciones ω + K con ω ∈ Ω única-
mente pueden intersectar a K un número finito de veces, de otro modo Ω no podŕıa
ser discreto, luego la acción es propiamente discontinua y por lo tanto en virtud de
la Proposición 1.2.7, C�Ω es una superficie de Riemann.

Finalmente, sean π : C → C�Ω la proyección canónica y V ⊂ C un abierto tal,
que dos puntos cualesquiera de V no sean equivalentes bajo Ω. Entonces U := π(V )
es abierto y π | V → U es un homeomorfismo. Su inversa φ : U → V es una carta
compleja en C�Ω. Sea R el conjunto de todas las cartas obtenidas de este modo.
Por la Proposición 1.2.7, sabemos que todo par de cartas en R es holomórficamente
compatible y que el atlas obtenido es único (salvo equivalencias). Aśı C�Ω posee la
estructura compleja definida por el atlas complejo R.

2. El cilindro C�αZ. Sea αZ = {αn | α ∈ R}, claramente αZ es un grupo, por lo

que αZ θy C define una relación de equivalencia en C, e.d. z1 ∼ z2 si existe ω ∈ αZ tal
que ω+z1 = z2, es decir si z1−z2 ∈ αZ. Las traslaciones en C son conformes y preser-
van la orientación, además: ω + z = z si y sólo si ω = 0, esto implica que la acción
es efectiva y libre. Finalmente si K es un subconjunto compacto de C claramente es
acotado, por otra parte las traslaciones ω +K con ω ∈ αZ únicamente pueden inter-
sectar a K un número finito de veces, de otro modo αZ no podŕıa ser discreto, luego la
acción es propiamente discontinua y por lo tanto C�αZ es una superficie de Riemann.

Finalmente, sean π : C → C�αZ la proyección canónica y V ⊂ C un abierto tal
que dos puntos cualesquiera de V no son equivalentes bajo αZ. Entonces U := π(V )
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Figura 1.2: El Toro X = C�Ω

Figura 1.3: El cilindro C�αZ
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Figura 1.4: El Toro módulo τ : z → −z

es abierto y π | V → U es un homeomorfismo. Su inversa φ : U → V es una carta
compleja en C�αZ. Sea R el conjunto de todas las cartas obtenidas de este modo.
Por la Proposición 1.2.7, sabemos que todo par de cartas en R es holomórficamente
compatible y que el atlas obtenido es único (salvo equivalencias). Aśı C�αZ posee la
estructura compleja definida por el atlas complejo R.

3. El toro módulo τ : z → −z . Sean Ω = {nω1 + mω2 | n,m ∈ Z} y la corre-
spondiente superficie de Riemann X = C�Ω. Sea Λ el subgrupo de automorfismos
del plano complejo, dado por las funciones id : z → z y τ : z → −z. Claramente Λ es

un grupo. Definimos Λ
θy X de manera natural, si g = τ entonces g(w) = −w y si

g = id entonces g(w) = w, con w ∈ X. La acción está bien definida, pues si e es la
identidad en Λ entonces e(w) = w para todo w ∈ X, a su vez gi(gj(w)) = (gi ◦ gj)(w)
para todo gi, gj ∈ Λ y w ∈ X.

Dicha acción define una relación de equivalencia en X, a saber, w1 ∼ w2 si existe
g ∈ Λ tal que g(w1) = w2. Al conjunto de todas las clases de equivalencia lo represen-
tamos por X�τ . Al identificar el cociente X�τ y hacer el pegado correspondiente
[Fig.(1.4)], generamos una superficie con cuatro “conos”, homeomorfa a la esfera S2.

A diferencia de los ejemplos anteriores, Λ no actúa libremente en X. En efecto,
sean ω1, ω2 ∈ C con Im(ω2/ω1) 6= 0 tales, que Ω = {nω1 +mω2 | n,m ∈ Z}; haciendo
e1 = ω1/2, e2 = ω2/2, e3 = (ω1 + ω1)/2 y e4 = 0 es claro que ei ∼ −ei módulo Ω (con
i ∈ I4), luego en X, g(ei) = ei para todo g ∈ Λ.
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Veamos como es la acción con los demás puntos. Sea z1 en el paralelogramo P
formado por ω1 y ω2, si escribimos a z1 como combinación lineal de dichos peŕıodos,
tendremos z1 = aω1 + bω2 con a, b ∈ R, notemos que |a|, |b| ≤ 1. Ahora bien, recorde-
mos que z1 ∼ z2 módulo Ω si existe ω ∈ Ω tal que ω + z2 = z1, en particular sea
z2 = −z1, luego si ω = pω1 + qω2 con p, q ∈ Z, entonces z1 ∼ z2 si

(p− a)ω1 + (q − b)ω2 = aω1 + bω2,

(i.e. si p = 2a y q = 2b), luego p, q ∈ Z si y sólo si a = m/2 y b = n/2 con m,n ∈ Z,
pero si m,n 6= 0, 1, entonces |a|, |b| > 1, lo cual contradice el hecho de que z1 ∈ P .

De modo que si z1 6= 0, e1, e2, e3, entonces z1 no es congruente con −z1 módulo
Ω, y por lo tanto Λw = {e} para todo w ∈ X\{[0], [e1], [e2], [e3]}, es decir únicamente
existen cuatro puntos fijos en X bajo la acción de Λ. Fuera de éstos cuatro puntos
la acción es libre y propiamente discontinua, puesto que la cardinalidad de Λ es finita.

No obstante, a pesar de que la acción no es libre, el cociente X�Λ tiene una única
estructura de superficie de Riemann, que hace a la proyección una función holomorfa.

Más adelante, vamos a exhibir una estructura compleja para X.
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Caṕıtulo 2

Funciones Eĺıpticas

2.1. Generalidades de las funciones periódicas

Sea f una función meromorfa definida en el plano complejo C. Un número complejo
ω se llama peŕıodo de la función f , si

f(z + w) = f(z)

para todo z ∈ C. Si existe un peŕıodo ω 6= 0 diremos que la función f es periódica.

Por ejemplo, la función exponencial ez tiene peŕıodo 2πi. Las funciones trigonométri-
cas sen(z) y cos(z) tienen peŕıodo 2π. En particular, ω = 0 es peŕıodo de cualquier
función.

Designemos por Ωf ⊂ C al conjunto de todos los peŕıodos de la función f . A priori
destacamos dos propiedades importantes de Ωf , una algebraica valida para toda f y
otra topológica valida para funciones meromorfas f no constantes

1. El conjunto Ωf es un subgrupo del grupo aditivo C.

2. El conjunto Ωf , con f una función meromorfa no constante definida en C, es
discreto.

Para la primera propiedad si α, β ∈ Ωf , tendremos que

f (z + (α + β)) = f ((z + α) + β) = f (z + α) = f (z) ,

aśı α + β ∈ Ωf . Además si α ∈ Ωf , entonces

f (z − α) = f ((z − α) + α) = f (z)

de modo que −α ∈ Ωf . Finalmente f (z + 0) = f (z), luego 0 ∈ Ωf .

Para la segunda propiedad, si Ωf no es discreto, existe ω ∈ Ωf tal, que toda vecin-
dad U de ω contiene puntos de Ωf−{ω}. Tomando como vecindades discos con centro

27



28 CAPÍTULO 2. FUNCIONES ELÍPTICAS

en ω y radios que tiendan a cero, obtenemos una sucesión de peŕıodos ωn 6= ω tal que
ĺımn→∞ ωn = ω. Puesto que ω, ωn ∈ Ωf , se tiene f (ω) = f (0) = f (ωn). Ahora bien
si f(0) =∞, habŕıa una sucesión convergente de polos de f , sin embargo recordemos
que f es una función meromorfa y por lo tanto se puede expresar como el cociente de
g y h dos funciones holomorfas, aśı f = g/h y dado que g(ωn)/h(ωn) =∞ tendremos
que h(ωn)/g(ωn) = 0, es decir h(ωn) = 0, finalmente del Teorema A.2.5 se sigue que
la función h es idénticamente cero en C, y por lo tanto f es una función constante.

Por otra parte, si f (0) 6= ∞, la función meromorfa g (z) = f (z) − f (0) tendŕıa
una sucesión convergente de ceros, y por el mismo teorema g (z) resultaŕıa ser idénti-
camente cero, y en consecuencia f seŕıa constante, llegando en ambos casos a una
contradicción.

�

Sea ω′ 6= 0 algún peŕıodo de una función meromorfa no constante f . Por lo que
vimos, el disco |z| ≤ |ω′| tiene una cantidad finita de elementos de Ωf . Ahora, tome-
mos un peŕıodo ω1 ∈ |z| ≤ |ω′| tal que para todo ω ∈ Ωf \ {0}, se cumpla |ω1| ≤ |ω|.
Todos los números de la forma mω1 con m ∈ Z, son peŕıodos de la función. Geo-
métricamente los números mω1 pertenecen a una recta real L que pasa por el origen
de coordenadas y por el punto ω1.

Veamos ahora cómo cualquier peŕıodo de la función f ubicado en la recta L, es de
la forma nω1 con n ∈ Z. Suponiendo lo contrario, sea $ un peŕıodo distinto de cero
representado por un punto en la recta, situado estrictamente entre nω1 y (n + 1)ω1.
Entonces 0 < |$ − nω1| < |ω1|, pero $−nω1 es un peŕıodo distinto de cero contenido
en |z| ≤ |ω1|, lo cual contradice nuestra hipótesis. En este caso, Ωf ≈ Z.

Definición. Si todos los peŕıodos de la función f son de la forma nω1, decimos que
f es una función simplemente periódica. El peŕıodo ω1 se define como peŕıodo fun-
damental de la función f ; y está bien definido salvo por un signo.

Si la función meromorfa f tiene peŕıodos ω′ fuera de la recta L, éstos no pueden
ser múltiplos enteros de ω1. En tal caso, el disco |z| ≤ |ω′| posee una cantidad finita
de elementos de Ωf \L . Sea ω2 ∈ |z| ≤ |ω′| tal, que |ω2| ≤ |ω| para todo ω ∈ Ωf \L,
entonces ω2 es un peŕıodo fundamental de la función sobre la recta L′ que pasa por
el origen de coordenadas y por el punto ω2. Aśı, todo peŕıodo contenido en esta recta
es un múltiplo entero del mismo.

Obsérvese que los peŕıodos ω1 y ω2 son linealmente independientes en el campo C
sobre R, pues al estar contenidos en L y L′ respectivamente, la razón ω2/ω1 no es real.
Luego cualquier número complejo ω puede escribirse como λ1ω1 +λ2ω2 con λ1,λ2 ∈ R.

Mas aún, cualquier peŕıodo de la función f es de la forma n1ω1 + n2ω2,
con n1, n2 ∈ Z. En efecto, sabemos que existen enteros m1,m2 tales que
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|λ1 −m1| ≤ 1
2
, |λ2 −m2| ≤ 1

2
. Si ω es un peŕıodo cualquiera de f , también lo

será ω̃ = ω −m1ω1 −m2ω2.

Y puesto que ω = λ1ω1 + λ2ω2, se tiene

|ω̃| = |λ1ω1 + λ2ω2 −m1ω1 −m2ω2| = |(λ1 −m1)ω1 + (λ2 −m2)ω2| <
< |λ1 −m1||ω1|+ |λ2 −m2||ω2| ≤ 1

2
|ω1|+ 1

2
|ω2| ≤ 1

2
|ω2|+ 1

2
|ω2| ≤ |ω2|,

puesto que |ω1| ≤ |ω| para todo |ω| ∈ Ωf \ {0}.

De modo que |ω̃| < 1
2
|ω1| + 1

2
|ω2| ≤ |ω2|, donde la primera desigualdad es

estricta ya que ω2 no es un múltiplo real de ω1. Por la manera en que ω2 fue
escogido, se sigue que ω̃ debe ser un múltiplo entero de ω1 y por consiguiente
ω tiene la forma n1ω1 + n2ω2 (n1, n2 ∈ Z). Por lo tanto, en el caso considerado
existen dos peŕıodos tales, que cualquier peŕıodo de la función f se expresa en
forma única, como una combinación lineal entera de estos dos peŕıodos ω1 y ω2. En
este sentido, decimos que la función es doblemente periódica, notemos que Ωf ≈ Z×Z.

Definición. Una función es eĺıptica, si es meromorfa y doblemente periódica.

Definición. Diremos que Ω ⊂ C es un módulo o ret́ıcula, si Ω es un subgrupo aditivo
de C isomorfo a Z× Z y Ω no está contenido en ninguna recta real.

Dado un módulo Ω en C, dos números complejos z1, z2 ∈ C serán congruentes
(z1 ∼ z2) módulo Ω si ocurre que z1 − z2 ∈ Ω.

La congruencia módulo Ω es una relación de equivalencia en C, que induce de
forma natural una partición de C en clases de equivalencia.

Una manera alternativa de pensar esta partición en clases del plano complejo,
es dejando que Ω actúe en C como un grupo de transformaciones. Aśı cada ω ∈ Ω
define una traslación tω : z 7→ z+ω de C, y puesto que tω1+ω2 = tω1 ◦ tω2 , los grupos Ω
y {tω | ω ∈ Ω} son isomorfos. Por esta razón, dos puntos z1, z2 ∈ C son congruentes
módulo Ω si y sólo si, están contenidos en la misma órbita bajo la acción del grupo
Ω en C.

Definición. Un subconjunto cerrado P de C se define como una región fundamental
para Ω, si

1. Para cada z ∈ C, existe un punto de P en la misma Ω-órbita que z, esto es,
cada z ∈ C es congruente con algún punto de P .

2. Dos puntos al interior de P , siempre están contenidos en Ω-órbitas distintas,
es decir, ningún par de puntos al interior de Ω son congruentes.
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Figura 2.1: Región fundamental P para Ω

Por ejemplo, sea Ω = Ω (ω1, ω2) el módulo generado por {ω1, ω2} con
Im(ω2/ω1) 6= 0, podemos ver que el paralelogramo P formado por los vértices
0, ω1, ω2 y ω1 + ω2, es una región fundamental para Ω. Al conjunto P se le conoce
como paralelogramo fundamental de Ω, con respecto a {ω1, ω2} .

Si P es cualquier región fundamental de Ω y t ∈ C, el conjunto
P + t = {z + t | z ∈ P} nuevamente será una región fundamental.

Definición. Dos peŕıodos {ω1, ω2} de una función eĺıptica no constante f , constituyen
una base para el módulo Ωf si cualquier peŕıodo ω de f puede expresarse univocamente
como una combinación lineal entera de ω1 y ω2.

Claramente un par de peŕıodos fundamentales {ω1, ω2} de una función eĺıptica
no constante tales que Im(ω2/ω1) 6= 0, son una base para el módulo Ωf .

En general nos referimos a un par de peŕıodos que constituyen una base para
Ωf como un par de peŕıodos básicos. Notemos que si {ω1, ω2} es un par de periódos
básicos, también lo serán {ω1, kω1 + ω2} con (k ∈ Z).

Una relación inmediata entre dos bases {ω1, ω2} y {ω′1, ω′2} es la siguiente: como
{ω1, ω2} es una base, existen a, b, c, d ∈ Z, tales que

ω′2 = aω2 + bω1

ω′1 = cω2 + dω1
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matricialmente, esto significa que(
ω′2
ω′1

)
=

(
a b
c d

)
·
(
ω2

ω1

)
.

Esta relación también es válida para los conjugados complejos(
ω′2 ω̄′2
ω′1 ω̄′1

)
=

(
a b
c d

)
·
(
ω2 ω̄2

ω1 ω̄1

)
(2.1)

Como {ω′1, ω′2} también es una base, resulta(
ω2 ω̄2

ω1 ω̄1

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)
·
(
ω′2 ω̄′2
ω′1 ω̄′1

)
(2.2)

con a′, b′, c′, d′ ∈ Z.

De (2.1) y (2.2) tenemos(
ω2 ω̄2

ω1 ω̄1

)
=

(
a′ b′

c′ d′

)
·
(
a b
c d

)
·
(
ω2 ω̄2

ω1 ω̄1

)
(2.3)

Notemos que el área del paralelogramo fundamental es distinta de cero, esto es
que ω2ω̄1−ω1ω̄2 6= 0, pues de otro modo ω2ω̄1 = ω1ω̄2 de donde ω1/ω2 = ω1/ω2. Esto
último tiene sentido si y sólo si ω1/ω2 ∈ R, i.e. ω1 = λω2 con λ ∈ R, es decir ω1 y ω2

son linealmente dependientes en el campo de los números reales, lo cual es imposible
ya que {ω1, ω2} es una base.

Por la teoŕıa del álgebra de matrices, sabemos que una matŕız con determinante
distinto de cero tiene inversa. Si multiplicamos (2.3) por la inversa de(

ω2 ω̄2

ω1 ω̄1

)
obtenemos: (

a b
c d

)
·
(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
1 0
0 1

)

y por lo tanto ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a′ b′

c′ d′

∣∣∣∣ = 1,
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lo cual implica ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a′ b′

c′ d′

∣∣∣∣ = ±1

Esto demuestra el siguiente resultado.

Proposición 2.1.1. Dos bases cualesquiera del mismo módulo están conectadas por
una transformación M ∈ SL (2,Z) , el grupo de matrices 2×2 invertibles con entradas
enteras.

2.2. Propiedades de las funciones eĺıpticas

Sea f (z) una función eĺıptica con módulo de peŕıodos Ω, ya mencionamos que
z1 es congruente con z2, z1 ≡ z2 (mod Ω), si la diferencia z1 − z2 está contenida en
Ω, i.e. z1 = z2 + nω1 + mω2. Evidentemente f toma los mismos valores en puntos
congruentes y puede ser vista como una función sobre clases de equivalencia, o sea
una función meromorfa definida en C�Ω.

Por otro lado, si f , g son dos funciónes eĺıpticas tales que su ret́ıcula de peŕıodos
es Ω, diremos que ambas funciones son eĺıpticas respecto de Ω. Luego entonces,
f + g, f − g, fg y 1/g (si g 6= 0) son funciones eĺıpticas respecto de Ω. De modo que
el conjunto de todas las funciones eĺıpticas respecto de Ω es un campo, mismo que
denotaremos por E(Ω).

Teorema 2.2.1. No existe una función eĺıptica holomorfa no constante.

Demostración. Supongamos que śı. Sea f (z) una función eĺıptica, anaĺıtica en el
paralelogramo cerrado de peŕıodos P donde sabemos es continua y, por consiguiente
estar acotada en valor absoluto |f (z)| < C, y dado que en cualquier punto del plano
z, la función toma el mismo valor que en su respectivo punto congruente z′ ∈ P, la
desigualdad obtenida debe cumplirse en todos los puntos del plano, luego, en virtud
del teorema de Liouville, f es constante.

�

Un corolario inmediato es el siguiente.

Corolario 2.2.2. Una función eĺıptica no constante, tiene al menos un polo en
cualquier paralelogramo de peŕıodos.

Notemos que el número de polos pertenecientes a un paralelogramo P de peŕıodos
básicos {ω1, ω2} de una función eĺıptica f es finito, de otro modo habŕıa un punto de
acumulación en la cerradura de P, en consecuencia no seŕıa discreto y una vez más,
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Figura 2.2: Traslación por a

en virtud del Teorema A.2.5 la función seŕıa constante.

Si consideramos un paralelogramo P ∗ a partir de otra pareja de peŕıodos básicos
ω∗1 = mω1 + nω2, ω∗2 = pω1 + qω2, con mq − np = 1, a cada polo α∗ ∈ P ∗ le
corresponde un único polo α ∈ P congruente con él y rećıprocamente. Efectivamente,
dado que f es periódica, su desarrollo de Laurent en un entorno de α, se transforma
en el desarrollo en un entorno de a∗ mediante la sustitución de z − a∗ por z − α
sin que se alteren los coeficientes. A causa de ello la suma de los órdenes de todos
los polos pertenecientes a un mismo paralelogramo de peŕıodos no depende de la
elección de la pareja de peŕıodos básicos. Esta suma invariante es llamada el orden
de la función eĺıptica.

Teorema 2.2.3. La suma de los residuos de una función eĺıptica f , respecto de todos
los polos situados en el paralelogramo de peŕıodos P, es igual a cero.

Demostración. Si en la frontera ∂P del paralelogramo cerrado P no hay ningún
polo de la función, entonces dado que f es meromorfa y anaĺıtica en ∂P , tendremos
que (1/2πi)

∫
∂P
f(z) dz es igual a la suma de sus residuos al interior de P.

Por el contrario, si en ∂P hay polos de la función no incluyendo los polos situados
en el lado derecho y superior de P ni en el vértice inferior derecho o superior izquierdo
de P . Podemos sustituir ∂P por la frontera ∂Pa de un paralelogramo Pa con lados
paralelos e iguales, respectivamente, a los lados del paralelogramo P , de manera tal
que en ∂P no exista ningún polo de la función f , y todos los polos pertenecientes a
P estén contenidos en su interior y sólo estos. Para este fin, ver fig.2.2, es suficiente
desplazar ∂P por la diagonal del paralelogramo P en dirección desde el vértice ω3
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hacia el vértice O en una magnitud menor que la distancia desde el conjunto de
polos en P , hasta el conjunto de puntos pertenecientes al lado de la derecha y al lado
superior. Si ω3 = ω1 + ω2, sean a, a+ ω1, a+ ω3 y a + ω2, los vértices del circuito de
integración ∂Pa, ciertamente si ∂Pa coincide con ∂P , a = 0. Entonces

1

2πi

∫
∂Pa

f (z) dz =
1

2πi

∫ a+ω1

a

f (z) dz +
1

2πi

∫ a+ω3

a+ω1

f (z) dz+

+
1

2πi

∫ a+ω2

a+ω3

f (z) dz +
1

2πi

∫ a

a+ω2

f (z) dz.

La suma de la primera y tercera integrales del segundo miembro, aśı como la suma
de la segunda y cuarta integrales, es igual a cero. En efecto, si la ecuación del lado
que une los vértice a y a+ ω1 es z = a+ ω1t, 0 ≤ t ≤ 1, entonces

1

2πi

∫ a+ω1

a

f (z) dz =
ω1

2πi

∫ 1

0

f (a+ ω1t) dt.

La ecuación del lado que une los vértices a+ω2; a+ω3, se puede escribir de la forma
z = a+ ω2 + ω1t, 0 ≤ t ≤ 1. Y por consiguiente

1

2πi

∫ a+ω2

a+ω1+ω2

f (z) dz =
−1

2πi

∫ a+ω1+ω2

a+ω2

f (z) dz

= − ω1

2πi

∫ 1

0

f (a+ ω2 + ω1t) dt

= − ω1

2πi

∫ 1

0

f (z + ω1t) dt (2.4)

Vemos que la suma de las dos integrales calculadas es igual a cero. Análogamente
nos convencemos que las suma de las dos integrales restantes del segundo miembro
de la igualdad (2.4) es igual a cero, por lo que

1

2πi

∫
∂Pa

f (z) dz = 0

y por lo tanto, la suma de los residuos de la función f respecto de todos los polos que
están situados en el interior de ∂Pa es igual a cero.

�

Corolario 2.2.4. El orden de una función eĺıptica f no constante, no puede ser
menor que dos.
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Demostración. Si en el paralelogramo de peŕıodos de f, hay un único polo simple
α, entonces la parte principal del desarrollo de Laurent de la función f en un entorno
del punto α obligadamente es de la forma A/(z − α), donde A es el residuo de la
función f respecto del punto α. Por lo demostrado en el Teorema 2.2.3, A = 0, de
donde se deduce que f no tiene polos en el paralelogramo de peŕıodos, finalmente por
el Teorema 2.2.1 concluimos que f es constante.

�

Teorema 2.2.5. Sea f una función eĺıptica no constante, entonces la cantidad
de ráıces de la ecuación f (z) = c pertenecientes al paralelogramo de peŕıodos, no
depende de c y es igual al orden N de la función eĺıptica, contando multiplicidad.

Demostración. Para c = ∞, el Teorema se deduce de la definición de orden de
la función eĺıptica, por lo que supondremos c ∈ C. Sea P uno de los paralelogramos
de peŕıodos de f tal, que contenga en su interior a todos los polos y a todas las
preimágenes de c bajo f . Entonces f ′/(f − c) es meromorfa y como ∂P no contiene
polos ni ceros de f , se sigue que f ′/(f − c) será anaĺıtica en ∂P . Luego podemos
integrar a f ′/(f − c) a lo largo de ∂P . Observemos que la función f ′/(f − c) , siendo
una combinación racional de las funciones eĺıpticas f ′ y f , es también una función
eĺıptica con los mismos peŕıodos ω1 y ω2. Por ello, le podemos aplicar el argumento
del Teorema 2.2.3 y por consiguiente:

1

2πi

∫
∂Pa

f ′ (z) dz

f (z)− c
= 0.

Los únicos polos de f ′/(f − c) son los ceros de (f − c) y los polos de f ′. Ahora,
supongamos que (f − c) tiene un cero en z = a de multiplicidad k, por lo tanto para
valores cercanos de a, tendremos f (z) − c = (z − a)k g (z), donde g es anaĺıtica y
g (a) 6= 0. Entonces, para valores cercanos de a se tiene, f ′ (z) = k (z − a)k−1 g (z) +
(z − a)k g′ (z) y por ello

f ′ (z)

f (z)− c
=

k

z − a
+
g′ (z)

g (z)
,

para valores cercanos de a, por lo tanto f ′/(f − c) tiene un residuo k en z = a.
Análogamente f (z)− c = (z − a)−k g (z), nos dice que f ′/(f − c) tiene un residuo −k
en cada polo de multiplicidad k de (f − c). Y dado que la suma de los residuos de
f ′/(f−c) es cero, el número de ceros de (f−c) está obligado a ser igual al número de
polos, contando multiplicidades, por lo tanto la ecuación f (z) = c tiene N soluciones.

�

Teorema 2.2.6. La suma de todas las preimágenes de c bajo una función eĺıptica f
no constante, pertenecientes a un paralelogramo de peŕıodos, es congruente a la suma
de todos los polos, pertenecientes también a un paralelogramo de periódos.
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Demostración. Para c = ∞ es inmediato; supongamos que c 6= ∞. Consideremos
el circuito ∂Pa utilizado en la demostración del Teorema 2.2.3, formemos la integral

1
2πi

∫
∂Pa

z f ′(z)
f(z)−c dz. Esta integral es igual a la diferencia entre la suma de todas las

preimágenes de c situadas en el interior de ∂Pa y la suma de todos los polos situados
también en el interior de ∂Pa. Por esta razón, es suficiente ver que la integral es igual a
algún peŕıodo de la función f (z). Representando, para abreviar, los lados del circuito
∂Pa por L1, L2 , L3, y L4 de modo que sus puntos iniciales y finales sean: a y a + ω1

para el segmento L1, a+ ω1 y a+ ω1 + ω2 para el segmento L2, a+ ω2 y a+ ω1 + ω2

para el segmento L3, a y a+ ω2 para el segmento L4, a su vez tendremos que:

1

2πi

∫
∂Pa

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz =

1

2πi

∫
L1

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz +

1

2πi

∫
L2

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz+

− 1

2πi

∫
L3

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz − 1

2πi

∫
L4

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz

La suma de la primera y tercera integrales del segundo miembro, aśı como la suma
de la segunda y cuarta integrales, representan peŕıodos de la función f . En efecto, el
segmento L1 tiene la ecuación z = a+ ω1t, 0 ≤ t ≤ 1. Por lo tanto

1

2πi

∫
L1

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz =

ω1

2πi

∫ 1

0

(a+ ω1t)
f ′ (a+ ω1t)

f (a+ ω1t)− c
dt

La ecuación del segmento L3 se puede expresar en la forma z = a+ω2+ω1t, 0 ≤ t ≤ 1,
de donde:

− 1

2πi

∫
L3

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz = − ω1

2πi

∫ 1

0

(a+ ω2 + ω1t)
f ′ (a+ ω2 + ω1t)

f (a+ ω2 + ω1t)− c
dt =

= − ω1

2πi

∫ 1

0

(a+ ω2 + ω1t)
f ′ (a+ ω1t)

(f + ω1t)− c
dt

De modo que

1

2πi

∫
L1

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz − 1

2πi

∫
L3

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz =

= − ω1

2πi
ω2

∫ 1

0

f ′ (a+ ω1t)

f (a+ ω1t)− c
dt = − ω3

2πi
[ln {f (a+ ω1t)− c}]10 =

= − ω2

2πi
ln
f (a+ ω1t)− c
f (z0)− c

= − ω2

2πi
ln 1 = − ω2

2πi
kπi = −kω3

que es un peŕıodo de f. Análogamente encontramos que

1

2πi

∫
L2

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz − 1

2πi

∫
L4

z
f ′ (z)

f (z)− c
dz = lω1

es un peŕıodo de f . Aśı, pues,

1

2πi

∫
z

f ′ (z)

f (z)− c
dz = lω1 + kω2 = ω

�
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Teorema 2.2.7. Sean f y g funciones eĺıpticas respecto a la ret́ıcula de peŕıodos
Ω, con polos en los mismos puntos en C, y con mismas partes principales en dichos
puntos. Entonces f(z) = g(z) + c, para alguna constante c.

Demostración. La función f −g es eĺıptica, y tiene orden 0, ya que no posee polos,
luego f − g será constante en virtud del Corolario 2.2.2.

�

Teorema 2.2.8. Sean f y g funciones eĺıpticas respecto a la ret́ıcula de peŕıodos Ω,
con ceros y polos del mismo orden, en los mismos puntos en C. Entonces f(z) = cg(z)
para alguna constante c 6= 0.

Demostración. En efecto, basta con reemplazar f − g por f/g en la demostración
del Teorema 2.2.7.

�

2.3. Construcción de funciones eĺıpticas

A priori no hay nada que garantice la existencia de funciones eĺıpticas. Para ello,
a partir de un módulo Ω vamos a construir una función f no constante que sea
eĺıptica con respecto a Ω. Vamos a introducir la función ℘ de Weierstrass, que es
una función eĺıptica con respecto a Ω de orden 2. Está será nuestra función eĺıptica
básica, en el sentido de que cualquier otra función eĺıptica con respecto a Ω será una
función racional de ℘ y su derivada ℘′.

Observación: Estaremos tomando sumas o productos indexados por elementos
de la ret́ıcula, esto se puede ya que el conjunto Ω es numerable y cada elemento
del mismo representa un ı́ndice. Por otro lado, puesto que la mayoŕıa de series
y productos con los que vamos a trabajar serán absolutamente convergentes, no
importará el orden con que se indexe. De cualquier forma, se indexará del mismo
modo en que numeremos a Ω. A continuación exhibimos dicha numeración.

Nota: ω1, ω2 ∈ C y Im (ω2/ω1) 6= 0

Los conjuntos

Πr = {aω1 + bω2 | a, b ∈ R y máx (|a|, |b|) = r, con r ∈ N \ {0}}

son los paralelogramos con centro en 0 y lados paralelos a ω1 y ω2 respectivamente,
ver fig.2.3.

Sea Ωr = Ω ∩ Πr, luego

Ωr = {mω1 + nω2 | m,n ∈ Z y máx (|m|, |n|) = r} .
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Figura 2.3: Conjuntos Πr

Ahora bien, Ω puede expresarse como unión disjunta Ω = {0} ∪ {Ω1} ∪ {Ω2} ∪ . . ., y
para cada r ≥ 1 se tiene que |Ωr| = 8r.

Una forma de numerar los elementos de Ω es comenzando en 0, continuando
con los elementos de Ω1,Ω2, . . ., contando en cada Ωr a partir de rω1 luego el
siguiente elemento rω1 + ω2 y aśı sucesivamente, recorriendo cada paralelogramo en
sentido contrario a las manecillas del reloj, ver fig.2.4. Escribamos este ordenamiento
mediante: ω(0), ω(1), ω(2), . . . , donde ω(0) = 0, ω(1) = ω1, ω

(2) = ω1 +ω2, ω
(3) = ω2, . . . ,

claramente |ω(k)| → ∞ cuando k →∞.

Observación: Con
∑

ω∈Ω y
∑′

ω∈Ω, estaremos indicando la suma sobre todos los
puntos del módulo (respectivamente distintos de cero) tomados en el orden antes
dicho. Análogamente los productos

∏
ω∈Ω y

∏′
ω∈Ω serán tomados sobre todos los

puntos de la ret́ıcula (respectivamente distintos de cero) en el mismo orden.

Teorema 2.3.1. Si s ∈ R, entonces
∑′

ω∈Ω |ω|
−s converge si y sólo si s > 2.

Demostración. Si D y d representan el módulo mayor y menor de los elementos
del paralelogramo Π1, que a su vez contiene a Ω1; entonces dado que

Ωr ⊆ Πr = {rz | z ∈ Π1}

tendremos rD ≥ |ω| ≥ rd para todo ω ∈ Ωr.

Definiendo
σr,s =

∑
ω∈Ωr

|ω|−s
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Figura 2.4: Numerando los elementos de Ω

podemos ver que σr,s está localizado entre 8r (rD)−s = 8r1−sD−s y 8r (rd)−s =
8r1−sd−s, pues sabemos que |Ωr| = 8r . Luego

∑∞
r=1 σr,s converge si y sólo si

∑∞
r=1 r

1−s

converge, ésto último sucede si y sólo si s > 2. Los términos de
∑′

ω∈Ω |ω|
−s son posi-

tivos y pueden agruparse entre śı a modo de obtener
∑∞

r=1 σr,s, de aqúı se sigue que∑′
ω∈Ω |ω|

−s converge si y solo si s > 2.
�

Teorema 2.3.2. Para todo número entero N ≥ 3, la función FN (z) =∑
ω∈Ω (z − ω)−N es eĺıptica y de orden N con respecto a Ω.

Demostración. Si K es un subconjunto compacto de C�Ω, los términos (z − ω)−N

son funciónes anaĺıticas en K y, por lo mismo, acotadas en K. El conjunto K es aco-
tado, lo cual significa también que (salvo un número finito de elementos ωi∈In de Ω):
|ω| ≥ 2|z| para z ∈ K y casi todo ω ∈ Ω. Esto implica que |z − ω| ≥ |ω| − |z| ≥ 1

2
|ω|

para todo ω en Φ = Ω� {ωi∈In}, y por lo tanto || (z − ω)−N ||K ≤ |ω|−N para todo
ω en Φ. Si N ≥ 3, por el teorema anterior y por criterios de comparación, resulta
que

∑
ω∈Ω || (z − ω)−N ||K converge, luego entonces

∑
ω∈Ω (z − ω)−N es normalmente

convergente en K (ver definición en apéndice pg. 104). Como cada término (z − w)−N

es anaĺıtico en K, resulta que FN (z) es anaĺıtica en C�Ω, y razonando según la
Observación A.2.1 del apéndice, resulta que FN (z) es meromorfa en cada ω ∈ Ω, con
un polo de orden N correspondiente al término (z − ω)−N . Por lo tanto FN (z) es
meromorfa en C.

Finalmente, podemos reordenar los términos de la serie que define a FN (z), pues
la convergencia normal implica que la serie sea absolutamente convergente. De modo
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que si ω0 ∈ Ω tendremos

FN (z + ω0) =
∑

ω∈Ω
(z + ω0 − ω)−N

=
∑
ω∈Ω

(z − ω̃)−N

= FN (z)

donde ω̃ = ω0−ω vaŕıa sobre Ω al igual que ω. Luego FN (z) es periódica con respecto
a Ω y, por lo tanto, es una función eĺıptica de orden N.

�

En particular si N = 3 la función FN (z) es impar, en efecto

F3 (−z) =
∑ 1

(−z − ω)3

= −
∑ 1

[z − (ω)]3

= −F3 (z) ,

con z ∈ C \ Ω.

Sea z0 un punto en el plano distinto de aquellos que son polos de F3 (z) .
Integremos la serie

∑
ω∈Ω (z − ω)−3 a lo largo de una curva rectificable L ⊂ C, ajena

al conjunto de polos de la función y que una z0 con un punto z que no sea polo.

Recordemos que la suma de los residuos de una función eĺıptica, respecto de todos
los polos situados en el paralelogramo fundamental de peŕıodos, es igual a cero.

Los polos de F3 (z) son todos los elementos de Ω, y cada uno es de orden tres.
Siempre podemos escoger un paralelogramo fundamental que contenga en su interior
a todos los polos de la función y tal que en su frontera no existan polos. Por esta
razón, el valor de la integral de F3 (z) no depende de la curva L en C�Ω sobre la cual
se efectúe la integración, sino que depende solo de los puntos inicial y final de la misma.

Dado que el punto inicial es fijo, esta integral representa una función uniforme de
z. Notacionalmente tenemos

G (z) =

∫ z

z0

F3 (z) dz,

donde G (z) es una función primitiva de F3 (z) en C�Ω. Se puede demostrar que su
derivada es igual a la función antiderivada,

G′ (z) = F3 (z) .
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Sabemos que cualquier primitiva de F3 (z) en C�Ω, puede expresarse en la forma

Φ (z) =

∫ z

z0

F3 (z) dz + C,

con C una constante compleja arbitraria, en particular C = Φ (z0).

Por consiguiente ∫ z

z0

F3 (z) dz = Φ (z)− Φ (z0) .

Finalmente, como los términos 1/ (z − ω)3 son funciones continuas en C�Ω, y
la serie

∑
ω∈Ω 1/ (z − ω)3 es uniformemente convergente en cualquier subconjunto

compacto K de C�Ω, ésta puede integrarse término a término a lo largo de cualquier
curva rectificable L ⊂ C�Ω.

Por lo tanto

ϕ (z) = C +

∫ z

z0

F3 (z) dz = C +
∑
ω∈Ω

[∫ z

z0

1

(z − ω)3

]
= C − 1

2

∑
ω∈Ω

[
1

(z − ω)2 −
1

(z0 − ω)2

]
(2.5)

La serie (2.5) se obtiene al integrar una serie uniformemente convergente, por
lo que (2.5) es uniformemente convergente en cualquier región R ⊂ C acotada,
despreciando un número finito de términos de la serie que tengan polos en R. Por lo
que (2.5) es una función meromorfa con un polo de segundo orden en cada ω ∈ Ω.

Viendo a ϕ (z) como

ϕ (z) = C − 1

2z2
+

1

2z2
0

− 1

2

∑
ω 6=0

[
1

(z − ω)2 −
1

(z0 − ω)2

]
(2.6)

inferimos que ϕ (z)+(1/2z2) es también una función meromorfa, para la cual el origen
es un punto regular, siendo su valor en z = 0 igual a[

ϕ (z) +
1

2z2

]
z=0

= C +
1

2z2
0

− 1

2

∑
ω 6=0

[
1

ω2
− 1

(z0 − ω)2

]
(2.7)

Busquemos la constante de integración C de forma tal que éste valor sea igual a
cero. Restando (2.6) de (2.7) tendremos

ϕ̃ (z) =
1

2

{
1

z2
+
∑
ω 6=0

[
1

(z − ω)2 −
1

ω2

]}
.

Observemos que la función entre corchetes:

℘ (z) =
1

z2
+
∑
ω 6=0

[
1

(z − ω)2 −
1

ω2

]
(2.8)
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se diferencia de ϕ (z) por un factor constante.

Definición. ℘ (z) es la llamada Función de Weierstrass asociada a la ret́ıcula Ω.

Por la construcción de (2.8), observamos que es una función meromorfa con polos
de segundo orden en cada ω ∈ Ω (incluido el origen). La parte principal corres-
pondiente al polo ω tiene la forma 1/ (z − ω)2. Para demostrar que la serie (2.8) es
absolutamente convergente, tomemos sólo aquellos términos de la serie para los cuales
|ω| > 2 |z|, luego

∣∣∣∣ 1

(z − ω)2 −
1

ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (2ω − z) z

ω2 (z − ω)2

∣∣∣∣ ≤ 2 |ω|
(

1 + |z|
2|ω|

)
|z|

|ω|4
(

1− |z|
|ω|

)2 <
10 |z|
|ω|3

finalmente por el Teorema 2.3.1 deducimos la convergencia absoluta de la serie (2.8).

Afirmamos que ℘ (z) es una función par. En efecto

℘ (−z) =
1

z2
+
∑
ω 6=0

[
1

(z + ω)2 −
1

ω2

]
=

1

z2
+
∑
ω 6=0

[
1

[z − (−ω)]2
− 1

(−ω)2

]

la última serie difiere de (2.8) solo por el orden de los términos, por lo que su suma
es ℘ (z) .

Derivando ℘ (z) obtenemos

℘′ (z) = − 2

z3
−
∑
ω 6=0

2

(z − ω)3 = −2
∑ 1

(z − ω)3 = −2F3 (z) ,

es decir, ℘′ (z) difiere en un factor constante de la anterior función eĺıptica F3 (z), por
lo que la derivada es una función eĺıptica con respecto a Ω. Se sigue que ℘′ (z + ω)−
℘′ (z) = 0. Integrando resulta ℘ (z + ω) − ℘ (z) = Cω para todo z ∈ C. Haciendo
z = −ω/2, tendremos ℘ (ω/2) − ℘ (−ω/2) = Ck, como ℘ (z) es una función par
Ck = 0. Se deduce ℘ (z + ω) = ℘ (z) para todo z ∈ C, ω ∈ Ω, y aśı Ω ⊆ Ω℘. Ya
que 0 es un polo de ℘ (z) cualquier elemento de Ω℘ también es un polo, y como ℘ (z)
no tiene polos en C�Ω resulta claro Ω℘ ⊆ Ω, luego entonces Ω = Ω℘. Justificándose
aśı el siguiente

Teorema 2.3.3. La función ℘ (z) es eĺıptica y tiene a Ω por ret́ıcula (Ω℘).

�

Corolario 2.3.4. ℘ (z) es de orden 2 y ℘′ (z) de orden 3.
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Demostración. Vimos que la derivada de ℘ (z)

℘′ (z) = −2
∑ 1

(z − ω)3

es una función eĺıptica con peŕıodos fundamentales ω1 y ω2, impar de tercer orden
con polos de multiplicidad tres en ω ∈ Ω℘.

Por esta razón para todos los valores posibles A ∈ C ∪ {∞}, la función
posee tres puntos preimagen de A contenidos en el paralelogramo de peŕıodos. Si
A = ∞, entonces los tres puntos son uno mismo, es decir un polo triple de la
función. Para calcular los ceros de ℘′ (z) observemos que ℘′ (−z) = −℘′ (z), de
esta manera (con i = 1, 2, 3), ℘′ (ωi − z) = −℘′ (ωi). Sea z = ωi/2, sustituyendo
tenemos ℘′ (ωi/2) = −℘′ (ωi/2), y como ℘′ (ωi/2) 6=∞, concluimos que ℘′ (ωi/2) = 0.

Sabemos que ℘ (z) es de orden dos. Por lo mismo la ecuación ℘ (z) = A tiene
dos ráıces y si A = ∞ la ráız es doble. Sea ℘ (ωi/2) = ei, luego cada ωi/2 es una
ráız doble, puesto que ℘′ (ωi/2) = 0; mientras que ℘′′ (ωi/2) 6= 0. En cambio si
A 6= (∞, ei), las ráıces de ℘ (z) = A son simples, o de otro modo en el paralelogramo
de peŕıodos habŕıa ceros de ℘′ (z) distintos a ωi/2 y por el orden de la función ésto
no puede ser.

Al interior del paralelogramo fundamental los puntos preimágen de A son
simétricos con respecto de ω3/2 (donde ω3 = ω1 +ω2); y sobre los lados son simétricos
a ω1/2 y ω2/2, respectivamente. En general, sobre el módulo extendido cualquier
par de puntos preimágen de A bajo ℘ (z) es simétrico uno del otro, respecto a
cualquier ωi/2. La explicación es la siguiente: ℘ (−z) = ℘ (z) lo cual implica que
℘ (wi − z) = ℘ (z), esto es, ℘ (z) toma valores iguales en los puntos z y ωi − z que
son simétricos con respecto de ωi/2.

Ahora vamos a generar una importante ecuación que relaciona ℘ (z) y ℘′ (z), a
partir de las series de Laurent (A.2.23) para ℘ (z) en un entorno de z = 0.

En efecto, de ℘ (z) = z−2 +
∑
ω 6=0

[
(z − ω)−2 − ω−2

]
podemos obtener el desarrollo

de ℘ (z) en serie de Laurent en un entorno del origen de coordenadas. Para lo cual,
primero desarrollamos la función 1/ (z − ω)2−1/ω2, con ω 6= 0, en series de potencias
de z

1

(z − ω)2 −
1

ω2
=

1

ω2

[(
1− z

ω

)−2

− 1

]
=
∞∑
1

n+ 1

ωn+2
zn

la última serie es convergente en el disco |z| < |ω| . Luego, para ℘(z) obtenemos el
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siguiente desarrollo, también en serie de potencias de z

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω 6=0

[
2z

ω3
+

3z2

ω4
+ · · ·+ (n+ 1)zn

ωn+2
+ · · ·

]
=

1

z2
+ 2

∑
ω 6=0

1

ω3
z + 3

∑
ω 6=0

1

ω4
z2 + · · ·+ (n+ 1)

∑
ω 6=0

1

ωn+2
zn + · · ·

convergente en el anillo 0 < |z| < δ, donde δ = mı́n |ω|ω 6=0.

La función ℘ (z) es par, de modo que los coeficientes de las potencias impares de
z son iguales a cero. Entonces:

℘ (z) =
1

z2
+ a2z

2 + a4z
4 + · · ·+ a2mz

2m + · · · (2.9)

donde

a2m = (2m+ 1)
∑
ω 6=0

1

ω2m+2
(2.10)

Derivando término a término llegamos a:

℘′ (z) = − 2

z3
+ 2a2z + 4a4z

3 + · · ·+ 2ma2mz
2m−1 + · · · (2.11)

Con las igualdades anteriores vamos a encontrar una relación algebraica entre las
funciones ℘ (z) y ℘′ (z) .

Notemos que la parte principal del desarrollo de ℘′ (z) es − 2
z3

y que la parte

principal del desarrollo de ℘ (z) es 1
z2

. Sea [℘′ (z)]2 − 4 [℘ (z)]3 . Sustituyendo ℘ (z) y
℘′ (z) por (2.9) y (2.11), y elevando a las potencias indicadas las series absolutamente
convergentes respectivas, tendremos que:

[℘′ (z)]
2 − 4 [℘ (z)]3 =

(
4

z6
− 8a2

z2
− 16a4 + · · ·

)
− 4

(
1

z6
+

3a2

z2
+ 3a4 + · · ·

)
= −20a2

z2
− 28a4 − · · ·

(aquellos términos no escritos tienen potencias no negativas de z).

Anexando a la igualdad anterior, el término 20a2℘ (z) obtenemos:

[℘′ (z)]
2 − 4 [℘ (z)]3 + 20a2℘ (z) = −28a4 + · · · ,

la combinación buscada.

El primer miembro es una función eĺıptica sin polos en el paralelogramo funda-
mental, por lo que es constante, en virtud del Teorema de Liouville (A.2.19). A su
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vez en el segundo miembro vemos que para z = 0 el valor de la función es −28a4. De
manera que

[℘′ (z)]
2

= 4 [℘ (z)]3 − 20a2℘ (z)− 28a4.

Abreviando, sean 20a2 = g2 y 28a4 = g3, observemos que la igualdad anterior es
una ecuación diferencial de primer orden que tiene a ℘ (z) como una solución.

Es muy importante hacer notar que g2 y g3 no dependen de cómo se escojan los
peŕıodos básicos de Ω℘, por esta razón serán llamados invariantes de la función ℘.

En efecto, de la igualdad (2.10) se sigue que

g2 = 20a2 = 60
∑
ω 6=0

1

ω4
, g3 = 28a4 = 140

∑
ω 6=0

1

ω6
,

éstas son expresiones en forma de sumas de series absolutamente convergentes sobre
el conjunto de los peŕıodos de ℘(z) distintos de cero; asimismo el módulo Ω℘ es el
mismo sin importar la base de peŕıodos de ℘(z).

Una forma convencional de escribir dicha ecuación diferencial es:

[℘′ (z)]
2

= 4 [℘ (z)]3 − g2℘ (z)− g3 (2.12)

que en términos de w = ℘ (z) equivale a:[
dw

dz

]2

= 4w3 − g2w − g3 (2.13)

Como sabemos ℘′(ωi/2) = 0, de modo que el polinomio

p (w) = 4w3 − g2w − g3 (2.14)

debe anularse para wi = ℘(ωi/2) = ei, con i = 1, 2, 3, por lo que

4w3 − g2w − g3 = 4 (w − e1) (w − e2) (w − e3) .

Y (2.14) puede escribirse como

[℘′ (z)]
2

= 4 [℘ (z)− e1] [℘ (z)− e2] [℘ (z)− e3] .

Definición. Si e1, e2, e3 son las ráıces del polinomio p en (2.14), definimos al dis-
criminante de p como

∆p = 16 (e1 − e2)2 (e2 − e3)2 (e3 − e1)2 .

Naturalmente las ráıces son distintas si y sólo si ∆p 6= 0.

Teorema 2.3.5. Para el polinomio de Weierstrass, ∆p = g3
2 − 27g2

3.
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Demostración. Escribiendo

p (w) = 4 (w − e1) (w − e2) (w − e3) , (2.15)

e igualando con (2.14) tendremos que

p (w) = 4 (w − e1) (w − e2) (w − e3)

= 4w3 − w2 (4e1 + 4e2 + 4e3) + w (4e1e2 + 4e1e3 + 4e2e3)− 4e1e2e3

= 4w3 − g2w − g3

por lo tanto

e1 + e2 + e3 = 0

e1e2 + e2e3 + e3e1 = −1
4
g2 (2.16)

e1e2e3 = 1
4
g3

Diferenciando (2.14) y (2.15), evaluando en w = e1 y posteriormente igualando,
obtendremos respectivamente

∂p (w)

∂w
=

∂

∂w
(4 (w − e1) (w − e2) (w − e3))

= 4e1e2 − 8we2 − 8we3 − 8we1 + 4e1e3 + 4e2e3 + 12w2[
∂p (w)

∂w

]
w=e1

= 4e2e3 − 4e1e3 − 4e1e2 + 4e2
1

= 4
(
e2e3 − e1e3 − e1e2 + e2

1

)
= 4 (e1 − e2) (e1 − e3) ,

y

∂p (w)

∂w
=

∂

∂w

(
4w3 − g2w − g3

)
= 12w2 − g2,[

12w2 − g2

]
w=e1

= 12e2
1 − g2

por lo tanto

4 (e1 − e2) (e1 − e3) = p′ (e1)

= 12e1 − g2

Análogamente expresamos p′ (e2) y p′ (e3). Entonces
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∆p = −1

4
p′ (e1) p′ (e2) p′ (e3)

= −1

4

3∏
i=1

(
12e2

i − g2

)
= −1

4

(
12e2

1g
2
2 − g3

2 + 12e2
2g

2
2 + 12e2

3g
2
2 − 144e2

1e
2
2g2 − 144e2

1e
2
3g2 − 144e2

2e
2
3 g2 + 1728e2

1e
2
2e

2
3

)
= −1

4

(
1728 (e1e2e3)2 − 144g2

(
e2

1e
2
2 + e2

1e
2
3 + e2

2e
2
3

)
+ 12g2

2

(
e2

1 + e2
2 + e2

3

)
− g3

2

)
= −1

4
(108g2

3 − 9g3
2 + 6g3

2 − g3
2)

= g3
2 − 27g2

3.

�

Obteniendose el sigiuiente corolario.

Corolario 2.3.6. p (w) tiene ráıces distintas si y sólo si g3
2 − 27g2

3 6= 0.

Para cada w, la ecuación (2.13) determina dos valores que difieren por un signo.
En cambio ℘ (z) no vaŕıa al substituir z por −z, mientras que en la función uniforme
impar ℘′ (z) , el signo si cambia. Por ello en

℘′ (z) =

√
4 [℘ (z)]3 − g2℘ (z)− g3 (2.17)

escogemos entre los dos valores de la ráız al que coincide con ℘′ (z) . Sea γ una curva
rectificable que una z0 con z sin pasar por los polos de ℘ (z). Expresando (2.17) como

dz =
d℘ (z)√

4 [℘ (z)]3 − g2℘ (z)− g3

e integrando a lo largo de γ, por el teorema fundamental del cálculo para integrales
de ĺınea, tendremos que ∫

γ

dz = z − z0

luego entonces

z − z0 =

∫
γ

d℘ (z)√
4 [℘ (z)]3 − g2℘ (z)− g3

.

Sea ℘ (γ) = Γ la imágen de la curva γ en el plano w; Γ une los puntos w0 = ℘ (z0) y
w = ℘ (z), con esto podemos representar la igualdad anterior como

z − z0 =

∫ w

w0

dt√
4t3 − g2t− g3
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la integral a lo largo de Γ. La cual determina una función multivaluada de w.

Si calculamos la integral a lo largo de distintos caminos Γ que estén contenidos
en un mismo conjunto abierto conexo, cuya frontera sea también conexa y que no
contenga a los puntos singulares e1, e2, e3, de la función subintegral

1√
4t3 − g2t− g3

,

el valor de la integral siempre será el mismo. En cambio, si tomamos dos caminos
entre los cuales esté situado uno o más puntos ei, no podemos asegurar que el valor
de las integrales a lo largo de cada uno de estos dos caminos será igual; pues a un
mismo valor w = ℘ (z) le corresponde un conjunto infinito de valores diferentes de z,
expresados por z = ±z′ + mω1 + nω2, donde z′ es alguna de las preimágenes de w
bajo ℘ (z) y m,n son enteros arbitrarios. Ahora bien, si unimos z0 con uno de estos
puntos z de la curva rectificable γ, tomando la integral desde (

√
4t3 − g2t− g3)−1 a

lo largo de la imagen ℘ (γ) = Γ, obtendremos como valor de la integral al número
z − z0. Si z0 → 0 entonces w0 = ℘ (z0)→∞, y dado que la integral impropia∫ w

∞

dt√
4t3 − g2t− g3

es convergente, resulta

z =

∫ w

∞

dt√
4t3 − g2t− g3

(2.18)

Mediante la igualdad anterior, se deduce que la función ℘ (z) es inversa respecto de
la integral (2.18).

Esta última se llama integral eĺıptica de primera especie en la forma normal de
Weierstrass.

Si en (2.18) sustituimos z = ωi, observando que w = ℘ (ωi) = ei, tendremos que:

wi =

∫ ei

∞

dt√
4t3 − g2t− g3

; con i = 1, 2, 3,

(optando por caminos de integración, a las imágenes de curvas rectificables que
unan el punto z = 0 con los puntos ωi respectivamente). Si en la igualdad anterior
se emplean caminos de integración arbitrarios que unan el punto ∞ con el punto
ei, entonces en el primer miembro resultarán distintos semipeŕıodos de la forma
wi + mω1 + nω2, donde n,m son enteros arbitrarios. Tomar uno u otro valor de
la ráız cuadrada no es esencial, pues esto solamente influye en el signo del semipeŕıodo.

Habiendo visto que cada función w = ℘ (z) es solución de la ecuación diferencial,
vamos a demostrar que los invariantes g2 y g3 determinan uńıvocamente a la función
℘ (z) , por lo que no pueden existir dos funciones distintas ℘ (z) con invariantes
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iguales. Para esto, es suficiente comprobar la unicidad de la solución anaĺıtica de la
ecuación dada que satisface la condición inicial ρ(0) =∞.

En efecto, sea z0 un punto del plano diferente a los semipeŕıodos de ℘ (z) y
sea ρ (z) una función anaĺıtica en un entorno de z0 que sea solución de la ecuación
diferencial y que cumple la condición ρ (0) = ∞. Entonces podemos representarla
como ρ (z) = ℘ [h (z)], donde h (z) = (℘−1 ◦ ρ) (z) es una función anaĺıtica en un
entorno de z0.

Por una parte, ℘ (z) es una solución de la ecuación diferencial y se cumple[
d℘ (h)

d h

]2

= 4 [℘ (h)]3 − g2℘ (h)− g3 (2.19)

a la par, sabemos que
d℘ [h (z)]

d h
=
d℘ (h)

d h
· d h
d z

,

de modo que (
dρ

d z

)2

=

[
d℘ (h)

d h

]2

·
(
d h

d z

)2

= 4 [℘ (h)]3 − g2℘ (h)− g3. (2.20)

Igualando (2.19) y (2.20) tenemos que(
d h

d z

)2

= 1,

esto implica h = ±z + C ′, y en consecuencia

ρ (z) = ℘ (±z + C ′) = ℘ (z + C) ,

si además pedimos que la solución ρ(z) cumpla la condición ρ(0) =∞, tendremos que
C debe ser un peŕıodo de ℘ (z). De donde se sigue que ρ (z) es idénticamente igual a
℘ (z) .

�

Responder a la cuestión de si dados cualesquier a2 y a3 números complejos, la
ecuación [

dw

dz

]2

= 4w3 − a2w − a3

siempre tiene como solución una función eĺıptica de Weierstrass w = ℘ (z); es el lla-
mado problema de la inversión de una integral eĺıptica. En el cual se intenta demostrar
que la función inversa de la integral eĺıptica

z =

∫ ω

∞

dt√
4t3 − g2t− g3
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es una función eĺıptica w = ℘ (z).

De inicio, para aproximarnos a una respuesta afirmativa, debemos restringir los
números a2 y a3 por aquellos que cumplan la condición: (a2)3 − 27 (a3)2 6= 0. El
problema de la inversión quedaŕıa resuelto si se demuestra la existencia de dos números
complejos ω′ y ω′′, con Imω′′

ω′
6= 0, que satisfagan las ecuaciones:

a2 = 60
∑
ω 6=0

1

(mω′ + nω′′)4 , a3 = 140
∑
ω 6=0

1

(mω′ + nω′′)6 ,

aśı, construyendo una función ℘ (z) con peŕıodos fundamentales ω′ y ω′′, podŕıamos
afirmar que sus invariantes son iguales a a2 y a3, de tal modo que la función
construida seŕıa solución de la ecuación diferencial señalada.

Para concluir esta sección, estudiaremos un teorema que exhibe la relación entre
una función eĺıptica f con ret́ıcula de periódos Ω y la función ℘ de Weierstrass
obtenida a part́ır de ésta ret́ıcula.

Consideremos el campo E(Ω) de funciones eĺıpticas respecto de Ω. Dicho campo
contiene al subcampo E1(Ω) formado por las funciones eĺıpticas pares. A su vez,
las funciones constantes son un subcampo de E1(Ω) isomorfo a C (en éste sentido
podemos ver a E(Ω) y E1(Ω) como campos de extensión de C). Ahora bien,
claramente E1(Ω) contiene a ℘(z) = ℘Ω(z), de modo que también contiene a todas
las funciones racionales de ℘, con coeficientes en los complejos. Estas funciones
racionales forman un campo C(℘), el cual es el mı́nimo campo que contiene a ℘ y a
las funciones constantes C. Análogamente, E(Ω) contiene a ℘ y ℘′, luego contiene al
campo C(℘, ℘′) de las funciones racionales de ℘ y ℘′; el cuál a su vez será el mı́nimo
campo que contiene a ℘, ℘′ y C.

Teorema 2.3.7.

1. Si f es una función eĺıptica par, entonces f = R1(℘) para alguna función
racional R1; aśı mismo tendremos E1(Ω) = C(℘).

2. Si f es cualquier función eĺıptica, entonces

f = R1(℘) + ℘′ R2(℘),

donde R1 y R2 son funciones racionales; aśı mismo tendremos que E(Ω) =
C(℘, ℘′).

Demostración. (1) Sea f una función eĺıptica par. Evidentemente la proposición
se cumple para las funciones constantes, de modo que supondremos que f es de
orden N > 0. Si k ∈ C, tendremos que f(z) = k posee ráıces múltiples solo cuando
f ′(z) = 0, y ésto sucede en un número finito de clases de equivalencia de puntos z,
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luego entonces para f(z) = k todas sus ráıces son simples, salvo para un número finito
de valores de k. Por lo cual, podemos elegir dos números complejos c y d, tales que las
ráıces de f(z) = c y f(z) = d sean todas simples, y ninguna de ellas sea congruente
a 0 y ωi/2, con i = 1, 2, 3. Dado que f es par, el conjunto completo de ráıces de
f(z) = c, será de la forma a1,−a1, a2,−a2, . . . , an,−an dichas ráıces son simples
no congruentes mutuamente, análogamente las ráıces b1,−b1, b2,−b2, . . . , bn,−bn de
f(z) = d. Se infiere entonces, que la función eĺıptica

g(x) =
f(z)− c
f(z)− d

tiene ceros simples en a1, −a1, a2, −a2, . . . , an, −an. Y polos simples en b1, −b1, b2,
−b2, . . . , bn, −bn.

Ahora bien, en la demostración del Corolario 2.3.4, vimos que las ecuaciones
℘(z) = ℘(ai) y ℘(z) = ℘(bi) tienen respectivamente, como ráıces simples a z = ±ai y
z = ±bi, con 1 ≤ i ≤ n. De modo que la función eĺıptica

h(z) =
((℘(z)− ℘(a1))(℘(z)− ℘(a2)) . . . (℘(z)− ℘(an)))

((℘(z)− ℘(b1))(℘(z)− ℘(b2)) . . . (℘(z)− ℘(bn)))

tiene los mismos ceros y polos que g, y de las mismas multiplicidades, simples todas
ellas. Aśı, por el Teorema 2.2.8, se sigue que g = λh para alguna constante λ 6= 0.
Luego, resolviendo

f(z)− c
f(z)− d

= λ
((℘(z)− ℘(a1))(℘(z)− ℘(a2)) . . . (℘(z)− ℘(an)))

((℘(z)− ℘(b1))(℘(z)− ℘(b2)) . . . (℘(z)− ℘(bn)))

para f(z), obtendremos que f es una función racional R1(℘) de ℘, con coeficientes
complejos.

(2) Si f es impar, el cociente f/℘′ será par, luego entonces en virtud del inciso
anterior (1), tendremos que f = ℘′ R2(℘) para cierta función racional R2. En general,
si f es cualquier tipo de función eĺıptica tendremos que

f(z) =
1

2
(f(z) + f(−z)) +

1

2
(f(z)− f(−z))

donde 1/2(f(z) +f(−z)) es una función eĺıptica par, mientras que 1/2(f(z)−f(−z))
es una función eĺıptica impar; luego por lo ya expuesto, tendremos que

f = R1(℘) + ℘′ R2(℘),

donde R1 y R2 son funciones racionales.

�
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2.4. Descripción topológica de la función ℘

Si f : C → Σ es una función eĺıptica de orden N , respecto del módulo Ω,
observemos que f induce de manera natural una función Ff : C�Ω → Σ tal que
Ff ([z]) = f (z) para cada [z] ∈ C�Ω. Dicha función Ff está bien definida, pues f lo
está y todas las clases en C�Ω son ajenas, lo cual implica que para todo [z] ∈ C�Ω

existe un único w ∈ C tal que [z]
Ff7→ w.

Estudiemos algunas propiedades topológicas asociadas a la función Ff , que son
de interés para nosotros.

Definición. Sea f : C → Σ una función meromorfa. Decimos que f es k a uno si,
dados a, c complejos tales que f(a) = c con multiplicidad k y dado un abierto U de a
suficientemente pequeño, existe un abierto V de c tal que para cada c′ en V − {c}, la
ecuación f(z) = c′ posee exactamente k soluciones en U.

Lema 2.4.1. Si f : C → Σ es una función eĺıptica de orden N , respecto del módulo
Ω, entonces f es abierta y localmente k a uno.

Demostración. Si f (a) = c con orden multiplicidad k, entonces se consideran dos
casos.

1. c 6= ∞. Recordemos que si la función eĺıptica f no es idéntiamente c, entonces
el conjunto de soluciones de f (a) = c es discreto, y cada solución posee un
orden de multiplicidad finito, y naturalmente soluciones congruentes tendrán el
mismo orden de multiplicidad. Por ello cualquier paralelogramo fundamental
P de Ω, contiene un número finito de soluciones y, reemplazando P por P + t
(t ∈ C) si es necesario, podremos suponer que f−1 (c) ∩ ∂P = ∅, es decir no
hay soluciones de la ecuación en la frontera ∂P de P .

Sea B = {ρ ∈ P | f (ρ) =∞}, luego f es anaĺıtica en la región R = P̊ − B,
luego en virtud del teorema (A.2.6) si a ∈ U es un abierto lo suficientemente
pequeño, entonces existe un abierto c ∈ V tal, que para cada c′ ∈ V − {c} la
ecuación: f (z) = c′, tiene exactamente k soluciones en U todas simples, y por
lo tanto f es localmente k a uno en los puntos cercanos de a.

2. c =∞. Sea A = {η ∈ C | f (η) = 0}, y el conjunto B como en el caso anterior,
luego sea P un paralelogramo fundamental de Ω tal, que B ∩ ∂P = ∅.
Entonces la función 1/f(z) es anaĺıtica en la región R = P̊ − A. Digamos que
f (a) = c = ∞, luego en virtud del teorema (A.2.6) si a ∈ U es un abierto en
C lo suficientemente pequeño, entonces existe un abierto de 1/c ∈ V en Σ tal,
que para cada w ∈ V − {1/c} la ecuación: 1/f (z) = w, tiene exactamente k
soluciones en U, todas simples, i.e. 1/f (z) es localmente k a uno en los puntos
cercanos de a.
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Notemos que si a′ es solución de la ecuación 1/f (z) = w (w ∈ V − {1/c}),
entonces también será solućıon de f (z) = 1/w, donde 1/w ∈ Ṽ =
{w̃ ∈ Σ | w̃ = 1/w con w ∈ V − {1/c}}; naturalmente ∞ /∈ Ṽ . Aśı, invir-
tiendo V generamos un nuevo abierto tal, que para cada w̃ ∈ Ṽ la ecuación:
f (z) = w̃ tiene exactamente k soluciones en U, todas simples, de modo que
f (z) es localmente k a uno en los puntos cercanos de a.

Finalmente, sea X ⊆ C un subconjunto abierto, luego si c ∈ f (X) entonces
f (a) = c para algún a ∈ X, ahora por (A.2.6) sabemos que si a ∈ U es un
abierto lo suficientemente pequeño, existe un abierto c ∈ V tal que V ⊆ f (U).
Observemos que siempre podemos escoger un abierto a ∈ U ⊆ X tan pequeño
como se quiera, por lo que a ∈ V ⊆ f (U) ⊆ f (X). Por lo tanto f es una
función abierta.

�

Ahora bien, supongamos que a ∈ C y f (a) = c ∈ Σ con multiplicidad k. Si U es
una vecindad de a, lo suficientemente pequeña como para que cualquier par de puntos
de U no sean congruentes módulo Ω, entonces la proyección p

C p→ C�Ω

z 7→ [z]

transforma U homeomorfamente en una vecindad Ũ de [a] en C�Ω. El homeomorfis-

mo U
p→ Ũ permite comprobar de nuevo, que Ff es una función abierta y localmente

k a uno en [a].

Lema 2.4.2. Si f : C → Σ es una función eĺıptica de orden N respecto del módulo
Ω entonces la función Ff : C�Ω → Σ con Ff ([z]) = f (z) y [z] ∈ C�Ω, es abierta,
continua y localmente k a uno.

Demostración. Las demostraciones anteriores, dada la periodicidad de la función,
restringen el dominio de f a paralelogramos fundamentales de Ω, ésto nos dice que
la función Ff : C�Ω → Σ definida como Ff ([z]) = f (z) para cada [z] ∈ C�Ω, es
localmente k a uno, y siempre podemos escoger un abierto X totalmente contenido
en un dominio fundamental de Ω para argumentar, como en el caso de f , que la
función Ff es abierta.

Si V es abierto en Σ, entonces f−1 (V ) será abierto, puesto que f es continua.
Ahora bien, sea A ⊆ C�Ω tal que A es congruente con f−1 (V ) módulo Ω. Afirmamos
que A es un subconjunto abierto de C�Ω. En efecto si [a] ∈ A, existe a0 ∈ [a] tal
que a0 ∈ f−1 (V ); además siempre podemos encontrar una vecindad de V (a0) lo
suficientemente pequeña como para estar contenida en f−1 (V ) y que ningún par de
puntos de V (a0) sean congruentes entre śı módulo Ω, por lo que V (a0) también es
una vecindad de [a0] contenida en A. Entonces Ff es continua, pues A = F−1

f (V ).
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�

Recordemos que una función no constante f holomorfa en una región R y con
f (a) = c, puede expresarse en un entorno del punto a, mediante su desarrollo en
series de potencias de (z − a), esto es

f (z) = c+ f ′ (a) (z − a) +
f ′′ (z)

2!
(z − a)2 + · · ·+ f (n) (z)

n!
(z − a)n + · · · ,

lo cual implica,

f (z)− c = f ′ (a) (z − a) +
f ′′ (a)

2!
(z − a)2 + · · ·+ f (n) (a)

n!
(z − a)n + · · · (2.21)

Como f no es constante, entre los coeficientes del segundo miembro de (2.21),
habrá algunos distintos de cero. Entonces sea (z − a)k la potencia inferior de (z − a)
cuyo coeficiente es distinto de cero.

Esto implica,

f (z)− c = (z − a)k
[
f (k) (a)

k!
+
f (k+1) (a)

(k + 1)!
(z − a) + · · ·+ f (k+m) (a)

(k +m)!
(z − a)m + · · ·

]
(2.22)

donde f (k) (a) 6= 0. Aśı el número k se define cómo la multiplicidad de a. Nótese que
por hipótesis f (a) = c, f ′ (a) = 0, . . . , fk−1 (a) = 0 y fk (a) 6= 0.

Mientras tanto, de (2.22) se desprende que f (z) = (z − a)k g (z)+ c con g (a) 6= 0,
luego f ′ (z) = (z − a)k g′ (z) + k (z − a)k−1 g (z) y f ′ (a) = 0.

De modo que los puntos de Ff con orden de multiplicidad k > 1, son los ceros de
la función derivada F ′f y los posibles polos múltiples. A su vez, como F ′f es eĺıptica,
sabemos que el conjunto de ceros es finito.

Como ejemplo, sea la función eĺıtpica ℘ de Weierstrass. Luego N = 2 (por lo que
F℘ es una cubierta ramificada con 2-hojas de Σ), y por el Corolario 2.3.4, sabemos
que ℘′ posee tres clases de congruencia de ceros, a saber:

[
1
2
ω1

]
,
[

1
2
ω2

]
y
[

1
2
ω3

]
, donde

{ω1, ω2} es una base para Ω y ω3 = ω1 +ω2. El orden de multiplicidad k en cada uno
de estos ceros satisface 1 < k ≤ N , luego k = 2, y como los polos de ℘ tienen orden
de multiplicidad 2, concluimos que la función F℘ : C�Ω → Σ tiene cuatro puntos
(de ramificación) de orden k − 1 = 1: las clases

[
1
2
ω
]

con ω ∈ Ω.

Sea P el paralelogramo fundamental de Ω con vértices 1
2

(±ω1 ± ω2), aśı el punto
0 es el centro de P . Ahora bien, ℘ es par y de orden N = 2 entonces si z1, z2 son dos
puntos distintos en P̊ , tendremos ℘ (z1) = ℘ (z2) si y sólo si z1 = −z2; en efecto si
℘ (z1) = ℘ (z2) = c, claramente ℘−1 (c) = {z1, z2,−z1} pero |℘−1 (c)| ≤ N = 2, luego
z2 = −z1. Análogamente para los puntos de ∂P se tiene, que ℘ (z1) = ℘ (z2) si y
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solamente si z1 ∼ ±z2, figura (F.2.5).

Observemos que la función τ : z → −z, la cual es una rotación de P entorno de
0 por un ángulo π, aplica pares de puntos congruentes de ∂P en pares de puntos
congruentes. A su vez τ induce una nueva función τ̃ : C�Ω → C�Ω dada por
τ̃ ([z]) = [τ (z)] = [−z], cuyos puntos fijos son las clases [z] = [−z], es decir aquellas
clases que satisfacen [2z] = [0] = Ω: exactamente los cuatro puntos

[
1
2
ω
]

de
ramificación de F℘.

Retornando a la función F℘, vemos que identifica cada clase [z] con [−z]. De
modo que la imagen F℘ (C�Ω) = ℘ (C) = ℘ (P ) puede obtenerse a partir de P

identificando cada punto z ∈ P̊ con −z, y cada punto z ∈ ∂P con los puntos
[±z] ∩ ∂P . Es decir, como la rotación τ̃ tiene el mismo efecto en C�Ω que F℘, la
imágen F℘ (C�Ω) es precisamente el espacio cociente bajo la acción de τ , figura
(F.2.5), el cual resulta homeomorfo a una esfera, comprobándose aśı que F℘ (C�Ω)
es la esfera de Riemann.
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Figura 2.5: El Toro módulo τ : z → −z



Caṕıtulo 3

Curvas Eĺıpticas

3.1. Ret́ıculas, toro y grupo modular

Sean las ret́ıculas de periodos generados, Ω = Ω (ω1, ω2) y Ω′ = Ω (ω′1, ω
′
2).

Decimos que dos ret́ıculas Ω y Ω′ son semejantes si existe µ ∈ C \ {0} tal que
Ω′ = µΩ, donde µΩ = {µω | ω ∈ Ω}.

Vamos a demostrar que si Ω y Ω′ son semejantes, entonces C�Ω y C�Ω′ son
superficies de Riemann isomorfas, i.e. conformemente equivalentes. Para ello vamos
a construir el biholomorfismo entre C�Ω y C�Ω′. Sin pérdida de generalidad sea
Ω′ = αΩ, con α ∈ C� {0}. Luego sea

C α→ C
z 7→ αz
p ↓ 	 ↓ p′
C�Ω →

fa
C�αΩ

[z]Ω 7→ [αz]αΩ

donde p y p′ son las proyecciones naturales C→ C�Ω y C→ C�αΩ, respectiva-
mente. Aśı mismo fα está bien definida como función del toro en el toro, ya que si
h ∈ C, entonces fα([z+h]) = [αz+αh]αΩ = [α(z+h)]αΩ , claramente α es una función
lineal compleja, por lo que es holomorfa, luego fα ◦ p es holomorfa. Análogamente
obtenemos la función inversa al multiplicar por 1/α. Por lo tanto fα◦p es biholomorfa.

Anteriormente vimos que si a, b, c, d ∈ Z, las ecuaciones

ω′2 = aω2 + bω1

ω′1 = cω2 + dω1

definen una base {ω′1, ω′2} para Ω (ω1, ω2) si y sólo si ad− bc = ±1.

57
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Por ésta razón si {ω1, ω2} y {ω′1, ω′2} son bases de Ω y Ω′, la relación de semejanza
entre ambas ret́ıculas se expresa como

ω′2 = µ (aω2 + bω1)

ω′1 = µ (cω2 + dω1) (3.1)

donde a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = ±1 y µ ∈ C \ {0}.

Como ω1 y ω2 son linealmente independientes sobre R, se cumple Im(ω2/ω1) 6= 0.
Śı Im(ω2/ω1) < 0, podemos intercambiar ω1 y ω2 para que Im(ω2/ω1) > 0. Con-
siderando esto, definimos el módulo de la base {ω1, ω2} como

τ =
ω2

ω1

, con Im(τ) > 0,

aśı los módulos τ pertenecen al semiplano superior complejo

U = {z ∈ C | Im (z) > 0} .

Cada ret́ıcula Ω determina un conjunto de módulos a partir de sus diversas bases.
Y puesto que

µω2

µω1

=
ω2

ω1

,

ret́ıculas similares determinan los mismos conjuntos de módulos.

Escribiendo τ = ω2/ω1 y τ ′ = ω′2/ω
′
1, por (3.1) vemos que Ω y Ω′ son semejantes

si, y sólo si

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
= T (τ) (3.2)

con a, b, c, d ∈ Z y ad− bc = ±1.

Haciendo w = T (z) = (az + b)/(cz + d), podemos ver que

w =
(az + b) (cz̄ + d)

|cz + d|2
=
ac |z|2 + adz + bcz̄ + bd

|cz + d|2
,

por lo que Im(w) = (ad − bc) Im(z)/|(cz + d)|2, de modo que si z pertenece al
semiplano superior U , T (z) ∈ U si y sólo si ad − bc > 0, de aqúı se deduce que en
(3.2), ad− bc = 1.

Sea Γ el conjunto de transformaciones de Möbius de la forma

T : z 7→ az + b

cz + d

tales que a, b, c, d ∈ Z y ad− bc = 1.

Este conjunto es un subgrupo discreto del grupo PSL (2,R), y es conocido como
el grupo modular Γ = PSL (2,Z).
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Corolario 3.1.1. Śı Ω = Ω (ω1, ω2) y Ω′ = Ω (ω′1, ω
′
2) son ret́ıculas en C con módulos

τ = ω2/ω1 y τ ′ = ω′2/ω
′
1 donde τ ,τ ′ ∈ U entonces, las siguientes proposiciones son

equivalentes

1. Ω ∼ Ω′

2. τ ′ = T (τ) para algún T ∈ Γ.

�

Lo antes dicho sugiere que podemos obtener información sobre las ret́ıculas y los
toros C�Ω, estudiando la acción del grupo modular Γ en el semiplano superior U .

De ahora en adelante, cuándo hablemos del producto de elementos del grupo
Γ, entiéndase como la composición de las respectivas transformaciónes de Möbius.
Dicho producto es equivalente al producto de las representaciones matriciales de los
elementos de Γ.

Analicemos algunas propiedades importantes del grupo modular Γ.

Teorema 3.1.2. Γ es generado por las transformaciones,

A : z → z + 1 y B : z → −1

z
.

Para esto, veamos que cualquier transformación T ∈ Γ puede expresarse como
producto de potencias de A y B. En efecto, sea m = mı́n(|c| , |d|). Si |c| > |d|

en T , donde T (z) =
az + b

cz + d
, entonces la transformación TB : z → a′z′ + b′

c′z′ + d′
tiene

la propiedad, |c′| < |d′|, para TB (z) =
−a
z

+ b

− c
z

+ d
=
bz − a
dz − c

. Por lo que es suficiente

considerar una transformación en Γ con la restricción, |c| ≤ |d| .

Sea |c| ≤ |d| y m = 0. Entonces c = 0, por lo que ad = 1. Luego

Tz = a
d
z + b

d
= a2z + ba, pero 1 = detTz = det

(
a2 ab
0 a

)
= a det

(
a b
0 1

)
= a2,

i.e. a = ±1. Por lo que T está dada por, z → z ± b. Es decir T = A±b.

Finalmente haciendo inducción sobre m, supongamos que cualquier T , para la
cual m ≤ n − 1, n ≥ 1, es generada por A y B; demostraremos que también ocurre
para m = n. Por la definición de m y por la hipótesis |c| ≤ |d|, tenemos que m = |c|.
Bien podemos suponer que c > 0, de otro modo al multiplicar los coeficientes enteros
de T por −1, permanece invariante T y obtenemos la igualdad requerida. Entonces
si m = c, hay que demostrar que M es generada por A y B, cuando c = n. Sea pues,

TAk : z → az + (ak + b)

cz + (ck + d)
, donde k ∈ Z tal que 0 ≤ ck + d < c
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Con ello tenemos que, mı́n (c, ck + d) ≤ n − 1, si c = n, puesto que ck + d < c. Por
la hipótesis de inducción TAk es generada por A y B, luego T también lo es. �

Definición. Una región fundamental para la acción del grupo Γ en el semiplano
superior U , se define tal cual lo hicimos para un módulo Ω. Aśı, diremos que F es
una región fundamental para Γ si F es un conjunto cerrado tal, que

i)
⋃
T∈Γ T (F ) = U

ii) F̊ ∩ T
(
F̊
)

= ∅ para todo T ∈ Γ� {I}, donde F̊ es el interior de F .

Antes de poder exhibir una región fundamental para Γ, observemos los siguientes
resultados.

Teorema 3.1.3. Dado z, con Im(z) > 0, existe una transformación M∗ ∈ Γ tal, que
Im(M∗z) es un máximo, esto es Im(M∗z) ≥ Im(Mz) para toda M ∈ Γ. Además, si
M ∗z = z∗, entonces |z∗| ≥ 1

Demostración. Si M∗z = z∗ =
az + b

cz + d
, y z = x + iy, z∗ = x∗ + iy∗ entonces y∗ =

y

|cz + d|2
> 0. Ahora bien, dado un real arbitrario K > 0, el número de pares (c, d)

que cumplen |cz + d| < K < ∞ es finito, puesto que c y d son enteros. En efecto,
para un z fijo pensemos en el conjunto de puntos de la forma cz+ d que se obtiene al
variar c y d, dicho conjunto claramente es discreto, por lo cual el disco de radio K con
centro en 0 contiene una cantidiad finita de dichos puntos. Por otro lado, mientras
menor sea |cz + d|2 mayor será y∗, aśı por lo que hemos visto podemos concluir que
existe una transformación M∗ tal que Im (M∗z) es un máximo. En tal caso |z∗| ≥ 1,
de otro modo |z∗| < 1, esto implicaŕıa Im (−1/z∗) = y∗/(x∗ 2 + y∗ 2) > y∗ lo cual es
imposible.

�

Teorema 3.1.4. Dado z, con Im(z) > 0 existe una transformación M ∈ Γ tal que
Mz ∈ F. Donde, F =

{
z | Im(z) > 0, |z| ≥ 1, |Re(z)| ≤ 1

2

}
.

Demostración. Por el Teorema 3.1.3, sabemos que existe M∗ ∈ Γ tal, que si
Im(z) > 0, entonces |Mz| ≥ 1, luego AkMz ∈ F , para algún número entero k.

�

Diremos que dos puntos z1, z2 en el semiplano superior U , son congruentes, con
respecto al grupo modular Γ, si ambos puntos se encuentran en la misma órbita bajo
la acción del grupo Γ.

Teorema 3.1.5. Si z1, z2 ∈ F, z1 6= z2 y z1 ∼ z2, entonces z1 y z2 están contenidos
en la frontera de F , y son simétricos con respecto al eje imaginario iy.
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Demostración. Sea M ∈ Γ tal que Mz1 = z2 =
az1 + b

cz1 + d
, con a, b, c, d enteros y

ad − bc = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Im(z2) ≥ Im(z1),
i.e. |cz1 + d| ≤ 1. Se sigue que, 1 ≥ |cz1 + d|2 ≥ c2 (Im(z1))2 ≥ c2 · 3

4
, puesto que

z1 ∈ F ; i.e., |z1| ≥ 1, |Re(z1)| ≤ 1
2
, Im(z1) ≥

√
3

2
. De donde |c| < 2. Luego c = 0 ó ±1.

Si c = −1, podemos multiplicar a, b, c, d por −1, quedando invariante M , y por
consiguiente considerar el caso c = 1. Por lo que es suficiente analizar los casos c = 0, 1.

Ya que los enteros a, b, c, d y −a,−b,−c−, d, definen la misma transformación M ,
podemos suponer, que c ≥ 0 y que d > 0 si c = 0.

Si c = 0, y d = ±1, tendremos que a = ±1 (particularmente si d > 0, ent. a > 0),
y z2 = Mz1 = z1 ± b = A±b.

Ahora, siempre ocurre, |Re(z1)| ≤ 1
2
, y |Re(z2)| ≤ 1

2
. Entonces, b = 0 y M

es la identidad (lo cual se excluye dada la hipótesis z1 6= z2), ó |b| = 1. Si b = 1,
entonces Re(z1) = −1

2
, y Re(z2) = 1

2
; inversamente si b = −1. Por lo tanto z2 = z1±1.

Si c = 1, entonces igual que al comienzo, |cz1 + d| ≤ 1, esto es |z1 + d| ≤ 1. Pero
|z1| ≥ 1, e.d. z1 ∈ F , aśı que |d| ≤ 1.

1. Si d = 0, entonces |z1| ≤ 1, luego |z1| = 1 y b = −1, (puesto que d = 0 y

c = 1), por lo que z2 = Mz1 = a− 1

z
, de donde z2 +

1

z
= a, Re(z2) + Re(

1

z
) =

a, |a| ≤ |Re(z2)| + |Re(z1)| ≤ 1, por ello a = 0 ó |a| = 1. Si a = 0, tenemos

que z2 = −1

z
; en cambio si |a| = 1, tendremos que z2 = 1 − 1

z
, con |z1| = 1,

por ello Re(z2) = 1−Re(z1), entonces Re(z1) = 1
2

= Re(z2), lo cual implica que
z1 = eπi�3 = z2, contrario a la hipótesis de que z1 6= z2. En caso de que a = −1,

tenemos que z2 = −1− 1

z
, y z1 = e2πi�3 = z2, e igualmente queda excluido.

2. Si d = 1, entonces |z1 − (−d)| ≤ 1, el cual define un disco de radio 1, con centro
en −d, y si z1 ∈ F , entonces z1 = e2πi�3. Puesto que c = 1, d = 1, y ad−bc = 1,
tenemos que a− b = 1, por ello

z2 =
az1 + z − 1

z1 + 1
=
a (z1 + 1)− 1

z1 + 1
= a− 1

z1 + 1
= a+ z1

Como |Re(z1)| ≤ 1
2
, |Re(z2)| ≤ 1

2
, puede ocurrir que a = 0, lo cual está excluido

porque z1 6= z2; ó a = 1 y z2 = z1 + 1.

3. Si d = −1, se sigue, como en (i), que a = −1, y z2 = z1 − 1.

�
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Figura 3.1: Región fundamental F para Γ

Finalmente y como una consecuencia, cualquier punto del semiplano superior U
es congruente a uno y solo un punto en el interior del conjunto F (ver Figura 3.1),
donde

F =

{
z ∈ U | |z| ≥ 1 |Re(z)| ≤ 1

2

}
Por lo tanto F es una región fundamental para Γ.

�

Consideremos el semiplano superior U , y sea UB el conjunto de complejos z tales
que Im(z) > B. El mapeo

z 7−→ e2πiz = qz,

define un holomorfismo de UB al disco (abierto) Dr −{0} de radio r = e−2πB. Repre-
sentemos por UB�T al espacio cociente de UB módulo las traslaciones por un entero,
topológicamente este espacio es el cilindro; de modo que q induce un biholomorfismo
entre UB�T y Dr − {0}.

Consecuentemente una función meromorfa en UB de peŕıodo 1, i.e. invariante
bajo la acción de T, induce una función meromorfa f ∗ en Dr − {0}. Una condición
necesaria y suficiente para que f ∗ también sea meromorfa en 0 es que exista algún
entero positivo N tal que f ∗(q) · qN esté acotado cerca de 0. Si tal fuera el caso,
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entonces f ∗ posee una expansión en series de potencias de la forma

f ∗(q) =
∞∑
−N

Cnq
n.

Diremos entonces que f es meromorfa (respectivamente holomorfa) en el infinito si
f ∗ es meromorfa (respectivamente holomorfa) en 0. Abusando de la notación, en este
caso también diremos que

f =
∞∑
−N

Cnq
n,

y la llamaremos la q−expansión de f al infinito. Los coeficientes Cn son llamados
coeficientes de Fourier de f . Si C−N 6= 0 llamaremos a −N el orden de f al infinito,
y lo denotaremos por v∞(f). Para cualquier z en U , el orden de f en z lo denotamos
por vz(f).

Denotemos por M al campo de las funciones meromorfas en U , y sea

α =

(
a b
c d

)
un elemento del grupo modular Γ. Para f en M y un entero

k ≥ 0, definimos (Tk(α)f)(z) = f(α(z))(cz + d)−2k, podemos ver que esto define una
acción de Γ en M.

Diremos que f es un automorfismo de peso 2k o de grado 2k si Tk(α)f = f
para todo α en Γ y si f también es meromorfa en el infinito. Notemos que nuestra
definición tiene sentido, puesto que las traslaciones por 1 dejan a f invariante. A su
vez, la condición Tk(α)f = f equivale a decir que

f(α(z)) = (cz + d)2kf(z).

Teorema 3.1.6. Sea f un automorfismo de peso 2k, con f 6= 0. Entonces

v∞(f) +
1

3
vρ(f) +

1

2
vi(f) +

∑
P 6=i,ρ

vP (f) =
k

6
. (3.3)

La suma es tomada sobre todos los puntos P de U módulo Γ, excepto en la órbita de
ρ = e2πi/3 (la ráız cúbica de la unidad) y de i.

Demostración. Vamos a integrar el cociente f ′/f a lo largo del contorno de la figura
(F.3.2), pero con algunas modificaciones pues tomaremos arcos pequeños alrede-
dor de aquellos polos que pudiera haber en la frontera, como se ve en la figura (F.3.3).

Por simplicidad, podemos suponer que la función f no tiene en los lados, otros
polos ni ceros que no sean ρ e i, que son los casos más sensibles pero que si los
consideramos veremos que cualquier otro caso se demuestra análogamente. Tenemos
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Figura 3.2: Integramos a lo largo del contorno de la región sombreada

Figura 3.3: Integramos a lo largo del contorno modificado
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entonces que

1

2πi

∫
f ′

f
dz =

1

2πi

∫
d log f

=
∑

Residuos

=
∑
P 6=i,ρ

vP (f).

Calculemos la integral a lo largo de la parte superior, los lados, los arcos alrede-
dor de las esquinas, el arco alrededor de i y los arcos pertenecientes al ćırculo principal.

Bajo las representaciones de q y sus respectivos cambios de variable, el segmento de
la parte superior (que está entre E y A) se aplica en el ćırculo con centro en el origen,
con una orientación contraria a las manecillas del reloj. De modo que la integral sobre
dicho segmento nos da −v∞(f). Mientras que la integral sobre el segmento vertical
izquierdo nos da 0 por la peŕıodicidad de f . A su vez la integral al rededor de ρ sobre
el arco pequeño es igual a

1

2πi

∫ B′

B

d log f.

Efectuemos una traslación que aplique ρ en 0, y suponiendo que consideramos
una función que cerca del origen se denote también por f, la escribimos como una
expansión en series de potencias

f(z) = cz(1 + · · · ).

De modo que
f ′(z)

f(z)
=
m

z
+ términos holomorfos.

Notemos que mientras el radio del ćırculo pequeño tiende a cero, la integral de
los términos holomorfos también tiende a cero. Luego, integrando sobre un arco cuyo
ángulo tienda a π/3 en sentido contrario a las agujas del reloj, y tomando el ĺımite
cuando el radio tiende a cero, obtenemos −m/6. Finalmente, un valor similar se
obtiene del ćırculo pequeño al rededor de −ρ, y a partir de ambos cálculos obtenemos

−1

3
vρ(f).

Posteriormente, un razonamiento análogo en el arco pequeño al rededor de i lle-
gamos a

−1

2
vi(f).
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Ahora, solo falta efectuar los cálculos de las integrales sobre los arcos restantes∫ C

B′
+

∫ D

C′

Sea β =

(
0 −1
1 0

)
, notemos que β aplica los arcos B′C en los arcos DC ′. Por

definición f(βz) = z2kf(z), luego

df(βz)

dz
= f ′(βz)

1

z2
= z2kf ′(z) + 2kz2k−1f(z).

Se sigue entonces que ∫ D

C′

f ′(w)

f(w)
dw =

∫ B′

C

f ′(βz)

f(βz)
dz,

y
1

z2

f ′(βz)

f(βz)
=
f ′(z)

f(z)
+

2k

z
.

Podemos observar como la integral sobre el segundo arco posee un término que cancela
a la integral sobre el primer arco y, también tiene otro término que es

1

2πi

∫ C

B′

2k

z
dz,

quien a su vez converge a 2k/12 = k/6. Finalmente, reuniendo todos los calculos
anteriores obtenemos la demostración del teorema [11]. �

♣

Anteriormente vimos que la función de Weierstrass satisface una ecuación difer-
encial ordinaria ℘′ =

√
p (℘), donde p es un polinomio cúbico de la forma

p (z) = 4z3 − c2z − c3 (3.4)

Para cualquier polinomio escrito aśı, diremos que está en la forma normal de
Weierstrass.

Ahora bien, seŕıa interesante poder obtener alguna información sobre las ret́ıculas
y el toro, si estudiamos la acción del grupo modular Γ en el semiplano superior U .
Para ello, vamos a construir una función J : U → C, anaĺıtica e invariante bajo la
acción de Γ. Con la propiedad J (τ ′) = J (τ), si y sólo si τ ′ = T (τ), para algún
T ∈ Γ. Dicho de otro modo, la función J podrá distinguir entre las diferentes clases
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de ret́ıculas similares.

Sabemos que la función ℘ de Weierstrass asociada a la ret́ıcula Ω satisface ℘′ =√
p (℘), donde p es un polinomio en la forma normal de Weierstrass

p (z) = 4z3 − g2z − g3 (3.5)

con

g2 = g2 (Ω) = 60
∑′

ω∈Ω
ω−4

y

g3 = g3 (Ω) = 140
∑′

ω∈Ω
ω−6.

Ahora bien, representando como ∆ (Ω) al discriminante ∆p de p, por el Teorema
2.3.5 tendremos que

∆ (Ω) = g2 (Ω)3 − 27g3 (Ω)2

y puesto que las tres ráıces de p son distintas, ∆ (Ω) 6= 0.

Definimos la función modular J (Ω), como

J (Ω) =
g2 (Ω)3

∆ (Ω)
=

g2 (Ω)3

g2 (Ω)3 − 27g3 (Ω)2 (3.6)

Para una ret́ıcula similar µΩ (µ ∈ C� {0}) tendremos

g2 (µΩ) = 60
∑′

ω∈Ω
(µω)−4 = µ−460

∑′

ω∈Ω
ω−4 = µ−4g2 (Ω) ,

y

g3 (µΩ) = 140
∑′

ω∈Ω
(µω)−6 = µ−6140

∑′

ω∈Ω
ω−6 = µ−6g3 (Ω) ,

lo cual implica que

∆ (µΩ) = g2 (µΩ)3 − 27g3 (µΩ)2 = µ−12∆ (Ω) ,

y por lo tanto

J (µΩ) = J (Ω) ,

para todo µ ∈ C� {0}.

Luego entonces ret́ıculas similares determinan el mismo valor de J .

También, podemos ver a g2, g3, ∆ y J , como funciones de τ ∈ U , al evaluarlas en
la ret́ıcula Ω = Ω (1, τ), misma que tiene a τ como uno de sus módulos. Entonces

g2 (τ) = 60
∑′

m,n (m+ nτ)−4

g3 (τ) = 140
∑′

m,n (m+ nτ)−6 (3.7)
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donde
∑′

m,n denota la suma sobre (m,n) ∈ Z× Z� {0̄}.

Aśı

∆ (τ) = g2 (τ)3 − 27g3 (τ)2

J (τ) =
g2 (τ)3

∆ (τ)
(3.8)

Si τ ′ = T (τ) para algún T ∈ Γ, por el Corolario 3.1.1, las ret́ıculas Ω = Ω (1, τ) y
Ω′ = Ω (1, τ ′) son similares, luego entonces J (τ ′) = J (τ).

Quedando demostrado el siguiente Teorema,

Teorema 3.1.7. J (T (τ)) = J (τ) , para todo τ ∈ U y T ∈ Γ.

Por lo tanto J (τ) es invariante bajo la acción del grupo modular Γ.

En este sentido diremos que la función J (τ) está asociada a la familia de curvas
eĺıpticas Eτ = {C�Ωτ | Ωτ ∼ Ω(1, τ)}.

Notemos que, si T : z 7→ az + b

cz + d
∈ Γ,entonces

g2 (T (z)) = 60
∑′

m,n

(
m+ n

(
az + b

cz + d

))−4

= 60
∑′

m,n

(
m (cz + d) + n (az + b)

(cz + d)

)−4

= 60 (cz + d)−4
∑′

m,n
(m (cz + d) + n (az + b))−4

= 60 (cz + d)−4
∑′

m,n
(bn+ dm+ (an+ cm) z)−4

como ad−bc = 1, la transformación (m,n) 7→ (bn+ dm, az + cm) , solamente permuta
los elementos del conjunto de ı́ndices Z × Z� {0̄}. Luego, por el teorema de cambio
de base mediante transformaciones unimodulares, y por la convergencia absoluta de
la serie la cual nos dice que el limite de convergencia es invariante bajo permutaciones
en los términos de la serie, resulta entonces que

g2 (T (τ)) = 60 (cτ + d)−4
∑′

m,n
(m+ nτ)−4 = (cτ + d)−4 g2 (τ)

y

g3 (T (τ)) = 140 (cτ + d)−6
∑′

m,n
(m+ nτ)−6 = (cτ + d)−6 g3 (τ)

aśı
∆ (T (τ)) = (cτ + d)−12 ∆ (τ) ,

que alternativamente es una demostración del teorema anterior. Si en especial
consideramos a = b = d = 1 y c = 0, tendremos T (τ) = τ + 1.

Por lo anterior,
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Teorema 3.1.8. Las funciones g2 (τ) , g3 (τ) , ∆ (τ) y J (τ) son peródicas con respecto
de Z.

�

Consideremos la siguiente transformación de la región U ,

T (τ) =
aτ̄ + b

cτ̄ + d
(a, b, c, d ∈ Z y ad− bc = −1) . (3.9)

Dicha transformacón aplica el semiplano superior en él mismo, invirtiendo la ori-
entación. Cálculos similares a los anteriores, generan las siguientes igualdades

g2 (T (τ)) = (cτ̄ + d)−4 g2 (τ)

g3 (T (τ)) = (cτ̄ + d)−6 g3 (τ)

∆ (T (τ)) = (cτ̄ + d)−12 ∆ (τ) (3.10)

J (T (τ)) = J (τ)

Teorema 3.1.9. Las funciones g2, g3, ∆τ y J : U → C son anaĺıticas en U .

Demostración. En el teorema (A.2.6.) del anexo, vimos que si
∑
fn es una serie de

funciones anaĺıticas en una región R ⊆ C, uniformemente convergente a f (z) en todo
subconjunto compacto de R, entonces f (z) es anaĺıtica en R. Está convergencia, que
algunos libros definen convergencia uniforme al interior del recinto R, es equivalente
a pedir que para todo z0 ∈ R exista un entorno de z0 en R en el cual la serie converja
uniformemente. Es decir, existe ρ > 0 tal que la serie converge uniformemente en el
subconjunto compacto |z − z0| ≤ ρ de R.

Si τ0 ∈ U tomemos ρ = 1
2
Im (τ0) y, sea el disco compacto K (τ0) =

{τ ∈ U | |τ − τ0| ≤ ρ} . Como las funciones (m+ nτ)−4 y (m+ nτ)−6 son anaĺıticas
en U para todo (m,n) ∈ Z × Z� {0̄}, resta demostrar que las series que en (3.7)
definen a g2 y g3, son uniformemente convergentes en cada K (τ0) con τ0 ∈ U , para
lo cual vamos a recurrir a la prueba-M de Weierstrass, justificada en (A.2.12).

Sean m,n ∈ Z, con n 6= 0, entonces∣∣∣m
n

+ τ0

∣∣∣ ≥ Im (τ0) = 2ρ.

Si τ ∈ K (τ0) , se cumple

|(m+ nτ)− (m+ nτ0)| = |n| |τ − τ0| ≤ |n| ρ ≤
1

2
|m+ nτ0| ,

ésto ultimo es debido a

2ρ ≤
∣∣∣∣m+ nτ0

n

∣∣∣∣ ,
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de donde se desprende

|n| ρ ≤ 1

2
|m+ nτ0| .

Por otro lado, para todo m,n ∈ Z inclúıdo n = 0, resulta

|m+ nτ | = |(m+ nτ0)− [(m+ nτ)− (m+ nτ0)]|

y por la desigualdad del triángulo

|m+ nτ | ≥ |m+ nτ0| − |(m+ nτ)− (m+ nτ0)| .

Ahora, observemos que

|m+ nτ0| ≥
1

2
|m+ nτ0| ≥ |n| ρ ≥ |(m+ nτ)− (m+ nτ0)| ,

luego

|m+ nτ0| − |(m+ nτ)− (m+ nτ0)| ≥ 1

2
|m+ nτ0| ,

y por lo tanto

|m+ nτ | ≥ 1

2
|m+ nτ0| .

Luego entonces,
2 |m+ nτ0|−1 ≥ |m+ nτ |−1 ,

lo cual implica que para todo r > 0, se cumple(
2 |m+ nτ0|−1)2r ≥

(
|m+ nτ |−1)2r

,

y equivalentemente
22r |m+ nτ0|−2r ≥ |m+ nτ |−2r

para todo τ ∈ K (τ0) y (m,n) 6= (0, 0).

Aśı cada término de las series en (3.7) es acotado superiormente por 24 |m+ nτ0|−4

y 26 |m+ nτ0|−6, respectivamente.

Por (2.1.1), las series
∑′

m,n |m+ nτ0|−2r convergen en K (τ0), para cada r > 1,

luego en virtud de (A.2.12) las series
∑′

m,n |m+ nτ |−2r convergen uniformemente en
K (τ0), para cada r > 1. Haciendo r = 2 y r = 3, veremos que g2 (τ) y g3 (τ) son
anaĺıticas en U . Por último, de (3.7) se sigue que ∆ (τ) es anaĺıtica en U , y puesto
que ∆ (τ) 6= 0 en U , se deduce que J (τ) es anaĺıtica en U .

�

Lema 3.1.10.

1. Si 2Re (τ) ∈ Z entonces g2 (τ), g3 (τ), ∆ (τ) y J (τ) son reales.
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2. Si |τ | = 1 entonces g2 (τ) = τ 4g2 (τ), g3 (τ) = τ 6g3 (τ), ∆ (τ) = τ 12∆ (τ) y
J (τ) = J (τ).

Demostración. Si 2Re (τ) = n ∈ Z, τ permanece fijo bajo la acción de T : τ →
n − τ̄ , la cual es del tipo (3.9), con a = −1, b = n, c = 0 y d = 0, y en virtud de
(3.10), tendremos

g2 (τ) = g2 (n− τ̄) = (cτ̄ + d)−4 g2 (τ) = g2 (τ)

por lo tanto g2 (τ) ∈ R, análogamente g3 (τ). Si |τ | = 1, τ queda fijo bajo la inversión
T : τ → 1/τ̄ en el ćırculo unitario, la cual es del tipo (3.9), con a = d = 0 y b = c = 1.
Por lo que tenemos,

g2 (τ) = g2 (1/τ̄) = (τ̄)−4 g2 (τ) = τ 4g2 (τ).

�

Recordemos que el conjunto F =
{
τ ∈ U | |z| ≥ 1, y |Re (z)| ≤ 1

2

}
es una región

fundamental del grupo Γ

Una consecuencia inmediata es que la función J (τ) es real siempre que τ se
encuentre en el eje imaginario o en la frontera ∂F de F .

Corolario 3.1.11. g2 (ρ) = g3 (i) = J (ρ) = 0 y J (i) = 1, donde ρ = e2πi/3.

Demostración La parte (1 ) del Lema 3.1.10, nos dice que g2 y g3 toman valores
reales en i y ρ, a su vez en la parte(2 ) se prueba que g2(ρ) = ρg2(ρ) y que g3(i) =
−g3(i). Luego g2(ρ) = g3(i) = 0, y por (3.8) se sigue que J(ρ) = 0 y J(i) = 1.

�

Consideremos los siguientes subconjuntos del semiplano superior,

L1 = {τ ∈ U : |τ | ≥ 1 y Re(τ) = −1/2}
L2 = {τ ∈ U : |τ | = 1 y − 1/2 ≤ Re(τ) ≤ 0}
L3 = {τ ∈ U : |τ | ≥ 1 y Re(τ) = 0}.

Y sea L = L1 ∪ L2 ∪ L3. Por el Corolario 3.1.11, vemos que J(L) ⊆ R.

Teorema 3.1.12. J aplica L sobre R.

Demostración. Si τ ∈ L3, tendremos que τ = iy con y ≥ 1. De modo, que q =
e2πiτ = e−2πy, y cuando y → +∞ tendremos que q → 0 a través de valores reales
positivos,

Teorema 3.1.13. Para cada c ∈ C existe exactamente una órbita de Γ en U , en la
que J toma el valor c, esto es J es una biyección entre U�Γ y C.
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Demostración. Básicamente, vamos a aplicar la relación

v∞(f) +
1

3
vρ(f) +

1

2
vi(f) +

∑
P 6=i,ρ

vP (f) =
k

6

del Teorema 3.1.6 con k = 0. Luego, si f = J − c con c ∈ C, notemos que el lado
derecho de la relación es igual a 0. Luego entonces la función f tiene un polo al infinito
y

1

3
vρ(f) +

1

2
vi(f) +

∑
P 6=i,ρ

vP (f) = 1.

Los términos del lado izquierdo son todos mayores o iguales a cero. Lo cual es
posible si y sólo si el orden de J − c, en un único z en U�Γ es distinto de cero. La
multiplicidad es 1 si z no está en la órbita de ρ ni de i; de otro modo será igual a 2
en i y 3 en ρ. En todo caso, el teorema queda demostrado. �

Corolario 3.1.14. Sean las ret́ıculas Ω y Ω′ con módulos τ , τ ′ en U , entonces Ω y
Ω′ son similares si y sólo si J(τ) = J(τ ′).

�

Teorema 3.1.15. Si c2, c3 ∈ C satisfacen c3
2 − 27c2

3 6= 0 entonces existe una ret́ıcula
Ω ⊂ C tal que gk (Ω) = ck, para k = 2, 3.

Demostración. Vamos a suponer que c2 = 0, luego necesariamente c3 6= 0. A
su vez por el Corolario 3.1.11, sabemos que g2(ρ) = 0, de modo que g3(ρ) 6= 0
ya que g2(τ)3 − 27g3(τ)2 = ∆(τ) siempre es distinto de cero en U . De modo que
podemos elegir un complejo λ ∈ C� {0} tal que λ−6g3(ρ) = c3, luego haciendo
Ω = λΩ(1, ρ) = Ω(λ, λρ) vemos que g2(Ω) = λ−4g2(ρ) = c2 y g3(Ω) = λ−6g3(ρ) = c3,
tal y cómo se queŕıa comprobar.

Análogamente si c3 = 0, entonces c2 6= 0, de modo que g3(i) = 0 y g2(i) 6= 0.
Luego, podemos encontrar un λ ∈ C� {0} que satisfaga la igualdad λ−4g2(i) = c2, a
partir de donde tendremos que la ret́ıcula Ω = Ω(λ, λi) cumple g2(Ω) = λ−4g2(i) = c2

y g3(Ω) = 0 = c3.

Por último, consideraremos el caso general c2 6= 0 6= c3. Por el Teorema 3.1.13,
sabemos que existe τ ∈ U tal que

J(τ) =
c3

2

c3
2 − 27c2

3

. (3.11)

Observemos que para todo λ ∈ C� {0} la ret́ıcula Ω = Ω(λ, λτ) satisface g2(Ω) =
λ−4g2(τ) y g3(Ω) = λ−4g3(τ), donde g2(Ω) 6= 0 6= g3(Ω) puesto que

g2(Ω)3

g2(Ω)3 − 27g3(Ω)2
= J(Ω)

= J(τ) (3.12)
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es distinto de cero o de uno, en virtud de (3.11) y de nuestra hipótesis c2 6= 0 6= c3.
Luego, podemos encontrar un λ ∈ C� {0} que satisfaga la igualdad

λ2 =
c2

c3

· g3(τ)

g2(τ)

de donde se sigue que

g3(Ω)

g2(Ω)
=

λ−4g3(τ)

λ−6g2(τ)

=
c2

c3

.

De modo que gj = βcj, con j = 2, 3 para algún β 6= 0, luego entonces substituyendo
en (3.12) y ocupando la igualdad (3.11) tendremos que

c3
2

c3
2 − 27c2

3

= J(Ω)

=
β3c3

2

β3c3
2 − 27β2c2

3

=
c3

2

c3
2 − 27β−1c2

3

.

Por lo tanto β = 1 y entonces gj(Ω) = cj, con j = 2, 3, cómo se queŕıa demostrar. �

Corolario 3.1.16. Si Ω, Ω′ cumplen que gk (Ω) = gk (Ω′) (para k = 2, 3), entonces
Ω = Ω′

Demostración. Sin perdida de generalidad, consideremos respectivamente Ω y
Ω′ en términos de una base (ω1, ω2) y (ω′1, ω

′
2) tal que τ = ω2/ω1 y τ ′ = ω′2/ω

′
1

pertenezcan a U . Claramente Ω = Ω(ω1, ω2) es similar a Ω(1, τ); y Ω′ = Ω′(ω′1, ω
′
2) es

similar a Ω′(1, τ ′), equivalentemente ω1Ω(1, τ) = Ω(ω1, ω2) y ω′1Ω′(1, τ ′) = Ω′(ω′1, ω
′
2).

De la hipótesis del Corolario y de la definición de la función J , se sigue que

J(ω1Ω(1, τ)) = J(ω′1Ω′(1, τ ′)), (3.13)

y puesto que ret́ıculas similares determinan un mismo valor para J, en particular
J(ω1Ω(1, τ)) = J(Ω(1, τ)) y J(ω′1Ω′(1, τ ′)) = J(Ω′(1, τ ′)); por esta razón y por (3.13),
se cumple que J(Ω(1, τ)) = J(Ω′(1, τ ′)) es decir J(τ) = J(τ ′), luego por el Corolario
3.1.14 vemos que Ω y Ω′ son similares, y por lo tanto Ω′ = µΩ para algún complejo
µ distinto de cero.

Pero gk (λΩ) = λ−2kgk (Ω) (con k = 2, 3) para todo complejo λ distinto de cero,
y en particular tendremos que gk (Ω′) = gk (µΩ) = µ−2kgk (Ω) de donde concluimos
que µ = 1 y por lo tanto Ω = Ω′ �



74 CAPÍTULO 3. CURVAS ELÍPTICAS

♣

Sabemos que ℘ satisface la ecuación diferencial (℘′)2 = p(℘), donde p(x) es el
polinomio cúbico 4x3 − g2x − g3. Aśı todo punto t ∈ C�Ω determina un punto
(℘(t), ℘′(t)) en el conjunto

E = {(x, y) ∈ Σ× Σ | y2 = p(x) ,Σ = C ∪ {∞}}.

El conjunto E es una curva eĺıptica, en el sentido de que podemos pensar a E
como la gráfica de la ecuación y2 = p(x), para x, y ∈ Σ. Como un subconjunto de
Σ × Σ, E tiene una topoloǵıa natural. Vamos a demostrar que E es homeomorfo a
un toro.

Lema 3.1.17. La función θ : C�Ω → E, t 7→ (℘(t), ℘′(t)) es un homeomorfismo
sobre su imagen.

Demostración. Los puntos t = [0], [1
2
ωj], son aplicados por θ en (∞,∞) y (ej, 0)

respectivamente, con j = 1, 2, 3. Y para cada punto restante (x, y) ∈ E, tendremos
que x 6= ∞, ej y y 6= ∞, 0; por otra parte como ℘ es par y de orden 2, con puntos
simples en cada t 6= [0], [1

2
ωj], se sigue que para cada x 6= ∞, ej hay dos soluciones

distintas t = ±t1 de ℘(t) = x. Ahora bien, ℘′(t1) = −℘′(−t1) 6= ℘′(−t1), luego ℘′(t1)
y ℘′(−t1) son los dos valores de

√
p (℘(t)) =

√
p (x), y uno de éstos valores debe ser

y. Por lo tanto hay un único t (iguál a t1 ó −t1) en C�Ω que satisface θ(t) = (x, y),
luego θ es una bijección.

Finalmente dado que ℘ y ℘′ son funciones meromorfas no constantes, son
funciones abiertas y continuas; por lo que θ también lo es, luego entonces θ es un
homeomorfismo. �



Caṕıtulo 4

El espacio de los subgrupos
cerrados de R2

En este caṕıtulo demostramos cómo el espacio de todos los subgrupos aditivos
cerrados del plano real es homeomorfo a la esfera S4. Veremos también que si a
dicho espacio le removemos todas las copias isomorfas al producto cartesiano Z× Z,
el subespacio resultante será homeomorfo a la esfera S2. Y que dichos espacios son,
respectivamente, homeomorfos a la suspensión de la esfera S3 y a la suspensión
del nudo trébol. Lo anterior, es el resultado central que Ibrahim Pourezza y John
Hubbard exponen en su art́ıculo [16]. Mismo que trataremos de hacer más accesible
en lo que a su lectura y argumentación se refiere.

4.1. Una métrica para una topoloǵıa adecuada

Sea G el conjunto de los subgrupos aditivos cerrados de R2. Afirmamos que
cualquiera de los elementos de G es isomorfo a uno de los siguientes: {0}, Z, R, Z2,
Z× R y R2.

En efecto sea N ∈ G. Si dicho subgrupo tiene solamente un elemento, evidente-
mente es isomorfo a {0}. Ahora bien, consideremos un subgrupo aditivo N con al
menos un elemento a 6= 0, luego entonces N contiene al subgrupo ćıclico 〈a〉 generado
por a, esto es 〈a〉 = {n · a| n ∈ Z} ⊆ N , śı 〈a〉 = N claramente N ' Z.

De otro modo, observemos que el subgrupo 〈a〉 está contenido en el subespacio
vectorial unidimensional de R2 generado por a. Sea pues L1 ⊂ R2 la recta que
contiene a 〈a〉. Supongamos que para todo ε > 0 existe u ∈ L1 ∩ N tal que
0 < d (na, u) ≤ ε para algún n ∈ Z, si ésto no se cumple entonces el subgrupo L1 ∩N
es unión numerable de subgrupos isomorfos a Z, pero dicha unión es también un
conjunto numerable y por lo tanto el subgrupo L1 ∩ N es isomorfo a Z, este caso lo
abordaremos más adelante.

75
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Ahora bien, si k es cualquier punto en L1 entonces para todo ε > 0 existe
u ∈ L1 ∩N tal que 0 < d (k, u) ≤ ε, esto sucede en virtud de la suposición anterior y
de la estructura de grupo en N , la cual nos permite trasladar sobre L1 de manera
iterada cualquier elemento de L1 ∩N, pudiendo escoger como módulo de traslación
un elemento cualquiera de L1∩N ; por esta razón podemos aproximarnos tanto como
queramos a cualquier k de L1 con elementos de L1 ∩ N , deduciéndose aśı que N
contiene un subconjunto denso. Ahora bien, por hipótesis sabemos que N es cerrado,
luego contiene a todos sus puntos de acumulación, lo cual implica que L1 ⊂ N.

Si L1 = N claramente N ' R; por el contrario supongamos que N  L1 entonces
existe v ∈ N tal que v /∈ L1, con 〈v〉 ⊂ N . Si para todo ε > 0 existe u ∈ N − L1 tal
que 0 < dR (n · v, u) ≤ ε para algún n ∈ Z, tendremos que el subgrupo 〈v〉 ' R y
por lo tanto N ' R2, puesto que 〈v〉+ L1 ⊆ N .

De otro modo, sea L2 ⊂ R2 la recta tal que 〈v〉 ⊂ L2, si 〈v〉 ⊂ L2 ∩N , se deduce
que L2 ∩N ' Z; y por lo tanto N ' R× Z.

Por último, si L1 ∩N ' Z y L2 ∩N ' Z claramente N ' Z2. �

A continuación queremos determinar una métrica adecuada para G y estudiar la
topoloǵıa generada por ésta.

Empezaremos definiendo una función distancia que haga de G un espacio métrico.
Para ello observemos que hay elementos de G que no son acotados en R2 sin embargo,
considerando que R2 ∪ {∞} ∼= S2, podemos extender cada elemento Γ ∈ G a su
correspondiente Γ̄ = Γ ∪ {∞} en S2, aśı todo elemento de G = {Γ ∪ {∞} | Γ ∈ G }
es un subconjunto compacto de S2 (a su vez S2 es un subespacio compacto de R3).

Dado (X, d) un espacio métrico, para r > 0 definimos una r-vecindad Sr de un
subconjunto cerrado S de X, como el conjunto de todos los puntos en X tales que
disten de S una cantidad menor que r. De manera equivalente, Sr es la unión de
todas las bolas de radio r centradas en algún punto de S.

Sean A y B dos subconjuntos compactos en X, diremos que su distancia es
el mı́nimo número real r, para el cual existe una r-vecindad cerrada V r de A que
contiene a B; y otra r-vecindad cerrada U r de B que contiene a A.

Es decir, si A y B son dos compactos no vaćıos en X, definimos su distancia como

dH (A,B) = máx

(
máx
x∈A

d (x,B) , máx
y∈B

d (y, A)

)
.

A dH se le conoce como métrica de Hausdorff en el conjunto de los subconjuntos
compactos no vaćıos de X, la cual nos dice qué tan lejos se encuentran entre śı dos
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subconjuntos compactos no vaćıos de un espacio métrico.

Comprobemos que la distancia de Hausdorff está bien definida, esto es:

1. dH(A,B) ≥ 0,

2. dH(A,B) = dH(B,A),

3. dH(A,B) = 0 si y sólo si A = B,

4. dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(C,B).

En efecto, dado que máx(a, b) ≥ 0 y máx(a, b) = máx(b, a) para todo a, b ∈ R,
se cumplen 1 y 2. Luego claramente si A = B entonces dH(A,B) = 0 pues
d (x,B) = d (y, A) = 0 para todo y ∈ B y x ∈ A . Por otro lado si dH(A,B) = 0,
entonces, d (x,B) = 0 para toda x ∈ A, pero d (x,B) = 0 si y solo śı x ∈ B, por lo
tanto A ⊆ B, análogamente tendremos que B ⊆ A, luego A = B.

Finalmente la desigualdad del triángulo para dH es consecuencia de la desigualdad
del triángulo para d.

Con ésta métrica, G es un subespacio métrico del espacio de los subcon-
juntos compactos de S2. De forma natural G hereda una métrica dG dada por
dG (A,B) = dH

(
A, B

)
.

Sea TG la topoloǵıa en G inducida por dG, en particular si

Bε
dG

(A) = {B ∈ G | dG (A,B) < ε, con A ∈ G y ε > 0}

entonces β = {Bε
dG

(A) | A ∈ G y ε > 0} es una base para TG.

Más adelante demostraremos que el espacio G es homeomorfo a S4.

4.2. H un subespacio familiar

Consideremos el siguiente subconjunto H ⊂ G formado por aquellos elementos de
G no isomorfos a Z2. Claramente H hereda una estructura de subespacio topológico,
esto es

TH = {A ∩H | A ∈ TG}.

Afirmamos que H ∼= S2 y para su demostración daremos de manera expĺıcita el
homeomorfismo.

Primero, identificamos R2 con C del modo usual. Luego, sea la parametrización
de S2 por (ϕ, θ), donde 0 ≤ ϕ < 2π y −π/2 ≤ θ ≤ π/2. Y sean P1, P2 el polo Norte
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Figura 4.1: Esfera parametrizada por (ϕ, θ)

y el polo Sur de S2 respectivamente.

Ahora, apliquemos S2 en H mediante la siguiente correspondencia Ψ,

S2 Ψ→ H
P1 se aplica en {0}

(ϕ, θ) , 0 < θ < π/2 se aplica en Z (tan θ) eiϕ/2

(ϕ, 0) se aplica en R eiϕ/2

(ϕ, θ) ,−π/2 < θ < 0 se aplica en R eiϕ/2 × Z (cot θ) ei(ϕ+π)/2

P2 se aplica en R2

Vamos a justificar caso por caso la continuidad de la función Ψ.

Si z0 ∈ S2 y para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si ||z0 − z|| < δ con z ∈ S2,
entonces queremos demostrar que dH(Ψ(z0),Ψ(z)) < ε.

Son cinco los casos posibles a considerar, de los cuales demostramos los dos
primeros:

1. Sea z0 = P1. Como dH({0} ,Γ) = 0, para todo Γ ∈ H, entonces para todo ε > 0
y cualquier δ, se cumple dH({0} ,Γ) < ε.

2. Sea z0 = (ϕ0, θ0) tal, que 0 < θ0 < π/2. Consideremos una vecindad Bδ(z0)
de z0 y radio δ en S2 tal, que para toda z ∈ Bδ(z0) si z = (ϕ, θ) entonces
0 < θ < π/2. Si w0 = Ψ(z0), sea Dw0 = Ψ(Bδ(z0)); y si (ϕ, θ) ∈ Bδ(z0) sea
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Figura 4.2: w(ϕ, θ) y w(ϕ0, θ0) vistos en S2

w(ϕk, θk) = tan θk e
iϕk/2. Ahora bien, vamos a expresar los siguientes valores

ϕM = sup{ϕ | (ϕ, θ0) ∈ Bδ(z0)}
ϕm = ı́nf{ϕ | (ϕ, θ0) ∈ Bδ(z0)}
θM = sup{ϕ | (ϕ0, θ) ∈ Bδ(z0)}
θm = ı́nf{ϕ | (ϕ0, θ) ∈ Bδ(z0)}

Por la simetŕıa de Bδ(z0), notemos que

|ϕ0 − ϕM | = |ϕ0 − ϕm| = |θ0 − θm| = |θ0 − θM |.

Observemos que en H

dG(Z(tan θj) e
iϕj/2,Z(tan θk) e

iϕk/2) ≤ ‖ w(ϕj, θj)− w(ϕk, θk) ‖,

luego, si ε = ‖ w(ϕ0, θ0) − w(ϕM , θM) ‖ entonces para todo Ψ(z) en Dw0 se
cumple que dG(Ψ(z0),Ψ(z)) < ε.

Finalmente, para cualquier z0 = (ϕ0, θ0) en S2 con 0 < θ0 < π/2 y para todo
ε > 0, podemos determinar algún w(ϕε, θε) tal que ‖ w(ϕ0, θ0)−w(ϕε, θε) ‖ ≤ ε
y que |ϕ0 − ϕε| = |θ0 − θε|. Luego, si tomamos δ = ‖ z0 − zε ‖ vemos que para
todo z ∈ S2 con ‖ z − z0 ‖ < δ se cumple que dG(Ψ(z),Ψ(z0)) < ε.

Los tres restantes casos: Si z0 = (ϕ0, 0). Si z0 = (ϕ0, θ0) tal que −π/2 < θ < 0. Si
z0 = P2. Se sugieren como ejercicios al lector.

La δ mı́nima de los cinco casos anteriores será la que resuelva el caso general.
Aśı Ψ es continua y claramente biyectiva, más aún es abierta, pues vimos que Ψ
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Figura 4.3: Suspensión de X

manda básicos en básicos, es decir, cada bola (básico) de S2 se aplica en una bola de
H. Por lo tanto Ψ es un homeomorfismo.

�

4.3. Suspensión e involución

Para cualquier espacio X definimos la suspensión de X, y la denotamos por S(X),
como el espacio cociente de X × I que se obtiene al identificar cada uno de los
subconjuntos X ×{0} y X ×{1} con un punto respectivamente; obteniéndose aśı un
((cono doble)) sobre X.

S(X) = (X × I)�{(x1, 0) ∼ (x2, 0) y (x1, 1) ∼ (x2, 0) ∀ x1, x2 ∈ X}.

Similarmente, si f : X → Y es una función continua entre dos espacios, definimos
S(f) : S(X) → S(Y ) como la aplicación inducida en el espacio cociente, por la
aplicación de X × I en Y × I la cual manda (x, t) en (f(x), t).

Proposición 4.3.1. S(Sn) es homeomorfo a Sn+1.

Demostración. Como [0, 1] ∼= [−π/2, π/2], resulta claro que S(Sn) ∼=
Sn × [−π/2, π/2]/{(x1,−π/2) ∼ (x2,−π/2) y (x1, π/2) ∼ (x2, π/2) ∀ x1, x2 ∈ Sn}.

Generemos la siguiente correspondencia entre Sn × [−π/2, π/2] y Sn+1.
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Dado ρ = (x1, ..., xn+1, θ) ∈ Sn × [−π/2, π/2], definimos ν = (x1, ..., xn+1, 0) y
h = (0, ..., 0, 1) dos vectores ortogonales en Sn+1, luego la rotación de cualquier vector
contenido en este plano, por un ángulo θ debe preservar su norma. Sea pues λ =
ν · cos θ+h · sin θ, notemos que λ ∈ Sn+1, en efecto λ = (x1 · cos θ, ..., xn+1 · cos θ, sin θ)
luego, |λ|2 = sin2 θ + cos2 θ ·

∑n+1
i=1 x

2
i = sin2 θ + cos2 θ = 1. La función que a cada

(x1, ..., xn+1, θ) ∈ Sn le asigna λ es biyectiva y continua, salvo para θ = −π/2, π/2.
Pero si extendemos la función al cociente Sn × [−π/2, π/2]/ ∼, tendremos una
función bicontinua. �

El cono CX de un espacio topológico X se define como el espacio cociente

CX = (X × I)�(X × {0})

del producto de X con el intervalo unitario I = [0, 1]. Intuitivamente lo que hacemos
es colapsar una de las tapas del cilindro de X en un punto.

Si X está contenido en un espacio euclidiano Rn, el cono de X es homeomorfo a
la unión de todas las ĺıneas que van de puntos en X a un punto exterior, de modo
que el cono topológico coincide en Rn+1 con el cono geométrico.

Algo importante es que todos los conos son conexos por trayectorias, más aún
todo cono es contráıble al vértice por la homotoṕıa ht = (x, (1− t)s).

En general, cuando X es un espacio de Hausdorff, CX puede visualizarse co-
mo la colección de ĺıneas que unen todo punto de X con un punto externo (el vértice).

Una involución es una función f biyectiva de un espacio X en si mismo la cual
es su propia inversa, es decir f(f(x)) = x para toda x en el dominio de f .

En este sentido vamos a definir la involución canónica de la suspensión como

S(X)
f→ S(X)

X × I� ∼ → X × I� ∼
(x, t)� ∼ 7→ (x, 1− t)� ∼

Claramente si E = {(x, 1/2)� ∼} entonces f(E) = E, es decir E es invariante
bajo f y f fija puntualmente cada elemento de E; más aún E es el conjunto de
puntos fijos de la involución.

Proposición 4.3.2. Si X es un espacio con involución, y Y,E ⊂ X son dos subcon-
juntos tales que Y ∪ f(Y ) ∪ E = X, Y ∩ E es vaćıo y Y ∪ E es un cono sobre E,
entonces si E es el conjunto invariante por la involución se cumple que X ∼= S(E) .

Demostración. En efecto, por una parte tenemos que S(E) es homeomorfa a la
unión por su frontera de dos conos de E, además si Y ∪ E es un cono entonces
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f(Y ) ∪ E es un cono también y dado que Y ∪ E y f(Y ) ∪ E se intersectan
en E, la unión de ambos por su frontera es homeomorfa a S(E), finalmente de
X = (Y ∪ E) ∪ (f(Y ) ∪ E) se sigue que X ∼= S(E). �

Sean Bn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn |
∑n

i=1 x
2
i ≤ 1} y Sn = {(y1, ..., yn+1) ∈

Rn+1 |
∑n+1

i=1 y
2
i = 1}, la n-bola y la n-esfera, respectivamente. Vamos a demostrar

que la suspensión de Sn−1 equivale a unir adecuadamente, dos n-bolas por su frontera.

Sean φ+ y φ− funciónes entre Bn y Sn, dadas por

φ+ : Bn → Sn , (x1, ..., xn) 7→
(
x1, . . . , xn,+

√
1−

∑n
i=1 x

2
i

)

φ− : Bn → Sn , (x1, ..., xn) 7→
(
x1, . . . , xn,−

√
1−

∑n
i=1 x

2
i

)
Observemos que ∂Bn ∼= Sn−1, y que φ+ y φ− son biyecciones continuas entre una

copia de Bn y la correspondiente mitad de la Sn esfera. Aśı las funciones anteriores,
además de realizar el pegado de las dos copias de Bn por su frontera, identifican
continuamente el interior de la respectiva copia de Bn con una mitad o casquete de
la esfera Sn. En resumen, el espacio que resulta de unir o pegar (mediante φ+ y φ−)
dos copias de Bn por su frontera, es homeomorfo a Sn y a S(Sn−1). �

4.4. Los subgrupos isomorfos a R
El siguiente teorema es el resultado central a exponer, y nuestro objetivo

será probarlo.

Teorema 4.4.1. El espacio G es homeomorfo a S4 y H es homeomorfo a S2. El par
(G,H) es homeomorfo a (S (S3) , S (K)), donde S denota suspensión y K ⊂ S3 es el
nudo trébol.

Sea ∆ ⊂ C2 la superficie de la ecuación a3 − 27b2 = 0. Para cada (a, b) ∈ C2 −∆,
sea X(a,b) la curva de la ecuación y2 = 4x3 − ax − b. Por la teoŕıa de Weierstrass,
ver Corolario 3.1.16, sabemos que para cada (a, b) fuera del discriminante, existe una
única ret́ıcula Ω(a,b) tal que a = 60

∑
ω∈Ω−{0} ω

−4 y b = 140
∑

ω∈Ω−{0} ω
−6. Sea F la

transformación que a cada (a, b) ∈ C2 −∆ le asigna su correspondiente Ω(a,b).

Proposición 4.4.2. La transformación F es un homeomorfismo sobre el subespacio
de los subgrupos isomorfos a Z2.

Demostración. En efecto, la función inversa

F−1(Ω) = (g2, g3),

está definida a partir de los invariantes g2 = 60
∑

z∈Ω′ z
−4 y g3 = 140

∑
z∈Ω′ z

−6, de
los cuales sabemos por la teoŕıa de Weierstrass (capitulo 2.3), no dependen de la



4.4. LOS SUBGRUPOS ISOMORFOS A R 83

elección de los peŕıodos fundamentales de la ret́ıcula Ω. Dichos invariantes expresados
en series de Eisenstein, son continuos en el dominio de su definición, tal y como
se demostró (capitulo 2.3). Por lo tanto F−1 al ser composición de dos funciones
continuas es a su vez una función continua.

Por último, la función F esta dada a partir de

z − z0 =

∫
γ

d℘ (z)√
4 [℘ (z)]3 − g2℘ (z)− g3

,

la cuál integramos a lo largo de una curva rectificable γ que une a los puntos z y z0

sin pasar por los polos de ℘(z). Esto nos permite recuperar los peŕıodos de la ret́ıcula,
en efecto recordemos que si ℘(γ) = Γ es la imágen de la curva γ en el plano w, Γ une
los puntos w0 = ℘(z0) y w = ℘(z) por lo que la igualdad anterior se representa como

z − z0 =

∫ w

w0

dt√
4t3 − g2t− g3

,

y si z0 → 0 entonces w0 = ℘(z0) → ∞, y como la integral impropia es convergente,
tendremos que

z =

∫ w

∞

dt√
4t3 − g2t− g3

;

de esta forma recuperamos los peŕıodos de la ret́ıcula.

Claramente las variaciones sobre los caminos de integración son continuas,
siempre y cuando las curvas no contengan polos de la función ℘(z) de Weierstrass,
por lo tanto la función F es continua en el dominio de su definición. �

Lema 4.4.3. Para todo t ∈ C− {0}, Ω(t2a,t3b) = t−1/2Ω(a,b)

Demostración. Sabemos que

g2(Ω) = 60
∑

ω∈Ω−{0}

ω−4

y

g3(Ω) = 140
∑

ω∈Ω−{0}

ω−6.

Anteriormente vimos que para todo λ ∈ C, se cumple

g2(λΩ) = λ−4g2(Ω)
g3(λΩ) = λ−6g3(Ω)

entonces, dado t ∈ C− {0} , los g2 y g3 generados a partir de t−1/2 Ω(a,b) son

g2(t−1/2Ω(a,b)) = t2g2(Ω(a,b))
g3(t−1/2Ω(a,b)) = t3g3(Ω(a,b))
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lo cual significa que Ω(t2g2,t3g3) = t−1/2Ω(g2,g3). �

Proposición 4.4.4. Si hacemos converger (a, b) a (3t2,−t3), un punto en ∆, entonces
si t 6= 0, Ω(a,b) converge en G al grupo generado por πi

√
(2/3t) y si t = 0 entonces a

{0}.

Demostración. En general, sea el polinomio cúbico p(z) = 4z3 − az − b, con
∆p 6= 0, y {e1, e2, e3} las ráıces de p(z). Sea γ1 una curva cerrada de Jordan
rectificable en C tal que e2, e3 estén contenidas en A la región interior delimitada
por γ1, y e1 esté contenida en el interior de B, que es la región exterior generada por γ1.

Consideremos la siguiente uno-forma sobre C ∪ {∞}.

f =
dz√

4(z − e1)(z − e2)(z − e3)
,

si hacemos tender e2 a e3, en el ĺımite p(z) = 4(z− e1)(z− e3)2; por lo que la uno
forma anterior resulta ser equivalente a

dz

(z − e3)
√

4(z − e1)

siendo e3 la única singularidad contenida en A, por lo que ahora es posible integrar
a lo largo de γ1 mediante la formula del residuo.

Para lo cual, recordemos que si U ⊂ C es un abierto simplemente conexo, a1, ..., an
es un conjunto de puntos en U y f es una función holomorfa en U − {a1, ..., an};
entonces si γ es una curva rectificable de Jordan que no pasa por ninguno de los
puntos ai de U pero, se encuentran totalmente contenidos en su “interior”, se cumple
la siguiente igualdad ∫

γ

f = 2πi
n∑
k

Res(f, ak),

y si ak es un polo simple

Res(f, ak) = ĺım
z→ak

(z − ak) f(z)

Conforme con lo anterior, tendremos que∫
γ1

dz

(z − e3)
√

4(z − e1)
= 2πiRes(f, e3),

y dado que e3 es un polo simple de f , resulta∫
γ1

dz

(z − e3)
√

4(z − e1)
= 2πi ĺım

z→e3
(z − e3) f(z)
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= 2πi ĺım
z→e3

(z − e3)

(z − e3)
√

4(z − e1)
= 2πi ĺım

z→e3

1√
4(z − e1)

=
πi√

(e3 − e1)

Podemos observar que uno de los peŕıodos de la ret́ıcula Ω(a,b) es de la forma

πi/(
√

(e3 − e1)), cuando e2 → e3.

En particular por el Lema 4.4.3, podemos suponer que t = 1. Sea ε < 1/2 si (a, b)
se encuentra suficientemente cerca de (3,−1), entonces

p(z) = (2z − 2z1)(z1 − 2z2)(z − z1 + z2),

si |z1 − 1/2| < ε/2 y |z2 − 1/2| < ε/2, sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que Re(z1) ≤ Re(z2). Si hacemos tender ε → 0, entonces f(z) → dz/(2(z −
1/2)

√
(z + 1)), la cual posee un polo simple en 1/2, calculando los residuos obtene-

mos ∫
γ1

f = πi

√
2

3
.

Por último, sea γ2 una curva que une a −z1 − z2 con z1, y con z2 ∈ C− γ2, luego

I = 2

∫
γ2

dz√
(2z − 2z1)(z1 − 2z2)(z + z1 + z2)

el otro peŕıodo de generador de Ω(a,b). Vamos a probar que Re(I) → ∞ cuando
ε→ 0. Parametrizando γ2 por γ(t) = (t− 1)(x1 + x2) + tx1, se obtiene

I =

∫ 1

0

γ′(t)dt√
(γ(t)− z1)(γ(t)− z2)(γ(t) + z1 + z2)

Los argumentos de los términos bajo la integral se escogen entre una de las dos
opciones cont́ınuas de la ráız cuadrada, a su vez la integral siempre estará contenida
en un sector angular de π/4 alrededor del eje real positivo. De modo que

Re(I) ≥ 1√
2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ γ′(t)√
(γ(t)− z1)(γ(t)− z2)(γ(t) + z1 + z2)

∣∣∣∣∣ dt,
Para estimar la integral anterior, observemos que |γ(t) + z1 + z2| ≤ 2 y que
|γ(t)− z2| ≤ |γ(t)− z1|+ ε, haciendo m = |γ(t)− z1|, tendremos

Re(I) ≥ 1

2

∫ |2z1+z2|

0

dm√
m(m+ ε)

=
1

2
log

1

ε
+ 0 · (1)

�

De la Proposición 4.4.4, sabemos que Ω(3t2,−t3) = Z(πi
√

(2/3t)) si t 6= 0 y, Ω(0,0) =
{0} si t = 0. Que junto a la Proposición 4.4.2, nos permite concluir que la función
(a, b) → Ω(a,b) es un homeomorfismo de C2 sobre el subconjunto de G formado por
los subgrupos discretos.
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Proposición 4.4.5. La intersección entre la esfera S3
rε y la curva ∆ ⊂ C2 es un nudo

trébol contenido en un toro T .

Demostración. En efecto, sea ε > 0 y

S3
rε =

{
(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = rε, donde rε = ε4(9 + ε2)

}
,

∆ = {(a, b) ∈ C2 | a3 − 27b2 = 0}. Puesto que S3
rε es de codimensión real 1 y ∆ es de

codimensión real 2, se espera que S3
ε ∩∆ sea de codimensión real 3.

Más aún, observemos que la función τ : eiθ → (3ε2ei2θ, ε3ei3θ) con θ ∈ [0, 2π], es
una curva cerrada en el toro T =

{
(t1, t2) ∈ C2 | |t1|2 = 9ε4 y |t2|2 = ε6

}
, por otro

lado (3ε2ei2θ)3− 27(ε3ei3θ)2 = 0 y
∣∣3ε2ei2θ

∣∣2 +
∣∣ε3ei3θ

∣∣2 = ε4(9 + ε2), de modo que τ ⊂
S3
rε ∩∆.

Ahora, todo punto en ∆ admite una parametrización de la forma (3t2, t3) con
t ∈ C. Sumemos los cuadrados de los módulos de 3t2 y t3, haciendo t = reiθ con
r, θ ∈ R

|3t2|2 + |t3|2 = 9r4 + r6,

nótese que si r es un valor constante, la ecuación anterior nos dice que los puntos
(3t2, t3) considerados son también puntos de la esfera S3

r de radio 9r4 + r6, más aún,
como θ varia libremente en el intervalo [0, 2π] entonces t = reiθ se mueve continua-
mente en un ćırculo de radio r, de modo que los puntos (3t2, t3), para un r fijo, están
contenidos en el toro dado por el producto de dos ćırculos de radio 9r4 y r6 respec-
tivamente. Finalmente, la reparametrización dada por t = reiθ nos permite observar
que al variar r, obtenemos ćırculos únicos sobre los cuales se mueve t, de modo que si
t sale de del circulo dado por r1, caemos en otro circulo dependiente de un r2 (6= r1)
y en consecuencia el punto correspondiente (3t2, t3) estará contenido en la esfera de
radio 9r4

1 + r6
1 , que es distinta a la de radio 9r4

2 + r6
2. En efecto, derivando el término

derecho de la igualdad,

d(9r4 + r6)

dr
= 6r3(6 + r2) (4.1)

vemos que la derivada (4.1) es positiva, luego existe un único r tal que r = ε4(9 + ε2),
es decir, tal que la esfera tenga un radio dado.

Y con esto concluimos que τ = S3
rε ∩∆.

La curva τ es cerrada en el siguiente sentido: mientras que para valores de
θ ∈ (0, 2π) la función τ es inyectiva, cuando θ = 0, 2π los valores de τ coinciden.
Observemos que la curva τ : eiθ → (3ε2ei2θ, ε3ei3θ) tiene el siguiente comportamiento
en el toro: cuando θ varia en [0, 2π], la curva τ rodea dos veces los meridianos del
toro (que son los ćırculos homotópicos a S1 de longitud mı́nima en T ), mientras que
rodea tres veces a los ćırculos paralelos del toro. Todo esto, sin auto intersectarse, (si
aśı fuera tendŕıamos α1, α2 ∈ (0, 2π) con α1 6= α2 tales que τ(eiα2) = τ(eiα2), lo cual
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vimos no sucede). A una curva en el toro, con estas caracteŕısticas se le define como
nudo trébol, o simplemente nudo (2,3). �

Ahora, vamos a unir con C2 un ćırculo en el infinito, a lo largo de ∆, correspon-
diente a los subgrupos de G isomorfos con R.

Para ello veamos las siguientes funciones, sea A : C2 → (0,∞] definida como
A(a, b) =área(C�Ω(a,b)); notemos que si A(a, b) =∞ entonces (a, b) ∈ ∆.

Luego para todo A ∈ (0,∞], sea ϕA : [0, 1] → [0,∞] dada por
ϕA(t) = t/(1 − t + A−1). Claramente ϕA es un homeomorfismo entre [0, 1] y
[0,∞].

Sea B = {z ∈ C2 | |z| ≤ 1} la bola unitaria en C2, por la Proposición 4.4.5,
sabemos que la intersección de la frontera de B con ∆ es un núdo trébol K, esto es
S3 ∩∆ = K.

Apliquemos B −K en C2 mediante la siguiente fórmula

F : z = (z1, z2) 7→
((

ϕA( z
|z|)

(|z|)
)2

· z1

|z|
,
(
ϕA( z

|z|)
(|z|)

)3

· z2

|z|

)
Proposición 4.4.6.

1. La función F es un homeomorfismo de B −K sobre {(a, b) | A(a, b) ≥ 1},

2. Si (3t2,−t3) ∈ K (i.e. 9 |t|4 + |t|6 = 1), entonces F transforma el interior del
cono sobre K en ∆. Y en G, ĺımz→(3t2,−t3) ΩF (z) = R(iπ

√
(2/3t)).

Demostración. Consideremos una sucesión de puntos {zn} en S3 − K tales que
converjan a (3t2,−t3), entonces el área de las ret́ıculas ΩF (zn) siempre es igual a 1 para
toda n. En efecto, si z = (z1, z2) y |z| = 1, tendremos que ϕA( z

|z| )
(|z|) = ϕA(z)(1) =

A(z), de modo que F (z) = (A(z)2 · z1, A(z)3 · z2). Como sabemos Ω(t2a,t3b) = t−1/2

Ω(a,b) para todo t ∈ C\{0}, y haciendo t = A(z) tendremos que ΩF (z) = A(z)−1/2 Ω(z).
Por otro lado, si α ∈ R es fácil probar que A(αΩ) = α2A(Ω), luego entonces

A(ΩF (z)) = A(A(z)−1/2 Ω(z)) = A(z)−1A(Ω(z)) = 1.

Veamos qué sucede al interior de B − K, sean z ∈ B − K con |z| < 1 y el rayo
{λz | λ ∈ [0, 1

|z|)} al interior de B −K generado por z. Calculando F (λz) obtenemos

F (λz) =

((
ϕA( z

|z|)
(λ |z|)

)2

· z1

|z|
,
(
ϕA( z

|z|)
(λ |z|)

)3

· z2

|z|

)
.



88 CAPÍTULO 4. EL ESPACIO DE LOS SUBGRUPOS CERRADOS DE R2

Haciendo A( z
|z|) = δ, vemos que ϕδ(λ|z|) = λ|z|/(1 − λ|z| + δ−1) = t, luego

F (λz) = (t2z1/|z|, t3z2/|z|), de modo que A(ΩF (λz)) = A(Ω(t2z1/|z|,t3z2/|z|)) y si
hacemos t = τ 2 resultara que A(τ−1Ω(z/|z|)) = τ−2A(Ω(z/|z|)) = τ−2δ, hay que
subrayar el hecho de que el área es monótona a lo largo del rayo. Por lo tanto, si
z ∈ B − K el área de ΩF (λz) tiende a infinito cuando λ tiende a cero, mientras que
en el otro extremo del rayo si λ tiende a uno el área tiende a uno.

El cono sobre K es homeomorfo a {λzi | zi ∈ K y λ ∈ [0, 1]}. De modo que si
z = (3t2,−t3) ∈ K entonces {λz | λ ∈ [0, 1]} es un rayo al interior del cono sobre K.
Vamos a demostrar que F (λz) ∈ ∆, sabemos que F (λz) = (t2z1, t

3z2) pues |z| = 1,
además z3

1 − 27z2
2 = 0, finalmente si F (λz) = (α1, α2) claramente α3

1 − 27α2
2 = 0,

puesto que
α3

1 − 27α2
2 = t6z3

1 − 27t6z2
2 = t6(z3

1 − 27z2
2) = 0.

Finalmente, como antes sea zn una sucesión en B −K convergente a (3t2,−t3) y
sea αn ∈ R+ tal que el área de F (αnzn) sea igual a 1, evidentemente αn → 0 cuando
n → ∞ ya que conforme n → ∞ los puntos zn estarán cada vez más próximos a
la frontera de B − K, y por lo tanto más próximos de aquellos puntos z tales que
A(ΩF (z)) = 1. Por el Lema 4.4.3 y la Proposición 4.4.4, ΩF (zn) es un grupo con un
solo generador muy cercano a iπ

√
(2αn/3t) y puesto que A(ΩF (zn)) ≥ 1 cualquier

otro generador de ΩF (zn) debe de apróximarse a ∞ para valores grandes de n. �

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposición.

Proposición 4.4.7. La transformación z → ΩF (z) se extiende a un homeomorfismo
de B sobre la parte de G formada por los grupos isomorfos a {0}, Z, R y todas las
ret́ıculas Ω tales que área(C�Ω) ≥ 1. Además, K ⊂ S3 corresponde a los subgrupos
isomorfos con R, el interior del cono sobre K corresponde a los grupos isomorfos
con Z, junto con el 0 que se corresponde con {0}, y finalmente S3 −K corresponde
a las ret́ıculas Ω tales que área(C�Ω) = 1.

�

4.5. La involución de la suspensión

A continuación vamos a construir una involución del espacio G, correspondiente
a la involución canónica de la suspensión.

Para cualquier Γ ∈ G, sea Γ′ el conjunto de todos los vectores z en C tales que el
paralelogramo (z, ω) con ω ∈ Γ tenga área entera. Es decir,

Γ′ = {z ∈ C | Im(z̄ω) ∈ Z para todo ω ∈ Γ}.

En efecto, si z = (a + ib) y ω = (u + iv) claramente z̄ω = (a − ib)(u + iv) =
(au+ bv) + i(av − bu), de donde Imz̄ω = (av − bu) = det(z, ω).
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Proposición 4.5.1. Para todo w ∈ C− {0}

i) si Γ = {0} entonces Γ′ = R2

ii) si Γ = Zw entonces Γ′ = Rw + Z(i/w̄)
iii) si Γ = Rw entonces Γ′ = Γ = Rw
iv) si Γ = Zw1 + Zw2 entonces Γ′ = Z

w1

Im(w̄1w2)
+ Z

w2

Im(w̄1w2)

Demostración.

1. En efecto, cuando Γ = {0} vemos que para todo z ∈ C se cumple que det(z, 0) ∈
Z, luego Γ′ = C ∼= R2, y claramente (Γ′)′ = {0}.

2. Si Γ = Zw, una condición necesaria y suficiente para que Im(z̄0ω) ∈ Z para todo
ω ∈ Γ y z0 ∈ C, es que la altura del paralelogramo formado por los vectores
z0 y w sea un número de la forma m · 1

|w| con m ∈ Z, tomando como base

al módulo de w. Dicha condición es necesaria, puesto que si Im(z̄0w) ∈ Z el
área del paralelogramo es un número entero A, entonces sea α ∈ R la altura,
luego A = |w| · α de modo que α = A · 1

|w| . Rećıprocamente, veamos que la

condición es suficiente; si la altura del paralelogramo es de la forma α = m · 1
|w|

con m ∈ Z, entonces para todo ω ∈ Γ sabemos que ω = nw, con n ∈ Z, luego
A = |ω| · α = |nw| · α = |n| |w| · m|w| = |n| m, de donde se sigue que A ∈ Z. De
la condición demostrada se desprende que dado un entero m0, el conjunto de
todos los z ∈ C que forman paralelogramos con w de altura m0 · 1

|w| , es igual a

dos rectas paralelas L0 y L′0, (con L = L′ si m0 = 0) cuya distancia al origen es
de |m0| · 1

|w| , (podemos convenir definir para m0 la recta L0 y para −m0 la recta

L′0), respectivamente. Por lo tanto el conjunto generado que se obtiene al variar
m ∈ Z, es isomorfo a R+Z. Y precisamente todos los z ∈ C ortogonales a w con
módulo igual a |m| · 1

|w| (m ∈ Z), es el conjunto Z(i/w̄); porque |1/w| = |i/w̄| y
claramente i/w̄ es ortogonal a w. Finalmente, todas rectas L ya descritas son
paralelas a w, es decir son de la forma Rw, trasladadas por un complejo de la
forma m · (i/w̄). Por lo tanto Γ′ = Rw + Z(i/w̄).

3. Si Γ = Rw, para que z0 ∈ C sea tal que Im(z̄0ω) ∈ Z ∀ ω ∈ Γ, la altura α del
paralelogramo formado por z0 y ω = rw, debe cumplir que α ·rw ∈ Z para todo
r ∈ R; lo cual sucede si y sólo si α = 0. Por lo tanto Γ′ = Γ = Rw.

4. Finalmente sea Γ = Zw1 + Zw2, con w1 y w2 ∈ C linealmente independientes
sobre R . Observemos que z0 ∈ Γ′ si y solo si = Im(z̄0 · (nw1 +mw2)) ∈ Z para
todo n,m ∈ Z; es decir, si y sólo si n · Im(z̄0w1) y m · Im(z̄0w2) ∈ Z para todo
m,n ∈ Z. En particular z0 ∈ Γ′ si y solo si Im(z̄0w1) y Im(z̄0w2) ∈ Z, por lo
tanto para determinar Γ′ únicamente necesitamos restringirnos a w1 y w2.

Una condición necesaria y suficiente para que Im(z̄wi) ∈ Z (con i = 1, 2
respectivamente), es que la altura del paralelogramo formado por z y wi, sea un
número de la forma ai = k/ |wi| con k ∈ Z, tomado por base a |wi|.
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Conforme con lo anterior, el conjunto de los z en C que cumplen dicha
condición son las rectas Lwi(k) paralelas a wi, mismas que distan del origen una
cantidad de ai = |k| / |wi|, evidentemente si k = 0, entonces Lwi(0) = {λ ·wi | λ ∈ R}.

Como w1 y w2 son linealmente independientes sobre R, el conjunto de las rectas
paralelas a w1 es ajeno al conjunto de las rectas paralelas a w2. Ahora bien, es muy
importante recordar que si bien todos los z ∈ Lw1(kr) cumplen que Im(z̄w1) ∈ Z, no
necesariamente Im(z̄w2) ∈ Z, de hecho para cada ks ∈ Z existe un único z ∈ Lw1(kr)
tal que Im(z̄w2) ∈ Z, dicho z es precisamente la intersección de Lw1(kr) con Lw2(ks).

Para cualesquiera dos enteros consecutivos k1 y k2, la distancia de cualquier punto
de Lwi(k1) a Lwi(k2) es igual a 1/ |wi|, es decir {Lwi(k) | k ∈ Z} = {Rwi + Z(i/w̄i)},
por lo tanto

Γ′ = {Rw1 + Z(i/w̄1)} ∩ {Rw2 + Z(i/w̄2)}

geométricamente el conjunto Γ′ es la ret́ıcula generada por ρ1 = Lw1(0) ∩ Lw2(1) y
ρ2 = Lw1(1) ∩ Lw2(0).

Vamos a calcular explicitamente a ρ1 y ρ2. Como antes sean a1 = 1/ |w1| ,
a2 = 1/ |w2| , w1 = a1 + ib1 y w2 = a2 + ib2; ahora bien, calcular ρ2 equivale a calcular
un λ2 ∈ R tal que det(w1, λ2w2) = |w1| · α1 = 1, concluyéndose que ρ2 = λ2w2; en
efecto∣∣∣∣ a1 b1

λ2a2 λ2b2

∣∣∣∣ = 1⇐⇒ a1λ2b2 − b1λ2a2 = 1⇐⇒ λ2 =
1

a1b2 − b1a2

=
1

Im(w̄1w2)

y por lo tanto ρ2 = w2/Im(w̄1w2), análogamente obtenemos ρ1 = w1/Im(w̄1w2), de
donde se sigue que

Γ′ = Zρ1 + Zρ2 = Z
w1

Im(w̄1w2)
+ Z

w2

Im(w̄1w2)
.

En particular, esta involución corresponde a (ϕ, θ) → (ϕ,−θ) en la
parametrización de H, anteriormente descrita. �

Sabemos ya que Im(w̄1w2) =área(Zw1 + Zw2), entonces los conjuntos de puntos
que permanecen invariantes bajo la involución son justamente los isomorfos a R y
todas las ret́ıculas Ω tales que área(C�Ω) = 1. Todo esto, sumado a los hechos
resumidos en la Proposición 4.4.7, nos demuestra que G es homeomorfo a la unión
de dos copias de B, pegadas por la identidad, a lo largo de su frontera común S3.
Además, el nudo trébol K ⊂ S3 corresponde a los subgrupos isomorfos con R y el
cono sobre K en una de las copias de B corresponde a los grupos isomorfos a Z, con
0 en el vértice; por otra parte el cono sobre K de la otra copia de B corresponde a los
grupos isomorfos a R× Z, con R2 en el vértice. Demostrandose aśı el Teorema 4.4.1.



Apéndice A

Apéndice

A.1. Variable compleja

Teorema A.1.1. (Teorema de la integral de Cauchy). Si G es un recinto simple-
mente conexo del plano finito y f es una función uniforme y anaĺıtica en este recinto,
entonces para cualquier curva rectificable y cerrada L perteneciente a G, la integral∫
L
f (z) dz es igual a cero.

Lema A.1.2. Si F (z) es una función continua en un recinto G, y Γ es alguna curva
rectificable contenida en el recinto, entonces para cualquier ε > 0 existe δ > 0 tal
que para cada partición de la curva Γ en arcos de longitud menor que δ, la poligonal
respectiva inscrita γ estará contenida en el recinto G, y∣∣∣∣∫

L

F (z) dz −
∫
γ

F (z) dz

∣∣∣∣ < ε.

Demostración. En efecto, como C es un espacio métrico, podemos señalar en G
un conjunto acotado y cerrado E, para el cual todos los puntos de la curva Γ sean
interiores; además, existe un número real ρ > 0, tal que para todo z ∈ Γ se tiene
Bρ (z) ⊂ E. Fijando el conjunto E y tomando un ε > 0 arbitrario,(si F (z) = u(x, y)+
i v(x, y), sabemos por el análisis real que u(x, y) y v(x, y) son funciones uniformemente
continuas en E, luego F (z) es uniformemente continua en E), determinemos un δ1 > 0
tal que para cualquier par de puntos z,z′ ∈ E con |z − z′| < δ1, se cumpla

|F (z)− F (z′)| < ε

2l
, (A.1)

donde l es la longitud de la curva Γ.

Tomando un número positivo δ < mı́n (δ1, ρ) . Fijemos una partición cualquiera
de la curva Γ cuya máxima longitud de los arcos σk, (k = 0, 1, . . . , n− 1) , sea menor
que el δ indicado, y sean ζk los puntos que realizan la partición, y γk las cuerdas de
los arcos σk (ζk es el origen y ζk+1 es el extremo de γk). Designando con γ la poligonal
cuyos lados sucesivos son γk, tendremos:

91
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∣∣∣∣∫
Γ

F (z) dz −
∫
γ

F (z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

[∫
σk

F (z) dz −
∫
γk

F (z) dz

]∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∫
σk

F (z) dz −
∫
γk

F (z) dz

∣∣∣∣ (A.2)

Observando que∫
σk

F (ζk) dz =

∫
γk

F (ζk) dz = F (ζk) (ζk+1 − ζk) ,

tendremos

∣∣∣∣∫
σk

F (z) dz −
∫
γk

F (z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
σk

[F (z) − F (ζk)] dz −
∫
γk

[F (z) − F (ζk)] dz

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
σk

[F (z) − F (ζk)] dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
γk

[F (z) − F (ζk)] dz

∣∣∣∣
(A.3)

Las diferencias bajo los signos de las integrales pueden acotarse según (A.1), ya
que la distancia entre cualquier punto de σk o de γk y el punto ζk es menor que δ1.
Por esta razón∣∣∣∣∫

σk

F (z) dz −
∫
γk

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ ε

2l
· lσk +

ε

2l
· lγk <

ε

l
· lσk . (A.4)

Por lo tanto, de la desigualdad (A.3) obtenemos∣∣∣∣∫
Γ

F (z) dz −
∫
γ

F (z) dz

∣∣∣∣ ≤ n−1∑
k=0

ε

l
· lσk = ε. (A.5)

�
Ahora, vamos a demostrar propiamente el teorema de la integral de Cauchy.

I) Sea L un segmento rectiĺıneo γ, recorrido dos veces en direcciones opuestas.
Entonces

∫
L

f (z) dz =

∫
γ

f (z) dz +

∫
−γ
f (z) dz =

∫
γ

f (z) dz −
∫
γ

f (z) dz = 0

En este caso no recurrimos a la derivabilidad de f .
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II) Ahora, sea L el contorno de un triángulo situado en el recinto G, recorrido
una vez en una dirección determinada, por ejemplo en sentido opuesto a las agujas
del reloj.

Haciendo ∣∣∣∣∫
L

f (z) dz

∣∣∣∣ = M

Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el triángulo mediante segmentos
rectiĺıneos que unan los puntos medios de sus lados, en cuatro triángulos iguales con
los contornos L1, L2, L3 y L4, y formemos la suma de las integrales tomada sobre L1,
L2, L3 y L4, en sentido opuesto a las manecillas del reloj,∫

L1

f (z) dz +

∫
L2

f (z) dz +

∫
L3

f (z) dz +

∫
L4

f (z) dz. (A.6)

Cada una de estas cuatro integrales puede sustituirse por la suma de tres
integrales, tomadas a lo largo de los lados de los triángulos. Seis de estas integrales,
tomadas sobre los segmentos situados sobre L, darán al sumarlas la integral∫
L
f (z) dz.

Las otras seis de dividirán en tres pares de integrales, cada par de las cuales se
toman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direcciones opuestas. Por lo que
la suma de cada par de éstas es igual a cero, luego entonces toda la suma (A.6) es
igual a una sola integral, y como el módulo de la suma no supera a la suma de los
módulos de los términos, tendremos que

M =

∣∣∣∣∫
L1

f (z) dz

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫
L1

f (z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
L2

f (z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
L3

f (z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
L4

f (z) dz

∣∣∣∣ (A.7)

De la última desigualdad se concluye que al menos uno de los términos del segundo
miembro tiene que ser no menor que M

4
. Designando el circuito correspondiente con

L1 (éste coincide con L1, L2, L3 ó L4), tendremos∣∣∣∣∫
L1

f (z) dz

∣∣∣∣ ≥ M

4
.

Ahora, haciendo con L1 de igual manera que con el triángulo L; obtenemos cuatro
triángulos iguales: L1

1, L1
2, L

1
3 y L1

4. Observemos que la integral sobre L1 es igual a la
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suma de las cuatro integrales sobre L1
1, L1

2, L
1
3 y L1

4 (tomadas en un mismo sentido,
contrario a las manecillas del reloj), finalmente sacamos la conclusión de que el módulo
de una de estas últimas será no menor que 1

4
M
4

= M
42

. Sea ésta la integral a lo largo
de L2 (L2 coincide con L1

1, L1
2, L

1
3 ó L1

4). De modo que∣∣∣∣∫
L2

f (z) dz

∣∣∣∣ ≥ M

42

Continuando estos razonamientos, se obtiene una sucesión de triángulos con los
contornos L1, L2, . . . , Ln, . . . , que satisfacen las siguientes condiciones,

1. Ln ⊂ Ln−1, ∀ n ∈ N. A su vez, Ln se obtiene de Ln−1 al unir los puntos medios
de sus lados. De aqúı se desprende que la longitud ln de Ln, es dos veces menor
que ln−1, y por consiguiente, ln = 1

2n
.

2. Ln ⊂ G, para todo n ∈ N puesto que L ⊂ G.

3.
∣∣∫
Ln
f (z) dz

∣∣ ≥ M
4n

, para todo n ∈ N. (?)

De i) se deduce que los triángulos tienen un punto ζ en común, ubicado al interior
de Ln o en su frontera. Por ii) se deduce que ζ ∈ G. Y según la hipótesis del teorema,
la función f(z) posee derivada f ′(ζ) en el punto ζ, y para cualquier ε > 0 existe un
δ > 0 tal que, cuando |z − ζ| < δ, entonces se cumple la desigualdad,∣∣∣∣f(z)− f(ζ)

z − ζ
− f ′(ζ)

∣∣∣∣ < ε. (A.8)

Como ζ ∈ Ln, para todo n ∈ N y ln → 0 cuando n→∞; tendremos que a partir
de cierta n > N , Ln ⊂ {z | δ > |z − ζ|}. De modo, que para todo z ∈ Ln se cumple
la desigualdad (A.8).

Es decir,

|f (z)− f (ζ)− f ′(ζ) (z − ζ)| < ε |z − ζ| .

Ahora bien, como |z − ζ| < l
2n

para todo z, ζ ∈ Ln, donde l
22

= ln es el peŕımetro
de Ln. Obtenemos

|f (z)− f (ζ)− f ′(ζ) (z − ζ)| < ε
l

22
, z ∈ Ln, n > N. (A.9)

Calculando la integral de la función f (z)− f (ζ)− f ′(ζ) (z − ζ) , a lo largo de la
curva cerrada Ln, vemos que
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∫
Ln

[f (z)− f (ζ)− f ′(ζ) (z − ζ)] dz =

∫
Ln

f (z) dz − f (ζ)

∫
Ln

dz − f ′(ζ)

∫
Ln

z dz − ζf ′(ζ)

∫
Ln

dz

=

∫
Ln

f (z) dz (A.10)

Dado que
∫
Ln

dz =
∫
Ln

z dz = 0.

Por otra parte, de (A.9) y (A.10) se desprende,

∣∣∣∣∣∣
∫
Ln

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ln

[f (z)− f (ζ)− f ′(ζ) (z − ζ)] dz

∣∣∣∣∣∣ < ε
l

2n
ln = ε

l

2n
l

2n
= ε

l2

4n

(A.11)
Recordemos que en la igualdad (?), los números M

4n
se acotan superiormente por

el módulo de la integral sobre Ln, a su vez en (A.11), dicho módulo es acotado
superiormente por los números ε l

2

4n
, resultando la siguiente desigualdad,

M

4n
< ε

l2

4n
→ M < εl2;

finalmente, haciendo que ε→ 0 tendremos M ≤ 0. Se sigue entonces, que

M =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ln

f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Quedando demostrado el teorema para el caso triangular.

III) Sea L una poligonal arbitraria cerrada situada en el recinto G. El problema
consiste ahora en descomponer L en triángulos, para los cuales ya fue demostrado
el teorema. Una vez hecha la triangulación, calculamos la integral sobre todos los
triángulos recorridos en un mismo sentido (contrario al reloj), veremos entonces
que al descomponer cada integral ((triangular)) en tres integrales sobre sus lados
respectivos, y efectuar la suma de todas las integrales, se cancelan todas, excepto
las correspondientes a los lados de los triángulos contenidos en L. En conclusión:∫
L
f (z) dz = 0.

IV ) Finalmente, consideremos el caso más general de una curva rectificable y
cerrada arbitraria L, perteneciente a un recinto G. Por el lema ya demostrado, para
cualquier ε > 0 se puede señalar una poligonal cerrada γ, inscrita en L y contenida
en G de forma tal que las integrales

∫
L
f (z) dz y

∫
γ
f (z) dz satisfacen la condición∣∣∣∣∫

L

f (z) dz −
∫
γ

f (z) dz

∣∣∣∣ < ε
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Como ya demostramos que
∫
γ
f (z) dz = 0, claramente

∣∣∫
L
f (z) dz

∣∣ < ε, y dado
que ε es un número positivo arbitrariamente pequeño, concluimos que∫

L

f (z) dz = 0.

�

La demostración del siguiente teorema, es relativamente simple y se desprende del
teorema anterior, por lo que solo lo enunciamos.

Teorema A.1.3. (Teorema de la integral para un sistema de circuitos). Sea f(z) una
función uniforme y anaĺıtica en un recinto arbitrario G y sea Γ, γ1, γ2, . . . , γn, un
sistema de curvas de Jordan rectificables y cerradas, contenidas en G tales que:

1. Las curvas γk ⊂ int(Γ), para toda k en In, donde In = {1, 2, . . . , n}.

2. Si k0 ∈ In entonces para todo k ∈ In, γk ∩ int(γk0) = ∅, siempre que k 6= k0.

3. Al excluir del interior de Γ todos los recintos cerrados limitados por las curvas
γk, generamos un recinto múltiplemente conexo g ⊂ G.

Entonces, ∫
Γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz + · · ·+
∫
γn

f(z) dz.

�

Teorema A.1.4. (Formula, integral de Cauchy). Sea f(z) una función uniforme
y anaĺıtica en el recinto G y sea L una curva rectificable de Jordan cerrada,
perteneciente a este recinto junto con su interior g. Entonces se verifica la siguiente
formula:

f(z) =
1

2πi

∫
L

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ g.

Demostración. Sea γρ una circunferencia de radio ρ y centro en z, contenida al

interior de L. Tomando a la función ϕ (ζ) = f(ζ)
ζ−z como una función de ζ en el recinto

G′ = G − {z}. La función ϕ(ζ) está bien definida y es derivable, por ser cociente de
dos funciones derivables.

Luego por el teorema integral para un sistema de circuitos, se tiene:∫
L

ϕ(ζ) dζ =

∫
γρ

ϕ(ζ) dζ

i.e.
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∫
L

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ (A.12)

Nos restaŕıa demostrar, que∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πi f(z)

Aśı, para demostrar la igualdad del teorema, en lugar de la curva dada L,
tomemos una circunferencia de radio ρ arbitrariamente pequeño con centro en z.

De la igualdad (A.12) se deduce que el valor de la integral
∫
γρ

f(ζ)
ζ−z dζ no cambia

al disminuir el radio, entonces∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ = ĺım

ρ→0

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ

Luego es suficiente demostrar, que

ĺım
ρ→0

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πi f(z),

es decir, demostrar que para cualquier ε > 0 existe un δ(ε) > 0 tal que para
ρ < δ(ε), se cumple ∣∣∣∣∣

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πi f(z)

∣∣∣∣∣ < ε

Sabiendo que
∫
γρ

dζ
ζ−z = 2πi, podemos escribir al primer término de la desigualdad

anterior, como

∣∣∣∣∣
∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πi f(z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(z)

∫
γρ

dζ

ζ − z

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
γρ

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣∣
Notemos que siempre es posible hacer |f(ζ)− f(z)| < ε

2π
, si |ζ − z| = ρ < δ(ε),

por ser f (z) continua.

En tal caso, tendremos∣∣∣∣∣
∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ − 2πi f(z)

∣∣∣∣∣ <
ε

2π
ρ
· 2πρ = ε
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lo que se queŕıa demostrar. �

Observación: Con las hipótesis del teorema, sean z ∈ G y γρ una circunferencia de
radio ρ y centro en z, contenida con su interior en G. Por lo demostrado tendremos,
que

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

La circunferencia γρ tiene por ecuación

ζ = z + ρeiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π,

y la identidad del teorema nos dice que

f (z) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z + ρeiθ) · ρeiθ · idθ
ρeiθ

=
1

2πi

∫ 2π

0

f(z + ρeiθ) dθ, (A.13)

Luego, el valor de una función anaĺıtica en cualquier punto del recinto G es la
media aritmética o promedio de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia
γρ con centro en z.

Si ζ ∈ γρ, sea máx |f(ζ)| = M(ρ), utilizando la igualdad (A.12), obtenemos

|f(z)| ≤M(ρ).

Como f(ζ) es continua en γρ, el valor M(ρ) se alcanza en algún punto de esta
circunferencia. Y dado que su radio puede tomarse tan pequeño como queramos,
se deduce que en cualquier entorno de z ∈ G existen otros puntos en los cuales el
módulo de la función no será menor que su módulo en el punto z. Por lo tanto, el
módulo de una función anaĺıtica en el recinto G no puede tener un máximo estricto
en ningún punto del recinto. Esto es en esencia, el denominado principio del módulo
máximo.

Teorema A.1.5. (Integral de tipo Cauchy). La expresión

1

2πi

∫
Γ

ϕ (ζ)

ζ − z
dζ,

donde Γ es una curva rectificable, ϕ(ζ) una función continua en Γ y z /∈ Γ; determina
una función uniforme F (z) en todo recinto G que no contenga ningún punto de la
curva Γ.
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A su vez, F (z) resulta ser infinitamente derivable en el recinto G, y su derivada
de cualquier orden n se obtiene derivando n veces la función subintegral respecto de z

F (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (A.14)

Demostración. En efecto, haciendo inducción sobre n vemos que: F (z) = F (0)(z), y
suponemos valido el resultado para n, ahora vamos a demostrarlo para n+1 calculando
directamente la derivada de F (n)(z), i.e. determinando el ĺımite

ĺım
z′→z

F (n)(z′)− F (n)(z)

z′ − z
.

Tómese el disco cerrado k : |z′ − z| ≤ ρ, perteneciente al recinto G sea δ = d(k,Γ)
y K = {|z| < R} de forma que Γ, k ⊂ K. Luego si z′ ∈ k, tendremos

F (n)(z′)− F (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
(ζ − z)n+1 − (ζ − z′)n+1

(ζ − z)n+1(ζ − z′)n+1
dζ,

haciendo ζ − z = t y z′ − z = h resulta ζ − z′ = t− h. Sustituyendo equivale a

F (n)(z + h)− F (n)(z)

h
=

n!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
(t− h)n + t(t− h)n−1 + · · ·+ tn

tn+1(t− h)n+1
dζ.

Por demostrar que

ĺım
h→o

F (n)(z + h)− F (n)(z)

h
= Ψ(z)

=
(n+ 1)!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)

(ζ − z)n+2
dζ

=
(n+ 1)!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
1

tn+2
dζ.

En efecto, observemos que

F (n)(z + h)− F (n)(z)

h
−Ψ(z) =

=
n!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
t(t− h)n + t2(t− h)n−1 + · · ·+ tn+1 − (n+ 1)(t− h)n+1

tn+2(t− h)n+1
dζ =
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=
n! h

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
(t− h)n + [t+ (t− h)](t− h)n−1 + · · ·+ [tn + tn−1(t− h) + · · ·+ (t− h)n]

tn+2(t− h)n+1
dζ.

(A.15)

Sabemos que 2R > |t| = |ζ − z| > δ, 2R > |t− h| = |ζ − z′| ≥ δ.

Ahora suponiendo que µ = máx
Γ
|ϕ(ζ)| y que λ es la longitud de Γ; de (A.16)

resulta

∣∣∣∣F (n)(z + h)− F (n)(z)

h
−Ψ(z)

∣∣∣∣ ≤ n! |h|
2π

µ
(2R)n + 2(2R)n + 3(2R)n + · · ·+ (n+ 1)(2R)n

δ2n+3
λ

y, puesto que el segundo miembro tiende a cero cuando h→ 0, resulta

ĺım
h→o

F (n)(z + h)− F (n)(z)

h
= F (n+1)(z)

= Ψ(z)

=
(n+ 1)!

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)

tn+2
dζ.

�

Consecuencias importantes:

i) Toda función de variable compleja, anaĺıtica en un recinto G, es infinitamente
derivable en G.

Sea f(z) una función anaĺıtica en G, y γ una circunferencia, con centro en z0 ∈ G,
contenida junto con su interior en el recinto.

Por la fórmula integral de Cauchy, tenemos:

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Luego f(z) se representa al interior de γ por la integral de Cauchy, un caso de la
integral de tipo Cauchy, por lo que f(z) es infinitamente derivable al interior de γ, y

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (A.16)

ii) Las derivadas de cualquier orden de una función f(z) anaĺıtica en un recinto
G, también serán anaĺıticas en G.
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Efectivamente, puesto que cada función f (n)(z) es derivable en G.

iii) (Teorema de Morera). Toda función f(z), uniforme y continua en un recinto
simplemente conexo G, tal que la integral tomada sobre cualquier circuito triangular
∆ ⊂ G sea igual a cero, es anaĺıtica en G.

Este es el rećıproco del teorema integral de Cauchy. En efecto, observemos que la
integral ∫ z

zo

f(z) dz = F (z),

representa una función uniforme en G, y por los razonamientos expuestos, F (z)
es una función anaĺıtica, cuya derivada coincide con f(z), e.d.

F ′(z) = f(z).

Pero, justamente se vio que la derivada de una función anaĺıtica es anaĺıtica. Por
lo tanto f(z) es anaĺıtica. Con lo cual terminamos la demostración.

iv) Analizando la igualdad (A.16), y haciendo z = z0. Si el radio de γ es ρ, y
M(ρ) = |f(z)|, entonces

∣∣f (n) (z0)
∣∣ ≤ n! M (ρ)

2π ρn+1
2πρ =

n! M (ρ)

ρn

es válido también para n = 0.

Aśı ∀ z ∈ G, se cumple∣∣f (n) (z)
∣∣ ≤ n!

M (ρ)

ρn
, n ∈ N, (A.17)

donde ρ es el radio de una circunferencia γ arbitraria contenida en G, y M(ρ) es el
máximo del módulo de la función en γ.

Las desigualdades (A.17), son conocidas como desigualdades de Cauchy.

A.2. Series de funciones

Definición. Sea {fn} una sucesión de funciones fn : E → C, definidas en algún
conjunto E; entonces la sucesión {fn} converge uniformemente a una función f : E →
C si, para todo ε > 0 existe N(ε) ∈ N tal que |fn(z)− f(z)| < ε para todo n > N(ε)
y para todo z ∈ E.

Definición. Una serie de funciones complejas

f0(z) + f1(z) + f2(z) + · · ·+ fn(z) + · · · =
∞∑
0

fn(z), (A.18)
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definidas en un conjunto infinito de puntos E, es uniformemente convergente (u.c.)
en E, si para todo ε > 0 existe un N(ε) ∈ N tal, que para n > N(ε) y para todo
p ∈ N, se cumple la desigualdad

|Sn+p(z)− Sn(z)| < ε,

en todos los puntos de E. Aqúı, Sn(z) representa la suma parcial de los primeros n+1
términos de la serie.

De la definición se desprende que una serie u.c. en E, es convergente en cada
punto del mismo. En general no se tiene el resultado rećıproco.

Proposición A.2.1. Escribamos la suma de la serie (A.18) como f (z) ,

f (z) = ĺım
n→∞

Sn (z) .

Entonces, la serie converge uniformemente si, y sólo si para cualquier ε > 0 existe
un N (ε) tal, que

|f (z)− Sn (z)| < ε,

para todo z ∈ E y n > N(ε).

Demostración. En efecto, supongamos que la serie u.c., luego existe N1 (ε) tal, que
para n > N1 (ε) y para cualesquier z ∈ E y p ∈ N, se cumple

|Sn+p (z)− Sn (z)| < ε

2
,

y haciendo que p→∞, obtenemos

|f (z)− Sn (z)| ≤ ε

2
< ε,

para todo z ∈ E y n > N1 (ε) .

Inversamente, si la desigualdad

|f (z)− Sn (z)| ≤ ε

2
,

se cumple para n > N2 (ε) y para todo z ∈ E, entonces, para todo p ∈ N,
tendremos

|Sn+p (z)− Sn (z)| = |f (z)− Sn (z)− [f (z)− Sn+p (z)]|
≤ |f (z)− Sn (z)|+ |f (z)− Sn+p (z)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε
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�

Supongamos ahora que E es un conjunto denso.

Lema A.2.2. Si cada término de la serie (A.18), u.c. en E, es una función continua
en E, la suma de la serie será una función continua en E.

Demostración. Acotemos |f (z)− f (z0)| para cualesquier z, z0 ∈ E,

|f (z)− f (z0)| = |[f (z)− Sn (z)] + [Sn (z)− Sn (z0)] + [Sn (z0)− f (z0)]|
≤ |f (z)− Sn (z)|+ |Sn (z)− Sn (z0)|+ |Sn (z0)− f (z0)| . (A.19)

A partir de la convergencia uniforme de la serie, sabemos que existe un N (ε) ∈ N
tal, que para n > N (ε) y ∀ z ∈ E, se verifica la desigualdad

|f (z)− Sn (z)| < ε

3
.

En particular

|f (z0)− Sn (z0)| < ε.

Como la función Sn (z) es continua en el punto z0, para toda n ∈ N; si fijamos
arbitrariamente n0 > N (ε) podemos encontrar un δ (ε) > 0 tal, que para |z − z0| <
δ (ε) , con z, z0 ∈ E, se cumpla la desigualdad

|Sn (z)− Sn (z0)| < ε

3
.

Escribiendo n = n0 en (A.19), tomando |z − z0| < δ (ε), y observando las ultimas
tres desigualdades, obtenemos

|f (z)− f (z0)| < ε

Concluyendo que la función f (z) es continua en cualquier punto z0 de E.

�

Supongamos ahora que E es una curva rectificable L.
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Lema A.2.3. Si los términos de la serie (A.18) son funciones continuas en L y la
serie es u.c. en L, entonces ésta puede integrarse término a término a lo largo de L,
e.d.∫

L

f (z) dz =

=

∫
L

f0 (z) dz +

∫
L

f1 (z) dz +

∫
L

f2 (z) dz + · · ·+
∫
L

fn (z) dz + · · ·

(A.20)

Demostración. Dado que los elementos de la serie son funciones continuas y la
serie es u.c. en L, del lema anterior se deduce que f (z) es continua. Escribiendo l
como la longitud de la curva L. Sea ε > 0, si N (ε) es tal, que para n > N (ε) en
todos los puntos de la curva L, se verifica la desigualdad

|f (z)− Sn (z)| < ε

l
,

entonces, para n > N (ε)∣∣∣∣∫
L

f (z) dz −
[∫

L

f0 (z) dz +

∫
L

f1 (z) dz +

∫
L

f2 (z) dz + · · ·+
∫
L

fn (z) dz

]∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
L

[f (z)− Sn (z)] dz

∣∣∣∣ < ε

l
· l = ε.

�

Sea G un recinto (región), esto es un conjunto abierto y conexo por trayectorias.

Cuando una serie de funciones es uniformemente convergente en todo subconjunto
cerrado y acotado (i.e. compacto) de G, decimos que converge uniformemente al
interior del recinto G. Esto equivale a pedir, que para todo z0 de G, exista un entorno
z0 en el cual la serie converja uniformemente.

Aśı, toda serie que converge uniformemente en el recinto G, es u.c. en el interior
de G. El resultado reciproco generalmente no sucede.

Teorema A.2.4. (Teorema de Weierstrass, sobre las series u.c. de funciones
anaĺıticas). Si los términos de una serie

f0 (z) + f1 (z) + f2 (z) + · · ·+ fn (z) + · · · , (A.21)

u.c. en el interior de G, son funciones anaĺıticas en este recinto, entonces la
suma de la serie f (z) también es anaĺıtica en G.

Además, las series
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f
(k)
0 (z) + f

(k)
1 (z) + f

(k)
2 (z) + · · ·+ f (k)

n (z) + · · · , (A.22)

que se obtienen de la primera, derivando término a término k veces, también conver-
gen uniformemente en el interior del recinto G, y representan en G las derivadas de
k-ésimo orden de la suma de la serie f (z).

Demostración. Sea z0 un punto cualquiera de G, y sea γ una circunferencia de
radio ρ con centro en z0 contenida en G con todo su interior. Es suficiente demostrar

el teorema para los puntos del entorno U : |z − z0| <
ρ

2
, de z0.

Sean ν ∈ γ y z ∈ U , puntos arbitrarios. Sustituyendo z por ν en la serie (A.21) y

multiplicando todos los términos de la serie por
k!

2πi

f (ν)

(ν − z)k+1
, con k ∈ N, tendremos

k!

2πi

f (ν)

(ν − z)k+1
=
∞∑
0

k!

2πi

fn (ν)

(ν − z)k+1
. (A.23)

Puesto que la serie (A.21) es u.c. en γ y dado que |v − z| < ρ
2
, se tiene∣∣∣∣∣ k!

2πi

1

(ν − z)k+1

∣∣∣∣∣ ≤ k!

2π
(
ρ
2

)k+1
,

la serie (A.23) también es u.c. en γ, entonces podemos integrarla término a térmi-
no, de donde

k!

2πi

∫
γ

f (ν) dν

(ν − z)k+1
=
∞∑
0

k!

2πi

∫
γ

fn (ν) dν

(ν − z)k+1
. (A.24)

Dado que las funciones fn (z) son anaĺıticas en el recinto G, sabemos que

k!

2πi

∫
γ

f (ν) dν

(ν − z)k+1
= f (k)

n (z) .

En (A.24) si k = 0, resulta

1

2πi

∫
γ

f (ν) dν

ν − z
=
∞∑
0

fn (z) = f (z) ,

luego f (z) representa en U una integral de tipo Cauchy, i.e. una función anaĺıtica
en U .

Si k > 0, de (A.24) resulta

k!

2πi

∫
γ

f (ν) dν

(ν − z)k+1
=
∞∑
0

f (k)
n (z) .

Ahora bien, el primer miembro de esta igualdad representa la derivada de orden k

de la integral
1

2πi

∫
γ

f (ν) dν

ν − z
, que es de tipo Cauchy, de modo que es igual a f (k) (z).

Luego en el entorno U de z0, vemos que
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f (k) (z) =
∞∑
0

f (k)
n (z) .

Por último, hay que demostrar la convergencia uniforme de ésta serie, i.e., de la
serie (A.24) en el mismo entorno.

Si en γ se cumple que

|f (ν)− Sn (ν)| < ε, para n > N (ε) ,

entonces ∀ z ∈ U y para los mismos n, tendremos

∣∣∣∣∣ k!

2πi

∫
γ

f (ν) dν

(ν − z)k+1
−
∞∑
0

k!

2πi

∫
γ

fj (ν) dν

(ν − z)k+1

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ k!

2πi

∫
γ

f (ν)− Sn (ν)

(ν − z)k+1
dν

∣∣∣∣∣
<
k!

2π

ε(
ρ
2

)k+1
2πρ,

podemos notar que el segundo miembro puede hacerse tan pequeño, a la par de
ε, como se quiera. Escribiéndose aśı la convergencia uniforme de la series (A.24) y
(A.22) en U . �

Teorema A.2.5. Sea f una función anaĺıtica en un recinto R y sea {zi} una sucesión
de ceros de la función que converge a z∗ ∈ R. Entonces, f es idénticamente cero en
R.

Demostración. Puesto que f es continua, f (z∗) = ĺım
i→∞

f (zi) = 0. Si f no es

idénticamente cero, podemos expresarla como una serie de potencias alrededor de z∗,

f (z) =
∞∑
n=1

an (z − z∗)n

tal que no todos los coeficientes an sean cero. Sea am el primer coeficiente distinto de
cero, entonces
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f (z) =
∞∑
n=m

an (z − z∗)n =

= am (z − z∗)m + am+1 (z − z∗)m+1 + · · ·

= (z − z∗)m
[
am +

∞∑
n=m+1

an (z − z∗)n−m
]

= (z − z∗)m g (z) ,

con g (z) anaĺıtica en R y g (z∗) = am 6= 0.

Supongamos que |g (z∗)| = 2ε. Además, puesto que g (z) es continua, existe δ > 0
tal que si |z − z∗| < δ, entonces |g (z)− g (z∗)| < ε. Luego en el disco |z − z∗| < δ,
tenemos

||g (z)| − 2ε| = ||g (z)| − |g (z∗)|| ≤ |g (z)− g (z∗)| < ε

lo cual implica que en el mismo disco, |g (z)| > ε. Entonces f (z) 6= 0 en un disco con
centro en z∗, lo que contradice la hipótesis de que z∗ es un punto ĺımite del conjunto
de ceros de f . Por lo tanto f es idénticamente cero en R. �

Teorema A.2.6.

1. Sea R ⊆ C una región, y sea f una función anaĺıtica, no constante, definida en
R. Entonces f : R→ C es una función abierta.

2. Si z0 ∈ R , y si f(z0) = w0 con multiplicidad m, entonces existe una vecindad
N de z0 tal que para cada w ∈ f(N) − {w0} el conjunto f−1(w) contiene m
puntos en N .

Definición. Sea R una región en C y sea {fn} una sucesión de funciones fn : R→ C,
decimos que {fn} converge uniformemente en todo subconjunto compacto de R si,
para cada compacto K ⊆ R, la sucesión formada por las restricciones {fn | K}
converge uniformemente en K

Teorema A.2.7. Sea {fn} una sucesión de funciones anaĺıticas en una región R ⊆
C, uniformemente convergente a una función f (z) en todo subconjunto compacto
de R, entonces f (z) es anaĺıtica en R, y la sucesión de derivadas {f ′n} converge
uniformemente a f ′ (z) en todo subconjunto compacto de R.

Demostración. Únicamente es necesario demostrar el resultado para un disco
cerrado D ⊆ R, el cuál supondremos tiene centro en z0 y radio r. Por resultados
anteriores, observemos que el ĺımite de la función f(z) es continuo en D, y que
ĺımn→∞

∫
γ
fn =

∫
γ
f, para cualquier curva cerrada γ en D.
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Ahora bien, puesto que fn es anaĺıtica, por el teorema de Cauchy se sigue que∫
γ
fn = 0 para toda curva cerrada γ ∈ D. Y por lo tanto, en virtud del teorema de

Morera , f es anaĺıtica en D.

Para ver que f ′n → f ′ utilizamos la expresión de la integral de tipo Cauchy
(A.A.1.5), la cual implica que si ∆ es un ćırculo con centro en z0 y radio ρ > 0,
cuyo interior esté contenido en R, entonces

|f ′n(z)− f ′(z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
∆

fn(w)− f(w)

(w − z)2
dw

∣∣∣∣
y mediante una estimación convencional, podemos ver que f ′n converge a f ′.

�

Corolario A.2.8. Sea fn una serie de funciones anaĺıticas en una región R ⊆ C; si∑m
n=0 fn converge uniformemente a f(z) en todo subconjunto compacto de R, entonces

f(z) es anaĺıtica en R y
∑m

n=0 f
′
n es uniformemente convergente a f ′(z) en todo

subconjunto compacto de R.

�

Teorema A.2.9. (prueba-M de Weierstrass). Sea {fn} una serie de funciones
fn : E → C, definidas en algún conjunto E, tal que

i) para cada n ∈ N existe Mn ∈ R que satisface |fn (z) | ≤Mn para todo z ∈ E,

ii)
∑∞

n=0 Mnconverge.

Entonces
∑∞

n=0 fn (z) converge uniformemente en E, y converge absolutamente
para cada z ∈ E.

Demostración. La convergencia absoluta se sigue inmediatamente de i) y ii), por
el criterio de comparación. Para la convergencia uniforme, sean Lr =

∑r
n=0Mn,

Vr =
∑r

n=0 |fn (z) | y Sr =
∑r

n=0 fn (z) . Por i) y ii) se cumplen respectivamente,
Vr ≤ Lr y para todo ε > 0, existe un N (ε) ∈ N tal, que para r > N (ε) y
para todo p ∈ N, se satisface la desigualdad, |Lr+p − Lr| < ε. Luego entonces
también |Vr+p − Vr| ≤ |Lr+p − Lr| < ε para ∀ z ∈ E, pero |Sr+p−Sr| ≤ |Vr+p − Vr|, y
por lo tanto |Sr+p−Sr| < ε, e.d. la serie

∑∞
n=0 fn (z) converge uniformemente en E. �

Definición. La norma ||f || = ||f ||E de una función f : E → C, la definimos como
supz∈E |f (z) |, siempre que f sea acotada. Diremos también, que la serie de funciones∑∞

n=0 fn (z) será normalmente convergente si

1. cada fn es acotada en E,
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2. la serie
∑∞

n=0 ||fn|| converge.

Por el teorema anterior, al hacer Mn = ||fn||, observamos que la convergencia
normal implica que la serie

∑
fn sea, tanto uniforme como absolutamente conver-

gente en E.

Observación A.2.1. Cuando las funciones a estudiar son meromorfas, hay que
considerar lo siguiente. Supongamos que {fn} es una serie de funciones meromorfas
en una región R ⊆ C, tales que para cada subconjunto compacto K ⊆ R existe
NK ∈ N, tal que

i) fn (z) no tiene polos (y por ello es anaĺıtica) en K para n > NK ,

ii)
∑∞

n>NK
fn (z) es uniformemente convergente en K.

En tal caso decimos que la serie de funciones meromorfas
∑
fn, converge

uniformemente en todo subconjunto compacto de R.

Como
∑∞

n≤NK fn (z) es meromorfa al interior K̊ de K, por ser una suma finita de

funciones meromorfas, y dado que
∑∞

n>NK
fn (z) es anaĺıtica en K̊ (por i), la función

∞∑
n=0

fn (z) =
∞∑

n≤NK

fn (z) +
∞∑

n>NK

fn (z) ,

es meromorfa en K̊ y sus polos son justamente los polos de las funciones fn, donde
n ≤ NK . Todo z ∈ R tiene una vecindad cuya cerradura es un compacto contenido
en R, por lo cual

∑
fn es meromorfa en R.

Series de la forma

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·+ an (z − z0)n + · · · , (A.25)

con a0, a1, a2, · · · , an, · · · , z, z0 números complejos dados, son llamadas series de po-
tencias.

Teorema A.2.10. de Cauchy-Hadamard. Sea

Λ = lim n
√
|an|.

Entonces,

i) si Λ =∞, la serie (A.25) es absolutamente convergente únicamente en z = z0,

ii) si 0 < Λ <∞, la serie es absolutamente convergente en el ćırculo |z − z0| <
1

Λ
,

y es divergente en el exterior del mismo,
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iii) si Λ = 0, la serie es absolutamente convergente en todo el plano.

Demostración.

Caso 1. Sea Λ = ∞. Luego por la definición de ĺımite infinito, para cualquier

número M > 0 existe N ∈ N que depende de la sucesión
{

n
√
|an|
}
, tal que

∣∣∣ n√|an|∣∣∣ >
N, si n > N. Aśı que para cualquier z 6= z0 existe un conjunto infinito de valores
n = nk, tales que ∣∣∣∣ nk√|ank |∣∣∣∣ > 1

|z − z0|
,

de donde resulta |ank (z − z0)nk | > 1. Lo cual implica que ĺım
n→∞

an (z − z0) 6= 0, e.d.

la serie no es convergente. Por lo que si Λ = ∞ la serie converge únicamente en el
punto z = z0.

Caso 2. Sea 0 < Λ < ∞. Para un punto w en el ćırculo |z − z0| <
1

Λ
, podemos

encontrar un numero positivo 0 < δ < 1 tal, que |w − z0| =
δ2

Λ
. Ya que Λ <

Λ

δ
=

δ

|w − z0|
, todos los valores de

∣∣∣ n√|an|∣∣∣, a partir de uno en adelante, deben ser menores

que
δ

|w − z0|
. Por esto, a partir de cierta n, los términos de la serie (A.25), satisfacen

|an (w − z0)n| < δn

pero la serie geométrica 1 + δ + δ2 + · · · + δn + · · · , es convergente, luego la serie

(A.25) es absolutamente convergente en todo punto w ubicado en |z − z0| <
1

Λ
.

Ahora, tomando w en el exterior del ćırculo |z − z0| <
1

Λ
, resulta

1

|w − z0|
< Λ.

Entonces existe un conjunto infinito de valores n = nk, para los cuales∣∣∣∣ nk√|ank |∣∣∣∣ > 1

|z − z0|
,

de donde resulta |ank (w − z0)nk | > 1. Lo cual implica que ĺım
n→∞

an (w − z0) 6= 0, es

decir, la serie no es convergente en ningún punto w ubicado al exterior del ćırculo

|z − z0| <
1

Λ
.

Caso 3. Sea Λ = 0. Para cualquier z 6= z0 y 0 < δ < 1, se cumple∣∣∣∣ nk√|ank |∣∣∣∣ < δ

|z − z0|
,

a partir de valores n suficientemente grandes. Por lo tanto, comenzando desde cierto
n, los términos de la serie (A.25) satisfacen:
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|an (z − z0)n| < δn.

De aqúı deducimos la convergencia absoluta de la serie en todo punto del plano.
�

Lema A.2.11. La serie de potencias (A.25) es uniformemente convergente en el
interior de su ćırculo de convergencia |z − z0| < Λ−1.

Demostración. Para ello, basta con ver que la serie es uniformemente convergente
en todo ćırculo cerrado |z − z0| ≤ r < Λ−1. Notemos que para cualquier subconjunto
compacto K ⊂ |z − z0| < Λ−1, existe un 0 < rk < Λ−1 tal que K ⊂ |z − z0| ≤ rk. Sea
w un punto del ćırculo de convergencia, ubicado en el exterior de la circunferencia
|z − z0| = rk. Claramente rk < |w − z0| = ρ ≤ Λ−1, y por hipótesis la serie (A.25) es
absolutamente convergente en el punto w, por lo que

∞∑
n=0

|an| |w − z0|n =
∞∑
n=0

|an| ρn <∞,

Además, en cada punto del ćırculo cerrado |z − z0| ≤ rk, se cumple la desigualdad
|an (z − z0)n| ≤ |an| ρn. Por último, mediante el criterio de comparación de las series,
deducimos que la serie (A.25) es uniformemente convergente en cada ćırculo |z − z0| ≤
r < Λ−1.

�

La serie de potencias

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·+ an (z − z0)n + · · · , (A.26)

es una serie, de funciones anaĺıticas, uniformemente convergente al interior del recinto
D : |z − z0| < Λ−1, con Λ−1 6= 0. Por los razonamientos del Teorema de Weierstrass
A.2.4, la suma f (z) =

∑∞
n=0 an (z − z0)n es una función anaĺıtica en el disco D y su

derivada de cualquier orden k, se puede obtener derivando término a término, la serie
(A.26)

f (k) (z) = k!ak+(k + 1) k . . . 2ak+1 (z − z0)+. . .+n (n− 1) . . . (n− k + 1) an (z − z0)n−k+. . .
(A.27)

Si hacemos z = z0, tendremos

f (k) (z0) = k!ak

despejando, nos resulta

ak =
f (k) (z0)

k!
, para todo k ∈ N (A.28)

Si sustituimos los valores encontrados de ak en (A.26), tendremos
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f (z) = f (z0) +
f ′ (z0)

1!
(z − z0) + · · ·+ f (n) (z0)

n!
an (z − z0)n + · · · ,

La serie del segundo miembro, es justamente la Serie de Taylor de la función f (z).

Por lo tanto, toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma f (z).

A continuación, supongamos que la sumas de dos series de potencias

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·+ an (z − z0)n + · · ·
y

b0 + b1 (z − z0) + b2 (z − z0)2 + · · ·+ bn (z − z0)n + · · · ,
con radios positivos de convergencia R1 y R2, coinciden en un entorno Vz0 : |z − z0| <
r del punto z0, es decir

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · · ≡ b0 + b1 (z − z0) + b2 (z − z0)2 + · · ·

Cuando z ∈ Vz0 . Si F (z) representa el valor común de dichas series, mediante las
identidades (A.28), tendremos que

a0 = b0 = F (z0) , a1 = b1 =
F ′ (z0)

1!
, . . . , an = bn =

F (n) (z0)

n!
, . . .

Es decir, los coeficientes correspondientes de las series, y por ende sus radios de
convergencia R1 y R2, coinciden. Por lo tanto las series son idénticas. Por lo que
solamente puede existir una serie de potencias de (z − z0) que tena una suma dada
en un entorno del punto z0.

Teorema A.2.12. Si las sumas de dos series de potencias de z − z0, coinciden en
un entorno del punto z0, entonces los coeficientes de las mismas potencias de z − z0

son iguales.

�

Lema A.2.13. Si las sumas de dos series de potencias

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·+ an (z − z0)n + · · ·

y
b0 + b1 (z − z0) + b2 (z − z0)2 + · · ·+ bn (z − z0)n + · · · ,

coinciden en un conjunto de puntos E tal, que z0 sea un punto de acumulación de E,
entonces

a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn, . . . ,

es decir, los coeficientes de las series son iguales entre śı
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�

Teorema A.2.14. Sea f una función uniforme y anaĺıtica en un recinto G, sea z0

un punto (finito) arbitrario de G, y ∆ = d (z0, ∂G) la distancia de z0 a la frontera
del recinto. Entonces existe una serie de potencias de z − z0 convergente en el disco
D : |z − z0| < ∆ que representa en D a la función f (z), esto es, si z ∈ D

f (z) =
∞∑
0

an (z − z0)n . (A.29)

Demostración. En efecto, sea un punto arbitrario z ∈ D, y γ : |ζ − z0| = ρ una
circunferencia con centro en z0, de forma que 0 ≤ |z − z0| < ρ < ∆. Por (A.24)
tendremos que

f (z) =
1

2πi

∫
γ

f (ζ)

ζ − z
dζ, si z ∈ |z − z0| < ρ. (A.30)

Ahora, representaremos a 1/(ζ − z) como la suma de una serie geométrica de la
razón (z − z0)/(ζ − z0), y módulo∣∣∣∣z − z0

ζ − z0

∣∣∣∣ =
|z − z0|

ρ
= δ < 1.

Para lo cual expresamos a 1/(ζ − z) en la forma siguiente,

1

ζ − z
=

1

ζ − z0 − (z − z0)

=
1

ζ − z0

· 1

1− z − z0

ζ − z0

=
1

ζ − z0

+
z − z0

(ζ − z0)2 +
(z − z0)2

(ζ − z0)3 + · · ·+ (z − z0)m

(ζ − z0)m+1 + · · ·

=
∞∑
0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1 (A.31)

Observemos que para todos los puntos ζ ∈ γ, el módulo del término general de la
última serie es ∣∣∣∣ (z − z0)n

(ζ − z0)n+1

∣∣∣∣ =
1

ρ
δn, con 0 < δ < 1,

por lo que la serie (A.31) es uniformemente convergente en γ.
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Aśı también ha de ser uniformemente convergente la serie que se obtiene a partir

de multiplicar a (A.31) por la función
1

2πi
f (ζ) , la cual está acotada en valor absoluto

en γ. Esto es, la serie

1

2πi
f (ζ) ·

(
1

ζ − z

)
=

1

2πi
f (ζ) ·

∞∑
0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1

=
∞∑
0

1

2πi

f (ζ)

(ζ − z0)n+1 (z − z0)n . (A.32)

Por lo tanto, dicha serie (A.32), puede integrarse término a término en γ. Haciendo
la integración, obtenemos

f (z) =
1

2πi

∫
γ

f (ζ)

ζ − z
dζ

=
∞∑
0

an (z − z0)n , (A.33)

donde

an =
1

2πi

∫
γ

f (ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

=
f (n) (z0)

n!
. (A.34)

Notemos que el desarrollo de la función en series de potencias, fué obtenido a
partir de un punto arbitrario del disco D, por lo tanto, ésta serie es convergente en
cualquier otro punto del disco D.

�

Sea f (z) una función entera y z0 ∈ C, entonces

f (z) = a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · ·+ an (z − z0)n + · · · , (A.35)

donde

an =
1

2πi

∫
|ζ−z0|=ρ

f (ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

=
f (n) (z0)

n!
.
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Dicha serie, converge a f (z) en todo el plano. Empleando las acotaciónes de
Cauchy, los coeficientes de la serie están acotados del siguiente modo

|an| ≤
M (ρ)

ρn
, con n ∈ N (A.36)

donde

M (ρ) = máx
|z−z0|=ρ

|f (z)| .

En nuestro caso, podemos tomar un radio ρ arbitrariamente grande. Por lo tanto,
śı el módulo de una función entera f (z) permanece acotado en todo el plano, e.d.
M (ρ) ≤M <∞ para todo ρ, la función f (z) es constante.

Teorema A.2.15. (de Liouville). Si f es anaĺıtica en C y existe un número real M
tal que |f (z)| ≤M , entonces f es constante.

Demostración. En efecto, si en las desigualdades (A.36) sustituimos M (ρ) por M
y escribimos las desigualdades para los valores naturales del ı́ndice n, tendremos

|an| ≤
M

ρn
, con n ∈ N

Para un n fijo, hagamos crecer a ρ indefinidamente, por lo que resultaŕıa |an| ≤ 0,
y an = 0 para toda n ∈ N. Luego entonces, por (A.35), resultaŕıa que f (z) = a0, para
todo z ∈ C. Es decir, la función f es constante.

�

Teorema A.2.16. (del módulo máximo). Si f (z) es una función no constante y
anaĺıtica en una reǵıon R, entonces |f (z)| no alcanza su valor máximo en R.

Demostración. En efecto, si z0 ∈ R entonces f (z0) es un punto interior de f (R),
ya que f (R) es un conjunto abierto. Por lo tanto existe un disco ∆ con centro en
f (z0) contenido en f (R). Claramente hay puntos en ∆, de la forma f (z) (con z ∈ R)
cuyos módulos son mayores que |f (z0)|. Entonces |f (z)| no alcanza su valor máximo
en z0. Y dado que z0 es un punto arbitrario de R, se sigue que |f (z)| no alcanza su
máximo en R.

�

Definición. A continuación vamos a definir una clase de series de funciones
anaĺıticas, dispuestas según las potencias enteras negativas de z − z0

a0 + a1(z − z0)−1 + a2(z − z0)−2 + · · ·+ an(z − z0)−n + · · · (A.37)
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Haciendo ξ = 1/(z − z0), llevemos (A.37) a la forma

a0 + a1(ξ) + a2(ξ)2 + · · ·+ an(ξ)n + · · · (A.38)

Observemos que su radio de convergencia es R = 1/ limn→∞
n
√
|an|; si R = 0 la

serie (A.38) solo converge en el punto ξ = 0; si 0 < R <∞, la serie es absolutamente
convergente en el ćırculo |ξ| < R y es divergente fuera de dicho ćırculo; por último,
si R =∞, la serie es absolutamente convergente en todo punto finito del plano.

Como |ξ| = 1/|z − z0|, se deduce que, si limn→∞
n
√
|an| = ∞ entonces la serie

(A.37) es divergente en todo punto finito; si 0 < limn→∞
n
√
|an| < ∞, la serie es

absolutamente convergente para |z − z0| > limn→∞
n
√
|an| y es divergente para

|z− z0| < limn→∞
n
√
|an|; por último, si limn→∞

n
√
|an| = 0, la serie es absolutamente

convergente en todos los puntos del plano, con excepción del punto z = z0. En
resumen, el campo de convergencia de la serie (A.37) es el exterior del ćırculo de
radio r = limn→∞

n
√
|an| con centro en z0, mismo que, para r = ∞ degenera en el

punto del infinito, para 0 < r <∞ es el exterior del ćırculo, y para r = 0 resulta en
todo el plano menos el punto z = z0

A continuación, estaremos suponiendo que r = limn→∞
n
√
|an| < ∞, con lo cual

tendremos efectivamente un convergencia para la serie (A.37), al mismo |z − z0| > r
lo designaremos mediante K.

Dado que la serie (A.38) es uniformemente convergente en todo conjunto cerrado
de puntos del ćırculo k = |ξ| < R y la transformación lineal ξ = 1/(z − z0) aplica
cualquier conjunto cerrado de puntos de k en un conjunto de puntos cerrados del
recinto K y viceversa, tendremos que la serie (A.37) converge uniformemente en el
interior de K. Observemos que en K está determinada la siguiente función

F (z) = a0 + a1(z − z0)−1 + a2(z − z0)−2 + · · ·+ an(z − z0)−n + · · · (A.39)

misma que en virtud del teorema de Weierstrass, es anaĺıtica en todos los puntos
finitos de K. En el punto del infinito, F (z) toma el valor a0, esto es F (∞) = a0.
En este sentido diremos que la función F (z) es anaĺıtica en el punto del infinito.
Por lo tanto la condición, para la función, de ser anáıtica en el punto del infinito
se caracteriza también por la existencia de un desarrollo de la forma (A.39), que es
convergente en un entorno del punto al infinito.

Definición. Una serie que generaliza los conceptos anteriores, es la llamada serie de
Laurent. La cual es de la forma

+∞∑
−∞

an(z − z0)n (A.40)
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Esta serie representa la suma de dos series

∞∑
0

an(z − z0)n y
∞∑
1

a−m(z − z0)−m (A.41)

Misma que consideramos convergente sólo cuando son convergentes ambas series
(A.41). De modo que hemos establecido la siguiente igualdad

+∞∑
−∞

an(z − z0)n = ĺım
η→∞

η∑
0

an(z − z0)n + ĺım
υ→∞

υ∑
1

a−m(z − z0)−m

y equivalentemente

+∞∑
−∞

an(z − z0)n = ĺım
η→∞
υ→∞

η∑
−υ

an(z − z0)n (A.42)

En la igualdad anterior η y υ tienden a infinito de manera independiente. Aśı mis-
mo, el sentido de (A.42) es el siguiente, para cada ε > 0 existe un N(ε) tal que, para
η > N(ε) y υ > N(ε) se cumple que∣∣∣∣∣

+∞∑
−∞

an(z − z0)n −
η∑
−υ

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ < ε

Es muy importante notar que las propiedades de convergencia absoluta y uniforme
de la serie de Laurent coinciden con las propiedades correspondientes de las series
(A.41).

Sea λ = limn→∞
n
√
|an| y r = limm→∞

m
√
|a−m|. La primera de la series (A.41)

converge absoluta y uniformemente al interior G de la curva Γ : |z − z0| = R = 1/λ,
y es divergente en el exterior de Γ. Mientras que la segunda de las series (A.41),
converge absoluta y uniformemente en el exterior g de la curva γ : |z − z0| = r, y es
divergente en el interior de dicha circunferencia.

Los recintos G y g tienen puntos en común si y sólo si r < R. En tal caso, la parte
común representa un anillo circular

D : r < |z − z0| < R (A.43)

Aśı, en el interior del anillo D ambas series convergen absoluta y uniformemente.
Por lo tanto, en D converge también la serie de Laurent (A.40), la cual representa en
D la siguiente función anaĺıtica

f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)n; con r < |z − z0| < R (A.44)
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Notemos que fuera del anillo D, una de las dos series (A.41) será divergente,
mientras que la otra converge; por esta razón la serie de Laurent es divergente fuera
del anillo D. Por lo tanto el campo de convergencia de la serie de Laurent es un
anillo circular, siempre que se cumpla r < R, de otro modo no existe tal campo.

En particular si r < δ < R, la serie (A.44) es uniformemente convergente en la
circunferencia γ : |z− z0| = δ, misma que también será uniformemente convergente si
multiplicamos todos sus términos por 1

2πi
(z − z0)−k−1, con k un entero arbitrario. Al

integrar la nueva serie sobre γ, tendremos

1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz =

+∞∑
−∞

an

∫
γ

f(z)

(z − z0)n−k−1
dz

Fácilmente, podemos comprobar que todas las integrales del segundo miembro son
iguales a cero salvo la correspondiente a n = k, la cual es igual a 2πi. Luego entonces

1

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz = ak; con k = 0,±1,±2, · · · (A.45)

Con ello, logramos obtener los coeficientes de la serie de Laurent a través de la
suma de dicha serie. Luego, si las sumas de de dos series de Laurent

f(z) =
+∞∑
−∞

ak(z − z0)k y g(z) =
+∞∑
−∞

bk(z − z0)k

convergentes en los anillos D y ∆, tales que contengan una misma circunferencia
ρ = |z − z0|, y si dichas series coinciden el los puntos de ρ, entonces los coeficientes
de ambas series serán iguales dos a dos, esto es

ak = bk; con k = 0,±1,±2, · · · ,

es decir, las series son idénticas. Naturalmente, las series resultan idénticas si los
anillos coinciden entre si y f(z) = g(z) en todos los puntos del anillo D.

Teorema A.2.17. Toda función f(z), uniforme y anaĺıtica en un anillo circular
D : r < |z − z0| < R, se expresa en este anillo por una serie de Laurent convergente

f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)n



A.2. SERIES DE FUNCIONES 119

Figura A.1: Anillodeconvergencia

Demostración. Sea z un punto en D y consideremos el siguiente anillo

D′ : r′ < |ζ − z0| < R′

ubicado interior del primer anillo y que contiene al punto z. Para poderlo construir
es suficiente tomar

r < r′ < |ζ − z0| < R′ < R.

Vamos a suponer que ρ = |ζ − z| es una circunferencia con centro en z, ubicada
al interior de D′. Dado que

g(ζ) =
f(ζ)

ζ − z
es una función anaĺıtica de ζ en el recinto D, salvo en el punto ζ = z; en virtud del
Teorema A.1.3, tendremos

1

2πi

∫
ΓR′

f(ζ)

(ζ − z)
dζ =

1

2πi

∫
Γr′

f(ζ)

(ζ − z)
dζ +

1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z)
dζ; (A.46)

aqúı ΓR′ , Γr′ , y γρ representan respectivas circunferencias |ζ − z0| = R′, |ζ − z0| = r′,
y |ζ − z0| = ρ, mismas que al integrar las recorremos en sentido contrario al reloj.

Notemos que la última integral de (A.46), es la integral de Cauchy, y por lo tanto

f(z) =
1

2πi

∫
ΓR′

f(ζ)

(ζ − z)
dζ − 1

2πi

∫
Γr′

f(ζ)

(ζ − z)
dζ; (A.47)

Representando 1/(ζ − z) bajo el signo de la primera integral (con ζ ∈ ΓR′), como
una serie geométrica de razón (z − z0)/(ζ − z0), cuyo modulo satisface la siguiente
relación
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∣∣∣∣z − z0

ζ − z0

∣∣∣∣ =
|z − z0|
R′

= θ < 1.

De donde, tendremos que

1

ζ − z
=

1

ζ − z0 − (z − z0)

=
1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=
∞∑
0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
(A.48)

Observemos que, para todo ζ ∈ ΓR′ , el módulo del término general de la última
serie es ∣∣∣∣ (z − z0)n

(ζ − z0)n+1

∣∣∣∣ =
1

R′
θn, con 0 < θ < 1,

luego entonces, la serie (A.48) es, con respecto de ζ, uniformemente convergente en
ΓR′ . A su vez, la serie que se obtiene al multiplicar (A.48) por 1

2πi
f(ζ), la cual está aco-

tada en valor absoluto en ΓR′ , será

1

2πi

f(ζ)

ζ − z
=
∞∑
0

1

2πi

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
(z − z0)n.

Esta serie puede integrarse término a término sobre ΓR′ , aśı

1

2πi

∫
ΓR′

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
0

an(z − z0)n. (A.49)

donde

an =
1

2πi

∫
ΓR′

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, con n = 0, 1, 2, · · · (A.50)

Notemos que la primera de las integrales del segundo miembro de la igualdad
(A.47), ha sido desarrollada como una serie convergente de potencias no negativas de
z − z0.

Ahora bien, para la segunda integral del segundo miembro de la igualdad (A.47),
vamos a escribir a −1/(ζ − z) con ζ ∈ Γr′ , como una serie geométrica de razón
(ζ − z0)/(z − z0), cuyo modulo satisface la siguiente relación∣∣∣∣ζ − z0

z − z0

∣∣∣∣ =
r′

|z − z0|
= ϑ < 1.
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De donde, tendremos que

−1

ζ − z
=

1

z − z0

1

1− ζ−z0
z−z0

=
∞∑
0

(ζ − z0)n

(z − z0)n+1
(A.51)

Esta serie, es uniformemente convergente en Γr′ . Multiplicando todos sus términos
por 1

2πi
f(ζ) y luego, integrando término a término, encontramos

−1

2πi

∫
Γr′

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
1

a−n (z − z0)−n, (A.52)

donde

a−n =
−1

2πi

∫
Γr′

f(ζ)

(ζ − z0)−n+1
dζ, con n = 1, 2, · · · (A.53)

Una vez más, observemos que la segunda integral en el segundo miembro de
la igualdad (A.47), a sido desarrollado como una serie convergente de potencias
negativas de z − z0.

Al substituir los desarrollos (A.49) y (A.52) en el segundo miembro de la igualdad
(A.47), hallaremos el desarrollo de la función f(z) en serie de Laurent para un punto
arbitrario z ∈ D, esto es

f(z) =
∞∑
0

an(z − z0)n +
∞∑
1

a−n(z − z0)−n

=
+∞∑
−∞

an(z − z0)n. (A.54)

Sus coeficientes pueden ser calculados respectivamente con las formulas (A.50) y
(A.53). Mientras que, si consideramos una circunferencia arbitraria Γ : |z − z0 = µ|,
con r < µ < R; a través del Teorema A.1.3 nos cercioramos que cada uno de los coefi-
cientes anteriores, se puede calcular efectuando la integración sobre la circunferencia
Γ, es decir

an =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, con n = ±1,±2, · · · .

�
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