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Resumen

Los materiales granulares son de gran importancia porque estan presentes en muchos procesos naturales
como el movimiento de dunas, avalanchas y hasta en los anillos de Saturno. También son ubicuos en la
industria, ya que pastillas, cemento, cereales y minerales se suelen encontrar en esta forma. Sin embargo, es
paraddjico que sean tan comunes en la naturaleza y que en cambio, su comportamiento sea excepcional y de
dificil explicacién.

En esta tesis se usé un modelo de particula suave en dos dimensiones para caracterizar a un flujo en un
plano inclinado y experimentos de segregaciéon. El arreglo numérico consiste en dos paredes verticales y dos
horizontales, dentro de las cuales se colocaron 1500 particulas, soportadas por una cama de particulas estati-
cas en la base de la pared inferior. El c6digo coloca a las particulas en posiciones y con velocidades aleatorias
dentro de las 4 paredes y después impone las condiciones fisicas, tales como la gravedad, para lograr que se
asienten en la base. Con las particulas asentadas, las paredes verticales se definieron periddicas y la gravedad
se inclind a diferentes dngulos, con el fin de generar un flujo de particulas. Dicho flujo se caracterizé obte-
niendo informacion como la energia cinética como funcién del tiempo, campos de velocidad, mapas escalares
de fluctuaciones de velocidad, temperatura granular y densidad de particulas; asi como perfiles verticales
de velocidad, de temperatura granular y densidad. Estos resultados se compararon cualitativamente con los
presentados por Pouliquen[1]. Para el estudio de segregacién se introdujo un intruso de diferente tamartio y
densidad dentro del flujo, manteniendo el drea total de las particulas constante. Dentro de este estudio se

midio la posicion vertical del intruso como funcién del tiempo.

Con estas medidas se establecio el tiempo necesario para alcanzar el estado permanente, mismo que se
usé para determinar la posicién final del intruso. Se trazaron diagramas de la posicién vertical final del
intruso como funcién de la relaciéon de tamanos y de densidades entre el intruso y las particulas del grueso.
Ademas se obtuvieron mapas de densidades, temperatura granular, perfiles de velocidades, etc. Se utilizaron
los datos reportados por Thomas|[2] y usando el niimero de coordinacién (Z) se encontré una forma de escalar

nuestros datos con los datos de un experimento con un tambor giratorio.



CAPITULO

Introduccion

Como primera parte del proyecto de tesis se hizo una revision bibliografica sobre el estado del arte de los

materiales granulares. En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos sobre el tema.

1.1. Materia granular

Un material granular es una coleccion de particulas sélidas o granos, tales que la mayoria estan en
contacto con al menos algunas de sus particulas vecinas[3]. Los medios granulares son ubicuos® en la natu-
raleza y de ellos existen abundantes ejemplos, como son: pastillas, cereales, avalanchas, dunas, cinturones
de asteroides, erosion, sedimentacién, erupciones volcdnicas, etc. Algunos ejemplos se muestran en la Figura

1.1. Son tan importantes que el 75 % de las materias primas del mundo estdn en forma de materia granular[4].

Sin embargo, es paraddjico que los materiales granulares sean tan comunes en la naturaleza y que en
cambio, su comportamiento sea excepcional y de dificil explicacion. Estos materiales estan constituidos de
granos solidos, pero al estudiar el conjunto se observa que en algunas ocasiones exhiben propiedades de
sélidos y en otras de fluidos. Por ejemplo, pueden tomar la forma del recipiente que los contiene o tomar
una variedad de formas cuando carecen de soporte. Tal es el caso del dngulo observado entre las pilas de
arena y el plano horizontal que las sostiene, llamado dngulo de reposo. Otro fenémeno interesante, llamado
dilatancia de Reynolds que consiste en la expansién del material para poder deformarse o fluir. Esto ocu-
rre debido a que deben aparecer huecos para permitir que los granos fluyan a través del material[5]. Otra
consecuencia de este inusual comportamiento se refleja en las propuestas de los modelos hidrodinamicos de

flujos granulares densos, en los que se asume que el material se comportara elasticamente bajo un esfuerzo

”

1“Que estd presente a un mismo tiempo en todas partes.
junio, 2010

Vid. Diccionario de la real academia de la lengua, www.rae.es\,
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Figura 1.1: Ejemplos de flujos granulares en la naturaleza y en la industria. De izquierda a derecha y de arriba a abajo. Manejo
de medicamentos en la industria farmacéutica (transportacién, envasamiento, etc.). Avalancha de nieve. Movimiento de dunas en el
desierto. Los anillos de saturno, compuestos por asteroides que colisionan continuamente.

pequeno y que fluird después de que alguna componente de los esfuerzos exceda un valor umbral (esfuerzo de
cedencia 0¢)[6]. Estos son sélo algunos ejemplos del inusual comportamiento de materiales granulares. Como
se observa, experimentan variaciones en su densidad (compresibilidad), esfuerzos de cedencia, elasticidad y
otros fenémenos de descripcién compleja o poco estudiada y por ello su estudio desde el punto de vista fisico

es atractivo.

1.1.1. Conceptos basicos

En esta seccién se describiran algunos conceptos béasicos que permitiran abordar el tema de los materiales
granulares con facilidad.
Densidad

La densidad de un material granular es la masa por unidad de volumen y la expresion es:

Ps = 7T (11)

donde py es la densidad granular en kg/m3; mg es la masa granular en kg y Vj es el volumen granular en
m?. De acuerdo con diferentes condiciones al formarse la pila de material, la densidad granular puede ser

dividida en densidad libre y densidad de compactacién dindmica de la pila. El cociente entre la densidad de
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compactacion y la densidad libre es llamado coeficiente de compacidad y se expresa

Pm
Ky =—, 1.2
Pd (1-2)
donde K, es el coeficiente de compacidad, p,, es la densidad de compactacién de la pila y pg es la densidad

libre de la pila.

Estructura granular

La estructura granular que trata sobre el arreglo de gréanulos y poros. Por su tamano, la estructura

granular se puede dividir en dos:

= Microestructura: La que sélo puede ser observada con ayuda de un microscopio éptico o electrénico.

= Macroestructura: La estructura que se observa a simple vista o por una lupa, como estratificaciones,

fracturas, grandes poros, granulos, etc.

Sobre la base de su organizacion y acoplamiento, la estructura granular puede ser dividida en los siguientes

tres tipos:

= Un sélo tipo de grano. Son estructuras de fragmentos minerales o arenas, que carecen de fuerza de
acoplamiento entre particulas o en los que ésta es despreciable. Entre menos uniforme es la distribucion
de las particulas, més compacta es la estructura. La estructura granular que se forma rapidamente es

menos densa que la que se forma lentamente.

= Estructura apanalada. Los granos que estdn acoplados unos a otros de forma lado-lado o cara-lado
son conocidos por tener una estructura apanalada (a veces llamada estructura celular o estructura
floculante), que hace que los granos tengan algunas propiedades especiales estrechamente relacionadas

con la intensién y la distorsion, tales como la porosidad celular, la viscosidad y la elasticidad.

s Textura glomerogranular. Algunos ensambles de granos de aparente forma cara-cara, cuando una

gran pila de granos se manifiesta.

Con el cambio de condiciones externas tales como la carga y la temperatura, la estructura granular se alterara.
La fuerza de acoplamiento de los granulos se incrementara, si el medio granular se deshidrata. Impulsado por
la presion y el corte, la estructura apanalada puede transformarse en una estructura de direccion en paralelo

y la estructura granular y la compresibilidad también pueden cambiar.

Factor de porosidad, cociente de porosidad y grado de compactacion

El factor de porosidad de un material granular es el cociente del volumen de poros y el volumen total del
medio granular en condicién libre. Se define como:
Vs =V,
np = ——— x 100, %, (1.3)
Vs
donde n,, es la porosidad del material granular, %; Vs es el volumen total del material granular, incluido el

volumen de aire y V, es el volumen de las particulas sélidas.
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La porosidad de un material granular también puede ser medida con el cociente de porosidad. El cociente
de porosidad es la razon entre el volumen de los poros y el volumen de los granos en condicién libre. Se

define como:
V-V

T x 100, %, (1.4)

ep

donde ep es el cociente de porosidad del medio granular, %.

La relacion entre el factor de porosidad np y el cociente de porosidad ep es

ep np
= o ep = .
1+€P 1—np

np (1.5)

Una caracteristica importante de los materiales granulares es que entre los granos existen muchos poros.
El factor de porosidad en un medio granular es independiente de su estructura granular, porque ambos
conceptos miden caracteristicas diferentes. El factor de porosidad es grande para materiales granulares con
irregularidades angulosas y pequenas para medios regulares con particulas redondeadas. También es grande
para estructuras con un sélo grano y pequena para estructuras floculantes y texturas glomerogranulares.

Las propiedades de materiales granulares que tienen la misma porosidad, pero que tienen diferente dis-
tribucién de formas y tamanos, son diferentes. Lo que significa que no es suficiente con solo saber el factor
de porosidad y el cociente de porosidad. El grado de compactacién también debe ser conocido, de manera
que la holgura, la compactacién y la estabilidad de la estructura puedan ser deducidas.

El grado de compactacién de un medio granular es el grado con el que se puede compactar al material
granular bajo la accién de una fuerza externa. En general, el cociente del volumen granular después de
la compactacion y el volumen en su estado original libre, se define como el grado de compactacion de un

material granular y se expresa como:
Viys

VS 3

Ky = (1.6)

donde Ky, es el grado de compactacién de un material granular; Vy, es el volumen granular después de ser

compactado. También se puede expresar el grado de compactacion en términos del cociente de porosidad:

€Pmax — EP

Ko = (1.7)

)
€Pmax — €EPmin
donde epjq, €s el maximo cociente de porosidad del material en estado absolutamente laxo y libre; epyin
es el cociente de porosidad minimo que se toma en estado completamente compactado; ep es el cociente de
porosidad natural.

Existen otras propiedades de los materiales granulares, pero sélo se presentan estas por considerarse las

més importantes. Para una discusién completa se puede consultar a Wu et al.[7].

1.2. Modelado de materiales granulares

Para poder estudiar a los materiales granulares se han usado diversas aproximaciones en distintas in-
vestigaciones. Estas pueden ser clasificadas en dos grupos: (i) modelos continuos y (ii) modelos discretos[3].
La primera de ellas usa el enfoque de sistemas, considera al material granular como un continuo con ciertas
caracteristicas. Por ello lo modela como un todo usando modelos hidrodindmicos, que pueden ser derivados
formalmente de principios bésicos de fisica estadistica[8]. No obstante, los resultados de esta estrategia suelen

ser cuestionados por tener limitaciones en la descripcién del flujo granular. Esto ultimo suele explicarse al
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observar que la separacién de la longitud macroscépica y las escalas de tiempo de las longitudes y esca-
las macroscépicas son mucho menos pronunciadas de lo que se desearfa en una descripcién continual9]. El
segundo grupo de modelos consiste en tomar en cuenta el balance individual de fuerzas de cada particula
dentro del flujo. A estos modelos también se les llama modelos de particula y su mayor aplicacién es en
simulaciones numéricas. Para los rangos tipicos de tamanos de particula (0.1 - 10 mm), los materiales suelen
parecer discretos a simple vista. Lo que hace pensar que los modelos discretos son mas apropiados que los
modelos continuos. Sin embargo, un conocimiento imperfecto de las fuerzas de contacto entre particulas y
limitaciones practicas en el tiempo de computo, limitan a los modelos discretos. A pesar de este inconvenien-
te, muchos de los atributos tales como la forma, distribucién de tamanos y caracteristicas de la deformacién
pueden ser incorporados més facilmente en este tipo de modelos que en los modelos continuos. Ademas,
los sistemas fluidos con complicadas geometrias se pueden examinar facilmente. Por otro lado la simulacién
de sistemas de particulas sélidas, que usualmente suelen tener un gran nimero de particulas, hoy en dia
estd mas alla del alcance de los modelos discretos. En contraste con los modelos continuos, es dificil cons-
truir soluciones analiticas aproximadas para modelos discretos de problemas de flujos. Asi, ninguna clase
de modelos es superior a la otra en todos los aspectos. Ambos tipos de modelos se describen brevemente a

continuacion.

1.2.1. Modelos continuos

Modelos continuos han sido usados extensamente para problemas tanto estaticos como dindmicos. En
estos modelos las particulas son reemplazadas por un medio continuo y se supone que cantidades como la
velocidad y la densidad son funciones suaves de la posicién y el tiempo. Como los materiales granulares son
discretos a simple vista, puede sorprender el uso de modelos continuos. Ademads, algunas de las escalas de
longitud de los aparatos usados en experimentos de laboratorio pocas veces exceden 50 - 100 didmetros de
particula[10, 11, 12]. A pesar de estas caracteristicas los modelos continuos han sido usados con distintos
grados de éxito en muchas situaciones. La motivacion para usar estos modelos ha sido elocuentemente descrita

por Truesdell y Muncaster[13].

“A pesar de lo discreta que pueda ser la naturaleza en si, las matematicas de un sistema discreto
muy numeroso permanece hoy en dia més alld de la capacidad de cualquiera. Para analizar lo
grande, lo reemplazamos con lo infinito, porque las propiedades de lo infinito son mas simples
y sencillas de manejar. La matematica de sistemas grandes es el cdlculo infinitesimal, el analisis
de funciones que estan definidas en arreglos infinitos y cuyos valores oscilan entre infinidad de
arreglos. Necesitamos diferenciar e integrar las funciones. De otra forma estamos paralizados
si deseamos lidiar efectiva y precisamente con més de algunas docenas de objetos capaces de

interactuar mutuamente. Asi, de alguna manera debemos introducir la continuidad. ”

La anterior discusién no indica las condiciones bajo las cuales es razonable usar modelos continuos pa-
ra materiales granulares. Hoy en dia no existe una respuesta correcta. Con referencia a fluidos, muchos
autores[12, 14, 15, 16, 17] creen que estos modelos son validos si la escala de longitud caracteristica del
sistema es mucho mas grande que el espacio medio entre las moléculas constituyentes o particulas. En el
contexto de materiales granulares el espaciamiento deberia ser tomado como la distancia entre los centros de

las particulas, sabiendo que en muchos casos el hueco entre las superficies de las particulas puede ser mucho
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menor que el tamano de particula[3]. Por razones intuitivas, pareciera que las escalas de tiempo deben ser
también importantes en los problemas de flujo. De hecho, con referencia a gases, Chapman y Cowling[18§],
sugieren que (i) un elemento de volumen infinitesimal dV correspondiente al modelo macroscépico o continuo
deberfa contener un nimero grande de moléculas y (ii) en un intervalo de tiempo infinitesimal deberfa ser
largo comparado con el tiempo medio requerido por las moléculas para cruzar AV, si no son deflectadas por
las colisiones. Se sabe que la condicién (i) es violada en flujos granulares tipicos, sin embargo (ii) se man-
tiene. Un pequeno elemento de volumen AV puede efectivamente contener un niimero grande de particulas.
Por ejemplo, considérese un medio que consiste de particulas de didmetro Imm y que AV es un cubo de
1lmm de lado. Entonces, en cualquier momento, AV contiene menos de dos particulas. Sin embargo, si las
particulas atraviesan el volumen con una velocidad media de 0.2 ms~! (que es comparable con las velocida-
des verticales tipicas alcanzadas en la regién de salida de tolvas de laboratorio), alrededor de 200 particulas
pasaran a través de AV en un segundo. Mientras sélo se preste atencién a fenémenos que sélo ocurren en
escalas de tiempo que son mucho mayores a un segundo, AV definitivamente contendra un nimero grande
de particulas. Tal vez esto proporciona una pista sobre el aparente éxito de los modelos continuos, incluso

en los casos en que las escalas de longitud no son mucho més grandes que el tamano de las particulas.

Una vez que el material granular es idealizado como un continuo, éste se puede someter a las leyes de
balance de la mecanica del medio continuo. Estas ecuaciones contienen demasiadas variables y por ello debe
complementarse con ecuaciones constitutivas que describen el comportamiento del material. En la actualidad,
la falta de ecuaciones constitutivas validas para un amplio rango de densidades y velocidades de esfuerzo
de corte, plantea un obstaculo importante. Ademds, como senialé Truesdell y Muncaster[13], es dificil de
incorporar informacién de la naturaleza de las particulas en ecuaciones continuas, a menos que se haga de
manera heuristica. A pesar de estas deficiencias, se han producido numerosos intentos de utilizar modelos

continuos para los materiales granulares. Algunos de estos modelos se describirdn més adelante.

Leyes de balance para modelos continuos

Una ley de equilibrio se postula para cada una de las siguientes cantidades: (i) masa, (ii) cantidad de
movimiento, (iii) momentum angular, (iv) energia y (v) entropia. Si hay una discrepancia entre la teorfa
y los experimentos, las ecuaciones constitutivas se modifican, pero las leyes de equilibrio por lo general
permanecen sin cambios. A menos que se indique lo contrario, el material granular serd tratado como un
continuo de una sola fase, ignorando la presencia del liquido intersticial. Por ello, la densidad del material

granular serd denotada por

p = ppl, (1.8)

donde p, es la densidad de la particula y v es la fraccién de sélidos. Se supone que p, es una constan-
te, pero v puede variar. Algunas observaciones sobre las leyes de equilibrio especificas son pertinentes. El
balance de masa expresa la ley de conservaciéon de masa. El balance de momentum lineal establece que la
tasa de cambio del momentum lineal de un cuerpo es igual a la suma de fuerzas de contacto y de cuerpo
que actian sobre él. Para materiales como el aire y el agua, no hay pares localizados. En tales casos puede
demostrarse[14, 16, 17] que el balance de momentum angular se satisface idénticamente al considerar que
el tensor de esfuerzos es simétrico. Aunque se puede demostrar que las colisiones entre particulas rugosas

llevan a tensores de esfuerzos asimétricos[3]. El balance de entropia se usa raramente de forma directa, pero
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Figura 1.2: Un volumen V, que representa la configuracién de un cuerpo en un tiempo t. Los puntos indican los puntos materiales.

junto con el balance de energia puede ser usado para obtener una expresion para la tasa de produccién de
entropia S en términos de los gradientes de campos variables, tales como la velocidad y la temperatura. La de-
sigualdad de Clausius-Duhem, que representa la segunda ley de la termodindmica para un proceso continuo,
establece que S > 0. Como se muestra en los libros de la termodinamica irreversible y mecénica del medio
continuo, esta desigualdad se puede utilizar para suponer las formas de las ecuaciones constitutivas y poner
restricciones a los parametros que aparecen en ellas. Por ejemplo, se puede demostrar que la viscosidad de

corte de un fluido newtoniano debe ser no-negativa, como también el médulo de Young de un sélido elastico[3].

Lo primero a definir en un flujo que se considera continuo es la velocidad del medio. Como se esta lidiando
con un continuo, no hay particulas. Por lo tanto las velocidades estan definidas en términos del movimiento de
puntos materiales, que son los andlogos a las particulas dentro del continuo. Considere el flujo de un material
granular a través de una tuberia. Suponiendo que el material puede ser tratado como un continuo, en el que
para cualquier tiempo t se considera un volumen V', como se muestra el la Figura 1.2. Ademds, se supone
que el continuo esta compuesto por entidades primitivas llamadas puntos materiales, que son representados
por los puntos de la Figura 1.2. Los puntos materiales contenidos en V' constituyen un cuerpo y la region del
espacio fisico ocupado por el cuerpo recibe el nombre de configuracién. El movimiento del cuerpo consiste
en la secuencia de configuraciones en distintos momentos, por ejemplo: el volumen V de la Figura 1.2 es la
configuracién del cuerpo en el tiempo t. Si ¢ es el tiempo actual, el nombre que recibe dicha configuracién
es configuraciéon actual. En ausencia de cambios de fase y reacciones quimicas, cada configuracién de un
cuerpo contiene el mismo conjunto de puntos materiales. El volumen correspondiente a cada una de estas
configuraciones se llama volumen material y se denota por V,,(t). Asi, la forma y el tamano de un volumen
material se puede cambiar con el tiempo, pero siempre contiene el mismo conjunto de puntos materiales.
Para seguir adelante, el concepto de marco de referencia debe ser definido. Un marco de referencia consiste
en un sistema de coordenadas espaciales y un reloj. Para muchas aplicaciones, es conveniente elegir un marco
de referencia que esté en reposo. Tal estructura es llamada marco de laboratorio[3]. Se podria hablar mucho
més acerca del concepto de puntos materiales, puntos espaciales y en general de teoria del continuo, pero

una revisién profunda de estos conceptos se puede encontrar en Mase et al.[19].

Existen dos formas de presentar los distintos tipos de balances continuos: forma diferencial, e integral.
La forma elegida depende de la aplicacién que se dara. Los balances integrales proveen estimados de canti-
dades globales tales como el flujo total de masa en una tolva y la fuerza total ejercida sobre la pared de la
tolva. Mientras que los balances diferenciales proveen informacién detallada acerca de la densidad, esfuerzo y

campos de velocidad en todos los puntos del dominio de interés. Obtener informacién del balance diferencial
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suele requerir mucho mas trabajo que el de los balances integrales. Los balances de masa y de momentum

son los mas comunes y se discuten a continuacion junto con otros balances.

El balance de masa se puede expresar en forma diferencial e integral. Si se considera un volumen material

Vin(t), el balance integral de masa fue dado por Fung[17] y por Stattery[20].

d

dt Vi (1)

donde p = p,v es la densidad del material granular.

El balance diferencial de masa o ecuacién de continuidad toma la forma de (Batchelor[14]; Whitaker[16];
Fung[17]; Bird et al.[21])

dp

ot

La ecuacién 1.10 puede ser obtenida de la ecuacion 1.9 si se usan el teorema de la divergencia y los teoremas

+V.-(pv)=0. (1.10)

de transporte. La ecuacion 1.10 también se puede expresar de forma alternativa como:

Dy _

5y = (V). (1.11)

dondeD/Dt es la derivada material.

Dentro del marco de laboratorio, el balance integral de momento lineal dado por Fung[17]; Slattery[20];

Bird et al.[21], es.
d
— pvdV :/
dt Jv,. ) s

donde V;,,(t) es el volumen material con una superficie Sy, (t) que lo limita; t(,) es el vector de esfuerzo o

t(n)dS+ / pde, (112)
® Vin (2)

m

la fuerza por unidad de 4rea ejercida a través Sy, (t) sobre el material en V,,,(¢) debido al material de fuera;
b es la fuerza de cuerpo por unidad de masa; y n es el vector normal unitario que apunta hacia dentro de
Sm(t). A partir de aqui, suponemos que la fuerza de cuerpo surge solamente por la atraccién del campo
gravitacional de tierra. Para la mayoria de las aplicaciones relacionadas con flujos terrestres, la fuerza de
cuerpo por unidad de masa b puede ser aproximada por g, la aceleracién de la gravedad. De forma general,
también puede haber otros tipos de fuerzas del cuerpo, como la fuerza ejercida sobre un material cargado
por un campo eléctrico externo.

La ecuacién 1.12 también puede ser usada en marcos de referencia en movimiento relativo con el marco
de laboratorio, pero la expresién para las fuerzas de cuerpo involucraria muchos mas términos.

El balance diferencial de momento lineal esta dado por

Dv

— =-_v. b 1.13
P = Vo +rb, (1.13)

donde D/ Dt representa a la derivada material. Igual que en el caso del balance de masa, la ecuacién 1.13 puede
ser obtenida de la ecuacion 1.12 usando los teoremas de transporte y de la divergencia. En algunos problemas,
la ecuacién 1.13 puede no ser adecuada para describir el movimiento relativo al marco de laboratorio, si b
es tomado como la aceleracion de la gravedad g. La fuerza de cuerpo tiene que ser modificada mediante la
inclusién de términos adicionales provenientes de varias fuentes, como la rotacién de la Tierra sobre su eje

o el movimiento de la la misma alrededor del sol. Como serfa el caso de flujos ocednicos o en tuberias muy
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largas o en general donde las escalas de tiempo y espacio obligan a tomar en cuenta fuerzas centrifugas o de
coriolis, que pueden ser resultado de la rotacién de la tierra sobre su propio eje[3].

La ecuacién 1.13 puede ser combinada con el balance de masa de la ecuaciéon 1.10 y ser reescrita como

9(pv)
ot

+V.(pvv) ==V -0+ pb, (1.14)

Para el caso del balance de momentum angular, se supone que los flujos granulares carecen de torques
localizados[3] y por lo tanto el balance de momentum angular se satisface idénticamente al definir al tensor
de esfuerzos como un tensor simétrico, i.e.

o=ol, (1.15)

donde el superindice T' denota la transpuesta del tensor. Existen situaciones en las cuales el tensor se debe
considerar asimétrico. Para una revisién completa se recomienda leer el capitulo 9 de Rao et. al.[3]. También
es posible hacer el balance de energia para flujos granulares. Si se considera despreciable la transferencia de

energfa por radiacién, se puede tomar el balance de energia de Whitaker[16] o Malvern|[22];

D

N 1 9
pE(U+§|v|)-—V-(a-v)—i—pb-v—V-q, (1.16)

donde U es la energia interna por unidad de masa, % | v |2 es la energfa cinética por unidad de masa y q es
el vector flujo de energia. Los términos —V - (o - v) y pb - v, representan la tasa de trabajo por unidad de
volumen del material debido a los esfuerzos y las fuerzas de cuerpo, respectivamente. Y el término —V - q
representa la tasa de transferencia de energia por unidad de volumen del material, debido a la conduccién.

La ecuacién anterior se puede reexpresar usando el balance de masa como

o, ~ 1 A~ 1
5[p(U+§ | v |2)]—|—V-[pv(U—|—§ Iv)]=-V-(o-v)+pb-v-V-q. (1.17)
Existen otras formas del balance de energia que se encuentran en la literatura, ésta sélo es una de ellas.

El uso de modelos continuos para la prediccién del comportamiento de medios granulares es muy amplio

en la literatura. En la siguiente seccién se muestran algunos ejemplos de casos recientes.

Ejemplos de modelos continuos de materiales granulares

Esta categoria de modelos considera que las particulas forman parte de un fluido y por lo tanto para
conocer las caracteristicas del flujo, es necesario obtener la solucién de las ecuaciones de conservacién. Esta
solucién puede obtenerse de forma tedrica como en el trabajo de Eshuis et al.[9] o numérica como en el
trabajo de Bertrand et al.[8]. Este tipo de aproximacién pasa por alto el comportamiento individual de cada
particula y por ende, los sistemas que consisten en un niimero pequeno de particulas no pueden ser modelados
con esta técnica. Sin embargo, los sistemas que comprenden particulas que estan igualmente distribuidas y
con las mismas propiedades del material, de tal manera que se pueda pensar que forman un continuo, pueden
ser tratadas con esta técnica y los resultados obtenidos pueden ser cualitativamente comparables con datos
experimentales. Algunos ejemplos de trabajos en los que esta aproximacién ha sido aplicable, se recapitulan
en el trabajo de Bertrand[8]. Uno de estos ejemplos es el modelado del transporte de polvos en un reactor de
polimerizacién continua, provisto con un impulsor de aspas. En dicho trabajo el dominio computacional se
dividié en celdas y se calculé el desplazamiento del material granular por medio de un balance de masa no

estacionario; éste tomo en cuenta a la gravedad y al movimiento del impulsor. Esto puede observarse, hasta
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cierto punto, como un método de solucion en elemento de volumen finito de la ecuacién de conservacion:

oC
— +V(CV) =5, (1.18)
ot
donde C' representa la fraccion de volumen de sélidos; v la velocidad y S representa una fuente que puede ser
cero. En este modelo, ¥ tiene en cuenta la fuerza de la gravedad a través de la velocidad de sedimentacién

dada por

. D?g(ps = paire)

VUsedimentacion — — 7o (119)

18Maire

donde D representa el diametro de la particula; g la aceleracion de la gravedad; ps ¥ paire son la densidad
del aire y de las particulas, respectivamente; y piqire €s la viscosidad dinamica del aire. En este caso se usé la
teoria hidrodindmica para predecir el empaquetamiento de cierto material dentro del tanque en un momento
dado y el resultado estuvo en concordancia cualitativa con lo observado en los experimentos. Existen otros
ejemplos de trabajos en los que la concordancia se da al menos de forma cualitativa. Claro que los modelos
basados en la mecénica del medio continuo pasan por alto el comportamiento de las particulas individuales,
aunque suele ocurrir que las ecuaciones constitutivas son derivadas de relaciones obtenidas de la mecanica
estadistica clasica, que en un principio toma en cuenta el comportamiento individual. En el ejemplo anterior
se muestra que una ecuaciéon de balance tipica puede usarse para tratar de predecir el comportamiento de
un flujo granular, sin tomar en cuenta el comportamiento individual de cada particula. Aunque existen otro

tipo de modelos que toman en cuenta dicho comportamiento.

1.2.2. Modelos discretos

Elsegundo tipo de modelos simula el movimiento individual de cada particula, con un tratamiento especial
para las colisiones eventuales. En este caso los ejemplos més socorridos estan relacionados con simulaciones
numéricas de sistemas de particulas, en las cuales se calcula la trayectoria de dichas particulas en cada instante
de tiempo, de acuerdo con las leyes de la mecdnica clasica. Las particulas en el vacio siguen trayectorias
balisticas bien conocidas, pero el uso de modelos para las colisiones eventuales en simulaciones numéricas es
mucho més reciente. Esta técnica fue iniciada por Cundall et al.[23]. En este método las leyes de Newton
se aplican a cada particula y su movimiento se sigue en el tiempo. La propuesta anterior fue denominada
método de los elementos separados (distinct element method) por Cundall; En la literatura cominmente se
le denomina método de elementos discretos (discrete element method). Existen diversas aproximaciones para
modelar el contacto entre particulas, la més sencilla es suponer que las colisiones son instantaneas. Para ello
se supone que existen coeficientes de restitucién y de friccién asociados a las colisiones entre particulas. De
manera que, sabiendo el estado inicial de ambas particulas antes de la colision, se obtiene el estado final
un instante después. A este tipo de modelos se les conoce como modelos de esfera dura. Estos modelos son
limitados porque suponen que las colisiones son instantdneas, lo que es cierto para flujos poco densos, como
gases granulares; pero es falso para flujos més densos o con velocidades pequenas. Existe otro tipo de modelos
que suponen que las colisiones duran cierto tiempo, el método de esfera suave. Con este tipo de metodologia
se permite que las particulas se traslapen, pero a este traslape se oponen fuerzas normales y de corte que
dependen de la extensién del traslape. Asi el material se idealiza como una coleccién de particulas suaves
con un nucleo repulsivo. Considerando a las particulas esféricas, el balance de fuerzas del momento linear y

angular para la #-ésima particula esta dado por
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k.
dVi -
mlﬁ Zmib+ZFij, (1.20)
Jj=1
y
/d&)' s
L = ;(Tz‘j + M), (1.21)

donde my, vy, I; vy w; son respectivamente, la masa, la velocidad lineal del centro de masa, momento de
inercia y velocidad angular de la particula i; b es la fuerza de cuerpo por unidad de masa; F;; es la fuerza
ejercida sobre la particula ¢ por la particula j, que estd en contacto con ella; k; es el nimero de particulas en
contacto con la particula i; T;; es el torque ejercido sobre la particula 7, debido a la componente tangencial
de la fuerza de contacto entre las particulas ¢ y j; y M;; es el torque de la friccién de rozamiento ejercida
por la particula ¢ sobre la particula j. Los paréntesis alrededor de los indices ¢ y j indican que no aplica la

convencién de la suma. El torque T; esta dado por

T = (Rpyn) x Fyy;, (1.22)

donde R; es el radio de la esfera ¢ y x denota el producto cruz entre dos vectores.

La velocidad lineal se mide con respecto al sistema coordenado que estd en reposo relativo. Por otro
lado, la velocidad angular w; se mide con respecto al sistema coordenado cuyo origen siempre coincide con
el centro de masa de la particula i y cuya orientacién siempre depende del tiempo. Atn cuando w; se denota
con una flecha curva en la Figura 1.3, es de hecho un vector en direccién del eje de rotacion. Siguiendo la
convencién usual[24], el vector se dirige hacia afuera del plano para la rotacién en direccién antihoraria. Esta

convencion se refiere a la regla de la mano derecha.

Se cree que el torque de friccién de rodamiento IM;; surge principalmente por las pérdidas de histéresis
asociadas con la deformacién de las particulas durante el rodamiento[25]. La necesidad de incluir este efecto
fue mostrada por Zhou et al.[26]. Supongamos que se deja caer una esfera sobre una superficie plana con cero
velocidad angular y velocidad lineal paralela a la superficie. Si el torque del coeficiente de friccion se omitiera
en la ecuacion 1.21, los calculos muestran que la esfera se mueve indefinidamente. Por ello es importante
incluir este término en problemas tales como la formacién de pilas. Expresiones para M;; estdn dadas en
Zhou et al., 1999.

Para completar el modelo, las expresiones para la fuerza de contacto en las direcciones normal y tangen-
cial, deben de ser especificadas dependiendo del modelo que sea mas apropiado o el que se tenga disponible.
Como ya se mencioné estos modelos pueden ser los correspondientes a particula dura o suave. Ambos méto-

dos se explicardn a continuacién.

Método de esfera dura

En el marco del modelo de esfera dura, se supone que las particulas son perfectamente rigidas y que siguen
un movimiento inalterado hasta una colisiéon. Debido a lo rigido de la interaccién, las colisiones se producen

de forma instantanea, de modo que lo mas apropiado es usar un método de simulaciéon con un tiempo de paso
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Figura 1.3: Dos particulas esféricas ¢ y j en contacto en un punto C. Aqui v; es la velocidad del centro de masa de la particula 7, w;
es la velocidad angular y n es el vector unidad dirigido sobre la linea que une a los centros de masa de las particulas.

controlado por eventos. La naturaleza instantanea de las colisiones entre esferas duras es artificial, aunque es
un limite vdlido en muchas circunstancias. Aunque los detalles del contacto (el comportamiento de colisién)
se pasan por alto, el modelo de esfera dura es valido cuando las colisiones binarias dominan y los contactos
de varias particulas son raros. La falta de informacién fisica en el modelo permite un tratamiento muy simple
de las colisiones. Sélo es necesario el uso de una matriz de colisién que incluye la conservacién del momentum

y las normas de la perdida de energia[6].

Entre colisiones, las esferas rigidas viajan en forma independiente una de otra. Un cambio en la velocidad
(y por lo tanto un cambio en la energia) puede ocurrir solamente en una colisién. Se define un modelo para
la interaccion de particulas idénticas en colisién instantdnea. Sabiendo que éstas tienen un radio a y una
masa m. Las velocidades postcolisionales v/ de dos compaiieros de colisién en el sistema de referencia de su

centro de masa se dan en términos de velocidades precolisionales v de la siguiente manera
vig=VvigF (1+7)vn/2, (1.23)

con v, = [(vi — va) - n]n, donde la componente normal de la velocidad relativa vi — vy, paralela a n y el
vector unitario apuntando a lo largo de la linea que conecta los centros de las particulas que chocan. En
el modelo de esfera dura, si dos particulas chocan, sus velocidades son cambiadas de acuerdo a la ecuacién
anterior. El cambio de la energia translacional en una colisién esta dado por AE = —mi2(1 — r?)v2 /2 con

la disipacién por el coeficiente de restitucion r < 1.

Dado que estamos interesados en el comportamiento de particulas granulares, que podrian evolucionar
a lo largo de varias décadas en el tiempo, es posible usar un método controlado por eventos (ED) que dis-

cretiza la secuencia de eventos con un tiempo de paso variable adaptado al problema. Esto es diferente de
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simulaciones MD clésicas, donde el paso de tiempo suele ser fijo.

En las simulaciones ED, las particulas siguen un movimiento de traslacién no perturbado hasta que un
evento ocurre. Un evento es la colision entre dos particulas o la colisiéon de una particula con una frontera
o la colisién de una particula con el limite de una celda (en la estructura unida por celdas). Aquf las celdas
no tienen efecto sobre el movimiento de las particulas, sino que se introduce exclusivamente para acelerar la

busqueda de vecinos de colisién futuros en el algoritmo.

Simples algoritmos ED actualizan al sistema completo después de cada evento, un método que es sencillo,
pero ineficiente para un gran numero de particulas. En este tipo de algoritmos, la informacién manejada es
el antiguo y el nuevo estado del sistema. Cada uno de estos contiene como minimo el tiempo del evento,
las posiciones, las velocidades y los vecinos en el evento. Cuando una colision ocurre, el estado antiguo y el
nuevo son intercambiados. Asi el que fue el nuevo estado, se convierte en el antiguo estado actual, mientras
que el que fue el viejo estado se convierte en el nuevo y asi el nuevo estado esta libre para el cdlculo y el
almacenamiento de eventos posteriores. Este aparente intercambio de informacién es llevado a cabo de forma
muy sencilla y rapida al sélo intercambiar las etiquetas del estado nuevo y antiguo, respectivamente. Notese
que con el fin de actualizar el tiempo del siguiente contacto ¢;;, de la particula ¢ con cualquier otro objeto j,
si este cambia de estado independiente, debido a una colisién con otra particula. Durante la simulacion tales

actualizaciones pueden ser necesarias varias veces para que el nuevo estado predicho tenga que ser modificado.

Como observacion final sobre las simulaciones ED, se deben notar las desventajas relacionadas con las
suposiciones hechas; las mismas que permiten la utilizacién de un algoritmo controlado por eventos, limitan
la aplicabilidad del método. Dentro de su rango de aplicabilidad, las simulaciones ED suelen ser mucho
més rapidas que las simulaciones MD, ya que con el método recién comentado, se usa una sola operacién
bésica en una sola colisién (colisién matriz), mientras que el segundo requiere alrededor de cien pasos basicos
(integracién del tiempo de paso). Témese en cuenta que lo anterior también es cierto en un régimen denso.
En un régimen diluido, ambos métodos proporcionan resultados equivalentes, porque las colisiones son en
su mayoria binarias[6]. Cuando el sistema se vuelve mas denso, las colisiones miltiples de particulas pueden
ocurrir y la suposicién rigida hecha con las simulaciones ED de esfera dura deja de ser valida. La diferencia
més notable entre las esferas duras y las suaves es el hecho de que las particulas blandas disipan menos
energia cuando estdn en contacto con muchas otras de su tipo. A continuacién se discutird més sobre el

método de esfera suave.

Método de esfera suave

Con este tipo de metodologia se modela el contacto entre esferas, suponiendo un traslape entre éstas,
como ya se explicd anteriormente. Los traslapes entre las particulas y sus velocidades relativas en estas
direcciones son evaluadas y luego relacionadas a las fuerzas a través de un modelo adecuado. Por simplicidad
se consideran dos particulas ¢ y j en contacto, como en la Figura 1.3. Si n se considera el vector unidad a lo
largo de la linea que une a los centros de masa de las particulas y que va dirigido de ¢ a j. La velocidad de ¢

relativa a j en el punto de contacto C' esta dado por

Vij = Vi —Vj+ (R(i)w(i) + R(j)w(j)) X n, (1.24)
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Figura 1.4: Modelos para las fuerzas de contacto entre dos particulas en la direccién normal (a la izquierda) y (a la derecha) la direccién
tangencial. Tomado de Tsuji et al. 1992.

donde R; es el radio de la particula ¢, x es el producto cruz y los paréntesis alrededor de los indices i y j
indican que la convencién de la suma no aplica. Asi la velocidad relativa en la direccién normal, i.e., en la
direccion n, esta dada por

v, = (V45 - n)n, (1.25)

donde v;; -n denota el producto escalar o producto punto entre los vectores v;; y n. Por lo tanto en el punto

C de la Figura 1.3, la velocidad i relativa a j en la direccién tangencial esta dada por
Vi =V —Vp = (X V) X 0. (1.26)
El traslape entre las particulas en la direccién normal esta dado por
& =Ri+R;— (rj —r;)-n, (1.27)

donde r; es el vector posicién correspondiente a la particula j. Debido a que los sistemas de interés gene-
ralmente contienen un gran nimero de particulas, el tiempo de cédlculo para resolver la deformacion de las
particulas seria muy grande. En lugar de eso se puede suponer que las fuerzas de contacto pueden ser calcu-
ladas usando modelos de resorte y amortiguador, donde las fuerzas ejercidas por el resorte y el amortiguador
dependen del traslape y de la velocidad relativa, respectivamente. Por ejemplo Tsuji et al.[27], usa un resorte
elastico y un amortiguador viscoso en paralelo, como el que se muestra en la Figura 1.4, para calcular la

fuerza normal F,, ejercida sobre la particula ¢ en al direccion de n por la particula j, de forma que
F, = —(k.&on+ Cpvy), (1.28)

donde k,, y C), son la rigidez o la constante del resorte y el coeficiente de amortiguacién en la direccién nor-
mal, respectivamente. Para dos esferas elasticas en contacto bajo la accion de fuerzas normales, i.e., fuerzas
dirigidas en n, la solucién de Hertz[28], muestra que k, x /£, y la constante de proporcionalidad puede ser

expresada en términos de las propiedades elasticas y el radio equivalente de las esferas.

Para calcular la fuerza tangencial, la direccién tangencial esta definida por el vector unitario ¢

t= (1.29)

_|Vt|’
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donde v; es la velocidad relativa en la direccién tangencial, dada por la ecuacién 1.26 y | v; | denota la
magnitud de vy; si la colisién actual comienza en el tiempo tg, el traslape en la direccion tangencial en el

tiempo t esta dado por

t
gtz/ v | dt. (1.30)
to

Finalmente, usando un resorte y un amortiguador en paralelo (Figura 1.4 derecha), la fuerza tangencial F,

ejercida sobre la particula ¢ por la particula j en la direccién de t esta dada por
Fy = —(k&et + Cove), (1.31)

donde k¢, C v & son la rigidez, el coeficiente de amortiguamiento y el traslape en la direccién tangencial,
respectivamente. Para dos esferas elasticas que estan presionadas en contacto por fuerzas normales y luego
estdn sujetas a fuerzas tangenciales, la solucién mostrada por Cattaneo[29] y Mindlin[30], muestra que k&,
la fuerza tangencial producto de la deformacion de las esferas depende de la fuerza normal, de las propiedades
elasticas y el radio de las esferas y del coeficiente de fricciéon deslizante p entre las superficies de las esferas.
Expresiones para la rigidez y el coeficiente de amortiguamiento estan dados en Tsuji et al., Brilliantov et
al.[31], Cleary[32] y Zhou et al.[33].

La friccién entre las particulas se incorpora de acuerdo al modelo de Cundall y Strack (1979). Si la fuerza
tangencial | F; | sobrepasa a u | F,, |, donde F,, es la fuerza normal y pu es el coeficiente de friccién, la
ecuacion 1.31 es remplazada por

Fi=—(u|Fn|t). (1.32)

En la literatura existen muchos ejemplos de simulaciones numéricas distintas, donde este tipo de modelos
son usados. Con la disponibilidad creciente de computadoras mas poderosas y rapidas es mas probable que
este tipo de modelado se vuelva mas popular. El dia de hoy estan limitadas por el nimero de particulas
que pueden ser manejadas y por complejidades asociadas con (i) una descripcién apropiada de las fuerzas
de contacto para las fuerzas entre particulas y las fuerzas entre paredes y particulas y (i) las formas de las

particulas no esféricas.

1.2.3. Ejemplos del modelado discreto en la literatura

Muchos métodos de este tipo han sido desarrollados durante anos y se pueden dividir en dos categorias.
La primera categoria comprende los métodos probabilisticos, que se basan en un generador de ntimeros
aleatorios para desplazar a las particulas en el dominio de simulacién. Ejemplos de este tipo de métodos son
mostrados en Bertrand et al.[8] y comprenden simulaciones numéricas de fenémenos de segregacién como
el de la nuez de Brasil. Un ejemplo de estos métodos consiste en desplazar las particulas de un sistema
en forma escalonada y de recurrir a un procedimiento tipo caminante aleatorio para aceptar o rechazar un
desplazamiento dado de acuerdo a un principio de energia definido previamente. La principal ventaja de estos
métodos, también llamados de Monte-Carlo, es que son rdpidos. Su mayor limitacion esta unida al hecho que
no permite colisiones entre particulas, lo que sin duda juega un papel muy importante en dichos sistemas. En
la practica, se ha utilizado principalmente para simular la sedimentacién de las particulas de todas formas
y tamanos. En particular, ha demostrado su eficacia para proporcionar aproximaciones de la porosidad de
empaquetamientos polidispersos con una tendencia a sobrestimar su valor, un fenémeno que se debe al hecho

de que las colisiones entre las particulas no se contabilizan[8]. El segundo tipo de modelos cuenta con métodos
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deterministas, como el método de Dindmica de Stokes (o simplemente Stokesian Dynamics, SD) de Brady
y Bossis (1985) y el DEM, introducido por primera vez en Cundall y Strack (1979). SD no es mds que un
método de gran alcance para el cdlculo de las trayectorias de particulas que interactian en un fluido de
suspension. Se basa en la ecuacién de Langevin de N-cuerpos de movimiento:

dv

M— = Fiotal- 1.33
g7 total (1.33)

En esta ecuacién, M es una matriz que contiene la masa de las particulas; ¥ es un vector que representa
la velocidad de las particulas que interactian; y Fi,q s una fuerza neta que puede contener términos hi-
drodindmicos, asi como términos no hidrodindmicos para tener en cuenta a otras interacciones, como pueden
ser las fuerzas coloidales y el movimiento browniano. El principal inconveniente de este método reside en el
hecho de que requiere la solucién de un sistema completo de la matriz, que restringe en el orden de 1000 el
tamano de las suspensiones que pueden ser estudiadas[8]. Ambos modelos (esfera dura y suave) suelen ser

usados tanto para desarrollar teoria, como simulaciones numéricas.

1.3. Segregacion

Es bien sabido que cuando diferentes particulas son puestas en movimiento relativo (sometidas a corte,
flujo o vibracién), no se mezclan y tienen la tendencia a reagruparse en algunas dreas[2]. Esta segregacion
aparece tan pronto como hay diferencias en el tamano[34, 35, 36|, densidad[37], forma, rugosidad[38] o dngulo
de reposo[39, 40]. Por ejemplo, en una mezcla de cuentas grandes y pequetias del mismo material, las cuentas
grandes cominmente son encontradas en la superficie de la cama después de que el material granular se
ha movido o vibrado o en la periferia si el arreglo es un tambor giratorio[41]. Para particulas de la misma
composicion la segregacién de particulas grandes y pequenas ha sido investigada en numerosos estudios y
generalmente las particulas grandes se encuentran en la superficie de un medio compuesto de particulas pe-
quenas (al contrario de las pequetias que suelen encontrarse al fondo de un grupo de particulas grandes). En
ambos casos las cuentas grandes o pequenas son expulsadas fuera de la cama principal, ya sea en la superficie
o en el fondo. Y la segregacién parece ser independiente del volumen relativo de la fraccién en volumen de las
2 especies en la mezcla[2]. Esta segregacion ha sido explicada por efectos geométricos; mientras las particulas
fluyen juntas es mds probable que una particula pequena encuentre un hueco lo suficientemente grande en
el cual caer, a que una particula grande lo haga. Las particulas pequenas se mueven hacia abajo y en conse-
cuencia las particulas grandes van hacia arriba. Este proceso ha sido llamado tamizado dindmico (dynamic
percolation). Pero esta interpretacién geométrica no toma en cuenta el hecho de que algunas particulas tal
vez empujen a sus vecinos para crear algo de espacio y moverse hacia abajo[42]. Esta suposicién supone
que la capa de cuentas pequenas es lo suficientemente fuerte para soportar el peso de una cuenta grande y
que las cuentas grandes no pueden apartar a las cuentas de la cama para ir hacia el interior. Ademas se ha
sostenido que las particulas que giran en la superficie ven a la rugosidad de pequena escala de la cama de las
particulas pequenas, lo que puede llevar a un movimiento relativo adicional. Esto puede ser observado en la
formacion de pilas de material granular[43, 44, 45, 46], donde las particulas grandes giran sobre los taludes y
se acumulan en la base de la pila 0 en un tambor giratorio medio lleno[35], donde las particulas grandes van
maés alla de las pequenas y se detienen en la periferia del cilindro. De la misma manera particulas pequenas

estan atrapadas en la rugosidad de una cama compuesta por particulas grandes, lo que lleva a un nicleo
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central cilindrico dentro de una pila de material granular[47] o un ntcleo central de particulas pequenas en

un tambor giratorio[36].

Existe una gran variedad de experimentos en los que se puede estudiar el fenémeno de segregacion, pero
s6lo algunos de ellos son los més recurrentes en la literatura. Anteriormente se han mencionado a los 3

arreglos mas comunes en los que se ha observado segregacion en materia granular. Estos son:
= Planos inclinados
= Tambores giratorios
= Formacién de pilas

De forma experimental, la segregacion en estos casos ha sido estudiada por Thomas[2] y la siguiente seccién

se presentan algunos de sus resultados.

1.3.1. Tambores girados

Considérese un cilindro horizontal parcialmente lleno de una mezcla de arena fina y gruesa, como se
muestra en la Figura 1.5a. Sorprendentemente, la rotacion del cilindro causa la formacién de bandas en la
direccién axial (Figuras 1.5b y 1.5¢). Las bandas claras y oscuras contienen mds arena gruesa y arena fina,
respectivamente. Este fendmeno de segregacion axial fue reportado primero por Oyamal[48]. Los experimentos
sugieren que la segregacion radial o estratificacién de la mezcla en la direccién radial es un precursor de la
segregacion axial[49, 50, 51]. Donald y Roseman[49], sugirieron el siguiente mecanismo para la segregacién
radial. En cualquier seccién transversal del cilindro, hay una capa delgada de corte adyacente a la superficie
libre de la cama de material granular. Por debajo de esta capa, el movimiento del material se puede aproximar
por la rotacién de cuerpo rigido[52]. En la capa de corte, las particulas mds pequenas o més pesadas se pueden
filtrar hacia abajo a través de los huecos entre las particulas méas grandes o mas ligeras, lo que lleva a la
formacién de un ntcleo del primer tipo de particulas. Los experimentos de Thomas[2] muestran que la
segregacién radial no siempre ocurre. En un experimento con particulas que tienen la misma relacion de
tamanos, se encontré que las particulas gruesas se encontraron uniformemente distribuidas a lo largo de
la seccién transversal de la cama. Si la segregaciéon radial ocurre, la rotacion del cilindro puede ocasionar
que este patrén se vuelva inestable, llevando a la formacion de bandas en la direccion axial. Das Gupta et
al.[50] sugirieron que la inclinacién de la superficie libre de la cama giratoria debe diferir para particulas
finas y gruesas si las bandas van a formarse. Sobretodo, hace falta una simple explicacién cualitativa para
la segregacién axial. Los anteriores ejemplos proveen chispazos de la amplia variedad de comportamientos
del flujo que se pueden encontrar en la practica. En la Figura 1.6 se muestra un ejemplo a color de bandas
de segregacién en tambores girados. En éstas, las bandas de segregacion se observan de manera mas clara, e

incluso que después de tiempos largos (2 meses) las particulas se separan por completo.

Un arreglo similar fue usado por Thomas[41], aqui se buscé estudiar la segregacion radial y por ello el
disco giratorio es delgado, ya que buscaba emular un arreglo 2D. En la Figura 1.7 se muestra una fotografia
de este arreglo experimental.

En el trabajo de Thomas (2004), se midié la posicién radial media de los intrusos. Los resultados se

presentan en la Figura 1.8, donde el eje horizontal es la razén de densidades y el vertical representa a la
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20 cm

(a)

(b)

(c)

Figura 1.5: Formacién de bandas en un cilindro horizontal de vidrio, con un diametro interno de 75mm y longitud de 550mm. El cilindro
estd parcialmente lleno de arena fina (didmetro de particula entre 1.0 y 1.6 mm, fraccién de peso = 0.58 ) y arena gruesa (didmetro de
particula entre 0.2 y 0.5 mm), de tal manera que la masa total de arena es 0.885 kg. Las fotograffas fueron tomadas después de que el
cilindro fue rotado a mano al rededor de su eje después de n revoluciones en un tiempo ¢, y luego detenida. (a) n = 89, ¢, = 74s; (b)
n = 93, t, = 44s; (c) n = 52, t, = 33s, la velocidad angular del cilindro estuvo aproximadamente en el rango de 6 — 13rads™* (Ta2
revoluciones por segundo). Este experimento fue montado por Mr. P. T. Raghuram. Tomado de K. K. Rao et al.[3].

Figura 1.6: Formaciéon de bandas en un cilindro horizontal de vidrio a color. Una serie de fotografias que muestran mas claramente
la formacién de bandas axiales en cilindros girados. Las particulas verdes son de mayor tamano que las blancas. Después de tiempos
largos (2 meses) las particulas se separan por completo, como se muestra en la imagen inferior. Cortesia de la M. en C. Rocio Chicharro
Serra, Laboratorio de fluidos, Facultad de ciencias, UNAM.
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Figura 1.7: Arreglo experimental de Thomas[41]. Un disco giratorio delgado medio lleno de particulas. Las particulas claras son mas
pequenas que las particulas oscuras. El anillo de segregacién formado por particulas oscuras de 1.5 mm de didmetro (vidrio) en una cama
de 90 um de particulas de vidrio pequenas en un tambor cuasi 2D. La localizacién radial de los trazadores estd definida precisamente
(nétese que la cuenta superior continta en la capa fluida). La posicién es muy sensible al valor de la razén de tamanos y de densidades.
La variacién del radio del anillo es de gran ayuda para estudiar el efecto geométrico de la segregacién al hacer una equivalencia con la
variacién de la posicién inducida por un cambio de densidad.

posicion radial adimensional. Se presentan varias curvas que muestran cambios en la razén de tamanos.
Los puntos del eje vertical cercanos a 1 son los casos en los que se observé segregacién “normal”, donde
las particulas grandes estdn por arriba de la cama de particulas pequenas. Y los puntos del eje vertical
cercanos a cero son segregacion “inversa”. En éstos, el intruso mas grande se mueve hacia abajo de la cama
de particulas. Estos resultados son importantes porque presentan un estudio de segregacién en un arreglo

cuasi-bidimensional, por lo que en principio son comparables con los resultados de este trabajo.

Figura 1.8: Resultado tomado de Thomas[41]. Posiciones radiales medias del los trazadores para distintas razones de tamanos: (H) 2
(y algunos cocientes comprendidos entre 1.98 - 2.11); (o) 3 (2.94 - 3.175); (o) 4.23(4 - 4.47); (A) 6 (6 - 6.67); (a) 7.5 (7.5 - 8.33); (O)
10 (9.92-10.58); (M) 20 (19.85 - 21.17) (datos promediados cuando hay muchos experimentos.)

1.3.2. Vertederos

Un vertedero es usado para transportar material de flujo por gravedad de un punto a otro de menor nivel.
Un esquema de esto se muestra en la Figura 1.9a). Algunas caracteristicas del flujo en vertederos pueden
ser ilustradas considerando los experimentos de Johnson et al.[12] (1990). El vertedero esta conectado a un
suministro que contiene particulas de vidrio por una cdmara con valvulas en cada extremo. Al ajustar las
véalvulas apropiadamente, es posible regular el caudal de particulas y permitir dos tipos de condiciones de
entrada en el vertedero. Estas son llamadas (i) la condicién de entrada densa y (ii) la condicién de entrada

libre. En el caso (i), el material entra al vertedero como una cama densa que se mueve lentamente, mientras
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en el caso (ii) este entra como una nube de baja densidad de particulas rebotando. En regiones que no son
cercanas a los extremos del vertedero, se ha encontrado que las cantidades no varian significativamente en la
direccion del flujo, i.e., el flujo esta completamente desarrollado. Esto ocurre para un rango de inclinaciones

del vertedero.

Para flujos completamente desarrollados existe una discusién amplia en Rao[3], donde la Figura 1.9b
muestra la variacion del caudal adimensional por unidad de anchura 7* con el estancamiento adimensio-
nal de masa mp™*. Dicho estancamiento es la masa de material contenida entre dos planos 7' normales a
la direccién de flujo (véanse las lineas quebradas de la Figura 1.9a), divididas por el drea de la base. Para
valores bajos del caudal, se ha encontrado que el estancamiento es independiente de la condiciéon de entrada.
Mientras el caudal se incrementa desde el punto 1, la densidad de la capa fluida se incrementa. Para caudales
por arriba del punto 3, el estancamiento para la entrada libre es mucho menor que el de la entrada densa y
los perfiles de velocidad también son cualitativamente diferentes en ambos casos. La flecha horizontal en la
grafica de m* —m7™ en la Figura 1.9b indica una abrupta transicion desde la rama de la entrada libre hacia la
entrada densa mientras el caudal se incrementa. Esto pasa para ciertos valores de inclinacion 6. Considerando
los perfiles de velocidad, se ha observado que la velocidad de deslizamiento en la base del vertedero puede
ser bastante grande en algunos casos, en contraste con el comportamiento de liquidos. Ademaés para entradas
de flujo densas (ver los puntos 4’ y 5" en la Figura 1.9b), sélo una parte del material por arriba de la base se
cizalla y el resto aparenta moverse como un tapon. Asi los flujos en vertederos revelan muchas caracteristicas
interesantes, tales como muiltiples estados estacionarios, velocidad de deslizamiento en paredes sélidas y la
ocurrencia de muchos tipos de perfiles de densidad y velocidad.

En el estudio de Thomas[2] uno de los experimentos consistié en estudiar la segregacién en un vertedero.
Aqui, dos tipos de patrones de segregacién fueron encontrados dependiendo solamente de la razén de ta-
marios: (i) las particulas grandes cubren la superficie; y (ii) las particulas grandes no estén en la superficie,
sino dentro de la cama compuesta por particulas pequenas: hay una segregacion inversa. El caso (i) aparece
para do/dy < 4: particulas pequenas bajan y las particulas grandes suben al fluir. En este caso las particulas
grandes cubren la superficie. Trabajando con un 90 % de particulas grandes se llega a que las particulas
finas forman una capa en el fondo de las secciones cruzadas. Para flujos que contienen el 10 % de particulas
grandes, el depédsito exhibe una capa superficial que estd compuesta de particulas grandes. Para las razo-
nes de tamanos mds pequenas (pero ain por encima de 1), la segregacién es muy eficiente y ni una sola
particula se encontré por debajo de la capa superficial. Para razones de tamafno mayores (atin por debajo

de 4), algunas particulas grandes se encontraron dentro de la cama y la gran mayoria de ellas en la superficie.

El caso (ii) es ain mds sorprendente. Este aparece para grandes razones de tamafios (dy/d1 > 4). En
este caso no hay particulas grandes en la superficie de la cama. Las secciones transversales en el depdsito
muestran que las particulas grandes estan distribuidas de forma aleatoria en todo el espesor, excepto en el

area cerca de la superficie. Esto fue llamado por Thomas segregacién inversa.

1.3.3. Formacién de pilas

Considérese una pila cénica de material granular descansando sobre una superficie horizontal. Muchos
trabajos han medido el esfuerzo normal N ejercido por el material sobre la base de la pila como una funcién
radial de la distancia r medida desde el centro de la base. A continuacién se discutirdn los resultados de

Vanel et al.[53] para pilas de arena. La pila fue construida al verter arena de un embudo sobre una placa
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Figura 1.9: (a) Flujo descendente por un vertedero. (b) Variacién del caudal de masa adimensional por unidad de anchura (™)
con el estancamiento de masa adimensional m* para el flujo de cuentas de vidrio[12]. El caudal estd escalado por ppdp \/gdp y el
estancamiento por ppd, donde pp es la densidad de particula, dp es el didmetro de particula y g es la aceleracién de la gravedad.
Puntos 4 y 5 corresponden a la entrada de flujo libre y puntos 4’ y 5" a la condicién de entrada compacta. Para puntos del 1 al 3, el
estancamiento es independiente de la condicién de entrada. Los perfiles de la componente = de la velocidad u también se muestran.
Los cuadros sombreados indican la distribucién de la fraccién de sélidos en la direccién y. Los didmetros de particula son 1 £+ 0.1mm.
Figura tomada de Rao[3].
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base, mostrada en la Figura 1.10a, con el embudo siendo movido hacia arriba, de tal manera que su punta
esta siempre un poco por encima del vértice de la pila. El perfil de esfuerzos muestra un minimo en el centro
de la base (Figura 1.10b), contrario a la expectativa intuitiva que el esfuerzo normal deberfa ser méximo en
esta zona. Esto es llamado esfuerzo por inmersién y varios modelos han sido propuestos para explicar tales
perfiles[54, 55]. Debe ser notado que el esfuerzo por inmersién no es una caracteristica universal. Por ejemplo,
cuando una pila fue construida al verterse material a través de un tamiz que fue levantado lentamente, como
se muestra en la Figura 1.11a, el esfuerzo por inmersién no fue observado (Figura 1.11b). De forma similar
en los experimentos de Brockbank, et al.[56], el esfuerzo por inmersién ocurrié, para pequenas cuentas de
vidrio (didmetro medio = 0.18mm, desviacién estdndar = 0.02mm), pero para cuentas de vidrio més grandes
(didmetro medio = 0.56mm, desviacién estdndar = 0.05). Dado un material granular y un procedimiento
para la formacién de la pila, todavia no es posible predecir si el esfuerzo por inmersién se va a producir. Del

mismo modo, no esta disponible una explicacion fisica simple para la inmersion.
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Figura 1.10: (a) Una pila formada al verter material de un embudo en una placa circular de metal. El embudo es levantado de tal
manera que su punta siempre estd ligeramente por encima del vértice de la pila. (b) Perfil del esfuerzo normal N ejercido por la pila.
Los simbolos representan los datos de Vanel et al.[53], para arena con las lineas verticales representando la desviacién estdndar de
muchos (tipicamente 10 - 12) experimentos independientes. La curva formada por segmentos de rectas esta dibujada para guiar al ojo.
Aqui p es la densidad y g es la aceleracién de la gravedad. Las longitudes H, R y r son medidas como se muestra en (a). Tomado de
Rao et al.[3].
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Figura 1.11: (a) Una pila formada al verter material de un tamiz en una placa circular de metal. El tamiz es levantado de tal manera
que su punta siempre estd ligeramente por encima del vértice de la pila. (b) Perfil del esfuerzo normal N ejercido por la pila. Los
sfmbolos representan los datos de Vanel et al.[53], para arena con las lineas verticales representando la desviacién estdndar de muchos
(tipicamente 10 - 12) experimentos independientes. La curva formada por segmentos de rectas estd dibujada para guiar al ojo. Aqui p

es la densidad y g es la aceleracién de la gravedad. Las longitudes H, R y r son medidas como se muestra en (a). Tomado de Rao et
al.[3].
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1.3.4. Camas vibradas

Los experimentos mas conocidos de segregaciéon se han realizado en camas vibradas. El fenémeno de
segregacién por tamano en el caso de un sistema granular vibrado que contiene una particula més grande
(el intruso), que bajo las condiciones apropiadas, se eleva a la superficie. Este fenémeno es conocido como el
efecto de la nuez de Brasil[57], término acuniado por Rosato et al.[58]. Nuevamente existe una gran variedad
de estudios que hablan de este tema, tanto experimentales como simulaciones numéricas. En estos trabajos,
los autores atribuyen esta segregacién por tamano a una variedad de mecanismos tales como el llenado de
huecos, formacién de arcos, percolacion, condensacion, flotacion, inercia, conveccion y competencia entre
flotacién y fuerzas geométricas[57]. En el estudio de Schroter et al.[59], los autores tabulan siete posibles

mecanismos para el caso cuando ambos tipos de granos tienen la misma masa.

Los mecanismos anteriores son véalidos el menos para el caso cuando no hay fluido intersticial, de otra
forma otros mecanismos aparecen[60]. Todos estos procesos estdn dominados por la dindmica individual
de particula y son mds efectivos separando particulas con grandes diferencias de tamano (i.e. razones de
tamano > 1). Sin embargo aqui se esta lidiando con segregacién inducida por agitacién, que es el proceso de
segregacién dominante durante la manipulacién de muchas operaciones y procesos con materiales granulares.
Esto ocasiona que las particulas grandes se eleven a través de la cama agitada de particulas pequenas,
mientras que las particulas pequenas caen a través de la cama agitada de particulas més grandes. Para este
mecanismo, grandes razones de tamanos no son primordiales y una de sus principales aplicaciones concierne
de hecho, a la separacién de particulas con tamanos similares[5]. Esta segregacion es generada mayormente
por una dindmica de contacto colectiva y a menudo, la intensidad de excitacion juega el rol de un parametro

de control apropiado. Ilustraciones de este proceso son muy abundantes en la literatura.
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CAPITULO

2

Simulacion Numeérica

En esta tesis se estudiara de forma numérica la segregacién en un plano inclinado a 21°. Para ello se
usard el método de elemento discreto (DEM) propuesto por Cundall[23], donde se modela a cada particula
como a una esfera suave. Esta metodologia se describié en Capitulo 1. Los resultados se obtuvieron usando el
programa de Wassgren[61], el cual consiste en un c¢édigo en C que simula haciendo uso de técnicas de elemento
discreto bidimensional. Dicho cédigo es capaz de modelar particulas y paredes al variar las propiedades (e.g.
didmetros, densidades, propiedades de contacto). Las paredes en la simulacién consisten en segmentos de
linea que pueden ser del tipo sélido o periddico. Ademads, una caracteristica importante es que dicho paquete
es software libre, por lo que su c6digo es abierto y es posible modificarlo y redistribuirlo bajo los términos
de la licencia GPL. Este programa simula flujos granulares bidimensionales y consiste en tres programas que
se usan en secuencia. Los nombres de estos programas asi como los archivos de entrada y salida de cada uno
se muestran en la Tabla 2.1.

El primer programa, llamado setup, toma los valores guardados en el archivo setup.in y los convierte
a un formato que el segundo programa (llamado setup.out) puede leer. El usuario modifica el archivo se-
tup.in para disenar el experimento que desea, definiendo las dimensiones y la localizacién de las paredes
del experimento, el niimero de particulas, las propiedades de ambas y las propiedades de contacto entre
ellas también se definen aqui. Las propiedades definidas son el coeficiente de restitucién (e), el coeficiente
de friccién (u), la razén entre propiedades normales y tangenciales, etc. El archivo de salida de setup, se
renombra y se usa como archivo de entrada del segundo programa. El segundo programa (DEsim2D_init)
toma los datos guardados en DEsim2D_init.in e inicia la simulacién, colocando las particulas dentro de las
paredes definidas. Este programa guarda en su primer archivo de salida (.out) los valores de velocidad y
posicién en cada instante de tiempo, por lo que el archivo de salida incrementa su tamano cada vez que
un nuevo estado se guarda. Pasado el tiempo de simulacién definido, la simulacién se detiene y escribe el
segundo archivo de salida (DEsim2D.final_state). El nombre del primer archivo de salida se elige al iniciar el

programa y en este se guardan los valores de radio, masa, velocidad y posiciéon en cada instante de tiempo.
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Tabla 2.1: Nombre de los programas del método de Wassgren. También se muestran los archivos de entrada y salida de cada uno.

Nombre del programa | Archivo de entrada | Archivo(s) de salida

setup setup.in setup.out

DEsim2D_init DEsim2D_init.in (nombre elegido).out,
DEsim2D.final _state

DEsim2D Desim2D.in (nombre elegido).out,
DEsim2D.final_state,
(Fuerzas).out

El segundo archivo de salida guarda el estado final del sistema, o sea las posiciones y las velocidades del
ultimo instante de tiempo, las masas y los radios. El nombre de este archivo no se elige y siempre es el
mismo (DEsim2D.final state). Finalmente el archivo de salida que contiene al estado final del sistema se
renombra y se modifica para poder iniciar la simulacién. Estas modificaciones pueden ser el retirar alguna
pared, el cambiar sus propiedades para hacerla periddica o modificar la direccién de la gravedad o alguno
de los tiempos. El archivo DEsim2D.final_state se debe renombrar para convertirse en el archivo de entrada
del programa DEsim2D y también debe de modificarse para asignar el tiempo total que se va a simular y
otras modificaciones que se quieran. Igual que DEsim2D_init.in, Desim2D.in toma los valores guardados en el
archivo de entrada y escribe dos archivos de salida, uno que aumenta de tamano con cada paso de tiempo y
otro que se escribe al terminar la simulacién. En este programa se tiene una opcién alternativa, que consiste
en poner un segundo argumento en la linea de comando al iniciar el programa. Este segundo argumento es
un segundo nombre para un tercer archivo de salida, el cual contiene a todas las fuerzas entre particulas del

estado final.

El arreglo experimental consiste en una caja rectangular, definida por cuatro paredes, dos horizontales
y dos verticales. Dentro de ella se colocan particulas con posicién y momentum aleatorio. Al activarse las
condiciones de gravedad y de contacto, las particulas se sedimentan en la base del arreglo como se muestra

en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Arreglo numérico al inicio de la simulacién. Se muestran un conjunto de 1500 particulas depositadas por la influencia de la
gravedad. La gravedad tiene direccién vertical.

El estado final de las particulas se guarda y a éste se le modifica el dangulo de la gravedad, que origi-
nalmente estd en direccién vertical, con el fin de emular la inclinacién del plano. Las propiedades de las

paredes verticales se modifican para volverlas periédicas, de tal manera que estén “conectadas” una con la
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otra. Con estas modificaciones se ejecuta el programa de simulacién principal (DEsim2D), que guarda las

masas, radios, posiciones y velocidades de las particulas en distintos instantes de tiempo.

Se hicieron dos tipos de experimentos. El primero se hizo para caracterizar el comportamiento de las
avalanchas granulares. Esto es, saber el rango de dngulos de inclinacién en el que el material granular no
fluye, en el que existe una avalancha en estado estacionario y en el que la avalancha se acelera continuamente.
El estudio de avalanchas se realiza para poder usar los resultados del angulo de inclinacién en el estudio de
segregacién. En el segundo tipo de experimentos se hizo el estudio de segregacién de un sélo intruso en un
flujo estacionario. Para ello se variaron parametros como el didmetro y densidad del intruso. A continuacién
se explican las condiciones en las que se realizaron ambos tipos de experimentos, empezando por los experi-

mentos con avalanchas.

2.1. Avalanchas

Como se menciond anteriormente, en nuestro estudio de avalanchas se desea conocer el rango de angulos de
inclinacién en los que se observa un flujo estacionario de materia granular. Para simular al material granular
se usaron algunas de las propiedades de particulas de vidrio, tales como su densidad y médulo de Poisson. En
este caso el nimero de particulas se mantuvo constante (1500). Es importante mencionar que el didmetro de
las particulas esta distribuido alrededor de un valor medio. Esto se hizo con el fin de evitar la formacién de
cristales que le dieran al material una resistencia adicional a fluir, debida a la anisotropia del sistema. Otro
factor importante es el uso de una capa de particulas de mayor tamano en la base del contenedor, mostradas
en la Figura 2.1. Esta cama de particulas es estatica, lo que significa que estas particulas no cambian su
posicion por la interaccién con las particulas de flujo. Su funcién es la de provocar fluctuaciones de velocidad
en la direccién vertical para favorecer la aparicion de huecos y asi favorecer la segregacion. La importancia
del uso de esta cama se discute en el Capitulo 3. A continuacién, en la Tabla 2.2 se muestra una lista de los
parametros que se usaron en estas simulaciones.

Los parametros mencionados en la Tabla 2.2 se mantuvieron constantes para todos los casos estudiados
de avalanchas. La gravedad que se usé es el valor tipico al nivel del mar. El didmetro medio de las particulas
en la cama inferior fue del doble del de las particulas del material. Este didmetro de la cama de particulas se
eligié similar al tamano del resto de las particulas y el coeficiente de friccién de las particulas se eligié dentro de
un rango marcado por diferentes estudios, como un caso de estudio. Ademas, para el estudio de avalanchas se
variaron ciertos parametros, tales como el coeficiente de friccién y los dngulos de inclinacién. Los parametros
a variar se muestran en la Tabla 2.3; En ésta se observa que se eligieron dos coeficientes de friccién para
hacer el estudio y en cada caso se observé el resultado de cambiar el angulo de inclinacién de la gravedad.

Los resultados de los diferentes dngulos se pueden clasificar en tres casos, que son:

= No hay flujo. En estos casos el angulo de inclinaciéon no es capaz de provocar un gradiente de energia

potencial lo suficientemente grande como para iniciar y/o mantener un flujo constante.

= Flujo que alcanza el estado estacionario. En estos casos el flujo se inicia y se mantiene hasta que

después de cierto tiempo transcurrido el flujo alcanza un valor de energia cinética promedio.

= Flujo que se acelera continuamente. En estos casos el flujo continia aumentando su energia

cinética. Para estos casos el codigo numérico se vuelve inestable después de cierto tiempo.
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Tabla 2.2: Pardmetros fisicos constantes de las simulaciones para el estudio en planos inclinados.

Variable Valor(es)
Numero de particulas (N) 1500
Densidad (p) 2500 kgm 3
Didmetro de particula (d;) 1mm
Moédulo eléstico (E) 9 x 10° M Pa
Moédulo de Poisson (v) 0.244
Coeficiente de restitucién (e) 0.5
Didmetro cama de particulas (d3) 2mm

(estéticas y adheridas a la base)

Desviacién estandar de la distribucién 0.1mm
de particulas (de los tres tipos)

Gravedad 9.81ms !

Razén entre los coeficientes elasticos
de los resortes normal y tangencial 1
de cada particula

Tabla 2.3: Variables fisicas que se cambiaron para el estudio de avalanchas.

Variable Valor (es)

Coeficientes de friccion () 0.1, 0.2

Angulos de inclinacién (0) | p=0.1; 10 — 25°
p=0.2;10—28°
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Los casos mencionados anteriormente son relevantes porque para el estudio de segregaciéon es importante
tener un flujo estacionario y sin inestabilidades numéricas. Ambas condiciones se pueden satisfacer si se
elige el rango de angulos apropiado y para ello se propone el estudio numérico de los casos mostrados en la

Tabla 2.3. Una vez que se tienen estos resultados es posible realizar el estudio centrado de segregacion.

2.2. Segregacion

Para el estudio de segregacion, el inicio de la simulacién es similar al del caso de las avalanchas; la tinica
diferencia es que el intruso (tamafio mayor y diferente densidad), se coloca por encima del resto de particulas
al generarse las particulas en posicion y velocidades aleatorias y asi tiene una probabilidad alta de asentarse
por encima de las demaés. De manera que, al inicio de la simulacién el intruso esta en una posicion vertical
por encima de las demds. Esto deja de ser cierto para los intrusos con masas muy grandes relativas a las
demas. Como se mencioné anteriormente, el estudio de segregacién se hizo usando las condiciones anteriores,
esto es con el mismo numero de particulas, mismas propiedades de las particulas y mismas caracteristicas

fisicas. Estas condiciones se muestran en la Tabla 2.4.

Se puede observar en la Tabla 2.4, que en la parte del estudio de segregacién se mantendra a un dngulo de
inclinacién constante (21°). También es necesario mencionar que el estudio de segregacion se hizo agregando
un s6lo intruso al flujo. Este intruso tiene caracteristicas diferentes a las del resto de particulas del material,
i.e. diferente didmetro y densidad. El estudio de segregacion se hizo usando un sélo coeficiente de friccion
(v = 0.1). En esta parte del trabajo se cambio el didmetro de la cama de particulas, la densidad y el
didmetro medio del intruso. La Tabla 2.5 muestra como se exploré el espacio paramétrico. También es
importante mencionar que para el caso de segregacién se mantuvo el area total de las particulas constante,
a manera de tener un area de control. El area de control es un andlogo del volumen de control, debido a
que en el caso 2D es el equivalente del volumen en el caso 3D. Para mantener constante el area total con un
intruso de distinto tamano se retiré el nimero de particulas equivalente al area del intruso. El niimero de

particulas para cada caso se calculd de la siguiente manera
N; = 1500 — S, (2.1)

donde Nj es el ntmero de particulas de didmetro ds en la simulacién y S es la relacién de tamanos. En la

Tabla 2.6 se muestran el nimero de particulas como funcién del didmetro del intruso en los casos estudiados.
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Tabla 2.4: Parametros fisicos constantes de las simulaciones en el estudio de segregacién.

Variable Valor (es)
Ntmero de particulas (N) 1500
Densidad (p1) 2500 kgm 3
Didmetro de particula (d;) 1mm
Moédulo eléstico (E) 9 x 10° M Pa
Moédulo de Poisson (v) 1mm
Coeficiente de friccion (u) 0.1
Coeficiente de restitucién (e) 0.5
Didmetro cama de particulas (ds) 2mm
(estdticas y adheridas a la base)
Desviacién estdandar de la distribucion 0.1mm
de particulas (de los tres tipos)
Gravedad 9.81ms~!
Razon entre los coeficientes elasticos
de los resortes normal y tangencial 1
de cada particula
Angulo de inclinacién (0) 21°
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Tabla 2.5: Variables fisicas usadas para el estudio de segregacién. Se estudiaron todas las combinaciones de didmetros de la cama de
particulas e intruso, ademas de las distintas densidades.

Variable Valor (es)
Didmetro cama de particulas (d3) 1d, 2d,3d
Didmetro del intruso (dz) 2d, 3d, 4d, 8d

Densidad del intruso (pg kgm=3) 10, 50, 100, 200, 300,
400, 500, 600, 700, 800,
900, 1000, 2500, 5000

Tabla 2.6: Numero de particulas usadas en cada caso estudiado en el estudio de segregacién. El nimero de particulas se eligié para
mantenerse el drea total constante.

Diametro del intruso | Niimero de particulas

do de diametro d;
2mm 1496
3mm 1491
4mm 1484

8mm 1436
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2.3. Adimensionalizacion

Las variables del problema pueden ser presentadas en forma adimensional. El cédigo de Wassgren presenta
la opcién de adimensionalizar los resultados de los archivos de salida o dejarlos en forma adimensional. Para

hacer esto, el programa usa las siguientes escalas caracteristicas. Primero se define el tiempo caracteristico

_ &
o B o

donde d; es el didmetro de la primera particula definida y ¢ es la aceleracién de la gravedad. Es impor-

del sistema t.

tante notar que el tiempo caracteristico del sistema cambia dependiendo del didmetro de particula elegido;
esto significa que experimentos con el mismo diametro de particula se escalaran igual en el tiempo. Para
adimensionalizar las demads escalas, las distintas propiedades se dividen por la propiedad correspondiente

primeramente definida, por ejemplo la gravedad adimensional es
g
gr===1, (2.3)
g
donde g es la aceleracién de la gravedad. Ademds esta la densidad adimensional

* Pn
n=— 2.4
P o (2.4)

donde p*,, es la densidad adimensional del tipo de particula n; p, es la densidad del tipo de particula n;
p1 es la densidad del primer tipo de particula definido en el programa. También se define al didmetro de

particula adimensional para cada tipo de particula.
(2.5)

donde d,, es el didmetro del tipo de particula n; dy es el didmetro del primer tipo de particula definido en el

programa. Las velocidades también se presentan de forma adimensional de la siguiente forma

vt = (2.6)

W' =wte. (2.7)

m
* === — 2-8
m' = — , (2.8)

. . . ’ 2 z
donde m* es la masa adimensional, m es la masa de cualquier particula, ”fll (1), es el volumen de las particu-

las calculado, suponiendo que son discos bidimensionales con espesor unitario. Esta medida de volumen se
usa para el calculo del momento de inercia, lo que repercute directamente en los cdlculos de aceleracién an-
gular. Esta medida es importante debido a que no se tiene un sélo tamano de particula, sino una distribucién

de tamarios alrededor de un valor medio. Asf se sabe de antemano que la masa adimensional de las particulas
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tendra un valor alrededor de uno. Esto tiene consecuencia directa en la forma como se calculan valores como

el momentum lineal (mv). En este trabajo todos los resultados se presentan en forma adimensional.



CAPITULO

3

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de los experimentos numéricos realizados. Lo primero que se
discutira, son las condiciones bajo las cuales un flujo granular con fronteras periédicas, alcanza un estado
estacionario. Después se mostraran los resultados obtenidos de la segregacion de un intruso bajo diferentes
relaciones de tamanos y densidades. Finalmente, con un anélisis geométrico se escalaron los resultados para

ser comparados con los experimentos de Thomas (2004).

En los experimentos de segregacion, se desea tener un flujo continuo de particulas a velocidad constante.
Por ello es importante conocer el dngulo que el plano inclinado necesita para producir un flujo continuo.
Sin embargo, es poco deseable que la velocidad de las particulas aumente sin limite, como seria el caso del
plano inclinado a 90°, en el que se tendria a las particulas en caida libre. Por ello se disené una serie de

experimentos para conocer el rango de angulos de inclinaciéon en los que se alcanza un estado permanente.

3.1. Angulo de inclinacion del inicio del flujo

Las condiciones en las que se hicieron estos experimentos se explicaron en el capitulo anterior, una imagen
de ello se presenta en la Figura 2.1. Una de las formas de entender como el angulo de inclinacion afecta este
arreglo periddico, es pensar que se cambia la energia potencial de las particulas como funcién de la posicién
horizontal, o sea se tiene un gradiente de energia potencial. Una de las formas de medir si el sistema alcanza
un estado estacionario dindmico, es midiendo la energia cinética del sistema como funcién del tiempo. La
energfa cinética (E.) del sistema se obtiene como la suma de las energias cinéticas de cada particula. Esta no
es la tnica forma de hacerlo, también se puede calcular el momentum (p = mv) o la velocidad promedio. Al
medir la energia cinética como funcién del tiempo de avalanchas periddicas para distintos dngulos, se pueden

tener 3 casos de comportamiento:

39
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1. El angulo de inclinacién es muy pequeno, por lo que algunas particulas pueden re-acomodarse, pero

no fluyen.

2. El angulo es lo suficientemente grande para que el reacomodo inicie una reacciéon en cadena que termina
con el movimiento continuo de todas las particulas. Sin embargo, existe un equilibrio en la energia
disipada por los contactos y el angulo de inclinacién, por lo que después de un tiempo, se alcanza un

estado estacionario, en promedio.

3. El angulo es demasiado grande, de manera que la disipacion de energia por contacto no es suficiente para
estabilizar al sistema y las particulas se aceleran continuamente (caida libre). Este caso es indeseable
desde el punto de vista numérico, ya que si las particulas experimentan deformaciones grandes en un

tiempo del mismo orden de magnitud que el tiempo de paso, aparecen inestabilidades numéricas.

Un ejemplo del primer caso se muestra en la Figura 3.1 y se presenta cuando el angulo de inclinacion es

f = 13°, con las condiciones mostradas en la Tabla 2.2
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Figura 3.1: Energfa cinética de traslacién como funcién del tiempo para un dngulo de inclinacién § = 13°. Se observa un reacomodo de
particulas, pero no se llega a un flujo continuo.

Se observa que al inicio de la simulacién las particulas se aceleran, pero el gradiente de energia potencial
no es suficiente para poner en movimiento al arreglo, esto es romper la estructura cuasi-cristalina que las
particulas tienen. Para romper esta estructura, es necesario que cada particula tenga suficiente potencial para
deslizarse o rodar por encima de las que estan debajo de ella; esto se traduce en fluctuaciones locales de la
posicién vertical de las particulas o energia potencial local. Dicho de otra manera, el potencial global inducido
por el angulo de inclinacién debe ser mayor que el potencial local necesario para que cada particula pueda
escalar a los vecinos de capas inferiores. Para dngulos pequenos se observa una respuesta de tipo impulsivo
como la que se muestra en la Figura 3.1; esta se debe a la aparicion instantdnea de una fuerza de campo
en direccién horizontal al inicio de la simulacién (cuando la gravedad se cambia de direccién). Este tipo de

respuestas son importantes porque muestran un angulo limite en el que el material pasa de comportarse
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como un sélido a un fluido. Al final de esta seccién se discute la transicion entre comportamiento sélido y
fluido con mas detalle. Sin embargo este caso es de poco interés por no poderse estudiar segregacién. Para
nuestro estudio es mdas importante el caso siguiente. En la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de cuando una
avalancha periédica alcanza el estado permanente.

En la Figura 3.2 se muestra la energia cinética como funcién del tiempo para un caso donde la avalancha
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Figura 3.2: Energfa cinética de traslacién como funcién del tiempo para un dngulo de inclinacién 6 = 17°. Se observa el estado

permanente deseado para el estudio de segregacién.

alcanza una energia cinética constante después de la respuesta transitoria inicial, a este estado se le denomina
estado estacionario. Se observa que una vez en el estado estacionario la energia cinética tiene fluctuaciones de
alrededor del 10 % del valor promedio final, por lo que las fluctuaciones son un orden de magnitud inferior al
de la energia cinética permanente. Es sencillo pensar que este sistema puede ser idealizado como un sistema
dindmico de primer orden y por ello es posible hacer un ajuste exponencial. En este caso la curva roja de la

Figura 3.2 es un ajuste a una curva exponencial de la forma
Bu(t*) = A(1 — exp(—~B(t" — C))), (3.1)
donde A, B y C son parametros de ajuste de la ecuacién y cada uno tiene diferentes significados:

= A es la energia cinética en estado permanente del sistema y se puede medir calculando el promedio del

sistema después de 47, donde T es el tiempo caracteristico del sistema.
] % es el tiempo adimensional (7) caracteristico del sistema.

= (' es el tiempo de fase adimensional.

La curva exponencial aparece como respuesta a la fuerza horizontal escalén con la que se excita al sistema
al inicio de la simulaciéon. Y con dngulos de inclinacién por debajo del angulo critico, la respuesta que se
obtiene es similar a un impulso y conforme este angulo crece la duracion del impulso aumenta. Después de

que se pasa el angulo de inclinacion critico, el comportamiento cambia pasando a un comportamiento fluido,
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que primero alcanza el estado permanente. Este estado es resultado de un equilibrio entre la disipacién de
energia en los contactos y la energia potencial de cada particula; con angulos de inclinacién grandes este
equilibrio no se alcanza, como se muestra en la Figura 3.3. Aqui el flujo se acelera continuamente y por ello

ya no se admite una regresién exponencial, sino que la mas apropiada es una parabdlica de la forma
E.(t*) = A(t* — B)> + C, (3.2)

donde A, B y C son parametros de ajuste de la ecuacién. Este ajuste es el mas apropiado debido a un claro
cambio en la concavidad de las curvas.La Figura 3.3 muestra a la energia cinética como funcién del tiempo

para un angulo de inclinaciéon de 25°.
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Figura 3.3: Energia cinética de traslacién como funcién del tiempo para un dngulo de inclinacién 6 = 25°. Las particulas se aceleran
continuamente, como en una caida libre.

Las Figuras 3.2 y 3.3 contrastan mucho, debido a que muestran que con un pequeno cambio del angulo de
inclinacion, el comportamiento de la avalancha cambia de completamente. Este cambio ocurre cuando el

gradiente de energia potencial

dh
VE,=Mg e M g sin(0), (3.3)

excede a la energia que se puede disipar por contactos; entonces la mayor contribucion a la energia total se
vuelve la aceleracién de la gravedad. Sabiendo que la aceleracion que afecta a cada particula es la componente
de la horizontal de la gravedad, la velocidad de una particula en caida libre serd v = gt sin(f). Por este

motivo la contribucién de energia cuando los contactos son poco frecuentes se puede idealizar como

1 1
E.4(t) = §M’U2 = §Mgtsin(9)2, (3.4)

donde E., es energia cinética de la avalancha en caida libre como funcién del tiempo, M es la masa total
de las particulas, de la avalancha, g y t son la aceleracion de la gravedad y el tiempo, respectivamente. Esta

contribucién es responsable de la forma parabdlica de la curva. Es importante aclarar que las graficas de las
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figuras 3.1 a 3.3 muestran resultados de energia cinética de traslacién, aunque también se pueden calcular
energias cinéticas rotacionales. Los resultados de este calculo no se presentan por ser muy similares a los

anteriores.

Una forma de resumir la informacion de estos resultados es graficar la energia cinética en estado estacio-
nario como funcién del angulo de inclinacién del plano, esto se muestra en la Figura 3.4.

La Figura 3.4 muestra a la energia cinética en estado permanente como funcién del angulo de inclinacién
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Figura 3.4: Energia cinética en estado permanente como funcién del dngulo de inclinacién del plano. A la derecha se muestra el caso
para un coeficiente de friccién p = 0.2 y a la izquierda el coeficiente de friccién es p = 0.1. En ambas figuras la curva roja representa
un ajuste a una hipérbola rotada 45°.

del plano para 2 coeficientes de friccién. Las curvas rojas son ajustes a una hipérbola rotada 45°, de ecuacién

general
A

“0-B

donde A, B y C son pardmetros de ajuste de la ecuacién. La tnica diferencia entre las curvas de ajuste

Eet(9) C, (3.5)

hiperbdlicas es una traslaciéon sobre el eje horizontal (B), ambas se ajustan de forma aproximada a la
curva en cuestion. Esto es importante porque se puede decir que la tunica diferencia entre tener coeficientes
de friccién grandes, es el angulo de inclinacién en el que las particulas empiezan a fluir. Sabiendo que el
coeficiente de friccion se obtiene de calcular la tangente del angulo de reposo de una pila de particulas, se
puede concluir que un cambio en el coeficiente de friccion sélo cambiard el angulo en el que la avalancha
inicia. Otro aspecto importante es que para un coeficiente de fricciéon pequeno (u = 0.1) el dngulo critico es
Ocrir = 14°, mientras que para un coeficiente de friccién mayor (u = 0.2) el dngulo que marca la transicién
entre el comportamiento sélido y fluido es 6..;; = 16°. Este angulo critico se hace crece como funciéon del
coeficiente de friccidn, o sea 6§ = 0(u). De acuerdo a la ecuacién 1.15 de Wu[7], la relacién funcional es de la
forma

6 = arctan p, (3.6)

donde 6 es el dngulo de inclinacién del plano y p es el coeficiente de friccion.
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3.1.1. Observaciones

Las distintas curvas de energia cinética como funcién del tiempo pueden ser vistas desde la Optica de
dindmica de sistemas fisicos. Lo primero a notar es que existe un rango de angulos, por debajo del angulo
critico, en los cuales no existe flujo de particulas; en estos casos la respuesta del sistema es muy parecida a
una funcién impulso, que con el aumento de la fuerza de campo se mantiene por mas tiempo hasta ser un

pulso. Una comparacién entre tiempos de duracion de la respuesta se muestra en la Figura 3.5.
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Figura 3.5: La energia cinética como funcién del tiempo para 2 dngulos pequenos diferentes; a la izquierda § = 10° y a la derecha

6§ = 13°. Se observa un cambio abrupto en la energia cinética, que dura por un tiempo corto.

Este comportamiento se puede idealizar como se muestra en el esquema de la Figura 3.6.

ECA ECA

> ¢ >
to tO tl t

Figura 3.6: Bosquejo de impulso como funcién del tiempo (a la izquierda) que ocurre en to y un pulso (a la derecha) que empieza en tg
y termina en ¢;.

Existen claras diferencias entre los casos mostrados; El inicio del movimiento se debe a una fuerza
constante que aparece al inicio de la simulacién, o sea la componente horizontal de la gravedad en el plano
inclinado. El retraso en el crecimiento de la curva se debe a la inercia de las particulas y el cese del movimiento
se debe a la disipacién de energia por contacto entre particulas. Sin embargo, esto es importante porque la

curva de energia cinética es la que se mostraria en el caso del deslizamiento de un bloque sélido. Al momento
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de inclinar el plano, el bloque se acelera y comienza a deslizarse y al chocar con la pared se desacelera
rapidamente. Conforme el dngulo de inclinacién se acerca al critico, la nula cohesién entre las particulas se
hace patente, por lo que empiezan a fluir, rompiendo el comportamiento sélido. La transicién entre ambos
comportamientos se da cerca del angulo critico; sin embargo, cerca de la transicién ambos comportamientos
se manifiestan con energias cinéticas del mismo orden de magnitud, como se muestra en la Figura 3.7. Esto
da como resultado que el comportamiento exponencial tipico de un sistema de primer orden, cerca de esta
transicion cambie para parecerse mas a un sistema de segundo orden sub-amortiguado, como se muestra en

la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Energfa cinética como funcién del tiempo para un dngulo § = 16°. Es claro que el ajuste exponencial correspondiente a un
sistema de primer orden no corresponde al comportamiento del sistema. Sin embargo un sistema de segundo orden sub-amortiguado el
comportamiento es adecuado.

Es claro que el comportamiento mostrado en la Figura 3.7 no es tinicamente de un sistema de primer
o segundo orden. Existen fluctuaciones que son resultado de que el sistema esté compuesto por muchas
particulas, cada una gobernada por un par de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, como todo sistema de
orden superior, este puede ser caracterizado de forma estadistica por envolventes resultado del anélisis como
un sistema de segundo orden, al menos en la region donde el comportamiento es fluido. Antes del angulo
critico, el comportamiento global admite otro ajuste. Incluso cuando se observa la respuesta exponencial
que se satura, el sistema puede analizarse como uno de segundo orden que esta amortiguado criticamente.
En estos sistemas es comtn que una de las exponenciales este multiplicada por un coeficiente de orden de
magnitud menor que el principal, por lo que el ajuste a un sistema de primer orden es aceptable. Los casos

que pertenecen a un comportamiento fluido desde la transicién se muestran en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Energia cinética como funcién del tiempo para a) un sistema de primer orden, b) un sistema de segundo orden sub-
amortiguado, ¢) Una avalancha dominada por una caida libre.

En la Figura 3.8 se muestran casos tipicos de respuestas cuando la avalancha es fluida. En (a) se muestra
curva de respuesta exponencial saturada de un sistema de primer orden o uno de segundo orden criticamente
amortiguado, en (b) la respuesta de un sistema sub-amortiguado y finalmente en (c¢) se muestra un esquema

del sistema gobernado por la caida libre.

Existe un aspecto importante en el estudio de avalanchas que sélo se mencioné brevemente, éste es el
uso de una cama inmdévil de particulas en el fondo del experimento; este aspecto se discute en la siguiente

seccion.

3.2. Rugosidad macroscépica y segregacion

En la Figura 2.1 se muestra una cama de particulas en el fondo del plano inclinado, éstas estan inmoviles
y se les denomina rugosidad macroscopica. Estas particulas garantizan la segregacion del intruso de diferente
tamano y/o densidad, por lo que los resultados se pueden usar para predecir condiciones en los experimentos
de segregacion. En la siguiente seccion se explican las implicaciones que tiene la rugosidad macroscépica en

el flujo.

El concepto de rugosidad macroscépica surgié de la observacion de dos fenémenos distintos en los flujos
de particulas en planos inclinados. Dicho concepto es importante porque marca una pauta entre un compor-
tamiento sélido y uno fluido. En los flujos granulares en planos inclinados el coeficiente de friccién juega un
papel muy importante. En esta secciéon se muestran 2 casos en los que se busca la segregacién de un intruso,
la unica diferencia entre ellos es el coeficiente de friccion. Ambos casos tienen las caracteristicas comunes

mostradas en las Tablas 2.2 y 3.1.
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Tabla 3.1: Parametros usados en la comparativa entre coeficientes de friccién, en el flujo en planos inclinados.

Parametro Valor
Ntmero de particulas (N) 1484
Diametro adimensional del intruso d*s 4

Densidad adimensional del intruso p*, | 0.24

Angulo de inclinacién (0) 21°

Con las caracteristicas de la Tabla 3.1 se comparé el comportamiento entre dos coeficientes de friccién
(u=10.1y 0.3), uno alto y uno bajo. Esto se hizo porque se observaron dos comportamientos diferentes en
los campos de velocidades. Para evidenciar esta diferencia se calculd la velocidad de cada particula como
funcién del tiempo de ambos casos y el resultado se muestra en la Figura 3.9.

Los colores de los vectores representan a la magnitud de la velocidad, siendo los colores célidos y frios
velocidades altas y bajas, respectivamente. Es de notar que todos los vectores de velocidad de la imagen
superior de la Figura 3.9, correspondiente a un coeficiente de friccién p = 0.1 tienen la misma magnitud
(movimiento de cuerpo rigido), mientras que en la imagen inferior de la misma figura (u = 0.3), es evidente
un gradiente vertical de velocidades. La diferencia entre ambos casos es fundamental, debido a que en el
primer caso, el conjunto de particulas se comporta como un bloque sélido que se desliza sobre un plano
inclinado, mientras que el segundo caso el gradiente vertical de velocidades recuerda a un fluido viscoso en
una pendiente. Esto demuestra que en un arreglo con condiciones equivalentes, una propiedad de contacto

entre las particulas, tiene repercusiones importantes en el comportamiento global.

El gradiente de velocidades, cuando se tienen coeficientes de friccién altos, es resultado de que las particu-
las en el fondo del arreglo rueden sin deslizar, debido al peso de las demads; al contrario de las particulas
en la superficie, que se pueden mover libremente al no tener carga. Este fendmeno, aunado a que se tiene
un flujo denso, tiene otra consecuencia importante: el flujo que se observa no es “laminar”. Las particulas
por encima de la capa inferior van deslizando/rodando sobre las demds y por ello, existen cambios en las
posiciones verticales de cada particula; esos cambios se traducen en fluctuaciones de velocidad vertical, como

las mostradas en la Figura 3.10.

La Figura 3.10 se obtuvo de transformar las velocidades de cada particula en cada posicién, en velocida-
des de puntos materiales. De manera que se pasa de una descripcién discreta, a una continua. Las imagenes
muestran el campo de velocidades instantdneo. En la parte superior e inferior de la Figura 3.10 se muestran
las fluctuaciones de velocidad vertical para un coeficiente de fricciéon bajo y uno alto, respectivamente. La

aparicion de las fluctuaciones marca la transicion entre el deslizamiento de un bloque sélido y un comporta-
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Figura 3.9: Campo de velocidades instantdaneo para dos avalanchas con condiciones similares, pero con coeficiente de friccién diferente.
Los vectores velocidad corresponden a la posicién de las particulas en un instante arbitrario de tiempo. Los colores calidos y frios
representan una magnitud del vector velocidad alta y baja, respectivamente. En la parte superior e inferior se muestran los resultados
para coeficientes de friccién p = 0.1 y p = 0.3, respectivamente. Los ejes muestran la posicién horizontal y vertical adimensionalizada
con el didmetro de las particulas. La imagen superior muestra todos los colores en café, porque todos los vectores velocidad tienen la
misma magnitud. En la imagen inferior se muestra que los vectores en la base tienen colores mas frios, debido al gradiente de velocidades.

miento fluido. Una de las posibles interpretaciones de la aparicién de fluctuaciones temporales y espaciales
en los campos de velocidades puede encontrarse en la descomposicion de Reynolds. Por ello este fenémeno
es andlogo a la intensidad de turbulencia en fluidos y es importante porque nos dice que en la transicién del
comportamiento sélido al fluido de este material, no hay un régimen laminar intermedio; lo que significa que

la segregacion de particulas se da sélo en un régimen tipo turbulento.

Una forma de garantizar que siempre haya segregacién, es crear fluctuaciones de velocidad vertical de
forma artificial. Para ello, en los experimentos de segregacion se agregd una capa de particulas inméviles en
el fondo. De esta manera, se puede hacer un estudio de segregacion usando un coeficiente de friccién bajo.

Y asi, se puede estudiar la importancia de tener distintos tamanos de particula en esta cama.

El flujo en las condiciones mostradas en la Tabla 3.1 tiene distintas caracteristicas, debido a su comporta-
miento fluido tiene un perfil de velocidades. Este perfil se puede obtener promediando la velocidad en bandas
verticales a diferentes alturas. Esto se hizo una vez alcanzado el estado estacionario. En la Figura 3.11 se
muestra dicho analisis.

En la Figura 3.11 se muestran 2 curvas, la azul (gruesa) es la curva principal y representa al perfil de
velocidades medido a través del promedio en bandas verticales y la curva roja (delgada) es una recta que
muestra una comparaciéon con un perfil lineal de velocidades. Por arriba de y/d = 19 el perfil de velocidades
cae drasticamente a cero por la ausencia de particulas, por ello es que la parte valida del perfil esta en el
rango 0 < y/d < 19. Todo lo anterior es relevante porque nos permite aproximar al perfil de velocidades de

manera lineal:

vy = ki - (%)H@. (3.7)

A pesar de tenerse cierta incertidumbre en la superficie del flujo con este ajuste, es valido para la mayor

parte del flujo. Asi, es posible caracterizar al flujo con una rapidez de deformacién constante, de la siguiente
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Figura 3.10: Fluctuaciones de velocidad en direccién vertical en un instante de tiempo. En la parte superior e inferior se muestran
dichas componentes cuando = 0.1 y g = 0.2, respectivamente. La escala que se muestra es adimensional.

manera:

y = dZ* (vw): ki (3.8)

La rapidez de deformacion es un parametro importante, ya que puede ser entendida como un tiempo
caracteristico del flujo. Este tiempo caracteristico estd relacionado directamente con el tiempo que a un
intruso de distinto tamafio y/o densidad le toma llegar a su posicién de equilibrio. Otra caracteristica de
los flujos granulares es que en ciertas zonas existen zonas donde se acumulan particulas, o sea zonas de
mayor densidad. Caracterizar estas zonas es importante como parte del analisis del sistema como un flujo.
En la Figura 3.12 se muestra un mapa escalar donde las zonas con colores calidos son las que tienen mayor
densidad de particulas; estas zonas se calcularon definiendo una malla fija de ancho y largo igual al didmetro
de una particula y midiendo el promedio de particulas que estan en esa zona por unidad de tiempo.

En la Figura 3.12 los ejes horizontal y vertical son ejes espaciales y estdn adimensionalizados con el
didmetro de particula. La escala de densidad varia entre 0 y 1.2 particulas por didmetro de particula al
cuadrado. Se observa que en la base del plano inclinado existe una region con una gran densidad de particulas
y que en el resto del arreglo existe una densidad practicamente uniforme, con excepcién de una reduccién
stubita en la superficie del flujo. Debido a que se observa que esta densidad tiene un cambio mas profundo
con la posicién vertical, que con la posicién horizontal, se obtuvo un perfil vertical de densidad de particulas,
éste se muestra en la Figura 3.13

En la Figura 3.13, n es el niimero de particulas en cada banda vertical con ancho del diametro de particula
promedio, mientras que en la Figura 3.12 la escala es el ntimero de particulas promedio por unidad de area.
Donde la unidad de area es el cuadrado del didmetro promedio de particula. En ambas figuras se muestra
un promedio temporal de la densidad de particulas. En la Figura 3.13 se muestra que el cambio siibito de
densidad que ocurre entre y/d = 15 y y/d = 20, mismo que se observa en la Figura 3.12. En ésta, se aprecia
que el cambio en la distribucién de particulas ocurre rdapidamente, pero sin discontinuidades. Ademés se
observa un cambio mds drédstico en la base del plano inclinado, entre y/d = 0y y/d = 5. En ntimero
de particulas n se puede calcular como funcién de la altura vertical n = n(y*). Se puede observar que la
distribucién de particulas asi calculada admite un ajuste a una funcién error complemento, con origen en

donde comienza el plano superficial de las particulas (y/d ~ 18). Esta caracterizacién es importante porque
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Figura 3.11: Perfil de velocidades del plano inclinado. En el eje horizontal estd la velocidad promedio en direccién x en forma adimensional
y en el vertical la posicion vertical adimensional. De manera que el perfil de velocidad mostrado es v, = v, (y/d). La linea roja es una
recta con la que se compara la pendiente real del perfil de velocidades.
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Figura 3.12: Mapa escalar de densidad de una avalancha. Las zonas con colores célidos son las que tienen mayor densidad de particulas.
Las condiciones en las que se observé fueron las de la Tabla 3.1. Los ejes vertical y horizontal representan la posicién adimensional
dentro del plano inclinado. Todas las longitudes se escalaron con el didmetro promedio. En esta grifica la densidad se midié como el
nimero de particulas por unidad de area y la unidad de area es el didmetro de particula promedio al cuadrado.

en una zona mas compacta, una particula estara expuesta a fuerzas repulsivas mayores que en zonas menos
densas, de manera que un intruso de distinto tamano estara afectado por este campo. Otra caracteristica

importante, que podria influenciar la segregacion, es la temperatura granular; la cual se define como

T =<v?>, (3.9)

donde < v'? > es la velocidad media cuadritica. Esta definicién estd tomada de Ippolito[62] y es una
medida de las fluctuaciones medias del sistema. Un mapa escalar de la temperatura granular se muestra en
la Figura 3.14. Nuevamente los colores cédlidos representan fluctuaciones promedio mayores que colores frios,
las unidades de la barra son de velocidad adimensional al cuadrado. Este mapa escalar se obtuvo con una
malla con segmentos de ancho y alto del didmetro de particula d, como en el caso del mapa escalar de la
densidad de particulas.

Se observa que en la Figura 3.14 la temperatura granular aumenta cerca de la superficie y disminuye

cerca de la base del plano inclinado. Ademds no existen fluctuaciones del mismo orden de magnitud en
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Figura 3.13: Distribucién vertical de particulas en el plano inclinado. En el eje horizontal se muestra al nimero de particulas n en
cada banda vertical con didmetro de una particula y en el vertical a la posicién vertical adimensional y/d. La densidad de particulas se
midié a través de bandas verticales; esto es promediando al nimero de particulas en cada banda vertical con ancho de un didmetro de
particula.
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Figura 3.14: Mapa escalar de temperatura granular en el plano inclinado. Ejes adimensionalizados con el didmetro de particula y barra
con unidades de velocidad adimensionalizada al cuadrado.

direccion horizontal, nuevamente la componente vertical es la mas importante. Por ello se obtuvo el perfil de
temperatura granular en direccién vertical y se muestra en la Figura 3.15.

Se observa que el perfil de temperatura granular de la Figura 3.15 es aproximadamente lineal. Esta es una
conclusién importante, porque la temperatura granular puede interpretarse como una medida del tamano
de los huecos que aparecen a través del tiempo en el flujo. Un intruso de cierto tamano se alojara en la
posicion vertical en la que la temperatura granular abra intersticios de tamano cercano al didmetro del
intruso. De manera que la temperatura granular es un parametro que puede influir en el comportamiento de

la segregacion. En la siguiente seccion se describen los resultados obtenidos para el caso de segregacién.

3.3. Segregacion

Como parte del estudio de segregacion se midié la posicién vertical de un intruso agregado al inicio de

la simulacién como funcién del tiempo, de su tamano y de su densidad. El primero de estos resultados se
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Figura 3.15: Distribucién vertical de temperatura granular en el plano inclinado. La curva azul (gruesa) muestra el perfil de temperatura
granular calculado, mientras que la curva roja (delgada) muestra un ajuste de éste a una linea recta. El eje horizontal es la temperatura
granular adimensional y el eje vertical la posicién vertical adimensional.

muestra en la Figura 3.16; para el caso de un intruso con didmetro do* = 4, sobre una cama de d3* = 1y de
densidad p* = 0.32.

La Figura 3.16 muestra que la posicién como funcién del tiempo parte de una posicién vertical inicial
alta y conforme el flujo se acelera ésta alcanza una posicion de equilibrio promedio. La grafica muestra dos
lineas de distinto color, la linea azul es la posicién vertical medida de las simulaciones y la linea roja es
un ajuste a funcién error complemento, donde la recta horizontal coincide con la posicién promedio final.
También se observa que dicha posicién de equilibrio muestra variaciones grandes con respecto a la media,
mismas que se explican por el hecho de tener un sistema con grandes discontinuidades. El tiempo que les
tomd a particulas con distinto tamano y densidad llegar a la posicién de equilibrio, se tomé como referencia
para hacer el promedio de posicion estacionaria media y todas las posiciones medias se midieron en tiempos

posteriores al tiempo del transitorio.
Debido a que cada intruso alcanza una posicién vertical promedio final como funcién de la densidad y del

tamano es posible trazar mapas con posiciones finales de intrusos en diferentes condiciones; éstas se pueden

trazar de 2 formas:

= Posicion final como funcién de la densidad para distintas razones de tamanos

= Posicion final como funcién del tamano para distintas razones de densidades

Ambas formas de trazar dichos mapas se muestran a continuacién, empezando por la posicién como

funcién de la razén de densidades, para diferentes razones de tamanos.
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Figura 3.16: Posicién vertical de un intruso como funcién del tiempo. El tamaiio del intruso es de do™ = 4 y el tamaifio de las particulas
de la cama inferior es d3* = 1. Los pardmetros de este flujo corresponden a los discutidos en la Tabla 3.1

3.3.1. Segregacién por densidades

Al graficar a la posicién vertical como funcién de la razén de densidades, para una razén de tamanos
dada, se obtiene un resultado como el de la Figura 3.17.

En la Figura 3.17 se observa que cuando la razén de densidades es pequenia (0 < p* < 0.4) el peso del
intruso no es suficiente para atravesar las capas de material granular y por ello se queda en la superficie.
Mientras que para razones de densidad grandes (1 < p* < oo) el intruso se sedimenta en el fondo. A esta
figura se le hizo un ajuste a una funcién error complemento, que se ajusta a todos los valores medidos dentro
del error. Para distintas razones de tamanos se pueden hacer graficas similares, en la que la rapidez con la
que cae el intruso aumenta, tal como se muestra en la Figura 3.18.

En la Figura 3.18 se muestra una comparacion entre las posiciones verticales como funcién de la densidad
adimensional para dos tamanos de intruso diferentes. En ambas graficas, cuando la razén de densidades es
la méas pequena, las posiciones iniciales son ligeramente diferentes. Esto se explica por la diferencia en los
didmetros ds y do, ya que ambos son mayores en el caso de la gréfica a la izquierda. De manera similar la
posiciéon minima en ambas gréficas depende del tamano del intruso. También se observa que ambas curvas
ajustan muy bien a funciones error con la unica diferencia de tener caidas méas rapidas. Otra cosa que es
de llamar la atencién, es que para razones de densidad altas (p* = 2), la fluctuacién que se mide en las
posiciones estacionarias es grande. Esto se puede explicar de la siguiente manera: una particula muy pesada
llega a la base del plano inclinado interactiia con una cama de particulas estaticas. El intruso esta siendo
arrastrado todo el tiempo por un flujo de particulas y al chocar continuamente con esta superficie irregular
rebota, lo que introduce dispersién en la medicién de la posicién vertical del intruso. Se vera més adelante
que el tnico efecto observado del cambio en el tamano de la cama inferior de particulas, es la introduccién

de “ruido” en la medicién de la posicion de intrusos con alta densidad relativa.

Curvas distintas en las que se observo el cambio en la posicion como funcién de la densidad para diferentes
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Figura 3.17: Posicién adimensional y;* como funcién de la razén de densidades r* para una razén de tamanos de d2™ = 2 y de d3* = 1.

Se muestran 2 curvas, la azul es el cambio en la posicién medida y la roja es un ajuste a una funcién error complemento.

razones de tamano se muestran en las Figuras 3.19 a 3.21. La diferencia entre las graficas es que cada una

tiene una cama de particulas de diferente tamano. En todos los casos se observa un comportamiento similar.
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Figura 3.18: Comparacién entre posiciones finales adimensionales para distintas razones de tamaifio d2*. El eje horizontal es la razén de
densidades entre el intruso y el grueso de las particulas (p*), previamente definido. El eje vertical es la posicién vertical adimensional
(y/d). Se observa que en el ajuste a funciones error la de mayor razén de tamafios cae méas rapido.

Se observa que la posicién vertical de los intrusos cambia de forma similar en los 3 casos. Cuando la
relacién de didmetros entre las particulas y el intruso es pequena, el descenso de la posicién vertical final
es lenta, mientras que para intrusos mas grandes dicha caida ocurre antes. De igual manera, las particulas
con mayor relacién de tamanos y densidades, se encuentran en posiciones por arriba de la posicién minima
esperada y con fluctuaciones grandes (curvas negras). Esto se debe al fendmeno de rebote mencionado
anteriormente. Este fenémeno es mas marcado cuando el didmetro de la cama de particulas es mayor. Otra
cosa que se puede observar es que las particulas que tienen distintos tamanos, siempre y cuando no sean
muy masivas, tienden a posiciones finales distintas; esto ocurre porque las particulas mas pequenas toman

posiciones mas bajas en los huecos que hay entre la cama de particulas.
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Figura 3.19: Posiciones verticales del intruso como funcién de la densidad adimensional, para las razones de tamano estudiadas y una
cama de particulas d3* = 1. El eje horizontal es la razén de densidades entre el intruso y el grueso de las particulas (p*), previamente
definido. El eje vertical es la posicién vertical adimensional (y/d).
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Figura 3.20: Posiciones verticales del intruso como funcién de la densidad adimensional, para las razones de tamano estudiadas y una
cama de particulas d3™ = 2. El eje horizontal es la razén de densidades entre el intruso y el grueso de las particulas (p*), previamente
definido. El eje vertical es la posicién vertical adimensional (y/d).
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Figura 3.21: Posiciones verticales del intruso como funcién de la densidad adimensional, para las razones de tamafo estudiadas y una
cama de particulas d3™ = 3. El eje horizontal es la razén de densidades entre el intruso y el grueso de las particulas (p*), previamente
definido. El eje vertical es la posicién vertical adimensional (y/d).

3.3.2. Segregacién por tamanos

Los mismos datos pueden ser presentados en forma diferente, i.e., la posicién vertical como funcién de la
razén de tamanos, para una densidad dada. Las gréaficas de las Figuras 3.22 a 3.24 muestran a la posicién
vertical como funcién de la razén de tamanos y cada una de las figuras se obtuvo para una didmetro promedio

de la cama de particulas.
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Figura 3.24: Posiciones verticales finales del intruso vs d2™, para 0.004 < p* < 2y ds™ = 3.

De nuevo se observa que las gréaficas no cambian sustancialmente para los distintos didmetros de cama,
pero algunas observaciones pueden hacerse. Una de ellas es que en principio las particulas con densidad me-
nor tienden a depositarse en posiciones superiores cuando su tamano aumenta. Esto ocurre porque particulas
més grandes hacen contacto en la superficie a la misma altura que las pequenas, pero su centro de masa
estd por arriba del de intrusos mas pequenos. Esto es un dato importante porque indica que cada didmetro
de particula con densidad cercana a cero tendra una posicién en estado estacionario fija, pero que correspon-
de a su tamano. Nuevamente las particulas méas grandes y pesadas rebotan con el fondo, lo que introduce

fluctuaciones en la medicién de la posicion vertical, lo que resulta en barras de error muy grandes.

Otro aspecto que también se puede observar es que las curvas de la posicién vertical por tamanos se
agrupan por diametros; esto significa que particulas mas grandes penetran dentro del grueso de particulas

que tienen densidades pequenas.

Resultados similares fueron reportados por Thomas[2], para tambores girados. Los resultados de posicién
vertical como funcién de la densidad pueden compararse entre si. Para ello s6lo es necesario normalizar
la posicién vertical con la posicion vertical maxima del intruso, lo que ocurre cuando éste tiene la menor

densidad. Un ejemplo de esto se presenta en la siguiente seccién.

3.3.3. Comparacion con experimentos

El experimento de segregacién mostrado en este estudio se realizé bajo condiciones controladas, que son
posibles sélo en una simulaciéon numérica. Algunas de las consecuencias que mejoran el control de los experi-
mentos son las siguientes. Al definir a la distribucién de particulas de forma numérica, no existen particulas

de distinto tamano al deseado. Las fronteras periédicas permiten hacer un estudio en tiempos muy largos, lo
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que permite tener flujo en estado estacionario, sin re-circulaciones en el frente y en la cola del flujo, lo que se
traduce en lineas de corriente rectas, evitando efectos de conveccién, que podrian afectar a los resultados de
segregacién. El simple hecho de tener los datos de forma numérica da como resultado la obtencién de datos de

posicién y velocidad exactos. Y por tltimo, s6lo en un arreglo numeérico es posible tener un experimento en 2D.

Sin embargo, es importante utilizar estos resultados a través de comparacién con resultados experimenta-
les. En el Capitulo 1 se presenté un proceso de segregacién dentro de un disco rotado a velocidad constante
(N. Thomas, 2000) y de este trabajo experimental se presentaron resultados similares a los aqui presen-
tados. En esta seccion se hace una comparacién cualitativa entre ambos resultados y un ejemplo de esta

comparacién se presenta en la Figura 3.25.
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Figura 3.25: Comparacién entre posiciones verticales en un arreglo numérico 2D y posiciones radiales experimentales medidas por
Thomas (2000).
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En la Figura 3.25 se presentan los valores de posicién vertical normalizados con la posicion maxima en
barras de error azules y un ajuste a una funcion error complemento de los puntos azules. Los puntos negros
son los valores medios reportados por N. Thomas y la curva verde es el ajuste a funcién error de dichos
puntos. La primera cosa que salta a la vista es que los ajustes son cualitativamente similares, pero en escalas
diferentes; La curva roja cae mucho mas rapido que la verde, ademéas de que si se observa con detalle se

vera que la curva verde esta desplazada sobre el eje horizontal.

Esta diferencia en las curvas se puede explicar considerando al ntimero de coordinaciéon Z. Un intruso
atrapado en un flujo granular estd en contacto con un ntimero de particulas a su alrededor, que le dan una
fuerza de red hacia arriba. Si el intruso es un disco rodeado de otros discos en un arreglo 2D, estard en
contacto con un ntmero menor de particulas que un intruso esférico rodeado de particulas en arreglo 3D. El
intruso esférico estd siempre en contacto con més particulas que un intruso circular. El niimero de particulas
que pueden colocarse alrededor de una esfera o una circunferencia, se le denomina nimero de coordinacién
(Z) y puede ser calculado con un anlisis geométrico. Este pardmetro es relevante para intentar escalar los

resultados numéricos obtenidos con los resultados experimentales de Thomas (2008).

3.4. Analisis de fuerzas

Una forma de estudiar este problema de forma muy simplificada es suponer que para cada intruso existe
una competencia entre 2 fuerzas en direccién vertical. Una de ellas es el peso que empuja constantemente
hacia abajo al intruso y otra de ellas es una fuerza indefinida producto del contacto con las particulas del

flujo. Un diagrama de cuerpo libre se muestra en la Figura 3.26.

Fda

Figura 3.26: Diagrama simplificado de cuerpo libre de un intruso.

Con base a la Figura 3.26 se puede escribir la suma de fuerzas en direccién vertical, la que queda de la

siguiente manera:
dv

Wy
dt’

donde F,, es la fuerza hacia arriba, cuya expresién obtuvo por andlisis dimensional, Fy es el peso que se

> Fy=F,—F;=m (3.10)

escribe Fy = p;V;g. Aqui es importante notar que en el caso 2D, V; es el drea de la particula circular,
mientras que en el caso 3D, V; es el volumen de la esfera. Cabe notar que este andlisis simplificado se hizo
para un intruso que se encuentra en la posicion vertical de equilibrio, por lo que la velocidad vertical no es

funcién del tiempo, v, # vy(t). De manera que la ecuacién 3.10 se reduce a:
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Fy, — piVig=0. (3.11)

En este momento se puede proponer una forma de F),, por ejemplo se propone que esta fuerza es propor-
cional a una potencia del gradiente de velocidades 7; lo que se propone debido a la observacién que se hizo
en la Seccién 3.2: Sin gradiente de velocidades vertical no existe segregacion. De igual manera se puede decir
que esta fuerza depende del niimero de particulas en contacto con el intruso, o sea el niimero de coordinacién
Z. Por ello la fuerza F,, ~ Z ("y)2. Completando las dimensiones y usando la constante de proporcionalidad,

la fuerza propuesta queda:

F,=C1-Z-(7)* L/g. (3.12)

Usando el tiempo adimensional propuesto del Capitulo 2, F,, se puede expresar como funcién de la rapidez
de deformacién adimensional 4*, lo que queda
F,=C,-Z () %. (3.13)
En esta propuesta de la forma de F,, C7 es una constante de proporcionalidad, L/d es una longitud
caracteristica adimensional. Finalmente, la ecuacién 3.11, puede dividirse por el peso de una de las particulas
del grueso (p,V,g). Esto es 1til porque permite presentar al peso del intruso de forma adimensional. También
es importante mencionar que el volumen de cualquier particula dependera de si ésta se encuentra en dos
o tres dimensiones. En el caso bidimensional, el volumen V se calcula como el drea de una circunferencia,
mientras que en tres dimensiones, V = 4/37R3. Por ello el peso adimensional del intruso se calcula como
p*S™, donde n puede tomar el valor de 2 o 3, con las consideraciones anteriores. Al dividir toda la ecuacién
3.11 también se altera el valor de C1, por ello dicha ecuacién queda
C-7- () g — s (3.14)
donde C' es una constante de proporcionalidad dividida por la masa de una particula del flujo, p* y S son la
razén de densidades y didmetros entre intruso y particulas del flujo. S se define como S = dy/d; y n puede
valer 2 o 3 dependiendo de si la particula se considera como una circunferencia o una esfera, respectivamente.
Dependiendo de la fuerza dominante, el intruso encontrara posiciones de equilibrio en la superficie o en el
fondo del plano inclinado. La fuerza del peso ira aumentando como funcién de la masa del intruso, mientras
que la fuerza hacia arriba sera constante. Esta tultima observacion se corroboré con simulaciones numeéricas

en las que se registraron las fuerzas de cada particula y se muestra en la Figura 3.27.

En la Figura 3.27 se muestra que en los puntos medidos, la fuerza de empuje F,, es constante. De manera
que cuando el peso pasa cierto limite, se observa la sedimentacién del intruso. Debido a las fluctuaciones
de la fuerza de empuje F,, es que el intruso se sitia en diferentes posiciones. En las Figuras 3.28 a 3.31 se
muestra el valor del punto para el cual las fuerzas de empuje y el peso se intersecan; esta linea vertical se

usa para marcar la diferencia que hay entre los casos en los que el intruso esta en la superficie o por debajo
de ella.
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Figura 3.28: Arriba: competencia entre fuerzas verticales para S = 2, en todos los tamanos de cama estudiados. Abajo: posicién vertical
como funcién de la densidad adimensional. La linea vertical azul es la interseccién entre fuerzas que separa a particulas en la superficie
de las demads. Las condiciones de estas simulaciones estédn en la Tabla 2.4
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Figura 3.29: Arriba: competencia entre fuerzas verticales para S = 3, en todos los tamanos de cama estudiados. Abajo: posicién vertical
como funcién de la densidad adimensional. La linea vertical azul es la interseccién entre fuerzas que separa particulas en la superficie

de las demads. Las condiciones de estas simulaciones estdn en la Tabla 2.4
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Figura 3.30: Arriba: competencia entre fuerzas verticales para S = 4, en todos los tamanos de cama estudiados. Abajo: posicién vertical
como funcién de la densidad adimensional. La linea vertical azul es la interseccién entre fuerzas que separa particulas en la superficie

de las demads. Las condiciones de estas simulaciones estdn en la Tabla 2.4
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Figura 3.31: Arriba: competencia entre fuerzas verticales para S = 8, en todos los tamanos de cama estudiados. Abajo: posicién vertical
como funcién de la densidad adimensional. La linea vertical azul es la interseccién entre fuerzas que separa particulas en la superficie
de las demas. Las condiciones de estas simulaciones estdn en la Tabla 2.4

De igual manera, usando el nimero de coordinacion para esferas en 3D, se escalaron los resultados para
los experimentos de Thomas y el resultado se presenta en las Figuras 3.32 a 3.34. Para poder escalar estos
resultados es necesario considerar que los arreglos son muy diferentes. El arreglo experimental es un arre-
glo cuasi-bidimensional, mientras que el nuestro es bidimensional. El arreglo numérico consiste en un plano
inclinado con fronteras periédicas, mientras que el experimental es un tambor giratorio. A pesar de estas
diferencias, la fisica que gobierna ambos mecanismos de segregacién debera de ser la misma, por lo que con

las consideraciones apropiadas la descripcién debera ser igualmente apropiada.

Una de las consideraciones més importantes tiene que ver con el hecho de que en un plano inclinado la
variable fisica responsable del movimiento es el angulo de inclinacién, mientras que en el tambor giratorio,
el movimiento se debe a una velocidad angular constante w. Mientras que en el plano inclinado el perfil de
velocidades es resultado de la fisica de las particulas que lo componen, en el tambor el perfil de velocidades

radial es inducido por el giro, por lo que el perfil tiene la siguiente forma

ve(r) =w-r, (3.15)

donde vg(r) es la velocidad del tangencial del disco, w es la velocidad angular del disco y r es la posicién
radial. De manera que en este caso, la rapidez de deformacién + es la velocidad angular w y se usé para escalar
al arreglo experimental. Otra diferencia importante es que en este caso el numero de particulas que rodean
al intruso es mayor, a pesar de tenerse un arreglo cuasi-bidimensional, por lo que el niimero de coordinacién

Z que se debe de usar, es el que corresponde a un arreglo en 3D.
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Figura 3.32: Escalamiento de fuerzas verticales de Thomas para d2™ = 2. Resultados en 3D.
80 I
F* .
empuje
F*
60 peso L
—F interseccion
(L 40 -
20 b
0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
b T T T T
@ Datos Thomas, s=3[|
( N 4 '
0.9 . —F interseccion I
0.8 -
®e
% 0.7
0.6 o 7
0.5 i
0.4 i
0.3 ® —
| | | | | | . | | | .
0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
*

Figura 3.33: Escalamiento de fuerzas verticales de Thomas para d>™ = 3. Resultados en 3D.
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Figura 3.34: Escalamiento de fuerzas verticales de Thomas para d>™ = 8. Resultados en 3D.

Una de las cosas que se pueden notar es que los resultados escalan de forma muy similar en los dos
arreglos, a pesar de las grandes diferencias que existen entre ellos; tan grandes como un arreglo en forma
de tambor girado, comparado con un plano inclinado con fronteras periddicas. Es importante mencionar
que la constante de proporcionalidad usada fue la misma para todos los valores mostrados, tanto para los

experimentos numéricos, como los experimentales.

En casos en 2 y 3 dimensiones el nimero de coordinacién Z juega un papel fundamental, este es una
medida de la cantidad de particulas que se encuentran alrededor de una esfera o una circunferencia de ra-
dio R. Por ello, la fuerza que aporta en promedio una sola particula al intruso de mayor tamano, tiene
que multiplicarse por el nimero de particulas alrededor del mismo. En el Apéndice A, se resuelve el pro-
blema geométrico de calcular el ntimero de coordinaciéon para una particula grande rodeada de particulas
més pequenas de diametro igual. Esto se hizo para 2 y 3 dimensiones y se calculé la razén de ntimeros
de coordinacién, que ayudaron a escalar el problema. En el desarrollo de este trabajo se buscaron distin-

tas explicaciones posibles al fenémeno de segregacion, se usé ésta por ser una explicacién simple y apropiada.

3.4.1. Otras teorias acerca de la segregacion que fueron descartadas

En la busqueda de una explicacion simple al fenémeno de segregacién, se ensayaron algunas otras. Estas
teorias se descararon por ser inapropiadas, o insuficientes. A continuacién se da una explicacién breve de

cada una.
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Flotacién de Bernoulli para un objeto sumergido en un un fluido con densidad estratificada

Supongamos que se tiene un objeto sumergido en un liquido con densidad estratificada linealmente como

se muestra en la Figura 3.35 de manera que la densidad aumenta como funcién de la profundidad de forma

L

Figura 3.35: Teoria con densidad estratificada

que p = po + k- z. Si esto es cierto la diferencia de densidades en z; y zo debera adicionar empuje adicional
a la fuerza de Arquimedes convencional. De manera que planteando que dP = p- g - dz, e integrando desde
z1 a 29 se obtiene la expresion para diferencia de presiones y para la fuerza de empuje, que se muestran a
continuacién.

1
P2—P1zpo-g-L+g-k-H-L+§-g-k-LQ, (3.16)

1
FU:g-L3(po+k-H)+§-g-k-L4. (3.17)

En la ecuacién anterior si la constante k se hace cero y se considera que el volumen es L3, se recupera la
fuerza de empuje de Arquimedes a densidad constante. Esta teoria es interesante porque propone una fuerza
de empuje que aumentaria conforme el fluido se vuelve mas denso en capas inferiores, lo que en principio se
podria pensar explica las diferentes posiciones verticales que un intruso toma dentro del flujo de particulas.
Sin embargo, recordando la Figura 3.13, la densidad tiene un cambio stibito sélo cerca de la superficie y

después de dicho cambio, la densidad esta cerca de ser constante.

Esta idea se corrobor6 usando al perfil de densidades mostrado dentro de la teoria y el resultado es que

se necesita un perfil de densidades con un cambio mas grande para que este efecto sea importante.

Flotacién de Arquimedes para un objeto parcialmente sumergido

Después de observar el cambio drastico que ocurre en la densidad del flujo, se pensé que una particula
parcialmente sumergida en un fluido con densidad constante podria explicar el problema, como se ilustra en
la Figura 3.36.

En dicha figura se muestra un esquema de lo que puede ser una esfera (o un circulo) de radio R, sumergida
una altura H en un liquido de densidad constante. Entre méas profundo se sumerge la esfera, mas volumen
de liquido desplaza y por ello la fuerza de empuje es mayor. El volumen sumergido de la esfera se calcula

Vi=m-H?* (R— %) La fuerza de empuje se define como Fp = p; - Vs - g. Ademds se puede argumentar
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v
i H

Figura 3.36: Esfera parcialmente sumergida en un fluido.

que 0 < H < 2- R, por lo que H sdlo es una fraccién de R; por ello se puede escribir a H = k - R, donde

0 < k < 2. Hecho esto se puede desarrollar una fuerza adimensional que queda de la forma

AF

Ls 2, Pp

Pr

donde p; es la densidad del fluido y p, es la densidad de la particula. Este mismo desarrollo se hizo pa-
ra circunferencias sumergidas. El inconveniente principal de esta teoria es que, después de que el intruso
estd completamente sumergido, la fuerza de empuje se hace constante, por lo que la posicién del intruso
queda limitado a posiciones en la superficie. Por lo tanto, los resultados numéricos o experimentales no

coinciden con las observaciones.

Peso del intruso incrementado por las particulas encima de él

Otra de las posibles explicaciones que se encuentran en la literatura es que los intrusos al sumergirse en el
flujo de particulas soportan el peso adicional por las particulas sobre ellos, incrementando su peso aparente.
De manera que, dependiendo de la profundidad, el balance de fuerzas cambiara. La principal complicacién
de esta teoria es el plantear una funcién que modele el peso aparente del intruso. Esto es complicado porque
muchas particulas pueden estar por encima del intruso, pero no todas proyectan su peso verticalmente
sobre el intruso. Una forma que se consideré fue una fuerza relacionada con el arreglo que se muestra en
la Figura 3.37, muestra como una particula a diferentes profundidades dentro de un flujo, soporta a otras.
Se supuso esta forma piramidal considerando que sélo dos particulas en esta zona contribuyen de manera
considerable al peso anadido. Al introducir esta fuerza en el balance vertical > F, = Fg — W — F(y) = 0,

la posicion resulta:
pi1/2
~ — .

o (3.19)

Y

Esta relacion no pudo representar al fenémeno como se pensaba, debido a que en algunas situaciones la
curvatura no correspondia con la observada y por ello se descarté. Una de las razones para esto puede ser
que, no se tomé la forma apropiada del peso de las particulas sobre el intruso. Para varias formas del peso

anadido propuesto el resultado no se ajusté a lo observado.
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eloje

y*=N-3 y*=N-4

a) b) C)

Figura 3.37: Particulas sobre un intruso a diferente altura. N es la capa de particulas mas alta.

Temperatura granular: huecos en el tiempo y en el espacio

La temperatura granular se puede interpretar como una medida de la vibracién que las particulas ex-
perimentan. La vibracién hace que se abran huecos en el material. Considerando el perfil de temperatura

granular calculado en secciones anteriores, se puede evaluar la migraciéon de un intruso en este campo.

y*
A

< —
é
> T

Figura 3.38: Ilustraciéon del tamano de los huecos temporales que se abren en el material debido al perfil de temperaturas.

La Figura 3.38 ilustra una de las interpretaciones que tiene la temperatura granular. Las particulas a
cierta altura tienen fluctuaciones de velocidad, las cuales se pueden entender como una incertidumbre de la
posicion de cada particula, lo que significa que en un instante dado, un par de particulas abrirdn un hueco.
Si el hueco es de igual tamano o mayor que el intruso, éste podra desplazarse. Lo tinico que detiene al intruso
en su avance es que los huecos que se abran sean pequenos y que éste con su peso no los pueda forzar a
abrirse. Esta es una teoria interesante, pero no explica porqué particulas ligeras y de didmetro pequeno son
incapaces de entrar en el flujo. En este caso, la teoria no explica la importancia que tiene la masa de la

particula y sélo importa su tamano. Una teoria que tomando como base al gradiente de temperatura, pero
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que incluyera la importancia de la masa, podria explicar correctamente la posicién vertical del intruso.

Es posible que las teorias individuales expliquen la posicién del intruso por zonas. Se observa que la
teoria del flujo con densidad estratificada y la fuerza de Arquimedes en un objeto parcialmente sumergido,
explican lo que ocurre en la superficie del flujo de material granular. Con una funcién apropiada para el peso
anadido por particulas encima del intruso, podria explicarse lo que ocurre por debajo de la parte superior
de las curvas y* = y*(p*), pero no se explicarfan las interacciones cerca de la superficie y del fondo del plano
inclinado, donde el intruso llega a una posicién minima absoluta. Finalmente la temperatura granular, es

una teoria interesante, pero incompleta, ya que por si misma no incluye la importancia de la masa del intruso.

Muy posiblemente algunos de los efectos anteriores jueguen un papel; sin embargo, existen otros efectos
que no se consideraron y que podrian ser relevantes; como las cadenas de fuerza resultado de los contactos
normales entre particulas. Finalmente, es posible proponer un ajuste empirico para calcular las posicio-
nes finales de intrusos de diferente tamano en un flujo de particulas. Siempre y cuando se consideren las

condiciones usadas en este trabajo. La relacién empirica es

YT Ymin o fe(n - p*), (3.20)
Ymaz — Ymin
donde y es la posicién vertical del intruso, Ymin V Ymaz SO0 las posiciones maximas y minimas del sistema, A
es una constante que es funcién de la razén de tamafios S y del nimero de coordinacién Z, o sea A = (S, Z)
y p* es la razon de densidades entre el intruso y las particulas. Se puede argumentar que la constante A tam-
bién es funcién del algin tiempo caracteristico del sistema, como lo puede ser 4. De manera que la relacién
empirica propuesta tiene la forma de una solucién a la segunda Ley de Fick unidimensional para difusién en
un so6lido semi-infinito o a una ecuacién de calor de Fourier, por lo que la relacién empirica esté relacionada

con la fisica del fenémeno.

Una de las condiciones que no se han mencionado hasta ahora y que se deben tomar en cuenta para un
trabajo futuro, es que esta relacion empirica sélo es valida con un sélo intruso. En caso de tener concentracio-
nes mayores, es muy probable que los intrusos interactien entre ellos o que al cambiar la densidad del flujo a
su alrededor afecten las posiciones de equilibrio. Para poder saber lo que ocurre cuando las concentraciones

son altas, es necesario hacer un estudio mucho més amplio.
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CAPITULO

4

Conclusiones y Trabajo Futuro

Se disenoé un experimento numérico en el que se puede estudiar una avalancha granular bidimensional de
forma controlada, i.e., una avalancha sin zonas de recirculacién en el frente y la cola. Esto es importante
porque en los experimentos estas zonas suelen tener zonas de conveccién que afectan en los estudios del
material granular como fluido y en particular los estudios de segregacion. De igual manera el hecho de que
la avalancha fuera bidimensional es importante, porque permite observar el flujo de manera directa, lo cual

es imposible en estudios experimentales.

Se realiz6é un analisis de los parametros involucrados en el flujo monodisperso de un plano inclinado de
particulas circulares y posteriormente se extendié dicho andlisis para el estudio de un proceso de segregacion

en dos dimensiones.

Se estudiaron de manera cualitativa los efectos de tener un flujo de material granular con un coeficiente
de friccion bajo y uno alto. Se observé deslizamiento del material granular andlogo a un sélido, con un
coeficiente de friccion bajo u = 0.1, en contraste con el gradiente de velocidades observado en el caso de un
coeficiente de friccién mayor p = 0.2. De este andlisis también se observé que el gradiente de velocidades
es resultado de fluctuaciones verticales de velocidad, que no se observan en el caso del deslizamiento. Estas
fluctuaciones de velocidad se interpretan de manera analoga a la intensidad de turbulencia que se observa en
flujos newtonianos a un alto nimero de Reynolds, en los cuales las capas de fluido dejan de moverse en lami-
nas para mezclarse entre si. En este caso las lineas de trayectoria de las particulas se mezclan en longitudes
mayores al largo de la caja y por ello ocurre la segregacion en los tiempos observados. Es interesante notar
que en este andlisis el comportamiento del material granular pasa de ser un sélido a un fluido “turbulento”.
Una conclusiéon importante de este andlisis es que no existe un solo modelo para representar las propiedades

que los flujos granulares pueden mostrar (pueden comportarse como sélidos o como fluidos, dependiendo de

73



74 CONCLUSIONES § coe

las caracteristicas que tenga el sistema). Estas caracteristicas pueden ser de las particulas que componen
el sistema, como en este caso el coeficiente de friccién; pero también pueden depender de las fronteras del

sistema o de alguna entrada externa de energia.

4.1. Avalanchas

El estado de agitacién del flujo de una avalancha en el plano inclinado, depende de la condicién en la
base. Si es lisa, la avalancha puede deslizarse como un bloque sélido; si es rugosa, se pueden introducir
fluctuaciones que resultan en un gradiente de velocidad. Asi se usé una capa de particulas fijas en la base

del flujo. Se observaron tres comportamientos:

= El dngulo de inclinacién es demasiado pequeno para provocar que el material fluya.

= Pasado el limite anterior, existe un movimiento del material como fluido y el conjunto alcanza un

estado estacionario (alcanzé un valor promedio constante de energia cinética).

= Para cierto dngulo de inclinacién critico, que es funcién del coeficiente de friccién, el conjunto no

alcanza el estado permanente y por ello se acelera indefinidamente.

En los tres casos mostrados anteriormente se usé una nociéon de dindmica de sistemas fisicos para in-
terpretar los resultados observados. Se hizo notar que las respuestas a dichos sistemas encajan con lo que
se esperaria de sistemas de segundo orden, con parte masiva, eldstica y disipadora. Cuando el angulo de
inclinacion es pequeno se observa algo parecido a una respuesta al impulso. Para dangulos intermedios y
grandes se observa una respuesta estable y una inestable respectivamente. Las fluctuaciones en los valores
medidos son producto de que el sistema sea discreto. También se caracterizé a la energia cinética en estado

permanente como funcién del dngulo de inclinacién y se observé que la relacién funcional es del tipo

1

ECN—7
T 9-B

(4.1)
donde B depende del coeficiente de friccion. Esta relacion es importante porque es valida para los dos coe-
ficientes de friccion estudiados. Sin embargo, para validar esto serd necesario estudiar casos con coeficientes

de fricciéon p mas altos.

Los resultados obtenidos de la energia cinética como funcién del dngulo de inclinacién se usaron para
disenar las simulaciones en las que se estudié a la posicién de un intruso dentro del flujo como funcién de la
razén de tamanos S, de la razén de densidades p* y el tiempo ¢. Todos los casos de segregacion se estudiaron
con un dngulo de inclinacién de 21°, debido a que con éste se asegura un flujo estacionario (con energia

cinética promedio).

4.2. Rugosidad macroscépica

Usando la cama de particulas adherida al plano inclinado se hicieron mediciones para caracterizar al

material como un fluido. Se midi6 el perfil vertical de velocidades v, = v, (y*), se hicieron mapas escalares
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de densidad, de temperatura granular y se obtuvieron perfiles verticales de densidad y de temperatura. Los
perfiles de velocidad y temperatura granular aumentan con la profundidad y y en ambos casos son aproxi-

madamente lineales.

La cama de particulas adherida al plano inclinado cumplié con su objetivo, que era insertar fluctuaciones
de velocidad verticales que favorecieran los gradientes de velocidad horizontal. Esto dio como resultado los

perfiles de velocidad, densidad y temperatura mencionados.

4.3. Segregacion

Manteniendo el drea total de las particulas constante (que en 3 dimensiones equivaldria a decir que a
volumen constante), se agregé un intruso de diferente tamatio y densidad y se estudié su posicién vertical

como funcién del tiempo, densidad y tamano.

Se midieron posiciones verticales del intruso como funcién del tiempo, densidad y tamano. En el caso
de las mediciones de posicién vertical como funcién del tiempo, se encontré que todos los intrusos sin im-
portar su tamano o densidad alcanzan una posicién de equilibrio media. Esta posicion tiene fluctuaciones
importantes que suelen ubicar a la particula en posiciones instantdneas varios didmetros por arriba de la
posiciéon media. Ademas, se obtuvieron gréaficas de la posicién como funciéon de la densidad adimensional
p* para distintas razones de tamano y viceversa. Para una p* dada las particulas con S mas grande se
segregaron mas rapidamente. Estas graficas mostraron que con una cama de particulas grande en el fondo

las particulas muy masivas rebotan, induciendo incertidumbres grandes en la medicién de la posicién vertical.

También se noté que intrusos de distinto didmetro tienen distintas posiciones de equilibrio, debido a que
los centros de masa de particulas grandes y densidades pequenas suelen establecerse en posiciones superiores
a las de tamano pequeno. Este dato aunque es evidente, es importante cuando se trata de adimensionalizar
la posicién de equilibrio con las posiciones maximas y minimas definidas en la relacién empirica de la funcién

error complemento.

Se encontré que el nimero de coordinacién Z es muy importante para escalar los resultados de dos a tres

dimensiones.

4.4. Sobre las fuerzas

Con base en anélisis dimensional se propuso una fuerza de empuje que depende de la rapidez de deforma-
cién y que en conjunto con el nimero de coordinacién es capaz de escalar datos numéricos con los resultados

experimentales.

Se evaluaron distintas teorias para explicar el fenémeno de segregacion, sin embargo no se encontré una

explicacién completa. Es claro que atn es necesaria una explicaciéon mas detallada de este fenémeno.
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4.5. Trabajo Futuro

ara poder asegurar que la curva de F. = Fg n. 4.1) es una curva maestra, es necesario hacer
P pod que 1 de E E.(0) (Eqn. 4.1 tra, h
experimentos para un rango mayor de parametros, debido a que solo se consideraron dos valores del coefi-

ciente de friccion.

Se debe estudiar el efecto del coeficiente de tener camas de particulas en la base del plano inclinado con

tamanos mucho mayores a los estudiados aqui y observar su efecto en la segregacion.

Seria deseable medir las implicaciones de tener mas intrusos dentro del flujo. Seria interesante hacer
experimentos de segregacién en los que el espesor de la capa de particulas sea por lo menos un orden de

magnitud mayor que el didmetro mayor de particula.



APENDICE

A

Numero de coordinacion en 2D y 3D

Una de las conclusiones mas importantes de este trabajo es que la fuerza vertical que experimentan
los intrusos dentro de un flujo de particulas se puede escalar, pasando de un arreglo bidimensional a uno
tridimensional, a través del nimero de coordinacion Z. El ntimero de coordinacién es una medida de la
cantidad de particulas que pueden colocarse alrededor de otra particula. Esta medida es un nimero entero y
depende de la relacién de didmetros entre la particula central y las que le rodean; asi como si de la geometria
es en 2 o 3 dimensiones. Para obtener el niimero de coordinacién maximo en 2 y 3 dimensiones, es necesario

resolver un problema geométrico; ambos casos se plantean y se resuelven a continuacién.

A.1. Numero de coordinacién en 2D

En la Figura A.1 se muestra un esquema en donde una circunferencia de tamano mayor estd rodeada de
otras circunferencias y sé6lo se tocan entre si en un sélo punto. La figura muestra las relaciones geométricas

que se tienen en la medida del nimero de coordinacién.

De las relaciones observadas en la Figura A.1b se puede decir que:

0 l

in- =——. Al
sing = - (A1)
Ademiés sabiendo que [ = d y proponiendo que 6 = 27”, se puede obtener al niimero de coordinacién Z como
funcién de la razén de tamanos S = D/d; lo que queda de la siguiente manera:
T
aresin(g )

De Igual manera, se pueden usar relaciones trigonométricas para encontrar otra forma del nimero de coor-

7
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Figura A.1: Nimero de coordinacién en 2D. a) Circunferencia rodeada de circunferencias de tamano menor. b) Muestra las relaciones
geométricas de un tridngulo que se forma con el centro de la circunferencia mayor y 2 de los centros de las circunferencias pequenas.

dinacién, de manera que

(R+7)* =r? + h2 (A.3)

Por lo que la ecuacién queda:

tan 2 4 (A.4)
n—- = ——, .
2 VR?4+2rR

simplificando la ecuacién anterior, el angulo con el que se abre el cono queda como

6 = 2 arctan 1 (A.5)

Vs(s+2)

Sabiendo que el perimetro total de la circunferencia es 2w R, finalmente el niimero de coordinacién quedas:

—, (A6)

donde las expresiones de A.2 y A.6 son equivalentes. Los valores del nimero de coordinacién para diferentes
relaciones de tamano S se presentan en la Tabla A.1.

Y como se observa cuando la relacién de tamanos es S = 1, el nimero de coordinacién es 6; lo que
es dato conocido de sistemas cristalinos. Es importante mencionar que el ntimero de coordinacién Z es un
namero entero, de manera que el resultado obtenido de la ecuaciéon tiene que truncarse para que represente
al numero de esferas que pueden colocarse en el perimetro de la esfera mayor. De igual manera, se puede
hacer un anélisis semejante para obtener el maximo numero de coordinacién entre esferas, mismo que se

muestra en la siguiente seccién.

A.2. Numero de coordinacién en 3D

Para obtener el nimero de coordinacién entre esferas se eligié calcular el 4ngulo del cono que es resultado

la unién entre el centro de una esfera y las tangentes de una esfera menor. Ambas esferas estdn en contacto
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Tabla A.1: Valores del nimero de coordinacién en 2D

L Zp
1 6

2 9.2
3 | 124
4 | 15.6
8 | 28.2

en un punto, tal como se muestra en la Figura A.2

En la Figura A.2 se observa que hay 3 curvas: C es una esfera de radio R, C5 es una esfera de radio
r que es tangente a C; y finalmente [ es una linea recta que parte del centro de C; y que esta tangente
a Cy. La linea recta [ representa a un cono que definido por las 2 esferas. El contorno del cono marca un
area proyectada sobre la esfera mayor. Existe un numero finito de dreas que se pueden proyectar sobre la
superficie de la esfera mayor y ese nimero serd el de coordinacion Zsp. Para hacer el cédlculo, lo primero es
conocer el valor de la abscisa x., con el cual se puede saber la pendiente m de la recta [. Para obtener esta

pendiente se puede pensar que las curvas Cy y Cs estdn definidas por las ecuaciones

Cy: 2 +y* = R? (A7)

Cy:(x—r—R)>+y* =12 (A.8)
de manera que la pendiente de [ serd la derivada de Cs evaluada en z.. La derivada de Cy queda de la forma
dy r—r—R

A, . (A.9)
dx \/TQ—(x—T—R)2

La recta [ queda de la forma
(x —7r—R)x
\/TQ—(I—T—R)2

dy
y=mx=—-—-x ==
dz

(A.10)

El punto z. se encuentra en la interseccion entre | y Co, de manera que resolviendo

(ze —r— R)* + i(fiz; if)_g;;) =r? (A.11)

se puede encontrar el valor de abscisa en el que la recta delimita a la proyeccién con el cono. Despejando z,.
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Figura A.2: Figura que ilustra como se proyecta el drea de una esfera sobre una esfera mayor. La longitud proyectada se usa para
calcular el nimero de esferas que se pueden poner alrededor de otra.

se obtiene que
RE42
Le = — R )
[ 1

(A.12)

de donde se observa que z. queda s6lo como una funcién de la razén de tamanos S. Este resultado se puede
sustituir en la ecuacién de la pendiente dy/dx y tomando en cuenta que m = arctané, se puede obtener una

funcién para el angulo, de manera que

1
0 = arctan ——, (A.13)
S(S + 2)
donde S es la relacion de tamanos y theta es el angulo con el que el cono se abre desde el origen. Para conocer
cual es el nimero de veces que el area del cono que resulta de la linea tangente a Cs se puede proyectar en
la esfera de tamano mayor, se usé una integral doble de un diferencial de area normal a la superficie de la

esfera. Esta drea A., esta definida por

™ X3
Aps =17 /6 . /¢> . sin 0dOdo, (A.14)

donde los limites de integracion estdan dados para sélo tomar en cuenta el drea proyectada de uno de los lados
del cono. Desarrollando la expresién anterior se llega a que Aqs = 2¢* 2. Ademds, el 4rea total Ay es 4T R2.
De manera que el ntimero de coordinacién se puede calcular como Z = Ap/A.s, expresion que desarrollada
queda de la forma

2
7 = ¢—ZS2, (A.15)

donde ¢x es el angulo en el que se abre el cono que parte del origen, S es la razén de tamanos. Para finalizar,

es necesario decir que el dngulo ¢ es el angulo con el que se abre el cono proyectado desde el origen de la
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esfera central y es el mismo que el angulo 6 de la seccion anterior. Por lo tanto, el nimero de coordinacién

para esferas queda

2 2
Jop = — 2™ (A.16)

arctan ————
V/S(5+2)
Finalmente se puede comparar el nimero de coordinaciéon en 2 y 3 dimensiones, para diferentes razones de

tamanos. Esta comparacion se muestra en la Tabla A.2. Es importante mencionar que se sabe que el niimero

Tabla A.2: Valores del ntimero de coordinacién en 2D
L\ Zp | Zsp
1 6 12
2 9 73
3 12 223
4 15 499
8 28 3611

de coordinacién es Z3D = 12 cuando S = 1, por lo que el resultado se considera correcto. Y también hay
que aclarar que el resultado de la ecuacién es un nimero irracional que se tiene que truncar para hacerlo
un numero entero. Finalmente es posible obtener una razén entre los nimeros de coordinacién en 2 y 3

dimensiones. Si llamamos a esta razén N, se puede decir que
N =25% (A.17)

donde S es la relacién de tamano. Esta cantidad es importante porque tanto en simulaciones como en
experimentos, existe una fuerza de contacto promedio que aporta cada particula al intruso con el que esta en
contacto. Pero la fuerza total que afecta al intruso, estd en funcién del nimero de particulas con las que
estd en contacto. Una esfera siempre estara en contacto con mas particulas que una circunferencia. En
otras palabras, el valor denominado como N puede escalar a la fuerza de contacto promedio y asi permite

extrapolar los resultados de las simulaciones a los experimentos.
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