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Introduccion

Desde la antigiiedad, en las civilizaciones donde se a alcanzado cierto esplen-
dor cultural, se ha tenido conocimiento de problemas cuya solucion exacta
no es posible obtener o la dificultad de obtenerla es muy grande (inclusive
con los métodos modernos), y se han buscado mecanismos que aproximen la
solucién, siendo asi que los Babilonios (1900 a.C.) posefan un método para
aproximar la raiz cuadrada de 2, Arquimedes de Siracusa (287-213 a.C.) apli-
cando un método de exhaucién pudo aproximar el valor de 7 y para el siglo
X1V ya Madhava de Sangamagramma aproximaba funciones por medio de la
serie de Taylor.

Un campo de particular importancia, donde tal hecho se mostré desde sus
inicios, surgié con la aparicion del calculo diferencial en el siglo XVII, que de
manera contundente para el siglo XVIII y hasta nuestros dias, ha servido para
modelar fenémenos de muy diversa indole ( Fisicos, Biolégicos, Econémicos,
Quimicos, Meteoroldgicos, ... ), mediante sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (SiEDQ). Al pretender resolver estos sistemas, tempranamente se
percataron de la dificultad para obtener una solucién analitica en muchos de
los casos planteados, y una serie de procedimientos tanto numéricos como de
analisis cualitativo se utilizaron para aproximar las soluciones.

Métodos lineales como el de Euler y no lineales como los Runge-Kutta ya eran
usados desde antes del siglo XX, pero seria hasta mediados de ese mismo siglo,
en gran mediada como consecuencia de los resultados obtenidos por Turing,
Godel, Church y von Newmann entre otros, y de la experiencias en la practica,
ganadas al pretender resolver estos sistemas en las primeras computadoras,
73, Mark 1 (electromecanicas) y ENIAC (electrénica), que se sentaron las
bases para la gestacién del concepto de Ciencias de la Computacion y Com-
putacion Cientifica, dando paso con ello, a un estudio analitico de los métodos
numéricos (andlisis numérico) enfocados a la resolucién de sistemas de ecua-
ciones diferenciales, tanto en sus caracteristicas generales, derivadas de la
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familia a la que pertenezcan (Lineales Mulipaso, Runge-Kutta, Predictor-
Corrector, ... ), como las particulares que son en gran medida influenciadas
por el SiEDO que se pretende resolver. Asimismo se ha profundizado en
un entendimiento mas preciso de la naturaleza misma de los SiEDO, y las
consecuencias de su interaccién con determinados métodos numéricos al solu-
cionarlos en un ordenador.

Una caracteristica frecuente en los SiEDO es la Rigidez, la cual tiene espe-
cial importancia por las severas restricciones que impone al solucionar estos
sistemas con los métodos numéricos clésicos. Sin embargo muy poca o nula
atencién se ha puesto en ella, en primer lugar porque es un tema relativa-
mente nuevo, por otra parte la gente involucrada en resolver algtn sistema
suele ser de otras areas del conocimiento y la mayoria de veces desconocen
en su totalidad el tema, siendo hoy dia lo normal encontrar en todo labora-
torio una computadora personal, con software de manejo numérico donde los
involucrados en el proyecto resuelven los problemas; y finalmente porque hay
una tendencia a creer ciegamente, en los resultados arrojados por los progra-
mas y en la inevitabilidad de los altos costos computacionales (especialmente
para problemas que no tienen que ser resueltos en tiempo real).

El problema que nos ocupa en esta tesis, es el de las caracteristicas glo-
bales que presenta la solucién numérica de los modelos mateméaticos de la
electrofisiologia en el corazén humano, tanto al resolver con un cierto tipo
de método numérico, como por las mismas condiciones de los modelos en
cuestion. Las motivaciones para adentrarme en tal tema fueron:

e Su desarrollo esta intrinsecamente ligado, hasta en lo temporal, al de
la Computacién Cientifica.

e Los naturaleza no lineal y rigida, aunque sea muy moderada, de to-
dos los modelos matematicos que pretenden reproducir la actividad
eléctrica en diversas células del corazon.

e Los modelos suelen ser mal condicionados, circunstancia que puede
influir en el comportamiento del método numérico empleado.

La forma en que abordamos el problema es la siguiente: en el capitulo
uno y dos comenzaremos por entender qué es el corazén, como funciona
desde el punto de vista mecanico y eléctrico, y la interrelacién entre estas
actividades para producir el latido. Ya con una visién panoramica de la
electrofisiologia cardiaca, en el capitulo tres pasaremos a citar algunos de



los modelos matematicos mas conocidos, que describen sus propiedades a
lo largo del tiempo. En el cuarto capitulo se muestran los resultados de
solucionar, bajo diferentes escenarios numeéricos, tres de los modelos dados
anteriormente, resaltando las diferencias mas relevantes en cada caso, las
cuales servirdn de motivacion para comenzar la disertacion, en el capitulo
cinco, sobre las caracteristicas tedricas que propician los resultados numéricos
observados; concluyendo en el capitulo seis con una explicacion de qué es la
rigidez y qué condiciones deben observarse en un método numérico si ha de
resultar apropiado para resolver un SiEDO rigido.

Para la implementacion de los diversos modelos y ejemplos utilizados a lo
largo de la tesis, se ha empleado la paqueteria de Matlab y Mathematica,
segun nos fue mas conveniente.

El Dr. Jose Galaviz dice en uno de sus libros! “La Historia de la Com-
putacion es mas bien en términos generales una historia de la pereza”, y
sin duda es asi, pero esa pereza como ¢él mismo comenta, es hacia los te-
diosos célculos de repeticion casi infinita, y a nuestra casi fanatica actitud
de cometer errores en ellos, y no al entendimiento basico de otras areas del
conocimiento cuyas fronteras dia con dia se difuminan més. No hace mucho,
en una conferencia dada con motivo del aniversario de la facultad de Ciencias,
le pregunte al ponente cual método numérico habhia usado para la obtencion
de sus resultados, él con gran desparpajo respondié ”Euler, Runge-Kutta no
importa, cualquiera, es igual... 7 Hemos buscado en este trabajo mostrar de
manera sencilla, que la diferencia al escoger un método u otro siempre existe,
pudiendo ser decisiva en los resultados obtenidos, si nuestro SiEDQO presenta
Rigidez, y que un conocimiento muy basico, sobre métodos numéricos, nos
dara los medios de seleccionar una opcion adecuada.

LGalaviz Casas José, Elogio de la Pereza: Una perspectiva Historica de la computacion,
“Las Prensas de Ciencias”, UNAM, 2003

X1



xil



Reconocimientos

La realizacion de esta Tesis, no recae en mi trabajo individual, sino en
el de un conjunto de personas sin cuya amistad y cooperaciéon, ésta jamas
habria sido posible. Quiero hacer patente mi agradecimiento a:

Mi madre, Maria del Carmen Méndez Tovar, quien me otorgd el tiempo
requerido.

Mi hermana Silvia Méndez Méndez por tomarse la molestia de revisar las
primeras versiones, cuando verdaderamente dejaban mucho que desear.

Mi hermana Maria Méndez Méndez y mis tios Carolina Méndez Sanchez,
Guillermo Méndez Tovar, y Alfredo Reynoso Ramos por su aportacion eco-
némica.

La M. en C. Maria Lourdes Velasco Arregui, por su guia, dedicacion e
infinita paciencia otorgadas.

El Dr. Jorge Humberto Arce Rincon, por la orientacién dada en la parte
de como implementar los modelos eletrofisiolégicos.

El M. en C. Guilmer Ferdinand Gonzilez Flores, por las observaciones
tan acertadas que hizo.

Los sinodales, Dra. Gertrudis Hortensia Gonzilez Gomez y Dr. Jesis
Lopez Estrada, por los esfuerzos que en la revision de este trabajo pusieron.

De manera muy especial, le estoy agradecido a mi tio el Dr. Luis Javier

Méndez Tovar, su apoyo material y animico fueron vitales en toda la travesia
de la licenciatura.

xiil



Xiv



Preliminares

Nomenclatura

EDO Ecuacién Diferencial Ordinaria
SiEDO Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

SiEDQ’s Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Software Empleado

Principales

Matlab R2010a http://www.mathworks.com/
Mathematica 7 |http://www.wolfram.com/mathematica/
De apoyo

openCell 0.8 http://www.cellml.org/. Es un software libre, especializado
en resolver sistemas de ecuaciones que modelan caracteristicas celu-
lares.

CD (Programas y Archivos Fuente)

Los programas utilizados para la obtencion de los resultados y graficas aqui
presentados, asi como los archivos .tex en que fue escrito el presente trabajo
se incluyen en el CD al final de la tesis. La informacion ahi contenida se
encuentra organizada de la siguiente manera:

o Leer.txt
e ArchivosFuenteTesis
e Programas
— TablaDeProgramas.pdf

— Tesis
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http://www.mathworks.com/
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.cellml.org/

* MathematicaT
* MatlabT

— NoTesis

* MathematicaNT
* MatlabNT

o Tesis.pdf

Leer.txt contiene instrucciones generales.

La carpeta ArchivosFuenteTesis contiene los archivos fuente .tex y las
graficas .eps a partir de los cuales se puede generar el documento 7Tesis.pdyf.

ListaDeProgramas.pdf es una copia del apéndice [El donde se listan al-
fabéticamente todos los programas, indicando con que software fueron im-
plementados, en que carpeta se encuentran y la secciéon donde primero son
utilizados. En la carpeta Tesis estdn los programas que se incluyeron en el
apéndice En la carpeta NoTesis se encuentra los que no se incluyen en el
texto.
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Capitulo 1

Corazon

1.1 Descripcién General

El corazon es un musculo llamado miocardio, ubicado cerca de la parte central
de la caja toraxica, entre el pulmén derecho e izquierdo y soportado dentro
de una estructura membranosa llamada saco pericardico. Esta recubierto en
el exterior por la membrana epicardiaca y en su interior por la membrana
endocardiaca. En los mamiferos consta de cuatro camaras principales:

e Auricula izquierda y derecha
e Ventriculo izquierdo y derecho

Las camaras permanecen separadas por medio del septum auricular y el sep-
tum ventricular, no habiendo comunicacion directa entre las del lado derecho
con las del lado izquierdo, pero si existe tal comunicacién entre la auricula
derecha o izquierda con el ventriculo derecho o izquierdo respectivo.

El corazén controla el paso y expulsion de la sangre por las cdmaras,
mediante cuatro valvulas

Bictspide o mitral

Trictspide

Sigmoidea pulmonar

Sigmoidea arterial
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Cabeza y extremidades superiores

Aorta

Arteria pulmonar
Vena cava

superior
Pulmones

';:.*\J

. e
Auricula derecha Vena pulmonar

Valvula

pulmonar Auricula izquierda

Valvula tricdspide P —
Ventriculo derecho Valvula arterial
Vena cava Ventriculo

inferior 1 [ izquierdo
' )
Tronco y extremidades inferiores

Figura 1.1: Estructura del corazon y curso del flujo de la sangre
a través de sus camaras y valvulas.

La vdlvula mitral conecta el ventriculo y la auricula izquierda, mientras
que la valvula tricispide al ventriculo y auricula derecha. Las auriculas se
encuentran en la parte superior, siendo de menor tamano y paredes consi-
derablemente mas delgadas que los ventriculos, de los cuales la parte mas
baja es conocida como dpex y la mas alta como base. La vdvula sigmoidea
pulmonar se encuentra entre el ventriculo derecho y la arteria pulmonar y la
valvula stgmoidea arterial conecta el ventriculo izquierdo con la aorta, que es
la arteria mas larga en el cuerpo. Musculos papilares y cuerdas tendinosas
fijan las valvulas a los ventriculos.

Las células o fibras del musculo cardiaco son comunmente alargadas y
ramificadas en forma de cilindros, con una longitud, en el tejido ventricular
humano, de 80 a 100 pm y un didmetro de 10 a 20 pym. Estan separadas
lateralmente de fibras adyacentes por la membrana celular o sarcolema, y la
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Figura 1.2: Fibras musculares cardiacas. Las regiones grises re-
presentan discos intercalares

parte final de cada fibra se une a otras células mediante un tipo de unién
llamada disco intercalar. La conexién eléctrica entre células adyacentes es
por medio una estructura denominada union comunicante, presente en los
discos intercalares.

El miocardio ventricular se compone en capas de fibras llamadas hojas, las
cuales tienen en promedio un grosor de cuatro células y estan rodeadas por
una matriz de tejido conectivo de coldgeno. La naturaleza y arreglo de las
ramificaciones de las hojas a lo largo de la pared ventricular varia.

El corazon tiene un sistema propio de células autoexcitables, es decir, ellas
producen estimulos (potenciales de accién) a intervalos regulares, en ausencia
de estimulos externos, que se propagan por todo el miocardio. Este sistema
estd conformado por las siguientes estructuras: Nddulo sinoauricular, haz
interauricular de Bachmann, nodulo atrioventricular, haz auriculoventricular
de His y fibras de Purkinje(fig. [L3)).

La funcién de este sistema es la de actuar como un circuito de rapida
propagacion del potencial de accion, pues salvo por el nodulo atrioventricular,
las velocidades de propagaciéon del estimulo en este trayecto, son superiores
a las de las otras fibras musculares del corazon.

Puesto que las auriculas y los ventriculos estan separados por un sep-
tum compuesto de células no excitables, desde la perspectiva de conduccién
eléctrica, el corazon se comporta como dos unidades aisladas, una conformada
por las auriculas y otra por los ventriculos. Es en la primera donde se loca-
liza el nodulo sinoauricular, alojado en la pared de la auricula derecha, cerca



Haz de Bachmann

Nodulo

Sinoauricular y
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Ramificacion
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Haz

Tracto
Internodular
Anterior

Tracto
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Figura 1.3: Esquematizacién del Sistema Eléctrico

de la unién con la vena cava superior; y el haz interauricular de Bachmann,
que tiene su origen en el nodo sinoauricular y se ramifica hacia la auricula
izquierda. La conexién eléctrica (propagacion del potencial de accién), entre
ambas unidades se da mediante el nodulo auriculoventricular, que se encuen-
tra en la parte inferior de la auricula derecha y forma un solo circuito con las
estructuras conductoras restantes, las cuales se dirigen hacia los ventriculos,
encaminandose primero al septum ventricular via el haz de His, para final-
mente ramificarse a ambos lados mediante las fibras de Purkinje.

1.2 Funcionamiento Mecanico

El corazon puede ser visto como una bomba hidrailica de dos circuitos para
la sangre, uno de baja presién que pasa por los pulmones para recoger san-
gre oxigenada y ceder C'O,, y otro de alta presiéon propagado a través del
cuerpo para liberar dicha sangre (circulacién sistémica). El funcionamiento
comprende una fase de llenado, en las camaras ventriculares, que llamaremos
diastole y otra fase de expulsion de la sangre acumulada en éstas, denominada
sistole.



1.2.1 Diastole Ventricular

La vena cava inferior y cava superior, suministran sangre carbo-oxigenada
a la auricula derecha mientras que las venas pulmonares abastecen sangre
oxigenada a la auricula izquierda; en este punto, todas las valvulas se en-
cuentran cerradas, siendo la presion ventricular mayor que la auricular. Un
impulso electroquimico generado en el nédulo sinoauricular se propaga lenta-
mente a través de las fibras auriculares, provocando una contraccién de éstas
y con ello un aumento de la presion auricular con respecto a la presion ventri-
cular, lo que induce la apertura de las valvulas mitral y tricispide, dejando
correr la sangre hacia las cavidades ventriculares. Se distinguen dos eta-
pas en el llenado ventricular: una de rapida afluencia y una de diastasis o
fase de llenado lento, durante la cual la presién en cada ventriculo aumenta
lentamente, hasta que la sistole auricular impulsa la suficiente sangre en el
ventriculo izquierdo, causando un incremento en la presion y el volumen,
motivando el cierre de la véalvula mitral previo a la sistole ventricular.
Cuando la corriente -impulso electroquimico-, llega a los islotes de tejido
conjuntivo que separan las auriculas de los ventriculos, es absorbida por el
nédulo auriculoventricular. Las fibras del nédulo auriculoventricular tienen
un diametro pequeno comparado con otras fibras cardiacas, lo cual produce
que la conduccion del potencial de accion en éstas sea mas lenta, intro-
duciendo asi un tiempo de retardo suficientemente largo para postergar la
contraccion de los ventriculos, permitiendo de esta manera que la contracciéon
auricular termine de llenarlos.

1.2.2 Sistole

La excitacién saliente del nodulo auriculoventricular, no se transmite direc-
tamente a las fibras musculares de los ventriculos, sino que se mueve a lo
largo del haz de His y sus ramificaciones para finalmente llegar a la fibras
de Purkinje, las cuales al ser intramiocardicas, permiten que el estimulo se
propague en las capas més internas de la musculatura del ventriculo. Cuando
finalmente el estimulo ha alcanzado las fibras musculares y la contraccion
ventricular se lleva a cabo, podemos distinguir en esta dos fases: una de
contraccion isovolumétrica, en la cual, las cuatro valvulas se encuentran ce-
rradas, y una de expulsion donde ya hubo apertura de las vélvulas adrtica
y pulmonar, seguido, como en el caso auricular, por una rapida expulsion y
luego por una afluencia de sangre relativamente lenta. Después de la con-



traccion, las fibras musculares se relajan rapidamente, el nédulo sinoauricular
vuelve a cargarse y vuelve a producirse el diastole.
La sangre expulsada del ventriculo izquierdo, fluye a la aorta para irrigar
cabeza, brazos y tronco; posteriormente se dobla hacia abajo y viaja hacia la
columna vertebral para llevar la sangre a los 6rganos abdominales y piernas.
El ventriculo derecho bombea sangre cargada de C'O,, via la valvula pul-
monar, a la arteria pulmonar que conduce la sangre a los pulmones donde
es reoxigenada, para posteriormente regresar por las venas pulmonares a la
auricula izquierda, permitiendo asi un nuevo ciclo didstole-sistole.
Como el ventriculo derecho s6lo bombea sangre al sistema circulatorio de
los pulmones, mientras que el ventriculo izquierdo bombea sangre al resto
del cuerpo, las paredes del ventriculo izquierdo son considerablemente mas
gruesas que las de su contraparte, ademas de exhibir un cambio de presion
mucho mayor durante el ciclo cardiaco.



Capitulo 2

Electrofisiologia

2.1 Membrana Celular

La membrana celular también llamada membrana plasmatica, es la estruc-
tura externa de la célula y cumple la funcion de barrera entre el ambiente
intracelular y el extracelular. Es flexible, elastica, de un grosor de entre de
7.5 a 10 nanémetros (nm) y estd compuesta aproximadamente en un 55 por
ciento de proteinas; 25 por ciento de fosfolipidos; 13 por ciento de colesterol;
4 por ciento de otros lipidos; y 3 por ciento de carbohidratos.
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Figura 2.1: Estructura quimica bésica de un fosfolipido

Los lipidos son el componente estructural basico de la membrana plasmatica,
siendo en su mayoria pertenecientes a la familia de los fosfolipidos (figuraZT]).
Presentan una seccién que es hidrofébica conocida como cola y una hidrofilica



(grupo cabeza). En un medio acuoso, como el que hay en el cuerpo pueden
formar una estructura de: micela, bicapa cerrada (vesicula) o bicapa abierta,
siendo ésta ultima la forma como se organizan en la membrana. Ya que las
porciones hidrofébicas son repelidas por el agua pero mutuamente atraidas
una con otra, tienen una tendencia natural a enlazarse en medio de la mem-
brana y dejar el grupo cabeza hacia el exterior.

Organizados en la estructura de bicapa, los fosfolipidos de la membrana
proveen una barrera que impide el movimiento de agua y sustancias solubles
en agua entre el interior y exterior de la célula, asi que para permitir el paso
de componentes hidrosolubles, esenciales para el funcionamiento y sustento
vital de la célula, se utilizan moléculas proteicas altamente especializadas, las
cuales se encuentran embebidas en la bicapa por su parte interna, externa o
bien, penetran el escudo de fosfolipidos, formando un puente entre el interior
y el exterior de la membrana (fig. [2Z2]).
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Figura 2.2: Representacion de la Membrana Celular

Dentro de estas proteinas transmembranosas hay tres muy importantes
para las propiedades eléctricas de la célula, conocidas como poros o canales,
intercambiadores y bombas, cuya funcién es permitir o forzar el flujo de iones!
de manera selectiva tanto hacia el interior como hacia el exterior, condicién

Véase apéndice [Al
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Figura 2.3: Compuerta en un canal iénico.

esencial para la creaciéon y propagacion de un estimulo eléctrico en la mem-
brana celular.

El movimiento de iones se da por difusion o por transportacién activa, de-
pendiendo de la estructura proteica involucrada. En la difusién? se requiere
de un conducto a través del cual puede pasar el ion y son las propiedades
cinéticas de cada ion las que propician el desplazamiento, dandose funda-
mentalmente a través de poros conocidos como canales i6nicos. Los canales
iénicos pueden abrirse o cerrarse mediante “compuertas” (fig. 2.3)), que reac-
cionan al voltaje (diferencia de potencial) en la membrana en un momento
determinado y ante factores quimicos (hormonas o neurotransmisores). En el
caso de la transportacion activa se caracteriza por el uso de energia extra (por
ejemplo ATP), siendo esto necesario pues se mueve al ion en una direccién
contraria al desplazamiento impuesto por las condiciones electroquimicas im-
perantes. Un ejemplo de este tipo de transporte es realizado por la bomba
sodio-potasio (Na™— K™), que bombea iones de sodio (Na™) hacia el exterior
de la célula y al mismo tiempo bombea iones de potasio (K1) del exterior al
interior, en una relacién 3:2.

Mientras que los procesos difusivos estdan primordialmente asociados a
producir o perpetuar un estimulo eléctrico, y pueden presentar un rapido
movimiento de iones, los procesos de transporte activo estan mas relacionados
con la restitucion o sustento a ciertos estados base y son comparativamente

2La definicién aqui adoptada para difusién dada en el apéndice [A], es una adaptacién
de la dada para los gases



mas lentos que los de difusion.

2.2 Diferencia de Potencial en la Membrana
Celular

La diferencia de potencial® (V;,) en la membrana celular, es consecuencia de
los potenciales eléctricos producidos por los diferentes solutos encontrados
en el el interior y el exterior de la célula. Asi V,,, que es mas conocida con
el nombre de potencial de membrana, queda definida por la expresion:

V= Vi V. (2.1)
siendo
V; = potencial eléctrico del espacio intracelular
V. = potencial eléctrico del espacio extracelular

Los responsables directos de la creacion de estos potenciales V' son los
iones, y la diferencia de potencial a través de la membrana es resultado de
la diferencia de concentraciones iénicas y de la permeabilidad imperante en
un momento especifico. Cuando hay un desplazamiento de iones entre en el
interior y exterior de la célula, se genera una corriente eléctrica que modifica
el potencial de membrana y la permeabilidad de los canales ionicos, tanto de
los abiertos como de los cerrados, modificando asi la diferencia de potencial
y la relacién de los iones responsables de ésta.

El potencial de membrana medido, cuando la actividad eléctrica total en
la membrana es casi nula o insuficiente como para provocar la transmision
de una senal nerviosa, es decir, incapaz de iniciar un potencial de accion,
recibe el nombre de potencial de reposo y las concentraciones aproximadas
de algunos de los iones encontrados en el fluido intracelular y extracelular,
se muestran en la tabla 211

2.2.1 Fuerzas Difusivas

Como ya habiamos mencionado, el movimiento por difusiéon requiere de un
canal iénico permeable, es decir que se encuentra abierto, y una vez que tal

3Véase apéndice [A]
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condicién se cumple, la difusion del ion o iones particulares que puede pasar a
través de ese canal se puede dar como consecuencia de tres distintos factores,
todos correlacionados, que ejercen una fuerza sobre los iones y provocan su
desplazamiento. Los factores son: el gradiente de concentracién, la presencia
de un campo eléctrico y la diferencia de presion.

. Concentaciones®

on intracelular (mM/L) | extracelular (mM/L)
Na*t 10 140

K+ 145 5.4

Ca?*t 0.00012 1.8

Cl- ) 120

Mg+ 5.5 9.2

Tabla 2.1: Concentraciones aproximadas de los algunos
de los iones presentes en el fluido celular.

2.2.1.1 Gradiente de concentraciéon

Si la membrana es permeable a un ion S pero no a a S’, donde S’ representa
a cualquier otra sustancia, la diferencia de concentracion a cada lado de la
membrana resulta en un flujo neto de S de un lado a otro, disminuyendo el
gradiente de concentracion. Sin embargo como S’ no puede pasar a través de
la membrana, la difusién de S causa un acumulacion de carga. Este desequi-
librio en la carga, induce un campo eléctrico que se opone al movimiento de
S a través de la membrana (fig. 224).

2.2.1.2 Campo eléctrico

Puesto que hay un potencial eléctrico ¢ existe un campo eléctrico —V¢°
que ejerce una fuerza electrostatica sobre los iones. Asi que cuando un canal
permite el paso de un ion, el campo actuara favoreciendo o contraponiéndose
a su desplazamiento. Sise opone al flujo la circunstancia aunque mas general,

4La mayorfa de los valores se obtuvieron de la referencia [4]

5V ¢ significa el gradiente de la funcién ¢
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Figura 2.5: Difusion por un potencial eléctrico.

es de la misma naturaleza que la provocada por el gradiente de concentracién,
pero si favorece, causara que los iones se muevan a través de la membrana aun
cuando no existan diferencias de concentracion, provocando eventualmente
la aparicion de un gradiente de concentraciéon cuya fuerza contrarresta a la
del campo eléctrico. (fig. ZH]).

2.3 Potencial de Inversion

Un potencial muy importante, es en el cual todas las fuerzas actuando sobre
un ion o un conjunto de ellos, para los cuales la membrana es permeable en
ese momento, dan como resultante una corriente eléctrica neta nula. A tal
potencial se le conoce como potencial de inversién (V;) y en general, al ser
la membrana celular permeable a varios iones de diversas caracteristicas al

12
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Figura 2.6: Permeabilidad a un tnico ion.

mismo tiempo, un potencial de membrana donde la corriente total es cero,
no necesariamente implica una corriente nula para un ion en particular.

El potencial de inversién tiene mas un caracter estimativo y es dependiente
del modelo. Su importancia reside entre otras cosas en los siguientes puntos:

e Esta relacionado con el potencial de equilibrio electro-quimico y ayuda
a conocer los gradientes de iones.

e Ser un indicador de a partir de qué voltaje se puede esperar una in-
versién en el flujo del ion.

e Al compararlo con los resultados experimentales, orienta sobre a qué
iones ha sido mas permeable la membrana celular

Diversas expresiones matematicas se han dado para obtener este poten-
cial, pero dos de las mas comunes y que se emplean en los modelos celulares
del capitulo tres son: potencial de Nernst y el potencial Goldman-Hodgkin-
Katz.

2.3.1 Potencial de Nernst

Nernst partio de la forma mas sencilla en que se puede pensar en una mem-
brana, como permeable a un tnico ion (fig. 2.0]).

Matematicamente la diferencia de potencial debida a un ion S a través
de la membrana celular, tiene la forma

13



o Z—?zn <[S]e) (2.2)

donde:

e R =8314 Jmol™* K™! es la constante universal de los gases.

T es la temperatura absoluta, aproximadamente 310 K (37 °C).

zg es la valencia® del ion.

F =~ 96,485 C mol~! constante de Faraday

e [S];, [S]e son la concentracién intracelular y extracelular

y expresa la diferencia de potencial en la cual no hay flujo del ion S a través
de la membrana, es por esto que también se le conoce como potencial de
equilibrio o potencial de inversion de Nernst. Esta formulacién depende
unicamente de la razon entre las concentraciones del ion al cual la membrana
es permeable, no contemplando otros factores como la presencia de un campo
eléctrico o la diferencia de presion.

Este potencial es ampliamente usado en modelos donde sélo se considera el
gradiente de concentraciéon como factor determinante en el movimiento de
los iones y ha servido como indicador de a que ion la membrana es mas
permeable en un momento dado, por ejemplo, una fibra muscular ventricular
tiene un potencial de reposo sobre los -85 mV, y el potencial de Nernst
para el potasio que tiene valencia zx = 1, con los valores dados en la tabla
2I) es (Ex =~ —87.89 mV), lo cual refleja la alta permeabilidad de la fibra
ventricular a iones de potasio cerca del potencial de reposo.

2.3.2 Potencial Goldman-Hodgkin-Katz

Dos elementos caracteristicos de este potencial, es la asunciéon de un campo
eléctrico constante y la permeabilidad al mismo tiempo, a un conjunto de
iones distintos. El flujo de cada ién se considera dado a través de un canal par-
ticular y controlado de manera independiente por su propia relacién corriente-
voltage.

6Véase apéndice A
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Su expresion mas usual, pues permite un calculo directo de potencial de
inversion, es para un conjunto de iones de valencia z = £+1 y toma la forma

RTZ (Zz:—l ché + 22:1 PJC‘Z>
——In

V= : :
F Zz:—l P]CZ] + Zz:l ché

(2.3)

con
e P; = D;/L la permeabilidad de la membrana al ion j.

o D = (u;RT)/(]z|F) la constante de difusiéon de Fick y u; es la movili-
dad del ion, definida como la velocidad del ion bajo la influencia de un
campo eléctrico unitario constante.

e [ el grosor de la membrana.
e ¢/ y ¢ la concentracién interna y externa del ion j.

Los valores de R, T', F' y z, son los mismos que para la ecuacion de Nernst

Por ejemplo, si tomamos los iones de K, Na™ con 2 =1y Cl™ con z = —1,
el potencial de inversion se obtiene de resolver la ecuacion

RT Poy[Cl7]e + Px[K™); + Pno[Na™);
o )

V= -1
" Pcl[Cl_]i—|—PK[K+]6+PNCL[NCL+]6

2.4 Potencial de Accion

Como se dijo en el capitulo uno, el latido del corazén se inicia cuando un
estimulo eléctrico, generado en el nodulo sinoauricular, se propaga a través de
todas las regiones del corazon. Este estimulo es consecuencia de un proceso
denominado potencial de accion, el cual se manifiesta como un repentino
cambio del potencial de membrana que se propaga por la fibra cardiaca a
través de su membrana.

De manera muy general podemos decir que cada potencial de accion es un im-
pulso electroquimico, que comienza cuando el estado polarizado bajo el cual
se encuentra la membrana durante el potencial de reposo, de manera normal

15



con un valor negativo, se ve modificado por una despolarizacién llevandolo
hacia potenciales positivos y entonces termina con un casi igualmente rapido
retorno a potenciales negativos hasta alcanzar nuevamente el de reposo (re-
polarizacién). En ciertos casos el potencial disminuye momentaneamente a
un punto por debajo del potencial de reposo, circunstancia conocida como
hiperpolarizacién.

Dentro de las células capaces de generar o propagar estos impulsos elec-
troquimicos y asi transmitir senales por la membrana, estan las células mus-
culares y nerviosas. Estas poseen un mecanismo de proteccién inherente,
por medio del cual, una pequena perturbacion en la diferencia de potencial a
través de la membrana, es decir,un estimulo electroquimico muy débil, pro-
duce sélo un ligero cambio en el potencial -respuesta pasiva-, desde el cual
el potencial de membrana regresard al estado de reposo; pero si se aplica
un estimulo suficientemente grande, el potencial de membrana alcanzara un
punto critico, llamado threshold potential (potencial umbral), dando como
resultado el inicio del potencial de accién -respuesta activa-.

Tanto el potencial de reposo, como el potencia umbral varian entre dis-
tintos tipos de células y consecuentemente el potencial de accion también
cambia, pudiendo ser notoriamente disimil su forma, tiempo de duracién y
velocidad de propagacion, entre distintos tipos de células, aun por las que
conforman el mismo 6rgano como es el caso de las que constituyen el corazén
(figura 2.7)). Por ejemplo, el potencial de reposo en las fibras del musculo
ventricular ronda los -90 mV mientras en el nédulo sinoauricular es de -55
mV y presentan un potencial umbral de -60 mV y -40 mV respectivamente.
De nuestro interés es el potencial de accion en las fibras del musculo ventricu-
lar y en las fibras de Purkinje, para los cuales, en el capitulo 3 presentaremos
algunos sistemas de ecuaciones diferenciales que han servido para modelarlos.
Ambos potenciales presentan grandes similitudes en su forma y en los ele-
mentos basicos participes durante todo el transcurso del potencial de accién.

El potencial de reposo de la fibras de Purkinje es de -87 mV, casi igual
al de las fibras ventriculares e indicio de una alta permeabilidad a iones
de potasio por parte de sus membranas durante el estado de reposo. La
amplitud del potencial de accién es del orden de 105 mV para la fibra del
musculo ventricular y de 130 mV en la fibra de Purkinje, implicando que
el potencial de membrana alcanza un méaximo de aproximadamente 50 mV,
lo cual muestra una mayor permeabilidad a iones de sodio en potenciales
positivos - el potencial de Nernst para el sodio es (Ey, ~ 70 mV) -.

16
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Figura 2.7: Esquematizaciéon de los diversos potenciales de accién
en distintas células cardiacas.

La evolucion del potencial de accion, en ambos casos, ha sido separada en 5
fases que involucran a los iones mds influyentes en su desarrollo -sodio (Nat),
potasio (K™) y calcio (Ca®T)- y a canales diferenciados por los cuales estos
transitan. En la tabla se expone brevemente el factor mas relevante en
cada caso, en la La figura se ubica a que zona se refiere cada etapa y la
tabla muestra el efecto de las corrientes en su respectiva fase.
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Fase

Funcionalidad

Debido de un estimulo que permite alcanzar el potencial
umbral, se abren los canales rapidos de sodio, propiciando
con ello una rdpida afluencia de Na™ hacia el interior,
creando asi una corriente (Iy,), lo cual se refleja en un
crecimiento abrupto del potencial (despolarizacion).

Poco después de que los canales de sodio se abren, se
vuelve a cerrar (inactivar), y una primera repolarizaciéon
es iniciada por un canal de potasio que genera una co-
rriente transitoria hacia el exterior (transient outward
current), nombrada Ir,.

Conocida como fase meseta (plateau), es resultado prin-
cipalmente de un movimiento de C'a®>" hacia el interior a
través de canales tipo L que genera una corriente despo-
larizadora (I¢,) y de la naturaleza transitoria de Ir,. De
hecho esta fase se presenta a causa de un delicado balance
entre corrientes de despolarizacién y de repolarizacion.

Fase de repolarizacion rapida. El efecto de repolarizacion
finalmente activa otros canales de K, que junto con la
inactivacién de los canales de C** resulta en un rapido
retorno a potenciales negativos. Las corrientes esenciales
en esta fase se conocen como corrientes rectificadoras re-
trasadas (Delayed Rectifier Currents), Ik, e Ik, siendo
la primera de accién réapida y la segunda lenta.

La prevaleciente corriente de repolarizacion finalmente
regresa el potencial de membrana a su valor inicial en
reposo. Este estado de reposo es mantenido por una co-
rriente rectificadora hacia el exterior (Inward Rectifier
Current) Ig.

Tabla 2.2: Etapas del potencial de accion
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Figura 2.8: Potencial de accién. Los nimeros indican las dife-
rentes fases del potencial de accion. Las principales corrientes
presentes durante alguna etapa, aparecen a un lado de la fase.

Corriente Ton Direccion de I | Fase Efecto

Ing Na* hacia el interior 0 Despolarizacion

Icar Ca*t hacia el interior 0 Despolarizacién

I, K+ hacia el exterior 1 Repolarizacion temprana

Icar Ca’* hacia el interior | 2 Meseta

I, K+t hacia el exterior 3 Repolarizacién

T K+ hacia el exterior 3 Repolarizacién

I K+ hacia el exterior 4 Potencial de reposo

Iy K*/Na* | hacia el interior | 4 Despolarizacién/
marcapasos

Tabla 2.3: Principales corrientes presentes durante el potencial
de accion, tanto en una fibra de Purkinje como ventricular.
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2.4.1 Representacion Fisica

Fisicamente, la manera de reproducir el potencial de accién es visualizando
al sistema (membrana, canales iénicos, bombas, ...), a manera de un cir-
cuito eléctrico. La forma basica representa a la membrana celular como una
capacitancia’ (C),) y a los canales idnicos como un conjunto de resistencias
variables, todos conectados en paralelo (fig2.9]).

Ve

Iext
membrana membrana
___\____ Mat K+ ____/___

capacitancia -------

Figura 2.9: Representacién basica del flujo eléctrico a través de
la membrana celular.

"Véase apéndice A
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Capitulo 3

Modelos de la Electrofisilogia
Cardiaca

Los modelos matematicos que describen la actividad eléctrica de una célula
cardiaca han crecido gradualmente en complejidad, conforme consideran mas
elementos celulares involucrados o se enfocan en emular cierta conducta en
particular, pudiéndose identificar dos grandes grupos: modelos biofisicos y
modelos simplificados.

Aun cuando hay dos grupos distintos, la expresién general que reconstruye el
potencial de accién usada para los modelos aqui expuestos es unica. Uti-
lizando un modelo de circuito eléctrico semejante al descrito al final del
capitulo dos (fig. 2.9), y aplicando tanto la ley de Kirchhoff como las ecua-
ciones (A.2)-([A.3) del apéndice [Al obtenemos que el flujo total de corriente
(Ieet) a través de la membrana al tiempo (t) es:

Iy = Cmaa% + Lion (3.1)
con (), la capacitancia de la membrana por unidad de area, V,, el potencial
de membrana, [, la corriente total debida a las corrientes idnicas e I,
representando un estimulo externo, que puede ser requerido para que la célula
alcance su potencial umbral.

Para los modelos aqui presentados se utilizé el supuesto de que V,, varia en
funcion del tiempo y no por la posicién donde fuera medida, luego entonces de

(), el potencial de accién de una célula se obtiene resolviendo la ecuacién

dvm T lion + Ie:ct
- Cp

(3.2)
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siendo justamente las diferencias en cémo se describen las corrientes idnicas
que conforman [;,,, las que distinguirdn y diran a qué grupo pertenece cada
uno de los modelos celulares que a continuacion se presentaran.

3.1 Modelos Biofisicos

Estos modelos buscan describir la electrofisiologia celular cardiaca, haciendo
explicito el papel que desempenan los diversos actores participantes en la pro-
duccion y modificacion del potencial de membrana, tales como los compar-
timientos especializados y la transferencia de iones mediante canales, bombas
e intercambiadores.
En estos modelos es de vital importancia, tanto las consideraciones citologicas,
como los datos obtenidos de realizar un nimero de experimentos controla-
dos en la célula, pues en funcion de ellos se ajustaran e interpretaran las
ecuaciones y los diversos valores que de dicha modelacién resulten. El mo-
delo matematico resultante representa lo que se supone esta pasando antes,
durante y después de la generacion de un potencial de accién.

La forma que toma I;,, en los modelos aqui expuestos, es de una suma
de corrientes debidas a cada elemento celular representado,

[ion = Z [elemento_i (33)
i=1

Como se ha mencionado, es en la expresion que describe a I ementos donde
se distinguird un modelo de otro, pudiéndose apreciar en nuestro caso dos
formulaciones ampliamente usadas. Una de ellas es consecuencia directa de la
forma propuesta en el modelo Hodgkin-Huxley y de considerar tinicamente a
los gradientes de concentracion como los responsables del movimiento iénico,
quedando expresada como

Is = Gs(Vin — Es) (3.4)

con Gg la conductancia y Eg el potencial de inversién (ec. 22 ). La otra
formulacién es la de Goldman-Hodgkin-Katz, donde ademas de los gradientes
de concentracién, se considera la existencia de un campo eléctrico constante,
tomando la forma

2F2% ¢ — ceexp(—zgj{:)

RT = 1—exp(—5F)

Is = Pg

(3.5)
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Las corrientes I.jemento S€ clasifican como dependientes o independientes

del tiempo, pero sélo suele hacerse explicito a cual grupo pertenecen, si ocurre
que un mismo elemento, generalmente un ion, esta involucrado en la gene-
racion de dos corrientes I, e I, cada una de clase distinta, como es el caso
de las corrientes asociadas al potasio (K*) en los modelos de Beeler-Reuter
y DiFrancesco-Noble que veremos més adelante.
En los modelos presentados a continuacion las corrientes dependientes del
tiempo involucran en su formulaciéon una o varias compuertas, tanto de acti-
vacién como de inactivacién, de la forma dada por Hodgkin-Huxley (apéndice
Bl ec. [B.3)), mientras que las corrientes independientes del tiempo no in-
volucran tal compuerta y suelen representar una corriente remanente, cuando
elementos identificables han sido eliminados.

3.1.1 Modelo de Noble (1962)

Denis Noble dio uno de los primeros modelos electrofisiologicos para una
célula cardiaca. Basado en el modelo de Hodgkin-Huxley! dio una formu-
lacion para el potencial de accion en las fibras de Purkinje y aunque presenta
la fase meseta, esta no es asociada al flujo de calcio que hoy dia se asume
es la causante. El modelo considera tres corrientes i6nicas: una corriente
producida por iones de sodio (Iy,); una corriente asociada a iones de potasio
(Ix); y una corriente subyacente, que se considero ligada en parte a iones de
cloruro y que nombraron corriente del anién (14,,).
La corriente i6nica total (I;,,) se describe usando la siguiente ecuacion

[ion = ]Na + IK + IAn (36)
Y cada corriente queda expresada como se muestra a continuacion:

]Na = gNa(Vm - ENa)

Ix = gx(Vin — Ek) (3.7)

[An = gAn(Vm - EAn)

Como cada canal se considera permeable a un tnico ion, los potenciales
de inversion (Eyg, Er y Ea,), son iguales al potencial de Nernst para el ion

Wéase apéndice [B.1]
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respectivo, (véase ec. (22)), v gna, g ¥ g1 son las respectivas conductancias.

Noble usé sus resultados experimentales de las fibras de Purkinje, para
proponer la conductancia asociada a cada corriente, de la siguiente manera:

1. Se supone que los iones de potasio pueden moverse a través de dos tipos
de canales en la membrana. En uno la conductancia del potasio (gx1),
se expresa como funcion instantanea del potencial de membrana y dis-
minuye cuando la membrana es despolarizada. En el otro tipo de canal,
la conductancia (gx2) depende del valor de una compuerta al tiempo ¢,
aumentando lentamente conforme la membrana es despolarizada. La
expresion matematica de ambas conductancias es

—V, — 90

o (3.8)

Vi +90
} + 0.015 *x exp {67;]

g1 = 1.2xexp {

gK2 = G’ (3.9)

con (g5 €l maximo valor de gxo.

2. Para describir la variacion en la conductancia del sodio (g, ), se toma la
formulacién dada por Hodgkin-Hukley, y se considera ademas que una
pequena componente, gyqc, de la conductancia del sodio, se encuentra
siempre presente y es independiente tanto del potencial de membrana
como del tiempo. La formulacién propuesta fue

INa = Gnam’h + Gnac

donde gy, es la maxima conductancia del sodio.
3. La conductancia para el anién g4,, se toma constante.

Como en Hodgkin-Huxley, las variables m, n y h representan compuertas,
siendo m y n compuertas de activacion y h una compuerta de inactivacién,
todas tomando valores entre cero y uno dependiendo del potencial de mem-
brana y el tiempo. Sus tasas de cambio con respecto al tiempo son modeladas
conforme a la ecuacién diferencial de primer orden dada en [B.3]y para cada
caso toma la siguiente forma
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dm - _ am(l —=m) — Bm (3.10)

dt

dh

Y. (3.11)
dn
—= = a,(1—n)— B.n (3.12)

donde las tasas constantes o; 'y ; (i = m, h,n), dependen sélo del potencial
de membrana, Las ecuaciones que se obtuvieron para ellas son:

0.1(—V;, — 48)
[V, — 48] ,

exrp 15
0.12(V,,, + 8)

Brm A +8}
exrp 5 —1

-V, —
ap = 0.17exp {7090}

2

0.0001(—V,, — 50)

B e P 1
P10

—V,, — 90

. = 0.002 -

15} exp [ <0 }

Las fibras de Purkinje son autoexcitables, por lo tanto no es necesario de
un estimulo externo para iniciar un potencial de accion, asi I.,; = 0 en la ec.
y la ecuacion diferencial que modela el potencial de accion es:
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% __]Na“—]K‘I’IAn
dt C

(3.13)

con las corrientes

INa = (gNamgh + gNaC)(Vm - ENa)
Ix = (gr1+ Gron™) (Vi — Ex) (3.14)
[An = gAn(Vm - EAn)

Las graficas resultantes de resolver el sistema de ecuaciones de a
(3I4), usando los valores para las corrientes i6nicas y las conductancias
maximas listados en la tabla Bly con los valores iniciales de la tabla
se muestran en el capitulo 4.

Parametros | Valor | Unidades
Chm 12 | uF/cm?
Ena 40 mV
Ey —100 mV
Ean —60 mV
TNa 400 | mS/em?
TNaC 0.14 | mS/em?
Txo 1.2 | mS/cm?
Jan 0.075 | mS/cm?

Tabla 3.1: Pardmetros y constantes usados en el modelo de Noble 1962 de
una fibra de Purkinje

Parametro | Valor inicial | Unidades
Vi —87 mV

m 0.01 -

h 0.8 -

n 0.01 -

Tabla 3.2: Valores iniciales usados en el modelo de Noble
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Figura 3.1: Diagrama del flujo de corrientes a través de la mem-
brana celular, propuesto en el modelo de Beeler-Reuter.

3.1.2 Modelo de Beeler-Reuter (1977)

Modelo matematico sobre la célula muscular ventricular en un mamifero,
propuesto por G. W. Beeler Jr. y H. Reuter, que se caracteriza por la exis-
tencia de dos corrientes de entrada y dos de salida en la membrana celular
(fig. B1), ademéds de poner especial énfasis, en el rol que juega una corriente
debida a iones de calcio en la creacion de la fase meseta en el potencial de
acciéon. Las corriente iénica (I;,,) en consecuencia, es resultante de otras
cuatro corrientes independientes

Iz'on - INa + IKl + I:cl + Is (315)

siendo Iy, la corriente debida a iones de sodio, I e I, las corrientes asoci-
adas al flujo de iones de potasio e I, una corriente asociada a iones de calcio.
La formulacién matematica para dichas corrientes, es del tipo de ecuaciones
propuesto por Hodgkin-Huxley? (ec. B.4)).

2Véase apéndice [B]
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Corriente de sodio Iy,

Esta corriente es la principal responsable de provocar un abrupto creci-

miento del potencial de accion, y es consecuencia de una entrada rapida de
iones de sodio, al interior de la célula.
La conductancia del canal permeable a Na™, es expresada como una maxima
conductancia multiplicada por parametros de activacion e inactivacion, mas
una conductancia constaste de sodio gy, ya aplicada en el modelo de Noble.
Asi la formula para la corriente del sodio es

Ina = (?Nam?)hj + Inac) (Vi — Ena) (3.16)

En, es el potencial de Nernst para iones de sodio y gy, es el valor de la
conductancia del sodio cuando la compuerta estda totalmente activada. Las
variables m, h y 7 son las compuertas de activacién, inactivacion e inacti-
vacion lenta respectivamente, cuya dependencia del tiempo esta dada por la
formulacién de la ec. del modelo de Hodgkin-Huxley y con sus tasas
constantes fijadas por las siguientes expresiones

- —(Vin +47)
~ eap[—0.1(V,, +47)] — 1
Bm = 40exp[—0.056(V,, + 72)] (3.17)
— (Vi 4+ 47)

B exp[—0.1(V,, +47)] — 1

Bm = 40exp[—0.056(V,, + 72)]
ap, = 0.126exp[—0.25(V,,, + 77)]

8, — 1.7
" erp[—0.082(V,, +22.5)] + 1 (3.18)
exp[—0.25(V,, + 78)]
. = 0.055
& exp[—0.2(V,, + 78)] + 1
0.3
5]' =

exp|—0.1(V,, +32)] +1
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Corriente de entrada lenta I,

La corriente de entrada lenta toma en consideracién, principalmente, la
captacion de iones de calcio dentro de la célula y es ésta quien tiene un papel
determinante en la aparicién de la fase meseta en el potencial de accién. Para
describir la conducta de la conductancia g, se considera una compuerta de
activacion, d, y una de inactivacién, f. La magnitud de la corriente i6nica

queda dada por
Iy =9,df(V,, — Ey) (3.19)

siendo g, la conductancia con el canal completamente activado.

Para tratar con la varaiacién en la concentracién intracelular de calcio, [Ca**];,
en el transcurso de un potencial de accién, el potencial de inversién E fue
calculado de [Ca®"];, con la ecuacién de Nernst como

B, = —82.3 — 13.0287 - In([Ca*");) (3.20)

La dependencia del tiempo de la concentracién intracelular del calcio, es a
su vez dependiente de la magnitud de I, y es descrita por

d[C’a2+]i
dt

Nuevamente, las dos variables de compuerta son formuladas usando la ecuacién
B.3y el valor de sus tasas constantes para un potencial de membrana dado,
es encontrado usando las expresiones siguientes:

exp[—0.01(V,, — 5)] )
exp[—0.072(V,, — 5)] + 1

= —10""1, +0.07(107" — [Ca*");) (3.21)

ag = 0.095 (

exp[—0.017(V,,, + 44)] )

fa = 0.07 (exp[0.05(vm F A4+ 1

eap[—0.008(V,, + 28)]
= 0.012
o (exp[O.lES(Vm 28)+ 1

exp[—0.02(V,, + 30)] )

= 0.0065
g <exp[—0.2(Vm +30)] +1
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Corriente saliente de potasio Ix, independiente del tiempo

La evidencia experimental sugirié que en segundo plano habia una co-
rriente independiente del tiempo producida por iones de potasio dentro de la
célula ventricular miocardica. Esta es predominantemente una corriente de
salida, cuya magnitud estd dada por

]Kl =

4(expl0.04(V;, + 85)] — 1)
035 <ea?p[0.08(Vm +53)] + exp[0.04(Vin + 53)])

0.2(V,p, + 23)
1 — exp[—0.04(V,, + 23)])

(3.23)

+ 0.35 (

Corriente saliente de potasio I, dependiente del tiempo

Esta corriente es controlada por s6lo una variable de compuerta x; y se
expresa como

(3.24)

—0.04(V,n —1
I, =08z (exp[ 0.04(V,,, + 77)] )

exp[—0.04(V,, + 35)]

Las tasas constantes para la compuerta x; son calculadas de las siguientes
expresiones

cr = 0.0005 ( exp[0.083(V,,, + 50)] )

exp[0.057(V,, +50)] + 1
(3.25)

B, = 0.0013 ( exp[—0.06(V,, + 20)] )

exp[—0.04(V,, +20)] + 1
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Parametros | Valor | Unidades
[ 1 wF/em?
Eng 50 mV
TNa 4 | mS/em?
TNaC 0.003 | mS/cem?
Js 0.09 | mS/cm?

Tabla 3.3: Valores constantes de los parametros usados en el
modelo de Beeler-Reuter de una fibra muscular ventricular.

Usando los valores para las constantes de la tabla[3.3], el sistema de ecua-

ciones diferenciales que modela el potencial de accion es:

AVi _ —(Una+ Iky + Loy + L) + Lew
dt Cm
d[CdL:ﬂi = —107"I,+0.07(1077 — [Ca*"];)
CZ—T = an(l—m)—F.m
% = ap(l—h) =B
% = a;(1—j)—Bjj
% = ay(l—d) — Bad
Vo a0-n-ss
% a1 (1 —2xl) — Bzl

(3.26)

(3.27)
(3.28)

(3.29)

(3.30)
(3.31)
(3.32)

(3.33)

Las células ventriculares no son autoexcitables, por lo tanto es preciso
aplicar un estimulo eléctrico externo inicial de corta duraciéon y suficiente-
mente grande, para que alcance su potencial umbral dando asi comienzo al
potencial de accion. Las graficas resultantes de resolver este sistema, con los

valores iniciales de la tabla [3.4] se muestran en el capitulo [l
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Parametro | Valor inicial | Unidades
Vin —84 mV
[Ca**]; 1077 M/cm?
m 0.011 -

h 0.988 -

j 0.975 -

d 0.003 -

f 0.994 -

xl 0.0001 -

]ext 30 :uA

Tabla 3.4: Valores iniciales usados en el modelo de Beeler-Reuter

3.1.3 Modelo de DiFrancesco-Noble (1985)

Este modelo, al igual que el de Noble citado anteriormente, pretende des-
cribir la electrofisiologia de una fibra de Purkinje, pero con mucho mayor
detalle. Incluye la representaciéon de bombas de iones, intercambiadores, la
descripcién del movimiento de calcio, asi como un mecanismo de liberacién
de calcio inducida por calcio, por su siglas en inglés (CICR),cuya descripcién
no es fisiolégica, ademas de que ya considera el efecto del campo eléctrico en
ciertas corrientes.

Descripcion esquemdtica para la corriente

El flujo de corriente total a través de la membrana celular (fig. B2) se
describe como

Iion = If + IK + [Kl + Ito + [bNa + [bCa + [p + INaC’a + INa + Isi (334)

representando cada componente lo siguiente:

I; corriente activada con la hiperpolarizacion, donde se presenta una perme-
abilidad combinada a iones de potasio (K ) y sodio (Na™), y contro-
lada por una variable de compuerta y(?).

I corriente de potasio dependiente del tiempo, que actia como un rectifi-
cador y es controlada por una compuerta z(t).
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A I E W

Figura 3.2: Diagrama del flujo de corrientes a través de la mem-
brana celular, que es propuesto en el modelo DiFrancesco-Noble.

I, corriente subyacente de potasio, independiente del tiempo.

I;, corriente transitoria hacia el exterior, que es un rectificador.
Iyn, corriente de sodio subyacente.

Iyc, corriente de calcio dependiente del voltaje.

I,, corriente que surge de la operacién de la bomba de sodio-potasio.
Inoce corriente debida al intercambiador de sodio-calcio.

In, corriente de sodio de entrada rapida, que es gobernada por dos variables
de compuerta, m y h y también se ve afectada por iones de potasio,
pues el canal el ligeramente permeable a estos.

I,; Es la corriente secundaria de calcio entrante de manera lenta.

Corriente del marcapasos I;

De los experimentos se infirié que durante la fase final de cada potencial de
accion, la membrana seguia siendo permeable a iones de potasio durante un
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corto periodo de tiempo, propiciando la salida de K y un espacio intracelular
mas negativo de lo que usualmente es, decreciendo el potencial de membrana
a valores por debajo del potencial de reposo. A esta circunstancia se le
conoce como hiperpolarizacion y se le considerd la condicién necesaria para
la aparicién de la corriente Iy (hoy dia se sabe que la la corriente Iy esta
presente desde antes). La descripcién dada fue la siguiente:

con
: ([K].)
iy = m(gf,K(Vm — Ex)+ 95na(Vin — Enag))
y
dy
at = O‘y(l —y) — Byy

a, = 0.025¢zp [—0.067(V,, + 52)]

B 0.5(V;, + 52)
b =12 exp [0.2(V,, + 52)]
(By)Vm:—52 =2.5

Los valores experimentales para las constantes en éstas ecuaciones son,
gfNa = 3 1S, grx = 3 uS y el de K,y = 45 mM. En, y Ex son los
potenciales de inversion de Nernst para K+ y Nat.

Corriente de potasio (Ix), dependiente del tiempo

Se expresa por

con [K); — [K]cexp[—2]

140

g = [K,max '
y la compuerta que controla la reaccion es

dx

pr =a,(1—2)— Gz
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eap [0.0826(V,, + 50)]
(14 exp[0.057(V,, + 50)])
exp [—0.06(V,, + 20)]
1 — exp[—0.04(V,, + 20)]

oy = 0.

590:

Los valores usualmente asignados son para I . = 180 nAy
[K]; = 140 mM.

Corriente de potasio independiente del tiempo (Ix)

Esta dada por la ecuacién
[K]C Vm - EK
c T Km71 1+ ea?p[(Vm — EK + 10) : ;—I;]

Ix1 = gx1
(K]
con K,,; =210 mM y la méxima conductancia gx1 = 920 uS.

Corriente transitoria hacia el exterior (I,)
Formulada como

Ito =T"1

siendo
. 0.2 + [K]. [Cal;
o, = 0.28 .
Zt Km71 -+ [K]c Km,to -+ [CCL]Z
V. + 10

1= exp[—0.2(V,, + 10)]

y
d
d—z =a.(1—7r)—pr
a,. = 0.033exp(—V,,/17)
33
Br

" 1+ exp(—(V, + 10)/8)
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dando K, 1o = 1 uM

Corriente subyacente debida al sodio (I, n.)

Es representada por la relacion lineal:

Ib,Na = gb,Na(Vm - ENa) (339)

siendo gy ng = 0.18 1S

Corriente debida a la bomba de intercambio Sodio-Potasio

(1p)
La formulacién de la bomba sodio-potasio es

;o (Kl [Nal;
P P Kok + [K]e Kinna + [Nal;

(3.40)

Aqui i, = 125 nA es la corriente maxima que puede fluir a través de la
bomba, K,,x =1 mM y K,,no, = 40 mM.

Corriente debida al intercambiador de Sodio-Calcio
(]NaCa)

NNaCa — 2) Vi F
INaCa - kNaCa (6213‘]9 |:7( al C2RT ) :| [Na]zn[ca]e

e [—(1 - 7)(7”;121;11 - 2)VmF] [Na]Z[Ca]Z)/ (3.41)

(1 + dyaca([Cali[Na]g + [Cal[Na]}))

Los valores en el modelo estdandar son: [Nal. = 140 mM, [Cal. = 2 mM,
kNaCa =0.02 mM, Y= 05, n = 3, dNaCa = 0.001 Y NNaCa = 3.
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Corriente de calcio subyacente (I, c,)

Es representada por la relacion lineal:

Iyca = gp.ca(Vin — Eca) (3.42)

siendo gy = 0.02 S

Corriente rdpida de sodio (In,)

INa = msh(gNa(Vm — th)) (343)

RT, ([Na]. +0.12[K].
- F ( [Na]; + 0.12[K]i)

dh

E :Oéh(l—h)—ﬁhh

Vi +41
1 —exp[0.1(V,, +41)]

a(m)Vm:—41 = 2000

oy, = 200

B = 8000exp(—0.056(V,, + 66))

ap, = 20exp(—0.125(V,, + 75))
8 — 2000
" 320exp [—0.1(V,, + 75)]

El valor para gy, es 750 uS
Segunda corriente de entrada, I, y sus componentes

I,; esté separado en tres componentes que dependen en iones de Ca?*,
KT y Na™ respectivamente, quedando definida como

[si =d- f : fQ(IsiCa + ]siK + IsiNa) (344>
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R+T .
1—exp [W]

([Ca]iexp {%} _ (Calueap {—2(14;% . 50)FD

0.01Py;(V,,, — 50)-L2

R«T |

1—exp [‘(‘41;%7}5”]

(ke [S] (i cap [~V S0P

IsiC’a -

]siK -

0.01P;(V;y, — 50) £

1—exp [W}

([Na]iexp {2—5} — [Na].eap {WD

d(d)
St

ag = 30

IsiNa —

= aq(l —d) — fad

Vi + 24
- 24

1
(q)v,,——24 = 120
Vin + 24
— 12
N (A T
P17 10

(Ba)v,,=—24 = 120

df
i =ay(1—f)—Bsf
Vi + 34
ay = 6.25 [Vm n 34}
exrp 1 -1
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(af)v,=—31a =25

5, = 50
= [—(Vm + 34)}
1+exp | ———->
4
d
Vs an(— 12+ BplCal s
[CG]Z
1 f = 2%
f2 [CCL]Z + Kmf2
Qfo
K,, 1o = =22
,f2 Bf2
_ [Cal; - ag
/8f2 Km7f2

con los valores usuales de K, o =1 M, aye =5y Py = 15.

Concentracion de sodio intracelular ([Na;)

dt

= —[Ina + lona + Lfna + Lsing + 31,
+ (nNaCa/(nNaC’a - 2))[NaCa]/‘/iF

(3.45)

con V; el volumen de fluido intracelular. El modelo es basado en una fibra
de Purkinje cilindrica con longitud de 2 mm y radio de 0.05 mm, luego

Vi = (1 — V,)3.1416 - radio® - longitud

V.cs representa la fraccion de espacio extracelular y toma valores de entre .1
a .05.

Concentracion de calcio intracelular (|[Cal;)

La concentracion de calcio intracelular se obtiene de la ecuacion:
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2INaca
diC IsiCa + [bCa — haCe + Iu - Irel
[ a]i _ NNaCa — 2 (3 46)
dt 2V, F .

con

Lup = aup [Ca]i([m]uzn — [Caup) = Bup[Caluyp

2V,F
Nyp — —————
' Tup|C]up

[Cal,, el maximo valor de [Cal,,, usualmente colocado a 5 mM .
Ly = aynp([Calyy — [Calre) (3.47)

o 2‘/;"elF’

Trep

gy

dp

pri (1 —p) — Bpp

Vin + 34
Vm+34} ,

ap, = 60.25

erp {

200

Bp -
14 exp [7_(Vm4+ 34)}

) o
Lot = Qe [Ca]rd (KT + [C’a]f

mCa

2‘/7“elF

Trel

Qe =

con r usualmente colocada a 2 o 1, K,,c, = 0.001, las constantes de
tiempo Trep = 2 5 a los =80 mV', 7,, = 25 ms y 7, = 50 ms.

d[0a2+]up . Iu — It?“
a2V, F

40



d[0a2+]rel o Itr — drel

dt V. F
Ve = 0.02V;
Vip = 0.05V;

Concentracion de potasio extracelular

Asumiendo una concentracién de K homogénea en un modelo de tres
compartimientos.

= —P([K]. — [K],) + L (3.48)

con
Im,K = IKI —|—IK —|—If,K "‘Isi,K "‘Ib,K — QIP

el valor de P regularmente puesto entre 0.2 y 1.0s7! y [K], = 4 mM.

Concentracion de potasio intracelular

dK+]i Ik
dt  VixF

(3.49)

Parametro | Valor inicial | Unidades
C,, 0.0756 wE

Tabla 3.5: Valores iniciales para el potencial y la capacitancia de
la membrana, en el modelo de Difrancesco-Noble
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3.2 Modelos Simplificados

También llamados no biofisicos, se enfocan en simular las propiedades basicas
del potencial de accion sin tratar los procesos subyacentes, por lo que sus
variables suelen no tener significado fisico. Son sustancialmente mas simples
que los modelos biofisicos y mas eficientes computacionalmente hablando.
Debe tenerse claro que la simpleza del modelo, depende directamente de las
caracteristicas que se pretenden reproducir y es relativa al modelo biofisico
correspondiente, pues viendo el modelo de Fenton-Karma, adelante expuesto
de manera muy sucinta, y comparandolo con el modelo de Noble o Beeler-
Reuter, dificilmente podriamos decir que el primero es mas sencillo que los
ultimos.

3.2.1 Modelo de van Capelle-Durrer (1980)

Siguiendo la misma forma general del modelo de FitzHugh-Nagumo®, Van
Capelle y Durrer propusieron un esquema que, mediante una sola variable
de activacion y una sola variable de recuperacion, permite definir formas de
potenciales de acciéon mas reales. El cambio en el potencial de membrana V;,
esta dado por

Vin =Y xi1(Vi) = (1 =Y) xig(Vin) + Lew

- = o (3.50)

con I, una corriente externa que se presupone de muy corta duracion, i;(V},)
e ig(V,) corrientes dependientes del voltaje, e Y un pardmetro de excitabili-
dad adimensional definido como
ay 1
— = —=(Yo(V;n) = Y 3.51
= VeV V) (351)
El pardametro T es un tiempo constante que puede ser usado para, facilmente,
escalar la duracién del potencial de accién. Yo (V;,) es un a funcién que in-
crementa de cero, valor que toma cuando V;,, es mas negativo que el potencial
de reposo, a 1 en los valores mas positivos del potencial de membrana y es
definida usando una funcién por partes, sobre diferentes rangos del potencial

3Véase apéndice [B.2
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de membrana

0 st V, < —=80mV
m20 en otro caso

Asimismo una funcién por partes es usada para representar a iy(V},)

0.05 + 0.005(V,, + 70.0) si Vj, < —70.0 mV.

. . .0042 )
Zl(vm) _ 0.06 +0 00V5Km70 si Vi, >0mV (353>
0.05+ 0.01 m70 en otro caso

La variable i es definida por

i0o(Vin) = 1(Vin) + f(Vin)
donde f(V},) se define como

0.0784 + 0.02(V},, + 74.3) st Vi < =743 mV
F(Vi) =< —0.9884 + 0.017L(V,, + 27.8) si V,, > —27.8 mV  (3.54)
afVi3 + bV 4 ¢V + dy en otro caso

Las constantes polinomiales toman los valores

a; = 3.837854x107°
by = 5.846492107°
c; = 0.2531834
dy = 2.356256

Los valores de lo parametros usados en este modelo estan dados en la
tabla 3.6
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Pardametro | Valor Unidades
Vi (inicial) | —78.6 mV

Y (inicial) 0.07 | adimensional
T 50 ms~!

Cm 0.01 wF /mm?
Loy 0.17 mV

Tabla 3.6: Valores tipicos para los parametros del modelo van
Capelle-Durrer

3.2.2 Modelo de Fenton-Karma (1998)

Toma como base el primer modelo de Luo-Rudy (1991), el modelo Beeler-
Reuter (1977) y datos de mapeo 6ptico. El modelo incluye tres corrientes
representantes de los flujos de iones de sodio, potasio y calcio, las cuales,
para enfatizar la falta de bases fisiolégicas de estas corrientes, han sido de-
liberadamente llamadas: corriente de entrada rapida, Iy, salida lenta, I,,, y
entrada lenta, Ig;, respectivamente (figura B.3]).

La corriente idnica total en la membrana esta definida como

Iion - [fz + Iso + Isi (355)

Se utiliza un potencial de membrana normalizado, u, que opera en el rango
[0,1] y esta dado por
Vm - ‘/0
u =
Vii— Vo
donde V; es el potencial de reposo y Vy; es el potencial de Nernst de la
corriente de entrada rapida. También se dan corrientes normalizadas por

(3.56)

Iy

Jpp = ——1 3.57
1

Jo = ——2 3.58
I..

Jg = ——— 3.59
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Figura 3.3: Diagrama esquematico de las tres corrientes idnicas
descritas por el modelo Fenton-Karma, para un miocito ventricu-
lar.

La corriente de entrada répida Jy; se define como

Jpi = —Ep(l —u)(u— u) (3.60)
Td
donde
Crm
Tda = ——
9ri

siendo g; la conductacia méxima de éste canal. El control sobre la corriente
se lleva cabo a través de una sola variable de compuerta, v, cuya dependencia
del tiempo se describe mediante la ecuacién

dv 1—w v

g 1—p) — —

dt T (1=p) ij

v

T, =Tap+ T(l —q)
La corriente de salida lenta, J,,, toma la expresion
U 1
Jso = —(1 — — 3.61
TO( p)+ i (3.61)

y la corriente de entrada lenta , J,;, junto con su variable de compuerta w
estan dadas por
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Ty = ———(1 + tanh[k(u — u)]) (3.62)

27'52'

d_w_l—w
dt 1=

w

w
(1—29)—%29

Haciendo uso de las ecuaciones 356 y B.2 el potencial de accién estara
dado por

Ve = Vot (Vi = Vo)u (3.63)
‘;—TZ = —(Jpi+ Jso + Jsi + Jewt) (3.64)
siendo I,
Jewt = Con(Vii = Vo)

En la tabla siguiente se dan los valores que los pardmetros deben tener
para reproducir el potencial de acciéon del primer modelo de Luo-Rudy.

Pardmetro | Valor Unidades Pardmetro | Valor Unidades
Vo -85 mV To2 18.2 ms

Vi 15 mV Tr 1020 ms

Chm 1 wF/em? T 80 ms

k 10 | adimensional || u, 0.13 | adimensional
Gy 5.8 msS/cm? Uy 0 | adimensional
T 130 ms Ug; 0.85 | adimensional
Tsi 127 ms u (inicial) 0 mV

To 12.5 ms w (inicial) 1 adimensional
Tk 10 ms v (inicial) 1 adimensional
To1 18.2 ms Iy (inicial) | -0.2 A

Tabla 3.7: Valores para los parametros del modelo Fenton-Karma que repro-
ducen un potencial de acciéon equivalente al de Luo-Rudy I

46



Capitulo 4

Soluciéon Numérica con Matlab

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones, como los vistos en el modelos
para el potencial de accion, se suele recurrir al uso de algiin método numérico
por dos razones principales:

e Hoy dia hay una notable cantidad de areas del conocimiento, por men-
cionar algunas, la Geologia, Biologia, Medicina, Quimica ..., donde
surgen estos sistemas y generalmente la soluciéon analitica, es de tal
complejidad, que hace virtualmente imposible su manejo de manera
directa, o peor aun, no es posible obtenerla. Véase como ejemplo el
sistema propuesto por DiFrancesco-Noble en seccion Aplicando
un método numérico apropiado estamos en condiciones de aproximar
la solucién suficientemente bien, eludiendo la dificultad impuesta por
el camino analitico.

e La discretizaciéon y gran ntmero de pasos (célculos) necesarios para
encontrar la solucion al sistema mediante un método numérico, los
vuelve un candidato idoneo a ser implementado en una computadora,
via una aplicaciéon numérica.

En este capitulo se dard la solucién a los modelos de Noble (B.I.1]), Beeler-
Reuter (B.1.2) y Capelle-Durrer (3.:2.1]), pero mas que meramente exhibir su
solucién numérica, se resaltaran, mediante el uso de graficas comparativas y
resultados numéricos, tanto diferencias basicas entre las soluciones obtenidas
al resolver el mismo modelo con distintos métodos, como particularidades
presentadas en cada caso.

Haremos especial hincapié en una conducta conocida como Rigidez, que se
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sabe es muy acentuada en el modelo de DiFrancesco-Noble y presentan mo-
destamente todos los modelos aqui expuestos. De manera muy coloquial,
podemos decir que la Rigidez se manifiesta en un uso excesivo de pasos -se
toman tamanos de paso muy pequenos- por parte del método, en regiones
donde todo indica ser innecesario. En el capitulo 6 se dara la justificacién a
tal conducta.

Usando Matlab R2010a, se propondran tres escenarios numéricos

1. Runge-Kutta
2. Runge-Kutta con tamano de paso fijo

3. Método para problemas que presentan Rigidez

En los dos primeros casos se utiliza la funcion ode4 cuya implementacion
estd basada en el método Dormand-Price (5,4), y en el tercer caso empleare-
mos odel5 que puede usar métodos BDF.

Tanto ode45 como odel5 manejan un tamano de paso (k) variable, y lo
ajustan conforme la siguiente relacién

le(i)| < maz(RelTol * abs(y(i)), AbsTol(7)) (4.1)

donde e(7) es una estimacién del error local de truncamiento e y(¢) la solucién
dada por el método en el i-ésimo paso. Si el error local cumple la desigual-
dad se intenta incrementar el tamano de paso, pudiendo alcanzar como valor
maximo el especificado por la constante MazStep, por el contrario si el error
local es mayor, el tamano de paso se disminuye hasta que se cumpla la de-
sigualdad.

Para lograr un tamano de paso fijo, al parametro que determina el tamano de
paso inicial propuesto, InitialStep, y al de maximo tamano de paso, MaxStep,
se les asigna el valor que deseamos, y que en nuestro caso estara entre el
maximo y minimo tamano de paso usado por ode45 al resolver nuestro sis-
tema de ecuaciones sin modificar algin parametro, que es justamente como se
obtiene la solucion en el primer caso. Para evitar que se reduzca el tamano de
paso, a los pardmetros que inducen su modificaciéon: RelTol (tolerancia para
el error relativo) y (AbsTol) (tolerancia al error absoluto), cuyos valor por
defecto son 0.001 y 1 % 10~° respectivamente, se les asigno un valor obtenido
experimentalmente de 100000, de tal forma que InitialStep es un tamano
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valido y siempre se alcanza el tamano de paso determinado por MaxStep. En
particular ode/5 habiendo escogido el tamano de paso, lo subdivide en cuatro
partes y calcula las soluciones en estos nuevos puntos, siendo necesario darle
el valor de 1 a la constante Refine, para evitar tal fraccionamiento. El codigo
de los programas se muestra en el Apéndice [Dl

4.1 Solucion al Modelo de Noble

La solucién obtenida para el modelo de Noble usando ode45 y odelbs con
tamano de paso, k, variable y fijo , son practicamente idénticas salvo para el
caso k = 0.31 (ver fig. Iy .2l), pudiendo asi estar tentados a considerar que
no hay diferencia alguna al solucionarlo con uno u otro esquema numérico,
sin embargo un acercamiento a los detalles nos convencera de los contrario.

40

ode45
odel5s
ode45-k=0.3

201

-20+

(mv)

60}

_100 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
tiempo (ms)

Figura 4.1: Potencial de accién calculado con ode45 y odelbs

Comenzaremos comparando la soluciones dadas por oded5, que bajo el
esquema k-variable usa 8012 pasos, y k toma valores entre 0.0023 y 0.2219,
contra un k fijo. Si k = 0.3 solo se utilizan 3334 pasos, no obstante pese a las
semejanza en las soluciones, se puede ver el efecto de no reducir el tamano de

49



2000

—2000 J

(mV)

-4000 J

\
m

—-6000 b

—8000 J

-10000 : : ! :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

tiempo (ms)

Figura 4.2: Potencial de accién calculado con ode45 de tamano de
paso, k = 0.31

paso, cuando comparamos el maximo y minimo valor del potencial de accion
(tabla[T]), pues mientras en el primer caso tenemos como minimo -87 mV, en
el segundo se obtiene -87.0497 lo cual en esta ultima situaciéon nos hablaria
de una hiperpolarizacion. Mas evidente se vuelve la anomalia producida
al considerar un tamano de paso fijo k = 0.31, tnicamente una centésima
mayor que la opcion anterior pero con un resultado absolutamente disimil e
incorrecto desde el inicio (fig. ). Con la idea de mantener una adecuada
cota en el error y evitar las contraindicaciones anteriores, podemos pensar
en tomar k£ muy cercano al tamano de paso minimo (k = 0.0023), logrando
justamente una diferencia a lo més de milésimas entre las soluciones, pero a
un costo de cinco veces mas el nimero de pasos necesarios, como se muestra
en la tabla

En el caso de ode45 vy odel5 con tamano de paso variable los resultados
obtenidos mantienen el mismo minimo, difieren en cuanto al crecimiento del
potencial de accion y fundamentalmente discrepan en el niimero de pasos
realizados, siendo de tan solo 294 para odels, lo que representa menos de
una veintisieteava parte del nimero de pasos utilizado por ode45 y con un
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Método | Paso k | max (mV) | min (mV) | Intervalo (ms)
ode45 | variable | 30.7438 -87 [0 1000]
ode4b 0.0023 30.7483 -87 [0 1000]
ode4b 0.3 30.7414 -87.0497 [0 1000]
ode4b 0.31 509.8952 -9522.8 [0 1.2]
odelbs | variable | 30.9571 -87 [0 1000]

Tabla 4.1: Valores maximos y minimos obtenidos para el po-
tencial de accion del modelo de Noble usando odel5 y oded) a
distintos pasos

menor tiempo de computo pese al nimero de célculos extra realizados por
manejar esquemas de métodos implicitos. En la computadora de prueba,

ode4b promedio un tiempo de 0.37 s para ode45 contra 0.15 s de odelds.

Método | Tamano del Paso £ | k maximo | k minimo | nim. de pasos
ode4b variable 0.2219 0.0023 8012
oded5 0.3 0.3 0.3 3334
oded5 0.0023 0.0023 0.0023 434783
odelbs variable 39.2280 0.0025 294
Tabla 4.2: Numero y tamano de paso, maximo y minimo,

obtenidos al resolver Noble con odel5 y ode4b

Si la solucion de alguna de las ecuaciones diferenciales que describen la
conducta del potencial y las compuertas, tiene una pendiente pronunciada o
cambiante, es entendible que el método se vea forzado a tomar un tamano
de paso pequeno, pero donde todas las soluciones presentan una conducta
mas lineal esperariamos que este se incrementara, sin embargo eso no ocurre
con ode45, poniendo de manifiesto que el sistema a resolver presenta Rigidez.
Témese como muestra el intervalo de tiempo entre los 550 y 700 ms, donde
justamente las soluciones son practicamente constantes, aun asi ode45 toma
un k méximo de 0.1156 mientras que odelds alcanza aqui justamente el
méaximo k (tabla [£.2]).
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Figura 4.3: La solucién con ode45 para las variables de compuerta
m, h, y n. Modelo de Noble

Las graficas y 4] donde se expone puntualmente la relacién del valor
de la compuerta en el tiempo correspondiente, nos permite constatar el exceso
de célculos realizados por parte de ode45 y la tablaf3lde tiempos empleados!
por el CPU para solucionar el modelo, confirma que los métodos explicitos
ode4b y ode23 no son la opcion idénea para Noble.

Aunque no parece ocurrir muy frecuentemente, es importante verificar
los tiempos de computo, sobre todo en problemas de rigidez muy moderada,
después de todo un método que use pocos pasos pero cuyo tiempo sea mayor
no es muy util y en ocasiones un método explicito puede dar mejores tiempos
y la solucion correcta. Por ejemplo, el manual para Matlab, pone a ode23
como una buena opcién para problemas de rigidez moderada. Sobre este

! Aunque el tiempo de computo varia entre ordenadores distintos, la relacién entre ellas
se conserva, asi como el nimero de pasos empleados.
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ultimo punto volveremos a hacer referencia en el capitulo

TR

Num. de Pasos = 294 \

: """—---....--. essec®

oo

S 53

0 200

400

600 800 1000
tiempo (ms)

Figura 4.4: Solucion con odelbs para las variables de compuerta
m, h, y n. Modelo de Noble

Método | Tamano Paso k | Pasos | Tiempo Empleado (CPU)
ode4b variable 8012 3601
ode45 0.041 3334 4204
ode23 variable 26554 2331
odelbs variable 294 1511

Tabla 4.3: Tiempo empleado por la computadora de prueba en
resolver cada caso, en el intervalo [0 1000].
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4.2 Solucion a Beeler-Reuter

El panorama general arroja, que tanto las soluciones obtenidas con odeljs,
ode/5 para tamano de paso k variable, y ode45 con tamano de paso fijo,

= 0.041 como maximo, no muestra diferencias relevantes (fig. [L.5]), pero si
k > 0.0413 la solucién ya es errada como se puede apreciar en la figura (4.6

40

ode45
ode45 k =0.041

odel5s

201

20+

(mv)

\Y
m

—-60

-80 1

~100 L L L L
0 100 200 300 400 500

tiempo (ms)

Figura 4.5: Potencial de acciéon para el modelo de Beeler-Reuter

Con oded4b, a diferencia de lo ocurrido en Noble, no es posible utilizar
como tamano de paso fijo el maximo valor para k empleado por ode45 de
paso variable - vea la tabla[Z4}, siendo esto lo normal pues partimos del hecho
de que la reducciéon en el paso obedece a mantener el error acotado y evitar
con ello sus efectos inductores de una solucién aberrante (figurad.g]). El paso
promedio con k variable, es de 0.01418 y menos del 1.2% de pasos es mayor
que 0.04, esto nos dice que el error cometido por usar un paso k = 0.041, que
ya es muy cercano al tamano de paso maximo, deberia estar muy por encima
de lo permitido e inducir una discrepancia considerable en los resultados
obtenidos. Pero los resultados numéricos contradicen lo anterior, véase las
tablas y [4.6] donde la solucién obtenida no es divergente e inclusive en
ciertos valores, presenta una mejor aproximacion a los resultados obtenidos
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Figura 4.6: Potencial de accion resultante de utilizar ode45 con
tamano de paso k = 0.0413.(Beeler-Reuter)

con odelbs.

Método | Paso k£ | k maximo | k£ minimo | nim. de pasos
ode4b variable 0.0505 0.0037 35,272
ode45 0.0037 0.0037 0.0037 135,136
oded5 0.041 0.041 0.041 12,196
odel5s | variable | 24.7320 | 6.5777-10~* 261

Tabla 4.4: Tamano y numero de pasos empleados, al resolver
Beeler-Reuter con odelb y ode4b a distintos pasos
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Método | Paso k | max (mV) | min (mV)
ode4b variable | 32.3989 -84.5285
ode45 0.0037 32.3304 -84.4960
oded5 0.041 32.2442 -84.4954
odelbs | variable | 32.3121 -84.4980
Tabla 4.5: Valores maximos y minimos obtenidos para el poten-

cial de accion en el modelo de Beeler-Reuter, al usar ode45 con

distintos pasos y odelbs, en el intervalo de tiempo [0 500].

Método | Paso maximo minimo '

m h j m h j
ode45h variable | .9994 | .988 | .975 | .011 | 4.212-10~ ' | 2.604-10~'*
ode4b 0.041 99853 | .988 | .975 | .0105 | 4.219-107*2 | 2.603-10~ 11
ode4b 0.0037 | .99853 | .988 | .975 | .011 | 4.215-10~'2 | 2.604-10~ 11
odelbs | variable | .99854 | .988 | .975 | .011 | -2.111-1077 | -4.684-10~10

Tabla 4.6: Valores comparativos de las compuertas m, h y j
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7m7
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— i
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n
300
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400 500

Figura 4.7: La solucién con ode45 para las variables de compuerta
m, h,y j
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Si consideramos que el error cometido con k = 0.041 e inclusive con
odelbs, pudo haber sido mayor de lo permitido y tomamos el tamano de
paso minimo, k = 0.0037, ademas de requerir 135,136 pasos, al comparar
resultados nuevamente encontramos que se guardan mas similitudes con lo
obtenido por odelbs y ode4d con k = 0.041, no manifestandose en lo general
una tendencia clara hacia los valores obtenidos por ode45 de k variable. En
cuanto a los tiempos empleados, utilizando k variable se promedié 3.17 se-
gundos contra 3.11 segundos requeridos con k = 0.041, lo cual es una mejora
insignificante, considerando que bajo este tltimo tamano de paso se utilizan
solamente un tercio del nimero de pasos requeridos por la primera opcion
(tabla [4]), situacién atribuible a que fijar el paso en Matlab es un tanto
forzado, luego opera con cierta ineficiencia. De lo que hemos visto con-
cluimos que al emplear ode45 la solucion éptima obtiene con k = 0.041.

La diferencia por el contrario, se vuelve notoria si se comparan ahora ode45 en
cualquiera de los esquemas vistos, con los resultados obtenidos bajo odelbs,
que solo requiere 261 pasos (ver tabla 4] y tiene un tiempo de ejecucién
promedio de 0.13 segundos.

Las dos circunstancias principales que llevan a ode45 a tan mal desempeno,
son los errores cometidos en la representacién numérica (errores de redondeo
y truncamiento) y que lo enfrentamos a un sistema de ecuaciones que pre-
senta Rigidez. En el caso de los errores de representacion numérica su efecto
se vuelve evidente porque se manejan cantidades de magnitudes muy dife-
rentes, vy se realizan una gran cantidad de calculos?. En la tabla y figura
AT se puede apreciar que cuando m es casi uno, h y j son del orden de 1072,
En el caso de rigidez, no es, en si, una falla en el método, pero si lo obliga
a tomar tamanos de paso excesivamente pequenos. Observando las graficas
relacionadas con los valores de las compuertas y la concentracion intracelu-
lar de iones de calcio (figs. E1, B8y [L9) en el transcurso del potencial
de accidn, se puede constatar que salvo en los intervalos [0,50] y [250, 350],
la conducta de las soluciones es casi constante; aun asi, ode45 no mejora
considerablemente el paso, vea la figura donde se graficé puntualmente
cada paso para f y z1, con ode4b y odelbs respectivamente, y aunque las
forma de ambas presenta una ligera simetria axial, en el primer caso hay una
saturacién de puntos que no permite apreciar espacio entre ellos, contrario a

2En el apéndice se dan dos ejemplos muy sencillos, de como estos errores afectan
los célculos
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lo que ocurre con x1 que fuera de los intervalos antes mencionados permite
apreciar claramente cada punto calculado.

Valor

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

—d
f con ode45
x1 con odel5s

n

! !

200 300 400
tiempo (ms)

500

Figura 4.8: Variacién en el valor de las compuerta d, f, y x1
durante el potencial de accién

Este modelo esboza dos lineamientos en la solucién numérica de ecua-

ciones diferenciales:

1. Casi como regla general los métodos explicitos no son adecuados para

sistemas rigidos.

2. Un tamano de paso “demasiado pequeno” también induce errores en la

solucion.
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Figura 4.9: Concentracién intracelular de iones de calcio

4.3 Solucion a van Capelle-Durrer

Aun cuando este modelo es mas simple en su formulacion matemaética , que
cualquiera de los anteriores y sélo estamos resolviendo un par de ecuaciones
diferenciales, comparte varias similitudes con lo mencionado para Beeler-
Reuter.

El nimero de pasos utilizados por ode4d para resolver el sistema es de
1088, contra 179 usados por odelbs, lo cual nos habla de una rigidez moder-
ada, pero la mas clara de entre los modelos antes mencionados, pues a partir
de los 350 milisegundos las soluciones tanto para V,, e Y son casi constantes,
vea fig. y LTI} v aun asi, ode45 es incapaz de incrementar el tamano de
paso, utilizando 425 pasos para cubrir el intervalo (350,500] mientras odel5s
en el mismo lapso usa solo 9 pasos.

Los tiempos de ejecucién al usar odelbs promediaron 0.085 segundos con-
tra 0.05 segundos de ode4b, lo cual contrasta con el niimero de pasos usados.
Como se mencioné en la solucién de Noble y se explicard con mas detalle
en el capitulo [B los métodos implicitos, como los utilizados por odelbs, a
diferencia de los métodos explicitos, como el usado por oded5, requieren de
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Figura 4.10: Potencial de membrana en el transcurso del poten-
cial de accion, graficando puntualmente el valor obtenido en cada
paso. (a) con ode4b (b) con odelbs. Modelo van Capelle-Durrer

calculos extra para encontrar la soluciéon en cada nuevo paso y dado que la
diferencia de pasos no es muy grande en este modelo en comparacion con
los anteriores, la presencia de dichas operaciones extra se refleja en el mayor
tiempo empleado por odel5s.
Con ode4b se encontro que k =~ 0.5 es el tamano de paso fijo maximo que sigue
dando resultados aceptables (tabla[LT). Al resolver con oded5 y k = 0.5 fijo,
el nimero de pasos utilizados se reduce en tan sélo 88 unidades (tabla [L.8]),
indicativo de que el tamano de paso promedio con k variable, ronda justa-
mente este valor para k, pero con el inconvenientemente de elevar el tiempo
de ejecucion a 0.13 segundos, contra los 0.05 requeridos bajo k variable.
Por lo tanto, en base a los tiempos obtenidos concluimos que ode45 es la
mejor opcién para resolver este modelo y afirmamos lo siguiente:

e Fundamentar la presencia de rigidez por el nimero de pasos utilizados
es un error.
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, maximo minimo
Método Paso v v % v
ode45 variable | 0.9649 | 19.8805 | 0.0700 | -79.3237
ode4b 0.5 0.9653 | 19.8437 | 0.0700 | -79.3183
odelbs | variable | 0.9652 | 19.8620 | 0.0700 | -79.3531

Tabla 4.7: Valores comparativos de Y y V,,

Método | Paso k£ | k maximo | £ minimo | nim. de pasos
ode4b variable 3.3521 0.0489 1,088
ode45 0.5 0.5 0.5 1,000
odelbs | variable | 19.0026 0.0097 179

Tabla 4.8: Tamano y ntimero de pasos empleados, al resolver
Capelle-Durrer con odelb y oded5

El dltimo punto importante a mencionar y que este modelo nos permite
mostrar de manera muy sencilla, es el de la obtencién de soluciones inco-
rrectas, pero que por su forma y resultados podrian llegar a ser considera-
das véalidas, sobre todo si nos dejamos llevar por las graficas que presentan.
Antes dijimos que el méaximo tamano fijo de k, apropiado para una solucion
aceptable con ode45 ronda el valor de 0.5, pero si usamos k = 1.5 la solucién
obtenida tanto para V,, como Y, se asemeja notablemente a la dada correcta-
mente por el método, como se puede apreciar en el inciso (a) de la figura[d.13]
y la figura .17l sin embargo el calculo de V,, presenta un desfasamiento de
entre 1 y 7 ms en varias partes, y un maximo de aproximadamente 19 mV,
mientras entre las soluciones numéricas correctas - obtenidas con ode23 y
odelb5s - la mayor separacién es de 0.3 ms y el maximo V,,, ronda los 20 mV.

Otra solucién incorrecta se presenta al tomar k£ = 2. En este caso la
solucién obtenida para el parametro de excitabilidad Y, en su primera parte
no presenta diferencias relevantes (fig. [L.11]) con la solucién correcta, aunque
cambia mas adelante(fig. [L12]), en comparacién con las diferencias notables
en la grafica del potencial de accién, véase el inciso (b) de la figura[ I3l Aqui,
son las graficas quienes pueden llevarnos a considerar que la solucién con este
tamano de paso es correcta, pues sus formas se asemejan a las presentadas
por las soluciones correctas.
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Figura 4.11: Parametro de excitabilidad Y, graficado con distin-
tos esquemas numeéricos y a distintos tamano de paso. Con k =
2 sélo se grafica el intervalo [0 258]. Modelo van Capelle-Durrer
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Figura 4.12: Parametro de excitabilidad Y con k = 2
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Capitulo 5

Métodos Numeéricos

Como pudimos observar de los resultados experimentales, la solucién al
mismo sistema de ecuaciones diferira, segin el método numérico utilizado
y las condiciones que sobre ¢l se impongan.

Desde un panorama muy general, podemos distinguir tres situaciones a tomar
en cuenta cuando se escoge un método numérico:

1. Restricciones o condiciones intrinsecas al propio método empleado.
2. Limitantes consecuencia de la relacién método-sistema.
3. Caracteristicas del sistema a resolver.

El tener en mente los puntos anteriores, los cuales se encuentran altamente
relacionados, nos llevard a garantizar que el método numérico seleccionado
dard una buena aproximacién a la solucién del problema a resolver. Como
ejemplos, para la primera situacion esta la cero estabilidad del método, en el
segundo caso el tamano de paso factible y para el tercer punto la rigidez del
sistema.

Los problemas de nuestro interés pueden considerarse unidimensionales
y variables en el tiempo. Partiremos de definirlos apropiadamente, para
posteriormente ver cuales son las condiciones que dan pie a los resultados
experimentales obtenidos enfocandonos principalmente en la discusion de las
caracteristicas de dos familias de métodos numéricos ampliamente usados:
métodos lineales multipaso y Runge-Kutta.
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5.1 Condiciones Sobre los Problemas

El problema a resolver es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden, de la forma

fy(t)
y'(t) = fly@®),t),  t>te ylt)=| : (5.1)
my(t)
sujeto a las condiciones iniciales
'
y(to) =1 n=|: (5.2)
"

donde m > 1, f: R™ x R — R™ | iy es la i-ésima componente en el vector
de funciones y, con i = 1,...,m; t, to v ‘n son escalares, con t; el tiempo
(valor) inicial y “n el i-ésimo valor inicial correspondiente a “y(t).

En principio, la descripcién matematica de una gran cantidad de modelos,
involucran ecuaciones diferenciales ordinarias (EFDQO) de orden mayor a uno,
pero estas se pueden transforman en sistemas de EDO de orden uno, me-
diante el siguiente procedimiento expuesto para el caso general.

Dado un sistema de FDO, m-dimesional y de orden n, de la forma

y" = gly,y, ...,y ) (5.3)
con y™ = d'y/dt", g : R™ x R™ x ...R™ x R — R™ y las condiciones
iniciales

y(to) = m, y'(to) =12, -, 4" V(to) =1 (5.4)
Toémese z(t); € R™, i =1,...,n, y higase la siguiente correspondencia
r(th = vy

() =y (=2(h)
w(t)s = ¢y (=(t)2)

z(t)y = y" Y (=2 (D)



Entonces el sistema de EDO de orden equivalente al dado por y B4
estard dado como:

con las condiciones iniciales

w1(to) = m, w2(to) =n2, ..., Tu(to) = N
Ejemplo 1 Sea la ecuacion deducida por Hodgkin-Huzley *

Ly = Jien
rc C

Entonces bajo la asignacion x1 =V, x9 = V', el sistema de ecuaciones
de primer orden es:

¥y o= 1

/ .
Ty = —TCVT2 + TJion

Una condiciéon que pedimos a nuestros problemas, es que su solucion
exista y sea unica. Para asegurar lo anterior, condicionamos a f(y(t),t) ser
Lipschitz continua.

Definicién 1 (Lipschitz Continua) Decimos que la funcion f(y,t) es Lip-
schitz continua en su primera variable (y), sobre algin dominio

D={(y,t):tg<t<ty, —oo< yt)<oo i=12,....,m} (5.5)

con to, tr € R, si f(y,t) es continua y existe alguna constante L > 0 tal que

1f(y,t) = fFw ) < Ly -yl (5.6)

!'Tomada de: Scott Alvin, Neuroscience. A Mathematical Primer, Springer, 2002, pag.
79
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para toda (y,t) e (y*,t) en D y || - || la norma Ls.

Si f cumple cumple con al definicién [Il, entonces se puede garantizar la
existencia y unicidad de la solucion.

Teorema 1 Existencia y Unicidad

Si fly, t) es Lipschitz continua sobre una region D, definida como en
(23). Entonces para toda condicion inicial dada y(to) = n € R™, tal que
(n,to) € D, existe una unica solucion y(t) al problema [5 1, donde y(t) es
continua y diferenciable sobre ty <t < tj.

5.2 Forma General de los Métodos

Los métodos numéricos presentan la siguiente estructura genérica

Z OYpyy = k¢f(yn+r> Yntr—1y- -+ Yn, tnj k) (57)

§=0
con las condiciones iniciales
Yy =nu(k), p=0,1,...,r—1 (5.8)

donde el subindice f, indica la dependencia de ¢ sobre t,.Yn1r, Ynir—1, - - -
Un, a través de la funcién f(y,t). A la funcién ¢ le pedimos cumplir las
siguientes dos condiciones

(beO(yn—l—ra Yntr—1y - - s Yny tnj k) =0 (5'9>

||¢f(yn+7“7 Yntr—1y-- -5 Yn, tn7 k) - ¢f(y;+r7 y;—i—r—l? s 7y;ku tn7 k)”

< MZ [Yn+j — Ynasll - (5.10)

Jj=0

Al polinomio que se construye con los coeficientes de las y,,+; se le de-
nomina primer polinomio caracteristico y juega un papel importante en la
deduccion de varias propiedades del método
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Definicién 2 (Primer polinomio caracteristico)
p(C) = ;¢ (5.11)
=0

5.2.1 Métodos Lineales Multipaso (MLM)

Estos métodos tiene la forma

D s =k Y B Ynisrtuss) (5.12)
=0 =0

Si 8, = 0 entonces el método es explicito, de otra forma es implicito.
Al polinomio que se forma de tomar los coeficientes 3; en su respectivo
orden, se le llama segundo polinomio caracteristico y esta dado como

a(¢) = Zﬂjé"j (5.13)

Ejemplo 2 (Método del Punto Medio)
Este es un método de dos pasos, y una version de él, es implementado por
Mathematica en una funcion con el nombre de ”ExplicitMidPoint”.

Yn+1 — Yn—1 — 2kf(yn7 tn) (514)

5.2.1.1 Métodos tipo Adams

Una clase muy conocida de MLM son los métodos tipo Adams de r-pasos,
subdivididos en Adams-Bashforth si son explicitos y Adams-Moulton si son
implicitos, cuya forma general es

Yn+r — Yntr—1 = k Zﬂjfn-ﬁ-]’ (515)

j=0

Esta familia es caracterizada por su primer polinomio caracteristico, que tiene
una forma muy sencilla

p(Q)=¢"H¢-1) (5.16)
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Ejemplo 3 (Método de Euler Explicito)

El representante cldsico de los métodos Adams-Bashforth es el Método
de FEuler Explicito, también llamado euler hacia adelante, y aunque no se
suele, ni es recomendable usarlo para resolver sistemas de ecuaciones difer-
enciales, aun tiene gran presencia como método de prueba y software como
Mathematica lo trae implementado®. Su forma es

Ynt1 — Yn = kf(ynv tn) (5'17>

Ejemplo 4 (Método de Euler Implicito)
También llamado euler hacia atrds, es el representante cldasico de los
métodos Adams-Moulton. Su forma es

Yn4+1 — Yn = kf(yn—l—la tn—l—l) (518)

Ejemplo 5 (Método del trapecio)

Este método de un paso, es del tipo Adams-Moulton y una implementacion
que lo tiene como base es la de ode23t en Matlab. Su formulacion es la
siguiente

s = = o ) + 1) (5.19)

5.2.1.2 Métodos BDF

Otra clase muy importante de MLM son los métodos en forma de diferencias
hacia atras, que por su siglas en inglés se conocen como BDF' y tanto Mat-
lab -usando odel5s- como Mathematica presentan implementaciones muy
eficientes de esta familia de métodos. Su formulacion general es

Zajyn—i-j = kﬁrfn—i—r (520)
=0

y algunos de sus esquemas practicos se generan sustituyendo 3’ por la derivada
de polinomios interpolantes de 1. Descritos en términos de diferencias hacia

2Para un ejemplo vedse pdg. 17 en la bibliografia [36]
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atras®, quedando expresados como

> 6V Ynir = kfosr (5.21)
=1
donde
1 .
5 =0 bi=— i>1 (5.22)

y V es el operador de la diferencia hacia atras tal que
Vo =Ym V'Y = Um = Y1 V'Y=V (V') (5.23)

Usualmente se quiere o, = 1, para lo cual se multiplica la expresion dada en
H.25] por el siguiente factor

w=1/>"5 (5.24)
i=1

tomando la forma
T
Wy Z 0iV' Ypir = kW frir (5.25)
i=1
Los BDF tienen un segundo polinomio caracteristico elemental, en el caso
de (.29

o(¢) = w(" (5.26)

lo cual contrasta con el caso de p. Desarrollando la suma del lado izquierdo
de (.29 se obtiene

r i 1
Z 5zv Yn+r = Un+r — Yntr—1 + i[yn—i-r - 2yn+7’—1 + yn+r—2]
i=1

T +%§(—1)J’ (;>yn+r_j (5.27)

3Para detalles en su construccién consulte la bibliografia [15] pdg. 364, o la [23] pég.
98.
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de donde se observa que cada uno de los sumandos, da una expresion que
tiene justamente los coeficientes del binomio (a—b)", asi poniendo la expresién

anterior en términos de (, conseguimos el siguiente polinomio

6) = ¢ HE =D+l =2 2 S () 59

y por lo tanto el primer polinomio caracteristico es

wr i 7¢THC— 1) si £,

p(g) = WTQ(C) = {(_1)rwr/r si C =0

Ejemplo 6 Método BDF de dos pasos (r = 2)

4 1 2
Yn4+2 — gyn+1 + gyn = gkf(yn—l—% tn+2)
Ejemplo 7 Método BDF de tres pasos (r = 3)
18 9 2 6

Ynt3 — ﬁyn+2 + ﬁyn-i-l — ﬁyn = ﬁkf(ymrs’ tnts)

5.2.2 Métodos Runge-Kutta (RK)

El método general Runge-Kutta de s-etapas para el problema

y/ = f(yat)a y(tO) =1,

esta dado por la expresion

Ynt1 = Yn + KD 01 bil;

li:f<yn+k2;:1aijlj7tn+cik>, 1=1,2,...,s

asumiendo la siguiente condicion:

s
C; = E Aij, 221,2,...,8
J=1
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Para ver que (5.33) tiene la forma del método general (B.7]) asociamos
funciones y valores de la siguiente manera

r = 1, o = 1, Qg = -1 ¢f(yn7tn7k) = Zle bzlz
li:f<y"+kzjzlaijljatn+cik> ) 1=1,2,...,s (5.35)

de donde se ve que los RK son métodos de un paso y no lineales (salvo en el
caso de euler explicito que es de un paso y lineal).

Los coeficientes de un método Runge-Kutta lo definen de manera univoca,
asl que comtinmente se presenta al método organizados en un formato cono-
cido como tabla de Butcher de la siguiente manera:

| an G2 - Alg
Co | A21 Q22 - Agg
Cg ags1 Ag2 e Agg

bl b2 . bs

Tabla 5.1: Tabla de Burcher para un método Runge-Kutta

En las implementaciones realizadas para diverso software numérico como
es el caso de Matlab o Mathematica, por defecto nunca se usan esquemas
simples como el expresado por la tabla (5]) para RK explicitos, sino sue-
len considerarse métodos “acoplados” denominados como RKpp (RK (p,p),
RKp(p)) o con algin nombre particular: DOPRI(5,4), RKF45, Verner 6(5),
etc.. La tabla de Butcher para estos casos presenta una de las dos siguientes
estructuras
con ¢ = [c1, o, ... )T, b= [by,ba, .. b7, b= [by,bo, ... 0T, E = IA)A— b
y A = [a;;] una matriz cuadrada de s x s. Las ternas (A4,b,¢) y (A,b,¢),
constituyen los coeficientes de un método RK de la forma clasica y la razon
de utilizar este esquema es que permite hacer estimaciones sobre el error
cometido, lo cual es de gran importancia para efectos de modificar el tamano
de paso.

Al igual que para los MLM, los métodos RK presentan una primera clasi-
ficacién general en, explicitos, implicitos y semi-implicitos; Dependiendo de
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c| A
c| A )T
bT
Z)T
BT _ |
ET

Tabla 5.2: Formas comunes de la tabla de Butcher modificada
para métodos Runge-Kutta acoplados (RKpp)

si los coeficientes a,; de la matriz A cumplen alguna de las siguientes condi-
ciones:
Sera explicito si

a; =0s1j>1i,j=1,2,...,s (5.36)
semi-implicito si

aij:Osij>i,j:1,2,...,s (537)

y completamente implicito si
a;; # 0 para alguna j > i, (5.38)

Ejemplo 8 (Método de Gauss s=2 p=4)

Un método implicito que podemos utilizar en Mathematica para solucionar
problemas que presentan rigidez moderada es el de Gauss-Legandre* de 2
etapas (s = 2) y orden p = 4, cuyo arreglo de Butcher es dado en la tabla

(2.3).

3—/3 1 3-23
6 4 12
3+v3 | 3+2v3 1
6 12 4
1 1
2 2

Tabla 5.3: Tabla de Butcher para el método de Gauss s=2 p=4

4La instruccion NDSolve “Implicit RungeKuttaGaussCoefficients[4, infinity] genera los
coeficientes de este método
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Ejemplo 9 (Método DOPRI(5,4))

El método RK explicito, conocido como DOPRI(5,4) de siete etapas, es
implementado por Matlab en la funcion ode45, siendo esta funcion la mds
utilizada para resolver problemas no rigidos. Su arreglo de Butcher modifi-
cado es mostrado en la tabla[5.4)

0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 40
4 44 _56 32
5 15 15 9
8 19372 25360 64448 212
9 65561 2187 6561 729
1 9017 _ 355 46732 49 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 2187 1
384 1113 192 6787 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
_n 0 171 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 40

Tabla 5.4: Arreglo de Butcher modificado para el método DOPRI(5,4)

5.3 Convergencia

En los resultados experimentales vimos que en algunos casos el método con-
verge a la solucién, en otros converge a una solucién incorrecta y finalmente
también produjo resultados completamente incorrectos, asi en un primer in-
tento por dilucidar qué produce estos cambios nos preguntamos si verdade-
ramente estos métodos aproximan a la solucién. El concepto intrinsecamente
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ligado a esta idea de aproximarse o tender a la solucion es el de convergencia.

La convergencia es una caracteristica propia del método y la podemos
pensar como la propiedad de que la soluciéon obtenida por el método en un
tiempo t,, se aproxime a la solucién real conforme el tamano de paso se ve
reducido.

Definicién 3 (Convergencia) .
Un método de r-pasos es convergente, si al aplicarlo a cualquier EDO

(21l) con f(y,t) Lipschitz continua (definicion(dl ) y con algin conjunto de
valores iniciales satisfaciendo

limy(W)=n 9=01,...,r—1 (5.39)
k—0
ocurre que
lim yy = y(T) (5.40)
k—0
Nk=T

para todo tiempo fijo T > 0 en el cual la EDO tiene solucion unica.

Si el método no es convergente se dira que diverge. En la practica para
verificar la convergencia se utilizan dos conceptos: el de consistencia y el de
cero estabilidad; y que son los que regularmente se verifican para compro-
barla, sustentados en el siguiente teorema.

Teorema 2 (Convergencia)
Las condiciones necesarias y suficientes para que el método ([5.7) sea conver-
gente es que sea cero-estable y consistente.

5.3.1 Consistencia

La idea de consistencia es que localmente el método represente suficiente-
mente bien a la solucion exacta del sistema diferencial. Definiendo el residual
del método como la diferencia entre el termino del lado izquierdo con el dere-
cho de 5.7} cuando se toma la solucién exacta y(t,+;) en vez de la solucion
numeérica Yy,

Rn-i—r = Z ajy(tN-‘r-j) - k¢f(y(tn+r)a y(tn-i-?“—l)a s >y(t7L)a tn; k) (541)
=0
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Definicién 4 (Consistencia) El método [5.7 es consistente si para todo
problema de valores iniciales que satisfaga la condicion [5.4 el residual R, .,
cumple con

1
lim — = .
lim k:RnM 0 (5.42)
t=a+nk
y tras un manejo algebraico se llega a las siguientes condiciones dadas en el

siguiente teorema.

Teorema 3 (Condiciones para la Consistencia)

Dos condiciones necesarias y suficientes para que el método ([5.7) sea consis-
tente, son que para todo problema de valores iniciales que cumple con (5.4),
ocurra que

» ;=0 (5.43)
=0

T

¢f(y(tn),y(tn),---,y(tn),O)/ (Z]’%) = [y(tn), tn) (5.44)

Jj=0

5.3.2 Cero Estabilidad

El otro pilar en el que descansa la convergencia del método es la cero estabili-
dad. Esta es una propiedad exclusiva del método, que si la cumple, garantiza
una baja sensibilidad a las perturbaciones debidas a la propia discretizacion y
a los errores de redondeo.El sistema numérico 5.7 con sus condiciones iniciales
(.8 al ser perturbado toma la siguiente forma

Z;:() QjZn45 = k[¢f(zn+ra Zp4r—1;s-++3%n, tn; k) + 5n+r]

(5.45)

2y =nu(k)+6,, p=01,....,r=1
{6n,n=0,1,..., N} representando la perturbacién a la funcién ¢ y {z,,n =
0,1,..., N} la perturbacién a la solucién. Haciendo uso de la representacién

anterior podemos definir la cero estabilidad de la siguiente manera.
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Definicién 5 (Cero Estable)

Sean {0,,n = 0,1,...,N}, {z,,n = 0,1,...,N} y {05,n = 0,1,...,N},
{zx,n=0,1,..., N} dos pares diferentes de perturbaciones como las definidas
para[5 ]38 Entonces si existen constantes S y ko tal que, para toda k € (0, ko,

|20 — 20 ]| < Se 0<n<N (5.46)
stempre que
|0, —Or|| <€ 0<n<N (5.47)
diremos que el método[5.7]] es cero-estable

La aplicacion directa de la definicién para verificar la cero estabilidad de
algin método en particular suele tornarse engorrosa, en su lugar se verifican
dos condiciones que la engloban y que se conocen como la condicion de raiz.

Teorema 4 (Condiciones para la Cero Estabilidad)

Las condiciones necesarias y suficientes para que un método de la forma
dada en ([5.7) sea cero estable, es que las raices de su primer polinomio
caracteristico p(¢), definido en[211l, se encuentren sobre o en el interior del
circulo unitario y las raices sobre el circulo unitario sean simples, es decir,

si ' ={v1,7,...,7} es el conjunto de raices de p(C), con n <r, entonces
Iyl <1 para j=1,2,...,n. (5.48)
Si|vi| = 1 entoncesv; # v; Vi # j (5.49)

Si todas las raices de p(&) cumplen con las condiciones anteriores, entonces
se dice que el polinomio satisface la condicion de raiz.

5.3.3 Convergencia de los Métodos Lineales Multipaso

Haciendo uso del teorema () primero verificaremos la consistencia y poste-
riormente la cero estabilidad.

Aplicando la condiciéon (.44 del teorema 3 al esquema general de los
métodos lineales multipaso (5.12)), obtenemos que
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(Z @) fy(ta), tn) / (Zj%) = f(y(tn),tn) (5.50)

Entonces un método lineal multipaso sera consistente si cumple con

> ;=0 (5.51)
j=0

> jai=> "8 (5.52)
=0 =0
que en términos del primer y segundo polinomio caracteristico, definidos en
EII) y (BI3), se escribe como
p(1) =0 (5.53)
p(1)=o(1) (5.54)

Ahora veamos que ocurre con la cero estabilidad. De (£.53]), uno es raiz
de p, y puede ser expresado de la siguiente manera

p(¢) = (¢ = 1r(¢)
= (=D ()P i ;¢ + i%’)
de donde se obtiene que B B
v(1) = (o + (o + p1) —|—...+iaj +iaj) = ijaj =p'(1)
j=2 j=1 J=0

Luego si p/(1) = 0, entonces p(1) = 0, y uno seria una raiz doble, in-
cumpliendo la condicion para cero estabilidad. Por lo tanto una condicién
necesaria para la cero estabilidad es

#(1) £0 (5.55)
y en consecuencia de .52 o(1) # 0.

Ejemplo 10 .

Para el método del punto medio dado en ([5.14), p(¢) = (* — 1 y o(¢) = 2.
Entonces p(1) = 0, p'(() = 2C y p'(1) = o(1) = 2, cumpliéndose asi las
condiciones [(553), (5-54) y (Z53),por lo tanto es un método convergente.
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5.3.3.1 Meétodos tipo Adams

De su forma general dada en [B.2.1.T], vimos que sus polinomios caracteristicos
tiene las expresiones

p(Q)=¢"1¢-1) o) = Zw (5.56)

Sir > 2, las raices de p son 1 y 0, luego satisfacen de manera inmediata
la condicion de raiz y podemos afirmar que los métodos tipo Adams son
por definicién siempre cero estables. Sélo se debe verificar la consistencia,
en cuyo caso vemos que la condicion también se satisface siempre para
estos métodos. Ahora bien

PO =r¢ = (r= 1)

entonces

p(1)=1

Por lo tanto un método de esta familia sera convergente si la condicion
E.54 se cumple, lo cual ocurre si y sélo si:

o(1) =1 (5.57)

El caso r = 1 es trivial pues p(¢) = ( — 1, p/({) = 1 y lo dicho para ésta
familia de métodos sigue siendo valido.

Ejemplo 11 .
El método de Euler (5.17) tiene

o(()=1 porlotanto o(1)=1
En el método del Trapecio (5.19)

1 1
() = 5( +5  por lo tanto  o(1) =1

luego, ambos métodos son convergentes.
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5.3.3.2 Métodos BDF

En [B29 y 5.26) obtuvimos como polinomios caracteristicos a

o feXiieric- i sicro,
ple) = wrelC) {(—1)T’wr/r si¢=0

o(C) = wn¢” (5.59)

(5.58)

Es inmediato ver que p(1) = 0, cumpliéndose la condicién [B.53] De igual
manera o(1) = w,, entonces la condicién (57 se satisfard, si el polinomio
(E28) cumple que ¢'(1) = 1, lo cual se probard por induccién sobre r. Para
el caso base tomaremos r = 3, pues con r = 1 o r = 2 es inmediato verificar la
veracidad de la afirmacion. Usaremos la notacién o, para indicar el polinomio
o0 asociado al método BDF de r-pasos,

() = =4 5@ 2O+ (¢ -3¢ 3¢ 1)
Q) = B =20+ (3¢ — 40+ 1)+ (37— 6C +3)
05(1) = 1

tomando como hipétesis de induccién ¢.(1) = 1 y utilizando el hecho de que
p(1) = 0 implica p(1) = 0, entonces como

Qr+1(§) = CQT(C) + (C — 1)”‘1

r+1

0r41(Q) = 2:(¢) + Con(C) + (C = 1)

se sigue que

0r41(1) = 0,(1) + 0,(1)
Q;+1(1) =1

lo cual concluye la demostracién y nos permite afirmar que p'(1) = w,., y por
lo tanto los métodos BDF de la forma [5.25 son consistentes.

81



Para analizar su cero estabilidad tomemos la transformacion ¢ = 1/(1—19)
con ¥ € C y llamemos a la funcién racional resultante p(4)

p(d) = p (1 i ﬁ) = frﬁ)r ;7 (5.60)

Esta transformacién manda los puntos de la circunferencia {9 : |1 — 9| = 1}
a puntos en el circunferencia {¢ : [(| = 1}, puntos externos a la primera a
puntos interiores de la segunda y viceversa, exceptuando el valor ¢ = 1 donde
no esta definida, luego de manera heuristica podemos afirmar lo siguiente

Teorema 5 (Condiciéon de convergencia )
El primer polinomio caracteristico, p(C), cumplird las condiciones de cero
estabilidad [5.48{5-49 y por ende el método BDF de r-pasos serd convergente,

sty solo si las raices de
a)=> (5.61)
i=1

estan fuera del circulo {0V : |1 — 9| < 1} y si alguna se encuentra sobre la
frontera es una raiz simple.

Ejemplo 12 (BDF de 2 pasos)

Para el método BDF de ([Z30), ¢(v) = 3., 772 =0, tiene como raices y1 =0
Yy Y2 = —2, por lo tanto el método es convergente.

Ejemplo 13 (BDF de 7 pasos)

Para el método BDF de 7 pasos q(y) = Zzzl 772 yp(y) = 0siy € {0,0.9265+
0.9755i, —1.2618 + 0.63037, —0.2481 4+ 1.3721i}. Con v = 0.9265 + 0.9755:
ocurre que |1 —0.9265 %+ 0.9755i| = 0.9783 < 1, por lo tanto el método BDF
de 7 pasos no es convergente’.

Este tltimo ejemplo solo es una muestra, del hecho bien conocido que
todo método BDF de mas de 6 pasos no es convergente.

°Las raices 7 se obtuvieron mediante la instruccién roots(/1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1
0]) en Matlab
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5.3.4 Convergencia de los Métodos Runge-Kutta

El primer polinomio caracteristico en esta familia de métodos es

() =¢—1 (5.62)

Claramente 1 es raiz de p y es unica, por lo tanto las condiciones para la
cero estabilidad (teorema []) siempre se satisfacen y sélo resta verificar la
consistencia. Como los RK son métodos de un paso es inmediato verificar
que cumplen la primera condicién del teorema

1
Zai:1_1:o (5.63)
=0

por lo tanto el método Runge-Kutta sera consistente y en consecuencia con-
vergente si cumple la condicién 544, Dado que ZLO ia; = 1 y para k = 0,
li= f(Yn,tn) v l; = para toda i,j = 1,..., s, de .35 obtenemos

O5(y(tn), tn; 0) = be (y(tn),tn)@ibiﬂ (5.64)

siendo > 7 b; = 1 la condicién para la consistencia de un método RK.
Entonces un método RK de la forma | serd convergente si y sélo si

i=1

Ejemplo 14 .
Para el RK Gauss (tabla[5.3) b = [1/2 1/2]7, luego es inmediato que la

suma de sus elementos da 1 y por lo tanto es convergente el método.
Para el método DOPRI(5,4) (tabla[57)

b {5179 7571 @_Wﬁir
576007 16695° 640 339200’ 2100° 40
b — [ﬁ 500 125 2187 11 }
384" 711137192 6787 84
y la suma “sum([5179/57600 0 7571/16695 393/640 -92097/339200

187/2100 1/40])” da 1, ocurriendo lo mismo para b2, en consecuencia las
ternas (c¢,A,b1) y (c,A,b2) forman RK convergentes.

6Instruccién de Matlab
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Realmente todos los métodos utilizados hoy dia son convergentes, aun
asi, esta no garantiza que el método dara resultados apropiados, pues la
convergencia esta sujeta a que tomemos el limite cuando £ — 0 y esto en la
préactica simplemente no es posible. Lo que se hace es tomar un valor fijo y
pequeno de k para realizar los calculos. Veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 15 Sea el problema auténomo de valores iniciales 7

[Z/Em - L)(u —U 1)/u] [5585] = [1_/5} te0,1] (5.65)

Para obtener su solucion vemos los siguiente

d —1
@w_t —1l—v=cu — 1—v=28u
du U

la ultima ecuacion se obtiene al usar las condiciones iniciales, y nos permite
reescribir el sistema de ecuaciones en [5.63) como

u'(t) = —8u+1 V'(t) = —8v
que es un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer orden,
con solucion exacta

1+ 3exp(—8t)

u(t .

v(t) = —3exp(—8t) (5.66)
Ahora tomemos el siguiente método numérico

Yn+2 — Yn = k[f(y;kz+27 tn+2) + f(yn + tn)] (567)

donde .
y2+2 — 3Yn+1 + 2yn = E[f(yn-l-lv tn—l—l) - Bf(tna yﬂ)]

Dado que p(¢) = > =1 y ¢r(y(tn), -, y(ta), 1, 0) = 2f(y(t,)) se pucde
deducir facilmente que el método es convergente, pero al resolver el sistema
de ecuaciones[5.03 con este método los resultados serdn incorrectos, como se
puede apreciar en la tabla [53, donde se presentan los errores cometidos a

"Basado en el ejemplo 4 de la bibliografia [23] pag. 39 y 41.
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distintos pasos y tiempos. y en la cual se aprecia un incremento en el error
conforme avanza el tiempo.

En este caso, calcular el error es facil pues conocemos la solucion exacta
(error = ||solucién real — solucién numérical|)® y pudimos darnos cuenta
que el método no es el indicado, pero esto no es lo comin, recordemos que jus-
tamente la idea de utilizar la aproximacion numérica para obtener la solucion,
es porque la solucion analitica nos es inasequible. Asi nos vemos en la necesi-
dad de buscar otros criterios sencillos que nos den indicios de que método
usar para alcanzar con éxito la solucion a nuestro problema. Uno de estos
elementos de juicio, que abordaremos a continuacion, es el de estabilidad
lineal, y otro es el del orden del método, que serd comentado en la ultima
seccion.

t k=0.1 k =0.001 k = 0.00001
0.2 8.9642e-1  2.6961e-5 2.0898e-9
0.4 3.9745e+0 1.5469e-4  9.9596e-10
0.6 2.2955e+1 3.5008e-3 4.0474e-9
0.8 1.3502e+2 8.3670e-2 9.3087e-8
1.0 7.9475e+2 2.0012e+0  2.2814e-6
1.6 1.6211e+5 2.738le+4  3.3658e-2
2.0 5.6173e+6 1.5663e+7  2.0247e+1
2.4 1.9465e+8 8.9604e+9  1.2179e+4

Tabla 5.5: Errores cometidos por el método (.G7) en la solucién

del sistema (5.GH)).

5.4 Estabilidad Lineal

Como quedd claro del ejemplo (IH) y los resultados experimentales del capitulo
4, el tamano de paso es determinante en el error producido y en consecuencia
en la exactitud de la solucién, dando pie a que nos preguntemos que factores
pueden considerarse en la seleccion de éste.

8Cédigo en el apéndice [D.4.1]
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En la bisqueda para obtener un criterio que dé indicios sobre plausibles
k > 0 que arrojen resultados correctos, se definié un tipo particular de estabi-
lidad, denominada estabilidad absoluta, la cual se basa en aplicar el método
numérico particular a la ecuacion diferencial ordinaria

y =Wy (5.68)

La matriz W es de n x n y sus valores valores propios A\; deben cumplir
con las siguientes condiciones

Re(\) <0 i=1,...,n (5.69)

Ni #A; paratoda i #jy N\ €C (5.70)

De la tltima condicién y por lo dicho en el apéndice [0, en particular
basados en los teoremas (I7) y (8], existe una matriz diagonal {2 similar a
W, cuyos elementos en la diagonal son los valores propios, asi que asumiremos

que W tiene de antemano tal forma, de donde el sistema [5.68 es desacoplado
y en consecuencia lo serd el sistema numérico al cual se aplique.

5.4.1 Métodos lineales multipaso

Aplicando (5.68) a (.12

> (gl = kBW )iy =0 (5.71)

5=0
y puesto que W es diagonal, el sistema es desacoplado, y su solucion se
obtiene de resolver para cada \; e “y,; el subsistema

T

Z(Oéj — ]{Z/Bj)\l) iyn+j =0 1= 17 27 o, n (572>

J=0

cuya solucién, para cada “y,;, es de la forma "y, ; = > 1, ¢;s7" donde ¢;q
es una constante y las 7, son raices del polinomio

T

> (o5 —28)¢ (5.73)

J=0

con z = kA. Al polinomio B.73] se le conoce como polinomio de estabilidad y
se le suele poner en términos del primero y segundo polinomio caracteristico.
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Definicién 6 (Polinomio de Estabilidad)
Es el polinomio de la forma

(¢, 2) = p(¢) = zo(C) (5.74)

con z = kM.

Como se esta obligado a que |“y,,+;| — 0 como n — oo, entonces debe ocurrir
que |ys| < 1, pues de otra forma la solucién 'y, ; crecerfa u oscilarfa sin
decrecer. Lo anterior condujo a establecer el siguiente criterio de estabilidad.

Definicién 7 (Absolutamente Estable)
Un método lineal multipaso se dice absolutamente estable, para una z €

C dada, si con ella todas las raices ~y; del polinomio de estabilidad 7((, z),
definido en ([5.7}), satisfacen la condicion

7| < 1 i=1,...,r (5.75)

Las raices de [5.74] se modifican segtin el valor de z, asi que nos pregunta-
mos para que valores z € C el método sigue siendo absolutamente estable.

Definicién 8 (Region de estabilidad absoluta R, )
Al conjunto de puntos

R4 = {2|Siv; es raiz de 7((, z) = p(¢) — z0(C) entonces |v;| <1} (5.76)

se le conoce como region de estabilidad absoluta. Es decir, R4 es el conjunto
de puntos z del plano complejo, en los cuales el método es absolutamente
estable. FEs usual referirse a la regién de estabilidad absoluta unicamente
como region de estabilidad.

Ejemplo 16 R4 para el método de Euler explicito
El polinomio de estabilidad del método Fuler explicito es

m((,z)=C—2z—1 (5.77)

entonces ( = z + 1 y el conjunto de puntos tales que |z + 1| < 1 forman un
circulo con centro en -1, como se puede apreciar en la figura (Z1).
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= X

Regién de estabilide

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Figura 5.1: Regién de estabilidad para el método de Euler explicito.

Ejemplo 17 (R4 para el método del Punto Medio)
El método fue dado en[5.19 y su polinomio de estabilidad [5.74) toma la
forma
7(C,2) = —2:C — 1 (5.78)

cuyas raices son y1(z) = z— V22 + 1 y y2(2) = 2+ V22 + 1. Para encontrar
las z € C, tal que |z + /22 + 1| < 1 tomaremos tres casos: z € R, z=bi y
z=a+bi cona,b#0.

SizeRyz<0, entonces || < 1 pero |y| = —2+Vz2+1>1, 9
para z > 0 |yi| < 1 pero |y = 2+ V22 4+ 1 > 1, luego z no puede ser un
nimero real distinto de cero. Sea z = bi entonces |bi £/ —b*+1| <1 si y
solo si |b] < 1. En el caso de z = a+1ib con a,b # 0, no es inmediato inferir
la forma de RA_ puntoredio, SN embargo una forma indirecta es fijarse en la
relacion |a| < |z| y hacer uso del hecho de que para alguna raiz, 1 < |y;(a)]
luego entonces |y;(a)| < |7i(2)| y 1 < |vi(z)|, por lo tanto z no puede ser un
numero complejo con parte real. Asi la region de estabilidad es el conjunto

fR.A—PuntoMedio = {Z|Z =bi Y |b| < 1} (579)

que es el segmento de recta del eje imaginario entre -i e i, como se puede
apreciar grdficamente en la figura 2.2
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Figura 5.2: Regién de estabilidad para el método del Punto Medio
explicito de dos pasos.

No es muy dificil ver que la complejidad de 7((, z) rdpidamente se puede
tornar intratable, sobre todo cuando la utilizamos en métodos multipaso, asi
que se han dado soluciones que ayudan a determinar de manera indirecta o
solo parcialmente la region de establecida. Una de estas formas es encontrar
solo la frontera usando un método denominado Técnica del locus de la fron-
tera® (boundary locus technique), la cual se basa en considerar que para toda
z € R4 una de las raices v de 7((, z) debe tener modulo 1, luego tomando
su forma exponencial v = exp(if) y sustituyéndola en (574, obtenemos la
expresion de la frontera como una curva dada paramétricamente por

plexp(it))

2= A0 = a0

(5.80)

Ejemplo 18 Para el método BDF de dos pasos (2.30) la frontera de su
region de estabilidad esta dada por la expresion

2(0) = (cos@ — 1)* +i(2 — cosf)sen (5.81)

9Para una explicacién detallada de este técnica véase la bibliografia 23] pdgina 71.
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Figura 5.3: Frontera de la region estabilidad para el BDF de dos pasos.

y su frontera obtenida con Mathematica se da en la figura'® [5.3, siendo la
parte externa a ésta, la region de estabilidad.

Ejemplo 19 Para el método BDF de tres pasos (r = 3), cuya formulacion

dimos en 2.3, la frontera de su region de estabilidad estd determinada por
la expresion

11 1
2(0) = o 3cosf + gcos% - gcos&?
1
+i(3sen d + gsen 20 — z5en 360) (5.82)

La figura't muestra la frontera. La parte externa a ésta es la region de
estabilidad del método.

10Csdigo en el apéndice [D.5.2
11Csdigo en el apéndice [D.5.3]
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Figura 5.4: Frontera de la region estabilidad del método BDF con r = 3.

Finalmente otra opcién es buscar solamente los puntos de la regién de
estabilidad absoluta sobre el eje real negativo, lo cual es suficiente si se con-
sidera que todos los valores propios son reales negativos y en consecuencia

z € R™. Bajo tal circunstancia entonces se pide que 7((, z) sea un polinomio
de Schur'?.

5.4.2 Runge-Kutta

De manera analoga a lo hecho para el caso de los MLM, aplicamos el método
general para los RK (533)) a (5.68) y como W tiene a los valores propios
en su diagonal, obtenemos un sistema desacoplado, donde para cada \; el
sistema resolver es de la forma

Ynt1 = Un+ 22 11 0iYi
(5.83)
Yi=yo+2) 5 1a5Y; i=1,...,s

siendo z = kA. Tomando YV = [V}, Ys, ..., Y, 1= (1,...,1)T y A={a;} la
matriz de la tabla de Butcher (5.J), se reescribe (5.83]) como

Ynt+1 = Yn + ZbTY Y = yn]_l + zAY

12La, definicién se da en el Apéndice
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de donde
Yni1 = Yn[l + 207 (I — zA) 7]

Definicién 9 (Funcion de Estabilidad)
A la expresion
R(z) =1+ 20" (I — zA)™'1

se le llama funcion de estabilidad lineal para los métodos RK. Una forma
alternativa a ésta, es la dada por Dekker y Verwer en funcion de los deter-
minantes. B

det(I — zA+ Z1b7)

k&) = —am = (5:84)

La funcién de estabilidad R(z) para los RK explicitos es de la forma

s

R(z) =Q(z2) = Z ¢z’ (5.85)

=0

lo cuales es un polinomio en z de grado s. La funcién de estabilidad para un
un RK implicito, es una funcién racional de la forma

R(z) = (5.86)

con P(z)y R(z) dos polinomios en z.

Definicién 10 (Absolutamente Estable y Region de Estabilidad)
Un método RK se dice que es absolutamente estable para un z € C
5%

IR(2)] < 1 (5.87)

y al conjunto

Ry = {z][R(z)| <1}

se le conocerda como su region de estabilidad absoluta.
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Ejemplo 20 Para el método de Gauss definido en el ejemplo obten-
dremos la funcion de estabilidad aplicando la formula [5.84)

R<Z>Gauss2—4 =

{1 0] [ 1
—z
0 1 3+v3 1
12

3-v3
12

]

N[

Al

4

[ V3
{1 0}_2 ! ]
0 1 3+V/3

1
| 12 1
:  342v3 ]
ol 2
_ o ¢ 1+7]
z 3—2v3
b ]
+ z
328,z
y resolviendo estos determinantes obtenemos que la funcion de estabilidad es
1+2+2
R(Z)Gau582—4 = T . .2 (588)
1-5+5

La region donde |R(2)Gaussa—a| < 1 (region de estabilidad) es toda la parte
del plano complejo tal que Re z < 0, como se muestra en en la figura'® [,

O <&
1f REGION
o DE
ESTABILIDAD
af
O S

Figura 5.5: Region de estabilidad para Gauss s=2 p=4

Ejemplo 21 Haciendo uso de Mathematica (véase apéndice[D5.4) obtene-
mos que €l método de DOPRI(5,]) presenta la funcion de estabilidad

22 23 Z4 25 26
Riz)=l+z4+= 4+ —

2 6 24 120 600 (589)

13Ge obtiene con Mathematica, cédigo en el apéndice [D.5.4]
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y la region de estabilidad mostrada en la figura (2.0).

e

REGION
DE

ESTABILIDAD

—2F

@

I L L I I
-3 -2 -1 0 1 2

Figura 5.6: Regién de estabilidad para DOPRI(5,4).

Dado que z depende tanto de k& como de \; con ¢« = 1,...,n, para que el
método de un resultado correcto se debe garantizar que k\; € 94 para toda
;. Ahora bien, en principio se asume que tenemos un sistema lineal o lin-
ealizable, que cumple con las condicién del teorema de Hartman'*, luego hay
la posibilidad de determinar tales valores propios de la matriz A de nuestro
sistema de ecuaciones o de su respectiva linealizacién!®, asi que solo resta
verificar que el tamano de paso k sea el adecuado. Regiones de estabili-
dad diferentes impondran restricciones al tamano de paso distintas, como se
puede apreciar en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 22
y' +cy+y=0 (5.90)

cuya expresion como sistema de ecuaciones de la formal2.3 es

1 Teorema [[9 en el apéndice [C3
15Véase apéndice
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(2) - (—01 —1c) (5}) (5.91)

Los valores propios del sistema toman la forma

—c++c?2 -4
AMg=—"F7"

, 5 (5.92)

St ¢ = 0 los valores propios son imaginarios puros: A\y = 1 y Ay = —i. Si
¢ > 0 los valores propios tienen parte real negativa, en particular si ¢ = 2000
entonces, Ay ~ —0.0005 y Xy & —2000. En la tabla[5.0 se muestra el valor
del tamano de paso mdzimo que teoricamente seria factible tomar usando el
criterio de la region de estabilidad.

, c=20 ¢ = 2000
Método [+ k] € T4 | 2000 % F]| € %ix
Euler Explicito no aplicable .001
Punto Medio Explicito 1 no aplicable
BDF- 2 pasos irrestricto irrestricto
Gauss s2p4 irrestricto irrestricto
DOPRI(5,4) 1.6 0.002

Tabla 5.6: Valores factibles méaximos para el tamano de paso k,
segun el respectivo método numeérico.

El papel que hoy dia juega la estabilidad lineal es el de un criterio tedrico
sobre los alcances del método y donde es factible usarlo, mas que una me-
canismo practico en el cual se basen los cédigos modernos para modificar
su tamano de paso, pues como se puede ver en los modelos del capitulo 4,
inclusive en uno tan sencillo como el de Capelle-Durrer (ecuaciones [3.50, B.5T]
y cbdigo [D.31] ) la matriz A (A(V,,)) va variando de un paso a otro, esto
implica que se tendria que calcular el Jacobiano y sus respectivos valores pro-
pios en cada paso, lo cual suele ser muy costoso en términos computacionales,
en vez de eso lo comun es utilizar estimaciones sobre el error cometido por
el método.
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Figura 5.7: Ampliacion de la grafica [L11] para el parametro de
excitabilidad donde se evidencia que en cada caso la solucion dada
difiere.

5.5 Exactitud del Método

Si ya tenemos un método convergente y con una regiéon de estabilidad sin
restricciones o al menos lo suficientemente amplia para suponer el uso de un
tamano de paso “aceptabe”, porqué se sigue tomando un tamano de paso
tan pequeno, como puede apreciarse en las graficas y [4.4], para el modelo
de Noble, aun en donde la solucion presenta una conducta casi lineal.

Uno de los motivos clave de tal conducta aunque no el unico, es que todo
método tiene solo cierto grado de exactitud tedrica, que se ve aun mas res-
tringido por las propias limitaciones numéricas de la computadora, luego,
aun si la solucién numérica es “correcta”; no deja de ser una aproximacion
a la solucién real. Compérese por ejemplo la gréifica (LI1]) en el modelo de
Capelle-Durrer y su respectiva ampliacién en la figura[5.7, donde en el primer
caso todas las soluciones parecen iguales aunque en realidad cada solucion es
ligeramente distinta.
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5.5.1 Generalidades

Existen distintas formas de estimar el error cometido tanto local como glob-
almente, dos de las cuales son: el error local de truncamiento (ELT) y el error
global de truncamiento (EGT), siendo el primero el mas empleado. El ELT
estd relacionado con cuantos términos de la expansion en serie de Taylor de la
solucion son igualados por el método. El software numérico estima dicho error
y si este no rebasa cierta cota, cominmente denominada tolerancia (TOL),
intenta incrementar el tamano de paso k, por el contrario si el error es mayor
a TOL, el tamano de paso k es reducido. En Matlab, segin vimos en el
capitulo 4, de la desigualdad (@1 tol = max(RelT ol x abs(y(i)), AbsTol(7)).

Un concepto muy ligado al de ELT, es el de orden u orden de exactitud
p del método, el cual indica cuan rapido el error tiene a cero si & — 0. Lo
anterior motiva a buscar métodos cuyo orden sea el mayor posible, por el
hecho de que mientras mayor sea el orden del método, menor sera su error
de truncamiento local, es decir, el método tendra una mayor exactitud en el
calculo de la solucion y esto en principio deberia verse reflejado, en que no
se tendra que reducir tanto el valor de k.

La teoria sobre orden, error cometido y cotas para el error de los métodos,
ya es bastante amplia y una explicacion bastante extensa puede encontrarse
en Hairer and Wanner ([15]) y ([16]). Aqui nos limitaremos a mencionar
algunos aspectos muy generales que drasticamente restringen en la practica,
el uso de métodos de orden demasiado grandes.

5.5.2 Métodos Lineales Multipaso (MLM)

La formulacién general para el error local de truncamiento esta dada como
Ly, t,h) = Cp i kP y @t (1)) + O(kP+?) (5.93)

donde C, 11 depende de los coeficiente del método, luego dos métodos distin-
tos , pueden tener el mismo orden pero su ELT sera distinto.

Un mayor orden garantiza un menor error, sin embargo varias limitaciones
surgen cuando se escoge coeficientes o; v 5; que incrementen el orden de un
método. Una primera restriccion fue dada por Dahlquist, quien mostré que
no se puede extender de manera arbitraria el orden de un MLM.

Teorema 6 (Primera Barrera de Dahlquist)
El orden p de una método lineal de r-pasos cero estable satisface las siguientes
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condiciones

p<r+4+2, sirespar;
p<r+1, siresimpar; (5.94)
p<r, sif./a. <0 (en particular si el método es explicito).

Los coeficientes para métodos tipo Adams y BDF se escogen de manera que se
obtenga el maximo orden posible, pero un efecto de incrementar el orden, es
que la regién de estabilidad absoluta R 4 (5.76]) se ve decrementada conforme
éste crece. Para los tipo Adams la reduccién es bastante trascendente en
cuanto a que restringe considerablemente la posible seleccién de k, como se
pude constatar en las graficas y B9 mientras para los BDF la reduccién
no es determinante (figura ), sin embargo como ya habfamos mencionado, el
maximo orden alcanzable conservando la cero estables es p = 6. En general,
para los MLM de r pasos, la reduccion mas drastica ocurre cuando p = r + 2,
que son los convergentes de méaximo orden posible, conocidos como métodos
optimos.

b
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]
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[c) ] z 1 [:] 1 d) == z 1 [:] 1

Figura 5.8: En gris, regiones de estabilidad para métodos Adams-Bashforth
de: (a) 2-pasos (b) 3-pasos (c) 4-pasos (d) 5-pasos
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Teorema 7 R4 en métodos optimos
Las regiones de estabilidad lineal R 4, en métodos optimos, o son vacias o no
contiene el eje real negativo.

Método Orden
Adams Explicito r
Adams Implicito | r + 1

Punto Medio 2
BDF r

Tabla 5.7: Orden méaximo posible de un método lineal de r-pasos,
que encaje en alguna de las opciones aqui citadas.

- W w e

T
L @D

@y % = =+ =3 -z 4 a 1 (by" & = -+ -

o
- n w e

1
L T

€y % = =« 3 =z 4 a 1 (dy” & =& -+ a = 1 1o 1

Figura 5.9: En gris, regiones de estabilidad para métodos Adams-
Moulton de: (a) 2-pasos (b) 3-pasos (c) 4-pasos (d) 5-pasos
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El dltimo punto a comentar no esta relacionado en si mismo con el orden
sino con los efectos de tomar valores estimados de las y,4; con r > j >
1, cuando el método es multipaso o implicito. La tabla B.7 muestra que
un método de orden mayor implica por ende un método de mas pasos, el
problema es que a priori no conocemos los valore en las y,,4; 7 = 0,1,...,r—1
posiciones anteriores, asi que se requiere estimar dichos valores, es decir

Ynij = Y(tnsj) +err; conj=0,1,...,r—1

donde err es la perturbacion al valor real. En el caso de un método implicito
serd necesario ademds resolver en cada paso el sistema, generalmente no
lineal, de ecuaciones

Yn+r = kﬁrf(yn—l—ra tn—l—r) +9 (595>

Una opcién para resolver (B.95]), es usar iteraciones de punto fijo. Del teorema
[74} citado en el apéndice[C3, 1a solucién de (5.95) puede ser aproximada por
la iteracion

g = kB f M ) g v =0,1,. (5.96)

siempre que exista una constante de Lipschitz M, tal que 0 < M < 1. Si
L es la constante de Lipschitz de f con respecto a y, entonces tomaremos
M = k|B,|L, y la iteracién (5.96) convergera para

1
E< ——
~ AL

Si el sistema no es rigido, bastara con dar estimaciones suficientemente
buenas para que no haya repercusiones en la conducta del método, pues se
puede considerar y,1; = y(t,+;) y el tamano de paso para el caso implicito,
serd restringido por la necesidad de exactitud y no por la desigualdad (5.97).
Por el contrario. si el sistema es rigido esas primeras predicciones pueden
situarnos en otra solucién totalmente diferente, como se puede apreciarse en
la grafica (61) del ejemplo 24l en el capitulo 6 y comtnmente L > 1 asi que
la restriccién sobre el tamano de paso impuesta por ([L97) puede ser muy
severa.

(5.97)

5.5.3 Runge-Kutta (RK)

Los métodos RK, cuya forma general es dada en (5.33)), son de 1 paso lo cual
es idoneo cuando se pretende cambiar el tamano de paso k y a diferencia de

100



lo ocurrido con los MLM explicitos, los RK explicitos presentan cierto incre-
mento en su regién de estabilidad conforme se incrementa su orden (Figura
[E.10). No por nada, son los métodos utilizados como primera opcién para

Figura 5.10: Regiones de estabilidad para algunos métodos
Runge-Kutta explicitos. Para p < 4, s = p y las R(z) son las
usuales. Conp =5, R(2) = 1+ 2+ 522+ 528+ 52 + 155 2% + 155 2°
y s = 6.

resolver algun sistema de ecuaciones de la forma (B.1]) en las distintas imple-
mentaciones encontradas en software numérico como Mathematica, Matlab o
Maple. Sin embargo vale la pena tener en mente ciertos detalles, sobre todo
si se pretende implementar un RK adecuado a las caracteristicas de nuestro
problema.

Lo primero es no dejarnos deslumbrar de manera ingenua por las mejoras que
presenta un mayor orden en los RK, en particular de los RK explicitos que
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conservan un costo computacional muy bajo comparados con los esquema
implicitos. Ya Butcher obtuvo varias condiciones para el orden en los RK
explicitos, tres de las cuales se citan en los teoremas [§ y [0

Teorema 8 (Orden Mdxzimo para RK explicito)
Un método Runge-Kutta explicito de s-etapas no puede ser de orden mayor
a s.

Teorema 9 .

e Para p > 5, no existe método Runge-Kutta explicito de orden p y s
etapas, tal que s = p.

e Para p > 8, no existe método Runge-Kutta explicito de orden p y s
etapas, tal que s = p + 2.

Hairer menciona'® que los RK explicitos de méximo orden construidos son
de p = 10, y que parecen necesitar al menos 17 etapas. FEntonces para
incrementar el orden del método hay que incrementar el niimero de etapas y
en consecuencia, el nimero de calculos necesitados para las funciones de eva-
luacién [; se ve incrementando drasticamente, no asi su regién de estabilidad
o exactitud. De esta manera el aumento de orden, conlleva el riesgo de que
lo ganado en cuanto a exactitud y tamano de k, se pierda e inclusive resulte
contraproducente, tanto por el costo computacional que implica el calculo
excesivo de funciones, como por el error inherente a cada calculo, que se
va acumulando, en especial si las magnitudes de las cantidades manejadas
muestran una gran diferencia, como es el caso para el modelo Beeler-Reuter
(véase tablalL6ly figuraldT). Es por esto que no se suelen implementar RK de
orden mayor a 5 para software genérico, sobre todo el pensado a ejecutarse
en una computadora personal; Matlab usa odedd que como mencionamos
es equivalente a DOPRI5(4) y ode23 estda basado en el método Bogacki-
Shampine 3(2) (tabla 5.8 ), mientras Mathematica implementa un esquema
de orden ajustable que va de RK2(1) a RK9(8), sin embargo en la préctica
no suele ir mas alld de RK5(4).

Ejemplo 23 .

Y6Referencia [15] pagina 179
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1/2 | 1/2

3/4| 0 3/4
1| 2/9 1/3 4/9

0 | 2/9 1/3 4/9 0
0 |7/24 1/4 1/3 1/8

Tabla 5.8: Tabla de Butcher para el método Bogacki-Shampine
3(2) (BS3(2))

Un ejemplo de como la sobrecarga de cdlculos y de mayor exactitud resulta
muy costosa, lo obtenemos al comparar los resultados de resolver el modelo
de Beeler-Reuter con ode45 y ode23. FEn ambos casos los resultados son
practicamente idénticos (figura [211) pero ode23 utiliza menos de la tercera
parte de los pasos empleados por odefd (tabla[3.9),ademds de un nimero de
evaluaciones mucho menor pues ode23 es de 4 etapas (tabla[5.8) contra las
siete etapas de ode45 (tabla[5.4)). Lo anterior contrasta con el hecho de que
la region de estabilidad para un RK5 es mas del doble que la de un RK2
como podemos apreciar de la figura [ 10, sin embargo es congruente con lo
que habiamos dicho en el capitulo 4, donde concluimos que el paso optimo
con ode4d era k = 0.041,en cuyo caso el numero de pasos es similar.

Método | Paso k& | Num. Pasos | tiempo (s)
ode4b variable 35,272 3.17
ode4b 0.041 12,196 3.11
ode23 variable 11,654 1.87

Tabla 5.9: Numero de pasos y tiempos utilizados al resolver
Beeler-Reuter en Matlab

La tabla (BI0) muestra el nimero de pasos utilizados al resolver los
modelos electrifisiolégicos expuestos en el capitulo 4 ahora con ode23. Como
se pude apreciar en todos los casos ode23 da mejores resultados que ode45,
esto como consecuencia de que los modelos solo presentan una rigidez media.
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Figura 5.11: Potencial de Accién obtenido con ode45 y ode23

Ntimero de Pasos | Tiempo (seg.)
0de23 | ode45 | ode23 | oded5

Noble 2654 8012 0.24 | 0.37

Beeler-Reuter | 11654 35272 1.87 3.17
Capelle-Durrer | 375 1088 0.035 | 0.05

Modelo

Tabla 5.10: Numero de paso utilizados con ode23 y oded5.

Lo que hemos dicho no quiere decir que los esquemas RK con p > 5 no
deban ser utilizados, sino que se debe, en la medida de lo posible, asegurar
que su uso es justificado, por ejemplo un método de orden 7 es el Fridberg7(8)
el cual es frecuentemente usado para cédlculos de alta precision.

Otra circunstancia a tener en cuenta es que la estimacion del error de
manera directa es muy costosa. Una forma ampliamente difundida para
sortear tal dificultad al usar un método explicito y que mencionamos en la
seccion (B.2.2)), es la implementacion de los esquemas acoplados. cuya tabla
de Butcher estd dada en 5.2, de tal manera que

Ynt1 = Yn + (0111 + bsly) (5.98)
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es de orden p y A A
Unt1 = Yn + h(bily + bsly) (5.99)

tiene orden p. Su forma RKp(p) se lee como: “El orden de la funcién v,
es p y el orden de la funcién estimadora del error g,,1 es p”. Cuando un
tamano de paso k ha sido escogido, el programa calcula dos soluciones v,
Y Yni1. entonces una estimacion del error para el resultado menos preciso es
Yn+1 — Uns1. Existen distintos criterios para determinar el paso 6ptimo. Dos
de los mas comunes y cuya forma remembra las formas utilizadas en Matlab
y Mathematica son los siguientes. Considerando que el error por componente
satisfaga

‘y(n—l—l)i — Q(n+1)2| S SC; SC; = AtOll -+ mdx(|yn\, ‘Q”D - Rtol

donde Atol y Rtol son las tolerancia para el error absoluto y relativo. Como
una medida del error entonces se puede tomar

1 Yn+1)i — Q(n+1)z’ ?
= | = E 5.100
err - ( ( )

SC;
i=1 v

y el paso 6ptimo tedrico, tomando ¢ = min(p, p) es

1 1/(g+1)
()
err

La otra forma es una variante de la anterior, es usando el vector de coeficientes
E = b —by,...,b, — bs]T, vy define el error como

S
err = k E Elll
i=1
entonces el nuevo paso propuesto estara dado como

Tol ) 1(g+D)

lerr]|

kn-i—l - kn (

donde la norma ||err|| puede ser de la forma (BI00)y 7ol es la tolerancia.
Una vez que se obtuvo el nuevo paso, este es probado y si el error con este
nuevo paso cumple que err,.1 < Tol,. el paso es aceptado.
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Por 1ltimo, en caso de un RK implicito, no podemos evaluar las [; suce-
sivamente, ya que (B£.33) constituye un sistema de ecuaciones implicitas a
resolver, para la determinacién de [;. Para métodos RK diagonalmente
implicitos (condicién [B37]) se tiene que resolver s sistemas desacoplados cada
uno de dimensién m. Para RK completamente implicitos (condiciéon [5.38)) s-n
indeterminadas (/;,7 = 1,...,s; cada una de dimensién m) tienen que ser de-
terminadas simultdneamente. Para asegurar que tales sistemas de ecuaciones
implicitas tengan solucién se debe cumplir una restriccion sobre el tamano
de paso, como lo indica el teorema ([I0).

Teorema 10 Sea f : R x R — R, (Z1) continua y que satisface la
condicion de Lipschitz (2.8) con constante L (con respecto a y). Si
1

k< 5.101
Lmaz; ) |ai] ( )

entonces la solucidn de (.33) existe, es unica y puede ser aproximada me-
diante iteraciones.

Si el sistema es rigido una L > 1 es muy factible y la restriccion (G.I0T)
es fatal. En la préctica, a diferencia de lo ocurrido para MLM, no suele
implementarse un mecanismo de iteraciones para aproximar la solucion y no
se debe utilizar un RK implicito en sistemas no rigidos.

5.6 Seleccion del paso

De lo mencionado hasta ahora, se resume que el tamano de paso k estara
restringido por las necesidades de exactitud (precision) y estabilidad de la
siguiente manera:

1. El paso k debe tal que el error local de truncamiento sea aceptablemente
pequeno. Entonces tedricamente se tiene una restriccion de la forma
k < kegae, donde k.4 esté sujeta a lo siguientes factores:

e El método utilizado, de lo cual dependera la expansién para el
error local de truncamiento.
e Cuan suave y sensible a perturbaciones es la solucion.

e La exactitud deseada.
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2. El paso k debe ser convenientemente pequeno para que el método sea
absolutamente estable sobre el problema en particular. Esto da una
restriccion de la forma k < k.gqp que depende de la magnitud y locali-
zacion de los valores propios de la matriz Jacobiana J = (0f/0y).

Por lo regular esperamos que sean las consideraciones de exactitud las
determinantes del tamano del paso, es decir kegap > Keraer De esta manera
para un método y problema dados, se requiere escoger una k, tal que el error
local en cada paso es lo suficientemente pequeno como para producir un error
acumulado que no sobrepasa la tolerancia especificada, asumiendo algtn cre-
cimiento “razonable” del error. Si por el contrario, las consideraciones de
estabilidad son las que fuerzan la utilizaciéon de un £ muy pequeno antes que
las limitantes para satisfacer un error local de truncamiento adecuado, en-
tonces el método empleado probablemente no es el 6ptimo para ese problema
particular.
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Capitulo 6
Rigidez (Stiffnes)

En la seccién (B.3]) del capitulo anterior mencionamos el hecho de que todo
método numérico calcula una aproximaciéon a la solucion real, y que una de
las condiciones que restringe el tamano de paso k, es el hecho de mantener
dentro de una vecindad de la solucién exacta, la solucion calculada por el
método, siendo la estimacion del error cometido quien actia como medida
de distanciamiento con respecto a la solucién correcta y la tolerancia (7ol)
el radio de esta vecindad. Sin embargo hay un sin ntimero de sistemas de
ecuaciones diferenciales donde el error local de truncamiento elt(k), para un
paso k, cumple elt(k) < Tol, sin embargo el error estimado es mayor que la
tolerancia, err(k) > Tol, y el método utilizado sigue haciendo mas pequeno
el paso.

Esta subdivisién anémala del tamano de paso se ha presentado en tres
escenarios:

1. Secciones de la soluciéon con poca variacién requieren un gran ntmero
de pasos. Como ejemplo vea el modelo van Capelle-Durrer fig. ([£10).

2. Dos SiED con la misma solucion y resueltos con un mismo método
numérico, sujeto a idénticos valores en sus pardametros (Tol, RelTol,
AbsTol,...), presentan costos computacionales totalmente diferentes.

3. Al resolver un mismo SiED con dos métodos distintos, se obtiene que el
método tedricamente con un menor espectro de efectividad da mucho
mejores resultados, como en el ejemplo

Para adentrarnos en la discusién veamos el siguiente ejemplo ilustrativo
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Ejemplo 24 Tomemos la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) con valor
inicial
y' = —25(y —cost) —sent  tr=0 y(0)=1 (6.1)
y la EDO
y' = —sent to=0 y(0)=1 (6.2)

La solucion analitica a estos problema no presenta ninguna dificultad, siendo
en ambos casos

y(t) = cost (6.3)

Supongase que el problema tiene una vecindad de tolerancia tal, que mien-
tras Yni1 € [Y(tni1) —0.5,y(tn1)+0.5] el paso k es aceptado, y consideremos
un conjunto de valores iniciales de la forma (y(t,) + d,t,) con |6] < 0.5 que
representaran las perturbacion sufridas por el cdalculo numérico.

El primer problema (61) muestra una conducta ideal en lo respectivo a
que cualquier perturbacion producida, se aproxima a cost exponencialmente,
con una tasa de decaimiento de -25, pero con el inconveniente de que la
curva vecina sobre la cual se sitia el sistema perturbado tiene una pendiente
muy pronunciada y disimil a la de la solucion real (fig. [6.1]), entonces el
método se ve obligado a tomar un tamano de paso pequeno para satisfacer las
restricciones de esta solucion falsa hasta que finalmente ambas curvas estan
lo suficientemente cerca y sus pendientes son mds similares (fig. [(22).

En el caso de la EDO (6.2) por el contrario, la perturbacion no se elimina,
pero la curva apocrifa sobre la cual se mueve el método, se conserva paralela
a la curva exacta (fig. [6.3) y dentro de la region de tolerancia, asi que el
método se comporta como si estuviera sobre la curva solucion verdadera y no
se ve forzado a modificar el tamano de paso.

La tabla (61) muestra como ode45 y ode23 son congruentes con los efectos
de tales perturbaciones.
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Figura 6.1: Solucion de[6.Ila distintos valores iniciales. Todas las
soluciones tienden a la solucién real.

-0.441 q

-0.45F g

= 0461 1

‘ Eq/o 6.2 ‘

-0.47F g

-0.48F g

olucion
Exacta
.

1 1 1
4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35 4.4
t

-0.49 1

Figura 6.2: Forma de las curvas soluciéon obtenidas para ambas EDO, com-
paradas con la obtenida por solucién analitica.
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Figura 6.3: Solucién de la EDO[6.2] con distintos valores iniciales.
En todos los casos las soluciones son paralelas.

Funcién Numero de Pasos
EDO (6.1)) ‘ EDO (6.2)
ode4b 404 40
ode23 120 38
odelbs 55 40
ode23thb 30 52

Tabla 6.1: Ntimero de paso utilizados al evaluar las EDO Gy 6.2
con las condiciones iniciales ty = 0, y(0) = 1 y distintas funciones
de Matlab

Para entender la conducta observada, primero obtenemos la solucién
analtica de[6.]], con la condicién inicial y(ty) = yo que en nuestro caso simula
la perturbacion:

y(t) = e B0 (yg — costy)) + cost (6.4)
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Aunque la solucion varia lentamente y pareceria que un tamano de
paso razonablemente largo serfa lo normal, el termino e=2°¢=%) () — cos(t))
conocido como transitorio, que no se encuentra en la soluciéon exacta pero si
en la perturbada, contamina el valor calculado por el método numérico en
cada paso. En el caso de[6.I, A = —25 y para mantener la estabilidad lineal,
debemos asegurar que el tamano de paso k es suficientemente pequeno y
cumpla —25k € R4, evidenciandose la repercusion de este hecho si el método
que estamos usando tiene una regién de estabilidad absoluta finita.

6.1 Definiendo la rigidez

La definicion de rigidez atin no se ha dado con un formalismo matemético ade-
cuado, sin embargo ya se cuentan con con diversas definiciones pragmaticas
y caracterizaciones para ésta situacion.

Tomando en cuenta que la primera opcién para resolver un SiED es la
aplicacion de un método explicito, tomaremos como definicién la dada por
Lambert en [23].

Definicién 11 Rigidez

St un método numérico con una region de estabilidad absoluta finita, aplicado
a un sistema de ecuaciones con condiciones iniciales, es forzado a usar en un
cierto intervalo de integracion un tamano de paso el cual es excesivamente
pequenio en relacion a la suavidad de la solucion exacta en ese intervalo,
entonces se dice que el sistema es rigido en ese intervalo.

Dentro de las caracterizaciones hay tres de particular importancia por su
repercusion tanto tedrica como practica. La primera nos dice que:

Caracterizacion 1 La rigidez ocurre cuando son los requerimientos de es-
tabilidad y no los de exactitud los que restringen la longitud del tamario de
paso usado por el método.

La segunda caracterizacion hace uso de lo que se conoce como razoén de
rigidez, y que se define de la siguiente manera

_ maz || (6.5)

min |\, |
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Caracterizacion 2 En un sistema rigido con ReX; < 0¢ = 1,...,n, se
presentan las siguientes condiciones

G>0 (6.6)
maz|Re);| > min|Re;| (6.7)

Esta caracterizacion era comun encontrarla anteriormente como la definicién
formal de rigidez. El siguiente ejemplo ilustra un caso donde las condiciones
y 6.7 se cumplen pero el sistema no es rigido.

Ejemplo 25 Sea el sistema dado por

z(t) = —2x + y + 2sen(t)
y(t) = —.19999z + 0.09999y + 0.999(sen(t) — cos(t)) (6.8)

y las condiciones iniciales

La matriz del sistema es

A 2 1
— \—.19999  0.09999

y sus valores propios son A\ = —1.9 y Ay = —0.0000053, por lo tanto su
razon de rigidez es G ~ 35849. Al resolver este sistema con tres esquema
numéricos distintos obtenemos los siguientes resultados

Método | Num. Pasos | tiempo (s)
ode4b 69 0.0024
ode23 29 0.0021
odelbs 36 0.0068

Tabla 6.2: Ntumero de pasos y tiempos utilizados al resolver el sistema

El nimero de pasos utilizado por odel5 no es sustancialmente mas pequeno
que el empleado por o odedb y si es peor que el de ode23, pero el tiempo
empleado por odel5s si es mayor que en los otros dos casos, luego el sistema
no presenta rigidez.
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Caracterizacion 3 La rigidez se presenta cuando la matriz Jacobiana J de
f(t,y) (J =0f/dy), tiene un radio espectral p(J) > 1 o es mal condicionada
1

Un ejemplo muy sencillo donde el criterio anterior falla se da a continua-
cién:

Ejemplo 26 Supongase que tenemos un SiEDO cuya matriz del sistema o
su linealizacion -la cual es topologicamente equivalente al sistema original-
toma la forma

El nimero de condicion es k(A) = |1/€|, y como e < 1, entonces k(A) >
1, es decir, la matriz es mal condicionada y por lo tanto el sistema deberia
ser rigido, sin embargo un sistema que presente tal matriz A es desacoplado,
cada ecuacion se resuelve de manera independiente y no presenta de ninguna
manera la mds minima rigidez. Al considerar las EDO Y, = —y1 y yh = —€ys
por separado queda claro que la razon de rigidez para ambas es G = 1.

Las ultimas dos caracterizaciones tienen una relacion muy estrecha pues
en la norma Lo, k(A) = [Muaz|/|Amin] = G. Ademas, de la caracterizacién
se infiere que esperamos un A muy grande, y como los métodos explicitos
lineales multipaso y Runge-Kutta, segin vimos en la seccién [5.4], presentan
regiones de estabilidad (9R4) pequenas, entonces \k € PRy se cumplird so-
lamente con 0 < £ < 1 y por lo tanto los requerimientos de estabilidad
(At € Ry), antes que los de exactitud serdn quienes limiten el tamano, asi
de la caracterizacién [I] se infiere porque un método explicito no es indicado
para la solucién de un problema rigido.

Lo anterior puede llevarnos a inferir incorrectamente que el uso de un
método implicito, es la soluciéon inmediata a todo problema que presente
rigidez. Para ver cuan falso es lo anterior y mostrar porque caracterizaciones
de la rigidez, como las anteriores, donde esta involucrada la obtencién de los

En el Apéndice [C] se dan las definiciones de mal condicionado (definicién 7)) y ra-
dio espectral (definicién 28). No debe confundirse el radio espectral p(J) con el primer
polinomio caracteristico p(().
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valores propios, han cobrado importancia, aun cuando en la parte final de la
seccion [5.4] del capitulo [l dijimos que no se utilizan los valores propios para
establecer el tamano de paso k, utilizaremos el modelo de Noble -seccién [T}

Para Noble, en el intervalo de tiempo [300 700], resulta evidente que con
el método explicito utilizado (ode45) se manifiesta rigidez (compérese figuras
y 44]), hecho que se soluciona usando un método implicito (odel5) como
lo dejan claro los resultados numéricos obtenidos (tabla [.3), pero en los
intervalos [0 220] y [750 770] el tamano de paso usado por ode23 e inclusive
oded5, se justifica por las condiciones de la solucién del problema y no es
necesario el uso del método implicito, como lo demuestran los resultados de
calcular los tiempos empleados por ode23 y odel5s en estos intervalos (tabla
[6.3) donde ode23 da mejores tiempos, no obstante nosotros pasamos por alto
éste ultimo hecho y en todo el intervalo utilizamos odel5, con bastante éxito.

ode23 odelbs
tiempo | pasos | tiempo | pasos
Beeler-Reuter | [10 18] 0468 | 239 | .0546 | 101
[0 220] .0610 595 | 0.0652 | 145
[750 770] | .0063 58 .0246 54

Modelo Intervalo

Noble

Tabla 6.3: Tiempos y pasos utilizados en distintos intervalos, por
el modelo de Beeler-Reuter y Noble.

Ahora supdéngase que tenemos un modelo electrofisiolégico de condiciones
similares, en cuanto a su complejidad, al modelo Difrancesco-Noble -seccion
y pretendemos proceder de la misma manera que aqui se hizo para
resolver los modelos anteriores. Si uno ve el modelo Difrancesco-Noble cuyo
sistema de ecuaciones diferenciales no tiene menos de 15 expresiones y la
relacion entre las distintas variables participante es sumamente intrincada,
puede darse una idea de que el costo que implica usar un método implicito
donde no se requiere, puede ser considerable. Como cada vez son mas co-
munes los SiIEDO’s de dimensién grande que presentan zonas con y sin
rigidez, se han implementado sistemas hibridos, capaces de modificar el
método empleado ante la presencia de rigidez o la ausencia de ella. Al-
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gunas de las formas de decidir cuando hacer el cambio, son las mencionadas
en las dos tultimas caracterizaciones, ya sea porque calculen directamente los
valores propios cuando la matriz del sistema no es muy grande, los estimen
o establezcan cotas. Codigos como Mathematica hacen uso de la estimacién
del valor propio maximo cuando la matriz no es grande, es decir n < 32 o
establecen cotas para el radio espectral o el valor propio dominante.

Resumiendo nos enfrentamos a que también los métodos implicitos adole-
cen de fallas, que se resumen en:

e Suelen ser computacionalmente costosos.

e No todos presentan amplias regiones de estabilidad, véase por ejemplo
las regiones de los métodos Adams-Moulton (fig. (.9).

Para evadir el primero de los inconvenientes se recurre a la optimizacion
numérica. Sin entrar en detalles, recordemos que en la seccién vimos que
el método de iteracién de punto fijo no es aplicable para métodos implicitos,
pues las restricciones al tamano de paso impuestas por las expresiones, [5.97
para MLM y B.I01 para RK, son muy fuertes. Una forma de sortear tal
dificultad, es usar iteracién de Newton 2 o iteracién de Newton Modificada.
En cualquier caso se involucra la descomposicién matricial (por ejemplo des-
composiciéon LU) y el cdlculo de matrices inversas o sus estimaciones, lo cual
es computacionalmente muy costoso.

La segunda restriccion si es de nuestro interés y ya ha recibido la atencion
debida desde hace tiempo. Siuno consulta cualquiera de las bibliografias aqui
citadas sobre métodos numéricos u otras, vera que una buena parte de la dis-
cusién se centra en definir y determinar bajo qué condiciones los métodos
cumplen ciertas condiciones de estabilidad. Antes de ver otros criterios so-
bre estabilidad, puntualizaremos las condiciones generales que presentan los
SiEDO “s que queremos resolver, qué implica la rigidez y las consideraciones
minimas a tomar en cuenta para obtener buenos resultados.

2Al lector interesado se le recomienda ver el capitulo 8 en [I6], seccién 6.5 en [23] y el
libro de Wright and Nocedal, Numerical Optimization, 2nd ed., Springer, 2006.
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6.2 Consideraciones Clasicas

Los problemas aqui considerados o son lineales o su linealizacion es una buena
representacion (localmente) de la conducta del sistema a resolver, por lo tanto
puede ser visto de la forma

y' = Ay + p(t) (6.9)

donde y, ¢ € R"™, yA una matriz constante de n xn con valores propios \; € C,
asumidos distintos y correspondientes vectores propiosv; € C, i =1,2,...,n.
La matriz A no tiene porque ser ser constante a lo largo del tiempo. La
solucion general de toma la forma

y(t) = XL ciexp(Ajt)v; + (t)

Las ¢; son constantes arbitrarias y () es una integral particular. Se asume
que Re X < 0, por lo tanto exp(A;t)v; es decreciente. Si A € R exp(\;t)v;
decrece monétonamente, si Im A # 0 entonces decrece de manera sinusoidal.
A XL cjexp(Ajt)v; se le conoce como solucién transitoria. Si [Re \j| es
grande entonces el respectivo termino cjexp(A;t)v; es llamado transitorio
rapido y decrecera rapidamente, si |Re \;| es pequeiio el respectivo termino
cjexp(A;t)v; es llamado transitorio lento y decrecerd lentamente.

Lo que lleva a considerar de manera relevante los valores propios del
sistema, es porque en los sistemas con solucién analitica conocida, se ha
mostrado que aun cuando en esta muchas veces los transitorios ya no se
presentan o su presencia esté muy bien localizada en tiempo pequenos, en
el esquema perturbado su presencia sigue siendo definitoria y en consecuen-
cia la solucion numérica se sigue viendo contaminada por éstos. El efecto
causado en el método numérico por los transitorios no suele ser significativo
si todos los valores propios son de magnitudes similares, pero como ya di-
jimos en las caracterizaciones de rigidez, si hay mucha disparidad entre su
tamano y hay algunos muy grandes, la presencia del transitorio se hara notar.
Recapitulando, en los sistemas rigidos se espera

e (G y A muy grandes

e constante de Lipchitz L. muy grande, puesto que

L = sup||0f /0y|| > maz| A\l
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e Matriz A mal condicionada

y en consecuencia, por lo dicho desde el capitulo Ml hasta ahora, si queremos
que un método afronte adecuadamente tales condiciones, debemos pedirle:

e No presentar limitaciones en la seleccion del paso por cuestiones de
estabilidad, es decir, su region de estabilidad debe ser amplia.

e Preferiblemente ser de orden p > 2, para que la restricciéon al tamano
de paso por cuestiones de exactitud sea menor .

6.3 Estabilidad

Dentro de las definiciones mas generales, para diferenciar a un método que
cumpla con la condicién de no imponer restricciones sobre el tamano de paso
por cuestiones de estabilidad tenemos la de A-estabilidad y A(a)-estable

(figura [6.4]).

Definicién 12 (A-estable)
Un método es A-estable si su region de estabilidad absoluta R4 contiene la
parte izquierda del plano complejo en su totalizad, es decir, si

My 2{z€C: Re(z) <0} (6.10)

Sin embargo pedir que un método sea A-estable puede resultar una restric-
cién muy fuerte, tomando en cuenta que hay una gran variedad de problemas
en que los valores propios tiene parte real mucho menor que cero y se en-
cuentra cerca del eje real. Luego para tales problemas no es necesario pedir
que todo la parte izquierda del plano complejo sea region de estabilidad.

Definicién 13 (A(a)-estable) Un método es A(a)-estable, con 0 < a <
/2, si su region de estabilidad R 4 cumple

Ru 2 {z:|arg(—2)| < a5z # 0} (6.11)

otros conceptos de estabilidad de menor relevancia han sido dados, uno de
ellos es el de Stiff-estabilidad, dado por Gear(1971).
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Definicién 14 (“Stiff” estable)
Un método es rigidamente estable (“Stiff” estable), si su region de esta-
bilidad R 4, cumple

Ry D DL UDy
donde
D, = {#z€C |Rez < —a}
D, = {zeC|—a<Rez<0y|Imz| <c}
con a,b e RT.

-

(t)

,6’/////
_

b

Figura 6.4: Regiones de estabilidad ($84) minimas que debe
cubrir un método para ser: I) A-estable, II) A(«a)-estable y III)
Stiff-estable.

6.3.1 Meétodos lineales multipaso implicitos(MLM)

Los métodos lineales multipaso implicitos construidos de la manera cldsica?,

salvo por el caso de los BDF, no son capaces de satisfacer la A-estabilidad
o A(a)-estabilidad, recuérdese que ademds de tener que estimar el valor de
las y; en r-1 posiciones previas (si el método es de r pasos), su regién de
estabilidad decrece conforme se aumenta el orden (véase la seccién [.5.2)).

3Se recomienda ver el capitulo I11.1 de [I5].
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Figura 6.5: En gris, regiones de estabilidad para los métodos BDF
derpasos. A)r=1,B)r=2Cr=3,D)r=4,E)r=5y F)r =
6.

121



Dahlquist determiné cual es el maximo orden que puede tener un MLM
para seguir siendo A-estable. Ese resultado es conocido como la Segunda
barrera de Dahlquist.

Teorema 11 (Segunda Barrera de Dahlquist)
Un método lineal multipaso A-estable no puede ser de orden p mayor a 2.

Se han dado diversas soluciones para afrontar este problema, el lector
interesado puede consular Hairer and Wanner [16], capitulos V.2, V.3 y V.4,
sin embargo estos esquemas no suelen implementarse para uso general en la
resolucion de SiEDO’s.

6.3.1.1 Métodos BDF

Estos métodos son relevantes en la solucién de problemas rigidos debido a
que tienen regiones de estabilidad muy amplias y su orden p puede llegara
hasta 6 lo cual es bastante bueno y aunque no son A-estables para p > 3
(segunda Barrera de Dalquist) si entran dentro de los A(«)-estables y por
eso en muchas implementaciones son la primera opcién para manejar los
SiEDO rigidos. Muestra de la importancia que siguen teniendo estos es-
quemas numéricos, la da el programa opencell, el cual esta disefiado para
resolver SIEDO’s que modelan diversas funciones de las células y el cual im-
plementa BDF1-5 (esquema de orden y tamano de paso variables, usando
métodos BDF') como la opcién para resolver los sistemas rigidos.

Un detalle que me parece importante mencionar, a sazén de los errores en
que se puede incurrir cuando uno se basa demasiado en la grafica para de-
cidir la correctez de un resultado, es el hecho de que el BDF de paso r =
3, en la figura y en muchas otras referencias, a primera vista parece ser
A-estable, pero no es asi, como se pude constatar de ver con cuidado la
figura 5.4 de la seccion (.40l Para todo punto z en los intervalos (0.21,1.93i)
y (-1.931,-0.2i) se puede dar una vecindad de radio epsilon (V.(z)) tal que
Ve(x) NRaprs = @ y € > 0, por lo tanto existen —e + ix € R4 pprs ¥
BDF3 no es A-estable.

4Se obtiene gratis en http://www.cellml.org/
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6.3.2 Métodos RK implicitos

La contraindicacién mas fuerte para estos métodos es su alto costo de imple-
mentacién aun en el caso ser semi-implicito (.37), por lo cual su uso queda
reservado casi exclusivamente a solucionar sistemas rigidos. Para determinar
si un método RK implicito es A-estable se puede usar el siguiente criterio®:

Teorema 12 (Criterio de A-estabilidad)
Un método RK implicito con funcion de estabilidad R(z) de la formal2.80,
es A-estable si y solo si

|R(iy)| <1 para todoy € R (6.12)

R(z) es analitica para Rez <0 (6.13)

Para los métodos RK implicitos (métodos de un paso), puede ocurrir que
atin cuando el método sea A-estable, al resolver el sistema se presente un
comportamiento conocido como error oscilatorio decreciente (damped os-
cillating error). Para ver como este error se manifiesta veamos el siguiente
ejemplo

Ejemplo 27 Sea la EDO con condiciones iniciales®
y'(t) = —2000(y(t) — cost) ylo)=0 0<t<1.5 (6.14)
cuya solucion eracta es

—2000? exp 29 1-2000(sen t + 2000 cost)
1 420002

y(t) =

Al resolver[6.14 mediante el método del trapecio, la solucion obtenida oscila
por abajo y por arriba de la solucion real, disminuyendo la amplitud de las
oscilaciones conforme se avanza en el tiempo; pero si usamos Euler implicito
la solucion obtenida es idéntica a la solucion real y no presenta oscilaciones.

Véase la figura 6.0,

5Otros criterios faciles de aplicar se pueden encontrar en el capitulo 3, seccién 35 del
Butcher [5]

6C6digo para este ejemplo en el apéndice [D.6.2
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*  Euler implicito
1.8+ —=©— Trapecio
Analitica

L L
0 0.5 1 15

Figura 6.6: Ejemplificacién del error de oscilacion decreciente al
que son propensos los métodos A-estables no L-estables y que
no suele presentarse en un método L-estable. Aqui el método
A-estable es el del Trapecio y L-estable Euler Implicito.

Esta conducta oscilatoria puede resultar muy nociva, pues en un sistema
rigido la solucién numérica nuevamente se esta posicionando sobre curvas
solucion muy diferentes de la exacta, y de manera similar a lo mencionado
en el ejemplo 4] en el mejor de casos volveremos a requerir de un tamano
de paso muy pequeno. Si pretendemos mitigar el efecto de la oscilacién, no
ganamos gran cosa, pues hay que restringir mucho el tamano de paso. Si en
el cédigo [D.6.2 dado para el ejemplo 27, se cambia el valor de k a 1.5/160 la
oscilacion sera despreciable salvo en el inicio, pero a un costo de tomar un
tamano de paso k ~ .0093. En el caso de Euler Implicito salvo en el inicio,
el paso k = 1.5/20 = .075 es mds que suficiente.

Para distinguir los métodos que producen un error oscilatorio decre-

ciente de los que no, se definié otro criterio de estabilidad conocido como
L-estabilidad.

Definicién 15 (L-estable)
Un método de un paso se dice L-estable si es A-estable y ademds su
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funcion de estabilidad R(z) cumple

lim R(z) =0 (6.15)

Z—00

El método del Trapecio tiene como funcién de estabilidad

Re(z) = 1 fjg (6.16)
mientras que Euler implicito tiene como funcién de estabilidad a
Rpi(2) = ! (6.17)
1—2
de donde lim, o, Rr(2) = —1, y lim, o, Rg;(z) = 0, por lo tanto el método

del Trapecio es sélo A-estable, mientras Euler Implicito es L-estable.
Un criterio muy sencillo pare ver si un RK implicito A-estable es L-estable
se da en el siguiente teorema

Teorema 13 (Criterio de L-estabilidad) Si un métodos RK implicito con
A la matriz de coeficientes a;; no singular, satisface una de las siguientes
condiciones:

Qsj = bj jzl,...,S (618)
;1 = bl z'zl,...,s (619)

entonces R(co) = 0, es decir, el método es L-estable.

Sin embargo pese a que los métodos de un paso L-estables no presentan el
error oscilatorio decreciente, al menos de una manera tan agobiante, no son
la primera opcién para resolver los SiIEDO’s y de manera cotidiana se prefiere
el uso de métodos tinicamente A-estables, sobre todo si estamos pensando en
un programa de uso genérico, por lo siguiente:

e Al utilizar métodos L-estables esta latente la posibilidad de obtener
una solucion incorrecta, con la virtud de parecer correcta.

Evidentemente es preferible tomar mas pasos para disminuir el error oscila-
torio que tener una solucion enganosa. En la siguiente secciéon se aclara este
punto.
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6.3.2.1 Valores Propios con Parte Real Positiva

Aunque la L-estabilidad de un método evita el error de oscilacién decreciente,
puede conducir a otro error aun mas grave, cuando el sistema tiene algin
valor propio Re A > 0, que queda contenido dentro de la region de estabilidad
del método. El siguiente ejemplo es tomado del Lambert [23] pag. 228, donde
se explica a detalle, aqui nada més citamos los aspectos mas generales para
evidenciar el fenémeno

Figura 6.7: Comportamiento creciente de las soluciones del sistema [6.20]

Ejemplo 28 .
Tenemos el sistema
Ly 422 50.1 —42.1] [y 1(0) 1
2yl = |—66.1 —58 b58.1 2y 2y(0)| = |0 (6.20)
3y 26.1 421 —34 | |3y 39(0) 2
con solucion analitica
Ly exp(0.1t)sen 8t + exp(—50t)
2yl = exp(0.1¢) cos 8t — exp(—50t) (6.21)
3y exp(0.1¢)(sen 8t + cos 8t) + exp(—50t)

El modo lento exp(0.1t) es creciente y estd multiplicado por una funcion seno
o0 coseno en todos los casos; el transitorio rdpido exp(—50t) es decreciente y
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parat > 0.05 su efecto es insignificante. Por lo tanto las soluciones son osci-
latorias y crecientes como se pude apreciar en la figura [6.7, sin embargo al
resolver con Euler Implicito las soluciones obtenidas son decrecientes. Con-
trario a lo que paso en el ejemplo [27, en este caso la solucion adecuada se
obtiene empleando el método del trapecio. La figura [6.8 muestra la grdfica

para la primera componente ‘y de 621, comparada con Euler Implicito y
Trapecio

«1F
++
+
+ +
+++H+4
gF i ¥
Ce + THepptt
gttt
1 %
(a
+1 + ++4
F ++ ++ + +
+ 4 + +
+ + ® +
b i + ¥
+ + 2
’E +
1 ’ Foath g
| +! ++t
(b)

Figura 6.8: (a) El método Euler implicito (4) produce una

solucion incorrecta. (b) Método del Trapecio da la solucién co-
rrecta.
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Para entender la razon por la cual falla Euler Implicito en la solucion de
620, hay que ver los valores propios A\; = —50, Ay = 0.1 +8i y A3 = 0.1 —8i
de 6200 La regién de estabilidad para Euler Implicito (BI8) es todo de
plano complejo, salvo el circulo unitario con centro en 1 (figura [69), por lo

tanto los valores propios Ay y A3 estan dentro de su region de estabilidad
(A2, A3 € Rupr)-

L5 ——— ——— ——— —
10} 5
o5k REGION St ]
I DE
i E
0.07 P\ X
[ ESTABILIDAD INESTABILIDAD
-05f —
-1.0f .
—1.5| EE e e o e A e e s |
-1 0 1 2

Figura 6.9: Region de estabilidad del método euler implicito

Lo que no debemos olvidar es que las regiones de estabilidad en principio
nos garantizan que los valores z de ahi tomados, no provocan un crecimiento
en la solucién, en realidad se espera provoquen una conducta decreciente del
siguiente tipo

z2=NkeRy =y, — 0 comon— o0

circunstancia que se ve reflejada en la solucién obtenida para 'y por Euler
Implicito que en lugar de crecer, decrece.

La zona en que las soluciones se vuelven crecientes es la region de inesta-
bilidad del método, asi para lograr una solucién numérica creciente se debe
dar k£ < 1 tal que kA3 v k)Xy se encuentren dentro de la region de inestabili-
dad. Como el tamano de paso k se reduce para garantizar un error cometido
por el método, no mayor a cierta tolerancia (7TOL), entonces teéricamente
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existe una TOL < 1 que induce una k£ muy pequena, con la cual se ob-
tiene una solucién numérica correcta. No obstante lo anterior es totalmente
contraproducente, pues desde una perspectiva préctica, ya en el capitulo @
obtuvimos de manera experimental que tamanos de paso muy pequenos con-
lleva errores de calculo, ademés de incrementar considerablemente el costo
computacional, y por otra parte en la teoria de estabilidad lineal, la reduccién
en el tamano de k tiene como objetivo meter a todos los z = k\; en la region
de estabilidad, no de expulsarlos.

Para el método del Trapecio su R4 7 es sélo la parte del plano complejo
donde Rez < 0 (fig. ) v los valores propios Ai, A3 caen en su regién
de inestabilidad, lo cual es idéneo y lo peor que podriamos esperar es que la
solucion numérica y analitica no crezcan a la misma velocidad, situacion que
no pasa en este caso y que por lo regular no se presenta.

15

1.0p REGION REGION

0.5f

0.0 DE = x
-05f  ESTABILIDAD INESTABILIDAD
_1.0F
-15

_3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 6.10: Region de estabilidad del método del Trapecio

Asi de la discusiéon anterior podemos decir los siguiente:

e Si se tienen una EDO o un SiEDO que presenta valores propios A;, tal
que Re \; > 0 no se debe utilizar un método numérico cuya region de
estabilidad contenga a estos ;.

6.3.2.2 Meétodo TR-BDF2

En situaciones donde hay certeza que los valores propios del sistema tienen
parte real negativa, puede ser mas conveniente usar un método L-estable.
Euler implicito es una opcién, desafortunadamente es de primer orden (p =
1), hecho que lo relega casi a ser un método de pruebas. Una opcién que
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encontramos en Matlab con el nombre ode25th es el método DIRK -RK
diagonalmente implicito- con dos etapas (s = 2) y de segundo orden de
exactitud p = 2. Su forma es

* k * *
yn—l—l = Yn + Z(f(yn—l—l? tn—l—l) + f(yn> tn))
1 *
Yn+1 = §(4yn+l — Yn T kf(yn—i-lv tn—l-l))

La primera etapa es el método del Trapecio (5.19) aplicado sobre le tiempo
k/2. Entonces el método BDF de dos pasos (B.30) es aplicado a los datos
Yn € Y., con tamaiio de paso k/2 para obtener y,y;. Una forma diferente
de derivar este método se puede encontrar en LeVeque [24], ejemplo 5.14,
pagina 127.

En la tabla se muestra como ode23tb puede dar mejores resultados
que odelbs, cuando el método es de una rigidez moderada.

6.4 Sistemas no Lineales

El analisis de estabilidad que da sustento a los resultados citados en las prece-
dentes secciones, se basa en la linealizacion del sistema mediante su jacobiana
J =~ 0f/d/y, su posterior diagonalizacién y en que la nueva representacion
del sistema asi obtenida es topolégicamente equivalente al sistema original *.
Desafortunadamente encontramos que:

1. En general, atin cuando se recalcule J de tiempo en tiempo, no siempre
el sistema obtenido representa correctamente, ni siquiera en un sentido
cualitativo, el comportamiento de la solucion.

2. Especialmente en problemas dimensionalmente grandes, la matriz que
realiza la transformacién (diagonalizacién) puede ser mal condicionada
y con ello destruir todas las buenas estimaciones que pudieran haber
sido obtenidas.

La segunda indicacion vale la pena tenerla en cuenta como posible expli-
cacién a una mala obtencién de resultados, cuando todos los otras consid-
eraciones pertinentes ya han sido tomadas en cuenta. Por lo regular, sobre

"Véase teorema [[8 y [T en el apéndice
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todo asumiendo que se estan usando computadoras personales, se resuelven
SiEDOS’s de no mas de 40 ecuaciones diferenciales, lo cual esta muy lejos de
ser dimensionalmente grande.

La primera indicacion, por el contrario, es mas comun de lo que se
piensa, sin embargo se ha visto que en un gran niimero de casos, los métodos
numéricos clasicos resuelven sin problemas el sistema no lineal, pues el cambio
en el tamano de paso esta sustentado fundamentalmente en consideraciones
sobre el error cometido y no en los valores propios. No olvidemos que la frase
lo “resuelve bien” aplica siempre y cuando:

e El método sea el indicado para el SIEDO en cuestion.
e La implementacién (programacion) del método sea la correcta.

La seleccion del método es nuestra responsabilidad y he pretendido en este
trabajo marcar pautas que pudieran servir en la eleccion del método més
indicado. La buena implementacion por lo regular la confiamos al software
numérico que estamos empleando.

En la teoria general para la solucién numérica de sistemas no lineales,
cotas del error, condiciones de estabilidad, criterios fincados en los valores
propios y otros resultados dados para los sistemas lineales, no aplican y se
debe reconstruir gran parte del andamiaje teérico. Como ejemplo de este
profundo cambio, recordemos que la condicién fundamental que le pedimos
a nuestros SIEDO es que fueran Lipschitz continuos (capitulo [ definicién [)
y se dieron un par de criterios (cotas) para el tamano de paso k en funcién
de la constante de Lipschitz L (véase las desigualdades (.97 y E.I0T] en el
capitulo [f ). En la teoria de métodos numéricos para SIEDO no lineales,
la condicién de que f(y,t) sea Lipschitz continuia resulta insuficiente, y en
su lugar se define la Lipschitz continuidad por un lado (one-sided Lipschitz
condition)®, cuyas propiedades distan considerablemente de las de Lipschitz
continuidad. Podemos decir que la teoria lineal es un caso particular de la
teoria no lineal, no obstante ampliamente usada por ser mucho mas simple
y permitir resolver correctamente un sin ntimero de problemas.

Restrinjiendonos al caso de sistemas no lineales que si pueden ser resueltos
de manera exitosa con métodos, cuyo marco tedrico esté basado en considerar
sistemas lineales , circunstancia esperada en los modelos de nuestro interés,

8Para la teorfa sobre sistemas no lineales puede consultar el tomo II de Hairer [16], o
el capitulo 7 del Lambert [23].

131



entonces la falta de certidumbre en los valores propios si presenta inconve-
nientes, primero en cuanto a que perdemos una forma relativamente facil
de inferir caracteristicas cualitativas, que pudieran ayudarnos a tomar deci-
siones tanto del tipo de método mas indicado a utilizar, como si la solucién
obtenida es correcta. En segundo lugar perdemos la capacidad de emplear
sistemas sencillos con deteccion de rigidez, pues como ya hemos mencionado,
muchas veces se basan en criterios que involucran la estimacién del valor
propio dominante del sistema linealizado, o algtin otro concepto equivalente,
como es el caso en Mathematica.

Un ejemplo ilustrativo de un sistema no lineal muy simple, donde los
valores propios de la linealizacién no dicen nada certero de la conducta de la
soluciones se da a continuacion:

Ejemplo 29 .
Para el sistema

y = Alt)y = (6.22)
—1 —9cos?6t + 6sen 12t 12 cos? 6t + 4.5sen 12t
12sen 26t + 4.5sen 12t —1 — 9 cos? 6t — 6sen 12t |V

aunque la matriz depende del tiempo, lo valores propios son constantes,siendo
estos \y = —1 y Ay = —10. Del valor de A\ y Ay podriamos inferir que la
solucion deberia ser decreciente, pero la solucion general de es

- 9t | cos 6t 4 2sen 6t 13t | sen 6t — 2 cos 6t
y(t) = crexp {2 cos 6t — sen 6t Teex 2sen 6t + cos 6t (6.23)

Esta solucion es oscilante, e independientemente de las c¢; y co dadas, para
un intervalo de tiempo suficientemente grande las oscilaciones comenzardan
a crecer cada vez mas. Por lo tanto en este caso los valores propios no sirve
como predictores de la conducta del sistema. FEl caso ¢y = co =1 se muestra
en la figura [6 11

El caso anterior es una excepcion, lo comin es que si tenemos una matriz
que depende del tiempo, A(t), entonces los valores propios sean de la forma
Ai(t). En estos casos para determinar la matriz con coeficientes constantes
y los respectivos valores propios constantes, o se toma A(t) constante por
partes, lo cual implica evaluar A(t;,), con t;,; un tiempo en el intervalo
donde se considerard A(t;,;) constante, y s6lo en intervalos distintos la matriz
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Figura 6.11: Gréficas de las ecuaciones solucion [6.23 con ¢; = ¢o = 1.

A toma valores distintos; o se evalia A(t,), siendo ¢, el tiempo en que se
encuentre el método en ese momento, en cuyo caso A varia en cada paso.
Un ejemplo donde podemos ver este caso y que nuevamente la informacion
deducida a partir de los \; es incorrecta, se encuentra en el Lambert [23]
pagina 77.
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Apéndice A

Conceptos Generales de
Quimica y Fisica

Definicién 16 Difusién

Entenderemos por difusion al mezclado gradual de las particulas de un
soluto S con las demads particulas encontradas en la solucién acuosa en virtud
de sus propiedades cinéticas.

Ion
Un ion se forma cuando a un dtomo con el mismo nimero de protones y
electrones, se le adicionan o remueven electrones. Ejemplos:

atomo Na

ion Na™

atomo Cl

ion Cl™

11 protones
11 electrones

11 protones
10 electrones

17 protones
17 electrones

17 protones
18 electrones

atomo Ca

ion Ca’t

20 protones
20 electrones

20 protones
18 electrones

Definicién 17 Valencia del ion

También llamada valencia electroquimica, es el nimero de electrones que
ha perdido o ganado un dtomo para transformarse en ion y toma el signo de
su carga. Se dan algunos ejemplos en la tabla[A 1]
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Ion | Electrones | Valencia
K™ | pierde uno 1
Ca?* | pierde dos 2
Cl~ | gana uno -1

Tabla A.1: Valencia de algunos iones

Definicién 18 Diferencia de Potencial

La diferencia de potencial V' entre algunos dos puntos i y f en un campo
eléctrico FE es igual a la diferencia en energia potencial por unidad de carga,
q, entre los dos puntos:

B
V:Vf—%:&:—/ E - ds
q A

donde V; y Vy son el potencial eléctrico en la posicion i y f respectivamente.
De la integral de linea vemos que la diferencia de potencial es igual al trabajo
por carga unitaria que un agente externo debe efectuar para mover una carga
de prueba de i a f, sin un cambio de la energia cinética.

Definicion 19 Corriente eléctrica
Tasa a la que fluye la carga q a través de una superficie A por unidad de
tiempo

Aq

Lyvom = e (A1)
_ dq
1= 2 (A.2)

Definicién 20 Capacitor

Es un arreglo de conductores separados por un aislador (dieléctrico),
usado para almacenar carga o introducir reactancia en un circuito de co-
rriente alterna.

Definicién 21 Capacitancia

La capacitancia C de un capacitor se define como la razon entre la mag-
nitud de la carga q en cualquiera de los conductores y la magnitud de la
diferencia de potencial entre ellos
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C = (A.3)

g
%

Definicién 22 Resistencia eléctrica La resistencia entre dos puntos de
un conductor, se determina por aplicar un voltaje (diferencia de potencia) V'
entre esos dos puntos y medir la corriente I resultante. La resistencia R es
entonces

Vv
R=7

Sus unidades son el ohm, simbolo ).

Ley de la corriente de Kirchhoff
La suma de las corrientes entrantes en alguna unién de un circuito, debe
ser igual a la suma de las corrientes que salen de esa unién.

Ientran - Isalen (A4)

Ley de Ohm

Establece que la corriente I fluyendo en un circuito, es directamente pro-
porcional al voltaje aplicado V' e inversamente proporcional a la resistencia
R, esta ultima siendo independiente de la magnitud y polaridad de la dife-
rencia de potencial (V') aplicada.

,
== (A.5)

Definicién 23 Conductancia
La conductancia se define como la inversa de la resistencia

1 I
G=—=_—
R V

donde R es la resistencia. Su unidad son los siemens (S)

(A.6)
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Apéndice B

Modelos Celulares Base

B.1 Modelo Hodgkin-Huxley (1952)

Alan Hodgkin y Andrew Huxley realizaron estudios sobre la propagacién de
una senal eléctrica (potencial de accién), a través de la superficie de la mem-
brana de un axén de calamar gigante.

Usando una técnica conocida como voltage clamp (fijacion de voltaje), y con-
siderando canales independientes para el flujo asociado a iones de potasio,
sodio y a ciertas alteraciones que experimentalmente se observaron, mode-
laron la membrana como un circuito eléctrico formado por un capacitor y
tres baterias con resistencia interna, que corresponden a los canales de sodio,
potasio y la corriente extra.

Figura B.1: Circuito eléctrico para un segmento de axén de calamar
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La corriente total en la membrana quedd expresada como la suma de las
corrientes ionicas y la corriente debida a la capacitancia.

I, = I+ Ino+ 1+ 1o, (B.1)

Usando la ley de Ohm, las ecuaciones [A.2] [A.3] y asumiendo la capaci-
tancia C), constante, la ecuacién anterior toma la forma

]m(t) = GK(Vm — EK) -+ GNa(Vm — ENa)

AV,
+Gr(Vy = V) + Cm—dt (B.2)
La conductancia del flujo extra (G) se considerd constante, mientras la con-
ductancia para el sodio (Gy,) y el potasio (G ), es expresada como el pro-
ducto de la conductancia méxima para ese ion (g;o,) y un factor numérico que
dicta la fraccion de maxima conductancia existente al tiempo t. Este factor
ntimerico estd en funcién de una o mas particulas (m, n o h), denominadas

compuertas las cuales toman valores entre cero y uno.
La forma general para describir la dependencia con respecto al tiempo de

[7s)

una compuerta “y” queda dada por la ecuacion

dy _

7 = (Vi) (1 =) = 5,(Vin)y (B.3)

donde o, y 3, son variables conocidas como tasas constantes y usualmente
son descritas por una formulacién empirica, en general dependiente del voltaje.

Asi, de (B2) ya con sus respectivos valores' ;| y de usar para cada
compuerta, el sistema de ecuaciones dado por Hodgkin-Huxley para describir
el potencial de accion es:

AV, .
—7 = 12— V) —
o 36m°( )
120m3h(115 + V;,) — 0.3(10.6 4+ V,,) + Leg
dn 10 + V,,

at —n)— —V/80
dt 100[6(10+Vm)/10 _ 1] (1 n) 0.125e n

!Tabla 3, pagina 520 de la bibliografia [15]
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dm 25+ V,, 1
dt 10[e(25+Vim)/10 _ 1](
dh

o= 0.07e"/2°(1 — h)

—m) — 4eVm/18

h
3 tVm/10 4]

B.2 Modelo FitzZHugh-Nagumo (1961)

Este modelo es una simplificacion del propuesto por Hodgkin-Huxley cuyas
ideas basicas son las siguientes:

e Una variable de estado, w, puede ser usada para representar la evolucion
de cantidades de variaciéon lenta, tal como cualitativamente se compor-
tan las compuertas n y h, y otra variable de estado, v, puede representar
las cantidades que varian réapidamente, tal como m y V,,

e La ecuacién que gobierna la conducta de la variable w, es lineal del
lado derecho.

e La evolucién para la variable de variacién rapida v, se compone de
una funcién cibica, un término lineal de acoplamiento y una constante
(wp), relacionada con el efecto de una corriente aplicada.

FitzHugh propuso las siguientes ecuaciones

dv
Pk

il f(v) —w — wy (B.4)
O;—qf = v—7yw—1 (B.5)

donde

f)=v(l=-v)(v—0a), I<a<l, ekl

Los valores utilizados de manera estandar son o = 0.1, v = 0.5, ¢ = 0.01,
vo=0ywy=000wy=0.5.
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Apéndice C

Conceptos Matematicos

C.1 Ejemplos de Limitaciones en la Repre-
sentacion Numérica

La representacion numérica en una computadora es muy restringida, en espe-
cial si la comparamos con los nimeros reales, debido a sus limitaciones fisicas.
Tal incapacidad representativa puede inducir grandes errores, cuando por
ejemplo se realizan demasiados calculos con cifras que requieren redondeo
o que presentan magnitudes muy diferentes. A continuacién se dardn dos
ejemplos sencillos donde se evidencia tal falla.

Ejemplo 30 (Espacio finito)

En ocasiones una disparidad muy grande entre cifras hace que al operar entre
ellas las de menor tamano se pierdan, como consecuencia de que el espacio
destinado a representar el nimero es finito (véase el estindar IEEE 754), aun
cuando las cifras por separado si son representables. La siguiente operacion
aritmética no representa ningun problema

14+107%—-1=10""

pero al escribirla en Matlab con el siguiente codigo

a = 10"(-16);
c =1+ a;
d=c-1

obtenemos jd = 0!, cuando lo correcto seria d = 10715, El error se produce
cuando calculamos ¢, pues seqgun Matlab ¢ = 1.
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Ejemplo 31 (Errores de redondeo)
Sea ¢ dada por la siguiente expresion

V5 —1
2

¢ = (C.1)

Teoricamente, para n € IN y n > 2, se pueden calcular ¢" recursivamente

mediante 5
5—1
n__ 4n—2 __ n-—1 0 __ 1 —
o ="t g 0=

pero al implementar de manera directa las ecuaciones en(C2), ya sea en
Matlab o Mathematica, el resultado poco a poco difiere mds del correcto, y
ya de n = 38 en adelante son distintos, como se pude apreciar en la tabla
[C" 1 donde se listan los resultados obtenidos de manera directa y por medio
de la recursion, para algunas potencias de ¢.

(C.2)

Potencia n " o2 —gnt
3 .236067977499790 .236067977499790
15 7.331374358574058 e-4 | 7.331374358905407 e-4
30 5.37490499855572 e-7 | 5.37445302484230 e-7
37 1.851216918730527 e-8 | 1.982444963744001 e-8
38 1.144114976324318 e-8 | 9.317835392153029 -9
40 4.37013033918108 e-9 | -1.18877885313395 e-9
79 3.09012765140325 e-17 786153856882153

Tabla C.1: Resultado de la acumulacion del error al calcular ¢”
recursivamente

Las fallas aqui presentadas estan sujetas tanto a la computadora utilizada
como a la representacion y algoritmos utilizados por el software numérico en
cuestion. El ejemplo (B0), tal cual se escribid, no presenta error alguno en
Mathematica, esto debido a que Mathematica maneja una representacion
simbodlica por defecto mientras Matlab una de punto flotante.
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C.2 Algebra

Definicién 24 (Norma Ly (|| - |2))

Seay = ['y,.... "yl € R™ y A una matriz, se define la norma Ly como
m 1/2
vl = [z |iy|2]
i=1
|All, = (mdzimo valor propio de AT A)Y/?

A es la matriz conjugada de A.

Definicién 25 (Polinomio tipo Schur)
Un polinomio w(¢) de grado k, se dice que es Schur, si sus raices ~;
satisfacen |v;| < 1,i=1,... k.

Teorema 14 (Convergencia de la Iteraciéon de Punto Fijo)
Sea
y=¢ly) »:R" —R" (C.3)

un sistema de ecuaciones algebraico no lineal, tal que p(y) satisface la condicion
de Lipschitz

le(y) — o)l < My — v

para toda y, y*, donde la constante de Lipschitz M satisface 0 < M < 1.
Entonces existe una tnica solucion y = o de (C3) y si la sucesion {y"} es
definida como

Yl = oy, v=0,1,..., v arbitraria (C.4)
entonces yl*! — a como v — 0.

Definicién 26 (Numero de condicion (condicional))
El nimero de condicion con respecto a la inversa, de una n X n matriz
A, se define como

K(A) = AIlA™Y|

Otra nomenclatura usada para denotar el nimero de condicion es cond(A).
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Teorema 15 .
Si se utiliza la norma Lo, entonces k(A) es:

o | )\max |

Donde Moz Y Amin sS0n los valores propios, mdzimo y minimo, de la matriz

A.

K(A)

Definicién 27 (Matriz mal condicionada)
Una matriz A se dice que es mal condicionada si su niumero de condicion,

cumple
K(A) > 1

Definicién 28 (Radio Espectral)
Sea A una matriz de n X n, con elementos reales o complejos y valores
propios A1, ..., A\p con k < n. Entonces el radio espectral p(A) de A es

p(A) = mari<i<i| il

Definicién 29 (Matriz Similar)
Sean A y B matrices cuadradas, Si A = P~'BP con P una matriz in-
vertible entonces diremos que A es similar o semejante a B.

Definicién 30 (L,)
Sea A una matriz de m X n con elementos de un campo F. Denotamos
por L a la transformacion

Ly:F"— F™

definida por
LA = Ax

para cada vector columna x € F".

Teorema 16 .
Existen bases ¢ de F™ y ¢ de F™ tal que

[Lal, = A (C.5)

es decir, la matriz ([LA];) que representa a la transformacion L 4 es la misma
matriz A.
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Definicién 31 (Operador Lineal)
Se le llama operador lineal a la transformacion lineal que va de un espacio
vectorial V' a el mismo, simbolicamente T : V — V

Teorema 17 .

Sea A € My (F) con F un campo y sea v = {x1,xa,...,x,} una base
cualquiera para F™. Entonces existe una matriz () cuya j-ésima columna es
x; (j=1,..,n), tal que

[Lal, =Q7'AQ (C.6)
nos da una matriz ([Laly) que también representa al operador Ly y que es
similar a A.

Teorema 18 (Diagonalizacion)
Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito

V. Entonces T es diagonalizable si y solo si existe una base f = {xy,...,x,}
para V y escalares Ay, ..., A, (no necesariamente distintos) tales que T'(z;) =
Njxzj, para j =1,...,n. La matriz asociada a T bajo la base 3 es
A0 0 ... 0
0 X O ... 0
Tlg=|... (C.7)
0 ... A1 O
0 ... 0 M\

A las \; se le llama valores propios y a las x; vectores propios.

Ejemplo 32 Tomemos al operador lineal

-3 0 0
=10 3 2|z
0 1 1
sus valores propios son Ay = —3, \y = 241 y \y = 2—1, con vectores propios

1 =[1,0,0], 2o = [0,1 +4,1]T y 23 =1[0,1—14,1]7, los cuales son una base
para C3, por lo tanto, del teorema[T7 y[I8

-3 0 0 1 2 0 0 -3 0 0] (1 O 0
0 24+ 0 =3 0 —2 141 0 3 2110 1+4 1—2
0 0 2—u 0 ¢« 1—x 0 1 1110 1 1

y esta matriz resultante también representa al operador lineal x
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C.3 Ecuaciones Diferenciales

Definicién 32 (Punto de Equilibrio o Punto Critico)
Sea
x = f(x) (C.8)

un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal. Un punto xo € R" es
llamado punto de equilibrio o punto critico de (C.8) si f(xo) = 0.

Definicién 33 (Linealizacion)
El sistema lineal
x = Ax (C.9)

siendo la matriz A = Df(xq) y xo un punto de equilibrio, se dice que es una
linealizacion de (C8) en xq.

Definicién 34 (Flujo del sistema no lineal)
Sea E un subconjunto abierto de R™ y f € C*(E). Para xo € E, sea ¢(t,%o)
la solucion al problema de valores iniciales:

x =f(x
() (C.10)

x(0) = xg
definido sobre su intervalo maximo de existencia I(xq). Entonces para t €
I(xq), el conjunto de funciones ¢, definido por

¢1(x0) = &(t,%0) (C.11)
es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (C.8).

Teorema 19 (Hartman)'

Sea E un subconjunto abierto de R"™ conteniendo el origen, f € CH(E), y
oy el flujo del sistema no lineal (C.8). Sif(x0) = 0 y todos los valores propios
Ay -y Ay de la matriz A = Df(xq) tienen parte real negativa (o positiva),
entonces existe un C' — di feomor fismo H, que va de una vecindad U de Xq
a un conjunto abierto V conteniendo el origen, tal que para cada x € U hay

'La demostracién de este teorema se puede encontar en: P.Hartman, On local homeo-
morphisms of Euclidean spaces, Bol. Soc. Math. Mexicana, 5 (1960), 220-241.
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un intervalo abierto I(x) C R conteniendo el cero, tal que para todo x € U
ytel(x)

H o ¢y(x) = eMH(x) (C.12)
es decir, H mapea trayectorias de [(C.8) cerca del punto de equilibrio, en
trayectorias de (C.9) cerca del origen, preservando la misma estructura cua-

litativa, en cuyo caso se dice que (C.8) y (C.9) son topoldgicamente equiva-
lentes.

Ejemplo 33 Considérese el sistema

. 2 5
X=xy—2x
G— (C.13)

entonces

ORI

f(x0) = 0 en xo = (0,0)T y xo = (1,1)T, y en estos puntos de equilibrio
obtenemos que

N\ —
Ay = Df(0,0) = [8 _01} tiene valores propios {)\; _ 0_1
_ _ |73 1 : , A = —3.7321
Ay = Df(1,1) = [ 9 _1} tiene valores propios {)\2 02679

por lo tanto del teorema ({I19) el sistema (C13) es topoldgicamente equivalente
a x = Asx en una vecindad del punto xo = (1,1)7.

Para el caso de xg = (0,0)T, \; = 0, y el teorema ({I9) no dice nada
al respecto, pero ya se sabe que (C.13) y X = Ai1x no son topoldgicamente
equivalentes.
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Apéndice D

Programas

D.1 Noble

D.1.1 noblel1962.m

h FUNCION noblel962.m

% IMPLEMENTACION DEL MODELO DE NOBLE 1962
b

% La funcién consta de dos parametros

b (t,x)

% donde

% donde

% t = intervalo de tiempo

% x es el vector de valores iniciales

% x(1) = dn/dt

% x(2) = dh/dt
% x(3) = dm/dt
% x(4) = dV/dt Potencial de Membrana

h

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

oo

function dydt = noblel962(t,x)

Tolo o o o o o o o o o o oo oo o o o o o o o o o o T o
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% Capacitancia de la membrana

oo Too To o To foo To o To o To foTo Jo o To o To oo foJo fo o
Cm = 12;
ToTo ot To oo Voo ToTo oo o fo o fo o oo o fo o fo o oo

/i Calculo de alfas y betas
Voo o o o o o o o o o o o o oo o o o o o o o o o o T o

alfa_n = 0.0001*( - x(4) - 50)/(exp((- x(4) - 50)/10) - 1);
beta_n = 0.002 * exp((- x(4) - 90)/80);

alfam = 0.1x(- x(4) - 48)/(exp((- x(4) - 48)/15) - 1);
beta_m = 0.12x(x(4) + 8)/( exp((x(4) + 8)/5) - 1);

alfa_h = 0.17*exp((-x(4) - 90)/ 20);

beta_h = 1/( exp((- x(4) - 42)/ 10) + 1);

ToToTo T To o To o To To ToTo o To T To Fo To To o o o To o To o o o
% Corriente de Potasio K

Tolo o o o o o o o o o o o o oo o o o o o o o o o o T o

g_K1
g_K2

1.2%(x(1))"4;
I_K = (g_K1 + g K2)*(x(4) + 100 );
Voo ot oo 1o foTo ToTo oo To o To foTo To o oo To fo o fo o oo o o

%  Corriente de Sodio Na

Tolo oo o o o o o o oo o o oo o oo o o o o o o To T To T o

g_Na = 400%(x(3))"3%x(2);
g.C = 0.14;
I_Na = (g_Na + g_C)*(x(4) - 40 );

Do To Voo To oo To o To To o To Jo o o fo o o Fo o o Fo o To To o Fo o
% Corriente Extra

Do To ot To To o To To o To To o To To oo To o To Fo o o Fo o To o o Fo
g L = 0.075;

149

1.2%exp((- x(4)- 90)/50) + 0.015xexp((x(4) + 90)/60);



I_L=glL * (x(4) + 60);

oo oo oo o oo fo o ToTa Jo o To o To fo o Fo o To o To o Jo Fo o To oo o

% Ecuaciones diferenciales

ToToloTo oo o oo foTo Too o oo fo o fo o To o To o o o Jo Fo o To fo o

dydt = [ alfa_n*(1 - x(1)) - beta_n*x(1);...
alfa_h*x(1 - x(2)) - beta_h*x(2);...
alfa_m*x(1 - x(3)) - beta_m*x(3);...
-(I_K + I_Na + I_L)/Cm];

%% Termina funcién dxdt

D.1.2 UsalNoble.m

yA PROGRAMA UsalNoble.m
» USANDO TANTO ode45 COMO odelb5s, SE RESUELVE EL SISTEMA DE
% ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DEL MODELO DE NOBLE,
% QUE SE ESPECIFICAN EN LA FUNCION

==

yA noblel1962.m
% Y SE GRAFICAN ALGUNOS RESULTADOS.
yA

%» oded4b5 y odelbs regresan un vector de la forma

% [T, Y], siendo:

% T : vector columna de tiempos

% Y : matriz de dimensién length(T)x4 donde cada columna
yA representa las siguientes variables

yA [m, h,n, V]

b

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

Tolh

close all

clear

clc

’ Intervalo de tiempo
t = [0 1000];
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% Valores inciales

x = [.01 0.8 .01 -87];

TotoToToToTo To T To To T To To T To To T o To oo To oo To o To o o To o foTo To To o To To o To o o Ta o o o o To o Fo o oo
% Solucién con ode4b

Tololo o o o o o o o oo o oo o o o o o o o o o To T To o oo oo oo oo oo o o o o o o o To To To T o

[T,Y] = ode45(@Noblel1962,t,x);
1rk = length(T)-1;
numpasosRK = num2str(1rk);

Voo o o o o o o o o oo o oo o o o o o T o oo To T To o oo oo oo oo oo o o o o o Jo o To T To T o
% Solucién con ode45, tamafio de paso k fijo
% y sin correccién de error

Tolololo o o oo oo oo o oo oo o oo oo oo oo ToToToToTo oo To o 1o o o o o o o o o o o T o To To T To o

options = odeset(’MaxStep’, 0.3, ’InitialStep’,0.3,’AbsTol’,...

100000, ’Refine’, 1);

[Tf,Yf] = ode45(@Noblel962,t,x,options);

t1 =[0, 0.31, 0.62, 0.93, 1.1, 1.2];

options = odeset(’MaxStep’, 0.31, ’InitialStep’, 0.31, ...
’AbsTol’,100000, ’Refine’, 1);

[Tf2,Yf2] = ode45(@Noblel962,t1,x,options);

Voo ot oo To oo ToTo oo To o To foTo To o To o o fo o foTo To o To Fo o o o To foTo Fo o To o To Fo o o o To fo Fo o oo o
% Solucién con odelbs

Voo o o o o o o o o oo oo o oo o o o oo T o T o To T To T oo oo oo oo oo o o o o o o o To To T T o

[T2,Y2] = odelb5s(@Noblel962,t,x);
lrig = length(T2)-1;
numpasosRIG = num2str(lrig);

ToTo ot o oo oo ToTo oo To o To foTo fo o To o o fo o fo o o o To fo o o oo foTo Fo o To o Jo Fo o o fo o o Fo oo o
b GRAFICAS

Voo oo To o To oo To o To o To o o foTo Jo o Fo o To oo foTo To o To Jo o fo o o o To Fo o Fo o Jo Fo o Fo o o o To Fo o o o
%h% Para ode4b

figure(’NumberTitle’,’off’, ’Name’, ’Noble Compuertas’, ...
’FileName’,’c4Noble_Compuertas_ode45’, ’Position’, ...
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[580 , 300, 550,420]1)
plot(T,Y(:,1),”.”,T,Y(:,2),’.”,T,Y(:,3),’.7)
ylim([0, 11)
legend(’m’,’h’,’n’)
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(’Valor’)
text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRK])

%Vm con ode4b5 y tamafio de paso fijo
figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ’c4Noble_PA_ode45f’,...
’Name’, ’Noble Potencial de Accién’, ’Position’,

[200 , 200, 550,420]1)
plot (Tf2,Y£2(:,4))
xlrk = {’tiempo (ms)’};
xlabel (x1rk)
ylabel(’V_m (mV)’)

figure(’NumberTitle’,’off’, ’Name’, ’Noble Compuertas’,

’FileName’, ’c4Noble_Compuertas_odelbs’,’Position’,
[680 , 40, 550,420])
plot(T2,Y2(:,1),’.7,T2,Y2(:,2),’.°,T2,Y2(:,3),’.7)

legend(’m’,’h’,’n’)

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’Valor’)

text(375,0.92 ,[’Num. de Pasos = ’, numpasosRIG])

% odelbs y odedb5 simultaneamente.

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4Noble_PA_odelb5sode45’, ’Name’,
’Noble Potencial de Accién’, ’Position’,
[500 , 300,550,420])
plot(T,Y(:,4),T2,Y2(:,4),Tf,Yf(:,4))
legend(’ode45’,’0delbs’, ’ode4b - k = 0.3’,’Location’,’North’)
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(’V_m (mV)’)
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D.2 Beeler-Reuter

D.2.1 BeelerReuterl977.m

% FUNCION BeelerReuter1977

% IMPLEMENTACION DEL MODELO BEELER-REUTER DE 1977

pA

%» La funcién tiene dos pardmetros

b (t,x)

% donde

% t = intervalo de tiempo

% x=[m,h, j, d, £, x1,Ca, V] vector de valores iniciales
pA
yA
yA
yA

x(1)

x(2)

x(3)

yA x(4)

pA x(5)

% x1 -> x(6)

% Ca -> x(7) Concentracién de Calcio
% V -> x(8) Potencial de accidn

b

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

oo

function dxdt = BeelerReuter1977(t,x)

vV Vv

H Q5B
|
vV Vv

\4

oo ToTo o To o ToToo 1o o o To o To o o ToTo o o o o To o o o Jo T o
b Capacitancia de la membrana celular

Tolo o o o o o o o o o o oo o o oo o o o o o o o o T o o

Yot Jo 1o 6 To o ToTo o To o o ToTo o o o JoTo o o o o To o o o o Fo o o
yA Compuertas

Tolololo oo oo oo oo o oo To oo oo oo To oo ToToTo oo
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alfa_m = -(x(8) + 47)/(exp(-0.1x(x(8) + 47)) - 1);

beta_m = 40%exp(-0.056%(x(8) + 72));

alfa_h = 0.126%exp(-0.25%(x(8) + 77));

beta_h = 1.7/(exp(-0.082%(x(8) + 22.5)) + 1);

alfa_j = 0.055%exp(-0.25%(x(8) + 78))/(exp(-0.2%(x(8) + 78))...
+ 1)

beta_j = 0.3/(exp(-0.1*%(x(8) + 32)) + 1);

alfa_d = 0.095%exp(-0.01%(x(8) - 5))/(exp(-0.072%(x(8) - 5))...
+ 1)

beta_d = 0.07*exp(-0.017*(x(8) + 44))/(exp(0.05%(x(8) + 44))...
+ 1)

alfa_f = 0.012%exp(-0.008*%(x(8) + 28))/(exp(0.15%(x(8) + ...
28)) + 1);

beta_f = 0.0065%exp(-0.02%(x(8) + 30))/(exp(-0.2%(x(8) + ...

alfa_x1 = 0.0005*exp(0.083*(x(8) + 50))/(exp(0.057*(x(8) + ...

beta_x1 = 0.0013*exp(-0.06%(x(8) + 20))/(exp(-0.04*%(x(8) + ...

30)) + 1);

50)) + 1);

20)) + 1) ;

o IoTo o 1o o To o o To o o To o Jo o o Jo o o Jo o JoFo o JoFo Jo o o To o
% Corriente se sodio entrante

o ToTo o 1o o To o o To o JoTo o Jo o o Jo o o Jo o Jo o o JoJo Jo o o Jo o
E_Na = 50; %en mV

g_Na = 4;

g_NaC = 0.003;

I_Na = (g_Nax(x(1)"3)*x(2)*x(3) + g_NaC)*(x(8) - E_Na);

Tolololo oo oo ool oo To o o oo oo T Jo o To T T

% Corriente entrante lenta
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Tolololo oo oo oo oo o oo o oo To o o oo o Jo o To T T

g_s = 0.09;

ILTJ
0]
I

-82.3 - 13.0287*1log(x(7));

g_s*x(4)*x(5)*(x(8) - E_s);

II—I
9]
]

Tolotototololo oo to oo oo o o o o o oo o o otato oo o oo o o oo o o o o o o o oo o o o oo To oo o o o o o o o o o
%  Corriente de potasio saliente independiente del tiempo

Voo o o o o o o o o oo ol o o o T o T o T o o o To To o To oo oo oo oo oo o o o o o o To T T To o T oo oo

I_K1 = 0.35%(4*(exp(0.04%(x(8) + 85)) - 1)/(exp(0.08*(x(8) ...
+ 53)) + exp(0.04*(x(8) + 53))) + ...
0.2%(x(8) + 23)/(1 - exp(-0.04*%(x(8) + 23))));

Tololotolololototoloto oo o o o o o o o o o otototo oo o o o o o o o o o o o o o oo To o oo oo o oo o o o o o o o
%  Corriente de potasio saliente dependiente del tiempo

Voo o o o o o o o o o o ol o o T o o o T ol o To T To T oo oo oo oo oo o o o o o o To T T To o T oo oo

I_x1 = x(6)*0.8%(exp(0.04*(x(8) + 77)) - 1)/exp(0.04*(x(8) ...
+ 35));

ToTo ot To o To fo To To T To o To fo To ToTo To o To o To Fo Fo T o
% Estimulo Inicial

Tolo o o o o o o o o oo oo oo oo o o o oo oo To o T To To To T o

e(1) = 10; %Inicial

e(2) = 50000; % final

e(3) = 50; %Amplitud
e(4) = 1000; Y%Periodo

e(5) = 1; YDuracién del pulso

if (£ >= e(1))&&(t <= e(2))&&. ..
((t - e(1) - floor((t - e(1))/e(4))*e(4))<= e(5))
Iext = e(3);
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else
Iext = 0;
end

Voo oo o o o o o o o o o o oo T o o o Jo o T o To T To o oo oo oo oo
% SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Tololoto o o oo oo oo o oo o oo To oo o T o o o To o To oo oo o oo o o o

dxdt = [alfa_m*(1 - x(1))
alfa_h*x(1 - x(2))
alfa_j*x(1 - x(3)) - beta_j*x(3);
alfa_dx(1 - x(4)) beta_d*xx(4);
alfa_f*x(1 - x(5)) - beta_f*x(5);
alfa_x1*(1 - x(6)) - beta_x1x*x(6);
=107 (-7)*I_s + 0.07*(10"(-7) - x(7)); ...
(Iext -(I_Na + I_s + I_K1 + I_x1))/Cm 1;

beta_m*x(1);
beta_h*x(2);

%% Fin de la funcién dxdt

D.2.2 UsaBeelerReuter1977.m

yA PROGRAMA UsaBeelerReuter1977.m

% RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
% DEL MODELO BEELER-REUTRE, USANDO TANTO ode45 COMO odelbs Y
» GRAFICA ALGUNOS RESULTADOS.

b

% Beeler-Reuter es programado como una funcién en el archivo
b

pA BeelerReuter1977.m

h

% ode4b5 y odelbs regresan un vector de la forma [T, Y]

% T : vector columna de tiempos

% Y : matrix de dimensién length(T)x8 donde cada columna

==

yA representa las siguientes variables
% [m H h B j: d: f: Xl:Ca: V]
T
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% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
yA
% Ultima revisién: ENERO 2011

close all
clear
clc

% Tiempo

t = [0 500];

% Valores iniciales

x = [.011 0.988 .975 0.003 0.994 0.0001 .0000001 -84];
Voo o 1o o Too ToTo ToTo To o fo o o To o To o To o foTo fo o Fo o o Jo oo o To o o o o o o o To o oo To o o o oo o
% Solucién con ode45

ToToloTo o oo oo ToTo To oo o To foTo foo To o o fo o fo o o o To fo o o o To foTo Fo o To o Jo Fo o oo foFo o o o
[T,Y] = ode23(@BeelerReuter1977,t,x);

ToloTlolo o o o o o o oo o o o o o o o lo o o o o o o 1o To oo o To oo o o To o o oo To oo oo Fo oo o
% Solucién con ode45, tamafio de paso k fijo

Tolo o o o o o o o o oo oo oo o ol oo T o oo To T To T oo oo oo oo o o o o o o o o T To T To T o

options odeset (’MaxStep’, 0.041, ’InitialStep’, 0.041,...
’AbsTol’, 100000, ’Refine’, 1);

[Tf,Yf] ode45(@BeelerReuter1977,t,x,options) ;

options odeset (’MaxStep’, 0.0413, ’InitialStep’, 0.0413,...
>AbsTol’, 100000, ’Refine’, 1);

[Tf2,Yf2] = ode45(@BeelerReuter1977,0:0.02:6.76,x,options);

JotoTo To o To To T To To oo To o o To o To Fo o o Fo o To Fo o To Fo o Jo To fo o To fo o To Fo o To fo fo o To oo o fo o Jo o o o
% Solucién con odelbs

JotoTo ot To To T To To T To To o To To o o Fo o o To o o Fo o To To o To o foJo To Fo o To To o To o foFa o fo o o Fo o Jo o oo
[T2,Y2] = odelbs(@BeelerReuterl1977,t,x);

JotoTo ot To To T To To T To To o To To o o To o o To o o Fo o To To o To o foJo To Fo o To To o To o foFa o fo o o Fo o Jo o oo
/A GRAFICAS

TotoToToToTo To T 1o To T To To T To To o o Fo o o To o o Fo o To To o To o foJo To Fo o To To o To o foJa o fo o o Fo o Jo o oo
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JhPotencial de accién con odelbs y ode45 en la misma grafica.

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4BelerReuter_PA_odelbsoded45’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Potencial de Accién’, ’Position’,

[10 , 300,550,450])

plot(T,Y(:,8),Tf,¥f(:,8),T2,Y2(:,8))

legend(’ode45’,’0ded45 k = 0.041’,’0delbs’)

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’V_m (mV)’)

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ...
’c4BeelerReuter_PA_ode45f’,’Name’,
’Noble Potencial de Accién’,’Position’, [200 , 200, 550,450])
plot (Tf2,Yf2(:,8))
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(°V_m (mV)’)

Tl ool oootote - Compuertas %hhhhlethlotelotlslslssslslslslslaolo

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4BelerReuter_Compuertasmhj_odelb5s’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Compuertas m h j’,
’Position’, [300 , 20, 550,420])

plot(T2,Y2(:,1),T2,Y2(:,2),T2,Y2(:,3))

ylim([0,1])

legend(’m’,’h’,’j’)

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’Valor’)

NWhhhhh%h Compuertas d ,f ,x1
figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4BelerReuter_Compuertasdfx_odelbs’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Compuertas d f x1’,
’Position’, [600 , 20, 550,450])
plot(T2,Y2(:,4),T,Y(:,5),”.”,T2,Y2(:,6),’.?)
ylim([0,1])
legend(’d’,’f con ode45’,’x1 con odelbs’,’Location’,’East’)
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xlabel(’tiempo (ms)’)
ylabel(’Valor’)

%%’ concentracién de calcio

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’, ...
’c4BelerReuter_Ca_odelbs’, ’Name’,
’Beeler-Reuter Concentracidon de iones de calcio’,
’Position’, [800 , 40,550,450])

plot(T2,Y2(:,7))

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’Concentracién (M)’)

D.3 Capelle-Durrer

D.3.1 CapelleDurrer1980.m

pA FUNCION CapelleDurrer1980.m
% IMPLEMENTACION DEL MODELO DE NOBLE 1962
T

% La funcién consta de dos parametros

h (t,x)

% con

% t = intervalo de tiempo

% x = [Y Vm] - vector de valore iniciales
pA

hox(1) > Y

hx(2) >V

yA

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
yA

% Ultima revisién: ENERO 2011

Dot

function dydt = CapelleDurrer1980(t,x)

Tolo o o o o o o o o oo oo oo oo o o o o o T o To oo ToToToToTo oo oo oo o o o o o o o oo o T o
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yA Valor en estado estacionario del parametro Y

Tolo oo o o o o oo oo oo oo o o o o o o o o o To o T ToToToToTo oo 1o oo o o o o o o o o oo o T o

if 5<t && t <11

Iext = .17;
else
Iext = 0;
end
if x(2) < -80.0
Yinf = 0.0;
elseif x(2) > -60.0
Yinf = 1.0;
else

Yinf = (x(2) + 80.0)/20.0;
end

Tolototolololo oo to oo oo o o o o oo o ototo oo o oo oo o o o o o o o o oo oo To o oo to o oo o o o
%  Corriente dependiente del voltaje Il

Tolo oo o o o o oo oo oo oo o o o o ol o o To o o ToToToTo oo o T oo o o o o o o o o o o T o

if x(2) < -70.0

Tuno = 0.05 + 0.005*(x(2) + 70.0);
elseif (x(2) > 0.0)

Tuno = 0.06 + 0.00425%x(2);
else

Tuno = 0.05 + 0.01%(x(2) + 70.0)/70.0;
end

Tolo oo o o o o oo o o oo oo o o o o o o o o To oo ToToToToTo oo oo oo o o o o o o o o T o

yA f (Vm)

T Tt ToTo o ToTo o To o T To o To T o To o Fo To o Fo T o Fo T Yo T o To o o T o Fo o o T o Vo o o oo Yo o o T o Vo o oo
a = .00003837854;

b = 0.00584649;

c = 0.2531834;

d = 2.356256;

if x(2) < -74.3
f =0.0784 + 0.02%(x(2) + 74.3);
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elseif (x(2) > -27.8)

f =-0.9884 + 0.0171%(x(2) + 27.8);
else

f = axx(2)"3 + bxx(2)°2 + cxx(2) + d;
end

Tolotalolololotototo oo oo o o o o oo o otototo o oo o o o o o o o o o o o o To o To oo To oo oo o o o o
%  Corriente dependiente del voltaje I_O

Vo ToTo o 1o o To o o To o foTo o JoTo o To o o To o o Jo o Jo T o o o To o o To o Jo o o Jo o o To o To o Jo o o o o Jo o o o
Icero = Iuno + f;

ToloToTo To o To oo To o To o To o o foTo Jo o To o To oo oo To o To Fo o fo o o oo Fo o Fo o Jo Fo o Fo oo o Fo Fo o o
yA Sistema de ecuaciones

Voo o o o o o o o o oo o o o o o o T o T o oo To T To T oo oo oo oo oo o o o o o o o To T To T o

dydt = [ (Yinf - x(1))/50.0;
(-x(1)*Iuno - (1.0 - x(1))*Icero + Iext)/0.01 ];

%% Términa funcién CapelleDurrer

D.3.2 UsaCapelleDurrer1980.m

yA PROGRAMA UsaCapelleDurer1980.m

» USANDO TANTO ode45 COMO odelbs, SE RESUELVE EL SISTEMA DE

% ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DEL MODELO CAPELLE-DURRER
% QUE SE ESPECIFICAN EN LA FUNCION

b

b CapelleDurrer1980.m

% Y SE GRAFICAN ALGUNOS RESULTADOS.

==

% ode4b5 y odelbs regresan un vector de la forma

% [T, Y], siendo:

% T : vector columna de tiempos

% Y : matriz de dimensién length(T)x2 donde cada columna
yA representa los resultados obtenidos para

b [y, vI
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% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
yA
% Ultima revisién: ENERO 2011

Toto

close all
clear

clc

t = [0 500];

x = [0.07, -78.6];

ToToloTo o oo oo ToTo To o o oo foTo fo o To o o fo o foTo o o To fo o o o To foTo Fo o To o Jo Fo o oo foFo o o
% Solucién con ode4db

oo oo To o o oo To o To o To o To foTo Jo o Fo o To o To o To To o To Fo o fo o o o To Fo o Fo o Jo Fo o Fo o o o Fo Fo o o o
[T,Y] = oded5(@CapelleDurrer1980,t,x);

lode45 = length(T);

numpasos45 = num2str(lode45) ;

Tololo o o o oo oo oo oo oo oo oo oo oo oo ToToToToTo oo o 1o oo o o o o o o o o To o o To To To T o
% Solucién con ode45, tamafio de paso k fijo
% y sin correccién de error

Voo o o o o o o o o oo oo o oo o oo oo o o o o To T To T oo oo oo oo o o o o o o o o o To T To T o

options = odeset(’AbsTol’,100000, ’MaxStep’, 0.5,...
’InitialStep’, 0.5,’Refine’, 1);

[Tf0,Yf0] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x,options);

options = odeset(’AbsTol’,100000, ’RelTol’,100000,...
’MaxStep’, 1.5,’InitialStep’, 1.5,’Refine’, 1);

[Tf1,Yf1] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x,options);

options = odeset(’AbsTol’,100000,’RelTol’,100000,...
’MaxStep’,2,’InitialStep’,2,’Refine’, 1);

[Tf2,Yf2] = ode45(@CapelleDurrer1980,t,x,options);

ToTo ot oo 1o To o ToTo oo To o To foTo To o To o o fo o fo o To o To Fo o o o To foTo Fo o To o Jo Fo o o o To fo Fo o o o
% Solucién con odelbs

Voo o o o o o o o o oo oo oo o o o T o o o oo To T To o oo oo oo oo oo o o o o o o o To T To T o
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[Ts,Ys] = odelb5s(@CapelleDurrer1980,t,x);
lodel5 = length(Ts);
numpasos15 = num2str(lodelb);

T T T T s To T To T To To T To T T T T o To o To o To T T To T T o T o T o T o T o o o T o T o T o T o o T oo
% GRAFICAS
T T T To o To o ToTo ToTo To To To T T T o To o To o Fo To Fo To Fo T o T Fo T o T o o o o o o o o o T o To o o T o o

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4CapelleDurrer_Vm_ode45_15s’, ’Name’,...
’Capelle-Durrer Potencial de Acciédmn’,
’Position’, [10 , 200,800,500])

subplot(1,2,1)

plot(T,Y(:,2),’.7)

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(a)’})

ylabel(’V_m (mV)’)

text (200,10, [’Num. de Pasos = ’, numpasos45])

subplot(1,2,2)

plot(Ts,Ys(:,2),7.”)

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(b)’})

ylabel(’V_m (mV)’)

text (250,10, [’Num. de Pasos = ’, numpasosi5])

%Vm con ode4b5 y tamafio de paso fijo

figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4CapelleDurrer_Vm_ode4bf’, ’Name’,
’Capelle-Durrer Potencial de Acciém’,...
’Position’, [200 , 200,800,500])

subplot(1,2,1)

plot(Ts,Ys(:,2),’r’ ,Tf1,Yf1(:,2),°k’)

legend(’odelbs’,’oded5 k = 1.5°);

xlabel({’tiempo (ms)’,’(a)’});

ylabel(°V_m (mV)’)

subplot(1,2,2)

plot (Tf2,Yf2(:,2))

xlabel ({’tiempo (ms)’,’(b)’});

ylabel(’V_m (mV)’)

163



% Parametro de excitabilidad
figure(’NumberTitle’,’off’,’FileName’,
’c4CapelleDurrer_Y_ode45_15s’, ’Name’,...
’Capelle-Durrer Parametro de excitabilidad’,
’Position’, [10 , 10, 550,420])
plot(T,Y(:,1),Ts,¥s(:,1),T£f0,Y£f0(:,1),Tf1,Yf1(:,1), ...
T£2(1:130),Yf2(1:130,1))
legend(’ode45’,’0delbs’,’oded45 k=0.5’,’0ded45 k=1.5",...
’oded5 k=2’);
xlabel (’tiempo (ms)’)
ylabel(’Y’)

figure (’NumberTitle’,’off’,’FileName’,

’c4CapelleDurrer_Y_ode45_k2’, ’Name’,...
’Capelle-Durrer Parametro de excitabilidad con k = 2’,

’Position’, [500 , 10, 550,420])

plot( Tf2,Yf2(:,1))

legend(’ode45 k = 2’,’Location’,’Best’);

xlabel (’tiempo (ms)’)

ylabel(’Y’)

D.4 Convergencia

D.4.1 Ejemplo

D.4.1.1 Convergencia.m

% PROGRAMA QUE MUESTRA A UN METODO CONVERGENTE, EL CUAL AL

’» RESOLVER UN SISTEMA DE EDO, CONFORME AVANZA EN EL TIEMPO

% VA DADO RESULTADOS CADA VEZ MAS DIFERENTES DE LOS OBTENIDOS
% CON LA SOLUCION ANALITICA

b

%» Para ver como crece tal discrepancia se tomo la norma de

% la diferencia entre la solucién real y la calculada por el
%» método en los tiempos 0.2, 0.4, 0.6, ...,2.4. También se
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% usaron distintos tamafios de paso k =[0.1, 0.001, 0.00001].
b

% La salida del programa estd almacenada sin formato en la

% matriz de 12x3:

b ERROR

b

% siendo los renglones tiempos y cada columnas un tamafio de
% paso comenzando con k = 0.1.

b

% METODO

% Y_n+2 = Y_n+1 +

% h[f(X_n+2, YY_n+2) - £(X_n, Y_n)]

% donde

b

% YY_n+2 = 3Y_n+l - 2Y_n +

b h[f(X_n+1, Y_n+1) - 3f(X_n, Y_n)]/2

b

’» PROBLEMA A RESOLVER

% y’ = f(u,v) f(u,v) = [v, v(v-1)/ul"T

b

b y(0) = [1/2,-3]°T

b

hy_n = [uin v_n]"T un vector transpuesto de entradas u y v.
b

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

clear

clc

%#Segunda ecuacién diferencial
dv = inline(Cv*x(v - 1)/u’,’u’,’v’);

%Valores iniciales
t = [0 1];
valini = [1/2 -3];

%»Solucién analitica del problema de valores iniciales
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s0lU = inline(’ (1 + 3*exp(-8%t))/87);
solV = inline(’-3*exp(-8%t)’);
%Solucidén exacta en los puntos .2,.4,...,1.4

columnas = 12;
exacta = zeros(2,columnas);

for i = 1:columnas
exacta(l,i) = solU(i*0.2);
exacta(2,1i) = solV(i*0.2);
end

ToTo T To s To o To o ToTo o To To To fo T Vo To o To o To o Fo To Fo Jo Fo Jo Vo To o T Vo To o Jo o To o T oo o o o o oo o o o o oo o o o
yA METODO pA
T T T To s To TS ToTo T To T To T T o T o To o To o To T To T T Jo To T o Jo T T o T o T o T o o o T o o oo o T o o o o o o o

format short e

met = cell(3,1);
% tamafios de paso
k = [0.1, 0.001, 0.00001];

for i=1:3
tam = ceil(2.4/k(i) + 1);
met(i,1) = {zeros(2, tam)};

met{i,1}(1,1) = valini(1);
met{i,1}(2,1) = valini(2);
met{i,1}(1,2) = s0lU(k(i));
met{i,1}(2,2) = solV(k(i));
end

for i = 1:3

met4 = met{i,1};
col = size(met4,2);
h4c = k(i);
for j = 2:col-1
yauxu = 3*met4(1,j) - 2*met4(1,j-1) + hdc*(metd(2,j)...
- 3xmet4(2,j-1))/2;
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yauxv = 3*metd(2,j) - 2xmet4(2,j-1) + hdck ...
(dv(met4(1,j) ,metd(2,j)) - 3*dv(metd(l,j-1),
met4(2,j-1)))/2;

metd (1,j+1) = metd(1,j-1) + hdcx( yauxv + metd(2,j-1));
metd (2,j+1)= metd(2,j-1) + hdc*(dv(yauxu,yauxv) + ...
dv(met4(1,j-1) ,metd(2,j-1)));
end
met{i,1} = met4;
end

Tolo o o o o o o o o oo o o o o o o o o T o T o T o To T To T oo oo oo oo oo oo o o o o o To T o T T T oo oo oo
T CALCULO DEL ERROR T
Tololo o o o oo oo oo o oo o o o o o o oo T o T ToTo o ToTo a1 o o o o o o o o T o o To o T T To T oo oo oo oo
b

yA Tablas de error calculadas por

b

pA En = |ly(X_n) - y_nl|

b

% con norma L2

ERROR = zeros(columnas,3);
posicion4 = [2 200 20000];
for i = 1:3

met4 = met{i,1};

for j = 1:columnas

uerr4d = exacta(l,j) - met4(l, jxposiciond(i) + 1);
verrd = exacta(2,j) - met4(2, j*posiciond(i) + 1);
ERROR(j,i) = sqrt(uerrd~2 + verrd~2) ;

end
end
%Muestra los datos
ERROR
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D.5 Regién de Estabilidad (Lineal)

D.5.1 Ejemplo 16l

D.5.1.1 EulerExplicito_RE.nb

(* GRAFICA LA REGION DE ESTABILIDAD
DEL METODO EULER EXPLICITO*)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)

Needs ["FunctionApproximations‘"];
OrderStarPlot [PadeApproximant [Exp[z], {z, 0, {1, 0}}], 1,
AxesLabel -> {"x", "i"}, FrameTicks -> Automatic]

D.5.2 Ejemplo I8
D.5.2.1 BDF2_RE.nb

(* GRAFICA LA FRONTERA DE ESTABILIDAD

EN EL METODO BDF DE 2 PASOS *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)

ParametricPlot [{(Cos[t] - 1)°2, Sin[t] (2 - Cos[t])}, {t, O,
2 Pi}, PlotRange -> {{-2, 5}, {-3, 3}}, PlotStyle ->
{Red, Thick}, AxesLabel -> {"x", "i"}]

D.5.3 Ejemplo 19
D.5.3.1 BDF3_RE.nb

(* GRAFICA LA FRONTERA DE ESTABILIDAD
DEL METODO BDF DE 3 PAS0OS *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)
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ParametricPlot[{11/6 - 3 Cos[t] + (3/2) Cos[2t] - (1/3) Cos[3t],
3Sin[t] - (3/2) Sin[2t] + (1/3)Sin[3t]}, {t, 0, 2 Pi},
PlotRange —-> {{-2, 6.7}, {-4, 4}}, PlotStyle -> {Red, Thick},

AxesLabel —> {"x", "i"}]

D.5.4 Ejemplo 20
D.5.4.1 Gauss24_RegEsta.nb

(*OBTIENE LA FUNCION DE ESTABLIDAD Y

GRAFICA LA REGION DE ESTABILIDAD PARA EL

METODO GAUSS s=2 p=4 *)

(*Autores: Maria Lourdes Velasco Arregui y
Roberto Méndez Méndez *)
Needs["DifferentialEquations‘NDSolveProblems‘"];
Needs["DifferentialEquations‘NDSolveUtilities‘"];
Needs ["FunctionApproximations‘"];

Gauss24amat = {{1/4, (3 - 2%Sqrt[3])/12},

{(3 + 2xSqrt[3]1)/12, 1/4}};
Gauss24bvec = {1/2, 1/2};
Gauss24cvec = {(3 - Sqrt[3])/6, (3 + Sqrt[3])/6%};

(x Obtencidn de la funcion de establilida *)

Print["La funcién de estabilidad de Gauss s=2 p=4 es:"];

Rz = RungeKuttalinearStabilityFunction[Gauss24amat, Gauss24bvec,
z ]

Print["La regién de estabililad es:"];

(* Graficacién de la regién de estabilidad *)

OrderStarPlot[Rz, 1, z, FrameTicks -> Automatic]

D.5.5 Ejemplo 21
D.5.5.1 DOPRI54_RegEsta.nb

(* GRAFICA LA REGION DE ESTABILIAD

PARA EL METODO DROPI54 *)

(#*Modificacién ligera al de la bibliografia [36]*)
Needs ["DifferentialEquations‘NDSolveProblems‘"];
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Needs["DifferentialEquations‘NDSolveUtilities‘"];
Needs ["FunctionApproximations‘"];

DOPRIS4amat = {{1/5}, {3/40, 9/40}, {44/45, -56/15, 32/9},
{19372/6561, -25360/2187, 64448/6561, -212/729},
{9017/3168, -355/33, 46732/5247, 49/176, -5103/18656},
{35/384, 0, 500/1113, 125/192, -2187/6784, 11/84}};

DOPRIbS4bvec = {35/384, 0, 500/1113, 125/192, -2187/6784,
11/84, 03};
DOPRIb4cvec = {1/5, 3/10, 4/5, 8/9, 1, 1};

DOPRI54evec = {71/57600, 0, -71/16695, 71/1920, -17253/339200,
22/525, -1/40%};

(x Obtencidn de la funcion de establilida *)

Print["La funcién de estabilidad de DOPRI54 es:"];

Rz = RungeKuttalinearStabilityFunction[DOPRI54amat,
DOPRI54bvec, z]

Print["La regién de estabililad es:"];

(* Graficacién de la regién de estabilidad *)

OrderStarPlot[Rz, 1, z, PlotRange -> {{-3.8 , 2}, {-4, 4}},

FrameTicks -> Automatic]

D.6 Rigidez

D.6.1 Ejemplo 24
D.6.1.1 UsaEjemploRigidezl.m

==

, PROGRAMA QUE EJEMPLIFICA EL FENOMENO DE RIGIDEZ.
yA

, UTILIZA LAS FUNCIONES:

yA ejemploRigidezfl.m ejemploRigidezf2.m
yA

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
yA

% Ultima revisién: ENERO 2011
Do

clear

==
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clc
close all

% Valores iniciales que simulan una

i perturbacién en y
hooovi=[t_0, y(t_0)]

1.3

B 1; 3, _14 5

lambda = -25;
vi=1[0,1;0, 0.5; 0, 1.5;

2.8, -0.6; 4, 0; 5, -0.5;

2, -1; 6, 1.5; 8, -0.5; 9, -0.4];
svi = size(vi);

c = cell(svi(1),1);

c2 = cell(svi(1),1);
%h%%  CALCULO NUMERICO
for j=1:svi(1)

Yoo oo

[T Y] = ode45(@ejemploRigidezlfl,
vi(j,2), [],lambda);
c{j} = [T Y];
end

for j=1:svi(1)

[T Y] = ode45(Q@ejemploRigidez1£f2,
c2{j} = [T YI;
end
VoloTo oo GRAFICAS  %%hhhhhs
hold on

% solucién numérica

for i=1:svi(1)
plot(c{i}(:,1),c{i}(:,2),’r’)
end

% solucién exacta

t =0:.1:10;

plot(t, cos(t))

ylabel (’y(t)’)

xlabel(’t’)
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figure(’FileName’, ’c6RigidezEjemploUnof2’, ...
’Position’, [10 , 230,550,450])

% solucién numérica

hold on

for i=1:svi(1)

plot(c2{i}(:,1),c2{i}(:,2),°r’)

end
% solucién exacta
t =0:.1:10;

plot(t, cos(t))
ylabel (’y(t)’)
xlabel(’t’)

D.6.1.2 ejemploRigidez1fl.m

%FUNCION EMPLEADA POR EL PROGRAMA
yA UsaEjemploRigidezl.m
function dydt = ejemploRigidez1fi(t, y, lambda)

dydt = lambda*(y - cos(t)) - sin(t);

D.6.1.3 ejemploRigidez1{f2.m

%FUNCION EMPLEADA POR EL PROGRAMA
yA UsaEjemploRigidezl.m
function dydt = ejemploRigidez1f2(t, y)

dydt = -sin(t);

D.6.2 Ejemplo 27
D.6.2.1 c6Ejeml1LEstaOscila.m

% Programa para mostrar el efecto de un error de

% oscilacion en disminucién cometido por un método A-estable
% (no L-estable) y que no tiene un método L-estable.

b

% Se resuelve el problema

b y’ = -2000(y - cos t)
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T

% Utilizando los métodos

yA Euler implicito (L-estable): yEI
yA Trapecio (A-esatble) : yT
b

% Autores: MARIA LOURDES VELASCO ARREGUI, ROBERTO MENDEZ MENDEZ
b

% Ultima revisién: ENERO 2011

oo

clear

clc

close all

k = 1.5/40; %Tamaflo del paso

t 0:k:1.5;

tam = length(t);
yEI = zeros(tam,1);
yT = zeros(tam,1);
% Valores iniciales
yEI(1) = 0;

yT(1) = 0;

a = -2000;

% Solucién exacta
y = (-ax(sin(t) - axcos(t)) - a"2%exp(axt))/(1 + a~2);

% Solucién numérica
for i=1:tam-1

yEI(i + 1) = (yEI(i) + 2000%k*cos(t(i+1)))/(1 + 2000%k);
yT(i + 1) = ((1 - 1000%k)*yT(i) + 1000*k*(cos(t(i)) + ...
cos(t(i + 1))))/(1 + 1000%k) ;

end

%Grafica
plot(t,yEI,’*r’,t,yT,’-ob’, t,y,’k’)
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axis( [0, 1.5, -0.1, 2] )

legend ("Euler implicito’, ’Trapecio’, ’Analitica’)
ylabel(’y’)

xlabel(’t’)
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Apéndice E
Lista de Programas

Listado alfabético de los programas que fueron implementados, para la ob-
tencion de resultados usados en la tesis. Todos estos programas se encuentran
en el CD adjunto.

La extensién en el nombre del programa, indica que software fue em-
pleado:

e .nb si fue implementado en Mathematica.

e .m si es codigo de Matlab.

Sélo se especifica si el archivo se encuentra dentro de la carpeta Progra-
mas/Tesis o Programas/NoTesis, aunque en realidad estdn en las subcar-
petas Matlab o Mathematica segin corresponda. Se usa la siguiente nomen-
clatura:

e T para la carpeta Tesis
e NT en la carpeta NoTesis

Los programas que aparecen en la carpeta Tesis, se transcribieron en el
apéndice D. Los que se encuentra en la carpeta NoTesis sélo se encuentran
en el CD.
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NOMBRE UBICACION | UTILIZADO EN

BDF2_RE.nb T 54.1
BDF3_RE.nb T 54.1
BeelerReuter1977.m T 4.2
c6Ejem1LEstaOscila.m T 6.3.2
CapelleDurrer1980.m T 4.3
Convergencia.m T 5.3
DOPRI54 _RegEsta.nb T 5.4.2
Ejemplo25.m NT 6.1
Ejemplo27.m NT 6.3.2
Ejemplo28.m NT 6.3.2.1
Ejemplo29.nb NT 6.4
Ejemplo30.m NT Apéndice C.1
Ejemplo31.m NT Apéndice C.1
ejemploRigidez1fl.m T 6
ejemploRigidez1f2.m T 6
ErrorRedondeo.nb NT Apéndice C.1
EulerExplicito_RE.nb T 5.4.1
EulerImplicito_RE.nb NT 6.3.2.1
funEjemplo25.m NT 6.1
Gauss24_RegEsta.nb T 5.4.2
noble1962.m T 4.1
Trapecio_RE.nb NT 6.3.2.1
UsaBeelerReuter1977.m T 4.2
UsaCapelleDurrer1980.m T 4.3
UsaEjemploRigidez1l.m T 6
UsaNoble.m T 4.1
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Apéndice F

Referencias Web

F.1 Figuras

1.3 http://www.uchicagokidshospital.org/online-library /content=S06151.
http://pt.wikipedia.org/wiki/Membrana_plasm%C3%A1tica.

2.7 http://www.igb.es/cardio/fisiologia/fisio01.htm#NODII.

B.1] http://models.cellml.org/e/1/beeler_reuter_1977.cellml /view!

http://models.cellml.org/exposure/91d93b61d7da56b6baf1f0c4dd88ecd 77/
difrancesco_noble_1985.cellml /view.

http://models.cellml.org/exposure/7ad7e4733aalbf3acdef9e925{384204 /
fenton_karma_1998_BR.cellml/view.

F.2 Paginas

cellML -http://www.cellml.org/

The History of Numerical Analysis and Scientific Computing .
-|http://history.siam.org/

The Virtual Heart -http://thevirtualheart.org/

WolframMathWorld - http://mathworld.wolfram.com/
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http://history.siam.org/
http://thevirtualheart.org/
http://mathworld.wolfram.com/
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