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Introduccion

El objetivo de esta tesis es describir el politopo de pesos por simbolo introducido por Parry
y Tuncel en [5] y mostrar conjuntos de generadores de estos politopos asociados a los sistemas
de ciclos. Estos conceptos se enmarcan en el contexto de la dindmica simbolica. La dindmica
simbolica es una herramienta para estudiar los sistemas dindmicos, y se enfoca en los llamados
espacios shift, a los cuales en el presente trabajo nos referiremos como o-espacios. Los o-espacios
nos dirigen hacia dos dreas: la probabilidad, al asociar los o-espacios con cadenas de Markov,
y con la teoria de graficas, al asociar los o-espacios con digréficas. Esta relacion es la que nos
permitird partir de un o-espacio, determinar algunos de sus invariantes, y a partir de €stos construir
el politopo de pesos por simbolo.

Veremos algunos ejemplos de politopos de pesos por simbolo, y de estos ejemplos fijaremos
nuestra atencion en sus generadores, asociados a sistemas de ciclos. Los sistemas de ciclos se
definen formalmente como cocientes de funciones zeta, y corresponden al conjunto de todos los
posibles “primeros retornos” a un estado. Los coeficientes de la serie de potencias que resultan de
este cociente los vamos a asociar con puntos del politopo. Esta asociacion va a resultar en ejemplos
de representaciones de los generadores de los politopos de pesos por simbolo que resultaron de
interés, y fueron una de las principales motivaciones para este trabajo.

En el capitulo|1| se presentan bases tedricas que son requeridas en capitulos posteriores. Em-
pezamos por introducir conceptos de dindmica simbdlica, para lo cual se usa como referencia
principal el libro escrito por Douglas Lind y Brian Marcus ([4]]). Uno de los conceptos mas im-
portantes que introducimos en esta seccion es el de o-espacios de tipo finito, junto con conceptos
de teoria de gréficas, probabilidad y teoria de la medida. Es de particular importancia ver como
relacionamos a los o-espacios de tipo finito con graficas. Nos introducimos en los o-espacios de
tipo finito, observamos algunas de sus caracteristicas, relacionando algunos conceptos correspon-
dientes al algebra lineal, en particular al Teorema de Perron-Frobenius y su uso dentro de
los sistemas dindmicos que manejamos en adelante.
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El capitulo [2 estd basado en un articulo escrito por Brian Marcus y Selim Tuncel ([3]), y su
objetivo principal es describir el politopo de pesos por simbolo. Marcus y Tuncel introducen el
politopo de pesos por simbolo usando el semianillo Z [exp]; este semianillo es definido al inicio
de este capitulo. Introducimos algunos invariates en o-espacios de tipo finito, que nos son utiles
para estudiar el politopo de pesos por simbolo. Definimos el politopo de pesos por simbolo, y se
presentan algunas de sus caracteristicas, asi como algunos ejemplos. Hacemos algunas observa-
ciones sobre propiedades adicionales del politopo de pesos por simbolo, en especifico acerca de
las caras del politopo y el “manojo” de invariantes que podemos extraer de éstas.

En el capitulo [3|introducimos los sistemas de ciclos. Empezamos por describir funciones zeta;
la funcion zeta de Artin-Mazur definida para sistemas dindmicos, y la funcién zeta de Thara que
estd definida para digraficas. Describimos las funciones zeta en el contexto de matrices estocasti-
cas, y luego buscamos asociarlas con sistemas de ciclos, los cuales resultan de cocientes de estas
funciones zeta. En este contexto, es necesario extender el semianillo Z [exp] al semianillo de se-
ries de potencias Z [exp][[t]] (en otras palabras, la categoria en la que se enmarca nuestro estudio
es la de shifts de Markov con conjuntos de estados numerables, aun cuando el objeto inicial del cual
partimos es un o-espacio de tipo finito). Se enuncia la funcion zeta estocastica, la cual es una gen-
eralizacion que ahora incluye pesos en su definicion. Se estudian las matrices obtenidas a partir de
remover una fila y una columna de una matriz, que es basicamente quitarle un vértice a su grafica,
y se observa la informacién que resulta del cociente de sus respectivas funciones zeta estocdsticas.
Veremos que este cociente representa el sistema de ciclos con base en el vértice que es removido.
Este resultado es fundamental en este trabajo, por lo que presentamos una demostracion rigurosa.
Concluimos describiendo como los sistemas de ciclos inducen puntos en el politopo de pesos por
simbolo. Por resultados vistos en el capitulo [2] observamos que estos puntos inducidos por los sis-
temas de ciclos son los generadores del politopo de pesos por simbolo. Esta correspondencia entre
sistemas de ciclos y generadores del politopo es la que nos inducird una representacion grafica
del politopo asociada al sistema de ciclos correspondiente. Esta representacion grafica presenta a
simple vista patrones autosimilares o fractalosos (término que pretende describir cémo las repre-
sentaciones cargan a simple vista la promesa de ser autosimilares, aunque eso no se demuestra en
el presente trabajo). Este hecho motiva una de las preguntas del siguiente (y dltimo) capitulo.

En el dltimo capitulo presentamos reflexiones y posibles lineas de investigacion a partir de
la construccion de generadores del politopo de pesos por simbolo asociada a sistemas de ciclos,
vista en el capitulo anterior. La primer pregunta que nos planteamos es si existen estos patrones
autosimilares. Otra pregunta que planteamos en este trabajo estd relacionada con embaldosados
del espacio euclideano. Los politopos de pesos por simbolo, junto con sus generadores asociados
a sistemas de ciclos, van a constituir las protobaldosas, las cuales, por construccion estdn definidas
por una serie de potencias. Los generadores en las caras del politopo inducen reglas de pegado. El
problema de determinar cudndo es posible embaldosar el espacio con un conjunto de protobaldosas
se convierte entonces en un problema de series de potencias. La pregunta que planteamos consiste
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esencialmente en determinar condiciones algebrdicas entre las series de potencias asociadas a las
baldosas que nos permitan determinar si es posible o no embaldosar el espacio.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo introducimos conceptos y nociones que son bases para el presente trabajo. Se
hace énfasis en sistemas dindmicos, en particular en dindmica simbdlica, teniendo como principal
referencia a Lind y Marcus ([4]).

Se definen los o-espacios de tipo finito, que juegan un papel crucial dentro de este trabajo.
Asimismo, se relacionan og-espacios con graficas, lo cual también es fundamental para el desarrollo
de capitulos posteriores. Se introducen algunos conceptos de probabilidad, que nos serdn de gran
utilidad al momento de “traducir” nuestros o-espacios como gréficas.

1.1. Nociones de dinamica simbolica

Sea A un conjunto finito de simbolos o letras al cual llamaremos alfabeto y equiparemos con
la topologia discreta. Denotaremos a una sucesion x de simbolos como z = ... x_jzg97; ... donde
r; € A. La i-ésima coordenada de x sera x;.

Definicion 1.1. El A shift-completo o A o-espacio completo es la coleccion de todas las suce-
siones bi-infinitas de simbolos de A y se denota por

A% = {(2,)nez| v € A paratodai € Z}.

AZ es un espacio topolégico con la topologia producto.

Un bloque o palabra sobre A es una sucesion finita de simbolos de A. Siw = w; ... wy € AF
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es un bloque, entonces diremos que su longitud es k£ y nos referiremos a él como un k-bloque.
Si w es un k-bloque, escribiremos /(w) = k para denotar su longitud. Si v = w;...w;;, para
algunal <7 < ky0 <r <k — i, entonces diremos que u es un subbloque de w. Por ejemplo,
w = x_129x1 €s un 3-bloque, y u = x_1x4 es un subbloque de w.

——

I(w)=3
Dado = € A%, i < j, denotaremos z; . .. z; = T j)-

El mapeo shift o funcién corrimiento es la funcién o : A% — A” que mapea el punto z
al punto y = o(x), donde y; = x;1;. Un punto x es periddico para o si 0" (z) = x para alguna
n > 1, en cuyo caso decimos que x tiene periodo n bajo 0. Si o(z) = x, decimos que x es un
punto fijo para o.

Sea F una familia de bloques sobre A a la cual llamaremos familia de bloques prohibidos.
Sea X 7 el subconjunto de sucesiones en A% que no contienen algiin subbloque de F, es decir

Xr={xe€ A% | noexiste k € Z, w € F tal que Tk k+l(w)—1] = w}.

Definicion 1.2. Un espacio shift o o-espacio es un subconjunto X de un o-espacio completo A%
tal que X = X r para alguna F sobre A.

La coleccion F puede ser finita o infinita, pero dado que .A es finito, los elementos de F son
a lo més numerables, pues sus elementos pueden ser ordenados en una lista (basta con escribir los
bloques de longitud 1 primero, luego los de longitud 2, y asi sucesivamente).

Notemos que en general, si X es un o-espacio, F no es unico y ademds o(Xz) = Xx.

Otra forma equivalente de definir un o-espacio se da en la siguiente proposicion.
Proposicion 1.3. Un subconjunto X C AZ es un o-espacio siy sélo si X es cerradoy o(X) = X.

La demostracién de esta proposicion se incluye al final de esta seccion.

Sea X un subconjunto de un o-espacio completo. Para cada n > 0, n € Z definimos B,,(X)
como el conjunto de n-bloques que ocurren en los puntos de X. Precisamente, By(X) = @ y si
n > 0, entonces

Bo(X)=A{z;...xj|le=(xp)pez € Xyj—i+1=n}



1.1 Nociones de dinamica simbdlica 3

Llamamos lenguaje de X a la coleccién B(X) = U B, (X). Para un bloque u € B(X), decimos
n=0

que u ocurre en X.
Proposicion 1.4. Sea X un o-espacio, y B(X) su lenguaje.

1. Siw € B(X) entonces:

a) Todo subbloque de w pertenece a B(X).

b) Existen bloques no vacios u,v en B(X) tales que vwv € B(X).

2. El lenguaje de los o-espacios estd caracterizado por|[l} Es decir, si L es una coleccion de
bloques sobre A, entonces L = B(X) para algiin o-espacio X si 'y sélo si L satisface la
condicion|ll

3. El lenguaje de un o-espacio determina al o-espacio. Mas aiin, para cualquier o-espacio
tenemos que X = Xpg(x)e. Asi, dos o-espacios son iguales si 'y solo si tienen el mismo
lenguaje.

Demostracion. 1. Sea w’ subbloque de w, donde w € B(X). Como w € B(X), existen x € X
y j > itales que w = x; ;). Como w’ es subbloque de w, existen 7, s € Z tales que w' = ;.
donder,s € Zyi <r < s < j. Entonces w' € B(X).

Sea w € B(X). De nuevo, esto implica que w = x; ;) para alguna i,j € Z,z € X. Sea
u = T;_1,v = T;y1. Entonces vwv = x;_; j4q) € X, de lo cual uwv € B(X).

2. Sea £ una coleccién de bloques que satisfacen el inciso[I] de este teorema, y X el o-espacio
X .. Tenemos que demostrar que £ = B(X).

Si w € B(X), entonces w ocurre en alglin punto de X = X, de modo que w ¢ L, por lo
cual w € L. Entonces B(X) C L. Ahora supongamos que w = xor -+ - T,, € L. Entonces
por la condicién [T5| podemos encontrar simbolos x; con j > m tales que x; € L. Dada
i > 0, por la condicién [laf todo subbloque de © = (z;);cz estd en L. Esto significa que
x € Xge. Como w ocurre en z, tenemos que w € B(Xc) = B(X) entonces £ C B(X).
Concluimos que £ = B(X).

3. Siz € X, ningtn bloque que ocurre en z estd en (X )¢ dado que B(X) contiene a todos los
bloques que ocurren en todos los puntos de X. Entonces x € Xp(x)c, delocual X C Xp(x)e.
Andlogamente, dado que X es un o-espacio, hay una coleccion F para la cual X = Xr. Si
r € Xp(x) entonces cada bloque en x debe estar en B(X) = B(X ) y no puede estar en F.
Asi, v € Xr entonces X = Xr 2 Xp(x)e.
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O
Con la proposicién anterior tenemos ya una caracterizacion de los o-espacios.

Corolario 1.5. Sea X un subconjunto del A o-espacio completo. Entonces X es un o-espacio si
y s6lo si cuando © € A” y cada x5 € B(X), z € X.

Demostracion. La condicién de x € A% y cada zj;;) € B(X), es equivalente a la condicién
X = Xp(x)-- Entonces este corolario se sigue de la Proposicion 1.4} N

Definicion 1.6. Decimos que un o-espacio X es irreducible si para cada par ordenado de bloques

u,v € B(X) existe w € B(X) tal que uwv € B(X).

En cuanto a la topologia, se tiene como base a los conjuntos cilindro, los cuales se definen a
continuacion.

Definicion 1.7. Sea X un o-espacio, w un bloque de X y k& € Z. Entonces se define el cilindro
¢ '|w; k| como:

Clw k] ={r = (Tp)nez | (Th, Thr1, - - - ,$k+l(w)—1) = w}.

En la siguiente figura se muestra la idea intuitiva de este concepto.

Los conjuntos cilindro generan una topologia metrizable, por la métrica de Cantor:
Siz,y € X conx = {,}nez, ¥ = {Yn}nez, entonces
d(z,y) = 0 cuando z = y, y d(z,y) = 5= cuando z # y, en donde

n=sup{i >0|z_;...0; =y_;...y;}.

Con esto podemos demostrar la Proposicién[I.3] en la que enunciamos que X # es un o-espacio
siy s6lo si X es cerrado y o-invariante.
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Demostracion de la Proposicion Seax € X r. Paratodan existe 2" € X talque d(z™, z) <
2% , que por definicién ocurre siy sélo sin > sup{i >0 | z_;...z; = P :vl(”)} Un bloque

w es subbloque de x si existe k& € Z tal que 2 ktiw)-1] = w. Sin > |k| + I(w), entonces w es
también un subbloque de (™. Por lo tanto w ¢ F y 2 € X. Concluimos que X es cerrado.
Ahora sea X C AZ cerrado, o-invariante. Sea F = B(X)°.

Supongamos = € X. Dado que F = B(X)¢, tenemos por definicién que cualquier subbloque
de = estd en B(X). Por lo tanto x € Xp(x). = Xr. Deesto, X C Xr.

Seax € Xr. Paracadan > 0, x(_,, ¢ F,es decir x|_,,,,) € F¢ = &[_pnn € B(X). Como

X es o-invariante, existe (") € €, | ). Porlo tanto d(z™, z) < 35 — 0. Pero dado que X
es cerrado, x € X. Concluimos que X C X. Por lo tanto X = X . O]

Concluimos esta seccion con el siguiente teorema fundamental.

Proposicion 1.8. Sea X un o-espacio. Entonces o : X — X es continua.

Demostracion. Sean x,y € X, e > 0. Queremos demostrar que existe 6 > 0 tal que si d(z,y) <
§ =d(o(x),o(y)) <e.

Tenemos que d(z,y) = 5y donde n = sup{i > 0| z_;...x; = y_;...y;}. Seae > 5,y
§ > i
2n+1

Entonces d(z,y) = 5 < 0,y tenemos que x; = y; para todo || < n + 1. De lo cual,
o(z); = o(y); para toda |i| < n.

= d(o(x),0(y)) < e.

Por lo tanto, o es continua.

1.2. Codigos de bloques

Supongamos que se tiene una sucesion de simbolos © = ... z_;zpx; ... en el o-espacio X.
Transformaremos la sucesion = en la sucesion y = ...y_1yoy; - .. donde y estd en el o-espacio
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Y (no necesariamente con el mismo alfabeto). Sean dos nimeros enteros m, a > 0. Para calcular
la 7-ésima coordenada y; de la sucesion y, definimos una funcién ¢ que depende de la sucesioén z
Unicamente en las coordenadas de @ — m hasta ¢ + a, es decir depende unicamente de Z(j_, ;4q):

® : Boyar1(X) — By(Y) (1.9)

0 sea que
®<wi—mxi—m+l .- -$i+a—1$i+a) = (D(w[ifm,z#a]) = Yi-

Llamaremos a ¢ un mapeo de bloques.

Definicion 1.10. Sean X,Y dos o-espacios, y sea ® : By, 14+1(X) — B1(Y) un mapeo de bloques.
Entonces el mapeo ¢ : X — Y definido por ¢(z) = ®(z_,, ... 2,) = y esun (m + a + 1)-cédigo
de bloque. En este caso, decimos que el cédigo de bloque tiene memoria m y anticipacion a.

A los cédigos de bloque donde m = a = 0 los denominamos codigos de 1-bloque. Nota que
en este caso la 7-ésima coordenada de la imdgen de x depende sélo de z;.

Proposicion 1.11. Sean X, Y o-espacios. Si ¢ : X — Y es un cédigo de blogues, entonces
¢poox = oy o ¢, esdecir el siguiente diagrama conmuta.

XLX

o) e

YTY>Y

Demostracion. Sea ¢ inducida por el mapeo de bloques ¢ : B, ,+1(X) — U con memoria m y
anticipacion a. Para x € X,

(oy 0 @) ()i = () i41] = P(Zt1-miit14a))
mientras que
(poox)(@)y = dlox(x))y
= O(ox(2)li-miita))

= (I)(x[ifm+1,i+a+l])

Asi, las 7-ésimas coordenadas de las imagenes coinciden para cada 7, y las imagenes son iguales.

]
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Sin embargo, el que o conmute con una funcién ¢ : X — Y no es suficiente para tener un
codigo de bloque. También necesitamos que ¢(x), dependa unicamente del bloque central de .

Proposicion 1.12. Sean X,Y o-espacios. Un mapeo ¢ : X — Y es un cédigo de bloque si y
solosipoox = oy o¢yexiste N > 0 tal que () es funcion de x_y ny.

Demostracion. El que la condicion es necesaria se sigue de la definicidn y de la Proposicion an-
terior (1.11). Para demostrar que esta condicién es suficiente, definamos el (2N + 1)-mapeo de
bloques ¢ como ®(w) = ¢(x), donde x es cualquier punto en X tal que _y, n] = w. Entonces se

puede ver que ¢ = LN, 0

Si un cédigo de bloque ¢ : X — Y es sobreyectivo, lo llamaremos cédigo factor de X
en Y. Un o-espacio Y es factor de X si existe un cédigo factor de X en Y. Si un cddigo de
bloque ¢ : X — Y es inyectivo, lo denominaremos encaje de X en Y. Decimos que un c6digo
de bloque ¢ es invertible si tiene inversa, es decir si existe un cédigo de bloque ¢ : ¥ — X tal
que ¥ (¢(z)) = x para cualquier z € X y ademds ¢(¢)(y)) = y paratoda y € Y. En este caso, ¢
serd la inversa de ¢.

Definicion 1.13. Sean X, Y dos o-espacios. Decimos que X, Y son conjugados si existe un
codigo de bloque ¢ : X — Y biyectivo con inversa un cédigo de bloque. En este caso, ¢ serd una
conjugacion.

Un resultado importante de los codigos de bloque, es que la imdgen de un o-espacio bajo un
codigo de bloque es un o-espacio. La demostracion de este resultado se omite, aunque se puede
encontrar en [4]. Ahora, el siguiente teorema es fundamental en la teoria de cddigos de bloque, por
lo que el resto de esta seccion se dedica a su demostracion.

Teorema 1.14. (Curtis-Lyndon-Hedlund) Sean (X, ox),(Y,0y) o-espacios, ¢: X — Y una
funcion. Entonces ¢ es un codigo de bloque si y solo si es un homomorfismo, es decir si ¢ es
continuay ¢oox(r)=oyo¢(xr)dadaz € X.

Antes de hacer la demostracién del teorema, que es de gran importancia, un par de observa-
ciones que requeriremos.

Observacion 1.15. 1. Sean M, N espacios métricos, y M compacto. Seafl: M — N continua.
Si E es un subconjunto compacto de N, entonces 0~ (E) es compacto.

2. Sean E, I subconjuntos compactos y ajenos en un espacio métrico M. Entonces existe § > 0
tal que p(x,y) > 0 paratodax € F, paratoday € F.
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Demostracion. 1. E es subconjunto compacto de /N entonces F es subconjunto cerrado de /V.
Esto porque si &2/ compacto y N espacio métrico, entonces para toda y € E¢ (donde E°
denota el complemento de ') existe una vecindad U ajena a E.

Nota que dado M espacio métrico (en particular un espacio de Hausdorff),y x € £, y € E°
entonces para toda z € E existen conjuntos abiertos ajenos U,, V, talesque z € U,, y €
Vy. Asi {U, }.cr es una cubierta abierta para E, y dado que E es compacto existe £y C F
tal que {U. }.cE, €s una subcubierta finita para E. Sea U = U,cp, Uz, V = (yep, Vo
Ahora, es claro que U y V son abiertos, y ¥ C U, y € V. Ademés U y V son ajenos:
suponga que z € U, entonces z € U, para alguna z € FE, pero como U, y V, son ajenos z
no puede estar en V, y consecuentemente no puede estar en V.

Entonces para toda y € E° existe una vecindad U ajena a F, por lo cual £¢ = Uye e Uy

Pero la unién arbitraria de abiertos es abierta, entonces E° es abierto, por lo cual E es
cerrado.

Dado que 6 es continua, 0! (E) es cerrado en M.

M es compacto entonces 6~ (E) es compacto por lo siguiente.

Sea A = {A C M | Aes abierto } una cubierta abierta de ' (E) (de forma que 6~ (F)
UaeaA). Ahora, sea A’ = A U0 1(E)° entonces 3A;,---, A, € A tal que U], A,
M 2 67YFE).Si A; € A, paratodai = 1,...,n, entonces ya acabamos. Si 4; = 0~1(E

entonces Ay, ..., A;_1,Aii1,..., A, €s una subcubierta finita de 6~!(E) entonces 0! (E
es compacto en M.

N

~— —

2. Supongamos que es falso i.e. para toda § > 0, p(z,y) < d paraz € E, y € F dados E, F
ajenos.

Sea § = % ysean x, € Eyy, € F tales que p(z,,y,) < % Como F es compacto, existe
una subsucesion x,, que converge ax € .

Entonces por desigualdad del tridngulo, p(yn,, =) < p(Ynys Tny) + p(Tny, T).
Cuando k — 00, p(Yn,, Tn,) — i — 0y p(zy,,z) = 0.
Entonces y,,, — x cuando k — oo.

Pero y,,, € F. Ademas I’ es compacto y estd en un espacio métrico, por lo tanto es cerrado,
lo que implica x € F', una contradiccion.

Entonces 30 > 0 tal que p(z,y) > Vx € E, Vy € F.

Ahora si, procedemos a la demostracion del Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund.
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Demostracion. (Curtis-Lyndon-Hedlund)

Primero, sea ¢ = 5™ un codigo de bloque. Si dos puntos en X son cercanos, entonces co-
inciden en un bloque central largo. Pero entonces, sus imdgenes bajo ¢ también coinciden en un
bloque central muy largo. Concluimos que ¢ es continuo, ademds de que conmuta con o.

Ahora, sea ¢ un homomorfismo. Sea A el alfabeto de X, I/ el alfabeto de Y. Para cada b € U,
sea Cy(b) el conjunto cilindro {y € Y | yo = b}. Los conjuntos Cy(b) para b € U son ajenos y
compactos; entonces por la observacion [1| sus imagenes inversas Ej, = ¢~1(Cy(b)) son también
ajenas y compactas en X . Por la observacién[2] 30 > 0 tal que los puntos en conjuntos £, distintos
tienen al menos una separacion 0. Escogemos n tal que 27" < §. Entonces cualquier par de puntos
r, 7" € X tales que o[, = x{_nm] deben estar en el mismo conjunto Fj, y entonces ¢(x)y =
b = ¢(z')o. Asi, la 0-ésima coordenada de ¢(z) depende sélo del (2n + 1)-bloque central de z, de
lo cual por la Proposicién ¢ es un cédigo de bloques.

1.3. Presentacion de /V-bloques

Plantearemos una construccién bésica en dindmica simbdlica, que consiste en enfocarnos en
bloques de simbolos, y considerar a dichos bloques como letras de un alfabeto mas complejo. Este
proceso nos permite dar una descripcion alterna de un mismo o-espacio, y es una herramienta
esencial para pensar en o-espacios como graficas, lo cual se vera mds adelante.

Sea X un o-espacio sobre el alfabeto A, A[)](V] = By(X) lacoleccion de N-bloques permitidos
en X. Consideramos a A[)](V} como un alfabeto. Definimos entonces la presentacion en N-bloques
by : X — (AYNHZ como:

(bN(x))[i} = Tlii+N—-1]-

Entonces by reemplaza la i-ésima coordenada de x con el bloque de coordenadas en x de
longitud N empezando en la posicion ¢. Por ejemplo:
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15 X2 €3 Xy

Zo T1 T2 xs3 NI\Z
biw) = | . e APz,

-1 Zo X1 X2

T_9o Tr_q ZTo T

Definicion 1.16. Sea X un o-espacio. Entonces la presentacion en N-bloques de X es la imdgen
XINI = pr(X).

De hecho, esta presentacion es un o-espacio. Esto lo vemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.17. Las presentaciones en N-bloques de un o-espacio son también o-espacios.

Demostracion. Sea X un o-espacio sobre el alfabeto .4 y N > 1. Entonces existe una coleccién
F de bloques sobre A tal que X = X . Creamos una coleccion F reemplazando cada bloque u
en F tal que |u| < N, con todos los N-bloques sobre F que contengan a u. Entonces claramente
X = X4, y cada bloque en F tiene longitud mayor o igual que V.

Para cada w = ajas...q, € .7:", sea
U}[N] = (CL16L2 Ce CLN)(CLQClg cee CLN+1) . (an_N+1an_N+2 . Cbn)

los (n— N +1)-bloques correspondientes sobre .A[)](V]. Sea F; el conjunto de todos los bloques sobre
el alfabeto A[)](V] con la forma w!™ para alguna w € F. Esto representa un conjunto de restricciones

en XM, especificamente aquellas que vienen de las restricciones del o-espacio original. Se sigue
que XN C X .

Sea

Foy = {uv|u € A[)](V], v E A[)](V}, y u, v no se traslapan progresivamente }.

Entonces XN C X7 delocual XV C X7 N X5, = Xru5,.

Ahora supongamos que y € Xz uz, y sea x el punto de AZ reconstruido de los bloques
“inferiores” de la Definicion Entonces © € X = X pues y satisface las condiciones de F; y
y = by(x) por las restricciones de traslapo de F. Esto demuestra que X!V O X1 ,,, de lo cual

XV = Xz 7, es un o-espacio.

O

La nocién de presentacion de N-bloques nos serd util mds adelante, cuando interpretemos
graficas como o-espacios de tipo finito, los cuales veremos a continuacion.
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1.4. o-espacios de tipo finito

Nos enfocaremos en los o-espacios de tipo finito, los cuales se pueden representar con una
gréfica finita. De alli su importancia, pues muchas preguntas acerca del o-espacio podrin ser re-
planteadas como preguntas acerca de la matriz de adyacencia de la gréfica. Es por esto que ain
cuando son o-espacios un tanto “simples”, juegan un papel importante.

Definicion 1.18. Un o-espacio de tipo finito es un o-espacio que puede ser definido por un con-
junto finito de bloques prohibidos. Es decir, un o-espacio X con la forma X » para algtin conjunto
finito F de bloques.

Nota que un o-espacio de tipo finito puede ser descrito también por un conjunto no finito de
bloques prohibidos, pues nos basta con que exista un conjunto finito de bloques prohibidos que lo
represente.

Diremos que un o-espacio de tipo finito tiene memoria ) si puede ser descrito por una colec-
cién de bloques prohibidos donde todos los bloques tengan longitud M + 1. Se puede observar que
un o-espacio de tipo finito con memoria M es también de memoria K para cualquier i > M.

Proposicion 1.19. Si X es un o-espacio de tipo finito, entonces existe M > 0 tal que X tiene
memoria M.

Demostracion. Dado que X es o-espacio de tipo finito, X = Xz para un conjunto finito F. Si
F = entonces M = 0. Si F es no vacio, sea M la longitud del bloque més largo en F menos 1.

Consideramos a F,,1 como el conjunto que contiene a la coleccion de todos los subbloques
de longitud M que contienen algin bloque en JF, para asi poder incluir en Fj;,1 los bloques de
longitud menor a M que estdn en JF.

Entonces se puede ver que X esta descrito por Fj;1, y es de memoria M. [

Teorema 1.20. Un o-espacio es de tipo finito con memoria M si 'y sélo si dados uv,vw € B(X)
con |v|> M entonces vvw € B(X).

Demostracion. Primero supongamos que X es un o-espacio con memoria M, de tal manera que
X = X para una lista finita F que consiste de (M + 1)-bloques. Suponga que uv,vw € B(X),
donde |v| = n > M. Entonces existen puntos x,y € X tales que 2] = uv y yp = vw, de
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modo tal que x[ ;) = Yy, = v. Afirmamos que el punto z = T (o 0] U Yn+1,00) €Std en X. Esto
porque si una palabra de F ocurre en z, entonces debe ocurrir ya sea en oo 0]V = T(—o0,n O €N
VY[nt1,00) = Y[1,00) dado que [v| = n > M, contradiciendo que € X 6 y € X. Entonces

UVW = T[k,0) VY[nt1,] = Z]-kg] € B(X).

Ahora supongamos que X es un o-espacio sobre A, y que M tiene la propiedad de que si
wv,vw € B(X) con |v| > M, entonces uvw € B(X). Sea F el conjunto de todos los (M + 1)-
bloques sobre A que no estan en B;,,1(X). Demostraremos que X = Xz, verificando que X es
un o-espacio de tipo finito con memoria M.

Si x € X, entonces ningtn bloque en F puede ocurrir en x, y entonces * € Xr. Esto de-
muestra que X C Xr. Ahora sea v € X . Entonces x a1 y T[1,041) €Stdn en B(X) por nues-
tra definiciéon de F. Dado que se sobreponen en M simbolos, 41 también estd en B(X)
(u = T[0), V= T[1m], W = Tpnt1]). Ahora x5 a4 estd en B(X) y se sobrepone en M simbolos
con x a11]- Entonces (g 49 € B(X). Aplicando este argumento varias veces en cada direc-
cién demuestra que x_i, € B(X) ¥V k,I > 0. Por el Corolario esto implica que z € X,
demostrando que X C X.

]

Cabe mencionar que hay casos en los que un factor de un o-espacio de tipo finito no tiene tipo
finito, o que la imagen inversa de un o-espacio de tipo finito no es de tipo finito. Este no es el caso
cuando los espacios son conjugados.

Teorema 1.21. Sean X, Y dos o-espacios conjugados. Si 'Y es de tipo finito entonces X es de tipo
finito.

Se omite la demostracion de este teorema, pero se puede consultar en [4].

1.5. Puntos doblemente transitivos

En esta seccién vamos a discutir brevemente los puntos doblemente transitivos. Su importan-
cia radica en que el conjunto de puntos doblemente transitivos es un conjunto de medida 1 para
cualquier medida de Markov ergddica (es decir, forman un conjunto “gordo’), como veremos mas
adelante.
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Definicion 1.22. Un punto x en un o-espacio X es doblemente transitivo si cada bloque en X
ocurre una infinidad de veces en x tanto a la derecha como a la izquierda. Concretamente, = es
doblemente transitivo si siempre que w € B(X), el conjunto

{Z S Z‘ZL’Z, o Tipp(w)y—1 = w}

no esta acotado ni por arriba ni por abajo.

Nota que si X tiene un punto doblemente transitivo, entonces X debe ser irreducible.

Por otro lado, si X es irreducible entonces podemos construir un punto doblemente transitivo
de la siguiente manera:

e Escribimos todos los bloques de X en algiin orden. Sea dicho orden ), u® ...

e Fijamos w) como un bloque de longitud impar que contiene a u(".

e Asumiendo que w™ Y ha sido definido, usamos la irreducibilidad de X varias veces para
encontrar bloques s, t tales que:

1. Ambos, sy t contengan a cada uno de uM o u™,
2. s, t sean de la misma longitud.

3. sw™ 1 sea un bloque en X.
e Fijamos w(™ = sw™Vt. Nota entonces que |w™ | es impar.
e Sea z(™ cualquier punto en X que contenga a w™ como bloque central (y como consecuen-
cia tenga a w*) como bloque central para k < n).
Entonces la sucesién {z(™} converge a un punto # € X que contiene a cada bloque w™ y de allf,

xz es doblemente transitivo.

Por lo tanto, el conjunto de puntos doblemente transitivos de un o-espacio X es no vacio siy
sOlo si X es irreducible.

El concepto de irreducibilidad nos es de gran importancia en este trabajo; en las siguientes
secciones se verd porqué.
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1.6. Graficas

A continuacién introducimos la nocion de graficas, la construccion de una gréfica finita a partir
de o-espacios de tipo finito; el uso de la matriz de adyacencia de la grafica para trabajar sobre el
o-espacio, y algunas otras ideas que nos ayudardn a relacionar el concepto de graficas con el de
o-espacios de tipo finito.

Definicion 1.23. Una grafica G consiste de un conjunto finito V = V() de vértices, un conjunto
finito £ = £((G) de aristas y de dos funciones (,?) que van de V en £. Diremos que cada arista
e € £ empieza en el vértice i(e) y termina en el vértice t(e).

Definicion 1.24. Sea GG una gréfica. Una sucesion finita de aristas 7 = ejey - - - €, donde ¢; € E(G)
yi(e;+1) = t(e;), es una trayectoria. Definimos la longitud () como el nimero n de aristas que
atraviesa la trayectoria 7.

Definicion 1.25. Sea G una gréfica. si |[{e € £(G) | i(e) = u,t(e) = v}| < 1 para toda u,v €
V(G), entonces decimos que G es simple.

Definicion 1.26. Sea G = (V, £) una grifica. Dado [ € V:

E={eclile)=1}, & ={eec&|tle)=1I.

A |&;| 1o llamaremos ex-grado de I, mientras que a || lo llamaremos in-grado de /. Sean
1,J € V. Entonces:

El=&n& ={eec&lile)=1tle)=J}

Sea GG una gréfica. Siempre que esté claro en el contexto, escribiremos V' y & en lugar de V(G)

y E(G).

Algo que es importante notar aqui, es que existen formas de mapear gréficas en otras graficas
de modo que se conserven los estados iniciales y terminales.

Definicion 1.27. Sean G, H dos graficas. Un homomorfismo consiste de un par (60, ¢) donde

50 V(G) = V(H)  ®:E(G) — E(H)
talqueVe € & 60(i(e)) = i(D(e)),  6B(t(e)) = t(D(e)).

Si 6@ y ® son inyectivos y sobreyectivos, entonces definen un isomorfismo de graficas en
cuyo caso decimos que G'y H son isomorfas en graficas.
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Ahora, nos interesan las matrices de adyacencia de una grafica G. La matriz de adyacencia es
un método para representar la adyacencia entre los vértices de la gréfica.

Definicion 1.28. Sea (G una gréfica con conjunto de vértices V. Para I, J € V sea A;; el nimero
de aristas en (G con estado inicial  y estado terminal J. Entonces la matriz de adyacencia de GG
es A = [A;;] y si estd construida a partir de G se denota A = A(G).

Segtn esta definicion, la informacién en A(G) nos es suficiente para reconstruir G, al menos
sujeto a isomorfismos de graficas.

Definicion 1.29. Sea A = [A;;] una matriz de r X r con entradas enteras no negativas. Entonces
la grafica de A es la grafica G = G(A) con conjunto de vértices V(G) = {1,2,...,7} con Ay
aristas distintas tales que su estado inicial es I y su estado terminal es J.

Ejemplo 1.30. Sea A la matriz

Entonces G seria:

El siguiente paso es ver como una grafica G con matriz de adyacencia A nos describe un
o-espacio de tipo finito.

Definicion 1.31. Sea GG una grafica con conjunto de aristas £ y matriz de adyacencia A. Llamare-
mos o-espacio de aristas al o-espacio con alfabeto A = £ dado por:

Xo=Xa={6=(&)iez €E" (&) =i(&i1) Vi € L}
La funcién corrimiento en X = X 4 es llamada corrimiento de aristas y se denota o = 0 4.

Se puede observar que cuando GG, H son isomorfos como graficas, X y Xy son conjugados.
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Observacion 1.32. Si GG es una grafica con matriz de adyacencia A, entonces el o-espacio de
aristas asociado X = X 4 es un o-espacio de tipo finito con memoria 1.

Para esto, sea A = € el alfabeto y sea F = {ef | e,f € A, t(e) # i(f)}. Observa que
de acuerdo a la Definicion ¢ € A? ocurre cuando ningtin punto de F ocurre en &, de lo
cual tenemos que X = X r. Entonces los o-espacios de aristas son o-espacios de tipo finito con
memoria 1.

Definicion 1.33. Una trayectoria m = eje,...e,, en una grifica G es una secuencia finita de
aristas e; en G tal que t(e;) = i(e;11) paral < i < m — 1. La longitud de 7 = ejes...¢,, €s
|| = m, el nimero de vértices que atraviesa. Un ciclo es una trayectoria que empieza y termina en
el mismo vértice. Un ciclo simple es un ciclo que no se auto-intersecta, i.e. unciclom™ = ejes ... e,
tal que los estados i(eq),i(ea), . . ., i(e,) son distintos.

Proposicion 1.34. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia A, y sea m > 0.

1. El niimero de trayectorias de longitud m de I a J es (A™)y,, la (I, J)-ésima entrada de A™.

2. El niimero de ciclos de longitud m en G es igual al niimero de puntos en X con periodo m.

Demostracion. 1. Para m = 0 las tnicas trayectorias de longitud O son las trayectorias vacias.
Sim > 1, entonces contar las trayectorias de longitud m de I a J sumando todas las posibles
secuencias de los m — 1 vértices que intervienen, nos da la (I, J)-ésima entrada de A™.

2. Notemos que si 7 es un ciclo en GG de longitud m, entonces 7> es un punto de periodo m en
X, mientras que si z € X tiene periodo m, entonces x|y ,,—1] debe ser un ciclo en G de
longitud m. Esto nos da una correspondencia uno a uno entre los ciclos en G de longitud m
y los puntos en X de periodo m.

]

Ahora, veremos como cualquier o-espacio de tipo finito puede ser recodificado, usando una
presentacion en N-bloques, para que sea un o-espacio por aristas.

Teorema 1.35. Si X es un o-espacio de tipo finito con memoria M, entonces existe una grdfica G
tal que XM+ = X

Demostracion. Primero observa que si M = 0, entonces X es un o-espacio completo, y podemos
tomar GG con un vértice y un arista para cada simbolo que aparece en X. Entonces podemos asumir
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que M > 1. Definimos el conjunto de vértices de G como V' = B;(X), el conjunto de bloques
permitidos en X. Definimos el conjunto de aristas £ como se indica a continuacién: supongamos
que I = aqas...ap y J = bibs ... by son dos vértices en G. Si asas . ..ay = bibs ... byr_q, y si
aj...apby (= arby ... byy) estd en B(X), entonces dibujamos exactamente un aristaen G de [ a
J,y lanombramos ajas . ..apby = a1b1bs . .. by,. De otro modo, no existe un aristade [ a J.

De esta construccion, es claro que la trayectoria bi-infinita en GG es exactamente una sucesion
de (M + 1)- bloques en By, 1(X) que se traslapan progresivamente. Entonces X = XM+ O

Para codificar, muchas veces requerimos agrupar varios simbolos. Para hacer esto, tenemos
ya un método, que son las presentaciones en N-bloques (1.16). Lo siguiente es una construccion
andloga para gréficas.

Definicion 1.36. Sea GG una grafica. Para N > 2 definimos la /N-potencia de la grafica por
aristas GV de G de modo tal que su conjunto de vértices sea igual a la coleccién de todas las
trayectorias de longitud NV — 1 en (G, y que el conjunto de aristas contenga exactamente un arista
de ejes...ey_1a fifo... fn_1 siempre que eses...en—1 = fifo... fn_o. Esta arista se le llama
e1€y...en_1fn_1=e1fifs... fn_1. Para N = 1 escribimos G! = G.

La relacion que hay entre el o-espacio de aristas en la /NV-potencia de la gréfica por aristas de
Gy la N-presentacion en bloques de X; se describe en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.37. Sea G una grdfica. Entonces (Xq)™N = X

Demostracion. Los simbolos para (X)) son los N-bloques de X, que son trayectorias de
longitud N en (. Pero también son los simbolos para X~v. Una sucesion bi-infinita de estos
simbolos estd en cualquiera de estos o-espacios precisamente cuando los simbolos (o N-bloques)
se traslapan progresivamente. 0

A continuacién proponemos una forma alternativa de constuir un o-espacio en base a la grafi-
ca, que en este caso es una matriz que se compone sélo de 1s y Os.

Definicion 1.38. Sea B una matriz de » x r de Os y 1s, o dicho de otra manera, la matriz de
adyacencia de una gréfica G tal que entre cualesquiera dos vértices hay a lo mds una arista. El
o-espacio de vértices X5 = X es el o-espacio con alfabeto A = {1,2,...,r} definido por:

Xp=Xg={z=(2;)ier, € A”| Bz, =1 paratodai € Z}

donde B,, es la entrada de la matriz B correspondiente a la arista x;z; .

Ti+1
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El corrimiento de vértices es el mapeo en X5 = X y se denota o 6 7.

Tenemos establecido que los o-espacios por aristas son o-espacios de tipo finito con memoria
ll Los o-espacios por vértices también son o-espacios de tipo finito con memoria 1: X B €s
el o-espacio definido por la lista 7 = {ij|B;; = 0} de bloques prohibidos.

Proposicion 1.39. 1. Los o-espacios de tipo finito son iguales a los o-espacios por vértices,
sujeto a un renombramiento de simbolos.

2. Todo o-espacio por aristas es un o-espacio por vértices, sujeto a un renombramiento de
simbolos y en grdficas distintas.

3. Si X es un o-espacio de tipo finito con memoria M, entonces X™! es un o-espacio de tipo
finito con memoria 1, equivalente a un o-espacio por vértices. De hecho, existe una grdfica
G tal que XM =G5y XM+ = X

Demostracion. Ya hemos visto que cada o-espacio por vértices es un o-espacio de tipo finito con
memoria 1. También todo o-espacio de tipo finito con memoria 1 es, sujeto a un renombramiento
de simbolos, un o-espacio por vértices. Esto porque si X = Xy donde F consiste de 2-bloques,
entonces X puede ser considerado como el o-espacio por vértices X, donde B es la 0-1 matriz
indexada por el alfabeto de X'y B;; = 0 siy s6losiij € F'. Esto nos demuestra que los o-espacios
de tipo finito son iguales a los o-espacios por vértices.

Para demostrar que todo g-espacio por aristas es un o-espacio por vértices, usamos el primer
inciso de esta misma proposicién, junto con la observacion|1.32] que nos indica que dada la grafica
G con matriz de adyacencia A, entonces el o-espacio por aristas X = X4 es un o-espacio de tipo
finito.

Para ver que dado X un o-espacio de tipo finito con memoria M, entonces XM es un o-
espacio de tipo finito con memoria 1, usamos el hecho de que cualquier (M +1)-bloque en X puede
ser considerado como un 2-bloque en XM, Para ver que existe una gréfica G tal que XM = 5
y XM+ — X, es suficiente hacer la misma construccién usada en la demostracién del Teorema

[1.35]

Afirmamos que todo o-espacio por aristas puede ser considerado como un o-espacio de vértices.
Para ver como se da esta equivalencia, empezamos con un o-espacio de aristas X 4 con matriz
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de adyacencia A, y sea £ el conjunto de aristas de la grafica. El nimero de elementos en £ es
> ;7 Ary. Formamos la matriz B indexada por £ definida de la siguiente manera:

_ 1 site) =i())
Bef‘{o sit(e) # (/)

Ejemplo 1.40. Sea la siguiente gréfica, con sus aristas indexados como se muestra.

Entonces el o-espacio de vértices que le corresponde es el siguiente:

1 1000
000O0T1
11000
000O01
00110

Recordemos que una grafica es fuertemente conexa si dados cualquier par de vértices ¢, j
existe una trayectoria de 7 a j. Esta condicion es equivalente a que el o-espacio X sea irreducible.
Mas aun, esto es equivalente a que la matriz de adyacencia A sea irreducible. Una matriz A es
irreducible si dados un par de indices (4, j), existe N = N (4, j) tal que A # 0. Equivalentemente
A es irreducible si no existe una permutacion de sus renglones y columnas que resulte en una forma
triangular, como se muestra a continuacion (en donde si hay una forma triangular):

An A
-1 _ 1 A2
P AP_( : Am)

donde P es una matriz de permutacion de n X n (es decir, cada renglén y cada columna tienen
exactamente una entrada 1 y las demas 0), Ay esder x ry Ay esde (n —7) X (n —7).
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1.7. Conceptos de medida

En esta seccion recordamos brevemente algunos conceptos necesarios para que mas adelante
podamos definir las medidas de Markov en los o-espacios.

Definicion 1.41. Sea X un conjunto, .2/ una coleccion de subconjuntos de X tal que @ € 7. Una
funcion p : &/ — [—00, 00| es finitamente aditiva si cumple:

1. u(@) =0.

2. Para toda coleccién A; de conjuntos ajenos en 7;

n

siA:= U A, € o/ entonces pu(A) = Zu(Ai).

i=1 i=1

Si ademds A; € </ conjuntos ajenos conn = 1,2,... y B :=J;5,(4;) € o tenemos que
p(B) =5, i(A;), entonces 1 es numerablemente aditiva.

Definicion 1.42. Dado un conjunto X, una coleccion ./ de subconjuntos de X es una semialgebra
si y s6lo si cumple las siguientes condiciones:

l. oed.
2. (AUB) € &/ paratoda A, B € /.
3. B\A€ &/ paratoda A, B € /.

Definicion 1.43. Dado un conjunto X, una coleccién <7 de subconjuntos de X es un algebra si y
sOlo si cumple las siguientes condiciones:

L. oed, Xed.
2. (AUB) € &/ paratoda A, B € <.
3.Sided = Ae .

Definicion 1.44. Dado un conjunto X y un dlgebra <7, decimos que <7 es una o-algebra si para
cualquier secuencia { A,,}°° ; de conjuntos en <7,

Jacw

n>1

En este caso nos referiremos a (X, /') como un espacio medible.
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Es sencillo demostrar que la interseccion de dos o-algebras es una o-dlgebra, lo que funda-
menta la siguiente definicion.

Definicion 1.45. Sea X un conjunto y B C 2%, Definimos la o-4lgebra generada por B como
m{,;zﬂ% es una o-dlgebra sobre X tal que B C «7}.

Definicion 1.46. Dado un espacio topoldgico X, la o-algebra de Borel de X es la o-dlgebra
generada por los conjuntos abiertos de X .

Seauna A;, Ay, ... sucesién de conjuntos. Escribimos A,, | @ cuando A, 11 C A,y (), A, =
.

Teorema 1.47. [[7] Sea X un conjunto y sea < un dlgebra, sea j . o/ — [—00, 0| finitamente
aditiva. Entonces |1 es numerablemente aditiva si 'y sélo si ji es “continua en &, es decir ji(A,,) —
0siA, | Dy A, €.

La demostracién se puede encontrar en [7]].
Definicion 1.48. Sea (X, .o7) un espacio medible. Una medida en una o-dlgebra es una funcién
w o/ — [0, 00) numerablemente aditiva. En este caso (X, .27, ;1) es un espacio de medida.

Teorema 1.49. Para cualquier conjunto X y cualquier semidlgebra <7 de conjuntos de X, cualquier
funcion numerablemente aditiva | = </ — [0,00) se extiende a una medida en el o-dlgebra .
generada por .

Demostracion. Para cualquier conjunto £ € X sea
pH(E) == fnf{ > w(An)|A, €, EC UAn}
1<n<oo n

6 +00 si no existe tal A,,. Se puede ver que p* es una medida en el espacio medible (X, «7). [

En general, esta p* es llamada la medida exterior definida por . ([[7]). Existe otra definicion
comunmente usada para el concepto de medida exterior.

Definicion 1.50. ([8]) Una medida exterior ;* es una funcidn no negativa con valores reales defini-
da en todos los subconjuntos de un espacio X y que cumple con las siguientes propiedades:

1. u*(@)=0.
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2. AC B entonces pu*(A) < p*(B).

3. EC g, E; entonces p*(E) <> 7 u*(E;).

Notese que la medida exterior establecida en el Teorema|1.49|satisface las condiciones dadas
en la definicién .30l

Teorema 1.51. (Extension de Carathéodory) Sea X un conjunto y </ un dlgebra de subconjuntos
de X. Sea |1 una medida en un dlgebra <7, 1* la medida exterior definida por . Entonces la
restriccion [i de 11* a los conjuntos 11*-medibles (es decir, a la o-dlgebra o/* generada por <7 ) es
una extension de i al espacio medible (X, o/*) que contiene a < .

Si u es finita también lo es [i. Si | es o-finita, entonces [i es la tinica medida en la o-dlgebra
mds pequeria que contiene a 2 (es decir, o/*) que es una extension de |i.

La demostracién se puede encontrar en [8]].

1.8. Probabilidad y Cadenas de Markov

El propésito de esta seccion es definir las medidas de Markov en o-espacios de tipo finito.
Estas van a ser medidas o-invariantes de probabilidad definidas en la o-4lgebra de Borel.

Empezamos con una definicion basica en probabilidad;

Definicion 1.52. Un espacio de probabilidad consiste de una tripleta (2, o7, P), donde (2 es el
conjunto de estados, ./ es una o-dlgebray P: &7 — |0, 1], es una medida de probabilidad, es
decir, es una medida tal que P(2) = 1.

Una variable aleatoria es una funcion medible X : 2 — R. Un proceso estocastico es una
familia de variables aleatorias { X;},c; donde I = R 6 I = Z (en el primer caso decimos que el
proceso es de tiempo continuo y en el otro decimos que es de tiempo discreto). En este trabajo
sOlo consideraremos procesos estocdsticos de tiempos discretos.

Sea (€2, o7, P) un espacio de probabilidad con una cantidad a lo mds numerable de estados y
sea { X, }nez un proceso estocastico de tiempo discreto. Definimos para cada i, j €
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El proceso { X, },cz satisface la propiedad de Markov si
P(Xn+1 = .Cl]‘Xn = Tpy--- 7X0 = .’,13‘0) = P(XnJrl = LL”Xn = SUn)

es decir, la probabilidad de un evento condicionada al pasado depende unicamente del dltimo
estado del proceso. Decimos que el proceso es homogéneo si ademads ocurre

Sélo consideraremos procesos homogéneos.
La matriz de transicién P = p;; es la matriz |.S| x |S| de las probabilidades de transicion.

En probabilidad, a un proceso estocastico de tiempo discreto que satisface la propiedad de
Markov se le conoce como cadena de Markov.

En general, para describir una cadena de Markov homogénea comenzamos con una matriz
estocastica P, es decir, una matriz cuadrada cuyos renglones consistan de niimeros reales no neg-
ativos y en que la suma de las entradas de cada renglon es igual a 1.

Entonces las cadenas de Markov se pueden describir por medio de una sucesion de matrices
de estocdsticas { P, } ,ez que determinan las probabilidades de transicién:

P(X, = j| X1 =1) = P.(i,7).

En este caso la cadena de Markov se describe mediante una matriz estocastica unica P, con
probabilidades de transicion:

P(X, = j|Xo = i) = P(i,j) = Py;.
Definicion 1.53. Un estado 7 es persistente o recurrente si:
P(X, =iparaalgunan >1| X, =1i) =1
es decir, si la probabilidad de que en algiin momento regrese a ¢ habiendo empezado en ¢ es 1. Si

la probabilidad es menor que 1, ¢ se denomina estado transitorio.

Antes de continuar, recordemos un teorema fundamental en la teoria espectral de matrices no
negativas: el Teorema de Perron-Frobenius.
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Teorema 1.54. (Perron-Frobenius) Sea A = (A;;) una matriz real de n x n con entradas no
negativas, e irreducible. Entonces:

1. Existe un eigenvalor real Ay > 0 de A tal que cualquier otro eigenvalor v de A cumple
|7"| < )\A-

2. Existen eigenvectores positivos tanto izquierdos como derechos, ambos asociados con A 4,
ie.
w1

Jv=(v1,...,0,) &IJw=

Wnp,

v; >0, w; >0 tal que vA = v & Aw = \w.

3. Elvalor A4 es una raiz simple del polinomio caracteristico de A.

Al eigenvalor real A4 que cumple con la condicién dada en el inciso (1) del teorema anterior
lo llamaremos valor Perron de A.

Entonces por el Teorema de Perron-Frobenius, dada P € M,,,,(R™) una matriz estocdstica e
irreducible sabemos que existe un vector caracteristico izquierdo y uno derecho que corresponden
al valor Perron A\p = 1 y cuyas entradas son todas estrictamente positivas. Mds atin, se puede
ver que el conjunto de estos vectores caracteristicos derechos es {(a,...,a) = a"|la > 0}. En
este caso son los vectores caracteristicos izquierdos los que nos interesan mas, en particular aquel
que es estocastico. Dicho vector 7 = (my,...,m,) existe, es Unico, y satisface que m; > 0 para
todat =1,...,n, 7P = myademas m; + --- + m, = 1. A este vector se le llama distribucién
estacionaria y lo definimos formalmente a continuacion.

Definicion 1.55. Sea P una matriz estocdstica indexada sobre un conjunto de estados S. 7 es
distribucion estacionaria de P si es un vector renglén con entradas 7; con j € S tales que:

l. ;>0 paratodaj y >, m=1.

2. m=mnPesdecirm; =), mp;; paratoda j.

No toda matriz estocdstica P tiene una distribucion estacionaria, y si la tiene no necesaria-
mente es Unica. Ahora, si P es irreducible y tiene una distribucién estacionaria, entonces ésta es
unica. Si P es irreducible, entonces es necesario que todos los estados sean recurrentes para que
exista una distribucion estacionaria, pero no es suficiente. Esto induce una nueva clase de estados
que llamaremos positivos recurrentes y que definimos a continuacion.
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Sea
gij(n) =P(X1 # 5, X0 #j, ... , Xpa1#j,Xn=7 | Xo=1)
la probabilidad de que la primera visita al estado 7, habiendo empezando en ¢, sea en el n-ésimo
paso. También definimos
@ = ) di(n)
n=1

que seria la probabilidad de que la cadena visite en algiin momento el estado j habiendo partido
de 7. Nota que j es recurrente si y s6lo si gj; = 1.

Definicion 1.56. El tiempo promedio de recurrencia y; de ¢ se define como

[ >, ngi(n) siiesrecurrente.
Hi=\ si i es transitorio.

Decimos que un estado recurrente 7 es positivo recurrente si z; es finito.

Nota que y; puede ser infinito ain cuando ¢ sea recurrente, en cuyo caso decimos que ¢ es nulo
recurrente.

La idea heuristica del tiempo promedio de recurrencia, es que si partiéramos del estado 7 y al
movernos estuviésemos en otro estado, indicar el tiempo que en promedio tiene que transcurrir para
“caer” de nuevo en el estado ¢; la idea de la distribucidn estacionaria es que indique la probabilidad
de que al “mover” algo, se caiga en el estado 7, ajeno al estado en el que hayamos comenzado.

Teorema 1.57. Sea P una matriz estocdstica e irreducible, indexada sobre un conjunto de estados
S. Entonces P tiene distribucion estacionaria 7 si 'y solo si todos los estados son positivos recur-

rentes. En este caso m es la unica distribucion estacionaria y estd dada por m; = Mi para cada
3
1€ 8.

La demostracion se puede encontrar en [2]].

Teorema 1.58. Sea P una matriz estocdstica e irreducible, indexada sobre un conjunto de estados
S. Supongamos que todos los estados son positivos recurrentes. Supongamos ademds que existe
N tal que PN > 0. Entonces

pij(n) = — =m; cuandon — oo paratodai,j
J
donde T es la distribucion estacionaria, y |1 son los tiempos promedio de recurrencia (definicion

7.56).
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La demostracion se puede encontrar en [2].

Dada una matriz estocdstica P, sea A la {0, 1}-matriz “equivalente” a P; es decir para todo
1,7:

1 siP; >0
A=

0 siF;=0
Consideremos ahora la grifica G con matriz de adyacencia A. Claramente, GG es una gréfica simple
y por lo tanto sus trayectorias pueden ser codificadas como matrices de adyacencia por vértices.
Supongamos que G4 es irreducible. Es bien sabido que si un estado es (positivo) recurrente (resp.
transitorio), entonces todos los estados son (positivo) recurrentes (resp. transitorios). En adelante,
Unicamente vamos a considerar matrices estocdsticas irreducibles en donde los estados son posi-
tivos recurrentes.

Queremos definir una medida pp en la o-dlgebra de Borel del o-espacio X 4. En virtud del
clasico Teorema de Extension de Carathéodory (1.51]), basta definir a .p en los conjuntos cilindros.
Seaw = (xg, T1,...,%,) € By(Xa),conz; € V(G4) paratodai = 0,...,n. Definimos

wtp(w) = P(xg,x1) -+ - P(Tp_1,2p) (1.59)

donde a wtp(w) lo llamaremos el peso de w en P. Ahora, usando la distribucion estacionaria,
definimos
pp(€lw; k) = mpywtp(w). (1.60)

Definicion 1.61. Sea P una matriz estocdstica irreducible y positiva recurrente, y sea A la (0, 1)-
matriz equivalente a P. Una cadena de Markov es (X4, o, pip).

Cabe observar que la nocién de irreducibilidad tiene interpretaciones interesantes en matrices
estocdsticas, graficas y sistemas dindmicos respectivamente. En digraficas, el que una matriz sea
irreducible equivale a decir que la grafica representada por la matriz es fuertemente conexa. En
sistemas dindmicos el que la matriz que representa a un sistema sea reducible quiere decir que el
sistema se puede reducir a dos 0 mds sistemas mds simples, y que si la matriz es irreducible el
sistema se tiene que tratar como un todo. En cadenas de Markov, cuando una matriz es reducible
entonces hay dos o més sistemas de estados aislados, posiblemente conectados por estados trascen-
dentes y que corresponden a la existencia de maltiples distribuciones estacionarias.

Otro aspecto donde podemos observar la importancia del concepto de irreducibilidad, es cuan-
do hablamos de transitividad topoldgica; un o-espacio de tipo finito es topoldgicamente transitivo
si y sélo si su matriz de transicion es irreducible.



1.9 Sistemas dinamicos 27

Nota también que en este caso, buscamos alguna forma de medir un subconjunto A C X,
donde X es un o-espacio y A un boreliano (pues son €stos los elementos de la o-dlgebra). En X4
si tenemos definida una medida pp, pues se definié una medida para los cilindros, y por el Teorema
de Carathéodory podemos extender esta medida. Ademds, necesitamos una medida o-invariante.
Dado i : A — A un mapeo continuo, definimos fip(A) = pup(p(A)).

Entonces fip es o-invariante pues

fip(0(A)) = pp(¢(a(A))) = pr(o(9(A))) = np(d(A)) = p(A).

A ésto generalmente se le conoce como un pullback.

1.9. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es, en principio, una forma de describir la dependencia de un estado o
posicion (generalmente de un punto en una variedad, aunque en nuestro caso sera en un espacio
métrico compacto), bajo la accion de una transfrormacion a lo largo del tiempo. El tiempo es
pensado en R para sistemas dindmicos continuos, o en Z para sistemas dindmicos discretos. En
nuestro caso nos interesan inicamente los sitemas dindmicos discretos.

Definicion 1.62. Un sistema dinamico (/, ¢) consiste de un espacio métrico compacto M y un
mapeo continuo ¢ : M — M.

Si ¢ es un homeomorfismo entonces denominamos a (M, ¢) un sistema dindmico invertible.

Ejemplo 1.63. Sea (X, o) un o-espacio. Entonces, en virtud de la Proposicién (X,0) es un
sistema dindmico discreto.

Dado un sistema dindmico (M, ¢) la érbita de un punto z € M es el conjunto de iteraciones
{¢"}nez cuando ¢ es invertible (y para este trabajo en general lo serd). Un punto periddico es un
punto x € M tal que ¢"(x) = z para algin n > 0.

Sean (M, ¢) y (N, ) dos sistemas dindmicos. Un homomorfismo 6 : (M, ¢) — (N, ) es
una funcién continua § : M — N que satisface 1o = 6o ¢, de modo tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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M2

0

NTN

S

Definicion 1.64. Sean (M, ¢) y (IN,v) dos sistemas dindmicos, y sea 6 : (M,¢) — (N,?) un
homomorfismo. Si # es inyectiva, entonces la llamaremos un encaje, si es sobreyectiva, entonces
es un mapeo factor y si es inyectiva, sobreyectiva y su mapeo inverso es continuo entonces la lla-
maremos conjugacion topolégica. Si 6 es una conjugacion topoldgica decimos que estos sistemas
dindmicos son topolégicamente conjugados y lo denotamos (M, ¢) = (N, v).

Ahora, consideremos el siguiente caso: sea (M, ¢) un sistema dindmico, sea
MC ... xMxMxMx...=M*

determinado de la siguiente manera: para cada x € M, sea

f:("-,¢71(£L‘),£L’,¢($),"') GM'

Definimos ¢ : M — M tal que:

O@) = (-, 307 (), 6(2), d(d(x)) ) = (., ¢(x), ¢*(x) ")

es decir, ¢ es un corrimiento. (M, ¢) es un sistema dindmico que se conoce como extension nat-
ural.

Nota que (M, ¢) = (M, ¢), es decir, son topolégicamente conjugados. Entonces podemos

pensar en un sistema dindmico, médulo una conjugacién como un sistema dindmico en el que la
accion es el mapeo o.

1.10. Invariantes

Algo que es importante en el estudio de los sistemas dindmicos es encontrar invariantes para
sistemas dindmicos topoldgicamente conjugados.

El invariante por excelencia es la entropia topoldgica, que definimos a continuacién para o-
espacios.
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Definicion 1.65. Sea X un o-espacio. Definimos la entropia (topolégica) de X por

B(X) = 1im 08Bl

n—oo n

donde B, (X) son los bloques permitidos en X de longitud 7.

La entropia es un invariante de conjugacion, y representa la tasa de crecimiento exponencial de
la cardinalidad del conjunto de bloques de longitud n. De hecho, calcular la entropia de o-espacios
de tipo finito es sencillo, como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 1.66. Si X es un o-espacio irreducible de tipo finito, con memoria M, G es una grdfica
irreducible tal que XM+ = X, y A(G) su matriz de adyacencia, entonces h(X) = log Aa(c)-

La demostracion se puede encontrar en [4], y se demuestra con argumentos de teoria de Perron
- Frobenius. La idea es demostrar que la tasa de crecimiento estd controlada por el eigenvalor mas
grande de A.

Asi pues, para calcular la entropia de un o-espacio de tipo finito con memoria M, basta con
obtener los eigenvalores de la matriz de vértices de la grafica asociada al o-espacio de tipo finito,
la cual existe por la Proposicion|1.39

Los puntos periddicos son un invariante bdsico en los sistemas dindmicos, ademds de ser un
concepto intuitivamente claro en este contexto.

Definicion 1.67. Sea (X, ¢) un sistema dindmico. Sea p,,(X) el nimero de puntos periddicos de
periodo n > 1; es decir
pa(X) = {z € X[¢"(z) = z}|
y sea
(X)) = |{z € X[¢"(z) =2z y ¢"(x) # xdado 1 < k < n}|.

En otras palabras ¢, (X)) nos describe el nimero de puntos con periodo minimo 7.

Es claro que tanto p,,(X) como ¢, (X) son invariantes de conjugacién en sistemas dindmicos,
ya que dada una conjugacion 0 : (M, ¢) = (N, 1)), entonces ¢"(x) = x siy s6lo si

0(z) = 0(¢"(x)) = " (0(x)).

Ademads, para calcular la entropia nos podemos fijar, bajo ciertas condiciones, inicamente en pun-
tos periddicos. Concretamente, si X es un o-espacio de tipo finito e irreducible, entonces la tasa
de crecimiento exponencial de la cardinalidad del conjunto de puntos periddicos de periodo n es
igual a la de los bloques de longitud n.



30 Conceptos basicos

Ejemplo 1.68. Consideremos un o-espacio (X4,0) con 0: X4 — X, donde A es la matriz
de adyacencia de una grifica. Entonces observamos que z,, € A representa la arista e tal que
i(e) =r, t(e) = s; se puede ver entonces que los sumandos que componen ¢r(A), es decir la traza
de A, son los puntos tales que i(e) = t(e).

Tenemos, usando la Proposicién [.34] que dada A € M,y (Z4), {M1,- -, An} = sp(A)
donde sp(A) es el espectro de A (es decir, el conjunto de eigenvalores de A), entonces pn(X ) =
tr(A") = AP 4+ -+ A

Sea A la matriz de adyacencia que define a un o-espacio X 4. Entonces

= Z C]k(XA)

kln

donde k|n son los divisores k£ de n. De esto tenemos que g,, nos determina p,,.

Por otro lado, se puede observar que
Z 1 ( ) tr(A?)
d|n
donde u es la férmula de inversion de Mobius definida como:

(=1)" sim es producto de r primos distintos.
u(m) =< 0 si p?|n para alguna p.
1 sim = 1.

Pero por la Proposicion tenemos que tr(A™) = p,; entonces
_ n )
—ZM(3>?5TA ZM( >deA)
d|n
de lo cual tenemos que p,, determina a g,,.

Definimos ahora la entropia de la teoria de la medida. Para €sto suponemos que tenemos un
o-espacio X 4 definido por una 0-1 matriz de adyacencia. Sea P una matriz estocastica equivalente
a A,y sea up la medida de Markov que define PP en X 4. Sea 7 la distribucion estacionaria de P.
Definimos la entropia de teoria de la medida como

h( XA,MP Zm jlog P;j.
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Se puede demostrar que si A es irreducible, entonces
h(Xas pp) < h(Xa)

y que existe una tnica P tal que h(X4; up,) = h(X4). Por esta razén, a up, se le conoce como
medida de entropia maxima. Estos conceptos son relevantes para poder enunciar el Teorema|2.49
mds adelante.
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Capitulo 2

El politopo de pesos por simbolo

Uno de los objetos centrales en esta tesis es el politopo de pesos por simbolo de una cade-
na de Markov. Tuncel y Marcus ([5]) lo definen en un contexto algebrdico de matrices sobre un
semianillo mds general, a saber Z [exp|. Las matrices estocdsticas comunes “viven” en el conjun-
to de matrices sobre Z, [exp]. La estructura algebrdica de Z [exp| nos va a permitir estudiar mas
propiedades de las cadenas de Markov.

Empezaremos por describir el semianillo Z, [exp] y veremos cdmo matrices sobre este semi-
anillo definen cadenas de Markov. Después definiremos invariantes como el grupo I' y el grupo
A, que usaremos para construir las I'-formas y las A-formas, que son de vital importancia para el
estudio del politopo de pesos por simbolo.

Definimos el politopo de pesos por simbolo, estudiamos algunas de sus propiedades que lo car-
acterizan y mencionamos brevemente algunas propiedades de sus caras. Se dan algunos ejemplos
de politopos de pesos por simbolo, mismos que se usardn en el Capitulo

2.1. El semianillo Z  [exp]

Sea exp el conjunto de funciones exponenciales, es decir exp = {a’ | a > 0}. Entonces
7., [exp] denota el conjunto de polinomios en exp con coeficientes en Z, . Z [exp] es un semian-
illo cuando lo equipamos con las operaciones de suma y producto. Recordemos la definiciéon de
semianillo.
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Definicion 2.1. Dado un conjunto A y dos operaciones binarias + y -, llamadas suma y multipli-
cacion, (A, +, -) es un semianillo si satisface las siguientes condiciones:
e (A, +) es un monoide conmutativo con 0 como elemento neutro, es decir:

l.a+ (b+c¢)=(a+0b)+cparatodoa,b,c € A.
2. a+b=b+aparatodoa,b € A.
3.0+a=a+0=aparatodoa € A.

e (R,-) es un monoide con elemento neutro 1, es decir:

l. (a-b)-c=a-(b-c)paratodo a,b,c € A.
2. a-1=1-a=aparatodoa € A.

e - distribuye en +, es decir:

l.a-(b+c¢)=a-b+a-cparatodoa,b,c € A.
2. (a+b)-c=a-c+b-cparatodoa,b,c € A.

e Ademassetienequel-0-a=a-0=0.

Ejemplo 2.2. Los siguientes son elementos de Z [exp]:

2\ 1\’
1 (g) 7Tt 4 (5) + 7€7t
Ejemplo 2.3.

(@) )) o) )+

A una matriz sobre Z, [exp] le llamaremos una Z, [exp|-matriz. Dado t € R, A, denota la
matriz real no negativa A evaluada en ¢. Veamos cémo matrices sobre este semianillo representan
graficas con “pesos” en sus aristas.

1\¢t 1\t 7\t
Ejemplo 2.4. La matriz ( (5) ;; (3) (%) ) representa la gréfica
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1
. : 3rt et .
Ejemplo 2.5. De nuevo, la matriz gt o representa la grafica

€

s

B o

m

8

Una R*-matriz A es naturalmente una Z ., [exp|-matriz mediante el encaje a — a'. Hay que
extender varias definiciones que ya hemos visto al contexto de Z [exp|-matrices.

Tenemos que dada una Z, [exp]-matriz, A; con ¢t € R es la matriz evaluada en ¢. Por ejemplo,

sea 1y
_) 0
At = ( 3t 1t ) :
Con esta misma matriz tenemos que

1 0 Lo
w=(1y) yoa=(30)

Asi por ejemplo, la matriz Ay tendrd entradas en Z, y determina la grafica G(A) con vértices V(A)
y aristas E(A).

=

Definicion 2.6. Una Z, [exp]-matriz A es irreducible si A, es irreducible,y es estocastica si A; es
estocdstica.

Como se ve en los ejemplos anteriores, una Z, [exp|-matriz resulta en una matriz no negativa
al ser evaluada en ¢ > 0. El primer ejemplo (2.4)) es de una matriz estocdstica, y el segundo (12.5)
de una matriz no estocéstica. Observe que la grafica de una Z, [exp]-matriz no necesariamente es
simple, aun si es estocdstica. Por esta razon, en el contexto de Z [exp|-matrices, las aristas de la
grafica seran, como veremos mas adelante, los estados de la cadena de Markov correspondiente.

En principio estaremos considerando matrices que son no negativas, pero no necesariamente
estocdsticas. Mas adelante si necesitaremos matrices estocdsticas, por lo que describiremos el
clasico método de Parry - Tuncel para convertir la matriz dada en una matriz estocastica.
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2.2. Normalizacion estocastica de Parry-Tuncel

Dada una Z, [exp]-matriz A, escribimos A;; = ZmEew ary, m donde ay;,, € Z,. Obser-
va que Ay nos define una grafica G(A). V(A) es el conjunto de indices de A y hay (Ay);; =
> meeap 17, aristas de [ a J, donde I, J € £(A).

Esto nos define un o-espacio de tipo finito:

Ya, = {2 € (E(A)? | t(x;) = i(w1) paratoda I € Zen G(A)}.

Ahora, podemos asignar pesos a las aristas £(A) de la siguiente manera: para cada par /, J €
V(A) y cada m = a' € exp, asignamos peso a a exactamente a;,, aristas que van de [ a J.
Tenemos entonces que

A[J = Z U)tA(UJ)t.

we&(A), i(w)=I, t(w)=J
Sea A una Z, [exp|-matriz irreducible. Sea A el valor Perron de Ay, y sea r el vector Perron

derecho asociado a \. Definase la probabilidad de transicién para cada arista w como:

(w) = W4 (W) ()
pa )\(A)Ti(w) '

Sea )
D~tAD
P = 2.7
(A(4))!
donde D es la matriz diagonal D;; = ry.
Entonces
Pry = Z (pa(w))".
i(w)=It(w)=J
1
De 2.7, y dado que A7 = \(A;)r, tenemos que P11 = 1,donde T = | : | esdecir, P es
1

estocastica. Dado que A; es irreducible, también lo es P, y entonces existe un vector estacionario
Unicortalque 7Py =7mconm > 0,7-1 = 1.
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Observa que
D_lADT D 'Ar _ D7'ar

A X

|

—_= D_l’[" =

D 'AD .
de lo cual, P = ——— es estocastica.

A

Definimos 114 en los conjuntos cilindro ¢ = {x € ¥4, | 2y -2, = w;, - - - w;, }, COMO
pa(C) = TiGe,, PA(€3,) - - Paler)-

Definicion 2.8. La cadena de Markov definida por Aes ¥ = (X4,,04,, f4a)-

La siguiente proposicién nos indica cudndo dos Z*[exp|-matrices irreducibles nos definen la
misma cadena de Markov.

Proposicion 2.9. Sean A, B Z, [exp|-matrices irreducibles. Entonces:

1. A tiene forma estocdstica vinica.

2. A, B definen la misma cadena de Markov si y sélo si existe una Z, [exp|-matriz diagonal D,
conm € exp tal que

D7 'BD
—

A= (2.10)

Demostracion. Para ver que cualquier Z, [exp]-matriz irreducible es tnica, observa que la matriz
P, definida por la ecuacién es una forma estocastica de A, pues para una matriz estocastica
Py, \(Py) = 1y un eigenvector Perron derecho para P es 1 (el vector cuyas entradas son 1’s) y
entonces las cadenas de Markov definidas por Py A coinciden ((04,,0%, ta) = (Op,, 0p,, 1tp))-

De aqui se puede ver que dos formas estocésticas definen la misma cadena de Markov si y
solo si coinciden.

Ahora, para demostrar que dadas A, B Z [exp|-matrices irreducibles definen la misma cadena
de Markov con las condiciones dadas, primero definimos A ~ B si la ecuacién [2.10] se cumple
para alguna D, m = a’. Se puede ver que ~ es una relacién de equivalencia.

Sean P, () formas estocasticas para A, B respectivamente. Entonces A ~ Py B ~ (). Pero
entonces A ~ Bsiysoélosi P ~ Q.

SiP = Di;tQD entonces a = ’;((?311)) = 1. Entonces D11 = D, P11 = Q;(D;1). De alli D;1 =

c1 para alguna c. Entonces D = c'I y por ende P = Q.
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O

2.3. Algunos invariantes

Seay = ejes...€, una trayectoria en G(A), donde e; son las aristas de la trayectoria. Definimos
la longitud [(+) como el nimero n de aristas que atraviesa la trayectoria .

Llamaremos a una Z [exp|-matriz no errante si siempre que existe una trayectoria de [ a J,
existe una trayectoria de J a I.

Definicion 2.11. Sea A una Z [exp] matriz. Definimos el conjunto gamma de A como:

s = ({wta(y) | v esun ciclo})

y el conjunto delta de A como:

B { wta(y)

.7 sonciclosy I(y) =1 ’}.
wia(7) |7,y yli(y) =1(v)

Llamaremos ciclos simples a aquellos ciclos donde el tnico vértice que se repite es el inicial,
que es igual al terminal.

Definicion 2.12. Sea A una Z, [exp|-matriz irreducible. El periodo d = d4 de A es el mdximo
comiin divisor de las longitudes de los ciclos de G(A). Decimos que A es aperiodico si d = 1.

Si A es irreducible con periodo d, entonces para toda n, A" es no errante y A? tiene exacta-
mente d componentes irreducibles, y cada componente es aperiddico.

Proposicion 2.13. Sea A una 7., [exp|-matriz irreducible. Entonces se cumple:

1. Para cada estado 1, I' 4 es el grupo generado por

{wta(y) | v esun ciclo que pasa por I}
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t
Ay = { d A(’Y/) | 7,7 son ciclos que pasan por I con I(y) = l(”y’)}.
wta(y')

2. Ay C T4y éstos son subgrupos finitamente generados por el grupo multiplicativo (R*, x).
Asi pues T 4 y A 4 son grupos abelianos finitamente generados.

3. Para cada I, A4 no depende de 1.

4. Paratodan, Ain = Ay,

Demostracion. 1. Dado que A es irreducible, se sigue que el grupo generado por un ciclo que
pasa por un vértice especifico es igual al I'4 generado por cualquier ciclo. Esto es andlogo
para A 4.

2. Primero, I' 4 es un subgrupo de (R™, x) por definicién, al igual que A 4.

Ahora, nota que I'4, A4 son finitamente generados, pues A representa una grafica finita-
mente generada, la cual tiene una cantidad finita de ciclos simples, y el peso de cualquier
ciclo puede ser descrito como el producto de pesos de ciclos simples.

3. Se sigue de la Proposicién inciso (2).

4. Se puede ver que A 4n C Ay,

Demostraremos que Ay C A 4x: sean ciclos 7,7’ los cuales tienen un estado / comin y
tales que I(y) = (7).

Considera
YKy ke Y ke
N———— N——
n veces n—1 veces

(donde * significa concatenar). Estas cadenas tienen sentido como ciclos, aun cuando puede
ser necesario aplicar o a . Nota que ademas estos ciclos representan los ciclos 7, 7/ en la
grafica de A". Entonces:

wian(7) _ (wta(y))" _ wta(7)
wia(Y)  (wia(y)) (wta())"=t wia(y')

De esta forma, cualquier elemento de A 4 puede ser presentado como elemento de A 4»
,', AA g AAn _'_ AA — AA’I’L.
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Definicion 2.14. Sea A una Z. [exp]- matriz con periodo d. Sean v, ciclos en G(A) tales que

[(7) = d+ (7). Definimos
[ wta(y) Ha
" (th(v’)> |

Nota que c4 depende de los ciclos 7, 7. Sin embargo, si establecemos que A es irreducible,
entonces c4 es un objeto bien definido médulo Az/ = {a? | a € Ay}, lo cual se demostrard a
continuacion.

Antes, una pequeia observacion que resultara muy util para la siguiente proposicion.

Observacion 2.15. Si~y,v',d, ¢ son ciclos en G(A) tales que I(y) — I(y') = () — (&) entonces:

wta(y) _ wta(d) .
= méd A y4.
wta(y) — wta(d) A

Demostracion. Dado que A es irreducible, podemos asumir que ~, 7', d,d’ pasan todos por un
estado en comin. Entonces, concatenar v x ¢’, * 0 tiene sentido como ciclos, (si los estados
iniciales de 0, ¢’ no coinciden con los estados terminales de ~y, ' respectivamente, aplicamos o a

,0"). Ademéds, I(y x ') = I(y *9).

Entonces ta)
wta(y
wiaty) _ wta(y)wta(d)

wt 4 (9) / AN
) wta(y)wta(0')

Ahora, como dados dos ciclos cualesquiera v, ¢ se tiene que

wta(y)wta(0) = [[i=, wtale:) [T}, wtale;) = wta(y * 0) (donde e;, e; son las aristas de
los ciclos ¢, v respectivamente).

Se sigue que
wta(y)wta(0)  wta(y*§')

wto(Y)wta(6)  wta(y * )
donde ademas [(y x 0") = I(y' * 0).

wta(y)
t 0o’ Wil t ta(d
Entonces w € Ay, ta) Ay, wta(y) _ Y A00) mod Ay.
wta(y *0) wta(9) wta(y)  wta(d)

’th((S/)
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Con esto en mente, veamos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.16. Sea A una 7. [exp|-matriz irreducible y aperiddica

1. cy estd bien definida mod A 4.

2. VieN

- t
AL = {;Ut:((z’)) | v, son ciclos tales que 1(v) =i + l(’y’)}.

3. T'a/A 4 es un grupo ciclico con generador c4 A 4.

4. Si A, B definen la misma cadena de Markov, entonces

CA CB
— | = —= méd Ay.
(A(An) <A<Bl>> !
En particular si P, A definen la misma cadena de Markov, P es una forma estocdstica

entonces cp = %) mod Ap.

5. CAnAAn = CZAA.

Demostracion. 1. Por definicién, ¢4 = (( 7 dado I(y) = 1+ I(7).

De la observacién anterior (2.13): sea

l(7) — 1(+') = 1(5) — (&) entonces 2400) _ wiald)

moéd A 4.
wta(y') — wta(d) 4

2.

i th(’V) ’
cy = donde [ l =
A T th( /) ( ) (7)

De nuevo, sean ¢, ¢’ tales que I(y) — I(7') =1 = 1(§) — I(J)

entonces wta(y) = wta(0) mod A 4.
wta(y)  wta(d)
Sea

i s (240 (149)
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donde I(7) — I(') = i, 1(6) = 1(&").

Pero ( era un elemento cualquiera. Entonces afirmamos que

) t
VAV {%8% | v, son ciclos tales que () =i + (7/)}-

. Sabemos que A < I' ; tenemos ademads que

I/A={gA|geT}
gA ={gh | h e A}.

Por demostrar que existe gA € I'/A tal que (gA) = I'/A.
Sea hA € I'/A ; recordemos que I' = ({wt 4(7y) tal que y es ciclo }).

t
Sea h = wt4 (o) entonces wta(v)A = ¢™A donde ¢ = th((W,)) dado I(y) = I(y') + 1.
wiaY
Habria que demostrar que existe m tal que wt4(vp)c™™ € A i.e.
wta(y')"
wt € A.
a(70) wta(y)™

Llamaremos ng, n respectivamente a las longitudes de los ciclos g, 7.

Dado que estamos trabajando en una matriz irreducible podemos considerar, sin pérdida de
generalidad, trayectorias que cumplen:

e p; que una a un vértice de 7’ con un vértice de 7, denotando su longitud k;.
e p, que una a un vértice de 7, con un vértice de -y, denotando su longtud k.

e p3 que una a un vértice de v con un vértice de 7/, denotando su longitud k3.

Seap=opy*xpoxp3, vk =k +ky+ ks

1.€.

"0 C o <~~to 3 v
\1
P?}W\L P2
4
o
O

5
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(Notese que el anterior dibujo es una mera referencia, pues ninguna de las trayectorias que
aparecen en éste deben ser necesariamente de longitud 1.)

Consideramos entonces

wt A(Yo)wta(ps)wta(p2)wta(Y)"wta(pr)  no+nm-+k  mn+k+ng

wt 4 () wt 4(p) S omn+1)+k mn+k+m

Observa que tomamos dmbos ciclos.

Pero entonces basta con m = ng y tenemos que wt 4(yo)c~™ € A entonces hA = ¢™A.

D 'BD
4. Si A, B definen la misma cadena de Markov, entonces se tiene que A = ———— donde D
m

es una matriz diagonal y m estd en exp.

Entonces

A — D 'BD\" B (D-'BD)" B D=1B"D
N m mn mr
Sean P,, Pg formas estocdsticas de A, B respetivamente. Entonces

p _ Di'ADs _ Dy'BDy _
YT T (BT

Se ol wtaly) _ ooy _
€ sigue que W = wtp(y) = ()\(Bl))lm

()
entonces wt4(y) = wtp(7y) <)\(21)) )\(A1)l(v) = wtg(y) (/\(Bi)

Esta igualdad implica que:

wtp(y) (241)"7 v
wta() —aTT wsk) (A(Aﬂ)“”) ‘)
ca _ wme) _ w0 (5E) win™) \NB1)
(A~ (A AAY) A
wit g ()
wtg(;) cB

En el caso de que B fuese estocdstica, tendriamos que cg = < )\(62 )) méd A 4 pero dado
1
que \(B;) = 1. Entonces:
Cp Ca

A(Br)  A(A1)
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5. Demostraremos que c4n A gn = A 4.
Tenemos por la Proposicién que Agn = Ay,
Ahora, por definicion tenemos que

wt ()
wta(Y')

CpA =

para algin par de ciclos vy 7' en G(A), con I(y) = I(7') + 1.

Observamos que

t n
= % yademds (") = nl(y") + n. (2.17)

Por otro lado

para algin par de ciclos py p’ en G(A™), con I(p) = I(p/) + 1.

Entonces, ya que las aristas (simbolos) de G(A™) corresponden a caminos de longitud n en
G(A), entonces existe un ciclo p en G(A) que corresponde al ciclo p en G(A"), y se tiene
que I(p) = n(m+ 1) = mn +ndonde m = [(p) (por lo que 4= (p') = mn), y en virtud de
las ecuaciones tenemos que canAan = §A 4.

]

Noétese que (I'4/A4) puede ser finito o infinito. Por ejemplo, si A = p' + ¢* dados p y ¢
linealmente independientes, entonces 'y = (p, ¢), Aa = (p/q) y |Ta/A 4| = 0.

A continuacién se muestra que las cadenas de Markov pueden ser representadas con matrices
sobre Z. [I'*], Z,. [A"].

Proposicion 2.18. Sea A una matriz irreducible 7., [exp|. Entonces las siguientes afirmaciones

son ciertas:

1. 3D matriz diagonal sobre exp tal que
A := D' AD estd sobre 7., [I']

(ﬁ es la I'-forma de A).
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2. La T-forma es unica salvo conjugacion con una matriz diagonal en T,.

3. 34D matriz diagonal sobre exp, m € exp tal que

_ D'AD
n m

A estd sobre 7., [\")]

(A es la A-forma de A).

4. Si A es aperiodica, la A-forma es tinica salvo conjugacion con una matriz diagonal con una
matriz diagonal sobre Al y division con un elemento de A

Noétese que si A y B definen la misma cadena de Markov, entonces una A-forma para A es
también una A- forma para B.

Demostracion.
e

B
—\F\'—\"\.

Vin,

o

1. Para cada estado I; escojemos trayectorias y;, con la misma longitud y el mismo estado
terminal [, tales que y;, tiene estado inicial /;. Tomamos la matriz diagonal D definida por

Dir = (wta(vyr,))'
es decir,

D[] = (U)tA("Y[))t i.e.

wt (v, ) 0 0
b_ 0 th(.'yIQ)t 0
: 0
0 0 wta(yry)t
(wta(yn)™) 0 0
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de forma que
(DT'AD)ij = wta(yr) ™" Aywta(yr,)"-

Entonces hay que demostrar que
wta(yr) T Awta(y)t € T = ({wta(y)]y es un ciclo}),

es decir, que es cociente de dos ciclos.

Ahora, observa la siguiente figura:

Aij
i

Ay VI

p existe por irreducibilidad de la matriz A. Nos fijamos en los ciclos A;;v;p, y vip. Luego

AU’LUtA<fY]>th(’Y) A@]th(’y]) .
wta(yi)wta(p) wiaty - Wtaln) T Aiwtalag)

Pero este es el ciclo que buscabamos.

Entonces wta(vy;) " Ajjwta(y;) €T

delocual D 'AD € Z,[T'].

. La demostracion se implica en la demostracion del inciso (4).

. Por demostrar que 3D matriz diagonal sobre exp y m € exp tal que

D='AD
m

A=

estd sobre Z, [A 4].

De nuevo consideramos D;; = (wta(7y;))" y ademads consideramos m = ¢!, recordando que

- th(’Y) _ /
c= wia() donde I(y) = I(y) + 1.

Entonces, usando lo visto en la demostracion del inciso anterior, tenemos que ver que

wt () " Agwta(yr,)’

wta(7)
wta(y')

€ Ay

Observa la figura:
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Considera los ciclos A;;v1,7'p 'y v1,7p- Sea

Awta(y)wia(Y)wta(p) _ Agwta(y,)wia(y')
wta (g )wia(y)wta(p) wta () wia(y)

Recordando que tenemos wt 4 (vz;) = wta(yr,) y 1) = I(7') + 1, entonces

Aijwt (v )wta(y') = wta(y )wta(y)

Agjwta(yr )wta(y')

or tanto,
P wta(y,)wta(7)

€ Ay,
Pero ademas esta es la forma que buscabamos.

wt 4 (1)t Agwta(v,)

Entonces Al e Ay
wta(y')
D7'AD
se sigue que € Zi[Aal
. ‘ —  D7'BD .
4. Sean A, B A-formas de una matriz A. Entonces A = ———— para alguna m = ¢'.
m

Vv cicloen G(A) = G(B), wtz(y) = cz%)wtg(v)-

Como wt4(7), wtz(y) € Ay entonces V) € A 4. Pero como A es aperiddica y A 4 es
grupo, ¢ € Ajy.

_ E'BE
entonces A =
Iolo m

Ahora, fijamos un estado /. Sea £ = . Falta ver que las

entradas de E estan en A.
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Para cualquier estado [ existe una trayectoria ay, ;.
Seaa. — (€ He)by _ (eio) 7 (en)bign  (Cina) ™ (Cin)Dinsin
ea a;; = i = Ct Ct .

th(a)eI’OleIn

De aqui, wt4(a) = 0

Si la trayectoria es el ciclo, entonces (F1);; = (E),;, = 1 lo cual implica que

wts(a) = wtgl@) (B (55 )

Cl(’Y)

Ahora, como wtx(a), wtz(a), c € Ay entonces (Ey); € Aa.

Para demostrar la unicidad de las I'-formas, es basicamente el mismo procedimiento pero
sin c.

Proposicion 2.19. 1. Si A es una A - forma, entonces 'y = Ay Ay = Ay,

2. Si P es estocdstica y aperiddica, entonces

(1/c,)Ap = {\(As) | A es una A-forma para P}.

Demostracion. 1. Si A es una A-forma, por demostrar que I'y = A 4.

Dado que A es una A-forma, sus entradas estan en A 4. Entonces, para cualquier ciclo v en
la grafica G(A) de A, su peso wts(y) € Aa.

Pero por definicion wt(y) € T'4 entonces 'y C A 4. Ademds por Proposicion ten-
emos que Ay CT'yporlocual Ay =T 4.

Falta demostrar que chA 4 = A 4. Pero como ya tenemos que Ay = 'y, 'y /A4 es trivial.
Ahora, por Proposicién (3) sabemos que I" 4 /A 4 es generado por c4 A 4, lo cual implica

que CAAA = AA.
2. Si P es estocdstica y aperiddica, demostrar que
1
(—) Ap = {A(4;) tal que A es una A-forma para P}.
cp
Observa que por Proposicion [2.16| (4) tenemos que cp = )\(Cz ) méd Ap, de lo cual
1

)\(Al)Cp = Ch7 méd AP.
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Ademads tenemos por el inciso anterior que caAy = Ax = A(4;) = i moéd Ap. Pero
sabemos que cualquier multiplo de una A -forma sigue siendo una A -forma.

1
Entonces — = {A(A;) tal que A es una A-forma para P}.
cp

]

Dado que buscamos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de cierto tipo de
codigos de una cadena de Markov a otra, a continuacidén veremos algunas nociones de codificacion.

La continuidad hace referencia a los espacios producto £(A)%, £(B)%, alos cuales se relacio-
nan de forma natural X4, y X, respectivamente. Recordemos que el mapeo 7 : ¥4, — Xp, €s
continuo si y so6lo si existe un mapeo ¢* de las trayectorias de longitud L en G(A) a las aristas en
G (B) tales que para algtn k € Z se tenga que

QD(ZZ')H_k = 77*(1'7; N xi—i—L—l)-

Si L = 1 entonces ¢ es un 1-mapeo de bloque y estd determinado por un homomorfismo de gréfi-
cas G(A) — G(B), es decir, mapeos V(A) — V(B), £(A) — £(B) tales que se respetan los
estados iniciales y terminales.

Definicion 2.20. Sean Ay B 7, [exp] matrices. Un homomorfismo de bloques ¢ : ¥4 — Ypes
un mapeo factor ¢ : ¥4, — X, que ademds preseva la medida (es decir, p(p4) = pp). Decimos
que X es factor de X4 si existe dicho homomorfismo de bloques. Un isomorfismo de bloques
es un homomorfismo de bloques que es 1 — 1.

Para un ciclo v en G(A), v denota el punto periédico de X4, generado por 7. Por ejem-
plo, si v = e;...e, entonces (7*); = €; modn- Si © es un homomorfismo de bloques, sea
©(7) el ciclo cuya longitud es igual a la longitud de ~ y tal que genera ¢(~°). Es decir, ¢(7y) =

(Y1 ((r™))n-

A continuacion se da una caracterizacion fundamental de los mapeos factor finito a uno que
preservan medida. La caracterizacion se da en términos de los pesos de los ciclos.

Proposicion 2.21. Sean P, () Z. [exp] matrices irreducibles y estocdsticas. Sea ¢ : ¥p, — g,
un mapeo factor finito a uno. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ¢ : Xp — Yg es un homomorfismo de bloques (es decir, preserva medida).
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2. Para todo ciclo v en G(P), wtp(y) = wtg(ev).

3. Si A, B definen la misma cadena de Markov que P, () respectivamente, entonces existe
a € R tal que para toda ~y ciclo en G(A),

wta(y) = a'PDwtp(py).

Demostracion. e Demostraremos primero que dado ¢ : Xp — Xg un homomorfismo de
bloques, entonces para todo ciclo vy en G(P), wtp(y) = wtg(ey).

Sea ¢ : ¥p — X un mapeo de k-bloques. Sea v € Xp un punto periddico con periodo
minimo p. Si § = ¢y, entonces 0 es periddico de periodo p y sea p’ el periodo minimo de §
(de forma que p' | p).

Sean 7("), (@ las distribuciones estacionarias de P,(Q respectivamente. Consideremos

al conjunto cilindro €[d;...0,;k] C X, el cual tiene medida Wg?)(th(él o Op)).
Consideremos también al conjunto cilindro €’[(d;...6,)";k], el cual tiene medida

((5 )(th(dl .0,)™). Supongamos que v = Y 42 .~ son las pre-imdgenes de
d con periodos p = p; = s(1)p',p2 = s2)p,...,pr = s(r p’ respectivamente. Para cada
N > 0 consideremos ¢~ (€[(01 ..., )*N T —Np' +1]) C Zp

Por continuidad

lm @ HE[(01...6,) " =Np + 1)) = (1, ... .4} =716

N—oo

Hay entonces una ¢, independiente de N tal que cada punto en
o Y61 ... 6,)N*; —Np' + 1]) coincide con uno de v en un (p')?N+1~*-bloque; mas
precisamente, siz € @~ H(€[(d;...0,)*N T —Np' + 1]), entonces

_ 0
L—Np'+1+4t - - UNp'—t = V[ _Np/+1+t,Np/ —t]°

La medida de o' (€[(07 . .. 0, )*N T —Np' + 1]) puede ser expresada como

2N+1—t

2N+1—t r r 5
M) (wtp(rY .y SO e M) (wtp(” L)) 0

para M (7) positivo. Se requieren los s(i) porque p; = s(i)p’. La N debe ser escogida de

modo tal que 2~ J{% —t sean enteros. Dado que ¢ preserva medida, tenemos

W((;?)(Wtcg(&- 2N+1 ZM (wtp(y ) 71(21)) s())2N+1—t

para una secuencia de N al infinito. Esto nos dice que (wtg(d;...d, )) =
v) =

wtp(yfi) : vpz ) Vi que equivale a wtg(dy ... 60,) = wtp(y1...7,), l.e. wtg(p tp(y)-
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e Para la demostracion de que si todo ciclo v en G(P) tenemos que wtp(y) = wtg(yy),
entonces ¢ preserva medida, se puede consultar en [3]].

e Demostraremos que dado wtp(y) = witg(yey) para todo ciclo v, tenemos que para A, B
que definen la misma cadena de Markov, existe a € R tal que para todo ciclo v en G(A),

wta(y) = a'Dwtp(py).

Dado que A, B definen la misma cadena de Markov tenemos que

A(A) A(By) ) e

1v)
wta(y) = wtp(y) (m) y andlogamente wtp(py) = witg(py) (A(Ql)

Por hipétesis wtp(y) = wtg(¢7y), de lo cual:

1)
W) (ﬁ) — wip(py)(MB)'

i)
wtal) = (5 wtaen).

)\(Al)>l(’v).

Entonces, ademds tenemos a!(") = (
A(B1)

e Tenemos que para A, B que definen la misma cadena de Markov, existe a € R* tal que para
todo ciclo v en G(A), wta(y) = a‘Pwtp(py), y demostraremos que esto implica que para
todo ciclo v en G(P) entonces wtp(y) = wtg(py).

Dado que wt () = <;Eii; ) " wtp(py). Se sigue que
1) 1(7) 1)
wtp(7) (;Ei;) = (i&;) <%) wtq(py) entonces wtp(y) = wlg(pY).

]

A continuacién se introduce el invariante que juega el rol de la entropia topoldgica para las
cadenas de Markov.

Definicion 2.22. Sea A una Z [exp] matriz. La funcién beta /54 se define como

Ba(t) = sp(A;) tal que t € R.
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Observacion 2.23. Sean Ay B Z, [exp| matrices irreducibles.

1. Si AS = aS donde a = «(t) y S # 0 estd sobre Z, [exp|, entonces o = (4. Esto se sigue
del Teorema de Perron - Frobenius (1.54]).

2. Si B4 = Bpy P,Q son formas estocasticas para A, B respectivamente, entonces Sp = [q.
Esto se sigue de que 34 = S implica que A(A;) = A(B;) y entonces

~ Ba B
O = By~ By~

Teniendo los objetos I'p, cpAp, Ap, 5p, ya podemos buscar condiciones necesarias para ho-
momorfismos de bloques finito a uno.

Proposicion 2.24. Sean P, () Z [exp|-matrices estocdsticas. Sea v : ¥p — Y. un homomorfismo
de bloques finito a uno; sea d = dp. Entonces:

Bp=0Bg, TpCTq, ApCAg, ¢h=ch) médAqg y Lo/ Thr|, |Ag/Ap| son finitos.

Nota como podemos reformular la informacién contenida en Sp, I'p, Ap, cpAp en términos
de A-formas.

Proposicion 2.25. Sean P, Q) 7. [exp|-matrices estocdsticas aperiddicas. Entonces:

L (T'p,cPAp, Ap, Bp) = (Tq, coAq, Aq, o)
siy solo si

Ap = Aqg yexisten A-formas A, B para P, Q) tal que 34 = Bp.

2.TpCTy cp =cg mod Ag Ap C Aq Bp = Bq
siy solo si

Ap C Ag yexisten A-formas A, B para P, Q) tal que 54 = p.

Demostracion. Nota: S6lo demostraremos el primer inciso, ya que el segundo inciso no lo re-
queriremos para este trabajo.
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1. Queremos demostrar que (I'p, cpAp, Ap, Bp) = (I, colg, Ag, Bo)-
Entonces Ap = A y existen A-formas A, B para P, () tal que 34 = (p.

Sean A, B A-formas para P, () respectivamente. Por Proposicion (2) sabemos que dada
P estocéstica y aperiddica,

(1/¢,)Ap = {A(A;) tal que A es una A-forma para P}.
Entonces \(A;) € (i)AP y A(By) € (%)AQ. Ademis tenemos que Ap = Ag y cpAp =
coAg entonces A(A;) = A(By) méd Ap.

A(B1)
_ A(A)
A(A;) = A(B1). Entonces tenemos que:

Ba(t) = sp(A)  Bs(t) = sp(Br)

NN
L0 spA) P (At (3%5) )

Entonces Bs(t) = sp(BY) = sp(B,) - sp(By) N Bs(1)

t
Ahora, sea A = A < ) . Observemos que A sigue siendo una A forma para Py que

(recordando que en observacion (2) tenemos que B4 (t) = (A(A1)")Bp(t))

_ <A<Bl>)’f (A Be(t) _
)‘(Al) ()‘(Bl))tﬁQ(t)

De lo cual 5 = B entonces Ay = Ap = Ag = Ap O

Ahora demostraremos que Ap = Ay y existen A-formas A, B para P, () tal que 84 = (g
entonces (I'p,cpAp, Ap, Bp) = (Lo, colg, Ag, Bg)-

Sean A, B A formas para P, () tales que J4 = (. Por observacion (2) esto implica
Bp = Bq- Ba = Bp también implica A\(A;) = A(B;). Teniendo esto y usando la Proposicion
(2) obtenemos que cpAp = coAg. Ahora, por Proposicion (3) sabemos que g—’;
tiene generador cpAp, de lo cual concluimos que I'p = I'g.
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2.4. Definicion del politopo de pesos por simbolo y algunas propiedades
basicas

Definiremos el politopo de pesos por simbolo, asi como veremos algunas de sus propiedades.
Para esto, requerimos varias definiciones y conceptos, algunos de los cuales se han visto en la sec-
cion anterior.

Definicion 2.26. Un conjunto X es convexo si paratodaz,y € X,t € [0,1] el punto (1—t)z+ty €
X.

El casco convexo de un conjunto X es el minimo conjunto convexo que contiene a X.

Recordemos que un conjunto X es convexo si y solo si para cualesquiera x1, xs,...,rs € X
Yy AL, A, ..., Ay > 0talesque Ay + Ao + ...+ Ay = 1, se tiene que 22:1 ANz € X

Para un conjunto S de nimeros reales, (.S)q es el espacio vectorial racional generado por S,
esdecir {>_¢is; | ¢ € Q,s; € S}.

Denotaremos S a la cerradura del casco convexo racional de S en (S)q, es decir:

{Z%Si ¢ €Q,¢; >0,5¢; = 1,5, € S}.

Ejemplo 2.27. S = {2,3} entonces (S)g = Q.
Ejemplo 2.28. P = {m,e} entonces (P)gy = Q%

Definicion 2.29. Los puntos extremos de un conjunto convexo S en un espacio vectorial sobre R
0 Q, son los puntos en S tales que no estdn en un segmento abierto de S.

Es decir, x es punto extremo si y sélo si dados z,y,z € S, t € (0,1), x =ty + (1 —t)z =
T=y ==z

Definimos un politopo como el casco convexo de un conjunto finito.

Definicion 2.30. Sea A una Z, [exp|-matriz.

1. Para un ciclo vy de G(A), se define el peso por simbolo de v como

wpsa(y) = 2Ea0)) (;1(:?(7)) :
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2. WPSy, := {wpsa(y) | v esunciclode G(A)}.

3. El politopo de pesos por simbolo de A es W PS4, es decir, la cerradura del casco convexo
racional de W PS4 en (W PSy)q.

4. EX'Ty es el conjunto de puntos extremos en W PS 4.

La seccién estd dedicada a ejemplos del politopo de pesos por simbolo. Sin embargo, por
lo pronto enfocaremos nuestra atencion a algunas propiedades del politopo de pesos por simbolo.
En particular, a continuacién demostramos que el politopo de pesos por simbolo es un politopo.

Proposicion 2.31. Sea A una 7. [exp|-matriz.

1. (WPSa)q es de dimension finita.

2. WPS 4 es un politopo, es decir, W PS 4 es el casco convexo de un conjunto finito.

3. EXTy C{wpsa(y) | v es un ciclo simple }.

Antes de demostrar la proposicion, veamos una observacion que nos es de gran utilidad:

Observacion 2.32. Sea ~y un ciclo de G(A). Sean ciclos simples a1, ..., , tales que wt4(y) =

wtg(on)wta(o) ... wtala,)y >y l(a;) = I(7y) (los cuales en general existen). Entonces
)= 3 ).

Demostracion.

log(wia(v)) _ log(wia(on)---wta(am))

vl = TGy T i)
log(wta(aq)) + -+ + log(wta(ay))
()
~ Han)wpsa(wta(ar)) + -+ + l(an)wpsa(wta(an))
B 1(7) —~ ()

3

wpsA ().

5 o) noUew) _
Nota que ademas 0 < 10 <1 y > e 1) 1.
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O

Demostracion de la Proposicion[2.31] Por la observacién anterior, tenemos que wps4(y) es una
combinacién convexa racional de {wps(«) | « es un ciclo simple}, que es un conjunto finito. Por
lo tanto W PS4 es un conjunto finito, y de alli (W PSy4)q es de dimension finita.

Ademas, al ser W PS4 un conjunto finito, W PS 4 es casco convexo de un conjunto finito.
Finalmente, es claro que los puntos extremos de W PSS 4 son ciclos simples. [

Es importante mencionar que hay ejemplos en los que W PS4 # W PS 4, como se vera en el
ejemplo También observe que W PS4, W PS 4, EXT, pueden ser vistos ya sea como sub-
conjuntos de R, o subconjuntos del espacio vectorial racional (W PS(A))q.

Observacion 2.33. 1. Si Ay B definen la misma cadena de Markov, entonces por la Proposi-
ci6n2.9)(2), decimos que

WPSy,=WPSg+a, a=log (;ng .
1

2. Si A, B satisfacen A\(A;) = A\(Bj) (en particular si 54 = 5g) y P, son las formas es-
tocasticas de A, B respectivamente, entonces

WPSp=WPSqg siysélosi WPS, = WPSp.

Demostracion. 1. Tenemos que
WPS, = {wpsa(y) | v esunciclo }

wpotr) = A0

Por la Proposicion (3) tenemos que si A, B definen la misma cadena de Markov, y
@ Xp, — Xg, donde ¢ es un mapeo finito a uno, y P, () matrices irreducibles estocdsticas,

()
entonces para todo 7 ciclo se tiene que wt4(y) = a'Mwtp(py) donde a') = (%) )

En particular
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log(wia(y)) _ log(a'Mwitp(y)) _ Uy)loga  log(wts(y)) _\
iy 1(7) O = loga +wpss(7).

Por lo tanto W PS4 = W PSg + log <;\\E21§>
1

2. Se sigue del inciso anterior ya que A(P;) = 1 para cualquier forma estocéstica P.

O

Con esto, se puede ver que W PS4, W PS 4, EXT4 dependen del representativo de la cadena
de Markov sélamente de manera trivial. En particular los politopos W PS4 y W PS'g difieren sélo
por traslaciones.

Definimos la dimensiéon de un politopo S como la dimensién del espacio vectorial generado
por {s — s | s, € S}, y también definimos rango como la cardinalidad de un subconjunto
maximal linealmente independiente.

Proposicion 2.34. La dimension de W PS 4 es el rango de A 4.

Demostracion. Por la observacion anterior, podemos asumir que A es una A-forma. Si v es un
ciclo de G(A), entonces

log(wta(v)) _ log(Aa)

) =T ST
por lo tanto, (WPS4)g C (log(Ai))e.
< dim((log Aa)g)
= rango(Ay).

Ahora, si 0 € A4, entonces existen ciclos v, 7/ tal que [() = I(7') y log(d) = log(wta(y)) —
log(wt4(7")). Entonces log(d) = () (wpsa(y) — (wpsa(v')) y por lo tanto

log(d) € (s—s"|s,s € WPSa)g.

por lo tanto el rango de Ay < dim(W PS4)
y podemos concluir que dim (W PS 4) = rango(Ay). O
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Podemos ver entonces que la A-forma de una cadena de Markov es natural, pues W PS 4 es
un politopo que tiene la misma dimension que (W PS4)q cuando A es una A-forma, pero esto no
sucede en general cuando A no es una forma estocastica. Un ejemplo de esto:

Ejemplo 2.35. Sea P = (p' + ¢') donde p, ¢ sean multiplicativamente independientes. Entonces
W PSp es el intervalo log p, log ¢ (de dimension 1) en el espacio ({logp,log¢})o de dimensién
2. Ahora, A = 1+ (¢/p)" es una A-forma para P, y W PS4 es el intervalo {0,log(¢/p)} en el

espacio (log(q/p))q-

2.5. Ejemplos del politopo de pesos por simbolo

Si{xy, - ,z,} es sub-base de I' 4, entonces podemos visualizar a W P.S 4 como un politopo
geométrico en Q". Especificamente, podemos encajar W PS4 en Q" con el mapeo

a ’--- ’an
wpsa(y) = (o) l )

donde wta(y) =[], =, I(y) = L.

=11

Ejemplo 2.36. Sea A la matriz de 1 x 1 Ya,,m donde a,, € Z y la suma esta sobre los poli-
nomios en {z1,--- ,x,} un conjunto de exponenciales multiplicativamente independientes. En-
tonces W PS4 = {log(m) | a,, # 0}.

Ejemplo 2.37. Sea A =1+ x + y (esto es un caso particular del ejemplo anterior).

Tenemos que G(A) en este caso es:

1

&b,

Observa que los ciclos en esta grifica son aquellos determinados por las aristas de peso 1, x, v,
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de lo cual tenemos que

wpsa(l) = ] =0

wps a(x) ==10§fx) = log()
_log(y)

wpsaly) =—7— =log(y)

Entonces tenemos en el W PS los puntos (0, 0), (log(x),0), (0,log(y)), delo cual WPS, se
ve de la siguiente forma:

log(y)

log(z)

Ejemplo 2.38. Sea A = 1+ 2% +y + xy.

vaidor

Yy

Los ciclos simples de la grafica de nuevo estan determinados por las aristas. Entonces

wpsa(1) :log(l) =0

wpsa(a®) = = 2log(z)

wpsa(y) = log(y)
wpsa(zy) =log(xy) = log(x) + log(y)

—_

Y el WPS se ve asi:
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log(r) + log(y)

log(y) \

0 2log(x)

Ejemplo 2.39. Sea A = { } z }

La grafica ahora tiene dos vértices, con 3 ciclos simples que son aquellos definidos por la
arista de peso 1, otro el definido por las aristas y y 1 (nota que éste tiene longitud 2), y finalmente
el definido por la arista x.

1CO<f>C)Qx
1

Entonces:
log(1
wpsa(l) = g1<) =0
log(y
wpsa(yl) = 2()
wpsa(r) = log(x)
Y el WPS es:

log(x)

Algo que es importante observar en este ejemplo, es que WPS, = W PS4 — I donde [ es el
interior del segmento determinado por 0 y log x. En particular, tenemos que W PS4 # W PS 4.
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2.6. Algunas propiedades basicas del politopo de pesos por simbo-
lo

Definicion 2.40. Sea K un politopo en un espacio vectorial racional V' n-dimensional. Un hiper-
plano soporte de K es una traslaciéon H de un subespacio lineal (n — 1)-dimensional de V' tal que
HN K # )y K estd en uno de los semiespacios determinados por H.

Una cara F' de K es un subconjunto de K para el cual existe un hiperplano soporte H tal que
HNK=F.

Lema 2.41. Sea K un politopo en un espacio vectorial racional V', sea F' una cara de K. Sean
x,y € K ysupongamos que dado t € (0,1), tx + (1 —t)y € F. Entonces

para toda t € [0,1], tx + (1 —t)y € F.
Esto es, si el interior de un segmento en K estd en F', entonces todo el segmento estd en F'.

Demostracion. Dado que F’ es una cara, existe un hiperplano soporte H para K talque HNK = F.

Sean

L={te+(1—t)y|tel0,1]}, L= {ta+(1—t)y|te (0,1)}

Por hipétesis, L' N F # &, de lo cual L° N H # &. Si suponemos que L ¢ H entonces L
es transversal a H y entonces L intersecta a ambos semiespacios cerrados determinados por H.
Pero L C K y K estéa contenido en s6lo uno de los semiespacios cerrados, con lo cual tenemos
una contradiccion.

Entonces L C H.Dadoque L C K, LC (HNK) =F. O

Definicion 2.42. Sea F una cara de W PSS 4. Definimos G = Gr(A) como la subgrafica de G(A)
que consiste de todos las aristas de un ciclo vy con wpsa(7y) € F.

Proposicion 2.43. 1. G es no errante.

2. Un ciclo v en G(A) estd completamente contenido en G si'y sélo si wpsa(y) € F.

Demostracion. 1. Por construccién G esta construido en torno a un ciclo.
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2. El que un ciclo vy en G(A) estd completamente contenido en G si wpsa(y) € F es por

definicion de G (2.42).

Para demostrar que si y es un cicloen G(A) y wpsa(y) € F entonces 7 estd completamente
contenido en G, sea ¥ = ey ---e, un ciclo en Gp. Por construccién, parat = 1,...,n
existe un ciclo «; tal que e; es una arista de a;, y wpsa(o;) € F. Sea a; = e; % §; donde J;
es una trayectoria de t(e;) ai(e;). Sea § = d,, * 0,1 * - - - % 61 un ciclo en G(A).

Entonces Y " I(a;) = 1(7) + 1(0) y [, wta(a;) = wia(y) wta(d).
Tenemos entonces que

1(7) 1(9)
100 +10) wpsa(7) + 7=y ©

N M)
i)+ 1 00 0 = 2 Ty ()
1)
I0) + 16)

determinado por wps 4 (7y), que es wps4(0) estd en F'. Por el lema anterior (2.41)) el segmento
completo estd en F'. En particular wpsa(7y) € F.

Pero wps4(d) € F dado que F' es convexa. Entonces el interior del segmento

]

Ahora asociaremos cadenas de Markov inducidas a cada G y sus componentes irreducibles.

Definicion 2.44. Para una cara F'de W PS 4, sea Ar la matriz A restringida a G . Es decir, Ar es
la matriz indexada por los estados de Gz y

(Ar)rs = Z wta(e).

e€E(Gr),i(e)=I,t(e)=J

Sea Gp; = Gpi(A), i =1,...,krp = kp(A) los componentes irreducibles de G y sea Ap;
la restricciéon de A a G;.

Cada Ap; es una Z, [exp]- matriz y define una cadena de Markov irreducible. A es una
Z. [exp]- matriz y define una union disjunta de cadenas de Markov irreducibles. Si F C F, en-
tonces Ap es la restriccion de Ap. Llamamos a la asociacion F' — Ap donde F' varia sobre las
caras de W PS 4, el manojo de cadenas de Markov asociadas a A.

Observacion 2.45. Nota que si Ay B definen la misma cadena de Markov, entonces para cualquier
cara ' de A, Ar y Bp definen la misma cadena de Markov, donde F’ es la cara de W PSp que
corresponde a la cara F'.
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Veamos ejemplos de ésto, usando ejemplos previamente vistos:

Ejemplo 2.46. Sea el ejemplo 2.37, donde A = 1 + z + y. Vimos que en este caso W PS4 tiene
tres caras unidimensionales:

Py ={0log(z)}  Fo={0,log(y)}  F3={log(x),log(y)}

y las cadenas de Markov inducidas, que estan dadas por:

Ap =1+2x Ap,=1+y Ap, =2+ .

También tenemos 3 esquinas (que son caras O-dimensionales):

Fy={0}  Fy={log(z)}  Fs={log(y)},
Ap, =1  Ap =2  Ap=y.

Ejemplo 2.47. Ahora veamos el ejemplo[2.38] A = 1+ 2%+ y+ zy. Observamos que W PS 4 tiene
cuatro caras unidimensionales:

Fy={0,2log(z)} Fy={2log(x),log(xy)} F3= {log(zy),log(y)} Fi={0,log(y)}

con sus cadenas de Markov inducidas, dadas por:

Ap, =141y Ap, =242y Ap=ay+y Ap=1+y.

Ejemplo 2.48. Sea el ejemplo[2.39|donde A = < 1 gy; ) W PS 4 tiene las caras unidimension-

ales:

F =10log(@)] F»={0,log(y?)} Fs= {log(y?),log(x)}
(o 7)) an=(i0) 4= (V)

A continuacién mostraremos que los homomorfismos de bloques y los homomorfismos de
bloques finito a uno respetan el politopo de pesos por simbolo y el manojo de cadenas de Markov.
Este resultado es fundamental en el articulo [3] para definir el manojo de invariantes. Sin embargo,
dado que en el presente trabajo no usamos el manojo de invariantes, la demostracion se omite.

Teorema 2.49. Sean P, () ambas Z [exp|- matrices irreducibles y estocdsticas. Seam : ¥p — X
un homomorfismo de bloques finito a uno. Entonces:
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El politopo de pesos por simbolo

. WPSp =WUPSq (yporende WPSp =W PSq)ypara cada cara F' de WPSp, T(B(Pp)o) =

Y(Qr)o» Y ademds existe un mapeo sobreyectivo p : {1,... kp(P)} = {1,... kp(Q ) tal

que W(Z(Pm'b) C E(QF”"F(”)O'

- 8i Y(py,,), tiene entropia topologica maximal en X(py),, entonces X(qp .y ), liene entropia

topolégica maximal en (g ), ¥ T|X(pp,), €5 un homomorfismo de bloques finito y sobreyec-

tivo Xp,, — EQFﬂbF(i)‘

. Paracada j € {1,...,kp(Q)}, existe i € V' (j) tal que w|X(p,,), es un homomorfismo de

blogues finito y sobreyectlvo Ypp; = XQp,-

. Si m es un isomorfismo de bloques entonces para cada cara F, {)p es una biyeccion y

7|5 (Pp,), €S un isomorfismo de bloques Xp,,, — ¥Xq,., "
, , W

La demostracion se puede encontrar en [3]].



Capitulo 3

Sistemas de ciclos y cocientes de funciones
zeta

La idea intuitiva de los sistemas de ciclos de primer retorno es la siguiente: consideramos
sucesiones de simbolos (o elementos de nuestro o-espacio) y escogemos una palabra o bloque del
o-espacio con la propiedad de que la unica sobreposicion es la trivial. Entonces un ciclo de primer
retorno ocurre cada vez que encontramos dos ocurrencias de la palabra. A cada ciclo de primer
retorno le corresponde un bloque intermedio de cierta longitud. Con estos bloques se define un
nuevo o-espacio determinado por una grafica infinita que se construye de la siguiente manera: se
fija un vértice distinguido u que se identifica con el bloque que determina los ciclos de primer
retorno y por cada bloque intermedio de longitud n, ponemos un ciclo en u de longitud n (dos de
estos ciclos son ajenos en vértices excepto por el vértice base u).

Para su estudio, usaremos lo visto anteriormente en este trabajo. Hay conceptos que nos seran
de gran utilidad tales como el tiempo promedio de recurrencia (1.56) o la distribucion estacionaria
(1.55). La idea empirica de estos conceptos mencionada en el capitulo[I|también nos es de utilidad.

3.1. Funciones zeta en sistemas dinamicos

Definimos la funcién zeta de Artin-Mazur, la cual nos ayudara a enlazar varios conceptos y
visualizarlos en este contexto. Esta funcion es usada con frecuencia para estudiar funciones iteradas
que ocurren en sistemas dindmicos. Requerimos los puntos periédicos p,, (1.67), y la ventaja que
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nos dan al ser invariantes en sistemas dindmicos topoldgicamente transitivos (1.8)).

También definimos la funcién zeta de Thara, que esta relacionada con la funcién zeta de Artin-
Mazur, y nos permite asociar la funcion zeta con los determinantes de matrices, algo que nos
serd de gran utilidad.

Definicion 3.1. Sea (M, ¢) un sistema dindmico tal que p,, < oo para toda n > 1. Definimos la
funcion zeta como
Pn p
t) := —t" .
Co(t) == exp (gﬂ " >

Recordando la serie de Taylor en donde

x € 1’2 $3 Ooi[fn
R o e a

y usandolo sobre la funcién zeta, tenemos

Go0) =1+ m(O)+ 5 102(0) + mi(OPI? + £[205(6) + 3pa(6)pa(6) + 11 (GF)F° + -

Otra observacion importante es que

log ¢y(t) = 3 e

de lo cual por la formula de Taylor obtenemos

n

1o Colt)mo = n12 ) = (1 1tp, (5).

Una caracteristica importante de esta funcion es que es invariante bajo conjugacion topologica.

También podemos encajar los nimeros p,(¢) en una funcién de una forma mas tradicional,
que es usando la funcién generadora de puntos periddicos definida como:

96(t) =) _ pa(d)".

Nota como ambas, la funcién zeta y la funcidn generadora de ¢ estdn determinadas por la mis-
ma informacidn, que son los nimeros p,,(¢). Sin embargo, la funcién zeta tiene algunas ventajas
conceptuales y formales sobre la funcién generadora. Por ejemplo, la funcion zeta de un o-espacio
de tipo finito es el reciproco de un polinomio.
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Ejemplo 3.2. Sea M un punto, y ¢ el mapeo identidad. Tenemos p,(¢) = 1 Vn > 1, entonces

(o) = exp (szl %)

Dado que la serie de Taylor de — log(1 — t) es

g o=t DDt
& T1T2 3T T &
1

De lo cual (4(t) = exp(—log(l —t)) = T3

Ejemplo 3.3. Sea M = X3y ¢ = o[y. Entonces p,(¢) = 2" y usando las series de Taylor
observamos que

Co(t) = exp (Z (2;;)71) = exp(—log(l —2t)) = ﬁ

11

Ejemplo 3.4. Sea A = < 10

>,M=XA,¢=UA-

Tenemos por |1.68|que p,(¢) = trA™ = A" + ™, donde \ = 1+2‘/5, = %5 son las raices

de xa(t)=t*—t—1=0.

Entonces
A" — ()" ()"
t) = E | = E E
C(b( ) exp (nl n ) exp (nl n + n=1 n
1 1

= exp(—log(1 — At) — log(1 — ut)) = TSI gy

Ejemplo 3.5. Consideremos el o-espacio par, que estd definido con conjunto de bloques pro-
hibidos F = {10*"*'1 | n > 0}, ¢ = ox. Usaremos la presentacién G = (G,.Z) de X que se
muestra en la siguiente figura:
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e

0

Observa que el cédigo de 1-bloques L, : Xg — Xg es uno a uno, excepto en el punto
0°°, donde es dos a uno. Si n es par, entonces todo punto de Xg de periodo n es la imagen de
exactamente un punto en X del mismo periodo excepto 0°°, que es la imdgen de dos puntos de
periodo n. Entonces p,,(0g) = pn(0¢) — 1 cuando n es par. Si n es impar, entonces 0°° no es la
imdgen de ningtin punto en X con periodo n, por lo cual p,(0g) = pn(og) + 1 para n impar.
Esto, junto con los resultados del ejemplo anterior muestra que:

Pn(®) = pnlog) = pnlog) — (=1)" = A"+ p" — (=1)",

Entonces

Co(t) = exp (Z AT M"n— (_l)nt”>

- (i LU 3l S <—;>n>

WK

1
= exp(—log(l — At) — log(1 — ut) +log(1 + 1))
1+1¢ 1+1¢

(1= X)(1 —pt) — 1—t—1¢2

n=1 n=1

Nota como también podemos definir a la funcidn zeta en términos de matrices (estocdsticas).
Esta es la funcion zeta de Ihara, la cual puede ser interpretada como un ejemplo de la funcion zeta
de Artin - Mazur.

Lema 3.6. Sea A una matriz entera no negativa, x 4(t) su polinomio caracteristico, y o 5 el cor-
rimiento asociado. Entonces

1
Coalt) = trxat)  det(I —tA)

A esta funcion se le conoce también como la funcion zeta de Ihara, y con esto demostramos
que la funcion zeta de un o-espacio de tipo finito es el reciproco de un polinomio.
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Demostracion. Sean Ay, --- , A, las raices de y 4(t). Tenemos que
pn(oa) =tr(A") = AT+ A0 + ...+ AL

(1.68))

Entonces

(]

n

Goalt) = Wp( A1+&*““+&fﬁ

n=1

2 (A\t)" = ()"
=m{z<”+m+z‘>)

n=1 n n=1 n
B 1 S 1
1=\t 1=\t

Tenemos que

xaw) = (u—=2X) - (u—X\)=u"(1 - u"t) - (1=X\u")
= u'det(I —u'A).

Sustituyendo ¢! con u tenemos que
XAt =t = At) - (1= Nt) =t "det(] —tA).
Con lo cual concluimos que

1 1
Ctrxa(tTl)  det(I —tA)

Cou(t)

O

Con este resultado podemos dar cuatro formas equivalentes de ver la informacion que esta con-
tenida en la funcidén zeta de un o-espacio de aristas X 4. Una es a través de los eigenvalores distintos
de cero de A. Nos referiremos como lista de niimeros a una coleccién de nimeros donde el orden
es irrelevante, pero importa la multiplicidad. Es decir, la lista {2,1} es diferente de {2,1,1,1}
pero es igual a la lista {1, 2}. Definimos sp*(A) como la lista de eigenvalores distintos a cero de
A (donde al ser una lista, los eigenvalores repetidos estan acorde a su multiplicidad).
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Corolario 3.7. Sea A una matriz entera no negativa. Entonces cada uno de los siguientes deter-
mina a los otros dos:

1. o\ (t),
2. sp*(A),

3. {pu(0a)}nz1

Demostracion. Es claro que las p,, determinan a la funcion zeta. Por el Teorema anterior (3.6) la
funcidn zeta puede ser expresada como:

1 1
det(I —tA)  [Tyeqpr (1 — A

Entonces la funcién zeta de o4 determina sp* (A). Finalmente, sp*(A) determina las p,, porque

pn(oa) =trA™ = Z A"

AEspX (A)

CUA (t) =

3.2. Funciones zeta estocasticas y sistemas de ciclos

Nos interesa una funcion zeta que nos dé informacion en términos de los sistemas de ciclos.
Para esto, queremos que las entradas de la matriz estén en exp[[t]], pero al partir de una matriz
estocdstica con entradas mayores que 0, tenemos que sus entradas estdn en R™. Utilizaremos en-
tonces el siguiente procedimiento:

Sea P una matriz en M (R*). Definimos Py Pdela siguiente manera:

{
ol

P < (3.8)
— (t)P* (3.9)

P
P p?

I
=
Il

Con esto, tenemos que PeM (Z [exp][[t])).
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Definicion 3.10. Para una matriz P se define la funcion zeta estocastica como

1
Cp(t,s) = M‘
Ejemplo 3.11. Sea P = ( ; ? )
Entonces
— 15 928 = 19 2° . t[ls] t[2s]
e (55) ro(E0)-(5 8
Porlo t t,s) = : - :
or lo tanto Cp(t,s) = ) 1] —12°] (1= t[1e])? — (3] (¢28])
et( 3] 1—t[17] )

Ahora observemos algunas propiedades del wps y el W PS:

Observacion 3.12. Sea A una matriz estocastica. Entonces

wps () = wpsa(y").

Demostracion. Tenemos que

ny _ log(wta(y")) _ log(wia(y))" _ log(wta(y)) _

]

Con este resultado, demostramos que el W P.S no depende del vértice en el cual nos fijemos.

Lema 3.13. Sea I un vértice en G(A). Entonces

W PS4 = {wpsa(y)|y es un ciclo en I'}

Demostracion. Es claro que WPS, O {wpsa(v)|yesuncicloen [}.
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PD. WPS, C {wpsa(y)|yesuncicloen I}.

Sea ~y un ciclo. Tenemos dos casos:

1. Si~y pasa por I, entonces wps4(7y) € {wpsa(7)|y esun ciclo en '} y queda demostrado.

2. Supongamos que I ¢ V(7).

Demostraremos que existe {~,, }°2 ;, donde cada ,, es unciclo tal que I € V(v,) y wpsa(vn)
converge a wps (7).

Sea p_ una trayectoria que va desde algun vértice de v a [ (dicha trayectoria existe por irre-
ducibilidad de A). Sea p, una trayectoria que va de [ a el vértice inicial de p_. Llamaremos
p ala concatenacién de p_ con p,.

Sea v, =" * p.

Entonces

wpsa(ym) = wpsa(y" * p)
logwt (7" * p)
nl(y) + (p)
nlogwta(y) + logwta(p)
nl(y) + Up)
n 1(v) 1 L(p)
w0+ 1) 1) 840 T iy =10 1)
nl(v)

_ s I(p)
T oy + i)t Am+nl(7)+l(p)

log wta(p)

wpsa(p).

Ahora

Jim. (%WPSA(7)+ I o) wpsA(p)) = wpsa(y)

nl(y) +1 nl(v) + (p)
0

Sea P € My« (7). Definimos la matriz Q(“) en relacion a la matriz P de la siguiente forma:
considera un elemento v con coordenadas 4, j en la matriz P, entonces Q") seré la matriz obtenida
al eliminar la fila 7 y la columna j de la matriz P.

Definimos



3.2 Funciones zeta estocasticas y sistemas de ciclos 73

a ={x e X, talque o"(z) =, 2o=v, x; # v Vi=1,...,n— 1},

o0

PO =3 a0

n

¢* —= {composiciones de n en k enteros}
(Acerca de composiciones de enteros, se puede consultar en [1]].)
Demostraremos el siguiente teorema para matrices enteras; aunque se dejard pendiente el caso

de matrices estocasticas, la idea de la demostracion es la misma.

Proposicion 3.14. Sea A una matriz entera, B = B ) una matriz obtenida de la matriz A, donde
v es un vértice en G(A). Entonces:

1 0 () — CB(t)‘
S Al
Demostracion. Por definicién tenemos que Ca(t) = exp (fo:l pnflA) t").
Y1) R S ()
Entonces 1 — f(")(t) = Cj(t) siy sélo si T= 0@~ Cp(t)
n(A) — pa(B
siy solo si ]}(”) 0 = exp (220_1 pn(4) . P )tn>
1 n(A) — pn(B
siy solo si lOgT(v)(t):ZZO:lp( )np( )tn.

Ahora, usando series de Taylor tenemos que

1 v SO fO@)?
Entonces
1 . p(A) = pu(B) ,
log = FO) Z - t
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n - 'n, B
siysélosi fO(t) + f@ Zp )t".

Extraemos el coeficiente [t"] de la serie ) >~ - m
siy s6lo si [t”](f(”)(t) + w +..)= pn(A) ;pn(B)
Ahora, s
el + )
00 0o 2
= [t (; (o) e Il )

(s @ ()™

Planteamos a 5

como una convolucion de series de potencias, es decir:

n—1

(s am ()E™)” W)
2 =2 aa

Andalogamente

[ee] m\k
(Zm:l a’m(v)t ) _ Z a7(1111) o a(v)

entonces t(im (S am(v)t™) (5% am(v)tm)*
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L Lm0 v)tm)" )

n—1 (v) (v) (v) (v)
_ agj) + Zi:l ag afm—i +F Z(nl, ny)ECk Any - - - Any
2 k
n—veces
—
PRRATIT
_ na 0 Y aa, i " > (e )k al) . aly)
n 2n o nk
n—veces
(v) (v)
n(a a
L)
n
n—1 v (v) (v)
_ 1 n a® + n Yo a’z( )af’b—)z I Z(nl,w,nk)eﬁﬁ (ny - .. Ony
n 2 k
n—veces
—
+. 4+ n@? - al)

Observa que nay, (*) describe el nimero de ciclos que pasan por v una vez, de longitud n. nal

describe el nimero de ciclos que pasan por v una vez, de longitud n.

n a
Zl 12 " Z describe el nimero de ciclos que pasan por v 2 veces, de longitud 7.

ny o a%) ‘ (v)
(n1, )€ © describe el nimero de ciclos que pasan por v k veces, de longitud

k

n—veces

—
n(agv) e agv)) describe el nimero de ciclos que pasan por v n veces, de longitud 7.
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Entonces — +

1 ) ™ Stalal D (e )k al) .l
n a, L
n 2 k

n—veces

———
+...+n(a§”)---a§“))

= E(}%(A) — pu(B)).

]

Observacion 3.15. Podemos pensar en los puntos periddicos que pasan por v como la clase combi-
natoria que resulta de considerar las secuencias de los ciclos de primer retorno a v. La correspon-
dencia en diccionarios de funciones generadoras de combinatoria analitica implican la proposicién
anterior. Esto se puede ver en [1]].

A(Z) = exp (i Pa(4) _pn(B)tn>

n=1

representa los ciclos de primer retorno a v.

3.3. Ejemplos de politopos de pesos por simbolo generados por
sistemas de ciclos

Del Lema [3.13] se afirma que los pesos por simbolo de los ciclos de primer retorno forman
un conjunto generador del politopo de pesos por simbolo. Estos pesos estan codificados en la serie
de potencias asociada al sistema de ciclos. Vamos a representar graficamente estos pesos para
visualizar el sistema de ciclos en el politopo de pesos por simbolo, lo cual fue en buena parte la
motivacion para el presente trabajo.

Ejemplo 3.16. Consideremos el ejemplo (A =14 x+ y). Tenemos la grafica :
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1

&,

En este caso el W P.S lo podriamos ver como 3 puntos, representando respectivamente a 10% L
log x logy

lyl

bﬂw

log(1) log()

Como se puede apreciar en el dibujo, una trayectoria no necesariamente pasa por la arista y.
Quitamos entonces la arista x y en su lugar agregamos todas los posibles ciclos que incluyan a las
concatenaciones de x con las otras aristas. Esto equivale a considerar el sistema de ciclos de primer
retorno a y, es decir

Ly lxx,yxe, Ilxxxx,..., Ixx" yxa”, ...

Entonces los generadores del W P.S se modifican, y tenemos en el W PSS los siguientes puntos:

logl logy loglz logla? logyx? log 12" n log yz" n
= ogx =
11 2 ' 3 "3 a4l a+l 2Pl on+

1
1 0gyz,

Y se veria asf:
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Figura 3.1: Quitamos el vértice log(y).

Figura 3.2: Para esta figura, quitamos el vértice correspondiente a x (ademds de que ya habiamos
quitado ).
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Vs

Figura 3.3: Aqui quitamos el vértice correspondiente a log 0.

Esta tltima figura nos pareci6 de interés.

Ejemplo 3.17. Pasemos al ejemplo donde tenemos A = 1+ 22 +y + xy. En este caso W PS,
estarfa generado por 4 puntos, que son los ciclos simples de la gréfica:

wpsa(1) :10g1(1> =0
_ log(a?)
1
wpsa(y) = log(y)
wpsa(zy) = log(wy) = log(x) + log(y)

wps A(z?) — 2log(x)

los cuales podemos representar de la siguiente manera:

log(y) log(z) + log(y)

lo.g(l) 2 log(;c)

Ahora, iremos quitando algunos vértices, y sustituyéndolos con las representaciones de los
respectivos sistemas de ciclos que se generan al quitarlos.
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i .\“.\| /"/I l""""i-\i /"2'.::-“ :-'-'.'-{‘\

e s

P

Figura 3.4: Quitamos los vértices log(1) y 2 log(z).

Figura 3.6: Quitamos log(z) + log(y).
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Ejemplo 3.18. Seguimos con el ejemplo [2.39|en el cual tenemos A = [ 1 z } Es facil observar

los ciclos simples de W PS4 observando la grafica de nuevo:
Y

oo oos
1

Los generadores de sus ciclos simples son:

wpsa(l) = 0
wpsa(r) = log(x)
wpsa(y-1) = logQ(y)

Estos tres puntos conforman un tridngulo (2.39), y ahora pasaremos directamente a quitar
vértices:

/

Figura 3.7: Quitamos el vértice log(x).
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82

).

log(y
2

Luego quitamos

Y finalmente quitando log(1) obtenemos:

Se puede ver que todos los politopos son iguales, y lo que cambian son sus generadores (3.13)).



Capitulo 4

Reflexiones y algunas preguntas

Uno de los objetivos de esta tesis fue estudiar los politopos de pesos por simbolo generados por
sistemas de ciclos. Llegamos a los politopos de pesos por simbolo en el capitulo[2} y los asociamos
a los sistemas de ciclos en el capitulo 3| Se present6 una prueba explicita de la Proposicion|3.14] en
donde se puede ver la relacion que tiene un sistema de ciclos con la funcidn zeta estocdstica de una
matriz A y la funcion zeta estocastica de la matriz que resulta al remover un renglén y una columna
de la matriz A que corresponden a un vértice. Es también interesante como se logra representar
graficamente a generadores del politopo de pesos por simbolo de los sistemas de ciclos.

En el articulo [S] el politopo de pesos por simbolo es estudiado en profundidad, y se demuestra
su utilidad en el estudio de clases de homomorfismos dindmicos definidos en términos de sus
propiedades de codificacién (Teorema [2.49).

Los sistemas de ciclos son del tipo shifts de Bernoulli y son representables en series de po-
tencias formales. Estas representaciones se exhiben en relaciones de las funciones zeta asociadas
a matrices estocdsticas. Las herramientas que brindan las funciones generadoras en el estudio de
propiedades de los sistemas a los que estdn asociadas son amplias. Por ejemplo, en el caso de
los sistemas de ciclos se pueden encontrar algunos resultados importantes en [10] y [11]. En este
contexto es de interés que obtuvimos graficas fractalosas (palabra inventada y explicada en la in-
troduccidn) a partir de remover vértices (generadores) de los politopos de pesos por simbolos, y se
plantea de forma tentativa, ver si en efecto se forman patrones autosimilares.

Pregunta. Con el método que hemos propuesto y en el caso particular de sistemas de ciclos: ;Las
figuras que obtenemos son autosimilares? (Fig

Planteemos otra pregunta, ahora en el contexto de los embaldosados o teselados. Nuestra prop-
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Figura 4.1: ; Es autosimilar?

uesta es construir baldosas con politopos de pesos por simbolo, junto con sistemas de ciclos. Vamos
a describir a grosso modo los pasos necesarios para construir embaldosados. Veremos dos ejemplos
de embaldosados; uno que admite puntos periddicos y otro clasico de Penrose. Para esto daremos
breve e informalmente algunas nociones basicas de embaldosados; nos fijaremos Unicamente en
embaldosados del plano.

Un embaldosado del plano es una coleccion de figuras planas, que llamaremos protobaldosas,
con las que es posible cubrir el plano sin superposiciones, y sin dejar huecos. Una manera de
clasificar los embaldosados es en periodicos y aperiddicos. Un embaldosado es periddico si acepta
traslaciones en al menos dos direcciones no paralelas, y en caso contrario es aperidédico. Dicho de
otra manera, los embaldosados periddicos son aquellos embaldosados en los que es posible hacer
un paralelogramo (en general més grande que las baldosas) que pueda ser repetido para producir el
mismo embaldosado. Decimos que un conjunto de protobaldosas es aperiddico si vnicamente ad-
mite embaldosados no periodicos. Ahora, un embaldosado aperiddico es un embaldosado obtenido
de un conjunto aperiodico de baldosas, pero un embaldosado aperiddico también puede obtenerse
de un conjunto de protobaldosas no necesariamente aperiddico. Determinar si es posible embal-
dosar el plano con un conjunto de protobaldosas y si los embaldosados que resultan en caso positivo
son o no periddicos es un problema indecidible.

Ahora, nosotros proponemos como protobaldosas a los politopos de pesos por simbolo, junto
con generadores asociados a sistemas de ciclos de primer retorno. Para simplificar la notacion,
en los ejemplos subsecuentes no escribiremos la variable ¢ que denota la longitud de los ciclos;
este abuso de notacién no deberd causar confusién. Vamos a considerar dos tipos de operaciones
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para construir las protobaldosas. Una es la de “remover” ciclos, lo cual en esencia corresponde a
considerar primeros retornos. Otra operacion relativamente sencilla que se puede realizar con los
sistemas de ciclos simples es simplemente multiplicar la funcién que representa a dichos ciclos
por ella misma. Utilizando estas dos operaciones se pueden obtener generadores asociados a uno
o varios sistemas de ciclos.

Veamos a continuacion un ejemplo de embaldosado periddico. Proponemos las siguientes
figuras, con sus respectivas ecuaciones,como base de las protobaldosas.

fi(r) =1+ 2% + y + 2y (que de hecho corresponde al ejemplo [2.38)).

L@)=1+z+y+2y

f3(x) =2 +y+ 2%+ 2%y

filw) = 1+ ay + 2% + 2%y

h d U P

fi=1+z+y+ay
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Usando estos politopos de pesos por simbolo, y aplicando los procedimientos ya mencionados
de multiplicar por la misma matriz y remover vértices, generamos el ejemplo 4.2] No entraremos
en detalle en como generamos las respectivas baldosas, pero se debe observar que para embaldosar
tomamos en cuenta que las caras que fueron unidas tuvieran los mismos generadores. Solamente
en la baldosa que estd marcada con un tache, rompimos intencionalmente esta regla.

Figura 4.2: Ejemplo de reglas de embaldosado, usando generadores asociados a sistemas de ciclos

Ahora veamos un ejemplo de embaldosados aperiddicos. Algunos de los ejemplos més cono-
cido de embaldosados aperiddicos son los embaldosados de Penrose. Fijaremos nuestra atencion
en uno de ellos, conocido como los rombos de Penrose o €l tercer embaldosado de Penrose.

Este embaldosado tiene a dos rombos como protobaldosas: ambos tienen todas sus aristas de

longitud 1:

e El rombo delgado, con dngulos de 36 y 144 grados respectivamente.

e El rombo grueso que tiene dngulos de 72 y 108 grados.
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Estos rombos, sélo con estas condiciones, nos permiten hacer un embaldosado periédico, por
lo cual distinguiremos sus respectivas aristas con flechas y flechas dobles (también se pueden usar

colores) como se muestra en la figura4.3]

Figura 4.3: Rombo grueso y rombo delgado

La condicion para unir las baldosas es que las flechas coincidan: baldosas adyacentes deben
tener flechas iguales y con la misma direccion en sus aristas comunes. En la figura 4.4 se muestra
un ejemplo de embaldosado de rombos de Penrose.

Figura 4.4: Ejemplo de embaldosado de rombos de Penrose

Consideramos la ecuacién fo(x,y) = 1+ x +2%y® +2°"'y?, donde @ = cos 36 y B = sen 36
para plantear el rombo delgado. Los puntos extremos del politopo de pesos por simbolo de esta
funcién son 18(1) log(z) log(y”) log(z**ly”)

1 71 0T 2 2

la siguiente figura.

. Estos, junto con su casco convexo se representan en

a+1 3)

log(xayﬁ) log(z*y

Multiplicamos f; por si mismo (es decir, f; - f). Esto nos da mds puntos en nuestra figura.

fl('rvy) = f0($7y)2
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Repetimos lo hecho en el paso anterior

f2(‘rvy> - f1<I,y)2

Ca(t)

Abhora, recordando la ecuacién [3.14, tenemos que (p(t) = W Acorde a esto, ire-

mos quitando algunos vértices y viendo en la figura los sistemas de ciclos que generan. Iremos
denotando con ¢; a los vértices que quitemos.

hlo) = (2ED gay) =at gt
falz,y) = % qa(x,y) = 25 y°
fs(z,y) = fal@,9) gs(,y) = 25 y2

1- QS(xay)
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- f5($,y)
9 T )
fr(x,y) = % qr(w,y) = zi
log(at)
_ f?(xay)
fS(xvy) - 1 — QS(x,y)

Ahora el rombo grueso. Su ecuacion es go(z,y) = 1 + x + 27y + 2771y° donde v = cos 72
y 6 = sen 72. Esencialmente repetiremos lo hecho con el rombo delgado.

log(x"y ) log(:zﬂ+1 )

log(i) .log(x)

Sea:

g1(z,y) = go(z,y)?
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g2(2,y) = g1z, y)?

92(x, ) 1
= —— k fr—
93('%73/) 1—k3(l’,y) 3($7y) T2
log(x?)
o) = T2 ) = 0y
4\ 1 _ k4(l’,y) 4\ 4,
log(x?y?)  ~ ©
ga(z,y) 1
= " k =
95(@,y) = 177 k(r.) s(z,y) = i
:L‘y ol o
gs(z,y) = ) ke(x,y) = =7 yi

- 1— k6(x7y)
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~ gs(z,y)
97($7y) - 1 — k7(:1:,y)
gs(z,y)
gS(xay) = 1 — ks(x,y)

Con estas figuras, y con condiciones similares a las de los rombos de Penrose, pero en términos
de generadores en cada arista, formamos baldosas como la ﬁgura@

Las condiciones para unir las baldosas (los rombos) en términos algebréicos se dejan como
tema pendiente, pues la figura[4.5]se realizé de forma intuitiva, es decir, fijandonos en los dibujos,
y checando que tuviésen la misma cantidad de generadores en cada arista al momento de pegarlos.

Pregunta. ;Se pueden encontrar condiciones algebrdicas suficientes para embaldosar el espacio
con politopos de pesos por simbolo asociados a sistemas de ciclos?
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Figura 4.5: Ejemplo de embaldosado con rombos de Penrose
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