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INTRODUCCION

Dentro de la estadistica, una de las principales tareas es hacer inferencias acerca de la distribucion de
probabilidad que mejor modele algtin fendmeno a partir de un conjunto de observaciones. Los modelos
utilizados deben tener un sustento probabilistico para que se puedan considerar validos. En la rama de
la estadistica bayesiana existe un modelo basico que considera a las observaciones como realizaciones de
eventos aleatorios que son condicionalmente independientes dada cierta informacién y con distribucién
comun, la cual no estd completamente especificada. Ademads, dentro de este enfoque, todo aquello que
no se conozca con certeza es posible modelarlo a través de distribuciones de probabilidad.

En el enfoque paramétrico de la estadistica bayesiana, todo aquello que no se conoce acerca de la
distribucién se modela a través de un pardmetro de dimension finita. La distribucion asignada a este
parametro, junto con la informacion dada por las observaciones y el teorema de Bayes permiten, entonces,
hacer inferencias sobre ¢él, inclusive hacer predicciones acerca del fenémeno bajo estudio.

Un area de interés relativamente joven dentro de la estadistica bayesiana es la llamada estadistica ba-
yesiana no paramétrica. En este enfoque, esencialmente, en lugar de asignar una distribucion de proba-
bilidad a los parametros de la distribucidn, es esta tltima la que se considera desconocida y toma valores
en cierto espacio de distribuciones. Para poder hacer inferencias con este tipo de modelos es necesario
asignarle una distribucién inicial a esta distribuciéon desconocida.

En relacidn a la eleccidn de la distribucion inicial en este enfoque no paramétrico, el proceso Di-
richlet se considera la piedra angular, debido a que fue el primer ejemplo concreto y actualmente es la
interseccion de muchos otros modelos mas generales. De hecho, este proceso ha servido como base pa-
ra el desarrollo de nuevas medidas de probabilidad aleatorias, entre ellas: los procesos con incrementos
independientes normalizados, el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros y la representacion stick—-
breaking; todas ellas, distribuciones aleatorias discretas casi seguramente.

Como una extension a estas medidas de probabilidad aleatorias se han desarrollado modelos que
puedan ser aplicados en situaciones en que las observaciones se modelen a través de variables aleatorias
continuas. Este tipo de modelos, conocidos como modelos de mezclas, utilizan una distribucion inicial
que es una mezcla formada por un kernel y una medida de probabilidad aleatoria discreta c.s. De esta
manera, se amplia el rango de aplicaciones de los modelos no paramétricos, por ejemplo, la estimacion
de densidades.

Sin embargo, tratar analiticamente modelos de mezclas resulta practicamente imposible. La solucién
mas utilizada actualmente es auxiliarse de métodos computacionales, principalmente los conocidos como

Monte Carlo via cadenas de Markov.
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Este trabajo, basado en los trabajos de Ishwaran & James (2001), Neal (2000) y Fuentes-Garcia, Mena
& Walker (2010), estudia e implementa algunos de estos modelos de mezclas, ademas de hacer un analisis
comparativo entre ellos.

En el primer capitulo se da una introduccion a la estadistica bayesiana no paramétrica. Existen al
menos dos resultados principales que sustentan la inferencia bayesiana: la teoria de decisiones y el con-
cepto de intercambiabilidad junto con el teorema de representacion de Bruno de Finetti. En este trabajo se
utiliza el segundo resultado debido, principalmente, a que las medidas de probabilidad aleatorias que se
estudian estan construidas bajo el supuesto de intercambiabilidad y el teorema de representacion justifica
la existencia de la distribucion inicial, necesaria para hacer inferencias.

Una vez que se introducen estos conceptos, se estudian algunas medidas de probabilidad aleatorias. Se
comienza con el proceso Dirichlet (Ferguson 1973) y su caracterizacién bajo el esquema de urnas de Pélya,
dado por Blackwell & MacQueen (1973) y generalizado por Pitman (1996), posteriormente se estudian los
procesos con incrementos independientes normalizados (Regazzini, Lijoi & Priinster 2003), con especial
atencion en los procesos Gamma y o—estable normalizados, se contintia con el proceso Poisson-Dirichlet
de dos parametros (Pitman & Yor 1997) y la representacion stick-breaking (Ishwaran & James 2001). Por
ultimo se estudian las mezclas de medidas de probabilidad aleatorias. Estas proporcionan informacion
importante para realizar analisis de conglomerados. En esta misma parte se estudia una nueva medida
de probabilidad aleatoria: el proceso geométrico (Fuentes-Garcia et al. 2010); su estructura es una sim-
plificacion de las mezclas de procesos Dirichlet, util en el ambito de la estimacion de densidades.

En el segundo capitulo se estudian algunos métodos de estimacion de densidades, en especial sus
algoritmos. Se comienza con una introduccién a la simulacién estocastica, herramienta indispensable
para estos métodos; se presentan dos de los algoritmos MmcMc mas utilizados en la estadistica bayesiana:
el Metropolis—-Hastings (Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth & Teller 1953) y un caso particular, el Gibbs
sampler (Geman & Geman 1984). En la segunda seccion se presentan los algoritmos de estimacion de
densidades que posteriormente se implementardn y compararan. El primer algoritmo es la aplicacion
del esquema de urnas de Pdlya a través del Gibbs sampler, estudiado, entre otros, por Ishwaran & James
(2001); estos mismos autores proponen un nuevo método basado en la representacion stick-breaking que
permite la actualizacion de pardmetros por bloque, el denominado Gibbs sampler por bloques. Por otro
lado, Neal (2000) propone distintos algoritmos de estimaciéon de densidades; de estos se estudian los
Algoritmos 6, 7 y 8, que estan disefiados para el caso en que no exista conjugamiento entre la medida
base y el kernel de la mezcla. Para terminar el capitulo se continta el estudio del proceso geométrico,
dando su implementacion a través del Gibbs sampler.

El tercer capitulo esta dedicado a la obtencién de las distribuciones posteriores y condicionales ne-
cesarias para programar cada uno de los métodos antes mencionados. Ademas, las medidas de proba-
bilidad aleatorias subyacentes a estos métodos, a excepcion del proceso geométrico, dependen de uno o
dos parametros, los cuales pueden incluirse en los algoritmos de simulacion a través de la asignacion de

distribuciones iniciales. En la segunda parte de este capitulo se explica cdmo incluir estas actualizaciones.
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Por ultimo, el cuarto capitulo contiene un analisis comparativo de todos los métodos programados.
Se tomaron muestras de distintos modelos de mezclas de distribuciones normales asi como un conjunto
de datos reales. Para poder comparar los resultados se explican algunas de las estadisticas mas usuales
dentro del contexto de modelos de mezclas para seleccionar modelos y monitorear su comportamiento.
En la parte final, ademas de mostrar los principales resultados de las simulaciones, se hace una serie de
observaciones acerca de los modelos, las cuales permiten analizar su comportamiento.

Debido a la gran cantidad de datos generados por las simulaciones, en el altimo capitulo se presentan
sOlo aquellos fuertemente relevantes para las conclusiones; sin embargo, para fines de referencia se incluye
un apéndice con todos los resultados obtenidos.

Asimismo, se incluye un segundo apéndice que sirve como guia rapida para utilizar los programas

que se anexan a este trabajo.
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ESTADISTICA BAYESIANA NO PARAMETRICA

Uno de los propésitos de la estadistica es hacer inferencias acerca de la distribucién de probabilidad
subyacente a cierto fendmeno aleatorio, a partir de un conjunto de observaciones; ya sea que se realice un
analisis sobre un fenémeno pasado o predicciones sobre un fendmeno futuro de caracteristicas similares.
Estas inferencias, a su vez, estan basadas en un modelo probabilistico que da soporte a las conclusiones,
o decisiones, que puedan obtenerse.

Desde la perspectiva bayesiana de la estadistica todas las cantidades desconocidas son tratadas como
variables aleatorias y se asume, ademas, que las observaciones provienen de variables aleatorias condi-
cionalmente independientes con distribucién comun. Esta distribuciéon depende de parametros desco-
nocidos, por tanto, es necesario asignar una distribucion «inicial» a estos parametros. La justificacion de
la existencia de una distribucién inicial, bajo el supuesto de intercambiabilidad, esta dada por el teorema
de representacion, atribuido a Bruno de Finetti. De esta manera, y haciendo uso del teorema de Bayes, es
posible hacer inferencias sobre la distribucién «posterior» del parametro o sobre observaciones futuras,
incorporando la informacién dada por las observaciones.

A pesar del potencial que posee este «<modelo bayesiano», su uso fue restringido a formas paramé-
tricas para las distribuciones iniciales, debido, en parte, a la imposibilidad del calculo de la distribucién
posterior en casos mas generales. Para afrontar esta limitante se han desarrollado modelos «no para-
métricos» los cuales utilizan «distribuciones de probabilidad aleatorias» como distribuciones iniciales.
Una de las distribuciones aleatorias de mayor trascendencia en la estadistica bayesiana no paramétrica es
generada por el proceso Dirichlet.

El proceso Dirichlet también permiti6 el desarrollo de nuevas distribuciones de probabilidad aleato-
rias, o equivalentemente «medidas de probabilidad aleatorias», algunas de las cuales son extensiones de
éste. Entre las distintas clases de medidas de probabilidad aleatorias se tienen: los «procesos con incre-
mentos independientes normalizados», el «proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros» y las medidas
de probabilidad aleatorias inducidas mediante la representacion stick-breaking. Una caracteristica de to-
das estas medidas de probabilidad aleatorias es que son discretas casi seguramente.

El caracter discreto de estas medidas, sin embargo, puede ser un inconveniente si las observaciones
se modelan a través de variables aleatorias continuas. Una manera de solucionarlo es trabajando con
distribuciones aleatorias, llamadas «mezclas de distribuciones aleatorias», que son una mezcla de distri-
buciones, formadas por un kernel absolutamente continuo y una medida de probabilidad aleatoria como

las anteriores.
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El objetivo de este primer capitulo es presentar los resultados necesarios para el desarrollo de este
trabajo sobre la estadistica bayesiana no paramétrica. Se comienza con una explicacion de las bases de la
estadistica bayesiana de acuerdo al concepto de intercambiabilidad y el teorema de representacion. Este
teorema es importante, ya que garantiza la existencia de una distribucién inicial.

En la segunda parte se da una introduccion a las medidas de probabilidad aleatorias, comenzando
con el proceso Dirichlet, introducido por Ferguson (1973) y su caracterizacion a través del esquema de
urnas de Pélya, dada por Blackwell & MacQueen (1973). Asimismo se estudiardn las medidas de proba-
bilidad aleatorias mencionadas anteriormente: procesos con incrementos independientes normalizados
(Regazzini et al. 2003), proceso Poisson-Dirichlet de dos pardmetros (Pitman & Yor 1997) y la represen-
tacion stick-breaking (Ishwaran & James 2001). Por tltimo, se estudiardn las mezclas de distribuciones
aleatorias: una generalizacion del modelo dado por Lo (1984) para el proceso Dirichlet y el proceso geo-

métrico, una nueva medida de probabilidad aleatoria dada por Fuentes-Garcia et al. (2010).

§1 INFERENCIA BAYESIANA

Supodngase que se quiere obtener informacion acerca de algun fenémeno a través de un conjunto de ob-
servaciones x, . . ., X,. Para realizar un analisis estadistico, i.e., poder hacer inferencias, se asume que las
observaciones son generadas a través de alguna distribucién de probabilidad, i, que pertenece a alguna
familia paramétrica de funciones de distribucion, indexada por un parametro 6 de dimension finita. El
parametro 6 es desconocido y pertenece al espacio de parametros (®, 5(®)).

En el enfoque bayesiano, toda cantidad desconocida es modelada a través de variables aleatorias,
cuyas distribuciones son conocidas, las cuales reflejan el «conocimiento» que se tiene sobre cada una. De
esta manera, previo al andlisis se tiene cierto conocimiento sobre el parametro 6 que se modela a través
de una «distribucioén inicial», 7r; posteriormente, para actualizar el conocimiento acerca de 6 se hace uso
de las observaciones y del teorema de Bayes para obtener la «distribucién posterior» de éste

PO B|x" e a] = HoAT(B)
Jo 1o(A)dn(6)
donde X" = (Xj,...,X,) es un vector aleatorio con densidad conjunta pg.
En cuanto a la incorporacidn de la informacion dada por las observaciones, no es ttil suponer que

éstas son independientes, ya que se tendria
]P[Xn+l €A | XieA,Xp€eA),...,X, € An] = ]P[Xn+l € An+1],

por tanto, las observaciones no aportarian informacion alguna para el analisis, i.e., suponer que las obser-
vaciones son independientes no permitiria utilizarlas para actualizar la informacién acerca del pardametro
0 y por consecuencia, no podrian hacerse inferencias.

Se necesita, por tanto, cambiar el supuesto de independencia por alguno que relacione las observa-
ciones, pero sin ser tan restrictivo. La propiedad de «intercambiabilidad» es una de las que permite tener

tal relacion.
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1.1 INTERCAMBIABILIDAD Y TEOREMA DE REPRESENTACION

El concepto de intercambiabilidad expresa la relacién entre un conjunto de variables aleatorias de una
manera simple. Basicamente, este concepto dice que toda la informacion relevante de las variables esta

en sus valores, de modo que sus indices no proporcionan informacién alguna.

INTERCAMBIABILIDAD. Un conjunto finito {X;}", de variables aleatorias se dice que son «intercam-
biables» si, para toda n > 1, el vector aleatorio (Xj,...,X,) tiene la misma distribucién conjunta que
(Xo(1)> Xo(2) - - -» Xg(n)) para toda permutacion o de {1,2,..., n}. Una sucesion infinita { X, } n»1 de va-
riables aleatorias es intercambiable si toda subsucesion finita lo es.

Una caracteristica de la intercambiabilidad es que contiene la propiedad de independencia, pero no
lo contrario, como se muestra a continuacion.
EjempLoO 1. Considérese una sucesion Xj, X5, ... de variables aleatorias, finita o infinita, independientes
e idénticamente distribuidas. Claramente (X, ..., X,,) 4 (XU(I), e, Xo(n)) para cualquier permutacion
. Por tanto, toda sucesion de variables aleatorias independientes es intercambiable.
EjEMPLO 2. Sea Xj, ..., X, una sucesion intercambiable. Si n < oo, su coeficiente de correlacion es px >
-1/(n-1), mientras que si n = oo, se tiene px > 0 (Aldous 1985). Por lo que intercambiabilidad no implica
independencia.

Por otro lado, una caracterizacion de la intercambiabilidad, utilizada ampliamente dentro de la esta-

distica bayesiana, esta dada a por el conocido teorema de representacion de Bruno de Finetti.

TEOREMA DE REPRESENTACION. Sea { X, },>1 una sucesion infinita de variables aleatorias con valores en
(X, Z). Lasucesion { X, } 1 es intercambiable si y solo si existe una medida de probabilidad aleatoria P
en (X, Z') tal que, condicional a que P = y, { X, } n>1 son independientes con distribucion y. Ademds, si

la sucesion es intercambiable, entonces la distribucion de P es tnica 'y
1 n
137 0x,(A) = P(A) cs.
i=1

cuando n — oo, para toda A € Z'; donde == denota convergencia débil.

Este teorema se puede reescribir a través de la distribucién conjunta de {X,, } ;1. Para toda n > 1

P[X, €A, X2€As,..., X, € A,] :/MH[J(A,')H(d[J), (1)
i=1

donde A; € X', i > 1, M es el espacio de medidas de probabilidad en X, IT es la distribucion de P y dado
P = y, las variables aleatorias { X, } ,»1 son independientes con distribucion p.

De esta manera, el teorema de representacion garantiza la existencia de la distribucién inicial IT.

Un estudio mas amplio sobre estos conceptos se puede encontrar, por ejemplo, en Schervish (1995).

A continuacion solamente se explica como estos se aplican en el proceso de inferencia.
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1.2 MODELOS BAYESIANOS

El concepto de intercambiabilidad junto con el teorema de representacion permiten incorporar la in-
formacion de las observaciones en el proceso de inferencia. El proceso para hacer inferencias se puede

resumir como sigue

1. Se tiene un conjunto de observaciones x = {x,...,x,} condicionalmente independientes, dado
po, con distribucion comun py. Esta distribucién cominmente pertenece a una familia paramétrica
indexada por un parametro finito dimensional 6. Supdngase que ugy tiene funcion de densidad

asociada p(x; | 0). Se tiene entonces

Mﬂ@=ﬁﬂm%%

la cual, vista como funcidn de 6 se conoce como «funcion de verosimilitud».
Se tiene también una distribucion inicial 7 para 6, con funcién de densidad p(6).

2. Se actualiza la informacidn acerca de 0 calculando su «distribucidn final» a través del teorema de

Bayes. En términos de su funcién de densidad

p(x[0)p(6)
Jo p(x|6)p(t)dt’

omitiendo el denominador, i.e., la constante de normalizacion

p(0]x) =

p(0]x) o< p(x]0)p(6).

3. Una vez obtenida la distribucion final se pueden hacer inferencias sobre cualquier funciéon medible

de 6, por ejemplo, su valor esperado a posteriori

E[0]x] = f@@p(0|x)d9.

También es posible hacer inferencia sobre observaciones futuras, e.g., x,,+1, por medio de la llamada

«distribucién predictiva», cuya funcion de densidad esta dada por
p(ena |¥) = [ plnur |6)p(8])d6.

El modelo resultante de este tipo de analisis se conoce como «modelo bayesiano paramétrico», el cual

generalmente se representa como

iid .
xi|0~mpg, i=1...,n
(2)
0~ .
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La relacion de este modelo con la descomposicion (1) es clara cuando la medida de probabilidad aleatoria
se restringe a la familia paramétrica en cuestion y se plantea un modelo con poblacién infinita.

Como se ha mencionado, la distribucién 7 refleja el conocimiento previo que se tiene acerca del
fenomeno bajo estudio. Ademads, en estos modelos, la distribucién yy cominmente esta restringida a
cierta familia de manera que sea lo mds facilmente manejable, por ejemplo, que sea unimodal o forme un
par conjugado con 7.

Sin embargo, si no se tiene informacioén suficiente sobre el fenémeno bajo estudio o se desea un
modelo que refleje lo mas posible la informacion de las observaciones, el parametro 6 se define, entonces,
en un espacio infinito dimensional. Esto resulta equivalente a «transferir» la incertidumbre del parametro
a la distribucién de los datos; por lo que en lugar de asignar una distribucién inicial sobre el espacio de
parametros, ©, se asigna una distribucién inicial sobre el espacio de las distribuciones, M.

Este tipo de problemas dio origen a la estadistica bayesiana «no paramétrica». El modelo obteniendo

es, entonces,

iid

xi|luy~u, i=L...,n
p ~ 1L

(3)

La existencia de la distribucion IT esta garantizada por el teorema de representacion.

A pesar de contar con un modelo muy general, su uso se vio frenado debido a la falta de herramientas
que ayudaran a manipular las distribuciones posteriores resultantes. No fue hasta que Ferguson (1973)
introdujo el proceso Dirichlet que se retomd el interés en la estadistica bayesiana no paramétrica; ademas,
los avances computacionales han permitido desarrollar métodos que facilitan aiin mas su uso. Esto ultimo

se discutird con mas detalle en la siguiente seccién y en el Capitulo 11.

MODELOS JERARQUICOS

Una variante de los modelos (2) y (3) se tiene cuando la distribucién inicial depende de parametros desco-
nocidos. En este caso es necesario asignarles también una distribucién inicial, obteniendo asi un modelo
mas complejo, conocido como «modelo jerarquico». Por ejemplo, si al modelo (2) se le asigna una distri-

bucién v a los parametros de 0 se obtiene, esquematicamente, el modelo jerarquico

xi]9ii"~dy9i, i=1,...,n
01" n (4)
$d~v

donde el parametro ¢ se conoce como «hiperparametro». Las 6;’s son ahora una muestra de una distri-
bucién poblacional comun y las observaciones x; se pueden ver como muestras de varias subpoblaciones.
Una vez realizado el analisis, también es posible hacer inferencias sobre el parametro ¢.

Cualquier modelo bayesiano se puede extender a uno jerarquico. Ademas es posible tener varios

«niveles», por ejemplo, el modelo jerarquico anterior consta de tres niveles: observaciones, parametros e
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hiperparametros; sin embargo, la dificultad al agregar niveles se encuentra al calcular las distribuciones
posteriores.

Es importante mencionar que la propiedad de intercambiabilidad no aplica para estos modelos, de-
bido a que las observaciones x; son muestra de distintas subpoblaciones. Afortunadamente existe la pro-
piedad de «intercambiabilidad parcial», en la cual se tiene una sucesion de variables aleatorias { X, } ;>
con una etiqueta adicional, dada por 6; por ejemplo, y, entonces, una subsucesion de variables aleatorias
con la misma etiqueta es intercambiable. Para una mayor referencia véase, por ejemplo, Schervish (1995,

Seccidn 8.1).

§ 2 MEDIDAS DE PROBABILIDAD ALEATORIAS

Los modelos bayesianos no paramétricos requieren la especificaciéon de una distribucién inicial II; sin
embargo, esta distribucion estd definida en el espacio de distribuciones (M, .# ). Recordando, una fun-
cidén de distribucién induce una medida de probabilidad, por lo que resulta equivalente hablar de espacios
de distribuciones que de espacios de medidas de probabilidad. Por tanto, en esta seccion se trabajara con

«medidas de probabilidad aleatorias».

DEFINICION 1. Sean (Q,Z,P) un espacio de probabilidad, (X, Z) un espacio completo y separable y
(M, A ) un espacio de medidas de probabilidad sobre X, equipado con la topologia de convergencia
débil. Se dice que P : M x ) - X es una «medida de probabilidad aleatoria» si

1. P(m,-) es una variable aleatoria para cada m € Mj

1. P(-, w) es una medida de probabilidad para cada w € Q.

Ademds, por convencidn, se dird que una sucesion { y; }_, es una «muestra de P» si, dada P = y, las

yi’s son condicionalmente independientes y con distribucién comun .

Uno de los primeros trabajos sobre la construccion de medidas de probabilidad aleatorias fueron las
distribuciones tailfree, presentadas por Freedman (1963). Sin embargo, el proceso Dirichlet, introduci-
do por Ferguson (1973), se considera la piedra angular de la estadistica bayesiana no paramétrica. Este

proceso se basa en la distribucién Dirichlet.

DEFINICION 2 (DISTRIBUCION DIRICHLET). Sea {Z;}}, una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con distribuciéon Gamma con pardmetros (a;,1), donde a; > 0 para toda i y a; > 0 para al menos
unai,i=1,...,n. La«distribucién Dirichlet» con pardmetro (ay, ..., a,), denotada por Dir(ay, ..., a,),

es la distribucion del vector (V3,...,Y,), donde

paraj=1,...,n.
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Esta distribucidn es singular con respecto a la medida de Lebesgue en el espacio n-dimensional, ya
que Y; +---+ Y, = 1. Ademas, si alguna a; = 0, su correspondiente Y; es degenerada en cero. Sin embargo,
si a; > 0 para toda i, la distribucion (n — 1)-dimensional de Y3, ..., Y, es absolutamente continua con
densidad

anp—1

T(ay+-+ay) [T a1 =

f()/l,---,)’ —l;al)---)a):— )’~J 1- )’ ]lSn_(yla---))/ —l))
" " T(a)--T(ay,) g j ; J ! "

donde S, es el simplejo {(y1,..., yn-1) : yj 2 0, Z;tll yj <1}
Utilizando la distribucién Dirichlet, Ferguson (1973) define el proceso Dirichlet a partir de sus dis-
tribuciones finito dimensionales y demuestra su existencia a través de las condiciones de consistencia de

Kolmogorov.

DEFINICION 3 (PROCESO DIRICHLET). Sea o una medida finita, no nula sobre un espacio medible (X, Z').
Se dice que P es un «proceso Dirichlet» en (X, Z') con pardmetro «, denotado por Dp(«), si, para cada
k > 17y cada particién medible {B;}¥ | de &, la distribucién de (P(By),..., P(By;)) es Dirichlet con
pardmetro (a(B;),...,a(By)).

El proceso Dirichlet ha sido de gran importancia, en parte porque da una forma explicita para las
distribuciones finito dimensionales de IT en (1) y tiene la propiedad de conjugamiento, i.e., al utilizarlo
como distribucidn inicial, la distribucion posterior también es un proceso Dirichlet con sus parametros
actualizados, lo cual permite desarrollar calculos analiticamente. Asimismo, se han encontrado diversas
formas de caracterizarlo, lo que ha permitido el desarrollo de nuevas medidas de probabilidad aleatorias.
A continuacién se estudian algunas de ellas: procesos con incrementos independientes normalizados,
proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros y las medidas de probabilidad aleatorias inducidas me-
diante la representacion stick-breaking. Pero antes se presenta una caracterizacion del proceso Dirichlet
que ha permitido implementar computacionalmente modelos no paramétricos con esta medida de pro-

babilidad aleatoria como distribucién inicial.

2.1 ESQUEMA DE URNAS DE POLya

Blackwell & MacQueen (1973) describen la construccion del proceso Dirichlet a través de una generali-

zacion del esquema de urnas de Polya. Esta se resume en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1. Una sucesion de variables aleatorias { X, } ,5; con valores en X es una «sucesion de Polya

con parametro a» si

_ () e 1= %0
= 20X P[Xin €| Xp,..., Xi]

Flxe] B ‘Xi(X)’

i>1,

donde a; () = a(-) + Z;c=1 Ox, ().

Sea { X, }4>1 una sucesion de Pélya con pardmetro «, entonces
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. a;(+)/a;(X) converge c.s., cuando n — oo, a una medida de probabilidad aleatoria discreta a*;
1. «* corresponde al proceso Dirichlet con parametro a;

1. Dado a”, las variables aleatorias Xj, X5, . .. son independientes con distribucion a*.

Posteriormente, Pitman (1996) generalizd este modelo a través de los «modelos de muestreo de espe-

cies».

MODELO DE MUESTREO DE ESPECIES

Un problema de «muestreo de especies» se puede modelar como sigue. Supdngase que se tiene una mues-
tra aleatoria Xj, X5, ..., con valores en X, de una poblacién grande de individuos de varias especies, de
manera que X; representa la especie del i-ésima individuo muestreado. El espacio X se puede ver como

un conjunto arbitrario de etiquetas que identifiquen a las distintas especies. Sea M; =1y
Mj=inf{n:n>M; 1, X, ¢ {Xi,.... Xn-1}},

para j > 1, con la convenci6n inf@ = oo. Definase Y; = Xy, si M; < oo. Entonces, Y; representa la
i-ésima especie. El nimero N, de veces que la j—ésima especie Y; aparece en la muestra Xy, ..., X, se

define como

n
Njn = Zﬂ{xi:Yj>Mj<°°}’ ]21
i=1

Sea K, = max{j: Nj, > 0} el nimero de especies diferentes en las primeras n observaciones.
Supdngase que X; tiene distribucién fija H no atémica. Se llamara «regla de prediccién» ala regla que
especifica la distribucién de X y la distribucion condicional de X,,;; dado Xj, ..., X,, paracadan > 1.

Considérese entonces { X, } »>1 sujeta a la regla de prediccion de la forma

P[X;e-]=H(:), (5)
k
P X1 €| Xisoo s X K = k] = )" pi(Ny) 8y, () + prar(No)H(:), (6)
i=1
donde N, = { Ny, N2y, ... } es el vector de conteos de las especies observadas en (Xj, ..., X, ) con rango

N* =Uz, NFy {pn )51 s una sucesién de «funciones de probabilidad predictoras» definidas en N*. Las
funciones {p, },>1 son tales que, dado que después de n observaciones el vector de conteos es N, = n,
donden = (ny,...,n;) € N¥, con ¥ ny = n, la siguiente observacion es la j—ésima especie ya observada
con probabilidad p;(n), paral < j < k, 0 es una nueva especie con probabilidad py;(n), donde k = k(n)

es el nimero de componentes no cero de n. De aqui se observa que cualquier sucesion de funciones

{pn}ns1 tal que
k(n)+1

pi(n)>0, y > pj(n)=1,  neN, )
j=1

determina la distribucion de una sucesion de variables aleatorias { X, } ,>1 a través de la regla de predic-

cion (6).
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Como una primera aproximacion al modelo de Blackwell & MacQueen (1973), Proposicion 1, se tiene

lo siguiente.

PROPOSICION 2. Supdngase que { X, },>1 es una sucesion intercambiable de variables aleatorias sujeta a
la regla de prediccion de la forma (5) y (6). Sea p,, la distribucién condicional de X,,;; dado Xj, ..., X,

como en (6). Entonces

I. U, converge en la norma de variacion total c.s., conforme n — oo, a la medida de probabilidad

aleatoria

u=2 Pidy, + (1= 2 P)H, (8)
i i
donde P; es la frecuencia de la i—ésima especie, i.e.,

~ Nin
P; = lim — c.s.
n—o00 n

1. Las Y;’s son independientes con distribucién H e independientes de P;.
it {Xj, X5, ...} es una muestra de u.

Es importante mencionar que el nimero K., de valores distintos en la sucesion infinita { X;, X5, ...}
es casi seguramente igual a inf{k : P,+---+P; = 1}. En cuanto al inciso (11), significa que condicionalmente
dado {151, b, .. .} con Ko = k, las Y;’s son independientes con distribucién H, paral < j< k + L.

Por otro lado, esta proposicidn resulta deficiente en dos aspectos al compararla con la Proposicidn 1.
En primer lugar, en esta proposicion se asume que { X, } ,>1 es intercambiable, lo cual es parte de la con-

clusion de la primera; ademads de que no da una forma explicita de la distribucién u. Esto se remedia a

continuacion.

DEFINICION 4. Se dice que { X, } ,>1 s una «muestra de especies» si es una sucesion intercambiable sujeta

ala regla de prediccion de la forma (5) y (6) para una medida H no atémica.

Como una variacion de la Proposicion 2, { X, } ,>1 es una muestra de especies si y s6lo si { X, } ,>1 es

una muestra de una distribucién aleatoria y de la forma
u=>y Pidz, +(1-> P)H, (9)
i i
para alguna sucesion de variables aleatorias { P, } 5 tal que

P,>0 y ZP,’SIC.S.,
i

y alguna sucesién Z;, Z,, . . . independientes con distribucién H e independientes de {P,, } y>1.

DEFINICION 5. Un «modelo de muestreo de especies» es un modelo formado de una medida de proba-

bilidad aleatoria 4 como en (9) y una muestra { X, },»1 de y.

En esta definicidn, P; corresponde a la frecuencia relativa de la i—ésima especie de alguna lista de

especies presentes en una poblacion y Z; es la etiqueta asignada a tal especie.
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Funcién de probabilidad sobre particiones intercambiables

Sea[n] ={1,...,n} y|A| el nimero de elementos en A. Si { X, } ,»1 es intercambiable, entonces, para cada
particion de [n] en k subconjuntos no vacios Ay, ..., Ay, donde los A;’s se asume que estdn en orden de
aparicion, i.e, 1 € A; y, para 2 < j < k, el primer elemento de [n] \ (A; U - U Aj_;) pertenece a Aj, se
tiene

P[m]k.:l{xi =Y;, paratodaie Aj}] = p(|A1],. .., |Ax]), (10)

para alguna funcidn simétrica p de k-tuplas de enteros no negativos con suma n. De manera general,
cuando # varia, se define p : N* — [0,1]. Esta funcién p determina la distribucién de la particion aleatoria
de N, cuyas clases son las clases de equivalencia para la relacién de equivalencia aleatoria definida por
i ~ jsiysolosi X; = X;. Se dice, entonces, que p es la «funcién de probabilidad sobre particiones
intercambiables» (Fpp1) derivada de una sucesion intercambiable { X, } ;51

Identificando n = (ny,...,n,) € N* con la sucesion infinita (#ny, ..., #n,,0,0,...), tomando k = k(n)
como el nimero de elementos diferentes de cero de n, definiendo n/* € N*, para la sucesién infinita n,
incrementando #; en uno, paral < j < k(n) +1,y de (10), una Fpp1 debe satisfacer

k(n)+1 )
p(M) =1y p(n)= > p(n'"). (11)
j=1

Conversamente, toda funcién p simétrica no negativa definida en N* y que satisface (11) es la FppI de

alguna sucesion intercambiable { X}, } 1.

ProPOSICION 3. Correspondiente a cada pareja (p, H), donde p es una rpp1 y H es una medida de pro-
babilidad no atomica, existe una tinica medida de probabilidad para la muestra de especies { X, } 1 tal

que p esla rppi de { X, } 4,51 v H es la distribucién de X;.

Como consecuencia de esta proposicion y de la Proposicion 2, la medida de probabilidad aleatoria y
que gobierna una muestra de especies { X, } ,>1 se puede recuperar c.s. de { X, } »>1. Asi, una pareja (p, H)
determina las distribuciones finito dimensionales de una medida de probabilidad aleatoria u tal que una
muestra { X, },>1 de y tiene FPPI p y cada X, tiene distribuciéon H.

Regla de prediccion
Considérese las funciones p; que determinan la regla de prediccién (6) de una muestra de especies
{Xy}n>1- De (10) y del teorema de Bayes, estas funciones se pueden expresar en términos de la rpp1 p
de {X, }u>1 como
p(’") :
pi(n) = ——=, 1<j<k(n)+1, (12)
T p)

siempre que p(n) > 0. Por lo que ahora, de la Proposicion 3, la Proposicién 2 se mejora de la siguiente

manera.

TEOREMA 1. Dada una medida de probabilidad H no atémica y una sucesion de funciones {p, },>1 de-

finidas en N* que satisfacen (7), sea {X, },»1 una sucesiéon gobernada por la regla de prediccién (s5) y
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(6). La sucesion { X, } ;1 es intercambiable si y s6lo si existe una funcién p definida en N*, simétrica, no
negativa, tal que (12) se cumple. Entonces { X, },>1 es una muestra de g como en la Proposicién 2 y la

FPPI de { X, } n>1 es la funcion p simétrica no negativa que cumple (12) y p(1) = L

2.2 PROCESOS CON INCREMENTOS INDEPENDIENTES NORMALIZADOS

La construccién de medidas de probabilidad aleatorias via normalizacién fue presentada por Regazzini
et al. (2003). Segtin los autores, este enfoque resulta interesante, entre otros aspectos, debido a que re-
presenta una aproximacion natural al problema de definir una medida de probabilidad aleatoria. La idea
detras de estas medidas es ir de distribuciones deterministas a aleatorias, definidas en R, considerando
sus incrementos en intervalos disjuntos como variables aleatorias independientes.

Antes de introducir estas medidas es necesario dar una breve exposicion de «procesos de Lévy cre-
cientes» o «<subordinadores», ya que se basan en ellos para su construccion. (Para un estudio mas detallado

se puede consultar, por ejemplo, Sato (1999).)
DEFINICION 6 (SUBORDINADOR). Un proceso estocastico {&; }>¢ definido en un espacio de probabilidad
(Q, Z,P) es un «subordinador» si

L & =0cs.

1. Existe Qp € Z conP[Qq] =1, tal que, para todo w € Qg, &;(w) es continuo por la derechaen t > 0
y tiene limites por la izquierda en t > 0 (trayectorias cadlag)

1. Para cualquier n > 1y 0 < £y < f; < -+- < t,, las variables aleatorias &, &, — &,,..., &, — &, _, son
independientes (incrementos independientes)

1v. La distribucion de &;,; — & no depende de s, ie., (& — &) 2§ paratoda s, t > 0 (incrementos

estacionarios)
v. limy o P[|&,1n — &| > €] = 0 paratoda t > 0y toda € > 0 (continuidad estocéstica)
V1. &;(w) es creciente c.s. como funcién de ¢
Este tipo de procesos tiene una descomposicion unica, conocida como «descomposicion de Lévy-
It6», dada por la terna (G, d, v). El término G se conoce como «término gaussiano» y define la varianza

del componente gaussiano continuo, d es la «deriva» y es la responsable del desarrollo promedio del

proceso, y v es una medida en R que satisface

v({0})=0 vy mein(|x|2,1)v(dx) < 00,

llamada «medida de Lévy», la cual exhibe la frecuencia y magnitud de los brincos del proceso.

Por otro lado, su exponente caracteristico también estd dado por la terna (G, d, v).

TEOREMA 2 (REPRESENTACION DE LEVY-KHINTCHINE). Sea {&;}50 un proceso de Lévy en R con terna
(G, d,v). Entonces
E[e_iz‘f‘] = (), zeR,
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donde y, llamado «exponente caracteristico», estd dado por

W(Z) =idz - %GZZ + /é(eizx -1- izxﬂ|x|§1)v(dx).

Un caso especifico de subordinadores son aquellos con terna (0, 0, ¢v), los cuales son procesos cre-
cientes de brincos puros. De esta manera, su representacion de Lévy—Kintchine se simplifica: su expo-

nente caracteristico esta dado por

v(2) =- [ (- e™)u(ax),

también es mas conveniente trabajar con la transformada de Laplace, por lo que se tiene

E[efzf‘] = exp(—t fR+(l - efzx)v(dx));

asimismo, la condicién sobre la medida de Lévy se simplifica a

v({0})=0 y []R+ min(x,1)v(dx) < co.

Para la construccion de procesos con incrementos independientes normalizados se trabajara con su-
bordinadores en R con terna (0,0, tv) y que cumplan con v(R*) = oo, esto ultimo permitird que la

normalizacion esté bien definida. Especificamente se trabajard con los siguientes subordinadores.

EjemMPLO 3 (PROCESO GAMMA). Sea {¢;}>0 un subordinador con brincos Gamma, i.e., para toda t € R™,

&~ Ga(&;|t, B). La funcion de densidad de la distribucién Gamma con parametros (t, 8) estd dada por

flxt,B) = %xt‘le“”‘, x> 0.

Entonces, su transformada de Laplace es

E[eza] = (%)_: exp(—t/(;oo(l— efzx)xflefﬁxdx).

De aqui se puede observar que
v(dx) = x e P*dx,

w(Z)=log(/5;Z)-

Ademis, se tiene que v(0+) = oo y por tanto v(R*) = oo.

y su exponente caracteristico es

EjeMPLO 4 (PROCESO 0-ESTABLE). Sea {&;};>o un subordinador con brincos o-estable, o € (0,1). El

subordinador con brincos o-estable se puede definir como

1. {&;}1>0 es un proceso de Lévy;
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1. paracadaa >0, {&y,t >0} < {a/7&,t>0};

(Kingman 1975). En general, para este proceso no existe una forma analitica de su funcién de densidad.

La medida de Lévy de una distribucién c—estable es
v(dx) = cx"*)dx, ¢>0.

De esto se sigue que su transformada de Laplace es

E[ezft] = exp(—tM),

y su exponente caracteristico es
cI'(1-0)z°
y@) = ————.

Por ultimo, al igual que el proceso Gamma, se tiene que v(0+) = oo y por tanto v(R*) = oo.

NORMALIZACION DE SUBORDINADORES

Una vez introducido el concepto de subordinador se pueden definir los procesos con incrementos inde-

pendientes normalizados.

DEFINICION 7. Sea {&;} 0 un subordinador (0,0, tv) con medida de Lévy v sobre R" tal que satisface
v(R*) = oo, sea a una medida finita, no nula, sobre R con masa total a := a(R) yseat = a(—o0, x]. Se di-
ce que P es un «proceso con incrementos independientes normalizado» con pardmetros («, v), denotado
como Np(a,v), si
&)

fﬂ .

Se puede observar que la operacién de normalizacién ocasiona que el proceso Np(«a,v) pierda la

P() =

propiedad de incrementos independientes. Sin embargo, como se muestra a continuacion, algunos mo-

mentos son facilmente deducidos (James, Lijoi & Priinster 2006).

PROPOSICION 4. Sean A, B conjuntos medibles. Si P se distribuye NP(«, v) con masa total a, entonces

ap(p)] - 42,

«(B)(a-a(B)

Var[P(B)] = "

III.

_ aa(AnB) —a(A)a(B) L

Cov[P(A),P(B)] > ;

a

donde I, = a [, ueav(u) Jr+ x*e " y(dx)du.
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Es importante mencionar que estas medidas de probabilidad aleatorias, de la misma manera que el
proceso Dirichlet, su valor esperado s6lo depende de «. Para fines practicos se hard H(-) := «(+)/a.

Otra propiedad importante de estos procesos es su distribucién predictiva.

PROPOSICION 5. Sea Xj, ..., X,, una muestra de P. Si P se distribuye NP(«, v) con masa total a, entonces

L
P[X, e B| X;] = (1-1,)H(B) + I,6x,(B);
L.
1 k
P[X,1€B| Xy,..., Xn] = w,H(B) + - > wnjOx: (B);
j=1
donde I, es como en la proposicion anterior, X7, ..., X, denotanlos k valores distintos de la mues-

tra Xi,..., X, Yy w, y wyj son pesos determinados por la medida de Lévy de P.

Las expresiones para el calculo de w, y wy,; se pueden consultar en James et al. (2006, Corolario 1).
Ademads, se puede observar que esta distribucion predictiva corresponde a la regla de prediccion del es-
quema de urnas de Pélya, donde la rppr1 estd dada por w;, y w,; (Ecuaciones (5) y (6)).

Para terminar esta seccion se dan dos ejemplos de procesos con incrementos independientes norma-

lizados; se dan las expresiones para su valor esperado, varianza, covarianza y distribuciones predictivas.

EJEMPLO 3, CONTINUACION (PROCESO GAMMA NORMALIZADO). Del proceso Gamma se tiene

E[P(B)] = H(B);

II.
var[p(8)] = 718 )((:g (B)),

Cov[P(B,),P(B;)] = H(Byn B,) - H(B1)H(Bz);

(1+a)
Iv. . X
P[X,eB|X;] = mH(B) + mdxl(B)
y

1 k
P[Xy1 € B| Xi,..., X] H(B) + ——— ), n;dx: (B).
j=1

(n+a) i

Este proceso corresponde al proceso Dirichlet y es la definicidn alternativa dada por Ferguson (1973,

- (n+a)

Seccion 4).
EJEMPLO 4, CONTINUACION (PROCESO 0—ESTABLE NORMALIZADO). Del proceso o—-estable se tiene

E[P(B)] = H(B);
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II.

Var[P(B)] = H(B)(1- H(B))(1-0);

II1.

Cov[P(B1), P(By)] = (H(By N By) — H(B\)H(B,))(1 - 0);

IV.
P[X,eB|X;]=0H(B)+(1-0)dx,(B)
y
ok 1 &
P[X,1€B|Xy,..., X,] = 7H(B) +— >(nj- U)SX;(B),
j=1

(James et al. 2006).

2.3 PROCESO Po1SSON-DIRICHLET DE DOS PARAMETROS

La distribucion Poisson-Dirichlet de dos pardmetros fue presentado por Pitman & Yor (1997). Es una ge-
neralizacion de la distribuciéon Poisson-Dirichlet propuesto por Kingman (1975), el cual surge del estudio

de distribuciones asintdticas de frecuencias relativas aleatorias.
DEFINICION 8. Para0 < 0 <1y > —0,sea V}, V;, ... unasucesion de variables aleatorias independientes

tal que Vy ~ Be(V |1-0,0 + ko). Sea

i-1
U=Vi vy U=V [[a-V)), i>22.
j=1

Sea P, g = (P, P2,...) que denota a (U, Uy, . ..) ordenados de manera decreciente. Entonces, la distri-

bucién de P, y se conoce como «Poisson-Dirichlet de dos pardmetros», denotada por PD(a, 0).
Utilizando esta distribucidn, se define el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros.

DEFINICION 9. Sea Zj, Z,, ... una sucesion de variables aleatorias con distribucién comtn H, sea P; g ~

PD(0,0) ysea
Po=§a&&»

Entonces, la medida de probabilidad aleatoria P se conoce como «proceso Poisson-Dirichlet de dos pa-

rédmetros», denotado por Pp(o, 0).

Es importante mencionar que las variables aleatorias P, P, ... suman uno c.s.
Por otro lado, una caracteristica de este proceso es que la distribucion predictiva para una muestra

{Xn}n>1 se puede caracterizar a través del esquema de urnas de Polya (Pitman 1996, Ejemplo 16).
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PROPOSICION 6. Sea {X;}! | una muestra del proceso Pp(0, 6) y supéngase que X; tiene distribucion

H no atémica. La distribucion predictiva para el proceso Pp(o, 0) es

0+ ok konj-o
PlX;e | Xy,..., Xiq|=—H(") + —0x+(+), i=2,...,m, 1
[Xie- X =g HO) ;H-i-i—le() (13)
donde {X],..., X[} es el conjunto de los k valores tinicos (o distintos) de {Xi, ..., X;_1}, cada uno con

frecuencianj, j=1,..., k.
Las medidas candnicas de este proceso son las siguientes.

EjempLO 5. El proceso Pp(0, 6) corresponde al proceso Dirichlet (Ejemplo 3) con pardmetro 6. En este

caso, su distribucidn predictiva estd dada por

6 1 k

o H() > 8: ()

PlX,e | Xt,....Xn1] = +
(K1 X il n—1°

EjemPLO 6. El proceso Pp(o,0) corresponde al proceso o—estable normalizado (Ejemplo 4) y su distri-

bucién predictiva esta dada por

ok 1 &,
P[Xn € | X,... ,anl] = EH() + n Z(”] - 0')8X;(')’
j=1

2.4 REPRESENTACION STICK-BREAKING

Otra forma de construir medidas de probabilidad aleatorias discretas c.s. es mediante la representacion
conocida como «stick-breaking» (Ishwaran & James 2001). Una medida de probabilidad aleatoria stick-

breaking se define como sigue.

DEFINICION 10. Sean1< N < oo,a = (4ay,az,...),b= (b, by,...),cona;, b; >0,y {pi}fil una sucesion
de variables aleatorias, tales que 0 < p; <1y YN, p; = 1 c.s. Una medida de probabilidad aleatoria Py es

«stick-breaking» con parametros (a,b), denotada como SBy(a,b), si es de la forma

N

Py() =) pibz, (), (14)

i=1
iid . . .z 7 . . . .
donde Z; ~ H, con H una distribucién no atémica y los p;’s son pesos aleatorios, independientes de las

Z;’s, tales que

i—-1
=V y pi=Vi[[Q-V)), i22 (15)
j=1

ind
con V; ~ Be(V;|aj,b;).
Esta construccion, de acuerdo a los autores, permite representar varias medidas de probabilidad alea-

torias que parecieran no tener relacion alguna, entre ellos se encuentra el proceso Dirichlet y el proceso
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Poisson-Dirichlet de dos pardmetros, vistos anteriormente, asi como el proceso Dirichlet multinomial, el
proceso Dirichlet finito dimensional y el proceso Beta de dos parametros, los cuales pueden consultarse
en Ishwaran & James (2001) y en las referencias alli incluidas.

El proceso Poisson-Dirichlet con pardmetros Pp(o, ) puede representarse por medio de la repre-
sentacion stick-breaking haciendo a; =1- 0y b; = 0 + io paraalgunas0< o <1y 6 > —o.

Por otro lado, este tipo de medidas de probabilidad aleatorias de dividen de acuerdo al valor de N, si

es finito o infinito.

CAs0 N < oo, DISTRIBUCIONES FINITO DIMENSIONALES

En este caso se tienena = (ay,...,an-1) yb = (by,...,bn-1) y es necesario hacer Vi = 1 en (15) para que

la medida SBy (a,b) esté bien definida. Haciendo esto se garantiza que Y%, p; = 1 c.s., debido a que
1- Z pi=(1=V1)(1= VNa).

Pesos aleatorios Dirichlet generalizados

Considérese los pesos aleatorios p = (p1,..., pn) definidos como en (15). De acuerdo con Ishwaran
& James (2001), estos tienen una distribucion Dirichlet generalizada. Esta distribucién se denotara por
Gp(a,b),dondea = (ajy,...,an-1),b = (by,...,by_1) y sudensidad estd dada por

(N 1 ak + bk) )pal 1 paN 1— -1 bN 1— 1(1 P)bl (a2+b2) (1 PN Z)bN 2= (aN 1+bN 1)
wa D(a)T(b) )70

donde P, = ¥ pi. De esto se concluye que todas las medidas de probabilidad aleatorias basadas en
pesos aleatorios Dirichlet son medidas SBy(a,b). Mds precisamente, sea P una medida stick-breaking

con pesos aleatorios p, donde

p= (Pl)---,PN) "’(Dir(al,...,aN),

entonces p ~ Gp(a,b), cona = (a,...,an—1) yb = (L8, a4k Yres dks - - -» an). Por tanto, P es una
medida SBy(a,b). Un caso especial de estas medidas es la «distribucién Dirichlet finito dimensional»,
denotada por Dpry(6H), que se obtiene al hacer a = (0/N, ..., 0/N) para alguna 6 > 0.

CAsO N = oo, DISTRIBUCIONES INFINITO DIMENSIONALES

Este tipo de medidas esta bien definida si sus pesos suman uno casi seguramente. Para verificar esta
condicion se puede utilizar el Lema 1 de Ishwaran & James (2001): para los pesos aleatorios de P (a,b),
Yo pi =1cs.siysolosi Y2, E[log(1-V;)] = —oo; alternativamente es suficiente probar que Y°77 log(1-
ai/b;) = —oo

Estas distribuciones incluyen el proceso Dirichlet, su extension de dos parametros, el proceso Poisson—

Dirichlet de dos parametros y el proceso Beta de dos parametros.
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TRUNCAMIENTO CASI SEGURO DE MEDIDAS SBo, (2, b)
Una clase util de medidas Sy (a, b) se obtiene al truncar una medida SB (a, b) descartando los términos
N +1,N +2,... yhaciendo py =1- p; —--- — pn-1, que equivale a hacer Vy =1en (15).

La determinacién del nivel adecuado de truncamiento se puede hacer con base en los momentos de
los pesos aleatorios; para ello se tiene la siguiente proposicion.
PROPOSICION 7. Sean {p, } n>1 10s pesos aleatorios de una medida Pp(o, 8) dada. Para cada N > 1y cada

r > 1, enteros positivos, sean

~N(r,0,0) = (Zp) y UN(r,a,B)zipz.

k=N
Entonces N1
6+k0)rT
E|Tyx(r, ,(9 , N>2,
[Tn(r.0.6)] = g(m (k—1)o + 1)
y
(1-0)rn

E[Un(r,0,0)] =E[TNn(r,0,0)]

(6+(N-1)o+1),14
donde (b);4 := b(b +1)---(b + r — 1) denota el simbolo de Pochhammer, con la convencién (b)g = L.

Si se utiliza una medida SBy (2, b) como distribucion inicial en un modelo bayesiano no paramétrico,
Ishwaran & James (2001) proponen elegir N de manera que la densidad marginal final sea practicamente
indistinguible de su limite. Supéngase que X = {X;}! | es una muestra del modelo bayesiano jerarquico

md

X |, M F(X|Y:), i=1...,n

Y |P udP
iid

P~ SBN(P|a,b);

entonces, la densidad marginal final bajo el truncamiento Py = SBy(a,b) es

- (H ff(xi;xfi)P(dm))PN(dP),

donde f es la funcién de densidad de F. De esta forma, la densidad un debe estar cercana a su limite poo

bajo la medida SBo (a,b). Para elegir N puede utilizarse la siguiente proposicion.

PROPOSICION 8. Sean {p, } 1 los pesos aleatorios de una medida SBo. (a,b) dada. Si |-||; denota la dis-

N-1
II#N—#ooIIIS‘I{l—E[(Zpi) ]} (16)
i=1

donde 7 es el tamafio de la muestra. En particular, para el proceso Pp(o, 0) se tiene
ln = ool < 4{1-E[1- Tn(1,0,6)]"}

y para el proceso Dirichlet con parametro 0

tancia £, entonces

ln = thooly ~ 4ne”(ND/8,
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2.5 MEZCLA DE MEDIDAS DE PROBABILIDAD ALEATORIAS

Las medidas de probabilidad aleatorias estudiadas anteriormente son discretas casi seguramente. Esto
puede ser un inconveniente cuando se trabaja con observaciones modeladas a través de variables aleato-
rias continuas. En este aspecto, Lo (1984) propuso una generalizacién de medidas de probabilidad alea-
torias mediante el uso de una «mezcla de distribuciones». De esta manera es posible obtener medidas de
probabilidad aleatorias continuas.

Supongase que (x| y) es una medida de probabilidad y {7; } ;> una sucesiéon de numeros positivos,
tales que Y ;5; 71; = 1, entonces la medida de probabilidad

F(x) =) mu(x]|yi)s

i>1
se conoce como «mezcla de medidas de probabilidad». A y se le conoce como «kernel».
Una generalizacion esta mezcla se obtiene al suponer que los pesos 7;’s y los parametros y;’s estan
relacionados de manera que, para alguna variable aleatoria discreta Y, P[Y = y;] = 7m;, i > 1. Ademas, es
posible suponer que la distribucion de Y es aleatoria, obteniendo asi «mezclas de medidas de probabilidad

aleatorias» y si el kernel es absolutamente continuo, la mezcla serd, ademas, continua.

DEFINICION 11. Sea {X;}! | una sucesion de variables aleatorias condicionalmente independientes tales
que (X;|Y;) tienen distribucion y con pardmetro Y;. Sila distribucion de Y; es incierta y modelada como
una medida de probabilidad aleatoria discreta casi seguramente, entonces se dice que la sucesion {X;};

proviene de una «mezcla de medida de probabilidad aleatoria».

En el contexto bayesiano, las mezclas de medidas de probabilidad aleatorias se pueden representar

esquematicamente como un modelo jerarquico

ind

Xi|Yi~[4(Xi|Yi), i=1,...,n
Y;[PRP
p~1I,

donde IT puede sustituirse por alguna de las medidas de probabilidad aleatorias estudiadas anteriormente.

Estos modelos se conocen como «modelos semiparamétricos».

DISTRIBUCION DEL NUMERO DE GRUPOS EN LA MEZCLA

Una variable de interés al trabajar con mezclas de medidas de probabilidad aleatorias es el numero de
grupos de la mezcla, o numero de componentes. Este niimero se determina por el nimero de valores
distintos {Y;" }X, de la sucesion {Y;}" en la Definicién 11 y conocer su distribucion permitiria saber la
probabilidad de obtener un nuevo valor Y/, ,.

Sea K, la variable aleatoria que denota el nimero de valores distintos en una muestra de tamao n. Al
elegir un proceso normalizado, se induce una distribucién sobre K,,, y obtener P[K,, = k] es de utilidad

para la especificacion inicial de la medida de probabilidad aleatoria.
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EjempLo 7. Si{Y;} es una muestra del proceso Dirichlet con pardmetro « y masa total a, se tiene que

% a
P[Ypu ¢ {Y;0. . Y| Ve Y] =

n+a

Se tiene, entonces, que la probabilidad de obtener un nuevo valor es positiva. Antoniak (1974) encontré

la distribucion de K, la cual estd dada por

c,,,kak
(@)t ’

donde ¢,  es el valor absoluto del niimero de Stirling de primera clase y (a) 4 es el simbolo de Pochham-

P[K, = k] =

mer. Ademas, se tiene que

i 2 W)

a+i-1
(Pitman 2002).

EjempLo 8. Si {Yi}?zl es una muestra del proceso o-estable normalizado, se tiene que

* * ko
P[Yo ¢ {5, Y Y., Y] = -
De igual forma, la probabilidad de obtener un nuevo valor es positiva. Lijoi, Mena & Priinster (2007b)

encuentran la distribucion de K, la cual esta dada por

LK, = K= z< ()i

Asimismo se tiene que

(0)nt

E[Kn] = m,

(18)
(Pitman 2002).

Distribucion del nimero de especies

De manera similar a las mezclas de procesos con incrementos independientes normalizados, es de interés
conocer el nimero de distintas especies en una muestra {X;}”; en una mezcla del proceso Pp(o, ).
Lijoi, Mena & Priinster (2007a) estudian este problema. Sea K, la variable aleatoria que denota el nimero
de especies en una muestra de tamafio n y Nk, = (N1, N2, ..., N, ) las frecuencias de las K, especies.

Se tiene entonces, que la distribucién conjunta de (K, Nk ,) estd dada por

0
b T ©
=g

P[Kn = k> NK,n = nk,n] =
La distribucion del nimero de especies coincide con

P[K, = k] = Wm (- I)J( ) —jO ) nts
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ademas, Pitman (2002) obtiene que

E[K,]= 0+ 8 (20)
c(0+1)y-1p o

En la Figura 1, pagina 26, se muestran las graficas de la densidad de K,, para cada uno de las tres
medidas de probabilidad aleatorias para distintos parametros de «, 'y (0, 0). Se puede observar el com-
portamiento de cada una: el proceso Dirichlet tiene densidades leptocurticas, a diferencia del o-estable
normalizado que, por lo general, son platictrticas. Conocer esto es ttil en el contexto bayesiano ya que
la eleccion de un proceso u otro refleja la certeza que se tenga sobre el nimero de grupos. Por otro lado,
el proceso Poisson-Dirichlet, al contar con dos parametros, ofrece mayor flexibilidad al incorporar la

informacion.

2.6 PROCESO GEOMETRICO

Las mezclas de medidas de probabilidad aleatorias estudiadas en la seccién anterior se pueden utilizar en
los problemas de estimacion de densidades. Otro enfoque que se ha desarrollado para estos problemas
consiste en modelos de mezclas basados en un nimero aleatorio, pero finito, de componentes; en términos

de las funciones de densidad

N
f(x|N)= ,Z,:le(x; 0;). (21)

Basados en estos modelos, Fuentes-Garcia et al. (2010) proponen el siguiente
o
S(xIN) = N7 ) K(x:01), (22)
I=1

donde N es aleatoria, pero con la misma distribucion para cada observacion, i.e., P[N] = gy y se le
asigna una distribucion inicial a {gy }. La eleccion de {qy } determina los pesos {p;} en (21). Entonces,
los autores trabajan con unos pesos que tienen forma similar a una distribucién geométrica y obtienen una
nueva medida que es sorprendentemente simple y eficiente para realizar estimaciones. A continuacién se

explica el desarrollo es esta nueva medida de probabilidad aleatoria.

ANALISIS DEL MODELO

Marginalizando (22) con respecto a N, se obtiene

M8

f(x)= %;K(X;GI)CIN,

Z
I

1

que puede reescribirse como

f(0) = 3 pik(xs61) = [ K(x:0)p(d),

I=1
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Ficura 1: Densidad de K, para los distintos procesos con n = 100; los puntos se unieron para facilitar su visualizacion. Las densidades con el mismo tipo de

punto corresponden a un mismo valor de E[K,, ]: 5 (@), 20 (a), 50 (W), 70 (¥) y 95 (#). En el proceso Poisson-Dirichlet, el pardmetro a corresponde al

utilizado en el proceso Dirichlet.
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donde -
P(d@) = Z Pl661 (d@)
I=1

y los pesos {p; } estan dados por
pi=). an/N.
N=I

Estos pesos suman uno y son decrecientes, lo cual simplifica la complejidad de su distribucion.

En cuanto a la distribucion de {gqy}, existen diversas opciones, entre ellas se encuentran las distri-
buciones Poisson o geométrica; pero antes, es importante estudiar la distribucién condicional de N para
cada observacion, denotada por N;. Si d; dada N; es la indicadora de la componente de la cual proviene

Xi, entonces

ademas se tiene que P[N; = I] = gq;, por lo que
P[N; = N|[di] < qn/N1(nsa;)-

Por tanto, para fines de simulacion, es conveniente que {gx/N} sea una sucesion de probabilidades para
la cual sea facil simular versiones truncadas de su distribucion. Con este fin, los autores eligieron gy o<
N(1- 1)L, por lo que P[N; | d;] es una distribucién geométrica truncada. Ademds, es recomendable

asignarle a A una distribucién inicial Beta.

P= zwi8¢i.

i=1
De ésta se tiene que w; = v; [1;;(1—v;), con v; ~ Be(v; | 1,a), por lo que E[v;] = (1+a)~}, paraa > 0.
Entonces, haciendo A = (1+a)™", E[w;] = A(1-1)", 1o cual corresponde a una distribucién geométrica.
Ademas, es comun asignarle una distribucioén inicial a a. Por tanto, este nuevo modelo elimina un nivel
de jerarquia en el modelo de mezcla de procesos Dirichlet, sustituyendo {v;} por sus esperanzas.

Entonces, es posible reescribir el proceso Dirichlet ordenando sus pesos de manera decreciente, i.e.,

P=3 pidy ()
i=1

donde p; > p; > --- ylos ¢;’s son independientes con alguna distribucién comun. Por otro lado, utilizando

los «pesos geométricos», se tiene la medida de probabilidad aleatoria
Pg =Y wi(A)dg,, (24)
i=1

donde los 6;’s son independientes e idénticamente distribuidos con la misma distribucién que los ¢;’s,

los w;i(A)’s son los pesos geométricos y A tiene alguna distribucion.
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De esta manera es posible aproximar el proceso Dirichlet (23) con (24) cuando, para alguna sucesion

n, M2, ..., se tiene que

wi(A) + -+ wi (A) = pals w1 (A) + -+ wi, (A) = pals..

son todas relativamente pequefias. Igualmente se tiene que

max{]@l - (/)1’, cens ‘Gnl - ¢1]},max{|9nl+1 - ¢2|, cess |6n2 - (/)2|}, ceny

son todos también relativamente pequenos. Por lo que se puede concluir que la medida de probabilidad

aleatoria

Pa() = A3 (1- 1185, (),

permite para modelar el proceso Dirichlet, pero con la ventaja de que no requiere de pesos tan elaborados

como la representacion stick-breaking estudiada con anterioridad.



METODOS PARA ESTIMACION
DE DENSIDADES

Los modelos bayesianos estudiados en el capitulo anterior proveen un mecanismo robusto para hacer
inferencias. Sin embargo, en la practica surgieron varios problemas que limitaron su implementacién. Si
se queria un modelo que describiera de manera precisa el fenomeno bajo estudio, se corria el riesgo de
que el calculo de las distribuciones posteriores fuera imposible hacerlo analiticamente, ademas de que
la implementacién de una solucién computacional podria ser muy costosa. Por otro lado, simplificar un
modelo puede implicar inferencias erréneas.

Sin embargo, actualmente se cuenta con métodos y tecnologias computacionales potentes y accesibles
que han permitido implementar modelos complejos. Dos areas de estudio de la computacion a las que se
recurre frecuentemente en la estadistica bayesiana son el andlisis numérico y la simulacidn estocastica.

Entre los principales problemas que se encuentran en la estadistica bayesiana, que también son objeto
de estudio en el analisis numérico, son los problemas de optimizacién y de integracion. Los problemas de
optimizacion surgen, por ejemplo, al encontrar la decisién 6ptima en un problema de toma de decisiones
en ambiente de incertidumbre, mientras que los problemas de integracién pueden surgir al momento de
calcular las distribuciones posteriores. En este trabajo se estudiara inicamente el problema de integracion.

El problema de integracién, como se comento, ha sido ampliamente estudiado dentro del analisis
numérico; sin embargo, muchos de los métodos desarrollados son deficientes cuando se trabaja en di-
mensiones grandes. Uno de los métodos que no sufre de esta limitacion es el método Monte Carlo. Este
método resuelve el problema de integracion a través de una perspectiva probabilistica y utiliza métodos
de simulacién estocastica.

El método Monte Carlo permite resolver problemas relativamente sencillos. Sin embargo, ha ayudado
en el desarrollo de métodos mas potentes, por ejemplo, aquellos que utilizan cadenas de Markov, los
conocidos métodos Monte Carlo via cadenas de Markov (Mmcmc); dos ejemplos de estos son: el conocido
método Metropolis-Hastings, utilizado en primera instancia en la fisica, y un caso particular de éste, el
Gibbs sampler.

Dentro del contexto bayesiano no paramétrico (o semiparamétrico), existen modelos para estimar
densidades que utilizan mezclas de distribuciones aleatorias como los estudiados en las tltimas secciones
del capitulo anterior. Sus respectivos algoritmos hacen uso de los métodos mcmc.

En este capitulo se da una introduccion a los métodos MmcMc, especificamente al Metropolis—Hastings

29
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y Gibbs sampler. Ademas se estudian los métodos de estimacion de densidades para modelos bayesianos
no parameétricos, especificamente los métodos desarrollados en Ishwaran & James (2001), Neal (2000) y

Fuentes-Garcia et al. (2010).

§1 METODOS DE SIMULACION

Uno delos objetivos de la simulacién estocdstica es desarrollar algoritmos que permitan obtener muestras
aleatorias de «cualquier» funcion de distribucion. Existen diversos métodos que permiten hacerlo, sin
embargo, la mayoria se basan en muestras aleatorias con distribucién uniforme en (0,1). Una vez que se
tiene la muestra uniforme, por medio de algiin método, e.g., transformacion, es posible obtener muestras
de la distribucién deseada. Algunos de los métodos utilizados para este fin son: método de inversion,
método de aceptacion y rechazo, muestreo por importancia y método de rechazo adaptativo.

Obtener un «buen» generador de numeros aleatorios, sin embargo, es mas complicado. Una de las ra-
zones es que se busca un mecanismo o método que genere sucesiones de nimeros que no tengan ningun
patron, pero ademas es necesario que se pueda generar la misma sucesién mas de una vez. Una alternativa
dentro del cémputo cientifico es generar nimeros «pseudo-aleatorios» a través de los «generadores de
nimeros pseudo-aleatorios», los cuales son algoritmos que dado un valor inicial, conocido como «semi-
lla», producen una sucesiéon de numeros aleatorios {u;}"; que toman valores en (0,1). La sucesién de
numeros aleatorios debe tener las mismas propiedades relevantes de una sucesion de variables aleatorias
uniformes en (0,1) independientes. Esto basicamente significa que los nimeros aleatorios generados se
deben comportar como si fueran variables aleatorias uniformes independientes en (0,1), lo cual se puede
probar aplicando diversas pruebas estadisticas. Existe una serie de pruebas, llamada diehard, desarrollada
por George Marsaglia', que permite saber si un generador se puede considerar «bueno».

Para mayor referencia sobre generadores de numeros aleatorios y métodos de simulacion puede con-
sultarse, por ejemplo, Robert & Casella (2005).

En las siguientes secciones se estudia una manera de resolver el problema de integracion, el cual se
encuentra frecuentemente en la estadistica bayesiana. Por ejemplo, en la Seccién 1.1.2 se explicé como

obtener el valor esperado a posteriori del parametro 0

E[0]x] = f@ep(e|x)de;

en ocasiones, la integral no puede calcularse analiticamente, por lo que se necesita utilizar algun método
de integracion numérica; sin embargo, en la mayoria de los casos, ni siquiera es posible obtener una
forma «til» de p(0|x), lo que imposibilita la aplicacion de los métodos «convencionales» de integracién

numérica. Los métodos Monte Carlo y McMc son una solucidn, respectivamente, a este tipo de problemas.

'El conjunto de pruebas se puede obtener en http://stat.fsu.edu/pub/diehard/; también existe una versién en C, llamada

dieharder, la cual ha sido implementada a su vez en R.
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1.1 METODO MONTE CARLO

Supdngase que se quiere calcular la integral

I :fAf(x)dx, AcR? (1)

con d > 1, la cual no es posible obtener analiticamente. Una forma de obtenerla es numéricamente. Sin
embargo, es importante mencionar que si A = RY, antes de aplicar cualquier método numérico es nece-

sario verificar que la integral I existe y es finita.

EjempPLO 1. En el caso unidimensional, un método de integracién es el «método de punto medio». Si

A=[a,b],sea{[a;,a;:1]}", una particién de A, entonces

n-1
I=3% (i - a) f(*5);
i=0

comunmente los elementos de la particion tienen la misma longitud para facilitar atin més el calculo. Sin
embargo, la extension a dimensiones d > 2 de este y otros métodos de integracion se dificulta en gran

manera.

Una alternativa para este problema es ver la integral en (1) como un valor esperado. Para esto se
necesita encontrar una variable aleatoria Y con soporte Ay distribucién 7, con densidad p, y una funcién

g tales que
Elg()]= [ f(ay= [ gmp(ndy=1. ()
Este método se conoce como «método Monte Carlo». Una de sus ventajas es que puede extenderse facil-
mente al caso multidimensional.
Utilizando la Ley de los Grandes Numeros, la integral en (2) se puede estimar por medio una muestra
aleatoria yj, ..., y, de tamafo » con distribucién 7 como

I= g(yi).

I |~

n
i=1

De esta forma, se tiene que

B[N =1y Vali]= - [ (F»)-1) sy

donde esta tltima se puede estimar por

la cual sirve para medir la precision de I.
Ademas, es posible utilizar el Teorema Central del Limite para obtener intervalos de probabilidad, ya

que

M E— 9\](())1)’

No»

cuando n — oo; donde == denota convergencia débil.
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EJEMPLO 1, CONTINUACION. Retomando el caso unidimensional, A = [a,b], Y se puede tomar con dis-

tribucion uniforme en [a,b]y g(y) = (b —a) f(y), entonces

I=(b-a)E[f(V)];

utilizando el método Monte Carlo, I se estima a través de una muestra aleatoria yi,..., y,, con y; ~

U(yi|a,b),como
(b-a)

n

i ifm).

1.2 MONTE CARLO ViA CADENAS DE MARKOV

Una extension al método Monte Carlo que se utiliza cuando no es posible simular directamente de 7, son
los métodos conocidos como «Monte Carlo via cadenas de Markov» (McMc). La idea de estos métodos
es construir una cadena de Markov con distribucion estacionaria 7.

Para comprender el funcionamiento de los métodos McMc es necesario tener presentes algunos con-
ceptos sobre cadenas de Markow.

En la siguiente definicién y teoremas se presentan de manera resumida algunos de ellos; para mayor

referencia puede consultarse, por ejemplo, Robert & Casella (2005).

DErFINICION 1. Sea & = {&;} >0 una sucesion de variables aleatorias definidas en algtin espacio de proba-
bilidad (Q, Z,P) con valores en (X, Z) y sea E € Z su conjunto de estados.

1. Un «kernel de transicion» es una funcién K definida en (X, Z) tal que K(-, B es medible para
todo B ¢ & y K(x,-) es una medida de probabilidad para toda x € X. Similarmente, si se denota

KW(x, B) = K(x, B), el «kernel de n transiciones» esti dado por
K™ (x,B) = [K("—U(y,B)K(x,dy).
11. Dado un kernel de transicion K, para seq[n]B c E, se dice que & es una «cadena de Markov» si
P[&, € By | & € Bo,..., &1 € Byot] =P[&y € By | &1 € By

Si ademads, la distribucion de (&, &y, ..., &, ) dado &, = x, esla misma que la distribucion de
(&=t Eta—to» - - - » &1, -1, ) dado & = x4, para toda k y todos ty < t; < -+ < ty, se dice que la cadena

es «<homogénea en el tiempo».

1. Una cadena de Markov es «¢—irreducible» para alguna medida ¢ definida en &' si paratodo B € &
tal que ¢(B) > Oy paratodo x € &

P[T3<w|fozx]>0,

donde 75 = inf{n > 1: {, € B} es el «tiempo de primera llegada» a B.
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1v. Un conjunto C es «pequeno» si existe m € Ny una medida no nula v,, tal que

VI.

VII.

K™ (x,B) > v,(B),

paratodo x € C ytodo B € &'. Una cadena & phi-irreducible tiene un «ciclo de tamao d» si existe

un conjunto pequefio C, un entero M y una distribucion vy, tal que
d= mcd{m >1: 34, >0 tal que C es pequeiio para vy, > 8va}.

El «periodo» de & es el mayor entero d que satisface lo anterior y £ es aperiddicasid = 1.

Un conjunto B es «Harris recurrente» si

P[Z:o:l 1p(&n) = 00 ‘ &o = x] =1

paratodo x € B. La cadena  es «Harris recurrente» si existe una medida ¢ tal que & es ¢—irreducible

y para cada B con ¢(B) > 0, B es Harris recurrente.

Se dice que 7 es una «distribucion estacionaria» de la cadena si cumple con

n(B) = fK(x, B)r(dx),
paratodo B e Z.
Se dice que una cadena de Markov es «reversible», si para alguna funcion f se cumple
K(x, y)f(x) = K(y,x)f(y)-

Siademas f es funcion de densidad, se tiene que

[RGB F()dy = 7(B),

esto es
n(B) = [K(y.B)a(dy).

es decir, 7 es la distribucidén estacionaria de la cadena.

Los siguientes teoremas son las versiones equivalentes a la Ley de los Grandes Numeros y al Teorema

Central de Limite, respectivamente, para cadenas de Markov.

TEOREMA 1 (TEOREMA ERGODICO). Sea {&;};50 una cadena de Markov Harris recurrente con distribu-

cion estacionaria 7 y sea g una funcién medible tal que E,[|g|] < oo, entonces

lim %ig(&) = fg(x)ﬂ(dx), c.s.

n—>oo
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TEOREMA 2. Sea {&;}>o una cadena de Markov Harris recurrente y reversible con distribucion estacio-

naria 77 y g como en el teorema anterior, entonces

[8(&) —Ealg]] = N(0,7%),

1

| =
M=

I
—

donde 0 < y* = E, [gz(&))] +2Y 2 Er[8(80)g(&i)] < 00, con ¢ = g—E,[¢] y == denota convergencia
débil.

Utilizando lo anterior, si se desea utilizar algiin método McMc se debe construir una cadena de Mar-
kov con kernel de transicién K que converja a 7, sea aperiodica, Harris recurrente y reversible. Con estas
propiedades se garantiza que la cadena pueda alcanzar cualquier conjunto sin importar el estado donde
se inicie, ademas de que se garantiza la existencia y unicidad de la distribucién estacionaria. Asimismo,
sera posible estimar la integral en (1) como en el método Monte Carlo, al generar observaciones del kernel
de transicion, y calcular intervalos de probabilidad, gracias a los Teoremas 1y 2, respectivamente.

Sin embargo, al implementar estos métodos, no siempre es posible verificar la convergencia de la
cadena debido a la complejidad del modelo. Asi que es necesario realizar algunas pruebas para saber sila
cadena alcanzd su estado estacionario, de lo contrario, los estimadores que se obtengan no seran correctos.
Existen varias sugerencias para solucionar este problema. Una de ellas, la mas utilizada, es dejar correr la
cadena cierto nimero de iteraciones, durante las cuales la cadena llega a su estado estacionario; después de
este periodo, que se conoce como «periodo de calentamiento», se espera que las observaciones obtenidas
provengan de la distribucién de interés y por tanto son las utilizadas para las estimaciones. También se
puede verficar la convergencia corriendo varias veces la cadena, cada una con distinto valor inicial; si
hubo convergencia, el efecto del valor inicial debe desaparecer y por tanto, las estimaciones deben ser las
mismas en todas las corridas.

Otro aspecto importante de mencionar es que, por la construccion del método, las observaciones no
son independientes. Pero si se desea una muestra que se comporte como si las observaciones fueran in-
dependientes, existen dos propuestas para obtenerlo. La primera de ellas consiste en que una vez que la
cadena convergio, las observaciones se tomen cada cierto numero de iteraciones, con lo cual se espera que
disminuya su correlacion. La otra opcidn consiste en correr varias cadenas simultaneamente de manera
independiente y una vez que han convergido se toma una muestra de cada una, de manera que las mues-
tras en conjunto sean del tamano deseado. (Debido a que la no correlaciéon no implica independencia, se
menciond que las observaciones se comportarian «como si fueran» independientes.)

Junto con estas pruebas, es recomendable hacer algunas graficas para monitorear el comportamiento
de la cadena. Por ejemplo, si se grafican los promedios ergédicos y la cadena alcanzé su limite, estos
deben aparecer como una linea recta; y si se desea ver la correlacion de la muestra se puede hacer un
correlograma.

Dentro de la estadistica bayesiana, los métodos MmcMc son muy utilizados, debido a que la distribu-

cién final, en la mayoria de los casos, es dificil de obtener analiticamente o no es posible simular direc-



§1 METODOS DE SIMULACION 35

tamente de ella. Existen dos métodos que son los mas utilizados en estos casos: el primero, propuesto
por Metropolis et al. (1953) para la fisica mecanica y generalizado por Hastings (1970), se conoce como
Metropolis-Hastings, y el segundo, conocido como Gibbs sampler, es un caso particular de Metropolis—

Hastings propuesto por Geman & Geman (1984). Ambos métodos se explican a continuacién.

METROPOLIS-HASTINGS

Supdngase que se quiere simular de una distribuciéon con densidad p, definida excepto por una constante,
y supongase que se tiene una densidad q(y | x). Definase la siguiente cadena de Markov, cuya transiciéon

de x, a x,41 se define como

1. generar y ~ q(y | xn);

11. definir
y con probabilidad a(x,, y)
Xps1 =
“ X, con probabilidad 1 — a(x,, y),

donde

alx = min w
(.7) {1’p<x>q<y|x>}’

con la convencién de que a(x, y) = 0si p(y) = p(x) = 0.

El kernel de transicion de la cadena esta dado de la siguiente manera. Estando en x, sélo se puede

pasar a x,,41 de dos formas

I. X,41 = ¥; lo que significa que se genera y y se acepta, por lo que

K(xn,y) = q(y | xn)a(xn, y);

II. Xp41 = Xu; €0 este caso se rechaza todo y generado, por tanto

K(xmane) = [1=[a(r 1500 )y | L ().

Entonces
K(x,y) = a(y [ 9)atay) + 1= [t maande| 1 0).

Para probar que K(x, y) es reversible, s6lo es necesario trabajar con g(y | x)a(x, y). De acuerdo a la

definicion de a(x, y), se tienen dos casos

L sia(y,x)=1
p(y)a(x|y)
p(x)a(y[x)’

por lo que a(x, y)p(x)q(y [ x) = p(y)q(x | y). Entonces

a(x,y) =

a(x, y)q(y [ x)p(x) = a(y,x)q(x | y)p(y);
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1. sia(x,y) =1, de forma andloga

p(x)q(y|x)
p(y)a(x|y)
por lo que a(y, x)p(y)q(x | y) = p(x)q(y | x). Entonces

a(y,x) =

a(y,x)q(x [ y)p(y) = a(x, y)q(y | x)p(x).
En ambos casos se tiene que a(x, y)q(y | x) es reversible respecto a p.

Por otro lado, se necesitan condiciones sobre g para asegurar la convergencia a p. Una condicién

suficiente para que la cadena sea aperiddica es que

P[q(yn | %n)p(xn) < q(xn | yu)p(yn)] < L.

Esto implica que los eventos [ X,-; = X, ] tienen probabilidad positiva, por lo que la cadena tiene proba-
bilidad positiva de permanecer en X,,.

La condicién de ¢-irreductibilidad se cumple si se asegura que 0 < g(x | ) < oo para toda pareja
(x, ), ya que esto significa que cualquier conjunto puede ser alcanzado en un paso. Esto implica que la

cadena es Harris recurrente. Un estudio mas detallado de estas condiciones se puede encontrar en Tierney

(1994).
Por ultimo, es necesario elegir una g(x | y) adecuada. Esta eleccién varia de acuerdo al problema

especifico a tratar, aunque existen tres propuestas que son las mas comunes

» Independencia. Se supone que q(y | x) = g(»), lo que implica que la nueva variable es generada

independientemente de x.

» Caminata aleatoria. La idea aqui es tomar en cuenta el valor que se generé en la etapa n para la

generacion del valor en la etapa n + 1.

» Simetria. Esta es la propuesta original de Metropolis et al. (1953) y consiste en suponer que g( y|x) =
q(xy)-

Para terminar con esta seccion, se presenta el algoritmo del método

1. Inicializar x(°) y hacer k = 0

. Generar y ~ g(y | x®))

N

3. Definir

a(x) = min P(y)q(x(k) | y) }
() {1’p<x<k>>q<y|x<k>>

4. Generar u ~ U(u|0,1)

. Si (x5, y) < u, hacer x(¥*) = y, de lo contrario hacer x(*+1) = x(¥)

i

6. Hacer k = k + 1y regresar a 2 hasta obtener convergencia
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GIBBS SAMPLER
Un caso particular del método Metropolis—Hastings que se utiliza constantemente en estadistica baye-
siana es el Gibbs sampler.

DEFINICION 2. Sea x € RY, d > 1, con funcién de densidad conjunta p(x). Si x_; denota al vector x

eliminando la i-ésima componente, se define la «densidad condicional completa» de x; dado x_; como

) = plxixi)  p(x)
p(x-i)  [p(x)dxi

Supdngase que las densidades condicionales completas son todas conocidas y sus distribuciones co-

p(xi|x-

rrespondientes son faciles de simular. Haciendo g(x;|x) = p(x;|x-;) en el método Metropolis-Hastings

p(x=i)p(xi |x—i)} _
p(xi)p(x-i|xi)

por lo que los valores candidatos se eligen con probabilidad uno.

se tiene

a(x;,x) = min {1,

El kernel de transicion es funcién de las densidades condicionales completas {p(x; | x_;)}%, y esta

dado por

K(x,y) = P()/l |x2, e ,xd)P(}’z |y1,x3, e ,Xd)“'P(}’d | JLEREE s Xd-1)s X,y € RY.

Entonces
fK(x,B)p(x)dx = /Bp(x)dx, x e RY,

es decir, p es la distribucion estacionaria de la cadena.
Si el integrando K(x, y) es positivo, se puede demostrar que la cadena es ¢—irreducible, aperiddica y
Harris recurrente (Tierney 1994).

Por ultimo, se tiene que el algoritmo de este método es el siguiente

(0) (0)

1. Inicializar x; 7, ..., x; " yk =1
2. Obtener xl(k), e xlglk) a partir de x (kD) generando
xl(k) ~ p(x ] xékil),xgkfl), . ,x(kfl))
) o p(xz | xl(k) (k_l), ... ,x‘;k_l))
) o p(x3 |x1(k),x§k),...,x(k_l))

k k k—
6(1)1~p(x _1|x( ),xz( )l 1))
()

k k k
~ p(xg |x( ), ! )"“’ng—)l

3. Hacer k = k + 1y repetir 2 hasta obtener convergencia
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Una generalizacion de este método consiste en introducir variables latentes. Supdngase que existe una
densidad f(x, y) tal que al marginalizar sobre y se obtiene p(x) y que f es més facil de simular que p.
Entonces se puede aplicar el Gibbs sampler utilizando la densidad f en lugar de p. Las observaciones de
y pueden no tener ningun significado para el modelo original, sin embargo, mejoran el funcionamiento

del método.

§ 2 METODOS DE ESTIMACION DE DENSIDADES PARA MODELOS
NO PARAMETRICOS

En las siguientes secciones se estudian los métodos de estimacion de densidades para modelos bayesianos

no paramétricos desarrollados por Ishwaran & James (2001), Neal (2000) y Fuentes-Garcia et al. (2010).

2.1 GIBBS SAMPLER PARA URNAS DE POLYA
Supongase que se tiene una muestra X = {Xj, ..., X,,} obtenida del siguiente modelo semiparamétrico
Xi| Vg™ p(Xi|Yi¢), i=1...n
iid

Y,|P¥Pp

¢ ~v(¢)
P~TL

(3)

donde IT es una distribucién aleatoria. Ishwaran & James (2001) suponen que II corresponde al pro-
ceso Poisson-Dirichlet de dos paramétros, pero se puede extender a cualquier medida de probabilidad
aleatoria discreta casi seguramente que tenga una regla de prediccion explicita. Por tanto, utilizando las
medidas de probabilidad aleatorias del Capitulo 1, este método se puede utilizar con distribuciones que
se puedan caracterizar a través del esquema de urnas de Pdlya.

Integrando sobre P se obtiene

Xi| Vi ™ u(Xi|Yi¢),  i=1,...,n
Yi,...,Yy~n(Y,...,Y,) (4)
¢ ~v(¢).

El método propuesto por Ishwaran & James (2001, Seccidn 4) se basa en el Gibbs sampler y utiliza el
hecho de quelas Y;’s son intercambiables y, por tanto, s6lo es necesario obtener la distribucion condicional
completa para una de ellas.

Sea Y_; el vector Y = {Y3,...,Y,} eliminando la i-ésima entrada. Recordando, la distribucién pre-

dicitva para Y = {¥;}", una muestra del proceso Pp(o, 0) estd dada por

0+om m.on; -0
PlY;e-| Y] = H('HZﬁ‘S

f0+n-1 a

v (),

-1 j
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donde {Y{",..., Y, } esel conjunto de valores tnicos de Y_;, cada uno con frecuencia niparaj=1,...,m
y H es la distribucién, no atémica, de Y; (Teorema 1.6).

Entonces, para obtener observaciones de la distribucion posterior (Y, ¢ | X) se necesita simular
valores de (Y; | Y_;,¢,X),i =1,...,n,yde (¢ | Y, X) iterativamente. En particular, cada iteracion del

Gibbs sampler genera las siguientes observaciones

. (Y;|Y.;,¢,X),i=1,...,n. Ladistribucién condicional estd definida por

P[Y;e-| Y., ¢, X] = qoP[Yi €[, Xi] + ZQJ"SY].*('))
j=1

donde
0+om Y
Xl) H(d J Xi; YX’) >
R — ff y,@)H(dy) y gqjo< 9+n_1f( 5 9) (5)
y f es la densidad correspondiente a y. Ademads, los pesos g;, i = 0,...,m, se deben normalizar

para que sumen uno.

1. (¢]Y,X). Aplicando el teorema de Bayes, se obtiene la densidad
g(¢]Y,X) o< v(dg) [T f(Xi Yis ¢).
i=1

ACELERACION DE LA MEZCLA

Un inconveniente en este método se tiene cuando los valores g; se vuelven mas grandes que go. Cuando
esto ocurre, la simulacién puede quedarse estancada en los valores unicos Y, ..., Y, de Y y pueden
pasar muchas iteraciones antes de que un nuevo valor Y’ sea generado. Una propuesta para solucionar
esto consiste en remuestrar los valores tnicos Y*, ..., Y, al final de cada iteracion.

En este «paso de aceleracion», Y se reexpresa en términos de sus valores tinicos Y™ y un vector de
membrecias C = {Cy, ..., C,}, el cual se define como C; = jsiysdlosi Y; = Yj*. De esta manera, al final
de cada iteracion, después de generar Y se calcula Cy entonces se actualizan los valores tnicos Y;* dado

C. Esto equivale a agregar el siguiente paso

1. Obtener una muestra de las distribuciones posteriores para (Y]* | C,¢,X) paraj=1,...,m. En

particular, para cada j, la densidad posterior requerida es

h(Y[|C ¢, X) e HAY]) ] f(Xi5Y/],9).

{i:C,‘=j}
Después, actualizar Y utilizando Y* y C.

Cabe mencionar que este método para urnas de Polya es equivalente a los Algoritmos 1 al 3 de Neal

(2000) desarrollados para el proceso Dirichlet.
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LIMITACIONES DEL METODO

A pesar de la versatilidad del método, éste tiene algunas limitaciones. En primer lugar, para aplicar el Gibbs
sampler se necesitan las distribuciones condicionales completas y la actualizacion se realiza coordenada
por coordenada, lo cual produce coeficientes g; muy grandes y como consecuencia la cadena de Markov
del modelo converge lentamente, atin cuando se aplique el paso de aceleracion.

Otra limitacién se tiene cuando H y y no son conjugadas, lo cual dificulta el calculo de g y de las
distribuciones necesarias para el método de aceleracion.

Por tltimo, marginalizar sobre P permite hacer inferencias de la distribucion final de P sélo a través

de los valores finales de Y.

2.2 GIBBS SAMPLER POR BLOQUES

Una manera de tratar las limitaciones del método anterior, de acuerdo a Ishwaran & James (2001), es
utilizar el Gibbs sampler por bloques. Este método se puede utilizar para modelos no paramétricos y se-
miparamétricos como (3) tomando IT como una distribucion stick-breaking Sy (a,b) truncadaen N. De
esta manera, el modelo quedara totalmente determinado por un numero finito de componentes y como
consecuencia, sera posible actualizar bloques de parametros en cada iteracion a través de distribuciones
multivariadas.

El modelo (3) queda redefinido, entonces, como

ind

X,-|Z,K,</J~[4(X,-\ZKi,¢), izl,...,l’l

Ki|p~ > pidi(’)
k=1
Zy “H(Zy), k=1,...,N
p~Go(pla,b)

¢ ~v(¢)

(6)

donde K = (Ky,....,Ky) yp=(p1,.-., PN)-
De este nuevo modelo es posible obtener observaciones directamente de la distribucion posterior

I1(- | X). El método obtiene iterativamente observaciones de las distribuciones condicionales

(Z|K, ¢, X)
(K|Z,p,¢,X)

(p|K)
(¢12.K.X)

Haciendo esto, eventualmente (cuando la cadena alcance su limite) se obtendran observaciones de la
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distribucién posterior de (Z, K, p, ¢ | X) y como cada (Z, K, p, ¢) define una distribucion

N
P() = ;Pkﬁzk(-),

también se obtendrdn observaciones de la distribucién posterior II(- | X). La distribucion posterior

7(Y | X) puede calcularse haciendo Y; = Zg,.

Si K* ={K7,...,K,,} denota al conjunto de los m valores unicos de K, entonces, cada iteracion del

Gibbs sampler por bloques obtiene observaciones en el siguiente orden

1. (Z|K,¢,X).Obtener (ZK; | K, ¢, X) de la densidad

W(Zy: | K ¢, X) o HdZge) ] f(XisZge9), j=1,...

{i:Ki:K;}

y simular Z ¥ H para k € K\ K*.

1. (K|Z,p,$,X).Obtener observaciones de la siguiente manera

N
Ki|Z)p)¢)XlNdzpk,i6k(')’ i:]‘""’n’
k=1

donde

(Pris--->PN.i) o< (P1f (Xi3 21, 8)5 -, pNf(Xis 2, §)).-

1. (p|K). Dela defincién de p (Ecuacidn 1.15) se obtiene
k-1

P=Vi y pr= ng(l—v,-), k=2,...,N-1,

donde
Vi ¥ Be(Vi|ay + Mo b+ Yo Mi), k=1 ,N-1
y My es el numero de K; iguales a k, y
N-1

pN=1-) ps.
k=1

v. (¢]Z,K, X). Como en el método anterior

¢(¢12, K, X) o< v(dg) ﬁf(xi;zm, 9).

,m

Gracias ala posibilidad de actualizar las variables Z, K y p por bloque, el método posee buenas propie-

dades de mezcla. Ademas, el mejoramiento de este método con respecto al anterior se logré al introducir

variables latentes, permitiendo asi introducir la distribucién inicial IT.
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Considérese, por ejemplo, la medida Dpy(aH) (pagina 21). Utilizando el Gibbs sampler para urnas

de Polya, el ajuste en (3) involucra obtener observaciones de (Y, ¢) de la densidad proporcional a

n* +aN
-1

(x(l m/N)

Hf(X,,K,qb)H H(dY;) + Z

i=1

5Y*(dY):| v(d¢)

:ljf(Xi;Yi,(/’)[/fﬁP(in)HaEN(dP)HN(dZ) v(dg),

donde I,

Si ahora se incluyen la variable latente Z y la medida P, se obtienen observaciones (Y, ¢, Z, P) de la

corresponde al proceso Dirichlet con medida finita aéy(Z, -) para un valor fijo Z.

densidad proporcional a
[1/(Xi:Yi, ¢) [TP(dYi) g, (dP)HY(dZ)v(dg)
i=1 i=1

= ﬁf(Xii Yi, ¢) lﬁ [Z Pkdz, (dY; )] 7(dp)HN (dZ)v(d¢),

donde 72(dp) es la densidad de la distribucién Dirichlet con parametro («/N,...,a/N).

Debido a que Dry(aH) es una buena aproximacion al proceso Dirichlet Dp(aH), el Gibbs sampler
por bloques es, por tanto, también una buena aproximacion al Gibbs sampler para urnas de Polya.

Por otro lado, este método se puede aplicar atn en el caso no conjugado, ya que sélo se debe modificar
la manera de obtener la distribuciéon condicional para Z, utilizando Metropolis-Hastings, por ejemplo.
Ademas, la distribucion condicional para Z tiene basicamente el mismo esquema que el paso de acelera-

cion, por lo que no es necesario agregar ningun paso adicional.

2.3 METROPOLIS-HASTINGS PARA DISTRIBUCIONES NO CONJUGADAS

Una forma de tratar el caso donde las distribuciones del kernel y de la medida base no son conjugadas

fue propuesta por Neal (2000). Para ello utiliza el modelo semiparamétrico

X |G (XY,  i=l...,n
Y;| PP )
P~ Dp(aH)

y su equivalente, un modelo de mezcla finita con N componentes

ind

X|Z,,K~/,¢(X|ZK) i=1...,n
K; | p * Discreta(K; | p)
Zx, ~ H(Zg,)
p~ Dir(p|a/N,...,a/N).

(8)
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Estos modelos se pueden generalizar sustituyendo el proceso Dirichlet Dp(aH) por el proceso Pp(a, 6)
en (7). A lo largo de las siguientes secciones se trabajara con el modelo general.

En su Algoritmo 5, Neal (2000) propone actualizar K; a través del método Metropolis—Hastings utili-
zando su distribucién inicial como distribucion propuesta. De esta manera, integrando sobre p, se actua-
liza cada K; y el Zx, correspondiente. En la actualizacién de cada Kj, la distribucién final es proporcional
a la verosimilitud de la observacion X; multiplicada por la distribucion condicional para (K; | K_;), por

lo que la probabilidad de aceptaciéon queda definida como

X Zy+
a(K*, K;) :min{l,u}, (9)
f(Xis Zk,)
Entonces, este método obtiene observaciones de la siguiente manera
1. (K|X,Z).Parai=1,...,n,actualizar K; r veces: Obtener un candidato k de la distribucion inicial

para K; definida por

Y 0+om

P[K; = K para alguna j| K_] = —5 ¥ PlKi+ K} paratoda j| K_;] = —

donde n7 es la frecuencia de K y m es el nimero de valores tnicos.
Sik ¢ {Kj,...,K,} simular Z; de H. Calcular la probabilidad de aceptacion (9) y hacer K; = k con

esa probabilidad, de lo contrario dejar K; sin cambio.

1. (Z|X,K).Paracadake{K/,...,K,} actualizar Z; | X;.

La actualizacion de (Z | X, K) puede hacerse utilizando Gibbs sampler, por ejemplo.
Una caracteristica de este método es que al considerar cambiar una K, existe mayor probabilidad de
ser asignada a un componente de mezcla con mas observaciones que a uno con menos, a diferencia del

Gibbs sampler para urnas de Polya de la Seccion 2.1, el cual considera todos los componentes existentes.

2.4 METROPOLIS-HASTINGS Y GIBBS SAMPLER

Una desventaja del método anterior es que la creaciéon de nuevos componentes de mezcla puede ser in-
eficiente. Por tal razon, Neal (2000), en su Algoritmo 7, soluciona esta deficiencia modificando la distri-
bucién propuesta para actualizar los K;’s.

Si K; = K| para alguna j # i, se puede proponer cambiar K; a un nuevo componente, con su co-
rrespondiente Z; simulada de H. Por otro lado, para permitir que un componente desaparezca, la dis-
tribucion propuesta del K; tnico (i.e., K; # K; para toda j # i) se puede limitar a aquellos componen-
tes asociados con otras observaciones, con probabilidades proporcionales a n;. Se puede observar que,
cuando el valor actual K; no es tnico, la probabilidad de proponer un nuevo componente es un factor
de (n -1+ 6)/(6 + om), mientras que si K; es tnico, la probabilidad de proponer algiin componente
existente es un factor de (n—1+6)/(n—1-om). Por tanto, la probabilidad de aceptar un valor propuesto

debe ajustarse con el cociente de estos factores.
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Estos cambios son suficientes para producir una cadena de Markov ergédica, ya que existe probabili-
dad positiva de que, en una iteracion, cada K; esté asociada a componentes diferentes. Sin embargo, puede
resultar ineficiente debido a que una K; puede pasar de un componente existente a otro s6lo después de
haber permanecido algunas iteraciones en un componente donde la K; es tinica. Una forma de evitar es-
te estancamiento es combinar las actualizaciones del Metropolis—Hastings con actualizaciones parciales
utilizando Gibbs sampler; estas ultimas se aplicaran sdlo a aquellas K;’s que no sean unicas, permitiendo
que cambien s6lo a componentes que tengan al menos una K}, i # j, asociada.

Con estos cambios, se obtienen observaciones de la siguiente manera

I. (K | X, Z ) Parai=1,...,n:SiK; no es nica, sea k un nuevo componente con su correspondiente
Z; simulada de H. Hacer K; = k con probabilidad

0+om f(XiZk)
n—l—omf(Xi;ZKi)}’

a(k,K;) = min{l,

o dejar K; sin cambio.
De lo contrario, K; es unica. Entonces, elegir k de K_; haciendo k = K j con probabilidad (nj -
0)/(n -1+ 6). Hacer K; = k con probabilidad

N n-1-om f(X;;Zg)
a(k,K1)_mln{1’ 0+om f(Xi;Zk,) ,

o dejar K; sin cambio.

1. Parai =1,...,n: SiK; es unica no hacer nada. De lo contrario, elegir un nuevo valor para K; de
{K{,...,K},} con probabilidad

]P)[K, = K; ’ K_,',Xi,Z] o< (l/l; - G)f(XZ!ZKJ*)

ul. (Z|X,K).Paracadak e {K;,...,K},} actualizar Z; | X;.

2.5 GIBBS SAMPLER CON PARAMETROS AUXILIARES

Otra manera de tratar el modelo semiparamétrico (7), o equivalentemente (8), en el caso no conjugado
es utilizando Gibbs sampler junto con una serie de variables latentes. Utilizando este enfoque, es posible
actualizar cada K; sin necesidad de integrar sobre H, una de las dificultades del método de la Seccién 2.1,
ya que al actualizar los K; se introducen las variables latentes, las cuales representan posibles valores de
los parametros de los componentes Zg, que no estan asociados con ninguna otra observacion.

La distribucién condicional inicial de (K; |K_;) queda determinada, entonces, en términos de ! com-
ponentes auxiliares y sus pardmetros asociados, donde los K; toman valores en {1,...,m}, con m el
nimero de valores tinicos en K_;. Por tanto, la probabilidad de que K; sea igual a una K € {1,...,m} es
(nj—0)/(8 + n—1), mientras que la probabilidad de que K; tenga otro valor es (6 + om) /(0 +n—1), el
cual se puede dividir equitativamente entre las [ variables latentes introducidas.

Con estos cambios, se obtienen observaciones de la siguiente manera
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1. (K|X,Z).Parai=1,...,n:Seah = m+1,donde m son los valores unicos en K_;, y supdngase que
K; toma valores en {1,...,m}. Si K; no es Gnica, simular valores de H de manera independiente
para Z; tal que m < k < h. Si K; es unico, sea K; = m + 1y simular valores de H de manera
independiente para Z; talque m +1 < k < h.

Simular un nuevo valor para K; de {1, ..., h} con probabilidad

(n;f—a)f(Xi;ZKj) paral< K;<m

PIK; = K; | K_i, Xi, Z1s ..., Zy] o< {
((0+om)/l) f(Xi;Zx;) param+1<K; < h.

i. (Z|X,K).Paracadake{K/,...,K},} actualizar Z; | X;.

2.6 GIBBS SAMPLER PARA EL PROCESO GEOMETRICO

El modelo propuesto por Fuentes-Garcia et al. (2010), que utiliza como medida de probabilidad aleatoria
el proceso geométrico (Seccién 1.2.6), puede implementarse a través del Gibbs sampler. Este modelo puede

expresar como sigue

ind

Xi|dio N ™ u(X;| Zg),  i=1...,n
di | N; ™ U(d; |1, N;)
P[N; = N] = NA*(1- )N
A~ Be(A|a,b)

(10)

donde las Z;’s son independientes con distribucién comun H y a y b se asumen conocidos.

De esta manera, cada iteracion del Gibbs sampler obtiene observaciones de la siguiente manera

1. (Z|X,d).Ladistribucion condicional completa para cada Z; estd dada por

h(Z;j| X,d) < H(dZ;) dH‘f(Xi?Zj)’
i=]

donde f es la funcion de densidad de p.

. (d|X,Z,N) Ladistribucion condicional completa para cada d; esta dada por

.....

1. (N|d).EnlaSeccion1.2.6 se obtiene la distribucion condicional para N;. De acuerdo a la elecciéon

de {gn/N}, se tiene que la distribucion condicional completa para N; estd dada por
P[N; =N |d;] = (1- )" "Lnsay

la cual corresponde a una distribucién geométrica truncada.
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v. (A|N;). Finalmente, la distribucién condicional para A estd dada por
(A N;) oc AT (1 = V)P T A2 (- V)N,
i=1

para a y b conocidos, la cual corresponde a una distribucion Beta con pardmetros a + 2ny b —n +
n
i=1 Ni.



— II1 —
PROGRAMACION DE METODOS
PARA MODELOS NO PARAMETRICOS

Una vez estudiados algunos de los métodos de estimacion de densidades para modelos no paramétricos,
es conveniente desarrollarlos para casos particulares y hacer un anélisis de su comportamiento.

Como ya se estudid, para desarrollar un caso particular, es necesario especificar una distribucién
como medida base en cada proceso y asi como un kernel. Por tanto, en este capitulo se fijan estas distri-
buciones y se obtienen las distribuciones condicionales necesarias.

Con esto en mente, en este capitulo se desarrollaran los casos particulares de los métodos de simula-
cién que se implementaran; esencialmente son los descritos en el capitulo anterior (Seccion 11.2): Gibbs
sampler para urnas de Pélya, Gibbs sampler por bloques, Metropolis—-Hastings para distribuciones no
conjugadas, Metropolis—-Hastings y Gibbs sampler, Gibbs sampler con parametros auxiliares y Gibbs sam-
pler para el proceso geométrico. Todos estos modelos se implementaran para el caso en donde la medida
base es la distribuciéon Normal-Gamma y el kernel corresponde a la distribucién Normal.

Adicionalmente, se estudiara el caso en donde los parametros de cada proceso son incluidos en los
esquemas de simulacion, asignandoles una distribucion inicial. Especificamente se hard para los procesos
Dirichlet, o-estable normalizado y Poisson-Dirichlet de dos pardmetros. Como se verd, la inclusion de
estos parametros en los esquemas de simulacién, a excepcion del proceso Dirichlet, trae consigo una serie
de dificultades desde el punto de vista computacional debido, principalmente, a los grandes nameros que
se obtienen de la proporcional a la distribucién condicional correspondiente. Por tanto, se haran algunos

comentarios para explicar como solucionarlas.

§1 CALCULO DE DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

Se comienza obteniendo las distribuciones condicionales para cada uno de los métodos estudiados en el

capitulo anterior. Para ello sera util el siguiente lema.
LEMA 1. Sea x = {x1,...,X,} una muestra tal que x; ~ N(x; | 4,1/7), parai = 1,...,n,con y € Ry
7 € R". Bajo la distribucién inicial N(y | w, t/7)Ga(7| a,b), para w, t, a y b conocidos, su distribucion

posterior esta dada por

W(u“"””’e L )Ga(r‘a+§,b+§+"(w_£)z),

tn+l * 7(tn+l) 2(tn+1)

dondex = - Y7 x;y S =Y (xi — %)%

47
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Demostracion

Bajo los supuestos, se tiene que la funcién de verosimilitud p(x | 4, 7) estd dada por

p(x|u,7) o< H /2 exp(——T(x - W) ) exp(—— Z(x, )

i=1

Lasuma Y7 (x; — u)* se simplificaa 3./ (x; — X)* + n(u — %)%, donde & = 1 ¥, x;. Por tanto, se tiene

px|p,7) o< 7" exp(——(u %) )exp(——zocz -%)?)

OCN(!,[ T‘(}’l+l)/2,5/2),

donde S = 37, (x; — %)%
Por otro lado, se sabe que p(u, 7| x) o< p(x | u, 7) p(u, 7), entonces

a,b)

p(u, 7| x) o< fN(y k,l/(rn))@a(r‘(n +1)/2,S/2)fN(y‘w, t/r) (ja(r

a+n+1 1

o 77 L exp(- 2 (4 - )’ - £ (- 0)? - 7(S/2+ b))
oc 7P+ exp(—i {(tn +1) (M Sl tm'c)z G _)-C)z} -1(8/2+ b))

tn+1 tn+1
w+tnx s, n(w-%)?
OCW(!'{ tn+1 ’T(tn+1))ga( ‘a+%’b+2+ 2(tn+1) ) -
1.1 GIBBS SAMPLER PARA URNAS DE POLYA
De la Seccién 11.2.1, para una muestra x = {x, ..., X, }, se obtiene el siguiente modelo

x’““ll’Tl W(xz“/lz"r ) i=1...,n

Hi> Ti |PudP (1a)
P~ Pp(0,0),
con medida base
H(y,7) = N(p|w,t/7)Ga(7|a,b), (1b)

donde w, t, a y b se asumen conocidos.
El Gibbs sampler requiere de la distribucion condicional completa para los parametros y;, 7; y de los

pesos {g j};”zo, los cuales se obtienen a continuacion.

ProposICION 1. Bajo el Modelo (1)

1. La distribucion condicional completa (p;, 7; | p—i, T_i, x), para i =1,..., n, estd dada por

(] 255 i) Ga (e + 3.0+ S ) @
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1. Los pesos {q;}7", estdn dados por

0

90 < 5 ::TlSt(xﬂa,w,b(tJrl)/a), (3a)
ny—o
] ok %1 .

qj<><9+n_1fN(xi,yj,Tj ), j=1...,m, (3b)

parai=1,...,n,donde St(x; &, u, 02) corresponde a la densidad Student con « grados de libertad,

media y y varianza o2

Demostracion
1. Utilizando el Lema 1 con n = 1 se obtiene (2).
11. Para qo, de (11.5) se tiene que

0+om
o<
0+n-1JRxR*

90 N p, T HYN(ps w, t/1)Ga(1s a, b)dudr,

la doble integral se calcula como en el Lema 1 con n = 1, pero ahora es necesario conservar todos
los términos constantes. Asi, se obtiene

N (x4, 77 N(ps @, t/7) Ga(750,b) =
T1/2 T 5 TI/Z T 5 p a1
u- Ty b
Tz (5 0) e (5 (n -0 i e ()
(b7)” (T 2_ T 2 )
o —— _—— —_ —_—— —_ _b
2n0PT(a) 7 =) ey =br
~ be /27rt1/zr(a+l/2) (x—w)2 b —(a+1/2)
271120 (a) (t + 1)V2T(a) \ 2(t +1)
2
XW(#;%,T(t—il))ga(r;a+l/z,b+%).

Integrando la dltima igualdad, se tiene

X

fR - W(x;,u, T_l) N(u; w, t/7)Ga(7;a,b)dpdr =

~ [(a+1/2) a 1/2 1 a(x - w)? —(a+1/2)
_F(a)\/ﬁ(b(ﬂl)) ( +2ab(Tl))

lo cual corresponde a la densidad Student con 2a grados de libertad, media w y varianza b(t+1)/a.

>

De esta forma se obtiene gy como en (3a).
Paragj, j=1,..., m, de (1L5) se obtiene directamente (3b), donde ( //l;, T]*) es el j—ésimo elemento

unico de {(pi, Ti)}?zl, j=1,...,m, el cual tiene frecuencia n}.‘. ]

Si se quiere utilizar el método de aceleracion se debe obtener, ademas, la distribuciéon condicional
(y;f, T; | C,x) para j = 1,...,m, donde C es un vector de membrecias {Cy,...,C,}, definido como

Ci=jsiysolosi(u;, 1) = (#;’T;)'
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PRrOPOSICION 2. Las distribucidon condicional (y;, T;.‘ | C,x) para j = 1,...,m, bajo el Modelo (1), esta
dada por

N[ u* tn} %} +w ¢ +| g n? S n]’f()'c]’.*fw)z

B | Tt o) Ga(7;|0+ 7’ﬁ+7+_z(m;+1) >
donde
. i, 1 _n2
I;={i:C;=Cj}, x;f:FZxk y o Si= (e —x)%
j kGIJ kEIJ

Demostracion

Se obtiene directamente del Lema 1, ya que los elementos unicos C* = {Cy,...,C;,} de C forman una

particion de {x;}"", y de {(ui, 7:) }\,, donde cada elemento de esta tiene tamafio n;. O]

1.2 GIBBS SAMPLER POR BLOQUES
El modelo de la Seccién 11.2.2, para una muestra x = {xy, ..., x, }, queda definido como sigue
ind — .
xi | gk 1k Ki X N(xi | gk 1), i=L1...,n
Ki|p~ ) pdi(")
k=1

tio Tk ® N | @, t/10)Ga(Te | a,b), k=1,...,N
p~Go(plc.d),

(4)

donde p = (p1,...,PN) Y W, t, a, b, ¢ y d se asumen conocidos.

En este caso, solo es necesario obtener la distribucién condicional para (uk;, 7k, | Ki, x), ya que las

demas se obtienen directamente de la Seccion 11.2.2.

PROPOSICION 3. Bajo el modelo (4), la distribucién condicional (uk,, 7k, | Ki,x), parai =1,...,n, estd

dada por
tn X +w ny s, ni(xF-w)?
7 t _ AT B
W(”Ki tn;.’+1 > TKi(tn;H)) ga (TKi a+t b+ 2 T 2(tn;.*+1) >
donde
1
_ ., L * % = L _ -%\2
I]’—{l.K,—Kj}, j_nx-zxk y S]—Z(xk xj).
j kEIj kEI]
Demostracion
Se puede ver que K; corresponde a Cj, j = 1,...,m, en la Proposicion 2, por tanto, el resultado se sigue

directamente de ésta. O
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1.3 METODOS PARA DISTRIBUCIONES NO CONJUGADAS
En los métodos de las Secciones 11.2.3, 11.2.4 y 11.2.5 se trabaja con el siguiente modelo, para una muestra

x=4{xp,...., %X}

xj"l/li,Ti,Kj inNd,l/l(Xi|['lK,-)T]7(t)) i:]-)---an
K;| p * Discreta(K; | p)

i (5)
HK;> TK; N W(HKi | w, t/TKi)ga(TKi | a, b)
p~Go(ple.d),
donde p = (p1,..., PN) Y W, t, a, b, ¢ y d se asumen conocidos.

En este modelo, s6lo se necesita obtener la distribucién condicional (p;, 7k, | Ki, x). Sin embargo,

se puede ver que corresponde a la Proposicion 3.

1.4 GIBBS SAMPLER PARA EL PROCESO GEOMETRICO

El modelo de la Seccion 11.2.6, para una muestra x = {x, ..., X, }, queda definido de la siguiente manera

xi | pi> Ti» d ii’d[/l(Xi’/ldi,T;il), i=1...,n
d; | N; ® U(d; |1,N;)
ta, Ta, ~ Npa, | @, t/74,)Ga(4, | a,b)
P[N;=N]=¢gn

(6)

donde w, t, a y b se asumen conocidos.

Como se explicé en la Seccion 1.2.6, existen varias opciones para la distribucion de {qy}, pero se
tomara la estudiada en Fuentes-Garcia et al. (2010): gy = NA?(1 — A)N7!, Ademas, es recomendable
asignar una distribucion a A para incluirla en el Gibbs sampler; una opcion es asignarle una distribucién
Beta con parametros conocidos «a y f3.

Para este modelo se necesita obtener las distribuciones condicionales (¢, 7|x,d), (N|d, 1) y (A|N, x).

La distribucion condicional (d | x, 4, T, N) se obtiene directamente de la Seccion 11.2.6.

PROPOSICION 4. Bajo el modelo (6)

1. La distribucién condicional (#d,» T4, | Ped;> T-d;» Xs d),parai=1,...,n,estd dada por

nixi+w n; Si  ni(%j-w)?

jXj t J J JN\T)

tnj+1 > Td.(tnj+1))ga(Tdi a+s b+ 2 T 2(tnj+1) )’
1

W(‘udi

donde
o1 i
nj=3 L F=—3x y Sj=3 (xi-%)%
disj

Nja=j di=j
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1. La distribucién condicional (N; | N_;, d, 1), para gy = NA?(1- 1)N7!, esta dada por
P[N; =N |di,A] = A(1- )" L nsa,

la cual corresponde a una distribucién Geométrica truncada en d; y con parametro A.

1. La distribucién condicional completa (A | N, x) esta dada por
ﬂBe(A‘(x +2n,B-n+ Y0 Ni),
para a y 3 conocidos.

Demostracion

1. Este resultado se sigue de la Proposicion 2, observando que d; y C; se definen de la misma manera.

11. Enla Seccidn 1.2.6 se obtuvo que
P[N; = N|d;] o< qn/N1{nsa,)-

Haciendo gn = NA?(1 - A)N7, se sigue el resultado.
1. La distribucion condicional final para g esta dada por

n

n(q|...) o< [Tanm(q)s

i=1

paralaeleccién de {qy } y tomando la distribucion inicial 7(gq) = Be(A|a, 8), para a y  conocidos,

esta distribucion se convierte en

(AN, x) oc A (1= V)P TT A2 (1 - 1)N !

i=1
oc‘Be(/\‘oc+2n,[3—n+Z?:1Ni). O

§ 2 ASIGNACION DE DISTRIBUCIONES INICIALES ADICIONALES

Para todos los métodos es posible asignar distribuciones iniciales adicionales, por ejemplo a los para-
metros de la medida base o a los pardmetros de las medidas de probabilidad aleatorias. En este trabajo
unicamente se tomara el segundo caso, por tanto, en esta seccion se asignaran distribuciones iniciales a
los pardmetros «, 0 y (g, ) de los procesos Dirichlet, c-estable normalizado y Poisson-Dirichlet de dos

parametros, respectivamente, para asi incluirlos en los algoritmos de simulacion de los distintos métodos.
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2.1 PROCESO DIRICHLET

De la Seccién 1.2.5, Ejemplo 1.7, para el proceso Dirichlet con parametro « > 0, la distribuciéon de K, esta

dada por

cn)kcxk

(“)nT.

West (1992) estudia como incluir « en los métodos de simulacion. Para ello, se asume que los datos X son

(7)

P[K,=k|a,n]=

inicialmente condicionalmente independientes de & dados todos los demas parametros Y, obteniendo

p(alk,Y,X) o< p(a|k) o< p(a)p(k|a),

con p(k | «) dada por (7). Una de sus propuestas para la distribucién inicial de « es una distribucién
Gamma con parametros a, b conocidos. La obtencién de la distribucion posterior de « se resume en la
siguiente proposicion.

ProprosIcION 5. La distribucion posterior de «, con funcién de verosimilitud dada por (7) y distribucién

inicial Gamma con parametros a, b conocidos, es
p(a|n, k) =n,Ga(a|a+k,b-logn)+(1-m,)Ga(a|a+k—-1,b-logn), (8)

donde ~ Be(n|a+1,n)y
Ty a+k-1

1-m, n(b-logy)’
con 7 el tamafo de la muestra.

Demostracion

Para a > 0, el reciproco del simbolo de Pochhammer en (7) se puede reescribir como

1 T(a) (a+n)p(a+1ln)
(a)my T(a+n) al(n) ’
donde f3(,-) esla funcion beta. Entonces, parak =1,...,n

plac| k) o< pla)a (o + m)B(a +1,m)
o< p(a)a e+ m) [ 01 n)dn

Esto implica que p(« | k) es la distribucién marginal de una distribucion conjunta para « y una variable

1 continua, con 0 < 7 < 1, tal que

pla | k) o< pla)a™ (a+ m)y*(1-m)"".

Las distribuciones condicionales p(« |7, k) y p(#|a, b), quedan determinadas, por tanto, como sigue
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1. p(a|n,k).Bajo la distribucion inicial p(a) = Ga(« | a, b) se tiene

a+k-2

(e +n)exp(—a(b-1logn))
exp(—a(b - logn)) + na®**2

plafk) o< a

aa+k—1

exp(-a(b —logn)),

o<
lo que se reduce a
plalk) o< ciGa(a|a+k,b-logn)+c2Ga(a|a+k—1,b-logy),
donde
~ T(a+k) oo nl'(a+k-1)
" (b-log) kT 2T (b= logn)et

De estas constantes se obtiene

a

C1 a+k-1

e n(b-logn)’
1. p(n|a, k). En este caso se tiene que
p(nla k) o< n*(1=m)"",

con 0 < 1 < 1, por lo que se tiene que 4 ~ Be(n | + 1, n). O

INCLUSION EN LOS ALGORITMOS DE SIMULACION

El resultado anterior permite ver como actualizar « en cada iteracion. Después de realizar las actualiza-
ciones para los parametros Y (que corresponden a y, 7 para el caso implementado) y para las variables
indicadoras (C o K), y asumiendo que Y es de tamafio # y contiene k valores unicos, hacer lo siguiente

1. Simular 7 ~ Be(n | « + 1, n) utilizando el valor mas reciente de «,

11. Simular el nuevo valor para « a través de (8) utilizando el # simulado y el valor mas reciente de k.

2.2 PROCESO 0—ESTABLE NORMALIZADO

El proceso o—estable normalizado, como se menciond en el Ejemplo 1.6, corresponde a la medida candni-
ca del proceso Poisson-Dirichlet (o, 0). Por tanto, se puede tomar (1.19) como funcién de verosimilitud

para o haciendo 0 = 0, obteniendo asi

T(k O.k—l k
P[Kn =k,Ngn= N, | 0] = L H(l - U)”j*”’
I'(n) j=1
donde k es el numero de grupos en una muestra de tamafo ny ny , = (ny, ..., n) son las frecuencias de

cada grupo.
Como o € (0,1), se le puede asignar una distribucién inicial Beta con parametros a, b conocidos. De

esta manera se obtiene la distribucion posterior

k
plolk,ny,...,nga,b) o< 0k+“_2(1 - O')b_l []a- 0)nj-1t> (9)
j=1
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Se puede observar que (9) no corresponde a ninguna funcion de densidad «facil» de simular. Ademads, el
producto de simbolos de Pochhammer por lo general arroja nimeros muy grandes y, desde el punto de
vista computacional, puede ocasionar desbordamiento al trabajar con tipos de datos estandar.
Por tanto, para simular de ella se utilizara el método Metropolis de rechazo adaptativo (ArRMS), el cual
es una generalizacion del método ARs para densidades que no son log-céncavas (Gilks, Best & Tan 1995).
La funcion que se utilizara es, entonces, la log—densidad (proporcional) condicional para o, que esta dada
por
k
(k+a-2)log(o) +(b-1)log(l1-0) —klogT(1-0) + > logI'(n;- o). (10)
=
Al utilizar (10), los nameros arrojados por el log-producto de simbolos de Pochhammer resultan

considerablemente menores, solventando asi la limitaciéon computacional antes mencionada.

INCLUSION EN LOS ALGORITMOS DE SIMULACION

Para incluir la actualizacién de o simplemente se simulard un numero aleatorio de (9) a través de (10)

utilizando el método ARMS' con los valores mas recientes de k y n,, ; al final de cada iteracion.

2.3 PROCESO P0O1SSON-DIRICHLET DE DOS PARAMETROS

De manera analoga al nimero de grupos, en el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros se puede
modelar el nimero de especies a través de la variable aleatoria K;,, como en la Seccién 1.2.5, la cual tiene

distribucion conjunta

(8+ io) £
P[Kn = k’ NK,n = nk,n] = (9 n 1) it q n]—lT
n- J=

Si se asignan distribuciones iniciales independientes a o y 0, se tienen, respectivamente, las distribuciones

posteriores
k
p(a 6.k, omg) o< p(0)a* (& +1), | TT(A=0)n
j=1
Y
(o + Dy
0 k 0)——
(010, k) < p(6) (g,
donden, ..., n; denotala frecuencia de los k valores distintos { Y;" }*_ de una muestra {Y;}”_, de tamafio
n.

Debido al soporte de 0 y 6, una opcién para sus distribuciones iniciales son Beta con parametros a, b
y Gamma con pardmetros ¢, d, respectivamente, con a, b, ¢ y d conocidos. De esta forma, se obtiene

k

p(a]6.km,...on,a,b) o ™2 (1= 0)" (L 41), | [T - 0)n, (11)
j=1

'En http://www.maths.leeds.ac.uk/"wally.gilks/adaptive.rejection/web_page/Welcome.html es posible descargar una imple-

mentacién de este método.
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0
(3 * l)k—n c-1,-do
(9 + 1)n—1T

INCLUSION EN LOS ALGORITMOS DE SIMULACION

p(0|o,nk,c,d) o< (12)

De la misma manera que en los procesos anteriores, la actualizacion de estos parametros se puede hacer
después de actualizar los parametros del método.
En el caso del parametro o, se puede actualizar de manera analoga al proceso oc—estable normalizado,

a través del método ARrms, utilizando la log-densidad (proporcional) condicional
k
(k+a-2)log(o)+(b-1)log(1-0)+logI'(6/0 +k)—logT(6/o+1)—klogT(1-0)+ > logI'(n;-0).
j=1

En cuanto al parametro 6, se tiene lo siguiente. El simbolo de Pochhammer se puede reescribir como

n
(x)nT = Z Cn,ixl>
i=1

donde ¢, ; es el valor absoluto de los nimeros de Stirling de primer orden con parametros n, i; ademas,

se tiene que (x +1),-11 = () 1/x. Entonces (12) se puede reescribir como

Qc—le—dﬂ k Chi 96+i—1e—d9

pOlembed) o () =gy = = X o @

El término 0" "'¢~99/(0) 1 se puede reescribir como en la Proposicién (s), obteniendo

0c+i—le—d0 ~ (0+ n)0c+i—2€—d0
(0)n1 I'(n)

y de aqui se tiene la distribucion condicional conjunta

1 0 n-1
fo n(1-n)""dn,

k
Ck,i i—2 — _
p(0,n]o,nk,c,d) <> %(9 + 1)@ 200 (1 ),
i=1
La distribucién condicional completa para #, como en la Proposicion 5, corresponde a la distribucién

Beta con parametros 0 + 1, n. Mientras que, para la distribucion condicional completa para 6, se tiene

koo '
p(O]m o kcd) o 3 Rl (6 4+ m)geriz2e0d-tosn) )
i=1 0
k
o< Y wi(nGa(6|c+i,d-logy) +(1-m)Ga(0|c+i-1,d-logn)),
j=1

1

donde
c+i—1

e n(d-logn)+c+i-1
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ci(c+i-1+n(d- logn)‘)l“(c +i- 1)’
(a(d—logn))l

con los w;’s normalizados para que sumen uno.

i=

Por tanto, la actualizacion del parametro 0 se puede realizar de la siguiente manera

1. Simular # ~ Be(#| 6 + 1, n) utilizando el valor mas reciente de 6,

11. Elegir la i-ésima componente de (13) con probabilidad proporcional a w;, i = 1,..., k, utilizando

el # simulado y los valore mds recientes de k y o,

1. Simular de la mezcla de distribuciones Gamma con el # simulado y el valor de i seleccionado.






ANALISIS COMPARATIVO

Una vez implementados los distintos métodos de estimacion de densidades estudiados en los capitulos
anteriores, es posible hacer un analisis comparativo entre ellos. Para este andlisis se utilizaron muestras
provenientes de distintos modelos de mezclas y se toma también un conjunto de datos reales.

Como se explico en el Capitulo 11, monitorear la convergencia de un método McMc no es tarea facil,
debido principalmente a su complejidad. Sin embargo, para métodos de estimacion de densidades existen
ciertas estadisticas que ayudan a esto.

Este capitulo comienza con una descripcion de los modelos de mezclas y de los datos reales y continta
con una explicacion de algunas de las estadisticas mds usuales que se utilizan para monitorear la conver-
gencia. Ademas, todos los métodos requieren de un conjunto de parametros, por lo que en la tercera

seccidn se especifican todos ellos. Por ultimo, se presentan los resultados de las simulaciones.

§1 ESPECIFICACION DE MODELOS Y DATOS

Para probar los métodos de simulacion estudiados con anterioridad se utilizan muestras de distintos
modelos de mezclas, asi como un conjunto de datos reales.

Los modelos que se utilizan son algunos de los mencionados en Kalli, Griffin & Walker (2009), los
cuales consisten en una mezcla de distribuciones normales. Especificamente, se trabajé con una muestra

de cada uno de los siguientes modelos de mezclas
1. modelo «separado»
0.1N(x;-7,1) + 0.4 N(x;0,1) + 0.3 N(x;4,0.5%) + 0.2 N(x;8,1.5%).
11. modelo «platictrtico»
0.2 N(x;-4,1) + 0.2 N(x;-2,1) + 0.2 N(x;0,1) + 0.2 N(x;2,1) + 0.2 N(x;4,1),

1. modelo «bimodal»
0.5 N(x;-1,0.5%) + 0.5 N(x;1,0.5%),

1v. modelo «leptocurtico»
0.67 N(x;0,1) + 0.33 N(x;0.3,0.25%),

59
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Para cada uno de los modelos se tom6 una muestra de tamafio 100. El conjunto de datos reales que se
utilizé fue los conocidos datos de las galaxias, que consta de las velocidades de 82 galaxias que se alejan

de la nuestra. En la Figura 1 se muestran las densidades de los modelos y el histograma del conjunto de

datos.
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0.05 0.02 |
0.00 — 0.00 —
[ I I I 1 [ I 1
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- H_H H H
000 J [ 1 ]
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(e) Datos de las galaxias

FIGURA 1: Modelos de prueba e histograma de los datos reales
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§ 2 MEDIDAS DE AJUSTE

Como se coment6 en el Capitulo 11, una vez que se implementa algin método de simulacion es necesario
verificar que converja; sin embargo, debido a su complejidad, sdlo se pueden realizar algunas pruebas
para saber si se alcanz6 su estado estacionario.

En el caso de los modelos de estimacion de densidades, como los estudiados anteriormente, una de las
estadisticas mds utilizadas es la devianza, y por otro lado, en la mayoria de estos modelos, una variable de
interés es el nimero de grupos. Por tanto, es importante verificar que ambas variables converjan. De esta
manera se podrd monitorear el desempeno de cada modelo (Kalli et al. 2009). En cuanto a la eficiencia
de los métodos, Kalli et al. (2009) estiman el «tiempo de autocorrelacion integrado». A continuacion se

explican con detalle cada una de estas estadisticas.

2.1 DEVIANZA

Para una muestra x = {xy,...,X,}, la calidad del ajuste de un punto estimado /(x;) de su densidad se

puede resumir definiendo su «devianza» asociada

n
D:—ZZlogh(xi). (1)

i=1
Desde la perspectiva bayesiana, la densidad estimada corresponde a la distribucion predictiva para la
siguiente observacion. En particular, utilizando la densidad predictiva incondicional para una nueva ob-

servacion z dada la muestra x, que esta dada por

p(z|x) = E[Zj wiK(z;0;) ‘x],

se tiene que la devianza esta dada por

i=1

D= —Zilog(i ij(xi;Gj)). (2)
i

En algunos de los modelos estudiados, las proporciones {wy, ..., wy } estdn dadas por w; = n/n, donde

m es el numero de grupos, cada uno con frecuencia 7 y n es el tamafo de la muestra.

2.2 NUMERO DE GRUPOS

El nimero de grupos en cada método, a excepcion del Gibbs sampler para el proceso geométrico, esta de-
terminado por la variable aleatoria K,,. Durante cada iteracion, se obtiene un vector k() = {kl(l) yenes kle) }
que asocia a cada observacion x; con la componente kl(l). Ademas se puede obtener el vector k*(!) =
{ k; (l), e k,:(l)}, el cual contiene los valores tinicos de k(! ), por lo que al final de cada iteracion se ob-

tiene K,(,Z) = |k*®)|. Por tanto, se busca para cada modelo que K,Sl) converja.
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2.3 TIEMPO DE AUTOCORRELACION INTEGRADO

Ademas de monitorear la convergencia de la devianza y del nimero de grupos, la eficiencia de cada mé-
todo se obtiene estimando el «tiempo de autocorrelacion integrado», 7, para ambas variables. El tiempo

de autocorrelacion integrado se define como

donde p; es la autocorrelacion con retraso [.

El tiempo de autocorrelacion integrado es de interés debido a que controla el error estadistico en las
estimaciones Monte Carlo de una funcién f. Supéngase que se tiene el estimador de Monte Carlo f, su
varianza es

Var [ f ] ~ Z—T Vv,
M
donde V es la varianza marginal de f y M es el nimero de iteraciones (efectivas). Como se observa, esta
varianza es 27 veces mayor que la varianza cuando las observaciones son independientes. Por tanto, una
corrida de M iteraciones unicamente contiene M/27 observaciones «efectivamente independientes», asi
que el método con el menor 7 serda més eficiente.
En cuanto a la estimacién de 7, la mayor dificultad esta en estimar las autocorrelaciones p;. Kalli et al.

(2009) utilizan el estimador
C-
=1

donde p; es la autocorrelacién muestral con retraso / y C = min {l gl <2/vVM } (Se pueden consultar

l\.)l'—‘

las referencias en Kalli et al. (2009) para mayor detalle.)

2.4 DENSIDAD ESTIMADA

Cada uno de los métodos permiten obtener una estimacion de la densidad de la que proviene la muestra.

En la mayoria de los métodos, la densidad estimada esta dada por

(t)
fx) = 2 Z wiVK (x;00), (3)

tl]l

donde wj(.t)

es la proporcidn de las K,(f) componentes, cada una con parametros 9;0 para el kernel K, en
la iteracion t. Para el caso del Gibbs sampler para el proceso geométrico, la densidad estimada estd dada

por

TP (t) ZK( 0%, (4

Ademas, es posible calcular la devianza de f , que se obtiene haciendo h = f en (1). La devianza calcu-
lada de esta manera permite hacer comparaciones entre modelos, eligiendo aquel con menor devianza, a

diferencia de la calculada en (2), que permite monitorear la convergencia de la simulacion.
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§ 3 CONFIGURACION DE PARAMETROS

Los métodos de estimacion estudiados en capitulos anteriores se compararon utilizando los modelos de

mezclas de la Seccion 1. El andlisis se realizé de acuerdo a las siguientes configuraciones

Iteraciones. Cada método se corri6 10000 iteraciones tras un periodo de calentamiento de 5000.

Medida base. Los parametros de la medida base fueron los mismos en todos los casos; estos se tomaron
de acuerdo alo explicado en Richardson & Green (1997): w = M, t = R*, a = 2y b = 0.02R?, donde
R es el rango de los datos y M = min{x;} + R/2.

Medidas de probabilidad aleatorias. Todos los métodos, a excepcion del Gibbs sampler para el proceso
geométrico, utilizan una medida de probabilidad aleatoria generada a través de alguno de los si-
guientes procesos: Dirichlet, c—estable normalizado o Poisson-Dirichlet de dos parametros; cual-
quiera de estos requiere de uno o dos parametros, por tanto, se probaron todos los procesos en

cada método de la siguiente manera

1. Fijando los pardmetros de manera que E[K,, | = k a priori, para distintas k, dependiendo del

modelo de mezcla;

2. Asignando distintas distribuciones iniciales a sus parametros, incluyéndolos asi en los esque-

mas de simulacion (Seccion 111.2).

La esperanza a priori para K, se obtuvo de las ecuaciones (1.17), (1.18) o (1.20), dependiendo del
proceso. La asignacion de distribuciones iniciales se hizo de la siguiente manera: para el parametro
6 se tomo una distribucion Gamma y para ¢ una distribucion Beta. Los parametros de cada distri-
bucién se eligieron de manera que E[6] = 6, Var[0] = 2, E[¢] = 0} y Var[c] = 0.005, donde 6,
y ok fueron los valores obtenidos al resolver E[K, ]| = k. Asimismo, se tomaron distribuciones no

informativas; para el caso de 6: a = b = 0.00001, y parao:a=b = 1.

En el caso del proceso geométrico, la medida de probabilidad aleatoria se genera a través del para-
metro A, por lo que se le asignaron distintos pardmetros a su distribucion inicial. La eleccién de los
parametros se hizo de manera que E[1] € {0.1,0.5,0.9} y Var[A] = 0.005. Se tom¢ también una
distribucion no informativa: a = b = 1, asi como los parametros utilizados en Fuentes-Garcia et al.
(2010):a=b=0.5.

Pardmetros adicionales. Algunos métodos de estimacion requieren de un parametro adicional

1. El Gibbs sampler por bloques (Seccién 11.2.2) trabaja con un truncamiento de una medida

stick-breaking utilizando Gnicamente sus primeros N términos. Esta N se toma de manera

" m\X (0+io)k
4{1_,§(_l)k(k)g (9+1+(i—1)0)kT}£8’ 5)

que se satisfaga
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donde ¢ es un error dado.

Como se explico en la Seccién 1.2.4, no siempre es posible obtener una aproximacion cuando
o > 0. Por tanto, se hicieron simulaciones obteniendo N para ¢ € {107,107} utilizando
los 0 y o; obtenidos anteriormente; se tom6 como maximo N = 150. Ademas se hizo una

simulacion fijando N = 30.

2. El método Metropolis—Hastings para distribuciones no conjugadas (Seccion 11.2.3) requiere
de un pardmetro r que indica el nimero de actualizaciones de K;. En todos los modelos se

hicieron simulaciones tomando los valores r € {1,5,15}.

3. En el Gibbs sampler con pardmetros auxiliares (Seccion 11.2.5), la probabilidad de crear una
nueva componente se divide equiprobablemente en /. Se hicieron simulaciones tomando los
valores I € {1,2,10}.

En la Tabla A.1 se muestran los parametros de la medida base para cada modelo, asi como los valores
de k utilizados en las simulaciones. Ademas, en las Tablas A.2 y A.3 se muestran los parametros que se
utilizaron para los datos simulados y los datos reales, respectivamente. Los hiperparametros del Gibbs
sampler para el proceso geométrico no dependen del tamafio de la muestra, por lo que se pueden utilizar

los mismos para todos los modelos de mezclas; estos se muestran en la Tabla A.4".

§ 4 RESULTADOS

Los resultados de las simulaciones se pueden consultar en el Apéndice A.2. Se muestran alli debido a la
gran cantidad de graficas y tablas resultantes. A continuacién se presentan, para cada modelo de datos
y para el conjunto de datos de las galaxias, las simulaciones seleccionadas de acuerdo a los siguientes

criterios

1. Para cada proceso con el mismo E[K,, ] a priori, se eligié el de menor devianza para la densidad
estimada, calculada de acuerdo a (3); de igual manera para las simulaciones que actualizaron los

parametros de los procesos.

2. Con las simulaciones seleccionadas en el punto anterior, se seleccionaron aquellas con menor 7p

¥, por otro lado, aquellas con menor 7k, ; obteniendo asi, dos simulaciones por método.

3. Unicamente para cada una de las simulaciones seleccionadas, se muestra la densidad estimada y la

distribucion posterior de K.

4. En el caso de que en la simulacion seleccionada se hayan actualizado los parametros del proceso,

se muestran sus distribuciones posteriores.

'Debido a la dimension de algunas de las tablas, todas se colocaron en el Apéndice A; solamente se muestran aquellas que

sean importantes para el desarrollo del capitulo.
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Lo anterior no aplica al Gibbs sampler para el proceso geométrico, debido a que su estructura es distinta
a los demas métodos. Por lo que para este método se muestran los resultados de todas sus configura-
ciones en el mismo apéndice, y en este capitulo inicamente se muestran sus densidades estimadas y las
distribuciones posteriores de A.

Conforme a lo que se explico en la seccién anterior, para el proceso Poisson-Dirichlet los métodos
se corrieron con dos pares de parametros: (01, ®/3) y (02,2a/3), donde « es el pardmetro del proceso
Dirichlet. Para facilitar la explicacion en el resto del capitulo, se denotara como Pp, al proceso Poisson-

Dirichlet utilizando el primer par de pardmetros y como Ppy utilizando el segundo par.
4.1 MODELO SEPARADO
Las simulaciones seleccionadas para el modelo de datos separado con menor 7, son

1. Gibbs sampler para urnas de Pélya; proceso Dirichlet y actualizacion de a con distribucion inicial

no informativa

2. Gibbs sampler para urnas de PSlya con paso de aceleracion; E[ K, | = 2, proceso Pb, y actualizacion
de (0,0)

3. Metropolis—-Hastings y Gibbs sampler; proceso o-estable normalizado y actualizacion de ¢ con

distribucion inicial no informativa
4. Gibbs sampler por bloques; N = 48, E[K,,| = 8 y proceso Dirichlet
5. Metropolis—Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K,,| = 8 y proceso Dirichlet

6. Gibbs sampler con 2 parametros auxiliares; proceso Pp, y actualizacion de (o, 8) con distribucio-

nes iniciales no informativas
Mientras que las de menor 7k, son
1. Gibbs sampler para urnas de Pélya; E[K,, | = 8 y proceso o-estable normalizado
2. Gibbs sampler para urnas de Pdlya con paso de aceleracion; E[K, | = 8 y proceso Ppy
3. Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K, ] = 8 y proceso Dirichlet
4. Gibbs sampler por bloques; N = 48, E[K,, | = 8 y proceso Dirichlet

5. Metropolis—Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K,,] = 2 y proceso o—estable

normalizado
6. Gibbs sampler con un parametro auxiliar; E[K},] = 4 y proceso Pp,

La devianza estimada para cada simulacion seleccionada se muestra en la siguiente tabla
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Devianza con menor

Método D K,

G. s. para urnas de Pélya 509.090  507.903
G. s. para urnas de Polya con paso de aceleracion 514.650  514.779
M. H. y Gibbs sampler 519.644  520.475
Gibbs sampler por bloques 519.482  519.482
M. H. para distr. no conjugadas 523.198 527.014
G. s. con parametros auxiliares 518.670  518.550
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Ficura 2: Densidades estimadas, modelo separado, para los distintos métodos:

G. s. para urnas de Pdlya,

——— G. s. para urnas de Polya con paso de aceleraciéon, — --- M. H. y Gibbs sampler , -------

pler por bloques, —-—-- M. H. para distr. no conjugadas, — -- G. s. con parametros auxiliares.

Gibbs sam-
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FIGURA 3: Distribuciones posteriores de K,,, modelo separado, para los distintos métodos: T3 G. s. para urnas de Polya,
G. s. paraurnas de Pdlya con paso de aceleracion, B M. H. y Gibbs sampler, S Gibbs sampler por bloques,
O M. H. para distr. no conjugadas, &5 G. s. con parametros auxiliares.
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FiGura 4: Distribuciones posteriores de los parametros de los procesos, modelo separado, para los métodos con me-

nor Ip:

G. s. para urnas de Pélya, — — — G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracién, — --- M. H.
y Gibbs sampler y ------- G. s. con parametros auxiliares.
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FIGURA 5: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo separado, para los distintos hiperpara-
metros de A: —— (1.0,1.0), — — - (0.5,0.5), — --- (15.3,1.7), ------- (24.5,24.5), —-—--(1.7,15.3).
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4.2 MODELO PLATICURTICO

Las simulaciones seleccionadas para el modelo de datos platicdrtico con menor 7p son

1.

2.

5.

6.

Gibbs sampler para urnas de Pélya; E[K,, | = 10 y proceso Ppy

Gibbs sampler para urnas de PSlya con paso de aceleracién; E[ K, | = 10 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K,, ] = 2 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K,,] = 10 y proceso Dirichlet

Metropolis-Hastings para distr. no conjugadas; r = 15, E[ K, ] = 2y proceso o-estable normalizado

Gibbs sampler con 10 parametros auxiliares; E[K, ] = 2 y proceso o-estable normalizado

Mientras que las de menor 7g, son

1.

2.

Gibbs sampler para urnas de PSlya; E[K, | = 2, proceso Dirichlet y actualizacién de «

Gibbs sampler para urnas de PSlya con paso de aceleracion; E[ K, | = 10 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K,,] = 10 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K,, ] = 10 y proceso Dirichlet

Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K,,] = 10 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler con un pardmetro auxiliar; E[K, ] = 10 y proceso Dirichlet

La devianza estimada para cada simulacién seleccionada se muestra en la siguiente tabla

Devianza con menor

Método p K,

G. s. para urnas de Polya 488.941  490.787
G. s. para urnas de Polya con paso de aceleracion 491.886  491.886
M. H. y Gibbs sampler 492.647  492.795
Gibbs sampler por bloques 495.253  495.253
M. H. para distr. no conjugadas 493.460  492.436

G. s. con parametros auxiliares 492.335  492.421
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FiGUura 6: Densidades estimadas, modelo platictrtico, para los distintos métodos: G. s. para urnas de Polya,

— —— G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, — --- M. H. y Gibbs sampler , ------- Gibbs sampler
por bloques, —-—-- M. H. para distr. no conjugadas, — -— G. s. con parametros auxiliares.
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Ficura 7: Distribuciones posteriores de K,,, modelo platicurtico, para los distintos métodos: CJ G. s. para urnas de
Pélya, 72 G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, B M. H. y Gibbs sampler, S Gibbs sampler por

bloques, T3 M. H. para distr. no conjugadas, = G. s. con parametros auxiliares.



§ 4

RESULTADOS

71

0.15 4

0.10

0.05 —

0.00 —

1.40 4

1.20 —

1.00

0.80 —

0.60 —

0.40 —

0.20 —|

0.00 —

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

(A) Pardmetro 0

FIGURA 8: Distribuciones posteriores de los parametros de los procesos, modelo platicurtico, para el método con

menor 7x, : —— G. s. para urnas de Pélya.
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FIGURA 9: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo platicurtico, para los distintos hiperpa-
rémetros de A: —— (1.0,1.0), — — — (0.5,0.5), — --- (15.3,1.7), ------- (24.5,24.5),—-—-- (1.7,15.3).
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4.3 MODELO BIMODAL

Las simulaciones seleccionadas para el modelo de datos bimodal con menor 7, son

1.

5.

6.

Gibbs sampler para urnas de Pélya; E[K,, | = 8, proceso Pp,, y actualizacién de (o, 0)
Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion; E[K, ]| = 8 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K, ] = 8 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler por bloques; N = 43, proceso Dirichlet y actualizacion de « con distribucién inicial

no informativa
Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 5, E[K, ] = 8 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler con 2 parametros auxiliares; E[K, ] = 8 y proceso Dirichlet

Mientras que las de menor 7g, son

1.

Gibbs sampler para urnas de Pdlya; E[K, ]| = 8 y proceso Ppyg
Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion; E[K, | = 8 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K, | = 8 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler por bloques; N = 43, proceso Dirichlet y actualizacién de & con distribucién inicial

no informativa
Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 5, E[K, ] = 8 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler con 2 parametros auxiliares; E[K, ]| = 8 y proceso Dirichlet

La devianza estimada para cada simulacion seleccionada se muestra en la siguiente tabla

Devianza con menor

Método 95 e

G. s. para urnas de Polya 303.400  297.342
G. s. para urnas de Polya con paso de aceleraciéon 316.345  316.345
M. H. y Gibbs sampler 317.239  317.239
Gibbs sampler por bloques 323.772  323.772
M. H. para distr. no conjugadas 315.991 315991

G. s. con parametros auxiliares 315.954  315.954
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FIGURA 10: Densidades estimadas, modelo bimodal, para los distintos métodos: G. s. para urnas de Polya,
— —— G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, — --- M. H. y Gibbs sampler ,------- Gibbs sampler
por bloques, —-—-- M. H. para distr. no conjugadas, — -— G. s. con parametros auxiliares.
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F1gura 11: Distribuciones posteriores de K,, modelo bimodal, para los distintos métodos: L G. s. para urnas de
Pélya, 7 G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, B M. H. y Gibbs sampler, = Gibbs sampler

por bloques, £3 M. H. para distr. no conjugadas, 5 G. s. con parametros auxiliares.
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FIGURA 12: Distribuciones posteriores de los pardmetros de los procesos, modelo bimodal, para el método con menor

ip y Tk, — — — Gibbs sampler por bloques; y menor 7x,: —— G. s. para urnas de Pdlya.
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FIGURA 13: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo bimodal, para los distintos hiperpara-
metros de \: —— (1.0,1.0), - — — (0.5,0.5), — --- (15.3,1.7), ------- (24.5,24.5),—-—-- (1.7,15.3).
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4.4 MODELO LEPTOCURTICO

Las simulaciones seleccionadas para el modelo de datos leptocurtico con menor 7p son

1.

5.

6.

Gibbs sampler para urnas de Pdlya; proceso Pb, y actualizacién de (o, 8) con distribuciones ini-

ciales no informativas

Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion; E[K, ] = 2 'y proceso Pb,
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K, | = 2 y proceso o—estable normalizado

Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K, ] = 2 y proceso g—-estable normalizado
Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K,,| = 2 y proceso Pp,

Gibbs sampler con 10 parametros auxiliares; E[K, ]| = 2 y proceso o-estable normalizado

Mientras que las de menor 7k, son

1.

Gibbs sampler para urnas de Pélya; proceso Pb, y actualizacién de (o, 8) con distribuciones ini-

ciales no informativas

Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion; proceso Dirichlet y actualizacion de «

con distribucidn inicial no informativa

Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; proceso Dirichlet y actualizacién de « con distribucién ini-

cial no informativa
Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K,,] = 2 y proceso g-estable normalizado

Metropolis—-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 5, proceso Dirichlet y actualizacion

de a con distribucién inicial no informativa

Gibbs sampler con 2 parametros auxiliares; proceso Dirichlet y actualizacion de & con distribucion

inicial no informativa

La devianza estimada para cada simulacién seleccionada se muestra en la siguiente tabla

Devianza con menor

Método %)) K,

G. s. para urnas de Polya 262.690  262.690
G. s. para urnas de Polya con paso de aceleraciéon  271.049  270.795
M. H. y Gibbs sampler 270.944  270.780
Gibbs sampler por bloques 270.817  270.817
M. H. para distr. no conjugadas 270.905  270.716

G. s. con parametros auxiliares 270.887  270.756
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FIGURA 14: Densidades estimadas, modelo leptoctrtico, para los distintos métodos: G. s. para urnas de Pdlya,
— —— G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleraciéon, — --- M. H. y Gibbs sampler , ------- Gibbs sampler

por bloques, —-—-- M. H. para distr. no conjugadas, — -- G. s. con pardmetros auxiliares.
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F1Gura 15: Distribuciones posteriores de K,,, modelo leptoctrtico, para los distintos métodos: 1 G. s. para urnas de
Pélya, 7 G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, B M. H. y Gibbs sampler, = Gibbs sampler

por bloques, =3 M. H. para distr. no conjugadas, = G. s. con parametros auxiliares.
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F1gura 16: Distribuciones posteriores de los parametros de los procesos, modelo leptocurtico, para el método con

menor 7p y 7x,: —— G. s. para urnas de Pélya; y menor 7x,: — — — G. s. para urnas de Pélya con paso de
aceleracién, — ---M. H. y Gibbs sampler, ------- M. H. para distr. no conjugadas y —-—-- G. s. con parametros
auxiliares.
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FIGURA 17: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo leptocurtico, para los distintos hiperpa-
réametros de A: —— (1.0,1.0), — — - (0.5,0.5), — --- (15.3,1.7), ------- (24.5,24.5),—-—--(1.7,15.3).
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4.5 DATOS DE LAS GALAXIAS

Las simulaciones seleccionadas para el conjunto de datos de las galaxias con menor 7p son

1.

Gibbs sampler para urnas de Pélya; E[K, ] = 12, proceso o-estable normalizado y actualizacion

deo

Gibbs sampler para urnas de PSlya con paso de aceleracién; E[K, | = 3 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K,,] = 3 y proceso g—estable normalizado

Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K,, ] = 12, proceso Dirichlet y actualizacién de «
Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K},| = 12 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler con 10 parametros auxiliares; E[K, ] = 6 y proceso Dirichlet

Mientras que las de menor 7g, son

1.

Gibbs sampler para urnas de Pdlya; proceso Dirichlet y actualizacion de « con distribucién inicial

no informativa

Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion; E[ K}, | = 3 y proceso Dirichlet
Metropolis-Hastings y Gibbs sampler; E[K,, | = 6, proceso Dirichlet y actualizacion de «

Gibbs sampler por bloques; N = 30, E[K,, | = 12, proceso Dirichlet y actualizacién de «
Metropolis-Hastings para distribuciones no conjugadas; r = 15, E[K},| = 12 y proceso Dirichlet

Gibbs sampler con 10 parametros auxiliares; E[K, ]| = 12 y proceso Pp,

La devianza estimada para cada simulacion seleccionada se muestra en la siguiente tabla

Devianza con menor

Método 95 e

G. s. para urnas de Polya 388.213  387.137
G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleraciéon  402.118  402.118
M. H. y Gibbs sampler 405.002  405.250
Gibbs sampler por bloques 410.614  410.614
M. H. para distr. no conjugadas 408.199  408.199

G. s. con parametros auxiliares 403.635  404.053
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FIGURA 18: Densidades estimadas, datos de las galaxias, para los distintos métodos:
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G. s. para urnas de Polya,
— —— G. s. para urnas de Pélya con paso de aceleracion, — --- M. H. y Gibbs sampler , ------- Gibbs sampler

por bloques, —-—-- M. H. para distr. no conjugadas, — -- G. s. con parametros auxiliares.
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F1GURA 19: Distribuciones posteriores de K,;, datos de las galaxias, para los distintos métodos: (1 G. s. para urnas de

Pélya, 7z G. s. para urnas de Pdlya con paso de aceleraciéon, B M. H. y Gibbs sampler, = Gibbs sampler

por bloques, £3 M. H. para distr. no conjugadas, &5 G. s. con parametros auxiliares.
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F1GuRra 20: Distribuciones posteriores de los parametros de los procesos, datos de las galaxias, para los métodos con

menor 1p: G. s. para urnas de Pélya; con menor 7x,: — — — G. s. para urnas de Pélyay — ---M. H. y
Gibbs sampler; y con ambos menores: — — — Gibbs sampler por bloques.
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FIGURA 21: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, datos de las galaxias, para los distintos hiperpa-

rametros de \: —— (1.0,1.0), - - — (0.5,0.5), — --- (15.3,1.7),

(24.5,24.5), —-—-- (1.7,15.3).



S4 RESULTADOS 81

4.6 COMPORTAMIENTO DE LOS METODOS

Una vez presentados los resultados de las simulaciones hechas para todos los métodos, se pueden hacer
algunas observaciones que permitan hacer una comparacién entre cada uno de ellos. En primer lugar
se hardn comentarios sobre los primeros seis métodos estudiados, de esta manera se puede estudiar el
comportamiento de cada método; posteriormente se hardn algunas observaciones sobre los conjuntos de
datos.

Por ultimo se revisaran los resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico. Como se ha
explicado, la estructura de este método es distinta, por lo que no es posible compararlo directamente con

los demas.

GIBBS SAMPLER PARA URNAS DE POLYA

Los resultados del Gibbs sampler para urnas de Pdlya no permiten distinguir el efecto de la medida de
probabilidad aleatoria o sus parametros. Sin embargo, algo que se puede observar es que los tiempos de
autocorrelacion integrado son los mas altos.

En cuanto a la distribucion posterior de K, el efecto de los valores iniciales para «, 0 y (0, 6) se
pierde, obteniendo, por lo general, la misma moda para cada simulacion.

También se puede observar que en las densidades estimadas para el modelo bimodal, una de las
simulaciones seleccionada genera la densidad bimodal y, en general, las modas tienen mayor densidad.
Esto se puede atribuir a que, como se coment6 en la Seccion 11.2.1, el método puede quedarse estancado

en un mismo conjunto de parametros (g, 7).

Paso de aceleracion

Al incluir el paso de aceleracion se observa que los procesos Dirichlet y Ppg mejoran la devianza esti-
mada al compararlos con el otro par de procesos. Asimismo, los tiempos de autocorrelacion integrado
disminuyen notablemente.

En cuanto a las densidades estimadas, el paso de aceleracion las modifica, debido a la actualizacion

de (p, T) que se hace para cada grupo.

METROPOLIS-HASTINGS Y GIBBS SAMPLER

Los resultados de este método no permiten distinguir el efecto de la medida de probabilidad aleatoria o sus
parametros. Los tiempos de autocorrelacion integrado, tampoco difieren mucho de los demds métodos.
Sin embargo, una observacion importante es que la distribucién posterior de K,,, en general tiene una

forma platictrtica y con un soporte, por lo general, mayor que para el resto de los métodos.

GIBBS SAMPLER POR BLOQUES

Por lo que se puede observar en las devianzas estimadas, este método funciona mejor cuando se traba-

ja con el proceso Dirichlet o con el proceso Ppg. Ademas se puede observar que cuando se utiliza el
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proceso Dirichlet de manera que « es tal que E[K,, ] a priori corresponde al «verdadero» numero de gru-
pos, los resultados son mejores. También se observa que los tiempos de autocorrelacion integrados son
comparables con el resto de los métodos, sélo resultando un poco mayores en 7, .

En cuanto al truncamiento de la medida stick-breaking, parece no tener mucho efecto en general,
ya que en muchos de los resultados, la devianza estimada, la distribucidn posterior de K, o la densidad
estimada para las configuraciones que varian sélo en N son muy parecidos.

Sobre el nimero de grupos, la informacién inicial dada en los parametros de las medidas de probabi-
lidad aleatorias, parece influir en la distribucion posterior, lo cual desaparece al asignarles distribuciones
iniciales. Por otro lado, esta informacioén inicial si afecta, en general, a la devianza estimada, ya que con-
forme los valores de los pardmetros aumentan E[K,, | a priori, la devianza estimada también lo hace.

Por ultimo, las densidades estimadas son practicamente iguales, sin importar la configuracién de los

parametros y son parecidas a las de otros métodos.

METROPOLIS-HASTINGS PARA DISTRIBUCIONES NO CONJUGADAS

La principal observacion sobre este método es el efecto del nimero de actualizaciones de las K;’s, mientras
mads se hicieron, la devianza estimada fue menor; ademds esta diferencia fue mas notoria si los datos
formaban grupos separados (por ejemplo, los modelos separado y bimodal, incluso se observa en los
datos de las galaxias). El efecto de las actualizaciones se refleja también en la densidad estimada.

En cuanto al tiempo de autocorrelacion integrado en ambos casos es, por lo general, parecido a los
demds métodos. Ademds, se puede observar que la devianza estimada, en general, disminuye ligeramen-
te conforme los valores de los pardmetros de la medida de probabilidad aleatoria incrementan E[K,]

a priori; sin embargo, esto no tiene efecto en la distribucion posterior de K.

GIBBS SAMPLER CON PARAMETROS AUXILIARES

Para el método de Gibbs sampler con parametros auxiliares se observa que el nimero de parametros
auxiliares afecta a la devianza estimada, ya que cuando se corrieron las simulaciones con 10 parametros,
las devianzas fueron mayores.

También se observa un comportamiento parecido al método Metropolis—-Hastings para distribucio-
nes no conjugadas, pero con respecto a la medida de probabilidad aleatoria, cuando se tienen grupos

separados, el proceso Dirichlet y el proceso Pbg son, en general, mejores.

MODELOS DE DATOS

Ademas del comportamiento de cada método, es posible observar el comportamiento en general de todos
ellos para un mismo conjunto de datos.

Para cada modelo de datos, como se explicé al principio de este capitulo, se tom6 una muestra de
tamarfio 100, por lo que es posible calcular la devianza poblacional para cada muestra y compararla con

la devianza estimada. Las devianzas poblacionales son



S4 RESULTADOS 83

Modelo Devianza

Separado 521.7788
Platicurtico ~ 492.4947
Bimodal 281.9806
Leptocurtico  263.5306

Comparando las devianzas con las estimaciones, se puede observar que para los primeros dos modelos,
en general, los métodos tienen una devianza estimada muy parecida a la poblacional; s6lo en los ultimos
dos modelos, las devianzas estimadas son mayores.

Una posible explicacion para este comportamiento seria la separacion entre grupos. Los métodos son
mas eficientes cuando existen grupos separados y en casos como el modelo leptoctrtico, que los grupos
estan mas cercanos, es dificil ajustarlos. La distribucién posterior de K, puede ayudar también a observar
esto, la mayoria de las simulaciones para el modelo leptoctrtico obtienen una distribucion posterior con
moda en k =1 con probabilidad cercana a uno.

También es importante mencionar es el efecto de asignar distribuciones iniciales a los parametros de
los procesos de las medidas de probabilidad aleatorias; observando las devianzas estimadas, se tiene que

en pocos casos se mejora al actualizarlos.

GIBBS SAMPLER PARA EL PROCESO GEOMETRICO

El Gibbs sampler para el proceso geométrico, como se ha comentado en capitulos anteriores, es un modelo
nuevo y tiene una estructura diferente a los demds métodos estudiados. Como se explicé en el Capitulo 1,
este modelo se puede pensar como un modelo de mezcla de procesos Dirichlet para el cual se sustituyen
sus pesos por unos ordenados, lo que se logra tomando sus esperanzas. El resultado es un modelo de
«mezcla de mezcla de distribuciones» con pesos aleatorios y ordenados. Ademas, debido a su novedad,
adn no se ha estudiado si existe alguna variable que determine el numero de grupos.

Considerando esto, se pueden analizar los resultados de las simulaciones. En general se observa, para
todos los modelos de datos, que las devianzas estimadas se encuentran por arriba de los demds resultados;
ademds, a pesar de que las densidades muestran las modas localizadas en las mismas posiciones con
respecto a los demas métodos, los distintos hiperparametros modifican su densidad. En cuanto al cambio
tan marcado en las densidades, se puede justificar al observar la distribucién posterior de A, ya que éste
determina el peso que se le da a cada par de pardmetros (p, 7).

En general se podria pensar que las simulaciones no han convergido atn. Sin embargo, es importante
analizar la estructura del modelo, ya que al ser mas simple, cada parametro puede tener mas efecto en
los resultados. Comparandolo con los demas métodos, el proceso geométrico, ademas de encontrar los
parametros de cada «grupo», los debe encontrar «en el orden correcto», i.e., el primer parametro debe
corresponder al «grupo» con mayor densidad, el segundo parametro al segundo «grupo» con mayor den-

sidad y asi sucesivamente, debido al orden decreciente de sus pesos y a que sélo existe un parametro que
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los determina.

Entre las opciones que existen para mejorar los resultados de este método, se puede pensar en correr
el método durante mads iteraciones, asignar distribuciones iniciales a los pardmetros de la distribucion
de A o modificar los parametros de la medida base. Con respecto al ltimo punto, Richardson & Green
(1997) han estudiado su influencia para modelos de mezcla de procesos Dirichlet y hacen énfasis en que
modificar estos pardmetros puede afectar drésticamente las inferencias. Por tanto, se hicieron nuevamente
corridas para este modelo modificando los parametros ¢ y b de la medida base, haciendo t = Ry b = 0.2R
y tomando una distribucién inicial no informativa para A, i.e., una distribucion Beta con pardmetros

(1,1). Los resultados se muestran en la Tabla 1y en la Figura 22.

A

Modelo Devianza D

Separado 525.677 2.024
535.119 7.364
Platicuartico 493.351 2.669
497.712 3.104
Bimodal 317.585 9.701
320.083 4.428
Leptocurtico  272.200 1.375
272.769 1.330

Galaxias 408.015 7.064
440.114 148.590

TaBLA 1: Resultados de las nuevas simulaciones para el proceso geométrico; el primer renglén corresponde a la si-

mulacién con la medida base modificada, el segundo corresponde a la primera medida base.
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FIGURA 22: Densidad estimada y distribucion posterior de A para cada conjunto de datos; la linea
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(c) Distribucion posterior, modelo separado (p) Distribucién posterior, modelo platictrtico

corresponde

a la medida base modificada, mientras que la linea ------ corresponde a la primera medida base.
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FIGURA 22: Densidad estimada y distribucion posterior de A para cada conjunto de datos, continuacion; la linea
corresponde a la medida base modificada, mientras que la linea ------- corresponde a la primera medida

base.

Como se observa, los resultados obtenidos al modificar la medida base, en general, cambian consi-
derablemente, excepto por el modelo leptoctrtico. La devianza estimada y 7p son menores. En cuanto a
la densidad estimada, los cambios mas notables se tienen para el modelo platicurtico y para el conjunto
de datos de las galaxias, lo cual también se puede observar en la distribucion posterior de A. Por tanto, se

puede decir que la medida base para el proceso geométrico tiene fuerte impacto en las inferencias.






CONCLUSIONES

Los modelos bayesianos no paramétricos ofrecen una mayor flexibilidad al no hacer demasiados supues-
tos sobre la distribucién de los datos; sin embargo, su uso se vio frenado debido a que se trabaja sobre un
espacio demasiado grande, el espacio de distribuciones, y obtener una distribucion posterior no era tarea
facil. Actualmente, gracias al uso de medidas de probabilidad aleatorias y a los métodos computacionales
MCMC, el uso de estos modelos ha ido en aumento.

En cuanto a las medidas de probabilidad aleatorias, en este trabajo se estudiaron algunas extensiones
del proceso Dirichlet, proceso que se considera fundamental para la estadistica bayesiana no paramétrica:
procesos con incrementos independientes normalizados, proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros
y representacion stick-breaking. Los primeros permiten incorporar informacion a través de su medida
de Lévy, como el proceso Gamma normalizado (que corresponde al proceso Dirichlet) y el proceso -
estable normalizado. Por otro lado, el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros surge del estudio de
un problema distinto, pero sus medidas candnicas coinciden con los antes mencionados; de esta manera
se puede combinar la informacidn disponible a través de sus dos pardmetros. Por ultimo, la representacion
stick-breaking es una forma mas general (y posiblemente mas simple) de crear medidas de probabilidad
aleatorias.

Una clase importante de medidas de probabilidad aleatorias que también se estudiaron son las mez-
clas de distribuciones (aleatorias). Los procesos anteriormente mencionados son medidas de probabili-
dad aleatorias discretas c.s., lo cual es un inconveniente si los datos se modelan como realizaciones de
distribuciones continuas; sin embargo, utilizar mezclas con estos procesos y un kernel absolutamente
continuo, genera medidas de probabilidad aleatorias continuas, con lo que se solventa este problema.
Estas medidas permiten hacer analisis mas complejos, ya que permiten introducir, ademas, informacién
acerca del numero de grupos de la mezcla. Un caso de particular atencién es el proceso geométrico, ya que
tiene una estructura mas sencilla a las mezclas de procesos Dirichlet, pero igualmente util. Un problema
que resuelven este tipo de modelos de mezclas es el de estimacion de densidades.

Por otro lado, en el ambito computacional, en este trabajo también se estudiaron los métodos mcmc.
Los modelos de mezclas, debido a su estructura, resultan demasiado complejos como para obtener anali-
ticamente las distribuciones posteriores necesarias y es por esta razén que los métodos Mmcmc son de gran
importancia. Estos métodos permiten obtener numéricamente ya sean estimaciones puntuales, prediccio-
nes e inclusive las densidades posteriores y predictivas necesarias. Especificamente se estudiaron distintos
métodos para estimacion de densidades, basados en el esquema de urnas de Pdlya y en un truncamien-

to de la representacion stick-breaking; asimismo se estudi6 la implementacion del proceso geométrico a
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través del Gibbs sampler.

La implementacion de estos métodos para casos especificos de las distribuciones de la medida base
y del kernel también es parte importante, ya que de esta manera, ademds de permitir su uso, es posible
explorar su comportamiento, como se hizo en el ultimo capitulo.

En este aspecto, como parte fundamental de este trabajo, se hicieron poco mas de mil simulaciones
con datos de cuatro muestras provenientes de modelos de datos especificos, asi como alrededor de 300
mas para el conjunto de datos de las galaxias, datos que se utilizan frecuentemente para estudiar modelos

de mezclas en el ambito bayesiano. Con base en estos resultados se pueden concluir varios puntos:

= Con respecto a los métodos, el método Gibbs sampler para urnas de Pélya resulta ser el menos efi-
ciente, esto se puede atribuir a que, como se ha mencionado, los pesos resultantes ocasionan que los
parametros que definen al grupo (media y varianza en los métodos programados) tarden muchas
iteraciones en cambiar. Sin embargo, incluir el llamado paso de aceleracion mejora considerable-

mente su eficiencia.

El Gibbs sampler por bloques, por otro lado, resulta una buena implementacién, principalmente
parael proceso Dirichlet y el Poisson-Dirichlet con el parametro o cercano a cero, en otras palabras,
el parametro ¢ ocasiona que su devianza estimada sea mayor; este efecto resulta mayor que el

truncamiento de la medida stick-breaking.

En cuanto a los métodos diseiados para distribuciones no conjugadas, los tres, en general, son
aceptables. Sin embargo, el método Metropolis—-Hastings y Gibbs sampler no es una buena elec-
cion si se tienen interés en hacer inferencias sobre el nimero de grupos de la mezcla debido a que
su distribucion es platicirtica y con un soporte considerablemente mayor a los demas métodos
(incluyendo el Gibbs sampler para urnas de Pdlya). Los otros dos métodos, por el contrario son
eficientes en este aspecto, tomando en cuenta que para Metropolis-Hastings para distribuciones
no conjugadas es necesario utilizar un valor para r moderadamente grande y para el Gibbs sampler

con parametros auxiliares, por el contrario, es mejor utilizar un valor para / entre uno o dos.

» Considerando los tres procesos que se utilizaron, resulta interesante observar que el proceso Diri-
chlet, porlo general, es mas eficiente que los otros dos. El proceso o-estable normalizado puede ser
mejor opcion cuando las observaciones son tales que no se distinguen grupos a simple vista. Por
ultimo, se pudiera pensar que el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros es mds recomenda-
ble que los dos anteriores, sin embargo, los resultados parecen no apoyar esta idea. Un estudio mas

detallado de sus momentos podria ayudar a comprenderlo mejor.

» Una variable aleatoria de interés en los modelos de mezclas es la que indica el nimero de grupos.
Lo recomendable es incluir la informacién que se tenga acerca de ellos, principalmente si no se

quieren actualizar los parametros del proceso elegido.
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» En relacion a la estimacion de densidades, se puede observar que el numero de modas no tiene
relacion con el numero de grupos, ejemplo de esto son los resultados del modelo bimodal: en varias
simulaciones la distribucion posterior del numero de grupos tiene moda en valores mayores a uno,

sin embargo, solo el Gibbs sampler para urnas de Pdlya tiene densidad estimada bimodal.

Con respecto a la actualizacion de los pardmetros de los procesos, es importante mencionar que en
este trabajo se implemento su actualizacion de una forma simple, en especial para el proceso Poisson—
Dirichlet de dos parametros, que, sin embargo, no se encontr6 mas que una referencia (bastante mas
elaborada y posiblemente no tan precisa, cabe mencionar). Asimismo, se extendieron los algoritmos di-
seflados para distribuciones no conjugadas para poder utilizar el proceso Poisson-Dirichlet de dos para-
metros.

Por otro lado, la simulaciones realizadas utilizando el proceso geométrico son comparables con los
demas métodos. Es importante, sin embargo, hacer un analisis previo para determinar los mejores para-
metros; esto se debe a que cada parametro tiene mas relevancia.

Otra aportacion de este trabajo son los programas de computo hechos. Estos pueden utilizarse como
en este trabajo, para estimar densidades; sin embargo, pueden facilmente ser utilizados en otro tipo de
modelos, como los modelos lineales, modelos dinamicos, analisis de conglomerados y otros; tomando en
cuenta que todos ellos seran no paramétricos. También pueden ser modificados sin ninguna dificultad
para el caso en que no exista conjugamiento, excepto el Gibbs sampler para urnas de Pdlya. Asimismo,
la generalizacion al caso multivariado puede hacerse facilmente. En el caso del proceso geométrico, por
otro lado, gracias a la rapidez con que corre el programa, se podria hacer un estudio mas detallado pa-
ra determinar de mejor manera la influencia de sus pardmetros e incluso detectar alguna estructura de

agrupamiento, si existe, entre otras cosas.
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TABLAS DE LAS SIMULACIONES

En este apéndice se presentan las tablas de las configuraciones de los parametros utilizados para correr

las simulaciones descritas en el Capitulo 1v (Seccion 1), asi como sus resultados (Seccidn 2).

§1 CONFIGURACION DE PARAMETROS

Las siguientes tablas muestran los pardmetros necesarios para correr los métodos estudiados. Se muestran
en primer lugar los parametros de la medida base para cada conjunto de datos, asi como los valores
para el numero de grupos, con el cual se calcula E[K},| a priori. En seguida se muestran los valores
de E[K, ] a priori para cada uno de los procesos: Dirichlet, c-estable normalizado y Poisson-Dirichlet
de dos parametros, asi como el pardmetro adicional que requiere el Gibbs sampler por bloques; estos
dependen del nimero de observaciones, por lo que se necesitan dos conjuntos: la Tabla 2 estd calculada
para 100 observaciones, mientras que la Tabla 3 lo estd para 82. Los parametros del proceso geométrico

no dependen del tamafio de muestra, por lo que solo se presenta la Tabla 4.

Medida base
Modelo W t a b k
Separado 1.65718 433.35051 2.00 8.66701 {2, 4, 8}
Platictrtico —-0.05874 134.68417 2.00 2.69368 {2, 5, 10}
Bimodal —0.18462 19.05820 2.00 0.38116 {2, 8}

Leptocurtico 0.09517  20.62737 2.00  0.41255 {2,8}

Galaxias 21.72550 630.36145 2.00 12.60723 {3,6,12}

TaBLA 1: Parametros de la medida base para los distintos modelos de datos y para el conjunto de datos reales, asi como
valores para calcular E[K, ] a priori.
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Niimero de componentes

k a Ga(asa,b) N; error N, error N3 error
2020469 (0.02095,0.10235) 13 2.25x1077 18 3.28x107'' 30 0.00000
4 0.67954 (0.23088,0.33977) 23 9.03x1077 34 4.30x107'! 30 1.61x107°
5 0.94759 (0.44897,0.47380) 29 6.94x1077 42 5.94x107!' 30 3.38x 1077
8 1.86664 (1.74217,0.93332) 48 7.00x1077 69 8.57x107 30 1.57x107°

10 2.57220 (3.30810,1.28610) 62 7.97x1077 90 8.09x107'' 30 2.82x1072

— 1.00000 (0.00001,0.00001) 30 7.45x1077 43 9.09x107'' 30 7.45x107’

(a) Proceso Dirichlet

Niimero de componentes

k O Be(o;a,b) Ny error N, error
2 0.13665  (3.08753,19.50741) 70 9.17x1077 30 1.43x10™*
4 0.27860 (10.92021,28.27633) 150 3.33x107° 30 0.15601
5 0.32538  (13.95930,28.94226) 150 2.53x 1072 30  0.44226
8 0.42557 (20.38131,27.51068) 150 0.43208 30 1.61793

10 0.47391 (23.15686,25.70696) 150 0.99314 30 10.57354

— 0.50000  (1.00000,1.00000) 150 1.38890 30  3.07660

(B) Proceso o—-estable normalizado

TABLA 2: Pardmetros adicionales para las simulaciones para un tamano de muestra #n = 100; los dltimos renglones,

indicados con —, corresponden a las distribuciones iniciales no informativas.
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Niimero de componentes

k o Ga(a;a,b) N; error N, error N3 error

18 8.12x1077 26 7.29x107" 30 6.89x10713
36 8.05x1077 52 9.33x107!' 30 2.41x107
82 9.55x1077 120 9.45x107'!' 30 0.25480

0.45305 (0.10263,0.22653
6 1.31239 (0.86118,0.65619
12 3.64129 (6.62951,1.82065

~—  — — —

— 1.00000 (0.00001,0.00001) 30 6.11x1077 43 7.46x107'' 30 6.11x 1077

(a) Proceso Dirichlet

Niimero de componentes

k O Be(o;a,b) Ny error N, error

0.22842  (7.82342,26.42598) 150 1.40x10™* 30 2.61x 1072
0.38010 (17.53226,28.59270) 150 0.123007 30 0.914122
12 0.53728 (26.17739,22.54465) 150 1.834654 30 2.863625

— 0.50000  (1.00000,1.00000) 150 1.242604 30 2.459754

(B) Proceso o-estable normalizado

TABLA 3: Parametros adicionales para las simulaciones para un tamafio de muestra n = 82; los ultimos renglones,

indicados con —, corresponden a las distribuciones iniciales no informativas.
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TABLAS DE LAS SIMULACIONES A

E[A] Var[A] Be(A;a,b)

0.5 0.083 (1.0,1.0)
0.5 0.125 (0.5,0.5)
0.9 0.005 (15.3,1.7)
0.5 0.005 (24.5,24.5)
0.1 0.005 (1.7,15.3)

TABLA 4: Parametros para el Gibbs sampler para el proceso geométrico

§ 2 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

En las siguientes figuras y tablas se muestran los resultados de las simulaciones para cada uno de los

modelos de datos y para el conjunto de datos reales; el orden de éstas es el siguiente:

1. Grdficas de devianzas estimadas. En estas graficas se muestran, para cada simulacion, las devianzas

estimadas calculadas como en (1v.1) utilizando h dada por (1v.3). Se muestran dos graficas por cada
método de estimacion de densidades: en la primera se dejaron fijos los parametros de los procesos
de la medida de probabilidad aleatoria, mientras que en la segunda se les asigné una distribucién

inicial. Los puntos aparecen unidos con una linea para identificar cada proceso. (Figuras 1,3,5,7y

9.)

. Distribucién posterior del niimero de grupos. Tomando la simulacién con menor devianza para cada

método con un mismo E[K,, | a priori, se grafica su correspondiente distribucion posterior de K.
Cada par de barras corresponde a un mismo E[ K}, ], pero en la primera los parametros del proceso
se dejaron fijos, mientras que para la segunda se les asignd una distribucion inicial; la ultima barra

corresponde a la distribucion inicial no informativa. (Figuras 2, 4, 6, 8 y 10.)

. Tiempo de autocorrelacion integrado. Se muestran tablas para 7p y 7k,. Estas se construyeron to-

mando la simulacién con menor devianza para cada método de estimacion de densidades para un

mismo E[K, ] a priori. (Tablas 5, 7, 9, 1 y 13.)

. Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico. Debido a la estructura del proceso geo-

métrico, no es posible compararlo de la misma manera que los demas; por tanto, sus resultados se

muestran en una tabla por separado. (Tablas 6, 8, 10, 12 y 14.)
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512 4

511

510

509
508
[ I 1 [ I I
2 4 8 2 4 8 -
(a) Gibbs sampler para urnas de Pélya
514.90
515.0
514.9 514.85 |
5148 1480
5147
514.75 —
514.6 |
514.70 |
5145
. 514.65 —
514.4 — T T ]
2 4 8
(B) Gibbs sampler para urnas de Polya con paso de aceleracion
521.5 4
5205 5210 -
520.0 5205
S195 7 520.0
519.0 - 5195
[ I 1 [ I I
2 4 8 2 4 8 -

(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler

FIGURA 1: Devianzas estimadas, modelo separado; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los siguientes

procesos: Dirichlet, — — — o—estable normalizado, — --- PD, y ------- Ppy: mientras que los valores
sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde a la distri-

bucién inicial no informativa.
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L]
5210
521 4
. 5205
520 7 5200
5195 |
519 4
° 519.0
A
L]
L | 5185
L
[ I 1
2 4 8 2 4 8 -
(D) Gibbs sampler por bloques con N (@), N> (a) y N3 (m) componentes para el proceso Dirichlet y N (@) y N
(m) componentes para el resto, de acuerdo a la Tabla 2.
534 ) m
532
530
528 |
526 |
524 -
A
524 524 — A--— T4
“Z
S. A
523 4
523
522
522
521 |
521 |
520
520
519 |
519 -
s18 1 o

2 4 8 2 4 8 -

(r) Gibbs sampler con pardmetros auxiliares, nimero de pardmetros: 1 (), 2 (®) y 10 (a).

Ficura 1: Devianzas estimadas, modelo separado, continuacion; los distintos tipos de linea corresponden a uno de

los siguientes procesos: Dirichlet, — — — g—estable normalizado, — --- Ppg y ------- Ppy: mientras que
los valores sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[ K, ], el etiquetado con — corresponde

a la distribucidn inicial no informativa.
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(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler
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9

10

(r) Gibbs sampler con parametros auxiliares

() Metropolis—Hastings para distribuciones no conjugadas

Distribucién posterior de K,,, modelo separado; las texturas indican los valores iniciales para E[K,, ]: (0 y 72 2, B y X 4 y 0 y & 8; en las segundas

FiGURra 2

se actualizaron los pardmetros de los procesos y, asimismo, Bl corresponde a la distribucién inicial no informativa para estos.
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E[K,]
Método 2 4 8 —
G. s. para urnas de Polya 77.46 193.88 52.66 80.62 47.69 55.23 28.43
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracion 0.53 050 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
M. H. y Gibbs sampler 1.91 219 210 206 194 202 1.84
Gibbs sampler por bloques 3.29 194 190 2.00 151 1.66 1.65
M. H. para distr. no conjugadas ~ 7.99 513 542 483 392 508 6.02
G. s. con parametros auxiliares 1.27 149 129 1.11 209 2.07 0.99
(a) Tiempo de autocorrelacion integrado para la devianza, 7p
E[K,]
Método 2 4 —
G. s. para urnas de Polya 285.67 119.08 168.96 117.71 10391 224.41 517.69
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracion 2.71 2.66 2.35 2.93 2.07 3.17 3.86
M. H. y Gibbs sampler 12.80 14.84 10.76 13.18 10.36 11.14 10.94
Gibbs sampler por bloques 35.10 19.39 13.73 15.10 718 1586 18.11
M. H. para distr. no conjugadas 5.74 7.83 5.98 6.64 6.95 6.68 6.07
G. s. con parametros auxiliares 10.15  10.49 7.01 9.23 7.23 9.89 9.15
(8) Tiempo de autocorrelacion integrado para el numero de grupos, 7x,
TaBLA 5: Tiempo de autocorrelacion integrado, modelo separado
Hiperpardmetros
(1.0,1.0) (0.5,0.5) (15.3,1.7) (24.5,24.5) (1.7,15.3)
Devianza 535.12 529.81 535.39 555.56 529.83
p 7.36 37.24 59.77 1.13 3.26

TaBLA 6: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo separado
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(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler

FIGURA 3: Devianzas estimadas, modelo platictrtico; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los siguientes

procesos:

Dirichlet, — — — g—estable normalizado, — --- Pp, y ------

Ppy: mientras que los valores

sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde a la distri-

bucion inicial no informativa.
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(D) Gibbs sampler por bloques con N (@), N> (a) y N3 (m) componentes para el proceso Dirichlet y N (@) y N
(m) componentes para el resto, de acuerdo a la Tabla 2.
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(r) Gibbs sampler con pardmetros auxiliares, nimero de pardmetros: 1 (), 2 (®) y 10 (a).

F1Gura 3: Devianzas estimadas, modelo platictrtico, continuacion; los distintos tipos de linea corresponden a uno de

los siguientes procesos: Dirichlet, — — — g-estable normalizado, — --- PD; y------ Ppy: mientras que
los valores sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[ K, |, el etiquetado con — corresponde

a la distribucién inicial no informativa.
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E[K,]
Meétodo 2 5 10 —
G. s. para urnas de Polya 546.57 148.91 93.27 139.05 53.72 58.83 147.22
G. s. para urnas de Pdlya con
paso de aceleracion 2.67 221 1.32 1.52  0.71 1.05 1.75
M. H. y Gibbs sampler 0.91 1.08 1.01 1.19 1.07 1.16 1.28
Gibbs sampler por bloques 7.86 9.17 1.85 261 123 257 3.40
M. H. para distr. no conjugadas 1.02 1.40 1.30 .13 1.22  1.20 1.79
G. s. con parametros auxiliares 0.50 0.72  0.55 0.85 0.56 0.85 1.03
(a) Tiempo de autocorrelacion integrado para la devianza, 7p
E[K,]
Método 2 5 10 —

G. s. para urnas de Polya 116.84 8.71 27.40 10.27 52.73 39.37 36.49

G. s. para urnas de Pélya con

paso de aceleracién 9.13 7.17 575 833 329 523 7.80

M. H. y Gibbs sampler 9.82 1547 7091 9.34 638 788 9.74

Gibbs sampler por bloques 42.68 28.44 22.73 22.01 12.87 22.08 25.49

M. H. para distr. no conjugadas ~ 10.30 11.03 6.74 9.21 4.86 8.02 15.54

G. s. con parametros auxiliares 10.71  9.05 696 9.51 416 838 9.17

(8) Tiempo de autocorrelacion integrado para el numero de grupos, 7x,

TaBLA 7: Tiempo de autocorrelacion integrado, modelo platictrtico

Hiperpardmetros

(1.0,1.0) (0.5,0.5) (15.3,1.7) (24.5,24.5) (1.7,15.3)

Devianza 497.71 497.89 500.71 500.64 497.35
Tp 3.10 2.79 3.64 1.98 2.21

TaBLA 8: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo platicirtico
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(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler

FIGURA 5: Devianzas estimadas, modelo bimodal; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los siguientes pro-

Cesos:

Dirichlet, — — — o—estable normalizado, — --- Pp, y

Ppy: mientras que los valores sobre

el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde a la distribucion

inicial no informativa.
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(D) Gibbs sampler por bloques con N (@), N> (a) y N3 (m) componentes para el proceso Dirichlet y N (@) y N

(m) componentes para el resto, de acuerdo a la Tabla 2.

321 4

319

318

316 —

318 4

317

316 —

f
2 8 2 8 -

(r) Gibbs sampler con pardmetros auxiliares, nimero de pardmetros: 1 (), 2 (®) y 10 (a).

F1Gura s5: Devianzas estimadas, modelo bimodal, continuacidn; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los

siguientes procesos: Dirichlet, — — — g—estable normalizado, — --- Pps y------- Ppy: mientras que los
valores sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[ K, ], el etiquetado con — corresponde a la

distribucion inicial no informativa.
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E[K,]
Meétodo 2 8 —
G. s. para urnas de Polya 1613.55 2.77 22.67 247 276
G. s. para urnas de Pdlya con
paso de aceleracion 7.57 11.92 1.80 439 9.10
M. H. y Gibbs sampler 7.71 921 399 694 6.75
Gibbs sampler por bloques 3246 2325 249 10.72 0.50
M. H. para distr. no conjugadas 16.26 8.01 3.86 7.45 7.89
G. s. con parametros auxiliares 852 861 276 652 6.44
(a) Tiempo de autocorrelacion integrado para la devianza, 7p
E[K,]
Método 2 8 —
G. s. para urnas de Polya 2.01 220 1.51  1.83  3.04
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracion 12.69 2145 280 749 7.66
M. H. y Gibbs sampler 9.04 9.10 2.05 632 8.33
Gibbs sampler por bloques 60.60 212.40 17.63 20.02  0.50
M. H. para distr. no conjugadas  25.47 2691 2.41 8.10 15.51
G. s. con pardmetros auxiliares 17.84  15.62 2.15 8.69 11.69

(8) Tiempo de autocorrelacion integrado para el numero de grupos, 7x,

TaBLA 9: Tiempo de autocorrelacion integrado, modelo bimodal

Hiperpardmetros
(1.0,1.0) (0.5,0.5) (15.3,1.7) (24.5,24.5) (1.7,15.3)
Devianza 320.08 320.99 321.60 316.92 319.67
D 4.43 4.47 0.89 0.50 0.50

TaBLA 10: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo bimodal
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(B) Gibbs sampler para urnas de Polya con paso de aceleracion
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(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler

FIGURA 7: Devianzas estimadas, modelo leptocurtico; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los siguientes

procesos: Dirichlet, — — — o—-estable normalizado, — --- Pp, y ------- Ppy: mientras que los valores
sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde a la distri-

bucion inicial no informativa.
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(r) Gibbs sampler con pardmetros auxiliares, nimero de pardmetros: 1 (), 2 (®) y 10 (a).

Ficura 7: Devianzas estimadas, modelo leptocurtico, continuacion; los distintos tipos de linea corresponden a uno de

los siguientes procesos:

Dirichlet, — — — g-estable normalizado, — --- PD, y-------

Ppg: mientras que

los valores sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde

a la distribucidn inicial no informativa.
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E[K,]
Meétodo 2 8 —
G. s. para urnas de Polya 6.98 1006.77 303.61 78.51 1.54
G. s. para urnas de Pdlya con
paso de aceleracion 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
M. H. y Gibbs sampler 0.50 0.50 0.53  0.50 0.50
Gibbs sampler por bloques 0.50 0.50 050 0.50 0.50
M. H. para distr. no conjugadas  0.50 0.50 0.54 050 0.50
G. s. con parametros auxiliares  0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
(a) Tiempo de autocorrelacion integrado para la devianza, 7p
E[K,]
Meétodo 2 8 —
G. s. para urnas de Polya 2.74 3.66 297.78 498.44 1.62
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracién 1.83 2.56 1.48 239 0.50
M. H. y Gibbs sampler 2.10 1.18 1.31 1.81 0.50
Gibbs sampler por bloques 0.50 7.02 0.50 0.50 0.50
M. H. para distr. no conjugadas 1.33  1.66 1.13 1.28 0.50
G. s. con pardmetros auxiliares  2.43 3.55 1.03 1.63 0.50
(8) Tiempo de autocorrelacion integrado para el numero de grupos, 7x,
TaBLA 11: Tiempo de autocorrelacion integrado, modelo leptoctrtico
Hiperpardmetros
(1.0,1.0) (0.5,0.5) (15.3,1.7) (24.5,24.5) (1.7,15.3)
Devianza 272.77 271.92 272.96 281.16 285.14
Tp 1.33 2.28 0.80 1.21 3.57

TaBLA 12: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, modelo leptocurtico
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(B) Gibbs sampler para urnas de Polya con paso de aceleracion
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(c) Metropolis-Hastings y Gibbs sampler

FIGURA 9: Devianzas estimadas, datos de las galaxias; los distintos tipos de linea corresponden a uno de los siguientes

procesos: Dirichlet, — — — g—estable normalizado, — --- Ppy y ------- Ppy: mientras que los valores
sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[K, ], el etiquetado con — corresponde a la distri-

bucion inicial no informativa.



116

TABLAS DE LAS SIMULACIONES

418

416 —

414 —

412 —

410 —

408 —

406 = g \ 1 \ \ \
3 6 12 3 6 12 -
(D) Gibbs sampler por bloques con N (@), N> (a) y N3 (m) componentes para el proceso Dirichlet y N (@) y N

(m) componentes para el resto, de acuerdo a la Tabla 2.

500 —
480 |
460 |
440
420 -
..
4065 —
407 —
406.0
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405.0
405 —
4045
104 404.0 —
I T | I T T
3 6 12 3 6 12 -

(r) Gibbs sampler con pardmetros auxiliares, nimero de pardmetros: 1 (), 2 (®) y 10 (a).

FIGURA 9: Devianzas estimadas, datos de las galaxias, continuacion; los distintos tipos de linea corresponden a uno de

los siguientes procesos: Dirichlet, — — — g-estable normalizado, — --- PD, y------- Ppy: mientras que
los valores sobre el eje X corresponden a los valores a priori para E[ K, ], el etiquetado con — corresponde

a la distribucidn inicial no informativa.
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E[K,]
Método 3 6 12 —
G. s. para urnas de Polya 10.02 21.61 34831 3.00 3.16 1.64 15.34
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracion 0.50  0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
M. H. y Gibbs sampler 091 1.20 1.21 096 1.02 1.14 0.95
Gibbs sampler por bloques 1.00  0.80 091 0.79 070 0.68 0.90
M. H. para distr. no conjugadas 10.76  12.33 6.55 7.75 331 696 898
G. s. con parametros auxiliares 0.74  0.75 0.69 0.75 0.72 086 0.78
(a) Tiempo de autocorrelacion integrado para la devianza, 7p
E[K,]
Meétodo 3 6 12 —
G. s. para urnas de Polya 46.09 26.03 44.60 170.02 252.03 86.16 12.13
G. s. para urnas de Pélya con
paso de aceleracion 1.58 226 1.74 2.24 1.67 225 2.18
M. H. y Gibbs sampler 6.11 6.42 5.32 4.36 498 576 5.95
Gibbs sampler por bloques 18.64 7.63 7.52 716 10.77 5.57 10.57
M. H. para distr. no conjugadas ~ 6.50  9.58  4.26 9.08 327 426 6.04
G. s. con pardmetros auxiliares 4.06 324 3.14 3.20 230  3.06 3.15
(8) Tiempo de autocorrelacion integrado para el numero de grupos, 7x,
TaBLA 13: Tiempo de autocorrelacion integrado, datos de las galaxias
Hiperpardmetros
(1.0,1.0) (0.5,0.5) (15.3,1.7) (24.5,24.5) (1.7,15.3)
Devianza 440.11 449.89 527.98 440.51 438.15
p 148.59 760.58 350.26 6.11 7.03

TABLA 14: Resultados del Gibbs sampler para el proceso geométrico, datos de las galaxias
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Para hacer el analisis comparativo se hicieron programas de cdmputo para cada método. En este apéndice
se proporciona, en la primera seccidn, una descripcion de cada uno de ellos. Ademas, con la finalidad de
simplificar el uso de este conjunto de programas se programé una interfaz gréfica; en la segunda seccion

se presenta una guia de uso de esta interfaz.

§1 CONJUNTO DE PROGRAMAS

Los programas realizados se pueden dividir en tres grupos:

1. Los programas con prefijo run_ realizan una simulacion utilizando alguno de los métodos para es-
timacion de densidades estudiados:
run_npbm_polya. Gibbs sampler para urnas de Pdlya
run_npbm_polyaacc. Gibbs sampler para urnas de Pélya con paso de aceleracion
run_npbm_blocked. Gibbs sampler por bloques
run_npbm_mh. Metropolis—Hastings para distribuciones no conjugadas
run_npbm_mhgibbs. Metropolis—-Hastings y Gibbs sampler
run_npbm_gibbsaux. Gibbs sampler con parametros auxiliares
run_npbm_gibbsgeo. Gibbs sampler para el proceso geométrico

Todos estos requieren de un archivo con extension mcf como argumento, el cual contiene toda la

informacion necesaria para realizar la simulacion.
2. Aquellos con prefijo do_ se utilizan para realizar tareas previas o posteriores a la simulacién:

do_npbm_config. Crea un archivo con extension mcf para realizar una simulacién el cual, posterior-
mente, se utiliza para realizar otros célculos

do_npbm_post_kn. Calcula la distribucion posterior de K,

do_npbm_deviance. Calcula la devianza estimada por iteracion de acuerdo a (1v.2)

do_npbm_density. Calcula la densidad estimada

119
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do_npbm_posterior. Calcula la distribucion posterior de los pardmetros de los procesos: «, 0, (0, 0)

0 A; si es que fueron actualizados durante la simulacion
do_npbm_histogram. Calcula el histograma para un archivo determinado
do_npbm_plot. Crea un grafico utilizando los resultados de do_npbm_density o do_npbm_posterior

do_npbm_export. Gran parte de los programas anteriores crean archivos en formato binario; este pro-
grama convierte todos los archivos binarios en archivos de texto plano para una configuracién

especifica

Cada uno de ellos requiere de uno o mas argumentos; para conocer cuales son se puede ejecutar el

programa en una consola de comandos, por ejemplo, sin ninguno.

3. Por ultimo, los programas con prefijo show_ muestran los resultados de algunos de los programas
anteriores:
show_npbm_post_kn. Muestra la distribucion posterior de K, calculada por do_npbm_post_kn

show_npbm_deviance. Muestra la devianza estimada de acuerdo a (1v.3), para ello se debid correr

previamente do_npbm_deviance
show_npbm_iat. Muestra 7p y Tk,
Ademas se tienen otros programas. La interfaz grafica, que se explica a continuacion, es el progra-
ma npbm_interface; éste, a su vez, requiere de otros programas: do_npbm_convert, do_npbm_preview, do_npbm_to_bin,

show_npbm_random_list y show_npbm_range. Asimismo se incluye una serie de bibliotecas de funciones, son to-

dos aquellos archivos con extension so.

§ 2 INTERFAZ GRAFICA

Todos los programas funcionan a través de la consola de comandos. Sin embargo, para integrarlos y
facilitar su uso se programo una interfaz grafica. Con esta interfaz se pueden realizar las acciones tipicas
de crear, editar y eliminar «configuraciones». Una configuracion se refiere a un archivo con extension mcf
con toda la informacion necesaria para realizar una corrida, para un conjunto especifico de datos.

Esencialmente, los pasos a seguir para utilizar la interfaz son los siguientes:

1. Crear un «espacio de trabajo, i.e., seleccionar un conjunto de datos y un directorio para guardar

todos los archivos resultantes
2. Agregar configuraciones seglin se requiera
3. Correr cada una de las configuraciones

4. Exportar los resultados y graficos obtenidos
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La ventana principal de la interfaz se muestra en la Figura 1y esta formada por los siguientes elemen-

tos:
1. Una lista con todas las configuraciones creadas
2. Una ventana web que muestra un resumen de la configuracion seleccionada en (1)
3. Una ventana web que muestra los resultados de la corrida para configuracién seleccionada
4. Una consola que muestra informacién acerca de la tarea que se esté ejecutando
5. Una pestaia que contiene opciones para los gréficos

6-8. Elementos comunes a las interfaces graficas: barra de menus, dos barras de herramientas y barra

de estado, respectivamente

Todas las opciones de las barras de herramientas se encuentran en los ments Archivo o Configuraciones, por

tal razon, inicamente se hara referencia a los menus y sus opciones.

2.1 ESPACIO DE TRABAJO

Lo primero que se debe de hacer para trabajar es crear un «espacio de trabajo». Un espacio de trabajo esta
formado por dos elementos: un archivo de texto plano con los datos que se deseen trabajar (cada renglén
representa una observacion unidimensional) y un directorio de trabajo en el cual se crearan todos los
archivos necesarios para realizar las corridas y presentar sus resultados.

Para crear un espacio de trabajo se tiene la opcion Archivo| Nuevo espacio de trabajo. ... Al seleccionarla se
abrira una ventana como la que se muestra en la Figura 2. En el campo Datos se debe especificar la ruta
del archivo de datos, mientras que en el campo Directorio el directorio de trabajo (se recomienda que sea
uno vacio). Cuando se tengan ambas rutas y sean vélidas se generard una vista previa de los datos, i.e.,
aparecera su histograma, algunas estadisticas descriptivas y la lista de datos.

También es posible abrir algtin espacio de trabajo existente o guardar el espacio de trabajo actual de

acuerdo a las siguientes opciones:
» Para abrir un espacio de trabajo existente, la opcidn Archivo| Abrir espacio de trabajo...;
» Sise desea guardar el espacio de trabajo actual, la opcidn Archivol Guardar espacio de trabajo;

Eltipo de archivo que puede abrirse o guardarse debe tener extension mws; este tipo de archivo inicamente
contiene la lista de configuraciones, por lo que los resultados no seran guardados. Es recomendable, por

tanto, conservar el directorio de trabajo con su contenido.
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guraciones  Ayuda

 Listade configuraciones
—

Resumen

Parametros para graficos |_|5

Resuiltad

Mensaj

FIGURA 1: Ventana principal de la interfaz grafica

*{ MNuevo conjunto de datos

—Espacio de trabajo

Datos: |

|| Examinar... ] [m

Directorio: [

] Examinar...

—Previsualizacion

FIGURA 2: Ventana para crear un nuevo espacio de trabajo
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*({ Mueva configuracién O X

" he Agregar
Configuracién: [nuevol| | l M
ancelar

~Método de estimacidn

[Gibbs sampler para urnas de Polya ‘v]
MA2mero inicial de componentes :]
~lteraciones Medida base
Calentamiento [ ] m[1‘657’18 l g[ ]
Efectivas | ] t[208171 |b| |
—Proceso

Dirichlet ~| [ Actualizar parametros
T —

—Generador de numeros aleatorios

Algoritmo | mt19937 |~ semilla (1793083656

(a) Ventana principal

Proceso
[%] Actualizar pardmetros
theta [ ] a [ ] b [ ] Parametros para actualizar lambda
sigma | | al b ] L[ b l
(B) Actualizacidn de parametros de los procesos (c) Actualizacion de A

FIGURA 3: Ventana y opciones para agregar/editar configuraciones
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2.2 CONFIGURACIONES

Una vez creado el espacio de trabajo se pueden agregar configuraciones utilizando la opcion Configuracio-
nes | Nueva configuracion.... Esta accién mostrara una ventana como la que se muestra en la Figura 3a.

En esta ventana se podra agregar toda la informacion que se necesita para realizar una simulacion.
El campo Configuracion es un nombre que servird para identificar la configuracion en el resto del progra-
ma. En el grupo Método de estimacion se dan todos los parametros de la simulacién, de acuerdo al método

seleccionado en el cuadro combinado:

» Si el método es Gibbs sampler por bloques, Metropolis—Hastings, Gibbs sampler con parametros
auxiliares o Gibbs sampler para el proceso geométrico se activara en campo debajo del cuadro com-

binado en el cual se debe indicar el valor del parametro auxiliar (véase la Seccion 1v.3).

» En seguida, en el grupo lteraciones se debe especificar cuantas iteraciones se hardn en la simulacidn,

tanto las del periodo de calentamiento como las del muestreo efectivo.

» En el grupo Medida base se especifican los parametros de la medida base' (m, t,a, b); de manera
predeterminada se dan valores para m y t: el punto medio del rango y el rango de los datos, res-
pectivamente. Para estos mismos campos, al dar un clic derecho aparece un menu contextual que
muestra dos valores para cada valor, ademas de los ya mencionados se puede elegir la media y la

varianza muestrales, respectivamente.

= Con excepcion del Gibbs sampler para el proceso geométrico, debajo de los campos mencionados
se puede elegir el proceso subyacente a la medida de probabilidad aleatoria: Dirichlet, c—estable
normalizado o Poisson-Dirichlet de dos parametros. Al seleccionar alguno se pueden realizar dos
acciones: dar un valor a sus parametros o incluirlos en el esquema de simulacién (Seccion 111.2).
Para la segunda accion se debe activar la casilla Actualizar pardmetros, lo cual mostrara dos campos

adicionales para cada parametro (Figura 3b).

» Si se selecciona el Gibbs sampler para el proceso geométrico, en lugar de hacer lo anterior se deben

dar valores para la distribucion inicial de A (Seccién 111.1.4), Figura 3c.

» De manera opcional, en la ultima parte, grupo Generador de nimeros aleatorios se puede elegir algiin
algoritmo generador de nimeros aleatorios junto con un valor para la semilla. Los algoritmos dis-

ponibles estan tomados directamente de las bibliotecas GNU ScieENTIFIC LIBRARY?.

'En toda la tesis se manejé w como el primer pardmetro de la medida base, sin embargo, en la interfaz se cambi6 a m por

razones practicas.
2 e B . . . .
Puede consultarse la documentacion de estas bibliotecas para mayor referencia, por ejemplo, en las Secciones 9-11 de

http://www.gnu.org/software/gs1/manual/htmi_node/Random-Number-Generation.html.
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Es importante mencionar que se podra agregar la nueva configuracion si todos los campos contienen un
valor valido, e.g., que al menos se realice una iteraciéon de muestreo efectivo, que los parametros de la

medida base sean no negativos (excepto m), etc.

MODIFICACION DE CONFIGURACIONES

Una vez agregada la configuracion, en la ventana principal, en (1), aparecera una entrada con el nombre
dado. Al seleccionar el nombre, en (2) aparecera un resumen de la configuracion.

Si se desea modificar alguna configuracion de la lista se puede hacer de dos maneras: seleccionar el
nombre de la configuracion y, posteriormente, seleccionar la opcion Configuraciones| Editar configuracion..., o
simplemente dar doble clic sobre el nombre. En ambos casos se abrira la ventana de la Figura 3a.

Ademas, es posible eliminar alguna configuracion seleccionando la opcion Configuraciones | Borrar configu-
racién, seleccionando previamente el nombre de la configuracion.

Por ultimo, se puede importar una configuracion a través de archivos con extension mcf con una
configuracion valida. Para hacerlo se debe seleccionar la opcion Configuraciones| Importar configuracion.... Si el

archivo seleccionado es valido se agregara a la lista de configuraciones.

2.3 CORRIDAS

Después de agregar todas las configuraciones deseadas se pueden realizar las «corridas». Se entiende por
una corrida las siguientes acciones: la simulacién, el calculo de la densidad estimada y distribuciones
posteriores de los pardmetros de los procesos (si aplica), el calculo de la distribucién posterior de K, (si
aplica), de la devianza estimada, de 7p y de Txy,.

Es posible seleccionar varias configuraciones para correrlas secuencialmente. Después de seleccio-
narlas en (1), sélo es necesario seleccionar la opcidn Configuraciones| Correr seleccionados. Durante este proceso
se activard la opcion Configuraciones| Cancelar para detener las corridas si es necesario. Ademas, en (4) se
mostrara el progreso de cada corrida.

Al terminar cada corrida se crea un reporte con los resultados. Para verlo en (3) se debe seleccionar

en (1) el nombre de la configuracion.

2.4 RESULTADOS

Ademas de ver el reporte en el programa, es posible exportar tanto los datos de la corrida como los
graficos. Para ambas tareas se deben seleccionar las configuraciones que se deseen exportar y elegir qué

se desea exportar:

» Paraexportar los resultados se debe seleccionar la opcion Configuraciones| Exportar resultados.... Esto mos-
trara un dialogo en el cual se debe elegir el directorio en donde se quieren guardar los archivos de

texto plano.
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Parametros para graficos

~Densidad

Intervalo: % rango
Particién: (@ 0.1249)

—FPosteriores

Intervalo: % rango

Actualizar graficos

Opciones gnuplot para exportar

Terminal: | postscript

Qpciones: | color size 15cm. 10cm |

FIGURA 4: Pardmetros para hacer graficos

= Si se desean exportar los graficos se debe seleccionar la opcidn Configuraciones| Exportar gréficos.... De

manera similar a lo anterior se debe elegir el directorio en donde se quieren guardar los graficos.

La pestana (5) contiene opciones para realizar los graficos (Figura 4). En esta se observan dos grupos:
Densidad y Posteriores; en cada uno se elige el intervalo a graficar, en funcién del rango de los datos, y el
tamano de la particiéon del mismo, para la densidad estimada y las distribuciones posteriores, respecti-
vamente. Estos valores se deben fijar antes de hacer las corridas, de lo contrario se debera dar clic en el
botdn Actualizar gréficos para que los cambios tengan efecto. El valor predeterminado para Intervalo es 120 %
y para Particién es 200.

Para exportar los graficos se utiliza el programa GNU PLoOT. Por esta razén en el grupo Opciones gnuplot
para exportar se tienen dos campos: Terminal debe ser una terminal valida de GNU ProT y Opciones son las
opciones de la terminal seleccionada. De manera predeterminada se crearan archivos POSTSCRIPT a color

de tamario 15x10 cm.
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