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GENERACIÓN Y PROPIEDADES

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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Capítulo 1

Introducción

Este trabajo tiene como �nalidad la descripción teórica de algunas superposicio-
nes de estados macroscópicos; llamados estados de Gato de Schrödinger; así como
observar la generación de dichos estados en un sistema dinámico y caracterizar sus
propiedades ópticas y estadísticas.

Los estados de gato de Schrödinger son superposiciones de estados coherentes1

que portan las propiedades de un determinado grupo �nito. Estos estados pre-
sentan algunas propiedades cuánticas interesantes como compresión y estadísticas
sub-Poissonianas y también presentan una distribución oscilatoria en el número de
fotones [1, 2]. Sin embargo no se sabe si estas propiedades son compartidas por
todos los estados de gato, no obstante es de esperarse que diferentes estados de gato
asociados cada uno de ellos a diferentes grupos di�eran en sus comportamientos. Por
lo que un objetivo de esta tesis es investigar si algunas de las propiedades cuánticas
observadas en los que llamaremos estados par e impar de gato de Schrödinger son
también vistos en otros estados de gato.

Estos estados se propone [3, 4] pueden ser utilizados para el procesamiento de
información cuántica. Dado que en ciertas condiciones pueden ser tomados como una
base ortogonal de estados, con la ventaja de ser macroscópicos.

En los últimos años se han propuesto formas con las que algunos de estos estados
pueden generarse. Por lo cual se presenta una forma de generación de estados, me-
diante un sistema descrito por el modelo de Jaynes-Cummings. Este modelo consiste
en un Hamiltoniano resultado de la interacción de un átomo de dos niveles con un
campo electromagnético externo. Veremos que la evolución de un estado coherente
en este Hamiltoniano generará un estado muy parecido a un estado de gato. Para
comparar dichos estados usaremos las funciones de distribución de Wigner, la cual
abordaremos extensivamente.

El presente trabajo de tesis se llevará a cabo mediante la siguiente estructura. En
el capítulo 2 realizamos una presentación de conceptos básicos de la Óptica Cuántica
mediante los cuales explicaremos la importancia que a últimas fechas ha tenido el
estudio de fenómenos cuánticos de la luz y veremos que dichos comportamientos han
abierto la puerta para el estudio de fenómenos cuánticos de las partículas. Como el

1 En este caso estados coherentes de la luz
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estudio de la estadística de fotones y del amontonamiento o �bunching� de fotones.
En especial para la construcción de dispositivos �ópticos� como divisores de haz o
interferómetros de partículas. Esto sienta las bases para estudios posteriores que se
realizarán ya que en especial las de�niciones de compresión y algunos conceptos en el
tema de la electrodinámica cuántica en cavidades (QED), serán de suma importancia
durante todo el escrito.

En el capítulo 3 trataremos el problema de solucionar2 las ecuaciones de Maxwell
sin fuentes lo cual nos llevará a una cuantización de dicho campo, esta cuantización
se presenta en la forma más sencilla en la que puede observarse. La solución a dicho
problema traerá como consecuencia la introducción de una campo asociado al vacío,
el estado de vacío con cero fotones |0〉. El estado vacío del campo electromagnético es
de suma importancia para determinar diferentes fenómenos cuánticos que no tienen
explicación sin él. Entre estos fenómenos están la preservación de las relaciones de
conmutación de operadores conjugados y efectos como el de Unruh-Davies. También
veremos un ejemplo de estados que presentan compresión como es el caso de los
estados de radiación térmica.

Posteriormente en el capítulo 4 repasaremos la teoría de las distribuciones de
cuasi-probabilidad que existen en la Mecánica Cuántica como las distribuciones de
Wigner y Husimi. Las cuales permiten un estudio detallado de las propiedades de
los estados cuánticos en el espacio fase. Para dicho �n observamos las propiedades
que pueden ser interesantes en el espacio fase mediante dichas distribuciones. Como
las distribuciones marginales de las variables que de�nen el espacio fase, llamémos-
les x y p. La propiedad de localización, que puede observarse directamente de las
distribuciones de Wigner y Husimi, se dice que cuando dichas distribuciones tienen
un área mayor el sistema está más deslocalizado, ya que la probabilidad �uctúa más
para obtener un valor de x y p. Para ello se investiga la forma en la que se de�ne las
áreas de las distribuciones en dicho espacio fase. Dicha área se de�ne como el inverso
del segundo momento3 de la distribución correspondiente. Como un ejemplo de la
obtención de la función de Wigner se toma en consideración el estado de Fock para
un número arbitrario de número de fotones.

Se hace incapie en esta parte en que el tratamiento de la función de Wigner
es en realidad un formalismo de la mecánica cuántica que permite conectarnos con
la estadística clásica cuando la constante de Planck ~ → 0, y es llamado el límite
clásico. Y observaremos que existen varias formulaciones de la mecánica cuántica,
mediante diferentes funciones de cuasi-probabilidad.

Además en el capítulo 5 plantearemos de forma cuántica el problema de un áto-
mo dentro de una cavidad. Dicho planteamiento puede reducir en complejidad el
problema verdadero considerando un átomo con solo dos o tres niveles energéticos,

2 Utilizando sólo conceptos de electrodinámica clásica
3 La forma en que se de�nen los momentos de las funciones de Wigner y Husimi no es la misma

en las que se expresan para las distribuciones de probabilidad de la estadística clásica.
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lo cual nos lleva a un sistema descrito por el modelo de Jaynes-Cummings. Estas
aproximaciones son llamadas modelos de Jaynes-Cummings de dos y tres niveles.
Escribiremos los Hamiltonianos correspondientes para cada caso con el propósito
estudiarlos posteriormente.

Estudiamos los estados de gato de Schrödinger en el capítulo 6, en una forma
general de�nidos para grupos �nitos de N elementos. Para ello construimos estados
que contengan de cierta forma la representación del grupo �nito en cuestión. Veremos
algunos ejemplos para los grupos �nitos cíclicos de dos y tres elementos4 y para
el grupo de isometrías del triángulo equilátero. Y determinaremos sus propiedades
cuánticas.

Finalmente en el capítulo 7 estudiaremos una forma que se ha propuesto para
generar estados de gato de Schrödinger para el grupo cíclico de dos elementos me-
diante el formalismo de las funciones de cuasi-probabilidad. Para ello determinamos
que la evolución temporal para un estado coherente en un sistema de un átomo de
dos niveles en un campo electromagnético nos lleva a propiedades muy parecidas a
las obtenidas para los estados de gato para ciertas condiciones especiales. Se detallan
las propiedades de los estados del campo y del átomo por separado en función del
tiempo. Propiedades como la traza del cuadrado de la matriz densidad, la distribución
de fotones para el campo, la inversión de población, las distribuciones de Wigner y
Husimi y el área de la distribución de Husimi.

En el último capítulo presentamos las conclusiones de este trabajo.

4 Aunque el procedimiento puede extenderse para cualquier grupo cíclico



Capítulo 2

Fundamentos de Óptica Cuántica

La Óptica Cuántica, se suele decir, es la rama de la óptica que surge cuando la
naturaleza cuántica de la luz es importante. Sin embargo los experimentos en los
cuales dicha naturaleza es importante son variados y es difícil decir cuál dio paso
al surgimiento de la Óptica Cuántica1. Brevemente daremos un repaso a algunos de
estos experimentos.

2.1. Fluorescencia Resonante.

Cuando un átomo es excitado por un campo electromagnético monocromático clásico,
emite radiación de la misma frecuencia que el campo de excitación. Esto implica que
el espectro de la luz emitida es una función delta de Dirac. En este sentido el átomo
se comporta como un dipolo forzado y por lo tanto radía con la misma frecuencia
que el campo de excitación.

Consideremos un átomo en una trampa de Paul [5] el cual es excitado en sus
niveles electrónicos a través de la luz de un láser y la luz emitida se superpone con
la del campo de excitación del láser, la cual es tomada como una señal de referencia.
A la señal resultante se le suele llamar señal heterodina.

Experimentalmente el espectro de la señal resultante presenta un pico, llamado
el pico elástico de una anchura diferente de cero, esta anchura es muy estrecha y es
determinada por el espectro del campo de excitación. Esto representa una compro-
bación de la naturaleza ondulatoria de la luz, debido a la interferencia entre la luz
del láser y la luz emitida. De hecho la estrechez del pico elástico se debe a que la luz
emitida y el campo de excitación siguen una relación en sus fases. De forma que el
ancho del pico elástico puede modularse mediante un cambio en la fase de las dos
señales

Se hace incapie en que este experimento exhibe la naturaleza ondulatoria de la
luz dado que existe una interferencia causada por el desfasamiento entre el campo
y la luz emitida. Sin embargo, este experimento puede cambiarse de tal forma que
exhiba también un comportamiento corpuscular de la luz.

1 Aunque algunos autores indican que la óptica cuántica nace del descubrimiento de estadísticas
del número de fotones alejadas de la estadística de Poisson.
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Figura 2.1. Esquema de la trampa dipolar de Paul (Copyright Arian Kriesch)

Figura 2.2. Ejemplo de un pico elástico, el cual presenta una anchura diferente de cero.

2.1.1. Espectro de tres picos de Mollow

En los años sesenta B.R. Mollow [6] estudiaba la resonancia �uorescente mediante la
electrodinámica cuántica y encontró que el espectro de la luz emitida por el átomo,
de dos niveles, depende de la intensidad de la radiación incidente. Para intensidades
bajas la presencia del pico elástico es válida. Sin embargo para intensidades altas el
espectro presenta una estructura más complicada. Se presentan además de el pico
elástico tres contribuciones de gran anchura, centrados en la frecuencia de la luz
incidente a ambos lados en el caso de un sistema de dos niveles energéticos.

Este fenómeno es debido al desdoblamiento de los estados cuánticos debido a la
presencia del campo magnético del láser. El efecto Stark permite que algunos estados
que antes estaban degenerados en energía ahora tengan una energía diferente. Si el
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Figura 2.3. Tres picos de Mollow en el espectro de un sistema molecular de dos niveles (en
rojo). Tomado de Gu Y. (2010)

átomo dentro de la cavidad tiene un espín electrónico 1/2 entonces existen tres
posibles frecuencias de excitación: Ω− µ0B, Ω + µ0B y Ω, donde Ω es la frecuencia
que determina la diferencia energética entre los dos niveles del átomo, B es el campo
magnético del láser y µ0 es el momento dipolar magnético del electrón. Por lo que
el espectro de radiación presenta tres picos, los que determinan las frecuencias de
excitación de las tres posibles transiciones en el sistema de dos niveles. En contraste
no existe una interferencia entre el espectro de radiación y la luz del láser en la señal
heterodina, por lo cual la luz no presenta su comportamiento ondulatorio.

2.1.2. �Anti-Bunching�

Amediados de los setenta se descubrió que hay un retraso entre la emisión consecutiva
de dos fotones por un átomo. La luz del átomo entonces no viene en paquetes de
fotones en contraste con lo que se conocía de la luz térmica (por ejemplo de una vela)
que tiende a emitirse por paquetes. A este fenómeno se le llama �anti-bunching�. La
forma en que se determina este anti-empaquetamiento es midiendo el retraso entre
dos fotones consecutivos, lo cual se lleva a cabo haciendo incidir la luz emitida en un
divisor de haz en cuyas salidas hay detectores. El primer fotón recibido en uno de los
detectores dispara un cronómetro que se detiene cuando se detecta un segundo fotón
en el otro detector, repitiendo este experimento se puede determinar la distribución
del retraso entre dos fotones consecutivos. Para un repaso ver [7].

El comportamiento que mani�esta la señal heterodina en este caso es que la
luz emitida tiende a tener una probabilidad muy pequeña de que dos fotones sean
detectados uno después del otro. Por lo cual la luz emitida por el átomo en la cavidad
presenta el fenómeno de �anti-bunching� poniendo en evidencia el comportamiento
corpuscular de la luz. Esto quiere decir junto con lo visto anteriormente, que el mismo
experimento puede exhibir los comportamientos corpuscular y ondulatorio de la luz.

Muy cercano al fenómeno de �anti-bunching� está el efecto de la estadística
sub-poissoniana. En la estadística de fotones para un láser la probabilidad de en-
contrar m fotones está determinada por una distribución Poissoniana, la cual nos
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dice que en el láser vienen paquetes de fotones con una cantidad de ellos distribuidos
mediante dicha poissoniana, es decir tienen un número de fotones al azar. Sin em-
bargo la estadística de la radiación emitida por un átomo excitado es más estrecha
que una Poissoniana. Esta distribución es llamada sub-poissoniana y nos dice que la
luz emitida no viene en paquetes.

2.2. Compresión de las �uctuaciones

Recientemente el estudio de estados cuánticos ha llevado al descubrimiento de otro
comportamiento bastante interesante. Este comportamiento es llamado compresión
(squeezing) de las �uctuaciones. Un resumen puede leerse del libro de Scully [8].

2.2.1. ¾Qué es un estado comprimido?

Para describir un estado clásico de un oscilador armónico, necesitamos la amplitud
y la fase de dicho estado. De la misma forma necesitamos tanto amplitud y fase para
determinar unívocamente un campo electromagnético unimodal. Podemos describir
este campo por un vector en un espacio complejo.

De este modo cuando deseamos cuantizar un campo necesitamos entonces toda
una distribución de vectores en el espacio complejo. Esta distribución da a cada punto
del espacio complejo un factor de peso. Estamos tentados a decir que este factor
de peso es la probabilidad de que el campo este determinado por las componentes
(amplitud y fase) del punto en cuestión. Sin embargo dado que las dos variables de
este espacio son variables conjugadas, deben de cumplir una relación de incertidumbre
de Heisenberg. Esto quiere decir que no podemos asociarle un campo a cada punto
dentro del espacio fase.

No obstante existen distribuciones cuasi-probabilísticas que podemos usar para
describir cuanticamente los campos electromagnéticos. Estas distribuciones, en los
casos más elementales, son distribuciones simétricas con respecto al campo promedio.
No obstante en algunos experimentos de interferometría es necesario medir la fase con
una gran precisión. En este caso no nos interesa la amplitud. Entonces es conveniente
redistribuir las �uctuaciones cuánticas de una forma asimétrica. Dado que el área en
el espacio fase debe conservarse por la relación de incertidumbre de Heisenberg,
entonces tenemos que la reducción de las �uctuaciones en una de las variables tiende
a aumentar las �uctuaciones en la otra variable. Este fenómeno es semejante a apretar
el envase para sacar la pasta de dientes. Por lo que se ha venido a llamar compresión
de las �uctuaciones. Es importante señalar que este comportamiento se presenta solo
con aquellas variables que cumplan una relación de dispersión como la que cumplen
el momento y la posición.

Dado que los estados coherente minimizan la relación de incertidumbre de Hei-
senberg y las dispersiones en la posición y momento son iguales a 1/2, los estados



Capítulo 2. Fundamentos de Óptica Cuántica 8

comprimidos de la luz se de�nen como aquellos estados cuya una de sus dispersiones
sea menor a la del estado coherente (1/2) y una segunda sea mayor a 1/2, siempre y
cuando las dispersiones cumplan la relación de Heisenberg que siguen las dispersiones
del estado coherente.

2.2.2. Estados comprimidos en el Oscilador Óptico Paramétrico.

El oscilador óptico paramétrico (OOP) es un instrumento óptico utilizado para crear
estados comprimidos haciendo uso de la óptica no lineal. Este oscilador crea luz de
frecuencia 2ω a partir de luz de frecuencia ω. Este fenómeno es llamado generación
del segundo armónico. El proceso inverso también es posible podemos crear luz de
frecuencia ω a partir de luz de frecuencia 2ω, este proceso es llamado conversión
paramétrica descendente.

Para obtener la generación del segundo armónico o una conversión paramétrica
descendente se necesita un medio no lineal, tal como un cristal en el que el vector de
polarización está dado por

P = χ(1)E + χ(2)E2 + . . . , (2.1)

tal que de la electrodinámica clásica, la polarización debe cumplir la ecuación

�E ≡
[
52 − 1

c2

∂2

∂t2

]
E = −µ ∂

2

∂t2
P. (2.2)

La constante χ(1) se conoce como la suceptibilidad lineal y χ(2) es la suceptibilidad
no lineal de segundo orden. Por simplicidad se han tomado P y E como cantidades
escalares. Sin embargo si quisiéramos tratar la naturaleza vectorial de los campos, se
tendría que tomar χ(1) como un tensor de segundo rango y χ(2) un tensor de tercer
grado.

Si nos olvidamos de la parte espacial por unos momentos y suponemos que el
campo eléctrico tienen una frecuencia ω

E = E1 cos (ωt) . (2.3)

La polarización a segundo orden será entonces

P (2) = χ(2)E2
1 cos2 (ωt) . (2.4)

Dada la identidad trigonométrica

cos2 (ωt) =
1

2
(1 + cos (2ωt)) , (2.5)

y de la Ec. (2.2) tenemos que el campo eléctrico resultante tendrá una componente
constante y una con frecuencia 2ω. Lo cual demuestra la capacidad de generar el
segundo armónico mediante mecanismos no lineales.
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Un OOP consta de una anillo láser (Ring Láser) que excita un cristal no lineal,
el cristal crea luz de frecuencia 2ω, esta luz es enviada hacia un divisor de haz
que es sensible a la frecuencia. Parte de esta luz es dirigida a una cavidad con
otro cristal no lineal; la otra parte es enviada a una oscilador local (un espejo que
modula la fase de la luz). De la cavidad se genera un haz con frecuencia ω y se
combina con la luz del oscilador local, ambas con frecuencia ω. Posteriormente se
hace incidir la luz resultante sobre un divisor de haz y después a dos fotodiodos,
que convierten en corriente la luz obtenida. Por último esta corriente es enviada a un
analizador de espectros. De forma similar se puede explicar la conversión paramétrica
descendente. Del experimento se obtiene que la luz resultante del OOP está en un
estado comprimido.

Detección de un estado comprimido

La forma en como se mide el estado comprimido descrito anteriormente, se hace
mediante un analizador de espectros del OOP, llamado detector homodino. A este
detector llegan la luz, la cual se quiere comprobar que tiene compresión y que se ha
combinado con un campo electromagnético clásico mediante un divisor de haz (de
la misma forma que con la señal heterodina). Se miden dos corrientes i1 e i2 corres-
pondientes a los dos brazos del divisor de haz. Estas corrientes son proporcionales a
la intensidad de las luz en cada caso. Se obtiene la diferencia de las corrientes i− (t)
como función del tiempo. Dicha corriente �uctúa alrededor de un valor promedio 〈i−〉,
un promedio temporal. La estadística de estas �uctuaciones nos da la distribución
de la diferencia de corriente, y en particular de su segundo momento V =

〈
i2−
〉
, con

esto se puede determinar la medida de la anchura de la distribución, mediante la
desviación estándar. Estos experimentos se hacen dejando �ja la fase θ entre los dos
campos que inciden en el divisor de haz.

Si bloqueamos el haz proveniente del oscilador paramétrico sólo la radiación del
vacío se mezcla con la del oscilador local. Puesto que la distribución del vacío es
rotacionalmente simétrica las �uctuaciones entonces son independientes de la fase θ.
Por otro lado, cuando tenemos un estado comprimido hay una asimetría en el espacio
fase y las �uctuaciones dependen de la fase. De esta forma se puede distinguir entre
un estado comprimido de uno que no lo és.

Para observar un ejemplo de como se mide la compresión ver [9, 10, 11].

2.2.3. Estadística del Estado del Vacío

Una de las características de los estados comprimidos como hemos mencionado, es
que tienen una distribución asimétrica de las �uctuaciones. No obstante no es la única
propiedad interesante. Estos estados también presentan una distribución inusual de
fotones. La luz láser, que puede ser descrita por un estado coherente, exhibe una
distribución Poissoniana de fotones. En contraste el vacío comprimido exhibe una
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estadística de fotones oscilatoria que fue medida experimentalmente por el grupo de
J. Mlynek [11]. Este estado de vacío comprimido es tal que su función de onda es

ψ(x) = N exp

(
−(x− x0)2

2σ2
− ip0x

)
,

donde N es la constante de normalización, x0 y p0 corresponden al centroide de la
función de onda y al momento promedio respectivamente y �nalmente σ es la anchura
de la función de onda. Este estado corresponde a una generalización del estado vacío.
La anchura de la dispersión en la variable x puede ser modi�cada con la elección de
la variable σ de tal forma que el estado muestre compresión, de ahí el nombre de
estado de vacío comprimido.

2.2.4. Interferencia en el espacio fase.

El concepto de interferencia en el espacio fase hace uso de la de�nición de producto
escalar 〈χ|ψ〉 entre dos estados cuánticos |χ〉 y |ψ〉. Este producto escalar, asocia una
área en el espacio fase con una amplitud de probabilidad compleja para 〈χ|ψ〉. Si
nosotros representamos los estados |χ〉 y |ψ〉 en el espacio fase y las áreas de estas
representaciones se cruzan una sola vez entonces el área representa la probabilidad,
es decir el valor al cuadrado del producto escalar. Si hay más de un cruce se dice
que las áreas se inter�eren. Entonces cada área, donde hay un cruce representa una
amplitud de probabilidad con una amplitud y fase dadas. La amplitud es la raíz
cuadrada del área y la fase está determinada por otros medios del espacio fase. Es
decir

〈χ|ψ〉 =
∑
j

 j-ésima área
de cruce en el
espacio fase

1/2

exp

i
 j-ésima área

encerrada por las
líneas centrales

 , (2.6)

es el producto escalar entre los estados |χ〉 y |ψ〉.

Estadística de fotones del vacío comprimido.

Veremos que pasa si evaluamos el producto escalar entre elm-ésimo estado de número
de un fotón |m〉 y el estado comprimido del vacío |ψcv〉. Representamos el estado de
número m-ésimo como una banda en el espacio fase y el estado comprimido del vacío
como una elipse muy elongada. Esto nos hace ver que las áreas de los estados se
intersectan en dos lugares. Llamaremos a éstas dos áreas Am, por lo que el producto
escalar
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Figura 2.4. Representación en el espacio fase de dos estados, a) es el área Am donde se
juntan ambos estados, c) es el ángulo 2φm. Donde la banda b) representa al estado de |m〉

fotones y la elipse d) representa al estado de vacío comprimido.

〈m|ψcv〉 = A1/2
m eiφm + A1/2

m e−iφm (2.7)

es la suma de las dos áreas que inter�eren en el espacio fase. La diferencia en la fase
de las dos áreas 2φm está dada por el área que encierra a la línea central de la elipse
y la banda.

El experimento de la doble rejilla de Young en el espacio fase.

El ejemplo anterior nos da una visón más clara de que la física de la interferencia en
el espacio fase es muy similar al problema de las dos rejillas. En ambos casos tenemos
dos contribuciones a la probabilidad, en el caso de las rejillas son las contribuciones
debidas a cada una de las dos rejillas, en el caso del espacio fase se debe a las dos áreas
de cruzamiento entre dos estados. En el caso de la doble rejilla la diferencia de fases
entre cada una de las contribuciones de las dos rejilla está dada por la diferencia en el
camino óptico medido desde el centro de cada una de las rejillas al punto de medición.
De la misma forma las contribuciones a la amplitud de probabilidad en el espacio
fase tienen una diferencia de fase debido a los ángulos en el que se encuentran dichas
áreas. Por lo cual en ambos casos tendremos interferencia debido a esta diferencia de
fases.
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2.3. Modelo de Jaynes-Cummings-Paul.

La interacción de la luz con la materia no puede ser explicada de una forma sencilla
dado que hay demasiados grados de libertad involucrados. Podríamos tener un átomo
con su núcleo y varios electrones. Un caso simple que puede ser analizado es un
átomo de hidrógeno con solo un protón y un electrón. Existen entonces dos tipos de
movimiento, el traslacional del átomo y el del electrón con respecto al protón. Estos
dos movimientos se pueden tratados con una formulación cuántica.

El átomo tiene asociado un dipolo −→℘ = e−→r donde −→r representa la coordenada
relativa. Este dipolo interacciona con el campo eléctrico mediante el Hamiltoniano

H = −−→℘ ·
−→
E (
−→
R, t) (2.8)

aquí
−→
R denota la coordenada del centro de masa.

2.3.1. Un átomo de dos niveles con un solo modo.

En el caso cuántico los vectores −→r ,
−→
R y
−→
E se vuelven operadores. Podemos simpli�-

car el problema pensando que solo hay dos niveles electrónicos que interaccionan con
un campo electromagnético de un solo modo y este campo causa transiciones entre
estos niveles electrónicos, esto sucede si la energía necesaria para cambiar de estados
electrónicos es más pequeña o igual a la energía de un fotón emitido por el campo
electromagnético. Este modelo fue propuesto por E. T. Jaynes y F. W. Cummings e
independientemente por H. Paul. [12, 13, 14].

Dicho modelo puede ser resuelto analíticamente, aunque dado que es muy difícil
crear sistemas con estas características, fue considerado por mucho tiempo como un
modelo de juguete que no podía ser llevado a un estudio práctico. No obstante hoy en
día se ha logrado crear cavidades de un solo modo con factores de calidad Q = 3 ·1010

correspondientes a tiempos de vida promedio para un fotón en la cavidad de 0.2 s.
Por lo que este modelo se ha convertido en una de las piedras angulares de la óptica
cuántica.

2.3.2. Escalas de tiempo.

El sistema básico de cavidad QED (Electrodinámica Cuántica de cavidades) es un
átomo de dos niveles interaccionando con un campo electromagnético de un solo
modo. La dinámica de este sistema está gobernada por la ecuación de Schrödinger y
la evolución temporal del sistema es unitaria. El átomo intercambia un fotón con el
campo. Este intercambio periódico es descrito por la llamada frecuencia de Rabi

g0 =
℘E0

~
, (2.9)
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que está determinada por el momento dipolar, la constante de Planck y el campo
eléctrico E0.

En electrodinámica cuántica el campo eléctrico está cuantizado y es proporcional
al llamado campo eléctrico del vacío.

E0 =

√
~Ω

ε0V
. (2.10)

donde ε0, Ω y V son la permitividad eléctrica, la frecuencia de la cavidad y su
volumen respectivamente.

Podemos aumentar la interacción entre el átomo y el campo de dos maneras,
incrementando el momento dipolar o incrementando el campo eléctrico disminuyendo
el volumen.

En la realidad los átomos dentro de la cavidad decaen espontáneamente, al tiempo
de decaimiento lo llamaremos γ⊥. De forma similar el campo eléctrico decae a una
razón que llamaremos κ. El decaimiento hace que el operador de evolución temporal
sea no unitario, por lo que es necesario un análisis mediante la matriz de densidad
en vez de utilizar el vector de estado.

En muchos experimentos los átomos solo interaccionan con el campo durante un
tiempo T. Concluimos entonces que en dichos experimentos en cavidades QED hay
una jerarquía entre g0, κ, γ⊥, y T.

2.4. Cavidades QED.

Durante varios años la tecnología sólo permitía que los tiempos de decaimiento de
las cavidades fueran mucho menores que los tiempos de interacción entre los átomos
y el campo electromagnético de la cavidad. Actualmente se han desarrollado nuevos
resonadores en los regímenes de las microondas y la luz visible que tienen tiempos
de decaimiento muy grandes, es decir tienen factores de calidad altos. Por lo que el
átomo dentro de estas cavidades pueden absorber y emitir un fotón varias veces. Este
hecho ha contribuido en una nueva era de las cavidades QED.

2.4.1. Un Máser sorprendente.

Del Hamiltoniano descrito por la Ec. (2.8), vemos que podemos aumentar la inter-
acción entre el dipolo y el campo al aumentar el momento dipolar del átomo o al
aumentar el campo eléctrico. Puesto que el momento dipolar del átomo depende de
la distancia entre el núcleo y el electrón, podemos incrementar el momento dipolar
al aumentar la distancia entre estos dos. También se sabe que estados muy excitados
del electrón tienen una distancia al núcleo muy grande. Por lo que sería conveniente
trabajar con átomos bastante excitados, es decir con átomos de Rydberg.
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Los láseres sintonizables pueden preparar un átomo en un estado excitado con
un número cuántico principal n del orden de 60. La separación entre el núcleo y
el electrón va como n2 en un átomo de Rydberg por lo que podemos asegurar que
tendrá un gran momento dipolar. Por lo cual los átomos de Rydberg presentan un
gran acoplamiento con el campo eléctrico.

La frecuencia de transición entre dos niveles energéticos contiguos de los átomos
de Rydberg, cae en el rango de las microondas por lo que un átomo de Rydberg
dentro de una cavidad es una gran oportunidad para el estudio de un Máser.

Máser de un átomo.

Estos máseres son sorprendentes ya que pueden funcionar cuando hay menos de un
átomo en promedio dentro de la cavidad, debido a que se utilizan átomos de Rydberg,
los cuales llegan excitados a la cavidad. El haz de átomos de Rydberg es preparado
por un láser, después pasan por un resonador de microondas de gran calidad. Cuando
el campo está en resonancia con la transición atómica el átomo puede depositar
su excitación en el campo. El siguiente átomo interacciona con el nuevo campo y
también puede depositar su excitación. Cuando el tiempo de decaimiento es grande
comparado con los tiempos de transito de los átomos y el tiempo característico de la
dinámica interna, entonces se puede construir un campo dentro de la cavidad.

Para corroborar que estos átomos están interactuando con el campo directamente,
se debería medir el campo dentro de la cavidad, sin embargo esto afectaría el factor de
calidad de la cavidad. Por este motivo se mide la cantidad de átomos que continúan
en el estado excitado después de pasar por la cavidad. Dado que los átomos que
quedan excitados o en estados de Rydberg no depositan fotones. Se ha observado
que la cantidad de estos átomos es pequeña comparada con la cantidad de átomos
que llegan desexcitados, probando así que estos átomos dejan la interacción en el
campo.

Radiación del máser.

La radiación de los máseres descritos anteriormente presenta las propiedades de
�anti-bunching�, estados comprimidos y estadística sub-Poissoniana y se ha utilizado
para el estudio de fenómenos como el enredamiento y la decoherencia.

La radiación del máser como su nombre lo indica está en la región de las mi-
croondas, sin embargo como hemos visto no podemos medirla directamente ya que
afectaría el factor de calidad de la cavidad, es por eso que se hace uso de los átomos
que pasan por esta cavidad para, además de crearla, probar que la radiación está ahí.

Puesto que la cavidad está aumentando de temperatura T debido a la alta energía
de las transiciones de niveles, existen fotones debidos a la radiación de cuerpo negro
cuyo promedio n̄ siguen la estadística de Planck
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n̄ =
1

exp( ~Ω
kBT

)− 1
, (2.11)

con kB la constante de Boltzmann y Ω la frecuencia del resonador. Para hacer que
esta radiación no intervenga es necesario enfriar el sistema para que n̄ sea pequeño.
En un principio se trabajo con cavidades a una temperatura de 2 K con n̄ = 1.5, hoy
en día se han logrado temperaturas de 0.3 K dando que n̄ = 0.054, menor que uno.

2.4.2. Cavidad QED en el dominio óptico.

Gracias a los avances en la re�ectividad en los espejos se han podido construir cavi-
dades en la región visible que puede actuar como resonadores ópticos. En el dominio
óptico tenemos la desventaja que las frecuencias son bajas, es decir necesitamos áto-
mos cuya diferencia de energía entre dos niveles sucesivos tenga frecuencia asociada
en la región visible. Por este motivo el momento dipolar de estos átomos suele ser
pequeño, lo que indica que para lograr un acoplamiento fuerte con el campo electro-
magnético necesitamos aumentar la intensidad del campo disminuyendo el volumen
de la cavidad.

Movimiento de átomos dentro de la cavidad: Microscopio de átomos en
la cavidad.

Uno de los experimentos en el dominio óptico, en el cual se a hecho uso de cavidades
con factores de calidad altos es el del microscopio atómico. En una Trampa Magneto
Óptica (MOT por sus siglas en inglés) se atrapan átomos, en un determinado tiempo
estos se dejan caer por gravedad hacia un resonador del tipo de Fabry-Perot (una
cavidad óptica con dos espejos planos paralelos entre si), con una distancia entre
espejos de 100 µm dado que esta distancia es pequeña, muchos de estos átomos
no logran entrar al resonador. Algunos de ellos lo logran. Después un láser manda
radiación hacia el resonador y se detecta la luz transmitida con un fotodetector.
Puesto que hay un acoplamiento grande entre el momento dipolar y el campo eléctrico
del resonador, los átomos cambian la intensidad de la luz transmitida, ésta disminuye
cuando los átomos pasan por la cavidad. Por lo que podemos ver átomos individuales
cruzando la cavidad al hacer una análisis de la luz trasmitida.

Incluso se ha podido reconstruir la trayectoria de los átomos, es en este sentido
en el que llamamos al arreglo un microscopio. Es más, se puede almacenar un átomo
en la cavidad usando el campo electromagnético de un solo fotón.

Una de las variantes de este experimento es mandar a los átomos contra la gra-
vedad, de abajo hacia arriba en la cavidad, haciendo que el tiempo de acoplamiento
sea más grande ya que tenemos el tiempo de subida y después un tiempo de bajada.
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Láser de un átomo.

Si sustituimos el resonador de microondas por un resonador en el visible tendríamos
que el máser de un átomo se convierte en un láser de un átomo. La ventaja de
trabajar en el visible es que las transiciones, que son su�cientes para que trabaje el
láser, pueden ser menos energéticas por lo que no tenemos que enfriar el sistema para
evitar fotones de la radiación de cuerpo negro. Además se pueden usar fotodetectores
normales para medir el campo radiado.

2.5. Óptica de de Broglie.

Una de las predicciones de la Mecánica Cuántica es el comportamiento ondulatorio
de las partículas con masa, a las cuales le asociamos una longitud de onda de de
Broglie. El experimento que corroboró que puede haber difracción con electrones fue
un parteaguas en la historia de la física puesto que demostró este comportamiento
ondulatorio de los electrones.

2.5.1. Óptica de Electrones y Neutrones.

El microscopio electrónico ha sido construido al tomar en consideración el comporta-
miento ondulatorio de los electrones. Asimismo en los últimos años se han construidos
aparatos como lentes, rejillas e interferómetros para electrones.

De la misma forma se ha estudiado el comportamiento ondulatorio de los neu-
trones, que al no tener carga pueden ser más fáciles de estudiar. De hecho la óptica
de neutrones ha llevado a demostrar experimentalmente cosas fundamentales en la
mecánica cuántica como el hecho de que se necesita una rotación de 4π para tener
la identidad en el espacio de espín.

2.5.2. Óptica Atómica.

El láser puede ser empleado para controlar el movimiento del centro de masa de
los átomos . Por lo cual se ha empleado para disminuir la energía cinética de dichos
átomos y así reducir la temperatura hasta ordenes de micro Kelvin.

En analogía con las ondas electromagnéticas, podemos hacer el experimento de la
doble rendija con las ondas de de Broglie. En este experimento un láser juega el papel
de la rejilla de difracción. El fenómeno se puede explicar como la interacción de un
dipolo (el átomo) con un campo que depende de la posición (el láser). De esta forma
la interferencia de ondas de de Broglie puede ser demostrada experimentalmente.

También se puede observar la separación de un haz de átomos de helio en dos
haces, mediante un campo de luz estacionario. Esta separación es debida al dipolo
eléctrico del átomo que pasa por un campo eléctrico inhomogeneo, una analogía al
experimento de Stern-Gerlach. Se puede decir que este experimento es un divisor
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de haz para átomos ya que hay coherencia entre los dos haces resultantes. Incluso
pueden obtenerse interferómetros de átomos en los cuales el conteo en cada uno de
los brazos esté fuera de fase.

Actualmente todo tipo de aditamentos ópticos como giróscopos se han desarro-
llado para átomos y ya están compitiendo con aquellos hechos para luz. Además se
puede hacer interferometría con objetos macroscópicos como los fullerenos.

Incluso cuando la longitud de onda de de Broglie de los átomos se vuelve del
orden de la separación entre ellos las funciones de onda individuales se empiezan a
superponer. Si son bosones se crea un condensado de Bose-Einstein.



Capítulo 3

Cuantización del Campo Electromagnético

Uno de los métodos con el cual se muestra que un campo electromagnético puede
cuantizarse es el método canónico de cuantización. Dicho método hace uso de varia-
bles canónicas clásicas para de�nir con esto operadores de la mecánica cuántica. Es
el método que emplearemos a continuación.

3.1. El Campo de un Modo como un Oscilador Armónico.

La �nalidad de está sección es encontrar el Hamiltoniano para un campo electro-
magnético en ausencia de fuentes. Este Hamiltoniano clásico servirá como base para
un modelo cuántico del problema.

Las ecuaciones de Maxwell para un campo en el vacío y sin fuentes son

∇ · E = 0,

∇ ·B = 0,

∇× E = −1

c

∂B

∂t
,

∇×B =
1

c

∂E

∂t
. (3.1)

Podemos entonces de�nir el potencial vectorial A escribiendo al campo magnético
B = ∇×A y el campo eléctrico E = −∇φ− (1/c) ∂A/∂t con φ el potencial escalar.
De la Ec. (3.1) es directo encontrar la ecuación de onda

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0, (3.2)

donde hemos supuesto la norma de Coulomb ∇·A = 0, y que φ = 0 por simplicidad,
dado que no hay fuentes. Esta ecuación puede resolverse mediante la separación de
variables al proponer
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A (r, t) = α (t) A0 (r) . (3.3)

Implicando

1

A0

∇2A0 =
1

c2

α′′(t)

α(t)
= −ω

2

c2
.

La parte espacial del potencial vectorial A0(r) cumple entonces con la ecuación
de Helmholtz,

∇2A0 (r) + k2A0 (r) = 0, (3.4)

donde k = ω/c.
Como α∗ (t) y A∗0(r) también son solución de la ecuación de onda, los campos se

expresan

E (r, t) = −1

c
[α̇ (t) A0 (r) + α̇∗ (t) A∗0 (r)] ,

B (r, t) = α (t)∇×A0 (r) + α∗ (t)∇×A∗0 (r) . (3.5)

Por lo que la energía electromagnética está dada por la relación

∫
d3r
(
E2 + B2

)
=

1

c2
α̇ (t)2

∫
d3rA0 (r)2

+
1

c2
α̇∗ (t)2

∫
d3rA∗0 (r)2 +

2

c2
|α̇ (t)|2

∫
d3r |A0 (r)|2

+ α (t)2

∫
d3r [∇×A0 (r)]2 + α∗ (t)2

∫
d3r [∇×A∗0 (r)]2

+ 2 |α (t)|2
∫
d3r |∇ ×A0 (r)|2 . (3.6)

Se puede mostrar que la integral∫
d3r [∇×A0 (r)]2 = k2

∫
d3rA0 (r) ,

tenemos una ecuación similar para A∗0 (r) y puesto que α̇ (t) = −iωα (t), tenemos
que α̇ (t)2 = −ω2α (t)2. En este caso la Ec. (3.6) se simpli�ca como

HF =
1

8π

∫
d3r
(
E2 + B2

)
=
k2

2π
|α (t)|2 , (3.7)

puesto que hemos supuesto, sin pérdida de generalidad que
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∫
d3r |A0 (r)| = 1.

Si de�nimos las cantidades

q (t) =
i

c
√

4π
[α (t)− α∗ (t)] ,

p (t) =
k

c
√

4π
[α (t) + α∗ (t)] , (3.8)

Podemos escribir la Ec. (3.7) de la siguiente manera

HF =
1

2

(
p2 + ω2q2

)
, (3.9)

que es la ecuación de la energía de un oscilador armónico con frecuencia ω y masa
m = 1. Además de la Ec. (3.8) podemos ver que q̇ = p y ṗ = −ω2q, es decir
recuperamos las ecuaciones de Hamilton para el oscilador armónico.

3.2. Cuantización de un Campo Unimodal.

Hemos demostrado que el campo de un solo modo corresponde a un oscilador
armónico con masa unitaria. Por lo que la descripción mecánico-cuántica del mismo
corresponde a solucionar el oscilador armónico en este formalismo. Si reemplaza-
mos las cantidades α (t) por el operador (2π~c2/ω)

1/2
a (t) y el conjugado α∗ (t) por

(2π~c2/ω)
1/2
a† (t), tenemos entonces que la Ec. (3.9) puede escribirse como

HF = ~ω
(
a† (t) a (t) +

1

2

)
, (3.10)

es decir estas amplitudes son ahora los operadores de ascenso y descenso en el forma-
lismo de la mecánica cuántica. Recordamos que los operadores de ascenso y descenso
cumplen que para un estado de n cuantos del oscilador

a |n〉 =
√
n |n− 1〉 (3.11)

a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 (3.12)

Ahora el vector potencial tendrá la forma

A0 (r, t) =

(
2π~c
ω

)1/2 [
a (t) A0 (r) + a† (t) A∗0 (r)

]
(3.13)

Sustituyendo en la Ec. (3.5) llegamos a los campos eléctrico y magnético
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E (r, t) = i (2π~ω)1/2 [a (t) A0 (r)− a† (t) A∗0 (r)
]
,

B (r, t) =

(
2π~c2

ω

)1/2 [
a (t)∇×A0 (r) + a† (t)∇×A∗0 (r)

]
(3.14)

Los eigenvalores del Hamiltoniano cumplen la expresión

HF |n〉 = En |n〉 (3.15)

donde los eigenvalores son

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(3.16)

la n establece el número de fotones. El estado vacío tiene cero fotones sin embargo
tiene una energía diferente de cero 1

2
~ω. Lo cual nos indica que en este formalismo

hay un campo electromagnético asociado al vacío. Si tomamos el promedio de los
campos para un estado de n fotones llegamos

〈E (r, t)〉 = 〈B (r, t)〉 = 0, (3.17)

puesto que 〈n|a|n〉 = 0. Los campos �uctúan con media cero, aunque la energía esté
bien de�nida.

Si nos preguntamos por el valor medio del cuadrado de los campos tendremos

〈
E2 (r, t)

〉
=− (2π~ω)

(〈
a (t)2〉A0 (r)2 −

〈
a (t) a† (t) + a† (t) a (t)

〉
× |A0 (r)|2 +

〈
a† (t)2〉A∗0 (r)2

)
. (3.18)

Recordamos que 〈a2〉 =
〈
a†2
〉

= 0,
〈
aa† + a†a

〉
=
〈
2a†a+ 1

〉
= 2n+ 1, por lo que

〈
E2 (r, t)

〉
=

(
n+

1

2

)
4π~ω |A0 (r)|2 ,

= 4π~ω |A0 (r)|2 n+ 2π~ω |A0 (r)|2 ,
= 4π~ω |A0 (r)|2 n+

〈
E2 (r, t)

〉
0
. (3.19)

Aquí emerge un aspecto muy interesante. Podemos ver que el primer término de
la derecha está relacionado con el número de fotones n en nuestro campo. Asimis-
mo contiene el término |A0 (r)|2 es decir depende de la posición como si fuera una
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onda. En este contexto podemos hablar de la dualidad onda-partícula del campo
electromagnético. Podemos observar también que si |A0 (r)|2 es grande hay una gran
probabilidad de encontrar un fotón en r y si |A0 (r)|2 es pequeño hay poca probabili-
dad. Es decir |A0 (r)|2 mide si estamos observando un comportamiento de partícula
o de onda de nuestro campo.

También podemos calcular cantidades como 〈Em (r, t)〉 para m > 2. Si supone-
mos, por simplicidad, que A0 (r) = A∗0 (r), entonces

E (r, t) = i (2π~ω)1/2 [a (t)− a† (t)
]
A0 (r) =

(
4πω2

)1/2
q (t) A0 (r) , (3.20)

donde se usó que (a(t)− a†(t)) = −i
√

2ω/~q(t).
Dado que la densidad de probabilidad para el estado base de un oscilador ar-

mónico es |〈q|n = 0〉|2 = |ψ0 (q)|2 = (ω/π~)1/2 e−ωq
2/~, sustituyendo q (t) tenemos

que

P [E (r, t)] =
[
2π
〈
E2 (r)

〉
0

]1/2
exp

[
−E2 (r, t) /2

〈
E2 (r)

〉
0

]
(3.21)

esto es para el estado |0〉. Tenemos que dado que 〈a〉0 =
〈
a†
〉

0
= 0 que 〈Em (r, t)〉0 = 0

para m impar y

〈Em (r, t)〉0 =
[
2π
〈
E2 (r)

〉
0

]1/2 ∞∫
0

dE Em exp
[
−E2 (r, t) /2

〈
E2 (r)

〉
0

]
= 2m/2π−1/2Γ

(
m+ 1

2

)〈
E2 (r)

〉m/2
0

, . (3.22)

para m par.
Para los estados |n〉 diferentes del vacío se pueden encontrar resultados seme-

jantes. Solo que en esos casos la distribución de probabilidad esta asociada con los
polinomios de Hermite Hn.

La expresión 3.22 permite observar que las �uctuaciones del campo eléctrico son
diferentes de cero aún cuando no hay fotones, existiendo entonces un campo eléctrico
asociado al vacío que perméa a todo el universo. Sin embargo podemos ver que en la
Ec. (3.19) el promedio del vacío solo interviene como una constante aditiva, la cual
podemos suprimir y de�nir entonces un nuevo Hamiltoniano

HF − 〈0|HF |0〉 = ~ωa†a, (3.23)

sin afectar ningún resultado. Este nuevo Hamiltoniano se dice que sigue el ordena-
miento normal u ordenamiento de Wick, donde el operador a† va a la izquierda del
operador a. Este ordenamiento se denota como : HF :,
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: HF :=:
1

2
~ω
(
aa† + a†a

)
:= ~ωa†a (3.24)

con este ordenamiento hemos eliminado la contribución del vacío dentro del Hamil-
toniano.

Sabemos que la dinámica del sistema está descrita por las ecuaciones de Heisen-
berg que implican conmutadores del Hamiltoniano con las variables dinámicas a y a†,
notamos que la parte asociada al vacío en el Hamiltoniano siempre conmuta con estos
operadores. Por esto sabemos que no debe haber ninguna contribución de éste en la
dinámica del sistema. Sin embargo veremos que no es tan sencillo como parece, que
existen fenómenos medibles como la fuerza de Casimir, en las cuales la energía del
vacío toma un rol importante. Por lo cual no podemos eliminarlo de forma arbitraria
del Hamiltoniano.

3.3. El Campo en el Vacío1.

El Hamiltoniano obtenido para un solo modo k y polarización λ puede ser gene-
ralizado para el caso de muchos modos kj y polarización λ. Para ello se resuelven las
ecuaciones de Maxwell en el vacío con condiciones de frontera periódicas. Es decir se
puede generalizar la cuantización de los campos para un espacio vacío (sin fuentes de
campo electromagnético) y sin fronteras. En este caso tendremos un número in�nito
de modos permitidos. Suponemos en este caso que la intensidad del campo para un
número in�nito de modos no depende de la posición. Esto implica que |A0 (r)|2 no
depende de r para cualquier modo. De la ecuación de Helmholtz podemos ver que
A0 (r) = eke

ik·r, con k · ek = 0 para que se cumpla la condición de transversalidad
∇ ·A (r, t) = 0 para la norma de Coulomb.

Normalizando cada uno de los modos en un volumen V = L3 y aplicando condi-
ciones a la frontera periódicas

A(x+ L, y + L, z + L) = A(x, y, z), (3.25)

tenemos que

(kx, ky, kz) =
2π

L
(nx, ny, nz) , (3.26)

donde cada uno de los n es un entero. Tenemos así el campo en el interior de un cubo
de volumen V , donde el vector potencial Ak (r) = V −1/2eke

ik·r, satisface la ecuación
de Helmholtz y está normalizada en el cubo∫

V

d3r |Ak (r)|2 = 1. (3.27)

1 En ausencia de fuentes
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El vector unitario ek, el cual tiene que ser real, especi�ca la polarización del
campo para un modo. Se puede ver que la condición k · ek = 0 tiene dos soluciones
independientes para ek, que llamaremos ek1 y ek2, que corresponden a dos polariza-
ciones diferentes, con ek1 · ek2 = 0 y e2

k1 = e2
k2 = 1, de esta forma de�nimos para un

modo

Akλ (r) = V −1/2ekλe
ik·r (λ = 1, 2) . (3.28)

De la Ec. (3.13) tenemos que el vector potencial para un modo con polarización
λ es

Akλ (r, t) =

(
2π~c2

ωkV

)1/2 [
akλ (t) eik·r + a†kλ (t) e−ik·r

]
ekλ, (3.29)

ó

Akλ (r, t) =

(
2π~c2

ωkV

)1/2 [
akλ (0) e−i(ωkt−k·r) + a†kλ (0) ei(ωkt−k·r)

]
ekλ, (3.30)

con la relación de dispersión ωk = kc y los operadores akλ y a†kλ son los operadores
de creación y aniquilación para el modo con vector de onda k y polarización λ. La
Ec. (3.30) nos da el potencial vectorial para una onda plana. Dada la linealidad de
la ecuaciones de Maxwell, para un número in�nito de modos tendremos

A (r, t) =
∑
kλ

(
2π~c2

ωk

)1/2 [
akλ (0) Akλ (r) + a†kλ (0) A∗kλ (r)

]
ekλ (3.31)

es el potencial vectorial en el vacío.
Usando que las soluciones de la ecuación de Helmholtz con condiciones a la fron-

tera periódicas son ortonormales, es decir∫
V

d3rAkλ (r) ·A∗k′λ′ (r) = δ3
k,k′δλ,λ′ , (3.32)

podemos llegar, utilizando un desarrollo parecido al de la sección anterior, que el
Hamiltoniano se escribe

HF =
∑
kλ

~ωk
(
a†kλakλ +

1

2

)
(3.33)

para un número in�nito de modos en el vacío. Esta es la expresión de la energía de
un número in�nito de osciladores armónicos desacoplados, que satisfacen las reglas
de conmutación
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[
akλ (t) , a†k′λ′ (t)

]
= δ3

k,k′δλ,λ′ (3.34)

y [akλ (t) , ak′λ′ (t)] =
[
a†kλ (t) , a†k′λ′ (t)

]
= 0 . Dado que E(r, t) = −(1/c)∂A(r, t)/∂t

y de la Ec. (3.31) tenemos el campo eléctrico

E (r, t) = i
∑
kλ

(
2π~ωk
V

)1/2 [
akλ (t) eik·r − a†kλ (t) e−ik·r

]
ekλ. (3.35)

Mientras que de la Ec. (3.31) y que B = ∇×A obtenemos directamente que

B (r, t) = i
∑
kλ

(
2π~c2

ωkV

)1/2 [
akλ (t) eik·r − a†kλ (t) e−ik·r

]
k× ekλ. (3.36)

Las amplitudes de�nidas en la Ec. (3.28) forman un conjunto completo de fun-
ciones, lo que se puede justi�car por el teorema de Fourier. Entonces cualquier modo
puede ser desarrollado en términos de esas amplitudes.

El momento lineal asociado al campo está dado por la ecuación

P =
1

4πc

∫
V

d3r (E×B) , (3.37)

por lo que sustituyendo las Ecs. (3.35), (3.36) y usando la ortonormalidad de las
funciones Akλ(r) se tiene que

P =
∑
kλ

~k
(
a†kλakλ +

1

2

)
, (3.38)

Observamos que [P, HF ] = 0, por lo que el momento lineal es una constante de
movimiento. Los eigenvalores de P son

∑
kλ ~k

(
nkλ + 1

2

)
, donde nkλ es un número

positivo o cero. Es decir un estado estacionario está caracterizado por el conjunto de
número de fotones {nkλ}. Donde el estado |{nkλ}〉 tiene un número total de fotones∑

kλ nkλ, una energía

E =
∑
kλ

~ωk
(
nkλ +

1

2

)
, (3.39)

y un momento lineal

P =
∑
kλ

~k
(
nkλ +

1

2

)
(3.40)

o rede�niendolos
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E =
∑
kλ

~ωknkλ P =
∑
kλ

~knkλ, (3.41)

si es que quitamos el término asociado al estado vacío en la energía. En el caso
del momento, este término asociado al vacío

∑
kλ

1
2
~k es cero ya que tenemos la

contribución de k y de −k en esta suma.
Llegamos a la descripción mecánico-cuántica del campo electromagnético donde

los estados estacionarios de los fotones tienen energía ~ωk y momento lineal ~k. De
lo cual tenemos que E2 − P2c2 = ~2 (ω2

k − k2c2) = 0 y entonces la masa en reposo
de los fotones es cero, ya que E2 − P2c2 = m2

0c
4, siendo m0 la masa en reposo.

La teoría también predice que estos fotones son bosones y por lo tanto sus estados
estacionarios son simétricos con respecto al intercambio de dos fotones. Podemos
construir el estado de n fotones a partir del estado vacío mediante

|n〉 =

(
a†
)n

√
n!
|0〉 , (3.42)

que es simétrico ante el intercambio de dos fotones. Este comportamiento bosónico
es debido a la regla de conmutación expresada en la Ec. (3.34).

El vector de onda k determina el momento lineal y la energía del fotón. Asimismo
la polarización λ está relacionada con el momento angular intrínseco del fotón, el cual
de�nimos

S =
1

4πc

∫
V

d3r (E×A) . (3.43)

Es importante notar que S es un invariante de norma, porque ∇ ·A = 0.
Sustituyendo las Ecs. (3.31) y (3.35)

S = i~
∑
kλ

k̂
(
a†k2ak1 − a†k1ak2

)
, (3.44)

con k̂ = k/k = ek1 × ek2. Es el vector unitario que junto con ek1 y ek2 forman una
triada de vectores. El operador de momento angular intrínseco no conmuta con el
operador a†kλakλ por lo que el Hamiltoniano y el momento angular no comparten
los eigenestados |nkλ〉. Podemos construir eigenestados simultáneos de la energía, el
momento lineal y el espín de�niendo vectores de polarización complejos

ek,+1 = − 1√
2

(ek1 + iek2) , (3.45)

ek,−1 =
1√
2

(ek1 − iek2) , (3.46)
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que satisfacen las relaciones e∗k,α · ek,α′ = δαα′ , e∗k,α × ek,α′ = iαk̂δαα′ , con α = ±1.
Por lo tanto si los vectores de polarización ek1 y ek2 corresponden a polarizaciones
lineales. Entonces los vectores ek,+1 y ek,−1 corresponden a polarizaciones circula-
res. De�nimos los operadores de creación y aniquilación para modos circularmente
polarizados (k, α = ±1) como

ak,+1 = − 1√
2

(ak1 − iak2) , (3.47)

ak,−1 =
1√
2

(ak1 + iak2) , (3.48)

en este caso el momento angular intrínseco se escribe

S = ~
∑
k

k̂
(
a†k,+1ak,+1 − a†k,−1ak,−1

)
=
∑
kα

α~k̂a†k,αak,α (3.49)

asimismo HF =
∑

kα ~ωka†k,αak,α y P =
∑

kα α~ka†k,αak,α. En este caso el momento
angular intrínseco si conmuta con el Hamiltoniano con eigenvector |nk,α〉y eigenvalor
α~k̂, α = ±1. Es decir que el momento angular en la dirección de propagación toma
valores de ±~. Por lo que podemos corroborar que el fotón es un bosón de espín 1.

3.4. La Necesidad del Campo del Vacío.

Utilizando las ecuaciones de Heisenberg se demuestra que la evolución temporal
del potencial vectorialA de un dipolo tiene dos contribuciones para el campo eléctrico
una parte de radiación asociada al dipolo y otra asociada al vacío. Se demostrará
que está última contribución es necesaria para que la teoría sea consistente.

El estado vacío se de�ne como el estado de cero fotones, en el cual nkλ = 0
para toda k y λ. El estado vacío es un eigenestado del Hamiltoniano pero no de los
operadores del campo eléctrico y magnético. En este estado los campos no tienen
valores de�nidos sino que están �uctuando con una media igual a cero.

Podemos pensar que la absorción de fotones es una transición al estado vacío y
una emisión de fotones es una transición del estado vacío hacia un estado con un
número de fotones diferentes de cero. Dirac lo describía de la siguiente forma [15]:

�Un cuanto de luz tiene la peculiaridad de que aparentemente deja de existir
cuando está en uno de sus estados estacionarios, llamado el estado cero, en el cual
su momento, y además su energía, son cero. Cuando un cuanto de luz es absorbido
puede ser considerado que salta hacia este estado cero, y cuando uno es emitido puede
ser considerado que salta desde el estado cero a un estado en el cual esta físicamente
en evidencia, así que parece que ha sido creado. Dado que no hay límite al número
de cuantos de luz que pueden ser creados de esta forma, debemos suponer que hay
un número in�nito de cuantos de luz en el estado cero�.
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Una de las características más importantes del estado vacío es que tiene una
energía

∑
kλ ~ωk/2 in�nita. Para ver el espectro de una forma continua hacemos el

cambio

∑
kλ

→
∑
λ

(
L

2π

)3 ∫
d3k =

V

8π3

∑
λ

∫
d3k. (3.50)

Por lo que la densidad de energía del estado cero es

1

V

∑
kλ

1

2
~ωk =

2

8π3

∫
d3k

1

2
kc

=
~

2π2c3

∫
dωω3 (3.51)

y la densidad espectral de energía del campo del vacío es

ρ0 (ω) =
~ω3

2π2c3
, (3.52)

entonces la densidad de energía en un intervalo entre ω1 y ω2 es

ω2∫
ω1

dωρ0 (ω) =
~

8π2c3

(
ω4

2 − ω4
1

)
. (3.53)

La cual puede ser muy grande, por ejemplo en la región óptica de 400 a 700
nm, esta densidad de energía es de 220 erg/cm3. Esto nos indica que aún habiendo
eliminado la energía del estado vacío de la Ec. (3.39) se tienen consecuencias debidas
a ella. Esto se verá más claramente considerando un oscilador dipolar en el vacío.

El Hamiltoniano en este caso está dado por

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+
1

2
mω2

0r
2 +HF . (3.54)

Las ecuaciones de movimiento son las ecuaciones de Heisenberg, que podemos
escribirlas

ṙ =
1

i~
[r, H] =

1

m

(
p− e

c
A
)
, (3.55)

ṗ =
1

i~
[p, H] = − 1

2m
∇
(
p− e

c
A
)2

−mω2
0r (3.56)

Usando la expresión
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∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + B× (∇×A) + A× (∇×B),

es inmediato que la ecuación de movimiento del operador de momento está dada por

ṗ = − 1

m

[(
p− e

c
A
)
· ∇
] [
−e
c
A
]
− 1

m

(
p− e

c
A
)
×∇×

[
−e
c
A
]
−mω2

0r,

=
e

c
(ṙ · ∇) A +

e

c
ṙ×B−mω2

0r. (3.57)

Las dos ecuaciones anteriores permiten obtener

mr̈ = ṗ− e

c
Ȧ = −e

c

[
Ȧ− (ṙ · ∇) A

]
+
e

c
ṙ×B−mω2

0r

= eE +
e

c
ṙ×B−mω2

0r, (3.58)

donde se ha utilizado que Ȧ = ∂A/∂t + (ṙ · ∇) A y E = −(1/c)∂A/∂t. Si el movi-
miento es no-relativista despreciamos el término del campo magnético y tendremos

r̈ + ω2
0r
∼=

e

m
E ∼= i

e

m

∑
kλ

(
2π~ωk
V

)1/2 [
akλ (t)− a†kλ (t)

]
ekλ. (3.59)

puesto que en la aproximación dipolar k · r ' 0. La ecuación de Heisenberg para el
operador de aniquilación en el Hamiltoniano de la Ec. (3.54)

ȧkλ = −iωkakλ + ie

(
2π

~ωkV

)1/2

ṙ · ekλ, (3.60)

donde el primer término proviene de HF y el segundo del oscilador dipolar.
En todo este desarrollo se ha supuesto que los operadores del campo y de la

partícula conmutan para un mismo tiempo. La solución a la Ec. (3.60) es

akλ (t) = akλ (0) e−iωkt + ie

(
2π

~ωkV

)1/2
t∫

0

dt′ekλ · ṙ (t′) eiωk(t−t′), (3.61)

Entonces observamos que la Ec. (3.59) puede ser reescrita como sigue

r̈ + ω2
0r =

e

m
E0 (t) +

e

m
ER (t) , (3.62)

con
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E0 (t) = i
∑
kλ

(
2π~ωk
V

)1/2 [
akλ (0) e−iωkt − a†kλ (0) eiωkt

]
ekλ (3.63)

y

ER (t) = −4πe

V

∑
kλ

t∫
0

dt′ [ekλ · ṙ (t′)] ekλ cosωk (t− t′) . (3.64)

En [16] se ha demostrado que la expresión anterior en caso del continuo está dada
por

ER (t) =
2e

3c3

...
r, (3.65)

que es un campo de reacción de radiación. El campo total que actúa sobre el dipolo
tiene la contribución de un campo asociado al vacío E0 (t) y el campo de reacción
de radiación ER (t). E0 es la solución a la ecuación de onda, que proviene de las
Ecs. de Maxwell (∇2 − c−2∂2/∂t2) E = 0. Sustituyendo la Ec. (3.65) en la Ec. (3.62)
llegamos a

r̈ + ω2
0r− τ

...
r =

e

m
E0 (t) , (3.66)

con τ = 2e2/3mc3. Es la ecuación de un oscilador armónico amortiguado y forzado,
por el campo �externo� del vacío que actúa sobre el dipolo. Dado que la única fuente
de campo electromagnético es el dipolo, vemos que el campo que produce este dipolo
es el campo de reacción de radiación. Sin embargo la importancia de la Ec. (3.66)
radica en que existe siempre un campo que no es generado por la fuente, de aquí que
se le llame campo del vacío E0. ER(t) es el campo generado por el dipolo y actuando
sobre el dipolo.

De las Ecs. (3.63) y (3.64) hacemos notar que en t = 0 el campo E0 es distinto
de cero, mientras ER es cero. Lo cual indica que que la interacción descrita por la
Ec. (3.62) tiene comienzo en t = 0. A este tiempo el estado del sistema está descrito
por el vector de estado |Ψ〉 = |0〉 |ψD〉, donde |0〉 es el vector de estado del campo y
|ψD〉 es el vector de estado inicial del dipolo. El promedio del campo del vacío para
cualquier tiempo es cero, ya que 〈E0 (t)〉 = 〈Ψ|E0 (t) |Ψ〉 = 0, dadas la propiedades

que 〈akλ〉 =
〈
a†kλ

〉
= 0. Sin embargo la energía asociada a este campo es
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1

4π

〈
E2

0

〉
=

1

4π

∑
kλ

∑
k′λ′

(
2π~ωk
V

)1/2(
2π~ωk′
V

)1/2 〈
akλ (0) a†k′λ′ (0)

〉
ei(ωk′−ωk)t,

=
1

4π

∑
kλ

(
2π~ωk
V

)
=

∞∫
0

dωρ0 (ω) , (3.67)

la cual es in�nita. Esto quiere decir que siendo la energía del estado vacío sólo un
número el cual no contribuye a las ecuaciones de Heisenberg, y por lo cual desprecia-
mos, vuelve a salir a la luz asociada a la energía del campo del vacío. La cual es la
solución homogenea de las ecuaciones de onda. Por lo cual este término en la energía,
el cual es in�nito, no puede ser quitado del Hamiltoniano y es el origen de uno de
los in�nitos de la electrodinámica cuántica que no puede eliminarse en forma trivial.

Veremos que este término se necesita para que la teoría sea consistente. Tome-
mos el caso del conmutador [z (t) , pz (t)] = U † (t) [z (0) , pz (0)]U (t) = i~. Podemos
calcular este conmutador si conocemos la solución a la Ec. (3.66) y tomando en

consideración que
[
akλ, a

†
k′λ′

]
= δk,k′δλ,λ′ . Donde la solución de la Ec. (3.66) es

z (t) =
ie

m

∑
kλ

[
Fkλe

−iωkt − F ∗kλeiωkt
]
, (3.68)

con

Fkλ = −
(

2π~ωk
V

)1/2
akλ (0)

ω2
k − ω2

0 + iτω3
k

ekλ (z) , (3.69)

donde ekλ (z) es justamente la componente z de ekλ. Tenemos ahora que el conmu-
tador

[z (t) , pz (t)] = [z (t) , mż (t)] +
[
z (t) ,

e

c
Az (t)

]
= [z (t) , mż (t)] (3.70)

puesto que los operadores de partícula y campo conmutan a un mismo tiempo. Te-
nemos entonces que

[z (t) , mż (t)] =
ie2

m

(
4π~
V

)∑
kλ

ekλ (z) ekλ (z)ω2
k

(ω2
k − ω2

0)
2

+ τ 2ω6
k

donde la suma sobre λ:
∑

λ ekλ (z) ekλ (z) = 1−k2
z/k

2, esto es debido a que ek1, ek2yk̂
forman una triada ortonormal. Además de la Ec. (3.50) tenemos que para una k
continua
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[z (t) , mż (t)] =
ie2

m

(
4π~
V

)(
V

8π3

)∫
d3k

(
1− k2

z

k2

)
ω2
k

(ω2
k − ω2

0)
2

+ τ 2ω6
k

=
i~e2

2π2m

(
8π

3c3

) ∞∫
0

dωk
ω4
k

(ω2
k − ω2

0)
2

+ τ 2ω6
k

(3.71)

Suponiendo que hay un pico en ωk ' ω0 y haciendo el cambio de variable x =
ω2
k − ω2

0 tenemos

[z (t) , pz (t)] ' 2i~e2

3πmc3
ω3

0

∞∫
−∞

dx

x2 + τ 2ω6
0

=

(
2i~e2ω3

0

3πmc3

)(
π

τω3
0

)
= i~ (3.72)

Tal como debe ser. Esto implica que el hecho de que exista el forzamiento debido
al campo del vacío se llega a que la solución de la Ec. (3.66) preserva las relaciones
de conmutación en la Ec. (3.72). Podemos ver que este resultado es consistente con
que el movimiento del oscilador armónico dipolar es sostenido. Es decir existe un
equilibrio entre el término disipativo y el forzamiento, haciendo que el movimiento
se conserve y por lo tanto la energía asociada al campo del vacío es constante en el
tiempo.

3.5. Conmutadores de los Campos.

Tenemos que las componentes de los campos siguen reglas de conmutación, que
se cumplen para todo tiempo, las cuales nos dicen

[Ei (r1, t1) , Ej (r2, t2)] = [Bi (r1, t1) , Bj (r2, t2)]

= 4πi~c
(
δij
c2

∂2

∂t1∂t2
− ∂2

∂r1i∂r2j

)
×D ((r1 − r2) , t1 − t2) , (3.73)

donde
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D (r, t) ≡ −
(

1

2π

)3 ∫
d3k

1

k
eik·r sin (ωkt) ,

= − 1

4π2r

∞∫
−∞

dk sin (kr) sin (kct) ,

=
1

4πr
[δ (r − ct)− δ (r + ct)] . (3.74)

Esto nos indica que los campos en las posiciones y los tiempos (r1, t1) y en (r2, t2)
no pueden ser medidos simultaneamente a menos que estos estén conectados por una
señal de luz, es decir si |r1 − r2| = ±c (t1 − t2). De la misma forma tenemos

[Ei (r1, t1) , Bj (r2, t2)] = 4πi~cεijk
∂2

∂t1∂r2k

D ((r1 − r2) , t1 − t2) (3.75)

Por las propiedades de la función D(r, t), los conmutadores 3.73 y 3.75 indican
que los campos pueden ser medidos simultaneamente. Sin embargo se hace notar que
estos conmutadores fueron obtenidos cuando no hay fuentes de campo; si se agregan
cargas puntuales, se llegará a otras relaciones de conmutación.

3.6. El Efecto Unruh-Davies.

Otros efectos como el Efecto de Unruh-Davies pueden darnos evidencia experi-
mental del campo del vacío. Este efecto consiste en que si un observador se mueve con
una aceleración constante a (propia) en el vacío, éste se percibe inmerso en un baño
térmico a una temperatura T = ~a/2πkc. Este efecto puede demostrarse observando
las correlaciones de un potencial escalar para tiempos diferentes, calculadas de dos
formas:
1. Con la distribución de probabilidad de la estadística de Bose-Einstein.
2. Mediante el promedio mecánico-cuántico sobre el estado de cero fotones.
Estos dos resultados se comparan llegando a que para que sean iguales debe de
cumplirse que

T =
~a

2πkc
(3.76)

Lo cual indica que en este caso, el efecto de la aceleración es hacer que las �uc-
tuaciones del campo vacío se vean re�ejadas en �uctuaciones térmicas. Lo cual es
muy intuitivo.
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3.7. Radiación Térmica.

El campo del vacío comparte una serie de propiedades con la radiación térmica.
Los cuales estudiaremos a continuación.

La probabilidad Pn de que haya n fotones en un campo unimodal de frecuencia
ω, en equilibrio térmico a una temperatura T es

Pn =
e−(n+ 1

2)~ω/kT∑∞
n=0 e

−(n+ 1
2)~ω/kT

=
e−n~ω/kT∑∞
n=0 e

−n~ω/kT

= e−n~ω/kT (1− e−~ω/kT ) . (3.77)

donde en la última igualdad se utilizó el resultado de una progresión geométrica de
n términos cuando n→∞

También el número de fotones promedio es

n̄ =
∞∑
n=0

nPn == −(1− e−α)
∂

∂α

∞∑
n=0

e−nα =
1

e~ω/kT − 1
, (3.78)

ya que

∞∑
n=0

e−nα =
1

1− e−α
,

con α = ~ω/kT .
Entonces podemos reescribir Pn en términos de n̄ de la siguiente forma

Pn =
n̄n

(n̄+ 1)n+1 . (3.79)

Usando el procedimiento indicado para obtener n̄, se pueden calcular promedios de
funciones de n. Por ejemplo

n̄2 =
∞∑
n=0

n2Pn = 2n̄2 + n̄, (3.80)

con lo cual

∆n2 = n̄2 − n̄2 = n̄2 + n̄, (3.81)

donde recordando la fórmula de Einstein [17] sobre las �uctuaciones en energía de la
radiación térmica se concluye que el término con n̄2 está asociado con las �uctuaciones
de onda y el n̄ está asociado a las �uctuaciones de partícula.

Desde el punto de vista de la mecánica cuántica tenemos que
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∆n2 =
〈
n2
〉
− 〈n〉2 =

〈
a†aa†a

〉
−
〈
a†a
〉2

=
〈
a†
(
a†a+ 1

)
a
〉
−
〈
a†a
〉2

=
〈
a†a†aa

〉
+ n̄− n̄2, (3.82)

siendo a el operador de aniquilación del campo unimodal. Este campo tiene una
matriz densidad

ρ =
∑
n

Pn |n〉 〈n| , (3.83)

donde Pn es la probabilidad de tener n fotones cuando un campo electromagnético
unimodal se encuentra a una temperatura T . Entonces〈

a†a†aa
〉

=
∑
n

Pn
〈
n|a†a†aa|n

〉
. (3.84)

Como aa |n〉 =
√
na |n− 1〉 =

√
n (n− 1) |n− 2〉, nos lleva a

〈
a†a†aa

〉
=
∞∑
n=0

n (n− 1)Pn =
∞∑
n=0

n (n− 1)
n̄n

(n̄+ 1)n+1 = 2n̄2. (3.85)

Este resultado implica que las Ecs. (3.81) y (3.82) coinciden. Sin embargo el tér-
mino de partícula se obtiene del conmutador

[
a, a†

]
= 1. Este conmutador da origen

a la energía del punto cero en el Hamiltoniano del oscilador armónico que describe
un campo unimodal. Por lo que podemos concluir que este término de partícula está
relacionado con la existencia de la energía del punto cero.

El término n̄2 en la expresión (3.81) surge de que el promedio
〈
a†a†aa

〉
= 2n̄2.

El factor de 2 es muy importante dado que este promedio es el origen de las correla-
ciones de Brown-Twiss, que se conocen también como empaquetamiento �bunching�
de fotones. Suponiendo que en la radiación térmica se cuenta con detectores que ab-
sorben dos fotones en forma simultanea, esto es el detector responde a la función de
correlación

〈
a†a†aa

〉
en el ordenamiento normal. El hecho de que esta correlación sea

mayor que n̄2 indica que los fotones tienden a venir en pares. Este empaquetamiento
fue medido por Brown y Twiss en los años 50's [18].

Este empaquetamiento de los fotones no es una propiedad universal de la radia-
ción. Por ejemplo, para un láser ideal

〈
a†a†aa

〉
= n̄2, por lo que los fotones no están

correlacionados. Por lo que el láser no presenta el término de onda en las �uctuaciones
y ∆n2 = n̄. Es lo más cercano a una onda de luz clásica sin �uctuaciones.
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La Función de Wigner

Cuando se relaciona la Mecánica Clásica con la Mecánica Cuántica se puede
ver que no son del todo compatibles. Por un lado tenemos que la �nalidad de la
mecánica clásica es encontrar la trayectoria de una partícula para todo tiempo; o bien
propiedades macroscópicas de un conjunto grande de partículas de cuya descripción
se encarga la Mecánica Estadística mediante una distribución de probabilidad. En el
caso de la Mecánica Cuántica no podemos hablar de trayectorias de las partículas.
El estado del sistema está determinado por el vector de onda |ψ〉 o por el operador
densidad ρ̂. Por otro lado, además del tratamiento estadístico que puede resultar de
observar un conjunto grande de partículas, tenemos que la cuántica en si es una teoría
estadística. Dado que los operadores de posición x̂ y de momento p̂ no conmutan no
podemos hablar de una verdadera distribución de probabilidad en el espacio fase.

Sin embargo, se han de�nido funciones de distribución de cuasiprobabilidad que
han probado ser de gran utilidad en el estudio de sistemas cuánticos. Son útiles, no
únicamente como instrumentos de cálculo sino también proveen información sobre
la relación en la mecánica clásica y la mecánica cuántica. Una de ellas es la llamada
función de cuasiprobabilidad de Wigner o función de Wigner en el que se de�ne una
función de los eigenvalores de x̂ y p̂ parecida a una distribución de probabilidad, pero
que sin embargo puede tomar valores negativos.

4.1. De�nición de la Función de Wigner

La de�nición de la distribución de Wigner en el espacio fase es [19]

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
. (4.1)

Esta expresión corresponde al caso de sistemas mecánico cuánticos en una dimen-
sión. La función de Wigner puede de�nirse también en n dimensiones. Es necesario
reemplazar 1/2π~ → 1/ (2π~)n y donde x, ξ y p son vectores en n-dimensiones. En
esta contribución nos restringiremos al caso unidimensional.
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Una justi�cación de esta de�nición se puede hacer si suponemos que nuestro
objetivo es describir el movimiento de una partícula de una posición x′ a x′′. Cuando
nos preguntamos por la amplitud de probabilidad de que este movimiento se efectúe,
tenemos que preguntarnos por la cantidad 〈x′′| ρ̂ |x′〉, la distancia que recorre la par-
tícula es ξ = x′′ − x′ y si de�nimos el centro del movimiento como x ≡ (x′′ + x′)/2
entonces tenemos que x′ = x− 1

2
ξ y x′′ = x+ 1

2
ξ. Por lo que la amplitud de probabi-

lidad del movimiento queda
〈
x+ 1

2
ξ
∣∣ ρ̂ ∣∣x− 1

2
ξ
〉
. Si asociamos el momento p̂ como la

variable conjugada de la variable ξ y preguntamos por la amplitud de probabilidad en
las variables x y p en vez de las variables x y ξ tenemos que realizar la transformada
de Fourier

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

donde hemos agregado el factor de normalización 1/(2π~) para que

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dp W (x, p) = 1.

En el caso de un estado puro |ψ〉, el operador densidad ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| por lo que la
función de Wigner está dada por

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)
ψ∗
(
x− 1

2
ξ

)
ψ

(
x+

1

2
ξ

)
(4.2)

4.2. Propiedades de la Función de Wigner

En esta sección veremos que la función de Wigner ayuda a calcular valores espe-
rados en la mecánica cuántica haciendo uso de conceptos de la Mecánica Estadística.

4.2.1. Marginales

Podemos tomar la integral de la función de Wigner en cualquiera de sus dos
variables x o p, teniendo de esta forma la distribución de momentos o posiciones,
respectivamente.

Distribución de Posición

Integrando la Ec. (4.1) con respecto a la variable p se obtiene
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∞∫
−∞

dp W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dp

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

haciendo uso de la de�nición de la delta de Dirac

1

2π~

∞∫
−∞

dp exp

(
− i

~
pξ

)
= δ (ξ) , (4.3)

llegamos a que

∞∫
−∞

dp W (x, p) =

∞∫
−∞

dξ δ(ξ)

〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
por lo tanto

∞∫
−∞

dp W (x, p) = 〈x| ρ̂ |x〉 ≡ W (x) (4.4)

De lo cual vemos que al tomar la marginal de la función de Wigner obtenemos la
función de distribución de probabilidad para la variable x, W (x).

Distribución de Momento

De igual forma que obtuvimos la distribución para x podemos obtener la distri-
bución de la variable p, integrando sobre x la Ec. (4.1)

∞∫
−∞

dx W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x+
1

2
ξ

〉
,

reintroduciendo las variables x
′
= x− 1

2
ξ y x

′′
= x+ 1

2
ξ tenemos

∞∫
−∞

dx W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dx′
∞∫

−∞

dx′′ exp

(
− i

~
p (x′′ − x′)

)
〈x′′| ρ̂ |x′〉 . (4.5)

Dejamos por un momento el desarrollo y nos preguntamos por la expresión a la
cual debemos llegar, W (p) ≡ 〈p| ρ̂ |p〉
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W (p) ≡ 〈p| ρ̂ |p〉 =

∞∫
−∞

dx′
∞∫

−∞

dx′′ 〈p|x′′〉 〈x′′| ρ̂ |x′〉 〈x′|p〉 , (4.6)

donde hemos utilizado la base completa del operador de posición

∞∫
−∞

dx |x〉 〈x| = 1.

Hacemos notar que el paréntesis de transformación entre las bases de los opera-
dores de posición y momento están dadas por la expresión

〈p|x′′〉 =
1√
2π~

exp

(
− i

~
p x′′

)
. (4.7)

Sustituyendo este resultado y el equivalente para 〈x′|p〉 en la Ec. (4.7) �nalmente
obtenemos

W (p) =

∞∫
−∞

dx′
∞∫

−∞

dx′′ exp

(
−i
~

(x′′ − x′)
)
〈x′′| ρ̂ |x′〉 .

Éste es el mismo resultado que obtuvimos en la Ec. (4.5), por lo tanto

∞∫
−∞

dx W (x, p) = 〈p| ρ̂ |p〉 ≡ W (p).

4.2.2. Superposición de Estados Cuánticos en el Espacio Fase

Otra de las propiedades de la función de Wigner, es llamada la regla del producto
de trazas

Tr (ρ̂1ρ̂2) = 2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp Wρ̂1(x, p)Wρ̂2(x, p), (4.8)

donde recordamos la de�nición de la función de Wigner

Wρ̂j(x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂j ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

con j = 1 y 2.
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Para el caso de estados puros ρ̂j = |ψj〉 〈ψj|, lo que indica que la traza del producto
de densidades de probabilidad es igual a la magnitud asociada al traslape entre los
estados, es decir

Tr (ρ̂1ρ̂2) = Tr (|ψ1〉 〈ψ1|ψ2〉 〈ψ2|) = |〈ψ1|ψ2〉|2 .
Entonces, en este caso la regla del producto de trazas nos dice

|〈ψ1|ψ2〉|2 = 2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp W|ψ1〉(x, p)W|ψ2〉(x, p). (4.9)

Por lo cual de la función de Wigner es posible encontrar el producto escalar
módulo cuadrado de dos vectores |ψ1〉 y |ψ2〉.

Para derivar la regla del producto de las trazas, multiplicamos la de�nición de la
función de Wigner por exp (ipξ′/~) e integramos sobre p obteniéndose

〈x′′| ρ̂j |x′〉 =

∞∫
−∞

dp W

(
x′′ + x′

2
, p

)
exp

(
i

~
p (x′′ − x′)

)
.

De la de�nición de traza tenemos

Tr(ρ̂1ρ̂2) =

∞∫
−∞

dx′′ 〈x′′| ρ̂1ρ̂2 |x′′〉 =

∞∫
−∞

dx′′
∞∫

−∞

dx′ 〈x′′| ρ̂1 |x′〉 〈x′| ρ̂2 |x′′〉 ,

donde hemos usado la base completa del operador de posición Substituyendo los
elementos de matriz de los operadores densidad ρ1 y ρ2 se tiene que

Tr (ρ̂1ρ̂2) =

∞∫
−∞

dx′′
∞∫

−∞

dx′
∞∫

−∞

dp

∞∫
−∞

dp′Wρ̂1

(x′′ + x′

2
, p
)
Wρ̂2

(x′′ + x′

2
, p′
)
e(

i
~ (p−p′)(x′′−x′)).

Usando nuevamente el cambio de variables x′ = x− 1
2
ξ y x′′ = x+ 1

2
ξ, entonces

Tr (ρ̂1ρ̂2) =

∞∫
−∞

dξ

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dp

∞∫
−∞

dp′Wρ̂1 (x, p)Wρ̂2 (x, p′) e(
i
~ ξ(p−p

′)).

Integrando sobre ξ, obtenemos la expresión

Tr (ρ̂1ρ̂2) = 2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp

∞∫
−∞

dp′Wρ̂1 (x, p)Wρ̂2 (x, p′) δ (p− p′) .
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Llegando al resultado �nal donde

Tr (ρ̂1ρ̂2) = 2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp Wρ̂1 (x, p)Wρ̂2 (x, p) .

4.2.3. Forma de la Función de Wigner

La función de Wigner no puede comprimirse a un dominio del espacio fase más
pequeño que 2π~ como consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg.
Además la función de Wigner de un estado normalizable, tiene una cota superior y
en general puede ser negativa.

Tamaño de un Estado Cuántico

De la propiedad de la matriz densidad, sabemos que

Tr(ρ̂2) ≤ 1.

donde la igualdad se cumple para estados puros, entonces de la Ec. (4.8)

2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp W 2
ρ̂ (x, p) ≤ 1. (4.10)

Por lo tanto

2π~ ≤ 1∫∞
−∞ dx

∫∞
−∞ dp W

2
ρ̂ (x, p)

.

El lado derecho de la igualdad está relacionado con el área en el espacio fase
ocupado por el estado cuántico. Por lo que podemos ver que dicha área no puede
tomar un valor mayor que 2π~, se da la igualdad en el caso de estados puros, ya que∫∞
−∞ dx

∫∞
−∞ dp W

2(x, p) = 1/2π~.

Cota Superior de la Función de Wigner

Veremos que el valor absoluto de la función de Wigner no puede tomar valores
arbitrariamente grandes, sino que está acotada por el valor 1/(π~). Para estados
puros se tiene que

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)
ψ∗
(
x− 1

2
ξ

)
ψ

(
x+

1

2
ξ

)
,

que puede escribirse como el producto escalar
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W (x, p) =
1

π~

∞∫
−∞

dξ φ∗1 (ξ) φ2 (ξ) =
1

π~
〈φ1|φ2〉 ,

con las de�niciones

φ1(ξ) =
1√
2

exp

(
i

~
p ξ

)
ψ

(
x− 1

2
ξ

)
y φ2(ξ) =

1√
2
ψ

(
x+

1

2
ξ

)
.

Si suponemos que ψ(x) está normalizada entonces también lo están las φj(ξ),
recordando que el elemento de volumen toma la forma d (ξ/2), por lo que

〈φ1|φ1〉 = 〈φ2|φ2〉 = 1,

|W (x, p)| = 1

π~
|〈φ1|φ2〉| .

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|〈φ1|φ2〉|2 ≤ 〈φ1|φ1〉 · 〈φ2|φ2〉 = 1.

Finalmente obtenemos

|W (x, p)| ≤ 1

π~
.

Por lo que la función de Wigner de un estado puro y normalizable no puede tener
valores mayores a 1/(π~). Como consecuencia tenemos que la función de Wigner no
puede ser de la forma W (x, p) = δ(x− x0)δ(p− p0) que sería posible clásicamente.

La función de Wigner puede tomar valores negativos.

De la regla de producto de las trazas, Ec.(4.8). Si encontramos dos operadores ρ̂1

y ρ̂2 tales

Tr(ρ̂1ρ̂2) = 0,

se cumple entonces

2π~
∞∫

−∞

dx

∞∫
−∞

dp Wρ̂1(x, p)Wρ̂2(x, p) = 0,

por lo tanto como estamos integrando sobre todo el espacio, la función de Wigner
debe tomar valores tanto positivos como negativos. Sin embargo pueden existir fun-
ciones de Wigner que son positivas en todo el espacio fase.
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4.3. Evolución Temporal de la Función de Wigner

En esta sección se busca obtener una expresión para la evolución temporal de la
función de Wigner, esto pensando en una partícula que está inmersa en un potencial
U (x)

4.3.1. La Ecuación de von Neumann en el Espacio Fase

Partiendo de la ecuación de evolución para el operador densidad (ecuación de von
Neumann). La cual es válida para estados sin dispersión

∂ρ̂

∂t
= − i

~

[
Ĥ, ρ̂

]
,

obtenemos

∂

∂t

〈
x+

1
2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1
2
ξ

〉
=
〈
x+

1
2
ξ

∣∣∣∣ ∂ρ̂∂t
∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
= − i

~

〈
x+

1
2
ξ

∣∣∣∣ [Ĥ, ρ̂] ∣∣∣∣x− 1
2
ξ

〉
,

multiplicando por (2π~)−1 exp (−ipξ/~) e integrando en todo el espacio la variable
ξ notamos que del lado izquierdo tenemos la parcial con respecto al tiempo de la
función de Wigner, entonces

∂W

∂t
= − i

~

∞∫
−∞

dξ
exp

(
− i

~p ξ
)

2π~

〈
x+

1
2
ξ

∣∣∣∣ [ p̂2

2M
+ U (x)

]
ρ̂− ρ̂

[
p̂2

2M
+ U (x)

] ∣∣∣∣x− 1
2
ξ

〉
,

donde hemos utilizado que el Hamiltoniano

Ĥ =
p̂2

2m
+ U (x̂) .

Podemos entonces llegar a que la evolución temporal de la función de Wigner
depende de dos términos, uno asociado a la energía cinética y el otro a la potencial.
De�nidos tales que

∂W

∂t
= T + U ,

con la cantidad

T ≡ − i
~

1

2M

∞∫
−∞

dξ
exp

(
− i

~p ξ
)

2π~

〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ p̂2ρ̂− ρ̂p̂2

∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

el término de energía cinética y
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U ≡ − i
~

∞∫
−∞

dξ
exp

(
− i

~p ξ
)

2π~

〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣U (x) ρ̂− ρ̂U (x)

∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

el término de energía potencial.
En el Apéndice A estos términos son evaluados, quedando en términos de deri-

vadas de la función de Wigner de la siguiente forma

T = − p

M

∂

∂x
W (x, p; t) , (4.11)

y

U =
∞∑
l=0

(i~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U (x)

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1
W (x, p; t) . (4.12)

Se hace notar que el término de la energía cinética sólo depende de la primer
derivada con respecto a la posición de la función de Wigner. Sin embargo el término
de energía potencial depende de múltiples derivadas del potencial y la función de
Wigner con respecto a la posición y el momento respectivamente. Este hecho di�culta,
dependiendo el potencial, la solución de la ecuación diferencial para la función de
Wigner dada la complejidad de este término.

4.3.2. La Ecuación de Liouville Cuántica

Con la evaluación de los términos de energía cinética y potencial, podemos �nal-
mente llegar a la ecuación diferencial que determina la evolución de la función de
Wigner en el espacio fase, la cual queda como

(
∂

∂t
+

p

M

∂

∂x
− dU (x)

dx

∂

∂p

)
W (x, p; t) =

∞∑
l=1

(−1)l (~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U (x)

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1
W (x, p; t)

(4.13)
Si tomamos el límite clásico. Cuando ~ = 0 vemos que la función de Wigner se

expresa en una forma más abreviada(
∂

∂t
+

p

M

∂

∂x
− dU (x)

dx

∂

∂p

)
W (x, p; t) = 0

Que es la expresión que se obtiene en la mecánica estadística. Esto hace que nos
preguntemos si en el límite cuando ~ = 0 la mecánica cuántica está regida por la
mecánica clásica.

Sabemos que la distribución de Wigner puede tomar valores negativos a diferencia
de las distribuciones de la mecánica clásica lo cual nos hace sospechar que la función
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de Wigner puede no ser el equivalente a la función de distribución de un sistema
mecánico clásico.

4.4. La Función de Wigner Determinada por el Espacio Fase

La forma en que se calcula la distribución de Wigner, tal como está escrita en la
Ec. (4.1) y Ec. (4.2) involucra el conocer la eigenfunción o el operador densidad en el
cual se encuentra el sistema. Es decir, que para calcular la función de Wigner, primero
tenemos que resolver la ecuación de Schrödinger o la ecuación de Von Neumann y
evaluar la integral de la Ec. (4.1). Con la Ec. (4.13) esto ya no es necesario, solo
tenemos que resolver la ecuación diferencial parcial para obtener la distribución.
Esta ecuación puede ser sustituida por dos ecuaciones acopladas en el espacio fase que
expresa en forma más general la evolución de la función de Wigner. Estas ecuaciones
las satisfacen las llamadas funciones de Moyal.

4.4.1. De�nición de la Función de Moyal

Para de�nir las funciones de Moyal tenemos que hacer uso de la extensión tem-
poral de la función de Wigner. La cual es expresada de la forma

W (x, p; t) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ (t)

∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
.

Donde recordamos que

ρ̂ (t) = e−iĤt/~ρ̂ (0) eiĤt/~

Por lo tanto

W (x, p; t) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ e−iĤt/~ρ̂ (0) eiĤt/~
∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
.

Utilizando que la base de los eigenestados del Hamiltoniano es completa∫ ∑
dE |E〉 〈E| = 1

donde la suma va sobre los estados discretos de la energía y la integral sobre los
continuos. Los estados |E〉 cumplen con la ecuación de eigenvalores del operador
Hamiltoniano expresada

Ĥ |E〉 = E |E〉 (4.14)
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Por lo tanto podemos ver que la función de Wigner es

W (x, p; t) =

∫ ∑
dE ′

∫ ∑
dE ′′e−i(E

′′−E′)t/~ 〈E ′′| ρ̂ (0) |E ′〉W|E′′〉〈E′| (x, p) ,
(4.15)

con la función de Moyal de�nida como

W|E′′〉〈E′| (x, p) ≡
1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣E ′′〉〈E ′ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
(4.16)

Vemos que está de�nición es más extensa que la de la función de Wigner. Si el
operador densidad es ρ̂ = |E〉 〈E| tenemos que la función de Moyal W|E〉〈E| (x, p) =
W|E〉 (x, p) coincide con la función de Wigner. También notamos que está función de
Moyal es independiente del tiempo lo cual simpli�ca la resolución de las ecuaciones
diferenciales.

4.4.2. Ecuaciones del Espacio Fase para las Funciones de Moyal

Para calcular la función de Wigner sin pasar por la ecuación de Schrödinger
tenemos que encontrar las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones de
Moyal. Si partimos del anticonmutador.

1

2

{
|E ′′〉 〈E ′| , Ĥ

}
≡ 1

2

(
|E ′′〉 〈E ′| Ĥ + Ĥ |E ′′〉 〈E ′|

)
=
E ′′ + E ′

2
|E ′′〉 〈E ′|

y del conmutador

1

2

[
|E ′′〉 〈E ′| , Ĥ

]
≡ 1

2

(
|E ′′〉 〈E ′| Ĥ − Ĥ |E ′′〉 〈E ′|

)
=
E ′ − E ′′

2
|E ′′〉 〈E ′|

entre el Hamiltoniano Ĥ y el operador |E ′′〉 〈E ′|.
Multiplicando ambas ecuaciones por (2π~)−1 e−ipξ/~

〈
x+ 1

2
ξ
∣∣ por la izquierda y

por
∣∣x− 1

2
ξ
〉
por la derecha e integrando sobre ξ llegamos a los resultados

1

2π

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ 1

2

{
|E ′′〉 〈E ′| , Ĥ

} ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
=
E ′′ + E ′

2
W|E′′〉〈E′|,

y
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1

2π

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ i~ [|E ′′〉 〈E ′| , Ĥ]
∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
=
i

~
(E ′ − E ′′)W|E′′〉〈E′|.

Si pensamos que el Hamiltoniano se expresa como la energía cinética más la
energía potencial, es decir

Ĥ =
p̂2

2M
+ U (x̂)

podemos llegar a las siguientes expresiones. La cual queda demostrada con el desa-
rrollo expuesto en el Apéndice A.

[
p2

2M
+ U − ~2

8M

∂2

∂x2
+
∞∑
l=1

(−1)l (~/2)2l

(2l)!

d2lU

dx2l

∂2l

∂p2l

]
W|E′′〉〈E′| =

E ′′ + E ′

2
W|E′′〉〈E′|

(4.17)
y

[
p

M

∂

∂x
− dU

dx

∂

∂p
−
∞∑
l=1

(−1)l (~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1

]
W|E′′〉〈E′| =

i

~
(E ′ − E ′′)W|E′′〉〈E′|

(4.18)
Estas ecuaciones establecen la dependencia de la función de Moyal de la posición

x y del momento p, haciendo notar que no dependen del tiempo, lo cual es una gran
ayuda. También podemos observar que la primera ecuación utiliza las derivadas pares
del potencial y la segunda ecuación las derivadas impares y que son de orden in�nito.
Uno podría pensar que como las ecuaciones dependen de potencias de la constante
de Planck, se podría despreciar términos de orden grande en ella. Sin embargo este
procedimiento conduce a resultados incorrectos para las funciones de Moyal.

4.5. Ecuaciones del Espacio Fase para Eigenestados de la
Energía

Si tenemos que el estado del sistema es un eigenestado de la energía |E〉, entonces
E ′′ = E ′ = E y las ecuaciones para la función de Moyal se reducen a

[
p2

2M
+ U − ~2

8M

∂2

∂x2
+
∞∑
l=1

(−1)l (~/2)2l

(2l)!

d2lU

dx2l

∂2l

∂p2l

]
W|E〉 = EW|E〉 (4.19)
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y [
p

M

∂

∂x
− dU

dx

∂

∂p
−
∞∑
l=1

(−1)l (~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1

]
W|E〉 = 0 (4.20)

Vemos que la primer ecuación es una ecuación de eigenvalores para la función
de Moyal. Para recalcar este hecho veremos el ejemplo de un oscilador armónico
más adelante. En la siguiente sección nos concentraremos en como afecta que estas
ecuaciones diferenciales dependan de las potencias de ~.

4.5.1. Expansión en Potencias de la Constate de Planck.

Podemos notar con algunos ejemplos, como el del oscilador armónico y otros
potenciales cuadráticos en la posición y el momento, que la función de Wigner tiene
un máximo a lo largo de la trayectoria clásica

Eqm =
p2
qm

2M
+ U (x) , (4.21)

donde la energía Eqm está determinada por la ecuación de Schrödinger. Es más, el
dominio en el espacio fase se aleja de la órbita clásica mediante oscilaciones donde
la amplitud decae para asegurar la normalización. Por lo cual nos ocuparemos de
este fenómeno mediante el estudio de las ecuaciones para los eigenestados Ec.(4.19),
Ec.(4.20) y veremos su comportamiento en términos de las potencias de la constante
de Planck.

Límite Clásico.

Si tomamos que ~ = 0. Las ecuaciones de evolución para la función de Wigner
son (

p2

2M
+ U (x)− E

)
W|E〉 (x, p) = 0,

(
p

M

∂

∂x
− dU

dx

∂

∂p

)
W|E〉 (x, p) = 0.

Una solución a la primera ecuación es

W|E〉 (x, p) = δ

(
p2

2M
+ U (x)− E

)
esta función es una delta a lo largo de la solución clásica con energía E . Hacemos
notar que en esta ecuación la E no tiene constricción, como en el caso clásico. Es
directo probar que satisface también la segunda ecuación.
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Límite Semiclásico.

Cuando tomamos potencias mayores de ~ en la expansión de las ecuaciones para
los eigenvalores, vemos que la función delta es suavizada y se convierte en una función
de Airy.

Para ver esto convenientemente, escribimos la Ec. (4.19) reemplazando E → Eqm,
esto es

(
−
p2
qm (x)− p2

2M
− ~2

8M

∂2

∂x2
− ~2

8

d2U

dx2

∂2

∂p2
+

~4

384

d4U

dx4

∂4

∂p4

+
∞∑
l=3

(i~/2)2l

2l!

d2lU

dx2l

∂2l

∂p2l

)
W|E〉 (x, p) = 0.

Si suponemos que estamos cerca de la trayectoria clásica podemos aproximar la
diferencia de los cuadrados como sigue

p2
qm − p2 = (pqm − p) (pqm + p) ' 2pqm (pqm − p) .

Aquí la dependencia de p es lineal. Considerando una posición x �ja se puede des-
preciar la segunda derivada de la función de Wigner con respecto a x, y se obtiene
la ecuación diferencial de orden in�nito(

−α (pqm − p) + ~2β
d2

dp2
+ ~4γ

d4

dp4
+ · · ·

)
W|Eqm〉 (x, p) = 0, (4.22)

con las de�niciones.

α = −pqm
M

,

β = −1

8

d2V

dx2
,

γ =
1

384

d4V

dx4
.

4.5.2. Ecuación Diferencial Modelo.

Hemos visto en la sección anterior que la evolución de la función de Wigner esta
dada por términos de las potencias de ~. Esto implica algunas sutilezas que veremos
a continuación por lo que tomaremos la siguiente ecuación como modelo.(

−y + ε2 d
2

dy2
+ ε4 d

4

dy4

)
W (y) = 0 (4.23)
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vemos que en esta ecuación la ε juega el papel de la ~. Por lo que veremos como es
el comportamiento de W (y; ε) cuando ε se acerca a cero.

Solución por medio de la Transformada de Fourier.

La Transformada de Fourier de la función de Wigner. Se introduce

W̃ (k) ≡
∞∫

−∞

dy eikyW (y) ,

y la relación inversa es

W (y) ≡ 1

2π

∞∫
−∞

dk e−ikyW̃ (k) . (4.24)

Para que esta transformada exista la funciónW (y) debe decaer lo su�cientemente
rápido. Sustituyendo la Ec. (4.24) en la Ec. (4.23) llegamos

1

2π

∞∫
−∞

dk
[
y + ε2k2 − ε4k4

]
e−ikyW̃ (k) = 0. (4.25)

Además usando la relación

y e−iky = i
d

dk
e−iky,

en el primer término de la expresión anterior e integrando por partes, se obtiene

∞∫
−∞

dk y e−ikyW̃ (k) = i

∞∫
−∞

dk

(
d

dk
e−iky

)
W̃ (k)

= i

e−ikyW̃ (k) |∞−∞ −
∞∫

−∞

dk e−iky
dW̃ (k)

dk

 .

Si existe la transformada de Fourier entonces el término evaluado en ±∞ debe ser
cero. Esto implica

∞∫
−∞

dk y e−iky W̃ (k) =

∞∫
−∞

dk e−iky
1

i

dW̃ (k)

dk
.

Por lo que la Ec. (4.25) se escribe como sigue
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1

2π

∞∫
−∞

dk

[
1

i

dW̃ (k)

dk
+
(
ε2k2 − ε4k4

)
W̃ (k)

]
= 0,

que es equivalente a resolver la ecuación diferencial de primer orden

dW̃ (k)

dk
= −i

(
ε2k2 − ε4k4

)
W̃ (k) .

La cual podemos solucionar inmediatamente

W̃ (k) = exp

[
−i
(
ε2

3
k3 − ε4

5
k5

)]
,

con la condición que W̃ (k = 0) = 1.
Sustituyendo este resultado en la Ec. (4.24) tenemos

W4 ≡ W (y; ε) =
1

2π

∞∫
−∞

dk exp

[
−i
(
ε2

3
k3 − ε4

5
k5 + yk

)]
, (4.26)

expresión que toma en consideración potencias hasta de cuarto orden en el parámetro
ε, por ello el subíndice 4.

Podemos resolver este tipo de ecuaciones que dependen de las potencias de ε en
diferentes casos. Por ejemplo si ε = 0

W0 ≡ W (y; ε = 0) = δ (y) ≡
∞∫

−∞

dk e−iky

que es la solución que satisface la Ec. (4.23) cuando ε = 0.
Cuando tomamos en cuenta hasta orden cuadrático en ε,

W2 ≡ W (y; ε) =
1

2π

∞∫
−∞

dk exp

[
−i
(
ε2

3
k3 + yk

)]
,

cambiando de variable ε2k3 ≡ ξ2, esta ecuación es entonces

W (y) = ε−2/3Ai
(
ε−2/3y

)
(4.27)

que es la función de Airy que de�nimos

Ai (y) =
1

2π

∞∫
−∞

dξ exp

[
i

(
1

3
ξ3 + yξ

)]
. (4.28)
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Esta función tiene como propiedad que para y positiva decae exponencialmente
y para y negativa presenta oscilaciones que decaen lentamente. Además exhibe un
máximo cerca de y = 0, donde la segunda derivada se hace cero. Esto se puede
observar de la ecuación diferencial de la función de Airy(

d2

dy2
− y
)
Ai (y) = 0.

Si integramos la función de Airy en todo el espacio nos encontramos

∞∫
−∞

dy Ai (y) = 1.

Vemos entonces que una propiedad importante de este tipo de ecuaciones es que
el comportamiento es bastante distinto a medida que tomamos en consideración
potencias de orden superior en ε . En nuestro caso pasamos de una función delta
centrada en el origen a una función de Airy que tiene un máximo alrededor del
origen. Sin embargo cabe señalar que se cumple la condición que la función W2

tiende a la delta en el límite cuando ε tiende a cero.

4.6. El Oscilador Armónico.

En varios libros de mecánica cuántica se dice que el oscilador armónico es un
sistema clásico. Dado que la evolución de la función de Wigner para un eigenestado
del oscilador está dada por las Ecs. (4.19) y (4.20). Estas ecuaciones en este caso se
reducen a la ecuación de Liouville clásica. Sin embargo como la energía del oscilador
depende de la constante de Planck ~, nos indica que es un objeto cuántico.

4.6.1. La Función de Wigner como una función de onda.

Resolveremos entonces las Ecs. (4.19) y (4.20) para un eigenestado del oscilador
armónico de energía E. En este caso nuestro potencial es

U (x) =
1

2
MΩ2x2

las Ecs. (4.19) y (4.20) se expresan como

[
p2

2M
+

1

2
MΩ2x2 − ~2

8M

∂2

∂x2
− ~2MΩ2

8

∂2

∂p2

]
W|E〉(x, p) = EW|E〉(x, p) (4.29)

y
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[
p

M

∂

∂x
−MΩ2x

∂

∂p

]
W|E〉(x, p) = 0 (4.30)

De�nimos la cantidad κ ≡ (MΩ/~)1/2 para trabajar en unidades adimensionales
la �posición� ξ ≡ κx, el �momento� ζ ≡ p/ (~κ) y la �energía� η ≡ E/ (~Ω). Entonces
las dos ecuaciones anteriores se escriben

1

4

[
∂2

∂ζ2
+

∂2

∂ξ2

]
W|η〉(ξ, ζ) +

[
2η −

(
ζ2 + ξ2

)]
W|η〉(ξ, ζ) = 0, (4.31)

y (
ζ
∂

∂ξ
− ξ ∂

∂ζ

)
W|η〉(ξ, ζ) = 0. (4.32)

La primer ecuación es análoga a la ecuación de Schrödinger para el oscilador
armónico en dos dimensiones. Por lo tanto podemos poner su solución en términos
de los polinomios de Hermite para cada una de las variables. La segunda ecuación
es un poco más difícil. Para esta ecuación tomaremos el ansatz de que la función de
Wigner solamente depende de la �energía�, ésto es

W|η〉(ξ, ζ) = W (y)

donde

y ≡ ξ2 + ζ2. (4.33)

De esta ecuación tenemos que

∂W|η〉
∂ξ

=
dW

dy
2ξ y

∂W|η〉
∂ζ

=
dW

dy
2ζ (4.34)

por lo que se obtiene(
ζ
∂

∂ξ
− ξ ∂

∂ζ

)
W|η〉(ξ, ζ) = (ζ · 2ξ − ξ · 2ζ)

dW (y)

dy
= 0. (4.35)

Además tenemos que

∂2W|η〉
∂ξ2

=
d2W (y)

dy2
4ξ2 + 2

dW (y)

dy
y

∂2W|η〉
∂ζ2

=
d2W (y)

dy2
4ζ2 + 2

dW (y)

dy

con ayuda de estas expresiones obtenemos de la Ec. (4.31). Efectivamente la función
de Wigner del oscilador armónico es una función puramente de la energía, ésto es
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(
y
d2

dy2
+

d

dy
+ 2η − y

)
W (y) = 0. (4.36)

En la siguiente sección se presenta la solución de la ecuación diferencial.

4.6.2. El Espacio Fase y la Cuantización de la Energía.

Por lo general en los problemas de la mecánica cuántica. Las condiciones a la
frontera del potencial que acota la región en la cual una partícula puede estar, da
lugar a la cuantización de la energía. Es decir que en un potencial acotado las energías
resultantes serán discretas.

De forma análoga la función de Wigner en nuestro caso es la solución de una
ecuación tipo Schrödinger, Ec. (4.31). Esto resulta en que las condiciones a la frontera
en el espacio fase determinan la eigenenergías.

Existen dos soluciones independientes para la Ec. (4.36), sin embargo la condición
de normalización impone una condición extra sobre estas soluciones. Que estas deben
decaer cuando y →∞.

Para encontrar la solución se estudia el comportamiento en in�nito y se propone
W (y) = e−yG(y). La ecuación resultante para G se resuelve por el método de series
que da lugar a la cuantización de la energía. La solución para esta ecuación sujeta a
la condición de normalización está dada por la expresión

W (y) =
(−1)m

π~
e−yLm (2y) ,

con Lm el polinomio de Laguerre de orden m-ésimo. Además se tiene que satisfacer
que

η =

(
m+

1

2

)
.

Esto signi�ca que la cuantización de la energía proviene de la cuantización del espacio
fase.

En las variables x y p la función de Wigner del m-ésimo eigenestado de la energía
se escribe

W|m〉 (x, p) =
(−1)m

π~
exp

{
−
[( p

~κ

)2

+ (κx)2

]}
Lm

{
2

[( p

~κ

)2

+ (κx)2

]}
. (4.37)

Es importante señalar que esta función de Wigner ha sido medida experimental-
mente para un ion moviéndose en el potencial de oscilador armónico de una trampa
de Paul.
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4.7. Evaluación de Promedios Mecánico Cuánticos.

En nuestro caso la función de Wigner representa al estado cuántico. Sin embar-
go para comparar con los resultados de un experimento necesitamos un operador
hermitiano que este asociado a una observable.

En la física estadística clásica evaluamos promedios de funciones A (x, p) con la
ayuda de una distribución clásica Wcl (x, p) mediante la fórmula

〈Acl (x, p)〉 =

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dp Acl (x, p)Wcl (x, p) (4.38)

¾Existe un método similar en la mecánica cuántica?. La respuesta es a�rmativa
ya que podemos calcular promedios de la forma siguiente

〈
Â (x̂, p̂)

〉
=

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dp A (x, p)W (x, p) ,

en completa analogía con la Ec. (4.38). La A (x, p) es un c-número que representa al
operador Â (x̂, p̂) tal que la integración en el espacio fase con respecto a la función de
Wigner da el promedio correcto del operador. Existe una forma en la cual podemos
hacer esto y la explicaremos a continuación.

4.7.1. Ordenamiento de Operadores.

Obtener la representación de c-número de un operador no es trivial. Ilustraremos
esto con un ejemplo.

Ejemplo

Consideremos el operador producto

Â ≡ x̂p̂

Una de las posibilidades para representar el c-número es poner los eigenvalores
de x̂, p̂ en vez de los operadores. Como primer caso propondremos que

Â→ A (x, p) ≡ xp (4.39)

Por otro lado sabemos que la relación de conmutación que cumplen x̂ y p̂ es

[p̂, x̂] = −i~
entonces escribimos a Â como

Â = p̂x̂− [p̂, x̂] = p̂x̂+ i~
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Si sustituimos por los eigenvalores

Â = px+ i~

que es diferente que la expresión en la Ec. (4.39).
También podríamos poner al operador Â de la siguiente forma

Â =
1

2
(x̂p̂+ p̂x̂)− 1

2
[p̂, x̂] =

1

2
(x̂p̂+ p̂x̂) +

i~
2

de esta forma tendremos que los operadores de posición y momento aparecen de
forma simétrica. En este caso el c-número se expresa

AS ≡ xp+
i~
2

De esta forma hemos mostrado que hay distintas formas de expresar un operador
en la forma de un c-número. Tenemos entonces que encontrar la forma de expresar
este c-número tal que podamos calcular los promedios mediante la función de Wigner.

Ordenamiento de Weyl-Wigner.

De la de�nición de la función de Wigner

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
. (4.40)

Tenemos la representación de la matriz densidad de nuestro problema. Es decir a
la matriz densidad le corresponde la función de Wigner como representación en el
espacio fase. Sin embargo, podemos generalizar este criterio para cualquier operador
Â al cual le hacemos corresponder una función A (x, p) en el espacio fase dada por
la siguiente expresión

A (x, p) ≡ 1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
. (4.41)

Esta representación en el espacio fase permite calcular los promedios mediante la
Función de Wigner W (x, p).

Sabemos que nuestros promedios son calculados mediante la fórmula〈
Â
〉

= Tr
(
ρ̂Â
)

utilizando la Ec. (4.8) llegamos a que
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〈
Â
〉

=

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dp A (x, p)W (x, p) .

4.7.2. Ejemplos del ordenamiento de Weyl-Wigner.

De nuevo ejempli�caremos el ordenamiento de Weyl-Wigner con el operador Â =
x̂p̂ y trataremos el caso del operador Ĥρ̂

Ordenamiento simétrico.

Para el caso del operador Â = x̂p̂ tenemos que la función A (x, p)

A (x, p) ≡ 1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ x̂p̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

lo que nos lleva a

A (x, p) ≡ 1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)(
x+

1

2
ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ p̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
.

Utilizando una base completa en los momentos

A (x, p) ≡ 1

2π~

∞∫
−∞

dξ

∞∫
−∞

dp′ exp

(
− i

~
p ξ

)(
x+

1

2
ξ

)
p′
〈
x+

1

2
ξ|p′
〉〈

p′|x− 1

2
ξ

〉
,

lo que implica

A (x, p) ≡ 1

2π~

∞∫
−∞

dξ

∞∫
−∞

dp′ exp

(
− i

~
(p− p′) ξ

)(
x+

1

2
ξ

)
p′

donde hemos utilizado que

〈x|p〉 =
1√
2π~

exp

(
i

~
x · p

)
.

Podemos escribir la representación del operador x̂p̂ como sigue

A (x, p) =

[
x+

1

2

∂

∂ (−ip/~)

] ∞∫
−∞

dp′ p′
∞∫

−∞

dξ exp

(
− i

~
(p− p′) ξ

)
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donde hemos intercambiado el orden de integración. Mediante la de�nición de la
función delta tenemos

A (x, p) = xp+
i~
2

∂

∂p
p = xp+

i~
2
.

Por lo que en este caso el ordenamiento de Weyl-Wigner corresponde al ordena-
miento simétrico. Notamos que podíamos haber escrito

A(x, p) =

(
x+

i~
2

∂

∂p

)
p

= xp+
i~
2
,

donde reemplazamos x̂ → x + i~
2
∂
∂p
. En forma similar podemos encontrar B(x, p)

asociado a p̂x̂, el cual se obtiene

B(x, p) =

(
p− i~

2

∂

∂x

)
x

= px− i~
2
,

donde se interpreta que p̂→ p− i~
2
∂
∂x
.

La Ecuación de Schrödinger en el Espacio Fase.

Trataremos en esta sección la representación en forma de c-números de los ope-
radores en la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. Esta ecuación nos
dice

Ĥ |E〉 = E |E〉
multiplicado por el bra 〈E| por la derecha

Ĥ (|E〉 〈E|) = E (|E〉 〈E|)
Si desarrollamos el término de la derecha de tal forma que obtengamos la fun-

ción de Wigner para el eigenestado |E〉 , del lado izquierdo tendremos un término
relacionado con el producto del operador Hamiltoniano y la matriz densidad.

En el caso de la representación en el espacio fase del producto de dos operadores
Â y B̂, tenemos

(AB) (x, p) = A

(
x+

i~
2

∂

∂p
, p− i~

2

∂

∂x

)
B (x, p) .

Lo cual nos indica que en este caso si tomamos Â = Ĥ y B̂ = ρ̂ entonces
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(Hρ) (x, p) = H

(
x+

i~
2

∂

∂p
, p− i~

2

∂

∂x

)
W|E〉 (x, p) .

Esto quiere decir que en el espacio fase la ecuación de Schrödinger independiente
del tiempo

Ĥρ̂ = Eρ̂

se escribe de la forma

H

(
x+

i~
2

∂

∂p
, p− i~

2

∂

∂x

)
W|E〉 (x, p) = EW|E〉 (x, p) .

Para un Hamiltoniano de la forma

Ĥ =
p̂2

2M
+ U (x̂)

tendremos la ecuación[
1

2M

(
p− i~

2

∂

∂x

)2

+ U

(
x+

i~
2

∂

∂p

)]
W|E〉 (x, p) = EW|E〉 (x, p) .

Si tomamos la parte real y la imaginaria tendremos las ecuaciones, recordamos
que la función de Wigner es real

{
p2

2M
− ~2

8M

∂2

∂x2
+

1

2

[
U

(
x+

i~
2

∂

∂p

)
+ U

(
x− i~

2

∂

∂p

)]}
W|E〉 (x, p) = EW|E〉 (x, p)

y {
p

M

∂

∂x
+
i

~

[
U

(
x+

i~
2

∂

∂p

)
− U

(
x− i~

2

∂

∂p

)]}
W|E〉 (x, p) = 0.

Al realizar la expansión en series de potencias del potencial llegamos a las Ecs.
(4.19) y (4.20). La primera ecuación juega el rol de la ecuación de Schrödinger y la
segunda la podemos identi�car con la ecuación de Liouville.

4.8. Otras Distribuciones

Así como la función de Wigner nos permiten la obtención de promedios para
operadores en la mecánica cuántica; existen otras distribuciones que permiten esto
como las distribución de Husimi y Glauber. Cada una de ellas con propiedades dis-
tintas, que engloban ventajas y desventajas para la obtención de resultados. Estas
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otras distribuciones favorecen esquemas de ordenamiento diferentes al propuesto por
Weyl. En el caso de la función Q se tiene un ordenamiento antinormal y mientras
que la función P implica un ordenamiento normal.

A continuación veremos brevemente las de�niciones y propiedades de la distribu-
ción de Husimi o función Q, ya que será utilizada en la parte de las aplicaciones en
este trabajo de tesis.

4.9. La Función de Husimi.

De la misma forma que la función de Wigner puede ser utilizada como una función
de distribución de un sistema cuántico. Existen otras distribuciones que también pue-
den ser utilizadas para el mismo propósito. En esta sección abordaremos la función
de distribución de Husimi [20]. La cual está de�nida de la siguiente manera.

Qρ̂ =
1

π
〈α|ρ̂|α〉 (4.42)

donde ρ̂ es la matriz densidad de nuestro problema y |α〉 es un estado coherente del
oscilador armónico. Podemos hacer un mapeo entre el espacio complejo donde vive
el parámetro α al espacio fase. Mediante la identi�cación de la variable x como la
parte real de α y la variable p como la parte imaginaria, es decir

α =
1√
2

(x+ ip) (4.43)

El cálculo de la función de Husimi o función Q es en general mucho más sencillo
que el cálculo de la función de Wigner ya que no hay necesidad de integrar. Sin
embargo en muchas ocasiones se tiene que hacer uso de bases completas de kets, las
cuales pueden ser de parámetros discretos o continuos, lo cual implicaría una suma
o integral, respectivamente. Por lo cual la di�cultad para evaluar la función Q puede
incrementarse en forma considerable.

Una de las desventajas que tiene esta distribución con respecto a la de Wigner
es que la función Q no permite la obtención de las distribuciones marginales en
el espacio fase mediante la integración sobre la variable conjugada respectiva. No
obstante la conveniencia de esta función está en la obtención de valores esperados de
operadores que pueden expresarse en términos de estados coherentes.

4.9.1. Propiedades de la Función Q.

Una de las propiedades que más distinguen la función Q es que ésta siempre toma
valores positivos como veremos a continuación.

Podemos de�nir la matriz densidad en la base {|i〉} como
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ρ̂ =
∑
i

Pi |i〉 〈i| (4.44)

donde Pi es la probabilidad de encontrar nuestro sistema en el estado |i〉, por lo que
es una cantidad positiva de�nida. Se sigue que la función Q se escribe

Q =
1

π

∑
i

Pi 〈α|i〉 〈i|α〉 =
1

π

∑
i

Pi |〈α|i〉|2 (4.45)

que siempre es positivo y dado que |〈α|i〉|2 ≤ 1 se sigue que Q ≤ 1/π. Hacemos
énfasis que no podemos abordar con esta función el estudio de la interferencia como
aquel que puede realizarse con la función de Wigner, donde los valores negativos de
la distribución nos indicaban la interferencia entre estados. De la propiedad de la
matriz densidad Tr(ρ̂) = 1 se puede demostrar que∫

d2α Q(α) = 1 (4.46)

donde el elemento d2α = d(Re(α))d(Im(α)). Abordaremos a continuación la forma en
que se calculan los valores esperados mediante la función de Husimi para operadores
en el ordenamiento antinormal. Supongamos que queremos obtener los valores espe-
rados del operador antinormal âmâ†n, esto es por la propiedad cíclica de las trazas
igual 〈

âmâ†n
〉

= Tr(ρ̂âmâ†n) = Tr(â†nρ̂âm)

=
1

π

∫
d2α 〈α| â†nρ̂âm |α〉

=
1

π

∫
d2α 〈α| ρ̂ |α〉α∗nαm =

1

π

∫
d2αQ(α)α∗nαm (4.47)

Este resultado puede utilizarse para encontrar el valor esperado de cualquier operador
que sea función de los operadores de creación y aniquilación â y â†.

Ambas distribuciones de Wigner y Husimi serán empleadas posteriormente para
obtener un análisis de matrices densidad asociadas a un átomo dentro de una cavidad.
Con las cuales podremos determinar fenómenos como la interferencia o la localización.



Capítulo 5

Interacción de un Átomo y Radiación
Electromagnética

En el Capítulo 2 hemos visto la necesidad del campo vacío y algunas manifes-
taciones experimentales de este campo. En este Capítulo haremos un tratamiento
no relativista completamente cuántico del problema. En este tratamiento comenza-
remos en la representación de Heisenberg con la cual escribiremos las ecuaciones
de movimiento de un sistema que se compone de un átomo dentro de un campo
electromagnético.

5.1. La Función Hamiltoniana.

El propósito de esta sección es determinar el Hamiltoniano clásico del problema de
un átomo en interacción con un campo electromagnético, lo cual después utilizaremos
para comparar con la contraparte cuántica.

La función Lagrangiana que describe el movimiento de una partícula de masa m,
carga e inmersa dentro de un campo electromagnético con potenciales φ y A es

L =
1

2
mv2 − eφ+

e

c
A · v. (5.1)

Si aplicamos las ecuaciones de Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0

tendremos que la ecuación de movimiento queda

mẍ = eE +
e

c
v ×B (5.2)

con E = −∇φ − c−1∂A/∂t, B = ∇×A y ẋ = v. De la de�nición de la función de
Hamilton

H =
∑
k

ṗk
∂L

∂q̇k
− L =

∑
k

pkq̇k − L

obtenemos que el Hamiltoniano que describe al sistema está dado por
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H =
1

2m

(
p− e

c
A
)

+ eφ. (5.3)

Notamos que el Hamiltoniano es función de las coordenadas qk y de los momentos
pk. La evolución de estas variables es determinada por las ecuaciones de Hamilton
q̇k = ∂H/∂pk y ṗk = −∂H/∂qk. Por lo que para el Hamiltoniano de la Ec. (5.3),

ẋ =
1

m

(
p− e

c
A
)
, (5.4)

ṗ =
e

c
[v ×B + (v · ∇) A]− e∇φ (5.5)

por lo que

mẍ = ṗ− e

c

[
∂A

∂t
+ (v · ∇) A

]
= −e

c

∂A

∂t
− e∇φ+

e

c
v ×B

= eE +
e

c
v ×B. (5.6)

donde hemos utilizado que dA/dt = ∂A/∂t+ (v · ∇) A.
El teorema de Helmholtz nos dice que un campo vectorial está unívocamente

determinado si se conocen su divergencia y el rotacional. Sabemos de las ecuacio-
nes de Maxwell que el rotacional ∇ × A = B pero no tenemos una ecuación que
�je la divergencia de A. De este modo tenemos la libertad de elegir la divergencia
dependiendo del problema a resolver.

Si sumamos al potencial A el gradiente de una función escalar χ las ecuaciones de
Maxwell se siguen satisfaciendo. Esta función arbitraria χ de�ne lo que se llama una
norma y a la trasformación del potencial A→ A+∇χ se le llama transformación de
norma. Los campos eléctrico y magnético son los mismos independientemente de la
norma que se elija, lo cual implica que hay una simetría llamada simetría de norma.
En está formulación �jaremos la divergencia de A tal que ∇ · A = 0, la llamada
norma de Coulomb.

El momento canónico p = mv+eA/c es el momento cinéticomv más el momento
eA/c. En el caso de que φ = 0 la coordenada x es cíclica por lo que el momento
canónico p es una cantidad conservada, no mv. En efecto mv cambia a mv−eA/c y
de esta forma se conserva p. Además la energía cinética permanece siendo descrita por
1
2
mv2 la cual se escribe (p− eA/c)2 /2m en términos del momento canónico. El papel

principal del Hamiltoniano en la mecánica cuántica se mani�esta en la ecuación de
Schrödinger i~∂ψ/∂t = Hψ, cuando este Hamiltoniano está cuantizado. También se
necesitan tomar en cuenta las variables que corresponden al campo electromagnético
en el Hamiltoniano total.
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Sin embargo es conocido que el Hamiltoniano clásico para un sistema de una
partícula cargada y el campo electromagnético es [21]

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+
1

8π

∫
d3r
(
E2 + B2

)
. (5.7)

El teorema de Helmholtz también establece que cualquier vector E puede ser
dividido en una parte longitudinal y otra transversal E = E‖+ E⊥ que cumplen que
∇ × E‖ = 0 y ∇ · E⊥ = 0. En la norma de Coulomb se tiene que E‖ = −∇φ y
E⊥ = −c−1∂A/∂t, dado que ∇ ·A = 0. Por lo que∫

d3rE2 =

∫
d3r
(
E‖2 + E⊥2

)
=

∫
d3rE⊥2 +

∫
d3r (∇φ)2 , (5.8)

puesto que
∫
d3rE‖ · E⊥ = 0. Utilizando el resultado del cálculo vectorial

∇ · (fv) = ∇f · v + f∇ · v,
e identi�cando f = φ y v = ∇φ se tiene que∫

d3r (∇φ)2 =

∫
d3r∇ · (φ∇φ)−

∫
d3rφ∇2φ = 4π

∫
d3rρφ, (5.9)

porque ∇2φ = −4πρ y dado que el potencial se va a cero en in�nito. Para un sistema
de N cargas puntuales,

H =
N∑
i=1

1

2mi

(
pi −

e

c
Ai

)2

+
1

2

∫
d3rρφ+

1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
, (5.10)

donde Ai denota el potencial vectorial en la posición ri de la partícula i-ésima. La
densidad de carga está determinada por la expresión

ρ =
N∑
i=1

eiδ
3 (r− ri) . (5.11)

De tal manera que el potencial escalar

φ (r, t) =

∫
d3r′ρ (r′, t)

|r− r′|
(5.12)

en la norma de Coulomb está determinado por

1

2

∫
d3rρ (r, t)φ (r, t) =

1

2

∫
d3r

∫
d3r′

ρ (r, t) ρ (r′, t)

|r− r′|
,

=
∑
i>j

eiej
|ri − rj|

, (5.13)
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donde se descarta la interacción de una carga consigo misma.
Entonces la función Hamiltoniana queda

H =
N∑
i=1

1

2mi

(
pi −

ei
c
Ai

)2

+
∑
i>j

eiej
|ri − rj|

+
1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
. (5.14)

Si suponemos que todas las partículas, excepto una, tienen masas muy grandes
tal que podemos suponer que están �jas. Entonces el Hamiltoniano clásico puede
escribirse de la forma

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ eφ+
1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
, (5.15)

donde m, e son la carga y masa de la partícula no �ja y φ es el potencial creado por
las N − 1 cargas �jas. Este es el Hamiltoniano de la Ec. (5.3) más el término debido
al cuadrado de los campos transversal eléctrico y magnético. Es importante señalar
que este Hamiltoniano determina la dinámica tanto de la partícula como del campo.

5.2. Aproximación Dipolar.

Sea un electrón con�nado en un potencial V (r) = eφ (r), y la distancia en la que
puede moverse este electrón es pequeña comparada con la longitud de onda de un
campo con el que interacciona, esto es k · r � 1. En este caso es conveniente hacer
la aproximación dipolar. En la cual la variación espacial de A es ignorada. Sabemos
que las ecuaciones de Maxwell en el vacío dan pie a la ecuación de onda; la solución
a esta ecuación son ondas planas. En lo que estamos pensando que la longitud de
onda de estas ondas planas es muy grande en comparación con la distancia que puede
moverse el electrón dentro de un átomo. Por lo tanto el Hamiltoniano de la Ec. (5.15)

H → p2

2m
+ V (r)− e

mc
A · p +

e2

2mc2
A2 +

1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
. (5.16)

A está evaluado en una posición �ja. Las ecuaciones de movimiento entonces son

ṙ =
1

m

(
p− e

c
A
)
, (5.17)

ṗ = −∇V (r) , (5.18)

lo que nos da la ecuación de Newton

mr̈ = −∇V (r) + eE⊥, (5.19)
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como A está evaluada en un punto �jo, entonces E⊥ = −c−1∂A/∂t también está
evaluado en un punto �jo. Notar que el electrón y el núcleo en un átomo forman
un dipolo, sin embargo en la aproximación dipolar no existe la fuerza v × B en la
ecuación de movimiento.

Sabemos además que si agregamos al Lagrangiano del sistema la derivada tem-
poral de una función dS (q, t) /dt, las ecuaciones de movimiento quedan invariantes.
Si usamos una función S = −(e/c)A · r estamos realizando una transformación de
simetría que deja invariante al campo electromagnético. Esto de�ne una transfor-
mación de norma �jando la divergencia del potencial vectorial ∇ ·A = 0 la norma
de Coulomb. Con está transformación tendremos que el Lagrangiano de la Ec. (5.1)
cambia por

L′ = L− e

c
Ȧ · r− e

c
A · v =

1

2
mv2 − eφ− e

c
Ȧ · r

=
1

2
mv2 − eφ+ er · E⊥, (5.20)

y el Hamiltoniano de la Ec. (5.16) se transforma a

H ′ =
p2

2m
+ V (r)− er · E⊥ +

1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
, (5.21)

este Hamiltoniano lleva a la misma ecuación de movimiento Ec. (5.19) que el Hamil-
toniano de la Ec. (5.16).

5.3. Cuantización

Ahora trataremos el Hamiltoniano de una forma cuántica que nos servirá como
punto de partida para determinar las energías propias de nuestro sistema, así como
su evolución temporal en los modelos de átomos de dos y tres niveles en interacción
con un campo electromagnético unimodal que se verán posteriormente.

La teoría mecánico-cuántica de un electrón dentro de un campo electromag-
nético empieza con la sustitución del Hamiltoniano clásico por un Hamiltoniano
mecánico-cuántico. Reemplazamos las variables clásicas p, r,A,E⊥ y B por opera-
dores de la mecánica cuántica. Por lo que la descripción de un conjunto de partículas
cargadas dentro de un campo electromagnético está determinada por el Hamiltoniano
de la Ec. (5.14). Hacemos notar que en la norma de Coulomb se necesita cuantizar
solo el campo transversal ya que el campo longitudinal aparece en forma del potencial
escalar, en el segundo término de la Ec. (5.14).

Por lo que si cuantizamos el Hamiltoniano de la Ec. (5.16) para átomos de un
solo electrón obtenemos



Capítulo 5. Interacción de un Átomo y Radiación Electromagnética 67

H =HA +HF −
e

mc

∑
kλ

(
2π~c2

ωkV

)1/2 [
akλ + a†kλ

]
p · ekλ

+
e2

2mc2

∑
kλ

∑
k′λ′

(
2π~c2

V

)(
1

ωkωk′

)1/2 [
akλ + a†kλ

]
×
[
ak′λ′ + a†k′λ′

]
ekλ · ek′λ′ , (5.22)

donde HA = p2/2m+ V (r), describe el átomo con un electrón, además

HF =
∑
kλ

~ωk
(
a†kλakλ +

1

2

)
(5.23)

es el Hamiltoniano del campo eléctrico transverso, con akλ y a
†
kλ de�nidos los opera-

dores de aniquilación y creación para un modo del campo de�nido por (k, λ). En la
Ec. (5.22) se ha usado la expresión de la Ec. (3.29) para el potencial vectorial en la
aproximación dipolar. Este Hamiltoniano describe el sistema del átomo y el campo
en el espacio vacío. Sin ninguna fuente externa a excepción del átomo mismo.

5.4. Transformación del Hamiltoniano.

En esta sección se presenta la transformación de norma que conecta los Hamil-
tonianos del acoplamiento mínimo Ec. (5.16) con el Hamiltoniano multipolar (5.21).
Esta transformación está de�nida por la expresión

U = eier·A/~c. (5.24)

En la representación de Schrödinger los operadores son independientes del tiempo
y tenemos que el nuevo vector de estado se obtiene del viejo |ψ〉 = U |φ〉, tenemos
entonces

i~
∂

∂t
|ψ〉 = i~U

∂

∂t
|φ〉 = H |ψ〉 = HU |φ〉 , (5.25)

lo que nos lleva

i~
∂

∂t
|φ〉 = U †HU |φ〉 = H ′ |φ〉 . (5.26)

Es la ecuación de Schrödinger para el vector de estado |φ〉. Con el Hamiltoniano
H ′ donde

H ′ =
1

2m
U †
(
p− e

c
A
)2

U + V (r) + U †HFU. (5.27)
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utilizando la identidad

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + · · · (5.28)

obtenemos

U †pU = p +
e

c
A (5.29)

y el Hamiltoniano transformado

H ′ =
p2

2m
+ V (r) +

1

8π

∫
d3rB2 (r) +

1

8π

∫
d3r
[
U † (r) E⊥ (r)U (r)

]2
. (5.30)

donde el campo magnético no se ve afectado por la transformación y el último término
se evalúa con ayuda de la identidad[

Ai (r) , E⊥j (r′)
]

= −4πi~cδ⊥ij (r− r′) . (5.31)

La δ⊥ij , la función delta transversal está de�nida por

δ⊥ij (r) =

(
1

2π

)3 ∫
d3k

(
δij −

kikj
k2

)
eik·r

=
2

3
δijδ

3 (r)− 1

4πr3

(
δij −

3rirj
r2

)
, (5.32)

y tiene la propiedad

F⊥i (r) =
∑
j

∫
d3r′δ⊥ij (r− r′)Fj (r′) . (5.33)

Esta expresión da la parte transversal de un campo vectorial F (r). Lo mismo puede
ser dicho de la parte longitudinal, se de�ne una delta longitudinal como

δ
‖
ij (r) =

(
1

2π

)3 ∫
d3k

kikj
k2

eik·r

=
1

3
δijδ

3 (r) +
1

4πr3

(
δij −

3rirj
r2

)
, (5.34)

tal que

F
‖
i (r) =

∑
j

∫
d3r′δ

‖
ij (r− r′)Fj (r′) . (5.35)
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El conmutador de la Ec. (5.31) y la Ec. (5.28) nos llevan a

U †(r)E⊥j (r′)U(r) = E⊥j (r′)− 4πP⊥j (r′), (5.36)

donde se de�nió la componente transversal de la polarización asociada al electrón

P⊥j (r′) =
∑
i

exiδ
⊥
ij(r

′).

De tal manera que el último término de (5.30) está dado por

∫
d3r′

[
U †E (r′)U

]2
=

∫
d3r′E⊥2 (r′)− 8πer · E⊥ (0)

+ 16π2

∫
d3r′P⊥2 (r′) , (5.37)

y entonces el Hamiltoniano después de la transformación toma la forma

H ′ =
p2

2m
+ V (r)− er · E⊥ +

1

8π

∫
d3r
(
E⊥2 + B2

)
+ 2π

∫
d3rP⊥2 (r) . (5.38)

Este Hamiltoniano es la contraparte cuántica de la Ec. (5.21), en la cual podemos
ver que hay un término extra debido a la polarización. Como esta transformación da
las mismas ecuaciones de movimiento es lo mismo trabajar con el Hamiltoniano de la
Ec. (5.16) o el de la Ec. (5.38) recordando que dos vectores de estado |ψ〉 y |φ〉 están
relacionados como sigue: |ψ〉 = U |φ〉. En adelante trabajaremos con el Hamiltoniano
de la Ec. (5.16)

5.5. Las Ecuaciones de Heisenberg.

Las ecuaciones de Heisenberg determinan la evolución de un operador cuántico en
un cierto Hamiltoniano. Veremos a continuación que estás ecuaciones determinan una
ecuación similar a las ecuaciones de movimiento clásicas para los valores promedios
de nuestras variables y que sin embargo la evolución temporal de los operadores
cuánticos es diferente. Esto posteriormente dará como resultado una justi�cación
para nuestro campo del vacío.

Muchas veces la representación de Heisenberg ayuda a interpretar los resultados
de una forma más física. Para un átomo dentro de un campo electromagnético po-
demos escribir las ecuaciones de Heisenberg para los operadores r,p y akλ. Para los
operadores de posición y momento de la Ec. (5.22) obtenemos

ṙ =
1

i~
[r, H] =

1

m

(
p− e

c
A
)
, (5.39)
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ṗ =
1

i~
[p, H] = −∇V (r) . (5.40)

donde se utilizó la aproximación dipolar.
Por lo tanto tendremos que

mr̈ = −∇V (r) + eE (5.41)

que es la misma ecuación de Newton que en el caso clásico para un electrón dentro
del potencial V (r) y el campo eléctrico E1

La ecuación de Heisenberg para el operador de aniquilación del campo akλ se
obtiene también de la Ec. (5.22). Utilizando la Ec. (5.39) tenemos que

ȧkλ =
1

i~
[akλ, H]

= −iωkakλ −
1

i~
e

mc

(
2π~c2

ωkV

)1/2

p · ekλ

+
1

i~
e2

mc2

(
2π~c2

ωkV

)1/2∑
k′λ′

(
2π~c2

ωk′V

)1/2 [
akλ + a†kλ

]
ekλ · ek′λ′ .

Expresión que puede escribirse en términos del potencial vectorial, recordando la Ec.
(3.60)

ȧkλ = −iωkakλ +
i

~

( e

mc

)(2π~c2

ωkV

)1/2 (
p− e

c
A
)
· ekλ

= −iωkakλ + i

(
2πe2

~ωkV

)1/2

ṙ · ekλ, (5.42)

Está ecuación ya ha sido resuelta en el Capítulo 3. En el capítulo anterior mos-
tramos que el operador de campo eléctrico tiene dos contribuciones actuando sobre
el átomo

E (t) = E0 (t) + ER (t) , (5.43)

con el campo E0 el campo del vacío y ER el campo de reacción de radiación. Estas
dos contribuciones del campo eléctrico determinan la ecuación de movimiento

mr̈ = −∇V (r) +
2e2

3c3

...
r + eE0 (t) , (5.44)

1 Hemos llamado E a lo que en la Ec. (5.16) era E⊥ para no hacer más difícil la notación
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la Ec. (3.66) es el caso especial donde V (r) = mω2
0r

2/2 de la Ec. (5.44).
Tomando el promedio sobre un estado inicial |ψ〉 = |ψA〉 |0〉, donde |ψA〉 es el

estado atómico del electrón y |0〉 es el estado vacío del campo electromagnético,
obtenemos

m 〈r̈〉 = −〈∇V (r)〉+
2e2

3c3

〈...
r
〉
, (5.45)

puesto que el promedio 〈0|E0|0〉 = 0. El segundo término en la derecha de la Ec.
(4.7) está asociado a la fuerza clásica de Abraham-Lorentz de retroceso que siente
el electrón al emitir radiación debido al cambio en la aceleración de dicho electrón.
Esta es la ecuación clásica para un electrón sin la presencia del campo externo E0:

mr̈cl = −∇V (rcl) +
2e2

3c3

...
rcl (5.46)

Como en general 〈∇V (r)〉 6= ∇V (〈r〉) entonces 〈r〉 no sigue la trayectoria clásica.
En el caso del oscilador armónico ∇V (r) = mω2

0r por lo tanto 〈∇V (r)〉 = ∇V (〈r〉),
lo que indica que 〈r〉 sigue el límite clásico. Sin embargo como 〈r2〉 6= r2

cl las Ecs.
(5.39) y (5.40) no siguen las trayectorias clásicas2.

La diferencia más notable entre la ecuación (5.44) y la ecuación clásica (5.46) es
que en la ecuación clásica no existe el campo externo asociado al vacío E0 el cual
cuanticamente siempre está presente. Por otro lado mostramos en el Capítulo 2 que
este campo externo en necesario para la conservación de los conmutadores para todo
tiempo. Sin él los operadores decaen a cero y el electrón del átomo caería hacia el
núcleo justo como en la teoría clásica.

5.6. Correspondencia Clásica-Cuántica.

Así pues determinaremos formalmente que el campo de radiación en nuestra apro-
ximación dipolar cuántica tiene la misma forma que un campo eléctrico dipolar y
retardado clásico. Sin duda una manifestación de que las ecuaciones de Maxwell
siguen cumpliéndose en el formalismo cuántico.

La solución formal de (5.42) está determinada por la Ec. (3.35). El primer término
de la Ec. (3.61) da el campo del vacío y el segundo término da un campo de radiación
dipolar:

2 Además tenemos las relaciones de incertidumbre que nos evitan hablar de trayectorias. Éstas
sólo pueden de�nirse al hablar de promedios.
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E⊥d (r, t) = i
∑
kλ

(
2π~ωk
V

)1/2

[ie

(
2π

~ωkV

)1/2

×
t∫

0

dt′ekλ · ṙ (t′) eiωk(t′−t)]ekλe
ik·r + h.c

= −2πe

V

∑
kλ

t∫
0

dt′
[
ekλ · ṙ (t′) eiωk(t′−t)

]
ekλe

ik·r + h.c,

Efectuando el reemplazo al continuo, esto es
∑

kλ →
V
8π

∑
λ

∫
d3k se tiene que campo

del dipolo puede escribirse

E⊥d (r, t) = − e

4π2

∫
d3keik·r

t∫
0

dt′eiωk(t′−t)

×
∑
λ

[ekλ · ṙ (t′)] ekλ + h.c,

= − e

4π2

∫
d3k

[
µ̂−

(
µ̂ · k̂

)
k̂
]
eik·r

t∫
0

dt′ṙ (t′) eiωk(t′−t) + h.c (5.47)

donde de�nimos ṙ = ṙµ̂ y k = kk̂ y se utilizaron las propiedades de los vectores de
polarización y de propagación para realizar la suma sobre λ, esto es∑

λ

ekλ(i)ekλ(j) = δij − k̂ik̂j

Hay que notar que las variables que no tienen un argumento temporal explícito
están evaluadas al tiempo t.

∫
d3kµ̂eik·r = µ̂

∫
dkk2

2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θeikr cos θ,

= µ̂

∫
dkk2

(
4π

sin kr

kr

)
,

(5.48)

donde escribimos el vector k̂ en coordenadas esféricas. Para realizar la integral hemos
escogido que r está en la dirección del eje z. La segunda integral a calcular es
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∫
d3k

(
µ̂ · k̂

)
k̂eik·r =

∫
dkk2

2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ[µxx̂ sin2 θ cos2 φ

+ µyŷ sin2 θ sin2 φ+ µz ẑ cos2 θ]eikr cos θ,

donde hemos eliminado las contribuciones nulas en la Ec. (5.49). Efectuando la in-
tegración en φ, usando el resultado (5.49) y

∫ π
0

sin3 θeikr cos θdθ = 4 sin kr
(kr)3

− 4 cos kr
(kr)2

,
obtenemos

∫
d3k

(
µ̂ · k̂

)
k̂eik·r = 2π

∫
dkk2

[
(µxx̂+ µyŷ)

(
2 sin kr

k3r3
− 2 cos kr

k2r2

)
+ 2µz ẑ

(
sin kr

kr
− 2 sin kr

k3r3
+

2 cos kr

k2r2

)]
, (5.49)

Sustituyendo las Ecs. (5.48) y (5.49) en (5.47) e identi�cando µz ẑ = (µ̂ · r̂)r̂
obtenemos que

E⊥d (r, t) = − e
π

t∫
0

dt′ṙ (t′)

∞∫
0

dkk2eikc(t
′−t)
(

[µ̂− (µ̂ · r̂) r̂] sin kr

kr

− [µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂]
[

sin kr

k3r3
− cos kr

k2r2

])
+ h.c,

= −2e

π

t∫
0

dt′ṙ (t′)
(1

r
[µ̂− (µ̂ · r̂) r̂]

∞∫
0

dkk sin kr cos kc (t′ − t)

− [µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂]

[
1

r3

∞∫
0

dk
1

k
sin kr cos kc (t′ − t)

− 1

r2

∞∫
0

dk cos kr cos kc (t′ − t)

])
, (5.50)

donde el el último paso se escribió explícitamente el término hermitiano conjugado.
Sustituyendo las funciones seno y coseno en términos de exponenciales y re-

cordando la de�nición de la delta de Dirac δ(x) = 1
2π

∫∞
−∞ e

ikxdk, y la propiedad
δ(ax) = 1

|a|δ(x) tenemos los resultados siguientes:

∞∫
0

dkk sin kr cos kc (t′ − t) = − π

2c2

∂

∂t′

[
δ
(
t′ − t+

r

c

)
− δ

(
t′ − t− r

c

)]
,
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∞∫
0

dk cos kr cos kc (t′ − t) =
π

2c

[
δ
(
t′ − t+

r

c

)
+ δ

(
t′ − t− r

c

)]
, (5.51)

Conservando la solución retardada al hacer la integración temporal en (5.50)
obtenemos que el campo de radiación dipolar está dado por

E⊥d (r, t) =− e

c2r
[µ̂− (µ̂ · r̂) r̂] r̈

(
t− r

c

)
− e

cr2
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] ṙ

(
t− r

c

)
+

2e

πr3
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂]

t∫
0

dt′ṙ (t′)F (t′ − t) , (5.52)

donde de�nimos

F (t′ − t) ≡
∞∫

0

dk
1

k
sin kr cos kc (t′ − t) . (5.53)

El último término de la Ec. (5.52) se evalúa mediante integración por partes de

t∫
0

dt′ṙ (t′)F (t′ − t) = −π
2
r
(
t− r

c

)
+
π

2
r (t) , (5.54)

ya que t ≥ r/c. De tal manera que

E⊥d (r, t) =− e

c2r
[µ̂− (µ̂ · r̂) r̂] r̈

(
t− r

c

)
− e

cr2
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] ṙ

(
t− r

c

)
− e

r3
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] r

(
t− r

c

)
+

e

r3
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] r (t) . (5.55)

El último término de esta expresión es el campo eléctrico de un dipolo y es
una solución no retardada. Este resultado no es erróneo ya que estamos evaluando
solo la parte transversal del campo dipolar y aún nos falta añadir la contribución
longitudinal. Esta parte se obtiene de la ecuación

φ (r, t) =

∫
d3r′

ρ (r′, t′)

|r− r′|
(5.56)

Por lo tanto
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E
‖
R (r, t) = −∇φ (r, t) =

e

r3
[3 (µ̂ · r̂) r̂ − µ̂] r (t) . (5.57)

Esto implica que el campo dipolar total es

ER (r, t) = E⊥R + E
‖
R

= − e

c2r
[µ̂− (µ̂ · r̂) r̂] r̈

(
t− r

c

)
− e

cr2
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] ṙ

(
t− r

c

)
− e

r3
[µ̂− 3 (µ̂ · r̂) r̂] r

(
t− r

c

)
. (5.58)

Este campo es un campo retardado, y tiene la misma forma que el campo clásico
de un dipolo. Lo cual nos dice que existe una correspondencia entre el dipolo clásico
y el dipolo cuántico.

Esta correspondencia se cumple para todos los momentos dipolares puesto que las
ecuaciones de Maxwell tienen la misma forma en el electromagnetismo clásico y en
el cuántico. Esta correspondencia se da entre los campos electromagnéticos clásicos
y los operadores de campo en el esquema de Heisenberg de la QED la cual debe de
cumplirse para todos los ordenes multipolares.

Una de las consecuencias de esto es que en QED los campos deben tener una
energía de punto cero y �uctuaciones incluso en ausencia de fuentes. No signi�ca que
en el electromagnetismo clásico no haya campos sin fuentes sino que no existe un
campo de punto cero en ausencia de fuentes.

5.7. Modelo de Dos Estados para un Átomo.

A continuación desarrollaremos el problema de la interacción del campo electro-
magnético con un átomo en una aproximación que llamaremos átomo de dos niveles.
Este formalismo será necesario en el próximo capítulo, donde presentaremos algunas
de las propiedades interesantes de dicho problema.

Las ecuaciones de Heisenberg para nuestro sistema nos dan la información acerca
de la evolución temporal de los operadores de posición r y momento p. Sin embargo
no nos da ninguna información acerca de los eigenvectores de nuestro Hamiltoniano
para ello tenemos que trabajar un poco más. Para el Hamiltoniano de la Ec. (5.22)
podemos escribir la parte atómica como

HA = (
∑
i

|i〉 〈i|)HA(
∑
j

|j〉 〈j|) (5.59)

donde el conjunto {|i〉} denota el conjunto completo de los eigenvectores de HA. Es
decir HA |i〉 = Ei |i〉.

Se sigue de la Ec. (5.59) que
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HA =
∑
i,j

Ej |i〉 〈j| δij

=
∑
i

Ei |i〉 〈i|

=
∑
i

Eiσii (5.60)

donde de�nimos σii = |i〉 〈i|. Podemos demostrar que las relaciones de conmutación
que cumplen los operadores σ son [σij, σkl] = δjkσil − δliσkj.

Podemos notar que el conmutador [r, HA] = i~p/m. Por lo que para el operador
de momento p se tiene

p = (
∑
i

|i〉 〈i|)p(
∑
j

|j〉 〈j|)

=
m

i~
(
∑
i

|i〉 〈i|) [r, HA] (
∑
j

|j〉 〈j|)

=
m

i~
(Ej − Ei) 〈i|r|j〉 |i〉 〈j|

= im
∑
i,j

ωij(r)ijσij (5.61)

con ωij = (Ei − Ej)/~, σij = |i〉 〈j| y (r)ij = 〈i|r|j〉.
Sustituyen los operadores HA y p en la expresión para el Hamiltoniano de la Ec.

(5.22). Tendremos el Hamiltoniano

H =
∑
i

Eiσii +
∑
kλ

~ωk
[
a†kλakλ +

1

2

]

− ~
∑
i,j

∑
kλ

ie

(
2π

~ωkV

)1/2

ωij (r)ij · ekλ

[
akλ + a†kλ

]
+

e2

2m

∑
kλ

∑
k′λ′

(
2π~
V

)(
1

ωkωk′

)1/2 [
akλ + a†kλ

] [
ak′λ′ + a†k′λ′

]
ekλ · ek′λ′ (5.62)

Este Hamiltoniano para un partícula puede ser generalizado para el caso de NA

átomos. Donde el núcleo s-ésimo tiene la posición rs y un momento lineal ps. El
estado del sistema está determinado por el vector de estado |s, i〉 con las siguientes
propiedades
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Estados correspondientes a diferentes átomos o diferentes energías son ortonor-
males

〈s, i|s′, j〉 = δijδss′ , (5.63)

los estados forman una base completa, entonces satisfacen la propiedad de cerradura
, esto es

N∑
s=1

n∑
i=1

|s, i〉 〈s, i| = 1. (5.64)

De�nimos los operadores sij =
∑NA

s=1 |s, i〉 〈s, j|, que puede mostrarse en forma
inmediata que satisfacen las relaciones de conmutación [sij, skl] =

∑
il δjk −

∑
kj δil.

La parte atómica del Hamiltoniano para cada uno de los átomos tiene como
eigenvector a |s, i〉, es decir

HA =
∑
i

Eisii (5.65)

donde consideramos N átomos idénticos de n niveles.
En este caso podemos escribir la suma de los ps como una suma de valores espe-

rados de los operadores de posición rs, esto puede hacerse puesto que [rs′ , HA (s)] =
i~psδss′/m. Por lo que tenemos que la suma

∑
s

ps =
∑

s,s′,s′′,i,j

−im
~
〈s′, i|rs|s′′, j〉 δss′ (Ej − Ei) |s′, i〉 〈s′′, j| δs′,s′′

=
∑
s,i,j

−im
~
〈s, i|rs|s, j〉ωij |s, i〉 〈s, j|

= im
∑
i,j

(r)ijωijsij (5.66)

donde ωij = (Ej − Ei)/~, (r)ij = 〈s, i|r|s, j〉 y sij =
∑

s |s, i〉 〈s, j|.
Por lo tanto el Hamiltoniano queda de la forma

H =
∑
i

Eiσii − i~
∑
kλ

∑
i,j

(
2π

~ωkV

)1/2 [
akλ + a†kλ

]
ωij (r)ij · ekλsij

+NA
e2

2m

∑
kλ

∑
k′λ′

(
2π~
V

)(
1

ωkωk′

)1/2 [
akλ + a†kλ

]
×
[
ak′λ′ + a†k′λ′

]
ekλ · ek′λ′ +

∑
kλ

~ωk
[
a†kλakλ +

1

2

]
. (5.67)
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Tomemos pues el caso en el que solo hay una partícula y dos estados |1〉 y |2〉
con energías E1 y E2 respectivamente. De�nimos la diferencia de energías como
E2 − E1 = ~ω0 > 0 es decir el estado |2〉 tiene una energía mayor que el estado |1〉.
Recordando la propiedad de completez tenemos que σ11 +σ22 = 1. De�nimos además
σz = σ22 − σ11 de esta forma tendremos que

σ11 =
1− σz

2

σ22 =
1 + σz

2
(5.68)

También se hace notar que los operadores σ21 y σ21 son como los operadores de
ascenso y descenso respectivamente. Se puede ver que σ21 |1〉 = |2〉, σ12 |1〉 = 0 y
también σ12 |1〉 = 0, σ12 |2〉 = |1〉.

Utilizando la Ec. (5.68) podremos reescribir el primer término del Hamiltoniano
de la Ec. (5.62) de la siguiente manera

∑
i

Eiσii = E1σ11 + E2σ22

=
1

2
E1(1− σz) +

1

2
E2(1 + σz)

=
1

2
~ω0σz +

1

2
(E1 + E2) (5.69)

De forma similar tenemos que el tercer término del Hamiltoniano de la Ec. (5.62)
tiene como propiedad que

ei
∑
i,j

ωijσij (r)ij · ekλ = ie (ω12σ12 (r)12 + ω21σ21 (r)21) · ekλ

= iω12 (σ12 − σ21) (d) · ekλ

= ω0σy (d) · ekλ (5.70)

aquí hemos supuesto que e (r)12 = e (r)21 ≡ d y de�nimos σy = i (σ12 − σ21) este
operador junto con σz y σx = σ12 + σ21 son los generadores de un álgebra unitaria
en dos dimensiones como la que generan las matrices de Pauli para espín s = 1/2.

Sustituyendo las Ecs. (5.69) y (5.70) en el Hamiltoniano de (5.62) llegamos a que
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H =
1

2
~ω0σz +

∑
kλ

~ωka†kλakλ

− ~
∑
kλ

(
2π

~ωkV

)1/2

ω0σy (d) · ekλ

[
akλ + a†kλ

]
+

e2

2m

∑
kλ

∑
k′λ′

(
2π~
V

)(
1

ωkωk′

)1/2 [
akλ + a†kλ

] [
ak′λ′ + a†k′λ′

]
ekλ · ek′λ′ , (5.71)

en esta expresión hemos quitado los términos constantes
∑

kλ ~ωk/2 y (E1 + E2)/2.
Para lograr una transición de estados, los fotones del campo electromagnético

deben de tener una frecuencia mayor o igual a ω0. Sin embargo podemos simpli�car
el problema si tomamos solo un campo unimodal con frecuencia ω1 ≥ ω0 y solo una
polarización en la dirección e1. El Hamiltoniano que se obtiene es

H =
1

2
~ω0σz+~ω1a

†a−e
(

2π~
ω1V

)1/2

ω0σy (r)12·e1

[
a+ a†

]
+
πe2~
mV

1

ω1

[
a+ a†

]2
(5.72)

Notamos que los operadores σz/2, σ21 y σ12 también son los generadores de un
álgebra. Dado que las relaciones de conmutación son[σz

2
, σ21

]
= σ21[σz

2
, σ12

]
= −σ12

[σ12, σ21] = −σz (5.73)

por lo que tenemos los operadores de ascenso σ+ = σ21, descenso σ− = σ12 y peso σz
como en el caso del momento de espín.

5.8. Modelo de Tres Estados para un Átomo.

De una forma análoga para los dos niveles ahora tendremos tres estados |1〉, |2〉
y |3〉 con energías E1, E2 y E3 respectivamente. De la completez de la base de la
energía tendremos que

σ11 + σ22 + σ33 = 1 (5.74)

Además de�niremos los siguientes operadores en analogía a los de dos niveles
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σ(1)
z = σ22 − σ11

σ(2)
z = σ33 − σ22

σ(3)
z = σ33 − σ11 (5.75)

De forma que tengamos para los elementos de la diagonal

σ11 =
1− 2σ

(1)
z − σ(2)

z

3

σ22 =
1 + σ

(1)
z − σ(2)

z

3

σ33 =
1 + σ

(1)
z + 2σ

(2)
z

2
(5.76)

Sustituyendo la Ec. (5.76) en el primer término de la Ec. (5.62) tendremos que
el Hamiltoniano atómico

HA =
E1 + E2 + E3

3
+

~ω21

3
σ(1)
z +

~ω32

3
σ(2)
z +

~ω31

3
σ(3)
z (5.77)

Con lo que podemos escribir el Hamiltoniano para tres estados de la forma

H =
~ω21

3
σ(1)
z +

~ω32

3
σ(2)
z +

~ω31

3
σ(3)
z +

(
2π~
V

)1/2 3∑
l=1

1

ω
1/2
l

[
al + a†l

]
×
{
ω21d

(k)
12 σ

(1)
y + ω32d

(k)
23 σ

(2)
y + ω31d

(k)
13 σ

(3)
y

}
+

e2

2mc2
A2

donde d(k)
ij = e((r)ij · ek) es la proyección del momento dipolar en la dirección de

la polarización k. También en este caso hemos usado que (r)12 = (r)21 y que solo
existen tres modos en el campo electromagnético capaces de llevarnos de un nivel a
otro con frecuencias ωl con l = 1, 2 y 3. En este caso en lugar de tener un álgebra
formada por los operadores de ascenso, descenso y peso del momento de espín y una
álgebra formada por â y â† como en el caso del átomo de dos niveles. Tendremos tres
álgebras formadas por cada uno de los diferentes índices de l tanto en los operadores
de espín como en los del campo.

Así pues hemos abordado el planteamiento del Hamiltoniano de los modelos de
dos niveles para un átomo interactuando con un campo electromagnético que nos
permitirán solucionar los problemas que conciernen a esta tesis.



Capítulo 6

Estados de Gato Cristalizados de
Schrödinger

En este capítulo presentamos un método para de�nir superposiciones de estados
coherentes que portan las propiedades de grupos �nitos. Los cuales han sido de suma
importancia, ya que muestran un comportamiento cuántico de la luz.

Los estados que portan la representación irreducible de grupos cristalinos han sido
llamados estados de gato de Schrödinger cristalizados desde mediados de los años 90
[22]. Los estados par e impar introducidos en los años 70 [23] portan la representación
simétrica y antisimétrica para el grupo cristalino de dos elementos C2.

A lo largo de este capítulo encontraremos las propiedades ópticas para los estados
de gato de los grupos C2, C3 y D3 para mostrar cuales de estos estados presentan
compresión y estadísticas sub-Poissonianas. Se calculan las distribuciones de Wigner
y Husimi para los estados generales de gato; ya que estas distribuciones nos permiten
ver el comportamiento cuántico y el fenómeno de localización de los estados. Además
se estudia la evolución temporal de los estados cristalizados, bajo un Hamiltoniano
de oscilador armónico, mediante los formalismos de Wigner y Husimi.

6.1. Estados de Gato de Schrödinger para Grupos Finitos

En esta sección se estudian algunas de las propiedades más importantes de las
superposiciones de estados coherentes, las cuales están de�nidas en términos de las
representaciones de los grupos cristalinos. Tomamos como ejemplo los grupos cícli-
cos: C2 y C3 y el grupo de isometrías del triángulo equilátero D3. Las propiedades
estadísticas son estudiadas como aplicación de los formalismos de Wigner y Husimi
en el espacio fase.

Estos estados, se ha estudiado pueden ser generados mediante un medio de baja
disipación, como el medio de Kerr [24], el cual a partir de un estado coherente |α〉
nos lleva a una superposición de estados coherentes. También existen otras formas
propuestas para generar estos estados, algunas de ellas, como en el medio de Kerr,
hacen uso de propiedades no lineales [25, 26]. En otros casos se generan mediante la
evolución de un cierto estado inicial en una cavidad óptica [27, 28, 29]. Fenómenos
cuánticos de la luz como la compresión y estadísticas sub-Poissonianas [22] pueden
ser obtenidas de estas superposiciones.
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Las funciones de Wigner y Husimi como hemos visto anteriormente, son distri-
buciones de cuasi-probabilidad que permiten un tratamiento parecido al tratamiento
de la estadística clásica de un problema cuántico en vez de resolver la ecuación de
Schrödinger. Además la función de Wigner puede ser utilizada para observar propie-
dades cuánticas como la compresión de forma grá�ca además de poder obtener las
distribuciones marginales mientras que la función de Husimi puede ser utilizada para
ver la localización y la compresión de los estados.

6.1.1. De�nición de los Estados.

Supongamos que tenemos un grupo �nito de N elementos G = {gi}Ni=1 el cual
actúa sobre el plano complejo

α
gr−→ αgr

con αεC y 1 ≤ r ≤ N . Esta acción puede expresarse de forma matricial(
ar1
ar2

)
=

(
gr11 gr12

gr21 gr22

)(
a1

a2

)
(6.1)

donde αr = ar1+iar2 con ar1, ar2εR, y la matriz gr pertenece al grupo linealGL(2,R).
La representación irreducible de este grupo se denota con T(lk)(g), donde lk denota
la representación y k = 0, 1, 2, . . . , p − 1 designa la clase del grupo. La representa-
ción irreducible, cuyos elementos son T

(lk)
ij y 1 ≤ i, j ≤ Nk, debe de satisfacer que∑p−1

k=0N
2
k = N .

Los estados de gato cristalizado de Schrödinger no normalizados se de�nen como

∣∣∣ψ̃(lk)
ij

〉
=

N∑
r=1

T
(lk)
ij (gr) |αr〉 . (6.2)

Para obtener estados que sean independientes de la representación irreducible se
toma la traza de la Ec. (6.2). Debido a que la traza es un invariante, por lo cual se
llega a

∣∣∣ψ̃〉 =
N∑
r=1

χ(lk)(gr) |αr〉 , (6.3)

donde χ(lk)(g) de�ne el carácter de la representación irreducible lk que correspon-
diente al elemento g de nuestro grupo. Hacemos notar que hemos simpli�cado la
notación de nuestro estado. La Ec. (6.3) puede ser reescrita en forma más general
mediante un parámetro complejo cr, es decir∣∣∣ψ̃〉 =

N∑
r=1

cr |αr〉 , (6.4)
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con 1 ≤ r ≤ N . Normalizando este estado tenemos

|ψ〉 = N
∣∣∣ψ̃〉 , (6.5)

donde la constante de normalización está de�nida por la relación

N−2 =
∑N

r,s=1 crc
∗
sEsr, Esr = 〈αs|αr〉 = exp

(
α∗sαr −

|αr|2
2
− |αs|

2

2

)
(6.6)

Es importante señalar que para obtener la evolución temporal del estado|ψ〉 con
una dinámica marcada por el oscilador armónico de frecuencia ω, es necesario actuar
este estado con el operador de evolución Û = exp(−i (n̂+ 1/2)ωt). Obteniendo

|ψ (t)〉 = N e−
i ω t

2

N∑
r=1

cr
∣∣αre−i ω t〉

donde la fase exp (−iωt/2) se cancela cuando se realiza una medición sobre el sistema.
Por esa razón podemos obtener toda la información de nuestros estados al tiempo t
realizando la sustitución para cada uno de los parámetros complejos αr → αre

−i ω t

en la Ec. (6.5). De esta manera si una cierta cantidad solo depende de la norma de
α, entonces no depende del tiempo.

Todas las propiedades de los estados de gato cristalizados que se estudiaron son
dadas a continuación. Primero calculamos las �uctuaciones de las cuadraturas para
un estado general de gato

σx = N 2

N∑
r,s=1

{
αrα

∗
s +

1

2
(α2

r + α∗2s )

}
crc
∗
sEsr +

1

2
− N

4

2

(
N∑

r,s=1

{αr + α∗s} crc∗sEsr

)2

,

(6.7)

σp = N 2

N∑
r,s=1

{
αrα

∗
s −

1

2
(α2

r + α∗2s )

}
crc
∗
sEsr +

1

2
+
N 4

2

(
N∑

r,s=1

{αr − α∗s} crc∗sEsr

)2

,

(6.8)
de�nidas como σx = 〈x2〉−〈x〉2, σp = 〈x2〉−〈x〉2, las cuales nos sirven para identi�car
que tan cuántico es un estado. Si estas �uctuaciones son grandes tendremos un
comportamiento cuántico ya que el valor medido de las variables del espacio fase
serán por lo general muy diferente al valor promedio, lo cual solo pasa en casos
cuánticos. Si por el contrario las �uctuaciones son pequeñas tendremos estados muy
parecidos a los clásicos donde el valor medido de ambas observables en el espacio
fase coinciden con el valor promedio.
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También se puede calcular la distribución del número de fotones n, la cual de�ni-
mos como el valor absoluto al cuadrado del producto escalar entre el estado de gato
cristalizado y un estado del operador de número

Pψ(n) = |〈n|ψ〉|2 =
N 2

n!

N∑
r,s=1

crc
∗
s(αrα

∗
s)
n exp

(
−|αr|

2

2
− |αs|

2

2

)
(6.9)

La función de Wigner dependiente del tiempo para el estado de gato cristalizado de
Schrödinger es

W (x, p; t) =2N 2
∑
r,s

crc
∗
s exp

{
−|αr|

2

2
− |αs|

2

2
− α2

re
−2iωt

2

}

× exp

{
−α

∗2
s e

2iωt

2
− x2 +

√
2x(αre

−iωt + α∗se
iωt)

}
× exp

{
1

2
(αre

−iωt − α∗seiωt −
√

2ip)2

}
, (6.10)

donde la función de Wigner se de�ne como en la Ec. (4.1)
La distribución de Husimi para estos estados es

Q(x, p) =
N 2

π

N∑
r,s=1

crc
∗
s exp

{
1√
2

(αr + α∗s)x+
1√
2

(α∗s − αr) ip

−1

2
(x2 + p2)− |αr|

2

2
− |αs|

2

2

}
la cual está de�nida como Q(α) = 1

π
〈α|ρ̂|α〉 con|α〉un estado coherente. También se

obtuvo el segundo momento de esta distribución el cual se escribe como

M2 =
1

π

∫
d2α 〈α|ρ̂|α〉2 ;

donde d2α = dxdp
2
. Considerando ρ̂ = |ψ〉 〈ψ|, con |ψ〉 dado por (6.5), el segundo

momento de la distribución de Husimi,

M2 ≡
N 4

2

N∑
r,s,r′,s′=1

crc
∗
scr′c

∗
s′ exp

{
− |αr|

2

2
− |αs|

2

2
− |αr

′|2

2
− |αs

′|2

2

+
1

2
(αr + αr′) (α∗s + α∗s′)

}
.
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Este momento está relacionado con la complejidad del estado y sus propiedades
son similares a las de la entropía clásica, propuesta por Wehrl, sin embargo es más
fácil de evaluar numéricamente [30, 31, 32].

6.1.2. Propiedades de los Grupos

Los grupos cíclicos son aquellos que tienen un solo generador y su periodo es igual
al orden del grupo.

El grupo C2 es un grupo cíclico de dos elementos. La identidad I y la inversión
E a través del origen en el plano complejo.

Podemos construir a estos operadores una base que porta las representaciones
irreducibles de C2 mediante su tabla de caracteres [33]. Los grupos cíclicos tienen la
propiedad de que cada uno de sus elementos forma una clase, por lo tanto se tiene

C2 {I} {E}
χ0 1 1
χ1 1 -1

También es inmediato probar que α1 = α y α2 = −α para este caso. Con lo cual
obtenemos los estados coherentes normalizados par e impar

|α±〉 = N± (|α〉 ± |−α〉) (6.11)

los cuales también son llamados de gato cristalizado respectivamente. Las constantes
de normalización están de�nidas como

N± =
exp(|α|2 /2)

2
√

∆±
con ∆± =

{
cosh(|α|2)

sinh(|α|2)

Para el caso del grupo C3 tenemos tres representaciones irreducibles que es igual
al número de clases y su tabla de caracteres está dada por

C3 {I} {R1} {R2}
χ0 1 1 1
χ1 1 µ µ2

χ2 1 µ2 µ

donde µ = exp(2πi/3) = −1/2 + i
√

3/2. Las tablas de caracteres simples satisfacen
los teoremas de ortogonalidad por reglones y columnas, de tal manera que para el
caso de C3 se tiene que cumplir que 1 + µ + µ2 = 0. Tenemos que para este grupo
α1 = α, α2 = µα y α3 = µ2α, con µ2 = µ∗, el complejo conjugado.

Mediante las tablas de caracteres obtenemos los estados

|ψ1〉 = N1

(
|α〉+ |αµ〉+

∣∣αµ2
〉)
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|ψ2〉 = N2

(
|α〉+ µ |αµ〉+ µ2

∣∣αµ2
〉)

|ψ3〉 = N3

(
|α〉+ µ2 |αµ〉+ µ

∣∣αµ2
〉)

(6.12)

para cada uno de los elementos del grupo. Con las constantes de normalización
de�nidas por las expresiones

N−2
1 = 3

(
1 + e(µ∗−1)|α|2 + e(−1+µ)|α|2

)
N−2

2 = 3
{

1 + µe|α|
2(µ−1) + µ∗e|α|

2(µ∗−1)
}

N−2
3 = 3

{
1 + µ∗e|α|

2(µ−1) + µe|α|
2(µ∗−1)

}
(6.13)

La representación irreducible bidimensional del grupo D3 está dada por las ma-
trices

I =

(
1 0
0 1

)
, R1 =

(
−1/2

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

)
, R2 =

(
−1/2 −

√
3/2√

3/2 −1/2

)

E1 =

(
−1 0
0 1

)
, E2 =

(
1/2 −

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

)
, E3 =

(
1/2

√
3/2√

3/2 −1/2

)
. (6.14)

Las cuales representan las operaciones de la identidad I, una rotación de 120°
R1 y una rotación de 240° R2 a través del origen y las matrices E1, E2 y E3 que
representan las inversiones a lo largo de las líneas de la Fig. (6.1) (a).
Existe otra representación irreducible del grupo D3 que hace uso de las inversiones a
lo largo de las líneas de la Fig. (6.1) (b) [33], la cual está asociada con la representación
de (6.14), mediante una transformación de semejanza, sin embargo las propiedades de
los estados obtenidos mediante las dos representaciones son iguales en ambos casos.

De forma similar a la descrita en el caso de los grupos C2 y C3 tenemos la tabla
de caracteres de D3

D3 {I} {R1,R2} {E1,E2,E3}
χ0 1 1 1
χ1 1 1 -1
χ2 2 -1 0

Finalmente tenemos 3 funciones base que portan representaciones del grupoD3:

|ψs,a〉D3
= Ns,a (|α1〉+ |α2〉+ |α3〉 ± |α4〉 ± |α5〉 ± |α6〉) ,
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(a) (b)

Figura 6.1. Las alturas del triángulo equilátero de�nen los ejes de inversión. Una inversión
ante estos ejes deja invariante la forma del triángulo por lo que constituye una simetría. (a)
tomando al eje vertical y como eje de simetría, (b) tomando al eje horizontal x, como eje

de simetría.

|ψtr〉D3
= Ntr (2 |α1〉 − |α2〉 − |α3〉) ,

donde los parámetros complejos para el grupo D3 son:
1. α1 = α
2. α2 = µα
3. α3 = µ∗α
4. α4 = −α∗
5. α5 = −µα∗
6. α6 = −µ∗α∗
Se hace notar que para el grupo D3, si α es puramente imaginario se tiene que
α1 = α4, α2 = α5 y α3 = α6, en ese caso el estado |ψa〉 no está de�nido, por lo cual
hay que tener cuidado al obtener las propiedades de dicho estado.

Los primeros dos estados son los estados simétrico y antisimétrico y el último
es el estado traza, el cual está relacionado con la representación bidimensional del
grupo D3. Las constantes de normalización son

N−2
s,a = 3

{
±
(
e−α

2

+ e−µ α
2

+ e−µ
∗ α2
)
±
(
e−α

∗2
+ e−µ α

∗2
+ e−µ

∗ α∗2
)

+2
(
e−|α|

2

+ eµ |α|
2

+ eµ
∗ |α|2

)}
e−|α|

2

,
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N−2
tr = 6

{
1− exp

(
−3

2
|α|2
)

cos

(√
3

2
|α|2
)}

. (6.15)

A continuación encontraremos las propiedades de los diferentes estados de�nidos.

6.1.3. Dispersiones

Las dispersiones nos permiten ver si los estado exhiben compresión. El esta-
do coherente es un estado que minimiza la relación de incertidumbre de Heisen-
berg donde las �uctuaciones de dos variables conjugadas x y p deben de cumplir
(∆x)2(∆p)2 ≥ 1/4, en el caso de los estados coherentes se tiene la igualdad dado que
ambas dispersiones son iguales a 1/2. Cuando un estado cuántico tiene que alguna
de las dos dispersiones vale menos que 1/2 entonces la otra dispersión debe valer más
que 1/2 y por lo tanto se presenta la compresión en las �uctuaciones de dicho estado.
Para observar si los estados presentan o no la propiedad de compresión se calculan
las dispersiones correspondientes.

Tenemos que las dispersiones para el grupo C2 están dadas por

Estado par Estado impar

σx = 1
2 (α2 + α∗2) + |α|2 tanh(|α|2) + 1

2 = σp σx = 1
2 (α2 + α∗2) + |α|2 coth(|α|2) + 1

2 = σp

σxp = Im(α2) σxp = Im(α2)

donde se de�ne σxp = 1
2
〈{x, p}〉 − 〈x〉 〈p〉.

Para el grupo C3 las dispersiones siguen la siguiente expresión

σkx = σkp =
1

2
+
N 2

k

N 2
k+1

|α|2 , σkxp = 0

donde N k están de�nidas por la Ec. (6.13) y tenemos que N 4 = N 1.
Finalmente para el grupo D3 tenemos que las dispersiones se escriben como sigue:
Para los estados |ψs〉 y |ψa〉 de D3, obtenemos que las dispersiones en x y p son

iguales y están dadas por

σs,ap =
1

2
+
{

2 |α|2
(
e|α|

2

+ µeµ|α|
2

+ µ̄eµ̄|α|
2
)
∓ ᾱ2

(
e−ᾱ

2

+ µe−µᾱ
2

+ µ̄e−µ̄ᾱ
2
)

∓ α2
(
e−α

2

+ µe−µα
2

+ µ̄e−µ̄α
2
)}{

2
(
e|α|

2

+ eµ|α|
2

+ eµ̄|α|
2
)

±
(
e−ᾱ

2

+ e−µᾱ
2

+ e−µ̄ᾱ
2
)
±
(
e−α

2

+ e−µα
2

+ e−µ̄α
2
)}−1

= σs,ax ,

donde utilizamos que 〈x〉s,a = 〈p〉s,a = 0 y 〈a2〉s,a =
〈
a†2
〉
s,a

= 0 . Para el estado
|ψtr〉 las dispersiones no se presentan por la longitud de las mismas, en el caso de los
valores esperados de x y p y del operador de número tenemos
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〈x〉tr =
3√
2
N 2

tre
−|α|2(α + α∗)

(
e|α|

2

+ µeµ
∗|α|2 + µ∗eµ|α|

2
)
,

〈p〉tr =
3√
2i
N 2

tre
−|α|2(α− α∗)

(
e|α|

2

+ µeµ
∗|α|2 + µ∗eµ|α|

2
)
,

〈
a†a
〉
tr

= 3 |α|2 e−|α|
2

N 2
tr

{
2e|α|

2

− µeµ|α|
2

− µ∗eµ∗|α|
2
}
.

Finalmente damos la expresión para la correlación σxp, para este estado tenemos
que

σtrxp =
1

2i
(α2 − α∗2)

e|α|
2

+ µeµ|α|
2

+ µ∗eµ
∗|α|2

2e|α|
2 − eµ|α|2 − eµ∗|α|2

−

(
e|α|

2

+ µeµ
∗|α|2 + µ∗eµ|α|

2

e2|α|2 − eµ|α|2 − eµ∗|α|2

)2


(6.16)
Precisamos que todas las �guras de este trabajo se hicieron considerando que

α = r ei θ

Figura 6.2. Dispersiones para los estados de C2 vs. la norma de α. De color rojo σx=σp
para el estado |α+〉; azul indica σx=σp para el estado |α−〉. Con θ = 0

Las dispersiones σx y σp son funciones crecientes de la norma de α como se
observa en las Figs. (6.2), (6.4) y (6.5). Sin embargo para el estado par del grupo C2
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Figura 6.3. Dispersiones para los estados de C2 vs. la fase de α. De color rojo σx=σp para
el estado |α+〉; azul indica σx=σp para el estado |α−〉 . Para |α| = 1

se presenta compresión como lo indica la Fig. (6.3) . Este fenómeno no se presenta
para los demás casos. Esta propiedad se presenta para una fase de α diferente de
cero. La región que presenta el fenómeno de compresión está dada por la expresión

r =
√

1
2

ln
(

1−cos 2θ
1+cos 2θ

)
.

Si observamos la dependencia temporal de dichas �uctuaciones en hamiltoniano
del oscilador armónico las grá�cas dependientes de la fase de α mantienen su forma
y solo se recorren en el eje θ. Lo que implica que el ángulo en el que se encuentra la
compresión se recorre.

Las dispersiones en x y p son iguales en la mayoría de los casos salvo para el
estado |ψtr〉 del grupo D3.

6.1.4. Estadística de Fotones

La estadística de fotones se determina mediante el cálculo del valor esperado del
número de fotones, 〈n̂〉, la �uctuación σn y la probabilidad |〈n|ψ〉|2. Para los estados
cristalizados se obtienen los resultados siguientes:

Estados de C2

Pα+(n) = Pα(n)
1 + (−1)n

2 cosh(|α|2)
, Pα−(n) = Pα(n)

1− (−1)n

2 sinh(|α|2)

donde Pα(n) = e−|α|
2 |α|2n /n! que es la distribución Poissoniana del número de foto-

nes. Las dispersiones en n son
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Figura 6.4. Dispersiones para los estados de C3 vs. la norma de α. De color rojo σx=σp
para el estado para el estado |ψ1〉; rojo indica σx=σp para el estado |ψ2〉; verde es σx=σp

para el estado |ψ3〉. Con θ = 0.

σn+ = |α|4+|α|2 tanh(|α|2)−|α|4 tanh2(|α|2) σn− = |α|4+|α|2 coth(|α|2)−|α|4 coth2(|α|2)

Vemos que los estados par e impar de C2 solo tienen contribuciones pares e
impares en el número de fotones, respectivamente. De aquí se justi�ca el nombre
de dichos estados.

Las distribuciones de fotones para los estados de C3 son

P1(n) = Pα(n)
|1 + µn + µ∗n|2 /3
e|α|

2
+ eµ|α|

2
+ eµ∗|α|

2 ,

P2(n) = Pα(n)
|1 + µn+1 + µ∗n+1|2 /3
e|α|

2
+ µeµ|α|

2
+ µ∗eµ∗|α|

2 ,

P3(n) = Pα(n)
|1 + µ∗µn + µµ∗n|2 /3
e|α|

2
+ µ∗eµ|α|

2
+ µeµ∗|α|

2 ,

donde se tienen las relaciones

1 + µn + µ∗n =

{
3, si n = 0 (mod 3) ;

0, si n = 1, 2 (mod 3)
(6.17)
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Figura 6.5. Dispersiones para los estados de D3 vs. la norma de α. De color rojo σx=σp
para el estado |ψs〉; azul indica σx=σp para el estado |ψa〉; negro es σx y verde σp para el

estado |ψtr〉. Con θ = 0.

1 + µ∗µn + µµ∗n =

{
3, si n = 1 (mod 3) ;

0, si n = 0, 2 (mod 3)
(6.18)

1 + µn+1 + µ∗n+1 =

{
3, si n = 2 (mod 3) ;

0, si n = 0, 1 (mod 3)
(6.19)

Finalmente para el grupo D3 tenemos que

Ps,a (n) = |N s,a|2 Pα(n) |1± (−1) n|2 |1 + µ n + µ ∗n|2

Ptr (n) =
|α|2n exp(|α|2)

n!

 2 sin2
(

1
3
π n
)

1− exp
(
−3

2
|α|2
)

cos
(√

3
2
|α|2
)


|1 + (−1) n|2 |1 + µ n + µ ∗n|2 =

{
6 si n = 0(mod 6);

0 si n = 1, 2, 3, 4, 5(mod 6)
(6.20)

|1− (−1) n|2 |1 + µ n + µ ∗n|2 =

{
6 si n = 3(mod 6);

0 si n = 4, 5, 6, 7, 8(mod 6)
(6.21)

sin2

(
1

3
π n

)
=

{
= 0 si n = 0(mod3)

6= 0 si n = 1, 2(mod3)
(6.22)
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Figura 6.6. Dispersiones para los estados de D3 vs. la fase de α. De color rojo σx=σp para
el estado |ψs〉; azul indica σx=σp para el estado |ψa〉; negro es σx y verde σp para el estado

|ψtr〉. Para |α| = 1.

Las distribuciones de los tres grupos dependen solamente de la norma de α por lo
cual estas distribuciones no dependen del tiempo. Si tomamos en cuenta la evolución
determinada por el Hamiltoniano de oscilador armónico no habrá ningún cambio,
dado que |α| = |αe−iωt|.

De las expresiones (6.17), (6.18) y (6.19) se puede veri�car que la distribución
de fotones para los estados |ψ1〉, |ψ2〉 y |ψ3〉se tienen probabilidades diferentes de
cero cada tres números, es decir si n = 0 solo contribuye el estado |ψ1〉 y las demás
distribuciones son cero, para n = 1 la contribución diferente de cero viene del estado
|ψ2〉 y para n = 2 la distribución que es diferente de cero es la del estado |ψ3〉.

Para el grupo D3 se aplica el resultado de (6.20), (6.21) y (6.22) para los estados
simétrico y antisimétrico y traza respectivamente por lo cual hay contribuciones cada
seis números para los estados simétrico. Para el estado traza la estadística presenta
una contribución cero cada tres números empezando en n = 0.

Las grá�cas de las Figs. (6.7), (6.8) y (6.9) permiten suponer1 que los estados del
grupo C2 son eigenestados del cuadrado del operador de aniquilación, â2 y los estados
de C3 son eigenestados del operador â3. Además se puede probar que si aplicamos
el operador de aniquilación â a el estado par obtenemos un estado proporcional al
impar y viceversa.

1 Sin embargo puede ser fácilmente demostrado matemáticamente que lo son
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Figura 6.7. Distribución de fotones para los estados de C2, en rojo tenemos el estado impar
y en azul el estado par. Con α = 1 + 2i

En resumen en el caso del grupo C3 tenemos que dos números de fotones conse-
cutivos tienen una probabilidad cero y el siguiente número tiene una probabilidad
distinta de cero a partir de un número. De la misma forma que en el caso de C2 al
aplicar el operador â a uno de los estados de C3 obtenemos un estado proporcional
a otro de los estados de C3. Para el caso de D3 esto no se cumple.

6.1.5. Distribuciones de Wigner y de Husimi

6.1.5.1. Función de Wigner

La distribución de Wigner se de�ne mediante la Ec. (4.1), y para nuestros estados
cristalizados siguen la expresión general (6.10) que hemos utilizado para obtener la
grá�cas. Las expresiones de la función de Wigner son por lo general muy largas, por
lo que no se reportan en este trabajo

En las imágenes (6.10) y (6.11) podemos ver en comparativa la evolución temporal
de las funciones de Wigner para los estado par e impar de gato, las cuales giran
alrededor de su centro conforme el tiempo pasa y completan una vuelta cuando
el tiempo es múltiplo del periodo del oscilador armónico, en este trabajo se �jó la
frecuencia del oscilador ω = 1. También se observa un comportamiento cuántico en
estos estados dado que la función de Wigner presenta partes negativas que no se
presentan en la teoría clásica de las distribuciones de probabilidad. Para el estado
impar de C2 se presenta un pico negativo, este pico se encuentra localizado muy
cerca del origen. Ésto demuestra que para valores pequeños de x y p se presenta
mayor comportamiento cuántico para ese estado. Este comportamiento en el origen
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Figura 6.8. Distribución de fotones para los estado de C3, en azul tenemos el estado |ψ1〉,
en rojo el estado |ψ2〉 y en café el estado |ψ3〉. Con α = 1 + 2i

se pierde a medida que aumentamos el valor absoluto del parámetro α, ya que los
picos de la función de Wigner se presentan en una región más lejana al origen.

En la imágenes (6.12) a (6.16) que todos estos estados presentan características
cuánticas, debido a que la función de Wigner presenta partes negativas. Estas grá-
�cas presentan un comportamiento diferente a medida que se decrece el valor del
parámetro α. Al hacer α pequeña, todas las grá�cas presentan picos en puntos muy
cercanos al origen, en esos casos, el sistema esta muy localizado y a medida que
aumentamos α se presentan picos que forman �guras geométricas dependiendo del
grupo en cuestión. Para el grupo C2 se tienen dos picos dispuestos simétricamente
con respecto al origen con una franja de interferencia entre ellos. En el caso de todos
los estados de C3 se obtiene un triángulo equilátero cuyo centro pasa por el origen y
con picos de igual altura, también se presentan zonas de interferencia en los lados del
triángulo que forman los picos, dado el comportamiento parecido de las funciones de
Wigner solo se reporta la función para |ψ1〉. Por último para los estados simétrico y
antisimétrico de D3 se obtiene un hexágono, de igual forma centrado en el origen y
con franjas de interferencia entre los picos que están en los vértices del hexágono. Para
el estado traza tenemos un triángulo equilátero con picos de diferentes tamaños, uno
más grande que otros dos de igual altura. También se presentan zonas de interferencia
a lo largo de las líneas que unen a los vértices del triángulo.

Por lo tanto estos estados forman una �gura cerrada en el espacio fase cuyos lados
coinciden con el número de estados coherentes que forman la superposición, que en
el caso de C2 es una línea.

La oscilación muy fuerte que se presenta en algunos puntos del espacio fase y que
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Figura 6.9. Distribución de fotones para los estado de D3, en azul tenemos el estado simé-
trico, en rojo el estado antisimétrico y en anaranjado el estado traza. Con α = 7

t = 0 t = 0.4 t = 0.8

Figura 6.10. Función de Wigner para el estado par de C2 a diferentes tiempos

hacen que la función de Wigner tome valores negativos y positivos en una vecindad
pequeña del espacio fase se debe a la interferencia entre los estados que forman la
superposición.

6.1.5.2. Función de Husimi

Recordamos que la función de Husimi también es una función de cuasi-probabilidad
que se de�ne como la probabilidad de que el sistema caracterizado por un operador
densidad ρ̂ esté en el estado coherente |α〉 . Y cuya de�nición es

Q(α) =
1

π
〈α|ρ̂|α〉

que satisface las condiciones
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t = 0 t = 0.4 t = 0.8

Figura 6.11. Función de Wigner para el estado impar de C2 a diferentes tiempos

Figura 6.12. Función de Wigner para el estado par de C2 con α = 7i

∫
dα2Q(α) = 1 y 0 ≤ Q(α) ≤ 1

es decir la función Q(α) está normalizada y es una cantidad no negativa.
Mostramos las grá�cas correspondientes a las funciones de Husimi y del área de

dicha distribución para cada uno de nuestros estados

Vemos en las grá�cas (6.17) a (6.20) que para valores grandes de la norma de α
(como α = 7), cada función tiene el número de picos asociado al número de estados
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Figura 6.13. Función de Wigner para el estado impar de C2 con α = 7i

que forman la superposición; los cuales en todos los casos menos para el estado
traza, corresponden al número de elementos del grupo. Este comportamiento solo se
aprecia cuando la norma de α es grande, cuando dicha norma es pequeña se tiene que
la función de Husimi está muy localizada en el centro del espacio fase. Esto nos dice
que el sistema está más deslocalizado a manera que α crece. Asimismo tenemos la
misma observación para el caso de la función de Wigner que las �guras que se forman
en el espacio fase corresponde al número de estados que forman la superposición, para
el grupo C2 se forma una línea. Para C3 un triángulo con picos de igual altura y para
el grupo D3 un hexágono en los casos simétrico y antisimétrico y un triángulo con
picos de diferentes tamaños para el estado traza.

6.1.5.3. Área de la distribución de Husimi

El segundo momento de la función de Husimi es gra�cada en seguida
El área de los estados presenta un comportamiento parecido al del estado cohe-

rente cuando el parámetro α es cercano a cero, es decir el área de la distribución de
Husimi es igual a uno, salvo los casos donde el estado no esta bien de�nido como en
las Figs. (6.24), (6.26) y (6.27). Después el área presenta un salto y toma el valor
correspondiente al número de elementos que conforman la superposición para cada
estado: 2 para C2, 3 para C3 y 6 para los estado simétrico y antisimétrico y 2 para
el estado traza de D3, lo que esta ligado al fenómeno de deslocalización que sufren
estos estados. Cada pico en las funciones de Husimi representa un miembro de la
superposición por lo cual es de esperarse que cada uno de estos picos contribuya en
una unidad al área de la distribución.



Capítulo 6. Estados de Gato Cristalizados de Schrödinger 99

Figura 6.14. Función de Wigner para el estado |ψ1〉 de C3 con α = 7i

Por lo anteriormente visto podemos resumir hasta ahora que a través de los for-
malismos de Wigner y Husimi es posible ver fenómenos cuánticos en la superposición
de estados coherentes. Fenómenos como localización y compresión. Las funciones de
Wigner y Husimi son similares para estados del mismo grupo. Esto se vuelve más
evidente para valores grandes de α. La distribución de Husimi presenta un número
de picos que es consistente con el número de elementos de la superposición del grupo.
El estado par del grupo C2 presenta compresión.

6.1.5.4. Distribuciones Marginales

Como hemos presentado en el Capítulo 4, la integración de la función de Wigner
en alguna de las variables (x, p) nos permite obtener las distribuciones en la variable
conjugada. Presentamos las grá�cas de dichas distribuciones.

Las �guras que representan la evolución temporal de las marginales nos permiten
observar que existen probabilidades oscilatorias en el espacio fase. Recordemos que
las funciones de Wigner para los estados de C2 tienen dos picos simétricos y una parte
de interferencia en el centro Figs. (6.12) y (6.13). La función de Wigner al evolucionar
en el tiempo rota casi de forma rígida, lo cual hace que las probabilidades en ambas
variables cambie en el tiempo como vemos en la Fig. (6.28) .

Podemos concluir de estas grá�cas que la parte central de las funciones de Wigner
no contribuye a las marginales; además cuando los picos están alineados con alguno
de los ejes, ya sea x o p las marginales presentan máximos, y la probabilidad se
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Figura 6.15. Función de Wigner para el estado simétrico de D3 con α = 7

vuelve la unidad en la variable donde se alinean los picos. También se observa que
las marginales son periódicas con periodo 2π.

Además existe un desfasamiento en ambas marginales que es el resultado del
principio de incertidumbre de Heisenberg, ya que P (x) alcanza el máximo cuando
P (p) presenta dos picos de igual altura y alejados uno del otro, lo cual resulta en la
indeterminación de la variable p.

Para los estados del grupo C3 tenemos algo semejante a lo obtenido en el grupo
C2, tenemos ahora tres curvas cruzándose. Estas curvas corresponden a los tres picos
en forma de triángulo de la Fig. (6.14) de la función de Wigner, de nuevo cuando
dos picos se alinean en uno de los ejes se presenta un máximo en la probabilidad.
Es importante señalar que no es posible que los tres vértices del triángulo estén
alineados, por lo tanto la probabilidad no puede ser uno, y las tres curvas en las
marginales no pueden cruzarse al mismo tiempo. Para los tres estados de C3 se tiene
el mismo comportamiento.

Por último para los estados del grupo D3 se obtienen grá�cas complicadas en
estructura para los casos simétrico y antisimétrico, donde existen cruces de seis curvas
correspondientes a los vértices del hexágono que se observa en las Figs. (6.15), cuando
dos de estos picos coinciden en un mismo eje tenemos un máximo en la probabilidad.
Es interesante ver que para el estado traza tenemos un comportamiento muy similar
al que observamos para el caso de C3 ya que tenemos solo tres picos en la función de
Wigner correspondiente. También dado que los picos tienen una altura diferente, la
curva presenta una asimetría en sus ejes.
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Figura 6.16. Función de Wigner para el estado traza de D3 con α = 7

Figura 6.17. Función de Husimi para el estado par de gato con α = 7i
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Figura 6.18. Función de Husimi para el estado |ψ1〉 de C3 con α = 7i

Figura 6.19. Función de Husimi para el estado simétrico de D3 con α = 7
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Figura 6.20. Función de Husimi para el estado traza de D3 con α = 7

Figura 6.21. Inverso del segundo momento para el estado par
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Figura 6.22. Inverso del segundo momento para los estados de Fock |n〉

Figura 6.23. Inverso del segundo momento para el estado |ψ1〉 de C3
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Figura 6.24. Inverso del segundo momento para el estado |ψ2〉 de C3

Figura 6.25. Inverso del segundo momento para el estado simétrico de D3
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Figura 6.26. Inverso del segundo momento para el estado antisimétrico de D3

Figura 6.27. Inverso del segundo momento para el estado traza de D3
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Figura 6.28. Evolución temporal de la distribución marginal P (x) para el estado impar
de C2, para α = 7i, para la distribución de probabilidad en la variable p se obtiene un

comportamiento similar sólo que desfazado en el tiempo

Figura 6.29. Evolución temporal de la distribución marginal P (x) para el estado |ψ1〉 de
C3, para α = 7i, para la distribución de probabilidad en la variable p se obtiene un com-

portamiento similar sólo que desfazado en el tiempo
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Figura 6.30. Evolución temporal de la distribución marginal P (x) para el estado |ψa〉 de
D3, para α = 7, para la distribución de probabilidad en la variable p se obtiene un com-

portamiento similar sólo que desfazado en el tiempo

Figura 6.31. Evolución temporal de la distribución marginal P (x) para el estado |ψtr〉
de D3, para α = 7, para la distribución de probabilidad en la variable p se obtiene un

comportamiento similar sólo que desfazado en el tiempo



Capítulo 7

Generación de Estados de Gato de
Schrödinger

En los últimos años se han propuesto varios métodos para la generación de super-
posiciones macroscópicas de estados. Las cuales van desde la utilización de propieda-
des no lineales como en el llamado medio de Kerr hasta modelos donde se consigue
la superposición mediante la evolución temporal de un átomo dentro de un campo
eléctrico.

A continuación abordaremos uno de dichos métodos.

7.1. Átomo de Dos Niveles en una Cavidad.

Banacloche [27, 29, 34] establece la evolución de la matriz densidad reducida
perteneciente a un campo monomodal dentro de un sistema de un campo y un átomo
de dos niveles (|g〉 el estado base y |e〉 el estado excitado) en una cavidad. La evolución
temporal de dicho sistema nos lleva de un estado coherente a una superposición de
estados (estado par de gato) en un tiempo dado. Esto se logra dado que la matriz
reducida del campo al tiempo t presenta una evolución no unitaria como veremos a
continuación

El Hamiltoniano del sistema es la suma de las contribuciones del átomo y el
campo que hemos visto en el capítulo 5. Despreciando el término del cuadrado del
potencial vectorial Â2 y en la aproximación de onda rotante

Ĥ = ωF (â†â+
1

2
) +

1

2
ωAσ̂3 + λ(σ̂+â+ σ̂−â

†) (7.1)

donde ωF es la frecuencia del campo, ωA es la diferencia de energía de los dos niveles

atómicos, λ = e
(

2π~
ωFV

)1/2

ωA (r)12 ·e1 es la constante de acoplamiento entre el campo

y el átomo.
De�nimos el operador

Λ̂ = n̂+
σ̂3

2
+

1

2
, (7.2)

este operador Λ̂ conmuta con el Hamiltoniano y con la parte de interacción átomo-campo,
es decir
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[
Λ̂, Ĥ

]
= 0,[

Λ̂, σ̂+â+ σ̂−â
†
]

= 0.

Despejando el operador σ̂3/2 mediante la Ec. (7.2) el Hamiltoniano puede escri-
birse

Ĥ =

(
n̂+

1

2

)
(ωF − ωA) + ωAΛ̂ + λ

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) . (7.3)

Si suponemos que la frecuencia de campo está en resonancia con la diferencia de
energías del átomo tendremos

Ĥ = ωAΛ̂ + λ
(
σ̂+â+ σ̂−â

†) , (7.4)

donde ambos sumandos del Hamiltoniano conmutan por lo que el operador de evo-
lución del sistema es la multiplicación de las exponenciales de ambos términos

Û = exp(−iĤt) = e−iωAΛ̂te−iλ(σ̂+â+σ̂−â†). (7.5)

Trabajaremos con el primer multiplicando de este operador. En la base del átomo
{|e〉 , |g〉} tenemos que el operador Λ̂ se escribe

Λ̂ = n̂+
σ̂3

2
+

1

2
=

(
n̂+ 1 0

0 n̂

)
, (7.6)

también tenemos

λ(σ̂+â+ σ̂−â
†) =

(
0 λâ
λâ† 0

)
, (7.7)

donde hemos tomado que la representación de los estados es

|e〉 =

(
1
0

)
, |g〉 =

(
0
1

)
. (7.8)

Puede demostrase que las potencias de la matriz (7.7) puede escribirse como sigue

e−iλ(σ̂+â+σ̂−â†)t =

(
cos(λt

√
n̂+ 1) −iâ sin(λt

√
n̂)√

n̂

−iâ† sin(λt
√
n̂+1)√

n̂+1
cos(λt

√
n̂)

)
(7.9)

La otra exponencial de la Ec. (7.5) queda de la siguiente forma

e−iωAΛ̂t =

(
e−ωA(n̂+1)t 0

0 e−ωAn̂t

)
(7.10)



Capítulo 7. Generación de Estados de Gato de Schrödinger 111

Por lo que el operador de evolución temporal queda

Û =

(
e−ωA(n̂+1)t cos(λt

√
n̂+ 1) −ie−ωA(n̂+1)tâ sin(λt

√
n̂)√

n̂

−ie−ωAn̂tâ† sin(λt
√
n̂+1)√

n̂+1
e−ωAn̂t cos(λt

√
n̂)

)
. (7.11)

Considerando el estado inicial general

|ψ(0)〉 = (a |e〉+ b |g〉) |α〉 , (7.12)

donde escribimos el estado coherente en términos de los estados de Fock |α〉 =∑∞
n=0 cn |n〉 con cn = exp(− |α|2 /2)αn/

√
n!. Encontramos que al actuar con el ope-

rador Û se obtiene el estado

|ψ(t)〉 = Û |ψ(0)〉 =
∞∑
n=0

(γn |e〉+ δn |g〉) |n〉 , (7.13)

con

γn = (a cn cos(λt
√
n+ 1)− ib cn+1 sin(λt

√
n+ 1))e−iωA(n+1)t,

δn = (b cn cos(λt
√
n)− ia cn−1 sin(λt

√
n))e−iωAnt. (7.14)

Como |ψ(t)〉 está normalizado, se sigue la propiedad de

∞∑
n=0

(|γn|2 + |δn|2) = 1. (7.15)

La matriz densidad del sistema al tiempo t

ρ̂(t) = |ψ(t)〉 〈ψ(t)| =
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γn |e〉+ δn |g〉)(γ∗n′ 〈e|+ δ∗n′ 〈g|) |n〉 〈n′| (7.16)

se subraya que la dependencia temporal está en las variables γn, γ∗n′ , δn y δ
∗
n′ .Para

obtener la matriz reducida para el campo tenemos que trazar sobre la base atómica.
Esta operación está ligada a medir el estado cuántico del átomo de forma que no se
vea afectado el campo. Lo cual veremos hará que nuestro campo tenga una evolución
no unitaria. La matriz reducida del campo electromagnético es

ρ̂F =
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′) |n〉 〈n′| (7.17)

Esta matriz densidad en general representa un estado mixto como veremos a
continuación.
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Figura 7.1. Traza del cuadrado del operador densidad en función del tiempo. Para α=7,
a=1, b=0

7.2. Traza del Cuadrado del Operador Densidad.

Ahora estudiaremos varias de las propiedades de la matriz densidad de nuestro
campo electromagnético. Primero abordaremos la traza del cuadrado del operador
densidad para observar para que tiempos nuestro estado es un estado puro y cuando
es mixto. Ya que recordemos que se tiene que cumplir la siguiente propiedad.

Tr(ρ̂2)

{
< 1 estado mixto

= 1 estado puro

Además esta cantidad está relacionada con la entropía lineal S = 1 − Tr(ρ̂2)
del sistema, la cual es a su vez una aproximación de la entropía de von Neumann
S = −Tr(ρ̂ log(ρ̂)).

La traza puede obtenerse fácilmente de la Ec. (7.17) dando como resultado

Tr(ρ̂2
F ) =

(
∞∑
n=0

|γn|2
)2

+ 2
∞∑
n=0

∞∑
m=0

γnδ
∗
nγ
∗
mδm +

(
∞∑
n=0

|δn|2
)2

(7.18)

la cual gra�camos a continuación para varios casos de a y b
Como podemos observar en la grá�cas (7.1) a (7.8), para casi todos los casos de

a y b se tiene un comportamiento oscilatorio en la traza. A la mitad del tiempo de
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Figura 7.2. Traza del cuadrado del operador densidad en función del tiempo. Para α=7,
a=1, b=0
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Figura 7.8. Traza del cuadrado del operador densidad en función del tiempo. Para α=7,
a = 0, b = 1

resurgimiento (tR/2 = π |α| /λ ∼ 22, por simplicidad se �jó λ = 1), tenemos que el
estado es casi un estado puro. Lo cual es demostrado por Banacloche.

Sin embargo para el caso particular de a = b = 1/
√

2 este comportamiento no se
presenta en vez de esto vemos que el estado puro inicial tarda en convertirse en un
estado mezcla (ver Fig. (7.3)).

También podemos notar que no importando el estado inicial del átomo que de�nen
los valores de a y b, después de un cierto tiempo llegamos a que el estado del campo
se convierte en una mezcla estadística, dado que la Tr(ρ̂2) llega al valor de 1/2.

El comportamiento de las curvas cuando el estado atómico inicial es el estado
excitado |e〉 es prácticamente el mismo que cuando inicialmente está en el estado
base |g〉.

7.3. Estadística de Fotones e Inversión de Población

Siendo que para la mitad del tiempo de resurgimiento tenemos un estado muy
parecido a un estado puro. Veremos la distribución de fotones para ese tiempo de
nuevo para varios casos de a y b. La probabilidad de obtener exactamente l fotones
en nuestro campo es

Pl(t) = 〈l|ρ̂F |l〉 =
(
|γl|2 + |δl|2

)
, (7.19)
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Figura 7.9. Distribución del número de fotones. Para α=7, a=1, b=0

esta es una función del tiempo y del número de fotones. Las grá�cas de la dependencia
en el número de fotones de esta probabilidad es gra�cada para un tiempo la mitad
del tiempo de resurgimiento

Vemos (Figs. (7.9) a (7.12)) que para este tiempo el comportamiento en la pro-
babilidad es bastante parecida a la que encontramos para el estado par de gato
donde solo contribuyen los estados con un número de fotones par y la probabilidad
de un número de fotones impar es casi nula. Por lo cual podemos sospechar que
la evolución de nuestro estado coherente lleva a un estado de gato en determinado
tiempo, la mitad del tiempo de resurgimiento.

También vemos que esta aseveración es válida solo para estados que evolucionaron
de un estado inicial cuya parte atómica es uno de los dos estados de la base, el
estado excitado o el estado base. En el caso de un estado inicial atómico como
una superposición, el comportamiento no es tan parecido al de la estadística de
fotones del estado par de gato. Teniendo un comportamiento límite, de nuevo, cuando
a = b = 1/

√
2. Congruente con lo visto en la subsección anterior.

La inversión de población es el valor esperado del operador Ĵz el cual en este caso
está dado por

〈
Ĵz

〉
=

1

2

∞∑
n=0

(
|γn|2 − |δn|2

)
(7.20)
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Figura 7.12. Distribución del número de fotones. Para α=7, a = 0, b = 1

la cual se grá�ca

Podemos ver que la inversión de población es cero en un gran intervalo de tiempo
hasta el tiempo de resurgimiento en el cual se recupera la oscilación que se presenta
en un inició. En un principio al ser a = 1, tenemos que el estado inicial del átomo es
el estado base. Lo cual se re�eja en que a t = 0 la inversión de población es 1/2

Para este caso tenemos el mismo comportamiento que en el caso anterior en el
cual la inversión de población es cero en un intervalo donde cae la mitad del tiempo
de resurgimiento. Las oscilaciones presentadas al inicio se recuperan cada vez en
menor medida en los tiempos múltiplos del tiempo de resurgimiento. Hasta un límite
donde las oscilaciones se hace cada vez más ruidosas
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Para el estado con el mismo peso Fig. (7.18) observamos que en el tiempo de
resurgimiento se encuentra un nodo en las oscilaciones dado que en un inicio la in-
versión de población es también cero. A grandes rasgos no existe un comportamiento
muy diferente entre las grá�cas correspondientes a los tres casos.

Donde observamos que el promedio es cero para la mitad del tiempo de resurgi-
miento por lo cual existe la misma probabilidad de encontrar al átomo en su estado
base que en su estado excitado. Este fenómeno se da para cualquier estado inicial, lo
cual podemos corroborar en todas las �guras ((7.13) a (7.18)).

7.4. Función de Husimi para el Campo

Para determinar la localización del estado y ver si efectivamente hay un com-
portamiento similar al del estado de gato. Evaluaremos la función de Husimi para
nuestra matriz densidad reducida. Para ello tenemos que obtener la función

Qρ̂F =
1

π
〈β|ρ̂F |β〉 =

1

π
e−|β|

2
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′)

β∗nβn
′

√
n!n′!

(7.21)

haciendo el mapeo al espacio fase, donde β = (x+ ip)/
√

2 tenemos

Qρ̂F (x, p; t) =
1

π
e−(x2+p2)/2

∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′)

(x− ip)n(x+ ip)n
′

2(n+n′)/2
√
n!n′!

(7.22)

donde de nuevo la dependencia temporal está en las variables γ y δ. Que cumple con
la condición de normalización

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dpQρ̂F (x, p; t) = 1,

la cual es sencilla de demostrar, utilizando coordenadas polares, esto es x = ρ cosφ,
p = ρ sinφ.

En cada una de las �guras 7.19, 7.20, 7.21, 7.22 y 7.23 se presentan las grá�cas
de la función de Husimi para los tiempos t = 0, t = tR/4, t = tR/2, t = 3tR/4 y
t = tR, respectivamente

Observamos que para t = 0 (Fig. (7.19)) el comportamiento de la función de Hu-
simi es el de una Gaussiana, distribución que corresponde a la de un estado coherente
resultado que se esperaba.

A un cuarto del tiempo de resurgimiento (Fig. (7.20)) la función de Husimi pre-
senta cuatro picos, este tiempo es justo donde la matriz densidad indica que el estado
es una mezcla estadística, es decir la Tr(p̂2) = 0.5
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Figura 7.19. Función de Husimi para el campo a t = 0, α = 7, a = 1, b = 0

Figura 7.20. Función de Husimi para el campo a t = tR
4 , α = 7, a = 1, b = 0
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Figura 7.21. Función de Husimi para el campo a t = tR
2 , α = 7, a = 1, b = 0

Figura 7.22. Función de Husimi para el campo a t = 3tR
4 , α = 7, a = 1, b = 0
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Figura 7.23. Función de Husimi para el campo a t = tR, α = 7, a = 1, b = 0

Para la mitad del tiempo de resurgimiento la grá�ca (7.21) de la función de
Husimi presenta dos picos y el comportamiento es similar a la función de Husimi
para el estado par de gato (Figura 6.5), solo que los picos están deformados y las
variables x y p corresponden a las variables p, x respectivamente en dicha �gura.

Para tres cuartos del tiempo (Fig. (7.22)) de resurgimiento volvemos a recuperar
los cuatro picos que teníamos en el caso de t = tR/4 por una cierta simetría que
existe en la traza del cuadrado de la matriz densidad. Sin embargo los picos son más
pequeños que antes los que indica que existe dispersión debido, como veremos a la
evolución no unitaria del sistema.

Finalmente para el caso en el tiempo de resurgimiento (Fig. (7.23)) vemos que
la función de Husimi recupera hasta cierto punto la forma que tenía a tiempo cero
con una rotación de 180° en el eje x. Aunque esta �gura tiene la propiedad de tener
un mínimo menor que la correspondiente grá�ca a t = 0 debido a como hemos
mencionado que la evolución del sistema es no unitaria.

Recordamos que el inverso del segundo momento (M−1
2 ) de las distribuciones

de Husimi y Wigner corresponden a una medida del área que dichas distribuciones
ocupan en el plano (x, p), dado que no podemos tener pseudo distribuciones de pro-
babilidad que sean puntuales en dicho plano, dado que deben de cumplir la relación
de incertidumbre de Heisenberg.
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Por otro lado, se puede obtener el segundo momento de la función de Husimi
integrando el cuadrado de la función Q en las variables del espacio fase.

M2 =
∑

n,n′,m,m′

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′) (γmγ

∗
m′ + δmδ

∗
m′)

(n+m)!√
n!n′!m!m′!

δn+m,n′+m′ (7.23)

con lo que podemos obtener el área de la distribución de Husimi en el espacio fase,
la cual se grá�ca enseguida
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Figura 7.24. M−1
2 de la función de Husimi en función del tiempo. Para α=7, a = 1, b = 0
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Figura 7.29. M−1
2 de la función de Husimi en función del tiempo. Para α=7, a = b = 1√

2

Como podemos ver (Figs. (7.24) a (7.29)) el área presenta un comportamiento
oscilatorio, cuyos mínimos locales corresponden a múltiplos del tiempo de resurgi-
miento. Sin embargo para un cierto tiempo estas oscilaciones se vuelven muy rápidas
y a partir de ese tiempo el área de la distribución empieza a disminuir. Para la mitad
del tiempo de resurgimiento se obtiene un área cercana a 2.5 que se aproxima al
área ocupada por un estado par de gato, para el cual el área es 2. Por esto podemos
aseverar que el comportamiento en el área del estado para ese tiempo es parecido al
del estado par de gato.

7.5. Función de Wigner para el Campo

Necesitamos evaluar la función de Wigner de la matriz densidad

ρ̂F =
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′) |n〉 〈n′|

por lo cual nos abocaremos a encontrar la matriz densidad del operador no diagonal
|n〉 〈n′|1, de estados de Fock. Para ello utilizaremos la siguiente de�nición de dichos
estados

1 Se presenta también una forma alternativa de obtener la función de Wigner para esta matriz
densidad en el apéndice C
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|n〉 =
1√
n!

∂n

∂αn
e|α|

2/2 |α〉 |α=0 (7.24)

Análogamente, tenemos

〈n′| = 1√
n′!

∂n
′

∂β∗n′
e|β|

2/2 〈β| |β∗=0 (7.25)

donde |α〉 y |β〉 son estados coherentes. Con lo cual la función de Wigner queda

W|n〉〈n′| =
(2π)−1

√
n!n′!

∂n

∂αn
∂n
′

∂β∗n′
e

(|α|2+|β|2)
2

∞∫
−∞

dξe−ipξ
〈
x+

1

2
ξ | α

〉〈
β | x− 1

2
ξ
〉
|α,β∗=0

(7.26)
puesto que se ha tomado ~ = 1. Se puede probar que〈

x|α
〉

=
1

π1/4
e−x

2/2+
√

2xα−α2/2−|α|2/2 (7.27)

por lo tanto la función de Wigner se escribe

W|n〉〈n′| =
(2π)−1

√
n!n′!

∂n

∂αn
∂n
′

∂β∗n′
1√
π

exp
{
−x2 +

√
2x(α + β∗)

}
exp

{
−α

2

2
− β∗2

2

}

×
∞∫

−∞

dξe
(−ip+ 1√

2
(α−β∗))ξ− 1

4
ξ2|α,β∗=0 (7.28)

solamente queda resolver la integral Gaussiana de lo cual se sigue

W|n〉〈n′| =
π−1

√
n!n′!

∂n

∂αn
∂n
′

∂β∗n′
e−x

2−p2e
√

2α(x−ip)+
√

2β∗(x+ip)−αβ∗ |α,β∗=0. (7.29)

Derivando con respecto a α, después utilizando la regla de Leibnitz2 para la
derivada de un producto, para realizar las derivadas con respecto a β∗ y �nalmente
evaluando α = β∗ = 0 tenemos que

W|n〉〈n′| =
1

π
e−x

2−p2
n′∑
s=0

√
n!n′!(−1)s

(n′ − s)!(n− s)!s!
(
√

2(x+ ip))n
′−s(
√

2(x− ip))n−s (7.30)

2 dn

dxn [A(x)B(x)] =
∑n

s=0

(
n
s

)
dn−s

dxn−sA(x) ds

dxsB(x)
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Se hace notar que en el caso de n′ = n es posible obtener de la Ec. (7.30) el
resultado

W|n〉〈n| =
1

π
e−x

2−p2(−1)nLn(2(x2 + p2)) (7.31)

la función de Wigner para un estado de Fock, donde Ln son los polinomios de Lague-
rre. De este resultado se obtiene que la función de Wigner para el operador densidad
del campo es

Wρ̂F =
1

π
e−x

2−p2
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′)

n′∑
s=0

√
n!n′!(−1)s

(n′ − s)!(n− s)!s!
(
√

2(x+ip))n
′−s(
√

2(x−ip))n−s

(7.32)
utilizando la relación

n′∑
s=0

(
n
s

)(
n′

s

)
qss! = (−q)n

′
U

(
−n′, 1− n+ n′,−1

q

)
(7.33)

donde la función U es la función hipergeométrica con�uente, se obtiene que

Wρ̂F =
1

π
e−x

2−p2
∞∑
n=0

∞∑
n′=0

(γnγ
∗
n′ + δnδ

∗
n′)

1√
n!n′!

(
√

2(x+ ip))n
′
(
√

2(x− ip))n

(2(x2 + p2))n

×U
(
−n, 1− n− n′, 2(x2 + p2)

)
(7.34)

es fácil demostrar que cumple con la relación de normalización, haciendo uso del
teorema de binomio y de la Ec. (7.15), se obtiene

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dpWρ̂F (x, p; t) = 1

A continuación mostramos las grá�cas de la función de Wigner para varios tiem-
pos, t = 0 en la Fig. 7.30, t = tR/4 en la Fig. 7.31, t = tR/2 en la Fig. 7.32, t = 3tR/2
en la Fig. 7.33 y t = tR en la Fig. 7.34. Se utilizaron los valores α = 7, a = 1 y b = 0
para el estado inicial

Observamos en t = 0 (Fig. 7.30) una función Gaussiana que corresponde a la fun-
ción de Wigner para un estado coherente. Por lo cual no presenta comportamientos
cuánticos lo que se traduce en que la función de Wigner siempre es positiva.

Para t = tR/4 (Fig. (7.31))se presentan seis picos, esto nos indica una deslo-
calización del sistema, dos de estos picos presentan partes negativas. Aquí vemos
que el comportamiento cuántico de la matriz densidad para el campo empieza a
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Figura 7.30. Función de Wigner para el campo a t = 0, α = 7, a = 1, b = 0

Figura 7.31. Función de Wigner para el campo a t = tR
4 , α = 7, a = 1, b = 0
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Figura 7.32. Función de Wigner para el campo a t = tR
2 , α = 7, a = 1, b = 0

Figura 7.33. Función de Wigner para el campo a t = 3tR
4 , α = 7, a = 1, b = 0
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Figura 7.34. Función de Wigner para el campo a t = tR, α = 7, a = 1, b = 0

manifestarse. También podemos ver que estos picos tienen máximos muy pequeños
con respecto a el único máximo en t = 0.

En la mitad del tiempo de resurgimiento observamos en la imagen (7.32) tres
picos y con máximos mayores que aquellos seis de la grá�ca 7.21. Recordando que la
mezcla estadística de estado converge a un estado puro para este tiempo.

Para t = 3tR/4 (Fig. 7.33) recuperamos los seis picos, sin embargo esta vez
tenemos que están casi superpuestos y con máximos algo menores a los que teníamos
en t = tR/4 debido de nuevo a la evolución no unitaria presentada por el sistema.

Finalmente para el tiempo de resurgimiento, la grá�ca (7.34) de la función de
Wigner recupera en cierta grado la forma Gaussiana que se tiene a t = 0, tal y como
se observaba en la función de Husimi; salvo que en este caso aun se presenta una
pequeña parte negativa de la función de Wigner. También observamos que existe la
misma rotación de 180° en el eje x entre esta última grá�ca y la función de Wigner
a t = 0 que también se tiene en la función de Husimi.

De estas grá�cas podemos observar que para la mitad del tiempo de resurgimiento
t = 7π ∼ 22 unidades se presenta un comportamiento similar de la función de Wigner
para el campo y un estado par de gato de Schrödinger con el mismo valor para el
parámetro α = 7. Sin embargo si comparamos estas dos funciones vemos que están
rotadas 90° una con respecto de la otra. En otras palabras el eje x en una grá�ca
corresponde al eje p de la otra grá�ca. Esto puede solucionarse de la forma aprendida
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Figura 7.35. Función de Wigner para el campo con α = 7i

en el Capítulo 6. En el caso del oscilador armónico la evolución temporal de un estado
de gato se obtiene mediante la sustitución de α → αeiωt donde ω es la frecuencia
angular del oscilador. El efecto de esta sustitución es la de rotar la función de Wigner
en el espacio fase en función del tiempo, sin deformar la grá�ca, y el ángulo rotado
equivale al valor de ωt como se puede esperar

Con esto en mente podemos rotar un ángulo de 90° sustituyendo α = 7 por
α′ = 7eiπ/2 = 7i en el estado par de gato y comparamos de nuevo las dos funciones
de Wigner en la Fig. 7.35

Podemos observar que estas dos funciones ((7.35) y (7.36)) ahora coinciden de
forma bastante aceptable, sin embargo aun se puede hacer más y es comparar el
traslape entre el estado par de gato y la matriz densidad para el campo eléctrico con
t = 7π, es decir calcular la probabilidad

Traslape =
〈
α+

∣∣∣ρ̂F ∣∣∣α+

〉
(7.35)

El cual podemos observar Fig (7.37) que para el tiempo requerido toma un valor
de aproximadamente 0.75, es decir que la probabilidad de que el estado par de gato
y la matriz densidad del campo coincidan para ese tiempo es del 75%. Este valor es
justo en la mitad del tiempo de resurgimiento y decae muy rápido en medida que
nos alejamos de dicho tiempo. Por lo que ahora corroboraremos que algunas de las
propiedades de estos dos estados son muy semejantes

Con la estadística del número de fotones veremos las coincidencias entre estos
estados
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Figura 7.36. Función de Wigner para el estado par de gato con α = 7i

Figura 7.37. Traslape entre el estado par con α = 7i y la matriz densidad del campo con
α = 7
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Figura 7.38. Distribución del número de fotones n, los asteriscos corresponden al estado
par de gato con α = 7i y la línea con signos de suma corresponde a la matriz densidad del

campo con α = 7

La distribución de fotones de la Fig. (7.38) toma un comportamiento oscilatorio
en ambos casos. Sin embargo la distribución para el campo tiene la propiedad que
contiene una contribución mayor para los números de fotones pares mientras que los
números impares contribuyen en menor medida pero no es cero dicha contribución.
Para el estado par de gato como hemos mencionado anteriormente solo contribuyen
los números de fotones pares. Observamos que las colas de la distribución del campo
son aquellos que no se apegan a lo previsto en el estado par y por ello no tenemos
un 100% de coincidencia entre nuestro estado y el estado par

Con estos resultados concluimos que las propiedades de la matriz densidad para
el campo a la mitad del tiempo de resurgimiento son bastante parecidas con las de
un estado par de gato de Schrödinger, sin embargo di�eren en el valor del parámetro
α

De la misma forma que obtuvimos el segundo momento de la función de Husimi,
podemos obtener el segundo momento de la función de Wigner

M2 =
∑

n,n′,m,m′

En,n′,m,m′
n′∑
s=0

m′∑
s′=0

(−1)s+s
′
(n+ n′ − s− s′)!

(n− s)!(n′ − s)!(m− s′)!(m′ − s′)!
1

s!s′!
(7.36)

donde
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En,n′,m,m′ =
1

π
(γnγ

∗
n′ + δnδ

∗
n′) (γmγ

∗
m′ + δmδ

∗
m′)
√
n!n′!m!m′!δm+m′,n+n′ (7.37)

con lo que podemos obtener el área de la distribución de Wigner en el espacio fase, sin
embargo podemos señalar que la grá�ca del segundo momento de Wigner corresponde
a la grá�ca de Tr(ρ̂2

F ) como hemos establecida en el Capítulo 4.



Capítulo 8

Conclusiones

Hemos dado un breve repaso de las características cuánticas de la luz que signi-
�caron el nacimiento de la óptica cuántica. La cual se ha desarrollado enormemente
en los últimos años. Tanto teórica y experimentalmente los avances son bastante
signi�cativos y las aplicaciones muy variadas.

Para mostrar el manejo cuántico de la teoría electromagnética se resolvió el pro-
blema de un campo sin fuentes en el vacío con condiciones a la frontera periódicas. Lo
cual nos llevo a que la energía de dicho sistema puede ser escrita en términos discretos
de energías de osciladores armónicos, esto nos da una forma de cuantización de la
energía. Exhibimos que este problema puede describirse por medio de operadores de
campo que posteriormente de�nieron operadores de la mecánica cuántica. Se puso
en evidencia la importancia de la energía que tiene el vacío y se hizo notar que este
campo sólo puede aparecer en un tratamiento cuántico de la luz y que dicho campo
es importante para la consistencia de la teoría cuántica y que da lugar a fenómenos
experimentales antes no descritos con una teoría clásica.

Posteriormente se hizo una investigación sobre el formalismo de Wigner para la
mecánica cuántica que hace uso de la llamada distribución de Wigner. Se puede
solucionar cualquier problema cuántico obteniendo dicha función en el espacio fase
y en términos del tiempo, es decir una cosa similar a la que se tiene al solucionar
la ecuación de Schrödinger o la ecuación de Liouville. Sin embargo este formalismo
permite ver grá�camente, en algunos casos, fenómenos que interesan en el estudio de
la cuántica como es la compresión, el comportamiento de las dispersiones así como
si un estado cuántico tiene un comportamiento no clásico lo cual sucede cuando
la función de Wigner toma partes negativas. También desarrollamos el formalismo
de Husimi. Este formalismo comparte con el de Wigner algunas propiedades; sin
embargo enfatizamos que el área de esta última distribución se puede ligar a la
entropía del sistema y en general es más fácil de calcular.

Se obtuvieron los estados que portan la representación irreducible de los grupos
C2, C3 y D3. Y se encontraron las siguientes propiedades para cada grupo: Dispersio-
nes en el espacio fase, estadística de fotones, la función de Husimi, la distribución de
Wigner, el área de la distribución de Husimi y las distribuciones marginales. Además
de encontrar la evolución temporal de dichos estados en un Hamiltoniano de oscilador
armónico.
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Podemos concluir que los estados de gato de Schrödinger pueden presentar com-
presión y para los grupos analizados se encontró compresión en el estado par del
grupo cíclico C2. Esta compresión se da solamente para ciertos valores de la fase del
parámetro complejo α.

Las estadística de fotones que presentan dichos estados es oscilatoria y se puede
demostrar que los grupos cíclicos de n elementos son eigenvectores del operador de
aniquilación ân con eigenvector en general complejo. Por lo cual la estadística de
fotones tiene distribuciones de un cierto número de fotones inicial módulo n.

La función de Husimi de estos estados se encuentra en una región muy localizada
para valores del parámetro α pequeños, esto se presenta para todos los casos anali-
zados. Sin embargo para valores de α mayores esta función se deslocaliza y presenta
un número de picos que es igual al número de elementos que forman la superposición
del estado. El área de dicha distribución es igual a la del estado coherente para α = 0
para los estados bien de�nidos en este límite, y es igual al número de elementos que
forman la superposición del estado cuando α crece. Esto es debido a que los estados
coherentes que conforman la superposición de cada estado se vuelven linealmente
independientes a medida que α crece, por lo cual cada uno actúa casi como un
estado independiente.

Las funciones de Wigner de estos estados presentan comportamientos cuánticos
al ser menor que cero en algunas regiones del espacio fase. De igual forma que para
la función de Husimi el comportamiento es muy similar para valores grandes de α,
donde se presenta un número de picos casi igual para estados del mismo grupo. Sin
embargo las partes negativas de las funciones pueden cambiar, el caso más drástico
es el del grupo C2, donde la función de Wigner para el estado impar presenta valores
negativos y para la función de Wigner del estado par no se presentan valores nega-
tivos para valores pequeños del parámetro α. Asimismo las funciones de Wigner se
encuentran muy localizadas en el espacio fase para valores pequeños de α y se des-
localiza conforme crece α. Las funciones de Wigner forman �guras que representan
las simetrías de los grupos cuando α tiene una norma grande. Obtuvimos una línea
para el caso del grupo C2, un triángulo en el caso del grupo C3 y un hexágono en el
caso del grupo D3 para los estados simétrico y antisimétrico y un triángulo para el
estado traza. Este fenómeno también se presenta para la función de Husimi.

El área de la distribución de Wigner es siempre la unidad, esto es debido a que
estamos trabajando con estados puros y el área de la función de Wigner de un estado
puro es siempre la unidad.

La evolución temporal de los estados de gato de Schrödinger cristalizados en
un Hamiltoniano de oscilador armónico con frecuencia ω se obtiene a partir de la
sustitución de los parámetros αr por el valor αre−iωt para todos los estados. El efecto
que tiene dicha evolución es la de rotar las distribuciones de Wigner y Husimi en el
espacio fase, preservando en gran medida su forma y su área dado que la evolución
es unitaria. En el caso de las �uctuaciones el efecto de esta evolución es el cambio
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de la dependencia en términos de la fase de α donde la fase efectiva es ahora θ − ωt
lo que causa que la compresión del sistema se presente para valores de θ diferentes
para cada tiempo

Por otro lado la estadística de fotones no presenta una dependencia del tiempo
ya que depende en general de la norma de α y no de su fase y dado que la norma de
|α| = |αe−iωt|, el tiempo no se ve involucrado.

Otro de los temas relevantes de este trabajo es el desarrolló de una forma propues-
ta para generar estados de gato de Schrödinger que involucra un campo unimodal
dentro de una cavidad que interactúa con un átomo de dos niveles. Dicho sistema
está descrito por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Se solucionó la evolución temporal de un estado separable entre el átomo de dos
niveles y el campo electromagnético. Para el estado del átomo se tomó el estado
excitado y para el campo se eligió un estado coherente determinado por el parámetro
α. Se obtuvieron varías propiedades de la matriz densidad reducida para el campo
como son: la traza del cuadrado de la matriz densidad, la estadística de fotones, las
distribuciones de Wigner y de Husimi y el área de ambas distribuciones en el espacio
fase. Además de la inversión de población

Se encontró que el cuadrado de la matriz densidad admite un estado puro para la
mitad del tiempo de resurgimiento del sistema. Ésto para valores grandes de α, como
ejemplo se tomó el caso de α = 7. El cual se acerca mucho a un estado puro para
un tiempo t = 7π. Observamos que este comportamiento se presenta para diferentes
valores del estado inicial del átomo, salvo en un caso, que es cuando el átomo está
en un estado inicial con el mismo peso de los estados excitado y base. En dicho
estado, la traza del cuadrado del operador densidad se mantiene cerca de la unidad
y decrece lentamente hasta ser una mezcla estadística de estados que nunca vuelve
a recuperarse. Por lo cual la elección de los pesos de cada estado no es trivial.

La estadística de fotones nos hace ver que para tiempos cerca de la mitad del
tiempo de resurgimiento se presenta un comportamiento oscilatorio parecido al que
encontramos en el caso del estado par de gato de Schrödinger, sin embargo en este
caso los números de fotones impares contribuyen en pequeña medida, lo cual no se
presenta para el estado par de gato. El comportamiento se pierde a medida que nos
alejamos de dicho tiempo y en tal caso se obtiene una distribución parecida en forma
a una distribución Gaussiana.

La inversión de población nos dice que el estado en la mitad del tiempo de re-
surgimiento tiene una contribución igual de los estados base y excitado del átomo,
dado que esta propiedad es cero en ese tiempo, por lo cual es igual de probable que
el estado este en los dos estados, es decir está en una combinación con igual peso de
ambos estados.

La función de Husimi para el campo presentó comportamientos muy diversos a
diferentes tiempos; al tiempo cero obtuvimos un comportamiento de estado coherente
como era de esperarse. Este comportamiento se recuperó hasta cierto punto para
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el tiempo de resurgimiento. Sin embargo cambió radicalmente para un cuarto del
tiempo de resurgimiento donde se obtuvieron varios picos debido a que el campo se
encuentra en una mezcla estadística de estados en estos tiempos; dicho fenómeno
volvió a ocurrir a tres cuartos del tiempo de resurgimiento. Para la mitad del tiempo
de resurgimiento se obtuvo una función de Husimi parecida a la del estado par de
gato con α = 7, solo que deformada y rotada 90° con respecto al eje x del espacio
fase.

El área de la distribución de Husimi es una función que toma mínimos locales en
múltiplos del tiempo de resurgimiento esto es debido a que el sistema recupera cada
vez en menor medida, el comportamiento de un estado coherente en estos tiempos.
Puesto a que existe disipación por una evolución temporal no unitaria tenemos que
el área de dicha distribución crece, en tiempos intermedios a los múltiplos del tiempo
de resurgimiento. Para la mitad del tiempo de resurgimiento se obtiene un valor para
el área de 2.5 que se asemeja mucho al valor de 2 obtenido para el estado par de
gato.

La función de Wigner también tiene comportamientos diversos a diferentes tiem-
pos, para un tiempo cero se obtiene una función Gaussiana correspondiente al estado
coherente inicial. Dicho comportamiento también se recupera en menor forma para el
tiempo de resurgimiento donde aparece una pequeña parte negativa de dicha función
y presenta una rotación de 180° con respecto a la grá�ca del estado inicial. Para
los tiempos de un cuarto y tres cuartos del tiempo de resurgimiento tenemos una
estructura con picos debido también a la mezcla estadística que conforma el sistema.
Para la mitad del tiempo de resurgimiento tenemos una grá�ca parecida a la obtenida
para el estado par de gato con α = 7 deformada y rotada 90° con respecto al eje x,
tal y como en el caso de Husimi. Dicha diferencia se resolvió haciendo una rotación
del estado de gato en dicho eje de tal forma que se tenga α = 7i para el estado de
gato . Para lograr dicha rotación fue necesario utilizar lo aprendido en la evolución
de estados de gato en un Hamiltoniano de oscilador armónico.

Posteriormente comparamos el estado par de gato con α = 7i y la matriz densidad
para el campo con α = 7 mediante el traslape entre ambos. Lo cual nos da una
concordancia de 75% a la mitad del tiempo de resurgimiento. Dicha concordancia
también se corrobora mediante la comparación de las estadísticas de fotones cuyos
máximos son muy parecidos y solo di�eren en las colas de las distribuciones.

En este trabajo se pudieron corroborar las predicciones que se habían hecho acerca
del sistema de dos niveles en interacción con un campo electromagnético de una
cavidad. Mediante las funciones de Wigner y Husimi se pudo observar que existe una
fase entre el estado par de gato y el estado generado en la cavidad que de otra forma
podría pasar desapercibido. Si se hubiera comparado ambos estados con el mismo
parámetro α = 7 no se tiene una concordancia entre ambos sistemas.

También se corroboró que el segundo momento de la función de Wigner corres-
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ponde a la traza del cuadrado del operador densidad, sin embargo dichas grá�cas no
se incluyen en este trabajo.

Uno de los estudios que se realizarán posteriormente es observar el comportamien-
to de un sistema de varías partículas en el Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings.
De esta forma veremos las propiedades que surgen tanto para cada una de las partí-
culas como para el campo de radiación de nuestra cavidad.

Asimismo el modelo utilizado en este trabajo puede desarrollarse para el caso en
que las partículas tengan tres niveles de excitación. Lo cual implicaría que tengamos
tres diferentes frecuencias de excitación y enriquece de gran manera nuestro sistema
aunque de igual forma lo complica. Esto es debido a que el operador de evolución
asociado a este nuevo Hamiltoniano no podría ser separado en productos de expo-
nenciales, al menos no de forma trivial y tendríamos que trabajar en un espacio de
3× 3 dimensiones para los operadores de un átomo en vez de las 2× 2 dimensiones.

También se planea trabajar en un sistema que tenga un campo de radiación de
muchos fotones, esto es con varias potencias del operador de creación y aniquilación.
Tal y como se plantea en [28], para el caso de dos fotones. Se puede demostrar que
el procedimiento de [28] puede extenderse de forma sencilla para el caso general de
k fotones lo cual puede generar estados asociados que portan las representaciones
irreducibles de grupos cíclicos.



Apéndice A

Ecuaciones en el Espacio Fase

La forma de expresar la evolución en el espacio fase de la función de Wigner
y la función de Moyal, involucra transformadas de Fourier de términos asociados a
la energía cinética y potencial del Hamiltoniano. El propósito de este apéndice es
evaluar dichos términos.

A.1. Formulación del Problema

La ecuación de Liouville que satisface la distribución de Wigner queda escrita

∂W

∂t
= T + U , (A.1)

la cual determina la evolución temporal la función W
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los cuales resultan de los términos de la energía cinética y potencial del Hamiltoniano.

Por otra parte la función de Moyal satisface las siguientes dos ecuaciones
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donde la función de Moyal está de�nida como
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Esas dos ecuaciones que debe de satisfacer la función de Moyal pueden expresarse
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siendo de�nidas las cantidades
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para la energía cinética y
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la parte de la energía potencial.

A.2. Transformada de Fourier de los Elementos de Matriz

Para evaluar las cantidades T , U , T (±) y U (±) introducimos la transformada de
Fourier
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(
Â
)
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donde
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observamos que son los valores esperados del conmutador y anticonmutador de la
energía cinética con el operador Â. En los casos donde Â = ρ̂ y Â = |E ′′〉 〈E ′|
tenemos las relaciones

T = − 1
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De forma análoga para la energía potencial U (x)tenemos,
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y del conmutador y anticonmutador de la energía potencial U (x̂) con Â = ρ̂ y
Â = |E ′′〉 〈E ′|

U = − i
~
u(−) (ρ̂) (A.9)

y

U (±) = ±u(±) (|E ′′〉 〈E ′|) . (A.10)

A.3. Términos de la Energía Cinética

Iniciaremos con la evaluación de las cantidades t(±) las cuales originan los términos
de la energía cinética. De la representación del operador momento de la mecánica
cuántica tenemos que

〈x| p̂2 |ψ〉 = −~2 ∂
2

∂x2
〈x|ψ〉

la cual nos lleva a
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〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ p̂2 |ψ〉 = −~2 ∂2

∂(x− 1
2
ξ)2

〈
x+

1

2
ξ|ψ
〉

y a que

〈ψ| p̂2

∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
= −~2 ∂2

∂(x− 1
2
ξ)2

〈
ψ|x− 1

2
ξ

〉
Con lo cual podemos evaluar las variablesM(±)

M(±)(x, ξ) = −~2

[
∂2

∂(x+ 1
2
ξ)2
± ∂2

∂(x− 1
2
ξ)2

]〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
(A.11)

Realizamos los cambios de variables

x′′ = x+
1

2
ξ y x′ = x− 1

2
ξ

despejando tenemos

x =
1

2
(x′ + x′′) y ξ = x′′ − x′

con lo cual las derivadas parciales

∂

∂(x+ 1
2
ξ)

=
∂

∂x′′
=

∂

∂x

∂x

∂x′′
+

∂

∂ξ

∂ξ

∂x′′
=

1

2

∂

∂x
+

∂

∂ξ

∂

∂(x− 1
2
ξ)

=
∂

∂x′
=

∂

∂x

∂x

∂x′
+

∂

∂ξ

∂ξ

∂x′
=

1

2

∂

∂x
− ∂

∂ξ

Con lo cual calculamos las segundas derivadas

∂2

∂(x+ 1
2
ξ)2

=
1

4

∂2

∂x2
+

∂2

∂x∂ξ
+

∂2

∂ξ2

y

∂2

∂(x− 1
2
ξ)2

=
1

4

∂2

∂x2
− ∂2

∂x∂ξ
+

∂2

∂ξ2

Por lo que sustituyendo en la Ec. (A.11) se llega a

M(+) =

(
−~2

2

∂2

∂x2
− 2~2 ∂

2

∂ξ2

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
M(−) = −2~2 ∂2

∂ξ∂x

〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
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Las cuales se sustituyen en la Ec. (A.4) y se realiza una integración por partes,
dando como resultado

t(+) =

(
−~2

2

∂2

∂x2
− 2p2

)
1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
(A.12)

t(−) = −2i~p
∂

∂x

1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
(A.13)

Para �nalmente llegar a que

T = − p

M

∂

∂x
W

la cual se utiliza para obtener la ecuación de evolución para la función de Wigner.
De forma similar sustituyendo en la Ec. (A.7) se obtiene

T (+) = −
(
p2

M
+

~2

4M

∂2

∂x2

)
W|E′′〉〈E′| (A.14)

T (−) = −i~ p

M

∂

∂x
W|E′′〉〈E′| (A.15)

que son utilizadas para evaluar la evolución temporal de la función de Moyal.

A.4. Términos de la Energía Potencial

Para obtener los términos de la energía potencial tenemos que obtener los valores
las variables u(±). Dado que suponemos que la energía potencial es solo función del
operador de posición x̂, tenemos que

U(x̂) |x〉 = U(x) |x〉

por lo que llegamos a la relación

N (±) =

[
U(x+

1

2
ξ)± U(x− 1

2
ξ)

]〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
Utilizando una expansión en serie de Taylor

U(x± 1

2
ξ) =

∞∑
m=0

1

m!

dmU(x)

dxm
(±1

2
ξ)m
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de lo cual obtenemos que la suma

U(x+
1

2
ξ) + U(x− 1

2
ξ) = 2

∞∑
l=0

(i~/2)2l

(2l)!

d2lU

dx2l

(
−iξ

~

)2l

(A.16)

que solo depende de las derivadas pares del potencial. De la misma manera la resta
de los potenciales queda

U(x+
1

2
ξ)− U(x− 1

2
ξ) = −i~

∞∑
l=0

(i~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

(
−iξ

~

)2l+1

(A.17)

que solo depende de las derivadas impares. En este caso solo hay involucradas deri-
vadas del eigenvalor x del operador de posición. Por otro lado se hace notar que el
término (

−iξ
~

)s
=

ds

dps
e−ipξ/~

Por lo que �nalmente obtenemos que

u(+) = 2
∞∑
l=0

(i~/2)2l

(2l)!

d2lU

dx2l

∂2l

∂p2l

1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
y

u(−) = −i~
∞∑
l=0

(i~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1

1

2π~

∞∫
−∞

dξe−ipξ/~
〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ Â ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉

Con lo cual podemos evaluar los términos de energía potencial, sustituyendo en
la Ec. (A.9) tendremos

U =
∞∑
l=0

(−1)l(~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1
W (x, p) (A.18)

para la evolución de la función de Wigner y además

U (+) = 2
∞∑
l=0

(−1)l(~/2)2l

(2l)!

d2lU

dx2l

∂2l

∂p2l
W|E′′〉〈E′| (A.19)

y
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U (+) = −i~
∞∑
l=0

(−1)l(~/2)2l

(2l + 1)!

d2l+1U

dx2l+1

∂2l+1

∂p2l+1
W|E′′〉〈E′| (A.20)

Vemos en estas últimas expresiones que el término de la energía potencial depende
de las derivadas parciales de la función de Wigner con respecto al momento, cuantas
de ellas contribuyen, depende del potencial U(x) de nuestro sistema, en especí�co de
cuales derivadas del potencial son diferentes de cero.



Apéndice B

Programación

Para obtener las grá�cas de los capítulos 6 fue necesario realizar programas en
Mathematica, los cuales realizaban la evaluación las grá�cas de las distribuciones
de Wigner y Husimi para los estados de gato. De igual forma para la estadística de
fotones y las dispersiones en las cuadraturas.

En el capítulo 7 para la generación de los estados de gato, se realizaron programas
en Mathematica y en el lenguaje de programación C, esto último debido al tiempo
mayor que le toma a Mathematica evaluar las ecuaciones correspondientes.

En los programas en C fue necesario utilizar una precisión más grande que la doble
para algunos cálculos, esta precisión de�nida por el tipo de variables �long double�,
en una computadora con un procesador AMD Sempron 5200+ de 64 bits. Lo cual
requirió una migración exhaustiva de los programas que habían sido realizados como
prueba en una máquina de 32 bits.

Se observó que el error numérico aparecía con mucha facilidad ya que se compa-
raban números muy pequeños cercanos al �n de la precisión de la computadora, lo
cual hacía que explotaran dichos cálculos. Este problema fue resuelto tras depurar
el código, ya que se eliminaron dichos términos pequeños al realizar manipulaciones
secundarias de estos números.

Mathematica se utilizó para calcular las diferentes propiedades de los estados de
gato de Schrödinger.
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nmax = 31 

le, = 1, c. = 1, e. = 1}1 

la,[a_ ] I=a,a,[a_ ] I=li:xp[2*",*i/3]*a,a.[a_ ],=li:xp[ 4 *",*i/3]*a}1 

[

(a. [cz] * Conjugat .. [a. [cz]]) 
1 = SWII[ N[ e. * Conjugat .. [e.] * i:xp [a. [cz] * Conjugat .. [a. [cz]] _ .:...'-'c:. __ -"-"_--'-'-"-'-'C , 

(a.[cz] * Conjugat .. [a.[cz]]) III I 
' Ir, 1, nmax}, la, 1, nmax} 1 , 

, , 
x _ , p _ ] 1= N [ _ * ___ * sWII[e. * Conjugat .. [e.] * 2 * Ii:Xp[..f2 * a. [cz] 

'" N2[cz] 

Conjugat .. [a. [cz]] * (x + I * p) _ a. [cz] * Conjugat .. [a. [cz]] _ 
a.[cz] * Conjugat .. [a.[cz]] 

, 
a.[cz] * Conjugat .. [a.[cz]] I -'-"-'-__ '-=-_.:...:..:.c:.C _ (x * x + P * p) , , Ir, 1, nmax}, la, 1, nmax}jjl 

1= N[_'_ , __ ' __ * SWII[ [c. * Conjugat .. [e.] 
2 *'" N2[cz]' 

* Cd * Conjugat .. [c .. ] * 

I 
a. [cz] * Conjugat .. [a. [cz]] a .. [cz] * Conjugat .. [a .. [cz]] a. [cz] * Conjugat .. [a. [cz]] 

li:xp _ _ _ -'-'''-'--_....:.,.:----'..:..:.= , , , 
a., [cz] * Conjugat .. [a., [cz]] a. [cz]' Conjugat .. [a. [cz]]' a" [cz] I 

, , , , 
Conjugat,,[a., [cz]]' 

, • 
la. [cz] + ad [cz] + Conjugat .. [a. [cz]] + Conjugat .. [a .. [cz]] )' 

• 
la. [cz] + ad [cz] - Conjugat .. [a. [cz]] _ Conjugat .. [a .. [cz]] )' 

• • 
(Ia. [cz] - Conjugate[a. [cz]])' +2Ia., [cz] - Conjugate[a .. [cz]]} ') j), 

Ir, 1, nmax}, la, 1, nmax}, Ir1, 1, nmax}, la1, 1, nmax}jjl 

, = N[ __ ' __ * SWII[ [c. * Conjugat .. [c.] * Cd * Conjugat .. [ c.d * 
N2 [cz]' 

I 
_oC·C'_"C,_,_,_o_'O'CUog_O_'_oC'_":..:.'_"O'O' 

~, - , 
a.[cz] * Conjugat .. [a.[cz]] 

, 
a., [cz] * Conjugat .. [a., [cz]] a., [cz] * Conjugat,,[a., [cz]] 

, , • 
, 
-* (a.[cz] +a.,[cz]) * lConjugat .. [a.[cz]] , + Conjugat .. [a .. [cz]]} j), 

Ir, 1, nmax}, la, 1, nmax}, Ir1, 1, nmax}, la1, 1, nmax}jjl 

nmax = JI 

¡Cl = 1, c, = 1, c. = 1} 1 

¡., [. _ l ' = ., ., [. _ l . = Ii:xp[2 *,. * i I II *., . l [. _ l • = li:xp[ 4 * ,. * i I Jl * .)1 

[ 

( •• [gl * Conjug.t .. [ •• [gl]) 
N2 [g_l . =sum[N[ c.*Conjug.t,,[c.l * i:xp[ •• [g] *Conjug.t .. [ .... [g]l - 2 

( ·.[gl * Conjug.t .. [ •• [gl]) 1)1 1 
' Ir, 1, nmax) , ¡e, 1, nmax} 1 , 

, , 
W2 [g_, x_, p_l . = N [ - '" ___ * sum[c. * Conjug.t .. [c.] '" 2 * Ii:XP [..f2 ••• [a] * (x _ 1 '" p ) +..f2 * 

,. N2 [a] 

Conjug.t .. [ •• [al] * (x + 1 *p) - •• [al * Conjug.t .. [ • • [g]] -
•• [a] * Conjug.t .. [ •• [al] 

, 
•• [g] * Conjug.t .. [ • • [all ...:."-:.... __ :....=-_.:...:..:....:.~ - (x * x + p '" p ) ], Ir, 1 , nmax}, {., 1, nmax}]]1 , 

• = N [_'_ • __ ' __ * sum[ [c. * Conjug.t .. [c.] * c., * Conjug.t .. [c.d * 
2 *,. N2 [g]' 

1 
·.[gl *Conjugat .. [ .... [g]l • .,[g] *Conjugat .. [ • .,[g]] •• [g] * Conjug.t .. [ • • [al] 

li:xp _ _ _ ..:.;"'-_....:.,.:---'~= , , , 
•• , [gl * Conjugat,,[ •• , [g]] a. [g]' Conjugat .. [ .... [g]l' •• , [a]' 

, , , , 
Conjug.t .. [ .... , [a]]' 

, • 
( •• [al + • .,[al + Conjug.t.[ • • [g]] +conjug.t .. [ • .,[g]] )' 

• 
( • • [a] + a ., [al - Conjug.t .. [ •• [g]] - Conjug.t. [ • ., [g]] )' 

• • 
( • • [al - Conjug.te[a. [g]])' +2( • • ' [g] - Conjugate[ • ., [g]]) ') ]), 

Ir, 1 , nmax), ¡e, 1, nmax}, {rl, 1, nmax}, (. l , 1, nmax}]] 1 

• = N[ __ ' __ • sum[ [c. * Conjug.t. [c.] * c., * Conjugat,,[c.d * 
N2[g]' 

1 
_·C·C[_·C,_·_'_o_nojcuog_,_,_,C[_·O·C[_·~lO' 

~, - , 
•• [al * Conjug.t .. [ • • [g]] 

, 
•• , [gl * Conjugat,,[ •• , [g]] a ., [al * COnjug.t .. [ .... , [all 

, , • 
, 
- * ( •• [g] + • • , [g]) • (Con jug.t .. [ •• [al] , + Conjugat .. [ • ., [g]]) ]), 

Ir, 1, nmax), {e, 1, nmax} , {rl, 1, nmax} , {.l, 1 , nmax}]] 1 



Apéndice B. Programación 154

Para encontrar la función de Husimi se utilizó el siguiente programa en C:

#include<s td i o . h>
#include<math . h>
#include<complex . h>
double np=49.0;
double a=1.0 ;
double b=0.0;
double cn (double n4 ){
return (double )
pow( ( sq r t (np ) ) , n4 )/ sq r t ( exp ( lgamma(n4 +1 . ) ) ) ;
}
double cn1 (double n5 ){
return (double )
pow( ( sq r t (np ) ) , ( n5+1.))/ sq r t ( exp ( lgamma(n5 +2 . ) ) ) ;
}
double cn2 (double n6 ){
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double gy ;
i f ( n6>0.) gy=pow( ( sq r t (np ) ) , ( n6−1.))/ sq r t ( exp ( lgamma(n6 ) ) ) ;
else gy=0.0 ;
return (double ) gy ;
}
double complex gn (double n7 , double t1 ){
return

(double complex )
( a*cn ( n7 )* cos ( t1 * s q r t ( n7+1.))− I *b*cn1 ( n7 )* s i n ( t1 * s q r t ( n7+1. ) ) )* cexp(− I *( n7+1.)* t1 ) ;
}
double complex dn(double n8 , double t2 ){
return

(double complex )
(b*cn ( n8 )* cos ( t2 * s q r t ( n8))− I *a*cn2 ( n8 )* s i n ( t2 * s q r t ( n8 ) ) )* cexp(− I *n8* t2 ) ;
}
main ( ){
FILE * ar=fopen ( "hust0 . txt " , "w" ) ;
double n , n1 , s ;
double ix , ip ;

double t =0. ;
double complex r e s =0.0+0.0* I ;
double h=1.0/10 . ;
double x , p ;
double hx=1 ./10 . ;
double hp=1 ./10 . ;
double complex s1 ;
double pi =4.0* atan ( 1 . 0 ) ;
double complex E;

for ( i x =0. ; ix <=300.; i x +=1.){
for ( ip =0. ; ip <=300.; ip+=1.){
s1=0.0+0.0* I ;
x=−15.+ ix *hx ;
p=−15.+ip *hp ;
i f ( f abs (x)>0.01 | | f abs (p) >0.01){
for (n=0. ;n<=90.;n+=1.){
for ( n1=0. ; n1<=90.;n1+=1.){
E=(gn (n , t )* conj ( gn (n1 , t ))+dn(n , t )* conj (dn(n1 , t ) ) ) / pow( sq r t ( 2 . 0 ) , ( n+n1 ) ) ;
s1+=E*exp (−0.5*x*x−0.5*p*p)* exp(−np)*pow( sq r t ( x*x+p*p ) , n+n1 )* cos ( atan2 (p , x )* ( n1−n ) )/
sq r t ( exp ( lgamma(n1+1.))* exp ( lgamma(n+1 . ) ) ) ;
}
}
r e s=s1 / p i ;
f p r i n t f ( ar , " %l f  %l f  %l f \n" ,x , p , c r e a l ( r e s ) ) ;
}
}
}

Para obtener el área de la distribución de Husimi se utilizó el programa

#include<s td i o . h>
#include<math . h>
#include<complex . h>

long double np=10.0 ;
long double i f a c t o r i a l ( int p ) ;
long double a=1.0/ s q r t l ( 2 . ) ;
long double b=1.0/ s q r t l ( 2 . ) ;
long double complex cn ( int n4 ){
return expl (−np /2 . )* powl ( s q r t l (np ) , n4 )/ s q r t l ( i f a c t o r i a l ( n4 ) ) ;
}
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long double complex cn1 ( int n5 ){
return expl (−np /2 . )* powl ( s q r t l (np ) , n5+1)/ s q r t l ( i f a c t o r i a l ( n5+1)) ;
}
long double complex cn2 ( int n6 ){
long double complex xt ;
i f (n6>0)xt=expl (−np /2 . )* powl ( s q r t l (np ) , n6−1)/ s q r t l ( i f a c t o r i a l ( n6−1)) ;
else xt=0.0+0.* I ;
return xt ;
}
long double complex gn ( int n7 , long double t1 ){
return

( a*cn ( n7 )* c o s l ( t1 * s q r t l ( n7+1))− I *b*cn1 ( n7 )* s i n l ( t1 * s q r t l ( n7+1)))* cexp l (− I *( n7+1)* t1 ) ;
}
long double complex dn( int n8 , long double t2 ){
return

(b*cn ( n8 )* c o s l ( t2 * s q r t l ( n8))− I *a*cn2 ( n8 )* s i n l ( t2 * s q r t l ( n8 ) ) )* cexp l (− I *n8* t2 ) ;
}

main ( ){
FILE * ar=fopen ( "m_husimin10a1r2 . txt " , "w" ) ;
int n , n1 , n2 , n3 ;
int i ,max=20;
long double sd=0;
long double t =0.0 ;
long double complex r e s =0.0+0.0* I ;
long double h=50.0/1000 . ;
long double complex s1 , s2 , s3 , s4 ;
long double fa , p i =4.0* atan l ( 1 . 0 ) ;

for ( i =0; i <=1000; i++){
t=h* i ;
s1 =0.0+0.0* I ;
s2=0.0+0.0* I ;
s3=0.0+0.0* I ;
s4=0.0+0.0* I ;
for (n=0;n<=max ; n++){

for ( n1=0;n1<=max ; n1++){
for ( n2=0;n2<=max ; n2++){

for ( n3=0;n3<=max ; n3++){
i f ( n1+n3==n+n2 ){

fa =1.0/powl ( s q r t l ( 2 . ) , n+n1+n2+n3 ) ;
s1+=gn (n , t )* conj ( gn (n1 , t ) )* gn (n2 , t )* conj ( gn (n3 , t ) )* pi * expl (gammal ( 0 . 5* ( n+n1+n2+n3 )
+1.0))* f a / s q r t l ( i f a c t o r i a l (n)* i f a c t o r i a l ( n1 )* i f a c t o r i a l ( n2 )* i f a c t o r i a l ( n3 ) ) ;
s2+=gn (n , t )* conj ( gn (n1 , t ) )*dn(n2 , t )* conj (dn(n3 , t ) )* pi * expl (gammal ( 0 . 5* ( n+n1+n2+n3 )
+1.0))* f a / s q r t l ( i f a c t o r i a l (n)* i f a c t o r i a l ( n1 )* i f a c t o r i a l ( n2 )* i f a c t o r i a l ( n3 ) ) ;
s3+=dn(n , t )* conj (dn(n1 , t ) )* gn (n2 , t )* conj ( gn (n3 , t ) )* pi * expl (gammal ( 0 . 5* ( n+n1+n2+n3 )
+1.0))* f a / s q r t l ( i f a c t o r i a l (n)* i f a c t o r i a l ( n1 )* i f a c t o r i a l ( n2 )* i f a c t o r i a l ( n3 ) ) ;
s4+=dn(n , t )* conj (dn(n1 , t ) )*dn(n2 , t )* conj (dn(n3 , t ) )* pi * expl (gammal ( 0 . 5* ( n+n1+n2+n3 )
+1.0))* f a / s q r t l ( i f a c t o r i a l (n)* i f a c t o r i a l ( n1 )* i f a c t o r i a l ( n2 )* i f a c t o r i a l ( n3 ) ) ;
}

}
}

}
}
r e s=(s1+s2+s3+s4 )/ p i ;
f p r i n t f ( ar , " %Lf %Lf %Lf\n" , t , 1 . / c r e a l l ( r e s ) , c imagl ( r e s ) ) ;
}

f c l o s e ( ar ) ;
}
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long double i f a c t o r i a l ( int p){
return ( long double ) expl (gammal (p+1)) ;

}

Finalmente para obtener la función de Wigner del sistema se utilizó el siguiente
programa
#include<s td i o . h>
#include<math . h>
#include<complex . h>
#include<g s l / gsl_sf_hyperg . h>

double np=49.0;
double a=1.0 ;
double b=0.0;

double cn (double n4 ){
return (double ) pow( ( sq r t (np ) ) , n4 )/ sq r t (tgamma(n4+1 . ) ) ;
}
double cn1 (double n5 ){
return (double )pow( ( sq r t (np ) ) , ( n5+1.))/ sq r t (tgamma(n5+2 . ) ) ;
}
double cn2 (double n6 ){
double gy ;
i f (n6>0.) gy=pow( ( sq r t (np ) ) , ( n6−1.))/ sq r t (tgamma(n6 ) ) ;
else gy=0.0 ;
return (double ) gy ;
}
double complex gn (double n7 , double t1 ){
return

(double ) ( a*cn ( n7 )* cos ( t1 * s q r t ( n7+1.))− I *b*cn1 ( n7 )* s i n ( t1 * s q r t ( n7+1. ) ) )*
cexp(− I *( n7+1.)* t1 ) ;
}
double complex dn(double n8 , double t2 ){
return

(double ) ( b*cn ( n8 )* cos ( t2 * s q r t ( n8))− I *a*cn2 ( n8 )* s i n ( t2 * s q r t ( n8 ) ) )* cexp(− I *n8* t2 ) ;
}

main ( ){

FILE * ar1=fopen ( "wig_mathtr4 . txt " , "w" ) ;
double n , n1 , s ;
double i t , ix , ip ;

double t=M_PI* s q r t (np ) / 2 . ;
double complex r e s ;
double h=50 .0/100 . ;
double x=sq r t ( 2 .* np ) , p=0. ;
double hx=1 ./10 . ;
double hp=1 ./10 . ;
double complex s1 , s2 ;
double pi =4.0* atan ( 1 . 0 ) ;
double complex E;

for ( i x =0. ; ix <=300.; i x +=1.){
for ( ip =0. ; ip <=300.; ip+=1.){
s1=0.0+0.0* I ;
x=−15.+ ix *hx ;
p=−15.+ip *hp ;
i f ( f abs (x)>0.01 | | f abs (p) >0.01){
for (n=0. ;n<=91.;n+=1.){
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for ( n1=0. ; n1<=91.;n1+=1.){
E=(gn (n , t )* conj ( gn (n1 , t ))+dn(n , t )* conj (dn(n1 , t ) ) )*pow( sq r t ( 2 . 0 ) , ( n+n1 ) )*
pow( sq r t ( x*x+p*p ) , n+n1 )* cos ( atan2 (p , x )* ( n1−n ) )/
sq r t ( exp ( lgamma(n1+1.)+lgamma(n+1 . ) ) ) ;

s1+=E*pow ( 2 . * ( x*x+p*p) ,−n)* gsl_sf_hyperg_U(−n,1.−n+n1 , 2 . * ( x*x+p*p ) ) ;

}
}

r e s=exp(−x*x−p*p)* exp(−np)* s1 / p i ;
f p r i n t f ( ar1 , " %l f  %l f  %l f \n" ,x , p , c r e a l ( r e s ) ) ;

}

}
}

f c l o s e ( ar1 ) ;

}



Apéndice C

Función de Wigner para un operador con
estados de Fock

Se presenta una forma alternativa para obtener la función de Wigner para un
operador con estados de Fock (|n〉 〈n′|). En este caso la matriz densidad del sistema
es igual al operador en cuestión ρ̂ = |n〉 〈n′|. Sustituyendo en la de�nición de la
función de Wigner tenemos

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
,

W (x, p) =
1

2π~

∞∫
−∞

dξ exp

(
− i

~
p ξ

)〈
x+

1

2
ξ

∣∣∣∣ (|n〉 〈n′|) ∣∣∣∣x− 1

2
ξ

〉
. (C.1)

Recordando las eigenfunciones del oscilador armónico, en unidades donde ~ =
m = ω = 1

〈x|n〉 = ψn(x) =
1√
2
n

1√
n!

1
4
√
π
e−x

2/2Hn(x), (C.2)

donde Hn(x) son los polinomios de Hermite
De la Ec. (C.1), tenemos

W (x, p) =
1

2π

∞∫
−∞

dξ exp (−ip ξ)ψn(x+
1

2
ξ)ψ∗n′(x−

1

2
ξ).

Sustituyendo la expresión para las eigenfunciones se llega

W (x, p) = A exp
(
−x2

) ∞∫
−∞

dξ exp(−ip ξ − 1

4
ξ2)Hn(x+

1

2
ξ)Hn′(x−

1

2
ξ)

con
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A =
1

2π

1
√

2
n+n′

1√
n!n′!

1√
π

Completando cuadrados para la exponencial dentro de la integral

W (x, p) = A exp
(
−x2 − p2

) ∞∫
−∞

dξ exp(−1

4
(ξ+ 2ip)2)Hn(x+

1

2
ξ)Hn′(x−

1

2
ξ) (C.3)

Haciendo el cambio de variable u = 1
2
(ξ + 2ip) obtenemos

W (x, p) = 2A exp
(
−x2 − p2

) ∞+ip∫
−∞+ip

du exp(−u2)Hn(x+ u− ip)Hn′(x− u+ ip).

Utilizando la propiedad de los polinomios de Hermite

Hn(x+ y) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Hk(x)(2y)n−k,

obtenemos

Hn(u+ (x− ip)) =
n∑
k=0

(
n
k

)
Hk(u)(2(x− ip))n−k,

Hn′(−u+ (x+ ip)) =
n′∑
k′=0

(
n′

k′

)
Hk′(−u)(2(x+ ip))n−k. (C.4)

Además se tiene la relación de paridad de las funciones de Hermite

Hk′(−u) = (−1)k
′
Hk′(u) (C.5)

Utilizando las Ecs. (C.4), (C.5) en (C.3), tenemos

W (x, p) = 2Ae−x
2−p2

n∑
k=0

n′∑
k′=0

(
n
k

)(
n′

k′

)
(2(x+ ip))n

′−k′(2(x− ip))n−k(−1)k
′

×
∞+ip∫

−∞+ip

du exp(−u2)Hk(u)Hk′(u) (C.6)
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Dado que el integrando es una función analítica, se puede obtener la integral en
un camino cerrado. Sin embargo la integración en la parte imaginaria del espacio
complejo se va a cero, por lo tanto

∞+ip∫
−∞+ip

du exp(−u2)Hn(u)Hn′(u) =

∞∫
−∞

du exp(−u2)Hk(u)Hk′(u)

lo que constituye la relación de ortogonalidad de los polinomios de Hermite igual a
2kk!
√
πδkk′ , por lo cual

W (x, p) = 2Ae−x
2−p2

n′∑
k=0

(
n
k

)(
n′

k

)
(2(x+ ip))n

′−k(2(x− ip))n−k(−1)k2kk!
√
π

Sustituyendo el valor de A , �nalmente obtenemos que

W|n〉〈n′| =
1

π
e−x

2−p2
n′∑
k=0

√
n!n′!(−1)k

(n′ − k)!(n− k)!
(
√

2(x+ ip))n
′−k(
√

2(x− ip))n−k (C.7)

la misma expresión que la obtenida en el Capítulo 7 para este estado.
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