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Resumen

En este trabajo se establece y analiza un problema de programacion lineal, cuya
solucién construye la tasa de emisién 6ptima para cada fuente contaminante que
actla en una region acotada de la atmdsfera. Dicha tasa Optima es una acotacion
de la tasa de emision original y su disefio considera como criterio central que no
se debe rebasar cierta concentracion, donde esa concentracion puede ser definida
por las normas sanitarias para los contaminantes atmosféricos. La funcién objetivo
en el problema de programacion lineal considera el costo de disminuir la actividad
industrial en cada fuente de emision.

En la formulacion del problema de programacion lineal se utiliza un modelo de
dispersién, y su correspondiente modelo adjunto, para una regién tridimensional
con condiciones de frontera mixtas (entrada y salida de flujo). Se prueba que tal
modelo satisface una ecuacién de balance de masa, ademas de ser un problema
matematicamente bien planteado. Las funciones adjuntas se utilizan para
establecer la dependencia explicita entre las emisiones y la concentracion
promedio de los contaminantes en zonas especificas dentro de la region de
estudio. Tal reformulacion permite obtener un problema de programacion lineal de
facil interpretacion y solucion.

Se describe un método eficiente de separacion de operadores por componentes
gue se utiliza para resolver los modelos de dispersiéon directo y adjunto, mientras
que la solucién del problema de programacion lineal se determina a través del
método Simplex o de algin método de Punto Interior. Al final del trabajo se
muestra un ejemplo numérico en dos dimensiones donde cuatro fuentes
contaminantes, que emiten SO,, se controlan para evitar que en una zona se

rebase la concentracion de 80 xg m durante las Ultimas cuatro horas.

Uno de los resultados del andlisis del método descrito para realizar control de
emisiones en fuentes puntuales es que se pueden utilizar otros modelos de
dispersion para la formulaciéon del problema de programacion lineal. Esto es una
consecuencia de interpretar los coeficientes integrales que aparecen en las
restricciones de dicho problema como coeficientes de transferencia de los
contaminantes. Tal resultado es una de las ventajas que se obtiene al trabajar con
el modelo adjunto de dispersion.



Capitulo 1

Introduccion

El fendmeno de la contaminacion atmosférica, como un caso particular de la
contaminacion en cualquier medio natural, es el resultado de una enorme
poblacién mundial con un estilo de vida que consume una gran cantidad de bienes y
servicios. Debido a esta demanda, la cual ha presentado un constante incremento en
las ultimas décadas, los diferentes agentes de produccion de bienes y generadores
de servicios transforman enormes volimenes de materias primas y combustibles
fosiles, liberando diversos residuos contaminantes a la atmdésfera (Doménech, 1999;
Caselli, 1996).

El ambiente tiene mecanismos para diluir y asimilar estos residuos y reintegrarlos a
la naturaleza; no obstante, todo tiene un limite y en muchos casos se esta
peligrosamente cerca de rebasarlo (Doménech, 1999; Caselli, 1996). Durante el
altimo siglo, las diversas actividades antropogénicas han emitido a la atmadsfera,
en intervalos de tiempo corto, grandes volimenes de sustancias en zonas
reducidas (ciudades, parques industriales, entre otros), de tal forma que los
mecanismos de asimilacion de la atmdésfera, no son suficientes para reciclar el
exceso de sustancias en el ambiente. El resultado es la acumulacion y permanencia
de diferentes contaminantes, los cuales, al interactuar entre si y con el medio, forman
otras especies secundarias, que producen diversos dafios en los seres humanos y
en los ecosistemas (Seinfeld y Pandis, 1998; Bravo et al., 1991; Rodhe et al., 1981).
Esta sinergia entre compuestos emitidos se agudiza en las ciudades o en los
parques de desarrollo industrial, lugares en los que las emisiones son diversas y los
agentes contaminantes se mezclan y reaccionan al difundirse en el aire.

Cada contaminante atmosférico, en funcion de la concentracion con la cual se
presente y su toxicidad, produce diversos problemas de salud publica, que van desde
molestias en vias respiratorias, hasta un incremento en los decesos entre la
poblacion mas vulnerable, es decir, la contaminacion es un factor que disminuye la
calidad de vida de los seres humanos (Pope y Dockery, 2006; Bell, 2004; Cicero et
al., 2001; Kawada, 1984). Desafortunadamente, el impacto de la mezcla de
contaminantes no soélo es local, como en el caso del esmog fotoquimico citadino
(Wark y Warner, 1996); también puede ser regional, como los eventos de
precipitaciones acidas (Beilke y Elshout, 1983; Rodhe et al., 1981); o globales, como el
fendmeno de destruccion de la capa de ozono; y el cambio climatico mundial (Seinfeld
y Pandis, 1998).



La sociedad actual no puede regresar a un momento preindustrial para resolver los
problemas que ocasiona la contaminacion atmosférica, por lo tanto, es fundamental
realizar estudios que determinen programas de control de emisiones; estos
programas deben implementar medidas para disminuir la concentracion de cada
sustancia nociva en la atmésfera hasta que ésta se ubigue por debajo de las normas
sanitarias maximas admisibles 6 normas de la calidad del aire (Flagan y Seinfield,
1998).

1.1 Justificacion

Una forma de abordar el estudio de la concentracion de los contaminantes en la
atmosfera, y posteriormente su control, consiste en la aplicacion de modelos
matematicos de dispersion de contaminantes (Panos y Seinfeld, 1986; Seinfeld y
Pandis, 1998). La ventaja que proporciona esta herramienta consiste en simular
por computadora la concentracion de los diversos contaminantes emitidos vy
generados en una region, y con esto identificar los lugares donde las emisiones
tienen un mayor impacto, es decir, permite identificar las fuentes que provocan que
en una determinada zona con especial sensibilidad (zonas habitacionales, bosques,
etc.) se rebasen las concentraciones maximas admisibles. Con esta informacion es
posible planificar la instalacion de nuevas zonas industriales (Marchuck, 1986; Skiba
et al., 2005), montar dispositivos de seguridad en regiones de alto riesgo para evitar
accidentes o descargas clandestinas (Skiba, 2003) y disefiar estrategias de control de
emisiones para las industrias en operacion (Parra-Guevara et al., 2010; Cheng et al.,
2007; Liu et al., 2007; Parra-Guevara y Skiba, 2006; Parra-Guevara y Skiba, 2003;
Cooper et al., 1996; Penenko y Raputa, 1983; Marchuck, 1982).

1.2 Objetivo general

En las ultimas décadas, una metodologia que ha funcionado para tratar problemas
ambientales tales como el control de la contaminacién del aire, la remediacion de
los sistemas acuéticos y la gestion de desechos soélidos, entre otros, consiste en
acoplar técnicas de modelacibn mateméatica de sistemas y métodos de
optimizacién con el uso de computo de alto rendimiento. Tal metodologia permite
analizar los sistemas ambientales a través de la solucion de los modelos
matematicos y computacionales obtenidos (p. ej. mediante la creacion de
diferentes escenarios para un conjunto de alternativas factibles o calculando
soluciones Optimas segun algun criterio). De esta forma es posible seleccionar
estrategias eficientes para el manejo de dichos problemas.

El objetivo de este trabajo es acoplar técnicas de modelacidon matematica y numeérica para
plantear y analizar un problema de programacion lineal, cuya solucién proporcione las tasas
Optimas de emision para fuentes puntuales contaminantes, es decir, tasas de emision que
aseguren el cumplimiento de las normas de la calidad del aire 6 alguna concentracion de
interés en una zona especifica.



1.2.1 Hipotesis

1.

La contaminacion atmosférica es un fendmeno que disminuye la calidad de vida de
los seres humanos y que tiene impactos adversos en los ecosistemas. Por
tal motivo, es necesario establecer estrategias de control de emisiones con
el fin de que se cumplan un conjunto de normas de la calidad del aire o que
se alcancen metas especificas de reduccion de las concentraciones en
zonas sensibles.

La concentracion de los contaminantes en una region depende de las tasas
de emision de dichas sustancias y de las condiciones de dispersion en la
atmosfera, las cuales se asume que son conocidas. Ya que no se tiene
control sobre la dinamica de la atmosfera entonces las Unicas variables por
controlar son las tasas de emisién que se buscan redefinir con el fin descrito
en el punto 1.

La modificacion de las tasas de emision tiene un impacto econémico en las
fuentes industriales por lo que la reduccion en las emisiones se debe buscar
minimizando la variacion o costo de dicha modificacion.

1.2.2 Objetivos especificos

1

2.
3

Definir un modelo de dispersién para fuentes puntuales que emiten contaminantes
primarios en una regién tridimensional con condiciones de frontera mixtas y relieve en la
superficie.

Obtener el modelo adjunto de dispersion correspondiente.

A partir del modelo de dispersion y su adjunto plantear el problema de programacion
lineal el cual sera resuelto con el método Simplex o con algin método de Punto
Interior.

Realizar ejemplos sintéticos para observar el desempefio de la estrategia de control de
emisiones para las fuentes puntuales.

1.3 Generalidades

El presente trabajo aporta un modelo matematico, basado en un modelo de dispersién
y su adjunto, que permite generar una estrategia de control de emisiones para
fuentes puntuales. Esta estrategia consiste en el redisefio 0 acotamiento de las tasas
de emision de las fuentes industriales con el fin de que se cumplan las normas de
la calidad del aire 6 en general no se rebase una concentracion de interés. Ya que
estas normas representan concentraciones promedio temporales, la estrategia de
control que se sugiere busca reducir la concentracion promedio de los contaminantes,
en una determinada region y sobre un intervalo de tiempo.



Esta estrategia de control, que permite el calculo explicito de las tasas de emision
para cada fuente puntual a través de la funcién adjunta, constituye la aportacion
original en esta tesis, y se presenta en el Capitulo 4. El Capitulo 3 presenta el
concepto fundamental de adjuncion, el cual es la base en la construccion del control
sugerido. En el Capitulo 5 se presenta un esquema de solucion numeérica para los
modelos de dispersion y su adjunto, asi como algunos ejemplos numéricos de la
aplicacion de la estrategia de control.

Al estudiar un problema inverso, como es el del control de emisiones industriales,
es muy importante el analisis y solucién del problema directo; por lo tanto, este
primer capitulo esta dedicado a presentar los conceptos necesarios para establecer,
en el Capitulo 2, un modelo confiable de dispersion.

1.4 Contaminacion atmosférica

En forma general, un contaminante atmosférico es una sustancia que por fuentes
naturales o antropogénicas se emite a la atmésfera en cantidades tales que a
corto, mediano o largo plazo, ocasiona efectos negativos en los seres vivos, en los
ecosistemas y en los materiales (Caselli, 1996).

Los eventos naturales, como erupciones volcanicas, incendios forestales y procesos
de fermentacion anaerébica, pueden producir grandes cantidades de biéxido de
azufre (S0), biéxido de carbono (C0,), 6xidos de nitrdgeno (NOyx), metano (CHy),
acido clorhidrico (HCI), amoniaco (NH3), &cido sulfhidrico (H.S), particulado sdlido,
etc., sin embargo, dichos eventos son esporadicos (Wark y Warner, 1996).

Asi mismo todos los fendmenos meteoroldgicos pueden jugar un papel importante
en la evolucién de los contaminantes en la atmosfera. El viento, la inversion
térmica (Fig. 1.4.1) y las precipitaciones tienen una labor importante en el aumento
y disminucion de la contaminacion.

El viento generalmente favorece la disminucién de los contaminantes ya que
desplaza y diluye las masas de aire en funcion de la presion y la temperatura. El
efecto que puede causar el viento depende del tipo de terreno o incluso de la
configuracién de los edificios en las zonas urbanizadas (Seinfeld y Pandis, 1998; Wark
y Warner, 1996).
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Fig.1.4.1 Dispersién de contaminantes en una situacion normal y con inversién térmica, asi como la
estabilidad atmosférica correspondiente para cada caso.

La inversion térmica. Normalmente la temperatura del aire disminuye con la altura,
de tal manera que en la atmdsfera se tiene una disminucién de 0.64 a 1 °C cada
100 metros en la zona mas préxima a la superficie de la tierra, llamada troposfera,
por encima de ésta la temperatura disminuye mas rapidamente. Este es el gradiente
térmico normal (ver Fig. 1.4.1), pero bajo determinadas condiciones orograficas y
meteoroldgicas este gradiente puede alterarse de tal manera que a una
determinada altura la temperatura del aire sea superior a la de una altura inferior
(Seinfeld y Pandis, 1998; Wark y Warner, 1996).

La presencia de una inversion térmica impide la dispersion vertical de los gases,
particulas y aerosoles enviados a la atmdsfera por las industrias, calefactores,
motores de explosion, actividades urbanas, etc. Las causas que determinan la
aparicion de una inversion térmica son diversas, pero normalmente son provocadas
por uno de los siguientes procesos:



* Por perdida de radiacion de la superficie de la tierra, durante la noche, el aire en
contacto con la superficie puede hacerse mas fri6 que las capas cercanas a la
superficie dandose una inversion por radiacion, ademas, se caracteriza por viento
débil o nulo y en un pequefio espesor. En México este tipo de inversiones son
tipicas tras el paso de un frente frig, ya que son ocasionadas por el anticiclén que
viene detras del frente frio y que impide la formacion de nubes de tipo cumuliforme
o estratiforme, que son las que impedirian la perdida de radiacion (Ahrens C.
Donald, 2006; Lester, 2007; SARH SMN, 1978; Sedifia N. Irene, Pérez M 2006;
Whiteman C. David 2000).

» Por subsidencia, este tipo de inversiones se dan a cierta altura del piso y son
ocasionadas por el aire descendente de un anticiclén hacia regiones mas bajas de
la atmosfera, caracterizadas por la separacion rapida de la curva de temperatura
de punto de roci6 y la temperatura ambiente en un radio-sondeo (Ahrens C.
Donald, 2006;_Lester, 2007; SARH SMN, 1978; Sedifia N. Irene, Pérez M 2006;
Whiteman C. David 2000).

* En la zona de transicion de un frente. En la republica mexicana es comun
encontrarlas cuando el radio-sondeo atraviesa verticalmente al frente frio,
recordemos que un frente frio es ocasionado cuando la masa de aire mas calido es
obligado a elevarse sobre el aire frio. Este tipo de inversiones se distingue en un
radio-sondeo por la alta humedad ocasionada por la condensacién del vapor de
agua que existe en esa region (Ahrens C. Donald, 2006;_Lester, 2007; SARH SMN,
1978; Sedifia N. Irene, Pérez M 2006; Whiteman C. David 2000).

» Por adveccion, este tipo de inversiones se da cuando aire mas célido pasa a
través de regiones frias, causando grandes bancos de niebla (Ahrens C. Donald,
2006; Lester, 2007; SARH SMN, 1978; Sedifia N. Irene, Pérez M 2006; Whiteman
C. David 2000).

Comunmente es mas frecuente la apariciébn de inversiones térmicas en el borde
oriental de los anticiclones, impactando a grandes ciudades como es el caso de Los
Angeles, Santiago, Lisboa, El Cabo, que presentan un alto nimero de inversiones
térmicas a lo largo del afio, agravado por un alto indice de polucion existente en
estas macrociudades.

Las precipitaciones en forma de agua o nieve tienen un efecto de limpieza del aire,
pero evidentemente los contaminantes pasan a los suelos o a las aguas.

Las actividades antropogénicas, como la agricultura, ganaderia, generacion de
electricidad, transporte, mineria, metalurgia, tratamientos de residuos, industria
quimica y electronica, son las principales generadoras de contaminantes (SO,
monoxido de carbono (CO), NOy CH4, HCI, NHs, &cido sulfurico (H,SO,4) metales
pesados (Pb-plomo, Cd-Cadmio, Zn-Zinc), hidrocarburos, entre otros), tanto por la
diversidad de sustancias como por las cantidades emitidas y su frecuencia de emision
(Doménech, 1999; Caselli, 1996).



Al analizar el fenbmeno de la contaminacién atmosférica en forma regional y a
mediano plazo, se concluye que por su valor de emision son cinco los contaminantes
mas importantes, al aportar el 95% de las emisiones contaminantes.

Estos contaminantes son:

Tabla 1.4.1 Resumen de los cuatro contaminantes primarios principales y el particulado atmosférico, asi como
sus fuentes y efectos de los mismos (Doménech, 1999; Caselli, 1996).

Compuesto Toxicidad Observaciones
(00) Forma carboxihemoglobina que Es un contaminante tipico producido
Mondxido de causa envenenamiento de la sangre. por los medios de transporte. Principal
carbono fuente es la combustién incompleta:
-Autom0viles
- Calderas

-Centrales térmicas

-Explotacion  minerales  de
azufre

-Fabricacion sulfurico

NOx Bajo la forma de bidxido causa irritaciones |Se produce en todas las combustiones
Oxido y bioxido  [en las vias respiratorias. a alta temperatura:
de Nitrégeno -Motores de combustién interna

-Centrales eléctricas
-Fabrica de explosivos
-Volcanes y tormentas

SO, Aumenta la resistencia al flujo pulmonar. Se produce en las combustiones
Bioxido de sustancias que contienen azufre:
de Azufre -Automoviles
-Calderas

Orgénicos Algunos orgéanicos volatiles son En presencia de NO2 y ozono, causa
Volétiles cancerigenos, p. €j. el benceno. esmog fotoquimico.
Particulado Toxicidad directa causada por algunos|Sus dimensiones varian entre 0.001 y

componentes (plomo, amianto, etc.) 10,000 micras.

Las tres primeras son sustancias quimicas que poseen una composicion definida;
los hidrocarburos son una familia de sustancias; y finalmente bajo el nombre de
material particulado figuran los aerosoles liquidos o s6lidos que se encuentran en
suspension en el aire. Algunas caracteristicas de estos contaminantes son:

El monéxido de carbono

Cada afo se introduce al aire cerca de 200 millones de toneladas de este
contaminante mas el que se genera en la troposfera a partir del metano. Se forma en
todos los procesos de combustion en los que no se halla presente el oxigeno
suficiente, o en los que los gases de la combustion no permanecen en contacto con
el oxigeno el tiempo que se precisaria para completar la trasformacion del carbono
en CO,. Por esta razon, la mayor parte del monoéxido de carbono se produce en
los medios de transporte, que contribuyen con cerca del 70% de la cantidad total
emitida. Sin embargo existen otras fuentes que contribuyen notablemente a la
produccion de monoxido de carbono: los incendios forestales, las quemas agricolas
de maleza, residuos de cosechas y vegetacion, actividades industriales: tratamiento
quimico a la madera (industria papelera); proceso de fraccionamiento o cracking
(industria papelera); enriguecimiento del mineral de hierro y producciéon de acero
(Doménech, 1999; Caselli, 1996).



Los 6xidos de nitrégeno

Se forman en todos los procesos de combustion en los que la temperatura sea
superior al millar de grados centigrados. De los 50 millones de toneladas
(aproximadamente) de NOx que se emiten anualmente en todo el mundo, mas del 90%
proviene de procesos de combustion que guedan repartidos a partes mas o menos
iguales entre las combustiones que se efectian en instalaciones fijas, civiles e
industriales, y las que se realizan en el sistema de transporte. Esto se hace evidente,
en las zonas donde se rednen grandes cantidades de habitantes o de industrias,
particularmente cuando las condiciones de dispersion son desfavorables, la
concentracion de 6xidos de nitrdgeno en el aire se incrementa en forma dramatica,
con respecto a los valores normales de la atmdsfera (Doménech, 1999; Caselli, 1996).

El bioxido de azufre

Los compuestos que contienen azufre estan presentes en la atmdsfera natural no
contaminada. Estas sustancias provienen de la descomposicién bacteriana de la
materia organica, de los gases volcanicos y otras fuentes. Sin embargo, su
contribucion en el balance total de SO, resulta muy pequefia en comparacion con
las producidas en los centros urbanos e industriales como resultado de las
actividades antropogénicas (Doménech, 1999).

Son 130 millones de toneladas de SO, las que se arrojan anualmente al aire,
aproximadamente el 70% proviene de combustiones o proceso de combustibles que
contienen azufre (diesel y combustéleo principalmente) y la fundicién de minerales
ricos en sulfatos. Se generan principalmente por la industria (incluyendo las
termoeléctricas), seguido de los vehiculos automotores (Doménech, 1999; Caselli,
1996).

Hidrocarburos

Los hidrocarburos presentes en la atmdésfera son de estructura y naturaleza diversa,
y tienen su origen tanto en fuentes naturales como antropogénicas. Las fuentes
naturales comprenden principalmente los compuestos aromaticos y fragantes
generados por la vegetacion (en forma de terpenos y otros compuestos
isoprenoides, como por ejemplo, el pineno y el limoneno); la materia organica en
descomposicion también es otra fuente importante de hidrocarburos (principalmente
el metano CH,), e inclusive los animales y nosotros mismos también emitimos
hidrocarburos a través de los procesos de digestion y sudoracion natural. Por lo que
se refiere a las emisiones antropogénicas estas son particularmente importantes en
las ciudades, en donde se produce la mayor parte de los hidrocarburos mas
reactivos, y que provienen de actividades industriales relacionadas con la produccién
de sustancias quimicas Yy solventes, asi como las asociadas al consumo de
combustibles, ya sea en fuentes moviles o fijas. En conjunto, los hidrocarburos de
origen antropogénico que se emiten anualmente en todo el mundo alcanzan el
centenar de millones de toneladas (Doménech, 1999; Caselli, 1996; Riveros. et. al.
1994).



El particulado atmosférico

Este contaminante esta constituido por gotitas microscépicas de liquidos o diminutas
particulas sélidas que también contaminan a la atmosfera. Alrededor de 280
millones de toneladas de particulas (algo mas del 10% de la cantidad total que
ingresa a la atmdésfera en un afo) son de origen humano (US EPA, 2008). Por
ejemplo, cuando el carbon se quema hay particulas en forma de cenizas pesadas y
las particulas méas pequefias son arrastradas por los gases de combustion, vertiéndose
al aire.

Puesto que el material particulado no es un gas, su concentracion no se puede
expresar en ppm; por ello se usa como medida la masa que se encuentra presente en
un cierto volumen de aire, generalmente en microgramos (g ) por m°. Esta

magnitud, que en un aire absolutamente limpio es del orden de menos de 10
microgramos por m®, alcanza valores de un centenar de microgramos por m* en la
mayor parte de las areas urbanas, y puede llagar a 2 000 o 3 000 microgramos por
m? durante los episodios de contaminacién graves (Doménech, 1999; Caselli, 1996).

Las dimensiones del material particulado son muy variables y pueden ir desde una
milésima de micra (0.001) hasta algunos milimetros (10000 micras). Algunos
constituyentes del particulado y sus dimensiones (diametro en micras) son:

Tabla 1.4.2. Didmetro en micras de algunos constituyentes del material particulado (Caselli, 1996).

Humo 0.001 a 0.3
Humo del tabaco 001 a 0.2
Aerosol de plomo 01 a 5
Pigmentos de barnices 0.1 a 10
Plaguicidas 0.5 a 10
Niebla 1 a 50
Emisiones de las cementeras 1 a 100
Cenizas 1 a 500
Arena resuspendida 1 a 3000
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Examinando globalmente los cinco contaminantes principales se tiene que las
contribuciones por fuente son:

Tabla 1.4.3 Contribuciones por fuente de los cuatro contaminantes primarios principales, asi como del particulado
atmosférico (Caselli, 1996).

Contaminate | Combustiones | Transporte |Industria| Tratamiento | Otras Total de
de desechos | fuente | Contaminante
CcO 0.3 41.62 4.27 2.69 6.89 55.76
SO2 9.88 0.37 2.4 0.04 0.07 12.76
NOx 3.73 434 0.07 0.15 0.22 8.53
Hidrocarburos 0.22 7.34 2.1 0.75 2.77 13.17
Mat. Particulado 2.54 0.3 4,94 0.52 15 9.81
Emis. Totales 16.67 53.97 13.78 4.15 11.45 100
de las fuentes
CONTAMINANTES FUENTE
=07 Caombustiones en
13% M e Ctras fusrtes instalaciones fijas
g% 1% 17%
Incineracion de Desechos
4%,
Hidrocarburos

BEmisiones industriales
13% 14%

Farticulacdo

10%
co

Tranzparte
5% S4%

Fig. 1.4.2 Resumen de la tabla 1.1.3 de los cuatro contaminantes primarios principales, asi como del
particulado atmosférico (Caselli, 1996).

En resumen, el monoéxido de carbono, los 6xidos de nitrdgeno y los hidrocarburos,
tienen su origen principalmente por la combustion de gasolinas en automotores,
mientras que el biéxido de azufre y material particulado se emiten por fuentes
industriales, como termoeléctricas, incineradores y cementeras (Tabla 1.4.3 y fig. 1.4.2).

Con el fin de comparar estas concentraciones y poder definir el grado de la
contaminacién atmosférica en un determinado momento, se establece para cada
sustancia una concentracion maxima admisible o norma de calidad del aire, la cual
es un promedio que esta en funcion de la toxicidad particular de la sustancia y del
tiempo de exposicion a ésta. El valor numérico de cada norma de calidad del aire
cambia segun el intervalo de tiempo considerado y juntas determinan los niveles
de polucibn maxima a los cuales se recomienda que puedan estar sometidas las
personas (Domeénech, 1999; Caselli, 1996). En la tabla 1.4.4 se muestran algunas de
las normas de calidad del aire para los cuatro contaminantes primarios principales y el
0zono.
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Tabla 1.4.4. Normas oficiales mexicanas para los cinco contaminantes principales (Tomado de:
http:/Amww.sma.df.gob.mx/simat2/informaciontecnica/).

Compuesto [Norma oficial mexicana| Valores maximos admisibles Intervalo de tiempo
CO NOM-021-SSA1-1993 11.0 ppm Promedio mévil en 8 hrs. una
vez al afio
NO, NOM-023-SSA1-1993 0.210 ppm Promedio horario
SO, NOM-022-SSA1-1993 | 0.130 ppm y 0.030 ppm Promedio de 24 hrs;
promedio anual
Particulado | NOM-025-SSA1-1993 210 pg/m® Promedio de 24 hrs.
(PST)
Ozono | NOM-020-SSA1-1993 0.11 ppm Promedio horario

Los efectos nocivos que produce cada contaminante en el ambiente y en particular
en los seres humanos, depende de diversos factores (Pope y Dockery, 2006; Bell,
2004; Cicero et al., 2001; Kawada, 1984), como son:

+ Toxicidad de las sustancias

+ Cantidad y frecuencia de la materia introducida al medio

* Diversidad de compuestos

+ Condiciones del medio (estabilidad atmosférica, humedad, grado de acidez,
capacidad de oxidacién)

+ Reactividad

Este dltimo factor es de gran importancia, ya que algunas sustancias
(contaminantes primarios) introducidas a la atmodsfera tienden, por diversos
mecanismos de reaccion a generar otras sustancias (contaminantes secundarios)
de mayor toxicidad. Ejemplos tipicos de contaminantes secundarios son el ozono y
el &cido sulfarico y nitrico; el primero se forma cuando la radiaciéon solar descompone
el diéxido de nitrébgeno en presencia de hidrocarburos reactivos, los dos ultimos se
forman cuando el bioxido de azufre y bidoxido de nitrdgeno reaccionan con los
radicales OH y el agua. Estas sustancias acidas pueden tener un impacto lejos de
la fuente de origen, ya que las reacciones que las forman pueden desarrollarse
durante su transporte. De esta forma, emisiones que tiene lugar en Alemania se
perciben como lluvias acidas en Suecia; es decir, el impacto es regional (Rodhe et al.,
1981). En el caso del ozono las reacciones involucradas son rapidas y su impacto
es local; esto lo convierte en un elemento del esmog fotoquimico en ciudades como
Los Angeles y la Ciudad de México (Bravo et al., 1991).

La reactividad es un factor que hace que los eventos de contaminacién sean
fendmenos muy complejos de estudiar y controlar con modelos matematicos, ya que
las reacciones involucradas se representan con ecuaciones gque por lo general son
no lineales (Seinfeld y Pandis, 1998). Como una aproximacion inicial al problema de
control, en este trabajo s6lo se considera reactividad de primer orden o lineal, ya que
en este trabajo solo se considera al fenébmeno de la dispersion.
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Por otra parte, es importante destacar que el impacto que tiene los diversos
contaminantes en la salud de los seres humanos es aun un tema parcialmente
conocido, ya que se entienden los efectos de sustancias en grandes cantidades
durante algunas horas, pero en general se desconoce el impacto que producen
concentraciones medias o0 bajas a lo largo de afios o décadas (Pope y Dockery,
2006; Caselli, 1996). Por ejemplo, los experimentos que se han realizado con
animales demuestran que concentraciones de 2 ppm de ozono durante 3 horas son
letales; por otra parte, las concentraciones que se tienen durante los episodios de
esmog fotoquimico en las ciudades son de alrededor de 0.1 ppm durante periodos de
4 a 8 horas en un dia, lo cual provoca irritaciones en los ojos y ataques de asma,
sin embargo, se ignoran las consecuencias de vivir expuesto a este contaminante por
afos.

Otro ejemplo de este tipo lo constituyen los hidrocarburos polinucleares, como el
benzopireno; estas sustancias provienen de la combustion del carbén, el combustoleo
y las gasolinas, y se identifican como potentes cancerigenos en altas concentraciones;
sin embargo, no se conoce su impacto sobre las personas cuando estan presentes
en concentraciones de algunos nanogramos por metro cubico, que es la
concentracion tipica en las grandes ciudades (Caselli, 1996).

Un factor que tiende a complicar el impacto de los contaminantes en los seres vivos,
es el hecho de que en el ambiente coexisten cientos de sustancias nocivas a la
vez, las cuales pueden provocar un mayor dafio en su accién conjunta, que la suma
de los impactos de cada sustancia por separado (fenémeno conocido como sinergia).
Por ejemplo, el episodio de contaminacién atmosférica en diciembre de 1952 en
Londres, al cual se le atribuyen 4000 muertes, fue el resultado de la accion
sinérgica del bioxido de azufre con material particulado, ambas sustancias formadas
por la combustion del carb6n en hogares y fabricas (Caselli, 1996; Wark y Warner,
1996).

1.5 Dispersion de los contaminantes en la atmoésfera

Todo episodio de contaminacion atmosférica esta constituido por la fuente de
produccién de los contaminantes (caracterizada por su tasa de emision, diametro de
la chimenea, velocidad de salida del gas y la temperatura de los mismos), el medio de
transporte y de transformacion fisica y quimica (atmésfera) y el medio receptor (Wark
y Warner, 1996; Flagan y Seinfeld, 1988). Es en el medio de transporte y de
transformacién donde la mezcla de los contaminantes primarios y secundarios se
dispersa generando impactos locales (esmog fotoquimico), regionales (lluvia acida) 6
incluso planetarios (destruccién de la capa de ozono). La dispersion en la atmosfera
de los contaminantes que provienen de venteos y chimeneas (fuentes puntuales) es
un fendmeno complejo, ya que depende de varios factores correlacionados, como
son: la naturaleza fisica y quimica de las sustancias vertidas, las caracteristicas
meteoroldgicas de la regién, la ubicacion de las chimeneas con respecto a la
direccion del viento, la tasa de emision de cada fuente puntual, la temperatura y
velocidad de salida de los gases, asi como el tipo de terreno (plano 6 complejo) en
la direccion del viento (Wark y Warner, 1996; Flagan y Seinfeld, 1988).
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Transporte
por
conveccion

<«— Transporte por adveccion —»

Fig. 1.5.1 Transporte de una pluma por adveccién y conveccion.

De la figura 1.5.1, h es la altura de la chimenea, Ah es la altura de los gases
debido a la capacidad de flotacion y a la velocidad de salida de los mismos y H es
la altura efectiva de la chimenea que es igual a h+Ah.

Por regla general, las emisiones a la atmosfera tienen lugar en la capa de mezcla;
esta corresponde a la capa de la atmosfera directamente en contacto con la
superficie terrestre y es donde, con mucha frecuencia, tienen lugar turbulencias a
causa de la interaccién del viento con la rugosidad superficial. Estas turbulencias
tienden a dispersar los contaminantes y de esta forma los gases y las particulas
pequefias, de tamafio inferior a 1 g (aerosoles), pueden alcanzar mayores altitudes

e introducirse en la atmoésfera libre. Diversos modelos matematicos usan la difusion
turbulenta como el principal elemento de la dispersion de contaminantes; sin
embargo, conforme se incrementa la altura el transporte advectivo se hace mas
importante (Wark y Warner, 1996; Flagan y Seinfeld, 1988). Por lo tanto, al
considerar un contaminante en la atmdsfera, se debe tomar en cuenta que éste se
dispersa fundamentalmente por: transporte por adveccién (desplazamiento
horizontal de la masa contaminante incorporada al movimiento dominante de la masa
del aire), transporte por conveccién (desplazamiento vertical de la masa
contaminante incorporada al movimiento dominante de la masa del aire), difusion
molecular (movimiento aleatorio de las moléculas por su agitacion térmica) y difusion
turbulenta (movimiento aleatorio de la masa contaminante debido a movimientos al
azar de la masa de aire), ver Fig. 1.5.1.
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Dos factores que limitan la dispersion de los contaminantes en la atmaosfera son la
lluvia y, en el caso de los aerosoles, su tamafo. Por lo general, si el particulado es
de origen natural entonces tarda en depositarse en la superficie terrestre un dia,
sin embargo, si es de origen antropogénico entonces es de menor tamafo
(décimas de um), y tarda en depositarse mas de diez dias (Wark y Warner, 1996;

Flagan y Seinfeld, 1988).

Para construir modelos de calidad del aire, es importante notar que la concentracion
en espacio y tiempo de cada especie contaminante emitida a la atmdsfera es una
variable aleatoria, ya que la dispersion de estas sustancias depende de las
fluctuaciones aleatorias de las variables meteoroldgicas y de las fuentes de emision.

Existen dos aproximaciones matematicas basicas para describir la dispersion de
contaminantes; estas son las aproximaciones Euleriana y la aproximacion
Lagrangiana (Seinfeld y Pandis, 1998). Ambas aproximaciones definen modelos
probabilisticos, ya que describen las concentraciones como funciéon de variables
aleatorias. De estos modelos probabilisticos es posible obtener modelos
deterministicos al hacer simplificaciones; es decir, tomar promedios de las
variables aleatorias, considerar que las variables aleatorias cumplen ciertas
funciones de densidad y de probabilidad, aproximar términos estocasticos en
funcién de valores promedios, idealizar condiciones atmosféricas, las fuentes de
emision y de la reactividad de las sustancias. Es importante destacar que los
modelos deterministas derivados de las aproximaciones Euleriana y Lagrangiana
simulan concentraciones puntuales promedio de cada especie contaminante. A
continuacion se describen dichos modelos segun Seinfeld y Pandis (1998).

1.5.1 Aproximacion Euleriana

Si se considera un diferencial de volumen fijo y se hace un balance de masa para
cada especie contaminante en éste, en funcion de los flujos de masa transportados
por el viento, los flujos por difusion molecular, las emisiones y la transformacién por
reactividad (generacién o destruccion), se obtiene las siguientes ecuaciones para
a=1...,N,

a;a +V-(UC,)=V-(DVC,)+R,(C,,...C\,T)+S, (1) (11)

Donde C, es la concentracion de la especie o, U es la velocidad del viento, D
es el coeficiente de difusion molecular, R, es la rapidez de la transformacion
quimica (la cual depende de la temperatura T y de la radiacion) y S, es la fuente de
emision de la especie o .
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La velocidad U es la suma de una componente deterministica U y una
componente estocastica U' (responsable de la difusion turbulenta); por lo tanto la
solucion C_, de (1.1) es una variable aleatoria. Ya que no es posible medir U"',

entonces en la practica no es posible resolver (1.1) para encontrar C, . Por esta

razon, el siguiente paso en el modelo Euleriano es simplificar para alcanzar un modelo
que involucre s6lo promedios (modelo determinista). Si se considera la ecuacion de
continuidad V-U=0 , se promedia en la ecuacion (1.1), se desprecia la difusion
molecular contra la turbulenta y se cierra el problema de la turbulencia de acuerdo
con la K-Teoria:

(u'c',)=-KVv(C,),
entonces se llega al siguiente modelo determinista, para « =1,...,N

a<§“>+U-V<Ca>:V-KV<Ca>+Ra (C),.(Cy), T +S, 1T 1.2)

Donde K es el tensor de difusividad turbulenta y <Ca> la concentracion promedio de
la especie « .

Algunas de las ventajas que presenta el modelo (1.2) son:

() Es posible aplicarlo con variabilidad de condiciones atmosféricas,

(i) Las fuentes de emision pueden ser de area o puntuales y no estacionarias,
(i) Incluye reactividad de las especies contaminantes, y

(iv) Permite conocer la distribucion de contaminantes en toda la region donde se
aplica, y por lo tanto, indica en qué proporcion se deben de acotar las tasas de
emision, si fuera el caso.

Las desventajas en este modelo consisten en lo siguiente:

(i) Se requiere fijar condiciones de frontera consistentes con el fenédmeno, lo cual es
un factor que influye en los prondsticos de largo plazo.

(i) La solucion numérica requiere grandes recursos de cOmputo y tiempo de
ejecucion.

(i) Es dificil dar una correcta aproximacion numérica al término advectivo el
cual esta presente en cada una de las ecuaciones del sistema (1.2).
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1.5.2 Aproximacion Lagrangiana

Si se considera un diferencial de volumen que se mueve con el fluido y se hace en éste
un balance de masa, entonces se obtiene el siguiente modelo para la concentracion de
una especie contaminante.

)= [ [ Qutnt)(Cr.t))dr+
+[‘;[1[;LQ(r,t|r',t')S(r',t')dt'dr' (1.3)
Donde Q es la densidad de probabilidad de transicion de masa. La primera integral

representa las particulas presentes al tiempo t, en el diferencial de volumen, y la
segunda cuenta las particulas adicionadas por la fuente S en el trayectode t,a t.

Este modelo probabilistico puede ser facilmente resuelto (s6lo hay que integrar), sin
embargo, en la practica Q no se conoce (salvo para casos de trayectorias simples).

Otra desventaja de esta formulacion es que no incluye reactividad.

Para alcanzar un modelo determinista basado en promedios se considera que la
velocidad es independiente de la posicion y sélo depende del tiempo; ademas, su
densidad de probabilidad se supone normal o Gaussiana:

1 (U—u)?
p(u) = N eXp{ 207 }

con correlacion

<(u (t) —u)(u(z) —G)> = o2 exp(-blt—7]) .

Si la fuente es puntual con intensidad constante q, entonces la concentracion promedio
de estado estacionario que se obtiene integrando (1.3) con las condiciones descritas es

(c(x, y,z)>:_Lexp{_ ' 222} (1.4)

2
27ru0'y0'x 20'y 20
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Otra formulacion alternativa a (1.4) que incluye las caracteristicas de la fuente de
emision y que la superficie no es un sumidero para un contaminante es

2 2 2
muo, o, o, o, 20,

(C(x, y,z)):#exp _2y_2 exp —(Z;—H)Z}+exp —M} (1.5)

Siendo H la altura efectiva de la chimenea (ver fig. 1.5.1). Por otro lado, ambas
formulaciones (1.4) y (1.5) son soluciones de (1.3). Las cuales indican que la

distancia de masa contaminante en un corte transversal a la direccién del viento u,
satisface una distribucion normal o Gaussiana. Esta conclusion ha sido parcialmente
verificada por experimentacion de campo para condiciones meteorologicas de turbulencia en
tiempos mayores de una hora. La ecuacion (1.4) recibe el nombre de Pluma de Slender y
forma parte de la familia de los modelos de dispersion Gaussiana.

Las ventajas de los modelos de dispersion Gaussiana son:

(i) Son modelos simples que hacen predicciones en tiempo de coOmputo cortos, y
(i) Se aplica para N fuentes con superposicion.

Las desventajas de estos modelos consisten en lo siguiente:

(i) Es dificil incorporar la variabilidad de los parametros meteoroldgicos, por lo cual, se
aplica con modelos que aproximan el estado estacionario con condiciones de
turbulencia homogénea.

(i) No se aplican vientos débiles o mal definidos, y
(i) No se aplican a sustancias reactivas o contaminantes secundarios.

Los primeros esfuerzos para modelar la dispersion de contaminantes atmosféricos
fueron aplicados a sustancias poco reactivas en tiempos cortos, como el diéxido de
azufre y el material particulado (hollin, metales pesados). Sustancias que ya habian
probado su peligrosidad en varias ciudades. Por esta razon, fueron los modelos de
dispersién Gaussiana los primeros en aplicarse en la década de los afos setenta,
resultando util para algunas aplicaciones practicas. Es importante destacar que se
puede llegar a los modelos de dispersibn Gaussiana a través de la formulacion
Euleriana. Para esto, basta reducir (1.2) en su estado estacionario para una velocidad
constante que domina la difusion en esa direccion, sin considerar reactividad y
tomando solo una fuente puntual (ecuacion de Fick, Wark y Warner, 1996), la solucion
gue se obtiene entonces es (1.4) 6 (1.5). Por lo anterior, y debido al avance en los
sistemas de cdémputo, se usan generalmente para modelar la dispersion de
contaminantes los modelos Eulerianos tridimensionales.

18



1.6 Control de emisiones

Los programas para el control de la contaminacion atmosférica tiene por objetivo
central establecer un conjunto de acciones cuya ejecucion permita que se cumplan
una serie de normas de la calidad del aire; es decir, se busca que la concentracién
de cada contaminante primario y secundario en la atmosfera no exceda la norma
sanitaria respectiva, o al menos, que los eventos donde se violan las normas de la
calidad del aire se presenten en un namero reducido de horas o dias al afio.

Si se considera el tiempo de aplicacion, estos programas se pueden clasificar en
dos categorias: control a largo plazo y control a corto plazo (Flagan y Seinfeld, 1996).
Estos programas de control son complementarios y difieren por sus objetivos
especificos y por las estrategias que aplican para alcanzar sus metas.

El control a largo plazo se implementa en varios meses o afios y consiste en la
aplicacion de estrategias que reducen, en estos periodos, la masa total de
contaminantes emitidos. Algunas de las acciones tipicas que se implementan son:

a) Sustitucion parcial o definitiva de algunos combustibles,

b) Introduccién de nuevas tecnologias de produccion y de limpieza (filtros o
catalizadores),

c) Cierre o reubicacion de plantas industriales en una region,
d) Programas para la disminucion del uso de automoviles, etc.

Es importante destacar que estas estrategias tienen la meta comun de reducir el
nuamero de dias al afio que se violan las normas de la calidad del aire, es decir, su
aplicacibn no necesariamente evita que en un dia particular se alcancen
concentraciones peligrosas de un contaminante. Esta flexibilidad esta implicita en la
forma en que se disefia el conjunto de acciones por implantar a largo plazo, ya que
para ésta se considera no sélo las normas de la calidad del aire sino también se
usa el criterio de costo-beneficio; es decir, el conjunto de politicas a largo plazo se
disefa al minimizar

C=C,+C,,
Donde C,es el costo de implementar las acciones de control y Ces el costo por

los dafios en la salud de la poblacion y al ecosistema. Ademas, este proceso de
minimizacion esta sujeto a que el niumero de dias al afio en que se violan las

normas de la calidad del aire (C?) este acotado, es decir,

N(C,>C%) <N,
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La variable C, es creciente al disminuir los niveles de contaminacion mientras que
la variable C, es decreciente; por lo tanto, la suma C presenta un minimo el cual se
toma como el conjunto 6ptimo de acciones por aplicar.

Una condicion implicita en las politicas que conforman la ultima desigualdad
(espacio de factibilidad) es que incorporan el conocimiento cuantitativo de la
reduccion necesaria, en las tasas de emision, para que la concentracion de los
diferentes contaminantes esté por debajo de las normas sanitarias (salvo N,,, dias

al afo). Este conocimiento cuantitativo se representa con el redisefio o acotacion de
las tasa de emision (capitulo 4), las cuales se deben reconstruir de acuerdo al
prondstico que realiza un modelo de dispersion.

Por otra parte, el control a corto plazo se aplica en periodos de varias horas o dias
durante eventos de estabilidad atmosférica que favorecen la acumulacion de los
contaminantes. Las acciones que caracterizan a este tipo de control son las que
producen una disminucion inmediata de las emisiones contaminantes e incluyen el
paro total de algunas actividades industriales. La meta especifica en el control a
corto plazo es mantener, durante el periodo de estabilidad atmosférica, la
concentracion de los diferentes contaminantes por debajo de las normas sanitarias.

Un ejemplo de estrategia de control a corto plazo es la sustitucién de combustibles
en plantas termoeléctricas; este procedimiento implica la sustitucién por algunas
horas de operacion, del carb6n mineral o combustoleo por algin combustible (gas
natural) que, aun cuando sea mas caro, libere menos contaminantes (S0,).

Otra estrategia tipica en el control a corto plazo consiste en el disefio de las tasas
de emision con las que deben trabajar las diferentes fuentes industriales durante los
periodos donde hay un prondstico de estabilidad atmosférica, o al menos, definir
limites que no deben exceder las tasas de emisidbn en cada planta industrial
(Capitulo 4). Estas estrategias pueden ser muy restrictivas para algunas fuentes
industriales, sin embargo, estas sélo se deben aplicar hasta que las condiciones
atmosféricas favorezcan la dispersion de los contaminantes.

Queda establecido entonces que, tanto en las politicas de control a largo plazo
como en las de control de corto plazo, es de gran importancia tener un
conocimiento cuantitativo de la reduccion necesaria en las tasas de emision para
evitar alcanzar niveles donde los contaminantes dafien a la poblacion. Actualmente
este conocimiento preventivo no se ha incorporado completamente a los
programas para abatir la contaminacién atmosférica de la Ciudad de México y sélo
se toman acciones hasta que la concentracion de los diferentes contaminantes han
alcanzado niveles peligrosos (GDF SMA, 2006).
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Capitulo 2

Modelo de dispersion

Para establecer estrategias efectivas en el control de la concentraciéon de los
contaminantes atmosféricos es necesario contar con un adecuado modelo de la
calidad del aire. Tal modelo debe estar bien formulado en el sentido matemaético,
es decir, la solucién debe ser Unica y tiene que depender continuamente de las
condiciones iniciales, de las condiciones de frontera y del forzamiento. Aun para
modelos simplificados en una region limitada no es trivial lograr que éstos estén bien
formulados, ya que en general, el flujo de los contaminantes a través de la frontera
abierta no es un proceso bien conocido, y por lo tanto, esto puede generar una
perturbacion que se propague dentro del dominio por adveccion y difusion que
finalmente destruya la solucién del modelo. Por lo tanto, es de gran importancia
colocar condiciones de frontera que determinen un modelo bien formulado en el
sentido matematico y que sean consistentes con el fendmeno fisico.

En este capitulo se define un modelo Euleriano de la calidad del aire y se muestra
que, con las condiciones de frontera impuestas, la solucién deébil es Unica y es
estable respecto de perturbaciones en las condiciones iniciales (distribucion inicial de
los contaminantes) y del forzamiento (tasa de emision).

2.1 Definicion de un modelo de dispersion de
contaminantes atmosféricos

Una sustancia contaminante en la atmosfera se encuentra sujeta a diversos
procesos fisicos y quimicos que influyen en su propagacion, algunos de éstos son:
transporte por adveccion, sedimentacion, difusion turbulenta y transformacién por
reacciones quimicas, por lo que la dispersion de estas sustancias emitidas a la
atmosfera por fuentes fijas o moviles es un fendmeno tridimensional y no-
estacionario. A continuacion se formula un modelo lineal que toma en cuenta estos
fendmenos y se supone que el viento responsable del proceso advectivo es
conocido.

Sea D=Dx(0,H) un dominio acotado tridimensional (conexo y simplemente conexo)
con frontera abierta oD=S,uUSuUS,,, la cual es la union de la superficie lateral
cilindrica S, la base S, en el fondo y la cubierta S, en z=H (ver Fig. 2.1.1). Se
denota por r, = x,Y,,z, €D, i=1..,N, los puntos donde se ubican las N fuentes

puntuales (fuentes industriales) que emiten K especies contaminantes primarios
con tasas respectivas ¢;(t), i=1...,N. Se denotan con ¢, r,t alaconcentracion del

k -€simo contaminante dentro de la regién D en el punto r al tempo t.
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Es importante destacar que se supone que la region de estudio D contiene a todas
las fuentes puntuales de emision del contaminante, y por lo tanto, no habra
contribuciones externas a la polucion dentro de D. Tomando en cuenta esto en el
balance de masa, la propagacion de los contaminantes se puede describir a través
del siguiente sistema de ecuaciones (ver Fig. 2.1.1):

%wwk+V-¢s—v-(uv¢k)—ﬁ(uz %jwm - f,(r,t) en Dx(O,T) (2.1)
ot 0z oz
#.(r,0)=g¢/(r) en D (2.2)
4 —-vid,e en D (2.3)
5 s )
1,250 g =g, en s, (2.4)
oz
0 s +
,uZa—('];kz—Vk@ en Sy (2.5)
(Ve -n-Ug =0en S (2.6)
(Vg -n=0en S* (2.7)
iV -n=0en S, (2.8)
V-U:a—u+@+a—wzo en D (2.9)
OX OX OX

Donde U(r,t)= u,v,w denota la velocidad del viento en D y se supone que cumple

la ecuacion de continuidad (2.9). o, = o, (r,t) >0 es el coeficiente de transformacion
quimica de la k -ésima especie contaminante. = u(r,t)>0 y i = j(r.t) =0 son
los tensores de difusion turbulenta,

0wy py (7. 1) 0 (2.10)

Fx(r’t:] 0 0
(ﬂx(r,t) 0 J“ﬁ: 0
0 0 po(r.t)

respectivamente, y f,(r,t) es el forzamiento formado por las tasas de emision para
el k -ésimo contaminante:
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f (r,t) =§jqik(t)5(r—n) (2.11)

donde S8(r—r,) es la funcion delta de Dirac centrada en la posicion de la i-ésima

fuente puntual que incluye implicitamente a la altura efectiva de la fuente, el
diametro de la chimenea, asi como la temperatura y velocidad de salida de los
gases. Hay que notar que la emision total de cada fuente es la suma de las tasas
para cada contaminante

q,(t) = ZK_jqik (t) (2.12)

Fig. 2.1.1 Proyeccion en el plano x-z del modelo conceptual de dispersion.

La ecuacion (2.2) define a ¢. como la distribucién espacial de la k -ésima especie

contaminante al tiempo t=0 sobre D, es decir, ¢’ es el residuo del k-ésimo

contaminante en la atmésfera que dejo la actividad industrial en un intervalo de tiempo
pasado (por ejemplo durante el dia anterior).

IR
El término V-¢; en (2.1), describe el cambio en la concentracién de las particulas

por unidad de tiempo debido a la sedimentacién, la cual esta caracterizada por la
velocidad constante de sedimentacion v; >0.
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La frontera S se ha dividido en cinco partes, dos para el flujo horizontal, es decir, S*
se define como los puntos de S tal que U = U-n>0, donde n es el vector normal

exterior y S~ se define como el complemento (Un:UﬁSO). Dos para la
frontera superior: S, es la frontera donde la sedimentacion es el resultado de la
difusion menos la adveccion (Eq., 2.4), y S/, implica que la sedimentacion es
igual a la difusion (Eq., 2.5). Por ultimo, en S,, que es la frontera inferior, se

tiene que la difusiébn es cero debido a que el flujo es tangente a la superficie
irregular (Eq. 2.8). La condicion de frontera (2.6) establece que cuando el viento
ingresa a la region D el flujo total del contaminante, tomando en cuenta difusion y
adveccion, es igual a cero, por lo cual, en S™ no hay salida o entrada de la especie
contaminante. La condicion de frontera (2.7) establece que cuando el viento sale de la
region D se desprecia el flujo difusivo turbulento en comparacion con el flujo advectivo
del contaminante, por lo tanto, la salida de la especie contaminante s6lo es por
adveccion. Estas condiciones de frontera fueron definidas por Marchuk (1982, 1986), y
generalizadas al caso de tres dimensiones por Skiba (1993, 1997).

Para concluir la definicién del modelo de (2.1)2.9) es necesario aclarar el uso de la ecuacion de
continuidad (2.9) que cierra dicho modelo de dispersion, la cual es una condicion de incompresibilidad.

Un flujo es llamado incompresible si su densidad no cambia con la presion. Ya que
en el desplazamiento de un paquete de fluido sobre una linea de corriente el paquete
esta sometido a las diferencias de presion, se tiene que, un fluido es incompresible
si la densidad de un paquete que se mueve sobre cualquier linea de corriente del
flujo se mantiene constante, es decir,

Bp_%0  y.vp=0
Dt ot

Por otra parte, si se considera la ecuacion de continuidad (ecuacion de
conservacion de masa)

op Dp
—+V-(pU)=——+pV-U=0
p (pU)=—Fr+pP

se obtiene que, un fluido es incompresible siy sélosi V-U=0.

Los liquidos tienen un cambio relativo de densidad sumamente bajo respecto de la
presion, por lo cual se consideran incompresibles, sin embargo, lo gases si
presentan compresibilidad. Ya que el aire es una mezcla de gases es necesario
establecer un rango de comportamiento en el que éste se pueda considerar como un
fluido incompresible.

24



Si se considera la ecuaciéon de Bernoulli

se aproxima Ap como (gngP y se define a® = 2'3 (velocidad local del sonido),
0

entonces se obtiene que

bp _1U°
p 2a

De aqui se observa que el cambio relativo de la densidad es proporcional al
numero de Mach

U
M="
a
Por otra parte, si se considera una atmoésfera hasta los 600 m (capa en donde
tiene lugar la emision y dispersion de contaminantes), se tiene que la rapidez

promedio del viento U es menor a 12 m/s. Por lo tanto, el cambio relativo de la
densidad del aire es aproximadamente

AP _ 0.006
yo,

Es decir, hay un cambio relativo de la densidad menor al 1% (cambio
despreciable), por lo cual, el aire se considera un fluido incompresible y es posible
usar la ecuacién de continuidad V-U=0 .Un criterio generalmente aceptado para
considerar aun gas como incompresible es M < 0.3, esto significa que U <100m/s
(aproximadamente).

2.2 Unicidad y estabilidad de la solucion en el
sentido clasico

Las condiciones de frontera (2.4) a (2.8) no so6lo tienen un adecuado sentido fisico,
sino también poseen buenas caracteristicas matematicas, ya que hacen del
modelo de dispersion (2.1) - (2.9) un problema bien formulado en el sentido de
Hadamard (1923), es decir, la solucién del problema (2.1) - (2.9) es Unica y es estable
respecto de pequefas perturbaciones en las condiciones iniciales, mas aun, es
posible mostrar que hay estabilidad respecto de pequefias perturbaciones en el
forzamiento (Skiba y Parra-Guevara, 2000).
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Con la finalidad de establecer estas caracteristicas supongamos que el problema
general de evolucion

Z’+ Aj= f (2.13)
#(0) = ¢° (2.14)

tiene al menos una solucion suficientemente suave, y que A:®cH —>H es un
operador diferencial lineal positivo semidefinido con dominio en un subespacio ® de
un espacio de Hilbert H. Con estas hipotesis se afirma que la solucion es unica y

es estable respecto de perturbaciones en ¢° y el forzamiento f . La demostracion
es la siguiente.

Multiplicando la ecuacion (2.13) por ¢ y agrupando términos se tiene
o¢
i) — = ) f - )
(¢ atJ ¢ 9, AP

donde los paréntesis denotan el producto interior definido en H.

Considerando que A es positivo semidefinido, y usando la desigualdad de
Schwarz (Skiba, 2005), es posible escribir

0
(6. 2)<1tliel, donde |- 4p -

Si se observa que

9 )_19 52 —1g1 2
(6.28) =22 10 =Wl S el

entonces se obtiene la siguiente desigualdad:
0

—ll <[ T -

~lel=11]

Integrando en ambos lados de la ultima relacion (respecto del tiempo), y usando la
condicion inicial, se tiene que

Ioll< [l tldz+ o]
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suponiendo que la norma de f es acotada en el intervalo de tiempo (0,T),
finalmente, se puede escribir

<T -max| f(r,t)]+[#°|l.
]| <T - max]|f (r, )] +[¢°]
Dado que A es un operador lineal, la ultima desigualdad afirma que pequefas
variaciones en f y ¢° inducen pequefias variaciones en la solucion ¢ del

problema de evolucidon, esto es estabilidad. El mismo razonamiento garantiza
unicidad, es decir, si se consideran dos soluciones del problema (2.13) - (2.14),

entonces, al restar las ecuaciones se tiene un problema de evolucion con ¢° =0 y
f =0, de esto se sigue, segun la desigualdad anterior, que la norma de la diferencia
de dichas funciones es cero.

Con este resultado general lo Unico que falta probar para que el modelo (2.1) - (2.9)
este bien formulado es que el operador diferencial lineal

Mp=UV+9-§ V15621, P s o
oL "oz

sea positivo semidefinido. Para esto, se considera el producto interior, en L,(D), de

Agp con ¢,

(Ag.¢) = [pU-Vgdr + j¢v-¢§§ dr — [V v gdr - j¢§yz%dr+ [og?dr (2.15)

Yaque V-U=0 setiene que V-(¢°U) =2¢U-V¢ . Sise integra este resultado, y se usa el
teorema de la divergencia (Kreyszig, 2006), entonces se puede escribir

2 STUS STuUSh

j¢u-v¢dr—%j¢2u.ﬁds—1[ [ ugds+ jun¢2ds] (2.16)

o 1 > . . :
Como ¢V-¢° :—EV-(vsqzﬁ2 e;), integrado y utilizando el teorema de la divergencia,
tenemos
63'ﬁ

e-n ds 2.17)

5 1 ¢ 1
Dj¢v.¢ dr=—50£v¢2 d5=55{v¢2
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Para la parte vertical de la  difusion  turbulenta  se emplea

1 2
ﬁ(quz %): ,qu% +¢£(#Z %) y las condiciones de frontera (24) y (2.5),
0z 0z oz oz oz

posteriormente, integramos en la region D como se muestra a continuacion.

2

o, 0¢ 1 o¢ o
—|p—(p, =)dr = ||z ==| dr — —2dsS =
Df¢ o ) Dfﬂz P~ a! i, —

Lo
3" oz

Por otra parte, se tiene la relacion V - (¢uV @) = ¢V - (1uV §) +

(2.18)

2
dr+ [veg’ds - [U #°ds
Sy Sh

1 2

12V ¢| . Sise integra ésta y se

usa el teorema de divergencia, entonces se obtiene

J

D

2

— [oV (v p)dr = [|2V g

dr— [¢uvg-nds
oD

si la Ultima integral se separaen S* y S, y se aplican las condiciones de frontera (2.6)
y (2.7), finalmente se tiene que

2

~[ ¢V (uVgydr= ﬂuzw

D

dr- [4°U,ds (2.19)

Si se sustituye en (2.15) las formulas integrales (2.16) a (2.19), y se reordenan los
términos, tenemos

2
(A, §) = j;}éw o|r+j[a¢2]o|r+1 [vg e, nlds + [vegds +
D 2 D 250 SH
+1{ [ ugds- jun¢2ds}>o, $ed (2.20)
2 stuUs;, STuUSh

Con esto queda demostrado que el operador diferencial A es positivo semidefinido.
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Otra ventaja de que el operador diferencial lineal en el modelo (2.1) -(2.9) sea
positivo semidefinido es que algunos de los esquemas de discretizacion numérica,
basados en diferencias finitas, preservan esta propiedad, y por lo tanto, es facil
establecer la existencia, unicidad y estabilidad de la solucion en el problema de
dispersion discreto. Ademas, es posible usar métodos de separacion de
operadores por componentes, y por lo tanto, trasladar el problema de tres
dimensiones a tres problemas simples en una dimensién, lo cual siempre
representa una ventaja computacional ya que ahorra memoria y tiempo de computo.

2.3 Ecuacion de balance de masa

Las condiciones de frontera (2.4) a (2.8) son fundamentales para establecer que el
modelo de dispersion este bien formulado, de hecho, es posible aplicar éstas para
mostrar que el modelo satisface una ecuacion de balance de masa consistente
con el fendmeno de estudio. Para llegar a esta ecuacidon se integra (2.1) sobre el
dominio D,

j(a"ﬁk FU-Vg +V-g-V. (ﬂvm——(yza +o-k¢kjdr— [f(r,tydr (2.21)

Si consideramos que V-U =0 se tiene la igualdad V- (¢ U)=U-Vg, . Si se aplica ésta
al segundo término (junto con el teorema de la divergencia) se tiene que

[u-vgdr= [4U-nds = [4U,ds+ [4U,ds (2.22)
D oD s* S”
Aplicando el teorema de la divergencia en el tercer término tenemos

- > - >
€s-Nn €3.N

jV-ngdr =— [vig, ds = v ds— [vigds (2.23)
D oD S S

Si se aplica el teorema de la divergencia a la cuarta integral y se usa la condicién
de frontera (2.6) y (2.7) se escribe

[V (uvg,)dr = jy%ds = jun¢kds (2.24)

Integrando el quinto término en la region D se tiene:

;( )dr_ jyz % gs - ju #.dS — jv #.dS (2.25)
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Al sustituir (2.22)-(2.25) en la ecuacion (2.21) se obtiene que

%Lyﬁkdrzgqik(t)—fak@dr—jv,f¢k‘e:-ﬁ‘d8— [ au,ds (2.26)

S*US
A la ecuacion (2.21) se le aplico la propiedad integral de la funcion delta de Dirac:
[ f(ns(r—r)dr = £(r,)

La ecuacion (2.26) es la ecuacion de balance de masa. Esta ecuacién indica que
la variaciéon de la masa total de la k -€sima especie contaminante en el dominio D, es
igual a la suma de las tasas con que se suministra, menos la tasa de destruccion
total por reactividad quimica, menos lo que sedimenta en la frontera S, menos la
pérdida de masa contaminante que escapa por la frontera debido a la adveccion (notar
que U, >0 en S"US/, ), lo cual es consistente con el fenbmeno de dispersion y
transformacion.

Esta ecuacion y (2.20) determinan que cuando q.(t)=0 Vi, entonces Lqﬁkdr y
ngﬁkzdr decrecen con el tiempo (notar que U, <0 en S°). Ademas, si u=0,

o, =0, v, =0 y U, =0 sobre la frontera ¢D, entonces ambas integrales se conservan
en el tiempo, es decir,

%L@dr =0, % [#2dr=0

Estas relaciones son Utiles para probar el buen funcionamiento de los algoritmos
numericos que se presentan en el capitulo 5.

30



Capitulo 3

Modelo adjunto de dispersion de contaminantes
atmosfeéricos

En este capitulo se deriva la estimacion adjunta para la concentracion promedio
de los contaminantes en una zona Q. Esta estimacion dual usa la solucion de un
modelo diferencial adjunto y tiene la ventaja de exhibir en forma explicita la
influencia que la distribucion inicial de los contaminantes y las tasas de emision
tienen sobre la concentracion promedio de dichas sustancias sobre Q. Esta
reformulacion proporciona una técnica efectiva y econdmica en el estudio de la
sensibilidad del problema de contaminacion. En particular, provee una técnica
eficiente para el andlisis y solucion del problema de control de emisiones
industriales.

En general, las estimaciones directa y adjunta son elementos complementarios
que permiten comprender los diferentes aspectos del modelo ambiental y dar
solucion a los problemas de reubicacién (Marchuck, 1986 y 1995) y control de
emisiones industriales (Parra-Guevara et al.,, 2010; Liu, 2007; Parra-Guevara y
Skiba, 2003) .

Durante las Ultimas décadas se han desarrollado varias aplicaciones de las
ecuaciones adjuntas en oceanologia y meteorologia dinamica. Marchuk (1995 y
1986), ha sugerido el uso de las soluciones de las ecuaciones adjuntas para
estimar el promedio en espacio y tiempo de la anomalia de campos
meteoroldgicos, y para estudiar la respuesta lineal de los modelos respecto las
variaciones en las condiciones iniciales y el forzamiento. Una de las primeras
aplicaciones de estas ideas fue el estudio del modelo lineal global tridimensional
de la interaccion térmica de la troposfera con los océanos y continentes.

Se puede decir en general que esta idea de introducir ecuaciones adjuntas ya ha
demostrado ser fructifera cuando se aplica en campos de la fisica matematica y
computacion matematica tales como: fisica de la atmosfera y del océano,
procesamiento y asimilacion de datos, mecanica de los medios continuos,
mecénica cudéntica, ecologia, modelos mateméaticos en inmunologia, control
optimo y remediacién de sistemas acuaticos (Parra-Guevara y Skiba, 2007); tanto
en problemas lineales (Marchuck, 1986) como en modelos no-lineales (Vladimirov
y Marchuck, 2000).
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3.1 Operador adjunto

La definicion de operador adjunto para un operador definido en un espacio de
Hilbert (generalmente un espacio de funciones con ciertas caracteristicas de
integrabilidad y/o diferenciabilidad), tiene como objetivo generalizar la propiedad
que posee la matriz transpuesta respecto del producto interior en el espacio
euclidiano real, es decir,

Ax,y = x,Ay

donde A esunamatrizreal nxn, y x,yeR".

Con esta analogia, la definiciébn general para el operador adjunto es la siguiente.

Definicion. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior denotado por (, ), y
L:H —H un operador lineal con dominio ® « H (® subespacio lineal de H). El

operador adjunto de L es un operador lineal L :H—H, con dominio ® cH (&
subespacio lineal de H), que satisface la identidad de Lagrange:

Lg,g = L9 Vged yVged (3.1)

Existencia del operador adjunto

Bajo las caracteristicas de la definicion anterior para el operador L el adjunto
existe, es decir, siempre es posible construir un operador L que cumpla la
igualdad (3.1). Para esto, se define al conjunto ® como el subconjunto mas
grande de H tal que g e ®’, siy solo si, la funcional lineal ¢ — (Lg,g) es acotada.

®" es un conjunto no vacio ya que 0e® . Ademas, @ es un subespacio lineal de
H, ya que para g,,9,e® y abeR se tiene

| Lg.ag, +bg, | _[al| L9, [+]b]| L9, |
¢ ¢

<[a[C, +]p[C,, #ed- 0 .

Por otra parte, si g e ®" entonces, por el Teorema de Riesz, existe un tnico veH
tal que

Ld,g = oV
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Se define entonces el operador L' :®" — H como: L'g=v. Este operador esta
bien definido por la unicidad de v y de acuerdo con la ultima igualdad satisface

Lg,g = 4L'g V gD yged,

es decir, L es el operador adjunto.
Unicidad del operador adjunto

En general, el operador adjunto no es unico segun la definicion dada
anteriormente, ya que de acuerdo a la construccion anterior, si el operador L™ se

restringe a cualquier subespacio propio de ®", entonces también la restriccion
satisface (3.1).

Con el fin de establecer la unicidad, se supone que @ es un espacio densoen Hy
se considera a L con dominio maximal, es decir, es el mayor subespacio donde
se cumple (3.1). Bajo estas condiciones, si F es un adjunto, entonces
Dom... c®" (de lo contrario L se puede expresar al subespacio Dom... +d y @

no seria maximal), por lo tanto, para g € Dom_. se tiene que

Lg.g = ¢.F g = pLg Ve
es decir,
$,F'g—Lg =0, V pecd.

Por otra parte, si (¢,h) =0, V¢ e ®, entonces h=0. Esta afirmacion es cierta por la
densidad de @, ya que existe una sucesion en este conjunto tal que ¢, —> h ,y por
lo tanto, si h=0 entonces

[~ bl =l + Il =[l0[| >0
que contradice la convergencia. Por lo cual h=0.

Con este dltimo resultado se concluye que F'g—L'g=0, es decir, F* es solo una
restriccion de L ; en este sentido L~ es Gnico.
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Es importante destacar que, en general, el operador lineal L y su adjunto son
diferentes. Solo en algunos casos particulares, como el operador de Laplace con

condiciones Dirichlet o Neumann homogéneas, se tiene que L=L (®=®"), en

tales casos el operador L se denomina autoadjunto. El caso L=L pero (®=®")
es importante, ya que se transmiten propiedades cuando alguno de los dos

operadores satisface una caracteristica, por ejemplo, si L es definitivo positivo,
entonces
L'g,g = g,LU'g = Lg,g >0, Vged

Por ultimo, se consideran algunos ejemplos sencillos de operadores adjuntos
donde se destaca la importancia de la identidad de Lagrange (3.1).

1. Si AeM__(R), entonces el operador adjunto es la matriz transpuesta A', y en

este caso, autoadjunto significa que A es simétrica (A= A'").

2.Si Lg=k¢ con ®=L,(0,1), entonces L'¢ =kg con @ =d, ya que
Lg.g = ké,g = g.kg = ¢,Lg

y por lo tanto L es autoadjunto.

X X

® =d yaque

y por lo tanto L y L son operadores antisimétricos, es decir, (L¢,¢)=(L'g,g)=0.

$.(0)=¢ (1) <L,(0,1), entonces

- d’¢ 2
4., Si L¢=yF con &= ¢eC” 0,1
X

. d’¢ .
Lg=—ud7 con & =®, yaque

2

: ?gdxw{g 4, —[g #, -

R

L¢. g =1fﬂ

0

1dzg 1 dzg .
jwmx]} Oj¢(u OIXszx= #Lg

0

y por lo tanto L es autoadjunto.
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3.2 Derivacion del modelo adjunto de dispersion

En esta seccion se establece un modelo diferencial adjunto asociado al modelo de
dispersion (2.1)-(2.9) para una sustancia contaminante en la atmoésfera. Este
modelo resulta ser la herramienta ideal para hacer el analisis de la sensibilidad
lineal del valor promedio de la concentracion de dicha sustancia en una region de
importancia Q contenida en D.

El valor promedio de la concentracion del contaminante de Q, durante el intervalo
de tiempo T -7, T se estima de acuerdo al funcional.

Jor =Ja.(#) =ﬁ [ Jo(r.tydrdt

T-7Q
Donde |Q| representa el volumen de la region de interés.

Este funcional tiene unidades de J, .

1 (M M
3. L(M]g_M
* L3T(L3j L3

Donde M es la masa, L* es el volumen y T el tiempo.

Se debe notar que es posible hacer un analisis de sensibilidad de J,, aplicando

Gnicamente el modelo de dispersion (2.1)- (2.9). Para esto, es necesario
considerar la solucién de (2.1)- (2.9) en un estado basico de los parametros del
modelo y posteriormente calcular la solucibn con las correspondientes

perturbaciones de estos. De esta forma, la anomalia 5J,,, es la diferencia de la

concentracion promedio para cada solucién. Este enfoque representa una
alternativa al estudio del problema de control de emisiones, ya que al perturbar las
tasas de emision, por prueba y error, se podria determinar que tanto hay que
reducir dichas tasas para que la concentracion promedio cumpla la norma
sanitaria. Sin embargo, esto representa un gran trabajo computacional, ya que
cada que se perturba un parametro en el modelo (2.1)- (2.9), este se tiene que
resolver para calcular ¢ y estimar J, .. Un enfogque de este tipo no es seguro en el
sentido de que siempre se hallara una solucion al problema de control, ademas, se
consume una gran cantidad de tiempo de computo, lo cual no sirve en el control
de corto plazo. EI modelo adjunto y el principio de dualidad que origina, representa
una gran ventaja sobre este tipo de enfoque.
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Modelo adjunto

Para derivar el modelo adjunto se consideran las siguientes definiciones asociadas
al modelo de dispersion para una especie contaminante en la atmésfera:

o = o o¢
H=L, Dx 0T , Lg=—+U-Vg+V-¢ -V - ;Np—— i, — +
L, Dx ¢ t ¢ ¢ UV ¢ %5 op Yy

®= ¢geC® Dx 0,T ; ¢(r,00=0, (2.6)y(2.7)

donde (2.6) y (2.7) significa que ¢ cumple las condiciones de frontera respectivas
del modelo (2.1)-(2.9).

El operador adjunto L se construye a través de la identidad de Lagrange:

Lg,g = ¢U'g Vogedyged
donde el producto interior de H esta definido por: (¢,y) = LT _L¢¢//drdt. Se tiene entonces
que

T a¢ T T s T
Lg,g = ”g —tdrdt+0jDJ.gU -V¢drdt+JngV-¢ drdt — HgV-yWﬁdrdt

0D a 0D

oo 2 ! !
~ (o2 1, 2 drt+ [ [gopdrdt— [ [g (r,tydret
6o 0L "oz 00 0D

donde g es una funcion de prueba cuyas caracteristicas se determinaran en lo que
sigue.

Al integrar por partes y definir g(r,T)=0 en Dse tiene
T”g %drdtz—Tjjﬁ—gdrdt— [o(r,0)g(r, 0)ar
at 0D at D

0D

Si se considera (2.9) y el teorema de la divergencia, se deduce que

T”gu -V¢drdt:T” V-(gUg) - ¢V -Ug drdt:THg;zsundeHTjjg¢und3dt—T”¢u -Vgdrdt
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Para la tercera integral, si consideramos el teorema de la divergencia tenemos:

0s}, 0s,

Por otra parte, al usar (2.5), (2.3), (2.4) y el teorema de la divergencia, se puede
escribir

coe A

[av - (uv pydrdt =Tjjyg Z—ﬁdet—Tj Iyyﬁ(;—?]det
D 0s~ 0s*

_;j jy¢g—id8dt+;u¢v-(ng)drdt

<

Por ultimo, la quinta integral puede expresarse como

Tj g a(,u ¢jdrdt Ij,u det+Hyz ¢d5dt—” ¢—det
g a z Z a

]
:”ﬂzgé—deH ”¢ ( g )drdt

Sy

Al definir x 2 =0 en's”, uD+U,g=0ens’, 4 D=0ens,, u2+U,g=0
on on oz pe

en S/, yg—g+§s~n:0 enS,, g =—v’gesenD y
n

T”(;Sp(r,t)drdt:T”gf(r,t)drdt+ [a(r.0)4(r,0)dr

se obtiene, sumando las cinco Ultimas ecuaciones, que

g = [[#| - B -U-vg-v.§° V- () -2[ 1, 2 |+ og - p(r.t) drdt = ¢,Lg
0D ot oz

oz
es decir,
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. 0 —s 0 o
Ug=-2)-U-Vg-V-g —V-(Wg)——(ﬂz—g]wg—p(r,t)
ot oz oz
y su dominio @ esta dado por las funciones g eC? Dx 0,T tales que
g(r,T)=0 en D, ya—gzo en S, ya—g+Ung=0 en S, yza—gzo en S, ,
on on oz
,uzg—g+ung=0 en S, yg—?]+§s-n=0 en S, , g =-vgées en D
z

Por tanto, podemos establecer que el modelo adjunto con un forzamiento p(r, t) es,

0 = o( o
—a—g—U-Vg—V'g —V~(Wg)——(ﬂz—gJ+ag = p(r.1) (3.2)

t 0z 0z
g(r,T)=0 en D (3.3)
g°=-v°gés en D (3.4)

g _

—=0 en S 3.5
:uz az H ( )
uVg-n=0 en S~ (3.6)
,u,za—g+Ung:O en S (3.7)

oz
4Vg-n+U g=0 en S (3.8)
,&Vg-ﬁ+§-ﬁ:0 en S, (3.9)

donde el forzamiento se define por

o(r0) = T‘—Q, reQy te(-zT)

0, en otrocaso

(3.10)

El modelo diferencial (3.2)-(3.9) es un problema de valores finales. Este problema
esta bien formulado en el sentido de Hadamard si se resuelve de t=T a t=0.
Mas aun, ya que al reformular las ecuaciones con el cambio de variable: t =T -t y
U =-U, se tiene que el modelo (3.2)-(3.9) tiene la misma estructura que el
modelo de valor inicial (2.1)-(2.9), entonces, es posible probar la existencia, la
unicidad y la estabilidad de la solucién del modelo adjunto exactamente como en
la seccion 2.2 (Skiba y Parra-Guevara, 2000).
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3.3 Definicion del problema de control de emisiones

El modelo de dispersion para varias especies contaminantes (2.1) - (2.9) es una
herramienta que permite predecir la concentracion ¢, de la k -ésima sustancia, en

cada punto de la regién de estudio D y para cada tiempo t>0, a través de la
simulacion numérica (Capitulo 5). Esto significa que es posible conocer que tan grave
sera la contaminacion en toda la region D, debido a la suma de los contaminantes
que se emiten por las fuentes puntuales con tasas q(t), i=1..,N y por la
distribucion inicial ¢2(r) de dichas sustancias. Cuando el pronéstico de la

concentracion promedio para cada contaminante es menor que una concentracion
de interés o la norma de calidad del aire respectiva (Tabla 1.1.4), entonces las
fuentes de emision pueden trabajar al mismo ritmo, es decir, con la tasa de emision
g (t), i=1..,N. Sin embargo, si en el pronodstico de la concentracion promedio

excede la concentracion fijada o la norma de calidad de aire, entonces se deben
tomar acciones para evitar este evento. En este caso las acciones consistiran en
restringir (acotar) o redefinir las tasas de cada fuente puntual de tal forma que si se
cumpla la norma de calidad del aire.

Es posible que dentro de la region de estudio D exista una zona de especial
sensibilidad que represente el objeto de proteccion. Por lo tanto, sin pérdida de
generalidad, se considera una zona Q contenida en D, para la cual se quiere que
la concentracion promedio de los contaminantes se mantenga en niveles

aceptables. Con el fin de formular esto Ultimo se define el funcional J,, como sigue:

B =30, 0 == [ [ 4ot (3.11)

-7

donde |Q es el volumen de la region de interés. Js., representa la concentracion
promedio, en la regiébn Q y durante el tiempo por considerar en el control (z >0),
mientras que J, denota la concentracion maxima admisible que puede ser tolerada
por la acumulacion de las emisiones industriales del k -ésimo contaminante.

Considerando los factores anteriores, el problema del control de las emisiones
industriales se puede ahora enunciar como sigue.

Acotar o redefinir en forma adecuada las tasas de emision q,(t), i=1..,N, de tal
forma que se cumpla:

3o ($) <3, k=1...,K (3.12)
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Finalmente, se debe tener en cuenta que si hay una solucion no trivial al problema
de control, entonces, por linealidad del modelo (2.1) - (2.9) y del funcional (3.11) se
tiene una infinidad de soluciones, las cuales consisten en tomar fracciones de las
tasas redefinidas. Esto representa una ventaja ya que se pueden buscar en este
espacio de soluciones aquellas tasas que sean adecuadas a cada factoria.

3.4 Principio de dualidad

Con el fin de reformular la concentracion promedio Jf,, en funcion de la solucion
g, del modelo adjunto (3.2)- (3.9) se considera el siguiente producto respecto
L,(Dx 0,T ), donde ¢, es la solucion del modelo de dispersion (2.1)-(2.9),

L0, = [ Jow ®a(r—r)g, (5, ydrdt =Z [ g, (5, tyct (3.13)

i=1 oD

Por otra parte, también se tiene que
L. 0 = H(—k + Ad, jgk(n,t)drdt
0D at

Si se aplican las condiciones de frontera e iniciales que satisfacen las soluciones
é. Y 0, respectivamente, entonces, realizando los célculos en forma similar a los

de la seccién 2.2 se obtiene

L9 = | (—%—A’*gkjmr,t)drdt— [.2(N)g, (r,0)dr

es decir,
Lg, 0 = [ [p(r, 0 (r,0)drdt - [4°(r)g, (r,0)dr (3.14)
Igualando (3.13) y (3.14) se tiene

[ [P0, (r.0drdt = > [a, g, (5,0dt + [4°0)g,(r,O)dr

i=1l o
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Con esta ultima ecuacion, y considerando la definicion (3.10) para el forzamiento
p 1
1
— 1t eX(T-7,T)
p(r.t) =141
0 (r,t) e Qx(T —7,T)

se obtiene el principio de dualidad para la concentracion promedio de los
contaminantes en una zona de importancia ecolégica Q,

3 ) = [, 09, (r.dt+ 49, (r,0)dr (3.15)

i=1l o

Esta ecuacion muestra la dependencia explicita que tienen sobre la concentracion
promedio de los contaminantes en Q las tasas de emision y la distribucion inicial
de dichas sustancias en D. Es importante notar que la solucién g, del problema

adjunto (3.2) - (3.9) no depende de estos parametros. Por lo tanto, g, sélo es una
funcién de peso que pondera a ¢ y a las tasas de emisién g, (t), i=1...,N . Este

resultado es fundamental para resolver el problema de control de emisiones
industriales.

Aun cuando las funciones solucion ¢, y g, permiten estimar la misma
concentracion promedio J';J a través de (3.11) y (3.15), estimaciones directa y
adjunta, respectivamente, se debe entender que, en general, estas son funciones
complementarias, ya que g, en (3.15) solo permite conocer la concentracion
promedio en Q, mientras que ¢, nos permite conocer ademas la concentracion

del contaminante en toda la regién de estudio D. De esta forma, dependiendo de
las preguntas por contestar asociadas al problema de contaminacion se puede
usar ¢, 0 ¢,,0 ambas.

3.5 Analisis de sensibilidad

La ecuacion (3.15) permite hacer un andlisis de sensibilidad de J‘(‘M respecto de

los pardmetros q,, . y ¢ (i=1,...,N), manteniendo U, x, o,, Q y r fijos, sin
necesidad de resolver en forma repetida el problema (2.1) - (2.9). Es decir, para
estimar el cambio §J';)’T, cuando hay perturbaciones 45q,, or, (i=1,..,.N) y J¢;

respecto de un estado basico en los parametros que definen al problema de
emisiones industriales, se debe resolver solo una vez el problema diferencial (3.2)-
(3.9), almacenar la solucion adjunta g, , y posteriormente calcular la concentracion
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promedio evaluando las integrales en (3.15) para el estado basico. Para todas las
posibles perturbaciones se puede evaluar nuevamente (3.15) con la misma

funcion solucién g,, de esta forma, SJ;,, es la diferencia de estas nuevas

estimaciones con la del estado basico. Este procedimiento representa un trabajo
computacional mas simple, ya que es mas econdémico evaluar integrales que
resolver cada vez un problema diferencial como el (2.1)-(2.9).

En particular, este procedimiento resulta de gran utilidad cuando se busca la
ubicacion de una nueva fuente puntual dentro de la region de estudio D, la cual
cause un minimo impacto sobre Q. En este caso, hay que hacer un analisis de
sensibilidad respecto de la nueva ubicacion r. para determinar el sitio mas

adecuado.

En una forma mas general, es posible hacer un analisis de sensibilidad de J, .
respecto de todos los parametros en el modelo de dispersion (2.1)-(2.9). Para
esto, se considera a ¢; ,x,, U, o, 1, ¢k°, G, Y % (i=1,...,N) como estados basicos

de los parametros de los modelos directo y adjunto. Se denotan con 5;;,5y2,
oJ, o, ou, 840, 59, 'y or (i=1,...,N), a las pequefias perturbaciones
correspondientes a estos estados. Con estas perturbaciones ¢, sufre un cambio
5¢,, y por lo tanto, Jf,, cambia en 5Jy, . El objetivo ahora es estimar 5Jy,, hasta

primer orden. Para lograr esto se considera a ¢, +d¢4, como la solucion del
siguiente problema de dispersion:

—a(¢k;5¢k)+(u +0U) V(g +34)+ V- (f +585) —V -((u+ )V (g, +54,))
—%{(ﬂzwﬂz)—a@k; 5¢k)j+<ak+6ak)(¢k +84) = (1 +80,0) en Dx(©OT)
(4 +54)(r,0) = (4 +547)(r) en D

(o +04) =i (6 +54)e, en D
ﬂz@_un(ﬁ( +54.) =—v (4 +4) en S,
Hy O+ =V, 4 +0¢, en S}

0z

NV ¢ +54, -n-U (4 +54)=0 en S
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IV ¢ +54 n=0 enS*

AV ¢ +0¢ -n=0 en S,
donde 6U y &u se consideran nulos en la frontera oD .

Si multiplicamos la primera ecuacion por la solucién g, del modelo adjunto (3.2)-
(3.9) e integramos en Dx(0, T) entonces, al eliminar los términos de segundo
orden, se obtiene la estimacion de primer orden para la anomalia 5ng, de la
concentracion promedio del contaminante en la region de interés Q.

53, = [ 9,(r, 008+ [0, Vo, (r,05n dt+d [ 5, g, (5.0

-[ Lgk(r,t)[w -v¢k+v-5$ks—v(5y.v¢k)—§(5yz %j+5@k¢k}drdt

Esta dltima ecuacidén nos permite hacer el andlisis de sensibilidad resolviendo sélo
dos problemas diferenciales, el directo (2.1)-(2.9) y el adjunto (3.2)- (3.9), lo cual
sigue presentando una ventaja computacional, ya que sélo hay que evaluar las
integrales de la Ultima ecuacion en las perturbaciones correspondientes.
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Capitulo 4

Control optimo

4.1 Formulacion del problema de programaciéon
lineal en el control de emisiones

El control de las fuentes puntuales de emision es un tipo de problema inverso en el
contexto de la modelacion de la contaminacién del aire. Este problema se puede
formular como un problema variacional (Hinze et al., 2009; Yan y Zhou, 2009;
Parra-Guevara y Skiba, 2006), o como un problema de programacion matematica
(Parra-Guevara et al., 2010; Cooper et al., 1996; Greenberg, 1995). Esta ultima
forma tiene la ventaja de no modificar considerablemente el perfil basico de las
tasas de emisién con las que operan las fuentes industriales, y por lo tanto, son
mas sencillas de implementar. Enseguida se describe dicho método.

El objetivo del problema de control es redefinir las tasas de emision
Q (), i=1..,N, introduciendo parametros positivos de amortiguamiento

A <1 i=1..,N (Parra-Guevara et al., 2010; Cooper et al., 1996). Dichos
parametros determinan las nuevas tasas de emision g, (t) en la forma

4®=4Q 1), i=1..,N, (4.1)

donde el valor (1-4)x100 representa la disminucion porcentual de las emisiones
desde la fuente i-ésima (disminucion de la actividad industrial).

Tales parametros se determinan a través del problema de optimizacion siguiente:

minigpizar H =i21:(!ci |Q:(t) — g, (1) dt 4.2)

sujeto a: Jo.(6)<d,, k=1...,K

Donde c; es el costo (por unidad de masa) que se debe pagar por disminuir la
actividad en la fuente i-ésima y J, son las concentraciones de interés 6 normas

sanitarias para los contaminantes. Hay que observar que minimizar la funcién
objetivo H significa cambiar lo menos posible las tasas de emision actuales Q,(t)

para que las concentraciones J,,.(¢,) cumplan las normas sanitarias.
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Por otro lado, si tomamos la forma alternativa (formulacion adjunta) para la

concentracion promedio del k-ésimo contaminante (Eg. 3.15) entonces podemos

definir

Ve =J, - [0, (r.O#(Ndr, k=1,..,K (4.3)
D

donde v, es el nuevo indicador de la calidad del aire. También es posible
reescribir a la funcién objetivo H como

H =Y o 0-4) [Q@d

Esto nos permite replantear el problema de optimizacion como

N T
inimi F=-cA |O(t)dt
minimizar D¢ .IQ.()

i=1 0

QMg (r,t)<v,, k=1...,,K

. (4.4)
sujeto a: > A
i=1

Co\ -

Este es un problema de programacion lineal con respecto a los parametros 4,, ya
que tanto la nueva funcién objetivo F como las restricciones son lineales.

Este conjunto de ecuaciones pueden escribirse en forma matricial como:

minimizar F =ak
BL<vV } (4.5)

sujeto a:
0<A<1

t

]
Donde a= a,3,...,3y , &==C [QM)dt, A= A, J..ody ' V= ViVy iV Y
0

B= b, .., €slamatriz de coeficientes de transferencia:

b, = [ Qu(g, (r. et (4.6)

De esta forma, el problema de control de emisiones ha sido reducido a un
problema de optimizacion en el espacio euclidiano R"“, cuyo espacio de
factibilidad es

Y= reR": 0<A<1 BrA<vV 4.7)
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4.2 Existencia de las soluciones

Para determinar la existencia de soluciones en el problema (4.5) se analiza el
conjunto definido por (4.7). El espacio de factibiidad Y es no vacio, ya que
0 € ¥, ademas, éste es un conjunto acotado ya que 0<A<1. Con el fin de

mostrar que ¥ es un conjunto cerrado, se observa que si x e ¥ entonces hay una
sucesién 4, ~ en V¥ tal que 4, —x (1<i<N). Para i fijo, se puede estimar
que

1
X, <e+A <e+l y 0<A <x+g Ve>0y n>n,,

por lo tanto, 0<x <1, i=1,...,N . Por otra parte, hay que notar que
|Bx—Ba, |, <|[B], [x—2,], >0 cuando n—>,

Yaque [B],>0 y [B], <

es decir

(Br,), > (Bx), cuando n—»>w, 1<k<K.
De este modo,
(Bx), = (Bx), —(Br,), +(BXr,)), <e+Vv, Ve>0 y n>ng,
por lo tanto, (Bx), <v,, k=1,..., K. Se concluye que xe¥, y por lo tanto YcVv.

Ya que el espacio de factibilidad ¥ es no vacio, acotado y cerrado en el espacio
euclidiano R" entonces podemos concluir que ¥ es un conjunto compacto.

Por otra parte, para mostrar que el espacio de factibilidad ¥ es un conjunto
convexo, se observa que si te(0,1) y A, A, €'Y entonces

O<th, <ty O0<(1-t)A,<1-t.
Sumando las ultimas dos estimaciones, tenemos que

0<th, +(1-t)h, <1.
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Ahora, se observa que
B(th, + @—-t)A,) =tBA, + (1—t)BA, <tv+(1-t)v<v,
y por lo tanto, th, + (1-t)A, e V.

Es importante notar que la solucion del problema de programacion lineal (4.5)
siempre existe porque el espacio de factibilidad ¥ es un conjunto no vacio y
compacto en R, y la funcion objetivo F es continua (Teorema de Weierstrass;
Luenberger, 1984). Esta solucién pertenece a la frontera 0¥ del espacio de
factibilidad (Bazaraa et al., 2009), y tiene por lo menos una constante Optima de
amortiguamiento 4; que es estrictamente menor que la unidad, es decir, al menos

una fuente de emision de contaminantes debe disminuir su tasa de emision con el
fin de cumplir con las normas de la calidad del aire en la zona Q. Hay que tener
en cuenta que en esta estrategia de control de emisiones algunas constantes de
amortiguamiento Optimas pueden ser igual a la unidad, lo que significa que las
tasas de emision de las fuentes respectivas no necesitan modificarse.

Por otra parte, observamos que el problema de programacion lineal (4.5) podria
tener muchas soluciones con el mismo valor de la funcion objetivo F (Bazaraa et
al., 2009), y debido a la convexidad de ¥ y a la linealidad de F, todas estas
soluciones forman un conjunto convexo C en ¥ (Parra-Guevara et al., 2010). El
criterio para elegir una de tales soluciones podria ser la facilidad de la técnica para
implementar ésta en una situacion real.

Con el fin de determinar una solucion del problema de programacion lineal (4.5),
se puede aplicar un método de optimizacién a gran escala basado en LIPSOL
(Linear Interior Point Solver; Zhang, 1995), que es una variante del algoritmo
predictor-corrector de Mehrotra (1992), un método de punto interior primal-dual.
También, para la optimizaciéon de mediana escala se puede aplicar un método de
proyeccién que es una variante del conocido método simplex para programacion
lineal (Dantzig et al., 1995). Ya que los métodos de punto interior reducen los
tiempos de busqueda de los valores Optimos (Zhang, 1995), éstos representan
una buena alternativa en los problemas de contaminacion del aire con muchas
fuentes puntuales. En este trabajo se utiliza la rutina LINPROG de MATLAB que
tiene implementado los dos métodos antes mencionados. A continuacién se
describen éstos brevemente.
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4.3 Dos métodos de solucion para el problema de
programacion lineal

Teorema de dualidad de programacion lineal

Consideremos estos dos problemas de programacion lineal

Problema A Problema B
minimizar ¢ x maximizar y'b
Ax>Db yTA<c’

x>0 y=>0

Este par de problemas se llaman problemas duales por las muchas relaciones
entre ellos, tales como las siguientes (Bazaraa et al., 2009; Luenberger, 1984):

i) Si uno de los problemas tiene una solucion entonces el otro también y el minimo
de c'x esigual al maximo de y'b.

ii) Para cada problema el vector solucion se halla de manera usual. El vector
solucion del problema dual puede obtenerse entonces tomando las variables
débiles en orden, asignando a la base final el valor 0 y dando a cada una de las
otras el valor correspondiente de -h;.

A) Método Simplex

Tradicionalmente, los problemas de programacion lineal se resuelven usando el
método SIMPLEX, el cual evoluciona por los puntos extremos de la region factible
(region acotada por las restricciones) hasta encontrar el 6ptimo del problema.

Sea el problema de programacion lineal

minimizar  H(x)=c' x
sujeto a: AX<hb (4.8)
0<x

Donde A es una matriz mxn, ¢ y x son vectores de dimensidon n y b es un
vector de dimension m .
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Primero introducimos variables débiles x ,,...,X,,,, para hacer

X +apX, +.ta X, X, = bl
A, X +8,X, +.. 8, X + X, =D,

n

(4.9)

a, X +a,X +..+a, X +X. . =b

m

Observemos que estas variables débiles, como las otras x. deben ser no

negativas. El uso de variables débiles nos permite identificar un punto factible
extremo. Dicho de otra manera, en un punto factible extremo a lo mds m de estas
variables son diferentes de 0. La matriz de coeficientes se ha transformado en

a, a,..39,10..0

a a,..8,01.0 (4.10)

Las ultimas m columnas corresponden a las variables débiles. Llamemos
v,V,,...,V.. . alas columnas de esta matriz. El sistema lineal puede escribirse como

XV 4+ XV + o+ X o Vo =D (4.11)

n+m " n+m

Por sencillez, supondremos que x,.,,...,X,,,S0n todos O en este punto de modo

que x;,..., X, son las variables no nulas (alo mas m). Entonces

X\Vp + XV, .+ XV, =D (4.12)
Y el correspondiente valor de H es

H, = XC, +X,C, +...4+X.C., (4.13)

Suponiendo independencia lineal de los vectores v,,...,v,,, todos los n+m vectores
se pueden expresar en términos de la base

V=V e VY (j=1,...,n+m) (4.14)

Definimos también h; =v,;c, +...+v, ;¢ —¢; (j=L...,n+m) (4.15)
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Si hacemos j=k en (4.14) tenemos

V, =V Vg eV Vo (4.16)
Ahora multipliquemos a (4.16) por p y hacemos la sustraccion de (4.12) para hallar
(X, = PV )V, + (X — PV IV, + oo+ (X, — PV IV, + PV, =D (4.17)
De modo similar, a partir de (4.13) y (4.15) el nuevo valor de H sera

(X, = pVy )C, + (X, — pVy )C, + ...+ (X, — PV, )C,, + PC, = H, — ph, (4.18)
Si multiplicamos por p, a (4.16) y lo sustraemos de (4.14) hallamos

Vi = (Vg = PV Vg et (Vi = PV )V + DLV (4.19)

Si h, >0 en (4.18). En este caso es optimo hacer p tan grande como sea posible
sin que un coeficiente x, — pv, Sea negativo. Esto sugiere escoger

pzmiin(xi/vik)le/vlk (4.20)

Con este valor de p el coeficiente ¢, se vuelve 0, los otros son no negativos y
tenemos un nuevo punto factible extremo con valor H

H'=H, - ph, (4.21)
Por otro lado de (4.19) se determina que

p1:miin(Vij/Vik):V|j/V|k (4.22)

De estos resultados se puede concluir que

. :{xi —(X /v, Vi para i.;tl (4.23)
XV, parai=|I

V{,— :{vij —(V; /i vy para i-;tl (4.24)
Vij/vik parai=|

Que forman la nueva base. El proceso se repite ahora hasta que todos los h; sean
negativos o hasta que para algun h, positivo ningun v, sea positivo.
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Este conjunto de ecuaciones puede resumirse en forma compacta como

Xl Vll V12 Vl,n+m
X, Vpy Vpy e V.

2,n+m

(4.25)

Xm le Vm2 Vm,n+m

H, h h, .. h

n+m

Llamando v,, el pivote, todas las entradas de la fila del pivote estan divididas por

el pivote; la columna del pivote se vuelve cero excepto para un 1 en la posicion del
pivote y todas las otras entradas estan sujetas a (4.23) y (4.24).

B) Método de punto interior

La técnica de optimizacion denominada de puntos interiores evoluciona por el
interior de la regién factible a diferencia del método SIMPLEX que evoluciona por
los puntos extremos, disminuyendo considerablemente el tiempo de solucion de
los problemas. Es decir, en sistemas de gran tamafio el ndmero de vértices
aumenta exponencialmente con el nimero de variables, y por lo tanto, el proceso
de busqueda con el método SIMPLEX puede requerir gran tiempo de computo.

Consideremos el problema de programacion lineal como:

maximizar c¢'x

. (4.26)
sujeto a: Ax<b

Se asume que c#0 y x son vectores de dimensiébn n, b es un vector de
dimension m y A es una matrizde mxn de rango completo m>n.

Si se introducen las variables de holgura v al problema (4.26), se tiene

maximizar ¢’ x
sujeto a: Ax+v=Db (4.27)
v>0

Donde v es el vector de dimension m de las variables de holgura. En cada

iteracion k, con v* y x“como la iteracién actual, una transformacion lineal se aplica
al espacio de solucion:

51



Las variables de holgura se escalan de tal manera que x* sea equidistante a
todos los hiperplanos, generando el espacio cerrado cuya interseccién forma el
espacio factible del conjunto de restricciones. Rescribiendo (4.27) en términos de
las variables de holgura escaladas, se tiene:

maximizar  c'x

sujetoa:  Ax+D_v=b (4.28)
V>0

El conjunto de las variables de holgura escaladas factibles estan en el conjunto:

S= veR"|Ax+D'v=b para xeF

Sila matriz A es de rango completo, entonces
v=D,(b—Ax)

y

x(v) = (A" DZA)A' D, (D,b—V)

La nueva direccion factible d es obtenida de la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones:

(ATD/A)d =c (4.29)
La direccioén correspondiente de las variables de holgura es:

d* = —Ad* (4.30)
Esto lleva a la siguiente formula de actualizacion:

X=X +adf (4.31)
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Una propiedad importante es que x* converge a la solucion 6ptima. Lo anterior
puede ser sintetizado como sigue:

i) Sea x° un punto interior, escoger un valor y de tal manera que:
AX<by O0<y<l k=-1

ii) Calcular la holgura (distancia del punto a cada restriccion) k=k+1:
v =b— AX :[vl",v'z‘,....,vr‘;]T

iif) Calcular la matriz diagonal:

] 1 1 1
D, =diag| —,—,...,—

iv) Calcular la proyeccién del punto actual sobre la periferia de la esfera.
Resolver el sistema de ecuaciones para d:

(A'D, D A)df =c

v) Escalar la direccion proyectada d

T

dy =—Ad; = (d,),.(d,);,-.-.. (),

vi) Calcular la longitud del paso a tomar en la direccion d:

azymax{((\j/‘vk)i <0: (d,), <0: i:1,2,...,m}

Calcular el nuevo punto interior:

X =x* +ad!

‘bT yk _c Xk‘
Si <¢ termina, de lo contrario, ir al paso 2.

max 1, ‘CT xk‘
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El paso 2 asegura que el punto interior se encuentra dentro de la region factible,
esto es, v, >0. Aunque v, se acerque a 0 por muchas restricciones, nunca es igual
a 0. Los pasos 5 y 6 ajustan el elipsoide interior para que sea tan grande como
sea posible en la region factible. El paso 7 asegura que el gap de la dualidad vaya
a 0, esto es, la diferencia entre los valores de las funciones objetivo primal y dual
sea 0.

s . Solucién optima
Solucién optima I ‘

=

S la Iteracion del SIMPLEX
Primera Iteracién del SIMPLEX egunda fteracion de !

Seolucién optima Solucién optima

e
Proyeccion

Primera Iteracion interior . . A
Segunda iteracion interior

Fig. 4.4.1 Ejemplo de la diferencia geométrica entre el método simplex y el método de punto interior.
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Capitulo 5

Esquema de soluciéon numéricay ejemplos

La ecuacidn de dispersion (transporte) aparece en el estudio de la propagacion de
sustancias en diferentes medios. La soluciébn de dicha ecuacion representa la
concentracion de la sustancia que se dispersa y es una informacion muy
importante en el estudio de diversos problemas ambientales como son: estimacion
del impacto ambiental por derrames de petréleo, ubicacion de nuevas plantas
industriales, determinacién del sitio de impacto de una explosién nuclear, control
de emisiones industriales y remediacion de sistemas acuaticos contaminados.
Debido a la complejidad de estos problemas, no es posible en general obtener una
solucion analitica para la ecuacion de transporte, por lo que es necesario usar
técnicas numéricas para hallar una solucién aproximada. Dentro de los métodos
numericos para tratar esta ecuacion destacan aquellos que generan esquemas
discretos que satisfacen una ecuacién de balance de masa similar a la del
problema continuo, y cuya implementacion computacional sea eficiente y sencilla.
La primera caracteristica es indispensable para mantener el sentido fisico del
modelo, mientras que las restantes se requieren para resolver problemas de gran
escala que involucran regiones en la atmésfera o el océano donde se observan
procesos de dispersion de sustancias. En estos casos el esfuerzo computacional
se debe reducir con el fin de hacer predicciones en un tiempo razonable. Los
métodos de separacidbn de operadores son especialmente (tiles en estas
situaciones, ya que se han desarrollado para reducir problemas mas complejos de
la fisica matemética a una cadena de problemas mas simples, los cuales pueden
ser eficientemente resueltos en una computadora (Skiba, 1997; Skiba, 1993;
Marchuck, 1986). Este tipo de reduccién consiste en separar al operador que
caracteriza la ecuacién de estudio como una suma de operadores de estructura
mas simple. Es importante observar que los métodos de separacion de
operadores se usan en la discretizacion de la variable temporal en el modelo
continuo, mientras que la discretizacion de las variables espaciales se realiza con
técnicas de diferencias finitas o elemento finito. Por lo tanto, lo que permite que el
modelo discreto conserve las propiedades fisicas del modelo continuo es una
adecuada combinacién de las aproximaciones en espacio y tiempo.
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5.1 Esquema de Crack-Nicolson

Una idea central en el esquema de separacion de operadores componente por
componente es el esquema de Crack-Nicolson (Crack y Nicolson, 1947), el cual
permite discretizar el modelo respecto del tiempo. Para representar este esquema
es posible considerar el siguiente problema de evolucién general que contiene
como caso particular al modelo de dispersion (2.1)-(2.9).

9, py_
A= (5.1)
#(0) = ¢° (5.2)

Se asume que ¢° y f son funciones suficientemente suaves con el fin de que la
solucién ¢ tenga derivadas continuas respecto del tiempo y pueda aproximarse
con polinomios de Taylor. Ademas, se considera que el operador diferencial
denotado por A vya se ha discretizado en espacio usando alguna técnica de
diferencias finitas de tal forma que se tiene una matriz positiva-semidefinida. Por lo
tanto, en el proceso de discretizacion total del modelo, sdlo falta la aproximacion
temporal.

Se considera una malla en el eje del tiempo con tamafo de paso >0 y nodos
t =Iz, 1=0,1..,M, T=Mr. Desarrollando a ¢ en un polinomio de Taylor de

orden dos centrado en t , se tiene que
1+=
2

NN )+(Zj2¢"(t'+;)+(£)3¢m(t'+;)+
1+1 |+% 2 |+% 2 21 2 31
), ")

T ,, T 2 | T
¢(tl):¢(tl+;)_§¢a@“(i] 2! (ZJ 3!

Combinando estas expresiones se obtienen las siguientes férmulas de diferencias
finitas de orden dos:

¢(t|+1)r_¢(t|) :¢'(t|+;)+0(72)

¢(t|+l)2+¢(tl) =¢(t|+1)+0(72)
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Aplicando estas dos férmulas en (5.1), y despreciando el error de truncamiento, es
decir, los términos o(zr*), se obtiene el modelo discreto de segundo orden llamado
esquema de Crack-Nicolson:

¢|+1_¢|+AI ¢|+1+¢| _ f|+%
T 2

Donde ¢' denota la aproximacion de, por lo menos, segundo orden para ¢(t,),
1

F2=f(t,) y A=At ,).
+E +§

Agrupando términos en la Gltima ecuacion se tiene que

U+%NW“=U+%NWW¢fi,I=QWM—1
(5.3)
¢° = ¢(0)

Por lo cual se concluye que el esquema es implicito. Es importante notar que para
calcular la aproximacion de ¢ en cada nivel de tiempo es necesario resolver un

. . . . . . T
sistema lineal de ecuaciones algebraicas donde la matriz del sistema (I +§A')

es definida positiva (no singular), y por lo tanto, la solucién existe de forma Unica.
Esta caracteristica es esencial y se repite en los métodos de separacién de
operadores que se exponen mas adelante.

El esquema definido por (5.3) es estable respecto de pequefias perturbaciones en
la condicion inicial y el forzamiento. Para mostrar esto se considera el siguiente
resultado sobre la estimacién de la norma (Skiba, 2005).

Teorema 5.1. Sea A una matriz NxN positiva-semidefiniday o >0, entonces se
tiene que

@) (1 =AY +aA)-1H2 <1 (Lema de Kellogg) y
(i) (1 +om)?|, <1

El esquema de aproximacion numeérica definido por (5.3) se puede escribir como
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1
¢'+1:T'¢'+18'f| 2 (5.4)
donde T'=(1+Z A (1-LAY y S'=(1+ZA")",

2 2 2
Tomando la norma sobre (5.4) se tiene

1
I+=
f 2

H¢ 1+1

[T 1 Y+ s ',

2

Aplicando el teorema 5.1, definiendo | || = max || f jHZ, y observando que
T A Iy-1 T Al T Al T A 1y-1
I+—A I-——A)=(-=A)({+=A
( 5 ) ( 5 )=( 5 X 5 )

Se obtiene que

H¢ 1+1

<l L+t

Finalmente, es posible escribir
|¢'], <|#°], 1= f]. con 1z <T.

Ya que (5.4) es un proceso lineal, entonces, de la ultima acotacion, se concluye
que V>0 y T<owo, las perturbaciones de ¢ son pequefias cuando las

perturbaciones del forzamiento y la condicion inicial también son pequefas
(estabilidad incondicional).

Segun el Teorema de Convergencia de Lax (Skiba, 2005), un esquema de
aproximacion numeérica que presenta estabilidad, y cuyo error de truncamiento es
al menos o(r) (consistencia), es convergente. Es decir, cuando Ax, Ay, Az y

7 —0 se tiene que
‘¢ :jk —¢(rijk’tl)‘_>0

Ya que el esquema de Crack-Nicolson presenta estabilidad incondicional y un
error de truncamiento o(r?) se concluye que es convergente.

Las caracteristicas de este esquema de solucidon numérica indican que este
método es una buena técnica para resolver el modelo de dispersion (2.1)-(2.9), sin
embargo, se requiere de un gran esfuerzo computacional para realizar (5.3), ya
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gue la dimension de la matriz A es igual al nimero de nodos considerados en la
discretizacion del dominio D, que en general es un numero grande, y por lo tanto,
se complica la solucién del sistema algebraico, lo que implica un alto tiempo de
computo para obtener la solucion de los sistemas algebraicos en (5.3). La
alternativa a esta dificultad computacional es un esquema de separacion de
operadores.

5.2. Separacion de operadores componente por
componente

Algunos problemas de la fisica matematica pueden ser reducidos a una cadena de
problemas mas simples los cuales son resueltos en forma eficiente por
computadora. Este tipo de reduccion es posible en los casos donde el operador
positivo semidefinido, que caracteriza al modelo, es descompuesto en la suma de
operadores positivos semidefinidos con estructura simple (Skiba, 1997; Skiba,
1993; Marchuck, 1986). Tales métodos son conocidos como métodos de
separacion de operadores, siendo uno de los mas importantes el esquema de
separacion componente por componente que se describe a continuacion.

Se considera la ecuacion de evolucion general (5.1) en forma homogénea, y se
supone que el operador diferencial A fue aproximado por diferencias finitas en
espacio, de tal forma que se tiene una matriz positiva-semidefinida. Ademas, se
supone que A se puede descomponer en tres matrices positivas-semidefinidas
A, A, y A, de tal forma que

A=A+A +A
Las matrices A, A, y A, se aproximan de la siguiente forma

AL:Aa(tHE) en t<t<t,, a=12

2

Donde se esta considerando una malla en el tiempo similar a la de seccion
anterior. Se considera el siguiente esquema de solucién numérica, el cual es una
aplicacion sucesiva del esquema de Crack-Nicolson para los operadores A, A,

yA
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; - 5.5
- O (5.5)
|+§ |+§ I+§ I+%
Ry e Ay (5.6)
T 2
1+1 H% 1+1 I+%
A j} VS A ;¢ =0 (5.7)

1 2
Combinando (5.5), (5.6) y (5.7) paraeliminar 4 ® y ¢ 3 se obtiene
¢ 1+1 :T |¢ |
Donde

I _ NS AN T Ayt _ T Al T Ayl T gl
T=(2A) (=S A+ 2 A (=2 AT+ A) (1 =2 Ay)

Ya que HT 'stl (teorema 5.1), se tiene que el esquema (5.5)-(5.7) es

absolutamente estable, se debe observar que

(142 A =ZA) =(1 =D A +2 A, a=123.

Para demostrar que también que es consistente, es necesario considerar el

siguiente teorema (Skiba, 2005).

Teorema5.2. Sea T una matriz real NxN tal que |[T| <1, entonces

(i) I =T es no singular
(i) (I=-T) =1 +T+T%+-+T" +...

1
(1 -T) Y < ——
WD
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Para ¢ suficientemente pequefio se cumple que %HA{H2<% %HA'ZHZ<% y

%HA;HZ <% y por el Teorema 5.2 es posible escribir

2
T'=1-zA' +%[(A;)2 +(AL)2+ (AL)2+2A1A, + 2ALA} +2A5A4 |-

Siademas AJA, =ALAl, AIAL=ALAl y ALAL =ALA, entonces se obtiene que

2

T '=I—TA'+%(A')2—

La dltima ecuacion muestra que el esquema (5.5)-(5.7) coincide con el esquema
(5.3) hasta orden dos, y por lo tanto, se concluye que (5.5)-(5.7) es consistente.
De nuevo, el Teorema de Lax implica la convergencia del esquema.

La ventaja obtenida con este método de separacién de operadores es que la
realizacion computacional del esquema (5.5)-(5.7) es mas sencilla que la de (5.3),
siempre y cuando A, A, y A, representen la descomposicion del operador A en

las direcciones x, y y z, respectivamente. Esto se debe a que las férmulas (5.5)-

(5.7) implican la solucion sucesiva de problemas unidimensionales con una
estructura simple, es decir, sistemas algebraicos donde la matriz es tridiagonal de
bajo orden, y por lo tanto, de facil solucion.

La desventaja del esquema (5.5)-(5.7) es que necesita que los operadores A}, A}

y A, conmuten, lo cual no se tiene en general. Cuando los operadores no

conmutan la aproximacion sélo es de primer orden. Por este motivo se propone un
esquema mas general.

Se aproxima A, A, y A, en el tiempo como

A=A (), ent  <t<t, a=12y3
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Y se considera el nuevo esquema simétrico

At VR A (5.8)
T 2

¢ =4 _§+A'2¢ LT (5.9)
T 2

¢ =4 A2 ST (5.10)
T

A N A (5.11)
T 2

A A NY AL A (5.12)
T 2

¢ 3 ¢ 1+1 +A|l¢ §+¢ 1+1 O (513)
T 2

L 1+2 1+2

2
. . - I-<
Al combinar estas ecuaciones para eliminar ¢ 3, ¢ %, ¢', ¢ 3 y ¢ 2, se puede
escribir

¢I+1 =T I¢I—1

Donde
T'= (142 A =2 AN +2 A (1 =2 A1+ A (1 =2 A

(12 A= DAY+ 2 AL M1 =2 A1+ A (1 =2 A)
Desarrollando en serie de potencias la matriz T' (teorema 5.2), se tiene
T'=1-2zA ﬁL%(A')2 -

Donde A'=A(t). Esta dltima ecuacion implica que el esquema (5.8)-(5.13)

coincide hasta orden dos con el esquema de Crack-Nicolson aplicado a (5.1) en el
intervalo t_, <t<t,_,.

62



I+1 4 1-1 1+1 1-1
AN A A
T

Se concluye que el esquema (5.8)-(5.13) es absolutamente estable (por el
teorema 5.2 y |T'| <1), y de orden dos de aproximacion, independientemente de

ue las matrices AI, Al AL conmuten o no. El Teorema de Lax garantiza la
1 2 3
convergencia.

Para el caso no-homogéneo del problema general (5.1)-(5.2) el esquema de
solucién numérica anterior se generaliza con las siguientes ecuaciones

I+ A)¢ 3-(' /\'1)415'1
(|+5A;>¢‘5:(|—5A;)¢"§
(I+= A')¢ _(I——A)(¢ 3+z-f )
(5.11)

(I +3A;)(¢ *5—rf'):(l —1A5>¢'

I+ A')¢ E (|——A')¢ E

Tanst T Al *5
(1+5 AP = (1 =5 A
donde f'=f(t).

5.3. Separacion de operadores en la ecuacion de

transporte

Para aplicar el esquema (5.11) al modelo de dispersion (2.1)-(2.9) se definen A,

A, y A, como sigue (se omite el subindice del k-ésimo contaminante para facilitar
la explicacion):

21 10 1 6¢ o, 0¢
Ag=op+> 2 up 4 ul-L
A2¢=la¢+33 v+ vl 2 (%

3 20 2y oy
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gl iy a2 2,
A3¢_3¢ W"5255 62)

donde w=w-—V. De esta forma el fenémeno se ha separado en las direcciones x,
y Yy z, respectivamente.

Si se considera que V-U=0 se prueba que A=A +A, +A,, donde A es el
operador diferencial positivo

A=U-59+9 § V-9 9) - 2 1,2 1o

Hay que observar que existen otras formas de elegir A, A, y A, para la

separacioén por componentes, sin embargo, la que se propone arriba es simétrica,
lo cual permite el mismo tratamiento numérico para los tres operadores. Ademas,
estos operadores son positivos semidefinidos, lo cual es una caracteristica
necesaria para aplicar el esquema (5.11) que no todas las descomposiciones
presentan.

Para mostrar que cada uno de estos operadores son positivos semidefinidos, se
considera, sin pérdida de generalidad, que el dominio D es el cubo

0,X x 0,Y x 0,Z . Se tiene entonces que

LX¢A¢dX:—La¢dx+L ( )de{ F2u— ¢‘2ﬂ0

Aplicando las condiciones de frontera (2.6)-(2.7) en x=0 y x=X, es posible
escribir el dltimo término como

E¢2U‘“¢Z_ﬂ [ OOl +# @] 20

Ya que los parametros o y x sSon no negativos se concluye que

Y

(A_L¢!¢)|_2(D) = III¢AL¢dXdde >0

Un calculo similar prueba que A, y A, también son operadores positivos
semidefinidos.
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Es importante notar que el argumento anterior sigue siendo valido para cualquier
region D (conexa y simplemente conexa) que es, 0 Se aproxima por, un numero
finito de cubos.

El esquema de solucion numérica (5.11) requiere que la discretizacion de las
variables espaciales de cada operador diferencial preserve la propiedad anterior,
es decir, las matrices A, A, y A, deben ser también positivas semidefinidas. Para
lograr esto, se discretiza en espacio usando diferencias finitas centradas de orden
dos sobre una malla doble (tipo-C) de Arakawa. Las férmulas de aproximacion
para cada término del operador A son:

1 1
(3], s 612
u, ¢|+1jk_u. 1. %i-1jk
1 ¢ I+§jk i
—— —u— = 5.13
( Ug)+ 2 OX )ijk 2AX ( )
0 5¢ ¢i+ljk_2|jk+ i-1jk
—| u— = 5.14
(ax (# X jlj ) a AX? (5:14)

Donde Ax>0 es el tamafio de paso para la discretizaciéon en x. Para discretizar
los operadores A, y A, se usan formulas similares en la direccion y y z.

Las ecuaciones (5.12) y (5.14) son aproximaciones bien conocidas de orden dos,
sin embargo, la férmula (5.13) necesita una explicacién; para esto, se debe
observar que

10 gLy 00,1 0
(¢)+2 oX u6x+2¢ax

Al aproximar cada factor de lado derecho con una diferencia finita centrada de
orden dos, o un promedio centrado de orden dos, se obtiene que

—u

u +Uu u
1. 1. 1. 1
1 5¢J oIk =TIk ¢|+1jk_¢|fljk ¢|+ljk+¢|—ljk ik oIk

(__( P+3u% 2 2AX 2 2AX

Simplificando la ultima expresién se obtiene (5.13).

Para mostrar que los correspondientes operadores discretos son positivos
semidefinidos, se debe observar que
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N N -

|jk 2 L 2, M 2 2
Z(A1¢Ijk)¢ljk Z Ijk A Z I]k |+ljk) +AX2 (¢ljk+¢Njk)+

i=1

Y7
2AX( N+%jk¢Njk¢N+ljk _U%j k¢0jk¢1jk)_m(¢Njk¢N+ljk +doi i)

Aplicando los cuatro casos discretos de las condiciones de frontera (2.6)-(2.7) en
x=0y x= X, es posible rescribir los tltimos términos para obtener

N
Oijx

, ik g2 1
;(Aﬁujk)ﬂjk:; 5 ¢.jk+ Z(¢|Jk +ljk) +2AX

(u

U

¢1]k)

¢N]k+

N+
2

Ya que cada término en la Gltima ecuacion es no negativo, sumando sobre k y j
se concluye que

L M N
(A1¢'¢)=ZZZ( Ijk)¢ijk20
k=1 j=1 i=

Donde ¢ e R"™*" y satisface las condiciones de frontera discretas (2.6)-(2.7).

En forma similar se prueba que la matrices A, y A, son positivas-semidefinidas, y
por lo tanto, la matriz A cumple también con esta propiedad (A=A +A, + A,).

Dadas las caracteristicas de los operadores A, A, y A, antes descritas es posible

aplicar el esquema de solucion numérica (5.11) al modelo de dispersién (2.1)-
(2.9). La realizacion de este esquema implica, con la discretizacidon antes
formulada, la solucion sucesiva de sistemas lineales tridiagonales; esto se debe a
que hay que resolver problemas unidimensionales en las direcciones x, y vy z

(desacoplados), los cuales se discretizaron con formulas de diferencias finitas
centradas con tres puntos.

5.4. Ejemplos del control 6ptimo de fuentes
puntuales

La dispersién de los contaminantes emitidos a la atmdsfera por fuentes fijas o
moviles es un fendmeno no estacionario en tres dimensiones. Sin embargo,
durante los eventos extremos de contaminacion de corto plazo (T representa
algunas horas), cuando el movimiento vertical de la masa de aire es débil,
entonces aumenta la concentracion de los contaminantes cerca de la superficie de
la tierra y de las fuentes de emisiébn. En el caso de una gran estabilidad
atmosférica (inversion térmica), cuando los contaminantes se acumulan dentro de
una delgada capa superficial de altura H, la estructura vertical del proceso puede

ser ignorada w=0 . Asi, integrado la ecuacion de dispersion tridimensional en la
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capa superficial 0, H , y dividiendo entre H, se obtiene un modelo de dispersion
bidimensional en la regidon D. Es decir, integrando la ec. (2.1) en 0, H se tiene

[ [%*U'W’k*V'gks‘v'(”m)‘%(“z aa%j”"ﬁk}dz (5.15)

= LH |:Z Qi (t)5(xi o Xo)é‘(yi - YO)5(Zi o Zo)}dz

Considerando la concentracion media en la columna de aire
1 - .
(gok(r,t):ﬁ LH ¢ (r,t)dz), y las condiciones de frontera en S, y S, , se obtiene el

modelo bidimensional

0 13
%‘FU‘V%_V’(/UV%)*‘O}%=ﬁzqik(t)5(x_xi)5(y_yi) en Dx(0,T) (5.16)
i1

¢’k(rao):¢’ko(r) en D (5.17)

122U g =0 ens (5.18)
on

y%zo en S* (5.19)

V.U =0 en D (5.20)

y su adjunto

0
—%—U-ng ~-V-(uvg,)+0o,9, = p(r,t) (5.21)
9,(r,T)=0 (5.22)
1% 0 ens (5.23)
on
D yg =0 ens (5.24)
on

67



o(r1) = T‘—Q reQyte(-rT)

0, en otrocaso

(5.24)

La solucion ¢, (r,t) representa la concentracion promedio (en una columna de aire
de altura H) del k-ésimo contaminante, en el punto r =(x,y) y en el instante t.

Debido a esta aproximacion, la concentracion promedio para el k-ésimo
contaminante, durante el intervalo de tiempo (0, T), satisface:

3o (#)=30, (0} ) V4
H

Donde Q=Q,x 0, H es la zona de control. Por lo tanto, de acuerdo con la Ultima

ecuacion, cuando la estrategia de control descrita en el capitulo 4 se aplica al
modelo bidimensional, podemos encontrar las tasas éptimas de emision para el
problema tridimensional.

Se considera ahora una capa superficial de altura H=200m y un dominio
D=(0, 8000 m)x (0, 6000 m) con cuatro fuentes puntuales ubicadas en

r, = (1000, 3000), r, =(3000, 2000), r, =(3000, 4000) y r, =(5000, 3000) cuyas
emisiones de dioxido de azufre (SO,) presentan la misma tasa de emision no
estacionaria Q (t)=Q(t) (gs™) (i=1...,4), donde

20 0<t <1800
1296
Q(t) = %, 1800 <t < 25200
1000 10 i 25200),  25200<t < 28800
36 1296

La condicion inicial de SO, (ugm™) es la distribucion gaussiana

i —4000)* (y-3000Y
°(r)=102exp| —| X J —( j
“ (1) p{ ( 1000 1000

en D (notar que K =1). Los coeficientes de transformacion quimica y de difusion
o y u Se supone que son iguales a 0.0002s™* y 55.55m’s™ respectivamente
(valores tomados de Shir and Shieh, 1974). La velocidad del viento no-divergente
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U=(u,v) es generada por la funcion de corriente  =1.0y: u =aa—;///=1.0 ms™,

0 ] . . ]
v=——"’=o, y las lineas de corriente tienen la forma de lineas rectas con

direccion de este a oeste. El modelo de dispersion bidimensional y su adjunto se
consideran en el intervalo (0, T) con T=28800s. Se va a observar la
concentracién ~ promedio de la contaminacion J, ., en la zona
Q, = 6000 m, 8000 m x 2000 m, 4000 m durante las dultimas cuatro horas

(r =14400 s) para que no se rebase la tasa de 80 pgm™.

% 1000
= T T T T T T T

8.5 =

g+

48+

4 g
K [m) ¥ 1000
Fig. 5.1. Isolineas de la solucién del modelo de dispersién ¢, (I,t) en el dominio D en t =28800 s

Las isolineas de la solucion del modelo de dispersion ¢,(r,t) en t=28800s son
mostradas en la Fig. 5.1, donde la zona Q, ha sido remarcada. Se observa un
aumento de la concentracion de contaminantes en Q, debido al viento. La
concentracion promedio de la contaminacion JEZ’ . calculada a través de (3.15) es
97.58 ugm™, y puesto que el resultado no es satisfactorio (es superior a lo
establecido por J,), se aplico el método de control éptimo descrito en el capitulo 4,
es decir, resolvemos el problema de programacion lineal (4.5). Para ello, las
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soluciones del modelo adjunto g, =g,(r,,t) son calculadas (ver Fig. 5.2), y los
coeficientes de costo, en diferentes casos, son considerados en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Soluciones para la estrategia de control 6ptimo

i G A G e G 4 G A G e
1 1 1 1 0.0072 | 3 1 3 1 3 1
2 1 1 1 1 1 0 1 0.9785 |1 0.4825
3 1 1 1 1 1 0.9785 | 1 0 1 0.4825
4 1 0.6131 | 3 1 3 1 3 1 3 1

La tabla 5.1 resume las constantes de amortiguamiento Optimas para cada fuente
en cinco situaciones diferentes. Si todas las fuentes tienen el mismo coeficiente de
costo (ver la segunda columna de la tabla), entonces la fuente situada en el sitio r,

es la unica que debe disminuir sus emisiones en 39 % (tercera columna) con el fin
de cumplir con J,, lo cual es natural, ya que es la fuente mas cercana a la zona de

control Q,. Sin embargo, si esta fuente tiene un coeficiente de costo tres veces
mayor (cuarta columna), entonces la fuente localizada en r, debe detener

totalmente su actividad (quinta columna), tal resultado se obtiene debido a que la
funcion objetivo minimiza el costo global. Por el contrario, cuando ¢, =c, =3 y

¢, =C, =1 (véase la columna sexta), entonces el problema de programacion lineal

tiene muchas soluciones (ver las columnas 7 y 9 de la tabla). En este caso, el
promedio de ambas soluciones determina una solucion méas balanceada (columna
once). Esta solucion requiere que solo las fuentes situadas en r, y r, reduzcan

sus emisiones en 52 % con el fin de cumplir con J;, , =80 xgm™. Observamos que
todos los ejemplos anteriores usan v, = J,, ya que la distribucion inicial de SO, no
tiene impacto en la zona de control Q, durante el intervalo de tiempo (T -z, T).
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Fig. 5.2. Comportamiento temporal de las funciones adjuntas y comportamiento de la tasa original y la tasa
de emision 6ptima
Por dltimo, es interesante observar que el comportamiento temporal de cada tasa
de emision optima q,(t) = AQ, es similar a la taza de emision original Q, (ver Fig.

5.2). Este hecho es util para las fuentes contaminantes, ya que no deben cambiar
drasticamente su rutina de trabajo.
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Conclusiones

Los actuales avances en la prediccion numérica del tiempo a corto plazo y la
modelacién del transporte de contaminantes, han abierto nuevas expectativas que
no solo son capaces de predecir la concentracion de los contaminantes, sino que
también, con estas técnicas, se pueden controlar las tasas de emision de fuentes
industriales con el fin de evitar niveles peligrosos de la concentracién de la
contaminacion. Por otro lado, la solucién del modelo adjunto sirve como funcién de
influencia que nos ofrece informacion valiosa sobre el papel que juega cada fuente
puntual, permitiéndonos desarrollar estrategias de control de emisiones
industriales para resolver el problema inverso, es decir, dada una zona Q en la
cual se esta rebasando una norma de calidad del aire, la pregunta es ¢qué
industrias deben reducir su actividad industrial y en que porcentaje?, en nuestro
caso, se usa la técnica adjunta como auxiliar, con esta aproximacion dual (modelo
directo y adjunto) es posible obtener estimaciones de la concentracién de la
contaminacion y la influencia que tiene cada industria en la zona de importancia,
estas dos estimaciones se complementan entre si en el control de emisiones
industriales. Por otra parte, resulta eficaz y econémico el método para un andlisis
de sensibilidad respecto a la distribucidn geografica de las industrias y la
distribucion inicial de la contaminacion.

Como se observa, este trabajo trata de un modelo tridimensional de dispersion de
contaminacion a corto plazo con fuentes puntuales, en el cual se examina una
regiéon limitada donde el modelo adjunto y el principio de dualidad son utilizados
para representar el problema de programacion lineal para asegurar buenas
condiciones en la calidad del aire, de esta forma, se determinan las tasas de
emisién Optimas de las fuentes industriales, ademas de que se muestra la
existencia de la solucién 6ptima. Por lo tanto, los resultados numéricos manifiestan
la capacidad que tiene el método, el cual es muy interesante, ya que es un método
que se puede aplicar tanto en modelos lineales o no lineales, es econdémico
computacionalmente hablando y eficiente en la toma de decisiones a corto plazo.

Por otro lado, la integracion detallada de técnicas de modelacién y de optimizacion
gue se muestran en este trabajo dan pauta para que se siga trabajando con
modelos mas complejos (lineales o no lineales) y que integren por ejemplo
reactividad de segundo orden, haciendo el problema mas real, ademéas del
planteamiento para su aplicacion a una situacion real.

Otro aspecto importante es el hecho de que al trabajar con modelos mas
completos o0 que se aproximen mas a la realidad y que demuestren cierto grado de
confiabilidad, el introducirle un esquema como el mostrado en este trabajo, podria
ser de gran importancia ya que no solo se actuaria cuando el problema se haya
agravado si no que también se podrian disminuir las emisiones desde antes de
gue se presente un evento extremo de contaminacion atmosférica.
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