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1. INTRODUCCION

El Condensado de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en inglés) es un conjunto de
bosones con una fraccion muy significativa de estos ocupando el estado de minima
energia. Los bosones son particulas de espin entero que, a diferencia de los fermiones,
tienen la posibilidad de que dos o mas de su tipo ocupen un mismo estado cuantico
simultaneamente. Las funciones de onda de sistemas de bosones son simétricas al
permutar particulas. El BEC se da a temperaturas extremadamente bajas (del orden
de nano-kelvins), ya que el nimero de bosones en el estado base aumenta si disminuye la
temperatura. Este sistema ha sido de gran interés en las ultimas décadas, ya que abre las
puertas a la observacion de fenémenos de la mecanica cuantica a niveles macroscépicos.

La existencia del BEC fue predicha en 1925 por Einstein, quien identifico una tran-
sicion de fase en la cual una fraccién importante de particulas en un gas ideal de bosones
ocupa abruptamente el estado base. Sin embargo, su realizacién y observacion directa
no llegd sino hasta 1995 [1]. Durante todo ese tiempo el BEC fue un elemento teérico
muy util para el entendimiento de fenémenos como la superfluidez y superconductivi-
dad. A pesar de que las colisiones en los sistemas fisicos no son despreciables, estos pre-
sentan transiciones de fase similares a las predichas por la teoria de sistemas cuanticos
ideales de Einstein. Desde su realizacion, el BEC ha probado ser una plataforma muy
importante para el estudio de sistemas cuanticos macroscopicos.

La funcién de onda de un gas bosénico de N particulas sin interacciones entre si y
en el estado base es simplemente el producto simetrizado de N funciones de onda indi-
viduales en el estado base; cada una de las cuales satisfacen la ecuacién de Schrodinger
para una particula. Sin embargo, para una descripcion tedrica del BEC mas realista
no se utiliza una funcién de onda como la antes mencionada. Bajo ciertas condiciones,
las cuales seran explicadas en el siguiente capitulo, la funcion de onda de un BEC esta
determinada por la conocida y celebrada ecuacién de Gross-Pitaevskii. Esta ecuacién
tiene la forma de una ecuacion de Schrodinger con el potencial quimico como valor
propio en lugar de la energia. Ademds incluye un término no lineal proporcional a la
amplitud al cuadrado de la funcién de onda.

La ecuacién de Gross-Pitaevskii (GP) ha probado ser de gran utilidad para describir
el comportamiento de un BEC en condiciones muy diversas. Por ejemplo, cuando se
disminuye la intensidad de la trampa que confina al BEC la interaccion repulsiva entre
los a4tomos provoca una expansion balistica, fenémeno utilizado por Cornell, Wieman
y sus colaboradores en JILA para obtener facilmente imégenes del condensado [1, 2, 3].
Murray Holland y John Cooper, tedricos de JILA, usaron la ecuacién GP para describir
el perfil de densidad durante el proceso de expansion del condensado y obtuvieron
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resultados cercanos a los valores experimentales con un margen de error menor al 5 por
ciento [4] .

Los grados de libertad de un BEC pueden ser internos o externos. A ambos tipos
de grados de libertad se les llama modos en analogia a los modos de un oscilador
armoénico. A los sistemas BEC con varios modos se les llama multimodales. Bajo ciertas
condiciones es posible considerar al BEC como un sistema de dos modos o bimodal,
en lo que se conoce como la aproximacién de dos modos. Estos dos modos se pueden
deber al espin de las particulas o a su localizacién en un pozo doble de potencial. El
presente trabajo se enfocard en describir el segundo caso.

La descripcion cuantica del BEC se basa en modelos de segunda cuantizacion, que
sirven para calcular propiedades del condensado tales como el espectro energético.
También funciona para describir teéricamente fenémenos como el tunelaje oscilante
entre dos condensados confinados en un pozo doble de potencial, fendmeno anédlogo al
efecto Josephson que se da en la superconductividad.[5].

El modelo cuantizado més recurrente para describir dos condensados en un pozo
simétrico de potencial es nombrado el “modelo canénico” [6]. Es mencionado extensa-
mente en la literatura ya que es el caso no trivial més sencillo. Ananikian y colegas
introducen un modelo més general al que llaman “Improved 2 Model (I12M)”, que in-
cluye varios términos que siempre eran ignorados, pero que tienen efectos importantes
[7]. El I2M es vélido inicamente para pozos simétricos.

El objetivo de este trabajo es generalizar los modelos existentes para que puedan
ser aplicados al caso asimétrico. Primero obtendré explicitamente la funcién de onda
de cada modo utilizando soluciones de la ecuacion de GP obtenidas por métodos varia-
cionales. A partir de estas funciones de onda es posible construir los coeficientes que
determinan al modelo cuantico. Obtenemos explicitamente el caso candnico para con-
densados separados mas alla de cierta distancia. Para el caso general de pozo simétrico
el modelo expuesto aqui es idéntico al I2M excepto por la definicién de los parametros.
La novedad que hay en el procedimiento mostrado aqui es que es aplicable a BECs atra-
pados en pozos asimétricos, caso que aparentemente ha sido muy poco estudiado desde
un punto de vista puramente cuantizado [8]. El método aqui expuesto nos permite
hacer predicciones acerca del espectro energético para pozos asimétricos.

La estructura de este trabajo es la siguiente: esta introduccion es el primer capitulo.
En el segundo capitulo se hace una resena de la historia del BEC y se explica como se
obtiene la funciéon de onda resolviendo la ecuacion de GP por dos caminos distintos:
el método variacional y la aproximaciéon de Thomas-Fermi. En el tercer capitulo se
daran las bases para construir los modelos cuantizados del BEC, los cuales a su vez
dependen de la solucién de la ecuacion de GP. En este capitulo se introduce un nuevo
modelo, el cual es llamado “Extended 2 Mode Model” o E2M y que es uno de los re-
sultados originales de esta tesis. En el capitulo cuarto se aplicara el modelo E2M a
BECs atrapados en pozos dobles asimétricos, se mostraran las dificultades que apare-
cen al aplicar este procedimiento y su resolucion, junto con los espectros energéticos
resultantes. En el capitulo quinto se hard un anélisis de la contraparte clasica del
Hamiltoniano E2M. Esto nos permite explicar algunas caracteristicas cualitativas de
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los espectros energéticos obtenidos con este modelo.



2. LA CONDENSACION DE BOSE-EINSTEIN

2.1 Historia y realizacion experimental

La primer teoria del comportamiento colectivo de entidades cuanticas fue desarrollada
por S. Bose, y esta aplicaba a fotones iinicamente. Una teoria més general, conocida hoy
como estadistica de Bose-Einstein, fue desarrollada por Albert Einstein para cualquier
sistema de muchos cuerpos con masa y con espin entero, a los cuales se les conoce hoy
en dia como bosones. Los bosones son particulas que pueden estar en el mismo estado
simultdneamente. La funciéon de onda total de un colectivo de bosones esta construida
de tal forma que es simétrica ante el intercambio de dos particulas cualquiera.

En 1925 Einstein se dio cuenta de que su teoria de muchos cuerpos predice una
transicion de fase muy peculiar para un gas de bosones sin interaccion interna. Esta
consiste en la aparicién de un estado de la materia macroscépico en el que una fraccion
muy importante de sus atomos ocuparian el estado base. Tal estado es conocido hoy
en dia como condensado de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en inglés). Para lograrlo
es necesario que el gas sea enfriado mas alla de una cierta temperatura critica, la cual
es del orden de nano-kelvins. Tuvieron que pasar siete décadas desde que el BEC fuera
predicho hasta su observacion experimental. Esto se debe a que las técnicas de enfriado
capaces de llegar a las temperaturas necesarias no existieron durante todo ese tiempo.

La temperatura critica esta dada por la condicién de que la longitud de onda de
De Broglie Ay sea comparable a la distancia intermedia entre los atomos. La longitud
de onda de de Broglie estd dada por A2, = h?/(2rmkpT), donde m es la masa de
las particulas, i es la constante de Planck dividida entre 27, kg es la constante de
Boltzmann y T' es la temperatura en grados Kelvin. Si esta condicién se cumple, las
funciones de onda atomicas se superponen tanto que los a&tomos individuales no pueden
ser distinguidos.

Si la temperatura del sistema es mayor que la de transicién, la distribucién de
velocidades de las particulas es muy similar a la de Maxwell-Boltzmann para un gas
en equilibrio térmico. Al acercase a la temperatura critica del BEC la distribucién de
velocidades se vuelve un pico afilado centrado en la velocidad cero. Esto muestra un
transito abrupto de una fracciéon importante de atomos hacia el estado base, signo de
una transicién de fase [1, 2].

Desde la década de los ochenta varios grupos se habian dado a la tarea de enfriar y
comprimir nubes de a&tomos para lograr la condensacion de Bose Einstein. Durante anos
sus esfuerzos fueron insuficientes, a pesar de que habian concebido e implementado ideas
nuevas e ingeniosas para enfriar cada vez mas y mas los atomos. La btsqueda finalizo
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cuando un grupo de Colorado liderado por Eric Cornell, Carl Wieman y colaboradores
lograron condensar atomos de rubidio 87 con un arreglo de dispositivos magneto-6pticos
y esquemas de enfriamiento evaporativo. Fue Wieman quien inicio la bisqueda exhaus-
tiva del BEC y Cornell brindo una pieza decisiva para el descubrimiento, un nuevo tipo
de trampa magneto-6ptica rotante.

El enfriamiento evaporativo es un procedimiento fundamental para la observacién
del BEC. La idea consiste en bajar el potencial de la trampa magnética permitiendo
escapar a los atomos mas energéticos del sistema. Esto se debe hacer lentamente para
permitir que los atomos mas frios alcancen el equilibrio térmico por medio de colisiones.
El procedimiento antes descrito se repite varias veces, bajando cada vez mas el potencial.
Una variacién de esta técnica es llamada “evaporacion rf - inducida”, la cual consiste en
lanzar senales de radiofrecuencia al condensado para cambiar la orientacion del espin
en los atomos de las capas exteriores (y més energéticas) de la muestra lo cual los
hace escapar de la trampa. La energia de transicion en este proceso varia segun la
posicion del atomo debido a la inhomogeneidad del campo magnético en la trampa.
Haciendo bajar la frecuencia de la senal uno puede inducir un proceso evaporativo sin
bajar los campos magnéticos de la trampa, permitiendo la obtencién de una muestra
mejor confinada.

Otro elemento crucial en la realizacién del BEC es el enfriamiento laser, desarrol-
lado por Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji, y William D. Phillips, ganadores del
premio Nobel de fisica de 1997 por su descubrimiento. El enfriamiento laser consiste
en aplicar dos laseres propagandose en direcciones opuestas sobre una muestra gaseosa.
La frecuencias de dichos laseres deben de estar ligeramente corridas al rojo con respecto
a las frecuencias de absorcién de los atomos. A causa del efecto Doppler, los dtomos
cuya velocidad esté en direccion a uno de los ldseres veran su luz con una frecuencia
corrida al azul, abriendo la posibilidad de que estos absorban un fotén. Al re-emitir un
fotéon los atomos tendran una energia menor que la original, suponiendo que el fotén
sea emitido en la misma direccion que la velocidad del atomo. Bajo estas condiciones
los atomos de la muestra experimentan un fuerza efectiva de tipo disipativo sobre el
eje de propagacion. Para realizar enfriamiento laser es necesario aplicar tres pares de
laseres sobre los 3 ejes espaciales (ver figura 2.1).

En los primeros intentos de realizacion del BEC se utiliz6 hidrégeno, que permanece
como un gas aun a bajisimas temperaturas. Posteriormente se utilizaron atomos alcali-
nos, que a muy bajas temperaturas estan en una fase solida pero pueden ser llevados
a un estado gaseoso meta-estable. A estos atomos se les aplica enfriamiento laser en
una trampa magneto-6ptica. Cuando el enfriamiento laser deja de ser efectivo se aplica
el enfriamiento evaporativo desarrollado para el hidrégeno recientemente. El grupo de
Wieman utilizé este esquema a pesar de que muchos tedricos le dijeron que era imposible
[10].

El grupo de Wolfgang Ketterle en el MIT se dedicé al enfriamiento de atomos de
sodio. Ketterle junto con Pritchard introdujeron una innovaciéon llamada la trampa
magneto-6ptica oscura, que reduce la cantidad de tiempo que las particulas estan en
estados excitados. Esta técnica, aunque mas efectiva que las trampas comunes, aun es
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Fig. 2.1: .Esquema de la realizacion experimental de un BEC. La corriente, que esta rep-
resentada por las flechas blancas, fluye por las bobinas (en color verde) y genera
el campo magnético necesario para confinar a los dtomos del condensado. Los seis
haces de luz que inciden en el centro de la caAmara son los encargados de implementar
el enfriamiento evaporativo. (fuente: http://spot.colorado.edu/ cwieman/).

insuficiente. Se requiere ademas de una trampa cuadrupolar producida por dos espiras
en sentidos opuestos para llevar a cabo el enfriamiento evaporativo. Sin embargo,
estas trampas cuadrupolares tenian un punto donde la direccién de campo cambia
bruscamente, provocando que muchas particulas cambiaran su orientaciéon de espin y
fueran lanzadas fuera de ésta rapidamente. Una solucion fue enfocar un haz de laser
hacia el punto de cambio abrupto, provocando que una fuerza dipolar alejara a los
atomos de ese sitio. Esto dejé al grupo de Ketterle més cerca pero no fue suficiente en
ese momento.

Cornell tuvo la idea de anadir un campo magnético rotante para evitar que los
atomos se acercaran al punto de cambio brusco. Este campo es, en promedio temporal,
una trampa armonica. Con este campo, el problema de los cambios de espin se reduce
dramaticamente y se incorpora también un efecto adicional de enfriamiento evaporativo.
Esto 1ltimo se debe a que los dtomos que cambian su espin y son expulsados tienden a
ser los més energéticos. Con esto se logré llegar a temperaturas del orden de 200nk con
87Rb en el estado F=1. Poco tiempo después Cornell y su grupo obtuvieron evidencia
suficientemente firme como para anunciar que observaron el BEC con Rubidio 87 en el
estado F=2. En ese mismo ano (1995), Ketterle y su grupo lograron el condensado de
atomos de sodio [11].

En ese momento otro grupo dirigido por Randall Hulet en Texas obtuvo evidencia
indirecta de un condensado de 7Li. Tal condensado es muy diferente a los anteriores ya
que los atomos que lo conforman tienen amplitud de dispersién negativa (interacciones
atractivas). Se crefa que los condensados con amplitud de dispersién negativa no eran
posibles ya que una amplitud negativa implica frecuencias de excitacién complejas e
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inestabilidad que llevaba al colapso. Posteriormente se demostrd tedéricamente que esta
clase de condensados es estable si el nimero de atomos es pequeno [12].

La busqueda habia terminado, pero las investigaciones apenas habian comenzado.
Estas abarcan espectroscopia laser en el condensado, interacciéon de la luz con materia
coherente, etc. Mientras el tiempo avanza, el estudio de los condensados se ha bifurcado
en una gran cantidad de direcciones. Se ha logrado la formacién de solitones (ver por
ejemplo: [13]) y vorticidad en gases confinados [14]. El uso de condensados como fuentes
coherentes de ondas de materia para interferometria ha sido de gran importancia para
realizar mediciones precisas [15].

2.2 La ecuacion de Gross-Pitaevskii

Para un gas muy diluido de N particulas confinado en un volumen V), el alcance de
las interacciones interatémicas ry es mucho menor que la distancia promedio entre los
dtomos, dada por d = (N/V)Y/3. En tal caso sabemos que las colisiones de &tomos
por pares son predominantes y que podemos despreciar cualquier tipo de colisiones de
orden mayor. Ademas, a las bajas temperaturas de BEC, los efectos de estas colisiones
no dependen de detalles especificos tales como el angulo de incidencia. Estos efectos
solo dependen de la amplitud de dispersion ag, que corresponde a una onda s.

En un estado completamente condensado todos los bosones se encuentran en el
mismo estado ¢(r). Por lo tanto, el estado del sistema de N particulas estarda dado por:

N
O(ry,ro...mp) = H o(ri), (2.1)
i=1
donde ¢(r;) estd normalizada a 1 para toda i. La funcién de onda 2.1 no contiene
correlaciones entre las particulas debido a las interacciones de corto alcance. El efecto
de estas interacciones serd tomado en cuenta usando un potencial efectivo U(r — 7).
El Hamiltoniano del sistema es:

N
i = 3L Pl )+ Uy — 1), (2.2)
2m =
donde p; y V(r;) son el momento y la energia potencial externa de la i-ésima particula,
mientras que U(r; — r;) es el potencial de interaccién entre las particulas i-ésima y
j-ésima. Para dispersién de bajas energias, U(r — r’) es un potencial de contacto entre
esferas duras para pares de particulas U(r — 1) = g6(r — '), donde g = 47ha,/m [16].
La forma del potencial V (r;) serd especificada més adelante. El valor esperado de la
energia esta dado por:

= / Vo) + V() Par
) / S S0V U (r — )d(r)(r)drdr, (2.3)
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donde el factor de w que multiplica al término de interaccion proviene del niimero

de pares posibles que se pueden formar con N particulas.
Se define la funcién de onda del condensado como:

U(r) = NV20(r), (2.4)

funcién que a veces se le conoce en la literatura como “pardmetro de orden” [17] y se le
interpreta como la distribucién de particulas en el condensado. A partir de esta funciéon
se define la densidad de particulas n(r) :

n(r) =¥ (r)]%, (2.5)

y la normalizacién de ¥(r) estd dada por el nimero de particulas total:

N = /n(r)dr :/\\I/(r)|2dr. (2.6)

Utilizando la forma explicita del potencial de interaccién y despreciando los términos
de orden 1/N podemos expresar la energia en términos de una funcional de W(r):

E— /;nm/(r)ﬁ FVOP + 2w 2.7)

Ahora, para encontrar la forma de ¥(r) es necesario minimizar la energia 2.7 con la
restriccion de que IV sea una constante. Para ese propdésito utilizamos un multiplicador
de Lagrange p asociado al nimero de particulas N. N también puede expresarse como
una funcional de W(r) gracias a la ecuacion 2.6. Asi pues, al minimizar la variacién de
la cantidad E' — N obtenemos que la funcién ¥(r) debe de cumplir con la ecuacién:

2

() + V() + g U PU() = (), (2.9
donde el término Laplaciano proviene de realizar una integracién por partes. La
cantidad p es el potencial quimico, cuya definicién es la usual de fisica estadistica:
u = O0FE/ON y que para gases sin interaccién corresponderia a la energia por particula.
La ecuacién 2.8 es la celebrada “ecuacion de Gross-Pitaevskii” (GP) estacionaria. Esta
tiene la forma de una ecuacién de Schrodinger no lineal cuyo valor propio no es la en-
ergia sino el potencial quimico. Al igual que la ecuacién de Schrédinger, la ecuacién de
Gross-Pitaevskii tiene una contraparte dependiente del tiempo:

oV (r)
ot ’

T + V) + gl U0 PU) = i (2.9)
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conocida simplemente como “ecuacién de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo” o
“TDGPE” por sus siglas en inglés. La funcién V(r) es el potencial que confina al
condensado. Si este se trata de un pozo doble entonces puede ser descompuesto en dos
potenciales armonicos de la forma:

1
Vo(r) = im(w12x2 + woy? + ws*2?), (2.10)

donde m es la masa correspondiente al tipo de particulas que componen al BEC y w;
para i=1,2,3 son las frecuencias del oscilador armonico para cada dimensién espacial.

2.3 Soluciones de la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii

Al ser no lineal, la ecuacién GP 2.8 generalmente no puede ser resuelta de forma
analitica, sino numérica, y con soluciones no ortogonales. Sin embargo, existen otras
maneras de atacar el problema. Las dos mas comunes son la aproximaciéon de Thomas-
Fermi y el método variacional. Es importante enumerar los métodos para solucionar
GP ya que mas adelante supondremos que las funciones que dan forma a los modos
de cada pozo son soluciones de GP y es importante saber cual soluciéon es 1til para
nuestros fines y cual no.

2.3.1 La aproximacion de Thomas-Fermi.

Si el condensado cuenta de un nimero de particulas N lo suficientemente grande y sus
interacciones internas son repulsivas, entonces el término de energia cinética es despre-
ciable comparado con el término de energia potencial externa V' (r) y las interacciones
que son proporcionales a |¥(r)[* [18]. Por lo tanto, una buena aproximacién para la
funcién de onda del condensado se obtiene despreciando el término que representa a la
energia cinética en la ecuacion GP desde un principio:

(V(r) + gl ¥ () ") ¥(r) = p¥(r), (2.11)

en donde p es el potencial quimico. Eliminando el factor comin ¥(r) se obtiene como
solucién:

(2.12)

Existe una region del espacio tal que g — V(r) < 0. Como la densidad de particulas
no puede ser negativa, en esta regién se define que |¥(r)|?> = 0. La regién en la que
[T (r)]? > 0 es limitada, y su frontera estard dada por la ecuacion:
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p—V(r)=0, (2.13)

que aplicando la expresion explicita del potencial 2.10, nos da la extension espacial del
BEC para cada eje de coordenadas:

i=1,2,3 (2.14)

Las ecuaciones 2.14 solo podran ser evaluadas hasta que se determine el valor del
potencial quimico. Este se calcula a partir de la condicién de normalizacion 2.6, la cual
nos da una relacién entre p y N. Integrando la funciéon de onda dada por 2.12 con el
potencial 2.10 obtenemos:

8T, 2p 0
N = (Lt

2

2.15
15 mwg” g’ (2.15)

donde wy es el promedio geométrico de las frecuencias, el cual se define como wy =
(wiwaws)? Despejando el potencial quimico de 2.15 se obtiene:

15%/5 (Nas
2 l
donde [ se define como [ = /h/(mwy) y as es la amplitud de dispersién correspondiente
a ondas S. Sustituyendo 2.16 en 2.14 se obtiene la longitud de los ejes.

)%/% A, (2.16)

ILL:

2.3.2 FEIl método variacional.

Otra manera de llegar a la solucion de la ecuaciéon GP 2.8 es por medio de célculo
variacional para determinar una forma aproximada del estado base. Si no existieran
interacciones interatémicas, la funcion de onda para el estado base correspondiente al
potencial 2.10 consistiria en una gaussiana de la forma:

Uy(r) = ————e 2% 207 2% (2.17)

B 7T3/4(l11213)%
donde los parametros [, ls y I3 son las longitudes de oscilador arménico, las cuales estan
definidas en funcién de las frecuencias del potencial 2.10:

>t

(2.18)
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Podemos imaginar que las colisiones con dispersiéon a > 0 hacen que la distancia
promedio entre particulas aumente, provocando que el condensado se expanda sin al-
terar drasticamente su forma original. Asi pues, se postula una Gaussiana como funcién
de prueba, con parametros variacionales ay, as y az que ocupan el lugar de las longitudes
del oscilador armoénico 2.18:

\I’(al,az,ag) = (219)

T34 (a1 asas)?

Al sustituir esta funciéon de prueba en la ecuacién del valor esperado de la energia
2.7 se obtiene:

52 ;2 N?
iy (2.20)

3
E(ay,az,as) NZhwl 4l 5 2(27?)%a —
10203

que se minimiza con respecto a las 3 variables a1, as y az. Para simplificar se definen las
variables adimensionales «; = a;/l; con i = 1,2 y 3, dando como resultado un sistema
de 3 ecuaciones acopladas:

1 N2g

1
Shuslo? - ) b
2 Qs 203 (2m)2 cvpanag

=0 i=1,2,3, (2.21)

en donde ¢ = 1,2y 3, L = ,/meO es una longitud promedio y wy = (w1w2w3)% es el

promedio geométrico de las frecuencias de la trampa.

Si suponemos que el nimero de particulas en la trampa es lo suficientemente grande
como para que la energia de interacciéon sea mucho mayor a hw; para toda i, entonces
es posible despreciar el término 1/a?. Esto permite escribir las soluciones del sistema
de ecuaciones 2.21 en forma cerrada, lo cual no es posible para las soluciones exactas.
El resultado de resolver este sistema de ecuaciones para las «; con esta aproximacion
es:

2Na, w
5 / s 0\5

y recordando que «; = a;/l;, tenemos que las longitudes variacionales son:

12 Na W

5 s 0\5

a;, = — ll — ) . 2.23
¢ T L (wl) ( )

Contar con expresiones cerradas para a; es util ya que es posible derivar a su vez
expresiones para la energia y el potencial quimico. Todas estas expresiones simplifican
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los célculos de los coeficientes del modelo aqui desarrollado. Podemos saber cuantas
particulas debe tener el sistema para que las expresiones cerradas 2.23 sean una buena
aproximacién. Para esto se define el error relativo como la diferencia entre las soluciones
exactas, denotadas como h;(N) para i = 1,23, y la soluciones aproximadas a; para
i =1,2,3 dadas por 2.23, divididas por h;(N):

G(N) = hi(N}zi(_]Vc;i(N) —1- Zg)) (2.24)

El error relativo total ((N) = ((1(N)CG(N)¢3(N))3 nos da una idea del grado de
precisién de esta aproximacion. En la figura 2.2 se puede apreciar el comportamiento de
la funcién ¢ (V). Esta funcién disminuye conforme el nimero de particulas N aumenta,
tendiendo a cero en forma asintética. Para N < 25 la funcién de error es mayor a 0.3,
lo cual indica que la formula 2.23 difiere de la solucion exacta por mas de treinta por
ciento del valor de esta tltima. Si se desea que el valor de ((IV) sea de 0.20, indicando
que 2.22 tiene un error de 20 por ciento, entonces es suficiente con que el sistema tenga
50 particulas. Mas adelante se vera que, cualitativamente, el comportamiento es muy
similar en sistemas con N = 50 y N = 500, indicando que un error de 20 por ciento es
aceptable.

Al sustituir 2.23 en 2.20 obtenemos que la energia total por particula es:

E 5 .
=10 (50 (2.25)

y el potencial quimico es:

72 Na,
p= L sy, (2.26)
4 7 L

En la figura 2.3 se ilustra la forma de la funciénes 2.12 y 2.19. En la aproximacién
de Thomas-Fermi, la funcién de onda es cero fuera de una regién acotada por 2.14 y
su valor maximo es u/g. Por otro lado, la funcién de onda calculada con el método
variacional decae asintéticamente si r tiende a infinito.

En el capitulo siguiente se analizarda un sistema de un BEC atrapado en un pozo
doble de potencial, el cual serd tratado como dos condensados en pozos de potencial
armonicos de la forma 2.10. Esta clase de potenciales tiene dos valores libres: la
localizacion del centro del pozo arménico xy y su altura con respecto al cero de la
energia Vy. En general los valores de los centros de los pozos armoénicos, etiquetados
como o, y T, simplemente son los minimos del pozo doble original. Si el pozo doble es
simétrico, las alturas de los minimos de los pozos armoénicos, etiquetadas como V, y Vp,,
son iguales. En este caso es posible redefinir la energia de referencia de nuestro sistema
de tal forma que Va y Vb sean cero. Para un pozo asimétrico tenemos que Vy, y Vj,
son diferentes, pero obtendremos los mismos resultados si estudiamos un sistema donde
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Error relativo entre |as soluciones parala longitud variacional del BEC

¢(N)
0.6/

05
04
0.3t
0.2

0.1;

50 100 150 200 250 300"

Fig. 2.2: Error relativo ((N) graficado contra el nimero de particulas. Nétese que este error
relativo decae conforme N aumenta. Si se desea que la férmula 2.23 tenga un error
menor a 0.2, es necesario que el sistema tenga més de 50 particulas
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[(n)]?
0.14.
012
0.10"
0.08
0.06!
0.04/
0.02"

0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.

Fig. 2.3: Comparacién entre las soluciones de la ecuacién de Gross-Pitaevskii para un oscilador
isotrépico. La solucién de Thomas-Fermi (graficada en segmentos) termina abrup-
tamente, mientras que la solucién variacional (linea gruesa) tiende asintéticamente
a cero. El potencial armonico V (r)/g estd graficado con una linea punteada. Las
funciones de onda estén dadas en unidades de N%/(Ba)%, donde 8 = (NaS/L)% ya
es la longitud variacional 2.23. El potencial quimico es el valor maximo de la funcién
de onda de Thomas-Fermi
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la menor de las dos sea cero y a la otra le asignamos un valor § = V, — V,. Ahora,
hay que recordar que este parametro J influye en el potencial quimico del sistema:

Ha = M[NaL
py = p[No] + 0, (2.27)

donde p[N,] y u[Np] estén dados por 2.16 o por 2.26, segun la aproximacion escogida.
Estos estan evaluados en los nimeros de particulas N, y N, respectivamente. Aunque
N, v N, seran determinados hasta el capitulo cuatro, sabemos que el pozo con mayor
elevacién contiene menos particulas y por lo tanto: N, > N, [19]. Los potenciales
quimicos 2.27 representan a la energia necesaria para introducir una particula a cada
pozo. Por esto la diferencia entre estos potenciales quimicos de cada pozo no debe ser
muy grande ya que, de lo contrario, uno de estos careceria completamente de particulas.
Con tal de evitar esto, al parametro ¢ deberd ser pequeno comparado con p,, por
ejemplo: § = 0.1p,.



3. LA DESCRIPCION CUANTICA DEL BEC

Para el andlisis cuantico de un sistema de muchas particulas se introducen los oper-
adores de campo bosénicos U(r) v U(r), que aniquilan y crean particulas en el punto
r respectivamente. Esta clase de objetos son estudiados en teoria cuantica de campos.
No revisaremos los detalles de esta con mucha profundidad ya que esto esta mas alla del
objetivo de esta tesis. Es suficiente con recordar el hecho de que, en mecéanica clasica de
medios continuos, un campo 7(7) es conjugado candnico de un campo 7(r) si el corchete
de Poisson entre ellos es [20]:

{n(r), (")} = é(r —1'), (3.1)

en contraste con la mecanica de variables discretas, donde el corchete de Poisson
entre dos variables conjugadas es 1. Cuando n(r) y 7(r’) son promovidos a operadores,
el corchete de Poisson se vuelve un conmutador en el caso de operadores de campo
bosonicos y un anticonmutador para campos fermiénicos. Con estas bases, se definen
los operadores de campo bosénicos \i/(r) y \iJT(r) de tal forma que cumplen con la
relacién de conmutacion:

(W (r), UT ()] = 6(r —1"). (3.2)

Asi como una funcién de onda puede ser expresada como una expansién en una base
de funciones {¢,(r)} con coeficientes A;:

wmzi&mm
(3.3)

de forma anéloga, los operadores bosonicos pueden ser expresados como una expansion
en una base de operadores @; (de los que se hablara mas adelante):

Ui(r) = ai(r)al, (3.4)
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donde el lugar de los coeficientes es ocupado por las funciones «;(r). Estas funciones
de onda son una base y cumplen que:

JGIES (35)

La base del espacio de Hilbert esta dada por estados definidos por el ntimero de
particulas que hay en cada estado disponible:

\nl,nQ, Ny, > = |TL1> X |7L2> X |TLJ>, (36)

donde n; es el nimero de particulas ocupando en el estado j-ésimo y ® es el producto
exterior. Esta base es ortonormal y completa:

!
j...> = 5n1,n’15n2,n’2"'5nj,n;7

Z |n1,n2,...nj...>(n1,n2,...nj...| =1. (37)

N1,N2,05 MG e

(N1, Mgy oo n], NG,y o)

Los operadores bosénicos &} y @; son los que conforman la base de los operadores
principales definida en 3.4, los cuales crean y aniquilan una particula en el estado j-
ésimo. Estos operadores cumplen con las reglas de conmutacién [a;, d;] = 0;, reglas
que cumplen los operadores de creacién y aniquilacion de un oscilador armoénico. La
acciéon de los operadores a; y &L sobre estados de la base es:

dj\nl,nz, 77/]> = ,/nj]nl,nQ, Ny = 1>,

&}|n1,n2, M) = \/mml,ng, i+ 1),

d;dj]nl, No, n]> = nj]nl, ng,...1; + 1>, (38)

en donde n; = d}&j es denominado como el operador de niimero correspondiente
al estado j-ésimo. Como los operadores correspondientes a diferentes modos conmutan
entre si, entonces los estados propios totales 3.6 son simultaneamente estados propios
de 7y = alay Vj.

El operador Hamiltoniano del sistema en términos de los operadores de campo \if(r)
y Ui(r') es [22]:

H = — hg@T(T)VQ@(r)d'r’+/‘11T(7’)V(7”)\if(7’)dr

2m
- ; / W)W (YU (5 = o) B () B (r)dr, (3.9)
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donde V(r) es el potencial total del sistema y U(r—1") es un potencial de interaccién por
pares. Noétese que este operador tiene una forma muy parecida a la de un valor prome-
dio del Hamiltoniano de la mecanica cuantica usual. A causa de esto, la descripcion
desarrollada en esta seccién es conocida como “segunda cuantizacién”, siendo la cuan-
tizacion del campo electromagnético una de sus aplicaciones mas comunes. Es posible
transformar al Hamiltoniano 3.9 en una funcional que depende de ¥(r) y V¥(r). Para
esto se realiza una integracion por partes en el término de energia cinética y se intro-
duce explicitamente la forma del potencial de interaccién U(r — ') = %(5 (r—1r").
El operador resultante es:

= / P Gt (v dr+/\1ﬁ )@(r>dr+g/y®(r>y4dr, (3.10)

3.1 La aproximacion de 2 modos

En mecanica cuantica estandar, un sistema de dos niveles es aquel cuyo espacio de
Hilbert solo tiene dos dimensiones. Dicho de otra forma, el espacio del Hilbert esta
generado por una base de dos estados linealmente independientes. En general esta
clase de sistemas son subespacios de un espacio de dimensién mayor, cuyas dimensiones
adicionales son ignoradas. Ejemplos de estos sistemas serian un atomo con dos niveles
de energia en interaccién con un campo electromagnético, o sistemas con espin 1/2 en
los cuales se ignoran las coordenadas espaciales.

Aquli el sistema consiste en un BEC confinado en un potencial de pozo doble. Usual-
mente este sistema es aproximado por dos BECs que interactiian entre si y que estan
atrapados en pozos de potencial arménicos 2.10 centrados en los minimos del potencial
de pozo doble [6]. El pozo de la derecha sera etiquetado con la letra (A) y el de la
izquierda con (B). La base del espacio de Hilbert para este sistema es de la forma :

M4y, Ay, - NAy, ) @ Ny, MB,y, B, ) =
na) ®@|na,) @ ...® |nAJ.>... ® |np,) ® |np,) @ ... ® |nBj>..., (3.11)

y el operador de campo 3.4 se escribe como:

Zaz r)a; + B;(r)b;, (3.12)

donde «;(r) y B;(r) son funciones de onda localizadas en los pozos A y B correspon-
dientes a las energias E,; y Ep;. El operador a; aniquila una particula con funcién de
onda a;(r) en A y b; aniquila una particula con funcién de onda 5;(r) en B. La aproxi-
macién de dos modos consiste en considerar inicamente a los dos modos con energias
mas bajas y suponer que los modos correspondientes a otros estados excitados no son
accesibles para el sistema. Para que esta aproximacion sea aplicable es necesario que
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los niimeros de ocupacion de los estados excitados sean muy pequenos. Se supondra
que esta condiciéon se satisface debido a las bajas temperaturas de un BEC. Bajo esta
aproximacion la base del espacio de Hilbert se reduce a:

n4,,0,..0,...) ® |np,,0,...0,...) = |ng) @ |np), (3.13)

donde, por simplicidad, los nimeros de ocupacion de los estados base son etiquetados
como n, y n,. Como se desprecian los modos con energias superiores, se considera que
a;(r) = 0y Bi(r) = 0 para toda i y j mayores que uno. Por lo tanto, el operador de
campo 3.12 se escribe como:

U(r) = a(r)a+ B(r)b, (3.14)

donde a(r) y B(r) son las funciones de onda correspondientes a los estados base de cada
pozo y a vy b son los operadores que aniquilan particulas en el estados 1a) ¥ |-

Para conocer la forma explicita de 3.14 es necesario conocer a(r) y f(r). En ausen-
cia de interacciones, estas funciones serian soluciones de la ecuacién de Schrodinger
para un oscilador armoénico simple. Con colisiones, las ecuaciones de Schrodinger que
determinan a estas funciones incluyen ahora un término de la forma U(r — r’). Este
problema fue resuelto en el capitulo dos, donde se mostré que la ecuacién de Gross
Pitaevskii 2.8 nos da la solucién al problema de un sistema con interacciones internas.
Por lo tanto, es adecuado suponer que a(r) y B(r) son soluciones de la ecuacién GP.
No es préctico tratar de escribir «(r) y f(r) como combinaciones lineales de funciones
propias del oscilador arménico, ya que estas tendrian un nimero infinito de términos.

La suposicién de que «a(r) y S(r) son soluciones de la ecuacion GP estd respaldada
en la literatura (ver por ejemplo [6], [7] ¥ [23]). En especial, en [7] se muestra que esta
suposicion esta de acuerdo con soluciones numéricas de la ecuacién GP dependiente del
tiempo. Sin embargo, ellos utilizan combinaciones simétricas y antisimétricas de a(r)
y B(r) como soluciones de la ecuaciéon GP, como se explicara en la siguiente seccion.

3.2 Los modelos cuanticos de dos modos

3.2.1 FEl modelo candnico o estandar

El llamado modelo canénico o modelo de Bose-Hubbard es el modelo cuantico para un
BEC de dos modos méas comtn en la literatura. Esto se debe a que es un modelo muy
simplificado pero que contiene buena parte de la fisica del problema [24]. Para deducirlo
se parte de que el potencial V(r) que confina al BEC es un pozo doble simétrico con
minimos en 1 = (—d,0,0) y ro = (d,0,0). La simetria del potencial permite fijar la
energia cero de tal forma que: V(ry2)) = 0. El potencial de pozo doble total V(r) se
descompone en aproximaciones parabdlicas 17(1)(7“) = Vose(r—mr1) y V@ = Vose(T —13),
donde V4. (r) estd dado por la ecuacién 2.10 [6].
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_ Se denota como u(r) a la solucién de la ecuacién de Schrodinger para el potencial
Vose(r) con energia Ey. Por lo tanto, las soluciones para los modos locales de cada pozo
son a(r) =ug(r —r) y B(r) = up(r — rq), las cuales cumplen que:

_2hmv2a(7") + VW (r)a(r) = Boal(r),
I 926(r) + VO)B(0r) = Boflr). (3.15)

Estos modos locales no son ortogonales:

/awmmnﬁr:g (3.16)

en donde € es la superposiciéon entre los modos de cada pozo. Esta superposicion
es despreciable si suponemos que la extensién del modo wug(r) es mucho menor que
la separacion entre minimos del potencial V' (r). Si se trata a € como un pardmetro
perturbativo, a orden cero podemos considerar que los modos son ortogonales [6]. Cabe
aclarar que todas las integrales presentes en esta tesis se realizan sobre todo el espacio
a menos que se indique lo contrario.

Es posible construir combinaciones simétricas y antisimétricas de a(r) y B(r):

1

Ou(r) = EMT) + 5(r)]. (3.17)

Las funciones @ (r) y ®,(r) son ttiles ya que son muy similares a las soluciones
propias para los estado base y excitado en el potencial global V' (r) [6]:

Hy®,(r) = [;’%v? + V(1)@ (r) = Ex®(r), (3.18)

donde los niveles energéticos F+ se estiman por medio del valor esperado de Hy con
respecto a ®:

(®LHBs) = o [ (o B) Holo  f)dr (3.19)
— /WHE+V—V®H¢ME+V—WWQ (3.20)
+ a(E+V-VOB4p(E+V-VD)adr (3.21)
= Ey(lte)+S+R. (3.22)

donde,por la simetria del potencial y de las funciones modales, S y R estdn definidos
como:
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S = / VO alr)dr = / B*(r VOB,  (3.23)
R = /5 1)( )] (T)d3r = /Oé*(T)[V(T) — V(2)(r)]ﬁ(7")d3r. (3.24)

Siguiendo la derivacién de [6], suponemos que € << 1y que R >> S. Esta tltima
suposicién se debe a que V — V! se desvanece en la regién en la que |a|? esta localizada,
mientras que en la regién complementaria donde V — V! tiene un valor apreciable, |o|?
decae exponencialmente. Esto no sucede con el producto o, el cual esta localizado
en una regién mas extensa que |a|?. Con todas estas suposiciones, la energia propia es
E+=FE,+R.

Se puede probar que las funciones ¢ (r) y ®_(r) son ortogonales:

[ome-mdr = [@ @)+ 5 @) al) - 80)dr
= [ a®() = B(r) — a’(1)B(r) + B (Malr)dr =0, (3.25)

donde se utiliz6 que las funciones «(r) y f(r) estdn normalizadas a uno y se asumid
que € es un numero real.
Los operadores de creaciéon y aniquilacién para cada modo se definen como:
a= *(T)\I/(r)ddr,
af = 3.26
a; = (3.26)

donde ¥(r) es el operador de campo 3.4. Los operadores ¢; son tales que [c;, c;f] = i

a orden cero en €. En la aproximacién de dos modos, el operador de campo puede
ser expresado en funcién de los modos localizados «(r) y 5(r), o de sus combinaciones
simétrica y asimétrica uy(r) y u_(r):

B(r) = a(r)a+ B(r)h = jﬁqmm O ()t [0 (r) — D (]B).  (3.27)

Si se toma el operador de dos modos 3.27 en funcién de ¢ y se sustituye en 3.10,
los términos de energia potencial y cinética del operador Hamiltoniano se ven como:

i = /(Q)+(T)+Q),
+ / (@4 (r) — ©_(r))* Ho(@4(r) — ©_(r))drbb
)+ (1) Ho(@+(r) — ©_(r))d’ralb

(r))* Ho(®4 (r) + ®_(r))d*ra’a

+ [(@4) = (1) Ho(®.(r) — _()d*ria, (3.28)
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donde H, esta dado por la ecuaciéon 3.18. Utilizando la propiedad de ortogonalidad
3.25 se llega a que:

A

o= /<1>+ ) Ho ., (r) dr+/<1> ) Hod_(r)dPr)(ala + 1)

+ /<I>+ “Ho®., (r d3r—/<1> ) Ho®_ (r)d®r) (@b + b'a)

= (B, + E_)(a'a+b'b) + (BE. + E_)(a'b + b'a)

= Eo(afa+b'0) + R(atb + bfa) (3.29)

El Hamiltoniano de interaccién o de segundo orden se ve como:

9 [l = £ @) +c*5*<r>>2<aa<r>+b6<r>>2d37"
~ 2 [@PaPlal)l + (e (330)

donde al pasar al segundo renglén se mantuvieron tnicamente los términos de auto
interaccién de cada pozo. Esto se debe a que los factores que multiplican a los términos
cruzados son integrales de productos de a(r) y B(r) (por ejemplo: [ |a(r)[*|B(r)[*dr),
que son de segundo orden en e. Por argumentos de simetria se puede decir que
[a(r)|*d3r = [|B(r)[*d3r = [ Juo(r)|*d>r, lo que implica:

g [1eear ~ 2 [ tdria)* @) + 0120 (3:31)

Después de agrupar términos, el Hamiltoniano resultante es:

© hQ
H = H, + H, = Ey(a’a + b'd) + 7(@* +ba') + hr((ah)?a® + (b)),  (3.32)

en donde Q = 2R /h es la frecuencia de oscilacién entre los dos modos, dada por la
separacién entre las energias propias Ey, y & = (g/2h) [ |uo(r)|*dr.

El operador del nimero de particulas total es N = ala+b'b. Por construccién, cada
uno de los términos del Hamiltoniano 3.32 conmutan individualmente con N, lo cual
nos dice que esta es una constante de movimiento. Ademads, es conveniente definir los
operadores de Schwinger:

1
J, = §(aTb + bTa),

J, = %(afb ~bla),

1
J, = §(aTa — bib),

(3.33)
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los cuales cumplen las reglas de conmutacion usuales para operadores de momento
angular:

[Jm, Jn] = ihElanl. (334)

Se define el operador de momento angular total o invariante de Casimir como analogo
a un sistema con momento angular j = N/2:

(];7 +1). (3.35)

La nueva base estd formada por los estados propios comunes del operador .J, y J?:
J.|J,m) =m|J,m),
JJ,m) = J(J +1)|J,m), (3.36)

donde m es valor propio de J, que representa la diferencia entre el nimero de particulas
de un modo y del otro. Los operadores de escalera se definen como:

J. = a'b,
J_ = a'b, (3.37)

cuya accion es:

Teljim) = /(G +m+1)(G —m)lj,m+1),
J-ljom) = (G —m+ 1) +m)|j.m - 1). (3.38)

Escribiendo 3.32 en términos de los operadores 3.33se obtiene:

H = hQJ, + 2hkJ?, (3.39)

donde el término Ey/N no es considerado ya que es una constante. Es conveniente
clasificar al Hamiltoniano 3.39 segun el orden de magnitud de la relacién /2 [17, 23]:

K 1 .

6 < N (Rabz),

L < FonN (Josephson)

N q osephson).

N < % (Fock). (3.40)
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Fig. 3.1: Espectro de energia para el modelo candnico para diferentes valores de /) con
N=100 y J=50. Los valores estin ordenados de menor a mayor con respecto a una
etiqueta k, la cual va de 0 a 101. Nétese que niimero de estados degenerados aumenta
conforme el cociente /€2 aumenta

Esta clasificacion es importante ya que los regimenes 3.40 estan relacionados con
las propiedades fisicas de los sistemas descritos por 3.39. Las fluctuaciones entre los
nimeros de particulas de cada pozo, dadas por (AJ,)?, son fuertes en el régimen de
Rabi pero disminuyen en gran medida en el régimen de Josephson, desapareciendo en
el régimen de Fock [23]. En el régimen de Rabi, las interacciones son practicamente
inexistentes y el sistema puede ser visto como N particulas independientes entre si.
Ademas, el estado base estd dado por una distribucién de Poisson en la base |j,m). En
el régimen de Fock, la energia de interaccién es dominante, y como no hay fluctuaciones,
el sistema tiene un nimero bien definido de 4tomos en cada pozo.

Transitar entre los regimenes puede ser relativamente facil si, por ejemplo, se ajusta
la altura de la barrera que divide al pozo doble. Esto se debe a que « solo depende de la
interaccién entre las particulas de un mismo pozo mientras que €2 es altamente sensible
a la altura de la barrera. Es posible que la primera realizacién experimental realizada
en el MIT en 1997 corresponda al régimen extremo de Fock [17]. Al realizarse cierta
transformaciéon canénica al Hamiltoniano 3.39, en el régimen de Rabi este se vuelve
equivalente al de un péndulo cuya longitud depende del momento angular; mientras
que en Fock y Josephson la longitud del péndulo esta fija. Esto se vera con mas detalle
en el capitulo cinco.



3. La descripcién cuantica del BEC 27

La diferencia entre los regimenes es evidente en las figuras 3.1, donde se ilustran los
espectros energéticos de 3.39 graficados para diferentes valores del cociente k/€). Las
energias estan ordenadas de menor a mayor y re-escaladas de tal forma que su rango va
de cero a uno. El eje horizontal de las graficas esta dado en términos de una etiqueta
"K” que ordena a las energias de menor a mayor, es decir, F; < Ei.; Vk. El valor
méximo de k es el mismo valor de la dimensién de la base |j, m), o sea que los valores
de k corren desde 1 hasta 2J + 1. En la figura 3.1 k va de 1 a 101. En la primer figura,
correspondiente al régimen de Rabi (k/92=0.0001), el espectro consiste de energias
equidistantes similares a los estados propios de J,, cuya contribucién es proporcional a
Q2. En las siguientes dos figuras, correspondientes al régimen de Josephson (x/{2=0.02
y £/Q=0.1), podemos observar la aparicién de parejas de energias con valores muy
cercanos, a las cuales llamaremos degenerados, en la regién superior del espectro. Esta
regién aumenta su tamano conforme aumenta el valor del cociente /(2. Finalmente, en
la cuarta figura, correspondiente al régimen de Fock (x/92=10), los estados degenerados
ocupan la totalidad del espectro. Esto se debe a que la contribucién de J2, proporcional
a K, es predominante en este régimen, haciendo despreciable la contribucion de J,.

3.2.2 Refinamientos del modelo

En [7] se explora el rango de validez del modelo de dos modos candnico, al cual llaman
“Standard 2 Mode (S2M) model”, y se desarrolla un modelo al cual llaman “Improved
2 Mode (I12M) model” que es aplicable a condiciones méas diversas, como interacciones
interatomicas mas fuertes. Las ecuaciones que surgen de ambos modelos tienen la
misma forma pero su parametrizacién es distinta. Esto se debe a que el I12M incluye
términos a segundo orden en el producto de las funciones que son despreciados en el
S2M. Ademas, se argumenta que si el nimero de particulas es lo suficientemente grande
entonces la repulsion entre ellas provocara que la funcion de onda aumente su extension.
Por tal motivo los parametros del modelo I2M deben depender del niimero de particulas
N, en contraste con los parametros del S2M que son considerados como constantes. Se
comparan los resultados obtenidos para las frecuencias de tunelaje entre los dos pozos
con los modelos de dos modos, modelos multi-modales y la solucion numérica de la
TDGPE 2.9. Ambos modelos de dos modos se desvian de los resultados de la TDGPE,
pero el acuerdo es mas persistente con los resultados del modelo 12M, mientras que
los del modelo S2M divergen de la solucién numérica conforme aumenta la intensidad
de las colisiones. Se muestra que el modelo I2M aplicado a experimentos permite
calcular las frecuencias del tunelaje de particulas con un error menor a la incertidumbre
experimental, mientras que el modelo S2M presenta el fenémeno conocido como ”self-
trapping”, en el que la funciéon de onda permanece localizada en uno de los pozos
de potencial. Todos estos resultados del modelo 12M son obtenidos sin cuantizar el
nimero de particulas, aunque también se deduce una version del modelo en segunda
cuantizacion.

Para derivar el modelo 12M en segunda cuantizacién se define una funcion simétrica
d, = [a(r) + B(r)]/V2 y otra antisimétrica ®_ = [a(r) — B(r)]/v/2, en donde a(r)
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y B(r) son las funciones de onda localizadas en cada pozo y normalizadas a 1. En
términos de estas funciones, la aproximacion de dos modos 3.14 en el modelo I12M se ve
como:

. 1 1
U(r)=—(P:+P_)t1 + —=(P. — P_)cs. 3.41
(1) = 5(®s 2 )+ (@0 =2 )2, (3.41)
Se usan funciones simétricas y antisimétricas ya que esto provoca que una buena
cantidad de las integrales se anulen:

/<I>+CI>_dr - /[|a|2 ~ u2f2dr = 0,
/@i@dr - /[a4 +20%8 — 208° — BYdr = 0,

/@i<b+dr _ /[a4 — 2038+ 2a8° — BYdr = 0,
(3.42)

donde se uso que:

[laltdr = [ |8"dr.

/a%dr = /Ozﬁgdr, (3.43)

relaciones que provienen de la simetria del problema. Se puede ver que las integrales
3.42 se desvanecen si se observa que el producto de una funcién simétrica (¢,) y una
antisimétrica (®,) elevada a una potencia impar es a su vez una funcién impar. Se
sabe ademas que ¢, y ®_ son buenas aproximaciones a los estados base y excitado del
potencial total. Se asume entonces que ¢, y ®_ satisfacen la ecuaciéon GP estacionaria:

—;V2(I>i(r) +V()Ps(r) + g N|®s(r)PPr(r) = pe®i(r) (3.44)

donde V es el potencial de doble campana y N es un parametro cldsico que ocupa
el lugar del nimero total de particulas en el BEC (dado en términos cudnticos por
éJ{él + égég) Esto implica que las funciones ®, y ®_ tienen una dependencia en N.
Cabe destacar que a(r) y ((r) no son soluciones de la ecuacion 3.44, a pesar de ser
combinaciones lineales de @, (r) y ®_(r). Esto se debe a que a que 3.44 es una ecuacién
diferencial no lineal.

Siguiendo la derivacién que se hace en [7], al sustituir 3.41 en el Hamiltoniano 3.10,
se obtiene que los términos de primer orden son:
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i = ([ (@0 4+ @) H(@, 4 )dr)ala
+ (/(<I>+ — B )Hy(®, — ®_)dr)bb
+ (/(<I>+ @) Ho (s — _)dr)a'd

+ (@ = @ ) Ho(@y + @ )dr)blal, (3.45)

donde Hy = —%V2 +V(r). Utilizando las ecuaciones de Gross-Pitaevskii 3.44 sabemos
que Hy®.(r) = (ux — gN|®4(r)[*)P+(r). Aplicamos esta propiedad de las funciones
P (1) sobre los coeficientes que multiplican a a'a (signo positivo) y a b'b (signo nega-
tivo):

/(<1>+ + O VHy(y £ &_)dr = (3.46)

J10 1y = gNI® )y £ B (11, — gN|®, )P, (3.47)
L0, (u — gNIBL[)D + D (u_ — gN|O_[)d Jdr (3.43)
= pg + p- — gN(/ |©_|*dr + / @ [1dr), (3.49)

donde los términos cruzados se desvanecen por causa de las propiedades 3.42. El pro-
cedimiento para determinar los coeficientes para a'b y bfa es el mismo excepto por
cambios de signo en los términos que provienen de Hy®_ = (u_ — gN|®_|?)®_. Asf
pues, el Hamiltoniano de colisiones a primer orden es:

1
H112M - 5[(aTa’ + bTb)(/l-&- = V++ + H— = '7——)
+(aTb+ba) (g — v —pe +7-2)], (3.50)

en donde se definieron los parametros:

Vij = gN/ |2 D57 (4,5 =+, ). (3.51)

Los términos de interacciéon de segundo orden son:
HQIQM (aTa]L ( )4 + bTbTbb(_)4

+(a'aab + a'a’ba + b'blaa + blataa)(+)* ()

+(blatab + blaTba + b'bTaa + a'b'ab + a'bba + ala’bb)(4)?(—)?

+(b'bTaa + bbb + blalbb + a'bTob) (+)' (—)?), (3.52)



3. La descripcién cuantica del BEC 30

con los parametros:

(Y = @+ o) (@, — @ yar (3.53)

Los pardmetros (+)(—)? son de segundo orden con respecto a la superposicién de
las funciones modales y son despreciados en el modelo S2M, excepto cuando i = j. Al
escribir Hpop = Hyy,,, + Hig,,, €n términos de los operadores de momento angular
definidos en la seccién anterior se obtiene:

2C

. Ay, .~  A+C . A
H,=— —(B—-—°L A ) .54
9 ( 2N)Jx+ N Jz—l—NJx (3.54)
donde se definieron:
A — 107+——7++—7——’
4
Ay
B = Ay— —
1% 5
= 2v._
C — 7+++ry4 ,}/"r 7 (355)

con:

Ay = vip =7,
Ap = py —p. (3.56)
A simple vista, la forma del Hamiltoniano en el modelo I2M es muy similar a la
del modelo S2M. La principal diferencia es un termino proporcional a J2, el cual ya
habia sido incluido en el modelo S2M sin darle la importancia debida. En el 12M, este
término esta multiplicado por un parametro C' llamado “interaction tunneling”, el cual
disminuye la energia de tunelaje cuando hay una superposicién considerable entre las
funciones de onda de cada pozo. Al comparar 3.39 con 3.54 obtendremos la equivalencia
entre los nuevos parametros y los del modelo S2M:

Ay

QO B2t
~ ON’
2(A+ C)

Como los pardmetros 3.51, 3.55 y 3.56 dependen de integrales de @, estos también
dependen del parametro N. Esto no sucede en el modelo S2M ya que éste asume que
las funciones modales son simplemente las soluciones de cada pozo de potencial sin
considerar colisiones. En el modelo I12M las colisiones son incluidas al utilizar funciones
modales que son soluciones de la ecuacién GP. Algunos resultados del modelo 12M
en segunda cuantizacién, como su espectro energético, son mostrados en [23] y seréan
analizados en el siguiente capitulo.



4. EL MODELO EXTENDIDO

El principal objetivo de esta tesis es desarrollar un modelo que sea aplicable en una
mayor variedad de situaciones que el modelo I2M. Esta modelo serd llamado el “modelo
extendido de 2 modos” o “E2M”. Para deducir al modelo E2M se utilizardn directamente
las funciones que representan a los modos locales a(r) y B(r), las cuales estan centradas
en los minimos locales de cada potencial y estan normalizadas a 1. El objetivo del
modelo E2M es que, a diferencia del 12M, sea aplicable también a un potencial de
pozo doble asimétrico. Para determinar la forma de a(r) y f(r) supondremos que son
soluciones de la ecuacion GP estacionaria:

2 P%a(r) + Va(a(r) + g Nofa(r)alr) = prealr) (1.1)
S V2B() + Va(r)B(r) + g Nl B PB(r) = sl (42)

donde los potenciales Vi(r) y Va(r) son aproximaciones arménicas alrededor de los
minimos locales del potencial de doble campana V(7). La funcién «(r) estd centrada
en uno de los minimos del potencial, y 5(r) en el otro. Hay que aclarar que N, y Nj no
son los ntimeros de particulas en cada pozo (dados por a'a y b'b) sino unos pardmetros
que estan relacionados con la forma de los modos «(r) y 5(r) y que estan definidos de
tal forma que son consistentes con el numero total de particulas N. Por tal motivo se
asume que cumplen la relacion N = N, + Nj,.

En el modelo S2M se supone que la superposicién entre a(r) y S(r) es pequena.
Esto permitia despreciar los términos segundo orden en la superposicién. Al igual que
en el modelo I12M, esta suposicion ya no sera aplicada en la derivacion del modelo E2M
aqui presentada, lo cual nos permite obtener resultados mas generales.

Por comodidad, de aqui en adelante se omitiran los sombreros arriba de los oper-
adores. Aplicando la aproximacion de dos modos 3.14 al Hamiltoniano 3.10 se deduce
que los términos de interacciéon de primer orden, denotados como Hy, son:

H, = da (/ 04*(7")[—2}1nv2 + V(?")]Oé(?“)dT’)

+ b < / 8 ()= Wy V(T)]ﬁ(r)dr)

2m

+ a'b (/ a*(r)[—fiv2 + V(T)]B(T)dT)

2m
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+ bla (/5 —V2+V( o ()dr). (4.3)

Como las funciones a(r) y f(r) son solucién de las ecuaciones de Gross-Pitaevskii
4.1 y 4.2, podemos usar estas ecuaciones para cambiar los términos de energia cinética
que aparecen en 4.3 por términos que involucran a los potenciales externos y a los
potenciales quimicos, de forma similar a la que se hizo para el modelo 12M. Asi pues,
tenemos que H; se ve como:

i = ala( [ |a@)Plu + V) = Vi) = gNolalr) Fdr
010 ([ 1B0) s + V() = Valr) = 9Nl ()Pl )
ol ([ ()lus + V() = Valr) = gNilB(r) P18 dr )
+ ([ 8 0l + V) = 1alr) = gNafalr)Fatr)dr ), (44)

mientras que los términos de interaccion de segundo orden, denotados como Hs, son:

Hy, = g<aTaTaa/|a(r)|4dr+bTbTbb/|B r 4dr+46ﬁlﬁab/|oz(7“)|2|6(7“)|2d7“
+ 2aTaTab/\a (r)|2a*(r)B(r)dr + a'a Tbb/ ))26%(r)dr
+2a1bbb / B(r)IP8(r )dr+h.c.)). (4.5)

El Hamiltoniano total esta dado por H = H; + Hs. Al comparar H; (dado por la
ecuacion 4.4) y Hy (ecuacion 4.5) con el Hamiltoniano mdas general de dos modos:

H, = weala+ wpb’d+ \ald + \bla
H, = U,a'a'aa + Upb'b'bb + Uyya'biab
+ (ma'atab + AaTa’bb + poa'd'vb + h.c.), (4.6)

se obtienen los coeficientes en funcién de las integrales de a(r) y S(r). Los coeficientes
de primer orden son:

wa = [Pl + (V) = VA(r)) = gNala(r)dr,
w = [180)Plus + (V) = Va(r)) = gNol B(r) Flr

Ay = /6*(7“)% +(V(r) = Vi(r)) = gNala(r)Pla(r)dr,
(4.7)
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y los de segundo orden:

U = 3 [latriar,

Uy = 3 [18()\'dr,

Un = 29 [ la(r)P|50)dr,

i = g [ la@)Pa(r)s)dr,

e = g [ @' (08B0,

A= / (a* ()2 32(r)dr (4.8)

Para conocer los valores de estos parametros es necesario saber la forma explicita de
a(r) y B(r) y de los potenciales V(7), Vi () y Va(7). Se va a asumir que los potenciales
locales son potenciales armoénicos dados por la ecuacion 2.10:

V() = V(- 71) = Tl + 9+ e+ i,
d
Vo) = Vo= 72) 45 = e — 9 @+ () 46 (49)

donde wy, wy y ws son las frecuencias que caracterizan al potencial Vi (7); y wi, wh y wh
son las frecuencias de V,(7). El pardmetro d es la separacién entre los minimos de los
potenciales Vi (7) y Va(7), los cuales estan localizados en los puntos 7, = (—d/2,0,0)
y 2 = (d/2,0,0). Ademas, V(7) también esta determinado por un parametro d que
representa una diferencia de potencial entre los minimos de Vi(7) y Va(r), es decir,
d = Va(ry) — Vi(1). El potencial de pozo doble V(7) se construye como una funcién
definida por partes:

V(r) = Wi(r) para r < x,
V(r) = Vo(F) para r > x, (4.10)
donde z; es la interseccion entre Vi (7) y Va(7).

La forma de «(r) y f(r) se obtendrd al resolver las ecuaciones 4.1 y 4.2 por medio
de alguno de los métodos aproximados descritos en el capitulo dos. Debido a su simpli-
cidad, es tentador utilizar las funciones de onda de la aproximacién de Thomas-Fermi
(T-F). Sin embargo, hay que notar que las funciones de onda T-F caen a cero en forma
abrupta a distancias mayores a R; (la cual esta definida por la ecuacién 2.14) medidas
desde su méaximo (ver figura 4.1). Asf pues, si los minimos del potencial V(7) estan
separados por una distancia mayor a 2Ry, la superposicion entre las funciones de onda
T-F cae a cero completamente. Esta es una gran desventaja de esta aproximacion ya
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que, las intensidad de las interacciones entre los BEC de cada pozo depende de la su-
perposiciéon que hay entre las funciones. Por esta razén se recurre a la aproximacién
variacional, en la cual a(r) y B(r) estdan dadas en tres dimensiones por funciones gaus-
sianas. Dichas funciones decaen a cero de forma asintotica conforme la distancia a su
centro aumenta. Estas funciones son de la forma 2.19:

o) 1 exp) (z+9)?2 2 22 2
= _— X .. S S p— ,
71'% (a1a2a3) : p 2@1 2(12 2@%
1 (x—9? ¥ 2
= 0 exp[——2 — 2. — 2] 4.11

donde a; y b; para i = 1,2, 3 son las longitudes variacionales de la forma (2.23):

2 Nyas, ,wo
5 “ asli75.
=2

2 Nyas ., wi
o= SRRy 4.12
; ¢WL,AML (4.12)

)

donde I; = \/mw , L= \/ri v wo = (wlwgwd) para a;, y li = 1/mw,, L = s

Wy (w1w2w3) s para b;. Las longitudes variacionales 4.12 dependen de los nimeros N,
y Nb pero no de las coordenadas espaciales x y y z. Las funciones a(r) y 5(r) estan
centradas en 7} = (—d/2,0,0) y 7 = (d/2,0,0) debido a que los potenciales 4.9 y 4.10
tienen sus minimos centrados en esos mismos puntos.

Con toda esta informacion es posible obtener expresiones analiticas para la mayoria
de los coeficientes 4.7 y 4.8. Se enumeran primero los coeficientes de segundo orden, ya
que estos dependen unicamente de las funciones 4.11, y no del potencial, provocando
que sus expresiones sean relativamente sencillas:

ot

g
Ua - ’
2(2#)3/2611012&3
g
Uy, = —————
b 2(27’(’)3/2()1[)2()3’
__d?
9 22102
Up = 4A= S ,
72\ /(a} + 3) (a3 + 13) (a3 + B3)
342
2g\/§b1b2b3€ 2<a%+3b%>
o1 =
7T3/2\/a1a2a361 (a? + 3b%) by (a3 + 3b3) bs (a3 + 362)
_ 3d?
92 2 . 2(3a§+b§)
by = gV 2a1aza3¢ . (4.13)

7r3/2\/a1a2a3b1 (3@% + b%) b2 (3&% + b%) b3 (3&:2; + b%)
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Los coeficientes de primer orden son:

We = XOl_QNCLUGJ
Wp = XB_2NbUb7 (414)

A= Xl—NaM,

Ao = Yo — Nypia, (4.15)
donde:
o = [ ([ ([ aBtua+ (v =vapda) dy) dz,
o = [ ([ ([ astm+ (v = va)do) dy) dz.
o= [ (L v - v )
w = (L (L8 v - v dy) a=

(4.16)

Las expresiones analiticas para X1, X2, Xa ¥ X SOon excesivamente extensas y no seran
mostradas aqui, con excepcion de algunos casos casos particulares que seran analizados
mas adelante.

El Hamiltoniano E2M expresado en términos de los operadores de momento angular
3.33 toma la siguiente formas:

Ua
(wa - wb)Jz + (Ua - Ub)[‘]z + (N - 1)‘]2]
N
+ (- Mz)[(§ + o) e — J- o], (4.17)

_|_

donde se asumio que A\; = Ay = X para cumplir con la hermiticidad de Hgop,.

Para calcular las energias propias del Hamiltoniano E2M 4.17 es necesario expresarlo
en forma matricial. Dicha matriz sera expresada en la base 3.36 de los operadores de
momento angular definidos en 3.33, cuya forma es |J, m).

Asi pues, los elementos de esta matriz son de la forma:

H,, = <J7”]f[E2M’J7m>:
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¥

0.141

/8L

Fig. 4.1: Soluciones aproximadas de la ecuacién G-P para un pozo doble de potencial (linea
punteada). La funciones dadas por el ansatz variacional (linea gruesa) tienen su-
perposicién aun a largas distancias, cosa que no sucede con Thomas Fermi (linea
discontinua)

[wa(J + 1) +wy(J — 1) + Uy (J* = 1?)

FUaa(J +1=1)(J +1) + Up(J =1 = 1)(J = D)]o1m
W =1+ DT +0) + (T + 1= 1) — 1+ 1)(J +1)

+p2(J = Dy (T =1+ D) + D]or1,m
W= DT+ D)+ (T + DT =D +1+1)

p2(J — 1= DT =D + 1+ 1)]851m

AT = 1= 1) =D+ 1+ 1)(J +1+2)00m

AT =1+ 1) =1+ 2)(T + 1= 1) (] + D)ams (4.18)

donde I,m = —J,—J + 1,...0,...,J. Finalmente se diagonaliza la matriz 4.18 para
obtener sus energias propias, las cuales forman el espectro energético del Hamiltoniano
E2M. Hay que recordar que J = N/2, donde N es el nimero total de particulas. La
dimension de la base |J,m) es 2J+1 = N +1y por lo tanto también serd el tamafo del
espectro de energfas propias. La dimensién de la matriz Hy,, serd (2J+1)* = (N +1)2.

En resumen, a partir de las funciones modales «(r) y B(r) y del potencial V(7) se
calcularon expresiones analiticas de los coeficientes 4.7. Se sustituyen los valores ex-
perimentales necesarios para calcular el valor numérico de los coeficientes por medio de
dichas expresiones analiticas. A partir de estos coeficientes se construye 1 Hamiltoni-
ano E2M de dos modos en su forma matricial (ver ecuacién 4.18) y posteriormente se
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Potencial simétrico
V(r)/(N%iw)
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Fig. 4.2: Potencial para el caso completamente simétrico graficado para d=L

calculan sus valores propios. Todo lo anterior se realizo por medio de varios programas
escritos en el paquete computacional simbdlico Mathematica.

4.1 EI caso simétrico

El caso simétrico es aquel en el que el potencial V(r) es tal que 6 = 0y w; = w, Vi.
Bajo estas condiciones tenemos que V(—r) = V(r), es decir, el potencial es simétrico
(ver figura 4.2). También sucede que la interseccién esta en xy = 0.

La hermiticidad del operador H exige que A\; y A2 sean iguales. Para un potencial
simétrico, dicha igualdad se cumple si y solamente si N, = Ng. Una consecuencia
de esto es que a; = b; Vi, ug, = mp y f(r) = a(r — d). Esto provoca a su vez que
Wg = Wp, o =y = py U = U, = U,. Para este caso, las expresiones analiticas de los
coeficientes xa, Xo, X1 ¥ X2 son:

d2
arde *Tmw? 1, o, d
a = = a —d 5
Xa = Xb 1t N 7””1§{2aﬂ

42

e Aa? (24/T, — ajdmuw?)
— = 4.19
X1 = X2 2ﬁ ) ( )

donde

£[2] —1——f/ (4.20)



4. EI modelo extendido 38

la cual es conocida como funcion de error complementaria, la cual cumple que £[0] = 1y
que lim,_,, £[z] = 0. Asi pues, los coeficientes de primer orden en el caso completamente
simétrico son:

42

oy, e I} 1y e dy g
a b Ha 2\/7_1' 4 1 2&1 a\/§a1a2a37r3/2’
d2 342

@ qrdmw?e 1a? ge Ba

A=A = Ay = frge 10 — N,
' ’ Zﬁ (277')3/2@1@2(13

2

. (4.21)

donde Na = Nb = N/2. Vale la pena senalar que si la distancia d entre los minimos de
V(r) crece, entonces A decae a cero (ver figura 4.7), mientras que w, tiende a un valor
finito:

. g
limw, = pg— Ny——"——7—,
d—00 H \/§CL16L2(L37T3/2

lim A = 0.

d—o0

(4.22)

El Hamiltoniano cuantico E2M en términos de operadores de momento angular
(4.17) para el pozo doble simétrico se reduce a:

Uab

Hpanr = 2[p(N = 1) + N o + (2U = =2) T2 + Un ;. (4.23)

Notese que el Hamiltoniano E2M para el pozo doble simétrico 4.23 tiene la misma
forma que el Hamiltoniano 3.54 correspondiente al modelo I2M introducido en [7], salvo
por la forma en la que se obtienen los coeficientes. Para el modelo E2M los regimenes
de Rabi, Josephson y Fock se definen como:

AU — Uy 1 .
— b
(NT sy - Nz (Habi),

1 AU — Uy
— 1 h
vz < (N + D+ ) < (Josephson),

AU —

1< U = Var . (Fock). (4.24)

2n((N +1)p+ )

En la primer columna (izquierda) de la figura 4.3 se ilustran los espectros energéticos
de 4.23 para condensados atrapados en un pozo doble simétrico. Estos espectros corre-
sponden a diferentes separaciones entre los minimos del potencial y fueron calculados
con los siguientes pardmetros experimentales [25]:
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as = 6x 10’7cm,

m = 1.445%107%g,

wp = 2m%x132Hz,

wy = 2mx132Hz,

wy = 2m*x373Hz, (4.25)

que corresponden a los experimentos con Rubidio 87 realizados por Cornell y Wieman
en 1995 [26]. Como se dijo arriba, estos espectros son idénticos a los obtenidos con el
modelo 12M. Esto se debe a que, para el caso simétrico, tanto el Hamiltoniano 4.23
como sus coeficientes tiene la misma forma para ambos modelos, con la tnica diferencia
de que los coeficientes del modelo E2M no son calculados con soluciones simétricas
y antisimétricas. Numéricamente, la tnica fuente de discrepancia es la manera en la
que se calculan las funciones modales. En la fuente original del modelo 12M [7], estos
se calculan por medio de la resoluciéon numérica de la ecuacién GP. Lo mismo sucede
en [23], donde se muestra explicitamente la forma de los espectros 12M. Asi pues, las
posibles diferencias entre los espectros 4.3 y los del I2M no seréan analizadas aqui, ya que
la resolucién numérica de la ecuacion GP esta fuera del objetivo de esta tesis. Las figuras
de las segunda columna (centro) son los espectros para el modelo S2M que se incluyen
para propdsitos comparativos. Ambos espectros fueron re-escalados de tal forma que
la energia del estado base es cero y el dltimo excitado vale uno, siendo graficados con
respecto a un valor k que los ordena de menor a mayor. Cabe aclarar que los espectros
del modelo S2M no fueron calculados con la parametrizacién original de [6], si no con
la parametrizacién del modelo E2M desarrollada en este capitulo. Esto significa que
los parametros dependen del nimero N y de la distancia entre los condensados, siendo
ademas calculados con las mismas cantidades experimentales. Las figuras en la tercer
columna (derecha) son una comparacién cuantitativa entre los espectros 12M y S2M.
Esta consiste simplemente en calcular la diferencia entre las energias propias para cada
valor de k. La maxima diferencia tiene un valor de un 25 por ciento del total y ocurre
a una distancia de L entre los condensados, donde L es el promedio geométrico de las
longitudes del oscilador armoénico definidas en 2.18. A una distancia de 6L la diferencia
es de 0.15 por ciento. Para d = L y d = 2L, los espectros del modelo E2M tienen
unicamente estados no degenerados que corresponden al régimen de Rabi, mientras que
el S2M muestra espectros como los encontrados en el régimen de Josephson. A partir
de d = 3L los espectros de ambos modelos tienen una region de estados equidistantes y
una regién superior con estados casi degenerados, aunque estas regiones son de diferente
tamano segun la distancia. Estos casos corresponden al régimen de Josephson. Para
distancias més grandes, como d=5L, el régimen correspondiente es el de Fock y se puede
observar que todos los estados estan organizados en parejas degeneradas.

En la figura 4.4 se muestran los espectros del modelo E2M para valores experi-
mentales N = 1150, w; = 2778, wy = 2766 y w3 = 2790 [27]. El comportamiento
cualitativo es el mismo que se observa en la figura 4.3: a partir de cierta distancia el
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Fig. 4

.3: Espectros energéticos para el caso simétrico en funcién de la distancia. En la primera

columna (derecha) se muestran las graficas del modelo E2M (o modelo general) para
el pozo simétrico. En la segunda se muestran las graficas del modelo S2M o canénico
(también llamado modelo de Bose-Hubbard). Se observa que los espectros del modelo
S2M contienen algin numero de estados degenerados en cualquier situacion. En
cambio, el modelo I2M no tiene degeneracién si ambos condensados estdn muy cerca
uno del otro. El valor de N es 100, y por lo tanto, J = 50. El numero m representado
en el eje horizontal es un indice que ordena a los niveles de energia de menor a mayor
y que va de 0 a 100. La tercer columna muestra la diferencia entre los espectros E2M
y S2M.
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espectro se divide en una regién con energias equidistantes y otra con energias orga-
nizadas por parejas. Se incluyen recuadros con acercamientos a las diversas regiones:
el recuadro de abajo muestra un acercamiento de la regién inferior del espectro y el
recuadro de arriba muestra un acercamiento a la region superior. Estos acercamientos
son necesarios ya que para N = 1150 los puntos son demasiado cercanos y no es posible
apreciar a simple vista las diferencias entre las energias de las distintas regiones. Por
este motivo, la graficas de capitulos posteriores seran realizadas con N = 100, mientras
que las frecuencias seguiran siendo wy = 2778, we = 2766 y w3 = 2790.

4.2 FEl caso asimétrico

El potencial de pozo doble V(7) es asimétrico si el nivel de los minimos y/o el ancho
de las aproximaciones arménicas es diferente para cada pozo. Esto significa que di-
cho potencial esta caracterizado por al menos dos parametros, uno de los cuales es el
numero 6 que cambia el nivel de energia relativo entre los dos minimos, y otro que
modifica las anchuras. Las anchuras se modifican cambiando las frecuencias de los po-
tenciales armoénicos. Este caso es de interés ya que, experimentalmente, los potenciales
asimétricos son mucho mas faciles de lograr que los potenciales simétricos, mientras que
los estudios tedricos de dichos sistemas son escasos [8]. Aqui se presenta el estudio de
un BEC confinado en un potencial asimétrico dividido en dos casos, los cuales seran
analizados en las siguientes dos secciones. El primero de dichos casos sera el caso en
el que las frecuencias de Vi(r) y Va(r) son iguales pero el pardmetro 0 es diferente de
cero. El segundo caso consiste en frecuencias distintas para Vi(r) y Va(r) con § > 0.

4.2.1 EI caso asimétrico con § > 0 y frecuencias idénticas

Esta seccién estara dedicada a estudiar el caso de un BEC en un potencial V(r) tal que
sus componentes V;(r) y Va(r) tienen las mismas frecuencias w; = w] parai =1,2,3,y
cuyos minimos tienen diferente energia potencial, es decir. > 0. Vale la pena recordar
que ¢ tiene unidades de energia, ya que es una constante aditiva presente en el potencial.
De aqui en adelante, § serd dado en fracciones de la energia total por particula €;, la
cual esta dada por:

€J:M:5(2)é

donde J = N/2y E[J] es la energia total definida en la ecuacién 2.25. €, representa la
energia por particula para un BEC con la mitad de las particulas del BEC total.

En este caso, tenemos que la igualdad A\; = A9 se cumple si y solamente si N, = N,
independientemente del valor de ¢ y de d (ver figura 4.6). Para explicar esto conviene
recordar que fi, = p[No| v g = p[Np] + 9, donde u[N] se define en la ecuacién 2.26.
Por esto, las ecuaciones de Gross-Pitaevskii para a(r) y 8(r) se ven como:

(‘]z) B Qs (4.26)
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Fig. 4.4: Espectros de energia para un BEC en un pozo doble simétrico con N = 1150
particulas para diferentes separaciones d. Se puede observar que el comportamiento
cualitativo es el mismo que cuando se tiene un sistema con N = 100 particulas. En
el recuadro de la parte superior se muestra un acercamiento a la regiéon con estados
degenerados, la cual se encuentra arriba de la linea roja. El recuadro de la parte
inferior muestra un acercamiento a la regién con estados equidistantes cuyo limite
superior estéd dado por la linea roja.
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FEl modelo extendido

Potencial asimétrico detipo 1 Potencial asimétrico detipo 2
V(n)/(Nhw) V(n/(Nfiw)
/ oo /
i / /
o m7— \ / {A‘x\ ’rf
A / \ ooos | /
1\ / \ J \\ //
\ opoal \\ / \ / \ /
\ /,/ \ / \ ofosr | /
\ / \ / \ / \ /
\ / \ / \ / \ /
\ 0003 \ / \ /
\ / \ / / 0003 \ /
\ / \ / \ | \ /
/
\ /ool \ / \ / \ /
\ \ / 0,002} \ /
/ \
\ /
ooor| /
\1 _
! 5 X/L

\
\\ //
= S : XL = S

Fig. 4.5: Esquemas de un pozos asimétricos. La asimetria estd dada por la diferencia entre las
alturas de los minimos, etiquetada como § (Tipo 1) o por la anchura de la campana
determinada por las frecuencias del potencial arménico (Tipo 2). La separacién

entre los dos minimos estd dada por d
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Fig. 4.6: Comportamiento de \; (linea gruesa) y Ay (linea discontinua) vs. N;. La interseccién
de ambas curvas determina el valor de N, tal que en A1 = A2. Las figuras fueron

realizadas con d=2L y d=4L, para 6 = 0.lea/J y 6 = lea/J, y en ellas se puede
notar que Nb=Na=>50, que es la mitad del nimero de particulas total. En general,
para caso asimétrico, la interseccién siempre es en Nb = N/2, independientemente
del valor de § y de la distancia entre los pozos d. Nétese que ocurre otra interseccion
en Nb = 100. Sin embargo, esta no es valida para nuestro problema, ya que N, y

Ny deben cumplir que Na + Nb = 100.
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—;VQa(r) + Vo7 — 7)) a(r) + gNo|a(r)|?a(r) = p[Na)a(r), (4.27)

—;Vzﬁ(ﬂ + (Vo7 = 72) + 0)B(r) + gNo| B(r)[PB(r) = (u[No] +0)B(r),  (4.28)

donde Vy(r) esta definido en la ecuacién 2.10. Se puede observar que el término que
multiplica a ¢ en la ecuacion 4.28 es el mismo tanto en el lado derecho como en el
izquierdo. Esto hace que la ecuacion 4.28 se vea como:

SV + Vol — B0 + aNB(IPS() = WNIBK), (429

la cual es equivalente a la ecuacién 4.27 excepto por una traslacion. Una consecuencia
directa de esto es que las funciones «(r) y £(r) son tales que B(r) = a(r —d), tal y
como sucede en el caso simétrico. Esto significa que a; = b; Vi, lo que implica a su
vez que Na = Nb. Asi pues, los coeficientes de segundo orden cumplen que: U, = U,
y g1 = po. La integral sobre todo el espacio de o?(V(r) — Vi(r)) es diferente a la
de B*(V(r) — Vi(r)), causando que w, # wy. Al igual que en el caso simétrico, las
expresiones analiticas de los coeficientes de primer orden siguen siendo suficientemente
simples como para poder presentarlas aqui:

3d2
_ ardmw,® —(—s 2 1 ) gN,e 52
)\ — 40,2 o« ———F—— aqdmwq? 75 - — e,
et (p 2\/m e Tt 2 ¢ aydmw,? ) (27)3/2a1a0a3
(4.30)
(d+d1712512)2 (d+d'm2312)2
ae 492§ aqpde T w2
Weg = a -
. Ady/T NG
1 d+d262 1 d+d262 gN
+ 606 | —Emt |t gyt ? L - = . (431
2 § 2@1 8 ! ! 5 2CL1 2\/5&1@2(1371’3/2 ( )
2 d(d+d 2 2) 2
_2d72+ 1 e 2,126 2, A 2
Wp = Ha + 2ﬁ
1 d - 20 2 1 d - 28 2 gN
_ 5 dmw, + demw 2 dmw; _ a 4.32
2 ¢ [ 2a1 4 e 2a, 2v/2a1agazm3/2 (432)

Al igual que en el caso simétrico, w, y wp tienen valores limites diferentes de cero cuando
d tiende a infinito. Estos valores son:
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, 9Na
imw, = g — )
d—00 a 2\/5&1@2&371'3/2
: gN,
lim w, = pg+0— ) 4.33
d=oo a 2v/2a,azasm3/? (4.33)

Por otro lado tenemos que A tiende a cero si d tiende a infinito independientemente
del valor de 9. Esto se puede apreciar en la figura 4.7, en la cual se muestra lambda
en funcién de d con § = 0.lex/J (linea segmentada inferior), § = 0.2¢x/J (linea
segmentada superior), y la curva correspondiente a A cuando § tiende a infinito (linea
gruesa superior). Esta presente también la curva correspondiente al caso simétrico
0 =0, (linea gruesa inferior). Se puede notar que para cualquier valor de d, el valor de
A es mayor conforme J crece, siendo la curva correspondiente al caso simétrico la que es
menor a todas las deméds. Esto nos dirige a la figura 4.8, en la cual se presenta a A en
funcién de 6 para d=2L (linea gruesa),3L (linea delgada) y 4L (linea segmentada). Se
aprecia que, para un valor fijo de d, A crece conforme aumenta J, llegando a un valor
asintético de:

_li N 2
8a __d
e 17 giVg +e 4a12,ua7 (434)

511{20 A 2\/5(11 CLQCL37T3/2

aclarando que le modelo aqui presentado deja de ser valido para valores de § mucho

mayores que €y/J. Esto se deba a que los niveles de energia involucran a delta como

una constante aditiva, y si esta es muy grande la aproximacion de dos modos utilizada
en esta tesis deja de ser valida.

En la figura 4.9 se presentan los espectros correspondientes a este caso. En cada una
de los cuadros se presentan tres espectros calculados con un valor de d fijo, pero con
distintos valores de delta. Es posible observar que, para una separacion entre minimos
d = L los espectro son muy dificiles de distinguir. La tnica diferencia apreciable es
que el espectro para § = ex/J tiene una curvatura ligeramente menor. Los espectros
mostrados en las figuras subsecuentes muestran una diferencia perceptible entre los
casos con distintas deltas. En particular se nota que tanto el espectro simétrico § = 0
como el asimétrico con § = 0.ley/J cuentan con niveles energéticos organizados por
parejas. En el caso simétrico estas parejas estan conformadas por energias del mismo
valor o degeneradas. En contraste, los espectros calculados con § = ey /.J no presentan
dicha estructura para ningun valor de d o 9.

4.2.2 FEl caso asimétrico con distintas frecuencias

El caso asimétrico mas general es aquel en el que las anchuras de los potenciales
armoénicos Vi(r) y Va(r) son diferentes entre si, lo cual afecta al potencial de doble
campana V(r). La anchura ¢ de un potencial arménico V (r) se define como la diferen-
cia entre las dos soluciones de la ecuacién V' (z,0,0) = donde > 0 es una constante.
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A vs. d paradiferentes valores de §
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Fig. 4.7: Aqui se presentan las graficas de la funcién X con respecto a d para diferentes valores
de 4. Se puede apreciar que si la distancia d entre los minimos del potencial tiende
a infinito, entonces A tiende a cero independientemente del valor de é.

Avs. § paradiferentesvaloresded
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Fig. 4.8: Aqui se presentan las gréficas de la funcién A con respecto a ¢ para d = L (linea
gruesa), d = 2L (linea delgada) y d = 3L (linea segmentada)fija. Se puede apreciar
que si 6 — 00, entonces A tiende a un valor asintético que depende del valor de d.
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Fig. 4.9: Espectros de energia para el pozo asimétrico con N = 100 particulas y con frecuen-
cias tales que w; = w]. Las figuras representan espectros calculados a una distancia
d = 1L, 2L, 4L y 6L respectivamente. Los espectros graficados con marcadores
redondos corresponden al caso simétrico, los marcadores cuadrados corresponden al
caso correspondiente a § = 0.1ley/J, y los marcadores con forma de rombo corre-
sponden a § = ey/J. Para d = L los espectros con diferentes valores de 4 son
extremadamente parecidos, destacando el espectro correspondiente a 6 = ey /J por
tener una concavidad ligeramente menor a los otros dos. Las diferencias entre los
espectros con diferentes valores de § son mas evidentes para d > 2L.
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Anchura de potenciales cuadraticos
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Fig. 4.10: Graficado en azul esta un potencial arménico de la forma Vj(x) = 22, y en verde
Va(z) = ﬁ—z, con Kk = 0.8 y 7 = 1. Los puntos de interseccion entre las parabolas y
la linea y = 1 corresponden a los valores X7, = £1 y X5, = +0.8, los cuales son
proyectados en el eje x. Para estos potenciales tenemos que o1 =2 y g2 = 1.6.

Dichas soluciones seran denotadas como X, y X_, con 0 = | X, — X_|. En el caso de
los potenciales Vi(r) y Va(r), sus anchuras oy y 0y estdn determinadas unicamente por
las frecuencias armonicas de cada potencial. Es decir, si estas anchuras no son iguales
entre si, entonces tenemos que w; # wi. Por simplicidad se supondra que las tnicas
frecuencias que son diferentes entre si son wy y w}. Esto nos permite tratar al potencial
V(r) como un potencial en una dimensiéon sobre el eje x. La frecuencia wy de Vi(r)
permanecera en su valor original, dejando a ¢; como referencia mientras que se define
W) = wi/k, donde k es el parametro que modula la anchura de Va(r). Asi pues, X, y
Xo, estdn dados por:

+£2v/2,/7 + dy/mw;
Xli = 9 ;
\/ﬁwl
+2/26, /1 + dy/muw,
2\/%&]1 ’
donde se supone que ¢ = 0 para que haya consistencia de la definicién de n para Vi(r)
y Va(r). Las anchuras oy y 0 estan dadas por:

Xs, (4.35)

2v2,/n
wl\/ﬁ ’

o1 =
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2v/2\/1
wl\/m ’

las cuales dependen de la segunda derivada o curvatura de los potenciales, que son
0?Vi(r)/0z* = mw? y 0*Va(r)/0x? = mwi/k* El cociente entre las anchuras o,/
es igual al parametro k. De hecho, este pardmetro es el tnico que determina una
diferencia relativa entre las anchuras de Vi(r) y Va(r). n puede ser cualquier valor
siempre y cuando n > 0. Para ver como cambia la anchura conforme cambia x se
presenta una grafica de dos potenciales cuadraticos simples de la forma Vi(z) = 22 y
Vi(z) = 2%/k?, con k = 0.9. La anchura se define como la interseccién de Vi (r) y Va(r)
con n = 1. Los valores X;, = £1 y Xy, = £0.8 estan proyectados al eje x con lineas
verticales discontinuas. El cociente entre los valores o1 = 2 y 09 = 1.6 es precisamente
k= 0.8

En este caso, para cumplir la condicion de hermiticidad A1 = A2 es necesario que los
valores de N, y N, sean diferentes entre si segtin los parametros del potencial V(r). Tal
y como se ve en la figura 4.13, los valores de N, y N, claramente dependen de los valores
de d y de k. Sin embargo, al igual que en el caso presentado en la capitulo anterior
(k = 1 con diferente 0) N, y N, son independientes de §. Esto se puede apreciar en
la figura 4.11, en la cual se muestran grafica de las funciones A1 y A2 contra NV,. Para
obtener estas graficas se escogio el valor d = 3L con k =0.9,1.1y § = 0,0.1ex/J, en/J.
La columna de la derecha muestra las graficas correspondientes al caso K = 0.9 y en
la columna izquierda esta el caso k = 1.1. Las dos gréaficas de la parte superior fueron
calculadas con 0 = 0, mientras que las de en medio fueron calculadas con § = 0.5¢y/J
y las graficas inferiores con § = ey/J. Al igual que en los casos anteriores, el valor
aceptable de N, es aquel donde \; = A, que en las figuras se ve como la interseccién
de las dos curvas.

A partir de las graficas 4.11 se puede apreciar que el valor de IV, en el cual se da
dicha interseccion es diferente segin el valor de k. Para x = 0.9 la interseccién entre
A1 ¥V Ay se da con un valor de N, que esta cerca de 55, mientras que para k = 1.1 la
interseccién se da con un valor de N, cercano a 45. Se puede apreciar también que si
bien los valores de A\; y Ay crecen de forma mondtona con respecto a delta, el punto de
interseccién no cambia con respecto a dicho parametro. En general, para valores de s
menores a uno tenemos que la interseccién se da en un valor de N, mayor a la mitad
del numero de particulas total N, mientras que para x mayor a 1 la interseccion se da
en un valor de IV, menor a la mitad del numero total de particulas (ver figuras 4.12).
Ademas, numéricamente se comprobé que cualquier relacién funcional entre el valor de
interseccién en NV, y las variables d o k serd inmutable con respecto a cambios en §.

En las figuras 4.13 podemos ver més graficas de A\; y Ay contra N,, las cuales fueron
realizadas con 6 = 0.1ey/J, con valores de d = 1L,2L,3L,4L ,y con k = 0.9 (columna
izquierda), k = 1 (centro) y k = 1.1 (columna derecha). Se puede notar que el valor
de interseccién en N, es menor a N/2 para £ = 1.1 y mayor a N/2 para k = 0.9, tal
y como se describe en la figura 4.12. Aparentemente el valor de interseccién en N, no
cambia mucho. Sin embargo, al realizarse una grafica de N, contra d (ver figura 4.14),

(4.36)

0'2:]{1
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Fig. 4.11: Comportamiento de las funciones A; (linea solida) y A2 (linea discontinua) en

funcién del numero Np. Es facil ver que el valor de N, correspondiente a la inter-
seccion entre A1 y Ao depende de k, pero no de ¢



4. EI modelo extendido 51
Nb vs k a d=1L y =0 Nb vs k a d=2L y 6=0
s T T T ] o[ T T T ]
0l i Tl ]
60 . 601 N -
= T = -
z. Z.
sl T - 4 0 - 4
40| . 0t §
3 1 1 1 1 1] E Co 1 1 1 1]
LE:3 e 10 1.1 112 0 oe 10 11 1.2
K K
Nb vs x a d=3L v §=0 Nb vs x a d=4L vy §=0
s T T T ] a0 [ T T T T
nt - L ]
ol - ] 60 L~ ]
= T~ = -
z T~ #
50 ™ — g 80 - — g
40 _ 40+ -
£ CL 1 1 1 1] e CL 1 1 1 1]
[k} e 1o 11 12 (LX) one Lo 11 12
K K
Fig. 4.12: Aqui se muestra el comportamiento del valor de N, que es solucién de \; = A9 en

funcién de k. El dominio de los valores de « esta centrado en kK = 1. Notese que el
valor de N, en la interseccion de A1 y Ao es decreciente con respecto a . El valor
k = 1 corresponde a N=50, tal y como se vio en el caso simétrico
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Fig. 4.13: Aqui se muestran graficas de Al y Ao contra Np. En la columna izquierda se
muestran graficas correspondientes a x = 0.9, en la columna central a las de k = 1,
y en la columna de la derecha a las de k = 1.1. Todas las gréficas se realizaron con
d = 0.1ey/J. Los valores de d son L,2L,4L,6L y estan ordenados de arriba hacia
abajo en orden creciente. Se puede observar que el cambio de NV, con respecto a d
es menos perceptible que el cambio con respecto a k. Llama la atencion que para
d=6L, A\l y Ao toman valores negativos, si bien mucho menores en valor absoluto
que los correspondientes a d = L .
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Nbvs. d/L parak=0.9 Nbvs. d/L parak=1.1
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Fig. 4.14: Gréficas de N, contra d. Estas graficas presentan una bifurcacion localizada alrede-
dor del punto d = 1.7L, lo que implica que hay ciertos valores de d que permiten
dos soluciones a la condiciéon de hermiticidad. Para valores de d mayores a 2L, el
valor de Ny, permitido cambia muy poco.

aparece una bifurcacion para un conjunto de valores de d localizados entre L y 2L. Esto
significa que hay més de dos valores de N, que cumplen con A\; = Ag. Esto se hace mas
evidente en las figuras 4.15, en la cual se presentan nuevamente graficas del tipo A\; y
Ao contra N, pero en esta ocasion con valores que se encuentran en el dominio de d
donde se encuentra la bifurcacion. Dichos valores son d = 1.67L,1.72L,1.77L,1.82L,
con 0 = 0.1ex/J y k = 1.1. Las gréficas de A; y Ay correspondientes a los dos primeros
valores de d tienen dos puntos de interseccion. Esto significa que hay dos valores de
N, que cumplen con la condiciéon de hermiticidad, y que los valores de d estan en la
bifurcaciéon. Los dos ultimos valores de d corresponden a graficas fuera de la bifurcacion,
es decir, con un solo valor de N, que cumple con la condicién de la hermiticidad. Un
estudio mas detallado de esta bifurcacion serd realizado en trabajos posteriores.

Los espectros correspondientes a este caso estan en la figura 4.16. En un solo cuadro
se graficados simultdneamente los espectros correspondientes a 6 = 0,0.1ley/J, ley/J.
En la columna de la izquierda estan las graficas de k = 0.9 y en la de la derecha
k = 1.1. Los valores de d manejados son d = 1L,2L,4L en orden descendiente. Se
puede notar que para d = L, los espectros son muy similares, con excepciéon del espectro
correspondiente a § = ey /J, el cual se distingue por tener una curvatura ligeramente
menor. Para d = 2L y k = 0.9 vemos que hay un punto de inflexiéon en todos los
espectros y no hay ninguna organizacién de energia por parejas. parad = 2Ly k = 1.1
si hay parejas de estados energéticos con § = 0y & = 0.1ex/J, pero solo para este ltimo
valor son perceptibles. Para los dos casos anteriores se ve que el espectro § = ex/J es
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Fig. 4.15: Grafica de A\ y Ay con § = 0.1lexy/J y £ = 1.1 con valores de d cercanos a la
bifurcaciéon que aparece en as figuras de N, contra d. Para d=1.67L y 1.72L las
graficas se cruzan en dos sitios distintos, lo cual significa que hay 2 valores de IV
que cumplen con A\; = Ag. Para d = 1.77L y 1.82L solo hay una solucién, lo cual
significa que estos valores ya no pertenecen a la bifurcacién.
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Fig. 4.16: Espectros de energia para el pozo asimétrico con N = 100 particulas. La primera
columna fue calculada con el coeficiente de anchura relativa k=0.9 y la segunda
columna con x = 1.1. Cada una de las figuras representa espectros calculados a
una distancia de fija d = 1L,2L, y 4L. Los espectros graficados con marcadores
redondos corresponden al caso simétrico, los marcadores cuadrados corresponden
al caso correspondiente a 6 = 0.ley/J, y los marcadores con forma de rombo
corresponden a 6 = ey/J. Al igual que en el caso k = 1, si d = L entonces los
espectros con diferentes valores de § son extremadamente parecidos, exceptuando
que el espectro correspondiente a § = €y /J tiene concavidad ligeramente menor a
los otros dos. Para valores d > 2L, las diferencias entre los espectros con diferentes
valores de § se hacen maés faciles de ver.
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muy diferente de los otros dos.

Para xk = 0.9y d = 4L no hay puntos de inflexion perceptibles en los espectros de 6 =
0y 0 =0.1ex/J y hay una cierta organizacién por parejas, perceptible principalmente
para 0 = 0.ley/J. Para 6 = ey/J si hay un punto de inflexién. En el caso k = 1,1y
d = 4L, al igual que en el caso con k = 0.9, el tinico espectro con punto de inflexion es
el que tiene § = ey /J. Los otros dos no tiene puntos de inflexién y el de 6 = 0.1ley/J
tiene estructuras por parejas.



5. CALCULOS SEMI-CLASICOS

La descripcion de muchos cuerpos desarrollada en los capitulos anteriores nos permite
determinar todas las cantidades fisicas relevantes y la dindmica del BEC con toda
la precisién permitida por la aproximacién de dos modos. Sin embargo, es posible
aproximar el Hamiltoniano cuantico a uno clasico. En la literatura este Hamiltoniano
ha sido 1til para conocer algunas de las cantidades observables : el desbalance de
poblacién y la fase relativa entre los condensados A y B, que son las mas utilizadas para
estudiar este sistema tanto tedrica como experimentalmente [23]. Aqui utilizaremos este
Hamiltoniano para entender la estructura del espectro energético. En este capitulo se
vera que, para el doble pozo simétrico, es posible escoger coordenadas en las que el
Hamiltoniano E2M clésico tiene la forma del Hamiltoniano que describe el movimiento
de una particula en un potencial sinusoidal. Esto permite que la fisica sea accesible con
la intuicién adquirida en mecénica clésica.

Como se vio en el capitulo anterior, el espectro energético de un BEC en un pozo
doble simétrico estd dividido en una regién con energias inferiores en donde los niveles
son casi equidistantes; y una de mayores energias, donde los niveles aparecen como
dobletes degenerados. En este capitulo veremos que estas dos regiones estan asociadas
a dos regiones en el espacio fase del Hamiltoniano E2M cléasico. La parte inferior
del espectro esta asociada a una regién en el espacio fase que contiene trayectorias
cerradas. La parte superior del espectro estda asociada con una regiéon que contiene
trayectorias abiertas. Como el Hamiltoniano Hpgops clasico es similar al de un péndulo,
la regién con trayectorias cerradas corresponde a un péndulo que oscila alrededor del
punto de equilibrio y no tiene suficiente energia para dar una vuelta completa. La region
con trayectorias abiertas corresponde a un régimen de libracién, donde el péndulo da
vueltas completas. La regién de oscilacién en el espacio fase corresponde a oscilaciones
de Josephson entre los condensados [23]. La regién de libracién corresponde a un
fenémeno conocido como “self-trapping”, en donde la mayoria de las particulas queda
atrapada en uno de los pozos y se suprime el tunelaje entre los dos condensados.

Para el caso asimétrico, el analisis del espacio fase cldsico nos indica la existencia
de tres regiones. Una region inferior con estados equidistantes, otra con parejas cuyos
valores energéticos son cercanos pero no los suficiente como para llamarlas degeneradas,
y una tercera regién con valores que siguen una forma cuadratica.
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5.1 Relacion entre los Hamiltonianos clasico y cuantico

Usualmente, los Hamiltonianos de segunda cuantizacién estan dados en el llamado “or-
denamiento normal”, en el cual los productos de operadores se organizan de tal forma
que los operadores de creacién siempre van a la izquierda de los de aniquilacién [28].
Este ordenamiento es el que se maneja usualmente en la literatura incluyendo a los
capitulos previos de esta tesis. Sin embargo, para asociar un Hamiltoniano clésico
a uno cuantico se debe recordar que, a diferencia de las variables clasicas, los oper-
adores cuanticos no siempre conmutan entre si. Por este motivo hay una ambigiiedad
al asociar un producto de variables clasicas con producto de operadores cuanticos. Esta
ambigiliedad se resuelve si todo producto de operadores no conmutativos se re-escribe en
una forma equivalente que incluya todas las permutaciones posibles entre operadores.
Si un operador cuantico esta escrito de esta forma se dice que estd en un ordenamiento
“simetrizado”. Llevar un Hamiltoniano cuantico a un orden simetrizado se logra por
medio de las reglas de conmutacién, por ejemplo b's = 1/2(b'b + bb' — 1). El Hamilto-
niano E2M con ordenamiento simetrizado se escribe como:

1 1 e on ) .
Hpoy = iwa(eﬁa +aa’ —1) + 5wb(bTb +bb" — 1) + A(ab' + a'b)

+ Ua(é(a*ama +a'aata +aa'a'a + aa'aa’ + aaa’al + afaaa’) — (ata + aa') + ;)
+ Ub(é(zswz}z} + b10bTD + bbTbth + bbTBDT + bbbTbT + bTHbBT) — (bTh + bbT) + ;)

b U(§(@'Blab 4 albab! +ablalb+ aba'h') — (ala + aal) — (B + i) + 1)

-+ m(é(a*a*az} +aa'a’h + ataa'd) — (a'd) + ?1)(13*&*&& + bfaaal + blaata) — (abh))
+ ug(;(awz}z} + albbth + atbbbt) — (a'h) + ;a;w;w;a L ibibta + Bbtha) — (b))

+ A(ata’vb + bfbaa) (5.1)

El siguiente paso para obtener la contraparte clasica de nuestro Hamiltoniano 5.1
es cambiar los operadores a y b por sus equivalentes clasicos. Para encontrar a estos
equivalentes clasicos se usa la definicion estandar de los operadores a y b para osciladores
armonicos con i = 1 [29]:

R MaVq [ iPa At MaVq [ . iPa
a = Tg + ) a = Lo — )
2 Malq 2 Malg

[T Byt 1Dy 7 B [Tt By — 1Dy 7
2 Myl 2 Mmplp
(5.2)

donde 74, ps, con s = a, b son los operadores de posicién y de momento de los osciladores
armonicos A y B respectivamente. Los parametros v, y mg con s = a, b son parametros
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correspondientes a las frecuencias y masas de los osciladores. Conviene recordar que las
variables de angulo-accién pueden simplificar al Hamiltoniano en gran medida. Por lo
tanto, en lugar de utilizar directamente las posiciones y momentos definidos en 5.2, se
utilizaran unas variables de dngulo-accién correspondientes al oscilador arménico (ver
[20]), dadas por la transformacién candnica:

21,)> )
o ((> COS Qg Do = (2Ia)%(7”n,ai/a)Z sin ¢,
MyVq

(21)

(M)

N2
o= =

Ty = COS ¢, Dy = (2[b)%(meb)% sin ¢y,

N

(5.3)

donde I, e I, son impulsos generalizados y ¢, y ¢, son sus coordenadas candnicas
conjugadas. El Hamiltoniano clasico de dos osciladores no acoplados es independiente
de los parametros de masa y frecuencia si es expresado en estas coordenadas. Para
encontrar la transformacion de los operadores de creacion y aniquilacién en variables
angulo accién clasicas, en 5.2 se aplican las reglas de correspondencia entre operadores
y variables clésicas: T, — T4, To — Tp, Pa — Pa ¥V P» — Pp- Posteriormente, en las
expresiones resultantes se realiza el cambio de variables definido en 5.3. Las reglas de
correspondencia finales son:

a— [;/Qe“ﬁ“, al — [;/2e”¢“,

b— L%, bt [ Pe (5.4)

las cuales fueron introducidas por Heisenberg [30]. Siguiendo la derivacién de [31], se
sustituye 5.4 en 5.1, dando como resultado:

1
Hponi(Ia, Iy, Gas 0p) = §(Ua + Uy + 2Uqs — wa — wp)
]awa + Ibwb + Ia(]a - Q)Ua + Ib(Ib - 2)Ub
-+ (IbIa — 2[1, — QIa)Uab + 2Ia]bA COS [2(¢a — (bb)]

+ 2T I\ + (T — Vi + (I, — Do) cos [ — 6}, (5.5)

donde los términos (U, + Uy + 2U 4, — w, —wp) son constantes y son incluidos para que la
definicion del cero en la energia sea consistente con los niveles de energia cuanticos. El
Hamiltoniano clasico de dos osciladores armonicos acoplados expresado en coordenadas
de angulo accion 5.3 solo depende de los momentos, no de las coordenadas. Sin em-
bargo, se puede observar que el Hamiltoniano 5.5 depende tanto de coordenadas como
de momentos, y esto se debe a que este no describe al problema de los dos osciladores
independientes. Para un pozo doble simétrico (modelo 12M), la forma de 5.5 es tal
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que solo es funcién de dos variables: z = I, — I, vy ¥ = ¢, — ¢p, que corresponden
a la diferencia de poblacion y la diferencia de fase entre los dos BECs, variables muy
utilizadas en los estudios tedricos y experimentales de este sistema [23]. z es el limite
clasico de 2.J., ya que a'a — b’ — I, — Ib bajo las transformaciones 5.4. En general,
los momentos en el Hamiltoniano E2M 5.5 no puede ser expresados en términos de
z = I, — I inicamente, pero las coordenadas angulares si aparecen en la forma ¢, — ¢.
Esto sugiere la existencia de una transformacién candnica en la que el Hamiltoniano
sea independiente de una coordenada, a la cual se le llama coordenada ignorable. Este
nuevo sistema de coordenadas es conveniente ya que la existencia de una coordenada ig-
norable implica que su momento candnico conjugado es una cantidad conservada. Para
encontrar una transformacién canénica como la mencionada anteriormente se propone
la funcién generadora de tipo dos [20]:

F5(P,Q, ¢a; $p) = P(dp — ¢a) + Qu, (5.6)

que depende de los angulos del sistema de coordenadas original y de los impulsos del
sistema nuevo, denotados como Py (). A este tipo de funciones se las llama funciones
generadoras de tipo dos. La transformacién de coordenadas para una funcion de tipo
dos esta dada por:

_ aFQ(Pa Q7¢aa¢b) _ 8F2(P7Q7¢a7¢b)

Lo 96, b 96
_ OF(P,Q, G, b) _ OFy(P,Q, ¢a, Ps)
V= op = aQ o7

dando como resultado que la transformaciéon de coordenadas es I, = Q — P, I, = P,
X = @q ¥V ¥ = ¢p — ¢o. El Hamiltoniano resultante es:

Heont(P,O.1) — ;(Ub L UL(L42(Q = P —2)(Q — P)) — wo — i

+ 2Un(1+P(Q—P—2)—2Q — P)) + (Q — P)wy + P((P — 2)Uy + wp))

+ 4VPJQ - PO+ (Q— P — D)y + (—1+ P)py) cos[¢)]
+ 4P(=P + Q)Acos[2¢))).

La coordenada ignorable es x, por lo que sabemos que su variable conjugada ) =
1, + I, es una cantidad conservada. Para conocer el valor de esta cantidad conservada
simplemente hay que recordar que

N PN 1 araoan
N=a'a+b'b= 5(afa +aal — 1+ 00+ bb' —1). (5.9)
Al sustituir 5.4 en 5.9 se obtiene que N = I, + I, — 1, y por lo tanto @ = N + 1,

donde N es la contraparte clasica del operador de numero total de particulas. Al

(5.8)
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dejar fija la variable Q el problema se reduce a un Hamiltoniano de una dimension sin
dependencia explicita del tiempo, el cual siempre es integrable debido a que la energia
es una cantidad conservada. El espacio fase, parametrizado por (P, ), es de dimensién
dos.

Si aplicamos este tratamiento al modelo S2M del capitulo tres, este toma la forma:

Hgong = wN + 6N? + k(P — 2(1 4 n))P — 204/ P(Q — P)cosy, (5.10)

y el caso simétrico del modelo E2M, que es equivalente al modelo I2M con parametros
diferentes, se escribe como:

Hpopi(PN 4 1,9) = N?U + N(w — 8A) — 4A
+ 20U —2A) (P—=1)P+ N(4A —2U) P
+ 200+ (N = 1)) /(N + 1 — P)P cos[y]
+ 2A (N +1— P)P cos[2). (5.11)

Nétese que los términos wN + kN? y N2U + N(w — 8A) — 4A son constantes. Estas
constantes no deben ser ignoradas si se desea hacer comparaciones entre los distintos
modelos de forma consistente.

5.2 El Hamiltoniano Clasico en el espacio fase

Al graficar la superficie hamiltoniana de 5.8 en el espacio tridimensional (P, ¢, E') (donde
E es la energfa), se podrd observar la existencia de un punto silla (ver figura 5.1), el
cual es un punto con pendiente cero sin ser ni maximo ni minimo localmente. Las
coordenadas de este punto silla seran denotadas como (P, v.). Estas coordenadas se
obtienen resolviendo las ecuaciones :

aHEQM(PaN + 1aw> aHEQM(PaN + 17¢)

oP ’ oY ’
(5.12)
con la condicion de que las derivadas de segundo orden:
O?Hpgopr (P, N + 1,) O?Hpgop (PN +1,) (5.13)

2P ! %) !

sean de diferente signo.
La separatriz que divide las trayectorias en el espacio fase pasa por el punto silla
[7]. Como H es constante a lo largo de una trayectoria la ecuacién de la separatriz es
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Fig. 5.1: Superficie Hamiltoniana para el pozo simétrico. Noétese la aparicién de un punto
silla en la region central, el cual indica la existencia de una separatriz.
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Hgon (P, N + 1,7) = E., donde E. = Hgopn(Pey, N + 1,1.) es el valor de la energia en
el punto critico.

Para el caso simétrico, las ecuaciones mostradas en 5.12 tienen como solucién a los
valores ¢, = 0y P, = ¥ Al insertar estos valores de P, y 1. en el Hamiltoniano 12M

2
clasico 5.11 se obtiene que la energia critica para el caso simétrico es:

2
B - ;(n(n ) = )U 4 (n+ DA — (; —5n + ?’;‘)A = Dptw  (5.14)

Es posible obtener una formula analitica de los valores criticos P, y 1. que apliquen
para el caso asimétrico. Sin embargo, éstas involucran a los pardmetros wg, wy, A, Uy, Uy, Ugp, A
y resultan ser excesivamente extensas, tal y como sucede con las expresiones de A\; y Ao
para casos asimétricos. Las trayectorias en el espacio fase P,1) son curvas de nivel del
Hamiltoniano. Las trayectorias estdn dadas por la ecuacién es H(P, N + 1,¢) = E;,
donde F; son los niveles de energia cuanticos calculados de en el capitulo anterior.
Como las trayectorias en el espacio fase nunca se cruzan, es posible graficarlas juntas
para un conjunto de parametros dado. Graficas de estas trayectorias aparecen en las
figuras 5.2 y 5.3, las cuales seran analizadas en la proxima seccion.

5.3 Estructura del espectro

En el caso simétrico, la separatriz (linea solida) divide al espacio fase en dos regiones,
una region con curvas cerradas similares a las trayectorias de un péndulo en oscilacion
y otra con curvas abiertas que corresponden a un péndulo en rotacién (ver figura 5.2).
Como se vio en el capitulo anterior, en especial en la figura 4.4, los espectros energéticos
respectivos (primera columna de la figura 4.4) también estédn divididos en dos regiones.
La region inferior esta poblada con niveles de energia no degenerados y corresponde a
la regién de oscilacion en el espacio fase. La region superior tiene niveles de energia
acomodados en dobletes casi degenerados, asociados a la regiéon de rotacion.

Gracias a la representacion clasica es posible determinar la energia que divide a
ambas regiones (también en linea solida), que no es mds que la energia critica FE,
correspondiente a la separatriz. Esta energia es relevante fisicamente ya que nos dice
cuales energias corresponden a oscilaciones de Josephson y cuales a self-trapping. Si los
condensados estdn muy cerca (d = L) E. es mayor a cualquier energia del espectro, lo
que indica que todo el espacio fase contiene curvas cerradas. Esto se puede ver en los
espectros energéticos ilustrados en la columna izquierda de 5.2. El valor E. disminuye
conforme la distancia d entre los minimos aumenta, provocando la aparicién de curvas
abiertas en el espacio fase y de estados degenerados en el espectro, tal y como se ve en la
segunda figura (d = 2L) de 5.2. El nimero de estados degenerados y de curvas abiertas
aumenta conforme d crece. Cuando d es muy grande estos ocupan todo el espectro y
el espacio fase.

Algunos ejemplos de espacios fase del pozo doble asimétrico se ilustran en la figuras
5.3. Si los minimos se encuentran a distancias cortas (o sea cercanas a d = L) la
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Fig. 5.2: Trayectorias clasicas del Hamiltoniano para el pozo simétrico § = 0 y k = 0 con
d =L, d=2L. Para el caso d = L todas las trayectorias son cerradas, y estas
corresponden a energias no degeneradas. En la figura d = 2L hay dos regiones :
una con trayectorias abiertas y otras con trayectorias cerradas. Las separatriz esta
marcada con una linea gruesa. En el espectro existen energias solitarias y energias
acomodadas por parejas, las cuales estan dividas por la energia E. correspondiente
a la separatriz.



5. Calculos semi-cldasicos

65

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

d=L, 6=ey/J, k=0.9

1.0

0.8

20 40 60

d=2L, §=0.2e/J, k=1.1

0.6

0.4

0.2

0.7
0.6
05
0.4
0.3

20 40 60

d=2L, 6=en/J, k=09

0.2

0.1

100

d=L, 5=ey/J, k=09

\
Ww
u\\“\

\\\ﬂ

,JH

\
!n

M

i ‘\\Jﬂ}

d=2L, 6=en/J, k=0.9

0.5 10 15

Fig. 5.3: Trayectorias clésicas del Hamiltoniano para el pozo asimétrico. Los casos presentados
son: d =en/J,d=Lyrk=0.9;0=02n/J,d=2Lyrk=11;y0 =e€n/J,d=2L

v £ = 0.9. En la columna izquierda se presentan los espectros correspondientes.



5. Calculos semi-cldasicos 66

estructura es similar a la observada en el pozo simétrico, con excepcion de que los centros
de las trayectorias no estan localizados en el mismo lugar. Este tipo de estructura se
observa independientemente del valor de d y de k. La figuras de la parte superior en
5.3 ilustran un espectro y un espacio fase de este tipo, con § = ey/J,d=Ly k= 0.9,

Las dos figuras intermedias de 5.3 son el espectro y el espacio fase para § = 0.2¢x/J,
d=2Lyr =1.1. Se observa que aparecen tres regiones en el espacio fase. La separatriz
(linea solida) delimita una regién con curvas cerradas y otra con curvas abiertas, tal
y como sucede en el caso simétrico. La region con curvas cerradas en el estado fase
corresponde a una region con estados equidistantes en el espectro. Sin embargo, la
regién con curvas abiertas estd dividida a su vez en dos regiones, cuya separaciéon esta
marcada por una linea discontinua. La region del espacio fase que no esta encerrada
por la linea discontinua se distingue porque sus curvas tienen un espaciamiento mayor
que las curvas en la region encerrada por la separatriz y la linea discontinua. Esta
ultima regién corresponde a la parte intermedia del espectro, delimitada por una linea
gruesa correspondiente a la separatriz en el espacio fase y una linea discontinua con la
misma energia de su trayectoria clasica correspondiente. Las energias de esta region
forman parejas no degeneradas. Las energias mayores a la de la linea discontinua son
equidistantes y estan més separadas entre si que las energias pertenecientes a regiones
inferiores del espectro.

En las dos figuras inferiores de 5.3 se ilustra el caso d = ey /J,d = 2Ly k = 0.9. Para
este valor de § las trayectorias se han deformado, provocando que la separatriz (linea
gruesa) encierre también curvas abiertas. El espectro carece de energias organizadas
por parejas. La separatriz indica ahora un cambio de curvatura en el espectro. La linea
discontinua representa a la trayectoria cerrada mas grande y que encierra al resto. La
energia correspondiente a esta linea discontinua indica solo un pequeno cambio en la
curvatura.



6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO

Los modelos de dos modos son de gran utilidad cuando estos son aplicables. Aqui se
propone uno llamado E2M que aspira a generalizar a los modelos ya existentes, en
particular al I2M, aumentando su rango de validez. La novedad que tiene el modelo
E2M es que abarca a los BECs confinados en pozos asimétricos, cuyos estudios tedricos
son mas bien escasos. Esto es relevante ya que las trampas asimétricas son maés faciles
de lograr que las simetricas[32]. El estudio teérico del pozo doble asimétrico presentado
aqui introduce algunas dificultades que no aparecen en los estudios teéricos previos. El
mayor de estos es el problema de la hermiticidad del Hamiltoniano, algo de lo que no
habia que preocuparse cuando se trata con trampas simétricas. Dicho problema fue
resuelto satisfactoriamente replanteando el papel de los parametros que aparecen como
nimeros de particulas en la ecuacién GP. Los autores de modelo 12M [7] muestran que
sus resultados son mas precisos comparandolos con los obtenidos de la ecuaciéon TDGPE
resuelta numéricamente. Esa es una prueba que aun resta por hacerse al modelo E2M.
En el caso de los espectros energéticos, aqui se muestra la forma que estos tienen
en el caso asimétrico. Esto es algo que, segtin mi conocimiento, no habia aparecido en
la literatura previamente. De momento no hay manera de saber que tanto correspon-
den estos espectros con la realidad, ya que tampoco existen mediciones experimentales
reportadas en la literatura, ni siquiera para el caso simétrico. La utilidad de la repre-
sentacion cldsica para conocer mas a fondo la fisica del del BEC confinado en un pozo
doble simétrico es evidente aqui. La estructura del espectro para el pozo doble simétrico
es algo ya bien conocido, asi como su relacién con el fenémeno del self-trapping. Sin
embargo, aun no hay mucho que decir acerca de interpretacién fisica de la estructura
del espectro asimétrico. La estructura de espacio fase del pozo doble asimétrico tiene
similitudes al caso simétrico. Sin embargo, la interpretacién dinamica que nos dice que
la region dentro de la separatriz representa estados con oscilaciones de Josephson y
que la regién exterior representa estados con self-trapping probablemente tenga que ser
modificada, especialmente por la apariciéon de tres regiones para algunos casos.
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