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Capitulo 1

Nociones Preliminares

1.1. Espacios Métricos

Comenzaremos definiendo lo que es un
Definiciéon 1.1.1. Espacio métrico

Sea X un conjunto. Una funcién d : X x X — R se llama métrica
sobre X si para toda x,y,z € X se cumple:

d(xz,y) >0

dlz,y) =0 x=y

d(z,y) = d(y, x)

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

A la pareja (X, d) le llamamos espacio métrico; y el nimero real
d(x,y) es la distancia de x a y.

Definicién 1.1.2. Diametro

Sea A un subconjunto de un espacio métrico(X,d), definimos el
didmetro de A como:

diam(A) = sup{d(z,y) |,y € A}

3



4 CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES

Ejemplo 1.1.3. Sea (R?,d) el plano euclidiano,

con la siguiente distancia. Se define para x = (x1,22), y = (y1,y2)
como: d(z,y)= \/(Iz —21)* + (Y2 — n)?

Figura 1.1: Diametro del conjunto.

También definimos lo que es una bola y una vecindad

Sean (X, d) un espacio métrico y a € X.

Definicién 1.1.4. Bola

Definimos B,(a) = {z € X |d(a,x) < r} la bola abierta con centro
en a y radio r.

Definicién 1.1.5. Vecindad

Se dice que V' C X es una vecindad de a si existe r > 0 tal que
B.(a) CV
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Figura 1.2: Se muestra una bola con centro en a y de radio r, la cual
estd dentro de la vecindad V.

El siguiente lema nos da una propiedad 1til entre una bola y un
espacio métrico.

Lema 1.1.6. Toda bola abierta en un espacio métrico, es vecindad

de cada uno de sus elementos
Demostracion. Sea a € B.(a) y 6 = r —d(a,z) > 0. Si y € B,(a),
entonces d(y,a) < ¢, y por lo tanto d(y,x) < d(y,a) + d(a,z) <
r—d(a,z) +d(a,z) = . O
y

A continuacién daremos dos definiciones de conjunto abierto
probaremos que son equivalentes.

a) A C X es abierto si A = U B,,(z;) donde z; € A,r; > 0.
i€
b) A es abierto si Va € A existe un r, € R, r, > 0 tal que B,, C A.
a) = b) tenemos que a € A = a € B,,(x;) C A para alguna i € €.
Por el lema 1.1.6, existe r, tal que B, (a) C B, (x;) C A.
b) = a) tenemos que dada a € A existe un r, > 0 tal que
B, (a) C A; entonces A = U B, (a)

a€A
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Definicién 1.1.7. Funcion continua

Sean (X,d)y (Y,d') espacios métricos. Decimos que una funcién
f X — Y es continua en el punto a € X, si para todo niimero real
€ > 0 existe un ntimero real § > 0 tal quesiz € X y

d(a,z) < 0 entonces d'(f(a), f(z)) < e.

Una funcion f: X — Y es continua, si lo es en todo punto a € X.

1.2. Espacios Topoldégicos
Proposicién 1.2.1. Espacio Topologico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces 7 = {A C X | A es abierto }
es una topologia para X. Demostraremos que 7 satisface las siguientes
propiedades:

1) X,0er.
2) Si A,B € 7 entonces ANB € 7.

3) SiA= U A; v A; € T para cada i € (2, entonces A € 7.
=)

Demostracion. 1) Es claro que X = U B,(z) con r > 0,r fija. Uti-

zeX
lizando b) del lema anterior, vemos que () € 7 por vacuidad.

2) Sia € ANB entonces existen r, > 0y s, > 0 tales que B, (a) C A
y Bs,(a) € B. Es claro que B.(a) C AN B sir =min{r,, Sa}-

3) Si a € A entonces a € A; para alguna i € w, por lo tanto existe
r > 0 tal que B.(a) C A; C A. O
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Definicién 1.2.2. Topologia Relativa o Heredada.

SiY C X y 7 es una topologia en X entonces v = {ANY |A € 1}
es una topologia en Y a la que llamaremos topologia relativa.

Es facil ver que este subespacio cumple las mismas propiedades del
espacio topologico.

A continuacién definiremos algunos subconjuntos de mucha impor-
tancia para nuestra teoria.

Sean (X, T) espacio topolégico , A C X

Definicién 1.2.3. Interior de A

Es el maximo abierto contenido en A. Lo denotaremos con A°
=U{T|T es abierto ,T C A}. En otras palabras:

A° = {z € A| existe T abierto tal que x € T' C A}.

El siguiente espacio lo definiremos con base en el anterior.

Definicién 1.2.4. Cerrado

Se dice que A es cerrado si A es abierto. A partir de estas
definiciones, definiremos la cerradura de un conjunto.

Definicién 1.2.5. Cerradura de A

Es el minimo cerrado que contiene a A lo denotaremos con A, es
decir:

A =N{C tal que C es cerradoy A C C'}

Proposiciéon 1.2.6. Sea (X,d) un esapcio métrico y A C X,
entonces x € A < dado U abierto con x € UUNA#D

Demostracion. = Sea x € Ay U abierto con x € U. SiUNA = )
entonces A C U lo que implica que A C U€ pues U° es cerrado. Esto
contradice que z € ANU.

< Supongamos que v ¢ A, entonces x € (A)°. Como (A)° es
abierto, por h1p0t681s A NA£Q. Pero ANAC ANA=0,lo
que implica que A°N A = 0. O
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Definicién 1.2.7. Frontera de A

Definimos la frontera de A, como 0A = AN A¢

Se sigue de 1.2.6 que:
OA={x e Al si S es abiertoy x € S entonces SNA#(y
SN A #£ 0}
Noétese que 0A = QA€

Sea (X, 7) un espacio topolégico y (S, 75) un subespacio de X, es
decir SC Xy, ={VnNnSjver}.
Denotaremos por Ceg(A) a la cerradura de A en S donde A C S.
Observacion: Ceg(A) = AN S
Para probar esta observacién notemos que AN S es cerradoen Sy A C
AN S por lo tanto Ceg(A) C ANS.

Ahora, siz € ANS y V € 7tal que z € VNS, entonces VN A £ (),
ycomo A C S, VU(SNA) =VNA. Entonces tenemos que x € Ceg(A).

Proposicién 1.2.8.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces

Demostraciones:

1) Se sigue de las definiciones que A° C A C A.

2) D) De la definicién tenemos que A° C A C A y ademds
OACA - A°UDAC A
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C) Sea a € A y supongamos que a ¢ 0A entonces a ¢ A¢. Ahora
bien, sabemos que existe un abierto U tal que a € U y UNA =0 .-.
UCA:- a€A° . AC A°UDA.

3) D) Seax € (H®)® entonces x ¢ H® por lo tanto x € OH 6 = € H.
En ambos casos © € He.

C)H? es abierto, entonces (H°)¢ es cerrado; por otra parte tenemos
H° C H . H° C (H°)° ya que H¢ es el minimo cerrado que contiene a
He¢, entonces He C (H°)".

4) v € (H)® & existe ¢ > 0 tal que B.(z) N H = 0 & B.(x) C
H¢ s x e (HY°.

5) Supongamos que y ¢ B° entonces dado un abierto W que
contiene a y, W N B¢ # (). Considderemos dos casos:

*Si W N B # (0 para todo W que contiene a y, entonces y € 0B
asi que y € B — JB. Si existe un abierto W que contiene a y tal que
W N B = () entonces y ¢ B por tanto y ¢ B — 0B.

* Por otro lado si y € B° entonces y € B y esto nos asegura la
existencia de un conjunto abierto U el cual contiene a y y U C B,
asi que U N B¢ = () lo que implica que y ¢ 0B.

Lema 1.2.9. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y H C X. Entonces
OH = () & H es abierto y cerrado.

Demostracion. =) Probaremos H = H°. Del inciso anterior 5) tenemos
que H° C H. Por otra parte H = H° U JH; pero OH = () de tal forma
que H = H° = H . H es abierto y cerrado.
<) Como H es abierto y cerrado, tenemos que H€¢ es cerrado
entonces OH = HN (H)* = HN H® = ).
O
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1.3. Conexidad en Espacios Topolégicos

Esta es una propiedad muy importante para nuestro trabajo, asi que
empezaremos definiendo:

Definicién 1.3.1. Conexo

Se dice que un conjunto X es conexo si no existen A, B abiertos de
X, talesque A, B#0,ANB=0y AUB = X.

Equivalentemente, tenemos que X es conexo, si los tinicos subcon-
juntos de X que son simultdneamente abiertos y cerrados son Xy (.

De la definicién de conexidad y de la de topologia, es facil ver que
si A, B son abiertos, no vacios de X,ANB =0y AUB = X, entonces
si C' es un subconjunto conexo de X,C C Ao C C B.

Sea Y un espacio topolégico, si ocurre que Y = PUQ, P # 0,Q #
0, PNQ =0,PyQ ambos abiertos en Y, lo denotamos P |Q =Y.

Definicién 1.3.2. Separacion

Sea X Un espacio topolégicoy A, B,C' C X. Decimos que C separa
a Ade Ben X siocurre que X —C' =P |Q donde AC Py B C Q.

Lema 1.3.3. La imagen de un conjunto conexo, bajo una funcion
continua es un conexo.

Demostracion. Sea Y la imagen de X y supongamos que Y no
es conexo, entonces existen A y B tal que A|B = Y. Entonces
S A)| f7Y(B) = X el cual por hipStesis sabemos que es conexo, lo
que nos lleva a una contradiccién .". Y es conexo. O
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Definicién 1.3.4. Homeomorfismo

Una funcién f : (X,7) — (Y,7’) entre dos espacios topolégicos se
llama homeomorfismo si es una funcién biyectiva y tanto f como su
inversa f~! son continuas.

Se dice que un espacio topolégico (X, 7) es homeomorfo a otro
espacio (Y, 7') si existe un homeomorfismo entre ellos.

B~Co~=>

Figura 1.3: Esta es una imagen por pasos, para ejemplificar un
homeomorfismo

Lema 1.3.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, K conexo, K C X
y A € 7. Supongamos que ANK # 0 y (X —A)NK # 0, entonces
OANK #10.

Demostracion. Notese que 0A =0(X — A) C X — Ayaque X — A es
cerrado. Por otra parte K = (KNA)U (KN (X —A)),si KNOA=1)
entonces tendriamos que K = (K NA)U (KN ((X —A) —0A)) donde
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claramente K N Ay KN ((X — A) — 0A) son abiertos en K lo cual
contradice la conexidad de K -, K NJA # (). O

Lema 1.3.6. Sea (X, 7T) un espacio topolégico conexo, y H C X.
Entonces 0OH =)< H=X ¢ H=10.

Demostracion. =) Por el lemal.2.9 tenemos que H es abierto y cerrado;
se sigue de la conexidad en X que H = X 6 H = ().
<) La demostracién es inmediata.
O

Teorema 1.3.7. Sandwich conexo
Sean (S,T) un espacio topoldgico, C' un subconjunto conezo de S y
X tal que C' C X C C. Entonces X es conero.

Demostracion. Supongamos que X = A| B. Supondremos que C' C A.
Como B es abierto en X, entonces B = W N X, W € 7. Supongamos
que B # () ysea b € B. Entonces b€ C y b€ W asi que WNC # 0.
Pero WNC CWNXNA=BNA=10,lo cual es una contradiccién
que surgié de suponer que B # (). De aqui se sigue que B = () y por lo
tanto X es conexo. O

A continuacién veremos definiciones relacionadas con conexidad en
espacios topoldgicos.

Definicién 1.3.8. Componente

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y p € X. La componente C, de
X que contiene a p es la unién de todos los subconjuntos conexos
contenidos en X y que contienen a p.

C, =U{A C X| p € A conexo}

Observemos que C), es el mayor subconjunto conexo de X que
contiene a p.
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Definicién 1.3.9. Conexo en pequeno

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si p € X se dice que X es conexo
en pequeno en p si dado cualquier U C X abierto y p € U, existe K
conexo tal que p € K° C K CU.

Definicién 1.3.10. Localmente conexo

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Si Vp € X y cada abierto U tal
que p € U, existe un abierto A conexo, que contiene a py A C U, se
dice que X es un espacio localmente conexo.

Teorema 1.3.11. [Ejercicio 5.22 (a), pag 83]

Un espacio X es localmente conexo si y solo si cada componente de
un conjunto abierto de X es abierta.

Demostracion. =) Sea U abierto de X y sea V' componente de U, para
demostrar que V' es abierto, sea v € V C U entonces existe W C U
donde W es abierto, conexo y v € W. Como V es componente de U
tenemos que v € U entonces W C V por lo tanto V' es abierto.

<) Sea x € X y U abierto de X tal que x € U; sea W C U la

componente de U que contiene a x entonces W es abierto y conexo;
zeW cCU. O]

Notese que si X es localmente conexo en p, entonces X es conexo
en pequeno en p.

El regreso de este enunciado es falso, la siguiente figura muestra un
contra ejemplo
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Figura 1.4:

Obsérvese que si V' es un abierto que contiene al punto (1, 0) éste no
es conexo, ya que alrededor de cualquier punto w; hay partes disconexas
en la vecindad, por lo tanto, para tener un subconjunto conexo debemos
considerar al punto w; como punto frontera de la vecindad tomada,
lo que nos da una vecindad conexa no abierta, por lo tanto podemos
asegurar que éste conjunto es conexo en pequeno y no localmente
conexo.

Definicién 1.3.12. Espacio de Peano
Un espacio es de Peano si es un espacio métrico localmente conexo.

Teorema 1.3.13. [Ejercicio 5.22 (b), pag 84]
Un espacio topologico X es conexo en pequeno en cada punto si iy
solo si es localmente conexo en cada punto.

Demostracion. =) Sea W C X, W abierto y C' componente de . Sea

x € C CW. Por ser X conexo en pequeno en z, tenemos que existe un

conexo Vtalquex e VeCcVCW_ VCCyzeVecCcVCC..C

es abierto. Se sigue del teorema 1.3.11 que X es localmente conexo.
<) Es inmediato.
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1.4. Arco-conexidad (primera parte)

En esta seccion nos enfocamos en la existencia de arcos totalmente
contenidos en espacios topoldgicos que veremos més adelante.

Definicién 1.4.1. Arco

Es cualquier espacio homeomorfo al segmento [0,1].

Figura 1.5:

Definicién 1.4.2. Espacio arco-conexo

Decimos que X es arco-conexo < Vr,y € X, tal que x # y existe
un arco totalmente contenido en X teniendo como extremos a z y y.

Definicién 1.4.3. Arco-componente.

Sea (X,7) un espacio topoldgico, decimos que C' C X es arco-
componente si:

i) C' es arco-conexo.

it) Si C" C X es arco-conexoy C C C' = C ="'

El conjunto X que definiremos enseguida es un ejemplo de un
conjunto que es conexo, pero No arco-conexo.

Sea X = {(z,y) € R*|y =sen(1),0 <z <1}

El conjunto que a continuacién se muestra es X.
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Figura 1.6: A éste conjunto se le conoce como la curva topoldgica.

Definicién 1.4.4. Localmente arco-conexo

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si p € X, entonces se dice que
X es localmente arco-conexo en p si cada vecindad de p contiene una
vecindad arco-conexa de p.

Se dice que el espacio es localmente arco-conexo si lo es en cada uno
de sus puntos.

Definicién 1.4.5. Cubierta abierta

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, llamamos cubierta abierta a una
coleccion de abiertos cuya union es todo el espacio.

Ahora, en el mismo sentido una subcubierta abierta es una
subcoleccion con la misma propiedad.
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Figura 1.7: Este es un ejemplo de una cubierta para el espacio R?

Definicién 1.4.6. Compacidad

Se dice que en un espacio topolégico (X, 7) es compacto, si toda
cubierta abierta de X admite una subcubierta finita.

De este modo diremos que un subconjunto de un espacio topolégico
es un compacto si lo es con la topologia heredada a ese subconjunto.

Teorema 1.4.7. Si (X,7) es compacto y F C X es cerrado,
entonces F' es compacto.

Demostracion. Sea {U,| a € A} una cubierta abierta de F. Entonces
Uy, =VoNF,V, € 7. La familia {V,| a € A} U{X — F'} es una cubierta
abierta y por lo tanto admite una subcubierta finita

{Vo,| as € Ui =1,....,m} U{X — F} es claro que {U,,| a; € A} es
una cubierta finita para F. O]




Capitulo 2

Continuos

2.1. Continuos y ejemplos de continuos

Definicién 2.1.1. Continuo

Se dice que X es un continuo si es un espacio métrico, compacto y
conexo. Un subcontinuo es un subespacio de un espacio métrico, el cual
dada su topologia heredada, es un continuo.

En R los intervalos [a,b] donde a < b, son continuos y todos son
homeomorfos entre si. Para el caso a = b, se trata de un conjunto con
so6lo un punto, el cual también es un continuo.

También tenemos continuos en R? como la curva topolégica antes
mencionada, una circunferencia y las dendritas, de este tipo de
continuos abordaremos més adelante. En R3 la banda de Moebius, un
cubo y el toro.

19
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2.2. Conexidad local

En esta seccion seguimos abordando el tema de la conexidad, ahora
en los continuos, veremos los continuos semi-localmente conexos y
los continuos hereditariamente localmente conexos, de estos ultimos
veremos varios ejemplos.

Definicion 2.2.1. Semzi-localmente conexo.

Sea X un continuo, se dice que X es semi-localmente conexo en
p € X; si dado U abierto tal que x € U, 3V abiertoy p € V C U tal
que X — V tiene un nimero finito de componentes.

Teorema 2.2.2. Si X es un continuo localmente conexo en todo
punto p € X, entonces X es semi-localmente conexo en todo punto
p € X.

Demostracion. Sea U un abierto y p € U. Tenemos que Vax ¢ U, 3U,
abierto y conexo, tal que z € U, y p € U, (ya que p # =, existen
abiertos ajenos que los contienen respectivamente).

La familia p = {U, | * € U} es una cubierta abierta de U°. Por
el teorema 1.4.7 existe{U,, U ... UU,,,} una cublerta finita de U°. Sea
W =U,, UlU,, , el conjunto V U—W =UNW" es abierto. Como
p & W entonces p € V C U. Por otra parte Ve = UUW = W ya
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que W D U¢y ademés W = U,, U...UU,, el cual a lo mas tiene m
componentes, por lo tanto V¢ tiene un numero finito de componentes.

O]
Definicién 2.2.3. Hereditariamente localmente conexo

Se dice que un continuo X es hereditariamente localmente conexo,
si cada subcontinuo de X es un continuo de Peano.

A continuacién daremos unos ejemplos de continuos hereditaria-
mente localmente conexos.

a) conocido como el triodo T =
{(z,y) eR? [y =0,z € [-L 1]} U{(z,y) e R? | y € [0, 1],z = 0}.
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b) A= ([0,1] x 0)U(U2% x [0,%]) donde n € N

OR=([0.1]x 0)U (| px 0. /(p)]), donde

p€(0,1]

%sip:%, (m,n) =1
f(p)—{ 0sipd 0
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d) F,, = | J An. donde A, = {r(

neN

0
COSW7

SEN

0

2"

) 0<r <5y}

23
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2.3. Unicoherencia

Definicién 2.3.1. Unicoherente

Un continuo es unicoherente si siempre que X = AU B, con A
y B subcontinuos de X, se tiene que A N B es conexo (y por tanto
subcontinuo de X). Decimos que X es hereditariamente unicoherente
si todo subcontinuo de X es unicoherente.

Ejemplo 2.3.2.

Definicién 2.3.3. Curva cerrada simple

Un espacio X se dice que es una curva cerrada simple, si X es
homeomorfo a: " = {(z,y) € R*[2? + y* = 1}

Notese que una curva cerrada simple no es unicoherente. Véase la
siguiente figura:
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A continuacién definimos ejemplos de continuos, conocidos como:
arbol y el otro como rayo.

Sea X un continuo, decimos que:

1) X es un arbol si es la unién finita de arcos y no contiene curvas
cerradas simples.

2) X es un rayo si X es homeomorfo a [0,1), es decir tomamos
cerrado un lado del segmento y el otro lado lo tomamos abierto.

Ahora presentamos 2 ejemplos de continuos hereditariamente
unicoherentes que no son arboles y uno de ellos es la cerradura en
R? de un rayo.
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1) El rayo que converge al triodo.

2) Abanico arménico.

(1.1

(1.0}
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Proposicién 2.3.4. Todos los arboles son hereditariamente
unicoherentes.

Teorema 2.3.5. Sea X wun continuo, X es hereditariamente
unicoherente < VH, K C X tales que H y K son cerrados y conezxos,
tenemos que HNK =0 o HN K es conexa.

Demostracién. =) sean H, K C X cerrados y conexos, si H N K = (),
ya acabamos. Ahora si H N K # () el conjunto H U K es un continuo y
como X es hereditariamente unicoherente, entonces H N K es conexo.

<) sea Y un subcontinuo de X y supongamos que Y = H U K,
donde H, K subcontinuos de Y, entonces H N K # 0 . HN K es

conexo.

O

2.4. Continuos de convergencia

Definicién 2.4.1. Limaite

Sea (X,7) un espacio topologico, y {4;}$°, una sucesién de
subconjuntos de X. Definimos:

lim inf A; = {z € X| para cada U € 7 tal que x € U,
U N A; # 0 apartir de alguna i > m}.

limsup A; = {z € X| para cada U € 7 tal que = € U,
UNA; # 0 para una infinidad de indices}.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, {A4;}°, una sucesién de subcon-
juntos cerrados de X y A C X.
limA; = A significa: lim inf A7 = A = lim sup A4;.

Observacion

Si limA; = A, entonces A es cerrado. Sea b € A y U un abierto tal
que b € U. Entonces UNA # (). Sea a € U N A entonces UNA; # 0 a
partir de alguna ¢ > m. Se sigue de aqui que b € A.
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Definicién 2.4.2. Continuo de Convergencia

Sea X un continuo, K C X, K continuo.

Se dice que K es un continuo de convergencia si existen continuos
K, CX,neNtalquelimK, =K,y K,NK =0, Vn € N.

Observacion. Si K es un continuo de convergenciay p € K, entonces
para toda € > 0, B.(p) N K,, # () para una infinidad de indices n. Se
sigue de 1.3.5 que dB.(p) N K,, # .

Supongamos que X contiene un continuo de convergencia K,
entonces tenemos que existe una sucesion {K;}°, de subcontinuos
contenidos en X tal que:

1) K = limK;
3) KKNK; =0, Vi#j

Sabemos que existe {H,},n € N una sucesién de continuos que
satisface 1) y 2). Sea K; = H;. Supongamos que hemos elegido
K;,i=1,...,n de tal manera que K; = H,,, y K;NK; =0 sii#j.
Para elegir K,,1, supongamos que ¥j > m,, H;NK; #0,i=1,...,m,.

Sea z; € H; N K;. Ya que X es métrico y compacto x; tiene una
subsucesion que converge a un punto xz. Es facil ver que x € K y
que x € K; para alguna i € {1,...,m,}. Pero K; = H,,,, entonces
x € KN H,y, lo que contradice a 2).
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Ejemplo 2.4.3. a) Sean K,, = [0,1] x {}, K =[0,1] x {0} y
X=JK,uK

neN

Un continuo de convergencia es claramente limk, = K

b) En el abanico armdénico (visto anteriormente en ejemplos de
continuos hereditariamente unicoherentes)
Un continuo de convergencia es: {[0,1] x 0}

Usaré los siguientes resultados mas adelante. El primero de ellos,
retoma el concepto de la separacion, pero ahora en los continuos de
convergencia.

Lema 2.4.4. [Ejercicio 5.30, pag 86]
Si K es un continuo de convergencia en X y x,y € K, entonces
ningun subconjunto de K separa a x de y en X.

Demostracion. Sea {K;}i € N como en la definicién 2.4.2; supéngase
queSCKyX—-S=G|Hconz € Gyye H ComoS C K entonces
K;NS =0Viycomo K; es conexo i € N, K; C G o K; C H. Digamos
que K; C G para ¢ € J C N, J infinito.
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Entonces U K; C G. Ahora como G es cerrado en X — S, se tiene que

ieJ
Cex_s(UK;) CGyyaque K = lim K;, K-S C CeX_SUKi CdGlo
que contradice que y € H. O

El segundo trata en si, de la existencia de continuos de convergencia,
obviamente de més peso e importancia en la teoria.

Teorema 2.4.5. Teorema del continuo de convergencia

[Teorema 5.12, pag 76] Sea X wun continuo y sea N =
{z € X|X no es conexo en pequeno en x} sip € N, entonces existe un
continuo de convergencia K C X tal que p € K C N.

Definicién 2.4.6. o-conexo

Sea (X, T) un espacio topoldgico, se dice que X es 0 — conexo si X
no es la unién de més de uno y a lo mas una cantidad numerable de
subconjuntos no vacios, cerrados y mutuamente disjuntos.

El siguiente teorema trata de la relacién que hay entre los continuos
y los 0 — conexos.

Teorema 2.4.7. [Teorema 5.16, pag 80]
Todo continuo es o — conezxo.

Teorema 2.4.8. [Teorema 10.4, pag 167]
Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si y solo si
X no contiene continuos de convergencia.

Demostracion. =) Sean p,q € X tal que p # ¢. Para mostrar que X
no es hereditariamente localmente conexo, asumiremos que X es un
continuo de Peano.

Sea U C X subconjunto abierto y conexo tal que p € Uy q & U,
entonces por la condicién 1), existe N tal que K; NU # (0,Vi > N.
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SeaY = KUUU] U K;] Es claro que Y es métrico y cerrado. Como
i=N
p € KNU, tenemos que(K NU) es conexo.

Ademss K; NU # (Vi > N, entonces U U [U K] es conexo. De
i=N

aqui se sigue que Y es continuo. Supongamos que Y es un continuo de

Peano. Entonces ya que g € (Y — U), existe un subconjunto abierto y

conexo V C Y talquege Vtalqueqe VyVNU =0, de donde

tenemos:
[ee]

H = [VnKu[[ JVNEK)

=N

Dado que g € VNK, por la condicién 1) tenemos VNK; # (Vi > N.
Ahora usando 2),3) y 4) de la observacién hecha en la definicién de
continuo de convergencia, podemos concluir que V no es o — conexo.
Como V es un continuo, tenemos una contradiccién al teorema 2.4.7.
En consecuencia Y no es un conjunto de Peano, por lo tanto X no es
hereditariamente localmente conexo.

<) Sea Y un subcontinuo de X y definimos al conjunto

N(Y) ={y € Y|Y no es conexo en pequenio en y}

Si N(Y) # 0, por el teorema 2.4.5 tenemos que existe C' continuo
de convergencia de Y y por lo tanto C' es continuo de convergencia de
X. Entonces se tiene que N(Y) = () . Y es conexo en pequeno en
y, para cualquier y, por lo que tenemos que Y es localmente conexo

VyeY. O
Definicién 2.4.9. Accesible por arcos

Sea (X, T) un espacio topoldgico, Z C X y p € X. Decimos que
p es accesible por arcos desde X — Z, si existe un arco contenido en
(X — Z) U{p} teniendo a p como punto extremo.
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Figura 2.1:

Definicién 2.4.10. Corte

Un corte de un continuo X es un subconjunto cerrado C' de X tal
que X — C' no es conexo.

Lema 2.4.11. Coleccion no numerable de cortes

[Ejercicio 6.29 (a), pag 100]

Sea X un espacio métrico y conero. St & es una coleccion no
numerable de cortes mutuamente disjuntos de X, entonces existe C' € &
tal que X — C = U|V donde:

Un(Ue #0#VvnUe).

Demostracion. Lo supondremos falso. Sean C, y C}, € £, y supongamos
que X —Cy =Uy|Va y X — Cs = Us|Vs con

Uy 2UE—C, y Ug D UE — Cp. Probaremos lo siguiente:

X =U,UUgU (VN Vp).

Dado x € X tenemos los siguientes casos:

Caso 1): z € U, U U habriamos terminado.

Caso 2): 2 ¢ U,UUg = x € V,NVj.

Por otra parte tenemos que (U, UUg) N (V,NV3) =0
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Por ser X conexo, tenemos V,, N V3 = () y tendriamos una coleccién
no numerable {V,} de abiertos, ajenos dos a dos lo cual no es posible
en un espacio separable. O

Definicién 2.4.12. Punto de corte

Sea X un espacio conexo p € X, decimos que p es punto de corte
de X si X — {p} no es conexo.

Lema 2.4.13. Continuos de convergencia y coleccion no
numerables de cortes

[Ejercicio 6.29 (b), pag 100]

Si K es un continuo de convergencia de X entonces K no contiene
una coleccion no numerable de cortes en X, mutuamente disjuntos.
Esto implica que tenemos a lo mds una cantidad numerable de puntos
de K que son puntos de corte de X. Entonces K contiene una cantidad
no numerable de puntos que no son de corte de X.

Demostracion. Supongamos que K si contiene una coleccion & no
numerable de cortes ajenos dos a dos. Usando el lema 2.4.11 tenemos
que existe un corte C' € ¢ tal que X — C' = U|V donde:

Un(UE #0#VnUo.

Ahora, como K es un continuo de convergencia, existe una sucesién
{K,}22, de continuos que no intersectan a K tal que limK, = K.
Ahora (X — K) C (X —C) = UUYV por lo tanto podemos suponer
que K, C U para una infinidad de indices n. Entonces (K — C') C U,
lo cual es una contradiccién ya que VN JE # 0. O]

Lema 2.4.14. Puntos de corte

[Ejercicio 6.29 (d), pag 100]

Sea Y el conjunto de todos los puntos de corte de X. Sea Z un
subconjunto conexo de X, entonces todos excepto a lo mas una cantidad
numerable de puntos de Y N Z sun puntos de corte de Z.
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Demostracion. Sea S = {p € Y N Z|p es punto de corte de Z}
Supongamos que (Y'NZ)—.S no es numerable. Como (YNZ)—S CY
tenemos que los puntos de (Y N Z) — S son puntos de corte de X.
Aplicando 2.4.11 tenemos que existe p € (Y N Z) — S tal que si
X —{p}=UlVentoncesUN(YNZ-8)#DyVnNn(YNZ—-S)#£0
lo que es una contradiccion. O]

2.5. Arco-conexidad (segunda parte)

Los siguientes dos teoremas estan demostrados en [Nadler].

Teorema 2.5.1. Arco-coneridad [Teorema 8.23, pag 130]
Todo Continuo (de Peano) localmente conexo, es Arco-conexo

Nota: el regreso de éste teorema es falso, como lo muestra la
siguiente figura.

1

P =([0,1] x {0}) U (A x [0,1]) donde A = {1|n € N} U {0}

Este conjunto conocido como espacio Peine, cumple con ser arco-
conexo pero no es localmente conexo, ya que ningiin punto del segmento
{0} x [0, 1] posee base de vecindades conexas.
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Teorema 2.5.2. [Teorema 8.26, pag 132]
Todo subconjunto abierto y conexo de un continuo de Peano es arco-
conexo.

Lema 2.5.3. Denstidad de los puntos accesibles por arcos

[Ejercicio 8.32 (b), pag 134]

Sea (X, T) un espacio topoldgico localmente conexo y U C X abierto.
Entonces el conjunto de todos los puntos de OU que son accesibles por
arcos desde U es denso en OU.

Demostracion. Sea F = {x € 0U|x es accesible por arcos desde U}.
Sea W C 90U tal que W es abierto en dU; tomemos a

W = WiNoU, W abierto en X. Sea p € W entonces x € W;. Existe
V' arco-conexo, abierto tal que p € VC W;. Como p € 0U = V NU #
(), seax € VNU. Ahora x,p € V . 3 un arco de x a p contenido en

V. OJ
RN
N
\
\
|
|
{
/
/
v /
N /s
S -
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Lema 2.5.4. De las orejas
Sea X wun continuo y M un subcontinuo de X. Si sucede que
X — M =U|V entonces tenemos que M UU y M UV son continuos.

Demostracion. Probaremos primero la compacidad. Tenemos que X —
M =UUV, yUNV = (. Ahora, sabemos que V es abierto en X, por
lo tanto tenemos que M U U es cerrado.

Para probar la conexidad, supongamos que M UU = H|K, dado que
M es conexo entonces M C H. Se sigue que K C U. Como VNU = 0,
entonces V N K = (). Notemos que:

X =HU(WV|K) = X = HUKUYV. Ahora HUV N K =
(HUV)NK = (HNK)U (VN K) las cuales son ambas vacfas. Por
otrolado (HUV)NK = (HNK)U(VNK)=(HNK)U(VNK) = .
Esto contradice la conexidad de X. O

Teorema 2.5.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea C conexo y
C C X. Si L es una componente de X — C entonces X — L es conexo.

Demostracion. Supongamos que X — L = U|V. Como C C (X — L)
y C' es conexo, entonces C' sélo puede estar en un solo lado, es decir
LUV C X —(C, ahora usando el teorema anterior tenemos la existencia
de un abierto mas grande contenido en X — C', esto no puede ocurrir

por la definicién de componente, por lo que tenemos que V = 0.
m

Lema 2.5.6. Puntos en continuos que no son de corte.

[Ejercicio 8.45, pag 137]

Sea X un continuo de Peano y sea p un punto de X que no sea de
corte. Entonces Ve > 0 existe un subconjunto abierto y conexo U C X
tal que p € U,diam(U) < e y X — U es conexo.
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Demostracion. Sea V' un abierto tal que p € V, diam(V) <

ey X — V tiene un nimero finito de componentes (La existencia deV'

estd justificada por el teorema 2.2.2). Sean Ly, ..., L,, las componentes

de X —V ysean T}, donde 7 = 1,2, ...,m arcos que unen L; con L;, 1 =

2,...,m contenidos en X — {p}. Estos arcos existen ya que X — {p} es
m

arco-conexo por el teorema 2.5.2. Entonces Ly U U T;U L; = C conexo

i=2
y cerrado. Sea U la componente de X — C' que contiene a p. Entonces

p € U CV,L es abierto y conexo y por el teorema 2.5.5, tenemos que
L es conexo. Es claro que el diam(U) < e. O

Lema 2.5.7. Si X es un continuo no degenerado, entonces eziste
una coleccion & como la del lema 2.4.11.

Demostracion. Sean X conexoy H C X, H # (). Haciendo uso del lema
1.3.6 tenemos que OH # (). Sean p,q € X y r > 0 tal que ¢ € B.(p).
Ahora si € 0B.(p) = d(z,p) =r.

Entonces si r # s, tendriamos que dB.(p) N dBs(p) = 0. Ya que
la frontera de un conjunto separa al interior del exterior, entonces
0Bs(p) donde s < r es una coleccién no numerable de cortes cerrados,
ajenos dos a dos. O]

Con el siguiente teorema concluimos nuestro estudio en los
diferentes tipos de conexidad que hay en este campo.

Teorema 2.5.8. de Han-Mazurkiewicz [Teorema 8.1/, pag 126]
Todo continuo de Peano es la imagen continua del intervalo [0,1].



Capitulo 3

Dendroides

3.1. Propiedades

En este capitulo nos enfocaremos en esta clase de continuos que
son los dendroides, veremos algunas de sus propiedades y estudiaremos
algunos teoremas que nos ayudaran para la prueba de el teorema
principal de esta tesis.

Definicién 3.1.1. Dendroide

Un Dendroide es un continuo, arco-conexo y hereditariamente
unicoherente

A continuaciéon veremos dos lemas que tienen que ver con
propiedades basicas de los dendroides.

Lema 3.1.2. Sea X un dendroide, dados dos puntos p,q € X existe
un unico arco con extremos enp vy q.

Demostracion. Como py q € X sabemos que existe un arco A de
p a g contenido en X; ahora supongamos que existe otro arco B #
Aseab € Btalqueb ¢ A. Ahora si a,b € B, diremos que a < b

39
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si a estd entre py b. Sean H = {r € ANBtalquep < z < b} y
K ={r € AnBtalqueb < z < ¢} observemos que H = {z €
ANBtalquep <z <blyK={r € AnBtalqueb < z < ¢} de
donde tenemos que H y K son cerrados,ycomope Hyqe K;Hy K
son no vacios, ademds H N K = () esto prueba que AN B no es conexo,
contradiciendo la unicoherencia hereditaria de X. Entonces tenemos
que B = A y el arco es tnico.

m arco A

# arcoB

Figura 3.1:

Lema 3.1.3. Sea X un dendroide, tenemos que todo subcontinuo
Y C X es un dendroide.

Demostracion. Tenemos que por ser Y un subconjunto de X dendroide,
Y es métrico, compacto, conexo y hereditariamente unicoherente.
Ahora para ver que Y es arco-conexo, sean p,q € Y C X. Entonces
existe un arco A C X tal que los extremos de A son p y ¢; supongamos
que A C Y, entonces ANY no es conexo, lo que contradice la hipdtesis
de ser hereditariamente unicoherente, por lo tanto A C Y lo que
demuestra que Y es arco-conexo.

]
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Ejemplos de dendroides
a) Peine de Cantor: ([0,1] x{0})U(x %[0, 1]) donde la letra x denota
el conjunto de Cantor.

Figura 3.2:

b) La Dendrita de Gemahn

Figura 3.3:
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Definicién 3.1.4. Orden de un punto

Sea X un dendroide, definimos el orden de un punto p € X, ord(p),
como el nimero de arco-componentes de X — {p}.

terminales ord(p) = 1
Tipos de puntos en los dendroides:¢ ordinarios ord(p) = 2
ramificacion ord(p) > 3

Definicién 3.1.5. Tipos de Dendroides

a) Arboles: son dendroides que tienen un nimero finito de puntos
terminales.

Figura 3.4:
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b) Dendritas: continuos localmente conexos que no contienen curvas
cerradas simples.

Figura 3.5:

Proposicion 3.1.6. Todo drbol es una dendrita y toda dendrita es
un dendroide

Teorema 3.1.7. Un continuo X es una dendrita si y solo st X es
un dendroide localmente conexo.

Para probar éste teorema, utilizaremos las siguientes definiciones y
resultados.

Teorema 3.1.8. [Teorema 10.2, pdg 166]
Un continuo es una dendrita si y solo si cualquiera dos puntos de
X estan separados por un tercer punto de X.

Demostracion. = Sea X una dendrita, sean p,q € X tal que p # q.
Apoyandonos en el teorema 2.5.1 y tenemos la existencia de un arco A C
X quevadepagq. Sear € A—{p,q} y U la componente de p en X —
{r}. Supongamos que ¢ € U. Por la definicién 1.3.11 tenemos que U es
abierto en X, y el teorema 2.5.2 nos afirma que hay un arco B C U que
va de p a ¢, observemos que A U B contiene una curva cerrada simple,
lo cual contradice la suposiciéon de que X es una dendrita. Entonces
q ¢ U. Notemos que U es abierto y cerrado en X — {r} por lo que
obtenemos que p y ¢ estan separados en X por 7.
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< Dado que cualesquiera dos puntos estan separados por un tercer
punto, entonces utilizando el lema 2.4.4 tenemos que X no puede
contener un continuo de convergencia. Entonces, por el teorema 2.4.5
sabemos que X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos, con
esto y el teorema 1.3.13 obtenemos que X es locamente conexo en cada
punto. Por otra parte, la hipétesis nos dice que X no contiene curvas
cerradas simples. O

Teorema 3.1.9. [Teorema 10.5, pdg 167]
Toda dendrita es hereditariamente localmente conexa.

Demostracion. Apoyandonos en el teorema anterior 1.3.7 el cual nos da
una caracterizacion de la dendrita, tenemos que si X es una dendrita,
entonces Vz,y € Xdz € X tal que z esta separado de y por z. Ahora
con el lema 2.4.4, si x,y € K donde K es un continuo de convergencia
de X, entonces ningun subconjunto de K puede separar a = de y en X.
Con lo que tenemos que X no contiene continuos de convergencia, ahora
recordando el teorema 2.4.8 obtenemos que X es hereditariamente
localmente conexo. O]

El siguiente teorema es una consecuencia del teorema 3.1.8 y de la
definicién de dendrita.

Teorema 3.1.10. [Teorema 10.6, pdg 167]
Todo subcontinuo F de una dendrita D es una dendrita.

Definicién 3.1.11. Punto extremo

Sea (X, 7) un continuo, p € X es llamado punto extremo de X si
cadavezque pe U e 7,3V et tal que p e V C U y 9V consta de un
solo punto.

Teorema 3.1.12. [Teorema 10.7, pdg 168]
Un continuo es una dendrita si y solo si cada punto de X es o bien
un punto de corte de X, o bien punto extremo de X.
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Demostracion. = Sea X una dendrita y p € X un punto que no
sea de corte. Sea ¢ > 0, aplicando el lema 2.5.6 sabemos que existe
un subconjunto abierto y conexo U C X tal que p € U, diam(U) <
ey X — U es conexo. Supongamos que |0U| > 2. Entonces retomando
el lema 2.5.3, tenemos que existen ¢, € U con q¢ # r tal que ¢ y r
son accesibles por arcos desde U. Ahora tenemos que U es arco-conexo,
aplicando el teorema 2.5.2 tenemos que existe un arco A en U U {q,r}
que va de g a r. Notemos que ¢, € X —U. Como X — U es conexo, por
le teorema 3.1.10 tenemos que X — U es un continuo de Peano ya que
X es una dendrita, retomando la definicién 1.3.12 tenemos que existe
un arco B en X — U que va de ¢ a r. De aqui se sigue que AU B es
una curva cerrada simple, lo cual no puede ocurrir, ya que habiamos
supuesto que z es una dendrita; por lo tanto |0U| < 1. Como X no es
degenerado, aplicando el lema 1.3.5 tenemos que p es punto extremo de
X.

< Supongamos que X es un continuo tal que cada punto de X
es o bien punto de corte de X, o bien punto extremo de X. Sea
H = {p € X|p no es punto extremo de X. Usando la definicién 1.2.7 y
la observacién hecha en la definicién 2.2.4 tenemos que ningin punto
extremo de X puede pertenecer a un continuo de convergencia en X.

Ahora veremos que X no contiene ningin continuo de convergencia.
Si tuviera algtin continuo de convergencia K entonces recordando la
observacion de la definicion 2.4.1, solamente una cantidad numerable
de puntos de K serian puntos de corte de X. Por hipdtesis, los
demas puntos son extremos, lo cual no es posible por la observacion
anterior. En consecuencia aplicando teorema 3.1.9 obtenemos que X
es hereditariamente unicoherente. En particular X es de Peano y no
contiene curvas cerradas simples, entonces X es una dendrita. O
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Teorema 3.1.13. [Teorema 10.9, pdg 169]
Un subconjunto conexo de una dendrita es arco-conexo.

Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo de una dendrita X y
sean p,q € C tal que p # ¢g. Sabemos por el teorema 3.1.10 que todo
subcontinuo de una, es dendrita, entonces C es también una dendrita,
por ser cerrado, por tanto compacto y conexo. Apoyandonos en el
teorema 2.5.1, obtenemos la existencia de un arco A C C de p a q.
Ahora mostraremos que A C C. Como C' es conexo entonces
cada punto de C' — C es punto de no corte de C, observemos que si
p€ C — O, entonces C C C — {p} C C. Retomando el teorema 1.3.12
y sabiendo de C' es una dendrita, tenemos que cada punto de C' — C' es
un punto de corte o un punto terminal de C’; por lo que se tiene que
cada punto de C' — C es un punto terminal de C; entonces tenemos
que los tnicos puntos de A que pueden ser puntos terminales en C'
son pyq,ycomopyq€ C tenemos que AN (C — C) = (), entonces
A C C implica que A C C. O

Teorema 3.1.14. [Teorema 10.10, pdg 169.] Un continuo es
una dendrita si y solo si la interseccion de cualesquiera dos subconjuntos
conexos de X es conexa.

Demostracion. = Sea X una dendrita. Supongamos que existen
subconjuntos conexos C; y C5 contenidos en X tal que C; N C5 no
es conexa; sean p,q puntos de diferentes componentes de C; N Cy
retomando el teorema 3.1.9 obtenemos la existencia de arcos A; C
C1y Ay C (5 que van dep a ¢; entonces tenemos que A; U A; contiene
una curva cerrada simple, lo que contradice la suposicion de que X es
dendrita. <= De la hipotesis se sigue que X no contiene curvas cerradas
simples. Para demostrar que X es localmente conexo, supongamos que
X contiene un continuo de convergencia K. Recordando el lema 2.5.6
se sigue que existe una coleccion no numerable ¢ de cortes, cerrados
y mutuamente disjuntos de K. Usando el lema 2.4.13, tenemos la
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existencia de C' € £ tal que X —C es conexo. Por hipétesis KN{X —-C}
es conexo. Pero KN{X —C} =K —-C.YyaqueC €& K —Cnoes
conexo. Esta contradiccién nos prueba que X no contiene continuos de
convergencia y por lo tanto X es localmente conexo, esto aplicando el
teorema 2.4.8 .-, X es una dendrita. O

Ahora si podemos demostrar el teorema 3.1.7 Un continuo X es una
dendrita si y s6lo si X es un dendroide localmente conexo.

Demostracion. = Tenemos que X es métrico, compacto, localmente
conexo y que no contiene curvas cerradas simples, para ver que X es un
dendroide falta mostrar que, si X no contiene curvas cerradas simples,
entonces X debe ser hereditariamente unicoherente. Esto lo obtenemos
aplicando el 3.1.14, ahora para mostrar que todo continuo localmente
conexo es arco-conexo, retomamos el teorema 2.5.1 ]



Capitulo 4

Ejemplos de dendroides y
algunos de sus puntos.

4.1. Clasificacién de puntos

Definicién 4.1.1. Abanico

Un dendroide es un abanico si tiene exactamente un punto de
ramificacién al que llamaremos vértice del abanico.

Ejemplos

a) El abanico arménico (visto capitulos atras)

b) El abanico de Cantor:

49
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Definicién 4.1.2. Punto orilla

Sean X un dendroide y p € X, decimos que p es punto orilla si
existe una sucesiéon {A,} con n € N, la cual converge a X donde los
conjuntos A,, son subcontinuos de X, ninguno de los cuales contiene a

P.
Definicién 4.1.3. Suavidad

Un dendroide X es suave en uno de sus puntos p si dada cualquier
sucesion convergente {a, }neny € X con
lim a,, = a el limite de los arcos [p, a,] es el arco [p, a.

r—00

Un dendroide es suave si es suave en algin punto.

A continuaciéon mostraremos algunos dendroides, en los cuales
hemos buscado algunas clases de puntos que en ellos se encuentran.
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Triodo: X = ([~1,1] x {0}) U ({0} x [0,1])

(1,0)

(-1,0) (0,0) (0,1)

Localmente Conexo: X es localmente conexo en todos sus puntos.
Suave: X es suave en todos sus puntos.
Conexo en pequeno: X es conexo en pequeno en todos sus puntos.
Puntos de corte:los puntos contenidos en ((—1,1)x{0})U({0} x (0, 1))
Puntos orilla: los puntos con las coordenadas (1,0), (—1,0), (0,1)
Puntos terminales: tiene tres, (—1,0),(1,0),(0,1)
Puntos ordinarios: los puntos del conjunto
((=1,1) x {0}) U ({0} x (0,1))

Puntos de ramificacién: el punto (0, 0)
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Peine X = ([0,1] x {0}) U (A x [0,1])
donde A = {%| n € N} U{0}

1

Tomemos A’ = A — {0}.

Localmente Conexo: los puntos del conjunto
{[(0, 1] x {0} LU A" < [0, 1]]}
Suave: los puntos del conjunto {[(0,1] x {0}] U[A" x [0, 1]]}

Conexo en pequeno: los puntos del conjunto
{100, 1] x {0}J U A" > [0,1]]} U (0, 0)

Puntos de corte: los puntos del conjunto [(0,1] x {0} U[A" x [0, 1)]
Puntos orilla: los puntos del conjunto [{0} x [0,1]] U [A" x {1}]
Puntos terminales: los puntos del conjunto [A x {1}]

Puntos ordinarios: los puntos en el conjunto
[((0,1) x {0}) = (A x {0})] U [A x (0,1)]

Puntos de ramificacién: A x {0}
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Peine de Cantor X = ([0, 1] x {0}) U (x x [0, 1])

donde k es el conjunto de Cantor.

Localmente Conexo: los puntos del segmento [0, 1] x {0}
Suave: en los puntos del segmento [0, 1] x {0}
Conexo en pequeno: los puntos del segmento [0, 1] x {0}
Puntos de corte: son los puntos del segmento [0, 1] x {0}
Puntos orilla: son los puntos del conjunto x x (0, 1)
Puntos terminales: son los puntos del conjunto x x {1}
Puntos ordinarios: x°U [k x (0,1)]

Puntos de ramificacién: todos los puntos de x x {0}
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Abanico arménico
Sea X = {1} x ({$| n e N} U{0} CR? y v = (0,0)
Denotaremos con (a,b) al segmento rectilineo que va de a a b.

El abanico armoénico es | J{v, z) tal que z € X.

(1.1

(1.0)

Localmente Conexo: en cada uno de los puntos de
(v,(1,7)),n €N.

Suave: todos los segmentos (v, X'), donde X' = X — {0}.
[0.2cm| Conexo en pequeno: todos los segmentos (v, X')

Puntos de corte: todos los segmentos (v, X) — {z} con z € X'.
Puntos orilla: X’ U ((v,0) — {v}).

Puntos terminales: todos los puntos de X’ lo son.

Puntos ordinarios: los puntos en (v,z) — {v,z} donde z € X.

Puntos de ramificacioén: v.
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Abanico de Cantor
Sea X = [{0} x k] y v = (3,1)
El abanico de Cantor es | J(v, x) tal que z € X.

Lo denotaremos con A

Localmente Conexo: en el vértice v
Suave: en el punto v
Conexo en pequeno: en el punto v
Puntos de corte: el punto v
Puntos orilla: todos los puntos del conjunto X — v
Puntos terminales: [{0} X &]
Puntos ordinarios: A — (({0} x k) U {v})

Puntos de ramificacién: el punto v



56 CAPITULO 4. EJEMPLOS DE DENDROIDES

Dendrita de Gemahn

Localmente Conexo: Todos los puntos de X lo son
Suave: Todos los puntos de X lo son
Conexo en pequeno: Todos los puntos de X lo son
Puntos de corte: los puntos del conjunto (X — (k x {0}))
Puntos orilla: (x x {0})
Puntos terminales: (k x {0}). Denotados por T

Puntos de ramificacién: son los puntos de la forma
(3, i), n € {1,...,2" '} y k € N. Denotados por R

Puntos ordinarios: (k x {0}) U(X — (T"UR))
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Dendrita D
D= (10,1 x 0)U( | px [0, /(p)]), donde
p€[0,1]
B Lsip=2 (mn)=1
fp) = { 0sipd0

Localmente Conexo: todos los puntos de X lo son
Suave: todos los puntos de X lo son
Conexo en pequeno: todos los puntos de X lo son

Puntos terminales: {(Z, 1) € [0, 1] x [0,1] tal que n € N}.
Denotados por T

Puntos de corte: los puntos del conjunto X — T
Puntos orilla: T’
Puntos de ramificacién: ([0,1] N Q) x {0}. Denotados por R

Puntos ordinarios: los puntos del conjunto X — (RUT)
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Abanico doble de Cantor

Denotaremos con Cj al conjunto de Cantor en el intervalo [0, 1] x {0}
y con C1 al conjunto de Cantor en el intervalo [3, 3] x {1}

A este conjunto lo describimos de la siguiente manera:

Sea v = (3,1) y u=(1,0)

U (v,z) U U (u,x)

z€Co zeC

1
2

(0.0) ! @12,0)

Localmente Conexo: ningin punto es localmente conexo.
Suave: ningtin punto es suave.
Conexo en pequeno: ningin punto es conexo en pequeno.
Puntos de corte: v, y v,
Puntos terminales: (Cy x {0}) U (5 x {1}). Denotados por T
Puntos orilla: T’
Puntos ordinarios: (k x {0}) U (k x {1})

Puntos de ramificacién: v, y v
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Denotamos con W al conjunto aqui presentado.

Sea {W,} C [0, 1] x {0} una sucesién creciente que converge a (1,0)
W, = (wy, 0)

Localmente Conexo: los puntos del conjunto X — (Wp, (0,1))
Suave: los puntos del conjunto X — (W, (0, 1))
Conexo en pequeno: [0, 1] x {0}

Puntos terminales: {(w;, 1| i € N,n € N} N W
Denotados por T

Puntos de corte: X — (((0,0),(1,0)]UT)
Puntos orilla: T’

Puntos ordinarios: Los puntos del tipo {(w,,0)| n € NU {0} y los
puntos terminales de cada uno de los segmentos de los abanicos.

Puntos de ramificacién: {(w,,0)| n € NU {0}
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