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Prefacio

Este trabajo pretende profundizar en algunos temas estudiados en los cur-
sos de maestria del posgrado en Ciencias Matematicas de la UNAM, en las
areas de analisis y probabilidad. La intensién del texto es que pueda servir
de apoyo en un curso avanzado de analisis matematico y probabilidad. Los
requisitos: un curso de andlisis matematico y un curso basico de teoria de la
probabilidad. Puede servir tener conocimiento de la teoria de espacios métri-
COs.

El texto se centra, de forma extensiva, en la teoria clasica entorno al con-
cepto de convergencia en distribucion, y estd basado en los textos senalados
en la bibliografia.

En primer lugar se exponen con todo detalle los requerimientos con los
cuales puede enfocarse dicha teoria. Finalmente, en la tiltima parte se incluye
un material en donde se expone una aplicacién de la teoria al proceso estocasti-
co de trayectorias continuas més importante, el Movimiento Browniano.

IIT



Introduccion

El concepto de convergencia en distribuciéon (o convergencia débil) ha
adquirido una importancia vital para la teoria probabilistica actual. En practi-
camente todas las ciencias (incluso aquellas no matematicas) se reconoce esta
importancia a través del famoso Teorema de limite central, el cual establece,
como caso particular, que si X, j € N, son variables aleatorias independientes,
con indéntica distribucién, con media 0 y varianza 1,y S, := X; +--- + X,

entonces g . .
lm P |22 < 2| = — e /24t
n—00 {ﬁ - } \/%/oo

Es decir, la distribucion de las variables aleatorias S,, converge a una dis-
tribucion normal de parametros 0 y 1. Por otro lado, de este mismo teorema
depende la prueba de existencia de uno de los procesos estocasticos de trayec-
torias continuas mas importantes para toda la ciencia (desde las matematicas
y fisica, hasta la biologia y las finanzas), el Movimiento Browniano.

En términos generales, para una funcion de distribuciéon F' es siempre
posible encontrar una ley P, es decir, es posible encontrar un espacio de
probabilidad (2, F,P) y una variable aleatoria X tal que P = Po X!y
F(z) = P(—o00, z]. De modo que es posible identificar el modo de convergencia
en distribucién con el modo de convergencia en ley (Teorema de Helly-Bray).

La importancia de este hecho radica en dos aspectos. Por un lado, los cri-
terios para determinar convergencia son bastante amplios (Teorema de Port-
manteau) como para permitir una aplicacién més 4gil, como en la construccién
de Movimiento Browniano, descrita en la parte dos de este texto.

Ahora bien existe un interés tedrico ligado al modo de convergecia en ley.
La métrica p, introducida por Prohorov en los afios 50 del siglo pasado, sobre el
espacio de todas las leyes definidas sobre un mismo espacio métrico completo
y saparable (como por ejemplo R), logra caracterizar topolégicamente el modo
de convergencia en ley. Mas aun, el espacio de todas las leyes es completo bajo
esta métrica (Teorema de Prohorov). Dudley, més recientemente, logro otro
tanto con la introducciéon de una métrica 5. La primera parte del presente
trabajo esta dedicada a desarrollar estas ideas.
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Parte 1

Convergencia en Distribuciéon



Capitulo 1

Convergencia de Leyes sobre
espacios Métricos

En este capitulo entramos ya en el concepto de convergencia en ley y en
distribucion. Esencialmente se trata de establecer un criterio de covergencia en
ley (Teorema de Portmanteau), y otro resultado que relaciona los conceptos de
convergencia en ley y convergencia en distribucién (Teorema de Helly-Bray).
También revisaremos brevemente los modos de convegencia casi segura y en

probabilidad.

1.1. Convergencia casi segura
y en probabilidad

En esta seccion definimos los conceptos basicos de convergencia en proba-
bilidad y casi segura, en su concideracién mas general. Asimismo estudiamos
las relaciones que existen entre estos modos de convergencia.

Definicién 1.1.1. Sea (S,O) un espacio topolégico, (2, F,P) un espacio de
probabilidad y X,,, X : (Q,F) — (S,B(S)), n = 1,..., variables aleatorias.
Entonces X,, converge casi seguramente a X sii P[X,, — X| = 1. Notacion:
X, = X.

En [Kal] pag 3, puede encontrarse una prueba del resultado siguiente

Teorema 1.1.1. Si (S,0) y (T,T) son espacios topolégicos con bases nume-
rables (segundo contables) entonces

BSxT,0®T)=B(S,0) @ B(T,T).

Aqui O®T denota la topologia producto sobre SxT.Y B(S,O)B(T,T)
denota la o-dlgebra producto (ver [Kal] pag 3).

En un espacio métrico (.5, d), la métrica d : S x S — R es continua respecto
la topologia producto de la topologia generada por d consigo misma. Por tanto

la métrica d es (B(S x S)-B(R))-medible.

2



CAPITULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES 3

Si (Q, F,P) es un espacio de probabilidad, (S, d) un espacio métrico sepa-
rable (segundo contable, equivalentemente, [Wil], pag. 112) y X, Y : (O, F) —
(S, d) dos variables aleatorias (i.e. funciones (F-B(S))-medibles, donde B(.S) es
la o-algebra de Borel para la topologia que genera d), entonces la composicion
d(X,Y): (2,F) = (R,B(R)) es variable aleatoria. En efecto, dado que X y
Y son (F-B(S))-medibles, entonces (X,Y) : Q — S x S es (F-B(S) ® B(S5))-
medible, puesto que (X,Y) ' (Bx S)=X"1YB)e Fy (X,Y)}(Sx B) =
Y~Y(B) € F, para todo B € B(S),y {SxB,BxS: B e B(S)} es la clase que
genera B(S)®B(.S). Ahora, como (S, d) es separable, B(S)®B(S) = B(S x 5).
Por lo tanto d(X,Y) es (F, B(R))-medible.

En todo lo que sigue consideraremos (€2, F,P) un espacio de probabilidad
y (S,d) un espacio métrico el cual contiene un subconjunto denso numerable
(i.e. separable).

Definicién 1.1.2. Sean X,, X : Q — S, n = 1,..., variables aleatorias.
Entonces X,, converge en probabilidad si:

Ve>0 lim Pld(X,,X)> ¢ =0.

n—o0

Notacion: X,, LN'S

Existe una profunda e importante relacion entre los modos de convergencia
en probabilidad y casi segura, que exponemos en siguiente resultado clasico.

Teorema 1.1.2. Sean X,,, n = 1,... y X wvariables aleatorias definidas en

(Q, F,P) y con valores en (S,d). Entonces X, 5 X siy sdlo si, para toda
subsucesion Xy, existe una subsubsucesion X)) tal que Xy k() 2% X.

Demostracion. =] Sea { X, }x>1, una subsucesion de { X, },,>1. Es facil notar

que Xy L X. Para cada r € N elegimos k(r) tal que

< 1
r2’

1
P {d(Xnaf(r))»X ) > .

Entonces . .
Pld( X, ki, X) > —| < — < o0.
TIOR8 SN

Por el Lema de Borel-Cantelli,
, 1
P [hm sup (d(Xn(k(r)),X) > —)] =0.
r—00

De modo que

1
P |:Hm111f (d(Xn(k(r)),X) S —>:| =1.
r

T—00
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Ahora bien, si w € liminf (d(Xn(k(T)), X) <

7—00

S|

), entonces existe R > 1 tal
que
0 < d(Xnwry (W), X(w)) <

S| =

Y

para todo r > R. De este modo

h'm d(Xn(k(r))(w), X(w)) = 0,

=00

entonces w € (Xn(k(r)) — X, r— oo). Ast P X,y — X, 7 — 00| = 1, ie.
Xn(k(r)) — X c.s.

<] Ahora supongamos que X, no converge en probabilidad a X. Para
alguna € > 0 y alguna ¢ > 0 existe una subsucesiéon X, tal que

P[d(Xn(k),X) > 6] >0 VkeN.

Por otro lado, tenemos que para alguna subsubsucesion X, () % X. En-
tonces

1{d(Xn(k(r))7X)>€} —0 c s,

se sigue del Teorema de convergencia dominada que

Pld( Xk, X) > €] = E[1ga(x, () x0>e] = 0 <9,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X, X O

Como consecuencia inmediata apuntamos en siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Si X,, =% X entonces X, %X,

Ejemplo 1.1.1. Supongamos que X,, es una sucesién de variables aleatorias
independientes tales que

1
— stz =1,
1—— siz=0.

n

Tenemos entonces que dicha sucesion converge en probabilidad a X = 0, pero

no converge casi seguramente a X.

En efecto, para cada ¢ > 0 tenemos que
lim P[|X,, — X| > ¢] = lim P[X,, = 1]

n—oo n—oo
= lim —
n—oo N,

=0,

luego X, Zx.



CAPITULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES bt

Ahora bien, definimos

C={w: lim X,(w)=0=X(w)},

n—oo

y para € > 0 arbitraria también definimos los subconjuntos
B(n,e) ={w: [Xn(w) — X(w)| = X\n(w) <€, m >n},

para toda n € N, y sea B(€) la unién (sobre n) de estos subconjuntos.

De modo que C' C B(e). En efecto, si w € C entonces existe ng € N (que
depende tanto de € como de w) tal que X,,(w) < €, para toda m > ng. Luego
w € B(ng,€), es decir C' C B(ng,€) C Ble).

Por otro lado, tenemos que

P[B(n€)] = [] P[Xm < ¢

pero

de donde
para cada n € N. Luego
P[C] = P[B(€)] = 0,

entonces la sucesion no converge casi seguramente a X = 0.

1.2. Convergencia en ley

Definicién 1.2.1. Sea (S, O) un espacio topolégico.
i) Unaley P es una medida de probabilidad sobre B(S).

iii) Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Si X : (Q,F) — (S, B(S)) es
una variable aleatoria, entonces la ley de X sobre (S,B(S)) se define
como la medida Py :=Po X 1.

Observaciéon 1.1. Py es una medida de probabilidad sobre (S, B(S)).
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Ejemplo 1.2.1. Si x € R es fijo, la ley punto de masa esté definida como

5,(A) = 1 siz €A,
0 six ¢ A,

para todo A € B(R).

Ejemplo 1.2.2. Consideremos R con topologia usual y la densidad f : R — R
dada por f(z) = (1/v/27) exp(—2?/2) (densidad gaussiana pardmetros 0 y 1),
entonces p : B(R) — R, dada por

H(A) = /A f(x)dz VA< B(R)

es también una ley sobre B(R).
Definicién 1.2.2. Sea (S, O) un espacio topoldgico.

i) Sea Cy(S) el conjunto de todas las funciones reales, continuas y acotadas
definidas sobre S. Sean también P, y P, n =1, ..., leyes sobre (S, B(S)).
Decimos que P, converge en ley a P sii

W f e Cy(S) / fdP, — / fdpr

Notacion: P, £ p.

i) Sean X, y X wvariables aleatorias con valores en (S, 0) (definidas sobre
espacios de probabilidad no necesariamente iguales). Entonces X, con-
verge en distribucién o en ley a X (notacion: X, N X, L X
6 X, = X 6 L(X,) = L(X)) sii la familia de leyes P, de X,, converge
alaley P de X.

Ejemplo 1.2.3. El conocido Teorema Central de Limite es una caso especial
donde se da una convergencia en distribuciéon. Su enunciacién es la siguiente:
Si X, n € N, son variables aleatorias (definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad) independientes, idénticamente distribuidas, con media p € Ry
varianza o2 > 0, entonces la sucesién de variables aleatorias S, :== > i | (X; —
i)/o+/n converge en ley a una variable aleatoria cuya distribucién es normal
con parametros 0 y 1.

Ejemplo 1.2.4. Sean X,, variables aleatorias reales tales que P[X,, = n] = 1.
Si P, :=Po X, ! entonces P, = ¢, para todan € N. Sea f : R — R dada por
f(t) = cost. Entonces

1 sin es par,

[ #018,10) = cos = {

—1 sinesimpar.

Por lo tanto no existe convergencia en ley.
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Ejemplo 1.2.5. Sean X,,, n = 1,... variables aleatorias con distribucién uni-
forme sobre el intervalo (0,1/n). Entonces, si f : R — R es una funcién

continua y acotada,
froaro= [ e

lim | f(t)dP,(t) = 0.

n—oo

Entonces £(X,) — L£(X), donde X = 0.

Como primer hecho fundamental apuntamos el siguiente teorema, cuya
prueba es sorprendentemente sencilla.

luego, si n — oo,

Teorema 1.2.1. Si P, y P son leyes tales que para toda subsucesion P,

existe una subsubsucesion Py tal que Py £ P, entonces P, L p

Demostracion. Si no sucede asi, entonces para alguna fy € Cy(S)

/ fodP, - / fdP.

Existe por tanto ¢y > 0 tal que para alguna subsucesion P,

/fgdPn(k)—/deP

luego P, ) no tiene subsubsucesiones convergentes a la ley P, lo cual es una
contradiccion a la hipdtesis. O

> € Vk,

El teorema siguiente es un corolario, menos evidente, del hecho anterior.

Teorema 1.2.2. 57 X,, y X, n = 1,..., son variables aleatorias con valores
en un espacio métrico separable (S,d), definidas sobre el mismo espacio de

probabilidad (§2, F,P) tales que X, 5 X, entonces L(X,) — L(X).

Demostracion. Para una subsucesion X,,;) tomamos alguna subsubsucesion
Xnkry tal que Xy — X cs. (Teorema 1.1.2). Ahora sea f € Cy(S).
Entonces existe M > 0 tal que

|f(X (k(r)) )|<M Vr=1,.
Luego
/|f (k) |dP < MP[Q] = M < oo.

Por otro lado, dado que f es continua y X,ur)y) — X cs. (r — 00), en-
tonces f( X)) = f(X), cs. (r = 00). Asi, por el Teorema de convergencia

dominada,
/fdPn<k<r>> = /f(Xn(m)))dP%/f(X)dP: /fdP,
c

donde P,k es laley de X, () v P eslaley de X. De modo que P,y — P.
Flnalmente por el Teorema 1.2.1, P, % P, i.e. L(X,) = L(X). O
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Corolario 1.2.1. Sean X,, n = 1,..., y X variables aleatorias con valores
sobre un espacio métrico separable (S,d) y definidas sobre un mismo espacio

de probabilidad (Q, F,P). Si X,, =3 X 6 X, L X, entonces X, EN¢

Teorema 1.2.3. Sean (S,0) y (R, T) dos espacios topoldgicos, P y P,, n € N
medidas de probabilidad definidas en (S,B(S,0)) y sea h : (S,0) — (R, T)
una funcién continua. Consideremos las medidas de probabilidad Q) :== Poh™!
Yy Qn = P,oh™', n € N definidas en (T,B(T,R)). Si P, £ P entonces

Q. 5 Q.

Demostracion. Sea f € Cy(R). Entonces segun el Lema de substitucion ([Kal]

pag. 12)
/RfdQn:/Sfothn.

Y dado que foh € Cy(S5), la ultima expresion de la igualdad anterior converge
a [¢fohdP, es decir

/I%fdQn%/Sfoth:/RfdQ.

1.3. Criterios de convergencia en ley.
El Teorema de Portmanteau.

El teorema estudiado en esta seccion establece los criterios usados para
determinar cuando existe convergencia en ley.

Definicién 1.3.1. Sea (S, d) un espacio métrico. Si p estd definida sobre B(S),
un conjunto medible A es llamada conjunto de continuidad si u(0A) = 0,
donde OA es la frontera del conjunto A.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el conjunto R con la métrica usual y la ley 9,
para x € R fijo. Si A = [a, b] entonces A es conjunto de continuidad si y sélo

six#ayx#b.

Teorema 1.3.1 (Portmanteau). Para leyes P,, P, n = 1,2, ..., sobre un es-
pacio métrico (S,d) las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) P, 5 P.

(b) Para toda funcion acotada uniformemente continua f :S — R,
lim [ fdP, = /fdP.
n— o0

(¢) Para todo subconjunto U C S abierto, liminf P,,(U) > P(U).

n—o0
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(d) Para todo subconjunto F' C S cerrado, limsup P,(F) < P(F).

n—oo

(e) Para todo conjunto de continuidad A de P, lim P,(A) = P(A).

n—oo

(f) Para toda funcion medible f : S — R, acotada y continua P-c.s,

lim | fdP, = / fdp.

n—oo

Demostracion. El orden de la prueba serd el siguiente:

() = (b) = (c) & (d) = () = (a) y (¢) = (f) = ().

(a) = (b). Es obvio.

(b) = (c). Sea U abierto, F' := S\U y d(z, F) = inf cp{d(z,y)} para
cada = € S. Dado que d(z, F') es una funcién uniformemente continua, las
funciones f,,(x) = min{1,m - d(z, F)}, m € N, son uniformemente continuas
y acotadas. Ademas f,, T 1y. En enfecto, dado que m < m + 1, entonces
md(xz, F) < (m+ 1)d(z, F). Si 1 < md(z, F), entonces 1 < (m + 1)d(z, F),
luego

fn(w) =1 = finia ().

Ahora, si md(z, F) < 1, entonces

1
fm(x) =md(z, F) <y
(m+ 1)d(z, F),

por tanto fo,(2) < fini1 ().
Por otro lado, si « € F, entonces d(x, F') = 0, por tanto

fm() =0 = 1y (x).
Sixz ¢ F (x € U), entonces
fm(z) = min{1l,md(z, F)} <1=1y(z)

Es decir f,(z) < 1y(z).
Ahora probaremos la convergencia. Siz € F' (z ¢ U), entonces d(z, F) = 0,
luego f.(x) =0, para toda m € N. Por tanto,

lim fo(x) =0=1y(z).
Sixz ¢ F (x € U), entonces d(x, F') > 0, por ello existe M € N tal que

1
d(z,F)>—>0 Ym>M
m

= md(z,F)>1 Vm>M
= fm(z) =1 Vm > M.



CAPITULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES 10

Entonces lim f,,(z) =1=1y(z).
n—oo

Para cada m consideremos F,, := f,-'({1}). Tenemos que

/ fudP = | fndP + / fudP > | fndP.
F, S\Fom

Fm

Pero fmdP = P(F,,) (dado que x € F,,, & f,(z) = 1), por tanto
F,

/ fmdP > P(F,,).

Por otro lado, como 15 > f,,, entonces

P,(U) = / 1ydP, > / fndP,.

Tomando limite inferior cuando n — oo,

liminf P,(U) > lim /fmdPn = /fmdPZ P(F,,) (1.1)

n—o0 n—oo

Ahora bien, si x € F,, entonces f,,(z) =1, y como

1> fm-&-l(x) > fm(m) =1,

entonces f,11(z) =1, luego = € F,,, 1. Por tanto F,, C F,.1.

Si € |, Fm, entonces existe M natural tal que fiy(xz) =1 > 0, luego
x ¢ F,ie xeU. Por tanto |J,, F,, CU.

Y six € U, existe r > 0 tal que By(z;7) C U. Entonces

d(z,y) >r>0 VyeF.

Existe asi M € N tal que Md(z,y) > 1. Por tanto fy(z) = 1. Luego = €
U,, Fm- Es decir U C |, Fin. De donde U =, Fin.
De este modo P(U) = lim P(F,,). Es decir, para € > 0 arbitrario existe
m—0oQ

M € N tal que
P(F,)>PU)—¢ ¥Ym> M.

Comparando con (1.1),

liminf P,(U) > P(U) —e.

n—o0

Sie— 0, liminf P,(U) > P(U).
n—oo
(¢c) = (d). Sea F' C S cerrado, entonces U := S\ F' es abierto, por tanto

liminf P,,(U) > P(U).

n—o0
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Pero P,(U) =1— P,(F)y P(U) =1— P(F), de donde

1— P(F) = P(U)
<liminf P,(U) = 1 — limsup P, (F),

n—00 n—o00

por tanto
limsup P,,(F) < P(F).

n—oo

(d) = (c). Sea U C S abierto, entonces F' := S\U es cerrado, por tanto

limsup P, (F) < P(F).

n—oo
Pero P,(F)=1—-P,(U)y P(F)=1— P(U), de donde

1—-P(U)=P(F)
> limsup P,(F) =1 — liminf P,(U),

n—00 n—00

por tanto

liminf P,(U) > P(U).

n—o0

(d) = (e). Sea A € B(S), entonces

P(intA) < liminf P, (intA) (pues (¢) también es cierto),

n—oo

< liminf P,(A) (pues intA C A),

n—oo

< limsup P,(A)

n—oo

< lim sup P,(A) (pues A C A),

n—oo

< P(4) (por (d)).
Ahora, si A es un conjunto de continuidad para P, entonces
P(A) = P(intAU QA) = P(intA) + P(0A) = P(intA),
luego, nhjEO P,(A) existe y

lim P,(A) = P(intA) (1.2)

n—oo

Pero
P(A) = P(AN0A) + P(A\OA) = P(A\0A) = P(intA),

por lo tanto
P(A) = nh_g)lo P,(A).
(e) = (a). Consideremos primero f € Cp(S) no negativa. Para y € R
definimos G, :={z € S: f(z) >y} = [ Hy,0)),y F, :={z €S : f(z) =
yb=f"({v}), yeR.
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Sea ¢ € 0G,. Supongamos que f(£) > y. Entonces para el abierto V :=
FH=0+ f(&), f(&) + ) C S donde § = f(£) — x, tenemos que & € V pero
VNn(S\Gy) ={x €S : f(z) <y} =0, lo cual es una contradiccén. De
modo que f(§) < y. Andlogamente puede probarse que f(§) > y, con lo que
f(€) =y. Esto es 0G,, C F,,.

Antes de continuar, notamos que esta ultima contensién puede ser estricta.
En efecto, si consideramos S = R con la topologia discreta dada por la métrica
d(z,y) = 1,(y) = 1,(x), y consideramos la funcién no negativa, continua y
acotada f(z) = 11y(x), entonces Gy = S, de donde 9G = 0, pero Fy = S\{1}.

Ahora, continuando con nuestra demostracién, si y; y yo son puntos en
R tales que y; # yo, entonces, Fy, N F,, = (. Supongamos que el conjunto
E = {y € R : P(F,) > 0} es infinito no numerable. Si consideramos los
subconjuntos E,, := {y € R : P(F,) > 1/m}, m € N, entonces E,, 1 E.
Luego, si E' es no numerable, debe existir M € N tal que E); es no numerable.
Y como E,, C E,,.1, entonces E,, es no numerable para toda m > M. Sea
Ym € E,, para m > M tal que y,, # y, sin # M (n,m > M). Entonces

12P<U Fm):ZP(Fym)z Z%:oo,

m>M m>M m>M

lo cual es una contradiccién. De modo que F es a lo sumo numerable. Luego,
AE) = 0, donde A es la medida de Lebesgue en R. Ademas, si y € R\E
entonces

0 < P(0G,) < P(F,) = 0,

es decir, G, es un conjunto de continuidad para la ley P.

Para cada n € N definimos la funcién h, : R — [0, 1] dada por h,(y) =
P,(Gy). Sea también la funcién h : R — [0,1] dada por h(y) = P(G,). Para
y € R\ F, tenemos que

lim h,(y) = lim P,(G,) = P(Gy) = h(y).

n—oo n—oo

. C.S. ’ . .
Es decir h,, —> h. Asi, por el Teorema de convergencia dominada,

[e.e]

lim [ h,(y)dy = / h(y)dy.
0

n—oo 0

Pero

/Ooohn(y)dyz/OOOPn(Gy)dy:/OOOPn(f1[y,oo))dy:/sfdpm

| s [ ar

lim | fdP, = / fdpP
S S

n—oo

y del mismo modo

Entonces
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Para el caso general f € C,(95), basta aplicar lo demostrado arriba a las

funciones A(f,) — fn v A(f) — f, donde A(g) = sup{|g(z)| : = € S}.
(e) = (f). Sea f: S — R una funcién medible y acotada. Definimos

D :={x €S : f es discontinua en x}.

Supongamos que P(D) =0 (i.e. f es continua P-c.s.).

Para cada n € N consideremos la ley sobre R dada por F, := P,o f~!, y la
ley F := Po f7!. Sea B € B(R) un conjunto de continuidad para F. Entonces
F(0B) = P(f~'(9B)) = 0. Observamos que

of 1(B) = (0f 1 (B)ynD)U(0f H(B)\D) C DU (9fH(B)\D).

Ahora bien, si z € 9f~1(B)\D, entonces f es continua en z, por tanto para
toda vecindad abierta V' C R centrada en f(z) existe una bola abierta U C S
centrada en z tal que U C f~}(V). Pero ademds = € 9f '(B), entonces
UNfYB)#£0#£UnfYR\B). Luego f~Y(VNB)#£0# f (VN (R\B)).
Entonces VN B # 0 # V N (R\B). Asi, f(x) € 9B, o equivalentemente,
z € f~1(IB).

Por lo tanto 9f~'(B) C DU f~1(dB). De este modo P(0f~*(B)) =0 (i.e.
f~Y(B) es un conjunto de continuidad para P). Entonces

lim F,(B) = lim P,(f'(B)) = P(f Y(B)) = F(B).

n—0o0 n—oo

Por (a) se sigue que F, 5F.
Ahora, si h : R — R estd dada por

h(z) =< x si x| < A(f),
A(f) siz > A(f)

donde A(f) = sup{|f(x)| : # € S}, entonces [, hdF, — [ hdF', por conver-
gencia en ley y dado que h es continua y acotada. Pero

/han:/hofdPnZ/fdPn,
R R S

([Kal], pag 12) y del mismo modo,

/ hdF = / fdP.
R S
Entonces P, L p.

(f)= (a). Es obvio. O

Ejemplo 1.3.2. Consideremos S = R con métrica usual, las leyes P, = 0y,
y Py = dg. Sea f: R — R una funcién continua y acotada. Entonces

Jrms().



CAPITULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES 14

por lo tanto,

i [ ar= J 1 (5) = 1 (i) =50 = [ g,

luego P, £ .
Ahora si U = (0,00), entonces P,(U) = 1 para toda n € N, por lo que
liminf P,(U) =1 > 0= Fy(U).

n—oo

Por otro lado, si F' = (—o0, 0], entonces P, (F) = 0 para toda n € N, por
lo que limsup P,(F) =0 < 1 = By(F).

n—oo
Entonces las desigualdades en (¢)y (d) del teorema anterior no pueden ser

remplazadas por igualdades.

Corolario 1.3.1. S5i P y Q) son dos leyes definidas sobre (S, d) que satisfacen

[ v = [ 1aq vrecys)
entonces P = Q).

Demostracion. Definimos P, = (), para toda n € N. Entonces P, £ P, luego,
por el Teorema de Portmanteau,

PU) < Q(U),
para todo abierto U en S. Intercambiando los papeles de P y () concluimos

también que

QW) < P(U),
de modo que P(U) = Q(U) para todo abierto U en S. Luego P = Q. O

Corolario 1.3.2. 5@ P, Lp y P, £ Q, entonces P = ().

Demostracion. Para toda f € Cy(S) tenemos que

tiw [ sap, = [ rar = [ raq

luego, por el corolario anterior P = (). O]

1.4. EIl Teorema de Helly-Bray

Definicién 1.4.1. Si P es una ley sobre (R, B(R)) entonces la funcién de
distribucién de P se define como

F(t) = P((—o0,1]),

para toda t € R.
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Teorema 1.4.1 (Helly-Bray). Si P, y P son leyes sobre B(R) con funciones

de distribucion F,, y F', respectivamente, entonces P, Lo psi y solo si Fy,(t) —
F(t) para todo punto t de continuidad de F.

Demostracion. =| Sea t € R. Entonces
(—o0,t]\(—o0,t = 1/n] = (t — 1/n,t] Vn eR.
De modo que
P[(t =1/n,1]] = P[(=00,t]] = P[(=00,t = 1/n]] = F(t) = F(t = 1/n).
Por otro lado

{t}:ﬁ(t—%,t] y (t—%ﬂ,t} C (t—%,t} VneN,

n=1

por lo tanto
P[O(—o00,t]] = P({t}) = lim P((t —1/n,t]] = Mm {F(t) — F(t —1/n)}.
Si F' es continua en t, entonces

lim F(x) = F(t).

Tt~

En particular,

1
lim F (t - —) = F(t).
n—00 n
Por tanto
F({t)—F(t—1/n) -0 cuando n — oo.
De modo que P[0(—o0,t]] = 0, i.e. (—0o0,t] es un conjunto de continuidad para
P

Ahora, si P[0(—o0,t]] = P[{t}] = 0, entonces

I {F(t) = F(t —1/n)} =0,

luego, F' es continua en t.

Hemos probado que F' es una funcién continua en ¢ si y sélo si (—oo, t] es
un conjunto de continuidad para P.

Luego, por el Teorema de Portmanteau ( Teorema 1.3.1), tenemos que para
t punto de continuidad de F',

lim F,(t) = lim P,[(—o0,t]] = P[(—c0,1]] = F(t).

n—o0 n—oo
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<] Primero haremos algunas observaciones. Supongamos que a < b y que
a vy b son puntos de continuidad para F'. Entonces

P(lab]) = P (ﬁ <a—1 bD
-t P { (o5}

— tim {P((—00,b]) — P((~o,a — 1/n])}
~ lim {F(b) = Fla— 1/n)}
= F(b) — F(a) (por continuidad de F' en a),

y por otro lado,

{2

= lim P (a b——}}

= lim {P((~00,b — 1/n]) — P((~c0,a])}
= lim {F(b—1/n) — F(a)}
= F(b) — F(a) (por continuidad de F' en b).

De modo que P(0]a,b]) = P({a,b}) = 0. Entonces [a,b] es un conjunto de
continuidad para P.
Ahora bien, si (a,b) es no vacio en R, entonces existe N € N tal que

b—a 1
5 >N+n Vn e N.

Definimos ahora los conjuntos

1 b+a b+a 1
A= —_— By = b—
! (G+N+1’ 2 } ! { 9 N+1)’

y para k > 1,

1 1 1 1
Ay = By = |b— b— )
g (a+N+k’a+N+k—1}’ g { N+k—1 N+k)
Para cada k € N existen a, € A, y by, € By, tal que a; y by son puntos de

continuidad de F'. Sea C}, := [ay, br]. Entonces Cy, C (a,b), asi U Cy C (a,b).
k=1
Ahora sea = € (a,b). Entonces existe k; € N y existe ky € N tales que

1 1

< <p-—
N IR o1=" Y TSV T NI o1
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Sea ko = max{ky, k2}. Entonces

1 1
ag, SG—F—SQ?Sb —_bk,
0 N+k—1 N+k —1 0

es decir = € [ag,, bg,] = Ck,. De donde (a, b) U C. Es decir, todo intervalo

k=1
(a, b) puede expresarse como una unién numerable de intervalos cerrados cuyos

puntos extremos son puntos de continuidad de F'.

En general, si U es un abierto en R, existen intervalos abiertos (a;,b;),
a;, bi en Q, tales que U = |J;(a;,b;), pues {(r,q) : 7,¢ € Q} es una base
numerable para la topologia usual en R. Pero por lo hecho arriba existen
intervalos cerrados CY tales que (aj,b;) = J, C} y cuyos puntos extremos son
puntos de Contlnmdad de F, para toda j € N. De modo que U = |J; U, Cy.
Esta union es numerable y escogiendo una numeracion adecuada podemos

poner
v=Jac.
=1

donde C; = [a;, b;] y a;, b; son puntos de continuidad de F.
Si definimos V,,, = |/~ [a;, b;] para cada m € N, V,,, + U. Es decir, dada

=1
e > 0 existe M € N tal que

P(Va) > P(U) —
Ahora bien,
M
0§P@Wﬂ§P(U8@>:Q

i=1

por tanto V), es un conjunto de continuidad para P. Luego,

liminf P,(U) > liminf P, (Vy,) = lim P,(Vyy) > P(U) —

n—oo n—oo n—0o0

Haciendo € — 0, tenemos que

liminf P, (U) > P(U),

n—o0

entonces por el Teorema de Portmanteau (Teorema 1.3.1), P, 5 p. ]

Proposicién 1.4.1. Si (S,d) es un espacio métrico, p € S, y X,,, n =1, ...,
son variables aleatorias con valores en S y definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad (2, F,P) tales que L(X,) — L(X), donde X es la variable

aleatoria constante p (cuya ley es 6,), entonces X, 2 x.

Demostracion. Si definimos fi(x) := max{0,1 — kd(z,p)}, k € N, entonces
0 < fr(z) <1y ademas f; es continua, luego fi € Cy(s).
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Por otra parte, sea A, :={z € S:d(z,p) < %} Si para x € S tenemos que
fr(z) =0, entonces 1 — kd(z,p) <0, es decir 1/k < d(z,p), luego 14, (z) = 0.
Pero si fiy(x) = 1 — kd(z,p), entonces 1 — kd(x,p) > 0, esto es 1/k > d(z,p),
luego 14, (z) = 1 > 1 — kd(x,p) = fr(x). Entonces fi(z) < 14, (x). Por lo
tanto fi(Xy) < 14, (X5).

De este modo,

/fdPn = /f(Xn)dIP’ < /1Ak(Xn)dIP’ =P (d(Xn,p) < %) <1,
y COmo /fdPn — /fkdép =1 si n — oo, se sigue que

1
lim P (d(Xn,p) < E) =1,

n—o0

por lo tanto X, 5 ox. O

Ejemplo 1.4.1. Consideremos S = R con métrica usual y el espacio de pro-
babilidad ([0, 1], B([0,1]), \). Para cada n € Ny 27! < j < 2" definimos
X = 1jj/9n-1 (j11)/2n-1), ¥ X = 0. Puede observarse que {X;} no converge c.s.
a X. Ahora bien,

0 sit <0,
1 :
Fi(t)=4¢1— g1 St te0,1),
1 sit>1,

y la distribuién de X es

Por lo tanto,

0 sit<0
lim Fy(f) =4 o
j—roo 1 sit>0.

Luego, por el Teorema de Helly-Bray (Teorema 1.4.1), L(X;) — L(X) = do.

. : P
Y por la proposicién anterior, X; — 0.

Si X,,, n=1,2..., y X son variables aleatorias sobre un mismo espacio de
probabilidad (2, F,P), y F,, n =1,2,..., y F son las respectivas funciones de
distribucién asociadas a las leyes determinadas por estas variables aleatorias,
entonces, por el Teorema de Helly-Brey, X, % X si y solo si lgn F.(t) = F(t)
para todo punto t de continuidad de F. Generalmente, lan Cgilvergencia en
distribucién se establece de este modo.



Capitulo 2

Regularidad y Tension

En este capitulo revisaremos algunos aspectos técnicos para introducir méas
adelante la métrica de Lévy-Prohorov y la métrica de Dudley.

Definicién 2.1. Si (S,0) es un espacio topoldgico entonces la o-dlgebra de
Borel en S se define como B(S) = o(O). Algunas veces también se usa la
notacion B(S, O).

Si (S,d) es un espacio métrico, la o-dlgebra de Borel para la topologia
generada por la métrica d es generada por la clase de toda las bolas abiertas
B(z,r),z€ S yr>0.

Definicién 2.2. Sea (S, Q) un espacio topoldgico y i una medida sobre alguna
o-dlgebra F en S. Entonces un conjunto A € F es llamado regular si

p(A) = sup{u(K) : K compacto , K C A, K € F}.

La medida pv es llamada tensa si es finita y S es reqular.
El conjunto A € F es llamado regular cerrado si

w(A) =sup{u(F): F cerrado , F C A, F € F}.

Entonces p es llamada regular (regular cerrada) si todo conjunto en F es
reqular (regular cerrado).

Ejemplo 2.1. Cualquier medida finita sobre B(R¥) es tensa. En efecto, R* es
la union contable de los compactos K,, := {x € R¥ : |[z| <n}, n € N.

Ejemplo 2.2. Sea S el semirayo [0,00) y consideremos O la topologia cuyos
elementos bdsicos son el conjunto vacio 0, los conjuntos de la forma [0,a) U
[1,00), donde 0 < a < 1, y los conjuntos singulares {b}, donde b > 1. Sea F
la o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles sobre S = [0,00), y para cada
A e F, sea p(A) = [, exp(—z)\(dx) donde X es la medida de Lebesque sobre
(S, F).

Bajo estas condiciones p es tensa pero no es reqular. En efecto, los conjun-
tos K, :=[0,2]U[l,00), 0 < x < 1, son compactos, y u(K,) =1+ exp(—1) —
exp(—x); luego, 1 = u(S) = supg,q #(Ky). Sin embargo, el conjunto (1,00)
no es reqular, dado que si K C (1,00) es compacto entonces es finito, por
tanto u(K) = 0.

19
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Ejemplo 2.3. Sean S, O, F y u como el ejercicio anterior. El conjunto [1, 00)
es reqular (de hecho es compacto), pero no es regqular cerrado (F C [1,00) es
cerrado, si y sdlo si F' =1{)). Por otro lado, el conjunto [0, 2] es reqular cerrado
(de hecho es un conjunto cerrado), pero no es regular.

Recordemos que un espacio topolégico (S, Q) se dice que es de Hausdorff
si para cualesquiera dos puntos distintos z y y en S, existen dos conjuntos
abiertos ajenos U y V talesquex € U yy e V.

Teorema 2.1. Sea (S, O) un espacio topoldgico de Hausdorff, F una o-dlgebra
en S y p una medida finta y tensa en F. Definimos la clase

R:={AecS:AyS\A son regulares }.

Entonces R es o-dlgebra. Lo mismo es verdadero si remplazamos regular por
regular cerrado.

Demostracién. Tenemos que S es regular, por hipétesis. Ahora, ) = S\S es
compacto, por tanto es también regular. Luego S € R.

Por otro lado, A € R siy sélo si S\A € R.

Para cada n € N sea ahora A, € R,y A := U2 A,. Sea también € > 0 y
escogemos en JF conjuntos compactos K, y L,, K, C A,, L, C S\A,, tales
que

HANED) < ooy p((S\AD\L) < o,

para cadan € N. Si B,, = J| A,, entonces B,, 1 A. Por tanto existe M € N
tal que

1(Bar) > p(A) — %

Sea K = Uanl K,. Entonces K es compacto y ademds K C A. Por otra
parte

reBy\K=ze€Byyr¢K
=dje{l,. , M}talquer € A;yr ¢ K,Vn=1,..,M
=x € Ajya¢ K, paraalgin j € {1,..., M}
=z € A;\K, para algin j € {1,..., M}

M
=€ U ANK,,

n=1

es decir By \K € UM, A,\K,. De modo que

(Bu) W) = p(By\K) < YA < Yo =5 (1= ) < 5

Entonces pu(By) < u(K) + €/2, luego

u(A) = 5 < pu(By) < 5+ p(K),
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de donde
p(A) — p(K) <e

Esto prueba que A es regular.

Sea L = (.-, L,. Los conjuntos K,, y L, son cerrados, por ser compactos
en un espacio de Hausdorff ([Wil], pdg. 119), luego uniones finitas e inter-
secciones numerables de estos conjuntos son cerradas también. Ahora bien,
L C Ly, y Ly es compacto, entonces L es compacto pues es cerrado ([Will,
pag. 119). Ademss,

(S\ANL =

de donde

1(S\A) — (L) = pu((S\A)\L) < Z (S\A)\Ly) ezzin —€

n=1 n=1
Esto prueba que S\ A es regular. Luego A € R. O

Es facil notar que cualquier espacio métrico (S, d) es un espacio de Haus-
dorff. A partir de este hecho y el teorema anterior, podemos mostrar el enun-
ciado siguiente.

Teorema 2.2. En cualquier espacio métrico (S,d), cualquier medida finita
sobre B(S) es regular cerrada. Si ademds es tensa, entonces es regular.

Demostracion. Sea p una medida de Borel finita sobre S. Sea U C S un abierto
y consideremos el cerrado F' = S\U. Recordemos que d(z, F') := inf{d(z,y) :
y € F'}. Definimos

F,={x:d(z,F)>1/n} VneN.

El conjunto F,, es cerrado, para cada n € N, y F,, 1 U. Entonces la o-algebra
del teorema anterior para regularidad cerrada contiene a todos los abiertos y
por tanto contiene también a B(.S). Luego p es regular cerrada.

Ahora supongamos que p es tensa. Para e > 0 dada, tomamos un compacto
K C S en B(R) tal que pu(S\K) < €¢/2. Y si B € B(S) tomamos un cerrado
F c S tal que pu(B\F) < €/2. Como (5, d) es un espacio de Hausdorff, K es



CAPITULO 2. REGULARIDAD Y TENSION 292

cerrado, asi L := K N F es cerrado, y como L C K, nuevamente dado que
(S,d) es de Hausdorff, L es compacto. Ahora bien, L C B,y

p(B) — (L) = p(B\L)
= u((B\K) U (B\F))
< (B\K) + (B\F)
< W(S\K) + p(B\F)
< €.
Esto prueba que B es regular. O

Corolario 2.1. Si u y v son dos medidas de Borel finitas sobre el espacio
métrico (S,d) tales que p(F) = v(F) para todo cerrado F C S, entonces

= .

Demostracion. Sea E € B(S), entonces, dado que p y v son regulares cerradas,
tenemos que

u(E) = sup{u(F) : F cerrado , F C E}
= sup{v(F) : F cerrado , F C E}
=v(E).

]

Recordemos que un espacio topoldgico (S, Q) es separable si existe un con-
junto denso D C S numerable cuya clausura es S (i.e. D = S). Decimos
también que (S,0) es sequndo contable si la topologia O tiene una base nu-
merable. En un espacio métrico (S,d) ambas propiedades son equivalentes
([Wil], pdg. 112). Un espacio métrico es completo si todo sucesién de Cauchy
en S converge en S. Asi, si K es un subespacio cerrado de un espacio métrico
completo, entonces K es también completo.

Por otro lado, el espacio métrico (S, d) esta totalmente acotado si para toda
e > 0 existe un conjunto finito F' C S tal que para toda x € S existe y € F
para el cual d(z,y) < e. Un espacio métrico (S,d) es compacto si y sélo si es
completo y totalmente acotado ([Wil], pag. 298).

Teorema 2.3. Sea (S, d) un espacio métrico separable y completo. Si pu es una
medida finita sobre B(S) entonces es tensa.

Demostracion. Sea X = {x,}neny un conjunto denso numerable en S. Para
§>0yaxcS,sea el conjunto cerrado By(wr;6) :={y € S : d(x,y) < §}.

Para m € N fija, definimos By := J*_, Ba(xn; 1/m), para cada k € N.
Entonces Ej, 1 S; es decir, S\Fy | 0. Y dado que p es finita, entonces es
continua en el vacio ([Coh], pag 11). Por lo tanto existe k(m) € N tal que

€
1S\ Ey(my) < o
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Sea K = (\°_, Exim) = N, U By(a,;1/m) y sea § > 0. Elegimos
un nimero M € N tal que 1/M < 0. Sea F = {x1, 2, ..., x5} C X. Como

K C Ufn(i/ll) Ed(xn;l/M),_entonces para toda z € K existe j € F tal que
d(zj,z) < 47, esto es z € By(z;;1/M)). Por lo tanto K es totalmente acotado.
Ahora, como Ej,, es cerrado para toda m € N, K es cerrado. De modo que

K es completo, pues (5, d) es completo; entonces K es compacto.
Ahora, S\K = {J,;-_, S\ Ej@m), entonces

p(S\K) < ZN (S\ Ex(m) iim:

Esto prueba que p es tensa. O

Corolario 2.2 (Teorema de Ulam). Sobre cualquier espacio métrico (S,d)
separable y completo cualquier medida finita sobre B(S) es regular.

Ejemplo 2.4. Cualquier medida finita sobre B(R*) es regular.

Daremos ahora una definiciéon y un resultado el cual serd de gran utilidad
posteriormente.

Definicién 2.3. Dadas dos dlgebrasV C D sobre un conjunto S, donde (S,T)
es un espacio topolégico de Hausdorff, y una funcion p definida sobre D finita,
no negativa y finitamente aditiva sobre D, decimos que p es regular sobre V
para D si para todo B € V,

w(B) =sup{u(K): K C B, K € D, K compacto}.

Teorema 2.4. Sea (S,T) un espacio topoldgico de Hausdorff. SiV C D son
dos dlgebras, 1 es finita y finitamente aditiva sobre D, y reqular sobre V para
D, entonces i es contablemente aditiva sobre V.

Demostracion. Si p es finitamente aditiva sobre D, lo es también en V. Supon-
gamos que u no es contablemente aditiva sobre ), entonces no es continua en
el vacio ([Coh], pag 12). Asi, existen conjuntos C; € V, i > 1, tales que C; | )
y u(C;) > 6, para alguna § > 0 .

Ahora, para cada C};, sea K; € D un conjunto compacto tal que K; C Cj,
v u(C;\K;) < §/3". Entonces, para cada n,

H(Kl N K2 n---N Kn> = /L(Cn) — M[Cn\(Kl N K2 n---N Kn)],
pero

C\NEKiNKyn---NK,) = (C\K;)U (C,\Ky)U---U(C,\K,)
C (CH\K1) U (Co\Ko) U - - - U (C\K,),

por tanto

UCNKI N KN - N K] < iu(@\m) < 5(1—1/3") < /2,

=1
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de donde
p(KiN Koo NKy) > p(Cy) —0/2>80—0/2=4/2.

De este modo, si definimos para cada n € N el conjunto J, = KiNKyN---NK,,
entonces J, # (), es un conjunto cerrado (en un espacio de Hausdorff, los
conjuntos compactos son cerrados), y J,11 C J, C K;. Ademas

() 7= K.=0.

neN neN

De donde K; C U, cnyS\Jn = S, esto es, los conjuntos S\.J, forman una
cubierta abierta de K. Pero K; es compacto, entonces dicha cubierta puede
reducirse a una cubierta finita, y dado que S\J, C S\J,11,debe existir un
nimero ng € N tal que K7 C S\J,,,. Asi, Joy = Ju, N K1 = 0, lo cual es una
contradiccion. O



Capitulo 3

Meétricas para Convergencia de
Leyes

En este capitulo introducimos la métrica de Lévy-Prohorov y la métrica
Dudley para el espacio de las leyes definidas sobre un espacio métrico.

Primero introducimos un nuevo conjunto y revisaremos algunas de sus
propiedades.

Definicién. Sea (S,d) un espacio métrico. Para un conjunto A C S ye >0
definimos
A :={y e S:d(x,y) < € para alguna x € A}.

El conjunto A® se conoce como e-vecindad de A.
Proposicién. Sea A C S.
i) El conjunto A es abierto.
ii) El conjunto A® es medible.
iii) A C A,

i) Si0 < e < e, entonces A C A2, Y si Ay C Ay y e > 0, entonces
Af C A5.

v) (S\A%)* C S\A.
vi) Sie>0yd >0, entonces (A€)° C A,

vii) Si F' C S es un conjunto cerrado, entonces ' = ﬂ FYm,

n=1

viti) Si P es una ley sobre S y A es un conjunto de continuidad para P,
entonces para cada € > 0 existe 0 < § < € tal que

P(ANA) <e y  P((S\A\(S\4)) <e.

25
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Demostracion. i). Si y € A€, entonces existe z € A tal que d(z,y) < €. Sea
d=¢€—d(x,y) >0.8Size Byy;9),

d(z,z) < d(z,y) +d(y,r) < e —d(x,y) +d(y,x) = ¢,

luego z € A°. Por tanto By(y;d) C A°.

ii). A es abierto, luego es medible.

iii). Siy € A, entonces d(y,y) = 0 < ¢, por tanto y € A“.

iv). Siy € A, entonces para alguna x € A se tiene que d(y,z) < €; < €,
luego d(y,x) < €, por tanto y € A. Ahora, si © € A entonces existe y €
Ay C As tal que d(z,y) < €, luego x € AS.

v). Sea y € (S\A9)S, entonces existe z € S\A® tal que d(y,z) < €. Si
suponemos que y € A, entonces x € A€, lo cual es una contradicciéon, por
tanto y € S\ A.

vi). Siy € (A°)°, entonces existe x € A€ tal que d(y, r) < §. Luego, también
existe z € A tal que d(z, z) < €. Por tanto

d(y,z) <d(y,z) +d(z,z) < e+,

de modo que y € At

vii). Sea F' C S un cerrado. Entonces F' C FY" para toda n € N, luego
FC N, FY". Ahora bien, si z ¢ F, entonces existe 7 > 0 tal que z € By(x;r) C
S\F. Sea N € N tal que 1/N < r, entonces para toda y € F, d(z,y) > r >
1/N, luego = ¢ F'/V_ por lo tanto = ¢ N, F'/".

viii). Sea P una ley sobre S y A un conjunto de continuidad para P.
Entonces S\ A es también un conjunto de continuidad para P (dado que A =

0 S\A). Por el inciso anterior a 1Ay S\Al/n 1 S\A. Si € > 0 entonces
existe n tal que

P(AY™A) = P(AY") — P(A)
< P(A"") - P(4)
— p(A"") — P(4)
= P(A"MA) <,

y del mismo modo, para alguna m,
P((S\A)Y™\(5\4)) < e.
Sea 0 < 0 < min{1/n,1/m,e}, entonces

P(AN\A) <e v P((S\A)’\(S\A)) <e.
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3.1. Meétrica p de Lévy-Prohorov

Definicién 3.1.1 (Métrica de Lévy-Prohorov). Si P y Q son leyes sobre el
espacio métrico (S,d), definimos

p(P,Q) :=f{e>0: P(A) <Q(A) +e VAeB(9)}
Observacién 3.1.1. Si e = 1, entonces
P(A) <1<Q(AY) +1,

para todo A € B(S). Luego, la expresion para p tiene sentido. Y ademds
p(P,Q) < 1.

Teorema 3.1.1. Para cualquier espacio métrico (S,d), p es una métrica sobre
el espacio de todas las leyes sobre S.

Demostracion. En primer lugar, es claro que p(P, Q) > 0. Por otra parte, dada
la Observacion 3.1.1, tenemos que p(P, Q) < 1 < o0.
Ahora, como A C A€ para todo A € B(S) y para toda € > 0, tenemos que

P(A) < P(AY) < P(A)4+e¢ VYAeB(S) y Ve>0,

por lo tanto p(P, P) = 0.
Supongamos que p(P, Q) > 0, y sea € > 0 tal que p(P,Q) > e.
Entonces existe A € B(S) tal que

1 — P(S\A) = P(A) > Q(A) + ¢ = 1 — Q(S\A°) + e,

de donde

QIS\AT) > P(S\A) + € > P((S\A)) + ¢,
por lo tanto p(@Q, P) > p(P, Q). Luego p(Q, P) > 0, y si intercambiamos los
papales para P y @ en todo lo anterior, entonces p(P, Q) > p(Q, P), por lo
tanto p(P, Q) = p(Q, P). Ademés, si p(P, Q) = 0, entonces p(Q, P) = 0, luego
p(P,Q) = p(Q, P).

Sea F' C S un conjunto cerrado. Si suponemos que p(P,Q) = 0, entonces
para cada n € N, existe € > 0 tal que e < 1/ny P(F) < Q(F¢) + €. Por tanto
FeCcF'Ury

P(F) < Q(F) +¢ < QF'") +
Sin — oo, P(F) < Q(F). Intercambiando los papeles de P y @, entonces
Q(F) < P(F). Luego P(F) = Q(F). Entonces P = @ (Corolario 2.1).

Ahora, si M, Py @ son leyes sobre S, p(M, P) < ey p(P,Q) < ¢, entonces

para cualquier A € B(S), se tiene que

M(A) < P(A) 4+ € < Q((A)) + 0+ € < QAT + e+,

de modo que p(M, Q) < e+ J. Entonces haciendo € | p(M,P) y 6 | p(P,Q),
tenemos que

p(M,Q) < p(M, P) + p(P,Q).
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Ejemplo 3.1.1. Para dos masas puntuales, ¢, y J,, tenemos que

p(05,9,) = min{d(x,y),1}

Demostracidn. Sea e > 0 tal que 6,(A) < 6,(A°) +¢, para toda A € B(S). Por
la Observacion 1, podemos suponer que 0 < € < 1. En particular tenemos que
para x € A, entonces

1 =0,(A) < 0,(A°) +e. (3.1)
Si A = {z}, entonces y € A° siy sélo si d(z,y) < € < 1. Por lo tanto si
sucede que d(x,y) > 1, entonces y ¢ A€, se sigue de (3.1) que ¢ = 1. Luego
p(0z,9,) = 1 = min{d(x,y),1}. Por otra parte, si d(z,y) < 1 y suponemos
que € < d(z,y), entonces y ¢ {x}¢, luego de (3.1), 1 < e < 1, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto d(z,y) <€, de donde d(z,y) < p(ds, dy).

Sin > d(z,y) entonces d(x, z) < d(x,y)+d(y, z) < n+e.Elegimos A = {z},
por tanto d(y,z) < e.Entonces d(z,y) < p(dz,d,) Si existe n tal que d(z,y) <
n < p(dz,9,). Entonces para algin A € B(S), d,(A) > §,(A") + n. Entonces
0:(A) =1y 6,(A") =0. Estoesz € Ay y ¢ A" por tanto d(y, z) > n para
toda z € A, en particular d(z,y) > n. Lo cual es una contradiccién. Por tanto
p((sxady) :d(x>y) :min{d(x7y>71}' [

En general no resulta sencillo manejar la métrica de Prohorov, sin embargo,
un caso relativamente facil es cuando las leyes en cuestion derivan de ciertas
distribuciones uniformes.

Ejemplo 3.1.2. Sea ¢ > 0.S5i P, denota la ley derivada de una distribucién
uniforme sobre (0, z), entonces

p(P17P1+6) =

€
2+¢€

Demostracion. Primero observamos que si 0 < x <y ysi A C (0,z) es un
conjunto de Borel, entonces P,(A) < P,(A), dado que f,(z) = i <1=r.(z2),
para todo z € (0, ), donde f, y f, son las respectivas funciones de densidad
para las distribuciones uniformes.

Sea 0 < § < €. Denotemos I = (0,1). Si E C I entonces

P\(I\E)® ¢ [IP\(I\E)’]’ c I°\(I\E) = E.
En particular, si £ = I\F, donde F' C I es un conjunto de Borel,
I°\F° C I\F. (3.2)

De este hecho y de la observacion hecha arriba,
P (I\F°) < Py(I\F) < Prys(I\F) < P(I\F).
Luego,
Pi(F) = Piye(F°) = 1 = P(I\F) = [Pr(I°) = Pry(I°\F?)]
=1— P o(I°) + P (I\F°) = Pi(I\F)
<1— P ().
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En general, sea F' un conjunto de Borel en R. Tenemos,

Pi(F) = P (F°) = PI(F N I) = Py (F)
<P(FNI)— P [(FNI))
< 1= Pr(I).

1490 €—9
En términos precisos, 1 — P .(I°) =1 — = . Por tanto,
b 1+e(1°) 1+e 1+e

€e—0
1+¢€

Pi(F) — Pii(F°) <

para todo F' € B(R)

3.2. Meétrica § de Dudley

Para toda funcién f : S — R, definimos

151l = sup { LT L

la cual llamaremos semi-norma de Lipschitz. También definimos
1fllsr = I fllsc + 1 fllz,

la cual, en el espacio BL(S,d) de todas las funciones tales que || f||pr < oo,
sré llamada norma de Lipschitz-acotada. (Ver Apéndice A).

Definicién 3.2.1 (Métrica § de Dudley). Si P y @ son dos leyes sobre S, y
f:9 =R es una funcion medible, entonces definimos

[ i -q = [ rar- [ saq

siempre y cuando alguna de las dos integrales exista. También definimos

B(P,Q) = sup {’/fd(P - Q)’ N fllsr < 1} .

Teorema 3.2.1. Para cualquier espacio métrico (S,d), 5 es una métrica sobre
el conjunto de todas las leyes sobre (S, B(S5)).

Demostracion. En primer lugar, si || f|| gz < 1 entonces || f||o < 1, por lo tanto

OS’/fd(P—Q)’§‘/fdP‘Jr'/fdQ’§/|f|dP+/|f|dQ§2<oo,

asi 0 < B(P,Q) < 2 < 0.
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Ademas,

- al-| s 1| - f || fra-

por lo tanto (P, Q) = B(Q, P).
Si M, Py @ son tres leyes sobre S'y || f|lsr < 1, entonces

[ i -q = [ gap~ [ raq
/fdP /fdM+/fdM /fdQ

/fdP M) + /fdM Q),

Y

de modo que

]/faP—Q‘ V}dP M'+U}wM—QW

por lo tanto (P, Q) < 5(P, M) + 5(M, Q).
Supongamos ahora que (P, Q) = 0. Sea F' un conjunto cerrado y con-
sideremos f,,(z) := min{l, md(x, F')} para cada m € N. Tenemos que para

TF#y
|d(ZL‘,F) - d(y7F)| < d(ﬁ,y),

por lo tanto

|md(z, F) — md(y, F)| <
d(z,y) -

de modo que |md(-, F)| . < m.
Por otro lado

[ fmllse = [l fmllL + [ frmllo
< méax{||md(-, F)||L, |1} + 1 (Teorema A.1)

<m-+1.

Entonces si consideramos f;, := m;—i-l fm tenemos que ||f! ||gr <1y

sl [ al-| rar o] -

[ uir = [ fuda

y dado que f,, T 1y, donde U = S\ F', entonces

PQU:/LMPz/LMQZQWL

luego P(F) = Q(F). Entonces, por regularidad (Corolario 2.1) P = Q. O

de donde
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Ejemplo 3.2.1. Sea (S, d) un espacio métrico y =,y € S. Entonces

d(z,y)

B(0z,0y) = W

Demostracién. Si x =y, entonces d(x,y) = 0y 5(0s,6,) = 0, asi el resultado
es obvio. Supongamos ahora que x # y. Primero observamos que si £ € S'y
f S — R es una funcién tal que f = 1, donde A C S es medible, entonces

/ F(2)0(dr) = e(A) = 14(€) = (€).

De donde puede concluirse que para toda funcién medible f: S — R,
[ r@ietn = 1(6)

Por lo tanto 5(6,,d,) = sup{|f(z) — f(y)| : | fllzr < 1}.

Ahora hagamos otra observacién. Si || f||sr < 1, entonces

|f(x) = fy)]
d(z,y)

| fllos + <1,

de donde
1f (@) = F)] < d(z,y) (1= [1fll)-

Para facilitar notacién, hacemos € = d(z,y)/(3d(z,y) + 1). Por lo tanto
0<e<2y (1 — %e)d(:ﬂ,y) = ¢. Definimos ¢g : S — R como

o(s) =min {e. (1= 3] s |

Entonces 0 < g(s) <e€, g(y) =0y g(z) =e.
Por otra parte, ||g||, = (1 — %e) En efecto, si s,t € S y suponemos primero
que g(t) = (1 — 3e)d(t,y), entonces

o(6) = 9(0) < (1= e dtsc) = (1= 3¢ dte)
= (1= 5¢) @) - dte.p)
< (1 _ %e) d(s,1) (designaldad del trigngulo),

y si g(t) = €, entonces

gt —g(s) <e—e=0< (1 _ %e) d(s,t).

Intercambiando los papeles de t y s concluimos que

966) ~ 901 < (1= 3¢) dts.0),
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luego, si s # t,

— 1
o(s) =9l _, 1,
d(s,t) 2
Y cuando t = x y s = y esta cota se alcanza:
— 1
g(@) —g)l _, 1
d(z,y) 2

De manera que ||g|l, =1 — 3e.

Definimos ahora la funcién  : S — R dada por h(s) = g(s) — 3e. Entonces,
por lo anterior, ||h|j« = 3¢ y dado que |h(s) — h(t)| = |g(s) — g(t)], se sigue
que ||k =1 — fe. Asi,

1 1
1hllze = hlloo + 1Pl = 5e+1 = Se=1.

Ademas,

a) = bl = ¢ = (1= 3¢ dlov) = (1 = [lodae, ),

Ahora, si para otra funcién f : S — R tal que ||f|lgpr < 1 se tiene que
|f(x) — f(y)| > €, entonces || f|loo > €/2 (de lo contrario, i.e. ||f]ls < €/2, se
seguiria que | f(z) — f(y)| < ¢, lo cual es una contradiccién). De manera que

< 1f(e) = £0)] < dlan)(1 - 1f11) < (1 3¢ dlov) =

Asi, concluimos que 5(d,,d,) = €. ]

3.3. Convergencia para las métricas p y (8

Antes de continuar, hacemos un par de observaciones méas respecto a los
conjuntos A€.

Proposicién 3.3.1. 5i FF C S y € > 0, entonces existe una funcion g €
BL(S,d) tal que
1p(z) < g(r) <1p(z) VzeS.

Mids atin, ||g|lpr <1+ ¢ L.

d(z, F
Demostracion. Definimos g(x) := max {O, 1-— (= )} Entonces
€
lgllsz = llgllz +1lglloc
< Hméx{(),l— LA
€ L
d(-, F
< H1—<’—) +1 (Teorema A.1).
€ iz
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Si x # y, entonces

d(z,F)
I e ( )! 1
d(z, T €
(-, F 1
por lo tanto Hl — M' —. Luego ||g|lpr < £ +1 < oco. Entonces g €
e |l T €

BL(S,d).

Ahora, si x ¢ F, entonces 1p(z) = 0 < g(x). Y si x € F, entonces
d(xz, F) =0, por lo tanto g(x) =1 = 1p(z).

Si x ¢ F€, entonces d(z,y) > €, para toda y € F, por lo tanto d(x, F') > e,
luego 1 —d(z, F')/e <0, por lo tanto g(z) =0 = 1pc(z). Y si x € F°, entonces
g(x) <1 =1p(x). O

Teorema 3.3.1. Si P y Q son leyes sobre S, entonces p(P, Q) < 23(P,Q)"2.

Demostracion. Si P = @), entonces de forma inmediata

0=p(P,Q) <28(P,Q)"*=0

Supongamos por lo tanto que P # Q. Sea A € B(S) no vacio y € > 0. Con-
sideramos

g(x) == max<0,1—
g < 14, de donde

dlx, A
(@, )}7 entonces ||g|lpr < 1+ e !y ademds 1, <
€

Q) = [1uda < [ giq
Ahora,

/ng:/ng—/gdP+/gsz/gdP—(/gd(P—Q)),

por lo tanto

/ngzvng‘s‘/gdp‘+'/gd<P—Q>‘:/gdm'/gd(P—Q)‘-

Pero,

[ a2~ @)| =gl

/ HgﬁBLd(P_ Q)‘ <IlgllsLB(P,Q) < (1+¢ HB(P,Q),
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y ademas
/gdP < /lAedP = P(A9),

de este modo
Q) < [ 9dQ < PLAY + (14 € DA(P.Q)
Sie> (14 1)B(P,Q), entonces
Q(A) < P(A) +c.

por lo tanto p(P, Q) < e.
Ahora, sie < a:= (1+€¢1)B(P,Q), entonces A° C A%, de donde P(A¢) <
P(A%), por lo tanto
Q(A) < P(A%) +a,

entonces, p(P,Q) < a = (1+¢1B(P,Q).
Lo anterior prueba que

p(P.Q) < mix{e, (1 + ¢ B(P.Q))}.
Entonces si escogemos € tal que 3(P, Q) < €2, se tiene que
1+ eBPQ) < e+,
de donde
p(P,Q) < max{e,(1+ e HB(P,Q)} < méx{e, e+ e} = e+ .

Ahora, elegimos exactamente €2 = 3(P, Q). Si B(P,Q) < 1, entonces € < 1,
luego € + €2 < 2¢, por tanto

p(P,Q) < 2e = 23(P,Q)Y?.
O

Teorema 3.3.2. Sea (S,d) un espacio métrico completo separable y P,, P
leyes sobre (S,B(S)). Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) P, 5 P
(b) /fdPn — /fdP, para toda f € BL(S,d).

(¢c) B(P,, P)— 0.
(d) p(P,, P)— 0.
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Demostracion. (a) = (b). Si M = ||f||sL < oo, entonces || fllc < M y
Il fllz < M, por lo tanto f es acotada y ademés
[f(z) = f(y)l

<M, paratodaz,y€S, z#y,
d(z,y)

de donde se sigue que f también es continua, por tanto f € Cy(.S). De aqui se
sigue (b).

(b) = (c). Sea € > 0. Por el Teorema de Ulam (Corolario 2.2), podemos
escoger K C S compacto tal que P(K) > P(S) —e¢ = 1 —e. Dado que
Br = {f € RE . ||f|lgr < 1} esté totalmente acotado (Lema A.2), entonces
existe un conjunto finito {f1,..., fr} C Bx tal que para toda f € By existe

JgeA{l, ..., r}tal que ||f — fillo <€ ie sup,cx | f(2) — fi(2)] < e
Ahora, si x € K¢y y € K es tal que d(x,y) < ¢, entonces
|f(z) = fi(@)| < |f(2) = F)l + [f ) = [+ 1f5(y) = fi(2)]

< |[[fllzd(z,y) + e+ |l f;lld(z, y)
< 3e,

por lo tanto sup{|f(z) — f;(z)| : v € K} < 3e.
Por otro lado, si consideramos g(x) := méx{0,1 — d(z, K)/e} (por tanto
1x < g < 1ke), entonces para n € N suficientemente grande, tenemos

/gdP—/gdPn<e,

1—26:1—6—6<P(K)—6:/gdP—e</gdPng/lKedPn:Pn(KE),

de donde

de modo que 1 — P,(K*¢) = P,(S\K°) < 2e.
Si f € Bg y f; como antes, tenemos que

‘/fd(Pn—P)‘:'/fdpn—/fden—f-/fde—/fdP-i—/fden—/fjdp‘
=| [ = tar= [ir=par+ [ gae, - p)
S/If—fjldPn+/|f—fjldP+‘/fjd(Pn—P)’
:/\f—fj]d(PnJrP)Jr‘/fjd(Pn—P)‘.
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Pero,

Jit= e =p= [ 1= gl P+ [ =gl p)

S\K¢

<3e/ d(P, + P) + /S\Ke\f\d(P +P)—|—/S\KE |fild(P, +

(/dP +/dP)+2/S\KEd(Pn+P)

= 6e + 2[P,(S\K°) + P(S\K°)]
< 6e + 2[2¢ + €]
= 12e.

Y si eleginos n adecuadamente grande, entonces

/fjd(Pn - P)‘ < €, por

tanto

‘/fd(Pn_P)‘§13€a

de donde se sigue (c¢).
(¢) = (d). Para leyes P, y P tales que 8(P,,P) — 0 (n — o0), tenemos
que

1/2
0 < lim p(P, P) <2 (lim B(PH,P)> —0,

n—o0 n—oo

por lo tanto p(P,, P) — 0 si n — oo.

(d) = (a). Sea A un conjunto de continuidad para P y ¢ > 0. Entonces
tomamos 0 < § < € tal que P(A°\A) < e y P(A®\A°) < e. Como p(P,, P) —
0, entonces elegimos n € N tal que p(P,, P) < ¢, entonces para alguna 0 <
1 < 0 tenemos que

P, (A) < P(A") 4+ 1 < P(A°) 4+ 0 < P(A) + e+ e = P(A) + 2,
y del mismo modo se prueba que
P,(A%) < P(A®) + 2e.

De esta manera

|P,(A) — P(A)] < 2,
luego P,(A) — P(A). Y por el Teorema de Portmanteau (Teorema 1.3.1),
P, 5 P. O

Corolario 3.3.1. Supongamos que P, y P, son leyes sobre el espacio métrico
completo separable S tales que P, £ Py y para cada n, Py £ P,, entonces

existe una subsucesion Py tal que Py £ P.

P)
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Demostracion. Sea € > 0. Entonces existe N € N tal que 5(P,, Py) < €/2,
para toda n > N. Pero para cada n > N también existe k(n) € N tal que
B(Pok, Pn) < €/2 para toda k > k(n). De modo que

B(Prkn)» Fo) < B(Prkny, Pn) + B(P, o) <€, ¥Yn2>N,

de donde se sigue que P £> F. O

Corolario 3.3.2. Sea (S,7T) cualquier espacio topoldgico separable (con un

subcongunto denso contable). Supongamos que las leyes P, L P sobre S Y que
F es una familia de funciones equicontinuas uniformemente acotada. Entonces

c ‘
P, = P uniformemente sobre F, esto es,

lim Sup{‘/fd(Pn—P)‘ fe .7:} =0.
n—oo
Demostracion. Sea d(x,y) := sup{|f(z) — f(y) : f € F} para cada x,y € S.
Entonces d es una pseudométrica sobre S.

En efecto, en primer lugar, como la familia F es uniformemente acotada,
existe 0 < M < oo tal que ||f|lo < M para toda f € F. De modo que

0<[f(x) = fW)I < [f(@)]+|f(y)| <2M < o0,

para toda f € F y para todo z,y € S. Entonces 0 < d(z,y) < oo para todo
x,y €S.

Por otra parte, es claro que d(z,y) = d(y,z) y d(x,z) = 0 para todo
x,y €8.

Ahora, si x,y,z € Sy f € F, entonces

[f(2) = ) < |f (=) = fW)l + [ (y) = F(2)],

de donde se sigue que d(zx, z) < d(z,y) + d(y, z).

Finalmente, si d(z,y) = 0, entonces |f(z)— f(y)| = 0, es decir f(z) = f(y),
para toda f € F, pero esto no implica necesariamente que x = y.

Pero podemos definir la relaciéon E como

tEy &  d(z,y)=0.

Entonces F es de equivalencia. En efecto, dado que d(z, x) = 0, entonces zEx
para toda x € S. Y si zEy entonces d(y,z) = d(z,y) = 0, luego yEx. Por
ultimo, si xFy y yFz, entonces

0<d(x,z) < dx,y)+dy, z) =0,

luego zFEz.

Sea T := S/E el espacio cociente de esta relacién de equivalencia y sea
G : S — S/E el mapeo natural (tal que a cada = € S le asigna su clase de
equivalencia Gz). Sobre T' definimos e(Gz, Gy) := d(z,y). Entonces e es una
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métrica sobre T. En primer lugar, es claro que 0 < e(Gz,Gy) < oco. Ahora,
e(Gx,Gz) =0y
e(Gz,Gy) = d(z,y) = d(y,z) = e(Gy, Gx).
Ademas,
e(Gr,Gz) = d(x,z) < d(z,y) +d(y, z) = e(Gz, Gy) + e(Gy, Gz).

Por tltimo, si e(Gz,Gy) = 0, entonces d(z,y) = 0, luego x € Gy (o si se
prefiere y € Gz), por tanto Gx = Gy.

Para cada f € F, definimos la funcién hy : T — R como h¢(Gz) = f(x).
Y consideramos la clase H := {h; : f € F}. Entonces H es una clase de
funciones uniformemente equicontinua y acotada. En efecto,

|hp(Gz) — hy(Gy)| = |f(z) — f(y)| < d(z,y) = e(Gx, Gy),

entonces, si para € > 0 se tiene que e(Gz,Gy) < e, entonces |hs(Gzx) —
hy(Gy)| < e. Y por otra parte,

I#oflloc = sup{hs(Ga) : G € T}

=sup{f(z) : z € S}
<M,

para toda hy € H.

Entonces podemos suponer que d es una métrica.

Ahora, (5, d) es separable. En efecto, consideremos D un subconjunto denso
en (S,7).Seax € Sye>0.Como F es una familia de funciones equicontinua
entonces existe una vecindad abierta U de x tal que

[f(z) = fly)l<e VieF Vyel,

por lo tanto

d(z,y) = sup{|f(z) — f(y)|: f€ F} <e VyelU,

entonces U C By(x;€). Ahora, como D es denso en el espacio topolégico (S, T),
entonces existe z € D tal que z € U, luego z € By(x;¢€). Por lo tanto D es
denso en en el espacio métrico (S, d). De modo que (.S, d) es separable.

Entonces si consideramos la norma Lipschitz respecto la métrica d, tenemos
que para f € F,

Il = Iflle + [[fllse < [1fllz + M,
pero como |f(z) — f(y)| < d(x,y) entonces || f||L < 1, de modo que

Hf“BL S 1 +M>
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para cada f € F. Ahora,

Sup{‘/fd(Pn—P)‘:fef}:(1+M)-sup{‘/1+fMd(Pn—P)‘:fE}"}

< s f| [ rae, - P 171 < 1
— (14 M) (P, P),

y por el teorema anterior, (parte (a) = (¢)), tenemos que

h;m sup{‘/fd(Pn—P)’ :fEf}zO



Capitulo 4

Teorema de Prohorov

Finalmente, en este capitulo concluimos con la exposicién del Teorema de
Prohorov, el cual afirma las condiciones suficientes para que el espacio de las
leyes sobre (S, d) sea completo bajo las métricas p y 3.

4.1. Teorema de Le Cam

Definicién 4.1.1. Una familia P de leyes sobre un espacio topolégico (S, O)
es uniformemente tensa sii para toda € > 0 existe K C S compacto tal que

P(K)>1—g¢,
para toda P € P.

Observacién 4.1.1. Una ley P sobre S es tensa si y solo si la familia {P}
es uniformemente tensa.

Ejemplo 4.1.1. La sucesion de leyes {0, },>1 no es uniformemente tensa en R.
En efecto, sea e = 1. Si K C R es compacto entonces es acotado; asi podemos
escoger ng > 1 tal que n ¢ K. Luego 0,,(K) =0=1—e.

Lema 4.1.1. Si (S,d) es un espacio métrico y K es compacto en (S,d), en-
tonces K es separable.

Demostracion. Si K es compacto, entonces es totalmente acotado. Luego, para
cada n € N, existe un subconjunto finito F,, C K tal que para todo x € K,
existe y € F, tal que d(z,y) < 1/n. Sea F' = |J,, F,,. Entonces F es denso
numerable en K. En efecto, si € > 0, entonces existe N € N tal que 1/N < ¢,
luego, para todo x € K existe y € Fy C F' tal que d(z,y) < 1/N <e. ]

Teorema 4.1.1 (Teorema de Le Cam). Sea (S, d) un espacio métrico y supong-

c
amos que P, = Py, donde P, es una ley tensa, n = 0,1,.... Entonces la
sucesion { P, }n>0 es uniformemente tensa. Si (S,d) es separable y completo,
entonces cualquier sucesion convergente de leyes sobre S es uniformemente
tensa.

40
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Demostracion. Sea n > 0. Para cada m € N existe un compacto K,,, C S tal
que

1 — Py(Kpm) = Po(S) — Py(Ko) < %

De modo que si K, = J,,, Knm, entonces P, (K,) = 1.

Ahora K, es separable (por compacidad), para cada n y cada m. Entonces
K =U,K, =U,U, Kun lo es. Por lo tanto, si T := K, entonces T es
separable. Ademads, P,(S\T) = 0, para toda n > 0.

Sea f : T — R continua y acotada. Por el Teorema de Tietze ([Wil], pag
103) existe una funcién g : S — R continua y acotada tal que g|r = f. Ademas,
como T es cerrado, entonces T' € B(.S), por lo tanto B(T") C B(S). Tenemos

entonces que,
/ fdpP, = / gdP,
T T

_ / gdP, + / ¢dP,
T S\T

= / gdP,,
s
para toda n > 0. Luego,

/ fdp, = / gdP, — / gdPy = / FdPy0.
T S S T

Esto es, las leyes P, restringidas a T' convergen a la misma ley F,.
Sean M y () cualesquiera de las leyes P,, n > 0. Definimos

Fs(M,Q):={e>0: M(A) <Q(A)+¢, VA€ B(S)} v
Fr(M,Q) :={e>0: M(A) <Q(A°) +¢, VA e B(T)}.
Entonces Fs(M, Q) C Fr(M, Q). Por lo tanto
inf Fr(M,Q) = pr(M,Q) < p(M,Q) := inf Fs(M, Q).

Supongamos que pr(M, Q) < p(M, Q). Entonces existe 0 < n € Fr(M, Q) tal
que

Por lo tanto, para algin B € B(S) se tiene que M(B) > Q(B") 4+ 1. Pero
M(B) = M(B N (S\T)) + M(B\(S\T)) = M(BNT),
y como BNT C B, se sigue que (BNT)" C B", luego
M(BNT)>Q(B") +n=Q(BNT)")+1n,

y como BNT € B(T), entonces n ¢ Fr(M,Q), lo cual es una contradiccion.
De modo que p(M, Q) = pr(M, Q). Esto es, la métrica p se preserva.
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Entonces, como P, £ P, sobre el espacio métrico separable (7', d), tenemos
que
p(Pn, By) = pr(Pn, Py) >0 si n— oo.

Ahora, dada € > 0 escogemos un compacto Ky C S tal que Py(Kp) > 1 —e.
Para cada n € N definimos

§(n) :=inf{6 >0: P,(KJ) >1—¢}.

Supongamos que §(n) no converge a 0. Entonces existe n > 0 y una subsucesion
n(k) tal que
d(n(k)) >mn, paratoda k € N.

Entonces
Poy(K{) <1 —€ < Py(Ky) paratoda ke N.

Sea 0 < v < min{n, Py(Ky) — (1 — €)}. Tenemos que

Py (Kq) +7 < Pay (Kg) + Fo(Ko) — (1 —€)
<1—c+ Py(Ko) — (1—e)
= P0<K0)7

esto es, P (K() +7v < Py(Ko), para toda k € N. Por lo tanto
v < ,O(Pn(k),P(]), Vk e N,

de donde p(P, ), ) no converge a 0, lo cual es una contradiccion. Entonces
d(n) — 0. Definimos ahora

0 < a(n) :=méix{1/n,d(n)}, paratodan € N.

Entonces a(n) — 0.
Por otro lado, como d(n) < a(n) < 2a(n), entonces para algin 0 < § <
2a(n),
1 — €< Py(K}) < Po(Kg™™).

Escogemos ahora compactos K, C K2 con P.,(K,) > 1—¢€ Sea L :=
U,,>0 Kn- Entonces L es un conjunto compacto. En efecto, si {z,,} es una
sucesién L, entonces pueden suceder dos cosas:

I). Existe una infinidad de indices m para los cuales z,, € K, para algiun n
particular. En tal situacién, existe una subsucesion de tales indices convergente
a algin punto en el compacto K, particular.

II). ({@m }men) N K, son finitos, para toda n > 0. Entonces debe existir una
subsucesion n(k), con n(k) — oo si k — oo, tal que ({@p tmen) N Knwy # 0,
para toda k € N. Escogemos x,,x) € Ky), para toda k € N. Como K, C
K?«(k) “entonces existe y, € K, tal que

ATy, Yi) < 20(n(k)), VEeEN, (4.1)
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y como K es compacto, entonces existe una subsucesion yy ;) tal que yx) —
y € Koy C L, j — oo. Entonces, usando (4.1),

0 < d(@m@()) Y) < A Tm@i))s Yri)) A Yr), ¥) < 20(n(k(4)))+d(yry), y) — 0,

cuando 7 — oo.
En cualquiera de estos dos casos, existe una subsucesién de {x,,} conver-
gente en L. Luego L es compacto.
Y por otra parte,
P,(L) > P,(K,) >1—c¢,

para toda n > 0. Entonces {Fp, Py, ...} es uniformemente tensa.

Ahora supongamos que (S,d) es separable y completo. Entonces por el
Teorema 2.3, toda ley sobre S es tensa, luego, por lo hecho arriba, cualquier
sucesion de leyes convergente es uniformemente tensa. O]

Corolario 4.1.1. Cualquier sucesion de leyes P, L P sobre B(R*) es uni-
formemente tensa.

Demostracién. Por el Ejemplo 2.1 , las leyes P,, n € N, y P son tensas; y R¥
es seprable y completo, entonces, por el teorema anterior la sucesion de leyes
{P, }nen es uniformemente tensa. n

4.2. Teorema de Prohorov

El siguiente resultado relaciona tension uniforme con las dos métricas para
leyes ya tratadas, la métrica de Prohorov p, y la métrica Lipschitz-acotada-dual
(de Dudley) 5.

Teorema 4.2.1. Sea (S,d) un espacio métrico separable y completo. Sea A
una familia de leyes sobre S. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

i) A es uniformemente tensa.

i) Cualquier sucesion P, en A tiene una subsucesion P,y convergente en
ley a alguna ley P sobre S.

ii1) Para la métrica  sobre el conjunto de todas las leyes sobre S, A tiene
una cerradura compacta. Lo mismo es cierto para la métrica p.

iv) A es totalmente acotado para 5. Lo mismo es cierto para la métrica p.

Demostracion. i) = ii). Para cada m € N existe un compacto K, tal que

P(K,)>1—~ vPeA

m
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Sea {P,} una sucesion de leyes en A. Para cada m € N el espacio de
funciones continuas C'(K,,) = Cy(K,,) con norma supremo es separable (Sea
D,, € C(K,,) un conjunto denso numerable. Entonces

({frn)

€
es una sucesion en el producto cartesiano contable
Ly = ][] [inf f,sup f],
feDTYL

de intervalos compactos en R. Ahora, L,, con la topologia producto es com-
pacto (Teorema de Tychonoff, [Wil], pdg 120) y metrizable ([Wil], pdg 161).
Entonces existe una subsucesion

/o).,

convergente en L,,. De modo que /fdPn(j) converge, cuando j — co, para

toda f € D,
Ahora, si f € C(K,,) y € > 0, entonces escogemos una funcién g € D,, tal
que dsyp(f,9) < €. Por lo tanto

[f(2) —g(x)] <€ Ve Ky,

S/ |f —gldPy) <,

—€< Mﬂm—/ 9dPag) < €
Km

Km

entonces

/ Mﬂw—/ 9Py
m Km

es decir

:/ (f = 9)dPu)

m

de modo que

fdP e +/ gdPn(j) (4.2)

Km

—€+/ gdPn(j) < fd n(j)s (4.3)

entonces de (4.2) tomamos limite superior cuando j — oo,

lim sup JdP,;) < e+ lim / fdP,) < oo,
Jj—oo Ko

j—00 Km

y de (4.3) tomamos limite inferior cuando j — oo,

e+ lim fdP,;y < liminf fd n(j)»

Jj—00 Km j—00
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de modo que

Jj—0o0

j—o0

0 <lim sup/ fdP,;) — lim inf/ fdP,;) < 2e.
m K’IYL

Por lo tanto / fdP,; converge cuando j — oo, para toda f € C(K,,).

m

Ahora consideramos la sucesion

{frr} )

en el producto cartesiano contable H L,, = H H [inf f,sup f], el cual, de
m2>1 m>1 f€Dm,
la misma manera, es compacto y metrizable. Por lo tanto existe una subsuce-

sion
{{ / f dPn(j)} }
fE€Dm m>1 je

convergente (j — 00). Por lo tanto {/fdPn(j)} converge (j — 00) en
f€Dm

N

N

L,, para toda m > 1. Por lo tanto /fdPn(j) converge (j — o0), para toda
f € D,, y para toda m > 1. Entonces, repitiendo el argumento del parrafo
anterior,

m > 1.
Ahora sea f € C(S). Entonces para cualquier j > 1y m > 1,

/ fdPy) — / fdP) / fdP)
S Km S\Km

g/ fldPa;
S\Km
< lloe Pty (S\ )

fdP,) converge (j — oo) para toda f € C(K,,) y para toda

Wl
m
de modo que
lim sup / fdP,) < 1o + lim fdP,)
j—oo  JS m I70 K,

Il , 4o P, <t [ fiP,g,
S

m j—o0 Km j—o0
por lo tanto

0< h’msup/fdPn(j) —liminf/fdpn(j) < ollflle.
S s

j—o0 VERES m
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para toda m > 1. Por lo tanto /fdPn(j) converge (j — oo) para toda f €

Cy(S). Este limite es denotado poi L(f).

Notamos que Cy(S) es una lattice vectorial de Stone. En efecto, si f,g €
Cy(S) v ¢ € R, entonces las funciones c¢f +g¢g, f Agy fV g son reales continuas
y acotadas, es decir c¢f +¢g, fAgy fV g€ Cy(S). Luego Cp(S) es un espacio
vectorial real. En particular, si g = 1, entonces g € Cy(s) y fALl = fAgé€E
Cy(S), para toda f € Cy(S5).

Ademas, el operador L es una pre-integral de Cy(S) a R. En efecto, L es

lineal, pues es un limite. Si f > 0, entonces / fdP,y > 0, por lo tanto L(f) >

5
0. Supongamos que f, | 0 (puntualmente). Bajo esta situacién, tenemos que

0< /fn+1dPn(j) < /fndpn(j) Vi>1lyVn>1,

de modo que L(f,+1) < L(f,), para todan > 1. Ahora, si f; = 0, entonces no
hay nada que hacer. Supongamos entonces que existe x € S tal que fi(x) > 0.
Sea M := || filloc > 0, entonces

0< fulz) <M VzeSyVneN.

Sea € > 0. Tomamos r € N tal que 1/r < ¢/(2M). Entonces, por el Teorema
de Dini, f, | 0 uniformemente sobre K,. Entonces para alguna N € N

0< fulz) < Vee K, y Vn> N,

DN

luego, sin > N,

S K, S\Kr

< SPulK,) + MPy(S\K;)

€ 1
< -+ M-
_2jL r

< €,

para toda m > 1. En particular,

Og/fndpn(])<€a
S

para toda j > 1. Por lo tanto L(f,) { 0.
Entonces por el Teorema de Stone-Daniell, existe una medida no negativa

P sobre S tal que L(f) = /fdP, para toda f € Cy(S), la cual estd definida

sobre la o-dlgebra de Baire, pero como (5, d) es un espacio métrico, entonces
dicha o-algebra coincide con B(S). Ahora, si hacemos f = 1, entonces

/an(j) =1 Vjex1,
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entonces L(f) = P(S) = 1. Por tanto P es una ley sobre S. De este modo
c
Pn(j) = P. .
i) = iii). Sea A la clausura para A respecto a la métrica 3. Seae >0y P,
una sucesién de leyes en A, entonces para cada n > 1 existe una ley @, € A
tal que B(P,,Qn) < €/2. Por hipétesis existe una subsucesién @, ;) y existe

una ley P tal que @, £, P. Entonces para alguna J > 1, tenemos que
€ €
BBy P) < B(Paiy, @) + B(@ni), P) < 5+ 5 =€

para toda j > J. Luego P, £, P. Entonces A es compacto.

La prueba para p es analoga.

i11) = 1v). Supongamos que A tiene una clausura compacta, respecto a
la métrica 8. Entonces A es totalmente acotado. Esto es, si € > 0, existe
F:={Py,..,P.} C Atal que para toda ley P € A existe j € {1,...,k} tal que
B(P, P;) < €/2. Ahora, para toda j = 1,...,k existe una ley Q); € A tal que
B(P;,Q;) < €/2. Entonces, si P € A, para alguna j € {1, ...k},

ﬁ(Pij) < ﬁ(P,P]) +6(Pj=Qj) <€

luego, A es totalmente acotado para .

La prueba para p es completamente anédloga.

iv) = 1). Supongamos que A es totalmente acotado para (3. Entonces, dado
que p < 2BY2, se sigue que A es totalmente acotado también para p. Luego,
basta probar la implicaciéon sélo para la métrica p.

Supongamos que A es totalmente acotado para p. Para € > 0 elegimos un
conjunto finito B C A tal que para toda P € A, existe Q) € B con p(P,Q) <
€/2, esto es A C B2, Cada Q € B es tensa, pues (S,d) es completo), luego
existen compactos K¢ tales que Q(Kg) > Q(S) —€/2 = 1 —¢/2. Consideremos
Kp = UgepKg. Entonces K es compacto y ademas

Q(KB) >1- 27

para toda Q € B. Ahora, Kp es totalmente acotado (por ser compacto),
entonces tomamos un conjunto finito F' := F(e) C S tal que Kz C F?. De
modo que

QF?) > Q(Kp) > 1~ 3,

para toda () € B. Ahora, sea P € A, entonces para alguna ) € B, p(P, Q) <
€/2. De modo que existe 0 < n < /2 tal que

Q(O) < P(C™) +n < P(C™) + 5,

para todo boreliano C' en S. En particular, si C = F/?, entonces

L= 5 < QUFY) < P((FP)7) + 5 < P(FY) + 5,
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de donde 1 — e < P(F*¢), para toda P € A.
Sea ahora ¢ > 0. Para cada m € N, definimos €(m) := §/2™. También

consideramos
K = (1) F(e(m))<m.

m>1

Entonces K es compacto.
En efecto, si {z,} C K es una sucesién, entonces

{zn} C F(e(1)) 0,

luego, para cada n € N, existe 27 € F(e(1))", tal que

d(xp, 27) < €(1)
y existe también w} € F(e(1)) tal que

d(z1, wy) < €(1),
de donde

d(wn, wi) < d(wn, 27) + d(21, wi) < 2¢(1).
Y como F(e(1)) es finito, existe un wy € F'(¢(1)) tal que para alguna subsuce-
sién {@n(;)} se tiene que
d(Tn(jy,wr) <2¢(1) VjeN

Definimos y; := xp(1).

Ahora, es claro que {z,;} C F(e(2))<?), entonces repitiendo el razon-
amiento anterior, para algin wy € F(€(2)), existe una subsucesion {a,ju))}
tal que

d(xn(j(k)),wQ) < 26(2) VkeN.
Definimos ¥ := T (1))

Continuamos este proceso para definir una subsucesién {y,} de {z,}.
Si M € Ny n,k > M, entonces para algiun wy, € F(e(M)),

Lo anterior, se sigue de que las subsucesiones de donde se extrae vy, y vk
(respectivamente) estdn contenidas (ambas) en la subsucesién tal que para
cada elemento z, de dicha subsucesién se tiene que d(z,,wyr) < 2¢(M) (con
wyr € F(e(M))).

Sea n > 0. Entonces existe M € N tal que

o
Luego, si n,k > M, tenemos que

A(Yn, yr) < 4e(M) < n.
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Por lo tanto {y,} es una sucesiéon de Cauchy, y como S es completo, existe
y € S tal que y, — y. Pero K es cerrado, por tanto y € K. Entonces {z,}
tiene una subsucesion convergente en K. Luego K es compacto.

Por otra parte,

P(S\K) giP(S\F e(m)<§:2im:
m=1 m=1
de donde
1-90< P(K),

para toda P € A. Luego, A es uniformemente tensa. O

Corolario 4.2.1. En un espacio métrico (S,d), cualquier sucesion de leyes
uniformemente tensa tiene una subsucesion convergente.

Como ultimo corolario apuntamos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2 (Prohorov, 1956). Si (S,d) es un espacio métrico completo
separable, entonces el conjunto de todas las leyes sobre S es completo para p

y para 3.

Demostracion. Sea P el espacio de todas las métricas sobre S. Ahora, una
sucesién de Cauchy en P, ya sea para p o para [3, esta totalmente acotada (este
un hecho general para espacios métricos), entonces, por el teorema anterior,
existe una subsucesion convergente a una ley P € NP, luego P es completo,
ya sea para (3 o p. m
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Capitulo 5

Movimiento Browniano

5.1. Teorema de existencia de Kolmogorov

Aqui introducimos la nocién bésica de los procesos estocdsticos. Ademés
analizamos el teorema de existencia de Kolmogorov, de gran utilidad en la
siguiente seccion.

Definicién 5.1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, (E,E) un espacio
de medida y T un conjunto no vacio (por ejemplo T =N o T = R*). Un pro-
ceso estocastico sobre (2, F,P) con espacio de estados (E, &) es una sucesion
de variables aleatorias X = {X;}er tales que Xy : (2, F,P) — (E,E), para
todat € T.

Paraw € Q, la trayectoria del proceso X en w esta definida por la funcion
t— Xy(w).

Sea T # (). Consideremos para cada t € T un espacio métrico separable
completo (S, d;), v el espacio de medida (Sy, B;), donde B; := B(S;). Supon-

gamos que para cada F' C T finito existe una ley Pp sobre

s

teF teF

(Notacion: Sp = [[,cp St ¥ Br = Qyer Bt)-
Para F' C G C T finitos consideramos la funcion proyeccién natural fop :
SG — SF

Definicién 5.1.2. Las leyes Pr y Pg (con F C G C T finitos) son consis-
tentes st

PGOféblﬂ:PF.

Teorema 5.1.1 (Kolmogorov). Eziste una medida de probabilidad Pr sobre
(Sr, Br) tal que Pro fry = Pg, para todo F C T finito.

Demostracion. Sobre St definimos la familia

A:={A=f1(B): B€Bp, FCT finito} C Br.

o1
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Entonces A es algebra sobre Sr. En efecto, es claro que Sy = fT_}(SF) € A,
cualquiera que sea F' C T finito. Ahora, si A= f;1(B) € A(BE€Bry FCT
finito), entonces A¢ = f;4(B¢) € A, pues B¢ € Bp. Finalmente, si

A= fT’}(B) con F' C T finitoy B € Bp
y D = f7&4(C) con G C T finito y D € Bg, (5.1)

entonces
AUD = frp(B)U f7&(C)
= (furo fru) H(B) U (fug o fru) *(C) donde H = F UG finito
[fTH fHF }U {fTH fab(C)]

y dado que f;1(B)U fr6(C) € By, se sigue que AU D € A.
Ahora bien, para cada A = fr-(B) € A, con B C Sp medible, sea
Pr(A) := Pr(B). Entonces

i) Pr estd bien definida.
ii) Pr es finita y contablemente aditiva en A.
Para probar i), sean A, D € A como en (5.1) y tales que A = D. Entonces
A= fru(fur(B)) = fra(fue(C)) = D,
de donde
far(B) = fru(fri (fap(B))) = fru(fi6(fae(C))) = faa(C),

luego, por consistencia,

Pp(B) = Pu(fzp(B)) = Pu(fze(C)) = Pa(C).

Lo cual prueba que Pr esta bien definida.

En cuanto a i), es claro que Pr es una funcién finita. Ahora, para probar
que es finitamente aditiva, consideremos A y D como en (5.1) y AN D = 0.
Tenemos que

0=AND = fry(fur(B) N fre(C)),
donde H = FUG. Entonces f;-(B) N f;6(C) = 0. De este modo
Pr(AUD) = Pu(fzr(B)U fre(C))
= Pu(fup(B) + Pu(fu6(C))
= Pr(A) + Pr(D).

Por otra parte, para probar que Pr es contablemente aditiva, supongamos
que no sucede asi, entonces existen conjuntos W,, € A, n € N, y un nimero
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e > 0 tales que W,, | 0 y Pr(W,) > e. En otras palabras, existen conjuntos
finitos F'(n) C Ty conjunto de Borel B,, € Sp(,) tales que W,, = fT’}(n)(Bn).
Podemos suponer que F(n) C F(n+1). La razon es la siguiente. Si no sucede
asi, consideramos el conjunto F'(2) = F(1) U F'(2) (finito), de este modo

= fri@(B2) = freey(Bex ([ S0),

teF(1)\F(2)

Renombramos F'(2) por F'(2) y By por By X ( H Sy), ast F(1) C F(2).
teF(1)\F(2)
De esta manera seguimos sucesivamente.
Para m < n, definimos las funciones f,,, = fu.m = frn)F@m). Entonces

W, = f:;z}ﬂ(n)(Bn) C Wy = f;;’(m)(Bm)
= (fnm o fTF(n))_1<Bm)
= Fr 5wy (Fam(Bm));
de donde B, C f,.}(B,).
Para simplificar la notacién, también definimos P, := Pp(,), para cada

n (y asi Pr(W,) = P,(B,)). Elegimos ahora compactos K, C B, tales que
P,(B,\K,) < ¢/3". Definimos también

m=1

Cada €, es cerrado y por ello compacto dado que K, lo es.
Ahora,

B,\Cy, = U B\ from(5n) € | fom (B \E)

m=1
de donde .
Po(B\Cp) <) ¢/3™ =e(1-1/3") <¢/2,
m=1
y dado que,
e < Pr(W,) = P,(B,) = P,(C,) + P,(B,\C,),
se sigue
€/2=€—¢€/2 < P,(C,).
Luego, C,, # 0.

Por otro lado, para n > r,

Frl(Co) = [ (ﬂ fné<Km>> = () frm(Kw) 2 Cy,



CAPITULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO o4

de este modo f,,(C,) C C,,. Concluimos que f,;(C;) = f;j(frn(Cr)) C fni(Cr),
sij > n >r. Ademds, como f,;(C,) # 0 (dado que C.. # ), entonces la familia
de conjuntos
Dn = m frn(cr>7
r>n
forma una sucesiéon de compactos no vacios (pues se trata de intersecciones de
una sucesién decrecientes de compactos no vacios).
Escogemos x; € D;. Tenemos,

fn+1,n(Dn+1) = fn+1,n <m fr,n+1(Cr)>

r>n

= m fn+1,n fr,n—l—l(cr)

r>n

De modo que podemos elegir x, € D, de forma recursiva mediante x, =
frt1n(Tny1). Luego, si m > n,

fm,n(‘rm) - fn+1,nfn+2,n+1 e fm—l,m—2fm,m—1($m)

= fn+1,nfn+2,n+1 to fmfl,m72(xmfl)

= fn+1,n(xn+1)

=x,.

Para toda v € F(n), sea x,(u) la coordenada de x, € D, C Sp(,), para
cada n € N. Consideramos = € Sr tal que z(u) = z,(u) si u € F(n), para
alguna n > 1, y si « ¢ |J,U, sea z(u) € S, algin punto fijo. Entonces
fTF(n)(:E) =z, y dado que D,, C B,, se sigue

x € f;;(n)(Bn) =W,

para toda n € N. Lo cual no es posible. De modo que Pr es contablemente
aditiva.

Finalmente, por el Teorema de extension de Carathedory, existe un exten-
sién de Pr (la cual seguiremos denotando por Pr) a 0(A). Pero Br = o(A). O

5.2. Procesos (Gaussianos

En esta parte empezaremos por definir un proceso Gaussiano y demostrar
un teorema de existencia de procesos Gaussianos.

Recordemos algunas definiciones y resultados basicos. Un vector aleatorio
k-dimensional X = (X, ..., X}) se dice que tiene distribucién o ley gaussiana
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finito dimensional, si para cada vector escalar no nulo o = («, ..., o) el pro-
ducto a - X = a1 X7 + -+ + o, X, es una variable aleatoria con distribucién
normal (o gaussiana). Es facil probar que si X = (X, ..., X}) es un vector
aleatorio, la matriz de varianzas-covarianzas C' = (Cov(X;, X;));; es definida
positiva.

Definicién 5.2.1. Un proceso estocdstico { X }er es llamado Gaussiano si
para cualquier conjunto finito F C T, la ley Pp := L({X;}ier) sobre B(RT)
es Gaussiana.

Teorema 5.2.1. Sea T' un conjunto no vacio, m : T — R una funcion y
C: T xT — R una matriz simétrica y definida positiva (es decir tal que
C(s,t) = C(t,s) y si F C T es finito, entonces {C(s,t)}arer €s una matriz
definida positiva). Entonces existe un espacio de probabibilidad (2, F,P) y un
proceso Gaussiano { X }er definido en él con funcion de media m y matriz de
covarianzas C'.

Demostracion. Si {Y;:} es un proceso Gaussiano con media 0 y matriz de co-
varianzas C', entonces el proceso definido por X; = Y; + m, es Gaussiano con
media m y matriz de covarianzas C'. De modo que el resultado basta probarlo
para el caso en que m = 0.

Sea F' C T finito no vacio y denotemos por Cr la restriccién de C' a F' x F.
Consideremos la ley normal Pr sobre R de media 0 y matriz de covarianzaz
CF. Del mismo modo consideremos la ley normal Pg para G C F. Ahora, para
t = (t;)jec € RY definimos t' = (t});ep € RF donde t) = t;si j € Gy t; =0
si j € F\G. Entonces

{t, fra(z))re = (', 2)rr,

para todo € RF; y ademés

(Cr(t"), t"Ygr = (Cg(t), t)pe.

De modo que
Crrogps )= [ explitt.a)eo)iPro fi(o)

_ /R exp(i(t, fra(x) e )dPr(z)

=
Q

pero como se sabe,
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De donde se sigue que Pr o f;(l; = Fg.

Entonces las leyes Pr, F' C T finito, forman una familia de leyes consis-
tentes, luego, por el Teorema de Kolmogorov se sigue la existencia de un espacio
de probabilidad (€2, F,P) tal que Po f+ = Pp. Para cada t € T consideramos
la v.a. X; con ley Po f;{lt} distribuida N (0, C(t,t)). Es facil notar que {X; }ier
es un proceso Gaussiano. L]

5.3. Movimiento Browniano:
Construccion Isonormal

Teorema 5.3.1. Para cualquier espacio (H,R,(-,-)) con producto interior
existe un espacio de probabilidad (Q, F,P) y un proceso Gaussiano

L:={L(f)}sen
definido en éste con media EL(f) =0 y covarinza EL(f)L(g) = (f,g). Dicho

proceso es lineal c.s. Es decir,

L(cf +g) =cL(f)+ L(g) c.s.

Demostracién. Consideremos la matriz C' = {(f,9)}4en. Entonces C es
simétrica y definida positiva (por las propiedades del producto interior). Por
el teorema de existencia de Kolmogorov para procesos Gaussianos se sigue la
existencia del espacio (2, F,P) y de dicho proceso Gaussiano. Ahora bien, por
propiedades del producto interior, puede mostararse que

E[L(cf +g) — cL(f) + L(g)] = 0,
de donde se sigue que L(cf + g) = cL(f) + L(g) cs. O

Definicién 5.3.1. Sea (H,R, (-,-)) un espacio con producto interior. Un pro-
ceso isonormal es un proceso Gaussiano L := {L(f)}sen con media EL(f) =
0 y covarinza EL(f)L(g) = (f, g).

Definicién 5.3.2. Un proceso estocdstico {X;}ier, donde T es un espacio
topoldgico, es llamado continuo por trayectorias si para todo w € § la
aplicacion t — X (w) es continua.

Definicién 5.3.3. Un movimiento Browniano o proceso de Wiener es
un proceso estocdstico Gaussino sobre T = [0,00) continuo por trayectorias,
con media 0 y covarioanza E(X;X;) = min{s,t}.

Antes de probar el teorema de existencia enunciaremos un lema util.
Lema 5.3.1. Para cualquier ¢ > 0, si P es una ley N(0,1) entonces

i) P(lc,00)) < exp(—c2/2).
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i) Si P, es una ley N(0,0?%), entonces

Ey(le, 00)) = P([e/0, 0)).

Demostracidn. i). Si x > ¢, entonces 22 — ¢ > (x — ¢)?, de donde se sigue que
2 i
exp ( - 9”2;2) < exp ( — leof 26) >, asi

exp (g)P([c, 0)) = /00 ! exp ( o ; C2)dw

:/COO L exp(—%)du (conu=x/0)

= P([c/0,00))
[
Teorema 5.3.2 (Wiener). Eziste un espacio de probabiliad (Q, F,P) y un
movimiento Browniano Z = {Zi}ier, donde T = [0,00), definido en dicho
espacio.

Demostracidén. Sea H el espacio de Hilbert L%([0,00), \), donde ) es la medida
de Lebesgue en [0,00). Consideremos el proceso isonormal L sobre H y el
espacio de probabilidad (2, F,P) donde esté definido dicho proceso. Para t €
[0, 00) definimos X; := L(1jo4). Entonces EX; = EL(1jp4) = 0 (por definicién
de proceso isonormal) y EX,X; = (1j04, 1j04) = min{s,t}.

Ahora bien, si 0 < s < t, entonces

Xy = Xo=L(1py) — L(0,4) = L(pg — 1o,g) = L(1(s4),

de donde
E(Xt — XS)2 = <1(57t], 1(57t]> =1t —s.

Entonces X; — X tiene ley N(0,t — s).
Ahora, tomemos primero ¢t € [0, 1] y su expansién binaria t = ijl t;]2,
donde t; € {0,1}. Para cada n € N definimos el nimero

t(n) := 2—?
j=1
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Entonces t(n) € {0,1/2", ..., (2" —1)/2",1}. En efecto, consideremos todos
los indices t; iguales a 1, digamos que t;, = t;, = =t, =1lyt; =0si

j # Ji, ..., Jx- Entonces

S om , . . .
S (donde p; = ji + -+« + Ji1 + Jir1 + -+ + )
i=1J?
<2n72f=1 j¢> Zle Ipi
2n

_xh

Ademads t(n) — t(n — 1) o bien es cero o bien es 1/2".
Para cada n € N consideremos

Vi = {Xjon — X(j_pyjon 1 j=1,...,n"} U{0}.

De manera que Xy(,) — Xi(n—1) € Vp, para toda n € N. Es claro ademas que V'
tiene ley N(0,1/2") para toda V' €V, excepto si V = 0.
Por otro lado, es claro que

2n
(Sup{‘V| Ve Vn} 2 Tli?) - U (|Xi/2" — X(j—l)/Q"’ 2 n72).
j=1
De este modo
gn
P(sup{|V| Ve Vn} Z n72) S ZPOXZ/Qn - X(j_l)/gn‘ Z n72).
j=1

Ahora bien, si P, es una ley N(0,1/2") y P es una ley N(0,1), entonces

on
Z]P’GXZ/Qn) — X(],l)/Qn’ 2 ’I’L_z) = QHPTL({ZL’ : |.T’ 2 n_2})
j=1

— 2n+1Pn([n—2’ OO))
— 2n+1p([2n/2n72’ OO))
< 2" exp (—2"/2n").

Para una n suficientemente grande, 2" > 4n°, de donde se deduce que
—2n > —2"/2n*. Entonces, dado que 2 < e,

exp ( — 2"/2n4) < exp ( — Qn) <27
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por lo tanto,
2n+1 exp ( . 2n/2n4) < 272TL+TL+1 — 21777,'

Luego, para n suficientemente grande,
P(sup{|V|:V €V,} >n7?) <2'™

Y dado que >, 2'"" < oo, se sigue del lema de Borel-Cantelli que existe
E C F con P[E] =1y tal que si w € E entonces para algin nyg = ng(w) € N
se tiene que |V (w)| < n™2, para toda V € V,, con n > ny, en particular

|Xt(n)(w) - Xt(n71)<w)| <n7? VYn>ne.

Luego, siw € E'y m > n > ng, entonces

[ Xim) (@) = Xamy (@) < ) [ Xy (@) = Xy (W) < Y B2,
k=n+1 k=n+1
por lo tanto, si n,m — 00, |Xyum)(w) — Xem)(w)| — 0. Es decir, la sucesién
{Xin)(w) }nen es convergente, para todo w € E.

Por otra parte, para cada n € N, X; — X;(,) o bien es la v.a. constante
cero (cuando t = £(n)) o bien tiene ley N(0,t —t(n)) (cuando t > #(n)). En el
primer caso, P[| Xy — Xy)| > €] = 0, para una ¢ > 0 dada. En el segundo caso,
sean P,y una ley N(0,t —t(n)) y P una ley N(0,1), tenemos que

P[|X: — Xim)| > €] = 2P[X; — Xyn) > €]
= 2P;_4(n) ((€, 00))
= 2P(<6/\/t —t(n), oo)),
y sin — oo, t —t(n) — 0, de donde P((e/m, oo)) — 0, entonces

P[|X: — Xiym)| > €] — 0. En otras palabras, X L X;. Por lo tanto, existe

una subsucesion Xy,,,) tal que Xy(,,) — X; c.s., esto es, para alguna A € F

con P[A] = 1, se tiene que Xy, )(w) — Xi(w) para todo w € A. Entonces

Xim)(w) = Xy(w) para todo w € EN A (observamos que P[AN E] = 1).
Definimos la v.a. Z; como

Im Xy (w) = Xy(w) siwe ENA,

Zt(W) — ¢ n—oo .
0 siw ¢ ENA.

Finalmente, para probar que Z; es continua por trayectorias sobre [0, 1],
tomemos como antes n > ngy w € EN A. Sea ademas s,t € [0,1] tal que
|s — t| < 27". Entonces para s(n) = j/2" y t(n) = k/2", tenemos que

j— k[ =2"|s(n) —t(n)] < 2"[s —t| < 1,
por tanto, |j — k| es 0 0 es 1. De modo que
| Zs(w) = Zi(w)| < [ Zsm) (W) = Zigy) ()] + [ Zs(w) = Zsm) (W)] + [ Ze(w) = Ziyny (w)]
<n?42 Z m’Q,

m>n
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entonces si n — 00, |Zs(w) — Z¢(w)| — 0. De donde se deduce la continuidad

por trayectorias.

El proceso buscado es entonces Z = {Z; }+cjo,1)-

Esta misma prueba se repite en cada uno de los intervalos [k, k + 1], € N,
y concatenando las trayectorias de los procesos obtenidos se genera un M.B.

sobre [0, c0). O



Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo, estudiaremos el M.B. sobre [0, 1] desde un punto de vista
centrado en las propiedades de sus trayectorias. De modo que pueda ser apro-
ximado distributivamente por leyes definidas sobre un espacio de trayectorias
bien determinado.

6.1. Aproximacion al M.B.

En esta seccién y la préoxima revisamos un método de contruccion del
M.B. en donde intervienen los conceptos estudiados en los capitulos anteriores.
Dicha construccion tiene la virtud de la brevedad, y salvo la utilizaciéon de un
lema bastante técnico, es en realidad bastante natural e intuitiva. Aunque
serd indispensable introducir el espacio métrico completo y separable de todas
las funciones continuas sobrte le intervalo [0, 1] y asimismo requeriremos de los
resultados clasicos derivados del Teorema Central de Limite. Siendo ademas la
herramienta fundamental en virtud de la cual puede formularse la existencia y
propiedades de una medida de probabilidad conocida como medida de Wiener,
la cual caracteriza las trayectorias del M.B. Finalmente, en la ultima parte,
revisamos algunas de las propiedades de dicha medida.

Considermos el espacio C|0, 1] de todas las funciones reales continuas defini-
das sobre el intervalo compacto [0, 1]. Sobre este espacio definimos d : C[0, 1] x
C[0,1] — R como

d(x,y) = mix{|2(t) — y(t)] : ¢ € [0, 1]}.

Entonces d define una métrica para C[0,1] (lo cual es facil de notar desde
las propiedades de las funciones continuas sobre el compacto [0,1] y de las
propiedades del valor absoluto).

Por el Teorema de Weiertrass se sigue que C[0, 1] bajo la métrica d es un
espacio completo en donde la familia P de polinomios definidos en [0, 1] es
denso. Ademads, en virtud del hecho de que la familia de todos los polinomios
con coeficientes racionales es denso numerable en P, se sigue que C|0, 1] es
también separable bajo la métrica d.

61
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Sea {Y,}neny una sucesién de v.a. reales independientes e idénticamente
distribuidas sobre un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P), con media finita
py varianza 0 < o2 < co. Para cada n € N definimos sobre (£2, F,P) variables
aleatorias X ™ con valores en C[0, 1] de la manera siguiente. Primero, X(()") =0,
y para m = 1, ..., n, consideramos

. oy (Vi (w) —
X0 (w) = 2k (Ui/(ﬁ) 1)

v extendemos X" de forma lineal sobre cada intervalo [(m —1)/n,m/n], es
decir,

n m—1 n n n

= (nt —m +1) (%) + X0 (W), (6.1)

cuando t € [(m — 1)/n,m/n].
Lema 6.1.1. Seann € N ym € {0,1,...,n}. Entonces

i) E[Xt(n)] =0, para toda t € [0, 1].

’ (), _m
Var| X = —.
it) Var[X, 7 | .

Lema 6.1.2. Sea t € [0, 1], entonces

Yo —
lim Var |(nt —m+ 1) a

n— 00 O'\/ﬁ

donde m € {1,...,n} es tal que t € [(m —1)/n,m/n], para cada n € N.

=0,

Demostracion. Sit = 0, entonces, para cada n corresponde el nimero m = 1,

de donde

Yoo —p
O'\/ﬁ

Si t = 1, entonces para cada n coresponde el numero m = n, luego

(nt —m+1) 0.

Yo —u 1

ovn | n

Var | (nt —m + 1)

de donde se sigue la convergencia a cero.
Supongamos que 0 < ¢t < 1. Paran € N sea m € {1,...,n} tal que t €
[((m — 1)/n,m/n]. Entonces

m—1<tn<m,

de donde se sigue que 0 < tn —m + 1 < 1. Luego,

-mer (7)< (57)
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De modo que

Var [(nt—m—kl)ya\/_u] < %

]

Lema 6.1.3. Sea 0 < tg < t; <ty < --- <ty < 1. Entonces la sucesion de
vectores aleatorios

{(x0 = x X = x0) )

converge en distribucion a un vector aleatorio con coordenadas independientes
normalmente distribuidas, con media 0, y varianza t; —t;_;.

Demostracion. Definimos las funciones [z]* como “el méximo entero mayor o
igual que z”; y [z, como “el minimo entero menor o igual que z”, para todo
r € R.

Para 0 < j < dy n € N definimos

Tin = [ n y Ujﬂ = Xt(Jn) - qu;n:zl

Sjm = Yy Vin=X" — Xt(f)-

Tenemos que nt; < [nt;]*, entonces t; < s;,. También [nt;]. < nt; entonces
rin < t;. Ahora, dado que n(t;4; —t;) — oo cuando n — oo, se sigue que para
valores de n suficientemente grandes, [nt;]* < [nt;11]., de donde s;,, < rji1,.

De modo que

to < Son <Tip Sty < S1p < T2 <o Syt < S < Tgp < g

Ademas,
X=X = (X =X )+ Ui + Ve,

55

Ahora bien, por los lemas anteriores
EUj] =0y  E[V; 1] =0.

De la ecuacién (6.1) tenemos

Ynt]*_ﬂ
XM = (nt; — ot +1) (2 2 x )
t; (nJ [n1]+)( o\/n + X

Entonces
Var[Us,] = Var[X" — X™] <

Tjn

S

luego, Var[U,,] — 0. Del mismo modo Var[V;,] — 0.
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Por otra parte, observamos que

t * t_ *
x () — [n J] (Y — 1) y xm anjl 1] (Vi — )
Tjmn U\/ﬁ Sji—1,n O-\/ﬁ
De donde,
X(n) _ X(n) _ k:][ntj,l]*(yk - ,U)
Tjn Sj—1,n U\/ﬁ N
Asi,
[nt;]« _
M(X(ﬁ) _ X(T_L) ) — tj — tj—l Zk [nt;_1]* ( pJ) |
. o o/ [nt;]. — [nt;_1]*

Tjn — Sj—1,n
luego, por el Teorema de Central del Limate,

=

T4
Tjin = Sj—1n "

VTjn = Sj—1n

Ahora si ¢, = , entonces ¢, — 1, de modo que
N
t; —1;_
XM _xm  — . J—“<X7§ — XM ) L N(0,t; — ;1)
J.m j—1,n T — s 1 7,m j—1,n
J,mn J—4n

]

Teorema 6.1.1. Si la sucesion X™ tiene alguna subsucesion convergente en
distribucion a W, entonces, W es un M.B.

iy d .
Demostracidn. Supongamos que X ™) 5 TV, cuando k — oco. Consideremos
una coleccion de niimeros

0<to<t;<---<tg<1,

fijados arbitrariamente. Ahora consideramos la funcién F': C[0,1] — R dada
por
F(x) = (2(t1) — z(to), x(t2) — z(t1), ..., 2(ta) — 2(ta-1))-
Entonces F' es continua.
Sea Z{" = (Xt(ln’“) n’“), X(”’“) X(nk)) y Py la distribucion (o ley)

ta—1
del vector Zd . Si f € Cy(R?), entonces

fdP,m = / foFdPyxu,
R4 d C[o,1]

entonces, segun el Teorema 1.2.3, se sigue que Zc(lk) — FoX(m) 4 FolV, esto
es

(X8 = ) X = XY S (W = Wi, Wy = Wi, )

ta—1

Entonces, usando el lema anterior se siguen las proiedades que definen un
M.B. (i.e W; es normalmente distribuido, W tiene incrementos independientes
y estacionarios). O
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6.2. Medida de Wiener y Principio de
Invarianza del M. B.

Si W es un M. B. sobre [0, 1] entonces el conjunto las trayectorias W define
una aplicacién medible del espacio de probabilidad (2, F,P) al espacio métrico
completo y separable C'[0, 1] de todas las funciones continuas x definidas sobre
el intervalo compacto [0,1] de R. En esta ultima parte daremos una revisién
general de la medidad de Wiener, la cual se define sobre C[0, 1] como la ley o
distribucién de W sobre C10, 1].

Lema 6.2.1. Para z >0y j=0,1,...,

lim limsup (m sup{Qn(z : |x(s)—z(j/m)| < z) : j/m < s < (]—l—l)/m}) =0
6.2)

m—o0  poco

Demostracion. Tenemos que

Quw : [2(s) — x(j/m)| < 2) = P|X[" - X]

s imT) > 2.

Sean ky(n), ka(n) tales que satisfacen

kzl(n)<i<Kl(n)+l v kg(n)—1<j+1<k2(n)
no - m n n T om T 0n

k—1 k}
n 'nl’
k =1,2...,n el supremo en (6.2) estd acotado por arriba por el supremo de los

Dado que X™ son lineales sobre cada intervalo de la forma [

ntimeros s de la forma S = —, k; < k < ky(n). Para tales ntimeros s,
n

PIXE = X770, > 2] SPIXE = Xyl > 2/20 4 PIXGL = Xyl > 2/2
<P|X{ - X ?2 pul > 2/251X00 0 — X < 2/4)
+P[IX™ — 3n>/n| > 225 | X0 = X > 2 /4]
+ PHX;;ZL - n)/nl > 2/2]

+ IP[|X ”> - Xkl n)/n| > 2/2 X0 — XM > 2/4]

+PIXG, — X > 2/2).

Para los ultimos tres términos de la desigualdad anterior deseamos obtener
cotas superiores. Para el primer término usamos el hecho de que X estd cons-
truida por uniones de sumas de v.a independientes e idénticamente distribuidas
con varianza finita. Sea Z una v.a. normal y sea G su funcion de distribucion.
Por el Teorema Central del Limite,

(X(n)

m ) d
ka(m)/m — Xk <>/n) -

ER
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De modo que

zy/m

n—o0

).
Usando la regla de ’'Hospital, puede probarse facilmente que (1 — G(z)) <

x~4 para x suficientemente grande. Luego, si m es escogido adecuadamente,

2. 44
dm2’

(n) _
nlggoPHX ko (n)/m X yl > 2/4] <
Ahora, usando la independencia de (Xﬁn) - x™ ) ¥ (X () X

- ki(n k2(n)/n )
tenemos que la probabilidad

BXE = Xl > 221X 0 = X > 2/4],

s 2(n)/n

es igual a el producto

S

1 1

n n n n mwa
MW”—%@WbaﬂH&Qn—ﬂW>dﬂé<zz)
4

Finalmente, por la desigualdad de Chebyshev y la definicién de k;(n) te-
nemos que
4
Pl|X n m| > S 2.0
Xy = Xijyml > 2] < -
de modo que P[| Xk, (n)/n — Xj/m| > 2] = 0 cuando n — oo.

Usando los hechos anteriores tenemos que

lim sup P[|X™ — x )

m

C
> < o

donde ¢ es una constante que no depende de m. De aqui se sigue el resultado.
m

Lema 6.2.2. Para z >0 y j € N,

lim limsupm @, ({x : sup{|z(s) —z(j/m)|: j/m <s<(j+1)/m} >z2})=0

m—o0 p oo

Lema 6.2.3. Para z > 0,
lim limsup @, ({z : sup{|z(u) —x(t)| : [t —u| < 1/m}}) =0.

m—00 poo

Demostracion. Fijamos z > 0. Por el lema anterior,

lim sup @, (U {z :méx{|z(s) —x(j/m)|: j/m <s<(j+1)/m} > z})

tiende a cero cuando m — co.

La prueba queda completa si en la expresion anterior se reemplaza z por
z/3, y notando que si |x(u) —z(t)| > z para algin t y u tales que [t—u| < 1/m,
entonces por la desigualdad del tridngulo, existe un entero j € {0,1,...,m—1}
y un numero real s € [j/m, (j + 1)/m] tal que z(s) — z(j/m)| > z/3. O
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Lema 6.2.4. La suscesion {Q,}nen €s uniformemente tensa.

Demostracion. Sea € > (. Necesitamos probar la existencia de un conjunto de
Borel A de C[0, 1] con clausura compacta y para el cual Q,,(A°) < €, para toda
n. Nosotros incluiremos en A aquellas funciones que en 0 sean justamente 0.
Entonces por el teorema de Arzela-Ascoli, para que A tenga clausura com-
pacto es necesario y suficiente que A un conjunto de funciones uiniformemente
equicontinuas.

Por el lema anterior existe, para cada k € N, enteros p; y r; tales que

Qn ({z s sup{|o(u) —z(t)| : |t —u| < 1/m} > 1/k}) < e27F, (6.3)
para m = px y n > r. Por monotonia de m, la dltima desigualdad es validad

para m > pi y n > ri. Por el Teorema de continuidad de la medida, existe un
entero g tal que (6.3) también es vélida para m > ¢y y n < ri. Consideremos

my = max{pg, qx}. Entonces, para cada n y k, (6.3) es valida siempre que
m = my.
Sea
A= ﬂ {z:2(0) =0y max{|z(u) —z(t)] : [t —u| < 1/my} < 1/k}.
k=1

De (6.3), Q.(A°) < € para toda n. Resta probar que A es un conjunto
de funciones equicontinuas. Sea v > 0. Elegimos k tal que 1/k < v y sea
9 = 1/my. Entonces para = € A,

max{|z(u) —z(t)| : |t —u| <5} <,
como se requiere. O

La tension uniforme que acabamos de establecer tiene como consecuencia
que toda subsucesién de {Q, }nen tiene a su misma vez una subsucesién con-
vergente (segun el Teorema 4.2.1). En vista del Lema 6.2.2 la existencia de tal
sucesion convergente establece la existencia de la medida de Wiener () sobre
C[0,1] (y, segin el mismo Lema 6.2.2 dicha medida es tinica). También por
el Lema 6.2.2, todos los limites de subsucesiones convergentes son idénticos, y
por ello, segin Teorema 1.2.1, Q, — Q.

Las anteriores observaciones demuestran los siguientes teoremas.

Teorema 6.2.1. La medida de Wiener sobre C|0,1] existe y es unica.

Teorema 6.2.2 (Principio de Invarianza de Donsker). Sea (Y,)nen una suce-
ston de vartables aleatorias reales independientes e idénticamente distribuidas
con media finita p y varianza 0 < 0? < oco. Para n € N, definimos X™ €
C10,1] de la manera siguiente:

Para m =0,...,n, consideramos

0 _ 2= (Y= )
m/n O'\/ﬁ )
y extendemos X™ a todo el intervalo [0, 1] de forma lineal sobre cada intervalo
[(m—1)/n,m/n], m =1,...,n. Sea Q, la distribucion de X™. Entonces Q,, —
Q, donde Q es la medida de Wiener sobre C0,1].

(n
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6.3. Algunas observaciones

Consideremos una sucesion {Y; }ren de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas cuyo rango es el conjunto {—1, 1} y tal que

Para cada = € C0, 1], definimos la funcional M como
M(z) == max{z(t) : 0 <t < 1}.

La distribucién R de M bajo la medida de Wiener () es igual a la distribu-
cion de la variable M o W, donde W es un proceso de Wiener. Similarmente,
si Q,, denota la distribucién de X™ donde X estd definida en términos de

caminatas aleatorias como en el Principio de Invarianza de Donsker, entonces
la distribucién R,, de M bajo Q, es la distribucién de M o X . La funcional

. ) c
M es continua, asi que R, = R.

Teorema 6.3.1. Sea Q) la medida de Wiener sobre C[0,1] y sea M(x) la
funcional definida antes. Entonces, para ¢ > 0,

Qe M) < o) = /2 [

Demostracion. Sea n € N fijo. Consideremos el conjunto
E :={x € C]0,1] : M(x) = z(m/n), para alguna m € {1,...,n}}.

Por la definicién de X™ es claro que M(X™) = Xg/)n para algin m €
{1,...,n}. Entonces

Qu(E) =PX™ ¢ EF]=P[Q] = 1.
Sea ahora ¢ > 0. Definimos

D,, = {x € C[0,1] : x(m/n) > ¢ > x(i/m), parai < m}

D ={zeC[0,1] : M(x) > c}.
Los conjuntos D,, son ajenosy D = (DN E)U (DN E*°). Ahora, siz € DNE,
entonces M(x) = z(m/n) para algin m € {1,..n} y M(z) > c. Sea m, =
min{m € {1,...,n : x(m/n) > c¢}. De modo que x € D,,,. Por otra parte, es
claro que U'D,,, N D N E. Por lo tanto D N E = U7 D,,. Asi

n

m=1
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Tenemos también
Qn(Dm) = Qu(Dy N{z : 2(1) — x(m/n) > 0})
+ Qn(Dy N{z - (1) — x(m/n) < 0})
+ Qn(Dm N {z 2 2(1) — 2(m/n) = 0}),

ahora,
Qn(Dpn{z : z(1)—z(m/n) > 0}) = P[(X™ € D, )N(X™ € {z: z(1)—x(m/n) > 0})],
pero

(XM e {z:2(1) —2z(m/n) > 0}) = (Z Yk>0>

k=m+1
por lo tanto (X™ € D,,) y (X™ € {z : (1) — z(m/n) > 0}) son indepen-
dientes, de modo que

Qn(Dp N{z : 2(1) —x(m/n) > 0}) = Qn(Dp)Qn({z : z(1) — z(m/n) > 0}).

Y de forma andloga,

Qn (D N{z: 2(1) = z(m/n) <0}) = Qn(Dp)Qn({x : 2(1) — z(m/n) < 0}).

Por otra parte, es claro que

Qn(DpyN{z : 2(1) —x(m/n) > 0}) = Qn(Dy N {x : 2(1) — z(m/n) < 0}).
Entonces
Qn(Dm) = 2Qn(Dp)Qn({z : x(1) — z(m/n) > 0})
+ Qn(Dpm N {z : 2(1) — x(m/n) = 0}).

Sumando sobre m, obtenemos

Qn({z: M(z) = c}) = 2Qn({z - 2(1) > c}) + @n({z - 2(1) = ¢}).  (64)

Ahora bien, sea y € C0,1] tal que y(1) # cysea 0 < r < |y(1) — ¢|. Si
¢ € By(y;r) entonces

d(&,y) = max{[€(t) —y(B) - ¢t € [0, 1]} <7 < e —y(d)],

de donde £(1) # ¢. De modo que el conjunto {z : z(1) = ¢} es cerrado en
10, 1].

Por otra parte, para cualquier z € C[0,1] tal que (1) =cy 0 <r < o0
definimos &, € C[0,1] como &(t) = x(t) +r/2 y (t) = z(t) — r/2. Entonces
&, € By(z;r), (1) > cy ¥(1) < ¢. Luego, el conjunto {z : z(1) = ¢} es
también la frontera de {x : z(1) > c}. Entonces, como la distribucién @ es
continua, Q({z : X(1) = ¢}) = 0, se sigue del Teorema de Portmanteau

Qulle: M(w) ) 20((x : 2(0)}) =2 [
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Pero, por otro lado, segiin el Principio de invarianza de Donsker, tenemos
que

Qn({x: M(z) = c}) = Q({z : M(z) = c}).

De aqui se sigue el resultado deseado. O]

Teorema 6.3.2. Sea {Yj}ren una sucesion de v.a. reales independientes e
idénticamente distribuidas con media finita u y varianza 0 < o? < oco. En-
tonces para ¢ > 0

1 2 [ e
1 — 4 _ . P e —_— —u /2
nhmIP’[ nmax{g (Y ,u).m_l,...n}>c]_\/7/0@ du.

k=1

Teorema 6.3.3. Sea ) la medida de Wiener y sea \ la medida de Lebesque
sobre [0,1]. Entonces

Q({z - A{t € [0,1];2(t) = 0}) = 0}) = L.

Demostracion. La funcién (¢,z) — z(t) definida sobre [0, 1] x C[0, 1] es con-
tinua como funcién de t para cada x fijo y también como funcién de = para
cada t fijo. Entonces es una funcién medible y por tanto la funcién indicadora
de {(t,z) : z(t) = 0} es medible. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de
Fubini a esta funcion indicadora. Entonces

C10,1] [0,1]



Apéndice A
Norma Lipschitz-acotada

Consideremos (.5, d) un espacio métrico. Recordemos que la norma supremo
para cada funcién f : .S — R estd definida por || f||e := sup{|f(z)| : x € S}.

Proposiciéon A.1. Para toda funcion f: S — R, definimos
|f(z) = f(y)] }
xF Y,
d(z,y)

Entonces ||-||1 es una semi-norma para el espacio de todas las funciones reales
definidas sobre (S,d); y es llamada semi-norma de Lipschitz.

1]l = sup{

Proposiciéon A.2. Para toda funcion f:S — R, definimos

11l = [1f lloo + [I.fllz-
Sea también BL(S,d) es subespacio de todas las funciones f : S — R tales
que || fllsr < oo. Entonces BL(S,d) es un espacio vectorial y || - ||pr es una

norma en este espacio.
El espacio BL(S,d) es llamado espacio de funciones Lipschitz aco-
tadas y || - || gL es llamada norma de Lipschitz acotada.

La demostracién de estos hechos es completamente trivial.

Teorema A.1l. Para toda f y g en BL(S,d),
i) I fgllsr < [ flLllgllae-
i) || max{f, g}l < max{|[fl, lgllc}
i) || min{f, g}|z < max{|| fllz, g}

Demostracion. Sean [y g funciones en BL(S,d).
i). Claramente || fgl[oc < [|.fllocllg]lo-

Por otro lado, para cualquier z y y en S,
[f(@)g(x) = Fw)gW)| = [f(x)g(x) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)|
< |f@)(g(x) = gW)| +19(y)(f(z) = f(y))]
< (Ifllsollgllz + gl fII£)d(, y),

71
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de donde
1falle < I fllsollgllz + Ngllooll £1lz-

Por tanto

1f9ller = I fglle + I follL
< [[fllsollglloc + N locllgllz + Nlgllocll f1l2
< [ fllsollgllos + I oo llgllz + NglloollfI[2 + 1SN 2llgll
= (1 flloo + A1) (g lloc + llgllL)
= || fllscllgllsr-

Lo cual prueba ademas que fg € BL(S,d).
it). Sean x y y elementos en S. Entonces

max{f(x), g()} — max{f(y), g(y)} < {; (

y del mismo modo

fly) = f(x)  sig(y)

’ 1 S
max{f(y), g(y)} — méx{f(z), g(z)} < {g(y) —g(x) sif(y) <

de manera que

| méx{f (), g(x)} —max{f(y), 9(y)}| <max{|f(z) = f(y)],l9(x) = g(y)[},

de donde se sigue de forma inmediata que

[ méx{f, g}z < méx{[|fllz, llg]l.}-

iii). De la parte anterior tenemos que

min{f, g}z = [lmax{—f, =g}l < méx{[|=fllz, [ =glle} = max{[| /] llgl[L}.
O

Lema A.1. Para K C S definimos Bx como la familia de funciones f : K —
R tales que ||f||pr < 1. Entonces Bk es una familia de funciones uniforme-
mente equicontinua y cerrada para la norma supremo || - |-

Demostracion. Sea f, funciones en By y f una funcién tales que f,, — f (para
| - |oc). Sea también e >0y z # y (z,y € K). Tomemos n € N tal que

1o = Flloe < 5(z,9).

Entonces c
‘fn(Z)—f(Z)‘ Séd(l’,y), VZEK,
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en particular

fal@) = f@)] < Sdleyy) vy aly) = J)] < Sd(e,y).
Por lo tanto

[f (@) = fW)] < [f(z) = ful@)] + [falz) = fu@)] + [fnly) — f(y)
< €d<£L‘,y) + ‘fn(x) - fn(y)‘

esto implica que

10) =S _ ,  Uale) = 1u(0)
S S a2
luego,
IO o < e Ul + lle = €4 e < €41,
e ) - )
flx) = fly
O < e,

de modo que
Il =z + 1 fllee <€+ 1,

entonces si € — 0,
[ fllsr <1,

por lo tanto f € Bg. Esto prueba que By es cerrada.

Ahora, sea n > 0 y supongamos que d(x,y) < 1. Si f € Bg tenemos que
lfller < 1, por lo tanto ||f||. < 1, se sigue entonces que |f(z) — f(y)| <
d(z,y). Entonces |f(x) — f(y)| < n. Luego Bk es una familia uniformemente
equicontinua. ]

Lema A.2. St K C S es compacto, entonces Bi estd totalmente acotada para

Demostracion. La familia Bi es uniformemente equicontinua y K es com-
pacto, luego, por el Teorema de Arzeld-Ascoli, Bi estd totalmente acotada
para || - ||co- O

Teorema A.2. Si K C S es compacto, entonces Bx es compacto.

Demostracion. By C Cy(K), Bk es cerrada y Cy(K) completo, por tanto By
es completa, luego By es compacto. O]
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