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Prefacio

Este trabajo pretende profundizar en algunos temas estudiados en los cur-
sos de maestŕıa del posgrado en Ciencias Matemáticas de la UNAM, en las
áreas de análisis y probabilidad. La intensión del texto es que pueda servir
de apoyo en un curso avanzado de análisis matemático y probabilidad. Los
requisitos: un curso de análisis matemático y un curso básico de teoŕıa de la
probabilidad. Puede servir tener conocimiento de la teoŕıa de espacios métri-
cos.

El texto se centra, de forma extensiva, en la teoŕıa clásica entorno al con-
cepto de convergencia en distribución, y está basado en los textos señalados
en la bibliograf́ıa.

En primer lugar se exponen con todo detalle los requerimientos con los
cuales puede enfocarse dicha teoŕıa. Finalmente, en la última parte se incluye
un material en donde se expone una aplicación de la teoŕıa al proceso estocásti-
co de trayectorias continuas más importante, el Movimiento Browniano.
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Introducción

El concepto de convergencia en distribución (o convergencia débil) ha
adquirido una importancia vital para la teoŕıa probabiĺıstica actual. En prácti-
camente todas las ciencias (incluso aquellas no matemáticas) se reconoce esta
importancia a través del famoso Teorema de ĺımite central, el cual establece,
como caso particular, que si Xj, j ∈ N, son variables aleatorias independientes,
con indéntica distribución, con media 0 y varianza 1, y Sn := X1 + · · · +Xn,
entonces

ĺım
n→∞

P
[
Sn√
n
≤ x

]
=

1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt.

Es decir, la distribución de las variables aleatorias Sn converge a una dis-
tribución normal de parámetros 0 y 1. Por otro lado, de este mismo teorema
depende la prueba de existencia de uno de los procesos estocásticos de trayec-
torias continuas más importantes para toda la ciencia (desde las matemáticas
y f́ısica, hasta la bioloǵıa y las finanzas), el Movimiento Browniano.

En términos generales, para una función de distribución F es siempre
posible encontrar una ley P , es decir, es posible encontrar un espacio de
probabilidad (Ω,F ,P) y una variable aleatoria X tal que P = P ◦ X−1 y
F (x) = P (−∞, x]. De modo que es posible identificar el modo de convergencia
en distribución con el modo de convergencia en ley (Teorema de Helly-Bray).

La importancia de este hecho radica en dos aspectos. Por un lado, los cri-
terios para determinar convergencia son bastante amplios (Teorema de Port-
manteau) como para permitir una aplicación más ágil, como en la construcción
de Movimiento Browniano, descrita en la parte dos de este texto.

Ahora bien existe un interés teórico ligado al modo de convergecia en ley.
La métrica ρ, introducida por Prohorov en los años 50 del siglo pasado, sobre el
espacio de todas las leyes definidas sobre un mismo espacio métrico completo
y saparable (como por ejemplo R), logra caracterizar topológicamente el modo
de convergencia en ley. Más aun, el espacio de todas las leyes es completo bajo
esta métrica (Teorema de Prohorov). Dudley, más recientemente, logro otro
tanto con la introducción de una métrica β. La primera parte del presente
trabajo está dedicada a desarrollar estas ideas.
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Parte I

Convergencia en Distribución
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Caṕıtulo 1

Convergencia de Leyes sobre
espacios Métricos

En este caṕıtulo entramos ya en el concepto de convergencia en ley y en
distribución. Esencialmente se trata de establecer un criterio de covergencia en
ley (Teorema de Portmanteau), y otro resultado que relaciona los conceptos de
convergencia en ley y convergencia en distribución (Teorema de Helly-Bray).
También revisaremos brevemente los modos de convegencia casi segura y en
probabilidad.

1.1. Convergencia casi segura
y en probabilidad

En esta sección definimos los conceptos básicos de convergencia en proba-
bilidad y casi segura, en su concideración más general. Asimismo estudiamos
las relaciones que existen entre estos modos de convergencia.

Definición 1.1.1. Sea (S,O) un espacio topológico, (Ω,F ,P) un espacio de
probabilidad y Xn, X : (Ω,F) → (S,B(S)), n = 1, ..., variables aleatorias.
Entonces Xn converge casi seguramente a X sii P[Xn → X] = 1. Notación:
Xn

c.s.−−→ X.

En [Kal] pág 3, puede encontrarse una prueba del resultado siguiente

Teorema 1.1.1. Si (S,O) y (T, T ) son espacios topológicos con bases nume-
rables (segundo contables) entonces

B(S × T ,O ⊗ T ) = B(S,O)⊗ B(T , T ).

Aqúı O⊗T denota la topoloǵıa producto sobre S×T . Y B(S,O)⊗B(T, T )
denota la σ-álgebra producto (ver [Kal] pág 3).

En un espacio métrico (S, d), la métrica d : S×S → R es continua respecto
la topoloǵıa producto de la topoloǵıa generada por d consigo misma. Por tanto
la métrica d es (B(S × S)-B(R))-medible.

2



CAPÍTULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES 3

Si (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad, (S, d) un espacio métrico sepa-
rable (segundo contable, equivalentemente, [Wil], pág. 112) y X, Y : (Ω,F)→
(S, d) dos variables aleatorias (i.e. funciones (F -B(S))-medibles, donde B(S) es
la σ-álgebra de Borel para la topoloǵıa que genera d), entonces la composición
d(X, Y ) : (Ω,F) → (R,B(R)) es variable aleatoria. En efecto, dado que X y
Y son (F -B(S))-medibles, entonces (X, Y ) : Ω→ S × S es (F -B(S)⊗ B(S))-
medible, puesto que (X, Y )−1(B × S) = X−1(B) ∈ F y (X, Y )−1(S × B) =
Y −1(B) ∈ F , para todo B ∈ B(S), y {S×B,B×S : B ∈ B(S)} es la clase que
genera B(S)⊗B(S). Ahora, como (S, d) es separable, B(S)⊗B(S) = B(S×S).
Por lo tanto d(X, Y ) es (F ,B(R))-medible.

En todo lo que sigue consideraremos (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad
y (S, d) un espacio métrico el cual contiene un subconjunto denso numerable
(i.e. separable).

Definición 1.1.2. Sean Xn, X : Ω → S, n = 1, ..., variables aleatorias.
Entonces Xn converge en probabilidad sii

∀ ε > 0 ĺım
n→∞

P[d(Xn, X) > ε] = 0.

Notación: Xn
P−→ X.

Existe una profunda e importante relación entre los modos de convergencia
en probabilidad y casi segura, que exponemos en siguiente resultado clásico.

Teorema 1.1.2. Sean Xn, n = 1, ... y X variables aleatorias definidas en

(Ω,F ,P) y con valores en (S, d). Entonces Xn
P−→ X si y sólo si, para toda

subsucesión Xn(k) existe una subsubsucesión Xn(k(r)) tal que Xn(k(r))
c.s.−−→ X.

Demostración. ⇒] Sea {Xn(k)}k≥1, una subsucesión de {Xn}n≥1. Es fácil notar

que Xn(k)
P−→ X. Para cada r ∈ N elegimos k(r) tal que

P
[
d(Xn(k(r)), X) >

1

r

]
<

1

r2
.

Entonces ∑

r

P
[
d(Xn(k(r)), X) >

1

r

]
<
∑

r

1

r2
<∞.

Por el Lema de Borel-Cantelli,

P
[
ĺım sup
r→∞

(
d(Xn(k(r)), X) >

1

r

)]
= 0.

De modo que

P
[
ĺım inf
r→∞

(
d(Xn(k(r)), X) ≤ 1

r

)]
= 1.



CAPÍTULO 1. CONVERGENCIA DE LEYES 4

Ahora bien, si ω ∈ ĺım inf
r→∞

(
d(Xn(k(r)), X) ≤ 1

r

)
, entonces existe R ≥ 1 tal

que

0 ≤ d(Xn(k(r))(ω), X(ω)) ≤ 1

r
,

para todo r ≥ R. De este modo

ĺım
r→∞

d(Xn(k(r))(ω), X(ω)) = 0,

entonces ω ∈
(
Xn(k(r)) → X, r →∞

)
. Aśı P[Xn(k(r)) → X, r → ∞] = 1, i.e.

Xn(k(r)) → X c.s.
⇐] Ahora supongamos que Xn no converge en probabilidad a X. Para

alguna ε > 0 y alguna δ > 0 existe una subsucesión Xn(k) tal que

P[d(Xn(k), X) > ε] > δ ∀ k ∈ N.

Por otro lado, tenemos que para alguna subsubsucesión Xn(k(r))
c.s.−−→ X. En-

tonces
1{d(Xn(k(r)),X)>ε} → 0 c. s.,

se sigue del Teorema de convergencia dominada que

P[d(Xn(k(r)), X) > ε] = E[1{d(Xn(k(r)),X)>ε}]→ 0 < δ,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto Xn
P−→ X.

Como consecuencia inmediata apuntamos en siguiente corolario.

Corolario 1.1.1. Si Xn
c.s.−−→ X entonces Xn

P−→ X.

Ejemplo 1.1.1. Supongamos que Xn es una sucesión de variables aleatorias
independientes tales que

P[Xn = x] =






1

n
si x = 1,

1− 1

n
si x = 0.

Tenemos entonces que dicha sucesión converge en probabilidad a X ≡ 0, pero
no converge casi seguramente a X.

En efecto, para cada ε > 0 tenemos que

ĺım
n→∞

P[|Xn −X| > ε] = ĺım
n→∞

P[Xn = 1]

= ĺım
n→∞

1

n
= 0,

luego Xn
P−→ X.
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Ahora bien, definimos

C = {ω : ĺım
n→∞

Xn(ω) = 0 = X(ω)},

y para ε > 0 arbitraria también definimos los subconjuntos

B(n, ε) = {ω : |Xm(ω)−X(ω)| = Xm(ω) < ε, m ≥ n},

para toda n ∈ N, y sea B(ε) la unión (sobre n) de estos subconjuntos.
De modo que C ⊆ B(ε). En efecto, si ω ∈ C entonces existe n0 ∈ N (que

depende tanto de ε como de ω) tal que Xm(ω) < ε, para toda m ≥ n0. Luego
ω ∈ B(n0, ε), es decir C ⊆ B(n0, ε) ⊆ B(ε).

Por otro lado, tenemos que

P[B(n, ε)] =
∞∏

m=n

P[Xm < ε]

=
∞∏

m=n

P[Xm = 0]

=
∞∏

m=n

(
1− 1

m

)

= ĺım
n≤k→∞

k∏

m=n

(
m− 1

m

)
,

pero
k∏

m=n

(
m− 1

m

)
=

n− 1

n
· n+ 1− 1

n+ 1
· · · k − 1

k
=

n− 1

k
,

de donde
P[B(n, ε)] = 0,

para cada n ∈ N. Luego
P[C] = P[B(ε)] = 0,

entonces la sucesión no converge casi seguramente a X ≡ 0.

1.2. Convergencia en ley

Definición 1.2.1. Sea (S,O) un espacio topológico.

i) Una ley P es una medida de probabilidad sobre B(S).

iii) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Si X : (Ω,F) → (S,B(S)) es
una variable aleatoria, entonces la ley de X sobre (S,B(S)) se define
como la medida PX := P ◦X−1.

Observación 1.1. PX es una medida de probabilidad sobre (S,B(S)).
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Ejemplo 1.2.1. Si x ∈ R es fijo, la ley punto de masa está definida como

δx(A) =

{
1 si x ∈ A,

0 si x /∈ A,

para todo A ∈ B(R).

Ejemplo 1.2.2. Consideremos R con topoloǵıa usual y la densidad f : R→ R
dada por f(x) = (1/

√
2π) exp(−x2/2) (densidad gaussiana parámetros 0 y 1),

entonces µ : B(R)→ R+ dada por

µ(A) =

∫

A

f(x)dx ∀A ∈ B(R)

es también una ley sobre B(R).

Definición 1.2.2. Sea (S,O) un espacio topológico.

i) Sea Cb(S) el conjunto de todas las funciones reales, continuas y acotadas
definidas sobre S. Sean también Pn y P , n = 1, ..., leyes sobre (S,B(S)).
Decimos que Pn converge en ley a P sii

∀ f ∈ Cb(S)

∫
fdPn →

∫
fdP.

Notación: Pn
L−→ P .

ii) Sean Xn y X variables aleatorias con valores en (S,O) (definidas sobre
espacios de probabilidad no necesariamente iguales). Entonces Xn con-

verge en distribución o en ley a X (notación: Xn
d−→ X ó Xn

L−→ X
ó Xn

w−→ X ó L(Xn)→ L(X)) sii la familia de leyes Pn de Xn converge
a la ley P de X.

Ejemplo 1.2.3. El conocido Teorema Central de Ĺımite es una caso especial
donde se da una convergencia en distribución. Su enunciación es la siguiente:
Si Xn, n ∈ N, son variables aleatorias (definidas sobre un mismo espacio de
probabilidad) independientes, idénticamente distribuidas, con media µ ∈ R y
varianza σ2 > 0, entonces la sucesión de variables aleatorias Sn :=

∑n
i=1(Xi−

µ)/σ
√
n converge en ley a una variable aleatoria cuya distribución es normal

con parámetros 0 y 1.

Ejemplo 1.2.4. Sean Xn variables aleatorias reales tales que P[Xn = n] = 1.
Si Pn := P ◦X−1

n , entonces Pn = δn para toda n ∈ N. Sea f : R→ R dada por
f(t) = cos πt. Entonces

∫
f(t)dPn(t) = cosπn =

{
1 si n es par,

−1 si n es impar.

Por lo tanto no existe convergencia en ley.
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Ejemplo 1.2.5. Sean Xn, n = 1, ... variables aleatorias con distribución uni-
forme sobre el intervalo (0, 1/n). Entonces, si f : R → R es una función
continua y acotada, ∫

f(t)dPn(t) =

∫ 1/n

0

f(x)dt,

luego, si n→∞,

ĺım
n→∞

∫
f(t)dPn(t) = 0.

Entonces L(Xn)→ L(X), donde X ≡ 0.

Como primer hecho fundamental apuntamos el siguiente teorema, cuya
prueba es sorprendentemente sencilla.

Teorema 1.2.1. Si Pn y P son leyes tales que para toda subsucesión Pn(k)

existe una subsubsucesión Pn(k(r)) tal que Pn(k(r))
L−→ P , entonces Pn

L−→ P .

Demostración. Si no sucede aśı, entonces para alguna f0 ∈ Cb(S)
∫

f0dPn !
∫

fdP.

Existe por tanto ε0 > 0 tal que para alguna subsucesión Pn(k):
∣∣∣∣
∫

f0dPn(k) −
∫

f0dP

∣∣∣∣ > ε0 ∀ k,

luego Pn(k) no tiene subsubsucesiones convergentes a la ley P , lo cual es una
contradicción a la hipótesis.

El teorema siguiente es un corolario, menos evidente, del hecho anterior.

Teorema 1.2.2. Si Xn y X, n = 1, ..., son variables aleatorias con valores
en un espacio métrico separable (S, d), definidas sobre el mismo espacio de

probabilidad (Ω,F ,P) tales que Xn
P−→ X, entonces L(Xn)→ L(X).

Demostración. Para una subsucesión Xn(k) tomamos alguna subsubsucesión
Xn(k(r)) tal que Xn(k(r)) → X c.s. (Teorema 1.1.2). Ahora sea f ∈ Cb(S).
Entonces existe M > 0 tal que

|f(Xn(k(r)))| ≤M ∀ r = 1, ...

Luego ∫
|f(Xn(k(r)))|dP ≤MP[Ω] = M <∞.

Por otro lado, dado que f es continua y Xn(k(r)) → X c.s. (r → ∞), en-
tonces f(Xn(k(r)))→ f(X), c.s. (r →∞). Aśı, por el Teorema de convergencia
dominada,

∫
fdPn(k(r)) =

∫
f(Xn(k(r)))dP→

∫
f(X)dP =

∫
fdP,

donde Pn(k(r)) es la ley deXn(k(r)) y P es la ley deX. De modo que Pn(k(r))
L−→ P .

Finalmente por el Teorema 1.2.1, Pn
L−→ P , i.e. L(Xn)→ L(X).
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Corolario 1.2.1. Sean Xn, n = 1, ..., y X variables aleatorias con valores
sobre un espacio métrico separable (S, d) y definidas sobre un mismo espacio

de probabilidad (Ω,F ,P). Si Xn
c.s.−−→ X ó Xn

P−→ X, entonces Xn
L−→ X.

Teorema 1.2.3. Sean (S,O) y (R, T ) dos espacios topológicos, P y Pn, n ∈ N
medidas de probabilidad definidas en (S,B(S,O)) y sea h : (S,O) → (R, T )
una función continua. Consideremos las medidas de probabilidad Q := P ◦h−1

y Qn := Pn ◦ h−1, n ∈ N definidas en (T,B(T,R)). Si Pn
L−→ P entonces

Qn
L−→ Q.

Demostración. Sea f ∈ Cb(R). Entonces según el Lema de substitución ([Kal]
pág. 12) ∫

R

fdQn =

∫

S

f ◦ h dPn.

Y dado que f ◦h ∈ Cb(S), la última expresión de la igualdad anterior converge
a
∫
S f ◦ h dP , es decir

∫

R

fdQn →
∫

S

f ◦ h dP =

∫

R

fdQ.

1.3. Criterios de convergencia en ley.
El Teorema de Portmanteau.

El teorema estudiado en esta sección establece los criterios usados para
determinar cuando existe convergencia en ley.

Definición 1.3.1. Sea (S, d) un espacio métrico. Si µ está definida sobre B(S),
un conjunto medible A es llamada conjunto de continuidad si µ(∂A) = 0,
donde ∂A es la frontera del conjunto A.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el conjunto R con la métrica usual y la ley δx
para x ∈ R fijo. Si A = [a, b] entonces A es conjunto de continuidad si y sólo
si x 0= a y x 0= b.

Teorema 1.3.1 (Portmanteau). Para leyes Pn, P , n = 1, 2, ..., sobre un es-
pacio métrico (S, d) las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) Pn
L−→ P .

(b) Para toda función acotada uniformemente continua f : S → R,

ĺım
n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP.

(c) Para todo subconjunto U ⊂ S abierto, ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U).
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(d) Para todo subconjunto F ⊂ S cerrado, ĺım sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ).

(e) Para todo conjunto de continuidad A de P , ĺım
n→∞

Pn(A) = P (A).

(f) Para toda función medible f : S → R, acotada y continua P -c.s,

ĺım
n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP.

Demostración. El orden de la prueba será el siguiente:
(a) ⇒ (b) ⇒ (c) ⇔ (d) ⇒ (e) ⇒ (a) y (e) ⇒ (f) ⇒ (a).
(a) ⇒ (b). Es obvio.
(b) ⇒ (c). Sea U abierto, F := S\U y d(x, F ) := ı́nfy∈F{d(x, y)} para

cada x ∈ S. Dado que d(x, F ) es una función uniformemente continua, las
funciones fm(x) = mı́n{1,m · d(x, F )}, m ∈ N, son uniformemente continuas
y acotadas. Además fm ↑ 1U . En enfecto, dado que m < m + 1, entonces
md(x, F ) ≤ (m + 1)d(x, F ). Si 1 ≤ md(x, F ), entonces 1 ≤ (m + 1)d(x, F ),
luego

fm(x) = 1 = fm+1(x).

Ahora, si md(x, F ) < 1, entonces

fm(x) = md(x, F ) ≤






1

y

(m+ 1)d(x, F ),

por tanto fm(x) ≤ fm+1(x).
Por otro lado, si x ∈ F , entonces d(x, F ) = 0, por tanto

fm(x) = 0 = 1U(x).

Si x /∈ F (x ∈ U), entonces

fm(x) = mı́n{1,md(x, F )} ≤ 1 = 1U(x)

Es decir fm(x) ≤ 1U(x).
Ahora probaremos la convergencia. Si x ∈ F (x /∈ U), entonces d(x, F ) = 0,

luego fm(x) = 0, para toda m ∈ N. Por tanto,

ĺım
m→∞

fm(x) = 0 = 1U(x).

Si x /∈ F (x ∈ U), entonces d(x, F ) > 0, por ello existe M ∈ N tal que

d(x, F ) >
1

m
> 0 ∀m ≥M

⇒ md(x, F ) > 1 ∀m ≥M

⇒ fm(x) = 1 ∀m ≥M.
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Entonces ĺım
n→∞

fm(x) = 1 = 1U(x).

Para cada m consideremos Fm := f−1
m ({1}). Tenemos que

∫
fmdP =

∫

Fm

fmdP +

∫

S\Fm

fmdP ≥
∫

Fm

fmdP.

Pero

∫

Fm

fmdP = P (Fm) (dado que x ∈ Fm ⇔ fm(x) = 1), por tanto

∫
fmdP ≥ P (Fm).

Por otro lado, como 1U ≥ fm, entonces

Pn(U) =

∫
1UdPn ≥

∫
fmdPn.

Tomando ĺımite inferior cuando n→∞,

ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ ĺım
n→∞

∫
fmdPn =

∫
fmdP ≥ P (Fm) (1.1)

Ahora bien, si x ∈ Fm entonces fm(x) = 1, y como

1 ≥ fm+1(x) ≥ fm(x) = 1,

entonces fm+1(x) = 1, luego x ∈ Fm+1. Por tanto Fm ⊂ Fm+1.
Si x ∈

⋃
m Fm, entonces existe M natural tal que fM(x) = 1 > 0, luego

x /∈ F , i.e. x ∈ U . Por tanto
⋃

m Fm ⊂ U .
Y si x ∈ U , existe r > 0 tal que Bd(x; r) ⊂ U . Entonces

d(x, y) > r > 0 ∀ y ∈ F.

Existe aśı M ∈ N tal que Md(x, y) > 1. Por tanto fM(x) = 1. Luego x ∈⋃
m Fm. Es decir U ⊂

⋃
m Fm. De donde U =

⋃
m Fm.

De este modo P (U) = ĺım
m→∞

P (Fm). Es decir, para ε > 0 arbitrario existe

M ∈ N tal que
P (Fm) ≥ P (U)− ε ∀m ≥M.

Comparando con (1.1),

ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U)− ε.

Si ε→ 0, ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U).

(c) ⇒ (d). Sea F ⊂ S cerrado, entonces U := S\F es abierto, por tanto

ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U).
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Pero Pn(U) = 1− Pn(F ) y P (U) = 1− P (F ), de donde

1− P (F ) = P (U)

≤ ĺım inf
n→∞

Pn(U) = 1− ĺım sup
n→∞

Pn(F ),

por tanto
ĺım sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ).

(d) ⇒ (c). Sea U ⊂ S abierto, entonces F := S\U es cerrado, por tanto

ĺım sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ).

Pero Pn(F ) = 1− Pn(U) y P (F ) = 1− P (U), de donde

1− P (U) = P (F )

≥ ĺım sup
n→∞

Pn(F ) = 1− ĺım inf
n→∞

Pn(U),

por tanto
ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U).

(d) ⇒ (e). Sea A ∈ B(S), entonces

P (intA) ≤ ĺım inf
n→∞

Pn(intA) (pues (c) también es cierto),

≤ ĺım inf
n→∞

Pn(A) (pues intA ⊂ A),

≤ ĺım sup
n→∞

Pn(A)

≤ ĺım sup
n→∞

Pn(A) (pues A ⊂ A),

≤ P (A) (por (d)).

Ahora, si A es un conjunto de continuidad para P , entonces

P (A) = P (intA ∪ ∂A) = P (intA) + P (∂A) = P (intA),

luego, ĺım
n→∞

Pn(A) existe y

ĺım
n→∞

Pn(A) = P (intA) (1.2)

Pero
P (A) = P (A ∩ ∂A) + P (A\∂A) = P (A\∂A) = P (intA),

por lo tanto
P (A) = ĺım

n→∞
Pn(A).

(e) ⇒ (a). Consideremos primero f ∈ Cb(S) no negativa. Para y ∈ R
definimos Gy := {x ∈ S : f(x) ≥ y} = f−1([y,∞)), y Fy := {x ∈ S : f(x) =
y} = f−1({y}), y ∈ R.
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Sea ξ ∈ ∂Gy. Supongamos que f(ξ) > y. Entonces para el abierto V :=
f−1(−δ + f(ξ), f(ξ) + δ) ⊂ S donde δ = f(ξ) − x, tenemos que ξ ∈ V pero
V ∩ (S\Gy) = {x ∈ S : f(x) < y} = ∅, lo cual es una contradiccón. De
modo que f(ξ) ≤ y. Análogamente puede probarse que f(ξ) ≥ y, con lo que
f(ξ) = y. Esto es ∂Gy ⊂ Fy.

Antes de continuar, notamos que esta última contensión puede ser estricta.
En efecto, si consideramos S = R con la topoloǵıa discreta dada por la métrica
d(x, y) = 1x(y) = 1y(x), y consideramos la función no negativa, continua y
acotada f(x) = 1{1}(x), entoncesG0 = S, de donde ∂G0 = ∅, pero F0 = S\{1}.

Ahora, continuando con nuestra demostración, si y1 y y2 son puntos en
R tales que y1 0= y2, entonces, Fy1 ∩ Fy2 = ∅. Supongamos que el conjunto
E := {y ∈ R : P (Fy) > 0} es infinito no numerable. Si consideramos los
subconjuntos Em := {y ∈ R : P (Fy) > 1/m}, m ∈ N, entonces Em ↑ E.
Luego, si E es no numerable, debe existir M ∈ N tal que EM es no numerable.
Y como Em ⊂ Em+1, entonces Em es no numerable para toda m ≥ M . Sea
ym ∈ Em para m ≥M tal que ym 0= yn si n 0= M (n,m ≥M). Entonces

1 ≥ P

(
⋃

m≥M

Fym

)
=
∑

m≥M

P (Fym) ≥
∑

m≥M

1

m
=∞,

lo cual es una contradicción. De modo que E es a lo sumo numerable. Luego,
λ(E) = 0, donde λ es la medida de Lebesgue en R. Además, si y ∈ R\E
entonces

0 ≤ P (∂Gy) ≤ P (Fy) = 0,

es decir, Gy es un conjunto de continuidad para la ley P .
Para cada n ∈ N definimos la función hn : R → [0, 1] dada por hn(y) =

Pn(Gy). Sea también la función h : R → [0, 1] dada por h(y) = P (Gy). Para
y ∈ R\E, tenemos que

ĺım
n→∞

hn(y) = ĺım
n→∞

Pn(Gy) = P (Gy) = h(y).

Es decir hn
c.s.−−→ h. Aśı, por el Teorema de convergencia dominada,

ĺım
n→∞

∫ ∞

0

hn(y)dy =

∫ ∞

0

h(y)dy.

Pero
∫ ∞

0

hn(y)dy =

∫ ∞

0

Pn(Gy)dy =

∫ ∞

0

Pn(f
−1[y,∞))dy =

∫

S

fdPn,

y del mismo modo ∫ ∞

0

h(y)dy =

∫

S

fdP.

Entonces

ĺım
n→∞

∫

S

fdPn =

∫

S

fdP
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Para el caso general f ∈ Cb(S), basta aplicar lo demostrado arriba a las
funciones Λ(fn)− fn y Λ(f)− f , donde Λ(g) = sup{|g(x)| : x ∈ S}.

(e) ⇒ (f). Sea f : S → R una función medible y acotada. Definimos

D := {x ∈ S : f es discontinua en x}.

Supongamos que P (D) = 0 (i.e. f es continua P -c.s.).
Para cada n ∈ N consideremos la ley sobre R dada por Fn := Pn ◦f−1, y la

ley F := P ◦ f−1. Sea B ∈ B(R) un conjunto de continuidad para F . Entonces
F (∂B) = P (f−1(∂B)) = 0. Observamos que

∂f−1(B) = (∂f−1(B) ∩D) ∪ (∂f−1(B)\D) ⊂ D ∪ (∂f−1(B)\D).

Ahora bien, si x ∈ ∂f−1(B)\D, entonces f es continua en x, por tanto para
toda vecindad abierta V ⊂ R centrada en f(x) existe una bola abierta U ⊂ S
centrada en x tal que U ⊂ f−1(V ). Pero además x ∈ ∂f−1(B), entonces
U ∩ f−1(B) 0= ∅ 0= U ∩ f−1(R\B). Luego f−1(V ∩B) 0= ∅ 0= f−1(V ∩ (R\B)).
Entonces V ∩ B 0= ∅ 0= V ∩ (R\B). Aśı, f(x) ∈ ∂B, o equivalentemente,
x ∈ f−1(∂B).

Por lo tanto ∂f−1(B) ⊂ D ∪ f−1(∂B). De este modo P (∂f−1(B)) = 0 (i.e.
f−1(B) es un conjunto de continuidad para P ). Entonces

ĺım
n→∞

Fn(B) = ĺım
n→∞

Pn(f
−1(B)) = P (f−1(B)) = F (B).

Por (a) se sigue que Fn
L−→ F .

Ahora, si h : R→ R está dada por

h(x) =






−Λ(f) si x < −Λ(f),
x si |x| ≤ Λ(f),
Λ(f) si x > Λ(f)

donde Λ(f) = sup{|f(x)| : x ∈ S}, entonces
∫
R hdFn →

∫
R hdF , por conver-

gencia en ley y dado que h es continua y acotada. Pero
∫

R
hdFn =

∫

R
h ◦ fdPn =

∫

S

fdPn,

([Kal], pág 12) y del mismo modo,
∫

R
hdF =

∫

S

fdP.

Entonces Pn
L−→ P .

(f)⇒ (a). Es obvio.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos S = R con métrica usual, las leyes Pn ≡ δ1/n
y P0 ≡ δ0. Sea f : R→ R una función continua y acotada. Entonces

∫
fPn = f

(
1

n

)
,
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por lo tanto,

ĺım
n→∞

∫
fdPn = ĺım

n→∞
f

(
1

n

)
= f

(
ĺım
n→∞

1

n

)
= f(0) =

∫
fdP0,

luego Pn
L−→ P0.

Ahora si U = (0,∞), entonces Pn(U) = 1 para toda n ∈ N, por lo que
ĺım inf
n→∞

Pn(U) = 1 > 0 = P0(U).

Por otro lado, si F = (−∞, 0], entonces Pn(F ) = 0 para toda n ∈ N, por
lo que ĺım sup

n→∞
Pn(F ) = 0 < 1 = P0(F ).

Entonces las desigualdades en (c) y (d) del teorema anterior no pueden ser
remplazadas por igualdades.

Corolario 1.3.1. Si P y Q son dos leyes definidas sobre (S, d) que satisfacen
∫

fdP =

∫
fdQ ∀ f ∈ Cb(S),

entonces P ≡ Q.

Demostración. Definimos Pn ≡ Q, para toda n ∈ N. Entonces Pn
L−→ P , luego,

por el Teorema de Portmanteau,

P (U) ≤ Q(U),

para todo abierto U en S. Intercambiando los papeles de P y Q concluimos
también que

Q(U) ≤ P (U),

de modo que P (U) = Q(U) para todo abierto U en S. Luego P ≡ Q.

Corolario 1.3.2. Si Pn
L−→ P y Pn

L−→ Q, entonces P ≡ Q.

Demostración. Para toda f ∈ Cb(S) tenemos que

ĺım
n→∞

∫
fdPn =

∫
fdP =

∫
fdQ,

luego, por el corolario anterior P ≡ Q.

1.4. El Teorema de Helly-Bray

Definición 1.4.1. Si P es una ley sobre (R,B(R)) entonces la función de
distribución de P se define como

F (t) = P ((−∞, t]),

para toda t ∈ R.
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Teorema 1.4.1 (Helly-Bray). Si Pn y P son leyes sobre B(R) con funciones

de distribución Fn y F , respectivamente, entonces Pn
L−→ P si y sólo si Fn(t)→

F (t) para todo punto t de continuidad de F .

Demostración. ⇒] Sea t ∈ R. Entonces

(−∞, t]\(−∞, t− 1/n] = (t− 1/n, t] ∀n ∈ R.

De modo que

P [(t− 1/n, t]] = P [(−∞, t]]− P [(−∞, t− 1/n]] = F (t)− F (t− 1/n).

Por otro lado

{t} =
∞⋂

n=1

(
t− 1

n
, t

]
y

(
t− 1

n+ 1
, t

]
⊂
(
t− 1

n
, t

]
∀n ∈ N,

por lo tanto

P [∂(−∞, t]] = P ({t}) = ĺım
n→∞

P ((t− 1/n, t]] = ĺım
n→∞

{F (t)− F (t− 1/n)}.

Si F es continua en t, entonces

ĺım
x→t−

F (x) = F (t).

En particular,

ĺım
n→∞

F

(
t− 1

n

)
= F (t).

Por tanto
F (t)− F (t− 1/n)→ 0 cuando n→∞.

De modo que P [∂(−∞, t]] = 0, i.e. (−∞, t] es un conjunto de continuidad para
P .

Ahora, si P [∂(−∞, t]] = P [{t}] = 0, entonces

ĺım
n→∞

{F (t)− F (t− 1/n)} = 0,

luego, F es continua en t.
Hemos probado que F es una función continua en t si y sólo si (−∞, t] es

un conjunto de continuidad para P .
Luego, por el Teorema de Portmanteau (Teorema 1.3.1), tenemos que para

t punto de continuidad de F ,

ĺım
n→∞

Fn(t) = ĺım
n→∞

Pn[(−∞, t]] = P [(−∞, t]] = F (t).
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⇐] Primero haremos algunas observaciones. Supongamos que a < b y que
a y b son puntos de continuidad para F . Entonces

P ([a, b]) = P

( ∞⋂

n=1

(
a− 1

n
, b

])

= ĺım
n→∞

P

{(
a− 1

n
, b

]}

= ĺım
n→∞

{P ((−∞, b])− P ((−∞, a− 1/n])}

= ĺım
n→∞

{F (b)− F (a− 1/n)}

= F (b)− F (a) (por continuidad de F en a),

y por otro lado,

P ((a, b)) = P

{ ∞⋃

n=1

(
a, b− 1

n

]}

= ĺım
n→∞

P

{(
a, b− 1

n

]}

= ĺım
n→∞

{P ((−∞, b− 1/n])− P ((−∞, a])}

= ĺım
n→∞

{F (b− 1/n)− F (a)}

= F (b)− F (a) (por continuidad de F en b).

De modo que P (∂[a, b]) = P ({a, b}) = 0. Entonces [a, b] es un conjunto de
continuidad para P .

Ahora bien, si (a, b) es no vaćıo en R, entonces existe N ∈ N tal que

b− a

2
>

1

N + n
∀n ∈ N.

Definimos ahora los conjuntos

A1 :=

(
a+

1

N + 1
,
b+ a

2

]
, B1 :=

[
b+ a

2
, b− 1

N + 1

)
,

y para k > 1,

Ak :=

(
a+

1

N + k
, a+

1

N + k − 1

]
, Bk :=

[
b− 1

N + k − 1
, b− 1

N + k

)
.

Para cada k ∈ N existen ak ∈ Ak y bk ∈ Bk tal que ak y bk son puntos de

continuidad de F . Sea Ck := [ak, bk]. Entonces Ck ⊂ (a, b), aśı
∞⋃

k=1

Ck ⊂ (a, b).

Ahora sea x ∈ (a, b). Entonces existe k1 ∈ N y existe k2 ∈ N tales que

a+
1

N + k1 − 1
≤ x y x ≤ b− 1

N + k2 − 1
.
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Sea k0 = máx{k1, k2}. Entonces

ak0 ≤ a+
1

N + k0 − 1
≤ x ≤ b− 1

N + k0 − 1
≤ bk0 ,

es decir x ∈ [ak0 , bk0 ] = Ck0 . De donde (a, b) ⊂
∞⋃

k=1

Ck. Es decir, todo intervalo

(a, b) puede expresarse como una unión numerable de intervalos cerrados cuyos
puntos extremos son puntos de continuidad de F .

En general, si U es un abierto en R, existen intervalos abiertos (ai, bi),
ai, bi en Q, tales que U =

⋃
j(aj, bj), pues {(r, q) : r, q ∈ Q} es una base

numerable para la topoloǵıa usual en R. Pero por lo hecho arriba existen
intervalos cerrados Cj

k tales que (aj, bj) =
⋃

k C
j
k y cuyos puntos extremos son

puntos de continuidad de F , para toda j ∈ N. De modo que U =
⋃

j

⋃
k C

j
k.

Esta unión es numerable y escogiendo una numeración adecuada podemos
poner

U =
∞⋃

i=1

Ci,

donde Ci = [ai, bi] y ai, bi son puntos de continuidad de F .
Si definimos Vm =

⋃m
i=1[ai, bi] para cada m ∈ N, Vm ↑ U . Es decir, dada

ε > 0 existe M ∈ N tal que

P (VM) > P (U)− ε.

Ahora bien,

0 ≤ P (∂VM) ≤ P

(
M⋃

i=1

∂Ci

)
= 0,

por tanto VM es un conjunto de continuidad para P . Luego,

ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ ĺım inf
n→∞

Pn(VM) = ĺım
n→∞

Pn(VM) > P (U)− ε.

Haciendo ε→ 0, tenemos que

ĺım inf
n→∞

Pn(U) ≥ P (U),

entonces por el Teorema de Portmanteau (Teorema 1.3.1), Pn
L−→ P .

Proposición 1.4.1. Si (S, d) es un espacio métrico, p ∈ S, y Xn, n = 1, ...,
son variables aleatorias con valores en S y definidas sobre un mismo espacio
de probabilidad (Ω,F ,P) tales que L(Xn) → L(X), donde X es la variable

aleatoria constante p (cuya ley es δp), entonces Xn
P−→ X.

Demostración. Si definimos fk(x) := máx{0, 1 − kd(x, p)}, k ∈ N, entonces
0 ≤ fk(x) ≤ 1 y además fk es continua, luego fk ∈ Cb(s).
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Por otra parte, sea Ak := {x ∈ S : d(x, p) < 1
k}. Si para x ∈ S tenemos que

fk(x) = 0, entonces 1− kd(x, p) ≤ 0, es decir 1/k ≤ d(x, p), luego 1Ak
(x) = 0.

Pero si fk(x) = 1 − kd(x, p), entonces 1 − kd(x, p) > 0, esto es 1/k > d(x, p),
luego 1Ak

(x) = 1 ≥ 1 − kd(x, p) = fk(x). Entonces fk(x) ≤ 1Ak
(x). Por lo

tanto fk(Xn) ≤ 1Ak
(Xn).

De este modo,

∫
fdPn =

∫
f(Xn)dP ≤

∫
1Ak

(Xn)dP = P
(
d(Xn, p) <

1

k

)
≤ 1,

y como

∫
fdPn →

∫
fkdδp = 1 si n→∞, se sigue que

ĺım
n→∞

P
(
d(Xn, p) <

1

k

)
= 1,

por lo tanto Xn
P−→ X.

Ejemplo 1.4.1. Consideremos S = R con métrica usual y el espacio de pro-
babilidad ([0, 1],B([0, 1]), λ). Para cada n ∈ N y 2n−1 ≤ j < 2n, definimos
Xj := 1[j/2n−1,(j+1)/2n−1), y X ≡ 0. Puede observarse que {Xj} no converge c.s.
a X. Ahora bien,

Fj(t) =






0 si t < 0,

1− 1

2n−1
si t ∈ [0, 1),

1 si t ≥ 1,

y la distribuión de X es

F (t) =

{
0 si t < 0,

1 si t ≥ 0.

Por lo tanto,

ĺım
j→∞

Fj(t) =

{
0 si t < 0,

1 si t > 0.

Luego, por el Teorema de Helly-Bray (Teorema 1.4.1), L(Xj) → L(X) = δ0.

Y por la proposición anterior, Xj
P−→ 0.

Si Xn, n = 1, 2..., y X son variables aleatorias sobre un mismo espacio de
probabilidad (Ω,F ,P), y Fn, n = 1, 2, ..., y F son las respectivas funciones de
distribución asociadas a las leyes determinadas por estas variables aleatorias,

entonces, por el Teorema de Helly-Brey, Xn
d−→ X si y sólo si ĺım

n→∞
Fn(t) = F (t)

para todo punto t de continuidad de F . Generalmente, la convergencia en
distribución se establece de este modo.



Caṕıtulo 2

Regularidad y Tensión

En este caṕıtulo revisaremos algunos aspectos técnicos para introducir más
adelante la métrica de Lévy-Prohorov y la métrica de Dudley.

Definición 2.1. Si (S,O) es un espacio topológico entonces la σ-álgebra de
Borel en S se define como B(S) := σ(O). Algunas veces también se usa la
notación B(S,O).

Si (S, d) es un espacio métrico, la σ-álgebra de Borel para la topoloǵıa
generada por la métrica d es generada por la clase de toda las bolas abiertas
B(x, r), x ∈ S y r > 0.

Definición 2.2. Sea (S,O) un espacio topológico y µ una medida sobre alguna
σ-álgebra F en S. Entonces un conjunto A ∈ F es llamado regular si

µ(A) = sup{µ(K) : K compacto , K ⊂ A, K ∈ F}.

La medida µ es llamada tensa si es finita y S es regular.
El conjunto A ∈ F es llamado regular cerrado si

µ(A) = sup{µ(F ) : F cerrado , F ⊂ A, F ∈ F}.

Entonces µ es llamada regular (regular cerrada) si todo conjunto en F es
regular (regular cerrado).

Ejemplo 2.1. Cualquier medida finita sobre B(Rk) es tensa. En efecto, Rk es
la unión contable de los compactos Kn := {x ∈ Rk : |x| ≤ n}, n ∈ N.
Ejemplo 2.2. Sea S el semirayo [0,∞) y consideremos O la topoloǵıa cuyos
elementos básicos son el conjunto vaćıo ∅, los conjuntos de la forma [0, a) ∪
[1,∞), donde 0 < a ≤ 1, y los conjuntos singulares {b}, donde b > 1. Sea F
la σ-álgebra de los conjuntos Lebesgue medibles sobre S = [0,∞), y para cada
A ∈ F , sea µ(A) =

∫
A exp(−x)λ(dx) donde λ es la medida de Lebesgue sobre

(S,F).
Bajo estas condiciones µ es tensa pero no es regular. En efecto, los conjun-

tos Kx := [0, x]∪ [1,∞), 0 < x < 1, son compactos, y µ(Kx) = 1+ exp(−1)−
exp(−x); luego, 1 = µ(S) = sup0<x<1 µ(Kx). Sin embargo, el conjunto (1,∞)
no es regular, dado que si K ⊂ (1,∞) es compacto entonces es finito, por
tanto µ(K) = 0.

19
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Ejemplo 2.3. Sean S, O, F y µ como el ejercicio anterior. El conjunto [1,∞)
es regular (de hecho es compacto), pero no es regular cerrado (F ⊂ [1,∞) es
cerrado, si y sólo si F = ∅). Por otro lado, el conjunto [0, 2] es regular cerrado
(de hecho es un conjunto cerrado), pero no es regular.

Recordemos que un espacio topológico (S,O) se dice que es de Hausdorff
si para cualesquiera dos puntos distintos x y y en S, existen dos conjuntos
abiertos ajenos U y V tales que x ∈ U y y ∈ V .

Teorema 2.1. Sea (S,O) un espacio topológico de Hausdorff, F una σ-álgebra
en S y µ una medida finta y tensa en F . Definimos la clase

R := {A ∈ S : A y S\A son regulares }.

Entonces R es σ-álgebra. Lo mismo es verdadero si remplazamos regular por
regular cerrado.

Demostración. Tenemos que S es regular, por hipótesis. Ahora, ∅ = S\S es
compacto, por tanto es también regular. Luego S ∈ R.

Por otro lado, A ∈ R si y sólo si S\A ∈ R.
Para cada n ∈ N sea ahora An ∈ R, y A := ∪∞

n=1An. Sea también ε > 0 y
escogemos en F conjuntos compactos Kn y Ln, Kn ⊂ An, Ln ⊂ S\An, tales
que

µ(An\Kn) ≤
ε

3n
y µ((S\An)\Ln) ≤

ε

2n
,

para cada n ∈ N. Si Bm =
⋃m

n=1 An, entonces Bm ↑ A. Por tanto existe M ∈ N
tal que

µ(BM) > µ(A)− ε

2
.

Sea K =
⋃M

n=1 Kn. Entonces K es compacto y además K ⊂ A. Por otra
parte

x ∈ BM\K ⇒ x ∈ BM y x /∈ K

⇒ ∃ j ∈ {1, ...,M} tal que x ∈ Aj y x /∈ Kn ∀n = 1, ...,M

⇒ x ∈ Aj y x /∈ Kj para algún j ∈ {1, ...,M}
⇒ x ∈ Aj\Kj para algún j ∈ {1, ...,M}

⇒ x ∈
M⋃

n=1

An\Kn,

es decir BM\K ⊂
⋃M

n=1 An\Kn. De modo que

µ(BM)− µ(K) = µ(BM\K) ≤
M∑

n=1

µ(An\Kn) ≤ ε
M∑

n=1

1

3n
=

ε

2

(
1− 1

3M

)
<

ε

2
.

Entonces µ(BM) < µ(K) + ε/2, luego

µ(A)− ε

2
< µ(BM) <

ε

2
+ µ(K),
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de donde
µ(A)− µ(K) < ε.

Esto prueba que A es regular.
Sea L =

⋂∞
n=1 Ln. Los conjuntos Kn y Ln son cerrados, por ser compactos

en un espacio de Hausdorff ([Wil], pág. 119), luego uniones finitas e inter-
secciones numerables de estos conjuntos son cerradas también. Ahora bien,
L ⊂ L1, y L1 es compacto, entonces L es compacto pues es cerrado ([Wil],
pág. 119). Además,

(S\A)\L =
(
S\

∞⋃

k=1

Ak

)
\

∞⋂

n=1

Ln

=
( ∞⋂

k=1

S\Ak

)
\
⋂

Ln

=
∞⋃

n=1

( ∞⋂

k=1

S\Ak

)
\Ln

⊂
∞⋃

n=1

(S\An)\Ln,

de donde

µ(S\A)− µ(L) = µ((S\A)\L) ≤
∞∑

n=1

µ((S\An)\Ln) < ε
∞∑

n=1

1

2n
= ε.

Esto prueba que S\A es regular. Luego A ∈ R.

Es fácil notar que cualquier espacio métrico (S, d) es un espacio de Haus-
dorff. A partir de este hecho y el teorema anterior, podemos mostrar el enun-
ciado siguiente.

Teorema 2.2. En cualquier espacio métrico (S, d), cualquier medida finita
sobre B(S) es regular cerrada. Si además es tensa, entonces es regular.

Demostración. Sea µ una medida de Borel finita sobre S. Sea U ⊂ S un abierto
y consideremos el cerrado F = S\U . Recordemos que d(x, F ) := ı́nf{d(x, y) :
y ∈ F}. Definimos

Fn := {x : d(x, F ) ≥ 1/n} ∀n ∈ N.

El conjunto Fn es cerrado, para cada n ∈ N, y Fn ↑ U . Entonces la σ-álgebra
del teorema anterior para regularidad cerrada contiene a todos los abiertos y
por tanto contiene también a B(S). Luego µ es regular cerrada.

Ahora supongamos que µ es tensa. Para ε > 0 dada, tomamos un compacto
K ⊂ S en B(R) tal que µ(S\K) < ε/2. Y si B ∈ B(S) tomamos un cerrado
F ⊂ S tal que µ(B\F ) < ε/2. Como (S, d) es un espacio de Hausdorff, K es
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cerrado, aśı L := K ∩ F es cerrado, y como L ⊂ K, nuevamente dado que
(S, d) es de Hausdorff, L es compacto. Ahora bien, L ⊂ B, y

µ(B)− µ(L) = µ(B\L)
= µ((B\K) ∪ (B\F ))

≤ µ(B\K) + µ(B\F )

≤ µ(S\K) + µ(B\F )

< ε.

Esto prueba que B es regular.

Corolario 2.1. Si µ y ν son dos medidas de Borel finitas sobre el espacio
métrico (S, d) tales que µ(F ) = ν(F ) para todo cerrado F ⊂ S, entonces
µ ≡ ν.

Demostración. Sea E ∈ B(S), entonces, dado que µ y ν son regulares cerradas,
tenemos que

µ(E) = sup{µ(F ) : F cerrado , F ⊂ E}
= sup{ν(F ) : F cerrado , F ⊂ E}
= ν(E).

Recordemos que un espacio topológico (S,O) es separable si existe un con-
junto denso D ⊂ S numerable cuya clausura es S (i.e. D = S). Decimos
también que (S,O) es segundo contable si la topoloǵıa O tiene una base nu-
merable. En un espacio métrico (S, d) ambas propiedades son equivalentes
([Wil], pág. 112). Un espacio métrico es completo si todo sucesión de Cauchy
en S converge en S. Aśı, si K es un subespacio cerrado de un espacio métrico
completo, entonces K es también completo.

Por otro lado, el espacio métrico (S, d) está totalmente acotado si para toda
ε > 0 existe un conjunto finito F ⊂ S tal que para toda x ∈ S existe y ∈ F
para el cual d(x, y) < ε. Un espacio métrico (S, d) es compacto si y sólo si es
completo y totalmente acotado ([Wil], pág. 298).

Teorema 2.3. Sea (S, d) un espacio métrico separable y completo. Si µ es una
medida finita sobre B(S) entonces es tensa.

Demostración. Sea X = {xn}n∈N un conjunto denso numerable en S. Para
δ > 0 y x ∈ S, sea el conjunto cerrado Bd(x; δ) := {y ∈ S : d(x, y) ≤ δ}.

Para m ∈ N fija, definimos Ek :=
⋃k

n=1 Bd(xn; 1/m), para cada k ∈ N.
Entonces Ek ↑ S; es decir, S\Ek ↓ ∅. Y dado que µ es finita, entonces es
continua en el vaćıo ([Coh], pág 11). Por lo tanto existe k(m) ∈ N tal que

µ(S\Ek(m)) <
ε

2m
.
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Sea K :=
⋂∞

m=1 Ek(m) =
⋂∞

m=1

⋃k(m)
n=1 Bd(xn; 1/m) y sea δ > 0. Elegimos

un número M ∈ N tal que 1/M < δ. Sea F = {x1, x2, ..., xk(M)} ⊂ X. Como

K ⊂
⋃k(M)

m=1 Bd(xn; 1/M), entonces para toda z ∈ K existe j ∈ F tal que
d(xj, z) ≤ 1

M , esto es z ∈ Bd(xj; 1/M)). Por lo tanto K es totalmente acotado.
Ahora, como Ek(m) es cerrado para toda m ∈ N, K es cerrado. De modo que
K es completo, pues (S, d) es completo; entonces K es compacto.

Ahora, S\K =
⋃∞

m=1 S\Ek(m), entonces

µ(S\K) ≤
∞∑

m=1

µ(S\Ek(m)) ≤ ε
∞∑

m=1

1

2m
= ε.

Esto prueba que µ es tensa.

Corolario 2.2 (Teorema de Ulam). Sobre cualquier espacio métrico (S, d)
separable y completo cualquier medida finita sobre B(S) es regular.

Ejemplo 2.4. Cualquier medida finita sobre B(Rk) es regular.

Daremos ahora una definición y un resultado el cual será de gran utilidad
posteriormente.

Definición 2.3. Dadas dos álgebras V ⊂ D sobre un conjunto S, donde (S, T )
es un espacio topológico de Hausdorff, y una función µ definida sobre D finita,
no negativa y finitamente aditiva sobre D, decimos que µ es regular sobre V
para D si para todo B ∈ V,

µ(B) = sup{µ(K) : K ⊂ B, K ∈ D, K compacto}.

Teorema 2.4. Sea (S, T ) un espacio topológico de Hausdorff. Si V ⊂ D son
dos álgebras, µ es finita y finitamente aditiva sobre D, y regular sobre V para
D, entonces µ es contablemente aditiva sobre V.

Demostración. Si µ es finitamente aditiva sobre D, lo es también en V . Supon-
gamos que µ no es contablemente aditiva sobre V , entonces no es continua en
el vaćıo ([Coh], pág 12). Aśı, existen conjuntos Ci ∈ V , i ≥ 1, tales que Ci ↓ ∅
y µ(Ci) > δ, para alguna δ > 0 .

Ahora, para cada Ci, sea Ki ∈ D un conjunto compacto tal que Ki ⊂ Ci,
y µ(Ci\Ki) < δ/3i. Entonces, para cada n,

µ(K1 ∩K2 ∩ · · · ∩Kn) = µ(Cn)− µ[Cn\(K1 ∩K2 ∩ · · · ∩Kn)],

pero

Cn\(K1 ∩K2 ∩ · · · ∩Kn) = (Cn\K1) ∪ (Cn\K2) ∪ · · · ∪ (Cn\Kn)

⊂ (C1\K1) ∪ (C2\K2) ∪ · · · ∪ (Cn\Kn),

por tanto

µ[Cn\(K1 ∩K2 ∩ · · · ∩Kn)] ≤
n∑

i=1

µ(Ci\Ki) < δ(1− 1/3n) < δ/2,
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de donde

µ(K1 ∩K2 ∩ · · · ∩Kn) > µ(Cn)− δ/2 > δ − δ/2 = δ/2.

De este modo, si definimos para cada n ∈ N el conjunto Jn = K1∩K2∩· · ·∩Kn,
entonces Jn 0= ∅, es un conjunto cerrado (en un espacio de Hausdorff, los
conjuntos compactos son cerrados), y Jn+1 ⊂ Jn ⊂ K1. Además

⋂

n∈N

Jn =
⋂

n∈N

Kn = ∅.

De donde K1 ⊂
⋃

n∈N S\Jn = S, esto es, los conjuntos S\Jn forman una
cubierta abierta de K1. Pero K1 es compacto, entonces dicha cubierta puede
reducirse a una cubierta finita, y dado que S\Jn ⊂ S\Jn+1,debe existir un
número n0 ∈ N tal que K1 ⊂ S\Jn0 . Aśı, Jn0 = Jn0 ∩K1 = ∅, lo cual es una
contradicción.



Caṕıtulo 3

Métricas para Convergencia de
Leyes

En este caṕıtulo introducimos la métrica de Lévy-Prohorov y la métrica
Dudley para el espacio de las leyes definidas sobre un espacio métrico.

Primero introducimos un nuevo conjunto y revisaremos algunas de sus
propiedades.

Definición. Sea (S, d) un espacio métrico. Para un conjunto A ⊂ S y ε > 0
definimos

Aε := {y ∈ S : d(x, y) < ε para alguna x ∈ A}.

El conjunto Aε se conoce como ε-vecindad de A.

Proposición. Sea A ⊂ S.

i) El conjunto Aε es abierto.

ii) El conjunto Aε es medible.

iii) A ⊂ Aε.

iv) Si 0 < ε1 ≤ ε2, entonces Aε1 ⊂ Aε2. Y si A1 ⊂ A2 y ε > 0, entonces
Aε

1 ⊂ Aε
2.

v) (S\Aε)ε ⊂ S\A.

vi) Si ε > 0 y δ > 0, entonces (Aε)δ ⊂ Aε+δ.

vii) Si F ⊂ S es un conjunto cerrado, entonces F =
∞⋂

n=1

F 1/n.

viii) Si P es una ley sobre S y A es un conjunto de continuidad para P ,
entonces para cada ε > 0 existe 0 < δ < ε tal que

P (Aδ\A) < ε y P
(
(S\A)δ\(S\A)

)
< ε.

25
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Demostración. i). Si y ∈ Aε, entonces existe x ∈ A tal que d(x, y) < ε. Sea
δ = ε− d(x, y) > 0. Si z ∈ Bd(y; δ),

d(z, x) ≤ d(z, y) + d(y, x) < ε− d(x, y) + d(y, x) = ε,

luego z ∈ Aε. Por tanto Bd(y; δ) ⊂ Aε.
ii). Aε es abierto, luego es medible.
iii). Si y ∈ A, entonces d(y, y) = 0 < ε, por tanto y ∈ Aε.
iv). Si y ∈ Aε1 , entonces para alguna x ∈ A se tiene que d(y, x) < ε1 ≤ ε2,

luego d(y, x) < ε2, por tanto y ∈ Aε2 . Ahora, si x ∈ Aε
1 entonces existe y ∈

A1 ⊂ A2 tal que d(x, y) < ε, luego x ∈ Aε
2.

v). Sea y ∈ (S\Aε)ε, entonces existe x ∈ S\Aε tal que d(y, x) < ε. Si
suponemos que y ∈ A, entonces x ∈ Aε, lo cual es una contradicción, por
tanto y ∈ S\A.

vi). Si y ∈ (Aε)δ, entonces existe x ∈ Aε tal que d(y, x) < δ. Luego, también
existe z ∈ A tal que d(x, z) < ε. Por tanto

d(y, z) ≤ d(y, z) + d(x, z) < ε+ δ,

de modo que y ∈ Aε+δ.
vii). Sea F ⊂ S un cerrado. Entonces F ⊂ F 1/n para toda n ∈ N, luego

F⊂ ∩nF
1/n. Ahora bien, si x /∈ F , entonces existe r > 0 tal que x ∈ Bd(x; r) ⊂

S\F . Sea N ∈ N tal que 1/N < r, entonces para toda y ∈ F , d(x, y) > r >
1/N , luego x /∈ F 1/N , por lo tanto x /∈ ∩nF 1/n.

viii). Sea P una ley sobre S y A un conjunto de continuidad para P .
Entonces S\A es también un conjunto de continuidad para P (dado que ∂A =

∂ S\A). Por el inciso anterior A
1/n ↓ A y S\A1/n ↓ S\A. Si ε > 0 entonces

existe n tal que

P (A1/n\A) = P (A1/n)− P (A)

≤ P (A
1/n

)− P (A)

= P (A
1/n

)− P (A)

= P (A
1/n\A) < ε,

y del mismo modo, para alguna m,

P ((S\A)1/m\(S\A)) < ε.

Sea 0 < δ < mı́n{1/n, 1/m, ε}, entonces

P (Aδ\A) < ε y P ((S\A)δ\(S\A)) < ε.
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3.1. Métrica ρ de Lévy-Prohorov

Definición 3.1.1 (Métrica de Lévy-Prohorov). Si P y Q son leyes sobre el
espacio métrico (S, d), definimos

ρ(P,Q) := ı́nf{ε > 0 : P (A) ≤ Q(Aε) + ε ∀A ∈ B(S)}.

Observación 3.1.1. Si ε = 1, entonces

P (A) ≤ 1 ≤ Q(A1) + 1,

para todo A ∈ B(S). Luego, la expresión para ρ tiene sentido. Y además
ρ(P,Q) ≤ 1.

Teorema 3.1.1. Para cualquier espacio métrico (S, d), ρ es una métrica sobre
el espacio de todas las leyes sobre S.

Demostración. En primer lugar, es claro que ρ(P,Q) ≥ 0. Por otra parte, dada
la Observación 3.1.1, tenemos que ρ(P,Q) ≤ 1 <∞.

Ahora, como A ⊂ Aε para todo A ∈ B(S) y para toda ε > 0, tenemos que

P (A) ≤ P (Aε) ≤ P (Aε) + ε, ∀ A ∈ B(S) y ∀ ε > 0,

por lo tanto ρ(P, P ) = 0.
Supongamos que ρ(P,Q) > 0, y sea ε > 0 tal que ρ(P,Q) > ε.
Entonces existe A ∈ B(S) tal que

1− P (S\A) = P (A) > Q(Aε) + ε = 1−Q(S\Aε) + ε,

de donde
Q(S\Aε) > P (S\A) + ε ≥ P ((S\Aε)ε) + ε,

por lo tanto ρ(Q,P ) ≥ ρ(P,Q). Luego ρ(Q,P ) > 0, y si intercambiamos los
papales para P y Q en todo lo anterior, entonces ρ(P,Q) ≥ ρ(Q,P ), por lo
tanto ρ(P,Q) = ρ(Q,P ). Además, si ρ(P,Q) = 0, entonces ρ(Q,P ) = 0, luego
ρ(P,Q) = ρ(Q,P ).

Sea F ⊂ S un conjunto cerrado. Si suponemos que ρ(P,Q) = 0, entonces
para cada n ∈ N, existe ε > 0 tal que ε < 1/n y P (F ) ≤ Q(F ε) + ε. Por tanto
F ε ⊂ F 1/n y

P (F ) ≤ Q(F ε) + ε < Q(F 1/n) +
1

n
.

Si n → ∞, P (F ) ≤ Q(F ). Intercambiando los papeles de P y Q, entonces
Q(F ) ≤ P (F ). Luego P (F ) = Q(F ). Entonces P ≡ Q (Corolario 2.1).

Ahora, si M , P y Q son leyes sobre S, ρ(M,P ) < ε y ρ(P,Q) < δ, entonces
para cualquier A ∈ B(S), se tiene que

M(A) ≤ P (Aε) + ε ≤ Q((Aε)δ) + δ + ε ≤ Q(Aε+δ) + ε+ δ,

de modo que ρ(M,Q) ≤ ε + δ. Entonces haciendo ε ↓ ρ(M,P ) y δ ↓ ρ(P,Q),
tenemos que

ρ(M,Q) ≤ ρ(M,P ) + ρ(P,Q).
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Ejemplo 3.1.1. Para dos masas puntuales, δx y δy, tenemos que

ρ(δx, δy) = mı́n{d(x, y), 1}

Demostración. Sea ε > 0 tal que δx(A) ≤ δy(Aε)+ ε, para toda A ∈ B(S). Por
la Observación 1, podemos suponer que 0 < ε ≤ 1. En particular tenemos que
para x ∈ A, entonces

1 = δx(A) ≤ δy(A
ε) + ε. (3.1)

Si A = {x}, entonces y ∈ Aε si y sólo si d(x, y) < ε ≤ 1. Por lo tanto si
sucede que d(x, y) > 1, entonces y /∈ Aε, se sigue de (3.1) que ε = 1. Luego
ρ(δx, δy) = 1 = mı́n{d(x, y), 1}. Por otra parte, si d(x, y) ≤ 1 y suponemos
que ε < d(x, y), entonces y /∈ {x}ε, luego de (3.1), 1 ≤ ε < 1, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto d(x, y) ≤ ε, de donde d(x, y) ≤ ρ(δx, δy).

Si η ≥ d(x, y) entonces d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z) < η+ε.Elegimos A = {x},
por tanto d(y, x) < ε.Entonces d(x, y) ≤ ρ(δx, δy) Si existe η tal que d(x, y) <
η < ρ(δx, δy). Entonces para algún A ∈ B(S), δx(A) > δy(Aη) + η. Entonces
δx(A) = 1 y δy(Aη) = 0. Esto es x ∈ A y y /∈ Aη, por tanto d(y, z) ≥ η para
toda z ∈ A, en particular d(x, y) ≥ η. Lo cual es una contradicción. Por tanto
ρ(δx, δy) = d(x, y) = mı́n{d(x, y), 1}.

En general no resulta sencillo manejar la métrica de Prohorov, sin embargo,
un caso relativamente fácil es cuando las leyes en cuestión derivan de ciertas
distribuciones uniformes.

Ejemplo 3.1.2. Sea ε > 0.Si Px denota la ley derivada de una distribución
uniforme sobre (0, x), entonces

ρ(P1, P1+ε) =
ε

2 + ε
.

Demostración. Primero observamos que si 0 < x ≤ y y si A ⊂ (0, x) es un
conjunto de Borel, entonces Py(A) ≤ Px(A), dado que fy(z) =

1
y ≤

1
x = fx(z),

para todo z ∈ (0, x), donde fy y fx son las respectivas funciones de densidad
para las distribuciones uniformes.

Sea 0 < δ ≤ ε. Denotemos I = (0, 1). Si E ⊂ I entonces

Iδ\(I\E)δ ⊂
[
Iδ\(I\E)δ

]δ ⊂ Iδ\(I\E) = E.

En particular, si E = I\F , donde F ⊂ I es un conjunto de Borel,

Iδ\F δ ⊂ I\F. (3.2)

De este hecho y de la observación hecha arriba,

P1+ε(I
δ\F δ) ≤ P1+ε(I\F ) ≤ P1+δ(I\F ) ≤ P1(I\F ).

Luego,

P1(F )− P1+ε(F
δ) = 1− P1(I\F )−

[
P1+ε(I

δ)− P1+ε(I
δ\F δ)

]

= 1− P1+ε(I
δ) + P1+ε(I

δ\F δ)− P1(I\F )

≤ 1− P1+ε(I
δ).
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En general, sea F un conjunto de Borel en R. Tenemos,

P1(F )− P1+ε(F
δ) = P1(F ∩ I)− P1+ε(F

δ)

≤ P1(F ∩ I)− P1+ε

[
(F ∩ I)δ

]

≤ 1− P1+e(I
δ).

En términos precisos, 1− P1+e(I
δ) = 1− 1 + δ

1 + ε
=

ε− δ

1 + ε
. Por tanto,

P1(F )− P1+ε(F
δ) ≤ ε− δ

1 + ε
,

para todo F ∈ B(R)

3.2. Métrica β de Dudley

Para toda función f : S → R, definimos

||f ||L = sup

{
|f(x)− f(y)|

d(x, y)
: x 0= y

}
,

la cual llamaremos semi-norma de Lipschitz. También definimos

‖f‖BL = ‖f‖∞ + ‖f‖L,

la cual, en el espacio BL(S, d) de todas las funciones tales que ‖f‖BL < ∞,
srá llamada norma de Lipschitz-acotada. (Ver Apéndice A).

Definición 3.2.1 (Métrica β de Dudley). Si P y Q son dos leyes sobre S, y
f : S → R es una función medible, entonces definimos

∫
fd(P −Q) :=

∫
fdP −

∫
fdQ,

siempre y cuando alguna de las dos integrales exista. También definimos

β(P,Q) := sup

{∣∣∣∣
∫

fd(P −Q)

∣∣∣∣ : ‖f‖BL ≤ 1

}
.

Teorema 3.2.1. Para cualquier espacio métrico (S, d), β es una métrica sobre
el conjunto de todas las leyes sobre (S,B(S)).

Demostración. En primer lugar, si ‖f‖BL ≤ 1 entonces ‖f‖∞ ≤ 1, por lo tanto

0 ≤
∣∣∣∣
∫

fd(P −Q)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

fdP

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

fdQ

∣∣∣∣ ≤
∫

|f |dP +

∫
|f |dQ ≤ 2 <∞,

aśı 0 ≤ β(P,Q) < 2 <∞.
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Además,
∣∣∣∣
∫

fd(P −Q)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

fdP −
∫

fdQ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

fdQ−
∫

fdP

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

fd(Q− P )

∣∣∣∣ ,

por lo tanto β(P,Q) = β(Q,P ).
Si M , P y Q son tres leyes sobre S y ‖f‖BL ≤ 1, entonces

∫
fd(P −Q) =

∫
fdP −

∫
fdQ

=

∫
fdP −

∫
fdM +

∫
fdM −

∫
fdQ

=

∫
fd(P −M) +

∫
fd(M −Q),

de modo que
∣∣∣∣
∫

fd(P −Q)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

fd(P −M)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

fd(M −Q)

∣∣∣∣ ,

por lo tanto β(P,Q) ≤ β(P,M) + β(M,Q).
Supongamos ahora que β(P,Q) = 0. Sea F un conjunto cerrado y con-

sideremos fm(x) := mı́n{1,md(x, F )} para cada m ∈ N. Tenemos que para
x 0= y

|d(x, F )− d(y, F )| ≤ d(x, y),

por lo tanto
|md(x, F )−md(y, F )|

d(x, y)
≤ m,

de modo que ‖md(·, F )‖L ≤ m.
Por otro lado

‖fm‖BL = ‖fm‖L + ‖fm‖∞
≤ máx{‖md(·, F )‖L, ‖1‖L}+ 1 (Teorema A.1)

≤ m+ 1.

Entonces si consideramos f ′
m := 1

m+1fm tenemos que ‖f ′
m‖BL ≤ 1 y

1

m+ 1

∣∣∣∣
∫

fmd(P −Q)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

f ′
md(P −Q)

∣∣∣∣ = 0,

de donde ∫
fmdP =

∫
fmdQ,

y dado que fm ↑ 1U , donde U = S\F , entonces

P (U) =

∫
1UdP =

∫
1UdQ = Q(U),

luego P (F ) = Q(F ). Entonces, por regularidad (Corolario 2.1) P ≡ Q.
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Ejemplo 3.2.1. Sea (S, d) un espacio métrico y x, y ∈ S. Entonces

β(δx, δy) =
d(x, y)

1
2d(x, y) + 1

Demostración. Si x = y, entonces d(x, y) = 0 y β(δx, δy) = 0, aśı el resultado
es obvio. Supongamos ahora que x 0= y. Primero observamos que si ξ ∈ S y
f : S → R es una función tal que f = 1A donde A ⊂ S es medible, entonces

∫
f(x)δξ(dx) = δξ(A) = 1A(ξ) = f(ξ).

De donde puede concluirse que para toda función medible f : S → R,
∫

f(x)δξ(dx) = f(ξ).

Por lo tanto β(δx, δy) = sup{|f(x)− f(y)| : ‖f‖BL ≤ 1}.
Ahora hagamos otra observación. Si ‖f‖BL ≤ 1, entonces

‖f‖∞ +
|f(x)− f(y)|

d(x, y)
≤ 1,

de donde
|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)

(
1− ‖f‖∞

)
.

Para facilitar notación, hacemos ε = d(x, y)/
(
1
2d(x, y) + 1

)
. Por lo tanto

0 ≤ ε ≤ 2 y
(
1− 1

2ε
)
d(x, y) = ε. Definimos g : S → R como

g(s) = mı́n

{
ε,

(
1− 1

2
ε

)
d(s, y)

}
.

Entonces 0 ≤ g(s) ≤ ε, g(y) = 0 y g(x) = ε.
Por otra parte, ‖g‖L =

(
1− 1

2ε
)
. En efecto, si s, t ∈ S y suponemos primero

que g(t) =
(
1− 1

2e
)
d(t, y), entonces

g(s)− g(t) ≤
(
1− 1

2
e

)
d(s, y)−

(
1− 1

2
e

)
d(t, y)

=

(
1− 1

2
e

)
(d(s, y)− d(t, y))

≤
(
1− 1

2
e

)
d(s, t) (desigualdad del triángulo),

y si g(t) = ε, entonces

g(t)− g(s) ≤ ε− ε = 0 ≤
(
1− 1

2
e

)
d(s, t).

Intercambiando los papeles de t y s concluimos que

|g(s)− g(t)| ≤
(
1− 1

2
e

)
d(s, t),
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luego, si s 0= t,
|g(s)− g(t)|

d(s, t)
≤ 1− 1

2
e.

Y cuando t = x y s = y esta cota se alcanza:

|g(x)− g(y)|
d(x, y)

= 1− 1

2
e.

De manera que ‖g‖L = 1− 1
2e.

Definimos ahora la función h : S → R dada por h(s) = g(s)− 1
2ε. Entonces,

por lo anterior, ‖h‖∞ = 1
2ε; y dado que |h(s) − h(t)| = |g(s) − g(t)|, se sigue

que ‖h‖L = 1− 1
2e. Aśı,

‖h‖BL = ‖h‖∞ + ‖h‖L =
1

2
ε+ 1− 1

2
e = 1.

Además,

|h(x)− h(y)| = ε =

(
1− 1

2
ε

)
d(x, y) = (1− ‖h|∞)d(x, y).

Ahora, si para otra función f : S → R tal que ‖f‖BL ≤ 1 se tiene que
|f(x) − f(y)| ≥ ε, entonces ‖f‖∞ ≥ ε/2 (de lo contrario, i.e. ‖f‖∞ < ε/2, se
seguiŕıa que |f(x)− f(y)| < ε, lo cual es una contradicción). De manera que

ε ≤ |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)
(
1− ‖f‖∞

)
≤
(
1− 1

2
ε

)
d(x, y) = ε.

Aśı, concluimos que β(δx, δy) = ε.

3.3. Convergencia para las métricas ρ y β

Antes de continuar, hacemos un par de observaciones más respecto a los
conjuntos Aε.

Proposición 3.3.1. Si F ⊂ S y ε > 0, entonces existe una función g ∈
BL(S, d) tal que

1F (x) ≤ g(x) ≤ 1F ε(x) ∀ x ∈ S.

Más aún, ‖g‖BL ≤ 1 + ε−1.

Demostración. Definimos g(x) := máx

{
0, 1− d(x, F )

ε

}
. Entonces

‖g‖BL = ‖g‖L + ‖g‖∞

≤
∥∥∥∥máx

{
0, 1− d(·, F )

ε

}∥∥∥∥
L

+ 1

≤
∥∥∥∥1−

d(·, F )

ε

∥∥∥∥
L

+ 1 (Teorema A.1).
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Si x 0= y, entonces

|d(x, F )− d(y, F )| ≤ d(x, y)

⇒
∣∣∣∣
d(x, F )

ε
− d(y, F )

ε

∣∣∣∣ ≤
d(x, y)

ε

⇒
∣∣∣∣1−

d(x, F )

ε
−
(
1− d(y, F )

ε

)∣∣∣∣ ≤
d(x, y)

ε

⇒

∣∣∣1− d(x,F )
ε −

(
1− d(y,F )

ε

)∣∣∣
d(x, y)

≤ 1

ε
,

por lo tanto

∥∥∥∥1−
d(·, F )

ε

∥∥∥∥
L

≤ 1

ε
. Luego ‖g‖BL ≤ 1

ε + 1 < ∞. Entonces g ∈

BL(S, d).
Ahora, si x /∈ F , entonces 1F (x) = 0 ≤ g(x). Y si x ∈ F , entonces

d(x, F ) = 0, por lo tanto g(x) = 1 = 1F (x).
Si x /∈ F ε, entonces d(x, y) ≥ ε, para toda y ∈ F , por lo tanto d(x, F ) ≥ ε,

luego 1− d(x, F )/ε ≤ 0, por lo tanto g(x) = 0 = 1F ε(x). Y si x ∈ F ε, entonces
g(x) ≤ 1 = 1F ε(x).

Teorema 3.3.1. Si P y Q son leyes sobre S, entonces ρ(P,Q) ≤ 2β(P,Q)1/2.

Demostración. Si P = Q, entonces de forma inmediata

0 = ρ(P,Q) ≤ 2β(P,Q)1/2 = 0.

Supongamos por lo tanto que P 0= Q. Sea A ∈ B(S) no vaćıo y ε > 0. Con-
sideramos

g(x) := máx

{
0, 1− d(x,A)

ε

}
, entonces ‖g‖BL ≤ 1 + ε−1 y además 1A ≤

g ≤ 1Aε , de donde

Q(A) =

∫
1AdQ ≤

∫
gdQ.

Ahora,

∫
gdQ =

∫
gdQ−

∫
gdP +

∫
gdP =

∫
gdP −

(∫
gd(P −Q)

)
,

por lo tanto

∫
gdQ =

∣∣∣∣
∫

gdQ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

gdP

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

gd(P −Q)

∣∣∣∣ =
∫

gdP +

∣∣∣∣
∫

gd(P −Q)

∣∣∣∣ .

Pero,
∣∣∣∣
∫

gd(P −Q)

∣∣∣∣ = ‖g‖BL

∣∣∣∣
∫

g

‖g‖BL
d(P −Q)

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖BLβ(P,Q) ≤ (1+ε−1)β(P,Q),
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y además ∫
gdP ≤

∫
1AεdP = P (Aε),

de este modo

Q(A) ≤
∫

gdQ ≤ P (Aε) + (1 + ε−1)β(P,Q).

Si ε ≥ (1 + ε−1)β(P,Q), entonces

Q(A) ≤ P (Aε) + ε,

por lo tanto ρ(P,Q) ≤ ε.
Ahora, si ε ≤ α := (1 + ε−1)β(P,Q), entonces Aε ⊂ Aα, de donde P (Aε) ≤

P (Aα), por lo tanto
Q(A) ≤ P (Aα) + α,

entonces, ρ(P,Q) ≤ α = (1 + ε−1)β(P,Q).
Lo anterior prueba que

ρ(P,Q) ≤ máx{ε, (1 + ε−1)β(P,Q)}.

Entonces si escogemos ε tal que β(P,Q) ≤ ε2, se tiene que

(1 + ε−1)β(P,Q) ≤ ε+ ε2,

de donde

ρ(P,Q) ≤ máx{ε, (1 + ε−1)β(P,Q)} ≤ máx{ε, ε+ ε2} = ε+ ε2.

Ahora, elegimos exactamente ε2 = β(P,Q). Si β(P,Q) ≤ 1, entonces ε ≤ 1,
luego ε+ ε2 ≤ 2ε, por tanto

ρ(P,Q) ≤ 2ε = 2β(P,Q)1/2.

Teorema 3.3.2. Sea (S, d) un espacio métrico completo separable y Pn, P
leyes sobre (S,B(S)). Las siguientes proposiciones son equivalentes.

(a) Pn
L−→ P

(b)

∫
fdPn →

∫
fdP , para toda f ∈ BL(S, d).

(c) β(Pn, P )→ 0.

(d) ρ(Pn, P )→ 0.
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Demostración. (a) ⇒ (b). Si M := ‖f‖BL < ∞, entonces ‖f‖∞ ≤ M y
‖f‖L ≤M , por lo tanto f es acotada y además

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

≤M, para toda x, y ∈ S, x 0= y,

de donde se sigue que f también es continua, por tanto f ∈ Cb(S). De aqúı se
sigue (b).

(b) ⇒ (c). Sea ε > 0. Por el Teorema de Ulam (Corolario 2.2), podemos
escoger K ⊂ S compacto tal que P (K) > P (S) − ε = 1 − ε. Dado que
BK := {f ∈ RK : ‖f‖BL ≤ 1} está totalmente acotado (Lema A.2), entonces
existe un conjunto finito {f1, ..., fr} ⊂ BK tal que para toda f ∈ BK existe
j ∈ {1, ..., r} tal que ‖f − fj‖∞ < ε, i.e. supz∈K |f(z)− fj(z)| < ε.

Ahora, si x ∈ Kε y y ∈ K es tal que d(x, y) < ε, entonces

|f(x)− fj(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− fj(y)|+ |fj(y)− fj(x)|
≤ ‖f‖Ld(x, y) + ε+ ‖fj‖d(x, y)
≤ 3ε,

por lo tanto sup{|f(x)− fj(x)| : x ∈ Kε} ≤ 3ε.
Por otro lado, si consideramos g(x) := máx{0, 1− d(x,K)/ε} (por tanto

1K ≤ g ≤ 1Kε), entonces para n ∈ N suficientemente grande, tenemos

∫
gdP −

∫
gdPn < ε,

de donde

1−2ε = 1− ε− ε < P (K)− ε =

∫
gdP − ε <

∫
gdPn ≤

∫
1KεdPn = Pn(K

ε),

de modo que 1− Pn(Kε) = Pn(S\Kε) ≤ 2ε.
Si f ∈ BK y fj como antes, tenemos que

∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

fdPn −
∫

fjdPn +

∫
fjdP −

∫
fdP +

∫
fjdPn −

∫
fjdP

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

(f − fj)dPn −
∫

(f − fj)dP +

∫
fjd(Pn − P )

∣∣∣∣

≤
∫

|f − fj|dPn +

∫
|f − fj|dP +

∣∣∣∣
∫

fjd(Pn − P )

∣∣∣∣

=

∫
|f − fj|d(Pn + P ) +

∣∣∣∣
∫

fjd(Pn − P )

∣∣∣∣ .
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Pero,
∫

|f − fj|d(Pn − P ) =

∫

Kε

|f − fj|d(Pn + P ) +

∫

S\Kε

|f − fj|d(Pn + P )

≤ 3ε

∫

Kε

d(Pn + P ) +

∫

S\Kε

|f |d(Pn + P ) +

∫

S\Kε

|fj|d(Pn + P )

≤ 3ε

(∫

S

dPn +

∫

S

dP

)
+ 2

∫

S\Kε

d(Pn + P )

= 6ε+ 2[Pn(S\Kε) + P (S\Ke)]

≤ 6ε+ 2[2ε+ ε]

= 12ε.

Y si eleginos n adecuadamente grande, entonces

∣∣∣∣
∫

fjd(Pn − P )

∣∣∣∣ < ε, por

tanto ∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ ≤ 13ε,

de donde se sigue (c).
(c) ⇒ (d). Para leyes Pn y P tales que β(Pn, P ) → 0 (n → ∞), tenemos

que

0 ≤ ĺım
n→∞

ρ(Pn, P ) ≤ 2
(
ĺım
n→∞

β(Pn, P )
)1/2

= 0,

por lo tanto ρ(Pn, P )→ 0 si n→∞.
(d) ⇒ (a). Sea A un conjunto de continuidad para P y ε > 0. Entonces

tomamos 0 < δ < ε tal que P (Aδ\A) < ε y P (Acδ\Ac) < ε. Como ρ(Pn, P )→
0, entonces elegimos n ∈ N tal que ρ(Pn, P ) < δ, entonces para alguna 0 <
η < δ tenemos que

Pn(A) ≤ P (Aη) + η ≤ P (Aδ) + δ ≤ P (A) + ε+ ε = P (A) + 2ε,

y del mismo modo se prueba que

Pn(A
c) ≤ P (Ac) + 2ε.

De esta manera
|Pn(A)− P (A)| ≤ 2ε,

luego Pn(A) → P (A). Y por el Teorema de Portmanteau (Teorema 1.3.1),

Pn
L−→ P .

Corolario 3.3.1. Supongamos que Pnk y Pn son leyes sobre el espacio métrico

completo separable S tales que Pn
L−→ P0 y para cada n, Pnk

L−→ Pn, entonces

existe una subsucesión Pnk(n) tal que Pnk(n)
L−→ P0.
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Demostración. Sea ε > 0. Entonces existe N ∈ N tal que β(Pn, P0) < ε/2,
para toda n ≥ N . Pero para cada n ≥ N también existe k(n) ∈ N tal que
β(Pnk, Pn) < ε/2 para toda k ≥ k(n). De modo que

β(Pnk(n), P0) ≤ β(Pnk(n), Pn) + β(Pn, P0) < ε, ∀n ≥ N,

de donde se sigue que Pnk(n)
L−→ P0.

Corolario 3.3.2. Sea (S, T ) cualquier espacio topológico separable (con un

subconjunto denso contable). Supongamos que las leyes Pn
L−→ P sobre S y que

F es una familia de funciones equicontinuas uniformemente acotada. Entonces

Pn
L−→ P uniformemente sobre F , esto es,

ĺım
n→∞

sup

{∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ : f ∈ F
}

= 0.

Demostración. Sea d(x, y) := sup{|f(x) − f(y) : f ∈ F} para cada x, y ∈ S.
Entonces d es una pseudométrica sobre S.

En efecto, en primer lugar, como la familia F es uniformemente acotada,
existe 0 < M <∞ tal que ‖f‖∞ < M para toda f ∈ F . De modo que

0 ≤ |f(x)− f(y)| ≤ |f(x)|+ |f(y)| ≤ 2M <∞,

para toda f ∈ F y para todo x, y ∈ S. Entonces 0 ≤ d(x, y) < ∞ para todo
x, y ∈ S.

Por otra parte, es claro que d(x, y) = d(y, x) y d(x, x) = 0 para todo
x, y ∈ S.

Ahora, si x, y, z ∈ S y f ∈ F , entonces

|f(x)− f(z)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− f(z)|,

de donde se sigue que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Finalmente, si d(x, y) = 0, entonces |f(x)−f(y)| = 0, es decir f(x) = f(y),

para toda f ∈ F , pero esto no implica necesariamente que x = y.
Pero podemos definir la relación E como

xEy ⇔ d(x, y) = 0.

Entonces E es de equivalencia. En efecto, dado que d(x, x) = 0, entonces xEx
para toda x ∈ S. Y si xEy entonces d(y, x) = d(x, y) = 0, luego yEx. Por
último, si xEy y yEz, entonces

0 ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) = 0,

luego xEz.
Sea T := S/E el espacio cociente de esta relación de equivalencia y sea

G : S → S/E el mapeo natural (tal que a cada x ∈ S le asigna su clase de
equivalencia Gx). Sobre T definimos e(Gx,Gy) := d(x, y). Entonces e es una



CAPÍTULO 3. MÉTRICAS PARA CONVERGENCIA DE LEYES 38

métrica sobre T . En primer lugar, es claro que 0 ≤ e(Gx,Gy) < ∞. Ahora,
e(Gx,Gx) = 0 y

e(Gx,Gy) = d(x, y) = d(y, x) = e(Gy,Gx).

Además,

e(Gx,Gz) = d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) = e(Gx,Gy) + e(Gy,Gz).

Por último, si e(Gx,Gy) = 0, entonces d(x, y) = 0, luego x ∈ Gy (o si se
prefiere y ∈ Gx), por tanto Gx = Gy.

Para cada f ∈ F , definimos la función hf : T → R como hf (Gx) = f(x).
Y consideramos la clase H := {hf : f ∈ F}. Entonces H es una clase de
funciones uniformemente equicontinua y acotada. En efecto,

|hf (Gx)− hf (Gy)| = |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y) = e(Gx,Gy),

entonces, si para ε > 0 se tiene que e(Gx,Gy) < ε, entonces |hf (Gx) −
hf (Gy)| < ε. Y por otra parte,

‖hf‖∞ = sup{hf (Gx) : Gx ∈ T}
= sup{f(x) : x ∈ S}
≤M,

para toda hf ∈ H.
Entonces podemos suponer que d es una métrica.
Ahora, (S, d) es separable. En efecto, consideremosD un subconjunto denso

en (S, T ). Sea x ∈ S y ε > 0. Como F es una familia de funciones equicontinua
entonces existe una vecindad abierta U de x tal que

|f(x)− f(y)| < ε ∀ f ∈ F ∀ y ∈ U,

por lo tanto

d(x, y) = sup{|f(x)− f(y)| : f ∈ F} < ε ∀ y ∈ U,

entonces U ⊂ Bd(x; ε). Ahora, comoD es denso en el espacio topológico (S, T ),
entonces existe z ∈ D tal que z ∈ U , luego z ∈ Bd(x; ε). Por lo tanto D es
denso en en el espacio métrico (S, d). De modo que (S, d) es separable.

Entonces si consideramos la norma Lipschitz respecto la métrica d, tenemos
que para f ∈ F ,

‖f‖BL = ‖f‖L + ‖f‖∞ ≤ ‖f‖L +M,

pero como |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y) entonces ‖f‖L ≤ 1, de modo que

‖f‖BL ≤ 1 +M,
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para cada f ∈ F . Ahora,

sup

{∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ : f ∈ F
}

= (1 +M) · sup
{∣∣∣∣
∫

f

1 +M
d(Pn − P )

∣∣∣∣ : f ∈ F
}

≤ (1 +M) · sup
{∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ : ‖f‖BL ≤ 1

}

= (1 +M) · β(Pn, P ),

y por el teorema anterior, (parte (a) ⇒ (c)), tenemos que

ĺım
n→∞

sup

{∣∣∣∣
∫

fd(Pn − P )

∣∣∣∣ : f ∈ F
}

= 0



Caṕıtulo 4

Teorema de Prohorov

Finalmente, en este caṕıtulo concluimos con la exposición del Teorema de
Prohorov, el cual afirma las condiciones suficientes para que el espacio de las
leyes sobre (S, d) sea completo bajo las métricas ρ y β.

4.1. Teorema de Le Cam

Definición 4.1.1. Una familia P de leyes sobre un espacio topológico (S,O)
es uniformemente tensa sii para toda ε > 0 existe K ⊂ S compacto tal que

P (K) > 1− ε,

para toda P ∈ P.

Observación 4.1.1. Una ley P sobre S es tensa si y sólo si la familia {P}
es uniformemente tensa.

Ejemplo 4.1.1. La sucesión de leyes {δn}n≥1 no es uniformemente tensa en R.
En efecto, sea ε = 1. Si K ⊂ R es compacto entonces es acotado; aśı podemos
escoger n0 ≥ 1 tal que n /∈ K. Luego δn0(K) = 0 = 1− ε.

Lema 4.1.1. Si (S, d) es un espacio métrico y K es compacto en (S, d), en-
tonces K es separable.

Demostración. SiK es compacto, entonces es totalmente acotado. Luego, para
cada n ∈ N, existe un subconjunto finito Fn ⊂ K tal que para todo x ∈ K,
existe y ∈ Fn tal que d(x, y) < 1/n. Sea F =

⋃
n Fn. Entonces F es denso

numerable en K. En efecto, si ε > 0, entonces existe N ∈ N tal que 1/N < ε,
luego, para todo x ∈ K existe y ∈ FN ⊂ F tal que d(x, y) < 1/N < ε.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Le Cam). Sea (S, d) un espacio métrico y supong-

amos que Pn
L−→ P0, donde Pn es una ley tensa, n = 0, 1, .... Entonces la

sucesion {Pn}n≥0 es uniformemente tensa. Si (S, d) es separable y completo,
entonces cualquier sucesión convergente de leyes sobre S es uniformemente
tensa.

40
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Demostración. Sea n ≥ 0. Para cada m ∈ N existe un compacto Knm ⊂ S tal
que

1− Pn(Knm) = Pn(S)− Pn(Knm) <
1

m
.

De modo que si Kn =
⋃

m Knm, entonces Pn(Kn) = 1.
AhoraKnm es separable (por compacidad), para cada n y cadam. Entonces

K :=
⋃

n Kn =
⋃

n

⋃
m Knm lo es. Por lo tanto, si T := K, entonces T es

separable. Además, Pn(S\T ) = 0, para toda n ≥ 0.
Sea f : T → R continua y acotada. Por el Teorema de Tietze ([Wil], pág

103) existe una función g : S → R continua y acotada tal que g|T = f . Además,
como T es cerrado, entonces T ∈ B(S), por lo tanto B(T ) ⊂ B(S). Tenemos
entonces que,

∫

T

fdPn =

∫

T

gdPn

=

∫

T

gdPn +

∫

S\T
gdPn

=

∫

S

gdPn,

para toda n ≥ 0. Luego,
∫

T

fdPn =

∫

S

gdPn →
∫

S

gdP0 =

∫

T

fdP00.

Esto es, las leyes Pn restringidas a T convergen a la misma ley P0.
Sean M y Q cualesquiera de las leyes Pn, n ≥ 0. Definimos

FS(M,Q) := {ε > 0 : M(A) ≤ Q(Aε) + ε, ∀A ∈ B(S)} y

FT (M,Q) := {ε > 0 : M(A) ≤ Q(Aε) + ε, ∀A ∈ B(T )}.
Entonces FS(M,Q) ⊂ FT (M,Q). Por lo tanto

ı́nf FT (M,Q) = ρT (M,Q) ≤ ρ(M,Q) := ı́nf FS(M,Q).

Supongamos que ρT (M,Q) < ρ(M,Q). Entonces existe 0 < η ∈ FT (M,Q) tal
que

ρT (M,Q) ≤ η < ρ(M,Q).

Por lo tanto, para algún B ∈ B(S) se tiene que M(B) > Q(Bη) + η. Pero

M(B) = M(B ∩ (S\T )) +M(B\(S\T )) = M(B ∩ T ),

y como B ∩ T ⊂ B, se sigue que (B ∩ T )η ⊂ Bη, luego

M(B ∩ T ) > Q(Bη) + η ≥ Q((B ∩ T )η) + η,

y como B ∩ T ∈ B(T ), entonces η /∈ FT (M,Q), lo cual es una contradicción.
De modo que ρ(M,Q) = ρT (M,Q). Esto es, la métrica ρ se preserva.
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Entonces, como Pn
L−→ P0 sobre el espacio métrico separable (T, d), tenemos

que
ρ(Pn, P0) = ρT (Pn, P0)→ 0 si n→∞.

Ahora, dada ε > 0 escogemos un compacto K0 ⊂ S tal que P0(K0) > 1− ε.
Para cada n ∈ N definimos

δ(n) := ı́nf{δ > 0 : Pn(K
δ
0) > 1− ε}.

Supongamos que δ(n) no converge a 0. Entonces existe η > 0 y una subsucesión
n(k) tal que

δ(n(k)) > η, para toda k ∈ N.
Entonces

Pn(k)(K
η
0 ) ≤ 1− ε < P0(K0) para toda k ∈ N.

Sea 0 < γ < mı́n{η, P0(K0)− (1− ε)}. Tenemos que

Pn(k)(K
γ
0 ) + γ < Pn(k)(K

η
0 ) + P0(K0)− (1− ε)

≤ 1− ε+ P0(K0)− (1− ε)

= P0(K0),

esto es, Pn(k)(K
γ
0 ) + γ < P0(K0), para toda k ∈ N. Por lo tanto

γ ≤ ρ(Pn(k), P0), ∀ k ∈ N,

de donde ρ(Pn(k), P0) no converge a 0, lo cual es una contradicción. Entonces
δ(n)→ 0. Definimos ahora

0 < α(n) := máx{1/n, δ(n)}, para toda n ∈ N.

Entonces α(n)→ 0.
Por otro lado, como δ(n) ≤ α(n) < 2α(n), entonces para algún 0 < δ <

2α(n),

1− ε < Pn(K
δ
0) ≤ Pn(K

2α(n)
0 ).

Escogemos ahora compactos Kn ⊂ K2α(n) con Pn(Kn) > 1 − ε. Sea L :=⋃
n≥0 Kn. Entonces L es un conjunto compacto. En efecto, si {xm} es una

sucesión L, entonces pueden suceder dos cosas:
I). Existe una infinidad de ı́ndices m para los cuales xm ∈ Kn, para algún n

particular. En tal situación, existe una subsucesión de tales ı́ndices convergente
a algún punto en el compacto Kn particular.

II). ({xm}m∈N)∩Kn son finitos, para toda n ≥ 0. Entonces debe existir una
subsucesión n(k), con n(k) → ∞ si k → ∞, tal que ({xm}m∈N) ∩Kn(k) 0= ∅,
para toda k ∈ N. Escogemos xm(k) ∈ Kn(k), para toda k ∈ N. Como Kn(k) ⊂
K2α(n(k)), entonces existe yk ∈ K0 tal que

d(xm(k), yk) < 2α(n(k)), ∀ k ∈ N, (4.1)
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y como K0 es compacto, entonces existe una subsucesión yk(j) tal que yk(j) →
y ∈ K0 ⊂ L, j →∞. Entonces, usando (4.1),

0 ≤ d(xm(k(j)), y) ≤ d(xm(k(j)), yk(j))+d(yk(j), y) ≤ 2α(n(k(j)))+d(yk(j), y)→ 0,

cuando j →∞.
En cualquiera de estos dos casos, existe una subsucesión de {xm} conver-

gente en L. Luego L es compacto.
Y por otra parte,

Pn(L) ≥ Pn(Kn) > 1− ε,

para toda n ≥ 0. Entonces {P0, P1, ...} es uniformemente tensa.
Ahora supongamos que (S, d) es separable y completo. Entonces por el

Teorema 2.3, toda ley sobre S es tensa, luego, por lo hecho arriba, cualquier
sucesión de leyes convergente es uniformemente tensa.

Corolario 4.1.1. Cualquier sucesión de leyes Pn
L−→ P sobre B(Rk) es uni-

formemente tensa.

Demostración. Por el Ejemplo 2.1 , las leyes Pn, n ∈ N, y P son tensas; y Rk

es seprable y completo, entonces, por el teorema anterior la sucesión de leyes
{Pn}n∈N es uniformemente tensa.

4.2. Teorema de Prohorov

El siguiente resultado relaciona tensión uniforme con las dos métricas para
leyes ya tratadas, la métrica de Prohorov ρ, y la métrica Lipschitz-acotada-dual
(de Dudley) β.

Teorema 4.2.1. Sea (S, d) un espacio métrico separable y completo. Sea A
una familia de leyes sobre S. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

i) A es uniformemente tensa.

ii) Cualquier sucesión Pn en A tiene una subsucesión Pn(k) convergente en
ley a alguna ley P sobre S.

iii) Para la métrica β sobre el conjunto de todas las leyes sobre S, A tiene
una cerradura compacta. Lo mismo es cierto para la métrica ρ.

iv) A es totalmente acotado para β. Lo mismo es cierto para la métrica ρ.

Demostración. i) ⇒ ii). Para cada m ∈ N existe un compacto Km tal que

P (Km) > 1− 1

m
∀P ∈ A.
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Sea {Pn} una sucesión de leyes en A. Para cada m ∈ N el espacio de
funciones continuas C(Km) = Cb(Km) con norma supremo es separable (Sea
Dm ⊂ C(Km) un conjunto denso numerable. Entonces

{{∫
fdPn

}

f∈Dm

}

n∈N

,

es una sucesión en el producto cartesiano contable

Lm :=
∏

f∈Dm

[́ınf f, sup f ],

de intervalos compactos en R. Ahora, Lm con la topoloǵıa producto es com-
pacto (Teorema de Tychonoff, [Wil], pág 120) y metrizable ([Wil], pág 161).
Entonces existe una subsucesión

{{∫
fdPn(j)

}

f∈Dm

}

j∈N

convergente en Lm. De modo que

∫
fdPn(j) converge, cuando j → ∞, para

toda f ∈ Dm.
Ahora, si f ∈ C(Km) y ε > 0, entonces escogemos una función g ∈ Dm tal

que dsup(f, g) < ε. Por lo tanto

|f(x)− g(x)| < ε ∀ x ∈ Km,

entonces
∣∣∣∣
∫

Km

fdPn(j) −
∫

Km

gdPn(j)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Km

(f − g)dPn(j)

∣∣∣∣ ≤
∫

Km

|f − g|dPn(j) ≤ ε,

es decir

−ε ≤
∫

Km

fdPn(j) −
∫

Km

gdPn(j) ≤ ε

de modo que
∫

Km

fdPn(j) ≤ ε+

∫

Km

gdPn(j) (4.2)

−ε+
∫

Km

gdPn(j) ≤
∫

Km

fdPn(j), (4.3)

entonces de (4.2) tomamos ĺımite superior cuando j →∞,

ĺım sup
j→∞

∫

Km

fdPn(j) ≤ ε+ ĺım
j→∞

∫

Km

fdPn(j) <∞,

y de (4.3) tomamos ĺımite inferior cuando j →∞,

ε+ ĺım
j→∞

∫

Km

fdPn(j) ≤ ĺım inf
j→∞

∫

Km

fdPn(j),
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de modo que

0 ≤ ĺım sup
j→∞

∫

Km

fdPn(j) − ĺım inf
j→∞

∫

Km

fdPn(j) ≤ 2ε.

Por lo tanto

∫

Km

fdPn(j) converge cuando j →∞, para toda f ∈ C(Km).

Ahora consideramos la sucesión
{{∫

fdPn

}

f∈Dm,m≥1

}

n∈N

en el producto cartesiano contable
∏

m≥1

Lm =
∏

m≥1

∏

f∈Dm

[́ınf f, sup f ], el cual, de

la misma manera, es compacto y metrizable. Por lo tanto existe una subsuce-
sión {{∫

fdPn(j)

}

f∈Dm,m≥1

}

j∈N

convergente (j → ∞). Por lo tanto

{∫
fdPn(j)

}

f∈Dm

converge (j → ∞) en

Lm para toda m ≥ 1. Por lo tanto

∫
fdPn(j) converge (j → ∞), para toda

f ∈ Dm y para toda m ≥ 1. Entonces, repitiendo el argumento del párrafo

anterior,

∫
fdPn(j) converge (j → ∞) para toda f ∈ C(Km) y para toda

m ≥ 1.
Ahora sea f ∈ Cb(S). Entonces para cualquier j ≥ 1 y m ≥ 1,

∣∣∣∣
∫

S

fdPn(j) −
∫

Km

fdPn(j)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

S\Km

fdPn(j)

∣∣∣∣

≤
∫

S\Km

|f |dPn(j)

≤ ‖f‖∞Pn(j)(S\Km)

≤ ‖f‖∞
m

,

de modo que

ĺım sup
j→∞

∫

S

fdPn(j) ≤
‖f‖∞
m

+ ĺım
j→∞

∫

Km

fdPn(j)

‖f‖∞
m

+ ĺım
j→∞

∫

Km

fdPn(j) ≤ ĺım inf
j→∞

∫

S

fdPn(j),

por lo tanto

0 ≤ ĺım sup
j→∞

∫

S

fdPn(j) − ĺım inf
j→∞

∫

S

fdPn(j) ≤ 2
‖f‖∞
m

,
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para toda m ≥ 1. Por lo tanto

∫

S

fdPn(j) converge (j → ∞) para toda f ∈

Cb(S). Este ĺımite es denotado por L(f).
Notamos que Cb(S) es una lattice vectorial de Stone. En efecto, si f, g ∈

Cb(S) y c ∈ R, entonces las funciones cf + g, f ∧ g y f ∨ g son reales continuas
y acotadas, es decir cf + g, f ∧ g y f ∨ g ∈ Cb(S). Luego Cb(S) es un espacio
vectorial real. En particular, si g ≡ 1, entonces g ∈ Cb(s) y f ∧ 1 = f ∧ g ∈
Cb(S), para toda f ∈ Cb(S).

Además, el operador L es una pre-integral de Cb(S) a R. En efecto, L es

lineal, pues es un ĺımite. Si f ≥ 0, entonces

∫

S

fdPn(j) ≥ 0, por lo tanto L(f) ≥

0. Supongamos que fn ↓ 0 (puntualmente). Bajo esta situación, tenemos que

0 ≤
∫

fn+1dPn(j) ≤
∫

fndPn(j) ∀ j ≥ 1 y ∀n ≥ 1,

de modo que L(fn+1) ≤ L(fn), para toda n ≥ 1. Ahora, si f1 ≡ 0, entonces no
hay nada que hacer. Supongamos entonces que existe x ∈ S tal que f1(x) > 0.
Sea M := ‖f1‖∞ > 0, entonces

0 ≤ fn(x) ≤M ∀ x ∈ S y ∀n ∈ N.

Sea ε > 0. Tomamos r ∈ N tal que 1/r < ε/(2M). Entonces, por el Teorema
de Dini, fn ↓ 0 uniformemente sobre Kr. Entonces para alguna N ∈ N

0 ≤ fn(x) <
ε

2
∀ x ∈ Kr y ∀n ≥ N,

luego, si n ≥ N ,

0 ≤
∫

S

fndPm =

∫

Kr

fndPm +

∫

S\Kr

fndPm

≤ ε

2
Pm(Kr) +MPm(S\Kr)

≤ ε

2
+M

1

r
< ε,

para toda m ≥ 1. En particular,

0 ≤
∫

S

fndPn(j) < ε,

para toda j ≥ 1. Por lo tanto L(fn) ↓ 0.
Entonces por el Teorema de Stone-Daniell, existe una medida no negativa

P sobre S tal que L(f) =

∫
fdP , para toda f ∈ Cb(S), la cual está definida

sobre la σ-álgebra de Baire, pero como (S, d) es un espacio métrico, entonces
dicha σ-álgebra coincide con B(S). Ahora, si hacemos f ≡ 1, entonces

∫
fPn(j) = 1 ∀ j ∈≥ 1,
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entonces L(f) = P (S) = 1. Por tanto P es una ley sobre S. De este modo

Pn(j)
L−→ P .

ii) ⇒ iii). Sea A la clausura para A respecto a la métrica β. Sea ε > 0 y Pn

una sucesión de leyes en A, entonces para cada n ≥ 1 existe una ley Qn ∈ A
tal que β(Pn, Qn) < ε/2. Por hipótesis existe una subsucesión Qn(j) y existe

una ley P tal que Qn(j)
L−→ P . Entonces para alguna J ≥ 1, tenemos que

β(Pn(j), P ) ≤ β(Pn(j), Qn(j)) + β(Qn(j), P ) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

para toda j ≥ J . Luego Pn(j)
L−→ P . Entonces A es compacto.

La prueba para ρ es análoga.
iii) ⇒ iv). Supongamos que A tiene una clausura compacta, respecto a

la métrica β. Entonces A es totalmente acotado. Esto es, si ε > 0, existe
F := {P1, ..., Pk} ⊂ A tal que para toda ley P ∈ A existe j ∈ {1, ..., k} tal que
β(P, Pj) < ε/2. Ahora, para toda j = 1, ..., k existe una ley Qj ∈ A tal que
β(Pj, Qj) < ε/2. Entonces, si P ∈ A, para alguna j ∈ {1, ..., k},

β(P,Qj) ≤ β(P, Pj) + β(Pj, Qj) < ε,

luego, A es totalmente acotado para β.
La prueba para ρ es completamente análoga.
iv)⇒ i). Supongamos que A es totalmente acotado para β. Entonces, dado

que ρ ≤ 2β1/2, se sigue que A es totalmente acotado también para ρ. Luego,
basta probar la implicación sólo para la métrica ρ.

Supongamos que A es totalmente acotado para ρ. Para ε > 0 elegimos un
conjunto finito B ⊂ A tal que para toda P ∈ A, existe Q ∈ B con ρ(P,Q) <
ε/2, esto es A ⊂ Bε/2. Cada Q ∈ B es tensa, pues (S, d) es completo), luego
existen compactos KQ tales que Q(KQ) > Q(S)−ε/2 = 1−ε/2. Consideremos
KB := ∪Q∈BKQ. Entonces KB es compacto y además

Q(KB) > 1− ε

2
,

para toda Q ∈ B. Ahora, KB es totalmente acotado (por ser compacto),
entonces tomamos un conjunto finito F := F (ε) ⊂ S tal que KB ⊂ F ε/2. De
modo que

Q(F ε/2) ≥ Q(KB) > 1− ε

2
,

para toda Q ∈ B. Ahora, sea P ∈ A, entonces para alguna Q ∈ B, ρ(P,Q) <
ε/2. De modo que existe 0 < η < ε/2 tal que

Q(C) ≤ P (Cη) + η ≤ P (Cε/2) +
ε

2
,

para todo boreliano C en S. En particular, si C = F ε/2, entonces

1− ε

2
< Q(F ε/2) ≤ P ((F ε/2)ε/2) +

ε

2
≤ P (F ε) +

ε

2
,
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de donde 1− ε < P (F ε), para toda P ∈ A.
Sea ahora δ > 0. Para cada m ∈ N, definimos ε(m) := δ/2m. También

consideramos
K :=

⋂

m≥1

F (ε(m))ε(m).

Entonces K es compacto.
En efecto, si {xn} ⊂ K es una sucesión, entonces

{xn} ⊂ F (ε(1))ε(1),

luego, para cada n ∈ N, existe zn1 ∈ F (ε(1))ε(1), tal que

d(xn, z
n
1 ) < ε(1)

y existe también wn
1 ∈ F (ε(1)) tal que

d(zn1 , w
n
1 ) < ε(1),

de donde
d(xn, w

n
1 ) ≤ d(xn, z

n
1 ) + d(zn1 , w

n
1 ) < 2ε(1).

Y como F (ε(1)) es finito, existe un w1 ∈ F (ε(1)) tal que para alguna subsuce-
sión {xn(j)} se tiene que

d(xn(j), w1) < 2ε(1) ∀ j ∈ N.

Definimos y1 := xn(1).

Ahora, es claro que {xn(j)} ⊂ F (ε(2))ε(2), entonces repitiendo el razon-
amiento anterior, para algún w2 ∈ F (ε(2)), existe una subsucesión {xn(j(k))}
tal que

d(xn(j(k)), w2) < 2ε(2) ∀ k ∈ N.
Definimos y2 := xn(j(1)).

Continuamos este proceso para definir una subsucesión {yn} de {xn}.
Si M ∈ N y n, k ≥M , entonces para algún wM ∈ F (ε(M)),

d(yn, yk) ≤ d(yn, wM) + d(wM , yk) < 4ε(M).

Lo anterior, se sigue de que las subsucesiones de donde se extrae yn y yk
(respectivamente) están contenidas (ambas) en la subsucesión tal que para
cada elemento xr de dicha subsucesión se tiene que d(xr, wM) < 2ε(M) (con
wM ∈ F (ε(M))).

Sea η > 0. Entonces existe M ∈ N tal que

ε(M) :=
δ

2M
<

η

4
.

Luego, si n, k ≥M , tenemos que

d(yn, yk) < 4ε(M) < η.
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Por lo tanto {yn} es una sucesión de Cauchy, y como S es completo, existe
y ∈ S tal que yn → y. Pero K es cerrado, por tanto y ∈ K. Entonces {xn}
tiene una subsucesión convergente en K. Luego K es compacto.

Por otra parte,

P (S\K) ≤
∞∑

m=1

P
(
S\F (ε(m))ε(m)

)
<

∞∑

m=1

δ

2m
= δ,

de donde
1− δ < P (K),

para toda P ∈ A. Luego, A es uniformemente tensa.

Corolario 4.2.1. En un espacio métrico (S, d), cualquier sucesión de leyes
uniformemente tensa tiene una subsucesión convergente.

Como último corolario apuntamos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2 (Prohorov, 1956). Si (S, d) es un espacio métrico completo
separable, entonces el conjunto de todas las leyes sobre S es completo para ρ
y para β.

Demostración. Sea P el espacio de todas las métricas sobre S. Ahora, una
sucesión de Cauchy en P , ya sea para ρ o para β, está totalmente acotada (este
un hecho general para espacios métricos), entonces, por el teorema anterior,
existe una subsucesión convergente a una ley P ∈ ∩P , luego P es completo,
ya sea para β o ρ.



Parte II

Movimiento Browniano
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Caṕıtulo 5

Movimiento Browniano

5.1. Teorema de existencia de Kolmogorov

Aqúı introducimos la noción básica de los procesos estocásticos. Además
analizamos el teorema de existencia de Kolmogorov, de gran utilidad en la
siguiente sección.

Definición 5.1.1. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, (E, E) un espacio
de medida y T un conjunto no vaćıo (por ejemplo T = N o T = Rk). Un pro-
ceso estocástico sobre (Ω,F ,P) con espacio de estados (E, E) es una sucesión
de variables aleatorias X = {Xt}t∈T tales que Xt : (Ω,F ,P) → (E, E), para
toda t ∈ T .

Para ω ∈ Ω, la trayectoria del proceso X en ω está definida por la función
t <→ Xt(ω).

Sea T 0= ∅. Consideremos para cada t ∈ T un espacio métrico separable
completo (St, dt), y el espacio de medida (St,Bt), donde Bt := B(St). Supon-
gamos que para cada F ⊂ T finito existe una ley PF sobre

(
∏

t∈F

St,
⊗

t∈F

Bt

)

(Notación: SF =
∏

t∈F St y BF =
⊗

t∈F Bt).
Para F ⊂ G ⊂ T finitos consideramos la función proyección natural fGF :

SG → SF .

Definición 5.1.2. Las leyes PF y PG (con F ⊂ G ⊂ T finitos) son consis-
tentes si

PG ◦ f−1
GF = PF .

Teorema 5.1.1 (Kolmogorov). Existe una medida de probabilidad PT sobre
(ST ,BT ) tal que PT ◦ f−1

TF = PF , para todo F ⊂ T finito.

Demostración. Sobre ST definimos la familia

A := {A = f−1
TF (B) : B ∈ BF , F ⊂ T finito} ⊂ BT .
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Entonces A es álgebra sobre ST . En efecto, es claro que ST = f−1
TF (SF ) ∈ A,

cualquiera que sea F ⊂ T finito. Ahora, si A = f−1
TF (B) ∈ A (B ∈ BF y F ⊂ T

finito), entonces Ac = f−1
TF (B

c) ∈ A, pues Bc ∈ BF . Finalmente, si

A = f−1
TF (B) con F ⊂ T finito y B ∈ BF

y D = f−1
TG(C) con G ⊂ T finito y D ∈ BG, (5.1)

entonces

A ∪D = f−1
TF (B) ∪ f−1

TG(C)

= (fHF ◦ fTH)
−1(B) ∪ (fHG ◦ fTH)

−1(C) donde H = F ∪G finito

=
[
f−1
TH

(
f−1
HF (B)

)]⋃[
f−1
TH

(
f−1
HG(C)

)]

= f−1
TH

(
f−1
HF (B) ∪ f−1

HG(C)
)
,

y dado que f−1
HF (B) ∪ f−1

HG(C) ∈ BH , se sigue que A ∪D ∈ A.
Ahora bien, para cada A = f−1

TF (B) ∈ A, con B ⊂ SF medible, sea
PT (A) := PF (B). Entonces

i) PT está bien definida.

ii) PT es finita y contablemente aditiva en A.

Para probar i), sean A,D ∈ A como en (5.1) y tales que A = D. Entonces

A = f−1
TH

(
f−1
HF (B)

)
= f−1

TG

(
f−1
HG(C)

)
= D,

de donde

f−1
HF (B) = fTH

(
f−1
TH

(
f−1
HF (B)

))
= fTH

(
f−1
TG

(
f−1
HG(C)

))
= f−1

HG(C),

luego, por consistencia,

PF (B) = PH(f
−1
HF (B)) = PH(f

−1
HG(C)) = PG(C).

Lo cual prueba que PT está bien definida.
En cuanto a ii), es claro que PT es una función finita. Ahora, para probar

que es finitamente aditiva, consideremos A y D como en (5.1) y A ∩ D = ∅.
Tenemos que

∅ = A ∩D = f−1
TH

(
f−1
HF (B) ∩ f−1

HG(C)
)
,

donde H = F ∪G. Entonces f−1
HF (B) ∩ f−1

HG(C) = ∅. De este modo

PT (A ∪D) = PH(f
−1
HF (B) ∪ f−1

HG(C))

= PH(f
−1
HF (B)) + PH(f

−1
HG(C))

= PT (A) + PT (D).

Por otra parte, para probar que PT es contablemente aditiva, supongamos
que no sucede aśı, entonces existen conjuntos Wn ∈ A, n ∈ N, y un número
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ε > 0 tales que Wn ↓ ∅ y PT (Wn) > ε. En otras palabras, existen conjuntos
finitos F (n) ⊂ T y conjunto de Borel Bn ∈ SF (n) tales que Wn = f−1

TF (n)(Bn).
Podemos suponer que F (n) ⊂ F (n+1). La razón es la siguiente. Si no sucede
aśı, consideramos el conjunto F ′(2) = F (1) ∪ F (2) (finito), de este modo

W2 = f−1
TF (2)(B2) = fTF ′(2)(B2 × (

∏

t∈F (1)\F (2)

St)),

Renombramos F (2) por F ′(2) y B2 por B2 × (
∏

t∈F (1)\F (2)

St), aśı F (1) ⊂ F (2).

De esta manera seguimos sucesivamente.
Para m ≤ n, definimos las funciones fnm = fn,m = fF (n)F (m). Entonces

Wn = f−1
TF (n)(Bn) ⊂ Wm = f−1

TF (m)(Bm)

= (fnm ◦ fTF (n))
−1(Bm)

= f−1
TF (n)(f

−1
nm(Bm)),

de donde Bn ⊂ f−1
nm(Bm).

Para simplificar la notación, también definimos Pn := PF (n), para cada
n (y aśı PT (Wn) = Pn(Bn)). Elegimos ahora compactos Kn ⊂ Bn tales que
Pn(Bn\Kn) < ε/3n. Definimos también

Cn :=
n⋂

m=1

fnm(Km) ⊂ fnn(Kn) = Kn ⊂ Bn.

Cada Cn es cerrado y por ello compacto dado que Kn lo es.
Ahora,

Bn\Cn =
n⋃

m=1

Bn\f−1
nm(Km) ⊂

n⋃

m=1

f−1
nm(Bm\Km),

de donde

Pn(Bn\Cn) ≤
n∑

m=1

ε/3m = ε(1− 1/3n) < ε/2,

y dado que,

ε < PT (Wn) = Pn(Bn) = Pn(Cn) + Pn(Bn\Cn),

se sigue
ε/2 = ε− ε/2 < Pn(Cn).

Luego, Cn 0= ∅.
Por otro lado, para n ≥ r,

f−1
rn (Cn) = f−1

rn

(
n⋂

m=1

f−1
nm(Km)

)
=

n⋂

m=1

f−1
rm(Km) ⊃ Cr,
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de este modo frn(Cr) ⊂ Cn. Concluimos que frj(Cr) = fnj(frn(Cr)) ⊂ fnj(Cn),
si j ≥ n ≥ r. Además, como frj(Cr) 0= ∅ (dado que Cr 0= ∅), entonces la familia
de conjuntos

Dn =
⋂

r≥n

frn(Cr),

forma una sucesión de compactos no vaćıos (pues se trata de intersecciones de
una sucesión decrecientes de compactos no vaćıos).

Escogemos x1 ∈ D1. Tenemos,

fn+1,n(Dn+1) = fn+1,n

(
⋂

r>n

fr,n+1(Cr)

)

=
⋂

r>n

fn+1,n fr,n+1(Cr)

=
⋂

r>n

frn(Cr)

= Dn.

De modo que podemos elegir xn ∈ Dn de forma recursiva mediante xn =
fn+1,n(xn+1). Luego, si m > n,

fm,n(xm) = fn+1,nfn+2,n+1 · · · fm−1,m−2fm,m−1(xm)

= fn+1,nfn+2,n+1 · · · fm−1,m−2(xm−1)
...

...

= fn+1,n(xn+1)

= xn.

Para toda u ∈ F (n), sea xn(u) la coordenada de xn ∈ Dn ⊂ SF (n), para
cada n ∈ N. Consideramos x ∈ ST tal que x(u) = xn(u) si u ∈ F (n), para
alguna n ≥ 1, y si x /∈

⋃
n Un sea x(u) ∈ Su algún punto fijo. Entonces

fTF (n)(x) = xn y dado que Dn ⊂ Bn, se sigue

x ∈ f−1
TF (n)(Bn) = Wn

para toda n ∈ N. Lo cual no es posible. De modo que PT es contablemente
aditiva.

Finalmente, por el Teorema de extensión de Carathedory, existe un exten-
sión de PT (la cual seguiremos denotando por PT ) a σ(A). Pero BT = σ(A).

5.2. Procesos Gaussianos

En esta parte empezaremos por definir un proceso Gaussiano y demostrar
un teorema de existencia de procesos Gaussianos.

Recordemos algunas definiciones y resultados básicos. Un vector aleatorio
k-dimensional X = (X1, ..., Xk) se dice que tiene distribución o ley gaussiana



CAPÍTULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO 55

finito dimensional, si para cada vector escalar no nulo α = (α1, ..., αk) el pro-
ducto α · X = α1X1 + · · · + αkXk es una variable aleatoria con distribución
normal (o gaussiana). Es fácil probar que si X = (X1, ..., Xk) es un vector
aleatorio, la matriz de varianzas-covarianzas C = (Cov(Xi, Xj))i,j es definida
positiva.

Definición 5.2.1. Un proceso estocástico {Xt}t∈T es llamado Gaussiano si
para cualquier conjunto finito F ⊂ T , la ley PF := L({Xt}t∈F ) sobre B(RF )
es Gaussiana.

Teorema 5.2.1. Sea T un conjunto no vaćıo, m : T → R una función y
C : T × T → R una matriz simétrica y definida positiva (es decir tal que
C(s, t) = C(t, s) y si F ⊂ T es finito, entonces {C(s, t)}d,t∈F es una matriz
definida positiva). Entonces existe un espacio de probabibilidad (Ω,F ,P) y un
proceso Gaussiano {Xt}t∈T definido en él con función de media m y matriz de
covarianzas C.

Demostración. Si {Yt} es un proceso Gaussiano con media 0 y matriz de co-
varianzas C, entonces el proceso definido por Xt = Yt +m, es Gaussiano con
media m y matriz de covarianzas C. De modo que el resultado basta probarlo
para el caso en que m = 0.

Sea F ⊂ T finito no vaćıo y denotemos por CF la restricción de C a F ×F .
Consideremos la ley normal PF sobre RF de media 0 y matriz de covarianzaz
CF . Del mismo modo consideremos la ley normal PG para G ⊂ F . Ahora, para
t = (tj)j∈G ∈ RG definimos t′ = (t′j)j∈F ∈ RF donde t′j = tj si j ∈ G y t′j = 0
si j ∈ F\G. Entonces

〈t, fFG(x)〉RG = 〈t′, x〉RF ,

para todo x ∈ RF ; y además

〈CF (t
′), t′〉RF = 〈CG(t), t〉RG .

De modo que

ϕPF ◦f−1
FG

(t) =

∫

RG

exp(i〈t, x〉RG)dPF ◦ f−1
FG(x)

=

∫

RF

exp(i〈t, fFG(x)〉RG)dPF (x)

=

∫

RF

exp(i〈t′, x〉RF )dPF (x)

= ϕPF (t
′),

pero como se sabe,

ϕPF (t
′) = exp

(
−1

2
〈CF (t

′), t′〉RF

)

= exp

(
−1

2
〈CG(t), t〉RG

)

= ϕPG(t).
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De donde se sigue que PF ◦ f−1
FG = PG.

Entonces las leyes PF , F ⊂ T finito, forman una familia de leyes consis-
tentes, luego, por el Teorema de Kolmogorov se sigue la existencia de un espacio
de probabilidad (Ω,F ,P) tal que P ◦ f−1

TF = PF . Para cada t ∈ T consideramos
la v.a. Xt con ley P◦f−1

T{t} distribuida N(0, C(t, t)). Es fácil notar que {Xt}t∈T
es un proceso Gaussiano.

5.3. Movimiento Browniano:
Construcción Isonormal

Teorema 5.3.1. Para cualquier espacio (H,R, 〈·, ·〉) con producto interior
existe un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y un proceso Gaussiano

L := {L(f)}f∈H

definido en éste con media EL(f) = 0 y covarinza EL(f)L(g) = 〈f, g〉. Dicho
proceso es lineal c.s. Es decir,

L(cf + g) = cL(f) + L(g) c.s.

Demostración. Consideremos la matriz C = {〈f, g〉}f,g∈H . Entonces C es
simétrica y definida positiva (por las propiedades del producto interior). Por
el teorema de existencia de Kolmogorov para procesos Gaussianos se sigue la
existencia del espacio (Ω,F ,P) y de dicho proceso Gaussiano. Ahora bien, por
propiedades del producto interior, puede mostararse que

E[L(cf + g)− cL(f) + L(g)]2 = 0,

de donde se sigue que L(cf + g) = cL(f) + L(g) c.s.

Definición 5.3.1. Sea (H,R, 〈·, ·〉) un espacio con producto interior. Un pro-
ceso isonormal es un proceso Gaussiano L := {L(f)}f∈H con media EL(f) =
0 y covarinza EL(f)L(g) = 〈f, g〉.

Definición 5.3.2. Un proceso estocástico {Xt}t∈T , donde T es un espacio
topológico, es llamado continuo por trayectorias si para todo ω ∈ Ω la
aplicación t→ Xt(ω) es continua.

Definición 5.3.3. Un movimiento Browniano o proceso de Wiener es
un proceso estocástico Gaussino sobre T = [0,∞) continuo por trayectorias,
con media 0 y covarioanza E(XsXt) = mı́n{s, t}.

Antes de probar el teorema de existencia enunciaremos un lema útil.

Lema 5.3.1. Para cualquier c > 0, si P es una ley N(0, 1) entonces

i) P ([c,∞)) ≤ exp(−c2/2).



CAPÍTULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO 57

ii) Si Pσ es una ley N(0, σ2), entonces

Pσ([c,∞)) = P ([c/σ,∞)).

Demostración. i). Si x ≥ c, entonces x2− c2 ≥ (x− c)2, de donde se sigue que

exp
(
− x2−c2

2

)
≤ exp

(
− (x−c)2

2

)
, aśı

exp
(c2

2

)
P ([c,∞)) =

∫ ∞

c

1√
2π

exp
(
− x2 − c2

2

)
dx

≤
∫ ∞

c

1√
2π

exp
(
− (x− c)2

2

)
dx

≤
∫ ∞

−∞

1√
2π

exp
(
− (x− c)2

2

)
dx

= 1.

ii).

Pσ([c,∞)) =

∫ ∞

c

1

σ
√
2π

exp
(
− x2

2σ2

)
dx

=

∫ ∞

c
σ

1√
2π

exp
(
− u2

2

)
du (con u = x/σ)

= P ([c/σ,∞)).

Teorema 5.3.2 (Wiener). Existe un espacio de probabiliad (Ω,F ,P) y un
movimiento Browniano Z = {Zt}t∈T , donde T = [0,∞), definido en dicho
espacio.

Demostración. Sea H el espacio de Hilbert L2([0,∞), λ), donde λ es la medida
de Lebesgue en [0,∞). Consideremos el proceso isonormal L sobre H y el
espacio de probabilidad (Ω,F ,P) donde está definido dicho proceso. Para t ∈
[0,∞) definimos Xt := L(1[0,t]). Entonces EXt = EL(1[0,t]) = 0 (por definición
de proceso isonormal) y EXsXt = 〈1[0,s],1[0,t]〉 = mı́n{s, t}.

Ahora bien, si 0 ≤ s ≤ t, entonces

Xt −Xs = L(1[0,t])− L(1[0,s]) = L(1[0,t] − 1[0,s]) = L(1(s,t]),

de donde
E(Xt −Xs)

2 = 〈1(s,t],1(s,t]〉 = t− s.

Entonces Xt −Xs tiene ley N(0, t− s).
Ahora, tomemos primero t ∈ [0, 1] y su expansión binaria t =

∑
j≥1 tj/2

j,
donde tj ∈ {0, 1}. Para cada n ∈ N definimos el número

t(n) :=
n∑

j=1

tj
2j
.
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Entonces t(n) ∈ {0, 1/2n, ..., (2n− 1)/2n, 1}. En efecto, consideremos todos
los ı́ndices tj iguales a 1, digamos que tj1 = tj2 = · · · = tjk = 1 y tj = 0 si
j 0= j1, ..., jk. Entonces

t(n) =
k∑

i=1

1

2ji

=

∑k
i=1 2

pi

2
∑k

i=1 ji
(donde pi = j1 + · · ·+ ji−1 + ji+1 + · · ·+ jk)

=

(
2n−

∑k
i=1 ji
)∑k

i=1 2
pi

2n

=

∑k
i=1 2

n−ji

2n
.

Además t(n)− t(n− 1) o bien es cero o bien es 1/2n.
Para cada n ∈ N consideremos

Vn := {Xj/2n −X(j−1)/2n : j = 1, ..., nn} ∪ {0}.

De manera que Xt(n)−Xt(n−1) ∈ Vn, para toda n ∈ N. Es claro además que V
tiene ley N(0, 1/2n) para toda V ∈ Vn excepto si V = 0.

Por otro lado, es claro que

(
sup{|V | : V ∈ Vn} ≥ n−2

)
⊂

2n⋃

j=1

(
|Xi/2n −X(j−1)/2n | ≥ n−2

)
.

De este modo

P
(
sup{|V | : V ∈ Vn} ≥ n−2

)
≤

2n∑

j=1

P
(
|Xi/2n −X(j−1)/2n | ≥ n−2

)
.

Ahora bien, si Pn es una ley N(0, 1/2n) y P es una ley N(0, 1), entonces

2n∑

j=1

P
(
|Xi/2n)−X(j−1)/2n | ≥ n−2

)
= 2nPn

(
{x : |x| ≥ n−2}

)

= 2n+1Pn

(
[n−2,∞)

)

= 2n+1P
(
[2n/2n−2,∞)

)

≤ 2n+1 exp
(
− 2n/2n4

)
.

Para una n suficientemente grande, 2n > 4n5, de donde se deduce que
−2n > −2n/2n4. Entonces, dado que 2 < e,

exp
(
− 2n/2n4

)
< exp

(
− 2n

)
< 2−2n,
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por lo tanto,
2n+1 exp

(
− 2n/2n4

)
< 2−2n+n+1 = 21−n.

Luego, para n suficientemente grande,

P
(
sup{|V | : V ∈ Vn} ≥ n−2

)
≤ 21−n.

Y dado que
∑

n 2
1−n < ∞, se sigue del lema de Borel-Cantelli que existe

E ⊂ F con P[E] = 1 y tal que si ω ∈ E entonces para algún n0 = n0(ω) ∈ N
se tiene que |V (ω)| ≤ n−2, para toda V ∈ Vn, con n ≥ n0, en particular

|Xt(n)(ω)−Xt(n−1)(ω)| ≤ n−2 ∀n ≥ n0.

Luego, si ω ∈ E y m ≥ n ≥ n0, entonces

|Xt(m)(ω)−Xt(n)(ω)| ≤
m∑

k=n+1

|Xt(k)(ω)−Xt(k−1)(ω)| ≤
m∑

k=n+1

k−2,

por lo tanto, si n,m → ∞, |Xt(m)(ω) − Xt(n)(ω)| → 0. Es decir, la sucesión
{Xt(n)(ω)}n∈N es convergente, para todo ω ∈ E.

Por otra parte, para cada n ∈ N, Xt − Xt(n) o bien es la v.a. constante
cero (cuando t = t(n)) o bien tiene ley N(0, t− t(n)) (cuando t > t(n)). En el
primer caso, P[|Xt−Xt(n)| > ε] = 0, para una ε > 0 dada. En el segundo caso,
sean Pt−t(n) una ley N(0, t− t(n)) y P una ley N(0, 1), tenemos que

P[|Xt −Xt(n)| > ε] = 2P[Xt −Xt(n) > ε]

= 2Pt−t(n)

(
(ε,∞)

)

= 2P
(
(ε/
√

t− t(n),∞)
)
,

y si n → ∞, t − t(n) → 0, de donde P
(
(ε/
√

t− t(n),∞)
)
→ 0, entonces

P[|Xt − Xt(n)| > ε] → 0. En otras palabras, Xt(n)
P−→ Xt. Por lo tanto, existe

una subsucesión Xt(nk) tal que Xt(nk) → Xt c.s., esto es, para alguna A ∈ F
con P[A] = 1, se tiene que Xt(nk)(ω) → Xt(ω) para todo ω ∈ A. Entonces
Xt(n)(ω)→ Xt(ω) para todo ω ∈ E ∩ A (observamos que P[A ∩ E] = 1).

Definimos la v.a. Zt como

Zt(ω) =

{
ĺım
n→∞

Xt(n)(ω) = Xt(ω) si ω ∈ E ∩ A,

0 si ω /∈ E ∩ A.

Finalmente, para probar que Zt es continua por trayectorias sobre [0, 1],
tomemos como antes n ≥ n0 y ω ∈ E ∩ A. Sea además s, t ∈ [0, 1] tal que
|s− t| ≤ 2−n. Entonces para s(n) = j/2n y t(n) = k/2n, tenemos que

|j − k| = 2n|s(n)− t(n)| ≤ 2n|s− t| ≤ 1,

por tanto, |j − k| es 0 o es 1. De modo que

|Zs(ω)− Zt(ω)| ≤ |Zs(n)(ω)− Zt(n)(ω)|+ |Zs(ω)− Zs(n)(ω)|+ |Zt(ω)− Zt(n)(ω)|

≤ n−2 + 2
∑

m>n

m−2,
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entonces si n → ∞, |Zs(ω) − Zt(ω)| → 0. De donde se deduce la continuidad
por trayectorias.

El proceso buscado es entonces Z = {Zt}t∈[0,1).
Esta misma prueba se repite en cada uno de los intervalos [k, k + 1], ∈ N,

y concatenando las trayectorias de los procesos obtenidos se genera un M.B.
sobre [0,∞).



Caṕıtulo 6

Aplicaciones

En este cáṕıtulo, estudiaremos el M.B. sobre [0, 1] desde un punto de vista
centrado en las propiedades de sus trayectorias. De modo que pueda ser apro-
ximado distributivamente por leyes definidas sobre un espacio de trayectorias
bien determinado.

6.1. Aproximación al M.B.

En esta sección y la próxima revisamos un método de contrucción del
M.B. en donde intervienen los conceptos estudiados en los caṕıtulos anteriores.
Dicha construcción tiene la virtud de la brevedad, y salvo la utilización de un
lema bastante técnico, es en realidad bastante natural e intuitiva. Aunque
será indispensable introducir el espacio métrico completo y separable de todas
las funciones continuas sobrte le intervalo [0, 1] y asimismo requeriremos de los
resultados clasicos derivados del Teorema Central de Ĺımite. Siendo además la
herramienta fundamental en virtud de la cual puede formularse la existencia y
propiedades de una medida de probabilidad conocida como medida de Wiener,
la cual caracteriza las trayectorias del M.B. Finalmente, en la última parte,
revisamos algunas de las propiedades de dicha medida.

Considermos el espacio C[0, 1] de todas las funciones reales continuas defini-
das sobre el intervalo compacto [0, 1]. Sobre este espacio definimos d : C[0, 1]×
C[0, 1]→ R como

d(x, y) = máx{|x(t)− y(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Entonces d define una métrica para C[0, 1] (lo cual es fácil de notar desde
las propiedades de las funciones continuas sobre el compacto [0, 1] y de las
propiedades del valor absoluto).

Por el Teorema de Weiertrass se sigue que C[0, 1] bajo la métrica d es un
espacio completo en donde la familia P de polinomios definidos en [0, 1] es
denso. Además, en virtud del hecho de que la familia de todos los polinomios
con coeficientes racionales es denso numerable en P , se sigue que C[0, 1] es
también separable bajo la métrica d.

61
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Sea {Yn}n∈N una sucesión de v.a. reales independientes e idénticamente
distribuidas sobre un mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P), con media finita
µ y varianza 0 < σ2 <∞. Para cada n ∈ N definimos sobre (Ω,F ,P) variables
aleatoriasX(n) con valores en C[0, 1] de la manera siguiente. Primero,X(n)

0 ≡ 0,
y para m = 1, ..., n, consideramos

X(n)
m/n(ω) =

∑m
k=1(Yk(ω)− µ)

σ
√
n

y extendemos X(n)
t de forma lineal sobre cada intervalo [(m − 1)/n,m/n], es

decir,

X(n)
t (ω) = n

(
t− m− 1

n

)(
X(n)

m/n(ω)−X(n)
(m−1)/n(ω)

)
+X(n)

(m−1)/n(ω)

= (nt−m+ 1)

(
Ym(ω)− µ

σ
√
n

)
+X(n)

(m−1)/n(ω), (6.1)

cuando t ∈ [(m− 1)/n,m/n].

Lema 6.1.1. Sean n ∈ N y m ∈ {0, 1, ..., n}. Entonces

i) E[X(n)
t ] = 0, para toda t ∈ [0, 1].

ii) Var[X(n)
m/n] =

m

n
.

Lema 6.1.2. Sea t ∈ [0, 1], entonces

ĺım
n→∞

Var
[
(nt−m+ 1)

Ym − µ

σ
√
n

]
= 0,

donde m ∈ {1, ..., n} es tal que t ∈ [(m− 1)/n,m/n], para cada n ∈ N.

Demostración. Si t = 0, entonces, para cada n corresponde el número m = 1,
de donde

(nt−m+ 1)
Ym − µ

σ
√
n

= 0.

Si t = 1, entonces para cada n coresponde el numero m = n, luego

Var
[
(nt−m+ 1)

Ym − µ

σ
√
n

]
=

1

n
,

de donde se sigue la convergencia a cero.
Supongamos que 0 < t < 1. Para n ∈ N sea m ∈ {1, ..., n} tal que t ∈

[(m− 1)/n,m/n]. Entonces

m− 1 ≤ tn ≤ m,

de donde se sigue que 0 ≤ tn−m+ 1 ≤ 1. Luego,

(tn−m+ 1)2
(
Ym − µ

σ
√
n

)2

≤
(
Ym − µ

σ
√
n

)2

.
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De modo que

Var
[
(nt−m+ 1)

Ym − µ

σ
√
n

]
≤ 1

n
.

Lema 6.1.3. Sea 0 ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < td ≤ 1. Entonces la sucesión de
vectores aleatorios

{(
X(n)

t1 −X(n)
t0 , ..., X(n)

td −X(n)
td−1

)}

n∈N

converge en distribución a un vector aleatorio con coordenadas independientes
normalmente distribuidas, con media 0, y varianza tj − tj−1.

Demostración. Definimos las funciones [x]∗ como “el máximo entero mayor o
igual que x”; y [x]∗ como “el mı́nimo entero menor o igual que x”, para todo
x ∈ R.

Para 0 < j ≤ d y n ∈ N definimos

rj,n =
[ntj]∗
n

y Uj,n = X(n)
tj −X(n)

rj,n .

Para 0 ≤ j < d y n ∈ N definimos

sj,n =
[ntj]∗

n
y Vj,n = X(n)

sj,n −X(n)
tj .

Tenemos que ntj ≤ [ntj]∗, entonces tj ≤ sj,n. También [ntj]∗ ≤ ntj entonces
rj,n ≤ tj. Ahora, dado que n(tj+1− tj)→∞ cuando n→∞, se sigue que para
valores de n suficientemente grandes, [ntj]∗ < [ntj+1]∗, de donde sj,n < rj+1,n.

De modo que

t0 ≤ s0,n < r1,n ≤ t1 ≤ s1,n < r2,n ≤ · · · ≤ td−1 ≤ sd−1,n < rd,n ≤ td.

Además,
X(n)

tj −X(n)
tj−1

=
(
X(n)

rj,n −X(n)
sj−1,n

)
+ Uj,n + Vj−1,n.

Ahora bien, por los lemas anteriores

E[Uj,n] = 0 y E[Vj−1,n] = 0.

De la ecuación (6.1) tenemos

X(n)
tj = (ntj − [ntj]

∗ + 1)

(
Y[ntj ]∗ − µ

σ
√
n

)
+X(n)

rj,n .

Entonces

Var[Uj,n] = Var[X(n)
tj −X(n)

rj,n ] ≤
1

n
.

luego, Var[Uj,n]→ 0. Del mismo modo Var[Vj,n]→ 0.
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Por otra parte, observamos que

X(n)
rj,n =

∑[ntj ]∗
k=1 (Yk − µ)

σ
√
n

y X(n)
sj−1,n

=

∑[ntj−1]∗

k=1 (Yk − µ)

σ
√
n

De donde,

X(n)
rj,n −X(n)

sj−1,n
=

∑[ntj ]∗
k=[ntj−1]∗

(Yk − µ)

σ
√
n

,

Aśı,

√
tj − tj−1√

rj,n − sj−1,n

(
X(n)

rj,n −X(n)
sj−1,n

)
=
√

tj − tj−1




∑[ntj ]∗

k=[ntj−1]∗
(Yk − µ)

σ
√
[ntj]∗ − [ntj−1]∗



 ,

luego, por el Teorema de Central del Ĺımite,
√
tj − tj−1√

rj,n − sj−1,n

(
X(n)

rj,n −X(n)
sj−1,n

)
d−→ N(0, tj − tj−1).

Ahora si cn =

√
rj,n − sj−1,n√
tj − tj−1

, entonces cn → 1, de modo que

X(n)
rj,n −X(n)

sj−1,n
= cn ·

√
tj − tj−1√

rj,n − sj−1,n

(
X(n)

rj,n −X(n)
sj−1,n

)
d−→ N(0, tj − tj−1).

Teorema 6.1.1. Si la sucesión X(n) tiene alguna subsucesión convergente en
distribución a W , entonces, W es un M.B.

Demostración. Supongamos que X(nk) d−→ W , cuando k → ∞. Consideremos
una colección de números

0 ≤ t0 ≤ ti ≤ · · · ≤ td ≤ 1,

fijados arbitrariamente. Ahora consideramos la función F : C[0, 1]→ Rd dada
por

F (x) = (x(t1)− x(t0), x(t2)− x(t1), ..., x(td)− x(td−1)).

Entonces F es continua.
Sea Z(k)

d =
(
X(nk)

t1 −X(nk)
t0 , ..., X(nk)

td −X(nk)
td−1

)
y P

Z(k)
d

la distribución (o ley)

del vector Z(k)
d . Si f ∈ Cb(Rd), entonces

∫

Rd

f dP
Z(k)
d

=

∫

C[0,1]

f ◦ F dPX(nk) ,

entonces, según el Teorema 1.2.3, se sigue que Z(k)
d = F ◦X(nk) d−→ F ◦W , esto

es (
X(nk)

t1 −X(nk)
t0 , ..., X(nk)

td −X(nk)
td−1

)
d−→
(
Wt1 −Wt0 , ...,Wtd −Wtd−1

)

Entonces, usando el lema anterior se siguen las proiedades que definen un
M.B. (i.e Wt es normalmente distribuido, W tiene incrementos independientes
y estacionarios).
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6.2. Medida de Wiener y Principio de
Invarianza del M. B.

Si W es un M. B. sobre [0, 1] entonces el conjunto las trayectorias W define
una aplicación medible del espacio de probabilidad (Ω,F ,P) al espacio métrico
completo y separable C[0, 1] de todas las funciones continuas x definidas sobre
el intervalo compacto [0, 1] de R. En esta última parte daremos una revisión
general de la medidad de Wiener, la cual se define sobre C[0, 1] como la ley o
distribución de W sobre C[0, 1].

Lema 6.2.1. Para z > 0 y j = 0, 1, ...,

ĺım
m→∞

ĺım sup
n→∞

(
m sup{Qn(x : |x(s)−x(j/m)| < z) : j/m ≤ s ≤ (j+1)/m}

)
= 0

(6.2)

Demostración. Tenemos que

Qn(x : |x(s)− x(j/m)| < z) = P[|X(n)
s −X(

j/mn) > z].

Sean k1(n), k2(n) tales que satisfacen

k1(n)

n
≤ j

m
≤ K1(n) + 1

n
y

k2(n)− 1

n
≤ j + 1

m
≤ k2(n)

n

Dado que X(n) son lineales sobre cada intervalo de la forma
[k − 1

n
,
k

n

]
,

k = 1, 2..., n el supremo en (6.2) está acotado por arriba por el supremo de los

números s de la forma S =
k

n
, k1 < k ≤ k2(n). Para tales números s,

P[|X(n)
s −X(n)

j/m > z] ≤P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2] + P[|X(n)

j/m −X(n)
k1(n)/n

| > z/2]

≤P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2 ; |X(n)

k2(n)/n
−X(n)

s | ≤ z/4]

+ P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2 ; |X(n)

k2(n)/n
−X(n)

s | > z/4]

+ P[|X(n)
j/m −X(n)

k1(n)/n
| > z/2]

≤P[|X(n)
k2(n)/n

−X(n)
k1(n)/n

| > z/4]

+ P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2; |X(n)

k2(n)/n
−X(n)

s | > z/4]

+ P[|X(n)
j/m −X(n)

k1(n)/n
| > z/2].

Para los últimos tres términos de la desigualdad anterior deseamos obtener
cotas superiores. Para el primer término usamos el hecho de queX(n) está cons-
truida por uniones de sumas de v.a independientes e idénticamente distribuidas
con varianza finita. Sea Z una v.a. normal y sea G su función de distribución.
Por el Teorema Central del Ĺımite,

(
X(n)

k2(n)/n
−X(n)

k1(n)/n

)
d−→ Z√

m
.
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De modo que

ĺım
n→∞

P[|X(n)
k2(n)/n

−X(n)
k1(n)/n

| > z/4] = 2(1−G(
z
√
m

4
)).

Usando la regla de l’Hospital, puede probarse fácilmente que (1−G(x)) <
x−4 para x suficientemente grande. Luego, si m es escogido adecuadamente,

ĺım
n→∞

P[|X(n)
k2(n)/n

−X(n)
k1(n)/n

| > z/4] ≤ 2 · 44

z4m2
.

Ahora, usando la independencia de (X(n)
s − X(n)

k1(n)/n
) y (X(n)

k2(n)/n
− X(n)

s ),
tenemos que la probabilidad

P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2; |X(n)

k2(n)/n
−X(n)

s | > z/4],

es igual a el producto

P[|X(n)
s −X(n)

k1(n)/n
| > z/2]P[|X(n)

k2(n)/n
−X(n)

s | > z/4] ≤
(

1
m + 1

n
z2

42

)2

.

Finalmente, por la desigualdad de Chebyshev y la definición de k1(n) te-
nemos que

P[|Xk1(n)/n −Xj/m| > z] ≤ 4

z2n
,

de modo que P[|Xk1(n)/n −Xj/m| > z]→ 0 cuando n→∞.
Usando los hechos anteriores tenemos que

ĺım sup
n→∞

P[|X(n)
s −X(n)

j/m| > z] ≤ c

z4m2
,

donde c es una constante que no depende de m. De aqúı se sigue el resultado.

Lema 6.2.2. Para z > 0 y j ∈ N,

ĺım
m→∞

ĺım sup
n→∞

mQn ({x : sup{|x(s)− x(j/m)| : j/m ≤ s ≤ (j + 1)/m} > z}) = 0

Lema 6.2.3. Para z > 0,

ĺım
m→∞

ĺım sup
n→∞

Qn ({x : sup{|x(u)− x(t)| : |t− u| ≤ 1/m}}) = 0.

Demostración. Fijamos z > 0. Por el lema anterior,

ĺım sup
n→∞

Qn

(
m−1⋃

j=0

{x : máx{|x(s)− x(j/m)| : j/m ≤ s ≤ (j + 1)/m} > z}
)

tiende a cero cuando m→∞.
La prueba queda completa si en la expresión anterior se reemplaza z por

z/3, y notando que si |x(u)−x(t)| ≥ z para algún t y u tales que |t−u| ≤ 1/m,
entonces por la desigualdad del triángulo, existe un entero j ∈ {0, 1, ...,m−1}
y un número real s ∈ [j/m, (j + 1)/m] tal que x(s)− x(j/m)| > z/3.
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Lema 6.2.4. La suscesión {Qn}n∈N es uniformemente tensa.

Demostración. Sea ε > 0. Necesitamos probar la existencia de un conjunto de
Borel A de C[0, 1] con clausura compacta y para el cual Qn(Ac) < ε, para toda
n. Nosotros incluiremos en A aquellas funciones que en 0 sean justamente 0.
Entonces por el teorema de Arzelà-Ascoli, para que A tenga clausura com-
pacto es necesario y suficiente que A un conjunto de funciones uiniformemente
equicontinuas.

Por el lema anterior existe, para cada k ∈ N, enteros pk y rk tales que

Qn ({x : sup{|x(u)− x(t)| : |t− u| ≤ 1/m} > 1/k}) < ε2−k, (6.3)

para m = pk y n ≥ rk. Por monotońıa de m, la última desigualdad es válidad
para m ≥ pk y n ≥ rk. Por el Teorema de continuidad de la medida, existe un
entero qk tal que (6.3) también es válida para m ≥ qk y n < rk. Consideremos
mk := máx{pk, qk}. Entonces, para cada n y k, (6.3) es válida siempre que
m = mk.

Sea

A :=
∞⋂

k=1

{x : x(0) = 0 y máx{|x(u)− x(t)| : |t− u| ≤ 1/mk} ≤ 1/k} .

De (6.3), Qn(Ac) < ε para toda n. Resta probar que A es un conjunto
de funciones equicontinuas. Sea γ > 0. Elegimos k tal que 1/k < γ y sea
δ = 1/mk. Entonces para x ∈ A,

máx{|x(u)− x(t)| : |t− u| ≤ δ} < γ,

como se requiere.

La tensión uniforme que acabamos de establecer tiene como consecuencia
que toda subsucesión de {Qn}n∈N tiene a su misma vez una subsucesión con-
vergente (según el Teorema 4.2.1). En vista del Lema 6.2.2 la existencia de tal
sucesión convergente establece la existencia de la medida de Wiener Q sobre
C[0, 1] (y, según el mismo Lema 6.2.2 dicha medida es única). También por
el Lema 6.2.2, todos los ĺımites de subsucesiones convergentes son idénticos, y
por ello, según Teorema 1.2.1, Qn → Q.

Las anteriores observaciones demuestran los siguientes teoremas.

Teorema 6.2.1. La medida de Wiener sobre C[0, 1] existe y es única.

Teorema 6.2.2 (Principio de Invarianza de Donsker). Sea (Yn)n∈N una suce-
sión de variables aleatorias reales independientes e idénticamente distribuidas
con media finita µ y varianza 0 < σ2 < ∞. Para n ∈ N, definimos X(n) ∈
C[0, 1] de la manera siguiente:

Para m = 0, ..., n, consideramos

X(n)
m/n =

∑m
k=1(Yk − µ)

σ
√
n

,

y extendemos X(n) a todo el intervalo [0, 1] de forma lineal sobre cada intervalo
[(m−1)/n,m/n], m = 1, ..., n. Sea Qn la distribución de X(n). Entonces Qn →
Q, donde Q es la medida de Wiener sobre C[0, 1].
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6.3. Algunas observaciones

Consideremos una sucesión {Yk}k∈N de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas cuyo rango es el conjunto {−1, 1} y tal que

P[Y = −1] = 1

2
= P[Y = 1].

Para cada x ∈ C[0, 1], definimos la funcional M como

M(x) := máx{x(t) : 0 ≤ t ≤ 1}.

La distribución R de M bajo la medida de Wiener Q es igual a la distribu-
ción de la variable M ◦W , donde W es un proceso de Wiener. Similarmente,
si Qn denota la distribución de X(n) donde X(n) está definida en términos de
caminatas aleatorias como en el Principio de Invarianza de Donsker, entonces
la distribución Rn de M bajo Qn es la distribución de M ◦X(n). La funcional

M es continua, aśı que Rn
L−→ R.

Teorema 6.3.1. Sea Q la medida de Wiener sobre C[0, 1] y sea M(x) la
funcional definida antes. Entonces, para c ≥ 0,

Q({x : M(x) ≤ c}) =
√

2

π

∫ c

0

e−u2/2du.

Demostración. Sea n ∈ N fijo. Consideremos el conjunto

E := {x ∈ C[0, 1] : M(x) = x(m/n), para alguna m ∈ {1, ..., n}}.

Por la definición de X(n) es claro que M(X(n)) = X(n)
m/n para algún m ∈

{1, ..., n}. Entonces

Qn(E) = P[X(n) ∈ E] = P[Ω] = 1.

Sea ahora c ≥ 0. Definimos

Dm = {x ∈ C[0, 1] : x(m/n) ≥ c > x(i/m), para i < m}

y
D = {x ∈ C[0, 1] : M(x) ≥ c}.

Los conjuntos Dm son ajenos y D = (D∩E)∪ (D∩Ec). Ahora, si x ∈ D∩E,
entonces M(x) = x(m/n) para algún m ∈ {1, ...n} y M(x) ≥ c. Sea m∗ =
mı́n{m ∈ {1, ..., n : x(m/n) ≥ c}. De modo que x ∈ Dm∗ . Por otra parte, es
claro que ∪n

1Dm ∩D ∩ E. Por lo tanto D ∩ E = ∪n
1Dm. Aśı

Qn({x : M(x) ≥ c}) = Qn

(
n⋃

m=1

Dm

)
=

n∑

m=1

Qn(Dm).
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Tenemos también

Qn(Dm) = Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) > 0})
+Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) < 0})
+Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) = 0}),

ahora,

Qn(Dm∩{x : x(1)−x(m/n) > 0}) = P[(X(n) ∈ Dm)∩(X(n) ∈ {x : x(1)−x(m/n) > 0})],

pero

(X(n) ∈ {x : x(1)− x(m/n) > 0}) =
(

n∑

k=m+1

Yk > 0

)
,

por lo tanto (X(n) ∈ Dm) y (X(n) ∈ {x : x(1) − x(m/n) > 0}) son indepen-
dientes, de modo que

Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) > 0}) = Qn(Dm)Qn({x : x(1)− x(m/n) > 0}).

Y de forma análoga,

Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) < 0}) = Qn(Dm)Qn({x : x(1)− x(m/n) < 0}).

Por otra parte, es claro que

Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) > 0}) = Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) < 0}).

Entonces

Qn(Dm) = 2Qn(Dm)Qn({x : x(1)− x(m/n) > 0})
+Qn(Dm ∩ {x : x(1)− x(m/n) = 0}).

Sumando sobre m, obtenemos

Qn({x : M(x) ≥ c}) = 2Qn({x : x(1) > c}) +Qn({x : x(1) = c}). (6.4)

Ahora bien, sea y ∈ C[0, 1] tal que y(1) 0= c y sea 0 < r < |y(1) − c|. Si
ξ ∈ Bd(y; r) entonces

d(ξ, y) = máx{|ξ(t)− y(t)| : t ∈ [0, 1]} < r < |c− y(t)|,

de donde ξ(1) 0= c. De modo que el conjunto {x : x(1) = c} es cerrado en
C[0, 1].

Por otra parte, para cualquier x ∈ C[0, 1] tal que x(1) = c y 0 < r < ∞
definimos ξ, ψ ∈ C[0, 1] como ξ(t) = x(t) + r/2 y ψ(t) = x(t)− r/2. Entonces
ξ, ψ ∈ Bd(x; r), x(1) > c y ψ(1) ≤ c. Luego, el conjunto {x : x(1) = c} es
también la frontera de {x : x(1) > c}. Entonces, como la distribución Q es
continua, Q({x : X(1) = c}) = 0, se sigue del Teorema de Portmanteau

Qn({x : M(x) ≥ c})→ 2Q({x : x(1)}) =
√

2

π

∫ ∞

c

e−u2/2du.
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Pero, por otro lado, según el Principio de invarianza de Donsker, tenemos
que

Qn({x : M(x) ≥ c})→ Q({x : M(x) ≥ c}).

De aqúı se sigue el resultado deseado.

Teorema 6.3.2. Sea {Yk}k∈N una sucesión de v.a. reales independientes e
idénticamente distribuidas con media finita µ y varianza 0 < σ2 < ∞. En-
tonces para c ≥ 0

ĺım
n→∞

P
[

1

σ
√
n
máx

{
m∑

k=1

(Yk − µ) : m = 1, ...n

}
≥ c

]
=

√
2

π

∫ c

0

e−u2/2du.

Teorema 6.3.3. Sea Q la medida de Wiener y sea λ la medida de Lebesgue
sobre [0, 1]. Entonces

Q({x : λ({t ∈ [0, 1]; x(t) = 0}) = 0}) = 1.

Demostración. La función (t, x) <→ x(t) definida sobre [0, 1] × C[0, 1] es con-
tinua como función de t para cada x fijo y también como función de x para
cada t fijo. Entonces es una función medible y por tanto la función indicadora
de {(t, x) : x(t) = 0} es medible. Por tanto, podemos aplicar el Teorema de
Fubini a esta función indicadora. Entonces

∫

C[0,1]

(∫

[0,1]

1{(t,x):x(t)=0}λ(dt)

)
dQ = 0.



Apéndice A

Norma Lipschitz-acotada

Consideremos (S, d) un espacio métrico. Recordemos que la norma supremo
para cada función f : S → R está definida por ||f ||∞ := sup{|f(x)| : x ∈ S}.

Proposición A.1. Para toda función f : S → R, definimos

||f ||L = sup

{
|f(x)− f(y)|

d(x, y)
: x 0= y

}
.

Entonces || · ||L es una semi-norma para el espacio de todas las funciones reales
definidas sobre (S, d); y es llamada semi-norma de Lipschitz.

Proposición A.2. Para toda función f : S → R, definimos

‖f‖BL = ‖f‖∞ + ‖f‖L.

Sea también BL(S, d) es subespacio de todas las funciones f : S → R tales
que ‖f‖BL < ∞. Entonces BL(S, d) es un espacio vectorial y || · ||BL es una
norma en este espacio.

El espacio BL(S, d) es llamado espacio de funciones Lipschitz aco-
tadas y ‖ · ‖BL es llamada norma de Lipschitz acotada.

La demostración de estos hechos es completamente trivial.

Teorema A.1. Para toda f y g en BL(S, d),

i) ‖fg‖BL ≤ ‖f‖BL‖g‖BL.

ii) ‖máx{f, g}‖L ≤ máx{‖f‖L, ‖g‖L}.

iii) ‖mı́n{f, g}‖L ≤ máx{‖f‖L, ‖g‖L}.

Demostración. Sean f y g funciones en BL(S, d).
i). Claramente ‖fg‖∞ ≤ ‖f‖∞‖g‖∞.
Por otro lado, para cualquier x y y en S,

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|
≤ |f(x)(g(x)− g(y))|+ |g(y)(f(x)− f(y))|
≤ (‖f‖∞‖g‖L + ‖g‖∞‖f‖L)d(x, y),
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de donde
‖fg‖L ≤ ‖f‖∞‖g‖L + ‖g‖∞‖f‖L.

Por tanto

‖fg‖BL = ‖fg‖∞ + ‖fg‖L
≤ ‖f‖∞‖g‖∞ + ‖f‖∞‖g‖L + ‖g‖∞‖f‖L
≤ ‖f‖∞‖g‖∞ + ‖f‖∞‖g‖L + ‖g‖∞‖f‖L + ‖f‖L‖g‖L
= (‖f‖∞ + ‖f‖L)(‖g‖∞ + ‖g‖L)
= ‖f‖BL‖g‖BL.

Lo cual prueba además que fg ∈ BL(S, d).
ii). Sean x y y elementos en S. Entonces

máx{f(x), g(x)} −máx{f(y), g(y)} ≤
{
f(x)− f(y) si g(x) ≤ f(x)

g(x)− g(y) si f(x) ≤ g(x),

y del mismo modo

máx{f(y), g(y)} −máx{f(x), g(x)} ≤
{
f(y)− f(x) si g(y) ≤ f(y)

g(y)− g(x) si f(y) ≤ g(y).

de manera que

|máx{f(x), g(x)} −máx{f(y), g(y)}| ≤ máx{|f(x)− f(y)|, |g(x)− g(y)|},

de donde se sigue de forma inmediata que

‖máx{f, g}‖L ≤ máx{‖f‖L, ‖g‖L}.

iii). De la parte anterior tenemos que

‖mı́n{f, g}‖L = ‖máx{−f,−g}‖L ≤ máx{‖−f‖L, ‖−g‖L} = máx{‖f‖L, ‖g‖L}.

Lema A.1. Para K ⊂ S definimos BK como la familia de funciones f : K →
R tales que ‖f‖BL ≤ 1. Entonces BK es una familia de funciones uniforme-
mente equicontinua y cerrada para la norma supremo ‖ · ‖∞.

Demostración. Sea fn funciones en BK y f una función tales que fn → f (para
‖ · ‖∞). Sea también ε > 0 y x 0= y (x, y ∈ K). Tomemos n ∈ N tal que

‖fn − f‖∞ ≤
ε

2
d(x, y).

Entonces
|fn(z)− f(z)| ≤ ε

2
d(x, y), ∀ z ∈ K,
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en particular

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2
d(x, y) y |fn(y)− f(y)| ≤ ε

2
d(x, y).

Por lo tanto

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(y)|+ |fn(y)− f(y)|
≤ εd(x, y) + |fn(x)− fn(y)|

esto implica que

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

≤ ε+
|fn(x)− fn(y)|

d(x, y)
≤ ε+ ‖fn‖L,

luego,

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

+ ‖fn‖∞ ≤ ε+ ‖fn‖L + ‖fn‖∞ = ε+ ‖fn‖BL ≤ ε+ 1,

si n→∞,
|f(x)− f(y)|

d(x, y)
+ ‖f‖∞ ≤ ε+ 1,

de modo que
‖f‖BL = ‖f‖L + ‖f‖∞ ≤ ε+ 1,

entonces si ε→ 0,
‖f‖BL ≤ 1,

por lo tanto f ∈ BK . Esto prueba que BK es cerrada.
Ahora, sea η > 0 y supongamos que d(x, y) < η. Si f ∈ BK tenemos que

‖f‖BL ≤ 1, por lo tanto ‖f‖L ≤ 1, se sigue entonces que |f(x) − f(y)| ≤
d(x, y). Entonces |f(x) − f(y)| < η. Luego BK es una familia uniformemente
equicontinua.

Lema A.2. Si K ⊂ S es compacto, entonces BK está totalmente acotada para
‖ · ‖∞.

Demostración. La familia BK es uniformemente equicontinua y K es com-
pacto, luego, por el Teorema de Arzelá-Ascoli, BK está totalmente acotada
para ‖ · ‖∞.

Teorema A.2. Si K ⊂ S es compacto, entonces BK es compacto.

Demostración. BK ⊂ Cb(K), BK es cerrada y Cb(K) completo, por tanto BK

es completa, luego BK es compacto.
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