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Introduccion

El mito y la ciencia tienen una similitud y una diferencia. La similitud es
que tratan de explicar. La diferencia es que el mito trata de explicarlo todo,
mientras la ciencia va particularizando: la biologia una cosa, la fisica otra. . .

Claude Lévi-Strauss

La descripcion de la naturaleza que se hace a través de la fisica requiere
de ecuaciones, las cuales generalmente son ecuaciones diferenciales parciales
u ecuaciones diferenciales ordinarias. Dependiendo del tipo de fenémeno a
modelar se usa un tipo de ecuacion; las ecuaciones empleadas pueden ser
lineales o no lineales y por eso hablamos de fenémenos lineales y no lineales.

Los fenémenos que se estudian mediante ecuaciones diferenciales los lla-
maremos lineales, si la derivada de mayor orden es una funcién lineal de las
derivadas de 6rdenes menores, ello nos permite aplicar el principio de su-
perposicion. Este principio posibilita analizar un problema como la suma de
varios subproblemas, es decir partimos el problema en subproblemas.

Los fenémenos no lineales son aquellos en los cuales no se puede aplicar
el principio de superposicién y no es lineal el operador, en algunos casos la
funcién que es solucion a la ecuacion esta en composicién con otra funcién
que forma la ecuacién.

Los fenémenos que no son lineales han cobrado importancia desde el siglo
XIX; un ejemplo de ello serian los fluidos, en particular los trabajos de Navier
y Stockes sobre hidrodinamica, que al modificar las ecuaciones de Euler,
introdujeron términos no lineales, logrando con ello describir la viscosidad
de un fluido; La obra de Osborne Reynolds de 1883 revel6 la importancia de
considerar torbellinos, ain en un tubo rectilineo [18], entregando ecuaciones
que ya no son lineales.

Las ecuaciones no lineales presentan un doble interés: estan las aplicacio-
nes y la cuestién matematica.

VII



VIII Introducciéon

La mecanica cuantica no podia ser la excepcion, presentandose también
en ella fenémenos no lineales.

En 1961 L.P. Pitaevski estudiando la superfluidez del helio liquido des-
cubrié la siguiente ecuacién [6]:

i@ + Au + |ul?u = 0, (1)
ot
en el cual |u|?u es el responsable de la no linealidad.

Asi como el conocimiento sobre aerodinamica ha mejorado el diseno de
aviones (en particular los supersénicos), la ecuacién de Schrodinger! no lineal
también lo ha hecho en el drea de telecomunicaciones (por mencionar una)
con la ecuacién deducida por Akira Hasegawa y Frederick Tappert de 1973:

2
(004 0 au) 4 50 sl =0
usada en las fibras Gpticas para pulsos luminosos de picosegundo [6]. La
ecuacion Akira-Tappert es una ecuacién de Schrodinger dado que tiene un
operador de temporal y el hamiltoniano, no es lineal por el término ~|u|?u. Si
reflexionamos sobre el influjo que poseen las telecomunicaciones en esta era
global, dificilmente podriamos concebirlas sin las fibras opticas.

Dado que este trabajo de tesis tiene como objetivo principal el estudio
de una clase de ecuacién de Schrodinger no lineal en el contexto de lo que
se conoce como el Método WKB, detallaremos a continuacion la elaboracién
de dicho trabajo.

Existen distintas clases de Ecuaciones de Schrodinger no lineales, la que
estudiaremos sera una que posea un potencial, con condiciones a la frontera
y un nuevo término: ” f(|uc|*)ue, que es el responsable que deje de ser lineal
la ecuacién de Schrodinger, con esto la ecuacion ha estudiar sera:

ou, &2
e 1 S Ay, = 5 (|
ic T + 5 ue = Vi(x, t)ue + " f(Jue|”)ue,

con estas condiciones a la frontera:

igg(x)
elio = age™

La ecuacién de Schrédinger es una ecuacién diferencial parcial u ordinaria (si es uni-
dimencional), que se define como la suma de un operador diferencial que estd relacionado
con la parte temporal y multipicado por i, méds un operador que se llama Hamiltoniano;
en el capitulo 3 se detalla la ecuacién.



IX

La no linealidad &” f(|u.|?)u. depende de dos pardmetros: € y k, ambos
determinan el tipo de solucion. ;Qué tipo de solucién serd propuesto para
la ecuacién mencionada? Se planteard como solucién un ansatz? del tipo
empleado en la 6ptica geométrica:

uc(t, z) = Aelt2),

El cual serd expandido en series de potencias sobre la amplitud, para inves-
tigar el proceder dinamico del sistema.

Ahora para justificar el uso de éste ansatz se hard un procedimiento
parecido al usado en el método WKB para la ecuacién de Schrodinger lineal,
el cual consiste en introducir un ansatz en la ecuacién de Schrodinger se hace
el algebra y se llega a otra ecuacion, que es una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
que depende de la fase, esta fase se expande en serie de potencias para hallar
la soluci’on. Aqui se hara algo andlogo, es por ello que se considera un método
WKB no lineal para un tipo de ecuacion de Schrodinger no lineal.

El primero que ide6 estd aproximacion fue Sir Harold Jeffreys (1891-1989)
en 1923, para la llamada mecéanica cuantica primitiva. Sin embargo su nombre
actual es un acrénimo de tres fisicos: George Wentzel (1898-1978), Anthony
Kramers (1894-1952) y Léon Brillouin (1889-1969). Lo propusieron en 1926.
Cada uno independiente del otro y sin que hubiera un conocimiento previo
al trabajo de Jeffreys.

L Qué tipo de ecuacién se podra resolver por el método WKB no lineal?
Para responder a la pregunta necesitaremos establecer las condiciones de
aplicabilidad y ello recaerd en el Teorema 27 del Capitulo 5, haciendo de
este teorema el centro productor de esta tesis, ya que para su demostracion
“produce” un aprendizaje de varios temas de matematicas alejados de las
materias basicas de matematicas impartidas en la carrera de fisica a nivel
licenciatura y nos forzara a volver a deducir algunos conceptos de fisica, para
una total comprension del método propuesto.

En el Capitulo 1 de esta tesis, se abordan temas exclusivamente matemati-
cos, sin ninguna aplicacion. Comenzamos con la discusién del concepto de
Espacio de Sobolev W*P(RM): es el conjunto formado por cierto tipo de
funciones, que poseen derivadas débiles. Esta derivada débil nos posibilita
calcular derivadas de ciertas funciones con un ntimero finito de discontinui-
dades, la derivada se calcula alrededor de la vecindad donde se localiza la

2ansatz: germanismo que significa formulacién; se emplea para designar a un tipo de

solucion que es propuesto para resolver cierto tipo de ecuaciones.



X Introduccién

discontinuidad, por lo que generaliza la clase de funciones con las que se
trabaja y asi poder seguir operando en el universo de las ecuaciones diferen-
ciales. La ventaja que ofrece el trabajar con los espacios de Sobolev radica
en que sus funciones y las derivadas débiles de estas funciones pertenecen al
mismo espacio. Es en R, con N € N y es en este tipo de espacio es donde
se desarrollara todo el trabajo, salvo que se indique lo contrario.

Los teoremas de encaje establecen que ciertos espacios de Sobolev estan
contenidos en otros espacios que pueden ser £4(R”), facilitando el estudio de
las funciones, ya que si se demuestra que la funcion u esta en un determinado
espacio de Sobolev, es automatico saber que esta contenido en otro tipo de
espacio.

Todo espacio de Sobolev es un espacio de Banach, pero no todo espacio de
Banach es un espacio de Sobolev. Algunos espacios de Sobolev son espacios de
Hilbert, un ejemplo W2? el cual denotaremos por H?, es en esta interseccién
donde la mecanica cuantica posee su lenguaje. Hay que destacar que no todo
espacio de Hilbert es espacio de Sobolev y viceversa.

Si tuviésemos que hablar de un concepto matematico que estuviera rodea-
do de “misticismo” ese seria la delta de Dirac, el cual tiene varias deducciones
intuitivas, que en este trabajo se definiran formalmente, para ello introdu-
ciremos los espacios de Schwartz, que lo forman las funciones de clase de
Schwartz, cuya peculariedad es su rapido decrecimiento junto con todas sus
derivadas cuando se toma el limite x — 4o0.

Tenemos una ecuacion del siguiente tipo:

que es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, donde A es un
operador, que estd en un espacio de Banach, algunas veces el operador A
es acotado y otras veces no es acotado. En esta tesis los operadores seran
acotados.

Este tipo de ecuaciones diferenciales engloban lo que se llama teoria de
semigrupos; acoje este nombre al cumplir con casi todos los axiomas de un
grupo uniparamétrico, salvo el que no retenga el inverso en su definicién.
Estos semigrupos poseen un generador, el cual sera bien definido.

Algunas ecuaciones de Schrodinger, que nos describen la dindmica del
sistema, tienen por solucién a semigrupos, una muestra seria 7(t) = e’ en
el cual el operador Aesel operador conocido como Hamiltoniano (]:I ); tesel
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pardmetro identificado como el tiempo y ¢ > 0. 7(¢) es un semigrupo, que en
fisica lo nombran el operador de evolucién temporal 2. Se cierra el capitulo
con el teorema Hille-Yosida, que garantiza la existencia de un generador para
el tipo de semigrupo estudiado en esta tesis.

Cierra este capitulo con una seccion que se ha llamado Miscelanea ma-
tematica, en ella se enuncian sin demostracion dos lemas, que como seran
usados varias para las demostraciones de los principales teoremas, se ve la
necesidad de tenerlos dentro del texto, estos son: el Lema de Gronwall y el
Lema de Moser; adicional sera el dar una férmula de integraciéon por partes.

En el Capitulo 2 se hace la introduccién del grupo de Schrédinger, que se
define como U(t) = e A"t € R, siendo A el Laplaciano en RY el cual es el
encargado de la evolucién en el tiempo. Introduciremos un par de operadores
'y G, ambos estén definidos en términos de U (t). Se mostraran algunos de
sus efectos sobre funciones a través de tres Lemas.

Los espacios con los que vamos a lidiar, aparte de los descritos en el
Capitulo 1, serdn los llamados espacios de evolucién, L(P); estd es una forma
sintética de escribir a los espacios L™P; P es un 2-vector, que se define: P =
(}D, 1); con una norma ||||u(t,z)||l,, que es la norma de la norma de una
funcién u(t,x) sobre I x R la notacién obedece a que la funcién no es
unidimencional, por lo que se toma la norma con respecto a una variable y
queda una funcién que depende de otra(s) variable(s), por lo que se toma la
norma con respecto a esa otra(s) variable(s). Una vez definidos estos espacios,
tendremos la oportunidad de ver como acttia el grupo de Schrédinger en estos
espacios.

El Capitulo 3 consta de dos secciones, siendo el objetivo establecer el
teorema de las estimaciones de Strichartz. La primera seccion expone algunos
conceptos basicos de la mecanica cuantica y apoyados en la parte historica,
se hara una formulacion heuristica de la ecuacion de Schrodinger lineal, ya
que ella se postula, no hay forma de definirla. Toda la primera parte aporta
lo que se necesita para establecer las estimaciones de Strichartz.

Las estimaciones de Strichartz nos indican cuando una solucién para
una ecuacién de Schrédinger no lineal, cuya solucién sea del tipo 7(t)p(z),
estd acotada, ya que 7(t) puede generar inestabilidad.

En el Capitulo 4 cuyo titulo: Optica Geométrica, nos remite al tratamien-
to de la luz como rayos. Bajo esta idea es como vamos a derivar la ecuacion
fundamental de la 6ptica geométrica: la ecuacén de la eikonal. Para la de-

3En el capitulo 3 se da una interpretacion fisica de la informacién que proporciona.



XII Introducciéon

duccion de tan importante ecuacion vamos a partir de la ecuacion de onda
clasica, pues no perdamos de vista que estamos tratando con particulas de
comportamiento ondulatorio y esto nos obliga a comprender desde la fisica
estas ideas. En la segunda seccion se busca la generalizacién matematica, pa-
ra que nos de la pauta a seggir en las ecuaciones cuya solucion sea un ansatz
del tipo u.(z,t) = a°(x, t)ew

El Capitulo 5 esta conformado por tres secciones. En la primera se deduce
el método WKB para una ecuacién de Schrodinger lineal. Culmina esta pri-
mera seccién con la aplicaciéon al efecto tunel.

En la segunda seccién se elabora una escueta descripcion de los capa-
citores cuanticos, estos capacitores se pueden formar cuando se tienen dos
barreras de potencial de anchos distintos, creando entre ellos un pozo, que
se llena de electrones por efecto tiunel, su condiciéon de fermiones crea un
potencial y es por este potencial que la ecuacion de Schrédinger, que modela
a los capacitores, pierde su linealidad.

La ultima seccion: se ubica el centro productor, es decir el Teorema 27, ese
enunciado que nos describe las condiciones a exigir tanto a las condiciones a
la frontera como al término que crea la no linealidad; asegura la existencia y
unicidad de la solucién dada por la variante al método WKB que se propone;
nos permite medir el orden de la no linealidad a través de la funcion G y
ademas es una fase.

Lista de simbolos a usar.

= J Operador identidad.

» 7(t) Operador unitario, que estd relacionado con la evolucién temporal.
En algunos casos puede ser el operador de evoluciéon temporal de la
mecanica cuantica.

= A El operador laplaciano.

= <, > Producto punto.



Capitulo 1

De Sobolev, de Schwartz y de
Semigrupos

1.1. Espacios de Sobolev

Ya se mencion6 en la introduccion a la derivada débil, que es la que nos
permite derivar de forma débil a ciertas funciones discontinuas en la vecindad
que contiene a la discontinuidad, ahora la definiremos, posteriormente a esta
se suministrara el calculo de una derivada débil sobre una funcién y daremos
un ejemplo de una funciéon que no goza de derivada débil.

Comenzaremos por definir que es un multi-indice y las funciones de prue-
ba, ya que seran fundamentales para la definicion de espacio de Sobolev.

DEFINICION 1 (Multi-indice). Sea a = (ay,...,any) € (NU0)Y, tal que
cumple:

lal =1 +as+ -+ an,

Dy = Dg!...D3Y, (1.1)
Op, = Opl ... 03N
D, = %(8%1, e ,%) donde 0Y es la derivada parcial.

DEFINICION 2 (Funciones de Prueba). Sean U C RY y ¢(U) € C°. Esta-
blecemos que ¢(U) es distinta de cero junto con todas sus derivadas en la

vecindad de U. ¢ es cero junto con todas sus derivadas en el complemento de
la vecindad de U.



2 De Sobolev, de Schwartz y de Semigrupos

DEFINICION 3 (Derivada Débil). Supongamos u,v € L}, (U) U CRY y « es
un multi-indice. Decimos que v es la a-ésima derivada parcial y débil de u,
escrita como D*u = v si cumple que:

/U uD%dz = (—1)° / vedz. (1.2)

U

para todas las funciones de prueba ¢ € C§°(U).

Ejemplos:
Sean N =1,U = (0,2) con

(z) = z : O<z<l1,
=9 1<z<2.
definimos
() = 1 : 0<z<1,
T 0 o 1<a<
por demostrar que u'(z) = v(zx) i.e. f02 ugp'dr = —f02 vodz definamos a

¢ € C°(U) entonces la integral se escribe:

/O S e — /0 eddet /1 1, (1.3)

integrando por partes
1 2
vofy = [ oo 0l — [ 0o =
1
16(1) — 06(0) + 16(2) — 16(1) — / pelz = (1.4)

0—/01qbda:.

Pero v(z) =1de 0 <z <1y cero en (1,2), asi que

_/120¢dx_/01 ¢dx:—/02v¢dx, (1.5)

como ¢ es una funcién de soporte con compacto en (0,2), entonces ¢(2) =0
por lo tanto (1.3) y (1.4) son iguales.



Espacios de Sobolev 3

No todas las funciones discontinuas en un punto tienen derivada débil,
para tal fin introduzcamos a:

u(x) = z  O0<ax<1,
12 l<a<2.

con el objetivo de exhibir que no existe v € L}.(U) tal que [; ug'ds =

— f02 vodz. Sea ¢ € C°(u)

2 1 2 1
/Ou(x)gb'dm:/o xgb'dx—i—/l 2¢’dx:x¢\;—/0 ¢da + 20 =

1o(1) — 09(0) + 2(¢(2) — ¢(1)) — /0 pdr = —/0 ¢dx +o(1) +20(2) — 2¢(1) =

=— [ ¢dz—¢(1), por lo tanto

V¢ funcién de prueba. Ahora sea la sucesién {¢}°_; de funciones de prueba
que satisfacen:

Om(r) — 0, Vo #l.

reemplazando ¢ por ¢,, en el resultado (1.6) se tiene:

(1) = /02 v(z)pdr — /01 ¢pdxr = ¢ (1) = /Ozv(x)gzﬁmdx — /01 Omdx

) . (1.7)
= lim ¢,,(1) = lim [/ v(x)ppmdr — / dmd].
por lo tanto 1 = 0, encontrando una contradiccién.
q.e.d.

Definamos lo que son los espacios de Sobolev

DEFINICION 4 (Espacios de Sobolev W*P(U)). Es el conjunto de todas las
funciones u : U — R, con U C RY, tal que para cualquier multi-indice o
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con |af < k (k€ Z%), 3 D*u en un sentido débil y pertence a LP(U) con
1 < p < 0. Este tipo de espacios poseen norma, que se define como:

a Deyledr @ 1 < p < 00,
Hu(x)HWkap(U) = { </Z| <k fU‘ ’

Ylaj<ksup [Du| : p=oo0.

COMENTARIO 1. La norma del espacio LP(U) es menor que la norma del
espacio de Sobolev WFP(U), i.e.

[uller < Cllullwe (1.8)

LEMA 1 (Unicidad de la derivada débil). La a-ésima derivada débil parcial
de u, si existe, es unica.

Demostracidn
Supongamos que la funcién u(z) tiene dos derivadas débiles distintas v(z)
y w(x), sea ¢ € C°(U), ahora

0= u(z) — u(z) = /U 0D°gdz — /U uDpdz — /U wD gz
0— (—l)a/Uvngdx—(—l)a/Uwqﬁdx (1.9)
0— (—1)"/{J(v—w)gbd:v.

Por lo que inferimos que v = w, concluyendo que es unica la derivada débil.
q.e.d.
. Qué tipo de espacio forman los espacios de Sobolev?

TEOREMA 1. El espacio de Sobolev W*P(U) conk =1,2,... y1 < p < o0 es
un espacio de Banach.

Demostracién
Sea {u(x),}°°, una sucesién de Cauchy en W*?(U), entonces

/unDo‘gbdm: (—1)'“/D°‘un¢dx, (1.10)
U U

pero
D%, € LP(U) = 3 lim D%u,, = D%u. (1.11)

n—oo



Espacios de Sobolev 5

Por demostrar lim,, .., D%u,, = D*u Va:

lim u, =u e LP(U) = | D*(u—u,)|| — 0, D%, = D%, cuando n — oo.

n—oo

(1.12)
Todo esto porque D% € LP(U) y éste es un espacio de Banach. Ahora
supongamos que m > n > ng y ||ty — u,|| < e, ahora tomemos:

M ||y, — un|| = Ju—u,|| <e, (1.13)

ahora al tomar n > ng, entonces el lim,_, ||[u — u,| — 0.
q.e.d.

TEOREMA 2 (Propiedades de la derivada débil). Asumamos que u, v €
WHEP(U), |a| < k, entonces:

i) D € WrP(U) y DP(D*u) = D*(DPu) = D“Pu, para todo multi-indice
a, 3 con |a| + 8] < k.

ii) Para toda A\, € R y con ellos podemos hacer la siguiente combinacion
lineal \u 4+ pv entonces

D*(Au + pv) = AD%u + puDv,

con |a| < k.

i) Si V es un subconjunto abierto de U, entonces u € WEP(V).

w) Si ¢ € Cy (U) entonces Cu € WFP(U) y se tiene la siguiente version de
la formula de Leibniz:

(07

D*(Cu) = Spea ( .

)DﬂgDa—ﬁu. (1.14)

Donde (g) es el coeficiente binomial.
COMENTARIO 2. Si p = 2 usualmente se escribe
H* (u) = W*(U)

con k = 0,1,.H*(U) es un espacio de Hilbert; si k = 0, entonces H(U) =
L2(U).

Concluyendo: Todo espacio de Sobolev es un espacio de Banach; algunos
espacios de Sobolev son espacios de Hilbert.
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Una funcién u que pertenece a determinado espacio de Sobolev (supon-
gamos WH*(IRY), por mencionar alguno), ;podra pertenecer esta funcién u a
otro espacio, como por ejemplo el espacio C(RY), o a LF(RY)? Los teoremas
de encaje! responden afirmativamente a la pregunta. Estos seran enunciados
sin demostracién, para las demostraciones invitamos al lector a consultar [5]
o [10]. Se daran las siguientes definiciones, que nos serdn ttiles para enunciar
los teoremas.

DEFINICION 5 (Homeomorfismo). Se dice que entre dos espacios hay un
homeomorfismo si existe una aplicacion f : X a Y continua, biyectiva y
suinversa f~1:Y a X también es continua (usaremos el simbolo — para
tal fin) asi X — Y. El homeomorfismo dicho en palabras asegura la existencia
de una biyeccion que respeta la estructura topologica.

DEFINICION 6 (Inmersién o encaje). Sean X y Y dos espacios topoldgicos,
decimos que X estd inmerso en Y si X es homeomorfo a un subespacio de Y.

DEFINICION 7. Si 1 < p < N, el conjugado de Sobolev de p se define

P = . (1.15)

Notemos que

Lo (1.16)
N P :

TEOREMA 3 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Demos por sen-

tado que se cumple 1 < p < N, entonces existe una constante C' que depende
de N y p tal que se cumple:

[ull o vy < CllDull o), (1.17)
Vu € Ca(RY).

Esto fue hecho para £P" (RY) y LP(RY). ;Qué sucede si es WHP(RY)] es
decir en quién se encaja?

Los primeros teoremas de este tipo fueron demostrados por Sergei Sobolev (1908-1989)
en la tercera decada del siglo XX.
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TEOREMA 4 (Estimaciones para W'?(U), 1 < p < N). Sea U un subconjunto
acotado y cerrado de RN y supongamos que OU es Ct. Asumiendo que 1 <
p< N yuecWLP(U), entonces u € LP" con la estimacion

[ull o vy < Cllullwrrw). (1.18)
Donde C depende solamente de p, N y U.

TEOREMA 5 (Desigualdad General de Sobolev). Sea U un subconjunto abier-
to y acotado de RN, con una frontera C'. Asumamos que u € WEP(U), te-
nemos dos casos:

i) Sik < %, entonces u € L1(U), donde é = con la estimacion

1_ Kk
p N

[ull oy < Cllullwerw). (1.19)

Con C' una constante que depende de k, g, N y U; en otras palabras
WHhP(U) — L4(U).
i) Si k> %, entonces u € C’k_[%}_l’v(ﬁ), donde

R st BEE,
7= S % 7Z : =0<~vy<l.

con la estimacion:

||U||Ck—[§1—1(ﬁ) < Cllullwrry- (1.20)

al igual que el caso i) ¢ es una constante y se tiene la siguiente inmersion de
Wer(U) — ¢ l=4(T).

COROLARIO 1. Sea C,,(I,X) el espacio de Banach de las funciones unifor-
memente continuas y acotadas que van de I — X, donde I es la cerradura
de I, entonces se tiene el siguiente encaje:

W (I, X) — Cyu(T,X).

TEOREMA 6. Si1 <p<ooyfe LX), entonces se tienen las siguientes
propiedades

i) f € WHP(I,X),

i) 3 g€ LP(1,X) tal que f(t) = f(s) + f;g(a)da para a.a., t € I.

iii) f es absolutamente débil continua y f', en casi todo punto y estd en
LP(1,X) con X un espacio topoldgico.
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Cerramos esta primera secciéon con la siguiente definicién
DEFINICION 8. Los espacios WP (U) son los espacios duales a WEP(U).

COMENTARIO 3. Seanu € H™(U) yv € L*(U), entonces podemos definir un
producto escalar (usaremos la notacion (,)) mediante la siguiente ecuacion

(w, V) E- (V) = Re/Uu(:U)v(:U)dx (1.21)

de aqui se deduce la siguiente desiqualdad:

lu(@)lIZ> < llu(@) e @) lu@) a2 ) (1.22)

En general no se identifica a H™(U) con H™™(U), pero L*(U) C H-™(U).

1.2. Espacios de Schwartz

Definamos a C(RY) como el espacio de las funciones continuas de RY a
R y a C*(RY) como su espacio dual.

DEFINICION 9 (Delta de Dirac). Sea 6. una funcional que pertenece a C*(RY)
y g € C(RY), tal que cumple la funcional la siguiente propiedad:

d:(g9) = g(e), (1.23)

con ¢ € RN. Es decir la funcional 6. hace que se evalue el valor € en la
funcion g, a esta funcional es lo que llamamos delta de Dirac.

COMENTARIO 4. ¢(¢) es acotada, ello se deduce de la siguiente desigualdad.

l9(e)] < suplg(x)] = [lg(z)llc@n). (1.24)

Sea Cn(RY) el espacio de todas las funciones continuas sobre RY que
tiene norma finita y esta se define:

g(

o) = sup,ean | 7 2 s |- (129

Denotando al espacio dual de Ciy(RY) como C3(RY).
Antes de seguir necesitaremos las siguientes definiciones y teoremas, que
seran enunciados sin demostracion.
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DEFINICION 10. Sea s € X* y u € X, definimos a s[u] = (s,u) como el
producto escalar, se usard de aqui en adelante la notacion (,).

TEOREMA 7. Sea X un espacio vectorial lineal normado, y X* su espacio
dual, ||u|| es la norma de X, entonces la norma de ||s||, i.e. la norma del
espacio dual sera:

[{s, )]

[s|| = sup = sup [(s,u)|. (1.26)
0#ueX ||uH |ul|=1

TEOREMA 8. El espacio X* siempre es un espacio de Banach, independiente
de si X lo es.

La demostracién se puede consultar en [16].
TEOREMA 9. La 6., delta de Dirac, pertenece a Cy(RYN).

Demostracién
65 9 3
Sea, |§5(g)] = Sup. I I\(SI)IEH _ |<9|(|&;)”€>| < Hg(ﬁilﬁHEH _ |g(€)| _ (1 +

DY 29| < (1 + el lgllean)- a-e-2.

DEFINICION 11 (Espacios de Schwartz). Llamaremos S(RY) al espacio de
todas las funciones C°°(RY) que junto con sus derivadas tienden a cero cuan-
do el limite tiende al infinito y lo hacen mds rdpido que cualquier potencia
de |x|. Mds precisamente, para cualquier N € N y cualquier multi-indice «
se define la siguiente norma.

11l v = supgegn (1 + [€])V)[0” f ()], (1.27)

entonces podemos ver a S(RN) equipado con la norma (1.27) de la siguiente
forma:

SRY) ={f € C®RY)||fll(n,0) < YN, a}. (1.28)

Al espacio dual de las funciones de clase de Schwartz S(RY) lo llamaremos
Espacio de Distribuciones Temperadas y la letra S’'(RY) lo designara.

DEFINICION 12 (Transformada de Fourier para Distribuciones Temperadas).
Sea ¢ € S(RY), a § la transformada de Fourier de cualquier T € S'(RY).
Defininamos la aplicacion de la transformada de Fourier sobre cualquiera de
estas funcionales como:

$T(p) :==TT(p). (1.29)
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Como ejemplo? a la definicién 8 tomemos a la delta de Dirac (4.) y cal-
culemos su transformada de Fourier

1 .
35&: = N (55 e PP =
(©) 2 E Jon (¢) )

1 .
e, (1.30)

N
2

DEFINICION 13 (Derivada Generalizada). Tomemos ¢ € S(RY), T € §'(RY),
y D la derivada, con o el multi-indice entonces

DT (p) := (—1)*T (D). (1.31)

El siguiente teorema nos esclarece la preservacion de una de las propie-
dades de la derivada de la transformada de Fourier, que ahora actia en el
espacio S'(RY).

TEOREMA 10. Sea p € S(RY) y T € S'(RY), entonces al aplicar la trans-
formada de Fourier a la derivada de T'(p) se obtiene:

S(agif)) = iz;8(T(¢)). (1.32)
Demostracién
0 0 0
S( gﬂgj})) N S((_l) 8_;;) B _T%(ﬁ_fj) N (1.33)

—T(—ix§(p)) = izTF(¢) = izF(T(p)).

qg.e.d.

Nos hallamos en condiciones de definir los espacios H*(RY) y H?(RY),
son conocidos como Espacios de Energia.

DEFINICION 14. Sea s € R, entonces definimos los espacios

HY(RY) = {u € S'(RV)|(1 + |¢*)2Fu € L2RM)}, (1.34)

2l resultado al que a continuacién se llega ha motivado que informalmente se diga que
la transformada de Fourier de una constante es la delta de Dirac, pero la definicién de
la transformada de Fourier no admite la existencia de la transformada de Fourier para la
funcién constante, pues la funcién constante no es integrable en RYV.
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equipados con la norma |Jullgs@~yy = ||(1 + \€|2)§Su”£2(RN). Se puede definir
de forma mads general los espacios

H*P(RY) = {u € S (RY)|F (1 + [e]*)2Fu € LP(RY)}, (1.35)

equipados con norma igual a: ||ullgs@yy = ||FH(1 + |8’2)%SuH£P(RN)'

Los espacios H*(RY) y H*P(R") son espacios de Hilbert, la demostracién
no es trivial, por lo que sélo vamos a demostrar que los H*(RY) lo son.

LEMA 2 (Plancherel). Sea u € L2(RY), la transformada de Fourier de u
pertenece a L2(RY) y ademds se tiene la siguiente igualdad:

18Ul 2@yy = [Jul z2mny. (1.36)

COROLARIO 2 (Plancharel). Sea f € W*3(RY), con T € S'(RY). Dado que
DT f € L2(RY), para toda |a| < s entonces

ISDT f| 2wy = | DT | c2mvy.- (1.37)

Se procederd a demostrar que la norma del espacio H*(RY) es equivalente
a la norma definida en los espacios de Sobolev W*?2(IRY), con ello la conclu-
sién es inmediata de que los espacios H*(RY) son espacios de Hilbert. Para
simplificar la notacién se usard £2(RY) = £2, lo mismo para los espacios de
Sobolev Wr2(RY) =W.

Para la prueba emplearemos:
ullZn. = Dtz 1D%ull g2 = 370 <h |(ik)!*Fu(k)|| ;2. Hagamos un cambio
de variable: 3 = ik entonces |3| = k. Ahora demostremos que |g|l* < C(1 +
18]2)% con 0 < || < k, analizaremos dos casos |3] < 1y |3] > 1.
caso 0] <1

Bl < 1Bl < 1< 14875 < (1+ 825 (1.38)
caso || > 1
Bl < (181)F <1+ (1812 < (1+81)2. (1.39)
As,
e < >0 180FulZe < D711+ 1822 Fulze < cll(1+ )2 Ful 2.

o<k lo| <k

(1.40)
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Utilizando el hecho de que

1711+ |91 2 Fu(@) |l er = ||(1 + ¢*) 2 Fu(q)|| v, (1.41)

como consecuencia del teorema de Plancharel y aplicandolo para p = 2, se
tiene:

ullZz < cllFH1+ |g?)2Fulq)]| 2. (1.42)

Falta exhibir que H3_1(1—|— |q|2)§3u(q) H%Q < CHUH%)V'IC2 Nuevamente aplicando
el teorema de Plancharel obtenemos la igualdad:

1T+ Jal?) 2 (@) |2 = (1 + [al?) 2 Fulq)]| . (1.43)

Tomando la definicién de norma de £2
k
11+ |ql?)2Fulq)||Z2 = /RN(l + 1q*)*|3u(q) [Pdg. (1.44)

Consideremos los casos |¢| < 1y |q| > 1.
El caso |¢| <1

ol <1< (L+1]gf)" <2, (1.45)
multiplicando a (1.45) por |§u(q)|? e integrando sobre todo R con respecto
aq

[ a+lasuara < [ 2ol (140
RN RN
el otro caso: |g| > 1

gl > 1= gl < (14 ¢*)* < (¢® + ¢*)F < 2¥¢*,

mutatis mutandis como en el caso anterior: tomamos a (1.46) por |Fu(q)|?

[ asiisura < [ 2@ gu@Pa 04
RN RN
como ||ullwrz = 32, <4 Illq|'“'Fu(k)||z2 por definicién se tiene:

> [ gl Su(k)Pdg = [ 37 1q]P!|Su(k)|*dg.
De (1.44) para |g| <1

571+ o) FSu@l < [ 2Tuo)ld <

c/N (Gulg)|2dg < c/ S g3 u(a)Pdg = cfjulluns.
R

(1.48)



Semigrupos 13

Si |g| > 1:

1811 + g2) EFu(q) ]| < /

R

- C/N > gl IBu(q)Pdg = el
R

2" 1Fu(q)*dq <
" (1.49)

Por lo tanto .
171+ [q*) 2 Fu(q) 172 < cllullwe..

1.3. Semigrupos

Introduzcamos las siguientes definiciones: B(X) = {A : X — X’fl es un

operador acotado y que posee norma}, X es un espacio de Banach. Ahora
definamos la siguiente ecuacion:

du(t)
S = Au(o) (1.50)

Donde A € B(X) y u € X. Observdndola uno se pregunta si podria ser su
solucién parecida a la de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,
esta intuicion es respaldada por el siguiente teorema:

TEOREMA 11. Sea A € B(X) y sea u € X, entonces si t € RT

e, = u(t), (1.51)
es solucion a la ecuacion:
du(t A
“D - du),  u(0) = u, (1.52)
dt
Y es unica.
Demostracién

Esta se hara en cuatro etapas,
o ; tA _ L\tk Ak :
1° Definiremos a ' = 3 (7)t"A" y demostraremos que la serie es con-
vergente.
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2° La siguiente igualdad: e*? = e4eB
3° u(t) es solucién.
4° Demostracion de la unicidad.
Una vez descrito el proceder comenzemos la demostracion.
1° Sea A € B(X) y con su norma construyamos la siguiente serie, asi se

tiene: ]
Zglt!’“HAH’“- (1.53)

Esta serie esta conformada por escalares, por lo que se puede usar criterios
de convergencia de series de ntimeros reales y es mediante el criterio de la
razén que se demostrard su convergencia:

k+1 k+1
1A 1 A
G2 . AL, (1.54)
altE A IRCESY
ahora tomando el limite del resultado previo:
lfm —— It|M|A]I* — 0 (1.55)
k—0 (k+ 1) ’

concluyendo que es convergente.
Tomemos la norma de la serie original

IS, (1.56)

aplicandole la siguiente desigualdad tenemos:

I Z AN < Z DA < Z DA < oo,

Con ello demostramos la convergencia de (1.56), concluyendo la demos-
tracién del primer punto.

2° Previo a la demostracién vamos a introducir el Teorema Binomial:
Sean S y T un par de operadores acotados, entonces se tiene:

(1.57)
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Sea e = SN L(A)n

n=0 n!

y S y T un par de operadores acotados, entonces

tomando la suma de los operadores y usando la defincién de e” se tiene:

o0

ST =3 (ST Z By

YT & ST
1! =2 2 e

n=0 jt+k=n n=0 j+k=n
SiTk SiTk Sik ik ik
2 T T T g T 2 w2 ur v
G+k=0 JH+k=1 GA+k=2 j+k=3 k=4
expandiendo
Sogo  gupo gopl GO G20 Gl GB0 G2
oor T or T Tor T oor Ton T mor oo T
Sl gops g2 Gl G3p0
T2 o T Toom Tmior T
agrupando
T 80 St 82 g8 RSN S Y S B S
ﬁ(ﬁ+_+_+§+ )+ — (0' +—+§+§+ )+
T2 SO 51 32 a3
DI I TSI TR
™ 1T T googr 82 gl —~Th S
(Grmtatst gttt ):ZEZF
k=0 k=0
(1.58)
q.e.d.
A B

Habiendo demostrado la igualdad

(eAJrB

= e“e”) y tomando la norma a

ambas partes de la igualdad y usando (1.53) se llega a lo siguiente:

(1.59)

lim [elAIBI _ ol 4I+IBI] _ o
N—o0
, hA_ A
3° limy, o || &5~ — Al — 0.
u(t+h)—u(t) _ e(tHhA_gtA _ etAghA_gtA _(A-0) A
2 = no 40 = o 40 = Ty

e Ug
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tomemos la diferencia

hA _ ~ hA _ ~
(e - )etAuo — Au(t) = (e - J)u(t) — Au(t) =
—g) SrcoGhfAr -3
¢ ; ) _ AJu(p) = [0 ) Al = (1.60)
T+ 300 (F)hkAR -7 =1
[ k=1 Z . } _ [Z(E)hk lAk A} (t)
k=1
tomando la norma de (1.60) se obtiene:
0o 1 A A
k=1 !

oo

. 1 . . R
|14 A Al + Z(y)|h|’“‘1||z4||'“ — [|A]| = Z(H)Ihl’“‘lHAHk — 0, k— oo

k=2 k=2
(1.61)
con la siguiente desigualdad queda demostrada esta tercera parte
o 122D ) < i SSCBEAR 0. (e
h—0 h T k—oo 2 k‘ ' .

4° Unicidad
Supongamos que existe otra solucién de la ecuacién y llamémosla v(t). Como
v(t) y u(t) son soluciones, entonces se tiene lo siguiente:

du(t) B do(t) _0

dt dt ’ (1.63)
Au(t) — Av(t) = Afu(t) — v(t)] = 0.

como esto es valido para toda A € B(X) inferimos que u(t) = v(t).
q.e.d.
Definamos ahora el concepto de semigrupo.

DEFINICION 15. Una familia uniparamétrica {Et}
es llamado semigrupo si y solo si:

10 de operadores en B(X)

n EtE’s: As+tsz'320yt20,
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. By =
DEFINICION 16. Et es fuertemente continuo si
Ex (1.64)
es continuo ent >0 Vr e X.

DEFINICION 17 (Generador Infinitesimal). Sea A un operador, éste serd un
generador infinitesimal de {E;} si es cerrado, Dom(A) es denso en X, y
consiste de aquellas v € X para las cuales existen:

dE L
oAb, t>0 (1.65)
dt
g 1
Az = hllno E[Et — J]x. (1.66)

TEOREMA 12. Diferentes generadores infinitesimales generan diferentes se-
Migrupos.

Demostracién
Supongamos que A genera a dos Semigrupos {Et} y {K,} tal que {E,} #
{Kt} Por definicién de generador A = limj,__ h[Et — J] y por otro lado

A=1limy_ot - [Kt J], Pero A—A =0, entonces se tiene, usando la definicién

h—0 h—
1 - ~
— 5 — 3] = 1.67
hlE}O h [E J Kt + J] 0, ( )

A T N T
lim E[Et - 7] - hm0 E[Kt - 7] =0,

S PP
hlE}O E[Et - Kt] = 0.

Como el limite existe entonces se concluye que E, = K,.
q.e.d.

DEFINICION 18. Un semigrupo {E;} de operadores lineales acotados en B(X)
es fuertemente continuo si:

lim B =2  VreB(X). (1.68)

t—0—

Y designaremos a este semigrupo como C,.
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Basandonos en la definiciéon anterior podemos establecer la propiedad
conmutativa entre el semigrupo F; con su generador infinitesimal A,

TEOREMA 13. Sea {Et} un semigrupo de operadores acotados, fuertemente
continuo, entonces

dE - -
dttx — AR = E,Aa. (1.69)

Demostracién
Se hara en dos partes: Primera parte

A ~

- 1 o
AEt.T = hlgl() E[Et — J] tL —

. 1 -
B, lim —[B, — Tz = (1.70)
h—0 h
EAt/All’.
Segunda parte:
dE,x R .
dtt = lm E[E(Hh)f’c — Eyx] =
S PP
hllno E[E}Ehx — Eyr] =
P ~1 (1.71)
hlE}O ﬁ[Et[Eh - JHZE =
A
E; hlino E[Eh —J]x
EtALU.
y por la primera parte de la demostracion.
q.e.d.

La duda es si A siempre genera a un cierto tipo de semigrupos y por el
teorema Hille-Yosida sabemos que es verdad.

TEOREMA 14 (Teorema Hille-Yosida). Todo semigrupo uniparamétrico fuer-
temente continuo E; de operadores en B(X) tiene un generador infinitesimal.

Una transformacion puede puede poseer una inversa, por lo que si el
semigrupo de transformaciones acepta la inversa en todo el espacio donde
estd definido, el semigrupo extiende su estructura a un grupo, fijando a la
inversa como TA{1 = T, en resumen:
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DEFINICION 19. Sea U(t) un grupo uniparamétrico que cumple |U(t)|| < 1,
a éste se le llamard grupo de contracciones. En particular si {U(t)} es un
semigrupo, serd un semigrupo de contracciones.

DEFINICION 20. Sea X* el dual del espacio X y tomando el producto interno
(x*,z), donde v € X y a* € X, éste producto interno es para cada x € X,
podemos definir al conjunto F(x) como:

F(z) ={z" € X’|[{z", z) = ||z]| = [|l2"[|*}. (1.72)

DEFINICION 21. Un operador lineal Aes disipativo si para cada x € Dom(A)
hay una z* € F(x) tal que Re(A*z,z) < 0.

TEOREMA 15. Sea A un operador lineal cerrado y densamente definido. Si A
Y A* son disipativos, entonces A es un generador infinitesimal del semigrupo
C, de contracciones en B(X).

La teorfa es muy rica, para mayor informacién se puede consultar [12],
también [16] es una excelente introduccién al tema.

1.4. Miscelanea matematica

Comenzaremos con el lema de Gronwall, ya que varias veces lo vamos a
usar.

LEMA 3 (Lema de Gronwall, forma diferencial). Sea n(t) una funcion positiva
definida, absolutamente continua en el intervalo [0,T], que satisface en casi
todo punto de t a la desigualdad diferencial:

1'(t) < o(t)n(t) + ¥(t) (1.73)

donde ¢ y 1 son positivias definidas y que se pueden sumar en el intervalo
[0,T7], entonces se tiene:

n(t) < olo #(s)ds [7(0) + /O t Y(s)ds], (1.74)

para toda t € [0,T]
En particular sin' < ¢n en [0,T] y n(0) =0,

n=0 en [0,7]. (1.75)
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LEMA 4 (Lema de Mosser). Sea G una funcion suave, que G : C — C, tal
que G(0) = 0. Entonces existe una funcion c : [0,00) — [0,00), tal que para
toda u € H*(RY) se cumple la siguiente desigualdad:

|G/ ()]

merY) < (||| coo @y || [ rs vy (1.76)

TEOREMA 16 (Férmula de integracién por partes). Sean u, v dos funciones
que son C1(U), entonces se cumple:

ou dr— — [ u ov
U 0% N U al’l

dm+/ uvr/'dS, (1.77)
ou

donde i =1,...,n.



Capitulo 2

Espacios de Evolucion

2.1. El grupo de Schrodinger en espacios del
tipo L2(RY)

Comenzaremos este capitulo estudiando a la familia U, = e~ 4!, donde
A es el operador laplaciano. El operador laplaciano no estd acotado, pero
siempre lo podemos hacer auto adjunto, esto implica que e 2! se defina a,
través del calculo funcional. El calculo funcional queda fuera del marco de
esta tesis, por lo cual no ahodaremos en sus resultados.

La familia de U; forma un grupo unitario, que se conoce como el Grupo
de Schrodinger. En la siguiente proposicion demostraremos este hecho.

PROPOSICION 1. Sea U; = € donde t € R y A el laplaciano en RN, U,
forma un grupo.

Demostracién
Demostraremos que U; forma un semigrupo y que éste posee inverso, por
lo que forma un grupo.
1) Por demostrar que U;Us = Uy
UtUs — eiAteiAs — eiA(t-i—s) — Ut+s
2) Por demostrar que Uy =7
U Uy = eBtelt0 = oiAtH0) — olA — [T, De aqui se infiere que Uy = J
Mostraremos que tiene inverso, i.e. U_; = U; "
UtU,t — eiAteiA—t — eiA(t—t) — eiAO =7
U,tUt — eiA—teiAt — eiA(—t+t) — eiAO =7

gq.e.d.

21
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DEFINICION 22. Sea I = [0,T], que incluso puede ser [0,00). Sea ¢ €
L2(RN), entonces definimos a los siquientes operadores como:

(Cg)(t) = U, tel. (2.1)

(Gh)(H) = / Uiy f(r)dr. (2.2)

Los siguientes espacios son con los que vamos a trabajar y por ello los
vamos a definir e identificaremos a HF = W*2:

DEFINICION 23. Sea C(I,H¥(RY)) el conjunto de las funciones continuas
que van del intervalo I al espacio HF(RY).

El espacio CH(I,HF2(RY)) es el conjunto de las funciones continuas cu-
yas derivadas también son continuas y que van del intervalo I al espacio
Hk_Q(RN).

El espacio AC(I,H*"2(R™)) es el conjunto de las funciones absolutamente
continuas, que van del intervalo I al espacio HF~2(RY)

Los siguientes lemas nos indican la importancia de los operadores (2.1) y
(2.2).

LEMA 5. [ es un operador acotado de HF(RN) o C(I, HF(RN)NC (I, HF2(RN))
y satisface a:

%qu —iAl'¢ = iTA¢. (2.3)

LEMA 6. Sea f € LY(I, HF(R)Y), entonces Gf € C(I, HF(RN))NAC(I, HF2(RN))
y satisface:

0 ~ . .
aGf:iAGf—l—f:iGAf—l—f. (2.4)
AC la clase de funciones absolutamente continuas.

LEMA 7. Sea v, f € LY(I,H*(RY)) asumamos que v satisface la ecuacion
diferencial

0 .
5%V~ iAv + f. (2.5)

entonces v € AC(I,H**(R")) tal que v(0) € H"*(RY) eziste, con v =
I'v(0) + Gf.
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Consideremos (y definiremos) los espacios LP, que ademds poseen la me-
dida de Lebesgue, asi que:

ﬁp(RN) ={f: RY — C| ||fH[lP(RN) <oo y 1<p<oo},

(2.6)
donde |fllous = (] [ 1lpas
R

Estamos interesados en estudiar la dinamica de un sistema, por lo que va-
mos a trabajar con funciones que evolucionan en el tiempo, esto nos lleva a
usar espacios normados tipo (2.6), y vamos a construir una “composicién”de
dichos espacios con una norma mas sofisticada, asi nuestros espacios seran:

DEFINICION 24. Sean 1 < p < oo y 1 <r < oco. Definimos los espacios LP"
de la siguiente forma

L7 = £ L/RY)) = {f(t,2) : TxRY = €| [|flloor <00} (27)

La norma de estos espacios estd definida como

T
1l = 1l lery = \/ / i~ (2.8)
0

Porlascondicionesl<p<ooy1§'r’§oosetienequeo<%<1y
0 <1 <1, entonces el punto (%, 1) € (0,1) x [0,1] y denotemos al cuadrado

semiabierto (0,1) x [0, 1] como O, entonces (2—1),% € [, entonces podemos
renombrar a nuestros espacios £P" como L(P), donde P = (]l), 1), de este

modo la norma LP" = L(P) := ||| : P||].

DEFINICION 25. Sean P y P’ unos puntos de 01, decimos que son duales el
uno al otro si y solo si
P+ P =(1,1). (2.9)

COMENTARIO 5. Notemos que como P = (3,1) y P' = (3,1), entonces
P o B ) ) p? r p e 7
esta definicion seria equivalente a pedir que

1 1

—+==1,

11’ fi (2.10)
iR |

T

r! ’
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pero esto es equivalente a pedir:

1, 1
St 1 |
PP _ - r o —_ (2.11)
2 2 2 2
que en forma condensada quiere decir
P+ Py 11
=(=,=). 2.12
= =(53) (212
En otras palabras la propiedad de dualidad de P y P’ es equivalente a pedir

que el punto medio del segmento que va de P a P’ es el centro (%, %), que es

el centro de .

PROPOSICION 2 (Desigualdad de Holder). Sean P,Q € O, cuya suma P +
Qe0ysea feL(P)yge€ L(Q), entonces tenemos, para este espacio, la
desigualdad

Ifg - P+ QI <IIlf = PllllIlg - Q- (2.13)

Demostracidn
Tomemos la parte izquierda de la propuesta a desigualdad y usando las
definiciones de P y @) se tiene:

g P+Qll=lIfg: .5+ 2

D+ DI=1 gl gl e

q ')"/ r+r

1
p7
Aplicando la desigualdad de Holder! a || f g||£% se tiene:

< Aerliglzall ser
Lr+r

1l g, 11

rr!
r+r!

ahora aplicamos la desigualdad de Holder a la parte temporal:

Az liglieall e, < ML llerlle lHigleallller

r+7"

Por lo tanto
I fg: P+QII <IIf: Pllllllg : Q-
qg.e.d.

'La desigualdad de Holder se define: sean 1 < p < ¢ < s < oo, tal que  + ¢ = 1, si

s’
feLPyge L9entonces fge Ly

1fglles <[ fllzrllgllea-
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PROPOSICION 3. Sea f € L(P) y k > 0, entonces
11 = kPN = Ilf = Pl (2.14)

Demostracién

1£% kP =15 C O = 1M g = 1Y SR dall g =
1/ L)l e = WIFIEl e = VS IALEde = (/S I Idn* =

I = Pl
g.e.d.
PROPOSICION 4. Sea A € [0,1] y f, entonces
f = AP+ (@ =NQI <IIf = PIPMILS - QU (2.15)
Demostracién
11f 2 AP+ (1= NQI| = [[[fAf7* AP + (1= NQJ]| <
LA AP (=R = [If = PIMILE = QI
q.e.d.

PROPOSICION 5. Si R estd en el segmento PQ, entonces L(P) N L(Q) C
L(R) C L(P)+ L(Q).

Demostracién
Sea f € LIP)NL(Q), sl f € LIP) = ||[f: Pl[| ooy f e L(Q) =

S QI < oo [[If* - AP+ (L= NQIIl < [IIf = PIIPILS = Q'™ < o0,
VA 'y que A cumple: 0 < A < 1, entonces |||f : AP + (1 — N)Q||| < oo, si
y solosi f € LIAP + (1 — A\)Q) f esta en cualquier R C AP + (1 — \)@Q
esto cualquier R que este es el segmento PQ si f € L(R) lo cual implica
que f € LAP+(1—-=X)Q)con 0 <A< 1siA=0.f€L(Q)si\=1
feLP) = fel(P)+LQ).

q.e.d

COMENTARIO 6. Entre L(P) y L(Q) no siempre hay una relacion de inclu-

sion entre ambos, al menos que T < oo y ademds P y Q) estén sobre la misma
. : - 11 11 : S
linea vertical, por ejemplo P = (5, 2),Q = (5, 2). Sir > s se tiene:

L(P)C L£Q) con |||: Q| <T?: Pl ﬁ:%-% 9>0. (2.16)
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L(B) = L** i.e. B :=(3,0); el incluye C(I, L*) con subespacios cerra-
dos; la notacién serd L£(B).

Anunciaremos sin demostracion el siguiente lema, el cual nos habla de la
densidad de los espacios L(P).

LEMA 8. Sea P = (%, %) e [, st r < oo, entonces las funciones suaves con
soporte compacto son densas en L(P).

Sea [ un segmento semiabierto que conecta B = (3,0) y C' = (3 — %, 3,
donde [ es cerrado en B y abierto en C. Por lo que la ecuacion de [ e

1 2 1

4= = 2.17
p mr 2 ( )
con i — =L < }D < 1. La deduccién de (2.17) es consecuencia de la geometria
analitica, ya que la pendiente es M = —% con x = ]%, Yy = % y tomando al

punto B se obtiene la ecuacion mencionada.

Para el caso m = 1, tenemos que hacer otras consideraciones, pues tene-
mos que estar dentro del cuadrado, he de ahi que el punto sea C'(0, %) y el
intervalo igual 0 < = § , por lo que la ecuacién de [ sera:

1 1 1

-4 —-=_. 2.18

r * p 2 ( )
Sea P = ( 1) € I su punto dual es P’ = ( ;. %) que esta en el segmento dual
' que se forma conectando a B’ = (3,1) con ' = (5 + =, 3). Nuevamente en
el caso en que m = 1, se tendra el punto ¢’ = (1, i) con su ecuacion igual a:

1 1 5

4y == 2.19

T/ + p/ 4 ( )

Las rectas [ y I’ son paralelas por lo que al tomar el dual de p y p’ lo que
lo que hacemos es una reflexion, tomando al centro de cuadrado.

Una desigualdad de gran utilidad para poder conocer como es que los
operadores I' y G operan en estos espacios de evolucién L£(P) es la estimacién
LP — L7 que es un tipo de estimacién de Strichartz, dicha estimacién es:

_N(L_1
|Uller < clt] ™2\ gll gy, ¢ # 0. (2.20)

Donde ¢ depende de N,p,q;sit # 0y p > 2, U, no envia LP en si mismo
para p # 2, sino al espacio adjunto £¥', donde p/ = ]ﬁ. Su demostracién
sera postergada hasta la ultima parte del capitulo 3.
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Sit#0 U e LPy es continua con respecto de t.
En el capitulo anterior se definié lo que era un grupo uniparamétrico, en
éste capitulo sera de vital importancia estudiar el grupo

U =ée? teR.

ahora demostraremos que Uy es un grupo unitario en £2(RY). U; nos permite
construir soluciones para la Ecuacién de Schrodinger no lineal y que no es
estacionaria y posee la forma
ou . N

azl(Au—f(u)), t>0, xeRY, (2.21)
donde f(u) es una funcién dada.

Antes de demostrar que U; es un operador unitario se anunciara la si-
guiente definicion de los espacios de Hilbert, que serd til en la demostracion
del teorema.

DEFINICION 26. Sea b un espacio de Hilbert, sea A e b decimos que es

~ ~

simétrico si Dom(A) = b (donde Dom(A) es la cerradura del dominio) y
A C A de (Az,y) = (2, Ay) Vr,y € DomA. A es autoadjunto si
A = A*. Un operador U acotado en b se llama unitario si U* = U~

TEOREMA 17. 2 A (el laplaciano) es un generador infinitesimal de un grupo
C, de operadores unitarios en el espacio L2(RYN) si, y sdlo si iA es autoad-
Junto.

Demostracién

Dadas las hipétesis del teorema sabemos, por la definicién (26), que A es
densamente definido en Dom(A). Ahora si tomamos —Az y jugamos con la
definiciéon de generador infinitesimal:

1 1
—Az =—lim -[U; = J)z = lim —[U;_z —z]| =
t—0— © t—0— —t1
. h (2.22)
lim —[Ufz —z] = lim = [U; — J]z = A"z,
t—0— ¢ t—0- ¢t
De aqui tenemos que A = —A* por lo tanto iA = (1A)*, con ello se llega

a que iA es autoadjunto.

2Este es un caso particular del Teorema de Stone [12], para su generalizacién basta
reemplazar a A por A y al espacio £2 por un espacio de Hilbert.
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Tomando las siguientes igualdades: iA = (1A)* = —iA, para toda = €
DomA, se tiene:
(iAz,z) = (z, (1A)"z) = —(z,iAx) = —(iAz, ), (2.23)

por lo tanto
Re(iAz,z) =0, (2.24)

con lo que se concluye que iA es disipativo.

Como iA = —iA, entonces Re(iAx,z) = 0 para toda x € Dom(iA) =
Dom(—iA) asi que también A* es dispativo.

Del teorema (15) se deduce que iA es un generador infitesimal para un
semigrupo de contracciones.

Ya que se demostré al principio de éste capitulo que U; es un grupo,
entonces iA genera a Uy sit > 0y iA* genera a U_; sit < 0.

Por otro lado U; ' = U, entonces U; ' = Uit, tomando la norma y sa-
biendo que son contracciones, por ser C, (ver definicién (18) del capitu-
lo 1), asi tenemos que ||U; || < 1, por otro lado ||U;|| < 1 implica que
m > 1, pero |U Y| = HU%H > 1, por lo tanto |U;|| = 1, de aqui se sigue
que Ran(Uy;) = L2(RY).

g.e.d.

Nota: En los siguientes lemas se hard evidente la importancia del grupo de
Schrodinger para la construccién de la solucion a la ecuacién de Schrédinger

no lineal.

LEMA 9. [' es un operador acotado de L2 — L(P) con P € |y su dual
I : £(Q) — L% (Q € I’) estd acotada también. Las cotas son independientes
de T, y son uniformes para P ¢ () en subconjuntos compactos de | ¢ de [’
respectivamente.

LEMA 10. El operador G : £L(Q) — L(P) (Q € I’ € 1) es acotado. La cota
es independiente de T y es uniforme para cualquier subconjunto compacto.

La demostracion empezard con el lema (10) y después probaremos el lema

(9).

Demostracidn
Sea P = (%, DelyQ=P= (i, L) € I, usando la desigualdad (2.20)

ICH@er =|| [vie=nsrar]
J10¢ =710t < [ elt =7t = rlovar,

(2.25)
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con N (35— ) asi que usando la ecuacion (2.17) se tiene: N (% -
2. Ahora T+T = 1 entonces & = 1—1, asfal tomar & —+ =1-1—-1=1-2
y usando la desigualdad de Sobolev

G = Pl < elllf =PI,

<

Para cada t € I se tiene la siguiente acotacién
. T 2 T
IGHWIE = (4] [ @nwar) = [ @nmyar -

/ / Ut — ) f(7"))drdr" = 2Re /OT<f(t)7 Gf(t)dr <

2/0 1F o G F) Ol erdr < eIl £ = PGS : PlIL< ell] f = PP
(2.26)

Interpolando se obtiene que G mapea a L(p') a cualquier (@) con @ en el
segmento PB. Por la dualidad G ahora mapea £(Q') con Q' € I a L(P),y P
esta en el segmento QC'. Tomando un cambio de notacién de lo anterior, G es
acotada de £(Q') a cualquier £(P) con P en el segmento ) B. Concluyendo
que G estd acotada en cualquier £(Q) con Q € I a cualquier £L(P) con P € 1.
La uniformidad de ¢ i.e la cota es independiente de T' se demuestra por la
convexidad entre Py Q.

q.e.d.
Demostracién lema (9)

Sea I'f = fo —t) f(t)dt, entonces

I fIZ: = /|F*f|2d2— \// )dt] dz =
\f / F2(1)dt = \///<f (1))dedt < (227

clllf(t) : PN = Pl = NI1£ ) = P,

Por lo tanto R
1T flle2 < ell[£(2) = Pl
q.e.d.
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Capitulo 3

Estimaciones de Strichartz

Clierto, ni la ciencia ni la técnica son neutrales: expresan una vision del
mundo y, a la vez, son capaces de modificar esa vision.
Octavio Paz

3.1. La ecuacion de Schrodinger

En esta primera seccién se hard una formulacién heuristica para la ecua-
cion de Schrodinger. La ecuacion de Schrodinger no tiene forma de deducirse,
se postula. La hueristica que se presentara en esta primera seccion tiene su
origen en la relacion que existe entre los fendmenos cuanticos y el fenémeno
ondulatorio.

Algunos de los principales resultados de la mecanica cuantica seran pre-
sentados, para alcanzar tal fin, simultaneamente a la deduccién, se hara un
pequeno bosquejo histérico, para exhibir, aunque breve, el origen de tan fas-
cinantes ideas. Recomendamos para el amante de la historia el libro de Juan
Manuel Sédnchez Ron [14] y el de Emilio Segre, el autor cuenta anécdotas
personales con algunos de los protagonistas de este capitulo [17].

El 19 de octubre de 1900 Max Planck (1858-1947) presenté en la reunién
de la Academia Prusiana una nueva ecuacién que ajustaba con los datos ex-
perimentales al problema de radiacién del cuerpo negro. Rubens, al igual que
Lummer y Pringsheim, revelaron la veracidad de tal férmula al confrontarla
con los datos de los experimentos'. Planck publicé la ecuacién en un articulo

Lummer y Pringsheim pensaron que existian diferencias entre la nueva ley de radiacién
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que titulé “Sobre una mejora de la ecuacién de Wien para el espectro”; esta
ecuacion en su honor se nombré ley de radiacion de Planck

5
WA T) = 2

exrt — 1

(3.1)

El siguiente pasé que dio es el justificar su ecuacion de un modo fisico, por lo
que en diciembre de 1900 descubrié la “férmula magica”, como la llamé Her-
mann Weyl (1885-1955) [20]

E = hv, (3.2)

donde E es la energia, h la hoy conocida constante de Planck, cuyo valor es
6,6256 x 10734 Js y v la frecuencia de los osciladores, estos fueron una idea
que Planck habia introducido para jusificar su formula, esto no le convenceria
a Einstein, por lo cual regreso al problema de la catastrofe del ultravioleta,
mas adelante se cuenta esta historia. La consecuencia de la “férmula magi-
ca” llevaria a replantear la concepcién que del mundo se tenia y abriria el
entendimiento del mundo atémico, subatéomico y mas alla.

Albert Einstein (1879-1955) en 1905, su annus mirabilis, publicé cinco
articulos fundamentales en la historia de la fisica del siglo XX. En el articulo:
Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des lichtes betreffenden hueris-
tischen Gesichtspunkt, cuya traduccion es: Sobre un punto de vista heuristico
relativo a la produccion y transformacion de la luz, Einstein, usando la ley
de Wien (ya que seguia siendo vélida para ciertas frecuencias) encontraba
una expresion como la que obtuvo Planck (3.2)2, asf la luz consistirfa en un
cuanto de energia, conocido en la actualidad como fotén. Pero entonces la
luz deja de ser exclusivamente como una onda y se le vuelve a atribuir la
naturaleza de particula.

El efecto fotoeléctrico es la emision de electrones por una sustancia bajo la
accién de la luz; descubierto por Heinrich Hertz (1857-1894) en 1887, al estar
investigando la naturaleza de las ondas electromagnéticas. Al ano siguiente y
por periodo aproximado de tres anos Alesandr Stolétov (1839-1896) estudi6 el
efecto fotoeléctrico, estableciendo sus principios:

» El mayor efecto es causado por los rayos ultravioletas,

v los datos, pero fueron errores de calculo que ellos cometieron y reconocieron, disipando
las dudas que pudieran surgir.

2La expresién que él dedujo estd escrita asi: £ = %1/, donde % tiene el valor de la
constante de Planck.
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s La intensidad de la corriente crece con el aumento de la iluminacion de
la placa,

= Las cargas, emitidas bajo la accién de la luz, son negativas.

En el ano de 1898 Sir J. J. Thomson (1856-1940) y Philipp Lenard (1862-
1947) identifican estds cargas negativas con los electrones. Lenard continta
haciendo estudios sobre éste fenémeno y hallé que la fotocorriente no de-
pendia del gas. En 1902 observd que la maxima velocidad con que salen
emitidos los electrones no depende de la intensidad de la luz. La explicacion
al efecto fotoeléctrico no la suministraba la teoria de Maxwell, ya que ella
enuncia la continuidad en el espacio de la onda electromagnética y de la ex-
periencia se sabia que no acontecia. De estos conocimientos estaba al tanto
Albert Einstein, tan es asi que el 16 de noviembre de 1905 Einstein agradecia
el articulo que Lenard le habia enviado.

Albert Einstein para solucionar el fenémeno via la teoria corpuscular,
postulé que el momento del fotén esta definido a través de la longitud de
onda, cuya ecuacion es:

h
P=3 (3.3)

donde P es el momento, h la constante de Planck, y A la longitud de onda.
Aplicando el principio de conservacién de la energia, llego a la ecuacién:

hw = %mvz +¢
Ella establece que la energia cinética con que es liberado el electrén (%mvz),
proviene de la energia del fotén (hw. Siendo h = % y w = 27v), gastdndose
parte de estd energia en “vencer” a la funcién de trabajo (¢), que es la que
mantiene amarrado al electrén a la superficie del metal, manifestandose en
la solucion la cuantizacion.

Fueron Ehrenfest y Poincaré, ambos, usando distintos argumentos e in-
dependiente el uno del otro, quienes demostraron en 1911 que sélo la discon-
tinuidad podria explicar la ley de radiacion; escribié Poincaré en Journal de
Physique: Por consiguiente cualquiera que sea la ley de radiacion, si se su-
pone que la radiacion total es finita, nos vemos conducidos a una funcion w
que presenta discontinuidad andlogas a las que da la hipdtesis de los cuantos.
Ehrenfest creé su razonamiento usando la estadistica, que habia aprendido
de su maestro Boltzmann.
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El duque Louis de Broglie (1892-1987) en su tesis doctoral de titulo:
recherches sur la théorie des quanta, y escrito bajo la direccién de Paul Lan-
gevin, defendida en la Sorbona, el 25 de noviembre de 1924, ante importantes
sinodales como Elie Cartan, Jean Perrin, Charles Maugin y Paul Langevin.
En ella (la tesis doctoral) establecié que los electrones poseen un comporta-
miento de onda y particula, con una relacion igual a:

h
P= % (3.4)
Que es identica a la que encontré Einstein para el fotén, sélo que de Broglie
lo habia hallado para un electrén.

El ano de 1923 y no el de 1924, es cuando ided estos conceptos imprescin-
dibles para la mecanica cudntica; él mismo senalo muchos autores... atribuyen
al descubrimiento de la mecdnica ondulatoria® la fecha de 1924 porque es la
de mi tesis, pero en realidad este descubrimiento es de 1923 porque mi tesis
no hacia mds que desarrollar las ideas contenidas en mis notas de septiem-
bre y octubre de 1923. La ultima nota que presentd el 8 de octubre de 1923
sus ideas convergen en la ley de Planck, citandolo: una correspondencia hoy
clasica entre el principto de minima accion, aplicando al movimiento de un
corpusculo, y el principio de Fermat aplicado a la propagacion de su onda
asociada. Asi, a partir de estos meses de septiembre y octubre de 1923, es-
tuve en posesion de algunos de los principios fundamentales de la mecdnica
ondulatoria. Opuesto a lo que se podria suponer la famosa ecuacién (3.4) no
apareceran en las notas que presento ante la Académie de Sciences, sino en
su tesis doctoral.

Clinton Joseph Davisson (1881-1950) laboraba en el Departamento de In-
genierfa de Western Electric? y es en el afio de 1927 cuando Davisson y Lester
Germer (1896-1971) observarén la difraccién del electrén. En Inglaterra Sir
George Paget Thomson (1892-1975), que en esos momentos era profesor de
filosofia natural en la Universidad de Aberdeen, Escocia, notaba lo mismo:
la difraccién del electron; Era hijo de Sir J. J. Thomson. Thomson hijo y
Davisson instauraban la veracidad de la hipotesis de de Broglie y a la postre
compartirian el premio Nobel de fisica.

El proceder de las particulas nos lleva a inferir que son ondas, inducien-
donos a retener el paradigma ondulatorio, para servirnos de los conceptos de

3La llamé mecdnica ondulatoria, el nombre de mecénica cudntica fue introducido en
1926 (circa) por Max Born.
4Posteriormente serfan los Laboratorios Bell Telephone.
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energia, momento, etc. y ello traerd importantes consecuencias.

El 16 de noviembre de 1925 le escribia Erwing Schrodinger (1887-1961) a
Alfred Landé (1888-1976) Recientemente he estado dedicado profundamente
a la ingeniosa tesis de Louis de Broglie. Es extraordinariamente estimulante,
aunque no obstante algo en ella es muy diicil de digerir. He intentado en
vano hacerme una imagen de la onda de fase de un electron en una orbita
eliptica. Derivado de la erudicién que adquirié Schrodinger sobre la teoria de
de Broglie produjo que Peter Debye lo invitara ha hablar de la teoria de de
Broglie, en uno de los coloquios que dirigia en el ETH. Felix Bloch (1905-
1983) recuerda: dio una maravillosamente clara exposicion de cdmo de de
Broglie asociaba una onda con una particula y como €l podia obtener las reglas
de cuantizacion de Niels Bohr y Sommerfeld exigiendo que se incluyese un
ndmero entero de ondas en una orbita estacionaria. Al término del coloquio,
Debye le objet6 a Schrodinger la necesidad de tener una ecuacién para ondas.
Semanas después, en una conferencia dada en el mismo coloquio, bajo el titulo
de Quantisierung als Eingenwertproblem (Cuantizaciéon como un problema de
eigenvalores), Schrodinger mostraba la ecuacién que Debye le habia objetado,
es decir la Ecuacién de Schrodinger.

Para la formulacion heuristica de la ecuacién de Schrodinger para la
particula libre (aquella que no es afectada por un potencial).® partiremos
de la solucion de la ecuacién de ondas clésica:

U(Z,t) = Agei(%f'w ) zeRM, e vector unitario y te R,
(3.5)
tomando P = % y E = hv (para introducir el fenémeno cuédntico) y susti-
tuyéndolas en (3.5)

2nPe-x _ E27
h t)

\I’(T, t) = Aoei( R

U(T, 1) = Age!F (PT=E0), 30
haciendo i = 7= y sustituyendo en la ultima ecuacién de (3.6)
U(Z,t) = Ager P7ED, (3.7)
Recordando la ecuacién de onda homogenea:
Ad(z,t) — % =0. (3.8)

5Aclaremos: este no es el camino que sigui6 el profesor Schrodinger, para esos detalles
consultar [14].
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vamos a aplicar el operador diferencial del lado izquierdo de (3.8) a la solucién
de la forma (3.7)

v 0 L(Pz—Et)

o = o =
—%EAOe%@*Et), (3.9)
ov i
e
ot R
2 _
1
62\11 _ _EZ (3 0)
o2 2
AU = —%Aoe,%(”ﬂ),
PP (3.1)
AV =~V
reescribiendo (3.9):
v
ih%—t = BV, (3.12)
y reescribiendo (3.11):
_ PP
AV=—"5 Y (3.13)
~I*AV = ||P|*P,
recordando que E = % y sustituyendo esta expresién en (3.13)
AT
By =— 14
v=-T2Y, (3.14)
igualando (3.14) con (3.9)
ov h
ih— = ——AU 3.15
ot 2m (3.15)
1.€. o 2
i + AU = 0. (3.16)
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Esta es la ecuacion de Schrodinger lineal para una particula libre.

Werner Heisenberg (1901-1976) nos lega (entre muchas cosas) el uso del
potencial en la mecédnica cuantica. Si una particula esta sometida a un cam-
po eléctrico (por ejemplo) podemos conocer su comportamiento a través de
introducir en la ecuacién (3.16) el potencial de Coulomb. Generalizando lo
comentado, para cualquier tipo de potencial, el cual designaremos con la
letra V' (z), se introduce en la ya referida ecuacién (3.16), que en lo suce-
sivo nombraremos FEcuacién de Schrodinger Lineal para una particula con
potencial®:

OV R?
ih a5 + zmA\I/ + VU =0. (3.17)

Esta ecuacién es valida para una particula con una velocidad mucho me-
nor que la luz, por lo cual recibira el apelativo de mecéanica cudntica no relati-
vista y tiene una aplicabilidad para longitudes comprendidas entre 1 x 10~?m
alx10"%m.

L Qué interpretacion fisica merecerda W? Regresemos a los experimentos:
en el efecto fotoeléctrico, al incidir la luz ultravioleta, la parte que es reflejada
son fotones, salen con una direccion y su distribucion espacial es inhomoge-
nea, por lo que si se busca a un fotén en la posicién (z,y, z), hay que “en-
cerralo” en un paralelepipedo dzdydz en un determinado tiempo; si fuera el
efecto fotoeléctrico, los electrones tambi’en tiene una distribuciéon inhomoge-
nea en el espacio, por lo que tambi’en necesitariamos usar el paralelepidpedo
para poder hallarlo en alguna parte del espacio a un cierto instante de tiem-
po. Esto nos induce a pensar que la ubicaci’on de alguna manera es azarosa.
Para ver cual es la interpretacion de ¥ nos basaremos en la historia, en esta
parte Max Born (1882-1970) es el protagonista principal, pues en 1926 dio
su interpretaciéon, que le valdria el premio nobel de fisica.

Se emprendid, una vez establecida a ¥ como solucién, darle su interpre-
tacion fisica; Erwing Schrodinger pensaba, segtiin describe Born: Creia que su
teoria ondulatoria hacia posible un retorno a la fisica cldsica determinista;
propuso...abandonar por completo el modelo de particulas y considerar a los
electrones como una distribucion continua de densidades |V|* (o densidad
eléctrica e|¥|?)

A la vista de los hechos experimentales estd interpretacion nos parecia,

SEl potencial también puede depender del tiempo V (z,t), que en est4 tesis no se estu-
diara.
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al grupo de Gotinga, inaceptable.

Para dar la interpretacion fisica a la funciéon de onda, Max Born, se en-
tusiasmé en una idea de Einstein, en la cual Einstein intentaba explicar la
dualidad de las particulas considerando el cuadrado de la amplitud optica de
la onda como la densidad de probabilidad de la existencia de fotones, en cierta
region del espacio. Siguiendo el razonamiento de Einstein, en la cual él ha-
bla del Gespensterfeld (campo fantasma), que le funciona para determinar la
probabilidad de que los fotones sigan cierta trayectoria. Born reflexioné sobre
la naturaleza probalilistica de esta interpretacién, citando sus palabras: |¥|?,
debia de representar la densidad de probabilidad de los electrones (u otras
particulas). A Max Born le resultaba facil la implementacién de esta idea, no
asi su demostracion. Para dar con la demostracién, Born pensé en los trenes
de onda secundarios que se forma en la superficie del agua que choca con un
barcos y extrapold la misma idea para explicar el fenémeno del choque con un
haz de electrones con un dtomo pesado, de estd manera concluyé (citandolo
de nuevo): el cuadrado de la amplitud de esta onda esférica, a una distancia
grande del centro de dispersion, determina entonces la probabilidad relativa
de dispersion en funcion de la direccion, si, ademds, el dtomo dispersor puede
ocupar diversos estados estacionarios, la ecuacion de Schrodinger suministra
automdticamente la probabilidad de excitacion de los estados; el electron se
dispersa con pérdida de energia, es decir ineldsticamente.

Wentzel, en 1926, usando estas ideas, dedujo la férmula de dispersion de
Rutherford para la particula a, afianzando el éxito de la propuesta de Born.

En general si U es la solucién a la ecuacién de Schrodinger (3.17), la
probabilidad de hallar a una particula en un punto del espacio sera:

RN

desprendiendose que ¥ por si sola no tiene significado fisico, sino ||[¥|* y
entonces esto indica de que ¥ es una densidad de probabilidad [20]. Como
U € C, entonces ||¥||? = U,

El 4 de diciembre de 1926 escribié Einstein una carta a Born que incluia
un comentario sobre su interpretacién probabilistica de ||
La mecdnica obliga a que se la respete. Pero una voz interior me dice que
todavia no es el non plus ultra. La teoria nos aporta muchas cosas, pero
apenas nos acerca al secreto del Viejo. De todas maneras, yo estoy convencido
de que él, al menos, no juega a los dados.
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Con esta cita de la carta de Einstein a Born, de donde se deriva la expre-
sién popular “Dios no juega a los dados”, terminamos la parte historica, claro
que faltan muchos temas por contar, como seria el desarrollo de la mecani-
ca matricial, por mencionar uno, no obstante la intencién es hacer un relato
corto centrado en la ecuacién de Schrédinger; para mas detalles de la historia
consultar [14] y [17].

Ya que estamos hablando de probabilidades necesitamos también conocer
el comportamiento promedio de las particulas. Antes de buscar esto necesi-
tamos el formalismo de la mecédnica cuantica, y para ello hablaremos de
operadores cudnticos’. Tomemos (3.9)

LoV

ih 5 EV, (3.19)
desde el punto de vista operacional, esta ecuacién nos dice que los siguientes
operadores son iguales:

ov
ih— = EV¥ 3.20
o ’ (3.20)
considerando (3.11).
P 2
L
—hAY = —P- PU (3:21)

iV (—ihV¥) =P (PV),

inferimos que:

—ihV = P. (3.22)

Para introducir a la ecuacion de Schrodinger empleamos los conceptos de
energia, momento, pero hay mas cantidades fisicas que se usan en la mecanica
cudntica (el momento angular, por ejemplo) por lo que a cualquier cantidad
fisica le llamaremos observable y dado que la energia y el momento han sido
representados por operadores, podemos deducir que cada observable tiene
asociado un operador.

Regresemos a la evidencia experimental sobre las observables: al hacer las
mediciones de estas nos arrojan valores que son nimeros reales, ello obliga
a que los operadores cumplan una circunstancia analoga: poseer eigenvalores
reales.

"Fueron introducidos en 1926 por Max Born y Norbert Wiener (1894-1964), en el MIT,
donde cambiaron el concepto de matriz por el de operador.
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DEFINICION 27. Un operador A se llamard hermitiano <= (AU, W) es real
para todo ¥ € L2,

Ahora el teorema, que a continuacién se enunciard, nos permitird saber
el tipo preciso de operador a emplear en la mecénica cuéntica.

TEOREMA 18. Sea A un operador asoctado a una observable, si existen W,
f € L? tales que ) )
(W, A®) = (f,0)  ® € D(A), (3.23)

entonces U € D(A) y AU = f.

La propiedad de A descrita por el Teorema 18 no es compartida por
todos los operadores hermitianos, los que cumplen el teorema se les llama
auto adjuntos.

Del teorema se concluye que todo operador auto adjunto implica ser un
operador hermitiano, pero un operador hermitiano no implica ser un operador
auto adjunto®, por ejemplo: MU = ii—‘i’ con Dom(M) igual al conjunto de
las funciones continuamente diferenciables que se anulan cuando |z| es larga
y en || =0, ver [?].

Conocemos ya el tipo de operador requerido y el hecho de que tengamos
probabilidades en la medicion de la mecanica cuantica nos lleva a aplicar el
concepto de espectacion matématica, el cual nos dice que dada una variable
aleatoria podemos calcular su probabilidad. Mediante el uso de la funcion de
densidad de probabilidad podemos definir el valor esperado de un operador
como sigue:

(A) = /R i AUTdz, (3.24)

identificado al operador con la variable aleatoria y lo que nos da el valor
esperado es el promedio.
Notemos que si ¥ € L2(R”Y) y centramos nuestra atencién en los opera-
dores acotados, entonces es de esperar que <fl) sea finita.
La siguiente lista provee a los principales operadores de la Mecanica
Cuéntica.
B2 Oh?

» Energia Cinética T'= —5-2%,

= Energia F = ih%,

8¢f. Con cualquier texto de mecénica cudntica.
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Energfa Potencial V =V,

Hamiltoniano H = T + V,

Momento P = —iha%,

Posiciéon z = z.

Para concluir deduzcamos la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo, tomemos nuevamente la ecuacion dependiente del tiempo de Schrodin-
ger (3.17)

ov  h?
ih— 4+ —AV 4+ VU =0 3.25
ot * 2m * ' (3.25)
para tal fin utilicemos la técnica de separacién de variables, propongamos a

U(x,t) = 7(t)y(z) y sustituydmoslo en (3.17)

2 52
ip 7Y Oy = -V
ot 2m Ox? (3.26)
1h@/)@ + Th—282—w = -V |
ot 2m O0x? ’
multiplicando esta ultima por (7¢)~!
ih@b@_i_ T 9% TV
T Ot T2m Oz TY
. 2 92
ihdr W~ 0w (3.27)

Tot T amponr
ihor B2 0%

T ot 2m¢@

Ambos lados de la tltima ecuacién son independientes, pues el lado izquier-
do depende de t y el lado derecho depende de z, esto obliga a introducir
una constante de acoplamiento para que tenga sentido tal igualdad; a esta
constante la designaremos por la letra E y le daremos un significado fisico
después de resolver la parte temporal, pues esta nos dara la clave para saber
que significa . Usando esta constante para hacer la separacién de la parte
espacial de la parte temporal, se obtiene para la parte temporal:

ihor

8TT 4 iTE (3.28)

o h
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De esta ecuacién podemos concluir que E es la energia del sistema. Se-
guimos con la deduccion.

h* 02
0y p
Y2m Ox (3.29)
0% 2m
oz eV TR
por lo que la ecuacién estacionaria de Schrodinger es:
% 2m
— 4+ —(V —=-E)Y=0. .
92 + 5 (V =0 (3.30)
La solucién a la ecuacién (3.28) es
) =e 7. (3.31)

y la solucién a la ecuacién estacionaria de Schrodinger dependera del poten-
cial, padeciendose de una solucién universal. Para soluciones de ciertos tipos
de potenciales se puede consultar [4], [9], [13], [20].

Retomemos la ecuacién (3.17) y utilizemos H para el Hamiltoniano (como
se dio en la lista de principales operadores) quedando escrita la ecuacién de

Schrodinger de “forma compacta” como:
i— = HU. (3.32)

Recapitulemos: Si no hay una dependencia del potencial con el tiempo una
forma de resolver la ecuacion de Schrodinger es usando separacién de varia-
bles, la limitante radica en que la solucién obtenida es una solucién esta-
cionaria, esto es que ya no depende del tiempo, lo que ha nosotros mas nos
atane es conocer las soluciones dinamicas en el tiempo.

La solucién dindmica para (3.32) podria ser

_iHt

U(x,t) =e n p(z), (3.33)

con t > 0 un parametro real, que en fisica identificamos con el tiempo;
H el operador Hamiltoniano. Hemos hallado un problema: ;cémo manejar
correctamente a W(z,t)? Analizemos: ya no tenemos una constante, sino un
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operador que es H , 'y no sélo eso jes realmente una solucion? Por ultimo de
serlo jen qué se difiere esta solucion de separacion de variables?

Respondamos en orden las preguntas:

1) U(x,t), esta es la composicién de un operador con una funcién, y nos
da otro operador. Al operador et que de ahora en adelante se denominara
con la letra griega 7(¢). El dominio de éste es Dom(7(t)) = H?, y estd en
un espacio de Sobolev porque necesitamos trabajar con las derivadas. El
hecho de que sea un operador lo acredita el célculo funcional. A 7(t) en
fisica se le llama operador de evolucion temporal y nos dice que en un estado
inicial cuantico la evolucion temporal esta dada por la accién de un operador
unitario sobre este estado inicial.

2) La legitimidad de ¥ como solucién de (3.32) es otorgada por la teoria
de semigrupos, de ahi que 7(¢) sea un semigrupo, a continuacién agregaremos
la demostracion de ello.

Demostracién
i) 7(0) = 7.
e =e =7 (3.34)
i) T(t+2) = 7()7(2).
T(t+2)=e" R
_1I:It iHz .
¢ - (3.35)
_iHt __ iHz
e e h =

q.e.d.
Conocedores de que un semigrupo posee un generador, en este caso iden-
tificamos a H como tal, sin que influya el que sea lineal o no, lo que si es que
V' (z) necesita ser independente del tiempo.
3) El operador 7(t) actiia sobre una funcién ¢, el resultado 7(t)p(x) €
L2(RN), no se debe interpretar como un producto de funciones.
Vamos a formalizar lo antes descrito en el contexto de un Hamiltoniano
libre, al cual llamaremos H, = A, de forma mas precisa H, esta definido por:

Dom(H,) = {u e H}(V); Aue L£2(Q)},
Hyu= Au Yu € Dom(A).
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Entonces vamos a mostrar que efectivamente la solucién a la Ecuacion
de Schrodinger correspondieneste esta dada por u(t) = e Hely o de forma
iH ot

mas simple su escritura u(t) = 7(t)p donde 7(t) = e " y es un semigrupo

uniparamétrico de isometrias.

TEOREMA 19. Dada ¢ € L2(Q), u(t) = 7(t)¢ es la tinica solucion de el
problema

ue C(R,L*(Q)NCHR,D(H,)*)

i+ Au=0 en D(H,)* VteR

u(0) = ¢

mas aun ||u(t)|| 2 = ||¢||z2 para toda t € R.
Demostracidn
7(t) es un grupo uniparamétrico de isometrias, entonces por el Teorema

Hille-Yosida existe un generador, procederemos a demostrar que A = H, es
el generador. u(t) es diferenciable, por la hipdtesis de que u(t) € C*

T(t+h)p —7(t)e

0= lm {i( ) )} +Ar(t)e =

ggﬂwdﬂﬂmz_dw%}+T@A¢:

E%ﬁdw§@%;£H+¢®Aw=
Ao — ¢ (3.36)

ggﬁﬂﬂM——E——)+Aﬂ}:

1 0T =) 1 a]p) =

{r(®)[i lin (T(hil_ j) + Ay}

De aqui se concluye que limj,__o i(T(h]z_j) — A Vo e L2(Q) y 7(t) VEt € RT.
Con esto A es un generador. Para demostrar la unicidad resta usar lo que
se exhibié de la teoria de semigrupos, de la §4 del capitulo 1, en la que se
afirma que el generador es tnico.

Para demostrar que ||u(t)||z2 = ||¢|lz2, sélo hay que usar la definicién de
u(t) y el hecho de que es una 7(t) isometria en £2(€), entonces:

[u@)le2 = IT(B)pllc2 = [l 2
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q.e.d.

Si Q = RY, entonces 7(t) puede ser expresada en variables de Fourier.

Miés explicitamente si ¢ € S(RY) y u € C®(R, S(RY)), entonces definiremos
a Fu(t) como:

Fu(e) = e P Zo(e), VieR y eeRV. (3.37)

Derivando a (3.37) con respecto a t, se obtiene:

-dgu(t) o -de_4iﬂ2|€|2t o 201 |2, —4in?|e|?t _
% T & Sp(e) = —dinile|%e Fo(e) =
Ar?|e e TP E o () = Am?lePFu(t), (3.38)
dFu(t
S — ane e
por lo tanto
dFu(t
S r2iepgu = o (3.39)

Por otro lado usando S(;—;) = (27ig;)%F, con © = (T1,...,T,) ¥y € =

27'('(81, ceny €n>
Asi se obtienen las siguientes igualdades:

n (92 n 82 n
50 a_;;) - E;ga_;; =" (@2nie))*Fu = —|2me*Fu. (3.40)

i=1 v v i=1

También se tiene:

(3.41)

—(2nle])?Fu(t) =5 (D o) = D (3(u(t)) = AFu

Asi, combinando estos dos ultimos resultados podemos concluir que:

dFu

IEJFA@U:O en R xRV,
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Como las condiciones inciales u(0) = ¢, se deduce que u(t) = 7(t)p, por lo
que
25112
F(r(D)e)(e) = e T e) (3.42)
Todo esto fue hecho para la particula libre, si la ecuacion de Schrodinger
no es homogenea, entonces hay una relacién entre la solucion a la particula

libre y la de la ecuacién que no es homogenea y esta dada por el principio de
Duhamel [5].

TEOREMA 20. Sea I un intervalo abierto, acotado y 0 € I. Sea s € R,
o € H¥(RYN), f e LY, H*(RY)) conu € C(I,H*(RY)), entonces u satisface

t
ult) = T(t)p + i / Pt — 8)(s)ds, (3.43)
0
parat € [ & ue WH(I,H2(RY)) y
i Ayt f=0, Viel,
u(0) = .
adicionalmente f € C(I,H*"2(RY)), entonces u € C1(I,H*"2(RY))

Demostracién
=)
Propongamos a:

u(t) =7(t)p + i/o T(t —s)f(s)ds

es claro que u(0) = ¢.
Sabemos que H¥?(RY) — H*(RY), a su vez tomemos I € (0,7) y tam-
bién que ||u(z,to)||ms@yy < 00 Vi € I, por lo que

[u(z, 1)]

Hs—2(RN) < o0, (344)
y tomando la norma de (3.44) con respecto a

I[[uz, )]

HS*Q(RN)HWi,l(I) < ()C)7 (3.45)

integrando a (3.44) con respecto a dt sobre el intervalo (0,7):

T
/O ez, )lls-smy | < 00 (3.46)
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tomemos la derivada de (3.44) con respecto al tiempo e integrémosla con
respecto a dt sobre el mismo intervalo ((0,7))

/ |l )t < o0 (3.47)
0

el que sean finitas (3.46) y (3.47) se deduce de (3.44), més aun (3.46) y (3.47)
son las definiciones de £!(I). Por otro lado

d
EHU(JI’J)HHS*%RN) = ||Eu(l’7t)||Hsf2(RN) =

| = Au(z,t) — fllus—2@m) | < |Au(@, )] gs—2@y)ll + |l gs—2@v) < oo
(3.48)

<)
Por hip6tesis u € W1, H*=2(RY)) y por los teoremas de encaje de Sobolev

se obtiene: Whl — (I, H*(RY)). Ahora demostremos que (3.43) es la
solucién, recordemos la ecuacién:

u(t) =7(t)p + i/o T(t —s)f(s)ds

retomando también la ecuaciéon no homogenea de Schrodinger:

du
AU A
ldt u—f

Para 7(t)¢ es solucién a la ecuacién homogenea, por lo que bastard demos-
trar que cumple i fo 7(t — s) f(s)ds ser solucién a la ecuacién no homogenea
de Schrodinger.

Vamos a hacer uso de la siguiente identidad:

/ 7(s)ds = 7(r) — (). (3.49)

Cuya demostracién vamos a dar.

—A/ s)pds = 1—/ s)pds =i[r(t)p — 7(r)¢] = 550,

A / $)pds = —ilr(t)p — 7(r)g] = ilr(r)e — 7(t)g).
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El dltimo término es consecuencia de que el operador Laplaciano es un ope-
rador cerrado, lo cual demostraremos a continuacion y después podremos
justificar el ultimo paso de (3.49)

lim [[A(zy = zm)|| = Az, = 2)| = [|Az, — Az]], (3.51)
I (|A(z, = 2| = Al = 2m)|| = [|Az = Az, (3.52)

restando (3.51) con (3.52) y tomando el valor absoluto, ademés de saber que
se cumple esta desigualdad, se tiene:

|Az, — Azx|| — || Az — Az, ||| < [[Ax, — Az + Az — Ax,,|| = [|Ax, — Az, ||.

(3.53)
de aqui se infiere que lim,,_,, Az, — Ax.
Ahora tomemos una sucesién de Cauchy ¢, v apliquemosla a:
t t
lim A/ 7(8)pnds — A/ 7(8)pnds. (3.54)

En particular:

ti, [ r(9)puds = [ r()puds = lim (7(r) ~ 7(t)en = (7(r) = ()
' ' (3.55)

por lo tanto

/TtT(s)ds = 7(r) — 7(t).

Con esto demostramos la identidad, por lo cual seguiremos con la demos-
tracion.

Consecuencia de la identidad (3.49) tenemos esta otra identidad:

/ T(t—s)ds = i(r(t—t)—7(t—r)) = i(7(0)—7(t—r)) = i(T—7(t—7)). (3.56)
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Por otro lado: sea v(t) = 1f0 7(t — 8)f(s)ds,

v(t):i/OtT(t—s)f(s)ds:v(t):[/ (t—s)] /f )dr]ds] =

i[/OtT(t—s)f( ds+/ t—s/f )drds] =

t
1[/ 7(t — s)f(0)ds +/ [/ 7(t — s)ds|f'(r)dr].
0 0 r
(3.57)
Ahora aplicando el operador Laplaciano y usando la identidad (3.56) se llega:

t

Av(t) =1[i(T —7(t)) f(0)ds + i/ (T—7@)f'(r)dr] =

0

ﬂﬁ@%*ﬂwﬂ®+ﬁﬁwdﬂm—{Azﬁ—ﬂfWMﬂ=

ir(0£0)+150) =1 [ rle=n s mar) = w050 = 50 + [ rle=rfan
(3.58)

Por otro lado si v(t) =1 fo 7(t — s) f(s)ds, introduciendo el siguiente cambio
de variable en v(t): t —s = t/, con lo cual se concluye que s =t —1t" y se tiene
que ds = dt’, por lo que se obtiene:

i /t () f(t — )t =i /0 () [t — )ds. (3.59)

Es con esta tltima definicién de v(t) con la que vamos a trabajar, asi tomando
su derivada:

do(t) :ih’ml( v T(S)f(t+h—3)d3—/Otr(s)f(t—s)ds) =

dt h—0 h " [y

ih’m%(/o 7'(5)(f(t—i-h—s)—f(t—s))ds%—/oth 7(s)f(t+ h—s)ds) =

h—0

t+h

i/o T(S)}ljir(l)%(f(t—l—h—s)—f(t—S))dS+iHHll T(s)f(t+h—s)ds =

h—0 0

t t+h
1/0 ()f(t—s)ds—f—lhr%i (@b - s)as.
(3.60)
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En la dltima integral vamos a introducir un cambio de variable: sea w = t+h
y definamos a:

H(w) = i/tw #(5)f(w — 5)ds,

ahora combinando esta defincién de H (w) con esta tltima integral se obtiene:

i }lfg(l)% r(s)f(t+h—s)ds = i }L%%(H(tJrh)—H(t)) _ /(1) = ir() £(0).
' (3.61)
Por lo tanto a(t) .
" = () f(0) + /0 () /(¢ — s)ds]. (3.62)
Multiplicando a (3.62) por i se obtiene:
idz(:) — _r(1)F(0) — /0 (s)f( — 5)ds. (3.63)
Comparando (3.62) con (3.58):
B — 050~ [ ) - g+ -
. 0 (3.64)
OO0 = [ Tl =) f ()= )= f==A—
g.e.d.

Se ha referido varias propiedades del operador de evolucién temporal, sin
embargo se pueden formular dos preguntas, la primera: ;Cémo esta acotada
la norma LP(RY)de 7(¢)¢ cuando se mapea a otro espacio y con respecto a
quién se compara estd norma?, la segunda: ;Qué acaece con 7(t)p i.e. con la
onda en el lim;__, .7 La respuesta a la primera cuestién la brinda el siguiente
teorema que es una estimacién fundamental.

TEOREMA 21. Sea p € [2,00) y t # 0, entonces 7(t) mapea a LV (RY) de
forma continua a LP(RYN) y

_N(L_1 /
IT(®)ellr@ny < @rlt) ™ E Dol o @ry, Voo € LP(RY), (3.65)

La demostracion del teorema se apoya en el siguiente lema, lo anunciare-
mos y demostraremos, para proseguir con la demostracion del Teorema.
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LEMA 11. Dada t # 0, definimos la funcion K, por

1 N g2
)2 at ]RN, .
47rit) e 1, T € (3.66)

Ki(z) = (

Entonces se sigue que T(t)p = K; x @, i.e.

1 \x ilz—y|2
t =(—)? % d )

rete) = () [ et (3.67)
Vt £ 0 y Vo e S(RY).
Demostracién

Calculando la convolucién:
ile—y 2
Kixp=px K, = (47?115)_% / o(y)e =3 dy, (3.68)
RN

por otro lado s

FKFp = e "l F o = F(r(t)p) (). (3.69)

Esto tdltimo por (3.42).
Aplicando la transformada inversa de Fourier en los extremos de la igual-
dad (3.69), llegamos a:

FIB(Kix ) =T 'F(1(t)p(e)) = (3.70)
K% = (1(t)e)(e),
por lo tanto
0= [ () et
77 o Vamit! PV Y
q.e.d.
Demostracién del Teorema
Dado que ||7(£)o(2)| zoo (rr) = SUp,ern |T(t)@(2)], se tiene entonces:
1 —ilz—y?
[r®e@)] < |——x| [ [e7 7 |[e(y)|dy =
(4rit) = Jry
e L ] )
p\y)ay = Pl L RN), .
(47it) 2 Jry (47it) 2 FED
por lo tanto IT(t)p(z)]| e < = 1ol 22 ey
2

(4rit)
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Ahora con lo que hemos establecido la desigualdad de £ — £>. Considerando
el caso general, esto es 7(t) mapea £ (RY) continuamente en LP(RY) ie. ¢ €
LP(RN) = [Tl oy < 0.
Veamos que 7(t) mapea L7 (RY) en £2(R)V apliquemos el teorema Riesz-
Thorin: sea py = p1 = 1, go = ¢1 = o0, por lo que LPO(RY X\)N LP1(RY,\) =
LY(RYN), por otro lado L£P(RYN, X) N L2(RN,\) = L>(RY). Asf se tiene
| Tpl| zoe mry < Myl|o|| 21wy, identificamos a My = (4mit)? ya T = 7(t) €
L(LYRYN), L>®(RY)), entonces como ¢ € LY(RY) y para toda s € (0,1)
Toe L%y

[T ¢l cas mv) < Csllepl| 2os vy (3.72)

Por otro lado p% =1, qis = 0, esto implica que pis + qis = 1. Ahora

- ((47;5)’5 ) B ( (47;75)]5 ). (3.73)

identificamos a ¢; = p y a ps = p/, asi sustituyendo en (3.72), obtenemos:

1Tl co@ny) < Calloll o @y (3.74)

Otro caso serfa cuando se tiene: ¢s = p y ps = p/, para el coeficiente Cy =
N /1 N
2

drlt)) 20 = s = (4nt t Arlt)r =1
P’ =y i = (4nft[) =, entonces (dnft[)» = 1.
Ahora para po = 1, p1 = 2; qo = q1 = 00, si 7(t) € L(L N L2, L), asi

I7@)¢eller < Mollelle=;  [7(E)pllez < Mgl

2

3.75
YVoe£'nL? se(0,1) (8.75)
asi llegamos
[T ellee < Csllpll 2 (3.76)
| - s. L, 1 7 _s. 1L _ L s 1 _ 9.5 _1_1.
Ahora——l—p,p—l—p,—l 2,p,—0,p—|—2—|—p,—1,2— 55
s=2—2=2(1-1) Por otro lado
p p
(drlt)) N = (dmlt]) = 03, (3.77)
donde M7 = (47r|t|)%, por lo que (3.77) es igual
(d4xl)) =300 = (dnle)) >, (3.78)
M; = ((47r\t])%)8(47r\t|)% y My = (4x|t|)~ 2 4x|t]; v los exponentes se defi-
nen —52%:%9:—}—27 porlotantos:l—%, aliguals:2(%—%) por lo
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tanto $ = (3 — %); —&(s) = % - % % =21 -5 =-L(s—1); L' Cc L~
Llegando a:
=N -N N
IT() ()| gy < (4mrlt]) = ol 2@y < (dft]) 72 (47 []) 2 [lopl] c2 )
(3.79)
q.e.d.

Con esto hemos respondido a la primera pregunta que nos plantemos
sobre como estda acotada la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger. Para
responder a la otra pregunta, en donde queremos saber que pasa en el limite
de la solucién en el tiempo, esto es lim; .., 7(t)p, es facil notar que teniendo
el resutado del teorema, éste limite es igual a cero.

El teorema se puede extender para espacios de Sobolev, como lo atestigua
el siguiente corolario.

COROLARIO 3. Sit # 0, entonces
_N(L_1
Ir (Ol mer@yy < @alt) ™70 |0)l jrow @ny, Vo € S'(RY),  (3.80)
donde s e R y 2 < p < o0.

Demostracién

Lo haremos para la primera derivada y para derivadas de orden mayor el
resultado es andlogo.

Seat#0,u=r7(t)pyw e S(RY), entonces aplicando (3.37) que

F (wF(u(t) = eI G (we(e) = F e FF  F (wple)) =

° (3.81)
TO)E (wF(9))).

Y sabemos del teorema 3.65 que:

157 (wS(u®)ller < 157 (w(@)llzr-q-e.d.
(3.82)

3.2. Estimaciones de Strichartz

Se refirié en la introduccion que las estimaciones de Strichartz nos per-
mitian saber sobre la convergencia en norma de las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger no lineal, debido a que el generador de la isometrias 7(¢)
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puede originar inestabilidad en LP, por ello se necesita un criterio que nos
faculte saber si estd acotada o no 7(¢t)p. Por lo que el resultado del teorema
(3.65) es una estimacién de este tipo. Procederemos a estimar soluciones en
espacios mas generales, como son los espacios de evolucion, que previamente
definimos (ver el capitulo 2).

DEFINICION 28. Decimos que el par (q,r) es admisible si

Z_oniEody, (3.83)

y2§r§%con:

2 <r<oo, N =1,
2<r <o, N = 2.

Si (g,7) es un par admisible, entonces 2 < g < oo.
PROPOSICION 6. El par (00,2) siempre es admisible, ya que ¢ =00 yr = 2.

Demostracién = = N(3 — 1) por lo tanto 0 = N(0).

gq.e.d.
2N

PROPOSICION 7. Si N > 3 el par (2, 5%5) es admisible.

{q—2,
__ 2N
T—m.

sustituyendo 2 = N(1 — %) entonces 1 = N (3 — &%) = N(;5) = L.
N-—-2

Demostracién sean

gq.e.d.

TEOREMA 22 (Estimaciones de Strichartz). Se tienen el siguiente par de
propiedades:

» Para toda p € L2(RYN), la funcidn t — 7(t)¢ pertenece a
LYR, L"(RM)) N C(R, L2RY)), (3.84)
para cada par admisible (q,r). Mds ain, existe una constante C' tal que
(@) Sl < Cliglle, (3.85)

para cada p € L2RY), con S = (%, 1) (siguiendo la notacién de Kato,
introducida en el sequndo capitulo).
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= Sea I un intervalo de R (acotada o no), J =1 yty € J. Si(v,p) es un
par admisible y f € ,CV/(],,C"’/ (RY)), entonces para cada par admisible
(q,7), la funcion

¢

tes @, (1) :/ f(t—s)f(s)ds, Vel  (3.86)
to

pertenece a LI(I,L"(RN)) N C(J, L2(RY)). Mds aiin, existe una cons-

tante C' independiente de I tal que

1@ = RI[| < CI[f = RII|. (3.87)

Con R=(5,2) y R = (5, 5).

1 11

Ty oy
Antes de demostrar este teorema insistiremos en justificar un poco mas su
uso. Introducimos los pares admisibles porque suponemos que es invariante
ante la reescala (t,7) — (A%, A\x), por eso les exije a p, r y N cumplan
con la regla (3.83). A su vez lo que se hace es comparar la parte espacial
de la solucién con la solucién general en LP. y cerciorarse que esté acotada,

evitando de esta forma la inestabilidad, ya referida con anterioridad.

Previo a la demostracion de la estimacion de Strichartz, vamos a enunciar
sin demostracién el siguiente teorema sobre los potenciales de Riesz, y definir
a estos.

DEFINICION 29 (Potenciales de Riesz). Sea o un entero y 1 < ¢ < oo,
asi definimos

1
]afx:—/ r—y| 7" f(y)dy. 3.88
(o) == [ la=sI 1) (3.88)
Donde v(«) se define:
N
w2 20T (2)
() 2 (3.89)
L5 -%)
TEOREMA 23. Sean 0 < a < N, 1 < ¢ < q < oo, %zi—%

i) Si f € LY(RYN), entonces la integral definida como (3.88) converge abso-
lutamente en casi todo punto .
ii) Si 1 < ¢ entonces:

Ha ()l zo@yy < Ag gl Fll cor vy (3.90)
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Demostracién de la Estimacién de Strichartz

Aclaremos: no se estudiara el caso de los extremos (r = x5 0 p = 7-3)
para ello consultar el articulo [11].

Definamos los siguientes operadores ¥ y ©;:

\pf<s):/ (s — 1) f(t)dt Vs € [0,T). (3.91)

O r(s) = /0 (s —o)f(o)do Vs e [0,T). (3.92)

loc([ov T)’ Hil) - C([07 T): Hil)'

Sean (g, ) pares admisibles, los mapeos W (s) ,®¢(s) y O f(s), son con-
tinuos de £9((0,T), £ (RY)) a £2((0,T), L"(RY)). Vamos a demostrar Por
densidad, necesitamos solamente considerar a f € C.([0, 7], £ (RY)). La de-
mostracion que a continuacién se ofrece es para ®; ya que es el resultado
relevante, la demostraciones de ®((s) y O, ¢(s) son andlogas. Por el teorema

(3.65)

Uy O, son continuas de L]

1@l = | / (s — ) (D)dt o <

. (3.93)

t
1_1 _2
/0 (drlt — s))ND | £ podt < / it s i f

Lr dt,

Es decir:

T
_2
1@ ()]0 < / 1t — s[5 £l et
0

de esta 1ltima ecuacion podemos notar que el lado derecho define un potencial
de Riesz (3.88) y por el teorema (23) se tiene:

T
1@4(2) = S|l < Aq',qll/ [t = s|" [l fll oo dtl] 2o
0

(3.94)
1[@4(t) : RII| < Coqlllf(s) - I
Ahora veamos los exponentes: vemos que —2 = —n + «, v % = é — % 1o

cual muestra una dependencia de ¢’ con ¢, por lo que se obtiene:

1124() = ST < Colll £ (3)]]]- (3.95)
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V (g, r) pares admisibles, vamos a demostrar que ®; ,W ,©, y son conti-
nuos de £9((0,T), L™ (RY)) a C ([0, T], L2(RY)). Por la densidad de C, ([0, T], L") =
L£7(]0,T],RY), solamente necesitamos considerar el caso f € C.([0,T],L").
Por el encaje £ < H~' y aplicando el operador (J — eA)~!, se sigue que
f € C.(0,T], L") N C.([0,T), £?). Vamos a demostrar que esto implica que
o, € C([0,T],L£?)

()2 = { / r(t — 5)f(s)ds, / r(t - o) f(0)do) o2 =
/ T(t —s)f(s),7(t — o) f(0))2dsdo =

/0 / 7(t — 5)'7(t — 0) f(0))2dsdo =

/t/o —t+s)7(t —0)f(0))2dsdo =

0

/ / —tt s+t —0)f(0))e2dsdo =

/ / (s — 0) f(0)) p2dsdo =

/0 ((s), / (s — 0)f(0)) padsdor =
/(:(f(s), Oy £(8)) c2ds.

~ O

(3.96)

[e=]
[e=]

Ahora aplicando la desigualdad de Holder

1 1
(F(),Oup)2 = 1/()Ous($)ller < I fll e 1Oes(s)ler =+~ =1,

rr
3 t
/o (f(5),Ors)r2ds < /0 [ £l [©t,7(8) || erds <

1 1
A2 le o NOesllerllesom, =+ =1 (3.97)

< |IIf: RO = BRI
<|IIf = RICHIf = Rl
<ClIf - RN

en el cuarto renglén tenemos para O, ; también se cumple una desigualdad



58 Estimaciones de Strichartz

andloga a (3.95), lo cual justifica las desigualdades, concluyendo que:
12, (®)llZ> < ClIIf = R

Vamos a demostrar que V (¢, r) par admisible, @ es continua de £'((0,T), L2(RY))
a L1(0,T), L7 (R)™).
Sea f € L1((0,T),L£?) y consideremos a ¢ € C.([0,T), D(RY)), asi tene-

/0 (D (1), (1)) c2dt = / / (t —5)f(s), (1)) c2dsdt =
/ / T(s —t)p(t)) c2dsdt = 599

/ (8)7/ T(S - t) (t)>£2d8dt =
0 0
T
/ <f(5)7\:[]<p(8)>£2d8.
0
Ahora aplicaremos la desigualdad Cauchy-Schwartz,

[(F(8), Wols))e2| < [ F ()2l We(s)ll 2, (3.99)

integrando ambos lados con respecto a s sobre [0, 7]

/0 (F(5), W) 2] ds < / 1) 219 (5) | c2dls, (3.100)

Aplicando ahora la desigualdad de Holder:

/0 1F) 21D (3)]] codls < ( / (1£() 1 22)Pds) / (14 ()| c2)ds)

(3. 101)
donde % ==1con1l<p,q< o0, consideremos el casop=1y q=
\/ @000 ] < NIf ST, B (3102)

Definamos los siguientes pares admisibles (v, p) y (g,r) con 8 € [0, 1], tal que

p)
1 6 1-4 1 6 1-0
rop 2 v o0



Estimaciones de Strichartz 59

1@l caqoryery P=q,Q@=r = (3.104)

P es un 2-vector, asf que =(1, l), como (3.103) llegamos a:

)+ (2.

(1
p 2 o0

Identificamos a R = (%, %) y Q=
Por otro lado:

1
5
(

% é), entonces definimos a P = () + R.

1) : 0P| = [[| @525~ - 0(R+ Q)] < []|®F : QRIIIIIICI’1 L (1-0)Qll =
11 ,
1y RIPII®, = QU™ < CIIf - (; 7)|I| I.f ( )|||1 P<ClIf RN
(3.105)
S§R = (4. )
por lo tanto:
1®f = BRI < ClIISf = RIII- (3.106)

y con ello se ha demostrado la aseveracion ii) del teorema.
Para la primera aseveracion del teorema, vamos a definir:

Ap(t) = /_OO T(t—s)f(s)ds y Ty(t)= /oo T(—t)f(t)dt. (3.107)

o0 —00

st < | [ e -], \/ [ = sty <
/0 </Oo| T(t =) f(s)I" deS)_/OO”T(t—S)f(S)Hyds.

(3.108)

tomemos la norma de ||[A¢(2)||zr

Sean (q,r) pares admisibles =

ol = f (s f(s)ds, / " (o) f(o)do) =

oo

|/ Z<T(—8)f(s),T(—a)f(0)>dsd0 ~ [ [t oo sionasis =
/ / (s —0)f(o))dsdo = / Z(f(s),Af(t»dsda.

(3.109)
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[e.9]

[ e vt = (o [ -0 = (0T < i Lael

< llellezlTylle2 < Cllll ezl = SN
(3.110)

Ahora definamos:
@) (t) : S| = Sup{/o (T(t)p, (1)) c2ds; o € CZ((0, T)xRY), [[[9 : S]] = 1}.

asf aplicando el supremo a (3.110), se obtiene:

ww [ e v@)ea sswlldel: S

@)y = SN < Cliell 2

gq.e.d.

COROLARIO 4. Sea I = (T,00) para alguna T > —oo (I = (—00,T)
para alguna T < oo) y sea J = I. Sea (v,p) un par admisible, y sea
fe LI, L/ (RN)). Se sigue que la funcion

t— ®s(t) = /too T(t—s)f(s)ds (si 1= (00,T),Pp(t) = /t_oo T(t—?;fl(f;;is).

tomard sentido para cada t € J como el limite uniforme en L*(RY), cuando
m — oo(m — —o0) de las funciones

PF(t) = /tmT(t —8)f(s)ds, VteJ (3.113)

Tenemos ademds que para cada par admisibles (q,r), ®; € L9(I,L"(RY)) N
C(J, L2((R)N)). Mds atin, existe una constante C' tal que

1@ sllzagrer@vy) < CUfll e remmoyys VF € L7 (1 L7 (RY)).  (3.114)

Demostracién
Tomemos [ = (T,0), sea j,m € Z, T < j < m, ¥Vt € J, entonces tomando
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las siguientes sucesiones ®(t)} y @(t)i}, tomando la norma:
1) — 2(t)flle2 = [I7(m — D)y - O(t))lle2 =
WW—W[TWﬂM®®—[ﬂ%ﬂﬂWMM=

I [ =7t = )7(6)s = [ 7l = (6 ) f(5)dsles =
H/ m—t+1t—s)f(s )ds—/] (m—t+t—s)f(s)ds| > =

I [ ron = 9as = [ rtm = ystenaste =1 [ rtm - ) 6yasles

(3.115)

Por la estimacién de Strichartz (3.87), sabemos que existe una cota para el
ultimo térnimo de arriva, por lo que

||(I)(t)? - Cb(t)j"“L? < OHfHE’Y'((j,oo),EP')' (3.116)
por lo que ®(¢)™ es una sucesién de Cauchy en £°(I, £?) tal que
||‘I>(t)?||ﬁ°°(1,£2) < C||f||[,’¥'((j,oo),£ﬂ')' (3-117)

Pero entonces también es una sucesién de Cauchy en C(J, L2(RY)) Tomemos
un par admisible (g,7), se sigue también de la misma estimacién (3.87) la
existencia de una C' tal que

||q)(t);fn||£q(l,ﬁr) < CHfHE’Y/((j,oo),LP’) (3.118)

para j € N,j > T, definamos a f; € £7 (I, L/ (RY)) como

ff@) st t <y
ff(t)‘{ 0 : si t>}

asf en el lim; ... f; — fy f € LI, L/ (RY)). Como tenemos (3.117) y por
la definicién de f; podemos ver que:

Dy () — @(t) € LXRY), (3.119)

16()75 = Osll 2@y < ClIILS = F - QI Mim C[If; — £ QI — 0 (3.120)
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por lo tanto
[4,(t) — ()] ) — 0.

uniformemente en t € J
Sim > j se tiene lo siguiente:

Z(t):/tmT(t_5>fj:/th(t—S)f(s)ds—l—/ijds, (3.121)

por lo que notamos que @?; es independiente de m. Si T' < 5 < k,
deducimos de (3.118) que

[Ds, — sl cagrernyy < Cllf5 — fk”m’(],cp’(RN)) < C||f”m’((j,k),gp’(RN))

En particular @y, es una sucesiéon de Cauchy en £¢(I,L"(R")). Como tene-
mos por (3.118) entonces tiene @y, un limite ¢ tal que:

1N < CllFll v (r,c0 vy - (3.122)

Por lo tanto existe una subsucesién, la cual llamaremos f;, tal que @y, () —
Y(t) en L7(RY) para toda a.a. t € I., se infiere que ¥(t) = ®;(t) a.e. en I.
gq.e.d.
En el capitulo 2 se habld de la estimacién de Strichartz (2.20):

_N(i 1
U@ Sller < el ™=l ¢ #0,

que no se demostrd, en este contexto serd mas facil su demostracion con el
siguiente argumento: aplicaremos el teorema de interpolacién [15], para ello
se les asignara los siguientes valores a las variables descritas por el teorema
pr=1,ps =2,q1 = 00,0 =2, M; = c|t|_%,M2 = 1. Usando las ecuaciones
de los coeficientes:

1 1—-60 0 1 1-46

0
Z— +— - = + — sustituyendo :
p J4! D2 q q1 q2

1 1—60 6 1 1-6 0
1_ R LN 3.123
STt T = Y3 (3.123)
L, 0 1_6_ 1 1
» 2" q¢ 2 "p q
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— . , . / .
110 =1- é = qu rememorando la hipétesis (LP, con p’ = %), concluimos
que ¢ = p, por lo tanto # = 2, entonces sustituyendo estos valores en la,
p
estimacion:

~N(iy1-2 _2 ~N(H1=-2
U®lr < el ™MD o = U @)ller < cft] ™2 )l v =

1T OBller < clt| ™72 pll ot #0.
(3.124)

q.e.d.
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Capitulo 4

()ptica Geomeétrica

4.1. Optica Geométrica: La deduccién fisica

Se llama optica la parte de la fisica que estudia la naturaleza de la luz y
las leyes de su emision, propagacion e interaccion con la substancia. [19]. La
parte de la optica que estudia a la luz propagandose como rayos se le llama
Optica geométrica. Estos rayos son las lineas por donde se propaga la luz.
Nacida en el siglo XVII, su gran progreso lo recibe por parte de Sir Willian
Howard Hamilton y Carl Friedich Gau$.

Hamilton escribia: Adoptemos la teoria de Huygens (ondulatoria), o la
de Newton (emision), o cualquier otra, para explicar las leyes que gobiernan
la propagacion de los rayos luminosos, podemos considerar que esas mismas
leyes, asi como las propiedades y las relaciones de las trayectorias de la luz,
merecen un estudio aparte al que puede llamarse optica matemdtica

Optica geométrica o matematica, nosotros la denominaremos con el pri-
mer nombre.

Hamilton concibe un desarrollo similar a la mecanica analitica, adaptando
las ideas del calculo variacional, como la accién, anotaba: asi se tiene el
producto del indice del medio por el desplazamiento elemental ds.

Tanto el principio de Fermat y el de Huygens contintian vigentes en la
teoria de Hamilton. Lo que se debe destacar, para nuestra orientacién, es la
facultad de hablar de onda o de particula, hecho fundamental en el desarrollo
de la mecénica cudntica. Para detalles histéricos consultar [18].

Derivemos la ecuacién de la optica geométrica, jcon qué fin? Determi-
nadas teorias matematicas han tenido su raiz en la fisica y el fin de esta

65
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deduccién es presentar el origen fisico del método de la 6ptica geométrica de
las ecuaciones diferenciales parciales.

Haciendo dicha deduccion a partir de un problema de la 6ptica emergera la
ecuacién de la eikonal, la cual serd fundamental en las §5.1 y §5.3. El modo en
que se buscara la solucion al problema fisico sera la forma en que atacaremos
todos los problemas en el resto de la tesis.

Partamos de la ecuacién de onda clasica homogenea

. n? 0*®(z,t)
Con ¢ la velocidad de la luz, n el indice de refraccion del medio. Propongamos
como solucién a (4.1) una onda monocromatica

(7, t) = ¢(r)e ™, (4.2)
sustituyendo (4.2) en (4.1). Parte espacial:
AG() = Ag(F)e™ = TIAG(P). (43)
Parte temporal:

_TL_2 a2¢(7—:)e—iwt
c? ot?

(4.4)

ligando la parte espacial y temporal
AG()e ™ + 6(7) e ™ =0, (45)
c

por lo tanto

nlw?

AG(F) + 6(7)—~ = 0. (4.6)

Donde (4.6) es la ecuacién de Helmholtz, que para resolverse se propone una
solucién de la siguiente forma

o(7) = A(F)e'e 10, (4.7)
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Calculando primero A¢(7), con A(7) la amplitud de la onda y L(7) la fase,
para simplificar la notacién omitiremos (7') de A¢(7), A(F) y L(7).
AAeel =V - (VA(P)e'e ) =

V- ((VA+ iA%’VL)ei%L) -

(AA + I%VA VL + %AAL)ei%L (VA + iA%VL)(l%VL)ei%L _

(4.8)
. . . 2
(AA+ VA VL + ZAAL + 2VA- VL — A |[VI|P)ei: =
c c c c
. . 2
(AA+ 259V A - VL 4+ ZAAL - AZ || VD) |65 L.
c c c
Sumando el segundo término del lado izquierdo de (4.6) se consigue:
: : 2 2.2
(AA+220VA - VL + ZAAL — A2 |VL|)e " + T acith =,
C C & (4 9)
: : 2 22 :
AA 122 vA.- VL + YanL - AL v+ T a0,
c c c? c?
Agrupando la partes real e imaginaria respectivamente:
real:
2 2 2
AA— A |VL|P+ A=, (4.10)
c c
imaginaria:
w w
2—VA-VL+ —AAL =0. (4.11)
c c
multiplicando (4.10) por f}—zAfl
2 AA
S IVLIP 40 =0,
w? A (4.12)
VL =+ &84
=n‘4+ —=—.
w? A
Recordando que: % = Ag = £ induce a que (4.12) este escrita de la siguiente
manera: AA
VL2 :n2+A37. (4.13)

En 1905, Einstein, en su teoria especial de la relatividad, establecié que
la velocidad de la luz es constante para todos los observadores inerciales; el
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valor de su velocidad en el vacio es de 3 x 108%7 esto se calcula con la ecuacion
¢ = Av, donde c es la velocidad de la luz, A la longitud de onda (m) y v es la
frecuencia (Hz).

Una caracteristica de la radiacion electromagnética visible estriba en que
la longitud de onda es pequena y por lo dicho en el parrafo anterior, podemos
despreciar el tamano de A, 7.e. A — 0, entregandonos una primera aproxima-
ciéon de la propagaciéon de la luz; si A — 0 entonces la frecuencia se vuelve
muy alta, con lo cual:

IVL|[* = n?,

B (4.14)
IVL]| = 7.

que es la ecuacién de la eikonal.!

Definamos los frentes de onda como las superficies de nivel L(7) = cte.

Como tenemos la ecuacion de la eikonal, entonces la constante es igual a
n por lo tanto L(7) = n

Consideremos una curva ortogonal T = (x1(s),z2(s),z3(s)) a L(F) en
algin punto, donde s es la parametrizacién de la longitud de arco de la
curva, entonces por la ecuacion de la Eikonal tenemos que:

oL a(%i
ori  ds’

Si derivamos con respecto a s ambos lados de (4.15)

oL 9, ox

i={1,2,3}. (4.15)

ds Ozt %(n Os ) (4.16)
on 0, ox'
Pues 2/(s) = (42,42 di3) og tangente a la curva Z en dicho punto. Y estés
son las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Cerramos esta seccién con las siguientes ecuaciones:
dL
=l
dr (4.18)
n = E

'Del griego etk@v que significa imagen
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4.2. Optica Geométrica: la generalizacion ma-
tematica

Ahora generalizaremos lo que se dedujo de §4.1. Empleemos nuevamente
a la ecuacion de onda clésica y homogenea, que pertenece al conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico:

0*u N

definamos a u(x,t) = u.(z,t) con € > 0, éste ultimo un pardmetro, el cual
haremos tender a cero. Propongamos el siguente ansatz como solucién

iPC (z,t)

us(z,t) = a’(z,t)e” = . (4.20)

Agregemos las siguientes hipétesis: a®(x,t) es una sucesién de amplitudes las
cuales en el lim._ga°(x,t) = a(z,t), la amplitud final cuando la frecuencia
es muy alta. De manera andloga P¢(x,t) como sucesién de fases, que en
lim._o P*(z,t) = P(x,t), cuando la frecuencia es muy elevada. Identificando
a a(z,t) y a P(x,t) la amplitud y la fase, respectivamente, de la solucién
propuesta.

Una pausa: uno de los métodos “populares” para resolver ecuaciones di-
ferenciales parciales es el de separacién de variables, que no se empleard jpor
qué? Porque requerimos conocer la evolucion espacio temporal, 7.e. la dinami-
ca total del sistema. Retornando, sustituyamos (4.20) en (4.19)

0%u. .

ot?

, o (4.21)
0%af(x,t)e = iPE (2,0)

ot?
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Calculando el primer término del lado izquierdo de (4.21)

Pu 82a5(x,t)eipe(z’t) B
o2 o> B
0 Gaeeipgiz’t) _
A T

0 0a®  ia® OP° ire (4.22)

ol T T e e
D100 0P @ PP e O i@ OP7 ) 0P e
o2 e Ot Ot e Ot ot e Ot ‘e Ot N
0%af 21 0af 0P ia® O*°P¢  af 0P, irc

- - JEE— 2 &
et oo T ee  clar) T
El segundo término del lado izquierdo de (4.21)
Adfe'® =
iP®
V(Vafe =) =
c ia® oy iP€

iP®

(AG® + ~Va VP® + AP 4 2Va VP — Z(VP))e's =
g £ g g

iP€

3 . ]
(Ad® + ZVa* VP + = AP — Z(VP7)2)e's.
g g g

por lo que % — Au = 0, esta se reescriturara como:
0*a®  210a® OP° ia® 9*P°  a° 0P,
Pt BOCOPT PP 0P
ot? e Ot Ot e Ot? e Ot (4.24)
2i ia® : e ‘
—(Ad + ZVaVP 4 AP — L (VP =0,
€ 5 €

Como queremos que (4.24) sea igual a cero V(x,t) entonces necesitamos que:
0%a®  210a® 0P ia® P o 0P,

o o T 2 125)
—(Ad + %VaEVPE + %APE . Z—Z(VPE)Q)] —0.

Examinando la estructura de la ecuacién (4.25) notamos lo complejo que
sera averiguar la solucion. Tomemos por ello la parte real de ésta y consegui-

1mos: 62 aP
aE aE 13 9 . aE 9
- — - A —(VP)” = 4.2
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multipliquemos (4.26) por 2, obteniendo

0%a®  af OPF .
( >~ —( )2 — Adf —l— (VP )2 O)
ot - ot aps (4.27)
a® € 2 )2
(8-[;2 ACL):(I(( 8t> _(VP))a
tomando el lim._,q y aplicando las hipotesis sobre las sucesiones, conseguimos
s 82 € € ors 2 €\2
i, [ — ) = (G = (9P
P2
0=a(2Ey _a(vpy
ot (4.28)

0
(%)’ = ~a(vP)

api\vp\ =0, RY x(0,00].

Notemos entonces que (4.28) es una ecuacion del tipo Hamilton-Jacobi. Re-
cordemos que éste formalismo nos da indicaciones sobre el frente de onda,
cuya fase esta dada por la integral de tiempo de la lagrangiana clasica del sis-
tema. Esta ecuacion, la Hamilton-Jacobi, nos dice que al imponer el lim.__,g
la longitud de onda se puede despreciar, ya que la frecuencia es muy alta
y como vimos en la seccién anterior, esto hace que podamos hacer uso del
concepto de rayos, estos vienen con la solucién (4.15).

Introduzcamos el siguiente operador para generalizar (4.19)

- d*u
L= a"(x , a=d* k1=1,2,...,n, 4.29
> g (4.29)

ahora la ecuacién (4.19) queda para trabajar de la siguiente manera:

0% - 0%u
o > d(w) =0, (4.30)

8xk:cl

k,j=1

propongamos como solucion el mismo ansatz y sustituyamoslo en la ecuacion

(4.30)
82@26 B - a2aae <
_ =0 4.31
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extrapolando las soluciones obtenidas para (4.18) llegamos

0%a®  2i0a® OP° ia® 0°P° o ,0P%.2
[aﬁ LIS TR TR T _5( ot )
- Q% 200POP°  ia® 0°P°  af QP OP°\, e
. ki “tor— o 1a- @ i
( Z “ (8xkxl 9 89% al‘l g 6xk8xl g2 aZL‘l aZL‘l )]e 0

k,j=1

(4.32)

suprimiendo a e%, por las razones antes expuestas y mutatis mutandis como
se procedi6 con (4.24), la parte real de (4.32) es:

0%as  af OP¢ - 0%as  af OPf OP¢
)2 _ Z akl - —

o2 5_2( ot - 0xx; g2 Ox; Ox
k,j=1
a® , ,0P¢ 2 u 0P 0P¢ 0%af u 0%a®
8_2(( ot ) B Z le 8$l 8$l) - ot? B Z akl(axkxl) (433)
k,j=1 k,j=1
(902 - 0P oP°y 282@6_ ~ 0%
“ (( ot ) kala 8ml 0ml) - (6252 kala 8xkxl)

nuevamente veremos su comportamiento en el lim.__ de (4.33)

5 n e e 2 ¢ n 2 e
tin [or (D) = 32 @807 _ 208§~ Oy,

e—0 ot Pyt oxr; Ox; ot? Pt oy
OP\2 <~ wOPOP.
((5r) g;la oy om)) =
() §n guoror 03
875 n — 6xk (9xl
oP - oP 0P
) = kl—— ~~
(57) Z“ By O,
k,j=1
por lo tanto
oP - oP 0P
il [ Pl RY . 4.
o kgla o 0, x (0, o] (4.35)
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La ecuacién deducida (4.35) es nuevamente del tipo Hamilton-Jacobi, agre-
gando mas sobre esta ecuacion: la primera seria que es mas sencilla de resol-
ver, pues en algunos casos lo que se tiene es una ecuacion diferencial parcial
de primer orden, cuya solucién la podemos hallar por métodos ya conocidos.

La inquietud hace emerger el siguiente cuestionamiento: ;cémo se propaga
una perturbacion de éste tipo en el espacio y tiempo, dada la condicién
inicial? El siguiente teorema otorga la respuesta

TEOREMA 24. Asumamos u es una solucion suave para la ecuacion diferen-

cial parcial de tipo hiperbdlico % + \/Zz,jﬂ klggi gfl 0. Siu= %1; =0,

en Cy, entonces u = 0 dentro del cono C.

Demostracién
Definamos al operador de energia? como:

e(t) == —/ u + Z ’]Ua:zux

1,5=1

He introduzcamos los siguientes conjuntos: C; = {z|q¢(x) < to — t} que
es la seccién transversal de C' al tiempo t. C' := {(z,t)|P(z,t) < 0} =

{(z,D)lq(z) <to —t}.

Derivemos la ecuacién del operador de energia

dz(tt) = %(%/C uy + Z aijuwiuzjdx) -

! ) ] (4.36)
— | 2 2 Ugy - = 2 Uiy Uy, ) ——ds.
2/ ututt—l—Za Ug, Uy, A 2/act(ut—|—2a u’u”)|Dq| s
Sean:
A /ututt+2a”ux uxtda:
(4.37)

2Iste operador lleva el nombre de operador de energia porque se derivé del concepto
de energia de la fisica, mds sin embargo no siempre nos da informacién sobre la energia
del sistema.
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tomemos a”ug,u,,, y hagamos lo siguiente:

(aijumi)u e (aijuzi)m]’u + a’ijul“iufjt
( )., A ) (4.38)

(aijUxiuwjt) = ((aljuwl)ut)xj - (aijuxi)$jut'

Introduzcamos en A y usando la formula de integracion por partes (ver la §4
del Capitulo 1, el Teorema de Férmula de integracién por partes, ecuacion

(1.77):

A:/ ututt—Z(a Ug, m]ut—i—/ Z a’ uw yjutds
Cr oC (4.39)
_ / sl — 3 (@), + / S (g, ueds,
Ct

0Cs

donde 17 es la j-ésima es la entrada del vector normal unitario a dC;. Desa-
rrollando (a”uy,),; = aif w,, + aVuy,,; sustituyendo en (4.39) tenemos que:

:/ Uy Utt_za Uy, — Za”uxﬂj / Z aVuy, )V uds. (4.40)

0C

Reencontrandonos con el conocido operador u; — > a“u, . = 0 por lo tanto
KalV)

= —/ utZa” Uy, + / Z(aijumi)ujutds. (4.41)
i ac;

Apliquemos la desigualdad de Cauchy-Schwartz generalizada (ver [5] apendi-
ce B.2) a la parte de la frontera y excluyendo la parte dependiente del tiempo

se tiene:
| Z a“ug | < \/Z aijuziuxj \/Z aviv, (4.42)

tomando que g = to—t sobre 0C; y v = | D Dol £ (apoyandonos en que el gradiente

siempre es perpendicular a la superficie de nivel)

| Z aijuziuj‘ < \/z aijuxiuxj’ﬁ|- (4.43)

esto dltimo se cumple porque

> a9qq,, =1  ¢>0¢eRY —{0}
q(zo) = 0.
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Arribamos al siguiente resultado

T ijQzidz; 1
Za]u v = Z J Da* = TBaF" (4.44)
con la desigualdad de Cauchy y tomando el valor absoluto de |A|
Al=]|- U, o)V uzd
‘ | | /Utza Uy, + /80t au Vut5|
‘/utZa”u%dﬂ +‘/ Z at ux l/jutds|
< §|/ut‘ —‘/Za Uy, da| +|/ Z(a”uxi)yutdﬂ
aC,
< §/|Ut| /’Za Uy, dZE—F/ ’Z@ijUxiHut|dS
ST AR I ST SUSEY V) oErrem L e
<5 Jlul s [ IS @l [ IS alars g [+ e poas
1 . 1
RN SRy S

(4.45)
i.€.
|A| < Ce(t)+ B = A—B<C(Ce(t)
de(t) (4.46)
< Ce(t).
3 = Celt)
aplicando lo que se dijo de C'y C;
e(0) = 0.
ahora aplicando el lema de Gronwall [5] a la implicacién de (4.46)se obtiene:
de
— <C 0, T e(0) =0,
0,

y usando la hipétesis u; =0 = Du = u = 0.
q.e.d.
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Capitulo 5

El método WKB

La evidencia empirica nunca puede establecer la existencia matemdtica,
ni puede la necesidad de una demostracion de existencia ser descartada por el
fisico como un “rigor” innecesario. Solo una prueba matemdatica de existencia
puede asequrar que la descripcion matemdtica de un fenomeno tiene sentido.

Richard Courant

5.1. WKB para la ecuacion de Schrodinger
lineal

Del Principio de Correspondencia, propuesto en 1918, por Niels Bohr ! sa-
bemos que algunos fenémenos cuanticos se pueden reducir a casos de la fisica
clasica, tomando lim A — 0. De manera innata se cuestiona uno ;podrian
existir casos en donde las particulas se comporten de una forma “clasica”?
Sin embargo lo que méas podemos aspirar en este caso es que dicha particula
se comporte de forma “aproximadamente cldsica” y es a este comportamiento
al que llamamos “semiclasico”.

En este contexto una pregunta fundamental que queremos resolver es el
de encontrar soluciones de la ecuacién de Schrodinger lineal mediante apro-

'El embrién del Principio de Correspondencia se puede rastrear en el articulo donde
propone el modelo atémico cudntico para el hidrégeno, en el ano de 1913. Ese mismo ano
(1913) Bohr en una conferencia dada ante la Sociedad de Fisica de Copenhaguen hacia hica-
pié en que “debia existir una correspondencia entre la teoria cuantica y la electrodinamica
clasica, aunque limitada a la igualdad de las frecuencias en el caso de vibraciones de baja
frecuencia”.

7
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ximaciones a una solucién clasica de una ecuacién de ondas. Este tipo de
método para hallar soluciones es lo que llamamos método WKB o método
de aproximacién semicldsica?. En lo subsecuente vamos a describir de forma
detallada dicho método.

Cémo queremos hacer una aproximacion clésica consideraremos una solu-
cién en que se pueda usar un ansatz del tipo propuesto en geometria optica:

P(S) = Aen, (5.1)

donde S es la fase y A la amplitud.
Como solucién para la ecuacién estacionaria de Schrodinger lineal y uni-
dimensional.

—h2 d2
1/1—1—\/1/1 E. (5.2)
introduzcamos (5.1) en (5.2)
—h? d?
%@Aeﬁ —{—VAeh = EAeﬁ,
—AR?* d d is
Aen = FEAen
2m dx(dx F)+ VA e,
_A 2 i T K
2;?5#%§1&m)+WQ%5::EAe? (5.3)

—AR? i d A d

AVer = AEen
om (hdzz +2m(dxs) )eh T AVer e
—ihA d? g+ A A Ad d
2m daz? 2m dx

S+ AV = AFE,

como h es un parametro, asi en el limite A — 0 de (5.3).

2

L) s

Esta es una ecuacion del tipo Hamilton-Jacobi y depende de S, que ésta es
la funcion caracteristica de Hamilton. El gradiente de S da:

d
P=—-5. .
=S (5.5)

2El caso que estudiaremos en esta seccién serd el unidimensional y lineal, ya que el
objetivo principal, por este momento, es exhibir el método WKB.
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Asi combinando (5.4) y (5.5)

() =14
(g)Q = 2m(E = V), (5.6)

ds
— = +/2m(FE —
g vV 2m( V),

P=+2m(E-V),

que es la forma clasica del momento.

Para que la solucién de (5.4) dependa directamente del pardmetro S,
deberd depender de h. Si hacemos una expansion en series de Taylor en
torno a h, entonces podemos reescribir a .S como:

S =Sy +ihS; + (ih)*Sa + -+, (5.7)

El hecho de introducir i en la expansiéon es para obligar a que aparezcan dos
ecuaciones, una seria del tipo Hamilton-Jacobi y la otra ecuacién de tipo
transporte. Sustituyendo en (5.3)

ih d2 . 2N 1 d . 219 9
—%@(So—{—lhsl—l-(lh) 52+---)+%(@(SO+1h51+(1h) So+ )"+
V =F,

—ih, d? o d? . 2d2

1 d? 9 d d d d d d

—((—— 2ih—Sy—S; — 2h?—S,— S, — ik — 5, —

2m((dx250) A dedesl dedeSO ! deldx82+ )+
V—-—FE=0.
(5.8)

Agrupando términos y considerando solo hasta la primera potencia tene-

mos que:

1 dS
5 () +V=E (5.9)

—ihd?S, ik dS;dS,
T . 1
2m daz? + m dx dx 0 (5.10)
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(5.9) es una ecuacién Hamilton-Jacobi y (5.10) es una de transporte, con iy
h la constante de Planck. Tenemos entonces que:

(@2)?

L V=B,
dSy

5.11
(dI) —om(E — V), (5.11)
dSy
= — /2om(E —
22— \om(E - V),

ahora integrando

/d—SOd:):— /de,
(5.12)

—ihd%S, ihdS;dS,

om dz2 | mdz dz

Tomemos ahora (5.10)

(5.13)

multiplicando por  se obtiene:

1d*S,  dS;dS, 0

2 da? dzr dx ’
1d2SO _ dsS; dsS, (5.14)

2 da? dz dz’
L5 (%) _ 4%
2 dz? \ dz dz’

reescribiendo el lado izquierdo de la igualdad

1d dSo d.S;
——1n = — 1
odr  dxr  dz’ (5.15)

retomando P = ( dS ) e integrando, concluimos que:

/dlnpdx—/%dx
2 (5.16)
111\/_:51.
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Ahora tomemos los dos primeros términos de (5.7), hay que resaltar que la
serie diverge, sin embargo si tomamos pocos términos es posible hallar un
valor pequeno del pardmetro A tal que la suma sea finita y el valor de S no
difieran mucho, esta es la idea intuitiva. Regresemos:

S =Sy +ihSy, (5.17)
sustituyendo (5.12) y (5.16) en (5.17)

S = /de +ihln VP, (5.18)

poniendo en nuestro ansatz en (5.1) y (5.18)

W(s) = Ae¥ =
iAe%(dez+ihln\/ﬁ) _

EA siypar _ (5.19)
VP

+A ei% f\/2m(E‘fV)dac.
v/ 2m(E — V)

El valor positivo significa que la onda va a la derecha y el negativo se refiere
a que la onda va hacia la izquierda; todo esto se valida si £ > V.

SiV > FE se tendria que el comportamiento del argumento de la exponen-
cial seria real y sélo la parte negativa posee sentido, porque decae, mientras
que la parte positiva crece de forma mondtona, esto puede producir que la
funcién no pertenezca a £2 y con ello no se podria garantizar la normaliza-
cién.

Proponemos una nueva soluciéon como:

W(x) = 20 e J P@)de” (5.20)
\/ﬁ

La siguiente figura (Figura 5.1) que se encuentra en la siguiente pagina, nos
servird de apoyo en nuestra derivacion.

En dicha figura observamos un potencial V' (z) que varia de forma suave.
Como hay que evitar regiones en las que £ = V| tenemos que = debe estar
fuera de las regiones sombreadas.

Esto nos permitira construir las soluciones exclusivamente en 3 regiones:
six <, 2] <z <xyy x> a2y Lo cual vamos a proceder a desarrollar,
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Figura 5.1: Potencial (la curva), las regiones prohibidas (la zonas que estan
rayadas) y E energia.
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pero como al final queremos una solucién unica Va € R entonces tendremos
que idear una forma adecuada de “zurcido” de soluciones.

Si £ > V entonces la ecuacion (5.19) es vélida, recordemos que tomamos
ap € R, asi que estd ecuacién describe a la particula en la regién I ().
Como (5.19) es una suma de exponenciales imaginarias, las vamos a reescribir
como funciones trigonométricas, en donde las constantes de integracién seran
una amplitud y una fase, por lo que se obtendra:

A 1 [*
s = SEsen[ [ paar el seltia G2

En las regiones [ y III el potencial ahora es mayor que la energia, i.e. V > E
esto lleva a que p sea imaginario, entonces las ecuaciones quedan escritas
como:

1

wlll = \/ﬁ

para la region I las ecuaciones son andlogas.
Definimos a |[p| = \/2m(V — E).
Su interpretacion fisica: dentro de la region II la funcién de onda osci-

la, mientras que fuera de ésta (regiones I y III) la funcién de onda decae
exponencialmente.

[Aget Joa PO | po oy IP@ld] (5.22)

Antes de “zurcir” las soluciones construyamos un criterio para saber cuan-
do podemos aplicar un ansatz de éste tipo y validar todo lo dicho hasta ahora.

Si el potencial varia de forma suave con la distancia entonces la reflexion
no se da de forma abrupta, implicando que la longitud de onda con respecto
a la distancia casi no varie, es natural, por lo anteriormente comentado, que
se considere lo siguiente:

dA
— 1. 2
| << (5.23)

Sin olvidar la relacién de Broglie (3.4), la cual usaremos en (5.23)

LI
h dP

P dx

Y

(5.24)
<1,
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derivando (5.6) con respecto a x

AP d\/2m(E - V)
dz dx ’
m dVv B mF

V2m(E—V)da P

sustituyendo ésta expresion en (5.23), se concluye

hmF’<<1
P> p ’

(5.25)

(5.26)

Basados en que F' = %—V.
xr

El criterio para la aplicacién de WKB es (5.26), con él podemos determi-
nar cuando usar estd aproximacion semiclasica.

Para “zurcir” las soluciones necesitamos encontrar que tan anchas o del-
gadas pueden ser las regiones sombreadas de la figura (5.1), es decir una
vecindad alrededor de donde V (z) = E, consideremos a V' (z) como una serie
de potencias (rememoremos que se ha considerado su suavidad), alrededor
de x5 (para el caso x; es andlogo)

dV (z)
dz

dispondremos soélo de los dos primeros términos.
Sustituyendo los dos primeros términos en (5.6)

P = \/2m(z — 2 F), (5.28)
Introduzcamos en (5.26) a (5.28)

V(z) = V(xg) + (x — x9)

+e (5.27)

AmF
P3

<< 1,

<< 1,

<< 1, (5.29)
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Con esto ultimo sabemos que tan ancha es la vecindad.
Tomemos los dos primeros términos de la serie (5.27) para su sustitucién
en (3.30)

12 92

2_’1% + (V(xg) + (x - xz)dz(x)w = kY,
—hQZgwx x Viz) (5.30)
i i ar rat

ignorando el término (E — V(z3)), ya que nos interesa, como se dijo ante-
riormente, la componente alrededor de x5, queda de estd forma la ecuacion
de Schrodinger como:

—R2 4%y av

-y = — (T —x9) -,
(P_w _ 2_m< _ )Q@D .
a? m e

pero (5.31) es la ecuacion de Airy y sus soluciones analiticas ya estan reporta-

das en la literatura (ver el apéndice del libro [9]). Més concretamente la forma

como se pueden hallar las soluciones es mediante el siguiente procedimiento:
Definamos el siguiente de cambio de variable.

T =x— 19, (5.32)
entonces si © = x5 se tiene que £ = 0, por lo tanto definimos a:
2m dV (0)
S= 5.33
CTR A (5.33)
ar =y. (5.34)
y con ellos redefiniremos (5.31)
dyp _dody  dy
—_— = —— = —
d dy d dy’
R J (5.35)

d* d ady ,d%y

— = —(—a)=a"—.

dz? dy dy dy?
entonces (5.31) bajo la triada de cambios de variable (5.32), (5.33), (5.34)
adquirird la forma:

d2
g =
0 (5.36)
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de este modo es fécil deducir que las soluciones (funciones de Airy) son:

U(y) = Aily) ~ I(l/l_“lsen(g\y\g + %) y << -1, (5.37)
y
W) = Aily) ~ gy Tl y>> 1 (5.38)
De aqui se llega a:
b= %sen(% /de n %) (5.39)

Esta es la ecuaciéon que “zurce” las soluciones, ahora analizemos lo que
nos dice: en el interior del potencial la funciéon de onda oscila y en la parte
externa al potencial decae la funciéon de onda, por lo que al “zurcir” las
soluciones lo que se tiene es que conforme cerramos el radio de la vecindad
alrededor de 3 (o 21 segin sea el caso) nos desfasa § a la funcién de onda.

Demos una aplicacién: Una de las predicciones de la mecénica cuantica
que entra en contradiccién con la mecanica clasica es el efecto tunel. El efecto
consiste en que un grupo de particulas atraviesan una barrera de potencial,
siendo que su energia cinética es menor que la de la barrera de potencial.

Las aplicaciones del efecto tunel van desde la explicacién tedrica de la
radiacién nuclear «, esta teoria fue presentada por George Gamow (1904-
1968), en el ano de 1928; aplicaciones tecnolégicas como el microscopio de
efecto tunel.

Se deducira el coeficiente de transmision del efecto tinel a través del
método WKB.

Supongamos un potencial repulsivo que posee una suave variacién, que
cumple con (5.26) y en los puntos de retorno satisface (5.29).

Establezcamos las ecuaciones para cada una de las regiones, basandonos
en la grafica (Figura 5.2)que sucede a las ecuaciones.

1 1 rzq s 1 req ™
Ur = —= (A P 4 BleniG LT P D <y, (5.40)
VP
1 1z e 1 —Ly= z
Vi = ﬁ((AIJFBl)ehf“ o +5(Ai=DBi)e PP e >, (541)

1

b = (AP 4 g P s, (54
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Figura 5.2: Potencial tipico que modela el efecto tinel; donde V(z) es el
potencial, ¥ (x) es la funcién de onda y F la energia.

]_ 1 rx 1 1z
Vi = ﬁ((A3 + By 7 1F149) — %<A3 = By)e n AP g <y,
(5.43)

Supongamos viajan sélo a la derecha las particulas, por lo que Bz = 0, con
ello se concluye que (5.40)

o = j%< PR Semh ). (5:44)

Recurramos nuevamente cambios de variable, estos seran:

2 2 x
/ |P|dx:/ |P[dx—/ \P|dz, (5.45)

1 [
J:—/ |P|da. (5.46)
.

con lo que ;s se reescribe:

Ag (=L Plde) i — T4k 2 |Pldw)
= - = R . 5.47
Vi = \/ﬁ< 2 ) (5.47)

Igualando los coeficientes de (5.47) con los de (5.41)

%(A1 — B)) = Ase”, (5.48)
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A+ By = —%Age", (5.49)
despejando A; de (5.49) (con el objetivo de hallar a estos coeficientes)

A = ;AgeJ — By, (5.50)
sustituyendo en (5.48)

i

(;Age_J — 231) = 1438‘]7

2
1
—A367J — lBl = AgeJ,
4 . (5.51)
—lBl = A3 (e — ZG_J),
1
B1 = 1A3 (GJ — Z_LB_J)
Y ahora A;
i . iAs _
Al = —§A367J — (l = AgeJ — 736 J) =
. A
L gl —iAget + 36T = (5.52)
2 4
. 1 _
—iA; (eJ + z_le J).

Para deducir la expresién del coeficiente de trasmisién usaremos la de-
finicién del coeficiente de transmision, que a continuacién se definird (para
més detalles consultar [4],]9], [13], [20]). Con este coeficiente describiremos
el paso de la funcion de onda a través de la barrera de potencial. Esta es la
defincion del coeficiente de trasnmision.

. |jt7"ans|

- )
|]mc|

(5.53)

donde Jirans €s el flujo transmitdo y 7. el flujo incidente. Por lo que al
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sustituir los coeficientes en la ecuacion anterior se obtiene:
_ AP
| Ay ]2
3i(A1 — By)e /P
[ Ay T )E

|5(=ie” + fe77) —i(e” — fe™ )]e”?

T

e/ 4 1e=7 2 (5.54)
Bl e i e )
e/ 4 1e=7 ]2
—2i |2
S
e/ + e~/
1
J o ta—dy-2
(e’ + 1° )<
Aproximando mediante el binomio de Newton a (5.54)
VR S N SV ey
(e +-e!)y =" —ze V4 (5.55)

4 2 ’
se advierte que la mayoria de los términos se van reduciendo, por ello sélo
consideremos a e~2/ para el estudio, hallando de estd forma nuestro coefi-
ciente de transmisién:

T e 2, (5.56)

y tomando la defincién de J, concluimos
T = enJ Pl (5.57)

Como colofén de (5.57): La tunelacién no sélo depende de la barrera, sino
también de la masa que lo esta atravesando, como ejemplo: si consideramos
una barrera de potencial y sobre ella inciden electrones, cuya masa es de
9,10938 x 103! kg cada uno, no seré el mismo comportamiento que si fueran
protones de masa igual a 1,67262 x 10727 kg (cada uno); Como es de esperarse
E influye en la transmisién.

Si el pozo de potencial estd rodeado por una barrera (un suceso asi serian
particulas dentro del nicleo atémico) 2 el ancho de la barrera traerd como

30tro caso que serd planteado en la §5.2 es el del capacitor cudntico, que nos conducird a
una ecuacion que ya no es lineal.
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consecuencia que la transmisitividad sea menor, motivando a que el tiempo
de permanencia de la particula sea mucho mayor en el pozo, sin olvidar que
todo esto se ha hecho para onda estacionaria.

5.2. Un caso de Ecuacién de Schrodinger no
lineal

En la §5.1 aplicamos el método WKB al efecto tunel, que se produce
cuando una particula atraviesa una barrera de potencial, lo que nos llevo a
deducir un coeficiente de transmisién (5.57). Invade la curiosidad: ;podria
haber casos en qué una particula(s) atraviesen dos barreras (o incluso mas)?
De ser asi jqué comportamiento adquieren y qué tipo de ecuacion aparece?.

La respuesta parcial seria la muralla almenada, que son una serie de po-
zos dobles, que aparecen en la teoria de Kroning-Penney, entre una de sus
caracteristicas es ser lineal, pero no ahondaremos en el tema para ello con-
sultar [9]. Otro modelo donde se tienen barreras dobles de potencial que
aparecen en la fisica y electrénica son las llamadas hetereoestructuras, estas
son combinaciones de heterouniones. La heterounién es la interfase*, que en
nuestro caso, se forma entre dos materiales de estado sélido, constituidas por
semiconductores cristalinos que no son similares (también lo pueden formar
aislantes o metales); una peculiaridad de la energia del electrén en el esta-
do sdlido son las brechas, es decir bandas de energias prohibidas, donde el
electron no puede estar y bandas donde el electrén tiene una energia cinética
definida.

En un semiconductor los electrones que estan en la banda de valencia
pasan a la banda de conduccién, esto nos permite considerar a una nube de
electrones atravesando una de estas dobles barreras. La interfase se puede
modelar mediante un pozo de potencial, por conducto de un potencial que
genera a las barreras y en medio de estas al pozo, el potencial sera:

Vi(x) = Vo(X[ap + Xied)- (5.58)

donde x[q4 es una funcién caracteristica; hay un intervalo en (5.58) donde
la funcién caracteritica vale cero, ese es el pozo. La grafica (Figura 5.3), la
cual es unidimensional (después se justificard porqué) con a < b < ¢ < d, los
intervalos son asimétricos.

4Una interfase se produce cuando se juntas dos materiales, e.g. gas-metal.
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Figura 5.3: Potencial del capacitor cuantico. Podemos ver que hay una asi-
metria entre los intervalos.

Los estados que forman los electrones dentro del pozo obedecen al prin-
cipio de exclusién de Pauli, que les induce una energia extra. Los estados
de resonancia provocan que la nube electrénica permanezca un tiempo pro-
longado, tal como se menciond al final de la §5.1, debido a esto el pozo se
comporta como un capacitor cudntico’®. El término de interaccién de los elec-
trones dentro del pozo, formado por las interfases, esta dado por el siguiente
potencial. ,

v, = / G W (5.59)
€|7’ -7 }
Escribamos la ecuacién de Schrodinger para éste caso, con ambos potenciales
(5.58) v (5.59):

L OW(rt) =k
ih 5 = [ Sy A+ V(z)+ V,]W. (5.60)

Las condiciones iniciales u(z,0) es un paquete gaussiano, tal que a t = 0y
V, ~ 0 (ecuacion (5.59)) y U se definira:

U(rt) = <\I/(r, t)> ~ u(x,y)qﬁ(y,z)e%iE”t, (5.61)

®(y, z) es solucion de la particula libre en el plano paralelo a las interfaces,
y normalizada a la unidad. <\I/(r, t)> es el valor esperado para un estado de

muchos cuerpos al tiempo t.

5 7 . . .
°No es el inico modo de contruirlos, otro es con un MOS, que consiste en un metal-
oxido-semconductor.
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La integral (5.59) se puede aproximar como sigue

/e—Z\I’*(r’, (', t)dr' ~ aQulxp,q, (5.62)

6|T—7"|

siendo a = ‘3—02 y C' define la capacitancia. El computo de C' proviene de la
integracion sobre el plano zy, promediado sobre el potencial y el ancho del
pozo.

Qlu] :/|u(m,t)‘2dx. (5.63)

Nos describe desde la fisica a la carga atrapada en el pozo al tiempo ¢; Q[u]
es un término adimensional. ;Qué presenciamos? Ya no es lineal Q[u].

Sustituyendo (5.63) en (5.60) (¢(y,2) ya no va a jugar un papel prepon-

1. s , . . =1
derante, en breve se describird porqué), eliminando e# “Ii*

(5.60)°

tenemos reescrita

Ou(x,t)  —h?
ih L = A+ V(x) + aQlulxp.qlu(z, t). 5.64
5 5, (@) + aQlulxp,qlu(z, 1) (5.64)
esta es una ecuacion unidimensional, que no es estacionaria, por lo que explica
la dindmica del capacitor cuantico.

Llego6 el momento de justificar jpor qué se reduce al caso unidimensional?
En el limite semiclasico se separan los grados de libertad, observamos que
en las zonas no lineales, es decir las interfaces, todo estado puede ser supri-
mido, ya que la nube de electrones sélo las atraviesa, por eso ¢(x) ya no es
reelevante. Es dentro del pozo y una vez establecidos los electrones, que al
no estar en reposo (segin nos indica el principio de incertidumbre) induce la
creacién de los estados metaestables. Estos estados metaestables pueden ser
reformulados en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias, describiendo
la evolucién no lineal en las regiones débilmente acopladas a las ecuaciones
de Schrodinger estandar, que describen la propagacion en las regiones linea-
les, pues la parte estacionaria no ejerce mucha influencia sobre la dinamica
del capacitor cudntico; si cancelamos el término no lineal (5.62) entonces la
ecuacion de Schrodinger referida se reduciria a una ecuacion lineal.

6¢f. Sélo con la forma de la ecuacién de Schrodinger del modelo Kroning-Penning.
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5.3. Meétodo WKB para una ecuacion de Schrodin-
ger no lineal

En la §5.2 se describié una ecuacion de Schrodinger no lineal, con un
potencial externo (5.58) y un término no lineal (5.63) y esta ecuacién describe
el proceder dinamico de un capacitor cuantico, otro ejemplo seria la ecuacion
de Pitaevski (1), cuya catalogacién cae en las ecuaciones no lineales, siendo
ulul® el otorgante de tal condicién. Se ha hecho mencién de este par de
ecuaciones a modo de ilustraciéon, motivo por el cual se ha prescindido del
acto de resolverlas.

Ahora lo que se hara es escudrinar la solucién a un tipo de ecuacién de
Schrodinger no lineal por conducto del método WKB, ello obliga a presentar
mas adelante al Teorema 27, que es el que acredita la aplicabilidad de dicho
método.

Partiendo de la Ecuacién Completa de Schrodinger Lineal, con condicio-
nes inciales, el caso no lineal que consideraremos serd el siguiente:

. Ou,

1€

2
o 5 A = Ve, e + 2 f(fu e, (5.65)

e igg(z)
Ueli=o = age” <

(5.66)

donde V(x,t) es el potencial, f el término no lineal que ademés considera-
remos es local, notemos que f no depende de k; ¢ la fase (que en esta tesis
no dependera de ¢, para tal caso consultar a [1], [2].); la amplitud af.

El método de la éptica geométrica, estudiado en el capitulo 4 y §5.1 (méto-
do WKB), serviréan de base para formular la solucién, y una vez hallada, nos
suministrara informacion sobre el comportamiento de u., al tomar el limite
e — 0, siendo éste el llamado limite semiclasico. Como se menciondé en el
capitulo 4 §4.1, la optica geométrica describe el movimiento de la luz como
rayos, en el caso de la Ecuacién de Schrodinger, el limite e — 0 habla de “tra-
yectorias clasicas”, asi se relacionan la fisica cldsica y la mecanica cuantica.
Hay que esclarecer el entre comillado a la palabra trayectoria clasica, ya que
por trayectoria estamos refiriendonos al hecho de que en el espacio fase no se
tiene una curva continua, como seria en el caso cldsico, sino una banda, en la
cual es probable que la particula esté evolucionando, el ancho minimo lo de-
termina e, segin especifica el principio de incertidumbre; Las “trayectorias”
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estan dadas por el flujo del hamiltoniano

0
Ew(t, y) =¢(t,y) ;x(0,y) =y,

5 (5.67)

§5<t7y) = —VQCV(t,ZL‘(t,y)) ;5(07y) = VQSO(y)
Para la no linealidad que es invariante de norma es posible describir la solu-
cién con una fase y un sélo armonico, proporcionado por el dato inicial, de
esta manera se tiene: u, ~ ae@.

Se han mencionado dos parametros: k y ¢, cuando se toma el lim._,, se
obtiene la expansién asintoética y esto nos permitirda describir la relevancia
de los efectos no lineales dados por k, esta es la correlacién entre ambos
parametros. Para conocer la expansién asintética, a diferencia de lo que se
hace en el caso WKB de la ecuacion de Schrodinger lineal, que se expande
la fase, ahora serd expandida la amplitud a(z,t) (¢ en la amplitud no es un
exponente), motivo por el cual nuestro ansatz sera:

uc(z,t) = a°(, t)e@(?t)

(5.68)

que es parecida a (5.1). j Por qué la amplitud? Primero no sustituiremos (5.68)
en la ecuacién estacionaria de Schrodinger, sino en (5.65), con el objetivo de
averiguar la evolucion dinamica del sistema, ya que a distintos instantes de
tiempo tenemos diferentes tamanos en la amplitud de la onda, esta es la
diferencia con lo hecho en la §5.1; Las soluciones u. estan contenidas en
espacios de Sobolev H?. Escribamos (5.68) como series de potencias en torno
la amplitud

i®(z,t)

ug(w,t) ~ (ao(x,t) + eay(w,t) + az(z,t) +---)e” = . (5.69)

Cuando se derivé la ecuacion (3.17) se observé que el potencial no era tnico,
el caso que no es lineal no esta dispensado de ello, por lo que nos obliga a
restringir el tipo de potencial V, la forma que debe tener f(|u.|?), as{ como el
perfil tanto de la fase inicial como de la amplitud. Anunciaremos las primeras
condiciones que debe satisfacer el potencial y la fase inicial ¢y independiente
de V', una relacion valida para el caso lineal y el que no es lineal.
Suposicion 1: geométrica

= VeC®R xRY) y &YX € £52 (Ry; £L2(RY) tan pronto como |a| > 2.
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= ¢y € C(RY) y &2 € £(RY) tan pronto como |a] > 2.

El nexo entre el término no lineal y la amplitud:
Suposicién 2:analitica

» f e C®(R;R).
= 3 gy € H® := N3l (RY), tal que lim.__gai — ag en H® Vs.

Suposicién 3: homogeneidad de la parte no lineal (es un caso particular, el
cual no siempre se exige.)

m flue)ue = A ue 27w AeR o>0.

esto ayuda a describir la influencia de x en la solucién y en el comportamiento
asintético de u,; k es visto como el tamano inicial de la funcién de onda. En
el caso homogeneo 0 € N > 0 corresponde a la no linealidad suave, A = 0 se
reduce al caso lineal.

Considerando la suposicién 1) uno puede construir (en analogia a lo dis-
cutido para el caso lineal (capitulo 3)) un semigrupo fuertemente continuo
us(t,s), tal que ue,, (t,2) = u(t,s)¢°(z), (donde lin significa lineal), es so-
lucién a la ecuacion de Schrodinger

15 auslin (t7 m)

2
£
Y + §Auglm (t,x) = Vu,, (t,). (5.70)

Ue,,, (8,1) = ¢ (2). (5.71)
us(t,t) =Ty uc(t,s) cumple las siguientes propiedades:
= El mapeo (t,s) — uc(t, s) es fuertemente continua
w u(t,8)* =u(t,s)
w u(t, T)uc(7,s) = uc(t, s),
» u.(t,s), es unitario en L2(RY) :|| uc(t, $)¢° || c2@ny=Il ¢° |l 2®ny -
Otra propiedad que posee u.(t, s)

C

=Dt I llc2mny, (5.72)

| ue(t, s)uc(t, s)*@ || goomry <
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la estimacién de dispersién, provee que |t — s| < 4, donde C'y § > 0 son
independientes de ¢, esta es una estimacién de Strichartz, con el par admisible
(p, 20 + 2), donde p = 4‘;;4, o definido como en la suposicion 3. Asi que

C

lim ———— 0. 2.73
o e e lleran— (5.73)

Podemos observar que se parece a la ecuacién (3.65). En el caso semiclasico,
este limite, es llamado “limite dispersivo”.

Hasta ahora no hemos dicho nada sobre la fase, por lo que ahora es el
momento de establecer quien esa fase. Por el ansatz sabemos que la fase
(®(z,t)) es una funcién del tiempo y del espacio, esto obliga a que se le
“restringa”. Para ello se excluira el caso en que la fase y la amplitud son
dependientes. La forma en que se abordara sera haciendo una analogia con
algunos casos lineales de la mecanica cuantica, ya que en ciertas situaciones
Oeir. €8s una fase y determina la manera en que la amplitud inicial ay es
transportada i.e. satisface la siguiente ecuacion de transporte

1
% + V(beik . VCL -+ §QA¢eik = 0, (574)

con esta condicion inicial

a(z,t) |t=o= ao. (5.75)

Por lo que en el caso no lineal que se esta estudiando serd la funcion de la
eikonal la fase de la funciéon de onda que buscamos establecer como solu-
cion. Esta forma de asociarlas quedara confirmada mediante el lema que a
continuacion se enunciard y se demostrara. El lema demuestra que existe la
solucién a la ecuacién de la eikonal (una ecuacién del tipo Hamilton-Jacobi),
donde el potencial es el de la ecuacion de Schrodinger no lineal a resolver y
la fase inicial es precisamente la misma que la de la ecuaciéon de Schrodin-
ger a estudiar, mas aun la relacion se fortalece ya que a través de éste lema
podremos demostrar el Teorema 27.

LEMA 12. Bajo la suposicion 1, existe T > 0 y una unica solucion ¢e; €
C>([0,T] x RN) del problema con valor inicial:

8¢eik
ot

1
+ 5 | Vatei > +V(t,z) =0, (5.76)

eik |t=0= 0. (5.77)
y la solucion es tal que 0%pe, € LZ([0,T] x RY) cuando | a |> 2.
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Antes de iniciar con la demostracién del Lema vamos a necesitar los si-
guientes teoremas, los cuales se anunciaran sin demostracién (consultar [2]).

TEOREMA 25. Supongamos que la suposicion 1 es satisfecha. Sea t € [0,T]
y 0y un conjunto abierto de RY, definamos:

0, :={x(t,y) eRY ychy} v 0:={(tz)e[0,T] xRY zeb}
Supongamos, que para t € [0,T], el mapeo
bo >y — x(t,y) € b,

es biyectiva y la denotaremos por y(t,z) a su inversa. Asumamos también
que
Va.y € Lis.(0),

entonces existe una unica funcion 6 € (t,z) — ¢eir(t,z) € R que es solucion
a y satisface a Vider, € L35, (0), mds ain

loc
Voeir(t,x) = &(t,y(t, v)). (5.78)
TEOREMA 26. Supongamos que la funcion RY >y — x(y) € RY satisface a
|detVyx| > Co >0 y [0z <Cla| =1,2.
por lo tanto x es biyectiva

Demostracién del lema (12)

El resultado de la existencia y unicidad sigue de dos resultados que incluso
son validos para condiciones mas débiles de las que pedimos, que son las
suposicion 1 y la suposicién 2. En dichos resultados podemos observar que
la solucion ¢, es también parte importante del sistema definido como flujo
del Hamiltoniano (5.67).

En lo que sigue daremos con detalle los pasos a aplicar para poder garan-
tizar las hipotesis de los Teoremas 25 y 26 y asi tener nuestro resultado.

Tomando el flujo Hamiltoniano (5.67) y diferenciandolo con respecto a y

{%[%x(t,y} =¢(ty); x(0,y) =v.
lGety) = =VuV(tat,y)); €0,y) = Voo(y).
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ay grty) = 5&ty); 50y =i, (1)
ayatf(t y) = 8V V(L x( Y) =
ssnb(ty) = —V2 V(t,x(t,y)gat,y);  560,9) = Vieo(y), (2)

integrando con respecto al tiempo a (1) y (2) de la ecuacién anterior

/88 s ds—/ s
atoy Y dy y)d
0 0

S slo.ally= [ et = Soat) - a0 = [ 2

z(t,y) 1—/

hagamos a P = |8%$(t,y)| + |8%§(S,y)|, como P > 0, aplicando el lema de
Gronwall, llegamos a que:

(5. 79)

t
PSCT-FCT/ Pds =
0

5.80
o)+ e, < Cr ot Cr [ (et )l + 12 (s, s o
ay Y ay yY)I = Lr T 0 ay Y ay Y .
Como ||P||® < C'||P||, entonces
— — < .
ol [0l sc0. o
de manera similar
10y 2]l cze + 105€(E) |l ez < Clast), Vo€ N [a] > 1. (5.82)
Demostremos por induccién a (5.82). Sea |a| = 1, entonces
18y ()]l 2z + 10,6() | g < C(L,1), (5.83)

validada por (5.81). Propongamos la hipdtesis de induccién |o| = n—1, segiin
ésto obtenemos

1052 (@)]l e + [10y€(0)]] 5o < Clet). (5.84)
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Demostremoslo para |o| =n

10, %" ()]l gz + 110, E ) | e = 10" Oy (t) | e+
10, %" el < 19, 2@l e Oy z (Bl e+ (5.85)
18,27l 2= 10, €l ez < ClIOy ()]l ege + [105€(#) |-

Integrando la primera ecuacion parte de 1
t
detV, x(t,y) = det(J +/ V,&(s,y))ds, (5.86)
0

haciendo t' ~ 0 = f(f V,&(s,y))ds =~ 0, llegamos a:
|detV,z(t,y)| = |[detd| por lo tanto |detV,z(t,y)|=1,  (5.87)
llegando a que:
|detV,z(t,y)| > Co, V(t,y) €[0,T] x RY. (5.88)

Concluimos |detV,z(t,y)| > Cy v |0y (t)| i.e.

1052(8)lep 102Dl < Clant) = 1852(B)lcg < Clas = I95ED 3
(5.89)

por lo tanto 4C' tal que
[0y ()] cee < Clev,). (5.90)

Por lo cual z(t) es biyectiva e invertible. Aplicando el Teorema 26 para verifi-
car que V,y € L2 (6) diferenciando la relacién con respecto a x, x(t, y(t,x)) =
x, se consigue:

V.y(t,x)Vyx(t,y(t,x)) =T por lo tanto

Vaylt.x) =Vt y(t,2) . (5:9)

En particular si son matrices

Vay(t,z) = adj(Vay(t,x) = Vyz(t, y(t, ). (5.92)

detV,x(t, z)

Donde adj(V,x(t,y(t,x)) es el adjunto de V,z(t, y(t, z). De (5.81) y (5.84)
inferimos que V,y(t,x) € L2(RY) Vt € [0, T] Del teorema 25 se deduce que
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beir €s suave, local en el tiempo y global en el espacio; ¢ei € C°°([0, T] x RY)
y que sea subcuadratica se deriva de (5.82), (5.84) y (5.92)
q.e.d.

Regresemos al estudio de (5.65) & clasifica en casos’ la influencia de la no
linealidad, el primer caso es el subcritico si k > 1y si k = 1 se llamara critico,
estos seran los casos a estudiar.

Supongamos valido (5.68) he introduzcamos (5.65):

1.* Parte temporal

. aasew%k B
e — =
i€[<aa )e@%k + (Eagbeik)ew?k] =
ot e ot (5.93)
ig[aas + Ea¢eik]em -
o e 0Ot N
[166@6 _ agaﬁbeik]em
ot ot '
2.* Parte espacial
2 o
%Aaae Pk
2 o
SV (Vae ) =
’ e 1a° idei
%V ((Vas)e " + %V%ke%) =
2 I ‘
%(V - (Va* + %V%k))e% =
S((Aa° + 2Va" - Voo + —A0)e ™ + (Ad” + = V) - (ZVoua)e =) =
2 1 1a® i e o
g_(Aas + 2V Ve + —Adei, + ~VaE - Vi — a_g(V@ik)Q)e% =
2 € e c -
2 : . ' N
(%AGE + %V L4V ety + %CLEA%M + %Vas “Veir — CLE(V@U@)Z)G%.
(5.94)

3.2 Parte del potencial y término no lineal

"El caso 0 < k < 1 no se estudiard en esta tesis, para ello consultar [1], [2].
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‘2)a€)ei¢zik _

ideik

(Vas +ef(| a® [P a®))e .

ibeik ibeik

Vate = +e"f(| a®e =

(5.95)

reuniendo las tltimas partes de 1,2 y 3, de lo anteriormente deducido, llega-
mos a:

a € a el 2 . i iei
(ie 5; —a’ (gt LA %AaE +1ieVa® - Ve + gazAgbeikf—aa(queik)z)e% =
Vas + 5 f(| af 2 af))e <2,
(5.96)

- eik .y . . .
eliminando a e <~ (tenemos a la ecuacién Hamilton-Jacobi que al ser igual
a cero no ejerce influencia) por lo que la ecuacién (5.96) multiplicado por £
nos da:

da* ia®
6at + %Aae +iVa® - Ve, + %Acbez‘k =" f(| o P)at, (5.97)

i

ahora multiplicamos —i

a £ £ 1
aat + %A¢eik + Va“ - v¢eik = %Aae - igﬁ_lfﬂ a® |2)a67 (598)

apliquemos la expansion a la ecuacién (5.98):
a5 ~ ag(z) + eay(x) + 2ag(x) + -+ . (5.99)

Pues recordemos que la expansion sera sobre la amplitud, en lugar de la fase.
Aplicando esté en la ecuacion (5.98)

O(a(x) +2ax(z) + Pas(x) + )
52?15
ao(z) + eay (1‘)2"" elay(z) + - -APeip+

V(ao(x) + car(z) + %asx(z) + ) - Voir =

_|_

(5.100)

%A(ao(:ﬁ) + ean(@) + 2a5(x) + ) — i (| (a0(2)
+eay(z) 4+ e2as(x) + - ) [P)(ao(z) + car () + %az(x) + - - - ).
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veamos el efecto del pardmetro x > 1 en (5.100)

I ap(z) + eay(z) + 2ag(x) + -+ +)

+ V(ao(z) + car(z) + e%as(z) + -+ ) - Vpeir

ot )
(o) +emle) + o) +oo)
= Aag(w) + zor(x) + aale) + ) =
(5.101)

{—if(Hao(x) +eay(z) + 2as(x) + - - [|?)(ap(x) + cas(z) + 2an(z) +--+) k=1,
—ie" 1 f(|[(ap(x) + a1 (z) + %ag(x) + - ) ||*)(ao(z) + car(x) + 2ag(z) + ) w > 1.

tomando el limite € — 0 obtenemos de (5.101) la siguiente ecuacién

0

% + ngeik . VCL() + aoAqbe,-k = (5102)
—f(lao P)ag k=1,
0 rk>1.

Esta es una ecuacion de transporte, podemos ver que aparece la funcién
eikonal ¢.;p.

Si k > 1 (suberitico) los efectos no lineales no ejercen influencia. Si k = 1
(critico) el efecto no lineal tiene influencia. ¢y es solucién de la ecuacién de
la ecuacién Eikonal del Lema (12).

Si u. es solucién de (5.65) y (5.66) requerimos de un teorema o criterio,
andlogo a (5.26), ya que éste nos indica cuando emplear el método WKB
para el caso de la ecuacién de Schrodinger lineal. Por conducto del siguiente
teorema, al que en la introduccion llamamos el centro productor, pues la tesis
a girado en torno a él, avala a u. como la solucién, nos indica su unicidad
y existencia y de éste surgird una funcién G que medira el orden de la no
linealidad.

TEOREMA 27. Supongamos que las suposiciones 1 y 2 (vease la pdgina 94)
son satisfechas. Sea xk > 1, entonces para toda € € (0,1] el problema de
Cauchy: (5.65) y (5.66) tiene una tinica solucién u. € C*([0,T],RY) N
C([0, T]; H*) para toda s > 5 (T definida como en el Lema 12). Mds ain exis-
teuna a y G € C=([0, T)xRY), independientes de e, donde a € C([0,T]; L*N
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L>®) y G es real con G € ([0, T]; L>) tal que

P R— ides
|| ue — ae™ Ce = ||t torpcznoey — 0, (5.103)

e—0

a soluciona el problema de valor inicial

0 1
a—j +Vour - Vat Salder =0, a o= ap, (5.104)

y G depende de la no linealidad a través de f. En particular si k > 1, entonces

, ibeik
sh—H>10 | ue —ae =" || goo(po,1);22n200)— O. (5.105)

y no hay efecto no lineal presente, destacando el orden de comportamiento u..
St k=1, los efectos de los términos no lineales estan presentes, destacando
su orden, medido por G.

Demostracién

Vamos hacer un pequeno bosquejo del proceder en la demostracion del
Teorema 27.

Vamos a definir a:

_Peip(t.z)

a*(t,z) = u(t,zx)e” = | (5.106)

el cual hara que la Ecuacién de Schrodinger no Lineal que estamos estudiando
sea equivalente a (5.107) y u,. soluciona a (5.65) y (5.66) < a°(t, x) soluciona

0 1
E(f + Veir, - Va© + éasAqbeik = i%AaE —ie" 1 f(|a%)?)ac, (5.107)

ali=o = ag. (5.108)

Mostrado que a® es solucion, procederemos a demostrar, mediante la Propo-
sion 8, que a® esta acotada en £ y mas aun a®* € C* NC.

El siguiente paso sera introducir a a® y probaremos el Corolario 5 que
dice: la diferencia en norma entre a® y a® converge a cero en el lim._,q. Este
resultado es clave para demostrar la convergencia de la solucion propuesta
y ademds nos permite tener la expresion para el calculo de la solucion a
la ecuacién de Schrodinger no Lineal, dado que vamos a aproximar a wu.
mediante a°.
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Para el calcular a a vamos a usar el flujo hamiltoniano (5.67), para hallar
a z(t,y) con ello se calcula el determinante J;(y) = detV,z(t,y), con éste
determinante definiremos a:

As(t,y) == a(t,z(t, y)/ I (y), (5.109)

con estd ecuacion, que es diferencible, podremos deducir la expresion de G,
establecer la convegerencia de la solucién y la expresién matematica de a.

Expuesto esto empecemos la demostracion:

Sustituyamos a (5.106) en (5.65). Como hemos procedido en otras oca-
ciones primero haremos la parte temporal, después la espacial y finalmente
la parte de los potenciales.

1.* Parte temporal

ideik . .
dae™ =" . 0 | s ia Oeik | ie O0a 16 Odeir, iveie
e T ElGpue s H (T el ey r T e =
200 DPein) o
ot ot
(5.110)
2.2 Parte espacial

2 2 - e

—Aae ek E—V (Vae ¢§Zk) = %(V ((Va)e ek + Eag;ke@))

2
ieik Peik

Z(V (Va+ ngezk)e : ):—{(Aa—i— 1Va - Vo + - A%k)e cik |

ideik

(VCL + ;v¢ezk) ( v¢ezk)e N } = E{Aa + gva ’ Vd)eik + _A¢eik

¢ezk

+iva : v¢eik (V¢ezk) }e e =

{ Aa +ieVa - Veir + A@m — a(Ver)? e ek
(5.111)
3.* Parte de potenciales
Vae 2 1 e f(Jae” 2 Pae 2 = (Va + " f(|a])a)e <2 (5.112)
reuniendo las tres partes:
da 8¢eik g2 ia iGeik

+EAa+i€Va-V¢eik+;Acbeik—a(vﬁ%ik) = Va+e"f(la]*)a}e .
(5.113)

liegy 2%
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Multiplicando por £ y —i a (5.113) se tiene:

% +Va- Voo + - A%k - EA@ — 5L f(|aP)a. (5.114)

Por construccién a° es solucién a (5.65), lo importante ahora es establecer el
acotamiento de a® en H®, para ello nos serviremos de la siguiente proposicion.

PROPOSICION 8. Supongamos que se cumplen las suposiciones 1 y 2. Sea
k > 1. Para toda € € (0,1], la ecuacion (5.107) tiene una solucion unica a®
pertence al espacio C*([0,T] x RN)NC([0,T}; H*) para toda s > 5. Mds
atn, af estd acotada en L>®([0,T]; H®*) uniformemente en e € (0, 1] para toda
5>0

Demostracién de la proposicién (8)
Vs > 0. Sean: s > ¥, o € NV y s = |a|. Aplicando 9 a (5.107) tenemos:

o)

ot

&Cfaata + 0y Veir - Va© + 8?@EA¢ezk £ 8aAa 190 £l Pac
(5.115)

80‘( a® + Ve - Va© + aAgbelk ;Aag—is”_lf(\aE\Q)aE),

desarrollando a (5.115)

0,0%a° + (0°V deir) - V& + Ve, - VOaF + aa a Ay, + afaamm -

—BO‘Aa "0 (f(|a*)a%).
(5.116)

Si definimos a R
1
Ro = [Véeir -V, 071 — 505 (a" Adeir)- (5.117)
entonces (5.116) queda como:

90 + Vo - VOa® = | 8O‘Aa 190 (f(jafP)af) + R (5.118)
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Tomando el producto interno con d%a® llegamos a:

(00207, 07a°) + (Veiwd - VOLa7, 05a) = = (Ada, D)
—ie" A f(|a®|?a®), 0%a%) + (RS, 0%a%), =

) x

0i(0%af, 0%a®) + / D2aEV oy, - VO aE = %(A@g‘fﬁ?ﬁ) — 102" (f(|af2af, o))+
RN
(Rg, 07 a%).

(5.119)

Tomando la parte real de esta ultima igualdad tenemos que el término
ie L E L E 3 1 3 1 3
5(A0ga®,07a%) es cero por ser imaginario, ya que el Laplaciano siempre
es real y entonces se tiene que es un imaginario puro el término.

Por otro lado notemos que:

‘Re / DGV S, - VOO

_ %) /RN 10%a° 2 Adbeir|. (5.120)
pues:
0247V Geir, - VO a© = Veir, - VO 0020 = Ve, - V|03 a®|* =
Voo - Vo 007 =
(Ve - VOra®) 030 + 02a° (Ve - VOZaZ) = (5.121)
(Veir - VOTa®)03a° + g7 (Vs - VIgas) =
2Re(02a% (Vi - VOLa®),

por lo tanto

1 -

§V¢eik - V]0%af|* = Re(0%af (V gt - VO2aF).
retomando (5.121)

1 1
—]/wak-wagaﬂ?‘ :—‘/ ¢eikV|6§aE|2+/ 16205 2A b
2 2 8RN RN

1
3| [ 100
2 RN

(5.122)

consecuencia de aplicar una de las identidades de Green.
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Por otro lado la parte temporal:

9 (orat, 000ty = 2 (00af - 0207) = 2 (020%)0%a° + B0 2000t =

ot ot ot ot
2gaaaeaa(f (5.123)
Entonces 1 9 9

por lo tanto
10 a e||2 d O EQqq e
S erlloacls = / o oga TR
y para la parte de los potenciales
—ie" 05 a" f(|a%]*)a%, 07 %) + (R, 9% a).

utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz

e 0t (o), 950°) + (RS, 05a) <

eI f(a%)a ez ]| — ie" (07 f (Ja®[*)a”, O a)+ (5.125)
(R, 07 a%) |2 + | B [l 2|97 0" || 2,

utilizando: [|ullws = 37, <, [|07ulc2 nos conduce a:

" I f(a%)af|| ezl — ie" 07 " f(|a"[*)a%, O a®) + (R, O5a) || 2+

o)

! o (5.126)
IR c2 (1050 [l c2 < €M [ f (1) a®[fexe @™ [l + BN 2l 1

obtenemos la siguiente desigualdad:

1 a (62N 2 3 K— 15 &€ 13 I3 &€
501900 [ z2 < Clla g + &1 (la”)a e lla® e + IR 2l 0"
(5.127)
Nota: Se ha hecho uso de:
Re [ 0245V ey - VO%a® < Clla®||%.
RN
Aplicando la desigualdad de Moser, concluimos
1/ (la*]*)a || < Clla™ 2 )lla® e
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Vamos a demostrar que ||RE |2 < C||a®||gs. Cémo las derivadas (hasta de
orden dos) de ¢, son acotadas en £? tenemos que:

1
B2l = (Vs - V)00 = 508 (0" Adiae) o= <
. (5.128)
V6 V070l 2 + 51020° Al < Cla

HS.

Estamos a punto de llegar al punto que queremos: la aplicacién del lema de
Gronwall y demostrar que ||a®||z~ < C(s, ||aS||ms). Retomemos

L e = 2 =
——|la s ——la 2
oqe!” =g g 17 e
1 d IS) IS K— £ IS £ £
el < Clla e + O o e 0 + CURS s o s
L d (5.129)

50 e < Clla’|la + Ce*[lallz + Cla”]

C Cer=1
< ( +
| a® || s

Hs

lalle~ MMl les o e + llac s

c

lla®[l zoo

. . . rk—1 .
haciendo un cambio de variable C' = ( + HCC"iHH9> concluimos:

e < Clla®]| g o

Hs + O||6L6|

9
dt

Hs -

Si k > 1 esto implica que C' serd independiente de ¢, y a la inversa, si es
independiente de e, implica que x > 1.
Ahora si aplicamos el lema de Gronwall concluimos que

@]z < C(s, [lag|

Hs) VS E [07 CZ—':I7

por lo tanto:
a® € L([0,T],H?).

Con esto demostramos la proposicion.
Demostraremos el siguiente corolario, que establecera el resultado del Teo-
rema 27

COROLARIO 5. Sean wvdlidas las suposiciones 1 y 2, sea k > 1, entonces

h'n% |a® — @] zoo (jo,77,m5) — 0, Vs >0, (5.130)
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donde a® es solucion a:
0 . .1 . o2\~ -
Eae + Voeir - Va© + §a€A¢eik = —ie" 1 f(|a%)?)ac, a|i=o = ap. (5.131)
Demostracién
Como a° es solucién a la ecuacién (5.131), entonces a® € C°°([0, 7] x RY)
por la proposicion recientemente demostrada, asi también a° esta uniformente
acotada en £>([0,T];H®) con € € (0,1], Vs> 0.
Usemos el siguiente ansatz w® = a® — a°, demostraremos que satisface a
la ecuacién: (si a® es solucién se tiene)

0 1
ads + Veir, - Va© + §d€A¢eik = —ie" 1 f(|a"])ac, (5.132)

como a lo es, se tiene

1
Qas + Veir, - Va© + éa‘EAqﬁeik LN ie" 1 f(|a%|?)ac. (5.133)

ot 2
Tomando la diferencia de (5.107) y (5.131)
) 1 o 1
aag + Voei - Va© + §GEA¢eik T Voeir - Va© — 5 Ageir, =
.€ e+ k- € € ~c|2\~¢€
12 Aa” i () — (i),
(5.134)
agrupando

%) 1

E(aa —a%) + Ve, - V(a© —a°) + é(af — %) Aeir =
- (5.135)
isAa” — ie"1(F(a®) — F(a)),

donde se hizo el cambio de variable F'(a) = f(]a®|?)a®, haremos una més
w® = a® — a°, asi se tiene que la ecuacién (5.135), junto con las condiciones
iniciales.

1
%wa + Veir, VW& + iwaAgbeik = i%AaE —ie" Y (F(a®) — F(a%)). (5.136)

Tomando el producto punto con w® para buscar la estimaciéon de energia.

0 1
(—w®, W) + (Ve - VW, w®) + = (W Adeig, ) =
ot . 2 (5.137)
2

5 (Aat,wt) —ie"{(F(a%) = F(a)), wf),
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1 1
e & 1L o € € - . cwt) <
(w®, W) + 2V¢ezk V{w®, w) + 2A¢62k<w Jw') < (5.138)

Nl Aae | ol g2 + e F(a2) — F(@) ol o

La parte derecha de (5.138) es consecuencia de la desigualdad Cauchy-Schwartz.
Por las propiedades del espacio de Hilbert se escribe (5.138) igual a:

N | —
¥l

il e tellws(zaterllwlze < el Aal ezl 24" I F (a%) = F (@) ] 2| 2,
(5.139)
y por las propiedades de las normas en los espacios de Sobolev.

Eﬂuﬂ ms +c||w®||gs + e [Jw||lms < g]|Aa W ||gs + | F(a®) — F (@) ||
(5.140)
Por lo tanto
Sl llme < ellwlme + ellwflas + e[| F(a%) — F(@) me- (5.141)
Usando el hecho de que F' € C! se tiene:
|F(a®) — F(a)||ms < c(||a®||ms, ||a°||ms)||w® ||ms- (5.142)
i.e. porque F'(£) = || F4=2 | = c([lall, [[b])-
Resta demostrar que
Sl < efs) o e + ()
tomemos que
() Jo t
W] | < ¥ o + c(s)edw
o e < | et —_—
< |t | + (s)et,
tomando la derivada
d d d
— € Hs S aec(s)tuwﬂ Hs &C( )8'[; (5144)

y por lo tanto

d & £
gl Nl < els)llwlle: + cls)e.
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aplicando el lema de Gronwall obtenemos

THs _— O

lag — aol

Con esto demostramos el corolario.
Regresando a la demostracién del Teorema.
Introduzcamos el determinante de Jacobi

Ji(y) = detV,x(t, y), (5.145)
y definamos
A%(t,y) == a(t,z(t,y))/ Je(y). (5.146)
Como a° es diferenciable, entonces podemos construir la siguiente ecuacion:
a € e~ 1 €
AT = i (U () A7) A (5147)

Siendo esta una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, su solucion
es:
A (t,y) = ao(y)e—ia“*lfot FIT Wlao()?)ds (5.148)

De aqui inferimos que la expresiéon de G(t,x) estd dada por:

/ FI7 () ao(y)[F)ds, (5.149)

Donde podemos notar que (5.149) depende de f (la no linealidad) y esta a
su vez dependiente de J,(y) = detV,z(¢,y) (el determinante de Jacobi).

Ya estamos en condiciones de establecer el acotamiento de ..

Ahora como:

(t,2)\/ T (y) = A%(t,y) = ag(y)e=™ CE2). (5.150)
Sustituyendo a ag(x) = a(t, z)+/Ji(y) en (5.150), se obtiene:
(t,2)\/ T (y) = A%(t,y) = alt,z)\/Ji(y)e GE), (5.151)

por lo tanto:
@ (t,x) = a(t, z)e Gt (5.152)
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_ideip(tx) . . ~
Recordando que: a° := u.e”~ ¢ ; tomando la diferencia entre a° y a° y

i

como e~ < es isométrica, tenemos:

alii»no I a® =@ lle=oryezne=)= aH—H>10 I'(a® = aeien_IG)ew%k e (o.11:02022) =
i ae ™ — ad” O | o=

Jim | ue — ae™ O || e o 222y — .

(5.153)

gq.e.d.

COMENTARIO 7. Eztendiendo un poco mds la interpretacion de G(t,x). Si
k =1 entonces el orden del efecto lineal estd descrito por G, ahora dado que

G aparece en
el Gl (5.154)

Se infiere que G es una fase de cambio, generada por la no linealidad.
A la ecuacion (5.154) la definiremos como:

j — eis"_lG(t,z).

Y éste es un operador unitario; A manera de ejemplo: Si fuera un ldser lo

analizado, G nos daria la fase de auto modulacion.
G destaca el orden de los efectos no lineales, dado que

a(t,z) —a(t,z) = O(e* ). (5.155)

Si los tiempos en los que nos interesa estudiar la evolucion son muy pe-
queilos, esto nos constrifie a introducir unos coeficientes a’ con i = 0, 1,2, ...
para que describan el comportamiento asintético de la solucion a®(t, x).

Asi cuando t &~ 0 a a° se le fijara el tiempo igual a cero (i.e t = 0)
y siempre lo escribiremos como a®(0,z) = ag(z), también se puede expandir
como a®(0, z) ~ ag(x)+eai(z)+-- -8, por lo que los coeficientes de la amplitud
para tiempos pequenios seran siempre escritos como a;(z) =1,2,....

Estos coeficientes a’ estdn acotados por los términos de la expansién de
ap(x).

8No hay que confundir est expansién con la expansién (5.99.), ya que estd es cuando
el lim, — 0.
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El primer coeficiente (a”) se define como:

0 B a(t,z) : st k>2,
a(tx) = { a(t, r)el¢e) cosio k=1,

y debe cumplir con:

N
a® e HY(RY) si s> 5

Se justifica esta definicion del primer coeficiente por el hecho de que al
ser el tiempo muy cercano a cero y dado que s juega un papel decisivo en
la solucién a® = af(t, x)eisﬁ_lG(t””), entonces decimos que para el primer caso
(k > 2) la contribucién del término G se vuelve despreciable. Si k = 1
entonces el término G no es tan despreciable y por eso tiene un rol en la
definicién de a°.

Para el segundo término a' deberd cumplir con:
a' € H'~*(RY)
y ser solucién a:

) 1 i
220+ Vo - Va' + Za' A = %Aao 48, (5.156)

siendo S igual a:

0 : si k>3
Sy = —if(|a®)?)a® ©osi k=2
—if(la’[*)a' — 2if'(|a°]*)a"Re(a’a’) st k=1

Hagamos el cdlculo de que a' soluciona a (5.156), para ello primero hare-
mos la expansiéon en serie de taylor de f, pues por la suposicion 2 es valido y
vamos a usar la suma de los dos primeros términos propuestos, i.e. a’ + ca’,
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entonces:

H2(q0 + ea

ie" f(|a®?)(a® + eat) + f/(]a°)?)|a® + eat|?(
(a +ea
(a

) | )] =

ie" £ (|a’|*)a’® + f(la’*)ea" + f'(|a°[*)|a® + ea'[? )] =

ie" [ f(|a’*)a’ +f(|a0|2)€a + f'(1a°[*)(|a°]? + 2eRe(@’a’) + £2]a’ *)(a” + ea')] =

f(ja®Pea + f'(|a®*)|a® + cat|*(a® + at)

ie" [ f(la’*)a’ + f(la’[)

+(f'(|a°1*)]a’|? + 2eRe(@al) f'(|a"[*) + £ f(|a°[*)|a']?)(a® + ea')

ie" 7 f(la°]?)a® +ie" 7 £(|a°[?)

(1" f(|a°)]a®)? + 2ie TeRe(@’al) f/(a°)?) + 1" e f(|a” )]0 [*) (0 + cat) =

ie" 7 f(|a°?)a® +ie" f(|a"[*)a’

(1" f(|a°)|a®? + 2ie"Re(@’a’) f/(a°|?) +ie" T f(|a"?) a'[*) (a® + a).
(5.157)

Una vez hecha la expansion en serie de Taylor, procederemos a sustituir a
a® +¢ea' en (5.107)

1
a@t(a +eat) + Vi - V(a® +ea') + §(a0 + ") Ao =
i%A(ao +ea') —ie" f(|a + ea'|?) (a® + ea') =
5 9 . (5.158)
ga + eata + Vi, Va® + eV Va' + iaOAcﬁeik +ea' Ao, =

igAa0+12Aa " f(la + ea'|?)(a® + eat).

En esta ecuacién nuevamente aparece la ecuacién Hamilton-Jacobi y eso hace
que desaparescan esos términos que la definen. Ahora sustituiremos (5.157)
con lo que esta ecuacion (5.158) queda como:

E%CL + eV Val +ca' Ny, = i= Aa +

2

iEAal —ie" 1 ie* L f(]a°?)a’ +ie” f(|a’[?)at

+H(ie" " f (o )|a” | + 2ie"Re(@’a’) f(|a°[*) + i f/([a”*)]a[*)(a” + ea')],
(5.159)



Método WKB para una ecuacién de Schrédinger no lineal 115

multiplicando a ésta por £7! se llega a:

0

5[ 8ta + eV Val + ca Adeir —1 ° Ad” +
2

€

i;Aal — 1" ig" 1 f(|a®P)a® + ie" f(|a°|*)a’
+(ie" 1 f (Ja”])]a’)* + 2ie"Re(@'a’) /(|a"[?) + i€””f’(!a0|2)\a1|2)(ao +eal)] =

0 i
VeV 'Adeir =

6ta+ Deik a—|—2a it = 5
igAal — e 2f(|a®P)al — "L f(|a%])al —

ie" f'(|a°[*)]a’Pa’ — 2ie" ' Re(@’a") f'(|a”|*)a"~

ie" ' (|a®?)|atPa® — 2ie"Re(@at) f'(|a®[*)at —

i f(Ja” )" Pat — i (o) o

—Aa’+

(5.160)
Ahora tomando el lim._,y a la anterior ecuacion, se llega:
0
ata + Ve, Va' + a "Aeir, = Aao + S, (5.161)
0 : st k>3
S, = —if(|a®?)a® st k=2
—if(|a’*)a' — 2if'(Ja’|*)a’Re(a’a’) cosio k=1,
q.e.d.

El teorema que a continuacién se enuncia muestra que los términos a’+ca’
estan acotados por ag(x) + €aq ().

TEOREMA 28. Supongamos validas las suposiciones 1 y 2, y también que se
cumple (5.156). Entonces 3C > 0 tal que

||(1,€ — CLO — 8(11||£oo([,T7T];Hs—4) < 0(5 + HCLS — ag — €a1HHs—4). (5162)

Resumen para el calculo de la solucion WKB no lineal:
Se coloca en forma de lista, estamos suponiendo que la ecuaciéon cumple
con las suposiciones 1 y 2

= Si Kk > 1 se aplica éste método.

= Con las ecuaciones de flujo (5.67) se calcula z(t,y).
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» Aplicando el determinante de Jacobi se conoce a a(t, ) = mag(y(t, x)),

donde y(t, z) es una inversién de z(t, ), que ademads es un difeomorfis-
mo.

» Calculamos G(t, x) mediante la ecuacién (5.149).
» Una vez que tenemos estos calculos se sustituyen en la ecuacién de a.

Si el tiempo es muy pequeno, entonces estos son los pasos a seguir:
» a° = a(t,z), si kK > 2; En el caso de que x = 1 se necesitardn tanto a
a(t,z) como a G.

= a'(t,z) serd hallada al solucionar la ecuacién (5.156).

Si se desean hacer célculos de términos mayores, basta repetir los pasos para
el célculo de a'.

COMENTARIO 8. La densidad de probabilidad queda escrita por p° = |u.|* =
|a¥|?. De aqui se desprende como se puede normalizar la funcién de onda.

COMENTARIO 9. La densidad de corriente tiene la siguiente forma®

J® = elm(u.Vu,) = |a°|*V¢ + elm(a*Va®).

5.4. Conclusiones

El Teorema 27 erigié al método WKB como un suministrador de la so-
lucién a una ecuacién de Schrédinger no lineal con potencial externo V', que
éste cumple con la suposicién (1) llamada geométrica y un término no lineal
e f(|ul*)u. que satisface la suposicién (2) llamada analitica, algunas veces la
suposicion (3), llamada homogenea.

Tal como se dijo en la introduccién tuvimos la necesidad de aprender nue-
vos temas de matemadticas, como serian algunos temas de andlisis funcional,
ecuaciones diferenciales parciales, etc., para poder hacer la demostracion del
Teorema 27.

Para la aplicacién del método WKB tanto en el caso lineal como el que
no es lineal: ambos emplean el ansatz u(z,t) = Ae'?; el potencial es suave, es

9¢f. la férmula dada con la cualquier libro de mecénica cudntica.
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decir que es de clase C'*°; otra coincidencia radica: la aparicién de la ecuacion
Hamilton-Jacobi y una ecuacién de transporte. Entre ambos la disimilitud
estriba: En el caso lineal la amplitud se mantiene constante y la expansion se
hace sobre la fase, comunicandonos acerca del estado estacionario del sistema;
en el caso no lineal la fase no es una constante, lo cual nos lleva a restringirla
a través de pedirle que sea solucién a la ecuacién de la eikonal (5.76); la
interpretacion: la funcién de la eikonal sirve de “guia” a la funciéon de onda.
En cuanto a la expansion esta se hace sobre la amplitud, porque la funcién
de onda no es estacionaria y con ello indagamos en la dindmica del caso
estudiado. Tanto en el método WKB para el caso lineal, como en el caso
no lineal, las soluciones son aproximaciones. En el caso que no es lineal la
solucién u, se aproxima mediante la ecuacion a®.

El pardmetro x > 0 clasifica el tipo de no linealidad que se tiene y vemos
sus efectos en el lim._; el orden de los efectos no lineales esta dado por
medio de la funciéon G, que a su vez es una fase.

Para cuando el tiempo es muy pequeno, se proponen dos términos (pueden
ser mas) que serfan el de grado cero (a°) y el grado uno (a'). El cdlculo de a®
requiere conocer a a(t,z), si kK > 2, en el caso en que k = 1, para el mismo
término, se necesitaran tanto a a(t,z) como a G. Para a'(t,z) serd hallada
al solucionar la ecuacién (5.156). El computo para términos de grado mayor
es mutatis mutandis de lo realizado para a'(t, ).

Destaquemos que no hay forma de reducir la solucién dada por el método
WKB no lineal a la solucion WKB del caso lineal.

El que la solucién pertenezca al espacio de Sobolev permite garantizar que
las derivadas cumplan con los axiomas de probabilidad, hecho indispensable
para la mecdnica cudntica.
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