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Resumen

El problema de distribucién de planta consiste en determinar una disposicién de las instala-
ciones de trabajo de forma tal que éstas no se superpongan, considerando ciertas restricciones de
espacio para cada departamento, al mismo tiempo que se minimiza el costo del flujo de materiales
entre instalaciones.

Este problema es del tipo combinatorio, por lo que el niimero de restricciones crece exponen-
cialmente conforme aumenta el nimero de instalaciones involucradas y ademads pertenece a la
clase NP-completo.

En el trabajo de investigacion se propone el disenio de un algoritmo Branch and Cut (B & C)
para resolver el problema de distribucién de planta bidimensional con dreas desiguales, ya que
en general el algoritmo permite manejar grandes cantidades de variables y restricciones; ademas
el algoritmo B & C ha sido adaptado a bastantes y diversas aplicaciones, las cuales reportan
buenos resultados.

El algoritmo B & C' combina dos métodos exactos, Branch & Bound y Planos de Corte,
ambos para solucionar problemas de optimizacién y combinatoria. El esquema general de solucién
es generar cortes globalmente validos, tanto para los nodos del arbol de busqueda, como para
el problema original, y asi obtener una secuencia de aproximaciones a la cubierta convexa del
programa entero, esto es, ajustarse cada vez mejor al conjunto de soluciones factibles.

Se parte de una formulacién matematica manejable para el problema, se considera el modelo
propuesto por [Heragu (2006), el cual es una linealizaciéon del ABSMODEL 3 de Kusiak y S.S!
(1987).

El conjunto de restricciones que dificultan el problema son las que impiden el empalme de in-
stalaciones. Se generan cortes validos para el problema con el algoritmo entero-mixto de Gomory.
Cuando dichos cortes no mejoran significativamente, el valor de la funcién objetivo entonces, se
procede a ramificar sobre las variables binarias que involucra el modelo.

Hacer funcionar eficientemente todo el mecanismo no es sencillo, dado que constantemente se
anaden restricciones, de tal forma conviene eliminar periédicamente aquellas que han dejado de
ser utiles en las ultimas iteraciones.

Se propone utilizar el algoritmo completo en ejemplos que involucran 2, 3 y 5 instalaciones
para mostrar su funcionamiento.



Abstract

In the Facility Layout Problem (FLP) we determine the work stations placement in order to
avoid overlapping, considering space restrictions for each department, and also minimizing the
handling material cost between facilities. This is a combinatorial problem, where the number of
restrictions grows exponentially as the number of departments involved, besides it belongs to the
NP-complete class.

This research proposes a Branch & Cut algorithm design in order to solve the bi-dimensional
Facility Layout Problem with unequal areas, since the algorithm allows manage several variables
and restrictions; also, the Branch & Cut has been adapted for several and different applications,
which have been reported good results.

The algorithm combines two exact methods, B & B and Cutting Planes, both are used
for solve optimization and combinatorial problems. The general solution scheme is to generate
globally valid cutting planes for the search tree nodes and for the original problem, such that we
can obtain a sequence of approaches to the convex hull of the integer problem that is, tightening
better the feasible solution set.

We start with a mathematical formulation easy to use, we consider the model proposed by
Heragu (2006), which it’s a linearization of the ABSMODEL 3 of Kusiak y S.S. (1987).

The restrictions set that makes difficult the problem, is the one that avoids overlapping among
facilities. We generate valid inequalities with the Gomory’s integer-mixed algorithm. When the
cutting planes does not improve the objective function value significantly, we branch over the
binary variables that the model has.

Making work this procedure efficiently is not simple, because we add more restrictions each
time, so it is convenient to eliminate periodically those restrictions which have left to be useful
in the last iterations.

We propose the use of the complete algorithm in examples with 2, 3 and 5 facilities.
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Introduccion

1. Planteamiento del problema

Las empresas manufactureras y de servicios invierten una gran cantidad de tiempo y
dinero en disenar o bien, redisenar sus instalaciones. Esta es una problematica muy impor-
tante que debe ser tratada antes de que los productos sean elaborados o bien, los servicios
sean prestados. Un diseno de instalaciones pobre puede traer resultados costosos y pro-
ductos de baja calidad, bajo estado de animo por parte de los trabajadores e insatisfaccion
por parte del cliente. (Heragu, 2006)

El problema de distribucion de planta consiste en determinar una disposicion de las
instalaciones de trabajo de forma tal que éstas no se superpongan, considerando ciertas
restricciones de espacio para cada departamento, al mismo tiempo que se minimiza el
costo del flujo de materiales entre instalaciones.

Los costos de flujo de materiales entre instalaciones van del 30 % al 75 % de los costos
totales de manufactura. Con base en las caracteristicas y demanda del producto se puede
definir el grado de flexibilidad y ritmo de produccién de la planta. (Dorfy Al [1994)
Actualmente el ritmo de produccion de las empresas requiere de Sistemas de Manufactura
Flexible (FMS), en donde es necesario decidir sobre la distribucién de planta, porque las
especificaciones del diseno y las necesidades cambian continuamente, lo cual ocasiona que
los disenos iniciales de un FMS varien.

Por lo tanto, existen fuertes razones que hacen necesaria una solucién correcta del
problema de distribuciéon de planta, ya que una solucién 6ptima permitira el incremento
de la productividad y la eficiencia de una empresa, al igual que una disminuciéon de los
movimientos de material, pérdidas econémicas y riesgos de trabajo.

Asi pues, el problema descrito puede plantearse como un problema de optimizacién, ya
que se desea elegir el mejor acomodo de instalaciones dentro de un conjunto de posibles
arreglos, es decir, tenemos un problema de optimizacion del tipo combinatorio.
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Para encontrar la solucién éptima se recurre a los algotimos exactos, ya que éstos
aseguran obtener el mejor valor de la funcién objetivo.

Se realiza una aportacion de caracter tedrico, que implica el diseno de un algoritmo de
tipo exacto para resolver el problema de distribucién de planta, lo que a su vez podria
llevar a un incremento en el nimero de instalaciones involucradas con una solucién factible.

Para algunos problemas de Optimizacion Matematica existen algoritmos exactos
mejores v mas rapidos que algunas técnicas heturisticas y metaheuristicas, respecto a
la bisqueda del 6ptimo, la implementacién del algoritmo Branch and Cut (B & C) ha
resultado eficiente en problemas de programacion entera mixta tales como: Planeacién de
tareas (scheduling), (Stecco et al), 2008) y (Bixby y Led, 1998); Cadena de Suministro
(supply chain), (Perron et al),2010); Localizacién de Servicios (facility location problem),
(Caprara y J.J, [1996) y el Agente Viajero (traveling salesman problem), (Padberg y G.,
1991)).

1. Objetivos

General:

» Diseniar un algoritmo Branch & Cut (B & (') para resolver el problema de distribu-
cién de planta bidimensional con areas desiguales

Particulares:

Contar con una formulacién matematica manejable para el problema.

Identificar el conjunto de restricciones que dificultan el problema.

Generar cortes vélidos para el problema a lo largo de todo el arbol de busqueda.

Desarrollar el algoritmo B & C' propuesto en un ejemplo de tamano pequeno que
involucre hasta 5 instalaciones.

Mostrar que se reduce el numero de iteraciones que se obtienen con el algoritmo
Branch & Bound (B & B) , para los ejemplos aqui desarrollados.



Introduccién

1. Estructura de la Tesis

El presente trabajo esta organizado en cuatro capitulos. En el Capitulo 1, se da una
introduccion al problema de Distribucion de Planta asi como su clasificacion y las diversas
formulaciones matematicas.

En el Capitulo 2, se introduce a cada uno de los métodos exactos de solucién de los
que se vale el algoritmo B & C. Se presenta el estado del arte de los métodos de solu-
cién al problema de Distribucion de Planta y finalmente se explica de forma general el
funcionamiento del algoritmo B & C.

El Capitulo 3 trata de la defincién del modelo matematico del problema y el andlisis
de su estructura para la aplicacion del algoritmo propuesto.

En el Capitulo 4 se desarrollan los ejemplos de aplicacién del algoritmo, se muestra
detalladamente el funcionamiento de éste para un ejemplo con dos instalaciones a ubicar;
para el caso de los ejemplos que involucran tres y cinco departamentos se presentan los
resultados obtenidos con algunos comentarios.

Finalmente se presenta un apartado de las conclusiones y extensiones del trabajo de
investigacion.



Capitulo 1

El problema de Distribucién de
Planta

1.1. Definicion del problema de Distribucién de Planta (FLP)

La distribucion de planta es un concepto relacionado con la disposicion de las
maquinas, departamentos, estaciones de trabajo, areas de almacenamiento, pasillos, y
espacios comunes dentro de una instalacion productiva propuesta o ya existente.

Dicho problema (Facility Layout Problem, y por sus siglas en inglés FLP), afecta de
forma directa a la productividad de los sistemas de manufactura, por lo que se busca la
ordenacion éptima de los elementos de un sistema de produccién.

El arreglo 6ptimo contempla aspectos geométricos y econdmicos. El punto de vista
econdémico tiene que ver con el proceso productivo de la planta, se considera una medida
de interaccion entre instalaciones, de movimiento de material, capacidades de produccion,
etc.; por lo tanto, instalaciones con mayor interaccion, o bien flujo, entre ellas deberan
estar mas cercanas. El aspecto geométrico se relaciona con la arquitectura del sistema, las
dimensiones de una maquina o departamento asi como su localizacién respecto a los demaés.

Cada par de instalaciones tendra asociada una distancia y un flujo entre ellas; durante
la distribucién de la planta, la cantidad de configuraciones que pueden asumir los
departamentos es exponencial y la interaccion entre ellos cambia, por lo que se busca
arreglar los departamentos de forma tal, que se reduzca la circulacién de informacién y/o
material.



Capitulo 1

De la consideracion de los aspectos anteriores se derivan diferentes formulaciones del
problema, segiin el modelo geométrico adoptado para representar la solucion y de acuerdo
a la funcion objetivo a optimizar, que puede incluir términos cuantitativos como costos
de instalacién y de operacién, ademds de términos cualitativos, como la preferencia de
produccion de ciertos articulos y aspectos arquitecténicos.

Se utilizaran de forma indistinta los términos planta, departamento o bien instalacién,
éstos se referirdan a la unidad de trabajo a localizar, de igual forma ubicacién, localidad y
localizacién.

1.2. Clasificacion de los problemas de Distribucién de Planta.

En la literatura, [Heragu (2006) y [Solimanpur y Jafari (2008) han clasificado estos pro-
blemas como:

= Unidimensional: se refiere al arreglo de instalaciones a lo largo de una linea, es
decir, distribuir departamentos a lo largo de un corredor, lo cual se puede reconocer
en supermercados, hospitales, edificios de oficinas, libros en un estante, etc.

» Bidimensional : cuando la disposicién de instalaciones puede variar en las direccio-
nes horizontal y vertical.

= Areas iguales: Cada instalacién es de igual forma rectangular.

= Area desiguales: Cada instalacion tiene una forma rectangular diferente y por
consiguiente diferente area. Se tiene una mayor aplicacién practica en estos casos.
Generalmente se aplica a los casos de manufactura celular, en donde se pretende una
gran flexibilidad para producir diversos productos de demanda baja y continuar con
la alta produccién a gran escala.

1.3. Formulaciones Matematicas

Considerando la clasificacién anterior, se han realizado diferentes formulaciones
matemadticas para el problema de Distribucién de Planta (Kusiak y S.S., [1987), a acontin-
uacién se presentan algunas de éstas.

1.3.1. Problema de Asignacién Cuadratica (QAP)

Koopmans y Beckmann (1957) fueron pioneros en modelar el problema de localizar n
departamentos/plantas con flujo de materiales entre ellos en n localizaciones, aunque en

6



El problema de Distribucion de Planta

esta formulacion, no se considera la dimensién y forma de las instalaciones. Trabaja bajo
el supuesto de que los departamentos tienen areas iguales.

El nombre de Quadratic Assignment Problem (QQAP) se debe a que se tiene una funcién
objetivo de segundo orden, es decir, un producto entre dos variables. Se consideran las
siguientes variables y parametros:

n: numero total de instalaciones y ubicaciones;
a;;: ingreso neto de operar la instalaciéon ¢ en la localizacién j;
fir: flujo de materiales entre el departamento 7 y el departamento k;
c;i: costo de transportar una unidad de material de la ubicacién j a la ubicacién [;

S 1 si el departamento i es asignado al departamento j
Y 1 0 cualquier otro caso

Se asume que,

a;j: es el ingreso bruto menos el costo de la inversion;
fir es independiente de la localizacién de las instalaciones;

c;i es independiente de las instalaciones, ademds de que serd mas barato transportar el
material directamente de la instalacion ¢ a la instalacion k, que realizar una escala
en una tercera instalacién. El modelo queda de la siguiente forma,

Maximizar ZZ(LU:CU — Zzzzfikcﬂxijxkl (11)

=1 j=1 =1 j=1k=11i=1
i#k j#£1
sujeto a:
» m=1 i=1,2,3,...n (1.2)
j=1
> w =1 ji=1,2,3,..,n (1.3)
j=1

i3,k 1=1,23 ..n
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La restricciéon asegura la asignacion de un solo departamento a una localidad, junto
con la restriccion [IL4 que certifica que no se asignen partes de departamentos a varias
localidades. La restriccion [1.3] garantiza que cada ubicacién tenga asignado exactamente
un solo departamento. Finalmente [[.4] define el intervalo de valores para las variables de
decision.

De dicha formulacién se desprenden dos variantes del problema:

- Problema de Asignacién Lineal (Linear assignment problem - LAP): no se
consideran flujos entre plantas, por lo que el problema se reduce a minimizar el costo de
localizacién de instalaciones, las restricciones quedan de la misma forma.

- Problema del Agente Viajero (Traveling salesman problem - TSP): a partir de
las consideraciones del LAP, se observa que las restricciones - [L4l implican una repre-
sentacion matricial en la cual cada columna y cada fila tienen entradas 0, 1, es decir, se
tiene la matriz unimodular, caracteristica del problema del agente viajero.

Sin embargo, si a;; fuera el costo de localizar y operar la planta ¢ en la localidad j en
lugar del ingreso neto, el modelo se puede reescribir como se muestra a continuacion,

n n n n n n
Minimizar > Y agzi;+ > > Y Y fuciiwiT

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 i=1

Tomando en cuenta las restricciones anteriores -4

Si se considera el problema de distribuir maquinas no se puede utilizar el modelo an-
terior, ya que no todas las méquinas tendran las mismas dimensiones (érea), entonces la
distancia entre dos ubicaciones no puede ser determinada a priori. Las localizaciones no
se conocen debido a que no se sabe cémo sera el arreglo de las maquinas. La distancia d;;
entre la localizacion ¢ y j depende de cada arreglo que se vaya realizando. Esto no sucede
en problemas donde se tienen instalaciones de igual tamano porque las localizaciones seran
todas de las mismas dimensiones y la distancia no cambiara en cada arreglo.

Es posible modelar areas desiguales de departamentos con la formulacion ()AP rompien-
do los departamentos en pequenas cuadriculas con iguales areas y no permitir la separaciéon
de la cuadricula que pertenece al mismo departamento asignando flujos artificiales entre
las cuadriculas.
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1.3.2. Problema de Cobertura Cuadratica
(Quadratic Set Covering Problem - QSP)

Formulacién que considera a d;; variable en cada arreglo de instalaciones. Aqui, el

total del area ocupada por las instalaciones se divide en un nimero de bloques; ademas,
se considera al problema como bidimensional y de dreas desiguales (Bazaraa, 1975). Se

utiliza la siguiente notacion:

q: nimero de bloques en los que se divide el total del area ocupada por todas las

instalaciones;

I(i): nidmero de localizaciones potenciales para la instalacion i;

d(j;, lx): distancia entre los centroides de las localizaciones j y [ si la instalacion i es asignada

a la localidad j y la instalacion k es asignada a la localidad [;

{ 1 sila instalacion ¢ es asignada a la localizacion j

i = 0 cualquier otro caso
~_ J 1 sielbloquet e J;(j)
Pt =0 cualquier otro caso

El modelo se muestra a continuacion:

%

n 1(2) n 1) n I(k)
Minimizar ZZaijxij + ZZZZﬁkd (Jir ) i

=1 j=1 i=1 j=1k=11i=1
sujeto a:
1(7)
ZE'Z]:L z':1,2,3,...,n

j=1
n 1(i)
i=1 j=1

Zlﬁ'ij, T € [O, 1]

ik = 1,2,3,..n
glo= 1,2,3...,1(i)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

En donde asegura que cada instalacion sea asignada a exactamente una localizacion,
[L7 indica que cada bloque es ocupado por al menos una instalacién y [L8 es la restriccién

de las variables de decision.
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1.3.3. Programacién Lineal Entera
(Linear Integer Programming - LIP)

En [Love y Wong (1976), se propone formular el problema de FLP mediante un progra-
ma entero mixto (Mized Integer Programming por sus siglas en inglés MIP) del QAP.

Se hacen las siguientes consideraciones:

= Las localizaciones estdn dadas como puntos de dos dimensiones en el plano.

= Los costos de transporte son proporcionales a las longitudes.

Definicién de variables:

—_

si existe una distancia horizontal entre las instalaciones i y k& cuando
e = la instalacion 7 esta a la derecha de la instalacién k
0  cualquier otro caso

1 si existe una distancia horizontal entre las instalaciones i y k£ cuando
hl, = la instalacion i estd a la izquierda de la instalacién k
0  cualquier otro caso

1 si existe una distancia vertical entre las instalaciones ¢ y k£ cuando
v = la instalacion 7 esta por encima de la instalacién k
0  cualquier otro caso

1 si existe una distancia vertical entre las instalaciones ¢ y k cuando
v = la instalacion ¢ esta por debajo de la instalacion k
0  cualquier otro caso

1 i la instalacién ¢ es asignada a la localidad j
PLii = .
" 0 cualquier otro caso

(77,7;) : localizacién de la instalacién 1.

En la Figura [ se observa que hl, = 0, ya que el departamento i no se encuentra a
la izquierda de la instalaciéon k, por lo que no existe tal distancia, de igual forma para
la distancia vertical v}, ésta tampoco existe porque el departamento i estd ubicado por
encima de la instalacion k. Lo anterior se ve reflejado en la formulacion, puesto que sélo
puede existir una séla distancia horizontal h;, y una vertical v;;, . En la Figura[L.Il también
se observa que hl, = &; — T} y v, = Ui — Uk, lo cual también considerado en la formulacion.

10



El problema de Distribucion de Planta

T; — Tk
(0 i !
L
T
______________________________ Instalacion| o
i
Uik - 272 - y_k
Instalacion | _
----------- Yi
T
hz‘k

T
Figura 1.1: Formulacién de (ILm&ngmé, M)

Fuente: Elaboracién propia

Formulacién:

n o n n—1 n
Minimizar ZZaijxij — Z Z ik (h:k + hly + v + Ufk)

i=1 j=1 i=1 k=i+1

sujeto a:
L=k =T -1 i=1,2,3,...n; k=i+1

U?k—vszﬂ—%; 1=1,2,3,...,n; k=1+1

T AT = Z(x—ﬁy—j)x,.j; i=1,2,3....n
j=1
E_E:Z(x_j_y_ﬂxij; i1=1,2,3,..,n
j=1
wy=1  i=123,..n
j=1
S wy=1  j=123,.n
i=1

11



Capitulo 1

Ti; € [O, 1], z':1,2,3,...,n

PRl s 4l >0 i=1,23,..n k=i+1

T,y > 0; 1=1,2,3,...,n

La formulacién anterior tiene n? variables enteras y n? + 3n restricciones, se hace com-
plicado modelar problemas con nueve o mas instalaciones.

En general, entre 1960 - 1980 la atencién fue dirigida a la formulacién, mediante diversas
representaciones y aproximaciones tedricas. A partir de la década de los 90’s se puso
més atencién a la solucién del problema de optimizacién (Sherali et al), 2003); muchos
investigadores han desarrollado técnicas heuristicas para dar solucion al problema.

1.3.4. FLP es NP-completo

Como se vié anteriormente el FLP puede formularse como un QAP, el cual se ha
demostrado pertenece a la clase NP-completo (Sahni y Gonzélez, [1976) y es del tipo com-
binatorio, lo cual implica que, para instancias grandes, no puede ser resuelto por algin
algoritmo en tiempo polinomial.

Naturaleza Combinatoria del problema (FLP)

» Se da un conjunto finito de objetos (instalaciones)
» Cada objeto puede tomar un rango de atributos (diferentes localizaciones)

= Se desarrolla una solucién al problema fijando los valores de atributos para todos los
objetos

= SoOlo se permiten ciertas combinaciones de los valores de atributos, es decir, aunque
existen diferentes conjuntos de localizaciones que seran solucion, algunos de ellos
no estan permitidos dadas las restricciones de espacio, intercambio de materiales y
traslape.

Tanto el problema de tipo unidimensional y bidimensional son dificiles de resolver de
forma éptima. Se sabe que el modelo para ambos pertenecen a la clase NP-completo
(Heragu, 2006).

Ademaés el FLP puede transformarse polinomialmente al problema del agente viajero
(Kusiak y S.S), 11987), por lo tanto el FLP es al menos tan dificil como el TSP, el cual es
bien sabido que es NP-completo.

12



El problema de Distribucion de Planta

Todo problema NP-completo puede ser resuelto mediante una busqueda exhaustiva.
Desafortunadamente cuando el tamanio de la entrada crece (nimero de departamentos a
instalar) el tiempo para realizar dicha busqueda se vuelve rédpidamente exponencial, incluso
para instancias de tamano relativamente pequeno.

Para varios problemas es posible disenar algorimos exactos que son significativamente
mas rapidos que una busqueda exhaustiva, aunque siguen siendo de tiempo no polinomial,
como es el caso del algoritmo aqui propuesto.

La siguiente Figura muestra las posibles combinaciones para una distribucion de
dos departamentos. Se tienen 16 posibilidades diferentes. La distancia entre los centros de
cada instalacién es la variable mas importante, ya que de ésto dependerd la minimizaciéon
de los costos. Las lineas marcadas con rojo, son distancias no optimas, mientras que las
lineas negras muestran una distribucién en donde la distancia es la menor.

Y Y Y Y

T T T z
Y Y Y Y

T T T z
Y Y Y Y

T Y T x
Y Y Y Y

T Y T x

Figura 1.2: Arreglos posibles para una distribuciéon que involucra dos instalaciones
Fuente: Elaboracién propia
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Ya que se ha definido el problema de Distribuciéon de Planta a partir del enfoque de
la programacién matematica, a continuacién se presentan los métodos de solucién exactos
para dicho problema, asi como una introduccion al algoritmo que se propone en este trabajo

de investigacion.
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Métodos de Solucion para el FLP

El problema de Distribucién de Planta ha sido formalmente estudiado desde finales
de 1940. Los primeros esfuerzos para resolverlo involucraron el uso de diagramas de flu-
jo, esquemas de procesos y la experiencia y conocimiento de los analistas de la distribucion.

Actualmente existen en el mercado paquetes para modelar, disenar y analizar los prob-
lemas de distribucién. Cada software tiene sus propias ventajas y desventajas, muchos
de éstos paquetes recurren a las herramientas de simulacién o no usan técnicas de solu-
cion sofisticadas como lo son los algoritmos exactos de optimizacién. Los programas mas
populares son de plataforma CAD (computer-aided design), por mencionar algunos: Fac-
toryCAD, FactoryPLAN y FactoryFLOW.

Desde el punto de vista de la Investigacién de Operaciones y la Optimizacion Matemati-
ca, se ha usado un algoritmo exacto para resolver las formulaciones matematicas del proble-
ma de distribucién presentadas anteriormente, éste es Ramificacion y Acotamiento (Branch
and Bound - B & B). Aunque las aportaciones més significativas se han hecho utilizando
algoritmos heuristicos y metaheuristicos [Scholz et al! (2009) y Mir y H. (2001).

2.1. Relajacién Lineal (RL)

Se llama asi al problema lineal(Linear Program- LP) obtenido a partir del problema
entero (Integer Program - IP), el cual se pretende resolver, mediante la omisién de la
restriccion de integralidad de las variables. El valor éptimo encontrado en la relajacién
lineal 27 p , en el caso de minimizacion, serd una cota inferior del valor 6ptimo del problema
entero z;p , es decir, zrp < z7p. Si el nimero de restricciones del problema entero lineal
es suficientemente pequeno, es posible utilizar un método clasico de solucién, como lo es
el algoritmo B & B.
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2.2. Branch and Bound (B & B)

Existen muchos problemas de optimizacién para los cuales no se conocen métodos de
solucion directos, o bien, son ineficientes. Los problemas pueden ser dificiles porque su
funcién objetivo o las restricciones son no convexas, como lo es el caso del FILP, o porque
algunas de las variables estan restringidas a valores discretos (Lawler y D/, [1966).

El algoritmo permite resolver problemas dificiles mediante la aplicaciéon de métodos de
solucion para problemas faciles, ademas ha esultado ser una de las mejores herramientas
para la solucion de problemas de optimizacion.

La idea general es dividir el problema en partes manejables. Si las soluciones de los casos
mas pequenos se obtienen de forma sencilla, entonces la solucién del problema original
puede ser obtenida por medio de una combinacion de dichas soluciones. Si los casos mas
pequenos continuan siendo muy dificiles de resolver, entonces pueden ser divididos en
instancias aun mas pequenas. Este proceso recursivo continua hasta que los problemas
derivados son tan pequenos que facilmente se puede obtener una solucion.

Una forma tipica de representar esta técnica es por medio de un arbol de enumeracion.
Un ejemplo de éste se muestra en la Figura 2.2

La solucion de un problema se obtiene yendo hacia abajo en el arbol y con las soluciones
de los casos mas pequenos.

Se debe disenar una estrategia para cada problema a tratar, la cual debe de estar
constituida de las siguientes partes:

» Dividir/Ramificar un problema en uno o més casos pequenos. Construir un conjunto
finito y contable que contenga todas las soluciones del problema. Particionar recur-
sivamente un conjunto no vacio de soluciones, en subconjuntos disjuntos.

» Conquistar/Resolver cada uno de los casos mas pequenos. A menos que uno de los
casos no sea lo suficientemente pequeno usar la recursion para realizar esto.

= Acotar. Si es necesario, combinar las soluciones de los casos m&s pequenos para
obtener la solucion del problema original. De lo contrario, eliminar las que no cumplen
con los objetivos propuestos.

Para escoger la variable sobre la que se ramificara se tienen tres posibilidades "Regla
de Ramificacién”(Mord, 2009).

= La primera variable no entera encontrada, es decir, la variable no entera de subindice
menor.

= La variable no entera de mayor parte fraccionaria.
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= La variable no entera “menos entera”, es decir la variable mas alejada de los dos
enteros que la rodean, o lo que es lo mismo, la variable cuya parte fraccionaria esta
mas cerca de 0.5.

Escoger el nodo sobre el que se realizara la busqueda, escoger la rama del arbol.

» Busqueda en Profundidad (Depth-first search). Se selecciona un hijo del nodo prece-
dente después de ramificar y retrocede (moverse hacia atras en el arbol de busqueda
para seleccionar el siguiente nodo) algunos nodos como sea posible después de podar
el nodo.

» Busqueda a lo Ancho ( Breadth-first search). Se selecciona el nodo que estd més cerca
de la parte superior del arbol.

» Mejor Cota (Best Bound search). Se selecciona el nodo con la mejor cota inferior.

Combinaciones de las anteriores:

e Bisqueda a lo ancho para cierto nimero de nodos seguido de bisqueda en pro-
fundidad.

e Busqueda en profundidad mientras que se realice la ramificacion y entonces
utilizar la Mejor Cota después de podar el nodo.

Con frecuencia la eleccion de la regla se realiza de forma heuristica. La Busqueda en
Profundidad permite obtener soluciones réapidas (existen més restricciones de las ramas en
el drbol, y dichos limites ayudar a obtener las soluciones enteras), pero con el riesgo de
que la calidad de la solucién se vea afectada si se realizan malas ramificaciones. Por otro
lado, la Busqueda a lo Ancho rechaza el riesgo de trabajar en paralelo, por lo que en este
trabajo se utiliza este tipo de busqueda.

Después de estudiar un nodo, se pueden presentar tres casos:
= La solucién no es entera, se escoge una variable para bifurcar y se crean dos nodos
hijos.

= La solucion es entera, se actualiza el valor de la funciéon objetivo y se descarta el
nodo.

= No hay solucién y se sondea el nodo.

En 1960 Land y Doing desarrollaron un mejor enfoque de este algoritmo para los
problemas MIP, posteriormente Gilmore (1962) y Lawler (1963) independientemente
resolvieron el QAP (problema base para el FLP). El algoritmo inicia con la solucién de
la relajacion lineal, si la solucién encontrada es entera el algoritmo termina. En otro caso
se escoge una variable x; con valor fraccional x} y se resuelven dos sub-problemas, uno en
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donde al problema original se le afiade la restriccién z; > |x7| (donde |z}]| es el menor
entero mayor que z}) y al segundo problema se le anade la restriccién x; > [z7] (donde
[xf] es el entero méas grande menor que x; ).

El algoritmo contintda construyendo nuevos problemas lineales siguiendo una estructura
de drbol en donde cada nodo representa los subproblemas a resolver (branching). Una
ramificacion puede ser acotada (bounding) si es una solucién 6ptima entera o si el valor de
la solucion éptima es mayor que la actual cota, esto es, mejora la solucion actual entera.

Su principal ventaja es que elimina selectivamente la gran mayoria de soluciones
incluso antes de buscarlas. La desventaja de esta técnica se da en los problemas en los
que la relajacion lineal no se aproxima al conjunto convexo mas pequeno que contiene
todos los puntos factibles enteros, por lo que se generan una gran cantidad de subproble-
mas y se tiene que explorar todos los posibles disenos hasta concluir que no existe solucion.

Cuando el ntimero de restricciones lineales es grande o cuando la relajacion lineal es
reforzada mediante la adicién de desigualdades vélidas, generalmente se tiene un proble-
ma de tamano exponencial, por lo tanto el sistema de restricciones no puede abordarse
facilmente; se recurre entonces a la técnica de planos de corte para resolver el IP.

Algunas razones importantes para aceptar ampliamente el algoritmo (B & B) son las
siguientes:

1. El método es conceptualmente simple y facil de entender
2. Es facilmente adaptable a un amplio rango de situaciones problematicas

3. Es facilmente adaptable para su implantacion computacional

A continuacién se muestra un ejemplo del funcionamiento del algoritmo.

Mazximizar z = 5x1+ X9
sujeto a
-1 + 229 < 4 (2.1)
T — 29 <1
41 4+ 29 <12

1, T2 > 0y entero

En un problema de maximizacién, se inicia con un valor de la funciéon objetivo igual
a —o0, porque cualquier solucion de la RL cumplira con el objetivo de maximizar.
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Se resuelve la relajacion lineal, la cual corresponde la nodo 0 del arbol de busqueda
y cuya solucion es z = 14.6 y 1 = 2.6 , x5 = 1.6. Para este ejemplo, arbitrariamente se
escoje la variable de decisién para ramificar, en este caso se eligié x, ver Figura 2.1

o
2

z=146
1= 2_6, = 16

=23

©,

Figura 2.1: Arbol de Busqueda del algorimo B & B

0=

La solucién para estos nuevos subproblemas se muestra a continuacion,

Figura 2.2: Arbol de Busqueda del algorimo B & B

Dado que el nuevo valor de la funcion objetivo es 13 y 13 > —oo, entonces la solucién
al problemaes z =13y xy =2, 19 = 3

Figura 2.3: Gréfica del problema. Representacién de las restricciones agregadas al problema
original
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2.3. Planos de Corte

Varios problemas de optimizaciéon combinatoria tienen formulaciones naturales como
problemas lineales. La region factible de tales formulaciones puede tener puntos extremos
con componentes fraccionales, en tal caso, la soluciéon optima no podra ser obtenida por
medio de la soluciéon de la Relajacién Lineal. Sin embargo, si tenemos una descripcién
concisa de la cubierta convexa de los puntos factibles, por medio de desigualdades lineales,
podemos resolver tal problema lineal entero utilizando un problema lineal. Encontrar dicha
descripcién, es lo que ahora nos interesa.

Un plano de corte, es una desigualdad lineal que es generada como se vaya necesitando
en el curso de ir resolviendo un problema lineal entero como una secuancia de problemas
lineales.

Conforme vayamos agregando desigualdades a nuestra Relajacién Lineal, la secuencia
de los valores optimos de los problemas lineales, es una secuencia no creciente de limites
superiores del valor 6ptimo para el problema entero. La dificultad de aplicar el método de
planos de corte reside en la problematica de encontrar las desigualdades.

Método General de Planos de Corte.

Paso 0. Iniciar, permitir RL ser la relajacion lineal del problema entero IP
Paso 1. Hacer que x* sea el punto extremo soluciéon de RL
Paso 2. Si z* es entero, entonces terminar, porque x* es el 6ptimo de IP.

Paso 3. Si z* no es entero, entonces encontrar una desigualdad que cumpla con todas las
soluciones factibles posibles del IP, pero que sea violada por z*, agregar la desigualdad
ala RL y regresar al Paso 1.

A finales de la década de los 50’s Gomory desarrollé el método de planos de corte
(Graves y Wolfe, [1953), proponiendo una forma sencilla de derivar cortes de un problema
de programacién entra mediante la utilizacién de informacion asociada con sus restricciones
lineales. Experiencia préactica con el algoritmo de Gomory muestra que la calidad de los
cortes generados es pobre conforme avanza. En una larga secuencia de iteraciones no se
obtiene una mejoria significativa.

La idea de este enfoque consiste en ir resolviendo una sucesiéon LP relajados con una
region factible cada vez mas restringida, hasta alcanzar una soluciéon éptima con valores
enteros, entonces, si la solucion 6ptima del LP relajado no tiene todas sus componentes
enteras, es posible obtener una desigualdad (corte o restriccién) véalida para la region
factible del IP. Esta se genera partiendo del principio de que todo nimero real k£ puede
expresarse como la suma de su parte entera |k| y su parte fraccional f; , k = |k| + fi ,
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entonces de la tabla 6ptima del Método Simplex, se elige una restriccién del problema y
se expresa como la suma de variables de sus partes enteras y sus partes decimales:

i+ fi=mi+ Y (lagl+ fi) =2+ D laglay+ Y fy

j=m+1 j=m+1 j=m+1

donde, a;;: es el coeficiente asociado con la variable de decision z; y a;; = |aai; + fis]-
x;: componentes de la matriz z* de las variables de decision, =} = |zf| + f;.

Se agrupan las partes enteras y las partes fraccionales y dado que f; , fi; € (0,1) y

n
>~ fijz; > 0 son las partes fraccionales de las variables se forma la nueva restriccién:
j=m+1

- Z fijz < —fi

Jj=m+1

Entonces, se anade ésta restriccion a la tabla del problema, con su respectiva variable de
holgura, y se resuelve mediante la utilizacion del método dual simplex, al procedimiento
anterior se le conoce como “algoritmo de separacion”. Planos de corte presenta algunas
desventajas como: convergencia lenta a la solucién debido al incremento de variables,
ademas de que supone cierta dificultad en escoger qué restriccion separar; el método dual
no genera soluciones factibles al problema, sino hasta que llega a la solucién.
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x Ejemplo 1 Utilizando el algoritmo fraccional de Gomory para resolver el siguiente prob-
lema entero se tiene que,
Maximizar Tz + 629

sugjeto a:
2:151 + 31’2 S 12
61’1 + 5!13'2 S 30
X1,X2 Z 0
X1,X2 c Z

Paso 1. Resolviendo la relajacion lineal del problema, se obtiene que 1 = 3.75y x5 = 1.5
que no son enteros, por lo que se continta con el Paso 3. Se muestra la tabla 6ptima de la
relajacion lineal.

‘ Base ‘ T ‘ T9 ‘ s1 ‘ S9 ‘ RHS ‘
z 0 0 | 0.125 | 1.125 | 32.25
o 0|1 0.75 | -0.25 | 1.5
T 110 |-0.625 | 0.375 | 3.75

Tabla 2.1: Tabla éptima 1 del ejemplo [II

Generamos el corte con el renglén de la variable x4, la que tiene mayor (zp, — |zp,]),
esto es,

—0.625s1 + 0.375s9 > 3.75 = (—1 4 0.375)s; + 0.375s9 > 3.75 — 3
= 0.375s; + 0.375s2 > 0.75

y en términos de las variables de decisién tenemos,

31’1 + 31’2 S 15

restriccion que se agrega al problema lineal del ejemplo [Il Resolviendo nuevamente, se
tiene que 1 = 5 y 29 = 0, lo cual satisface la restriccion de integralidad del problema
entero del ejemplo.

En este caso fue suficiente con generar un corte para llegar a la solucion 6ptima, mientras
que utilizando B & B se realizan 7 iteraciones.
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2.4. Estado del Arte

Varios autores han realizado diversas formulaciones matematicas del problema de dis-
tribucién de planta, o bien, variaciones de las antes vistas, que obedecen a caracteristicas
especificas del problema a resolver, asi como diversas técnicas de solucion.

EnHeragu y A. (1992) se utiliz6 el algoritmo de Recocido Simulado (RS) y un algoritmo
hibrido en problemas unidimensionales con areas desiguales y bidimensionales con areas
iguales. Para el primer caso, el algoritmo reporté mejores soluciones que las encontradas
anteriormente, para todos los ejemplos utilizados. En el caso bidimensional con &areas
iguales, el 80 % de los ejemplos mejoré la solucién antes reportada en la literatura.

En Meller et all (1998) se reformulé el modelo de Montreuil mediante una redefinicién
de las variables binarias y ajustando el area de los departamentos mediante la insercion de
restricciones validas. Utilizan el algoritmo B & B y son capaces de incrementar el niimero
de problemas solucionables, pero ain insuficiente para que sea de interés practico.

Mir y H. (2001) trabajaron con el problema de dreas desiguales bidimensional involu-
crando 50-100 departamentos, aunque el costo computacional es alto, es el primer trabajo
que puede modelar dicho niimero de instancias ademés de obtener soluciones de calidad.
Implementaron el algoritmo de recocido simulado (RS) y algoritmos genéticos; una carac-
teristica especial de dicho trabajo es la divisién que se hace de cada instalacién en células
unitarias con el fin de situar instalaciones de igual tamano.

Se desarrollé un algoritmo genético para areas desiguales en [Honiden (2004). A modo
de prueba utilizaron dos diferentes tamanos, 10 y 20 instalaciones, el algoritmo se corrié
5 veces y cada corrida tomé un tiempo de 3.5 minutos con 500 generaciones; consideraron
que las soluciones obtenidas eran buenas, ya que la mayoria cayd dentro de cierto espacio
de solucién.

Amaral (2008) consideré el arreglo en linea (unidimensional), propuso una formulacién
MIP y present6 un algoritmo exacto B & B para su solucién. Obtuvo una solucién para 15
instancias en un tiempo de 39 minutos aproximadamente, comparo6 sus resultados con los
obtenidos con la formulacién de Love vy Wong (1976) en la cual se invirtieron 382 minutos
para encontrar una solucion.

En [Tavakkoli-Moghaddam et al! (2007), se considera la demanda estocastica entre de-
partamentos. Se utilizé el paquete Lingo con el algoritmo B & B para verificar la validez
del modelo.

En [Solimanpur y Jafari (2008) desarrollaron el algoritmo B & B para resolver el proble-
ma bidimensional de distribucion de planta. Modelaron un problema pequeno, 4 instancias;
un problema mediano, 15 instancias y un problema grande, 30 instancias; el algoritmo re-
sulto eficiente para el problema pequeno y mediano, pero pobre para el tipo grande.
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La utilizacién de un algoritmo de Biusqueda Tabu y Slicing Tree (cada nodo del &r-
bol representa una instalacién) se muestra en [Scholz et all (2009). Se pudo modelar un
problema de 62 instancias bidimensional con areas diferentes; se realizaron 10 corridas del
algoritmo y se obtuvo una mejoria del 1.72 % comparando con otras formulaciones.

La técnica metaheuristica mas reciente para resolver el FILP es el algoritmo de colonia
de hormigas (Wong, 2010). El autor afirma que dicho algoritmo es mas robusto y tiene un
mejor desempeno queScholz et all (2009). Se consideran departamentos de dreas desiguales
y se logra utilizar hasta 62 instalaciones.

AUTOR ARREGLO EN | AREAS ALGORITMO INSTA-
R R? = # LACIONES

Mir v H. (2001) v v | RSy A. Genético | 50y 100

Honiden (2004) v v A. Genético 10y 20
Amaral (2008) v v B&B 15

Solimanpur y Jafari (2008) v v B&B 4y 15
Scholz et al. (2009) v v | B. Tabtu y S. Tree 62
Wong (2010) v v" | Colonia Hormigas 62

Tabla 2.2: Resumen del Estado del Arte para el FLP.

Como se mencioné anteriormente, desde su aparicién, el algoritmo B & C' se volvié rapi-
damente una de las técnicas més populares para la soluciéon de problemas de Programacién
Entera Mixta.

El algoritmo B & C ha sido el responsable de resolver problemas de optimizacién
combinatoria muy importantes y en particular los que se mencionan a continuacion.

En [Padberg y G. (1991) se prueba que el algoritmo puede ser utilizado para resolver
problemas de gran tamano de forma 6ptima. Los autores aseguran que conforme los pa-
quetes para resolver la relajacion lineal vayan mejorando, ya que la mayoria del tiempo es
invertido en esta parte, se tendran avances en la generacién de restricciones y se mejorara
el tiempo total de corrida del algoritmo. La siguiente tabla muestra algunos resultados
importantes obtenidos para el problema del agente viajero para diferentes instancias. La
primera columna indica el nimero de ciudades involucradas en el problema, la segunda
columna muestra la cantidad de cortes necesarios en todo el drbol de busqueda B & B y
finalmente, la tdltima columna presenta el niimero de nodos explorados por el algoritmo
B & C para encontrar la solucién 6ptima.

El problema de Programacién de Camiones Despachadores, en inglés Truck Dispatching
Scheduling problem - TDS, es un problema de ruteo y programacién de tareas que fue
resuelto mediante el algoritmo B & C' de forma eficiente (Bixby y Led, [1998), ya que otras
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CIUDADES CORTES | B& C NODOS
932 4887 45
1002 4988 20
2392 6963 93

Tabla 2.3: Resultados del TSP con B & C
Fuente:Padberg y G/ (1991).

técnicas solo podian encontrar buenas soluciones factibles. Los autores decidieron utilizar
B & C a diferencia de B & B, el cual también proporciona el 6ptimo, debido a que la
experiencia senala que el desempeno del B & C' es mejor para instancias grandes de los
problemas.

En Bixby y Lee (1998) se muestra como B & C resuelve el problema de forma 6ptima
en una cantidad de tiempo razonable. Se prueban varios tipos de problemas en donde
algunos de los resultados fueron:

| PROBLEMA | B & Bnodos | B& C nodos | B& B CPU time | B& C CPU time |

TIPO 1 62,644 1 340,690.0 3,702. 5
TIPO 2 95,460 1 333,047.0 1,190.4
TIPO 3 43,990 198 156,158.0 5,624.3

Tabla 2.4: Comparacién entre B& By B & C para el TDS
Fuente:Bixby y Led (1998).

Durante los ultimos 50 anos el problema de Programaciéon de la Tripulacién, en in-
glés Crew Scheduling Problem, en donde una serie de viajes se asigna a algunos equipos
mecanicos disponibles, el objetivo es minimizar los costos de asignar un subconjunto de
los viajes a cada equipo, de tal manera que ningin viaje quede sin asignar, mientras se
satisfacen varias restricciones impuestas por el gobierno y leyes de trabajo. El problema
ha sido continuamente estudiado, pero siempre se han dado soluciones aproximadas, in-
cluso para flotillas de aviones pequenas. De los 52 tipos diferentes de problemas probados,
el més largo (85,552 variables) fue resuelto en 1.5 horas, tiempo que incluye la lectura
del problema y la eliminaciéon de columnas duplicadas, ademés sélo tres de los problemas
requirieron ramificar y el arbol de buisqueda mas largo fue de 4 nodos.

2.5. Introduccién al algoritmo Branch and Cut (B & C).

Si con los métodos exactos anteriores no se logra obtener una solucién 6ptima, se puede
descomponer el IP en dos sub-problemas, por ejemplo, anadiendo cotas superiores e infe-
riores de las variables que actualmente tienen valores fraccionales (branching), entonces,
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podemos resolver cada nodo de forma recursiva con el algoritmo de planos de corte, donde
la enumeracién del arbol es controlada por el algoritmo B & B. El método que combi-
na éstas dos técnicas es llamado Branch and Cut algorithm, algoritmo de Ramificacién y

Corte (B& C).

Dicho método fue introducido a finales de los afios 80 “s por [Padberg y G/ (1991), donde
se abordé el TSP considerando 532 ciudades. Ademas, demostraron que este método es el
mas prometedor para obtener soluciones exactas.

El esquema general de solucién es generar cortes globalmente vélidos (tanto para los
nodos en donde se introduce, como para el problema original) en cada nodo del &rbol
de ramificacién para obtener una secuencia de aproximaciones a la cubierta convexa del
programa entero, esto es, ajustarse cada vez mejor al conjunto de soluciones factibles.

Ambas técnicas se benefician una de la otra, por un lado la cota producida en ca-
da nodo del arbol es mejor que en B & B debido a las nuevas desigualdades que son
anadidas a la formulacion del correspondiente sub-problema; aunque la solucién de cada
nodo requiere mas esfuerzo, en diversas aplicaciones practicas se ha constatado que tal
esfuerzo deriva en un menor nimero de nodos que necesitan ser explorados permitiendo,
la resolucién de problemas dificiles que las técnicas anteriores aisladamente no resuelven
(Dell"Amico et all, [1997). Con respecto a planos de corte, se recurre a una nueva rami-
ficacién tan pronto como se detecte una convergencia lenta, cuando no se obtenga un
incremento significativo (por ejemplo de 0.01 %) en el valor 6ptimo del LP; entonces, se
genera un nuevo subproblema en lugar de generar mas cortes, este fenémeno es llamado
“tailing-off”. Por lo tanto, la convergencia total se asegura ramificando, pero la efectividad
de esta técnica depende fuertemente de la calidad de los cortes generados.

Una de las claves principales para el buen disenio de un algoritmo B & C consiste en
saber como ir incorporando las distintas desigualdades lineales en la relajacion de cada
subproblema, sin que exista la necesidad de incorporar cada una de las restricciones. Asi
que, hacer funcionar eficientemente todo el mecanismo no es sencillo, dado que constante-
mente se anaden mas y mas restricciones. Conviene eliminar periédicamente aquellas que
han dejado de ser ttiles en las ultimas iteraciones, aunque no siempre conviene olvidar
totalmente dichas restricciones porque pueden volver a ser tutiles. Las desigualdades que
no mejoran la aproximacion de la cubierta convexa del problema pueden ser removidas.
Para evitar remover buenas desigualdades se almacenan temporalmente en una estructura
llamada pool. Luego, cada vez que se pretenda fortalecer la relajacién lineal de un nodo,
antes de llamar al algoritmo de separacion, conviene examinar la estructura pool para ver
si hay en ella algin corte, razén por la cual las restricciones deben ser globalmente validas.

Las variables pueden ser controladas dindmicamente. Con frecuencia la optimizacion de
problemas incluye un gran nimero de variables, entonces el nimero de variables iguales a
cero en la solucién factible es escaso. Por ejemplo, en el TSP con n ciudades, una solucién
factible tiene variables diferentes de cero y el nimero total de variables es n(n — 1)/2.
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Es posible que el algoritmo comience con un conjunto de variables probablemente mas
relevantes y las nuevas variables son incorporadas sélo si es necesario.

La técnica de B & C' conlleva una gestion inteligente de modelos matematicos con una
buena administracién de restricciones.

El algoritmo permite manejar grandes cantidades de variables y restricciones por lo que
es usado en bastantes y diversas aplicaciones obteniendo buenos resultados, por lo que se
sugiere sea utilizado en el problema de distribucién de planta (Dell”Amico et all, [1997).

En este trabajo de investigacion, se propone la utilizacién del algoritmo B & C' como
metodologia de solucion. Se disenara un algoritmo para un problema de distribucion de
planta con caracteristicas definidas.

Hasta este momento se tiene un panorama general del algoritmo y sus resultados en
otras aplicaciones y se definen los métods de sélicién que conforman el algoritmo B & C.
En el siguiente capitulo se presenta el diseno del algoritmo propuesto para resolver el
problema de Distribuciéon de Planta.
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Capitulo 3

Diseno del Algoritmo propuesto

En este capitulo se define el modelo y caracteristicas del problema FLP a resolver,
posteriormente se presenta el algoritmo B & C' propuesto y cada uno de sus elementos,
ademas se presentan algunas de las adaptaciones necesarias para su mejor funcionamiento.

3.1. Definicion del modelo de Distribucion de Planta

El problema bidimensional de areas desiguales, se define como aquella distribucion de
planta que se realizard considerando la disposicion de departamentos a lo largo del plano
bidimensional. La informacién acerca de los productos (bienes o servicios) y procesos (pro-
ductivos o de informacién) son ya conocidos al momento del diseno de la distribucién de
planta. Ademads para el caso de procesos productivos, se considera un volumen y variedad
de productos constante.

Se sabe de antemano, que no todos los departamentos a localizar tendran la misma area,
por lo que, para fines practicos, su superficie se aproximard a la forma geométrica mas
cercana, en este caso, cuadrangular o rectangular. Por ejemplo, si consideramos la Figura
[3.1 se observa que podemos manejar los departamentos como areas de forma rectangular,
dicha aproximacién nos proporcionarda un manejo mas facil de instalaciones y la calidad
de nuestra solucién no se vera drasticamente afectada.

Esta suposicién nos ayuda a poder formular el problema de distribucién de planta
mediante el modelo ABSMODEL 3 propuesto por (Kusiak y S.S.,;1987) el cual se describe
a continuacién.
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Figura 3.1: Aproximacién de las dreas de las estaciones de trabajo.
Fuente: Elaboracién propia

Parametros y variables que involucra el modelo.

n : nimero de departamentos en el problema.

Cij *

30

costo de transportar una unidad de material por unidad de distancia entre los de-
partamentos ¢ y 7.

: numero de unidades a transportar entre los departamentos ¢ y j.
: largo del lado horizontal del departamento i (m).
: largo del lado vertical del departamento ¢ (m).

.+ » distancia minima por la cual los departamento 7 y j pueden estar separados horizon-

talmente (m).

i+ distancia minima por la cual los departamento ¢ y j pueden estar separados vertical-

mente (m).

. dimension horizontal de la planta.

. dimension vertical de la planta.



Diseno del Algoritmo propuesto

x; : distancia horizontal entre el centro del departamento i y la linea vertical de referencia
(VRL).

y; » distancia vertical entre el centro del departmaneto ¢ y la linea horizontal de referencia
(VRL).

La siguiente figura muestra los pardmetros y variables del modelo.

bj- Facility j | -

)
=
(e

b.| | Facility i [ a

Yi

. v ,
VRL YHRL

Figura 3.2: Diagrama de las variables de decision y parametros para un FLP
con areas desiguales bidimensional. Fuente: [Heragu (2006)

El modelo queda como:

n—1 n
Minimizar Z Z Cijfij (‘LL’Z — xj| + |y2 - y]‘) (31>
i=1j=1+1

sujeto a:

zij (1 — z5) = 0; 1=1,2,3,...n—1;, j=i+1,..n (3.4)
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H>z>1, i=123 ..n (3.5)
Vey>1, i=123 ..n (3.6)

La expresion [B.1] minimiza el costo total generado en el transporte de material entre
departamentos. La restricciones y B3l garantizan que los departamentos no se traslapen
horizontal y tampoco verticalmente. La restriccion [B.4] asegura que la variable z;; tome
valores de 0 6 1, es decir es una variable binaria, la cual a su vez permite que sélo una
de las restricciones y se mantenga. Ademads, no es necesario incluir restricciones
de integralidad para las variables x; y y; . Si las dimensiones del espacio disponible para
disponer el arreglo de departamentos son conocidas, entonces se agregan las restricciones
y , que hacen que la distribucion sea tal que esté dentro de los limites fisicos de la
planta.

Cabe senalar que se supone que el transporte de material entre departamentos ocurre a
lo largo de un conjunto de caminos paralelos a las instalaciones, es decir, se tienen pasillos
ortogonales o bien perpendiculares. El movimiento de material se muestra en la Figura[3.3l

Yy
| S Instalacion
! 7
i A
! i
g i
i i
i i
: i
Instalacién E
k i
Bemmmmmd o e e b
T

Figura 3.3: Movimiento en el transporte de materiales entre instalaciones.

Fuente: Elaboracién propia

La diferencia fundamental entre el QAP y el ABSMODEL, es que el primero requiere
del conocimiento previo de las ubicaciones en donde se localizaran los departamentos y se
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Diseno del Algoritmo propuesto

trata de una formulacion discreta, a diferencia del ABSMODEL que es una fomulacién del

tipo continua. Esta diferencia hace poco atractivo al QAP y se considera mas general al
ABSMODEL.

Sabemos que la solucién para un problema de programacién lineal se encuentra en un
punto extremo del conjunto convexo de soluciones posibles. Aunque para un problema de
programacion no lineal, la region factible sea un conjunto convexo, su solucién 6ptima no
tiene que ser un punto extremo de la region factible, mas ain, en muchos casos, su regién
factible no serd un conjunto convexo.

La condiciéon de conjunto convexo no es satisfecha por el ABSMODEL debido a la
funcion valor absoluto, esta formulaciéon es un problema de programacién no lineal. Por
ejemplo, si tenemos dos departamentos con dimensiones horizontales 4 y 6 unidades respec-
tivamente, la restriccion 3.2l del modelo queda de la siguiente forma: |x; — 25| > 0.5(4 + 6)
suponiendo que dhjs = 0, 2z;; = 0 y la regién factible en este caso serd la mostrada en
la Figura [3.4] y trazando una linea entre cualesquiera dos puntos, observamos que no se
cumple con el concepto de conjunto convexo.

Figura 3.4: Prueba de la no convexidad de dos puntos factibles.
Fuente: Elaboracién propia

Para linealizar el modelo anteriormente presentado se introducen las siguientes variables
de decision:

cualquier otro caso

x*:{ gi—xj si (@ —xj)>0 (3.8)
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= Ty — T si (l’z - l’j) <0 (3 9>
Y10 cualquier otro caso .
Por lo tanto |z; — z;| puede ser sustituido por B.8y B.9] esto es,
n—1 n
i=1j=1+1

sujeto a:

(2, +a;) + Mzi; > 05 (L +1;) + dhy,  i=1,2,3,..,n—1; j=i+1,..n (311)

(i + i) + M (1= 25) > 0.5+ b;) +dvg,  i=1,23,..,n—1; j=i+1,.n

(3.12)
T — T = xf — x (3.13)
Yi — Ui =Y — Y (3.14)

Se mantienen las restricciones [3.4], 3.5, y B de la formulacién anterior.

+ ’ — .
i 0 x;; debe de ser igual a cero, ya que esto

posiciona al departamento ¢ a la derecha o a la izquierda del departamento j de referencia;
dichas variables representan el movimiento de la instalacion hacia la parte positiva o

En este modelo, uno de los valores ya sea x

negativa con respecto a otra instalacion, por supuesto que una instalacion no puede estar
en ambas posiciones al mismo tiempo, la instalaciéon no se puede dividir.

Para evitar que suceda lo anterior, que ambas variables tomen valores en la solucion
factible, y ademas asegurar el no traslape de departamentos, se modifica el modelo anterior,
quedando de la siguiene forma:

n—1 n
Minimizar E E Cij fij [xij R I yij:|
i=1j=1+1

sujeto a:
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Diseno del Algoritmo propuesto

v —xj+ Mpiy+ Mg; >05(; +1;)+dhy; i=1,2,3,..,n—1; j=i+1,.n

vi—y;+M (1 —pij)+Mgi; >05(b; +b;)+dvj;  i=1,23,..,n—-1;, j=i+1,..n

x,-—:cj:x;;-—x;j; 1=1,2,3,...,n—1;, j=i4+1.n

vi— Y=y —v; i=123,..n-1 j=i+l.n
v, < H
vy <V
pijs¢; €10,1];  i=1,23,.,n—1;, j=i+1,.n

xi,inO, i:1,2,3,...,n

Se asume que el flujo de material se realiza entre los centros de cada departamento y el
costo de mover una unidad de material es proporcional a la distancia. El modelo anterior
se conoce en la literatura como LMIP 4 (Linear Mized Integer Programming 4 ).

En general, el modelo ABSMODEL ha sido utilizado en [Solimanpur y Jafari (2008)
para resolver el F'ILP con ciertas caracteristicas y adaptaciones, utilizando como algoritmo
de solucién B & B.
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3.2. Diseno del Algoritmo B & C.

El problema de distribucién de planta ha sido estudiado formalmente desde finales de
los anos 40’s.

Desde la formulacién del problema como el QAP se ha progresado en la solucién del
modelo. Un gran nimero de algoritmos han sido propuestos y se pueden dividir en:

= Algoritmos Exactos. Son de alto costo computacional, incrementan exponencialmente
con respecto al tamano de entrada por lo que ocupan gran memoria.

= Algoritmos Heuristicos. La ventaja de un algoritmo éptimo sobre un heuristico es que
garantizan producir la mejor solucién, o bien, una de las mejores soluciones cuando
existe mas de una, a diferencia de los heuristicos que no pueden asegurar el 6ptimo.

El algoritmo B & C' se sitia dentro de los algoritmos 6ptimos.

Antes de continuar, se explican detalladamente las dos partes fundamentales del algo-
ritmo, Planos de corte y B& B.

En el caso de Planos de Corte se decidié utilizar el algoritmo que a continuacién se
presenta, porque éste considera que algunas variables de decisién deben ser continuas y
otras enteras, a diferencia del algoritmo fraccional que no lo toma en cuenta.

3.2.1. Algoritmo Entero Mixto de Gomory.

Partiendo de una restriccion en cualquier iteracion,

;171 + QT2 + ... + ATy + Tpyy = TR

A
que puede reescribirse como,

> (o + a5) j + wogi = (x5, — |25,]) + |28,
donde,

v v

+_{6Lij si aijZO __{O si CLZ'jZO

al = . a;; = .
0 S1 Gy <0’ Q5 S1 Gy <0

El algoritmo entero mixto procede de la misma forma que el algoritmo fraccionario,
siendo la estructura del corte lo que difiere en ambos algoritmos.

El corte se genera de la siguiente forma,
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Diseno del Algoritmo propuesto

Jj=1

J/ J (. J/

> ajx;+ Zﬂ (a5;) =+ > (ai; — ai)) z + Zﬂ (1 —ai; — lag])z; = h
j=1 j=1 =1

-~ -~

para variables no enteras  para variables enteras con  para variables enteras con

(aij — lai]) <h (aij — laii]) > h

donde h = MAX(zp, — |z5,]).

Como se observa en la estructura de obtencion del corte, dependiendo de la variable
serd la forma de obtener una restriccion.

Considerando el siguiente problema entero:

x Ejemplo 2
Maximizar z = 3x; — X9
sujeto a
3r; — a3 <3
S5x1 + 4x9 > 10
201 + 22 <5
T1,%9 €L

Las variables de holgura quedan de la siguiente forma,

3!13'1 —21’2 +51 = 3
—51’1 —41’2 +5S9 = —-10
2113'1 ) +s3 = 5

Resolviendo la relajacion lineal se tiene la siguiente tabla éptima,

‘ Base ‘ 1 ‘ T9 ‘ $1 ‘ S ‘ S3 ‘ RHS ‘
z 0| 0| 07143 | 0 | 0.4286 | 4.2857
T 1 0 | 0.1429 | 0 | 0.2857 | 1.8571
T 0 1 |-0.2857 | O | 0.4286 | 1.2857

0 | 0 |-0.4286 | 1 | 3.1429 | 4.4289

52

Tabla 3.1: Tabla 6ptima 1 del ejemplo 2
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Considerando h = MAX(xp, — |xp,]), generamos el primer corte con la restriccién
asociada a la variable x.
Esto es, 0.1429s; + 0.2857s3 > 0.8571 y en términos de las variables de decisicion,

1.0001z; — 0.0001z2 < 1.0001 (Corte 1)

Al agregar dicho corte y resolver nuevamente la relajacion lineal, se tiene la siguiente
tabla optima.

‘ Base ‘ x1 ‘ 9 ‘ 51 ‘ 59 ‘ 53 ‘ 54 ‘ RHS ‘
z 0] 0] 0| 0.2499 | 0.4286 | 4.2490 | 1.7505
x 11010 0 0 0.9998 | 1.0001
T2 0] 1|0/ -025 0 -1.2497 | 1.2498
51 0] 0] 1 |-0.4999 0 -5.4988 | 2.4993
53 0]0]0 0.25 1 -0.7498 | 1.7499

Tabla 3.2: Tabla éptima 2 del ejemplo 2 con el Corte 1.

Dado que ain no se tienen valores enteros para las variable de decision, se genera un

segundo corte con la restriccién asociada a la funcién objetivo, ya que el
MAX(zp, — |xp,]) = 1.7505 — 1 = 0.7505.

0.2499s, 4 4.2490s4 > 0.7505

donde s4 es la variable de holgura asociada al Corte 1, s; = 1.0001 — 1.0001z; + 0.0001 5.

En términos de las variables de decision,

2.9999221 — 1.00002z5 < 0.99992 (Corte 2)

Agregando el plano de corte y resolviendo nuevamente, se tiene la siguiente tabla 6pti-
ma.

Hasta este momento se tiene una solucion que podria ser considerada como entera,
generamos un corte mas para ver que sucede. Esto se hace a partir de la restriccion
asociada a la variable de holgura s;.
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‘Base‘ml‘xg‘sl‘@‘s;;‘ 54 55 ‘RHS‘
z 00|00} 0] 0.0001 -1 1
1 110]0}]0|0/| 1.0002 |-0.0001 | 1.0002
T2 O] 10| 0] 0] 30005 |-1.0003 | 2.0006
51 00| 1|00/ 3.0003 |-2.0003 | 4.0005
52 0|00 1|0 ]17.0028 | -4.0016 | 3.0032
53 0] 00| 0] 1]-50009]| 1.0005 |0.9990

Tabla 3.3: Tabla 6ptima 3 del ejemplo 2

—5.0009s4 + 1.0005s5 > 0.9990 — 4995.8991s4 + 1.0005s5 > 0.9990 —

Se obtiene,

—4999.42, 4 1.50011z9 > —4996.401

(Corte 3)

‘Base‘xl‘wg‘sl‘@‘s?,‘&l‘ S5 S6 ‘RHS‘

z 000 |0]0]O0 -1 0 1

1 110]0|0| 0] 0]|-0.0003]| 0.0002 | 1.0000
T2 0O0[1]0|0] 0] 0 |-1.0009 | 0.0006 | 2.0000
$1 0[O0 10| 0] 0|-2.0009]| 0.0006 |3.9999
S9 0| 0|01 0] O0]-4.0050| 0.0034 | 2.9998
S3 00|00 | 1] 0] 1.0015 | -0.0010 | 1.0000
84 0[0]|0|0] 0] 1] 0.0002|-0.0002/|0.0002

Tabla 3.4: Tabla éptima 4 del ejemplo 2

Entonces, la solucién 6ptima para el problema entero es x1 = 1y x5 = 2. A continuaciéon

se muestra la representacion grafica de los cortes agregados al problema.
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31‘1 —21‘2 =3

Corte 1 Corte 2 Corte 3

Figura 3.5: Gréfica Planos de Corte
Fuente:Elaboracién propia.

3.2.2. Adaptaciones del Algoritmo Entero Mixto de Gomory

El algoritmo tradicional de Gomory genera un corte por iteracion y anade éste a la
formulacién y resuelve. Por supuesto, una alternativa es generar varios cortes a partir de
la solucion béasica actual, comtinmente el algoritmo genera un corte por cada variable
0-1 para la cual su valor es actualmente fraccional. Esta idea fue tomada de (Balas et all,
19964), en donde definen como un round de cortes a un conjunto de planos de corte
generados para algunas o todas las variables fracionales binarias de la solucion actual de
la Relajacion Lineal.

A continuacién se mencionan algunos resultados importantes encontrados en
(Balas et al!, [1996a), los cuales fueron aplicados al presente trabajo de investigacion.

= Dada una cantidad de tiempo computacional, el mejor resultado en el valor de la
funcién objetivo fue encontrado cuando los cortes fueron generados para todas las
variables fracionales 0-1.

= Los cortes generados en cada nodo se continuan utilizando en todos aquellos nodos
donde se mantienen las restricciones, es decir, para los nodos subsecuentes, pero no
para aquellos que estan en el mismo nivel de creacion.

= Remover de la lista de restricciones actuales todos los cortes de Gomory generados
en iteraciones previas, cuyas correspondientes variables de holgura son basicas en
el punto fraccional actual. La Relajacién Lineal resultante es resuelta nuevamente.
Este proceso de limpieza en el Programa Lineal principal tiene al menos dos efectos
positivos:
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Diseno del Algoritmo propuesto

1. Reduce la inestabilidad numérica de la base, haciendo el calculo de los cortes de
Gomory mas exactos.

2. Mantiene el Problema Lineal pequeno, por lo tanto se reduce el esfuerzo com-
putacional ya que el LP es resuelto después de anadir los cortes. Mds atin, estos
planos de corte y ahora el LP pequeno, serdan heredados por los hijos del nodo
actual.

Una de las desventajas que presenta el uso del Algoritmo Entero Mixto de Gomory es
que el nimero de desigualdades crece exponencialmente; por lo tanto, remover las restric-
ciones de las variables bésica disminuye el tamano del problema y por lo tanto el tiempo
de solucién.

Este algoritmo tiene una convergencia finita bajo el supuesto de que la variable que
define a la funcién objetivo debe ser entera. Sin esta suposicién no se conoce un algoritmo
de planos cortantes finito (Nemhauser y L., [198R). Esto conlleva a que las variables de
decisién que conforman a la funcién objetivo deben de ser enteras. Dichas variables son
las que representan los movimientos a la izquierda X;;y, derecha X;;p, arriba Y;;p y abajo
Yiin de los departamentos ¢ y j, asi que la distancia que deben desplazarse, para alcanzar
el arreglo 6ptimo, debe ser entera.

Una vez que se han derivado desigualdades validas para mejorar la formulacion, mejorar
en el sentido de ajustar la cubierta convexa, no es practico anadir todas las desigualdades
validas que pueden ser generadas, es necesario realizar un preprocesamiento de restriccio-
nes, esto es, llevar un registro de las restricciones, ya que en ocasiones suelen repetirse, o
bien, una es dominada por otra que se ha generado recientemente.

El hecho de expresar las desigualdades validas en funcién de las variables de decision
originales, es para evitar el uso del Método Simplex Dual. Con el Método Dual la tnica
solucion factible y a la vez éptima, se obtiene cuando termina el algoritmo. Por lo tanto,
si después de muchas iteracions se decide interrumpir el algoritmo, desde el punto de vista
practico no se ha conseguido nada, pues ni siquiera se tiene una solucion factible, lo mejor
que se puede lograr, es definir una cota de la funcién objetivo del problema (Prawda,
2004).

3.2.3. Algoritmo Branch & Bound

RAMIFICACION. Definicién de la regla de Ramificacién. Se selecciona una variable
binaria F;; o ();; sobre la cual se ramificaran dos nuevos subproblemas, por un lado ten-
dremos uno con la restricion P;; = 0 y otro con F;; = 1, la razén por la cual se ramifica

con estos valores, es precisamente porque las variables binarias solo pueden tomar el valor
de 0 o bien de 1.
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El criterio para escoger la variable binaria es optar por la “menos entera”; es decir la
variable mas alejada de los dos enteros que la rodean. Este criterio fue el que resulté mas
efectivo al momento de resolver los ejemplos que se presentan en el capitulo siguiente.
Ademas se realiza una Busqueda en profundidad mientras que se realice la ramificacion y
después se utiliza la Mejor Cota después de podar el nodo.

ACOTACION. Los nuevos subproblemas constituyen el arbol de ramificacion o arbol
de busqueda, y se procede nuevamente a resolver la Relajacién Lineal y a generar nuevos
cortes.

SONDEO. Cada nuevo subproblema se elimina (sondea/poda) en cualquiera de los
siguientes casos

1. El valor de la funcién objetivo es igual o peor que una solucién entera conocida.

2. La solucién del problema es infactible.

3. Satisface todas las resticciones de integralidad, el valor de la funcién objetivo es mejor
que la solucion actual, entonces esta solucién se convierte en la actual y se aplica de
nuevo el caso primero a todos los problemas no sondeados con el nuevo mejor valor
de la funcién objetivo.

El algoritmo B & C' consta de tres partes fundamentales

1. Heuristica primal: Heuristica encargada de generar una solucion factible mejor que
la que ya se conoce.

2. Rutina de Separacion: Fase medular del algoritmo. Dada una solucién fraccionaria,
devolver una desigualdad no satisfecha por la solucion fraccionaria pero wvdlida, esto
es, que las posibles soluciones enteras cumplan dicha restriccion. Se intenta buscar
restricciones violadas vélidas, que son anadidas a la RL.

3. Ramificacion: Entra la rutina del algoritmo Branch & Bound. Al ramificar se fijaran

los valores de ciertas variables.

A continuacién, se describen los principales componentes del algoritmo:

Heuristica Primal

Definicion de Cotas Cota Superior Zypg: Se obtiene de la solucion del Problema de
Asignacion Lineal (LAP), dado que proporciona el arreglo de méxima dimension, es decir,
el peor caso. Esto es,

Maximizar ZZaijxij (315)

i=1 j=1
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> w=1, i=1,2,3,...n
j=1

> w =1, ji=1,2,3,..,n
j=1

xij € [Ov 1]

Cota Inferior Zpp: Se obtiene de la solucién de la Relajacién Lineal (RL), a la que se
iran anadiendo las restricciones obtenidas en el proceso de planos de corte.

El hecho de utilizar la RL en lugar de la Relajacion de Lagrange, también utilizada en
problemas de optimizaciéon combinatoria, es la siguiente,

Teorema 1 El valor optimo de la relajacion lagrangiana de un problema de minimizacion
es una cota inferior para €l, mayor o igual que el valor optimo de la relajacion lineal.
Ademds, si la relajacion lineal es un problema cuya region factible es un poliedro entero,
entonces ambos valores dptimos coinciden (Salazar, (2001).

Hasta este momento sabemos que Zyg > Z' > Z;p , donde Z'x es el valor 6ptimo de
la funcién objetivo.

Rutina de Separacion

Existen cortes de dos tipos (1) El corte nunca elimina soluciones enteras. Una vez
generado, puede ser considerado para cualquier nodo (subproblema)del drbol. (2) El corte
puede eliminar soluciones enteras que no son tutiles para la minimizacion. Esta restriccion
serd valida para un subproblema y para todos los sucesores que resulten del sub-arbol. Para
los ejemplos realizados en el capitulo siguiente se generaron cortes del tipo 2, conocidos
en la literatura como locales (Balas et all, [1996a).

Criterio de paro. Considerando el efecto de los cortes agregados a la RL, si no se aprecia
una mejora significativa en el valor de la funcion objetivo v.f.0., se deja de generar nuevos
cortes.

La integracion de elementos que se presenta en este diagrama, tambien hace referencia
a la integracion de los conocimientos aportados por diferentes autores consultados.
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Figura 3.6: Integracién de elementos para el diseno del algoritmo

Autor

Aportacién

(Lawler v D., 1966)

Algoritmo B & B

(Mora, 2009)

Reglas de ramificacion y sondeo

(Lawler v D., 1966)

Algoritmo B & B

(Heragu, 2006)

Problema de Asignacién Lineal y formulacién del problema

(Gennady, 2003)

Algoritmo de Planos de Corte

(Balas et al., 1996a)

Adaptaciones al algoritmo de Planos de Corte

(Nemhauser vy L., 1988)

Convergencia de Planos de Corte

Tabla 3.5: Integracién de elementos del algoritmo propuesto




Diseno del Algoritmo propuesto

3.2.4. Complejidad del Algoritmo

Para cada nodo del arbol de bisqueda se deben resolver dos nuevos sub-problemas,
ya que la ramificaciéon se hace sobre alguna de las variables binarias. Para encontrar la
solucion optima de cada RL del nodo, se recurre al Método Simplex, en este sentido la
complejidad de esta sub-rutina del algoritmo es:

Teorema 2 Para cada n > 1 existe un LP con 2n ecuaciones, 3n varibles, y coeficientes
enteros con valor absoluto limitado por 4,tal que al método simplex le puede tomar 2¢ — 1
iteraciones encontrar el optimo (Papadimitriou y K., 11998).

Entonces, la complejidad aproximada del algoritmo propuesto queda expresada de la
siguiente forma:

O (n (2" =1))

Finalmente se presenta el diagrama de flujo del algoritmo propuesto y en el siguiente
capitulo se muestra el funcionamiento del algoritmo aplicado a algunos ejemplos.
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PROCEDIMIENTO

Paso 1.

Paso 2.
Paso 3.
Paso 4.
Paso 5.
Paso 6.
Paso 7.

Paso 8.

Paso 9.
Paso 10.

46

Hallar una solucién factible relativamente buena utilizando el Problema de Asig-
nacion Lineal. Conseguiremos una cota superior zyp para nuestro problema.

Iniciar nodo raiz

A partir de resolver la Relajacién Lineal RL obtendremos una cota inferior z; g

Si es factible, entonces continuar al siguiente paso, en caso contrario, sondear el nodo.
Comparar el valor de la funcién objetivo con el valor anterior obtenido.

En caso de que el v.f.o no se mejore entonces, proceder a ramificar

Preguntar si la lista de variables binarias es vacia, es decir, si todas las variables
€ [0,1]

Utilizar el algoritmo de separacién para regresar una desigualdad violada por la
solucion fraccional pero valida.

Se debe explorar todos los nodos de un mismo nivel antes de continuar.

Se satura cuando no se generan nodos a partir de él, debido a infactibilidad, se cumple
la integralidad o tiene un v.f.0 peor al anterior.



Diseno del Algoritmo propuesto

DIAGRAMA

Inicio

Iniciar nuevo nodo

Resolver la relajacién lineal

del problema

JFactible?

Fin

Sondear J

< el nodo 10

i Mejora el
v.f.o?

Ramificar

Si

Si

7.Se exploraron
todos los nodos?

St

[0,1]

Py, Qi €

Generar planos de corte y

agregarlos a la RL

Figura 3.7: Diagrama de Flujo del Algoritmo Propuesto. Fuente: Elaboracién propia
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Aplicaciéon

En esta seccion se muestra como se aplica el algoritmo propuesto a ciertos ejemplos
del problema de Distribucién de Planta. Para entender el funcionamiento del algorimto,
se desarrolla paso a paso para el caso en que se tienen 2 instalaciones, es decir, determinar

cual sera el arreglo éptimo.

- Desarrollo del algoritmo con un problema de 2 instalaciones.

El modelo para este problema es:

Minimizar z = 10 (Xi2p + Xion + Yi2p + Yion)

sujeto a:

X1 —Xo+ MPip+ M@ > 25
— X1+ Xo+MPo+ M1 —-0Q)>25
Yi =Yoo+ M (1— Piy)+ MQi2 > 20
- Y+ Yo+ M1 —Pyo)+M(1-Q12)>20

X1 —Xo—Xpop+Xiov =0

Yi =Y, —Yip+ Yoy =0
X1, Xo, Xiap, Xion, Y1, Y2, Yiop, Yiony > 0

Oficina | 1 [ 2 |

1

10

2

10

Tabla 4.1: Matriz de traslados entre oficinas. Flujo que intercambian

N N N N /N /N
i i ol o
S T s W N
N N e N N N
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Capitulo 4

Oficina ‘ Largo ‘ Ancho ‘

1 25 20
2 25 20

Tabla 4.2: Dimensiones de las oficinas.

Paso 1. La cota superior zyp la obtenemos con el arreglo lineal de las instalaciones
(LAP), en este caso sera:

20 30 40 50

departamento 1

departamento 2

Distancia maxima vértical entre el deptartamento 1 y 2

Distancia maxima horizontal entre el deptartamento 1 y 2

El departamento 2 puede estar en las coordenadas x,y (15,30) o bien, (10,40), la
maxima distancia de separacién entre departamentos es de 25 unidades, es decir, el centro
de cada departamento puede estar separado hasta por un méaximo de 25 unidades, por lo
tanto, el intercambio de materiales se ve afectado por dicha distancia. Ahora sabemos que
nuestra cota superior es 25 unidades.

En este caso particular, s6lo hay dos combinaciones reales posibles de la disposicion de las
instalaciones, podemos decir que son cuatro posibilidades, pero esto es porque tenemos
dos en cada eje y corresponden una con otra.

Paso 2. Se inicia el nodo 0.
Paso 3. Resolviendo la Relajacién Lineal RL, se tiene la siguiente tabla 6ptima.

Paso 4. Dado que el problema es factible continuamos con el siguiente paso Paso 5.
Para este punto inicial, no tenemos una cota de referencia con la cual comparar si ha
mejorado o no el valor de la funciéon objetivo, por lo tanto seguimos adelante. Paso 6. En
este problema, tenemos dos variables que deben ser binarias, Py v (Q12, de la solucion de
la relajacién lineal, tenamos que Py = 0.25 y Q12 = 0, entonces Q12 € [0, 1] pero Pjs es

50



Aplicacion

| Base | Xi2p | Xian | Yiop | Yion | X1 | Xo | Prs | Q12 | Y1 | Yy | S1 | Sa | S3 | RHS |
S1 0.0 0.0 0.0 0.0 2.0 -2.0 0.0 200 | 0.0 | 0.0 | 1.0 { 0.0 | 0.0 | 100.0
So 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 1.0 0.0 |-200|-1.0] 1.0 | 0.0| 1.0 0.0 550
S3 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 | -1.0 | 0.0 | 0.0 | 1.0 | 155.0
Pis 0.0 0.0 0.0 0.0 0.010 | -0.010 | 1.0 1.0 00|00 |00]00|00] 025
X5 -1.0 1.0 0.0 0.0 1.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 1 0.0 10.0|0.0]0.0 0.0
X4 0.0 0.0 -1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 | 0.0 1.0 | -1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 0.0
z 10.0 10.0 10.0 10.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1 0.0 10.0|0.0]0.0 0.0

Tabla 4.3: Tabla 6ptima 1 del Problema 1

fraccional, por lo tanto elegimos esta variable y continuamos. Paso 7. Generamos el plano
de corte asociado a la variable Py y lo agregamos a la relajacion lineal del problema.
Regresamos al Paso 3.

El plano de corte obtenido en este punto es:

0.3433 P12 + 0.3366Q12 + 0.003333.X; — 0.003333X, — 0.3333 > 0 (Corte 1)

La RL del problema ahora es:

Minimizar z =10 (X2p + X12v + Yi2p + Yion)

sujeto a:

X1 — Xo+ MPiy + MQps > 25 (4.7)
— X1+ Xo+MPo+M(1—-Q12) >25 (4.8)

Yi =Yy + M(1— P)+ MQi > 20 (4.9)
— Yi+Ye+ M (1 - Pi)+M(1— Q) > 20 (4.10)

X1 — Xy — Xiop + Xiay = 0 (4.11)

Yi—=Yo—Yop+Yon=0 (4.12)

0.0033X; — 0.0033X5 + 0.3433 P15 + 0.3366Q012 > 0.3333 (4.13)

X1, Xo, Xiop, Xion, Y1, Yo, Yiop, Yioy > 0

Nuevamente resolvemos RL como lo indica el Paso 3 y la tabla obtenida es:

Paso 4. El problema es factible. Paso 5. El valor de la funcién objetivo es igual al valor
del obtenido anteriormente. Paso 6. P53 = 0.886 y Q12 = 0.086 , ambos son fraccionales.
Paso 7. Se deducen 2 nuevas restriciones y las agregamos a la relajaciéon lineal del problema.
Regresamos al Paso 3.

o1



Capitulo 4

|Base | Xiop | Xion | Yiop | Yoon [ X | Xo [P Q| Y [ Y2 [ S| S | S| Si| RHS

St 1.000 | -1.000 | -1.000 | 1.000 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 1.0 1.0 0.0 | 0.0 | 155.00
Sy -0.029 | 0.029 | 0.010 | -0.010 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | -0.010 | 0.0 | 1.0 | 72.25
Ss -0.971 | 0.971 | 0.990 | -0.990 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.010 | 1.0 | 0.0 | 2.74
Pis 0.005 | -0.005 | -0.005 | 0.005 | 00| 0.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0| 0.0 | 0.0 | 0.005 | 0.0 | 0.0 | 0.886
Q12 0.005 | -0.005 | 0.005 | -0.005 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | -0.005 | 0.0 | 0.0 | 0.086
Xy -1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 |1.0}|-10}| 0.0| 0.0 |00| 00 | 0.0/ 0.000 | 0.0 0.0/ 0.000
Y1 0.000 | 0.000 | -1.000 | 1.000 | 00| 0.0 | 0.0 | 0.0 | 1.0 | -1.0 | 0.0 | 0.000 | 0.0 | 0.0 | 0.000
z 10.000 | 10.000 | 10.000 | 10.000 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.000 | 0.0 | 0.0 0.0

Tabla 4.4: Tabla éptima 2 del problema 1

Los planos de corte obtenidos son:

0.005X12p + 0.03886 X 12n + 0.03886Y712p + 0.005Y10n + 4.4248 Py + 3.3482Q12 +
0.033108X; — 0.033105X, — 4.3215 > 0
(Corte 2)

0.005X12p + 0.00047X12x5 + 0.005Y12p + 0.00047Y 125 + 0.094562P;5 — 0.000458Q)12
—0.00000914.X; + 0.00000914.X5 — 0.096848 > 0

(Corte 3)

La solucién de este nuevo problema sigue siendo z = 0. Continuamos con el ciclo de
generacién de cortes. Se generan 4 nuevos cortes, es decir 2 ciclos mas, en donde la solucion
mejora z = 0. Comenzamos un nuevo ciclo, agregamos 2 cortes més, pero la solucon sigue
con el mismo valor en la funcién objetivo, por lo que se procede con el Paso 6. Ramificar.

Arbitrariamente se decide sobre que variable se ramificara, en este caso se escogio la
variable Pjs. Sobre esta rama se realizan 3 cortes mas para el caso en donde P =1y en
donde P = 0 se obtiene un valor de Q1o = 25.25 y z = 47,949.91.

Se continua con el procedimiento y se obtiene el siguiente arbol de bisqueda.

De los dos arboles de buisqueda anteriores, puede observarse que se redujo en iteraciones
la busqueda del 6ptimo con el algoritmo B & C' en comparacién con B & B. Este ejemplo
es puramente ilustrativo, lo que pretende es ayudar a entender el funcionamiento del
algoritmo y comprender como sucede la reduccion de iteraciones.
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Figura 4.1: Arbol de Bisqueda para 2 instalaciones B & C

Figura 4.2: Arbol de Busqueda para 2 instalaciones B & B
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Capitulo 4

4.1. B & C en un problema de 3 instalaciones

Para una distribucién de departamentos que involucra 3 instalaciones, se tienen 20
restricciones, a continuacion se presentan los datos necesarios para contruir el modelo.

Oﬁcina\1\2\3\

1 - 10|15
2 10| - | 30
3 15130 | -

Tabla 4.5: Matriz de traslados entre oficinas. Flujo que intercambian

Oficina ‘ Largo ‘ Ancho ‘

1 25 20
2 25 20
3 35 30

Tabla 4.6: Dimensiones de las oficinas.

La siguiente tabla muestra algunos de los resultados para los nodos del arbol.

‘ Nodo ‘ v.f.0 inicial ‘ cortes generados ‘ v.f.0 inicial ‘

Nodo 0 0 11 68.7371
Nodo 1 369.6802 2 749.64
Nodo 2 24.8172 4 680.7322
Nodo 3 750.61 2 750.61
Nodo 4 750.61 2 750.61
Nodo 6 24.8172 2 24.8172
Nodo 7 750.61 2 837.44
Nodo 8 750.61 2 750.61
Nodo 15 860.85 2 860.85
Nodo 16 1342 2 1774.63
Nodo 17 750.61 2 837.44
Nodo 18 1262.17 2 1350
Nodo 27 1125.26 7 1750.6
Nodo 28 1625.23 2 1625.4

Tabla 4.7: Tabla de resultados.

El valor éptimo es z = 1625. Si el problema se resolviera utilizando el algoritmo B & B.
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Pi3=0 Pz =1

Quz=1 Q13=0 Py3; =0 Py=1

Py = Py = Q23 =1

P23 =1 P23 :ng :Egg =0 213 =10 Q13 =1

Figura 4.3: Arbol de Busqueda para 3 instalaciones B & C

En conclusion, resolviendo con:

» Branch & Bound se tienen 128 nodos.

» B& C se tienen 30 nodos, 5 iteraciones (en algunos nodos se genera sélo un corte y
en otros hasta un maximo de 11). Esto es con la estrategia de generar un sélo corte
en cada iteracion, es decir, un corte sélo una variable binaria.

Ahora bien, utilizando la estrategia multicorte antes mencionada, se reduce en una

iteracion encontrar la solucién del problema, esto es 14 nodos. A continuacion se presenta
el arbol de buisqueda final para este problema.
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Aplicacion

4.2. B & C en un problema de 5 instalaciones

El ejemplo de aplicacién en un problema de tamano pequenio (5 departamentos) ha sido
tomado de Heragu (2006). El cual se describe a continuacién.

Una compania de seguros quiere determinar la localizacién de 5 cubiculos/oficinas de
diferentes dimensiones en el ultimo piso del edificio de su oficina central. Dichas oficinas
no tienen ninguna interaccion con oficinas de otros pisos. Recientemente se llevé a cabo
un muestreo de la forma de trabajo y en un periodo de 12 meses se estimé el nimero de
traslados realizados por el personal entre estas 5 oficinas. Los traslados estimados y las
dimensiones de cada oficina se muestran en las siguientes tablas.

|Oficina [ 1 | 2 [ 3[4 ]5 |

1 - 101520 O
2 10 - | 303510
3 15130 - |10 20
4 20135110 - | 15
5 0 1102015 -

Tabla 4.8: Matriz de traslados entre oficinas. Flujo que intercambian

Oficina ‘ Largo ‘ Ancho ‘

1 25 20
2 25 20
3 35 30
4 30 20
5 35 20

Tabla 4.9: Dimensiones de las oficinas.
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Q12 =0 Q2 =1

infactible | 2=621.235
1 Aq=1 Ha=
z=1033.34 = = 1.O68.68

Ay= Ha= i

2 z=1,085.34 2 L.680.52

Ehy =] P23 =0
3 2=3932 x =3930
4 2 =4,039.32 Y infantible

Oy5 =0, Ops =1
5 infactibl 2=5,539.47

Q34 = () 4 ‘:0

6 z=553947 2=7,601.00

(h5=0 (ks =1
7 z=7.750.96 =5.525.00

Oy5=0 e

8 infactiblss z=5525.00

Figura 4.5: Arbol de Busqueda para 5 instalaciones B & C.
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El valor éptimo es el que se encuentra al final del arbol, en el nodo de color rojo.
En este ejemplo varios de los subproblemas resultaron infactibles lo que redujo en gran
medida el arbol de busqueda.

Figura 4.6: Reporte de Lingo 5 instalaciones.
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4.2.1. Analisis de la operacion del Algoritmo

Para implementar exitosamente el algoritmo se enfrentaron con los siguientes proble-
mas.

Formulacién
Una de las principales caracteristicas del problema FLP es que al resolver la RL, el valor
de la funcién objetivo es cero y dado que se trata de un problema de minimizacion este
valor no se puede mejorar. Para salir de este éptimo local, inmediatamente se recurrio a
los Planos de corte, con el fin de encontrar el valor para alguna variable binaria y activiar
las restricciones que impiden la sobreposicién de instalaciones.

El valor de M en la formulacién es el que ayuda a mantener las restricciones que
impiden el traslape de departamentos. Para ciertos valores de M se tiene una tabla
optima unimodular y aunque se probaron diferentes valores para dicho parametro, sélo
algunos valores cambiaron a fraccionales, pero su valor era demasiado pequeno (del orden
de 0.001 y 0.005) como para obtener un plano cortante que ayudard a reforzar a la
solucién. Por esta razon se decidi6 utilizar el Algorimo Entero Mixto de Gomory, ya que
en la implementacion el algorimto fraccional no resultaba adecuado.

Obtencién y manejo de la informacién
Inicialmente se trabajo con el algoritmo de forma manual. Los cortes se obtuvieron uno por
uno y se fueron incorporando a la RL, la cual se resolvié por medio de software comercial
(Lingo 11 y WinQsb 2.0). Esto se realizé en cada nodo del arbol de bisqueda, hasta
encontrar la solucién 6ptima. Resolver un ejemplo que involucre tres instalaciones requirié
de un trabajo exhaustivo.

Por lo anterior, se decidi6é programar la rutina de obtencion de corte, ya que esto facilitd
en cierta medida el trabajo.

En cada iteracién se requiere de la tabla 6ptima del problema. Los programas comer-
ciales que se utilizan para obtener la solucién de la RL no brindan informacién detallada
sobre ésta, al menos no para los casos que involucran mas de cuatro instalaciones. Por lo
tanto, fue necesario programar el Método Simplex en MATLab y con esto, tener la infor-
maciéon completa sobre la tabla éptima. En este sentido se programé el Método Simplex
de las Dos Fases y se validé su funcionamiento con diversos ejemplos para los cuales ya se
conocia la solucion 6ptima.

Con la rutina para obtener el plano de corte y la tabla 6ptima del Simplex se logré
implementar el algoritmo para el ejemplo que involucra cinco instalaciones.

Cabe mencionar que no se cuenta con un programa que conjunte todo el funcionamiento
del algoritmo, ya que el objetivo principal no es contar con un programa, si no con un
algoritmo.
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Conclusiones y Extensiones

El presente trabajo de investigacion conjunta conceptos de la ingenieria industrial y
de optimizacién matematica. Por un lado se pretende dar una opcién a todas aquellas
empresas que requieren realizar una distribucién de departamentos y/o maquinaria con el
fin de minimizar costo de manejo de materiales. El area de investigacién de operaciones
aborda los problemas reales desde una perspectiva matematica, es decir, proponer un
modelo que se asemeje a la realidad con el fin de optimizar los procesos, o bien, eventos.

La propuesta de algoritmo presentada puede resultar eficiente para afrontar problemas
de distribucién de planta que involucran una gran cantidad de variables, es decir, en
donde se requiere que una gran cantidad de elementos/departamentos sean ubicados en
una instalacion.

Se logra obtener la solucién éptima del problema con el algoritmo propuesto.

Se cumplié con el objetivo principal de disenar un algoritmo Branch & Cut (B & C)
para resolver el problema de distribucion de planta bidimensional con areas desiguales, ya
que se obtuvo el arreglo éptimo para los ejemplos presentados.

Se observa que reduce el nimero de iteraciones comparando los algoritmos B & C'y
B & B para los ejemplos aqui desarrollados. Se observa que conforme crece el tamano de
entrada la reduccién de iteraciones es mas significativa.

Cabe mencionar que una buena propuesta de trabajo futuro serd implementar todo el
algoritmo en un sélo programa, ya que, hasta este momento se obtienen por separado la
tabla 6ptima del simplex del problema lineal y los cortes asociados a dicha relajacion.

Existen varios aspectos en los que aun se puede mejorar la propuesta de algoritmo que
aqui se desarrolla. A continuacion se enumeran algunos de éstos.

» Lift and Project Cuts (Levantamiento y Proyeccién de Cortes). Al incorporar este
tipo de planos cortantes al algoritmo propuesto se tendran cortes globalmente validos
para todo el arbol de busqueda. Estos han mostrado ser una forma efectiva de reforzar
la formulacion de los problemas MIP 0-1, no sélo son numéricamente més estables
que los cortes enteros mixtos de Gomory, si no que para cada corte de Gomory existe
un lift and proyect cut que lo domina (Balas et all, 19968).
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= Incorporaciéon de todos los elementos del algoritmo B & C propuesto, en un sélo
programa.

= Implementar el algoritmo en ejemplos prototipo ampliamente estudiados y con esto
comprobar su generalidad, como los presentados en |Solimanpur y Jafari (2008) y
Amaral (2008)
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Programas

A continuacién se presenta el programa con el cual se obtuvieron los cortes de Gomory
para los problemas antes presentados.
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end
end
Rl = doukle(R1");

syms X1 %2 X3 x4 A5
% DEFINICION DE VARIABLES, SLACKS Y SURPLUS.

PROFTAS DE TA FORMUALCTON) $%%%%%%%%

TBRHOLGURAS DFE TAS RESTRICCTONES <= (

= Tb + LQO=EAl — 180*RE1 — Kul 6

O+ 100¥R4E, — 100%E52 — Kgl 6

DECLARACION DE LAS VARIABLES DE HOLGURA Y SLACKS
E
-

n
N
II

AS RESTRICCTONES. ESTO PARA GENE
EN FUNCION DE LAS VARTIABLES ORIGINALES ¥ QUE NO SEA NECESARIO

o2 oe e

=
[
—

-4

% UTILIZAR EL METODO SIMPLEX

58 = 72,5 -R6l + XKed + 180%04E — 1O0%XEH;
54 T = BEl + KEEh + 1LE0WHd — LOmEREL;
88 = 70 = B6Z + ¥EI + 100#KLE — 100*RES;
88 = 72.5 ~ ¥B82 4 X6d 4+ 108*FAE — 1LOCH+REE}
5T = 0 = XE2 + K65 + 1OE*XLY — 1OO+EET:
S5E = @87.5 = ¥E3 + X6d + 100*¥48 - 100*Xb6;

88 = 65 — X635 + HEE + LODEK49 — 10D*KE9;
Bl0 = gi.E = ed + X § LOPXEUE — 10U T
811 = Bl + X&5 — XeT7 — 100=%4L + 1DO*RST
817 = 180 — &85 + Xaw = 10041 = 1R0#3850;

$3%%9%%%A0UT SE VAN AGREGANDO LAS NUEVAS RESTRICCIONES%%%%HOLGURAS DE LAS
RESTRICCTIONES <= "CORTES™$3%%%3%535%2%3%3%32%52%33%%%3
831 = .16062e-1%X12+.22255e-1*X11-.31967e-2*X65+189/30500+X32

-.2100e-1*X55+1/200*X9+1/500*X31+1/1000*X33+1/500*X69+561/61000*X70
+189/12200*X10-.30000e-2*X63-.8196Te-
2*K6T+3/1000*K30+1.5722+189/61000*X34
—.94298+X56+.74298e-2*X644+3/1000*X18+567/61000*X6+2.1554*K464+3/1000*X5
-.30000e-2*X68~.1233e-2*X62+567/61L000*X29+11/1000*K17;

B30 = 3L208e-3%K12+. TRE16+, 26800e—-E%K11+1 /5 00 Ha5+1/ 200 06— . 3T331 ¥X55
+7603705233327165/73786976294838206464*X941/500*X33+1/500*X70+.50000*X52
+1/500*X10~-.50000*X42-,20000e-
2*XE3+7/1000*K30+2376157885414738/ 9223372036854 775808*X21
+1/200%K22+7603705233327165/73786976294838206464*X34+,23897e-1*X56—

2 BEBTe~-B%XE]

+T/1000*K184+6/11644 9*K6+,23897e~1*X46+1/1000*X5~.70000e-2*%X68+.23897e~
B*KE24+3T/102586%K%29+1/1000%KX17;

$%2SHOLGURAS DE LAS RESTRICCTONES >= (PROPTAS DEL TA FORMUATCTONS$%%%3%%
S49 = -25 + 100*X41 + 100+X51 + X61 - X62;

S50 = =30 + 100*X42 + 100*X52 + X61 - X63;

851 = —27.5 4+ X61 — R64 + 100*X43 + 100*%53;

S52 = -30 + X61 - X65 + 100*X4d + 100%X54;

§53 = -30 + X62 - X63 + 100*X45 + 100%X55;
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Sl = =87 .8 + RGE — Fod + 1LQO=ELE + 1 D0E+EhG;

BSE8 = =80 + FEE — KB £ 1PEvEY + LOBFEXET

SEE = =82.5 + 63 < ¥ed 4+ LED=HLE 4+ 10U+ EES:

85T = =358 4 EE3 = 6B -+ 100%%4A3 . 10BRE9;

588 = =35 + Hed = bS5 + 10U*KB0 + 100%%3T}

$AQUT SE VAN AGREGANLDO TAS NUEVA BS
LAS RESTRICCTONES >= "CORTES™S%%

S = 0.B888%Al + 0.8388%X50 + 175%2el — 0.83833;

360 = 1/70*K61 + 0.4286*X42 + 0.42856*X52 - 0,4286;

SEl = Q.3798*¥63 + DL3TUB4EAS + S/1454%E1 — 0,8793

S62 = 3/700%X64~,42857e-2*KX65+1/T0* K61+, 4285 T+Xb4~, 42857+, 4285 7*K44;
1/TO*¥REZ + 0.4286*K55 + D.4286%K4A5 ~ 0.4286;

270A5%KG2 4 [1.379553E6 + 0.3785+%% = D.3793;

565 = 1/70*X62 + 0.42B6*X57 + (.4286%X47 — 0.4286;

[Ss RN}
oy Oy
=S e
I

X = [X1 X2 x3 v 9 o Bl SR BEIBL 88 ©5 ®F B 8% s w s B}
% VECTOR DE VARIABLES, SLACKS ¥ SURPLUS.

digits(b):
$$%% IDENTIFICACION DE VARIABLES DE HOLGURA Y
TRANSFORMACION & VARIABLES DE DECISION ORIGINA

nloll=expand (X*R1)-h;

voal = gesltasnbaeldl) ;
vca? = jaccobian(nOcll);
vead = findsym(nOcll);
v = [weal(l)  vyea2);

for i=l:max(gsize (vecal))
L

if (({vea3 (i) ~= '"X'") && (vea3 (i) ~= "T,' ) && (vma3 (i) ~= "' ' })
T 1) = wead iy
end
end
vaccl = double (vacc);
k= Tl
o
= Ly

for i=lrmax(size (vcal))
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1F  fvsael (o) += @3
vasef(k) = vaeel{il) = 48;

for i=l:imax (gize(ka))

it (o (i) ~= 0)
EAER) = ke l1Y;
E = k+1

end

end

e =8 (g

En{l)] = ;

j:ll

for i=l:max({gize(vecald))

if tvacclii) == 0}
ALY = Big9) += 14

else

k= k+1;

a0 =1 #+ ls

kn(3) = 0;

end

end

% = fz

for 1=1:max (size(kn))
1€ Flndig w= g

ke2({k) = kn(i);
k= kBtls

end

end

W T2

T =

for 1=l:imax(size(kc2))
it fheEg{iy = 13

oEtavTim = wEEeR ] vl

w o= w+l;

=

elgelf (kcz(i) == 2)

datav(w) = vaccZ (J+1)*1 +
VEREZ [V
W= wt+l;

=17 & 8y
glgelif (kc2(i) == 3)
datav(w) = vacc? (J+2)*1 +

vaccZ (J+1)*10 + vace2{]) *100;

w = wt+l;

L =0 B

=y

en

Ne = max(size (datav));

datavpl = datav({l:Nc-1};

datavpZ = datav(2:Nc);

difdata = [abs(datavpl — datavpZ)-
1, 70-datav (Na)];

Noe = maxf{gize(datav));

salf = zeros(l,71);

neal = max(size(salf));

Tt 4 = 2 IRl
0 3 e o A
galf (datav{i))=ve(it+tl);
else
salf (nsal)=vc(l);
end

end

ZZZ = max{slze(salf));

fef i=1yvZEE

1f fgalf{l] — @)
galfm(i) = =alf(i);
elaes
salfm{i) = —-salf({i);
end

Fme & = laERA
FordatE NS0, 287 sal B L ET
end

i el il L o1, s

FE N = LiEAE

fprintf ("%10.38" ,;salfm{l,1))

end
i) b i o0 B AL L
%$%%%5%%%%FIN DEL PROGRAMA%%%%
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A continuacién se presenta el programa del Método Simplex utilizado para resolver y
obtener la tabla final de los problemas antes presentados.

SRS AURAEAERANALLRRAAA LSRR AN RNAR AR SRR,
* PROGRAMA DEL METODD STMPLEX

4 METODO DE LAS DOS FASES

% TRARAJD DFE TESIS

AERTRETRLNT AR EI LSRR ERARRARRLLIRR AL LRHLERRRERERY
! _———— ———————— e —— e — ——
ERARRRAAARELARALRRAARRLRARALLLR L RS RARBIRAAR LRSS
% BASADO EN EL LIBRO

% Applied Optimization with Matlab Programming

% Dr, P.Venkataraman

* smcond Edition, John Wiley

FREERR RS LR AT AL AR AR R AR RRAR LR R R RN R R LRGN R
! T

L e R T

%% management functions

clear % clear all varlable/information in the workspzce — use CAUTION
cle % position the gmirsor at the tep of the screen

format compact % avoid skipping a lins

format rational % report resultsz in rational form

warning off & don't report any warnings like divide by zero ete.

FARFAGERRERARARARRARARIREAAARSANALERAARARARRNNAGRESASARARAARSANS

textstrl = '"Data Entry - Set up Augmented matrix Ab = [A b1';
fprintf|'Example 3.3 \n')

fprintf{'Calogulations using MATLAB\n')

fprintf(*\n\n')

fprintf ('#s", textstrl)

fprintE{"\n")

cl = 33 % variablegs de holgurz, restricciones <=
g2 = 2; % variables holgurs + artificialesz , restricciones >=
o3 = 2; % variables artificiales, restricclones —
% Xlz2p X124 yi2p Y12N X1 %2 P12 Q12 w1 2
3 Kl 2 3 x4 b XG X9 b1 X9 10
¥ MATRIZ DE RESTRICCCIONES
A= [0 0 0 0 1 =1 =100 100 0 0;
o 0 0 0 Q 0 100 =100 =1 ;
(4] 0 0 0 a 0 100 100 1 -1;
8] 0 0 0 1 -1 100 100 o] 0;
=1 1 0 0 1 =k (4] 0 0 0
a] 0 =1 1 Q 0 4] (1] g =1T:%
b= [75:80;180:25;0.3333;0;0;0;:0]: %%%%% VECTOR DE LADOS DERECHOS DE LAS RESTRICCICONES
e = [10,10,10,10,0,0,0,0,0,0]; $%3%% VECTOR DE LA FUNCION ORJIETIVC
R = size{A);

B o= [R{1),R(2) + el + 2%c2 + c3];

Al

[A((Lzel), (1:R{2)) ), eye(cl),zeros(cl, Bm(2)-R{2)=cl),b(1l:c])];

A2 = [Af{el+l:cl+c2), (1:R(2))),zeros(c2,cl) ~eye(c2),eye(cl) , zeros{c2, Rm{Z)-R{2)-cl~
2*02) ,blel+licl+e2) ]
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&

[A{(cl+cZ+1:tR(1)), (1:R(2)) ), zeros{c3,;cl+2*c2) ,,eye(c3)  blcl+c2+1:R(1))]:
fa = [zeros(l,Em(2)-c2-c3),ones(l;c2+c3),b(cl+c2+c3+2)]; % FUNCION ARTIFPICIAL

fo [c,zeros{l,Rm{2)— R(2)),b(cl+c2+c3+1)];% FUNCION OBJETIVO (+VARIABLES DE HILGURA)

Al

[Al;A2;A3;fo;Ea];

Rart = [AZ2;A3];
dda=size(fart);
if (dda(l)==1)

Acum = Aart;
elae

Acum = cumsum(Aart);
end

Aless = Acum(c2Z+c3,:}):

% UBTENCION DEL NUMERD DE VARIABLES ¥ RESTRICCIONES A PAETIR DE LA MATEIEZ AR
[ml,n0l] = size(db):

m = ml~-2; n=nl-1;

fprintf('Number of variables [o]: $3i\nNumber of oconstraints |[m]: 83i\n\a',n,m)

nmax = 121;

%% The columns are proklsm dependent, Crsate column symbols
£%% Done only once
coltxt = []1;
for 4 = 1:ml
stri = numZstr(i);

catstr = stroat (' ®V,EtEd)
if {i == nl1)

caltxt = [coltxt,* (= B
elass

coltkt = [coltxt,catstr];
end

end
£33 columns symiiol created

#%% TMPRESTON DE LA TARLA DEL METODD SIMFLEX — INCLUYENDD SIMBOLOS
textstrl = streat('starting Taple'};

fprintf (" Aot}

fprintf{'%=",textstrl)

fprintf({'\n LB

fprintf(*'\n\n"}

disp (coltut)

for 4 = l:ml
forintf (" %10, 3F" Ab(i,:))
fprintf{'\n")

end

fprintf("\a\n")

2 -

£3% Process the last colunn o create @ carnonical Form

B

Aofml,:) = Rb(ml,:) — (Aless);SELIMINAR LA VARIABLE ARTIFICIAL
Ftextatr]l = streat('Simplez Tablse-', num2atre(tablanumber));
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e e
GEe

TMPRESTON DE TA INIC
takblennnser = 1g

TAL, DET METODO SIMPLEX

B b R e e S il

% FerawatTl e, hestabe] )

R e T R 4 e s e o !

% Fpriabf (T kuha™)

% %ocoltxt

% iprintsel = 0; % Net ready for printing
while ((Ab{(ml,n+l) <= 0.001) || (Ab{ml,n+l) < -0.00001))
gwhile ((Ak(ml,n+1) >= 0.001) || (RARb{ml,n+l) € -0,00001)

% for i1 = l:nmax

%%% Print the table - cluding colutm

ine symbols
textetrl = sgtrecat('Phase I - Simplex Takle-',

0 B B e e e e s i
fpetmer* Sa™ Asstarr )
TG D] " Mo L
ferdntE (P \ahat )
disp{ecoltxt)
for i = l:ml
forintE("810.38" A(d, ¢ 1)
N oo 0 A O o
end
fprintf{"\a\n")
R R R R A R R A R R R R R
%%% DECIDIR 81 EL PROCESC DEBE CONTIMNUAR
minv ebv] = min(Ab(ml,1l:n)):;
ebvint = uints8 (ebv);
1¥F Mminy < @3:8)
iprintsol = 0;
B B e el N )
fprintf ('Ancother Tteration is Necessary [ll!l\n")
e o e e e e e L ioSae
slge
iprintsel = 1; % Print wvaluss and stop
fprintf (Tem—m e Nty
fprintf (*Further Tteratien is Not Possible\n")
fprintf { "Check for Sclutien\n')
I A e s b NV
erie
T Mpriatesnl == 0
fprintf ("\nEntering basic Variable (EBV) = %=z\n
% IDENTIFICACTON DE IA VARTABLE QUE SATLE DE LA BA

2bop = zeros{ml);

%% %5 DENCMTINADORES

Fer =1amT
if ((Ab({],ebvint)<0) &&
Abpidpebrvint) = 0

(B{d,nl) 2= 0))

LT S nio
SE

nunZstr (taklenumkber) ) ;

Vg 2sitr el ) )
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elgeif ((Ab(j,ebvint)<0) && (Ab(j,nl) < 0))
Abp(]j,ebvint) = Ab{]j,ebvint):;
else
Bbp{],ebvint) = Ab{],sbvint);
end
end
dummyvec(:,1) = Bb(:,nl)./RAop(:,ebvint);
No = max(size (dummyvec));
for i=1:HNo

if ((dummyvec (i) < 0) && (dummyvec (i) > -0.001})

dummyvec (i) = 0;

end
end
% IDENTIFTCAR TA VARIASLEFE QUE ENTRA
minval = +inf; pivet = 13
for § = 1l:m
if (dummyvec (J,1) < minval) && (dummyvec{],l) >= 0)
minval = dummyvec(J,1);
pivotrow = J;
end
end
fprintf ("Pivot Row: %31\n',pivobrow)
%= TDENTIFICQRCTON DE LA VARTARLE QUE 8ALE DF LA BASE
T« g ® assume LBV lg the Firet row
% CREACTON DF UN VECTOZR PARA L& VARTARLE QUE SALE DH LA BASE
uynitwen = zeres{l,; 1)s
unitvec (pivotreow,l) = 1;
sunitves
%% check the columns and capture LBV
fow 1 = len
TE [(Fely,l) == nnitves)
1oy = s
end
end
Elbv
fprintf ('Leaving Basic Variable (LBV) = %$s\n',streat("s',numZstr(lbv)))
Ab (pivotrow, : )=Eb (pivotrow, : ) /Bb (pivotrow, ebv) ;
for j = 1mml
if({j] ~= pivotrow)
Eb(j, ) = Ab(j,:) — Rb({],cbv)*Bb(pivotrow, :);
end
end
&fob] = fob] — fobj*Ab(ml,eshv)*Ab (pivotraw,nl)
tablenumkber = tablenumber + 1;
end
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if fiprltssel = 1)
%%% RECONCOCIENDO TA SOLUCTICN
igol = [];
gol = [13
iF (e Pl 81y = 0)

% CREACTON

DE N VECTOE PABA RECCNOCEE LAS CULUMNAS SOLUCTEN
fer 7] = 1m

unitvec = zeros(ml,l);
unitvec{]j,1l) = 1;
For 4 = lzn
% IDENTIFICACTON DE LA VARIABLE Y LA SOLUCION
1f (At 1) = finitsse)
Leel, = [digel g
sol = [sol Ab(jj,nl)];
end
end
end
far ig = 1am
Forints (" Z2{%E) = 97.3E"; 19l (1) 80l {is))
end

fprintf('\n")

fprintf (" \nOptimal valus : %10.3f',-Ab{ml,nl))
Epriabe(? NaNa )

return

elae
fprintf ("The right hand side is not all zero\n'
fprintf ('Selution may have to be interpretedin'
return

end

end
end

%%% IMPRESION DE LA TABLA DEL METODO SIMPLEX
textstr]l = stroat("Phase T - Simplex Table-',numZstr (tablenumber));

i s B s N e et e L K™}
fprintf('%s',textatrl)
iz sl e e e e S e

fprintE ("\n\nt)
disp(coltxt)

heiE - = .grl.
PRt ('S ll. 3E Y A i 2 )
it (Y m™)

end

] 3 a0t 11 )

*TOMAR TA TABTLA DE LA FASE 1
$INICTALTAAR TOS VECTOREES ARTIFICTATES
Ao = [Ao{{LeBELy+1Y ; (LR 2V 4eltad) )2 (1e B y+10 ¢ Bl 2y 1) Y]

clear dummyvec

clear ebvint

B}

% Obtain the number of variables and constraints from the Ab data 7

i
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[l,nl] = sizeldls);
m = ml=1; . =l =

fprintf {"Number eof variables [n]: #£3i\nNuwmber of constraints [m]:

nmax = 300;
%%% IMPEESION DE LA TABLA INICTAIL, DEL SIMFLEX
tablenumber = 1;

3%% The ceplumns are problem dependent. Create column symbols
%$%% Done only cnece
el = [
o 1= 1wl
stri = numZstr(i);
gatsbyr = ghresbl" AR i
if (i == nl)
Eelext = [eelfst,"? B s
el g
pelert = [CslegE catser]s
end
end
2%% columns symbol created
Scoltxt
iprintsol = 0; % Not ready feor printing
for 1ii = 1:nmax

3%% IMPRESICN DE L& TABTLA DEL SIMPLEX EN CADA ITERACION

S e ik e P e |

textstrl = streat('Phase I1:8implex Table-',nun2str (tablenumber));

R I P LY
fpeintf (Y88, hexbatsl)
i s e Al e e S e S S s

FawlnhE Y Nty
disp(coltxt)

T 4 = Ldmil
FprtRti "ElLR3EY B4, 20
50 010 o L B

end

Fprintri " Yain?)

if (fmdnw 2 0.0) && (minv € =0.0001))

iprintscl = 03

fprintf ('-——————————

fprintf ('Another ion is Nece

fprintf ('—————— 1
elge

iprintsel = 1; %

fprintf('———————
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if {(iprintsol == 0)

forintf ("\nEntering kasic Variable (EBV) = $s\n',strecat{"'x",numlZstrebv)))

% IDENTIFICACTON DE LA VARTABLE QUE SALE DE LA BASHE

Abp = zeros(ml);
Abn = zeros(ml);

$DENCMINADORES

Foie Gl
if ((Bb(],ebvint)<0) && (Ab(3,nl) >= 0))
Abp(],ebvint) = 0;

glseif ((Ab(j,ebvint)<0) && (Ab(Jj,nl) < 0)})
Abp(]j,ebvint) = BAb(]j,ebvint);

slae

Abp(j,ebvint) = Bb(],ebvint);
end

end

dummyvec(:,1) = Bb(:,nl)./Abp(:,ebvint);

No = max(size (dummyvec)) ;

for i=1:No

if {{dummyvec (i) < 0) && (dummyvec (i) > —=0.0001))
dummyvez (1) = 0;

end
end

% IDENTIFTCAR LA VARTABLF QUE ENTRA
minval = +inf; pisa = 13
Fare ) = 1am
if (durnmyvec{]j,l) < minval) && (dummyvec(],1l) >= 0)
minval = dummyvec(j,1});
pivotrow = J;
end
end

fprintf("Pivet Row: %3i\n',pivotrow)

% IDENTIFICACTON DHE LA VARTABLE QUHE S3 DE LA BABE
lbv = 13 % agsume LBV iz the first row

% CREAER 1IN VECTOR PARA 1A VARTARLE QURE SALE IJE LA BABE
unitvec = zeros(ml,1);
unitvec (pivotrow,1) = 1;

Funitvec

e
o0
i

heck the columns and capture LBV

== unitvec)

end
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% 1bv

fprintf ("Leaving Basic Variable (LBV) =

ge\n',strocat{'®" , mum2str (1bv) ))
Bb (pivotrow, : )=Ab (pivotrow, : ) /Ab (pivotrow, ebv) ;

o ) = dewd
if(j ~= pivotraow)
Ab(d,:) = Ab{i,:) - Bb(],ebv)*Ab(pivotrow, :);
end
end
&fob] = fob] — feb)*Ab (ml,shv)*Ah (pivetrow, nl)
tablenumber = tablenumber + 1;

end
if (dpEinteEl = 1)
%$%% RECONOCIENDO LA SOLUCTON
isol [
gl = []3
if (Ab([l:m],nl)y > -0.00001)
% CREACION DE UN VECTOR PARA RECONOCER LAS COLUMNAS SULUCION
taE o7 = lam
vnitvee = zeroes{ml,l);
unitvesi )3, 1Y = 1;
S 4 = SR
% IDENTIFICACICN DE LA VARIABLE ¥ LA SOLUCION
TE B s} == THitwied)
igpl = [isel 1]
gol = [gel Bo{il.0l)]:
end
end
end
For ip = lam
FprintEitAn #(%21) = §7.3F Al (ip) a6l tipy)
end
Tprimee (Yin®)
Eprlnef (Y"N\afeeimel v5lae » 102 FT =meilm a1y )
TErinEf (¥ \a\n"
retiprn
elge
fprintf {'The right hand side i8 not all zero\n')
fprintf {'Solution may have to be interpretedin’)
Fokbytn
end
end
end
%% IMPRESION DE LA TABLA FINAL DE LA EASE 1L BEL SIMEPLEX
textstrl = sgtreat('Phase IT - Simplex Table-',numlZstr({tablenunber)):;
1 61 B e e e Yy
fprintf{(Y8e" stentatrl)
e R - e i

a7 e P O 6 |
disp(coltxt)

fer 1 = lzml
FRPITMEE (" EY0. 2R 2 (1 258
] = T o ] Al 5y AL
end
v ol (1000 i o
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Ejemplo del programa en Lingo 12 para el problema que involucra 5 instalaciones.

MODEL:

[L1] MIN= 10 * X12F #+ 10 * XI2N + 10 = ¥YI12P 4+ 10 * ¥Y1Z2N + 15 * X13P +

15 * KI3N +
15 # ¥13F + 15 + ¥I3N + 20 * R1dP + Z0 *+ X1dN + 20 * ¥YI4P 4 20 =
YI4N + 30 * X23p

+ 30 R RWIEBN + 3N * X3P+ 30 ¢ ¥ESBN 4+ 35 *F TR + 35 F 2N + 35 ¥

YZ4P + 35 =

Y24 - T~ ISP & T + K25N + 1D » Y252 % 10 * YIBN + 10 > FSIP +

10 * X34N + 10

* ¥34P + 10 W ¥Y34N + 20 * K35P + 20 * X35N + 20 ¥ ¥35P + 20 * ¥35N +

15 * XASP +
15 * XASN + 15 * YA5P + 15 * YA5N;
[(2] X1 - X2 + 100 * P12 + 100 * Q12 >= 25;
[3] - X1 + X2 + 100 * P12 - 100 * Q12 3= - 75;
[[4] %1 - %3 + 100 * P13 + 100 * Q13 >= 30;
[ 5] - X1 + X3 + 100 * P13 - 100 * Q13 >= - 70;
[ 6] 41 - X4 + 100 * P14 + 100 * old >= 27,5;
[7] - X1 + X4 + 100 * P14 - 100 * QL4 >= - 72.5;
[8] X1 — X5 + 100 * P15 + 100 * Q15 >= 30;
[ 8] - X1 + X5 + 100 * P15 - 100 * Q15 >= = 70;
[10] X2 — X3 + 100 * P23 + 100 * Q23 >= 30;
[[11] - X2 + X3 + 100 * P23 = 100 * Q23 >= = 70;
[(12] X2 - X4 + 100 * P24 + 100 * Q24 >= 27.5;
[ 13] - %2 + X4 + 100 * P24 - 100 * Q24 >= - 72.5;
[(14] %2 — X5 + 100 * P25 + 100 * Q25 >= 30;
[[15] - %2 + %5 + 100 * P25 - 100 * Q25 >= - 70;
[(16] X3 - X4 + 100 * P34 + 100 * @34 >= 32.5;
[[17] - %3 + X4 + 100 * P34 - 100 * Q34 »>= = 67.5;
[[18] %3 — X5 + 100 * P35 + 100 # 035 >= 35;
[(19) - X3 + X5 + 100 * P35 - 100 * Q35 >= - 65;
[[20] %4 - X5 + 100 + P45 + 100 * Q45 >= 32.5;
[21] - %4 + X5 + 100 * P45 = 100 * Q45 >= - 67.5;
[[22] - 100 * P12 + 100 * Q12 + Y1 - Y2 >= - 80;
[23] - 100 * P12 - 100 * Q12 — ¥1 + Y2 >= - 180;
[[24] = 100 * P13 + 100 * Q13 + Y1 = Y3 >= = 75;
[ 25] - 100 * P13 - 100 * Q13 - Y1 + Y3 3= = 175;
[ 26] - 100 % P14 + 100 * Ql4 + Y1 — ¥4 >= - 80;
[(27] - 100 # P14 - 100 * QL4 — ¥1 + Y4 >= - 180;
(28] = 100 * P15 + 100 * Q15 + Y1 - ¥5 >= - B0;
((29] - 100 * P15 - 100 * Q15 - Y1 + ¥5 >= - 180;
((20] - 100 * P23 + 100 * Q23 #+ Y2 — Y3 >= - T5;
[ 31] - 100 * P23 — 100 * Q23 - ¥2 + ¥3 >= - 175;
[ 32] - 100 * P24 + 100 * Q24 + Y2 — Y4 >= - BO;
[(33] - 100 * B24 - 100 * Q24 - Y2 + Y4 >= - 180;
[T34] - 100 * P25 + 100 * Q25 + Y2 — Y5 >= - B0;
[ 35] - 100 * P25 — 100 * Q25 — ¥2 + Y5 >= - 180;
[ 26] - 100 * P34 + 100 * 034 + ¥3 - Y4 >= - 75;
[ 37) - 100 * P34 = 100 * Q34 — ¥3 + Y4 >= - 175;
(28] - 100 * B35 + 100 * Q35 + ¥3 - ¥5 3= - 75;
[ 29] - 100 % P35 - 100 * Q35 - ¥3 + ¥5 >= - 175;
(40] - 100 * P45 + 100 # Q45 + Y4 — ¥5 >= - 80;
[[41] - 100 * P45 - 100 * Q45 - ¥4 + Y5 = ~ 1BO;
[(42] - X12F - X12N + X1 - %2 = 07
[ 43] - ®13F = X13N + X1 - X3 = 0;
[ 44] - X14P - X14N + X1 - X4 = 0;
[[45] X1 - X5 - XISP - X15N = O;
[(46] - X23P - X23N 4 X2 - X3 = 0;
[ 47] = K24F - X24N + X2 - ¥4 = 0;
[ 48] — X25PF — X25N + X2 — X5 = 0;
[ 49] - X34P — X34N + X3 - X4 = (;
((50] - X35P — X35N + X3 - X5 = 0;
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[ 5] =i
[ BE]
[ 53] -
[ 54] -
[ 557 %1,
[ 56] -
[ 571 -
[ 58] -
[ 59] -
[ 60] —
[ 61] -

END

= Xb

YIZ8
FLEE
¥14P

= b

YZ23P
Y24P
i
Y34P
Y35P
Y45P

- WASPY4SN — 0;

- Y18N + ¥1 - ¥2 = 0;
- Y13N + ¥1 - ¥3 = ©;
= ¥14N + ¥1 - ¥4 = 0;
- Y15P - YIEN = 0;

= 23
- ¥Y24N
= ¥ZARSN
- Y34N
= FE5I
- Y45N

+
+
+
B
B
+

X& o~ B3 =
Foo: = Wy = g
¥ = Fe = B
¥E — PL = [
XS = ¥ = [0k
¥4 = ¥a = 03

Resultados obtenidos con LINGO 12.0

>
Lingo 12.0 Sclver Status [lineal_Sfacilities]

Solver Status
Model Class:

State;
Objective:
Infeasibility:

|terations:

Salver Type:
Best Obj:
Ob) Bound:

Steps:

Active:

- Extended Solver Status

Update Interval: |2

MILP
Unknown
0

il

]

Variables
Total 71
Narlinear: ]
Integers: 20
Constraints
Total: 61
Nonlinear:
Norzeros———— =
Total 275
Nonlinear: 0

~ Generator Memary Used (K] —

44

Elapsed Runtime [hhrmm:ss)
go:00-00

i J Close

Global optimal sclution found.
Chijective value:
Chjective bound:
Infeasibilities:
Extencded selver pbepss
Total golver Jterations:

Model Class:

Total variables:
Nonlinear variables:
Integer variakles:

Total constraints:
Nonlinear constrainta:

Total nonzeros:

Nonlinear nonzerog:

5520, 000

5525, 001

0.000000

26845

191126

mILE
70
0
20
24l
0
276
0
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