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Resumen 

Una variedad de objetos astrofíscos que van desde estrellas jóvenes, nu­
deos activos de galaxias y agujeros negros producen eyecciones de material 
hacia su exterior, los llamados chorros o jets. En la mayoría de los casos 
estas emanaciones presentan geometría bipolar, flujo altamente colimado y 
la participación de un disco de acreción, lo cuál genera actualmente interés 
en buscar modelos universales para describir su formación y evolución. 

En particuar, los chorros estelares se observan a distancias relativamente 
cercanas a nuestro Sol y tienen cambios estructurales que son apreciados en 
escalas de tiempo de un año, por lo cual este tipo de jets son considerados 
como laboratorios ideales para explorar la física de jets en general. 

En esta tesis nos enfocamos en el estudio de la producción de nudos 
emisores observados a lo largo de la estructura de un chorro estelar. Nos 
basamos entonces en el modelo de chorros con velocidad variable de eyección, 
la cual es supersónica con números de Mach que pueden ir de 10 a 30. 
En este modelo se forman ondas de choque (debido a la variabilidad de 
eyección) que producen un aumento abrupto de temperatura y luego la 
emisión tendrá lugar debido al enfriamiento del flujo detrás de los choques. 

Con las condiciones del flujo hipersónico estelar (M = 10 - 30) descri­
bimos un modelo en el cual podemos asumir que se conserva la velocidad 
con la que es eyectado el flujo salvo cuando pasa a través de choques. Los 
choques forman las llamadas superficies de trabajo, cuya dinámica es descri­
ta analíticamente en un modelo desarrollado por Cantó, Raga & D' Alessio 
(2000) en el que se considera que se conserva la masa y el momento des­
de que son eyectados. En este trabajo presentamos entonces la descripción 
analítica de la estructura del chorro "parchando'él régimen de flujo libre con 
la posición de las superficies de trabajo que se forman. Para graficar estos 
resultados se construyó un programa en lenguaje e, el cual se muestra en el 
apéndice. 

Por otro lado nos introducimos al estudio de los esquemas numéricos 
para resolver las ecuaciones de Euler para la dinámica de gases junto con la 
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ecuaCión de estado de gas ideal monoatómico (cv/cp = 5/3). De aquí resulta 
la construcción de un código hidrodinámico en el lenguaje C (mostrado en el 
apéndice) con los algoritmos de Lax, MacCormack y FVS de van Leer. Con 
ellos hicimos simulaciones numéricas para un problema de prueba (choque 
contra un muro) y mostramos la comparación de sus resultados, siendo el 
FVS de van Leer el que propaga los choques con mayor resolución. Usamos 
entonces este algoritmo para hacer una simulación del jet de con velocidad 
variable de eyección. Los resultados de los modelos analítico y numérico son 
comparados en un cálculo de la velocidad del flujo en función del dominio 
espacial, mostrando que ambos resultados concuerdan con buena aproxim­
ción, excepto para la cal)eza del jet, cuya interacción con el medio ambiente 
no se considera en el modelo analítico que aquí se describe. 

Finalmente usamos nuestro código hidrodinámico para tracender algu­
nas limitaciones del modelo analítico. Se encuentran en la literatura modelos 
numéricos con funciones periódicas tipo sinusoidal, de escalón y sesgadas . 

. Aquí se presentan transiciones paramétricas entre esas formas, no hechas 
hasta el momento. Los resultados de estos nuevos modelos numéricos pue­
den aplicarse para ajustarse a observaciones de estructuras de chorros as­
trofísicos particulares. Con la misma idea también se pueden hacer modelos 
de más' dimensiones, así como implementar funciones de enfriamiento más 
sofisticadas para obtener predicciones de los espectro emitidos, o ampliar 
nuestros modelos al régimen relativista. Estas son algunas posibilidades del 
futuro de este trabajo. 
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6 CAPÍTULO J. INTRODUCCJÓl\l 

1.1. Chorros Astrofísicos 

En las últimas décadas ha aumentado el número d.e distintos tipos de 
objetos astrofísicos en los que se detecta ernanación colimada de Inatel'ial, 
los fenómenos conocidos como Chorros o Jets. La. variedad de estas fuentes 
va. desde estrella.s en fonnación) hast.a agujeros negros y núcleos activos de 
galaxias (figura.s 1.1 y 1.2)) lo cuál es de sumo interés en la. a.ctualidad ya 
que en la rnayoría de los jets se observa una alta colí.mación del material 
eyectado, geometría bipolar y la pa,rticipación de un disco de acreción. Por 
ello es que se buscan 1110delos de mecanisrnos universales para describir la 
forrnación de éstas emanaciones (al contrario de ést.o) los mecanismos de 
ernisión, los cuales hacen a los jets observables) son muy diferent{~s de acuer­
do al tipo de objeto). El cuadro 1.1 1.1] lista todos los tipos de objetos en 
los cuales se han observados chorros colimados y los sistemas físicos inv(}­
lucrados. En particular, los jets producidos por estrellas jóvenes o YSO'S 
(Yotmg 8tellar ObJecis, por su non1bre en inglés) son uno de los tipos rná8 
cornunes de ema.naciones. Adermis, hay miles de estrellas jóvenes a 500 pe de 
nuestro Sol [21. Debido a esta relativa proxirnidad, sus carnbios estructurales 
pueden ser observados en escalas de tielnpo de alrededor de un aflo. Es por 
esto que los chorros protoestelares se consideran como laboratorios idea.les 
para la exploración de la física de jets en general. El enfoque de esta, tesis 
será sobre estos jets protoestelares. 

Figura 1.1: ·1v1.apa de radio del chorro extrag:.'tláctíco 1528 -.¡.-29. 
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Figura 1.2: Evolución del objeto HH30 durante un año. Las flechas muestran el ava.nCE! 
de los nudos ha.cia el exterior de la estrella. El tamaño de nuestro sistema solar se muestra 
abajo a la derecha en la. mÍsma escala. 

YSO's 
Bina.rias de Rayos X masivas 
Agujero Negro de Rayos X Transitorio 
Binarias de Rayos X de Baja l\'Íasa 
Estrellas Simbióticas 
Núcleo de Nebulosa Planet.aria 
Fuentes de Rayos X Supersuaves 
N mra Recu.rrente 
Púlsares 
E;rtmga.ltÍctico 
Núcleo Activo de Ga.la.-xia 
Estallido de Gamma 

Acreeimiento a estrella joven 
AcreGÍmkmto a Estrella de Neut.rones o Agujero 
Acreeimiento a Agujero Negro 
A~~redmient.o a EstrelJa de Neutrones 
AcreGÍmiento a Enana Blanca 
AcreGÍmiento a Estrella 
AcreeirnÍellto a Ene.na Blanca 
AcreeÍmiento a EnamJ Blanca 
Estrella de Neutrone..<; Giratol'ia 

AcreGÍmiento a Agujero Negro SupermasÍvo 
Acreeim.iento a 

Cua.dro 1.1: Sistemas que exhiben jets colirnados. 
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1.2. Los Jets HH 

Alrededor del año de 1950 (por observaciones de Guillermo Haro en 
México y George Herbig en EUA, de manera independiente) se descubrie­
ron conjuntos de nudos gaseosos compactos ubicados dentro de regiones de 
forrnadón estelar. Haciendo referencia a sus descubridores, se les dio el nom­
bre de objetos Herbig-Haro, comúnmente abreviados como "objetos lUF. 

Figura 1.3: ()bjetos H.H asociados a estrellas jóvenf'B. 

La naturaleza de esta....s nebulosidades es de tener un brillo relativamente 
constante en el tien1po. Dado que la emisión de radiación de los objetos 
HH debería hacer que éstos se enfriaran en tiempos de 10 a 100 aüos, su 
relativa constancia implica que algo está. proporcionando nueva energía a 
est.os objetos. Los astrónomos se dieron a la t.area de buscar la fuente de 
su energía. . .Y corno consecuencia. de esta investiga.cIón, se ha a.sociado a los 
objetos HH con los fenómenos de eyección de gas que tienen las estrellas en 
proceso de formaeÍón (y estrellas jóvenes). 



1.3. PCJRl\¡fA.CIÓN ESTELAR 

1.3. Formación estelar 

Las nubes moleculares son grandes estructuras del rnedio interestela.r, 
algunas de ellas con masas de millones de veces las de nuestro sol. Con el 
desarrollo de la radioastronOlnía ha quedado claro que tanto nuestra Vía 
Láctea; así como otras galaxias espirales; contienen una vasta cantidad de 
material en forrna de estas nubes para formar estrellas. :Estas nubes pueden 
ser identificadas ópticamente como nebulosida.des oscuras corno histórica­
mente lo hizo \Villiam Herschel en la primavera de 1784. Las estrellas jóve­
nes se forman de la contracción gravitacional de un fragmento de esta nube 
molecular. Este fragmento forma un núcleo (protoestrella) rodeado de un 
disco en rotación. El gas 11101ecular cae a la estrella a través de este disco y 
la. estrella va ganando masa. A estos elíseos se les llarna "discos de acreción" . 
Los diagramas en la Figura 1.4 ilustran las fases de la formación estelar [a]. 

a 

e 

Figura 1.4: Diagramas de las fases de la formación de una estrella. (a) Núcleos isotérrnicos 
de nubes moleculares cuya densidad aumenta hacia el centro. (b) Se desarrolla un disco 
de acreción al cual se asocia una expulsión de material al exterior. La mayor parte de la 

I masa sigue est.ando en el ext.erior del núcleo. (e) Ahora la mayor pa.rt.e de la masa est.á en 
el centro y la eyecciém de materia est;l bien desarrollada. (el) La mayor parte de la nube 
envolvente ha sido capt.urada en el disco y la estrella está por Uegar a su masa fina1. La 
estrella es ópticamente visible. 
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Si el material que orbita la estrella conservara su momento angular, no 
caería hacia la estrella. Es por ello que debe existir un mecanismo de pérdida 
de momento angular. Uno de los procesos estudiados es el transporte turbu­
lento de momento angular hacia afuera del disco. Otro proceso posiblemente 
presente es la advección de momento angular en vientos o chorros eyectados 
por el sistema. Se observa que los flujos expulsados al exterior son colima­
dos y muchas veces tienen geometría bipolar. Se han propuesto modelos que 
introducen la presencia de campos magnéticos que pueden producir las ines­
tabilidades en el disco para impulsar la eyección y también pueden dirigir el 
material eyectado a formar chorros colimados. 

1.3.1. Estudio de los chorros. 

Del estudio de las observaciones de los chorros HH, se pueden deducir 
las siguientes propiedades [4]. Las observaciones de los movimientos propios 
de los nudos en los jets HH revela que éstos se mueven a una velocidad que 
varía entre 100 y 300 kms-1, las separaciones entre nudos son del orden 
de D.x rv 1016cm y se encuentra una longitud total del jet del orden de 
1018cm. Los altos movimientos propios de las cabezas de los jets indican 
que la densidad del jet (Pi) es considerablemente mayor que la del ambiente 
circundante (Pa), encontrando Pi / Pa rv 10 a 100 para distintos objetos HH. 
Con los parámetros anteriores se pueden investigar las escalas de tiempo de 
la dinámica del jet, encontrando que éstas son del orden de 1000 años de 
evolución. Se encuentra que en general los HH jets tienen baja excitación 
espectral, lo cual implica que las temperaturas son del orden de los 104K, 
con lo que se infiere que las velocidades del sonido en el material son de 
rv 10 km s-l y entonces los números de Mach (ver la siguiente sección) en 
las regiones donde hay líneas de emisión están en el intervalo de M = 10-30. 

Al estudiar el problema de los chorros astrofísicos se ha dividido la in­
vestigación en las siguientes líneas: 

1. El mecanismo por el cual la fuente produce un viento de alta velocidad. 

2. El mecanismo de colimación que genera una geometría bipolar. 

3. La producción de nudos emisores a lo largo de la estructura del chorro. 

4. La formación de la cabeza del chorro por la interacción del chorro con 
el ambiente. 

Este trabajo de tesis se va a enfocar en el problema de la producción de 
nudos en la estructura del chorro. 
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Figura 1.5: Imagen óptica del chorro estelar HJI :34. 

1.4. Estructura de los Chorros 

Para explicar las líneas de emisión que emitían los objetos HH, en 198f:) 
Richard Schwartz notó una similitud con los rernanentes de supernova, en 
el sentido de que la enlÍsión observada tiene su origen en un enfriarniento 
del rnaterial que previarnente aumentó su ternpera.tura debido a un choque, 
desca.rtando la posibilidad de la fotoionización [:5]. Para. que se forrnen los 
choques, Schwartz propuso que debe de haber una interacción de un viento 
estelar supersónico con el rnedio arnbiente y entonces el espectro de ernÍsión 
es originado detrás de un choque, en la zona ele enfriamiento. La interacción 
del viento con el medio ambiente, que está relativamente en reposo, crea un 
"choque de proa" (haciendo analogía con el desplazamiento de un bote en el 
agua) ¡ de manera que el material que se eyeeta con velocidad supersónica es 
frenado y el medio an1biente puesto en rnovimiento. Media,nte los choques 
la energía cinética se convierte en calor y enton(~es el gas se ioniza y errüte 
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líneas de un conjunto de distintos iones y átomos. Con esta propuesta es 
posible explicar las observaciones referentes al espectro de excitación de los 
objetos HH, las luminosidades y las escalas de variación en el tiempo, entre 
otras. 

Para explicar la presencia de nudos alineados en el interior del chorro 
se han propuesto algunos modelos, pero el que ha tenido más éxito para 
explicar las observaciones es el modelo del jet con velocidades de emisión 
supersónicas y variables [4]. En este modelo, los choques son generados por 
material rápido que alcanza a material más lento eyectado previamente. De 
esta manera la cadena de nudos observada se puede generar con una perio­
dicidad del proceso de incremento de la velocidad de eyección. Proponiendo 
una variabilidad de una amplitud menor a rv 100 kms-1, este modelo puede 
explicar por qué los nudos alineados a lo largo de los chorros HH no tienen 
líneas de emisión de elementos fuertemente ionizados. En este trabajo de 
tesis se va a seguir el modelo de velocidad de eyección variable, estudiando 
la evolución de las variables de densidad, velocidad y presión (p, v, p) en un 
gas (que es eyectado) que obedece una ecuación de estado de gas ideal y que 
tiene un cociente de calores específicos "/ = cp/cv = 5/3 (gas monoatómico). 

Para velocidades de eyección como las que nos proponemos estudiar, se 
cumple la condición de flujo hipersónico, es decir M > > 1, donde se define 
el número de Mach como 

M = u/c, (1.1) 

donde la velocidad del sonido c en el gas está dada por 

c = V,,/P/ p. (1.2) 

Aplicando la condición del flujo hiper sónico uV p/,,/P > > 1, obtenemos 

(1.3) 

Lo anterior nos dice que los efectos de la presión sobre las parcelas dé flujo 
que son eyectadas pueden ser despreciados, es decir, podemos suponer que 
el material eyectado por la fuente preserva su velocidad inicial, salvo cuando 
pasa a través de choques. Por otro lado, el intervalo de velocidades a lo largo 
de los jets HH superan varias veces las velocidades de escape calculadas para 
las estrellas de las cuales emana el material, razón por la cual la participación 
del campo gravitatorio es despreciable en la descripción de la dinámica de 
los jets HH. 

Estas suposiciones se van a desarrollar en el capítulo 2, a través de una 
aproximación analítica para describir la estructura de los chorros y mostra­
mos una solución para el caso de velocidad sinusoidal y densidad constante 
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de eyección. En el capítulo 3 nos introducimos a las diferencias finitas para 
resolver . numéric~mente las ecuaciones de Euler para la dinámica de gases, 
dando como resultado la construcción de un código hidrodinámico y lo usa­
mos para comparar tres algoritmos que resuelven un problema de choque 
fuerte. En el capítulo 4 resolvemos el problema del jet variable numéricamen­
te y hacemos una comparación de estos resultados con la solución analítica. 
En el capítulo 5 usamos nuestro código para presentar una serie de nue­
vos modelos que resultan de variabilidades en una familia paramétrica de 
funciones. Finalmente, el capítulo 6 contiene las conclusiones de esta tesis. 
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Capítulo 2 

Soluciones Analíticas 
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Si se plantea, que a través del flujo hipersónico los gradientes de pre­
sión resultan despresiados; la velocidad de eyección se conserva. y entonces 
podemos obtener la velocidad asociada al gas '1)(::C) t.) que a un tiernpo t se 
encuentra. a una distancia ~r de la fuent(~: 

v(;¡;,1:) :c':: 'Vo( T) === T~-'-:;' (2.1 ) 

donde T es el tiernpo en el cual fue eyecta.da a velocidad '1.'o(T), la parcela, 
que estamos localizando en ~l; al tiempo t y donde naturalmente T :::; t. Es-· 
ta función resulta ser n1ulti val nada cuando en el tiernpo varias velocidades 
coinciden en los 111isrnos puntos, esto es, cuando lnaterial del jet es alcan­
zado por flujos de mayor velocidad. Est.os lugares del flujo son las llarnadas 
superficies de trabajo (figura 2.1)) formadas por dos choques. Entonces la 
ecuación (2.1) será. válida para el flujo salvo cuando pasa a través de estos 
choques. Para completar el planteamient.o analítico del problema, necesita~ 
mos saber cómo es el movimiento de las -superficies de trabajo y aquí se va 
a proceder calculando el centro de masa d.el lnaterial chocado [5]. 

Figura 2.1: Esquema. de la interacción ele los dos flujos que forman los choques en la 
superficie de t.ra.bajo, que se mueve con velocidad 'Vst. 

2.1. ForlualislTIO general. 

Para lograr la fornlación de una discontinuidad en la velocidad, consid.e­
remos que la fuente eyecta gas con una velocidad creciente de la fOrIna: 

, (2.2) 

donde Vo :::= 'Vo(O) Y a := (dl..10/ dT )TO~7.0 > O. (:onsiderenlOs dos parcelas de 
gas, una eyeetada al tiempo T :::::= O y la segunda al t.iernpo 'T >. O. Viendo la 
ecuaci6n (2.2) y la ecuación (2.1), a un tiempo -t la parcela que sale en T :== O 
se encuentra en : 
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(2.3) 

La segunda parcela conserva la velocidad Va + (xr y en el mismo tiempo 
t se encontrará a una distancia de la fuente dada por: 

(2.4) 

donde consideramos que T es pequeño, y despreciamos términos de segundo 
orden en T. Entonces combinando (2.3) y (2.4) tenemos: 

(2.5) 

Cuando la segunda parcela alcanza a la primera, tenemos que dI = d2, es 
decir: 

dl = dl + T(at - Va), 

Va 
~te= -, 

a 
(2.6) 

donde hemos llamado te al tiempo en que la parcela 2 alcanza a la parce­
la 1. Sustituyendo este resultado en la ecuación (2.3) podemos calcular la 
distancia en la cual coinciden las parcelas (donde se alcanzan): 

(2.7) 

y tomando el límite T -+ O vemos que las superfices de trabajo (los choques) 
se forman a una distanda de la fuente: 

(2.8) 

Para el caso de variabilidades va( T) periódicas, las superficies de trabajo 
se forman a una distancia 

{ v6 } 
X

e = (dva/dT ) min' 
(2.9) 

de la fuente, donde el mínimo se calcula sobre un periódo de la eyección. 
Llamaremos te al tiempo en el cual se foma la superficie de trabajo. Esta es 
formada por material eyectado en un tiempo Te, que alcanza en un choque 
al material eyectado previamente; entonces te está relacionada con Ve Y Te 
como 

(2.10) 
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Debido a que, ya formada la superficie de trabajo, ésta viajará a través 
del flujo, podemos a partir de este hecho, investigar algunos aspectos de su 
naturaleza. 

Por un lado, la superficie alcanza en un choque al material aguas abajo 
del flujo; éste material se acelera y pasa a formar parte de ella. Por otra par­
te, el material del flujo aguas arriba se frena en un choque con la superficie 
de trabajo, y pasa a formar parte de ésta. Entonces la velocidad Vst de la 
superficie de trabajo queda confinada y caracterizada por las velocidades del 
flujo directamente aguas arriba y abajo (ver figura 2.1), siendo los paráme-' 
tros que describen el movimiento de lá superficie, Vi = VO( 71), V2 =VO( 72), 

Vst, y Xst su posición. Estos dependen finalmente de 71 y 72, los tielupos en 
que fue eyectado el material (recordemos que la velocidad se conserva por 
estar en el régimen de flujo libre). 

Ahora, si consideramos despreciable la extención de la superficie de tra­
bajo respecto a las dimensiones del jet, su posición Xst, está relacionada con 
V1, V2, 71, 72 como: 

Xst 
V2=--· 

t - 72 

(2.11) 

(2.12) 

Si eliminamos los tiempos de estas dos últimas ecuaciones, tenemos: 

Xst Xst 
- +72 = - +71, 
V2 Vi 

V2V l 
Xst = (72 - 7d ( )' 

V2 - Vi 
(2.13) 

De igual manera, eliminando a Xst tenemos: 

(2.14) 

Consideremos que la cantidad de masa que pierde la superficie de trabajo 
en los laterales (perpendicular al movimiento) es despreciable y sea m( 7) la 
cantidad de masa eyectada a un tiempo 7 de la fuente, entonces una cantidad 
diferencial de masa dm( 7) eyectada en un intervalo diferencial de tiempo d7 

está dada por : 

ind7 = dm(7). (2.15) 
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La masa confinada dentro de la superficie de trabajo debe de ser la 
suma de la masa eyectada entre 71 y 72, ya que la superficie de trabajo se 
sitúa entre los flujos con velocidades V1 Y V2, Y la calculamos integrando la 
ecuación (2.15) desde 71 a 72: 

1
T2 

m = m(7)d7. 
TI 

(2.16) 

Su velocidad corresponde a la velocidad del centro de masa de las parcelas 
que la conforman 

11T2 

Vst = - Vo ( 7 )dm, 
m TI 

donde dm es un diferencial de masa. Por estar en el régimen de flujo libre, 
tomemos la velocidad de la masa m( 7) de parcela como v( 7) Y por la ecuación 
(2.15) dm = m(7)d7 tenemos: 

11T2 

Vst = - m( 7 )vo( 7 )d7. 
m TI 

(2.17) 

De aquí podemos obtener la posición del centro de masa: 

(2.18) 

Usando (2.17) y distribuyendo los factores en (2.18): 

=? Xst = tVst - Xo, (2.19) 

donde se ha definido 

(2.20) 

La ecuación (2.19) nos da una relación entre 71 y 72 cuando se le sustitu­
yen Xst, t, Vst , Xo Y m dados por las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.17), (2.20) 
y (2.16). Una vez que conocemos 71 y 72 podemos conocer V1 Y V2 (dado que 
Vo depende directamente de 7) y regresando a las ecuaciones (2.13) (2.14) y 
(2.17) se obtienen explícitamente la posición y velocidad de la superficie de 
trabajo en forma paramétrica. 
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2.2. Velocidad sinusoidal y densidad constante de 
eyección 

Una forma de producir choques en el flujo del jet es proponiendo una 
variabilidad de la forma 

(2.21) 

donde Vw , Ve, W son constantes. Consideremos además que el área Ao de la 
sección transversal del jet es constante (colimación total). Entonces, la den­
sidad del material en la fuente es P =Mj(Aox) con M la masa del material 
eyectado, y x la distancia que ha recorrido. Si consideramos además que la 
densidad de eyección PO es constante, podemos obtener la derivada temporal 
de la masa eyectada como función de la velocidad de eyección: 

M = poAox(T). (2.22) 

Entonces, la tasa de eyección de masa por unidad de área es 

(2.23) 

Vamos a usar los resultados generales de la sección 2.1 y resolver el 
problema del jet bajo las condiciones de las ecuaciones (2.23) y (2.21). Sus­
tituyendo esta variabilidad en (2.9) tenemos 

Xc = 
V w [1- (~) sin(wT)f 

(~:) COS(WT) 
W 

(2.24) 

y de la ecuación (2.10) 
Xc 

te = Te + -( -) . 
Vo T 

Sustituyendo Xc de (2.24) se obtiene 

[1 - (~) sin( WT) ] 

W (~) COS(WT) . 

(2.25) 

Estas ecuaciones nos dan la posición y el tiempo en que se forma la primera 
superficie de trabajo. 

De la ecuación (2.16) obtenemos para este caso que: 
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y de la ecuación (2.17) 

Vst = po {TV; + VwVc COS(WT) + ~(WT - sin(wT) COS(WT))} . 2 2 I~ 
m W 2w TI 

Entonces podemos escribir: 

donde se ha definido 

) 
2 2vwvc ) HO(T :='VwT + --COS(WT , 

W 

Hl(T) :='WT - sin(wT) COS(WT), 

H3(T):=' (v; _ V~) T2 _ 2vwvC (sin(wT) _ WTCOS(WT)) 
2 4 w2 

T sin(2wT) COS(2WT) 
4w 8w2 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

Las ecuaciones (2.26),(2.28),(2.29),(2.13) y(2.14) nos dan los términos 
que necesitamos para sustituir en la ecuación (2.19) y definiendo las variables 

se lleva a la forma 

(2.30) 

(2.31) 

Asin3 (wf) + Bsin2(wf) + Csin(wf) + D = 0, (2.32) 
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con 

A = (:~) 2 Sin(WLh){sin(wb.T) COS(Wb.T) - Wb.T}, (2.33) 

B =2 (:~) {(Wb.T)2 + (Wb.T) sin(wb.T) COS(wb.T) - 2 sin2 (Wb.T)} , (2.34) 

e '= (:~) 2 {(Wb.T)2 COS(Wb.T) - sin2(wb.T) COS(Wb.T) + (Wb.T) sin3(wb.T)}, 

+ 2(w~7){sin(w~7) - (W~7) COS(W~7)}, (2.35) 

D = (:~) {4 sin2(wb.T) - 3(Wb.T) sin(wb.T) COS(Wb.T) 

- 2(W~7)2 sin(w~7) - (W~7)2}. (2.36) 

Todo el material que puede alcanzar a conformar una superficie de tra­
bajo dada es eyectado a lo más dentro de un período B = 2;, ya que las 
velocidades en el siguiente período no son suficientes para alcanzar dicha 
superficie de trabajo. Entonces la diferencia 72 - 71 tiene como cota superior 
aB= ~ y 

(2.37) 

SELECCION 

Figura 2.2: Valor seleccionado de T que satisface la solución de la ecuación (2.32). 

Para cada ~7 en ese intervalo, se calculan los coeficientes de la ecuación 
y se busca la solución x de la ecuaciÓn cúbica tal que x = sin(w'f) S 1 (en 
caso de tener tres soluciones reales). En la figura 2.2 vemos que hay dos 
valores de 'f que satisfacen esta solución de la ecuación cúbica en el primer 
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período. La elección de T depende de la fase inicial de la variabilidad para 
hacer los cálculos. En nuestro caso, la opción que representa descripciones 
físicamente aceptables es la T más grande1, es decir 

T = 2..[7r - arcsin(x)]. (2.38) 
w 

Ya elegida T, se obtienen Tl y T2 de las ecuaciones (2.30) y (2.31). Con 
Tl y T2 encontramos directamente la descripción de la superficie de trabajo 
de trabajo t, Xst, Vws Vl, V2 de las ecuaciones (2.14), (2.13), (2.28) Y (2.21) 
respectivamente. Las figuras 2.3, 2.4, 2.5 muestran las soluciones que da este 
modelo analítico para la dinámica de la superficie de trabajo en las que se 
usan valores típicos del medio interestelar. 

Este modelo analítico simplifica el problema ya que supone que algunas 
cantidades físicas resultan despreciables, (gradientes de presión, tranferen­
cia interna de energía, extensión no nula de la superficie de trabajo, etc). 
Además se limita a aplicarse en cantidades (por ejemplo las formas de las 
funciones vo( T), m( T)) que puedan ser integradas en las ecuaciones (2.17), 
(2.20). La aproximación que ofrece este modelo la podemos comparar con 
un modelo más general en el que se toman en cuenta todas las cantidades y 
sus formas funcionales, que es resolviendo las ecuaciones de la dinámica de 
gases [11] (usando la notación de Einstein de índices repetidos): 

conservación de masa 

conservación de momento 

conservación de energía 

ecuación de estado de gas ideal 

op + opuj = O (2.39) ot OXj , 

OPUi o 
7!it + ox' (pÓij + PUiUj) = O, (2.40) 

J 

oE 8 -o + -o uj(E + p) = -L(p, T), 
t Xj 

pkT 
p=--, 

m 

(2.41) 

(2.42) 

donde E = ~p(uI + u§ + u§) +;yS y L representa la pérdida de energía por 
unidad de volumen y tiempo, por emisión de radiación. 

Desafortunadamente no se dispone de soluciones analíticas completas 
para estas ecuaciones, pero existen esquemas numéricos que minimizan los 

1 La función inversa del seno generalmente se define univaluada en los programas de 
cálculo numérico. En particular la librería math.h del lenguaje e (en el que se hicieron 
todos los cálculos numéricos de esta tesis) la define en el intervalo (-7f /2, 7f /2). 
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Figura 2.3: Solución para la posición de la superficie de trabajo del modelo analítico 
con densidad de eyección constante y velocidad de eyección vo(t) = V w - Ve sin (wt) con 
V w = 2.9 X 107 cm S-l, Ve = 4.5 X 106cm S-l y periodo () = 2.99592 X 1010s. 

errores en su evolución, lo cual se discutirá en el siguiente capítulo. De 
este modo nos proponemos dar una aproximación numérica al problema de 
los chorros de eyección de velocidad variable, para la versión 1-D de las 
ecuaciones (2.39)-(2.42). 
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Figura 2.4: Solución para la velocidad de la superficie de trabajo del modelo analítico 
con densidad de eyección constante y velocidad de eyección vo(t) = V w - Ve sin (wt) con 
V w = 2.9 X l07cm S-l, Ve = 4.5 X 106cm S-l y periodo e = 2.99592 X 1010s. 
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Figura 2.5: Solución del modelo analítico con densidad de eyección constante que mues­
tra las velocidades del flujo directamente aguas arriba (verde punteada) yaguas abajo 
(roja) en la superficie de trabajo. La velocidad de eyección es vo(t) = V w - Ve sin (wt) con 
V w = 2.9 X 107 cm S-l, Ve = 4.5 x l06cm S-l y periodo () = 2.99592 X 1010s. 
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3.1. Diferencias Finitas 

Para dar una solución numérica de una ecuación diferencial parcial, hay 
que discretizarla en sus diferenciales (de tiempo y espacio para nuestro ca­
so). Primero consideramos que la dirección espacial está repartida en una 
red o malla de puntos. En este caso consideraremos que la distancia .6.x de 
los puntos de la malla es constante entre puntos adyacentes. El tiempo, la 
otra variable de la ecuación diferencial, también se discretiza en un intervalo 
.6.t, que en este caso no es uniforme, ya que depende de ciertas condiciones 
que se mencionan más adelante. Esto va encaminado al método de diferen­
cias finitas, en el cual al discretizar el tiempo y el espacio, discretizamos 
las derivadas que aparecen en la ecuación diferencial parcial y entonces lo 
convertimos en un sistema de relaciones algebraicas entre los valores de los 
puntos de la malla [11]. 

Para nuestro propósito, queremos resolver las ecuaciones de Euler en 
forma de ley de conservación. Tomemos como partida uno de los ejemplos 
de ley de conservación no lineal, la ecuación de Burgers invÍscida: 

BU Bf(U) 
7ft + ---¡¡;- = O, (3.1) 

donde U representa la velocidad y f(U) = ~U2 es su flujo. En este caso su­
ponemos que ya tenemos la solución numérica Uf, donde el Índice í denota 
el punto en lamalla espacial, y n denota la discretización en el tiempo. Que­
remos entonces avanzar al siguiente pa~o en el tiempo t = tn+l, para lo cual 
podemos desarrollar la solución ut+1 como una serie de Taylor alrededor de 
Uf: 

Un+1 un. ( ) BUi I (¡\ 2) 
i = i + t n + 1 - t n Bt n + O ilt . 

Entonces podemos escribir la derivada temporal como una diferencia hacia 
adelante en un intervalo finito de tiempo, más un error de truncamiento por 
cortar la serie de Taylor depués de la primera derivada: 

BU = ut+1 
- Ui 0(.6.) 

Bt .6.t + t . (3.2) 

Nos quedamos en el primer orden de aproximación cuando hacemos O(.6.t) = 
o. Por otro lado, vemos que la derivada espacial de la ecuación de Burgers 
es la derivada del flujo. Para esta derivada tenemos tres posibilidades con­
siderando la primera derivada en la serie de Taylor alrededor de Pi: 
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1. Derivada a la derecha: 

8F(Xi, t) "-' F[+l - FF 
8x "-' .6.x (3.3) 

2. Derivada a la izquierda: 

(3.4) 

3. Derivada centrada: 

8F(Xi, t) "-' F[+l - F[~l 
8x "-' 2.6.x (3.5) 

La fórmula para la derivada centrada tienen un error de truncamiento 
de orden .6.x2 mientras que en las formas de derivada hacia adelante y ha­
cia atrás son de orden .6. x . Esto quiere decir que las formas en diferencias 
centradas son más exactas conforme .6.x tiende a cero. 

Tomando las ecuaciones (3.2) (con el error truncado) y (3.5) para sus­
tituirlas en la ecuación (3.1), podemos despejar la solución Ui(t + .6.t) en 
términos de las soluciones ya conocidas Ui(t) al tiempo t: 

(3.6) 

Este es el llamado método FTCS (por sus siglas en inglés: Forward-Time­
Centered-Space) [11]. 

3.2. Estabilidad 

Al resolver numéricamente un problema requerimos que el método sea 
estable y. que converja a la solución correcta. Por estable queremos decir 
que los errores en la solución aproximada no crezcan cuando avanzamos al 
siguiente paso de tiempo. Normalmente se aplica el análisis de von Neumann 
para lograr conocer la estabilidad del algoritmo. 

3.2.1. Análisis de van Neumann 

En este análisis se supone que la solución numérica dada por algún al­
goritmo, resulta ser la suma de la solución exacta (que llamaremos U) más 
un error (que llamaremos ~ y que también depende de x y t)[11]: 

U(x, t) = U(x, t) + ~(x, t). (3.7) 
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Suponemos además que la solución numérica tiene que satisfacer una ecua­
ción de advección lineal. Entonces se estudia el comportamiento del error 
~(x, t) cuando cierto algoritmo es aplicado a la ecuación 

(3.8) 

la velocidad v (constante) es la velocidad de propagación de ondas en el 
sistema estudiado. Al sustituir U de la ecuación (3.7) se tiene que 

donde los primeros dos términos se anulan debido a que fj es la solución 
exacta a la ecuación (3.8). Entonces obtenemos una ecuación para el error: 

a~ a~ 
!:} +v"!l = O. 
ut uX' 

(3.9) 

Vamos a suponer que la función de error tiene una expansión en serie de 
Fourier 

~(X, t) = ¿Ajeikjxent, 

j 

(3.10) 

donde Aj es el j-ésimo término de la serie, i = .J=I y ent representa su tasa 
de crecimiento temporal. Debido a que la ecuación (3.9) es lineal vamos a 
considerar sólo una componente de la serie para representar a ~ (el analisis 
resultaría el mismo para la superposición de términos): 

(3.11) 

Entonces tenemos que aplicar el algoritmo en cuestión a la función ~ para co­
nocer su comportamiento. Sometamos a este análisis el método aproximado 
FTCS: 

b..t 
Uj(t + b..t) =Uj(t) - 2b..x [Fj +1 (t) - Fj - 1 (t)], 

U=~, 

F=v~. 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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Poniendo en términos de la ecuación (3.11) tenemos (ahora el índice j denota 
un punto de la malla): 

Fj(t) =veikxjent = V~j(t), 

Fj+1(t) =veikxj+lent = venteik(xj+~x) 

=eik~xventeikxj = eik~XFj(t), 

Fj-i(t) =e-ik~x Fj(t), 

Uj(t + llt) =~j(t + llt) = eikxjen(t+~t) 

=en~t~j(t), 

y sustituyendo estos valores en el algoritmo FTCS: 

~j(t)en~t = ~j(t) - 2~tx[v~j(t)eik~X - v~j(t)e-ik~x]. 
Nos interesa conocer cómo es el factor de amplificación 

A =1 ~j(t + llt) 1 
~j (t) , 

(3.15) 

(3.16) 

donde se tiene que cumplir que A < 1 para que el algoritmo sea estable; 
i.e. para que la amplitud del error disminuya en cada paso en el tiempo. Al 
dividir la ecuación (3.15) por ~(t) se tiene 

~j(t + llt) 1 vllt [ ik~x -ik~x] . vllt . (k A ) -"----:----:--'- = - -- e - e = 1 - ~- SIn L..l.X 
~j(t) 2llx llx' 

(3.17) 

(3.18) 

esto quiere decir que el método FTCS es incondicionalmente inestable. Sin 
embargo se han propuesto otros algoritmos que son condicionalmente esta­
bles, es decir, que cumplen bajo ciertas condiciones que A < 1. Un ejemplo 
es el método de Lax[ll]: 

U.(t + llt) = Uj- 1 + Uj+1(t) _ llt [p. (t) - p. (t)] 
J 2 2llx J+1 J-1· (3.19) 

Apliquemos este algoritmo para el error ~. De la ecuación (3.11) tenemos: 

Uj+1(t) = eik~x~j(t), 

Uj -1 ( t) = e -ik~x ~j ( t ) , 

Uj(t + llt) = en~t~j(t), 

Fj+1 (t) = eik~xv~j (t), 

Fj-1 (t) = e-ik~xv~j (t), 
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=* Uj (t+~t) = en6.t~j (t) = (e- ik6.x +eik6.x) ~j ~t) _ 2~tx V~j(t) [eik6.x _e-ik6.xJ, 

~·(t + ~t) v~t 
=* J ~j(t) = cos(k~x) + í ~x sin(k~x), 

de lo cual, si hacemos t: < 1 =* A < 1 logrando un método estable. 
Para nuestro. caso, estamos considerando que los puntos de la malla están 
igualmente espaciados de tal manera que ~x está fijo. Entonces hay que 
elegir un ~t tal que 

De esta manera se elige 

~x 
~t<-. 

v 

~x 
~t = Co-, con Co < 1, 

v 

donde Co se conoce como el número de Courant. 

(3.20) 

(3.21) 

Basándose en la idea de las diferencias finitas existe un número de algo­
ritmos que son estables: 

1. Esquema de Lax [11]. 

U.(t + ~t) = UH 1 (t) + Ui -1 (t) _ ~t [F· (t) _ F· (t)] 
2 2 2~x 2+1 2-1 

(3.22) 

2. Esquema de MacCormack [11]. Es una aproximación de segundo orden 
espacial y calcula el paso en el tiempo de la siguiente manera: 

paso predictor: 
- ~t 

Ui = Ui - ~x (Fi +1 - Fi) (3.23) 

donde los flujos Fi+1, Fi son calculados con las Ui iniciales, 

paso corrector: 

" 1 - ~t - -
fJ,. = -[fJ,. + U,. - -(F· - F· 1)] 

2 2 2 2 ~x 2 2-
(3.24) 
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donde los flujos Pi, Fi-l son calculados con las (ri. Las (¡ son el resul­
tado final del paso en el tiempo de este esquema. 

3.2.2. Condición de Courant. 

Del análisis de von Neumann vemos que para que el error en la solución 
numérica no crezca con las iteraciones de pasos en el tiempo se tiene que 
cumplir la condición: 

Ca = lul~t/ ~x < 1, (3.25) 

donde Co es el número de Courant. Esta condición se aplica generalmente 
a los esquemas explícitos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas. 
Físicamente, esta condición significa que un elemento de fluído no puede 
viajar más lejos que la distancia entre los puntos adyacentes de la malla ~x 
en el tiempo ~t. 

3.3. Problema de prueba. 

Para probar los esquemas arriba mencionados vamos a plantear un pro­
blema para obtener las soluciones en los puntos de la malla y luego compa­
rarlas con la solución analítica, la cual se conoce. 

En este problema conocemos el vector inicial U(x) para el tiempo t = O; 
esta es la condición inicial. Planteamos un problema de Riemann para la 
ecuación de Burgers unidimensional con la condición inicial de una discon­
tinuidad: 

{

2 siO::;x::;lO, 
u(x, to) = 

1 si 10 < x ::; N, 
(3.26) 

donde N representa el número de celdas del vector inicial. De manera general 
se sabe que para la ecuación de Burgers, la solución analítica depende de la 
relación de Ul Y Ur : 

U(x) = {Ul si 

U r si 

x < O, 
(3.27) 

0< x. 

Entonces si Ul > U r existe una única solución débil: 

{

Ul si 
u(x) = . 

U r SI 

x < vt, 
(3.28) 

vt < x, 
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donde v = (Ul + ur )/2 es la velocidad con la que viaja la discontinuidad, y 
para nuestro problema en particular tenemos que v = 1.5. 

------1 • v= (V,+V,)12 - 1.S 

L~,_",","~,"","v,," ____ "", ___ ~,_","~ __ Y._v~_.v~ 

Vi"'" 1 

Figura 3.1: Solución analítica de la ecuación de Burgers para el problema de disconti­
nuidad planteado. ' 

3.4. Programación de algoritmos. 

Para aplicar el algoritmo de Lax a este problema, se ha diseñado un 
programa computacional en el lenguaje C, que nos da valores numéricos en 
los puntos de una malla definida. El código fuente puede ser consultado en 
el apéndice de este trabajo. Los pasos escenciales sobre los que trabaja el 
programa son mostrados a continuación. 

1. Condición inicial. 

Se définen los vectores U(N), F(N) y U P(N) ( "arreglos'én la sintaxis 
de C) con N componentes, l los cuales serán necesarios para calcular 
el paso en el tiempo. Dado el planteamiento del problema, asignamos 
Ui = 2 para i :::; 10 Y Ui = 1 para i ~ 10 a lo largo de todo el arreglo. 

2. Cálculo de f':j.t. 

Se hace uso del criterio de Courant y ponemos f':j.t = Ca ~x = 0.9! = 
0.45, donde se ha decidido considerar normalizado el intervalo f':j.x,y 

se ha tomado la velocidad más alta del problema. 

3. Paso en el tiempo. 

lEn el lenguaje e los arreglos (arrays) se numeran empezando desde cero, así que por 
comodidad en la tarea de programación se definieron arreglos con N + 1 elementos. De 
esta manera al último elemento se le etiqueta con el número N. La comodidad resulta 
sobre todo cuando se aplican ciclos, p.ej. los ciclos foro 
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• Con los Ui calculo los flujos Pi = ul/2. 
• Se aplica el esquema de Lax: 

Up. = Ui+l + Ui-l _ D.t (R (t) _ R_ ) 
2 2 2D.x 2+ 1 2 1 

para í = 1, ... ,N - 1. 

• Para í = O usamos U Po = Uo, conocida como la ínflow condítíon. 

• Para í = N usamos UPN = UPN-l conocida como la outflow 
condítíon. 

4. Actualización 

• Se actualiza Ui 

í=O, ... ,N. 
U Pi para todos los elementos del vector U; 

• Se escriben las componentes del vector U actualizado en un ar­
chivo. 

• Se actualiza t = t + D.t y se vuelve al inciso 2 hasta alcanzar un 
tiempo máximo tmax. 

Para aplicar el esquema de MacCormack usamos el mismo flujo de pro­
grama pero sustituyendo el equema de Lax por el de MacCormack, señalado 
en las ecuaciones (3.8) y (3.9). . 

3.5. Simulaciones 

Las figuras 3.2 y 3.3 muestran la propagación de la discontinuidad y la 
forma que adquieren después de un tiempo de evolución, con los algoritmos­
de Lax y MacCormack. Al comparar ambos resultados junto con la solución 
analítica esperada (figura 3.4), vemos que el algoritmo de MacCormack re­
presenta a la discontinuidad en un número menor de celdas que el algoritmo 
de Lax. Este último comienza a representar la discontinuidad en una posi­
ción antes de lo que la solución analítica lo indica. Por otro lado el algoritmo 
de MacCormack muestra un ligero aumento en el valor de la solución justo 
antes de llegar a la discontinuidad. 
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~ 1.5 ... .. 

~L-~~~~ __ ~~~~~ __ ~~~~ __ L-~~~~ __ ~ 

O 10 20 30 so 

X 

60 70 80 90 100 

Figura 3.2: Solución del método de Lax para la ecuación de Burgers . En la gráfica se 
muestra la discontinuidad a t = O Y la solución numérica de la evolución temporal a t = 50 
sobre el dominio espacial. 

2.5 

~ 15 

0.5 
10 20 30 40 

I 

i 

so 

X 

'¡ 

\ 

60 70 80 90 100 

Figura 3.3: Solución del método de MacCormack para la ecuación de Burgers. En la 
gráfica se muestra la discontinuidad a t = O Y la solución numérica de la evolución temporal 
a t = 50 sobre el dominio espacial. 
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Analftk:a -
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~ 
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C\~~ 
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Figura 3.4: Se muestran las soluciones numéricas de los métodos de Lax y MacCormac 
junto con la solución analítica (a t = 50) del problema de la discontinuidad inicial en la 
ecuación de Burgers. 

3.6. Ecuaciones de Euler 

Como se ha expuesto anteriormente, las ecuaciones de Euler para la 
dinámica de gases juegan un papel fundamental en la dinámica de objetos 
astrofísicos. Estas ecuaciones se pueden escribir en forma de ley de con­
servación y representan la conservación de masa, momento y energía en la 
dinámica de gases. Son un sistema de ecuaciones parciales hiperbólicas y por 
tanto el análisis hecho para la ecuación de Burgers es relevante si queremos 
resolver numéricamente las ecuaciones de Euler (unidimensionales): 

8p pu 
conservación de masa 8t + 8x = 0, (3.29) 

8pu 8 2 
conservación de masa 7ft + 8x (p + pu ) = 0, (3.30) 

8E 8 
conservación de energía 7ft + 8x u(E + p) = 0, (3.31) 

donde E = ~pu2 + "1=-1 Y 1 puede tomar distintos valores; 1 = i para un gas 
monoatómico 1 = 1.4 para un gas di atómico, por ejemplo el aire. También 
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podemos escribir el sistema en forma vectorial: 

BU BF_O 
&t + Bx - , 

F= (PU~:p) 
u(p + E) 

(3.32) 

Para este trabajo se ha diseñado un código en lenguaje C que resuelve las 
ecuaciones de Euler con diferentes esquemas. La diferencia entre un esquema 
y otro en el código es la forma de calcular el paso en el tiempo para el vector 
de espacio U. Esto se describe a continuación. 

3.6.1. Esquemas de Lax y MacCormack 

Podemos usar el esquema de Lax y de MacCormack para resolver las 
ecuaciones de Euler en un problema dado. La técnica es integrar las variables 
que forman las componentes del vector U (en las ecuaciones de Euler en 
forma vectorial) y luego despejar las llamadas variables primitivas p, v y P 
con las cuales es posible calcular todas las componentes del flujo U a las 
cuales se les llama variables conservadas: 

uP) = Pi 

U(2) - p'U' i - '¿ '¿ 

U~3) = E 
'¿ 

donde UP) uP) uP) son las variables construidas a partir de una condición 
inicial PO, Uo, PO o integradas en un paso de tiempo previo. Los subíndices 
i se refieren al i-ésimo punto de la malla. Ahora, para dar un paso en el 
tiempo, se calculan p, u, p en cada punto de la malla: 

Pi = uF), 
Ui = uF) / Pi, (3.33) 

. - [[1(3) 1. 2]( 1) P't - i - 'lp,¿ui '"Y - , 

y con éstos se calculan las componentes del vector de flujo: 

FP) =PiUi, (3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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Entonces se aplica cualquiera de los esquemas numéricos a ca.da. cornponente 
de U con la componente de flujo de F correspondiente. Este proceso se repite 
hasta alcanzar un tiempo deseado. 

3.6.2. Flux Vector Spliting (FVS) de van Leer. 

En este esquerna el flujo está. dividido en una, parte que vlayl él. la iz­
quierda Ji y una parte que viaja a la derecha Jt) siendo el flujo total 

Fi(Ui ) =: rt +- Ji-· Los flujos en las interfa.ces de las celdas pueden ser 
encontrados y se pueden calcular sus diferencias. Si estarnos en la celda i, 
nos interesan los flujos en su interfa.ce superior y su interface inferi01'; esto 
es: 

Flujo en la interface superior: Fi.+l/2 =-= li+l +- Ji, 
Flujo en la interface inferior: Fi - 1/ 2 :::-::: J1~~1 + ti. 

Fi<~·.1/2 Fi+l/2 

U¡+l 

Figura :3 .. 5: Flujo en las interfaces de las celdas del esquema FVS. 

( .. ~ '3'""') l.',),' { 

(3.38) 

Entonces el problema es definir eórno se divide el flujo centrado. Van Leer 
[6] construyó un método de flux vector splitting con ciertas restricciones, 
proponiendo las siguientes propiedades rnatemáticas: 

2. Ji Y li- deben ser funciones contÍnua.'3 de U con: 2 

· li = F para flujo supersónico: 'a 2:: e (Al:2 1), 

• l.;: =--=F para fiujo supersónico: 'lJ; ::; -e (1Jl::; -1)) 

2Como es usual, en este texto me refiero a e como la velocidad del sonido en el medio 
ya M = ~ el número de Mach. 
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3. 

a¡+ 
au debe tener eigenvalores todos ¿ O, 

a¡-au debe tener eigenvalores'todos ::; O, 

4. Los componentes de ¡+ y ¡- deben reflejar la simetría de F con 
respecto al número de Mach positivo y negativo, 

5. La cantidad éJl: debe ser contínua, 

6. La cantidad éJl: debe perder un eigenvalor para IMI < 1, 

7. Los flujos F, ¡+, ¡-, se pueden escribir como funciones de M, el 
número de Mach. Si F es un polinomio en M, también ¡+ y ¡­
deben ser polinomios de M del menor grado posible. Esto hace única 
la partición. 

Si escribimos el vector de flujo entero F en términos de p, e = V ("(p/ p) 
y M = u/e obtenemos: 

peM 

(3.39) 

yel flujo positivo que cumple los 7 criterios de van Leer expuestos arriba es: 

¡+(p,e,M) = ef(M + 1)2[("(_ l)M + 2]/"( 

et-(M + 1)2[("( - l)M + 2]2/[2("(2 - 1)] 

(3.40) 

y el flujo negativo sigue de ¡- = F - ¡+ . Cuando la velocidad es supersónica 
(lMI > 1) entonces no hay necesidad de partir el flujo por que todos los 
eigenvalores son del mismo signo. 
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3.6.3. Programación del FVS 

En mi código, para resolver las ecuaciones de Euler con un paso en 
el tiempo bajo el esquema de van Leer, se programaron esencialmente los 
siguientes pasos: 

1. Dadas las componentes del vector U de la ecuaciones (3.32) (debidas a 
las condiciones iniciales o a un paso en el tiempo anterior) se calculan 
p, u y P como se señala en las ecuaciones (3.33). 

2. Se definen los vectores de N componentes c(N) y M(N), Y con las Pi, 

Ui Y Pi se calculan: 

Ci = v"'Ipd Pi, 

Mi = UdCi. 

3. Se calculan los flujos F en términos de p, C y M como se indica en las 
ecuaciones (3.39) y se escriben en un archivo. 

4. Se calculan los flujos ¡+: 

• si IMil ~ 1 se usa la condición 2, de los criterios de van Leer, 

• si IMil < 1 se calcula ¡+ con las ecuaciones (3.40) en términos 
de p, c y M. 

5. Se calcula ¡- = F - ¡+. 

6. Se calcula b,.t, tal que satisfaga el criterio de Courant. 

7. Se calcula el paso en el tiempo: 

donde el subíndice i denota el número de celda. 

8. Se actualiza Ui = U Pi, se avanza el tiempo t = t + b,.t y se vuelve al 
inciso 1, hasta alcanzar un tiempo tmax. 
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3.6.4. Criterio de Courant para las ecuaciones de Euler. 

En todos los esquernas que resuelven las ecuaciones de Euler, el incre­
rnento de tielTlpO !J..t está calculado según la condición de Courant: 

(3,41) 

ya que las velocidades característ.icas pa.ra este sisteula no lineal son 1.1. - e, 
1.1, y ·U + c. Aquí ¿70 es el número de Courant que tiene que ser rnenor que 
uno. En rni código tomé Co ::= 0.6. 

3.7. Problema de prueba 

Varnos a ejmnplificar el uso de los esquernas anteriores en un pl'oblerna. 
unidimensional de un fluido ideal con densidad, velocidad y presión como 
variables. Entonces tenenl0S que resolver las ecuaciones de Euler para con­
diciones inicial y de front.era dada,,-s. Elegimos el problerna de un choque 
reflejado contra un muro. El fiuído se acerca al rnuro por la derecha con 
velocidad, presión JI densidad consta.nt.e, pero al llegar al muro, se refieja el 
fiuido instant.áneamente, produciendo una zona de velocidad nula contra el 
muro. El flujo incidente tiene: 

Figura 3.6: Representación del chóque unidimensional en un muro. 

Pi = P'ini, 

Pi =Pin'i, 
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donde la condición de reflexión (condición de frontera) en el muro la esta­
blecemos en i = o: 

PO = Pini, 

Uo = -Uini, 

PO = Pini· 

Para t > O a cada paso en el tiempo, ponemos las variables que se 
integran con la condición de frontera reflejante 

Po =Pl, 

Pouo = - Pl Ul, 

(
POU6 +~) = (Plur +~) . 

2 ')'-1 2 ')'-1 

Elegimos como condición inicial, para las celdas i = 1,2,3, ... , N: 

3.7.1. Solución analítica 

Pini = 1, 

Uini = -10, 

Pini = 0.1. 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

En nuestro problema, va a haber una discontinuidad en las variables, 
que se desplaza a la derecha, ya que el muro no permite que el fluido se 
mueva a su izquierda. Debido al balance de presiones entre el muro y el flujo 
que incide por la derecha con la velocidad inicial, la velocidad del fluido que 
queda entre el muro y el choque será nula. Si nos situamos en un marco de 
referencia que se mueve con la discontinuidad del choque, vemos que por la 
derecha de éste, el flujo se acerca con veloCidad V s = u + vp donde llamamos 
vp a la velocidad del choque respecto al muro, es decir, la velocidad post­
choque en el sistema en reposo del choque, y entonces V s será la velocidad 
pre-choque en este mismo sistema. La relación de estas velocidades se ilustra 
en la figura 3.7. 

En este marco de referencia el flujo es estacionario y entonces las ecua­
ciones (4.1)- (4.3) toman la siguiente forma 
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v=u+ V s p 
<.::;;;;;':':::;;::":::;.::J 

Figura :3.7: Representación de las velocidades del fluido vistos desde el sistema en el que 
la. discontinuidad de choque está en reposo. 

Ps'Us ==Pp'UPl 

2 .. 2 
Ps'Vs == Pp"U 'P -1- Pp , 

"U
s 

(pSV,;)' =='1..1
1

-, (PlIV~ ___ 1___ 'IF~ ) . 
2 .. 2 ';-1 

(:3.45) 

(:3.46) 

(3.47) 

Donde hfml0s despreciado la presión pre-choque, suponiendo que es un 
choque fuerte (con 1\,1 > > 1.). De las ecuaciones anteriores obtenemos fas 
variables post-choque en función de las variables pre-choque: 

'Y ,+ 1 
Pp =-'--Ps, 

- '{-1 
(3,48) 

"Y-] 
--¿"p ==,~ + 1 'Os, (:3.49) 

2 2 
-PJ) :=---Ps'()!<, 

¡' + 1. e 

(3.50) 

En nuestro caso consideranlos que! == k y obtenemos que la velocidad 
del sonido en el flujo que incide por la derecha es es :=: yr:;p/ p := 1.18. 
Entonces el número de Mach para esa región es 

, '0,-, 
7tI _ .. - -"'-

.1. --- 1.18' (:3.51 ) 

Corno 'Os = 'u, -+ vp ; donde 'u, == 10 Y vp > O, de las ecuaciones (3.51) Y (:3,49) 
obtenemos: 
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1 u+vp 
vp = "6 vs = -6-' 

*vp (1-D =~, 
u 

=> vp ="5 = 2. (3.52) 

Esta es la velocidad con la que esperamos que se propague la discontinuidad 
en las variables hidrodinámicas. De las ecuaciones (3.48), (3.50) Y (3.52) 
obtenemos la densidad y la presión post-choque: 

Pp = 6, 

Pp = 120. 

(3.53) 

(3.54) 

En la siguiente sección se presentan las soluciones que dan los métodos 
numéricos descritos en las secciones anteriores. 

3.8. Simulaciones 

En las figuras 3.8, 3.9, 3.10 se muestran las soluciones para la velocidad 
del flujo en función de la distancia. Vemos que el cambio abrupto de la ve­
locidad (choque) avanza con una velocidad ligeramente mayor que 2, lo cual 
es muy parecido al resultado de la aproximación analítica. En las figuras 
3.11, 3.12 y 3.13 se muestra la comparación de los tres métodos numéricos 
y la solución analítica de las tres variables hidrodinámicas. El algoritmo de 
MacCormack tiene oscilaciones espurias en la solución cuando se aproxima 
a la discontinuidad, mientras que el FVS de van Leer propaga la disconti­
nuidad con mayor resolución (con menos puntos). Esto último es ideal para 
problemas donde se espera encontrar choques fuertes por lo cuál lo usaremos 
para hacer los cálculos del problema de jet de velocidad de eyección variable. 
Si no se cuenta con la disponibilidad y el conocimiento de algún lenguaje de 
programación, los algoritmos de Lax y MacCormack deben de tomarse en 
cuenta, ya que son relativamente más fáciles de programar y tienen buena 
aproximación, como se ve en el problema de prueba. 



46 CAPÍTULO 3 .. MÉTODOS NUMÉRICOS 
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Figura 3.8: Solución del método de Lax para la velocidad, obtenida de las ecuaciones 
de Euler en el problema de un choque contra un muro. En la gráfica se muestran las 
soluciones sobre el dominio espacial para distintos tiempos de evolución t = 10,20,30 Y 
40. 
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Figura 3.9: Solución del método de MacCormack para la velocidad, obtenida de las 
ecuaciones de Euler en el problema de un choque contra un muro. En la gráfica se muestran 
las soluciones sobre el dominio espacial para distintos tiempos de evolución t = 10,20,30 
Y 40. 
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Figura 3~10: Solución del FVS de van Leer para 13 velocidad, obtenida de las ecuaciones 
de ·Euler en el pl'oblema de un dtoqu.e eontra un mDro. En la gráfica. 00 muestran l.a.s 
solUCIDoos sOWe el dominio. e;pacial para distin~ tiempo de 0Volueron t := 10, 26, 36: Y 40. 
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Figura 3~11: Comparación de la solución analítica y 1083 métodos numéricos descritos 
en el ~ para la soInrión de la wklcidad después de un tiempo. de integración t =40. 
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Figura 3.12; Comparación de la solución analítica y los 3 métodos numéricos descritos 
en ~l texto, pata 13 soI\tciOOoo la densidad después de ·mt tiempo. de int~ t = 40. 
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Los resultados de la aproxin1ación analítica que se muestran en el capítu­
lo 2 pueden compararse con la resolución del problema del flujo de velocidad 
de eyección variable a través de la integración numérica de las ecuaciones 
completas de la dinámica de gases. En el capítulo anterior se validó un códi­
go que resuelve estas ecuaciones para la propagación de choques a través del 
flujo, el cual será usado en este capítulo con las condiciones i:qiciales y de 
frontera que representan el sistema de los chorros de velocidad de eyección 
variable. 

Para la posición x = O de nuestro dominio espacial (la fuente de eyección) 
se asigna una velocidad v(t) tipo sinusoidal en el tiempo. Con esta condición 
vamos entonces a integrar numéricamente el sistema 

conservación de masa 8p + (pu) =0 
8t 8x ' 

(4.1) 

conservación de momento 
8pu 8 2 
Ti + 8x (p + pu ) = O, (4.2) 

conservación de energía 
8E 8 
Ti + 8x [u(E + p)] = -L(p, T), (4.3) 

donde E = ~pu2 + 'Y~1 Y L es la función que representa la pérdida de energía 
por unidad de volumen y tiempo, la cual se describe en la siguiente sección. 

4.1. La función de enfriamiento 

En una variedad de situaciones astrofísicas, el gas pierde energía por me­
dio de emisión de radiación, y por esto se enfría. La pérdida de energía en 
el sistema la representamos con la función de enfriamiento L, la cual se con­
sidera para el caso del fluido no adiabático (es decir cuando el enfriamiento 
no es despreciable). La forma explícita de L se puede obtener resolviendo 
la tasa de cambio de ionización para todos los iones en el gas. Sin embargo 
una aproximación simple para obtener L es considerando las ionizaciones 
por colisión balanceadas con las recombinaciones radiativas y dielectrónicas 
del gas. De esta forma el estado de ionización del gas se determina ahora por 
la temperatura local y ya no por un número de componentes de complejas 
ecuaciones de cambios de ionización como en principio se mencionaba [7]. Si 
suponemos además que las líneas de emisión excitadas colisionalmente están 
en el régimen de baja densidad, nuestra función de enfriamiento se puede 
escribir de la siguiente forma: 

L = p2A(T), (4.4) 
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con p la densidad y A(T) una función dependiente de la temperatura, la 
cual modela todos los procesos de enfriamiento que ocurren en el gas. De 
esta manera Raymond, Cox y Smith (1976) han obtenido esta función de 
manera numérica para el rango de T = 104 -107 K. Una expresión analítica 
que se ajusta a dichos resultados numéri~os es 

donde r(T) = 0.244T1.2e-157900jT es la razón entre la tasa de ionización 
colisional y la de recombinación radiativa del hidrógeno [7]. En 4.5, la tem­
peratura T está medida en grados Kelvin. En la función L que usaremos, se 
considera que la mayor población de electrones es debida a la ionización del 
hidrógeno. 

4.2. Proceso de enfriamiento 

De las ecuaciones (3.45)-(3.47) se obtienen las relaciones entre las varia­
bles hidrodinámicas pre y post choque: 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Si el material del jet es un gas ideal, entonces p, p y T se relacionan como 

(4.9) 

donde k B es la constante de Boltzmann y m la masa promedio por partícula. 
Usando (4.9) y las relaciones pre-post choque anteriores, obtenemos una 

relación para la temperatura postchoque en función de la velocidad del flujo 
prechoque: 

m 2( 'Y - 1) 2 5 ( Uo ) 2 
Ti = -k ( 1) Uo = 2.96 X 10 K -1' 

B 'Y + 100km S 
(4.10) 

con 'Y = 5/3 Y las abundancias típicas del medio interestelar (90 % hidrógeno 
y 10% helio). Si consideramos además que las ondas de choque en este medio 
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tienen una velocidad del orden rv 100 km s-l, entonces la ecuación (4.10) 
estima una temperatura postchoque rv 3 X 105 K. Si el gas tiene en priricipio 
electrones libres provenientes de otros elementos, con esta temperatura pue­
den alcanzar energías suficientes para producir una ionización colisional en 
cascada de los átomos de hidrógeno y helio. Entonces el gas, que ha quedado 
ionizado en su mayor parte, va a emitir radiación y la cantidad radiada es­
tará cuantificada en este modelo, por la función L. Esta pérdida de energía 
radiativa produce una caída en la temperatura (de ahí el nombre de función 
de enfriamiento) del gas a tal gra90 que tiene oportunidad de recombinarse. 
Estas zonas de recombinación producen las líneas de emisión (que corres­
ponden a transiciones entre niveles ligados de átomos e iones de distintos 
grados de ionización) observadas. Las líneas con niveles de ionización alta 
se observan cerca del choque y las líneas de baja ionización más lejos del 
choque. 

En el caso de los chorros relativistas (generalmente chorros extragalácti­
cos) la emisión observada se produce por la interacción de los electrones 
relativistas del gas con un campo magnético ambiental (se producen emisio­
nes en longitudes de onda de radio) ya que el enfriamiento no tiene lugar en 
escalas de tiempo del chorro porque las densidades son muy bajas. 

4.3. Simulaciones numéricas 

Como se mencionó al principio de este capítulo, queremos aplicar el códi­
go desarrollado en el capítulo 3 para resolver las ecuaciones (4.1)-(4.3). Hay 
que modificar en el código que se describe en el capítulo 3 algunas magni­
tudes, las cuales se escogen de acuerdo a las típicas en el medio interestelar. 
Entonces los valores de las variables hidrodinámicas con las que comienza 
la simulación (a t = O) son: 

p(t = O) = 2.1658 X 10-22g cm-3, 

p(t = O) = 1.3807 X 10-11 Ba, 

u (t = O) = Ocm s -1. 

Los valores anteriores se instalan en todas las celdas excepto en la fuente. 
Para x = O (la celda fuente) se pone la presión PO = 6.9035 X 10-10 Bar, se 
impone una densidad constante de ejección (también en todos los tiempos 
de iteración) Po = 1.0829 X 10-20g cm-3 y la velocidad variable en el tiempo: 
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( 4.11) 

donde T es el período de la variabilidad. Los valores de. los parámetros de 
vo(t) son: 

V w = 2.9 X 107 cm s-\ 
Ve = 4.5 x 106cm s-l, 

T = 2.9999 X 1010s. 

También hay que incluir en esta simulación el término que cuantifica el 
enfriamiento del gas por emisión de radiación. Para hacer esto, procedemos 
en dos pasos. Primero calculamos el paso hidrodinámico con el FVS en la 
energía E (como si tuviésemos L = O) del cual obtenemos las variables 
Pi, Ul, Y Pi Y con la ecuación de estado (considerando al gas como ideal) 
obtenemos la temperatura 

T _ Pi (1.3mH) 
1 - pkB ' 

(4.12) 

donde mH es la masa del átomo de hidrógeno y se implementa el factor 1.3 
para tomar en cuenta la composición 90 % de hidrógeno y 10 % de helio en 
el gas. En este paso, sin considerar la función L, obtuvimos las variables Pi, 
Ul, Pi, Ti en el gas para todo el dominio. 

Ahora, para calcular la pérdida de energía consideramos la función L, que 
u y P son constantes y que no hay un cambio en el flujo interno de energía. 
Entonces, en la ecuación (4.3) anulamos el término de la divergencia: 

BE = ~ (.!.Pu2 + _p_) = -L 
Bt 8t 2 ['-1 ' 

BT _ 1.3mH([' - 1) A(T) 
==> Bt - k B PI 1, ( 4.13) 

donde se ha considerado P = t.~!:. Podemos discretizar la ecuación (4.13) 
para calcular la pérdida de temperatura en el paso de tiempo, quedando 

T(t + b..t) = T - b..t ([' - 1)(1.3mH) A(T) 
1 k

B 
Pi 1, (4.14) 

donde PI Y Ti son las variables que se calcularon en el paso hidrodinámico 
sin considerar a L. 
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A continuación se muestran los pasos esenciales bajo los cuales se pro­
gramó el código que considera las modificaciones que se mencionan arriba. 

1. Se define la matriz U (N, 3) con las condiciones iniciales o con un paso 
en el tiempo anterior. Se definen los vectores c(N) y M(N) que se 
usarán para dar el paso en el tiempo. 

2. Con los Ui Y Pi se calculan las componentes de c(N) y M(N): 

Ci =,J 1Pi! Pi, 

Mi =Ui!ci. 

3. Se calcula el valor devo(t) = Vw -Ve sin e;t) para la t correspondiente 
a ese ciclo y se asigna ese valor a la componente cero del vector u. 

4. Se calculan los flujos con los criterios de van Leer (ver sección 3.6.3). 
El cálculo de estos flujos ya está afectado por el nuevo valor de v en 
su componente cero según la variabilidad. 

5. Se calculan las componentes de la matriz U(N,3) que son afectadas 
por el cambio en la componente del vector v según la variabilidad, 
además se impone el valor constante en la densidad (esto es, el caso 
de densidad de eyección constante). 

u(O, O) = Pete, 

u(O, 1) = PeteVO, 

1 2 PO u(O, 2) = -PcteVo + --o 
2 1-1 

6. Se calcula ell::J.t que obedece el criterio de Courant. 

7. Se calcula el paso en el tielnpo: 

donde el subíndice i denota el número de celda. 

8. Se calculan las variables primitivas como está indicado en las ecuacio­
nes (3.33) (hasta este paso no se ha tomado en cuenta la pérdida de 
energía). 
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9. Dados Pi y Pi en el paso anterior por la ecuación del gas ideal, se 
calcula: 

y entonces se actualiza Ti debido a la pérdida de energía en el paso de 
tiempo D..t: 

10. Para hacer efectiva la caída de temperatura siempre que T > 104 K, 
introducimos la cantidad T P, la cual discrimina: 

11. Actualización de E. Se recalcula la presión con la ecuación de gas ideal 
tomando como temperatura a T Pi': 

y con este valor de Pi se recalcula la energía: 

E ( ') Pi 1 2 
i = U 't, 2 = I _ 1 + "2'piUi . 

12. Se vuelve al inciso 3 hasta alcanzar un tiempo máximo tmax. 

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran los resultados de las simulaciones numéri­
cas. 

!/ 
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x {cm} 

'.lHoP 

YIgm":8. 4.1: Solución numéñca de las ecuaciones de EnIer representada en escala de 
~pal'3la~ en el ~ xt oon una eyeción ~(t) ~ V"W ~1tcsm(wt) eon 
'llw = 2.9 X 1-67 cm s-\ 17c = 4.5 X 1(}6cm S-l y período T = 2.-99592 x lotOs ron densidad 
oonstant(¡· de 0yeecif..n ¡1f}c.= LOO29 x 10-:rogcm3. 
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F1f5tRa 4.2: Soluciónnmnérica de las ecuaciones de Euler representada en escala de 
~ para 13 ~ .en el ~ xt ron una ey~..cióB ~ft) --= 1.tw - í?"~sm(wt) .(Xm 

11w =2.fl: X 107 an 8-1 
fUe = 4.5 x lWcm 8-1 y período T = 2.99592 X W&8ron-densidad 

~~~P6 .. ~l~~'x l(}-2{)g~-.3. 

4.4. ComparaCIDncon el modelo analítico 

Para encontrar la rolnción analítica que se descn1le en el capítnlo 2 
vimos que, una vez elegida la raíz de la ecuación (2.32) para sin(w-r},hay 
que seleccionar adecuadamente la función invetsa del seno para ribtener 
una T físicamente aceptable. Debido a que la velocidad. de eyecciónvaria 
periódicamente, la historia de la formación y propagación de superficies de 
trabajo se repite. en cada periodo hasta el tiempo máximo de integración. 
Esto se traduce en asociar a las superficies de trabajo que se forman, con 
todas las iql:lGsatisfacen ·sin(LI.."f)= x,. (llamamos x a.la raíz de la ecuación 
(2:.32)) explorando en los multivalores de la función inversa del SCt'lG, Q sea 

1i = i.(1f{2i - 1) - aresin( x)1, 
w 

(-4.1S) 
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con i = 1, 2, 3, ... y entonces 7\ parametriza la trayectoria de la i-ésima su­
perficie de trabajo, que se muestran en la figura 4.3 en el espacio xt para la 
misma variabilidad de la simulación. En el modelo analítico del capítulo 2, 
las superficies de trabajo son lugares donde se acumula material alcanzado 
y son puntos de discontinuidad de velocidad en el espacio a un tiempo fijo, 
lo cual puede apreciarse en las zonas de la figura 4.1 de la solución numérica 
donde los cambios de color son más abruptos respecto a la escala de colores 
a lo largo de un tiempo t fijo. En el modelo analítico todo el material que 
conforma la superficie de trabajo está confinado en un punto sin extensión, 
por lo cual tiene una densidad infinita. Esto tiene su equivalente en las fran­
jas de la solución numérica de la figura 4.2 que comienzan siendo amarillas 
y que en un punto del espacio empiezan a contener (indicado como el punto 
Xc para el modelo analítico) una franja más estrecha con un color que tien­
de al rojo; los puntos de mayor densidad. Entonces, si comparamos estas 
trayectorias de "alta densidad" con las trayectorias de figura 4.3 vemOs que 
concuerdan con buena aproximación, aunque también se puede notar en la 
parte superior de las gráficas que la cabeza del jet en el modelo analítico 
avanza ligeramente más rápido, pues alcanza puntos ligeramente más dis­
tantes. Esto es debido a que en el modelo numérico el jet se propaga dentro 
de un medio ambiente estacionario (no presente en el modelo analítico). 

Esto puede verse también en las gráficas que se muestran en la figura 4.4. 
Aquí se aprecia que en el modelo numérico las superficies de trabajo tienen 
una discontinuidad interna, y que la "cabeza" del nl0delo analítico avanza 
con mayor velocidad. Para las zonas donde no hay choques las soluciones 
analítica y numérica son muy similares. Para graficar estas formas de las 
soluciones numéricas se diseñaron dos códigos, los cuales pueden consultarse 
en el apéndice B. 
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Figura 4.3: Trayectorias de las superficies de trabajo generadas por la variabilidad 
Vo (t) = V w - Ve sin(wt) con Vw = 2.9 X 107 cm S-l, Ve = 4.5 x 106cm S-l y periodo 
T = 2.99592 X 1010s de la solución analítica para el jet con densidad de eyección constante 
po = 1.0829 x 1O-2°gcm-3

• 
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Flgtlr3 4.4: Comparación de las- soIuciunes numéricas- y a.nañticas en la que se obtiene 
la velocidad en ñmción de la posiciOO a lo ... ~ del jet, generado por- la V3Iiabilidad 
vo.{t) ;;;;;; 'EJw -1Je sín{wt} ron 1JW ;;;;;; 2:J}:x lOTcms-I, 'EJe ;;;;;; 4.5'x lWcms- I y período, 
í = 2 ... ~ X lOl{J pata. E'J jet. con ~ oonstatl:tft de. ey~ /1f} =-1..0029 X la~~ng 
e:w.-3

• El timnpo de integJarióR es de 5000· aiios. 
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5.1. Formas paramétricas 

Una de las posibilidades que ofrece la solución del problema mediante 
algoritmos numéricos es la facilidad para integrar las ecuaciones con una 
función de velocidad de eyección arbitraria, lo cual es una limitante del mo­
delo analítico (en principio sólo apropiado para una variabilidad sinusoidal). 
Para estudiar la estructura de los jets se han hecho estudios que suponen 
periodicidades cuadradas o sinusoidales (como se hizo en este trabajo). En el 
capítulo 4 obtuvimos una buena concordancia con los resultados del modelo 
analítico y los resultados de la integración numérica para la dinámica de las 
superficies de trabajo con la misma función de eyeción. Estamos entonces 
preparados para usar el código desarrollado y explorar el comportamiento de 
la evolución del problema usando distintas familias de funciones de eyección. 

5.1.1. Sinusoidal -+ cuadrada. 

Vamos a variar en forma paramétrica la velocidad de eyección sinusoi­
dal hasta obtener un perfil de escalones cuadrados. Para hacer esto vamos 
a construir una función periódica de tal manera que cambie su dependen­
cia temporal, variando un parámetro que nos de como límites opuestos la 
forma sinusoidal por un lado y por otro una forma de escalones. Para esto 
construimos la siguiente composición de funciones: 

(5.1) 

a(t) = Acos(wt), (5.2) 

donde w = 27r / T, V w y Ve toman los mismos valores que en la simulación 
anterior. El parámetro A es el que modifica la forma de la función; cuando 
A ---+ O la función toma la forma sinusoidal y para A mayor a r-v 15 toma 
la forma cuadrada. Las figuras 5.1, 5.2 Y 5.3 muestran los resultados de 
las simulaciones con esta familia de funciones temporales de velocidad de 
eyección. 

5.1.2. Perfiles sesgados. 

También hemos explorado la forma de la variabilidad llevándola con for­
mas periódicas que están sesgadas a la izquierda ó a la derecha, conservando 
el período inicial. Para explorar este efecto hemos construido una función 
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que cambia su forma variando un parámetro, como en el caso anterior. Esta 
función se construye de la siguiente forma: 

vo[r¡{f(t)}] =Ve + V w cos(27rr¡), 

1 - eA! 1 
r¡[f(t)] 1 - eA - 2' 

t _!:. 1 
f(t) =~+2' 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

donde Ve, Vw Y T se toman igual que en las simulaciones anteriores. De 
igual manera, para este caso el parámetro A varía la forma de la función. 
La función (5.3) recupera la forma sinusoidal cuando A -* 0, se sesga a la 
derecha si A > O y a la izquierda si A < O. 

5.2. Discusión de las simulaciones 

En las figuras 5.4 y 5.7, vemos que en ambos casos la velocidad del choque 
pincipal disminuye cada vez más conforme la variabilidad se transforma a 
un perfil "sesgado", siendo más notable esta disminución cuando el perfil se 
va a la derecha, pues alcanza una distancia menor en rv 5 X 1017 cm. para el 
mismo tiempo de integración en la última forma de cada perfil. En cuanto a 
la densidad, los perfiles a la derecha comienzan a generar partes de densidad 
muy baja (del orden de la densidad del medio ambiente) entre las superficies 
de trabajo desde que la transformación en la varibilidad es apenas notoria (en 
la tercera gráfica del panel izquierdo) mientras que en la transición a perfiles 
sesgados a la izquierda la densidad no disminuye a valores tan bajos. Con 
estos perfiles podemos modelar la distancia total del jet y la estructura de las 
superficies de trabajo internas, sin alterar la densidad del medio ambiente (se 
espera que la velocidad de la cabeza del jet cambie de acuerdo a la relación 
entre la densidad del jet y la del ambiente). Similarmente los perfiles que 
se transforman a funciones cuadradas de eyección (figura 5.1), exhiben las 
zonas de densidad del orden de la del medio durante la transición. En esta 
transición, aumenta la velocidad de la cabeza del jet; se puede observar que 
el último perfil alcanza una distancia mayor en rv 1.2 X 1017 que la forma 
sinusoidal, para el mismo tiempo de integración. 
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Figura 5.1: AnegJo _las gráficas que resultan. de lasimnladón descrita en. esta sección .. 
Elegimer& tm& flmciOD pat'~ para la. veloddadde ~ ooula·atal pasamos 
de una 'Variábilidadsinusoidal a 1lWl.eoIl ESCakaes:euathado&. La primer allumna. muestra 
la forma de fa variabilidad" la sepnda Y tereera,. fa veloddad Y ~resuttantes.a 10 
largo del dominio espadatdespJJés;de una· in~ión tewpo.ml.de t:: 5000 a:iio& 
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ESCALA DE COLORES PARA LA VELOCIDAD DEL JET v Icmlsl 

~ .,o 

x Icml x Icm] 

Figura 5.2: Eatratíficacióo en ooIons de la >'OIocidad del jet en el plano pooiciÓD/tiempo 
(z,I). El arreglo coal;."e eI.-d1ado de la oimulación 0"- para ....... _tidacIeo 
de eyocci6o que .. cxhIben en la primer 001_ del ancp. de la Figura 5.1. La dirección 
de la lraooicióa paramélrica .. lee de ioquierda a _ y coalinuando bada abajo. 
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ESCALA DE COLORES PARA LA DENSIDAD DEL JET ,, (9'cm'-'] ,,,,-

)( Ion) , Icml 

Figura 5.3: E:.Iratifkad60 ... _ de la denoidad del jet en el plano posici60/.iempo 
(z, e). El anqIo coatioDo el r ..... iado de lallimulaci60 nunahica para ... oeio .ariabilidadeo 
de ey«:ci6o que .. exhib<n ... la primer ooIumaa del a.rngIo de la Fi«nra 5.1. La direcd60 
de la naD&ici60 paramétrlca se leo de ioqulerda a derecha y cooiinuaado bada abajo. 
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Figura 5.4: Arn:sJo de Iaol!'áIicas que reoul ..... de la simulación con periiI...,...oo. EIegi­
JU(JO ODa funcióo parametrizada para la ...Jocidad de ~ 00Il la cual ¡.oamoo de una 
variabilidad lIiauooidaI a UD8 00Il perIII...,...oo a la izquierda. La prime< columna m_tra 
la fonDa de la Y1IriabiIidad, la ....,....la Y ter<era, la wIocid..J y ~ _,11._ a lo 
largo del dominio espociaI de8pués de una intqnoción temporal de t = 5000 años. 
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ESCAlA DE COLORES PARA LA VELOCIDAD DEL JET v (cm/s( 

x (cml x (cml 

Figura 5.5: F.tratillcaci6o en color", de la..Jocidad del jet en el plano pooIcióa/tiempo 
(z,I). El arreglo oootieoe el .... gItll"O de la .imul .. <:iÓIII.......mca para lao .... wriabiUdades 
de eyo!Cción que .. exhiben en la prime col ......... del..".., de la Figura 5.4 (IranoIdóa 
sj .. woid.1 - """fIl'CIa 8 la iaquienIa) . La diroccióa de la traD&ici6u paramétrica 8C lec de 
izquierda a derecha y oootinuaodo hacia abajo. 

.... 
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ESCALA DE COLORES PARA LA DENSIDAD DEL JET "[g·cm·") 

x [cm) x [cm) 

Figura 5.6: _1_ en coloreo de la densidad del jet en el pIaoo pooicióD/ tiempo 
(:r, t) . El """I!Io CXIaU .... el ...wt.ado de la BimuIadón Dun>mca para las .... variabilidadea 
de eyección que .. exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.4 (Ir8ll8icl6n 
siouooidaI ~ """f!8'Ia a la ioquierdA) . La dirección de la tr8ll8icl6n par_rica se Ice de 
izquierda a derecba y continuando hacia abajo. 

, ..... 
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t ' : : : :1 [: , . : : ] t : ' : : : 1 

t : : : : : l [: : : : : 1 t : : : : 1 

t: : : ::1 r :': :1 t ::: :1 

[ : :: :: :: : 1 ¡ : : : : 1 t : : :: : 1 

t::: ::l ¡ : :: :1 t : ' : :1 
n : : : : :l ~l : : : : 1 n : : : : 1 

~ .' ... t;¡ .... ... .. ... ... .:l. .. jc>n! ' .. , - <':.... • "" \ !<:m..... _. -

Figura 5.7: Arresto de las grücao que ..... u1tan de la simulación con perfII __ . Eie«>-
1DOII una funcióo pa<omctrizada pa<a la ...!ocidad de eyocclón oon la cual _ de una 
variabilidad lliDuooidaI a una con perfil __ a la derecha. La primel" columna muestra 
la fOl"lll& de la vvj.bi1id .... la ~ y Iettera, la wIocided y depojdod .....w_ a lo 
largo del dominio ",poda! después de una integraciÓll temporal de t = 5000 años. 
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ESCALA DE COLORES PARA LA VELOCIDAD DEL JET v [cm/sl 

x [cml x [cml 

Figura 5.8: FAtratificacióo en roIo...s de la ""Iocidad del jet en el plano pooiciOO/tiempo 
(x,I). El arreglo wotieDe el reoult.adode lallÍmulad6n DWDérica para Iao_VllriabiIidadeo 
de eyecdóo que ae exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.7 (t._ 
.iDusoidaI - ~ a la derecha) . La dI.ocd6n de la irBDlli<;;6n paramélrica se lee de 
izquierda .. derecha Y contiDuando hacia abajo. 



72CAPÍTULO 5. FORMAS PARAMÉTRICAS DE FUNCIONES DE EYECCIÓN 

ESCALA DE COLORES PARA LA DENSIDAD DEL JET "[g"cm"'J 

x [cm) x (cm] 

Figura 5.9: EM ...... ificocióo en ooIonlo de la denoidad del jet en el plano pooicióojliempo 
(z, t). El """1IIooootieoe eI.eoruJtado de '&simulación nltlllérica para .......... ...,.¡aNlid ..... 

de "Y"'rl6o. que .. exhiben "" la primer columna del "'""'fIlo de la Figura 5.7 (1ranaic\6n 
siDWOOidaI ~ &<ogada a la derecha) . La ili""",;oo de la Iranaicióo paramélriea .. lec de 
izquierda a dered!a y continuando hacia abajo. 
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Las observaciones de chorros estelares muestran que éstos tienen cambios 
estructurales apreciados en escalas de tiempo de un año, además de que la 
mayoría de estrellas jóvenes y en formación producen estas emanaciones de 
gás y hay una abundancia de ejemplos que pueden encontrarse a distancias 
relativamente cercanas de nuestro Sol. Por eso consideramos a los chorros 
estelares como laboratorios ideales para explorar la física de jets en general. 
En esta tesis hemos introducido una breve serie de sus características, en las 
cuales hemos basado los modelos que aquí describimos. 

El material eyectado tiene un número de Mach tal que nos permitió des­
cribir la dinámica del jet en un régimen de flujo libre cuando no hay choques, 
modelándola con la ecuación 

x 
v(x, t) = VO(7) = --o 

t-7 
(6.1) 

Cuando los choques forman superficies de trabajo, describimos un formalis­
mo desarrollado por Cantó, Raga & D' Alessio (2000) en el que se considera 
que se conservan el momento y la masa que forman la supercie de trabajo, 
eyectados entre los tiempos 71 y 72. Se encuentra entonces que estos tiempos 
se relacionan en la ecuación integral: 

(6.2) 

Hemos elegido mostrar la solución a esta ecuación para el caso de una 
velocidad sinusoidal de eyección más densidad constante de eyección para lo 
cual se obtiene una solución analítica parametrizada por D.. 7 = ~ (72 - 71). 

Cabe mencionar que en esta tesis mostramos explíCitamente el cálculo de 
la velocidad y la posición de la superficie de trabajo para luego graficarlas 
como función de tiempo t, así como también mostramos el procedimiento y 
el criterio para escoger soluciones físicamente aceptables (proponiendo que 
esto depende de la fase inicial de la variabilidad), lo cual no se muestra 
en Cantó, Raga & D' Alessio (2000). De esta manera los resultados y las 
gráficas mostradas en Cantó et al. (2000) (sólo para la posición y velocidad 
de la superficie de trabajo en función del tiempo) pueden ser reproducidos 
directamente. Usando las soluciones de las ecuaciones (6.1) y (6.2) logramos 
"parchar'úna solución analítica para la estructura de jet, presentándola como 
la velocidad del flujo en función de la posición a un tiempo fijo. 

Esta aproximación supone condiciones en las que se desprecian ciertas 
cantidades (como la extención de las superficies de trabajo y los gradientes 
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de presión a la largo del flujo cuando es hipersónico). Además las soluciones 
son completamente analíticas sólo cuando se introduce una variabilidad tal­
que las integrales de la ecuación (6.2) existen (en forma analítica). Es por 
ello que hemos abordado el problema desde otro punto de vista, introdu­
ciéndonos a los esquemas numéricos para resolver las ecuaciones de Euler 
para la dinámica de gases junto con la ecuación de estado de gas ideal. En 
esta parte se muestra cómo el error de un algoritmo numérico puede o no 
aumentar en el tiempo (siguiendo el análisis de von Neumann), lo cual es 
crucial para obtener soluciones numéricas adecuadas. 

Hemos estructurado una serie de pasos escenciales para programar códi­
gos que resuelven estas ecuaciones con tres algoritmos (Lax, MacCormack y 
FVS de van Leer) lo cual hace que este trabajo sirva como una referencia de 
iniciación a la programación de algoritmos computacionales con el lengua­
je C, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales hiperbóli­
cas (los códigos fuente que resultan se pueden consultar en el apéndice). 
Del código fuente se puede ver que para construir un código hidrodinámi­
co (1-D en este caso) basta con tener conocimiento básicos de punteros y 
arreglos, bucles de ciclos (for, while) y estructuración del porgama en fun­
ciones (o subrutinas). El lector puede observar que los métodos numéricos 
que aquí mostramos varían en su grado de dificultad para su programación 
y en la resolución de sus resultados, lo cual puede tomar en cuenta depen­
diendo de la disponibilidad que tenga para programarlos así como el tipo de 
problema que desee abordar. 

En el problema central de esta tesis esperamos encontrar choques fuer­
tes a lo largo de un flujo. Por esta razón hemos elegido el algoritmo FVS 
de van Leer para hacer los cálculos del problema del jet variable, ya que en 
el problema de prueba se muestra que este algoritmo propaga las disconti­
nuidades con mayor resolución. Mostramos una gráfica en la que podemos 
comparar las soluciones que da nuestra simulación con las soluciones del 
modelo analítico en el cálculo de la velocidad del flujo como función del 
dominio espacial a un tiempo fijo. Sin duda la imposición matemática del 
régimen de flujo libre en el modelo analítico es plausible ya que la diferencia 
con el modelo numérico en esta zona es prácticamente nula. Por otra parte, 
la solución analítica representa a las supeficies de trabajo con discontinui­
dades, mientras, que la solución numérica muestra que éstas tienen cierta 
estructura. Sin embargo ambas representaciones se aproximan muy bien en 
su ubicación espacial salvo en la cabeza del jet, porque está frenada por el 
medio ambiente impuesto en las condiciones iniciales del modelo numérico 
que en el modelo analítico no· se consideran. 

( 
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En Cantó & Raga (2003) se desarrolla una solución analítica que toma 
en cuenta la interacción de la cabeza del jet variable con el medio ambiente 
(también bajo las consideraciones conservación de momento y masa), la cual 
es una extensión inmediata de la comparación de modelos que hacemos en 
esta tesis. 

Las escencia de este trabajo es mostrar que la construcción de un modelo 
analítico para describir un sistema es importante y necesaria si se quieren 
interpretar las consecuencias· de los cálculos resultantes, así como para en­
tender los principios físicos que dan lugar a tales eventualidades, lo cual 
no es posible cuando nos quedamos solamente con los resultados de las si­
mulaciones numéricas. Sin embargo éstas son cruciales para obtener mayor 
alcance y resolución en los resultados, como aquí se ha mostrado. 

Finalmente, hemos usado el código hidrodinámico aquí desarrollado para 
generar modelos numéricos en los cuales presentamos la evolución del jet 
como resultado de transiciones paramétricas de entre funciones periódicas 
de eyección; de sinusoidal a escalones cuadrados, y de sinusoidal a funciones 
sesgadas a la izquierda y a la derecha. Estos perfiles (no hechos hasta el 
momento) ofrecen una libertad paramétrica más para modelar jets variables, 
en los cuales encontramos cambios cuantitativos en el tamaño y la estructura 
del jet, pero que finalmente conservan cualitativamente su forma respecto 
a los jets con las variabilidades ya conocidas. Los nuevos modelos pueden 
aplicarse para ajustarse a observaciones de estructuras de chorros estelares 
particulares. La misma idea puede extenderse a modelos de más dimensiones, 
así como implementar una función de enfriamiento más sofisticada en el 
código y obtener predicciones de los espectros emitidos. Estas son algunas 
posibilidades en las que se puede desarrollar el futuro de este trabajo hacia 
el estudio de chorros eyectados por estrellas jóvenes. 
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Se muestra acontinuación el código fuente que obtiene los resultados de 
las en las figuras 3.2, 3.3 Y 3.4. 

A.l. burgers.c 

/* 
ESTE PROGRAMA RESUELVE LA ECUACION DE 
BURGERS PARA UN PROBLElvIA CON DISCONTINUIDAD 
USANDO LOS ALGORITMOS DE LAX Y DE MCXXJRMACK 

*/ 

#include<stdio . h> 
#include<math. h> 
void nresul tados (int *e, double *tmax, int * nsol ,int *N); 
void escritura(double u[] ,double t,double tmax,int nsol, 
\ n e w 1 i n e F 1L E * r e s u 1 t a d o s , in t N); 
void inic(double u[],int N); 
void lax (double u [] ,int N); 
void macc (double u [], int N); 
main () 
{ 
int nsol ,N, e; 
double t, tmax; 
F1LE*resultados; 
res ul t ados=fopen (" burgers . dat" ,"w" ) ; 
nres ul t ados (&e ,&tmax,& nsol ,&N) ; 
double u [N+l]; 
inic(u,N); 
t=O.O; 
escritura (u, t, tmax, nsol, resultados ,N); 
double Tmax; 
Tmax=tmax + O .45 ; 
while (t<tmax) 
{ 
if (e~=l) 
{lax(u,N);} 
if (e==2) 
{ macc ( u , N) ; } 
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t=t +0.45; 
e s e r i t u r a ( u , t , tmax, n s o 1 , r e s u lt a d o s , N ) ; 
} 
felose (resultados); 
} II FIN MAIN 

void inie(double uf] ,int N) 
{ 
int i,j; 
for (i =O;i <=10; i++) 
{u[i]=2;} 
Ilu{11}=1.5; 
for (j =ll;j<==N; j++) 
{u[j]=l;} 
} 

void lax (double u [] , int N) 
{ 
int i,j ,k; 
double up [N+l]; 
double dt=0.45, f [N+l]; 
for (j =O;j<==N; j ++) 
{f[j]=pow(u[j] ,2)j2;} 
for (i =1; i<==N-l; i++) 
{ up [ i ] = ( O .5 ) * ( u [ i + 1] + u [ i -1]) - ( d t j 2) * ( f [ i + 1 ] - f [i - 1] ) ; } 
up[O]=u [O]; 
up [N]=up [N-l]; 
for (k=O;k<==N; k++) 
{ 

} 
} 

u[k]=up[k] ; 

void maee (double u [] , int N) 
{ 
int i,j,k,l; 
double dt=0.45,up[N+l],f[N+l]; 
for (j =O;j<==N; j++) 
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{ f [j] =pow (u [j ] ,2) /2; } 
for ( i =0; i <=N-1; i++) 
{up [ i] =u [ i] - d t * ( f [ i + 1] - f [ i ] ) ; } 
up [N]=up [N-1]; 
for (k=O;k<=N; k++) 
{f[k]=pow(up[k] ,2)/2;} 

for (1 =1; 1 <=N ; 1++) 
{u [ 1] =0.5 * (up [ 1 ]+u [ 1] -dt * ( f [ 1] - f [1 -1])) ;} 

//u[O}=u[l}; 
} 

void nresultados (int *e, double *tmax, int *nsol, int *N) 
{ 
p r i n t f (" \ n \ n ...,ESTE...PlliXiRAMA...RESUEL VE..NUMERICAMENIE...,LA...,ECUACION 
\newline ...,DE.J3URGERS\n \n" ); 
p r i n t f (" SELECCIOND..., ...,EL.1v1EIOOO...,QUE...,DESEAS...,USAR\ n" ) ; 
printf ("\n\n...,(l)Lax\n\n...,..., (2\) Maccormack\n" ); 
scanf("O/d.",&*e); . 
p r i n t f ("/\ n..., ...,DOMINIO...,ESP ACIAL...,DEL...,SISTEMA..., (ENTERO) : \ n" ) ; 
scanf(" o/d." ,&*N); 
p r i n t f ( " \ n...,..., TIEMPO.MAXl\!D...,DE...,EVOLUCION ...,DEL...,SISTEMA : \ n" ) ; 
scanf (" % f" ,&*tmax); 
p r i n t f ( " \ n ..NlJMERO....DE...,SOLUCIONES ... QUE...,QUIERES ... VIZU ALIZAR 
...... ..., ............... \ newline ... (ENTERO) :) \ n" ) ; 
scanf (" O/d." ,&* nsol ); 
} 

void escritura(double u[],double t,double tmax,int nsol, 
\ new line FILE * res ul t ados , int N) 
{ 
/ /ESTA FUNCION ESCRIBE NUlvIERO DE SOLUCIONES ARBITRARIAMENTE. 
in ti, j , k ; 
double T [nsol ] , part ; 
part=tmax/ (nsol ); 
for (k=O;k<=nsol ; k++) 
{T[k]=k*part; } 

for(j=l;j<=nsol ;j++) 
{if (( t-T[j]) <=0.45) 

{ i f ( ( t - T [j ]) > =0) 
{for (i=O;i<=N; i++) 
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} 
} 

{fprintf(resultados ,"o/cl~~~~~%f\n" ,i ,u[i]);} 
} 

fprintf(resultados ,"\n"); 
} 
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Se muestra acontinuación el código fuente que obtiene los resultados de 
las en las figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 Y 3.13. 

A.2. eulertubo.c 

/* EN ESTE PROGRAMA, DADOS LOS VALORES DEL DOMINIO ESPACIAL 
Y EL TIEMPO DE EVOLUCI JON, SE CORRERAN LOS TRES JvfETODOS DE 
INEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE EULER; LAX, 
MCXXJRMACK Y FVS DE VAN LEER, ESCRIBIENDO LOS RESULTADOS 
DE LOS TRES EN UN SOLO ARCHIVO, SEPARANDO EL CONJUTO DE 
DATOS DE CADA MErODO POR TRES ESPACIOS, ENTONCES LOS 
CONJUNTOS DE DATOS DE CADA MEI'ODO SE VAN A SECCIONAR EN 
INDICES, EN LA SINTAXIS DE GNUPLOT */ 

#include<stdio . h> 
#include<math . h> 
const double gama=1.4; 
void menu ( ) ; 
void inic (double u [] [3] ,int N); 
void sol uc (double u [] [3] ,double rho [] ,double v [] ,double p [] , 
\newline int N); 
void nresultados (double *tmax, int *nsol, int *N); 
void escritura(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,double t, 
\newline double dt,double tmax,int nsol ,FILE *resultados, 
\newline int N); 
void ptlax (double rho [] ,double v [] ,double p [], double u [] [3] , 
\newline double *dt, int N); 
void ptmc (double rho [] ,double v [] ,double p [], double u [] [3] , 
\ newline double *dt, int N); 
void ptvanleer (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,double 
\newline u[][3] ,double *dt,int N); 
void VL( double u [] [3], double fmas [] [ 3], double fmenos [] [ 3] , 
\ newlinedouble *dt, double ul [] [3] ,int N); 
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double tcourant (double rho [] , double v [] , double p [] , int N); 
double minDt( double Dt [] , int N); 
void flujosvleer(double rho[] ,double v[] ,double p[], 
\newline double fmas [] [3] , double fmenos [] [3] , double f [] [3], int N); 

main () 
{ 
int nsol,N,e,g,i; 
double t, dt , tmax ; 
FILE*resultados; 
res ul t ados=fopen (" eulert u bo . dat" , "w" ) ; 
menu (); 
nresultados (&tmax,&nsol ,&N); 
double u[N+l][3] ,rho [N+l]'v [N+l],p [N+l]; 
for (e=O;e<=3;e++) 
{ 
inic (u,N); 
soluc (u, rho, v ,p,N); 
t=O.O; 
dt=O.O; 
while (t<tmax) 
{ 

if (e==O) 
{ 

} 
if (e==l) 
{ 

} 
if (e==2) 
{ 

} 
t=t+dt; 

ptlax (rho, v ,p, u,&dt ,N); 

ptmc(rho, v ,p, u,&dt ,N); 

ptvanleer (rho , v, p, u,&dt ,N) ; 

s o 1 u e ( u , r ho , v , p , N) ; 
e s e r i t u r a ( r h o , V , P , t , d t , t max , n s 01 , r e s u 1 t a d o s , N) ; 

} II FIN WHILE. 
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fprintf(resultados ,"\n\n\n"); 
}//FIN FOR e. 
felose (resultados); 
} / / FIN MAIN. 

void menu() 
{ 
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pri n t f (" \n \n \n \n .................................... ECUACIONES ... DE ... EULER~lD\n \n \n \n" ) ; 
printf("ESTEJ:DDlGO..RESOLVERA,-"LAS,-"ECUACIONES,-"DE 
\ new line ,-"EULER,-"CDN,-"LOS,-"SIGUIENTE,-"ALGORITMOS\ n \ n" ) ; 
pri n t f (" .................. (O )LAX\n ............... (1 )l\1CIDillv1ACK\n ............... (2 ) VAN ... LEER\n" ) ; 

} 

void inie (double u [] [3] ,int N) 
{ 
double rO=1.0,pO=1.0,yO=-10.0; 
int i; 
f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{ 
u [ i ][ O] = rO ; 
u [ i ] [1] = rO * yO ; 
u [ i ] [2] = O . 5 * ( rO *pow ( yO, 2) ) + ( pO / (gama -1) ) ; 
} 
u [O] [1] = - rO * yO ; 
} 

void solue(double u[][3] ,double rho[] ,double y[] ,double p[] ,int N) 
{ 
int i; 
f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{rho[i]=u[i] [O]; 

} 

y [ i ]=u [ i ] [ 1 ] / r ho [ i ] ; 
p [ i] = (u [ i ] [2] - (0.5) * r ho [i ] * pow (y [ i ] ,2) ) * (gama -1); 

} 
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void nresultados(double *tmax,int *nsol,int *N) 
{ 
p r i n t f (" \ n ...... .JNTRODUCE ... EL ... DOMINIO ... ESP ACIAL ... DEL 
\ new line .... SISTEMA .... (ENTERO) : \ n" ) ; 
scanf (" o/cl" ,&*N); 
p r i n t f (" \ n ...... .JNTRODUCE ... EL .... TIEMPO...MAXlVD .... DE .... EVOLUCION 
\ new line .... DEL .... SISTEMA: \ n" ) ; 
scanf(" % f" ,&*tmax); 
p r i n t f (" \ n ............ INTRODUCE ... EL..NlJN1ERO .... DE .... SOLUCIONES ... QUE 
\ new line .... QUIERES .... VISUALIZAR .... DENIRO .... DEL .... TIEMPO 
\newline...MAXIMO .... (ENTERO) :\n"); 
scanf (" o/cl" ,&* nsol ); 
} 

void escritura(double rho [] ,double v[] ,double p[] ,double t ,double 
\newline dt ,double tmax, int nsol ,FILE *resultados, int N) 
{ 
in ti, j ,k; 
double T [ nsol ] , part ; 
part=tmaxj (nsol ); 
for (k=O;k<=nsol ;k++) 
{T[k]=k*part ;} 
for(j=l;j<=nsol ;j++) 
{if((t-T[j])<dt) 

{if((t-T[j]»=O) 
{ f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 

{fprintf(resultados, 
\newline "%l .................... %f .................... o/df .................... o/df .................... o/df 
\newline .... \n" ,i ,rho[i] ,v[i] ,p[i]);} 

} 
} 

} 
} 
fprintf(resultados, "\n"); 

double tcourant (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N) 
{ 
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int i; 
double e [N+1] ,Dt [N+1], dtmin; 
f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{ e [ i ] = s q r t (gama* p [ i ] / r h o [ i ] ) ; 

Dt [ i ] = 0.6/ ( fa bs (v [ i ]) + e [ i ] ); } 
dtmin=minDt(Dt,N) ; 
return (dtmin) ; 
} 

double minDt (double Dt [] , in t N) 
{ 
int i; 
double min; 
min=fmin (Dt [O] ,Dt [ 1 ] ) ; 
f o r ( i = 2; i <=N; i ++ ) 
{ if(Dt[i]<min) 

{ min=Dt [ i ] ;} } 
return (min) ; 
} 
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void ptmc (double rho [] ,double v [] ,double p [], double u [] [3] , 
\ newline double *dt, int N) 
{ 

int i, j ,k; 
double f [N+ 1] [3] ,up [N+ 1] [3]; 
f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{ 

} 

f [ i ][ O] = r ho [i ] * v [ i ] ; 
f [ i ][ 1] = r ho [ i ] * pow (v [ i ], 2) + p [ i ] ; 
f [ i ] [2] = v [ i ] * ( ( O . 5 ) * r h o [ i ] * pow ( v [ i ] ,2) + ( gama * p [ i ] / 
\ newline (gama -1))); 

*dt=tcourant(rho,v,p,N); 
/ /AHORA SE APLICA EL ALGORITMO MC 
for (j =O;j <=2;j++) 
{ 

for (k=O;k<=N-l;k++) 
{ 

u p [ k ] [ j ] = u [k] [j ] - ( *·d t ) * ( f [k + 1] [ j ] - f [ k] [j ] ) ; 
} 



88 APÉNDICE A. SOLUCIONES NUMÉRICAS 

up [N) [j )=up [N-I][j ) ; 
} 
s o 1 u e ( up , r ho , v , p ,N) ; 
l/SE CALCULAN AHORA 'FLOJOS A PARTIR DEL 
\ newline PREDICTOR 
for (i =O;i<==N; i++) 
{ 

} 

f [ i ][ O) = r ho [ i ) * v [ i ) ; 
f [ i ) [1) = r ho [ i ) * pow (v [ i ) ,2) + p [ i ) ; 
f [ i ) [2] = v [ i ) * ( (0.5) * r ho [ i ) * pow (v [ i ) ,2) + (gama*p [ i ) / 
\ n e w li n e ( gama - 1 ) ) ) ; 

*dt=tcourant(rho,v,p,N);//SE RECALCULA EL PASO EL 
\ newline PASO EN EL TIEMPO A PARTIR DEL 
\ newline PREDICTOR. 
//AQUI VIENE EL PASO CORRECTOR. 
for (j =O;j <=2;j ++) 
{ 

} 

for (k=l ;k<==N; k++) 
{ 

} 

u[k) [j)=O.5*(u[k) [j)+up[k) [j)­
\newline (*dt)*(f[k][j)-f[k-l][j))); 

u [O) [ j ]=u [ 1 ) [ j ] ; 

u[O][I]= -u [1] [1]; 

}//FIN FUNC PrMC. 

void ptlax (double rho [] ,double v [] ,double p [], double u [] 
\newline [3] ,double *dt,int N) 
{ 

int i, j ,k, 1 ,m; 
double f [N + 1][ 3) , up [N + 1][ 3] ; 
for (i =O;i<==N; i++) 
{ 

f [ i ][ O] = r ho [ i ] * v [ i ) ; 
f [ i ] [1] = r ho [ i ] * pow (v [ i ] ,2) + P [ i ] ; 
f [ i ] [2] = v [ i ] * ( (0.5) * r ho [ i ] * pow (v [ i ] ,2) + (gama*p [ i ] / 
\ n e w 1 i n e ( gama - 1 . ) ) ) ; 
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} 
*dt=tcourant (rho ,v, p ,N); 
//AHORA SE APLICA EL ALGORITMO LAX 
for (j =O;j <=2;j++) 
{ 

for (k=1;k<=N-1;k++) 
{ 
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up [k ] [ j ] = O .5* ( u [ k + 1 ] [j ] + u [k -1] [j ] ) 
\new1ine-*dt *(0.5)*( f [k+1] 

\newline [j]-f [k-1][j]); 

} 

} 
up[N] [j]=up[N-1][j]; 

} 
up[O][O]=up[l] [O]; 
up[O][l]= -up [1] [1]; 
up [O] [2] = up [ 1 ] [2] ; 

for (1 =0; 1 <=2; 1++) 
{ 

} 

for (m=O;m<==N;m++) 
{ 

u[m] [l]=up[m] [1]; 
} 

void ptvan1eer (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,double u [] [3] , 
\ new1ine double *dt, int N) . 
{ 
in ti, j ,k, 1 ,m, o , q ; 
double f [N+ 1 ][3] ,fmas [N + 1][3] ,fmenos [N+ 1 ][3] ,up [N + 1 ][3] , 
\new1ine u1 [N+1][3], u2 [N+1] [3]; 
fl ujosv1eer (rho, v ,p, fmas, fmenos, f ,N); 
*dt=tcourant (rho, v ,p,N); 
VL( u, fmas, fmenos ,dt ,u1 ,N); / /ul=u+dt*L( u). 
for (m=0;m<=2;m++) 

{ 
f o r ( 1 = O; 1 <==N; 1 ++ ) 
{u[ 1] [m]=u1 [1] [m]; 
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} 
} 

}//Jin Junc. 

void flujosvleer(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,double fmas[][3], 
\ newline double fmenos [] [3] ,double f [n 3], int N) 
{ 
double e [N+l] ,M[N+l] ,fm[N+l], fb [N+l]; 
int i, 1 ; 
for (i =0; i<=N; i++) 

{ e [ i ] = s q r t (gama * p [ i ] / r h o [ i ] ) ; 
M[ i ]=v [i ] / e [i ] ; 
f [ i ][ O] = r ho [ i ] * e [ i ] *M[ i ] ; 
f [ i ] [ 1 ] = r h o [ i ] * pow ( e [ i ] ,2) * ( pow (M [ i ] ,2) + ( 1 . O / gama) ) ; 
f [ i ] [2] = r h o [ i ] * pow ( e [ i ] ,3) * M [ i ] * ( ( pow (M [ i ] ,2) / 2 ) + ( 1. O / ( gama - 1 ) ) ) ; 
/ /van Leer. 

i f ( fa b s (M [ i ]) < 1. O ) 
{ 
fm [ i ] = (0.25) * r ho [ i ] * e [ i ] * pow ( (M[ i ] + 1 . O) ,2) ; 
fb [ i ] = ( ( gama - 1. O ) *M [ i ] + 2 . O ) * e [ i ] ; 
fmas [ i ] [O] = fm [ i ] ; 
fmas [ i ] [1] = fm [ i ] * fb [ i ] / gama; 
fmas [ i ] [2] = fm [ i ] * pow ( fb [ i ] ,2) / ( 2 . O * ( pow (gama, 2) - 1 . O ) ) ; 
fmenos [i ][0] = f [i ][0] - fmas [i ] [O] ; 
fmenos [ i ][ 1] = f [ i ][ 1] - fmas [ i ] [1 ] ; 
fmenos [ i ][2] = f [ i ][2] - fInas [ i ] [2] ; 
} 
e 1 s e i f (M [ i ] > = 1. O) 
{ 

f o r ( 1 = O; 1 < =2; 1 ++ ) 
{ fmas [ i ] [ 1] = f [ i ] [ 1 ] ; 

fmenos[i][l]=O.O; } 
} 
e 1 s e i f (M [ i ] < = -1. O ) 

{ 
f o r ( 1 = O; 1 < =2; 1 ++ ) 
{ fmas [ i ] [ 1 ] = O . O ; 

fmenos [ i ] [ 1] = f [ i ] [ 1 ]; } 
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} 
}//FIN FOR. 

}//Jin Junc. 

void VL( double u [] [3], double fmas [] [ 3], double fmenos [] 
\ newline [3], double *dt, double u1 [] [3] ,int N) 
{ 
int j ,k; 
for (j =O;j <=2;j ++) 
{ 

for (k=1;k<==N-1;k++) 
{ 

u1 [k] [ j ]=u [k] [j] -* dt * ( ( fmas [k] [ j] + fmenos [k + 1] [j ]) - (fmas [k -1] [j ] 
\newline +fmenos [k] [j ])); 

} 
} 
u1 [N] [0]=u1 [N-1] [O]; 
u1 [N] [1]=u1 [N-1] [1]; 
u1 [N] [2]=u1 [N-1] [2]; 
u1 [0][0]=u1 [1] [O]; 
u1 [0][1]= -u1 [1] [1]; 
u1 [O] [2]=u1 [1] [2]; 

} 

A.3. simrhocte.c 

Se muestra acontinuación el código fuente que obtiene los resultados de 
las en las figuras 4.1 y 4.2. 

/* 
ESTE PROGRAMA RESUELVE LAS ECUACIONES 
DE EULER VERSION l-D CON EL ALGORITMO FVS 
DE VAN LEER PARA EL PROBLEMA DE UN JET 
CON VELOCIDAD DE EYECCION SINUSOIDAL 7 

CON PERDIDA DE ENERGIA POR TEMPERATURA Y 
CON DENSIDAD EYECCION CONSTANTE. 
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#include<stdio . h> 
#include<math. h> 
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const double tmax=1.5768e11; //5000 yr 
const double gama=1.666666667; 
const double rhoj=l.082ge-20; 
const double kB=1.3807E-16; 
const double :MH=1.666667E-24; / /CONST. DE BOLnMANN y 
\newline MASA DEL H. 
void escritura (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N, double 
\newline t ,FILE *resultados); 
void inic (double u [] [3] ,int N); 
void ptvleer (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,double u [] 
\newline [3] ,double *dt,double dx,int N,double t,double a); 
void VL( double u [] [3], double fmas [] [3], double fmenos [] [ 3] ,double 
\newline *dt,double u1[][3] ,int N,double dx); 
void flujosvleer(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,double fmas[] 
\newline [3] ,double fmenos [] [3] ,double f [] [3], int N); 
void perdida(double rho[] ,double v[] ,double p[], double u[][3] ,int 
\newline N,double At); 
void sol uc (double u [] [3] ,double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N); 
double tcourant (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N, double 
\ n e w li n e dx); . 
double minDt (double Dt [] , in t N); 
double variable (double t, double a); 

main () 
{ 
int i ,N=4000,nprint=200,nt=10,a; 
double tprint ,dtprint ,t,dt,dx=1e15; 
FILE* res ul t ad os ; 
res ul t ados=fopen (" csimr hocte . dat" ,"w" ) ; 
FILE*tfinal; 
t fin al =f o pe n ( " si mr h o c te. da t" ," w" ) ; 
double u [N+ 1] [3] ,rho [N+1], v [N+1] ,p[N+1] ,T [N+1]; 
d t P ri n t = (tmax / n p r i n t ) * ° . 99999 ; 
a=1; 
t p r i n t =d t P r i n t ; 
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t=O.O; 
dt=O.O; 
inic(u,N); 
soluc (u,rho ,v ,p,N); 
escritura(rho,v,p,N,t,resultados); 
while (t<tmax) 
{ 

ptvleer (rho ,v ,p, u,&dt ,dx,N, t, a); 
soluc (u, rho, v ,p,N); 
t=t+dt; 

i f ( t >= t P r i n t ) 
{ 

} 

escritura(rho,v,p,N,t,resultados); 
tprint=tprint+dtprint; 

} //FIN WHILE 
fprintf(resultados ,"\n\n\n"); 

f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{ 

T [ i ] = (p [ i ] * 1. 3 * MIl) / ( r h o [ i ] *.kB ) ; 
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fprintf(tfinal ," % ................................ o/€ ........................ %~ ........................ o/€\n", 
\ n e w 1 i n e dx * i , r h o [ i ] , v [ i ] ,T [ i ] ) ; 

} 
fprintf(tfinal,"\n\n"); 
fclose (resultados); 
fclose (tfinal ); 
} / / FIN MAIN. 

void escritura(double rho [] ,double v[] ,double p[], 
\newline int N,double t,FILE *resultados) 
{ 
int i; 
double Ix=le15 , T[N+l]; 

for (i =0; i <=N; i=i +5) 
{ 

T [ i ] = (p [ i ] * 1 . 3 * MIl) / ( r h o [ i ] * kB ) ; 
fprintf(resultados ," %~ .................................... o/€ ............................ %~ ........................ o/e ........ ~ ............ o/€ 

........................ \newline .... \n" ,lx*i ,t,rho[i] ,v[i] ,T[i]); 
} 

:; 
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fprintf(resultados ,"\n"); 
} 

void i nic (double u [] [3] ,int N) 
{ 
double rl ,pI, rO=1.082ge-20,pO=6.9035e-l0,vO=0.0; 
int i; 
rl =2.1658E-22; 
pI =1.3807E-ll; 

for (i =1; i<=N; i++) 

} 

{ 
u[i][O]=rl; 
u [ i ][ 1] = r 1 *vO ; 
u [ i ] [2] = O .5* ( r 1 *pow ( vO ,2) ) + ( pI / (gama - 1) ) ; 

} 
urO] [0]= rhoj; 
u [O] [1] = r hoj *vO; 
u [O] [2] = O . 5 * ( r h o j ~ pow ( vO , 2 ) ) + ( pO / ( gama - 1 ) ) ; 

void soluc (double u [] [3] ,double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N) 
{ 
int i; 
for (i =0; i<=N; i++) 
{rho[i]=u[i][O]; 

} 

v [ i ]=u [ i ] [1] / r ho [i ]; 
P [ i ] = ( u [ i ] [2] - ( O . 5 ) * r h o [ i ] * pow ( v [ i ] ,2) ) * ( gama -1 ) ; 

} 

void ptvleer (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,double u [] 
\newline [3] ,double *dt,double dx,int N,double t,double a) 

{ 
double At; 
in ti, j ,k, 1 ,m, o , q ; 
double f [N+ 1][3] ,fmas [N+l][3] ,fmenos [N+l][3] ,up [N+l][3] , 
\newline ul [N+l] [3], u2 [N+l] [3]; 
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v[O]= variable (t, a); 
fl uj o s v 1 e e r (r ho , v , p , fmas , fmenos , f ,N) ; 
*dt=tcourant(rho,v,p,N,dx); 
u[O][O]= rhoj; 
urO] [1]= rhoj*v [O]; 
u [ O] [2] = O . 5 * r h o j * pow ( v [O] ,2) + p [ O ] / ( gama - 1 . ) ; 
VL(u, fmas, fmenos, dt, u1 ,N,dx); //ul=u+dt*L(u). 
for (m=0;m<=2;mt+) 

{ 

} 

for ( 1 =0; 1 <==N; 1 ++) 
{ 
u [1 ] [m]=u1 [1 ] [m]; 

} 

At=*dt; 
s o 1 u e ( u, r ho , v , p ,N) ; 
perdida(rho,v,p,u,N,At); 
} / /FIN PTVLEER 

void perdida (double rho [] ,double v [] ,double p [] , 
\newline double u[] [3], int N,double At) 
{ 
double T[N+1] ,TP[N+1]; 
double fT [N+ 1] ,r [N+ 1]; 
int i; 
double cte; 
cte=(gama-1.0) * 1. 3*:MHjkB; 

for ( i ='0; i<==N; i++) 
{ 
T [ i] = (p [ i ] * 1.3 *:MH) j ( r ho [i ] *kB) ; 
r [i ]=0.244*pow(T[ i] ,1.2) * exp( -157900.jT[ i]); 
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fT [ i ] = 2 . 21 e 2 9 * pow (T [ i ] , - O . 63 ) * ( 1. - exp ( - pow ( 1 . e -5*T [ i ] ,1. 6 3 ) ) ) 
\newline *(r[i]j(1.+r[i])); 
TP [ i ] =T [ i ] -. ( A t * e te * r h o [ i ] * fT [ i ] ) ; 
TP[ i]=fmax(TP[ i] ,1.0e4); 
p [ i ] = r h o [ i ] * kB * TP [ i ] / ( 1 . 3 * MH) ; / / r e e a l e u loE 
u [ i ][ 2 ] = ( p [ i ] j ( gama -1. O )) + (O. 5 * r h o [ i ] * pow ( v [ i ] ,2)) ; 

} 
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} / /FIN FUNe perdida () 

double variable(double t,double a) 
{ 
int i; 
double PI=3.I4I59; 
double veject ,n; 
double vO, vI , TI ; 

vO=2. ge7; 
vl=4.5e6 ; 
TI=2.99592eI0; 
veject= vO-vl*sin (2*PI*t/TI); 
return (vej ect ) ; 
}//FIN VARIABLE 

double tcourant (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N, 
\newline double dx) 
{ 
int i; 
double e [N+I] ,Dt [N+I] ,dtmin; 
for(i=O;i<=N; i++) 
{ e [ i ] = s q r t (gama* p [ i ] / r h o [ i ] ) ; 

Dt [ i ] = (0.6 * dx) / ( fa b s (v [ i ] ) + e [ i ] ); } 
dtm~n=minDt (Dt ,N) ; 
ret~rn (dtmin) ; 
} 

double minDt( double Dt [] ,int N) 
{ 
int i; 
double min; 
min=fmin (Dt [O] ,Dt [I] ) ; 
for (i =2; i<=N; i++) 
{ i f (Dt [ i] <min) 

{min=Dt [ i ] ;} } 
return (min ) ; 
} 
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void flujosvleer(double rho[] ,double v[] ,double p[], 
\newline double fmas[][3] ,double fmenos[][3] ,double f[][3] ,int N) 
{ 
double e [N+1] ,M[N+1] ,fm [N+1], fb [N+1]; 
in ti, 1 ; 
for( i=O;i<=N"; i++) 

{ e [ i ] = s q r t (gama * p [ i ] / r h o [ i ] ) ; 
M[ i ]=v [ i ] / e [ i ] ; 
f [ i ] [O] = r ho [ i ] * e [ i ] *M[ i ] ;. 
f [ i ] [1] = r ho [ i ] * pow ( e [ i ] ,2) * (pow (M[ i ] ,2) + ( 1. / gama) ) ; 
f [ i ] [2] = r ho [ i ] * pow ( e [ i ] ,3) *M[ i ] * ( (pow (M[ i ] ,2) /2) + ( 1. / (gama -1) ) ) ; 
/ /van Leer. 

i f ( fa b s (M [ i ]) < 1. O ) 
{ 
fm [ i ] = (0.25) * r ho [ i ] * e [ i ] * pow ( (M[ i ] + 1 .) ,2) ; 
fb [ i ] = ( ( gama - 1 . ) *M [ i ] + 2 . ) * e [ i ] ; 
fmas [ i ][ O] = fm [ i ] ; 
fmas [ i ] [ 1 ] = fm [ i ] * fb [ i ] / gama; 
fmas [ i ] [2] = fm [ i ] * pow ( fb [ i ] ,2) / ( 2 . * ( pow (gama, 2) - 1 . ) ) ; 
fmenos [i ][0] = f [i ][0] - fmas [i ] [O] ; 
fmenos [ i ][ 1] = f [ i ][ 1] - fmas [ i ] [ 1] ; 
fmenos [i ][2] = f[ i ][2] - fmas [i ] [2] ; 
} 

else if(M[i]>=1.0) 
{ 
for (l =0; 1 <=2; 1 ++) 
{ fmas [ i ] [ 1] = f [ i ] [ 1 ] ; 

fmenos [ i ] [ 1 ] = O . O ; } 
} 
else if(M[i]<=-l.O) 

{ 
for ( 1 =0; 1 <=2; 1++) 
{ fmas [ i ] [ 1 ] = O . O ; 

fmenos [ i ] [ 1]= f [ i ] [ 1]; } 
} 
}//FIN FOR. 

} / /fin fune. 
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void VL( double u [] [3], double fmas [] [3], double fmenos [] [ 3] , 
\newline double *dt ,double ul [] [3] ,int N,double dx) 
{ 
int j ,k; 
for (j =O;j <=2;j++) 
{ 
for (k=l;k<=N-l ;k++) 

{ 
ul [k] [ j ] =u [k] [ j ] - ( * d t / dx ) * ( ( fmas [k] [ j ] + fmenos [k + 1] [j ] ) 
\newline -(fmas [k-l][j]+fmenos [k] [j])); 

} 

} 

} 

ul [N][O]=ul [N-l][O]; 
ul [N] [1]=ul [N-l] [1]; 
ul [N] [2] = ul [N -1] [2]; 
ul [O][O]=u[O] [O]; 
ul [O][I]=u[O] [1]; 
ul [0][2]=u[0] [2]; 

Se muestra acontinuación el código fuente que obtiene los resultados de 
las en las figuras 5.1, 5.2 Y 5.3 

A.4. cuadrada. e 

1* ESTE PROGRAMA RESUELVE LAS ECUACIONES 
DE EULER VERSION l-D CON EL ALGORITMO FVS 
DE VAN LEER PARA EL PROBLElvJA DE UN JET 
CON VELOCIDAD DE EYECCION VARIABLE, 
CON PERDIDA DE ENERGIA POR TEMPERATURA Y 
CON DENSIDAD EYECCION CONSTANTE, 
RESOLVIENDO PARA DIFERENTES VARIABILIDADES 
EN UNA FAMILIA FUNCIONES QUE SE TRANSFORlvfAN 
DE SINUSOIDAL A CVADRADA. */ 

#include<stdio . h> 
#include<math. h> 
const double tmax=1.5768ell; //5000 yr 
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const double gama= 1. 666666667; 
const double rhoj=1.082ge-20; 
const double kB=1.3807E-16; 
const double lVlH=1.666667E-24; ¡¡CONSTo DE BOLTZMANN 
\ newline Y MASA DEL H. 
void escritura(double rho [] ,double v[] ,double p[], 
\newline int N,double t,FILE *resultados); 
void inic (double u [] [3] ,int N); 
void ptvleer (double rho [] ,double v [] ,double p [] , 
\newline double u[][3] ,double *dt,double dx,int N, 
\ newline double t, double a); 
void VL( double u [] [3], double fmas [] [3], double 
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\ newlien fmenos [] [3] ,double *dt, double u1 [] [3] ,int N, double dx); 
void flujosvleer(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,double 
\newline fmas [] [3] ,double fmenos [] [3] ,double f [] [3] ,int N); 
void perdida (double rho [] ,double v [] ,double p [], double 
\newline u[][3] ,int N,double At); 
void soluc(double u[] [3] ,double rho[] ,double v[], 
\ newline double p [] ,int N); 
double tcourant (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N, 
\ newline double dx); 
double minDt (double Dt [] ,int N); 
double variable(double t,double a); 

main () 
{ 
int i ,N=3000,nprint=200,nt=10,a; 
double tprint ,dtprint ,t ,dt ,dx=1e15; 
¡¡FILE* resultados; 
¡¡resultados=jopen (" ccuadrada. dat" J "w"); 
FILE* t fi na 1 ; 
t fi n al=fopen (" cuadrada. dat" ,"w" ) ; 
FILE*func; 
func=fopen (" funccuadrada . dat" ,"w" ); 
double u [N+ 1][3] ,rho [N+1], v [N+1],p [N+1],T[N+1]; 
dtprint=(tmaxjnprint )*0.99999; 

for (a=1;a<=16;a=2*a) 
\ \ ESTOS CICLOS RECDRREN EL PARAMErRO QUE 
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\ \GENERA EL EFECTO DE LA TRANSICION DE LA 
\ \ VARIABILIDAD. 
{ 
tprint=dtprint; 
t=O.O; 
dt=O.O; 
inie(u,N); 
solue (u, rho, v ,p,N); 
I I e s e r í tu r a ( r h o , v , p ,N, t , r e s u Ita d o s ) ; 
while (t<tmax) 
{ 

ptvleer (rho, v ,p, u,&dt ,dx,N, t, a); 
sol ue (u, rho , v, p ,N) ; 
fprintf(fune ," o/clf~~~~o/clf\n" ,t ,v[O]); 
t=t+dt; 

i f ( t >=t p r i n t ) { 
eseritura(rho,v,p,N,t,resultados); 
tprint=tprint+dtprint ;} 

} FIN WIllLE 
fprintf(resultados ,"\n\n\n"); 

for (i =0; i<=N; i++) 
{ 

T [ i ] = (p [ i ] * 1 . 3 * IV1H) / ( r h o [ i ] * kB ) ; 
fprintf( tfinal ," o/~~~I-II-II-II-II-II-Io/€I-II-II-II-II-II-Io/~I-II-II-II-II-II-Io/~ 

........................ \ n e w li n e .... \ n" ,dx * i , r h o [ i ] , v [ i ] ,T [ i ] ) ; 
} 

fprintf(tfinal,"\n\n"); 

}IIFIN FOR 

fe los e ( re s u 1 t a d o s ) ; 
felose (tfinal); 
felose (fune); 
} II FIN MAIN. 

void eseritura(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,int N, 
\ new line double t, FILE * res ult ados ) 
{ 
int i; 
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double lx=le15, T[N+1]; 
for ( i =0; i <=N; i=i +5) 

{ 
T [ i ] = (p [ i ] * 1 . 3 * J\I1H) / ( r h o [ i ] * kB ) ; 
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fprin tf (resultados," o/~~~~~~~~~~ o/€~~~~~~~ o/~~~~~~~ o/~~~~~~~ %~ 
~ ............... \newline ... \n" ,lx*i ,t,rho[i] ,v[i] ,T[i]); 

} 
fprintf(resultados ,"\n"); 
} 

void inic (double u [] [3] ,int N) 
{ 
double r1, pI, rO=1.082ge-20,pO=6.9035e-10, vO=O.O; 
int i; 

r1 =2.1658E-22; 
p1=1.3807E-11; 

for ( i = 1; i <=N; i ++) 
{ 

u [ i ][ O] = rl ; 
u [ i ][ 1 ] = r 1 * vO ; 
u [ i ] [2] = O . 5 * ( r 1 * pow ( vO , 2 ) ) + ( pI / ( gama - 1 ) ) ; 

} 
u[O] [0]= rhoj; 
u [O] [' 1] = r h o j * vO ; 
u [ O ] [2 ] = O . 5 * ( r h o j * pow ( vO , 2 ) ) + ( pO / ( gama - 1 ) ) ; 

} 

void sol uc (double u [] [3] ,double rho [] ,double v [] , 
\ newline double p [] ,int N) 
{ 
int i; 
f o r ( i = O; i <=N; i ++ ) 
{rho[i]=u[i][O]; 

} 

v [ i ]=u [ i ] [ 1 ] / r ho [ i ] ; 
p [ i] = (u [ i ] [2] - (0.5) * r ho [ i ] * pow (v [ i ] ,2) ) * (gama -1); 

} 
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void ptvleer (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,double 
\ newlineu [] [3] ,double *dt, double dx, int N, double t, double a) 

{ 
double At; 
in ti, j ,k, 1 ,m, o , q ; 
double f [N+ 1] [3] ,fmas [N + 1] [3] ,fmenos [N+1] [3] , 
\newline up[N+1][3] ,u1[N+1][3] ,u2[N+1][3]; 
v[O]=variable (t ,a); 
fl ujosvleer (rho, v ,p, fmas, fmenos, f ,N); 
*dt=tcourant(rho,v,p,N,dx); 
u[O][O]= rhoj; 
u[O] [1]= rhoj*v [O]; 
u [O ] [2] = O . 5 * r h o j * pow ( v [ O] ,2) + p [O ] j ( gama - 1 . ) ; 
VL(u, fmas, fmenos, dt, u1 ,N, dx); //ul=u+dt*L(u). 
for (m=0;m<=2;m+-+) 
{ 

} 

for (l=O;l<==N; 1++) 
{ 
u [ 1 ] [m] = u 1 [ 1 ] [m] ; 

} 

At=*dt; 
sol uc (u, rho ,v, p ,N) ; 
perdida(rho,v,p,u,N,At); 
}//FIN PTVLEER 

void perdida (double rho [] ,double v [] ,double p [], double 
\ newline u [] [3] ,int N, double At) 
{ 
double T[N+1] ,TP[N+1]; 
double fT [N+1], r [N+1]; 
int i; 
double cte; 
cte = (gama -1.0) * 1. 3*IVlHjkB; 

for( i=O;i<==N; i++) 
{ 
T [ i ] = (p [ i ] * 1 . 3 * IVlH) j ( r h o [ i ] * kB ) ; 
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r [i ]=0.244*pow(T[ i] ,1.2) * exp( -157900.jT[ i]); 
fT [ i ] = 2 . 21 e 2 9 * pow (T [ i ] , - O . 63 ) * 
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\ n e w 1 in e (1. - exp ( - pow ( 1. e -5*T [ i ] , 1. 6 3 ) )) * ( r [ i ] j ( 1. + r [ i ] ) ) ; 
TP [ i ]=T [ i] - (At* cte * r ho [ i ] * fT [ i ] ) ; 
TP[ i]=fmax(TP[ i] ,1.0e4); 
p [ i ] = r h o [ i ] * kB *TP [ i ] j ( 1. 3 * l'v1H) ; / / r e e a 1 e u loE 
u [ i ][ 2 ] = ( p [ i ] j ( gama - 1. O )) + (O. 5 * r h o [ i ] * pow ( v [ i ] ,2)); 

} 
} / /FIN PUNe perdida () 

double variable (double t,double a) 
{ 
int i; 
double PI=3.14159; 
double veject ,n; 
double vO, vI , TI, phI; 
double c,f,fa; 

vO=2.ge7 ; 
vI =4.5e6; 
Tl=2.99592el0; 
phl=2.7; 
c= vlj(1.0-exp(-a)); 
f= a*cos((2*PI*tjTl)); 
fa= fmax(fabs(f) ,1.0e-25); 
veject= vO - (c*fjfa)*(1.0-exp(-fabs(f))); 
ret ur n ( ve j e c t ) ; 
}//FIN VARIABLE 

double tcourant (double rho [] ,double v [] ,double p [] ,int N, 
\ newline double dx) 
{ 
int i; 
double c [N+l] ,Dt [N+l] ,dtmin; 
for (i =0; i<==N; i++) 
{ c [ i ] = s q r t (gama * p [ i] j r h o [ i ] ) ; 

Dt [ i ] = (0.6 * dx) j ( fa bs (v [ i ]) + c [ i ] ); } 
dtmin=minDt(Dt,N) ; 
return (dtmin); 
} 
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double minDt( double Dt [] ,int N) 
{ 
int i; 
double min; 
min=fmi n (Dt [O] ,Dt [ 1 ] ) ; 
for ( i =2; i <==N; i ++) 
{ i f (Dt [ i] <min) 

{min=Dt [ i ] ;} } 
return (min); 
} 

void flujosv1eer(double rho[] ,double v[] ,double p[] ,double 
\new1ine fmas[][3] ,double fmenos[][3] ,double f[][3] ,int N) 
{ 
double e [N+1] ,M[N+1] ,fm[N+1], fb [N+1]; 
int i, 1 ; 
for(i=O;i<==N; i++) 

{ e [ i ] = s q r t (gama* p [ i ] / r h o [ i ] ) ; 
M[ i ]=v [ i ] / e [ i ] ; 
f [ i ][ O] = r ho [ i ] * e [ i ] *M[ i ]; 
f [ i ] [ 1 ] = r h o [ i ] * pow ( e [ i ] ,2) * ( pow (M [ i ] ,2) + ( 1 . / gama) ) ; 
f [ i ] [2] = r ho [ i ] * pow ( e [ i ] ,3) *M[ i ] * ( (pow (M [ i ] ,2) /2) + 
\ n e w 1 in e (1. / ( gama - 1 )) ) ; 
/ /van Leer. 

i f ( fa b s (M [ i ]) < 1. O ) 
{ 
fm [ i ] = (0.25) * r ho [ i ] * e [ i ] * pow ( (M[ i ] + 1.) ,2) ; 
fb [ i ] = ( 'gama -1 . ) *M [ i ] + 2 . ) * e [ i ] ; 
fmas [ i ][ O ] = fm [ i ] ; 
fmas [ i ] [ 1 ] = fm [ i ] * fb [ i ] / gama; 
fmas [ i ] [2] = fm [ i ] * pow ( fb [ i ] ,2) / ( 2 . * ( pow (gama, 2) - 1 . ) ).; 
fmenos [i ][0] = f [i ][0] - fmas [i ] [O] ; 
fmenos [ i ][ 1 ] = f [ i ][ 1] - fmas [ i ] [ 1 ] ; 
fmenos [ i ][ 2] = f [ i ][ 2] - fmas [ i ] [2] ; 
} 

e 1 s e i f (M [ i ] > = 1. O ) 
{ 

for (1 =0; 1 <=2; 1++) 
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{ fmas [ i ] [ 1] = f [ i ] [ 1 ] ; 
fmenos [ i ] [ 1 ] = O . O; } 

} 
else if (M[ i] <=-1.0) 

{ 
for ( 1 =0; 1 <=2; 1 ++) 
{ fmas [ i ] [ 1 ] = O . O ; 

fmenos [ i ] [ 1] = f [ i ] [ 1 ]; } 
} 
}IIFIN FOR. 

} Ilfin fune. 
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void VL( double u [] [3], double fmas [] [3], double j fmenos [] [3] ,double *dt, double 
{ 
int j ,k; 
for (j =O;j <=2;j ++) 

{ 
for (k=1;k<=N-1;k++) 

{ 

} 
} 

} 

u1 [k] [j ]=u [k] [j] - C"dt / dx) * (( fmas [k] [j ]+fmenos [k+ 1] [j ] ) 
\newline -(fmas [k-1][j]+fmenos [k] [j])); 

u1 [N][ O] = u1 [N - 1] [O] ; 
u1 [N][ 1] = u1 [N -1][ 1]; 
ul [N][2]=ul [N-l][2]; 
ul [O] [O]=u [O] [O]; 
u1 [O] [l]=u [O] [1]; 
u1 [O] [2]=u [O] [2]; 

A.5. simrhocte.c 

Se muestra acontinuación el código. fuente que obtiene los resultados de 
las en las figuras 5.4 y 5.7, 5.5, 5.6, 5.8 Y 5.9. Para este caso el programa es 
el mismo que el de la sección anterior, salvo la forma paramétrica en que se 
hace la transición de la velocidad de eyección. Por lo tanto sólo mostraremos 
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la subrutina que hace esta función. 

double variable (double 
{ 
int i . , 
double PI=3.14159; 
double veject ,n; 
double vO , vI , TI, phI; 
double c,f,eta; 

vO=2.ge7 ; 
vl=4.5e6 ; 
Tl=2.99592el0; 
phl=2.7; 
n=floor (tmaxjTl); 
for (i =0; i<=n; i++) 
{ 

t, double 

if (( t >(i *Tl))&&(t «( i +1)*Tl))) 
{ 

} 

t=t -( i *Tl ) ; 
} 

f =( (t -(TI j 2)) j TI) +0.5; 

a) 

e t a = ( (1- ex p ( a * f) ) j ( 1 - ex p ( a ) ) ) - ( O . 5 ) ; 
veject= vO+vl*cos (2*PI*eta); 
//veject= vD +vl*cos(2*PI*(t-(Tl/2))/Tl); 
return (vej ect ) ; 
}//FIN VARIABLE 
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Códigos Fuente, Lenguaje C: 
Soluciones Analíticas. 
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B.l. xrhoctejet.c 

Se muestra acontinuación el código fuente que obtiene los resultados 
de la solución analítica que se muestran en las figuras 2.3, 2.4, 2.5 Y 4.3. 
Se hace uso de la librería gslj gsl _ poly.h de Gnu Scientific Library 
y para invocarla se tiene que compilar como gcc $ (gsl-config -cflags) 
xrhoctejet.c $ (gsl-config -libs) y se ejecuta de la manera usual. 

/* 
PROGRAMA QUE GRAFICA LAS SOLUCIONES 
ANALITICAS DEL PROBLEMA DEL JET CON 
VELOCIDAD DE EYECCION VARIABLE 
PARA EL CASO DE DENSIDAD CONSTANTE 
EYECCION DEL ARTICULO CANTO, RAGA, 
D' ALESSIO (2000) 

*/ 

#include<stdio . h> 
#include<math. h> 
#include<gsl/ gsLpoly . h> 
double vO (double ta u ) ; 
double HO( double tau); 
double H1 (double ta u ) ; 
const double PI=3.141592653; 
const double va=2.ge7; 
const double vb=4.5e6; 
const double T=2.99592e10; 
main () 
{ 
int i, j ,k; 
double x [3] ; 
double dtau, xws , t , vws ; 
double w, arg , an ; 
double A, B, e, a, b, c ,d, mtau, tau1 , tau2 , vI , v2; 
FILE* n umeros; 
numeros=fopen (" r hoctej et . dat" ,"w" ) ; 
w=2*PI/T; 
for (j =O;j <=5;j++) 
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{ 
dtau=5.0e8 ; 
while (dtau «PI/w)) 
{ 
x[0]=2.1; 
x[1]=2.1; 
x[3]=2.1; 
arg=w*dtau; 
a=pow ( ( vb / va) ,2) * sin ( ar g ) * ( sin ( ar g ) * cos ( ar g) - ar g ) ; 
b = 2 . O * ( v b / va) * ( pow ( a r g ,2) + a r g * sin ( a r g ) * c o s ( a r g ) 
\newline -2*pow(sin(arg) ,2)); 
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c=pow ( ( v b / va) , 2 ) * ( pow ( a r g , 2) * c o s ( a r g ) - pow ( sin ( a r g ) , 2 ) 
\ n e w 1 i n e * c o s ( a r g ) + a r g * pow ( sin ( a r g ) , 3 ) ) + 2 * ( a r g ) * 
\newline (sin(arg)-arg*cos(arg)); 
d=(vb/va) * (4*pow( sin (arg) ,2) -3* arg * sin (arg) * cos (arg) 
\ newline -2*pow( arg* sin (arg) ,2) -pow( arg ,2)); 
A=b/a; 
B=c/a; 
O=d/a; 
gsLpoly_solve_cubic (A,B,C,&x[O] ,&x[l] ,&x [2]); 
for ( i =0; i <=2; i ++) 
{ 

} . 

if (fabs (x [i]) <=1.0) 
{ 

} 

tau1=mtau-dtau; 
tau2=mtau+dtau; 
v1=vO (tau1 ); 
v2=vO (tau2 ); 
xws=(v1*v2)*(tau2-tau1)/(v2-v1); 
vws=2*(HO (ta u2 )-HO( tau1 )+(pow (vb, 2) / (2 *w) ) 
\ new line * (H1 ( ta u2)-H1 ( tau 1 ) ) ) / ( ( l/va) * (HO ( ta u2 ) 
\ n e w li n e - HO ( t a u 1 ) ) + va * ( t a u 2 - t a u 1 ) ) ; 
t=(tau2*v2-tau1*v1)/(v2-v1); 
fpri n t f (numeros ," % f ~~~~~~ % f ~~~~~ % f ~~~~ % f ~~~~~ % f 
\ n e w li n e ~ \ n" , t , xws , vws , vI, v 2 ) ; 
dtau=dtau+5.0e8 ; 
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}//FIN WHILE 
fprin tf (numeros," \n\n" ); 
//}//FIN FOR j 
fclose (numeros); 
}//FIN MAIN 

double vO (double ta u) 
{ 
double w, vel ; 
w=2*PI/T; 
vel=va-vb*sin (w*tau); 
return ( vel ) ; 
} 

double HO (double ta u) 
{ 
double hO, w; 
w=2*PI/T; 
hO=pow(va,2)*tau+2*va*vb*cos(w*tau)/w; 
return (hO); 
} 

double Hl (double tau) 
{ 
double hl, w; 
w=2*PI/T; 
hl=w*tau-sin (w*tau) * cos (w*tau); 
return (hl ) ; 
} 

B.2. tOrhoctejet.c 

Se muestra acontinuaCÍón el código fuente que obtiene los resultados de 
la solución analítica que se muestran en la figura 4.4, igual que en el codigo 
anterior, se hace uso de la librería gsl/gsl _ poly.h de Gnu Scientific 
Library 
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ESTE PROGRAMA OBTIENE LA SOLUCION ANALITICA 
DEL PROBLEMA DEL JET CON VELOCIDAD DE 
EYECCION VARIABLE DEL ARTICULO CANTO, 
RAGA, D' ALESSIO (2000), PRFBENTANDO LA 
SOLUCION PARA LA VELOCIDAD EN FUNCION 
DE LA POSICION A UNTIEMPO FIJO DE INTEGRACION. 

*/ 

#include<stdio . h> 
#include<math. h> 
#include<gsl/ gsLpoly .h> 
double vO (double tau); 
const double tO=1.5768e11; 
const double PI=3.141592653; 
const double va=2.ge7; 
const double vb=4.5e6; 
const double T=2.99592elO; 
/* const double va=1.0; 
const double vb =0. 5; 
const double T=6.2831853;*/ 
main () 
{ 
int i,j,k,l,o; 
double x [3] ; 
double j f ,xf , v ; 
double dtau, t ,vws, tOO; 
double w, arg , an ; 
double A, B, e, a, b, e, d, mtau; 
double taul[5] ,tau2[4] ,vl[4] ,v2[4] ,xws[4]; 
FILE*numeros; 
numerosl=fopen (" tOrhoctejet 1 . dat" ,"w" ); 
w=2*PI/T; 

taul [4]= tO ; 

for (j =O;j <=3;j ++) 
{ 
dtau=l.Oe5 ; 
while (t<tO) 
{ 
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arg=w*dtau; 
a=pow ( ( v b / va) , 2 ) * sin ( a r g ) * ( sin ( a r g ) * c o s ( a r g ) - a r g ) ; 
b=2.0* (vb / va) * (pow( arg, 2) + arg * sin (arg) * cos ( arg) 
\ newline -2*pow( sin (arg) ,2)); 
c=pow (( vb / va) ,2) * (pow (arg ,2) * cos ( arg) 
\newline -pow( sin (arg) ,2) * cos (arg)+arg*pow( sin (arg) ,3)) 
\newline + 2*(arg)*(sin(arg)-arg*cos(arg)); 
d=(vb/va)*(4*pow( sin (arg) ,2) -3*arg*sin (arg)*cos (arg) 
\ newline -2*pow( arg* sin (arg) ,2) -pow( arg ,2)) ; 
A=b/a; 
B=c/a; 
C=d/a; 
gsLpoly_solve_cubic (A,B,C,&x[O] ,&x[l] ,&x [2]); 
for (1 =0; 1 <=2; 1++) 
{ 

} 

if (fabs (x [1]) <=1.0) 
{ 

} 

taul [j ]=mtau-dtau; 
tau2 [j ]=mtau+dtau; 
vI [j] = vO ( t a u I [j ] ) ; 
v2 [j]=vO(tau2 [j]); 
xws [ j ] = ( vI [j ] * v 2 [j ]) * ( t a u 2 [ j ] - t a u I [j ] ) / ( v 2 [ j ] - v I [j 1 ) ; 
t = ( t a u 2 [j ] * v 2 [j ] - t a u I [j ] * vI [j 1 ) / ( v2 [ j ] - v I [j ] ) ; 
dtau=dtau+1.0e5 ; 
}//FIN WHILE 
t=O.O; 
}//FIN FOR j. 

for (k=0;k<=3;k++) 
{ 

fprintf (numeros, "%f '-''-''-''-''-' %f\n" ,xws [k] , vI [k]); 
f p r i n t f ( n umeros, " % f '-' '-' '-' '-' '-' % f \ n" , xws [k] , v2 [k ] ) ; 
for(jf=tau2 [k]; jf<=taul [k+I];jf=jf+1.0e5) 
{ 

x f = ( t 0- j f ) * vO ( j f ) ; 
v=vO (j f ) ; 
fprin t f (numeros," % f '-''-''-''-''-' % f\n" , xf , v Yi; 
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} 
} / / ji n jo r k. 
felose (numeros); 
}//FIN MAIN 

double vO (double tau) 
{ 
double w, vel ; 
w=2*PI/T; 
vel=va-vb* sin (w*tau); 
return ( vel ) ; 
} 
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