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Resumen

En esta tesis se buscan pistas sobre una posible estructura del espacio-tiempo
a escalas microscépicas. Se comienza argumentando que la relatividad general no
puede ser una teoria fundamental de la naturaleza, lo que motiva la idea de que
el espacio-tiempo a escalas microscopicas puede tener una estructura discreta. Se
discute la evidencia que soporta el hecho de que dicha estructura debe respetar la
invariancia de Lorentz y se presenta un modelo fenomenolégico que permite buscar
empiricamente sus efectos. La posibilidad de observar estos efectos es discutida y se
describe un experimento con el que se ponen cotas sobre algunos de los parametros
libres del modelo. Mas atn, se analiza la posibilidad explorar con mas detalle las
consecuencias del modelo en otro experimento.

Motivado por las ideas descritas anteriormente se construye un modelo para ex-
plicar una discrepancia estadistica en las mediciones de la velocidad de las moléculas
de amoniaco en nubes interestelares. Una posible explicacion de esta observacion es
que el cociente de masas electron-protén dependa de la densidad del medio. Se pro-
pone entonces una interaccion no-convencional entre la gravedad y la materia que
genera una masa efectiva dependiente del entorno gravitacional. Sin embargo, los
valores que deben tomar los parametros del modelo para explicar las observaciones
antes mencionadas entran en contradiccién con experimentos, por lo que es posible
descartar el modelo.

Otra conclusién que se obtiene del modelo fenomenolégico para describir los efec-
tos de la estructura microscépica de espacio-tiempo, es que las particulas en estados
cudnticos (i.e., cuya descripcién no tiene un andlogo clasico) podrian no satisfacer el

principio de equivalencia. Por ello se intenta buscar violaciones empiricas de dicho



ii Resumen

principio por particulas inestables. Con este objetivo en mente se formula un esque-
ma que permite parametrizar violaciones al principio de equivalencia por particulas
inestables, para lo que se parte de dos hechos: que las particulas inestables se des-
criben por una masa compleja y que la mecanica cuantica no-relativista incorpora el
principio de equivalencia (en el sentido que se obtienen los mismos resultados si se
estudia una particula bajo la acciéon de un potencial gravitacional Newtoniano en un
sistema de referencia inercial, o si se considera libre pero en un sistema acelerado).
Mezclando estos resultados se llega a la ecuacion que satisface una particula inestable
si cumple con el principio de equivalencia, misma que se modifica para parametrizar
violaciones a dicho principio. Ademas, se analiza la posibilidad de buscar este efecto
en un experimento particular.

También se estudia la forma como se puede explorar el espacio-tiempo con particu-
las reales, mismas que son descritas por medio de la mecanica cuantica. La motivacién
es que, de acuerdo con la relatividad general, la geometria del espacio-tiempo se mide
al identificar las trayectorias de particulas puntuales y libres con geodésicas. Debido a
que las particulas, de acuerdo con la mecénica cuantica, no siguen trayectorias, surge
la pregunta de cémo es posible medir la geometria del espacio-tiempo. En concreto,
se plantea la posibilidad de asignar a una particula cuantica una linea de mundo que
la represente. Este problema es complicado por lo que se propone, como un primer
paso, modelar a las particulas cudnticas por objetos clasicos y extendidos, mismos
que pueden ser representados por su centro de masa. Se presenta una definicion co-
variante del centro de masa en espacio-tiempos curvos y se discuten algunas de sus
propiedades, entre las que destaca el hecho de que, atin si el objeto extendido es li-
bre, la curva trazada por el centro de masa no es una geodésica. Por tal motivo, si se
representa a un objeto extendido por su centro de masa y su trayectoria se identifica
con una geodésica, no se estaria midiendo la geometria “real” del espacio-tiempo,
sino una geometria efectiva que depende de las caracteristicas del objeto usado. Se
plantea un formalismo para extraer dicha geometria efectiva y se argumenta que no
es posible medir consistentemente la geometria efectiva. Estos resultados conllevan
a cuestionar el rol que puede tener la geometria cuando el espacio-tiempo debe ser

explorado por particulas cuanticas.



Abstract

In this work we search for clues of a hypothetical microscopic structure of space-
time. We begin by arguing that general relativity cannot be a fundamental theory of
Nature, motivating the idea that spacetime at microscopic scales could have a dis-
crete structure. We present some evidence supporting the fact that this microscopic
structure must respect Lorentz invariance, and we build a phenomenological model
that allows to empirically search for its consequences. We also discuss the possibility
of observing the effects predicted by the model and we describe an experiment used
to put bounds on some of its free parameters. Moreover, we analyze an other type
of experiments in order to look for the consequences predicted by the model.

Inspired by this model we construct a scheme that could explain a statistical
discrepancy on the measured velocity of ammonia molecules in interstellar clouds. A
possible explanation for this observation is that electron to proton mass ratio depends
on the medium density. Thus, we present a non-conventional interaction between
gravity and matter that generates an effective mass depending on the gravitational
environment. However, the values that the parameters of the model need to take in
order to explain the observations are contradicted by experiments, discarding the
model.

An other conclusion obtained from the phenomenological model built in order to
look for effects of the discrete structure of spacetime on matter, is that particles in
quantum states (i.e., having no classical analog) could violate the equivalence princi-
ple. Therefore, we study the possibility that unstable particles violate this principle,
starting by noticing two facts: unstable particles are described by a complex mass

and non-relativistic quantum mechanics incorporates the equivalence principle (in
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iv Abstract

the sense that the same results are obtained if a particle is studied under the ef-
fects of a Newtonian gravitational potential in an inertial reference frame, or if it is
considered free but in an accelerated frame). Combining these results it is possible
to obtain the equation that describes an unstable particle if the equivalence princi-
ple is satisfied, and this equation is modified in order to parametrize violations to
this principle. Furthermore, we suggest to look for these violations in a particular
experimental setup.

In addition, we study the way spacetime can be explored with real particles,
which are described by quantum mechanics. According to general relativity, space-
time geometry is obtained by identifying the trajectories of free point-like particles
with geodesics. Given that, according to quantum mechanics, particles do not fo-
llow trajectories, how can spacetime geometry be measured? In order to attack this
question we study if it is possible to assign a world-line to a quantum particle co-
variantly. This problem is complicated and we propose, as a first step, to model
quantum particles by extended classical objects which are represented by its center
of mass. We present a covariant definition of the center of mass in curved spacetime
and we discuss some of its properties, including the fact that the center of mass of
a free extended object does not follow a geodesic. Therefore, if an extended object
is represented by its center of mass and its trajectory is identified with a geodesic,
one would not measure the “real” spacetime geometry but an effective geometry that
depends on the properties of the extended object. We outline a procedure built to
extract this effective geometry and we argue that it is impossible to measure the
effective geometry consistently. These results allow us to question the role of the
geometric language when dealing with spacetime in the regime where it must be

explored with quantum particles.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion general y el punto de partida

La relatividad general, que es la teoria aceptada de la gravitacion, modificd sus-
tancialmente las nociones de espacio y tiempo al entenderlos como un ente unificado,
el espacio-tiempo, que ademas es dinamico. Dicha teoria supone que el espacio-tiempo
es una variedad diferencial métrica cuya geometria debe ser compatible con la ma-
teria de acuerdo con las ecuaciones de Einstein. El hecho de que la materia, que es
la fuente del campo gravitacional, satisface los principios de la mecanica cuantica y
algunos resultados encontrados en el marco de la relatividad general sugieren que la
manera como se entiende el espacio-tiempo debe ser modificada para tener una des-
cripcién consistente de la naturaleza. Los principales argumentos en esta direcciéon

son:

1. Cuando la materia se encuentra en super-posiciéon de estados, es de esperarse
que la gravedad responda “cuanticamente”. Se ha propuesto como solucion
tomar el valor de expectacion del tensor de energia-momento de la materia con
algin estado antes de igualarla a la geometria en las ecuaciones de Einstein.
Esta propuesta, llamada gravedad semi-clasica [36], en ciertos casos es una
buena aproximacién pero no resuelve todos los problemas fundamentales ya

que, por ejemplo, si se estudia una particula en super-posiciéon de estados de
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posicion, durante el proceso de colapso habria un cambio discontinuo y no-

causal en la geometria.

. Es bien sabido que si se toman las leyes de la termodinamica y se hacen las

sustituciones

A
StGa’ (1.1)

donde E, T y S son, respectivamente, la energia, la temperatura y la entropia

E—-M T—ak, S—

mientras que M, k y A son la masa, la gravedad superficial y el drea de un
agujero negro estacionario, con G la constante de Newton (se utilizan unidades
donde ¢ = A = 1) y o una constante ain indeterminada, se obtienen leyes que
rigen a dichos agujeros negros [6]. Se sabe que E y M representan la misma
cantidad fisica pero se pensaba que ahi terminaba la analogia porque se creia
que los agujeros negros no tienen temperatura. Sin embargo, cuando se toman
en cuenta efectos cuanticos se puede calcular que la temperatura de un agujero
negro es k/2mkp [58], siendo kp la constante de Boltzmann. De esta forma se
encuentra que a = (2kg)~!. Esto a su vez implica que, para que esta analogia
sea completa, la entropia del agujero negro debe ser S = kpA/4G sugiriendo
que el espacio-tiempo tiene una descripcién fundamental no-trivial tal que hay

~ eA/4C micro-estados compatibles con el agujero negro descrito arriba.

. Larelatividad general contiene soluciones con singularidades, como los agujeros
negros y el Big Bang que se da al inicio del universo. Estas singularidades son
genéricas e inevitables, como se demostré en los teoremas de singularidades
de Hawking y Penrose (ver [57]). Este resultado conlleva a suponer que la
relatividad general puede ser una teoria no-fundamental y se suele considerar
que el rango de validez de la relatividad general estd delimitado por la longitud,
el tiempo y la energia (masa) de Planck, mismas que se obtienen al combinar

las constantes fundamentales de la relatividad general y la mecanica cuantica
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de la siguiente manera:

Gh 1/2
Ipp = (—3) ~ 1.6 x 107 m, (1.2)
C
l
tp = D a54x10s, (1.3)
C
_ g 19
Mp, = o~ 1.3 x 107 GeV. (1.4)

4. Se conocen cuatro interacciones en la naturaleza: la gravedad, la electromagnéti-
ca, la débil y la fuerte. De éstas, todas excepto la gravedad se describen con-
sistentemente en el formalismo de la teorfa cudntica de campos'. La gravedad
cuantica entonces podria ayudar a construir un formalismo en el que todas
las interacciones estan unificadas, y a su vez es de esperarse que asi se entien-
da mejor nuestro universo. De hecho, vale la pena mencionar que no se sabe
cémo construir de forma satisfactoria una teoria cuantica de la gravedad sobre
un fondo fijo en la que se supone que todas las particulas se propagan en un
espacio-tiempo no-dindmico® y donde la interaccién gravitacional es mediada
por particulas sin masa, de espin 2 y cuya dinamica esta regida por las ecuacio-
nes de Einstein, ya que se llega a una teoria no-renormalizable que, por ende,

no puede ser fundamental.

5. Aun en las teorias cuanticas de campo que son renormalizables, no se sabe cémo
definir rigurosamente la teoria completa, i.e., incluyendo la parte no lineal en
los campos. Es posible entonces que una estructura discreta del espacio-tiempo
dé lugar a un corte no-trivial en el espacio de momentos que ayude a lidiar con

estos problemas.

A las teorias que pretenden incluir consistentemente a la relatividad general y a

la mecanica cuantica, y que ademas describirian la estructura del espacio-tiempo a

!Este formalismo permite unificar las fuerzas electromagnética y débil en la llamada interaccién
electro-débil

2En este enfoque se estd despreciando el hecho de que la gravedad, ademas de ser una interaccién,
determina la estructura causal del espacio-tiempo.
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escalas microscépicas, se les conoce genéricamente como teorias de gravedad cuanti-
ca y entre ellas destacan la teoria de cuerdas y la gravedad cuédntica de lazos. La
teoria de cuerdas parte de la suposicién de que todas las particulas son en realidad
distintas manifestaciones del mismo objeto unidimensional (llamado cuerda) y que,
dependiendo de la forma como este objeto “vibra”, se perciben particulas con dis-
tintas caracteristicas como su sabor, su carga y su espin. Al cuantizar una accion
para las cuerdas que generaliza aquella de una particula puntual, relativista pun-
tual y libre (i.e., sujeta tinicamente a efectos gravitacionales), se obtienen todas las
particulas permitidas por la teoria. Sorprendentemente, entre estas particulas se en-
cuentra una particula no-masiva y de espin 2 que ademas, a bajas energias, satisface
las ecuaciones de Einstein, por lo que se considera como la portadora de la interaccién
gravitacional. El problema con esta teoria es que requiere de la existencia de dimen-
siones espacio-temporales adicionales a las 4 observadas. Ademas, en su formulacién
perturbativa esta teoria requiere de un espacio-tiempo de fondo que es no-dinamico,

por lo que sufre de los problemas mencionados anteriormente.

Otro candidato prometedor para ser una teoria de gravedad cuantica satisfactoria
es la gravedad cuantica de lazos. En este enfoque se cuantiza la geometria del espacio-
tiempo partiendo del formalismo Hamiltoniano de la relatividad general en unas
variables en las que algunas de las constricciones, que son resultado de trabajar
con dicha versién Hamiltoniana [57], se pueden solucionar. Los principales logros
de este acercamiento es que se obtiene un método no-perturbativo e independiente
de un espacio de fondo para cuantizar la geometria espacio-temporal y que permite
calcular la entropia de los agujeros negros satisfactoriamente. Sin embargo, no se ha
podido completar el andlisis de todas las constricciones ni se sabe como recuperar en
detalle el limite cldsico. (Para ver méas detalles sobre este formalismo se recomienda

la referencia [49)).

Los enfoques mencionados, y otros que no se mencionan en esta tesis, han obte-
nido resultados importantes pero no resuelven todos los problemas conceptuales que
surgen al buscar una teoria cuantica de la gravedad y, sobre todo, no predicen efectos
nuevos que puedan ser buscados experimentalmente. De hecho, uno de los mayores

problemas que surgen al tratar de construir una teoria de gravedad cuantica satis-
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factoria es la falta de resultados experimentales. Por tal motivo, uno de los objetivos
de esta tesis es proponer formas para buscar empiricamente rastros de una estruc-
tura del espacio-tiempo distinta a la predicha por la relatividad general. Ademas, se
intenta estudiar la relatividad general en regimenes donde los efectos cuanticos de la
materia no se pueden despreciar, que es un escenario que seria idealmente descrito
por una teoria cuantica de la gravedad, para tratar de encontrar pistas de la teoria
de gravedad cuédntica que se encuentra “detras” de la relatividad general.

Es importante mencionar que hasta hace poco se creia que inicamente era posible
observar efectos debidos a la gravedad cuéntica al alcanzar la escala de Planck [32],
que esta lejos del alcance de la tecnologia actual. No obstante, recientemente se
ha considerado la posibilidad de que los efectos de la gravedad cuantica puedan ser
detectados a través de violaciones a simetrias consideradas fundamentales en la fisica
actual, como CPT, que requiere que la fisica sea invariante ante la combinacion de
conjugacién de carga (C), inversion temporal (T) y paridad (P), o la invariancia de
Lorentz [15, 16, 17, 38], que asegura que localmente todos los sistemas de referencia
inerciales son equivalentes y que es la que se considera en esta tesis.

La invariancia de Lorentz se puede “romper” si existen direcciones o sistemas de
referencia privilegiados en el espacio-tiempo. Los intentos por buscar estos sistemas
de referencia se han centrado en explorar relaciones de dispersion modificadas, que
también son predichas por varios candidatos a ser la teoria de gravedad cuantica
[41]. La idea bésica es que si hay un sistema de referencia privilegiado asociado con

el campo vectorial W9, se podria® modificar la relacién de dispersién de la siguiente

manera:
papa - _m2+iE3(W)+ ) (15)
Mp
donde E(W) = —guup®W? es la energfa asociada con W y £ es un pardmetro real

(que puede ser distinto para cada particula). En esta tltima expresién los puntos
suspensivos representan potencias mayores de E(W), que no se escriben porque van

suprimidos por mayores potencias de masa (que suele tomarse como Mp;). Algu-

3Las correcciones radiativas generan todos los términos renormalizables que son compatibles con
las simetrias del sistema. Asi, si existe W, las correcciones radiativas generarian los términos que
se discuten.
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nos métodos experimentales para buscar violaciones a la invariancia de Lorentz se

describen en la seccién 1.2.1.

Otra forma de generar violaciones a la invariancia de Lorentz es invocando una
longitud minima invariante ya que ésta entra en conflicto con las contracciones de
Lorentz. En esta direccién se han propuesto modelos, conocidos como relatividad
especial deformada ( Deformed Special Relativity), en los que dicha longitud invariante
se introduce al cambiar el dlgebra de Poincaré por una no-lineal [3]. El problema con
estos esquemas es que sufren de graves problemas de interpretacién y, atin si se deja
esto de lado, estos modelos pueden ser practicamente descartados por experimentos
31, 52].

En este trabajo se considera que la invariancia de Lorentz no se rompe en la
naturaleza, de hecho, explorar las razones de esta hipdtesis constituye el resto de
este capitulo. Asumir que se mantiene la invariancia de Lorentz implica que si el
espacio-tiempo a escalas microscopicas tiene una estructura no-trivial que sea discre-
ta (o “granular”), ésta no es como se suele imaginar porque una estructura discreta
“Intuitiva” tiene asociado un sistema de referencia privilegiado (por ejemplo, aquel
donde los elementos discretos que conforman al espacio-tiempo toman su forma méas
simétrica) y, por ende, viola la invariancia de Lorentz. Vale la pena mencionar que
una estructura granular no necesariamente implica la existencia de direcciones privi-
legiadas. Por ejemplo, en gravedad cuantica de lazos el drea minima es el eigen-valor
mas pequeno del operador cuantico de area, mismo que tiene un espectro discreto.
El espectro de dicho operador no cambia bajo transformaciones de Lorentz, lo que
se modifica es su distribucién de probabilidades [50]. Cabe agregar que en otros can-
didatos a ser la teoria de gravedad cuantica, a pesar de haber un espacio-tiempo con
una estructura granular, se mantiene la invariancia de Lorentz. En esta direccion des-
tacan los conjuntos causales [23, 53] donde el espacio-tiempo se reemplaza por una
coleccion de eventos puntuales con un orden causal y cuya distribucion es azarosa,
salvo por el hecho de que su densidad esta relacionada con el 4-volumen.

Con estas ideas en mente, en el capitulo 2 se presenta un andlisis de caracter
fenomenolégico sobre las posibles manifestaciones de una hipotética estructura gra-

nular del espacio-tiempo que respeta la invariancia de Lorentz. Estas consideraciones
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llevan a proponer un modelo concreto y bien definido en el que dicha estructura
granular, cuya forma no se especifica, podria generar efectos detectables. Ademas,
se incluyen cotas experimentales sobre algunos parametros libres del modelo y se

detalla un experimento que se esta realizando donde el efecto podria observarse.

Ahora bien, el principio de equivalencia es uno de los principios mas fundamen-
tales de la relatividad general y afirma que localmente los sistemas en caida libre
pueden ser descritos en el marco de la relatividad especial. Este principio implica
que la gravedad es de naturaleza puramente geométrica y esté incorporado en la re-
latividad general en el hecho de que el espacio-tiempo es una variedad diferencial. Es
interesante que de acuerdo con el modelo fenomenolégico descrito arriba, el efecto de
la gravedad sobre la materia no desparece cuando ésta se encuentra en caida libre, en
una violacién al principio de equivalencia. Esto sugiere que al considerar propiedades
cuanticas de la materia y/o del espacio-tiempo, el principio de equivalencia podria
dejar de ser vélido, por lo que probablemente no es uno de los principios sobre los que
se construya la teoria de gravedad cuantica. Esta idea motiva un modelo, discutido
en el mismo capitulo e inspirado en el programa fenomenolégico antes mencionado,
que podria explicar una discrepancia estadistica en la velocidad de las moléculas
de amoniaco en nubes interestelares mediante una interaccién no-convencional de la
materia con la curvatura del espacio-tiempo. En esta misma direccion se propone
(seccién 2.2.2) una manera de parametrizar violaciones al principio de equivalencia
por particulas inestables, mismas que deben describirse por medio de la mecanica

cuantica.

Por otra parte, el principio de equivalencia tinicamente se cumple en un limite
que no es accesible en la practica ya que, de acuerdo con la mecanica cuantica, las
particulas no pueden considerarse infinitamente localizadas (salvo en los instantes en
los que se mide su posicién). Otra consecuencia de esta teoria es que las particulas
no siguen trayectorias. Esto sugiere la siguiente pregunta: si las particulas no siguen
trayectorias, y dado que la geometria del espacio-tiempo se explora identificando las
lineas de mundo de objetos libres, puntuales y de prueba con sus geodésicas, jcémo
es posible estudiar, en principio, la geometria del espacio-tiempo? Nétese que esta

pregunta es particularmente relevante si se tiene en mente que existe una escala en la
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que la geometria del espacio-tiempo debe ser explorada con particulas “cuanticas”.
Esto da pie al trabajo presentado en el capitulo 3 donde se estudia la manera como
se explora la geometria espacio-temporal utilizando objetos reales. Por supuesto, en
este momento el analisis no pretende considerar objetos verdaderamente realistas, lo
que seria inviable por su complejidad. Por ello, el estudio se limita a objetos clasicos
extendidos a los que se les asigna una linea de mundo que los representa, y se estudia
qué geometria es consistente con dicha curva. El resultado es que, con este método,
la geometria no puede ser medida con precision arbitraria, lo que a su vez conlleva
a consecuencias importantes sobre su rol en una teoria cuantica de la gravedad.
Finalmente, en el capitulo 4 se dan las conclusiones generales de toda la tesis. Antes
de continuar, se recomienda revisar el apéndice A donde se especifica la notacion y

las convenciones usadas a lo largo de este trabajo.

1.2. Justificacion para asumir la invariancia de Lo-

rentz

Los argumentos para tomar la invariancia de Lorentz como una hipodtesis en
este trabajo se pueden dividir en dos: directos e indirectos. Ambos son argumentos
basados en resultados empiricos. Se comienza con la discusién de los argumentos

directos.

1.2.1. Observaciones directas

Como se menciona en la seccién 1.1, la manera mas comun para buscar los efec-
tos de dichas violaciones es suponiendo la existencia de un sistema de referencia
privilegiado que modifica la relacién de dispersién usual por aquella dada en la ecua-
cién (1.5). A primera vista parece dificil medir efectos suprimidos por la escala de
Planck, no obstante, atin efectos tan pequenos pueden magnificarse cuando suceden,
por ejemplo, durante un tiempo suficientemente largo. Ademads, existen experimentos

y observaciones de alta precision donde dichos efectos son, en principio, detectables.
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Algunos métodos con los que se han buscado manifestaciones de violaciones a la

invariancia de Lorentz se describen a continuacion:

1. Si hay un sistema de referencia privilegiado en el universo, en una buena apro-
ximacién la Tierra se mueve respecto a éste con periodo de un ano por lo que
sus efectos estarian modulados con periodo anual. En esta direccion destacan
los experimentos de tipo Hughes-Drever en los que se intenta medir una senal
con periodo anual en las lineas espectrales de nticleos atémicos [55, 56]. Vale la
pena decir que los resultados obtenidos por medio de este tipo de experimen-
tos son utilizados en el capitulo 2 para poner cotas a los parametros libres del

modelo descrito en dicho capitulo.

2. En las referencias [29, 30] se reporta que se ha logrado construir un péndulo de
torsién que contiene alrededor de 10?% electrones polarizados y cuyo momento
magnético es despreciable (con lo que evitan confundir el efecto buscado con
acoplamientos magnéticos). Asi, si hubiera un campo privilegiado que se acopla
con particulas polarizadas, se induciria una torca en la balanza de torsion,
misma que se puede medir con mucha precisiéon. Este tipo de experimentos estan
siendo usados para buscar los efectos predichos por el modelo fenomenolédgico

de gravedad cuantica presentado en el capitulo 2.

3. Algunos modelos de gravedad cuantica, como la gravedad cuantica de lazos,
sugieren que la velocidad de la luz podria depender de su polarizaciéon o su
energfa (ver, por ejemplo, [24, 25, 2]). De ser asi, en observaciones astrofisicas
se podrian detectar trazas de gravedad cuédntica al medir una diferencia en el

tiempo de arribo de un haz electromagnético.

4. Se sabe que rayos césmicos cargados no pueden provenir de distancias cos-
moldgicas con una energia por encima de ~ 7 x 10! eV, valor conocido como el
umbral GZK (por Greisen [27], Zatsepin y Kuzmin [59]), ya que estas particulas
pierden parte de su energia al interactuar con la radiaciéon césmica de fondo.
Sin embargo, se han observado en la Tierra rayos cosmicos con energia mayor al

umbral GZK y una posible explicacion a este hecho es que existan violaciones
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a la invariancia de Lorentz [4]. Sin embargo, recientemente se ha recolectado
evidencia que sugiere que los rayos césmicos con energias superiores al umbral

GZK provienen de fuentes cercanas [1].

5. Una modificacién a la relacién de dispersion como la propuesta en la ecuacién
(1.5) modificarfa la radiacién Cherenkov y de sincrotrén que emiten las particu-
las cargadas. La idea es usar el hecho de que dichas emisiones electromagnéticas
se observan en remanentes de supernovas para poner cotas a las violaciones de

la invariancia de Lorentz [33, 34, 42].

Esta es una lista parcial del tipo de experimentos donde se han buscado viola-
ciones a la invariancia de Lorentz. Es significativo que ninguno de los experimentos
que se ha realizado ha detectado evidencia de dichas violaciones. Sin embargo, han
logrado poner cotas sobre el £ de la ecuacién (1.5) que parametriza las violaciones
a la invariancia de Lorentz. Actualmente las mejores cotas provienen de observacio-
nes astrofisicas [42] y ha concluido que || < 9 x 107!% lo que apunta a descartar
violaciones a la invariancia de Lorentz. Para una revisién més profunda del tema se
recomiendan las referencias [41, 43]. Quizd un argumento més contundente para des-
cartar las violaciones a la invariancia de Lorentz proviene de observaciones indirectas,

mismo que se describe a continuacién.

1.2.2. Evidencia indirecta

En esta seccién se presenta un argumento dado en las referencias [18, 19] donde
analizan las consecuencias de las correcciones radiativas en una teoria cuantica de
campos sobre un espacio-tiempo de fondo granular, y en el que dicha granularidad
determina un sistema de referencia preferencial que tiene asociada una 4-velocidad
W4, En particular se estudia una teoria con un campo escalar ¢ y un campo de Dirac
1 interactuando mediante el término g¢)1), siendo g una constante de acoplamiento.
Se parte de la suposicién de que los modos del campo no pueden ser mas pequenos
que la longitud de la granularidad, en analogia al modelo fonénico de Debye. Esta

condicion se debe cumplir en todo sistema de referencia e impone un corte en los
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momentos de los campos, denotado por A y que se piensa que podria ser del orden del
inverso de la longitud de Planck. Dicho corte se implementa en el sistema asociado

con W por medio de la siguiente sustitucion en los propagadores de todos los campos

1 . W)/ A(W)]
PPy —m2 +ie  pipy—m?+ Alp, W) +ie’

(1.6)

donde m y p* son, respectivamente, la masa y el momento de la particula asociada
con el campo en cuestién, f es una funcién real tal que f(0) = 1y f(oo) = 0
cuya tarea es implementar el corte mencionado y A(p, W) es una modificacién en la

relacién de dispersiéon como la que aparece en la ecuacién (1.5).

Con esta modificacion en los propagadores la auto-energia del campo escalar a

un lazo se escribe como
T(p) = xp"P"WWs, + TTED (p) + O(p*/AY), (1.7)

donde IT(ED (p) es la parte de dicha auto-energia que respeta la invariancia de Lorentz.
El parametro que caracteriza la violacion de la invariancia de Lorentz puede entonces

ser calculado y de acuerdo con la referencia [19] este es

2 oo

X = % {1 + 2/0 d:cx(f’(:z:))z] . (1.8)
Lo interesante es que esta cantidad no es del orden de la longitud de Planck, co-
mo era de esperarse, de hecho, es independiente del corte A y xy > ¢*/672 ya que
Jo~ dza(f'(z))* > 0. Dado que al tomar en cuenta correcciones radiativas la rela-
cién de dispersién toma la forma m? + 9upp® + II(p) = 0, el primer término de
la auto-energia (1.7) se obtendria de una teorfa tipo Yukawa en un espacio-tiempo
usual pero en el que se reemplaza la métrica 7y, por 1. + xW.W,. Esto a su vez se
traduciria en una modificacion efectiva de la velocidad méaxima de cada particula. La
diferencia de las velocidades méaximas de las distintas particulas, Ac, se ha medido
y su valor, dividido por la velocidad de la luz, ¢, es menor que 1072° [15, 17]. Por

otra parte, de acuerdo al modelo presentado en esta seccién y usando las constantes
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de acoplamiento de los campo cuanticos fundamentales conocidos, se puede estimar
que Ac/c 2 1073 (ver [18, 19]), lo que préacticamente descarta la posibilidad de que
coexista la teoria cudntica de campos con una granularidad que determina un sistema
de referencia privilegiado?.

Los argumentos dados en esta seccién llevan a tomar como premisa para el resto
de la tesis que si el espacio-tiempo tiene alguna estructura microscopica no-trivial,
ésta respeta la invariancia de Lorentz. En el siguiente capitulo se estudia la posibi-
lidad de que existan manifestaciones fenomenoldgicas causadas por una hipotética

granularidad del espacio-tiempo que respete la invariancia de Lorentz.

4La tinica manera de evitar esta conclusion es si la violacién a la invariancia de Lorentz se cancela
con contra-términos de dimensién 4 que también violan la invariancia de Lorentz. Sin embargo, para
lograr esto se requiere un ajuste fino que es inaceptable en una teoria fundamental.



Capitulo 2

Nueva fenomenologia de gravedad

cuantica

En el capitulo 1 se argumenta que el espacio-tiempo puede tener una estructura
discreta a escalas microscopicas. Ademas, se motiva la hipdtesis que, en caso de exis-
tir dicha estructura, ésta debe mantener la invariancia de Lorentz. En este capitulo
se presenta un modelo sobre la forma en la que una estructura granular del espacio-
tiempo que respeta la invariancia de Lorentz podria ser detectada empiricamente.
En particular, se estudia como dicha estructura afectaria a los campos fermidni-
cos. Ademds, se usan experimentos ya realizados para poner cotas en algunos de
los pardmetros libres del modelo y se describe un experimento que se esta llevando
a cabo en el que se podria ver evidencia del efecto buscado o, en su defecto, po-
ner mejores cotas en los parametros libres del modelo. En la ultima seccion de este
capitulo se presentan dos modelos que involucran distintos aspectos de la relatividad
general y la mecanica cudntica: el primero utiliza a la gravedad como una posible
explicacién de unas observaciones astrofisicas que se detallan mas adelante y el se-
gundo esta construido para estudiar desviaciones del principio de equivalencia por

particulas inestables.

13
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2.1. ;Cbémo hacer fenomenologia de gravedad

cuantica sin violar la invariancia de Lorentz?

Hasta hace poco se creia que la gravedad cudntica estaba lejos del alcance expe-
rimental ya que habria que llegar a la escala de Planck para observar sus efectos [32].
Como se discute en la seccion 1, recientemente se ha planteado que podrian observar-
se trazas de gravedad cuantica rastreando desviaciones de las simetrias consideradas
fundamentales, como es la invariancia de Lorentz. En esta seccion se estudia la si-
guiente pregunta: suponiendo que el espacio-tiempo tiene estructura microscopica
no-trivial que respeta la invariancia de Lorentz pero cuya forma exacta es descono-
cida, jcomo se podrian manifestar sus efectos?

El modelo que se construye esta basado en una analogia muy simple con sélidos
cristalinos que fue inicialmente considerada en [21]. La idea bésica es la siguien-
te: cuando la simetria macroscépica de un cristal coincide con la simetria de sus
celdas cristalinas fundamentales, no es posible detectar desviaciones de la simetria
macroscopica sobre la superficie del cristal. Por otra parte, si dichas simetrias no
coinciden, se espera que hayan desviaciones de la simetria macroscépica en la su-
perficie del cristal, por lo que al observar esta discrepancia se puede inferir que la
simetria microscopica del cristal no es la misma que la macroscépica. Por ejemplo, en
un sélido cuya forma macroscopica es esférica y que microscépicamente tiene una es-
tructura cubica, la incompatibilidad entre las simetrias macroscopica y microscépicos
se manifiesta, por ejemplo, a través de una “rugosidad” en su superficie.

Esta idea se traduce al espacio-tiempo si se considera que su estructura granu-
lar juega el papel de la celda cristalina y la simetria microscopica, en el caso del
espacio-tiempo, es la invariancia de Lorentz. Siguiendo la analogia, en una region
plana del espacio-tiempo, que es invariante de Lorentz, se tiene la situacién donde
las simetrias macro y microscépica coinciden. Por ende, y de acuerdo a la analogia
descrita anteriormente, la estructura microscopica espacio-temporal no debe mani-
festarse en regiones planas del espacio-tiempo a través de una discrepancia con la
simetria macroscopicas. Por otra parte, dado que el tensor de curvatura de Riemann,

Rapeq, determina direcciones privilegiadas en todo punto del espacio-tiempo, enton-
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ces, en las regiones del espacio-tiempo donde R # 0 se viola la invariancia de
Lorentz. Como ademas R..q mide la desviacion de una regién del espacio-tiempo
respecto al espacio-tiempo plano y siguiendo la analogia descrita anteriormente, se
propone que se podrian detectar manifestaciones de dicha estructura microscopica en
las regiones del espacio-tiempo con curvatura. Esto sugiere, a su vez, que los efectos
de esta presunta granularidad del espacio-tiempo sobre la materia podrian manifes-
tarse, a nivel fenomenoldgico, por medio de acoples no-convencionales entre el tensor
de Riemann y la material. Se define el tensor y el escalar de Ricci asociados con
una métrica gu, por Ry = Rea’ v R = Rag™, respectivamente, donde Rupe? es el
tensor de Riemann ligado a g.. El hecho es que, por las ecuaciones de Einstein, la
parte de Rgp.q correspondiente a R,, v R es determinada localmente por el tensor
de energia-momento de los campos de materia, T,;, que a su vez depende localmente
de dichos campos. Por tal motivo, un acople de la materia con el tensor o el escalar
de Ricci seria indistinguible de una auto-interaccién, no siendo posible considerar-
la empiricamente como indicacién de la presencia de una estructura granular del
espacio-tiempo. Por eso, en este trabajo se consideran los acoples de la materia con
la parte del tensor de Riemann que no depende localmente del T,;, es decir, con el

tensor de Weyl, que en 4 dimensiones espacio-temporales se define por

1
Wabed = Rapea — ga[cRd}b + gb[cRd]a + gRga[cgd}b‘ (21)

Es sencillo notar que W4 tiene las mismas simetrias que R..q ¥ que su traza, sobre
todo par de indices, se anula. Ademds, dicho tensor es invariante ante transforma-
ciones conformes de la métrica [57], i.e., se obtiene el mismo tensor si se reemplaza
la métrica g, por 2g. para cualquier funcién real del espacio-tiempo .

El objetivo entonces es buscar maneras no-triviales de acoplar tensores relaciona-
dos con el tensor de Weyl y campos fermionicos de forma que la interacciéon esté mini-

mamente suprimida por una masa grande, que se toma como la masa de Planck Mp;.

LOtra posibilidad que no se explora en este trabajo y que fue propuesta por H.A. Morales-Técotl
(en una comunicacién privada) es estudiar acoplamientos de la materia con la torsién. Por otra
parte, es importante recalcar que el modelo fenomenoldgico que se construye no requiere de detalles
sobre la forma de la granularidad del espacio-tiempo.
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Los términos del Lagrangiano de dimensiéon de masa n > 5 son suprimidos por Mf;l_",
por lo tanto, los acoples minimamente suprimidos por una potencia entera de Mp;
son de dimension 5. Primero se discute esta posibilidad aunque més adelante se llega

a una propuesta en la que se usan potencias no-enteras de Mp;.

Si se observa que el tensor de Weyl y los campos fermionicos tienen dimen-
sién 2 y 3/2, respectivamente, es posible notar que el término de acoplamiento
Wapeah v yy%), donde v es el campo fermiénico en consideraciéon y * son las
matrices de Dirac, es 5-dimensional. Teniendo en cuenta que cada derivada tiene
dimensién 1 y que la traza del tensor de Weyl es cero, es facil notar que el acople
propuesto es el inico que se puede formar entre el tensor de Weyl y campos fer-
miénicos que tiene dimensién 5. Sin embargo, por las simetrias del tensor de Weyl
Wabcd@”y“’yb’ycvdw X Wapea€®d = 0 ya que el tensor de Riemann no tiene parte com-
pletamente anti-simétrica, y por lo tanto, tampoco la tiene el tensor de Weyl. Por
tal motivo hay que buscar otras alternativas para acoplar al tensor de Weyl con los

campos fermionicos.

Una posibilidad es examinar algunos objetos relacionados con el tensor de Weyl
pero con una estructura de indices diferente. Esto puede lograrse considerando al
tensor de Weyl tipo (2,2), W™ = Wia) ledl como un mapeo S — S, donde S es
el espacio 6-dimensional de 2-formas. Ademds, la métrica del espacio-tiempo dota
a § con una métrica pseudo-Riemanniana Gupeq = gajcgap, donde gq, es la métrica

espacio-temporal.

Originalmente se propuso [21] usar los eigen-valores y eigen-formas del mapeo
antes mencionado para formar los términos de acoplamiento deseados, sin embargo,
es facil ver que este mapeo no es hermitiano respecto a la métrica Gup.q, 10 que
implica que sus eigen-valores no son reales. Esto a su vez tiene como consecuencia
que el término de interaccién propuesto en la referencia [21] tampoco sea hermitiano.
La solucién propuesta [7] es construir, con el tensor de Weyl y su adjunto respecto a
Gaved, ijc , dos mapeos hermitianos de S en S:

(W)™ =

(Wade + ij6d> ’ (W_)ade = (Wade B ij6d> ) (2-2)

1 l
2 2
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Estos mapeos se pueden diagonalizar y sus eigen-valores A\**) y eigen-formas @gf’s)
pueden ser utilizados para la construccion de los términos de acople buscados. Los
superindices en los eigen-valores y eigen-formas indican con un signo + o — si corres-
ponden al mapeo (W+)ab6d 0 (W_)ade, respectivamente, y la etiqueta s = 1,...,6
senala cudl de los eigen-valores y eigen-formas es. Se usa la inversa de G4, denotada

por G4 para normalizar las eigen-formas no-nulas mediante
Gl e = £1. (2.3)

Sea € = ¢°°g¥ €4peq, donde €gpeq €s el elemento de volumen espacio-temporal y
(efl)ade tal que eade(e*I)cdef = 5([1651{], por las simetrias del tensor de Weyl se puede

demostrar que
g () = W, e Wl - Wi, 2.4
€ab cd (6 )ef — ab > ( ) ( . )

lo que implica
e (W) (€Y, = (W), ™. (2.5)

Esto se traduce a su vez en el hecho de que si @Sb:’s) es una eigen-forma de (Wi)ade

con norma negativa (positiva), entonces égfs) = eab"d@fj’s) es también una eigen-
forma de (Wﬁ:)ade con el mismo eigen-valor pero cuya norma es positiva (negativa).
Asi se demuestra que los mapeos (Wi)ade son siempre degenerados. Esto es un
problema porque cualquier combinacion lineal de eigen-formas degeneradas es una
eigen-forma con el mismo eigen-valor y a priori no se sabe cual de estas combinaciones
lineales hay que considerar en el modelo. Por tal motivo es necesario encontrar una
receta canodnica que discrimine entre estas combinaciones lineales. Para eso se usa
la forma de volumen espacio-temporal y se toman las tres? eigen-formas con norma

negativa que satisfacen

cabedgENGED _ (2.6)

2Se estd asumiendo que no hay eigen-formas nulas, en caso de haberlas no se toman en cuenta
en el modelo debido a que no hay forma de fijar las ambigiiedades asociadas con ellas. Ademads, se
trabaja bajo la hipétesis de que no hay degeneraciones adicionales, lo que equivale a limitar este
estudio a espacio-tiempos tipo I de acuerdo con la clasificacién de Petrov [28].
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Las tres eigen-formas @gf’l) que satisfacen las ecuaciones (2.3) y (2.6) y que tienen
norma negativa se denotan por Efj’l). Para evitar ambigiiedades al construir los
objetos usados en el modelo, se propone encontrar primero las tres eigen-formas de
norma negativa y las tres eigen-formas que satisfacen las mismas condiciones pero con
norma positiva, que son las que entran en el modelo, se definen por Ei’l) = eadeES’l).

Los eigen-valores del tensor de Weyl tienen la misma dimensiéon que el tensor
de Weyl mientras que sus eigen-formas se toman como adimensionales, por lo que
la forma ma&s natural de escribir la parte dominante del acoplamiento de Weyl y
los campos fermidnicos en cuestion, teniendo en cuenta la inevitable degeneracion

mencionada anteriormente, es

. A
L = () )\(a’l) E(a,l)
;; SR Mp, ab
Fasl)
12\ 7
o al)1/2 A(QJ) =(a,l T a
s (L) g gy, (2.7)

Mp,

donde &4 v g(i’l) son constantes de acoplamiento y &9 y 7#4 son otros pardme-
tros libres del modelo. De hecho, 79 y 7 en principio pueden ser un niimero real
cualquiera, i.e., no son necesariamente enteros, por lo que los términos propuestos
no necesariamente estan suprimidos por una potencia entera de Mp;, como se men-
ciona anteriormente. Méas ain, dichos pardmetros deben ser mayores-iguales a —1
para que el término de acoplamiento desaparezca de manera continua en el limite de
espacio-tiempo plano en el que A9 = 0, como lo sugiere la analogia con la que se
motiva el modelo.

La idea, en este punto, es lidiar con una ambigiiedad restante en el término

de acoplamiento construido. El problema es que tanto las eigen-formas Eg’l) como

—(%,1 . - .
—:gb ) satisfacen todas las condiciones que las definen?, por lo que no es claro cudles

de ellas deben aparecer en la densidad Lagrangiana (2.7). La observacién clave es

3Esta ambigiiedad fue notada por E.G. Adelberger (comunicacién privada) y se propuso inicial-
mente que las constantes de acoplamiento presentes en la ecuacién (2.7) podrian absorber el signo
en cuestion.
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que para dos 2-formas Xy, v Yy, las combinaciones G(X,Y) X Yea v €(X,Y) XopYea
son independientes del signo de las 2-formas. Estos términos pueden combinarse con

VYWY para formar un término de acoplamiento de la forma

[G(X,Y) + xe(X, Y)]] ¢ X pa Yigaby"v 0, (2.8)

siendo y una constante indeterminada. De esta manera se tiene un mecanismo sencillo
. d . L
en el que las eigen-formas de (W,)_,“ pueden combinarse para formar términos de

acoplamiento libres de ambigiiedades.

El término de acoplamiento mas general y que no tiene ambigiiedades es entonces

L= Yy ihghe Za,/ﬁ:i Zim:l
|:(M(a,6,l,m)9<5(a,l)’ E(B,m)) _|_ N(azﬁvlzm)€<E(a7l)’ E(Bam))) E(OL’l)':(ﬁ’m)

plp —vle

pln Vo

n ( N@stm) g (S ZEm) 4 ]\”m,ﬂ,z,m)e(gw,l),gw,m))) E(Q’l)éwvm)} , (2.9)

donde M (@BLm)  N(aBlm) M(O"ﬂ7l’m), N(@BLm) gon coeficientes formados a partir de

los eigen-valores A& con unidades de masa. En particular se propone que

(B,m)
1 2 B, 1/2\ €
M(@Blm) f(a,ﬁ,l,m)p\ al)|1/4|)\5m 1/4 (‘)\ / ) (’)\ ‘ / ) ,
MPZ MPZ
(210)
N(a,ﬂ,l,m) = X(aﬁvlvm)|)\ (al) 1/4|)\ (B,m) 1/4 <|)\ / ) (’)\(’B )| / )
MPl MPl
(2.11)
1 2 "'(a 1) 7m 1 9 ﬁm)
M(a,ﬂ,l,m) — g(a,ﬁ,l,m)p\ (er,]) 1/4|)\5m 1/4 <|)\ / ) (|/\/5 | / )
MPZ Mpl
2 12)
(a0)(1/2 m)|1/2 des
N(a,ﬂ,l,m) — X(O‘Bvlvm)|)\ Oél 1/4|)\ 5771 1/4 (|)\ )‘ / ) (’)\(’B )| / )
MPI MPZ
(2.13)
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siendo &(@ALm), E@Vﬁvl’m), yleBtm) ylaplm) - led) FHed) - glesd) y d@D os parametros

libres (adimensionales) del modelo, mismos que estan sujetos a las restricciones
(ol e gled e > 1 /2, (2.14)

para asegurar que no hay divergencias si algin eigen-valor es cero (como sucede en

un espacio-tiempo plano).

Es importante mencionar que los términos donde aparece la misma eigen-forma
dos veces se anulan. Ademas, el hecho que €gp.qe™® = —46[66551 YV €apea€®9 = —6(5[€b(5f 521

implica las siguientes identidades:
Xa[b}N/c[]l = XYy, )Za[b}z(}l = —4XpYy", (2.15)

donde la tilde representa la eigen-forma contraida con el elemento de volumen. Mas
aiun, dos eigen-formas con o = f pero | # m son G-ortogonales dado que son
eigen-formas de un operador G-hermitiano. Por lo tanto, los términos que contie-
nen G(Z@ Z(@m) no aparecen en el término de acoplamiento. Por la misma razén
y usando eabefeefcd = —Gapeq €8 facil verificar que E(E(a’l), E(O"m)) = 0 que también re-
duce los términos a considerar. Lo relevante es que estas identidades aseguran que el
término (2.9) es el término més general que se puede construir. En la siguiente seccién
se muestra cémo obtener el Hamiltoniano efectivo para el régimen no-relativista (i.e.,
de bajas energfas), que es necesario para estudiar las implicaciones fenomenoldgicas

del modelo.

Antes de continuar es importante discutir algunos aspectos contra-intuitivos del
modelo. Por un lado, el término de acople al que se llega parece “poco natural”. Esto
se piensa como una consecuencia de que dicho término se construye en el lenguaje
de la relatividad general y se piensa que al tener una teoria de gravedad cuantica
consistente, posiblemente se pueda escribir de forma sencilla. Por otro lado, en la
construccién del modelo el elemento de volumen espacio-temporal aparece de forma
rebuscada y como dicho objeto estd relacionado con la paridad (P) y la inversién tem-

poral (T), no debe ser sorprendente que se llegue a un comportamiento no-esperado
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ante P y T. De hecho, vale la pena recordar que, a grandes rasgos, las interacciones
conocidas respetan menos simetrias entre mas débiles son, y la relatividad general
rompe dramaticamente con esta tendencia. Por tal motivo es interesante que para
construir este modelo fenomenoldgico de gravedad cuantica consistentemente es ne-
cesario introducir el elemento de volumen del espacio-tiempo. Més atn, el modelo
incluye expresiones no analiticas (por la presencia de valores absolutos). Este hecho
puede ser aceptado ya que se considera que el espacio-tiempo como una variedad
diferencial es una descripcion efectiva que emerge de una teoria mas fundamental, y
al estudiar fendmenos emergentes es comun encontrar expresiones no-analiticas (ver,

por ejemplo, la discusién sobre exponentes criticos presentada en la referencia [60]).

2.1.1. El efecto dominante y el Hamiltoniano efectivo

A pesar de que se espera que el efecto predicho por el modelo fenomenolégico de
gravedad cudntica sea mayor en regiones donde la curvatura del espacio-tiempo sea
“orande”, por simplicidad y ya que se pretende comparar con experimentos hechos
en la Tierra, se considera la aproximacién de gravedad linealizada* en la que las

componentes de la métrica del espacio-tiempo se escriben como

Guv = N + Y (216)

donde 7,,, es la métrica del espacio-tiempo plano y v, es una perturbacién pequena®.

Probablemente las coordenadas mas adecuadas para esta seccion son aquellas asocia-
das con la particula sobre la que se hacen mediciones (discutidas en el apéndice B),
sin embargo y como se argumenta al estudiar un caso concreto més adelante, esta jus-
tificado utilizar coordenadas normales de Riemann, (¢, Z), asociadas con el punto y el
instante de una medicién. En estas coordenadas se tiene que 7, = diag(—1,1,1,1)

y se sigue la convencién en la que los indices se “suben” con el inverso de la métrica

4Los neutrinos en supernovas podrian servir para buscar este efecto en regiones en las que las
fuerzas de marea son grandes. Esta idea fue sugerida por D.V. Ahluwalia en comunicacién privada.
5En el capitulo 3 se usa una métrica similar pero se introduce un pardmetro de control ¢ multi-
plicando a la perturbacién de la métrica de fondo y se desprecian los términos cuadrados en dicho
parametro. En este capitulo no hay complicaciones al truncar por lo que se omite dicho parametro.
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plana 7. Ademaés, la norma se fija de la forma usual, es decir, imponiendo 0#7,, = 0
donde ¥, = Y — %nm,np"'yp(, (ver [57]). Ademads, se usa la aproximacién de particu-
las de prueba donde se desprecia la curvatura del espacio-tiempo generada por las

particulas que se observan en el laboratorio y que son llamadas “pruebas”.

Dado que se considera el caso en el que no hay fuentes del campo gravitacional
donde estan las pruebas, el tensor de Weyl en ese punto coincide con el de Riemann,

por lo que

Wi = =200, 77 + 620,077, (2.17)

donde 4 = n*¥7,,. Las ecuaciones de Einstein en el régimen linealizado son

0,09, = —167GT,

iz

(2.18)

donde T}, es el tensor de energia-momento de las fuentes del campo gravitacional y
se escribe explicitamente la constante gravitacional de Newton G. La solucién a las
ecuaciones anteriores se conoce del electromagnetismo, siendo

Y = 4G / TW(a:’)m—];t’")d“x’, (2.19)

donde R = |7 — 2'| y t, =t — R/c es el llamado tiempo retardado. Obsérvese que se
estan escribiendo explicitamente los factores 1/c¢ porque se desprecian los términos

que van como ¢ 2.

A primer orden en 1/c las componentes de T}, en las coordenadas antes descritas

Son
1
_ 5050 0 ¢k k <O
Ty = 0,60 + . (5M5V + 5M(5,,) Dk (2.20)

donde p es la densidad de materia y pi/c representa la k-ésima componente de la
densidad de momento. Obsérvese que las ecuaciones de conservacién en el régimen
lineal, 0#T},, = 0, implican

dp

B v 92.91
5 = VP (2.21)
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De la ecuacién (2.19) despreciando los términos O(1/c?) es posible observar que

— L
ﬁul/ = 4G (52(58/p($ )d3 ’_|_ 5 6k /pk(xatr)dgx,)

R R
7 |
= 4G {5253 (/ 0(3;% t>d3$'— E/p(f/,t)d%') + =6 O /pk<R >d3 ']
p(flat) / 2 pk(x t) /
_ 4 [5252 / AP0 oot 1 20,00 [ 20D g (2.22)

donde en el segundo paso se hace una expansion de Taylor alrededor de t y en el
ultimo se usa la ecuacién (2.21), el teorema de la divergencia y el hecho que se

considera que las fuentes gravitacionales son compactas. Sean

o p(f’,t) 3./ k _ /p($ t) 3/
@N_G/—R A | LN 7' (2.23)

donde @y corresponde al potencial Newtoniano estandar. Con esto es posible escribir
2
- 0 50 0 sk
’}/MV = 4 |:6M6V®N + E(S(Méu)nk:| y (224)
y usando la ecuacién (2.17) se obtiene
g 8 o
Wi = =4 (205 + 617 070 — = (80" + 3n") 0,0 1. (2.25)

En este punto se introduce la notacion de pares anti-simétricos de indices descrita
en el apéndice A, mismos que son enumerados por nimeros romanos y representados
por letras latinas maytsculas del principio del alfabeto. En esta notacion un tensor de
tipo (2,2) que es anti-simétrico en sus dos pares de indices, M,,””, se puede escribir

como una matriz 6 x 6 de la forma

MII M[I] . MIVI
MHI MHH MHVI (K L)

My" = (2.26)

: : . | \owp
My/" My Myt
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donde las letras mayusculas y negritas representan matrices 3 x 3. En particular y

debido a sus simetrias, el tensor de Weyl se escribe de forma genérica [28] como

Wit = < A B ) : (2.27)
-B A

donde A y B son matrices reales, simétricas y sin traza. De la parte superior-izquierda

de la matriz en la ecuacién (2.27) es posible leer
Aij == W()ioj == 8183'(3[)1\[, (228)

donde se omiten los términos O(c™?). Claramente A es simétrica y puede probarse
que su traza es cero. De forma andloga y siendo ¢;;;, el tensor totalmente anti-simétrico

tal que €193 = 1, es posible mostrar que
B/ = i(eﬂ‘mnwmm” — """ W)
- [amn((sgmama@N +20,0T1) — €™ (—6] 0,0y — 2aja[mnn])]
[al(v x Y + &/(V x ﬁ)l} , (2.29)

donde la primera igualdad se puede verificar al comparar con la ecuacién (2.27) y

usando la propiedad de traza cero del tensor de Weyl, y en el segundo paso se usa

1
W™ = = (2000, + 40,011 ) (2.30)
W, — 1(—zaf@an]at%—mja[mﬂn]), (2.31)
&

que son casos particulares de la ecuacién (2.25). La matriz B también es simétrica y

su traza es cero dado que es la divergencia de un rotacional. Mas ain, por medio de
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las ecuaciones (2.23-2.23) se pueden reexpresar A y B como

: 3(z; — o) (2 — 2) — R2§!

Al = G/ ( ) 75 p(#,t)d*, (2.32)
: G [ (v;—al)L? + (a2 —a")L; ,

Bi] = ;/ R5 d .T/, (233)

donde L; = €;;.(x7 — 27)p".

En esta notacion la métrica Gupeq v €l elemento de volumen se expresan localmente

(-1 0 s [0 1
ur(29) w-(51) ew

donde 0 y 1 son las matrices cero e identidad, respectivamente. Mas ain, los opera-

como

dores hermitianos toman localmente la forma

W.)," = ( N ) )= ( o r ) , 239

por lo que para obtener sus eigen-valores y eigen-formas se deben primero diagona-
lizar A v B. Si se supone que se conocen a*), l;(l), a® y BW tales que
e ! i (1l !
Afd) = oWy, BB = g0y, (2.36)

J (2

donde | = 1,2, 3, entonces los eigen-valores de (W.) 45 son
AHRD g0 D Z g0 (2.37)

y las eigen-formas de norma negativa, que en la notacién en uso se escriben como

vectores columna de seis componentes, toman la forma

(1) A0
’_‘(+7l) a ’_‘(_7l)
= = R , = = R . 2.38
A ( i ) A ( i ) (2.38)
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Es importante recalcar que, dado que A y B son matrices reales y simétricas,
sus eigen-valores y las componentes de sus eigen-vectores son reales. Ademas, di-
chos eigen-vectores forman triadas ortogonales por lo que, para que las eigen-formas
dadas en las ecuaciones (2.38) satisfagan G(Z*V =#D) = —1  tinicamente deben
normalizarse con el producto escalar usual del espacio euclidiano. Mas atn, éstas
eigen-formas satisfacen la condicién (2.6) por lo que son las que entran en el modelo.
Las eigen-formas de norma positiva se obtienen al contraer a las de norma negativa

con el elemento de volumen, siendo:

~ 0 ~ 0
=) =(=0 _
=(h = ( o ) , EGY = ( 50 ) . (2.39)

Para obtener el Hamiltoniano efectivo de bajas energias hay que notar que el
término de acoplamiento entre los campos fermiénicos y la curvatura propuestos en
el modelo que se esta estudiando tiene la forma —1/ QhW@EV[*"y”]w, misma que aparece
en la Extensién al Modelo Estandar (SME) [17]. La diferencia con la SME es que en
dicho modelo h,, se toma como un campo tensorial constante mientras que en este
caso depende del entorno gravitacional. En el modelo en cuestion lo que entra en el
lugar del h,, dela SME es

Huu = _zgpa
aﬁ,l,m —=(a,l) =(B,m a,B,lm) _—=(a,l) —=(B,m —=(a,l)=(8,m)
3 Z [(arestog(gion =0m) 4 Nlosim (g Z0m)) el
a,B Iim=1
Noz,,,m —(a, - 7,,m —(« —=(b,m :a,l%ﬁ,m
. (M( Bl () EBm)) 4 Nleplm) (=l S, ))) “Ez[u)“(u]a )]_ (2.40)

En la aproximacién que dicho H,, es constante dentro de la regiéon donde esta la
prueba y durante la medicion, es posible usar el resultado de la SME para el Hamil-

toniano no-relativista [37], con lo que se llega a

1 . P\ P 1 P2\ P,
HNR = Ewk [5 (0‘1‘ + (0’ . M) M) ij + (1 — 5@) MUngk] s (2.41)
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donde P y M son el momento y la masa de la prueba, respectivamente, y o; son las
matrices de Pauli.

Partiendo de la ecuacién (2.40) y usando Eﬁt’l) = E((fit’l) = 0 es posible observar

que

Hy = Z (N(Jr,—,l,m) _ N(—,Jr,m,l))gL(l) .g(m)(a(l) > g(m))i’ (2.42)
I,m=1
1 3
§€iijjk = Z (M(‘F»—,lvm) _ M(—,-i-,m,l)) a® . b(m)(ﬁ(l) % b(m))“ (2.43)
I,m=1
que a su vez implica
3
HNr = a® .b(m)(g(l) > b(m))k
I,m=1
P\ P
k (+,—l,m) (=m0
— | —= | (M - M
1 P2\ (Pxa)k ~ ~
1—-— | = (Ntbm) _ N(hm) 2.44
+(1- 530 ) S |, e

que es el Hamiltoniano que puede ser comparado con experimentos para probar el
modelo que se estudia en este trabajo. Notese que si la prueba estd en reposo, el

Hamiltoniano no-relativista toma la forma

3
Hyp = Z (MCE=bm) — pptmb) GO b (3 G® x ). (2.45)

I,m=1
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Ademas, obsérvese que

1/4|)\(—,m) |1/4

M(J"v_)lvm) _ M(_’+7m7l) — Ag(lvm) |A(+’l)
n)

(|A(+,Z>|1/2>C”’” (|)\(7m)|1/2)5(" 21
= A (2,46
Mp, Mp,

N(«hf,l,m) - N(fﬂr,m,l) _ A%(l,m) ’)\(+,l) ’1/4|)\(7,m) ’1/4
d+D di=m)

|)\(+,l) |1/2 |>\(7,m)|1/2
(M— T Mp - (247)
Pl Pl

donde se definen AEE™) = ¢F=bm) _ el=tml) v Axm) = ¥+—bm) _ 3(=+ml)
Para terminar esta seccién hay que notar que a pesar de que el modelo que se
presenta es covariante, las expresiones para Hy; y Hj; no parecen estar relaciona-
das covariantemente. Esto se debe a que se desprecian los términos O(c™2) y que
las transformaciones que mezclan a Hy, y Hj, involucran un factor ¢ '. Ademss,
vale la pena recalcar que si se logra medir el efecto predicho en esta seccién, cosa
que por si misma seria interesante, no se contaria con una prueba contundente de
la presencia de una granularidad invariante de Lorentz sino de la existencia de la
interaccién propuesta entre la curvatura y la materia, cuya causa podria ser distinta
a la considerada en esta tesis. A continuacién se discute como es posible buscar los

efectos del Hamiltoniano efectivo empiricamente.

2.1.2. Contacto con experimentos

La presencia de las matrices de Pauli en el Hamiltoniano no-relativista (2.45)
indica que la materia no-polarizada no es sensible al efecto descrito arriba. Esto
hace que la bisqueda de este efecto sea complicada porque la materia generalmente
no esta polarizada. Més ain, la materia polarizada tiene por lo general momento
magnético, por lo que la interaccion magnética podria opacar los efectos predichos
por el modelo. En esta seccion se muestra que a pesar de estas complicaciones es
posible buscar dichos efectos y, de hecho, ya se han encontrado cotas para algunos

parametros del modelo.
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Primeras cotas en los parametros libres

En la referencia [10] se encuentran cotas sobre los Hy; de la SME en experimentos
de tipo Hughes-Drever (discutidos en la seccién 1.2.1), mismas que se resumen de
forma simple por Hy; < 10727 GeV. Se podria pensar que estas cotas no son re-
levantes para el modelo ya que, en contraste con la SME, el H,, en este esquema
estda determinado por las fuentes gravitacionales alrededor del laboratorio, que no
varian con un periodo anual. Sin embargo, las fuerzas de marea que ejerce el Sol so-
bre los objetos en la Tierra, y que en principio afectan a los H,, del modelo, varian
precisamente con un periodo de un ano gracias a que la érbita terrestre es eliptica.
Por ello se calcularon [8] los Hy,; causados por tales fuerzas de marea, al orden des-
crito en la seccion anterior y a primer orden en la excentricidad de la érbita terrestre
e = 0.0167. Considerando las diferencias en Hy; durante el perihelio y el afelio y
comparando con las cotas de [10] se obtiene que algunos de los pardmetros libres del

modelo deben cumplir
6—115dw(+»l>—1203<*»m> |A%(l,m){ < 1067 (2.48)

donde en esta tltima expresion (I, m) solamente toman los valores (1, 2), (1,3), (3,2)
y (3,3).

Estas son las primeras cotas que se han puesto sobre los parametros libres del
modelo y no son demasiado fuertes. Es posible que un experimento similar sea tutil
para poner mejores cotas si, por ejemplo, se usa un periodo asociado con las fuerzas
de marea que ejerce la Luna en la Tierra, mismas que son mucho mas grandes que
las del efecto analizado. En la siguiente parte se analiza un experimento en el que
tal vez se pueda ver el efecto predicho por el modelo o, en su defecto, sea ttil para

encontrar mejores cotas sobre los parametros libres.

Busqueda del efecto con un péndulo de espin

El propdsito de esta seccion es mostrar que es posible hacer otro tipo de experi-

mentos para probar el modelo. La idea es usar el “péndulo de espin” desarrollado por
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el grupo Eot-Wash [29, 30] que tiene una polarizacién efectiva equivalente a ~ 10?3
electrones pero con un momento magnético despreciable. Esto se logra, a grandes
rasgos, juntando dos materiales, un ferromagneto y un paramagneto, y ajustando la
proporcion de cada material hasta cancelar el momento magnético total, logrando
que el dispositivo sea practicamente insensible a campos magnéticos externos y, por
tal motivo, que no se confunda el efecto buscado con una interaccién magnética. Este
péndulo de espin se puede poner en una balanza de torsién donde cualquier torca
ejercida sobre ella puede ser medida con una precisién asombrosa. La idea concreta
es producir un entorno gravitacional controlado usando como fuentes dos objetos
densos que se disponen en el plano horizontal de forma simétrica respecto al péndulo
de espin. Como el modelo involucra el “movimiento” de las fuentes gravitacionales
por la presencia de su densidad de momento en la matriz B, en una manifestacién
del efecto relativista conocido como “arrastre gravitacional” (frame dragging), en-
tonces el momento angular de la Tierra es relevante en el calculo en cuestion. De
hecho, si se desprecia este efecto, la matriz B seria nula, con lo que el Hamiltoniano
no-relativista predicho por el modelo desaparece, como se ve en la ecuacién (2.44).
Ademas, se espera que al cambiar la orientacion de las fuentes haya un cambio en la
respuesta de la balanza de torsién. Los detalles de este calculo se publicaron en [9] y

se presentan a continuacién.

El analisis se hace primero para un soélo electréon como prueba. Para ello se utilizan
coordenadas normales de Riemann asociadas con la posicion de dicha particula y el
instante en el que se hace la medicién. De hecho, las coordenadas mas naturales para
este cédlculo son aquellas asociadas con la linea de mundo de la prueba (construidas en
el apéndice B). No obstante, como se esta calculando la torca en la direccién vertical y
dado que los dos sistemas de referencia en cuestién se relacionan por una aceleracion
en la misma direccién, la componente vertical de la torca calculada en estos dos
sistemas de referencia instantaneamente coincide y, por ende, trabajar usando las
coordenadas normales de Riemann descritas anteriormente estd justificado. Ademaés,
se escogen de forma que las coordenadas espaciales x, y y z estén asociadas con
una triada ortonormal tipo “mano derecha” donde las coordenadas x y y apuntan,

respectivamente, hacia el oeste y el sur. De esta forma, en el origen, i.e., donde esta el
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electrén y al instante de la medicién, la métrica se escribe como diag(—1,1,1,1), lo
que no implica que el tensor de Weyl, que esta conformado por segundas derivadas

de la métrica, se anule en dicho punto.

La matriz A correspondiente a las fuentes puestas en el laboratorio (denotada con
un subindice L) se calcula utilizando la ecuacién (2.28). Asumiendo que estas fuentes
son puntuales, que tienen masa m y que estan localizadas en (fdcos @, £dsin 6, zy),

donde 0 < 0 < my d > 0, se encuentra

2
AL = (dzcj_w:é)s)ﬂ X (2'49)
1+ 3cos(20) — 222 /d? 3sin(20) 0

3sin(26) 1 — 3cos(20) — 222 /d? 0
0 0 94422/

Ademas, dado que estas fuentes estan en reposo se tiene que By, = 0.

Para calcular los efectos debidos a la Tierra, incluyendo a su rotaciéon, en lugar
de utilizar las ecuaciones (2.28) y (2.29), se usa una estrategia distinta. Partiendo de
la métrica de Kerr se calcula el tensor de Weyl linealizado y luego se transforma al
sistema de referencia asociado con el electrén. Con este procedimiento se encuentra

que la contribucién de la Tierra (senialada con el subindice @) es

oM -1 0 0
0
3G cos 0r, 0 0
By = iz 0 cosf; —sinby , (2.51)
0 —sinf; —2cosdy,

donde 60}, representa la colatitud del laboratorio, y R, M y J representan el radio, la

masa y el momento angular de la Tierra, respectivamente.
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Como se esta trabajando en el régimen linealizado se tiene
A=A;+A;, B =Bg. (2.52)

Por ello, los eigen-valores de A y B son

_2GM 2Gm (d? - 227)
B @y
GM 2G
ol =~ a8 = B (om0~ VERTOLED) (254)
0
GM  2Gm(2d* — 22)
G = _ 0 (3) — 3GJ (_ 3

a = + , BB =35 (—cosf +/5eos? 0, +4) , (2.55)

R (d2 + 22)°"*

o Y = 3& cos ), (2.53)

mientras que sus eigen-vectores ortonormales toman la forma:

@ = (0,0,1), b = (1,0,0), (2.56)
@® = |cosf|(—tan,1,0), b = (0, —3cosf, + S, 2sin6;)/N,, (2.57)
a® = | sin @|(cot 4,1,0), b = (0,—3cosf, — S,2siné;)/N_, (2.58)

con

S =+/5cos?0;, + 4, Ny = \/100052 0 F6Scosb + 8. (2.59)

Noétese que se esta suponiendo que sinf; > 0, por lo que las expresiones para b y

b® son validas en toda la Tierra exceptuando los polos.

Suponiendo que la polarizacion efectiva del péndulo de espin corresponde a la
de N(= 10*) electrones apuntando en la direccién 1 = (cos @, sin ¢, 0), el valor de

expectacién del Hamiltoniano no-relativista (2.45) es

(D)

(=
Af(l’m)|a(l)|1/4|ﬂ(m)|1/4 (|a(l)|1/2> (’B(m)|1/2)
Mp, Mp,

3 m)

(Hyr) = N>

I,m=1

g0 . 5 (7. GO x 5<m>)] , (2.60)

donde se usa que los estados de cada electrén son tales que (&) = n. La energia total
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y la torca que siente la balanza de torsién deben cumplir
E=—Nn-w, T=Nnxi, (2.61)

para algin 3-vector . Al comparar la expresion de F con la ecuacién (2.60) se puede
leer el valor de w, mismo que se inserta en la expresion para 7. Los experimentales

miden la componente z de la torca, que segtin procedimiento antes descrito satisface

i 3 /2y <Y my/2y <™
7. = el s Agu,mwau)\l/‘*\ﬁ(m)11/4(!a I ) (Iﬁ( d /)
S = Mpy Mpy
(f™ cosp — fH™ sin ), (2.62)

donde f™ = 80 .5 (G0 x b)), / sin 6. Los valores de f"™ y f{™ se presentan

en la siguiente tabla:

T 7 |
171 0 0

1] 2 -1 0

1] 3 1 0
21 0 0
212 || cos?f cos 6 sin
2|3 | —cos?f | —cosfsinb
311 0 0
312 sin?f | —cos@sind
3|13 | —sin?0 | cosfsinf

Denotando AT, la precision experimental para medir T, y suponiendo que la senal
con la que se ha conjeturado no se observa, el resultado del experimento sera que el
valor absoluto del lado derecho de la ecuacién (2.62) es menor que AT,. Si ademds se

asume, como suele hacerse en este tipo de andlisis, que no hay cancelaciones fortuitas
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entre los términos de esta suma se concluye

n)

(+:) (=
ML/2\ e |3 |1/2\ ¢ AT.

At g0t/ gemya (10217 LG N < == 2.63

| g ||O“/ | |6 | MP[ MPl N’ ( )

donde se usa sinf;/S < 1/2, \fél’m)| <ly \f;l’m)| < 1. Obsérvese que la relacién
(2.63) sélo tiene sentido para términos en los que fél’m) y fé”m) son distintos de cero.

De la ecuacién (2.63) y gracias a que N es un nimero grande y que la precisiéon
de los experimentos puede llegar a ser muy buena, queda claro que este experimento
pondria cotas a los parametros libres del modelo mucho mas fuertes que las presen-
tadas en la seccion 2.1.2. Ademas, en todo este andlisis no se usa el hecho que el
experimento es sensible al angulo 6 y repitiendo el experimento para distintos valo-
res de # se pueden controlar mejor los errores experimentales. Notese que el efecto
de arrastre gravitacional de la Tierra es muy pequeno por lo que las cotas podrian
mejorar de forma significativa si las fuentes gravitacionales puestas en el laboratorio
se movieran respecto a la prueba, generando un mayor arrastre gravitacional. Mas
aun, se ha argumentado que este experimento es importante incluso si la senal no se
observa, sin embargo, la precision que se alcanzaria permite pensar que si este efecto
es real, se podria medir en este tipo de experimentos. Al momento de la redaccion

de esta tesis, estos experimentos se estaban realizando por los autores de [29, 30].

Por dltimo, resulta que el efecto predicho por el modelo es independiente de la
direccion del momento angular de la Tierra ya que unicamente aparece su valor
absoluto®, por lo que no hay un cambio de signo al cambiar la direccién del momento
angular, como podria esperarse. Un ejemplo sencillo donde algo similar sucede es
en un fluido formado por moléculas cilindricas (sin orientacién) en presencia de un
vortice. En este caso las moléculas se alinean a lo largo de la direccién del flujo (por
la diferencia de las velocidades) y se espera que la disposicién de las moléculas sea
independiente de la direccion del momento angular del fluido, en analogia a lo que
sucede en el modelo fenomenoldgico de gravedad cuantica descrito en este capitulo.

Al estudiar el modelo descrito en esta seccién se concluye que la gravedad podria

6Esta propiedad fue notada por E.G. Adelberger (comunicacién privada).
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afectar de forma no-convencional a la materia polarizada, que esta en un estado
netamente cuantico, i.e., que no tiene analogo clasico. El resto de este capitulo se
dedica a estudiar otros modelos en los que la gravedad interactia con materia en

estados cuanticos de forma inesperada.

2.2. Otros modelos fenomenolégicos que combi-

nan la gravedad y la mecanica cuantica

En esta seccién se presentan dos modelos fenomenoldgicos que “mezclan” aspectos
de la gravedad con efectos debidos a la mecanica cuantica. El primero de ellos, que en
cierta medida es una generalizacién del modelo presentado anteriormente, pretende
explicar unas observaciones astrofisicas por medio de un acoplamiento no-minimo de
los campos cuanticos de materia y el tensor de Weyl. Hay que mencionar que este
modelo, a pesar de ser interesante porque no requiere la introduccién de campos que
no han sido observados, ha sido descartado por otros experimentos. El otro mode-
lo es una forma de parametrizar posibles violaciones del principio de equivalencia
por particulas inestables y se propone una forma de acotar experimentalmente al

parametro libre que implementa dicha parametrizacion.

2.2.1. Lagravedad como explicacién de una posible variacion

en el cociente de masas electron-protén

En esta seccién’ se presenta un modelo propuesto como una explicacién alterna-
tiva de unas observaciones astrofisicas reportadas en la referencia [40]. La evidencia
astrofisica en cuestion se obtuvo al observar nubes interestelares que se encuentran
en la via lactea. En particular, se midieron algunas lineas espectrales de la molécula
del amoniaco con lo que se obtiene una discrepancia estadistica en las velocidades ra-

diales aparentes de dichas moléculas. Como los autores de la referencia [40] senalan,

"Esta parte del trabajo se realiza en colaboracién con F.A. Teppa-Pannia, S.J. Landau y D.
Sudarsky.
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una explicacion viable de estas observaciones es suponer que el cociente de masas

electron-protoén, p, depende de la densidad del medio. De hecho, i debe satisfacer
="~ 107", (2.64)

donde pg v pny corresponden, respectivamente, al p en la Tierra y el observado en

una nube interestelar.

El efecto descrito suele explicarse introduciendo un campo escalar, llamado “ca-
maleén”, que al acoplarse con la materia de una forma particular dependiente de la
densidad del ambiente, adquiere una masa y un potencial efectivo [45]. El problema
con esta explicacion es la falta de evidencia experimental de que dicho campo existe.
Por ello, en este trabajo se construye un modelo alternativo basado en las ideas de
que la curvatura, reflejando efectos ligados con una granularidad del espacio-tiempo,
puede afectar el comportamiento de la materia de una manera exdtica. A primera
vista parece extrano que la gravedad, que suele despreciarse al calcular la masa de
las particulas, provea la explicacion al fenémeno en cuestién, sin embargo, hay que
recordar que en esta tesis se considera que la relatividad general es una descrip-
cién efectiva de una teoria cuantica de la gravedad, en cuyo lenguaje este tipo de

interacciones podrian expresarse de forma natural.

Maés ain, se sabe que en las nubes intergalacticas la densidad de particulas es
19 érdenes de magnitud menor que en la Tierra [40], lo que refuerza la hipdtesis de
que el entorno gravitacional, que esta intimamente relacionado con la densidad de
materia, podria afectar el valor de u. El objetivo entonces es encontrar una forma de
acoplar la gravedad y la materia que a nivel fenomenolégico explique la dependencia
de p en la densidad. En particular se trabaja con campos fermionicos v;, donde i es
una etiqueta para el sabor. Para poder explicar las observaciones en cuestion, se usa

una funcién escalar, f, que depende del entorno gravitacional por medio del tensor
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de Weyl®, misma que se introduce por medio del reemplazamiento
mi — m\ = mi(1+ & f(W)), (2.65)

en los términos de masa y donde &; son pardmetros fenomenolégicos que pueden ser

distintos para cada sabor. Se propone, por simplicidad, tomar
f = WapedW e = W2, (2.66)

misma que tiene dimensiones (de masa) 4, por lo que §; tiene dimensiones —4. Nétese
que como se intenta generar una modulacion en la masa, que es escalar, no hay
necesidad de introducir efectos “direccionales”, como los usados en la seccién 2.1, que
contienen eigen-formas de operadores relacionados con el tensor de Weyl. En el limite
de bajas energias se puede considerar al protén como una particula fundamental por
lo que el cociente de la masa efectiva del electron y el proton, que es lo que se mediria,

es
ef) mieh) mi(1+ EW?) _omy

mz(ff) my(1+6W2) " m,

I (14 Agw?), (2.67)

donde se usa el hecho que §W? < 1, dado que el modelo estdndar funciona con alta
precisién en la Tierra, y se define A = £, — ,. Dado que W? se determina por el
entorno gravitacional y éste a su vez puede depender de la densidad del medio, queda
claro que el modelo propuesto podria explicar el fenémeno en cuestion.

Para calcular W2 en las situaciones de interés se modela la influencia gravitacional
de la Tierra por la métrica exterior de Schwarzschild donde el elemento de linea, en

las coordenadas usuales de Schwarzschild t ,r, 8 v ¢, estd dado por

2GM 2GM\ ™
ds? = — (1 2 ) dt? + (1 2 ) dr® +r?df* + r?sin® 0dp*,  (2.68)

T T

siendo M la masa de la Tierra. Como esta métrica es solucion de las ecuaciones de

8En principio se podria acoplar la materia con el tensor de curvatura pero, como se discute
en la seccién 2.1, los acoples de la materia con el tensor de Ricci, son auto-interacciones que
fenomenolégicamente no son interesantes.
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Einstein en el vacio, W? coincide con el escalar de Kretschmann Rgp.qR®?, mismo

que esta dado por
48G2 M?
-6

w? (2.69)

En la aproximacion, respaldada por su baja densidad, en la que en la nube interestelar

W?2 =~ 0 se tiene
(ef)

ef ef
NSVI) - /ige :

0

48 M*?
RS’

Ap
I

~ | A¢] (2.70)

siendo R el radio de la Tierra. Usando los valores numéricos de M y Ry la estimacion

dada en la ecuacién (2.64) se llega a
|AL] ~ 4.7 x 1077 eV, (2.71)

Recapitulando, en este modelo se supone que los electrones y protones interactian
con la gravitacién por medio de acoples &W?2i;1h;. No obstante, dado que estos
términos de acoplamiento no se anulan en caida libre y como la universalidad de la
caida libre se ha probado experimentalmente con muy alta precisién [51], es posible

descartar el modelo, como se va a reportar préximamente.

2.2.2. Principio de equivalencia y particulas inestables

Es notable la cantidad de estudios realizados con el objeto de probar empiri-
camente el principio de equivalencia (ver [51] como un ejemplo), sin embargo, la
mayoria de estos trabajos usan particulas en estados que pueden ser descritos clési-
camente. Quiza el primer experimento en el que se explora como las particulas en
un estado cudntico (i.e., sin andlogo cldsico) “sienten” la gravedad es el experimento
COW (por Colella, Overhauser y Werner [14]). En este experimento se separa un
haz de particulas en dos y se hace pasar cada parte de este haz por regiones con
distinto potencial gravitacional. Al juntar las dos partes del haz se mide la diferencia
en la fase. Vale la pena recalcar que las particulas del haz entran en super-posicién
de seguir las distintas trayectorias, que es un comportamiento que no tiene analogo

clasico.
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Por otra parte, a lo largo de esta tesis se argumenta que las particulas en esta-
dos cuanticos podrian interactuar con la gravedad de manera no-convencional. Dado
que las particulas inestables estan en estados cudnticos, y en el afan entender mejor
las consecuencias de dicho principio con particulas cudnticas, se construye’ un mo-
delo fenomenolégico que permite parametrizar posibles violaciones del principio de
equivalencia por particulas inestables. Es importante aclarar que en esta seccién se
entiende que un sistema satisface el principio de equivalencia si su descripcién en un
marco de referencia inercial cuando esta sometida a un campo gravitacional uniforme
es indistinguible de aquella en la que se considera al sistema libre pero “visto” desde

un marco uniformemente acelerado.

Antes de presentar el modelo vale la pena retomar el experimento COW y discutir
el rol del principio de equivalencia en la mecénica cuantica ordinaria con particu-
las estables. Es interesante que el experimento COW es descrito correctamente por
la ecuacién de Schrodinger si se incluye el potencial gravitacional Newtoniano. No
obstante, este experimento no explora la interaccién entre las particulas en esta-
dos cuanticos y la gravedad en el sentido de la relatividad general porque, como se
explica en la referencia [13], los resultados experimentales encontrados también se
observarian en ausencia de gravedad si se somete al dispositivo en el que se lleva a
cabo el experimento a una aceleracion constante. Esto se puede entender a partir del
hecho de que en la mecanica cuantica ordinaria se satisface el principio de equivalen-
cia. A continuacién se presenta la demostracién de este resultado (que esté reportado

en la referencia [26]).

El punto de partida es la ecuacion de Schrodinger en un marco de referencia
inercial 2, t':

i0pp(T 1) = —%V’%(f’,t’). (2.72)

Para pasar a un sistema uniformemente acelerado Z,t (respecto al sistema Z’,t’) se

9Es un trabajo hecho en colaboracién con E. Fischbach, D.E. Krause, H. Hernandez-Coronado
y D. Sudarsky.
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hacen las sustituciones

¥ —I=1— =at’ t—t=t, (2.73)

| =

donde @ es constante. Esto implica ademés que
V' =V, Op =0 —ta-V, (2.74)

con lo que la ecuacién (2.72) se reescribe como
i(0, —ta - V)u(Z,t) = ——mv2¢(f, t). (2.75)

Haciendo el ansatz (7, t) = @) ¢(F t), omitiendo los argumentos de las funciones

y multiplicando con e~ se obtiene

1
—(0,a)p+i0p+ta-Vap—itd-Vo = —5- (iVap — (Va)’¢ +2iVa - Vo + V39) .
(2.76)
Para cancelar los términos con V¢ se escoge a = mtd - £ + f(t), siendo f(¢) una

funcion ain indeterminada. Al sustituir en la ecuacién (2.76) se obtiene
o - L 20 L oo
—ma - Z¢ — (Ouf ) + 1010 + Emt ae¢ = —%V 0. (2.77)

Usando el hecho que todavia se tiene la libertad de fijar f(t), que se toma como
f(t) = ma*t3/6, se llega a

1
10, = ——V2¢ +ma - To, (2.78)
2m

que es la ecuacion de Schrodinger para una particula sujeta a un potencial V = ma-x.
Noétese que, si la masa inercial y la masa gravitacional coinciden y a es la aceleracion
de la gravedad, entonces V es el potencial de un campo gravitacional uniforme, por
lo que, hasta una fase a = mta - ¥ + ma*t3/6, se demuestra que el principio de

equivalencia se cumple en mecanica cuantica para particulas estables.
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El siguiente objetivo es ver como se debe modificar la discusién anterior si se con-
sideran particulas inestables. La observacién clave es que la ecuacién de Schrédinger
para una particula inestable debe reflejar que los polos del propagador se encuentran
en B? = p?+ (m —il'/2)? donde m y T son reales siendo I la tasa de decaimiento de
la particula en cuestién. Obsérvese que la presencia de I' genera que, en el sistema
de reposo de la particula, hayan soluciones que decaen exponencialmente, reflejando
la propiedad de la particula de ser inestable. En el caso no-relativista se tiene que m

es mucho més grande que [p] y ', por lo que

) T 4 21’\
E:p—+m—i—+0(p p—), (2.79)

o2m 2 m3’ m?2

y la ecuacién de tipo Schrodinger que se deduce a partir de esta relacién de dispersion

iOph = (—v—z +m— i£> ¥, (2.80)

S}

2m 2

en donde se omiten los términos que se desprecian. Si se repite el andlisis hecho para
particulas estables pero ahora partiendo de la ecuacién (2.80) se encuentra que, si se

cumple el principio de equivalencia, una particula inestable no-relativista satisface

. v’ T
10 = (—% +m — ig + m<I>N> Y, (2.81)

siendo @y el potencial gravitacional Newtoniano. Se busca parametrizar violaciones
del principio de equivalencia por particulas inestables. Esto puede obtenerse anadien-
do a lo que se encuentra dentro de los paréntesis en el lado derecho de la ecuacion
(2.81) una funcién suave de I' y @ que debe anularse cuando I' o ®x son cero, ya
que en tales circunstancias no se esperan violaciones al principio de equivalencia. Si
se hace una expansién de Taylor de esta funcion alrededor de I' = & = 0 es posible
notar que el término dominante es de la forma —i{I'®y /2, siendo £ un pardmetro
complejo y adimensional desconocido. La idea entones es que £ debe ser determinado

por los experimentos y que en caso de ser cero implica que las particulas inestables
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satisfacen el principio de equivalencia. Por lo tanto, la ecuacién fenomenoldgica que

se propone es

10 = (—%VQ +m— zg + <m — @fg) @N) . (2.82)

Este modelo podria contrastarse con experimentos si se hace pasar un haz de
particulas inestables por un dispositivo tipo COW. El calculo se presenta en el apéndi-
ce C en el que se obtiene que, en el caso que, por simplicidad, £ € R y para un haz
cuya energia se encuentra centrada alrededor de E y donde p es el porcentaje del
haz que viaja por la trayectoria inferior, la probabilidad de deteccién de particulas

que no decaen si se deja el dispositivo prendido por un tiempo largo va como

1 1
P « (1 +24/p(1 —p)) (1 —T'ul — 55FugA> + (p — 5) &g Acos 6
—/p(1 — p)ym?u?g*A? cos? 6, (2.83)

con p = \/W, g es la aceleracién gravitacional, L y A son la longitud (horizontal)
y el area encerrada por el dispositivo COW, respectivamente, y 6 es el angulo entre
la direccién vertical del dispositivo y la vertical de acuerdo al campo gravitacional.
Es importante mencionar que para ser consistentes con las aproximaciones hechas
anteriormente, se desprecian los términos O(u%). Ademads, para el caso p = 1/2 y
[’ = 0 se recupera la expresion tipica para estos experimentos (ver la referencia [14]).
Mas atn, el término proporcional a 'L se entiende del hecho que entre mas largo
sea el dispositivo COW, més tiempo pasan en él las particulas inestables y por lo
tanto, decaen en un mayor porcentaje. Finalmente, debido a que el término lineal
en cos @ desaparece si &€ = 0, al buscar esta dependencia en # se podrian poner cotas
sobre el parametro en cuestion.

En este capitulo se han estudiado varias maneras en las que una estructura no-
trivial del espacio-tiempo a escalas microscopicas, cuya forma explicita se desconoce,
podria influir a la materia. A continuacién se estudia cémo repercute el hecho que la

materia es “cuantica”’ al ser usada para explorar el espacio-tiempo.



Capitulo 3

Explorando el espacio-tiempo con

objetos reales

Hasta ahora se ha estudiado cémo una estructura no-trivial del espacio-tiempo
afecta a la materia. En este capitulo se deja de lado la posibilidad de que el espacio-
tiempo sea granular y se analiza la forma en la que a través de la materia, cuya
descripcion se hace mediante la mecénica cuantica, se puede explorar el espacio-

tiempo de la relatividad general.

3.1. Motivacion

Las particulas puntuales juegan un papel importante en el marco conceptual
de la teoria de la relatividad general. Un ejemplo de esto son las geodésicas que
son las trayectorias espacio-temporales que siguen dichas particulas cuando no son
sometidas a fuerzas externas. De hecho, la geometria del espacio-tiempo se encuentra,
operacionalmente, al seguir las trayectorias de particulas libres y de prueba, mismas
que se identifican con las geodésicas de la geometria buscada. Por otra parte, la
geometria solo puede ser explorada con los objetos reales presentes en el universo, que
no son puntuales en el sentido que, segiin la mecanica cuantica, no tienen una posicién

y un momento simultdneamente definidos, por lo que no se les puede asignar una

43
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trayectoria. Esto implica que hay un limite en la precisién con la que se puede conocer
la geometria del espacio-tiempo, y de hecho, sugiere que a escalas microscopicas es

practicamente imposible explorar dicha geometria.

El objetivo principal de este capitulo es buscar un mecanismo covariante para
asignar una trayectoria a un sistema cuantico, misma que lo represente al momento
de explorar la geometria espacio-temporal. Dado que éste es un problema complicado
y a pesar de que existen diferencias importantes, se propone, como un primer paso,
modelar a los sistemas cuanticos con objetos clasicos y extendidos, ya que en los dos
casos los objetos con los que se explora la geometria no siguen una (tinica) trayectoria.
Mas aun, se supone que estos objetos extendidos son de prueba y que se propagan
en un espacio-tiempo conocido. Concretamente, la idea es representar a los objetos
extendidos por su centro de masa, mismo que puede definirse de forma covariante en
relatividad general. Esta idea, en general, no puede aplicarse operacionalmente ya
que no es posible “seguir” la trayectoria del centro de masa cuando éste se encuentra
dentro del objeto extendido. No obstante, el andlisis tedrico que se desprende conlleva
a conclusiones interesantes sobre la geometria que se deduce al explorar el espacio-
tiempo con objetos extendidos, sugiriendo que el lenguaje geométrico podria no ser

el adecuado para describir la estructura microscopica del espacio-tiempo.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: primero se encuentra una
definicion covariante del centro de masa en relatividad especial de la que se aprenden
lecciones importantes que son usadas al generalizar esta nocién a espacios curvos. La
receta para encontrar el centro de masa en espacio-tiempos con curvatura se detalla
presentando primero las hipotesis generales y algunas definiciones, después los pasos
de la construccién y finalmente se bosquejan algunas demostraciones matematicas
importantes. Con el objeto de calcular los paréntesis de Poisson entre las compo-
nentes del centro de masa, la receta se presenta para el caso particular en el que el
objeto extendido estd compuesto por particulas puntuales, libres, masivas y de prue-
ba se obtiene el centro de masa en el régimen de “gravedad linealizada”. Ademas, se
presenta un formalismo disenado para encontrar parte de la geometria que se “lee”
al seguir al centro de masa. Se muestra un ejemplo de toda la construccién para una

geometria particular en el régimen linealizado y, finalmente, se describen algunas
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posibles lineas de investigacion futuras.

3.2. El centro de masa relativista

La propagacion de objetos extendidos en espacio-tiempos curvos se ha estudia-
do desde los inicios de la relatividad general. El trabajo més significativo en esta
direccion es el de Papapetrou [46] quien analizé la dindmica, en un espacio-tiempo
genérico, de un objeto que rota, en el limite que no tiene extensién, mediante el
estudio de los momentos multipolares de su tensor energia-momento 7T,;,. Al intentar
generalizar el resultado de Papapetrou a objetos con extensiéon, surge el problema de
escoger covariantemente el punto a partir del cual se hace la expansion multipolar.
Esta es quiza la razon principal por la que se buscaron definiciones covariantes del
centro de masa en relatividad general. Antes de presentar la manera como se cons-
truye el centro de masa en espacio-tiempos con curvatura, vale la pena comenzar

describiendo como se puede definir de manera covariante en relatividad especial.

3.2.1. Relatividad especial

Esta seccién estd basada en el articulo de Pryce [47] donde se hace un recuento
de las distintas definiciones del centro de masa en relatividad especial y se discuten
algunas de sus propiedades. La situacién especifica que se examina es la de un espacio-
tiempo plano descrito en coordenadas Minkowskianas y en el que se propaga una
coleccion de N particulas clasicas y puntuales. Las coordenadas de la linea de mundo
y las componentes del momento de la i-ésima particula son, respectivamente, qé‘i) (1),
pé). Se asume que el parametro t de las lineas de mundo coincide con la coordenada
temporal del espacio-tiempo y que dichas curvas estan parametrizadas de forma que
q?i) (t) =t para todas las particulas. Mds atn, la masa de la i-ésima particula, m,
se define por la relacion nm,pé‘i)p’(’i) = —m?i) y, se asume, por simplicidad, que no hay

fuerzas externas, por lo que pé‘ ) o depende de t. Se define el momento total de la

7
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coleccion de particulas como

N
Pr= Dl (3.1)
=1

y su momento angular total respecto del punto = = (¢, %) es

7 () =23 _(a(t) — )Vpf- (3.2)

Es importante observar que

N
(@) =2 qu (t)[“pl(;]) — 2alpt =t — 2, (3.3)
=1

donde, debido a que aparece frecuentemente, se define m*” = j*(t, 5) Por dltimo,

la masa total del sistema, m, se define a partir de la relacién —m? = 1, p"p” (ndtese

N
que m # Y i, m)-
Las principales definiciones, propuestas por Pryce, del centro de masa de la co-

leccion de particulas puntuales son:

(a)

(c)

Para cada valor del parametro ¢, se calcula el centro de masa en un sistema de
referencia Minkowskiano arbitrario ponderando la posicién de cada particula
con su masa entre la masa total, es decir, las coordenadas del centro de masa
en el sistema de referencia antes mencionado son
N H
>it (i) q ;) (t)

Ty (t) = p- : (3.4)

Se calcula el centro de masa igual que en (a) pero en el sistema de referencia
Minkowskiano particular en el que la parte espacial del momento total es cero,
i.e., en el marco de referencia donde § = 0. Esto se hace para todo ¢ y se
encuentra una curva, misma que puede ser expresada en cualquier sistema de

referencia.

Se define el centro de masa igual que (a) pero en este caso se pondera las



3.2 El centro de masa relativista 47

posiciones de las particulas con su energia, p?i), normalizada por la energia
total pU. Las coordenadas del centro de masa en dicho sistema de referencia
estan dadas por

N
B > i1 p(()i)qéj;;) (t)
P ‘

(3.5)

(d) Para todo t, se calcula el centro de masa igual que en (c) pero en el sistema de
referencia Minkowskiano en el que 7= 0. Una vez encontrada la curva trazada

por el centro de masa, ésta se transforma a cualquier sistema de referencia.

Ademas, Pryce propone cuatro condiciones que deberia cumplir la definicién ideal

del centro de masa, mismas que se enumeran a continuacion:
1. Ser independiente del sistema de referencia en el que se calcula (covariancia).
2. Estar en reposo en el marco de referencia en el que p'= 0.

3. En la ausencia de fuerzas externas, la curva trazada por el centro de masa debe

ser una geodésica.

4. Los paréntesis de Poisson entre todas las componentes espaciales del centro de

masa deben ser cero.

El centro de masa calculado a partir de la definicién (a) depende del marco de
referencia y, en general, no tiene la propiedad de estar en reposo en el sistema donde
7 = 0. Ademds, si las particulas interactian entre si, el centro de masa dado en la
definicién (a) no sigue una geodésica. La tinica propiedad que satisface esta definicién
de centro de masa es que sus componentes espaciales tienen paréntesis de Poisson
nulos entre si. El centro de masa definido por (b) cumple con las mismas condiciones
que la definicién (a) salvo por el hecho que, por construccién, es independiente del
marco de referencia. El centro de masa de acuerdo con la definicién (c) estd en
reposo en el marco de referencia en el que p = 0, sigue una geodésica en ausencia
de fuerzas externas pero no es covariante. Ademads, sus diferentes componentes no
tienen paréntesis de Poisson nulos entre si (por involucrar tanto la posicién como

la energia de las particulas y debido a que la energia depende de los momentos).
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Finalmente, el centro de masa de la definicién (d) satisface las mismas propiedades
que el centro de masa definido en (c) pero ademds, por construccién, es covariante.
Hay que mencionar también que todas estas definiciones se reducen a la definicién
Newtoniana del centro de masa en el limite no-relativista y que cuando tinicamente

se considera una particula, el centro de masa coincide su posicion.

De las definiciones del centro de masa mencionadas anteriormente, la definicién
(d) es considerada como la mejor por lo que en esta tesis se trabaja con ella. A pesar
que Pryce no lo verifica y como lo discuten en la referencia [12], es posible notar que
la definicién (d) del centro de masa no es “asociativa”, es decir, no se puede calcular
primero el centro de masa de un subgrupo de particulas y utilizarlo para representar
a dicho subgrupo al calcular el centro de masa de todo el sistema. Las razones por
las que no se cumple esta propiedad y la forma de solucionarlo se reportan en la

referencia [12] y se discuten en la seccién 3.5.

Para encontrar una expresién para las coordenadas del centro de masa segin
la definicién (d), primero es conveniente estudiar la definicién (¢). Es inmediato
demostrar, a partir de la ecuacién (3.5), que las componentes del centro de masa

calculado con la definicién (c¢) son

tpt + mH0
Si el sistema de referencia utilizado estd asociado con una familia de observadores

cuya 4-velocidad tiene componentes n#, la ecuacién anterior se puede reescribir como

_ tpt +mtn,

pn,

(3.7)

La definicién (d) del centro de masa se encuentra a partir de la (c) pero en el caso
particular donde n* = p*/m por lo que el centro de masa segun la definicién (d) de

Pryce es

_ tmp* +m™p,

2k, (1) (3.8)

—m?2
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Finalmente, si se usa el pardmetro 7 = z9,(¢), el centro de masa toma la forma

7 mO%p.pt — mH y 0
xlj/[(T):Tp—O—F bip pp.

, gt (3.9)

Es facil ver que, si se supone que no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema,
como p* y m™ son contantes, entonces dxh, /dT = p*/p° que es constante y temporal,
por lo que la curva centro de masa es una geodésica temporal. La observacién mas
importante que se hace en este capitulo es que la curva centro de masa en espacio-
tiempos con curvatura en general no es una geodésica. Esto significa que al explorar
espacio-tiempos curvos con objetos extendidos que son representados por su centro
de masa, no se “lee” la geometria de fondo, ya que las curvas que se considerarian

como geodésicas (i.e., el centro de masa), en realidad no lo son.

En este punto es conveniente definir el momento angular intrinseco del objeto
extendido, llamado también espin en un abuso de lenguaje por usar un término de la
mecanica cuantica, y denotado por s*”. Para entender esta definicién hay que tomar
en cuenta que al medir el momento angular de un objeto extendido respecto a un
punto arbitrario hay una contribucion orbital y otra intrinseca. Sin embargo, si se
calcula el momento angular total a partir del centro de masa, la contribucion orbital
se anula y todo el momento angular medido es intrinseco. Por tal motivo se define el
espin de un objeto extendido como su momento angular total respecto al centro de
masa, es decir,

st = M (x). (3.10)

A continuacién se demuestra una relacién entre el momento total y el espin que es
muy importante ya que también se satisface en espacio-tiempos con curvatura (si se
utilizan las definiciones de momento total y espin dadas en la seccién 3.2.2). De las

ecuaciones (3.3) y (3.10), se puede notar que
pus = pumt — pah,p” — mPak,, (3.11)

con lo que, usando la expresién del centro de masa dada en la ecuacién (3.9), se
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prueba explicitamente
pus™ = 0. (3.12)

Si se cuenta con definiciones para el momento total y el espin, esta expresion puede
tomarse como el punto de partida para definir el centro de masa en relatividad
general. Sin embargo, en esta tesis y con el afin de motivar la definicién usada,
se construye paso a paso el centro de masa y después se prueba que satisface una

relacion andloga a (3.12).

Como se menciona al inicio de esta seccidn, el centro de masa que se esta utilizando
tiene paréntesis de Poisson no-nulos entre sus componentes espaciales. Para hacer
este calculo se escoge una hiper-superficie de tiempo coordenado t constante, >, y
se asume que en ella se satisfacen los paréntesis canénicos® entre qéj.) (t) y p’(‘i). Con
esto y dado que el centro de masa en ¥; puede expresarse en términos de qé‘i) (t) y

pé), se calculan los paréntesis de Poisson en cuestién, obteniendo

s pligild

(2%, 2%} = w2 T2 (3.13)
Es interesante mencionar que, como se nota por los autores de la referencia [11],
relaciones similares a (3.13) aparecen en otras partes de la literatura. El ejemplo
mas relevante es el de la referencia [35] donde, al generalizar el dlgebra de Poin-
caré para incluir un operador posicién, encuentra que los conmutadores entre las
componentes de este operador son parecidas al lado derecho de la ecuacién (3.13).
Otra caracteristica interesante es que la relacién (3.13) es valida también en el limite
que el objeto al que se le calcula el centro de masa es puntual ya que en este caso el

momento angular intrinseco cumple s = 0.

De esta seccién se concluye que para construir un centro de masa de forma cova-

riante en relatividad especial es crucial utilizar el sistema de referencia donde p'= 0.

'Los paréntesis de Poisson que involucran particulas distintas son autométicamente cero.
Ademds, como q(()i)(t) = t es un pardmetro fijo, tiene paréntesis de Poisson nulo con los demds

qé‘i) y los pé‘i). Mas ain, para calcular los paréntesis de Poisson que involucran a p(()i) se usa el hecho

que p(()i) = ﬁé) + m%i) y que my; tiene paréntesis de Poisson nulos con qf‘i) y pf‘ )

i
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Si ademds se ponderan las posiciones de las particulas con sus energias (normalizadas
por la energia total), se demuestra que los paréntesis de Poisson entre las componen-
tes espaciales del centro de masa son proporcionales al espin del objeto extendido
y que, en ausencia de fuerzas externas, la curva que trazada por el centro de masa
es una geodésica temporal. En la siguiente seccion se generaliza esta definicion del

centro de masa a espacio-tiempos con curvatura.

3.2.2. Relatividad general

En esta seccion se describe una definicion del centro de masa de un objeto exten-
dido, descrito por su tensor de energia-momento 7,;, que generaliza a aquella dada
en la seccién 3.2.1 ya que puede aplicarse en espacio-tiempos con curvatura y que
fue propuesta originalmente por Dixon [22]. Para ello se comienza enumerando las
hipdtesis con las que se trabaja, siguiendo a la referencia [5], donde originalmente se

presentaron las demostraciones matemaéticas discutidas abajo.

Hipotesis

En este punto conviene detallar el marco conceptual en el que se lleva a cabo
esta investigacion. Se consideran espacio-tiempos de 4 dimensiones, que tienen una
métrica pseudo-Riemanniana ¢g,, y una orientacion temporal dada. En particular,
se consideran unicamente espacio-tiempos globalmente hiperbdlicos. La materia a la
que se le quiere asociar un centro de masa es clasica. Se supone ademés que el tensor
de energfa-momento de la materia, Ty, tiene soporte T’ convexo? y localizado (para
toda hiper-superficie de Cauchy ¥, se tiene que T N Y es compacto en la topologia
inducida en X)), cumple con la condicién de energia dominante (para todo vector
temporal que apunta al futuro ¢, el vector T%%, es temporal y apunta al futuro)
y satisface la relacién de conservaciéon V,7% = 0, siendo V, el operador derivada
asociado con ggu.

Para que la construccion del centro de masa pueda ser generalizada a espacios

curvos hay que suponer que para todo x € T', el conjunto O(z) = TN(J " (x)UJ ™~ (x))¢,

2Si T no es convexo, entonces se puede tomar su completacién convexa como se discute en [5].
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donde J*(z) y J~(x) son, respectivamente, el futuro y pasado causal del punto z,
es un entorno normal convexo, es decir, que para todo par de puntos y,z € O(x)
existe una unica geodésica totalmente contenida en O(x) que une dichos puntos. Esta
hipotesis se garantiza si la curvatura del espacio-tiempo en la regién donde estd el
objeto extendido es suficientemente pequena. Ademads, para demostrar que el centro
de masa que se define abajo traza una curva temporal y diferenciable también se debe
suponer que el radio de curvatura es mucho mas grande que el tamano del objeto
extendido, lo que se asume en esta tesis. Las condiciones precisas que debe satisfacer
la curvatura para tener una definiciéon consistente del centro de masa se encuentran
en la referencia [5]. A continuacién se definen algunos objetos que son usados a lo

largo de toda la seccion.

Definiciones

En relatividad especial el centro de masa se construye sumando las coordenadas
Minkowskianas de las posiciones de las particulas, sin embargo, en un espacio-tiempo
con curvatura no tiene sentido sumar coordenadas por lo que se busca representar
las posiciones de cada particula, respecto al punto x, por vectores en V,. Con el
proposito de ligar puntos con vectores se define el mapeo exponencial sobre el punto
x, exp,(+), mismo que a cada vector en V. le asigna un punto del espacio-tiempo.
En concreto, el vector v* € V, se mapea al punto al que se llega al recorrer una
distancia afin 1 (a partir z) la geodésica cuya tangente en = y respecto al pardmetro
affn utilizado® es v®. Es importante notar que exp,(0) = x y que, para vectores cuya
norma es suficientemente pequena, este mapeo es 1 a 1.

Al calcular el centro de masa de un objeto extendido, la contribuciéon de cada
pedazo debe tomarse “al mismo tiempo”. Para tener una nocién de simultaneidad
respecto a un vector temporal v* € V, se define el conjunto de todos los puntos a los
que se llega siguiendo geodésicas cuya tangente en x es ortogonal a v, mismo que se
denota por I', . Claramente I, , es una hiper-superficie (al menos en una vecindad

de x) de cardcter espacial.

3Esto asegura que la definicién sea independiente del pardmetro afin que se utilice.
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Para definir el momento total de un objeto extendido es necesario sumar el mo-
mento de cada pedazo que lo conforma. Para eso todos estos momentos deben ser
“llevados” a un mismo espacio tangente, donde la suma de vectores esta definida.
Los vectores son llevados de un punto a otro por transporte paralelo a lo largo de
geodésicas. Se denota por I1,[-] al operador que transporta paralelamente a un tensor
(de cualquier rango) desde el punto en el que se encuentra y hasta el punto z, sobre
una geodésica que une estos dos puntos. Este operador esta bien definido sélo cuan-
do hay una tnica geodésica que une los puntos en cuestion, es decir, en un entorno

normal convexo.

Al calcular el momento total del objeto extendido es necesario escoger el instante
en el que se consideran las contribuciones de cada pedazo de dicho objeto. Este
instante puede ser determinado por una 4-velocidad, como se discute arriba. Por
ello, se define el momento total del objeto extendido en el punto = € T' y respecto a

la 4-velocidad v® € V,, como
Peco) = [ LI @n()Vady (3.14)
FCC v

donde n“(y) es el vector normal a I';, en el punto y, que ademds es unitario y
apunta al futuro, y Vhd?y es el elemento de 3-volumen correspondiente (ver la figura
3.1). Las hipdtesis bajo las que se estd trabajando aseguran que I';, N1, que es
la region de integracién, sea una hiper-superficie suave. Ademas, entre todo punto
y € 'y, NT y el punto x hay una unica geodésica, por lo que el operador II,[-] se

aplica sin ambigiiedades.

Por otra parte, debido a que Ty, satisface la condicién de energia dominante, al
hecho de que el transporte paralelo respeta el cardacter temporal de un vector y ya
que es la “suma” de vectores temporales orientados al futuro, se tiene que P%(x,v)
es temporal. Es posible probar también que esta definicion del momento total se
vuelve independiente del punto y la 4-velocidad en un espacio-tiempo plano y de
hecho se reduce a la ecuacién (3.1) para particulas puntuales. Similarmente a lo
hecho en relatividad especial, la masa total del objeto extendido en z y dependiente
de la 4-velocidad v* € V,, M(xz,v), se define a partir de la relacién —M?(z,v) =
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Figura 3.1: Esquema espacio-temporal donde se muestra en gris la region T que
contiene al objeto extendido, la hiper-superficie de simultaneidad asociada con el
vector temporal v* € V,, llamada T, ,,, y los vectores T*(y)ny(y) € V, y Z%(y) € V,
que representan, respectivamente, el momento y la posicion respecto a x del pedazo
del objeto extendido en el punto .

Gap(2) P (2, v) PP(2,v).

Para definir el momento angular total del objeto extendido es necesario contar
con vectores que contengan la informacion de la posicién de cada pedazo del objeto
extendido. Como se menciona anteriormente, esto se puede lograr por medio del
mapeo exponencial. Asi, si se pretende codificar en un vector la posiciéon del punto
y respecto al punto x se busca Z*(y) € V, tal que exp,(Z(y)) = y (estos vectores se
muestran en la figura 3.1). Con esto, el momento angular total del objeto extendido

en el punto x y asociado con el vector temporal v* € V,, se define por

Tz, v) =2 / = ()L [TY () me() ]V Rd%, (3.15)
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donde se usa que =%(y) y I, [T%(y)ny(y) representan, respectivamente, la posicién
y el momento del pedazo del objeto extendido que se encuentra en y. Notese que
J%(z,v) es un tensor sobre el punto z. Ademas, es facil ver que si y € I',.,, entonces,
Jap(1)Z%(y)v® = 0, por lo que mas adelante se construyen los =Z%(y) imponiendo
esta condicién. Esta definicién también se reduce a la ecuacién (3.2) en el limite

correspondiente.

Para definir el momento y el momento angular total de un objeto extendido, es
necesario utilizar un vector temporal. A continuacién se presenta una receta para en-
contrar un campo de 4-velocidades, que ademas de ser la generalizacién de aquel que
en relatividad especial “ve” al objeto extendido en reposo, es 1util para obtener una
definicién de los campos de momento y momento angular total del objeto extendido,

ya que provee de una nocion de simultaneidad.

Receta para encontrar el sistema de reposo

Para obtener una definicién covariante del centro de masa en relatividad especial
es necesario usar un sistema de referencia, asociado con un campo de 4-velocidades,
en el que el objeto extendido esta en reposo. Algo analogo sucede en relatividad
general y esta parte de la tesis se dedica a detallar el procedimiento con el que se
encuentra dicho campo de 4-velocidades. Con este propdsito se define un mapeo entre

elementos del conjunto
Ko = {v* € V|gav™" = —1 y que apuntan al futuro}. (3.16)
Sea v* € K, el mapeo ¢4 : K, — K, se define por

o) = Pa(x,v>
¢z (v) \/—gbcpb(va)PC@’v)'

(3.17)

Se denota por U%(x) al elemento de K, con la propiedad

U(x) = ¢3(U(x)), (3.18)
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mismo que, por ser un punto fijo del mapeo ¢2 y aplicando los métodos que se discuten
més adelante, existe y es tnico [5]. Haciendo esto para cada punto en T se encuentra
un campo vectorial U%(x) que corresponde con la velocidad de un observador en x
que ve al objeto extendido lo més en reposo posible?.

Usando el campo U®(x) se puede definir, para cualquier punto z € T, P*(z) =
P(z,U(x)), M(z) = M(z,U(x)) y J®(x) = J®(x,U(z)), conocidos como el mo-
mento, la masa y el momento angular total en z, respectivamente. Notese que estos
objetos son campos en T, es decir, estan definidos sobre cada pedazo del objeto
extendido. Una vez que se cuenta con el campo de 4-velocidades U®(z), se puede

construir el centro de masa, que es lo que se presenta a continuacién.

Nocién del centro de masa

En analogia con lo hecho en el caso de relatividad especial, el centro de masa
se define usando el sistema de referencia donde el objeto extendido esta lo mas en
reposo posible y ponderando la posicién de cada parte del objeto extendido con su
energia. La idea es construir un mapeo que toma puntos en 7" y da puntos en el

espacio-tiempo, mismo que al punto x € T lo asocia con el punto

U(@) Jr_ ., E @[T (y)ne(y)]Vhd®y
Ud@) Jy. L% (). (y) |y

S(z) = exp, , (3.19)

donde =%(y) € V,. Nétese que lo que estd dentro de estos corchetes es un vector
en z, ademds, —U, (2)IL,[T%(y)ny(y)] es la energia respecto a U%(x) del pedazo que
estd en un volumen vhd3y alrededor del punto y. Como ademés =%(y) representa la

posicién del punto y, la parte dentro de los corchetes son posiciones ponderadas por

4Se puede construir otro campo vectorial, propuesto en la referencia [5], que ve al objeto extendi-
do “lo més en reposo posible”. Para ello se define para todo v® € K, el mapeo s, (v) = —v, P*(x, v)
que representa algo como la energia medida por un observador con 4-velocidad v*. El campo en
cuestion es entonces aquel que minimiza a s,. En esta tesis no se utiliza esta definiciéon alternativa
ya que con ella no se llega a una relacién andloga a (3.12) en espacios curvos [5] y porque, al ser un
procedimiento que requiere una minimizacion, se vuelve complicado al trabajar perturbativamente,
como se hace en la seccion 3.2.3.
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energfa dividido por la energia total. Mds atin, como se muestra en la referencia [5],
es posible mostrar que la imagen del mapeo S esta contenida en 7.

La idea es utilizar el mapeo S : T" — T" para definir el centro de masa de un objeto
extendido. El lado derecho de la ecuacién (3.19) puede pensarse como el centro de
masa a partir del punto z. Asi, se define el centro de masa (de forma independiente
de un punto) como el punto fijo del mapeo S, es decir, aquel punto X, € T tal que
S(Xyr) = Xyr. En un espacio-tiempo como en el que se estd trabajando se tiene que
x = exp,(v) siy sélo si v* = 0 por lo que, si Xy, es el punto fijo del mapeo S, se

satisface

0 = U(Xu) / =0 () Iy, [T (0)ne()] Vi

X U(X )

= W) [ Z ) [T ) Vi

Uxpru(xay)

= Up(Xn)J®®(X ), (3.20)

donde se usa el hecho que, por construccién, g,,U?=" = 0 y la definicién (3.15).
Recordando que P%(x) = M(x)U%z) y definiendo el espin como S® = J¥(X,), de

forma andaloga a lo hecho en la seccion 3.2.1, se llega a
0 = Py(Xp)S™, (3.21)

es decir, en espacio-tiempos con curvatura se satisface una propiedad anéloga a (3.12).

Es claro que el mapeo S no tiene un tnico punto fijo punto debido a que el centro
de masa traza una curva en 7', sin embargo, lo que se busca es que el procedimiento
genere una uUnica curva centro de masa. Este resultado es demostrado en la referencia

[5] v la demostracién se esboza en la siguiente seccion.

Existencia y unicidad de la curva centro de masa

En esta seccién se dan partes de las pruebas, presentadas por primera vez en la
referencia [5], de existencia y unicidad del centro de masa (entendido, a partir de

ahora, como una curva). En la misma referencia se demuestra que dicha curva es
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temporal, diferenciable e inextendible.

Los primeros pasos son definir el conjunto Z’(T") que contiene todas las curvas
temporales, diferenciables e inextendibles que estan totalmente contenidas en 7', y
extender, punto a punto, el mapeo S(z) en un mapeo Se;; que toma elementos de
Z'(T). De esta forma, el centro de masa se define como aquella curva X, (1) tal
que Seut (X (7)) = Xp(7). Para demostrar que el punto fijo de S, existe y es
inico se construye un espacio métrico completo, es decir, un espacio métrico® en
el que toda sucesién de Cauchy converge (con respecto a la métrica del espacio). Se

comienza tomando como espacio Z'(T') y se define una métrica tal que, para cualquier

K k' e Z'(T)

d(K',k") = sup (Sup (9e0d (Lot via(r) N K3 Tatr) ey 0 k’”))) o (322)

a(r)ez/(T) \ 7
donde geod(-, -) es la distancia geodésica entre dos puntos. Es decir, dada una curva
x(7), se toma un punto en ella, 2(7y), se toman las intersecciones de I'y() vz () cOR
las curvas k' y k" y se calcula la distancia geodésica entre estos puntos. Finalmente
se varia sobre el parametro 7 y sobre todas las posibles curvas z(7) € Z'(T) hasta
encontrar el supremo.

La métrica (3.22) estd bien definida ya que, por hipdtesis, las distancias geodésicas
involucran puntos dentro de un entorno normal convexo (de lo contrario podria haber
méas de una geodésica conectando los puntos en cuestion, y por ende, més de un valor
para la distancia geodésica entre ellos). Ademds, como geod(-, ) es simétrico y, dado
que los puntos cuya distancia geodésica se calcula estan relacionados espacialmente,
es no-negativo, entonces d(k', k") = d(k", k') > 0 para todo k', k" € Z'(T). Més atn,

®Un espacio métrico es un conjunto M con una funcién distancia d : M x M — R (también
llamada métrica pero que no se debe confundir con la métrica pseudo-Riemanniana del espacio-
tiempo) tal que para todo z,y, z € M satisface:

1. d(z,y) > 0y sélo es igual a cero si z =y,
2. d(z,y) = d(y, z),

3. d(x,2) <d(z,y) + d(y, z) (desigualdad del tridngulo).
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es posible demostrar que d(k’, k") es cero unicamente si k' = k”. Para probar esta
afirmacion se supone que k' # k”, entonces se puede verificar que siempre existe una
curva 2'(7) € Z'(T) y un punto 2'(79) en dicha curva tales que geod(I'y(r) vfz(ro) N
K Do), Uz M E") > 0, por lo que d(k', k") # 0. Para que la definicién dada en la
ecuacion (3.22) sea una métrica falta demostrar que cumple con la desigualdad del
triangulo. Esto iltimo se sigue del hecho que para cualesquiera tres puntos x,y,z € T
espacialmente relacionados, geod(z,y) + geod(y, z) > geod(x, z), lo que se traduce [5]
ad(k' k)+d(k, k") > d(K' k") para todo k, k', k" € Z'(T).

Dado un espacio con una métrica, existe un procedimiento estandar, descrito en la
referencia [48], para anadir elementos al espacio hasta volverlo un espacio completo
respecto a su métrica. La completacién de Z'(T') respecto a la métrica (3.22) se
denota por Z(T'). Es importante estar conscientes que al tomar la completacién
se estd permitiendo que en Z(T') existan elementos que no cumplen con todas las
caracteristicas de los elementos de Z'(T'), es decir, pueden haber elementos que no
sean curvas temporales, diferenciables e inextendibles®. Un mapeo f : Z(T) — Z(T)
se dice estrictamente contractivo si existe un A € (0,1) tal que d(f(k'), f(K")) <
Ad(K', k") para todo par k', k" € Z(T'). Para demostrar la existencia y unicidad de la
curva centro de masa se usa el teorema de mapeos contractivos [48] que dice que todo
mapeo estrictamente contractivo de un espacio métrico completo a si mismo tiene
un unico punto fijo. Lo que falta entonces para demostrar que la imagen del mapeo
Se.t €xiste y es tnica es probar que S, es estrictamente contractivo. Este parte de
la demostracion, pese a ser intuitivamente factible, es complicada y se refiere a la
referencia [5] para ver la demostracién completa.

En este punto se ha argumentado que existe un tinico punto fijo del mapeo Se.¢
que se define como el centro de masa y que estd contenido en Z(T'). Dado que
Z'(T) c Z(T), el centro de masa podria ser una curva temporal, diferenciable y
contenida en T més sin embargo, esto no estd asegurado, ya que también podria
estar en Z(T)— Z'(T). La parte de la demostracién en la que se verifica que, bajo las
hipétesis de trabajo, la curva centro de masa es temporal, diferenciable e inextendible

se omite en este trabajo pero, de nuevo, puede encontrarse en la referencia [5]. Cabe

6Formalmente los elementos de Z(T) ni siquiera son curvas sino clases de equivalencia de curvas.
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senalar que en este trabajo se construye explicitamente la curva centro de masa en
la aproximacion de gravedad linealizada con lo que es posible verificar que, a ese
orden de aproximacion, dicha curva existe, es unica, diferenciable, inextendible y
temporal. Es importante tener en mente que, en general, el centro de masa no es una
geodésica del espacio-tiempo, de hecho, en el ejemplo presentado en la seccion 3.4

esto se muestra explicitamente.

3.2.3. El centro de masa en términos de variables iniciales y

sus primeras correcciones generadas por la curvatura

El objetivo es encontrar los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales
del centro de masa en un espacio-tiempo curvo. Para lograrlo se repite la estrategia
seguida en el caso de relatividad especial: se toma un objeto extendido compuesto por
N particulas puntuales, masivas y libres y se calculan dichos paréntesis en términos de
aquellos “candnicos” entre la posicién y el momento en una hiper-superficie de datos
iniciales ¥y (estos paréntesis de Poisson candnicos se obtienen en el apéndice D). Por
tal motivo es necesario encontrar primero el centro de masa del objeto extendido
en cuestion en términos de g € Yo y Pl € Vi, due son, respectivamente, las
posiciones y momentos iniciales de la i-ésima particula. A continuacién se describe
el formalismo usado para encontrar el centro de masa como funcién de dichos datos
iniciales, mismo que, por simplicidad, se estudia asumiendo que el tamano del objeto
extendido es mucho mas pequeno que el radio de curvatura del espacio-tiempo, por lo

que unicamente se considera la parte dominante de los efectos debidos a la curvatura.

Primero se describe la definicién del centro de masa para el objeto extendido en
cuestion. Se parte de tomar un punto xg y una 4-velocidad U§ € V,,, arbitrarios y se
buscan los vectores Z(; (o, Up) € Vi, (uno de ellos se muestra en la figura 3.2) tales

que

gab(mo)UgEl(}i)(x(]?UO) = 07 (323)
exp,, () (20, Uo)) = y)(wo, Vo), (3.24)
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Figura 3.2: Un objeto extendido compuesto por N particulas de prueba, libres, pun-
tuales y masivas. Se muestra también la hiper-superficie ¥, donde se conocen las
posiciones iniciales q;), la hiper-superficie de simultaneidad I';, y, asociada con la
4-velocidad U§ € V,,, y la interseccién de dicha hiper-superficie y la linea de mundo
de la i-ésima particula, y(;). Ademds, se incluye el momento ﬁg) € Vy,, de la i-ésima
particula y el vector que contiene la informacién de la posicion de dicha particula
respecto al punto xy en el instante asociado con Uy, denotado por E‘(li) (20, Up).

donde y;) (o, Up) es el punto que estd en la intersecciéon de la linea de mundo de
la i-ésima particula y la hiper-superficie I';, 1. Los vectores E‘(li)(:vo, Up) tienen la
informacion de la posiciéon de la i-ésima particula al tiempo “instantaneo” asociado

con U§ de acuerdo con la nocién descrita al definir las superficies de simultaneidad.

El siguiente paso es llevar los momentos de cada particula de y; (w0, Up), deno-
tados por 13(";) (x0, Up) (incluidos en la figura 3.2), al punto xy por transporte paralelo
a lo largo de la tinica geodésica que une dichos puntos. Obsérvese que en este paso
se hace un desvio de la receta original donde el momento de cada pedazo del objeto

extendido estd dado por T%n; que es el momento medido por un observador cuya
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4-velocidad es normal a la hiper-superficie de integraciéon y que no necesariamente
coincide con ﬁ(“;)(azo, Up). Sin embargo, es posible argumentar que esta diferencia es
despreciable en el régimen perturbativo en el que se pretende trabajar. El momento
de la i-ésima particula transportado a xy se denota por P(%) (x0,Up). Sumando los
momentos de cada particula se obtiene un momento total en xy que depende de Uy

y que se representa por P*(xg, Up).

La 4-velocidad U%(zy) € V,, del observador que ve al objeto extendido “lo mas
en reposo posible” se encuentra al resolver
Pa(xo, U((L’()))
V= se(20) P (o, U (20)) (o, U (20))

U (o) = (3.25)

Esto se hace en todo punto x € T" hasta encontrar el campo de 4-velocidades U®(x)
asociado con observadores que ven al objeto extendido “lo méas en reposo posible”.

Con este campo se define al campo de momento total como
P(z) = P%x,U(x)). (3.26)

Ademas, se define el campo de momento angular por
N
a —|Q b
(@) =2 ) B (@, U @) Py (.U (@), (3.27)
i=1

donde se usa que Z(; (z, U(z)) y P (z) juegan el papel de la posicién respecto a x y

el momento de la i-ésima particula, respectivamente.

Una vez construidos estos objetos, la forma més sencilla de encontrar la curva

centro de masa, X/(7), es resolviendo la ecuacién (3.21):
9ab (X1 (7)) PH( X0 (7)) J*(Xps (7)) = 0. (3.28)

La hipotesis de que el tamano del objeto extendido es mucho més pequeno que el

radio de curvatura del espacio-tiempo justifica usar la aproximacion y las coordenadas
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discutidas en el apéndice B, por lo que las componentes de la métrica son de la forma

9 () = Ny + €69, () + 0(62)7 (3.29)

donde 7, = diag(—1,1,1,1) y € es un pardmetro pequeno que puede pensarse como
extraido de las componentes del tensor de curvatura.

En este régimen es posible escribir a la geodésica parametrizada de forma afin
por s con punto inicial ¢ y tal que su tangente en ¢ (respecto al pardmetro afin s) es
v* de la forma

(8;4,0) = ¢" + s + €0y (s; ¢, v) + O(€), (330)

donde 0v*(0; q,v) = 0567*(0; ¢, v) = 0. De hecho, dado que los simbolos de Christoffel
cumplen

I = %n“”(ﬁp(Sgw + 05090 — 8,0g,0) + O(€), (3.31)

es facil ver que la ecuacién de geodésicas (parametrizadas de manera afin) implica

edv*(s;q,v) = —v’)v"/ ds// ds"T" (g + s"v). (3.32)
0 0

Por otra parte, el transporte paralelo del vector t* € V, del punto ¢ a y(s;¢,v) a lo

largo de la geodésica correspondiente, tiene componentes I1#(s; g, v)t” donde
[T (s3.q,v) = 0 + edll(s3.q,v) + O(€?), (3.33)

con 0I1#(0; ¢,v) = 0. Més atn, usando la ecuacién de transporte paralelo y los resul-

tados obtenidos para la ecuacion de geodésicas se nota que

S
edl1: (s; q,v) = —vp/ ds'Tl (q + s'v). (3.34)
0
Obsérvese que con estas herramientas se puede calcular a orden € cualquier geodésica
y el transporte paralelo de un vector sobre geodésicas. A continuacién se utilizan estos
resultados para calcular el centro de masa a dicho orden.

Dados un punto z y una 4-velocidad U§ € V,,, existe S (2o, Up) tal que la
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linea de mundo de la i-ésima particula, v4)(s; qq), ps)), evaluada a s = S (wo, Uy) se

encuentra en la hiper-superficie I'; 17,. Se denota dicho punto por

Yy (w0, Uo) = ) (S (w0, Uo); 403y, Pi)) (3.35)

y una vez se conoce es posible encontrar las componentes de E?i) (xo, Up). Haciendo

el ansatz
=y (0, Uo) = &y (w0, Uo) + €8€f;y (o, Up) + O(e?), (3.36)
S(i)(l’o, Uy) = 3(i)<x07 Uo) + 553@') (350, Uo) + 0(52)7 (3-37)

las ecuaciones (3.23) y (3.24) se reescriben como

0 = U[) . é(z) (.ZC(), U()) + EUO . 55(2) (.CC(), U()) + €5guu<$0)Uét€é)(l'0, Uo) + 0(62),

(3.38)
0 = —af — & (@0, Uo) — €d&(;) (o, Uo) — €67"(1; 20, &1y (o, Uo)) + g
+ (s (w0, Up) + €653:) (o, UO))pﬁ‘) + €07 (s(3) (w0, Uv);: 463y, Piiy) + O(e?),
(3.39)

donde - representa el producto con la métrica . De esta tltima ecuacién y a orden
€” se obtiene

5@)(9507 Uo) = —xg + qg) + 5() (2o, Uo)pﬁ-)- (3.40)

Al mismo orden la condicién (3.38) implica

(xo - Q(i)) -Uo

3.41
P@) - Uy ( )

S(z‘)(%, Uo) =

Sustituyendo en las ecuaciones (3.38) y (3.39) se llega a

1
Us - P
+U - 57(1; o, f(i)(wm UO)) - 5guV($0)U€£é) (z0> UO)] ) (3'42)

d5¢) (0, Up) = [—Uo - 67(s) (o, Uo); 403y P(3))
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555) (w0, Uo) = 0533)(o, Uo)pﬁ) + 07" (55 (%0, Uo); 40y, Paiy) — 07" (1; 20, £y (w0, Up)),
(3.43)

por lo que se han calculado EZ.)(IO, Uo) v S (w0, Up) a primer orden en e.

Segun la receta del centro de masa ahora es necesario llevar el momento de la
i-ésima particula del punto y;)(zo, Up), denotado ﬁ(‘;)(xo, Up), al punto xy haciendo
transporte paralelo a lo largo de la tinica geodésica que une dichos puntos. Dado que

en una geodésica su vector tangente se transporta paralelamente, se tiene
P (0, Uo) = pfsy + €dTL (s (o, Uo); iy, PPy + O(€2). (3.44)

Sea P(’”Z)(xo, Up) el vector que se obtiene al transportar paralelamente a ﬁ(’j) (20, Up) al

punto xg a lo largo de la geodésica que conecta los puntos inicial y final, entonces,

ﬁ(’f)(fﬁo,Uo) = Hfj(l%xof(i)(xo;Uo))P(i)(xmUO)V
= Pl (w0, Uo) + edIL (15 w0, iy (w0, Uo) )1y + O(€?),  (3.45)

donde se usa que al transportar paralelamente un vector a lo largo de una trayectoria
cerrada que no encierra area se obtiene el vector original y que P(‘;) (x0,Up) = pﬁ.) +

O(e). Despejando y usando la ecuacién (3.44) se encuentra

P\ (20, Up) = piyy +edT1 (503 (20, Uo); 4giy» i) )Py — €011 (15 0, €y (wo, Uo) )iy +O(€2),
(3.46)

que es el vector buscado.

De acuerdo con la discusion anterior, el momento total en xy asociado a U§ es

N

P*(x0,Us) = > Pl (w0, Uo).- (3.47)

=1

Es facil demostrar que la parte a orden €’ del momento total estd dada por p* =
SV Py Sea edp*(xo, Un(x0)) tal que P*(zo, Up(wo)) = p* +edp(wo, Up(w0)) +O(€),
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entonces se tiene

e6p’ (o, Up(o)) EZ (011 (s5) (w0, U ); iy Peiy) — OTIL (15 0, €y (0, Uo))] 0Gy-
(3.48)

Para buscar el campo de 4-velocidades U*(z) que satisface la ecuacién (3.25) se hace
el ansatz U (x) = u” + edu”(x) + O(e?). A orden cero se encuentra que ut = p*/m

con m = /—p - p. La parte proporcional a € es entonces
p* + eopH(z,u)
V = 9po () (p? + €dpr(x,u)) (p” + €dp” (2, u))
) opt
= eu! <§6gpo(x)upug +u- p(x,u)) +ef (x,u)j (3.49)
m

m

eut(x) = —u'+

con lo que se tiene el campo vectorial U%(z) al orden al que se estd trabajando.

El momento angular total se calcula a partir de la ecuacién (3.27) y la parte a

orden € queda dada por
N
(@) =2 € (@ u)pl) = mt — 2, (3.50)
i=1

siendo m* = 2 Zf;l q}’;)pl(’i]). Debido a que el campo U“(z) tiene una correccién a

orden € se tiene que

s@ (e, U) = “ ;(;](.i)()] -

= s (@, u) — eg(l);ﬁ;& + O(é?), (3.51)
En@U) = =2+ qp + s@)(z, U)pg) + 0 (z,u) + O(e %)

= Ej@u) — e%p’é) + O(€%), (3.52)

donde du* estd evaluado en x. Tomando en cuenta estas correcciones y definiendo
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€dj* (z) tal que JH (z) = j*(z) + 05" (x) + O(€?), es posible escribir

N
edj" (x Z [ 0TI (303 (%, )3 4(ay Do) )2y
—5H7J<1; 7, o (0, 0))ply) + 0605 (. )t}

con lo que también se ha calculado el momento angular total al orden de interés.

Para encontrar la curva centro de masa se utiliza la ecuacién (3.28), misma que,

usando las expansiones en € y la ecuacién (3.50), se traduce en

0 = [Muw®" +ep"(Xn)) + €59 (Xn)p"] (m"”? — X3p° + 0" X7,)
+enwp" 0 (Xar) + O(e2). (3.53)

Como se hace en la seccién 3.2.1, se busca la curva centro de masa en la parametri-
zaciéon donde X9,(7) = 7. Despejando la parte proporcional a X}, de la componente

cero de la ecuacién (3.53) y sustituyendo en esa misma ecuacién se obtiene

o
0 = [mu(P“ + €5PM(XM)) + €5gu,,(XM)p“] (m”/’ _ %mVO +pVXp . ;)_p 7_)

%
€ p" ((Sj"”(XM) — z—oéj”O(XM)> + O(é?). (3.54)

Haciendo el ansatz X, = z/y, + edz!,; y estudiando el orden €’ se encuentra

1 P
LL’%(T) - p_ + —TIWP ( Yo — Em O) , (355)

que, como es de esperarse, es precisamente la expresién de la curva centro de masa

(3.9) obtenida en la seccién 3.2.1. A orden € se tiene

1 v D, v P,
ezl = poec [N edp" (2ar) + €09, (2ar)p"] (m P—m” +p¥ahy, — P T)

1 . P
—l—e—n,wp (6]””($M) — %5]”0(@\4)) , (3.56)
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donde x ) esté evaluado en 7 y esta dado por la ecuacién (3.55). De esta forma se ha
encontrado la expresion de la curva centro de masa a primer orden en el parametro
€, para una métrica general y para una coleccion de particulas puntuales, libres y
masivas. Como se muestra en el ejemplo presentado en la seccion 3.4, el centro de
masa no es una geodésica del espacio-tiempo. Esto motiva la siguiente seccion donde
se estudia la posibilidad de que exista una “geometria efectiva” tal que el centro de

masa sea una geodésica de dicha geometria.

3.3. Geometria efectiva extraida con objetos ex-
tendidos

Como se demuestra en la seccién 3.2.2; sobre cualquier punto de la curva centro
de masa, Xy/(7), el campo vectorial V¢(x) = gye(x) P(2)J(x) se anula. Esta es la
propiedad que se utiliza para extraer la geometria efectiva por medio de un obje-
to extendido. Suponiendo que no hay fuerzas externas y definiendo 7%(7) como la

tangente a X,(7), entonces para todo 7 se tiene

0 = TVT'VV)x,
_ c b a b a
= (T°VI)WVV s, oy + TTVNVV
= (T°+T%T°TY 9V +TLV°) T T'TV(@V* + TVl s, )
MAT
= T°W," + T°T° (Sp." + 219, M), (3.57)

donde se utiliza repetidamente el hecho de que V(X /(7)) = 0, se definen 7% =
T O, T, W,* = BV xum ¥ See” = 00V xy(r) ¥ se omite el argumento que
recuerda que los I'f, estdn evaluados en X);.

Para llegar a una ecuacion de tipo geodésicas y asi poder leer los simbolos de
Christoffel efectivos (i.e., aquellos que si se usan en una ecuacién tipo geodésicas,
tienen como solucién al centro de masa), se busca invertir el tensor W,* que multiplica
a 7. Por simplicidad, se verifica que esto sea posible tinicamente en espacio-tiempos

que son practicamente planos, en los que esta justificado usar coordenadas normales
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asociadas con una curva, en las que la métrica toma la forma (ver el apéndice B)
9 (T) = Ny + €69, () + O(2). (3.58)

Si se desprecian por un momento los términos proporcionales a €, se puede trabajar
con un sistema de coordenadas Minkowskiano adaptado al campo que ve al objeto

extendido en reposo, es decir, un sistema de coordenadas tal que

a d \"
Debido a que
Vﬂ(x) = Upappjw(l") + O(E) = npappmlw - 277p0ppx[up0] + 0(6)7 (360)

se tiene que

Wt = m?(6h + 6,6 ) + O(e), (3.61)

donde se usa que p* = md} y m"” son constantes, ya que se supone que no hay fuerzas
externas. En particular se nota que Wy = O(e), con lo que se muestra que W,* no
es invertible al orden que se estd trabajando. Sin embargo, como se muestra mas
adelante, para encontrar los simbolos de Christoffel efectivos es suficiente invertir
la parte espacial de W,”, es decir, la matriz 3 x 3 cuyas componentes son Wi =
m25g +O(e) y que es claramente invertible. Observando que se cuenta con la libertad

de reparametrizar la curva centro de masa y haciéndolo de forma que

G THTY = —1, (3.62)
se obtiene T
T° = Tﬁ + O(e), (3.63)

por lo que basta encontrar una ecuacién de tipo geodésicas para T*, misma que puede

calcularse si se invierte W;7.

Escribiendo W, = m?(6% 4 670() 4 €dw,* + O(€?), la componente i de la ecuacién
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(3.57) toma la forma

0 = TWo' +T'W,' +T'T” (S, + 21, W,°)

. 1 )
dwg" + eméwj?

+THT" (S, +2m?T (86 4 656,)) + O(€?), (3.64)

donde se usa la ecuacién (3.63) y el hecho que T, = O(e). El objeto que multiplica

a TV se puede invertir trivialmente, con lo que se llega a

. I; 1
_ ik v [ sk i k k
0 Tk 4 e ((2 —em2T0(5w0 —em2(5wi )

1 7 )
X <ﬁsw + 20" (60 + 6552)) + O(€?)
. y 1
= TF+1TrT (ﬁsw’“ +2r% (05 + 5{;5‘3)) + O(€%). (3.65)

Obsérvese que el tltimo paso se sigue de S,,* = O(e) y I'%, = O(e). Ademds,

combinando las ecuaciones (3.63) y (3.65) es posible obtener

: 1 T,
0="T°+THT" (ﬁs,w’“ + 2T (60 + 5552)) T—’; +O(€%). (3.66)

Usando las ecuaciones (3.65) y (3.66) se nota que el centro de masa sigue una ecuacién
de tipo geodésicas, es decir, una de la forma

0=17+T9,T"T", (3.67)

en la que los simbolos de Christoffel efectivos estan dados por

o Lk

I7, = (5;; + 5%

1
) (WSW’“ + 2T (60 + 5552)) + 7w’ + O(€%), (3.68)

donde ,,° es un tensor indeterminado tal que 7,,°T*T" = 0.

Es notable que con este calculo relativamente simple se puede extraer una parte
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de la geometria efectiva que se “leeria” al explorar el espacio-tiempo con objetos
extendidos. Ademads, resulta que en el limite de relatividad especial el efecto generado
por los simbolos de Christoffel efectivos se anula, lo que es consistente con el resultado
que el centro de masa en dicho limite sigue geodésicas. Este hecho por si sélo es
interesante ya que dice que si no hay curvatura, con cualquier objeto extendido se
puede explorar el espacio-tiempo y hacer una mediciéon acertada de la geometria. En
el caso que hay curvatura resulta interesante que, ademas de la contribucion de la
métrica a los fﬁa,

angular total del objeto extendido, lo que indica que la geometria que se extrae al

hay un efecto, codificado en S,,", debido al momento y el momento

usar objetos extendidos depende de las caracteristicas de los mismos.

La libertad de fijar los 7,,* puede entenderse por el hecho que el procedimiento
no extrae todos los simbolos de Christoffel efectivos sino unicamente aquellos a lo
largo de la tangente al centro de masa. Es importante notar que esto mismo sucede
en el caso idealizado en el que se intenta conocer la geometria del espacio-tiempo con
particulas puntuales: para conocer toda la geometria en la vecindad de un punto se
deben hacer pasar varias particulas puntuales y libres de forma que pasen por dicho
punto con distintas tangentes (i.e., distintos momentos). No obstante, parece que no
se puede hacer lo mismo con objetos extendidos ya que la geometria que se extrae
siguiendo el centro de masa depende de su momento total, por lo que con cada objeto
extendido se mide una geometria efectiva distinta. Esto implica que con este método
no es posible “leer” la geometria efectiva en la vecindad de un punto, y dado que
unicamente tiene sentido hablar de la geometria extraida usando particulas reales,

sugiere que la geometria, en principio, no puede ser medida.

Como se ve en el ejemplo discutido en la siguiente seccion, la geometria efectiva
difiere de la geometria “real” del espacio-tiempo por una cantidad muy pequena,
lo que explica el hecho que las observaciones concuerden con las predicciones de la
relatividad general. Sin embargo, en la situacién hipotética en la que se explora una
region microscopica del espacio-tiempo, como se debe hacer con particulas cuanticas,
parece que no es posible extraer toda la informacion geométrica. Esto motiva la
idea de que los grados de libertad de una teoria de la gravedad valida a escalas

microscopicas no son geométricos.
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De hecho, la tnica forma en la que parece factible extraer toda la geometria
efectiva en un punto es si se hace perturbativamente, ya que en ese caso el efecto
de la rotacién es despreciable, o si se tiene un espacio-tiempo donde la curvatura
esta concentrada en una region y los objetos extendidos se “tiran” desde la regién
plana. En la region plana se saben rotar de forma rigida los objetos extendidos
y la idea es que entonces se lanzarian objetos extendidos “iguales” pero rotados.
Suponiendo que se tienen todos simbolos de Christoffel efectivos en una vecindad del
punto, se puede calcular el tensor de Riemann en dicho punto con lo que se pueden
expresar las componentes de la métrica en dicha vecindad en coordenadas normales
de Riemann. A continuacién se presenta un céalculo concreto donde se obtienen,
entre otras cosas, los simbolos de Christoffel efectivos en la direcciéon de la tangente
al centro de masa y se observa como éstos dependen de las caracteristicas del objeto

extendido usado.

3.4. Un ejemplo

Para hacer un calculo concreto se toma un objeto extendido que se propaga
un espacio-tiempo tal que la métrica, en coordenadas de Fermi asociadas con una

geodésica, toma la forma simple (ver el apéndice B)

€ .
G () = Ny (1 . ERQ:Z;EJ(SU) +O(e), (3.69)

donde R es una constante tal que el escalar de Ricci cumple e R+ O(€?). Los simbolos

de Christoffel no-nulos asociados con este sistema de coordenadas son

Tio(t, T) = —%xi +O(é?), (3.70)
Iy, (t,7) = %xi + O(é?), (3.71)
i (4 7 R i gi i
e, T) 1—8(5jkx — g — Opa;) + O(€9), (3.72)
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donde al orden de interés los indices latinos se “bajan” con la identidad. Con estas

expresiones los operadores descritos en la seccién 3.2.3 toman la forma

ey (s;q,v) = —61]; Oy (s ¢+ = s 7,) (3.73)
e0v'(s;q,v) = % ( P — —5 v - v) (s ¢ + —v]) , (3.74)
e0lI)(s;q,v) = —%vi (sqi + %vl) : (3.75)
el (s; q,v) = —%UO (sqi + S;UZ) , (3.76)
Sl (s;q,v) = %vo (3qi + S;UZ> , (3.77)
edH?(s; q,v) = —Eli; {svjqi — sv'q; — (5;1)’“ (sqk + 8—22’019)} : (3.78)

Se asume que el objeto extendido estd conformado por dos particulas (de prueba)
libres, masivas y puntuales, que estan en reposo en la superficie de datos iniciales
(compuesta por los puntos con coordenada ¢ = 0), que tienen la misma masa, m/2,
y que inicialmente se encuentran separadas por una distancia a en direccion de la

coordenada z'. Més concretamente, los datos iniciales son:
r=0 — =l = gk 3.79
9y =Y 42y = @07, Py =P = 5 %0 (3.79)

Siguiendo la receta del centro de masa en el régimen linealizado y en términos de

datos iniciales (dada en la seccién 3.2.3), el centro de masa del sistema es

Xfy(r) = (7,5 + d e ed) + O(e), (3.80)
donde . ,
=2

A= = (T + 4). (3.81)

Nétese que el centro de masa estd parametrizado de forma que X°(7) = 7. Adem4s,

en el limite de relatividad especial el centro de masa se encuentra en reposo en el
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punto z' = §ia/2, que es precisamente lo que se esperaba. También es importante
mencionar que las correcciones al centro de masa debidas a la curvatura van como
€Ra, que por hipdtesis es una cantidad pequena. Més ain, si se toma el limite en
el que el tamano del objeto extendido, a, va a cero, entonces el centro de masa
es una geodésica. No se ha hecho mencién anteriormente pero en espacio-tiempos
con curvatura la tangente a la curva centro de masa no coincide con el momento
total normalizado sobre dicha curva. Esto se puede mostrar explicitamente en este
ejemplo ya que la 4-velocidad del sistema “que ve al objeto extendido lo mas en

reposo posible”, que es proporcional al momento total, es

Ra? Rart
2z = oM - Me——
UM (X ) = 0 <1+6144)+51636 : (3.82)

que evidentemente no coincide con la tangente (normalizada) del centro de masa.
Este es un ejemplo de una propiedad que satisface el centro de masa en relatividad

especial y que no se sigue cumpliendo en el caso en el que hay curvatura.

Maés aun, de los resultados del apéndice D se sigue

; ‘ i eR
{dm) Py} = Omnd” (1 + Eq{“m)équémo + O(€), (3.84)
i P eR
(@ oy} = O (1 - Eqgm)(sjkqgfm)) +0(e?), (3.85)
Pm)
0 i — 5 €R 2 i g o0 5ok O(e2 386
Pomy Pyt = Omn g (Mm)Gim) — 2P(em) Gy 038Py ) + O(€7), (3.86)
P (im)
i : GR i ;
{p(m)vp%n)} = _45mn§Q([m)p{1n) + O(€2>7 (3.87)

donde se supone que los paréntesis de Poisson entre particulas distintas se anulan.

Ademas, hay que recordar que q?m) = 0 y 7 tienen paréntesis de Poisson nulos con los

demés objetos. Estas expresiones permiten calcular los paréntesis de Poisson entre
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las componentes del centro de masa a orden lineal. Es facil notar que
(X1, X1} ={at,, o), } + e{a,, 020, } + e{oxh,, 2%, } + O(€?), (3.88)

por lo que basta calcular {z%,,z%,} con las ecuaciones (3.83-3.87), mientras que
{a%,, 62} se puede obtener con la precision necesaria usando esas mismas ecuaciones
pero despreciando los términos O(e). Al hacer esto y evaluar el resultado en los datos

iniciales dados en (3.79), se obtiene que, para este caso particular,
{Xin, X3} = O(€). (3.89)

Dado que el espin del objeto extendido y tensor de Weyl del espacio-tiempo son cero
(al orden que se est4 trabajando), esta tltima ecuacién sugiere que { X%, X7 } podria
depender de estas dos cantidades, lo que ademas es consistente con lo obtenido en

relatividad especial.

Por ultimo, si el centro de masa fuera una geodésica del espacio-tiempo (no necesa-

riamente parametrizada de manera afin), entonces tendria que satisfacer la ecuacién
cn o L vp vo
aXy = Xy + T X0 Xhr, (3.90)

donde los puntos son derivadas respecto al parametro 7y « es una funcién arbitraria

sobre la curva centro de masa. La componente cero de esta ecuacion es

L R L
o =T9 X0,X5, = %(XM)ZX}QX}W +0(&) = 0(e?), (3.91)

donde se usan las ecuaciones (3.70-3.72) y el hecho que X%, = O(e). Por tal motivo,
para que el centro de masa sea una geodésica es necesario que las componentes

espaciales de la ecuacién (3.90) cumplan

0= X3+ T (X9)2+T%, X1, X5 +0(%) = X, +Ti+0(e?) = X&—;—(jagm(é).

(3.92)

Esta ecuacién se satisface para la componente ¢ = 1, pero no para el resto de las
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componentes espaciales. De hecho, para que se cumpla la ecuacién anterior habria

que reemplazar

Too(Xar) = To(Xar) = Dgo(Xar) + O(), (3.93)
~ eRa

Loo(Xar) — Dgo(Xar) =T5(Xnr) — 36 + 0(€%), (3.94)
~ eRa

T(Xa) = Th(Xar) = To(X) = S +0(). (3.95)

Si se hacen estas sustituciones en la ecuacién (3.90), dejando el resto de los simbolos
de Christoffel intactos, se tiene la ecuacion de tipo geodésicas satisfecha por el centro
de masa, por lo que se ha obtenido la geometria efectiva descrita en la secciéon anterior.
En este caso fue facil encontrar parte de la geometria efectiva “leida” por el centro
de masa y no fue necesario llevar a cabo el procedimiento discutido en la seccién
3.3. Dado que los lN“f;U dependen de a, se observa explicitamente que la geometria
efectiva es distinta segiin sea el tamano del objeto extendido, como se anticipa en la
seccion 3.3. Mas ain, se nota explicitamente que de todos los ff;a este procedimiento
tinicamente permite extraer los I'},(Xs), lo que también se menciona en la seccién
anterior.

El trabajo presentado en este capitulo conlleva conclusiones interesantes sobre la
geometria del espacio-tiempo y la forma como ésta se puede explorar. Sin embargo,
todavia quedan muchas cosas por investigar en esta direccion, algunas de las cuales

se enumeran en la siguiente seccion.

3.5. ;Qué sigue?

En esta seccion se enumeran algunas direcciones por las que se podria continuar
este trabajo asi como algunas preguntas que podrian atacarse.
Objetos extendidos mas realistas y geometrias mas generales

Una direccion en la que se puede continuar el trabajo presentado en este capitulo

es sustituyendo la coleccién de particulas puntuales que conforman al objeto extendi-
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do por un fluido perfecto. En este caso se podria comparar al centro de masa con las
cantidades geométricas que describen a una congruencia de geodésicas, mismas que
satisfacen la ecuacién de Raychaudhuri [57]. También se pueden estudiar espacio-
tiempos mas generales para investigar, por ejemplo, como se relaciona la geometria
efectiva con las propiedades de los objetos extendidos. De hecho, con el tratamiento
perturbativo descrito en este capitulo, se podria extraer toda la geometria efectiva en
un punto ya que las correcciones de “rotar” a los objetos extendidos serian del orden
que se desprecia, lo que permitiria indagar la posibilidad de definir covariantemente
una geometria promedio al menos en dicho régimen, que es un concepto interesante

por si mismo.

Asociatividad en la definicion del centro de masa

Como se menciona en la seccion 3.2.1, la receta del centro de masa no es “asocia-
tiva”, es decir, al calcular el centro de masa de un objeto extendido compuesto por
particulas puntuales, no es posible, en general, obtener primero el centro de masa de
un subconjunto de dichas particulas y usar este punto para representar al subcon-
junto cuando se realiza el calculo del centro de masa de todo el objeto extendido. En
la referencia [12] se describe la causa en el caso en que el espacio-tiempo es plano: la
receta del centro de masa utilizada considera tinicamente particulas puntuales, que
no tienen espin, pero un conjunto de particulas puntuales puede tener espin, mismo
que no se toma en cuenta al representarlo por su centro de masa. La propuesta he-
cha en la referencia [12] es incluir el espin de cada componente del objeto extendido
al calcular el momento total y después utilizar la ecuacién (3.12) para encontrar el
centro de masa. Resulta que con esta modificacién, el centro de masa se vuelve aso-
ciativo por lo que seria interesante investigar si es posible hacer algo similar en la

definicién del centro de masa en relatividad general para que también sea asociativa.

.Y las particulas cuanticas?

En una teoria cuantica de campos en un espacio-tiempo general el tensor de

energia-momento del campo cuantico es un operador y es de esperarse que con €l se
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pueda realizar la construccion del centro de masa. En este caso el centro de masa
serfa un operador que podria ser pensado como el operador posicién. El hecho de
que clasicamente las componentes espaciales del centro de masa tienen paréntesis
de Poisson no-nulos entre si implica que no es posible medir simultaneamente y con
infinita precision todas las componentes de la posicién de un sistema cudntico.

Lo primero que se propone es investigar la relacion general que satisfacen los
paréntesis de Poisson de las componentes del centro de masa. Este es un célculo
complicado porque los paréntesis de Poisson estan asociados con el formalismo Ha-
miltoniano, mismo que requiere de una foliacion del espacio-tiempo. Por el contrario,
la definicién del centro de masa se basa en un campo vectorial (el de las 4-velocidades
de los observadores que verian al objeto extendido “lo més en reposo posible”) que
en general no es globalmente ortogonal a hiper-superficies, por lo que no hay una
foliacién natural del espacio-tiempo asociada con un objeto extendido. De hecho, se
sabe del caso en el que el espacio-tiempo es plano que dichos paréntesis dependen
del espin del objeto extendido, por lo que parece interesante estudiar las implicacio-
nes cuanticas de este resultado. Ademas, se espera que estos paréntesis de Poisson
también dependan de la curvatura en el entorno del objeto, por lo que, recordando
que el principio de equivalencia tinicamente se satisface para particulas puntuales,
parece entonces que la misma curvatura podria indicar cuando es posible hacer que
su efecto sobre un estado del campo cuantico “desaparezca”.

Vale la pena aclarar que el operador posicién asi construido no seria la gene-
ralizacién del operador de posicién para mecanica cuantica relativista definido por
Newton y Wigner (descrito en el apéndice E), ya que para este tltimo sus distintas
componentes conmutan entre si. Ademas, no hay forma de traducir el formalismo de
Newton y Wigner a espacios curvos ya que éste utiliza el operador de traslaciones

espacio-temporales que no se sabe definir cuando hay curvatura.



Capitulo 4
Conclusiones

En esta tesis se estudian posibles manifestaciones de una presunta estructura
discreta del espacio-tiempo y la forma como se puede explorar su geometria con
particulas reales. En particular, se asume que la relatividad general no es una teoria
fundamental y se buscan pistas de los principios que puedan sustentar una teoria
cuantica de la gravedad consistente. Se parte de observar que una estructura granular
del espacio-tiempo que viola la invariancia de Lorentz esta practicamente descarta-
da ya que, si existiera, sus efectos ya hubieran sido detectados. Es dificil imaginar
una estructura discreta del espacio-tiempo que no viole la invariancia de Lorentz,
no obstante, en el capitulo 2 se estudian posibles consecuencias empiricas de dicha
estructura. El modelo que se construye es covariante y no sufre de ambigiiedades.
Ademas, el hecho de que se puedan poner cotas sobre sus parametros libres implica
que es posible contrastarlo con experimentos, de hecho, se presenta el analisis de un
experimento con el que se estan buscando empiricamente los efectos que predice el
modelo, mismos que, en caso de ser observados, constituirian la primera evidencia
experimental de una estructura del espacio-tiempo distinta a la considerada por la
relatividad general. Es importante mencionar también que, atn si el efecto conjetu-
rado por el modelo no se observa, este trabajo es relevante debido a que en tal caso
se contarian con nuevas cotas experimentales que podrian poner a prueba a algunos
de los candidatos a ser la teoria cuantica de la gravedad.

El término de acoplamiento al que se llega en el modelo parece poco natural.

79
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Esto se piensa como una consecuencia del hecho de que el modelo esta formulado en
el lenguaje de un espacio-tiempo suave y posiblemente dicho término se vea natural
si se escribe usando los grados de libertad de una teoria cuantica de la gravedad.
Por otra parte, es interesante recalcar que el modelo parece violar el principio de
equivalencia en el sentido de que, por la forma como se acopla la gravedad con la
materia, la gravedad no desaparece cuando las particulas se encuentran en caida
libre. Sin embargo vale la pena recordar que, como se discute en la referencia [39],
no existe una formulacion satisfactoria del principio de equivalencia a nivel cuantico.
Ademas, el modelo sugiere que una teoria microscopica del espacio-tiempo podria

incluir violaciones a paridad e invariancia temporal.

Un formalismo fenomenolégico, inspirado en el modelo descrito anteriormente,
se utiliza para explicar una observacion astrofisica que puede ser entendida si el
cociente de masas protén-electrén depende de la densidad del medio. El modelo
que se construye para explicar la dependencia de dicho cociente tiene las ventajas
de no involucrar campos que no han sido observados, ser covariante y no violar
la invariancia de Lorentz. La idea bésica es que la gravedad se acopla de manera
no-minima a los distintos campos cudnticos modificando el término usual de masa
de forma que dependa del entorno gravitacional. Sin embargo, como se discute en la
seccion 2.2.1, los experimentos hechos en la Tierra permiten descartar el modelo. Aun
asi, la exploracion de este modelo ejemplifica el tipo de ideas en las que esta basada
esta tesis: la gravedad, cuyas implicaciones mas profundas se desconocen ya que no
se comprende su versién cuantica, podria tener alcances insospechados y proveer

explicaciones viables de fenémenos con los que no se suele asociar.

El modelo fenomenolégico de gravedad cuantica deja otra leccién: la gravedad
podria afectar de forma inusual a la materia en un estado netamente cuantico, i.e.,
que no tiene analogo clasico. Esto se motiva por la observacion de que, en el modelo
fenomenolégico de gravedad cuantica presentado en esta tesis, s6lo la materia po-
larizada siente el efecto causado por la hipotética granularidad del espacio-tiempo,
dando pie a la pregunta ;puede la gravedad afectar de forma insospechada a la mate-
ria cuando ésta se encuentra en estados cuanticos? Con esta serie de ideas en mente

se propone una forma de parametrizar violaciones al principio de equivalencia por



81

particulas inestables, mismas que solo pueden ser explicadas por medio de la mecani-
ca cuantica. Se parte del hecho que en mecanica cuantica no-relativista se cumple
el principio de equivalencia en el sentido de que se obtienen los mismos resultados
al describir una particula en un sistema de referencia inercial sujeta a un campo
gravitacional uniforme y al estudiarla libre pero vista desde un marco de referencia
acelerado. Por otra parte, para describir una particula inestable se supone que su
masa es compleja. Juntando estas dos ideas se llega a la ecuaciéon que, si satisfa-
ce el principio de equivalencia, describe a una particula inestable, no-relativista y
cuya constante de decaimiento es pequena. Introduciendo un término adicional a
esta ecuacion, que contiene un parametro fenomenolégico a ser determinado por los
experimentos, se obtiene la ecuaciéon que parametriza violaciones del principio de
equivalencia. Se propone entonces probar esta ecuaciéon haciendo pasar un haz de
particulas inestables por un experimento tipo COW y se argumenta que, de haber

violaciones al principio de equivalencia, en este experimento podian ser observadas.

Por otra parte, el hecho de que las particulas, cuya descripciéon fundamental es
cuantica, no sigan trayectorias entra en contradicciéon con la manera como se explora
el espacio-tiempo segtn la relatividad general. Dado que un objeto extendido (clésico)
tampoco sigue una (dnica) trayectoria, se modela a las particulas reales por dichos
objetos, mismos que se representan por su centro de masa (que puede definirse de
forma covariante). La sorpresa es que, atin en ausencia de fuerzas externas, el centro
de masa no sigue geodésicas del espacio-tiempo, por lo que si se usan objetos reales
para “leer” la geometria identificando las trayectorias de sus centros de masa con

geodésicas, no se estd midiendo la geometria “real” del espacio-tiempo.

En esta tesis se describe un formalismo para obtener la geometria que se “lee”
si se representa a los objetos extendidos libres por su centro de masa. Resulta que
dicha geometria depende de las caracteristicas de los objetos extendidos como su
momento y momento angular. Como para extraer toda la informacién geométrica de
un punto del espacio-tiempo se necesitan varios objetos extendidos que pasen por
dicho punto con distintas direcciones y dado que la geometria que se extrae depende
del momento del objeto extendido, se concluye que en general no es posible obtener

todas las componentes de la geometria efectiva. Esto sugiere que quiza no exista una
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forma covariante de medir la geometria del espacio-tiempo, lo que a su vez implicaria
que el espacio-tiempo a escalas microscopicas no debe describirse geométricamente (lo
que refuerza las ideas planteadas en las referencias [20, 54]). Esta es la consecuencia
mas importante de esta parte del trabajo.

Asimismo, parece posible construir, en el marco de una teoria cudntica de campos
en un espacio-tiempo general, un operador posicion a partir de la definicion del
centro de masa. Se sabe que las componentes espaciales del centro de masa tienen
paréntesis de Poisson no-nulos entre si, por lo que, de acuerdo a una nocién de
posicién asociada con este operador, en general los estados de los campos cuanticos
no pueden ser localizados. En particular, se sabe que para particulas con espin las
componentes espaciales del operador posicion conjeturado no conmutarian, por lo que
no existirian estados localizados para estas particulas. Esto implica que no se pueden
desaparecer todos los efectos de la gravedad cuando estas particulas se encuentran
en caida libre, lo que viola el principio de equivalencia (esto se suma al efecto de
Papapetrou [46] que asegura que las particulas con espin no siguen geodésicas cuando
hay curvatura). Es interesante que el modelo fenomenolégico de gravedad cudntica
presentado en esta tesis sugiere que las particulas con espin podrian ser sensibles
a efectos no-convencionales causados por la gravedad y que, en particular, implican
violaciones al principio de equivalencia. El objetivo futuro de este estudio es construir
el operador de posicién descrito porque, ademas de ser 1til en la teoria cudntica de
campos, daria indicios del grado de aproximacién con el que puede implementarse el
principio de equivalencia.

Este trabajo tiene como propdsito principal apuntar en ciertas direcciones que
deben ser exploradas méas arduamente al buscar una teoria cuantica de la gravedad
plenamente satisfactoria. Ademas del aprendizaje que se desprenda de los experimen-
tos que se proponen en esta tesis, han surgido pistas sobre cémo puede (o més bien,
de cémo no debe) formularse una teoria de la gravedad valida a escalas microscopicas,

ayudando a focalizar los esfuerzos hechos en esta direccién.



Apéndice A
Notacion y convenciones

Durante todo el trabajo se usa una métrica espacio-temporal con signatura +2
y los tensores geométricos mas importantes se definen de la misma forma que en la
referencia [57]. Ademas, los capitulos 1 y 2 estd escrito en unidades donde ¢ = A = 1,
mientras que en el capitulo 3 se utilizan unidades donde ¢ = G = 1. En general los
indices se “bajan” y “suben” con la métrica del espacio-tiempo y su inversa, pero
cuando hay mas de una métrica, éstas se escriben explicitamente.

Los indices latinos del principio del alfabeto a, b, ¢, d, e, son indices abstractos,
es decir, inicamente senalan el caracter tensorial del objeto en cuestién. En algunas
ocasiones se intercambia la contraccién de indices abstractos por la evaluacién de un
tensor, por ejemplo: G, T%S® = G(T,S). Cuando los tensores se escriben como el
argumento de una funcién, sus indices se omiten para evitar confusiones. Més atn, se
usa la notacion usual para senalar que un par de indices aparece de forma simétrica

o anti-simétrica, es decir,
1 1
T(ab) = é(Tab + Tba); T[ab] = §(Tab - Tba>7 (A1>

y el espacio tangente al punto = del espacio-tiempo se denota por V.
Los indices griegos representan las componentes espacio-temporales de un tensor
y por lo mismo corren de 0 a 3, mientras que los indices latinos de la mitad del

alfabeto, es decir, 7, j, k, [, m y n Gnicamente representan las componentes 1, 2 y 3.
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Finalmente, los indices mayuscula del principio del alfabeto latino representan pares
anti-simétricos de indices del espacio-tiempo, mismos que se enumeran con nimero
romanos con la siguiente convencion: [ =01, I1 =02, [[1 =03, [V =23,V =31y
VI = 12. Siempre que haya un término con un par de cualquiera de los indices antes
mencionados repetidos significa que hay suma sobre todos los valores que toma dicho
indice. Los indices distintos a los antes mencionados se escriben entre paréntesis y, a
pesar de que aparezcan repetidos, no se entiende la suma sobre sus posibles valores.

La notacion vectorial de poner flechas sobre los vectores y escribir las matrices
en negritas se usa exclusivamente para 3-vectores y matrices 3 x 3. En el contexto
de teorfa de campos ¢ denota un campo fermiénico y 1 = 1%, donde v* son las

matrices de Dirac. Se utiliza la siguiente convencién para dichas matrices:

1 0 . 0 oy
0_ ’ i "l A2
ol (0 _1) ¥ (_Ui 0) (A.2)

con o; representando las matrices de Pauli convencionales. Finalmente se usan los

simbolos R y & para denotar las partes real e imaginaria, respectivamente.



Apéndice B
Coordenadas asociadas con curvas

En este apéndice se introducen una forma de construir coordenadas espacio-
temporales que son utilizadas varias veces en la tesis. Estas coordenadas estan aso-
ciadas con una curva C que es temporal, suave e inextendible y pueden ser pensadas
como las mas naturales que usaria un observador. Al final del apéndice se expresa la
métrica en estas coordenadas. Se parte de un espacio-tiempo descrito por un sistema
de coordenadas arbitrario z*' vy en el que las componentes del tensor métrico estan
dadas por g,/,s. Se denota por u® al vector tangente a C respecto a su tiempo propio
t. En el punto (arbitrario) C(0) se toma conjunto de vectores' é% tales que

~a ~b

9abyly = Ny €5 =, (B.1)

donde n,, = diag(—1,1,1,1). Estos vectores se extienden a un campo ey, sobre C
imponiendo

u“Van = GZaaub — ezuaab, en(t=0)=¢e}, (B.2)

donde a® = u*V,u® es la aceleracién de C. Nétese que las ecuaciones (B.2) se reducen
a las de transporte paralelo cuando a® = 0 (en este caso a las coordenadas construidas

en este apéndice se les conoce como coordenadas de Fermi). Las ecuaciones (B.2) se

I'No se deben confundir a los indices que representan componentes con los que indican a qué vec-
tor de la tétrada se esté refiriendo.
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imponen ya que los vectores obtenidos con dichas ecuaciones cumplen

gabezelj = Ny, eo = u’, (B.3)

para todo t. Esto se demuestra al notar que sobre toda la curva C se mantiene la

ortonormalidad:
c a b o b c a a, c b
uVe(garelie,) = Gab (eyu Vel +ehu Vcey)
a b a b a b a b
= €La. Uy — €U, ap + € Uae, Ay — € aae,up = 0. (B.4)

Sea p un punto del espacio-tiempo suficientemente cerca de C para que existan

t,s € Ry un tnico v* € Vg tales que?
g0 u” =0,  gav v” =1, eXPC(t)(SU) =D (B.5)
Es posible ver que existen coeficientes €2° que satisfacen
v = Q'ef, 5V = 1. (B.6)

Con esto se definen las coordenadas de p asociadas a C, 2*, como z° = t, 2° = s’

El objetivo es encontrar las componentes de la métrica cerca de C en las coorde-

nadas x*. Para ello se hace la expansion
G (6, ) = g (C (1)) + 3" [Oigule(ry + 57 2’ [0:059wew + O(z?). (B.7)

La idea es buscar entonces expresiones para la métrica y sus derivadas espaciales
en C(t). Para demostrar que ¢,,(C(t)) = n,, primero se necesitan encontrar las

componentes de e}, en las coordenadas asociadas con C. Con ese propésito se nota

o (ON* 0O\ i 0\
! _<%> ~ 0Os (890’) =4 (6%) ’ (B2

2La definicién del mapeo exp, se encuentra en la seccién 3.2.2.

que
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con lo que es posible observar, al comparar esta relaciéon con la ecuacién (B.6), que

o (2). ®s

€ = (%)a = (%)a, (B.10)

por lo que las componentes de €, en las coordenadas z* son e} = d/;. Con esto obte-

Ademas,

nemos que las componentes de estos mismos vectores en el sistema de coordenadas

’ .7
z# . de acuerdo con la ley de transformacion de vectores, son

w w
el = Ou el = azcy . (B.11)
ozt /. ozv ) .

Esta ecuacién permite calcular las componentes de la métrica en C en las nuevas

coordenadas ya que

ax“/ aZE'/ ro
9w (C) = g (C) ( ) ( W) = g (C)e e = Ny, (B.12)
C C

OxH

donde se usan la ley de transformacion de los tensores y las ecuaciones (B.11) y (B.3).

Para encontrar las componentes de las primeras derivadas espaciales de la métrica
en C primero se calculan los simbolos de Christoffel en dicha curva. Usando el hecho
que las curvas por las que se llega de C(t) al punto p son geodésicas con tangente

v?(s) tal que v*(0) = v*, se tiene que
0 =v"(s)V, 0" (s) = v"(s)0,v"(s) + T v"(s)v"(s). (B.13)
En particular para s = 0 se obtiene
0 = 90" (s)|,_o + %, (C)v"v” = T4 (C)V'Y, (B.14)

donde se usa que para todo s
vh(s) = Q1 (B.15)
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lo que a su vez proviene de escribir la ecuacién (B.8) en componentes. Como este

resultado es valido para todo punto cercano a C, entonces se tiene
" _
Fij(C) =0. (B.16)
Por otra parte, de la ecuacién (B.2) se obtiene
0 = w’d,e, + u'Ty,(C)el, — eha,u’ + ehuya” =T (C) — a,0f — 6pa’,  (B.17)

donde se usa repetidamente ef = 0f y u” = eb. Debido a que a* = §!'a’, los tnicos

simbolos de Christoffel que en estas coordenadas son distintos de cero sobre C son

T30(C) = ai, [5(C) =d'. (B.18)

De la ecuacién que relaciona a los simbolos de Christoffel con la métrica se tiene
20 1, (C) = (009110 + OsGpp — Oubpolc - (B.19)

En particular
—2a; = —QF?o(C) = [0ig00 + Oogio — Dogiole = Digooc - (B.20)

Ademas, el hecho que 9yg,|, = 0 permite demostrar que

0 = mulip(C) = T(C) = digorle » (B.21)
0 = nul(C) + nal(C) = igjnle - (B.22)

Es decir,
OuYpole = —20,076,,a;. (B.23)

Para incluir efectos debidos a la curvatura del espacio-tiempo se necesitan calcular
las segundas derivadas de la métrica en C. Para ello se consideran cuatro familias

uni-paramétricas de geodésicas. La primera de estas familias estd determinada por
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las geodésicas que salen de los puntos C(t) con los coeficientes Q° fijos. Si se extiende
el valor de la coordenada t sobre toda la 2-superficie generada por esta familia de
geodésicas mediante la prescripcion que t sea constante a lo largo de cada geodésica,
el vector de desviacién estd dado por £ = (9/9t)". Otra familia estd formada por
aquellas geodésicas que salen del mismo punto fijo C(t) con todos los posibles valores
de Q' pero con O? yO3 fijos. Habra otra familia cuando se varfa 2 y una més para
el caso es el que 2 es variable. En estos tres tiltimos casos los vectores de desviacion

son £ = (0/0Q%)". Ademds, por ser vectores de desviacién cumplen
V'V (v"ViE5) = —Raay v 0"E L. (B.24)
Al expandir esta ecuacion se obtiene
0= & + 2% " + v (9,5, + 5Ty — D518, + Raar®), (B.25)

donde el punto significa derivada parcial en la direccion v®. Antes de obtener la
expresion correspondiente en componentes nétese que cerca de C

I — T v i

Fpa(s) =T, oo sV o,

+O0(s?) =T, | _, +s2 oTh,| _ +0(s%), (B.26)

s=0 s=0

donde se usa v¥(s) = QY. Debido a que & = §f, se obtiene, al sustituir en la

ecuacién (B.25), que para el caso p = 0:

0=0Q° 0T + T T8 — Tool 5 + Rjor”] (B.27)

5=0"

Esto a su vez implica

8(sz)OL:O = RO(jk)p|S:0 — (Sg(ljak, (B28)

donde se usan las expresiones de los simbolos de Christoffel sobre C. Més atn, de la

ecuacién del tensor de Riemann en términos de los simbolos de Christoffel se obtiene

1
- _5 jk0p|s:0 ; (B29)

1 o
OuTho| = =5 Rimo’loco + Tl Tl _,
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con lo que se llega a

8jFZO|s:O - a(jri)0’$:0+a[jPZ]o‘S:0

1 1 1
= 5 Bop’lmo + 5 Bowi’lomo — 5 Biro”l =g — o

= Rop’|,_y — Shajar. (B.30)

Andlogamente, del caso u = i se obtiene, usando & = s6f y la ecuacién (B.26),

que
0=sQQ 39,19, + T, T, —T0T% + Rju”] _ +O(s?), (B.31)
de lo que se sigue
0= [36(jFZ)i + 000 — DT — Rz’(ﬂf)p] T [33(jri)i = Rigny” ] o (B32)
Como ademds se cumple
1 1
Ty = =5 B’ loco + Tl g Thio|_ = =5 Bon"loco (B.33)
se obtiene
Olkle = 9uThy|, + Al
= SRu’(€) — 3R (C)
= 2 [R’(0) + Rt (C)]. (B.34)

Dado que se conocen las componentes de los simbolos de Christoffel a lo largo de

C, se tiene que la derivada parcial en la direccion u® es

Aok, = 2646(,04Doa; + 010,50 doa’. (B.35)

i YpYo
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Con esto llega a

1
2 [00T% — Oel'60)img = Ol s=0
1 o
- Ty Roko”| o + FO[O‘SZO FZ]U 5=0
1 Lsea,ai
= -3 Roko”| ;g — §5Zf’akaz. (B0

De esta forma,
8kF80]S:0 = ROkopls:() -+ 55@]6&7; + 80F£0|8:0 = R0k0p|szo + (5fakai + (58(90ak, <B37)

con lo que se terminan de calcular las primeras derivadas de todas las componentes
de los simbolos de Christoffel.

Para conocer las componentes de las segundas derivadas de la métrica se deriva

la expresién de los simbolos de Christoffel en términos de la métrica, obteniendo:
2(8Ugu,\)f‘§p + quka(,rﬁp = 0500 9up + 05059y — 050,90, (B.38)

Al evaluar sobre C y usar las expresiones para la métrica y sus primeras derivadas

en dicha curva se llega a
—862(52(58,52)%% + 27]#)\ [Ggl“ﬁp]c == [d,al,gup + 30(9,)91/# - aaa,ugup]c . <B39)

Sumando esta ecuacién con ella misma pero con los indices i y p intercambiados se

obtiene

OO Guple = —4525;5?,,5;;)%@].—4525;5?,,5i)a2-aj+m [0,13,] o412 [0.T7,] ,» (B.40)

vp
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con lo que a su vez es posible obtener

8,-8jgoo|c = 2R0ij0(C)—2aiaj, (B41)
4

aiajgoz|c = gRO(ij)l<C)a (B.42)
2

90igule = 3 Ruipn(C). (B.43)

Finalmente, usando la ecuacién (B.7) se pueden escribir las componentes de la métri-
ca cerca de C como

goo(t,T) = —1—2a;(t)z" + 2"’ [Roijo(C(t)) — a;(t)a;(t)] + O(z?*), (B.44)
gt 7) — gxiijOiﬂ(C(t)) + 0@, (B.45)
gkl(lf, (f) = 5kl + %$1$3Rk”l(6(t)) + 0(5133), <B46)

que son las expresiones que se usan repetidamente en la tesis.



Apéndice C

El principio de equivalencia y
particulas inestables en un

experimento COW

Este apéndice se dedica a analizar como se propaga un haz de particulas inestables
de acuerdo al modelo descrito en la seccién 2.2.2 en un experimento COW [14]. Este
experimento consiste en dividir un haz de particulas en dos, dejar que cada uno
viaje a distinta altura (por ende, en regiones con distinto potencial gravitacional) y
finalmente volver juntar dichos haces (ver el diagrama del experimento en la figura
C.1).

Se usa un sistema de referencia cartesiano adaptado al experimento donde z y 2
son, respectivamente, las coordenadas horizontal y vertical, como se muestra en la
figura C.1. Recuérdese que en los segmentos horizontales el potencial Newtoniano,
®y, es constante por lo que las particulas que provienen de x — —oo se pueden

describir por combinaciones lineales de funciones de onda de la forma
)(Z,t) = Be** Bt (C.1)

donde F es una constante real y B una constante de normalizacién. Obsérvese que

las coordenadas y y z se omiten al estudiar segmentos horizontales. Al sustituir en
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la ecuacién fenomenoldgica propuesta en la seccién (2.2.2),

. | T T »
100 = (—%V +m — i5 + (m — z§§> @N(x)) Y, (C.2)
la funcién de onda (C.1) se obtiene
B=X ik L) an(2) C3
=5 m =iz + m—z§2 ~n(2), (C.3)

por lo que k debe satisfacer

k* =2m {E - (m — zgg) Dy (z) — <m - zg)} : (C.4)

La solucién de la ecuacién (C.2) en los segmentos verticales, x(z), cumple

1

2m

Ex(z) = ( 5

r r
2 +m—i=+ (m - 155) @N(z)) x(2), (C.5)
y cuya forma explicita no se escribe porque no es relevante para lo que se busca
calcular. Para encontrar como se propagan los elementos de la base de ondas planas
por el dispositivo COW, se analiza por separado el efecto de cada uno de los dos
separadores (beam splitters) y los dos espejos sobre un elemento genérico de la base

de ondas planas.

El primer separador se localiza en el origen del sistema de coordenadas y es
necesario resolver una ecuacion de conservacién del flujo de probabilidad en este
punto. Si se marca con I al haz inicial, con I y III la parte que se va por el
segmento vertical y horizontal, respectivamente (ver la figura C.1). Después de pasar

por el primer separador, entonces las funciones de onda correspondientes son

Zﬁ[(flf,f) = B[Giklx_iEt, (CG)
Yrr(w,t) = Ox(z2)e ™, (C.7)
Gz, t) = Bpe™t (C.8)
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A
Beam
Mirror Splitter
h
v VI
II \Y4
Mirror
- X
1 11
Beam L

Splitter

Figura C.1: Esquema del dispositivo COW en el que se indican las coordenadas, los
nombres de cada segmento y la posicién de los separadores (beam splitter) y espejos
(marror).

donde k; es la misma k definida arriba pero para un valor fijo del potencial New-
toniano a lo largo del segmento horizontal inferior y C' es una constante de nor-
malizacién (compleja) tal que en el separador se cumple x(0) = 1. La ecuacién de

conservaciéon de flujo es

J1 jn‘ + ’j][! ; (C.9)

donde j; = S(¢3Vipr)/m y hay definiciones anélogas para las otras funciones de

onda. Nétese que la funcion de onda es discontinua en el separador, sin embargo,
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esto se debe la aproximacion que se usa donde los haces viajan por lineas y se
desprecia el ancho de los separadores. Suponiendo que ;’IU = p}} para algin 0 <

p < 1y normalizando ¢;(z,t) de forma que, en el separador, |j[| = 1 (lo que fija
|Br| = \/m/Rk;) se obtiene

C?

1= Lapeovo = Lapo), (.10

m

donde se usa la ecuacién (C.7). Adicionalmente, se considera que la fase en los dos
haces que salen del separador es igual a la fase del haz entrante, y algo analogo en
los espejos, ya que al final los dos haces acumulan la misma fase y sélo se busca la

diferencia entre dichas fases. Por esto, si se asume que By = |By|, se tiene By =

Ahora se calcula la parte de la funcién de onda que se propaga por la trayectoria
superior en el dispositivo COW. Etiquetando con IV a la funcién de onda en el

segmento horizontal superior, como se muestra en la figura C.1, se tiene
w[v — ijeikux—iEt7 (Cll)

donde k, es la k correspondiente en el segmento superior. En este caso la ecuacién

de conservacion del flujo es ‘ J H‘ =1J IV‘ que implica

C* (X ()X () = | Brv[*R(k.), (C.12)

donde se usa el hecho que el espejo en cuestion esta localizado en el punto z = 0,
z = h. Dado que la fase de las funciones de onda entrantes y salientes coincide, se

sigue

A= nmSOemN ) i
Yy = \/ S(x'(0))R (k) fase(x(h)) ) (C.13)
).

donde se usan las relaciones (C.10) y (C.12

A continuacion se estudia la parte inferior del dispositivo. Etiquetando con V' a
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la funcion de onda en el segmento vertical en z = L, se puede escribir
v = Dx(z)e”"*", (C.14)

donde D es una constante de normalizacion. En este caso la ecuacion de conservacion
del flujo en el espejo inferior, que se localiza en x = L, z = 0, se puede reescribir
como

R (k)
S(X'(0))
Maés aun, comparando la fase de ¥;;; v ¥y en dicho punto se encuentra que la fase

de D es e )L Entonces

D[ = |ByyyleS*0F (C.15)

. . m
Wy = emib=ibt | TPy (C.16)

donde se usa Byrr = /mp/R(k;).

En el separador que se encuentra en la parte superior, localizado en x = L,
z = h, hay que combinar las funciones de onda 7y y ¥y en una nueva funcion de
onda horizontal Wg. Para eso primero hay que estudiar el efecto del separador sobre
1y que cambia la direccion del flujo hacia la direccién del eje x. Si se denota por
Yy = By et*«®=iF 3 1a parte horizontal de la funcién de onda producida a partir de

1y por la rotacion, la condicién |jv\ = ]jw| implica

_ S(ku—k))L mp S(x*(h)x'(R))
|Byr| =€ ( ) /%(ku)\/ SO0 (C.17)

El argumento de conservacién de la fase permite fijar

By = | By |e™ " ) fase(x (h)), (C.18)
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por lo que

= mp %(X*(h)xlm))@i(kﬁkuﬂ ase pikur—iEt
Yyr ”%(/fu)\/ 3((0)) fase(x(h)) . (C.19)

Con este resultado se calcula

\IIE — w[v 4 wVI — AeikuxfiEt [ /1 _p+ \/ﬁefiAkL:| ) (CQO)

donde se define

A= \/m%( *(h)xl(h;)fase(x(h)), (C.21)

y Ak =k, — k.

La funcién de onda V¥ es un elemento de la base de ondas planas que son solucion
del dispositivo COW. Se busca la forma en la que un paquete de ondas cuya energia
estd centrada alrededor de Ej se propaga en dicho sistema. Este paquete se describe

por

U= / Z @%dﬂ (C.22)

donde f(E)/A es una funcién centrada en Ey. Si el detector esté localizado justo
después del separador superior, es decir, en x = L, la probabilidad de detectar una

particula del paquete ¥ al tiempo ¢ estda dada por

PO =1VLOP = [ [ @ s [T et ]
Xeiku(E)LfiEt[ T _p_i_\/];efz’Ak(E)L} dE'dE, (C.23)

donde se escribe explicitamente los argumentos £y E’ para evitar confusiones. Como
el detector captura particulas por un periodo largo de tiempo (que se considera

infinito) sin distinguir el orden en el que arriban las particulas, la probabilidad de
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que el detector capture una particula es
0 00 00 o0 R oy .
P = / |\IJ(L, t) |2dt _ / / / f* (E/)f(E)e—zku(E )L—iE tezk:u(E)L—zEt

[\/Tp T ﬂ)em*w'w} [\/Tp + \/ﬁe—iAk(E)L} dE'dEdt
= /00 /oo </°° ei(E’E)tdt) f*(El>f(E)eiikf‘(E/)Leiku(E)L

X [\/Tp-i— \/ﬁeiAk*(E/)L} |:\/1Tp+\/]3€—iAk(E)Li| JE'dE
= / |f(E)|2e—2%(ku)L [<1 —p) —i—pe%(Ak)L

+2v/p(1 - p) cos(afe(Ak)L)emk)L} IE
|f(Eo)PAEe2SbulFIL [(1 — p) 4 pe2SIAkE)IL

+20/p(1 — p) cos (R[Ak(Eo)IL) e%[AMEoﬂL] , (C.24)

Q

donde en el ltimo paso se aproxima la integral por su valor en el pico de f(FE) por

un cierto ancho AFE.

Notese que la interferencia que ocurre involucra sélo componentes con el mismo
valor de E definiendo una relacién entre los niimeros de onda de las rutas superior
e inferior. Si se considera el caso particular en el que £ € R y se escribe k = a + i3

donde «, 5 € R, se puede reexpresar la ecuacién (C.4) como
o — B2 =2m(E —m—m®y), 200 =ml' (1 4+ &Py) . (C.25)
Entonces f = mI' (1 +£Py) /2a y si se define v = a/m, se encuentra

1
— 2 2~2
v—2m<e+ e—l—my), (C.26)

donde e = 2m(E — m — m®y) y v es el factor de Lorentz. En este punto se utiliza

el hecho que I' < m para escribir

I
ke~ mo + ;—v (1+EDy). (C.27)
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Obsérvese que v se suele interpretar como la velocidad cuya energia cinética asociada,
mv?/2, es E — m®y — m. Ademds, hay que notar que v depende de z a través del
potencial Newtoniano, entonces se usa v; y v, para representar las velocidades en los
segmentos horizontales inferior y superior, respectivamente. De la expresién (C.24)

se obtiene

P & |f(Ep)PABe THIHENI (1 p) 4 perTHve St e

_I._2‘ /p(l — p) coS (mL(fUu — fUl)) e_FL[vU_Ul+E(UU<I>Nl_vlq)Nu)}/QvlvU]
— 2 . —TL(14+&PN,,) /vu —TL(14+&PN;) /v
[f(Eo)*AE [(1—p)e + pe

L (2N | PNy

+2+/p(1 = p) cos (mL(v, — v;)) (2_”(”1“”)/2”””e_?(TlJr vu )] . (C.28)

donde se omite escribir que v; y v, se evaluan a Ej.

Finalmente se buscan las expresiones para v; y v, para cualquier angulo 6 entre
la direccién vertical del dispositivo COW y la direccién vertical determinada por la
gravedad. El potencial gravitacional en términos de 6 para las trayectorias inferior y

superior es, respectivamente,
h h
R :g§(1—c059), Dy, :g§(1+0089), (C.29)

siendo g la aceleracion gravitacional. Como ademads se consideran particulas no-

relativistas, v & e, entonces,

2 2 mgh m
Z Ey— gh(l — o2y S By (11— 1— -
\/ o — gh(1 — cos @) \/ 0 ( 15, (1 — cosb) 25 )

Q

(%

2 2
Uy N \/—EO — gh(1 +cosf) — 2 ~ \/—EO (1 — mgh(l—FCOSQ) -
m m

donde también se desprecian los términos cibicos en y/m/FEy. Definiendo p =
vVm/2Ey y A = Lh, que es el area encerrada por el dispositivo COW, y sustitu-
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yendo en la ecuacién (C.28) se llega a

P ~ |f(E0>|2AE€—FL,u(1+§gh/2) [(1 . p)e—ﬂ"Augcos (6)/2 _i_pefl"A,u,gcos (0)/2

+21/p(1 — p) cos (mApug cos 9)}
F(Eo)PAE [(1 +2v/p(1- 1)) (1 ~Tul ~ %ﬁFugA>
+ ( — %) E0pgAcos — /p(1 — pym?u2g*A? cos? 91 : (C.32)

Q

donde en el ultimo paso se expande al mismo orden que antes. Esta es la expresion

relevante que se busca y que se usa en la seccién 2.2.2.



Apéndice D

Paréntesis de Poisson entre
posiciones y momentos iniciales en

espacio-tiempos curvos

En este apéndice se calculan los paréntesis de Poisson entre las posiciones y los
momentos de una particula relativista, puntual, libre, de masa m > 0 en un espacio-
tiempo cuya métrica tiene componentes g,,. La accién que describe la dindamica de

esta particula es

S = —m/dT = —m/s/—gwdq“dq = —m/\/—guyqﬂqut, (D.1)

donde la integral se hace sobre una posible trayectoria, 7 es el tiempo propio de la
particula y el punto representa la derivada (total) respecto a t = ¢°. De la tltima

igualdad se puede leer que un Lagrangiano para este sistema es

L = —my/—9ui"q", (D.2)
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con las componentes de la métrica evaluadas en la posicion de la particula. Entonces
los momentos conjugados satisfacen

oL

siendo v = (—g,,¢"¢")~Y? una funcién estrictamente mayor que cero. Sea h¥ tal
que gl-jhjk = ¥, es decir, la matriz inversa de aquella formada por las componentes

espaciales de la métrica, entonces

. .. T
iP=hY — — gy ). D4
! (m'y go]) (B4
Mas aun, se tiene
1 Y .3 Y
el —9wq"q" = —goo — 290:¢" — 9:54'¢
i Tl i : Tk iy
= —goo — 290l F (— - gOk) - gz’jh Fpit (— - g()k) (— - 905)
mry mry moy
1 Tk iy
= gOkthQOZ — Joo — —z—hkl—7 (D.5)
Ym o om

donde se usa la ecuacion (D.4). Despejando se llega a

1 N 2
’y:\/ + mphFlm /m D6)

Gom ™ Gon — Joo

En esta ultima ecuacién se fija el signo por la condiciéon v > 0. Con esta expresion

es posible obtener el Hamiltoniano del sistema dado por

H = (qkﬂ—k - L) ) = \/QOmhanOH - gOO\/ﬂ-khklﬂ'l + m2 - thklgol. (D?)

4=q(q,m

Es importante notar que este Hamiltoniano estd asociado con la foliacién del espacio-
tiempo por superficies de tiempo coordenado ¢ constante. Ademas, se puede verificar

directamente que las ecuaciones de movimiento provenientes de este Hamiltoniano
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son equivalentes a las ecuaciones geodésicas parametrizadas por t.

Si se imponen paréntesis de Poisson candnicos al tiempo ¢t = 0, es decir,

{d'(0),m;(0)} =], {d'(0). ¢’ (0)} = {m:(0),7;(0)} =0, (D.8)

entonces se puede demostrar que esta estructura se mantiene para todo t, i.e., que

los paréntesis de Poisson cumplen?

{d'0), 7} =6, {d'(t),d 1)} = {mi(t),m;(t)} = 0. (D.9)

Partiendo de estas relaciones, se calculan los paréntesis de Poisson de ¢' y los mo-
mentos de la particula, que son de la forma p* = «a¢”, siendo o > 0 una constante
tal que g, p'p” = —m?. Es posible notar que m? = —g,,p'p” = a2, por lo que

a = m~y. En particular nétese que p? = m~y. Con esto se tiene

{d' '} ={d" myd’} = {a', 17" (m = magor)} = W7 = mbPgor ==, (D.10)
donde se usa que g, y h¥ no dependen de ;. Ademds, como
o hzk hil i /.20
T Tk _ go +p'/p ’ (D11)
omi M2y (gomh™ gon — goo)  M(Jomh™ gon — Joo)
entonces se cumple
o - ' Bk i 7,0
(¢, 7} = WV — Wlgy % p/p (D.12)

Gom ™" Gon — Goo

1Con el tipo de argumentos que se usan en este apéndice es facil ver que {¢*, ¢’} = {¢’, ¢'}. Este
resultado junto con la identidad de Jacobi permite demostrar que {¢*, ¢’ } no cambia en el tiempo:

90’} = (a0}, HY = ~({H,a'), @}~ (¢, H).d') = (0} — 1"} =0.

Con un anélisis similar es posible deducir que el resto de las relaciones de conmutacién entre ¢* y
m; también son constantes en el tiempo.
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Debido a que m es constante y g, no depende de los momentos conjugados

0={q",—m*} = {d", 9uP"P"} = 20,u1’{d", P} = 20,00 {¢", "} + 29,P"{d", "'},
(D.13)
lo que implica . .
i —Gun?” iy g0k + /P
{¢. 0"} = —{¢ "} = —— /P
(Y Gom " Gon — goo
que es el paréntesis de Poisson entre posiciones y componentes del momento que
faltaba.

(D.14)

Falta calcular los paréntesis de Poisson entre los p*. Se comienza con

(%'} = {my, h*(m, — mygor)}
= m{y, B9} (m; — mygo;) + mh{y, m;} — m*yh{y, go; }

ij v
= mh J (pugﬂjyk aﬂ'k + 7».7) ) <D15)
donde se denota la derivada parcial de f respecto a la i-ésima coordenada por f;
y en la dltima igualdad se usa h¥ yg; = —h"g; ;. Al calcular v, explicitamente se
obtiene
0 LoV
p pp kl mn
Vi = Grph 49y — (QOmh Jon — 900) 1)
2m(gomh™ gon — Joo) ((P0)2 ! ’
0 M1 i
4 pp Pk
= Gmni — 2= GoiGrp,i + 900,1) . D.16
e (o g gk (D-10)

Los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales del momento son:

'} = {h*(mp — mygor), W (m — mygo)}
= 2R R e — mygor Yo — mayge) + BT — meygor, T — mAygo R

= 2pklipIl (5;2” - mgOk#) G+ 2mhFE Ry go,. (D.17)

Finalmente, se escriben los paréntesis de Poisson obtenidos arriba a orden lineal

en la curvatura del espacio-tiempo. Se parte del supuesto que la curvatura del espacio-
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tiempo es pequena de forma tal que las componentes de la métrica se pueden escribir

de la forma
g/w<=r> = N + €5guu(x) + O<€2)7 (DlS)

donde 7, son las componentes de la métrica Minkowskiana del espacio plano. Es
facil probar que
R (z) = 69 — e5ik5jlégkl(x) + O(€?). (D.19)

De la ecuacién (D.12) se tiene
{¢'.} = 07 —ed™6"dgu — €5ﬂ5901]% +0(e), (D.20)

donde, en esta expresién y en todas las siguientes, la métrica estd evaluada en el

punto con coordenadas ¢' y t. La ecuacién (D.14) implica a su vez

{qi,po} = l%(l — €0goo) + €6* 8 gor + 0(62). (D.21)

Los paréntesis entre los momentos se calculan de la misma forma, obteniendo:

. 5 )
{p°.p'} = mds? (6p“5gm,ka—; +'7,j) +O(e%), (D.22)
(P} = 2e6™6M5g, " + O(e?), (D.23)

donde en la tltima expresion se usa

8’7 pz EpO pmpn )
om; pom + (6)7 7, m (po)Q Gmn,i T 0900 | + (6 ) ( )

con lo que se tienen todos los paréntesis de Poisson entre las posiciones y los mo-

mentos iniciales a orden lineal en la curvatura del espacio-tiempo.



Apéndice E

Operador de posiciéon en mecanica

cuantica relativista

Este apéndice estd basado en la referencia [44] donde se construye un operador de
posicion en mecanica cuantica relativista. La idea es presentarlo porque es la tnica
formulacién de un operador relativista de posicién y de esta tesis se deriva una posible
definicion de dicho operador valida en teoria cuanticas de campos en espacio-tiempos
generales. En el formalismo presentado en este apéndice se asume que los sistemas
con los que se trabaja tienen definida la accién bajo los generadores del grupo de
Poincaré y se buscan los principios fisicos que permitan encontrar operadores de
posicién. Esto ya indica que esta construccion no es generalizable a espacio-tiempos
Curvos.

Si se conoce la funcion de onda de un estado centrado alrededor del origen espacio-
temporal 1) y el operador de traslacién espacio-temporal por a*, T'(a), entonces la
funcion de onda del sistema localizado en cualquier otro punto con coordenadas x*
es T~ (x)1. Por tal motivo se busca la funcién de onda de un estado localizado en

el origen, misma que debe satisfacer los siguientes postulados:

(a) Los estados que representan un sistema localizado en el origen forman un es-
pacio lineal cerrado Sy, es decir, la superposicién de dos estados localizados en

el origen es otro estado localizado en dicho punto.
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(b) Los elementos del conjunto Sy son invariantes ante rotaciones alrededor del

origen y reflexiones espaciales (P) y temporales (T).

(c) Si % es un estado localizado en el origen, los estados T!(z)y para todo punto
™ # 0 son ortogonales a todos los estados de Sy (porque el operador de

posicién debe ser hermitiano y por eso sus eigen-funciones son ortogonales).

(d) Los generadores del grupo de Poincaré pueden aplicarse a los estados localiza-

dos.

Por simplicidad, se consideran tnicamente particulas relativistas con masa m y

sin espin, mismas que satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon y

P’ =P+ m?, (E.1)

donde p* representa el momento de la particula. Sean ¥ (p) y ¢(p) dos funciones
de onda de estados localizados expresadas en el espacio de momentos, se define el

producto interno invariante de Lorentz entre ellas como

() = / %w%m(ﬁ)- (£.2)

La funcién de onda asociada a ¢(p) en el espacio de coordenadas es

_ 1 @ e—ixup”
o) = s | e (5.3)

con el entendido de que siempre que aparece p° se refiere al lado derecho de la
ecuacion (E.1).

El espacio vectorial generado por funciones de la forma Y7 (6, ¢) f(p) donde p =
9], 0 y o son las componentes en coordenadas esféricas del 3-momento, Y7 (6, ) son
los armonicos esféricos y f(p) son funciones arbitrarias (que también dependen de j),
es invariante ante rotaciones alrededor del punto 7= 0. Estas funciones también son

invariantes ante reflexiones espaciales. El operador de reflexién temporal T" actuando
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sobre una de estas funciones da

T(Y3(0,9) f(0)] = Y7 (=0, =) [*(p) = Y.(0,0) " (p), (E.4)

que por el postulado (b) es igual a Y (0, ¢)f(p), de donde se concluye que f(p) son
funciones reales. Dado que el operador de traslacién espacio-temporal en el espacio

de momentos es de la forma
T(a)y = e " Pugp, (E.5)

entonces, para una traslacién puramente espacial y por el postulado (c) se tiene

0 = (T(0, @), ) = / CD )2 7, (E.6)

donde @ # 0. De la transformada de Fourier inversa se concluye entonces que
|v(p )] /p° es una constante, por lo que |¢(p)| o \/_ Esto, junto con el hecho
de que f(p) es real, implica que el inico arménico esférico que cumple con los pos-
tulados pedidos es aquel donde 7 = 0, por lo que la funcién de onda en el espacio de

momentos de un sistema localizado alrededor del origen es

UolP) = G VP (E.7)

De esta forma la funcién de onda en el espacio de momentos de un estado locali-

zado en el punto con coordenadas (0, Z) es

Va(p) = T(0, =2)(p) = 5575 VP 7. (E.8)

(2 )

Usando la ecuacién (E.3) se obtiene que la funcién de onda de este estado en el
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espacio de coordenadas es

1 d? 00 iiE
) = g [ e e

1 p*dp sin 0dOd¢

(27) \/_0
— 2 dp sm(| — Jlp)e " (E.9)

V=

Esta funcion evaluada en ¢t = 0 tiene el siguiente comportamiento: tiende a cero como

€i|ffgj|pcos Gefitpo

e~™7=9 cuando |Z — ] — oo y diverge como | — 4]7%/? cuando |Z — ] — 0, lo que

es consistente con el hecho de que describe un estado localizado en 7.

Las componentes del operador de posicién, X?, se definen por medio de la funcién

de onda de estados localizados en el espacio de momentos a partir de la relacién

X'z(p) = 'tz (). (E.10)

Una funcién de onda general en el espacio de momentos ¢(p) puede escribirse como

combinacién lineal de las funciones de onda de estados localizados 1z(p) de la forma

BhdPz\| =T FP (k) (E.11)

o(5) = /d3 A7), () e(P)

kO

por lo que

i 1 P i e 7
Xip(p) = 2 /d?’kd?’m/@xe k=0) (k)

_ (.9 i 1 P w7
- (’api 2<p°>2) = d3’“d3‘”\/;6 TTok)
0 o
- (@'ap,.—%(]ﬁy)m (B12)
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donde se usa la ecuacion (E.1). De esta forma, el operador de posicién en el espacio

de momentos es

, 0 i P
X'=1 - — . E.13
Este operador puede transformarse al espacio de coordenadas obteniendo
Xip(x) = 2'p(x) + — / aiy e 00W) (E.14)
x)=x'¢(x) + — .
sn) VTR oy

que contiene como primer término el operador de posicién que se usa en la mecanica
cuantica ordinaria. Es importante notar que las distintas componentes del operador
de posicién obtenidas con este analisis conmutan entre si, por lo que no puede coin-
cidir con un operador posiciéon construido a partir del centro de masa relativista que

se usa en esta tesis.
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