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Resumen

En esta tesis se buscan pistas sobre una posible estructura del espacio-tiempo

a escalas microscópicas. Se comienza argumentando que la relatividad general no

puede ser una teoŕıa fundamental de la naturaleza, lo que motiva la idea de que

el espacio-tiempo a escalas microscópicas puede tener una estructura discreta. Se

discute la evidencia que soporta el hecho de que dicha estructura debe respetar la

invariancia de Lorentz y se presenta un modelo fenomenológico que permite buscar

emṕıricamente sus efectos. La posibilidad de observar estos efectos es discutida y se

describe un experimento con el que se ponen cotas sobre algunos de los parámetros

libres del modelo. Más aún, se analiza la posibilidad explorar con más detalle las

consecuencias del modelo en otro experimento.

Motivado por las ideas descritas anteriormente se construye un modelo para ex-

plicar una discrepancia estad́ıstica en las mediciones de la velocidad de las moléculas

de amoniaco en nubes interestelares. Una posible explicación de esta observación es

que el cociente de masas electrón-protón dependa de la densidad del medio. Se pro-

pone entonces una interacción no-convencional entre la gravedad y la materia que

genera una masa efectiva dependiente del entorno gravitacional. Sin embargo, los

valores que deben tomar los parámetros del modelo para explicar las observaciones

antes mencionadas entran en contradicción con experimentos, por lo que es posible

descartar el modelo.

Otra conclusión que se obtiene del modelo fenomenológico para describir los efec-

tos de la estructura microscópica de espacio-tiempo, es que las part́ıculas en estados

cuánticos (i.e., cuya descripción no tiene un análogo clásico) podŕıan no satisfacer el

principio de equivalencia. Por ello se intenta buscar violaciones emṕıricas de dicho
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ii Resumen

principio por part́ıculas inestables. Con este objetivo en mente se formula un esque-

ma que permite parametrizar violaciones al principio de equivalencia por part́ıculas

inestables, para lo que se parte de dos hechos: que las part́ıculas inestables se des-

criben por una masa compleja y que la mecánica cuántica no-relativista incorpora el

principio de equivalencia (en el sentido que se obtienen los mismos resultados si se

estudia una part́ıcula bajo la acción de un potencial gravitacional Newtoniano en un

sistema de referencia inercial, o si se considera libre pero en un sistema acelerado).

Mezclando estos resultados se llega a la ecuación que satisface una part́ıcula inestable

si cumple con el principio de equivalencia, misma que se modifica para parametrizar

violaciones a dicho principio. Además, se analiza la posibilidad de buscar este efecto

en un experimento particular.

También se estudia la forma como se puede explorar el espacio-tiempo con part́ıcu-

las reales, mismas que son descritas por medio de la mecánica cuántica. La motivación

es que, de acuerdo con la relatividad general, la geometŕıa del espacio-tiempo se mide

al identificar las trayectorias de part́ıculas puntuales y libres con geodésicas. Debido a

que las part́ıculas, de acuerdo con la mecánica cuántica, no siguen trayectorias, surge

la pregunta de cómo es posible medir la geometŕıa del espacio-tiempo. En concreto,

se plantea la posibilidad de asignar a una part́ıcula cuántica una ĺınea de mundo que

la represente. Este problema es complicado por lo que se propone, como un primer

paso, modelar a las part́ıculas cuánticas por objetos clásicos y extendidos, mismos

que pueden ser representados por su centro de masa. Se presenta una definición co-

variante del centro de masa en espacio-tiempos curvos y se discuten algunas de sus

propiedades, entre las que destaca el hecho de que, aún si el objeto extendido es li-

bre, la curva trazada por el centro de masa no es una geodésica. Por tal motivo, si se

representa a un objeto extendido por su centro de masa y su trayectoria se identifica

con una geodésica, no se estaŕıa midiendo la geometŕıa “real” del espacio-tiempo,

sino una geometŕıa efectiva que depende de las caracteŕısticas del objeto usado. Se

plantea un formalismo para extraer dicha geometŕıa efectiva y se argumenta que no

es posible medir consistentemente la geometŕıa efectiva. Estos resultados conllevan

a cuestionar el rol que puede tener la geometŕıa cuando el espacio-tiempo debe ser

explorado por part́ıculas cuánticas.



Abstract

In this work we search for clues of a hypothetical microscopic structure of space-

time. We begin by arguing that general relativity cannot be a fundamental theory of

Nature, motivating the idea that spacetime at microscopic scales could have a dis-

crete structure. We present some evidence supporting the fact that this microscopic

structure must respect Lorentz invariance, and we build a phenomenological model

that allows to empirically search for its consequences. We also discuss the possibility

of observing the effects predicted by the model and we describe an experiment used

to put bounds on some of its free parameters. Moreover, we analyze an other type

of experiments in order to look for the consequences predicted by the model.

Inspired by this model we construct a scheme that could explain a statistical

discrepancy on the measured velocity of ammonia molecules in interstellar clouds. A

possible explanation for this observation is that electron to proton mass ratio depends

on the medium density. Thus, we present a non-conventional interaction between

gravity and matter that generates an effective mass depending on the gravitational

environment. However, the values that the parameters of the model need to take in

order to explain the observations are contradicted by experiments, discarding the

model.

An other conclusion obtained from the phenomenological model built in order to

look for effects of the discrete structure of spacetime on matter, is that particles in

quantum states (i.e., having no classical analog) could violate the equivalence princi-

ple. Therefore, we study the possibility that unstable particles violate this principle,

starting by noticing two facts: unstable particles are described by a complex mass

and non-relativistic quantum mechanics incorporates the equivalence principle (in

iii



iv Abstract

the sense that the same results are obtained if a particle is studied under the ef-

fects of a Newtonian gravitational potential in an inertial reference frame, or if it is

considered free but in an accelerated frame). Combining these results it is possible

to obtain the equation that describes an unstable particle if the equivalence princi-

ple is satisfied, and this equation is modified in order to parametrize violations to

this principle. Furthermore, we suggest to look for these violations in a particular

experimental setup.

In addition, we study the way spacetime can be explored with real particles,

which are described by quantum mechanics. According to general relativity, space-

time geometry is obtained by identifying the trajectories of free point-like particles

with geodesics. Given that, according to quantum mechanics, particles do not fo-

llow trajectories, how can spacetime geometry be measured? In order to attack this

question we study if it is possible to assign a world-line to a quantum particle co-

variantly. This problem is complicated and we propose, as a first step, to model

quantum particles by extended classical objects which are represented by its center

of mass. We present a covariant definition of the center of mass in curved spacetime

and we discuss some of its properties, including the fact that the center of mass of

a free extended object does not follow a geodesic. Therefore, if an extended object

is represented by its center of mass and its trajectory is identified with a geodesic,

one would not measure the “real” spacetime geometry but an effective geometry that

depends on the properties of the extended object. We outline a procedure built to

extract this effective geometry and we argue that it is impossible to measure the

effective geometry consistently. These results allow us to question the role of the

geometric language when dealing with spacetime in the regime where it must be

explored with quantum particles.
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en la ciencia... y en la vida. Y además que “piano piano se va lontano”. A Chrysso-

malis de quien aprend́ı que después de cualquier buen comentario puede haber una
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación general y el punto de partida

La relatividad general, que es la teoŕıa aceptada de la gravitación, modificó sus-

tancialmente las nociones de espacio y tiempo al entenderlos como un ente unificado,

el espacio-tiempo, que además es dinámico. Dicha teoŕıa supone que el espacio-tiempo

es una variedad diferencial métrica cuya geometŕıa debe ser compatible con la ma-

teria de acuerdo con las ecuaciones de Einstein. El hecho de que la materia, que es

la fuente del campo gravitacional, satisface los principios de la mecánica cuántica y

algunos resultados encontrados en el marco de la relatividad general sugieren que la

manera como se entiende el espacio-tiempo debe ser modificada para tener una des-

cripción consistente de la naturaleza. Los principales argumentos en esta dirección

son:

1. Cuando la materia se encuentra en super-posición de estados, es de esperarse

que la gravedad responda “cuánticamente”. Se ha propuesto como solución

tomar el valor de expectación del tensor de enerǵıa-momento de la materia con

algún estado antes de igualarla a la geometŕıa en las ecuaciones de Einstein.

Esta propuesta, llamada gravedad semi-clásica [36], en ciertos casos es una

buena aproximación pero no resuelve todos los problemas fundamentales ya

que, por ejemplo, si se estudia una part́ıcula en super-posición de estados de

1



2 Introducción

posición, durante el proceso de colapso habŕıa un cambio discontinuo y no-

causal en la geometŕıa.

2. Es bien sabido que si se toman las leyes de la termodinámica y se hacen las

sustituciones

E →M, T → ακ, S → A

8πGα
, (1.1)

donde E, T y S son, respectivamente, la enerǵıa, la temperatura y la entroṕıa

mientras que M , κ y A son la masa, la gravedad superficial y el área de un

agujero negro estacionario, con G la constante de Newton (se utilizan unidades

donde c = ~ = 1) y α una constante aún indeterminada, se obtienen leyes que

rigen a dichos agujeros negros [6]. Se sabe que E y M representan la misma

cantidad f́ısica pero se pensaba que ah́ı terminaba la analoǵıa porque se créıa

que los agujeros negros no tienen temperatura. Sin embargo, cuando se toman

en cuenta efectos cuánticos se puede calcular que la temperatura de un agujero

negro es κ/2πkB [58], siendo kB la constante de Boltzmann. De esta forma se

encuentra que α = (2πkB)−1. Esto a su vez implica que, para que esta analoǵıa

sea completa, la entroṕıa del agujero negro debe ser S = kBA/4G sugiriendo

que el espacio-tiempo tiene una descripción fundamental no-trivial tal que hay

∼ eA/4G micro-estados compatibles con el agujero negro descrito arriba.

3. La relatividad general contiene soluciones con singularidades, como los agujeros

negros y el Big Bang que se da al inicio del universo. Estas singularidades son

genéricas e inevitables, como se demostró en los teoremas de singularidades

de Hawking y Penrose (ver [57]). Este resultado conlleva a suponer que la

relatividad general puede ser una teoŕıa no-fundamental y se suele considerar

que el rango de validez de la relatividad general está delimitado por la longitud,

el tiempo y la enerǵıa (masa) de Planck, mismas que se obtienen al combinar

las constantes fundamentales de la relatividad general y la mecánica cuántica
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de la siguiente manera:

lPl ≡
(
G~
c3

)1/2

≈ 1.6× 10−35 m, (1.2)

tPl ≡
lPl
c
≈ 5.4× 10−44 s, (1.3)

MPl ≡
c4lPl
G
≈ 1.3× 1019 GeV. (1.4)

4. Se conocen cuatro interacciones en la naturaleza: la gravedad, la electromagnéti-

ca, la débil y la fuerte. De éstas, todas excepto la gravedad se describen con-

sistentemente en el formalismo de la teoŕıa cuántica de campos1. La gravedad

cuántica entonces podŕıa ayudar a construir un formalismo en el que todas

las interacciones están unificadas, y a su vez es de esperarse que aśı se entien-

da mejor nuestro universo. De hecho, vale la pena mencionar que no se sabe

cómo construir de forma satisfactoria una teoŕıa cuántica de la gravedad sobre

un fondo fijo en la que se supone que todas las part́ıculas se propagan en un

espacio-tiempo no-dinámico2 y donde la interacción gravitacional es mediada

por part́ıculas sin masa, de esṕın 2 y cuya dinámica está regida por las ecuacio-

nes de Einstein, ya que se llega a una teoŕıa no-renormalizable que, por ende,

no puede ser fundamental.

5. Aún en las teoŕıas cuánticas de campo que son renormalizables, no se sabe cómo

definir rigurosamente la teoŕıa completa, i.e., incluyendo la parte no lineal en

los campos. Es posible entonces que una estructura discreta del espacio-tiempo

dé lugar a un corte no-trivial en el espacio de momentos que ayude a lidiar con

estos problemas.

A las teoŕıas que pretenden incluir consistentemente a la relatividad general y a

la mecánica cuántica, y que además describiŕıan la estructura del espacio-tiempo a

1Este formalismo permite unificar las fuerzas electromagnética y débil en la llamada interacción
electro-débil

2En este enfoque se está despreciando el hecho de que la gravedad, además de ser una interacción,
determina la estructura causal del espacio-tiempo.
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escalas microscópicas, se les conoce genéricamente como teoŕıas de gravedad cuánti-

ca y entre ellas destacan la teoŕıa de cuerdas y la gravedad cuántica de lazos. La

teoŕıa de cuerdas parte de la suposición de que todas las part́ıculas son en realidad

distintas manifestaciones del mismo objeto unidimensional (llamado cuerda) y que,

dependiendo de la forma como este objeto “vibra”, se perciben part́ıculas con dis-

tintas caracteŕısticas como su sabor, su carga y su esṕın. Al cuantizar una acción

para las cuerdas que generaliza aquella de una part́ıcula puntual, relativista pun-

tual y libre (i.e., sujeta únicamente a efectos gravitacionales), se obtienen todas las

part́ıculas permitidas por la teoŕıa. Sorprendentemente, entre estas part́ıculas se en-

cuentra una part́ıcula no-masiva y de esṕın 2 que además, a bajas enerǵıas, satisface

las ecuaciones de Einstein, por lo que se considera como la portadora de la interacción

gravitacional. El problema con esta teoŕıa es que requiere de la existencia de dimen-

siones espacio-temporales adicionales a las 4 observadas. Además, en su formulación

perturbativa esta teoŕıa requiere de un espacio-tiempo de fondo que es no-dinámico,

por lo que sufre de los problemas mencionados anteriormente.

Otro candidato prometedor para ser una teoŕıa de gravedad cuántica satisfactoria

es la gravedad cuántica de lazos. En este enfoque se cuantiza la geometŕıa del espacio-

tiempo partiendo del formalismo Hamiltoniano de la relatividad general en unas

variables en las que algunas de las constricciones, que son resultado de trabajar

con dicha versión Hamiltoniana [57], se pueden solucionar. Los principales logros

de este acercamiento es que se obtiene un método no-perturbativo e independiente

de un espacio de fondo para cuantizar la geometŕıa espacio-temporal y que permite

calcular la entroṕıa de los agujeros negros satisfactoriamente. Sin embargo, no se ha

podido completar el análisis de todas las constricciones ni se sabe cómo recuperar en

detalle el ĺımite clásico. (Para ver más detalles sobre este formalismo se recomienda

la referencia [49]).

Los enfoques mencionados, y otros que no se mencionan en esta tesis, han obte-

nido resultados importantes pero no resuelven todos los problemas conceptuales que

surgen al buscar una teoŕıa cuántica de la gravedad y, sobre todo, no predicen efectos

nuevos que puedan ser buscados experimentalmente. De hecho, uno de los mayores

problemas que surgen al tratar de construir una teoŕıa de gravedad cuántica satis-
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factoria es la falta de resultados experimentales. Por tal motivo, uno de los objetivos

de esta tesis es proponer formas para buscar emṕıricamente rastros de una estruc-

tura del espacio-tiempo distinta a la predicha por la relatividad general. Además, se

intenta estudiar la relatividad general en reǵımenes donde los efectos cuánticos de la

materia no se pueden despreciar, que es un escenario que seŕıa idealmente descrito

por una teoŕıa cuántica de la gravedad, para tratar de encontrar pistas de la teoŕıa

de gravedad cuántica que se encuentra “detrás” de la relatividad general.

Es importante mencionar que hasta hace poco se créıa que únicamente era posible

observar efectos debidos a la gravedad cuántica al alcanzar la escala de Planck [32],

que está lejos del alcance de la tecnoloǵıa actual. No obstante, recientemente se

ha considerado la posibilidad de que los efectos de la gravedad cuántica puedan ser

detectados a través de violaciones a simetŕıas consideradas fundamentales en la f́ısica

actual, como CPT, que requiere que la f́ısica sea invariante ante la combinación de

conjugación de carga (C), inversión temporal (T) y paridad (P), o la invariancia de

Lorentz [15, 16, 17, 38], que asegura que localmente todos los sistemas de referencia

inerciales son equivalentes y que es la que se considera en esta tesis.

La invariancia de Lorentz se puede “romper” si existen direcciones o sistemas de

referencia privilegiados en el espacio-tiempo. Los intentos por buscar estos sistemas

de referencia se han centrado en explorar relaciones de dispersión modificadas, que

también son predichas por varios candidatos a ser la teoŕıa de gravedad cuántica

[41]. La idea básica es que si hay un sistema de referencia privilegiado asociado con

el campo vectorial W a, se podŕıa3 modificar la relación de dispersión de la siguiente

manera:

pap
a = −m2 +

ξ

MPl

E3(W ) + · · · , (1.5)

donde E(W ) = −gabpaW b es la enerǵıa asociada con W a y ξ es un parámetro real

(que puede ser distinto para cada part́ıcula). En esta última expresión los puntos

suspensivos representan potencias mayores de E(W ), que no se escriben porque van

suprimidos por mayores potencias de masa (que suele tomarse como MPl). Algu-

3Las correcciones radiativas generan todos los términos renormalizables que son compatibles con
las simetŕıas del sistema. Aśı, si existe W a, las correcciones radiativas generaŕıan los términos que
se discuten.
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nos métodos experimentales para buscar violaciones a la invariancia de Lorentz se

describen en la sección 1.2.1.

Otra forma de generar violaciones a la invariancia de Lorentz es invocando una

longitud mı́nima invariante ya que ésta entra en conflicto con las contracciones de

Lorentz. En esta dirección se han propuesto modelos, conocidos como relatividad

especial deformada (Deformed Special Relativity), en los que dicha longitud invariante

se introduce al cambiar el álgebra de Poincaré por una no-lineal [3]. El problema con

estos esquemas es que sufren de graves problemas de interpretación y, aún si se deja

esto de lado, estos modelos pueden ser prácticamente descartados por experimentos

[31, 52].

En este trabajo se considera que la invariancia de Lorentz no se rompe en la

naturaleza, de hecho, explorar las razones de esta hipótesis constituye el resto de

este caṕıtulo. Asumir que se mantiene la invariancia de Lorentz implica que si el

espacio-tiempo a escalas microscópicas tiene una estructura no-trivial que sea discre-

ta (o “granular”), ésta no es como se suele imaginar porque una estructura discreta

“intuitiva” tiene asociado un sistema de referencia privilegiado (por ejemplo, aquel

donde los elementos discretos que conforman al espacio-tiempo toman su forma más

simétrica) y, por ende, viola la invariancia de Lorentz. Vale la pena mencionar que

una estructura granular no necesariamente implica la existencia de direcciones privi-

legiadas. Por ejemplo, en gravedad cuántica de lazos el área mı́nima es el eigen-valor

más pequeño del operador cuántico de área, mismo que tiene un espectro discreto.

El espectro de dicho operador no cambia bajo transformaciones de Lorentz, lo que

se modifica es su distribución de probabilidades [50]. Cabe agregar que en otros can-

didatos a ser la teoŕıa de gravedad cuántica, a pesar de haber un espacio-tiempo con

una estructura granular, se mantiene la invariancia de Lorentz. En esta dirección des-

tacan los conjuntos causales [23, 53] donde el espacio-tiempo se reemplaza por una

colección de eventos puntuales con un orden causal y cuya distribución es azarosa,

salvo por el hecho de que su densidad está relacionada con el 4-volumen.

Con estas ideas en mente, en el capitulo 2 se presenta un análisis de carácter

fenomenológico sobre las posibles manifestaciones de una hipotética estructura gra-

nular del espacio-tiempo que respeta la invariancia de Lorentz. Estas consideraciones
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llevan a proponer un modelo concreto y bien definido en el que dicha estructura

granular, cuya forma no se especifica, podŕıa generar efectos detectables. Además,

se incluyen cotas experimentales sobre algunos parámetros libres del modelo y se

detalla un experimento que se está realizando donde el efecto podŕıa observarse.

Ahora bien, el principio de equivalencia es uno de los principios más fundamen-

tales de la relatividad general y afirma que localmente los sistemas en cáıda libre

pueden ser descritos en el marco de la relatividad especial. Este principio implica

que la gravedad es de naturaleza puramente geométrica y está incorporado en la re-

latividad general en el hecho de que el espacio-tiempo es una variedad diferencial. Es

interesante que de acuerdo con el modelo fenomenológico descrito arriba, el efecto de

la gravedad sobre la materia no desparece cuando ésta se encuentra en cáıda libre, en

una violación al principio de equivalencia. Esto sugiere que al considerar propiedades

cuánticas de la materia y/o del espacio-tiempo, el principio de equivalencia podŕıa

dejar de ser válido, por lo que probablemente no es uno de los principios sobre los que

se construya la teoŕıa de gravedad cuántica. Esta idea motiva un modelo, discutido

en el mismo caṕıtulo e inspirado en el programa fenomenológico antes mencionado,

que podŕıa explicar una discrepancia estad́ıstica en la velocidad de las moléculas

de amoniaco en nubes interestelares mediante una interacción no-convencional de la

materia con la curvatura del espacio-tiempo. En esta misma dirección se propone

(sección 2.2.2) una manera de parametrizar violaciones al principio de equivalencia

por part́ıculas inestables, mismas que deben describirse por medio de la mecánica

cuántica.

Por otra parte, el principio de equivalencia únicamente se cumple en un ĺımite

que no es accesible en la práctica ya que, de acuerdo con la mecánica cuántica, las

part́ıculas no pueden considerarse infinitamente localizadas (salvo en los instantes en

los que se mide su posición). Otra consecuencia de esta teoŕıa es que las part́ıculas

no siguen trayectorias. Esto sugiere la siguiente pregunta: si las part́ıculas no siguen

trayectorias, y dado que la geometŕıa del espacio-tiempo se explora identificando las

ĺıneas de mundo de objetos libres, puntuales y de prueba con sus geodésicas, ¿cómo

es posible estudiar, en principio, la geometŕıa del espacio-tiempo? Nótese que esta

pregunta es particularmente relevante si se tiene en mente que existe una escala en la
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que la geometŕıa del espacio-tiempo debe ser explorada con part́ıculas “cuánticas”.

Esto da pie al trabajo presentado en el caṕıtulo 3 donde se estudia la manera como

se explora la geometŕıa espacio-temporal utilizando objetos reales. Por supuesto, en

este momento el análisis no pretende considerar objetos verdaderamente realistas, lo

que seŕıa inviable por su complejidad. Por ello, el estudio se limita a objetos clásicos

extendidos a los que se les asigna una ĺınea de mundo que los representa, y se estudia

qué geometŕıa es consistente con dicha curva. El resultado es que, con este método,

la geometŕıa no puede ser medida con precisión arbitraria, lo que a su vez conlleva

a consecuencias importantes sobre su rol en una teoŕıa cuántica de la gravedad.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 se dan las conclusiones generales de toda la tesis. Antes

de continuar, se recomienda revisar el apéndice A donde se especifica la notación y

las convenciones usadas a lo largo de este trabajo.

1.2. Justificación para asumir la invariancia de Lo-

rentz

Los argumentos para tomar la invariancia de Lorentz como una hipótesis en

este trabajo se pueden dividir en dos: directos e indirectos. Ambos son argumentos

basados en resultados emṕıricos. Se comienza con la discusión de los argumentos

directos.

1.2.1. Observaciones directas

Como se menciona en la sección 1.1, la manera más común para buscar los efec-

tos de dichas violaciones es suponiendo la existencia de un sistema de referencia

privilegiado que modifica la relación de dispersión usual por aquella dada en la ecua-

ción (1.5). A primera vista parece dif́ıcil medir efectos suprimidos por la escala de

Planck, no obstante, aún efectos tan pequeños pueden magnificarse cuando suceden,

por ejemplo, durante un tiempo suficientemente largo. Además, existen experimentos

y observaciones de alta precisión donde dichos efectos son, en principio, detectables.



1.2 Justificación para asumir la invariancia de Lorentz 9

Algunos métodos con los que se han buscado manifestaciones de violaciones a la

invariancia de Lorentz se describen a continuación:

1. Si hay un sistema de referencia privilegiado en el universo, en una buena apro-

ximación la Tierra se mueve respecto a éste con periodo de un año por lo que

sus efectos estaŕıan modulados con periodo anual. En esta dirección destacan

los experimentos de tipo Hughes-Drever en los que se intenta medir una señal

con periodo anual en las ĺıneas espectrales de núcleos atómicos [55, 56]. Vale la

pena decir que los resultados obtenidos por medio de este tipo de experimen-

tos son utilizados en el caṕıtulo 2 para poner cotas a los parámetros libres del

modelo descrito en dicho caṕıtulo.

2. En las referencias [29, 30] se reporta que se ha logrado construir un péndulo de

torsión que contiene alrededor de 1023 electrones polarizados y cuyo momento

magnético es despreciable (con lo que evitan confundir el efecto buscado con

acoplamientos magnéticos). Aśı, si hubiera un campo privilegiado que se acopla

con part́ıculas polarizadas, se induciŕıa una torca en la balanza de torsión,

misma que se puede medir con mucha precisión. Este tipo de experimentos están

siendo usados para buscar los efectos predichos por el modelo fenomenológico

de gravedad cuántica presentado en el caṕıtulo 2.

3. Algunos modelos de gravedad cuántica, como la gravedad cuántica de lazos,

sugieren que la velocidad de la luz podŕıa depender de su polarización o su

enerǵıa (ver, por ejemplo, [24, 25, 2]). De ser aśı, en observaciones astrof́ısicas

se podŕıan detectar trazas de gravedad cuántica al medir una diferencia en el

tiempo de arribo de un haz electromagnético.

4. Se sabe que rayos cósmicos cargados no pueden provenir de distancias cos-

mológicas con una enerǵıa por encima de ∼ 7×1019 eV, valor conocido como el

umbral GZK (por Greisen [27], Zatsepin y Kuzmin [59]), ya que estas part́ıculas

pierden parte de su enerǵıa al interactuar con la radiación cósmica de fondo.

Sin embargo, se han observado en la Tierra rayos cósmicos con enerǵıa mayor al

umbral GZK y una posible explicación a este hecho es que existan violaciones
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a la invariancia de Lorentz [4]. Sin embargo, recientemente se ha recolectado

evidencia que sugiere que los rayos cósmicos con enerǵıas superiores al umbral

GZK provienen de fuentes cercanas [1].

5. Una modificación a la relación de dispersión como la propuesta en la ecuación

(1.5) modificaŕıa la radiación Cherenkov y de sincrotrón que emiten las part́ıcu-

las cargadas. La idea es usar el hecho de que dichas emisiones electromagnéticas

se observan en remanentes de supernovas para poner cotas a las violaciones de

la invariancia de Lorentz [33, 34, 42].

Esta es una lista parcial del tipo de experimentos donde se han buscado viola-

ciones a la invariancia de Lorentz. Es significativo que ninguno de los experimentos

que se ha realizado ha detectado evidencia de dichas violaciones. Sin embargo, han

logrado poner cotas sobre el ξ de la ecuación (1.5) que parametriza las violaciones

a la invariancia de Lorentz. Actualmente las mejores cotas provienen de observacio-

nes astrof́ısicas [42] y ha concluido que |ξ| ≤ 9 × 10−10, lo que apunta a descartar

violaciones a la invariancia de Lorentz. Para una revisión más profunda del tema se

recomiendan las referencias [41, 43]. Quizá un argumento más contundente para des-

cartar las violaciones a la invariancia de Lorentz proviene de observaciones indirectas,

mismo que se describe a continuación.

1.2.2. Evidencia indirecta

En esta sección se presenta un argumento dado en las referencias [18, 19] donde

analizan las consecuencias de las correcciones radiativas en una teoŕıa cuántica de

campos sobre un espacio-tiempo de fondo granular, y en el que dicha granularidad

determina un sistema de referencia preferencial que tiene asociada una 4-velocidad

W a. En particular se estudia una teoŕıa con un campo escalar φ y un campo de Dirac

ψ interactuando mediante el término gφψ̄ψ, siendo g una constante de acoplamiento.

Se parte de la suposición de que los modos del campo no pueden ser más pequeños

que la longitud de la granularidad, en analoǵıa al modelo fonónico de Debye. Esta

condición se debe cumplir en todo sistema de referencia e impone un corte en los
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momentos de los campos, denotado por Λ y que se piensa que podŕıa ser del orden del

inverso de la longitud de Planck. Dicho corte se implementa en el sistema asociado

con W a por medio de la siguiente sustitución en los propagadores de todos los campos

1

papa −m2 + iε
→ f [|~p(W )|/Λ(W )]

papa −m2 + ∆(p,W ) + iε
, (1.6)

donde m y pa son, respectivamente, la masa y el momento de la part́ıcula asociada

con el campo en cuestión, f es una función real tal que f(0) = 1 y f(∞) = 0

cuya tarea es implementar el corte mencionado y ∆(p,W ) es una modificación en la

relación de dispersión como la que aparece en la ecuación (1.5).

Con esta modificación en los propagadores la auto-enerǵıa del campo escalar a

un lazo se escribe como

Π(p) = χpapbWaWb + Π(LI)(p) +O(p4/Λ4), (1.7)

donde Π(LI)(p) es la parte de dicha auto-enerǵıa que respeta la invariancia de Lorentz.

El parámetro que caracteriza la violación de la invariancia de Lorentz puede entonces

ser calculado y de acuerdo con la referencia [19] este es

χ =
g2

6π2

[
1 + 2

∫ ∞
0

dxx(f ′(x))2

]
. (1.8)

Lo interesante es que esta cantidad no es del orden de la longitud de Planck, co-

mo era de esperarse, de hecho, es independiente del corte Λ y χ ≥ g2/6π2 ya que∫∞
0
dxx(f ′(x))2 ≥ 0. Dado que al tomar en cuenta correcciones radiativas la rela-

ción de dispersión toma la forma m2 + ηabp
apb + Π(p) = 0, el primer término de

la auto-enerǵıa (1.7) se obtendŕıa de una teoŕıa tipo Yukawa en un espacio-tiempo

usual pero en el que se reemplaza la métrica ηab por ηab + χWaWb. Esto a su vez se

traduciŕıa en una modificación efectiva de la velocidad máxima de cada part́ıcula. La

diferencia de las velocidades máximas de las distintas part́ıculas, ∆c, se ha medido

y su valor, dividido por la velocidad de la luz, c, es menor que 10−20 [15, 17]. Por

otra parte, de acuerdo al modelo presentado en esta sección y usando las constantes
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de acoplamiento de los campo cuánticos fundamentales conocidos, se puede estimar

que ∆c/c & 10−3 (ver [18, 19]), lo que prácticamente descarta la posibilidad de que

coexista la teoŕıa cuántica de campos con una granularidad que determina un sistema

de referencia privilegiado4.

Los argumentos dados en esta sección llevan a tomar como premisa para el resto

de la tesis que si el espacio-tiempo tiene alguna estructura microscópica no-trivial,

ésta respeta la invariancia de Lorentz. En el siguiente caṕıtulo se estudia la posibi-

lidad de que existan manifestaciones fenomenológicas causadas por una hipotética

granularidad del espacio-tiempo que respete la invariancia de Lorentz.

4La única manera de evitar esta conclusión es si la violación a la invariancia de Lorentz se cancela
con contra-términos de dimensión 4 que también violan la invariancia de Lorentz. Sin embargo, para
lograr esto se requiere un ajuste fino que es inaceptable en una teoŕıa fundamental.



Caṕıtulo 2

Nueva fenomenoloǵıa de gravedad

cuántica

En el caṕıtulo 1 se argumenta que el espacio-tiempo puede tener una estructura

discreta a escalas microscópicas. Además, se motiva la hipótesis que, en caso de exis-

tir dicha estructura, ésta debe mantener la invariancia de Lorentz. En este caṕıtulo

se presenta un modelo sobre la forma en la que una estructura granular del espacio-

tiempo que respeta la invariancia de Lorentz podŕıa ser detectada emṕıricamente.

En particular, se estudia cómo dicha estructura afectaŕıa a los campos fermióni-

cos. Además, se usan experimentos ya realizados para poner cotas en algunos de

los parámetros libres del modelo y se describe un experimento que se está llevando

a cabo en el que se podŕıa ver evidencia del efecto buscado o, en su defecto, po-

ner mejores cotas en los parámetros libres del modelo. En la última sección de este

caṕıtulo se presentan dos modelos que involucran distintos aspectos de la relatividad

general y la mecánica cuántica: el primero utiliza a la gravedad como una posible

explicación de unas observaciones astrof́ısicas que se detallan más adelante y el se-

gundo está construido para estudiar desviaciones del principio de equivalencia por

part́ıculas inestables.

13
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2.1. ¿Cómo hacer fenomenoloǵıa de gravedad

cuántica sin violar la invariancia de Lorentz?

Hasta hace poco se créıa que la gravedad cuántica estaba lejos del alcance expe-

rimental ya que habŕıa que llegar a la escala de Planck para observar sus efectos [32].

Como se discute en la sección 1, recientemente se ha planteado que podŕıan observar-

se trazas de gravedad cuántica rastreando desviaciones de las simetŕıas consideradas

fundamentales, como es la invariancia de Lorentz. En esta sección se estudia la si-

guiente pregunta: suponiendo que el espacio-tiempo tiene estructura microscópica

no-trivial que respeta la invariancia de Lorentz pero cuya forma exacta es descono-

cida, ¿cómo se podŕıan manifestar sus efectos?

El modelo que se construye está basado en una analoǵıa muy simple con sólidos

cristalinos que fue inicialmente considerada en [21]. La idea básica es la siguien-

te: cuando la simetŕıa macroscópica de un cristal coincide con la simetŕıa de sus

celdas cristalinas fundamentales, no es posible detectar desviaciones de la simetŕıa

macroscópica sobre la superficie del cristal. Por otra parte, si dichas simetŕıas no

coinciden, se espera que hayan desviaciones de la simetŕıa macroscópica en la su-

perficie del cristal, por lo que al observar esta discrepancia se puede inferir que la

simetŕıa microscópica del cristal no es la misma que la macroscópica. Por ejemplo, en

un sólido cuya forma macroscópica es esférica y que microscópicamente tiene una es-

tructura cúbica, la incompatibilidad entre las simetŕıas macroscópica y microscópicos

se manifiesta, por ejemplo, a través de una “rugosidad” en su superficie.

Esta idea se traduce al espacio-tiempo si se considera que su estructura granu-

lar juega el papel de la celda cristalina y la simetŕıa microscópica, en el caso del

espacio-tiempo, es la invariancia de Lorentz. Siguiendo la analoǵıa, en una región

plana del espacio-tiempo, que es invariante de Lorentz, se tiene la situación donde

las simetŕıas macro y microscópica coinciden. Por ende, y de acuerdo a la analoǵıa

descrita anteriormente, la estructura microscópica espacio-temporal no debe mani-

festarse en regiones planas del espacio-tiempo a través de una discrepancia con la

simetŕıa macroscópicas. Por otra parte, dado que el tensor de curvatura de Riemann,

Rabcd, determina direcciones privilegiadas en todo punto del espacio-tiempo, enton-
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ces, en las regiones del espacio-tiempo donde Rabcd 6= 0 se viola la invariancia de

Lorentz. Como además Rabcd mide la desviación de una región del espacio-tiempo

respecto al espacio-tiempo plano y siguiendo la analoǵıa descrita anteriormente, se

propone que se podŕıan detectar manifestaciones de dicha estructura microscópica en

las regiones del espacio-tiempo con curvatura. Esto sugiere, a su vez, que los efectos

de esta presunta granularidad del espacio-tiempo sobre la materia podŕıan manifes-

tarse, a nivel fenomenológico, por medio de acoples no-convencionales entre el tensor

de Riemann y la materia1. Se define el tensor y el escalar de Ricci asociados con

una métrica gab por Rab ≡ Racb
c y R ≡ Rabg

ab, respectivamente, donde Rabc
d es el

tensor de Riemann ligado a gab. El hecho es que, por las ecuaciones de Einstein, la

parte de Rabcd correspondiente a Rab y R es determinada localmente por el tensor

de enerǵıa-momento de los campos de materia, Tab, que a su vez depende localmente

de dichos campos. Por tal motivo, un acople de la materia con el tensor o el escalar

de Ricci seŕıa indistinguible de una auto-interacción, no siendo posible considerar-

la emṕıricamente como indicación de la presencia de una estructura granular del

espacio-tiempo. Por eso, en este trabajo se consideran los acoples de la materia con

la parte del tensor de Riemann que no depende localmente del Tab, es decir, con el

tensor de Weyl, que en 4 dimensiones espacio-temporales se define por

Wabcd ≡ Rabcd − ga[cRd]b + gb[cRd]a +
1

3
Rga[cgd]b. (2.1)

Es sencillo notar que Wabcd tiene las mismas simetŕıas que Rabcd y que su traza, sobre

todo par de ı́ndices, se anula. Además, dicho tensor es invariante ante transforma-

ciones conformes de la métrica [57], i.e., se obtiene el mismo tensor si se reemplaza

la métrica gab por Ω2gab para cualquier función real del espacio-tiempo Ω.

El objetivo entonces es buscar maneras no-triviales de acoplar tensores relaciona-

dos con el tensor de Weyl y campos fermiónicos de forma que la interacción esté mı́ni-

mamente suprimida por una masa grande, que se toma como la masa de Planck MPl.

1Otra posibilidad que no se explora en este trabajo y que fue propuesta por H.A. Morales-Técotl
(en una comunicación privada) es estudiar acoplamientos de la materia con la torsión. Por otra
parte, es importante recalcar que el modelo fenomenológico que se construye no requiere de detalles
sobre la forma de la granularidad del espacio-tiempo.
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Los términos del Lagrangiano de dimensión de masa n ≥ 5 son suprimidos por M4−n
P l ,

por lo tanto, los acoples mı́nimamente suprimidos por una potencia entera de MPl

son de dimensión 5. Primero se discute esta posibilidad aunque más adelante se llega

a una propuesta en la que se usan potencias no-enteras de MPl.

Si se observa que el tensor de Weyl y los campos fermiónicos tienen dimen-

sión 2 y 3/2, respectivamente, es posible notar que el término de acoplamiento

Wabcdψ̄γ
aγbγcγdψ, donde ψ es el campo fermiónico en consideración y γa son las

matrices de Dirac, es 5-dimensional. Teniendo en cuenta que cada derivada tiene

dimensión 1 y que la traza del tensor de Weyl es cero, es fácil notar que el acople

propuesto es el único que se puede formar entre el tensor de Weyl y campos fer-

miónicos que tiene dimensión 5. Sin embargo, por las simetŕıas del tensor de Weyl

Wabcdψ̄γ
aγbγcγdψ ∝ Wabcdε

abcd = 0 ya que el tensor de Riemann no tiene parte com-

pletamente anti-simétrica, y por lo tanto, tampoco la tiene el tensor de Weyl. Por

tal motivo hay que buscar otras alternativas para acoplar al tensor de Weyl con los

campos fermiónicos.

Una posibilidad es examinar algunos objetos relacionados con el tensor de Weyl

pero con una estructura de ı́ndices diferente. Esto puede lograrse considerando al

tensor de Weyl tipo (2, 2), Wab
cd = W[ab]

[cd], como un mapeo S → S, donde S es

el espacio 6-dimensional de 2-formas. Además, la métrica del espacio-tiempo dota

a S con una métrica pseudo-Riemanniana Gabcd = ga[cgd]b, donde gab es la métrica

espacio-temporal.

Originalmente se propuso [21] usar los eigen-valores y eigen-formas del mapeo

antes mencionado para formar los términos de acoplamiento deseados, sin embargo,

es fácil ver que este mapeo no es hermitiano respecto a la métrica Gabcd, lo que

implica que sus eigen-valores no son reales. Esto a su vez tiene como consecuencia

que el término de interacción propuesto en la referencia [21] tampoco sea hermitiano.

La solución propuesta [7] es construir, con el tensor de Weyl y su adjunto respecto a

Gabcd, W †
ab

cd
, dos mapeos hermitianos de S en S:

(W+)ab
cd ≡ 1

2

(
Wab

cd +W †
ab

cd
)
, (W−)ab

cd ≡ i

2

(
Wab

cd −W †
ab

cd
)
, (2.2)
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Estos mapeos se pueden diagonalizar y sus eigen-valores λ(±,s) y eigen-formas Θ
(±,s)
ab

pueden ser utilizados para la construcción de los términos de acople buscados. Los

supeŕındices en los eigen-valores y eigen-formas indican con un signo + o − si corres-

ponden al mapeo (W+)ab
cd o (W−)ab

cd, respectivamente, y la etiqueta s = 1, . . . , 6

señala cuál de los eigen-valores y eigen-formas es. Se usa la inversa de Gabcd, denotada

por Gabcd, para normalizar las eigen-formas no-nulas mediante

GabcdΘ(±,s)
ab Θ

(±,s)
cd = ±1. (2.3)

Sea εab
ef = gcegdfεabcd, donde εabcd es el elemento de volumen espacio-temporal y

(ε−1)ab
cd

tal que εab
cd(ε−1)cd

ef
= δ

[e
a δ

f ]
b , por las simetŕıas del tensor de Weyl se puede

demostrar que

εab
cdWcd

ef (ε−1)ef
gh

= Wab
gh, εab

cdW †
cd

ef
(ε−1)ef

gh
= W †

ab

gh
, (2.4)

lo que implica

εab
cd(W±)cd

ef (ε−1)ef
gh

= (W±)ab
gh. (2.5)

Esto se traduce a su vez en el hecho de que si Θ
(±,s)
ab es una eigen-forma de (W±)ab

cd

con norma negativa (positiva), entonces Θ̃
(±,s)
ab ≡ εab

cdΘ
(±,s)
cd es también una eigen-

forma de (W±)ab
cd con el mismo eigen-valor pero cuya norma es positiva (negativa).

Aśı se demuestra que los mapeos (W±)ab
cd son siempre degenerados. Esto es un

problema porque cualquier combinación lineal de eigen-formas degeneradas es una

eigen-forma con el mismo eigen-valor y a priori no se sabe cual de estas combinaciones

lineales hay que considerar en el modelo. Por tal motivo es necesario encontrar una

receta canónica que discrimine entre estas combinaciones lineales. Para eso se usa

la forma de volumen espacio-temporal y se toman las tres2 eigen-formas con norma

negativa que satisfacen

εabcdΘ
(±,l)
ab Θ

(±,l)
cd = 0. (2.6)

2Se está asumiendo que no hay eigen-formas nulas, en caso de haberlas no se toman en cuenta
en el modelo debido a que no hay forma de fijar las ambigüedades asociadas con ellas. Además, se
trabaja bajo la hipótesis de que no hay degeneraciones adicionales, lo que equivale a limitar este
estudio a espacio-tiempos tipo I de acuerdo con la clasificación de Petrov [28].
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Las tres eigen-formas Θ
(±,l)
ab que satisfacen las ecuaciones (2.3) y (2.6) y que tienen

norma negativa se denotan por Ξ
(±,l)
ab . Para evitar ambigüedades al construir los

objetos usados en el modelo, se propone encontrar primero las tres eigen-formas de

norma negativa y las tres eigen-formas que satisfacen las mismas condiciones pero con

norma positiva, que son las que entran en el modelo, se definen por Ξ̃
(±,l)
ab ≡ εab

cdΞ
(±,l)
cd .

Los eigen-valores del tensor de Weyl tienen la misma dimensión que el tensor

de Weyl mientras que sus eigen-formas se toman como adimensionales, por lo que

la forma más natural de escribir la parte dominante del acoplamiento de Weyl y

los campos fermiónicos en cuestión, teniendo en cuenta la inevitable degeneración

mencionada anteriormente, es

L =
3∑
l=1

∑
α=±

ξ(α,l)|λ(α,l)|1/2
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)r(α,l)

Ξ
(α,l)
ab

+ξ̃(α,l)|λ(α,l)|1/2
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)r̃(α,l)

Ξ̃
(α,l)
ab

 ψ̄γaγbψ, (2.7)

donde ξ(±,l) y ξ̃(±,l) son constantes de acoplamiento y r(±,l) y r̃(±,l) son otros paráme-

tros libres del modelo. De hecho, r(±,l) y r̃(±,l) en principio pueden ser un número real

cualquiera, i.e., no son necesariamente enteros, por lo que los términos propuestos

no necesariamente están suprimidos por una potencia entera de MPl, como se men-

ciona anteriormente. Más aún, dichos parámetros deben ser mayores-iguales a −1

para que el término de acoplamiento desaparezca de manera continua en el ĺımite de

espacio-tiempo plano en el que λ(±,l) = 0, como lo sugiere la analoǵıa con la que se

motiva el modelo.

La idea, en este punto, es lidiar con una ambigüedad restante en el término

de acoplamiento construido. El problema es que tanto las eigen-formas Ξ
(±,l)
ab como

−Ξ
(±,l)
ab satisfacen todas las condiciones que las definen3, por lo que no es claro cuáles

de ellas deben aparecer en la densidad Lagrangiana (2.7). La observación clave es

3Esta ambigüedad fue notada por E.G. Adelberger (comunicación privada) y se propuso inicial-
mente que las constantes de acoplamiento presentes en la ecuación (2.7) podŕıan absorber el signo
en cuestión.
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que para dos 2-formas Xab y Yab las combinaciones G(X, Y )XabYcd y ε(X, Y )XabYcd

son independientes del signo de las 2-formas. Estos términos pueden combinarse con

ψγaγbψ para formar un término de acoplamiento de la forma

[G(X, Y ) + χε(X, Y )]] gcdXc[aYb]dψ̄γ
[aγb]ψ, (2.8)

siendo χ una constante indeterminada. De esta manera se tiene un mecanismo sencillo

en el que las eigen-formas de (W±)ab
cd pueden combinarse para formar términos de

acoplamiento libres de ambigüedades.

El término de acoplamiento más general y que no tiene ambigüedades es entonces

L = ψ̄γµγνψgρσ
∑

α,β=±
∑3

l,m=1[(
M (α,β,l,m)G(Ξ(α,l),Ξ(β,m)) +N (α,β,l,m)ε(Ξ(α,l),Ξ(β,m))

)
Ξ

(α,l)
ρ[µ Ξ

(β,m)
ν]σ

+
(
M̃ (α,β,l,m)G(Ξ(α,l), Ξ̃(β,m)) + Ñ (α,β,l,m)ε(Ξ(α,l), Ξ̃(β,m))

)
Ξ

(α,l)
ρ[µ Ξ̃

(β,m)
ν]σ

]
, (2.9)

donde M (α,β,l,m), N (α,β,l,m), M̃ (α,β,l,m), Ñ (α,β,l,m) son coeficientes formados a partir de

los eigen-valores λ(±,l) con unidades de masa. En particular se propone que

M (α,β,l,m) = ξ(α,β,l,m)|λ(α,l)|1/4|λ(β,m)|1/4
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)c(α,l) ( |λ(β,m)|1/2

MPl

)c(β,m)

,

(2.10)

N (α,β,l,m) = χ(α,β,l,m)|λ(α,l)|1/4|λ(β,m)|1/4
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)d(α,l) (
|λ(β,m)|1/2

MPl

)d(β,m)

,

(2.11)

M̃ (α,β,l,m) = ξ̃(α,β,l,m)|λ(α,l)|1/4|λ(β,m)|1/4
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)c̃(α,l) ( |λ(β,m)|1/2

MPl

)c̃(β,m)

,

(2.12)

Ñ (α,β,l,m) = χ̃(α,β,l,m)|λ(α,l)|1/4|λ(β,m)|1/4
(
|λ(α,l)|1/2

MPl

)d̃(α,l) (
|λ(β,m)|1/2

MPl

)d̃(β,m)

,

(2.13)
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siendo ξ(α,β,l,m), ξ̃(α,β,l,m), χ(α,β,l,m), χ̃(α,β,l,m), c(α,l), c̃(α,l), d(α,l) y d̃(α,l) los parámetros

libres (adimensionales) del modelo, mismos que están sujetos a las restricciones

c(α,l), c̃(α,l), d(α,l), d̃(α,l) ≥ −1/2, (2.14)

para asegurar que no hay divergencias si algún eigen-valor es cero (como sucede en

un espacio-tiempo plano).

Es importante mencionar que los términos donde aparece la misma eigen-forma

dos veces se anulan. Además, el hecho que εabcdε
abef = −4δe[cδ

f
d] y εabcdε

aefg = −6δe[bδ
f
c δ

g
d]

implica las siguientes identidades:

Xa[bỸ
a
c] = X̃a[bYc]

a, X̃a[bỸ
a
c] = −4Xa[bYc]

a, (2.15)

donde la tilde representa la eigen-forma contráıda con el elemento de volumen. Más

aún, dos eigen-formas con α = β pero l 6= m son G-ortogonales dado que son

eigen-formas de un operador G-hermitiano. Por lo tanto, los términos que contie-

nen G(Ξ(α,l),Ξ(α,m)) no aparecen en el término de acoplamiento. Por la misma razón

y usando εabefε
ef
cd = −Gabcd es fácil verificar que ε(Ξ(α,l), Ξ̃(α,m)) = 0 que también re-

duce los términos a considerar. Lo relevante es que estas identidades aseguran que el

término (2.9) es el término más general que se puede construir. En la siguiente sección

se muestra cómo obtener el Hamiltoniano efectivo para el régimen no-relativista (i.e.,

de bajas enerǵıas), que es necesario para estudiar las implicaciones fenomenológicas

del modelo.

Antes de continuar es importante discutir algunos aspectos contra-intuitivos del

modelo. Por un lado, el término de acople al que se llega parece “poco natural”. Esto

se piensa como una consecuencia de que dicho término se construye en el lenguaje

de la relatividad general y se piensa que al tener una teoŕıa de gravedad cuántica

consistente, posiblemente se pueda escribir de forma sencilla. Por otro lado, en la

construcción del modelo el elemento de volumen espacio-temporal aparece de forma

rebuscada y como dicho objeto está relacionado con la paridad (P) y la inversión tem-

poral (T), no debe ser sorprendente que se llegue a un comportamiento no-esperado
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ante P y T. De hecho, vale la pena recordar que, a grandes rasgos, las interacciones

conocidas respetan menos simetŕıas entre más débiles son, y la relatividad general

rompe dramáticamente con esta tendencia. Por tal motivo es interesante que para

construir este modelo fenomenológico de gravedad cuántica consistentemente es ne-

cesario introducir el elemento de volumen del espacio-tiempo. Más aún, el modelo

incluye expresiones no anaĺıticas (por la presencia de valores absolutos). Este hecho

puede ser aceptado ya que se considera que el espacio-tiempo como una variedad

diferencial es una descripción efectiva que emerge de una teoŕıa más fundamental, y

al estudiar fenómenos emergentes es común encontrar expresiones no-anaĺıticas (ver,

por ejemplo, la discusión sobre exponentes cŕıticos presentada en la referencia [60]).

2.1.1. El efecto dominante y el Hamiltoniano efectivo

A pesar de que se espera que el efecto predicho por el modelo fenomenológico de

gravedad cuántica sea mayor en regiones donde la curvatura del espacio-tiempo sea

“grande”, por simplicidad y ya que se pretende comparar con experimentos hechos

en la Tierra, se considera la aproximación de gravedad linealizada4 en la que las

componentes de la métrica del espacio-tiempo se escriben como

gµν = ηµν + γµν , (2.16)

donde ηµν es la métrica del espacio-tiempo plano y γµν es una perturbación pequeña5.

Probablemente las coordenadas más adecuadas para esta sección son aquellas asocia-

das con la part́ıcula sobre la que se hacen mediciones (discutidas en el apéndice B),

sin embargo y cómo se argumenta al estudiar un caso concreto más adelante, está jus-

tificado utilizar coordenadas normales de Riemann, (t, ~x), asociadas con el punto y el

instante de una medición. En estas coordenadas se tiene que ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)

y se sigue la convención en la que los ı́ndices se “suben” con el inverso de la métrica

4Los neutrinos en supernovas podŕıan servir para buscar este efecto en regiones en las que las
fuerzas de marea son grandes. Esta idea fue sugerida por D.V. Ahluwalia en comunicación privada.

5En el caṕıtulo 3 se usa una métrica similar pero se introduce un parámetro de control ε multi-
plicando a la perturbación de la métrica de fondo y se desprecian los términos cuadrados en dicho
parámetro. En este caṕıtulo no hay complicaciones al truncar por lo que se omite dicho parámetro.
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plana ηµν . Además, la norma se fija de la forma usual, es decir, imponiendo ∂µγ̄µν = 0

donde γ̄µν ≡ γµν − 1
2
ηµνη

ρσγρσ (ver [57]). Además, se usa la aproximación de part́ıcu-

las de prueba donde se desprecia la curvatura del espacio-tiempo generada por las

part́ıculas que se observan en el laboratorio y que son llamadas “pruebas”.

Dado que se considera el caso en el que no hay fuentes del campo gravitacional

donde están las pruebas, el tensor de Weyl en ese punto coincide con el de Riemann,

por lo que

Wµν
ρσ = −2∂[ρ∂[µγ̄

σ]
ν] + δ

[ρ
[µ∂ν]∂

σ]γ̄, (2.17)

donde γ̄ ≡ ηµν γ̄µν . Las ecuaciones de Einstein en el régimen linealizado son

∂ρ∂
ργ̄µν = −16πGTµν , (2.18)

donde Tµν es el tensor de enerǵıa-momento de las fuentes del campo gravitacional y

se escribe expĺıcitamente la constante gravitacional de Newton G. La solución a las

ecuaciones anteriores se conoce del electromagnetismo, siendo

γ̄µν = 4G

∫
Tµν(x

′)
δ(t′ − tr)

R
d4x′, (2.19)

donde R = |~x− ~x′| y tr = t−R/c es el llamado tiempo retardado. Obsérvese que se

están escribiendo expĺıcitamente los factores 1/c porque se desprecian los términos

que van como c−2.

A primer orden en 1/c las componentes de Tµν en las coordenadas antes descritas

son

Tµν = δ0
µδ

0
νρ+

1

c

(
δ0
µδ

k
ν + δkµδ

0
ν

)
pk, (2.20)

donde ρ es la densidad de materia y pk/c representa la k-ésima componente de la

densidad de momento. Obsérvese que las ecuaciones de conservación en el régimen

lineal, ∂µTµν = 0, implican
∂ρ

∂t
= ∇ · ~p, (2.21)
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De la ecuación (2.19) despreciando los términos O(1/c2) es posible observar que

γ̄µν = 4G

(
δ0
µδ

0
ν

∫
ρ(~x′, tr)

R
d3x′ +

2

c
δ0

(µδ
k
ν)

∫
pk(~x

′, tr)

R
d3x′

)
= 4G

[
δ0
µδ

0
ν

(∫
ρ(~x′, t)

R
d3x′ − 1

c

∫
ρ̇(~x′, t)d3x′

)
+

2

c
δ0

(µδ
k
ν)

∫
pk(~x

′, t)

R
d3x′

]
= 4G

[
δ0
µδ

0
ν

∫
ρ(~x′, t)

R
d3x′ +

2

c
δ0

(µδ
k
ν)

∫
pk(~x

′, t)

R
d3x′

]
, (2.22)

donde en el segundo paso se hace una expansión de Taylor alrededor de t y en el

último se usa la ecuación (2.21), el teorema de la divergencia y el hecho que se

considera que las fuentes gravitacionales son compactas. Sean

ΦN = G

∫
ρ(~x′, t)

R
d3x′, Πk = G

∫
pk(~x′, t)

R
d3x′, (2.23)

donde ΦN corresponde al potencial Newtoniano estándar. Con esto es posible escribir

γ̄µν = 4

[
δ0
µδ

0
νΦN +

2

c
δ0

(µδ
k
ν)Πk

]
, (2.24)

y usando la ecuación (2.17) se obtiene

Wµν
ρσ = −4

(
2δ0

[µη
0[ρ + δ

[ρ
[µ

)
∂ν]∂

σ]ΦN −
8

c

(
δ0

[µη
k[ρ + δk[µη

0[ρ
)
∂ν]∂

σ]Πk. (2.25)

En este punto se introduce la notación de pares anti-simétricos de ı́ndices descrita

en el apéndice A, mismos que son enumerados por números romanos y representados

por letras latinas mayúsculas del principio del alfabeto. En esta notación un tensor de

tipo (2, 2) que es anti-simétrico en sus dos pares de ı́ndices, Mµν
ρσ, se puede escribir

como una matriz 6× 6 de la forma

MA
B ≡


MI

I MI
II · · · MI

V I

MII
I MII

II · · · MII
V I

...
...

. . .
...

MV I
I MV I

II · · · MV I
V I

 =

(
K L

O P

)
, (2.26)
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donde las letras mayúsculas y negritas representan matrices 3 × 3. En particular y

debido a sus simetŕıas, el tensor de Weyl se escribe de forma genérica [28] como

WA
B =

(
A B

−B A

)
, (2.27)

donde A y B son matrices reales, simétricas y sin traza. De la parte superior-izquierda

de la matriz en la ecuación (2.27) es posible leer

Ai
j = W0i

0j = ∂i∂
jΦN , (2.28)

donde se omiten los términos O(c−2). Claramente A es simétrica y puede probarse

que su traza es cero. De forma análoga y siendo εijk el tensor totalmente anti-simétrico

tal que ε123 = 1, es posible mostrar que

Bi
j =

1

4
(εjmnW0i

mn − εimnWmn
0j)

=
1

2c

[
εjmn(δ

[m
i ∂

n]∂tΦN + 2∂i∂
[mΠn])− εimn(−δj[m∂n]∂tΦN − 2∂j∂[mΠn])

]
=

1

c

[
∂i(∇× ~Π)

j
+ ∂j(∇× ~Π)i

]
, (2.29)

donde la primera igualdad se puede verificar al comparar con la ecuación (2.27) y

usando la propiedad de traza cero del tensor de Weyl, y en el segundo paso se usa

W0i
mn =

1

c

(
2δ

[m
i ∂

n]∂tΦN + 4∂i∂
[mΠn]

)
, (2.30)

Wmn
0j =

1

c

(
−2δj[m∂n]∂tΦN − 4∂j∂[mΠn]

)
, (2.31)

que son casos particulares de la ecuación (2.25). La matriz B también es simétrica y

su traza es cero dado que es la divergencia de un rotacional. Más aún, por medio de
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las ecuaciones (2.23-2.23) se pueden reexpresar A y B como

Ai
j = G

∫
3(xi − x′i)(xj − x′j)−R2δji

R5
ρ(~x′, t)d3x′, (2.32)

Bi
j =

G

c

∫
(xi − x′i)Lj + (xj − x′j)Li

R5
d3x′, (2.33)

donde Li = εijk(x
j − x′j)pk.

En esta notación la métrica Gabcd y el elemento de volumen se expresan localmente

como

GAB =

(
−1 0

0 1

)
, εA

B =

(
0 1

−1 0

)
, (2.34)

donde 0 y 1 son las matrices cero e identidad, respectivamente. Más aún, los opera-

dores hermitianos toman localmente la forma

(W+)A
B =

(
A 0

0 A

)
, (W−)A

B =

(
B 0

0 B

)
, (2.35)

por lo que para obtener sus eigen-valores y eigen-formas se deben primero diagona-

lizar A y B. Si se supone que se conocen ~a(l), ~b(l), α(l) y β(l) tales que

Ai
ja

(l)
j = α(l)a

(l)
i , Bi

jb
(l)
j = β(l)b

(l)
i , (2.36)

donde l = 1, 2, 3, entonces los eigen-valores de (W±)A
B son

λ(+,l) = α(l), λ(−,l) = β(l), (2.37)

y las eigen-formas de norma negativa, que en la notación en uso se escriben como

vectores columna de seis componentes, toman la forma

Ξ
(+,l)
A =

(
~a(l)

~0

)
, Ξ

(−,l)
A =

(
~b(l)

~0

)
. (2.38)
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Es importante recalcar que, dado que A y B son matrices reales y simétricas,

sus eigen-valores y las componentes de sus eigen-vectores son reales. Además, di-

chos eigen-vectores forman triadas ortogonales por lo que, para que las eigen-formas

dadas en las ecuaciones (2.38) satisfagan G(Ξ(±,l),Ξ(±,l)) = −1, únicamente deben

normalizarse con el producto escalar usual del espacio euclidiano. Más aún, éstas

eigen-formas satisfacen la condición (2.6) por lo que son las que entran en el modelo.

Las eigen-formas de norma positiva se obtienen al contraer a las de norma negativa

con el elemento de volumen, siendo:

Ξ̃
(+,l)
A =

(
~0

−~a(l)

)
, Ξ̃

(−,l)
A =

(
~0

−~b(l)

)
. (2.39)

Para obtener el Hamiltoniano efectivo de bajas enerǵıas hay que notar que el

término de acoplamiento entre los campos fermiónicos y la curvatura propuestos en

el modelo que se está estudiando tiene la forma −1/2hµνψ̄γ
[µγν]ψ, misma que aparece

en la Extensión al Modelo Estándar (SME) [17]. La diferencia con la SME es que en

dicho modelo hµν se toma como un campo tensorial constante mientras que en este

caso depende del entorno gravitacional. En el modelo en cuestión lo que entra en el

lugar del hµν de la SME es

Hµν = −2gρσ ×∑
α,β

3∑
l,m=1

[(
M (α,β,l,m)G(Ξ(α,l),Ξ(β,m)) +N (α,β,l,m)ε(Ξ(α,l),Ξ(β,m))

)
Ξ

(α,l)
ρ[µ Ξ

(β,m)
ν]σ

+
(
M̃ (α,β,l,m)G(Ξ(α,l), Ξ̃(β,m)) + Ñ (α,β,l,m)ε(Ξ(α,l), Ξ̃(β,m))

)
Ξ

(α,l)
ρ[µ Ξ̃

(β,m)
ν]σ

]
. (2.40)

En la aproximación que dicho Hµν es constante dentro de la región donde está la

prueba y durante la medición, es posible usar el resultado de la SME para el Hamil-

toniano no-relativista [37], con lo que se llega a

HNR = εijk

[
1

2

(
σi +

(
~σ ·

~P

M

)
Pi
M

)
Hjk +

(
1− 1

2

P 2

M2

)
Pi
M
σjH0k

]
, (2.41)
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donde ~P y M son el momento y la masa de la prueba, respectivamente, y σi son las

matrices de Pauli.

Partiendo de la ecuación (2.40) y usando Ξ
(±,l)
jk = Ξ̃

(±,l)
0i = 0 es posible observar

que

H0i =
3∑

l,m=1

(Ñ (+,−,l,m) − Ñ (−,+,m,l))~a(l) ·~b(m)(~a(l) ×~b(m))i, (2.42)

1

2
εi
jkHjk =

3∑
l,m=1

(
M (+,−,l,m) −M (−,+,m,l))~a(l) ·~b(m)(~a(l) ×~b(m))i, (2.43)

que a su vez implica

HNR =
3∑

l,m=1

~a(l) ·~b(m)(~a(l) ×~b(m))k[(
σk +

(
~σ ·

~P

M

)
P k

M

)(
M (+,−,l,m) −M (−,+,m,l))

+

(
1− 1

2

P 2

M2

)
(~P × ~σ)k

M
(Ñ (+,−,l,m) − Ñ (−,+,m,l))

]
, (2.44)

que es el Hamiltoniano que puede ser comparado con experimentos para probar el

modelo que se estudia en este trabajo. Nótese que si la prueba está en reposo, el

Hamiltoniano no-relativista toma la forma

HNR =
3∑

l,m=1

(
M (+,−,l,m) −M (−,+,m,l))~a(l) ·~b(m)(~σ · ~a(l) ×~b(m)). (2.45)
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Además, obsérvese que

M (+,−,l,m) −M (−,+,m,l) = ∆ξ(l,m)|λ(+,l)|1/4|λ(−,m)|1/4(
|λ(+,l)|1/2

MPl

)c(+,l) ( |λ(−,m)|1/2

MPl

)c(−,m)

, (2.46)

Ñ (+,−,l,m) − Ñ (−,+,m,l) = ∆χ̃(l,m)|λ(+,l)|1/4|λ(−,m)|1/4(
|λ(+,l)|1/2

MPl

)d̃(+,l) (
|λ(−,m)|1/2

MPl

)d̃(−,m)

, (2.47)

donde se definen ∆ξ(l,m) ≡ ξ(+,−,l,m) − ξ(−,+,m,l) y ∆χ̃(l,m) ≡ χ̃(+,−,l,m) − χ̃(−,+,m,l).

Para terminar esta sección hay que notar que a pesar de que el modelo que se

presenta es covariante, las expresiones para H0i y Hjk no parecen estar relaciona-

das covariantemente. Esto se debe a que se desprecian los términos O(c−2) y que

las transformaciones que mezclan a H0i y Hjk involucran un factor c−1. Además,

vale la pena recalcar que si se logra medir el efecto predicho en esta sección, cosa

que por śı misma seŕıa interesante, no se contaŕıa con una prueba contundente de

la presencia de una granularidad invariante de Lorentz sino de la existencia de la

interacción propuesta entre la curvatura y la materia, cuya causa podŕıa ser distinta

a la considerada en esta tesis. A continuación se discute cómo es posible buscar los

efectos del Hamiltoniano efectivo emṕıricamente.

2.1.2. Contacto con experimentos

La presencia de las matrices de Pauli en el Hamiltoniano no-relativista (2.45)

indica que la materia no-polarizada no es sensible al efecto descrito arriba. Esto

hace que la búsqueda de este efecto sea complicada porque la materia generalmente

no está polarizada. Más aún, la materia polarizada tiene por lo general momento

magnético, por lo que la interacción magnética podŕıa opacar los efectos predichos

por el modelo. En esta sección se muestra que a pesar de estas complicaciones es

posible buscar dichos efectos y, de hecho, ya se han encontrado cotas para algunos

parámetros del modelo.
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Primeras cotas en los parámetros libres

En la referencia [10] se encuentran cotas sobre los H0i de la SME en experimentos

de tipo Hughes-Drever (discutidos en la sección 1.2.1), mismas que se resumen de

forma simple por H0i ≤ 10−27 GeV. Se podŕıa pensar que estas cotas no son re-

levantes para el modelo ya que, en contraste con la SME, el Hµν en este esquema

está determinado por las fuentes gravitacionales alrededor del laboratorio, que no

vaŕıan con un periodo anual. Sin embargo, las fuerzas de marea que ejerce el Sol so-

bre los objetos en la Tierra, y que en principio afectan a los Hµν del modelo, vaŕıan

precisamente con un periodo de un año gracias a que la órbita terrestre es eĺıptica.

Por ello se calcularon [8] los H0i causados por tales fuerzas de marea, al orden des-

crito en la sección anterior y a primer orden en la excentricidad de la órbita terrestre

ε ≈ 0.0167. Considerando las diferencias en H0i durante el perihelio y el afelio y

comparando con las cotas de [10] se obtiene que algunos de los parámetros libres del

modelo deben cumplir

e−115d̃(+,l)−120d̃(−,m) ∣∣∆χ̃(l,m)
∣∣ ≤ 106, (2.48)

donde en esta última expresión (l,m) solamente toman los valores (1, 2), (1, 3), (3, 2)

y (3, 3).

Estas son las primeras cotas que se han puesto sobre los parámetros libres del

modelo y no son demasiado fuertes. Es posible que un experimento similar sea útil

para poner mejores cotas si, por ejemplo, se usa un peŕıodo asociado con las fuerzas

de marea que ejerce la Luna en la Tierra, mismas que son mucho más grandes que

las del efecto analizado. En la siguiente parte se analiza un experimento en el que

tal vez se pueda ver el efecto predicho por el modelo o, en su defecto, sea útil para

encontrar mejores cotas sobre los parámetros libres.

Búsqueda del efecto con un péndulo de esṕın

El propósito de esta sección es mostrar que es posible hacer otro tipo de experi-

mentos para probar el modelo. La idea es usar el “péndulo de esṕın” desarrollado por
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el grupo Eöt-Wash [29, 30] que tiene una polarización efectiva equivalente a ∼ 1023

electrones pero con un momento magnético despreciable. Esto se logra, a grandes

rasgos, juntando dos materiales, un ferromagneto y un paramagneto, y ajustando la

proporción de cada material hasta cancelar el momento magnético total, logrando

que el dispositivo sea prácticamente insensible a campos magnéticos externos y, por

tal motivo, que no se confunda el efecto buscado con una interacción magnética. Este

péndulo de esṕın se puede poner en una balanza de torsión donde cualquier torca

ejercida sobre ella puede ser medida con una precisión asombrosa. La idea concreta

es producir un entorno gravitacional controlado usando como fuentes dos objetos

densos que se disponen en el plano horizontal de forma simétrica respecto al péndulo

de esṕın. Como el modelo involucra el “movimiento” de las fuentes gravitacionales

por la presencia de su densidad de momento en la matriz B, en una manifestación

del efecto relativista conocido como “arrastre gravitacional” (frame dragging), en-

tonces el momento angular de la Tierra es relevante en el cálculo en cuestión. De

hecho, si se desprecia este efecto, la matriz B seŕıa nula, con lo que el Hamiltoniano

no-relativista predicho por el modelo desaparece, como se ve en la ecuación (2.44).

Además, se espera que al cambiar la orientación de las fuentes haya un cambio en la

respuesta de la balanza de torsión. Los detalles de este cálculo se publicaron en [9] y

se presentan a continuación.

El análisis se hace primero para un sólo electrón como prueba. Para ello se utilizan

coordenadas normales de Riemann asociadas con la posición de dicha part́ıcula y el

instante en el que se hace la medición. De hecho, las coordenadas más naturales para

este cálculo son aquellas asociadas con la ĺınea de mundo de la prueba (construidas en

el apéndice B). No obstante, como se está calculando la torca en la dirección vertical y

dado que los dos sistemas de referencia en cuestión se relacionan por una aceleración

en la misma dirección, la componente vertical de la torca calculada en estos dos

sistemas de referencia instantáneamente coincide y, por ende, trabajar usando las

coordenadas normales de Riemann descritas anteriormente está justificado. Además,

se escogen de forma que las coordenadas espaciales x, y y z estén asociadas con

una triada ortonormal tipo “mano derecha” donde las coordenadas x y y apuntan,

respectivamente, hacia el oeste y el sur. De esta forma, en el origen, i.e., donde está el
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electrón y al instante de la medición, la métrica se escribe como diag(−1, 1, 1, 1), lo

que no implica que el tensor de Weyl, que está conformado por segundas derivadas

de la métrica, se anule en dicho punto.

La matriz A correspondiente a las fuentes puestas en el laboratorio (denotada con

un sub́ındice L) se calcula utilizando la ecuación (2.28). Asumiendo que estas fuentes

son puntuales, que tienen masa m y que están localizadas en (±d cos θ,±d sin θ, z0),

donde 0 ≤ θ < π y d > 0, se encuentra

AL =
Gmd2

(d2 + z2
0)5/2

× (2.49) 1 + 3 cos(2θ)− 2z2
0/d

2 3 sin(2θ) 0

3 sin(2θ) 1− 3 cos(2θ)− 2z2
0/d

2 0

0 0 −2 + 4z2
0/d

2

 .

Además, dado que estas fuentes están en reposo se tiene que BL = 0.

Para calcular los efectos debidos a la Tierra, incluyendo a su rotación, en lugar

de utilizar las ecuaciones (2.28) y (2.29), se usa una estrategia distinta. Partiendo de

la métrica de Kerr se calcula el tensor de Weyl linealizado y luego se transforma al

sistema de referencia asociado con el electrón. Con este procedimiento se encuentra

que la contribución de la Tierra (señalada con el sub́ındice ⊕) es

A⊕ =
GM

R3

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 2

 , (2.50)

B⊕ =
3JG

R4

 cos θL 0 0

0 cos θL − sin θL

0 − sin θL −2 cos θL

 , (2.51)

donde θL representa la colatitud del laboratorio, y R, M y J representan el radio, la

masa y el momento angular de la Tierra, respectivamente.
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Como se está trabajando en el régimen linealizado se tiene

A = A⊕ + AL, B = B⊕. (2.52)

Por ello, los eigen-valores de A y B son

α(1) =
2GM

R3
− 2Gm (d2 − 2z2

0)

(d2 + z2
0)

5/2
, β(1) = 3GJ

R4 cos θL, (2.53)

α(2) = −GM
R3
− 2Gm

(d2 + z2
0)

3/2
, β(2) = 3GJ

2R4

(
− cos θL −

√
5 cos2 θL + 4

)
, (2.54)

α(3) = −GM
R3

+
2Gm(2d2 − z2

0)

(d2 + z2
0)

5/2
, β(3) = 3GJ

2R4

(
− cos θL +

√
5 cos2 θL + 4

)
, (2.55)

mientras que sus eigen-vectores ortonormales toman la forma:

~a(1) = (0, 0, 1), ~b(1) = (1, 0, 0), (2.56)

~a(2) = | cos θ|(− tan θ, 1, 0), ~b(2) = (0,−3 cos θL + S, 2 sin θL)/N+, (2.57)

~a(3) = | sin θ|(cot θ, 1, 0), ~b(3) = (0,−3 cos θL − S, 2 sin θL)/N−, (2.58)

con

S ≡
√

5 cos2 θL + 4, N± ≡
√

10 cos2 θL ∓ 6S cos θL + 8. (2.59)

Nótese que se está suponiendo que sin θL > 0, por lo que las expresiones para ~b(2) y
~b(3) son válidas en toda la Tierra exceptuando los polos.

Suponiendo que la polarización efectiva del péndulo de esṕın corresponde a la

de N(≈ 1023) electrones apuntando en la dirección n̂ = (cosϕ, sinϕ, 0), el valor de

expectación del Hamiltoniano no-relativista (2.45) es

〈HNR〉 = N
3∑

l,m=1

[
∆ξ(l,m)|α(l)|1/4|β(m)|1/4

(
|α(l)|1/2

MPl

)c(+,l) ( |β(m)|1/2

MPl

)c(−,m)

~a(l) ·~b(m)(n̂ · ~a(l) ×~b(m))
]
, (2.60)

donde se usa que los estados de cada electrón son tales que 〈~σ〉 = n̂. La enerǵıa total



2.1 Fenomenoloǵıa de gravedad cuántica invariante de Lorentz 33

y la torca que siente la balanza de torsión deben cumplir

E = −Nn̂ · ~w, ~T = Nn̂× ~w, (2.61)

para algún 3-vector ~w. Al comparar la expresión de E con la ecuación (2.60) se puede

leer el valor de ~w, mismo que se inserta en la expresión para ~T . Los experimentales

miden la componente z de la torca, que según procedimiento antes descrito satisface

Tz =
N sin θL

S

3∑
l,m=1

∆ξ(l,m)|α(l)|1/4|β(m)|1/4
(
|α(l)|1/2

MPl

)c(+,l) ( |β(m)|1/2

MPl

)c(−,m)

(f (l,m)
y cosϕ− f (l,m)

x sinϕ), (2.62)

donde f
(l,m)
i ≡ S~a(l) ·~b(m)(~a(l)×~b(m))i/ sin θL. Los valores de f

(l,m)
x y f

(l,m)
y se presentan

en la siguiente tabla:

l m f
(l,m)
x f

(l,m)
y

1 1 0 0

1 2 −1 0

1 3 1 0

2 1 0 0

2 2 cos2 θ cos θ sin θ

2 3 − cos2 θ − cos θ sin θ

3 1 0 0

3 2 sin2 θ − cos θ sin θ

3 3 − sin2 θ cos θ sin θ

Denotando ∆Tz la precisión experimental para medir Tz y suponiendo que la señal

con la que se ha conjeturado no se observa, el resultado del experimento será que el

valor absoluto del lado derecho de la ecuación (2.62) es menor que ∆Tz. Si además se

asume, como suele hacerse en este tipo de análisis, que no hay cancelaciones fortuitas
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entre los términos de esta suma se concluye

|∆ξ(l,m)||α(l)|1/4|β(m)|1/4
(
|α(l)|1/2

MPl

)c(+,l) ( |β(m)|1/2

MPl

)c(−,m)

<
∆Tz
N

, (2.63)

donde se usa sin θL/S ≤ 1/2, |f (l,m)
x | ≤ 1 y |f (l,m)

y | ≤ 1. Obsérvese que la relación

(2.63) sólo tiene sentido para términos en los que f
(l,m)
x y f

(l,m)
y son distintos de cero.

De la ecuación (2.63) y gracias a que N es un número grande y que la precisión

de los experimentos puede llegar a ser muy buena, queda claro que este experimento

pondŕıa cotas a los parámetros libres del modelo mucho más fuertes que las presen-

tadas en la sección 2.1.2. Además, en todo este análisis no se usa el hecho que el

experimento es sensible al ángulo θ y repitiendo el experimento para distintos valo-

res de θ se pueden controlar mejor los errores experimentales. Nótese que el efecto

de arrastre gravitacional de la Tierra es muy pequeño por lo que las cotas podŕıan

mejorar de forma significativa si las fuentes gravitacionales puestas en el laboratorio

se movieran respecto a la prueba, generando un mayor arrastre gravitacional. Más

aún, se ha argumentado que este experimento es importante incluso si la señal no se

observa, sin embargo, la precisión que se alcanzaŕıa permite pensar que si este efecto

es real, se podŕıa medir en este tipo de experimentos. Al momento de la redacción

de esta tesis, estos experimentos se estaban realizando por los autores de [29, 30].

Por último, resulta que el efecto predicho por el modelo es independiente de la

dirección del momento angular de la Tierra ya que únicamente aparece su valor

absoluto6, por lo que no hay un cambio de signo al cambiar la dirección del momento

angular, como podŕıa esperarse. Un ejemplo sencillo donde algo similar sucede es

en un fluido formado por moléculas ciĺındricas (sin orientación) en presencia de un

vórtice. En este caso las moléculas se alinean a lo largo de la dirección del flujo (por

la diferencia de las velocidades) y se espera que la disposición de las moléculas sea

independiente de la dirección del momento angular del fluido, en analoǵıa a lo que

sucede en el modelo fenomenológico de gravedad cuántica descrito en este caṕıtulo.

Al estudiar el modelo descrito en esta sección se concluye que la gravedad podŕıa

6Esta propiedad fue notada por E.G. Adelberger (comunicación privada).
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afectar de forma no-convencional a la materia polarizada, que está en un estado

netamente cuántico, i.e., que no tiene análogo clásico. El resto de este caṕıtulo se

dedica a estudiar otros modelos en los que la gravedad interactúa con materia en

estados cuánticos de forma inesperada.

2.2. Otros modelos fenomenológicos que combi-

nan la gravedad y la mecánica cuántica

En esta sección se presentan dos modelos fenomenológicos que “mezclan” aspectos

de la gravedad con efectos debidos a la mecánica cuántica. El primero de ellos, que en

cierta medida es una generalización del modelo presentado anteriormente, pretende

explicar unas observaciones astrof́ısicas por medio de un acoplamiento no-mı́nimo de

los campos cuánticos de materia y el tensor de Weyl. Hay que mencionar que este

modelo, a pesar de ser interesante porque no requiere la introducción de campos que

no han sido observados, ha sido descartado por otros experimentos. El otro mode-

lo es una forma de parametrizar posibles violaciones del principio de equivalencia

por part́ıculas inestables y se propone una forma de acotar experimentalmente al

parámetro libre que implementa dicha parametrización.

2.2.1. La gravedad como explicación de una posible variación

en el cociente de masas electrón-protón

En esta sección7 se presenta un modelo propuesto como una explicación alterna-

tiva de unas observaciones astrof́ısicas reportadas en la referencia [40]. La evidencia

astrof́ısica en cuestión se obtuvo al observar nubes interestelares que se encuentran

en la v́ıa láctea. En particular, se midieron algunas ĺıneas espectrales de la molécula

del amoniaco con lo que se obtiene una discrepancia estad́ıstica en las velocidades ra-

diales aparentes de dichas moléculas. Como los autores de la referencia [40] señalan,

7Esta parte del trabajo se realiza en colaboración con F.A. Teppa-Pannia, S.J. Landau y D.
Sudarsky.
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una explicación viable de estas observaciones es suponer que el cociente de masas

electrón-protón, µ, depende de la densidad del medio. De hecho, µ debe satisfacer

∆µ

µ
≡ µNI − µ⊕

µ⊕
∼ 10−8, (2.64)

donde µ⊕ y µNI corresponden, respectivamente, al µ en la Tierra y el observado en

una nube interestelar.

El efecto descrito suele explicarse introduciendo un campo escalar, llamado “ca-

maleón”, que al acoplarse con la materia de una forma particular dependiente de la

densidad del ambiente, adquiere una masa y un potencial efectivo [45]. El problema

con esta explicación es la falta de evidencia experimental de que dicho campo existe.

Por ello, en este trabajo se construye un modelo alternativo basado en las ideas de

que la curvatura, reflejando efectos ligados con una granularidad del espacio-tiempo,

puede afectar el comportamiento de la materia de una manera exótica. A primera

vista parece extraño que la gravedad, que suele despreciarse al calcular la masa de

las part́ıculas, provea la explicación al fenómeno en cuestión, sin embargo, hay que

recordar que en esta tesis se considera que la relatividad general es una descrip-

ción efectiva de una teoŕıa cuántica de la gravedad, en cuyo lenguaje este tipo de

interacciones podŕıan expresarse de forma natural.

Más aún, se sabe que en las nubes intergalácticas la densidad de part́ıculas es

19 órdenes de magnitud menor que en la Tierra [40], lo que refuerza la hipótesis de

que el entorno gravitacional, que está ı́ntimamente relacionado con la densidad de

materia, podŕıa afectar el valor de µ. El objetivo entonces es encontrar una forma de

acoplar la gravedad y la materia que a nivel fenomenológico explique la dependencia

de µ en la densidad. En particular se trabaja con campos fermiónicos ψi, donde i es

una etiqueta para el sabor. Para poder explicar las observaciones en cuestión, se usa

una función escalar, f , que depende del entorno gravitacional por medio del tensor
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de Weyl8, misma que se introduce por medio del reemplazamiento

mi → m
(ef)
i = mi(1 + ξif(W )), (2.65)

en los términos de masa y donde ξi son parámetros fenomenológicos que pueden ser

distintos para cada sabor. Se propone, por simplicidad, tomar

f = WabcdW
abcd ≡ W 2, (2.66)

misma que tiene dimensiones (de masa) 4, por lo que ξi tiene dimensiones −4. Nótese

que como se intenta generar una modulación en la masa, que es escalar, no hay

necesidad de introducir efectos “direccionales”, como los usados en la sección 2.1, que

contienen eigen-formas de operadores relacionados con el tensor de Weyl. En el ĺımite

de bajas enerǵıas se puede considerar al protón como una part́ıcula fundamental por

lo que el cociente de la masa efectiva del electrón y el protón, que es lo que se mediŕıa,

es

µ(ef) =
m

(ef)
e

m
(ef)
p

=
mi(1 + ξeW

2)

mp(1 + ξpW 2)
≈ mi

mp

(
1 + ∆ξW 2

)
, (2.67)

donde se usa el hecho que ξiW
2 � 1, dado que el modelo estándar funciona con alta

precisión en la Tierra, y se define ∆ξ ≡ ξe − ξp. Dado que W 2 se determina por el

entorno gravitacional y éste a su vez puede depender de la densidad del medio, queda

claro que el modelo propuesto podŕıa explicar el fenómeno en cuestión.

Para calcular W 2 en las situaciones de interés se modela la influencia gravitacional

de la Tierra por la métrica exterior de Schwarzschild donde el elemento de ĺınea, en

las coordenadas usuales de Schwarzschild t ,r, θ y ϕ, está dado por

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2, (2.68)

siendo M la masa de la Tierra. Como esta métrica es solución de las ecuaciones de

8En principio se podŕıa acoplar la materia con el tensor de curvatura pero, como se discute
en la sección 2.1, los acoples de la materia con el tensor de Ricci, son auto-interacciones que
fenomenológicamente no son interesantes.
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Einstein en el vaćıo, W 2 coincide con el escalar de Kretschmann RabcdR
abcd, mismo

que está dado por

W 2 =
48G2M2

r6
. (2.69)

En la aproximación, respaldada por su baja densidad, en la que en la nube interestelar

W 2 ≈ 0 se tiene ∣∣∣∣∆µµ
∣∣∣∣(ef)

≡

∣∣∣∣∣µ(ef)
NI − µ

(ef)
⊕

µ
(ef)
⊕

∣∣∣∣∣ ≈ |∆ξ|48M2

R6
, (2.70)

siendo R el radio de la Tierra. Usando los valores numéricos de M y R y la estimación

dada en la ecuación (2.64) se llega a

|∆ξ| ≈ 4.7× 10−74 eV−4. (2.71)

Recapitulando, en este modelo se supone que los electrones y protones interactúan

con la gravitación por medio de acoples ξiW
2ψ̄iψi. No obstante, dado que estos

términos de acoplamiento no se anulan en cáıda libre y como la universalidad de la

cáıda libre se ha probado experimentalmente con muy alta precisión [51], es posible

descartar el modelo, como se va a reportar próximamente.

2.2.2. Principio de equivalencia y part́ıculas inestables

Es notable la cantidad de estudios realizados con el objeto de probar emṕıri-

camente el principio de equivalencia (ver [51] como un ejemplo), sin embargo, la

mayoŕıa de estos trabajos usan part́ıculas en estados que pueden ser descritos clási-

camente. Quizá el primer experimento en el que se explora cómo las part́ıculas en

un estado cuántico (i.e., sin análogo clásico) “sienten” la gravedad es el experimento

COW (por Colella, Overhauser y Werner [14]). En este experimento se separa un

haz de part́ıculas en dos y se hace pasar cada parte de este haz por regiones con

distinto potencial gravitacional. Al juntar las dos partes del haz se mide la diferencia

en la fase. Vale la pena recalcar que las part́ıculas del haz entran en super-posición

de seguir las distintas trayectorias, que es un comportamiento que no tiene análogo

clásico.
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Por otra parte, a lo largo de esta tesis se argumenta que las part́ıculas en esta-

dos cuánticos podŕıan interactuar con la gravedad de manera no-convencional. Dado

que las part́ıculas inestables están en estados cuánticos, y en el afán entender mejor

las consecuencias de dicho principio con part́ıculas cuánticas, se construye9 un mo-

delo fenomenológico que permite parametrizar posibles violaciones del principio de

equivalencia por part́ıculas inestables. Es importante aclarar que en esta sección se

entiende que un sistema satisface el principio de equivalencia si su descripción en un

marco de referencia inercial cuando está sometida a un campo gravitacional uniforme

es indistinguible de aquella en la que se considera al sistema libre pero “visto” desde

un marco uniformemente acelerado.

Antes de presentar el modelo vale la pena retomar el experimento COW y discutir

el rol del principio de equivalencia en la mecánica cuántica ordinaria con part́ıcu-

las estables. Es interesante que el experimento COW es descrito correctamente por

la ecuación de Schrödinger si se incluye el potencial gravitacional Newtoniano. No

obstante, este experimento no explora la interacción entre las part́ıculas en esta-

dos cuánticos y la gravedad en el sentido de la relatividad general porque, como se

explica en la referencia [13], los resultados experimentales encontrados también se

observaŕıan en ausencia de gravedad si se somete al dispositivo en el que se lleva a

cabo el experimento a una aceleración constante. Esto se puede entender a partir del

hecho de que en la mecánica cuántica ordinaria se satisface el principio de equivalen-

cia. A continuación se presenta la demostración de este resultado (que está reportado

en la referencia [26]).

El punto de partida es la ecuación de Schrödinger en un marco de referencia

inercial ~x′, t′:

i∂t′ψ(~x′, t′) = − 1

2m
∇′2ψ(~x′, t′). (2.72)

Para pasar a un sistema uniformemente acelerado ~x, t (respecto al sistema ~x′, t′) se

9Es un trabajo hecho en colaboración con E. Fischbach, D.E. Krause, H. Hernández-Coronado
y D. Sudarsky.
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hacen las sustituciones

~x′ → ~x = ~x− 1

2
~at2, t′ → t = t′, (2.73)

donde ~a es constante. Esto implica además que

∇′ = ∇, ∂t′ = ∂t − t~a · ∇, (2.74)

con lo que la ecuación (2.72) se reescribe como

i(∂t − t~a · ∇)ψ(~x, t) = − 1

2m
∇2ψ(~x, t). (2.75)

Haciendo el ansatz ψ(~x, t) = eiα(~x,t)φ(~x, t), omitiendo los argumentos de las funciones

y multiplicando con e−iα se obtiene

−(∂tα)φ+ i∂tφ+ t~a ·∇αφ− it~a ·∇φ = − 1

2m

(
i∇2αφ− (∇α)2φ+ 2i∇α · ∇φ+∇2φ

)
.

(2.76)

Para cancelar los términos con ∇φ se escoge α = mt~a · ~x + f(t), siendo f(t) una

función aún indeterminada. Al sustituir en la ecuación (2.76) se obtiene

−m~a · ~xφ− (∂tf)φ+ i∂tφ+
1

2
mt2~a2φ = − 1

2m
∇2φ. (2.77)

Usando el hecho que todav́ıa se tiene la libertad de fijar f(t), que se toma como

f(t) = m~a2t3/6, se llega a

i∂tφ = − 1

2m
∇2φ+m~a · ~xφ, (2.78)

que es la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula sujeta a un potencial V = m~a·~x.

Nótese que, si la masa inercial y la masa gravitacional coinciden y ~a es la aceleración

de la gravedad, entonces V es el potencial de un campo gravitacional uniforme, por

lo que, hasta una fase α = mt~a · ~x + m~a2t3/6, se demuestra que el principio de

equivalencia se cumple en mecánica cuántica para part́ıculas estables.
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El siguiente objetivo es ver cómo se debe modificar la discusión anterior si se con-

sideran part́ıculas inestables. La observación clave es que la ecuación de Schrödinger

para una part́ıcula inestable debe reflejar que los polos del propagador se encuentran

en E2 = ~p2 +(m− iΓ/2)2, donde m y Γ son reales siendo Γ la tasa de decaimiento de

la part́ıcula en cuestión. Obsérvese que la presencia de Γ genera que, en el sistema

de reposo de la part́ıcula, hayan soluciones que decaen exponencialmente, reflejando

la propiedad de la part́ıcula de ser inestable. En el caso no-relativista se tiene que m

es mucho más grande que |~p| y Γ, por lo que

E =
~p2

2m
+m− iΓ

2
+O

(
p4

m3
,
p2Γ

m2

)
, (2.79)

y la ecuación de tipo Schrödinger que se deduce a partir de esta relación de dispersión

es

i∂tψ =

(
−
~∇2

2m
+m− iΓ

2

)
ψ, (2.80)

en donde se omiten los términos que se desprecian. Si se repite el análisis hecho para

part́ıculas estables pero ahora partiendo de la ecuación (2.80) se encuentra que, si se

cumple el principio de equivalencia, una part́ıcula inestable no-relativista satisface

i∂tψ =

(
−
~∇2

2m
+m− iΓ

2
+mΦN

)
ψ, (2.81)

siendo ΦN el potencial gravitacional Newtoniano. Se busca parametrizar violaciones

del principio de equivalencia por part́ıculas inestables. Esto puede obtenerse añadien-

do a lo que se encuentra dentro de los paréntesis en el lado derecho de la ecuación

(2.81) una función suave de Γ y ΦN que debe anularse cuando Γ o ΦN son cero, ya

que en tales circunstancias no se esperan violaciones al principio de equivalencia. Si

se hace una expansión de Taylor de esta función alrededor de Γ = ΦN = 0 es posible

notar que el término dominante es de la forma −iξΓΦN/2, siendo ξ un parámetro

complejo y adimensional desconocido. La idea entones es que ξ debe ser determinado

por los experimentos y que en caso de ser cero implica que las part́ıculas inestables
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satisfacen el principio de equivalencia. Por lo tanto, la ecuación fenomenológica que

se propone es

i∂tψ =

(
− 1

2m
∇2 +m− iΓ

2
+

(
m− iξΓ

2

)
ΦN

)
ψ. (2.82)

Este modelo podŕıa contrastarse con experimentos si se hace pasar un haz de

part́ıculas inestables por un dispositivo tipo COW. El cálculo se presenta en el apéndi-

ce C en el que se obtiene que, en el caso que, por simplicidad, ξ ∈ R y para un haz

cuya enerǵıa se encuentra centrada alrededor de E y donde p es el porcentaje del

haz que viaja por la trayectoria inferior, la probabilidad de detección de part́ıculas

que no decaen si se deja el dispositivo prendido por un tiempo largo va como

P ∝
(

1 + 2
√
p(1− p)

)(
1− ΓµL− 1

2
ξΓµgA

)
+

(
p− 1

2

)
ξΓµgA cos θ

−
√
p(1− p)m2µ2g2A2 cos2 θ, (2.83)

con µ ≡
√
E/2m, g es la aceleración gravitacional, L y A son la longitud (horizontal)

y el área encerrada por el dispositivo COW, respectivamente, y θ es el ángulo entre

la dirección vertical del dispositivo y la vertical de acuerdo al campo gravitacional.

Es importante mencionar que para ser consistentes con las aproximaciones hechas

anteriormente, se desprecian los términos O(µ3). Además, para el caso p = 1/2 y

Γ = 0 se recupera la expresión t́ıpica para estos experimentos (ver la referencia [14]).

Más aún, el término proporcional a ΓµL se entiende del hecho que entre más largo

sea el dispositivo COW, más tiempo pasan en él las part́ıculas inestables y por lo

tanto, decaen en un mayor porcentaje. Finalmente, debido a que el término lineal

en cos θ desaparece si ξ = 0, al buscar esta dependencia en θ se podŕıan poner cotas

sobre el parámetro en cuestión.

En este caṕıtulo se han estudiado varias maneras en las que una estructura no-

trivial del espacio-tiempo a escalas microscópicas, cuya forma expĺıcita se desconoce,

podŕıa influir a la materia. A continuación se estudia cómo repercute el hecho que la

materia es “cuántica” al ser usada para explorar el espacio-tiempo.



Caṕıtulo 3

Explorando el espacio-tiempo con

objetos reales

Hasta ahora se ha estudiado cómo una estructura no-trivial del espacio-tiempo

afecta a la materia. En este caṕıtulo se deja de lado la posibilidad de que el espacio-

tiempo sea granular y se analiza la forma en la que a través de la materia, cuya

descripción se hace mediante la mecánica cuántica, se puede explorar el espacio-

tiempo de la relatividad general.

3.1. Motivación

Las part́ıculas puntuales juegan un papel importante en el marco conceptual

de la teoŕıa de la relatividad general. Un ejemplo de esto son las geodésicas que

son las trayectorias espacio-temporales que siguen dichas part́ıculas cuando no son

sometidas a fuerzas externas. De hecho, la geometŕıa del espacio-tiempo se encuentra,

operacionalmente, al seguir las trayectorias de part́ıculas libres y de prueba, mismas

que se identifican con las geodésicas de la geometŕıa buscada. Por otra parte, la

geometŕıa sólo puede ser explorada con los objetos reales presentes en el universo, que

no son puntuales en el sentido que, según la mecánica cuántica, no tienen una posición

y un momento simultáneamente definidos, por lo que no se les puede asignar una

43
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trayectoria. Esto implica que hay un ĺımite en la precisión con la que se puede conocer

la geometŕıa del espacio-tiempo, y de hecho, sugiere que a escalas microscópicas es

prácticamente imposible explorar dicha geometŕıa.

El objetivo principal de este caṕıtulo es buscar un mecanismo covariante para

asignar una trayectoria a un sistema cuántico, misma que lo represente al momento

de explorar la geometŕıa espacio-temporal. Dado que éste es un problema complicado

y a pesar de que existen diferencias importantes, se propone, como un primer paso,

modelar a los sistemas cuánticos con objetos clásicos y extendidos, ya que en los dos

casos los objetos con los que se explora la geometŕıa no siguen una (única) trayectoria.

Más aún, se supone que estos objetos extendidos son de prueba y que se propagan

en un espacio-tiempo conocido. Concretamente, la idea es representar a los objetos

extendidos por su centro de masa, mismo que puede definirse de forma covariante en

relatividad general. Esta idea, en general, no puede aplicarse operacionalmente ya

que no es posible “seguir” la trayectoria del centro de masa cuando éste se encuentra

dentro del objeto extendido. No obstante, el análisis teórico que se desprende conlleva

a conclusiones interesantes sobre la geometŕıa que se deduce al explorar el espacio-

tiempo con objetos extendidos, sugiriendo que el lenguaje geométrico podŕıa no ser

el adecuado para describir la estructura microscópica del espacio-tiempo.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: primero se encuentra una

definición covariante del centro de masa en relatividad especial de la que se aprenden

lecciones importantes que son usadas al generalizar esta noción a espacios curvos. La

receta para encontrar el centro de masa en espacio-tiempos con curvatura se detalla

presentando primero las hipótesis generales y algunas definiciones, después los pasos

de la construcción y finalmente se bosquejan algunas demostraciones matemáticas

importantes. Con el objeto de calcular los paréntesis de Poisson entre las compo-

nentes del centro de masa, la receta se presenta para el caso particular en el que el

objeto extendido está compuesto por part́ıculas puntuales, libres, masivas y de prue-

ba se obtiene el centro de masa en el régimen de “gravedad linealizada”. Además, se

presenta un formalismo diseñado para encontrar parte de la geometŕıa que se “lee”

al seguir al centro de masa. Se muestra un ejemplo de toda la construcción para una

geometŕıa particular en el régimen linealizado y, finalmente, se describen algunas
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posibles ĺıneas de investigación futuras.

3.2. El centro de masa relativista

La propagación de objetos extendidos en espacio-tiempos curvos se ha estudia-

do desde los inicios de la relatividad general. El trabajo más significativo en esta

dirección es el de Papapetrou [46] quien analizó la dinámica, en un espacio-tiempo

genérico, de un objeto que rota, en el ĺımite que no tiene extensión, mediante el

estudio de los momentos multipolares de su tensor enerǵıa-momento Tab. Al intentar

generalizar el resultado de Papapetrou a objetos con extensión, surge el problema de

escoger covariantemente el punto a partir del cual se hace la expansión multipolar.

Esta es quizá la razón principal por la que se buscaron definiciones covariantes del

centro de masa en relatividad general. Antes de presentar la manera como se cons-

truye el centro de masa en espacio-tiempos con curvatura, vale la pena comenzar

describiendo como se puede definir de manera covariante en relatividad especial.

3.2.1. Relatividad especial

Esta sección está basada en el art́ıculo de Pryce [47] donde se hace un recuento

de las distintas definiciones del centro de masa en relatividad especial y se discuten

algunas de sus propiedades. La situación espećıfica que se examina es la de un espacio-

tiempo plano descrito en coordenadas Minkowskianas y en el que se propaga una

colección de N part́ıculas clásicas y puntuales. Las coordenadas de la ĺınea de mundo

y las componentes del momento de la i-ésima part́ıcula son, respectivamente, qµ(i)(t),

pµ(i). Se asume que el parámetro t de las ĺıneas de mundo coincide con la coordenada

temporal del espacio-tiempo y que dichas curvas están parametrizadas de forma que

q0
(i)(t) = t para todas las part́ıculas. Más aún, la masa de la i-ésima part́ıcula, m(i),

se define por la relación ηµνp
µ
(i)p

ν
(i) = −m2

(i) y, se asume, por simplicidad, que no hay

fuerzas externas, por lo que pµ(i) no depende de t. Se define el momento total de la
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colección de part́ıculas como

pµ =
N∑
i=1

pµ(i), (3.1)

y su momento angular total respecto del punto x = (t, ~x) es

jµν(x) = 2
N∑
i=1

(q(i)(t)− x)[µp
ν]
(i). (3.2)

Es importante observar que

jµν(x) = 2
N∑
i=1

q(i)(t)
[µp

ν]
(i) − 2x[µpν] = mµν − 2x[µpν], (3.3)

donde, debido a que aparece frecuentemente, se define mµν ≡ jµν(t,~0). Por último,

la masa total del sistema, m, se define a partir de la relación −m2 = ηµνp
µpν (nótese

que m 6=
∑N

i=1 m(i)).

Las principales definiciones, propuestas por Pryce, del centro de masa de la co-

lección de part́ıculas puntuales son:

(a) Para cada valor del parámetro t, se calcula el centro de masa en un sistema de

referencia Minkowskiano arbitrario ponderando la posición de cada part́ıcula

con su masa entre la masa total, es decir, las coordenadas del centro de masa

en el sistema de referencia antes mencionado son

xµ(a)(t) =

∑N
i=1m(i)q

µ
(i)(t)

m
. (3.4)

(b) Se calcula el centro de masa igual que en (a) pero en el sistema de referencia

Minkowskiano particular en el que la parte espacial del momento total es cero,

i.e., en el marco de referencia donde ~p = ~0. Esto se hace para todo t y se

encuentra una curva, misma que puede ser expresada en cualquier sistema de

referencia.

(c) Se define el centro de masa igual que (a) pero en este caso se pondera las
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posiciones de las part́ıculas con su enerǵıa, p0
(i), normalizada por la enerǵıa

total p0. Las coordenadas del centro de masa en dicho sistema de referencia

están dadas por

xµ(c)(t) =

∑N
i=1 p

0
(i)q

µ
(i)(t)

p0
. (3.5)

(d) Para todo t, se calcula el centro de masa igual que en (c) pero en el sistema de

referencia Minkowskiano en el que ~p = ~0. Una vez encontrada la curva trazada

por el centro de masa, ésta se transforma a cualquier sistema de referencia.

Además, Pryce propone cuatro condiciones que debeŕıa cumplir la definición ideal

del centro de masa, mismas que se enumeran a continuación:

1. Ser independiente del sistema de referencia en el que se calcula (covariancia).

2. Estar en reposo en el marco de referencia en el que ~p = ~0.

3. En la ausencia de fuerzas externas, la curva trazada por el centro de masa debe

ser una geodésica.

4. Los paréntesis de Poisson entre todas las componentes espaciales del centro de

masa deben ser cero.

El centro de masa calculado a partir de la definición (a) depende del marco de

referencia y, en general, no tiene la propiedad de estar en reposo en el sistema donde

~p = ~0. Además, si las part́ıculas interactúan entre śı, el centro de masa dado en la

definición (a) no sigue una geodésica. La única propiedad que satisface esta definición

de centro de masa es que sus componentes espaciales tienen paréntesis de Poisson

nulos entre śı. El centro de masa definido por (b) cumple con las mismas condiciones

que la definición (a) salvo por el hecho que, por construcción, es independiente del

marco de referencia. El centro de masa de acuerdo con la definición (c) está en

reposo en el marco de referencia en el que ~p = ~0, sigue una geodésica en ausencia

de fuerzas externas pero no es covariante. Además, sus diferentes componentes no

tienen paréntesis de Poisson nulos entre śı (por involucrar tanto la posición como

la enerǵıa de las part́ıculas y debido a que la enerǵıa depende de los momentos).
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Finalmente, el centro de masa de la definición (d) satisface las mismas propiedades

que el centro de masa definido en (c) pero además, por construcción, es covariante.

Hay que mencionar también que todas estas definiciones se reducen a la definición

Newtoniana del centro de masa en el ĺımite no-relativista y que cuando únicamente

se considera una part́ıcula, el centro de masa coincide su posición.

De las definiciones del centro de masa mencionadas anteriormente, la definición

(d) es considerada como la mejor por lo que en esta tesis se trabaja con ella. A pesar

que Pryce no lo verifica y como lo discuten en la referencia [12], es posible notar que

la definición (d) del centro de masa no es “asociativa”, es decir, no se puede calcular

primero el centro de masa de un subgrupo de part́ıculas y utilizarlo para representar

a dicho subgrupo al calcular el centro de masa de todo el sistema. Las razones por

las que no se cumple esta propiedad y la forma de solucionarlo se reportan en la

referencia [12] y se discuten en la sección 3.5.

Para encontrar una expresión para las coordenadas del centro de masa según

la definición (d), primero es conveniente estudiar la definición (c). Es inmediato

demostrar, a partir de la ecuación (3.5), que las componentes del centro de masa

calculado con la definición (c) son

xµ(c)(t) =
tpµ +mµ0

p0
. (3.6)

Si el sistema de referencia utilizado está asociado con una familia de observadores

cuya 4-velocidad tiene componentes nµ, la ecuación anterior se puede reescribir como

xµ(c)(t) =
tpµ +mµνnν

pρnρ
. (3.7)

La definición (d) del centro de masa se encuentra a partir de la (c) pero en el caso

particular donde nµ = pµ/m por lo que el centro de masa según la definición (d) de

Pryce es

xµM(t) =
tmpµ +mµνpν
−m2

. (3.8)
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Finalmente, si se usa el parámetro τ ≡ x0
M(t), el centro de masa toma la forma

xµM(τ) = τ
pµ

p0
+
m0ipip

µ −mµνpνp
0

p0m2
. (3.9)

Es fácil ver que, si se supone que no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema,

como pµ y mµν son contantes, entonces dxµM/dτ = pµ/p0 que es constante y temporal,

por lo que la curva centro de masa es una geodésica temporal. La observación más

importante que se hace en este caṕıtulo es que la curva centro de masa en espacio-

tiempos con curvatura en general no es una geodésica. Esto significa que al explorar

espacio-tiempos curvos con objetos extendidos que son representados por su centro

de masa, no se “lee” la geometŕıa de fondo, ya que las curvas que se consideraŕıan

como geodésicas (i.e., el centro de masa), en realidad no lo son.

En este punto es conveniente definir el momento angular intŕınseco del objeto

extendido, llamado también esṕın en un abuso de lenguaje por usar un término de la

mecánica cuántica, y denotado por sµν . Para entender esta definición hay que tomar

en cuenta que al medir el momento angular de un objeto extendido respecto a un

punto arbitrario hay una contribución orbital y otra intŕınseca. Sin embargo, si se

calcula el momento angular total a partir del centro de masa, la contribución orbital

se anula y todo el momento angular medido es intŕınseco. Por tal motivo se define el

esṕın de un objeto extendido como su momento angular total respecto al centro de

masa, es decir,

sµν ≡ jµν(xM). (3.10)

A continuación se demuestra una relación entre el momento total y el esṕın que es

muy importante ya que también se satisface en espacio-tiempos con curvatura (si se

utilizan las definiciones de momento total y esṕın dadas en la sección 3.2.2). De las

ecuaciones (3.3) y (3.10), se puede notar que

pµs
µν = pµm

µν − pµxµMp
ν −m2xνM , (3.11)

con lo que, usando la expresión del centro de masa dada en la ecuación (3.9), se
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prueba expĺıcitamente

pµs
µν = 0. (3.12)

Si se cuenta con definiciones para el momento total y el esṕın, esta expresión puede

tomarse como el punto de partida para definir el centro de masa en relatividad

general. Sin embargo, en esta tesis y con el afán de motivar la definición usada,

se construye paso a paso el centro de masa y después se prueba que satisface una

relación análoga a (3.12).

Como se menciona al inicio de esta sección, el centro de masa que se está utilizando

tiene paréntesis de Poisson no-nulos entre sus componentes espaciales. Para hacer

este cálculo se escoge una hiper-superficie de tiempo coordenado t constante, Σt, y

se asume que en ella se satisfacen los paréntesis canónicos1 entre qµ(i)(t) y pµ(i). Con

esto y dado que el centro de masa en Σt puede expresarse en términos de qµ(i)(t) y

pµ(i), se calculan los paréntesis de Poisson en cuestión, obteniendo

{
xiM , x

j
M

}
=
sij

m2
+ 2

p[isj]0

m2p0
. (3.13)

Es interesante mencionar que, como se nota por los autores de la referencia [11],

relaciones similares a (3.13) aparecen en otras partes de la literatura. El ejemplo

más relevante es el de la referencia [35] donde, al generalizar el álgebra de Poin-

caré para incluir un operador posición, encuentra que los conmutadores entre las

componentes de este operador son parecidas al lado derecho de la ecuación (3.13).

Otra caracteŕıstica interesante es que la relación (3.13) es válida también en el ĺımite

que el objeto al que se le calcula el centro de masa es puntual ya que en este caso el

momento angular intŕınseco cumple sij = 0.

De esta sección se concluye que para construir un centro de masa de forma cova-

riante en relatividad especial es crucial utilizar el sistema de referencia donde ~p = ~0.

1Los paréntesis de Poisson que involucran part́ıculas distintas son automáticamente cero.
Además, como q0(i)(t) = t es un parámetro fijo, tiene paréntesis de Poisson nulo con los demás

qµ(i) y los pµ(i). Más aún, para calcular los paréntesis de Poisson que involucran a p0(i) se usa el hecho

que p0(i) =
√
~p2(i) +m2

(i) y que m(i) tiene paréntesis de Poisson nulos con qµ(i) y pµ(i).
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Si además se ponderan las posiciones de las part́ıculas con sus enerǵıas (normalizadas

por la enerǵıa total), se demuestra que los paréntesis de Poisson entre las componen-

tes espaciales del centro de masa son proporcionales al esṕın del objeto extendido

y que, en ausencia de fuerzas externas, la curva que trazada por el centro de masa

es una geodésica temporal. En la siguiente sección se generaliza esta definición del

centro de masa a espacio-tiempos con curvatura.

3.2.2. Relatividad general

En esta sección se describe una definición del centro de masa de un objeto exten-

dido, descrito por su tensor de enerǵıa-momento Tab, que generaliza a aquella dada

en la sección 3.2.1 ya que puede aplicarse en espacio-tiempos con curvatura y que

fue propuesta originalmente por Dixon [22]. Para ello se comienza enumerando las

hipótesis con las que se trabaja, siguiendo a la referencia [5], donde originalmente se

presentaron las demostraciones matemáticas discutidas abajo.

Hipótesis

En este punto conviene detallar el marco conceptual en el que se lleva a cabo

esta investigación. Se consideran espacio-tiempos de 4 dimensiones, que tienen una

métrica pseudo-Riemanniana gab y una orientación temporal dada. En particular,

se consideran únicamente espacio-tiempos globalmente hiperbólicos. La materia a la

que se le quiere asociar un centro de masa es clásica. Se supone además que el tensor

de enerǵıa-momento de la materia, Tab, tiene soporte T convexo2 y localizado (para

toda hiper-superficie de Cauchy Σ, se tiene que T ∩ Σ es compacto en la topoloǵıa

inducida en Σ), cumple con la condición de enerǵıa dominante (para todo vector

temporal que apunta al futuro ta, el vector T abtb es temporal y apunta al futuro)

y satisface la relación de conservación ∇aT
ab = 0, siendo ∇a el operador derivada

asociado con gab.

Para que la construcción del centro de masa pueda ser generalizada a espacios

curvos hay que suponer que para todo x ∈ T , el conjuntoO(x) ≡ T∩(J+(x)∪J−(x))c,

2Si T no es convexo, entonces se puede tomar su completación convexa como se discute en [5].
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donde J+(x) y J−(x) son, respectivamente, el futuro y pasado causal del punto x,

es un entorno normal convexo, es decir, que para todo par de puntos y, z ∈ O(x)

existe una única geodésica totalmente contenida en O(x) que une dichos puntos. Esta

hipótesis se garantiza si la curvatura del espacio-tiempo en la región donde está el

objeto extendido es suficientemente pequeña. Además, para demostrar que el centro

de masa que se define abajo traza una curva temporal y diferenciable también se debe

suponer que el radio de curvatura es mucho más grande que el tamaño del objeto

extendido, lo que se asume en esta tesis. Las condiciones precisas que debe satisfacer

la curvatura para tener una definición consistente del centro de masa se encuentran

en la referencia [5]. A continuación se definen algunos objetos que son usados a lo

largo de toda la sección.

Definiciones

En relatividad especial el centro de masa se construye sumando las coordenadas

Minkowskianas de las posiciones de las part́ıculas, sin embargo, en un espacio-tiempo

con curvatura no tiene sentido sumar coordenadas por lo que se busca representar

las posiciones de cada part́ıcula, respecto al punto x, por vectores en Vx. Con el

propósito de ligar puntos con vectores se define el mapeo exponencial sobre el punto

x, expx(·), mismo que a cada vector en Vx le asigna un punto del espacio-tiempo.

En concreto, el vector va ∈ Vx se mapea al punto al que se llega al recorrer una

distancia af́ın 1 (a partir x) la geodésica cuya tangente en x y respecto al parámetro

af́ın utilizado3 es va. Es importante notar que expx(0) = x y que, para vectores cuya

norma es suficientemente pequeña, este mapeo es 1 a 1.

Al calcular el centro de masa de un objeto extendido, la contribución de cada

pedazo debe tomarse “al mismo tiempo”. Para tener una noción de simultaneidad

respecto a un vector temporal va ∈ Vx, se define el conjunto de todos los puntos a los

que se llega siguiendo geodésicas cuya tangente en x es ortogonal a va, mismo que se

denota por Γx,v. Claramente Γx,v es una hiper-superficie (al menos en una vecindad

de x) de carácter espacial.

3Esto asegura que la definición sea independiente del parámetro af́ın que se utilice.
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Para definir el momento total de un objeto extendido es necesario sumar el mo-

mento de cada pedazo que lo conforma. Para eso todos estos momentos deben ser

“llevados” a un mismo espacio tangente, donde la suma de vectores está definida.

Los vectores son llevados de un punto a otro por transporte paralelo a lo largo de

geodésicas. Se denota por Πx[·] al operador que transporta paralelamente a un tensor

(de cualquier rango) desde el punto en el que se encuentra y hasta el punto x, sobre

una geodésica que une estos dos puntos. Este operador está bien definido sólo cuan-

do hay una única geodésica que une los puntos en cuestión, es decir, en un entorno

normal convexo.

Al calcular el momento total del objeto extendido es necesario escoger el instante

en el que se consideran las contribuciones de cada pedazo de dicho objeto. Este

instante puede ser determinado por una 4-velocidad, como se discute arriba. Por

ello, se define el momento total del objeto extendido en el punto x ∈ T y respecto a

la 4-velocidad va ∈ Vx como

P a(x, v) =

∫
Γx,v

Πx[T
ab(y)nb(y)]

√
hd3y, (3.14)

donde na(y) es el vector normal a Γx,v en el punto y, que además es unitario y

apunta al futuro, y
√
hd3y es el elemento de 3-volumen correspondiente (ver la figura

3.1). Las hipótesis bajo las que se está trabajando aseguran que Γx,v ∩ T , que es

la región de integración, sea una hiper-superficie suave. Además, entre todo punto

y ∈ Γx,v ∩ T y el punto x hay una única geodésica, por lo que el operador Πx[·] se

aplica sin ambigüedades.

Por otra parte, debido a que Tab satisface la condición de enerǵıa dominante, al

hecho de que el transporte paralelo respeta el carácter temporal de un vector y ya

que es la “suma” de vectores temporales orientados al futuro, se tiene que P a(x, v)

es temporal. Es posible probar también que esta definición del momento total se

vuelve independiente del punto y la 4-velocidad en un espacio-tiempo plano y de

hecho se reduce a la ecuación (3.1) para part́ıculas puntuales. Similarmente a lo

hecho en relatividad especial, la masa total del objeto extendido en x y dependiente

de la 4-velocidad va ∈ Vx, M(x, v), se define a partir de la relación −M2(x, v) =
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x

va

Γ
x,v

T

Tab(y)n
b
(y)

y

Ξa(y)

Figura 3.1: Esquema espacio-temporal donde se muestra en gris la región T que
contiene al objeto extendido, la hiper-superficie de simultaneidad asociada con el
vector temporal va ∈ Vx, llamada Γx,v, y los vectores T ab(y)nb(y) ∈ Vy y Ξa(y) ∈ Vx
que representan, respectivamente, el momento y la posición respecto a x del pedazo
del objeto extendido en el punto y.

gab(x)P a(x, v)P b(x, v).

Para definir el momento angular total del objeto extendido es necesario contar

con vectores que contengan la información de la posición de cada pedazo del objeto

extendido. Como se menciona anteriormente, esto se puede lograr por medio del

mapeo exponencial. Aśı, si se pretende codificar en un vector la posición del punto

y respecto al punto x se busca Ξa(y) ∈ Vx tal que expx(Ξ(y)) = y (estos vectores se

muestran en la figura 3.1). Con esto, el momento angular total del objeto extendido

en el punto x y asociado con el vector temporal va ∈ Vx se define por

Jab(x, v) = 2

∫
Γx,v

Ξ[a(y)Πx[T
b]c(y)nc(y)]

√
hd3y, (3.15)
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donde se usa que Ξa(y) y Πx[T
ab(y)nb(y) representan, respectivamente, la posición

y el momento del pedazo del objeto extendido que se encuentra en y. Nótese que

Jab(x, v) es un tensor sobre el punto x. Además, es fácil ver que si y ∈ Γx,v, entonces,

gab(x)Ξa(y)vb = 0, por lo que más adelante se construyen los Ξa(y) imponiendo

esta condición. Esta definición también se reduce a la ecuación (3.2) en el ĺımite

correspondiente.

Para definir el momento y el momento angular total de un objeto extendido, es

necesario utilizar un vector temporal. A continuación se presenta una receta para en-

contrar un campo de 4-velocidades, que además de ser la generalización de aquel que

en relatividad especial “ve” al objeto extendido en reposo, es útil para obtener una

definición de los campos de momento y momento angular total del objeto extendido,

ya que provee de una noción de simultaneidad.

Receta para encontrar el sistema de reposo

Para obtener una definición covariante del centro de masa en relatividad especial

es necesario usar un sistema de referencia, asociado con un campo de 4-velocidades,

en el que el objeto extendido está en reposo. Algo análogo sucede en relatividad

general y esta parte de la tesis se dedica a detallar el procedimiento con el que se

encuentra dicho campo de 4-velocidades. Con este propósito se define un mapeo entre

elementos del conjunto

Kx = {va ∈ Vx|gabvavb = −1 y que apuntan al futuro}. (3.16)

Sea va ∈ Kx, el mapeo φax : Kx → Kx se define por

φax(v) =
P a(x, v)√

−gbcP b(x, v)P c(x, v)
. (3.17)

Se denota por Ua(x) al elemento de Kx con la propiedad

Ua(x) = φax(U(x)), (3.18)



56 Explorando el espacio-tiempo con objetos reales

mismo que, por ser un punto fijo del mapeo φax y aplicando los métodos que se discuten

más adelante, existe y es único [5]. Haciendo esto para cada punto en T se encuentra

un campo vectorial Ua(x) que corresponde con la velocidad de un observador en x

que ve al objeto extendido lo más en reposo posible4.

Usando el campo Ua(x) se puede definir, para cualquier punto x ∈ T , P a(x) ≡
P a(x, U(x)), M(x) ≡ M(x, U(x)) y Jab(x) ≡ Jab(x, U(x)), conocidos como el mo-

mento, la masa y el momento angular total en x, respectivamente. Nótese que estos

objetos son campos en T , es decir, están definidos sobre cada pedazo del objeto

extendido. Una vez que se cuenta con el campo de 4-velocidades Ua(x), se puede

construir el centro de masa, que es lo que se presenta a continuación.

Noción del centro de masa

En analoǵıa con lo hecho en el caso de relatividad especial, el centro de masa

se define usando el sistema de referencia donde el objeto extendido está lo más en

reposo posible y ponderando la posición de cada parte del objeto extendido con su

enerǵıa. La idea es construir un mapeo que toma puntos en T y da puntos en el

espacio-tiempo, mismo que al punto x ∈ T lo asocia con el punto

S(x) ≡ expx

Ub(x)
∫

Γx,U(x)
Ξa(y)Πx[T

bc(y)nc(y)]
√
hd3y

Ud(x)
∫

Γx,U(x)
Πx[T de(y)ne(y)]

√
hd3y

 , (3.19)

donde Ξa(y) ∈ Vx. Nótese que lo que está dentro de estos corchetes es un vector

en x, además, −Ua(x)Πx[T
ab(y)nb(y)] es la enerǵıa respecto a Ua(x) del pedazo que

está en un volumen
√
hd3y alrededor del punto y. Como además Ξa(y) representa la

posición del punto y, la parte dentro de los corchetes son posiciones ponderadas por

4Se puede construir otro campo vectorial, propuesto en la referencia [5], que ve al objeto extendi-
do “lo más en reposo posible”. Para ello se define para todo va ∈ Kx, el mapeo sx(v) = −vaP a(x, v)
que representa algo como la enerǵıa medida por un observador con 4-velocidad va. El campo en
cuestión es entonces aquel que minimiza a sx. En esta tesis no se utiliza esta definición alternativa
ya que con ella no se llega a una relación análoga a (3.12) en espacios curvos [5] y porque, al ser un
procedimiento que requiere una minimización, se vuelve complicado al trabajar perturbativamente,
como se hace en la sección 3.2.3.
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enerǵıa dividido por la enerǵıa total. Más aún, como se muestra en la referencia [5],

es posible mostrar que la imagen del mapeo S está contenida en T .

La idea es utilizar el mapeo S : T → T para definir el centro de masa de un objeto

extendido. El lado derecho de la ecuación (3.19) puede pensarse como el centro de

masa a partir del punto x. Aśı, se define el centro de masa (de forma independiente

de un punto) como el punto fijo del mapeo S, es decir, aquel punto XM ∈ T tal que

S(XM) = XM . En un espacio-tiempo como en el que se está trabajando se tiene que

x = expx(v) si y sólo si va = 0 por lo que, si XM es el punto fijo del mapeo S, se

satisface

0 = Ub(XM)

∫
ΓXM,U(XM )

Ξa(y)ΠXM [T bc(y)nc(y)]
√
hd3y

= 2Ub(XM)

∫
ΓXM,U(XM )

Ξ[a(y)ΠXM [T b]c(y)nc(y)]
√
hd3y

= Ub(XM)Jab(XM), (3.20)

donde se usa el hecho que, por construcción, gabU
aΞb = 0 y la definición (3.15).

Recordando que P a(x) = M(x)Ua(x) y definiendo el esṕın como Sab ≡ Jab(XM), de

forma análoga a lo hecho en la sección 3.2.1, se llega a

0 = Pb(XM)Sab, (3.21)

es decir, en espacio-tiempos con curvatura se satisface una propiedad análoga a (3.12).

Es claro que el mapeo S no tiene un único punto fijo punto debido a que el centro

de masa traza una curva en T , sin embargo, lo que se busca es que el procedimiento

genere una única curva centro de masa. Este resultado es demostrado en la referencia

[5] y la demostración se esboza en la siguiente sección.

Existencia y unicidad de la curva centro de masa

En esta sección se dan partes de las pruebas, presentadas por primera vez en la

referencia [5], de existencia y unicidad del centro de masa (entendido, a partir de

ahora, como una curva). En la misma referencia se demuestra que dicha curva es
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temporal, diferenciable e inextendible.

Los primeros pasos son definir el conjunto Z ′(T ) que contiene todas las curvas

temporales, diferenciables e inextendibles que están totalmente contenidas en T , y

extender, punto a punto, el mapeo S(x) en un mapeo Sext que toma elementos de

Z ′(T ). De esta forma, el centro de masa se define como aquella curva XM(τ) tal

que Sext(XM(τ)) = XM(τ). Para demostrar que el punto fijo de Sext existe y es

único se construye un espacio métrico completo, es decir, un espacio métrico5 en

el que toda sucesión de Cauchy converge (con respecto a la métrica del espacio). Se

comienza tomando como espacio Z ′(T ) y se define una métrica tal que, para cualquier

k′, k′′ ∈ Z ′(T )

d(k′, k′′) = sup
x(τ)∈Z′(T )

(
sup
τ

(
geod(Γx(τ),U [x(τ)] ∩ k′,Γx(τ),U [x(τ)] ∩ k′′)

))
, (3.22)

donde geod(·, ·) es la distancia geodésica entre dos puntos. Es decir, dada una curva

x(τ), se toma un punto en ella, x(τ0), se toman las intersecciones de Γx(τ0),U [x(τ0)] con

las curvas k′ y k′′ y se calcula la distancia geodésica entre estos puntos. Finalmente

se vaŕıa sobre el parámetro τ y sobre todas las posibles curvas x(τ) ∈ Z ′(T ) hasta

encontrar el supremo.

La métrica (3.22) está bien definida ya que, por hipótesis, las distancias geodésicas

involucran puntos dentro de un entorno normal convexo (de lo contrario podŕıa haber

más de una geodésica conectando los puntos en cuestión, y por ende, más de un valor

para la distancia geodésica entre ellos). Además, como geod(·, ·) es simétrico y, dado

que los puntos cuya distancia geodésica se calcula están relacionados espacialmente,

es no-negativo, entonces d(k′, k′′) = d(k′′, k′) ≥ 0 para todo k′, k′′ ∈ Z ′(T ). Más aún,

5Un espacio métrico es un conjunto M con una función distancia d : M ×M → R (también
llamada métrica pero que no se debe confundir con la métrica pseudo-Riemanniana del espacio-
tiempo) tal que para todo x, y, z ∈M satisface:

1. d(x, y) ≥ 0 y sólo es igual a cero si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdad del triángulo).
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es posible demostrar que d(k′, k′′) es cero únicamente si k′ = k′′. Para probar esta

afirmación se supone que k′ 6= k′′, entonces se puede verificar que siempre existe una

curva x′(τ) ∈ Z ′(T ) y un punto x′(τ0) en dicha curva tales que geod(Γx(τ0),U [x(τ0)] ∩
k′,Γx(τ0),U [x(τ0)] ∩ k′′) > 0, por lo que d(k′, k′′) 6= 0. Para que la definición dada en la

ecuación (3.22) sea una métrica falta demostrar que cumple con la desigualdad del

triangulo. Esto último se sigue del hecho que para cualesquiera tres puntos x, y, z ∈ T
espacialmente relacionados, geod(x, y)+geod(y, z) ≥ geod(x, z), lo que se traduce [5]

a d(k′, k) + d(k, k′′) ≥ d(k′, k′′) para todo k, k′, k′′ ∈ Z ′(T ).

Dado un espacio con una métrica, existe un procedimiento estándar, descrito en la

referencia [48], para añadir elementos al espacio hasta volverlo un espacio completo

respecto a su métrica. La completación de Z ′(T ) respecto a la métrica (3.22) se

denota por Z(T ). Es importante estar conscientes que al tomar la completación

se está permitiendo que en Z(T ) existan elementos que no cumplen con todas las

caracteŕısticas de los elementos de Z ′(T ), es decir, pueden haber elementos que no

sean curvas temporales, diferenciables e inextendibles6. Un mapeo f : Z(T )→ Z(T )

se dice estrictamente contractivo si existe un λ ∈ (0, 1) tal que d(f(k′), f(k′′)) ≤
λd(k′, k′′) para todo par k′, k′′ ∈ Z(T ). Para demostrar la existencia y unicidad de la

curva centro de masa se usa el teorema de mapeos contractivos [48] que dice que todo

mapeo estrictamente contractivo de un espacio métrico completo a śı mismo tiene

un único punto fijo. Lo que falta entonces para demostrar que la imagen del mapeo

Sext existe y es única es probar que Sext es estrictamente contractivo. Este parte de

la demostración, pese a ser intuitivamente factible, es complicada y se refiere a la

referencia [5] para ver la demostración completa.

En este punto se ha argumentado que existe un único punto fijo del mapeo Sext

que se define como el centro de masa y que está contenido en Z(T ). Dado que

Z ′(T ) ⊂ Z(T ), el centro de masa podŕıa ser una curva temporal, diferenciable y

contenida en T más sin embargo, esto no está asegurado, ya que también podŕıa

estar en Z(T )−Z ′(T ). La parte de la demostración en la que se verifica que, bajo las

hipótesis de trabajo, la curva centro de masa es temporal, diferenciable e inextendible

se omite en este trabajo pero, de nuevo, puede encontrarse en la referencia [5]. Cabe

6Formalmente los elementos de Z(T ) ni siquiera son curvas sino clases de equivalencia de curvas.
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señalar que en este trabajo se construye expĺıcitamente la curva centro de masa en

la aproximación de gravedad linealizada con lo que es posible verificar que, a ese

orden de aproximación, dicha curva existe, es única, diferenciable, inextendible y

temporal. Es importante tener en mente que, en general, el centro de masa no es una

geodésica del espacio-tiempo, de hecho, en el ejemplo presentado en la sección 3.4

esto se muestra expĺıcitamente.

3.2.3. El centro de masa en términos de variables iniciales y

sus primeras correcciones generadas por la curvatura

El objetivo es encontrar los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales

del centro de masa en un espacio-tiempo curvo. Para lograrlo se repite la estrategia

seguida en el caso de relatividad especial: se toma un objeto extendido compuesto por

N part́ıculas puntuales, masivas y libres y se calculan dichos paréntesis en términos de

aquellos “canónicos” entre la posición y el momento en una hiper-superficie de datos

iniciales Σ0 (estos paréntesis de Poisson canónicos se obtienen en el apéndice D). Por

tal motivo es necesario encontrar primero el centro de masa del objeto extendido

en cuestión en términos de q(i) ∈ Σ0 y pa(i) ∈ Vq(i) , que son, respectivamente, las

posiciones y momentos iniciales de la i-ésima part́ıcula. A continuación se describe

el formalismo usado para encontrar el centro de masa como función de dichos datos

iniciales, mismo que, por simplicidad, se estudia asumiendo que el tamaño del objeto

extendido es mucho más pequeño que el radio de curvatura del espacio-tiempo, por lo

que únicamente se considera la parte dominante de los efectos debidos a la curvatura.

Primero se describe la definición del centro de masa para el objeto extendido en

cuestión. Se parte de tomar un punto x0 y una 4-velocidad Ua
0 ∈ Vx0 arbitrarios y se

buscan los vectores Ξa
(i)(x0, U0) ∈ Vx0 (uno de ellos se muestra en la figura 3.2) tales

que

gab(x0)Ua
0 Ξb

(i)(x0, U0) = 0, (3.23)

expx0
(Ξ(i)(x0, U0)) = y(i)(x0, U0), (3.24)
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Figura 3.2: Un objeto extendido compuesto por N part́ıculas de prueba, libres, pun-
tuales y masivas. Se muestra también la hiper-superficie Σ0 donde se conocen las
posiciones iniciales q(i), la hiper-superficie de simultaneidad Γx0,U0 asociada con la
4-velocidad Ua

0 ∈ Vx0 y la intersección de dicha hiper-superficie y la ĺınea de mundo

de la i-ésima part́ıcula, y(i). Además, se incluye el momento P̃ a
(i) ∈ Vy(i)

de la i-ésima
part́ıcula y el vector que contiene la información de la posición de dicha part́ıcula
respecto al punto x0 en el instante asociado con Ua

0 , denotado por Ξa
(i)(x0, U0).

donde y(i)(x0, U0) es el punto que está en la intersección de la linea de mundo de

la i-ésima part́ıcula y la hiper-superficie Γx0,U0 . Los vectores Ξa
(i)(x0, U0) tienen la

información de la posición de la i-ésima part́ıcula al tiempo “instantáneo” asociado

con Ua
0 de acuerdo con la noción descrita al definir las superficies de simultaneidad.

El siguiente paso es llevar los momentos de cada part́ıcula de y(i)(x0, U0), deno-

tados por P̃ a
(i)(x0, U0) (incluidos en la figura 3.2), al punto x0 por transporte paralelo

a lo largo de la única geodésica que une dichos puntos. Obsérvese que en este paso

se hace un desv́ıo de la receta original donde el momento de cada pedazo del objeto

extendido está dado por T abnb que es el momento medido por un observador cuya
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4-velocidad es normal a la hiper-superficie de integración y que no necesariamente

coincide con P̃ a
(i)(x0, U0). Sin embargo, es posible argumentar que esta diferencia es

despreciable en el régimen perturbativo en el que se pretende trabajar. El momento

de la i-ésima part́ıcula transportado a x0 se denota por P a
(i)(x0, U0). Sumando los

momentos de cada part́ıcula se obtiene un momento total en x0 que depende de Ua
0

y que se representa por P a(x0, U0).

La 4-velocidad Ua(x0) ∈ Vx0 del observador que ve al objeto extendido “lo más

en reposo posible” se encuentra al resolver

Ua(x0) =
P a(x0, U(x0))√

−gbc(x0)P b(x0, U(x0))P c(x0, U(x0))
. (3.25)

Esto se hace en todo punto x ∈ T hasta encontrar el campo de 4-velocidades Ua(x)

asociado con observadores que ven al objeto extendido “lo más en reposo posible”.

Con este campo se define al campo de momento total como

P a(x) = P a(x, U(x)). (3.26)

Además, se define el campo de momento angular por

Jab(x) = 2
N∑
i=1

Ξ
[a
(i)(x, U(x))P

b]
(i)(x, U(x)), (3.27)

donde se usa que Ξa
(i)(x, U(x)) y P a

(i)(x) juegan el papel de la posición respecto a x y

el momento de la i-ésima part́ıcula, respectivamente.

Una vez construidos estos objetos, la forma más sencilla de encontrar la curva

centro de masa, XM(τ), es resolviendo la ecuación (3.21):

gab(XM(τ))P a(XM(τ))J bc(XM(τ)) = 0. (3.28)

La hipótesis de que el tamaño del objeto extendido es mucho más pequeño que el

radio de curvatura del espacio-tiempo justifica usar la aproximación y las coordenadas
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discutidas en el apéndice B, por lo que las componentes de la métrica son de la forma

gµν(x) = ηµν + εδgµν(x) +O(ε2), (3.29)

donde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) y ε es un parámetro pequeño que puede pensarse como

extráıdo de las componentes del tensor de curvatura.

En este régimen es posible escribir a la geodésica parametrizada de forma af́ın

por s con punto inicial q y tal que su tangente en q (respecto al parámetro af́ın s) es

va de la forma

γµ(s; q, v) = qµ + svµ + εδγµ(s; q, v) +O(ε2), (3.30)

donde δγµ(0; q, v) = ∂sδγ
µ(0; q, v) = 0. De hecho, dado que los śımbolos de Christoffel

cumplen

Γµρσ =
ε

2
ηµν(∂ρδgνσ + ∂σδgρν − ∂νδgρσ) +O(ε2), (3.31)

es fácil ver que la ecuación de geodésicas (parametrizadas de manera af́ın) implica

εδγµ(s; q, v) = −vρvσ
∫ s

0

ds′
∫ s′

0

ds′′Γµρσ(q + s′′v). (3.32)

Por otra parte, el transporte paralelo del vector ta ∈ Vq del punto q a γ(s; q, v) a lo

largo de la geodésica correspondiente, tiene componentes Πµ
ν (s; q, v)tν donde

Πµ
ν (s; q, v) = δµν + εδΠµ

ν (s; q, v) +O(ε2), (3.33)

con δΠµ
ν (0; q, v) = 0. Más aún, usando la ecuación de transporte paralelo y los resul-

tados obtenidos para la ecuación de geodésicas se nota que

εδΠµ
ν (s; q, v) = −vρ

∫ s

0

ds′Γµνρ(q + s′v). (3.34)

Obsérvese que con estas herramientas se puede calcular a orden ε cualquier geodésica

y el transporte paralelo de un vector sobre geodésicas. A continuación se utilizan estos

resultados para calcular el centro de masa a dicho orden.

Dados un punto x0 y una 4-velocidad Ua
0 ∈ Vx0 , existe S(i)(x0, U0) tal que la
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ĺınea de mundo de la i-ésima part́ıcula, γ(i)(s; q(i), p(i)), evaluada a s = S(i)(x0, U0) se

encuentra en la hiper-superficie Γx0,U0 . Se denota dicho punto por

y(i)(x0, U0) = γ(i)(S(i)(x0, U0); q(i), p(i)), (3.35)

y una vez se conoce es posible encontrar las componentes de Ξa
(i)(x0, U0). Haciendo

el ansatz

Ξµ
(i)(x0, U0) = ξµ(i)(x0, U0) + εδξµ(i)(x0, U0) +O(ε2), (3.36)

S(i)(x0, U0) = s(i)(x0, U0) + εδs(i)(x0, U0) +O(ε2), (3.37)

las ecuaciones (3.23) y (3.24) se reescriben como

0 = U0 · ξ(i)(x0, U0) + εU0 · δξ(i)(x0, U0) + εδgµν(x0)Uµ
0 ξ

ν
(i)(x0, U0) +O(ε2),

(3.38)

0 = −xµ0 − ξ
µ
(i)(x0, U0)− εδξµ(i)(x0, U0)− εδγµ(1;x0, ξ(i)(x0, U0)) + qµ(i)

+(s(i)(x0, U0) + εδs(i)(x0, U0))pµ(i) + εδγµ(s(i)(x0, U0); q(i), p(i)) +O(ε2),

(3.39)

donde · representa el producto con la métrica η. De esta última ecuación y a orden

ε0 se obtiene

ξµ(i)(x0, U0) = −xµ0 + qµ(i) + s(i)(x0, U0)pµ(i). (3.40)

Al mismo orden la condición (3.38) implica

s(i)(x0, U0) =
(x0 − q(i)) · U0

p(i) · U0

. (3.41)

Sustituyendo en las ecuaciones (3.38) y (3.39) se llega a

δs(i)(x0, U0) =
1

U0 · p(i)

[
−U0 · δγ(s(i)(x0, U0); q(i), p(i))

+U0 · δγ(1;x0, ξ(i)(x0, U0))− δgµν(x0)Uµ
0 ξ

ν
(i)(x0, U0)

]
, (3.42)
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δξµ(i)(x0, U0) = δs(i)(x0, U0)pµ(i) + δγµ(s(i)(x0, U0); q(i), p(i))− δγµ(1;x0, ξ(i)(x0, U0)),

(3.43)

por lo que se han calculado Ξµ
(i)(x0, U0) y S(i)(x0, U0) a primer orden en ε.

Según la receta del centro de masa ahora es necesario llevar el momento de la

i-ésima part́ıcula del punto y(i)(x0, U0), denotado P̃ µ
(i)(x0, U0), al punto x0 haciendo

transporte paralelo a lo largo de la única geodésica que une dichos puntos. Dado que

en una geodésica su vector tangente se transporta paralelamente, se tiene

P̃ µ
(i)(x0, U0) = pµ(i) + εδΠµ

ν (s(i)(x0, U0); q(i), p(i))p
ν
(i) +O(ε2). (3.44)

Sea P µ
(i)(x0, U0) el vector que se obtiene al transportar paralelamente a P̃ µ

(i)(x0, U0) al

punto x0 a lo largo de la geodésica que conecta los puntos inicial y final, entonces,

P̃ µ
(i)(x0, U0) = Πµ

ν (1;x0, ξ(i)(x0, U0))P(i)(x0, U0)ν

= P µ
(i)(x0, U0) + εδΠµ

ν (1;x0, ξ(i)(x0, U0))pν(i) +O(ε2), (3.45)

donde se usa que al transportar paralelamente un vector a lo largo de una trayectoria

cerrada que no encierra área se obtiene el vector original y que P µ
(i)(x0, U0) = pµ(i) +

O(ε). Despejando y usando la ecuación (3.44) se encuentra

P µ
(i)(x0, U0) = pµ(i) +εδΠµ

ν (s(i)(x0, U0); q(i), p(i))p
ν
(i)−εδΠµ

ν (1;x0, ξ(i)(x0, U0))pν(i) +O(ε2),

(3.46)

que es el vector buscado.

De acuerdo con la discusión anterior, el momento total en x0 asociado a Ua
0 es

P µ(x0, U0) =
N∑
i=1

P µ
(i)(x0, U0). (3.47)

Es fácil demostrar que la parte a orden ε0 del momento total está dada por pµ =∑N
i=1 p

µ
(i). Sea εδpµ(x0, U0(x0)) tal que P µ(x0, U0(x0)) = pµ+εδpµ(x0, U0(x0))+O(ε2),
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entonces se tiene

εδpµ(x0, U0(x0)) = ε
N∑
i=1

[
δΠµ

ν (s(i)(x0, U0); q(i), p(i))− δΠµ
ν (1;x0, ξ(i)(x0, U0))

]
pν(i).

(3.48)

Para buscar el campo de 4-velocidades Uµ(x) que satisface la ecuación (3.25) se hace

el ansatz Uµ(x) = uµ + εδuµ(x) + O(ε2). A orden cero se encuentra que uµ = pµ/m

con m ≡
√
−p · p. La parte proporcional a ε es entonces

εδuµ(x) = −uµ +
pµ + εδpµ(x, u)√

−gρσ(x)(pρ + εδpρ(x, u))(pσ + εδpσ(x, u))

= εuµ
(

1

2
δgρσ(x)uρuσ + u · δp(x, u)

m

)
+ ε

δpµ(x, u)

m
, (3.49)

con lo que se tiene el campo vectorial Ua(x) al orden al que se está trabajando.

El momento angular total se calcula a partir de la ecuación (3.27) y la parte a

orden ε0 queda dada por

jµν(x) = 2
N∑
i=1

ξ
[µ
(i)(x, u)p

ν]
(i) = mµν − 2x[µpν], (3.50)

siendo mµν ≡ 2
∑N

i=1 q
[µ
(i)p

ν]
(i). Debido a que el campo Ua(x) tiene una corrección a

orden ε se tiene que

s(i)(x, U) =
(x− q(i)) · U
p(i) · U

= s(i)(x, u)− ε
ξ(i)(x, u) · δu

p(i) · u
+O(ε2), (3.51)

Ξµ
(i)(x, U) = −xµ + qµ(i) + s(i)(x, U)pµ(i) + εδξµ(i)(x, u) +O(ε2)

= Ξµ
(i)(x, u)− ε

ξ(i)(x, u) · δu
p(i) · u

pµ(i) +O(ε2), (3.52)

donde δuµ está evaluado en x. Tomando en cuenta estas correcciones y definiendo
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εδjµν(x) tal que Jµν(x) = jµν(x) + εδjµν(x) +O(ε2), es posible escribir

εδjµν(x) = 2ε
N∑
i=1

[
ξ

[µ
(i)(x, u)(δΠν]

ρ (s(i)(x, u); q(i), p(i))p
ρ
(i)

−δΠν]
ρ (1;x, ξ(i)(x, u))pρ(i)) + δξ

[µ
(i)(x, u)p

ν]
(i)

]
,

con lo que también se ha calculado el momento angular total al orden de interés.

Para encontrar la curva centro de masa se utiliza la ecuación (3.28), misma que,

usando las expansiones en ε y la ecuación (3.50), se traduce en

0 = [ηµν(p
µ + εδpµ(XM)) + εδgµν(XM)pµ] (mνρ −Xν

Mp
ρ + pνXρ

M)

+εηµνp
µδjνρ(XM) +O(ε2). (3.53)

Como se hace en la sección 3.2.1, se busca la curva centro de masa en la parametri-

zación donde X0
M(τ) = τ . Despejando la parte proporcional a Xµ

M de la componente

cero de la ecuación (3.53) y sustituyendo en esa misma ecuación se obtiene

0 = [ηµν(p
µ + εδpµ(XM)) + εδgµν(XM)pµ]

(
mνρ − pρ

p0
mν0 + pνXρ

M −
pρ

p0
pντ

)
+εηµνp

µ

(
δjνρ(XM)− pρ

p0
δjν0(XM)

)
+O(ε2). (3.54)

Haciendo el ansatz Xµ
M = xµM + εδxµM y estudiando el orden ε0 se encuentra

xρM(τ) = τ
pρ

p0
+

1

m2
ηµνp

µ

(
mνρ − pρ

p0
mν0

)
, (3.55)

que, como es de esperarse, es precisamente la expresión de la curva centro de masa

(3.9) obtenida en la sección 3.2.1. A orden ε se tiene

εδxρM =
1

m2
[ηµνεδp

µ(xM) + εδgµν(xM)pµ]

(
mνρ − pρ

p0
mν0 + pνxρM −

pρ

p0
pντ

)
+ε

1

m2
ηµνp

µ

(
δjνρ(xM)− pρ

p0
δjν0(xM)

)
, (3.56)
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donde xM está evaluado en τ y está dado por la ecuación (3.55). De esta forma se ha

encontrado la expresión de la curva centro de masa a primer orden en el parámetro

ε, para una métrica general y para una colección de part́ıculas puntuales, libres y

masivas. Como se muestra en el ejemplo presentado en la sección 3.4, el centro de

masa no es una geodésica del espacio-tiempo. Esto motiva la siguiente sección donde

se estudia la posibilidad de que exista una “geometŕıa efectiva” tal que el centro de

masa sea una geodésica de dicha geometŕıa.

3.3. Geometŕıa efectiva extráıda con objetos ex-

tendidos

Como se demuestra en la sección 3.2.2, sobre cualquier punto de la curva centro

de masa, XM(τ), el campo vectorial V a(x) ≡ gbc(x)P b(x)J ca(x) se anula. Esta es la

propiedad que se utiliza para extraer la geometŕıa efectiva por medio de un obje-

to extendido. Suponiendo que no hay fuerzas externas y definiendo T a(τ) como la

tangente a XM(τ), entonces para todo τ se tiene

0 = T c∇c(T
b∇bV

a)
∣∣
XM (τ)

= (T c∇cT
b)∇bV

a
∣∣
XM (τ)

+ T bT c∇b∇cV
a
∣∣
XM (τ)

= (Ṫ b + ΓbcdT
cT d)(∂bV

a + ΓabcV
c)
∣∣∣
XM (τ)

+ T bT c∇b(∂cV
a + ΓacdV

d)
∣∣
XM (τ)

= Ṫ bWb
a + T bT c

(
Sbc

a + 2ΓadbMc
d
)
, (3.57)

donde se utiliza repetidamente el hecho de que V a(XM(τ)) = 0, se definen Ṫ a ≡
T b∂bT

a, Wb
a ≡ ∂bV

a|XM (τ) y Sbc
a ≡ ∂(b∂c)V

a|XM (τ) y se omite el argumento que

recuerda que los Γabc están evaluados en XM .

Para llegar a una ecuación de tipo geodésicas y aśı poder leer los śımbolos de

Christoffel efectivos (i.e., aquellos que si se usan en una ecuación tipo geodésicas,

tienen como solución al centro de masa), se busca invertir el tensor Wb
a que multiplica

a Ṫ a. Por simplicidad, se verifica que esto sea posible únicamente en espacio-tiempos

que son prácticamente planos, en los que está justificado usar coordenadas normales
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asociadas con una curva, en las que la métrica toma la forma (ver el apéndice B)

gµν(x) = ηµν + εδgµν(x) +O(ε2). (3.58)

Si se desprecian por un momento los términos proporcionales a ε, se puede trabajar

con un sistema de coordenadas Minkowskiano adaptado al campo que ve al objeto

extendido en reposo, es decir, un sistema de coordenadas tal que

ua(x) =

(
∂

∂x0

)a
. (3.59)

Debido a que

V µ(x) = ηρσp
ρjµσ(x) +O(ε) = ηρσp

ρmµσ − 2ηρσp
ρx[µpσ] +O(ε), (3.60)

se tiene que

Wρ
µ = m2(δµρ + δ0

ρδ
µ
0 ) +O(ε), (3.61)

donde se usa que pµ = mδµ0 y mµν son constantes, ya que se supone que no hay fuerzas

externas. En particular se nota que W0
µ = O(ε), con lo que se muestra que Wρ

µ no

es invertible al orden que se está trabajando. Sin embargo, como se muestra más

adelante, para encontrar los śımbolos de Christoffel efectivos es suficiente invertir

la parte espacial de Wµ
ν , es decir, la matriz 3 × 3 cuyas componentes son Wi

j =

m2δji +O(ε) y que es claramente invertible. Observando que se cuenta con la libertad

de reparametrizar la curva centro de masa y haciéndolo de forma que

gµνT
µT ν = −1, (3.62)

se obtiene

Ṫ 0 = Ṫ i
Ti
T 0

+O(ε), (3.63)

por lo que basta encontrar una ecuación de tipo geodésicas para Ṫ i, misma que puede

calcularse si se invierte Wi
j.

Escribiendo Wρ
µ = m2(δµρ +δ0

ρδ
µ
0 )+εδwρ

µ+O(ε2), la componente i de la ecuación
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(3.57) toma la forma

0 = Ṫ 0W0
i + Ṫ jWj

i + T µT ν
(
Sµν

i + 2ΓiρµWν
ρ
)

= m2Ṫ j
(
δij + ε

Tj
m2T 0

δw0
i + ε

1

m2
δwj

i

)
+T µT ν

(
Sµν

i + 2m2Γiρµ(δρν + δρ0δ
0
ν)
)

+O(ε2), (3.64)

donde se usa la ecuación (3.63) y el hecho que Γiρµ = O(ε). El objeto que multiplica

a Ṫ j se puede invertir trivialmente, con lo que se llega a

0 = Ṫ k + T µT ν
(
δki − ε

Ti
m2T 0

δw0
k − ε 1

m2
δwi

k

)
×
(

1

m2
Sµν

i + 2Γiρµ(δρν + δρ0δ
0
ν)

)
+O(ε2)

= Ṫ k + T µT ν
(

1

m2
Sµν

k + 2Γkρµ(δρν + δρ0δ
0
ν)

)
+O(ε2). (3.65)

Obsérvese que el último paso se sigue de Sµν
k = O(ε) y Γkρµ = O(ε). Además,

combinando las ecuaciones (3.63) y (3.65) es posible obtener

0 = Ṫ 0 + T µT ν
(

1

m2
Sµν

k + 2Γkρµ(δρν + δρ0δ
0
ν)

)
Tk
T 0

+O(ε2). (3.66)

Usando las ecuaciones (3.65) y (3.66) se nota que el centro de masa sigue una ecuación

de tipo geodésicas, es decir, una de la forma

0 = Ṫ σ + Γ̃σµνT
µT ν , (3.67)

en la que los śımbolos de Christoffel efectivos están dados por

Γ̃σµν =

(
δσk + δσ0

Tk
T 0

)(
1

m2
Sµν

k + 2Γkρµ(δρν + δρ0δ
0
ν)

)
+ γµν

σ +O(ε2), (3.68)

donde γµν
σ es un tensor indeterminado tal que γµν

σT µT ν = 0.

Es notable que con este cálculo relativamente simple se puede extraer una parte
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de la geometŕıa efectiva que se “leeŕıa” al explorar el espacio-tiempo con objetos

extendidos. Además, resulta que en el ĺımite de relatividad especial el efecto generado

por los śımbolos de Christoffel efectivos se anula, lo que es consistente con el resultado

que el centro de masa en dicho ĺımite sigue geodésicas. Este hecho por śı sólo es

interesante ya que dice que si no hay curvatura, con cualquier objeto extendido se

puede explorar el espacio-tiempo y hacer una medición acertada de la geometŕıa. En

el caso que hay curvatura resulta interesante que, además de la contribución de la

métrica a los Γ̃µρσ, hay un efecto, codificado en Sρσ
µ, debido al momento y el momento

angular total del objeto extendido, lo que indica que la geometŕıa que se extrae al

usar objetos extendidos depende de las caracteŕısticas de los mismos.

La libertad de fijar los γρσ
µ puede entenderse por el hecho que el procedimiento

no extrae todos los śımbolos de Christoffel efectivos sino únicamente aquellos a lo

largo de la tangente al centro de masa. Es importante notar que esto mismo sucede

en el caso idealizado en el que se intenta conocer la geometŕıa del espacio-tiempo con

part́ıculas puntuales: para conocer toda la geometŕıa en la vecindad de un punto se

deben hacer pasar varias part́ıculas puntuales y libres de forma que pasen por dicho

punto con distintas tangentes (i.e., distintos momentos). No obstante, parece que no

se puede hacer lo mismo con objetos extendidos ya que la geometŕıa que se extrae

siguiendo el centro de masa depende de su momento total, por lo que con cada objeto

extendido se mide una geometŕıa efectiva distinta. Esto implica que con este método

no es posible “leer” la geometŕıa efectiva en la vecindad de un punto, y dado que

únicamente tiene sentido hablar de la geometŕıa extráıda usando part́ıculas reales,

sugiere que la geometŕıa, en principio, no puede ser medida.

Como se ve en el ejemplo discutido en la siguiente sección, la geometŕıa efectiva

difiere de la geometŕıa “real” del espacio-tiempo por una cantidad muy pequeña,

lo que explica el hecho que las observaciones concuerden con las predicciones de la

relatividad general. Sin embargo, en la situación hipotética en la que se explora una

región microscópica del espacio-tiempo, como se debe hacer con part́ıculas cuánticas,

parece que no es posible extraer toda la información geométrica. Esto motiva la

idea de que los grados de libertad de una teoŕıa de la gravedad válida a escalas

microscópicas no son geométricos.
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De hecho, la única forma en la que parece factible extraer toda la geometŕıa

efectiva en un punto es si se hace perturbativamente, ya que en ese caso el efecto

de la rotación es despreciable, o si se tiene un espacio-tiempo donde la curvatura

está concentrada en una región y los objetos extendidos se “tiran” desde la región

plana. En la región plana se saben rotar de forma ŕıgida los objetos extendidos

y la idea es que entonces se lanzaŕıan objetos extendidos “iguales” pero rotados.

Suponiendo que se tienen todos śımbolos de Christoffel efectivos en una vecindad del

punto, se puede calcular el tensor de Riemann en dicho punto con lo que se pueden

expresar las componentes de la métrica en dicha vecindad en coordenadas normales

de Riemann. A continuación se presenta un cálculo concreto donde se obtienen,

entre otras cosas, los śımbolos de Christoffel efectivos en la dirección de la tangente

al centro de masa y se observa cómo éstos dependen de las caracteŕısticas del objeto

extendido usado.

3.4. Un ejemplo

Para hacer un cálculo concreto se toma un objeto extendido que se propaga

un espacio-tiempo tal que la métrica, en coordenadas de Fermi asociadas con una

geodésica, toma la forma simple (ver el apéndice B)

gµν(x) = ηµν

(
1− ε

18
Rxixjδij

)
+O(ε2), (3.69)

donde R es una constante tal que el escalar de Ricci cumple εR+O(ε2). Los śımbolos

de Christoffel no-nulos asociados con este sistema de coordenadas son

Γi00(t, ~x) = −εR
18
xi +O(ε2), (3.70)

Γ0
0i(t, ~x) =

εR

18
xi +O(ε2), (3.71)

Γijk(t, ~x) =
εR

18
(δjkx

i − δijxk − δikxj) +O(ε2), (3.72)
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donde al orden de interés los ı́ndices latinos se “bajan” con la identidad. Con estas

expresiones los operadores descritos en la sección 3.2.3 toman la forma

εδγ0(s; q, v) = −εR
18
v0vi

(
s2qi +

s3

3
vi

)
, (3.73)

εδγi(s; q, v) =
εR

18

(
vivj −

1

2
δijv · v

)(
s2qj +

s3

3
vj
)
, (3.74)

εδΠ0
0(s; q, v) = −εR

18
vi
(
sqi +

s2

2
vi

)
, (3.75)

εδΠ0
i (s; q, v) = −εR

18
v0

(
sqi +

s2

2
vi

)
, (3.76)

εδΠi
0(s; q, v) =

εR

18
v0

(
sqi +

s2

2
vi
)
, (3.77)

εδΠi
j(s; q, v) = −εR

18

[
svjq

i − sviqj − δijvk
(
sqk +

s2

2
vk

)]
. (3.78)

Se asume que el objeto extendido está conformado por dos part́ıculas (de prueba)

libres, masivas y puntuales, que están en reposo en la superficie de datos iniciales

(compuesta por los puntos con coordenada t = 0), que tienen la misma masa, m/2,

y que inicialmente se encuentran separadas por una distancia a en dirección de la

coordenada x1. Más concretamente, los datos iniciales son:

qµ(1) = 0, qµ(2) = aδµ1 , pµ(1) = pµ(2) =
m

2
δµ0 . (3.79)

Siguiendo la receta del centro de masa en el régimen linealizado y en términos de

datos iniciales (dada en la sección 3.2.3), el centro de masa del sistema es

Xµ
M(τ) =

(
τ,
a

2
+ ελ, ελ, ελ

)
+O(ε2), (3.80)

donde

λ ≡ Ra

72

(
τ 2 +

a2

4

)
. (3.81)

Nótese que el centro de masa está parametrizado de forma que X0(τ) = τ . Además,

en el ĺımite de relatividad especial el centro de masa se encuentra en reposo en el
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punto xi = δi1a/2, que es precisamente lo que se esperaba. También es importante

mencionar que las correcciones al centro de masa debidas a la curvatura van como

εRa, que por hipótesis es una cantidad pequeña. Más aún, si se toma el ĺımite en

el que el tamaño del objeto extendido, a, va a cero, entonces el centro de masa

es una geodésica. No se ha hecho mención anteriormente pero en espacio-tiempos

con curvatura la tangente a la curva centro de masa no coincide con el momento

total normalizado sobre dicha curva. Esto se puede mostrar expĺıcitamente en este

ejemplo ya que la 4-velocidad del sistema “que ve al objeto extendido lo más en

reposo posible”, que es proporcional al momento total, es

Uµ(XM) = δµ0

(
1 + ε

Ra2

144

)
+ δµ1 ε

Raτ

36
, (3.82)

que evidentemente no coincide con la tangente (normalizada) del centro de masa.

Este es un ejemplo de una propiedad que satisface el centro de masa en relatividad

especial y que no se sigue cumpliendo en el caso en el que hay curvatura.

Más aún, de los resultados del apéndice D se sigue

{qi(m), q
j
(n)} = O(ε2), (3.83)

{qi(m), p
j
(n)} = δmnδ

ij

(
1 +

εR

18
qk(m)δklq

l
(m)

)
+O(ε2), (3.84)

{qi(m), p
0
(n)} = δmn

pi(m)

p0
(m)

(
1− εR

18
qj(m)δjkq

k
(m)

)
+O(ε2), (3.85)

{p0
(m), p

i
(n)} = δmn

εR

18p0
(m)

(
m2

(m)q
i
(m) − 2pi(m)q

j
(m)δjkp

k
(m)

)
+O(ε2), (3.86)

{pi(m), p
j
(n)} = −4δmn

εR

18
q

[i
(m)p

j]
(m) +O(ε2), (3.87)

donde se supone que los paréntesis de Poisson entre part́ıculas distintas se anulan.

Además, hay que recordar que q0
(m) = 0 y τ tienen paréntesis de Poisson nulos con los

demás objetos. Estas expresiones permiten calcular los paréntesis de Poisson entre
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las componentes del centro de masa a orden lineal. Es fácil notar que

{X i
M , X

j
M} = {xiM , x

j
M}+ ε{xiM , δx

j
M}+ ε{δxiM , x

j
M}+O(ε2), (3.88)

por lo que basta calcular {xiM , x
j
M} con las ecuaciones (3.83-3.87), mientras que

{xiM , δx
j
M} se puede obtener con la precisión necesaria usando esas mismas ecuaciones

pero despreciando los términos O(ε). Al hacer esto y evaluar el resultado en los datos

iniciales dados en (3.79), se obtiene que, para este caso particular,

{X i
M , X

j
M} = O(ε2). (3.89)

Dado que el esṕın del objeto extendido y tensor de Weyl del espacio-tiempo son cero

(al orden que se está trabajando), esta última ecuación sugiere que {X i
M , X

j
M} podŕıa

depender de estas dos cantidades, lo que además es consistente con lo obtenido en

relatividad especial.

Por último, si el centro de masa fuera una geodésica del espacio-tiempo (no necesa-

riamente parametrizada de manera af́ın), entonces tendŕıa que satisfacer la ecuación

αẊµ
M = Ẍµ

M + ΓµρσẊ
ρ
MẊ

σ
M , (3.90)

donde los puntos son derivadas respecto al parámetro τ y α es una función arbitraria

sobre la curva centro de masa. La componente cero de esta ecuación es

α = Γ0
ρσẊ

ρ
MẊ

σ
M =

εR

9
(XM)iẊ

0
MẊ

i
M +O(ε2) = O(ε2), (3.91)

donde se usan las ecuaciones (3.70-3.72) y el hecho que Ẋ i
M = O(ε). Por tal motivo,

para que el centro de masa sea una geodésica es necesario que las componentes

espaciales de la ecuación (3.90) cumplan

0 = Ẍ i
M +Γi00(Ẋ0

M)2 +ΓijkẊ
j
MẊ

k
M +O(ε2) = Ẍ i

M +Γi00 +O(ε2) = Ẍ i
M−

εRa

36
δi1 +O(ε2).

(3.92)

Esta ecuación se satisface para la componente i = 1, pero no para el resto de las
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componentes espaciales. De hecho, para que se cumpla la ecuación anterior habŕıa

que reemplazar

Γ1
00(XM) → Γ̃1

00(XM) = Γ1
00(XM) +O(ε2), (3.93)

Γ2
00(XM) → Γ̃2

00(XM) = Γ2
00(XM)− εRa

36
+O(ε2), (3.94)

Γ3
00(XM) → Γ̃3

00(XM) = Γ3
00(XM)− εRa

36
+O(ε2). (3.95)

Si se hacen estas sustituciones en la ecuación (3.90), dejando el resto de los śımbolos

de Christoffel intactos, se tiene la ecuación de tipo geodésicas satisfecha por el centro

de masa, por lo que se ha obtenido la geometŕıa efectiva descrita en la sección anterior.

En este caso fue fácil encontrar parte de la geometŕıa efectiva “léıda” por el centro

de masa y no fue necesario llevar a cabo el procedimiento discutido en la sección

3.3. Dado que los Γ̃µρσ dependen de a, se observa expĺıcitamente que la geometŕıa

efectiva es distinta según sea el tamaño del objeto extendido, como se anticipa en la

sección 3.3. Más aún, se nota expĺıcitamente que de todos los Γ̃µρσ este procedimiento

únicamente permite extraer los Γi00(XM), lo que también se menciona en la sección

anterior.

El trabajo presentado en este caṕıtulo conlleva conclusiones interesantes sobre la

geometŕıa del espacio-tiempo y la forma como ésta se puede explorar. Sin embargo,

todav́ıa quedan muchas cosas por investigar en esta dirección, algunas de las cuales

se enumeran en la siguiente sección.

3.5. ¿Qué sigue?

En esta sección se enumeran algunas direcciones por las que se podŕıa continuar

este trabajo aśı como algunas preguntas que podŕıan atacarse.

Objetos extendidos más realistas y geometŕıas más generales

Una dirección en la que se puede continuar el trabajo presentado en este caṕıtulo

es sustituyendo la colección de part́ıculas puntuales que conforman al objeto extendi-
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do por un fluido perfecto. En este caso se podŕıa comparar al centro de masa con las

cantidades geométricas que describen a una congruencia de geodésicas, mismas que

satisfacen la ecuación de Raychaudhuri [57]. También se pueden estudiar espacio-

tiempos más generales para investigar, por ejemplo, cómo se relaciona la geometŕıa

efectiva con las propiedades de los objetos extendidos. De hecho, con el tratamiento

perturbativo descrito en este caṕıtulo, se podŕıa extraer toda la geometŕıa efectiva en

un punto ya que las correcciones de “rotar” a los objetos extendidos seŕıan del orden

que se desprecia, lo que permitiŕıa indagar la posibilidad de definir covariantemente

una geometŕıa promedio al menos en dicho régimen, que es un concepto interesante

por śı mismo.

Asociatividad en la definición del centro de masa

Como se menciona en la sección 3.2.1, la receta del centro de masa no es “asocia-

tiva”, es decir, al calcular el centro de masa de un objeto extendido compuesto por

part́ıculas puntuales, no es posible, en general, obtener primero el centro de masa de

un subconjunto de dichas part́ıculas y usar este punto para representar al subcon-

junto cuando se realiza el cálculo del centro de masa de todo el objeto extendido. En

la referencia [12] se describe la causa en el caso en que el espacio-tiempo es plano: la

receta del centro de masa utilizada considera únicamente part́ıculas puntuales, que

no tienen esṕın, pero un conjunto de part́ıculas puntuales puede tener esṕın, mismo

que no se toma en cuenta al representarlo por su centro de masa. La propuesta he-

cha en la referencia [12] es incluir el esṕın de cada componente del objeto extendido

al calcular el momento total y después utilizar la ecuación (3.12) para encontrar el

centro de masa. Resulta que con esta modificación, el centro de masa se vuelve aso-

ciativo por lo que seŕıa interesante investigar si es posible hacer algo similar en la

definición del centro de masa en relatividad general para que también sea asociativa.

¿Y las part́ıculas cuánticas?

En una teoŕıa cuántica de campos en un espacio-tiempo general el tensor de

enerǵıa-momento del campo cuántico es un operador y es de esperarse que con él se
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pueda realizar la construcción del centro de masa. En este caso el centro de masa

seŕıa un operador que podŕıa ser pensado como el operador posición. El hecho de

que clásicamente las componentes espaciales del centro de masa tienen paréntesis

de Poisson no-nulos entre śı implica que no es posible medir simultáneamente y con

infinita precisión todas las componentes de la posición de un sistema cuántico.

Lo primero que se propone es investigar la relación general que satisfacen los

paréntesis de Poisson de las componentes del centro de masa. Este es un cálculo

complicado porque los paréntesis de Poisson están asociados con el formalismo Ha-

miltoniano, mismo que requiere de una foliación del espacio-tiempo. Por el contrario,

la definición del centro de masa se basa en un campo vectorial (el de las 4-velocidades

de los observadores que veŕıan al objeto extendido “lo más en reposo posible”) que

en general no es globalmente ortogonal a hiper-superficies, por lo que no hay una

foliación natural del espacio-tiempo asociada con un objeto extendido. De hecho, se

sabe del caso en el que el espacio-tiempo es plano que dichos paréntesis dependen

del esṕın del objeto extendido, por lo que parece interesante estudiar las implicacio-

nes cuánticas de este resultado. Además, se espera que estos paréntesis de Poisson

también dependan de la curvatura en el entorno del objeto, por lo que, recordando

que el principio de equivalencia únicamente se satisface para part́ıculas puntuales,

parece entonces que la misma curvatura podŕıa indicar cuándo es posible hacer que

su efecto sobre un estado del campo cuántico “desaparezca”.

Vale la pena aclarar que el operador posición aśı construido no seŕıa la gene-

ralización del operador de posición para mecánica cuántica relativista definido por

Newton y Wigner (descrito en el apéndice E), ya que para este último sus distintas

componentes conmutan entre śı. Además, no hay forma de traducir el formalismo de

Newton y Wigner a espacios curvos ya que éste utiliza el operador de traslaciones

espacio-temporales que no se sabe definir cuando hay curvatura.
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Conclusiones

En esta tesis se estudian posibles manifestaciones de una presunta estructura

discreta del espacio-tiempo y la forma como se puede explorar su geometŕıa con

part́ıculas reales. En particular, se asume que la relatividad general no es una teoŕıa

fundamental y se buscan pistas de los principios que puedan sustentar una teoŕıa

cuántica de la gravedad consistente. Se parte de observar que una estructura granular

del espacio-tiempo que viola la invariancia de Lorentz está prácticamente descarta-

da ya que, si existiera, sus efectos ya hubieran sido detectados. Es dif́ıcil imaginar

una estructura discreta del espacio-tiempo que no viole la invariancia de Lorentz,

no obstante, en el caṕıtulo 2 se estudian posibles consecuencias emṕıricas de dicha

estructura. El modelo que se construye es covariante y no sufre de ambigüedades.

Además, el hecho de que se puedan poner cotas sobre sus parámetros libres implica

que es posible contrastarlo con experimentos, de hecho, se presenta el análisis de un

experimento con el que se están buscando emṕıricamente los efectos que predice el

modelo, mismos que, en caso de ser observados, constituiŕıan la primera evidencia

experimental de una estructura del espacio-tiempo distinta a la considerada por la

relatividad general. Es importante mencionar también que, aún si el efecto conjetu-

rado por el modelo no se observa, este trabajo es relevante debido a que en tal caso

se contaŕıan con nuevas cotas experimentales que podŕıan poner a prueba a algunos

de los candidatos a ser la teoŕıa cuántica de la gravedad.

El término de acoplamiento al que se llega en el modelo parece poco natural.

79
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Esto se piensa como una consecuencia del hecho de que el modelo está formulado en

el lenguaje de un espacio-tiempo suave y posiblemente dicho término se vea natural

si se escribe usando los grados de libertad de una teoŕıa cuántica de la gravedad.

Por otra parte, es interesante recalcar que el modelo parece violar el principio de

equivalencia en el sentido de que, por la forma como se acopla la gravedad con la

materia, la gravedad no desaparece cuando las part́ıculas se encuentran en cáıda

libre. Sin embargo vale la pena recordar que, como se discute en la referencia [39],

no existe una formulación satisfactoria del principio de equivalencia a nivel cuántico.

Además, el modelo sugiere que una teoŕıa microscópica del espacio-tiempo podŕıa

incluir violaciones a paridad e invariancia temporal.

Un formalismo fenomenológico, inspirado en el modelo descrito anteriormente,

se utiliza para explicar una observación astrof́ısica que puede ser entendida si el

cociente de masas protón-electrón depende de la densidad del medio. El modelo

que se construye para explicar la dependencia de dicho cociente tiene las ventajas

de no involucrar campos que no han sido observados, ser covariante y no violar

la invariancia de Lorentz. La idea básica es que la gravedad se acopla de manera

no-mı́nima a los distintos campos cuánticos modificando el término usual de masa

de forma que dependa del entorno gravitacional. Sin embargo, como se discute en la

sección 2.2.1, los experimentos hechos en la Tierra permiten descartar el modelo. Aún

aśı, la exploración de este modelo ejemplifica el tipo de ideas en las que está basada

esta tesis: la gravedad, cuyas implicaciones más profundas se desconocen ya que no

se comprende su versión cuántica, podŕıa tener alcances insospechados y proveer

explicaciones viables de fenómenos con los que no se suele asociar.

El modelo fenomenológico de gravedad cuántica deja otra lección: la gravedad

podŕıa afectar de forma inusual a la materia en un estado netamente cuántico, i.e.,

que no tiene análogo clásico. Esto se motiva por la observación de que, en el modelo

fenomenológico de gravedad cuántica presentado en esta tesis, sólo la materia po-

larizada siente el efecto causado por la hipotética granularidad del espacio-tiempo,

dando pie a la pregunta ¿puede la gravedad afectar de forma insospechada a la mate-

ria cuando ésta se encuentra en estados cuánticos? Con esta serie de ideas en mente

se propone una forma de parametrizar violaciones al principio de equivalencia por
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part́ıculas inestables, mismas que sólo pueden ser explicadas por medio de la mecáni-

ca cuántica. Se parte del hecho que en mecánica cuántica no-relativista se cumple

el principio de equivalencia en el sentido de que se obtienen los mismos resultados

al describir una part́ıcula en un sistema de referencia inercial sujeta a un campo

gravitacional uniforme y al estudiarla libre pero vista desde un marco de referencia

acelerado. Por otra parte, para describir una part́ıcula inestable se supone que su

masa es compleja. Juntando estas dos ideas se llega a la ecuación que, si satisfa-

ce el principio de equivalencia, describe a una part́ıcula inestable, no-relativista y

cuya constante de decaimiento es pequeña. Introduciendo un término adicional a

esta ecuación, que contiene un parámetro fenomenológico a ser determinado por los

experimentos, se obtiene la ecuación que parametriza violaciones del principio de

equivalencia. Se propone entonces probar esta ecuación haciendo pasar un haz de

part́ıculas inestables por un experimento tipo COW y se argumenta que, de haber

violaciones al principio de equivalencia, en este experimento pod́ıan ser observadas.

Por otra parte, el hecho de que las part́ıculas, cuya descripción fundamental es

cuántica, no sigan trayectorias entra en contradicción con la manera como se explora

el espacio-tiempo según la relatividad general. Dado que un objeto extendido (clásico)

tampoco sigue una (única) trayectoria, se modela a las part́ıculas reales por dichos

objetos, mismos que se representan por su centro de masa (que puede definirse de

forma covariante). La sorpresa es que, aún en ausencia de fuerzas externas, el centro

de masa no sigue geodésicas del espacio-tiempo, por lo que si se usan objetos reales

para “leer” la geometŕıa identificando las trayectorias de sus centros de masa con

geodésicas, no se está midiendo la geometŕıa “real” del espacio-tiempo.

En esta tesis se describe un formalismo para obtener la geometŕıa que se “lee”

si se representa a los objetos extendidos libres por su centro de masa. Resulta que

dicha geometŕıa depende de las caracteŕısticas de los objetos extendidos como su

momento y momento angular. Como para extraer toda la información geométrica de

un punto del espacio-tiempo se necesitan varios objetos extendidos que pasen por

dicho punto con distintas direcciones y dado que la geometŕıa que se extrae depende

del momento del objeto extendido, se concluye que en general no es posible obtener

todas las componentes de la geometŕıa efectiva. Esto sugiere que quizá no exista una
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forma covariante de medir la geometŕıa del espacio-tiempo, lo que a su vez implicaŕıa

que el espacio-tiempo a escalas microscópicas no debe describirse geométricamente (lo

que refuerza las ideas planteadas en las referencias [20, 54]). Esta es la consecuencia

más importante de esta parte del trabajo.

Asimismo, parece posible construir, en el marco de una teoŕıa cuántica de campos

en un espacio-tiempo general, un operador posición a partir de la definición del

centro de masa. Se sabe que las componentes espaciales del centro de masa tienen

paréntesis de Poisson no-nulos entre śı, por lo que, de acuerdo a una noción de

posición asociada con este operador, en general los estados de los campos cuánticos

no pueden ser localizados. En particular, se sabe que para part́ıculas con esṕın las

componentes espaciales del operador posición conjeturado no conmutaŕıan, por lo que

no existiŕıan estados localizados para estas part́ıculas. Esto implica que no se pueden

desaparecer todos los efectos de la gravedad cuando estas part́ıculas se encuentran

en cáıda libre, lo que viola el principio de equivalencia (esto se suma al efecto de

Papapetrou [46] que asegura que las part́ıculas con esṕın no siguen geodésicas cuando

hay curvatura). Es interesante que el modelo fenomenológico de gravedad cuántica

presentado en esta tesis sugiere que las part́ıculas con esṕın podŕıan ser sensibles

a efectos no-convencionales causados por la gravedad y que, en particular, implican

violaciones al principio de equivalencia. El objetivo futuro de este estudio es construir

el operador de posición descrito porque, además de ser útil en la teoŕıa cuántica de

campos, daŕıa indicios del grado de aproximación con el que puede implementarse el

principio de equivalencia.

Este trabajo tiene como propósito principal apuntar en ciertas direcciones que

deben ser exploradas más arduamente al buscar una teoŕıa cuántica de la gravedad

plenamente satisfactoria. Además del aprendizaje que se desprenda de los experimen-

tos que se proponen en esta tesis, han surgido pistas sobre cómo puede (o más bien,

de cómo no debe) formularse una teoŕıa de la gravedad válida a escalas microscópicas,

ayudando a focalizar los esfuerzos hechos en esta dirección.



Apéndice A

Notación y convenciones

Durante todo el trabajo se usa una métrica espacio-temporal con signatura +2

y los tensores geométricos más importantes se definen de la misma forma que en la

referencia [57]. Además, los caṕıtulos 1 y 2 está escrito en unidades donde c = ~ = 1,

mientras que en el caṕıtulo 3 se utilizan unidades donde c = G = 1. En general los

ı́ndices se “bajan” y “suben” con la métrica del espacio-tiempo y su inversa, pero

cuando hay más de una métrica, éstas se escriben expĺıcitamente.

Los ı́ndices latinos del principio del alfabeto a, b, c, d, e, son ı́ndices abstractos,

es decir, únicamente señalan el carácter tensorial del objeto en cuestión. En algunas

ocasiones se intercambia la contracción de ı́ndices abstractos por la evaluación de un

tensor, por ejemplo: GabT
aSb = G(T, S). Cuando los tensores se escriben como el

argumento de una función, sus ı́ndices se omiten para evitar confusiones. Más aún, se

usa la notación usual para señalar que un par de ı́ndices aparece de forma simétrica

o anti-simétrica, es decir,

T(ab) =
1

2
(Tab + Tba), T[ab] =

1

2
(Tab − Tba), (A.1)

y el espacio tangente al punto x del espacio-tiempo se denota por Vx.

Los ı́ndices griegos representan las componentes espacio-temporales de un tensor

y por lo mismo corren de 0 a 3, mientras que los ı́ndices latinos de la mitad del

alfabeto, es decir, i, j, k, l, m y n únicamente representan las componentes 1, 2 y 3.
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Finalmente, los ı́ndices mayúscula del principio del alfabeto latino representan pares

anti-simétricos de ı́ndices del espacio-tiempo, mismos que se enumeran con número

romanos con la siguiente convención: I = 01, II = 02, III = 03, IV = 23, V = 31 y

V I = 12. Siempre que haya un término con un par de cualquiera de los ı́ndices antes

mencionados repetidos significa que hay suma sobre todos los valores que toma dicho

ı́ndice. Los ı́ndices distintos a los antes mencionados se escriben entre paréntesis y, a

pesar de que aparezcan repetidos, no se entiende la suma sobre sus posibles valores.

La notación vectorial de poner flechas sobre los vectores y escribir las matrices

en negritas se usa exclusivamente para 3-vectores y matrices 3 × 3. En el contexto

de teoŕıa de campos ψ denota un campo fermiónico y ψ̄ ≡ ψ†γ0, donde γµ son las

matrices de Dirac. Se utiliza la siguiente convención para dichas matrices:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (A.2)

con σi representando las matrices de Pauli convencionales. Finalmente se usan los

śımbolos < y = para denotar las partes real e imaginaria, respectivamente.



Apéndice B

Coordenadas asociadas con curvas

En este apéndice se introducen una forma de construir coordenadas espacio-

temporales que son utilizadas varias veces en la tesis. Estas coordenadas están aso-

ciadas con una curva C que es temporal, suave e inextendible y pueden ser pensadas

como las más naturales que usaŕıa un observador. Al final del apéndice se expresa la

métrica en estas coordenadas. Se parte de un espacio-tiempo descrito por un sistema

de coordenadas arbitrario xµ
′

y en el que las componentes del tensor métrico están

dadas por gµ′ν′ . Se denota por ua al vector tangente a C respecto a su tiempo propio

t. En el punto (arbitrario) C(0) se toma conjunto de vectores1 ẽaµ tales que

gabẽ
a
µẽ
b
ν = ηµν , ẽa0 = ua, (B.1)

donde ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). Estos vectores se extienden a un campo eaµ sobre C
imponiendo

ua∇ae
b
µ = eaµaau

b − eaµuaab, eaµ(t = 0) = ẽaµ, (B.2)

donde aa ≡ ub∇bu
a es la aceleración de C. Nótese que las ecuaciones (B.2) se reducen

a las de transporte paralelo cuando aa = 0 (en este caso a las coordenadas construidas

en este apéndice se les conoce como coordenadas de Fermi). Las ecuaciones (B.2) se

1No se deben confundir a los ı́ndices que representan componentes con los que indican a qué vec-
tor de la tétrada se esté refiriendo.
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imponen ya que los vectores obtenidos con dichas ecuaciones cumplen

gabe
a
µe
b
ν = ηµν , ea0 = ua, (B.3)

para todo t. Esto se demuestra al notar que sobre toda la curva C se mantiene la

ortonormalidad:

uc∇c(gabe
a
µe
b
ν) = gab

(
ebνu

c∇ce
a
µ + eaµu

c∇ce
b
ν

)
= eaµaae

b
νub − eaµuaebνab + eaµuae

b
νab − eaµaaebνub = 0. (B.4)

Sea p un punto del espacio-tiempo suficientemente cerca de C para que existan

t, s ∈ R y un único va ∈ VC(t) tales que2

gabv
aub = 0, gabv

avb = 1, expC(t)(sv) = p. (B.5)

Es posible ver que existen coeficientes Ωi que satisfacen

va = Ωieai , δijΩ
iΩj = 1. (B.6)

Con esto se definen las coordenadas de p asociadas a C, xµ, como x0 = t, xi = sΩi.

El objetivo es encontrar las componentes de la métrica cerca de C en las coorde-

nadas xµ. Para ello se hace la expansión

gµν(t, ~x) = gµν(C(t)) + xi [∂igµν ]C(t) +
1

2
xixj [∂i∂jgµν ]C(t) +O(x3). (B.7)

La idea es buscar entonces expresiones para la métrica y sus derivadas espaciales

en C(t). Para demostrar que gµν(C(t)) = ηµν primero se necesitan encontrar las

componentes de eaµ en las coordenadas asociadas con C. Con ese propósito se nota

que

va =

(
∂

∂s

)a
=
∂xi

∂s

(
∂

∂xi

)a
= Ωi

(
∂

∂xi

)a
, (B.8)

2La definición del mapeo expx se encuentra en la sección 3.2.2.
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con lo que es posible observar, al comparar esta relación con la ecuación (B.6), que

eai =

(
∂

∂xi

)a
. (B.9)

Además,

ea0 =

(
∂

∂t

)a
=

(
∂

∂x0

)a
, (B.10)

por lo que las componentes de eaµ en las coordenadas xµ son eµν = δµν . Con esto obte-

nemos que las componentes de estos mismos vectores en el sistema de coordenadas

xµ
′
, de acuerdo con la ley de transformación de vectores, son

eµ
′

ν =

(
∂xµ

′

∂xµ

)
C
eµν =

(
∂xµ

′

∂xν

)
C
. (B.11)

Esta ecuación permite calcular las componentes de la métrica en C en las nuevas

coordenadas ya que

gµν(C) = gµ′ν′(C)
(
∂xµ

′

∂xµ

)
C

(
∂xν

′

∂xν

)
C

= gµ′ν′(C)eµ
′

µ e
ν′

ν = ηµν , (B.12)

donde se usan la ley de transformación de los tensores y las ecuaciones (B.11) y (B.3).

Para encontrar las componentes de las primeras derivadas espaciales de la métrica

en C primero se calculan los śımbolos de Christoffel en dicha curva. Usando el hecho

que las curvas por las que se llega de C(t) al punto p son geodésicas con tangente

va(s) tal que va(0) = va, se tiene que

0 = vν(s)∇νv
µ(s) = vν(s)∂νv

µ(s) + Γµνρv
ν(s)vρ(s). (B.13)

En particular para s = 0 se obtiene

0 = ∂sv
µ(s)|s=0 + Γµνρ(C)vνvρ = Γµij(C)ΩiΩj, (B.14)

donde se usa que para todo s

vµ(s) = Ωiδµi , (B.15)
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lo que a su vez proviene de escribir la ecuación (B.8) en componentes. Como este

resultado es válido para todo punto cercano a C, entonces se tiene

Γµij(C) = 0. (B.16)

Por otra parte, de la ecuación (B.2) se obtiene

0 = uρ∂ρe
σ
µ + uρΓσνρ(C)eνµ − eρµaρuσ + eρµuρa

σ = Γσµ0(C)− aµδσ0 − δ0
µa

σ, (B.17)

donde se usa repetidamente eρµ = δρµ y uρ = eρ0. Debido a que aµ = δµi a
i, los únicos

śımbolos de Christoffel que en estas coordenadas son distintos de cero sobre C son

Γ0
i0(C) = ai, Γi00(C) = ai. (B.18)

De la ecuación que relaciona a los śımbolos de Christoffel con la métrica se tiene

2ηµνΓ
ν
ρσ(C) = [∂ρgµσ + ∂σgρµ − ∂µgρσ]C . (B.19)

En particular

−2ai = −2Γ0
i0(C) = [∂ig00 + ∂0gi0 − ∂0gi0]C = ∂ig00|C . (B.20)

Además, el hecho que ∂0gρσ|C = 0 permite demostrar que

0 = ηklΓ
l
i0(C)− Γ0

ik(C) = ∂ig0k|C , (B.21)

0 = ηklΓ
l
ij(C) + ηjlΓ

l
ik(C) = ∂igjk|C . (B.22)

Es decir,

∂µgρσ|C = −2δ0
ρδ

0
σδ

i
µai. (B.23)

Para incluir efectos debidos a la curvatura del espacio-tiempo se necesitan calcular

las segundas derivadas de la métrica en C. Para ello se consideran cuatro familias

uni-paramétricas de geodésicas. La primera de estas familias está determinada por
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las geodésicas que salen de los puntos C(t) con los coeficientes Ωi fijos. Si se extiende

el valor de la coordenada t sobre toda la 2-superficie generada por esta familia de

geodésicas mediante la prescripción que t sea constante a lo largo de cada geodésica,

el vector de desviación está dado por ξa0 = (∂/∂t)a. Otra familia está formada por

aquellas geodésicas que salen del mismo punto fijo C(t) con todos los posibles valores

de Ω1 pero con Ω2 yΩ3 fijos. Habrá otra familia cuando se vaŕıa Ω2 y una más para

el caso es el que Ω3 es variable. En estos tres últimos casos los vectores de desviación

son ξai = (∂/∂Ωi)
a
. Además, por ser vectores de desviación cumplen

va∇a(v
b∇bξ

c
µ) = −Radb

cvavbξdµ. (B.24)

Al expandir esta ecuación se obtiene

0 = ξ̈cµ + 2Γcabv
aξ̇bµ + vavbξdµ(∂aΓ

c
bd + ΓcaeΓ

e
bd − ΓcdeΓ

e
ab +Radb

c), (B.25)

donde el punto significa derivada parcial en la dirección va. Antes de obtener la

expresión correspondiente en componentes nótese que cerca de C

Γµρσ(s) = Γµρσ
∣∣
s=0

+ svν ∂νΓ
µ
ρσ

∣∣
s=0

+O(s2) = Γµρσ
∣∣
s=0

+ sΩi ∂iΓ
µ
ρσ

∣∣
s=0

+O(s2), (B.26)

donde se usa vµ(s) = Ωiδµi . Debido a que ξρ0 = δρ0 , se obtiene, al sustituir en la

ecuación (B.25), que para el caso µ = 0:

0 = ΩjΩk
[
∂jΓ

ρ
k0 + ΓρσjΓ

σ
0k − Γρσ0Γσjk +Rj0k

ρ
]
s=0

. (B.27)

Esto a su vez implica

∂(jΓ
ρ
k)0

∣∣∣
s=0

= R0(jk)
ρ
∣∣
s=0
− δρ0ajak, (B.28)

donde se usan las expresiones de los śımbolos de Christoffel sobre C. Más aún, de la

ecuación del tensor de Riemann en términos de los śımbolos de Christoffel se obtiene

∂[jΓ
ρ
k]0

∣∣∣
s=0

= −1

2
Rjk0

ρ|s=0 + Γσ0[j

∣∣
s=0

Γρk]σ

∣∣∣
s=0

= −1

2
Rjk0

ρ|s=0 , (B.29)
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con lo que se llega a

∂jΓ
ρ
k0|s=0 = ∂(jΓ

ρ
k)0

∣∣∣
s=0

+ ∂[jΓ
ρ
k]0

∣∣∣
s=0

=
1

2
R0jk

ρ|s=0 +
1

2
R0kj

ρ|s=0 −
1

2
Rjk0

ρ|s=0 − δ
ρ
0ajak

= R0jk
ρ|s=0 − δ

ρ
0ajak. (B.30)

Análogamente, del caso µ = i se obtiene, usando ξρi = sδρi y la ecuación (B.26),

que

0 = sΩjΩk
[
3∂jΓ

ρ
ki + ΓρjσΓσki − ΓρiσΓσjk +Rjik

ρ
]
s=0

+O(s2), (B.31)

de lo que se sigue

0 =
[
3∂(jΓ

ρ
k)i + Γρσ(jΓ

σ
k)i − ΓρiσΓσjk −Ri(jk)

ρ
]
s=0

=
[
3∂(jΓ

ρ
k)i −Ri(jk)

ρ
]
s=0

. (B.32)

Como además se cumple

∂[jΓ
ρ
k]i

∣∣∣
s=0

= −1

2
Rjki

ρ|s=0 + Γσi[j
∣∣
s=0

Γρk]σ

∣∣∣
s=0

= −1

2
Rjki

ρ|s=0 , (B.33)

se obtiene

∂jΓ
ρ
ki|C = ∂(jΓ

ρ
k)i

∣∣∣
C

+ ∂[jΓ
ρ
k]i

∣∣∣
C

=
1

3
Ri(jk)

ρ(C)− 1

2
Rjki

ρ(C)

= −1

3
[Rjik

ρ(C) +Rjki
ρ(C)] . (B.34)

Dado que se conocen las componentes de los śımbolos de Christoffel a lo largo de

C, se tiene que la derivada parcial en la dirección ua es

∂0Γµρσ = 2δµ0 δ
0
(ρδ

i
σ)∂0ai + δµi δ

0
ρδ

0
σ∂0a

i. (B.35)
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Con esto llega a

1

2
[∂0Γρk0 − ∂kΓ

ρ
00]s=0 = ∂[0Γρk]0

∣∣∣
s=0

= −1

2
R0k0

ρ|s=0 + Γσ0[0

∣∣
s=0

Γρk]σ

∣∣∣
s=0

= −1

2
R0k0

ρ|s=0 −
1

2
δρi aka

i. (B.36)

De esta forma,

∂kΓ
ρ
00|s=0 = R0k0

ρ|s=0 + δρi aka
i + ∂0Γρk0|s=0 = R0k0

ρ|s=0 + δρi aka
i + δρ0∂0ak, (B.37)

con lo que se terminan de calcular las primeras derivadas de todas las componentes

de los śımbolos de Christoffel.

Para conocer las componentes de las segundas derivadas de la métrica se deriva

la expresión de los śımbolos de Christoffel en términos de la métrica, obteniendo:

2(∂σgµλ)Γ
λ
νρ + 2gµλ∂σΓλνρ = ∂σ∂νgµρ + ∂σ∂ρgνµ − ∂σ∂µgνρ. (B.38)

Al evaluar sobre C y usar las expresiones para la métrica y sus primeras derivadas

en dicha curva se llega a

−8δ0
µδ

i
σδ

0
(νδ

j
ρ)aiaj + 2ηµλ

[
∂σΓλνρ

]
C = [∂σ∂νgµρ + ∂σ∂ρgνµ − ∂σ∂µgνρ]C . (B.39)

Sumando esta ecuación con ella misma pero con los ı́ndices µ y ρ intercambiados se

obtiene

∂σ∂νgµρ|C = −4δ0
µδ

i
σδ

0
(νδ

j
ρ)aiaj−4δ0

ρδ
i
σδ

0
(νδ

j
µ)aiaj+ηµλ

[
∂σΓλνρ

]
C+ηρλ

[
∂σΓλνµ

]
C , (B.40)
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con lo que a su vez es posible obtener

∂i∂jg00|C = 2R0ij0(C)− 2aiaj, (B.41)

∂i∂jg0l|C =
4

3
R0(ij)l(C), (B.42)

∂i∂jgkl|C =
2

3
Rk(ij)l(C). (B.43)

Finalmente, usando la ecuación (B.7) se pueden escribir las componentes de la métri-

ca cerca de C como

g00(t, ~x) = −1− 2ai(t)x
i + xixj [R0ij0(C(t))− ai(t)aj(t)] +O(x3), (B.44)

g0l(t, ~x) =
2

3
xixjR0ijl(C(t)) +O(x3), (B.45)

gkl(t, ~x) = δkl +
1

3
xixjRkijl(C(t)) +O(x3), (B.46)

que son las expresiones que se usan repetidamente en la tesis.



Apéndice C

El principio de equivalencia y

part́ıculas inestables en un

experimento COW

Este apéndice se dedica a analizar cómo se propaga un haz de part́ıculas inestables

de acuerdo al modelo descrito en la sección 2.2.2 en un experimento COW [14]. Este

experimento consiste en dividir un haz de part́ıculas en dos, dejar que cada uno

viaje a distinta altura (por ende, en regiones con distinto potencial gravitacional) y

finalmente volver juntar dichos haces (ver el diagrama del experimento en la figura

C.1).

Se usa un sistema de referencia cartesiano adaptado al experimento donde x y z

son, respectivamente, las coordenadas horizontal y vertical, como se muestra en la

figura C.1. Recuérdese que en los segmentos horizontales el potencial Newtoniano,

ΦN , es constante por lo que las part́ıculas que provienen de x → −∞ se pueden

describir por combinaciones lineales de funciones de onda de la forma

ψ(~x, t) = Beikx−iEt, (C.1)

donde E es una constante real y B una constante de normalización. Obsérvese que

las coordenadas y y z se omiten al estudiar segmentos horizontales. Al sustituir en
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la ecuación fenomenológica propuesta en la sección (2.2.2),

i∂tψ =

(
− 1

2m
∇2 +m− iΓ

2
+

(
m− iξΓ

2

)
ΦN(~x)

)
ψ, (C.2)

la función de onda (C.1) se obtiene

E =
k2

2m
+m− iΓ

2
+

(
m− iξΓ

2

)
ΦN(z), (C.3)

por lo que k debe satisfacer

k2 = 2m

[
E −

(
m− iξΓ

2

)
ΦN(z)−

(
m− iΓ

2

)]
. (C.4)

La solución de la ecuación (C.2) en los segmentos verticales, χ(z), cumple

Eχ(z) =

(
− 1

2m
∂2
z +m− iΓ

2
+

(
m− iξΓ

2

)
ΦN(z)

)
χ(z), (C.5)

y cuya forma expĺıcita no se escribe porque no es relevante para lo que se busca

calcular. Para encontrar cómo se propagan los elementos de la base de ondas planas

por el dispositivo COW, se analiza por separado el efecto de cada uno de los dos

separadores (beam splitters) y los dos espejos sobre un elemento genérico de la base

de ondas planas.

El primer separador se localiza en el origen del sistema de coordenadas y es

necesario resolver una ecuación de conservación del flujo de probabilidad en este

punto. Si se marca con I al haz inicial, con II y III la parte que se va por el

segmento vertical y horizontal, respectivamente (ver la figura C.1). Después de pasar

por el primer separador, entonces las funciones de onda correspondientes son

ψI(x, t) = BIe
iklx−iEt, (C.6)

ψII(x, t) = Cχ(z)e−iEt, (C.7)

ψIII(x, t) = BIIIe
iklx−iEt, (C.8)
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Figura C.1: Esquema del dispositivo COW en el que se indican las coordenadas, los
nombres de cada segmento y la posición de los separadores (beam splitter) y espejos
(mirror).

donde kl es la misma k definida arriba pero para un valor fijo del potencial New-

toniano a lo largo del segmento horizontal inferior y C es una constante de nor-

malización (compleja) tal que en el separador se cumple χ(0) = 1. La ecuación de

conservación de flujo es ∣∣∣~jI∣∣∣ =
∣∣∣~jII∣∣∣+

∣∣∣~jIII∣∣∣ , (C.9)

donde ~jI = =(ψ∗I∇ψI)/m y hay definiciones análogas para las otras funciones de

onda. Nótese que la función de onda es discontinua en el separador, sin embargo,
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esto se debe la aproximación que se usa donde los haces viajan por ĺıneas y se

desprecia el ancho de los separadores. Suponiendo que ~jIII = p~jI para algún 0 ≤
p ≤ 1 y normalizando ψI(x, t) de forma que, en el separador, |~jI | = 1 (lo que fija

|BI | =
√
m/<kl) se obtiene

1− p =
|C|2

m
=(χ∗(0)χ′(0)) =

|C|2

m
=(χ′(0)), (C.10)

donde se usa la ecuación (C.7). Adicionalmente, se considera que la fase en los dos

haces que salen del separador es igual a la fase del haz entrante, y algo análogo en

los espejos, ya que al final los dos haces acumulan la misma fase y sólo se busca la

diferencia entre dichas fases. Por esto, si se asume que BI = |BI |, se tiene BIII =
√
pBI y C = |C|.

Ahora se calcula la parte de la función de onda que se propaga por la trayectoria

superior en el dispositivo COW. Etiquetando con IV a la función de onda en el

segmento horizontal superior, como se muestra en la figura C.1, se tiene

ψIV = BIV e
ikux−iEt, (C.11)

donde ku es la k correspondiente en el segmento superior. En este caso la ecuación

de conservación del flujo es
∣∣∣~jII∣∣∣ =

∣∣∣~jIV ∣∣∣ que implica

C2=(χ∗(h)χ′(h)) = |BIV |2<(ku), (C.12)

donde se usa el hecho que el espejo en cuestión está localizado en el punto x = 0,

z = h. Dado que la fase de las funciones de onda entrantes y salientes coincide, se

sigue

ψIV =

√
(1− p)m=(χ∗(h)χ′(h))

=(χ′(0))<(ku)
fase(χ(h))eikux−iEt, (C.13)

donde se usan las relaciones (C.10) y (C.12).

A continuación se estudia la parte inferior del dispositivo. Etiquetando con V a
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la función de onda en el segmento vertical en x = L, se puede escribir

ψV = Dχ(z)e−iEt, (C.14)

donde D es una constante de normalización. En este caso la ecuación de conservación

del flujo en el espejo inferior, que se localiza en x = L, z = 0, se puede reescribir

como

|D| = |BIII |e−=(kl)L

√
<(kl)

=(χ′(0))
. (C.15)

Más aún, comparando la fase de ψIII y ψV en dicho punto se encuentra que la fase

de D es ei<(kl)L. Entonces

ψV = eiklL−iEt
√

mp

=(χ′(0))
χ(z), (C.16)

donde se usa BIII =
√
mp/<(kl).

En el separador que se encuentra en la parte superior, localizado en x = L,

z = h, hay que combinar las funciones de onda ψIV y ψV en una nueva función de

onda horizontal ΨE. Para eso primero hay que estudiar el efecto del separador sobre

ψV que cambia la dirección del flujo hacia la dirección del eje x. Si se denota por

ψV I = BV Ie
ikux−iEt a la parte horizontal de la función de onda producida a partir de

ψV por la rotación, la condición |~jV | = |~jV I | implica

|BV I | = e=(ku−kl)L
√

mp

<(ku)

√
=(χ∗(h)χ′(h))

=(χ′(0))
. (C.17)

El argumento de conservación de la fase permite fijar

BV I = |BV I |ei<(kl−ku)Lfase(χ(h)), (C.18)
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por lo que

ψV I =

√
mp

<(ku)

√
=(χ∗(h)χ′(h))

=(χ′(0))
ei(kl−ku)Lfase(χ(h))eikux−iEt. (C.19)

Con este resultado se calcula

ΨE = ψIV + ψV I = Λeikux−iEt
[√

1− p+
√
pe−i∆kL

]
. (C.20)

donde se define

Λ ≡

√
m=(χ∗(h)χ′(h))

=(χ′(0))<(ku)
fase(χ(h)), (C.21)

y ∆k ≡ ku − kl.

La función de onda ΨE es un elemento de la base de ondas planas que son solución

del dispositivo COW. Se busca la forma en la que un paquete de ondas cuya enerǵıa

está centrada alrededor de E0 se propaga en dicho sistema. Este paquete se describe

por

Ψ =

∫ ∞
−∞

f(E)

Λ
ΨEdE, (C.22)

donde f(E)/Λ es una función centrada en E0. Si el detector está localizado justo

después del separador superior, es decir, en x = L, la probabilidad de detectar una

part́ıcula del paquete Ψ al tiempo t está dada por

P (t) = |Ψ(L, t)|2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f ∗(E ′)f(E)e−ik
∗
u(E′)L+iE′t

[√
1− p+

√
pei∆k

∗(E′)L
]

×eiku(E)L−iEt
[√

1− p+
√
pe−i∆k(E)L

]
dE ′dE, (C.23)

donde se escribe expĺıcitamente los argumentos E y E ′ para evitar confusiones. Como

el detector captura part́ıculas por un peŕıodo largo de tiempo (que se considera

infinito) sin distinguir el orden en el que arriban las part́ıculas, la probabilidad de
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que el detector capture una part́ıcula es

P =

∫ ∞
−∞
|Ψ(L, t)|2dt =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f ∗(E ′)f(E)e−ik
∗
u(E′)L−iE′teiku(E)L−iEt[√

1− p+
√
pei∆k

∗(E′)L
] [√

1− p+
√
pe−i∆k(E)L

]
dE ′dEdt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

ei(E
′−E)tdt

)
f ∗(E ′)f(E)e−ik

∗
u(E′)Leiku(E)L

×
[√

1− p+
√
pei∆k

∗(E′)L
] [√

1− p+
√
pe−i∆k(E)L

]
dE ′dE

=

∫ ∞
−∞
|f(E)|2e−2=(ku)L

[
(1− p) + pe2=(∆k)L

+2
√
p(1− p) cos(<(∆k)L)e=(∆k)L

]
dE

≈ |f(E0)|2∆Ee−2=[ku(E0)]L
[
(1− p) + pe2=[∆k(E0)]L

+2
√
p(1− p) cos (<[∆k(E0)]L) e=[∆k(E0)]L

]
, (C.24)

donde en el último paso se aproxima la integral por su valor en el pico de f(E) por

un cierto ancho ∆E.

Nótese que la interferencia que ocurre involucra sólo componentes con el mismo

valor de E definiendo una relación entre los números de onda de las rutas superior

e inferior. Si se considera el caso particular en el que ξ ∈ R y se escribe k ≡ α + iβ

donde α, β ∈ R, se puede reexpresar la ecuación (C.4) como

α2 − β2 = 2m (E −m−mΦN) , 2αβ = mΓ (1 + ξΦN) . (C.25)

Entonces β = mΓ (1 + ξΦN) /2α y si se define v ≡ α/m, se encuentra

v =
1

2m

(
e+

√
e2 +m2γ2

)
, (C.26)

donde e ≡ 2m(E −m −mΦN) y γ es el factor de Lorentz. En este punto se utiliza

el hecho que Γ� m para escribir

k ≈ mv +
iΓ

2v
(1 + ξΦN) . (C.27)
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Obsérvese que v se suele interpretar como la velocidad cuya enerǵıa cinética asociada,

mv2/2, es E −mΦN −m. Además, hay que notar que v depende de z a través del

potencial Newtoniano, entonces se usa vl y vu para representar las velocidades en los

segmentos horizontales inferior y superior, respectivamente. De la expresión (C.24)

se obtiene

P ≈ |f(E0)|2∆Ee−ΓL(1+ξΦNu)/vu
[
(1− p) + pe−ΓL[vu−vl+ξ(vuΦNl−vlΦNu)]/vlvu

+2
√
p(1− p) cos (mL(vu − vl)) e−ΓL[vu−vl+ξ(vuΦNl−vlΦNu)]/2vlvu

]
= |f(E0)|2∆E

[
(1− p)e−ΓL(1+ξΦNu)/vu + pe−ΓL(1+ξΦNl)/vl

+2
√
p(1− p) cos (mL(vu − vl)) e−ΓL(vl+vu)/2vlvue

− ξΓL
2

(
ΦNl
vl

+
ΦNu
vu

)]
. (C.28)

donde se omite escribir que vl y vu se evalúan a E0.

Finalmente se buscan las expresiones para vl y vu para cualquier ángulo θ entre

la dirección vertical del dispositivo COW y la dirección vertical determinada por la

gravedad. El potencial gravitacional en términos de θ para las trayectorias inferior y

superior es, respectivamente,

ΦNl = g
h

2
(1− cos θ), ΦNu = g

h

2
(1 + cos θ), (C.29)

siendo g la aceleración gravitacional. Como además se consideran part́ıculas no-

relativistas, v ≈ e, entonces,

vl ≈
√

2

m
E0 − gh(1− cos θ)− 2 ≈

√
2

m
E0

(
1− mgh

4E0

(1− cos θ)− m

2E0

)
,

(C.30)

vu ≈
√

2

m
E0 − gh(1 + cos θ)− 2 ≈

√
2

m
E0

(
1− mgh

4E0

(1 + cos θ)− m

2E0

)
,

(C.31)

donde también se desprecian los términos cúbicos en
√
m/E0. Definiendo µ ≡√

m/2E0 y A ≡ Lh, que es el área encerrada por el dispositivo COW, y sustitu-
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yendo en la ecuación (C.28) se llega a

P ≈ |f(E0)|2∆Ee−ΓLµ(1+ξgh/2)
[
(1− p)e−ξΓAµg cos (θ)/2 + peξΓAµg cos (θ)/2

+2
√
p(1− p) cos (mAµg cos θ)

]
≈ |f(E0)|2∆E

[(
1 + 2

√
p(1− p)

)(
1− ΓµL− 1

2
ξΓµgA

)
+

(
p− 1

2

)
ξΓµgA cos θ −

√
p(1− p)m2µ2g2A2 cos2 θ

]
, (C.32)

donde en el último paso se expande al mismo orden que antes. Esta es la expresión

relevante que se busca y que se usa en la sección 2.2.2.



Apéndice D

Paréntesis de Poisson entre

posiciones y momentos iniciales en

espacio-tiempos curvos

En este apéndice se calculan los paréntesis de Poisson entre las posiciones y los

momentos de una part́ıcula relativista, puntual, libre, de masa m > 0 en un espacio-

tiempo cuya métrica tiene componentes gµν . La acción que describe la dinámica de

esta part́ıcula es

S = −m
∫
dτ = −m

∫ √
−gµνdqµdqν = −m

∫ √
−gµν q̇µq̇νdt, (D.1)

donde la integral se hace sobre una posible trayectoria, τ es el tiempo propio de la

part́ıcula y el punto representa la derivada (total) respecto a t = q0. De la última

igualdad se puede leer que un Lagrangiano para este sistema es

L = −m
√
−gµν q̇µq̇ν , (D.2)
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Paréntesis de Poisson entre posiciones y momentos iniciales 103

con las componentes de la métrica evaluadas en la posición de la part́ıcula. Entonces

los momentos conjugados satisfacen

πi =
∂L

∂q̇i
= mγgµiq̇

µ, (D.3)

siendo γ ≡ (−gµν q̇µq̇ν)−1/2 una función estrictamente mayor que cero. Sea hij tal

que gijh
jk = δki , es decir, la matriz inversa de aquella formada por las componentes

espaciales de la métrica, entonces

q̇i = hij
(
πj
mγ
− g0j

)
. (D.4)

Más aún, se tiene

1

γ2
= −gµν q̇µq̇ν = −g00 − 2g0iq̇

i − gij q̇iq̇j

= −g00 − 2g0ih
ik

(
πk
mγ
− g0k

)
− gijhikhjl

(
πk
mγ
− g0k

)(
πl
mγ
− g0l

)
= g0kh

klg0l − g00 −
1

γ2

πk
m
hkl

πl
m
, (D.5)

donde se usa la ecuación (D.4). Despejando se llega a

γ =

√
1 + πkhklπl/m2

g0mhmng0n − g00

. (D.6)

En esta última ecuación se fija el signo por la condición γ > 0. Con esta expresión

es posible obtener el Hamiltoniano del sistema dado por

H =
(
q̇kπk − L

)
q̇=q̇(q,π)

=
√
g0mhmng0n − g00

√
πkhklπl +m2 − πkhklg0l. (D.7)

Es importante notar que este Hamiltoniano está asociado con la foliación del espacio-

tiempo por superficies de tiempo coordenado t constante. Además, se puede verificar

directamente que las ecuaciones de movimiento provenientes de este Hamiltoniano
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son equivalentes a las ecuaciones geodésicas parametrizadas por t.

Si se imponen paréntesis de Poisson canónicos al tiempo t = 0, es decir,

{qi(0), πj(0)} = δji , {qi(0), qj(0)} = {πi(0), πj(0)} = 0, (D.8)

entonces se puede demostrar que esta estructura se mantiene para todo t, i.e., que

los paréntesis de Poisson cumplen1

{qi(t), πj(t)} = δji , {qi(t), qj(t)} = {πi(t), πj(t)} = 0. (D.9)

Partiendo de estas relaciones, se calculan los paréntesis de Poisson de qi y los mo-

mentos de la part́ıcula, que son de la forma pµ = αq̇µ, siendo α > 0 una constante

tal que gµνp
µpν = −m2. Es posible notar que m2 = −gµνpµpν = α2γ−2, por lo que

α = mγ. En particular nótese que p0 = mγ. Con esto se tiene

{qi, pj} = {qi,mγq̇j} = {qi, hjk(πk −mγg0k)} = hij −mhjkg0k
∂γ

∂πi
, (D.10)

donde se usa que gµν y hij no dependen de πi. Además, como

∂γ

∂πi
=

hikπk
m2γ(g0mhmng0n − g00)

=
hilg0l + pi/p0

m(g0mhmng0n − g00)
, (D.11)

entonces se cumple

{qi, pj} = hij − hjlg0l
hikg0k + pi/p0

g0mhmng0n − g00

. (D.12)

1Con el tipo de argumentos que se usan en este apéndice es fácil ver que {qi, q̇j} = {qj , q̇i}. Este
resultado junto con la identidad de Jacobi permite demostrar que {qi, qj} no cambia en el tiempo:

d

dt
{qi, qj} = {{qi, qj}, H} = −{{H, qi}, qj} − {{qj , H}, qi} = {q̇i, qj} − {q̇j , qi} = 0.

Con un análisis similar es posible deducir que el resto de las relaciones de conmutación entre qi y
πi también son constantes en el tiempo.
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Debido a que m es constante y gµν no depende de los momentos conjugados

0 = {qi,−m2} = {qi, gµνpµpν} = 2gµνp
µ{qi, pν} = 2gµ0p

µ{qi, p0}+ 2gµnp
µ{qi, pn},

(D.13)

lo que implica

{qi, p0} =
−gµnpµ

gν0pν
{qi, pn} =

hikg0k + pi/p0

g0mhmng0n − g00

, (D.14)

que es el paréntesis de Poisson entre posiciones y componentes del momento que

faltaba.

Falta calcular los paréntesis de Poisson entre los pµ. Se comienza con

{p0, pi} = {mγ, hik(πk −mγg0k)}

= m{γ, hij}(πj −mγg0j) +mhij{γ, πj} −m2γhij{γ, g0j}

= mhij
(
pµgµj,k

∂γ

∂πk
+ γ,j

)
, (D.15)

donde se denota la derivada parcial de f respecto a la i-ésima coordenada por f,i

y en la última igualdad se usa hij ,kgjl = −hijgjl,k. Al calcular γ,i expĺıcitamente se

obtiene

γ,i =
p0

2m(g0mhmng0n − g00)

(
pµpν

(p0)2
gkµh

kl
,iglν − (g0mh

mng0n − g00),i

)
=

p0

2m(g0mhmng0n − g00)

(
pmpn

(p0)2
gmn,i − 2

pµ

p0
hklg0lgkµ,i + g00,i

)
. (D.16)

Los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales del momento son:

{pi, pj} = {hik(πk −mγg0k), h
jl(πl −mγg0l)}

= −2hk[i{hj]l, πk −mγg0k}(πl −mγg0l) + hik{πk −mγg0k, πl −mγg0l}hjl

= 2hk[ihj]l
(
δmk −mg0k

∂γ

∂πm

)
gµl,mp

µ + 2mhk[ihj]lγ,kg0l. (D.17)

Finalmente, se escriben los paréntesis de Poisson obtenidos arriba a orden lineal

en la curvatura del espacio-tiempo. Se parte del supuesto que la curvatura del espacio-
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tiempo es pequeña de forma tal que las componentes de la métrica se pueden escribir

de la forma

gµν(x) = ηµν + εδgµν(x) +O(ε2), (D.18)

donde ηµν son las componentes de la métrica Minkowskiana del espacio plano. Es

fácil probar que

hij(x) = δij − εδikδjlδgkl(x) +O(ε2). (D.19)

De la ecuación (D.12) se tiene

{qi, pj} = δij − εδikδjlδgkl − εδjlδg0l
pi

p0
+O(ε2), (D.20)

donde, en esta expresión y en todas las siguientes, la métrica está evaluada en el

punto con coordenadas qi y t. La ecuación (D.14) implica a su vez

{qi, p0} =
pi

p0
(1− εδg00) + εδikδg0k +O(ε2). (D.21)

Los paréntesis entre los momentos se calculan de la misma forma, obteniendo:

{p0, pi} = mδij
(
εpµδgµj,k

∂γ

∂πk
+ γ,j

)
+O(ε2), (D.22)

{pi, pj} = 2εδk[iδj]lδgµl,kp
µ +O(ε2), (D.23)

donde en la última expresión se usa

∂γ

∂πi
=

pi

p0m
+O(ε), γ,i =

εp0

2m

(
pmpn

(p0)2
δgmn,i + δg00,i

)
+O(ε2), (D.24)

con lo que se tienen todos los paréntesis de Poisson entre las posiciones y los mo-

mentos iniciales a orden lineal en la curvatura del espacio-tiempo.



Apéndice E

Operador de posición en mecánica

cuántica relativista

Este apéndice está basado en la referencia [44] donde se construye un operador de

posición en mecánica cuántica relativista. La idea es presentarlo porque es la única

formulación de un operador relativista de posición y de esta tesis se deriva una posible

definición de dicho operador válida en teoŕıa cuánticas de campos en espacio-tiempos

generales. En el formalismo presentado en este apéndice se asume que los sistemas

con los que se trabaja tienen definida la acción bajo los generadores del grupo de

Poincaré y se buscan los principios f́ısicos que permitan encontrar operadores de

posición. Esto ya indica que esta construcción no es generalizable a espacio-tiempos

curvos.

Si se conoce la función de onda de un estado centrado alrededor del origen espacio-

temporal ψ y el operador de traslación espacio-temporal por aµ, T (a), entonces la

función de onda del sistema localizado en cualquier otro punto con coordenadas xµ

es T−1(x)ψ. Por tal motivo se busca la función de onda de un estado localizado en

el origen, misma que debe satisfacer los siguientes postulados:

(a) Los estados que representan un sistema localizado en el origen forman un es-

pacio lineal cerrado S0, es decir, la superposición de dos estados localizados en

el origen es otro estado localizado en dicho punto.

107
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(b) Los elementos del conjunto S0 son invariantes ante rotaciones alrededor del

origen y reflexiones espaciales (P) y temporales (T).

(c) Si ψ es un estado localizado en el origen, los estados T−1(x)ψ para todo punto

xm 6= 0 son ortogonales a todos los estados de S0 (porque el operador de

posición debe ser hermitiano y por eso sus eigen-funciones son ortogonales).

(d) Los generadores del grupo de Poincaré pueden aplicarse a los estados localiza-

dos.

Por simplicidad, se consideran únicamente part́ıculas relativistas con masa m y

sin esṕın, mismas que satisfacen la ecuación de Klein-Gordon y

p0 =
√
~p2 +m2, (E.1)

donde pµ representa el momento de la part́ıcula. Sean ψ(~p) y φ(~p) dos funciones

de onda de estados localizados expresadas en el espacio de momentos, se define el

producto interno invariante de Lorentz entre ellas como

(ψ, φ) =

∫
d3p

p0
ψ∗(~p)φ(~p). (E.2)

La función de onda asociada a φ(~p) en el espacio de coordenadas es

φ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p

p0
φ(~p)e−ixµp

µ

, (E.3)

con el entendido de que siempre que aparece p0 se refiere al lado derecho de la

ecuación (E.1).

El espacio vectorial generado por funciones de la forma Y j
m(θ, ϕ)f(p) donde p =

|~p|, θ y ϕ son las componentes en coordenadas esféricas del 3-momento, Y j
m(θ, ϕ) son

los armónicos esféricos y f(p) son funciones arbitrarias (que también dependen de j),

es invariante ante rotaciones alrededor del punto ~p = ~0. Estas funciones también son

invariantes ante reflexiones espaciales. El operador de reflexión temporal T actuando
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sobre una de estas funciones da

T [Y j
m(θ, ϕ)f(p)] = Y j∗

m (−θ,−ϕ)f ∗(p) = Y j
m(θ, ϕ)f ∗(p), (E.4)

que por el postulado (b) es igual a Y j
m(θ, ϕ)f(p), de donde se concluye que f(p) son

funciones reales. Dado que el operador de traslación espacio-temporal en el espacio

de momentos es de la forma

T (a)ψ = e−ia
µpµψ, (E.5)

entonces, para una traslación puramente espacial y por el postulado (c) se tiene

0 = (T (0,~a)ψ, ψ) =

∫
d3p

p0
|ψ(~p)|2 ei~p·~a, (E.6)

donde ~a 6= 0. De la transformada de Fourier inversa se concluye entonces que

|ψ(p)|2 /p0 es una constante, por lo que |ψ(p)| ∝
√
p0. Esto, junto con el hecho

de que f(p) es real, implica que el único armónico esférico que cumple con los pos-

tulados pedidos es aquel donde j = 0, por lo que la función de onda en el espacio de

momentos de un sistema localizado alrededor del origen es

ψ~0(~p) =
1

(2π)3/2

√
p0. (E.7)

De esta forma la función de onda en el espacio de momentos de un estado locali-

zado en el punto con coordenadas (0, ~x) es

ψ~x(~p) = T (0,−~x)ψ(~p) =
1

(2π)3/2

√
p0e−i~x·~p. (E.8)

Usando la ecuación (E.3) se obtiene que la función de onda de este estado en el



110 Apéndice E

espacio de coordenadas es

ψ~x(t, ~y) =
1

(2π)3/2

∫
d3p

p0
ψ~x(~p)e

−itp0

ei~y·~p

=
1

(2π)3

∫
d3p√
p0
ei(~y−~x)·~pe−itp

0

=
1

(2π)3

∫
p2dp sin θdθdφ√

p0
ei|~x−~y|p cos θe−itp

0

=
2

(2π)2

∫
dp√
p0

p

|~x− ~y|
sin(|~x− ~y|p)e−itp0

. (E.9)

Esta función evaluada en t = 0 tiene el siguiente comportamiento: tiende a cero como

e−m|~x−~y| cuando |~x− ~y| → ∞ y diverge como |~x− ~y|−5/2 cuando |~x− ~y| → 0, lo que

es consistente con el hecho de que describe un estado localizado en ~x.

Las componentes del operador de posición, X i, se definen por medio de la función

de onda de estados localizados en el espacio de momentos a partir de la relación

X iψ~x(~p) = xiψ~x(~p). (E.10)

Una función de onda general en el espacio de momentos φ(~p) puede escribirse como

combinación lineal de las funciones de onda de estados localizados ψ~x(~p) de la forma

φ(~p) =

∫
d3x(ψ~x(~p), φ(~p))ψ~x(~p) =

1

(2π)3

∫
d3kd3x

√
p0

k0
ei~x·(

~k−~p)φ(~k), (E.11)

por lo que

X iφ(~p) =
1

(2π)3

∫
d3kd3x

√
p0

k0
xiei~x·(

~k−~p)φ(~k)

=

(
i
∂

∂pi
− i

2

pi

(p0)2

)
1

(2π)3

∫
d3kd3x

√
p0

k0
ei~x·(

~k−~p)φ(~k)

=

(
i
∂

∂pi
− i

2

pi

(p0)2

)
φ(~p), (E.12)
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donde se usa la ecuación (E.1). De esta forma, el operador de posición en el espacio

de momentos es

X i = i
∂

∂pi
− i

2

pi

(p0)2 . (E.13)

Este operador puede transformarse al espacio de coordenadas obteniendo

X iφ(x) = xiφ(x) +
1

8π

∫
d3y

e−m|~x−~y|

|~x− ~y|
∂φ(y)

∂yi
, (E.14)

que contiene como primer término el operador de posición que se usa en la mecánica

cuántica ordinaria. Es importante notar que las distintas componentes del operador

de posición obtenidas con este análisis conmutan entre śı, por lo que no puede coin-

cidir con un operador posición construido a partir del centro de masa relativista que

se usa en esta tesis.
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[2] J. Alfaro, H.A. Morales-Técotl, and L.F. Urrutia. Loop quantum gravity and

light propagation. Phys. Rev. D, 65:103509, 2002.

[3] G. Amelino-Camelia. Relativity: Special treatment. Nature, 418:34, 2002.

[4] G. Amelino-Camelia and T. Piran. Planck-scale deformation of Lorentz sym-

metry as a solution to the ultrahigh energy cosmic ray and the TeV-photon

paradoxes. Phys. Rev. D, 64:036005, 2001.
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[52] R. Schützhold and W.G. Unruh. Large-scale nonlocality in “doubly special

relativity” with an energy-dependent speed of light. JETP Lett., 78:431, 2003.

[53] R.D. Sorkin. Causal sets: Discrete gravity. In A. Gomberoff and D. Marolf,

editors, Proceedings of the Valdivia Summer School, 2002.

[54] D. Sudarsky. Unspeakables and the epistemological path toward quantum gra-

vity. Int. J. Mod. Phys. D, 17:425, 2008.

[55] D. Sudarsky, L.F. Urrutia, and H. Vucetich. Observational bounds on quantum

gravity signals using existing data. Phys. Rev. Lett., 89:231301, 2002.

116



[56] D. Sudarsky, L.F. Urrutia, and H. Vucetich. Bounds on stringy quantum gravity

from low energy existing data. Phys. Rev. D, 68:024010, 2003.

[57] R.M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press, 1984.

[58] R.M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole Ther-

modynamics. Chicago Lectures in Physics, 1994.

[59] G.T. Zatsepin and V.A. Kuzmin. Upper limit of the spectrum of cosmic rays.

JETP Lett., 4:78, 1966.

[60] A. Zee. Quantum Field Theory in a Nutshell. Princeton University Press, 2010.

117


	Portada
	Resumen
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Nueva Fenomenología de Gravedad Cuántica
	Capítulo 3. Explorando el Espacio-Tiempo con Objetos Reales
	Capítulo 4. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

