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Introduccion

En este trabajo presentamos algunos resultados de funciones definidas
en el conjunto potencia de un continuo. Presentamos dos funciones que de-
finié Jones en [22], la funcién 7 y la funcién K; la funcién R definida por
David Bellamy y Lewis Lum en [5], y H y J definidas por Sandra Gorka en
[18]. También presentamos dos nuevas funciones, 7, y K,, que se definen de
forma similar a las que definié Jones, la principal diferencia es que éstas se
definen en continuos arcoconexos. Presentamos propiedades de todas ellas y

algunas relaciones.

En el capitulo 1 presentamos resultados ya conocidos de continuos, intro-
ducimos los conceptos de continuo aposindético, continuo conexo en pequeno
y continuo semilocalmente conexo; asi como los conceptos de continuos des-
componibles e indescomponibles. Se presentan relaciones entre ellos y algunas
propiedades. Ademads, presentamos el hiperespacio 2% de subconjuntos cerra-
dos no vacios de un continuo X y el hiperespacio C(X) de los subcontinuos
de un continuo X, junto con la topologia de la métrica de Hausdorff y la
topologia de Vietoris. En este capitulo también introducimos los conceptos
de continuo arcoconexo y continuo suave por arcos y algunas propiedades
de ellos, asi como también los conceptos de continuos tinicamente arcocone-
xos, dendroides, abanicos y finalmente los continuos irreducibles en los cuales

estudiaremos algunas propiedades de las funciones 7 y K en el capitulo 2.
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En el capitulo 2 defnimos las funciones en el conjunto potencia de un con-
tinuo X. Si ©: P(X) — P(X) es una de estas funciones, definimos los con-
ceptos de continuo ©-aditivo, continuo ©-simétrico y continuo puntualmente
©-simétrico. Presentamos las funciones J y H definidas en [18] y algunos
ejemplos y propiedades de estas funciones e introducimos el concepto de con-
tinuo casi conexo en pequeno . Ademas, definimos la funcién 7', presentamos
algunas propiedades y ejemplos de esta funcion, introducimos el concepto de
continuos estrictamente puntualmente 7 -asimétricos, presentamos ejemplos
y damos una caracterizacion de los abanicos suaves como aquéllos que son
estrictamente puntualmente 7 -asimétricos (Teorema 2.3.6). También defini-
mos la funcién K, presentamos algunos ejemplos y propiedades, en particular,
mostramos que la imagen de cualquier subconjunto cerrado de un continuo
irreducible es conexa (Teorema 2.5.10) y estudiamos algunas relaciones entre
las funciones 7 y K en continuos irreducibles, en particular mostramos que
las funciones 7 y K conmutan en continuos irreducibles (Teorema 2.5.15).
Hacemos un estudio de los continuos irreducibles y [C-simétricos y damos una
caracterizacion de los continuos irreducibles C-simétricos como aquéllos que
son indescomponibles o 2-indescompoibles (Teorema 2.6.8). También damos
una caracterizacion de los continuos irreducibles para los cuales la funcién
T es continua y son aquellos continuos que son continuamente irreducibles
(Teorema 2.8.7).

En el capitulo 3 estudiamos la funcién 7,, la cual se define de forma si-
milar a la funcién 7 pero en continuos arcoconexos. Presentamos algunos
ejemplos y propiedades que, en particular, muestran que las funciones 7 y
7, son diferentes y presentamos una caracterizacion de los continuos arcoco-
nexos y localmente conexos como los continuos arcoconexos para los cuales
la funcién 7, es la funcién identidad en 2% (Corolario 3.1.7). Introducimos
los conceptos de continuo fuertemente semilocalmente arcoconexo, continuo

colocalmente arcoconexo, continuo 7,-aditivo y continuo 7,-simétrico y es-



tudiamos algunas propiedades de estos continuos. Estudiamos el comporta-
miento de la funcién 7, en continuos inicamente arcoconexos, en particular,
en dendroides y también en continuos ciclicamente arcoconexos. Por tltimo,
estudiamos la continuidad de la funcién 7, y comportamiento de esta funcion

en continuos homogéneos.

En el capitulo 4 definimos las funciones R y K,, presentamos algunos
ejemplos y propiedades que muestran que las funciones R y IC, son diferentes.
Damos condiciones bajo las cuales estas dos funciones coinciden y estudiamos
relaciones que se tienen entre las funciones R, K, y 7Z,. Presentamos un

ejemplo donde la funcion R es continua.
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Capitulo 1
Preliminares

Es este capitulo veremos las definiciones bésicas, notacién y algunos de

los teoremas que nos serviran a lo largo de este trabajo.

1.1. Notacion

En esta seccion presentamos la notacién basica que utilizaremos. Dados

un espacio X y A y B subconjuntos de X:

Intx(A) denota el interior de A con respecto al espacio X.

Clx(A) denota la cerradura de A con respecto al espacio X.

Frx(A) denota la frontera de A con respecto al espacio X.

= A C B denota a la expresiéon A es subconjunto de B (puede ser que
A=B).

subconjunto propio quiere decir que no puede pasar que A = B.

A\ B denota a la diferencia A menos B como conjuntos.

5
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V4(A) denota a la bola abierta de radio € alrededor de A con la métrica
d.

un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1].

S1 denota la circunferencia unitaria, una curva cerrada simple es un

espacio homeomorfo a S*.

N denota al conjunto de los enteros positivos.

R denota al conjunto de los nimeros reales.

Observacion 1.1.1. Si en la notacion anterior no hay ambigiiedad con res-
pecto al espacio en el que estamos trabajando o la métrica que se esta utili-

zando, le quitamos los subindices o superindices que lo indican.

1.2. Continuos
Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico compacto conexo y no

vacio.

Un ejemplo de un continuo es la cerradura de la grafica de la curva sen(%).
Este ejemplo lo mencionaremos a lo largo de este trabajo por lo que ponemos

aqui su definicién.

Definicién 1.2.2. Sea X la cerradura de la gréfica de la curva sen(1), donde
z € (0,2]. Nos referiremos a este continuo X como la curva sen(X). En la
siguiente figura, X es la curva sen(%). Al segmento ab le decimos barra limite

de X y al punto p le decimos punto extremo de X.
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Definicién 1.2.3. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo de X es un

subconjunto compacto y conexo de X.

Definicién 1.2.4. Sean X un continuo y A C X un subconjunto de X. Una

componente de A es un subconjunto conexo maximal de A.

Notamos que las componentes de un subconjunto A siempre son cerradas

en A ya que la cerradura de un conjunto conexo es conexa.

Definicién 1.2.5. Un continuo X es descomponible si X se puede escribir

como la unién de dos subcontinuos propios de X .

Definicién 1.2.6. Un continuo X es indescomponible si cada vez que X se
escriba como la union de dos subcontinuos A y B de X, X = AU B, entonces
A= X oB = X. Sedice que X es hereditariamente indescomponible si cada

subcontinuo de X es indescomponible.

Un ejemplo de un continuo hereditariamente indescomponible es el pseu-

doarco, el cual definimos a continuacién.

Definicién 1.2.7. Un pseudoarco es un continuo no degenerado, encadenable

v hereditariamente indescomponible.

Para un estudio mas detallado del pseudoarco ver [7], [26], [38] y [12].

Para probar el Teorema 1.2.9, necesitamos probar primero el siguiente

lema.
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Lema 1.2.8. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X tal que X \ A
no es conexo. Si U y V' son subconjuntos abiertos ajenos y no vacios de X
tales que X \ A =U UV, entonces AUU y AUV son subcontinuos de X .

Demostracion. Como X \ (AUU) = V, entonces AU U es cerrado y, por
tanto, compacto. Anadlogamente, A UV es compacto.

Ahora, para ver que AUU es conexo, supongamos que no lo es. Entonces
existen dos subconjuntos ajenos cerrados no vacios K y L de X tales que AU
U = KUL. Como A es conexo podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que A C K. Notemos que, en este caso, L C U. Entonces, LNCI(V') = (). Asi,
X =LU(KUCI(V)), lo cual es una contradiccién, ya que L y K U CI(V)
son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por lo tanto, A U U es conexo.

Anélogamente, AUV es conexo. [

Teorema 1.2.9. Un continuo X es descomponible si y solo si X contiene un

subcontinuo propio con interior no vacio.

Demostracion. Supongamos primero que X es descomponible. Entonces exis-
ten dos subcontinuos propios Ay B de X tales que X = AU B. Notemos que
X \ B es un subconjunto abierto contenido en A. Por lo tanto, Int(A) # 0.

Ahora supongamos que A es un subcontinuo propio de X con interior no
vacfo. Si X \ A es conexo, entonces Cl(X \ A) es un subcontinuo propio de
Xy X=AUCl|X\A). Asi, X es descomponible.

Supongamos que X \ A no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos
abiertos ajenos no vacios U y V de X tales que X \ A = U UV. Por el Lema
1.2.8, AUU y AUV son subcontinuos de X y X = (AUU)U (AUV). Por

lo tanto, X es descomponible. O]

Corolario 1.2.10. Un continuo X es indescomponible si y sélo si todos los

subcontinuos propios de X tienen interior vacio.
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Definicién 1.2.11. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es conexo
en pequeno en p si para cada vecindad U de p, existe una vecindad conexa
VdeptalquepeVCU.

Definicién 1.2.12. Sean X un continuo X y p € X. Decimos que X es
localmente conexo en p si para cualquier vecindad U que contiene a p, existe
un abierto conexo V de X tal que p € V C U. Decimos que X es localmente

conezxo si lo es en todos sus puntos.

Un ejemplo de un continuo que es conexo en pequeno en un punto p pero

que no es localmente conexo en ese punto es el siguiente.

Ejemplo 1.2.13. Sea X el siguiente continuo en R?:

v q p

Este continuo es conexo en pequeno en p y no es localmente conexo en p.

En el Teorema 1.2.15 probaremos que globalmente las nociones de cone-
xidad en pequeno y de conexidad local coinciden. Para esto necesitamos el

siguiente resultado.

Teorema 1.2.14. Un continuo es localmente conexo si y sélo si las compo-

nentes de conjuntos abiertos son abiertas.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto
de X y C' una componente de U. Para cada x € C, existe un conjunto abierto

y conexo V, tal que x € V, C U. Entonces C'U V, es un subconjunto conexo
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de U. Como C es una componente, entonces V, C C. Por lo tanto, cada
punto de C' es un punto interior de C. Asi, C es abierta.

Ahora, supongamos que las comoponentes de conjuntos abiertos son abier-
tas. Sean x € X y U un abierto de X que contiene a x. Sea C' la componente
de U que contiene a x. Por hipétesis, C' es abierta. Entonces C' es un con-
junto abierto y conexo tal que x € C' C U. Por lo tanto, X es localmente

conexo. O

Teorema 1.2.15. Un continuo X es localmente conexo si y solo si X es

conexo en pequeno en todos sus puntos.

Demostracion. Claramente, si X es localmente conexo, entonces X es conexo
en pequeno en cada uno de sus puntos.

Supongamos que X es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos.
Sean U un subconjunto abierto de X y C una componente de U. Si z € C,
entonces existe una vecindad conexa W de x contenida en U, esto es, z €
Int(W) CW CU. Como W es un subconjunto conexo de U y W NC # (),
entonces W C (. Asi, z es un punto interior de C' y, por lo tanto, C es

abierta. Por el Teorema 1.2.14, X es localmente conexo. O

Una nocién importante para nuestro trabajo es la de aposindesis la cual

definimos a continuacion.

Definicién 1.2.16. Sean X un continuo y p y ¢ € X. Decimos que X es
aposindético en p con respecto a q si existe un subcontinuo W de X tal que
p € Int(W) CW C X\ {q}. Decimos que X es aposindético en p si X es
aposindético en p con respecto a cualquier punto de X \ {p}. Por iltimo,

decimos que X es aposindético si X es aposindético en todos sus puntos.
El concepto de aposindesis es més general que el de conexidad en pequeno.

Teorema 1.2.17. Si X es un continuo que es conexo en pequeno en el punto

p, entonces X es aposindético en dicho punto.
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Demostracion. Sean X un continuo, p € X un punto para el cual X es conexo
en pequenoen py g € X \ {p}. Sea U un abierto de X talquep € Uy q ¢ U.
Como X es regular existe un abierto V' de X tal que p e V C CI(V) C U.
Como X es conexo en pequeno en p, existe una vecindad conexa A de p tal
que p e A€ Cl(A) C V. Como V C X \ {¢}, entonces X es aposindético
en p con respecto a q. Como ¢ fue arbitrario, entonces X es aposindético en
p. O]

La suspensién sobre el conjunto de Cantor es un ejemplo de un continuo

aposindético que soélo es conexo en pequeno en los vértices.

Ejemplo 1.2.18. Sea X la suspension sobre el conjunto de Cantor con vérti-
ces vy y vy. Sea p un punto de X \ {vy,v2}. Entonces, X es aposindético en

P PEro no es conexo en pequeno en p.

'y

' \, §

Definicién 1.2.19. Sean X un continuo y x € X. Decimos que X es semi-
localmente conexo en x si para cada conjunto abierto U de X tal que x € U,
existe un conjunto abierto V de X tal que x € V C U y X \ V tiene una
cantidad finita de componentes. Decimos que X es semilocalmente conexo si

lo es en todos sus puntos.

El siguiente resultado relaciona las Definiciones 1.2.16 y 1.2.19. Una de-

mostracién de este resultado se puede encontrar en [29, Teorema 1.7.17].
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Teorema 1.2.20. Un continuo X es aposindético si y sélo si X es semilo-

calmente conexo.

1.3. Hiperespacios

En esta seccién definimos a los hiperespacios de continuos que es donde
vamos a definir las funciones R, 7, vy K,. Enunciaremos teoremas que nos
seran de gran utilidad, aunque en este trabajo no estudiaremos hiperespa-
cios. Por lo que solamente pondremos la referencia adecuada para ver sus

demostraciones.

Definicién 1.3.1. Dado un espacio métrico y compacto X, definimos el

hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios como el conjunto:

2% = {A C X | A es cerrado y no vacio}.

Definicién 1.3.2. Dado un espacio métrico y compacto X, definimos el

hiperespacio de subcontinuos de X como el conjunto:
C(X) = {A € 2% | A es conexo}.

Mostramos aqui un ejemplo del hiperespacio de subcontinuos de un con-

tinuo.

Ejemplo 1.3.3. Dado el continuo X = [0, 1], se puede construir un modelo
para el hiperespacio de subcontinuos de X de la siguiente forma: a cada

subcontinuo |a, b] de [0,1] Ie asociamos la pareja (a,b) € R?
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be oL (a,b)

a
Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [29, Teorema
1.8.3].

Teorema 1.3.4. Sea X un continuo. La funcién H : 2% x 2% — [0, 00) dada

por:
H(A,B) =inf{e > 0| AC VI(B) y BC VI (A)}

es una métrica para 2%, donde d es la métrica en X.

Definicién 1.3.5. La métrica para 2% del Teorema 1.3.4 se conoce como la

métrica de Hausdorff para 2.

Notacion 1.3.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Dada una coleccion

finita de conjuntos abiertos de X, Uy, Us, ..., U,, definimos:
<U1,U2,...,Un> - {AGQX ‘ AC| Uiy ANUL # 0 para 1 <k §n}.
k=1

Una demostracion del siguiente teorema se encuentra en [42, Teorema
0.11]

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio métrico y compacto. Si
B = {<U1,U2, . Un> ‘ Uy, Us,...,U, son abiertos de X y n € N},

entonces B es una base para una topologia en 2%.
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Definicién 1.3.8. La topologia para 2% del Teorema 1.3.7 se conoce como

la topologia de Vietoris para 2°X.

Una demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [42, Teo-
rema 0.13]

Teorema 1.3.9. Sea X un espacio métrico y compacto. La topologia induci-

da por la métrica de Hausdorff y la topologia de Vietoris para 2% coinciden.
A continuacién definimos los conceptos de limite inferior y limite superior.

Definicién 1.3.10. Sean X un espacio métrico y compacto y {A;}°, una
familia de subconjuntos de X . Definimos el limite inferior y el limite superior

como sigue:

liminfA; = {x € X | para cada abierto U de X tal quex € U, UNA; # ()

para toda i salvo un nimero finito};

limsupA; = {x € X | para cada abierto U de X tal que x € U, UN A; # ()

para una infinidad de indices i}.

Se sigue de la definicion 1.3.10 que liminfA; C limsupA;. Si liminfA; =

limsupA; podemos definir el concepto de limite.

Definicién 1.3.11. Sean X un espacio métrico y compacto, {A;}2, una
familia de subconjuntos de X y A C X. Decimos que A es el limite de la
sucesion {A;}5°, si:

liminfA; = A = lim supA;

En este caso se denota como lim A; = A.
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1.4. Continuos arcoconexos y suaves por ar-

COSs

En esta seccion daremos las definiciones de continuos arcoconexos y de

continuos suaves por arcos asi como algunas propiedades de estos continuos.

Definicién 1.4.1. Un continuo X es arcoconero si para cualesquiera dos de

sus puntos, existe un arco en X que los une.

Una prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [43, Teorema
8.23].

Teorema 1.4.2. Cualquier continuo localmente conexo es arcoconexo.

Definicién 1.4.3. Una métrica convexa en un espacio X es una métrica,
d, para X que induce la topologia en X y para la cual los puntos medios

siempre existen, esto es: para cualesquiera x y y € X, existe z € X tal que

1
Demostraciones del siguiente teorema se encuentran en [6] y [39].

Teorema 1.4.4. Cualquier continuo localmente conexo admite una métrica

convexa.

Demostraciones de la siguiente proposicién se encuentran en [42, (0.65.3)(a)]

oen [41, 2.7].

Proposiciéon 1.4.5. Sea X un continuo con métrica convexa d. Entonces
para cualesquiera dos puntos x y y de X, existe un subconjunto v de X tal

que x,y € vy y 7y es isométrico al intervalo cerrado [0, d(z,y)].

La siguiente proposicion es una consecuencia inmediata de la Proposicién

1.4.5 y la utilizaremos mas adelante.
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Proposicién 1.4.6. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Entonces

para cualquier subcontinuo A de X y cualquier r > 0,
Ca(r,A) ={zx e X |d(z,A) <r}
es un subcontinuo arcoconexo de X.

Definicién 1.4.7. Sean X un continuo arcoconexo y v € X. Decimos que
X es suave por arcos en v si hay una funcién continua A, : X — C(X) tal

que:

() Ay(v) = {v}.
(ii) Para cada x € X \ {v}, A,(x) es un arco dev a z en X.

(iii) siy € A,(x), entonces A,(y) C A,(x).

Decimos que X es suave por arcos si existe un puntov € X tal que X es suave
por arcos en v. En este caso denotamos a los arcos A,(x) por vz. Decimos
que X es débilmente suave por arcos si existe un punto v € X tal que para
cualquier sucesién convergente {r,}>2; C X, liminfA,(x,) = A,(z) para

algin x € X.

Como ejemplos de continuos suaves por arcos tenemos a los dendroides
suaves (Definicién 1.5.7), conos sobre espacios métricos compactos, continuos

métricos fuertemente convexos. Ver [16].

Como una consecuencia del Teorema I-1-A [16] obtenemos el siguiente

lema que nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 1.4.8. Sea X un continuo suave por arcos en un punto v. Entonces
para cada subconjunto cerrado H de X, el conjunto W = J, .y vz es un

subcontinuo arcoconexo de X.
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Demostracion. Por definicion, el conjunto W es arcoconexo. Falta ver que W
es cerrado. Para esto, sea z € CI(W). Como z € CI(W), existe una sucesién
{z:}32; € W tal que lim; ., z; = z. Para cada z; € W, existe z; € H tal
que z; € vr;. Como H es cerrado, existe una subsucesion {x;, }52, de {z;}2,
que converge a un punto z de H. Como X es suave por arcos, la sucesion de
arcos {vx;; }52, converge al arco vr. Ahora, como para cada i € N, vz; C vz,
y, como X es suave por arcos, entonces vz C vx. Asi, z € vx. Estoes, z €¢ W

y, por lo tanto, W es cerrado. [

1.5. Continuos unicamente arcoconexos

Definicién 1.5.1. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es unica-

mente arcoconexo si no contiene curvas cerradas simples.

Como ejemplos de continuos tinicamente arcoconexos tenemos al arco o
al circulo de Varsovia el cual definimos a continuacién.
Definicién 1.5.2. Sea Y la curva sen(+) en R?. El circulo de Varsovia es el
continuo que se obtiene al pegar el continuo Y con un arco a de forma tal
que, un punto extremo del arco « se identifica con un punto extremo de la
barra limite de Y y el otro punto extremo del arco o con el punto extremo
deY.
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Teorema 1.5.3. Sean X un continuo tnicamente arcoconexo y x € X. Si
M y N son subcontinuos arcoconexos de X tales que x € Int(M) N Int(N),

entonces M NN es un subcontinuo arcoconexo de X tal que x € Int(MNN).

Demostracion. Sean X un continuo arcoconexo y x € X. Sean M y N dos
subcontinuos arcoconexos de X tales que z € Int(M) N Int(N). Claramente
x € Int(M N N). Para ver que M N N es arcoconexo, sean x,y € (M N
N). Como M es arcoconexo existe un arco o de x a y en M. Como N es
arcoconexo existe un arco 3 de x a y en N. Por hipdtesis X es unicamente

arcoconexo, lo que implica que o = 3. Asi, M N N es arcoconexo. O

Definicién 1.5.4. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos
subcontinuos A y B de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es conexa.
Un continuo X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X

es unicoherente.

Como ejemplos de continuos unicoherentes tenemos el arco y la curva

sen(1).

Definicién 1.5.5. Un dendroide es un continuo arcoconexo hereditariamente

unicoherente.

Ejemplos de dendroides son el arco y el continuo del Ejemplo 1.2.13.

El siguiente teorema es un resultado ya conocido pero incluimos la de-
mostracion por conveniencia para el lector.
La siguiente caracterizacion de los dendroides que presentamos la necesi-

taremos mas adelante.

Teorema 1.5.6. Un continuo X es un dendroide si y solo si X es uinicamente

arcoconexo y hereditariamente arcoconexo.
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Demostracion. Sea X un dendroide. Por [43, Ejercicio 10.58], tenemos que
cada subcontinuo de X es nuevamente un dendroide, lo que implica que X es
hereditariamente arcoconexo. Si X contiene un curva cerrada simple, enton-
ces X no es hereditariamente unicoherente. Por lo tanto, X es tinicamente
arcoconexo y hereditariamente arcoconexo.

Ahora, supongamos que X es un continuo tinicamente arcoconexo y he-
reditariamente arcoconexo y sea W un subcontinuo de X. Sean A y B sub-
continuos de X tales que W = AU B. Por el Teorema 1.5.3, AN B es conexo.

Por lo tanto, X es hereditariamente unicoherente. O

Definicién 1.5.7. Un dendroide D es suave en un punto p € D si para cada
sucesion {z;}5°, que converge a un punto x en D, se tiene que lim px; = pz.
Se dice que un dendroide D es suave si existe un punto p € D para el cual

D es suave en p.

Definicién 1.5.8. Un punto de ramificacion de un dendroide es un punto

comiin a por lo menos tres arcos que no se intersectan en ningiin otro punto.

Notemos que el continuo X del Ejemplo 1.2.13 es un dendroide suave en
el punto v y que los puntos v y ¢ (ademés de muchos otros) son puntos de

ramificacién de X.

Definicién 1.5.9. Un abanico es un dendroide con exactamente un punto

de ramificacion. El punto de ramificacion de un abanico se llama el vértice.
Observacién 1.5.10. Un abanico es suave si lo es en su vértice.

Un ejemplo de un abanico suave es el abanico arménico, el cual definimos

a continuacion.

Definicién 1.5.11. EI abanico arménico es el continuo, en R?, que se ob-
tiene de unir con segmentos de recta el punto (0,0) con cada elemento de la

cerradura del conjunto E = {(1,1) | n € N}.
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a —eb
Las siguientes definiciones las utilizaremos més adelante.

Definicién 1.5.12. Se dice que un punto de un continuo es un punto extremo

si es un punto extremo de cualquier arco que lo contenga.

Definicién 1.5.13. Una pata de un abanico es el unico arco que une el

vértice con un punto extremo.
Las siguiente definicién la tomamos de [27].

Definicién 1.5.14. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y
p € X. Definimos el orden del punto de corte débil con respecto a p de la
siguiente manera; para x,y € X, x <, y si y sélo si x € [p,y], donde [p,y|

denota la interseccion de todos los subcontinuos de X que contienen a p y a

Y.

Observacion 1.5.15. Si X es un dendroide, entonces <, es un orden parcial

v [p, ] es un arco para cada x € X.

1.6. Continuos irreducibles

En el capitulo 2 estudiaremos algunas propiedades de las funciones 7 y
en continuos irreducibles. Aqui damos las definiciones de continuo irreducible
y débilmente irreducible y algunas propiedades de estos continuos. Para un

estudio més amplio de continuos irreducibles ver [25] y [45].
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Definicién 1.6.1. Un continuo X es irreducible si existen dos puntos de X

tales que ningtin subcontinuo propio de X los contiene.

Como ejemplos de continuos irreducibles tenemos al arco, que es irredu-
cible entre sus puntos extremos, o a la curva sen(%), que es irreducible entre

cualquier punto de la barra limite y el punto extremo.

Lema 1.6.2. Sea X un continuo descomponible. Supongamos que X es irre-
ducible entre p y q. Sean P* = {z € X | X es irreducible entre x y q} y
Q* = {x € X | X es irreducible entre p y x}. Entonces para cada p’ € P* y
cada ¢' € Q*, X es irreducible entre p' y ¢ .

Demostracion. Sea X un continuo descomponible e irreducible entre p y g.
Sean p’ € P*y ¢ € Q*. Entonces X es irreducible entre p’ y ¢ y también
X es irreducible entre p y ¢'. Por [25, Lema, pdg.196], X es irreducible entre
p' v ¢ o X es irreducible entre p’ y p. Como X es decomponible, entonces
P*NQ* =0, ya que si 2 € P* N Q*, entonces hay tres puntos de X, p,q
y z tales que X es irreducible entre cada dos de estos tres puntos y, por
[43, Corolario 11.20], X es indescomponible lo cual es una contradiccion.
Entonces P* C X \ @Q*. Como X \ Q* es la composante de p [43, Teorema
11.4], entonces X no es irreducible entre p y p’. Por lo tanto, X es irreducible

entre p' y ¢'. ]

Teorema 1.6.3. Sea X un continuo irreducible entre a y b. Si C' es un
subcontinuo de X tal que X \ C no es conexo, entonces X \ C es la unién
de dos subconjuntos abiertos conexos, uno contiene a a y el otro contiene a

b. Mds atn, si a € C, entonces X \ C' es conexo.

Demostracion. Supongamos que X \ C no es conexo. Entonces existen dos
subconjutos abiertos ajenos no vacios U y V de X tales que X \C =UUV.
Por el Lema 1.2.8, A=CUU y B =CUYV son subcontinuos de X tales que
X=AUB,AnNnB=C,A# Xy B#X.
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Como X es irreducible entre a y b, {a,b} N C = 0. Si {a, 0} NC # 0,
entonces alguno, A o B, es un subcontinuo propio de X que contiene a a y
a b, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, {a,b} N C' = (). Supongamos
queacUybelV.

Notamos que como A y B son subcontinuos propios de X, ni A ni B
pueden contener a {a, b}.

Como A es un subcontinuo propio de X y a € A, afirmamos que V' = X\ A
es conexo. Para ver esto, supongamos que X \ A no es conexo. Entonces
existen dos subconjuntos abiertos ajenos y no vacios K y L de X tales que
X\A=KUL. Como b € X\ A, podemos suponer que b € K. Entonces, por
el Lema 1.2.8, AUK es un subcontinuo propio de X tal que {a,b} C AUK lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, V' = X'\ A es conexo. Andlogamente,
U = X \ B es conexo.

Un argumento similar muestra que si a € C, entonces X \ C' es conexo. [J

Definicién 1.6.4. Un continuo X es débilmente irreducible si el complemento
de cualquier union finita de subcontinuos de X tiene un numero finito de

componentes.

Como ejemplo de un continuo débilmente irreducible tenemos la curva
cerrada simple.

El Teorema 1.6.5 muestra que cualquier continuo irreducible es débilmente
irreducible. Una demostracion de este teorema se encuentra en [29, Teorema
1.7.29].

Teorema 1.6.5. Si X es un continuo irreducible, entonces X es débilmente

irreducible.



Capitulo 2
Funciones del conjunto potencia

Las funciones que principalmente estudiaremos a lo largo de este trabajo
son funciones definidas en el conjunto potencia de un continuo. Aqui damos
la definicién de una funcién cuyo dominio y contradominio es el conjunto
potencia de un espacio métrico compacto. Cuando hablamos de continuidad
de las funciones restringiremos el dominio de estas a 2% y se trabajara con

la topologia que induce la métrica de Hausdorff 2.

2.1. Conjunto potencia

Definiremos funciones en el conjunto potencia de un continuo.

Notacién 2.1.1. Dado un espacio métrico y compacto X, denotamos por

P(X) al conjunto potencia de X, esto es:
P(X)={A| AC X}

Definicién 2.1.2. Dado un espacio métrico y compacto X . Una funcion del

conjunto potencia de X en si mismo es una funcion
0: P(X) — P(X).

23
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Definicién 2.1.3. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B € 2.

Decimos que X es O-aditivo si
©(AUB)=06(A)UB(B).

Definicién 2.1.4. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B € 2.

Decimos que X es ©-simétrico si se cumple que:
O(A)N B # 0 siy sélo si ANO(B) # 0.

Definicién 2.1.5. Sean X un espacio métrico y compacto y py q € X.

Decimos que X es puntualmente ©-simétrico si se cumple que:

p € ©({q}) si y sélo si g € O({p})

Definicién 2.1.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Se dice que © se

estaciona si existe N € N tal que:

0" (A) = 0"(4)

para cadan > N y para cada A € P(X), donde ©" =QoBo---00

n veces
Para el caso particular de n = 2 se dice que © es idempotente, esto es, si:

para cada A € P(X).

Como ejemplos de funciones definidas en el conjunto potencia de un es-
pacio métrico y compacto tenemos las funciones 7 y ‘H. Estas funciones las
define Sandra Gorka, [18].

Definicién 2.1.7. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la fun-
cion J: P(X) — P(X) como sigue. Para cada A € P(X):
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J(A) =X \{z € X | existen un conjunto cerrado U y un subcontinuo
W de X tales que x € Int(U),W C Int(U), Int(W) 40y UNA=0}

Ejemplo 2.1.8. Consideremos X como la curva sen(). Entonces J(A) = A

para cada A € 2%,

La funcion J esta relacionada con el concepto de continuo casi conexo en

pequeno el cual definimos a continuacion.

Definicién 2.1.9. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es casi
conexo en pequeno en p si para cada conjunto abierto U de X que contiene
a p, existe un subcontinuo W de X tal que Int(W) # () y W C U. Decimos

que X es casi conexo en pequeno si lo es en todos sus puntos.

Ejemplo 2.1.10. El abanico arménico (Ejemplo 1.5.11) es un continuo casi

conexo en pequeno en todos sus puntos.

Las demostraciones de los siguientes teoremas se pueden encontrar en
[18].

Teorema 2.1.11. Un continuo X es casi conexo en pequeno si y sélo si
J(A) = A para cada A € 2X.

Teorema 2.1.12. Un continuo es X es indescomponible si y sélo si J(A) =
X para cada A € 2%,

Teorema 2.1.13. Si X es un continuo, entonces para cada A € 2%, J(A) =

A o J(A) = X. Por lo tanto J siempre es idempotente.

A continuacion definimos la funcion H y presentamos algunos resultados

de ésta.

Definicién 2.1.14. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la
funcién H: P(X) — P(X) como sigue. Para cada A € P(X):
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H(A) =X \{p € X | existe un conjunto cerrado C' de X tal que
p € Int(C), cada componente de C' tiene interior vacio y C' N A = ()}

Ejemplo 2.1.15. Consideremos X = [0, 1]. Entonces H(A) = X para cada
A e P(X).

El Ejemplo 2.1.15 es un caso particular del siguiente teorema cuya de-

mostracién se encuentra en [18, Teorema 44].

Teorema 2.1.16. Si X es un continuo localmente conexo, entonces H(A) =
X para cada A € P(X).

El Teorema 2.1.16 se puede generalizar al Teorema 2.1.17. Una demos-

tracién se encuentra en [18, Teorema 47].

Teorema 2.1.17. Si X es un continuo casi conexo en pequeno en todos sus
puntos, entonces H(0) = X y, por lo tanto, H(A) = X para cada A € P(X).

Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 62].

Teorema 2.1.18. Sean X un continuo y x € X. Entonces X es localmente

conexo en x si y soélo si x € H(D).

Ejemplo 2.1.19. Sea X el cono sobre el conjunto de Cantor cuyo vértice es

v. Entonces, para cada x € X, H({z}) = {v,z}.




2.1. CONJUNTO POTENCIA 27

Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 50].

Teorema 2.1.20. Si X es un continuo indescomponible, entonces H({x}) =

{z} para cada x € X.

El circulo de pseudoarcos (ver [8] y [12]) es un ejemplo que muestra que el
reciproco del Teorema 2.1.20 no se tiene, esto es, para cada punto del circulo
de pseudoarcos, x, H({z}) = {«} y sin embargo el circulo de pseudoarcos es
un continuo descomponible.

Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 51].

Teorema 2.1.21. Si X es un continuo indescomponible, entonces H(A) = A

para cada A € 2.

El siguiente resultado afirma que cualquier continuo es H-aditivo. Una

demostracién de este hecho se puede encontrar en [18, Teorema 54].

Teorema 2.1.22. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B € 2%.
Entonces H(AU B) = H(A) UH(B).

Notacion 2.1.23. Denotamos Hx a la funcion ‘H definida en el espacio X

v Hy a la funciéon 'H definida en el espacio Y .

Definicién 2.1.24. Sean X y Y espacios de Hausdorff y f: X — Y. Se dice

que f es mondtona si f~*(y) es conexa para caday € Y.

En [18], Tabla C.1, pag. 117, Sandra Gorka pregunta que si dada una
funciéon monétona f: X — Y, donde X y Y son espacios compactos de Haus-

dorff, se tiene alguna relacién de contenciones entre Hx f~1(A) y f~'Hy (A).

A continuacién presentamos un ejemplo en el cual la inclusién Hx f 1 (A) C
f~YHy (A) no se cumple:
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Ejemplo 2.1.25. Sean X el continuo que es un peine de Cantor con un 2-
celda pegada del lado derecho (como se ve en la figura de la pagina siguiente)
v Y un peine de Cantor. Definimos f: X — Y como la proyeccion de la 2-
celda sobre el segmento del extremo derecho del peine de Cantor. La funcién
f, asi definida, es monétona. Consideremos un intervalo A en el segmento del
extremo derecho de'Y . Podemos ver que Hx f~(A) es la 2-celda a la derecha
de X (Teorema 2.1.18 y Definicién 2.1.14), es decir, p € Hx f~*(A) mientras
que f~VHy (A) es sélo la parte de la 2-celda que, en la figura, tiene las lineas
diagonales. Por lo tanto, p ¢ f~'Hy(A). Entonces, en general, no se da la
contencion Hx f~*(A) C f~'Hy (A).

X Y
D
EA HA

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la inclusién inversa tampoco

se tiene.

Ejemplo 2.1.26. Sean X un peine de Cantor y Y el intervalo [0, 1]. Defi-
nimos f: X — Y como la funcién proyeccion sobre el intervalo [0,1]. Esta
funcion, asi definida, es mondtona y podemos ver que, si A es el interva-
lo [0, %], entonces p € f~'Hy(A), ya que, como [0, 1] es localmente conexo,
Hy (A) = [0,1] (Ejemplo 2.1.15). Sin embargo, p ¢ Hx f~*(A). Por lo que,

en general, no se da la contencién f~'Hy(A) C Hx f~'(A).
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X
p
f Y
—

Los Ejemplos 2.1.25 y 2.1.26 muestran que, en general, no se tiene ninguna

de las contenciones a la pregunta en [18].

Con respecto a la continuidad de funciones, ésta la estudiaremos tnica-
mente en continuos. Para esto necesitamos las definiciones de cudndo una

funcién es semicontinua superiormente, inferiormente y continua.

Definicién 2.1.27. Sean X un continuo, ©: 2% — 2% una funcién y U un
conjunto abierto de X. Si el conjunto {A € 2% | ©(A) C U} es abierto en
2X entonces decimos que © es semicontinua superiormente. Si el conjunto
{A € 2X | ©(A)NU # 0} es abierto en 2%, entonces decimos que © es
semicontinua inferiormente. Finalmente, decimos que © es continua si © es

semicontinua superiormente y semicontinua inferiormente.

2.2. La funcién 7, ejemplos y propiedades

F.B. Jones defini6 la funcién 7 en [22] para estudiar continuos aposindéti-
cos. Posteriormente se ha investigado mucho. Por ejemplo, se ha utilizado
para estudiar la contractibilidad de continuos [3]. Saber cudndo existe una
funcién continua y suprayectiva de un continuo en su cono [4]. Para estudiar
los productos simétricos de continuos [28]. Se han dado familias de conti-
nuos para los cuales 7 es continua [30] y [34]. Se ha caracterizado la clase
de continuos homogéneos para los cuales 7 es continua [31]. Se ha utilizado

para dar una caracterizaciéon de una curva cerrada simple como un continuo



30 CAPITULO 2. FUNCIONES DEL CONJUNTO POTENCIA

homogéneo y hereditariamente descomponible [36]. Recientemente se ha es-

tudiado la idempotencia de 7 en productos de continuos [35].

Comenzamos con la definicion de la funcién 7.

Definicién 2.2.1. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la fun-
cion T: P(X) — P(X) como sigue: para cada A € P(X), T(A) =X\ {z €
X | existe W € C(X) tal que x € Int(W) y W N A= 0}.

Se siguen de la definicién de la funcion 7 los siguientes resultados. Las

demostraciones se pueden encontrar en [29].

Observaciéon 2.2.2. Sea X un espacio métrico y compacto. Si A € P(X),
entonces A C T(A) y T(A) es cerrado en X.

Proposicién 2.2.3. Sean X un espacio métricoy compactoy Ay B € P(X).
Si A C B, entonces T(A) C T(B).

Ejemplo 2.2.4. Sea X = {0} U{2}22,. Entonces T (§) = {0}. Esto se sigue

del hecho de que el 1inico subcontinuo de X con interior vacio es {0}.

El siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones la imagen del con-

junto vacio es el conjunto vacio.

Teorema 2.2.5. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces T () = ()

si y sélo si X tiene una cantidad finita de componentes.

Demostracion. Primero supongamos que X tiene una cantidad finita de com-
ponentes. Sean x € X y C' la componente de X que contiene a x. Notamos
que C es cerrada, por lo que C' es un subcontinuo de X. Ahora, X \ C es
una union finita de cerrados, por lo tanto cerrado y, asi, C' es un abierto de
X. Entonces z € Int(C) CC C X \ 0 = X. Por lo tanto, 7 (0) = 0.

Ahora supongamos que 7 (()) = (). Entonces para cada x € X, existe un
subcontinuo W, de X tal que = € Int(W,) C W, C X \ ) = X. Notamos
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que la familia {Int(W,) | = € X} es una cubierta abierta de X. Como
X es compacto, existen xy,xa,...,x, € X tales que X = (J_, Int(W,,) C
Ui, W, € X. Asi, X es la unién de una cantidad finita de continuos. Por

lo tanto, X tiene una cantidad finita de componentes. [
Corolario 2.2.6. Si X es un continuo, entonces 7 () = ()

El siguiente teorema nos dice que en un continuo, la imagen, bajo la
funciéon 7', de subcontinuos son subcontinuos. Una demostracion se puede

encontrar en [29, Teorema 3.1.21].

Teorema 2.2.7. Sea X un continuo. Si W es un subcontinuo de X, entonces

T (W) es nuevamente un subcontinuo de X.

El siguiente resultado nos dice la relacion que hay entre el concepto de
aposindesis (Definicién 1.2.16) y la funciéon 7. Una demostracion de este

teorema se encuentra en [29, Teorema 3.1.28].

Teorema 2.2.8. Un continuo X es aposindético si y sélo si T ({x}) = {x}

para cada x € X.

2.3. Continuos estrictamente puntualmente 7 -

asimétricos

Algunos resultados de la funcién 7 se enuncian a continuacion. Comenza-
remos con la definicién de continuo estrictamente puntualmente 7 -asimétri-

CO.

Definicién 2.3.1. Se dice que un continuo X es estrictamente puntualmente

T -asimétrico si para cualesquiera dos puntos distintos p y q de X tales que

p € T({q}), se tiene que ¢ ¢ T ({p}).
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Todos los continuos localmente conexos son estrictamente puntualmente
T-asimétricos. Un ejemplo de un continuo estrictamente puntualmente 7 -
asimétrico que no es loclamente conexo en todos sus puntos es el abanico

armonico.

Ejemplo 2.3.2. Sean X el abanico armonico y p y q dos puntos distintos
de X. Si X es localmente conexo en p o en q, entonces T ({p}) = {p} o
7 ({q}) = {q}, por lo que, en caso de que X sea localmente conexo en alguno
de los puntos p o q se cumple la Definicion 2.3.1. Si X no es localmente conexo
ni en p ni en q, entonces p y q estan en la barra limite de X (véase la siguiente
figura). Entonces es facil verificar que T ({q}) = ¢b y T({p}) = pb. Asi,
p € T({q}) pero q ¢ T ({p}). Por lo tanto, X es estrictamente puntualmente

T -asimétrico.

El siguiente resultado nos muestra que los continuos suaves por arcos son

estrictamente puntualmente 7 -asimétricos.

Teorema 2.3.3. Sea X un continuo suave por arcos. Entonces X es estricta-

mente puntualmente 7T -asimétrico.

Demostracion. Sean X un continuo suave por arcos y v un punto en el cual
X es suave por arcos. Sean p y ¢ puntos distintos de X tales que p € 7 ({q}).
Entonces ¢ € W para cada subcontinuo W de X tal que p € Int(W). Afir-

mamos que q € vp.
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Primero veamos que vp C vq o vqg C vp. Supongamos que existe un punto
z € vpNwg\{p, ¢} tal que vz = vpNugq. Sear > 0 tal que CI(V,.(p))N{z,q} =0
y Cl(V:(q)) N {z,p} = 0. Por el Lema 1.4.8, W = U,coiy, () v € un
subcontinuo de X que contiene a p en su interior. Como p € 7 ({q}), tenemos
que ¢ € W. Sea N € N tal que % < r para cada n > N. Entonces, para cada
n > N, existe x,, € V% (p) tal que existe y,, € V%(q) tal que v <, y, <, T, ya
que si para cada x € V% (p) no existiera tal y € V% (q), entonces, por el Lema
1.4.8, M = U, ey, () v® serfa un subcontinuo de X tal que p € Int(M) y
M HV% (q) =0, lo cual contradice el hecho de que p € T ({q}). Entonces existe
una sucesién {x,}52, que converge a p y existe una sucesién {y,}5°, que
converge a q tal que v <, y,, <, x,. Como ¢ € limvzx,, entonces limvz,, # vp,
lo cual es una contradiccién ya que X es suave por arcos en v. Entonces,
vp C vq o vg C vp.

Ahora supongamos que p € vg. Sea r > 0 tal que ¢ ¢ V,.(p). Por el Lema
1.4.8, W = U,cciy,(p) v €s un subcontinuo de X tal que p € Int(W). Un
argumento similar al que dimos en el parrafo anterior muestra que existe una
sucesion {z, }°° | que converge a p y existe una sucesion {y, }°° | que converge
a ¢ tales que v <, y, <, x,. Como ¢ € lim vz, entonces lim vz, # vp lo que
contradice el hecho de que X es suave por arcos en v. Por lo tanto, ¢ € vp.

Finalmente, sea r > 0 tal que CI(V,(p)) N C1(V,(q)) = 0. Como ¢ € wvp,
utilizando nuevamente el Lema 1.4.8, W = Uxecm,r( g) v €s un subcontinuo
de X que contiene a ¢ en su interior y p ¢ W. Asi, ¢ ¢ 7 ({p}). Por lo tanto,

X es estrictamente puntualmente 7 -asimétrico. O

Como cada dendroide suave es un continuo suave por arcos [16, Teorema

I1-4-B], tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea X un dendroide suave. Entonces X es estrictamente

puntualmente 7T -asimétrico.

El reciproco del Teorema 2.3.3 en general no es cierto como lo muestra el
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Ejemplo 2.3.7, pero el reciproco es cierto cuando el continuo es un abanico.

Para esto necesitamos probar el siguiente lema.

Lema 2.3.5. Sean F' un abanico con vértice v y p un punto en F \ {v}. Si
{pn}>, es una sucesion de puntos en F' que converge a p, entonces el arco

vp esta contenido en liminf vp,.

Demostracion. Supongamos que existe un punto [ € vp tal que | ¢ liminf
vpy,. Entonces existen un conjunto abierto U de F'y una sucesion {n; }3>; € N
tal que vp,, NU = 0 para cada k € N. Como lim sup vp,, es un subcontinuo
de F' [29, Teorema 1.2.29], v € vp,, para cada ng y limp,, = p. Entonces
vp C limsupvp,,. Esto implica que [ € limsupvp,,. Entonces existe una
subsucesién {ng, }72; de {ng}32; tal que existe l,, € vpy, tal que liml,, =
l. Asi, existe R € N tal que vp,, NU # () para cada 7 > R, lo cual es una

contradicciéon. Por lo tanto, vp C liminf vp,,. O

Teorema 2.3.6. Sea F' un abanico. Entonces I’ es estrictamente puntual-

mente T -asimétrico si y sélo si F' es suave.

Demostracion. Sea F' un abanico con vértice v y supongamos que F' no
es suave. Entonces existen un punto p en F' y una sucesién {p,}°°, tales
que {p,}°°, converge a p pero limsupvp, # liminf vp,. Por el Lema 2.3.5,
vp C liminf vp,, entonces lim sup vp, # vp. Notamos que vp C lim sup vp,.
Sean ¢ € limsupwvp, \ vp y e, el punto final de la pata de F' que contiene
a p. Entonces existe una subsucesion {p,,}°, de {p,}°>, tal que para cada
i € N existe un punto ¢,, € vp,, tal que {g,, };°, converge a q y p,, ¢ ve,.

Consideramos dos casos:

Caso (i). p € vg.
Sea W un subcontinuo de F' que contiene a p en su interior. Entonces

existe un numero N € N tal que p,, € W para cada n; > N. Como W
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es arcoconexo [43, Ejercicio 10.58] y ¢, € vp,, para cada n; € N, entonces
qn, € W para cada n; > N. Asi, ¢ € W. Esto implica que p € 7 ({q}).
Ahora, si M es un subcontinuo de F' que contiene a ¢ en su interior, enton-
ces existe N € N tal que ¢,, € M para cada n;, > N. Como ¢,, € vp,, ¥y
M es tinicamente arcoconexo (Teorema 1.5.6), entonces los arcos vg,, y vq
estan contenidos en M para n; > N. Como p € vq, entonces p € M. Esto
implica que g € 7 ({p}). Por lo tanto, F' no es estrictamente puntualmente

7 -asimétrico.

Caso(ii). p ¢ vq.

Sea r € vq \ {v,q}. Como limsup g,,p,, es un subcontinuo de F' [29, Teo-
rema 1.2.29] que contiene a ¢ y a p, limsup g, p,, contiene el arco gp [43,
Ejercicio 10.58]. Entonces hay una sucesién {r,, };°_; que converge a r tal
que, para cada n; € N, r,, € q,,p,,. Asi, r estd en la misma situacion que p
en el Caso (1); i.e, ¢y, € vry,, v las sucesiones {qy,, }22, y {7, }52, convergen a
q y ar, respectivamente. Entonces, ¢ € T({r}) y r € T({q}). Por lo tanto,

F no es estrictamente puntualmente 7 -asimétrico.

Ahora, si F' es un abanico suave por arcos, por el Corolario 2.3.4, tenemos

que F' es estrictamente puntualmente 7 -asimétrico. (]

El siguiente ejemplo contesta de manera negativa a una pregunta de David
P. Bellamy [29, Pregunta 7.2.10] mostrando un dendroide que es estrictamen-
te puntualmente 7 -asimétrico pero no es suave. Dados a,b € R?, ab denota

el arco convexo que une a y b.

Ejemplo 2.3.7. Sea X el siguiente continuo en R?:

(U Lo0.5) o (Cromo) o (U w.oo.-1).

n=1 n=1

X
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No es dificil ver que este dendroide es estrictamente puntualmente T -asimétri-

CO pero no es suave.

Notacién 2.3.8. Dados un dendroide X y un punto p € X, denotamos por
D(X,p) al conjunto de todos los arcos en X de la forma [p,x] (Definicién

1.5.14). Consideramos a D(X,p) como un subespacio de 2%.

Definicién 2.3.9. Sea X un dendroide. Decimos que X es débilmente suave

si D(X,p) es un subconjunto compacto de 2% para algiin p € X.

Como cada dendroide débilmente suave es un continuo débilmente suave
por arcos [23], el siguiente ejemplo muestra que el Teorema 2.3.3 no se puede
generalizar a un continuo débilmente suave por arcos. Para mas informacién

sobre continuos débilmente suaves por arcos ver [23] y [27].

Ejemplo 2.3.10. Sea X el siguiente continuo en R?:

x = (U D) v ([@omo) o (U woo.-1).

n— n=
Sea p el punto (1,1) € R2. Vemos que p es un punto de X. No es dificil ver

que este dendroide es débilmente suave en el punto p pero no es estrictamente

puntualmente 7T -asimétrico.
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p

2.4. La funcién K, ejemplos y propiedades

F. B. Jones también define la funcién K en [22]. Aunque no ha sido tan
investigada como la funciéon 7, si ha sido bastante estudiada. Por ejemplo,
se ha usado la funcién I para estudiar a los continuos planos [19], [20] y
[21]. También se ha utilizado para estudiar descomposiciones monétonas de
continuos [46] y para investigar continuos para los cuales existe un continuo
irreducible y hereditariamente descomponible entre cualesquiera dos de sus
puntos [47]. Recientemente se demostré que, bajo ciertas condiciones, la con-
tinuidad de 7 implica la continuidad de K y que la implicacién inversa, en

general, no es cierta [33].

Comenzamos con la definicion de la funcion K.

Definicién 2.4.1. Sea X un un espacio métrico y compacto. Definimos la
funcién K: P(X) — P(X) como sigue: para cada A € P(X),

K(A) =W | W eC(X)y AC Int(W)}.

Se sigue, de la definicién de la funcién K, los siguientes resultados ya

conocidos.
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Observacion 2.4.2. Sea X un continuo. Si A € P(X), entonces A C K(A)
v K(A) es cerrado en X.

La siguiente proposiciéon nos dice que la funcion I preserva contenciones.

Proposicién 2.4.3. Sean X un espacio métrico y compactoy Ay B € P(X).
Si A C B, entonces K(A) C K(B).

El siguiente ejemplo nos muestra que en un continuo, la imagen bajo la

funcién K de un subcontinuo no necesariamente es un subcontinuo.

Ejemplo 2.4.4. Sean Y la suspension sobre el conjunto de Cantor con vérti-
ces v y vy ¥ X el espacio que se obtiene al identificar vy con vy. Sea v el
punto en que se identificaron los vértices vy y vo. Si p es cualquier punto de

X \ {v}, entonces K({p}) = {v,p}, que no es conexo.

Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 36].

Teorema 2.4.5. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces la

funcién K es continua para X.
Un resultado de la funcion K es el siguiente.

Teorema 2.4.6. Si X es un continuo, entonces K(A) = | J{K({a}) | a € A}
para cada A € C(X).
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Demostracion. Como | J{K({a}) | a € A} C K(A), solamente necesitamos
probar que K(A) C | J{K({a}) | a € A}.

Sea z € X \ U{K({a}) | a € A}. Entonces z € [\{X \ K({a}) | a € A}.
Asi, para cada a € A, existe un subcontinuo M, de X tal que a € Int(M,)
y z ¢ M,. Entonces {Int(M,)}aca es una cubierta abierta de A. Como A es
compacto, existen ai, as, ...,a, € A tales que A C |JI_, Int(M,,). Sea M =
Ui—, M,,. Entonces M es un subcontinuo de X tal que A C Int(M)y =z ¢ M.
Entonces, z € X \ K(A). Por lo tanto, K(A) = |J{K({a}) | a € A}. O

El Teorema 2.4.6 nos dice que en cualquier continuo X hay un cierto tipo

de K-aditividad cuando esta funcidon se evalia en los subcontinuos de X.

Observacion 2.4.7. Notamos que el resultado correspondiente al Teorema
2.4.6 para la funcién T no es cierto. Sea X la suspension sobre el conjunto
de Cantor (Ejemplo 1.2.18) con vértices vy y vy. Si A es un arco en X que

contiene a vy y ve como puntos extremos, entonces T (A) = X mientras que

U{T({a}) |a € A} = A.

2.5. Algunas relaciones entre 7 y K

La Observacién 2.4.7 es la primera relacion entre las funciones 7 y K
que mostramos. En esta seccién presentamos mas relaciones entre estas dos
funciones.

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [18, Teorema 160)].

Teorema 2.5.1. Si X es un continuo puntualmente 7 -simétrico o puntual-

mente K-simétrico, entonces 7 ({x}) = K({z}) para todo x € X.

Como consecuencia de los Teoremas 2.4.6 y 2.5.1 tenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 2.5.2. Si X es un continuo puntualmente 7T -simétrico, entonces

para cada A € C(X) tenemos que K(A) = {7 ({a}) | a € A}.

Como consecuencia de los Teoremas 2.2.8 y 2.5.2 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 2.5.3. Si X es un continuo aposindético y puntualmente 7 -

simétrico, entonces K(A) = A para todo A € C(X).

El siguiente lema es facil de verificar y serd utilizado en las pruebas de
los Teoremas 2.5.10 y 2.6.8.

Lema 2.5.4. Si X es un continuo indescomponible, entonces K(A) = X para
cada A € 2%,

Teorema 2.5.5. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces para
cada A € 2%, T(A) C K(A).

Demostracién. Sean X un continuo débilmente irreducible y A € 2%, Sea x €
X\K(A). Entonces existe un subcontinuo M de X tal que A C Int(M) C M
y x ¢ M. Como X es débilmente irreducible, X \ M tiene un nimero finito
de componentes. Sea C' la componente de X \ M que contiene a z. Entonces
C1(C) es un subcontinuo de X que contiene a x en el interior [29, Lema 1.6.2]
y Cl(C)N A= 10. Por lo tanto, z € X \ T(A). O

Por el Teorema 1.6.5, cada continuo irreducible es débilmente irreducible.

Entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.6. Sea X un continuo irreducible. Entonces para cada A €
2% T(A) CK(A).

El siguiente teorema muestra que la inclusion opuesta a la que nos da el

Teorema 2.5.5 es cierta para subcontinuos.
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Teorema 2.5.7. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces T (A) =
K(A) para cada A € C(X).

Demostracion. Sean X un continuo débilmente irreducible y A € C(X). Sea
x € X\7(A). Entonces existe un subcontinuo W de X tal que x € Int(W) C
W C X\ A. Como X es débilmente irreducible y W es un subcontinuo de
X, entonces X \ W tiene una cantidad finita de componentes. Sea M la
componente de X \ W que contiene a A. Como M es conexa y abierta en X
Cl(M) es un subcontinuo de X tal que AC M C Cl(M) y x ¢ Cl(M). Asi,
x € X\ K(A). Esto implica que IC(A) C 7 (A). La otra inclusién se sigue del
Teorema 2.5.5. [

Corolario 2.5.8. Si X es un continuo irreducible, entonces T (A) = KC(A)
para cada A € C(X).

Observaciéon 2.5.9. Observemos que el Corolario 2.5.8 es una extension de
[33, Teorema 3.8] para la clase de continuos irreducibles, ya que no se requiere
de la continuidad de T . También notemos que cada continuo irreducible es

puntualmente 7T -simétrico [29, Corolario 3.1.37].

Ahora probaremos que la imagen bajo IC de cualquier subconjunto cerrado

de un continuo irreducible X es conexa.

Teorema 2.5.10. Si X es un continuo irreducible, entonces KC(A) es conexo

para cada A € 2%,

Demostracion. Sean X un continuo que es irreducible entre los puntos py q y
A €2X. SiK(A) = X, entonces K(A) es conexo. Supongamos que K(A) # X.
Asi, por el Lema 2.5.4, X es descomponible. Sean P* = {z € X | X es
irreducible entre z y ¢} v Q* = {# € X | X es irreducible entre p y z}.
Notemos que p € P* y ¢ € Q*. Consideramos dos casos:

Caso (i). Supongamos que AN CI(P*) # 0.
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Observamos que A N ClI(Q*) = 0. Si AN CI(Q*) # 0, entonces para
cualquier subcontinuo M de X tal que A C Int(M), existen un punto p’ €
M N P* y un punto ¢ € M N Q*. Entonces, por el Lema 1.6.2, M = X,
y asi, K(A) = X, pero estamos suponiendo que K(A) # X. Entonces A N
Cl(Q*) = (. Como A es compacto, existe un nimero positivo r tal que
V,(A)NCIHQ*) = 0. Sea N € Ntal que + < r para cadan > N. Dadon > N,
sea 2, la componente de X \ V% (A) que contiene a q. Por [25, Teorema 3,
p. 193], CI(X \ @) es un subcontinuo de X para cada n > N. Notemos que
ACInt(Cl(X\Qn)) CCUX\Qy). Sea H = (), y Cl(X\ Q). Vemos que
H es un subcontinuo de X [29, Teorema 1.7.2]. Afirmamos que H = K(A).
Por definicién, K(A) C H. Supongamos que existe un punto z € H \ K(A).
Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A C Int(W) y z ¢ W.
Como A C Int(W), existe un nimero Ny € N tal que Vi (A) C W; y asi,
por [43, Teorema 5.6], @, N W # () para cada n > Ny. Como A C Int(W) y
ANCI(P*) # (), existe un punto p’ € P* tal que p’ € W. También, z € Q,
para cada n > Ny. Si z ¢ ()., para alguna m > Ny, entonces W U @, es un
subcontinuo de X tal que p',q € W U Q,, pero z ¢ W U Q,, , lo cual, por el
Lema 1.6.2, contradice el hecho de que X es irreducible entre p’ y q.

Asi, z € Q,, para cada n > Ny. Sea | > Ny. Entonces z € Q;, p' € W,
g€ QyWnNQ; # 0. Entonces X = W U Q. Esto implica que X \ Q; C W.
Como W es cerrado, CI(X \ Q;) C W. Pero z € Cl(X \ Q). Asi, z € W, lo
cual es una contradiccién. Entonces H C K(A). Por lo tanto, H = KC(A).

Caso (ii). Supongamos que AN CUP*) =0 y que ANCUHQ*) = 0.

Como A es compacto, existe un nimero positivo r tal que V,,(A)NCI(P*) =
0y V.(A)NClU(Q*) = 0. Sea N € N tal que + < r para cada n > N. Dado
n > N, sean P, la componente de X \V% (A) que contiene a py @, la compo-
nente de X \ V% (A) que contiene a g. Por [25, Teorema 3, p. 193], para cada
n> N, Cl(X\ Pn) y Cl(X \ @) son subcontinuos de X. También, por [25,
Teorema 4, p. 193], X \ (P, UQ,) = (X \ P,) N (X \ @) es conexo. Observe-
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mos que A C (X \ P,) N (X \Qn). Sea H =,y CI((X \ P,) N (X \ Qn)).
Notemos que, igual que en el caso (i), H es un subcontinuo de X. Afirmamos
que H = K(A). Por definicién, K(A) C H. Supongamos que existe un punto
z € H\ K(A). Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A C Int(W)
y z ¢ W. Notemos que z € CI((X \ P,) N (X \ @,)) para cada n > N.
Como A C Int(W), existe Ny € N tal que Ny > N y V%(A) C W para cada
n > Ny. Asi, por [43, Teorema 5.6], P, "W # 0 y Q, N W # ) para cada
n > Ny. Ahora, z € P,UQ,, para cadan > Ny. Si z ¢ P, UQ,,, para alguna
m > Ny, entonces P,, UW U (@,, es un subcontinuo de X que contiene a p y
aqyz¢ PnUWUQpu,, lo cual contradice el hecho de que X es irreducible
entre p y q. Entonces z € P,UQ), para cadan > Ny. Como X es irreducible,
P, U @, no es conexo y podemos suponer que z € (), para cada n > Nj.
Sea [ > Ny. Entonces z € @\ P. Como p € BLUW y g € @, entonces
PUWUQ®, = X. Entonces X \ @, C RLUW; asi, ClI(X\ @) C BbUW.
Esto implica que CI(X \ P)NCI(X \ Q) C CI(X \ Q) € P, UW. Co-
mo z € CI(X \ B)NCIUX \ @), tenemos que z € P, U W, lo cual es una
contradiccién. Asi, H C K(A). Por lo tanto, H = K(A). O

Observacién 2.5.11. Notemos que el Teorema 2.5.10 no es cierto para conti-
nuos débilmente irreducibles. Para ver esto, sea S* la circunferencia unitaria.
Entonces S* es débilmente irreducible y K es la identidad en 25 [18, Teorema
26].

En el Teorema 2.5.15 probamos que las funciones 7 y K conmutan al
restringirlas a subconjuntos cerrados y no vacios de un continuo irreducible
X. Para la demostracion de este resultado necesitamos un par de lemas y la

siguiente definicién.

Definicién 2.5.12. Sean X un continuo y A C X. Decimos que un punto
z € X es un punto de corte débil de X que separa a A si z € M para cualquier
subcontinuo M de X tal que A C M.
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Lema 2.5.13. Sean X un continuo y A € 2%. Si W¢(A) es el conjunto de
todos los puntos de corte débil de X que separan a A, entonces W (A) C
K(A).

Demostracion. La prueba del lema se sigue de la definicion de punto de corte

débil que separa a un conjunto y de la definicién de la funcién . [

Lema 2.5.14. Sean X un continuo irreducible y A € 2%X. Si W es un sub-
continuo de X tal que T (A) C Int(W), entonces KC(A) C Int(W).

Demostracion. Sea X un continuo irreducible entre p y ¢. Sean A € 2% y
W un subcontinuo de X tal que T(A) C Int(W). Supongamos que K(A) ¢
Int(W).Seay € K(A)\Int(W). Como 7 (A) C Int(W),y ¢ T(A). Entonces
existe un subcontinuo M de X tal que y € Int(M) C M C X \ A. Como X
es irreducible, X \ M tiene a lo mas dos componentes. Si A esta contenido
en una de esas componentes, digamos C, entonces C1(C) es un subcontinuo
de X tal que A C Int(CI(C})) C CI(Cy) € X \ {y}, pero esto contradice
el hecho de que y € K(A). Entonces, X \ M = C; Uy donde ANC; # )
para i € {1,2}. Podemos suponer que p € C; y g € Cy. Entonces, cualquier
punto de Int(M) es un punto de corte débil de X que separa a A. Si hay
un punto z € Int(M) que no fuera un punto de corte débil de X que separa
a A, entonces existiria un subcontinuo R de X tal que A C Ry z ¢ R.
Pero esto implicaria que CI(Cy) U R U Cl(Cy) serfa un subcontinuo propio
de X que contendria a p y a ¢, lo cual es una contradiccién. Entonces, por
el Lema 2.5.13, Int(M) C W. Asi, y € Int(W) lo cual contradice nuestra
suposicién. Por lo tanto, K(A) C Int(W). O

Teorema 2.5.15. Si X es un continuo irreducible, entonces T (K(A)) =
K(T (A)) para cada A € 2%.

Demostracion. Sea A € 2. Primero veamos que K(7 (A4)) C T(K(A)). Por
el Corolario 2.5.6 tenemos que 7 (A) C K(A). Entonces (7 (A)) C K(K(A)).
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Por el Teorema 2.5.10, K(A) es conexo y, por el Teorema 2.5.7, K(K(A)) =
T (K(A)). Por lo tanto, (7 (A)) C T(K(A)).

Para la otra contencién, sea x € X \ (7 (A)). Entonces existe un sub-
continuo W de X tal que 7(A) C Int(W) y o ¢ W. Por el Lema 2.5.14,
K(A) C Int(W). Como X es irreducible, X \ W tiene a lo mas dos compo-
nentes. Sea C' la componente de X \ W que contiene a z. Entonces CI(C')
es un subcontinuo de X tal que z € Int(CIl(C)) C CI(C) C X \ K(A). Asi,
r € X\T(K(A)). Entonces, 7(K(A)) C K(7T(A)). Por lo tanto, (T (A)) =
T(K(A)). O

El siguiente ejemplo muestra que las funciones 7 y K en general no con-

mutan.

Ejemplo 2.5.16. Sea X el siguiente continuo en R?:

Sean t,v y w los vértices de los abanicos armoénicos de la figura. Notemos
que u, v y z son los puntos limite de los extremos de las patas de los abanicos.
Si p estd entre u y v se tiene que K(7 ({p})) = K(uv) = tw, mientras que
T(K({p}) =T (tw) =tz
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2.6. Continuos irreducibles y K-simétricos

En esta parte daremos una carecterizacion de los continuos irreducibles

K-simétricos (Teorema 2.6.8).

Teorema 2.6.1. Sea X un continuo K-simétrico. Si para cada punto x € X
K({x}) # X, entonces X no es irreducible.

Demostracion. Supongamos que X es irreducible entre p y ¢. Sean P* =
{z € X | X es irreducible entre z y ¢} y Q* = {x € X | X es irreducible
entre p y z}. Por el Lema 1.6.2, X es irreducible entre p’ y ¢/, para cada
p € P*y cada ¢ € Q*.

Como K({z}) # X para cada z € X, obtenemos que Cl(P*)NCI(Q*) = 0;
de otra forma, si z € CI(P*)NCIl(Q*), entonces cualquier subcontinuo W tal
que z € Int(W) debe contener algin p’ € P* y algin ¢’ € Q*. Asi, W = X
y K({z}) = X lo cual es una contradiccién. Sea y € X \ (CI(P*) U Cl(Q*)).
Sea U un conjunto abierto tal que y € U C Cl(U) C X \ (CI(P*) UCUQ")).
Como X es irreducible, entonces X \ U no es conexo. Sean P la componente
de X \ U que contiene a p y @ la componente de X \ U que contiene a g.
Por [25, Teorema 3, pag. 210], P* C Py Q* C Q. Por [25, Teorema 4, pag.
193], X \ (PUQ) es conexoy U C X \ (PU Q). Entonces, CI(X \ (PUQ))
es un subcontinuo de X que contiene a y en su interior. Esto implica que
K({y}) N (P*U Q) = 0. Sin embargo, K({p,q}) = X; ie, y € K({p,q})
lo que contradice el hecho de que X es K-smétrico. Por lo tanto, X no es
irreducible. O]

Notemos que los continuos irreducibles son 7-simétricos [29, Corolario
3.1.37]. Reescribiendo el enunciado del Teorema 2.6.1, vemos que la mayoria

de los continuos irreducibles no son K-simétricos.

Corolario 2.6.2. Si X es un continuo K-simétrico irreducible, entonces exis-

te un punto v € X tal que K({z}) = X.
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Ahora necesitamos la definiciéon de continuos n-indescomponibles.

Definicién 2.6.3. Un continuo X es n-indescomponible si (1) X es la union
de n continuos tales que ninguno de ellos esta contenido en la union de los

otros y (2) X no es la unién de n + 1 de tales continuos.
Notemos que [10, Teorema 7] se puede enunciar como sigue:

Teorema 2.6.4. Sea X es un continuo. Entonces existe un entero positivo n
tal que X es n-indescomponible si y sélo si la coleccion € = {T ({z}) |z € X}

es finita.

Teorema 2.6.5. Sean X un continuo irreducible y xo € X. Si T ({zo}) = X,
entonces la coleccion € = {7 ({x}) | x € X} es finita.

Demostracion. Primero notemos que si X es indescomponible, entonces £ =
{X} [29, Teorema 3.1.34]. Por lo que £ es finita.

Supongamos que X es descomponible e irreducible entre los puntos a y
b. Sea xg un punto de X tal que 7 ({xo}) = X. Como X es irreducible, X
es T-simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Asi, X es puntualmente 7 -simétrico.
Entonces, como 7 ({zo}) = X, o € 7 ({a}) N T ({b}). Entonces, como X es
irreducible, X = 7 ({a}) UT ({b}).

Ahora probamos que CI(X \ 7({b})) = 7 ({a}). Supongamos que existe
x € T{a})\CUX\T ({b})). Entonces CI(X\7 ({b})) es un subcontinuo de X
[25, Teorema 3, pag. 193] tal que a € Int(CI(X\7T ({b}))) C CUX\T ({b})) C
X \ {z}. Entonces, a ¢ 7 ({z}). Como X es puntualmente 7 -simétrico [29,
Corolario 3.1.37], + ¢ 7 ({a}) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
CUX\T({b})) =T ({a}). Asi, T ({a}) es irreducible entre a y cada punto de
Fr(7T({a})) [25, Teorema 7, pag. 194]. Con un argumento similar se puede
mostrar que zg € CI(X \ 7 ({a})), de donde tenemos que =y € Fr(7 ({a})).
Por lo tanto, 7 ({a}) es irreducible entre a y xq. De forma similar, 7 ({b}) es

irreducible entre b y zg.
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Sea z € X. Si o € T({a}) N T({b}), entonces 7 ({z}) = X. Supon-
gamos que x € 7 ({a}) \ 7({b}). Como X es puntualmente 7 -simétrico
[29, Corolario 3.1.37], a € 7 ({z}). Entonces, 7 ({z}) = T({a}), ya que
x & T({b}). De forma similar, si € 7({b}) \ 7 ({a}), T({z}) = T ({b}).
Ast, € ={X,7({a}), 7 ({b})}. Por lo tanto, & tiene tres elementos. O

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [44, Teorema 2].

Teorema 2.6.6. Un continuo X es n-indescomponible si y sélo si X es la
union de n continuos indescomponibles tales que ninguno de ellos esta con-

tenido en la unioén de los restantes.

Teorema 2.6.7. Sea X un continuo n-indescomponible. Sin > 3, entonces
X no es irreducible o K({z}) # X para cada x € X.

Demostracion. Como X es un continuo n-indescomponible, por el Teorema
2.6.6, X = U?Zl Zj, donde Z; es un subcontinuo indescomponible de X, j €
{1,...,n} y ningin Z; es un subconjunto de la unién de los otros continuos.

Consideramos dos casos:

Caso (i). (j_, Z; # 0.

Notemos que, como n > 3, X no es irreducible.

Caso (ii). (;_, Z; = 0.

Entonces existe j1, ja € {1,...,n} tal que Z;, NZ;, = 0. Entonces tenemos
dos posibilidades:

(a) si x € Zj,, entonces Z;, \ K({z}) # 0 y K({z}) # X. De forma
similar, si x € Z;,, entonces K({z}) # X;
y

(b)siz e {Z | e {1,....,n}\{j1,J2}}, entonces K({z}) C U{Z | £ €
{1,...,n\{J1,j2}}, y K({z}) # X. Entonces, K({z}) # X paracadax € X.

Por lo tanto, X no es irreducible o K({z}) # X para cada z € X.

[
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Teorema 2.6.8. Sea X un continuo irreducible. Entonces X es K-simétrico

si y solo si X es indescomponible o 2-indescomponible.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo irreducible K-simétrico.
Asi, por el Corolario 2.6.2, existe un punto o € X tal que K({xo}) = X.
Entonces 7 ({xo}) = X (Teorema 2.5.1). De donde, por el Teorema 2.6.5, la
coleccién €& = {7 ({z}) | * € X} es finita. Asi que existe un entero positivo
n tal que X es n-indescomponible (Teorema 2.6.4). Entonces, por el Teore-
ma 2.6.7, n < 2. Por lo tanto, X es indescomponible o 2-indescomponible.
Ahora, si X es indescomponible, K({z}) = X para toda z € X, por el
Lema 2.5.4. Supongamos que X es 2-indescomponible. Entonces existen dos
subcontinuos indescomponibles H y L de X tales que X = HUL, H\ L # ()
y L\ H # (). Observemos que, como H y L son indescomponibles cuya unién
es X, para cada A € 2%, K(A) € {X,H,L}. De aqui se sigue que X es

JC-simétrico. O]

2.7. Continuos tipo A

Presentamos una prueba diferente de un resultado, con respecto a la fun-
cién 7, de R. W. FitzGerald [15, pag. 169], que dice que dado un continuo
tipo A (Definicién 2.7.1), X, la descomposiciéon monétona semicontinua supe-
riormente mas fina G de X tal que cada elemento de G es denso en ninguna
parte y X/G es un arco, se puede expresar en términos de la funcién 7°
(Teorema 2.7.5). Presentamos el resultado correspondiente para la funcién I
(Teorema 2.7.6).

Definicién 2.7.1. Un continuo X es tipo X\ si X es irreducible y cada sub-

continuo indescomponible de X tiene interior vacio.

Una demostracién del siguiente teorema se encuentra en [45, Teorema 10].
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Teorema 2.7.2. Un continuo X es de tipo \ si y solo si X admite una
descomposicién semicontinua superiormente G tal que cada elemento de G
es un continuo denso en ninguna parte y X/G es un arco. Ademds G es la

descomposicion mas fina de X con estas propiedades.

Definicién 2.7.3. Sea X un continuo, G una descomposicion de X yq: X —
X/G la funcién cociente. Decimos que la descomposicién G es mondtona si

q () es conexo para cada x € X/G.
Notamos que la descomposicién G de el Teorema 2.7.2 es mondtona.

Lema 2.7.4. Sea X un continuo de tipo . Sean G la descomposicion monoto-
na semicontinua superiormente mas fina de X tal que cada elemento de G es
denso en ninguna parte y X/G es un arco, y q : X—»|0, 1] la funcién cociente.
Size X yAcq(q(z)), entonces T(A) C ¢ (q(z)).

Demostracion. Sea y € X \ ¢ *(¢(z)). Entonces q(y) # ¢(x). Esto implica
que existe un subintervalo cerrado [r,t] de [0,1] tal que q(y) € Intyq([r,t])
v q(z) € [0,1] \ [r,t]. De donde se sigue que ¢ *(q(x)) N g *([r,t]) = 0.
Como ¢ es monétona, ¢~ *([r,]) es un subcontinuo de X. Por construccion,
y € Intx(q¢ '([r,t])). Por lo tanto, y € X \ 7(A) y T(A) C ¢ *(q(x)). O
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Teorema 2.7.5. Si X es un continuo tipo A, entonces {T*({z}) | x € X} es
la descomposicion mondtona semicontinua superiormente mas fina G de X

tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y X/G es un arco.

Demostracion. Sean G la descomposiciéon mondtona semicontinua superior-
mente mas fina de X tal que cada elemento de G es denso en ninguna par-
te y X/G es un arco y ¢: X—[0,1] la funcién cociente. Observemos que
G ={q"(q(x)) |z € X}.

Sea r € X. Notemos que 7 ({z}) C ¢ '(q(x)), por el Lema 2.7.4. Por
[45, Teorema 18, pdg. 26], existe z € ¢~ (q(x)) tal que 7 ({z}) = ¢ ' (q(x)).
Como X es 7-simétrico [29, Corolario 3.1.37] y x € T ({z}), tenemos que
z € T({z}). Entonces, ¢ (q(z)) = T({z}) € T?({z}) C ¢ '(¢()) (donde
la dltima inclusién se tiene por el Lema 2.7.4). Asi, T?({z}) = ¢ (q(x)).
Como z es un punto arbitrario de X, G = {7T?({z}) | » € X}. O

Como consecuencia del Teorema 2.7.5 y el Corolario 2.5.8, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.7.6. Si X es un continuo tipo \, entonces {K*({z}) | x € X} es
la descomposicion mondtona semicontinua superiormente mas fina G de X

tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y X/G es un arco.

2.8. Continuidad de 7 y K

Para hablar de continuidad de las funciones 7 y K necesitamos restringir
el dominio de éstas a 2%, (Definicién 2.1.27)
Una demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [17, Teo-

rema 7.

Teorema 2.8.1. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si para

cada x € X, K es continua en {z}, entonces K es continua.
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La idea de la demostraccion del Teorema 2.8.1 es el hecho de que K({z})
es conexo para cada z € X. Como IC({z}) es conexo, para cada z € X cuando
X es un continuo irreducible, entonces la demostracion del Teorema 2.8.2 es

muy similar a la prueba del Teorema 2.8.1, por lo que la omitiremos.

Teorema 2.8.2. Sea X un continuo irreducible. Si para cada x € X, K es

continua en {x}, entonces K es continua.

Para probar el teorema de continuidad de la funcién 7" (Teorema 2.8.7),

necesitamos los siguientes resultados.

Lema 2.8.3. Sean X un continuo, A € 2X y A={T({a}) |a€ A}. SiT es

continua en {x} para cada x € X, entonces A es cerrado en 2°*.

Demostracion. Sea B € Clyx(A). Entonces existe una sucesion {a, }5°, de
puntos de A tales que la sucesion {7 ({a,})}5°, converge a B. Como A es
compacto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {a,}>°; con-
verge a un punto a € A. Como 7 es continua en {z} para cada x € X,
B = lim 7T ({a,}) =T ({a}). Por lo tanto, B € Ay A es cerrado en 2X. [J

Teorema 2.8.4. Sea X un continuo tal que T(A) = {7 ({a}) | a € A}
para todo A € 2%. Si T es continua en {x} para cada x € X, entonces T es

continua.

Demostracion. Sean € > 0y 0 > 0 dadas por la continuidad uniforme de
T 7 (x)-

Sean A, B € 2% tales que H(A,B) < 4. Sean A = {7 ({a}) | a € A} ¥
B ={T({b})|be B}.Porel Lema 2.8.3, Ay B son subconjuntos cerrados de
2% Sea T ({a}) € A. Como H(A, B) < 4, existe b € B tal que H({a},{b}) <
§. Entonces, por la eleccién de §, H(7 ({a}),7 ({b})) < e. Asi, A C VI(B).
De forma similar B C V*(A). Por lo tanto, Hy(A, B) < ¢, donde Hy es
la métrica de Hausdorff en 22 inducida por ‘H. Entonces, por (42, 1.48],
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H(UA,UB) < Hy(A, B) < . Por hipétesis, T(A) = UA y 7(B) = UB. Por
lo que hemos probado que si H(A, B) < §, entonces H(7 (A),7(B)) < e. Por

lo tanto, 7 es continua. ]

Corolario 2.8.5. Sea X un continuo T -aditivo. Si T es continua en {z}

para todo x € X, entonces T es continua.

Demostracion. Como X es T-aditivo, 7 (A) = {7 ({a}) | a € A} para todo
A € 2% 29, Corolario 3.1.46]. Asf, el corolario se sigue del Teorema 2.8.4. [

Necesitamos ahora la definicion de continuo continuamente irreducible.
Para esto vemos que en el Teorema 2.7.2 se prueba que un continuo X es
de tipo A siy sélo si X admite una descomposicién mondtona semicontinua
superiormente G tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y
X/G es un arco. Ademds, G es la descomposicién més fina de X con estas
propiedades. Cada elemento de G se llama un nivel de X. Siguiendo [37]

tenemos la siguiente definicién. (Véase también [34]).

Definicién 2.8.6. Sea X un continuo tipo \. Decimos X es continuamente

irreducible si la descomposicion G de X es continua.

Ahora caracterizamos la clase de continuos irreducibles para los cuales la

funcién 7 es continua.

Teorema 2.8.7. Sea X un continuo irreducible. Entonces 7 es continua

para X si y solo si X es continuamente irreducible.

Demostracion. Notamos que si X es continuamente irreducible, entonces 7°
es continua para X [34, Teorema 3.2].

Supongamos que X es un continuo irreducible para el cual 7 es continua.
Como X es irreducible, X es 7-simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Entonces
X es puntualmente 7 -simétrico. Como también 7 es continua, tenemos que

G ={7({z}) | * € X} es una descomposicién continua y monétona de X tal
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que X/G es un continuo localmente conexo y los elementos de G son densos en
ninguna parte [32, Teorema 3.8]. Como X es irreducible y la funcién cociente
q: X—X/G es mond6tona, X/G es un continuo irreducible [25, Teorema 3,
pég. 192]. Entonces, X/G es un arco. Asi, X es un continuo del tipo A\. Como

T es continua, X es continuamente irreducible [34, Teorema 3.2]. O

Ahora caracterizamos la clase de continuos irreducibles para los cuales la
funcion K es continua, para lo cual necesitamos la definiciéon de subcontinuos

terminales.

Definicién 2.8.8. Sea X un continuo. Decimos que un subcontinuo W de
X es un subcontinuo terminal de X si para cualquier otro subcontinuo N de
X tal que W NN # 0, se tiene queW C N oN CW.

Teorema 2.8.9. Sea X un continuo irreducible. Entonces Kx es continua

para X siy sélo si X es continuamente irreducible.

Demostracion. Supongamos que Ky es continua. Como X es irreducible, X
es Tx-simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Entonces X es Tx-aditivo [29, Teorema
3.1.44] y puntualmente 7x-simétrico. Como X es puntualmente 7x-simétrico,
Kx({z}) = Tx({z}), por Teorema 2.5.1. Como Ky también es continua,
Tx es continua en {x} para toda x € X. Asi, por el Corolario 2.8.5, Tx es
continua. Por lo tanto, por el Teorema 2.8.7, X es continuamente irreducible.
Ahora, supongamos que X es un continuo continuamente irreducible. Sea
q: X—]0,1] la funcién cociente. Entonces ¢~(¢) es un subcontinuo terminal
de X para toda t € [0, 1] [34, Lema 3.3]. Como ¢ es mondtona, abierta y cada
¢ *(t) es un continuo terminal Kx(A) = ¢~ 'K 1)¢(A) para cada A € 2% [33,
Teorema 3.2]. Sea 3(q): 20U — 2% dada por 3(¢)(B) = ¢ '(B). Como g
es continua y abierta, tenemos que (q) y 29 son continuas ([24, Teorema
2, pag. 165] y [42, (1.168)], respectivamente). Como K] es continua [18,
Teorema 27] y Kx = 3(q) 0 Kpp,1) 0 29, Kx es continua.
[
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2.9. Algunos otros resultados

En esta tltima seccion de este capitulo presentamos un ejemplo que res-
ponde a la pregunta 5 de la pagina 118 de [18]. El Ejemplo 2.9.1 es de un
continuo para el cual la funcién 7 se estaciona (ver Definicién 2.1.6), mien-
tras que la funcién K no se estaciona. También presentamos el Ejemplo 2.9.2
que muestra un continuo para el cual la funcion K se estaciona mientras que

la funcién 7 no se estaciona.

Ejemplo 2.9.1. Sea X el siguiente continuo en R?:

S

Es fécil verificar que T"({x}) = 7z para cada n > 1 pero K" ({z}) #
K"({x}) para cada n € N,

z T

Ejemplo 2.9.2. Sea X el siguiente continuo en R?:

Es f4cil verificar que K"({x}) = v para cadan > 1 pero T""'({x}) #
T"({x}) para cadan € N.
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Capitulo 3
La funcién 7,

La funcién 7, se define de forma similar a como Jones definié la funcién
T, la principal diferencia es que la funcion 7, requiere que el continuo en el

que se define sea arcoconexo.

3.1. La funcion 7,4, ejemplos y algunas pro-

piedades

Comenzamos con la definicon de la funcién T,,.

Definicién 3.1.1. Sea X un un continuo arcoconexo. Definimos la funcion
7.: P(X) — P(X) como sigue: para cada A € P(X), T,(A) = X\{z € X |
existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que v € Int(W) C W C
X\ A}

Observacién 3.1.2. De la definicién de 7T, es fécil ver que T,()) = () y para
cada A € 2%, A C T,(A) y T,(A) € 2X. También, de la definicién, es fdcil
ver que si A y B € 2% tales que A C B, entonces T,(A) C T,(B).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, 7 (A) # 7,(A).

57
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Ejemplo 3.1.3. Sea X el circulo de Varsovia con barra limite el segmento

ab. Podemos ver que, si p es un punto de X que no esta en la barra limite,
T ({p}) = {p}, mientras que T,({p}) = {p} U ab.

b

I,

Recordemos que un continuo X es indescomponible si y sélo si 7(A) = X
para todo A € 2% [29, Teorema 3.1.34]. Uno se podria preguntar qué pasa
en el caso de la funcién 7g; i.e, ;Existe un continuo arcoconexo X tal que
T.(A) = X para todo A € 257 En [1] se construye un continuo arcoconexo tal
que todos sus subcontinuos arcoconexos propios tienen interior vacio. Esto
nos muestra que existen continuos arcoconexos para los cuales la funcién 7,

es constante.

Definicién 3.1.4. Sean X un continuo arcoconexo y p € X. Decimos que
X es arcoconexo en pequeno en p si para cualquier conjunto abierto U de
X que contiene a p, existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p €
Int(W) CW C U. Decimos que X es arcoconezo en pequeno si lo es en todos

sus puntos.

El continuo del Ejemplo 1.2.13 es un continuo que es arcoconexo en pe-

queno en el punto p y que no es localmente conexo.

Teorema 3.1.5. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es arcoconexo

en pequeno en cada uno de sus puntos si y solo si X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es arcoconexo en pequeno en todos sus
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puntos. Por definicion, X es conexo en pequeno en todos sus puntos, asi, por
Teorema 1.2.15, X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Por Teorema 1.4.4, po-
demos suponer que X tiene métrica convexa. Sean p un punto de X y U un
subconjunto abierto de X tal que p € U. Sea r > 0 tal que V,(p) C U. Por
la Proposicién 1.4.6, C1(Vz(p)) es un subcontinuo arcoconexo de X tal que
p € V:(p) C Cl(V:(p)) C U. Asf, X es arcoconexo en pequeiio en todos sus
puntos. O]

Teorema 3.1.6. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es arcoconexo

en pequenio si y sélo si T,(A) = A para cada A € 2%.

Demostracién. Supongamos que X es arcoconexo en pequeiio y sea A € 2%,
Por la Observacién 3.1.2, A C 7,(A). Seaz € X\ A. Como X\ A es un abierto
y X es regular, existe un conjunto abierto U de X tal que z € U C Cl(U) C
X\ A. Como X es arcoconexo en pequeno, existe un subcontinuo arcoconexo
W de X tal que z € Int(W) CW C U. Como CI(U)NAC (X\A)NA=0,
entonces W C X \ A. Lo que implica que =z € X \ 7,(A). Por lo tanto,
T.(A) = A.

Ahora, supongamos que 7,(A) = A para cada A € 2%X. Sean p € X y
U un conjunto abierto de X que contiene a p. Como X \ U € 2%, entonces
T.(X\U)=X\Uyp¢ T,(X\U). Asi, existe un subcontinuo arcoconexo
W de X tal que p € Int(W) C W C X \ (X \ U). Esto implica que p €
Int(W) C W C U. Entonces, X es arcoconexo en pequeno en p. Como p fue

arbitrario, X es arcoconexo en pequenio (Definicién 3.1.4). O

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.5 y 3.1.6 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 3.1.7. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es localmente

conexo si y sélo si T,(A) = A para todo A € 2X.
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Definicién 3.1.8. Sean X un continuo arcoconexo y p y q € X. Decimos
que X es aposindético por arcoconeros en p con respecto a q Si existe un
subcontinuo arcoconexo W de X tal que p € Int(W) C W C X \ {¢}.
Decimos que X es aposindético por arcoconexos en p si X es aposindético
por arcoconexos en p con respecto a cualquier punto de X \ {p}. Finalmente,
decimos que X es aposindético por acrcoconexos si X es aposindético por

arcoconexos en cada uno de sus puntos.

El cono sobre el pseudoarco es un ejemplo de un continuo arcoconexo que

es aposindético pero que no es aposindético por arcoconexos.

Ejemplo 3.1.9. Sea X el cono sobre el pseudoarco P. Entonces X es apo-
sindético pero no es aposindético por arcoconexos. Para x € X \ P sea
z el punto extremo del arco que une v con P y contiene a x. Entonces
7 ({z}) = {x}, mientras que 7,({x}) = Tz, donde Tz denota el segmento

de recta de x a z.

Teorema 3.1.10. Sean X un continuo arcoconexo y A un subconjunto ce-
rrado de X. Siz € X \ 7,(A), entonces X es aposindético por arcoconexos

en x con respecto a cada punto de A.

Demostracion. Sean x € X \ 7T,(A) y a € A. Entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que z € Int(W) C W C X\ A. Como X\A C X\{a},
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entonces W es un subcontinuo arcoconexo de X tal que x € Int(W) C W C
X \ {a}. Por lo tanto, X es aposindético por arcoconexos en x con respecto
a a. [

Teorema 3.1.11. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es aposindéti-

co por arcoconexos si y solo si T,({p}) = {p} para cada p € X.

Demostracion. Supongamos que X es aposindético por arcoconexos. Por la
Observacién 3.1.2 tenemos que {p} C 7,({p}). Sea ¢ € X \ {p}. Como X
es aposindético por arcoconexos, existe un continuo arcoconexo W tal que
g€ Int(W) CW C X\ {p}. Esto implica que ¢ € X \ Z,({p})-

Ahora supongamos que 7,({p}) = {p} para cada p € X. Sean p y q
puntos distintos de X. Como 7,({p}) = {p}, existe un continuo arcoconexo
W tal que ¢ € Int(W) CW C X\ {p}, lo que implica que X es aposindético
por arcoconexos en ¢ con respecto a p. Como p y ¢ fueron arbitrarios, X es

aposindético por arcoconexos. O

Observacién 3.1.12. Podemos ver, de la definicion de las funciones T y
7., que si X es un continuo arcoconexo entonces T (A) C 7,(A) para cada

AeP(X).

También, como consecuencia de las definiciones de 7 y 7, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 3.1.13. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es hereditariamente

arcoconexo, entonces T (A) = 1,(A) para cada A € P(X).

Definicién 3.1.14. Sean X un continuo arcoconexo y p € X. Decimos que X
es fuertemente semilocalmente arcoconexo en p si para cualquier subconjunto
abierto U de X que contiene a p, hay un subconjunto abierto V de X tal que
peV CUyX\V eslaunién de un niimero finito de continuos arcoconexos
ajenos dos a dos. Decimos que X es fuertemente semilocalmente arcoconexo

si X es fuertemente semilocalmente arcoconexo en p para cada p € X.
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Teorema 3.1.15. Sean X un continuo arcoconexo y x € X. Entonces X es

fuertemente semilocalmente arcoconexo en x siy sélo si T,({z}) = {x}.

Demostracion. Sean X un continuo arcoconexo y x € X. Supongamos que X
es fuertemente semilocalmente arcoconexo en x y sea y € X \ {x}. Sea U un
conjunto abierto de X tal que x € U y y ¢ CI(U). Como X es fuertemente
semilocalmente arcoconexo en z, existe un conjunto abierto V de X tal que
rx €V CUyX\V eslaunién de un nimero finito de continuos arcoconexos.
Como y € X \ V, entonces la comoponente de y en X \ V' es un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que y € Int(W) CW C X\ V C X \ {z}. Lo que
implica que 7,({r}) = {x}.

Ahora supongamos que 7,({z}) = {x} para cada x € X. Sean p € X y
U un conjunto abierto que contiene a p. Para cada y € X \ {p} existe un
subcontinuo arcoconexo W, de X tal que y € Int(W,) € W, C X \ {p}.
La familia {Int(W,) | y € X \ U} es una cubierta abierta de X \ U. Como
X \ U es un compacto, existen yi,¥s,...,y, € X \ U tales que X \ U C
Ui, W, Sea V = X \ J_, W,,. Entonces X \ V es la unién de un nimero
finito de subcontinuos arcoconexos de X. Por lo tanto, X es fuertemente

semilocalmente arcoconexo en p. O

Definicién 3.1.16. Sean X un continuo arcoconexo y p € X. Decimos que
X es colocalmente arcoconezo en p si para cualquier subconjunto abierto U de
X que contiene a p, existe un subconjunto abiertoV de X tal quep € V C U
y X\ V es arcoconexo. Decimos que X es colocalmente arcoconezo si X es

colocalmente arcoconexo en p para cada p € X.

Teorema 3.1.17. Si X es fuertemente semilocalmente arcoconexo sin puntos

de corte, entonces X es colocalmente arcoconexo.

Demostracion. Sea X un continuo arcoconexo, fuertemente semilocalmente

arcoconexo y sin puntos de corte. Como X es fuertemente semilocalmente
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arcoconexo, entonces X es semilocalmente conexo (Definicién 1.2.19) y sin
puntos de corte. Se sigue de [48, Corolario 6.22], que para cada x € X, existe
un conjunto abierto U de X tal que x € U y X \ U es conexo. Como X es
fuertemente semilocalmente arcoconexo, existe un conjunto abierto V' de X
talquex € V C U y X\ V es la unién de una cantidad finita de subcontinuos
arcoconexos de X. Sean K1, Ko, ..., K,, subcontinuos arcoconexos de X tales
que X \V =J_, K;. Entonces X \ U C K, para alguna j € {1,2,...,n}, ya
que si tenemos que (X \U)NK; #0y (X\U)NK; # () con i # j, entonces
X'\ U no es conexo, lo cual es una contradiccién. Por lo que X \U C K para
alguna j € {1,2,...,n}. De aqui se sigue que X \ K es un conjunto abierto
de X tal que z € X \ K; C U cuyo complemento, K, es arcoconexo. Por lo

tanto, X es colocalmente arcoconexo. O

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.15 y 3.1.17 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 3.1.18. Sean X un continuo arcoconexo sin puntos de corte y

x € X. Entonces X es colocalmente arcoconexo en x si y solo si T,({z}) =
{z}.

Definicién 3.1.19. Sea X un continuo. Una base de filtro F en X es una
familia F = { A, }weq de subconjuntos de X tal que para cadaw € Q, A, # ()
y para cada par wy y we € €, existe ws € €) tal que A,, C A,, NAy,.

Lema 3.1.20. Sea X un continuo arcoconexo. Si F es una base de filtro de
conjuntos cerrados de X, entonces T,(({G | G € F}) = ({7.(G) | G € F}.

Demostracién. Sabemos, por la Observacion 3.1.2, que 7,(({G | G € F}) C
(H7.(G) | G € F}. Seax € X \ T,(({G | G € F}). Entonces existe un
subcontinuo arcoconexo W de X tal que x € Int(W) C W C X \ (({G |
G € F}). Como W es compacto, existen G1, Gy, ..., Gy, en F tales que W C
X\ (Ni; Gi)- Entonces W N (N, Gi) = 0. Como F es una base de filtro,
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existe un conjunto cerrado G en F tal que G C (., G;. Esto implica que
WNG =0. Asi, p e X\ 7,(G). Por lo tanto, p € X \({Z.(G) | G € F}. O

Teorema 3.1.21. Sea X un continuo arcoconexo. Si para cada punto x €
X y para cada par de subcontinuos arcoconexos Wi y Wy de X tales que
x € Int(W;), j € {1,2}, existe un subcontinuo arcoconexo W5 de X tal que
x € Int(W3) y Wy C Wy N W, entonces X es T,-aditivo (Definicion 2.1.3).

Demostracion. Sean Ay y A dos subconjuntos cerrados de X. Como 7,(A4;)
U7, (A2) C 7T,(A; U Ay), necesitamos probar que 7,(A; U Ay) C 7,(A;) U
7.(As). Para esto, sea x un punto en X \ (7,(A41) U 7,(A2)). Entonces x €
(X\7.(A1))N(X\7,(A2)). Se sigue que existen dos subcontinuos arcoconexos
Wiy Wy de X tales que z € Int(W;) C W; C X \ 4;, j € {1,2}. Por
hipétesis, existe un subcontinuo arcoconexo W3 de X tal que x € Int(W3) C
W3 C WinWyy WinW, C X\ (A;UAs). Por lo tanto, x € X\7,(A1UAs). O

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.21 es el siguiente resultado.
Corolario 3.1.22. Si X es un dendroide, entonces X es 7,-aditivo.

Teorema 3.1.23. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es 7,-aditivo

si y solo si para cada familia A de subconjuntos cerrados de X, cuya union
es cerrada en X, se tiene que T,((J{L | L € A}) = U{7Z.(L) | L € A}.

Demostracion. Supongamos que X es 7 -aditivo. Por la Observacion 3.1.2,
sabemos que |J{7Z,(L) | L € A} € T,(IU{L | L € A}). Sea  un punto
de X\ (WH{7Z.(L) | L € A}). Para cada L € A sea F(L) = {A C X |
Aes cerradoy L C Int(A)}.

Caso (1) Si L = 0, entonces ) € F(L). Como 7,(0) = 0, tenemos que
0 =7.(L) ={Za(A) | A€ F(L)}.
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Caso (2) Si L # (), entonces F(L) es una base de filtro de subconjuntos
cerrados de X. Como [\{A | A € F(L)} = L, entonces 7T,(L) = T,(({A |
A€ F(L)}). Por el Lema 3.1.20, 7,(L) = ({Z.(A) | A € F(L)}. Entonces
para cada L € A, z € X \ (N{7Z.(A) | A € F(L)}). Asi, para cada L € A,
existe A, € F(L) tal que z € X \ 7,(AL).

Ahora, {Int(Ar) | L € A} es una cubierta abierta de (\{L | L € A}.
Como (J{L | L € A} es compacto, existen Ly, Lo, ..., L,, € A tales que ({L |
L € A} C U;nzl Int(Ag,). Entonces, por hipétesis y utilizando induccién
matematica, tenemos que 7,(U;L, Ar;) = Uj-, Ta(AL;). Entonces Z,(U{L |
LeA})C U;”Zl’];(ALj). Como para cada j € {1,2,...,m}, v € X\ 7,(Ag,),
se sigue que x € X \ Z,(U{L | L € A}). Asi, tenemos que Z,((J{L | L €
AY) CULT(L) | L e A},

La otra implicacién es clara. O
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Corolario 3.1.24. Sea X un continuo arcoconexo, 7,-aditivo. Si K es un
subcontinuo de X tal que 7,({x}) es conexo para cada x € K, entonces
7.(K) es un subcontinuo de X.

Demostracion. Sean X un continuo arcoconexo, 7,-aditivo y K un subcon-
tinuo de X tal que 7,({z}) es conexo para cada x € K. Por hipétesis
y por el Teorema 3.1.23, 7,(K) = To(U,cx{?}) = Uzex Za({z}). Como
KUT,({x}) es conexo para cada z € K, entonces | J, ., (K U7Z,({z})) es co-
nexo. Como K C |J,.x Zo({z}), entonces tenemos que J,.x (KU7Z,({z})) =
KU (Uper T({#D) = Usexe T({2}) = To(K), lo que prucba que T,(K) es

CONEexo. ]

El siguiente ejemplo muestra que en el Corolario 3.1.24 no se puede quitar

la hipéteis de que el continuo sea 7,-aditivo.

Ejemplo 3.1.25. Sea X el continuo de la siguiente figura. Si W es el segmen-
to horizontal pq, es fdcil verificar que T,({w}) = {x} para cadax € W, es de-
cir, T,({z}) es conexo para cada x € W, pero vemos que T,(W) = W UabUcd

que 1no es conexo.

ae

bu

o
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Teorema 3.1.26. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es 7,-simétrico, en-

tonces X es 7,-aditivo.

Demostracion. Sean X un continuo arcoconexo, 7,-simétrico y A y B sub-
conjuntos cerrados de X. Como 7,(A) U 7,(B) C 7,(A U B), necesitamos
probar que 7,(AU B) C T,(A) U 7,(B). Sea z € 7,(A U B). Entonces
{z} N T,(AU B) # 0. Como X es 7,-simétrico, 7,({z}) N (AU B) # 0.
Asi, T,({z}) N A # 0o T,({z}) N B # (. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que 7,({z}) N A # (. Como X es T,-simétrico, {x} NT,(A) # 0, lo
que implica que = € 7,(A). Entonces, x € 7,(A) U7,(B). Por lo tanto, X es
7,-aditivo. H

Teorema 3.1.27. Sea X un continuo arcoconexo tal que 7,(A) = A o que
7.(A) = X para cada A en 2%. Entonces X es T -aditivo y T,-simétrico.

Demostracion. Supongamos que 7,(A) = A para cada subconjunto cerrado
A de X. Entonces 7,(AUB) = AUB = T7,(A)UT,(B). Asi, X es 7,-aditivo.
Si ANT,(B) = 0, entonces ANB =0y T,(A)NB = . Asi, X es 7,-simétrico.

Ahora supongamos que 7,(A) = X para cada subconjunto cerrado A de
X. Entonces 7,(AU B) = X = T,(A) U7Z,(B). Asi, X es 7,-aditivo. Por
ultimo, como A # (0 y B # (), entonces 7,(A)N B # 0y T,(B) N A # (), por

lo que X es 7,-simétrico. ]

Teorema 3.1.28. Sea X un continuo arcoconexo, 7,-aditivo y puntualmente

7,-simétrico. Entonces X es 7,-simétrico.

Demostracion. Sea X un continuo arcoconexo, 7,-aditivo y puntualmente 7,-
simétrico. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X tales que AN7Z,(B) =
(). Entonces para cada z € Ay para cada y € B, x ¢ T,({y}). Como X es
puntualmente 7,-simétrico tenemos que y ¢ 7,({x}) para cada x € Ay para
cada y € B. Ahora, como X es 7,-aditivo, entonces 7,(A) = 7T,(U,ca{z}) =
Usea Za({7}) (Teorema 3.1.23). Asi, y ¢ 7,(A) para ninguna y € B. Lo que
implica que B N 7,(A) = . Por lo tanto, X es 7,-simétrico. O
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Teorema 3.1.29. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces 7, es idempo-
tente en X si y solo si para cada subcontinuo arcoconexo W de X y pa-
ra cada x € Int(W) existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que
x € Int(M)C M C Int(W).

Demostracion. Supongamos que 7, es idempotente en X. Sean W un sub-
continuo arcoconexo de X y x € Int(W). Entonces x € X\ 7,(X \W). Como
7, es idempotente en X, x € X \ 72(X \ W). Esto implica que existe un sub-
continuo arcoconexo M de X tal que x € Int(M) C M C X\ T,(X \ W) C
X\ (X \W)=W. Por lo tanto, x € Int(M) C M C Int(W).

Ahora supongamos que para cada subcontinuo arcoconexo W de X y para
cada x € Int(W), existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que x €
Int(M) C M C Int(W). Sea B € P(X). Por la Observacién 3.1.2 tenemos
que 7,(B) C T2(B). Sea x € X \ 7,(B). Entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que x € Int(W) C W C X \ B. Por hipétesis, existe
un subcontinuo arcoconexo M de X tal que x € Int(M) C M C Int(W).
Como Int(W)N7T,(B) = 0, entonces x € Int(M) C M C X \ 7,(B). Asi,
r € X \ 72(B). Por lo tanto, 7, es idempotent en X. O

3.2. Continuos unicamente arcoconexos

En esta seccién se presentan algunas propiedades de la funcién 7, en
continuos unicamente arcoconexos.
Como consecuencia de los Teoremas 3.1.21 y 1.5.3 tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 3.2.1. Si X es un continuo unicamente arcoconexo, entonces X

es T,-aditivo.

Observacién 3.2.2. Por el Teorema 3.2.1, podemos ver que el reciproco

del Teorema 3.1.26 no es cierto. Como el Circulo de Varsovia es unicamente
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arcoconexo entonces es T -aditivo. Si x es un punto en la barra limite y y es

un punto que no estd en la barra limite, es fdcil verificar que z € T,({y}),

peroy ¢ T,({z}).

Como consecuencia del Corolario 3.1.24 y el Teorema 3.2.1 tenemos este

otro resultado.

Corolario 3.2.3. Sean X un continuo tinicamente arcoconexo y K un sub-
continuo de X . Si T,({x}) es conexo para cada x € K, entonces T,(K) es un

subcontinuo de X.
Ahora veremos un resultado de la funcién 7, en dendroides.

Teorema 3.2.4. Sea X un dendroide. Si X no es localmente conexo, entonces
existe p € X tal que T,({p}) # {p}.

Demostracion. Sea X un dendroide que no es localmente conexo. Entonces
hay un punto p de X tal que X no es conexo en pequeno en p. Asi que existe
d > 0 tal que si V es una vecindad de p y V' C Vs(p), V no es conexo. Sean
V una vecindad de p tal que p € V. C CI(V) C Vs(p) y B la componente de
Cl(V) que contiene a p. Entonces, por [49, Teorema 12.1, pag. 18], tenemos:

(i) existen una sucesion {4, }°°; de componentes de C(V') y un subcon-
tinuo A de B que contiene a p tales que lim,, .. A, = A, y si j # k,
A;NA =10,

(ii) p € A,
(iii) si z € A, entonces X no es conexo en pequeno en z,

(iv) ACVs(p).

Sea {x,}>° una sucesién en Vs(p) tal que x,, € A, y lim,, . x,, = p. Sean

q € A\{p} y {yn}32, una sucesién en Vs(p) tal que y,, € A, y lim,, 00 ¥ = q.
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Sea «; el arco que une a x; con p. Si existen una cantidad infinita de arcos
a; que contienen a ¢ entonces p € 7,({q}), ya que si p ¢ 7,({q}) entonces
existirfa un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p € Int(W) y q ¢ W.
Como W es arcoconexo, X es un dendroide, y p € Int(WW), existe un niimero
natural N tal que el arco a; estd contenido en W para cada ¢ > N. Pero,
como g ¢ W, esto implica que existe s6lo una cantidad finita de arcos a; que
contienen a ¢, lo cual es una contradiccién. En consecuencia p € 7,({q}) v,
asi, 7,({q}) # {q}. Si sélo hay una cantidad finita de arcos a; que contienen
a q, entonces, como X es unicamente arcoconexo, hay una cantidad infinita

de arcos (; que unen y; con ¢ que contienen a p. Entonces q € 7,({p}) v, asi,

T.({r}) # {p}- 0

Observacién 3.2.5. Usando el hecho de que en los dendroides (en general, en
los continuos hereditariamente arcoconexos) las funciones T y T, coinciden, el
Teorema 3.2.4 implica también que, si X es un dendroide que no es localmente

conexo, entonces existe un punto p en X tal que T ({p}) # {p}.

3.3. Continuos ciclicamente arcoconexos

Ahora estudiamos la funcién 7, en continuos ciclicamente arcoconexos,

los cuales definimos a continuacion.

Definicién 3.3.1. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es ciclica-
mente arcoconexo si cualquier par de puntos de X estan contenidos en una

curva cerrada simple.

Una curva cerrada simple y la suspension sobre el conjunto de Cantor

(Ejemplo 1.2.18) son ejemplos de continuos ciclicamente arcoconexos

Teorema 3.3.2. Si X es un continuo ciclicamente arcoconexo, entonces para

cada x € X, T,({z}) es conexo.
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Demostracion. Sean X un continuo ciclicamente arcoconexo y x € X. Su-
pongamos que 7,({z}) no es conexo para algin =z € X. Entonces existen
dos subconjuntos cerrados ajenos Ay B de X tales que 7,({z}) = AU B.
Supongamos que z € A. Sea U un subconjunto abierto de X tal que A C U
y Cl({U)N B = (. Entonces Fr(U)NT,({z}) = 0y, asi, para cada z € Fr(U),
existe un subcontinuo arcoconexo K, de X tal que z € Int(K,) C K, C
X\ {z}. Como Fr(U) es compacto, existen zi, zs, ..., 2z, € Fr(U) tales que
Fr(U)CUL, Int(K,,)) CU;_, K.,.Sean V =U\ (U, K,,) yY = X\V =
(X\U)U (Ui, K.,). Por [43, Teorema 5.4], Y tiene una cantidad finita de
componentes. Notamos que B C X \ CI(U) C X \U C X \V =Y, en otras
palabras, B C Int(Y). Sean b € B y C la componente de Y que contiene a
b. Entonces C' es un subcontinuo de X tal que b € Int(C) C C C X \ {z}.
Si C' es arcoconexo, entonces b ¢ 7,({z}), lo cual es una contradiccién. Su-
pongamos que C' no es arcoconexo. Podemos suponer que K, N C # () si
1<i<lyK,NnC=0sii>I. SeaD:C’UULlKZi. Entonces D es un
subcontinuo de X tal que b € Int(D). Como X es ciclicamente arcoconexo,
entonces X \ {z} es arcoconexo. Para cada i € {1,2,...,l}, sea a; un arco
en X \ {z} de b a un punto en K,,. Sea E = D UJ._, a;. Como X \ {x}
es arcoconexo, cada arcocomponente de C' intersecta a algun K., para algu-
na i € {1,2,...,1}. Entonces E es un subcontinuo arcoconexo de X tal que
be Int(E) C EC X\ {z}, lo que implica que b ¢ 7,({z}) asi obtenemos

una contradiccién. Por lo tanto, 7,({z}) es conexo. O

Corolario 3.3.3. Sea X un continuo ciclicamente arcoconexo y 7,-aditivo.

Entonces 7,(W') es un subcontinuo de X para cada subcontinuo W de X.

El siguiente ejemplo que aparece en [5, pdg. 390] muestra que si X es
ciclicamente arcoconexo y W es un subcontinuo de X, entonces 7,(W) no

necesariamente es conexo.

Ejemplo 3.3.4. Consideremos el continuo ciclicamente arcoconexo X como
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el continuo que aparece en la siguiente pagina. Sean J la barra limite ab y
W el segmento pq. Podemos ver que T,(W) = W U J que no es conexo. Esto

muestra, segiin el Corolario 3.3.3, que este continuo X no es 7,-aditivo.

- ~
b 4

3.4. Continuidad de la funcién 7

En esta seccion estudiaremos la continuidad de la funcién 7,.
Teorema 3.4.1. La funcién 7, es semicontinua superiormente.

Demostracion. Sean U un conjunto abierto de X y U = {4 € 2% | T,(A) C
U}. Por la Definicién 2.1.27, necesitamos probar que U es abierto. Sea B €
C1(2X\U). Entonces existe una sucesién { B, }°°, C 2*\U tal que lim,, ... B, =
B. Para cadan € N, 7,(B,) N (X \U) # 0. Sea z,, € 7T,(B,) N (X \ U). Po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, que lim,,_,., x,, = x, para algin
xr € X, de hecho para algin x € X \ U. Afirmamos que x € 7,(B). Supon-
gamos que = ¢ 7,(B), entonces existe un subcontinuo arcoconexo W de X
tal que z € Int(W) CW C X \ B. Como lim,, ., B, = B y lim,,_.o, ©,, = =,
existe N € Ntal quesin > N, B, C X\ Wy x, € Int(W). Sean > N,
entonces x,, € Int(W) C W C X \ B,,. Esto implica que x,, € X \ 7,(B,), lo
cual es una contradiccién. Entonces, z € 7,(B) N (X \ U) y, asi, B € 2X \ U.
Por lo tanto, 2% \ U es cerrado y U es abierto. [
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Teorema 3.4.2. Sea X un continuo arcoconexo 1,-aditivo. Si T, es continua

en F(X), entonces T, es continua en 2.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.1, es suficiente probar que 7, es semicon-
tinua inferiormente. Sea U un conjunto abierto de X. Definimos U = {A €
2% | T,(A) N U # 0}. Por la Definicién 2.1.27, necesitamos ver que U es un
abierto en 2X. Sean B € Cl(2X \U) y {B,}2>; C 2% \ U una sucesién tal
que lim,, .., B, = B. Entonces 7,(B,) N U = ) para cada n € N. Supon-
gamos que B ¢ 2% \ U, entonces T,(B) NU # . Sea y € 7,(B) N U. Por
el Teorema 3.1.23, como X es 7,-aditivo, entonces 7,(B) = U,cp Za({7})
y y € 7,({z}) para alguna x € B. Como lim,_ .. B, = B, sea z,, € B,
tal que lim,_ .. z, = z. Por hipdtesis, 7, es continua en Fj(X), entonces
lim,, oo 7,({x,}) = To({x}). En consecuencia, existe y, € T,({x,}) tal que
lim, .oy, = y. Como y € U, existe N € N tal que y, € U para cada
n > N. Esto implica que 7,({z,}) N U # 0, para z, € B, y n > N.
Entonces 7,(B,) NU # () para n > N, lo que contradice el hecho de que
T.(B,)NU = 0. Asi, B € 2X \U y U es abierto en 2%. Por lo tanto, 7, es

semicontinua inferiormente en X. O]
Como consecuencia del Corolario 3.1.7, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.4.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces la funcion

71, es continua.
Teorema 3.4.4. La funcion 7T, es continua en el Circulo de Varsovia.

Demostracion. Sean X el circulo de Varsovia y J la barra limite de X.
Sabemos que X es unicamente arcoconexo. Por el Corolario 3.2.1, X es
T,-aditivo. Entonces para cada A € 2%, T,(A) = T,(U,ca{z}). Por el
Teorema 3.1.23 se tiene que 7,(U,c4{z}) = U,ea Zo({z}). Por otro lado,
Usea Za({7}) = Uea(J U {z}) = JU U, calr} = J U A. De donde se tiene
que 7,(A) = JU A.
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Ahora, sea {A4,}°°, C 2% tal que {A,}°2, converge a A. Entonces
lfm T,(A,) = lfm (JUA,) = ( fm J) U ( Ifm An> — JUA=T,(A).

Por lo tanto, 7, es continua.

3.5. Continuos homogéneos

Comenzamos con la definicién de continuo homogéneo.

Definicién 3.5.1. Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera dos

puntos x y y de X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(zx) = y.

Lema 3.5.2. Sea X un continuo arcoconexo. Si h : X — X es un homeo-
morfismo, entonces h(7,(A)) = 7,(h(A)) para cada subconjunto A de X.

Demostracion. Sean A un subconjunto de X y = € X \ h(7,(A)). Entonces
h='(x) € X \ T,(A). En consecuencia, existe un subcontinuo arcoconexo
W de X tal que h=!(z) € Int(W) C W C X \ A. Esto implica que z €
Int(h(W)) C h(W) C X \ h(A). Por lo tanto, z € X \ 7,(h(A)).

Ahora, sea x € X \ 7,(h(A)). Entonces existe un subcontinuo arcoco-
nexo W de X tal que x € Int(W) C W C X \ h(A). Entonces h™*(z) €
h=Y(Int(W)) C h=Y (W) C h=Y(X\h(A)). Por lo que h=!(z) € Int(h=*(W)) C
=Y (W) C X\ A. Asi, h™'(z) € X\ 7T,(A). Por lo tanto z € h(X\T,(A)). O

Teorema 3.5.3. Sea X un continuo arcoconexo homogéneo. Entonces para
cadaz € X, T,({z}) = {z}.

Demostracion. Sea X un continuo arcoconexo y homogéneo. Por el Teorema
de la pagina 280 de [2] tenemos que X es colocalmente arcoconexo. Como
X es homogéneo, X no tiene puntos de corte [43, Teorema 6.6] y, por el

Corolario 3.1.18, tenemos que 7,({r}) = {z} para cada z € X. O
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Como una consecuencia de los Teoremas 3.1.11 y 3.5.3 se tiene el siguiente

resultado.

Corolario 3.5.4. Si X es un continuo arcoconexo y homogéneo, entonces X

es aposindético por arcoconexos.

Teorema 3.5.5. Sea X un continuo arcoconexo homogéneo. Entonces X es

T.-aditivo si y solo si X es localmente conexo.

Demostracién. Supongamos que X es 7,-aditivo y sea A € 2%. Entonces
T.(A) = To(U,ealz}). Por el Teorema 3.1.23 tenemos que 7,(|U,c4{7}) =
Usea Za({x}). Por el Teorema 3.5.3, |J,c4 Za({7}) = U,ealz} = A. Asi,
7.(A) = A. Entonces, por el Corolario 3.1.7, X es localmente conexo.
Ahora, si X es localmente conexoy Ay B € 2%, entonces AUB es cerrado.
Otra vez, por el Corolario 3.1.7, 7,(AUB) = AUB = T,(A) U7,(B). Por lo
tanto, X es 7,-aditivo. ]

3.6. Algunos otros resultados

En esta parte aplicaremos la funcién 7, a dos continuos, X y Y. Para dis-
tinguir cuando aplicamos la funcién a X la denotaremos como x7,, mientras

que cuando la apliquemos en el continuo Y la denotaremos como y7,.

Definicién 3.6.1. Dados dos continuos X y Y. Una funcién f : X — Y
se dice que es abierta si la imagen de cualquier abierto de X bajo f es un

abierto en Y, esto es, f(U) es abierto en Y para cada abierto U de X.

Teorema 3.6.2. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y una fun-
cion continua y suprayectiva. Si f es abierta entonces para cada subconjunto
B de'Y se cumple que yT,(B) C f(xZ.(f~'(B))).

Demostracién. Sean B € 2¥ y y € Y \ f(xZ.(f~4B))). Como f es su-
prayectiva, existe z € X \ xZ,(f7'(B)) tal que f(z) = y. Como z €
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X\ x7.(f%(B)), existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que = €
Int(W) C W C X\ f1(B). Como f es abierta, entonces f(x) € Int(f(W)) C
f(W) C Y \ B. Esto implica que y € Y \ y7,(B). Por lo tanto, y7,(B) C
f(XT(f71(B))).

O

Teorema 3.6.3. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y una
funcién continua y suprayectiva. Si f~1(W) es arcoconexo para cada subcon-
tinuo arcoconexo W de Y, entonces f(x7,(f ' (B))) C y7.(B) para cada

subconjunto B de Y.

Demostracion. Sean B € 2¥ y y € Y \ y7,(B). Entonces existe un sub-
continuo arcoconexo W de Y tal que y € Int(W) C W C Y \ B. Note-
mos que f~H (W) N f~1(B) = (. Como f es continua y f~'(y) es compacto,
f~Yy) C Int(f~*(W)). Entonces para cada x € f~Y(y), v ¢ xT,(f~1(B)).
Ash, F1 )N T (S (B) = 0.1 (x) € F(eT(f~(B)), entonces £~ (5)N
xT.(f71(B)) # 0, lo cual es una contradiccién. Asi, y € Y\ f(xZ.(f~*(B))).
Por lo tanto, f(x7Z.(f~'(B))) C y7.(B). O

Como consecuancia de los teoremas 3.6.2 y 3.6.3 tenemos los siguientes

corolarios.

Corolario 3.6.4. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y una
funcién continua, suprayectiva y abierta. Si f~1(W) es arcoconexo para cada
subcontinuo arcoconexo W de Y, entonces f(x7.(f~*(B))) = y7.(B) para
cada subconjunto B de Y.

Corolario 3.6.5. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X — Y una fun-

cion continua y suprayectiva. Si X es hereditariamente arcoconexo, entonces
f(xT.(f~1(B))) C y7,(B) para cada subconjunto B de Y.

Los siguientes dos corolarios se aplican a dendroides.
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Corolario 3.6.6. Sean X un dendroide y Y un continuo arcoconexo. Si
f: X — Y esuna funcién continua y suprayectiva, entonces f(x7,(f~'(B))) C

v7,(B) para cada subconjunto B de Y.

Corolario 3.6.7. Sean X un dendroide y Y un continuo arcoconexo. Si
f: X — Y esuna funcién continua, suprayectiva y abierta, entonces y7,(B) =
f(xT.(f~Y(B))) para cada subconjunto B de Y.
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Capitulo 4
Las funciones R y Kgq4

La funcién R la definieron David P. Bellamy y Lewis Lum en los puntos
de los continuos homogéneos arcoconexos para demostrar que éstos son cicli-
camente arcoconexos [5]. Posteriormente Benjamin Espinoza y Sergio Macias
definieron R en el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios de un

continuo arcoconexo e hicieron un estudio detallado de dicha funcién [11].

4.1. Las funciones 74, R y K¢

Comenzamos con las definiciones de la funciéon R y .

Definicion 4.1.1. Sea X un continuo arcoconexo. Definimos la funcion R :

2X — 2% como sigue: para cada A € 2%,
R(A) = ﬂ{Cl(U) | U es arcoconexo y A C Int(U)}.

Definicién 4.1.2. Sea X un continuo arcoconexo. Definimos la funcion IC, :

2X — 2% como sigue: para cada A € 2%,

Ka(A) = m{W € C(X) | W es arcoconexo y A C Int(W)}.

79
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Observaciéon 4.1.3. Por definicién, si X es un continuo arcoconexo, enton-

ces R(A) C K,(A) para cada A € 2.
El siguiente ejemplo muestra que las funciones R y K, son diferentes.

Ejemplo 4.1.4. Sean Y el cono sobre el pseudoarco con vértice v y P el
pseudoarco en la base de Y. Sea L una compactacion del rayo [0,00) que
empieza en v y tiene como residuo a P, donde LNY = {v}UP. Sea X = Y UL.
Si p es un punto en P, R({p}) =vpU P U L, sin embargo K,({p}) = X.

Teorema 4.1.5. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es fuertemente semi-

localmente arcoconexo, entonces K,({p}) = R({p}), para cada p € X.

Demostracion. Por la Observacién 4.1.3, tenemos que R({p}) C K.({p}).
Necesitamos probar que K,({p}) € R({p}). Sea = € X \ R({p}). Entonces
existe un subconjunto arcoconexo U de X tal que p € Int(U) y x ¢ CI(U).
Entonces existe un subconjunto abierto N de X tal que x € N C CI(N) C
X\ Cl(U). Como X es fuertemente semilocalmente arcoconexo y x € N,
existe un subconjunto abierto V de X tal que z € V C Cl(V) C X \ CI(U)
y X \ 'V es la unién de un niimero finito de subcontinuos arcoconexos de X.
Sea C' el subcontinuo de X \ V' que contiene a p. Entonces p € Int(C) C C C
X\ {z}. Esto implica que = ¢ K,({p}). Por lo tanto, K,({p}) C R({p}). O

El siguiente resultado nos dice que en continuos arcoconexos y colocal-

mente arcoconexos las funciones K, y R coinciden.

Teorema 4.1.6. Si X es un continuo arcoconexo y colocalmente arcoconexo,
entonces K,(A) = R(A), para cada A € 2.

Demostracion. Por la Observacién 4.1.3, tenemos que R(A) C K, (A). Nece-
sitamos probar que KC,(A) € R(A). Sea x € X \ R(A). Entonces existe un
subconjunto arcoconexo U de X tal que A C Int(U) y « ¢ CI(U). Entonces
existe un subconjunto abierto N de X tal que x € N C CI(N) C X \ Cl(U).
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Como X es colocalmente arcoconexo y x € N, existe un subconjunto abierto
Vde Xtalquex e VCCUV)C X\CUU)y X \V es arcoconexo. Asi,
z ¢ K,(A). Por lo tanto, I, (A) C R(A). O

Teorema 4.1.7. Sean X un continuo arcoconexo y p y q € X. Entonces
p € Ka({q}) si y sdlo si g € To({p})-

Demostracion. Supongamos que ¢ ¢ 7,({p}), entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que ¢ € Int(W) C W C X \ {p}. Esto implica
que p ¢ K.({q}). Ahora, si p ¢ K,({q}), entonces existe un subcontinuo
arcoconexo W de X tal que ¢ € Int(W) C W C X \ {p}. Esto implica que

q & T.({p})- 0

Como consecuencia de la Observacion 4.1.3 y del Teorema 4.1.7 tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 4.1.8. Sean X un continuo arcoconexo y py q € X. Si p €
R({q}), entonces q € T,({p}).

Teorema 4.1.9. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xoypyq€ X.Siqe T,({p}), entonces p € R({q}).

Demostracion. Supongamos que p ¢ R({q}). Entonces existe un subconjunto
arcoconexo U de X tal que ¢ € Int(U) y p ¢ Cl(U). Como X es fuertemente
semilocalmente arcoconexo y p € X \ CIl(U), existe un subconjunto abierto
Vde Xtalquepe VCX\CIU)y X\V eslaunién de un nimero finito
de subcontinuos arcoconexos. Sea W la componente de X \ V' que contiene

a ¢. Entonces ¢ € Int(W), lo que implica que q ¢ 7,({p}). O

Como consecuencia de la Observacién 4.1.3 y el Teorema 4.1.9 tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 4.1.10. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcoco-

nexoypyqée X.SiqeT,({p}), entonces p € K,({q})-
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Como consecuencia del Teorema 4.1.7, el Corolario 4.1.8, el Teorema 4.1.9

y el Corolario 4.1.10 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.11. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcoco-

nexoy py q € X. Entonces

(1) p € Ka({q}) si y s6lo si q € T({p}).

(2) p € R({q}) siy solo si g € To({p}).

Para los siguientes resultados necesitamos las definiciones de continuo
R-simétrico, 7,-simétrico, I, -simétrico, puntualmente R-simétrico, puntual-
mente 7,-simétrico y puntualmente IC,-simétrico. Esto lo hacemos siguiendo
las Definiciones 2.1.4 y 2.1.5.

Teorema 4.1.12. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-
xo0. Entonces X es puntualmente R-simétrico si y sélo si X es puntualmente

T,-simétrico.

Demostracion. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcoconexo
y supongamos que X es puntulmente R-simétrico. Sean p y ¢ dos puntos
en X tales que ¢ € 7,({p}). Por el Teorema 4.1.9, p € R({¢}). Como X es
puntualmente R-simétrico ¢ € R({p}). Por el Corolario 4.1.8, p € 7,({¢}).
Por lo tanto, X es puntualmente 7,-simétrico. La prueba del reciproco es

similar. ]

Corolario 4.1.13. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-
xo0. Entonces X es puntualmente C,-simétrico si y solo si X es puntualmente

7,-simétrico.

Corolario 4.1.14. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-
xo0. Entonces X es puntualmente KC,-simétrico si y solo si X es puntualmente

‘R-simétrico.
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Teorema 4.1.15. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo. Entonces

(1) Si X es R-simétrico, entonces R(A) C T,(A) para cada A € 2°X.

(2) Si X es K,-simétrico, entonces R(A) C T,(A) para cada A € 2%.

Demostracién. Supongamos que X es R-simétrico. Sean A € 2¥ y z un
punto de X tales que = ¢ 7,(A). Entonces existe un subcontinuo arcoconexo
W de X tal que x € Int(W) C W C X\ A. Esto implica que R({z})NA = 0.
Como X es R-simétrico, R(A)N{z} = 0. Entonces x ¢ R(A), lo que prueba
(1). La prueba de (2) se hace de forma similar. O

Teorema 4.1.16. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es 7,-simétrico, en-
tonces T,(A) C K4(A) para cada A € 2%.

Demostracion. Sean A € 2% y z en X tales que = ¢ K,(A). Entonces existe
un subcontinuo arcoconexo W de X tal que A C Int(W) C W C X \ {«}.
Esto implica que AN7,({z}) = 0. Como X es 7,-simétrico, Z,(A)N{z} = 0.
Entonces = ¢ 7,(A). O

Proposicién 4.1.17. Sean X un continuo arcoconexo, A € 2X yx € X\ A.

Si X es colocalmente arcoconexo en z, entonces x ¢ R(A).

Demostracion. Sean A € 2X y z € X \ A tales que X es colocalmente
arcoconexo en x. Sea U un subconjunto abierto de X tal que z € U C
Cl(U) € X\ A. Como X es colocalmente arcoconexo en x, existe un subcon-
junto abierto V de X tal que x € V. C U y X \ V es arcoconexo. Entonces
ACX\CUU) CX\UCX\V CX\{z}. Estoimplica que x ¢ R(A4). O

Corolario 4.1.18. Si X es un continuo colocalmente arcoconexo, entonces

R(A) = A para todo A € 2%.
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La demostracién de la siguiente proposicién es analoga a la demostracion

de la Proposicién 4.1.17 por lo que la omitimos.

Proposicién 4.1.19. Sean X un continuo arcoconexo, A € 2% yx € X \ A.

Si X es colocalmente arcoconexo en x, entonces x ¢ K,(A).

Corolario 4.1.20. Si X es un continuo colocalmente arcoconexo, entonces
K.(A) = A para todo A € 2X.

El continuo del Ejemplo 4.1.21 es un continuo arcoconexo para el cual la

funcién R es continua, como se prueba en el Teorema 4.1.23.

Ejemplo 4.1.21. Sean Y la suspension sobre el conjunto de Cantor con
vértices v1 y v y X el espacio que se obtiene al identificar v; con vy. Sea v

el punto en que se identificaron los vértices vy y vs.

Para la prueba del Teorema 4.1.23 necesitamos el siguiente resultado cuya

demostracién se puede encontrar en [11, Teorema 4.16].

Teorema 4.1.22. Un continuo es R-aditivo si y sélo si para cualquier A C 2%
tal que |JA € 2%, se tiene que R(UA) =U {R(L) | L € A}.

Teorema 4.1.23. La funcion R es continua en el continuo del Ejemplo
4.1.21.
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Demostracion. Sea X el continuo del Ejemplo 4.1.21. Primero veamos que
para cada subconjunto cerrado A de X se tiene que R(A) = {v} U A. Esto
se sigue de que si z € X \ Ay x # v, entonces X es colocalmente arcoconexo
en x y, por la Proposicién 4.1.17, x ¢ R(A). Ademads, para cada cerrado A,
veRA).

Ahora veamos que X es R-aditivo. Sean A y B dos cerraos de X. Por
el parrafo anterrior, R(A) = {v} UA, R(B) = {v}UBy R(AUB) =
{v}U (AU B). Por lo tanto, R(AU B) = R(A) UR(B).

Ahora, sea {A4,}°°, C 2% tal que {A,}°°, converge a A. Entonces
lfm R(A,) = lim ({v} UA,) = (Jg&{@}) U (T}inolo An) = {v}UA = R(A).

n—oo n—oo

Por lo tanto, R es continua. O
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