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Introducción

En este trabajo presentamos algunos resultados de funciones definidas

en el conjunto potencia de un continuo. Presentamos dos funciones que de-

finió Jones en [22], la función T y la función K; la función R definida por

David Bellamy y Lewis Lum en [5], y H y J definidas por Sandra Gorka en

[18]. También presentamos dos nuevas funciones, Ta y Ka, que se definen de

forma similar a las que definió Jones, la principal diferencia es que éstas se

definen en continuos arcoconexos. Presentamos propiedades de todas ellas y

algunas relaciones.

En el caṕıtulo 1 presentamos resultados ya conocidos de continuos, intro-

ducimos los conceptos de continuo aposindético, continuo conexo en pequeño

y continuo semilocalmente conexo; aśı como los conceptos de continuos des-

componibles e indescomponibles. Se presentan relaciones entre ellos y algunas

propiedades. Además, presentamos el hiperespacio 2X de subconjuntos cerra-

dos no vaćıos de un continuo X y el hiperespacio C(X) de los subcontinuos

de un continuo X, junto con la topoloǵıa de la métrica de Hausdorff y la

topoloǵıa de Vietoris. En este caṕıtulo también introducimos los conceptos

de continuo arcoconexo y continuo suave por arcos y algunas propiedades

de ellos, aśı como también los conceptos de continuos únicamente arcocone-

xos, dendroides, abanicos y finalmente los continuos irreducibles en los cuales

estudiaremos algunas propiedades de las funciones T y K en el caṕıtulo 2.
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2 INTRODUCCIÓN

En el caṕıtulo 2 defnimos las funciones en el conjunto potencia de un con-

tinuo X. Si Θ: P(X)→ P(X) es una de estas funciones, definimos los con-

ceptos de continuo Θ-aditivo, continuo Θ-simétrico y continuo puntualmente

Θ-simétrico. Presentamos las funciones J y H definidas en [18] y algunos

ejemplos y propiedades de estas funciones e introducimos el concepto de con-

tinuo casi conexo en pequeño . Además, definimos la función T , presentamos

algunas propiedades y ejemplos de esta función, introducimos el concepto de

continuos estrictamente puntualmente T -asimétricos, presentamos ejemplos

y damos una caracterización de los abanicos suaves como aquéllos que son

estrictamente puntualmente T -asimétricos (Teorema 2.3.6). También defini-

mos la función K, presentamos algunos ejemplos y propiedades, en particular,

mostramos que la imagen de cualquier subconjunto cerrado de un continuo

irreducible es conexa (Teorema 2.5.10) y estudiamos algunas relaciones entre

las funciones T y K en continuos irreducibles, en particular mostramos que

las funciones T y K conmutan en continuos irreducibles (Teorema 2.5.15).

Hacemos un estudio de los continuos irreducibles y K-simétricos y damos una

caracterización de los continuos irreducibles K-simétricos como aquéllos que

son indescomponibles o 2-indescompoibles (Teorema 2.6.8). También damos

una caracterización de los continuos irreducibles para los cuales la función

T es continua y son aquellos continuos que son continuamente irreducibles

(Teorema 2.8.7).

En el caṕıtulo 3 estudiamos la función Ta, la cual se define de forma si-

milar a la función T pero en continuos arcoconexos. Presentamos algunos

ejemplos y propiedades que, en particular, muestran que las funciones T y

Ta son diferentes y presentamos una caracterización de los continuos arcoco-

nexos y localmente conexos como los continuos arcoconexos para los cuales

la función Ta es la función identidad en 2X (Corolario 3.1.7). Introducimos

los conceptos de continuo fuertemente semilocalmente arcoconexo, continuo

colocalmente arcoconexo, continuo Ta-aditivo y continuo Ta-simétrico y es-
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tudiamos algunas propiedades de estos continuos. Estudiamos el comporta-

miento de la función Ta en continuos únicamente arcoconexos, en particular,

en dendroides y también en continuos ćıclicamente arcoconexos. Por último,

estudiamos la continuidad de la función Ta y comportamiento de esta función

en continuos homogéneos.

En el caṕıtulo 4 definimos las funciones R y Ka, presentamos algunos

ejemplos y propiedades que muestran que las funcionesR y Ka son diferentes.

Damos condiciones bajo las cuales estas dos funciones coinciden y estudiamos

relaciones que se tienen entre las funciones R, Ka y Ta. Presentamos un

ejemplo donde la función R es continua.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Es este caṕıtulo veremos las definiciones básicas, notación y algunos de

los teoremas que nos servirán a lo largo de este trabajo.

1.1. Notación

En esta sección presentamos la notación básica que utilizaremos. Dados

un espacio X y A y B subconjuntos de X:

IntX(A) denota el interior de A con respecto al espacio X.

ClX(A) denota la cerradura de A con respecto al espacio X.

FrX(A) denota la frontera de A con respecto al espacio X.

A ⊆ B denota a la expresión A es subconjunto de B (puede ser que

A = B).

subconjunto propio quiere decir que no puede pasar que A = B.

A \B denota a la diferencia A menos B como conjuntos.

5



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Vdε (A) denota a la bola abierta de radio ε alrededor de A con la métrica

d.

un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1].

S1 denota la circunferencia unitaria, una curva cerrada simple es un

espacio homeomorfo a S1.

N denota al conjunto de los enteros positivos.

R denota al conjunto de los números reales.

Observación 1.1.1. Si en la notación anterior no hay ambigüedad con res-

pecto al espacio en el que estamos trabajando o la métrica que se está utili-

zando, le quitamos los sub́ındices o supeŕındices que lo indican.

1.2. Continuos

Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definición 1.2.1. Un continuo es un espacio métrico compacto conexo y no

vaćıo.

Un ejemplo de un continuo es la cerradura de la gráfica de la curva sen( 1
x
).

Este ejemplo lo mencionaremos a lo largo de este trabajo por lo que ponemos

aqúı su definición.

Definición 1.2.2. Sea X la cerradura de la gráfica de la curva sen( 1
x
), donde

x ∈ (0, 2
π
]. Nos referiremos a este continuo X como la curva sen( 1

x
). En la

siguiente figura, X es la curva sen( 1
x
). Al segmento ab le decimos barra ĺımite

de X y al punto p le decimos punto extremo de X.
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Definición 1.2.3. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo de X es un

subconjunto compacto y conexo de X.

Definición 1.2.4. Sean X un continuo y A ⊆ X un subconjunto de X. Una

componente de A es un subconjunto conexo maximal de A.

Notamos que las componentes de un subconjunto A siempre son cerradas

en A ya que la cerradura de un conjunto conexo es conexa.

Definición 1.2.5. Un continuo X es descomponible si X se puede escribir

como la unión de dos subcontinuos propios de X.

Definición 1.2.6. Un continuo X es indescomponible si cada vez que X se

escriba como la unión de dos subcontinuos A y B de X, X = A∪B, entonces

A = X o B = X. Se dice que X es hereditariamente indescomponible si cada

subcontinuo de X es indescomponible.

Un ejemplo de un continuo hereditariamente indescomponible es el pseu-

doarco, el cual definimos a continuación.

Definición 1.2.7. Un pseudoarco es un continuo no degenerado, encadenable

y hereditariamente indescomponible.

Para un estudio más detallado del pseudoarco ver [7], [26], [38] y [12].

Para probar el Teorema 1.2.9, necesitamos probar primero el siguiente

lema.
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Lema 1.2.8. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X tal que X \ A
no es conexo. Si U y V son subconjuntos abiertos ajenos y no vaćıos de X

tales que X \ A = U ∪ V , entonces A ∪ U y A ∪ V son subcontinuos de X.

Demostración. Como X \ (A ∪ U) = V , entonces A ∪ U es cerrado y, por

tanto, compacto. Análogamente, A ∪ V es compacto.

Ahora, para ver que A∪U es conexo, supongamos que no lo es. Entonces

existen dos subconjuntos ajenos cerrados no vaćıos K y L de X tales que A∪
U = K∪L. Como A es conexo podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que A ⊆ K. Notemos que, en este caso, L ⊆ U . Entonces, L∩Cl(V ) = ∅. Aśı,

X = L ∪ (K ∪ Cl(V )), lo cual es una contradicción, ya que L y K ∪ Cl(V )

son subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por lo tanto, A ∪ U es conexo.

Análogamente, A ∪ V es conexo.

Teorema 1.2.9. Un continuo X es descomponible si y sólo si X contiene un

subcontinuo propio con interior no vaćıo.

Demostración. Supongamos primero que X es descomponible. Entonces exis-

ten dos subcontinuos propios A y B de X tales que X = A∪B. Notemos que

X \B es un subconjunto abierto contenido en A. Por lo tanto, Int(A) 6= ∅.
Ahora supongamos que A es un subcontinuo propio de X con interior no

vaćıo. Si X \ A es conexo, entonces Cl(X \ A) es un subcontinuo propio de

X y X = A ∪ Cl(X \ A). Aśı, X es descomponible.

Supongamos que X \A no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos

abiertos ajenos no vaćıos U y V de X tales que X \A = U ∪ V . Por el Lema

1.2.8, A ∪ U y A ∪ V son subcontinuos de X y X = (A ∪ U) ∪ (A ∪ V ). Por

lo tanto, X es descomponible.

Corolario 1.2.10. Un continuo X es indescomponible si y sólo si todos los

subcontinuos propios de X tienen interior vaćıo.
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Definición 1.2.11. Sean X un continuo y p ∈ X. Decimos que X es conexo

en pequeño en p si para cada vecindad U de p, existe una vecindad conexa

V de p tal que p ∈ V ⊆ U .

Definición 1.2.12. Sean X un continuo X y p ∈ X. Decimos que X es

localmente conexo en p si para cualquier vecindad U que contiene a p, existe

un abierto conexo V de X tal que p ∈ V ⊆ U . Decimos que X es localmente

conexo si lo es en todos sus puntos.

Un ejemplo de un continuo que es conexo en pequeño en un punto p pero

que no es localmente conexo en ese punto es el siguiente.

Ejemplo 1.2.13. Sea X el siguiente continuo en R2:
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Este continuo es conexo en pequeño en p y no es localmente conexo en p.

En el Teorema 1.2.15 probaremos que globalmente las nociones de cone-

xidad en pequeño y de conexidad local coinciden. Para esto necesitamos el

siguiente resultado.

Teorema 1.2.14. Un continuo es localmente conexo si y sólo si las compo-

nentes de conjuntos abiertos son abiertas.

Demostración. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto

de X y C una componente de U . Para cada x ∈ C, existe un conjunto abierto

y conexo Vx tal que x ∈ Vx ⊆ U . Entonces C ∪ Vx es un subconjunto conexo
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de U . Como C es una componente, entonces Vx ⊆ C. Por lo tanto, cada

punto de C es un punto interior de C. Aśı, C es abierta.

Ahora, supongamos que las comoponentes de conjuntos abiertos son abier-

tas. Sean x ∈ X y U un abierto de X que contiene a x. Sea C la componente

de U que contiene a x. Por hipótesis, C es abierta. Entonces C es un con-

junto abierto y conexo tal que x ∈ C ⊆ U . Por lo tanto, X es localmente

conexo.

Teorema 1.2.15. Un continuo X es localmente conexo si y sólo si X es

conexo en pequeño en todos sus puntos.

Demostración. Claramente, si X es localmente conexo, entonces X es conexo

en pequeño en cada uno de sus puntos.

Supongamos que X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos.

Sean U un subconjunto abierto de X y C una componente de U . Si x ∈ C,

entonces existe una vecindad conexa W de x contenida en U , esto es, x ∈
Int(W ) ⊆ W ⊆ U . Como W es un subconjunto conexo de U y W ∩ C 6= ∅,
entonces W ⊆ C. Aśı, x es un punto interior de C y, por lo tanto, C es

abierta. Por el Teorema 1.2.14, X es localmente conexo.

Una noción importante para nuestro trabajo es la de aposindesis la cual

definimos a continuación.

Definición 1.2.16. Sean X un continuo y p y q ∈ X. Decimos que X es

aposindético en p con respecto a q si existe un subcontinuo W de X tal que

p ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {q}. Decimos que X es aposindético en p si X es

aposindético en p con respecto a cualquier punto de X \ {p}. Por último,

decimos que X es aposindético si X es aposindético en todos sus puntos.

El concepto de aposindesis es más general que el de conexidad en pequeño.

Teorema 1.2.17. Si X es un continuo que es conexo en pequeño en el punto

p, entonces X es aposindético en dicho punto.
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Demostración. Sean X un continuo, p ∈ X un punto para el cual X es conexo

en pequeño en p y q ∈ X \{p}. Sea U un abierto de X tal que p ∈ U y q /∈ U .

Como X es regular existe un abierto V de X tal que p ∈ V ⊆ Cl(V ) ⊆ U .

Como X es conexo en pequeño en p, existe una vecindad conexa A de p tal

que p ∈ A ∈ Cl(A) ⊆ V . Como V ⊆ X \ {q}, entonces X es aposindético

en p con respecto a q. Como q fue arbitrario, entonces X es aposindético en

p.

La suspensión sobre el conjunto de Cantor es un ejemplo de un continuo

aposindético que sólo es conexo en pequeño en los vértices.

Ejemplo 1.2.18. Sea X la suspensión sobre el conjunto de Cantor con vérti-

ces v1 y v2. Sea p un punto de X \ {v1, v2}. Entonces, X es aposindético en

p pero no es conexo en pequeño en p.
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Definición 1.2.19. Sean X un continuo y x ∈ X. Decimos que X es semi-

localmente conexo en x si para cada conjunto abierto U de X tal que x ∈ U ,

existe un conjunto abierto V de X tal que x ∈ V ⊆ U y X \ V tiene una

cantidad finita de componentes. Decimos que X es semilocalmente conexo si

lo es en todos sus puntos.

El siguiente resultado relaciona las Definiciones 1.2.16 y 1.2.19. Una de-

mostración de este resultado se puede encontrar en [29, Teorema 1.7.17].
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Teorema 1.2.20. Un continuo X es aposindético si y sólo si X es semilo-

calmente conexo.

1.3. Hiperespacios

En esta sección definimos a los hiperespacios de continuos que es donde

vamos a definir las funciones R, Ta y Ka. Enunciaremos teoremas que nos

serán de gran utilidad, aunque en este trabajo no estudiaremos hiperespa-

cios. Por lo que solamente pondremos la referencia adecuada para ver sus

demostraciones.

Definición 1.3.1. Dado un espacio métrico y compacto X, definimos el

hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vaćıos como el conjunto:

2X = {A ⊆ X | A es cerrado y no vaćıo}.

Definición 1.3.2. Dado un espacio métrico y compacto X, definimos el

hiperespacio de subcontinuos de X como el conjunto:

C(X) = {A ∈ 2X | A es conexo}.

Mostramos aqúı un ejemplo del hiperespacio de subcontinuos de un con-

tinuo.

Ejemplo 1.3.3. Dado el continuo X = [0, 1], se puede construir un modelo

para el hiperespacio de subcontinuos de X de la siguiente forma: a cada

subcontinuo [a, b] de [0, 1] le asociamos la pareja (a, b) ∈ R2
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Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [29, Teorema

1.8.3].

Teorema 1.3.4. Sea X un continuo. La función H : 2X × 2X → [0,∞) dada

por:

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 | A ⊆ Vdε (B) y B ⊆ Vdε (A)}

es una métrica para 2X , donde d es la métrica en X.

Definición 1.3.5. La métrica para 2X del Teorema 1.3.4 se conoce como la

métrica de Hausdorff para 2X .

Notación 1.3.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Dada una colección

finita de conjuntos abiertos de X, U1, U2, ..., Un, definimos:〈
U1, U2, ..., Un

〉
=
{
A ∈ 2X

∣∣∣ A ⊆ n⋃
k=1

Uk y A ∩ Uk 6= ∅ para 1 ≤ k ≤ n
}
.

Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [42, Teorema

0.11]

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio métrico y compacto. Si

B =
{〈

U1, U2, ..., Un

〉 ∣∣∣ U1, U2, ..., Un son abiertos de X y n ∈ N
}
,

entonces B es una base para una topoloǵıa en 2X .
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Definición 1.3.8. La topoloǵıa para 2X del Teorema 1.3.7 se conoce como

la topoloǵıa de Vietoris para 2X .

Una demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [42, Teo-

rema 0.13]

Teorema 1.3.9. Sea X un espacio métrico y compacto. La topoloǵıa induci-

da por la métrica de Hausdorff y la topoloǵıa de Vietoris para 2X coinciden.

A continuación definimos los conceptos de ĺımite inferior y ĺımite superior.

Definición 1.3.10. Sean X un espacio métrico y compacto y {Ai}∞i=1 una

familia de subconjuntos de X. Definimos el ĺımite inferior y el ĺımite superior

como sigue:

ĺım infAi = {x ∈ X | para cada abierto U de X tal que x ∈ U , U ∩ Ai 6= ∅
para toda i salvo un número finito};

ĺım supAi = {x ∈ X | para cada abierto U de X tal que x ∈ U , U ∩ Ai 6= ∅
para una infinidad de ı́ndices i}.

Se sigue de la definicion 1.3.10 que ĺım infAi ⊆ ĺım supAi. Si ĺım infAi =

ĺım supAi podemos definir el concepto de ĺımite.

Definición 1.3.11. Sean X un espacio métrico y compacto, {Ai}∞i=1 una

familia de subconjuntos de X y A ⊆ X. Decimos que A es el ĺımite de la

sucesión {Ai}∞i=1 si:

ĺım infAi = A = ĺım supAi

En este caso se denota como ĺımAi = A.
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1.4. Continuos arcoconexos y suaves por ar-

cos

En esta sección daremos las definiciones de continuos arcoconexos y de

continuos suaves por arcos aśı como algunas propiedades de estos continuos.

Definición 1.4.1. Un continuo X es arcoconexo si para cualesquiera dos de

sus puntos, existe un arco en X que los une.

Una prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [43, Teorema

8.23].

Teorema 1.4.2. Cualquier continuo localmente conexo es arcoconexo.

Definición 1.4.3. Una métrica convexa en un espacio X es una métrica,

d, para X que induce la topoloǵıa en X y para la cual los puntos medios

siempre existen, esto es: para cualesquiera x y y ∈ X, existe z ∈ X tal que

d(x, z) =
1

2
d(x, y) = d(z, y)

Demostraciones del siguiente teorema se encuentran en [6] y [39].

Teorema 1.4.4. Cualquier continuo localmente conexo admite una métrica

convexa.

Demostraciones de la siguiente proposición se encuentran en [42, (0.65.3)(a)]

o en [41, 2.7].

Proposición 1.4.5. Sea X un continuo con métrica convexa d. Entonces

para cualesquiera dos puntos x y y de X, existe un subconjunto γ de X tal

que x, y ∈ γ y γ es isométrico al intervalo cerrado [0, d(x, y)].

La siguiente proposición es una consecuencia inmediata de la Proposición

1.4.5 y la utilizaremos más adelante.
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Proposición 1.4.6. Sea X un continuo con una métrica convexa d. Entonces

para cualquier subcontinuo A de X y cualquier r > 0,

Cd(r, A) = {x ∈ X | d(x,A) ≤ r}

es un subcontinuo arcoconexo de X.

Definición 1.4.7. Sean X un continuo arcoconexo y v ∈ X. Decimos que

X es suave por arcos en v si hay una función continua Av : X → C(X) tal

que:

(i) Av(v) = {v}.

(ii) Para cada x ∈ X \ {v}, Av(x) es un arco de v a x en X.

(iii) si y ∈ Av(x), entonces Av(y) ⊆ Av(x).

Decimos que X es suave por arcos si existe un punto v ∈ X tal que X es suave

por arcos en v. En este caso denotamos a los arcos Av(x) por vx. Decimos

que X es débilmente suave por arcos si existe un punto v ∈ X tal que para

cualquier sucesión convergente {xn}∞n=1 ⊆ X, ĺım infAv(xn) = Av(x) para

algún x ∈ X.

Como ejemplos de continuos suaves por arcos tenemos a los dendroides

suaves (Definición 1.5.7), conos sobre espacios métricos compactos, continuos

métricos fuertemente convexos. Ver [16].

Como una consecuencia del Teorema I-1-A [16] obtenemos el siguiente

lema que nos será de utilidad más adelante.

Lema 1.4.8. Sea X un continuo suave por arcos en un punto v. Entonces

para cada subconjunto cerrado H de X, el conjunto W =
⋃
x∈H vx es un

subcontinuo arcoconexo de X.
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Demostración. Por definición, el conjunto W es arcoconexo. Falta ver que W

es cerrado. Para esto, sea z ∈ Cl(W ). Como z ∈ Cl(W ), existe una sucesión

{zi}∞i=1 ⊆ W tal que ĺımi→∞ zi = z. Para cada zi ∈ W , existe xi ∈ H tal

que zi ∈ vxi. Como H es cerrado, existe una subsucesión {xij}∞j=1 de {xi}∞i=1

que converge a un punto x de H. Como X es suave por arcos, la sucesión de

arcos {vxij}∞j=1 converge al arco vx. Ahora, como para cada i ∈ N, vzi ⊆ vxi

y, como X es suave por arcos, entonces vz ⊆ vx. Aśı, z ∈ vx. Esto es, z ∈ W
y, por lo tanto, W es cerrado.

1.5. Continuos únicamente arcoconexos

Definición 1.5.1. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es única-

mente arcoconexo si no contiene curvas cerradas simples.

Como ejemplos de continuos únicamente arcoconexos tenemos al arco o

al ćırculo de Varsovia el cual definimos a continuación.

Definición 1.5.2. Sea Y la curva sen( 1
x
) en R2. El ćırculo de Varsovia es el

continuo que se obtiene al pegar el continuo Y con un arco α de forma tal

que, un punto extremo del arco α se identifica con un punto extremo de la

barra ĺımite de Y y el otro punto extremo del arco α con el punto extremo

de Y .
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Teorema 1.5.3. Sean X un continuo únicamente arcoconexo y x ∈ X. Si

M y N son subcontinuos arcoconexos de X tales que x ∈ Int(M) ∩ Int(N),

entonces M ∩N es un subcontinuo arcoconexo de X tal que x ∈ Int(M ∩N).

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo y x ∈ X. Sean M y N dos

subcontinuos arcoconexos de X tales que x ∈ Int(M)∩ Int(N). Claramente

x ∈ Int(M ∩ N). Para ver que M ∩ N es arcoconexo, sean x, y ∈ (M ∩
N). Como M es arcoconexo existe un arco α de x a y en M . Como N es

arcoconexo existe un arco β de x a y en N . Por hipótesis X es únicamente

arcoconexo, lo que implica que α = β. Aśı, M ∩N es arcoconexo.

Definición 1.5.4. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos

subcontinuos A y B de X tales que X = A∪B, se tiene que A∩B es conexa.

Un continuo X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X

es unicoherente.

Como ejemplos de continuos unicoherentes tenemos el arco y la curva

sen( 1
x
).

Definición 1.5.5. Un dendroide es un continuo arcoconexo hereditariamente

unicoherente.

Ejemplos de dendroides son el arco y el continuo del Ejemplo 1.2.13.

El siguiente teorema es un resultado ya conocido pero incluimos la de-

mostración por conveniencia para el lector.

La siguiente caracterización de los dendroides que presentamos la necesi-

taremos más adelante.

Teorema 1.5.6. Un continuo X es un dendroide si y sólo si X es únicamente

arcoconexo y hereditariamente arcoconexo.
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Demostración. Sea X un dendroide. Por [43, Ejercicio 10.58], tenemos que

cada subcontinuo de X es nuevamente un dendroide, lo que implica que X es

hereditariamente arcoconexo. Si X contiene un curva cerrada simple, enton-

ces X no es hereditariamente unicoherente. Por lo tanto, X es únicamente

arcoconexo y hereditariamente arcoconexo.

Ahora, supongamos que X es un continuo únicamente arcoconexo y he-

reditariamente arcoconexo y sea W un subcontinuo de X. Sean A y B sub-

continuos de X tales que W = A∪B. Por el Teorema 1.5.3, A∩B es conexo.

Por lo tanto, X es hereditariamente unicoherente.

Definición 1.5.7. Un dendroide D es suave en un punto p ∈ D si para cada

sucesión {xi}∞i=1 que converge a un punto x en D, se tiene que ĺım pxi = px.

Se dice que un dendroide D es suave si existe un punto p ∈ D para el cual

D es suave en p.

Definición 1.5.8. Un punto de ramificación de un dendroide es un punto

común a por lo menos tres arcos que no se intersectan en ningún otro punto.

Notemos que el continuo X del Ejemplo 1.2.13 es un dendroide suave en

el punto v y que los puntos v y q (además de muchos otros) son puntos de

ramificación de X.

Definición 1.5.9. Un abanico es un dendroide con exactamente un punto

de ramificación. El punto de ramificación de un abanico se llama el vértice.

Observación 1.5.10. Un abanico es suave si lo es en su vértice.

Un ejemplo de un abanico suave es el abanico armónico, el cual definimos

a continuación.

Definición 1.5.11. El abanico armónico es el continuo, en R2, que se ob-

tiene de unir con segmentos de recta el punto (0, 0) con cada elemento de la

cerradura del conjunto E = {(1, 1
n
) | n ∈ N}.
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Las siguientes definiciones las utilizaremos más adelante.

Definición 1.5.12. Se dice que un punto de un continuo es un punto extremo

si es un punto extremo de cualquier arco que lo contenga.

Definición 1.5.13. Una pata de un abanico es el único arco que une el

vértice con un punto extremo.

Las siguiente definición la tomamos de [27].

Definición 1.5.14. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y

p ∈ X. Definimos el orden del punto de corte débil con respecto a p de la

siguiente manera; para x, y ∈ X, x ≤p y si y sólo si x ∈ [p, y], donde [p, y]

denota la intersección de todos los subcontinuos de X que contienen a p y a

y.

Observación 1.5.15. Si X es un dendroide, entonces ≤p es un orden parcial

y [p, x] es un arco para cada x ∈ X.

1.6. Continuos irreducibles

En el caṕıtulo 2 estudiaremos algunas propiedades de las funciones T y K
en continuos irreducibles. Aqúı damos las definiciones de continuo irreducible

y débilmente irreducible y algunas propiedades de estos continuos. Para un

estudio más amplio de continuos irreducibles ver [25] y [45].
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Definición 1.6.1. Un continuo X es irreducible si existen dos puntos de X

tales que ningún subcontinuo propio de X los contiene.

Como ejemplos de continuos irreducibles tenemos al arco, que es irredu-

cible entre sus puntos extremos, o a la curva sen( 1
x
), que es irreducible entre

cualquier punto de la barra ĺımite y el punto extremo.

Lema 1.6.2. Sea X un continuo descomponible. Supongamos que X es irre-

ducible entre p y q. Sean P ∗ = {x ∈ X | X es irreducible entre x y q} y

Q∗ = {x ∈ X | X es irreducible entre p y x}. Entonces para cada p′ ∈ P ∗ y

cada q′ ∈ Q∗, X es irreducible entre p′ y q′.

Demostración. Sea X un continuo descomponible e irreducible entre p y q.

Sean p′ ∈ P ∗ y q′ ∈ Q∗. Entonces X es irreducible entre p′ y q y también

X es irreducible entre p y q′. Por [25, Lema, pág.196], X es irreducible entre

p′ y q′ o X es irreducible entre p′ y p. Como X es decomponible, entonces

P ∗ ∩ Q∗ = ∅, ya que si z ∈ P ∗ ∩ Q∗, entonces hay tres puntos de X, p, q

y z tales que X es irreducible entre cada dos de estos tres puntos y, por

[43, Corolario 11.20], X es indescomponible lo cual es una contradicción.

Entonces P ∗ ⊆ X \ Q∗. Como X \ Q∗ es la composante de p [43, Teorema

11.4], entonces X no es irreducible entre p y p′. Por lo tanto, X es irreducible

entre p′ y q′.

Teorema 1.6.3. Sea X un continuo irreducible entre a y b. Si C es un

subcontinuo de X tal que X \ C no es conexo, entonces X \ C es la unión

de dos subconjuntos abiertos conexos, uno contiene a a y el otro contiene a

b. Más aún, si a ∈ C, entonces X \ C es conexo.

Demostración. Supongamos que X \ C no es conexo. Entonces existen dos

subconjutos abiertos ajenos no vaćıos U y V de X tales que X \C = U ∪ V .

Por el Lema 1.2.8, A = C ∪U y B = C ∪V son subcontinuos de X tales que

X = A ∪B, A ∩B = C, A 6= X y B 6= X.
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Como X es irreducible entre a y b, {a, b} ∩ C = ∅. Si {a, b} ∩ C 6= ∅,
entonces alguno, A o B, es un subcontinuo propio de X que contiene a a y

a b, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, {a, b} ∩ C = ∅. Supongamos

que a ∈ U y b ∈ V .

Notamos que como A y B son subcontinuos propios de X, ni A ni B

pueden contener a {a, b}.
Como A es un subcontinuo propio deX y a ∈ A, afirmamos que V = X\A

es conexo. Para ver esto, supongamos que X \ A no es conexo. Entonces

existen dos subconjuntos abiertos ajenos y no vaćıos K y L de X tales que

X \A = K ∪L. Como b ∈ X \A, podemos suponer que b ∈ K. Entonces, por

el Lema 1.2.8, A∪K es un subcontinuo propio de X tal que {a, b} ⊆ A∪K, lo

cual es una contradicción. Por lo tanto, V = X \A es conexo. Análogamente,

U = X \B es conexo.

Un argumento similar muestra que si a ∈ C, entonces X\C es conexo.

Definición 1.6.4. Un continuoX es débilmente irreducible si el complemento

de cualquier unión finita de subcontinuos de X tiene un número finito de

componentes.

Como ejemplo de un continuo débilmente irreducible tenemos la curva

cerrada simple.

El Teorema 1.6.5 muestra que cualquier continuo irreducible es débilmente

irreducible. Una demostración de este teorema se encuentra en [29, Teorema

1.7.29].

Teorema 1.6.5. Si X es un continuo irreducible, entonces X es débilmente

irreducible.



Caṕıtulo 2

Funciones del conjunto potencia

Las funciones que principalmente estudiaremos a lo largo de este trabajo

son funciones definidas en el conjunto potencia de un continuo. Aqúı damos

la definición de una función cuyo dominio y contradominio es el conjunto

potencia de un espacio métrico compacto. Cuando hablamos de continuidad

de las funciones restringiremos el dominio de estas a 2X y se trabajará con

la topoloǵıa que induce la métrica de Hausdorff 2X .

2.1. Conjunto potencia

Definiremos funciones en el conjunto potencia de un continuo.

Notación 2.1.1. Dado un espacio métrico y compacto X, denotamos por

P(X) al conjunto potencia de X, esto es:

P(X) = {A | A ⊆ X}.

Definición 2.1.2. Dado un espacio métrico y compacto X. Una función del

conjunto potencia de X en śı mismo es una función

Θ: P(X)→ P(X).

23
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Definición 2.1.3. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B ∈ 2X .

Decimos que X es Θ-aditivo si

Θ(A ∪B) = Θ(A) ∪Θ(B).

Definición 2.1.4. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B ∈ 2X .

Decimos que X es Θ-simétrico si se cumple que:

Θ(A) ∩B 6= ∅ si y sólo si A ∩Θ(B) 6= ∅.

Definición 2.1.5. Sean X un espacio métrico y compacto y p y q ∈ X.

Decimos que X es puntualmente Θ-simétrico si se cumple que:

p ∈ Θ({q}) si y sólo si q ∈ Θ({p})

Definición 2.1.6. Sea X un espacio métrico y compacto. Se dice que Θ se

estaciona si existe N ∈ N tal que:

Θn+1(A) = Θn(A)

para cada n ≥ N y para cada A ∈ P(X), donde Θn = Θ ◦Θ ◦ · · · ◦Θ︸ ︷︷ ︸
n veces

Para el caso particular de n = 2 se dice que Θ es idempotente, esto es, si:

Θ2(A) = Θ(A)

para cada A ∈ P(X).

Como ejemplos de funciones definidas en el conjunto potencia de un es-

pacio métrico y compacto tenemos las funciones J y H. Estas funciones las

define Sandra Gorka, [18].

Definición 2.1.7. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la fun-

ción J : P(X)→ P(X) como sigue. Para cada A ∈ P(X):
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J (A) = X \ {x ∈ X | existen un conjunto cerrado U y un subcontinuo

W de X tales que x ∈ Int(U),W ⊆ Int(U), Int(W ) 6= ∅ y U ∩ A = ∅}

Ejemplo 2.1.8. Consideremos X como la curva sen( 1
x
). Entonces J (A) = A

para cada A ∈ 2X .

La función J está relacionada con el concepto de continuo casi conexo en

pequeño el cual definimos a continuación.

Definición 2.1.9. Sean X un continuo y p ∈ X. Decimos que X es casi

conexo en pequeño en p si para cada conjunto abierto U de X que contiene

a p, existe un subcontinuo W de X tal que Int(W ) 6= ∅ y W ⊆ U . Decimos

que X es casi conexo en pequeño si lo es en todos sus puntos.

Ejemplo 2.1.10. El abanico armónico (Ejemplo 1.5.11) es un continuo casi

conexo en pequeño en todos sus puntos.

Las demostraciones de los siguientes teoremas se pueden encontrar en

[18].

Teorema 2.1.11. Un continuo X es casi conexo en pequeño si y sólo si

J (A) = A para cada A ∈ 2X .

Teorema 2.1.12. Un continuo es X es indescomponible si y sólo si J (A) =

X para cada A ∈ 2X .

Teorema 2.1.13. Si X es un continuo, entonces para cada A ∈ 2X , J (A) =

A o J (A) = X. Por lo tanto J siempre es idempotente.

A continuación definimos la función H y presentamos algunos resultados

de ésta.

Definición 2.1.14. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la

función H : P(X)→ P(X) como sigue. Para cada A ∈ P(X):
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H(A) = X \ {p ∈ X | existe un conjunto cerrado C de X tal que

p ∈ Int(C), cada componente de C tiene interior vaćıo y C ∩ A = ∅}

Ejemplo 2.1.15. Consideremos X = [0, 1]. Entonces H(A) = X para cada

A ∈ P(X).

El Ejemplo 2.1.15 es un caso particular del siguiente teorema cuya de-

mostración se encuentra en [18, Teorema 44].

Teorema 2.1.16. Si X es un continuo localmente conexo, entonces H(A) =

X para cada A ∈ P(X).

El Teorema 2.1.16 se puede generalizar al Teorema 2.1.17. Una demos-

tración se encuentra en [18, Teorema 47].

Teorema 2.1.17. Si X es un continuo casi conexo en pequeño en todos sus

puntos, entonces H(∅) = X y, por lo tanto, H(A) = X para cada A ∈ P(X).

Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 62].

Teorema 2.1.18. Sean X un continuo y x ∈ X. Entonces X es localmente

conexo en x si y sólo si x ∈ H(∅).

Ejemplo 2.1.19. Sea X el cono sobre el conjunto de Cantor cuyo vértice es

v. Entonces, para cada x ∈ X, H({x}) = {v, x}.
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Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 50].

Teorema 2.1.20. Si X es un continuo indescomponible, entonces H({x}) =

{x} para cada x ∈ X.

El ćırculo de pseudoarcos (ver [8] y [12]) es un ejemplo que muestra que el

rećıproco del Teorema 2.1.20 no se tiene, esto es, para cada punto del ćırculo

de pseudoarcos, x, H({x}) = {x} y sin embargo el ćırculo de pseudoarcos es

un continuo descomponible.

Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 51].

Teorema 2.1.21. Si X es un continuo indescomponible, entonces H(A) = A

para cada A ∈ 2X .

El siguiente resultado afirma que cualquier continuo es H-aditivo. Una

demostración de este hecho se puede encontrar en [18, Teorema 54].

Teorema 2.1.22. Sean X un espacio métrico y compacto y A y B ∈ 2X .

Entonces H(A ∪B) = H(A) ∪H(B).

Notación 2.1.23. Denotamos HX a la función H definida en el espacio X

y HY a la función H definida en el espacio Y .

Definición 2.1.24. Sean X y Y espacios de Hausdorff y f : X → Y . Se dice

que f es monótona si f−1(y) es conexa para cada y ∈ Y .

En [18], Tabla C.1, pág. 117, Sandra Gorka pregunta que si dada una

función monótona f : X → Y , donde X y Y son espacios compactos de Haus-

dorff, se tiene alguna relación de contenciones entre HXf
−1(A) y f−1HY (A).

A continuación presentamos un ejemplo en el cual la inclusiónHXf
−1(A) ⊆

f−1HY (A) no se cumple:
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Ejemplo 2.1.25. Sean X el continuo que es un peine de Cantor con un 2-

celda pegada del lado derecho (como se ve en la figura de la página siguiente)

y Y un peine de Cantor. Definimos f : X → Y como la proyección de la 2-

celda sobre el segmento del extremo derecho del peine de Cantor. La función

f , aśı definida, es monótona. Consideremos un intervalo A en el segmento del

extremo derecho de Y . Podemos ver que HXf
−1(A) es la 2-celda a la derecha

de X (Teorema 2.1.18 y Definición 2.1.14), es decir, p ∈ HXf
−1(A) mientras

que f−1HY (A) es sólo la parte de la 2-celda que, en la figura, tiene las ĺıneas

diagonales. Por lo tanto, p /∈ f−1HY (A). Entonces, en general, no se da la

contención HXf
−1(A) ⊆ f−1HY (A).

X

������

rp
→
f

Y

rr}A

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la inclusión inversa tampoco

se tiene.

Ejemplo 2.1.26. Sean X un peine de Cantor y Y el intervalo [0, 1]. Defi-

nimos f : X → Y como la función proyección sobre el intervalo [0, 1]. Esta

función, aśı definida, es monótona y podemos ver que, si A es el interva-

lo [0, 1
2
], entonces p ∈ f−1HY (A), ya que, como [0, 1] es localmente conexo,

HY (A) = [0, 1] (Ejemplo 2.1.15). Sin embargo, p /∈ HXf
−1(A). Por lo que,

en general, no se da la contención f−1HY (A) ⊆ HXf
−1(A).
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X

rp
→
f Y

r rA︷ ︸︸ ︷
Los Ejemplos 2.1.25 y 2.1.26 muestran que, en general, no se tiene ninguna

de las contenciones a la pregunta en [18].

Con respecto a la continuidad de funciones, ésta la estudiaremos única-

mente en continuos. Para esto necesitamos las definiciones de cuándo una

función es semicontinua superiormente, inferiormente y continua.

Definición 2.1.27. Sean X un continuo, Θ: 2X → 2X una función y U un

conjunto abierto de X. Si el conjunto {A ∈ 2X | Θ(A) ⊆ U} es abierto en

2X , entonces decimos que Θ es semicontinua superiormente. Si el conjunto

{A ∈ 2X | Θ(A) ∩ U 6= ∅} es abierto en 2X , entonces decimos que Θ es

semicontinua inferiormente. Finalmente, decimos que Θ es continua si Θ es

semicontinua superiormente y semicontinua inferiormente.

2.2. La función T , ejemplos y propiedades

F.B. Jones definió la función T en [22] para estudiar continuos aposindéti-

cos. Posteriormente se ha investigado mucho. Por ejemplo, se ha utilizado

para estudiar la contractibilidad de continuos [3]. Saber cuándo existe una

función continua y suprayectiva de un continuo en su cono [4]. Para estudiar

los productos simétricos de continuos [28]. Se han dado familias de conti-

nuos para los cuales T es continua [30] y [34]. Se ha caracterizado la clase

de continuos homogéneos para los cuales T es continua [31]. Se ha utilizado

para dar una caracterización de una curva cerrada simple como un continuo
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homogéneo y hereditariamente descomponible [36]. Recientemente se ha es-

tudiado la idempotencia de T en productos de continuos [35].

Comenzamos con la definición de la función T .

Definición 2.2.1. Sea X un espacio métrico y compacto. Definimos la fun-

ción T : P(X)→ P(X) como sigue: para cada A ∈ P(X), T (A) = X \ {x ∈
X | existe W ∈ C(X) tal que x ∈ Int(W ) y W ∩ A = ∅}.

Se siguen de la definición de la función T los siguientes resultados. Las

demostraciones se pueden encontrar en [29].

Observación 2.2.2. Sea X un espacio métrico y compacto. Si A ∈ P(X),

entonces A ⊆ T (A) y T (A) es cerrado en X.

Proposición 2.2.3. SeanX un espacio métrico y compacto yA yB ∈ P(X).

Si A ⊆ B, entonces T (A) ⊆ T (B).

Ejemplo 2.2.4. Sea X = {0}
⋃
{ 1
n
}∞n=1. Entonces T (∅) = {0}. Esto se sigue

del hecho de que el único subcontinuo de X con interior vaćıo es {0}.

El siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones la imagen del con-

junto vaćıo es el conjunto vaćıo.

Teorema 2.2.5. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces T (∅) = ∅
si y sólo si X tiene una cantidad finita de componentes.

Demostración. Primero supongamos que X tiene una cantidad finita de com-

ponentes. Sean x ∈ X y C la componente de X que contiene a x. Notamos

que C es cerrada, por lo que C es un subcontinuo de X. Ahora, X \ C es

una unión finita de cerrados, por lo tanto cerrado y, aśı, C es un abierto de

X. Entonces x ∈ Int(C) ⊆ C ⊆ X \ ∅ = X. Por lo tanto, T (∅) = ∅.
Ahora supongamos que T (∅) = ∅. Entonces para cada x ∈ X, existe un

subcontinuo Wx de X tal que x ∈ Int(Wx) ⊆ Wx ⊆ X \ ∅ = X. Notamos
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que la familia {Int(Wx) | x ∈ X} es una cubierta abierta de X. Como

X es compacto, existen x1, x2, ..., xn ∈ X tales que X =
⋃n
i=1 Int(Wxi

) ⊆⋃n
i=1 Wxi

⊆ X. Aśı, X es la unión de una cantidad finita de continuos. Por

lo tanto, X tiene una cantidad finita de componentes.

Corolario 2.2.6. Si X es un continuo, entonces T (∅) = ∅

El siguiente teorema nos dice que en un continuo, la imagen, bajo la

función T , de subcontinuos son subcontinuos. Una demostración se puede

encontrar en [29, Teorema 3.1.21].

Teorema 2.2.7. Sea X un continuo. Si W es un subcontinuo de X, entonces

T (W ) es nuevamente un subcontinuo de X.

El siguiente resultado nos dice la relación que hay entre el concepto de

aposindesis (Definición 1.2.16) y la función T . Una demostración de este

teorema se encuentra en [29, Teorema 3.1.28].

Teorema 2.2.8. Un continuo X es aposindético si y sólo si T ({x}) = {x}
para cada x ∈ X.

2.3. Continuos estrictamente puntualmente T -

asimétricos

Algunos resultados de la función T se enuncian a continuación. Comenza-

remos con la definición de continuo estrictamente puntualmente T -asimétri-

co.

Definición 2.3.1. Se dice que un continuo X es estrictamente puntualmente

T -asimétrico si para cualesquiera dos puntos distintos p y q de X tales que

p ∈ T ({q}), se tiene que q /∈ T ({p}).
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Todos los continuos localmente conexos son estrictamente puntualmente

T -asimétricos. Un ejemplo de un continuo estrictamente puntualmente T -

asimétrico que no es loclamente conexo en todos sus puntos es el abanico

armónico.

Ejemplo 2.3.2. Sean X el abanico armónico y p y q dos puntos distintos

de X. Si X es localmente conexo en p o en q, entonces T ({p}) = {p} o

T ({q}) = {q}, por lo que, en caso de que X sea localmente conexo en alguno

de los puntos p o q se cumple la Definición 2.3.1. Si X no es localmente conexo

ni en p ni en q, entonces p y q están en la barra ĺımite de X (véase la siguiente

figura). Entonces es fácil verificar que T ({q}) = qb y T ({p}) = pb. Aśı,

p ∈ T ({q}) pero q /∈ T ({p}). Por lo tanto, X es estrictamente puntualmente

T -asimétrico.
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El siguiente resultado nos muestra que los continuos suaves por arcos son

estrictamente puntualmente T -asimétricos.

Teorema 2.3.3. Sea X un continuo suave por arcos. Entonces X es estricta-

mente puntualmente T -asimétrico.

Demostración. Sean X un continuo suave por arcos y v un punto en el cual

X es suave por arcos. Sean p y q puntos distintos de X tales que p ∈ T ({q}).
Entonces q ∈ W para cada subcontinuo W de X tal que p ∈ Int(W ). Afir-

mamos que q ∈ vp.
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Primero veamos que vp ⊆ vq o vq ⊆ vp. Supongamos que existe un punto

z ∈ vp∩vq\{p, q} tal que vz = vp∩vq. Sea r > 0 tal que Cl(Vr(p))∩{z, q} = ∅
y Cl(Vr(q)) ∩ {z, p} = ∅. Por el Lema 1.4.8, W =

⋃
x∈Cl(Vr(p)) vx es un

subcontinuo de X que contiene a p en su interior. Como p ∈ T ({q}), tenemos

que q ∈ W . Sea N ∈ N tal que 1
n
< r para cada n > N . Entonces, para cada

n > N , existe xn ∈ V 1
n
(p) tal que existe yn ∈ V 1

n
(q) tal que v ≤v yn ≤v xn ya

que si para cada x ∈ V 1
n
(p) no existiera tal y ∈ V 1

n
(q), entonces, por el Lema

1.4.8, M =
⋃
x∈Cl(V 1

n
(p)) vx seŕıa un subcontinuo de X tal que p ∈ Int(M) y

M∩V 1
n
(q) = ∅, lo cual contradice el hecho de que p ∈ T ({q}). Entonces existe

una sucesión {xn}∞n=1 que converge a p y existe una sucesión {yn}∞n=1 que

converge a q tal que v ≤v yn ≤v xn. Como q ∈ ĺım vxn, entonces ĺım vxn 6= vp,

lo cual es una contradicción ya que X es suave por arcos en v. Entonces,

vp ⊆ vq o vq ⊆ vp.

Ahora supongamos que p ∈ vq. Sea r > 0 tal que q /∈ Vr(p). Por el Lema

1.4.8, W =
⋃
x∈Cl(Vr(p)) vx es un subcontinuo de X tal que p ∈ Int(W ). Un

argumento similar al que dimos en el párrafo anterior muestra que existe una

sucesión {xn}∞n=1 que converge a p y existe una sucesión {yn}∞n=1 que converge

a q tales que v ≤v yn ≤v xn. Como q ∈ ĺım vxn, entonces ĺım vxn 6= vp lo que

contradice el hecho de que X es suave por arcos en v. Por lo tanto, q ∈ vp.
Finalmente, sea r > 0 tal que Cl(Vr(p)) ∩ Cl(Vr(q)) = ∅. Como q ∈ vp,

utilizando nuevamente el Lema 1.4.8, W =
⋃
x∈Cl(Vr(q)) vx es un subcontinuo

de X que contiene a q en su interior y p /∈ W . Aśı, q /∈ T ({p}). Por lo tanto,

X es estrictamente puntualmente T -asimétrico.

Como cada dendroide suave es un continuo suave por arcos [16, Teorema

II-4-B], tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea X un dendroide suave. Entonces X es estrictamente

puntualmente T -asimétrico.

El rećıproco del Teorema 2.3.3 en general no es cierto como lo muestra el
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Ejemplo 2.3.7, pero el rećıproco es cierto cuando el continuo es un abanico.

Para esto necesitamos probar el siguiente lema.

Lema 2.3.5. Sean F un abanico con vértice v y p un punto en F \ {v}. Si

{pn}∞n=1 es una sucesión de puntos en F que converge a p, entonces el arco

vp está contenido en ĺım inf vpn.

Demostración. Supongamos que existe un punto l ∈ vp tal que l /∈ ĺım inf

vpn. Entonces existen un conjunto abierto U de F y una sucesión {nk}∞k=1 ⊆ N
tal que vpnk

∩ U = ∅ para cada k ∈ N. Como ĺım sup vpnk
es un subcontinuo

de F [29, Teorema 1.2.29], v ∈ vpnk
para cada nk y ĺım pnk

= p. Entonces

vp ⊆ ĺım sup vpnk
. Esto implica que l ∈ ĺım sup vpnk

. Entonces existe una

subsucesión {nkr}∞r=1 de {nk}∞k=1 tal que existe lnkr
∈ vpnkr

tal que ĺım lnkr
=

l. Aśı, existe R ∈ N tal que vpnkr
∩ U 6= ∅ para cada r ≥ R, lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, vp ⊆ ĺım inf vpn.

Teorema 2.3.6. Sea F un abanico. Entonces F es estrictamente puntual-

mente T -asimétrico si y sólo si F es suave.

Demostración. Sea F un abanico con vértice v y supongamos que F no

es suave. Entonces existen un punto p en F y una sucesión {pn}∞n=1 tales

que {pn}∞n=1 converge a p pero ĺım sup vpn 6= ĺım inf vpn. Por el Lema 2.3.5,

vp ⊆ ĺım inf vpn, entonces ĺım sup vpn 6= vp. Notamos que vp ⊆ ĺım sup vpn.

Sean q ∈ ĺım sup vpn \ vp y ep el punto final de la pata de F que contiene

a p. Entonces existe una subsucesión {pni
}∞i=1 de {pn}∞n=1 tal que para cada

i ∈ N existe un punto qni
∈ vpni

tal que {qni
}∞i=1 converge a q y pni

/∈ vep.
Consideramos dos casos:

Caso (i). p ∈ vq.
Sea W un subcontinuo de F que contiene a p en su interior. Entonces

existe un número N ∈ N tal que pni
∈ W para cada ni ≥ N . Como W
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es arcoconexo [43, Ejercicio 10.58] y qni
∈ vpni

para cada ni ∈ N, entonces

qni
∈ W para cada ni ≥ N . Aśı, q ∈ W . Esto implica que p ∈ T ({q}).

Ahora, si M es un subcontinuo de F que contiene a q en su interior, enton-

ces existe N ∈ N tal que qni
∈ M para cada ni ≥ N . Como qni

∈ vpni
y

M es únicamente arcoconexo (Teorema 1.5.6), entonces los arcos vqni
y vq

están contenidos en M para ni ≥ N . Como p ∈ vq, entonces p ∈ M . Esto

implica que q ∈ T ({p}). Por lo tanto, F no es estrictamente puntualmente

T -asimétrico.

Caso(ii). p /∈ vq.
Sea r ∈ vq \ {v, q}. Como ĺım sup qni

pni
es un subcontinuo de F [29, Teo-

rema 1.2.29] que contiene a q y a p, ĺım sup qni
pni

contiene el arco qp [43,

Ejercicio 10.58]. Entonces hay una sucesión {rni
}∞ni=1 que converge a r tal

que, para cada ni ∈ N, rni
∈ qni

pni
. Aśı, r está en la misma situación que p

en el Caso (i); i.e, qni
∈ vrni

, y las sucesiones {qni
}∞i=1 y {rni

}∞i=1 convergen a

q y a r, respectivamente. Entonces, q ∈ T ({r}) y r ∈ T ({q}). Por lo tanto,

F no es estrictamente puntualmente T -asimétrico.

Ahora, si F es un abanico suave por arcos, por el Corolario 2.3.4, tenemos

que F es estrictamente puntualmente T -asimétrico.

El siguiente ejemplo contesta de manera negativa a una pregunta de David

P. Bellamy [29, Pregunta 7.2.10] mostrando un dendroide que es estrictamen-

te puntualmente T -asimétrico pero no es suave. Dados a, b ∈ R2, ab denota

el arco convexo que une a y b.

Ejemplo 2.3.7. Sea X el siguiente continuo en R2:

X =
( ∞⋃
n=1

(−1, 0)(0,
1

n
)
)
∪
(

(−1, 0)(1, 0)
)
∪
( ∞⋃
n=1

(1, 0)(0,− 1

n
)
)
.
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No es dif́ıcil ver que este dendroide es estrictamente puntualmente T -asimétri-

co pero no es suave.
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Notación 2.3.8. Dados un dendroide X y un punto p ∈ X, denotamos por

D(X, p) al conjunto de todos los arcos en X de la forma [p, x] (Definición

1.5.14). Consideramos a D(X, p) como un subespacio de 2X .

Definición 2.3.9. Sea X un dendroide. Decimos que X es débilmente suave

si D(X, p) es un subconjunto compacto de 2X para algún p ∈ X.

Como cada dendroide débilmente suave es un continuo débilmente suave

por arcos [23], el siguiente ejemplo muestra que el Teorema 2.3.3 no se puede

generalizar a un continuo débilmente suave por arcos. Para más información

sobre continuos débilmente suaves por arcos ver [23] y [27].

Ejemplo 2.3.10. Sea X el siguiente continuo en R2:

X =
( ∞⋃
n=1

(0, 0)(1,
1

n
)
)
∪
(

(0, 0)(1, 0)
)
∪
( ∞⋃
n=1

(1, 0)(0,− 1

n
)
)
.

Sea p el punto (1, 1) ∈ R2. Vemos que p es un punto de X. No es dif́ıcil ver

que este dendroide es débilmente suave en el punto p pero no es estrictamente

puntualmente T -asimétrico.
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2.4. La función K, ejemplos y propiedades

F. B. Jones también define la función K en [22]. Aunque no ha sido tan

investigada como la función T , śı ha sido bastante estudiada. Por ejemplo,

se ha usado la función K para estudiar a los continuos planos [19], [20] y

[21]. También se ha utilizado para estudiar descomposiciones monótonas de

continuos [46] y para investigar continuos para los cuales existe un continuo

irreducible y hereditariamente descomponible entre cualesquiera dos de sus

puntos [47]. Recientemente se demostró que, bajo ciertas condiciones, la con-

tinuidad de T implica la continuidad de K y que la implicación inversa, en

general, no es cierta [33].

Comenzamos con la definición de la función K.

Definición 2.4.1. Sea X un un espacio métrico y compacto. Definimos la

función K : P(X)→ P(X) como sigue: para cada A ∈ P(X),

K(A) =
⋂
{W | W ∈ C(X) y A ⊆ Int(W )}.

Se sigue, de la definición de la función K, los siguientes resultados ya

conocidos.
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Observación 2.4.2. Sea X un continuo. Si A ∈ P(X), entonces A ⊆ K(A)

y K(A) es cerrado en X.

La siguiente proposición nos dice que la función K preserva contenciones.

Proposición 2.4.3. SeanX un espacio métrico y compacto yA yB ∈ P(X).

Si A ⊆ B, entonces K(A) ⊆ K(B).

El siguiente ejemplo nos muestra que en un continuo, la imagen bajo la

función K de un subcontinuo no necesariamente es un subcontinuo.

Ejemplo 2.4.4. Sean Y la suspensión sobre el conjunto de Cantor con vérti-

ces v1 y v2 y X el espacio que se obtiene al identificar v1 con v2. Sea v el

punto en que se identificaron los vértices v1 y v2. Si p es cualquier punto de

X \ {v}, entonces K({p}) = {v, p}, que no es conexo.
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Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [18, Teorema 36].

Teorema 2.4.5. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo, entonces la

función K es continua para X.

Un resultado de la función K es el siguiente.

Teorema 2.4.6. Si X es un continuo, entonces K(A) =
⋃
{K({a}) | a ∈ A}

para cada A ∈ C(X).
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Demostración. Como
⋃
{K({a}) | a ∈ A} ⊆ K(A), solamente necesitamos

probar que K(A) ⊆
⋃
{K({a}) | a ∈ A}.

Sea z ∈ X \
⋃
{K({a}) | a ∈ A}. Entonces z ∈

⋂
{X \ K({a}) | a ∈ A}.

Aśı, para cada a ∈ A, existe un subcontinuo Ma de X tal que a ∈ Int(Ma)

y z /∈Ma. Entonces {Int(Ma)}a∈A es una cubierta abierta de A. Como A es

compacto, existen a1, a2, ..., an ∈ A tales que A ⊆
⋃n
i=1 Int(Mai

). Sea M =⋃n
i=1 Mai

. Entonces M es un subcontinuo de X tal que A ⊆ Int(M) y z /∈M .

Entonces, z ∈ X \ K(A). Por lo tanto, K(A) =
⋃
{K({a}) | a ∈ A}.

El Teorema 2.4.6 nos dice que en cualquier continuo X hay un cierto tipo

de K-aditividad cuando esta función se evalúa en los subcontinuos de X.

Observación 2.4.7. Notamos que el resultado correspondiente al Teorema

2.4.6 para la función T no es cierto. Sea X la suspensión sobre el conjunto

de Cantor (Ejemplo 1.2.18) con vértices v1 y v2. Si A es un arco en X que

contiene a v1 y v2 como puntos extremos, entonces T (A) = X mientras que⋃
{T ({a}) | a ∈ A} = A.

2.5. Algunas relaciones entre T y K

La Observación 2.4.7 es la primera relación entre las funciones T y K
que mostramos. En esta sección presentamos más relaciones entre estas dos

funciones.

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [18, Teorema 160].

Teorema 2.5.1. Si X es un continuo puntualmente T -simétrico o puntual-

mente K-simétrico, entonces T ({x}) = K({x}) para todo x ∈ X.

Como consecuencia de los Teoremas 2.4.6 y 2.5.1 tenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 2.5.2. Si X es un continuo puntualmente T -simétrico, entonces

para cada A ∈ C(X) tenemos que K(A) =
⋃
{T ({a}) | a ∈ A}.

Como consecuencia de los Teoremas 2.2.8 y 2.5.2 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 2.5.3. Si X es un continuo aposindético y puntualmente T -

simétrico, entonces K(A) = A para todo A ∈ C(X).

El siguiente lema es fácil de verificar y será utilizado en las pruebas de

los Teoremas 2.5.10 y 2.6.8.

Lema 2.5.4. Si X es un continuo indescomponible, entonces K(A) = X para

cada A ∈ 2X .

Teorema 2.5.5. Si X es un continuo débilmente irreducible, entonces para

cada A ∈ 2X , T (A) ⊆ K(A).

Demostración. Sean X un continuo débilmente irreducible y A ∈ 2X . Sea x ∈
X \K(A). Entonces existe un subcontinuo M de X tal que A ⊆ Int(M) ⊆M

y x /∈ M . Como X es débilmente irreducible, X \M tiene un número finito

de componentes. Sea C la componente de X \M que contiene a x. Entonces

Cl(C) es un subcontinuo de X que contiene a x en el interior [29, Lema 1.6.2]

y Cl(C) ∩ A = ∅. Por lo tanto, x ∈ X \ T (A).

Por el Teorema 1.6.5, cada continuo irreducible es débilmente irreducible.

Entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.6. Sea X un continuo irreducible. Entonces para cada A ∈
2X , T (A) ⊆ K(A).

El siguiente teorema muestra que la inclusión opuesta a la que nos da el

Teorema 2.5.5 es cierta para subcontinuos.
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Teorema 2.5.7. SiX es un continuo débilmente irreducible, entonces T (A) =

K(A) para cada A ∈ C(X).

Demostración. Sean X un continuo débilmente irreducible y A ∈ C(X). Sea

x ∈ X\T (A). Entonces existe un subcontinuo W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆
W ⊆ X \ A. Como X es débilmente irreducible y W es un subcontinuo de

X, entonces X \ W tiene una cantidad finita de componentes. Sea M la

componente de X \W que contiene a A. Como M es conexa y abierta en X,

Cl(M) es un subcontinuo de X tal que A ⊆M ⊆ Cl(M) y x /∈ Cl(M). Aśı,

x ∈ X \K(A). Esto implica que K(A) ⊆ T (A). La otra inclusión se sigue del

Teorema 2.5.5.

Corolario 2.5.8. Si X es un continuo irreducible, entonces T (A) = K(A)

para cada A ∈ C(X).

Observación 2.5.9. Observemos que el Corolario 2.5.8 es una extensión de

[33, Teorema 3.8] para la clase de continuos irreducibles, ya que no se requiere

de la continuidad de T . También notemos que cada continuo irreducible es

puntualmente T -simétrico [29, Corolario 3.1.37].

Ahora probaremos que la imagen bajoK de cualquier subconjunto cerrado

de un continuo irreducible X es conexa.

Teorema 2.5.10. Si X es un continuo irreducible, entonces K(A) es conexo

para cada A ∈ 2X .

Demostración. Sean X un continuo que es irreducible entre los puntos p y q y

A ∈ 2X . SiK(A) = X, entoncesK(A) es conexo. Supongamos queK(A) 6= X.

Aśı, por el Lema 2.5.4, X es descomponible. Sean P ∗ = {x ∈ X | X es

irreducible entre x y q} y Q∗ = {x ∈ X | X es irreducible entre p y x}.
Notemos que p ∈ P ∗ y q ∈ Q∗. Consideramos dos casos:

Caso (i). Supongamos que A ∩ Cl(P ∗) 6= ∅.
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Observamos que A ∩ Cl(Q∗) = ∅. Si A ∩ Cl(Q∗) 6= ∅, entonces para

cualquier subcontinuo M de X tal que A ⊆ Int(M), existen un punto p′ ∈
M ∩ P ∗ y un punto q′ ∈ M ∩ Q∗. Entonces, por el Lema 1.6.2, M = X;

y aśı, K(A) = X, pero estamos suponiendo que K(A) 6= X. Entonces A ∩
Cl(Q∗) = ∅. Como A es compacto, existe un número positivo r tal que

Vr(A)∩Cl(Q∗) = ∅. Sea N ∈ N tal que 1
n
< r para cada n > N . Dado n > N ,

sea Qn la componente de X \ V 1
n
(A) que contiene a q. Por [25, Teorema 3,

p. 193], Cl(X \Qn) es un subcontinuo de X para cada n > N . Notemos que

A ⊆ Int(Cl(X \Qn)) ⊆ Cl(X \Qn). Sea H =
⋂
n>N Cl(X \Qn). Vemos que

H es un subcontinuo de X [29, Teorema 1.7.2]. Afirmamos que H = K(A).

Por definición, K(A) ⊆ H. Supongamos que existe un punto z ∈ H \ K(A).

Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A ⊆ Int(W ) y z /∈ W .

Como A ⊆ Int(W ), existe un número N0 ∈ N tal que V 1
n
(A) ⊆ W ; y aśı,

por [43, Teorema 5.6], Qn ∩W 6= ∅ para cada n > N0. Como A ⊆ Int(W ) y

A ∩ Cl(P ∗) 6= ∅, existe un punto p′ ∈ P ∗ tal que p′ ∈ W . También, z ∈ Qn

para cada n > N0. Si z /∈ Qm, para alguna m > N0, entonces W ∪Qm es un

subcontinuo de X tal que p′, q ∈ W ∪Qm pero z /∈ W ∪Qm , lo cual, por el

Lema 1.6.2, contradice el hecho de que X es irreducible entre p′ y q.

Aśı, z ∈ Qn para cada n > N0. Sea l > N0. Entonces z ∈ Ql, p
′ ∈ W ,

q ∈ Ql y W ∩Ql 6= ∅. Entonces X = W ∪Ql. Esto implica que X \Ql ⊆ W .

Como W es cerrado, Cl(X \Ql) ⊆ W . Pero z ∈ Cl(X \Ql). Aśı, z ∈ W , lo

cual es una contradicción. Entonces H ⊆ K(A). Por lo tanto, H = K(A).

Caso (ii). Supongamos que A ∩ Cl(P ∗) = ∅ y que A ∩ Cl(Q∗) = ∅.
ComoA es compacto, existe un número positivo r tal que Vr(A)∩Cl(P ∗) =

∅ y Vr(A) ∩ Cl(Q∗) = ∅. Sea N ∈ N tal que 1
n
< r para cada n > N . Dado

n > N , sean Pn la componente de X \V 1
n
(A) que contiene a p y Qn la compo-

nente de X \ V 1
n
(A) que contiene a q. Por [25, Teorema 3, p. 193], para cada

n > N , Cl(X \ Pn) y Cl(X \Qn) son subcontinuos de X. También, por [25,

Teorema 4, p. 193], X \ (Pn ∪Qn) = (X \Pn)∩ (X \Qn) es conexo. Observe-
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mos que A ⊆ (X \ Pn) ∩ (X \Qn). Sea H =
⋂
n>N Cl((X \ Pn) ∩ (X \Qn)).

Notemos que, igual que en el caso (i), H es un subcontinuo de X. Afirmamos

que H = K(A). Por definición, K(A) ⊆ H. Supongamos que existe un punto

z ∈ H \K(A). Entonces existe un subcontinuo W de X tal que A ⊆ Int(W )

y z /∈ W . Notemos que z ∈ Cl((X \ Pn) ∩ (X \ Qn)) para cada n > N .

Como A ⊆ Int(W ), existe N0 ∈ N tal que N0 > N y V 1
n
(A) ⊆ W para cada

n > N0. Aśı, por [43, Teorema 5.6], Pn ∩W 6= ∅ y Qn ∩W 6= ∅ para cada

n > N0. Ahora, z ∈ Pn ∪Qn para cada n > N0. Si z /∈ Pm ∪Qm, para alguna

m > N0, entonces Pm ∪W ∪Qm es un subcontinuo de X que contiene a p y

a q y z /∈ Pm ∪W ∪Qm, lo cual contradice el hecho de que X es irreducible

entre p y q. Entonces z ∈ Pn∪Qn para cada n > N0. Como X es irreducible,

Pn ∪ Qn no es conexo y podemos suponer que z ∈ Qn para cada n > N0.

Sea l > N0. Entonces z ∈ Ql \ Pl. Como p ∈ Pl ∪ W y q ∈ Ql, entonces

Pl ∪W ∪ Ql = X. Entonces X \ Ql ⊆ Pl ∪W ; aśı, Cl(X \ Ql) ⊆ Pl ∪W .

Esto implica que Cl(X \ Pl) ∩ Cl(X \ Ql) ⊆ Cl(X \ Ql) ⊆ Pl ∪ W . Co-

mo z ∈ Cl(X \ Pl) ∩ Cl(X \ Ql), tenemos que z ∈ Pl ∪W , lo cual es una

contradicción. Aśı, H ⊆ K(A). Por lo tanto, H = K(A).

Observación 2.5.11. Notemos que el Teorema 2.5.10 no es cierto para conti-

nuos débilmente irreducibles. Para ver esto, sea S1 la circunferencia unitaria.

Entonces S1 es débilmente irreducible y K es la identidad en 2S
1

[18, Teorema

26].

En el Teorema 2.5.15 probamos que las funciones T y K conmutan al

restringirlas a subconjuntos cerrados y no vaćıos de un continuo irreducible

X. Para la demostración de este resultado necesitamos un par de lemas y la

siguiente definición.

Definición 2.5.12. Sean X un continuo y A ⊆ X. Decimos que un punto

z ∈ X es un punto de corte débil de X que separa a A si z ∈M para cualquier

subcontinuo M de X tal que A ⊆M .
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Lema 2.5.13. Sean X un continuo y A ∈ 2X . Si WC(A) es el conjunto de

todos los puntos de corte débil de X que separan a A, entonces WC(A) ⊆
K(A).

Demostración. La prueba del lema se sigue de la definición de punto de corte

débil que separa a un conjunto y de la definición de la función K.

Lema 2.5.14. Sean X un continuo irreducible y A ∈ 2X . Si W es un sub-

continuo de X tal que T (A) ⊆ Int(W ), entonces K(A) ⊆ Int(W ).

Demostración. Sea X un continuo irreducible entre p y q. Sean A ∈ 2X y

W un subcontinuo de X tal que T (A) ⊆ Int(W ). Supongamos que K(A) *
Int(W ). Sea y ∈ K(A)\Int(W ). Como T (A) ⊆ Int(W ), y /∈ T (A). Entonces

existe un subcontinuo M de X tal que y ∈ Int(M) ⊆M ⊆ X \ A. Como X

es irreducible, X \M tiene a lo más dos componentes. Si A está contenido

en una de esas componentes, digamos C1, entonces Cl(C1) es un subcontinuo

de X tal que A ⊆ Int(Cl(C1)) ⊆ Cl(C1) ⊆ X \ {y}, pero esto contradice

el hecho de que y ∈ K(A). Entonces, X \M = C1 ∪ C2 donde A ∩ Ci 6= ∅
para i ∈ {1, 2}. Podemos suponer que p ∈ C1 y q ∈ C2. Entonces, cualquier

punto de Int(M) es un punto de corte débil de X que separa a A. Si hay

un punto z ∈ Int(M) que no fuera un punto de corte débil de X que separa

a A, entonces existiŕıa un subcontinuo R de X tal que A ⊆ R y z /∈ R.

Pero esto implicaŕıa que Cl(C1) ∪ R ∪ Cl(C2) seŕıa un subcontinuo propio

de X que contendŕıa a p y a q, lo cual es una contradicción. Entonces, por

el Lema 2.5.13, Int(M) ⊆ W . Aśı, y ∈ Int(W ) lo cual contradice nuestra

suposición. Por lo tanto, K(A) ⊂ Int(W ).

Teorema 2.5.15. Si X es un continuo irreducible, entonces T (K(A)) =

K(T (A)) para cada A ∈ 2X .

Demostración. Sea A ∈ 2X . Primero veamos que K(T (A)) ⊆ T (K(A)). Por

el Corolario 2.5.6 tenemos que T (A) ⊆ K(A). EntoncesK(T (A)) ⊆ K(K(A)).
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Por el Teorema 2.5.10, K(A) es conexo y, por el Teorema 2.5.7, K(K(A)) =

T (K(A)). Por lo tanto, K(T (A)) ⊆ T (K(A)).

Para la otra contención, sea x ∈ X \ K(T (A)). Entonces existe un sub-

continuo W de X tal que T (A) ⊆ Int(W ) y x /∈ W . Por el Lema 2.5.14,

K(A) ⊆ Int(W ). Como X es irreducible, X \W tiene a lo más dos compo-

nentes. Sea C la componente de X \W que contiene a x. Entonces Cl(C)

es un subcontinuo de X tal que x ∈ Int(Cl(C)) ⊆ Cl(C) ⊆ X \ K(A). Aśı,

x ∈ X \ T (K(A)). Entonces, T (K(A)) ⊂ K(T (A)). Por lo tanto, K(T (A)) =

T (K(A)).

El siguiente ejemplo muestra que las funciones T y K en general no con-

mutan.

Ejemplo 2.5.16. Sea X el siguiente continuo en R2:
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Sean t, v y w los vértices de los abanicos armónicos de la figura. Notemos

que u, v y z son los puntos ĺımite de los extremos de las patas de los abanicos.

Si p está entre u y v se tiene que K(T ({p})) = K(uv) = tw, mientras que

T (K({p})) = T (tw) = tz.
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2.6. Continuos irreducibles y K-simétricos

En esta parte daremos una carecterización de los continuos irreducibles

K-simétricos (Teorema 2.6.8).

Teorema 2.6.1. Sea X un continuo K-simétrico. Si para cada punto x ∈ X
K({x}) 6= X, entonces X no es irreducible.

Demostración. Supongamos que X es irreducible entre p y q. Sean P ∗ =

{x ∈ X | X es irreducible entre x y q} y Q∗ = {x ∈ X | X es irreducible

entre p y x}. Por el Lema 1.6.2, X es irreducible entre p′ y q′, para cada

p′ ∈ P ∗ y cada q′ ∈ Q∗.
ComoK({x}) 6= X para cada x ∈ X, obtenemos que Cl(P ∗)∩Cl(Q∗) = ∅;

de otra forma, si z ∈ Cl(P ∗)∩Cl(Q∗), entonces cualquier subcontinuo W tal

que z ∈ Int(W ) debe contener algún p′ ∈ P ∗ y algún q′ ∈ Q∗. Aśı, W = X

y K({z}) = X lo cual es una contradicción. Sea y ∈ X \ (Cl(P ∗) ∪ Cl(Q∗)).
Sea U un conjunto abierto tal que y ∈ U ⊆ Cl(U) ⊆ X \ (Cl(P ∗)∪Cl(Q∗)).
Como X es irreducible, entonces X \U no es conexo. Sean P la componente

de X \ U que contiene a p y Q la componente de X \ U que contiene a q.

Por [25, Teorema 3, pág. 210], P ∗ ⊆ P y Q∗ ⊆ Q. Por [25, Teorema 4, pág.

193], X \ (P ∪Q) es conexo y U ⊆ X \ (P ∪Q). Entonces, Cl(X \ (P ∪Q))

es un subcontinuo de X que contiene a y en su interior. Esto implica que

K({y}) ∩ (P ∗ ∪ Q∗) = ∅. Sin embargo, K({p, q}) = X; i.e., y ∈ K({p, q})
lo que contradice el hecho de que X es K-smétrico. Por lo tanto, X no es

irreducible.

Notemos que los continuos irreducibles son T -simétricos [29, Corolario

3.1.37]. Reescribiendo el enunciado del Teorema 2.6.1, vemos que la mayoŕıa

de los continuos irreducibles no son K-simétricos.

Corolario 2.6.2. Si X es un continuo K-simétrico irreducible, entonces exis-

te un punto x ∈ X tal que K({x}) = X.
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Ahora necesitamos la definición de continuos n-indescomponibles.

Definición 2.6.3. Un continuo X es n-indescomponible si (1) X es la unión

de n continuos tales que ninguno de ellos está contenido en la unión de los

otros y (2) X no es la unión de n+ 1 de tales continuos.

Notemos que [10, Teorema 7] se puede enunciar como sigue:

Teorema 2.6.4. Sea X es un continuo. Entonces existe un entero positivo n

tal que X es n-indescomponible si y sólo si la colección E = {T ({x}) | x ∈ X}
es finita.

Teorema 2.6.5. Sean X un continuo irreducible y x0 ∈ X. Si T ({x0}) = X,

entonces la colección E = {T ({x}) | x ∈ X} es finita.

Demostración. Primero notemos que si X es indescomponible, entonces E =

{X} [29, Teorema 3.1.34]. Por lo que E es finita.

Supongamos que X es descomponible e irreducible entre los puntos a y

b. Sea x0 un punto de X tal que T ({x0}) = X. Como X es irreducible, X

es T -simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Aśı, X es puntualmente T -simétrico.

Entonces, como T ({x0}) = X, x0 ∈ T ({a}) ∩ T ({b}). Entonces, como X es

irreducible, X = T ({a}) ∪ T ({b}).
Ahora probamos que Cl(X \ T ({b})) = T ({a}). Supongamos que existe

x ∈ T ({a})\Cl(X\T ({b})). Entonces Cl(X\T ({b})) es un subcontinuo deX

[25, Teorema 3, pág. 193] tal que a ∈ Int(Cl(X\T ({b}))) ⊂ Cl(X\T ({b})) ⊂
X \ {x}. Entonces, a 6∈ T ({x}). Como X es puntualmente T -simétrico [29,

Corolario 3.1.37], x 6∈ T ({a}) lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

Cl(X \T ({b})) = T ({a}). Aśı, T ({a}) es irreducible entre a y cada punto de

Fr(T ({a})) [25, Teorema 7, pág. 194]. Con un argumento similar se puede

mostrar que x0 ∈ Cl(X \ T ({a})), de donde tenemos que x0 ∈ Fr(T ({a})).
Por lo tanto, T ({a}) es irreducible entre a y x0. De forma similar, T ({b}) es

irreducible entre b y x0.
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Sea x ∈ X. Si x ∈ T ({a}) ∩ T ({b}), entonces T ({x}) = X. Supon-

gamos que x ∈ T ({a}) \ T ({b}). Como X es puntualmente T -simétrico

[29, Corolario 3.1.37], a ∈ T ({x}). Entonces, T ({x}) = T ({a}), ya que

x 6∈ T ({b}). De forma similar, si x ∈ T ({b}) \ T ({a}), T ({x}) = T ({b}).
Aśı, E = {X, T ({a}), T ({b})}. Por lo tanto, E tiene tres elementos.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en [44, Teorema 2].

Teorema 2.6.6. Un continuo X es n-indescomponible si y sólo si X es la

unión de n continuos indescomponibles tales que ninguno de ellos está con-

tenido en la unión de los restantes.

Teorema 2.6.7. Sea X un continuo n-indescomponible. Si n ≥ 3, entonces

X no es irreducible o K({x}) 6= X para cada x ∈ X.

Demostración. Como X es un continuo n-indescomponible, por el Teorema

2.6.6, X =
⋃n
j=1 Zj, donde Zj es un subcontinuo indescomponible de X, j ∈

{1, . . . , n} y ningún Zj es un subconjunto de la unión de los otros continuos.

Consideramos dos casos:

Caso (i).
⋂n
j=1 Zj 6= ∅.

Notemos que, como n ≥ 3, X no es irreducible.

Caso (ii).
⋂n
j=1 Zj = ∅.

Entonces existe j1, j2 ∈ {1, . . . , n} tal que Zj1∩Zj2 = ∅. Entonces tenemos

dos posibilidades:

(a) si x ∈ Zj1 , entonces Zj2 \ K({x}) 6= ∅ y K({x}) 6= X. De forma

similar, si x ∈ Zj2 , entonces K({x}) 6= X;

y

(b) si x ∈
⋃
{Z` | ` ∈ {1, . . . , n}\{j1, j2}}, entonces K({x}) ⊂

⋃
{Z` | ` ∈

{1, . . . , n}\{j1, j2}}, yK({x}) 6= X. Entonces,K({x}) 6= X para cada x ∈ X.

Por lo tanto, X no es irreducible o K({x}) 6= X para cada x ∈ X.
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Teorema 2.6.8. Sea X un continuo irreducible. Entonces X es K-simétrico

si y sólo si X es indescomponible o 2-indescomponible.

Demostración. Supongamos que X es un continuo irreducible K-simétrico.

Aśı, por el Corolario 2.6.2, existe un punto x0 ∈ X tal que K({x0}) = X.

Entonces T ({x0}) = X (Teorema 2.5.1). De donde, por el Teorema 2.6.5, la

colección E = {T ({x}) | x ∈ X} es finita. Aśı que existe un entero positivo

n tal que X es n-indescomponible (Teorema 2.6.4). Entonces, por el Teore-

ma 2.6.7, n ≤ 2. Por lo tanto, X es indescomponible o 2-indescomponible.

Ahora, si X es indescomponible, K({x}) = X para toda x ∈ X, por el

Lema 2.5.4. Supongamos que X es 2-indescomponible. Entonces existen dos

subcontinuos indescomponibles H y L de X tales que X = H ∪L, H \L 6= ∅
y L\H 6= ∅. Observemos que, como H y L son indescomponibles cuya unión

es X, para cada A ∈ 2X , K(A) ∈ {X,H,L}. De aqúı se sigue que X es

K-simétrico.

2.7. Continuos tipo λ

Presentamos una prueba diferente de un resultado, con respecto a la fun-

ción T , de R. W. FitzGerald [15, pág. 169], que dice que dado un continuo

tipo λ (Definición 2.7.1), X, la descomposición monótona semicontinua supe-

riormente más fina G de X tal que cada elemento de G es denso en ninguna

parte y X/G es un arco, se puede expresar en términos de la función T
(Teorema 2.7.5). Presentamos el resultado correspondiente para la función K
(Teorema 2.7.6).

Definición 2.7.1. Un continuo X es tipo λ si X es irreducible y cada sub-

continuo indescomponible de X tiene interior vaćıo.

Una demostración del siguiente teorema se encuentra en [45, Teorema 10].
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Teorema 2.7.2. Un continuo X es de tipo λ si y sólo si X admite una

descomposición semicontinua superiormente G tal que cada elemento de G
es un continuo denso en ninguna parte y X/G es un arco. Además G es la

descomposición más fina de X con estas propiedades.

Definición 2.7.3. Sea X un continuo, G una descomposición de X y q : X →
X/G la función cociente. Decimos que la descomposición G es monótona si

q−1(χ) es conexo para cada χ ∈ X/G.

Notamos que la descomposición G de el Teorema 2.7.2 es monótona.

Lema 2.7.4. SeaX un continuo de tipo λ. Sean G la descomposición monóto-

na semicontinua superiormente más fina de X tal que cada elemento de G es

denso en ninguna parte y X/G es un arco, y q : X→→[0, 1] la función cociente.

Si x ∈ X y A ⊂ q−1(q(x)), entonces T (A) ⊂ q−1(q(x)).

Demostración. Sea y ∈ X \ q−1(q(x)). Entonces q(y) 6= q(x). Esto implica

que existe un subintervalo cerrado [r, t] de [0, 1] tal que q(y) ∈ Int[0,1]([r, t])

y q(x) ∈ [0, 1] \ [r, t]. De donde se sigue que q−1(q(x)) ∩ q−1([r, t]) = ∅.
Como q es monótona, q−1([r, t]) es un subcontinuo de X. Por construcción,

y ∈ IntX(q−1([r, t])). Por lo tanto, y ∈ X \ T (A) y T (A) ⊂ q−1(q(x)).
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Teorema 2.7.5. Si X es un continuo tipo λ, entonces {T 2({x}) | x ∈ X} es

la descomposición monótona semicontinua superiormente más fina G de X

tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y X/G es un arco.

Demostración. Sean G la descomposición monótona semicontinua superior-

mente más fina de X tal que cada elemento de G es denso en ninguna par-

te y X/G es un arco y q : X→→[0, 1] la función cociente. Observemos que

G = {q−1(q(x)) | x ∈ X}.
Sea x ∈ X. Notemos que T ({x}) ⊂ q−1(q(x)), por el Lema 2.7.4. Por

[45, Teorema 18, pág. 26], existe z ∈ q−1(q(x)) tal que T ({z}) = q−1(q(x)).

Como X es T -simétrico [29, Corolario 3.1.37] y x ∈ T ({z}), tenemos que

z ∈ T ({x}). Entonces, q−1(q(x)) = T ({z}) ⊂ T 2({x}) ⊂ q−1(q(x)) (donde

la última inclusión se tiene por el Lema 2.7.4). Aśı, T 2({x}) = q−1(q(x)).

Como x es un punto arbitrario de X, G = {T 2({x}) | x ∈ X}.

Como consecuencia del Teorema 2.7.5 y el Corolario 2.5.8, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.7.6. Si X es un continuo tipo λ, entonces {K2({x}) | x ∈ X} es

la descomposición monótona semicontinua superiormente más fina G de X

tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y X/G es un arco.

2.8. Continuidad de T y K

Para hablar de continuidad de las funciones T y K necesitamos restringir

el dominio de éstas a 2X . (Definición 2.1.27)

Una demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [17, Teo-

rema 7].

Teorema 2.8.1. Sea X un continuo hereditariamente unicoherente. Si para

cada x ∈ X, K es continua en {x}, entonces K es continua.
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La idea de la demostracción del Teorema 2.8.1 es el hecho de que K({x})
es conexo para cada x ∈ X. Como K({x}) es conexo, para cada x ∈ X cuando

X es un continuo irreducible, entonces la demostración del Teorema 2.8.2 es

muy similar a la prueba del Teorema 2.8.1, por lo que la omitiremos.

Teorema 2.8.2. Sea X un continuo irreducible. Si para cada x ∈ X, K es

continua en {x}, entonces K es continua.

Para probar el teorema de continuidad de la función T (Teorema 2.8.7),

necesitamos los siguientes resultados.

Lema 2.8.3. Sean X un continuo, A ∈ 2X y A = {T ({a}) | a ∈ A}. Si T es

continua en {x} para cada x ∈ X, entonces A es cerrado en 2X .

Demostración. Sea B ∈ Cl2X (A). Entonces existe una sucesión {an}∞n=1 de

puntos de A tales que la sucesión {T ({an})}∞n=1 converge a B. Como A es

compacto podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que {an}∞n=1 con-

verge a un punto a ∈ A. Como T es continua en {x} para cada x ∈ X,

B = ĺım
n→∞

T ({an}) = T ({a}). Por lo tanto, B ∈ A y A es cerrado en 2X .

Teorema 2.8.4. Sea X un continuo tal que T (A) =
⋃
{T ({a}) | a ∈ A}

para todo A ∈ 2X . Si T es continua en {x} para cada x ∈ X, entonces T es

continua.

Demostración. Sean ε > 0 y δ > 0 dadas por la continuidad uniforme de

T |F1(X).

Sean A,B ∈ 2X tales que H(A,B) < δ. Sean A = {T ({a}) | a ∈ A} y

B = {T ({b}) | b ∈ B}. Por el Lema 2.8.3, A y B son subconjuntos cerrados de

2X . Sea T ({a}) ∈ A. Como H(A,B) < δ, existe b ∈ B tal que H({a}, {b}) <
δ. Entonces, por la elección de δ, H(T ({a}), T ({b})) < ε. Aśı, A ⊂ VHε (B).

De forma similar B ⊂ VHε (A). Por lo tanto, H2(A,B) < ε, donde H2 es

la métrica de Hausdorff en 22X
inducida por H. Entonces, por [42, 1.48],
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H(∪A,∪B) ≤ H2(A,B) < ε. Por hipótesis, T (A) = ∪A y T (B) = ∪B. Por

lo que hemos probado que si H(A,B) < δ, entonces H(T (A), T (B)) < ε. Por

lo tanto, T es continua.

Corolario 2.8.5. Sea X un continuo T -aditivo. Si T es continua en {x}
para todo x ∈ X, entonces T es continua.

Demostración. Como X es T -aditivo, T (A) =
⋃
{T ({a}) | a ∈ A} para todo

A ∈ 2X [29, Corolario 3.1.46]. Aśı, el corolario se sigue del Teorema 2.8.4.

Necesitamos ahora la definición de continuo continuamente irreducible.

Para esto vemos que en el Teorema 2.7.2 se prueba que un continuo X es

de tipo λ si y sólo si X admite una descomposición monótona semicontinua

superiormente G tal que cada elemento de G es denso en ninguna parte y

X/G es un arco. Además, G es la descomposición más fina de X con estas

propiedades. Cada elemento de G se llama un nivel de X. Siguiendo [37]

tenemos la siguiente definición. (Véase también [34]).

Definición 2.8.6. Sea X un continuo tipo λ. Decimos X es continuamente

irreducible si la descomposición G de X es continua.

Ahora caracterizamos la clase de continuos irreducibles para los cuales la

función T es continua.

Teorema 2.8.7. Sea X un continuo irreducible. Entonces T es continua

para X si y sólo si X es continuamente irreducible.

Demostración. Notamos que si X es continuamente irreducible, entonces T
es continua para X [34, Teorema 3.2].

Supongamos que X es un continuo irreducible para el cual T es continua.

Como X es irreducible, X es T -simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Entonces

X es puntualmente T -simétrico. Como también T es continua, tenemos que

G = {T ({x}) | x ∈ X} es una descomposición continua y monótona de X tal
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que X/G es un continuo localmente conexo y los elementos de G son densos en

ninguna parte [32, Teorema 3.8]. Como X es irreducible y la función cociente

q : X→→X/G es monótona, X/G es un continuo irreducible [25, Teorema 3,

pág. 192]. Entonces, X/G es un arco. Aśı, X es un continuo del tipo λ. Como

T es continua, X es continuamente irreducible [34, Teorema 3.2].

Ahora caracterizamos la clase de continuos irreducibles para los cuales la

función K es continua, para lo cual necesitamos la definición de subcontinuos

terminales.

Definición 2.8.8. Sea X un continuo. Decimos que un subcontinuo W de

X es un subcontinuo terminal de X si para cualquier otro subcontinuo N de

X tal que W ∩N 6= ∅, se tiene que W ⊆ N o N ⊆ W .

Teorema 2.8.9. Sea X un continuo irreducible. Entonces KX es continua

para X si y sólo si X es continuamente irreducible.

Demostración. Supongamos que KX es continua. Como X es irreducible, X

es TX-simétrico [29, Corolario 3.1.37]. Entonces X es TX-aditivo [29, Teorema

3.1.44] y puntualmente TX-simétrico. Como X es puntualmente TX-simétrico,

KX({x}) = TX({x}), por Teorema 2.5.1. Como KX también es continua,

TX es continua en {x} para toda x ∈ X. Aśı, por el Corolario 2.8.5, TX es

continua. Por lo tanto, por el Teorema 2.8.7, X es continuamente irreducible.

Ahora, supongamos que X es un continuo continuamente irreducible. Sea

q : X→→[0, 1] la función cociente. Entonces q−1(t) es un subcontinuo terminal

de X para toda t ∈ [0, 1] [34, Lema 3.3]. Como q es monótona, abierta y cada

q−1(t) es un continuo terminal KX(A) = q−1K[0,1]q(A) para cada A ∈ 2X [33,

Teorema 3.2]. Sea =(q) : 2[0,1] → 2X dada por =(q)(B) = q−1(B). Como q

es continua y abierta, tenemos que =(q) y 2q son continuas ([24, Teorema

2, pág. 165] y [42, (1.168)], respectivamente). Como K[0,1] es continua [18,

Teorema 27] y KX = =(q) ◦ K[0,1] ◦ 2q, KX es continua.
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2.9. Algunos otros resultados

En esta última sección de este caṕıtulo presentamos un ejemplo que res-

ponde a la pregunta 5 de la página 118 de [18]. El Ejemplo 2.9.1 es de un

continuo para el cual la función T se estaciona (ver Definición 2.1.6), mien-

tras que la función K no se estaciona. También presentamos el Ejemplo 2.9.2

que muestra un continuo para el cual la función K se estaciona mientras que

la función T no se estaciona.

Ejemplo 2.9.1. Sea X el siguiente continuo en R2:
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Es fácil verificar que T n({x}) = xz para cada n ≥ 1 pero Kn+1({x}) 6=
Kn({x}) para cada n ∈ N.

Ejemplo 2.9.2. Sea X el siguiente continuo en R2:

r
v
r
x

�
�
�
�
�
�
�
�
�

��
��
�
��
��

��
��
��
��
�

���
���

���...�
�
�
�
�
�

��
��
��

��
��
��

���
���...�

�
�

��
�

��
�

����������� r. . .

Es fácil verificar que Kn({x}) = vx para cada n ≥ 1 pero T n+1({x}) 6=
T n({x}) para cada n ∈ N.
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Caṕıtulo 3

La función Ta

La función Ta se define de forma similar a como Jones definió la función

T , la principal diferencia es que la función Ta requiere que el continuo en el

que se define sea arcoconexo.

3.1. La función Ta , ejemplos y algunas pro-

piedades

Comenzamos con la definicón de la función Ta.

Definición 3.1.1. Sea X un un continuo arcoconexo. Definimos la función

Ta : P(X) → P(X) como sigue: para cada A ∈ P(X), Ta(A) = X\{x ∈ X |
existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆
X \ A}.

Observación 3.1.2. De la definición de Ta es fácil ver que Ta(∅) = ∅ y para

cada A ∈ 2X , A ⊆ Ta(A) y Ta(A) ∈ 2X . También, de la definición, es fácil

ver que si A y B ∈ 2X tales que A ⊆ B, entonces Ta(A) ⊆ Ta(B).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, T (A) 6= Ta(A).

57
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Ejemplo 3.1.3. Sea X el ćırculo de Varsovia con barra ĺımite el segmento

ab. Podemos ver que, si p es un punto de X que no está en la barra ĺımite,

T ({p}) = {p}, mientras que Ta({p}) = {p} ∪ ab.

?

r
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r
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Recordemos que un continuo X es indescomponible si y sólo si T (A) = X

para todo A ∈ 2X [29, Teorema 3.1.34]. Uno se podŕıa preguntar qué pasa

en el caso de la función Ta; i.e, ¿Existe un continuo arcoconexo X tal que

Ta(A) = X para todo A ∈ 2X? En [1] se construye un continuo arcoconexo tal

que todos sus subcontinuos arcoconexos propios tienen interior vaćıo. Esto

nos muestra que existen continuos arcoconexos para los cuales la función Ta
es constante.

Definición 3.1.4. Sean X un continuo arcoconexo y p ∈ X. Decimos que

X es arcoconexo en pequeño en p si para cualquier conjunto abierto U de

X que contiene a p, existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p ∈
Int(W ) ⊆ W ⊆ U . Decimos que X es arcoconexo en pequeño si lo es en todos

sus puntos.

El continuo del Ejemplo 1.2.13 es un continuo que es arcoconexo en pe-

queño en el punto p y que no es localmente conexo.

Teorema 3.1.5. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es arcoconexo

en pequeño en cada uno de sus puntos si y sólo si X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X es arcoconexo en pequeño en todos sus
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puntos. Por definición, X es conexo en pequeño en todos sus puntos, aśı, por

Teorema 1.2.15, X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Por Teorema 1.4.4, po-

demos suponer que X tiene métrica convexa. Sean p un punto de X y U un

subconjunto abierto de X tal que p ∈ U . Sea r > 0 tal que Vr(p) ⊆ U . Por

la Proposición 1.4.6, Cl(V r
2
(p)) es un subcontinuo arcoconexo de X tal que

p ∈ V r
2
(p) ⊆ Cl(V r

2
(p)) ⊆ U . Aśı, X es arcoconexo en pequeño en todos sus

puntos.

Teorema 3.1.6. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es arcoconexo

en pequeño si y sólo si Ta(A) = A para cada A ∈ 2X .

Demostración. Supongamos que X es arcoconexo en pequeño y sea A ∈ 2X .

Por la Observación 3.1.2, A ⊆ Ta(A). Sea x ∈ X\A. Como X\A es un abierto

y X es regular, existe un conjunto abierto U de X tal que x ∈ U ⊆ Cl(U) ⊆
X \A. Como X es arcoconexo en pequeño, existe un subcontinuo arcoconexo

W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ U . Como Cl(U)∩A ⊆ (X \A)∩A = ∅,
entonces W ⊆ X \ A. Lo que implica que x ∈ X \ Ta(A). Por lo tanto,

Ta(A) = A.

Ahora, supongamos que Ta(A) = A para cada A ∈ 2X . Sean p ∈ X y

U un conjunto abierto de X que contiene a p. Como X \ U ∈ 2X , entonces

Ta(X \ U) = X \ U y p /∈ Ta(X \ U). Aśı, existe un subcontinuo arcoconexo

W de X tal que p ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ (X \ U). Esto implica que p ∈
Int(W ) ⊆ W ⊆ U . Entonces, X es arcoconexo en pequeño en p. Como p fue

arbitrario, X es arcoconexo en pequeño (Definición 3.1.4).

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.5 y 3.1.6 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 3.1.7. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es localmente

conexo si y sólo si Ta(A) = A para todo A ∈ 2X .
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Definición 3.1.8. Sean X un continuo arcoconexo y p y q ∈ X. Decimos

que X es aposindético por arcoconexos en p con respecto a q si existe un

subcontinuo arcoconexo W de X tal que p ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {q}.
Decimos que X es aposindético por arcoconexos en p si X es aposindético

por arcoconexos en p con respecto a cualquier punto de X \{p}. Finalmente,

decimos que X es aposindético por acrcoconexos si X es aposindético por

arcoconexos en cada uno de sus puntos.

El cono sobre el pseudoarco es un ejemplo de un continuo arcoconexo que

es aposindético pero que no es aposindético por arcoconexos.

Ejemplo 3.1.9. Sea X el cono sobre el pseudoarco P . Entonces X es apo-

sindético pero no es aposindético por arcoconexos. Para x ∈ X \ P sea

z el punto extremo del arco que une v con P y contiene a x. Entonces

T ({x}) = {x}, mientras que Ta({x}) = xz, donde xz denota el segmento

de recta de x a z.
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Teorema 3.1.10. Sean X un continuo arcoconexo y A un subconjunto ce-

rrado de X. Si x ∈ X \ Ta(A), entonces X es aposindético por arcoconexos

en x con respecto a cada punto de A.

Demostración. Sean x ∈ X \ Ta(A) y a ∈ A. Entonces existe un subcontinuo

arcoconexoW deX tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X\A. ComoX\A ⊆ X\{a},
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entonces W es un subcontinuo arcoconexo de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆
X \ {a}. Por lo tanto, X es aposindético por arcoconexos en x con respecto

a a.

Teorema 3.1.11. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es aposindéti-

co por arcoconexos si y sólo si Ta({p}) = {p} para cada p ∈ X.

Demostración. Supongamos que X es aposindético por arcoconexos. Por la

Observación 3.1.2 tenemos que {p} ⊆ Ta({p}). Sea q ∈ X \ {p}. Como X

es aposindético por arcoconexos, existe un continuo arcoconexo W tal que

q ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {p}. Esto implica que q ∈ X \ Ta({p}).
Ahora supongamos que Ta({p}) = {p} para cada p ∈ X. Sean p y q

puntos distintos de X. Como Ta({p}) = {p}, existe un continuo arcoconexo

W tal que q ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \{p}, lo que implica que X es aposindético

por arcoconexos en q con respecto a p. Como p y q fueron arbitrarios, X es

aposindético por arcoconexos.

Observación 3.1.12. Podemos ver, de la definición de las funciones T y

Ta, que si X es un continuo arcoconexo entonces T (A) ⊆ Ta(A) para cada

A ∈ P(X).

También, como consecuencia de las definiciones de T y Ta, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 3.1.13. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es hereditariamente

arcoconexo, entonces T (A) = Ta(A) para cada A ∈ P(X).

Definición 3.1.14. SeanX un continuo arcoconexo y p ∈ X. Decimos queX

es fuertemente semilocalmente arcoconexo en p si para cualquier subconjunto

abierto U de X que contiene a p, hay un subconjunto abierto V de X tal que

p ∈ V ⊆ U y X \V es la unión de un número finito de continuos arcoconexos

ajenos dos a dos. Decimos que X es fuertemente semilocalmente arcoconexo

si X es fuertemente semilocalmente arcoconexo en p para cada p ∈ X.
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Teorema 3.1.15. Sean X un continuo arcoconexo y x ∈ X. Entonces X es

fuertemente semilocalmente arcoconexo en x si y sólo si Ta({x}) = {x}.

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo y x ∈ X. Supongamos que X

es fuertemente semilocalmente arcoconexo en x y sea y ∈ X \ {x}. Sea U un

conjunto abierto de X tal que x ∈ U y y /∈ Cl(U). Como X es fuertemente

semilocalmente arcoconexo en x, existe un conjunto abierto V de X tal que

x ∈ V ⊆ U y X \V es la unión de un número finito de continuos arcoconexos.

Como y ∈ X \ V , entonces la comoponente de y en X \ V es un subcontinuo

arcoconexo W de X tal que y ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ V ⊆ X \ {x}. Lo que

implica que Ta({x}) = {x}.
Ahora supongamos que Ta({x}) = {x} para cada x ∈ X. Sean p ∈ X y

U un conjunto abierto que contiene a p. Para cada y ∈ X \ {p} existe un

subcontinuo arcoconexo Wy de X tal que y ∈ Int(Wy) ⊆ Wy ⊆ X \ {p}.
La familia {Int(Wy) | y ∈ X \ U} es una cubierta abierta de X \ U . Como

X \ U es un compacto, existen y1, y2, ..., yn ∈ X \ U tales que X \ U ⊆⋃n
i=1Wyi

. Sea V = X \
⋃n
i=1Wyi

. Entonces X \ V es la unión de un número

finito de subcontinuos arcoconexos de X. Por lo tanto, X es fuertemente

semilocalmente arcoconexo en p.

Definición 3.1.16. Sean X un continuo arcoconexo y p ∈ X. Decimos que

X es colocalmente arcoconexo en p si para cualquier subconjunto abierto U de

X que contiene a p, existe un subconjunto abierto V de X tal que p ∈ V ⊆ U

y X \ V es arcoconexo. Decimos que X es colocalmente arcoconexo si X es

colocalmente arcoconexo en p para cada p ∈ X.

Teorema 3.1.17. Si X es fuertemente semilocalmente arcoconexo sin puntos

de corte, entonces X es colocalmente arcoconexo.

Demostración. Sea X un continuo arcoconexo, fuertemente semilocalmente

arcoconexo y sin puntos de corte. Como X es fuertemente semilocalmente
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arcoconexo, entonces X es semilocalmente conexo (Definición 1.2.19) y sin

puntos de corte. Se sigue de [48, Corolario 6.22], que para cada x ∈ X, existe

un conjunto abierto U de X tal que x ∈ U y X \ U es conexo. Como X es

fuertemente semilocalmente arcoconexo, existe un conjunto abierto V de X

tal que x ∈ V ⊆ U y X \V es la unión de una cantidad finita de subcontinuos

arcoconexos de X. Sean K1, K2, ..., Kn subcontinuos arcoconexos de X tales

que X \ V =
⋃n
i=1Ki. Entonces X \ U ⊆ Kj para alguna j ∈ {1, 2, ..., n}, ya

que si tenemos que (X \U)∩Ki 6= ∅ y (X \U)∩Kj 6= ∅ con i 6= j, entonces

X \U no es conexo, lo cual es una contradicción. Por lo que X \U ⊆ Kj para

alguna j ∈ {1, 2, ..., n}. De aqúı se sigue que X \Kj es un conjunto abierto

de X tal que x ∈ X \Kj ⊆ U cuyo complemento, Kj, es arcoconexo. Por lo

tanto, X es colocalmente arcoconexo.

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.15 y 3.1.17 tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 3.1.18. Sean X un continuo arcoconexo sin puntos de corte y

x ∈ X. Entonces X es colocalmente arcoconexo en x si y sólo si Ta({x}) =

{x}.

Definición 3.1.19. Sea X un continuo. Una base de filtro F en X es una

familia F = {Aω}ω∈Ω de subconjuntos de X tal que para cada ω ∈ Ω, Aω 6= ∅
y para cada par ω1 y ω2 ∈ Ω, existe ω3 ∈ Ω tal que Aω3 ⊆ Aω1 ∩ Aω2 .

Lema 3.1.20. Sea X un continuo arcoconexo. Si F es una base de filtro de

conjuntos cerrados de X, entonces Ta(
⋂
{G | G ∈ F}) =

⋂
{Ta(G) | G ∈ F}.

Demostración. Sabemos, por la Observación 3.1.2, que Ta(
⋂
{G | G ∈ F}) ⊆⋂

{Ta(G) | G ∈ F}. Sea x ∈ X \ Ta(
⋂
{G | G ∈ F}). Entonces existe un

subcontinuo arcoconexo W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ (
⋂
{G |

G ∈ F}). Como W es compacto, existen G1, G2, ..., Gn en F tales que W ⊆
X \ (

⋂n
i=1Gi). Entonces W ∩ (

⋂n
i=1 Gi) = ∅. Como F es una base de filtro,
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existe un conjunto cerrado G en F tal que G ⊆
⋂n
i=1Gi. Esto implica que

W ∩G = ∅. Aśı, p ∈ X \Ta(G). Por lo tanto, p ∈ X \
⋂
{Ta(G) | G ∈ F}.

Teorema 3.1.21. Sea X un continuo arcoconexo. Si para cada punto x ∈
X y para cada par de subcontinuos arcoconexos W1 y W2 de X tales que

x ∈ Int(Wj), j ∈ {1, 2}, existe un subcontinuo arcoconexo W3 de X tal que

x ∈ Int(W3) y W3 ⊆ W1 ∩W2, entonces X es Ta-aditivo (Definición 2.1.3).

Demostración. Sean A1 y A2 dos subconjuntos cerrados de X. Como Ta(A1)

∪Ta(A2) ⊆ Ta(A1 ∪ A2), necesitamos probar que Ta(A1 ∪ A2) ⊆ Ta(A1) ∪
Ta(A2). Para esto, sea x un punto en X \ (Ta(A1) ∪ Ta(A2)). Entonces x ∈
(X\Ta(A1))∩(X\Ta(A2)). Se sigue que existen dos subcontinuos arcoconexos

W1 y W2 de X tales que x ∈ Int(Wj) ⊆ Wj ⊆ X \ Aj, j ∈ {1, 2}. Por

hipótesis, existe un subcontinuo arcoconexo W3 de X tal que x ∈ Int(W3) ⊆
W3 ⊆ W1∩W2 yW1∩W2 ⊆ X\(A1∪A2). Por lo tanto, x ∈ X\Ta(A1∪A2).

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.21 es el siguiente resultado.

Corolario 3.1.22. Si X es un dendroide, entonces X es Ta-aditivo.

Teorema 3.1.23. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces X es Ta-aditivo

si y sólo si para cada familia Λ de subconjuntos cerrados de X, cuya unión

es cerrada en X, se tiene que Ta(
⋃
{L | L ∈ Λ}) =

⋃
{Ta(L) | L ∈ Λ}.

Demostración. Supongamos que X es Ta-aditivo. Por la Observación 3.1.2,

sabemos que
⋃
{Ta(L) | L ∈ Λ} ⊆ Ta(

⋃
{L | L ∈ Λ}). Sea x un punto

de X \ (
⋃
{Ta(L) | L ∈ Λ}). Para cada L ∈ Λ sea F (L) = {A ⊆ X |

A es cerrado y L ⊆ Int(A)}.

Caso (1) Si L = ∅, entonces ∅ ∈ F (L). Como Ta(∅) = ∅, tenemos que

∅ = Ta(L) =
⋂
{Ta(A) | A ∈ F (L)}.
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Caso (2) Si L 6= ∅, entonces F (L) es una base de filtro de subconjuntos

cerrados de X. Como
⋂
{A | A ∈ F (L)} = L, entonces Ta(L) = Ta(

⋂
{A |

A ∈ F (L)}). Por el Lema 3.1.20, Ta(L) =
⋂
{Ta(A) | A ∈ F (L)}. Entonces

para cada L ∈ Λ, x ∈ X \ (
⋂
{Ta(A) | A ∈ F (L)}). Aśı, para cada L ∈ Λ,

existe AL ∈ F (L) tal que x ∈ X \ Ta(AL).

Ahora, {Int(AL) | L ∈ Λ} es una cubierta abierta de
⋂
{L | L ∈ Λ}.

Como
⋂
{L | L ∈ Λ} es compacto, existen L1, L2, ..., Lm ∈ Λ tales que

⋂
{L |

L ∈ Λ} ⊆
⋃m
j=1 Int(ALj

). Entonces, por hipótesis y utilizando inducción

matemática, tenemos que Ta(
⋃m
j=1ALj

) =
⋃m
j=1 Ta(ALj

). Entonces Ta(
⋃
{L |

L ∈ Λ}) ⊆
⋃m
j=1 Ta(ALj

). Como para cada j ∈ {1, 2, ...,m}, x ∈ X \ Ta(ALj
),

se sigue que x ∈ X \ Ta(
⋃
{L | L ∈ Λ}). Aśı, tenemos que Ta(

⋃
{L | L ∈

Λ}) ⊆
⋃
{Ta(L) | L ∈ Λ}.

La otra implicación es clara.
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Corolario 3.1.24. Sea X un continuo arcoconexo, Ta-aditivo. Si K es un

subcontinuo de X tal que Ta({x}) es conexo para cada x ∈ K, entonces

Ta(K) es un subcontinuo de X.

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo, Ta-aditivo y K un subcon-

tinuo de X tal que Ta({x}) es conexo para cada x ∈ K. Por hipótesis

y por el Teorema 3.1.23, Ta(K) = Ta(
⋃
x∈K{x}) =

⋃
x∈K Ta({x}). Como

K ∪Ta({x}) es conexo para cada x ∈ K, entonces
⋃
x∈K(K ∪Ta({x})) es co-

nexo. Como K ⊆
⋃
x∈K Ta({x}), entonces tenemos que

⋃
x∈K(K∪Ta({x})) =

K ∪ (
⋃
x∈K Ta({x})) =

⋃
x∈K Ta({x}) = Ta(K), lo que prueba que Ta(K) es

conexo.

El siguiente ejemplo muestra que en el Corolario 3.1.24 no se puede quitar

la hipóteis de que el continuo sea Ta-aditivo.

Ejemplo 3.1.25. Sea X el continuo de la siguiente figura. Si W es el segmen-

to horizontal pq, es fácil verificar que Ta({x}) = {x} para cada x ∈ W , es de-

cir, Ta({x}) es conexo para cada x ∈ W , pero vemos que Ta(W ) = W ∪ab∪cd
que no es conexo.
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Teorema 3.1.26. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es Ta-simétrico, en-

tonces X es Ta-aditivo.

Demostración. Sean X un continuo arcoconexo, Ta-simétrico y A y B sub-

conjuntos cerrados de X. Como Ta(A) ∪ Ta(B) ⊆ Ta(A ∪ B), necesitamos

probar que Ta(A ∪ B) ⊆ Ta(A) ∪ Ta(B). Sea x ∈ Ta(A ∪ B). Entonces

{x} ∩ Ta(A ∪ B) 6= ∅. Como X es Ta-simétrico, Ta({x}) ∩ (A ∪ B) 6= ∅.
Aśı, Ta({x}) ∩A 6= ∅ o Ta({x}) ∩B 6= ∅. Sin pérdida de generalidad, supon-

gamos que Ta({x}) ∩ A 6= ∅. Como X es Ta-simétrico, {x} ∩ Ta(A) 6= ∅, lo

que implica que x ∈ Ta(A). Entonces, x ∈ Ta(A) ∪ Ta(B). Por lo tanto, X es

Ta-aditivo.

Teorema 3.1.27. Sea X un continuo arcoconexo tal que Ta(A) = A o que

Ta(A) = X para cada A en 2X . Entonces X es Ta-aditivo y Ta-simétrico.

Demostración. Supongamos que Ta(A) = A para cada subconjunto cerrado

A de X. Entonces Ta(A∪B) = A∪B = Ta(A)∪Ta(B). Aśı, X es Ta-aditivo.

Si A∩Ta(B) = ∅, entonces A∩B = ∅ y Ta(A)∩B = ∅. Aśı, X es Ta-simétrico.

Ahora supongamos que Ta(A) = X para cada subconjunto cerrado A de

X. Entonces Ta(A ∪ B) = X = Ta(A) ∪ Ta(B). Aśı, X es Ta-aditivo. Por

último, como A 6= ∅ y B 6= ∅, entonces Ta(A) ∩ B 6= ∅ y Ta(B) ∩ A 6= ∅, por

lo que X es Ta-simétrico.

Teorema 3.1.28. Sea X un continuo arcoconexo, Ta-aditivo y puntualmente

Ta-simétrico. Entonces X es Ta-simétrico.

Demostración. Sea X un continuo arcoconexo, Ta-aditivo y puntualmente Ta-
simétrico. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X tales que A∩Ta(B) =

∅. Entonces para cada x ∈ A y para cada y ∈ B, x /∈ Ta({y}). Como X es

puntualmente Ta-simétrico tenemos que y /∈ Ta({x}) para cada x ∈ A y para

cada y ∈ B. Ahora, como X es Ta-aditivo, entonces Ta(A) = Ta(
⋃
x∈A{x}) =⋃

x∈A Ta({x}) (Teorema 3.1.23). Aśı, y /∈ Ta(A) para ninguna y ∈ B. Lo que

implica que B ∩ Ta(A) = ∅. Por lo tanto, X es Ta-simétrico.
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Teorema 3.1.29. Sea X un continuo arcoconexo. Entonces Ta es idempo-

tente en X si y sólo si para cada subcontinuo arcoconexo W de X y pa-

ra cada x ∈ Int(W ) existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que

x ∈ Int(M) ⊆M ⊆ Int(W ).

Demostración. Supongamos que Ta es idempotente en X. Sean W un sub-

continuo arcoconexo de X y x ∈ Int(W ). Entonces x ∈ X \Ta(X \W ). Como

Ta es idempotente en X, x ∈ X \T 2
a (X \W ). Esto implica que existe un sub-

continuo arcoconexo M de X tal que x ∈ Int(M) ⊆M ⊆ X \ Ta(X \W ) ⊆
X \ (X \W ) = W . Por lo tanto, x ∈ Int(M) ⊆M ⊆ Int(W ).

Ahora supongamos que para cada subcontinuo arcoconexo W de X y para

cada x ∈ Int(W ), existe un subcontinuo arcoconexo M de X tal que x ∈
Int(M) ⊆ M ⊆ Int(W ). Sea B ∈ P(X). Por la Observación 3.1.2 tenemos

que Ta(B) ⊆ T 2
a (B). Sea x ∈ X \ Ta(B). Entonces existe un subcontinuo

arcoconexo W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \B. Por hipótesis, existe

un subcontinuo arcoconexo M de X tal que x ∈ Int(M) ⊆ M ⊆ Int(W ).

Como Int(W ) ∩ Ta(B) = ∅, entonces x ∈ Int(M) ⊆ M ⊆ X \ Ta(B). Aśı,

x ∈ X \ T 2
a (B). Por lo tanto, Ta es idempotent en X.

3.2. Continuos únicamente arcoconexos

En esta sección se presentan algunas propiedades de la función Ta en

continuos únicamente arcoconexos.

Como consecuencia de los Teoremas 3.1.21 y 1.5.3 tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 3.2.1. Si X es un continuo únicamente arcoconexo, entonces X

es Ta-aditivo.

Observación 3.2.2. Por el Teorema 3.2.1, podemos ver que el rećıproco

del Teorema 3.1.26 no es cierto. Como el Ćırculo de Varsovia es únicamente
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arcoconexo entonces es Ta-aditivo. Si x es un punto en la barra ĺımite y y es

un punto que no está en la barra ĺımite, es fácil verificar que x ∈ Ta({y}),
pero y /∈ Ta({x}).

Como consecuencia del Corolario 3.1.24 y el Teorema 3.2.1 tenemos este

otro resultado.

Corolario 3.2.3. Sean X un continuo únicamente arcoconexo y K un sub-

continuo de X. Si Ta({x}) es conexo para cada x ∈ K, entonces Ta(K) es un

subcontinuo de X.

Ahora veremos un resultado de la función Ta en dendroides.

Teorema 3.2.4. SeaX un dendroide. SiX no es localmente conexo, entonces

existe p ∈ X tal que Ta({p}) 6= {p}.

Demostración. Sea X un dendroide que no es localmente conexo. Entonces

hay un punto p de X tal que X no es conexo en pequeño en p. Aśı que existe

δ > 0 tal que si V es una vecindad de p y V ⊆ Vδ(p), V no es conexo. Sean

V una vecindad de p tal que p ∈ V ⊆ Cl(V ) ⊆ Vδ(p) y B la componente de

Cl(V ) que contiene a p. Entonces, por [49, Teorema 12.1, pág. 18], tenemos:

(i) existen una sucesión {An}∞n=1 de componentes de Cl(V ) y un subcon-

tinuo A de B que contiene a p tales que ĺımn→∞An = A, y si j 6= k,

Aj ∩ Ak = ∅,

(ii) p ∈ A,

(iii) si x ∈ A, entonces X no es conexo en pequeño en x,

(iv) A ⊆ Vδ(p).

Sea {xn}∞n=1 una sucesión en Vδ(p) tal que xn ∈ An y ĺımn→∞ xn = p. Sean

q ∈ A\{p} y {yn}∞n=1 una sucesión en Vδ(p) tal que yn ∈ An y ĺımn→∞ yn = q.
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Sea αi el arco que une a xi con p. Si existen una cantidad infinita de arcos

αi que contienen a q entonces p ∈ Ta({q}), ya que si p /∈ Ta({q}) entonces

existiŕıa un subcontinuo arcoconexo W de X tal que p ∈ Int(W ) y q /∈ W .

Como W es arcoconexo, X es un dendroide, y p ∈ Int(W ), existe un número

natural N tal que el arco αi está contenido en W para cada i ≥ N . Pero,

como q /∈ W , esto implica que existe sólo una cantidad finita de arcos αi que

contienen a q, lo cual es una contradicción. En consecuencia p ∈ Ta({q}) y,

aśı, Ta({q}) 6= {q}. Si sólo hay una cantidad finita de arcos αi que contienen

a q, entonces, como X es únicamente arcoconexo, hay una cantidad infinita

de arcos βi que unen yi con q que contienen a p. Entonces q ∈ Ta({p}) y, aśı,

Ta({p}) 6= {p}.

Observación 3.2.5. Usando el hecho de que en los dendroides (en general, en

los continuos hereditariamente arcoconexos) las funciones T y Ta coinciden, el

Teorema 3.2.4 implica también que, siX es un dendroide que no es localmente

conexo, entonces existe un punto p en X tal que T ({p}) 6= {p}.

3.3. Continuos ćıclicamente arcoconexos

Ahora estudiamos la función Ta en continuos ćıclicamente arcoconexos,

los cuales definimos a continuación.

Definición 3.3.1. Sea X un continuo arcoconexo. Decimos que X es ćıclica-

mente arcoconexo si cualquier par de puntos de X están contenidos en una

curva cerrada simple.

Una curva cerrada simple y la suspensión sobre el conjunto de Cantor

(Ejemplo 1.2.18) son ejemplos de continuos ćıclicamente arcoconexos

Teorema 3.3.2. Si X es un continuo ćıclicamente arcoconexo, entonces para

cada x ∈ X, Ta({x}) es conexo.
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Demostración. Sean X un continuo ćıclicamente arcoconexo y x ∈ X. Su-

pongamos que Ta({x}) no es conexo para algún x ∈ X. Entonces existen

dos subconjuntos cerrados ajenos A y B de X tales que Ta({x}) = A ∪ B.

Supongamos que x ∈ A. Sea U un subconjunto abierto de X tal que A ⊆ U

y Cl(U)∩B = ∅. Entonces Fr(U)∩Ta({x}) = ∅ y, aśı, para cada z ∈ Fr(U),

existe un subcontinuo arcoconexo Kz de X tal que z ∈ Int(Kz) ⊆ Kz ⊆
X \ {x}. Como Fr(U) es compacto, existen z1, z2, ..., zn ∈ Fr(U) tales que

Fr(U) ⊆
⋃n
i=1 Int(Kzi

) ⊆
⋃n
i=1 Kzi

. Sean V = U \ (
⋃n
i=1 Kzi

) y Y = X \V =

(X \ U) ∪ (
⋃n
i=1 Kzi

). Por [43, Teorema 5.4], Y tiene una cantidad finita de

componentes. Notamos que B ⊆ X \Cl(U) ⊆ X \ U ⊆ X \ V = Y , en otras

palabras, B ⊆ Int(Y ). Sean b ∈ B y C la componente de Y que contiene a

b. Entonces C es un subcontinuo de X tal que b ∈ Int(C) ⊆ C ⊆ X \ {x}.
Si C es arcoconexo, entonces b /∈ Ta({x}), lo cual es una contradicción. Su-

pongamos que C no es arcoconexo. Podemos suponer que Kzi
∩ C 6= ∅ si

1 ≤ i ≤ l y Kzi
∩ C = ∅ si i > l. Sea D = C ∪

⋃l
i=1Kzi

. Entonces D es un

subcontinuo de X tal que b ∈ Int(D). Como X es ćıclicamente arcoconexo,

entonces X \ {x} es arcoconexo. Para cada i ∈ {1, 2, ..., l}, sea αi un arco

en X \ {x} de b a un punto en Kzi
. Sea E = D ∪

⋃l
i=1 αi. Como X \ {x}

es arcoconexo, cada arcocomponente de C intersecta a algún Kzi
para algu-

na i ∈ {1, 2, ..., l}. Entonces E es un subcontinuo arcoconexo de X tal que

b ∈ Int(E) ⊆ E ⊆ X \ {x}, lo que implica que b /∈ Ta({x}) aśı obtenemos

una contradicción. Por lo tanto, Ta({x}) es conexo.

Corolario 3.3.3. Sea X un continuo ćıclicamente arcoconexo y Ta-aditivo.

Entonces Ta(W ) es un subcontinuo de X para cada subcontinuo W de X.

El siguiente ejemplo que aparece en [5, pág. 390] muestra que si X es

ćıclicamente arcoconexo y W es un subcontinuo de X, entonces Ta(W ) no

necesariamente es conexo.

Ejemplo 3.3.4. Consideremos el continuo ćıclicamente arcoconexo X como
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el continuo que aparece en la siguiente página. Sean J la barra ĺımite ab y

W el segmento pq. Podemos ver que Ta(W ) = W ∪ J que no es conexo. Esto

muestra, según el Corolario 3.3.3, que este continuo X no es Ta-aditivo.
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3.4. Continuidad de la función Ta

En esta sección estudiaremos la continuidad de la función Ta.

Teorema 3.4.1. La función Ta es semicontinua superiormente.

Demostración. Sean U un conjunto abierto de X y U = {A ∈ 2X | Ta(A) ⊆
U}. Por la Definición 2.1.27, necesitamos probar que U es abierto. Sea B ∈
Cl(2X\U). Entonces existe una sucesión {Bn}∞n=1 ⊆ 2X\U tal que ĺımn→∞Bn =

B. Para cada n ∈ N, Ta(Bn) ∩ (X \ U) 6= ∅. Sea xn ∈ Ta(Bn) ∩ (X \ U). Po-

demos suponer, sin pérdida de generalidad, que ĺımn→∞ xn = x, para algún

x ∈ X, de hecho para algún x ∈ X \ U . Afirmamos que x ∈ Ta(B). Supon-

gamos que x /∈ Ta(B), entonces existe un subcontinuo arcoconexo W de X

tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \B. Como ĺımn→∞Bn = B y ĺımn→∞ xn = x,

existe N ∈ N tal que si n ≥ N , Bn ⊆ X \W y xn ∈ Int(W ). Sea n ≥ N ,

entonces xn ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \Bn. Esto implica que xn ∈ X \ Ta(Bn), lo

cual es una contradicción. Entonces, x ∈ Ta(B)∩ (X \U) y, aśı, B ∈ 2X \ U .

Por lo tanto, 2X \ U es cerrado y U es abierto.
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Teorema 3.4.2. Sea X un continuo arcoconexo Ta-aditivo. Si Ta es continua

en F1(X), entonces Ta es continua en 2X .

Demostración. Por el Teorema 3.4.1, es suficiente probar que Ta es semicon-

tinua inferiormente. Sea U un conjunto abierto de X. Definimos U = {A ∈
2X | Ta(A) ∩ U 6= ∅}. Por la Definición 2.1.27, necesitamos ver que U es un

abierto en 2X . Sean B ∈ Cl(2X \ U) y {Bn}∞n=1 ⊆ 2X \ U una sucesión tal

que ĺımn→∞Bn = B. Entonces Ta(Bn) ∩ U = ∅ para cada n ∈ N. Supon-

gamos que B /∈ 2X \ U , entonces Ta(B) ∩ U 6= ∅. Sea y ∈ Ta(B) ∩ U . Por

el Teorema 3.1.23, como X es Ta-aditivo, entonces Ta(B) =
⋃
x∈B Ta({x})

y y ∈ Ta({x}) para alguna x ∈ B. Como ĺımn→∞Bn = B, sea xn ∈ Bn

tal que ĺımn→∞ xn = x. Por hipótesis, Ta es continua en F1(X), entonces

ĺımn→∞ Ta({xn}) = Ta({x}). En consecuencia, existe yn ∈ Ta({xn}) tal que

ĺımn→∞ yn = y. Como y ∈ U , existe N ∈ N tal que yn ∈ U para cada

n ≥ N . Esto implica que Ta({xn}) ∩ U 6= ∅, para xn ∈ Bn y n ≥ N .

Entonces Ta(Bn) ∩ U 6= ∅ para n ≥ N , lo que contradice el hecho de que

Ta(Bn) ∩ U = ∅. Aśı, B ∈ 2X \ U y U es abierto en 2X . Por lo tanto, Ta es

semicontinua inferiormente en X.

Como consecuencia del Corolario 3.1.7, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.4.3. Si X es un continuo localmente conexo, entonces la función

Ta es continua.

Teorema 3.4.4. La función Ta es continua en el Ćırculo de Varsovia.

Demostración. Sean X el ćırculo de Varsovia y J la barra ĺımite de X.

Sabemos que X es únicamente arcoconexo. Por el Corolario 3.2.1, X es

Ta-aditivo. Entonces para cada A ∈ 2X , Ta(A) = Ta
(⋃

x∈A{x}
)
. Por el

Teorema 3.1.23 se tiene que Ta
(⋃

x∈A{x}
)

=
⋃
x∈A Ta({x}). Por otro lado,⋃

x∈A Ta({x}) =
⋃
x∈A(J ∪ {x}) = J ∪

⋃
x∈A{x} = J ∪ A. De donde se tiene

que Ta(A) = J ∪ A.
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Ahora, sea {An}∞n=1 ⊆ 2X tal que {An}∞n=1 converge a A. Entonces

ĺım
n→∞

Ta(An) = ĺım
n→∞

(J ∪ An) =
(

ĺım
n→∞

J
)
∪
(

ĺım
n→∞

An

)
= J ∪ A = Ta(A).

Por lo tanto, Ta es continua.

3.5. Continuos homogéneos

Comenzamos con la definición de continuo homogéneo.

Definición 3.5.1. Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera dos

puntos x y y de X, existe un homeomorfismo h : X → X tal que h(x) = y.

Lema 3.5.2. Sea X un continuo arcoconexo. Si h : X → X es un homeo-

morfismo, entonces h(Ta(A)) = Ta(h(A)) para cada subconjunto A de X.

Demostración. Sean A un subconjunto de X y x ∈ X \ h(Ta(A)). Entonces

h−1(x) ∈ X \ Ta(A). En consecuencia, existe un subcontinuo arcoconexo

W de X tal que h−1(x) ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ A. Esto implica que x ∈
Int(h(W )) ⊆ h(W ) ⊆ X \ h(A). Por lo tanto, x ∈ X \ Ta(h(A)).

Ahora, sea x ∈ X \ Ta(h(A)). Entonces existe un subcontinuo arcoco-

nexo W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ h(A). Entonces h−1(x) ∈
h−1(Int(W )) ⊆ h−1(W ) ⊆ h−1(X\h(A)). Por lo que h−1(x) ∈ Int(h−1(W )) ⊆
h−1(W ) ⊆ X \A. Aśı, h−1(x) ∈ X \Ta(A). Por lo tanto x ∈ h(X \Ta(A)).

Teorema 3.5.3. Sea X un continuo arcoconexo homogéneo. Entonces para

cada x ∈ X, Ta({x}) = {x}.

Demostración. Sea X un continuo arcoconexo y homogéneo. Por el Teorema

de la página 280 de [2] tenemos que X es colocalmente arcoconexo. Como

X es homogéneo, X no tiene puntos de corte [43, Teorema 6.6] y, por el

Corolario 3.1.18, tenemos que Ta({x}) = {x} para cada x ∈ X.
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Como una consecuencia de los Teoremas 3.1.11 y 3.5.3 se tiene el siguiente

resultado.

Corolario 3.5.4. Si X es un continuo arcoconexo y homogéneo, entonces X

es aposindético por arcoconexos.

Teorema 3.5.5. Sea X un continuo arcoconexo homogéneo. Entonces X es

Ta-aditivo si y sólo si X es localmente conexo.

Demostración. Supongamos que X es Ta-aditivo y sea A ∈ 2X . Entonces

Ta(A) = Ta(
⋃
x∈A{x}). Por el Teorema 3.1.23 tenemos que Ta(

⋃
x∈A{x}) =⋃

x∈A Ta({x}). Por el Teorema 3.5.3,
⋃
x∈A Ta({x}) =

⋃
x∈A{x} = A. Aśı,

Ta(A) = A. Entonces, por el Corolario 3.1.7, X es localmente conexo.

Ahora, siX es localmente conexo y A y B ∈ 2X , entonces A∪B es cerrado.

Otra vez, por el Corolario 3.1.7, Ta(A∪B) = A∪B = Ta(A)∪Ta(B). Por lo

tanto, X es Ta-aditivo.

3.6. Algunos otros resultados

En esta parte aplicaremos la función Ta a dos continuos, X y Y . Para dis-

tinguir cuando aplicamos la función a X la denotaremos como XTa, mientras

que cuando la apliquemos en el continuo Y la denotaremos como Y Ta.

Definición 3.6.1. Dados dos continuos X y Y . Una función f : X → Y

se dice que es abierta si la imagen de cualquier abierto de X bajo f es un

abierto en Y , esto es, f(U) es abierto en Y para cada abierto U de X.

Teorema 3.6.2. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X → Y una fun-

ción continua y suprayectiva. Si f es abierta entonces para cada subconjunto

B de Y se cumple que Y Ta(B) ⊆ f(XTa(f−1(B))).

Demostración. Sean B ∈ 2Y y y ∈ Y \ f(XTa(f−1(B))). Como f es su-

prayectiva, existe x ∈ X \ XTa(f−1(B)) tal que f(x) = y. Como x ∈
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X \ XTa(f−1(B)), existe un subcontinuo arcoconexo W de X tal que x ∈
Int(W ) ⊆ W ⊆ X\f−1(B). Como f es abierta, entonces f(x) ∈ Int(f(W )) ⊆
f(W ) ⊆ Y \ B. Esto implica que y ∈ Y \ Y Ta(B). Por lo tanto, Y Ta(B) ⊆
f(XTa(f−1(B))).

Teorema 3.6.3. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X → Y una

función continua y suprayectiva. Si f−1(W ) es arcoconexo para cada subcon-

tinuo arcoconexo W de Y , entonces f(XTa(f−1(B))) ⊆ Y Ta(B) para cada

subconjunto B de Y .

Demostración. Sean B ∈ 2Y y y ∈ Y \ Y Ta(B). Entonces existe un sub-

continuo arcoconexo W de Y tal que y ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ Y \ B. Note-

mos que f−1(W ) ∩ f−1(B) = ∅. Como f es continua y f−1(y) es compacto,

f−1(y) ⊆ Int(f−1(W )). Entonces para cada x ∈ f−1(y), x /∈ XTa(f−1(B)).

Aśı, f−1(y)∩XTa(f−1(B)) = ∅. Si f(x) ∈ f(XTa(f−1(B))), entonces f−1(y)∩

XTa(f−1(B)) 6= ∅, lo cual es una contradicción. Aśı, y ∈ Y \f(XTa(f−1(B))).

Por lo tanto, f(XTa(f−1(B))) ⊆ Y Ta(B).

Como consecuancia de los teoremas 3.6.2 y 3.6.3 tenemos los siguientes

corolarios.

Corolario 3.6.4. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X → Y una

función continua, suprayectiva y abierta. Si f−1(W ) es arcoconexo para cada

subcontinuo arcoconexo W de Y , entonces f(XTa(f−1(B))) = Y Ta(B) para

cada subconjunto B de Y .

Corolario 3.6.5. Sean X y Y continuos arcoconexos y f : X → Y una fun-

ción continua y suprayectiva. Si X es hereditariamente arcoconexo, entonces

f(XTa(f−1(B))) ⊆ Y Ta(B) para cada subconjunto B de Y .

Los siguientes dos corolarios se aplican a dendroides.



3.6. ALGUNOS OTROS RESULTADOS 77

Corolario 3.6.6. Sean X un dendroide y Y un continuo arcoconexo. Si

f : X → Y es una función continua y suprayectiva, entonces f(XTa(f−1(B))) ⊆

Y Ta(B) para cada subconjunto B de Y .

Corolario 3.6.7. Sean X un dendroide y Y un continuo arcoconexo. Si

f : X → Y es una función continua, suprayectiva y abierta, entonces Y Ta(B) =

f(XTa(f−1(B))) para cada subconjunto B de Y .
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Caṕıtulo 4

Las funciones R y Ka

La función R la definieron David P. Bellamy y Lewis Lum en los puntos

de los continuos homogéneos arcoconexos para demostrar que éstos son ćıcli-

camente arcoconexos [5]. Posteriormente Benjamin Espinoza y Sergio Maćıas

definieron R en el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vaćıos de un

continuo arcoconexo e hicieron un estudio detallado de dicha función [11].

4.1. Las funciones Ta , R y Ka

Comenzamos con las definiciones de la función R y Ka.

Definición 4.1.1. Sea X un continuo arcoconexo. Definimos la función R :

2X → 2X como sigue: para cada A ∈ 2X ,

R(A) =
⋂
{Cl(U) | U es arcoconexo y A ⊆ Int(U)}.

Definición 4.1.2. Sea X un continuo arcoconexo. Definimos la función Ka :

2X → 2X como sigue: para cada A ∈ 2X ,

Ka(A) =
⋂
{W ∈ C(X) | W es arcoconexo y A ⊆ Int(W )}.
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Observación 4.1.3. Por definición, si X es un continuo arcoconexo, enton-

ces R(A) ⊆ Ka(A) para cada A ∈ 2X .

El siguiente ejemplo muestra que las funciones R y Ka son diferentes.

Ejemplo 4.1.4. Sean Y el cono sobre el pseudoarco con vértice v y P el

pseudoarco en la base de Y . Sea L una compactación del rayo [0,∞) que

empieza en v y tiene como residuo a P , donde L∩Y = {v}∪P . Sea X = Y ∪L.

Si p es un punto en P , R({p}) = vp ∪ P ∪ L, sin embargo Ka({p}) = X.

Teorema 4.1.5. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es fuertemente semi-

localmente arcoconexo, entonces Ka({p}) = R({p}), para cada p ∈ X.

Demostración. Por la Observación 4.1.3, tenemos que R({p}) ⊆ Ka({p}).
Necesitamos probar que Ka({p}) ⊆ R({p}). Sea x ∈ X \ R({p}). Entonces

existe un subconjunto arcoconexo U de X tal que p ∈ Int(U) y x /∈ Cl(U).

Entonces existe un subconjunto abierto N de X tal que x ∈ N ⊆ Cl(N) ⊆
X \ Cl(U). Como X es fuertemente semilocalmente arcoconexo y x ∈ N ,

existe un subconjunto abierto V de X tal que x ∈ V ⊆ Cl(V ) ⊆ X \ Cl(U)

y X \ V es la unión de un número finito de subcontinuos arcoconexos de X.

Sea C el subcontinuo de X \V que contiene a p. Entonces p ∈ Int(C) ⊆ C ⊆
X \{x}. Esto implica que x /∈ Ka({p}). Por lo tanto, Ka({p}) ⊆ R({p}).

El siguiente resultado nos dice que en continuos arcoconexos y colocal-

mente arcoconexos las funciones Ka y R coinciden.

Teorema 4.1.6. Si X es un continuo arcoconexo y colocalmente arcoconexo,

entonces Ka(A) = R(A), para cada A ∈ 2X .

Demostración. Por la Observación 4.1.3, tenemos que R(A) ⊆ Ka(A). Nece-

sitamos probar que Ka(A) ⊆ R(A). Sea x ∈ X \ R(A). Entonces existe un

subconjunto arcoconexo U de X tal que A ⊆ Int(U) y x /∈ Cl(U). Entonces

existe un subconjunto abierto N de X tal que x ∈ N ⊆ Cl(N) ⊆ X \Cl(U).
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Como X es colocalmente arcoconexo y x ∈ N , existe un subconjunto abierto

V de X tal que x ∈ V ⊆ Cl(V ) ⊆ X \ Cl(U) y X \ V es arcoconexo. Aśı,

x /∈ Ka(A). Por lo tanto, Ka(A) ⊆ R(A).

Teorema 4.1.7. Sean X un continuo arcoconexo y p y q ∈ X. Entonces

p ∈ Ka({q}) si y sólo si q ∈ Ta({p}).

Demostración. Supongamos que q /∈ Ta({p}), entonces existe un subcontinuo

arcoconexo W de X tal que q ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {p}. Esto implica

que p /∈ Ka({q}). Ahora, si p /∈ Ka({q}), entonces existe un subcontinuo

arcoconexo W de X tal que q ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {p}. Esto implica que

q /∈ Ta({p}).

Como consecuencia de la Observación 4.1.3 y del Teorema 4.1.7 tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 4.1.8. Sean X un continuo arcoconexo y p y q ∈ X. Si p ∈
R({q}), entonces q ∈ Ta({p}).

Teorema 4.1.9. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo y p y q ∈ X. Si q ∈ Ta({p}), entonces p ∈ R({q}).

Demostración. Supongamos que p /∈ R({q}). Entonces existe un subconjunto

arcoconexo U de X tal que q ∈ Int(U) y p /∈ Cl(U). Como X es fuertemente

semilocalmente arcoconexo y p ∈ X \ Cl(U), existe un subconjunto abierto

V de X tal que p ∈ V ⊆ X \Cl(U) y X \ V es la unión de un número finito

de subcontinuos arcoconexos. Sea W la componente de X \ V que contiene

a q. Entonces q ∈ Int(W ), lo que implica que q /∈ Ta({p}).

Como consecuencia de la Observación 4.1.3 y el Teorema 4.1.9 tenemos

el siguiente corolario.

Corolario 4.1.10. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcoco-

nexo y p y q ∈ X. Si q ∈ Ta({p}), entonces p ∈ Ka({q}).



82 CAPÍTULO 4. LAS FUNCIONES R Y Ka

Como consecuencia del Teorema 4.1.7, el Corolario 4.1.8, el Teorema 4.1.9

y el Corolario 4.1.10 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.11. Sean X un continuo fuertemente semilocalmente arcoco-

nexo y p y q ∈ X. Entonces

(1) p ∈ Ka({q}) si y sólo si q ∈ Ta({p}).

(2) p ∈ R({q}) si y sólo si q ∈ Ta({p}).

Para los siguientes resultados necesitamos las definiciones de continuo

R-simétrico, Ta-simétrico, Ka-simétrico, puntualmente R-simétrico, puntual-

mente Ta-simétrico y puntualmente Ka-simétrico. Esto lo hacemos siguiendo

las Definiciones 2.1.4 y 2.1.5.

Teorema 4.1.12. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo. Entonces X es puntualmente R-simétrico si y sólo si X es puntualmente

Ta-simétrico.

Demostración. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcoconexo

y supongamos que X es puntulmente R-simétrico. Sean p y q dos puntos

en X tales que q ∈ Ta({p}). Por el Teorema 4.1.9, p ∈ R({q}). Como X es

puntualmente R-simétrico q ∈ R({p}). Por el Corolario 4.1.8, p ∈ Ta({q}).
Por lo tanto, X es puntualmente Ta-simétrico. La prueba del rećıproco es

similar.

Corolario 4.1.13. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo. Entonces X es puntualmente Ka-simétrico si y sólo si X es puntualmente

Ta-simétrico.

Corolario 4.1.14. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo. Entonces X es puntualmente Ka-simétrico si y sólo si X es puntualmente

R-simétrico.
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Teorema 4.1.15. Sea X un continuo fuertemente semilocalmente arcocone-

xo. Entonces

(1) Si X es R-simétrico, entonces R(A) ⊆ Ta(A) para cada A ∈ 2X .

(2) Si X es Ka-simétrico, entonces R(A) ⊆ Ta(A) para cada A ∈ 2X .

Demostración. Supongamos que X es R-simétrico. Sean A ∈ 2X y x un

punto de X tales que x /∈ Ta(A). Entonces existe un subcontinuo arcoconexo

W de X tal que x ∈ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \A. Esto implica queR({x})∩A = ∅.
Como X es R-simétrico, R(A)∩{x} = ∅. Entonces x /∈ R(A), lo que prueba

(1). La prueba de (2) se hace de forma similar.

Teorema 4.1.16. Sea X un continuo arcoconexo. Si X es Ta-simétrico, en-

tonces Ta(A) ⊆ Ka(A) para cada A ∈ 2X .

Demostración. Sean A ∈ 2X y x en X tales que x /∈ Ka(A). Entonces existe

un subcontinuo arcoconexo W de X tal que A ⊆ Int(W ) ⊆ W ⊆ X \ {x}.
Esto implica que A∩Ta({x}) = ∅. Como X es Ta-simétrico, Ta(A)∩{x} = ∅.
Entonces x /∈ Ta(A).

Proposición 4.1.17. Sean X un continuo arcoconexo, A ∈ 2X y x ∈ X \A.

Si X es colocalmente arcoconexo en x, entonces x /∈ R(A).

Demostración. Sean A ∈ 2X y x ∈ X \ A tales que X es colocalmente

arcoconexo en x. Sea U un subconjunto abierto de X tal que x ∈ U ⊆
Cl(U) ⊆ X \A. Como X es colocalmente arcoconexo en x, existe un subcon-

junto abierto V de X tal que x ∈ V ⊆ U y X \ V es arcoconexo. Entonces

A ⊆ X \Cl(U) ⊆ X \U ⊆ X \V ⊆ X \{x}. Esto implica que x /∈ R(A).

Corolario 4.1.18. Si X es un continuo colocalmente arcoconexo, entonces

R(A) = A para todo A ∈ 2X .
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La demostración de la siguiente proposición es análoga a la demostración

de la Proposición 4.1.17 por lo que la omitimos.

Proposición 4.1.19. Sean X un continuo arcoconexo, A ∈ 2X y x ∈ X \A.

Si X es colocalmente arcoconexo en x, entonces x /∈ Ka(A).

Corolario 4.1.20. Si X es un continuo colocalmente arcoconexo, entonces

Ka(A) = A para todo A ∈ 2X .

El continuo del Ejemplo 4.1.21 es un continuo arcoconexo para el cual la

función R es continua, como se prueba en el Teorema 4.1.23.

Ejemplo 4.1.21. Sean Y la suspensión sobre el conjunto de Cantor con

vértices v1 y v2 y X el espacio que se obtiene al identificar v1 con v2. Sea v

el punto en que se identificaron los vértices v1 y v2.
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Para la prueba del Teorema 4.1.23 necesitamos el siguiente resultado cuya

demostración se puede encontrar en [11, Teorema 4.16].

Teorema 4.1.22. Un continuo esR-aditivo si y sólo si para cualquier Λ ⊆ 2X

tal que
⋃

Λ ∈ 2X , se tiene que R
(⋃

Λ
)

=
⋃{
R(L) | L ∈ Λ

}
.

Teorema 4.1.23. La función R es continua en el continuo del Ejemplo

4.1.21.
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Demostración. Sea X el continuo del Ejemplo 4.1.21. Primero veamos que

para cada subconjunto cerrado A de X se tiene que R(A) = {v} ∪ A. Esto

se sigue de que si x ∈ X \A y x 6= v, entonces X es colocalmente arcoconexo

en x y, por la Proposición 4.1.17, x /∈ R(A). Además, para cada cerrado A,

v ∈ R(A).

Ahora veamos que X es R-aditivo. Sean A y B dos cerraos de X. Por

el párrafo anterrior, R(A) = {v} ∪ A, R(B) = {v} ∪ B y R(A ∪ B) =

{v} ∪ (A ∪B). Por lo tanto, R(A ∪B) = R(A) ∪R(B).

Ahora, sea {An}∞n=1 ⊆ 2X tal que {An}∞n=1 converge a A. Entonces

ĺım
n→∞

R(An) = ĺım
n→∞

({v}∪An) =
(

ĺım
n→∞
{v}
)
∪
(

ĺım
n→∞

An

)
= {v}∪A = R(A).

Por lo tanto, R es continua.
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[34] S. Maćıas, On continuously irreducible continua, Topology Appl., 156

(2009), 2357–2363.
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