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INTRODUCCION

Mide lo que se pueda medir,
y lo que no se pueda medir, hazlo medible.
Galileo Galilei

Medir siempre ha sido una inquietud para el hombre y ha sido objeto
de discusién y grandes controversias desde tiempos muy antiguos. En la
Grecia clsica el hallazgo de magnitudes inconmensurables, como la diagonal
del cuadrado de lado uno, fue motivo de un grave escdndalo dentro de los
pitagdricos.

Una vez asumida y comprendida la existencia de estas magnitudes in-
conmensurables —hoy dirfamos irracionales— la longitud de un segmento
no representa ninguna complicacién, por el contrario, la longitud se com-
porta de muy buena forma y por algo ha sido la herramienta por excelencia
para medir distancias, dreas, volimenes, etcétera. Fue este afdn por con-
servar estas propiedades de la longitud y llevarlas a objetos que no fueran
precisamente segmentos lo que impulsé los origenes de la teorfa de la medida.

A principios del siglo XIX Lebesgue “redujo” el problema de integrar
funciones reales al problema de asignar a cualquier subconjunto de la recta
un nimero que rescatara las propiedades escenciales de la longitud, es decir,
al problema de medir, en un sentido geométrico, cualquier subconjunto de
R. Lebesgue planteé este problema y propuso una solucién, la medida de
Lebesgue; sin embargo no pudo probar que su medida realmente quedaba
definida para todo subconjunto de R, esto es, no logré demostrar que to-
do conjunto resultaba medible segiin su medida; tampoco pudo probar lo
contrario.

Tan sélo tres anos después de que se definiera la medida de Lebesgue,
el matemdtico italiano Giuseppe Vitali dio a conocer el primer conjunto no
medible; para mostrar la existencia de tal conjunto Vitali utilizé el axioma de
eleccién, axioma que habia sido enunciado formalmente por Zermelo apenas
un ano antes y que generd diversas reacciones entre los mateméticos. Dentro
del grupo de los que se oponfan a dicho axioma se encontraban Borel, Baire
y el mismo Lebesgue. La pregunta fue entonces jes posible construir un con-
junto no medible utilizando dnicamente los axiomas de Zermelo-Fraenkel?,
esta interrogante permanecié abierta mas de medio siglo y mientras tanto
se dieron a conocer distintos ejemplos de conjuntos no medibles, que usa-
ban nuevamente el axioma de eleccién pero que satisfacian propiedades muy
distintas, tales como los construidos por Van Vleck y Bernstein.



Poco més tarde un gran nimero de matemadticos, dentro de los cuales se
encontraban Carathéodory, Banach, Sierpinski y Hausdorff, se interesé por
el problema de la medida y generalizé tanto el concepto de medida como el
problema planteado por Lebesgue, estableciendo asi las bases de la teoria de
la medida tal y como la conocemos hoy en dfa.

Finalmente en la decada de los sesenta Robert Solovay logré responder
la pregunta de si es posible construir un conjunto no medible utlizando
linicamente los axiomas de Zermelo-Fraenkel, pues probé que la proposicién
“todo subconjunto de R es Lebesgue medible” es independiente de dichos
axiomas, es decir, que en el marco de estos axiomas no se puede probar que
dicha proposicién sea verdadera ni falsa, con lo que la respuesta a la pregunta
€s nmo y en consecuencia siempre que se quiera construir un conjunto que no
sea Lebesgue medible habra que suponer hipdtesis adicionales a Zermelo-
Fraenkel.

Lo que se ha logrado hacer para evitar el axioma de eleccién es construir
conjuntos que no son Lebesgue medibles a partir de hipétesis menos comunes
pero un poco més débiles que el axioma de eleccién como lo son el teorema de
Hanh-Banach y un caso particular del teorema de Tychonoff para productos
de espacios topdlogicos compactos; también se han construido conjuntos no
medibles utilizando la hipétesis del continuo.

Retomando la frase de Galileo, usada como epigrafe de esta introduccion,
y en vista de que es imposible suponiendo el axioma de eleccién hacer medi-
bles, en el sentido planteado por Lebesgue, a estos conjuntos no medibles; lo
que podria intentarse entonces serfa precisamente medir la “no medibilidad”
de estos conjuntos. Lejos de lograrlo, en este trabajo intentaremos simple-
mente dar una clasificacién de los conjuntos no medibles segtin su “grado de
no medibilidad”, esto lo haremos dando ciertas condiciones que nos permiten
decir qué tan grandes pueden ser los subconjuntos medibles de un conjunto
no medible, y en este sentido qué tan no medible resulta, como subespacio
de R, el conjunto en cuestion.

Para esto y con el objetivo de hacer este trabajo lo méas accesible posible
hemos decidido incluir en el primer capitulo la definicién original de la medi-
da de Lebesgue en R, la cual ademas tiene la ventaja de dejar ver de manera
muy clara por qué la medida de Lebesgue es realmente un intento por gen-
eralizar, a cualquier subconjunto de R, nuestra idea intuitiva de longitud.
Como tnicamente trabajaremos con la medida de Lebesgue, para simpli-
ficar la notacién, llamaremos conjuntos medibles a los conjuntos Lebesgue
medibles.

En el siguiente pequeno capitulo estudiamos algunas propiedades gen-



erales de las clases de los conjuntos medibles y de los no medibles, analizare-
mos, por ejemplo, algunas propiedades de los conjuntos de medida cero y la
construccién de los conjuntos de Vitali.

Posteriormente, en la tercera parte, daremos dos interesantes ejemplos de
conjuntos no medibles, a saber, los conjuntos de Bernstein y los de Sierpinski,
el primero construido nuevamente usando el axioma de eleccién y el segundo
bajo la hipétesis del continuo.

El cuarto capitulo se centrard en la discusién de qué tan no medible
puede ser un subconjunto de R; para esto definiremos cuatro tipos de no
medibilidad y estudiaremos algunas propiedades de cada uno de estos tipos,
asi como las relaciones que entre éstos existen. Presentaremos también al-
gunos nuevos ejemplos de conjuntos no medibles que se construyen haciendo
algunas variaciones en las costrucciones vistas en las secciones anteriores.
Cabe mencionar que a lo largo de esta seccién se supondrd siempre vélido el
axioma de eleccion, y de la hipétesis del continuo haremos mencién en caso
de ser requerida.

Finalmente, en el idltimo capitulo trabajaremos con hipétesis menos co-
munes para incluir un ejemplo de un conjunto no medible que se puede
construir bajo hipétesis un poco més ligeras que el axioma de eleccién, a
saber, que el espacio {0, 1}]R es numerablemente compacto y el axioma de
elecciéon numerable. Asimismo analizaremos el tipo de no medibilidad de los
conjuntos construidos de esta forma.



LA MEDIDA DE LEBESGUE EN R

Con el objetivo de definir una integral que ampliara el conjunto de
las funciones integrables —hasta ese momento las Riemann integrables—
Lebesgue, en 1902, planteé el problema de la medida en R y propuso una
solucién: la medida de Lebesgue.

Dicho problema consistia en asignar a cada conjunto acotado un nimero
real no negativo, al que llamariamos medida, que satisficiera las siguientes
condiciones:

1. Existe un conjunto cuya medida es distinta de cero.

2. La medida es invariante bajo traslaciones. Donde una traslacién 1" es
una funcién 7' : P (R) — P (R) tal que existe 5 € R con la propiedad
de que paratodo ACR, T(A)={reR:x=a+fF,a € A}.

3. La medida de la unién de una cantidad finita o numerable de conjuntos
ajenos dos a dos es igual a la suma de las medidas de dichos conjuntos.

A continuacién expondremos la solucién planteada por Lebesgue y anal-
izamos ciertas propiedades de su medida.

Notemos primero que a partir de las condiciones establecidas en el prob-
lema de la medida se sigue que, en caso de existir una solucién, dicha solucién
debe satisfacer también que dados cualesquiera dos subconjuntos, A y A’,
de R si A’ C A entonces la medida de A’ es menor o igual que la de A, pues,
si m es una medida que satisface las condiciones del problema y denotamos
por m (A) la medida del conjunto A, entonces, en vista de la tercera condi-
cién y tomando en cuenta que la medida es siempre un nimero no negativo,
debemos tener que:

m (A) <m (A) +m(A—A) =m (AU (A— A)) =m(A)

por lo que m (A") < m (A).

A esta propiedad se lo conoce como la propiedad de la monotonia, la
cual, en combinacién con la segunda condicién, tiene como consecuencia
inmediata que cualquier intervalo, con longitud positiva, tenga medida pos-
itiva; pues si existiera un intervalo I de longitud positiva cuya medida fuera
cero, dado que todo conjunto acotado puede cubrirse con una cantidad fini-
ta de intervalos que resultan de trasladar al intervalo I, concluirfamos, con



base en la segunda condicién, que la medida de cualquier conjunto es cero,
lo cual contradice la primera condicién. Ademds, tomando en cuenta que
la medida de un conjunto acotado debe ser finita, resulta que la medida
de cualquier conjunto formado por un solo punto dede ser cero, pues de lo
contrario cualquier conjunto acotado formado por una infinidad de puntos
tendria medida infinita.

Se observa también que si el problema de la medida admite al menos una
solucién, entonces admitird una infinidad, pues al multiplicar las medidas
obtenidas por un mismo numero (distinto de cero y de uno) obtendremos
una nueva solucién del problema. Para evitar esta multiplicidad de soluciones
podemos asignarle 1 como medida a un conjunto arbitrario de medida distin-
ta de cero; de modo que podemos comenzar la construccién de una solucién
tomando, de manera arbitraria, un intervalo u y asignéndole 1 por medida;
supongamos que dicho intervalo es el intervalo [0, 1], al cual denotaremos
por u.

De aqui en adelante consideraremos que los intervalos en R son todos los
conjuntos de la forma (a,b) ;[a, b] ; (a,b] o bien [a,b) con a < by que dado un
intervalo I de cualquiera de estas formas su longitud, ¢ (1), es precisamente
b—a.

Veremos que las condiciones que establece el problema de la medida nos
obligan a asignar a cada intervalo su longitud como medida.

Teorema 1.1

Dada cualquier medida m que satisface las condiciones del problema y
cualquier intervalo I de R, se tiene que m (I) = £(I), donde m (I) denota
a la medida del conjunto I.

Sea m una medida que satisface las condiciones del problema y sea I un
intervalo de la forma (a,b] con a < b. Supongamos primero que ¢ (I) = %
con p,q € N. Esto quiere decir que ¢(I) es p veces la g-ésima parte de u,
es decir que existe un intervalo I’ que cabe p veces en I y ¢ veces en u, o
bien, que existen p intervalos ajenos, I; de la forma (a;, b;] con a; < b;, y ¢

intervalos ajenos, I 3,‘7 tambien de la forma (a}, b}] con a] < b} tales que:

p
\J I =1 y para toda i € {1,...,p} existe una traslacién T; tal que
i=1

T (I') = I
q
U I; =u y para toda j € {1,...,q} existe una traslacién T tal que
j=1
! AN 74
TI(I') =T,



Dadas las condiciones 2 y 3 del problema, se debe tener que:

L=mw) = > m(L) =g (m (L)

J=1

Por lo que m (I') = %. Del mismo modo:

m () = z m (L) = p (m (I'))

De modo que m (I) = g.

Supongamos ahora que ¢ (I) = z con z irracional positivo, entonces para
todag € {g € Q:0 < ¢ < z} existe un intervalo I, tal que I, C I 'y £ (I;) = q.
Por lo que, recordando la propiedad de la monotonia, obtenemos:

g=m(ly) <m(I) paratodage {g€Q:0<¢g< z}

Debemos tener entonces que z < m([), ya que si z > m ([), entonces
podriamos encontrar un racional ¢ tal que z > g > m (I) > 0, lo cual es
imposible.

De manera andloga para toda p € {p € Q : p > z > 0} existe un intervalo
I, tal que I C I, y £(I,) = p, y en consecuencia m (I) < z. Por lo tanto
m(I) = z.

Ahora bien, dado que la medida de cualquier conjunto formado por un
solo punto es cero y que cualquier intervalo abierto con extremos a y b sat-
isface (a, b] = (a,b) U[b,b] debemos tener que b —a = m ((a,b]) = m ((a,b)).
De modo similar se prueba que la medida de los intervalos de la forma [a, b]
o [a,b) coincide también con su longitud.

Se concluye entonces que si queremos definir la medida sobre el conjunto
de todos los intervalos de R, dicha medida deberd coincidir con la longitud.
O

Dado que la longitud de los intervalos cumple con todas las condiciones
del problema de la medida podemos, en efecto, asignarle a cada intervalo
su longitud como medida, lo cual era de esperarse pues precisamente el
problema de la medida de Lebesgue lo que se plantea en el fondo es si se
puede o no asignar a cada subconjunto de R algo asf como una longitud. En
este sentido no sorprende que, pensando en una generalizaién de la longitud,
la medida exterior se defina de la siguiente manera:

Definiciones



1. Dado cualquier subconjunto acotado A de R definimos la medida ex-
terior de A, m* (A), como:

m* (A) = fnf{nie(fn) LAC nfjl[n}

Donde cada I, es un intervalo en R y ¢(I) representa la longitud del
intervalo 1.

2. Sea A un subconjunto de R contenido en un intervalo I. Definimos la
medida interior de A, m, (A), como:

my (A) = €(I) —m* (I — A)

Resta probar que el valor de my (A) no depende del intervalo I que
tomemos.

Para probar que la medida interior estd bien definida y para muchas otras
aplicaciones valdrd la pena tener en cuenta la gran flexibilidad de la que goza
la definicién de la medida exterior, pues bien pudimos haber pedidio que los
intervalos I, fueran todos cerrados, o abiertos, o bien abiertos en un extremo
y cerrados en el otro; también podriamos pedir, si asf lo quisiéramos, que los
intervalos sean ajenos entre si o pedir que la longitud de cada uno de éstos
sea menor que un cierto nimero positivo. (Véase [1])

Teniendo esto en cuenta resulta sencillo probar que dado un conjunto
acotado A el valor de ¢ (I) —m* (I — A) es el mismo para cualquier intervalo
I que contiene a A.

Proposicién 1.1
Dado un conjunto acotado A C R y cualesquiera dos intervalos I e I’
que contienen a A se tiene que:

(I)—m*(I—A)=0(I') —m* (I' - A)

Dado cualquier conjunto acotado A y dos intervalos I e I’ que lo con-
tienen es claro que el intervalo I NI’ también contiene a A, por lo que basta
hacer el caso en el que I’ C I. Supongamos entonces que A C I' C I,
tomemos € > 0 e {I,},cy una familia de intervalos ajenos dos a dos tal que
I—ACUpenlny > pent(In) < m* (I — A) 4+ e. Ahora bien, el conjunto
I — I’ consta de a lo mds dos intervalos ajenos a los cuales denotaremos por



I, e I. De este modo, si para cada n € N, I! = I,, N I, entonces la familia
{I,,},,en €s una familia de intervalos ajenos cuya unién contiene a I’ — A y se
queda contenida en I', y ademds (I, U I,) U (UI}) = U, en consecuencia:

0(1,) + 0 (1) + ZNE(I;L) <m*(I—A)+e

Ahora, si despejamos el tercer término del lado izquierdo y sumamos y
restamos £ (I') al lado izquierdo obtenemos

S (L) <e—L(I)+m*(I—A)+(I')
neN

Finalmente, dado que m* (I' — A) < >~ ¢ (I},) , concluimos que £ (I)—
m*(I—A)—(I")—m*(I' - A)) <e.

Veremos ahora que —¢ < £ (I)—m* (I — A)— (L (I") —m*(I' — A)), para
esto tomemos una familia {1}, de intervalos ajenos dos a dos tal que
I' = A CUpenI} y D pent (I))) <m* (I' = A) 4 €. De este modo, si I, e I
son como antes, tenemos que I — A C (I, U I) U (UpenI)!), en consecuencia:

m* (I —A) <L)+ L(I)+ > 0(I)) <)+ (T) +m* (I' — A) +¢
neN

Asi, sumando £ (I') a los extremos de la desigualdad, tenemos que ¢ (I")+
m* (I —A) < L(I)+ m*(I' = A) + ¢, de lo que ciertamente resulta que
—e<tl(I)—-m*(I—-A) —(I)—m*(I'-A).

Por lo tanto el valor de £(I) —m* (I — A) no depende del intervalo I que
tomemos. [

Queda claro entonces que tanto la medida exterior como la interior estdn
definidas para todo subconjunto acotado de R. Veremos ahora que dichas
medidas satisfacen las siguientes propiedades:

i) La medida exterior es siempre mayor o igual que la medida interior.
i1) Ambas medidas son invariantes bajo traslaciones.

iit) Tanto la medida exterior como la interior son monétonas, es decir, que
si A C B, entonces m* (A) < m* (B) y m. (A) < m, (B).

iv) Si {A, :n € N} es una familia de conjuntos acotados y ajenos dos a
dos entonces:

wr (0 a) < Soran v (U 40) = £ mean

Siempre que la unién resulte ser un conjunto acotado. En este caso
suele decirse que m* es o-subaditiva y que m, es g-sobreaditiva.



Es sencillo ver que, en efecto, las medidas que acabamos de definir
cumplen con la primera propiedad, pues dado un conjunto acotado £ C R e
I un intervalo que contiene a F, para cualesquiera dos familias de intervalos
{In},en € {1} ey tales que E C UI, e I — E C U, se tiene que:

m* (B)+m (1= B) < X (L) + X 0(I;) < €(1)
neN neN
por lo que m* (E) < {¢(I) —m* (I — E) = m, (E).

Las siguientes dos propiedades se siguen directamente de las defini-
ciones por lo que aquf incluiremos inicamente la demostracién de la cuarta.
Demostraremos primero que la medida exterior es o-subaditiva, para esto
no serd necesario suponer que los conjuntos A,,n € N son ajenos dos a dos.

Proposicion 1.2
Si {A,, :n € N} es una familia de conjuntos tales que el conjunto A =
UnenAy es acotado, entonces

Sea {A, : n € N} como en la hipétesis y sea ¢ > 0. Para cadan € N,
podemos tomar una familia de intervalos {1y, ;} jeN tal que
€
Apn C U Inj y m*(An) = 3 U(In;) — on
jeN jeN

De modo que A C Upen (UjenIn,j) ¥ por lo tanto

neN \ jeN neN

m*(A) < ) (Z ¢ (In,j)> < 2 m'(Ap) te
Dado que esto se puede hacer para cualquier € > 0 se concluye que m* (A) <
Yomen™ (An). O

Probaremos ahora que la medida interior es o-sobreaditiva, para esto
utilizaremos el siguiente lema.

Lema 1.1
St {Cn},en €5 una familia de conjuntos tales que:

° Cada conjunto Cy, con n € N, es una union finita de intervalos de
cualquier tipo.

10



° Para toda n € N se tiene que Cpy1 C Cy,.

° El conjunto NpenCh es vacio.
Entonces para toda € > 0 existe N € N tal que m* (Cy) < €.

Para cada n € N, sea R, el conjunto C,,—C}, 11, de modo que R,NR,, = 0
para toda n # m y nuevamente cada R, puede ponerse como unién finita
de intervalos ajenos dos a dos, digamos:

kn,
Rn = U Ii,n
=1

Denotemos ahora por R al conjunto U,enR,, entonces R = C1, pues por
un lado es claro que R C Cy y por el otro, dado que N,enC, = 0, para
cualquier x € C7 debe existir N € N tal que z € Cn y si M > N, entonces
x ¢ Cyr, de modo que z € Ry C R. Por lo tanto R = C y en consecuencia,
dado que R es la unién ajena de los intervalos I; ,,, coni € {1,...,n} yn € N,
tenemos:

0o kn o
wt (@)= (1) = £ (£ e0,)) = £ (1)

n=1 \i=1

Ahora bien, dada € > 0 podemos tomar N € N tal que:

Ademsds, del mismo modo que vimos que R = C7 se puede ver que
Un>nR, = Ch, por lo que

(18

Il
=

n

m* (Ry) > m” < iLjN Rn) — " (Cy)

n

*

—

Por lo tanto m* (Cy) < e. O

Proposicion 1.3

Si {A, :n € N} es una familia de conjuntos ajenos dos a dos tal que el
conjunto A = UpenAn es acotado entonces:

me (A) > 3 ma (Ay)



Haremos primero el caso en el que tenemos un nimero finito de conjun-
tos, es claro que para esto basta probar que la proposicién es cierta cuan-
do tenemos tinicamente dos conjuntos; sean entonces A y B dos conjuntos
ajenos contenidos en un intervalo I, y sea € > 0.

/ o1 . . .

Sean {In}, cx € {1}, },cn familias de intervalos ajenos dos a dos tales que:

I-Ac I, I-BC (JI
neN neN

m (I—A)> S (L) - cym (I-B)> L ()% (1)
neN 5 neN i)
De este modo I — Upenly, € Ay I — Upen!), C B; ademés si denotamos
por C,, al conjunto

o (- U1)n(1- U n).

entonces la familia {Cy,},, .y cumple con las hipétesis del lema anterior ya
que (I — UpenIn) N (I —UpenI}) € AN B = (). Por lo tanto podemos tomar
N € N tal que:

N 00 e N 00 e
Z e(In) Z Z K(In)_fa Z K(Ifz) Z Z g(I;l) -
n=1 n=1 5 n=1 n=1 5}
k
y que m* (Cy) < £, es decir que ) £(1,) < g, donde U I, =Cn
n=1

Ahora bien, por un lado el conjunto Dy = (I — Un<NI YU(I — Up<nI})
puede ponerse como una unién finita de intervalos ajenos dos a dos, digamos,
Tl, ceny TM donde:

M N N k
> 0(T) = £(1) = X () +0(0) = 3 ¢(1) = 3 €0)

En consecuencia, dado que nuevamente el conjunto I — Dy es una unién
finita de intervalos, tenemos:

m* (I - Dy) = £(I) - zu><zu> L+ 3 0(1)+ 2

n=1

Por otro lado, si denotamos ahora por D al conjunto (I — Upenly) U
(I — UpenI)) resultaque D C AUBy que [(I — D) — (I — Dy)] € (Up>nIp)U

12



(Un>n1},) . Por lo que utilizando la subaditividad de la medida exterior ten-
emos que:

m* (I — D) <m*[(I — D) — (I — Dy)]+m* (I — Dy) <

S (L) + Y (1) +m* (I - Dy) < —+m*(I - Dn)

n=N n=N 5

Utilizando entonces las cotas que hemos encontrado para m* (I — D) y
m* (I — Dy), resulta que:

ma (AU B) > m, (D) = £ (I)—m* (I — D) 2@(1)—(255+m* (I—DN)) >

(D)= 32 0(L,)+0 (1)—§1e (I;L)—%8 > 0 (I)=m* (I — A)+€(I)—m* (I — B)—e,

donde la ultima desigualdad se sigue de (1).

Por lo tanto my (AU B) > my (A) + ms (B).

Haremos ahora el caso numerable; tomemos entonces una familia nu-
merable {A,}, . de conjuntos ajenos dos a dos tales que el conjunto A =
UnenAn es acotado. De lo que acabamos de probar se sigue que, dada
cualquier N € N,

m @1 An) > nﬁl e (A)

Ahora bien, como U,<nyA, C A para toda N € N tenemos que:
N N
my (A) > my < U An> > Y ms(4,) paratoda N € N
n=1 n=1

Por lo tanto my (A) > Y cn Ma (Ap) . O

En cuanto a la subaditividad de la medida exterior, se puede decir atin
m4as, pues, recordando que la distacia entre entre dos conjuntos A y B,
dist (A, B), se define como inf {|a — b| : a € A,b € B}, es facil ver que dados
dos conjuntos A y B tales que dist (A,B) = § > 0, entonces m* (A) +
m* (B) = m* (AU B), ya que para toda ¢ > 0 podemos tomar una familia de
intervalos {1}, cy tales que AUB C Upenlp, m* (AUB) >3 -l (I,)—¢
y que ¢ (I,) < d paratodan € N, de tal modo que ningun intervalo intersecta
a Ay a B al mismo tiempo, por lo que, si denotamos por I4, e Ip, a los
intervalos de la familia {1}, .y que intersectan a A y a B respectivamente,
entonces:

m* (AUB) > S (((Ian) + € (Ipn)) — € > m* (A) + m* (B) — ¢,
neN
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y por lo tanto m* (AU B) = m* (A) + m* (B). Més adelante veremos que no
basta con suponer que AN B = () para que se dé esta igualdad.

Hemos visto entonces que tanto la medida exterior como la interior estan
definidas para todo subconjunto acotado de R y cumplen con todas las
condiciones del problema de la medida, excepto —tal vez— con la terceral,
pero en vista de la propiedad iv) es claro que si {4, : n € N} fuera una
familia de conjuntos ajenos dos a dos tales que m* (A,) = m, (A,) para
toda n € N entonces, si A denota a la unién de los conjuntos A, tendriamos

que

m* (4) < f;l m* (Ay) = f;l My (Ay) < ma (A) < m* (A)

Obteniendo entonces que m* (4) = > m* (A,).
n=1
Por lo que una posible solucién al problema de la medida podria darse

en términos de la siguiente definicién.
Definicién

Dado un conjunto acotado A diremos que A es medible si m* (A) =
my (A) v que la medida de A, m (A), es precisamente este valor
comun.

De este modo, la medida satisface las tres condiciones del problema y, en
efecto, es esta la solucién planteada por Lebesgue. A continuacién veremos
que el hecho de que un conjunto sea medible es equivalente a que un conjunto
pueda “separarse”, por decirlo de algin modo, de su complemento.

Proposicion 1.4

Sea A un conjunto contenido en un intervalo I.

El conjunto A es medible si y sdlo si para toda € > 0 existen familias
numerables de intervalos ajenos dos a dos {1}, cn € {1}, } ey tales que A C
Unendn, I —A C Upend), y la suma de las longitudes de los intervalos 1, ; =
I,N IJ/» con n,j € N es menor que €.

'En el siguiente capitulo veremos que, en efecto, existen subconjuntos P; y P, de R
ajenos entre si tales que m* (P1 U P2) < m™ (P1)+m™ (P2). Asi mismo, en el tercer capitulo
veremos que existen conjuntos ajenos Py y P; tales que my (P1 U P2) > my (P1) +m. (P2)
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Sea € > 0, supongamos primero que A es medible, podemos tomar famil-
ias numerables de intervalos ajenos dos a dos {I,.},cy € {1, },cy tales que
A CUpenIn, I — A C Upenl], y que

m(A) = ¥ (L) = gy m (I = A) = ¥ (1) =
neN neN

De este modo, dado que my (A) = ¢ (I) —m* (I — A) = m* (A), resulta
que

9 9

1) 2 Yen (¢ (1) + € (1)) =

Tomemos ahora N € N tal que:

Yo A(ny) = X2 l(iny) —

I3
nj<N n.jeN 2

(2)

| ™

y llamemos J,, al conjunto U;<nI, ;. De este modo
IC (UNENIn) U (U’N/ENI’;L) = (UnSN (In - Jn)) U (Un>NIn) U (UnGNI;z)

por lo que, si sacamos medidas y usamos la subaditividad de la medida
exterior

C(I) <> ent (In) — ZnJSNE (Tn,j) + > nen?

< ZneN (g (In) +4 (I;L)) - Zn,jeNe (In,j) +

Finalmente de (2) y (3) se sigue que

ZnEN (ﬁ (ITL) + ¢ (I;L)) - Zn,jéNe (In,j) + % = ZnEN (ﬂ (In) + ¢ (I;L)) B

Por lo tanto » £ (In,j) < €.

Supongamos ahora que el conjunto A es tal que para toda € > 0 existen
familias de intervalos ajenos dos a dos {I,}, ey € {1}, },cn que cubren a Ay
a I — A respectivamente y que ) £ (In;) < €, donde I,, ; es como antes.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada uno de los intervalos
I, e I, estd contenido en I. Nétese ademds que, dado que para toda N € N se
tiene que I = Upen (I, UI}) D Up<n (I, U L)), entonces para toda N € N
se satisface

—

I) (3)

| ™

| M

eI >3 <N (C(I,) + (1)) - >onj<n £ (Ing)

y en consecuencia,
C(I) = Yopen (ETn) + £(17)) = 0 jen £ (Ing)
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Entonces, tomando en cuenta que

m” (A) —m. (A) =m* (A) = (€(I) = m" (I - A))

y que {In},en € {1, },en son cubiertas de A y de I — A respectivamente,
tenemos que

0<m*(A) —m,(A) < ZGIN (C(Ip)+ (1)) —£(I) < ZGINE(ITZJ) <e

Dado que esto se puede hacer para toda e > 0, se concluye que m* (A) =
my (A). O

A partir de esta equivalencia y de las propiedades que hemos mencionado
yva de las medidas interior y exterior se puede probar que la medida cumple
con lo siguiente:

1. Dado cualquier conjunto medible A contenido en un intervalo I, el
conjunto I — A es también medible.

Esto es una consecuencia directa de la equivalencia que acabamos de
probar.

2. La interseccion finita de conjuntos medibles es medible.

Sean A y B conjuntos medibles contenidos en un intervalo I y sea
e > 0. Podemos tomar entonces familias de intervalos {I,,} e {I,} tales
que A C Unenlp, I —A C Unenly vy 30, jen(Ing) < 5, donde I, ;
denota al conjunto I, NI J’ Tomemos de manera andloga las familias de
intervalos {T},} y {7} considerando ahora al conjunto B y denotando
por Tp,; al conjunto 7;, N T7.

De este modo, si C = (UneNIn) n (UneNTn) yD= (UnENL/") U (UTLGNT’I/L)
entonces ANB CC, I — (AN B) C Dy ciertamente

cND C (Un,jENIn,j) U (Un,jeNTn,j)

Por lo tanto I—(A N B) y ANB pueden cubrirse con uniones de familias
de intervalos tales que la suma de las longitudes de los intervalos de
las respectivas intersecciones es menor que €.

Se sigue entonces que la interseccién de cualquier familia finita de
conjuntos medibles es medible.
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3. St Ay y As son dos conjuntos medibles tales que Ay C Ao, entonces
el conjunto Ay — A1 es también medible y m (A — A1) = m(Ag) —
Dado que A3—A; = AaN(I — Ay), donde I es un intervalo que contiene
a A, el conjunto Ay — Aj es medible. Ademds Ay = (Ag — Ay) U Ay,
por lo que m (Ay — A1) = m(A2) —m (4;).

4. La unidn numerable, no necesariamente ajena, de conjuntos medibles
es medible, siempre que dicha union resulte ser un conjunto acotado.

Sea { A}, una familia de conjuntos medibles tales que A = UpenAp
estd contenido en un intervalo I. Definimos de manera recursiva los
conjuntos A/, con n € N, de la siguiente manera: A| = Ay y A}, =
Ay N (Nicn (I — AL)) para toda n > 1. De esta forma A, N A}, = 0
para cualesquiera n # m y A = UA]. Ademds, de la primera y de
la segunda propiedad se sigue que cada A/, es medible. Por lo tanto
el conjunto A, siendo la unién de una famila numerable de conjuntos

medibles y ajenos dos a dos, es medible.

5. La interseccion numerable de conjuntos medibles es medible.

Basta notar que si { A, : n € N} es una coleccién de conjuntos medibles
contenidos en un intervalo I y para cada n € N, I, es un intervalo tal
que A, C I, C I, entonces: NpenAyp = I — (Upen (In — 4p))

Observacion

Noétese que la medida queda definida vnicamente para los subconjuntos
acotados de R tales que su medida exterior es igual a la interior, es decir que
la medida de Lebesgue resuelve el problema de la medida solamente para
la clase de los conjuntos medibles, que hasta el momento no hemos visto si
coincide o no con la clase de todos los subconjuntos de R, como se planteaba
en el problema.

Sin embargo, la clase de los conjuntos medibles es grande. En particu-
lar contiene a los conjuntos abiertos y cerrados que son acotados, como se
muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.2
Todo conjunto abierto y acotado es medible y todo conjunto compacto es
medible.

Dado que cualquier conjunto abierto puede ponerse como unién numer-
able de intervalos abiertos, de la propiedad 4 se sigue que cualquier conjunto
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abierto y acotado es medible. De este modo, si F' es un conjunto compacto
e I es un intervalo abierto que contiene a F, entonces el conjunto I — F' es
medible, pues es abierto y acotado, de modo que por la propiedad 1 podemos
concluir que F' es medible. [

A lo largo de este trabajo nos sera 1til extender la medida a conjuntos no
acotados, lo cual se puede hacer de forma més o menos sencilla permitiendo
que la medida tome el valor infinito. Para esto extenderemos la medida
exterior e interior de la siguiente manera:

Definiciones

1. Dado cualquier subconjunto A de R definimos la medida exterior de
A, u* (A), como:

W (A) _inf{g:lé(ln) LAC Uln}

Donde cada I, es un intervalo en R y ¢ (I) representa la longitud del
intervalo I.

2. Dado cualquier subconjunto A de R definimos la medidida interior de
A, u, (A), como:

w, (A) =sup{m (K): K C A, K compacto}

en donde m (K) es la medida de Lebesgue de K.

De este modo tanto la medida exterior como la interior quedan definidas
para todo subconjunto de R y se puede ver facilmente que en efecto son una
extension de las medidas interior y exterior que definimos anteriormente:

Proposicién 1.5
Si A C R es acotado, entonces m* (A) = p* (A) y m« (A) = p, (A).

Para la primera igualdad, dado que las definiciones coinciden, no hay
nada que probar, probaremos entonces la segunda igualdad.

Sea A un conjunto acotado y sean K un compacto e I un intervalo
tales que K C A C I, entonces £(I) = m(K) +m (I — K) por lo que
m(K) <l(I)—m*(I—A) =my(A), pues I — A C I — K. Por lo tanto
iy (A) < my (A). Para probar la desigualdad inversa, sea ¢ > 0 e I un
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intervalo cerrado tal que A C I, podemos tomar una familia numerable
de intervalos abiertos I, tales que, si G = UI,, entonces [ — A C G y
m* (I — A) + & > m(G). Ahora bien, por un lado tenemos que pu, (4) >
m (I —G), pues I — G es un compacto contenido en A, por otro lado es
claro que m (I — G) > ¢ (I) — m (G) . En consecuencia:

0 —e <) —m(G)+m* (I—A)<

m({I—-G)+m*(I—A) <pu, (A)+m*(I—A)

es decir que p, (A) > my (A) — e. Por lo tanto pu, (A) > m. (A).
Queda demostrado entonces que, si A es acotado, entonces p, (A) =
my (A). O

Corolario 1.1
Sea A C R, entonces p* (A) = inf {u(G) : A C G, G abierto}

Esto es claro ya que cualquier conjunto abierto se puede poner co-
mo unién numerable de intervalos abiertos, por lo que dado un conjunto
cualquiera A de R resulta que:

mf{u(G): AC G, G abierto} = fuf { ie(zn) LAC UIn} — 1 (A)

Lo cual concluye la prueba. [

Definimos la medida de Lebesgue de un conjunto A (no necesariamente
acotado) con base en estas extensiones de manera similar a como lo habiamos
hecho anteriormente, es decir:

Definicién

Dado un subconjunto A de R, si p* (A) < 0o, decimos que A es
medible si p, (A) = p* (A) y la medida de A, p(A), es precisa-
mente ese valor comun. Si p* (A) = 0o, decimos que A es medible
si para todo intervalo I de R se tiene que A N I es medible, en
este caso pondremos p (A) = oo.

Faltaria tnicamente mostrar que bajo esta nueva definicién la clase de
los conjuntos medibles sigue siendo cerrada bajo uniones e intersecciones
numerables, lo cual se sigue facilmente del hecho de que R se puede poner
como una unién numerable de intervalos. Para esto sea {4, : n € N} una
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familia de conjuntos medibles, no necesariamente acotados, tal que A =
UnenA4y, no es acotado, y para cada n € N, sean Iy, el intervalo (n — 1,n]
e Ippq1 el intervalo (—n, —n +1]; de modo que la familia {I,,}, . es una
famila de intervalos ajenos dos a dos tal que R = Upenl,. Entonces para
cualquier N € N tenemos que:

N N N
;lu*(AﬂIn) = m*(AﬂIn)gm*(U(AﬂIn)>

n=1 n=1

< (U @A) =n )
neN

y en consecuencia oty (AN I,) < p, (A), es decir que p, también es o-
sobreaditiva. Por otro lado, dado que la definicién de medida exterior no se
ha alterado, tenemos ciertamente que p* (A) < > - p* (AN 1I,) y dado que
los conjuntos A N I, son medibles para toda n € N la suma de sus medidas
exteriores es igual a la suma de sus medidas interiores; en consecuencia
iy (A) = p* (A), es decir, A es medible.

La prueba de que esta familia —extendida— de conjuntos medibles tam-
bién es cerrada bajo intersecciones numerables es completamente andloga.

Resulta natural preguntarse si es posible caracterizar a los conjuntos
medibles en términos unicamente de la medida exterior del conjunto en
cuestiéon —ya que la medida interior, m., se definié desde un principio en
términos de esta ttima—. Pues bien, en efecto, esto es posible; el siguiente
teorema nos brinda una caracterizacién de este tipo que ademds de que
en ciertas ocasiones puede resultar mds cémoda que la definicién original,
exhibe otra propiedad distintiva de los conjuntos medibles, a saber, que
dividen aditivamente la medida exterior de cualquier subconjunto de R.
Para probar este teorema utilizaremos dos lemas sencillos que nos serdn de
utilidad a lo largo de este trabajo. Antes de enunciar estos lemas recordemos
que un conjunto A es un conjunto Gy, o de tipo Gy, si puede ponerse como
la interseccién de una familia numerable de conjuntos abiertos; de manera
similar, decimos que un conjunto A es un conjunto F,, o de tipo F,, si
F puede ponerse como la unién de una familia numerable de conjuntos
cerrados.

Lema 1.2
Dado cualquier subconjunto A de R existe un conjunto G de tipo Gg tal
que AC Gy p*(4)=p(G).

Sea A tal que p*(A) < oo. Sabemos que para cada k € N existe un
conjunto abierto Gy, tal que A C Gy, y p(Gy) < p* (A) + £. De este modo
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haciendo G = NgenGr tenemos que A C G, G es de tipo G y para toda
k€N, u(G) < p* (A) + 1 por lo tanto u (G) < p* (A). Por otro lado, dado
que A C G, tenemos que p* (A) < u(G) y por lo tanto p (G) = p* (A).

Si p* (A) = oo, haciendo G = R tenemos que A C G, G es de tipo G5 y
claramente p (G) = p* (A). O

Lema 1.3
Dado cualquier subconjunto A de R existe un conjunto F de tipo F, tal
que F'C Ay p, (A)=p(F).

Supongamos primero que p, (A) < oo. Del mismo modo que en la
demostracién anterior sabemos que para cada k € N existe un compacto
Fj tal que F, C Ay pu(Fg) > p,(A) — % Sea F = UgenFy, entonces
F C A, F es del tipo F, y u(F) > p, (A) — 1 para toda k € N por lo
tanto p (F') > p, (A). Como F' C A, se concluye que p (F) = u, (A). Ahora
bien, si p1 (A) = oo entonces para cada k € N existe un compacto Fj, tal que
Fr, C Ay p(Fy) > k; definiendo F' del mismo modo en el que lo hicimos
anteriormente tenemos que F' C A, F es del tipo F, y pu(F') > k para toda
k €N, por lo que p(F) =00 =p, (A). O

Teorema 1.3 (Caracterizacion de Carathéodory)
Sea A C R tal que p* (A) < 0.
A es medible si y sdlo si para todo subconjunto B de R se tiene que:

w* (B)= ' (BN A)+u* (BN AY)

Sea A C R medible tal que p* (A) < oo y sea B cualquier subconjunto
de R, veremos que p* (B) = p* (BN A) + p* (BN A°).

Gracias al lema 1 sabemos que podemos tomar un conjunto G de tipo
Gs tal que BC Gy u(G) = p* (B), de este modo resulta que:

pt(BNA)+p* (BNAY) < p(GNA)+p(GNAY) = p(G) = p (B)

y dado que la medida exterior es subaditiva concluimos que p* (B) = p* (BN A)+
w* (BN A°).

Ahora supongamos que A es un conjunto tal que para todo subconjunto
B de R se tiene que p* (B)=p*(BNA)+pu* (BN A, veremos que A es
medible.

Supongamos primero que A es acotado, entonces podemos tomar un
intervalo I tal que A C I. Sean G1 y G2 dos conjuntos del tipo G tales que
ACG CLI-ACG Clyp (A)=p(Gr),p I-A) =p(Ga). De
este modo, aplicando la hipétesis a los conjuntos G1 y G2 tenemos que:
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v p* (A) = p* (Gr) = p* (Gi N A)+p* (G1 N A°) = p* (A)+p* (G N A°)

w (1= A) = i* (Ga) = u* (G2 N A) + 1" (Ga 1 A%
— 1" (Ga N A) + p* (I - A)

Se sigue entonces que tanto la medida exterior —y entonces la medida—
de G1 N A° como la de G N A son ambas cero. Ademd&s notemos que
u(I—Go) =t(I)—p(I—-A) = pu,(A) yque I —Gy C A C Gy por lo
que:

pw(A) = py (A) = p(G1) — (I — Ga) = p(Gr — (I — Ga))

Ahora bien el conjunto G1—(I — G3) puede ponerse como G1N(I N GS) =
G1 N (I°UGe) y dado que Gy C I resulta que G — (I — G2) = G1 N Gy,
pero ciertamente G1 NGy = (G1 NGy NA)U(G1NGaNA)=(GiNA%)U
(G2 N A). Asi, como la media de G; N A° y la de G2 N A son ambas cero,
resulta que el conjunto G; — (I — G2) tiene medida cero; en consecuencia
w* (A) — p, (A) =0y por lo tanto A es medible.

Ahora supongamos que A no estd acotado, sea B cualquier subconjunto
de R e I un intervalo cualquiera, aplicando la hipétesis esta vez al conjunto
(ANT)°N B tenemos que:

pr(ANDH°NB)=p" (ANI°NB) + u* (A°N B)
Por otro lado, puesto que I es medible, también tenemos:
p(ANB)=p" (ANBNI)+u* (ANBNI°

Asi, a partir de estas dos igualdades y usando la subaditividad de la
medida exterior podemos ver que:

W (B) < p* (AND)NB) + ' (ANI)°N B) =

p (AN B) +p* (A°N B) = p* (B)

Entonces p* (B) = p* (ANI)N B) + p* (AN I)°N B) para todo sub-
conjunto B de R y dado que A NI es acotado, por lo que acabamos de
probar, concluimos que A N I es medible para cualquier intervalo I de R;
en particular, si nuevamente I, es el intervalo (n —1,n] e Iz,41 el inter-
valo (—n,—n + 1] tenemos que A N I, es medible para toda n € N y en
consecuencia el conjunto Up,en (AN I,) = A también lo es. O
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Por dltimo, no estarfa de més subrayar que con lo hecho hasta el momen-
to no hemos resuelto el problema de la medida en R, pues hemos definido
la medida solamente para los conjuntos que hemos llamado medibles, pero
aun en caso de que éstos no sean todos, lo hecho hasta aqui no ha sido en
vano, pues como veremos a continuacién, si queremos definir una funcién
¢ : D C P(R) — R de tal manera que la clase de los conjuntos medi-
bles esté contenida en D, no importa cémo definamos a la funcién ¢ —si
queremos que cumpla con las condiciones del problema de la medida—, en
los conjuntos medibles dicha funcién tendrd que coincidir con la medida de
Lebesgue.

Teorema 1.4

Sea ¢ : D C P(R) — R una funcién tal que D contiene a la clase de los
conjuntos medibles.

Si ¢ satisface las condiciones del problema de la medida entonces ¢ (E) =
u (E) para todo conjunto medible E.

Supongamos que ¢ : D C P (R) — R es una medida que satisface las
tres condiciones del problema de la medida y que A contiene a la clase de los
conjuntos medibles. Sea E un conjunto medible y sea {I,}, .y una familia
de intervalos ajenos dos a dos tales que E C UI,, entonces necesariamente
0 (E) < ¢ (UnenIn) = X nen @ (In), pero ademds, para cada n € N, ¢ (I,,)
debe ser precisamente ¢ (1), pues, como hemos visto en el teorema 1.1, la
unica medida que se puede definir sobre los intervalos es la longitud, entonces
para cualquier familia numerable de intervalos ajenos dos a dos que contenga
a E tenemos que ¢ (E) <> ¢ (I,) y por lo tanto ¢ (F) < u*(E) = p(E).

Para probar la desigualdad contraria supongamos primero que E es aco-
tado entonces resulta que, si I es un intervalo que contiene a F,

p(E)+u (I-E)>2pE)+o(I-E)=9p)=1((])

Por lo tanto ¢ (E) > p, (E) = u(E) y dado que E es medible se concluye
que ¢ (E) = (E).

Ahora bien, si F no es acotado entonces, por lo que acabamos de pro-
bar, dado cualquier conjunto compacto F' contenido en FE, debemos tener
que 1 (F) = ¢ (F) < ¢(E) y en consecuencia u, (F) < ¢ (E); por lo que
nuevamente ¢ (E) = p(F). O
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MEDIBLES Y NO MEDIBLES

En este capitulo trataremos de describir las clases de los conjuntos med-
ibles y de los no medibles a partir de algunos resultados cldsicos.

En cuanto a la clase de los conjuntos medibles hemos visto ya que todos
los intervalos, todos los conjuntos abiertos, todos los cerrados y todo conjun-
to que, partiendo de los anteriores, se pueda construir uniendo, intersectando
y sacando complementos pertenece a esta clase. Una subclase interesante de
esta clase es la de los conjuntos nulos, conjuntos medibles cuya medida es
cero, pues dado que la medida exterior de dichos conjuntos es cero cualquier
subconjunto de éstos es también medible y de medida cero. Dicho de otro
modo la clase de los conjuntos nulos es cerrada bajo subconjuntos.

Es claro que todo conjunto numerable es nulo, pero no todo conjunto
nulo es numerable, basta considerar al bien conocido conjunto de Cantor,
pues dicho conjunto es no numerable y, como veremos a continuacién, es
también nulo.

Sea € el conjunto de Cantor y u el intervalo [0, 1], entonces € = NC,,
donde cada C), es la unién de 2" intervalos cerrados de longitud 3% Dado
que cada uno de los conjuntos C, es cerrado y € = NC,, es claro que € es
cerrado, y en consecuencia medible.

Por otro lado, sabemos que u — € = Up,enA, donde cada A, es la unién
de 2”1 intervalos ajenos de longitud % y como ademds A, N A,, = 0 para
toda n # m, entonces:

pu— @) =3 p(4) =3

n

De este modo resulta que 1 = p(u) = p(u—€) + p(€) =1 4 u (<)
Por lo tanto el conjunto de Cantor es nulo.

I
—_
3
I
—
w
S

Por otro lado, es claro que ningiin conjunto nulo puede contener un
intervalo, en este sentido resulta atin m&s interesante el conjunto de Smith-
Volterra-Cantor, también conocido como el Cantor gordo, el cual es un con-
junto medible de medida positiva que sin embargo no contiene ningin inter-
valo, es més, dicho conjunto es denso en ninguna parte.

Teorema 2.1 (Construccién del conjunto de Smith-Volterra-Cantor)
Se puede construir en el intervalo [0,1] un conjunto denso en ninguna
parte y de medida positiva.

24



Este conjunto se construye del mismo modo que el conjunto de Cantor
clédsico, pero quitando intervalos mas pequenos en cada paso.

Sea de nuevo u el intervalo [0, 1] y empecemos quitédndole a éste un inter-
valo de longitud i centrado en el punto medio y llamémosle 11 e I1 2 a los
intervalos restantes del lado derecho e izquierdo respectivamente. Definimos
al conjunto (G; como la unién de estos intervalos, esto es:

= [og] v 5
Supongamos que de este modo hemos definido los conjuntos G para
toda k < n, con n > 2. Definimos al conjunto G,, de la siguiente manera:
A cada uno de los intervalos I,,_1; con 1 < j < on—1 1g quitamos un
intervalo abierto de longuitud 4% centrado en el punto medio del intervalo
I,_1; y definimos los intervalos I, 21 e Iy, 2; como los intervalos cerrados
restantes del lado derecho e izquierdo respectivamente. Asi el conjunto G,

se define como:

277,
G = U In,j
j=1

Finalmente, el conjunto de Smith-Volterra-Cantor, que denotaremos por
&, es el que resulta de intersectar a todos los conjuntos G, es decir & =
mnENGn-

Nétese que al intervalo u en cada paso se le quitan 2”1 intervalos abier-

tos de longitud 4—171, de modo que la medida del conjunto u — & estd dada

por:
x 1, x 1 1

- 6 — - 21_1 = T - =

pu—9) ;:1 4 (2 Z; 9itl 9

Por lo tanto p (&) = > 0.

Veremos ahora que & es denso en ninguna parte. Notemos primero que, al
igual que el conjunto de Cantor, dicho conjunto es perfecto, pues dado = € &
e I un intervalo abierto que contiene a x podemos tomar n lo suficientemente
grande para que el intervalo I, ; de G, que contiene a x esté propiamente
contenido en I; asf si y es un extremo del intervalo I,, ; tal que y # x entonces
ye &N (I —{x}). Por lo tanto & no tiene puntos aislados, pero ademdas &
es cerrado, y en consecuencia es perfecto. De este modo, para mostar que
® es denso en ninguna parte, basta probar que & tiene interior vacio; pero
esto es sencillo, pues si existeria x € Int (®) entonces existirfa un intervalo
I tal que x € I C &, lo cual es imposible, pues tomando n € N de modo que
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2" > ﬁ resulta claro que I no puede estar contenido en GG,,, menos atin en
&. Por lo tanto & es denso en ninguna parte. [J

Corolario 2.1
Dada cualquier o € (0,1) eziste un conjunto G, perfecto y denso en
ninguna parte tal que p(B,) = .

Si en la construcciéon anterior en lugar de haber quitado intervalos de
longitud 4% hubieramos quitado intervalos de longitud x% con z > 0 la
medida del conjunto resultante, &', estaria dada por:

@) =1-5 L= L8 (2)
H - ; SCi - 2 i=1 \ L
Asf que para x > 2 tenemos que u (&) = ﬁ—:g Por lo tanto, si queremos
construir un conjunto &, con las mismas propiedades que el Cantor gordo
pero cuya medida sea « para alguna « € (0, 1) basta tomar z = %
Nétese que, en efecto, para a € (0,1) tenemos = > 2 y ademds para
a = 0 tendrfamos z = 3 lo cual induce la construccién del Cantor clésico. [J

En cuanto a la clase de los conjuntos nulos una ltima observacién serd
pertinente: todo conjunto medible puede ponerse como la unién de un con-
junto F, y un nulo, lo cual es fdcil de mostrar pues sabemos que dado un
conjunto medible M existe un conjunto F' del tipo F, tal que FF C M y
p(F) = p(M). De modo que el conjunto M — F' es nulo y claramente
M=FU(M-F).

De este modo, si por conjunto nulo entendemos pequeno —en el sentido
de que se puede encerrar en intervalos arbitrariamente pequenos— entonces
por conjunto medible podemos entender un conjunto que se parece mucho
a un conjunto Fi.

Por otro lado, esta propiedad de los conjuntos nulos de que cualquier sub-
conjunto es también nulo se muestra bastante conveniente pues podriamos
decir que, en cierto sentido, son conjuntos absolutamente medibles y es-
to resulta ttil para probar ciertos resultados; por ejemplo, utlizando esta
propiedad podemos calcular la cardinalidad de la clase de los conjuntos
medibles.

Teorema 2.2
La cardinalidad de la clase de los conjuntos medibles es 2°, donde ¢
denota a la cardinalidad del continuo.
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Esto es sencillo pues dado que el conjunto de Cantor tiene la cardinalidad
del continuo y que todo subconjunto del conjunto de Cantor es medible,
resulta que si M denota a la clase de los conjuntos medibles entonces P (€) C
M y por lo tanto 2° = |P(C)] < [M| < |P(R)| = 2° En consecuencia
M| =[P (R)[. T

Aun cuando los conjuntos medibles son muchos —bajo ciertas hipétesis,
de las cuales hablaremos un poco méds adelante— estdn bastante, pero bas-
tante lejos de ser todos. Giuseppe Vitali, en 1905, fue el primero en mostrar
la existencia de subconjuntos no medibles de R; esto lo hizo exhibiendo
un conjunto al cual no se le puede asignar medida alguna. La prueba de
este hecho se basa fundamentalmente en que la medida es invariante bajo
traslaciones. Como veremos a continuacién la definicién de dicho conjunto
es sorprendentemente sencilla.

Definicién

Consideremos la relacién de equivalencia ~ en R dada por:

z~ye (z-y) eQ

Diremos que un subconjunto V' de R es un conjunto de Vitali
si V contiene exactamente a un representante de cada clase de
equivalencia inducida por la relacién ~ .

Teorema 2.3
Los conjuntos de Vitali son no medibles.

Sea V' un conjunto de Vitali y supongamos que dicho conjunto es medible.
Dado ¢ € Q denotaremos por V; al conjunto

{v+q:veV}

Nétese que si p y ¢ son dos racionales distintos entonces V, NV, = 0,
pues si z € V,, NV, entonces existen vy, v € V tales que v1 +q = z = v2 +p.
De modo que z ~ v1 y 2 ~ w2 por lo que v; = vy y por lo tanto p = q.

Por otra parte, dado cualquier z € R existe y € V tal que x ~ y de modo
que para algin g € Q se tiene que z = y + ¢ y por lo tanto x € V;,. Tenemos
entonces que:

R= UV,
q€Q
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Asi, dado que la medida es invariante bajo traslaciones, p (V;) = pu (V)
para toda ¢ € Q y por lo tanto la medida del conjunto V' ha de ser positiva;
en particular existe k € N tal que p(V N[—k,k]) > 0. Llamemos V' al
conjunto V N [—k, k] y definamos, para cada n € N, el conjunto E,, como:

En:{v+1:v€V'}
n

De este modo E,,NE,, = () para toda n # m y ademds como la medida de
V' es positiva, si E = UpenFEy, debemos tener que p (E) = oo, sin embargo
dado que E C [—k,k + 1], tenemos también que p(E) < 2k + 1. Resulta
imposible entonces que el conjunto V' sea medible.

Por lo tanto los conjuntos de Vitali son no medibles. [

Haciendo uso de estos conjuntos de Vitali podemos, ahora si, probar
que la medida exterior no es aditiva, pues si V' es un conjunto de Vitali,
gracias al teorema 1.3, sabemos que existe un conjunto A C R tal que
p*(A) £ p* (ANV) + p* (ANVe), de modo que, tomando en cuenta que
la medida exterior es o—subaditiva, si hacemos P, = ANV y P, = ANV¢,
resulta que p* (P U Py) < p* (P1) + p* (Pa) .

Corolario 2.2
La cardinalidad de la clase de los conjuntos no medibles también es 2°.

Esto puede hacerse tomando de nuevo subconjuntos del conjunto de Can-
tor, pues si V' es un conjunto de Vitali construido en el intervalo [0, 1] y € es
el conjunto de Cantor construido en el intervalo [1,2] entonces el conjunto
V U S es no medible para cualquier conjunto S C €. Por lo tanto la cardi-
nalidad de la clase de los conjuntos no medibles es igual a la del potencia de
R. O

Hemos visto entonces que hay tantos conjuntos medibles, como no med-
ibles como subconjuntos hay de R y habfamos mencionado que esto es asf
bajo ciertas hipétesis. Pues bien, en el caso de los conjuntos de Viltali es in-
dispensable, para mostrar su existencia, hacer uso del axioma de eleccién; lo
cual no es poca cosa pues el mismo Lebesgue no estaba de acuerdo con este
axioma por parecerle antinatural. Aunque por otro lado si no suponemos
el axioma de eleccién numerable podria ocurrir que R fuera una unién nu-
merable de conjuntos numerables —pues sin dicho axioma no hay forma de
probar lo contrario (Véase [4])— y en este caso el problema de la medida en
R carecerfa de sentido.
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En fin, Lebesgue murié sin conocer un conjunto no medible que en su
construccién no utilizara el axioma de eleccién, y es que no fue sino hasta la
década de los setenta que el problema de la medida planteado por Lebesgue
se resolvid, o mejor dicho quedd sin solucién, pues en 1970 Robert M. Solovay
probé que la proposicién todo subconjunto de R es Lebesgue medible es inde-
pendiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel (Véase [9]). Por lo que tanto
para construir un conjunto no medible como para probar que todo conjunto
es medible siempre tendremos que asumir alguna hipétesis adicional a ZF.
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ALGUNOS OTROS CONJUNTOS NO MEDIBLES

En este capitulo veremos dos ejemplos méas de conjuntos no medibles,
uno se construye usando nuevamente el axioma de eleccién, y el otro bajo
la hipétesis del continuo. El siguiente teorema serd 1til en la construccién
de ambos conjuntos.

Teorema 3.1
Todo conjunto perfecto contiene un conjunto perfecto y nulo cuya cardi-
nalidad es la del continuo.

Sea P un conjunto perfecto y sea I un intervalo abierto de longitud 1
tal que I N P # (); podemos tomar entonces dos puntos distintos z11 y
z1,2 en I N P, pues todo punto de P es un punto de acumulacién de P; asf
que podemos tomar ahora dos intervalos cerrados y ajenos Iy 1,12 tales
que para j € {1,2} se tenga que z1; € int(l1j), [1; C 1y {(l1;) < %
Llamémosle A; al conjunto 111 U Iy 2.

Supongamos que de este modo hemos definido a los conjuntos Ay para
toda k < n, definimos el conjunto A, de la siguiente manera:

De cada uno de los conjuntos (I,,—1,; — {zyp—1,;}) N P con 1 < j < 271
tomemos dos puntos distintos x,2;-1 y Zn2; y dos intervalos cerrados y
ajenos I 2j—1 € Iy 2; tales que para i € {0,1} se tenga que:

. 1
Tn2j—i € 1t (In2j—i), In2j—i € In—1; y £ (In2j—i) < 3

De este modo definimos al conjunto A, como:

2’7’L
An - U In,k
k=1

Hemos definido entonces una familia { A, }, .y de conjuntos compactos tales
que A,+1 C A, para toda n € N, por lo que el conjunto B = N,enAy, €s no
vacio. Veremos que B es un conjunto perfecto y nulo contenido en P.

Para esto sean = € P e I, un intervalo abierto que contiene a x. Dado
que = € ‘P sabemos que para toda n € N existe k € {1,...,2"} tal que
x € Iy y como lim, .o ¢ (I, ) = 0 podemos tomar n lo suficientemente
grande como para que = € I, C I.

Veremos primero que x € P, por construccién tenemos que Tp41,2j—1 y
Tp41,2j pertenecen al conjunto I, ; N P de modo que (I — {z}) NP # 0.
Por lo tanto x es un punto de acumulacién de P, lo cual implica que =z € P.
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Ahora veremos que x es punto de acumulacién de B, tomemos i € {0,1}
tal que « ¢ I,412k6—4, es claro que la intersecciéon de cualquier subcolec-
cién finita de conjuntos de la familia {I,41125—; N A : m € N} es distin-
ta del vacio, por consiguiente, dado que todos son compactos, el conjun-
to (NmenAm) N Iy+125—; es distinto del vacio. Tomemos entonces z’/ €
(NmenAm) N Int19k—i de este modo 2’ € PN (I, —{z}). Por lo tanto =
es punto de acumulacién de . Dado que B es cerrado, se concluye que P
es perfecto.

Resta probar que la cardinalidad de B es la del continuo. Definamos,
para cada n € N, la funcién ¢, : A, CR — {0,1} como:

0, siz € I,2,-1 para alguna k € {1, vy 2”*1}

en (2) = 1, siz €2  paraalguna k€ {1,...,2"""}

De este modo si definimos la funcién f : B — [0, 1] como:

18

fl) =3 en(x)27"

n=1

Veremos que f es suprayectiva, dado cualquier « € [0, 1], denotamos por
in al n-ésimo digito de la expansién binaria de o y tomamos un punto z tal
que:

n
r€ () Ing,, donde o, =1+ > 2"k,
neN k=1

Resulta entonces que = € B y que:
o0
fx)=>in27" =qa.
n=1

Por lo tanto la cardinalidad del conjunto 3 es la del continuo.
La prueba de que P es nulo se deduce del hecho de que B CA,, para
toda n € N y en consecuencia:

on 2 n
p(P) <p(An) = > L(Inx) < (3> para todan € N
k=1

Por lo tanto todo conjunto perfecto contiene un conjunto perfecto y nulo
cuya cardinalidad es la del continuo. [

CONJUNTOS DE BERNSTEIN

Con este resultado en mano podemos, ahora si, pasar a nuestro siguiente
ejemplo de conjunto no medible. Este conjunto fue construido por Bernstein
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en 1908 y aun cuando su existencia se basa también en el axioma de eleccién
—esta vez en su forma “todo conjunto puede bien ordenarse”— a diferencia
de los conjuntos de Vitali, la definicién y construccién de estos conjuntos se
apoya en propiedades meramente topdlogicas de R. En el siguiente capitulo
veremos que los conjuntos de Bernstein, en otros aspectos, se comportan de
manera muy distinta a los conjuntos de Vitali.

Definicién

Dado un subconjunto A de R decimos que A es un conjunto to-
talmente imperfecto si no contiene ningin subconjunto perfecto
de R. Ahora bien, si un subconjunto de R es tal que tanto él
como su complemento son totalmente imperfectos diremos que
dicho conjunto es un conjunto de Bernstein. En otras palabras,
un subconjunto B de R es un conjunto de Bernstein si para todo
subconjunto perfecto P de R se tiene que:

PNB #0y PNnB® #0.

Se sigue entonces que si B es un conjunto de Bernstein, B¢ también lo es.
Veremos ahora que es posible construir conjuntos de Bernstein en R, para
lo cual utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.1
El conjunto formado por todos los subconjuntos perfectos de R tiene la
cardinalidad del continuo.

Sean F el conjunto formado por todos los subconjuntos perfectos de R y
C el formado por todos los cerrados, y denotemos por ¢ a la cardinalidad del
continuo. Dado que todo intervalo cerrado que contiene més de un punto es
perfecto tenemos que |F| > ¢. Por otro lado, la clase de todos los intervalos
abiertos con extremos racionales es numerable y cualquier conjunto abierto
es la unién de alguna subclase de este tipo de intervalos abiertos, por lo tanto
la cardinalidad del conjunto formado por todos los subconjuntos abiertos de
R es menor o igual que 2%° = ¢, y en consecuencia |C| < ¢, pues todo conjunto
cerrado es el complemento de algtin abierto; de este modo, dado que F C C
concluimos que |F| =c¢. O

Teorema 3.2
Ezisten conjuntos de Bernstein en R.

32



Sea F el conjunto de todos los subconjuntos perfectos de R, dado que
dicho conjunto tiene la cardinalidad del continuo podemos indicar sus ele-
mentos con los ordinales « tales que o < ¢. De este modo podemos poner:

F={F,CR:a<c}

Con lo anterior construiremos dos colecciones de puntos en R, {a, : o < ¢}
y {ba : @ < ¢}, tales que para toda o < ¢ se tiene que aq # bg Y o, bo € Fi.

Para esto, supongamos que hemos bien ordenado al conjunto de los
nimeros reales, de modo que también hemos bien ordenado a cada sub-
conjunto perfecto de R y podemos tomar los primeros dos elementos de F}
a los cuales llamaremos a; y b1, luego tomamos los primeros dos elementos
de F5 — {a1,b1} y asi sucesivamente.

Supongamos que de esta forma hemos definido los elementos a, y b
para toda a < 8 < ¢; definimos ag y bg como los primeros dos elementos
de Fg —Uqg<p {@qa,ba}, €l cual es un conjunto no vacio pues, por el teorema
3.1, sabemos que Fj tiene la cardinalidad del continuo.

De este modo, si denotamos por B al conjunto {a, : o < ¢}, entonces B
no contiene a ningin subconjunto perfecto de R, pues todos los subconjuntos
perfectos de R intersectan al conjunto {b, : a < c}, el cual estd contenido
en el complemento de B. Del mismo modo B¢ tampoco puede contener a
ningin subconjunto perfecto de R.

Por lo tanto B es un conjunto de Bernstein. [

Ser4d titil tener en cuenta que el hecho de que un conjunto B es de Bern-
stein es equivalente a que cualquier conjunto cerrado no numerable de R
tiene interseccién no vacia tanto con B como con B€. Esto es consecuencia
de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1
Todo conjunto cerrado en R es la union de un conjunto perfecto, posi-
blemente vacio, y un conjunto a lo mds numerable.

Sea C' un conjunto cerrado en R. Denotemos por 7 a la clase de todos
los intervalos abiertos con extremos racionales y definamos Z; como:

Ilz{IEI:umC’SN[)}

Nétese que Z es numerable y en consecuencia Z; también lo es.
Sea N = UZ; y sea P el conjunto formado por todos los puntos de
condensacién? de C, de este modo N¢ = P, pues € N¢si y s6lo si cualquier

2Dado un conjunto A C R se dice que z es punto de condensacién de A si dado cualquier
intervalo abierto I tal que x € I, el conjunto I N A es no numerable.
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intervalo abierto que contiene a x tiene interseccién no numerable con C,
pero esto tltimo es equivalente a que x sea un punto de condensacién de C.
Ademads dado que N es abierto, P es cerrado.

Veremos ahora que P también es perfecto; notemos primero que si x € P
e I, es un intervalo que contiene a x, entonces (I, — {x}) N P # () pues de
lo contrario para cada y € (I — {z}) existirfa un intervalo I € Z; tal que
y € I C I, y entonces podriamos cubrir al conjunto I, — {z} con puros
intervalos que pertenecen a Zj, por lo que el conjunto I, N C seria a lo mas
numerable; lo cual es imposible pues z es punto de condensacién de C'. Por
lo tanto P es un conjunto perfecto que, como C' es cerrado, estd contenido
en C.

De este modo resulta que C = P U (NNC), donde P es perfecto y
ademds dado que

NnC= U (I,nC),
In€T;

donde cada uno de los conjuntos I,, NC, con I, € 71, es a lo mds numerable,
resulta que N N C' es también a lo mas numerable.

Por lo tanto C' es la unién de un conjunto perfecto y un conjunto a lo
mds numerable. [

Falta probar entonces que, en efecto, los conjuntos de Bernstein son no
medibles, veremos que esto es muy sencillo pues se sigue directamente de la
definicién.

Teorema 3.3
Los conjuntos de Bernstein son no medibles.

Sea B un conjunto de Bernstein, si B fuera medible deberfamos tener que
w(B) = 0 pues de lo contrario tendriamos que 0 < u (B) = p, (B) y por lo
tanto existirfa un conjunto compacto K de medida positiva contenido en B,
lo cual es imposible pues B no contiene a ningiin cerrado no numerable. Pero
lo mismo ocurrirfa para B¢. Entonces tendriamos que p (B¢) =0 = p(B),

lo cual es imposible. Por lo tanto ningtin conjunto de Bernstein es medible.
O

En el capitulo anterior vimos que usando los conjuntos de Vitali se puede
probar facilmente que la medida exterior no es aditiva, pero no se dijo nada
acerca de la medida interior; pues bien, los conjuntos de Bernstein permiten
ver que la medida interior tampoco es aditiva. Esto es muy sencillo, pues
hemos probado, en la demostracién del teorema anterior, que si B es un
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conjunto de Bernstein entonces p, (B) = 0 = p, (B€), por lo que co =
iy (BUB®) < pu, (B) + py (B€) = 0. Por lo tanto la medida interior es
o—sobreaditiva pero no es aditiva.

CONJUNTOS DE SIERPINSKI

Otro tipo de conjuntos no medibles fueron construidos por Sierpinski en
1924, la primera gran diferencia entre estos conjuntos y los anteriores es que
en los de Sierpifiski no basta con suponer el axioma de eleccién para probar
su existencia sino que requeriremos ademads de la hipétesis del continuo.

Definicién

Un conjunto S € R es un conjunto de Sierpiniski si S es no
numerable y la interseccién de S con cualquier conjunto nulo es
a lo més numerable.

Teorema 3.4
Bajo la hipdtesis del continuo existen conjuntos de Sierpinski.

Sea N el conjunto formado por todos los conjuntos nulos de tipo Gs.
Nétese que dicho conjunto tiene la cardinalidad del continuo, pues cualquier
punto en R pertenece a N5 y ademds, si 7 denota al conjunto formado
por todos los subconjuntos abiertos de R, entonces la cardinalidad de la
clase formada por todos los conjuntos del tipo G5 es menor o igual que
|7'|NO = M = ¢. De este modo, haciendo uso de la hipétesis del continuo,
podemos indizar los elementos de Ny, N,, con los ordinales « tales que
a<wp=C¢.

Construiremos una sucesién de puntos en R de la siguiente manera:

Tomemos un punto s; en R. Sea Ms = NyU{s1} dado que M es también
un conjunto nulo, podemos tomar un punto, s, en R— Ms. Supongamos que
para toda o < 8 < wi hemos definido el punto s,. Definimos al conjunto
Mg como:

Ms= U NaUfsa:a<8}.
a<f

De nuevo, dado que Mg es un conjunto nulo, pues 8 < wi, podemos
tomar un punto sg en R — Mg. De este modo, si S denota al conjunto
{sa 1 <wi}, dado que s, # sg para toda a # 3, es claro que S es no
numerable, de hecho:

‘S ’ = w1 > WwWo
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Por otra parte, observemos que el conjunto S satisface que si so,s3 € S
y a < 3, entonces sg ¢ N, por lo que para toda £ < wj se tiene que:

|51 Nel < [{sa: @ <&} <wo

Se sigue entonces que S intersecta a cualquier conjunto nulo en un con-
junto a lo més numerable, pues hemos visto ya, en el lemal.2, que todo
conjunto nulo estd contenido un conjunto nulo del tipo Gg. Por lo tanto S
es un conjunto de Sierpinski. [J

Teorema 3.5
Los conjuntos de Sierpinski son no medibles.

Sabemos que todo conjunto medible de medida positiva contiene un con-
junto compacto de medida positiva, el cual es un cerrado no numerable vy,
gracias a la proposicién 3.1, podemos concluir que todo conjunto medible de
medida positiva contiene un conjunto perfecto. Ahora bien, por el teorema
3.1, sabemos que todo conjunto perfecto contiene un conjunto nulo no nu-
merable, de modo que todo conjunto medible de medida positiva contiene
un conjunto nulo no numerable.

Se sigue entonces que si S es un conjunto de Sierpinski, entonces S no
puede contener ningin conjunto medible de medida positiva, es decir que
iy (S) = 0. Sin embargo, si p* (S) = 0 entonces S es un conjunto nulo, lo
cual es imposible pues S intersecta a cualquier conjunto nulo en un conjunto
a lo mds numerable. Por lo tanto los conjuntos de Sierpiniski son no medibles.
O

Algunas otras propiedades de los conjuntos de Sierpinski serdn analizadas
en el siguiente capitulo, lo mismo que ciertas caracteristicas de los conjuntos
de Bernstein y de Vitali.
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QUE TAN NO MEDIBLES

Hemos visto ya tres ejemplos distintos de conjuntos no medibles, los tres
con propiedades bastante peculiares; por un lado los conjuntos de Vitali
permiten dar una cubierta ajena de R que consta tnicamente de una canti-
dad numerable de traslaciones de un conjunto; por otro lado, los conjuntos
de Bernstein parecen distribuirse en R de una manera sorprendentemente
equilibrada, pues tanto ellos como sus complementos son méas que densos
en R, en el sentido de que no sélo intersectan a cualquier abierto sino que
intersectan a cualquier cerrado no numerable; finalmente, los conjuntos de
Sierpinski son conjuntos no numerables que a cachos pequenos (contenidos
en un nulo) son siempre numerables.

En vista de que las propiedades que provocan la no mediblidad son tan
diversas resulta natural preguntarse si estos conjuntos se comportan del
mismo modo en cuanto a su no medibilidad. Habiamos mencionado al prin-
cipio de este trabajo que la clase de los conjuntos nulos es cerrada bajo
subconjuntos y que en ese sentido resultan ser, como subespacios de R, ex-
tremadamente medibles; es precisamente en esta direccién que centraremos
nuestra atencién en este capitulo, trataremos pues, de ver qué tan no medi-
ble puede ser un subconjunto de R, entendiendo a éste como subespacio, es
decir, veremos qué tan grandes pueden ser los subconjuntos medibles de un
conjunto no medible.

Definiciones
Decimos que un subconjunto no medible P de R es:

1. Débilmente no medible si P contiene un subconjunto medible de me-
dida positiva.

2. Altamente no medible si cualquier subconjunto medible de P es nulo.

3. Altamente no medible saturado si la interseccién de P con cualquier
conjunto medible de medida positiva resulta ser no medible.

4. Extremadamente no medible si los tinicos subconjuntos medibles de P

son numerables.

A continuacién se enlistan observaciones en las que mencionaremos al-
gunas propiedades de cada uno de los cuatro tipos de no medibilidad, las
primeras tres se siguen inmediatamente de las definiciones.

Proposiciones
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4.1

4.2
4.3
4.4

4.5

4.6

Cualquier subconjunto no numerable de un conjunto extremadamente
no medible es también extremadamente no medible.

Todo conjunto altamente no medible saturado es altamente no medible.
Todo conjunto extremadamente no medible es altamente no medible.

Dado un conjunto P, si p* (P) < oo, entonces P es débilmente no
medible si y sdlo si 0 < p, (P) < p*(P)

Esto es claro pues si P es un conjunto débilmente no medible tal que
u* (P) < oo, entonces existe un conjunto medible A contenido en P tal
que 0 < p(A), por lo tanto 0 < p(A) < p, (P); ademds, como P es
no medible y p* (P) < oo, debemos tener que 0 < p, (P) < p* (P).

Supongamos ahora que P es un conjunto para el cual 0 < pu, (P) <
w* (P) entonces es claro que P es no medible y, dado que 0 < pu, (P),
sabemos que existe un conjunto compacto, y por lo tanto medible,
de medida positiva contenido en P. Por lo tanto P es débilmente no
medible.

Del mismo modo un conjunto P es altamente no medible si y sdlo si
0= p, (P) < p~ (P).

Supongamos que P es altamente no medible. Entonces p, (P) = 0,
pues de lo contrario existirfa un conjunto medible de medida positiva
contenido en P, lo cual es imposible. Dado que P es no medible se
concluye que 0 = pu, (P) < pu* (P).

Supongamos ahora que P es un conjunto tal que 0 = pu, (P) < pu* (P)
entonces P es no medible y si M C P es medible entonces pu (M) <
i, (P) = 0. Por lo tanto P es altamente no medible.

Dado un conjunto P, si u, (P) < oo entonces P es débilmente no
medible si y sélo si P es la union ajena de un conjunto medible de
medida positiva y un conjunto altamente no medible.

Supongamos primero que P es la unién ajena de un conjunto altamente
no medible P’ y un medible F' de medida positiva. Es claro que P es
no medible, pues de lo contrario el conjunto PNF¢ = P’ serfa medible,
y como F' es un conjunto medible de medida positiva contenido en P,
entonces P es débilmente no medible.

Supongamos ahora que P es débilmente no medible. Gracias al lema
1.3 podemos tomar un conjunto F' C P del tipo F, tal que pu(F) =
i, (P). Sea P = P —F, de este modo P = P'"UF con P'NF = () pero
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ademds, dado que P es débilmente no medible, p, (P) > 0 por lo que
F es un conjunto medible de medida positiva. Por otro lado es claro
que P’ es no medible y dado que

y que p, (P) < oo debemos tener que p, (P — F) = 0, lo que implica
que P’ es altamente no medible. Por lo tanto P es la unién ajena de
un conjunto altamente no medible y un conjunto medible de medida
positiva.

FEl siguiente teorema nos presenta una caracterizacién similar a las de la
cuarta y quinta proposiciones pero para conjuntos altamente no medibles
saturados y que, en cierto sentido, da lugar al nombre que estos conjuntos
reciben, pues como resultado inmediato se obtiene que un conjunto P es
altamente no medible saturado si y sélo si tanto él como su complemento
son altamente no medibles.

Teorema 4.1
Las siguientes proposiciones son equivalentes para cualquier subconjunto
P de R:

1. P es altamente no medible saturado.

2. Para todo conjunto medible A se tiene que p* (PNA) = p(A4) =
w (PCNA)

3. Para todo conjunto medible A se tiene que pu, (PN A) =0y u* (PN A)
p(A)

L . (P)=0=p, (P)

Demostracion

1= 2 Sea P C R un conjunto altamente no medible saturado, es decir, que la
interseccién de P con cualquier conjunto medible de medida positiva es
no medible y sea A un conjunto medible; es claro que si p (A4) = 0, en-
tonces p* (PNA) = pu(A) = p* (P°NA) =0, consideremos entonces
el caso en el que p(A) > 0.

Tomemos G un conjunto del tipo G tal que ANP C Gy que p(G) =
w (AN P).
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2=3

3=4

4=1

Debemos tener entonces que p(A — G) = 0 pues de lo contrario ex-
istiria un compacto K de medida positiva contenido en A — GG, pero
entonces K serfa un conjunto medible de medida positiva cuya inter-
seccién con P es medible, pues dicha interseccién es vacia, por lo tanto
(A —G) = 0. Por consiguiente:

p(A)=p(ANG)+p(A-G)=pn(ANG) < p(G)=p"(ANP).
(4)
Se sigue entonces que pu (A) = p* (AN P), pues ANP C A.

Del mismo modo, podemos tomar G’ un conjunto del tipo G tal que
ANPCC Gy que p(G) = p* (AN P°). Nuevamente debe ocurrir que
p(A—G') =0 pues de lo contrario existirfa un compacto K’ de me-
dida positiva tal que K/ C A— G’ C P, pero entonces K’ serfa un con-
junto medible de medida positiva cuya intersecciéon con P es medible,
pues dicha interseccion es precisamente K’. Haciendo un racionamien-
to andlogo al hecho en (1) concluimos que pu (A) = p* (AN P°).

Por lo tanto p* (PN A) =pu(A) =p* (P°NA).

Supongamos ahora que P es tal que para todo conjunto medible A
se tiene que p*(ANP) = p(A) = p* (AN P basta probar que
(AN P) = 0. Sea A un conjunto medible y supongamos, por el
contrario, que pu, (AN P) > 0 entonces existe un compacto K de me-
dida positiva contenido en AN P pero entonces K N P°¢ = () por lo que
tendriamos que 0 = p* (K N P°) < u(K) lo cual contradice nuestra
hipétesis.

Por lo tanto p, (ANP) =0y pu*(ANP)=pn(A).

Sea ahora P C R tal que para todo conjunto medible A se tiene que
e, (ANP)=0yque p* (AN P) = pu(A). Es claro que u, (P) = 0 pues
de lo contrario existirfa un conjunto medible K de medida positiva
contenido en P tal que p(K) = pu, (P), con lo que pu, (KNP) =
i (K) > 0 lo cual contradice la hipétesis. Del mismo modo si p, (P€) >
0 llegamos a una contradiccién.

Por lo tanto p, (P) =0 = p, (P°).
Por tltimo supongamos que P C R es tal que p, (P) =0 = p, (P°) y
supongamos que existe un conjunto medible A tal que ANP es medible

entonces:
p(ANP)=p, (ANP)<p, (P)=0
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Por otro lado, como (ANP)°N A = AN P¢ tenemos que A N P°¢
es medible, pues tanto A como (AN P)° lo son, entonces de nuevo

tenemos:
n(ANPY) = p, (AN P°) < . (P°) =0

De modo que p (A) < (AN P)+u (AN P¢) = 0. Por lo tanto p (A) =
0.

Se concluye asi que si u(A) > 0, entonces A N P es no medible, es
decir, P es altamente no medible saturado. [

Cabe destacar, que de la equivalencia 4 del teorema anterior se sigue, que
si P es altamente no medible saturado entonces P¢ también lo es; por otro
lado, al considerar la equivalencia 3, se observa que si bien el que un conjunto
sea altamente no medible saturado no nos dice mucho acerca de qué tan
grandes pueden ser sus subconjuntos medibles (pues lo unico que podemos
decir es que, al igual que en los conjuntos altamente no medibles, dichos
subconjuntos son nulos); si nos habla del alto grado de no medibilidad que
estos conjuntos poseen, en el sentido de que la diferencia entre sus medidas
exterior e interior es arbitrariamente grande.

Por otro lado, si denotamos por M™ a la clase de todos los subconjuntos
de medida positiva de R y por Ag a la de todos los elementos de M™ cuya
interseccién con E es no medible, tenemos que A = M™ siy sélo si E es
altamente no medible saturado y que Ag = ) si y s6lo si E es medible. En
general, si P es un conjunto no medible, sabemos que cualquier conjunto
de medida positiva que contiene a P pertenece a Ap. El siguiente teorema
describe una clase de conjuntos que no contienen a P y que sin embargo
estd contenida en Ap.

Teorema 4.2

Dado cualquier conjunto no medible P existe un intervalo I que inter-
secta a P pero no lo contiene y es tal que para todo conjunto medible E C I,
si p(I — E) =0, entonces EN P es no medible.

Sea P un conjunto no medible y supongamos, por el contrario, que para
cualquier intervalo I que no contiene a P existe un conjunto medible E tal
que (I — E) =0y que EN P es medible.

Haremos primero el caso en el que P estd acotado. Sean o = inf P,
B=supPyld<d< *B_To‘, definimos para cada n € N el intervalo I,, como
I, = (a + %, 68— %) Dado que ninguno de estos intervalos I,, contiene a P
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podemos, por hipétesis, tomar una familia {E,}, .y de conjuntos medibles
tal que para cada n € N se tiene que u (I, — E,) = 0y que E, N P es
medible. De este modo si hacemos I = Ul,, y F = UFE,, tenemos que I —
E C Upen (In — Ep) por lo que p(I — E) = 0. Ademés el conjunto I es
precisamente el intervalo («, /3), en consecuencia:

W (P—E) < u((IU{a,8)) — B) = p(I — E) =0

Por lo tanto el conjunto P — E es medible, pero como P = (P — E) U
(UnenP N E,,) resulta entonces que P es medible, lo cual es imposible.

Si P no estd acotado, haciendo I,, = [—n, n] para cada n € Ny repitiendo
el mismo razonamiento concluiriamos también que P es medible.

Por lo tanto, dado cualquier conjunto no medible P debe existir un
intervalo I que no contiene completamente a P y tal que para todo conjunto
medible E, si u (I — E) = 0 entonces P N E es no medible. [

Observaciones

% Dado un conjunto no medible P, si denotamos por (I)p al conjunto
{EC1I:Fesmedibley (I — FE)=0}, donde I es uno de los inter-
valos cuya existencia queda asegurada por el teorema anterior, en-
tonces (I)p C Ap y es claro que existen conjuntos que pertenecen a
(I) p y no contienen a P. Por ejemplo, si tomamos cualquier subcon-
junto N del conjunto de Cantor construido en el intervalo I resulta
que E = I — N pertenece a (I)p. Dado que esto se puede hacer para
cualquier conjunto N contenido en el conjunto de Cantor y este ltimo
tiene la cardinalidad del continuo, resulta que para cualquier conjunto
no medible P, el conjunto {E € Ap : P ¢ E} tiene la cardinalidad de
la potencia de R.

x Sea de nuevo P un conjunto no medible, denotemos ahora por T a
la clase de todos los intervalos I que intersectan a P pero no lo con-
tienen y tales que para todo conjunto medible E C I si p(I — E) =0,
entonces P N E es no medible. De este modo, si P es altamente no
medible saturado, por el teorema enterior, sabemos que T es la clase
de todos los intervalos de R. Por otro lado, si P es extremadamente
no medible e I es un intervalo que intersecta a P en una cantidad
no numerable de puntos, dado cualquier conjunto medible E tal que
w(I —E) =0, tenemos que PN ((I — E) UE) = PN 1 es no numer-
able y que PN (I — E) es de medida cero, por lo que, en tanto que es
medible, es a lo mas numerable, de modo que PN E es no numerable y
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por lo tanto no medible. Concluimos entonces que si P es extremada-
mente no medible, entonces cualquier intervalo que intersecte a P en
una cantidad no numerable de puntos pertenece a Y.

Veremos ahora qué tan no medibles, en el sentido de las definiciones
dadas al principio de este capitulo, son los conjuntos no medibles que hemos
construido y daremos algunos nuevos ejemplos. Primero analizaremos a los
conjuntos de Vitali.

Teorema 4.3
Todo conjunto de Vitali es altamente no medible.

Sea V' un conjunto de Vitali y supongamos que existe un conjunto med-
ible de medida positiva A contenido en V, podemos entonces tomar n € N
tal que p (AN [-n,n]) > 0. Sea A" = AN[-n,n] y sea, para cada q € Q, A
el conjunto A’ + q.

De este modo, si I = QN [—1,1], tenemos que:

U 4, C [ (nt1).m 1],
g€

pero ademds dicha unién es ajena pues Af] C V4 y hemos visto ya que los
conjuntos V;, con g € QQ son ajenos dos a dos. Por lo tanto:

S (AL) =u(u A'q) <p(-(n+1)n+1)=2(n+1)

qel qel

Por otro lado, dado que para cada ¢ € Q se cumple que 0 < p(4’) =
I (Ag) debemos tener que:

u(U A;) =S () =
qel qel

Por lo tanto no pueden existir subconjuntos medibles de medida positiva
de un conjunto de Vitali, es decir que, todo subconjunto medible de un
conjunto de Vitali es nulo. [

Veremos ahora qué tan no medibles son los conjuntos de Bernstein. No
es dificil imaginar qué grado de no medibilidad tendran estos conjuntos,
sobre todo si recordamos que si un conjunto es de Bernstein entonces su
complemento también lo es.
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Teorema 4.4
Todo conjunto de Bernstein es altamente no medible saturado.

Sea B un conjunto de Bernstein y sea A un conjunto medible tal que
AN B es medible.

Si (AN B) > 0, entonces AN B contiene un conjunto compacto de
medida positiva, por lo que A N B contiene a un conjunto cerrado no nu-
merable, es decir que A N B contiene un conjunto perfecto, lo cual es una
contradiccién puesto que B no contiene ningin conjunto perfecto. Por lo
tanto 1 (AN B) = 0. Por otro lado dado que AN B es medible, entonces el
conjunto (AN B)°NA = AN B¢ es también medible y por lo tanto, como B¢
es también de Bernstein, debemos tener que (A N B€) = 0. De modo que
w(A) = pu(ANB)+ u(AN B = 0. Se concluye entonces que, si AN B es
medible, entonces p (A) = 0, es decir que la interseccién de B con cualquier
conjunto medible de medida positiva es no medible. [J

Esta propiedad de los conjuntos de Bernstein permite probar de manera
sencilla que todo subconjunto de R con medida exterior positiva contiene un
subconjunto no medible, pues si el conjunto en cuestién no es medible no hay
nada que probar y si es medible entonces basta considerar su interseccién
con algin conjunto de Bernstein.

Por tdltimo veremos que los conjuntos de Sierpinski son, en efecto, con-
juntos extremadamente no medibles, pero no sélo eso, se puede probar de
forma muy sencilla que el hecho de que un conjunto sea de Sierpinski es
equivalente a que sea extremadamente no medible.

Teorema 4.5
Un conjunto es extremadamente no medible si y sdlo si es de Sierpinski.

Sea S un conjunto de Sierpinski y A un subconjunto no numerable de
S; de la definiciéon de conjunto de Sierpinski se sigue que A es también
un conjunto de Sierpinski, de modo que A es no medible. Por lo tanto los
conjuntos de Sierpinski son extremadamente no medibles.

Supongamos ahora que S es un conjunto extremadamente no medible
y que N es un conjunto nulo, entonces N N S es medible, pues cualquier
subconjunto de un conjunto nulo es medible; resulta entonces que N NS es
a lo mds numerable. Por lo tanto S es un conjunto de Sierpinski. [

Ahora que ya hemos clasificado, segin su grado de no medibilidad, los
conjuntos no medibles que habfamos estudiado anteriormente, veremos al-
gunos ejemplos que nos permitirdn entender mejor cémo se relacionan entre

44



sf estos grados de no medibilidad y conocer algunas variantes de las técnicas
que hemos utilizado para construir conjuntos no medibles en R.

Ejemplo 4.1
Para toda n € N, existe un conjunto débilmente no medible que contiene
un conjunto medible y denso en un intervalo cuya medida es mayor que n.

Sean € Ny & un Cantor gordo de medida % construido sobre un inter-
valo I de longitud n + 1. Dado que p (&) > 0 entonces podemos tomar un
conjunto no medible N’ contenido en &, entonces N’ U (I — &) resulta ser
un conjunto no medible.

Asi, como & es denso en ninguna parte resulta que I — & es un conjunto
denso en I y ademés

(I —®) = (1) = u(G) > n.

Por lo tanto, si N = N'U(I — &) , entonces N es un conjunto no medible
que contiene a un conjunto denso en un intervalo de medida mayor a n.

Ejemplo 4.2
Existe un conjunto de Vitali que no es altamente no medible saturado.

Sea & un Cantor gordo, dado que cada una de las clases de equivalencia
inducidas por la relacién x «~ y, siz—y € Q, es densa en R (pues [z] = 2+Q),
entonces para toda = € R el conjunto [z] — ® es no vacio (pues & es denso en
ninguna parte y [z] es denso en R). Por lo tanto podemos formar un conjunto
V tomando un elemento de cada uno de los conjuntos [x] — &. De este modo
V es un conjunto de Vitali y sin embargo, haciendo A = UK, donde K es
cualquier subconjunto numerable de V, tenemos que A es medible de medida
positiva y que VN A = K es medible.

Ejemplo 4.3
Eziste un conjunto de Vitali que es altamente no medible saturado.

Para esto construiremos un conjunto que es a la vez un conjunto de Vitali
y de Bernstein.

Consideremos de nuevo la familia F de todos los subconjuntos perfectos
indizada por los ordinales « tales que o < ¢ y la relacién de equivalencia ~
utilizada para describir los conjuntos de Vitali.

Construiremos un conjunto A tal que R — A es totalmente imperfecto y
tal que para toda = € R la interseccién de A con la clase de x inducida por
~ tiene a lo m&s un elemento.
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Sea a; un elemento cualquiera de Fy y sea Fy = {a; + ¢ : q € Q}, dado
que Fs es numerable podemos tomar un punto as € F5 — Fo. Supongamos
que de esta manera hemos definido a, para toda o < § < ¢. Sea

Eg={an+q:a<p,qeQ}

Dado que |Eg| < - Ry < ¢ podemos tomar un punto ag € Fg — Eg.

De este modo si A = {a, : a < c} es claro que R — A es totalmente
imperfecto y que si a, y ag, con o < [, pertenecen a la misma clase de
equivalencia inducida por ~, entonces ag € {an +¢:q € Q}, pero como
ag ¢ Eg, entonces debemos tener que a = 3; por lo tanto A contiene a lo
mds un representante de cada una de las clases inducidas por ~ .

Ahora consideremos al conjunto de todas las clases de equivalencia que
no tienen un representante en A y formemos un nuevo conjunto A’ tomando
exactamente un representante de cada una de estas clases.

De esta manera, si P = AU A’ es claro que P es un conjunto de Vitali,
pues contiene exactamente a un representante de cada una de las clases de
equivalencia inducidas por ~.

Ademds R — P es totalmente imperfecto, pues (R—P) C (R—A) y
hemos visto que R — A es totalmente imperfecto.

Falta entonces probar que P es también totalmente imperfecto, lo cual es
sencillo, pues si nuevamente denotamos por A, al conjunto {a+ ¢ :a € A},
sabemos que dado ¢ € Q el conjunto P, N P es vacio, por lo que:

PCR-P=(R-P),

Esta ultima igualdad se da yaquex € R — P siysélosiz —ge R—- P
y, a su vez, esto ultimo es equivalente a que (z —q) +g=x € (R — P,

De este modo, como R — P es totalmente imperfecto, y por lo tanto
(R—P) q también lo es, resulta que P es totalmente imperfecto.

Por lo tanto P es un subconjunto de R que es a la vez un conjunto de
Vitali y de Bernstein.

Ejemplo 4.4
Existen conjuntos altamente no medibles saturados que no son extremada-
mente no medibles.

Sean € el conjunto de Cantor y B un conjunto altamente no medible
saturado. Dado que € es no numerable resulta que, o bien BN € es no nu-
merable o bien B°N¢€ es no numerable. En cualquier caso existe un conjunto
altamente no medible saturado, ya sea B o B¢, cuya interseccién con € es
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medible y no numerable. Por lo tanto o bien B o bien B¢ es un conjunto
altamente no medible saturado que no es extremadamente no medible.

Se concluye entonces que dados cualesquiera dos conjuntos altamente
no medibles saturados complementarios al menos uno de los dos no es ex-
tremadamente no medible.

Ejemplo 4.5
Eziste un conjunto extremadamente no medible que no es altamente no
medible saturado.

Notemos primero que dado un conjunto nulo N y un conjunto & denso
en ninguna parte, el conjunto R — (N U &) es distinto del vacio, pues dado
cualquier intervalo I existe un subintervalo I’ de I tal que I’ C &€ y como
N no puede contener ningun intervalo resulta que I’ N N€¢ # (). Por lo tanto
R—(NU®) # 0.

De este modo, si & es un Cantor gordo, recordando la notacién que
utilizamos en la construccién del conjunto de Sierpinski, podemos repetir
dicha construccién pero tomando el punto s; € R — &, luego el punto so €
R — M} donde M} = Ny U {s1} U® y asi sucesivamente. Para < w;
definimos el conjunto M} como:

Mg = UﬁNgU{sa:a<B}UQ§,
a<l

y de nuevo podemos tomar un punto sg € R— Mé De este modo el conjunto
S = {sq : @ < w1} es un conjunto de Sierpinski que no intersecta a &, por lo
que & es un conjunto de medida positiva cuya interseccién con S es medible.
Concluimos entonces que S es un conjunto extremadamente no medible que
no es altamente no medible saturado.

Ejemplo 4.6
Eziste un conjunto que es tanto extremadamente no medible como alta-
mente no medible saturado.

Para este ejempo construiremos un conjunto de Sierpinski que “casi” es
de Bernstein —en el sentido de que intersecta a cualquier conjunto perfecto
de medida positiva pero, sin embargo, no contiene a ninguno— esta con-
struccién se hace de nuevo imitando la construccién que hemos hecho de los
conjuntos de Sierpinski bajo la hipdtesis del continuo.

Sea de nuevo Ny = {N, : a < ¢} el conjunto formado por todos los con-
juntos nulos de tipo G y sea FT el conjunto formado por todos los conjuntos
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perfectos de medida positiva, es claro que dicho conjunto tiene también la
cardinalidad del continuo pues, por un lado, ya vimos que la cardinalidad
de F es precisamente la del continuo, de modo que |F*| < ¢, por otro lado,
como todo intervalo cerrado es perfecto y de medida positiva se tiene que
|FT| > ¢. Por lo tanto |FT| = ¢, asi que podemos indizar sus elementos, F,,
con los ordinales « tales que @ < wy = ¢.

Construiremos un conjunto S del mismo modo en el que lo hicimos para
la contruccién de los conjuntos de Sierpinski pero de tal manera que para
todo F € FT se tenga que FNS #0y (R—F)NS #0.

Tomemos primero dos puntos distintos s, 8] € Fi;sea My = N1U{s1, 5]}
y tomemos ahora dos puntos sa, s, € Fy — Mo, lo cual lo podemos hacer
puesto que 0 = p (N7 U {s1,s]}) < o (F1) y asf sucesivamente. Supongamos
que para toda o < 8 < w1 hemos definido el punto s,. Definimos al conjunto
Mg como

Mg= |J NaU{sa:a<pB}U{s,:a<p},
a<f
de nuevo, dado que Mg sigue siendo un conjunto nulo podemos tomar dos
puntos sg, s € Fg — Mp.

Definimos entonces al conjunto S como S = {sq :a < wi}.

Asi, S es conjunto de Sierpinski que intersecta a cualquier conjunto per-
fecto de medida positiva pero no contiene a ninguno, lo cual nos bastara
para probar que S es altamente no medible saturado.

Sabemos ya que i, (S) = 0 pues S es de Sierpienski y si suponemos que
s (S¢) > 0 entonces S¢ deberia contener un compacto de medida positiva,
es decir que existirfa un conjunto perfecto de medida positiva contenido en
S¢ lo cual es imposible, por lo tanto u, (S¢) = 0.

Concluimos entonces, gracias al teorema 4.1, que en efecto S es un con-
junto tanto extremadamente no medible como altamente no medible satu-
rado.

Observacidn

Es interesante notar que, en relacién con el ejemplo 4.4, el complemento
de S es también un conjunto altamente no medible saturado que no es
extremadamente no medible ya que, siendo de nuevo € el conjunto de Cantor,
es claro que S N € es numerable, pues € es nulo. Por lo tanto SN € es un
subconjunto medible y no numerable de S¢.

El conjunto S construido en este tltimo ejemplo es entonces nuestro can-
didato a conjunto de R con mayor grado de no medibilidad, pues por un lado
sus tnicos subconjuntos medibles son los triviales, es decir los numerables y,
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por otro lado, la diferencia entre sus medidas interior y exterior es arbitrari-
amente grande; ademads este conjunto, al compartir las propiedades de los
conjuntos de Sierpinski y de Bernstein, tiene la peculiaridad de dispersarse
por todo R intersectando a cualquier conjunto de medida positiva en una
cantidad no numerable de puntos con medida exterior positiva, pero a la
vez intersectando a cualquier conjunto nulo no numerable en algo a lo més
numerable.

Con estos ejemplos en mano podemos decir de forma mads precisa cémo
se relacionan estos cuatro tipos de no medibilidad. Por un lado, hemos visto
que la clase de los conjuntos débilmente no medibles es el complemento
—relativo a la familia de los subconjuntos no medibles de R— de la clase
de los conjuntos altamente no medibles y que esta iltima contiene tanto
a la clase de los conjunto altamente no medibles saturados como a la de
los extremadamente no medibles. Ademds en los ejemplos 4.4 y 4.5 hemos
visto que ninguna de estas dos tltimas clases contiene a la otra; finalmente,
gracias al dltimo ejemplo, sabemos que la interseccién de las clases de los
conjuntos altamente no medibles saturados y la de los extremadamente no
medibles es no vacfa. El siguiente esquema ilustra estas relaciones.
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L0OS CONJUNTOS DE SARDELLA-ZILIOTTI

Hemos visto ya distintas construcciones de conjuntos no medibles y
hemos probado que utilizando el axioma de eleccién podemos construir con-
juntos altamente no medibles saturados y que bajo la hipétesis del continuo
existen conjuntos extremadamente no medibles, pero, jes imprescindible el
axioma de eleccién para construir conjuntos no medibles?, y de no ser asi,
,qué tan no medibles podrian ser estos conjuntos?

Veremos que atin bajo hipétesis ligeramente més débiles que el axioma de
eleccién se pueden construir conjuntos no medibles y analizaremos el grado
de no medibilidad de dichos conjuntos.

Definicién

Sea, para cada k € N, ¢, la funcién que manda a cada x € [0,1) al k-
ésimo digito de la expancién binaria de z, es decir que la sucesién {c}, ()}, oy
es la unica sucesion en el {0,1} que no tiene cola de unos y tal que:

z= 3 c(x)27"
keN

Definimos, para cada x € R la funcién ¢ como la funcién que extiende
periédicamente a la funcién ¢, a todo R, es decir:

cr (z) = ¢}, (x — [z]) donde [z] denota al maximo entero menor o igual a
T.

Consideremos ahora el espacio de funciones {0, 1}]R con la topologfa pro-
ducto y al conjunto A = {¢j : k € N}. Denotando por A’ al conjunto formado
por los puntos de acumulacién de A, decimos que un subconjunto £ de R
es un conjunto de Sardella-Ziliotti si xp € A’, donde xp denota a la funcién
caracteristica de F.

La compacidad numerable del espacio {0, 1}]R garantizard la existencia de
conjuntos de Sardella-Ziliotti, para esto recordemos la siguiente propiedad
de los espacios numerablemente compactos.

Proposicion 5.1
Todo subconjunto infinito de un espacio 11 numerablemente compacto
tiene al menos un punto de acumulacion.

Sea X un espacio 71 numerablemente compacto y supongamos que ex-
iste un subconjunto infinito /' de X que no tiene puntos de acumulacion.
Tomemos un punto x; € F, dado que F' no tiene puntos de acumulacién
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podemos tomar una vecindad V; de x; tal que Vi1 N F = {x1}. Si hemos
definido de esta manera la vecindad V,, del punto x, para toda n < k,
definimos la vecindad V}, tomando un punto zy € F — {z, : n < k} y una
vecindad Vj, de xy tal que Vi N F = {x}.

Sea ahora Y = {zj : k € N}, dado que dicho conjunto es cerrado, pues
no puede tener puntos de acumulacién, el conjunto C = {V, :n € N} U
{X — Y} es una cubierta abierta de X que no tiene subcubiertas finitas, lo
que contradice la hipétesis de que X es numerablemente compacto.

Concluimos entonces que cualquier subconjunto infinito de un espacio
T} numerablemente compacto tiene al menos un punto de acumulacién. [

Corolario 5.1
Si el espacio {0, 1}]R es numerablemente compacto entonces existen con-
Juntos de Sardella-Ziliotti.

Gracias al teorema anterior sabemos que el conjunto A’ es no vacio de
modo que tomando & € A’ y haciendo F = ¢ 1 (1) resulta que, en efecto, £
es un conjunto de Sardella-Ziliotti. [J

Se puede probar que el teorema de Tychonoff para espacios compactos?
es equivalente al axioma de eleccién (Véase [4] o [5]), dado que no estamos
suponiendo dicho axioma no podemos afirmar que el espacio {0, 1}R sea
compacto y en consecuencia tampoco podemos afirmar que el conjunto A’ no
sea vacio. Sin embargo, como acabamos de ver, la hipétesis de que el espacio
{0, I}R sea numerablemente compacto basta para garantizar la existencia de
los conjuntos de Sardella-Ziliotti. Ademds se puede probar que el teorema
de Tychonoff para espacios compactos Hausdorff no implica el axioma de
eleccién (Véase [4]), por lo que la hipétesis de que el espacio {0,1} sea
numerablemente compacto es, en efecto, més débil que el axioma de eleccion.

Presentaremos ahora una interesante equivalencia a la definicién de con-
juntos de Sardella-Ziliotti que ademds serd 1til en la demostracién de que
dichos conjuntos son no medibles.

Proposicién 5.2
Un conjunto E es un conjunto de Sardella-Ziliotti si y sdlo si para todo
subconjunto finito J de R existe k € N tal que para toda x € J se tiene que

ek () = xp (z).

3Kl producto topoldgico de cualquier famila de espacios compactos es compacto.
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Primero recordemos que el espacio {0, I}R también se puede ver como
el producto Il ecr {0,1}, vy que los abiertos bdsicos son de la forma B =
II,crU,, donde U, es un subconjunto abierto de {0,1} y U, # {0,1} sélo
para una cantidad finita de elementos z € R.

Supongamos primero que E es un conjunto de Sardella-Ziliotti y sea
J = {z;:0<1i<n} un subconjunto finito de R. Tomemos B = I,crU,
donde U, = {xg (x)} para toda z € J y U, = {0,1} para toda z € R — J.
De este modo B es un abierto en {0, 1}]R que contiene a x g, por lo tanto,
dado que xp es un punto de acumulacién de A, debe existir alguna k € N
tal que ¢ € B, lo cual significa que para toda z € J, ¢ € U, = {xp (z)}, lo
que es decir que ¢ (z) = xg () para toda z € J.

Supongamos ahora que un conjunto £ es tal que para todo subconjun-
to finito J de R existe k € N tal que ¢ (z) = xg(x) para toda = € J,
veremos que F es un conjunto de Sardella-Ziliotti. Tomemos un abierto
bédsico B = Il,crU, del espacio {0,1}]R que contenga a xp y sea J =
{r e R:U, #{0,1}}. Ahora bien, por hipétesis, podemos tomar k € N
tal que ¢ (z) = xg () para toda x € J y por lo tanto ¢, € B. De donde
concluimos que xp es punto de acumulacién de A, es decir que E es un
conjunto de Sardella-Ziliotti. [

Noétese ademds que en la prueba de la necesidad el conjunto
{k € N:¢,(x) =xp(z) para toda z € J}

debe ser infinito pues de lo contrario habria un n € N tal que para todo
k > n € N, existirfa i < k tal que xp (z;) # ck (x;); por lo que repitiendo
el procedimiento anterior podriamos de nuevo construir un abierto que con-
tenga a xp y que intersecte a A sélo en una cantidad finita de puntos, lo
cual, dado que el espacio es Hausdorff, implicaria nuevamente que existe un
abierto que contiene a x5 y que no intersecta a A.

Corolario 5.2

Sea E un conjunto de Sardella-Ziliotti y sean x1 y xo en R.

Si existe ko € N tal que para toda k > ko se tiene que ci (1) = ¢k (z2)
entonces o bien x1,r9 € E 0 bien x1,x9 ¢ E, y si existe ko € N tal que para
toda k > ko se tiene que c (x1) # ¢ (z2) entonces o bien x1 € E y xo ¢ E
obien x1 ¢ E y xo € F.

Supongamos primero que existe kg € N tal que para toda k > kg se
tiene que ¢, (1) = ¢k (z2). Por la observacién que hicimos de la proposicién
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anterior sabemos que el conjunto

K={keN:c(z1)=xg (@) ycx(z2) = xp (v2)}

es infinito por lo que podemos tomar k € K tal que k > ko y xg (z1) =
ek (1) = ¢k (z2) = xg (z2), por lo que o bien x1,z2 € E 0 bien x1, 22 ¢ E.

De manera andloga se prueba que si existe kg € N tal que para toda
k > ko se tiene que ci (1) # ¢k (z2), entonces o bien x; € E'y 2 ¢ E o
bien 1 ¢ E'y zo € E.

Ahora bien, la demostraciéon de que los conjuntos de Sardella-Ziliotti
son no medibles estard basada en el siguiente teorema cuya demostracién
dejaremos hasta el final de este capitulo. Cabe destacar que para demostrar
este teorema estaremos utilizando el axioma de eleccién numerable, es decir
el siguiente enunciado: Toda familia numerable de conjuntos no vacios tiene

una funcién de eleccion®.

Teorema 5.1

Sean E C R tal que p* (E) >0 y D un subconjunto denso y numerable
de R tal que E 4+ D = E. Entonces para todo conjunto medible A se tiene
que p* (ENA) = pn(A).

De aqui en adelante ninguna otra hipétesis adicional serd requerida,
de modo que la existencia y no mediblilidad de los conjuntos de Sardella-
Ziliotti puede garantizarse utilizando tinicamente la hipétesis de que el espa-
cio {0, 1}]R es numerablemente compacto y el axioma de eleccién numerable.

El siguiente teorema muestra dos propiedades de los conjuntos de Sardel-
la Ziliotti que son responsables, junto con el teorema 5.1, de que estos con-
juntos no sélo sean no medibles, sino que ademds sean altamente no medibles
saturados. Antes de enunciar este teorema serd necesario recordar que un
nimero z € R es diddico si los digitos de su expansién binaria, x, con n € N,
son cero a partir de cierta n.

Teorema 5.2
Sea D el conjunto de los numeros diddicos y sea E un conjunto de
Sardella-Ziliotti, entonces:

1. E es invariante bajo traslaciones por cualquier nimero diddico, es de-
cir E+D = FE.

4Una funcién f definida sobre una familia F de conjuntos es una funcién de eleccién
si f(C) € C para todo C € F.
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2. Los conjuntos E,—F y D forman una particion de R.

Para demostrar la primera afirmaciéon tomemos d € D, E un conjunto
de Sardella-Ziliotti y x € E. Sabemos que existe kg € N tal que si k > kg
entonces ¢ (d) = 0 por lo que ¢ () = ¢, (x + d) para toda k > kg. De lo
cual se sigue, gracias al corolario anterior, que xp () = xg (z + d) , es decir
que z +d € E. Ademss es claro que £ C E + D, pues el cero es un niimero
diddico. Por lo tanto K+ D = F.

Para probar la segunda afirmacién tomemos de nuevo d € D, por la
observacién que se hizo al final de la demostracién de la proposicién 5.2,
sabemos que el conjunto {k € N: xp (d) = ¢ (d)} es infinito, pero entonces,
dado que la expansién binaria de d termina en una cola de ceros, debemos
tener que x g (d) = 0, por lo tanto END = (). Es f4cil ahora ver que también
(—FE) N D = 0 pues dado que D = —D tenemos:

(~E)ND = (-E)N(-D) = — (END) =0

Resta probar que EN(—FE) =0y que R = EU(—E)U D. Para esto sea
z € D y notemos que:

l—@-[)=1- 3 @2 F =3 (1—c(2))27
k=1 k=1

Ahora bien, dado que 1 — ¢ (z) no termina en una cola de unos, pues
x € D¢, entonces el k-ésimo digito de la expansién binaria de 1 — (x — [z]) es
precisamente 1—c¢y, (x). Por otro lado es claro que ¢ (—z) = ¢ (1 — (z — [z]))
pues las funciones ¢ tienen periodo 1 por lo que ¢; (—z) = 1 — ¢, (z) para
toda k € N.

Asi, utilizando nuevamente el corolario anterior concluimos que, si x ¢ D,
entonces © € Esiysolosiz ¢ —F. Porlo tanto —ENFE =0y —EUE = D°.
Se sigue entonces que los conjuntos —F, £ y D forman una particién de R.
O

Corolario 5.3
Los conjuntos de Sardella-Ziliotti son altamente no medibles saturados.

Sea E un conjunto de Sardella-Ziliotti, notemos primero que p* (E) > 0
y ©* (E€) > 0 pues por lo que acabamos de probar tenemos que u(R) =
p* (E) + p* (—E) + p* (D) y es claro que p* (D) =0y p* (E) = p* (-E).
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Por otra parte sabemos que —D = D y hemos visto yaque E+ D = F
con lo cual es facil ver que también E°+ D = E° pues:

E‘+D=(-EUD)+D=(-E+D)U(D+D)=

—~(E4+D)UD=-EUD = E*

De este modo tanto E como E°¢ cumplen con las condiciones del teorema
5.1, por lo tanto para todo conjunto medible A tenemos que p* (ENA) =
w(A) = p* (BN A), lo cual ya hemos probado que es equivalente a que el
conjunto F sea altamente no medible saturado.

Queda demostrado entonces que los conjuntos de Sardella-Ziliotti son
altamente no medibles saturados. [J

Consideremos ahora el axioma de eleccién para conjuntos de dos elemen-
tos (Cy), es decir, el siguiente enunciado: Toda familia de conjuntos de dos
elementos tiene una funcion de eleccion. Veremos que, si se supone vilido
dicho axioma, utilizando el teorema 5.1 también se pueden construir de for-
ma sencilla conjuntos altamente no medibles saturados y no sélo eso sino
que se puede calcular la cardinalidad de la clase formada por los conjuntos
de este tipo.

Proposicion 5.3

Si se suponen vdlidos el axioma de eleccion numerable y Co entonces
la cardinalidad de la clase formada por todos los conjuntos altamente no
medibles saturados es 2°

Consideremos la relacién de equivalencia en R dada por x ~ysiz—y €
D, donde D representa nuevamente al conjunto de los nimeros diddicos, y
denotemos por [z] a la clase de  inducida por esta relacién. Sea ahora L=
{{lz],[—z]} : * € R — D} podemos entonces tomar una funcién de eleccién
en la familia £, lo que garantiza la existencia de un conjunto ¥ cuyos elemen-
tos son las clases de equivalencia elegidas de cada uno de los conjuntos que
conforman a L. De este modo si F' denota al conjunto formado por la unién
de las clases que pertenecen a WU, es decir si F' = {y € R:y € [z],[z] € ¥}
tenemos que:

1. F+d= F paratodade D.

Esto es bastante sencillo, pues dados cualesquiera y € F'y d € D
resulta que y € [x] para alguna [z] € U, entonces z —y € D, por lo
que z —y —d € D. Por lo tanto = ~ (y + d), de modo que y +d € F
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2. Los conjuntos F, —F y D forman una particién de R.

Es claro que tanto F'N.D como —F'ND son vacios, veremos que —F'NF
también lo es. Supongamos, por el contario, que existe y € —F N F
entonces y € [z] y —y € [z] donde [z] y [z] pertenecen a ¥, por lo que
x—y € Dy z+y € D, en consecuencia (x + z) € D, es decir que
z € [—x], pero entonces [z] = [—z], con lo que tanto [z] como [—x]
pertenecen a ¥, lo cual es imposible. Finalmente, resulta sencillo ver
que R = —F U F U D, pues dado cualquier x € R — D, resulta que
o bien [z] o bien [—z] pertenece a ¥, en el primer caso z € F, en el
segundo x € —F.

De manera andloga a lo hecho con los conjuntos de Sardella-Ziliotti, la
segunda propiedad del conjunto F' implica que p* (F') > 0 y la primera, en
combinacién con el teorema 5.1, implican que F' es altamente no medible
saturado.

Tomemos ahora cualquier subconjunto ¥ de ¥ y definamos al conjunto
F' como:

F:{yER:yE[x],[m]e@}U{yeR:ye[—m],[m]e\I/—\iJ}

Entonces F satisface también las propiedades 1 y 2 del conjunto F. La
prueba de que F satisface la primera propiedad es la misma que la que se
hizo para F' y la de la segunda es, como veremos, bastante similar.

Nuevamente, para probar que los conjuntos —F,F y D son ajenos, basta
probar que —F N F = . Supongamos que existe y € —F N F, entonces
—y,y € F. Consideremos primero el caso en el que y € [z], [w} c Uy
—y € [2],[2] € ¥. De este modo z —y € Dy z+y € D, por lo que
x + z € D, lo que implica que = € [—z|, de modo que [z] = [—z], pero
entonces tanto [z] como [—z] pertenecen a ¥, lo cual es imposible.

Supongamos ahora que y € [z],[z] € Uy que —y € [—2],[2] € ¥ — U,
Entonces © —y € Dy —z+y € D, de modo que [z] = [z], pero entonces
[] € U, y [2] € U — W lo cual es una contradiccién. Los otros dos casos, que
resultan de suponer que y € [—z], [z] € ¥ — ¥, se hacen de manera ansloga.

Falta ver entonces que —F, F' y D cubren a R. Para esto sea z € R— D,
si [r] € U y entonces # € F, supongamos entonces que [x] ¢ ¥; tenemos
entonces dos casos, que [z] € ¥ o [~z] € ¥, en el primer caso [z] € ¥ — 0
de modo que —z € F por lo que = € F en el segundo caso, si [—z] € NG
entonces —z € F, es decir que z € —F, ysi[-2] ¢ ¥, entonces [—z] € -,
con loque:ceF Por lo tanto R = —F U FUD
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Hemos probado entonces que para cada subconjunto U de U existe un
conjunto F altamente no medible saturado asociado a ¥. Veremos ademés
que, en efecto, si \Ill y Uy son dos subconjuntos distintos de W entonces
los conjuntos Fy y Fy, asociados a \111 Y. Uy, respectivamente, son también
distintos. Para mostrar esto, sean U; y Ty dos subconjuntos distintos de ¥
y supongamos, sin pérdida de generalidad, que existe z € R tal que [z] ¢ U,
y[]E\Ifg,entonces:UEng[ z] ¢ U, pues [z] € Uy C U, de modo que
[z] ¢ U1y [-x] ¢ ¥ — Fy. Por lo tanto « ¢ F| y en consecuencia Fy # Fj.

De lo anterior se concluye que si F denota a la clase de los conjuntos
altamente no meibles saturados, entonces |F| > |P (V)| pero ciertamente
|¥| = ¢, por lo tanto |F| =2°. O

Demostracién del teorema 5.1

Para demostrar este teorema se requerird de dos sencillos lemas y es en
la demostracién del primero de estos dos lemas en la que utilizaremos el
axioma de eleccién numerable.

Lema 5.1
Sean E C R, 0 > 0 y D un subconjunto denso de R. Si definimos el
conjunto ® como:

:{Zﬁ([n):Eg J I, y para todan € N, InEI*},
neN neN

donde T* es el conjunto de todos los intervalos cerrados en R con extremos
en D y longitud menor que o. Entonces p* (E) = inf ®

Sean E, o y D como en las hipétesis; nétese que p* (E) es siempre menor
o igual que inf ®, por lo que basta probar que p* (E) > inf ®.

Para § > 0, sea Zs el conjunto de todos los intervalos en R cuya longitud
es menor que J. Sea entonces {I,}, .y € I% una cubierta de E' y sea € €

(0, %) Denotaremos por a, al extremo izquierdo de I,, y por b, a su extremo
derecho, asf, usando el axioma de eleccién numerable, para cada n € N
podemos tomar un punto a,, € DN (an — 2n%,an) y un punto b, € DN
(bn,bn + 5577 ) - Definimos entonces el intervalo I, como I}, = [an,bg] De

este modo es claro que para cadan € N, I/ € 7% y que E C UpenI), pero
ademas:

inf @ < zé(fg)gz(bﬁﬁ)—(an 2n+1) > E(In) +

neN neN neN
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Como ¢ es arbitrario en el intervalo (07 %) resulta que:

mfd < Y (1),
neN

Ademds, como esto se puede hacer para toda familia de intervalos {1}, €
I% que cubra a F, se concluye que:

inf@ﬁl’nf{z (L) EC U In,InEZa} =u*(E),
neN neN ’

pues como se menciond en el primer capitulo esta idltima igualdad es vélida.
Por lo tanto p* (F) = inf . O

Lema 5.2
Sean A y B dos subconjuntos de R tales que:

0 < dist(A,B)=inf{la—b|:a € A,bc B}
Entonces p* (AU B) = u* (A) + p* (B)

Basta probar que p* (AU B) > u* (A) + p* (B). Es claro que si

p* (AU B) = oo, entonces ciertamente p* (AU B) = p* (A)+p* (B) , por
lo que podemos suponer que p* (AU B) < c0. Sean € > 0y 0 = dist (A, B),
podemos tomar entonces una familia de intervalos {I,},.y que cubra a
AU B de tal manera que para toda n € N, £([,) < dy que Y ¥l (I,) <
p* (AU B) + e. De este modo, si definimos los conjuntos de indices:

I={neN:,NnA#0}, J={neN:I,NnB # 0}

yK={neN:I,Nn(AUB) =10}

es claro que dichos conjuntos son ajenos, pues dado que ¢ (I,,) < § para toda
n € N, ningin intervalo I, puede contener puntos de A y de B a la vez,
ademds A C Uperl, v B C Upegl, por lo tanto:

p(AUB) +e > ZGZIE(In)Jr ZGIJE(In)Jr g{ﬁ(fn) > (A) +p"(B)

Como esto se puede hacer para toda ¢ > 0, se concluye que p* (AU B) >
p* (A) +p* (B). O

Teorema 5.1
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Sea E C R tal que p* (E) > 0 y sea D un subconjunto denso y numerable
de R tal que E + D = E. Entonces para todo conjunto medible A se tiene
que p* (ENA)=pu(A).

Para demostrar esto veremos primero que dado cualquier a € (0,1) y
cualquier o > 0 podemos encontrar dos nimeros a,b € D tales que:

O<b—a<oyu (ENiab]) >al—a)

Supongamos por el contrario que existen « € (0,1) y o > 0 tales que
para cualesquiera a,b € D con 0 < b — a < o se tiene que p* (E N [a,b]) <
ab—a).

Dado que p* (E) > 0 debe existir un intervalo I en R tal que p* (EN 1) >
0. Sea E' = EN1I e I* como en el lema 5.1; de este modo, si tomamos una
familia {I;};cy € Z* que cubra a E tenemos, por hipétesis, que:

p (B <Y p* (ENL) <a <Z l (Il))
i€N iEN
Asi, haciendo uso del lema 5.1, podemos concluir que p* (E') < ap* (E'),
lo cual es imposible pues « € (0,1) y p* (E') > 0.

Ahora veremos que p* (E'N[x,y]) =y —x para todo z,y € R con = < y.

Para esto sean o € (0,1) y 2,y € R con = < y. Tomemos ¢ € (0,y —x) y
o € (0,y — z — ¢) entonces, por lo demostrado anteriormente, existen a,b €
D tales que 0 < b—a < oy que p* (ENJa,b]) > a(b— a). Construiremos
un conjunto finito D’ contenido en D como sigue:

Tomemos primero di € DN (;v —a,r—a+ %) , es decir que di + a €
(a;, z+ %) por lo que, tomando en cuenta que b—a < ¢ < y—x — €, tenemos
que b+ dj < y.

Ahora, si y — (b+d1) < o + §, entonces hacemos D' = {d;}, si no,
entonces podemos tomar do € DN (b +di—a,b+di —a+ %) , entonces

b+d2<a+a+d2<a+b+d1+2§y.

En general, si y — (b +d;) < 0 + 557, hacemos D' = {dy, ..., d;} y si no
tomamos d;+1 € DN (b +d;—a,b+d;—a+ 22%) y de nuevo tenemos que:

b+dig1 <o+a+dip <y.
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Es claro que para alguna n € N tendremos que y — (b+d,,) < o + SFT
pues de lo contrario tendrfamos que d; —d;_1 > b— a para toda j € Ny en
consecuencia dp+1 — dy > n (b —a), por lo que:

o+

3 , ;
gt < fim y = -+ d) <y b= (Jim dn — i)

<y—b— lim n(b—a) =—o0
n—oo
lo cual es absurdo.
Queda entonces definido el conjunto D' = {d; : i < n}, el cual cumple
las siguientes propiedades:

1. [a,b] +d C [z,y] para todo d € D'.

Esto es claro pues por construccion, para toda ¢ < n, tenemos que
y>b+diyquex—a<d; <d;esdecirquex<a+d; <b+d; <uy.
Por lo tanto [a + d,b+ d] C [z, y] para todo d € D'.

2. 0<(a+diy1) = (b+di) < 557 para toda i <ny 0 <y—(b+dy) <
o+ gu.
Sea i < n, entonces, por contruccién, sabemos que a +d;+1 < b+ d; +
sirr y también que b — a < diy1 — d; por lo tanto 0 < (a +di1) —
(b+di) < 571

3. Los intervalos [a,b] + d; son ajenos dos a dos y la distancia entre
cualesquiera dos de estos intervalos es mayor a cero.

Sean i,7 € N tales que i < j < n, tomemos z; € [a+d;,b+d;] y
zj € [a+ dj,b+ d;] entonces zj — z; > (a+d;) — (b+d;) > (a +dj) —
(b—i—dj) >0

n

4. Si A=\ [a,b] + d;, entonces p(A) >y —x— (e+0).

i=1
Por la propiedad 1, sabemos que p(A4) =y —x — p([z,y] — A), pero
el conjunto [x,y] — A es precisamente:

n—1

[x,a—l—dl)u < U (b+di,a+di+1)> U(b—i—dmy]

=1

Por lo que, utilizando la propiedad 3 y el lema 5.2, tenemos que:
n—1

p(lz,yl —A) =a+di—z+ <Zl (a+dit1) — (b—l—di)) +y—(b+d,).
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Haciendo uso ahora de la propiedad 2 se concluye que:

i (z,y] — A) < e+ 0, por o que 4 (A) >y —z — (= + o)

Con todo esto en mano, podemos probar, ahora si, que p* (E N [z, y]) =
Yy — T.

Notemos primero que dado que el conjunto £ + D = E, resulta que, si
denotamos por B; al conjunto (E N [a, b]) 4+ d;, entonces los conjuntos £N A
y Ui<nB; son también iguales, por lo que, de la propiedad 3 y del lema 5.2,
se sigue que:

w @) = (0 5) = £ (B) = (B0 )

Ahora bien, recordando que hemos elegido a y b de tal manera que
w* (ENla,b]) > a(b—a) y utilizando las propiedades 1 y 4 obtenemos:

pEN[zyY)) 2 p" (ENA) > na(b—a)=ap(d) >aly -z - (c+0))

Dado que € y o pueden ser arbitrariamente pequenos y « es arbitrario
en el intervalo (0,1) se concluye que u* (E'Nz,y]) >y — x, por lo tanto:

p(EN[z,y)) =y -

Habiendo hecho esto es facil ver que si A es una unién finita de intervalos
ajenos dos a dos entonces p* (ENA) = u(A) pues dados cualesquiera dos
intervalos ajenos I; e I3 por la caracterizacién de Caratheodory tenemos:

/L*(Eﬁ(flLJIQ)):/L*(Eﬂjl)+ﬂ*(EmI2).

De modo que, gracias a lo que acabamos de probar:

p(EN(LhUl))=p(l)+plz)=p(l1Ul).

Esto demuestra a su vez que si A es un subconjunto abierto de R, es
decir una unién numerable de intervalos ajenos dos a dos, también ocurre
que p* (ENA) = p(A).

Supongamos ahora que A es un conjunto compacto, entonces podemos
tomar un conjunto abierto y acotado B tal que A C B, por lo que usando
la subaditividad de p* tenemos:

WH(ENA) > (ENB) — u* (BN (B~ A) > p(B) — u(B— A) = u(4).

Finalmente, supongamos que A es cualquier subconjunto medible de R,
si i (A) =0 es evidente que p* (FNA) = u(A), supongamos entonces que
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p(A) >0y tomemos £ € R tal que 0 < £ < p(A) entonces podemos tomar
un compacto K tal que K C Ay que £ < p (K). De este modo tenemos que:

< p(K)=p (ENK) <p"(ENA)

Dado que podemos tomar & arbitrariamente cerca de p (A) se concluye
que p(A) < p*(ENA) delo cual se sigue que p(A) = p* (ENA).

Por lo tanto, si E C R es tal que pu*(F) > 0 y D es un subconjunto
denso de R tal que £ + D = E. Entonces para todo conjunto medible se
tiene que p* (FNA)=p(4). O
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