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Resumen

El presente trabajo tiene como proposito calcular factores isoescalares que permiten describir cierto
tipo de reacciones nucleares. Reacciones nucleares de transferencia de un protén y dos protones para
nucleos que sean supersimétricos, estas reacciones se pretenden estudiar a partir de correlaciones. Para
ello se tiene que dar un panorama general de este tipo de ntcleos, que poseen un caricter colectivo,
en donde motivamos esta idea en el primer capitulo, en el segundo capitulo se hace una revisién breve
del Modelo de Bosones Interactuantes y posteriormente en el tercer capitulo se desarrolla de manera
cuidadosamente la estructura algebraica de cada niicleo supersimétrico, que son los niicleos el cual vamos a
estudiar. La manera como vamos a estudiar estas reacciones de transferencia de nucleones es a través de un
mecanismo mateméatico basado en la teoria de grupos, la cual correlacionamos reacciones de transferencias,
desarrollaremos un método matematico nuevo que nos permita conectar dos reacciones entre si a través
de un factor, de esta manera si nosotros conocemos de antemano las intensidades espectroscépicas de una
reaccién nuclear podemos predecir las intensidad espectroscépicas de otra reaccion, esto es, multiplicando
la intensidad conocida por un factor que vamos a calcular durante todo este trabajo. Estos factores los
llamaremos factores isoescalares que son no nada més que coeficientes de Clebsch-Gordan generalizados
para el grupo de simetria SU(3).

La técnica que utilizaremos para describir las reacciones nucleares en términos de factores isoescalares
la llamaremos F-spin generalizado, que explicaremos en el capitulo cuatro, la técnica del F-spin gen-
eralizado consiste en asignar nuevos nimeros cudnticos a las funciones de onda asociadas a los nicleos
supersimétricos y reducir los elementos de matriz de las reacciones de tranferencia los més que se pueda de
tal manera que obtenemos simplemente dos factores, un coeficiente de Clesbsh-Gordan normal y nuestro
factor isoescalar. La siguiente tarea es determinar el valor de esos factores isoescalares.

En el ultimo capitulo vamos a calcular los factores isoescalares relevantes de las reacciones de transfer-
encia de un protén y dos protones, en esta parte simplemente desarrollamos todos los célculos necesarios
para determinar los valores de los factores isoescalares en términos de los niimeros cuanticos asociadas a
las reacciones nucleares de transferencia. Las aplicaciones inmediatas que presentaremos son predicciones
de las intensidades espectroscopicas de algunas reacciones nucleares. Este aparato matemaético llamado
F-spin generalizado tiene relevancia a otros sistemas ya que estos factores isoescalares, se presentan en
todo sistema cuyas funciones de onda estas descritas en términos de acoplamientos de las tres diferentes
representaciones de U(6), por ejemplo en la descripcién de nicleos con masa media como el modelo de
IBM-3 y para nicleos pesados el modelo de Piel de Neutrones. Debido a que todo el trabajo esta basado
en simetrias, considero importante mostrar una revisién de los elementos bdsicos asociados a la teoria
de grupos en el apéndice en donde en términos generales doy una introduccién a la Simetria y algunas
herramientas matemaéticas utilizadas como el dlgebra tensorial y algunas reglas de reduccién de diferentes
grupos.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los objetivos de la investigacién en la fisica es encontrar leyes que permiten alcanzar una
comprension profunda de diversos fenémenos de la naturaleza bajo una sola formulacién sencilla, construir
modelos que permitan comprender procesos fisicos los cuales se pueden analizar sisteméticamente en los
datos experimentales disponibles. La estructura de la materia ha sido siempre un interés para el hombre,
hace mas de dos mil anos, Demdcrito, filésofo griego introdujo el concepto del d&tomo y con los avances
de la investigacién cientifica, comienza una revolucién de la comprension de la materia. Esto nos lleva
al surgimiento de méas dudas acerca de la estructura de la materia, ya que es un problema de muchos
cuerpos.

La caracteristica destacable del problema de muchos cuerpos nuclear es dificil de resolver de manera
exacta, si las tuvieramos serfan complejas y dificiles de evaluar, sin embargo, el reto y encanto de la fisica
nuclear es encontrar buenas aproximaciones de manera que deje intacto las caracteristicas esenciales
de de la solucién. Todos los modelos nucleares algebraicos considerados en este trabajo, comparten
esta propiedaded: son simples, solubles y mantienen el realismo suficiente para poder describir algunas
caracteristicas esenciales de la estructura nuclear.

Desde el nacimiento de la mecéanica cudntica la idea de simetria ha jugado un papel central en la fisica,
en el campo de la fisica nuclear el uso de técnicas de simetria ha permitido la construccién de modelos
nucleares, espeficicamente, el uso de las simetrias dindmicas y dlgebras de generaciéon de espectro. Las
primeras ideas de simetria en la fisica nuclear se lo debemos a Wigner, Racah y Elliott son considerados
los precursores de los modelos mas modernos de algebras de generacién de espectro asi como el Modelo
de Bosones Interactuantes de Arima y ITachello.

En términos generales, el concepto de simetria dindmica de un sistema de muchos cuerpos (por ejemplo
el nicleo) estd basado en la suposicién de una simetria primaria con una dlgebra dindmica, expresando
el Hamiltoniano en términos de sus generadores. El Hamiltoniano reduce esta simetria primaria a una
menor, (como el caso del el momento angular con el algebra SO(3) en el caso nuclear) y de esta manera
genera el espectro de energias. Un aspecto importante de este proceso de reduccién de la simetria es que a
veces se puede lograr analiticamente, preservando el cardcter de la soluciéon problema de muchos cuerpos.
El panorama general de las simetrias dinamicas en la fisica nuclear nos dice que aun nos falta mucho por
investigar, este trabajo se centra en la reducciéon de una supersimetria con la finalidad de correlacionar
reacciones de tranferencia. Para comenzar nuestra discusién considero conveniente hacer una revision de
algunos modelos nucleares importantes.
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1.1 Los primeros Modelos Nucleares

1.1.1 Modelo del gas de Fermi

Uno de los primeros modelos nucleares fué propuesto por H.Bethe en 1935. En este modelo se
desprecian las fuerzas entre pares de nucleones y se toma en cuenta una fuerza promedio sobre cada
nucleén representada por el hecho de que todos estos estan contenidos en una esfera y radio R = T()A%7
entonces el nicleo puede tratarse como un gas cuantico. Hay que notar que un gas cuantico de fermiones
tiene propiedades muy distintas a las de un gas cldsico. En un gas cléasico real las interacciones entre las
particulas crecen en importancia a medida que se baja la temperatura a presién constante. Por lo tanto el
comportamiento del sistema se aparta cada vez mas a del comportamiento de un gas ideal. En el caso del
gas de Fermi, en cambio, todos los niveles més bajos estan ocupados. De esta manera, la transferencia de
energia y momento entre particulas, que son una consecuencia normal de las fuertes fuerzas de interaccién
existentes entre particulas, estan prohibidas por el principio de exclusiéon de Pauli. Consecuentemente,
a bajas temperaturas el sistema tiende a comportarse como un gas cuantico ideal. Este hecho da una
justificacién para despreciar la interaccién entre particulas entre este tipo de modelo.

1.1.2 Modelo de la gota liquida

Vamos a considerar ahora un modelo del tipo de nucleones fuertemente correlacionados. Se trata
del llamado modelo de la gota liquida propuesto por N. Bohr en 1935. Una de las caracteristicas més
notables de los niicleos es que la energia de ligadura por nucleén es aproximadamente constante (B o A).
Si cada particula del nicleo interactuara con todas las demas la energia de interaccién y por lo tanto la
de ligadura, deberia ser aproximadamente proporcional a niimeros de pares interactuantes.

Como cada una de las A paticulas pueden en principio, interactuar con las A — 1 restantes entonces
el nimero de pares es A(A — 1/2) Entonces en niicleos pesados se deberia encontrar que B o< A2, lo que
estd en desacuerdo con lo que se encuentra experimentalmente. Es decir que para entender la relacién
B « A hay que considerar que cada particula interactiia con un nimero limitado de las restantes.

La situacion es semejante a lo que ocurre con una gota de liquida, donde la energia para separar una
molécula es NEg. Aqui N es el nimero de ligaduras a la que estd sujeta cada molécula y Ep la energia
necesaria para romper cada ligadura. Si cada molécula interactiia con unas pocas vecinas se dice que la
fuerza esta saturada. Es claro que en el caso nuclear este efecto de saturacién se debe al corto alcance
de la interaccion fuerte.

El modelo que surge de considerar que el nticleo se comporta como una gota liquida permite obtener
una férmula que resulta muy importante para entender la sistemética de las masa nucleares . La masa
de un ntcleo (A, Z) estd dada por

M(A, Z) = mpZ + mn(A— Z)B(A, Z) (1.1)

donde B(A,Z) es la energia de ligadura. Como se considera que es una gota liquida la energia de
ligadura debe tener un término de volumen B, = a, A siendo el volumen 4/37R3 & A, ademds hay una
contribucion de energia debido a la superficie ya que las nucleones de la superficie tienen menos vecinos los
cuales interectuar (es como una tensién superficial). Como la superficie de una gota esférica es 4w R? o A3
asf la contribucién es B, = —a,A3. Como el nticleo tiene una carga eléctrica hay interaccion coulombiana
asi siendo la esfera carga Z y radio R, E, = 2 Z;"‘Z x Z(Z— 1)A_T1 de esta manera B, = —a.Z(Z — 1)A_T1

y como se tratan de nucleones el caracter cuantico de ferminones se agrega como la tendencia que Z = N
(N-2)?
)

es la asimetria del protén-neutrén y se expresa como B, = —a y ademas necesita un término de
apariamiento A(A) = —a, f(a) si es impar-impar 0 so es par-impar y a, f(a) par-par habiendo distintas
funcionales en la literatura f(a) siendo una mas de las utilizadas f(a) = Az La forma completa para la
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férmula de masas, llamada férmula semiempirica de masas o formula de Weizsaeker, es

Z(Z -1 N — Z)?
B(A, Z) = a,A — a A5 — a, ( : ) _ gt ) + A(A) (1.2)
As A
Los valores de las constantes que aparecen en esta férmula se determinan experimentalmente. El modelo
de la gota liquida resulté exitosa. Permitié entender diversos procesos tales como el de fision, el de fusién
etc. Esto hizo que los modelos de particula independiente quedaran relegados como el del gas de Fermi.

1.1.3 Modelo de capas

Sin embargo ya para los afios cuarenta del siglo pasado! ya se tenfan datos experimentales ( masas,
momentos magneticos etc.) que indicaban que los niicleos con nimeros de protones o neutrones Z,v =
2,8,20,28,50,82,126 poseen cierta estabilidad, estos nicleos requieren mayor energia para exitarlos que
a los nicleos vecinos, estos son los niimeros magicos. Si utilizamos el principio de exclusién de Pauli para
describir la estructura del nicleo en términos de niveles de energia. Tomando la analogia del modelo de
capas de los electrones en el 4tomo podemos desarrollar un modelo nuclear que es el modelo de capas que
presupone capas correspondientes dentro de cada nimero magico, una manera simplificada de expresar
las energfas del nicleo con el modelo de capas es

H = Y Ti+y Vy (1.3)
i ij
= Z(Tz +Ui) + (Zvij - ZUz)
ij i

donde tenemos nuestro potencial U; = %mw2r2 +a=s, n entero y el momento angular [ =n,n—1,...,0

v el potencial residual
Z Vij — Z Ui (1.4)

ij i

se desprecia sin embargo, este término es crucial para justificar la teoria de bosones interactuantes que
posteriormente se vera. El modelo de capas predice los espectros de energias bajas como

€| 40

n=3 1=3,1
e] 20

n=2 1=2,0
el8

n=1 =1
el2

n=>0 =0

Figura 1.1: Esquema del espectro de energias bajas.

Vemos que este modelo es 1til para los primeros niveles n por lo que se requiere introducir la interaccion
espin-érbita de esta manera la degeneracién se reduce. La degeneracion esta dada como (2/41)(2s+1) =

— —
2(20 4+ 1) Sabemos que j = | + § denotaremos a nuestro sistema con momento angular [ = 0 como s

LEl modelo de capas fue desarrollado en 1949 de manera independiente por muchos fisicos entre los mas notables Eugene
Paul Wigner, Maria Goeppert-Mayer y Hans D.Jensen quienes compartierone el Premio Nobel en 1963.
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, Il =1 como p, l =2 como d y asi sucesivamente. La interaccién espin-orbita nos desdobla los niveles
energéticos degenerados asi para una funciéon de onda se convierte ¢,;s; siendo o los niimeros cuanticos

—

(@T-F) = |

1 —
S0 -T12-37) (1.5)
1.
5[](] +1)—1(l+1)—s(s+1)]
de esta manera el desdoblamiento de las lineas espectrales dependera de mi «; siendo j = [ + % Esta
correcién es 1itil para nicleos ligeros®. Esto se debe a que cuando tenemos nuestro hamiltoniano (1.4)
estamos despreciando el potencial residual (1.4) que tiene una caracteristica interesante este es cardcter
es colectivo, para ello consideremos

E= Z € + Vies (16)

7

donde V,os = —Vod(7 1 — 7'2) es mi interaccién superficial delta.

Por ejemplo para el plomo 219 Pb2g vemos que tiene dos protones fuera de la capa , vemos estos
protones como (ng )2 siendo J = 0,2,4,6,8 entonces para 93 |l = 4 ademds podemos observar en la
figura anterior que hay una separacion grande entre [ = y [ = 2 por lo que esto nos dice que hay una
fuerte atraccién entre esos dos fermiones favoreciendo a la creacién de un boson debido a la interaccién
superficial. Este tipo de interaccion tiene ademds un cardcter colectivo es decir surge de manera natural
debido a la distribucién interna del nicleo aprioris. Es curioso notar que este comportamiento se presenta
més en niicleos pesados. Por ejemplo si queremos modelar el nticleo $2,Smgs con el modelo de capas el
ntimero de estados para J = 0 hay 10'* . Esto nos dice algo, nos dice que la fisica de este nicleo no
esta siendo modelada correctamente, es decir el comportamiento interno de mi niicleo me sugiere que hay
interacciones colectivas.

1.2 Interacciones colectivas

Para obtener los nimeros magicos asi como otras propiedades del nticleo se pueden aproximar bien
con un oscilador armonico de tres dimensiones mas la interaciéon espin-orbita o en su caso un potencial
mas realista el potencial de Wood Saxon. Sin embargo estos potenciales describen fuerzas en cada nucleén
para la estructura del nticleo
Vo

IR

(1.7)
donde Vj representa el pozo de potencial, a es una longitud que representa el espesor de la superficie del

1 . , e
nicleo, y R = rg A3 es el radio nuclear donde rg = 1,25 fm y A es el nimero de masa. Los valores tipicos
de los pardametros son: Vo = 50MeV, a ~ 0,5fm.

Quiero hacer énfasis que esta formulacién corresponde a una interaccién practicamente de particula
independiente, potenciales que describen fuerzas en cada nucleén. Es ttil esta formulacion para nicleos
que poseen pocos nucleones pero cuando tenemos nticleos con un nimero masico grande como A > 80
empiezan surgir fenomenos de interaccién colectiva.

El modelo de capas nos permite predecir propiedades del espectro de nicleos con una particula fuera
de capa cerrada. Sin embargo, si una mira los estados exitados de niicleos par-par es evidente que resulta
muy costoso desde el punta de vista energético crear una exitacién por medio de un par paricula agujero.
Es mas eficiente realizar movimientos colectivos, que pueden ser vibracién o de rotacién.

2Se considera niicleos ligeros cuando z < 80.
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Ademds a bajas energias con masas impares, hay algo curioso, se encuentran una caracteristica mixta,
de una particula y colectiva, por lo tanto una aproximacion algebraica seria una alternativa para describir
este tipo de nucleos.

Las excitaciones colectivas del niicleo pueden ser descritas como oscilaciones cuadrupolares superfi-
ciales de una gota liquida nuclear®, otra manera es describirla en términos de conjunto de interacciones
de bosones s y d, estos bosones pueden ser identificados como pares de nucleones acoplados con momento
angular [ = 0 6 [ = 2. Esta interpretacion de la estructura microscopica en su forma mas simple corre-
sponden a los modelos IBM-1 y IBM-2 que revisaremos en el siguiente capitulo donde solo se trataran
nucleos con pares de neutrones y protones y para nicleos con masa impar su extencion llamada IBFM.

Si pensamos en rotaciones o vibraciones entonces podemos usar la teoria de grupos para describir
este sistema de particulas, ya que si estos sistemas de particulas manifiestan simetrias entonces pode-
mos describirlas en términos de teoria de grupos, por lo que surge entonces modelos algebraicos donde
justamente a estos sistemas colectivos les asigno una simetria especifica que me permite describirlo sin
complicaciones y de manera cerrada.

3Una forma de ver la conexién de los modelos geométricos nucleares con los colectivos serfa construir estados coherentes
en términos de factores de forma 3 y . Cuando tenemos 3 = 0 tenemos solamente simetrias vibracionales, sin embargo,
cuando 3 # 0, la simetria esférica se rompe y el nicleo se deforma y adquiere una simetria rotacional. Esta deformacién se
le asigna el factor de forma -, cuando tenemos estados coherentes que no dependen de « llamaremos a estos nicleos como
~-inestable rotacionales que estdn asociados con la simetria O(6) que son los que en este trabajo consideramos.



Capitulo 2

Modelo de Bosones Interactuantes

2.1 Introduccién

Los modelos nucleares que voy a revisar en esta parte, son modelos que poseen una caracteristica en
comun: describen ntcleos que presentan cariacter colectivo. Cuando tenemos un sistema de particulas que
tienden a acoplarse en pares presentan grados de libertad colectivo. El caracter colectivo es consecuencia
de los grados de libertad que poseen los nticleos'. Esto nos permite clasificar a estos nticleos por el
nimero de protones y neutrones. Esta clasificacién nos permite desarrollar diferentes modelos nucleares
con propiedades muy fascinantes.

Para los nicleos par-par, es decir, protones y neutrones pares, se tiene el Modelo de Bosones Inter-
actuantes 1-2, en donde los nicleos que estan descrito por este modelo presenta la caracteristica que sus
espectros son densos y ademas estos presentan tres propiedades sorprendentes de simetrias. Es decir, hay
tres tipos de nicleos, los vibracionales, estos pueden ser modelados con la estructura de grupo de U(5),
estos poseen la caracteristica que se encuentran en la regiones de la tabla nuclear donde estan las capas
cerradas, un ejemplo de este niicleo es el niicleo de ''°Cd, los niicleos rotacionales, son deformados nucle-
armente (oblato o prolato), que pueden ser modelados con el grupo SU(3), por ejemplo el niicleo *°Gd,
estos nucleos en la tabla nuclear se encuentran en la parte central y por tltimo los nicleos ~y-inestable
son nticleos que generalemente se encuentran cerca de las capas cerradas por ejemplo Pt ademés hay
nucleos que se encuentran en las transiciones de estas simetrias[1].

0(6)

U(s) SU(3)

Figura 2.1: Tridngulo de Casten. U(5) corresponde a los sistemas vibracionales, SU(3) a los sistemas rigidos con simetria
rotacional axial y O(6) a los sistemas 7- inestable rotacionales. Los puntos indican simetrfas dindmicas del modelo IBM [2].

Por otro lado cuando tenemos nucleos con masa impar, es decir con protén impar é neutrén impar,
por ejemplo ?°Pt, estos niicleos presentan grados de libertad colectivos y grados de libertad de particula

I Estrictamente hablando el grado de libertad colectivo son los grados de libertad de movimiento de los cuadrupolos que
se forman en el nicleo.

13
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independiente, en donde estos grados de libertad de particula independiente se encuentran en las érbitas
cercanas a la energia de Fermi, aqui también se puede subclasificar en las mismas tres simetrias del caso
par-par, el modelo que describe los niicleos con sélamente masa impar es el Modelo de Bosén-Fermién
1-2 interactuante, en donde se describe al mismo tiempo los bosones de protén , bosones de neutrén y
un nucleén extra (protén o neutrén). Para nicleos impar-impar, es decir, protones y neutrones impares,
por ejemplo Y6 Au, se tiene una extencién del modelo anterior, sin embargo un modelo que unifica estos
dos distintos modelos es la Supersimetria Nuclear que en el capitulo siguiente vamos a explicar con més
detalle. Por el momento nuestro interés es mostrar en forma general los elementos esenciales de estos
primeros dos modelos.

2.2 Modelo de Bosones Interactuantes 1

Este modelo fué propuesto en 1974 por Iachello y Arima [3], inspirados por otros trabajos anteriores
por Feshbach y Iachello [4][5] y Jasen et al[6]. El cual intenta describir las excitaciones nucleares colec-
tivas con una formulacién algebraica. Las propiedades colectivas en este modelo asume 2 propiedades
colectivas observadas: la fuerte interaccién de dos particulas identicas ( protén-protén y neutrén-neutrén)
y la interaccién cuadrupolar entre particulas diferentes (protén-neutrén). Estas interacciones pares nos
sugieren construir bloques de excitaciones colectivas correlacionadas con pares de nucleones (similar a
los pares de Cooper de un gas de electrones) y tratarlos como bosones. En primera aproximacién, solo
pares con momento angular [ = 0 y [ = 2 se mantienen. (bosones s y d), como en el nicleo tenemos
protones y neutrones, estos los vamos a denotar como S, S, dr, d,. En esta teoria vamos a tomar solo
las particulas de valencia en el modelo de capas, es decir particulas fuera de la iltima de las capas 2, 8,
20, 28, 50, 82 y 126 son las que contribuyen en la excitacién. Esto fija el niimero de bosones de protones,
N, vy el nimero de bosones de neutrones, N, cabe senalar que el conjunto de bosones de neutrones y
bosones de protones forman cada uno su propio espacio.? Los nitimeros de bosones de protones y neu-
trones siempre son contados desde la mas cercana capa llena, si méds de la mitad de la capa esta llena,
los N,z se toman en pares de hoyos, por ejemplo; si tenemos un nicleo t8Xegq, Ny = (54 —50)/2 = 2,
N, = (54 — 50)/2 = 7, mientras que para 2 Xery, N = (64 —50)/2 =2, N, = (82 — 74)/2 = donde la
barra a veces se pone encima del numero de boson N,y y nos dice que que estos son estados de hoyos.
Una version simple de este modelo puede ser obtenida por la no distincién entre bosones de protones y
neutrones, este modelo se conoce como Modelo de Bosones Interactuantes 1 (IBM-1). Esta formulacién
me permite tratar nicleos par-par, tratando el sistema de bosones como N = N,, + N,.. Una descripcién
mas detallada donde se considera el tipo de bosén protén y bosén nuetrén requiere del el modelo de
bosones interactuantes 2 (IBM-2) que posteriormente abarcaremos.

2.2.1 Formalismo del IBM-1

Como es sabido dentro de las excitaciones colectivas nucleares los efectos mas importantes se deben
a las vibraciones del superficiales del nicleo[7] para ello podemos construir un modelo microscépico que
describa excitaciones colectivas bajo excitaciones cuadrupolares, por lo tanto para conservar el modelo de
capas tomamos los nucleones de valencia con momento angular [ = 2 y [ = 0, utlizamos el formalismo de
segunda cuantizacién para expresar asi los operadores de creacién b;‘m y los operadores de aniquilacién
bim donde Il =0,2y m = —I,...,l. Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutacién de Bose

[bl',m'a bim} = 61,1/(5m,m/ (21)

2 Aqui témo el concepto de espacio como un conjunto de un tipo de particulas.
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Los operadores de aniquilaciéon son operadores tensoriales esféricos bajo rotaciones y que los operadores
de aniquilacion no lo son, para ello introducimos

Bl,m - (_1)limbl,fm (22)

y este si satisface la condicién de operador tensorial (podemos ver en el apéndice A.60 esta condicién).
En este modelo IBM-1 no vamos a hacer distinciéon entre pares de neutrones y protones. Los bloques
de este modelo los tomaremos como bosones. Los operadores de creaciéon y aniquilacion escrita de una
manera més explicita la podemos representar como s, dL y s, d, donde p = 0,%1,£2. Hay 36 productos
bilineares 4 .

G! =blb, (2.3)

siendo 7,5 = 1,2,...,6. Estos tltimos elementos G{ forman un dlgebra de Lie U(6) por lo tanto Gf
son los generadores del dlgebra U(6), las algebras unitarias de n dimensiones estdn conectadas con el
oscilador arménico y en menos dimensiones podemos ir a un espacio coordenado tal que los bosones lo
trataremos con el algebra U(6). Esta construida con 6 operadores de creacién y 6 de aniquilacién bz v b;
1=1,2,...,6 ademas estos generadores satisfacen las reglas de conutacién

[G],G}] = Gléj, — Gl (2.4)

donde i, j,k,l =1,2,...,6.

podemos definir el acoplamiento de generadores como?®

BM(,) = o] x b)Y = Z (Lym, ', m! | )b}

m

bt (2.5)

m,m’

De esta manera obtenemos los 36 generadores estos acoplados con el momento angular

] x b)) = > (Lm, 1 ! |LM)]

lm

i (2.6)

m,m’

2.2.2 Algebra generadora de espectro GSA

Este concepto es importante ya que es exactamente aqui donde claramente se puede observar como
se relaciona la fisica y la matematica. Para ello escribamos el Hamiltoniano de mi sistema de bosones en
términos de elementos de mi dlgebra G

H= f(Xa)7 X, €6. (27)

Un caso especial es donde el Hamiltoniano esta escrito en términos solo de los invariantes de Casimir de
las cadenas del dlgebra G D G’ O ...

H = f(Ci) (2.8)
Esto corresponde a una la simetria dindmica. En este caso todas las propiedades del sistema pueden ser
derivadas analiticamente. De esta madera podemos desarrollar el polinomio GSA de la forma:

1

B B ~B

Hp=Eo+ Y €apGhs+ 5 D aprsGEGE + . (2.9)
af afyo

Cabe mencionar que en este hamiltoniano es hermitiano y es invariante bajo rotaciones adema se se

conserva el nimero de protones y neutrones.

3Esto es posible debido a la ecuacién (A.76) del apéndice
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2.2.3 Estructura algebraica del Hamiltoniano en IBM-1
Ahora podemos escribir nuestro Hamiltoniano para uno-dos cuerpos en términos de los generadores
(L) } } )
H=3ad blbim+ 30 3 [ < b x b, x 5] (2.10)
l m L lylslsly
Ahora uno puede escribir el Hamiltoniano en en su forma de segunda cuantizacién [8]

H =FEy+es(s’ - 5) + eq(d' - d)

1 -~ (0)
+ Y 5Vt [[d*xdwmx[ xd](L)}

L=0,2,4 0
1 . ) ERTC)
+ 5t [[dT x d)® x [d x g]@ﬂo + [[dT x s11® x [d ]<2>}0 (2.11)
1 (0) -~ (0)
+ 5% [[dT x d)© x [ g}“ﬂo n [[ST x s1]© x [d x d]<0>]0

(0)
0

: © 1
Fus [[dT x s11® x [d x §]<2J}0 + 5o [[ST x s11® x [5 x §}<0>}

Este Hamiltoniano estd dado por 9 pardmetros, los primeros 2 términos €5 y €4 son términos de un
cuerpo estos contribuyen solo a las energias de amarre y los restantes 7 términos son términos de dos
cuerpos, ¢, (L =0,2,4),v; (I =0,2) y u; (I =0,2) contribuyen a las excitaciones fenomenologicas que se
encuentran, el niimero de bososnes (pares) siempre se conseva, N = ng+ns. Por lo tanto el Hamiltoniano
debe ser hermitiano ya que los eigenvalores son reales ya que que es medible asi

[H,N]=0 N =s's+d'd se conserva el numero de bosones

-
[H,L]=0 es invariante bajo rotaciones

La razoén por el cual es conveniente escribir el Hamiltoniano de esta forma es que una vez encontrado
empiricamente solo alguno de estos términos es suficiente para obtener un espectro bien preciso. Una
vez escrito el Hamiltoiano, H, los niveles de energia se pueden encontrar diagonalizando H en una base
apropiada. Adema&s de proporcionar una base ortonormal, esto se vuelve un problema de eigenvalores el
cual puede ser resuelto analiticamente.

2.2.4 Casos limites de simetria

La simetria de un dlgebra da constantes de movimiento, el cual nos lleva los niimeros cuanticos que
etiquetan los estados asociados con enegias dadas por eigenvalores. Habiamos visto el Hamiltoniano
expresado en forma general del Modelo de Bosones Interacutantes (IBM), sin embargo para aplicaciones
tenemos que irnos a casos un poco mas particulares en donde utilizaremos cadenas de grupos. Un
algebra dindmica define todos el conjunto de eigenestados asociados con un sistema dado. Uno de los
mejores ejemplos de simetrias dindmicas en la fisica esta dado por las simetrias del Modelo de Bosones
Interacutantes (IBM) del nicleo, dentro de las magnitudes observables en el laboratorio es el momento
angular, tomaremos un algebra tal que incluya el momento angular asi

U(6) D G D SO(3) (2.12)
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Ahora ya se tiene una condicién para las subdlgebras G , de esta manera se obtienen tres simetrias
dinamicas correspondientes a las cadenas algebraicas

(1) U(6) > U(5) D SO(5) 5 SO(3) D SO(2)
(11) U(6) 5 SU(3) D SO(3) > SO(2) (2.13)
(I11) U(6) > SO(6) D SO(5) > SO(3) 5 SO(2)

El dlgebra U(5) surge debido a las vibraciones del nticleo, el dlgebra SU(3) fue estudiado por Elliot
en conexién con las capas s —d en el modelo de capas. La estructura matemaética de este sistema permite
ocupar orbitas con momento angular [ = 0y [ = 2 y corresponde a la simetria axial de un rotor. El algebra
SU(3) también incluye los tres operadores de momento angular, el SO(6) se debe a las inestabilidades
del rotor haciendose la suposicion que los acoplamientos entre nucleones forman rotores.

Una vez que ya se haya elegido la cadena algebraica, es importante construir una base el cual el
Hamiltoniano H pueda ser diagonalizada. Para hacer esto necesitamos saber que etiquetas vamos a
utilizar el cual caracteriza la representacion irreducible de varios grupos que aparecen en la cadena
algebraica. Por ejemplo, la representacién del grupo de rotaciones, O(3), esta caracterizado por valores
del momento angular, L. Para grupos U(6),U(5), ..., que aparecen en (2.14) es un poquito més complejo
para ello solo voy a dar un simple esquema, podemos ver el proceso formal en la referencia [9] , las
etiquetas necesarias para clasificar los estados en las tres cadenas son:

Cadena del grupo I Cadena del grupo 11 Cadena del grupo 111

U(6) (N] U(6) [N] U(6) (V]

U(s) [nd] SU@)  (Aw) U(6) [(o)]

0(5) [v] 0(3) L] 0(5) [7] (2.14)
0(3) (L] 0(2) [M] 0(3) [L]

0(2) (M] 0(2) [M]

Estas etiquetas me permiten clasificar los estados, las representaciones de U(6),U(5),0(5) ... estdn car-
acterizados solo por un niimero ya que son totalmente simétricos. N es el numero total de bosones , ngy
es el numero de bosones d y v es el llamado antigiiedad (seniority). La dificultad de hallar estas repre-
sentaciones es que se tienen que encontrar representaciones de un subgrupo G’ contenido en otro grupo
mds grande G es decir G’ D G pero que valores de estas representaciones son permitidas, por ejemplo,
dado los valores de ng que valores de v estdn permitidos, para mas detalles pueden acudir a la referencia
[9], en resumen, los valores ng contenidos en cada [N] son ng = 0,1,2,..., N. Los valores de v contenidos
en cada (ng) son v = ng,ng — 2,...,16 0 siendo ny par o impar.

Las técnicas utilizadas para encontrar soluciones analiticas del problema de eigenvalores de H se basa
en una técnica de teoria de grupos. Para ellos introducimos algunos operadores C' que son los de Casimir
con la propiedad *

[€.G{1=0 (2.15)

Tomemos los operadores de Casimir invariantes lineares U(n) definidos como

Gi[U(n) =Y G (2.16)
i=1

4Para ver en mas detalle los operadores de Casimir véase la ecuacién (A.19) del apéndice.
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Este operador conmuta con todos los generadores de U(n) estos son
G =blb; (2.17)
sustituyendo (2.16) y (2.17)en (2.15) y con ayuda de las reglas de conmutacién (2.4)

[G],Gl] = Gl — GLou

D GLG =Y Giou—> Gl =G -G, =0 (2.18)
i=1 i=1 i=1

de esta manera para n = 6 de acuerdo con la definicién del operador de Casimir lineal tenemos que de
(2.16)

Ci{U6)] = > Gi=ss+> dldm=ne+ia=N (2.19)
i=1 m

que como sabiamos es exactamente el operador de ntimero bosénico.

Generalmente se acostumbra expresar estos operadores de otra forma, utilizando el resultado (2.6) ex-
presamos los operadores en términos de invariantes de Casimir en donde estos son exactamente operadores
tensoriales °.

El punto es que el Hamiltoniano lo podemos expresar en términos de operadores de Casimir

H = eC1{U(5)] + aCa[U(5)] 4 BC2[O0(5)] +7C2[0(3)] + 6C2[SU(3)] + nCa[O(6)] (2.20)

Hay 6 parametros independientes €, «, 3,7, y estos estdan estrechamente relacionados con los operadores
del Hamiloniano

2.3 Modelo de Bosones Interactuantes 2

El modelo de bosones interactuantes de Iachello y Arima ha sido muy 1til para describir una extensa
variedad de datos experimentales que nos llevan a conocer las propiedades colectivas de nucleos en la
region de nicleos con masas medias a nicleos pesados.

Como originalmente se formulé es un modelo puramente fenomenoldgico donde las propiedades del
ntcleo estan descritas en términos de bosones s(I = 0) y bosones d(I = 2). En este modelo no distingue
bosones de proton y bosones de neutrén. Una versién extendida de este modelo fue propuesta por Arima
( [10]-[12]), el cual hace la distincién de neutrones y protones, este es el modelo neutrén protén del IBM
, al cual llamaremos como Modelo de Bosones Interactuantes 2 o simplemente IBM-2.

La idea principal de IBM-2 es describir las excitaciones colectivas del nicleo en términos de un sistema
de bosones de neutrén N, y bosones de protén N, donde N,,, N son las mitades del numero de valencia
de neutrones y protones.

2.3.1 Formalismo del IBM-2

Vamos a denotar a los bosones en términos de operadores de creacién como b;lm y aniquilacién b,

donde p = v, para hacer la diferencia entre neutrones y protones, el momento angular del boson como
1 =0,2y m es la proyeccién del momento angular. De esta manera estos operadores satisfacen

[bplm7 b;r)/l/m/] = 5p,p’5ll/5mm’ (2.21)

5Para ver el cardcter tensorial de estos operadores véase la seccién A.3.3 del apéndice.
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donde p,p' =v, 7wy [,I' =0,2.
Si consideramos el conjunto de productos bilineares de bosones obtenemos

bl bl

bl i balm (2.22)

El primer conjunto de operadores se refiere a los neutrones y son 36 y el segundo a protones y son también
36. Los primeros generan el algebra U(6), y el segundo conjunto de operadores me generan el dlgebra
U(6).. Estos conjuntos conmutan entre si ya que obviamente pertenecen a espacios diferentes uno de
protones y otro de neutrones, de esta manera ambos forman un algebra

Us, (6) ® Ug, (6) (2.23)
Los generadores de de Ug, (6) ® Up, (6) se eligen de manera que sean operadores esféricos tensoriales.

b, x b, 'm/)

bf,  x bel'm!] (L) (2.24)

mlm

2.3.2 F-Spin

En ésta seccion vamos a introducir un concepto esencial para continuar con nuestra investigacion
acerca de la estructura nuclear. Como habiamos visto en el formalismo de IBM-2 tenemos dos especies
de bosones, bosones de neutrones b, y bosones de protones b,. Pero ambos siguen siendo bosones y
para distinguirlos tenemos que agregar una nueva etiqueta, (podemos decir que es una especie de nurhero
cudntico similar al isoespin[13]) el F-spin F cuyo valor para bosones es F = % y F = 0 para fermiones
y sus proyecciones F,, le asignaremos el valor de F, = f% a los bosones de neutrones y F, = % a los
bosones de protones. De esta manera ya tenemos un criterio para distinguier los dos tipos de especies
de bosones. Aunque el Isoespin y el F-espin son muy similares no son idénticos ya que los bosones estan
hechos de pares de nucleones en donde cada nucleén tiene isospin I = % y por lo tanto el isospin de un
bosones I =16 I =0, este ultimo corresponde a la combinacién protén-neutron.

Utilizando célculos en el modelo de capas se sabe que las interacciones neutrén-neutrén y protén-
protén tienden a ser diferentes el cual nos lleva a rompimientos el niimero cuantico F-spin, sin embargo
basado en el éxito IBM-1 donde tales interacciones se suponen igual uno puede considerar en el de
IBM-2 al F-spin que tiene buen nimero cuantico y utilizar términos de mezcla de F-spin para construir
hamiltonianos de bosones neutrén-protén més realistas.

Los operadores de creacién y aniquilacién los en el formalismo f-spin denotaremos como

b;i%ﬁlm(para bosones de neutrones) b;Jr%’lm (para bosones de protones)
b%,fé,lm b%,{»%,lm (225)
donde B%’U’lm = (—)V/2HoH My o o1 v los subindices 1/2 & 1/2 son el F-spin del boson y sus

proyecciones. Aqui el valor de la proyeccion estéd determinado por el nimero de protones y neutrones
F,=(N;—N,)/2
Si nosotros tenemos U(6) podemos clasificar las etiquetas a través de la reduccion.

UBV (6) ® UBTr (6) D UB(G) (2.26)



20 Capitulo 2. Modelo de Bosones Interactuantes

El algebra Up(6) es obtenida por la suma de los generadores de Up, (6) vy Up,(6) y para un dado N, y
un N, las etiquetas de Up estan dadas en forma general como

[N ® [Na] =&Y [Ny + Ny — i, 4] (2.27)
K2
donde i = 0,...,min(N,, N;) .

Esta suma de arriba contiene todas las representaciones de [N] en Ug(6) que son los estados simétricos
de bosones de neutrones y protones. Y los no simétricos por ejemplo [N — 1, 1], aqui podemos observar
lo siguiente , si i # 0 estos estados a veces se les dice que poseen una simetra mixta, en el sentido que
la parte orbital de la funcién de onda es simétrica o no antisimétrica bajo intercambio de protones y
neutrones. Tomando estas consideraciones deberd existir una relaciéon entre el F' spin e ¢ definido en
(2.27) ya que ambos clasifican la simetria del neutrén-protén. Sin embargo para llegar a una relacién més
exacta podemos notar que Ugq(6) y Up(2) llevan las mismas representaciones [N — f,i] ya que como los
operadores que se obtienen de los productos bilineares en el espacio F-spin generan un dlgebra U(12) el
cual contiene Up, (6) @ Up_(6) como subdlgebra, y si tomamos solo los operadores escalares estos forman
un subalgebra U(6)sq de U(12) el cual U(6)sq nos proporciona informacién orbital debido a que sus
operadores satisfacen la relacién de conmutacién del dlgebra SUp(2) de esta manera

U(12) D Usd(ﬁ) ® (UF(Q) D SUF(Q)) (2.28)
Finalmente observamos que el F spin, asociado con SUp(2) esta dado como
N —2i
F=— ! (2.29)

Entonces las simetrias de de F-spin pueden ser vistas como una simetria U(6) y en principio no nece-
sitarmos usar el dlgebra U(12) para estudiar sus propiedades. La ventaja de interpretar al F-spin con
SU(2) es debido a nuestra familiaridad con la teorfa del momento angular, el cual muchas de estas ya se
entienden muy bien.

2.3.3 Limites del F-Spin en el IBM-2
Habiamos visto que el grupo de simetria del IBM-2 es
Ug, (6) x Ug_(6) (2.30)

ademds en este modelo el Hamiltoniano tiene generadores lineales y cuadraticos del grupo. (2.30) y es
diagonalizado en el espacio extendido por el producto directo [N, ] x [IV;], donde claramente N, (N;) es el
numero de neutrones(protones). Esta diagonalizacién deberfa, en general, llevarse a cabo numéricamente.
Sin embargo, para el particular Hamiltoniano del IBM-2, el problema de eigenvalores puede ser resuelto
analiticamente. En este caso, el Hamiltoniano esta escrito como una combinacion lineal y cuadratica de
operadores de Casimir de los respectivos grupos que aparecen en los subgrupos de la cadena de (2.30).
A tales Hamiltonianos son llamados los que poseen una simetria dindmica.
Veamos solo algunas simetrias dindmicas del IBM-2, el cual estan asociadas con las cadenas de los
grupos de la forma:
UBV(6)®UBW(6)DUB(6)D... (2.31)

La caracteristica comin de estas cadenas de grupos es la presencia de Up(6), es el grupo formado por
la adicién de los generadores Up, ) v Up, (6). En la reduccién (2.31), Up(6) estd caracterizado por las
representaciones irreducibles [N —4,4], donde N = N,, + N, y

i=0,1,...,min(N,, N,) (2.32)

debido a que la presencia de Up(6) podemos mencionar algunas propiedades de estas simetrias dindmicas
asosciadas con la cadena de grupos (2.30) en forma general.
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e El F-spin es un buen nimero cudntico para los Hamiltonianos asociados con (2.30). Esto surge
del hecho de que el F-spin estd relacionado con la etiqueta i, que caracteriza la representacion

irreducible de Up(6) a través de
N
I = 5 - i (2.33)
Esta propiedad de la invarianza del F-spin también puede ser entendido observando que todos los
Hamiltonianos que surgen de la cadena de grupos (2.30) son invariantes ante intercambio de grados

de libertad neutrones y protones.

e Los estados que pertenecen a las representaciones irreducibles simétricas [N] de Ug(6) tienen su
contraparte analoga en el espacio IBM-1. En otras palabras, dado cualquier Hamiltoniano con
F-spin simétrico en el IBM-2, su correspondiente Hamiltoniano del IBM-1 puede ser elegido de
manera que las energias de todos los estados del espacio del IBM-1 coincide con aquellos estados
de las representaciones irreducibles [N] de Up

Veamos como se puede manejar este formalismo, tomemos algunas propiedades electromagnéticas y ex-
presemosla en el espacio F-spin.
En el IBM-2 el operador de transicién T contiene neutrones y protones

T=t,T, +t:Ts (2.34)

donde ¢, (t,) es la carga efectiva de el neutrén(protén) en el operador, asumimos que 7T, T} son operadores
de transicién de un cuerpo. Notemos que (2.34) es un generador de Up(6) si solo si ¢, = t,, sin embargo
uno a menudo encuentra que t, # tr y por lo tanto los elementos de matriz tanto 7, y T, deberian
evaluarse separadamente en lugar de solamente los elementos de matriz de T,, 4+ T}, aquellos célculos se
simplifican por las siguientes consideraciones.

e Los elementos de matriz de T, y T entre los estados que pertenecen a la represenacién irreducible
[N] de Up(6) se expresan como
Nx([Ny] X [Nxl; [N]a|T,|[N,] x [N]; [N]a")
= Ny([N] x [Nz]; [N]a|Tx|[Ny] x [Nx]; [N]o/) (2.35)
donde « , o’ expresan todos los niimeros cudnticos adicionales para completar el estado especifico.
Esta propiedad puede ser entendida intuitivamente ya que en la representacién irreducible [N] de

Ug(6) los protones y neutrones estan distribuidos simetricamente y el elemento de matriz de T, (T )
serdn proporcionales a N, (N;).

e Los elementos de matriz entre estados con diferente F-spin
([NJ] % [Nz]; [N =i, i]a| T, |[Ny] x [N]; [N =i, ']a)
= —([No] % [Na]; [N =4, ]| Tx|[No)] x [Ng]; [N —i",']a’), i 4 (2.36)

Esta propiedad tltima surge trivialmente del hecho de que T, + T; son generdores de Ug(6), no
puede conectar diferentes representaciones irreducibles de Ug(6).

Si reescribimos la ecuacién (2.35) en una notacién donde claramente se indican las propiedades de tran-
formacion de los estados en el espacio F-spin.

(; F, F.|N,T, — N, T, |o/; F, F.) = 0, (2.37)

donde F = % y F, = Y==No F] operador puede ser escrito como

1 1
NoT, = N,Tp = —5(Ny — N)T — 3N+ N)TWY (2.38)
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donde T(gk) es la componente F, = 0 escalar (k = 0) o el operador vectorial (k = 1) bajo transforma-
ciones en el espacio F-spin dicho de otra manera
Y = T,+T,
TV = -T,+T, (2.39)

debido a que las propiedades tensoriales de T y T(1) en la ecuacién (2.38), los elementos de matriz de
N, T, — N, T, puede ser calculado utilizando el teorema de Wigner Eckart en el espacio de F-spin

<a;F7FZ‘N7TTIJ_NVT7T|a/;F7FZ>:
1 r( F 0 F

=500~ N0 (B0 E ) IO

F 1 F

1 F—F,
7§(NV+N7T)(71) < _F 0 Fz

) (a I TO|o; F) (2.40)

y calculando los elementos de matriz de TO(O) y To(l) tenemos que

(. F,F, = FIT®|o; F, F, = F) ( R zf ) (@ F|TO|o; F) (2.41)
y
O R Y (R A T (2.42)

siendo los estados con F' = F, tenemos IV, = 0 y consecuente los elementos de matriz anteriores TO(O)
y Tél) son iguales asi

F 0 F ) Ot F 1 F ) )yt
(50 £ )@riroiesn=( 50 5 ) erren (2.43)
combinando las ecuaciones (2.40) y (2.43), uno encuentra la propiedad (2.37). Estos resultados derivados
tienen un cardcter general y no requiere de una simetria dindmica particular. Es mas, la tnica condicién
para que estos resultados sean validos es que el Hamiltoniano sea invariante bajo F-spin. Para derivar
resultados méas detallados es necesario especificar el subgrupo de la cadena en (2.31).

2.4 Modelo Boson-Fermion Interactuante

En los dos modelos vistos anteriormente IBM-1 y IBM-2 que permiten descripciones de la estructura
nuclear para ntcleos con pares de neutrones y protones sin embargo debido a que mas de la mitad de las
especies nucleares tienen un nimero de neutrones o protones impar se requiere una extenciéon del IBM
que incluya masas impares. El modelo de boson-fermién interactuante es una extencién del IBM que
fue propuesto por F. Iachello y O. Scholten [14], esta descripcién esta disefiado para nicleos con masas
impares, asume que todos los nucleones de valencia excepto uno estan en pares acoplados con momento
angular | = 0 61 = 2, el cual son aproximados con bosones s o d. El ultimo nucleén no pareado es tratado
explicitamente como fermion si el boson tiene caracter de hoyo, el fermién también es tratado como hoyo.
La estructura del IBFM depende de las orbitas que estan permitidas en el dltimo nucleén no aparedo.
La eleccién de esa unica érbita y en particular con su momento angular 6 el valor de j estdan regidos por
el modelo de capas nuclear y varfa de nicleo a niicleo. En algunos nicleos basta una orbita para dar
una razonable descripcion del espectro a bajas energias. Sin embargo en muchos otros se necesita una
combinacién especifica de varias orbitas de una particula. Por ejemplo, para el protén podemos tomar la
orbita Wd% y para el neutrén puede ocupar las orbitas vpL, vps y Vps.
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2.4.1 Formalismo del IBFM

La estructura general algebraica del IBFM esta dado como
UB(6) @ U (m) (2.44)

el algebra del IBFM estd definida en términos de operadores de bosones ble y sus conjugados hermitianos

bym con I = 0,2 y sus operadores de creaciéon y aniquilacién de fermiones a;m Y Gjm con sus valores j
permitidos dependientes de el nticleo que se quiere tratar. Comunmente se maneja la notacién bj y
by i =1,...,6) y a}, vy ay (i = 1,...,m) donde m es la dimensién del espacio de fermiones siendo
m =Y ,(2j+ 1) donde se suma sobre todas las 6rbitas permitidas de cada una particula. Los operadores

de bosones satisfacen las relas de conmutacion

[bi,b1] = 655 [bisby] =[b],01] =0 i,j=1,2...6 (2.45)

J 7]

v los operadores de fermiones satisfacen las reglas de anticonmutacién

{ai/,a;,} = 6i’j’ {ai«,aj/} = {al—L,?b}L-/} =0 Z,j = 1,2 ..m (246)

debido a que los bosones y fermiones ambos estan en su espacio respectivos estos conmutan
[bi, air] = [bia}] = ], ax] = [b],al] = 0 (247)

y su correspondiente algebra esta definida bajo los operadores bilineares
Gyl =bjb;, Gyl =dlay, (2.48)

Debido a que los operadores de los fermiones y bosones conmutan entre si, la estructura algebraica

generada por Ggg y G?{f es el producto directo UZ(6) ® U (m). Generalemente en la literatura el
algebra se introduce en términos de los generadores acoplados.

BV (1) = x b1 36

AV G ) = la] x apl m?

(2.49)

donde hemos utilizado operadores tensoriales de aniquilacién dados como l;lm = (f)l“‘mbl_m Y Qjm =
(=) ™bj

Nuestra intencién en esta seccién no es dar una explicacién completa de este modelo ya nuestro
proposito simplemente es mostrar un panorama general de la estructura general de los modelos algebraicos
nucleares, para ver una explicacién més detallada hago referencia al libro de A. Frank y Pieter Van Isacker
[15].

2.4.2 Hamiltoniano del IBFM

En términos generales la estructura del dlgebra de bosones UP(6) esta dada como las cadenas vistas
en el modelo de IBM (2.14) en donde tenemos subdlgebras de UZ(6) en cada uno de sus reducciones
UB(5), SOP(6) y SUB(3). Lo relevante en el IBFM es que las subélgebras del dlgebra del fermién
U¥(m) depende de las orbitas permitidas de la tinica particula libre, es decir, el nucleén no pareado. La
estructura general del hamiltoniano del IBFM incluye interacciones de dos cuerpos entre los bosones y
fermiones y se escribe como

H=H"+H" +VEF (2.50)
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donde HP es el hamiltoniano de los bosones s-d definidos en (2.10) siendo

Y = Eg+ Y i+ ek llal, x al,)® x [ag, x a;,) ] (2.51)
J JiL

para nucleos con masa A-impar el IBFM considera la interaccién que fermién con el sistema de bosones,

en este caso el tltimo término de HE no es importante, en cambio cuando se tiene ntucleos impar-impar

son descritos con dos fermiones( un neutrén y un protén) en las cuales interaccionan con los bosones y en

este caso la interaccién fermién-fermién debe ser incluida en el Hamiltoniano. Por lo tanto la interaccién

entre estos dos sistemas esta dado como

~ > ~ 0
VEE = Nk i llb) % al ) x [by, x g, )P (2.52)
liji L

Esta es la forma estdndar del Hamiltoniano IBFM, el cual ha sido utilizado para describir series de
isotopos con masa impar A-impar en aproximaciones numericos basadas en diagonalizaciones para bases
apropiadas.

Hemos mostrado un panorama general de la estructura matematica del modelo IBM y su extencion
IBFM, podemos notar que existe una similitud entre los tratamientos de nucleos par-par dados por el
IBM y ntcleos con masa impar dados por el IBFM, Iachello propuso un tratamiento analitico donde
se puede hacer una descripcién simultanea de ambos tipos de ntucleos con una sola formulacién. Esta
aproximacién comunmente es referida como supersimetria el cual vamos a explicar con més detalle en el
siguiente capitulo.



Capitulo 3

Supersimetria Nuclear

3.1 Introduccion

Los protones y neutrones son particulas compuestas de tres quarks y se comportan como fermiones
fundamentales a las densidades prevalecientes en el interior del nicleo. Sin embargo, la interacciéon entre
ellos favorece la formacién de pares de nucleones (neutrén-neutrén 6 protén-protén), que se comportan
en cierta aproximacién y a bajas energias de excitacion como bosones que pueden ser considerados
como componentes bésicas del nicleo. Este apareamiento es similar al que ocurre en el fenémeno de la
superconductividad, donde los pares electrénicos (pares de Cooper) se comportan como bosones y dan
lugar (a muy bajas temperaturas) a la desaparicién de la resistencia eléctrica. En la naturaleza existen
cuatro variedades fundamentales de ntcleos, a saber, aquellos con ntimero de protones (Z) y neutrones
(N) pares, N par y Z impar, N impar y Z par y, finalmente, N y Z impares. Los primeros fueron por
primera vez descritos por Arima y Iachello como sistemas de bosones interactuantes (ya que todos los
nucleones pueden asociarse en pares) en un modelo propuesto en 1974. Los nicleos par-par presentan
efectivamente un comportamiento simplificado y los métodos de simetria resultan muy efectivos para
describirlos.

En 1980, Iachello se percaté de la posibilidad de tratar los nicleos par-impar (6 impar-par) con
los métodos de la Supersimetria, ya que en este caso coexisten en el nicleo los pares bosonicos y un
fermién remanente. Sugirié que las propiedades de estos nicleos podrian correlacionarse con las de sus
vecinos puramente bosénicos a través de transformaciones supersimétricas. A si esta investigacion de
Supersimetria Nuclear tiene validez debido a la verificacion experimental y lo mas interesante que estos
modelos matemdticos permiten abarcar una variedad de problemas de fisica nuclear, pero se tiene que
tener simetrias que permitan aplicar este formalismo.

Los principios de simetria en la naturaleza han resultado una herramienta fundamental para eluci-
dar los mecanismos subyacentes a los procesos fisicos del Universo en que vivimos. Estos principios se
caracterizan por definir transformaciones entre las componentes de los sistemas fisicos bajo estudio que
dejan invariantes a dichos sistemas y que dan lugar a cantidades conservadas, tales como la energia, el
momento angular o la carga eléctrica. Segin el modelo estandar de la fisica de particulas, la materia
estd formada por fermiones (a su vez divididos en quarks y leptones), mientras que las particulas que
transmiten las dos interacciones fundamentales de la naturaleza (interaccién fuerte e interaccién nuclear
electrodébil) son bosones. A estos sistemas de bosones y fermiones se le asocia un élgebra adecuado al
problema que se tenga, y a base de este dlgebra de Lie se hace un tratamiento algebraico para obtener las
caracteristicas, sin embargo, estas transformaciones se definen entre sistemas de bosones o fermiones, y no
incluyen operaciones que mezclan estos dos tipos de objetos. Uno de los avances tedricos importantes de
la fisica es el desarrollo de teorias en que bosones y fermiones son descritos en un esquema tnico donde,

25
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por ejemplo, se predice la existencia de particulas masivas fermionicas asociadas al fotén y particulas
bosoénicas asociadas a fermiones tales como los quarks. A las transformaciones que mezclan bosones y
fermiones se les conoce bajo el nombre genérico de supersimetrias. Sin embargo, a pesar de los esfuerzos
experimentales en los aceleradores de particulas, no se ha encontrado evidencia alguna de su existencia,
lo que significaria un avance trascendental en las aspiraciones por unificar las fuerzas de la naturaleza.

Entre estos modelos de estructura nuclear esta el Modelo de Bosones Interactuantes y sus extenciones
en donde satisfactoriamente se ha probado que se tiene una teorfa unificada para nicleos par-par [16] y
impar-A [17] Una de las caracteristicas més atractivas es que tiene una simple descripcién algebraica en
donde las llamadas simetrias dinamicas juegan un rol importante.

El estudio de la estructura nuclear ha tenido un gran avance gracias al uso de las nuevas tecnologias

tales como el uso de supercomputadoras, en donde se necesita tener un tratamiento exacto del nicleo
utilizando interacciones entre nucleones, todos estos calculos requieren desarrollar algoritmos especiales
para obtener buenos resultados.!.
Un camino diferente para lograr estos resultados es utilizar las simetrias y los métodos algebraicos mas
que que intentar resolver un problema de muchos cuerpos nuclear complejo. Lo que se puede hacer es
identificar los grados libres efectivos, estos pueden ser sus grados efectivos o simetrias dindmicas. Las
simetrias nos dan la forma de las energias, reglas de seleccién, la capacidad de tranferencia, el cual puede
ser utilizado como punto de referencia para estudiar e interpretar datos experimentales, siempre y cuando
esas simetrias pueden ser validas aproximadamente.

La supersimetria es un concepto introducido en los anos setenta y puede ser dividido en tres categorias.

1. Supersimetria asociada a la dlgebra graduada que no tiene una subélgebra de Lie semisimple. Este
tipo de supersimetria es una generalizaciéon de la invarianza de Lorentz-Poincare, y esta debe ser
impuesta para todos las teorias que fueron formuladas desde un nivel fundamental, se le puede
llamar “simetria cinemética”.

2. Supersimetria asociada a la dlgebra graduada que tiene una subdlgebra de Lie semisimple. Este
tipo de supersimetria es una generalizacion de la llamada simetria no relativista de la mecanica
cudantica, se le puede llamar “simetria dindmica”.

3. Supersimetria en la mecanica cudntica, a veces llamada SUSY. Este tipo de supersimetria se ha
utilizado recientemente para dar soluciones a los problemas de mecanica cuantica no relativista.
Desafortunadamente no ha dado ninguna nueva solucién.

La supersimetria ha sido mas 1til en los dos primeros tipos.

3.2 Supersimetria Nuclear

La supersimetria nuclear pertenece al segundo tipo (2), el cual tiene una supersimetia que posee
una estructura algebraica con un subdlgebra de Lie semisimple. La supersimetria nuclear es un fenémeno
colectivo, el cual no debe ser confundido con la supersimetria fundamental, usada en la fisica de particulas
y la teoria cuantica de campos, donde se postula la simetria fundamental de la naturaleza la una gen-
eralizacion de la invarianza de Lorentz-Poincare que predice la existencia de particulas supersimétricas,
tales como el fotino y el selectron, de las cuales aun no se han encontrado alguna evidencia experimen-
tal. Si los experimentos del LHC en la CERN encuentran evidencia de las particulas supersimétricas, la
supersimetria se podria romper y sus masas deberian ser mucho mas grandes que las de sus compaferas
normales. En cambio en la supersimetria nuclear si se tiene verificacién experimental.

1Por mencionar algunos métodos que usen Montecarlo, Funciones de Green, Clusters Acoplados etc.
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La supersimetria nuclear fué introducido en 1980 cuando F.Iachello en 1980 sugirié que el espectro de
algunos nucleos pesados en la regién Pt-Ir pueden estar relacionados con la supersimetria como se mues-
tran las evidencias [18]. La supersimetria en el nicleo esta basado en el modelo de Bosones-Fermiones
Interactuantes[14] en donde los constituyentes son bosones con momento angular J =0y J = 2 (bosones
sy d) que representan pares de nucleones, y fermiones con momento angular ji, j2, ... que representan
nucleones individuales. El Hamiltoniano del Modelo de Bosones-Fermiones interactuantes como hemos
visto en el capitulo anterior (2.50), puede ser escrita de manera reducida como

H=Hp+ Hp + Vpp (3.1)
con

Hp = Eo+ Z Eagb(tbg + Z Ua,@a/glb(tbgb:/bﬁ/

af afa’ B’
Hp = Ej+ Y minajax+ Y vikinwa) bpabar

ik ki’ k'
Ver = Z bibsa; ax (3.2)

afik

donde el coeficiente Hp representan las interacciones entre bosones, Hp representan las interacciones

entre fermiones y Vpp interacciones entre bosones y fermiones. Esta estructura es similar en algunas
teorias de campo supersimétricas. Como por ejemplo en el modelo de Wess-Zumino, su lagrangiano tiene
la forma:

L=Lp+Lr+Lor (3.3)
donde
Lo = —5[0A@P ~ J0BE) — gm*A(@) — Jm?B(x)
— gmAW)[A(@) + B2(2)) — 5’ [A4%(a) + B(x)
Lr = W@ () — Limby(a)
Lor = —igh@[AG) —3B@)b()

(3.4)

Si vemos la estructura de este lagrangiano estd escrito en términos de dos campos escalares A(z) y
B(z) y un campo espinorial ¢(z) donde todas las interacciones estdn dadas por una sola constante de
acoplamiento g. Es interesante notar como esta estructura es igual a la del Modelo de Bosones-Fermiones
Interactuantes.

El Hamiltoniano bosénico Hpg, del modelo de Bosones-Fermiones interactuantes es el mismo Hamil-
toniano del Modelo de Bosones Interactuantes. Este Hamiltoniano como habiamos visto en el capitulo
dos, tiene tres simetrfas dindmicas.[17] como vimos en (2.14)2.

2Para cada una de esa simetrias, uno puede construir varios tipos de supersimetrias a través de la asignacién de estados
fermionicos en alguna representacién de los subgrupos U(5), SU(3), O(6).
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3.2.1 Algebra Supersimétrica

El IBM describe excitaciones colectivas en ntcleos par-par en términos de un sistema en donde in-
tervienen interacciones monopolares y cuadrupolares de bosones con momento angular [ = 0,2. Los
bosones estan asociados con el ntimero de pares de protones y neutrones de valencia y por lo tanto el
nimero de bosones N es la mitad del niimero de nucleones de valencia. Ya que es conveniente expresar el
Hamiltionano y otros operadores de interés en la forma de segunda cuantizacién, nosotros introducimos
los operadores de creacién s y din y los de aniquilacion, s y d,,, el cual juntos los podemos denotrar bz
ybiconi=1m(l=0,2y —l <m =1). Donde sabemos que se cumple

[bi,b] = 645 [b],b1] = [bi,b;] = 0. (3.5)
Los productos bilineares
Bij = blb; (3.6)

generan el dlgebra de U(6), el grupo unitario de seis dimensiones.
[Bij, Bii] = Bidjr — Byjdu (3.7)

El hamiltoniano IBM y otros operadores de interés son expresados en términos de generadores de U(6).
En general, el Hamiltoniano tiene que ser diagonlizado numéricamente para obtener la energia de los
eigenvalores y las funciones de onda. Sin embargo existen especiales situaciones en las cuales los eigen-
valores pueden obtenerse de forma cerrada, es decir de forma analitica. FEstas soluciones especiales
nos da una formulacién en las cuales el espectro de energias y otras propiedades nucleares (asi como
las transiciones cuadrupolares y momentos) pueden ser interpretadas por un camino cualitativo. Estas
situaciones corresponden a simtrias dindmicas del Hamiltoniano[19]. Una simetria dindmica surge cuando
el Hamiltoniano puede ser expresado en términos de invariantes de Casimir de un cadena de subgrupos de
G=U(6),G D> G1 DGy D ....Los egienestados pueden clasificarse de forma tnica de acuerdo a la rep-
resentacion irreducible de G y sus subgrupos G1, Ga, .. .. Las diferentes representaciones de G, G1,Gs . ..
son dividas pero no mezclados en el Hamiltoniano. La energia de los eigenvalores estan dados por los
valores esperados propios de los operadores de Casimir.

El concepto de simetra dindmica ha sido una herramienta muy 1til en diferentes ramas de la fisica.
Como nosotros bien conocemos, un ejemplo en la fisica nuclear es el modelo de Elliot de SU(3) [20] para
describir las propiedades de los nicleos ligeros en la capa sd.

Los subgrupos son relevantes para sistemas de bosones y fermiones. Como ya sido mostrado, estos
sistemas pueden ser descrito por seis bosones, en escalares con [ = 0 que son los llamados bosones s y
los cuadrupolares [ = 2 llamados bosones d el cual le asignamos una representacién de seis dimensiones
U(6). Introducimos los operadores de creacién y aniquilacién de bosones, juntos denotados por b, (b ),

a=1,...,6, asi podemos construir los 36 generadores de U(6) como G((li), = bl b,. El ntimero de bosones
en un nucleo par-par se toma el nimero N = N, + N, tomando claro los pares de neutrones y protones
activos fuera de las 1ltimas capas® de 8, 20, 28, 50, 82 y 126. Ademés cuando describimos estados de
ntcleos impar-par o estados de nicleos par-par e impar-par con dos o méas particulas desapareados, uno
necesita introducir explicitamente grados de libertad fermionicos. La dimensién el espacio fermiénico
m es »,(2j 4+ 1), donde j; son los valores del momento angular contenido en la capa més grande. Se
le puede asignar a los fermiones una representacién de m dimensiones del grupo U(m). Introduciendo
los operadores de creacién y aniquilacién para fermiones denotados por a;r (a;), i = 1,...,m, los m?
generadores de U(m) pueden ser denotados como G§5 ) = a;rai. En general la estructura de grupo de
este problema es U®)(6) @ UF) (m) donde he puesto superindice para distinguir los bosones y fermiones.

Ya que que estas representaciones contienen estados tanto bosénicos como fermidnicos, no puede ser un

3De hecho se toman el niimero de particulas o pares de hoyos.



3.2. Supersimetria Nuclear 29

grupo ordinario de Lie, pero si un supergrupo. Estos supergrupos han sido introducido en el contexto de
modelos duales [21], en teorfas supersimétrcias de campos [22] e incluso en supergravedad [23].

Para nicleos de masa impar el IBM ha se ha extendido de manera que incluya un grado de libertad
de una particula[24, 14]. El Modelo de Bosén-Fermién Interacutantes (IBFM) se ha construido bloques
de N bosones con [ = 0,2 y con un fermién M =1 (a;r.) con j = ji,j2,... [17].

Los supergrupos apropiados para nuestro poblema tienen que ser U(6/m). Podemos explicitamente
construir los generadores de los supergrupos U(n/m) con los operadores de creacién y aniquilacién. Los
generadores son

G2 = biby

aa (n?),
Gy = alas  (m?), (3.8)
Fja = bla, (mn), ’
F,, = azba (mn/(m +n)?)

Ademds de introducir los operadores de los grados de libertad colectivos de los bosones, estdn los
operadores de creacion a;r y de aniquilacién a; para el nucleén extra. Los operadores de los fermiones
satisfacen las reglas de anticonmutacion.

{ai, a;r-} =0, {al, a;f-} =a;,a; =0. (3.9)
Los productos bilineares
Aij = a;raj (310)

generan el dlgebra de U(m), el grupo unitario de m dimensiones.
[Aij, Ari] = Audji — Agjzil (3.11)
Por construccién los operadores de fermién conmutan con los operadores de bosén
[Bij, Ar] =0 (3.12)

Los operadores B;; y A;; generan un dlgebra de Lie de un grupo de simetria G = UZ(6) @ U (m) del
IBFM. Las simetras dinamicas que puedens surgir en el IBFM son conocidas bajo el nombre de simetrias
dindmicas del bosén-fermién para nticleos de masa impar.

Las simetrias del bosén-fermiéon pueden seguir extendiéndose a través de la introduccién del concepto
de supersimetria[25], en donde los estados de los niicleos son tanto par-par e impar-par pueden ser tratados
en una simple teoria. Podemos tratar el sistema mixto de bosones y fermiones con un ntmero fijo de
bosones N y un fermién M = 1. Los operadores B;; y A;; pueden solo cambiar bosones a bosones y
fermiones a fermiones. Ademds de B;; y A;; uno puede introducir operadores que permitan cambiar los
bosones a fermiones y viceversa, pero conservando el niimero total de bosones y fermiones.

Fyj = bla Gij = alb; (3.13)

El conjunto de los operadores Bjj;, A;j, I v Gj; forman una dlgebra cerrada el cual satisfacen ciertas
reglas de conmutacion y anticonmutacién
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[Bij7 By = Bii1d;1, — Byjda (3.14)
[Bij, Al = 0
[Bij, Fri] = Fudj
[Bij, Gl = —Gpjoy
[Aij, Al = Audjr — Apjda
[Aij, Fril = —Fjda
[A4i;,Gr]l = Gudji
{Fij, Fu} = 0
{Fij,Gu} = Budji + Arjda
{Gij, G}y = 0 (3.15)

Esta dlgebra se puede identificar con el grupo de Lie graduado G = U(6/m). Esto nos proporciona un
esquema elegante en donde el IBM y el IBFM pueden ser unificadas en una sola formulacién[25]

G =U(6/m) > UP6)2 U (m) (3.16)

Este formalismo supersimétrico para ntcleos par-par y con masa impar forman miembros de un super-
multiplete el cual estd caracterizado por [N} donde N' = N + M es el nimero total de bosones y de
fermiones.

El Hamiltoniano de n-SUSY estd escrito en términos de generadores del dlgebra graduada de Lie
U(6/m). La supersimetria dindmica surge cuando el Hamiltoniano estd constituido de operadores de
Casimir correspondientes a las cadenas de los subgrupos de U(6/m). La dindmica nuclear supersimétrica
corresponde a formas especiales del Hamiltoniano el cual no debe ser aplicado a todos los niicleos. Sin
embargo hay varios niicleos en la regién Os-Ir-Pt-Au en donde se han econtrado evidencias experimentales
de la presencia de la supersimetria en el nicleo.

3.3 Supersimetrias dinamicas en la fisica nuclear

Las supersimetrias dindmicas fueron introducidas [26] en la fisica nuclear en el contexto de el Mod-
elo de Bosones Interactuantes(IBM) y sus extenciones [16]. Donde vimos que el IBM describe excita-
tiones colectivas en nicleos par-par en términos de sistemas monopolares (sT) que interactuan y sistemas
cuadrupolares (dT) de bosones, el cual juntos pueden ser denatados como b;r con momento angular [ = 0, 2.
Los bosons ason asociados con el niimero de pares de protones y bosones y asi el numero de bosones es
la mitad del numero de nucleones de valencia N.

En general el Hamiltionano puede ser diagonalizado numéricamente para obtener los eigenvalores de
energia y sus funciones de onda. Sin embargo existen situaciones especiales en las cuales los eigenvalores
pueden ser obtenidos de manera cerrada, es decir de manera analitica. Estas situaciones corresponden a las
simetrias dindmicas, las cuales surgen cuando el Hamiltoniano es expresado en términos de invariantes de
Casimir de una cadena de subgrupos de G = U(6): por ejemplo, el limite U(5) para nicleos vibracionales,
el limite SU(3) para ntcleos rotacionales y el limite SO(6) para nicleos y-inestable [16].

Para cada uno de esas simetrias dindmicas se han derivado un conjunto de expresiones analiticas
para energias, transiciones electromagnéticas, momentos cuadrupolares y otras magnitudes observables
de interés que pueden ser utilizados para clasificar e interpretar los datos experimentales disponibles de
una manera cualitativa.

La formulacién de nicleos par-par e impar-par forman miembros de un supermultiplete que esta
caracterizado por N' = N + M, es decir, el nimero total de bosones y fermiones. La supersimetria se
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distingue de las otras simetrias ya que en esta puede haber transformaciones de fermiones a bosones y
viceversa.(Ver la tabla 3.1).

Tabla 3.1: Modelos algebraicos de la estructura nuclear.

Modelo Generadores Invariante Simetria
IBM bib; N U(6)
IBFM bib; , ala N, M U(6) ® U(m)
SUSY bib; , alay, blay , alby N =N+M U(6/m)

Para el entendimiento claro del comportamiento fisico del nticleo en términos de teoria de grupos, es
crucial entender cémo surge la estructura del espectro con respecto a la simetria que estemos manejando.
Es importante senalar que el Hamiltoniano nos describe la fisica de nuestro nicleo. Ademds implicita-
mente el Hamiltoniano posee informacion de la estructura que posee el nicleo. Por ejemplo, nosotros
sabemos que el nucleo posee simetrias rotacionales y vibracionales por lo tanto en respuesta a estas
simetrias, el Hamiltoniano puede estar escrito en términos de grupos tales como U(5) para la vibracién y
SU(3) rotaciones (rotor simétrico axial) y SO(6)(rotor y-inestable). Veamos ahora una técnica que nos
permite visualizar los espectros nucleares. Vamos a tener un cuadruplete supersimétrico, cuatro tipos de
nucleos.

Cuando hacemos referencia a particulas relacionadas con neutrones usamos la notacién v y para
protones 7. Ahora cuando tenemos bosones de neutrones vamos a escribirlo como B, y para bosones de
protones B y los fermiones los podemos representar con Fj y para bosones de neutrones F,.

El caracter supersimétrico en este contexto de fisica nuclear se debe a que podemos tratar a los
bosones y fermiones dentro de un mismo marco tedrico. Podemos clasificar a los ntcleos por el niimero
de bosones de neutrén y protén N,,, N y el nimero de fermiones extras, es decir el numero de protones
y neutrones M, y M,. Podemos mezclar estos dos objetos como la suma de bosones y fermiones como
Nu =N, + M, yN‘rr =N, + M.

Una manera sencilla de visualizar la estructura mateméatica de la supersimetria es a través de la
construccion de las cadenas de grupos. Esto nos permite ver como los grupos se van acoplando y ver el

origen matematico de los términos que posee el Hamiltoniano.

Veamos el esquema general supersimétrico a partir de la siguiente cadena

Tabla 3.2: Cuadruplete supersimétricos

Ntcleo N M, N, M,
par-par N 0 N, 0
protén impar  N;—1 1 N, 0
neutrén impar N 0 N,-1 1
impar-impar N,—1 1 N,—-1 1
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U,(6/12) ® U,(6/4) D U(6)p, ® U(6)p, ® U(12)p, @ Up.(4)
! l ! ! 1 L
W} Wr} [N] [Nx] {M,} {M}

> Ug(6) ®  Ug,(6) ® Up(2) ® Up(4)
! ! ! !
[N+ N, —1,i] [2F2, 1/112] [f1, fo {M}
D UBF,,(G) ® UFW(4) ® UF,,(Q)
! ! !
[N1,...,Ng] {M,} [f1, f2]
D SOBFV(G) & SUFﬂ(4) ® UFV(Q)
1 ! !
(X1, %2,%3) [1M~] [f1, f]
> Spin(6) ®  Up(2)
! !
(01702703) [fhfz]
) Spin(5) ® Ur,(2)
1 1
(7'1,7'2) [f1,f2]
D Spin(3) ® SUFR,(2)
! !
J s
D SU(2)
!
L

(3.17)
Esta cadenas nos dice explicitamente la manera de como se obtiene informacién a partir de la simetria
U,(6/12) @ U, (6/4) justamente con dos nimeros [N, }, [N} v asi reduciendo los grupos cuidadosamente
llegando hasta las representaciones de los momentos angulares J y el espin dado como s = % y

— -
finalmente el momento angular total L = J + 5.

Hay un punto importante que hay que remarcar en estas reducciones, en situaciones més fisicas, es decir
mas practicas, estas cadenas tienden a reducirse ya que se tienen maés restricciones. En aplicaciones de la
fisica nuclear solo se considera las configuraciones con M, = M, = 0 que corresponde a los nicleos par-
par, M, =1, M, = 0 para ntcleos con protén impar, M =0, M, = 1 para nicleos con neutrén impar
y M, = M, = 1 para nicleos impar-impar (véase la tabla 3.2). Cominmente la representaiciénes de los
grupos asociados a los fermiones tal como U, (4) suele denotarse como [1M=] = {M,} y para Ug, (12) esta
dado por [1Mv] = {M,}. Las reducciones del grupo Ur, (12) tiene caricter peculiar, debido a que estamos
manejando fermiones, las tablas de Young asociadas a los acoplamientos tienen que ser conjugadas, de
esta manera se tendran ciertas restricciones al momento de determinar los niimeros cuanticos de los
acoplamientos.

(12) > Ur, (6) ® Up,(2)

[1M:] 272, 117F2) (frs o] (3.18)
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Tabla 3.3: Acomodamiento de los coeficientes de las energias del cuadruplete supersimétrico

Ncleo Acoplamientos

par-par a+a B8+ v a4+
protén impar  «a + o’ 8,06 v 04
neutrén impar  a, o’ B+ 3 vy o6,
impar-impar a, o 3,3 v 8,0

Estas reglas simplemente son

fi =2 f220
fl + fQZMV
fi £°6

(3.19)

Cuando se tenga M, = 0,1, la reduccién (3.18) consiste en las representaciones f; = 0,1y fo =0 de
esta manera podemos llamar a las representaciones [2f2, 1f 1_f2} de Up, (6) a traves de la notacién més
compacta [N,] con Np = 0, 1. Por lo cual cuando continuamos con nuestros acoplamientos de los bosones
con el fermién extra de neutrén Up(6) ® Up, (6) v llegamos a la reduccién Ugp, (6) podemos expresar

[N1,...,N¢] — [Ny + N, + N, — 4,5 — k, k] (3.20)

Contruyamos ahora un hamiltoniano general a partir de las interacciones que hemos utilizado para
construir la cadena anterior. Para ello tomaremos los invariantes de Casimir de cada uno de los grupos
asociados a las interacciones predominantes.

1. - N “ N 1. - N N N - “
H = ai[(Ny+Nﬁ)(Nu+Nﬂ+5)7CZUB(6)}+O/§[(Nu+NW+NP)(NV+N7r+Np+5)7C2UBFV(6)]
+ BCZSOBF,, (6) + ﬁICQSpin(G) + ’yc2spin(5) + 6C2spin(3) + 6ICQSU(2) (321)

Si nos interesa sus energias tenemos

E

Qi[(Ny, + Ny =i+ 1) + o' [[(Ny + Ne + Ny —j + 1) + k(j — k + 1)]
+ BE1(S1 +4) + T2(B2 + 2) + 23] + Blo1(o1 + 4) + 02(02 + 2) + 03]
+ A +3)+ e+ )]+6J(J+1)+ SL(L+1) (3.22)

Estos coeficientes a, o', 3, 5" v, 0 y ¢’ son ajustes que se le debe poner a partir de los datos experimentales.

Son valores tinicos para un cuarteto de supersimétrico. Estos simplemente corrigen el espectro tedrico.
Ahora dependiendo del niicleo vamos a tener simplificaciones en el Hamiltoniano y sus respectivas

energias (?77). Més adelante daremos una revisién de cémo se construye esta energia en mas detalle.
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3.3.1 Simetrias dinamicas en niticleos par-par

Para comenzar nuestro anélisis de todo el espectro de exitacién del niicleo nos enfocaremos tinicamente
a los niveles energéticos méas bajos, estamos hablando de energias de cercanas a 1.5 Mev. Por lo tanto
nuestra prioridad serd obtener las lineas espectrales cercanas al estado base. En la practica se ha no-
tado que las representaciones irreducibles de los estados base son simétricos y los no simétricos que
corresponden a estados exitados dentro del espectro nuclear.

Cuando estamos tratando nicleos par-par podemos utilizar el formalismo de IBM-2. A los nticleos
par-par se le puede asociar a los bosones de protén el grupo Up_(6) con [Np_] que es el nimero de
bosones de protén de valencia que posee un nicleo y para bosones de neutron Ug, (6) con [Np_], si
hacemos un acoplamiento de estos, tenemos Up(6) con su representacién irreducible [N, + N, — i, 1],
ésta representacion la podemos reducir al grupo SOpg(6) y después a SOp(5) y a si sucesivamente. Este
proceso de reduccién de los grupos se conoce como reglas de seleccion.

En los nicleos par-par no tenemos fermiones M, = M, = 0 entonces N, = N, N, = N, la cadena
(3.17) se reduce a la cadena del IBM-2

U6)g, ® U6)p, D Ug(6)
! ! !
W] V] Wi + N, — 1]

D 503(6)
1
(Elv EQ, 23)
(3.23)
D 503(5)
1

(11, 72)

D) SOp (3)
1
L
donde i = 0,1,... ,min(N,, N,).
Por lo tanto la funciéon de onda de un nicleo par-par en el contexto supersimétrico adquiere la forma:

[1Wee) = WG], NG NG + No = s (S0, B2, Ba)s (1, 72)i L) | (3.24)

Debido a que en los niicleos par-par no tenemos fermiones se tiene una simplificacién en el acoplamiento
(3.20) con N, =0, j =4y k =0, esto nos dice que de la cadena general (3.17) las representaciones de
SUgB(6) y de Spin(6) tienen que coincidir asi (21, 3g, X3) = (01,02, 03) ademds el momento angular total
seria L = J.

Nuestra tarea a seguir es determinar los valores de las representaciones irreducibles (X1, ¥a,33) y los
de (71, 72). Para los casos simétricos i = 0, de esta manera tenemos [N, 0] y se conoce que para las sigmas
se cumple la regla

(21,22,23):(N,o,o)ea(/\f—zo,o)ea...@{ ( ’8’8) cuando N es impar (3.25)

1
(0,0,0)  cuando N es par

donde quitamos un par simétrico de bosones.

Por otro lado si queremos determinar las sigmas de SO(6) para el caso de i = 1 se tiene que establecer
los ndmeros cudnticos N, de Ug_(6) y N, de Up, (6) y hacer el acoplamiento Up(6) y posteriormente
utilizando los procedimientos convencionales de teoria de grupos como se hace en el apéndice (A.131)
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podemos diferenciar los casos simétricos y no simétricos. De esta manera para el caso no simétrico con
i =1 siendo [V — 1,1] vamos a tener

B (1,0,0) cuando N es impar
(31,32,33) = N-1,1,006 (N -2,0,00p (N —-3,1,0)8...& { (1,1,0)  cuando A es par (3.26)
Para comprender la reduccién SOp(6) a SOp(5) de la cadena
503(6) D 503(5) D ...
l ! (3.27)
(Z1,%2,%5) (T1,72)
solo tenemos que utilizar la regla’
Y12m 252 m > [ (3.28)

de esta manera podemos hacer la reduccién a SOg(5) como por ejemplo

(3,0,0) — (11,72) = (0,0),(1.0)...(%,0)
(3,1,0) = (11,72) = (1,0),(2.0)...(%,0)
(1,1),(2,1)...(%,1)

Las representaciones (X1, X9, Y3) v (71, 72) corresponde a la estructura externa del niicleo, es decir,
estos niimeros nos indican la estructura general que debe tener las lineas de un espectro de exitacién
del nicleo. Sin embargo si nos preguntamos sobre la estructura interna del nicleo, podemos obtener el
momento angular, a través de la reduccién®

SO() D SO(3)
1 l (3.29)
(’7'17 7'2) L

En donde se tienen las correspondencias entre SO(5) D SO(3) como

SO®B) | SO(3)

(Tl,TQ) L
0,0 |0
1,0 |2 (3.30)

2,0 [4 2

Hay que senalar que cada multiplete 7 tiene su momento angular L en cada una de las lineas espectrales
Pero nuestro interés por ahora es conocer la extructura externa del nicleo. Y nos quedaremos hasta
las reducciones (21,39, %3) v (71, T2).
En este caso el Hamiltoniano general (3.21) se tiene que reducir a

1. L .
H = (0‘+O‘/)§[(NV+NW)(NV+NW+5)*CQUB((S)]
+ (B+8)Cas0,6) +7C250,0) + (040" )Cas0,3) (3.31)

4Podemos encontrar en més detalle en el apéndice (A.10) mas claramente como se utiliza esta regla.
5Esto esta bien estudiado y podemos encontrarlo en distintas referencias como en [27].
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Tabla 3.4: Respresentaciones de las energias mas bajas de un nicleo par-par donde N' = N, + N,
B B

[Nflvl] (21322723)

[NV, 0] (N,0,0)
(N =2,0,0)

W —-1,1 (N-1,1,0)
(N =2,0,0)

En el Hamiltoniano general (3.21) tenfamos siete términos, en donde a cada término , representa una
interaccién. Como no tenemos fermién extra o = o' es decir el primer coeficiente asociado al primer
término del Hamiltoniano del nicleo par-par (3.31) se escribe como (a + '), se interpreta como la
interaccién de los bosones entre si, aqui exactamente hacemos un acoplamiento de los dos sabores de
bosones. Sin embargo bajo esa simetria se sabe que hay més niveles energéticos entonces nos vamos a las
reducciones de SOp(6) en donde aqui se podria ver la interaccién debida al protén extra con los bosones
pero en este caso no hay ese tipo de intereaccién por lo tanto el coeficiente asociado a nuestro segundo
término es (G + ) y si profundizamos en la estructura externa llegamos al grupo SO(5) este nos dice
simplemente cuantos niveles energéticos (71, 72) hay para cada (X1, X, X3) esto nos permite visulizar la
distribucién de energias del espectro del nticleo, posteriormente el iltimo término de nuesto Hamiltoniano
de ntcleo par-par tenemos que ver la interaccién debido al espin del neutrén. Si no tenemos, como es
este caso, solo vamos a tener momentos angulares enteros, asi el coeficiente asociado al ltimo término
de este Hamiltoniano sera (6 + ¢’). Los valores de estos coficientes son solo ajustes del espectro, son
valores constantes para cada cuarteto supersimétrico. Lo relevante de esta formulacién es que podemos
expresar las interacciones de nuestros bosones y fermiones a través de invariantes de Casimir de manera
puramente analitica. Esto no siempre suele suceder siempre en la mecanica cuantica cuando tratamos
de estudiar un sistema de particulas y acopladas. Nuestras energias simplemente son los valores propios
de nuestro Hamiltoniano. Estos se determinan a través de métodos algebraicos de teoria de grupos de
manera sencilla.

E = (a+ad)iN, + Ny —i+1)
+ (B4 0)[E1(E1 +4) + Ta(B2 +2) + %3]
+ ym(r +3)+ (e + D]+ (§+6)L(L+1) (3.32)

Si queremos expresar un Hamiltoniano mas general sin incluir tantas interacciones, podemos utilizar
una interaccon en la cual siempre esta presente en la fisica nuclear, que es la interaccién cuadripolar-
cuadripolar @ - Q. Por lo que es necesario introducir a el Hamiltoniano esta interaccién. En este trabajo
podemos expresar el Hamiltoniano en términos de invariantes de Casimir a través de la forma:

H=-kQ Q= —k(Cys0(6) — Casos))- (3.33)

Este tipo de interaccién es atractiva por lo que k debe ser positiva. Las energias son los eigenvalores de
este Hamiltoniano y para nosotros esto corresponde a los eigenvalores de los operadores de Casimir. Sus
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energias son:
E = (H) = —klo1(01 +4) + 09(02 +2) + 02) — 71(11 + 3) — To(12 + 1)] (3.34)

Sin embargo este Hamiltionano no distingue las energias predominantes, si tomamos en cuenta las escalas
de energia de los nticleos involucrados par-par, par-impar, impar-impar, las configuraciones dominantes
del espectro van a ser las simétricas. Por lo que debemos de separar las simétricas y no simetricds a

partir de una interaccién que se llama interaccion de Majorana®

a%(mw 1+5) — Cavge) (3.35)

donde favorece las representaciones simétricas. Esta interaccién separa estos dos grupos de estados
(3.26), es una interaccién repulsiva entonces favorece los estados simétricos sobre los no simétricos con
respecto al grupo U(6). En el espectro, las lineas espectrales de los estados no simétricos son empujadas
hacia enegias més altas y solo se quedan abajo los estados que corresponden a IBM-1.

Asi podemos escribir el Hamiltoniano como:

1 o .
H= 045(/\[((/\/ +5) = Cav(s)) — k(C20(6) — C20(5))- (3.36)

Esto justamente explica porque en el Hamiltoniano (3.31) el primer término tiene dependencias de
N , estos valores cominmente en la literatura son omitidos ya que en la préactica simplemente mueven
todas las lineas espectrales y no nos dice mucho, sin embargo si esta presente. Esta contribucién en las
energias con otras palabras, se podia entender como establecer el origen del sistema de referencia en un
espectro. La estructura de los espectros de exitacién se construyen con respecto al estado base.

(170)_
2.5 (3,0) —
E(MeV (0,0) —
(1,0,0)
1.0
(2,0) —
0.5
(170)_
0.0t (0,0)— SO(6)
(3,0,0)

Figura 3.1: Espectro de energfas de un nicleo par-par con una simetria SO(6) y con N = 3 Los ndmeros
cudnticos (X1, X2, X3) = (%,0,0) son mostrados debajo de cada banda, los bosones senioridad (71, 72) = (7,0) se
muestra en la izquierda .

6Podemos ver una discusién en més detalle en el apéndice A.6.
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3.3.2 Simetrias dindmicas en ntcleos con protén impar

Cuando tenemos un ntcleo con el nimero de protones impar podemos construir la misma cadena
(3.23) pero ahora le vamos agregar un grado de libertad fermiénico [1],. Posteriormente se tendrd que
reducir los acoplamientos de esta nueva cadena. El mecanismo de reduccion es el mismo dentro del caso
anterior par-par, una diferencia de esta estructura algebraica es el acoplamiento de U(6) s @Up,_(4), donde
este acoplamiento nos llevard a las representaciones [X1, 3g, ¥3] ® [1] v este acoplado son las (o1, 09, 03)
ya vistas anteriormente. Solo que aqui las sigmas mintsculas ya contienen informacién del acoplamiento
del fermién extra de protén y las sigmas mayisculas no contienen informacién del acoplamiento del
fermion extra. Cabe mencionar que aqui el grupo simétrico acoplado recibe cominmente el nombre de
Spin(6) en donde en la mayorfa de la literatura relacionada al tema utlizan mucho el grupo Spin(6) y su
reduccién Spin(5).

En los nticleos con protén impar tenemos un fermién de protén M, = 1y M,, = 0 entonces N, = N —1
y N, =N, la cadena (3.17) se reduce

Ug, (6) ® Up, (6) ® U, (4) D Up (6) ® Up, (4)
! ! ! !
W.] Wa —1] (1] Wr+ N, =114, (1]

> S0p(6) ® SUp.(4)

! !
(21722723) [1]7l'

U

Spin(6)
! (3.37)
(01,02,03)

U

Spin(5)
1

(11, 72)

U

Spin(3)
1
J

Por lo tanto la funcién de onda de un nticleo con protén impar en el contexto supersimétrico adquiere
la forma:

[1Wop) = V], Wz = 1 Vs + No — i = L (81,82, 5). (344), (01, 02,08); ()i ) | (338)

La diferencia que vamos a encontrar a comparacion con el ntcleo del caso anterior es que ahora
tenemos que ver como es que este protén extra va a modificar la estrucutura que teniamos. Nuestro
acoplamiento de bosones expresado en términos de (X1, X9, X3), tenemos que adicionarle la presencia de
un protén [1]. Esto simplemente se hace con el acoplamiento de SOp(6) ® SUp, (4). Para determinar
sus representaciones asociadas a este acoplamiento comunmente se utiliza el el isomorfismo que posee

SO(6) ~ SU(4)

SO ~  SU®)
l l (3.39)
(X1,%2,%3) [n1,n2,n3]
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dado por las reglas

ny = 3 + Mo ¥ =
Tlgzzl—Zg 222
n3g =Yg — X3 Y3 =

(n1 4+ ng —ns)
(n1 —ng + n3) (3.40)
(nl — N2 — ng)

INIEESTES IR

Asi dentro de SU(4) haciendo el acoplamiento con el fermién de protén extra tomando de nuevo
los casos ¢ = 0 donde (X1,¥9,¥3) = (X,0,0) segin (3.25) y para i = 1 donde (X1, X9,33) = (%, 1,0),
cambiandonos a SU(4) usando (3.40) obtenemos que

SUM):  [S500[1,0,00 = [S+1,5,08[S5,1]
C+1L1e[L00 = [S+2,516E+1S+1,1]
& [E+1,2aE+1,51)

y ahora volvemos a regresarnos a SO(6) usando (3.40) y el acoplamiento ya se encuentra dentro de
Spin(6)

111 111 11 1

(2 S ) = (24222 PP
50(6): ( ’0’0)@’<2’2’2>7r ( +2’2’2)@< 22’ 2)
111 131 11 1

1 Soo) = (242,22 So -

(27 70)®<27272>ﬂ- ( +2’272)@<2+272) 2)

13 1 111

Py Y

© ( 22’ 2>@( 2’2’2)

Una vez que ya tenemos las representaciones del grupo Spin(6) en donde estas se expresan con las
etiquetas (o1, 09,03) procedemos a la reducciéon SO(5) a través de la regla ya vista en (3.28). Aqui
vamos a tener valores semienteros de (71, 72) . Ahora como ya tenemos acoplado un fermién extra vamos
a llamar al grupo Spin(5).

Si nos interesa tener informacion interna de nuestro nicleo podemos acudir al momento angular, como
ahora ya tenemos acoplamientos con un fermion extra ahora vamos a tener valores semienteros para los
numeros cuanticos de J como es de esperar.

Spin(5) D Spin(3)
| 1 (3.41)
(7'1 5 Tg) J

En donde se tienen las correspondencias entre Spin(5) D Spin(3) como

Spin(5) Spin(3)

(7'177'2) J

1T 3

7t |2 5 1 (3.42)
gt |4 8 P51

202 2 2 2 2 2

Cabe mencionar cada multiplete (71,72) tiene su momento angular J y en este caso particular tiene
valores semienteros.
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Tabla 3.5: Respresentaciones de las energias mas bajas de un nticleo con protén impar donde N' = N +N,
B B BF,

N =1—1i4] (Z1,%2,%3) (01,02,03)

W-1,00  (N-100) (N-111)
-3 4.-3)

(N_37070) (N—g,%7%)
W-55-3)

N —2,1] N =2,1,00 (NMN=2,31)
(=33

W-5.5.-3)

W-343)

W=3.00) (V=3.3.3)

W=t i-d)

El acoplamiento del protén extra hace que el Hamiltoniano del nticleo par-par (3.31) tengamos que
anadirle un término extra y es la interaccién contribuida del grupo Spin(6) a si los coeficientes (3 # )
y ademas N, = N; — 1 de esta manera j = i, k = 0 en (3.20), como no tenemos neutrones N, = N,, y
por lo tanto vamos a tener un Hamiltoniano con 5 términos escrito de la forma:

1o
H = (a+d)5[(Ny+ Ne)(Ny + Nu +5) = Couy (6)] +
4+ BCas0,6) + B Caspin(s) + 1C2spin(s) + (6 + 0")Cospin(s) (3.43)

con energias

E = (a+a)iN, + Np =) + B[(Z1(Z1 +4) + T2(S2 + 2) + 23] +
+8'[o1(01 +4) + 02(02 +2) + 03] + Y[ (1 +3) + 7o+ V)] + (0 +6")J(J + 1) (3.44)

El primer término de energias nos da la contribucién de la interaccién puramente bosénica , el segundo
y tercero nos son las energias de las bandas, el tercer término corresponde solo a las energias que surgen
del acoplamiento del protén extra, estos como sabemos pueden ser simétricos y no simétricos, el cuarto
término corresponde a los desacoplamientos de las energias almacenadas sobre las bandas y el tltimo
término corresponden a las energias debidas al momento angular.



3.3. Supersimetrias dinamicas en la fisica nuclear 41

. 3.1y (33—

G " (3:3:3)

E(MeV
(3:3)—
05 T 31 (%a%:_%)
(272)
0.0 F (3,5)— Spin(6)
(3:3:3)

Figura 3.2:
Espectro de energfas de un ntcleo con simetria Spin(6) con N =2y M = 1. Los nimeros cudnticos (01,02, 03)
estdn mostrados debajo de cada banda, las etiquetas (71, 72) estdn mostradas en la parte izquierda .
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3.3.3 Simetrias dindmicas en nucleos con neutrén impar

Aqui vamos a tener niicleos constituidos por bosones de neutrén [NV,] y de protén [N,] acoplados
con un neutrén [1],. En este caso, el espacio de fermién se descompone en una parte pseudo-orbital con
1 =0,2 y una parte pseudo-espin con s = 1/2 correspondiente a la reduccién

Ur,(12) D U, (6) ® U, (2) (3.45)

Ya que el momento angular pseudo orbital [ tiene los mismos valores que el momento angular que los
bosones s- y d- del IBM, es claro que la parte pseudo-orbital puede combinarse con las tres simetrias del
IBM en una simetria boson-fermion.

Ug(5)
Up (6) D SUp (3) (3.46)
SOp(6)

El caso en las cuales los bosones tienen la simetria SO(6) es de nuestro particular interés, ya que la
paridad negativa de los estados en el Pt con un neutrén ocupan las érbitas ?)p%7 Sp% y 3fg han sido
sugeridos como ejemplos experimentales de simetrias multi-j bosén-fermién.

En los nicleos con neutrén impar tenemos un fermién de neutrén M, = 1 y ningun fermién de protén
extra M, = 0 entonces se tiene que N, = N, y ademas N, = N, — 1 por lo que la cadena general (3.17)
se reduce a

Ug, (6) ® Up, (6) ® UFV(].Q) D UB(G) ® Up, (6) ® Up, (2)
! ! ! 1 ! !
W, — 1] W] (1], Wr + Ny —1—1i,4] (1], (1],
) Usr, (6) ® Ur(2)
! !
[NW+NV_j7j_k7k] [1]1/
D SOgF, (6) ® UFV(Q)
! !
(217 22723) [1]1/
) SOpr,(5) ® Ur(2)
! !
(T1,72) (1],
D SOgF, (3) ® SUFV(Q)
! !
L s
> SU(2)
!
J
(3.47)

Por lo tanto la funcién de onda de un nicleo con neutrén impar en el contexto supersimétrico adquiere
la forma:

[[Won) = W, — 1], N N, + Ny — i = Lal[1Ju; o + N — 5 — b, K (B0, 82, 55): (m,72): L (303 )|
(3.48)
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En este tipo de ntcleos vamos a surgir otra interaccién que debemos que considerar, es la interaccion
debida a un neutrén. Esto lo podemos observar en la cadena (3.47) cuando tenemos que acoplar el
acoplamiento puramente bosénico que tiene la simetria U(6)p con el neutrén extra. Esto lo podemos
hacer justamente con el acoplamiento Ugp, (6) visto en (3.20)

Aqui tenemos de nuevo dos casos con i = 0 e i = 1 aunque podemos seguir con ¢ = 0,1,2...

i=0 N-1lp®[lr = N,0,0]5F, @& [N—-1,1,0]gr,
(3.49)
i1=1 [N*ZHB@[HFV = [N*l,l,O]BFV ) [N*2,270}BF,, D [./\/’72,1,1]31:*”

Tabla 3.6: Respresentaciones de las energiias més bajas de un nicleo con neutrén impar donde N =

Ny + N,

B BFE, BF,
[Nflizvz] [Nﬂ +Nl/7]7]7k7k;] (Zla22723):(01702703)

NV —1,0] [N, 0,0] (N,0,0)
(N —2,0,0)
V= 1,1,0] WV =1,1,0)
(N —2,0,0)
NV —2,1] N —1,1,0] (N —1,1,0)
(N —2,0,0)
N —2,2,0] (N—é,z,o)
(N —3,1,0)

[N7271:1]

Posteriormente para obtener las reducciones subsecuentes tenemos que utilizar las mismas técnicas
vistas en los casos anteriores. Se puede hacer énfasis que en esta situacién que SOpgp, (6) = Spin(6)
debido a que ya se tiene acoplado un fermién y por lo tanto SOgp, (5) = Spin(5) y SOpr,(3) = Spin(3),
pero usaremos la notacién que tenemos en la cadena (3.47) para referirnos a nicleos con neutrén impar.

Veamos ahora un ejemplo de un espectro de un nicleo impar-par para N = 2 and M = 1 (véase la
figura (3.3)). 7

Debido a que ahora ya vamos a tener interacciones entre puros bosones correspondientes al grupo
Up(6) y bosones con un neutrén tenemos un término asociado al grupo Upr, (6) y ademds debido a que
SOpr,(6) = Spin(6) y ademés el espin del neutrén empezara a tomar relevancia por lo tanto nuestro

"El momento angular L de un ntcleo impar-par con simetria U(6) ® U(2) que pertenece a cada multiplete (71, 72). Para
N =2 and M =1 todos los niveles son dobletes con J = L + % con la excepcién de L = 0 de los cuales solamente J = %



44 Capitulo 3. Supersimetria Nuclear

Hamiltoniano general (3.21) adquiere el aspecto de

1. - N N A 1. - N A - A -
H = ai[(NV + Nz )(Ny + Nx +5) = Copge)] + a/i[(N” + Ny + Np)(Ny + Ne + N, +5) = Covge 6)]
+ (B4 8)C2505%, (6) + 7C25055, (5) + 0C2505 5, (3) + 0 Casu(2) (3.50)

con energias

E = aiN,+Nz—i)+a [N, +Ne —j+1)+k(j—k+1)]
+ (BHO)ZI(E1+4) + (B +2) + 22 +[r(r +3) Fo(re + 1))+ 6L(L+1)+ 8 T(J +1)
(3.51)

Aqui nuestro Hamiltoniano tiene mas términos que el caso anterior, tiene seis términos. El primer término
es el correspondiente a la interaccién puramente bosénica, el segundo término surge de la interaccion del
neutron con los bosones, el tercer término corresponde a las bandas energéticas que posee este tipo de
nicleo , el cuarto término corresponde al desacoplamiento de las energias de cada banda y el quinto
corresponde a la estructura interna del ntcleo, el momento angular correspondiente y el ultimo término
es simplemente el resultado de acoplar el espin del neutron extra.

(1,0) — (1,0) —
25T (3,0) — (2,1) —
E(MeV (0,0) — (2,0) — (0,0) —
3,01, (1,0,0) 2,1],(1,0,0)
1.0 } (1,1) —
(2,0) — (1,0) —
[2,1],(2,1,0)
05 |
(1,0) —
0.0 b (0,0)— U(6) ® U(2)
3,01, (3,0,0)

Figura 3.3:

Espectro de energfas de un nicleo impar-par con simetria U(6) ® U(2) para N = 2 and M = 1. Los ndmeros
cudnticos [Ni, Na|, (01,02,03) estdn debajo de cada banda , las etiquetas (71,72) estdn mostradas en la parte
izquierda de la banda. .

3.3.4 Simetrias dinamicas en nuicleos impar-impar

Esta estructura es las mas complicada de todas, es una combinacién de todos los casos interiores. Es
interesante notar que en cuestiones practicas para la determinacion de ciertos coeficientes que posee este
hamiltionano se determinan a partir de las estructuras anteriores. Aqui vamos a agregar dos fermiones
extras uno de protén [1]g_y otro de neutron [1]g, al par de de bosones [B].
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En los ntcleos con impar-impar tenemos un fermién de neutron M, = 1 y un fermién de proton
M, =1y ademds N, =N, —1 N, =N, — 1 la cadena (3.17) se reduce a

Ug, (6) ® Up, (6) &® UFV(IQ) &® Urp, (4)
1 ! ! !
W, —1] Wi —1] (1], (1]
D UB(6) ® Up, (6) ® Up, (2) ® Up, (4)
! ! ! !
[Nrr +NI/ -2 sz] [1]11 [1]1/ [l]ﬂ'
) Usy, (6) ® Up(2) ® Ur(4)
! ! !
[Nﬂ' +Nu_1_j7j_k7k] [1]11 [1]77
D SOBFF (6) ® SU}:;r (4) ® Up, (2)
! 1 1
(217 227 23) [1]77 [1]V
D) Spin(6) ® Upg,(2)
! !
(017 02, 03) [1]1/
D Spin(5) ® Up,(2)
! !
(71, 72) (1],
D Spin(3) ® SUFR,(2)
1 !
J S
D SU(2)
1
L
(3.52)
Por lo tanto la funcién de onda de un ntcleo impar-impar en el contexto supersimétrico adquiere la
forma:
(31,22, %3), (344) ;(01,02,03); (11, 72); J, 35 L) ’
Veamos ahora los acoplamientos asociados a este tipo de estructura. Para el primer acoplamiento.
del par de bosones [B] con el fermién extra de neutrén [1]r, tenemos
i=0 [N-2p®@[lp, =[N1,N2,N3] = [N-1,0,0lpr, © [N~-21,0]pF,
1=1 [N_371]B®[1]F,,:[N1:N27N3] - [N—2,1,0}BFV (&) [N_37270]BF,, D [N—3,1,1]BFV

Ahora si nos interesa es la reduccién de U(6) D SO(6) podemos utilizar los resultados anteriores
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31y —— (%%) - 31y —— (%%) -
L0 | (3h) — a2 LGiy gy — 201, (3
E(MeV o (%%) - L
(33) . (53)
o T HREER g4 -y
0.0 _(%%) o Spin(6)
[20],(553)

Figura 3.4:

Espectro de energfas de un nticleo impar-impar con simetria Spin(6) para N =1y M, = M, = 1. Los nimeros
cudnticos [N1, N2|, (01, 02,03) se muestran debajo de cada banda, las etiquetas (71, 72) son mostrados en la parte
izquierda de la banda .

UBF,, (6) D SOBF,, (6)

1 1
[NlaNZaN?)]BFV (21722723)BF,,
(3.54)
[N_17070}BF,, (N_1707O)7 (N—S,0,0)
IV —2,1,0

}BF,, (N7271a0)7 (N7370a0)

Ahora el siguiente acoplamiento importante es el acoplamiento de bosones con el par de fermiones® a

través de

SOgr,(6) ® SUgp.(4) D  Spin(6)sr

! ! ! (3.55)
(31,%2,%3) gp, ]r, (01,02,03) pp
de esta manera tenemos que
[£,0,085, @ (3,3, 5)E, = (01,02,08) g . = (E+3,5:3) @ (2~ 5.3,-3)
21,0055, ® (3,5, 3)P = (01,02,08) g, = (B=3,5,73) @ (2 -13,3—3)

Un ejemplo sencillo donde se puede ver este acoplamiento es el caso del nticleo 3% Auyq7. (Vease la
figura siguiente®)

8Recordemos que la representacion de un fermién en SU(4) en SO(6) es Msv@ = (%, %, %)SO(G)
9 Aqui tenemos tres bosones de neutrén B, = 3, un boson de protén B, = 1, un fermién de protén Fr = 1 y un fermién
de neutrén F, = 1 y asf podemos obtener N = Ny + Mz =2y N, = N, + M, = 4 por lo tanto N' =N, + N =6
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. 196 Au | .
22| Theory o~ LETWNTT Experiment
§ {52.1!2] g 3: {5:2,112)\
= : —* e —F \_z )
o2 =% o Nt /_
g :g _& (3r2302) 6\ it = ({3&1) —2 \1 A3232K ,
e21n) 4 —4 =1 (312, 1;2}/ 53'1 N = 1]
g | , a: {3,'2_12;2} \— 3- 41[:‘21ﬁ11:b — (3!"2 1(.1'2) E%::I
(217) <=1 ‘=1 w2 —= G3\ —fi]
AR <RI \_o
o (11212) —— %’_ RIS BiG1> (1,11,2)_.—1-
AR
[8.01<6,0> t

Figura 3.5: Comparacién entre el espectro de energias de niveles con paridad negativa de un niicleo impar-impar
196 A y el obtenido con la supersimetria U(6/12), ® U(6/4)-[28].

Figura 3.6 Caricatura del nticleo 796Au117 en el esquema supersimétrico.

El Hamiltoniano corresponde al caso general (3.21) el cual lo podemos expresar como
1, - NS - 1, - - - . .
H = ag[(Ny+ Na)(Ny + Np +5) = Covg ()] + @' 5 [(Ny + N + Np) (N + N + Ny +5) = Cov, )]
+  BC2505, (6) T B'Caspin(s) + VCaspin(s) + 0Caspin(s) + 0 Casu(2)

Aqui vamos a tener energias correspondientes a todas la interacciones posibles que pueda haber en
este contexto, debemos utilizar la forma: general de las energias (3.22)
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Tabla 3.7: Respresentaciones de las energfas méas bajas de un nticleo impar-impar donde N = N, + N
B BF, BF, BF

[NfQ*ivi] [NF+NV717jaj7kak] (21722723) (Ula02703)

W =20 W=1,0.0 V=100 (N-554)
W=33-3)
W =3,0,00 (NM=3,3.3)
W=33-3)
o210 W20 (W33 (W3-
W=33-3)W=3733)
W =300 W=333),N=33-3)
WV —-3,1] WV —2,1,0] (N=21,00 (M=3,3,3),N=-35,4,-3)
W=33-3)W=3733)
N —=3,2,0]
NV —3,1,1]
E = ail(Ny+ Nx—i+1)+a’ [j(Ny+ Ne+ Ny —j+ 1)+ k(j — k +1)]
+ BE1(S1 +4) + T2(B2 +2) + 23] + Bloi(o1 +4) + og(02 + 2) + 73]
+ A +3) + (e + D] +0J(J +1) + 0 L(L+1)

Los estados bases clasificados por [Ny, No], (X1, X9, X3), (01,02,03), J y L las cuales son las etiquetas
de las representaciones irreducibles de grupos bosén-fermién Up,. (6), SOpr,, (6), Spin(6), Spin(5),
Spin(3), y SU(2). En este caso el momento angular total esta representado como L=J+7% (L es
entero y J es semientero). La regién de los nicleos Os-Ir-Pt-Au donde el nicleo par-par de Pt se describen
bien con el limite SO(6) y el neutrén impar ocupan principalmente las paridades negativas de las orbitas
3p1/2; 3p3j2 ¥ 3f5/2- En la figura 3.5 vemos el espectro del nticleo 196 Ay,

3.4 Supersimetria en nicleos pesados

La dindmica supersimétrica nuclear tiene Hamiltonianos muy caracteristicos las cuales no se pueden
aplicar a todas las regiones de la tabla nuclear, sin embargo se han encontrado en varios niicleos evidencia
experiental que confirma la supersimetria en los nicleos [17, 29].

Especialmente en la regién de masas de A ~ 190 ha sido uno rica fuente de evidencia empirica para
la existencia de (super)simetrias en el ntcleo. El ntcleo par-par %Pt es el ejemplo estdndar que sirve
para el limite SO(6) del IBM [30].

Los niicleos con protén impar 11931y y 193:195 Ay fueron sugeridos como ejemplos de limite Spin(6)
[26], en donde el protén impar tiene permitido ocupar la 6rbita 2ds,, de la capa de protones 50-82,
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mientras que el par de ntcleos 00s - 191Ir, 19205 - 193y, 192Pt - 93 Au and '%4Pt - 9 Au han sido
analizados como ejemplos de supersymmetrias U(6/4) [31]-[32].

El nticleo con neutrén impar "°Pt, junto con '"4Pt, que fue estudiado en términos de una super-
simetria U(6/12) [33], en donde el neutrén impar ocupa las érbitas 3p; /s, 3ps/e ¥ 2f5/2 de la capa de
neutrones 82-126. En este casos el momento angular del neutrén se desacopla en un parte pseudo-orbital
con [ = 0,2 y una parte pseudo-espin con § = % Este esquema supersimétrico surge de la equivalencia
entre los valores del momento angular de la parte pseudo-orbital y de aquellos bosones del IBM.

El concepto de SUSY nuclear se extendié en el ano de 1985 para incluir los grados de libertad del
protén y neutrén [34].

En este caso los supermultipletes consisten de nicleos par-par, protéon impar, neutrén impar e impar-
impar. Los estudios espectroscépicos de niicleos pesados impar-impar son muy dificiles debido a la alta
densidad de los estados. Casi 15 anos después de la prediccién de la gama de los nicleos impar-impar
se ha demostrado experimentalmente que el espectro observado del nticleo '%6Au es sorprendentemente
similar a la tedrica [35]. En la actualidad, la mejor evidencia experimental de un cuarteto supersimétrico
esta proporcionado por los niicleos 19419Pt y 195196 Ay como ejemplos de una supersimetria U(6/12), ®

U(6/4), . Este supermultiplete se caracteriza por N =2 and NV, = 5.

# W

194, %3

80

192 5, *

194, *
78Ft1a

80914

194
soH9114

Figura 3.6: Posible multiplete supersimétrico en la regién Os-Ir. N denota el nimero total de bosones mas
fermiones. Los estados con dos, tres y cuatro pares nucleones no pareados estan exitados. Estos estan etiquetados
con una o dos asteriscos[25].

En este caso, el espectro de excitacion del cuarteto supersimétrico de los nicleos Pt y Au se describen
de forma simultanea por la formula de la energia

+8[21(51 +4) + T2(B2 + 2) + 23]
+ [01(01 +4) + o2(00 +2) + a§]
+o[m(m +3)+7m(rn+ D] +eJ(J+1)+nL(L+1). (3.56)
Los coeficientes «, (3, 7, d, € y 1 se han determinado en un ajuste simultaneo de las energias de exitacién
de los niicleos 194:195Pt and 195:196 Ay [28].
En la figura 3.7 siguiente presentamos una comparacién de los espectros tedricos construidos y

obtenidos experimentalmente. Quiero hacer énfasis que las bandas que estdn pegadas es una carac-
teristica del momento angular y estos se provienen de las reducciones de los (71, 72) (3.49, 3.30).
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Figura 3.7: Ejemplo de un cuarteto supersimétrico con una supersimetria U(6/12), @ U(6/4),[28].




Capitulo 4

Correlaciones entre reacciones de
transferencia de nucleones

4.1 Introduccion

En la Supersimetria Nuclear todas las funciones de onda estdn correlacionadas. Podemos observar
del capitulo anterior que en los niicleos par-par y los nicleos con neutréon impar tenemos coincidencia de
ntimeros cudnticos en los primeros niveles energéticos es decir en la parte baja del espectro de energfas.(Se
puede ver en la tabla 4.1). Estos sucede también para los nicleos impar-impar con protén impar. (Como
se muestra en la tabla 4.2). La diferencia estd en la manera en que estdn acoplados los bosones y
fermiones.*

En la Supersimetria Nuclear solo tenemos un Hamiltoniano para describir simultaneamente los espec-
tros de cuatro ntcleos, al igual que en el Hamiltoniano hay un solo operador para describir las transiciones
electromagnéticas, hay un solo operador para describir la transferencia de un protén y de un operador
de transferencia de un neutrén. Es decir tenemos una sola formulacién matematica que permite de-
scribir simultaneamente las propiedades de los ntcleos que conforman el cuadruplete supersimétrico.
Como consecuencia todas las funciones de onda estan relacionadas y tenemos la ventaja de tener datos
experimentales para su verificacién.

Esto nos permite estudiar correlaciones existentes entre diferentes reacciones nucleares, como es el
caso de transferencia de un neutrén y un protén. Por ejemplo si tenemos una reaccion nuclear donde hay
una transferencia de un protén a el nicleo 13°Pt cuyo estado final serd un nticleo 35Au (ver la figura
4.1), podemos notar que los primeros cudnticos entre 135Au y 13°Pt son idénticos. Lo que sucede es que
en la transferencia de un protén a un niicleo con neutrén impar 13°Pt;;; obtenemos un nicleo impar
impar $3%Au;;7 en donde comparten los primeros niimeros cuénticos en los primeros niveles energéticos.
Ahora por otro lado si tenemos otro proceso de transferencia de un protén a un nicleo par-par 13°Ptyq6
obtenemos un niicleo con protén impar 13° Auy 6 en donde también estos también comparten sus primeros
nimeros cudnticos en las energfas mas bajas (véase la tabla 4.1).

La tnica diferencia de estos 2 procesos de transferencia de protones es el acoplamiento que poseen sus
respectivos estados. Pero estamos describiendo todos estos ntcleos con el mismo formalismo por lo cual

1Por ejemplo en el caso de nticleos par-par y nticleos con neutrén impar estos comparten los primeros ntimeros cuanticos
(X1,32,%3), sin embargo para el caso par-par estos corresponden solo al acoplamiento de bosones de protén y bosones de
netrén denotado con un subindice B y en el caso de neutrén impar correspende al acoplamiento de este par de bosones con
un neutrén extra denotado con el subindice BF),, para el caso impar-impar y con protén impar en los nimeros cuanticos
(o1,02,03) correspondiente al grupo Spin(6) estos son diferentes hablando fisicamente, ya que en el caso con protén impar
el grupo Spin(6) no contiene informacién de un acoplamiento de un fermién de neutrén extra, en cambio en el impar impar
se tiene acoplamientos con los dos tipos de bosones y los dos tipos de fermiones denotado con BF.
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Tabla 4.1: Coincidencia de los nimeros cudnticos correspondientes a energias mas bajas en el contexto
de Supersimetria Nuclear en niicleos par-par y ntcleos con neutrén impar donde N = N, + N;.

Nucleos par-par

Nucleos con neutron impar

Ugp(6) SOp(6) Ugpr,(6) SOpF,(6)
W =il (31,%2,%3) | [N =4,j —k k] (31,%,%3)
[NV, 0] (N,0,0) NV, 0,0] (N,0,0)

(N —2,0,0) (N —2,0,0)
N —-1,1 (N -1,1,0) N —1,1,0] (N —=1,1,0)
(N —2,0,0) (N —2,0,0)

Tabla 4.2: Coincidencia de los nimeros cudnticos correspondientes a energias mas bajas en el contexto

de Supersimetria Nuclear en niicleos impar-impar y nicleos con protén impar donde N = N, + N.

Nucleos impar-impar

Nucleos con proton impar

(NI
~—

SIS
~—

UBF,,(6) SOBFU(G) Spi’l’L(G) UB(G) 503(6) Spin(6)

Wi+ N, —1—j4,5—k k] (21,%2,83) (01,02,03)pp W —1-i,i (31,%2,%3) (01,02,03)pp
— _ 111 — — 111
W —1,0,0] (N —1,0,0) Eﬁf/—gzi:i)%) W —=1,00 (N —1,0,0) g%_iji:i)%)
(N737070) (Niéa%7%> (N73:070) (N7%7%7%>

W—=3.3-32) W=32-3)
JY 15 e NS 1R
EN—g%’—i; éf\f—g?lf
(w551 w-51)
(N_37070) gN_§a§7;> (N_?’vovo) (N_%a%7§)
N 2020 (N 2020

matematicamente se puede hallar correlaciones entre estos dos procesos de trasferencia.

Para la transferencia de un neutrén es un poco més sutil, porque aqui tenemos una correspondencia
entre los nimeros cuanticos de un nicleo inicial y un nicleo final. El estado base inicial y el estado
final tiene los mismos nimeros cudnticos e igual para los estados exitados. El la transferencia de un
neutrén a un nicleo par-par %g‘lPtHG a un nucleo con neutrén impar %SE’Ptln y también para el caso de
la transferencia de un neutrén entre el nicleo con protén impar 3°Pty16 y el micleo par-par
la figura 4.1). El cual puede ser un decaimiento beta , donde cambiamos un neutrén por un protén.

Ya que estamos hablando de los mismos neutrones y protones debe haber una correlaciéon entre este
tipo de reacciones. Por lo menos en la parte que involucra el elemento de matriz nuclear porque estamos
hablando aqui del mismo neutrén y mismo protén de de las dos reacciones diferentes.

Cuando tenemos reacciones nucleares entre elementos de dos cuartetos supersimétricos podemos
también encontrar correlaciones entre ellos, como es el el caso transferencias de nucleones para los casos

196

Auyq7(ver
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Figura 4.1: Ejemplo de posibles transferencias de nucleones dentro de un cuarteto supersimétrico con una
supersimetria U(6/12), ® U(6/4)~[28].
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La Supersimetria Nuclear describe simultaneamente cuatro nicleos de un cuarteto supersimétrico por
lo cual hay correlaciones fuertes entre las funciones de onda , tenemos un solo operador para describir
las transferencias y si hay correlaciones entre los observables?, obviamente sus elementos de matriz estdn
correlacionadas. El asunto es si podemos derivar analiticamente este hecho y es aqui donde entra el
concepto de F-spin.

Se puede calcular estos elementos de matriz y obtener expresiones en términos de los niimeros cuanticos
de los estados, ésto lo veremos mas adelante en detalle. Pero algo importante de estos calculos analiticos
es que habiendo una reaccién de transferencia entre dos nicleos y otra reacciéon entre otros dos nicleos
podemos mostrar analiticamente otras correlaciones, se puede extender este tipo de correlaciones en otras
reacciones como el que hemos visto entre dos cuartetos supersimétricos en donde la diferencia esencial
entre ellos son dos protones. En este caso hay una correlacién fuerte entre los nimeros cuanticos. El
problema que aqui se presenta es que los nicleos no son estables y es dificil hacer los experimentos.

En resumen podemos decir que en la Supersimetria debido a que se tiene un solo conjunto de op-
eradores del Hamiltoniano que describen los espectros de probabilidad de transicién o transferencia lo
relevante es que las propabilidades de estos elementos de matriz pueden ser obtenidos justamente con la
ayuda de un factor que multiplica a los elementos de matriz . Esto nos da una herramienta para exponer
las correlacidnes. Sabemos bien que todo esta correlacionado porque los cuatro ntcleos son miembros
de un supermultiokete entonces las funciones de donda estan correlacionadas, el asuanto aqui es derivar
explicitamente estas correalciones, es decir la probabilidad de una reaccién en términos de la otra reaccién
multiplicada por un factor, en donde este factor depende de como estan acopladas las funciones de onda
y esto se puede a través del formalimo del F-Spin.

4.2 F-spin generalizado
El uso de los métodos tedricos en teoria de grupos para el andlisis de sistemas mecanicos-cuanticos ha

sido una herramienta valiosa en términos de otorgar nuevos panoramas de los sistemas fisicos dentro de la
naturaleza y en términos de sus célculos practicos. El uso de las simetrias de los grupos en la estructura

2Me refiero a la similitud de las energias mas bajas de los espectros vistos en términos del momento angular y paridad.
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nuclear, ha tenido una gran historia, comenzando desde el trabajo pionero de Wigner y el uso de U(4)
en la descripcién de la invariancia del spin-isoespin de los nticleos ligeros [36].

Muchas de las aplicaciones se han ido desarrollando desde entonces, entre ellas podemos mencionar
aqui el trabajo de Racah [37] sobre la clasificacién del espectro complejo y el de Elliot[38] sobre las
propiedades rotacionales que posee el nticleo y su conexién con el dlgebra de SU(3). Hay varios libros que
tratan este tema incluyendo uno de Moshinsky [39]. Recientemente ha surgido un interés en las técnicas
a través de simetrias donde han sido desarrolladas dentro de modelos de la estructura nuclear, como el
modelo de bosones interactuantes [40].

Este modelo originalmente fué desarrollado para dar una simple descripcién de las propiedades de los
nucleos par-par. Muchos de los aspectos tedricos del IBM nos regresan a aquellos desarrollos del modelo
colectivo del niicleo introducido por Bohr y Mottelson [41]. De hecho, una forma explicita y completa
de la determinacién de los estados caracterizados por U(5) D SO(6) D SO(3) fué dado por Moshinsky
y algunos colaboradores [42]. Muchos de esos desarrollos, las técnicas algebraicas de la teorfa de grupos
ha jugado un papel importante en la descripcién de la estructura nuclear. Ademds han surgido nuevos
conceptos desde aquellas investigaciones, tales como, IBM-2, IBM-3, IBM-4 , Piel de Neutrén (Neutron
Skin) y la Supersimetria Nuclear, las cuales predicen propiedades de diferentes nticleos.

Dentro de esas teorias, se tuvo que desarrollar nuevas técnicas analiticas, cuyo caso es el de F-spin.
Esta técnica fué introducida en el modelo IBM-2 [43], que nos permite distinguir los bosones de neutrén
v los bosones de proton. La existencia de dos tipos de bosones nos ofrece la posibilidad de asignar un
ndmero cuantico a ellos, el nimero cuantico F-spin, F' = %, estos bosones pueden tener dos posibles
estados, My = —Q—% para protones y My = —% para neutrones [44].

La formulacién tedrica del F-spin esté definida por la reduccién

U12) o U®B) @ U_2)
! ! | (4.1)
[N] [N —i,i] [N —4,i]

con F' = %N — 1.
La estructura matematica del F-spin es enteramente similar al isoespin. El algebra SU (2) del F-spin
el cual es un subalgebra de U(2) donde (4.1) puede definirse por el operador diagonal F, = %(N7T - N,)

y los operadores escalén F que transforman los bosones de protén a bosones de neutron y viceversa.
El significado del F-spin y el isoespin es diferente; sin embargo, el mapeo del modelo de capas hacia
el IBM-2 con la simetria del isoespin no necesariamente lleva al F-spin conservar el Hamiltoniano. Las
correlaciones entre las diferentes reacciones de transferencia pueden ser derivadas por la generalizacién
del concepto del F-spin que fué introducido en el modelo neutrén-protén del IBM [44]. Los eigenestados
U(6/12), @ U(6/4), de la supersimetria estan caracterizados por la representacién irreducible de las
cuales surge del acoplamiento de los tres diferentes representaciones U(6) , [IV,] para boson de neutrén,
[Nz] para el boson de protén y [N,] para el momento angular pseudo-orbital del neutrén impar. En
la formulacién del F-spin generalizado, nosotros vamos a asignar un ntumero cuantico adicional a los
1

bosones, la hypercarga, en donde le pondremos ¥ = z.

Una manera comun que se estudia la estructura nuclear es a partir de colisiones entre particulas. Dado
un nucleo un blanco y a este se le colisiona otra particula para ver sus estados exitados y de esta manera
determinar sus espectros, podemos entender en otros términos que el nicleo sufrié una transferencia de
particulas. Ahora en nuestro contexto de la supersimetria nos interesa hallar las probabilidades de que
un estado cambie a otro estado bajo una transferencia de nucleones , para ello es necesario encontrar
unos los valores que surgen en el estudio algebraico de los estados que intervienen en la transferencia
de nucleones asociados al problema estos los llamaré factores isoescalares, que pueden entenderse como
la generalizacién de los coeficientes de Clebsch-Gordan en el grupo SU(3). Nuestra generalizacién del



4.2. F-spin generalizado 55

concepto de F-spin generalizado parte de la cadena

U(18) > U(6) ® U(3)
l l ! (4.2)
[N} [N7j>j7k7k} [ijmj*kvk}

donde vemos que hay N particulas asociadas al grupo U(18) , su estado correspondiente es simétrico
por lo tanto como U (3) tiene estados con las representaciones [N — j, j — k, k] estos también son simétricos
por lo cual para U(6) sus representaciones también deben ser simétricas a si a U(6) le corresponden
[N —j,7 —k,k]. Aqui los estados correspondientes a los grupos U(3) y U(6) poseen tres nimeros
[N —j,j — k, k] que pueden ser utilizados como los mismos nimeros utilizados al comienzo de esta dis-
cusidn, de esta forma es 1til utilizar solo el grupo U (3) para poder determinar esos coeficientes isoescalares.
Una vez que hemos notado que el grupo U(3) es el mejor candidato para continuar con nuestra investi-
gacién utilicemos el hecho que el grupo U(3) podemos encontrar una cadena que nos describa con méas
detalle lo que sucede con esos tres niimeros.

La estructura general de los estados las cuales intervienen tranferencia de nucleones tiene la forma:

[[N], [Nz]; [Ny + Nx — 4,1, [N,); [Ne + Ny + N, — 4,5 — k, k], @) (4.3)

El namero a que hemos puesto en el estado son los niimeros cuanticos restantes tal como los acoplamien-
tos con el espin del neutrén y los demas niimeros cuanticos. Esta secuencia de acoplamientos puede ser
descrita a través de el grupo principal de tres dimensiones U(3) de la ecuacién (4.2), el cual puede ser
reducido a

U(3) S5 SU@B) o [SU@R) S S0@2)] @ U().
! ! ! ! ! (4.4)
[N_jaj_k’k] ()\,,U,) r Fz Y

Esta cadena nos permite expresar los estados que tegan la represetaciéon [N — j,j — k, k] a través
de (A, ), F,Y donde es exactamente aqui donde introducimos nuevos ndmeros cudnticos para denotar
nuestros estados en la reduccién U(3) D SU(3) D SU(2)®@U (1) vemos que al grupo SU(3) le asocaciamos
dos nuevos ntmeros (A, i) , y en la reduccién D SU(2)@U (1) tenemos dos nimeros F, Y que me permiten
expresar los estados, es aqui donde utilizamos el F-spin como niimero cuantico que me permita representar
los estados que estamos interesados. y para Y el nimero cudntico hypercarga. De esta forma el cambio
de base al espacio de F-spin generalizado

IINT; (A, ), FL P2, Y, o) (4.5)
estara dado por las reglas®
N = N,+N:+N,
AMp) = (Nu+Nz+N,—2j+k,j—2k)
F = L(N,+ N —2i) (4.6)
F, = %(Nﬂ - NV)
Y +(N, + Nr —2N,)

Veamos ahora la correspondencia del espacio de F-spin generalizado para cada uno de los casos de
los nicleos supersimétricos. Para un nicleo par-par donde j =i y k = 0 se tiene el estado

30bviamente el estado general en el espacio F-spin geralizado donde intervienen reacciones nucleares tiene la forma:
[[N]; (Ny + N + Ny — 25 + k,j — 2k) , (N + Ny — 2i), (N — No), 3(Nx + Ny — 2N,)).
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VL], INGD NG + Ny —i,1), ) (4.7)

En los nicleos par-par no se tienen fermiones extras de manera que M, = M, = 0 de esta manera
N, =N, y N = N, esto nos permite construir los estados |(A, u), F, F.,,Y) correspondientes donde el
cambio al F-spin generalizado para un niucleo par-par esta dado por

N = N, +N;

()\’:u’) = (NV +N7T_2ivi)
F = LN, +N;—20)
Y = N 4N

Cabe mencionar que en situaciones particulares el acoplamiento de los bosones y fermiones se expresan
a través de N, = N, + M, y N = Ny + M,.* Si estamos ahora interesados en la transformacién que
tendra los nicleos con protén impar este posee de nuevo j =i y k = 0, ademdas no tenemos fermién de
neutrén M, = 0 pero ahora si tenemos un protén extra M, = 1 tenemos Ny = N — 1y N, = N, de
esta manera el estado tiene la forma:

V], NG — 1 NG + N — 1=, ], @) (4.9)
donde el cambio al F-spin generalizado para un nticleo con protén impar esta dado por
N = N,+N:—-1
Nu) = N+ Nz —1-—2i,4)
F = (N, +N;—1-20) (4.10)
P = LNe—N,—1)
Y = (M A+N-1)

Si vamos por el siguiente caso, el de un ntcleo con neutrén impar ahora vamos a tener un fermién
extra de neutrén M, = 1 pero ahora no tenemos un protén extra M, = 0 por lo tanto N, = N, y
N, = N, — 1 pero cuando tenemos un neutrén extra por cuestiones de estructura matemdtica tenemos
que representar el acoplamiento del fermién extra de neutron N, = 1 en el acoplamiento de bosones
ademds j y k pueden ser distinto de cero, de esta forma el estado del nticleo con neutron impar

|[Nu - 1]3 [Nﬂ'k [Nu +N7T -1 Z»Z][l]pv [N’u +N7T - .77] - ka k]704> (411)
donde el cambio al F-spin generalizado para un nicleo con neutrén impar esta dado por
N = N,+MN;
\p) = My +Nz—2j+k,j—2k)
F = LM +N;:—1-20) (4.12)
F. = fNz—=N,+1)
Y = LM +N;-3)

4Una manera sencilla para recordar la transformacién de los niimeros cuanticos (), i) es asignarle un nimero a la posicién
Ny = N —j, No = j —k, N3 = k de esta forma (A, u) = (N1 — N2, N2 — N3). En aplicaciones de la fisica nuclear estos
nimeros comtinmente suelen ser [N1 — N2, No — N3] = [N,0,0] [N1 — N2, N2 — N3] = [N, 1,0] el cual corresponden a los
casos simetricos con ¢ = 0 y no simetricos ¢ = 1.
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se puede notar que los nimeros que tomaremos para hacer el cambio de base al espacio de F-spin
generalizado corresponderan a los pertenecientes del ultimo grupo donde se hace el acoplamiento de el
par de bosones con el fermién extra de neutrén BF,, que para el caso de un ntcleo con neutrén impar
son las etiquetas que pertenecen al grupo de simetria SOpgp, (6). Uno puede preguntar que sucede con
las etiquetas restantes de las cadenas subsecuentes de la estructura matemadtica de este nicleo (véase
la cadena 3.47). Como es el caso de la etiqueta del grupo Up,(2) acoplado con este SOpp, (6) en su
reducciénes SOpFr, (5), SOpr,(3) y SU(2). Lo que se puede decir es que efectivamente estas reducciones
nos da informacion de la estucutra de los espectros y de la estrucura interna asi como el efecto del espin
del neutron con el acoplamiento de los bosones. Pero hasta ahora solo nos quedaremos a esta escala ya
que como hemos visto anteriormente estos nimeros se repiten en algunas combinaciones de nicleos como
mencionamos al principio de este capitulo por lo cual podemos hacer esta aproximacién de omitirlos en
la escritura de los estados. Es aqui lo novedoso de este modelo que estamos construyendo. Finalmente
para un nucleo impar-impar siendo el caso mas general se tiene el estado

[NV, = 1), Ne = 15 [Ny + N =2 —4,4], 1] 55 [V + N = 1 — 4,5 — k. k], @) (4.13)

donde el cambio al F-spin generalizado para un nucleo impar-impar esta dado por las reglas

N = N +N;-1

Ap) = Ny +Ne—1-2j+k j—2k)

F = LWN:+N, —2-2) (4.14)
F. = f{(Nz—M\,)

Y s(Nz+ N, —4)

de esta manera ya tenemos la estructura de todos los estados en donde intervienen reacciones de
transferencia.

Como habiamos visto en el capitulo tres la Supersimetria nos permite conocer la estructura de los
espectros de ciertos nicleos asi como conocer sus energias de exitacion y ademds este formalismo nos
provee una herramienta 1til para investigar reacciones de transferencia de nucleones. Que son reacciones
nucleares que con fortuna se tiene evidencia experimental. Las simetrias dindmicas son expresiones
cerradas, el cual nos permiten derivar energias con ayuda de las reglas de selecciéon ademas es posible
obtener intensidades electromagnéticas asi como reacciones de transferencia en donde aqui aparecen en
forma explicita los factores isoescalares que hemos estado desarrallando en este texto. Estos son una
consecuencia de los acoplamientos de los elementos que intervienen en la descripcién matematica de las
transferencias de particulas.

En el contexto de fisica nuclear en el laboratorio se puede medir la intensidad de reacciones nucleares.
Como la fuerza espectroscopica de la transferencia de dos nucleones el cual constituye una prueba fuerte
para encontrar correlaciones de dos nicleos en las funciones de onda nucleares de onda.

El estudio de Supersimetria Nuclear nos lleva a tener un conjunto de expresiones analiticas cerradas
asociadas a razones de factores espectroscopicos. Estas razones son parametros independientes las cuales
proporcionan un prueba directa de las funciones de onda.

Una importante herramienta para el estudio de los niticleos son las intesidades de las reacciones de
transferencias de nucleones. Estas sintesis nucleares son fuertemente exotérmicas. Si nos interesa saber
cuales transferencias de particulas son las mas relevantes veamos cuales reacciones de transferencia son
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Tabla 4.3: Estructura algebraica de la funcién de onda

F-spin

F-spin Generalizado

Up,(6) ® Ugp,(6) D Ug(6)
! ! !
[N,] [N] [Ny + N, — i, 1]

HNVL [Nﬂ]§ [N - Zlvﬂva>

U(2) > U®6) © U@

1 ! 1
[N] [N —1i,i] [N —i,1i]
U(2) oD SU((2) D S0(2)
! ! l
[N —i,i] F F,
[[N]; F\ F, o)
N =N, +N,
F =1(N; 4+ N, — 2i)
Fz - %(Nﬂ' - NZ/)

UB,,(G) ® UBW(G) & UFV(G)

! ! !
[N.] [N (N,]
D Up (6) ® UFv (6) D UBF,, (6)
! ! !
[Nﬂ—"_NV_i?Z']] [NP] [N_j7j_k7k}

|[Nu]> [ka [Nu + N7r - ivﬂ’ [NPL [N 7.7‘7.7. - kvk] ,a)

U18) o U(6) ® U(3)
! ! !
[N] [N_jvj_kvk] [N_jvj_kvk}
UB) o SUB) o (SU@R) S SO0@2) © U(1)
1 1 1 1
(A ) F F, Y

[INT; (A, ), By F2, Y )

N=N;+N,+N,

Clebsch-Gordan SU(2)

Factor Isoscalar SU(3)

<F17FZ1;F27FZ2|F7FZ>

SUF(Q) D) SOFZ (2)

()‘27“‘2) ()‘7#)
R.Y, | FY

)

()\17N1)
Fl,Yl

SU(3) > SU2) ® U(1)
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mas légicas desde el punto de vista fisico. Si tenemos la siguiente configuracién

v v
193 194 193
75 Ptiis «— "Ptiie — 7:°Ptuir
af a’d
N,=5 N,=5 N,=4
Np=2 Np=2 Nyp=2
M, =1 M, =1

podemos observar que al el nicleo par-par 124Pti16 le podemos transferirle un neutrén y obtenemos un
nicleo con neutrén impar, sin embargo el mecanismo matematico asociado a este proceso seria eliminar
un bosén de neutrén y afiadirle un fermién de neutrén este proceso serfa a través del operador ab. Por
otro lado en la otra direcciéon podemos crear un fermién de neutrén y obtener el otro isétopo. Cabe
senalar que este enfoque es el que se maneja en la Supersimetria. De esta manera las tranferencias que
podemos hacer son transferencias de un neutrén, un protén y dos protones.

Como vimos en el comienzo del capitulo 4 los nicleos pares-pares y los niicleos con neutrén impar
estan correlacionados ya que estos comparten los mismos nimeros cudnticos a energias bajas y ademds
la relacién entre ellos es que a un ntcleo par-par le falta un neutrén y de esta manera justamente aqui
podemos hacer un transferencia de un neutrén a nuestro ntcleo par-par . Considerando N = N, + N
tenemos la transferencia

C1 = (N, INGL IV — 1= 4,d'), [1]u; & |PD| [N, ING]: IV — i, d]; ) (4.15)

aunque claro podemos tener el caso de quitar un neutrén al nicleo con neutron impar y obtener un nicleo
par-par usando su correspondiente operador. Donde «, o’ denotan los niimeros cudnticos restantes de los
estados supersimétricos vistos en el capitulo 3. Por otro lado de la misma manera se necesita transferir
un neutrén a un nicleo con protén impar para obtener un nicleo impar-impar siendo

CQ = <[Nu - 1]7 [-/V;r - 1]5 [Nf 2- i/ail]> [1],,;O/|Py(j)|[./\/y], [Nw - 1]; [Nf ivi];a> (4‘16)

la otra transferencia que puede haber. Aqui también se puede tener el caso contrario de quitar un neutrén
del nicleo impar-impar y obtener un nicleo con protén impar
La magnitud utilizada para medir estas transferencias es la intesidad de la reaccién de transferencia[45]
definida como ‘
Lo, Ji — ag, Jy) = lag, 5| P o, I, (4.17)

donde a; oy denotan los niimeros cudnticos de los estados iniciales y finales necesarios adicionales hasta
Ji, J5 que caracterizan los estados tnicos. La fuerza espectroscépica esta definida como

J(Oéi,Ji_’anyf): I(Ozi,,]i—>04f,]f) (4.18)

1
2J; +1

Estos valores espectroscopicos en este contexto ya fuerén calculados [45] sin embargo dentro del
contexto de F-spin generalizado son efectivamente los que estamos calculando en este trabajo.

4.3 Reacciones Nucleares

Las reacciones nucleares relevantes en este contexto Supersimétricos son aquellas que pueden haber
entre los nucleos de un cuarteto supersimétrico. Unicamente nos vamos a enfocar en reacciones nucleares
donde intervienen transferencia de particulas. Las tranferencias de estas particulas pueden ser bosones o
fermiones. El interés a futuro es encontrar nuevos cuartetos supersimetricos para asi poderlos estudiar.
Ademaés con el avance tecnoldgico cada vez se tiene méas informacion experimental el cual se puede estudiar
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Tabla 4.4: Numero de bosones y fermiones de los cuartetos supersimétricos de los nicleos Pt-Au y Os-Ir.
Ndcleo N, M, N, N, M, N, Nicleo N, M, N, N, M, N,

P2%Ptie 2 0 2 5 0 5 120s4 3 0 3 5 0 5
WPty 2 0 2 4 1 5 10s;;17 3 0 3 4 1 5
PAue 1 1 2 5 0 5 By 2 1 3 5 0 5
6Au;,, 1 1 2 4 1 5  Pryy, 2 1 3 4 1 5

y comparar con las teorias actuales, por ejemplo los datos més actuales de la reaccién de tranferencia
polarizado (7,@) nos ha dado informaciéon nueva crucial acerca de la percepcion de la estructura del
espectro del nticleo "*Ir el cual nos lleva a cambios significativos de la asignacién de los niveles en com-
paracién con los primeros trabajos [46]. Los trabajos mds recientes [47, 48, 49] tienen nuevas asignaciones
que van de acuerdo con la estructura del niicleo impar-impar ' Au. Siendo aun la naturaleza compleja
de los espectros de los niicleos impar-impar hay al menos correlaciones uno a uno entre los experimentos
y los esquemas teéricos[50]. La buena descripcién del niicleo impar-impar '**Ir nos abre la posibilidad de
identificar un segundo cuarteto de nicleos en la regién A 190 con una supersimetria U, (6/12) @ U, (6/4).
Las relevantes capas cerradas son Z = 82 para protones y N = 126 para neutrones . Por ejemplo en el
cuarteto de los niicleos 194195Pt y 196,196 Ay e tienen que para el nicleo par-par %g‘lPtuG el nimero de
bosones son N, = (82—78)/2 =2y N, = (126—116)/2 = 5. No hay nucleones impares asi M, = M, = 0.
Para el nicleo con neutrén impar %§5Pt117 hay 9 neutrones de valencia el cual nos da N, = 4 bosones
de neutrén y un neutrén no pareado M, = 1. Los isétopos de '?®Au tienen 3 protones de valencia y por
consecuente tiene N, = 1 bosén de protén y M, = 1 protén no pareado. Este cuarteto supersimétrico
de nticleos estan caracterizados por N, = N, + N, = 5y Ny = N, + N, = 2. De esta manera vamos
a tener una serie de nimeros para posteriormente poder describir los estados asociados a cada nucleo
particular. Podemos ver estos niumeros en la tabla 4.4. Debido a que los ntcleos que pertenecen a los
cuartetos supesimétricos son descritos por un solo Hamiltoniano entonces las funciones de onda, las tazas
de transferencias estan fuertemente correlacionadas.

Figura 4.2: Posibles correlaciones entre los dos cuartetos supersimétricos bajo reacciones de transferencia de uno
y dos nucleones, como es el caso de dos protones entre los dos cuartetos supersimétricos.

195 196 193 194

79 Auyg 79 Auggr 77 Irii6 «— 77 Ir117
194 195 I 192 I 193 I

78 Ptite  «—  73°Ptiir 76 Os116 < 75 Os117

Si consideramos el caso de reacciones de transferencia entre los ntcleos 9419Pt y 192:1930s, Los
nucleos Pt y Os estdn conectados por reacciones de transferencia de un neutrén dentro del mismo cuarteto
supersimeétrico 9Pt « 9Pt y 1920s « 1930s, donde las transiciones entre los niicleos Pt y Os participa
la transferencia de un par de protones entre los diferentes cuartetos '94Pt < 1920s y 9Pt «» 1930s,
como lo muestro en la figura 4.2.

4.3.1 Caracter tensorial de los operadores de transferencia

Para poder continuar con nuestro analisis de las reacciones nucleares en el contexto de supersimetria
nuclear necesitamos saber expresar de la manera mas sencilla el proceso de transferencia en términos
matematicos. Para ello los operadores que vamos a utilizar deberan tener la misma estructura algebraica



4.3. Reacciones Nucleares 61

como los estados supersimétricos que hemos estado manejando. Principalmente vamos a tener operadores
de creacion y aniquilacién pero de bosones s y d y fermiones p en donde estos tendran asociados también
etiquetas correspondientes a los grupos de simetrias.

U6) > SO(6) > SO() D SO@B) > SU(2)

Operador  [N] (01,09,03) (11, 72) L J (1.19)
19
Shxp 1] (100) (00) 0 1
di .y 1] (100) (10) 2 3,2

El trabajo de construir los mejores operadores asociados a las reacciones nucleares que se llevan a
cabo en el laboratorio, en si no es una tarea facil pero si se puede. El problema esencial que uno se pre-
senta al momento que se construyen los operadores es que existen superposiciones de estados disponibles
para construir un operador es decir, al momento que tenemos los acoplamientos de las representaciones
irreducibles que asociamos a los operadores estos poseen multipletes y el problema es cual de ellos es el
mas conveniente elegir, por ejemplo si queremos construir un operador que me convierta un boson de
neutron en un fermién vamos a tener

(100), ® (100), = (200) & (110) & (000) (4.20)

donde estos poseen las siguientes posibles representaciones

(0’1,0’270'3) (7'1,7'2) L
(200) (20) 4,2
(10) 2
(00) 0 (4.21)
(110) (11) 3,1
(10) 2
(000) (00) 0

Y como vemos hay varias configuraciones para construir un operador con esas caracteristica de con-
vertir un boson en un fermion.

Sin embargo en la préactica cuando tenemos datos experimentales de algun proceso de transferencia
se posee informacion de momentos angulares que estdn presentes en las reacciones nucleres, esto nos
permite tener reglas de seleccién que nos permite construir el mejor operador de transferencia asociado
al experimento. Aqui surge el interés de construir un mecanismo tedrico que nos permita desarrollar este
proceso de seleccién a primeros principios que por cierto si hay esfuerzos para tratar ese tipo de problemas
tedricos. Quiero ahora continuar con el ejemplo anterior de construir un operador que me convierta un
bosén de neutrén en un fermién. La manera mas natural de expresar estos operadores son a través de su
forma tensorial

Ty = (dxa))§) = Y @mijma|lIM)dy,al,,, (4.22)

may,msa

Tomemos la configuracién més sencilla de (4.21), este seria un caso fisico en donde si tenemos un niicleo
como blanco y si al momento que hago la reaccién nuclear, el nicleo resultante tendra el mismo momento
angular que el orignal, digamos momento angular cero y ademds supondremos que ambos ntcleos estan
en sus estados bases, no exitados es decir las repesentaciones irreducibles asociados a el grupo SO(5) son
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cero también, de esta manera escribiendo el operador tendra la formas:

(000) _ [(100) (100)
To0)00 = [Tl’ x Tp }

(000)

(00)0

=S < (100) (100) ' (000)

- ((Tl,ngé;rn/ (Tl,Tg)L (T{,Té)[/ (00)0
T1/, T2/ m

100 100
) (Lm. L 0.0T(, ITE, (0

(71,72

(4.23)
debido aque 7o =74, =0, 71 =0,1y L =0,2 tenemos

(100)  (100)

(000) (000)
T(OO)OO - ZmT:O,1< (7.7 0)27. (T, 0)27,

(00)0

100 100
> (2r,m, 27, —m|0, )T, (TGS ()
(4.24)

podemos notar que aqui aparecen unos factores de la forma:

(2000 (300) (100) | (o10203)
(010205)(T172) (7-7 0) (T,a 0) (7—17—2)

estos son también son factores isoescalares, en donde utlizando el lema de factorizacion al factor isoescalar
de la ecuacién (4.24) obtenemos

100)(70) _(70)27 100 100 000 70 70 00
- () (| (2 ] o )

y estos tienen los valores [29]

(000)(00) "(00)0 = 6
_q 10010 102 _ (4.25)
T= C(000)(00) Mooy = —

=0 C(100)(00) (0000 1

[N}

de esta manera tenemos el operador asociado a esta reaccion nuclear es

000 17 0 ~ 0
T((OO)())() = NG [(Svs;&)é = \/g(dud;)é )} (4.26)

los superindices representan el correspondiente acoplamiento con L y el subindice corresponde al acoplamiento
M que escrita de otra forma

000 1 ~ 5 o
T — %@000\00)5”5; - \@ [(Qm, 2 m|00>dyd;] (4.27)

El estudio de este tipo de reacciones de transferencias de un nucleén en el contexto de supersimetria
nuclear fué desarrollado principalmente por R. Bijker y por F. Iachello [45] .

4.4 Operadores de Transferencia en el F-spin generalizado

En esta seccién vamos a introducir los operadores que usualmente son utilizados (véase la tabla 4.5).
Sin embargo en el contexto de F-spin generalizado tenemos que determinar el cardcter tensorial de estos
operadores para posteriormente asi poderlos utilizar. Los valores que tendran los operadores de creacién
y aniquilacién en el F-spin generalizado estaran dados como se muestra en la tabla siguiente®.

5La derivacién de los valores de estos operadores se pueden ver en el apéndice A.8.
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Tabla 4.5: Operadores de creaciéon y aniquilacién en el F-spin generalizado.
(\p) F F, Y

(L0 3 5 3
o, (LO) 5 -3 3
aj, (1,0) 0 0 -2
be (0 3 -3 -3
b (0D 3§ 3
a (0,1) o o 2

Sin embargo si nos interesan exactamente los operadores asociados a las transferencias de nucleones,
tenemos que construir los operadores de transferencia de un neutrén, un protén, dos protones y dos
neutrones. De esta manera obtenemos

Tabla 4.6: Operadores de transferencia en el F-spin generalizado.

Transferencias ~ Operador (A\,pu) F F, Y
1) Neutron alb, (1,1) % % 1
al (1,0) 0 0 -2

a, (0,1) 0 0 2

bia, Ly L -1 1

2) Protén alb, (01 L -1 -1
blax (Lo + 1 1

3) Dos protones bl (1,0) % % %
e O 3 -

4) Dos neutrones bl (1,0) % 7% %
b, (0,1) % i -1

de esta manera ya tenemos todas las herramientas para poder comenzar con nuestros calculos de las
reaccciones nucleares.
Por ejemplo considerando la transferencia de un par de protones entre dos cuadrupletes supersimétricos

NNz — NNz +1

considerando el caso particular que nuestro estado inicial tenemos un nicleo con neutrén impar donde
N, =N, —1y N, =N, el cual le transferimos un par de protones con el operador de creacién s;fr, de
esta manera vamos a tener el estado final con N, = N, — 1y Ny =N, + 1 ademis N = N, + N el cual
puede ser representado esta tranferencia de la formas:

Cr = (Vo = 1INz + 1] V(L] IV, allsE IV, = 1ING] IV = 1][L,); Vo) (4.28)

ahora escribiendo la ecuacién anterior en la base de F-spin segun las ecuaciones (4.12) y ademds el

L . 1,0) _ .
operador de creacién en la base F-spin se representa como sf = Ti 1 ;) asf tenemos®

223
N Np—Ny+2 N2 N1 N,—N,+1 N3
T2 2 3 223 2 2 3

(1,0)
7O‘||T1;i||(-/v70)7 )
6Podemos ver en méas detalle los cilulos de este ejemplo en el apéndice (A.11).

Ci = (N —1) L) (4.29)
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Si utilizamos el teorema de Wigner Eckart obtenemos

N0 1,0 N-1,1 ,
o = <N,1 Rl T (; " A(/FW )% ><<N—1,1>a|\|T“’°>|u<N,o>a>

(4.30)

Por otro lado, si tenemos otra reaccién nuclear donde se transfera un boson de protén a un nicleo
par-par , este proceso lo escribimos de forma analoga al caso anterior

Oy = (NN + 1 IV, La|sE AL NG [V]e) (4.31)
utilizando las transformaciones correspondientes de las ecuaciones (4.8) obtenemos
N+1 N =N, +1 N+1 N N =N, N
Gy = (W = 1,1), 5=, TR0, T ) (432)
2 2 3 223 2 2 3
utilizando de nuevo el teorema de Wigner Eckart
N,0 1,0 N-1,1
= (w80 e | e RO s )00 - L aliTO OV, 000 439
27 73 27273 2 2 » 3
utilizando (4.30) y (4.33) obtenemos
< ( 70) (170) (Nle) >
N—=1 Nyg=Ny+1 N-3 1 1 1 N Neg=Np+2 N-2
= 2 2 '’ 3 2123 2 2 » 3 C 4.34
O N G D .
N Neg=N, N 1 11 N+1 Np=Ny+1 N+1
2 '3 20213 2 p) » 73
que en forma simplificada seria
ISF,
= 4.
1 ISF202 (4.35)

Ahora nuestra tarea a seguir es determinar esos valores gg; para ellos veamos el lema de factorizacién,

aplicado a nuestro problema, siendo F. = F, + f, ademds Y’ = Y + y el cual desacoplamos un factor
isoescalar en dos partes

)

< (At p2) (A2, p2)

SUp(2) > SOp.(2)
Ap) \ _/ Apa) (Ae,p2) | (A p)
F17F21Y1 F17F227Y2

F F.)Y .Y F5. Y, FY ><F1’FZI;F2’FZ2‘F’FZ/>(4~36)

SU(3) 5 SU(2) @ Uy (1)

La seguda parte corresponde a SUr(2) D SOp,(2) cuyas representaciones son F, F. el cual estos coefi-
cientes estan asociados a los conocidos coeficientes de Clebsch-Gordan, sin embargo para la primera parte
SU(3) D SU(2) ® Uy(1) cuyas representaciones son (A, i), F,Y tenemos que desarrollar una especie de
coeficientes de Clebsch-Gordan pero en un espacio de una dimensién extra es decir SU(3)

4.5 Transferencias de nucleones en el F-spin generalizado

Nuestro objetivo de aqui en adelante es determinar las intesidades de reacciones nucleares entre
ntcleos de los cuartetos supersimétricos. Ya tenemos la estructura matematica construida, se conocen las
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funciones de onda en el espacio F-spin generalizado de los niicleos par-par (4.8), niicleos con protén impar
(4.10), nticleos con neutrén impar (4.12) y nicleos impar-impar (4.14), ademds se conoce la estructura
de los operadores de tranferencia de la tabla A.3.

Fisicamente cuando tenemos reacciones nucleares, el nicleo al cual vamos a poblar con una particula
debe estar en el estado base, esto quiere decir que son estados simétricos por lo que los estados iniciales
deberan estar en el estado base y por lo tanto el valor de ¢ = 0 dentro de los estados suspersimétricos.
Supongamos que tenemos una transferencia de una particula, usando un operador de creaciéon TT que
actua sobre un estado inicial |U$") obtendremos un estado final |¥ ) y correlacionando el proceso inverso
con el operador de aniquilaciéon T tomando el estado final ahora como base y el inicial como exitado
tenemos .

(T W) = (| 7|9, (4.37)
De esta manera podemos obtener correlaciones entre dos procesos de transferencia justamente con co-
cientes de factores isoescalares expresado como (.

En este trabajo solo se van a calcular los factores isoescalares correspondientes a las reacciones nucle-
ares en donde se manejen representaciones (A, ) = {(1,0),(0,1)}. Las reacciones nucleares correspon-
dientes son reacciones nucleares de transferencia de un protén y dos protones. Los factores isoescalares
que se calcularan en el siguiente capitulo esta resumido en las tablas 4.7 y 4.8.

Tabla 4.7: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (\,0) @ (1,0)

Caso Iy Yi F, Y (A 1) F Y < 1(7)1‘:?/)1 }11(})/)2 (;_“:}/ﬁ) >
i)Y gk 5 5 QL0 R SRk g

i AR S41-k 0 -3 (A+1,0)0 MR AEL_p =5

i) A5k 2—-k 3 3 (A-11) A=k Mg -/ 25

w) MR A1k 0 -2 (A-1,1) AR A g Al

v 25 g - 3 03 (A-11) Ak Mg -1

Tabla 4.8: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (A, 0) @ (0,1)

Caso F Yy F, Y, (A 1) F Y < éi‘:g/)l 1&2:2 (;'\‘:}N/) >
W SR Seiok 5 b ) gt 1

vie)  AFE 32—k 0o 2 (A1) Ak A2 ALt

viig) AR S 41-k L -2 (A Ak A2 g -/ 5

ir) AR Ak 0 2 (A-1,00 25k M2y —\/AI+2

Do MEE deiok b oo (-L0) A A2y ST

A continuacion presentaremos algunas aplicaciones asociados con estos factores isoescalares presentes
a la fisica nuclear.
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4.6 Relaciones entre reacciones de transferencia

Debido a los desarrollos experimentales de la ultima década, la clasificacion supersimétrica nuclear
de los isétopos Pt y Au han tomado de nuevo relevancia. La alta resolucién de los experimentos con
protones y deuterones polarizados, nos han dado fuerte evidencia de la Supersimetria (SUSY) en los
ntcleos atémicos. Los experimentos de transferencias en el nicleo '?Au de alta resolucién tales como
los que hacen en el TU/LMU Miichen[51]-[52], y con haces de rayos 7 y el uso de espectroscopia de las
reacciones por ejemplo de 196Pt(d,2n) y 1%°Pt(p,n) en los cinclotrones de PSI y Bonn[53], han llevado
a tener informacién suficiente para tener una buena clasificacién de los estados de 5Pt y 96Au. Por
lo tanto podemos investigar posibles transferencias de nucleones en términos de estos ntcleos. Para
ello tenemos que hacer una sintesis de los temas tratados anteriormente con el fin de encontrarle una
aplicacion al esquema teérico desarrollado. Como es encontrar relaciones entre distintas reacciones de
transferencia. Habiamos visto que existen cuatro tipos de nicleos en SUSY, como vimos en (3.24), (3.38),
(3.48) v (3.53).

‘\Ijee> = |[NI/]7[~/\/’W];[NV +N7T_iﬂi};(21722723);(7—177_2);L>
[Wop) = [NJ], N = 1[; [Ny +No = 1 — 0,5 (31, 22, 83), (343) 5 (01,02, 03); (11, T2); J)
‘\Ilon> - |[NV_1]7[N7T];[NI/ +N7r_1_i7i][1]u§[NV +N7r_.ja.j_kak] (438)

5 (21722a 23)7 ) (7—177—2); Ja (%)7 L>

‘\IIOO> = |[NV71]a[-/\/'ﬂ'71];[NU+N7T727i>i][1]u§[Nu+N7r*17j7j7k7k}
;(21722a23)a (%%%),\.7 (01’02703); (7—177—2);*]7 %7L>

Lo que vamos a hacer es, escribir algunas reacciones de transferencia, pero vamos a hacerlo primero
desde el esquema general de Supersimetria y posteriormente haremos una reducciéon de tal manera de
utilizar los resultados de F-spin generalizado y encontrar relaciones.

4.6.1 Transferencia de un protén

Las reacciones de tranferencia constituye un prueba fuerte de de la supersimetria nuclear, una teorfa
que simultaneamente describe el caracter bosénico y fermionico del niicleo.

El operador de tranferencia de una particula que comunmente es usado en el IBFM ha sido derivado
en el esquema de seniority [54], aunque estrictamente hablando, ésta derivacién solo es vilida en el
régimen vibracional, sin embargo ha sido utilizando también en nicleos deformados. Los operadores
de tranferencia de una particula se expresan en términos de operadores tensoriales bajo subgrupos que
aparecen en la cadena de grupo de una supersimetria dindmica. El uso de operadores de tensoriales
para describir reacciones de tranferencia de una particula en la Supersimetia ha tenido la ventaja de
que nos proporciona una regla de seleccién y expresiones cerradas para los factores espectroscopicos. La
transferencia de una particula entre diferentes miembros de un mismos supermultiplete es importante ya
que con esto, se muestra que hay transformaciones de bosones a fermiones y viceversa pero conservando
el nimero total de bosones més fermiones.

La tranferencia de un protén [55]-[56] en el esquema supersimétrico U(6/12), @ U(6/14),, consiste en
el orden mas pequernio de los dos términos
)(3/2) ~ )(3/2)

92 (al 5, x (4.39)

P; =0 (a;73/2 X S
que en el espacio F-spin lo llamare P; = a;gﬁ, que describe reacciones de tranferencia de un protén entre
los ntcleos Pt y Au que pertenecen a un cuarteto supersimétrico,N194Pt — 1B Ay y 199Pt — 96 Ay que
podemos ver en la figura 4.3 con la notacién de los operadores alb,.
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Figura 4.3: Ejemplo de tranferencias de un protén.

195 196
79 Au116~ 79 Au117~
bfﬁwl Tai(bﬂ blaﬂl Talb,,
194 195
78 Pt116 78 Ptll?

El uso de los operadores tensoriales que describen las reacciones de transferencia nos permiten tener
reglas de seleccién al momento de efectuar una reaccién. Cuando nosotros hacemos una reaccién de
tranferencia el estado inicial del nicleo debera estar en el estado base, por ejemplo si tenemos una
una tranferencia de una particula a un nicleo par-par |(N + 1,0,0),(0,0),0) a un nicleo con protén
impar que pertenece al mismo supermultiplete [N + 1}. Ambos operadores tienen el mismo caracter de
tranformacién bajo Spin(5) y Spin(3), que por lo tanto solo puden existir estados con (11,72) = (3, 3)
yJ = % En el proceso inverso, partiendo del estado base del niicleo con protén impar a el nicleo par
par, ambos operadores satisfacen las mismas reglas bajo Spin(5) y Spin(3) que permiten excitaciones
con (11,72) =(0,0)y J =06 (11,72) = (1,0) y J = 2.

Si comenzamos con una transferencia de un protén, donde agregamos un protén a un nicleo par-par

albs

W) o [W) (4.40)

en donde N, y N, tienen el mismo valor para los dos nticleos, hagamos la suposicién que estamos en
los niveles mas bajos energéticos”, tomando N, + N, = N, para el niicleo con protén impar [N —
1—14,4) = [N —1,0] con (£1,%2,%3) = (M —1,0,0) y para el niicleo par-par [N — 4,i] = [N,0] con
(31,%9,%3) = (N,0,0) y (11,72) = (0,0)8, aunque cabe sefialar que podemos tomar otros valores de
(71, 72), hemos elegido caso més facil. Por el resultado de (3.30) donde (71,72) = (0,0) implica L = 0
entonces

Cl == <[NV}7[N’7T - 1}7['/\/—_ 1’0]1(N_ 17070)7(%%%)7\_;(0—170-270-3);(%7%);%

PN, [N [N, 0] (A, 0,0); (0, 0); 0) (4.41)

que en resumen podemos decir que hemos tomado un estado base para el nicleo del estado inicial y
para el ntcleo final consideramos algunos posibles estados permitidos. Aqui podemos observar que no
hay tenemos ningin acoplamiento de un neutrén. Por otro lado en el F-spin generalizado, debido a
que P): es un operador tensorial, bajo las tranformaciones de F-spin (véase las tabla 4.5), el operador

esta dado como P} = Tiof)l _, . Podemos ahora utilizar las funciones de onda en el espacio de F-spin
2> 27 3

correspondientes, tales como para nuestro caso para nucleos par-par (4.8) y ntcleos con protén impar
(4.10), asf escribiendo la transferencia tenemos

7Gran parte del anélisis de los niveles energéticos asociados a nuestros estados corresponderan a la discusién que hemos
mostrado en las tablas 4.1 y 4.2.

8(£1,%9,%3) = (N,0,0) implica que (71,72) = (0,0) debido a las reglas de reduccién de SOg(6) a SOg(5), véase el
apedice (A.4).
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_ N, — _ 0,1 N,
Cl = <(N_170)7N217N1 é\[u 17N317 I|Té’_?%,_%|(N7O)7%[7N o 7%/7a>
< (N70) (071) (N_ 170) >
= N Ne=N, N 1 1 1 N-1 Nyg—=N,—1 N-1
2 2 3 20 203 2 2 » 3
X((N = 1,0); /[ TOD (N, 0); @) s1:(3) (4.42)
N, 0 0,1 N —-1,0 _ _ N —
S (RO R ) s gy i
273 273 2 3
X (N = 1,0); /|| T 1)H(J\f 0); @) su(3)

los coeficientes o y «a representan los deméds nimeros cudnticos que tienen los ntcleos de acuerdo a la
formulacién de la Supersimetria Nuclear vista en el capitulo 3, siendo

a/ - (N - ]-7 Oa 0)7 (%%%),ﬂ (0—17 g2, 03); (%7 %)7

a = (N,0,0);(0,0);0
el paso siguiente, es importante, ya que vamos a consultar nuestros factores isoescalares que vamos a
determinar en el siguiente capitulo, de esta forma, si ahora utilizamos la tabla 4.8, tomando el caso )

para k = 1, obtenemos el factor isoescalar asociado a este problema, por otro lado evaluando el coeficiente
de Clebsch-Gordan de SU(2) de manera convencional obtenemos

B N+1 \/ . 7(0,1) )
Cl = N+2 N+1 1,0),0& ”T ||(Nao)7a>SU(3) (444>

I

IV

(4.43)

dejo explicitamente el producto del factor isoescalar y el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) para
motivar la investigacién de este tipo de factores, de esta forma la reaccién de transferencia de un protén
a un niicleo par-par en el esquema de F-spin generalizado bajo el operador al b, a (4.41) y obtenemos

Cr = /55 (V= 1,0);0/[TOD ||V, 0); ) (4.45)

Si ahora buscamos otra reaccién en la cual podemos relacionarla con la anterior, si hacemos una
transferencia de un protén a un nicleo con neutrén impar desde el esquema Supersimétrico, obtenemos
un nicleo impar-impar,

o

Won) —  [Wo) (4.46)

considerando que N y N; tienen el mismo valor para los dos nicleos, tomando los niveles energéticos
m4ds bajos de los niicleos con neutrén impar e impar-impar , siendo NV + N, = A, para el niicleo impar-
impar [N —1—j,5 — k, k] = [N —1,0,0] con (31,%2,%3) = (N —1,0,0) y para el niicleo con neutrén
impar tomaremos los valores [N — j,7 — k, k] = [NV, 0,0], (21,%2,%3) = (N,0,0) y (11, 72) = (0,0) y por
(3.30) L = 0 entonces

Cy = (Ny = 1], [Ne = 15 [N = 2,0][1]u3 [N = 1,0,00; (N = 1,0,0), (§34) ; (01,02, 03); (3, 3)
% ”PTH[N _1] [N] [N_170”1]1/;[N7070]§(N7070);(070) 0( )s ( )>

3

27

(4.47)

Aqui tenemos un importante punto que remarcar, tenemos que desacoplar el espin del neutrén, ya
que el F-spin generalizado solo actua sobre el espacio de bosones de protones b, bosones de neutrones
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b, con su momento angular [,. La parte orbital del protén j, y el espin del neutrén s, no participan
en las reacciones donde el F-spin generalizado esta presente. Entonces debemos reducir los elementos de
matriz de la ecuacién (4.47), donde vamos a considerar dos espacios, uno es el espacio donde el F-spin
generalizado actua y los restantes es el otro espacio donde no actua el F-spin generalizado.

Para dividir aquellos dos diferentes espacios, vamos a reducir los elementos de matriz como productos
tensoriales de elementos matriciales, expresando las reglas de reduccién segun Igal Talmi [57] se tiene

<01J1042J2JHT(k)(1)H0/1J{O/2J§J/> = (_1)J1+J2+J/+k

5T (4.48)
@TFDRTFO{ 5 F b ousegbn e ITO ]
donde las propiedades de simetria del simbolo 65 dados como
{Jl Ja Jg} {Jg Ji Jg}_{J3 Ja Jl}
Jas JsJ Js  JyJ T Je Js
4 6 4 Je 6 4 (4.49)
o J1 J3 J2 o J4 J5 JB
- J4 J@' J5 a Jl J2 JG
y el valor especial que se conoce del simbolo 65 dado como
T T J- —1)/1itJ2+Js
{ J1 J2 05 } - ) 01,7505, 04 (4.50)
4 5 \/(2J1 +1)(2)2+1)

con ello podemos continuar con nuestros cédlculos. Siendo J; =
J' =1,y con su corespondiente a;, usando el desacoplamiento (4.
L

e. - verrm{} )

X([NV - 1]» [Nﬂ' - 1]; [N_ 230][1}11; [N_ 150’0]§ (N_ 17070)7 (%%%)7\-7 (01702503); (%7 %)7%
HP;[H[N,, - 1], [Nﬂ']; [Nf 1, 0][1].; [N,0,0]; (N>070); 0,0

[\CJ[9V]

7‘]2:%7J:L:yJ{:0:Jé:%7
8), la ecuacién (4.47) se convierte en

>

[SIEESIBY

(4.51)
determinando el valor del simbolo 6j asociado esta transferencia, a través de las propiedades de
simetria (4.49) y el valor especial del simbolo de 65 (4.50) se tiene que

(5144

por lo tanto la ecuacién (4.51) se convierte en

02 — /2L4+1(_1)L

X([NV —1], [Nﬂ' —1J; [N_ 2,0][1].; [N_ 1,0,0]; (N_ 1,0,0), (%%%)wv (01,02,03); (%7 %)7%
HP;H[NV - 1], [Nﬂ]; [Nf 1, 0][1].; [N,0,0]; (Nvovo); (0,0);0)

L
0

[MEENIY
[N
[NIEE NI
NSNS
(e}

(4.53)
por otro lado en F-spin generalizado si hacemos una transferencia de un protén a un nicleo con neutrén
impar obtenemos un nicleo impar-impar, expresando la transferencia en el espacio F-spin generalizado,
utilizando los estados apropiados como vimos en el la seccion 4.2, siendo el estado inicial y final en estado
base tenemos,
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CQ = \ 2L4+1(_1)L<(N_]-ao);N2727NW5NV7N374;O/|T5011)1 ‘(N’O);N;l’Nw*.é\[y+17N373;a>

2041 1\L (W, 0) 0,1) (N —1,0)
= \/T( 1) Nel Np-ANo 31 N=3 1 1 1 | N=2 Ne-N, N—4
e B
X (N = 1,0); /[ TOV(N,0); @) s (3)

%(_1)L < (N,O)

3
X (N = 1,0); o/ 70D (V, 0); a)su(s)

(4.54)
donde % ) ( ); (1 1) 3
o' = (N —1,0,0),(443) :(01,02,03): (3, 3); 3

a=(N,0,0): (0,00 2 (4.55)

si tomamos el caso z) de la tabla 4.8, sustituyendo con k = 2 obtenemos el factor isoescalar, determi-
nando el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) restante obtenemos

Co = 2L+1 N —1,0); /| TOD (N, 0);
> ‘/N+2 \/ I [V 0); a)s0(s) (4.56)

por lo tanto la transferencia de un protén a un niicleo con neutrén impar bajo el operador afb, en el
espacio de F-spin generalizado es

% YA Ve =1 (0 ;o[ TOD (N, 0); ) (4.57)

por lo tanto por fin, utilizando la ecuacién (4.57) y (4.45) determininaremos nuestras primeras cor-
relaciones, ya que los elementos de matrices reducidos (REM) son los mismos, asi obtenemos

Cy = (-1)by/2EHCo (4.58)

O €1 su caso

c, = (=DF Cy (4.59)

2L+1

en donde por ejemplo, C; y Cy podrian ser reacciones como

. 194 195
Ci: 78" Ptiie — 75°Auiis

. 195 196
Cy: 73°Ptiir — Auyyr

La utilidad de este resultado, es cuando conocemos de antemano alguna de las dos probabilidades de
reaccion de un proceso especifico de transferencia de un o mas nucleones, podemos obtener la probabilidad
de la reaccién que no se conoce en términos de la que si se conoce, y esto de manera analitica y cerrada.
Lo interesante de este mecanismo mateméatico que hemos utilizado, es que ha sido puramente algebraico
y no hemos resuelto ninguna ecuacién diferencial para obtener este resultado, hemos utilizado solamente
las herramientas algebraicas que hemos presentado a lo largo de esta obra.



4.6. Relaciones entre reacciones de transferencia 71

Ahora vamos a repetir el mismo proceso pero ahora, para su proceso reciproco, el operarador es

(3/2)

Pr =0 (sh X @r3/2) ’ )(3/2)

+ 72 (djr X r 3/ (4.60)

En el F-spin generalizado, debido a que P, es un operador tensorial, bajo las tranformaciones de

F-spin (véase la tabla 4.5), el operador esta dado como P, = Tilf)l , lamemos P, = bl a, para hacerlo
27273

mas intuitivo lo que hace el operador, hagamos una transferencia de un protén donde quitamos un protén

a un nucleo con protén impar desde el esquema Supersimétrico

b,

Wop) — W) (4.61)

en donde N y Ny tienen el mismo valor para los dos niicleos, de esta forma, hagamos la suposicién que
estamos en los niveles mas bajos energéticos

Cr = (N, Nzl IV = i, ] (E1, 2,005 (11, 72); L
HPWH[NIJL[NW - 1]?[-/\[7 170}3(-/\[7 170’0)7(%%%) §(N7 %’%7%)a(%7%),%>

kg

(4.62)

aqui podemos observar que no hay dos espacios diferentes, ya que estan reducidos los elementos de matriz.
Si prestamos atencion a estado del nicleo final par-par, tenemos un acoplamiento de los bosones
expresado como [N — i,7], cuyos acoplamientos en U(6)p son

N @ [Nz] =[N, 0] @ [N —1,1] (4.63)

que corresponderian a los casos i = 0y ¢ = 1, esto surge debido a la manera como se acoplan los niimeros
cuanticos del estado final del nticleo par-par. Sin embargo cuando aplicamos F-spin generalizado tenemos

Cr = (W =200 252 Mg Al /| TN, (V= 1,005 AL, Memglemt M)
= N—-1 Ng—N,—1 N—-1 1 1 1 N—-2i Npo—N, N
2 2 » 3 20213 2 0 2 3
X((N = 26,0); /[ TEO (N = 1,0); ) su(3) (4.64)
_ /W =10) (L,0) | (M=20,0) \ Nyo1 AMe Nl 1 1 N=2i Na- A
- N—-1 N-1 11 N—-2i N < 5 2 »232‘ 5 D) >
2’ 3 203 2 3
X((N = 2i,0); 0/ |[TEO (N = 1,0); o) s07(3)
con
o = (X1,%2,0); (11, 72); L (4.65)
Q= (N_170a0)7(%%%)ﬂ;(~/\/‘_%7%7%);(%7%);%

en donde la accién del operador sobre el estado inicial solo permite excitaciones de algunos estados de
este ntcleo, en F-spin estos estados posibles estan expresados como

(N —1,00®(1,0) = (N,0) & (N —2,1) (4.66)

que son efectivamente las relgas de seleccién de este operador sobre el estado inicial. El significado fisico
de esto nos dice que es posible poblar estados exitados con este operador pero no todos. Como podemos
ver cuando agregamos un fermiéon de protén a un nicleo, tenemos diferentes maneras de exitarse hacia
diferentes niveles energéticos , estamos tranfiendo momento angular. Po lo tanto evaluando en los dos
casos tenemos
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VI (W05 [ TOO N = L0 a)suy =0
- (4.67)
S = 2 5 POV = 1,00 )y i< 1

Hagamos una transferencia de un protén a un nicleo de impar-impar, pero en vez de anadir un proton,
quitemos un protén a este nucleo y vamos a obtener un ntucleo de neutrén impar,

H
Il

bl
Do) W) (4.68)

Tomando los niveles energéticos mas bajos de los niicleos con neutréon impar e impar-impar

Co = (= LRI 1 = 0N — - B B (5, B 0 ) L I
[Nllfl]:[-/\/‘ﬂ71]5[-/\/'7270][1]”7[ 17070]7(-/\/ : 70 7(%%%)17( -2 ) :
(4 69)
Debido a que el F-spin generalizado sélo actua sobre el espacio de bosones de protones b, bosones
de neutrones b, con su momento angular [,,. La parte orbital del protén j, y el espin del neutrén s,
no participan en las reacciones donde el F-spin generalizado esta presente. Entonces debemos reducir
los elementos de matriz de la ecuacién (4.69), utilizando las reglas de reduccién (4.48), siendo J; = L,
Jo=L J=JyJ = %, Jh = %, J' =1, con su corespondiente «;, obtenemos

T = (—1)L+3 (2J+1)3{ b ‘%7 % }
X (N, = 1], (NG IV =1 — /7 M1 N = 4,5 =k, E]; (31, 82, 0); (11, 72); L
[PV = 10, NG = 1] IV = 2,0][1],; [V = 1,0,00; (N = 1,0,0), (334) 5 (N = 5,5,5)i (5, 3): 3)

Renombrando los coeficientes y el simbolo 6 asociado esta transferencia.

By = (-1 (2J+1>3{f g é}
2 2

Aqui vamos a tener dos acoplamientos, si vemos el estado final

N = 1], V=l IV = 1 =i (1 [V = 5,5 — K, ki o) (4.71)

vemos el primer acoplamiento que vamos a tener es el acoplamiento que hay entre bosones y nos da
[V —1—14,i] el segundo acoplamiento es el que hay cuando se acoplan estos bosones con el neutrén y nos
da [N —j,5 — k, k], el primer acoplamiento podemos tener casos simétricos con i’ = 0 y no simétricos
i/ = 1, y de estos, se deriva otro acoplamiento con el neutrén que es el antisimético j = 1, k = 0. Es
interesante notar que solo vamos a tener un caso antisimétrico del acoplamiento con el neutrén extra,
debido a las reglas de seleccién del operador. Aunque el acoplamiento antisimétrico en U(6)pr, dado

como

W-211],=N-1100N-220N-211] (4.72)

las reglas de seleccion del operador T( a )1 en el espacio F-spin solo nos permite los acoplamientos

(N =1,0)® (1,0) = (N,0) & (N —2,1) (4.73)

por lo que los estados asociados con las representaciones [N — 2,2,0], [N — 2,1, 1] no intervienen en este
proceso, por lo tanto los acoplamientos estaran dados como
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, V,0,0] j=k=0
W-1o/), ¥=0 { NV = 1,1,0] yj'=1,k:0 (4.74)
W-21][1], ¢=1 {WN-1L10 j=1k=0

Por otro lado en F-spin generalizado

[Ny - 1]? [Nﬂ]

c, = ﬁ“<(/\/ 2j + k, j — 2Kk); N— 1 21 Na N+1 N 3. ’|Tfl 0) \(N—LO);N*Q Ne—N, N’4;a>

255

N=2 Noa=N, N-4 1 1 1

ﬁLJ< (N —1,0) (1,0)

(N—2j+k,j—2k)
1 N=1-2i" Ny—N,+1 N-3
2 2 3 21273 2 ) 2 » 3

X((N = 2j +k,j —2k); o/ [TEO (N = 1,0); 0/ ) surs)

(/\/ 1 0) (1,
Brs N—=2 N 1 N—-1-2i{ N-3
2 03 2 2 » 3

(N = 2] + £, 0); o/ [T (N = 1,0); ) s13)

(N =25 +k,j— 2k) ><N,2 "

donde
o = (%1,%2,0); (11, 72); L
a=W =100, W ~3233)(33)3

asi evaluando en todos esos casos tenemos

By R (W,0: ! | TEON W = 1,0); ) 503) '=j=k=0

Cy = —ﬁLJ,/,iv./Aﬁfjl((N— 2,1);/|[TEO NN = 1,0); )53y i/ =0,j=1,k=0 (4.77)

Brs J}QV;W(N— 2,1);/|[TEO(N = 1,0); ) st73) i'=1,j=1, k=0

Si tomamos los casos simétricos, de las ecuaciones (4.77) y (4.67) debido a que los elementos de
matrices reducidos (REM) son los mismos, de esta forma, obtenemos las correlaciones

C1,_, (4.78)

Bra C2i’:j:k:0

o también

Cs

V—jek=0 ﬁLJéli:[) (479)

Hemos determinado dos correlaciones de transferencia de un protén. Se pueden calcular méas correla-

ciones utilizando otros niveles energéticos, que corresponden a los no simétricos, (véase las tablas 4.1 y
4.2).

ral N-1N,
011:1 = 51% g./\[ ,;)NCQZ/,J 1.k=0 (480)

621’,':_7:1,1«,:0 = ﬁ E.j/\\// _Sj\jfvcl (481)

y también podemos encontrar correlaciones mixtas, simétricas y antisiméticas dados como

o también
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Val [N, (N=1)7=
Cli:l = _i %021/:04:1&:0 (4'82)
621‘/:0,]‘:1,1‘;:0 = _ﬁLJ\/ NVZ,,\/\/}L1)€11':1 (483)

cuyas transferencias de un protén C; y Cy podrian ser

o también

. 195 194
Ci: 70°Auiie — 73" Ptiss

= . 196 195
Cay: 79°Auyir —  73°Augyy

Solo aqui hemos presentado el mecanismo matemético para hallar estas correlaciones de reacciones
de transferencias de un protén entre nicleos que presentan cardcter supersimétrico.”

4.6.2 Transferencia de dos protones

Hemos visto algunos ejemplos de relaciones de reacciones de transferencia de un protén, estas rela-
ciones siempre han sido entre miembros de un cuarteto supersimétrico. Sin embargo podemos encontrar
también relaciones entre niicleos pertenecientes a dos cuartetos supersimétricos. A través de la transfer-
encia de dos particulas, (véase la figura 4.4).

Figura 4.4: Correlaciones posibles entre los nticleos supersimétricos.

195 196 193 194
79 Aure  —— 79 Aunny 77olre —— g7 iy
194 195 ! 192 ! 193 !

75 Ptiie  «—  73°Ptiir 76-Os116 «— 75 °0Os117

Debido a que la diferencia de niimeros de nucleones entre los dos cuartetos supersimétricos son dos
protones entonces la conexién entre estos cuartetos pueden ser estudiados a través de reacciones de
transferencia de dos protones.

Las tranferencias de dos nucleones generalmente no son tan sencillos de hacer experimentalmente, ya
que requieren de blindajes adecuados para los equipos que se esten manejando [58]. Sin embargo por esa
razon es interesante desarrollar un mecanismo teérico que me permita describir este tipo de fenémenos
que pueden suceder dentro de los nicleos.

En el IBM, el operador de transferencia de dos protones a primer orden estén dados por

P =ns! Pr =5, (4.84)

T

donde el operador s, solo exita el estado base del niicleo final, si puede también poblar estado exitados.

9Es interesante notar que en los procesos directos e inversos a pesar que parezcan iguales, no lo son. Uno puede ver
que los factores isoescalares son los mismos en los procesos directos, pero en los reciprocos no lo son del todo. Esto se
debe a que cuando quitamos un fermién de protén y agregamos un boson de protén a un estado base, el estado base sigue
siendo base. En cambio cuando agregamos un fermién de protén y quitamos un bosén de protén a un estado base no
necesariamente tiene que ser base, esto se puede explicar debido a que cuando agregamos un fermién de protén estamos
trasfiriendo momento angular semientero, y esto afecta de manera importante a la estructura estable del niicleo que vamos
a tranferirle este fermidn, y el bosén siendo del tipo s, sin momento angular no manifiesta algo en especial en la estructura
base del nicleo. Por esta razén cuando se hacen tranferencias de un fermién de protén ar tenemos méas estados posibles el
cual puede adquirir el nicleo resultante.
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Comencemos con una tranferencia de dos protones a un nicleo par-par, en este caso particular vamos
a utilizar el operador sir para agregar dos protones al niicleo par-par.

i
s

T 4.85

‘\IJCO> - |‘I’cc> ( )

Si tomamos los siguientes valores para el nicleo del estado inicial [N —i,i] = [N, 0] , (21,22, 33) =

(NV,0,0) con (71,72) = (0,0) y L = 0 y para el estado final suponemos que N. = N, + 1y N/ =N, por
lo tanto N7 = N + 1, entonces

Cs = (M), Na +1 N +1—4,4;(%,0

,0); (0,0); 0] L
L], NG IV, 05 (N, 0,0)5 (0, 0); 0)

(4.86)

podemos verificar que no es necesario utilizar en este caso, las reglas de los elementos de matrices
reducidos, porque ya estan reducidos. No tenemos elementos en donde no actue el F-spin generalizado.
Haciendo una transferencia de dos protones en el contexto de F-spin generalizado considerando el estado
inicial como estado bases tenemos

Oy = <(N+1722 i) N+1 2 N N+1 N+1 /‘T(1;)1|N (W, 0)’% "EN",'%[;&>
N, 0 1,0 N +1—2i,1 .
= < N /E/Wf/\/,), N ;( 1 ); N+1£2i NW—N,,+1)N+1 ><(N+1*217’4)50/||T(1’0)H(Na0)§04>SU(3)
27 >3 27273 2 ’ 2 v 3
_ (WNV,0) (1,0) | (N +1—2i,4) N Ne=N, 1 L|N41-2i Ny—N,+1
- N N 11 N+172i N+1 <27 2 ’272| 2 2 )
2°3 2
X (N + 1 —24,); '||T(1 O)H(N 0); @) su(3)
(4.87)
donde
o =(%,0,0);(0,0);0
o = (. 0,0): (0,0):0 (4.88)
entonces si evaluamos los dos casos posibles tendremos
Nyp+1 N +1,0 o |7 (1,0) N,0 s i=0
Cy = aamit ey [[(V,0); @) str(a) (4.89)

L (W = L 15 | TEO (N, 0);0)sps) 0= 1.

Otra reaccién que se puede relacionar con la anterior es la tranferencia de dos protones entre dos
nucleos con neutrén impar. Supongo que el par de protones es un boson tipo s, vamos a quitar dos
protones a un ntcleo de neutréon impar

st

Vo) — Vo) (4.90)

de acuerdo a los niveles energéticos mas bajos de los niicleos con neutrén impar, siendo N + N, = N, el
nicleo del estado inicial con neutrén impar llevard [N — 4,7 — k, k] = [N,0,0], (X1,32,33) = (N, 0,0),
(r1,72) = (0,0) y L = 0, por otro lado, para el estado final, suponemos que N’z = N +1y N, =N,
por lo tanto N’ = A + 1, de esta manera

O = (A=W £ DV D e 1 000000 53 (g

N, — 10, NG IV — 1,01, [V, 0,0 (A, 0, 0): (0,0 ,o,<%><> :
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utilizando las reglas de reduccién (4.48), donde J; =0, Jo =14, J =3,y J{ =0, J; =14, J =4, ysu
corespondiente «;, tenemos que la ecuacién (4.91) se convierte en
_ o L1 1
¢ = cova{ ] g g}
2 4.92
(NG — 1), [N+ 1A = 715 IV 4 1 G — b7 (20,005 0,00t
Wy = 1], IN=]: IV = 1,0][1],; [V, 0,0]; (N, 0,0); (0, 0); 0)

determinando el valor del simbolo 67, utilizando el valor especial (4.50) tenemos que

SR pEc
- 4.93
SRR (4:95)
por lo tanto la ecuacién (4.92) se convierte en
Ca = V2(Ny =1 o 15 IV =i il[1]us IV 41— 5,5 — K, KI5 (2,0,0)5 (0,05 008Kl g

[Nu - 1], [Nﬂ]; [N_ 1, 0][1].; [N,O, 0l; (N7070)7 (0,0);0)

por otro lado, en F-spin generalizado se tiene que

Ci = VE(W+1—2j+k,j— 2k); M52 Mesffutl W20 (M), |V, 0); ML, Masflk2 N3, )
_ (N, 0) (1,0) | WH1=2j+kj—2k) \ n L N N+1 1 1{N=2 Ng—N,+2
- ;1 L 11 N—2i N-—2 ( 3 7272\7 Ty )

73 273 2 3
(N +1=2j+k,j = 2k); o/ [TEO (N, 0); 0) s0(3)
(4.95)
donde | 1 (0.0)
o' = (3,0,0);(0,0);0
o= (N0,0)5(0,0)50, (4.96)
V2 Aj\//”I11<(N+ 1,0); /|| THO (N, 0); a) ss) i=j=k=0
Ci=1 V2, /A VAW = 1,15/ ITEOY (W, 0); ) spsy 8= 0,5 =1,k =0 (4.97)
V2V = 1150/ | T (V005 0) st i=1j=1k=0
Para las situaciones simétricas de las ecuaciones (4.97) y (4.89) obtenemos las correlaciones
Csy = I5Cu,_, s (4.98)
0 en su caso
64i':j:k:o = \/§C3i:0 (4.99)

Para situaciones asimétricas tenemos las correlaciones

_ NN,
Csiei = s w0 Cavmr o io (4.100)

O €en su caso
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Vol _ [ (N, —1)(N+1)
C4i’:l,j:1,k:0 = V2 Wc3vﬂ:l (4.101)

y también

_ 1 NN A~
031':1 - W\/Eczli’:(hj:l,k:o (4102)

y su inverso

C4’ 0.j=1,k=0 7\/5 %C&:l (4.103)

en donde por ejemplo, C4 y C5 podrian ser reacciones como
. 194 192
Cs: 75"Ptite —  75°Os116

= . 195 193
Cy: 75°Ptiir — Os117

Hagamos la transferencia de dos protones donde quitaremos dos protones a nuestro nticleo del estado
inicial expresado a través del operador sf, donde agregaremos un bosén de protén.

t
S
4 4.104
Vo) — [¥ep) (104
considerando el estado inicial base en donde agregamos un bosén de protén tenemos
65 = <[Nl’]ﬂ[Nﬂ'] [N i Z} (21322723)7(%%%)W7(017U27U3)1 (1% 1%)7%1H %-'r” 3 (4105)
[NVL[walL[N 170}7(-/\/' 17030)7(%%%) '(N7§ ’» 9 5)7(5 5) §>

como no tenemos ningun neutrén extra, no tenemos que desacoplar nada, ahora en el espacio de F-spin
generalizado tenemos

6 _ (N—l,O) (170) (N_.Q%Z) N—1 Neg=N,—1 1 1 \N—=2i Nz—N,
- N—-1 N-1 11 N—-2i N < P P} 7272| ) >
27 073 23 2 3 (4.106)
X (N = 2i,i); 0/ [ TEO (N = 1,0); a) sps)
donde
o = (21722a23)7(%%%) 7(01702703) (% %) %
4.107
o= V0,00, (1) (N = .4, 3): (3. 3): 3 (4107

repitiendo el mismo mecanismo de calculo, obtenemos de nuevo dos casos

_ N,0): o | TN = 1,0); i=0
.=V (W, 0);07]| I )ia) (4.108)
VI = 2150 TOO NV = 1,0)0) i =1
Ahora transferimos un par de protones a un niicleo de impar-impar, pero ahora agregamos dos protones

a un nucleo de impar-impar, el operador que vamos a utilizar para agregar dos protones a un nicleo
impar-impar sera s,
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t
871'
o) —o | Wo) (4.109)
en donde nuestro ntcleo inicial estd en estado base, por lo que nuestra reaccion tiene la formas:
66 = <[NV_1]7[/\[#];['/\[_l_i/7i/][1}V’[N .7 ] k7]€};(21722723)7(%%%)7;(0'17(721,05,);1(%71%);%,%;11
[sLIIV, = 1, N = 13 IV = 2,0][1],5 [N = 1,0,0]; (N = 1,0,0), (£33) 5 (N — 3,3, 3): (5, 3); 5, 5: 1)
(4.110)

desacoplando el neutrén con las reglas de reduccién (4.48), tenemos

Co = UV =1L NGB IV = 1= #0103 IV = 5,5 — B, K (51, 5, 5), (344). (91,02,00)i (3, 2): 3
HSITHNU—1}7[-/\/;1——1};[./\[—270][1],/;[./\[—1,070};(/\/—1,0,0)7(%%%) (N % 2)§(%7%)§%>
(4.111)
cambiandose al espacio de F-spin generalizado
o _ 3 (N—LO) (L0) | W =2+kj—2k) \ N2 NyoAl 1 1\ N—1-20' Np-Noil
6 = 1 N-2 N-— 11 N—-1-2i" N-3 < 2 2 72’2| 2 ) 2 >
3 0 3 23 2 3
X((N =25+ k,j —2k); /| TEO (N = 1,0); ) 5073
(4.112)
donde
o = (51,%2,53), (544) ;(01,02,03); (3. 5); 5
222/ 4.113
o = (N’O’O)’(%%%Lﬂ( - %7%7% a(%?%)a% ( )
Vi No>- /\|T<1v°>||< - 1,05 a)sv) i=j=k=0
— A L[ TODNN = 1,0)50)s0) @ =0j=1k=0  (4114)

VI - 2,1); ’||T“’°>||( — L0} a)su) i =1,j=1k=0

por lo tanto utilizando la ecuacién (4.114) y (4.108) las correlaciones para los casos simétricos son

Cop_ ., = 2Cs._, (4.115)

O €en su caso

i=0 \/géﬂi/:j:k:o (4116)

y para los casos no simétricos

Ce,,_

_ 3 Ne A
i=0j=1k=0 —\/;\/ﬁc‘sizl (4.117)

y también

ral N-DN, ~
C51=1 = _\/g\/ %CGH:O.;:L)\?O (4'118)

y también se tiene
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e [N, =N~
CGi’:l,j:l.k:n = \/7 EN 1)3\/ 051 1 (4119)

6 su inverso

4 N-1)N,
\/; EM,—%)NCG /=1,j=1,k=0 (4'120)

en donde por ejemplo, C'5 y Cg podrian ser reacciones como

. 195 193
Cs: 70°AUng —  77°Ir116

T : 196 194
Co: 79°Auyir — Iryq7

A a continuacién vamos a determinar las tranferencias inversas, estas tranferencias tendran el operador
Sx, comencemos con una transferencia de dos protones

Sx

o) —  |We) (4.121)

una transferencia de dos protones, donde transferimos dos protones a un niicleo par-par pero ahora vamos
a remover dos protones cuyo operador es S, para el caso de un ntcleo par-par siendo el estado inicial
NI =Nz +1y N, =N, por lo tanto N/ = N + 1 y debido a que estamos quitando un bosén de protén
al estado base, el estado final seguira estando en estado base por lo tanto

Cs = (N, INZ]; IV, 0]; (M, 0,0); (0, 0); 0] 3|

4.122
NN + LV + 1,0J: (V' 1,0,0): 0,0):0) (4122
usando F-spin generalizado tenemos
C. — (N +1,00 (0,1) | (NV,0) 11 NNl 1 1N Ne—N,
3 = N+1 N+l 1 1 N N <2 ’ 2 » 20 2|27 ) (4.123)
2 0 3 2173 273 :
X (N, 0); 0/ [TOV[(N +1,0); @) sur3)
donde
o = (N,0,0);(0,0);0
a= (N +1,0,0): (0,0);0 (4.124)
Determinando el factor isoescalar y el coeficiente de Clebsch-Gordan tenemos
Cs = /355 (W00 |TOV[(NV +1,0); ) sus) (4.125)

Si tomamos otra reaccién que se relacione con la reaccién anterior, un proceso donde vamos a agregar
dos protones a el nicleo, pero se eliminara un bosén de protén.'? Esta transferencia de dos protones a
un nucleo con neutrén impar lo podemos ver como

Sn

4.126
|\I/0n> — ‘\Ijon>~ ( )

10No se tiene que confundir que el hecho de que usemos un operador de aniquilacién implica que se quiten protones, al
contrario, aqui usamos el operador de aniquilacién para agregar dos protones en este caso particular de reaccién de nicleos
con neutrén impar sin embargo matematicamente se elimina un bosén de protén.
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Para aclarar este hecho, como es posible agregar dos protones eliminando un bosén de protén, veamos un
ejemplo en donde se ve el tipo de operador que manejaremos, si tenemos la transferencia de dos protones
a el nticleo de }230sy17,

Sx
B30s117 — PPty
N, =3 N, =2
=0 Y (4.127)
N, =14 N, =4
M =1 M, =1

se puede observar que se necesita eliminar un bosén de protén para obtener el otro nicleo, en el esquema
de Supersimetria esta reaccion se puede escribibir como

Cy = on<[NV_1]7['/\/#];[-/\/_170][1}11;[-/\/’7070];(]\/ 0, 0) (0 0) 0, (%) (% )”sﬂ'H
Vo =1, [N + 135 [V, 0][1],; [NV +1,0,0]; (M +1,0,0);(0,0); 0, 55 5 )on

utilizando las reglas de reduccién (4.48), donde J; =0, Jo =1, J=1y J; =0, J5=1,J =1, con
su corespondiente «;, tenemos que la ecuacién (4.128) se convierte en

(4.128)

- oaf} 4 1)

X on (N = 1], [NZ]; [N = 1,0][1],5 [NV, 0,0]; (N, 0,0); (0, 0); O[5

N, — 1], [Nz + 1] [V, 0)[1],; [NV 4+ 1,0,0]; (M +1,0,0);5 (0,0); 0)on
determinando el valor del simbolo 67, utilizando las propiedades de simetria (4.49) y el valor especial
(4.50) tenemos que

Cy = \/5([/\/; 1], [ka [Nf 1,0][1],; [N,0,0]; (Na0a0)5 (0,0); 0[5l
[Nu - 1], [NW +1]; [N, 0][1].; [N+ 1,0,0[; (N + 1,0,0); (0,0);0)

(4.129)

(4.130)

por otro lado, en F-spin generalizado considerando que el niimero de bosones de proton del estado inicial
es mayor que el del estado final, es decir N. = N + 1y N} =N, entonces N/ = N + 1 asi

Ci = V(N0 gL, Mol Mo /70 |V 1, 0); 4, Ml 20
NG (N +1,0) (0,1) (N,0) >
= V2{ x& N, N+2 N-2 1 1 _1 | N-1 Na=ANo41 N-3
2 3 2) 2173 2 2 )3
x(( »0);0/||T(0 1)H +1,0); @) su(3) (4.131)

donde
a=(N,0,0);(0,0);0
= (N +1,0,0);(0,0);0".

Determinando el factor isoescalar, de la tabla 4.8,y calculando el coeficiente de Clebsch-Gordan ten-
emos

(4.132)

Cy = V2u/ 5,000/ |TOV (N +1,0); ) su(3) (4.133)
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por lo tanto utilizando las ecuaciones (4.133) y (4.125) obtenemos las correlaciones

Cs = 50 (4.134)
O €en su caso
Cy = V203 (4.135)

en donde por ejemplo, Cy y C'5 podrian ser reacciones como

= L1920 194
Cs: 7%°Os116 — 73 Ptis

. 193 195
Cy: 76°0s117 —  723°Ptir

Podemos continuar con nuestra biisqueda de correlaciones con otras transferencias de protones, agreg-
amos dos protones a un nicleo de protén impar, en donde vamos a utilizar el operador s, para agregar
dos protones al nicleo de protén impar. La tranferencia de dos protones a un nucleo con protén impar,
el operador asociado a la transferencia de dos protones a el nticleo con protén impar como por ejemplo
el de +23Ir;;4 dado como

Sn
%2311“116 - %gsAune
N/ =2 Ny =1
M= M1 (4.136)
N! = N, =5
M, =0 M, =0

podemos observar que tenemos que utilizar un operador que elimine un bosén de protén, s, para asi
obtener el otro nicleo con dos protones extras

Sx

Wop) — [Woy) (4.137)

tomando el estado inicial como base y el estado final tiene un boson de protén mds que el inicial N7 =
Ny +1, N =N’"+1 entonces

Cs = <[N1/L[N7T_1};[N_170];(N_17070)7(1

%1) 7(0870-2 0337(%7%)7%”:‘;‘1’” (4138)

podemos verificar que no es necesario utilizar en este caso, las reglas de los elementos de matrices
reducidos, porque ya estan reducidos.En F-spin generalizado

5 — — = 0.1 — Ny .
G = (W = 1.0) N5t Ml Wo 70 (V0 4, Mg s

—1
3

N—-1 Ny=Ny,—1 N-1

< (N, 0) (0,11) )

(N —1,0) >

2 »3 2y 20 3 2 2 0 3
!

X (N = 1,0); /| 7OV [N, 0); ) s1r(3) (4.139)
_ N0 (0,1) | (N=1,0) \ & NMyoAN) 1 1| No1 Np-Noe1
- N N 1 1 N—-1 N-1 <27 ’ 920 2‘ ’ 5 >
273 27 3 2 3

XN = 1,030 [TOD [N, 0); 0) s
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donde

o' = (N =1,0,0), (344) s (01,00, 03); (4.140)
1 .
2

(30 3);

o= (N.0,0), (33,5 + 5.3, D (3, D

Ahora podemos determinar el facto isoescalar tomando el caso z) de la tabla 4.8, calculando solo el factor
de Clebsch-Gordan restante obtenemos

Cs =/ {53 (W = 1,0):a/|[TOV (N, 0);0) (4.141)

Relacionemos esta reaccion con la transferencia de un par de protones a un ntcleo de impar-impar,
consideramos que el niticleo inicial esta en en el estado base y le removeremos un boson de protones.

Sr

W) —  [Woo) (4.142)

De acuerdo a los niveles energéticos mas bajos de los nicleos impar-impar como vimos en la tabla 4.2
podemos escribir la reaccién como

1 ~
E)a 29 27 1” ‘

Ce = (Ny—1],[Ne — 1[NV = 2,0][1],; [N —1,0,0]; (N = 1,0,0), (
[Nvfl]v[Nﬂ];[NfL ][ ]l/a[N 0 0] (N 0 0) (%%%) a(

Q
w
<

MIEPaS

1
73 127
3)i5 33 1)

utilizando las reglas de reduccién (4.48), donde J; =2, b =13, J =1,y Ji =2, Jy =1 J
su corespondiente «;, tenemos

(4.143)
=1y

CG = \/§<[Nv - 1]’ [Nﬂ' - 1]; [N_ 270][1}11; [N_ 17070]; (N_ 17070)7 (%%%) 7(01702703) (%7 %)7 %”§ﬂ'|
[NV - 1]» [Nﬂ]§ [N_ 170][1]11; [./\/,0,0]; (N_ 17070)7 (%%%)17 (N+ %7 %7 %) (%7 %)v %>
(4.144)
por otro lado, en F-spin generalizado la transferencia de dos protones a un nicleo impar-impar, se
expresa como

Ce

— — — 0,1 - Ny —9.
3V = 1,005 252, Nagdle Wi |70 (V003 5, Mg 1, M5850)

X (N = 1,0): o [TOD]| (A, 0): ) sta (4.145)

2 7 3

(N = 1,005 0/| OV (N, 0); ) s73)
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donde

(4.146)

Determinando el factor isoescalar, tomando el caso x de la tabla 4.8, evaluando en k = 2, y calculando
su respectivo coeficiente de Clesbsh-Gordan obtenemos

o = 3~ LOp @I TOD |, 0 ) s (1147)

por lo tanto utilizando la ecuacién (4.147) y (4.141) obtenemos las correlaciones

Cy = Cs (4.148)

BT

O €1 su caso

Cs = 4/3Cs (4.149)

en donde por ejemplo, C5 y C podrian ser reacciones como

. 193 195
Cs: 77°Iryie — 79°Auyie

. 194 196
Co: 777 Iriir — 797 Auniy

Podemos resumir algunos de los factores isoescalares utilizados en la transferencia de particulas en el
modelo Supersimétrico bajo la simetria de U(6) a través de la siguiente tabla:
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Tabla 4.9: Factores Isoescalares en la transferencia de nucleones en el F-spin generalizado asociados solo
a estados simétricos

Transferencia  Nicleo Factor Isoescalar Valor calculado
, N,0 0,1 N—-1,0
1) Protén par-par < (/l Aj £ _i S\/,l N,l) > %
203 2'73 2 0 3
Not N-io11 | NN 1
2 0 3 2'3 273
, N0 0,1 N -1,
neutron impar < L(—1 N)_g £ 7& ( _2 N—zz > Ni-s-z
2 0 3 2073 2 0 3
< (N_ 170) (170) N,O) > N—1
N-2 N-4 11 ~1 N-3 N
2 0 3 273 2 0 3
2) Dos protones  par-par < (JJ\/\/’/(\)/) (11’?) ' (Ai;r 1’+01) > 1
273 203 2 0 3
N+L N41 1 1 N N N+3
2 0 3 2073 273
. N,0 0,1 N —1,
neutron impar < N1 )_3 £ 7& (_2 N—z > /\/L-s-z
2 7 3 2073 2 7 3
< (N_17 ) (170) (N_lv ) > N-1
N-2 -4 1 _1 -1 N-3 N
» 3 2073 2 0 3
L N0 0,1 N —-1,0
proton impar < (A/ Af) £ _i S\/,l /\/,1) > %
203 2073 2 0 3
< NV =1,0) (1,0) | (N,0) > N
N-1 N-1 11 N N N+1
2 0 3 2°3 273
, , N0 0,1 N —1,0
e (W00 A UTH) /R
2 3 27 3 2 7 3
N2 Nod 11 | No1 N3 N1
» 3 273 2 0 3

Podemos resumir las correlaciones obtenidas en la siguiente tabla:
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Tabla 4.10: Correlaciones de transferencias de nucleones

Tipo de Transferencia Ejemplo Correlacion
1) Adicién de protén
. . 194 195
a nticleo par-par C1: 73 Pti1g —79° Auigg C = (71)L 2l+102
a nicleo neutron impar Cy: %35Pt117 —>%86 Auyq7 Cy = (—1)L %Cl
Q)Sustraccién de protén: - o -
a nucleo protén impar Cq: %85AU116 —>%g4 Pti1s Cli:() = mc2,/:_7:k:o
val _ 1 N, (N=1)7~
01171 — T BLs 7027‘/:0 i=1,k=0
Yal _ 1 JN=-LN,
Cli:l — BrsV W —1)./\fO2 i/ =j=1,k=0
a niicleo impar-impar Cy: 196Au117 —>78 Pti17 20 = BriCi,_,
_ [Ny 7
2i1=0,j=1,k=0 BrJ N, (N-1) Cli:l
al _ (N, —DN =
021':] 1,k=0 = BrJ \V W-DN, Clv:
3)Adici6n dos protones:
a niticleo par-par Cs: 19208116 _’78 Pti16 C:%CAL
a ntcleo neutrén impar Cy: %2305117 *)%25 Pti17 Cy = ﬁég
4) Sustraccién dos protones:
a nicleo par-par Cs: %24Pt116 —>%22 Os116 Cs,_, = TC k=0
— 1L JNNFH
Cgi:l — V2V Nad1 - 4ir=0,5=1,k=0
1
Csis NATROD —1)(,’\/+1)C4 1=1,j=1,k=0
a ntcleo neutrén impar 64 : 195Pt117 —>7 08117 C4 ek = \fC3z o
_ N +1
C4i’:0.j:1,k:0 - _\/> C3t 1
- _ (N.,fl)(/\ﬂ»l)
C41':1.]:1,k:0 - \/5 NN, 03'
5)Adicién dos protones:
a nucleo protén impar Cs: %3311"116 *)%85 Auiig Cs5 = %06
a ntcleo impar-impar Cs : %3411“117 *)%86 Auqq7 Co = %05
6) Sustraccién dos protones:
a nucleo protén impar 65 : 195Au116 ~>77 Iri16 65i:0 = \/%66i’:j:k:[)
O = 4 /M*
051:1 = \/7 Cﬁi’_o,]:l,k_o
=~  _ [1 [N 1)/\/
C’51':1 - \/; (N 71)./\/061’—1] 1,k=0
a niicleo impar-impar Cg : %86Au117 —>%$4 Iri17 66i’:]:k:0 = \/%651 o

Cs,,

—0,j=1,k=0

C —./3
CGi’:l,j:l,k:O - \/Z

\/ 1)N Bi=1

Ny—DN =
N=DN, Csic
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4.7 Intensidades espectroscépicas

En esta seccién vamos a determinar algunas intensidades de las reacciones de transferencia de algunos
nticleos de la regién A ~ 190 de masas, correspondientes a los dos cuartetos supersimétricos 9419°Pt,
195,196 A yy y 192,193 193:194]r - Determinando las intensidades de tranferencias de un protén a un niicleo
con neutrén impar 2Pt y la sustraccién de protén a un nticleo impar-impar °®Au y las intensidades de
transferencia de dos protones de un niicleo con neutrén impar Pt y la de un niicleo impar-impar 2Pt
usando nuestras correlaciones calculadas anteriormente que se muestran en la tabla 4.10. El estado base
de las funciones de onda de los cuartetos supersimétricos que vamos a considerar son

Wy = [IVGL NG V], 0,00, 0,0),0)
ol = WL - WV -V =100 (5.505) ((V-5.55)(35) 3)
G = 11 I L[ VL 420,00, 0000, 555
[V — 11, Vs — 1 IV — 2} sV 1,

(N —1,0,0), (%% ;)W; (/\/— % % %) , (% %) g %V;1> . (4.150)

Aqui NV, y N denotan el ntimero de bosones de protén y neutrén en el niicleo par-par. El niimero total

de bosones N =N, + N.

|\110n>gs

|\I"00>gs

4.7.1 Transferencia de un protén

Comenzaremos con la tranferencia de un protén, el operador tensorial de tranferencia de un protén
(4.39) estaran dados como

3 3
e LT L LY CHNPLN L T AP
’ 6 ™2/ m 6 ™32/ m
3 3
P, = 7G2GaEm o \/§<sﬂ x af 3)(2) e (&W X al 3)(2) , (4.151)
’ 6 ™2/ m 6 ™32/ m
y para el proceso inverso
3 3
f)ﬂ_ 1 — T(%7%7%)7(%:%)7%7"l _ 1 (S;‘-r X dﬂ_ 7)(2) é (dlr X aﬂ_ 3)(2) R
6 2/ m 6 2/ m

?
v
N
I
~
~
wleo
.
|
Wl
—
-~
Wl
.
g
(NI
3
S
|

5 (%) 1/, (%)
sl xa “(d xa
5 (s7r X am%)m + \/g (d,r X am%)m . (4.152)

Cabe mencionar que las correlaciones que hemos determinado, no dependen de los factores v que
acompaiian a la ecuacién (4.39), es valido para cualquier operador de tranferencia de un protén mostrados
en las ecuaciones de arriba (4.151) y (4.152). Los elementos de matriz fueron derivados usando el dlgebra
de Racah-Wigner, calculo tensorial y técnicas de F-spin generalizado asi como la determinaciénd de los
factores isoescalares (i.e. son los coeficientes de Clebsch-Gordan generalizados.).

Presentaremos algunas intensidades de transferencias de un protén desde un nicleo par-par a protén
impar, éstas fueron tomadas de las referencias de J.Barea R.Bijker y A. Frank [55]-[56]. En esta tesis las
reacciones asociadas a estas transferencias las hemos analizado y las hemos descrito con la notacién de
C1 y su inverso C que corresponde a la transferencia de un protén de un niicleo protén impar a par-par,
nosotros vamos a correlacionar estas reacciones con las reacciones Cy y Cs.
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Tabla 4.11: Intensidades de la tranferencia de un protén en el limite Spin(6) para las transiciones (a)
desde par-par a protén impar C; y (b) protén impar a par-par C1.

Estado final

Intensidad 1

Intensidad 2

(a) (N —=1—14,i],(01,09,03), (11, 72),J |

| (Wopl| PLy [[Wee)gs I

| (Wopl| PL o [[Wee)gs I

11 1 1 1y 3 2N 8(N+4)? N

(W=-L0,N =3,53)(3:3):3 | 3 TV
N—1)(N+3)N,

([N_ 170}7 (N_ %7%7_%)7(%7 %)7% | 0 5 5(1./2/(+1§§)

(b) <[N_i’i]v(21722723)7(7_177—2)7-["

| <\I}00H ]57(71 H\IJOp>gs |2

‘ <\I}00H 15,(72 H\Ilor>>gs |2

(V. 0], (A, 0,0), (0,0),0| 2. A
(V. 0, (N, 0,0), (1,0, 2 R G ey
(IV, 0], (W~ 2,0,0), (0,0),0 0 B iEretnan
(IV. 0], (W = 2,0,0), (1,0, 2 0 e 22
(N = 1,1], (N —1,1,0), (1,0),2 | i s
(N =1,1],(N = 1,1,0), (1,1), L | Bl el

(IN = 1,1], (N — 2,0,0), (0,0),0 | 0 S
(N = 1,1], (M — 2,0,0), (1,0),2 | 0 SN AN

Ahora debido a que el proceso (a) corresponden a el caso C; y el proceso (b) corresponde al caso C
nosotros tenemos las correlaciones respectivas que son para los casos de tranferencia de un protén a un
nticleo con neutrén impar Cy y la sustraccién de un protén a un nticleo impar impar C'y por lo tanto
utilizando nuestras correlaciones de la tabla 4.10 obtenemos:
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Tabla 4.12: Intensidades de la tranferencia de un protén en el limite Spin(6) para las transiciones (c)
desde neutrén impar a impar-impar Cs. Los estados finales que tomamos son:

(Voo [= ([N~ 1—j,j—k, H]; (S1, 2, 5a), (4
a neutrén impar Cs. Los estado finales que tomamos son:

(Vo |= <[N7 =41 [ijvj -

27 27 é)

k7k]7 (0'1,0'2,0'3); (7-177-2);La l?‘] ‘

2

(01,09,03); (11, 72); 2 5 2,L | v el caso (d) impar-impar

Estado final Intensidad 1 Intensidad 2
(c) (Yoo | (ool P 1 [1Won) s ? (ool P o[ Won) s ?
2L+1 8(N+4)°N (2L+1
(W = 1,0 (N =1,0,0), [1x; (N = 5.5,3):(3,3): 5, 55 L | 2 L) e
N N+3)N- (2L
(W = 1,05 (V= 1,0,0), [l W = $, 4, =) (3, 1) 3. 55 L | 0 SN DN N (L)
(d) (Won | [(Tonll PY 11 Wo0)s ? [(Wonll P ol Woo)s ?
Nx N Nx
(W = 1,0][1),; [V, 0], (M, 0,0), (0,0),0, 5, J | 2562, BN N 62
2N +4) N, 8(N —2)*(N+4) Ny
(V= 1,0][11,: [V, 0], (V,0,0), (1,0),2,, J | ANLIN: 52, N a2,
N-1)(\V N+3)Nx
<[N - 170][1]1/; [N7 0}7 (N - 270a 0)7 (an)voa %7 J ‘ 0 8 51()/Ef)2J(rj2\f)_(~_1;2L3) ﬂOQJ
(N —=2)(N=1)(N+3)N-
(W =1, 0)[1]; [V, 0], W = 2,0,0), (1,0),2, 3, ] | 0 N = g2
. AN+2) B3 Nx AN+8)> B3 Ng
(V= 10001 IV = 1,1, (V = 1,1,0), (1,0),2, 4, | VoD T T
. 1 2(2L+1) 8% N« 2(2L+1) 8% ;Nx
(N = 1,0][1],; [V —1,1], (N — 1,1,0), (1,1), L, 1, J | e SRt et
N—=2)(N 2 N
(W = 1,0][1]u5 NV = 1,1], (M = 2,0,0),(0,0),0, 3, 7 | 0 ey s
. 1 6(N—2)>(N+3) B3Nz
<[N_ 1,0][1]V7 [N_ 171]7('/\/_ 27070) (1 0) 2 J| 0 5(N)2(N)+§)(N422) (_,%[J_l)
) 4N +2) B3, (N —1) 4N48)? B3 (Ny—1)
<[N_27 1][1]u7[N_171]7(N_17170) (1 0) 2 % J| 35/\[.,.1% 2(N_1) 15(/\[(+1)(j1f+2) QgN_l)
. 1 2(2L+1) 8% (N, —1)N 2(2L+1) 8% (N, —1)N
(N =2,1]1],; N = 1,1],(N = 1,1,0),(1,1), L, 3, J | 15((N+1)) Lobses 755<N+1)> L
6(N—=2)(N+3) B, (N, —1
(W =2, 1][1]u5 [V = 1, 1], (V" = 2,0,0),(0,0),0, 3, J | 0 ) fag gl
. 6(N—2)2(N+3) B2,(N,—1)
(W = 2,1][1); [V = 1, 1], (M = 2,0,0),(1,0),2, 5,7 | 0 SOy S

By = (~1)l+3 (2J+1)3{ b

lw
ISENTT
H_/
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Una propiedad que se vemos en estas intensidades espectroscépicas es la regla de la suma, la suma
de todas las intensidades de todos los estado finales es igual a la suma de todas las intensidades que se
obtuvieron por las correlaciones.

S Wopl L [ Wee)asl* = D1 (Wool P o) [ Won) sl (4.153)
f !
y también
S Weell PL 1 Wopasl? = D1 £ (Wooll P 1 o) [ Woo s (4.154)
f f

Ahora lo que vamos a analizar son las intensidades relativas, en donde normalizaremos la intensidades
con respecto la intensidad del estado base, con la finalidad de comparar las intesidades correlacionadas.
Se introducen las intensidades relativas espectroscopicas

I,
R, = (4.155)
Iref

donde I,¢f es la intensidad espectroscopica de un estado de referencia. Nosotros tomaremos el estado base
de referencia que corresponde a el caso n = 1.

Tabla 4.13: Intensidades relativas de la tranferencia de un protén para las transiciones desde par-par Ve,
a protén impar W, correspondientes a Cy. Los estados finales que tomamos son:
<\IIOP |: <[N —1- i:i]: (01702a03): (TlaTQ)v J ‘

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2
n (Pop| R, R,
1 <[N*1,0],(/\/’7%7%,%),(%,%),% | 1 1
N—-1)(N
2 <[N_170]7(N_%aéy_%)v(%vé)vg | 0 W

siendo la intensidad relativa correlacionada expresada como

I,
I ref

S, = (4.156)

quiero recordar que las magnitudes de las intensidades espectroscipicas relativas son las que miden exper-
imentalmente, por tal razén en las aplicaciones que manejaremos optaremos por presetar solamente las
intensidades espectroscipicas relativas. Si ahora presentamos las intensidades espectroscipicas relativas
que se obtuvierén gracias a nuestras correlaciones tenemos la siguiente tabla:
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Tabla 4.14: Intensidades relativas de la tranferencia de un protén para las transiciones desde neutrén
impar W, a impar-impar ¥,, dados por Cy. Los estados finales que tomamos son:
<\IIOO |: <[N -1 7.]7] - ka k]’ (21: 227 23)7 %7 %7 %)Wa (0-1:0-270-3); (7-177—2); %7 %7L |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2
n (Yoo | Sn Sl

Aqui podemos observar que la intensidad relativa a su estado base de la tranferencia de un protén
a un nucleo con protén impar es igual a la que sucede al con el nicleo nicleo par-par, S, = R, (1) y
S/, = R (1). Para comenzar la discusién de las aplicaciones de este formalismo, podemos mostrar un
ejemplo en donde se comprueba experimentalmente!! la validez de esta formulacién. La reaccién nuclear
que se hizo fué 1320s116 — 23Trq16, el cual a nosotros le asociamos el operador P;{,p presentamos el

resultado en la siguiente tabla:

Tabla 4.15: Comparacion entre intensidades tedricas y experimentales de la transferencia de un nucleén
de la reaccién %2205116 (a, 1) %?311“116, donde N = 3, NV, =5y N = 8. Los estados finales que tomamos
Somn: <1921r|: <[N — ’i, Z], (21, 22, 23), (7'1,7'2)7 L ‘

Estado final Teorico  Experimental

n (19311‘| R, (Oz, t)

2 <[770]7(?7éa_%)’(%7%)7% 0 < 0.01

Las intensidades estan normalizadas a 1.00

A partir del resultado anterior, debido a que la reaccién %2205116 — %?311”116 estd correlacionada

con 130s117 — 24117 podemos predecir dos intensidades espectroscépicas (asociadas a la tabla 4.14)
obtenemos:

M Los valores experimentales fueron tomados de la referencia [59].
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Tabla 4.16: Intensidades relativas de la reaccién de transferencia %2308117 — ;24&117, donde N, = 3,
N, =5y N =38. Los estados finales que tomamos son:
<195h‘|: <[N -1 _jaj - ka k]7 (Zla 223 Z3)7 (%7 %7 %)71’7 (01702303); (7-1’7—2); %7 %,L |

Estado final Intensidad relativa 1
n (1937 | S
1 {[7,0,(5,3:3):(5:5): 5.3, L | 1
2 <[770]7(§7%a7%)a(%7%)agvévL| 0

Las intensidades estan normalizadas a 1.00 con P;Al.

Otro ejemplo en donde utilicemos los dos operadores P;@ y P!

o, seria el caso particular de la reaccién

2
Ly ny = ‘<%35Au116 HP;,L(Q)H %§4Pt116>‘ (4.157)

donde n representa los posibles estados de exitacién del niicleo 33° Auy g, en la siguiente tabla solo vamos
a poner el nimero n del estado para simplificar la notacién (asociados a la tabla 4.13) por lo tanto
tenemos:

Tabla 4.17: Intensidades relativas de los estados de exitacién del niicleo 33°Auy1 donde Ny =2, N}, =5

v N = 7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n R, R,
1 1 1
2 0 1.12

asi usando nuestras correlaciones podemos predecir las intensidades de los posibles estados de exitacion
(asociados a la tabla 4.14) del niicleo 3% Auy7,

2
In,(n)' = ‘<%86A11117 HP;L(Q)H %goPt117>‘ (4158)

obtenemos las intensidades:
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Tabla 4.18: Intensidades relativas de los estados de exitacién del nicleo %86Au117 donde N =2, N, =5
y N =7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

1 1 1
2 0 1.12

Si queremos ver explicitamente la correlacion uno a uno en la tranferencia de un de un protén al
niicleo }°Pty17 v obtenemos 13%Auy 7, podemos comparar las dos reacciones de una manera méas grafica
en donde si presentamos sus intesidades espectroscopicas relativas,

(3,3), 5
®) 0/1.12 (&,1,-1)
(0.0).0 - (5:3).3
(7,0,0) 1/1 (%£,3.3)
194Pt 195Au
(3:3): 5, 3,1
b) 0/1.12 (&,3,-1)
(050)707%1,a% (%7%)527;71
(7,0,0) /1 (£,3.3)
195Pt 196Au

Figura 4.5:

(a) Reacciones de tranferencia de un protén permitidas para '*Pt — '3 Au, (b) reacciones de tranferencia de un
protén permitidas para °°Pt — °Au. Los nimeros entre la diagonal representan los factores espectroscépicos
de los dos operadores que estan normalizados al estado base.
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Aqui las las correlaciones son son uno a uno, el proceso inverso presenta un comportamiento diferente,
aquf nosotros quitamos un protén al nicleo 13%Au;;7 y el niicleo resultante posee més estados posibles
de exitacion que en el caso anterior. Veamos ahora los procesos inversos.

Tabla 4.19: Intensidades relativas de la tranferencia de un protén para las transiciones protén impar W,
a par-par V., dados por C'y. Los estados finales que tomamos son:
<\Ilee |: <[N - 7:’ Z]a (217 227 Z3)7 (7_17 T2)7 L ‘

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2
n (Wee | Ry Ry,
1 (INV,0], (N, 0,0),(0,0),0 | 1 1
2 (IN, 0, (A, 0,0), (1,0),2 | Negd o
3 (N0, (N = 2,0,0),(0,0),0 | 0 ML e
4 (N0, (N —2,0,0), (1,0),2 | 0 T o a e
5 (N —1,1], (N —1,1,0),(1,0),2 | ATt m%
6 (N—1,1,(N—1,1,0),(1,1), L | DLl R b
7N —1,1], (V- 2,0,0),(0,0),0 | 0 T i aoi
8 (N = L1}, (W =2,0,0),(1,0),2 0 sl

Este aumento de los estados posibles de exitacién depende de los acoplamientos de los nimeros
cuanticos del estado inicial en conjunto con las reglas de seleccién del operador manejado. Por lo tanto
debido nuestras correlaciones podemos obtener las siguientes intensidades:
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Tabla 4.20: Intensidades relativas de la tranferencia de un protén para las transiciones impar-impar [Poo)
a neutrén impar |W,,) dados por Ca. Los estados finales que tomamos son:

(Ton [= (N =1 =@, |[1]; N = 4, j — k, ks (01, 02,03); (11, 72); L, 33 J |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2
n (Won | Sn Sn
1 (W =1,0][1],; [NV, 0], (N, 0,0),(0,0),0, %, ] | R, R}
2 (W =1,0][1],; [NV, 0], (N, 0,0),(1,0),2, %, ] | R R}
3 (N —1,0][1],; [V, 0], (N = 2,0,0), (0,0),0, %, 7 | 0 R},
4 (N —=1,0][1],; [N, 0], (N —2,0,0),(1,0),2, L, | 0 R,
5 (N —1,0][1],; NV — 1,1, (N — 1,1,0),(1,0),2, %, 7 | Rs 3095 Ry =5
6 (N —1L0][1; [N —1,1],(N = 1,1,0),(1,1), L, 3, T | Ro 5555 e
7 (N =1,0][1],; IV — 1,1, (N = 2,0,0),(0,0),0, %, J | 0 N
8 (N —1L0][A]; [V —1,1], N = 2,0,0),(1,0),2, %, J | 0 Ryt
9 (N =2,1[1],; [V = 1,1], (N = 1,1,0), (1,0),2, 1, J | Rs Gt Ry =2
10 (N = 2,1][1],; [V = 1,1], (M — 1,1,0), (1,1), L, L, T | e Ry G
1 (N = 2,1)[1],; [N = 1,1], (M = 2,0,0), (0,0),0, 3, J | 0 Ry Gt
12 (N =2, 1[1],: [V — 11, (W = 2,0,0), (1,0),2, L, J | 0 Ry e

Los coeficientes que acopanan las intensidades relativas espectroscépicas de la tabla 4.19 las tenemos
en la tabla 4.20 con las correlaciones que hemos determinado.
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Experimentalmente'? tenemos evidencia de la validez de las intensidades espectroscépicas de la

reaccién %3311‘116 — %2205116. En la cual mostramos en la tabla siguiente:

Tabla 4.21: Comparacion entre intensidades tedricas y experimentales de la transferencia de un nucleén
de la reaccién de transferencia %2%116 (t, @) %2205116, donde NV; = 3, N, =5y N = 8. Los estados
finales que tomamos son:(1920s|= ([8 — i,1], (X1, X2, X3), (71, 72), L |.

Estado final Tedrico Ezperimental
n (1920 R, (t, @)
1 ([8,0],(8,0,0),(0,0),0 | 1 1
2 ([8,0],(8,0,0),(1,0),2 | 1.5 1
3 {[8,0],(6,0,0),(0,0),0 | 0
4 ([8,0],(6,0,0),(1,0),2| 0 <0.01

5 ([7,1],(7,1,0),(1,0),2]  0.46

6 (7,1],(7,1,0),(1,1),1|  0.11
([7,1],(7,1,0),(1,1),3 | 0.26

7 ([7,1],(6,0,0),(0,0),0 | 0

8 ([7,1],(6,0,0),(1,0),2 | 0

Las intensidades experimentales estdan normalizadas
a 1.00 para cada estado con JP y las teoricas estan normalizadas
al estado base correspondiente con n =1 con P; 1

Los espacios vacios de los datos experimentales significan que aun no fueron medidos esos estados
exitados. Estos datos experimentales una vez mas nos confirma el comportamiento supersimétrico nuclear.
Debido a que la reacciéon %33Ir116 — %gZOsug esta correlacionado con la reaccién %$4Ir117 — %23Os117
usando nuestras correlaciones (asociados a la tabla 4.20) podemos predecir las siguientes intensidades:

12L0s valores experimentales fueron tomados de la referencia [59].
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Tabla 4.22: Intensidades relativas dc la tranferencia 7? Ir117 — 76 30s117. Los estados finales que tomamos

son: ('0s |= ([T =4, 7[1],;[8 = j,j — k. kl; (01,02,03); (11, 72); L, 53 T |
Estado final Intensidad relativa 1

n (1930s | S,
1 ([7,0][1],:[8,0],(8,0,0),(0,0),0, 3, J | 1
2 ([7,0][1],;[8,0],(8,0,0),(1,0),2, 3,7 | 1.5
3 ([7,0][1].:[8,0],(6,0,0),(0,0),0, 5, J | 0
4 ([7,0][1],; (8,01, (6,0,0), (1,0),2, 3,7 | 0
5 ([7,0]1],;[7,1],(7,1,0),(1,0),2, 1,7 | 0.04
6 ([7,0][1],;[7,1],(7,1,0),(1,1),1, 1,7 | 0.01
([7,01[1]u5[7,1],(7,1,0),(1,1),3, 5,7 | 0.02

7 ([7,0][1],;[7,1],(6,0,0),(0,0),0, 3,7 | 0
8 ([7,0][1],;[7,1],(6,0,0),(1,0),2,%,J | 0
9 ([6,1)[1],;[7,1],(7,1,0),(1,0),2,1,.J | 0.42
10 (6,1][1],;[7,1],(7,1,0), (1,1),1, 4,7 | 0.10
(16, 1][1],5 [7,1], (7, 1,0), (1,1),3, 1, T | 0.24

11 ([6,1][1],5[7,1],(6,0,0),(0,0),0, 3, J | 0
12 ([6,1][1],;[7,1],(6,0,0),(1,0),2, 1, J | 0

Las intensidades estan normalizadas al estado
base correspondiente con n = 1 con P; 1

Podemos ver de una manera grafica estas correlaciones en la siguiente figura.
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0.37T— (171)31’
(7,1,0)
0.46— (1,0),2
(2) (7,1,0)
1.5 — (1,0),2
(3.3).2 1 (0,0),0
(2.3, 9) (8,0,0)
19311" 1920S
034——— (171):L7%:J
0.03— (L), L, 5,J
(7,1,0)
_— 1
(D) 0.42 (1,0),2,?1
0.04— (170)72,§7J
(7,1,0)
15— (1,0),2,3,J
(3,4),3.3 1 1 (0,0),0, 1,7
(3.3.9) (8,0,0)
19411“ 1930S

Figura 4.6: (a) Reacciones de tranferencia de un protén permitidas para +2°Iri16 — »4-Os116. (b) Reacciones de
tranferencia de un protén permitidas para 22Ir117 — 22°Os117. Los factores espectroscépicos estan normalizados
de acuerdo al estado base

Se puede ver que las correlaciones nos genera una especie de desacoplamiento de los niveles espectrales

del espectro original. Ademads la suma de las intensidades en ambas reacciones es la misma. Podemos
tomar otro ejemplo de este tipo de correlaciones, dadas las intensidades

2
Lo ny = ‘<%24Pt116 HP'AT,I,(Q)H %85Au116>‘ (4.159)

donde n representa los posibles estados de exitacion del nticleo final bajo los operadores P;,l, y P;{yz.
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Tabla 4.23: Intensidades relativas de los estados de exitacién del nucleo %g‘lPtlm donde N, =2, N, =5
y N =7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa 1

Intensidad relativa 2

n R, R,

1 1 1

2 1.57 0.32

3 0 0.20

4 0 0.11

5 0.80 0.29

6 019L =1 0025 L =1
044 L =3 0.06 L=3

7 0 0.38

8 0 0.21

asi usando nuestras correlaciones podemos predecir las intensidades (asoaciadas a tabla 4.20).

expresadas como

Iy ny = ‘<%25Pt117'

2
1,(2) H %gGAu117>‘

(4.160)

Tabla 4.24: Intensidades relativas de los estados de exitacién del nicleo %§5Pt117 donde N, =2, N, =5
v N =7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa 1

Intensidad relativa 2

n Sy St

1 1 1

2 1.57 0.32

3 0 0.20

4 0 0.11

5 0.053 0.02

6 0013 L=1 0.001 L=1
0.03L=3 0.004 L =3

7 0 0.025

8 0 0.014

9 0.75 0.27

10 018 L =1 0024 L=1
041 L =3 0.06L =3

11 0 0.35

12 0 0.20
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Si ahora queremos mostrar de una manera mas grafica las correlaciones, del ejemplo anterior tomemos
solo el primer operador donde mostramos los posibles estados de exitacion con sus intensidasdes espec-
troscépicas normalizadas, se puede notar que que la correlacién nos da una especie de desacoplamientos
en dobletes por cada linea espectral de la grafica 4.7 de (a) en (b), se observa estos dobletes que son
concecuencia de nuestras correlaciones.

0.63— (L, 1),L
(6,1,0)
0.80— (1,0),2
(a) (6,1,0)
1.57— (1,0),2
(333 1 (0,0),0
(2,39 (7,0,0)
195Au 194Pt
0.59— (171)aL7%aJ
04— (L,1),L,5,J
(6,1,0)
(b) 0.75— (1,0),2,%,J
0.05— (1,0),2,3,J
(6,1,0)
17— (1,0),2,1,J
(3,4),2.3 1 1 (0,0),0,%,J
(2,39 (7,0,0)
196Au 195Pt

Figura 4.7: (a) Reacciones de tranferencia de un protén permitidas para **Au — '“*Pt. (b) Reacciones de
tranferencia de un protén permitidas para *Au — '9°Pt.. Los factores espectroscépicos estdn normalizados de
acuerdo al estado base

Hay algo interesante que podemos notar, las suma de las intensidades de los niveles 3 y 4 del caso
(b) es igual a la intensidad 3 del caso (a), y la suma de la intensidad 5 y 6 del caso (b) es igual a la
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intensidad 4 del caso a), es aqui donde hago referencia a ese desacoplamiento de las intensidades debido a
las presencia de nuestras correlaciones que hemos determindo. En la reaccién que obtuvimos la correlacién
que corresponde al caso (b) podemos notar que los primeros dos estados y los dltimos tienen mayores
intensidades con respecto al estado base y los demas no tienden a exitarse mucho. FEl segundo estado
tiene una intesidad de 157% del estado base, esto nos dice que éste estado tiene mayor intensidad que
el estado base, el tercero tiene una intensidad de 5%, el cuarto 75%, (este corresponde a la suma de las
intensidades correspondientes a L = 1 y L = 3) el quinto estado tiene una intesidad de 4% y el tiltimo
tiene una intensidad de 59% del estado base. El estado de exitacién més probable es el estado simétrico
con respecto al grupo SOpp, (6) y los estados restantes que no son simétricos son menos intensas, que
corresponden a energias mas altas. Y para el segundo operador el coportamiento es similar a excepcién
que para los niveles diferentes de cero con intensidades, y para los los restantes estados son bajas las
intensidades y en cambio en los ultimos sus intensidades si son relevantes.

4.7.2 Transferencia de dos protones

Aqui vamos a analizar la tranferencia de dos protones que conectan los cuartetos supersimétricos.
Tomaremos como referencia [60] en donde las intensidades de tranferencia de dos protones entre nicleos
par-pary lo vamos a correlacionar la tranferencia de dos protones entre niicleos con neutrén impar. Las
primeras intensidades las presentamos en la siguiente tabla:

Tabla 4.25: Intensidades de reacciones de tranferencia dos protones en el limite Spin(6) para las transi-
ciones entre nucleos par-par que corresponden a el caso C3.Los estados finales que tomamos son:
|\Ijee> = HNVL [Nﬂ' + 1}7 [N+ 1-— iai]v (2’17227 23)7 (070)a0>

Estado final Intensidad Intesidad relativa
n INH1-4d  (21,52,83)  [1(Pee || T[] Wee)gs|® R
Nx N
1 N+1,00 (N+1,0,0) W) 1
(Nz+ DN (N +3) N(N+3)
Ny (N-1) Ny (N=1)(N+2)
3 W] (N =1,0,0) 2(N+1)2 NZ+1)(N+4)(N+1)2

Ahora vamos a utilizar nuestras correlaciones para determinar las intensidades de transfernecia de dos
protones entre nicleos con neutrén impar.
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Tabla 4.26: Intensidades de reacciones de tranferencia dos protones en el limite Spin(6) para las tran-
siciones entre ntcleos con neutrén impar obtenidas por nuestras correlaciones, que corresponden a Cj.
Los estados finales que tomamos son:

|\Ij0n> = HNV - 1]7 [Nﬂ' + 1]3 [N - il’il][l]m [N+ 1—-4,7—F, k](27070)7 (070)7())'

Estado final Intensidad Intensidad relativa

n [N_i/7i/} [N+1_]7]_k7k} (21122323) ‘f(‘I/on || Sir || \I/on>gs|2 Sn

N N-
1 NV,0 IV +1,0,0] (N +1,0,0) Wttt Ry

Ne+ DN (N +3
2 V0] [V +1,0,0] (N —1,0,0) T Ry

N—
3 [V,0] N, 1,0] (N —1,0,0) o= Ry 4zl

N-1) (N, — Ny -1V
4 N -1,1] NV, 1,0] (N —1,0,0) oy B Ry NN+

Aqui también la suma de las intensidades de todos los estados finales de la reaccién que se conoce es
igual a la suma de todas las intensidades que se obtuvieron por las correlaciones.

Z\n (Wee 5] | Wee) e = Z|f o[58 W e (4.161)

Veamos ahora un caso mds practico, tomemos las intensidades dadas como

In = <19205116 HST H %24Pt116>‘ (4162)

donde n representa los posibles estados de exitacién del niicleo 1220s116 bajo el operador sT

Tabla 4.27: Intensidades relativas de los estados de exitacién del niicleo 332Os116 donde N =2, N}, =5
v N =7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado del nticleo inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa

n R,

1 1
0.1

3 0.12

asi usando nuestras correlaciones (tomadas de la tabla 4.26) podemos predecir las intensidades

| 19305117 HST H %gopt117>‘ (4163)
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eXpresadas como

Tabla 4.28: Intensidades relativas de los estados de exitacion del nicleo %2308117 donde N =2, N, =5

yN =T

Estado final ‘ Intensidad relativa

n Shn
1 1

2 0.1
3 0.01
4 0.11

En esta reaccién principalmente solo se exitan 2 estados de manera relevante, los demés estados poseen
intensidades muy bajas con respecto al estado base, aqui es interesante notar que el ultimo estado es el
que presenta mayor exitacién con respecto al estado base con 11% de la intensidad del estado base es
antisimétrico con respecto al grupo SOpr, (6). El segundo estado posee una intensidad del 10% de la
intensidad del estado base, este estado es simétrico con respecto al grupo SOpp, (6), el tercer estado no
presenta una intensidad relevante
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Podemos repetir el mismo analisis grafico de los niveles energéticos asociados a las transferencia de
un nucleén como vimos en la figura 4.7, para la tranferencia dos protones se puede ver que las lineas
espectrales del estado final de la reacciéon nuclear que se conoce se divide en mas lineas espectrales en la
reaccién que se correlaciona.

0.12—— (0.0),0
(a) 7,1], (6,1,0)
_ (0.0),0
1 (0.0),
180, (6.0.0)
(0.0),0 1 (0.0),0
[7],(7,0,0) 8], (8,0,0)
194Pt 1920S
0.0l——— (0.0),0,3,%
(b) [77 1]’ (67 17 O)
- (0.0),0,%,1
1 181.6.0,0)
(0.0),0,%,1 1 (0.0),0,3, 3
[7]7 (77070) [8}7 (87070)
195y 1930g

Figura 4.8: (a) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para '**Pt — 920s. (b) Reacciones de
tranferencia de dos protones permitidas para '%°Pt — 1930s. Los factores espectroscépicos estdn normalizados
de acuerdo al estado base.

La suma de las intensidades de las lineas especrales 3 y 4 del caso (b) de la figura 4.8 es igual a la
intensidad 3 del caso (a).
Por otro lado si tenemos una tranferencia de dos protones entre niicleos con protén impar
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Tabla 4.29: Intensidades de reacciones de tranferencia de dos protones entre nticleos con protén impar
que corresponden a el caso Cs. Los estados finales que tomamos son:
|‘1}0p> = |[Nl/]a [Nﬂ']: [N - i7 ZL (217 227 23)7 (%7 %7 %)Tﬂ (Ula 02, 0-3)7 (%7 %)7 %>

Estado final Intensidad Intensidad relativa
no N =i (31,22,5) (01,02,03) le(Pop || Sj'r I \II0p>gS|2 Ry,
N (N
1 V0 WV.0.00 WL LD e 1
8N~
2 [N, (N,0,00 (N =3,3,-3) NOEESE NV VD
R 2N (N =1)(N+3) (N=1)(N+3)(N+2)
3 WV, 0] (NM=2,000 (N-333) NV+1)? NNADZNFA)
11 1 4N, 2N, (N +2)
4 W-L1 W=110) V=35 -3) NVAT? NV N, NF)
4N, 2N,
5 W-1,1 W-1,100 WV-3%133) WK WV
2N, (N =2)(N+3) N, (N =2)(N+3)
6 W-11 W-200 N-3373) NNTHWED NOVATN, V1 4)

Nosotros hemos analizado las reacciones de tranferencia de dos protones entre nicleos con protén
impar que corresponden a el caso C's dadas en (4.105)

Cs = (N INGL IV =4,4]; (81, 22, 53), (
N, ING = 1] IV = 1,0]; (N — 1,0,

y esta estando correlacionada con Cp en (4.110)

66 = ([NV - 1]7[-/\/77];[-/\/'7 1 724,1‘/][1}”; [ijv.] 7k7k};(21a22723)7(%%% ) ’
IsEIING = 1], e = 15 IV = 2,0][1],; [V = 1,0,0]; (M = 1,0,0), ($33) 5 (N = 3,5, 3); (

por lo tanto obtenemos
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Tabla 4.30: Intensidades de reacciones de tranferencia de dos protones entre ntcleos impar-impar que
corresponden a el caso Cg. Los estados finales que tomamos son:
|‘1}00> = |[Nl/71]: [Nﬂ']a [N*l*l/,ll][l],,, [iju]*k? kL (217 227 Z:3)7 (%7 %: %)Tﬂ (017 02, 0-3)7 (%7 %) 3 %a 1>

9
Estado final Intensidad Intensidad relativa
no N= 7] N =G —kE  (31,22,%)  (01,02,03)  [1{Woo || sk || Woo)es|? Sh
N (N
1 [N,O] [N,O7O} (N,0,0) (N_'_%v%a%) % Rl
2 WV, 0] WV, 0,0] (WV,0,0) WN-33-3) W Ry
Ny (N =1)(N

3 N0 V0,00 W=-200) V-§4h) 0 AGouies Ry
4 [N,0] V—-1,1,00 (N—1,1,0) (N—-31 1 -1 S - Ry e
) » » 202772 NINF1)2 (N-1) 4NN,
5 [N7 0] [N_ la 170] (N_ 17 170) (N_ %7 %7 %) (N+2)%N+1)2 (./%/'Af(l) RSWJ,\[W

: N—=2)(N

6 [Na O] [Nf 1: 170] (Nf 2a070) (Nf %7 %: %) 2/&/(/\/.2;,_)1()(/?3_)2) (/?\)[Aiwl) RGWJ_\[W
3N, — N, —DHN
7 [N_Ll] [./\/—1,1,0] (./\/’—1,1,0) (N_%vév_%) W% R4E./\[771§3\/'V
N, —DHN N, —DHN
8§ W-11  W-1100 W-L10 W-355L1) o s o
N=2)(N Ny, — N, —1)N
9 [Nf 13 1] [Nf 1a 170] (Nf 2a070) (Nf %7 %a %) 2((_/\[_‘_21))((]\/132)) BE_/\/_J) Rﬁﬁ

La suma de las intensidades de todos los estados finales de la reaccién que se conoce es igual a la
suma de todas las intensidades que se obtuvieron por las correlaciones.

6

Z|n< OPHSWH\I}OP g3‘2 Z|n 00||5TH\IJOO>gS‘ (4.164)

n

Si tomamos un caso préactico, tomemos las intensidades

I, = | (33%Tr16 ||st | 195A11116>| (4.165)

donde n representa los posibles estados de exitacién del niicleo 23116 .
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Tabla 4.31: Intensidades relativas de los estados de exitacion del ntcleo %3311“116 donde N; =2, N, =5
v N =7, que son los niimeros cudnticos asociados al estado del nticleo inicial.

Estado final ‘ Intensidad relativa

n R,

1
0.0008
0.11
0.009
0.007
0.20

O T =W DN =

asi usando nuestras correlaciones (asocidas a la tabla 4.30) podemos predecir las intensidades
2
Iy = | (39417 ||sh) 390 Aunar)| (4.166)

expresadas como

Tabla 4.32: Intensidades relativas de los estados de exitacion del nucleo %2411"117 donde N, =2, N, =5

yN=T.

Estado final ‘ Intensidad relativa

n Sh

1
0.0008
0.11
0.0006
0.0004
0.01
0.0085
0.0066
0.19

© 00 O U =Ww N~

Este tipo de reaccion sélo exita de manera relevante solo 2 estados, el tercer estado con el 11% de la
intensidad del estado base y el ultimo estado con 19% de intensidad del estado base. Si nos preguntamos
acerca de la simetria, el tltimo estado es antisimétrico con respecto al grupo Ugp, (6) y simétrico con
respecto a SOpr, (6) y el tercer estado es simétrico con respecto a los grupo Ugr, (6) y SOpF, (6). Aqui
no se puede concluir exactamente si los simétricos o antisméticos con respecto a un grupo de simetria son
més probable sin embargo podemos ver que los estados antisimetricos en los grupos Ugr, (6) y SOgF, (6)
poseen intensidades menores con respecto al estado base como se puede ver en nuestros resultados de la
tabla 4.32.
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Si queremos comparar graficamente como se ven estas correlaciones entre la tranferencia de dos pro-
tones de las reacciones anteriores presentamos la figura 4.9, mostramos que al momento que correla-
cionamos aparecen mas lineas espectrales. Se puede ver también que la suma de las intensidades finales
en ambas situaciones es la misma.

0.20

1 1
(%a%vﬁ)
0.007
(3.4.3)
(a) 0.0091—715 11y
27272
0.1 T
0.0008__(553:3)
11y 3 1 (£2,2.9) (1,13
(2’2)’2 (Qll) (Qll) 202/ 2
2722 21272
195Au 19311”
0.19
0.01 —
(7a§7§)
0.0066
0.0004 — 77—
(?7575)
0.0085
(b) 0.0006 —5—7—5
(7a§7§)
0.1 T
0.0008 __(5:3.3)
(L3,4,1) (11y31
(%’%)’;7%71 13 1 1 1 i i i (2’2)’2’271
(2’2’2) (2’272)
196 A 4 1947,

Figura 4.9: (a) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para **Au — *Ir, donde para ambos
estados (%, %), % (b) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para *Au — '**Ir, donde para
ambos estados (%, %), %, %, 1. Los factores espectroscopicos estdn normalizados de acuerdo al estado base.
Hemos presentado aplicaciones directas de nuestras correlaciones de tranferencia de nucleones en
el contexto de Supersimetria Nuclear donde hemos mostrado explicitamente predicciones de nuestras

correlaciones de transferencias de un protén y dos protones. Nuestro reto en adelante es continuar en la



108 Capitulo 4. Correlaciones entre reacciones nucleares

bisqueda de sistemas que tenga simetria de U(6).

4.8 Otras aplicaciones

Los factores isoescalares y la formulacién del F-spin generalizado también se puede aplicar en las tran-
ferencias de un neutrén en el contexto de Supersimetria Nuclear ademads este aparato matematico también
es valido para cualquier sistema cuyas funciones de onda son descritas en términos de acoplamientos de
las tres diferentes representaciones de U(6), por ejemplo en la teorfa de IBM-3 y la de Piel de Neutrones
que brevemente discutiremos mas adelante.

4.8.1 Transferencia de un neutron

Solo por completez, quiero solo mencionar los factores isoescalares correspondientes que faltan por
calcular, ya que considero de suma importancia, incluir una breve revisiéon de este tipo de reacciéon. En
este tipo de transferencias vamos a tratar cuatro tipo de reacciones, transferencias de un neutrén a ntcleos
par-par, protén impar, neutrén impar e impar-impar. Y sus respectivas transferencias inversas. Tomando
en consideracién que nuestros estados iniciales estaran en el estado base y los estados finales en estados
exitados o estados bases.

Uno de los operadores més comunes que se manejan en la practica [60] es aquel que posee la repre-
sentacién (200) del grupo SO(6), las etiquetas (10) del grupo SO(5) y (2) del grupo de rotaciones SO(3)
de acuerdo a las posibles configuraciones que hemos visto anteriormente en (4.21), adem4s si consideramos
la transferencia de un neutrén con j = 3/2,5/2 el operador es

POt = % {('s} x alj)(j) - ((L x a;%)(j)} : (4.167)

Es conveniente tomar las razones de las intensidades, ya que ellos no dependen de el valor del coeficiente
o y por lo tanto nos proporciona una prueba directa de las funciones de onda. Los elementos de matriz
entre los estados con el mismo nimero cudntico pero tienen diferente acoplamientos de U(6). Estos estén
relacionados con los factores isoescalares.

Nosotros vamos a realizar transferencias de nucleones en el en el espacio F-spin generalizado. Comence-
mos con la transferencia de un neutrén a un nicleo par-par

alb,

Wee) — Vo) (4.168)

donde utilizamos el operador alb,, para obtener un nicleo con neutrén impar, de esta manera proceso
(4.15) en el F-spin generalizado siendo N' = N, + N y (3, son los factores estadisticos que surge al hacer
el desacoplamiento del neutrén, asi tenemos

o (N70) (1,1) (N72j+k7j72k) N Ne—N,
Cr = Bi( ¥ N 1 -1 N=1-2 N—3 (5
273 27 2 y 3

X (N =2 +k,j = 2k) [TV [V, 0) sv3)

que corresponderia por ejemplo a la transferencia de un neutrén a el niicleo de 12*Pti;s obteniendo
195Pty17, considerando el estado inicial como base con los nimeros cudnticos NV, = 5 y N, = 2. De

13
Uno puede verificar estos niimeros usando la propiedad aditiva de los nimeros cuanticos sz =Fy +F0p yYy =Yi+Yr

— — —
y la suma vectorial de F'y = F'; + F'r donde el subindice i representan los ntimeros cuanticos asociados al estado inicial y
el subindice T los niimeros cudnticos asociados al operador de transferencia y f al estado final.
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manera analoga podemos obtener su reciproco

bla
vy 4.170
|\Ilon> I |‘IIOC> ( )
— N, 0) (11)’(/\/ 2ii)> Nz, _
c _ / ( ) ; N-— 1 +1,l’_7./\/ 21 Ne =Ny
7 ﬁ7< N-—1 -3 1 1 N—2i ’.%/' < P} | 2 > (4'171)

2 ) 15 2
— 24,1)] \T( (N, 0))su(3)
que corresponderia por ejemplo a la sustraccién de un neutrén a el nicleo de 13°Pt;17 obteniendo

%§4Pt116 considerando el estado inicial como base. Si transferimos un neutrén a un nicleo con protén
impar obtenemos un ntcleo impar-impar

alb,

Wop) — W) (4.172)

de esta manera proceso (4.16) en el F-spin generalizado considerando que el estado inicial esta en el
estado base tenemos

Z

; 1 N—2-i N—-4

O — 58< S\jf\ffLO) (L1) | (N=1=2j+Fk,j—2k) ><N L NNyl 1 LIN=20i NaoNo)
2 0 3
XN =1 =2j 4k, j = 2k) [TV (N = 1,0))s0(3)
(4.173)
que corresponderia por ejemplo a la transferencia de un neutrén a el niicleo de ¥J°Auy16 y obtenemos
198Auy17 donde para ambos nicleos NV, = 5 y N = 2,de manera andloga podemos obtener su reciproco

bf,ay
Woo) ——  [Woy) (4.174)
C: = / (N— 1, ) (171) (N*l —Qi,i) N—=2 Npg=N,+1 1 _ 1| N—-1-2i Ny—N,—1
8 = ﬂS N-2 N—-4 1 1 N—=1-2i Npg—Np,—1 N-1 < PR 2 39257 9 2 ) 2
2 7 3 27 2 ’ 2 '3
< (N =1 =20, 0) [ TEDV = 1,0))su(3)
(4.175)
que corresponderia por ejemplo a la sustraccién de un neutrén a el nicleo de 33°Au; 7 y obtenemos

%9 AU116.

El mecanismo para determinar estos factores isoescalares en este tipo de reacciones es el mismo como
se determinanron los factores isoescalares asociados a las transferencias de un protén y dos protones, este
tipo factores faltan ain por calcular.

4.8.2 IBM-3

El IBM-2 se utiliza para describir nicleos con masa media y nucleos pesados, mas especificamente,
a nucleos donde sus protones y neutrones ocupan diferente capa de valencia. Cuando los protones y los
neutrones ocupan la misma capa de valencia, esta aproximacién deja de ser valida ya que no hay razén
de incluir el par de protén-neutrén con isoespin T’ = 1, en donde este isoespin invariante es parte de la
extencién del IBM para nicleos ligeros, el cual se conoce como IBM-3 [27]. Es posible construir en el
IBM-3 estados que tengan buen momento angular (denotado por L) y con un buen isoespin total T a
través de la clasificacién
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U(8) o U(6) > ... SO
! 1 1
[N] [N1, Ny, N3] L
(4.176)
® U(3) > SU(3) D SO(3)
1 l 1
[N] (A ) T

Aqui vemos que sin ningun problema podemos utilizar nuestro mecanismo matemaético del F-spin
generalizado.

4.8.3 Piel de Neutrones

Por otro lado, los modelos microscopicos nucleares predicen que los nticleos que tiene una piel de
neutrones implica que la densidad de neutrones se extiende mas alla de los protones. Ya sea que la
piel de neutrones se separa del resto del nicleo para presentan oscilaciones independiente, no esta claro
aun, en el momento, pero si uno lo asume, las consecuencias pueden ser estudiadas con sencillez en un
enfoque algebrdico [61]. El punto de comienzo es un triple producto de algebras de U(6) asociadas con
los protones 7, y los niicleos de neutrones v, y la piel de neutrones vy, respectivamente.

U6) ® U®B) ® U(6)
! ! ! (4.177)
[Na] [Ny.] [No,]

donde cada dlgebra SU(6) esta caracterizada por el niimero N, de bosones acoplados simétricamente.
La piel de neutrones interactua debilmente con el nicleo de protones y neutrones, pero estos interacutan
fuertemente uno con otro, esto es representado (4.177) en la reduccién de acoplamientos correspondientes
al dlgebra U(6) de la piel de neutrones por lo tanto aqui también podemos introducir el concepto de
F-spin generalizado.

En resumen podemos decir que la estructura de grupo de SU(3) es una herramienta muy poderosa
para describir sistemas cudnticos. En el siguiente capitulo vamos a hacer una revisiéon de este grupo
SU(3) ya que vamos a determinar los valores de los factores isoescalares en forma explicita y cerrada
utilizados en nuestras correlaciones.



Capitulo 5

Factores Isoescalares de SU(3)

5.1 Introduccién

Cuando nos preguntamos acerca de la estructura de las interacciones fuertes, una manera en la cual
se puede tratar este problema es a través de simetrias en donde hay teorfas [62, 63] donde nos dice que
se debe conservar el isoespin I y la hypercarga Y[64]. Por ejemplo en el Modelo Octeto que fueron
propuestos por Gell-Mann[65] y Ne’eeman[66]. En este modelo se tiene una simetria unitaria en donde
se asume que la interaccién fuerte es invariante bajo las transformaciones que pertenecen a SU(3), es
decir, invariante bajo transformaciones unimodulares unitarias de algun espacio vectorial complejo de
tres dimensiones. La simetria de estas interacciones fuertes son rotas bajo algun mecanismo débil, pero
de tal manera que que el isoespin y la hypercarga permanecen conservadas. Si anadimos una interaccién
debil como la interaccion electromagnética, se rompe esta simetria en el sentido que solo la hypercarga
v la tercera componente del isoespin se conserva. De esta manera, en este modelo unitario, uno asigna
grupos asociados a las particulas que interaccionan fuertemente con los mismos niimeros cudnticos(pero
diferentes para I, I3, Y') a las representaciones irreducibles de el grupo SU(3). Cabe mencionar que el
grupo SU(3) ha sido bien estudiado y utilizado mucho en la fisica, por ejemplo en algunos calculos del
modelo de capas hechos por Elliot [67, 68, 69], y usado extensamente por otros autores [67]-[75]. En la
fisica nuclear el grupo SU(3) sirve en parte para caracterizar la simetria de la parte orbital de la funcién
de onda. Ademds los estados de SU(3) necesarios para los célculos del modelo de capas deben ser estados
con buen momento angular, es decir, aquellos estados que estdan basados en la cadena de subgrupos
SU(3) D R(3) D R(2)!, en donde Bargmann y Moshinksy introducieron un operador el cual junto con
los invariantes de Casmimir de la cadena de subgrupos anterior caracteriza los estados coompletamente
dentro de una representacion irreducible de SU(3).

Las tablas de los coeficientes SU(3) de Clebsch-Gordan o factores isoescalares han sido compilados
durante varios trabajos [77, 78, 79, 80] y también han sido distribuido programas para calcular esos
coeficientes [81, 82, 83](Los coeficientes de Clebsch-Gordan son llamado también como coeficientes de
acoplamiento o coeficientes de Wigner, en la literatura como factores isoescalares también son llama-
dos como coeficientes de Racah). Otro ejemplo donde se utilizan estos coeficientes son en los cdlculos
donde participan muchos nimeros de quarks, otros ejemplos son en bucles de partones en los métodos
perturbativos de QCD donde los quarks se transforman en tripletes de colores bajo la simetria SU(3) en
donde hay decaimientos de quarks pesados en quarks ligeros usando la formulacién de sabores de SU(3).
Para estos propdsitos también han sido elaborado tablas de factores isoescalares asociados a este tipo de
problemas [84]. Uno de los trabajos mds recientes de Thomas D. Cohen y Richard Lebed del 2004 [85]
tambén determinan algunos factores isoescalares asociados a los acoplamientos de bariones y mesones.

'La cadena convencional para los grupos unitarios es la cadena de Gelfand [76].
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Nosotros en este trabajo haremos un extencion general algunos coeficientes pero basados en el contexto
de Supersimetria Nuclear usando el F-spin generalizado.

5.1.1 Grupo unitario SU(3)

Los grupos unitarios tiene una extensa aplicacién en la fisica. Estos describen intrisicamente las
propiedades de las particulas cudnticas o sistemas compuestos grados colectivos de libertad. Por ejemplo,
el grupo SU(3) fué usado por Elliot para explicar los niveles rotacionales de un nicleo deformado(Elliot
1958,Elliot y Harvery 1963; para ver un resumen ver Hecht 1964). En donde en el modelo de Elliot se
manejan estados de la forma:

‘SU(s) > 50(3) > SO(2>> (5.1)
Elliot

(A ) L M

El grupo SU(2) se puede relacionar con los grados de libertad del spin o el isoespin. El grupo SU(3) se
puede relacionar con las combinaciones de el isospin y la hypercarga, Fué usado por Gell-Mann y Neeman
para clasificar las particulas elementales con el modelo de quarks(Gell-Mann y Neeman 1961,1964)

SUB) S SUE2) © U
‘ (/\’N) I Y >Gcll Mann (52)

Ahora en analogia con estos modelos, pretendo utilizar el mismo mecanismo matemético pero ahora
aplicarlo a la supersimetria nuclear. En donde en el F-spin generalizado tenemos

SUB) D SU2) & U®)
' (A ) F Y >SUSY (53)

Como hemos visto el grupo SU(3) es indispensable para poder seguir con nuestro andlisis por lo que a
continuacién mencionaremos algunas de las propiedades que posee el grupo SU(3), un estudio completo
de esto, podemos acudir a las referencias de Elliot y Dawber [86], Stancu [87]. Los grupos unitarios en
3 dimensiones SU(3) tiene 32 — 1 = 8 generadores. Debido a que SU(2) es un subgrupo de SU(3), tres
generadores de SU(3) puede ser construido desde los de SU(2) como una extencién de SU(2). Cuando
queremos asignarle niimeros cuanticos a los vectores bases de una representacion irreducible se toman la
cadena de subgrupos, en nuestro caso consideramos la cadena

SU@3) > SUQ2)r @ U(1)y (5.4)

El grupo SU(3) tiene tres subgrupos SU(2) que corresponden al F-spin, U-spin- y V-spin. Los tres
satisfacen las reglas de conmutacion de SU(2), de esta manera mds adelante veremos que V, = %Y + %FZ
y U. = 2Y — 1F.. En esta seccién vamos a elegir SU(2)p basado en el F-spin 2, el generador de U(1)y
es la hipercarga Y Los niimeros cuanticos F'y Y satisfacen

[F2F=[F?Y]=[Y,F.]=0 (5.5)

Habiamos visto que es necesario determinar los factores isoescalares en el espacio de F-spin de SU(3),
para ello tenemos 3 elementos bédsicos el cual utilizaremos para construir el grupo SU(3), estos son
m, v, p. Para ello introducimos los generadores en términos de segunda cuantizacién en dos operadorers
que pueden dividirse en 2 operadores de peso F, y Y y tres operadores de ascenso F+,V+, U+ y tres
operadores de descenso F_ V U, Tenemos 6 operadores de ascenso y desecenso: el operador F+ =7ty
que convierto un bosén de neutron en bosén de protén, F_o=vtr que convierte un bosén de protén en
bosén de neutrédn |, V+ = 7" p que convierte un fermién en bosén de protén, V.= = p*tm que convierte un

2Es similar a el Isoespin en el modelo de particulas elementales de SU(3)
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bosén de protén en fermién, U, = v+ p que convierte un fermién en un bosén de neutrén, U_ = pTv que
convierte un bosén de neutrén en fermién y finalmente tenemos 2 operadores de peso: F, = %(ﬂ'+7‘l’— vy),
Y = (ntm+vtv —2ptp),

F+ = TV
= vtn
n 14 +
L = i(w T—viy)
N 1
Y = 5(7r+7r+1/+1/ 20T p)
v, mp
V. = ptn
U+ = l/+p
U. = ptv

(5.6)

De las definiciones (5.6) podemos observar que existe una dependencia lineal de E, y Y,adme;is
tenemos que 7t = 3Y —vtv 4+ 2pTp y para V,

N 3 A N
V, = §Y -U, (5.7)
y por otro lado vty = ntm — 2F,
U.=—-F. +V. (5.8)
de esta manera sustituyendo (5.8) en (5.7) tenemos
3. . 3. .
V.=V -U. =SV +E -V
y asi obtenemos la dependencia lineal de V.
N 3~ 1 -
V,=-Y+-F, 5.9
YT (5.9)
Analogamente para U,
N . N . 3. 12
Uz:_Fz ‘/z__Fz =Y Lz
+ +5Y 4
. 3. 1.
U.=5¥ - SF (5.10)

Ahora calculado los conmutadores posibles de estos operadores llegamos a las reglas de conmutacién

N 1 o 1. . R A R

[, Vi] = 5V [F., U] = F5Us [Py, Fi] = +Fy [Fy, F] =2F,

Vo Vel =4V (V=SP4 R=00.  [0.0:=%00  [0y,0.]= 3% + B =20
[V, Fi]=0 [V, Vi] = +V5 V,Us] = £Us UV ]=F-

[YvFZ] =0 [V+7F+} =0 [U+7‘A/+} =0 [U-HF—] =0

[F, V] = Uy [Py, U] =Vy (5.11)
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En el apendice (A.7) se muestra el camino como se determinan estos conmutadores. El édlgebra de
F-spin constituido por operadores F} asf como para el algebra de U-spin conformados por los operadores
U; y el dlgebra V-spin compuesto por el conjunto de operadores V; son cerrados. Las tres algebras son
subalgebras de SU(3) y cada una de ellas individualmente se le puede corresponder el dlgebra de los
operadores del momento angular( dlgebra de Lie se SU(2)). Ahora usemos estas reglas de conmutacién
para deducir las etiquetas y las representaciones irreducibles de SU(3). Antes de hacer esto, veamos
como ejemplo a seguir el caso de las representaciones irreducibles para el momento angular. Elijjamos
primero la base en el cual uno de los operadores de J, es diagonal. Escribamos los operadores restantes
de ascenso y descenso asociandoles su respectivo eigenvalor m de J,. Finalmente veamos que si J denota
el valor maximo de la reprebentacién entonces hay (2j + 1) vectores bases con m = j,j —1,...,—j v
esos valores de j pueden ser 0, 2 551, % .... La representacion irreducible puede ser entonces puede ser
etiquetado por éste nimero j. Los diferentes vectores bases pueden ser visualizados por el conjunto de
(2j+1) puntos como intervalos unitarios a lo largo del eje m y espaciados simétricamente desde el origen.
Esta técnica puede ser utilizada para SU(3) pero en una forma extendida. Dos de los ocho operadores
pueden ser diagonalizados(por construccién), consecuentemente nosotros necesitamos dos dimensiones en
vez de una para expresar la representaciéon de SU(3). Dos nimeros son necesarios para distinguir la
representaicion irreducible en lugar de un nimero. Elijamos una base para la representacién en las cuales
los dos operadores Fz, Y son diagonales.

Ahora nos puede surgir la duda, de cuales son los nimeros cudnticos que surgen con los operadores
de ascenso y descenso. Para ellos tomenos un conmutador de (5.11)

[V,F.]=0 (5.12)

De acuerdo a los operadores Y y Fz pueden ser diagonalizados simultaneamente. Nostros comunmente
podemos denotar los eigenestados como

|F.,Y) (5.13)

y tenemos
EL|F,)Y) = F,|F..Y) (5.14)
Y|F.,Y)=Y|F.,,Y) (5.15)

de [F.,Vi] = £V,
(EVi ~ VaB)|F. ¥) = £ V4 F,Y)
utilizando (5.14)

RVAIFY) = EVL|., Y) = £ Vil F., Y)
tenemos que

VAL, Y)) = (B & )Vl Y)) (5.16)

esto implica que

. 1

VilF.,Y) =Y N(F.,Y,Y')|F, + 3Y') (5.17)
Y/

La normalizacién de los factores N(F,,Y,Y’) que se tiene en la ecuacién de arriba puede depender de

los nimeros cuanticos Fz y Y. Asi, los operadores Vi transforman un estado con el nimero cudntico

F, en un estado con un numero cuantico F, £+ % y con un numero desconocido Y. Para V. incrementa
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y disminuye el nimero cudtico con =. Por los mismos argumentos, lo deducimos de [F,, U] = ¢%Ui7

2
tenemos la relaciéon 1

F,(Uy|F,,)Y))=(F. F 5)U¢|FZ,Y>). (5.18)
Entonces, ﬁi incrementa y disminuye, el nimero cuantico F, con % De la relacion

[Y, Vi] =+Vi

analogamente o A
F,(VL|F,,Y)) = (F, £ 1)V4|F.,,Y)). (5.19)

Entonces V4 incrementa y disminuye el niimero cuéntico Y en 1. Esto responde a la pregunta referente
a los valores Y’ que aparecen en el lado derecho de la ecuacién (5.17); solo Y/ =Y + 1 aparecera para
Vi|F, +1,Y +1). Finalmente el conmutador

nos lleva a la ecuacién de eigenvalores

Y(Ui|F.,Y)) = (Y £ 1)UL|F.,Y)). (5.20)

los respectivos incrementos y disminuciones del niimero cuantico Y estan dados por 1. Porque [}A’, Fi] =0,
los operadores Fy no cambian de numero cuéntico en Y. En vista que en el dlgebra del momento angular,
nosotros sabemos que que el nimero cuantico F, debe tener valor el entero o semientero. Esto es evidente
debido a que Vi y Ui cambian F, en unidades semienteras y Fi lo cambia en unidades enteras. Esto lo
podemos ver en la figura 5.1.

Y 3 U, vy
P P

2
V. U_

1

o
N
—
N
[N}
ot
o

Figura 5.1: Accién de los operadores de escalon en el plano F, — Y

Los operadores de escalén E . V+7 U_o F+, V,, U+ forman tridangulos equilateros como se muestra en
la figura 5.2. De las definiciones de U, y V, se tiene que Y = %(UZ —V.) y debido a esto los eigenvalores
de Y deben deben ser 0, :I:%. + %, +1.etc. entonces cada vector base va a estar asociado con un punto
(F.,Y) el cual nos lleva a una malla con espacios de % en la direccién F, y % en la direccién Y. Ahora
es mas facil visualizar el efecto de los 6 operadores restantes F, Uy, Vi en términos de movimientos en
el plano (F,,Y), ya que Fy son operadores comunes de ascenso y descenso con respecto a F., y debido
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a que ellos conmutan con Y la operacién de F sobre el vector base asociado al punto (F.,y) produce
un nuevo vector asociado al punto (F, £1,Y) de esta manera F corresponden a desplazamientos en
la direccién F,. Por el mismo camino UL corresponden desplazamientos ($%,:ﬁ:%) mientras que para
V4 corresponde a desplazamientos (¢%, F1) En una represantacién irreducible dsebe ser posible generar
todos los vectores bases de cualquier vector, usando operadores infinitesimales. Es claro que Y puede ser
cambiado solo en desplazamienos enteros, entonces dado un valor impar en Y el cambio de F, debe ser
semientero de esta manera se concluye que los vectores bases en una representacién irreducible de Lie
forma un hexagono. En la siguiente figura podemos ver como se puede visualizar los diagramas de peso
construidos a partir de (A, p)

Y Y
F P
P
E V.
D
(a)Diagrama de pesos (A, ) (b)Diagrama de pesos (X, 0)

Figura 5.2: Distintas representaciones asociados a (\, )

Ahora el siguiente paso es encontrar los puntos de la malla tales que corresponden a los vectores
base necesarias para producir una representacén irreducible. Consideremos el vector base |i) con el peso
maximo en una representacién irreducible. Podemos decir que es el vector con el mayor valor de Y y
para este el mayor valor de F, esta definicién nos implica

Eylg) = Vilgp) = U_[¢) = 0 (5.21)

Ya que U+ y vV pueden aumentar el valor de F, manteniendo Y sin cambio. Esto nos lleva a que |1))
debe tener definido el F-spin, U-spin, V-spin con los valores ya calculados

F=F,
3., 1

—U.=>Y-_F

U=U.=%Y-F.
3.1

V=V.="Y+-V, (5.22)

4 2
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Conmunmente es préactico etiquetar a el vector base |¢)) por dos niimeros enteros

A =2V, uw=2U (5.23)
de esta manera tenemos que
1 3 1
A=V=V.=2Y+-F
2)\ V=V, 2 + 51
1 3 1
“u=U=-U,=-"Y+-F,
h=U="Ue=—3V+5
(5.24)
de esta forma obtenemos los valores de F. y Y en forma general
1
1
Y = 5()\ — 1) (5.26)

Si queremos encontrar un estado maximo, conociendo que hay p? estados sobre un lado de de nuestro
diagrama de pesos del hexagono

W=

- 1

. 1 A
Fz¢ma1 = [§(>\ + ,U') - g]¢maz = §¢maz

(5.27)
de esta forma construimos un estado de peso maximo @,ae = |(A, 1), F, F.,Y) 4 como
v 5550 20) (5.29)
0 en su caso esto corresponde a un punto A en el diagrama de pesos
Wa— A= (5.50+20) (5.29

Por construccién uno puede ver que el conjunto (A, u)F, F,, Y forman un conjunto cerrado, uno comienza
desde el estado de méximo peso, y aplicando los operadores de ascenso y desenso Fu, Vi, Ui y sus
relaciones de conmutacién, uno puede cubrir todo el subespacio invariante ((A, ). Cuando tenemos el
diagrama de pesos (), 1), vemos el siguiente comportamiento, encontramos tres operadores sobre cada
punto de la arista del hexagono el cual aplicado sobre el estado asociado a estos puntos no da cero .
Esto nos permite entender que tanto en las aristas como en los segmentos del hexagono el diagrama
de pesos, estos puntos solo tienen estados tinicos. Cuando hablemos de estados bases en la fisica nuclear
podemos entender que estos estados generalmente corresponden a los estados simétricos es decir, son
los estados el cual en el diagrama de pesos poseen p = 0 asi el tamantio los segmentos tienen que ser
|AB| =0 |DC| =0y |FE| =0 de esta forma el diagrama de pesos se convierte en un tridngulo.entonces

3Aqui se toma el hecho de que en el momento angular satisface las mis mismas reglas de conmutacién que F, habiendo
en el momento angular 2/ estados ya que corren desde —I,...,l — 1,1 de esta manera si hay % entonces tenemos p estados
ademds [F,Y] =0y [U,Y] =0
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bajo este razonamiento podemos decir que para el vertice P se cumple Flloa) =0, Vilpa) =0U_|¢p) =
U, |¢p) = 0, para el vertice B se cumple F, |pg) = F_|¢g) = 0,V_|pg) = 0,U_ \d)@) = 0, para el vertice
R se cumple F_[¢r) = OV_|¢r) = Vi|pcR) = 0 Uy|¢r) = 0.

Estando en la base F-spin y utilizando las reglas de F-spin de la ecuaciénes (5.6) los estados tienen
la forma:

|()‘7M)3F3F27Y>F (530)
ademas se cumple que
FZ‘()‘vﬂ)vFszaY)F = f‘()‘vﬂ)vFvaY)F
Y‘(A’M)’F’FZ’Y>F = y‘()‘vu)’F’FZ’Y>F

F2(\p), F FY)r = f(f+1)|(\p),FF.,Y)p (5.31)

ahora, si queremos expresar nuestros estados pero en otra base, la base de V-spin, a esta base le corre-
sponde la cadena

SU(@3) > SU2) @ U(1)
(A, 1) 1% Y (5.32)

utilizando (5.6) en V. = 3Y + LF, obtenemos que Vz = (7 — p*p) es decir estamos cambiando de
base, y de esta forma obtenemos

‘A/+ = 7T+p
o~ ot
’ 1+ +
- o= ST —pTp)
- 1
Yy = §(7T+7T +ptp—2rtm) (5.33)

que puede recordarse simplemente haciendo el cambio v < p en las definiciones (5.6), ademds se cumple
VA w), FF Yy = oA p), FELY )y

Y|()‘7/'L)aF:FZaY>V Z/|()\7N)»F»Fz»Y>V
V2|()‘7/‘L)aFaFZaY>V U(U+1)|()\7/‘L)aFaF27Y>V (534)

aqui se puede notar que la forma de los eigenvalores es la misma que si estuviera trabajando sobre F-spin,
de tal manera que los elementos de matriz de los estados al cual se le aplica los operadores Vi suelen
ser mas rapido calculados desde su base que desde su analogo, lo mismo sucede con U-spin. Algunas
caracteristicas de la estructura de los multipletes de SU(3) puedo expresar de manera breve:

1. El dlgebra SU(3) tiene las subdlgebras F,U,V. Cada una de esas dlgebras son isomdrficas a la
algebra SU(2), es decir, al dlgebra del momento angular. Entonces los multipletes de SU(3),
pueden ser construidos en términos de acoplamientos de multipletes de F,U y V.

2. Los operadores F.,Y y por lo tanto también U, = %(%Y — FZ) y V. = %(%Y + F) debben ser
simultanemanete diagonalizables. Entonces sus eigenvalores son

1,3

1,3
F, Y, U=3(GY-F)yV.= (Y +F)
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3. Los operadores de escalon Fi, ij Ui actuan sobre estados de SU(3) de acuerdo a la figura 5.1 Los
tltimos puntos de esos de esos operadores estan situados sobre un hexdgono regular.

4. Aqui los multipletes de SU (3) fueron construidos a partir de F multipletes, (paralelamente al eje )
V multipletes (a lo largo lineas diagonales de V) y multipletes de U (a lo largo de lineas diagonales
de U del diagrama de pesos) como se aprecia en la figura 5.2 en el inciso (b). Estos submultipletes
F,U,V deben estar acoplados ya que se tienen unas relaciones de conmutacion [F+, V_} =_U _,
[Fy, Uy =V

5. Debido a la equivalencia de las tres subdlgebras, F, U,V la (finitas) representaciones de los multi-
pletes de SU(3) dentro del plano Y — F deben ser regulares (pero no necesariamente equildteras)
hexdgonos 6 triangulos. Esto es debido a las siguientes consideraciones: los elementos (estados) de
el multiplete F' se encuantan a lo largo de las lineas que forma F'y estdn medidos por los niimeros
cudnticos F,. Como es bien conocido desde el momento angular (y el dlgebra de isoespin) todos los
valores F'z dados de un dado multiplete tiene que estar en el intervalo Fzae > Fo > —Fzmaz. En-
tonces, el multiplete SU(3) tiene que ser simétrico con respecto al eje Y (F, = 0). Evidentemente,
las lineas que hace F' forman un angulo con el eje Y.

6. Como las dlgebras F', V' y U son iguales simétricamente y por lo tantto subalgebras equivalentes de
SU(3)

5.1.2 Representacién Irreducible (A, i)

Para determinar los factores isoescalares de SU(3) necesitamos conocer los estados asociados a su
respresentacion irreducible correspondiente (A, p1). La figura 5.8 muestra el caso para A > p. Para conocer
los estados vamos a construir los estados a partir de las componentes que tienen los puntos dentro de un
diagrama de peso. Para ello si comenzamos con un punto de peso maximo B = (% (A + 1p), %()\ — ), al
cual a este punto tiene un estado de peso maximo ¢,,q.. De acuerdo a la figura 5.8, el punto A puede ser
alcanzado por accién de U+ un numero de veces n para alcanzar ¢4 = (UJF)"d)mam. La linea AB tiene
un multiplete U-spin con U = cte y —U < U, < U. Sus puntas, A y B, corresponden a —U = U,q0 ¥
a U respectivamente. Poniendo Yy az = (A — 1) ¥ (F.)mae = 3 (A + 1) en las ecuaciones (5.10) y (5.9)
uno obtiene

1 1

Ymaz - 7(Fz)maa: = _§u

Umaz =
2

Vinaz (5.35)

N > | W

Es decir, el punto B tiene U = 4 y sobre la linea AB hay 2U + 1 = p + 1 puntos. Entonces, para
alcanzar A desde B, uno necesita aplicar U+ sobre ¢mq. m = p veces. Usando las reglas de conmutacion,

[F.,Uy] = LU, y [V, U4] = Uy, p veces uno encuentra
o, — g, =2
FZ¢A - [(Fz)maz 2i| ¢A - 2¢A

Yo

Yias + 165 = 50+ 20)04 (530)

donde ¢4 ~ (U_,_)“qﬁmam. Asfi los estados correspondientes al segmento AB lo podemos expresar como

Ak A+EkE A+2
¢AB = '(A:M)a = _k>

3 k=0,....p (5.37)
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De manera similar, uno puede discutir el segmento BC' el cual es un multiplete V. Desde (5.36), uno
puede ver que ¢o ~ (V,)Ad)mal. y desde las correspondientes relaciones de conmutacién uno encuentra.

. A
F.gc = [(F»maz - 5} o4 = Lo
Yoo = [Viar — Ao = *%(2)\ + p)or (5.38)

Asfi los estados correspondientes al segmento BC' lo podemos expresar como

Abp—1 N+p—1 )\—u_l>

¢BC_’(/\,/L), 1=0,...,\ (5.39)

2 ’ 2 T3

\
\
\
.
\
\
\,
",

A A A—
B (bB = |(>\7u)7#a%:Tﬂ>

Figura 5.3: Diagrama de pesos (A, 1) donde A > p

El punto F es alcanzado desde el punto A aplicando F_ sobre ¢a A veces y D es alcanzado desde C
por la aplicacién de F_ sobre ¢c 1 veces. El punto E puede obtenerse desde B usando la simetria de
reflexién y puede ser alcanzado desde A usando F_ sobre ¢ az A+ 1 veces. Para cualquier punto sobre
los segmentos AB é BC, hay multiplete F-spin que termine en los segmentos EF y DC. Desde cualquier
punto sobre FAB uno puede construir un multiplete V-spin que termine en EDC y para cualquier punto
sobre BCD, un multiplete U-spin que termine en EFA. En este modo, comenzando desde el punto B, uno
puede generar las los contornos dibujados en la figura 5.3, donde para cada vector base de un subespacio
invariante de una representacion irreducible (A, i) es representado por puntos. Por lo contrario, los puntos
dentro del hexdgono no siempre le corresponde un vector base. Entonces, los puntos interiores tienen
una multiplicidad diferente de 1. Los puntos A, B y C corresponden a las esquinas de la derecha. Ya
hemos mencionado que hay algunas arbitrariedades en la definicién de peso maximo, mientras , aqui, B
le corresponde el peso méximo, el punto A fue dado como el peso méximo por Elliot y Dawber (1979).

Para illustrar el problema de la multiplicidad del diagrama dibujado en la figura 5.8. Sobre los
contornos( el hexdgono més grande), solo hay un vector base correspondiente a cada punto. Dentro de
este contorno, en el primer hexdgono cada punto le corresponde dos vectores. Si nos vamos al segundo, le
deberia corresponder tres puntos, y asi sucesivamente. Después el hexagono se convierte en un triangulo
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Tabla 5.1: Estructura de las componentes F y Y de los estados |(A,p), F, F.,Y) en la representacién
irreducible (A, ) siendo A > p sobre los conntornos hexdgonales subsecuentes

k F [ Y
A A2
0 2 3”
A+l -1 A+2
1 T -1
AE2 A A-2 A+2
2 R 502
A+3 A+1 A—1)X=-3 A+2
3 AR 51— 3
A A+ A A— A
i Rt il FERER R P 0 5"
Apu—1 A4p—1 A—p—1 A—p—1 A—
po = = =L S A L 1 50—
Ap—2 Ap—2 A—p—2 A—p—2 A— L
po MET2 A2 q o Amps? 4 Ao 2 Au g
2(p—X)
H s 1a" ,1,0 >\7,u 3
2(p—X
H H_%MM %7 "71a% )‘_M—’_l <HT)_1
2(p—X)
% pw—1lpu—2...,1 A—p+2 =55 -2
22+
M g A — 2w

y ahi el numero de vectores bases independientes parra cada punto es el mismo. En general, para el caso
donde A > p hay p hexdgonos, entonces la multiplicidad de los puntos sobre cualquier triangulo es p+ 1.
Un caso interesante corresponde a la representacion A = 1, 1 = 0 porque esta representacion es utilizada
para clasificar los estados base en la fisica nuclear.

Podemos expresar las componentes F' y Y de los estados |(A, ), F, F,,Y) en la representacion irre-
ducible (A, i) siendo A > p sobre los conntornos hexdgonales subsecuentes, podemos expresar los estados
que se encuantran sobre el segmento AB de la ecuacién (5.37) y podemos ver que en la orilla tenemos

solo un estado tnico correspondiente a un solo valor de F = 2 y un valor de Y = % posterioremente

vemos que conforme nos metemos dentro del hexagono g vecezs hay p+ 1 estados asociados a esos punto
habiendo F' = #, # - 1,...,% + 17% yvY = )‘;3“ posteriormente para Y = 72)‘,% se tiene
F=45-1,...,-5+1,-5 , esto nos dice que hay un monton de estados dentro del hexdgono maés
grande. Podemos ver un andlisis més claro en la tabla (5.1.2).

5.1.3 Meétodo del calculo y convenciones

Siguiendo las convenciones usuales[85], vamos a escribir los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3)
como producto de un factor isoescalar por un ordinario coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2). Los
factores isoescalares [88] son las porciones de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) que no dependen
del niimero cuédntico aditivo fspin F,. El coeficiente de Clebsch-Gordan completo de SU(3) es factorizado
en el producto de un coeficiente de Clebsch-Gordan de fspin SU(2) y un factor isoscalar, (lema de
factorizacién de Racah):

(A p2) (A2, p2)
Flszlyl Flan27Y2

M) N/ Q) (ape) | (Ap) , /
REY )T\ RV BY, | Ry )RR EIEE6W0)
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donde F, = F., + F., ademéds Y = Y7 + Y5, el primer factor correspondiente SU(3) D SU(2) ® U,(1)
cuyas representaciones son (\, ), F, Y corresponden a los factores isoescalares.

El cdculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) son calculados esencialemente por el mismo
procedimiento de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) dados en [89, 70]. Uno obtiene las relaciones
de recursién utilzando los correspondientes operadores de ascenso y descenso (5.6) sobre el espacio (\, p),
en donde se obtienen los elementos de matriz asociados a los estados correspondientes a los puntos sobre
el diagrama de pesos. Ya que las relaciones de recursiéon son homogeneas en los coeficientes de Clebsch-
Gordan, el siguiente paso es usar la condicién de normalizacién. Aqui uno puede usar las unitaridad de
las matrices para obtener més coeficientes a través de la condicion de ortogonalidad. Finalmente para
obtener un valor tinico para del coeficiente de Clebsch-Gordan, uno debe imponer una condicién de fase,
usamos la condicién estdndar de Condon-Shortley [90] para los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2).

(Fy,F\;Fy,F — F{|F,F) >0 (5.41)

La convencién de fase para los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) estd determinado poa la
converncién de Swart[64], dado como

(A1, 1) (A2, p2)
.1 FY -V

(A, )
oty )>0 (5.42)

Aqui Fipax es el valor méximo del F-spin del multiplete (\, ), F} es el valor més grande del fspin en
(A1, 1), esta es la conexién con el el estado de peso maximo (y corresponde a la hypercarga Y1), y Fb es
el valor méas grande del fspin en (\g, o) que conecta (Fy, Y1) a (Finax, Y)-

5.2 Factores Isoescalares en (A, 0) ® (1,0)

En la teoria de representaciones, las tablas de Young describe las bases de una representacién irre-
ducible de un grupo simétrico. Los diagramas de Young estan en correspondencia uno a uno con las
representaciones irreducibles. Estos nos dan el camino correcto para especificar las simetrias de Young
desde las cuales las representaciones irreducibles pueden ser construidas. De esta manera el acoplamiento
de las representaciones (\,0) con (1,0) nos puede dar dos representaciones (A +1,0) y (A —1,1).

A0 @ (L,0) = (A+1,00 & (A—-1,1)
[ O [ I )
I

Esto nos permite construir dos diagramas pesos, uno para la representaciéon (A + 1,0) y otro para
(A—=1,1). Cabe mencionar que la representacién irreducible (A—1,1) en donde se rompe la simetria 1 = 0
con u = 1 esto se le puede asociar a estados exitados. Determinemos primero los factores isoescalares
asociados a (A+1,0) y posteriormente calcularemos los factores isoescalares asociados a la representacién
(A—1,1).

5.2.1 Factores Isoescalares de (A + 1,0)

Vamos a analizar la manera como se puede determinar los factores isoescalares para una situacion
més especifica. Para cuestiones practicas, vamos a utilizar una simplificacién. Vamos a considerar que
1 = 0 de esta manera nuestro diagrama de pesos, los estados maximos correspondran unicamente a los
puntos que forman un tridngulo en el diagrama de pesos. Ahora nuestro estado maximo A (5.28) cor-

AA A

responderd a [(A,0), 55, 5). Debido a que nuestro interés es encontrar correlaciones entre transferencia
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de nucleones en el marco de la supersimetria nuclear. Vamos a trabajar con operadores de transferencia

y el que por ahora vamos a manejar es el operador de creacién de bosones de protones si . Ya que

los estados simétricos en esta formulacién corresponden a los estados base de los nicleos conocidos, es

conveniente manejar estados simétricos ya que estos son los que se tienen en la naturaleza en su estado

de reposo. Y los estados no simétricos generalmente corresponden a estados exitados de los nticleos, por

esta razén para continuar nuestro andlisis de los estados cuanticos en el espacio F-spin, U-spin, V-spin,
111

introduzcamos el estado |(1,0), 555) el cual le corresponde a st y lo utilizaremos como ejemplo para

obtener el valor de los coeficientes isoescalares.

2) obtenemos

De esta manera si hacemos el acoplamiento de |(1,0), 1,1, 1) con [(X,0), 3, 3,

A A A 111 A4+1 A4+1 A+1
22 2V — 2 D) = 1 4
0,0, 5.2. 10,0, 3, 5. 3) = [+ 1,052 AFL AT, (5.43)
siendo [l1 —lo| KL<+ 1o = |% %| —l— L de esta manera F puede tomar valores % 6 >‘§1
i +

pero como |(A+1 0) AL Adl ) es el estado de peso méximo por construcién entonces F = 232

5.2.2 Determinacién de los factores isoescalares de SU(3) utilizando F-spin

Si B = Fi_ + Fy y F = ?1_?2_ donde F_ satisface las reglas de conmutacion, el elemento de
matriz de F_ es
F_|FF.)=\/(F+ F.)(F —F. +1)|F,F. — 1) (5.44)
st A+1 A4+1 A+1 A+1 A—=1 A+1
. +1 A+1 A+ I — +1 A-1 A+
F_‘()\+170)7 ) ) >: )\+1|()\+170) ) ) > (5'45>
2 2 3 2 2 3
a si en el otro lado de la ecuacién F_ = Fy_ + Ag,
- A A A 111
F_[|()\,0),§,§,§>1|(1,0),§,§,§>2]
AA A 111 A A A 111
_F1—|(>‘70)?§?§7g)l‘(130)7§ ' §>2+F2 I(A, 0)7§7§7§>1|(170)7§7§7§>2
AA—2 A 111 AA A 1 11
- \/Xl()\,O), 57 Tv §>1|(170)7 5 5 §>2 + ‘(A 0)7 57 57 §>1‘(170)7§7_§7§>2 (5'46)
igualando la ecuacién (5.45) con la ecuacién (5.46) obtenemos
A4+1 A—1 A+1 A AA=2 A 111
|()\+150)7 2 ) 2 ) 3 > - m‘(/\ao)v§7T7§>1|(170)a§7§7§>2
1 A A A 1 11
— (A —, =, =)l — ==, = 4
+ )\+1‘( 70)727273>1‘( 70)727 273>2 (5 7)

por otro lado el estado anterior se puede escribir de la forma:

A+1 A—1 )\+1>7
2 7 2 7 3 7
(A, ) (1,0)
FlaFlzyl F23F22Y2

[(A+1,0),

‘()\70)7F17F1Z7Y1>|(170)7F227}/2>

>
T
>+
Lo
>,CJ
\/

F1F1.Y1FoF. Yo <
(5.48)
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siendo valido

SUB) > SU@2)®U(1)

5 S0@) e U) (5.49)
(A ) (1,0) (A+1,0) _/ ) (1,0) | (A+ ) )\+1 A—
<F17F1ZY1 T I o o I e i L

de esta forma podemos expresar los coeficientes de la suma de la ecuacién (5.48) en términos de los
factores isoescalares, asi para el primer término de la ecuacién (5.47)

(A +1,0) Qo) (10) [ A+1,0) N A A=2 11 )\+1 A—1
A A=2 A U A o (2, **I 2>F
2 3 3

[ A

A+1

(A+1,0) >_\/T
gl ) =T

5.2.3 Determinacién de los factores isoescalares de SU(3) utilizando V-spin

>
H/;
>4
Lo
=
X
\/
!

]

‘y
no
LT
>
l\.’)\+
—_ =
=
w
N
\/
|

Para continuar con nuestro andlis discutamos la accién de los operadores de ascenso y descenso
Fy, Uy, V+ en el vector base ¢(F,F,,Y) que pertenece a la representacion irreducible (A, ) para esto,
necesitamos las reglas de conmutacién (5.11), por ejemplo, la accién de los conmutadores que tiene Vi
sobre ¢(F, F,,Y’) uno obtiene

Va6 = (Y £ 1)Vao
F.Vig = (F.% )Vao (5.50)

La formulacién general de los operadores de ascenso y desenso sobre el vector base sobre ¢(F, F,,Y) en
una representacién irreducible (A, ;1) bajo Vi son*

Vi¢(F,Fz,Y):ai¢>(F+%,in%,Yil)—i—biqS(F—%,in%,Yil) (5.51)
donde
 [F+FEA4+DEN—w) + F+3Y +1[5(A+2u) + F+ 3Y + 2][(2A + p) — F — 1Y] 3
= { 2(F + 1)(2F + 1) }
(5.52)
b [F=F)GO =)+ F 4 3N+ 2) = F 4+ 3Y + FEA+p) + F - 3V +1] %553
T { 2F(2F +1) }(' )

4Estas férmulas fueron determinadas por Swart y el utiliza (I, I3,Y) en su trabajo en vez de (F, F,Y) pero el sentido
matemaético es el mismo[64].
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los otros coeficientes se obtienen por la relacion

a_(F,F..Y) = b (F+; FZ—%,Y—l)
1 1
b(FF.Y) = ap(F— 5. F— .Y —1) (5.54)

ahora utilicemos estas férmulas para determinar algunos coeficientes isoescalares. Regresemos al acoplamiento
de los estados

A+1 A+1 A+1 A A 111
A+1 =[(A 1,0)=, == .
1,0, 23 AT AL 1000), 2.2 0010,0)3, 5502 (559)
si sabemos que se cumple que V_ = Vi_ + Vo_ podemos el primer miembro de la ecuacién (5.55) y
apliquemosle V_ de esta forma utilizando (5.52)y (5.53) obtenemos que
- A4+1 A+1 A+1 A4+1 A+1 A+1 )\+2)\)\—2
A+1 A4+1 A+1 A A A=2
_ L,0)2,2, 2=
NGRS )\(H 05.5550) 656
ahora lo expresamos en términos de a4 y by utilizando (5.54)
- A+1 A+1 A+1 A+2 A A-2 >\+2 >\ A—2
A )\ — /\ /\ A=2

como sabemos, estamos partiendo que Fj,q,. = % entonces I’ = 5 + 1 no pertenece a ningun estado, asi
el primer término de la suma (5.57) se elimina, por lo tanto solo nos queda

- A+1T A+1 A+1 A A A=2 A A A=2
_ 1 = R — 1.0)2. 2 .
V. ‘()‘+ 70)7 9 9 3 > a+(2727 3 )’(A—’_ 70)272» 3 > (558)
ahora calculemos el coefiente a4 (3, 3, 25%) utilzando (5.52)
A A A=2
a+(§,§,T) = \/)\+1 (559)

de esta manera tenemos

S A A=2
V- (>‘+1:0)7 575

, T> (5.60)

por otro lado podemos aplicar V_ = V;_ + Va_ al segundo miembro de la ecuacién (5.55)

2 7 2 73

A+l A+1 A+1
Tl At +> - \/)\+1’(>\+1,0),

V_‘()\+1,0),>\—2~_1,)\;1,)\§1> o (;\,;\,;\)I(A,O),Agl,)\;l,)\;3>l (170) % é ;>2
ooy |05 ) 00555,
a2,(%7%,é) ’()\,0),;\,;\,;\>1 (1,0),1,0 —§>2
b3 A) jooat)

(5.61)
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pero por la misma razoén de la vez pasada como Fi,q. = % entonces F = % no pertenece a ningun

estado, as{ el primer término de la suma (5.61) no esta, y si calculamos el coeficiente as_ (%, %, %) utilzando

(5.52)y (5.53) resulta
111 2
[ 1.0. -2
279’ 3) b2+( 707

3) =0 (5.62)
por lo que la ecuacién (5.61) se reduce solo a

G,Q,(

- A+1 A+1 A+41 A A A—1 A—=1 A=-3 111
A+ 1,0 = b (=,=,=) (A 1,0), =, =, =
oL At A < G5 0 25 A ) |0 g ).
111 A A A
bo (=, =, = — =, = 1 —
2 (27273)’()\70)727273>1(70)70707 >2
(5.63)
ahora utilizando el hecho que
A4+1 A+1 A+1 A A A=2
- —a (2 2 AT 1 64
b( 2 ) 9 ) 3 ) CL+(2,2, 3 ) A+ (56)
podemos renombrar las etiquetas
N4+1 N+1 N+1 , NN N =2 , NN N =2
_ JU() AR /) VY | L,0)>, 5 22 .
AL oy 5 ) v 05 5.5 6
si hacemos A’ = A — 1 obtenemos
AAA A—=1 A—-1 X-3 A=1 A—-1 X=-3
b_(=,=,=) (A =VA|(A .
G5 9|00 522 =i A AE) e

que es exactamente el primer término de la suma de la ecuacién (5.63) siendo que by_ solo actua sobre
el estado al que denominé primero. Y si hacemos A =1

111 2 2
bo(=, =, =) (1 ~ZV =11 -~z .
(533 [1000.0-2) =1]0.0,0.0.-3) (5.67)
que corresponde al segundo término de la suma (5.63) de esta manera, sustityendo (5.66) y (5.67) en
(5.63) tenemos que

),

V_|(A+1,0),

A+1 A+1 )\+1>

A—1 A-1 A-3
2 72 3 .

2 73

Wl =

11
1,0), 5, =
(7)72727

(5.68)

igualando las ecuaciones (5.60) y (5.68) finalmente obtenemos

A A =2 A A=1 A=1 A=3
1,0),2,2, 22y = -~
G035 250 ) = i eo A A
1 A A A
\/M‘(A’O)’2’2’3>1

111

1 -z
(70)’27273>2
2
1,0),0,0, —=
(7)777 3>2

(5.69)
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podemos verificar que el estado anterior estd normalizado, es decir, (¢|¢) = 1, asi de esta manera para el

primer término tenemos
(/\70) (17 ()‘+ 70) <)‘_1 A—2 1 1|é é>_ A
Azl oazd 3. 252 2 72 272272/ T VATl

2

(A0) (1,0 ‘ (A+1,0) > A
Al A-3 A A= Vo1 (5.70)
< 21’ 33 %’% 92 32 A+1
< (A0) (1,0) | (A+1,0) ><>\ A 00‘)\ )\>_ 1
AA A A= 512N Vlgy 5/ — N 1
273 077% 2 32 2°2 272 A+1
y para el segundo término
(A,0) (1,0 ‘ (/\+1,o)> 1
A A A A— =\/v (5.71)
< 35 0-3 ] 3.%5° At 1

5.2.4 Mezcla de bases en la determinacién de factores isoescalares de SU(3)

Cuando utilizamos distintas bases, es importante tomar en cuenta las siguientes relaciones

F-spin a V-spin V-spin a F-spin

(AW FY) = (A )V Ve Y | [V Ve YY) — (A ) F FLY) (5.72)
V, =3y 4 %F F,=3Y'+1V,
Y'=F. - 3Y Y=-1v'+V,

Si tenemos el diagrama de pesos de SU(3) dado por la representacién irreducible de (A, = 0) en
donde un punto de peso maximo tiene asociado un estado

6a=|(A+1,0),F = %()\ F1),FL = %(A +1),Y = %(H 1) (5.73)

donde claramente se cumple F+¢A = V+¢A = U_(bA = U+¢A =0.

Para reducir el nimero cdlculos, en la obtencién de los coeficientes isoescalares de SU(3), podemos
utilizar la base més adecuada dependiendo del problema. Por ejemplo si nosotros aplicamos el operador
V_ sobre un estado de méximo peso, es conveniente utilizar la base de V-spin, de esta forma, haciendo
el cambio de base, sabemos que V, es una combinacon lineal de Y y F. para el estado ¢4 tenemos que
F= %()\ +1),Y = %()\ +1)de V. =3Y + %Fz yY' =Fy — %Y por lo tanto en la base V' tenemos que

Vo=l04n Y= %(A +1) (5.74)

asi ¢4 expresado en la base V es

1

s+ D)y (5.75)

64— |(A+1,0), %(M D), %()\ +1),
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do = (=3(A+1), 5(A+1) — b A da=(GA+D), 50 +1)

Figura 5.4: Diagrama de pesos (A + 1,0)

donde podemos expresar el estado anterior como el acoplamiento de dos estados

A+1 A+1 A+1

A A A 111
= |()\70),§,§,§>V‘(170)7§,§7§>V (576)

por otro lado el mismo estado en la base de F-spin puede ser expresado como

A+1 A4+1 A+1

- 1
(bA |()\+ 70)7 9 9 3 >F
A A 111
= 222 1 - -z )
|()‘70)>2’2’3>F‘( 50)727253>F (577)
Es curioso notar que si al estado |F, F.,Y) le suponemos que F' = F,, F es méximo, podemos

generalizar el procedimiento de aplicar V_ a siendo

R 1 1
V—|F7F27Y> = b—(FanaY)|F_§7FZ_§7Y_1>
R SN N 1 1
(V_)2|F, F.,.)Y) = V_|V_|F,F.,,Y)]=V_[b_(F,F.,,Y)|F — i’Fz - i,Y —1)]
asi
N 1 1 1 1 1 1
V_Y2|FF,Y) = b (FF,Y)Yo_(F—=F,— = Y- F—--—->F,—-—--Y—-1-1
( ) ‘ ) zZ > ( b) r2) ) ( 27 z 27 )| 2 27 z 2 27 >
- ' k k k k
(VO¥|F,F,,Y) = b,(RFZ,Y)><...><b,(F—g,FZ—?Y—k)\F—E,FZ—§,Y—k)
(5.78)

Si queremos generalizar un poco, expresemos todos los estados que van desde el punto A al punto
B de la figura (5.4) bajo la aplicacién sucesiva de V_ en la base V, es importante notar que que como
[F,Y] =0 los elementos de matriz de un estado en la base V de V_ tiene la forma:

VoIV, =/ (VH+V)V =V + D)V, Vg — 1) (5.79)

repitiendo el mismo mecanismo utilizado en la determinacién de factores isoescalares en F-spin y V-spin
donde .
Voga=Vie + Vo )pa (5.80)
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como V_ solo actua solo V, y V. y deja invariante Y asi los estados que van desde el punto A al punto
B los podemos expresar como

A+l A+1 A+l

dAB [(A+1,0),( 5 o '3 W
A A 11T A+1 A+1 A A A 111
<§§—’€7§§|T7?—k‘>v\(/\,0)§,§—k,§>v\(170)§§g>v
AN 1 1.2+1 A+1 A A A 1 11
+ <§§+1—/€7§—§|T7T—k>v|(>\»0)§7§+1—k,§>v\(170)§—§§>v (5.81)

Lo interesante de este desarrollo es que los coeficientes estdn expresados en términos de los coeficientes
de Clebsch-Gordan pero en la base V-spin, usando este hecho, si estamos en la base F-spin podemos
expresar sus respectivos coeficientes pero utilizando los coeficientes de la otra base , la de V-spin. Por lo
tanto la determinacion de los coeficientes de este tipo de situaciones son mas faciles de evaluar.

A1—k A+1—k )\+17k>
2 7 2 3 r
A=k A=k X\ 111

- ATEATRE A 1.0)==—

(G0, AR AZE Ay 1,0 L

A+1—k A+1—-k A 2

—+1- 1 —= .82
9 ) 9 '3 + k>F|( 70)30707 3>F (58 )

(A +1,0),

bAB

)F

+ (CG)v2|(A,0),

donde

@i_kllﬁJfl /\+1_k> DTk
22 Maoglig g V- A+ 1
A\ 1 1 A+1 A+1 k

(CClva = (G5+1-kg—3l5— 5 —kv=y537

(CGYyy =

y ademas k corre desde k =0,..., A+ 1,

A+1—k A+1—-k >\+1_k>
D) ) 2 ) 3 F
A+1—k A=k A=k A 111

= Z_ 1.0)===
0,0, 55 S S - R0 53

k A+1—k A+1—-Fk A 2
N 21— Bela _ .
)\+1|()‘70): 9 ) 9 '3 + k>F|( 70)a0a07 3>F (5 83)

por lo tanto para el primer término de la suma, los factores isoescalares para esos estados se puede
expresar como

|(A+1,0),

oAB

)F

+

(2,0) (1,0) (A+1,0)
A=k A=k A*k) 111 Al—k A+1-—k )\+1*k’
2 0 23 27273 2 2 3
(\0) (1,0 (A +1,0) Ak Ak 1 1A+1-k A+1-k,
)\Ek,%fk‘ %7% A+é_k,>\§1*k 9 2 99 2 ’ 9 F

< (A,0) (1,0)‘ (A +1,0) >_ N+l—k i)
A=k A A+1—k A - .
3k g3 | M AT -k At
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)

y para el segundo término

(A, 0) (1,0) (A+1,0)
(A, 0) (1,0) (A+1,0) Al—k A 1-k A+1l—k A+1—k
R e e i i S
1
</\+17k(/\>10) (11’9)’ A A+1L0) >: R (5.85)
Fh3tl-k g3 | MR A -k A+1

Figura 5.5: Diagrama de pesos Y contra Fz (A, 0)

Estos valores isoescalares corresponden a los estados que se encuentran localizados sobre el segmento

AB.

Por otro lado si tenemos de nuevo el estado

A+1 A+1 A+1
¢A = ‘(/\+1:0)7 9 ' 9 3 >F = |(A70)7

)F1/(1,0),

) )

N | >
N | >
W >

>F2

Wl =

1
727

N[ —

pero ahora queremos expresar los estados que se encuentren sobre el segmento AC' apliquemos k veces
F_ sobre el estado anterior asi

A+l A+1 A+l

=|A+1 k

¢AC |( + ’0)7 2 9 2 I 3 >F

A A 11 A+1 A+1 A A A 111
- <§7§_kviag‘TaT_k>|()‘70)v§v§_ka§>|(170>a§7§7§>

A A 1 1 A+1 A+1 AA A 1 11
+ <§7§+1_k7§:_§|TaT_k>|(/\70)7§a§+1_k7§>|(1:0)7§7_§7§>

(5.86)

si ahora expresamos el primer coeficiente en términos de factores isoescalares tenemos que

A AP LLALARL (\0)  (1,0) (A+1,0)

22 Taely A R R R
_ (0 @O AFL) N XA L LAY AL
= %7% %’% /\217)\<3F1 272 7272 2 3 9
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de esta forma llegamos a que

A0 1,0 A+1,0
<(A A) (; 1) ‘ &71 ,\+1) >:1 (5.87)
2)3 273 203
y si hacemos cambio de base de F-spin a V-spin
A+1 A+1 A+1 A+1—k A+1—-k A+1
A+1 —k =|(A+1 —k
A+1,0, 202, 20— 2 =+ 1,0, TSR 2SR 2 gy,
(5.88)

el primer coeficiente de los estados anteriores se puede expresar como

(A+1,0)
Ml—k Arl—k A+l _
k

< (A, 0) (1,0)
Ak A=k A _p 111 A+l
20 2 3 27273 2 ’ 2 ’ 3
B < (X, 0) (1,0)’ (A+1,0) ><)\fk A—k 1 1 X+1—k )\+1fk>
- A—k A A+1—k A T ' o 1970 5
Ak 2k 11 e L 2 2 '2°2" 2 2
- <A—k A-k 1 1|/\+1—k )\+1—k>
N 2 7 2 7272 2 2
=1
ya que siendo
A=k A=k 1 1 X4+1—k A+1-k
I =1 .
( 5 ' 5 7272| 5 T g ) (5.89)

por lo tanto obtenemos que el factor isoescalar que corresponde al primer coeficiente de la suma para los
estados que se encuentran el segmento AC es

(A,0) (1,0) (A +1,0) (\0) (1,

Ak A=k A _p 111 Ml—k Ml—k Ml _ g )T\ A=k A _p 1

2 0 2 03 27273 2 0 2 03 3 2

si ahora expresamos los coeficiente del segundo término de la suma en términos de factores isoescalares
tenemos que

A gl AR AL (A0 (1,0) (A+1,0)
22 e e Ji+1-k3 B-b3| Aok
(\0) (1,00 | (A+1,00 \ A A 1 1 A+1 A+1

= — 41—k - | — —
(88 GF] S )es-esit -0

por lo tanto

Hemos visto como determinar los coeficientes de nuestros estados que corresponden a los segmentos
AB y AC , concluyendo que los estados que se encuentran en las aristas solo poseen un unico estado, y
los que que se encuentan en las diagonales poseen dos términos en sus estados. Ahora la pregunta seria
como son los estados dentro de estas representaciones, para averiguar esto, supongamos que tenemos un
estado ¢z el cual fue desplazado en direccion de V, k veces y posteriormente [ veces en la direccion F,
de esta manera los coeficientes asociados al estado ¢, seré simplemente un producto de dos coficientes,
uno debido a la accién del operador F_ y otro coeficiente debido a la accion del operador V..

De esta forma podemos construir el estado ¢, a partir de nuestro estado ¢ 4 g simplemente aplicando
[ veces el operador F _, apliquemos primero F_ para ver su comportamieto
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P A
l / v

O - g

B

Figura 5.6: Diagrama de pesos (A + 1,0) para un estado ¢y, dentro del diagrama de pesos.

- A1—k A+1—k A+1
F7[¢AB} = F,|(}\+170), ) ) 2 7k7 3 7k>F
A=k A=k X\ 111
A=+ R0 255 AE A a0l
A+1—k A+1—-k X 2
+ <CG>V2(F1—+F2—)|()‘70)1 9 ) 57+1_k>F|(170)30707_§>F

2 3
(5.90)

)F

Abl—k A+l—k A+l
VAFT—R|(A41,0), 2178 AT SRt N

(CG)vi[VA = Ek|(N0), ——,
A—k A=k A

+ |(A70)7T7T7§

+ <CG>V2\//\+]-_IC|(/\70)7

A1—k A+1—k A 2
2 ) 2 _17§+1_k>F|(170)70705_§>F

(5.91)

por lo tanto obtenemos que

1-— 1-— 1
A+ k A+ k_L)\-l- e

3 . = A 1
¢mzz(k,l—1) ‘( + ao)a 2 P 9 3
A—k A=k A=k A 111
AN, ATV AT 42 1.0)===
LN CRAROLE
1 A=k A=k X 11
- oA ATR A -z
+ (CG>V1 )\+1*k|( 70)a 9 ) 9 a3 23>F
A+1—k A+1-k A 2

~1L,24+1- 1 -z
D) ) D) 73+ k>F|( 70)70707 3>F

Esto solo nos muestra que efectivamente tenemos més términos conforme nos alejamos de los estados
de pesos maximos.

= (CGwn

+ (CG)v2|(A,0),

5.2.5 Representacién Irreducible (A —1,1)

Habiamos visto con anterioridad la manera en la cual se pueden obtener los factores isoescalares
de SU(3) en la representacion irreducible (A + 1,0), ahora nuestra tarea siguiente es determinarlos en la
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representacién irreducible de (A—1,1) La determinacién de estos factores isoescalares serd posible gracias
a una propiedad que poseen las funciones de onda onda que es la ortogonalidad

(Wilthj) = b (5.92)

La técnica que utilizaremos para determinar los coeficientes que deseamos estaran basados en los re-
sultados anteriores de (A + 1,0) en donde utilizaremos el hecho de que podemos elegir un estado |(A —
1,1), F, F,,Y) y buscar un estado [(A+ 1,0), F, F,,Y) siendo F, F.,Y los mismos en ambas representa-
ciones (A—1,1) y (A+1,0) de esta manera debido a la ortogonalidad que comparten estos estados (5.92),
podemos expresar los coeficientes de un estado en términos de las componentes ortogonales del otro es-
tado, por ejemplo, si tenemos la situacién en donde tenemos un estado en la representaciéon (A + 1,0)
es

b1 b
1) = 3= 161) + = 162)

y queremos expresar un estado [¢)2) de la represetacion (A — 1,1) que posea los mimos niimeros cudntios
F,F.,Y, podemos usar el hecho que
(P1]h2) =0

de esta forma ahora podemos hallar 1

) = £ 27 161) — 2= )

Es interesante notar que la propiedad de ortonormalidad que se mantiene en los coeficientes de Clebsch-
Gordan también se conservan en nuestros factores isoescalares,

Z <l1, my, lg, TTL2|L, M> <ll, my, lg, ’fTL2|LI7 Ml> = 6L’L5]\4’M (593)
ml,m2
por lo cual debemos tener presente este hecho al momento que determinamos los factores isoescalares.
Ademas como vemos hay dos signos en la ecuacién anterior por lo que podemos optar por un convencién
de signos. Asi en resumen se deben cumplir dos condiciones , la primera es que son ortonormales los
estados y la segunda condicién es més bien una convencién de signos de Swart. Asi se cumple

<¢i|7/’j> = d;; y ademds <¢>i|¢j> = 0y

Dicho en otras palabras podemos expresar por ejemplo un estado A que pertenece a la representacién
(A —1,1) en términos de las componentes ortogonales de un estado A que pertenece a la representacion
(A+1,0), (véase la figura 5.6), sin embargo no todos los estados en (A+1,0) tiene su andlogo en (A—1,1)
, por ejemplo un estado P no existe en (A —1,1)

Hagamos el siguiente ejercicio, determinemos los coeficientes del estado

AAA=2

(A 0)(1,0):(A = 1,1), 5, 5, —5—) (5.94)

podemos observar que este estado en la representacién (A + 1,0) surge de la ecuacién (5.60), a través de

aplicar V_ al estado |()\ +1,0), %, %, %> de esta manera obtuvimos la ecuacién (5.69),

A A=2 A A—1 A—1 A—3 111
A+ 1,00, 0,0 272) o A 1,0),=, =, =
(+ 70)72727 3 > )\+1‘( 70)7 2 ) 2 ) 3 >1(70)727273>2
1 A A A 2
— (N, 0), =, =, = 1,0),0,0, —— .95
+\/A+1‘<7>,2,2,3>1<,>,,, 3>2 (5.95)
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por lo tanto utilizando la condicién (5.92) y ademds si utilizamos la convencién se Swart donde nos
dice que tomamos el signo positivo al estado que posee maximo valor del f-spin del multiplete F'.

AAA=2 / 1 )\—1 A—
()‘70)(170)7()‘_171)7§7§7T> A+ ‘/\O ) 3 >1
/ A A A 2
S AN 22z 1 _Z
>\+1‘(A’0)727273>1‘( 70)70707 3>2]

Representaciéon (A —1,1) Representacién (A + 1,0)

R(—% %) E F(;{M) p(uj\i

)

Q(O,—3(A+1)

Figura 5.7: Correspondencia entre (A —1,1) y (A +1,0)

En resumen, como nosotros ya hemos calculado los factores isoescalares SU(3) para la representacion
(A+1,0), podemos ahora utilizar esos resultados ahora para la representacién (A —1, 1), determinemos la
forma que obtendran los estados en el segmento AB de la figura 5.7 de la representacién (A —1,1). Para
ello tomemos el punto P el cual posee [¢p) = [(A+1,0), 2L, AL AELY oy i Je aplicamos sucesivamente
k veces V_ obtenemos los estados que pertencen al segmento P(Q), de esta forma obtenemos la ecuacién
(5.83) y si deseamos obtener los estados en el segmento AB de la representacién (A — 1,1) tomemos sus

componentes ortogonales (5.92)

A+1—-Fk A+1-k X+1

= —1,1 —
¢)AB |()\ ) )7 D) ) D) ) 3 k)F
k A=k A=k A 111

- 1,0)-==

Vil 255 A E 2 a0 2

A+1—k A+1—k A+1—Fk A 2

ATTR 21— B)e -z .
b A g AT AR A 0,000 (596)

pero a diferencia de (5.83) en (5.96) k corre desde k =1,..., A, por lo tanto para el primer término de la

suma, los factores isoescalares para esos estados en la representacién (A — 1, 1) y tomando la convencién
positiva obtenemos que
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(A=1,1) > |k
A—1 A4l =\/37 17 (5.97)
‘ Ak A+l
y para el segundo término tenemos

(A, 0) (1,0) (A-11) Atl-k 5.98
#7%+1_k %7% >\+%7k7%_k B )\7—"_1 ( )

en donde estos factores isoescalares pertenecen a los estados que estdn sobre el segmento AB de la
representaciéon (A —1,1) .

Utilizando los resultados anteriores podemos notar que si tenemos un punto (£,Y") en el diagrama de
pesos este puede varios estados o uno asociados a estos nimeros cuanticos, por ejemplo, en la situacién
donde (A+1,0) tenemos un diagrama de pesos en forma triangular y en los vertices por ejemplo el puntos
P, Q, R, vamos a tener estados unicos en cambio para en los segmentos AB vamos a tener para cada
punto dos estados, uno para la representacién (A + 1,0) y otro para (A — 1,1) y en regiones dentro del
diagrama tendran mas estados.

Figura 5.8: Diagrama de pesos (A —1,1)

Si ahora queremos determinar los factores isoescalares asociados a los puntos sobre el segmento Fi Fy,
para ello tomemos el estado |A) en de la represetacién (A — 1,1) tomando & = 1 de la ecuacién (5.96)
tenemos

¢A:|(A—171)7%7%7¥>F: - %H'()VO)’%’%’%3>F|(170)%%%>F (5 99)
+ %_H|()"O)>%a%7% F|(150)70a037§>F'

Si nos interesa determinar el estado correspondiente en el punto F' de la represetacion (A—=1,1) de
tenemos que utilizar el operador U, para movernos hasta ese punto. El operador U5 bajo la representacion
(A, i) esta definido como
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OL6(F,F.,Y) = cxd(F + %F T %,Y L 1)+ dag(F — %F T %,Y +1) (5.100)
donde
PELY) = [(P+3F+9—(F+ DF — Dian(PE.Y) 0
C[F(F+1) - F.(F. —1)]2a+(FF LY)
—[F(F+1) *Fz(Fz )] bi(FLF, —1 Y) '
e (F, FZ,Y)fd+(F+2 F. +;,Y71) (5.103)
d_(F,F,,Y) =y (F — ; ; Y1) (5.104)

donde los valores de a y by estdn dados en las ecuaciones (5.52) y (5.53) respectivamente.

Con ayuda de estas relaciones podemos movernos del punto A al punto F' como se muestra en la figura
5.8.

De esta forma determinamos el estado asociado al punto F’ bajo la accién de UHA)

¢ = )\_1717>\717A717A ! = - >‘0 2 2,‘A 170317 71
F ‘( ) P} P} 3 >F \/ 21 ‘( ) PR 3>|( ) 21 3> (5.105)
1 ES
2

+ iI(A,O),%é

vemos que esta normalizado (¢r|¢pr) = 1, por lo que podemos continuar. Ahora lo que nos interesa es
llegar al punto F} para ello apliquemos V_ sobre ¢, y obtenemos

|()‘ - 17 1)7 %7 %7 %>F = ﬁ‘(/\i)) /\717 537 %3”(1,0), %7 %a %)
+ WW\ 0),%, 252, 3)((1,0),0,0,—2) (5.106)
WKA 0)7 Ag ) le%ﬂ(lao)a%a_%v%
ool (A - 1,1), 3,252, 2452)
por otro lado si tomamos F_|A)
‘()\_1?1)7%,¥7%>F: - ﬁKA 0) E?%a¥>|(170)a%7%7%>
)\()\+1)|()‘ 0) g 7%7%)'(170)7%7_%7%> (5107>
+ ()\+1 |()‘ 0)723L3%>|(130)70a0a7§>
Finalmente sustituyendo (5.107) en (5.106) obtenemos ¢,
on == L2222 350 =y 5I00) 258 258 2(10) 1. . ) 5108,
)\ - .
- ) |()‘ O) 1 2= 17T3>|(170)7%7_%7%>'

Evaluando el coeficiente de Clebsch-Gordan correspondiete en la factorizacion del primer y segundo
término obtenemos
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< D) g’g) ‘ Qg >:71 (5.109)

2 7 3

De esta manera podemos determinar los demas factores isoescalares sobre el segmento Fi F}, aplicamos
F_ sobre la ecuacién (5.96) con k =2y , después lo sustituimos en la expresién resultante de V_|Fy)

A0 1,0 A—1,
< /\—(2 A)_ (; ;) ‘ (>\_3 )\_5) >:*1 (5.110)
2 '3 273 5,73
y asi sucesivamente con k = 3,... y llegamos a
A0 1,0 A—1,1
< ,\71& 3)—14 (; ;) ‘ ,\71(71« ’\“)—k >= -1 (5.111)
2 3 273 2 3

La técnica utilizada para determinar los ISF se baso en el mapeo de puntos de peso méximo sobre
el el plano F, — Y. en donde fue utilizado el teorema de Wigner Eckart, el lema de factorizacion de
Racah y la convencién de De Swart[64], esto nos permitié asi obtener los valores isoescalare y notamos
que dependiendo de la simetria que utilicemos tenemos diferentes mapas de pesos en las cuales podemos
representarlos de manera resumida en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (), 0) ® (1,0)

ARoovo B ow oaw  r vy (20 B0 G
A -k 5 3 (RLo) MR A g =
Mk 241-k 0 -2 (A+41,0) MR Mg e at
A 3ok 3 5 (-1 AR g —y/5
Mk 41—k 00 -3 (A-L1) AR Mg M
AR Sk h (- AR Mg -1

5.3 Factores Isoescalares en (A, 0) ® (0,1)

En este seccién vamos determinar los factores isoescalares asociados al acoplamiento de las repre-
sentaciones (A, 0) con (0,1) que nos da dos representaciones (A, 1) y (A —1,0). Como podemos notar en
la siguiente tabla de Young:

(A0 ® (0,1) = (A1) @& (A-1,0)
[ — O [ | -
O

Asf podemos construir dos diagramas pesos, uno para la representaciéon (A, 1) y otro para (A — 1,0).
Conociendo los factores isoescalares de la representacion (A, 1) posteriormente se puede calcular inmedi-
atamente los factores isoescalares de (A — 1,0) con la ayuda de la propiedad de ortonormalidad de las
funciones de onda y el signo lo determina la convencién de De Swart[64].

Para ello determinemos los factores isoescalares asociados a (A, 1) y posteriormente calcularemos los
factores isoescalares asociados a la representacién (A — 1,0).
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5.3.1 Factores Isoescalares de (A, 1)

Vamos a construir todos los estados a partir del estado de peso maximo |B) = [(A, 1), 23=, 23—, 23+
donde considero que este estado de peso maximo se encuentra en un espacio de F-spin y por ello le pongo
un subindice F'. Podemos ver este estado denotado como B en la figura 5.9. Nuestro interés por ahora
es determinar los factores isoescalares asociados a los puntos sobre el segmento BC, para ello debido a
que nos encontramos en el extremo del diagrama de pesos, entonces de acuerdo al analisis de la tabla
5.1.2, vemos que no hay multiplicidad, es decir, para cada punto que tomemos del contorno externo del
hexagono solo hay un valor para el F-spin, por lo tanto, si queremos determinar todos los estados a lo
largo del segmento BC' es conveniente pasarnos al espacio V-spin, de esta manera usando las reglas de
cambio de base (5.72) obtenemos

A+l A1 )\—1>

111(0,1),0,0, 2), (5.112)

By = (A1), ;

b ) )

N | >

A A2 A
S =10,0)5

| >
W >

éhora podemos aplicar de manera mas sencilla el operador Vo que estd definido en su espacio como
VoA w), V,Vo,Y) = /(V+ V) (V =V, + 1)|(\, p), V, V. —1,Y) de esta forma si aplicamos V_ al primer
miembro de la ecuacién (5.112)

Figura 5.9: Diagrama de pesos (A, 1)

y ademas aplicamos Vo=V_i4+V_yal segundo miembro de la ecuacién (5.112) obtenemos

A A A+2 A A
Al), =, = —1 =|(\ -
|( ) )7272 ; 3 >V |( 70)7272

A 2
1, - 1 = 11
I0.1),0,0,2) (5.113)

si aplicamos k veces V_ obtenemos todos los estados a lo largo del segmento BBy

A A A+2 A A A 2
|()‘7 1)7 5: 5 - k: T)V - |()‘70)7 5; 5 - ka §>|(07 1):0707 §> (5'114)
ahora si usamos las relaciones de cambio de base a F-spin (5.72) obtenemos
A1—-k A+1—-k A=k A=k A 11 1
1 =|\0),—,—, - —k 1), =, =,—= A1
‘()\7 )7 2 ’ 3 |( 70)7 2 ) 2 73 >|(07 )72727 3> (5 5)
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por lo tanto tiene

(A, 0) (0,1) (A1) (Ask Ak 1 LAtLok Ablok
ki_k 1 _1 Atl=k A=1 2 v 92 1219
3 27 3 2 ’ 3
(5.116)
(00 01| (OrLo N\,
A=k A_k 1 _1 Atl—k M_k -
2 73 27 3 2 ’ 3

a partir de este resultado podemos decir que el factor isoescalar para dodos los puntos que pertenecen al
segmento BC vale la unidad.

Ahora vamos a determinar el estado correspondiente al punto A de la figura 5.9. Para ello al estado | B)
le debemos aplicar el operador U+ , definidas en la ecuacién (5.100). Tomemos el estado correspondiente

al punto B

A4+1 A4+1 A—1 1
B)=|(\1 —— A1
1B) = (A1), —5— 53 3) (5.117)

) =1(A0),

) )

o | >~
| >
W >

l\DM—l

JOREES

utilicemos el operador U - sobre ambos lados segun la ecuacién (5.100), llegamos al punto A que posee

el estado
U41B) = —14) = —[(0,1), 3,3, 22) = <|(1,0), 2,2, 2)/(0,1),0,0, 2) (5.118)

IEREDR)

de esta manera podemos obtener el factor isoescalar asociado al punto A

<(A,0) (0,1)‘ (A1) ><5500|é é>_1
3,4 0,3 | 4,22 /\27277 1272

2,0) (0,1 Al
273 '3 2' 3
Ahora ya que tenemos el estado |A) dado como
[4) =X 1), 3,5, 25%) =1(1,0), 3.3, 3)1(0,1),0,0, 3) (5.120)

bajémonos al punto Ay, debido a que nos estamos introduciendo dentro del hexdgono aumenta la mul-
tiplicidad, es decir vamos a tener dos estados en ese punto, vamos a obtener un estado si operamos V_
sobre |A) y otro estado si operamos F_ sobre |B), primero calculemos V_|A) y obtenemos

(1,258,250 = /ORI |(0,0), 24, 251, 259((0,1)0,0,2)

2
A AAA
Ty /\(/\++12)|)‘ 0) 55§> 1(0, )%v—%v—%> (5.121)
— ‘)\ 1), 2L AL ;1>
m y4)y T v T v 3
por otro lado, si calculamos F_|B) tenemos
A=l A— A A A=2 A
|A/ 7|()\ 1 Tl’?l> = m|()\’O)’§’TZ’§>|(O71)’%7%77%> (5122)
+ )\1 ()‘70)7A3A7A>|(071)7l7_17_1>
Vrl 27273 2072073

podemos notar que el estado anterior estd normalizado (A}]|A}) = 1, sustituyendo la ecuacién (5.122) en
(5.121) obtenemos el segundo estado del punto Ay
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A1) = [ 1), 255, 251 250 = \/E!A,o L 252,259)((0,1)0,0, 2)
AAA
oo [0 ’§§§>| )3 =5 —3) (5.123)
2 1
Jomors (A0 27 ;

verificamos que estd normalizado (A;|A;) = 1, por lo que nuestro resultado esta correcto. Por lo tanto
podemos obtener los factores isoescalares para el punto Aj.
Determinemos los factores isoescalares asociados al estado |A}), del resultado (5.122) del primer

término tenemos
(A1) AA=211X4+1 Xx—-1 A
ML AL f\9 Ty 2 2 2 /T VT

_l’_

para el segundo término

Por otro lado si tomamos el estado |41) de (5.123), para el primer término tenemos
< (A,0) (0,1)' (A1) ><)\71 /\7100‘,\4 ,\f1>_ [A+1
A—1 A=3 2 A—1 A—1 ’ s Uy ) - S
=03 05 | Ty 2 2 2 2 A+2
por lo tanto debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es uno tenemos

(00, 6o oy Yy e

2 7 3

w

o,
0

7

1
2
3

para el segundo término tenemos

<(/\,0) (0,1) (A1) ><551_1|A—1 )\—1>_ A )
P T N I 279272 219 A+ 1A +2

I

por lo tanto, debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es )%H se obtiene
< (A,0)  (0,1) (A1) >_ 1
A A A—1 A— =
3 73| S35 A+2

por tltimo, el tercer término de (5.123) tenemos

(A0) (0,1 (A1) AA=211A-1 A-1 1
(88 DA 12 ) G 5) - oo

2 7 3

)
%



5.3. Factores Isoescalares en (A, 0) ® (0,1) 141

debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es fﬁ se obtiene

<(/\,0) (0,1 (A1) >, 1

)
5

Podemos repetir este proceso de manera de encontrar una férmula de recurrencia, asi si aplicamos F_
sobre el estado |By) obtendremos un estado [A3). Esto es, tomar k = 1 de la ecuacién (5.115) obtenemos
el estado |By) y usando F_|By) se llega a

145) = (A1), 3,252, 254) = \Fwo ), A21 A8 sy |( ,1)%%

)

11

+ 5 I(00), 258 258 250 [(0,1), 3, -,

vemos de nuevo que estd normalizado el estado (A5/A3) = 1. De manera andloga al caso anterior, se
sustituye (5.124) en V_|A;) y obtenemos

) (5.124)

A
+ i(mé% | (A,0), 252252 >|(o 1),,_57_% (5.125)

\/m“va%vL 232 10.1), 3, 5. —35)

vemos que estd normalizado (A3]A2) = 1, ademds del primer término del estado |A3) obtenemos el factor
isoescalar

De esta manera si reescribimos los factores isoescalares asociados a los estados |A), |A1), |A)2 encon-
tramos una regla de recurrencia. Esto lo podemos ver en la siguiente tabla:

Para darle validez a la proposicién de los valores isoescalares para los valores k enteros. Demostremos
por induccién matematica la prosiciones.

(A, 0) (0,1) ' (A1) > A+2—k
_ _ =/ (5.126)
< Ak A 0,2 Ak X3 T2
(A,0) (0,1) (A1) k
< >\+;—k, % 11—k % % A— k’ A2 )T\ e (5.127)

Para demostrar que es verdadera la proposicién para todos los niimeros naturales bastara probar lo
siguiente:
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Tabla 5.3: Recurrencia de los Factores Isoescalares de SU(3)

k Factor Isoescalar Valor Factor Isoescalar Valor
(A, 0) (0,1) (A1) (A,0) (0,1) (A1)
0 ML AL L 1| A A2 0 A X g2 | A M2 1
2 '3 2:73 2:73 203 '3 20 3
1 < (i\’(i) 1(0, )1 N (f\,i) ) > 1 < \ (1\7(3\) 5 (07%) ‘ \ (1\7 {\) ) > At1
55 373 | ST VAT2 55 03 | 7o A2
9 < (A, 0) (0,1) (A1) > 2 < (A, 0) (0,1) ‘ (A1) > X
A—1 X-=3 1 _1 A—2 A—4 2 A—2 A—6 0 2 A—2 N—4 2
2 0 3 2:73 2 073 2 0 3 » 3 2 0 3
k < A1 k(A;\O) 1(071)1 A k(AA’g > o < A k)\’AO) (07%) ’ A k()\x’jg > 242k
gtl—k g,-3 | 5,75 —Fk A2 25—k 05 | g5,k A2

i) Verificamos que es vélido para k = 0 y es vélido para k = 1, (véase la tabla 5.3).
ii) Supongamos que es vélido para k y veamos que es vélido para k = k + 1.
Para ello tomemos el estado |Ay) dado como
[Ak) = [(01), 255, 438, A2 — k)
= Vi SR (0,0, 25 2 2 100, b

\/ m\/ﬁ| )‘70)50)7%7%7%+1 - k>|(07 1)a%7%77%>

+ /23RN 0), 258,255 2 — £)(0,1),0,0, 2)

vemos que se cumple (Ag|Ax) = 1, por lo tanto el estado anterior esta normalizado.

Si tomamos el estado de la ecuacién (5.115) y aplicamos F_ obtenemos

) = |00, 258, 250 1 050k =R (0,0, 258 255 <13 =) [0.0) 3.5, )
bt 000 25,228, 3 = )(0.2) .=k =)

SV v 7
R (5.129)
De esta manera si ahora, aplicamos el operador V_ sobre |A) y sustituyendo la ecuacién (5.129)
obtenemos
|Ak+1> — |()\ 1)>\1k )\1/6 Xl_k>
A1—k A—l—k A—l—Fk )\
= /A (A 0), 2575, 2575, 5 = 1= K)I(0,1)0,0, 3)
[kr1 [ ak Ak A=k A 111 (5.130)
+ Ai2 A+1— k )‘ 0 T2 T2 3 k>|( )5 T2 §>

NI

VB v (A0, 2458 550 =15 = k) [(0,1). 5.5, —5)

vemos que estd normalizado (Ag41|Ak+1) = 1. Del primer término de la ecuacién anterior obten-
emos
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< (\,0) (0,1) (A1) >\/m
ALk A1k 0,2 | A=l=h M2 g g At2

cabe mencionar que hemos utlizado el lema de factorizaciéon de Racah, en donde tenemos el pro-
ducto del factor isoescalar por un coficiente de Clebsch-Gordan igualado al coeficiente que tiene el
término de sumando que posee el estado. Calculando el coefiente de Clebsch-Gordan correspondi-
ente obtenemos el valor del factor isoescalar, de esta manera para el segundo y tercer término de
la ecuacién (5.130) tenemos

< (A0)  (0,1) (A1) >_ \/E
%,%—k %’_% %,%—1—k A+2

de esta manera se cumplen las proposiciones (5.126) y (5.127) para k = k + 1 por lo tanto son
vélidas.

Los factores isoescalares para los estados con (A, ) = (A — 1,1) son obtenidos por las condiciones de
ortogonalidad. Por ejemplo, si tenemos dos estados ¢4, y ¢ AL podemos obtener el tercer estado ¢¢, ya
que se satisfacen las condiciones de ortogonalidad y normalidad.

(Daildo,) = D arer =0 (5.131)
k

(barloc,) = Y brek =0
k

(boloc) = Sd=1
k

de esta forma determinamos el estado ¢, = >, crdr
De esta manera si resumimos obtenemos los factores en la tabla 5.4.

Tabla 5.4: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (), 0) ® (0, 1)

Aoowoomnoow o F oy (g9 g GY)
Mk Apr-k L -1 (A1) MR M2 1
N3k 0 3 o) 3 Moy
MEE Selk b oh ) 2 Mk s
Ack -k 0 2 (A-10 25E  AM2_j T
Mk 21—k 1 -1 (A-10 AFE A2 _g 2ok




Conclusiones

En este trabajo hemos presentado correlaciones entre reacciones de transferencia de nucleones en el
marco de la Supersimetria Nuclear, estas correlaciones fueron posibles debido a que las funciones de onda
en la Supersimetria estan relacionadas, tenemos un solo operador que describe las transiciones electro-
magenéticas y un solo operador que describe tranferencias de nucleones y tenemos un solo Hamiltoniano
que describe simultanemente los espectros de los niicleos que conforman un cuadruplete supersimétrico,
ademas los niveles energéticos mas bajos los nicleos par-par y los niicleos con neutrén impar sus nimeros
cudnticos coinciden y lo mismo sucede para los ntcleos con protén impar e impar-impar, esto implica
correlaciones entre transiciones electromagnéticas y transferencias de nucleones .

Hasta la fecha los tinicos ejemplos de cuartetos supersimétricos que hemos encontrado pertenecen a los
nticleos de las masas A ~ 190 siendo estos 94199pt—195:196 Ay y 192,193()g193:194T - Teniendo el protén
en el nivel 2d 3y el neutron en los niveles 3p%7 3p% y2f 3 Tanto los bosones de protéon y el neutrén como
la parte pseudo orbital del neutrén se describen por la simetria U(6).

Debido a que las funciones de onda de los ntcleos que conforman un cuadruplete supersimétrico estan
relacionadas por la Supersimetria tuvimos que desarrollar un mecanismo para mostrar estas correlaciones
en forma explicita el cual a este método lo llamamos F-spin generalizado. Esta formulacion es una gener-
alizacion del concepto de F-spin del IBM-2 en donde se tienen solo dos espacios, el de bosones de protén
y neutrén en cambio en nuestra generalizaciéon vamos a tener tres espacios, bosones de protén, boson
de neutron y el fermién del neutrén. El F-spin generalizado permite escribir de una forma sencilla las
reacciones de transferencia de nucleones de manera que sus elementos de matriz reducidos coinciden y
podamos obtener correlaciones entre procesos de transfencias de nucleones. Podemos experesar los ele-
mentos de matriz de los procesos transferencia de manera reducida en términos de factores isoescalares

6 coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3).

Estos factores isoescalares aparecen en distintas teorfas y han sido derivados como en el modelo de
quarks, modelo de Elliot, etc, sin embargo, en nuestro contexto de la Supersimetria Nuclear no han
sido derivados, por lo que tuvimos que calcularlos y los presentamos en el capitulo cuatro.® Entre las
aplicaciones del F-spin generalizado y los factores isoescalares calculados podemos mencionar que estos
nos permitieron expresar de manera cerrada correlaciones entre transferencias de un protén y un par de
protones, de esta manera conociendo de antemano las intensidades de alguna reaccién de transferencia

5La determinacién de los factores isoescalares consistié en un andlisis del grupo SU(3). Aqui nosotros introducimos 6 op-
eradores de ascenso y 2 operadores de peso correspondientes a las tranferencias de particulas en el contexto de Supersimetria
Nuclear. De esta forma construimos tres algebras, el dlgebra de F-spin, V-spin y U-spin conformados por sus respectivos
operadores. Estas tres algebras son subdlgebras de SU(3) y cada de ellas individualmente se le puede corresponder un
algebra de los operadores del momento angular (dlgebra de Lie de SU(2)). Posteriormente usando las reglas de conmu-
taicién obtuvimos las representaciones irreducibles de SU(3). La siguiente tarea que se hizo fué elegir las representaciones
irreducibles asociadas a nuestros factores isoescalares que necesitamos derivar, de esta manera se tuvo que elegir un estado
de peso méximo en un diagrama de pesos de la representacién irreducible de SU(3) y con ayuda de los operadores de escalén
de manera sistematica se fueron calculando los valores de los factores isoescalares.
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pudimos mostrar como estas estan correlacionadas por un factor. Las implicaciones directas de este for-
malismo matematico es que nos permitié obtener algunas predicciones de las intesidades espectroscopicas
de algunas reacciones de transferencia tales como la transferencia de un protén y dos protones. To-
das estas intesidades de transferencias de nucleones fueron determinadas de manera cerrada. De esta
manera normalizando estas intesidades con respecto al estado base obtenemos las intensidades espec-
troscépicas relativas, estas tienen importancia ya que son las que se pueden medir experimentalmente.
Hemos presentado predicciones particulares de las intensidades espectroscopicas como la tranferencia de
un de un protén %8305117 — %$4Ir117 y %§5Pt117 — %gGAulw y también para reacciones inversas como
%$4Ir117 — %2403117 y %86Au117 — %§5Pt117. En este trabajo también se piido hacer predicciones de reac-
ciones nucleares de tranferencia de dos protones, la primera reaccién que podemos mostrar como ejemplo
es la tranferencia de dos protones %§5Pt117 — %8305117 y por ultimo las intensidades espectroscopicas de
la tranferencia de dos protones 3¢ Au; 7 — 4T 7.

Dentro de los posibles trabajos futuros que podemos continuar con este trabajo es la investigacion de
las reacciones de transferencia de un neutrén, un par de protén-neutrén 6 decaimientos beta.® Esta tesis
tiene relevancia a otros sistemas, ya que estos factores isoescalares, se presentan en todo sistema cuyas
funciones de onda estas descritas en términos de acoplamientos de las tres diferentes representaciones de
U(6), por ejemplo en la descripcién de niicleos con masa media como el modelo de IBM-3 y para nticleos
pesados el modelo de Piel de Neutrones. La simetrias fundamentales que hemos manejado es la simetria
de grupo U(6) y la de SU(3), es interesante notar que la simetria que utilizamos en el F-spin generalizado
es una simetria rotacional. La técnica que se utilizé para determinar los factores isoescalares, se pueden
aplicar en otras teorias que manejen simetrias de U(6). Este técnica que hemos usado la hemos aplicado
a los ntcleos Supersimétricos en el contexto de el dlgebra de U(6/m), si nos preguntamos si se puede
aplicar este método de F-spin generalizado a otras regiones de masas nucleares, si es posible, por ejemplo
si deseamos describir niicleos con masa media y nticleos pesados donde lo neutrones y los protones ocupan
diferentes capas de valencia, se le puede aproximar con el modelo de IBM-3 donde este modelo usa la
simetria U(6) por lo que es posible introducir nuestro F-spin generalizado. Para nicleos més pesados, la
densidad de neutrones crece por lo que estos presentan oscilaciones independientes del resto del niicleo en
donde el modelo de Piel de Neutrones puede describir este tipo de niicleos cuyas simetrias son también
U(6). Por lo que cual concluimos que el F-spin generalizado se puede extender en otras teorias de la
estructura nuclear.

Un comentario que puedo decir al respecto antes de terminar con este trabajo, es ver la importancia
que posee el grupo unitario SU(3) sobre la Fisica y tratar de comprender por qué es que este grupo
unitario tiene implicaciones grandes sobre la descripcion de la naturaleza cudntica. Por ejemplo, en
las particulas elementales, en el modelo de quarks, estas particulas fueron clasificadas por Gell-Mann y
Neeman a principios de los anos seseta del siglo veinte usando el grupo SU(3), por otro lado, Elliot utilizé
el mismo aparato matematico en los anos cincuenta del siglo veinte para explicar los niveles rotacionales
de un nicleo deformado y ahora nosotros con el desrrollo del F-spin generalizado podemos predecir
intensidades espectroscépicas de reacciones nucleares para nucleos supersimétricos usando también el
grupo unitario SU(3). Uno se puede preguntar si el grupo unitario SU(3) serd una caracteristica intrinseca
de las particulas elementales que nos permita describir propiedades cudnticas de los quarks y los sistemas
compuestos con grados colectivos de libertad siendo los bosones y fermiones. La relacion que hay entre
ellos es que en ambas situaciones se pueden describir con el grupo unitario SU(3) y este se puede aplicar
a otros modelos cuanticos de particulas.

6Esto es posible ya que los decaimientos S~ y 31 pueden ser expresados en términos de combinaciones de reacciones de
transferencia de un protén y un neutrén bajo la formulacién del F-spin generalizado.
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Apéndice A

Simetrias y Teoria de Grupos

A.1 Simetrias y Teoria de Grupos

A.1.1 ;Qué es la Simetria?

Se dice que un objeto goza de simetria dada si existen transformaciones que lo deja invariante. El
concepto de simetria es uno de los conceptos centrales de la fisica, el formalismo matematico de la
simetria es la teoria de grupos . Usalmente tanto los sistemas cudnticos como clasicos suelen tener una
gran complejidad sin embargo con el andlisis de sus propiedades de simetria a menudo se alcanzan grandes
simplificaciones ademas las simetrias por si mismo nos guia a construir una teofa fisica sencilla ya que con
otros formalismos matemaéticos incluso se puede volver intratable. Los conceptos y métodos de la teoria
de grupos son simples y pueden considerar una extensa variedad de sistemas, desde sistemas clasicos
hasta moléculas, niicleos y particulas elementales, la teoria de grupos se aplica de la misma forma, con
los mismos principios basicos para cada uno de los diferentes sistemas. Esta universalidad de aplicacién
de la simetria es una de las mas atractivas caracteristicas de la teoria de grupos.

A.1.2 Origen de la Simetria en la Fisica

La teoria de grupos fue desarrollado en los comienzos del siglo 19 por Evariste Galois quien establecio la
relacion entre la existencia de soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales y grupos de permutaciones
asociadas con la ecuaciénes. Otra importante contribucién fue hecha en 1870 por Sophus Lie quien estudié
la teoria matematica de transformaciones continuas las cuales llevan a la introduccién de los conceptos
bésicos y operaciones de las que ahora conocemos como Grupos de Lie y algebras de Lie. Una de las
personas importantes que hizo la conexiéon del mundo abstracto de las simetrias y la dinamica de las
fuerzas y el movimiento y las leyes fundamentales de la naturaleza fue Emmy Noether en el siglo 20 [91]

En las leyes de conservacion, la simetria puede puede expresarse como la invariancia del Lagrangiano o
el Hamiltoniano, o equivalentemente tener una invariancia de las ecuaciones de movimiento con respecto
a un grupo de transformaciones. La conexién entre el concepto abstracto de simetrias en relaciéon con
la dindamica se formula con el teorema de Noether el cual dice que,la invariancia del Lagrangiano o el
Hamiltoniano con respecto a simetrfas continuas implican leyes de conservacién[92]. Por ejemplo, la
conservaciéon de energia, momento, momento angular son consecuencia de la invariancia del sistema bajo
traslaciones de tiempo, traslaciones y rotaciones espaciales espaciales respectivamente.

A si el concepto de simetria juega un papel importante en la fisica, especialmente en el siglo 20 con el
desarrollo de la mecanica cuantica y la teoria cuantica de campos. Hay una extenso rango de aplicaciones
de simetrias en la fisica. Algunas de las mds importantes estdn listadas a continuacién. [93]
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e Simetrias geométricas. La manifestacion de este tipo de simetria es la mas intuitiva ya que se

presenta en términos de tranformaciones geométricas que deja un cuerpo o sistema invariante, por
ejemplo el acomodo de las particulas en una estrucura geometrica como es el caso de dtomos en
una molécula.

Simetrias espacio-tiempo. Estas se refieren, primordialmente, la homogeneidad del espaciotiempo
que se manifiesta en la invariancia de las leyes de la fisica respecto a los desplazamientos(traslaciones)
de las coordenadas espaciotemporales. Fija la forma de las ecuaciones que rigen el movimiento de
sus respectivas particulas . Otra importante propiedad es el caracter isotrépico del espacio, el cual
implica la invariancia respecto a los giros espaciales, por ejemplo, la forma de la ecuacion de Dirac
para una particula relativista de espin 1/2 que es determinada por la invariancia de Lorentz

(170, — m)u(a) = 0

Simetrias de permutacion. En la mecdnica cuantica estas simetrias llevan a las estadisticas de Fermi-
Dirac y Bose-Einstein para un sistema de particulas idénticas con espin semi-entero (fermiones) y
espin entero (bosones), respectivamente.

Simetrias de norma. Fijan la forma de interaccion de las pariculas constituyentes y campos externos
por ejemplo la forma de la ecuacién de Dirac para una particula relativista de espin 1/2 en un campo
electromagnetico A,

[V (i0y — eAy) —m]ip(z) =0

esta regido por la simetria de norma de la interaccién electromagnética. La interaccion electro-débil
y fuerte est’an también regidas por las simetrias de norma.

Simetrias dindmicas. Fijan la forma de interaccién entre las pariculas constituyentes y/o campos
externos y determina las propiedades del espectro de los sistemas cuanticos, por ejemplo en la
discusién que hizo Pauli [94] quien reconocié que el Hamiltoniano de una particula en un potencial
Coulombiano es invariante bajo rotaciones de cuatro dimensiones generados por el momento angular
y el vector de Runge-Lenz.

A.2 Algunas definiciones

A.2.1 Grupo de Lie

El concepto de grupo fue introducido por Galois en su estudio de la existencia de soluciones alge-

braicas de ecuaciones polinomiales. Un grupo abstracto G estd definido por un conjunto de elementos

(G1,Ga,...,G,) y una operacién binaria “multiplicacién” que satisface las siguientes condiciones.

Cerradura. Si G; y Gj son elementos del conjunto, entonces su producto GZGJ también pertenece
al conjuto.

. Asociativa. La siguiente propiedad siempre es valida:
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4. Inverso Para cada Gl existe un elemento é;l tal que.

GG ' =G7'G, =E

El nimero n de elementos es llamado el orden del grupo. Quiero agregar que si los elementos del
grupo satiface la condicién de conmutatividad, el grupo es llamado grupo Abeliano.

5. Conmutativo. Todos los elementos cumplen.
GiCy = i
Si el conjunto es finito, el grupo es llamado grupo finito. Si el conjunto es infinito no numerable, el grupo
es llamado grupo infinito discreto. Si los elementos son continuos, el grupo es lllamado grupo continuo
(o grupos de Lie).
A.2.2 Algebra de Lie

Los grupos que tienen muchas aplicaciones en la fisica son los grupos de matrices continuas. Estos
grupos de matrices continuas consisten en matrices regulares no singulares de grado n las cuales pueden
ser representados en términos de r pardmetros! o, tales como

Ala) = Alaq, ..., ap) (A1)

La matriz identidad I,, esta caracterizada por oy = ... =, =0
I, = A(0) (A.2)
Grupos cuyos elementos dependen continuamente de parametros r «; donde ¢ = 1,...,r y satisface los

primeros cuatro postulados de grupo decimos que son grupos de Lie.

Para los grupos de Lie todos los elementos pueden ser obtenidos en términos de exponenciales de el
conjunto de los elementos de la base g;,i = 1,2,...,s, llamados generadores, las cuales juntos forman
una algebra de Lie asociado con el grupo de Lie. Un simple ejemplo seria dado el grupo de rotaciones en
dos dimensiones SO(2), cuyos elementos pueden estar representados con

G(a) = exp|—ial,] , (A.3)

donde « es el angulo de rotacion y

P (0 5}
l,=—1 (wa—y - y%) ; (A.4)

es el generador de esas transformaciones en el plano z—y . En rotaciones en tres dimensiones requiere la
introduccién de dos generadores adicionales asociadas con 1 as rotaciones en los planos z—x yy—z,

. [0 0 ~ 0 0
ly =—1 (z% — :L’E) , ly =—1 (yg — z8—y> , (A.5)

Las rotaciones finitas pueden ser parametrizadas por tres angulos (las cuales pueden ser los dngulos de
Euler) y pueden ser expresados como producto de exponenciales de los generadores de so(3)? (A.4) y
(A.5). Evaluando los conmutadores de los operadores, nosotros encontramos

[lxa ly] = i[z s [iyv [z] = Zir ) [Zm lr] = Ziy ) (A6)

1La continua variacién de r paranetros genera una variedad de grupo completo.
2El grupo de transformaciones unitarias en n dimensiones se denota por U(n) y las rotaciones en n dimensiones por
SO(n) (Ortogonal Especial). Las correspondientes algebras de Lie a veces son indicados por mindsculas, u(n) y so(n).
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Las cuales ilustra la propiedad de cerradura de los generadores de grupo. En general, los operdores s, ¢;,

1=1,2,...,s, define una algebra Lie y esta cierra bajo conmutacién,
PO ko~
k

y satisface la identidad de Jacobi[95]

El conjunto de constantes cfj son llamadas constantes de estructura, y sus valores determinan las
propiedades del algebra de Lie tanto el grupo asociado de Lie. Todos los grupos de Lie fueron clasificados
por Cartan.[95] Es importante introducir el concepto de subdlgebra para ello, supongamos que tenemos
un conjunto de operadores X que cierran bajo conmutacién y forman un algebra de Lie A. Ahora
consideremos un conjunto de operadores Y las cuales son un subconjunto de los operadores X. Si los
operadores Y}, cierran bajo comutacién

Vi, Y] =i  CiiVm, (A.9)

entonces estos forman un dlgebra B, el cual es un subdlgebra de A
ADB. (A.10)
Decimos que un subélgebra B es Abeliana si sus generadores conmutan®

V3, Y] =0 (A.11)

A.2.3 Transformaciones simétricas

Las transformaciones simétricas de un sistema fisico puede definirse en términos de ecuaciones de
movimiento del sistema[96]. Supongamos un sistema de ecuaciones

Ui = 0, i=1,2,... (A.12)

donde las funciones ¥;(z) es un vector columna con un finito o infinito nimero de componentes, o una
estructura mas general como una matriz que depende de variables x;. Estos operadores U; son arbitrarios
y (A.12) puede corresponder, por ejemplo, a las ecuaciones de Maxwell, Schrédinger o de Dirac. Asi los
operadores g;; donde

ZUZ-@W]-) =0 i=1,2,... (A.13)

son llamadas transformaciones simétricas ya que transforman las soluciones E) a las soluciones ga) de las
ecuaciones (A.12).Como ejemplo, en mecédnica cudntica, las transformaciones simétricas continuas pueden
en general expresarse como

U =el25%, (A.14)

estados y operadores se transforman como

) — [¥") = Ulp), A— A =UAUT, (A.15)

3Un ejemplo de un algebra de Lie es SO(3) el cual estdn caracterizados por sus relaciones de conmutacién de los
operadores de momento angular [L;, L;] = i€;jx L.
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para el Hamiltoniano entonces tenemos

H— H =UHU'=H+iY_a;[g;, H) + O(a?). (A.16)
J

Cuando el sistema fisico es invariante bajo transformaciones simétricas U, el Hamiltoniano permanece
igual H' = H. Por eso el Hamiltoniano conmuta con los generadores de la transformacién simétrica.

9, H] =0, (A.17)

el cual implica que los generadores son constates de movimiento. Las ecuaciones (A.17), junto con la
relacién de generadores de la ecuacién (A.7), constitye la definicién de un &lgebra simétrica para un
sistema independiente del tiempo.

Es importante sefialar que si en el algebra dindmica los generadores estdn conectadas con las solu-
ciones 1) significa que el dlgebra dindmica implicitamente define un espacio de Hilbert adecuado para la
descripcion del sistema féico. Para cualquier algebra de Lie uno puede construir uno o mas operadores
C el cual conmute con todos los generadores gj,

[C1,4,] =0, I=1,2,...,r, j=12,...,s (A.18)

Estos operadores son llamados operadores de Casimir o invariantes de Casimir. Estos pueden ser lineares,
cuadraticos o de orden mayor. EIl niimero r de la linealidad de los operadores de Casimir se le conoce
como el rango del élgebra [97]. Este nimero coincide el el maximo subconjunto de generadores que
conmuntan entre ellos mismos

[gougﬁ] = 07 aaﬂ = 1723 s T (A19>

El dlgebra simétrica proporciona constantes de movimiento, las cuales nos lleva a los ntiimeros cuénticos
y estas etiquetas asociados a los estados dan la energia en los eigenvalores. Entonces los operadores de
creacion y aniquilacion en un dlgebra conecta solo estados degenerados. Sin embargo el dlgebra dinamica,
define todo el conjunto de eigenestados asociados con un sistema dado. Los generadores no son grandes
constantes de movimiento y no siempre todos conmutan con el Hamiltoniano. Los operadores de creacién
y aniquilacién pueden conectar todos los estados entre ellos.

A.2.4 Bases Irreducibles

Dado un grupo G de operaciones fisicas (R) uno puede introducir el conjunto de operadores Pg el
cual esta definido como la accién sobre una funcién escalar f(x) arbitraria.

Prf(z) = f(Ra) (A.20)

Esta correspondencia R — ISR es un isomorfismo[98], como SR — PSPR = ]53 R, cOmMo se muestra en la
ecuacién anterior. Un ejemplo sencillo esta dado por el grupo de rotaciones SO(2) en dos dimensiones.
Usando coordenadas polares y de la ecuacién (A.20) tenemos que

Paf(rv ¢) = f(h ¢ - Oé) (A21)
y desarrollando en series de Taylor

fro-a) = S (ay o TEED 50 L (ca ) fno) =) (A2

n=0

esto nos lleva a

By = el =2~ < 0 _,0 ) (A.23)
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Si ahora consideramos la ecuacién
H(z)f(x) = g(x) (A.24)

donde H (z) es un operador, usando esta ecuacién y la propiedad (A.20), nosotros encontramos las
siguientes relaciones

Pl () P Prf (@) = Prg(w) = g(Ra) = A(Re)f () (A.25)
PRﬁ(x)P}glPRf(m) = PRﬁ(m)Pglf(Rm) (A.26)

ya que f(z) es una funcién arbitraria, entonces comparando las dos expresiones anteriores

PrH(z)Pg' = H(Rx) (A.27)
para todo R tenemos que
PrH(z)Pp' = H(x) (A.28)

entonces decimos que H es invariante bajo la accién del grupo G = (Z%) o también deccimos que G es el
grupo de simetrfa para H(x)* Como vemos esta definicién nos lleva a (A.17) por lo tanto A.28 implica
que

[Py, H(x)] =0 (A.29)

Ahora si consideramos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Hy = Ev (A.30)
si usamos A.29. Nosotros econtramos que
H(Pry)) = E(Pr) (A.31)
si suponemos que los eigenvalores E' son degenerados y que hay eigenfunciones independientes 1;, ¥s, . . ., ;.

Ya que (A.31) implica que Pr) es también eigenfuncion de H asociado con su respectiva E. y como esto
debe ser una combinacion lineal de 1),

l
Priyi(z) = Dij(R i=1,2,...,1 (A.32)
j=1

Estas matrices Dij(R) son llamadas representaciones del grupo G, y es facil probar que satisfacen el
producto de matrices

D(S)D(R) = D(SR) (A.33)

Decimos que las [ eigefunciones idependientes 1);, 1o, . . . , 1; constituyen una base para esta representacion.
Y si las 1; son tales que no cambian de base ante transformaciones

O; = Z Uij; (A.34)
J

pueden ser diagonales todas las matrices D en U~'DU entonces decimos que la representacién es irre-
ducible y que todas las 1); son una base para una representacion irreducible de G.

4Es importante entender a través de este ejemplo como se utiliza el concepto de simetria ya utilizando teoria de grupos
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Consideremos de nuevo la ecuacién (A.17) el cual describe la invariancia del Hamiltoniano bajo el
algebra g = (§,)

esto nos dice que g juega un papel importante en el dlgebra simétrica del sistema. Un eigenestado de
H con energia E puede escribirse como |af3) donde « son las representaciones irreducibles del grupo
G y [ permite distinguir los diferentes eigenestados con energia F. La energia de los eigenvalores del
Hamiltoniano en la ecuacién (A.35) entonces solo depende de «

Hl|af) = E(alaf). (A.36)

Los generadores §; no permiten estados con dieferentes cv. Si consideramos la cadena de algebras g; D go,
el cual nos lleva al concepto de simetrias didmicas. Como go es un subalgebra de g; sus generadores
forman un subconjunto de generadores de g; y cierran bajo conmutacién. Si g1 es un dlgebra simétrica
de H, sus eigenestados pueden mostrarse como |a151). Ya que g1 D go, también es un dlgebra simétrica
para H y por lo tanto, sus eigenestados son |as/32). Asi por lo tanto

HlarazfBs) = E(arazf), (A.37)

donde «; implicitamente esta en as/3s entonces los eigenvalores solo dependen de «. Este proceso puede
continuar cuando hay mds subalgebras, g1 D g2 D g3 D ..., en donde ap es substituido por azfs y asi
suscesivamente.
En muchos casos el hecho de suponer g; como una algebra simetrica del Hamiltoniano es una suposcién
demaciada fuerte entonces se suele romper la simetria. Una manera elegante para hacer esto es considerar
el Hamiltoniano

H = a’éll (gl) + bélz (92)7 (ASS)

donde Ci,(g;) son operadores invariantes de Casimir de g;. Ya que [H',¢;] = 0 para §; € go, H' es
invariante bajo go pero no mas sobre g; por que [Cy,(g2),§i] # 0 para §; & go. Esta nueva algebra
simétrica es go mientras g; juega el papel de dlgebra dindmica para el sistema en los cuales podemos
describir todos los estados a traves de los estados asociados con E(ay) ademés como H' esta dado por la
combinacion de operadores de Casimir, sus eigenvalores pueden ser obtenidos en forma cerrada

H'|a1a2ﬁ2> = [CLE[I (041) + bEl2 (ag)]|a1a2ﬂ2>. (A39)

Este tipo de rompimiento de simetria producido por el tipo de interacciones de la forma (A.38) es
conocido como rompimiento de simetria dindmica y la simetria restante es llamada simetria dindmica
del Hamiltoniano H’. El rompiemiento de la simetria separa pero no mezcla los egienestados. De la
ecuacién anterior uno puedo cocluir que aunque H’ es no invariante bajo g;, sus eigenestados son los
mismos que los de H de la ecuacién (A.37).

A.3 Algebra Tensorial

A.3.1 Elementos de matriz de los generadores

El objetivo principal de este formalismo algebraico es obtner informacion del sistema que estudie a
partir de sus simetria que tenga, por ejemplo, si tenemos un nicleo atémico de este podemos obtener
su espectro y seria interesante obtener su espectro, de esta manera es aqui donde comienza a tomar
importancia nuestros métodos algebraicos para determinar los espectros. Para ello se necesita escribir
el problema en un lenguaje adecuado para poder hacer los cdlculos. Esto es asociarle a nuestro sistema
su correspondiente grupo de simetria y expresarlo en términos de generadores para asi posteriormente
escribir los elementos de matriz asociado a mi grupo y si pensamos en el espectro de nuestro niucleo todo
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el problema nos lleva a escribir nuestro Hamiltoniano adecuado en forma matricial donde estd en términos
de generadores de grupo y asi el problema del calculo del espectro se convierte en un problema de algebra
lineal, haciendo la diagonalizacién de la matriz y por fin tener nuestras energias de nuestro nucleo.

- Como ejemplo de lo anterior los generadores de SU(2) estan dados por los operadores escalén Jy y jz,
que santisfacen las relaciones de conmutacién

[y, J ] =2J., [J., Js] = +Jx. (A.40)

Su correspondiente representacién irreducible |j, m)

- . . . . ] . .

J2[j,m) = j(j +1)|5,m), Jlg,m) = mlj,m), (A.41)
donde j =0,1/2,...,ym=—j,—j+1,...,j. Los elementos de matriz de los generadores en esta base
son

<J:m|jz|j7m> = m,
GomE£1Jelim)y = VEFm)(GEm+1). (A.42)

Aqui muestro como puedo expresar la matriz asociada a mi grupo de simetria SU(2) en términos de
sus generadores. Ahora bien, si queremos expresar rotaciones en tres dimensiones, se sabe que existe un
homomorfismo entre los grupos SU(2) y SU(3) por lo tanto podemos expresar una rotacién unitaria en
dos dimensiones en términos de parametros de Euler asi

R(a, 3,7) = Ro(@)Ry(B)R.(7) = e~z ¢7 0 v (A.43)

Si hacemos una rotacién finita sobre estados bases |j, m) tenemos

R(e, ,7)|d.m) = 3 j,m) (G, m'|R(av, B,7)|j, m) (A.44)
=3 "lj,m")DY) (. 3,7), (A.45)

aqui nos encontramos con la D-fucién de Wigner Dfi? m(a, B,7), o dicho de otra manera es el elemento
de matriz de la representacién de SU(2)

DY) (a,B8,7) = (j,m|R(a, B,7)|j, m) (A.46)

En los calculos de mecanica cuantica un manera sencilla de reprentar operadores es en términos de
operadores de creacién y aniquilacién por lo tanto es conveniente expresar nuestros operadores como

Jy = J, + zjy =rlo (A.47)
J_ = Ax —ijy =ofr
J. = =(rfr —oto)

Solo por curiosidad los primeros estados |j, m) entonces pueden ser expresados en términos de operadores

de bosones de creacion )
lj,m) = —= ‘ (T ey 0) (A.48)
(Jj +m)!(j —m)
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A.3.2 Operadores Tensoriales

Sin embargo para poder utilizar los elementos de matriz es 1til introducir los operadores tensoriales
esféricos Tﬂn, ademas estos operadores tensoriales nos permitiran utilizar ciertos teoremas como el teorema,
de Wigner para asi calcular elementos de matriz de una manera mas sencilla. Decimos que es un operador
tensorial esférico si se cumple que

R(a, 8,7)TY R(a, ZT“)DE,? (@, 8,7) (A.49)

donde la funcién de Wigner es
DY), (e, 3,7) = (i, |R(av, B,7)]j,m) (A.50)

Para rotaciones infinitesimales tenemos que R(¢) = e~ "#/n = 1 — igpJ, + O(¢?) de esta manera el
primer miembro de la ecuacién (A.49) lo podemos expresar como

R($)T R(¢) ™" = e 0 In D) et (A.51)
siendo ¢ el parametro pequeno desarrollamos en términos de conmutadores
PN iy ap g 1 fap
eI D et = T — gl I, TP+ (6P LI T ~ .. (4.52)

o dicho de otra forma

RO R(9)™ = T — il I, TP + 0(6) (A.53)
Si tomamos ahora el segundo miembro de la ecuacién (A.49) tenemos que
ZT(j)D(j) (¢) = ZT(J’) (G, m!|1 —igJ, + O(¢?)|5, m) (A.54)
ZT,S? m'|j,m) — z¢>ZT“) |l m) + O(6%)
Z ) St — wﬁz gy’ [ Julg,m) + O(6%)

= T?Sg) - Z¢Z .]am |JM|J7m> + O((bz)

usando (A.53) obtenemos

14— 60 T+ 06 = 1) = i6 L'Vl m) + O(&) (A.55)

y por fin obtenemos

DT =Y (Gom'| g m) (A.56)

Es importante mencionar que 1os operadores de creacién son operadores tensoriales® es decir si con-
sideramos un estado base |j,m) = a m|0) el operador aT satisface

R(a, 8,7)al,, R, B,7) ! = Za]m DY) (. .7) (A.57)

5Como simplificacién emplearé de aqui en adelante los operadores tensoriales esfericos como operadores tensoriales
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sin embargo el operador de aniquilacién como tal no es operador tensorial, ya que como se tratan de
rotaciones, estas satisfacen RRT = RTR = I de esta manera Rf = R~ por lo tanto si aphco su conjugada

transpuesta a (A.57) para el primer miembro tenemos que (Raj,m,R_l)Jr = (R‘l)T( A ) R' = Raj R~*
y utlizando la propiedad de simetria de las fuciones de Wigner
D(j)* _ D(j) P (m’ *'m)D(J) A58
m/,m(a7ﬁ77) m,m’( «, /87 fY) ( ) (a7677) ( N )
tenemos que
R(a, B,7)ajmR(a, B, ) Zagm/D(] (ar, 3,7) (A.59)
R(a, B,7)amR(cv, B,7) " Z g (— 1)“” DY), (. B) (A.60)

claramente se ve que (A.60) no satisface la relacién (A.49) por lo que se tiene que hacer
djym = (—1)j_maj7_m (A61)

de esta manera ya se tiene que el operador de aniquilacién tilde a; ., ya es un operador tensorial

R(a, B,9)ajmR(c, 8,7) 71 =3 @ DY) (00, B,7) (A.62)

m’

A.3.3 Operadores tensoriales del IBM

Sin embargo en algunas ocasiones se acostumbra expresar estos operadores de otra forma, utilizando
el resultado (2.6) y considerando que para s el momento angular es [ = 0 y para d el momento angular
es | = 2. De esta manera

aU©) = sts+> dldm
= *§+i —mdl d_,,
- xs@+§: ™3 (2,m, 2, —m[A0)[d" x d]Y
A0
= sx§9+§:f E:ZmﬂmeWFVWQZm%meMﬂxﬂw
=[sX¢W+J§:2mg—mwwzmz—mwmﬁxﬂw

= [stx ]@+¢}mwxﬂm
= st x 5 + V5[t x dIg (A.63)

El operador de Casimir cuadrético para U(n) se define como

@w']_ijcl (A.64)

ij=1
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este también satisface la condicion(2.15)
n

[Z GIG:, Gy ZGJ GL, G+ > G GLIGE

=1 =1 1j=1

= Z GG 0y — Gioj) + Z (GLojx — G00)G)

ij=1 ij=1
= Y GG =D GG+ ) GG - > GG,
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
- 0 (A.65)

Por lo tanto este operador conmuta también con todos los generadores de U(n) de esta manera veamos
el operador de Casimir cuadratico para U(6)

6 6 6
> GIGE =" blbblb; = blb;blb; — blblb;b; + blbIbsb;

ClU(6)] =
=1 17=1 =1
6 6 6

= (bl[by. 6o + blblb b)) = 6Zb*b + Z b, bylbi + > bib: > bib;

=1 ij=1 i=1 j=1
= N(N+5) (A.66)

De forma similar
C5[S0(6)] = N(N +4) — Zb*b* ijbj (A.67)

En términos de generadores b bl/ / los operadores de Casimir cuadraticos se escriben también como
S b = 3 SV (%
w mm’ w mm’

donde [ y I’ corren sobre todos los valores de los momentos angulares de los bosones. Pero si queremos
expresarla de forma tensorial

ST bbb bim =SS (=) T ()b, BB B

Im U'm’ Im U'm/
=33 mz (tm, U —m |\, ) [o] < BV Z ;! L —m|N, ) [b, x 51],9/)
Im U'm/ A !
=22 (—)" “Z (L, P B} x B (S, 0 DB, < By )
)\I

=>"(-) l+l'2 ! x BB x 5™ (A.69)

125

A.3.4 Teorema de Wigner Eckart

Es importante recordar que el acoplamiento de de dos momentos angulares j; y j2 a un momento
total angular J con proyeccion M puede expresarse en términos de las series de Clebsch-Gordan.

‘j17m1>‘j27m2> = Z<j17m1j27m2|‘]7 M>‘(.71a]2)‘]a M> (A7O)
JM
|(j17j2)JaM> = Z <.j1am17j27m2|J7M>|j17m17.j2:m?l‘]aM>

miy,ma
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donde (j1,my, jo, ma|J, M) son los coeficientes de Clebsch-Gordan. ®. Estos satiscacen M = mj +mso y
|71 — 72| < J < j1 + j2 ademds son ortogonales

D Groma, o mal J, M) (s ma, jo, mal T, M) = 65,5601, (A.71)
my,mo
Z<j17m17j2am2“]v M><jl7m,17j23m/2“]? M> = 5m1,m'15m2,m’2 (A72)
JM
y simétricos.
<j17m17j2am2“]: M> = (71)j1+j27‘]<.j1:mla.j2>m2|‘]7 M> (A73)
<j17_m17j27_m2‘J5 ]\/[> = (_1)J1+j27‘]<.j1aml:j27m2|‘]7 M> (A74)

El producto de dos operadores tensoriales no necesariamente es un tensor, pero siempre pueden ser
expresados en términos de las series de Clebsch-Gordan

J,M

Y su relacién inversa que es una manera comun de representar los generadores de un grupo
[0 % TN = N7 (1, my, go,mal J, MYTED T (A.76)
mi,ma

Ahora supongamos que tenemos un operador tensorial T,(,f) caracterizado por los estados del momento
angular J y su proyeccén M y otro nimero cuantico a que caracteriza su estado espefico.

(a1, J1, My|TD|ag, Jo, My) (A.77)

A.4 Grupo de Rotaciones SO(3)

En muchas aplicaciones de la fisica nuclear y la fisica atomica los estados de las particulas en un
potencial central son estudiados. El momento angular es una magnitud conservada en los potenciales
centrales, es decir sus eigenvalores pueden ser utilizados para clasificar los estados. Debido a esto tiene
importancia el momento angular en aplicaciones de la mecanica cuantica.

Las reglas de conmutacién de los operadores del momento angular forman un Algebra de Lie SO(3).
El momento angular clasicamente se puede definir por la relacién

L=7xp (A.78)
Si remplazamos la variable del momento angular por el operador

p = —ihV (A.79)
en (A.78), nosotros podemos obtener las reglas de conmutacién

(L., L,) =ihL. (A.80)

6Estos coeficientes ya estan calculados y se pueden encontrar en cualquier Handbook de fisica nuclear
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para las componentes del operador del momento angular. Podemos llamar a operador del momento angu-
lar a cualquier operador J cuyas componentes son observables y que satisfacen las reglas de conmutacién
(A.80). El cuadrado del momento angular conmuta con todas sus componentes es decir

J2, 0 =0 con J2=J2+J2+ J? A .81
[ ’ ] T Yy z

Para obtener el espectro de esos operadores apropiadamente se elige los siguientes operadores conjugados
Hermitianos

Jy=J. +idy, J o =J,—iJ, (A.82)

Los operadores que no son Hermitianos, son llamados operadores de escalén.

A.4.1 Multipletes

Comencemos con el concepto de subespacio invariante de un espacio total de Hilbert es decir todos
los estados en los cuales actuan los operadores sobre un grupo. La degeneracién de los eigenvalores se
le puede asociar la existencia de una simetrfa. Un multiple es un subespacio invariante irreducible de
un grupo, es decir un subespacio que no no contiene més subespacios invariantes. Comencemos con la
normalizacién del estado g, el cual tiene un multiplete de un grupo.

Yo (r) = U(a)y(r) (A.83)
Entonces todos los vectores que son construidos pueden ser alcanzados desde el estado g a través
de la accién de del grupo de operadores U(a). El nombre de multiplete originalmente surgié en la
espectroscopia atomica, donde los subespacios invariantes estan caracterizados por el momento angular
total j y el momento orbital [, por ejemplo 2p% n = 2 (nimero cudntico principal) [ = 1 (p, estado
Yim)j= %(momento angular total). En ausencia de campos externos, hay una degeneracién de (25 + 1)
veces. En presecia de un campo externo (por ejemplo un campo magnético), estos estados se separan,
por ejemplo el efecto Zeeman, y nos lleva esto a una serie de multipletes en el espectro del atomo. Esto
nos dice que la simetria, que fué utilizada para representar los multipletes ya no es valida. Comtunmente
a esto se le puede llamar rompimiento de la simetria. En términos de teoria de grupos, el conjunto de
estados degenerados se le llama multiplete. Los multipletes depende del grupo de simetria. Asi en la fisica
atémica tenemos multipletes de momento angular (espin) en donde se mantiene la invariancia rotacional.

A.5 Adicion de dos momentos angulares

Cuando hablamos de los coeficientes isoescalares ISF, estos se pueden entender como una general-
izacién de los coeficientes de Clebsch-Gordan en una simetria de SU(3), sin embargo veamos en esta
seccién como es que surgen estos coeficientes en una simetria de SU(2). Estos simplemente surgen del
acoplamiento de dos momentos angulares.

Si consideramos el caso de la adicién de dos momentos angulares

J=Ji+ Js. (A.84)

Sea |j1,m1) y |j2, m2) un connjunto de eigenfunciones ortonormales de los operadores J?, jlz v j22, jgz.
Entonces nosotros tenemos que

JHli,mi) =16+ Dljn,ma) g I3z, ma) = Ga(d1 + 1)|j2, ma),

Jiljr,ma) =malji,ma) oy Jaljz,me) = maljz2, ma) (A.85)

Este tipo de acoplamiento del momento angular aparece también en la teoria de teoria de muchos cuerpos,
por ejemplo: el problema de dos electrones, en donde un electron puede ser descrito la funciéon de onda
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|71, m1) y el otro |j2, me). La funcién de onda total de un sistema de dos electrones esta dado por |J, M),
con un momento angular total J y con una proyeccion sobre z de M. Como en este problema de dos
electrones tenemos un acoplamiento entre espin y el momento angular orbital a un momento angular
total por lo cual debe tener un tratamiento especial. Para ello las eigenfunciones de los operadores del
momento angular total J2 y .J, denotados como |J, M) La funcién de onda |.J, M) se separa en las dos
funciones de onda a través del producto de estas, ¥, ;m, X1j,m,. Sihay algin acoplamiento,i ;s puede ser
descrito como una combinacién lineal del producto de ¥, ,m, X ¥j,m,. Nosotros escribimos los coeficientes
(41,72, J|m1, ma, M) en donde tienen una dependencia de varios nimeros cudnticos. Esos coeficientes son
llamados coeficiesntes de Clebsch-Gordan, asi, podemos escribir la funcién de onda total

|J7 M> = Z <j17j27J|m1,m27M>|j17m1>‘j27m2> (A86)

mimso

A.6 Operadores de Majorana

Cuando estamos descibiendo las energias asociadas a un sistema de particulas utilizamos el Hamil-
toniano, este Hamiltoniano nos proporciona informacién referente al espacio fisico de mi sistema. Por
otro lado cuando queremos describir este Hamiltoniano en términos de teoria de grupos lo que hacemos
es determinar los valores esperados de los operadores asociados a la estructura algebraica del sistema en
particular, con otras palabras, debemos de trabajar en un espacio de indice. En nuestras aplicaciones de
la Supersimetria tenemos distintos tipos de sistemas, es decir distintos tipos de acoplamientos que nos
permiten describir el sistema. Dependiendo de la simetria en particular que se tenga habran preferencias
energéticas. Por ejemplo en el IBM las energas predominantes son las que corresponden a las simétricas,
estados bases en general. Sin embargo debido a que la construcciéon matemética por si misma es general
necesitamos indicar a nuestra teoria que le de preferencia a los casos simetricos si estamos hablando de
energias no tan altas para una configuracion especifica nuclear. Esto es posible con la introduccién de
el operador de Majorana. Que estd constituido por operadores de Casimir. Este operador nos permite
distinguir los estados con diferentes energias. Aunque su valor esperado es simplemente es una constante,
este estd escrito en términos de indices correspondientes a los acoplamientos diferentes que se tenga.
Ademaés hay algo interesante que puedo agregar, una ventaja de la simetrias es que podemos partir de
lo més general y posteriormente llegar a situaciones especificas. Esto es posible si partimos desde los
generadores asociados a la simetria de grupo. Podemos comenzar nuestra discusion enfocandonos en el
grupo asociado a la parte bosonica

U6) =Gy = > blba;
:
Un) = Gap = Y blbs
U(6n) = Gaigy = blibs

(A.87)

calculemos el operador de Casimir cuadratico del grupo U(n)

GUMm)] = > Z bl ibsi Z bl;bo

af

SO bl bk bsibag + 1Y bibag (A.88)
B3

[e% j ai
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por otro lado nosotros sabemos que

CilU(n Z Gao =Y _blbai =N (A.89)

de esta manera si evaluamos N (N +n — 1) tenemos que

N(N+n—1) = > > bLbl baibg; +n Y bl ba (A.90)
at (35 at
ahora restando (A.90) la ecuacién (A.88) obtenemos

N(N+n—-1)=CUMm)] = ZZbLbﬁ]bmbﬂj—ZZb b, bgiba;

ai

Zzbaz 33 bmbﬁj bﬁi aj) (A.Ql)

Aqui vemos que en términos de generadores no tenemos un término n en nuestras sumas por lo tanto esta
diferencia lo podemos tomar que no depende mucho de n de esta manera podemos definir esta expresién
como interaccién de Majorana.

N = % (RN 41— 1)~ GlU(n)] (A.92)

A veces es conveniente expresar los operadores de Casimir de los grupos unitarios en términos de
grupos unitarios especiales para ello se conoce bien [99] la relacién

C2[SU(n)] = Co[U(n)] — %(éf [U(n)]) (A.93)
de esta manera
Moo= % (R 40— 1)~ GUm)]
_ % {(” . V(8 +n)— 6 [SU(n)]] (A.94)

Ahora que ya vimos este operador retomemos los generadores de U(6), U(n) y U(6n) de las relaciones
(A.87) y vemos de forma general este acoplamiento

U6n) D U(6) ® U(n)
! ! ! (A.95)
[N] [N ... Ng [Ny ... Ng]

donde aqui tomo el hecho que Y, N; = N, aqui hay algo curioso, calculando el Majorana para n = 6 se
tiene

Moo= %[N(N+n—1)—éz[U(n)]}
— 7ZZb 053 (baibsj — bpibaj)
ai B
= LMW +5) - GU )] (4.96)
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esto nos dice que

ColU(n)] — (n — 1)N = Co[U(6)] — 5N (A.97)

y por lo tanto

Co[U(6)] = Co[U(n)] — (n = 6)N (A.98)

esta igualdad lo hicimos en términos de operadores, eso es lo relevante.
Si nos vamos ahora a situaciones mas especificas por ejemplo, cuando tenemos estados en donde vamos
a tener solo dos tipos de bosones B, y B, vamos a tener estados de la forma:

[N, [Nx]s [N =i ], ) (A.99)

que surgen de los acoplamientos de la forma:

U6)p, ® U6)p, D U(6)n
! ! 1 (A.100)
[N,] [Ny] [Ny + N, —i,1]

ahora si nos interesa ver esta relacién entre los generadores y estos acoplamientos partiendo de (A.92),
tenemos que para n =6

o= [N(N+5)—62[U(6)Bﬂ (A.101)

N | —

Si ahora queremos calcular el valor esperado de este operador de Majorana siendo N N, F,a) = N|N, F, «)
tenemos que
- 1
(M) = 5 [((Ny, + Nz)(N, + Np +5) — (N, + Ny —4)(Ny + Ne —i + 5 —i(i + 3))]
= (N, + Ny —i+1) (A.102)

sin embargo cuando introducimos F-spin partimos de la cadena

U(12) > U®) © U2
! ] ! (A.103)
[N] [N —i,1i] [N —i,4]

el cual es aqui donde se introduce el F-spin dentro de los acoplamientos

U(2) o> SU(2) D> S0(2)
! ! ! (A.104)
[N —i,i] F F.

escribiendo de nuevo el operador de Majorana (A.92) para el caso que n = 2 y posteriormente utilizando
la reduccién a SU(2) de (A.94) tenemos

M = [N(N +1) - éz[U(Q)]}

%N(N +2) -G [SU(Z)}}

—

N 1,
(2 - 1) — 5G[SU(2)] (A.105)

w\2> M| = N =
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si nosotros hacemos %ég[SU@)] = F? y sabiendo que ?2\]\7, F,a) = F(F + 1)|N, F,«a) calculando el
valor esperado de este operador de Majorana, ademéds siendo F = %(Nl, + N, — 2i) tenemos que

~ N, + N, (N, + N,
(NI) = . ( ; —|—1)—F(F+1)

N, + N, N, + N,
(P -r) (P v ran)

= (N, +Ny—i+1) (A.106)

ya que los estados de F-spin |[N]; F, F,, «) estdn dados por
N =N+ N,

F = 3(N, + N — 2i) (A.107)

Ahora cuando nosotros tenemos aparte de bosones incluimos fermiones vamos a tener estados
|[Nu]7 [Nﬂ']; [Nz/ + N‘rr - i,i], [Np]; [N - .]7.] - kak] »0‘> (A'108)

que surgen de los acoplamientos de los grupos que representan bosones y el fermién extra

U6)p, ® U6)p, ©@ U(6)r,
! 1 ! (A.109)
[Ny] [Nx] [N]

el cual si reducimos donde N = N 4+ N, + N, obtenemos

U(6)B ® U(G)FV D U(6)BF,,
! ! ! (A.110)
[N7T+NV_/L'7Z.]] [Nﬂ] [N_.jv.j_kak}

podemos ver que aqui que el grupo que toma relevancia es el grupo U(6) por lo que si podemos evaluar
el operador de Majorana de la ecuacién (A.92) para n = 6 llegamos a

M= [N 45 -G ©)sn] (A111)

y si evaluamos su valor esperado tomando el correspondiente valor propio de cada operador [99] donde
N = N; + N, + N,, llegamos a

1 . . ) .
(M) = SININ+5) = (N=5)N=j+5) =~ k) —k+3) = k(k+1)]
= JIN—j+1)+k(j—k+1) (A.112)
cuando estemos en F-spin generalizado vamos a tener un acoplamientos de la forma:
U(18) o U(6) ® U(3)

! ! ! (A.113)
[N} [N_jvj_k,k} [N_j7j_k7k}
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el cual, si reducimos llegamos a

UB) > SUB) > (SU@2) > S0(2) © U(®)
1 ! ! ! (A.114)
(A1) F F. Y

podemos observar aqui que el grupo de relevancia es el grupo U(3) por lo que recurriendo a la ecuacién
(A.92), operador de Majorana de para n = 3 tiene el aspecto

o= L[R2 - &)
_ % {N(N +2) = ColSU3)] — ézﬂ
— %EN(NJF?))—@[SU(S)}} (A.115)

ademas conociendo los valores propios de estos operadores

) NI[NJ; (A, ), @) = NI|INJ (A 1), ) (A.116)
GISUBNINE (ws0) = 3O+3)+ plr+3) + M|V (), )
obtenemos el valor esperado
. 1 1
(M) = gN(N+3) - g()\()\+3)+u(u+3)+>\,u) (A.117)
en donde en términos de F-spin generalizado |[N]; (A, ), F, F.,Y, «) se tiene que
N=N,+N,+N,
A=N, + Ny —2j+k
w=7j—2k
(A.118)
F =1(N;+ N, — 2i)
F.=%(N:—N,)

A.7 Conmutadores de los operadores del F-spin

Aqui solo presento el mecanismo para calcular los conmutadores de los operadores del F-spin escritos
en la ecuacién (5.6) entonces si calculamos el conmutador de F, con Y tenemos que

A 1 1
V] = [ptm— v ), St vty = 2% )
1 1
= —[ntmrtr+vty—2ptp — é[ tv,rtr vty — 20
= 1[7T+7T ata] — 1[1/‘”'1/ vy
6 ’ 6 ’

=0 (A.119)
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Estos son operadores de peso ya que R
[F.,Y]=0 (A.120)

En una manera més general se conoce que
[bfbj, b;’bl} = bfbijbl — belbfbj
= bj_(bz_bj + 6jk)bl — bz_(bj—bl + 6“)63»
= bl bbby + b bk — b bbby — b b6
= bjbléjk — bzbj&,-

o simlemente

[b7b;, b b)) = b bidj, — b bid (A.121)
siendo ¢, k, j, k,l = 1 para 7, 2 para v, 3 para p , tomemos el conmutador [Fz, Vﬂ:} y veamos que obtenemos
1
[F., V4] = 5[ tr—vty,ntp)
1 1
= 5[ tr,mtp] — §[V+1/, 7atp]
1 1
= §7r+7r7r+p - §7r+p7r+7r

1 1
= §7r+(7r+7r +1)p— §7r+(7r+p +0)m

1
= 5[7r+7r+7rp +7tp—atatpn]
1
de manera analoga
PPN 1
[F.,V_] = 5[ tr—vty, pta]
1
= —§p+77

y esto si cumple la regla (A.121), de esta forma, llegamos a que

SN 1
B Va] = £5 V2 (A.122)
Para familiarizamos con el algebra F-spin podemos mostrar que los operadores (13‘+7 E ., Z:"Z) respetan el
algebra de Lie de SU(2)(es decir es isomorfo a SU(3).

[Fy, F] =2F, [F,, Fy] = 2F: (A.123)

Los operadores F;(i = +, —, z) forman un subalgebra. De la misma esto se mantiene en los operadores

[U,,U_] =20, [U.,0s] =20+ (A.124)

similarmente

Vi, V] =2V, Ve, Vil =2V (A.125)
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Ascéalculando los posibles conmutadores llegamos a las reglas de conmutacién (5.11)

1 1~ PR - PN -
(2, Vel = £5Ve [, U] = F5Us [Py, Fy] = £Fy [y, FL] =2F,
Vo Vil =V (V)= DYt R=0v.  (0n0)=%0.  [04.0.)= 27 + B = ou.
YV, FL] =0 [V, Vi) = 4V4 VU] = +Us U V-] =F-
V,F]=0 Vi, Fy] =0 Uy, V4] =0 [Us, F]=0

A.8 Calculo de operadores del F'-spin generalizado

La idea de desarrollar el mecanismo de generalizar el concepto del F-spin generalizado surge de la
analogia de la distincién de bosones de protén y bosones de neutrén que fué desarollado en el modelo de
IBM-2. Donde le asignan el valor de F' = % para bosones y F' = 0 para fermiones. Y para distinguir los
dos tipos de bosones utilizamos su proyeccion F, = % para bosones de protén y F, = —% para bosones

de neutrén como se muestra en tabla A.1.

Tabla A.1: Valor de los operadores de escalén en el F-spin (IBM-2).
F

3

ok
o}

=

3
[N I I ST
[N I TP ST

En la Supersimetria Nuclear en la descripcion de simetria de U(6) se tienen 3 especies de particulas,
bosones de protén, bosones de neutrén y un fermién de neutréon. Por lo que el concepto de F-spin
del IBM-2 no es suficiente y es necesario incluir el fermién de neutrén. Esta generalizacion del F-spin
considera una simetria unitaria de SU(3) que considera tres tipo de particulas, al cual le asignaremos
tres operadores de creacién b, bl y al. Para los bosones el F-spin tendra el valor F' = % yY=0yel
fermién de neutron F =0y Y = —%, existen también los operadores de aniquilacién 5,,, b y a, tienen
F-spin F' = % vY = —% y el fermién de neutréon F =0y Y = %, podemos resumirlo en la tabla A.2.

Esta simetrd SU(3) se reduce a la forma SU(2) ® U(1). El doblete fundamental de SU(2) de F-spin
lo forman los bosones b}, bf. con F' = 1 y el singlete del neutrén U(1) lo forma af, con Y = 2. La simetrfa
que se supone es SU(3) porque es la més sencilla que contiene esas dos simetrias subyacentes.
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Y Y
2/3 ® ay,
bl ok b b
= = o =
-1/2 3 1)2 —~1/2 -3 1/2
. e F, F,
—2/3\T! al

(a) (b)

Figura A.1: (a) Los tres tipos de operadores de creacién forman la representacién SU(3). Se observa el
doblete del F-spin % y el singlete de la hypercarga Y = —%. (b) Operadores de aniquilacién forman un
doblete F-spin % y el singlete de la hypercarga Y = %

Tabla A.2: Valor de los operadores de escalén en el F-spin generalizado (SUSY).

F F, Y

1 1 1
ooz 3 3
1 1 1

o 3 -3 3
2

a, 0 0 =2
7 1 1 1
b 3 —3 —3
7 1 1 1
b 3z 3
a, 0 0 %

Si queremos construir el operador b} a,,, teniendo b, los valores F' = %, F, = f% yY = % para a, tiene

los valores F =F, =0y Y = %, por lo que el operador bZaV tendra F, = —%, Y =1y la suma vectorial
F= %, de esta manera podemos determinar los demas operadores relacionados a las transferencias de un
protén, un neutrén y dos protones.

Los tres operadores de creacién forman una representacion irreducible (1,0) de SU(3) y los operadores
de aniquilaciéon forman (0,1), de esta manera (1,0)3 ® (0,1)3 = (1,1)g © (0,0); asi tenemos un octete
(1,1) y un singulete (0,0) que son elementos diagonales bfb, + blb, + afa, y no lo consideramos. Asf
dibujando los operadores relevantes que pertenecen al octeto de SU(3) tenemos:
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bla,

v

ald,

v

Nl
(e
ol=

Figura A.2: Operadores relevantes que se encuentran en el Octete de F-spin

Tabla A.3: Operadores de transferencia en el F-spin generalizado.
Transferencias ~ Operador (A\,pu) F F, Y

1) Neutron alb, (1) 1 1 1
al (1,0) 0 0 -2

a, (0,1) 0 0 2

bla,  (L1) 3 -3 1

2) Prot6n alb, (0,1) % _% _%
blar (Lop &+ L+ 1

3) Dos protones bl (1,0 3 i i
be (01 5 -3 —3

4) Dos neutrones b, (Lo L+ -1 :
by, (0,1) 1 i1

A.9 Reduccién de representaciones irreducibles de U (6) a SOp(6)

Tomemos un caso particular donde Ny = N — 1y A, = 1 si hacemos este acoplamiento
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Ug, (6) ® Up, (6) D UB(G) D 503(6)
! ! ! 1
WM =1 ® Nz=N-1] N @V -1,1] (X +1,0,0) (2,1,0) ® (X —1,0,0)

(A.126)

Para comprender la reduccién anterior de los sigmas de SOp(6) tomemos la siguiente cadena

UBU(6) ® UBW(6) D SOBW(G) ® SOBV(G) D 503(6) D 503(5) D
! ! ! !
[NV] [N‘ﬂ'] (2777050) (ElMO?O) (21’22723) (7—1?7_2)
(A.127)

de alguna manera los estados simétricos se encuentran a energias bajas y los estados no simétricos a
energias altas.
Para determinar los sigmas de SO(6) se utitliza el hecho de que existe un isomorfismo con SU(4)

SO6) ~  SU4)
! ! (A.128)
(31, %9, ¥3) [n1,n2, N3]

dado por las reglas
ny =3 + 3o E1=%(Tll+n2—n3)
N9 = El — 23 22 = ?(nl —nNo + Tlg) (A129)
ng = Yo — X3 Y3 = 5(n1 —ng —ng)

Utilizamos el grupo unitario con la finalidad de utlizar las reglas de Young para averiguar como se
hacen los acomplientos. Es decir, como conocemos el comportamiento simétrico ¢ = 0 donde [N, 0]
corresponderd a (X1, X9, %3) = (N, 0,0)@. .. de (3.25) podemos escribirlo como (X1, X9, 33) = (X,0,0) y
ahora si hacemos un acoplamiento N; = ' —1y N, = 1 siendo SOp, (6) ® SOp, (6) esto correspondera
a (%,0,0) ® (1,0,0) dentro de SO(6) donde sigma tendra los valores ¥ = N — 1, —3,...,0 y si nos
pasamos a SU(4) y dentro de este acoplamos esas representaciones utilizando las tablas de Young tenemos

X,2,00 ® [1,1,00 = E+L.LX41.,0 & EX+1,%1 & [XX1,1]
1 O 10 | I
1 O 10 O O

0

y si nos regresamos a SO(6) utizando (A.129) vamos a tener

SUM4) — [2,%,0 ® [1,1,0] = E+1,X41,0 & E+1,%1 & EXL1]=XE-1%X-10
1 ! ! ! 1
(A.130)
de esta forma ya hemos podido obtener las representaciones sigma de (A.126) paras los bosones acoplados
en SOp(6).

Asi podemos obtener distintas valores de SOg(6) tomando ¥ =N —1,N —3,...,0
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SOp(6)

(E+1:070) (271:0) (2_17070)

(NM,0,0) (N —1,1,0) (N —2,0) (A.131)
N —5,1,0

(N —4,0,0) (

Si queremos determinar las primeras lineas espectrales de un nticleo donde por ejemplo el caso donde
N = 3 donde es impar tenemos solo dos niveles tenemos (3,0, 0)(2,1,0)(1,0,0) y (1,0,0) si N’ = 4 es par
tenemos también dos niveles (4,0,0)(3,1,0)(2,0,0) y (2,0,0)(1,1,0)(0,0,0).

A.10 Reduccién SOp(6) a SOp(5)

Para comprender la reducciéon SOg(6) a SOg(5) de la cadena

SOg(6) D> SOg() D

(21,32, %3) (11, 72) (A.132)

En donde si utilizamos

2

WV

T2 Yo =Ty > N3] (A.133)

obtenemos la tabla (A.10)
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Tabla A.4: Correspondencia de los valores de las representaciones de SO(6) y SO(5) para algunos valores
del acoplamiento N, = N —1y N, = 1.

SO(6) SO(5)
(31,%2,%3) X1 2 11 2522712283 (11,72)
(N,o) N 0 0 0 0 (0,0
(NJooo) N 1 0 0 0 (1,0
(NO,o) N 2 0 0 0 (20
(NJo,oo N N 0 0 0 (N0
(N-2000N2 0 0 0 0 (0,0
(N-2,0,0)N-2 1 0 0 0 (1,0
(N-2,0,00N2 2 0 0 0 (20
(N-2,0,0)N2 N 0 0 0 (N-—20)
(N-1,1,O)N-1 1 1 0 0 (1,0
(N-1,1,0)N-1 1 1 1 0 (1,1
(N-1,1,)N-1 2 1 0 0 (20
(N-LLON-1 2 1 1 0 (21
(N-1,0,00N-1 N1 1 0 0 (N-1,0)
(N-1,0,0)N-1 N1 1 1 0 (N-11)
(N-3,L0ON1 1 1 0 0 (L0
(N-3,1,0)N-1 1 1 1 0 (1,1)
(N-3,1,0)N-1 2 1 0 0 (20
(N-3,1,0N1 2 1 1 0 (21)

(N-3,0000N-3 N3 1 0 0 (N-—3,0)
(N-3,0000N-3 N-3 1 1 0 (N-31)

donde presentan los niveles que puede tener cada banda (31, ¥a, X3).

A.11 Calculo de la correlacién de la transferencias de protones
entre nucleos con neutrén impar y nucleos par-par

Aqui simplemente muestro a todo detalle el mismo analisis mostrado en la seccién solo que procurare
ser mas explicito en los detalles. Si queremos expresar una tranferencia de dos particulas a un ntcleo
donde transferimos un bosén cuyo estado inicial tiene [N — 1] bosones y [1,] fermién, este nicleo puede
ser con neutrén impar, ademds consideremos que hay [V, ] bosones de neutrén y [N,] bosones de protén
y esto acoplado tiene la forma [N]a/, ahora a este estado le creamos un boson tipo protén con el operador
Sty el estado final entonces tendra [V,] bosones de neutrén y [N, +1] bosones de protén, el acoplamiento
de solo bosones [N] y de solo fermiones [1,] y el acomplianto bosén fermién es [N, 1Jo de esta manera se
tiene

Cr = ([Ny = 1[N + 1 [N][1,); [N, [ STIN, = 1[Na]; [N = 1][1,]; [N]e) (A.134)
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Como ahora nos interesa expresar estos estados en el espacio F-spin para ello generalicemos el concepto
de F-spin para una dimensién adicional, considerando la representacién del acoplamiento de bosones y
fermiones escrita de una manera mas compacta

[NTr + Nu +Np _jvj - kvk] - [N17N2’N3]
el espacio F-spin generalizado tiene la forma:

UF(?)) D SUF(?)) D SUF(2) ® Uy(l)

[Ny Ny N O\ ) P y
o S S0r(2) ® Uy(l) (A.135)
. %

de esta manera en el espacio F-spin generalizado tiene las representaciones como

B,+ B, -2 - B, - B,

B, + B, -2B
I = s v 14
2 ) z 2 ’

(A ) = (N1 — No, Ny — N3), F = Y =

(A.136)

Donde N = N, 4+ N, es el nimero total de bosones, B, el nimero total de bosones de neutrén de un
estado, B, es el numero total de bosones de protén de un estado.

Estado inicial Estado final
Ny, =N N1 =N

No =0 Ny =1

N3 =0 N3 =0
B,=N,—1 B,=N,—1
B, = N, Br=N;+1
B,=1 B,=1

Suponemos que el estado inicial y final son simétricos i = 0

Estado inicial Estado final s
(Avﬂ):(NlB_ 1227N2_N3) (N,O) (N_lvl) (17 )
F = Betfao2t N 3 3 A.137
F. — BB, Np =N, 41 No-F42 1 (8.137)
2= 2 2 2
y — B=tB,—2B, Nz+N,—3 Ni+N,—2 1
3 3 3 3

de esta forma ya podemos construir los estados en el espacio de F-spin generalizado. Es decir vamos
a hacer un mapeo de nuestros estados a un espacio de F-spin generalizado bajo las transformaciones
mencionadas anteriormente.

HNV]v [Nﬂ']; [NV + Nx _f’iL [NP}; [N17N27N3]a>

(A.138)
|(A,,U/)CY,F,FZ,Y>
N Ny—N,+2 N-2 , N—-1 N,—N,+1 N-3
Cr=((N = 1), 5, == =5 al Ty IV, 0), = —, == =5 "a,)  (A139)

Si utilizamos el teorema de Wigner Eckart obtenemos
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N,0
01:< NN v ANZLD ><<N—1,1>a\||T<1’0>\||<N,o>a'> (A.140)
2 2 2

Por otro lado, si tenemos otra reaccién nuclear donde se transfera un boson de protén a un nicleo
par-par, este proceso lo escribimos de forma anéloga al caso anterior

Cy = ([NJ[Nx + 1); [N, e[| L [NL][NA]; [N]o) (A.141)
Estado inicial Estado final
Ny, =N N =N
Ny =0 Ny =1
N3 =0 N3 =0
B, =N, B, =N,
B, = N, Br=N;+1
B,=0 B,=0

Suponemos de nuevo que el estado inicial y final son simétricos ¢ = 0

Estado inicial Estado final s
(A p) = (NlB* Zgz,Nz —N3) (N,0) (N-1,1) (1,0)
v =24
F = Bttt Z T 3 (A.142)
F. = Br—By Nr—N, Nyz—Ny+1 1
z 2 2 2 2
Yy — B=+Bv—25, Nz+N, Nx+Ny+1 1
3 3 3 3
de esta manera tenemos
B N+1 N,—-N,+1 N+1 (1,0) N N,—-N, N
CQ— <(N_171), B 3 B 5 3 ,CYHT%%%H(N7O)75,T7§7Qﬁ7> (A143>
Utilizando de nuevo el teorema de Wigner Eckart
N,0 1,0 N-—-1,1
o=y 0w | RS e M- Lalreoano)  (aaa
2 »3 2203 2 2 ) 3
Por lo tanto si vemos
N, 0 1,0 N—-1,1
o = (a5 v 0| AR )@ - Lalr o)
2 2 ’ 3 27273 2 2 >3
C, = ISF{{(N—1,1)a||T"9|(N,0)a’) (A.145)
donde llamaremos factores isoescalares a
N,0 1,0 N-1,1
ISF, = < N-1 NLNV)H N_3 ;( 1 ); N 1\(/W—NV+2 )N—2 >
2 2 3 279273 2 2 s 3
ahora si dividimos entre I.SF; la ecuaciéon A.145 obtenemos
C
(N =1, D) |THV[(N, 0)a) : (A.146)
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y lo mismo para la otra ecuacion

N,0 1,0 N-1,1

G = < A R R it ><<N—171)a\||T<1=“>|||<N,o>a'>
2 2 73 27273 2 2 ) 3
Cy = ISFy{(N —1,1)al/|TMO)|(N,0)a’) (A.147)
donde
N,0 1,0 N—-1,1
ISF2:< N z(vwf L, N l(l)l 11 (NFN,H) N1 >
2 73 27273 2 2 ? 3

ahora si dividimos entre I.SF5 la ecuaciéon A.147 obtenemos

C
— (1,0) N — 2
(N =L, a7V, 0)a) = w7 (A.148)
igualando (A.146) y (A.148) y finalmene obtenemos obtenemos
ISFy
Ci = 15F, 2 (A.149)

Podemos continuar con el andlisis en la seccién 4.4.
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