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entenderla es cuestión de nosotros. Antonio Gonzalez Guzmán me guió en el mundo abstracto de la
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Resumen

El presente trabajo tiene como propósito calcular factores isoescalares que permiten describir cierto
tipo de reacciones nucleares. Reacciones nucleares de transferencia de un protón y dos protones para
núcleos que sean supersimétricos, estas reacciones se pretenden estudiar a partir de correlaciones. Para
ello se tiene que dar un panorama general de este tipo de núcleos, que poseen un carácter colectivo,
en donde motivamos esta idea en el primer caṕıtulo, en el segundo caṕıtulo se hace una revisión breve
del Modelo de Bosones Interactuantes y posteriormente en el tercer caṕıtulo se desarrolla de manera
cuidadosamente la estructura algebraica de cada núcleo supersimétrico, que son los núcleos el cual vamos a
estudiar. La manera como vamos a estudiar estas reacciones de transferencia de nucleones es a través de un
mecanismo matemático basado en la teoŕıa de grupos, la cual correlacionamos reacciones de transferencias,
desarrollaremos un método matemático nuevo que nos permita conectar dos reacciones entre śı a través
de un factor, de esta manera si nosotros conocemos de antemano las intensidades espectroscópicas de una
reacción nuclear podemos predecir las intensidad espectroscópicas de otra reacción, esto es, multiplicando
la intensidad conocida por un factor que vamos a calcular durante todo este trabajo. Estos factores los
llamaremos factores isoescalares que son no nada más que coeficientes de Clebsch-Gordan generalizados
para el grupo de simetŕıa SU(3).

La técnica que utilizaremos para describir las reacciones nucleares en términos de factores isoescalares
la llamaremos F -spin generalizado, que explicaremos en el caṕıtulo cuatro, la técnica del F -spin gen-
eralizado consiste en asignar nuevos números cuánticos a las funciones de onda asociadas a los núcleos
supersimétricos y reducir los elementos de matriz de las reacciones de tranferencia los más que se pueda de
tal manera que obtenemos simplemente dos factores, un coeficiente de Clesbsh-Gordan normal y nuestro
factor isoescalar. La siguiente tarea es determinar el valor de esos factores isoescalares.

En el último caṕıtulo vamos a calcular los factores isoescalares relevantes de las reacciones de transfer-
encia de un protón y dos protones, en esta parte simplemente desarrollamos todos los cálculos necesarios
para determinar los valores de los factores isoescalares en términos de los números cuánticos asociadas a
las reacciones nucleares de transferencia. Las aplicaciones inmediatas que presentaremos son predicciones
de las intensidades espectroscópicas de algunas reacciones nucleares. Este aparato matemático llamado
F -spin generalizado tiene relevancia a otros sistemas ya que estos factores isoescalares, se presentan en
todo sistema cuyas funciones de onda estas descritas en términos de acoplamientos de las tres diferentes
representaciones de U(6), por ejemplo en la descripción de núcleos con masa media como el modelo de
IBM-3 y para núcleos pesados el modelo de Piel de Neutrones. Debido a que todo el trabajo esta basado
en simetŕıas, considero importante mostrar una revisión de los elementos básicos asociados a la teoŕıa
de grupos en el apéndice en donde en términos generales doy una introducción a la Simetŕıa y algunas
herramientas matemáticas utilizadas como el álgebra tensorial y algunas reglas de reducción de diferentes
grupos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Uno de los objetivos de la investigación en la f́ısica es encontrar leyes que permiten alcanzar una
comprensión profunda de diversos fenómenos de la naturaleza bajo una sola formulación sencilla, construir
modelos que permitan comprender procesos f́ısicos los cuales se pueden analizar sistemáticamente en los
datos experimentales disponibles. La estructura de la materia ha sido siempre un interés para el hombre,
hace más de dos mil años, Demócrito, filósofo griego introdujo el concepto del átomo y con los avances
de la investigación cient́ıfica, comienza una revolución de la comprensión de la materia. Esto nos lleva
al surgimiento de más dudas acerca de la estructura de la materia, ya que es un problema de muchos
cuerpos.

La caracteŕıstica destacable del problema de muchos cuerpos nuclear es dif́ıcil de resolver de manera
exacta, si las tuvieramos seŕıan complejas y dif́ıciles de evaluar, sin embargo, el reto y encanto de la f́ısica
nuclear es encontrar buenas aproximaciones de manera que deje intacto las caracteŕısticas esenciales
de de la solución. Todos los modelos nucleares algebraicos considerados en este trabajo, comparten
esta propiedaded: son simples, solubles y mantienen el realismo suficiente para poder describir algunas
caracteŕısticas esenciales de la estructura nuclear.

Desde el nacimiento de la mecánica cuántica la idea de simetŕıa ha jugado un papel central en la f́ısica,
en el campo de la f́ısica nuclear el uso de técnicas de simetŕıa ha permitido la construcción de modelos
nucleares, espeficicamente, el uso de las simetŕıas dinámicas y álgebras de generación de espectro. Las
primeras ideas de simetŕıa en la f́ısica nuclear se lo debemos a Wigner, Racah y Elliott son considerados
los precursores de los modelos más modernos de álgebras de generación de espectro aśı como el Modelo
de Bosones Interactuantes de Arima y Iachello.

En términos generales, el concepto de simetŕıa dinámica de un sistema de muchos cuerpos (por ejemplo
el núcleo) está basado en la suposición de una simetŕıa primaria con una álgebra dinámica, expresando
el Hamiltoniano en términos de sus generadores. El Hamiltoniano reduce esta simetŕıa primaria a una
menor, (como el caso del el momento angular con el álgebra SO(3) en el caso nuclear) y de esta manera
genera el espectro de enerǵıas. Un aspecto importante de este proceso de reducción de la simetŕıa es que a
veces se puede lograr anaĺıticamente, preservando el carácter de la solución problema de muchos cuerpos.
El panorama general de las simetŕıas dinámicas en la f́ısica nuclear nos dice que aun nos falta mucho por
investigar, este trabajo se centra en la reducción de una supersimetŕıa con la finalidad de correlacionar
reacciones de tranferencia. Para comenzar nuestra discusión considero conveniente hacer una revisión de
algunos modelos nucleares importantes.
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1.1. Los primeros Modelos Nucleares 9

1.1 Los primeros Modelos Nucleares

1.1.1 Modelo del gas de Fermi

Uno de los primeros modelos nucleares fué propuesto por H.Bethe en 1935. En este modelo se
desprecian las fuerzas entre pares de nucleones y se toma en cuenta una fuerza promedio sobre cada
nucleón representada por el hecho de que todos estos están contenidos en una esfera y radio R = r0A

1
3 ,

entonces el núcleo puede tratarse como un gas cuántico. Hay que notar que un gas cuántico de fermiones
tiene propiedades muy distintas a las de un gas clásico. En un gas clásico real las interacciones entre las
part́ıculas crecen en importancia a medida que se baja la temperatura a presión constante. Por lo tanto el
comportamiento del sistema se aparta cada vez más a del comportamiento de un gas ideal. En el caso del
gas de Fermi, en cambio, todos los niveles más bajos están ocupados. De esta manera, la transferencia de
enerǵıa y momento entre part́ıculas, que son una consecuencia normal de las fuertes fuerzas de interacción
existentes entre part́ıculas, están prohibidas por el principio de exclusión de Pauli. Consecuentemente,
a bajas temperaturas el sistema tiende a comportarse como un gas cuántico ideal. Este hecho da una
justificación para despreciar la interacción entre part́ıculas entre este tipo de modelo.

1.1.2 Modelo de la gota ĺıquida

Vamos a considerar ahora un modelo del tipo de nucleones fuertemente correlacionados. Se trata
del llamado modelo de la gota ĺıquida propuesto por N. Bohr en 1935. Una de las caracteŕısticas más
notables de los núcleos es que la enerǵıa de ligadura por nucleón es aproximadamente constante (B ∝ A).
Si cada part́ıcula del núcleo interactuara con todas las demás la enerǵıa de interacción y por lo tanto la
de ligadura, debeŕıa ser aproximadamente proporcional a números de pares interactuantes.

Como cada una de las A pat́ıculas pueden en principio, interactuar con las A − 1 restantes entonces
el número de pares es A(A − 1/2) Entonces en núcleos pesados se debeŕıa encontrar que B ∝ A2, lo que
está en desacuerdo con lo que se encuentra experimentalmente. Es decir que para entender la relación
B ∝ A hay que considerar que cada part́ıcula interactúa con un número limitado de las restantes.

La situación es semejante a lo que ocurre con una gota de ĺıquida, donde la enerǵıa para separar una
molécula es NEB . Aqúı N es el número de ligaduras a la que está sujeta cada molécula y EB la enerǵıa
necesaria para romper cada ligadura. Si cada molécula interactúa con unas pocas vecinas se dice que la
fuerza está saturada. Es claro que en el caso nuclear este efecto de saturación se debe al corto alcance
de la interacción fuerte.

El modelo que surge de considerar que el núcleo se comporta como una gota ĺıquida permite obtener
una fórmula que resulta muy importante para entender la sistemática de las masa nucleares . La masa
de un núcleo (A,Z) está dada por

M(A, Z) = mpZ + mn(A − Z)B(A,Z) (1.1)

donde B(A, Z) es la enerǵıa de ligadura. Como se considera que es una gota ĺıquida la enerǵıa de
ligadura debe tener un término de volumen Bv = avA siendo el volumen 4/3πR3 ∝ A, además hay una
contribución de enerǵıa debido a la superficie ya que las nucleones de la superficie tienen menos vecinos los
cuales interectuar (es como una tensión superficial). Como la superficie de una gota esférica es 4πR2 ∝ A

2
3

aśı la contribución es Bs = −asA
2
3 . Como el núcleo tiene una carga eléctrica hay interacción coulombiana

aśı siendo la esfera carga Z y radio R, Ec = 3
5

Z2e2

R ∝ Z(Z−1)A
−1
3 de esta manera Bc = −acZ(Z−1)A

−1
3

y como se tratan de nucleones el carácter cuántico de ferminones se agrega como la tendencia que Z = N

es la asimetŕıa del protón-neutrón y se expresa como Ba = −aa
(N−Z)2

A y además necesita un término de
apariamiento Δ(A) = −apf(a) si es impar-impar 0 so es par-impar y apf(a) par-par habiendo distintas
funcionales en la literatura f(a) siendo una más de las utilizadas f(a) = A

1
2 .La forma completa para la
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fórmula de masas, llamada fórmula semiemṕırica de masas o formula de Weizsaeker, es

B(A,Z) = avA − asA
2
3 − ac

Z(Z − 1)
A

1
3

− aa
(N − Z)2

A
+ Δ(A) (1.2)

Los valores de las constantes que aparecen en esta fórmula se determinan experimentalmente. El modelo
de la gota ĺıquida resultó exitosa. Permitió entender diversos procesos tales como el de fisión, el de fusión
etc. Esto hizo que los modelos de part́ıcula independiente quedaran relegados como el del gas de Fermi.

1.1.3 Modelo de capas

Sin embargo ya para los años cuarenta del siglo pasado1 ya se teńıan datos experimentales ( masas,
momentos magneticos etc.) que indicaban que los núcleos con números de protones o neutrones Z, ν =
2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 poseen cierta estabilidad, estos núcleos requieren mayor enerǵıa para exitarlos que
a los núcleos vecinos, estos son los números mágicos. Si utilizamos el principio de exclusión de Pauli para
describir la estructura del núcleo en términos de niveles de enerǵıa. Tomando la analoǵıa del modelo de
capas de los electrones en el átomo podemos desarrollar un modelo nuclear que es el modelo de capas que
presupone capas correspondientes dentro de cada número mágico, una manera simplificada de expresar
las enerǵıas del núcleo con el modelo de capas es

H =
∑

i

Ti +
∑
ij

Vij (1.3)

=
∑

(Ti + Ui) + (
∑
ij

Vij −
∑

i

Ui)

donde tenemos nuestro potencial Ui = 1
2mw2r2 +α−→−→s, n entero y el momento angular l = n, n−1, . . . , 0

y el potencial residual ∑
ij

Vij −
∑

i

Ui (1.4)

se desprecia sin embargo, este término es crucial para justificar la teoŕıa de bosones interactuantes que
posteriormente se verá. El modelo de capas predice los espectros de enerǵıas bajas como

...
...

ε ↓ 40
n = 3 ––– l = 3, 1

ε � 20
n = 2 ––– l = 2, 0

ε � 8
n = 1 ––– l = 1

ε � 2
n = 0 ––– l = 0

Figura 1.1: Esquema del espectro de enerǵıas bajas.

Vemos que este modelo es útil para los primeros niveles n por lo que se requiere introducir la interacción
espin-órbita de esta manera la degeneración se reduce. La degeneración esta dada como (2l+1)(2s+1) =
2(2l + 1) Sabemos que

−→
j =

−→
l + −→s denotaremos a nuestro sistema con momento angular l = 0 como s

1El modelo de capas fue desarrollado en 1949 de manera independiente por muchos f́ısicos entre los más notables Eugene
Paul Wigner, Maria Goeppert-Mayer y Hans D.Jensen quienes compartierone el Premio Nobel en 1963.
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, l = 1 como p, l = 2 como d y aśı sucesivamente. La interacción espin-orbita nos desdobla los niveles
energéticos degenerados asi para una función de onda se convierte φnlsj siendo α los números cuánticos

〈α−→l · −→s 〉 = 〈1
2
[
−→
j 2 −−→

l 2 −−→s 2〉 (1.5)

=
1
2
[j(j + 1) − l(l + 1) − s(s + 1)]

de esta manera el desdoblamiento de las ĺıneas espectrales dependera de mi αl siendo j = l ± 1
2 . Esta

correción es útil para núcleos ligeros2. Esto se debe a que cuando tenemos nuestro hamiltoniano (1.4)
estamos despreciando el potencial residual (1.4) que tiene una caracteŕıstica interesante este es carácter
es colectivo, para ello consideremos

E =
∑

i

εi + Vres (1.6)

donde Vres = −V0δ(−→r 1 −−→r 2) es mi interacción superficial delta.

Por ejemplo para el plomo 210
82 Pb128 vemos que tiene dos protones fuera de la capa , vemos estos

protones como (πg 9
2
)2 siendo J = 0, 2, 4, 6, 8 entonces para g 9

2
l = 4 además podemos observar en la

figura anterior que hay una separación grande entre l = y l = 2 por lo que esto nos dice que hay una
fuerte atracción entre esos dos fermiones favoreciendo a la creación de un boson debido a la interacción
superficial. Este tipo de interacción tiene además un carácter colectivo es decir surge de manera natural
debido a la distribución interna del núcleo aprioris. Es curioso notar que este comportamiento se presenta
más en núcleos pesados. Por ejemplo si queremos modelar el núcleo 62

154Sm92 con el modelo de capas el
número de estados para J = 0 hay 1014 . Esto nos dice algo, nos dice que la f́ısica de este núcleo no
esta siendo modelada correctamente, es decir el comportamiento interno de mi núcleo me sugiere que hay
interacciones colectivas.

1.2 Interacciones colectivas

Para obtener los números mágicos aśı como otras propiedades del núcleo se pueden aproximar bien
con un oscilador armónico de tres dimensiones más la interación espin-orbita o en su caso un potencial
más realista el potencial de Wood Saxon. Sin embargo estos potenciales describen fuerzas en cada nucleón
para la estructura del núcleo

V (r) = − V0

1 + exp( r−R
a )

(1.7)

donde V0 representa el pozo de potencial, a es una longitud que representa el espesor de la superficie del
núcleo, y R = r0A

1
3 es el radio nuclear donde r0 = 1,25 fm y A es el número de masa. Los valores t́ıpicos

de los parámetros son: V0 ≈ 50MeV , a ≈ 0, 5fm.

Quiero hacer énfasis que esta formulación corresponde a una interacción prácticamente de part́ıcula
independiente, potenciales que describen fuerzas en cada nucleón. Es útil esta formulación para núcleos
que poseen pocos nucleones pero cuando tenemos núcleos con un número másico grande como A > 80
empiezan surgir fenomenos de interacción colectiva.

El modelo de capas nos permite predecir propiedades del espectro de núcleos con una part́ıcula fuera
de capa cerrada. Sin embargo, si una mira los estados exitados de núcleos par-par es evidente que resulta
muy costoso desde el punta de vista energético crear una exitación por medio de un par paŕıcula agujero.
Es más eficiente realizar movimientos colectivos, que pueden ser vibración o de rotación.

2Se considera núcleos ligeros cuando z < 80.
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Además a bajas enerǵıas con masas impares, hay algo curioso, se encuentran una caracteŕıstica mixta,
de una part́ıcula y colectiva, por lo tanto una aproximación algebraica seŕıa una alternativa para describir
este tipo de núcleos.

Las excitaciones colectivas del núcleo pueden ser descritas como oscilaciones cuadrupolares superfi-
ciales de una gota ĺıquida nuclear3, otra manera es describirla en términos de conjunto de interacciones
de bosones s y d, estos bosones pueden ser identificados como pares de nucleones acoplados con momento
angular l = 0 ó l = 2. Esta interpretación de la estructura microscópica en su forma más simple corre-
sponden a los modelos IBM-1 y IBM-2 que revisaremos en el siguiente caṕıtulo donde solo se tratarán
núcleos con pares de neutrones y protones y para núcleos con masa impar su extención llamada IBFM.

Si pensamos en rotaciones o vibraciones entonces podemos usar la teoŕıa de grupos para describir
este sistema de part́ıculas, ya que si estos sistemas de part́ıculas manifiestan simetŕıas entonces pode-
mos describirlas en términos de teoŕıa de grupos, por lo que surge entonces modelos algebraicos donde
justamente a estos sistemas colectivos les asigno una simetŕıa espećıfica que me permite describirlo sin
complicaciones y de manera cerrada.

3Una forma de ver la conexión de los modelos geométricos nucleares con los colectivos seŕıa construir estados coherentes
en términos de factores de forma β y γ. Cuando tenemos β = 0 tenemos solamente simetŕıas vibracionales, sin embargo,
cuando β �= 0, la simetŕıa esférica se rompe y el núcleo se deforma y adquiere una simetŕıa rotacional. Esta deformación se
le asigna el factor de forma γ, cuando tenemos estados coherentes que no dependen de γ llamaremos a estos núcleos como
γ-inestable rotacionales que están asociados con la simetŕıa O(6) que son los que en este trabajo consideramos.



Caṕıtulo 2

Modelo de Bosones Interactuantes

2.1 Introducción

Los modelos nucleares que voy a revisar en esta parte, son modelos que poseen una caracteŕıstica en
común: describen núcleos que presentan carácter colectivo. Cuando tenemos un sistema de part́ıculas que
tienden a acoplarse en pares presentan grados de libertad colectivo. El carácter colectivo es consecuencia
de los grados de libertad que poseen los núcleos1. Esto nos permite clasificar a estos núcleos por el
número de protones y neutrones. Ésta clasificación nos permite desarrollar diferentes modelos nucleares
con propiedades muy fascinantes.

Para los núcleos par-par, es decir, protones y neutrones pares, se tiene el Modelo de Bosones Inter-
actuantes 1-2, en donde los núcleos que están descrito por este modelo presenta la caracteŕıstica que sus
espectros son densos y además estos presentan tres propiedades sorprendentes de simetŕıas. Es decir, hay
tres tipos de núcleos, los vibracionales, estos pueden ser modelados con la estructura de grupo de U(5),
estos poseen la caracteŕıstica que se encuentran en la regiones de la tabla nuclear donde están las capas
cerradas, un ejemplo de este núcleo es el núcleo de 110Cd, los núcleos rotacionales, son deformados nucle-
armente (oblato o prolato), que pueden ser modelados con el grupo SU(3), por ejemplo el núcleo 156Gd,
estos núcleos en la tabla nuclear se encuentran en la parte central y por último los núcleos γ-inestable
son núcleos que generalemente se encuentran cerca de las capas cerradas por ejemplo 194Pt además hay
núcleos que se encuentran en las transiciones de estas simetŕıas[1].

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

��

�

U(5) SU(3)

O(6)

Figura 2.1: Triángulo de Casten. U(5) corresponde a los sistemas vibracionales, SU(3) a los sistemas ŕıgidos con simetŕıa
rotacional axial y O(6) a los sistemas γ- inestable rotacionales. Los puntos indican simetŕıas dinámicas del modelo IBM [2].

Por otro lado cuando tenemos núcleos con masa impar, es decir con protón impar ó ńeutrón impar,
por ejemplo 195Pt, estos núcleos presentan grados de libertad colectivos y grados de libertad de part́ıcula

1Estrictamente hablando el grado de libertad colectivo son los grados de libertad de movimiento de los cuadrupolos que
se forman en el núcleo.

13
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independiente, en donde estos grados de libertad de part́ıcula independiente se encuentran en las órbitas
cercanas a la enerǵıa de Fermi, aqúı también se puede subclasificar en las mismas tres simetŕıas del caso
par-par, el modelo que describe los núcleos con sólamente masa impar es el Modelo de Bosón-Fermión
1-2 interactuante, en donde se describe al mismo tiempo los bosones de protón , bosones de neutrón y
un nucleón extra (protón o neutrón). Para núcleos impar-impar, es decir, protones y neutrones impares,
por ejemplo 196Au, se tiene una extención del modelo anterior, sin embargo un modelo que unifica estos
dos distintos modelos es la Supersimetŕıa Nuclear que en el caṕıtulo siguiente vamos a explicar con más
detalle. Por el momento nuestro interés es mostrar en forma general los elementos esenciales de estos
primeros dos modelos.

2.2 Modelo de Bosones Interactuantes 1

Este modelo fué propuesto en 1974 por Iachello y Arima [3], inspirados por otros trabajos anteriores
por Feshbach y Iachello [4][5] y Jasen et al[6]. El cual intenta describir las excitaciones nucleares colec-
tivas con una formulación algebraica. Las propiedades colectivas en este modelo asume 2 propiedades
colectivas observadas: la fuerte interacción de dos part́ıculas identicas ( protón-protón y neutrón-neutrón)
y la interacción cuadrupolar entre part́ıculas diferentes (protón-neutrón). Estas interacciones pares nos
sugieren construir bloques de excitaciones colectivas correlacionadas con pares de nucleones (similar a
los pares de Cooper de un gas de electrones) y tratarlos como bosones. En primera aproximación, solo
pares con momento angular l = 0 y l = 2 se mantienen. (bosones s y d), como en el núcleo tenemos
protones y neutrones, estos los vamos a denotar como sπ, sν , dπ, dν . En esta teoŕıa vamos a tomar solo
las part́ıculas de valencia en el modelo de capas, es decir part́ıculas fuera de la última de las capas 2, 8,
20, 28, 50, 82 y 126 son las que contribuyen en la excitación. Esto fija el número de bosones de protones,
Nπ, y el número de bosones de neutrones, Nν , cabe señalar que el conjunto de bosones de neutrones y
bosones de protones forman cada uno su propio espacio.2 Los números de bosones de protones y neu-
trones siempre son contados desde la más cercana capa llena, si más de la mitad de la capa esta llena,
los Nν(π) se toman en pares de hoyos, por ejemplo; si tenemos un núcleo 118

54 Xe64, Nπ = (54− 50)/2 = 2,
Nν = (54 − 50)/2 = 7, mientras que para 128

54 Xe74, Nπ = (64 − 50)/2 = 2, Nν = (82 − 74)/2 = donde la
barra a veces se pone encima del numero de boson Nπ(ν) y nos dice que que estos son estados de hoyos.
Una versión simple de este modelo puede ser obtenida por la no distinción entre bosones de protones y
neutrones, este modelo se conoce como Modelo de Bosones Interactuantes 1 (IBM-1). Esta formulación
me permite tratar núcleos par-par, tratando el sistema de bosones como N = Nν + Nπ. Una descripción
más detallada donde se considera el tipo de bosón protón y bosón nuetrón requiere del el modelo de
bosones interactuantes 2 (IBM-2) que posteriormente abarcaremos.

2.2.1 Formalismo del IBM-1

Como es sabido dentro de las excitaciones colectivas nucleares los efectos más importantes se deben
a las vibraciones del superficiales del núcleo[7] para ello podemos construir un modelo microscópico que
describa excitaciones colectivas bajo excitaciones cuadrupolares, por lo tanto para conservar el modelo de
capas tomamos los nucleones de valencia con momento angular l = 2 y l = 0, utlizamos el formalismo de
segunda cuantización para expresar aśı los operadores de creación b†l,m y los operadores de aniquilación
bl,m donde l = 0, 2 y m = −l, . . . , l. Estos operadores satisfacen las relaciones de conmutación de Bose

[bl′,m′ , b†l,m] = δl,l′δm,m′ (2.1)

2Aqúı tómo el concepto de espacio como un conjunto de un tipo de part́ıculas.
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Los operadores de aniquilación son operadores tensoriales esféricos bajo rotaciones y que los operadores
de aniquilación no lo son, para ello introducimos

b̃l,m = (−1)l−mbl,−m (2.2)

y este si satisface la condición de operador tensorial (podemos ver en el apéndice A.60 esta condición).
En este modelo IBM-1 no vamos a hacer distinción entre pares de neutrones y protones. Los bloques
de este modelo los tomaremos como bosones. Los operadores de creación y aniquilación escrita de una
manera más explicita la podemos representar como s†, d†

μ y s, dμ donde μ = 0,±1,±2. Hay 36 productos
bilineares

Gj
i = b†i bj (2.3)

siendo i, j = 1, 2, . . . , 6. Estos últimos elementos Gj
i forman un álgebra de Lie U(6) por lo tanto Gj

i

son los generadores del álgebra U(6), las algebras unitarias de n dimensiones están conectadas con el
oscilador armónico y en menos dimensiones podemos ir a un espacio coordenado tal que los bosones lo
trataremos con el álgebra U(6). Esta construida con 6 operadores de creación y 6 de aniquilación b†i y bi

i = 1, 2, . . . , 6 además estos generadores satisfacen las reglas de conutación

[Gj
i , G

k
l ] = Gj

i δjk − Gk
j δil (2.4)

donde i, j, k, l = 1, 2, . . . , 6.
podemos definir el acoplamiento de generadores como3

B(λ)
μ (l, l′) ≡ [b†l × b̃l′ ](λ)

μ =
∑

m,m′
〈l, m, l′,m′|λμ〉b†lmb̃l′m′ (2.5)

De esta manera obtenemos los 36 generadores estos acoplados con el momento angular

[b†l × b̃l′ ]
(L)
M =

∑
m,m′

〈l, m, l′,m′|LM〉b†lmb̃l′m′ (2.6)

2.2.2 Álgebra generadora de espectro GSA

Este concepto es importante ya que es exactamente aqúı donde claramente se puede observar como
se relaciona la f́ısica y la matemática. Para ello escribamos el Hamiltoniano de mi sistema de bosones en
términos de elementos de mi álgebra G

H = f(Xa), Xa ∈ G. (2.7)

Un caso especial es donde el Hamiltoniano esta escrito en términos solo de los invariantes de Casimir de
las cadenas del álgebra G ⊃ G′ ⊃ . . .

H = f(Ci) (2.8)

Esto corresponde a una la simetŕıa dinámica. En este caso todas las propiedades del sistema pueden ser
derivadas anaĺıticamente. De esta madera podemos desarrollar el polinomio GSA de la forma:

HB = E0 +
∑
αβ

εαβGB
αβ +

1
2

∑
αβγδ

εαβγδG
B
αβGB

γδ + . . . (2.9)

Cabe mencionar que en este hamiltoniano es hermitiano y es invariante bajo rotaciones ademá se se
conserva el número de protones y neutrones.

3Esto es posible debido a la ecuación (A.76) del apéndice
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2.2.3 Estructura algebraica del Hamiltoniano en IBM-1

Ahora podemos escribir nuestro Hamiltoniano para uno-dos cuerpos en términos de los generadores

H =
∑

l

εl

∑
m

b†lmblm +
∑
L

(L)∑
l1l2l3l4

[
[b†l1 × b̃l2 ]

(L) × [b†l3 × b̃l4 ]
(L)
](0)

(2.10)

Ahora uno puede escribir el Hamiltoniano en en su forma de segunda cuantización [8]

H =E0 + εs(s† · s) + εd(d† · d)

+
∑

L=0,2,4

1
2

√
2L + 1cL

[
[d† × d†](L) × [d̃ × d̃](L)

](0)
0

+
1√
2
v2

[
[d† × d†](2) × [d̃ × s̃](2)

](0)
0

+
[
[d† × s†](2) × [d̃ × d̃](2)

](0)
0

(2.11)

+
1
2
v0

[
[d† × d†](0) × [s̃ × s̃](0)

](0)
0

+
[
[s† × s†](0) × [d̃ × d̃](0)

](0)
0

+ u2

[
[d† × s†](2) × [d̃ × s̃](2)

](0)
0

+
1
2
u0

[
[s† × s†](0) × [s̃ × s̃](0)

](0)
0

Este Hamiltoniano está dado por 9 parámetros, los primeros 2 términos εs y εd son términos de un
cuerpo estos contribuyen solo a las enerǵıas de amarre y los restantes 7 términos son términos de dos
cuerpos, cL (L = 0, 2, 4), vl (l = 0, 2) y ul (l = 0, 2) contribuyen a las excitaciones fenomenologicas que se
encuentran, el número de bososnes (pares) siempre se conseva, N = nd +ns. Por lo tanto el Hamiltoniano
debe ser hermitiano ya que los eigenvalores son reales ya que que es medible aśı

[H, N ] = 0 N = s†s + d†d se conserva el numero de bosones

[H,
−→
L ] = 0 es invariante bajo rotaciones

La razón por el cual es conveniente escribir el Hamiltoniano de esta forma es que una vez encontrado
emṕıricamente solo alguno de estos términos es suficiente para obtener un espectro bien preciso. Una
vez escrito el Hamiltoiano, H, los niveles de enerǵıa se pueden encontrar diagonalizando H en una base
apropiada. Además de proporcionar una base ortonormal, esto se vuelve un problema de eigenvalores el
cual puede ser resuelto anaĺıticamente.

2.2.4 Casos ĺımites de simetŕıa

La simetŕıa de un álgebra da constantes de movimiento, el cual nos lleva los números cuánticos que
etiquetan los estados asociados con enegias dadas por eigenvalores. Habiamos visto el Hamiltoniano
expresado en forma general del Modelo de Bosones Interacutantes (IBM), sin embargo para aplicaciones
tenemos que irnos a casos un poco más particulares en donde utilizaremos cadenas de grupos. Un
álgebra dinámica define todos el conjunto de eigenestados asociados con un sistema dado. Uno de los
mejores ejemplos de simetŕıas dinámicas en la f́ısica esta dado por las simetŕıas del Modelo de Bosones
Interacutantes (IBM) del núcleo, dentro de las magnitudes observables en el laboratorio es el momento
angular, tomaremos un álgebra tal que incluya el momento angular aśı

U(6) ⊃ G ⊃ SO(3) (2.12)
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Ahora ya se tiene una condición para las subálgebras G , de esta manera se obtienen tres simetŕıas
dinámicas correspondientes a las cadenas algebraicas

(I) U(6) ⊃ U(5) ⊃ SO(5) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
(II) U(6) ⊃ SU(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2) (2.13)

(III) U(6) ⊃ SO(6) ⊃ SO(5) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

El álgebra U(5) surge debido a las vibraciones del núcleo, el álgebra SU(3) fue estudiado por Elliot
en conexión con las capas s−d en el modelo de capas. La estructura matemática de este sistema permite
ocupar orbitas con momento angular l = 0 y l = 2 y corresponde a la simetŕıa axial de un rotor. El álgebra
SU(3) también incluye los tres operadores de momento angular, el SO(6) se debe a las inestabilidades γ
del rotor haciendose la suposición que los acoplamientos entre nucleones forman rotores.

Una vez que ya se haya elegido la cadena algebraica, es importante construir una base el cual el
Hamiltoniano H pueda ser diagonalizada. Para hacer esto necesitamos saber que etiquetas vamos a
utilizar el cual caracteriza la representación irreducible de varios grupos que aparecen en la cadena
algebraica. Por ejemplo, la representación del grupo de rotaciones, O(3), esta caracterizado por valores
del momento angular, L. Para grupos U(6), U(5), . . ., que aparecen en (2.14) es un poquito más complejo
para ello solo voy a dar un simple esquema, podemos ver el proceso formal en la referencia [9] , las
etiquetas necesarias para clasificar los estados en las tres cadenas son:

Cadena del grupo I Cadena del grupo II Cadena del grupo III

U(6) [N ] U(6) [N ] U(6) [N ]
U(5) [nd] SU(3) (λ, μ) U(6) [(σ)]
O(5) [v] O(3) [L] O(5) [τ ] (2.14)
O(3) [L] O(2) [M ] O(3) [L]
O(2) [M ] O(2) [M ]

Estas etiquetas me permiten clasificar los estados, las representaciones de U(6), U(5), O(5) . . . están car-
acterizados solo por un número ya que son totalmente simétricos. N es el numero total de bosones , nd

es el número de bosones d y v es el llamado antigüedad (seniority). La dificultad de hallar estas repre-
sentaciones es que se tienen que encontrar representaciones de un subgrupo G′ contenido en otro grupo
más grande G es decir G′ ⊃ G pero que valores de estas representaciones son permitidas, por ejemplo,
dado los valores de nd que valores de v están permitidos, para más detalles pueden acudir a la referencia
[9], en resumen, los valores nd contenidos en cada [N ] son nd = 0, 1, 2, . . . , N. Los valores de v contenidos
en cada (nd) son v = nd, nd − 2, . . . , 1ó 0 siendo nd par o impar.

Las técnicas utilizadas para encontrar soluciones anaĺıticas del problema de eigenvalores de H se basa
en una técnica de teoŕıa de grupos. Para ellos introducimos algunos operadores C que son los de Casimir
con la propiedad 4

[C, G
(k)
k ] = 0 (2.15)

Tomemos los operadores de Casimir invariantes lineares U(n) definidos como

C1[U(n)] ≡
n∑

i=1

Gi
i (2.16)

4Para ver en más detalle los operadores de Casimir véase la ecuación (A.19) del apéndice.
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Este operador conmuta con todos los generadores de U(n) estos son

Gi
j = b†i bj (2.17)

sustituyendo (2.16) y (2.17)en (2.15) y con ayuda de las reglas de conmutación (2.4)

[Gj
i , G

l
k] = Gl

iδjk − Gj
kδil

[
n∑

i=1

Gi
i, G

l
k] =

n∑
i=1

Gi
kδil −

n∑
i=1

Gl
iδik = Gl

k − Gl
k = 0 (2.18)

de esta manera para n = 6 de acuerdo con la definición del operador de Casimir lineal tenemos que de
(2.16)

C1[U(6)] =
n∑

i=1

Gi
i = s†s +

∑
m

d†mdm = n̂s + n̂d = N̂ (2.19)

que como sabiamos es exactamente el operador de número bosónico.
Generalmente se acostumbra expresar estos operadores de otra forma, utilizando el resultado (2.6) ex-

presamos los operadores en términos de invariantes de Casimir en donde estos son exactamente operadores
tensoriales 5.

El punto es que el Hamiltoniano lo podemos expresar en términos de operadores de Casimir

H = εC1[U(5)] + αC2[U(5)] + βC2[O(5)] + γC2[O(3)] + δC2[SU(3)] + ηC2[O(6)] (2.20)

Hay 6 parametros independientes ε, α, β, γ, δ y estos están estrechamente relacionados con los operadores
del Hamiloniano

2.3 Modelo de Bosones Interactuantes 2

El modelo de bosones interactuantes de Iachello y Arima ha sido múy útil para describir una extensa
variedad de datos experimentales que nos llevan a conocer las propiedades colectivas de núcleos en la
región de núcleos con masas medias a núcleos pesados.

Como originalmente se formuló es un modelo puramente fenomenológico donde las propiedades del
núcleo están descritas en términos de bosones s(l = 0) y bosones d(l = 2). En este modelo no distingue
bosones de protón y bosones de neutrón. Una versión extendida de este modelo fue propuesta por Arima
( [10]-[12]), el cual hace la distinción de neutrones y protones, este es el modelo neutrón protón del IBM
, al cual llamaremos como Modelo de Bosones Interactuantes 2 o simplemente IBM-2.

La idea principal de IBM-2 es describir las excitaciones colectivas del núcleo en términos de un sistema
de bosones de neutrón Nν y bosones de protón Nπ donde Nν , Nπ son las mitades del numero de valencia
de neutrones y protones.

2.3.1 Formalismo del IBM-2

Vamos a denotar a los bosones en términos de operadores de creación como b†ρlm y aniquilación bρlm

donde ρ = ν, π para hacer la diferencia entre neutrones y protones, el momento angular del boson como
l = 0, 2 y m es la proyección del momento angular. De esta manera estos operadores satisfacen

[bρlm, b†ρ′l′m′ ] = δρ,ρ′δll′δmm′ (2.21)

5Para ver el carácter tensorial de estos operadores véase la sección A.3.3 del apéndice.
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donde ρ, ρ′ = ν, π y l, l′ = 0, 2.
Si consideramos el conjunto de productos bilineares de bosones obtenemos

b†ν′l′m′bν lm

b†π′l′m′bπlm (2.22)

El primer conjunto de operadores se refiere a los neutrones y son 36 y el segundo a protones y son también
36. Los primeros generan el álgebra U(6)ν y el segundo conjunto de operadores me generan el álgebra
U(6)π. Estos conjuntos conmutan entre śı ya que obviamente pertenecen a espacios diferentes uno de
protones y otro de neutrones, de esta manera ambos forman un álgebra

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) (2.23)

Los generadores de de UBν (6) ⊗ UBπ (6) se eligen de manera que sean operadores esféricos tensoriales.

[b†νlm × b̃ν l′m′](L)
M

[b†πlm × b̃πl′m′](L)
M (2.24)

2.3.2 F -Spin

En ésta sección vamos a introducir un concepto esencial para continuar con nuestra investigación
acerca de la estructura nuclear. Como hab́ıamos visto en el formalismo de IBM-2 tenemos dos especies
de bosones, bosones de neutrones bν y bosones de protones bπ. Pero ambos siguen siendo bosones y
para distinguirlos tenemos que agregar una nueva etiqueta, (podemos decir que es una especie de nuḿero
cuántico similar al isoespin[13]) el F -spin F cuyo valor para bosones es F = 1

2 y F = 0 para fermiones
y sus proyecciones Fz, le asignaremos el valor de Fz = − 1

2 a los bosones de neutrones y Fz = 1
2 a los

bosones de protones. De esta manera ya tenemos un criterio para distinguier los dos tipos de especies
de bosones. Aunque el Isoespin y el F-espin son muy similares no son idénticos ya que los bosones están
hechos de pares de nucleones en donde cada nucleón tiene isospin I = 1

2 y por lo tanto el isospin de un
boson es I = 1 ó I = 0 , este último corresponde a la combinación protón-neutrón.

Utilizando cálculos en el modelo de capas se sabe que las interacciones neutrón-neutrón y protón-
protón tienden a ser diferentes el cual nos lleva a rompimientos el número cuántico F -spin, sin embargo
basado en el éxito IBM-1 donde tales interacciones se suponen igual uno puede considerar en el de
IBM-2 al F -spin que tiene buen número cuántico y utilizar términos de mezcla de F -spin para construir
hamiltonianos de bosones neutrón-protón más realistas.

Los operadores de creación y aniquilación los en el formalismo f-spin denotaremos como

b†1
2 ,− 1

2 ,lm
(para bosones de neutrones) b†1

2 ,+ 1
2 ,lm

(para bosones de protones)

b̃ 1
2 ,− 1

2 ,lm b̃ 1
2 ,+ 1

2 ,lm (2.25)

donde b̃ 1
2 ,σ,lm ≡ (−)1/2+σ+l+mb1/2−σ,l−m y los subindices 1/2 ± 1/2 son el F -spin del boson y sus

proyecciones. Aqúı el valor de la proyección está determinado por el número de protones y neutrones
Fz = (Nπ − Nν)/2

Si nosotros tenemos U(6) podemos clasificar las etiquetas a través de la reducción.

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊃ UB(6) (2.26)
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El álgebra UB(6) es obtenida por la suma de los generadores de UBν
(6) y UBπ

(6) y para un dado Nν y
un Nπ las etiquetas de UB están dadas en forma general como

[Nν ] ⊗ [Nπ] = ⊕
∑

i

[Nν + Nπ − i, i] (2.27)

donde i = 0, . . . ,min(Nν , Nπ) .
Esta suma de arriba contiene todas las representaciones de [N ] en UB(6) que son los estados simétricos

de bosones de neutrones y protones. Y los no simétricos por ejemplo [N − 1, 1], aqúı podemos observar
lo siguiente , si i �= 0 estos estados a veces se les dice que poseen una simetrá mixta, en el sentido que
la parte orbital de la función de onda es simétrica o no antisimétrica bajo intercambio de protones y
neutrones. Tomando estas consideraciones deberá existir una relación entre el F spin e i definido en
(2.27) ya que ambos clasifican la simetŕıa del neutrón-protón. Sin embargo para llegar a una relación más
exacta podemos notar que Usd(6) y UF (2) llevan las mismas representaciones [N − f, i] ya que como los
operadores que se obtienen de los productos bilineares en el espacio F -spin generan un álgebra U(12) el
cual contiene UBν

(6)⊗UBπ
(6) como subálgebra, y si tomamos solo los operadores escalares estos forman

un subálgebra U(6)sd de U(12) el cual U(6)sd nos proporciona información orbital debido a que sus
operadores satisfacen la relación de conmutación del álgebra SUF (2) de esta manera

U(12) ⊃ Usd(6) ⊗ (UF (2) ⊃ SUF (2)) (2.28)

Finalmente observamos que el F spin, asociado con SUF (2) esta dado como

F =
N − 2i

2
(2.29)

Entonces las simetŕıas de de F -spin pueden ser vistas como una simetŕıa U(6) y en principio no nece-
sitarmos usar el álgebra U(12) para estudiar sus propiedades. La ventaja de interpretar al F -spin con
SU(2) es debido a nuestra familiaridad con la teoŕıa del momento angular, el cual muchas de estas ya se
entienden muy bien.

2.3.3 Limites del F-Spin en el IBM-2

Habiamos visto que el grupo de simetŕıa del IBM-2 es

UBν
(6) × UBπ

(6) (2.30)

además en este modelo el Hamiltoniano tiene generadores lineales y cuadráticos del grupo. (2.30) y es
diagonalizado en el espacio extendido por el producto directo [Nν ]× [Nπ], donde claramente Nν(Nπ) es el
numero de neutrones(protones). Esta diagonalización debeŕıa, en general, llevarse a cabo numéricamente.
Sin embargo, para el particular Hamiltoniano del IBM-2, el problema de eigenvalores puede ser resuelto
anaĺıticamente. En este caso, el Hamiltoniano esta escrito como una combinación lineal y cuadratica de
operadores de Casimir de los respectivos grupos que aparecen en los subgrupos de la cadena de (2.30).
A tales Hamiltonianos son llamados los que poseen una simetŕıa dinámica.

Veamos solo algunas simetŕıas dinámicas del IBM-2, el cual están asociadas con las cadenas de los
grupos de la forma:

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊃ UB(6) ⊃ . . . (2.31)

La caracteŕıstica común de estas cadenas de grupos es la presencia de UB(6), es el grupo formado por
la adición de los generadores UBν(6) y UBπ

(6). En la reducción (2.31), UB(6) está caracterizado por las
representaciones irreducibles [N − i, i], donde N = Nν + Nπ y

i = 0, 1, . . . , min(Nν , Nπ) (2.32)

debido a que la presencia de UB(6) podemos mencionar algunas propiedades de estas simetŕıas dinámicas
asosciadas con la cadena de grupos (2.30) en forma general.
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� El F -spin es un buen número cuántico para los Hamiltonianos asociados con (2.30). Esto surge
del hecho de que el F -spin está relacionado con la etiqueta i, que caracteriza la representación
irreducible de UB(6) a través de

F =
N

2
− i (2.33)

Esta propiedad de la invarianza del F -spin también puede ser entendido observando que todos los
Hamiltonianos que surgen de la cadena de grupos (2.30) son invariantes ante intercambio de grados
de libertad neutrones y protones.

� Los estados que pertenecen a las representaciones irreducibles simétricas [N ] de UB(6) tienen su
contraparte análoga en el espacio IBM-1. En otras palabras, dado cualquier Hamiltoniano con
F -spin simétrico en el IBM-2, su correspondiente Hamiltoniano del IBM-1 puede ser elegido de
manera que las enerǵıas de todos los estados del espacio del IBM-1 coincide con aquellos estados
de las representaciones irreducibles [N ] de UB

Veamos como se puede manejar este formalismo, tomemos algunas propiedades electromagnéticas y ex-
presemosla en el espacio F -spin.

En el IBM-2 el operador de transición T contiene neutrones y protones

T = tνTν + tπTπ (2.34)

donde tν(tπ) es la carga efectiva de el neutrón(protón) en el operador, asumimos que Tν , Tπ son operadores
de transición de un cuerpo. Notemos que (2.34) es un generador de UB(6) si solo si tν = tπ, sin embargo
uno a menudo encuentra que tν �= tπ y por lo tanto los elementos de matriz tanto Tν y Tπ debeŕıan
evaluarse separadamente en lugar de solamente los elementos de matriz de Tν + Tπ, aquellos cálculos se
simplifican por las siguientes consideraciones.

� Los elementos de matriz de Tν y Tπ entre los estados que pertenecen a la represenación irreducible
[N ] de UB(6) se expresan como

Nπ〈[Nν ] × [Nπ]; [N ]α|Tν |[Nν ] × [Nπ]; [N ]α′〉
= Nν〈[Nν ] × [Nπ]; [N ]α|Tπ|[Nν ] × [Nπ]; [N ]α′〉 (2.35)

donde α , α′ expresan todos los números cuánticos adicionales para completar el estado espećıfico.
Esta propiedad puede ser entendida intuitivamente ya que en la representación irreducible [N ] de
UB(6) los protones y neutrones están distribuidos simetricamente y el elemento de matriz de Tν(Tπ)
serán proporcionales a Nν(Nπ).

� Los elementos de matriz entre estados con diferente F -spin

〈[Nν ] × [Nπ]; [N − i, i]α|Tν |[Nν ] × [Nπ]; [N − i′, i′]α′〉
= −〈[Nν ] × [Nπ]; [N − i, i]α|Tπ|[Nν ] × [Nπ]; [N − i′, i′]α′〉, i �= i′ (2.36)

Esta propiedad última surge trivialmente del hecho de que Tν + Tπ son generdores de UB(6), no
puede conectar diferentes representaciones irreducibles de UB(6).

Si reescribimos la ecuación (2.35) en una notación donde claramente se indican las propiedades de tran-
formación de los estados en el espacio F -spin.

〈α; F, Fz|NπTν − NνTπ|α′;F, Fz〉 = 0, (2.37)

donde F = 1
2 y Fz = Nπ−Nν

2 . El operador puede ser escrito como

NπTν − NνTπ = −1
2
(Nν − Nπ)T (0)

0 − 1
2
(Nν + Nπ)T (1)

0 (2.38)
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donde T
(k)
0 es la componente Fz = 0 escalar (k = 0) o el operador vectorial (k = 1) bajo transforma-

ciones en el espacio F -spin dicho de otra manera

T
(0)
0 = Tν + Tπ

T
(1)
0 = −Tν + Tπ (2.39)

debido a que las propiedades tensoriales de T (0) y T (1) en la ecuación (2.38), los elementos de matriz de
NπTν − NνTπ puede ser calculado utilizando el teorema de Wigner Eckart en el espacio de F -spin

〈α; F, Fz|NπTν − NνTπ|α′;F, Fz〉 =

= −1
2
(Nν − Nπ)(−1)F−Fz

(
F 0 F
−F 0 Fz

)
〈α;F‖T (0)‖α′; F 〉

− 1
2
(Nν + Nπ)(−1)F−Fz

(
F 1 F
−F 0 Fz

)
〈α; F‖T (1)‖α′;F 〉 (2.40)

y calculando los elementos de matriz de T
(0)
0 y T

(1)
0 tenemos que

〈α; F, Fz = F |T (0)
0 |α′; F, Fz = F 〉

(
F 0 F
−F 0 Fz

)
〈α; F‖T (0)‖α′;F 〉 (2.41)

y

〈α; F, Fz = F |T (1)
0 |α′; F, Fz = F 〉

(
F 1 F
−F 0 Fz

)
〈α; F‖T (1)‖α′;F 〉 (2.42)

siendo los estados con F = Fz tenemos Nν = 0 y consecuente los elementos de matriz anteriores T
(0)
0

y T
(1)
0 son iguales asi(

F 0 F
−F 0 Fz

)
〈α;F‖T (0)‖α′; F 〉 =

(
F 1 F
−F 0 Fz

)
〈α; F‖T (1)‖α′; F 〉 (2.43)

combinando las ecuaciones (2.40) y (2.43), uno encuentra la propiedad (2.37). Estos resultados derivados
tienen un carácter general y no requiere de una simetŕıa dinámica particular. Es más, la única condición
para que estos resultados sean válidos es que el Hamiltoniano sea invariante bajo F -spin. Para derivar
resultados más detallados es necesario especificar el subgrupo de la cadena en (2.31).

2.4 Modelo Bosón-Fermión Interactuante

En los dos modelos vistos anteriormente IBM-1 y IBM-2 que permiten descripciones de la estructura
nuclear para núcleos con pares de neutrones y protones sin embargo debido a que más de la mitad de las
especies nucleares tienen un número de neutrones o protones impar se requiere una extención del IBM
que incluya masas impares. El modelo de bosón-fermión interactuante es una extención del IBM que
fue propuesto por F. Iachello y O. Scholten [14], esta descripción esta diseñado para núcleos con masas
impares, asume que todos los nucleones de valencia excepto uno están en pares acoplados con momento
angular l = 0 ó l = 2, el cual son aproximados con bosones s o d. El último nucleón no pareado es tratado
expĺıcitamente como fermión si el boson tiene carácter de hoyo, el fermión también es tratado como hoyo.
La estructura del IBFM depende de las orbitas que están permitidas en el último nucleón no aparedo.
La elección de esa única órbita y en particular con su momento angular ó el valor de j están regidos por
el modelo de capas nuclear y vaŕıa de núcleo a núcleo. En algunos núcleos basta una orbita para dar
una razonable descripción del espectro a bajas enerǵıas. Sin embargo en muchos otros se necesita una
combinación espećıfica de varias orbitas de una part́ıcula. Por ejemplo, para el protón podemos tomar la
órbita πd 3

2
y para el neutrón puede ocupar las órbitas νp 1

2
, νp 3

2
y νp 5

2
.
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2.4.1 Formalismo del IBFM

La estructura general algebraica del IBFM esta dado como

UB(6) ⊗ UF (m) (2.44)

el álgebra del IBFM está definida en términos de operadores de bosones b†lm y sus conjugados hermitianos
blm con l = 0, 2 y sus operadores de creación y aniquilación de fermiones a†

jm y ajm con sus valores j

permitidos dependientes de el núcleo que se quiere tratar. Comúnmente se maneja la notación b†i y
bi (i = 1, . . . , 6) y a†

i′ y ai′ (i′ = 1, . . . , m) donde m es la dimensión del espacio de fermiones siendo
m =

∑
(2j + 1) donde se suma sobre todas las órbitas permitidas de cada una part́ıcula. Los operadores

de bosones satisfacen las relas de conmutación

[bi, b
†
j ] = δij [bi, bj ] = [b†i , b

†
j ] = 0 i, j = 1, 2 . . . 6 (2.45)

y los operadores de fermiones satisfacen las reglas de anticonmutación

{ai′ , a
†
j′} = δi′j′ {ai′ , aj′} = {a†

i′ , b
†
j′} = 0 i, j = 1, 2 . . .m (2.46)

debido a que los bosones y fermiones ambos están en su espacio respectivos estos conmutan

[bi, ai′ ] = [bi, a
†
i′ ] = [b†i , ai′ ] = [b†i , a

†
i′ ] = 0 (2.47)

y su correspondiente álgebra esta definida bajo los operadores bilineares

GBj
Bi ≡ b†i bj , GFj′

Fi′ ≡ a†
i′aj′ , (2.48)

Debido a que los operadores de los fermiones y bosones conmutan entre śı, la estructura algebraica
generada por GBj

Bi y GFj′
Fi′ es el producto directo UB(6) ⊗ UF (m). Generalemente en la literatura el

álgebra se introduce en términos de los generadores acoplados.

B
(λ)
μ (l, l′) ≡ [b†l × b̃l′ ]

(λ)
μ 36

A
(λ)
μ (j, j′) ≡ [a†

j × ãj′ ](λ)
μ m2

(2.49)

donde hemos utilizado operadores tensoriales de aniquilación dados como b̃lm ≡ (−)l+mbl−m y ãjm ≡
(−)j+mbj−m .

Nuestra intención en esta sección no es dar una explicación completa de este modelo ya nuestro
propósito simplemente es mostrar un panorama general de la estructura general de los modelos algebraicos
nucleares, para ver una explicación más detallada hago referencia al libro de A. Frank y Pieter Van Isacker
[15].

2.4.2 Hamiltoniano del IBFM

En términos generales la estructura del álgebra de bosones UB(6) esta dada como las cadenas vistas
en el modelo de IBM (2.14) en donde tenemos subálgebras de UB(6) en cada uno de sus reducciones
UB(5), SOB(6) y SUB(3). Lo relevante en el IBFM es que las subálgebras del álgebra del fermión
UF (m) depende de las orbitas permitidas de la única part́ıcula libre, es decir, el nucleón no pareado. La
estructura general del hamiltoniano del IBFM incluye interacciones de dos cuerpos entre los bosones y
fermiones y se escribe como

Ĥ = ĤB + ĤF + V̂ BF (2.50)
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donde ĤB es el hamiltoniano de los bosones s-d definidos en (2.10) siendo

ĤF = E0 +
∑

j

εjn̂j +
∑
jiL

eL
j1...j4 [[a

†
j1
× a†

j2
](L) × [ãj3 × ãj4 ]

(L)](0)0 (2.51)

para núcleos con masa A-impar el IBFM considera la interacción que fermión con el sistema de bosones,
en este caso el último término de ĤF no es importante, en cambio cuando se tiene núcleos impar-impar
son descritos con dos fermiones( un neutrón y un protón) en las cuales interaccionan con los bosones y en
este caso la interacción fermión-fermión debe ser incluida en el Hamiltoniano. Por lo tanto la interacción
entre estos dos sistemas esta dado como

V̂ BF =
∑
lijiL

vL
l1j1l2j2 [[b

†
l1
× a†

j1
](L) × [b̃l2 × ãj2 ]

(L)](0)0 (2.52)

Esta es la forma estándar del Hamiltoniano IBFM, el cual ha sido utilizado para describir series de
isotopos con masa impar A-impar en aproximaciones numericos basadas en diagonalizaciones para bases
apropiadas.

Hemos mostrado un panorama general de la estructura matemática del modelo IBM y su extención
IBFM, podemos notar que existe una similitud entre los tratamientos de núcleos par-par dados por el
IBM y núcleos con masa impar dados por el IBFM, Iachello propuso un tratamiento anaĺıtico donde
se puede hacer una descripción simultanea de ambos tipos de núcleos con una sola formulación. Esta
aproximación comúnmente es referida como supersimetŕıa el cual vamos a explicar con más detalle en el
siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Supersimetŕıa Nuclear

3.1 Introducción

Los protones y neutrones son part́ıculas compuestas de tres quarks y se comportan como fermiones
fundamentales a las densidades prevalecientes en el interior del núcleo. Sin embargo, la interacción entre
ellos favorece la formación de pares de nucleones (neutrón-neutrón ó protón-protón), que se comportan
en cierta aproximación y a bajas enerǵıas de excitación como bosones que pueden ser considerados
como componentes básicas del núcleo. Este apareamiento es similar al que ocurre en el fenómeno de la
superconductividad, donde los pares electrónicos (pares de Cooper) se comportan como bosones y dan
lugar (a muy bajas temperaturas) a la desaparición de la resistencia eléctrica. En la naturaleza existen
cuatro variedades fundamentales de núcleos, a saber, aquellos con número de protones (Z) y neutrones
(N) pares, N par y Z impar, N impar y Z par y, finalmente, N y Z impares. Los primeros fueron por
primera vez descritos por Arima y Iachello como sistemas de bosones interactuantes (ya que todos los
nucleones pueden asociarse en pares) en un modelo propuesto en 1974. Los núcleos par-par presentan
efectivamente un comportamiento simplificado y los métodos de simetŕıa resultan muy efectivos para
describirlos.

En 1980, Iachello se percató de la posibilidad de tratar los núcleos par-impar (ó impar-par) con
los métodos de la Supersimetŕıa, ya que en este caso coexisten en el núcleo los pares bosónicos y un
fermión remanente. Sugirió que las propiedades de estos núcleos podŕıan correlacionarse con las de sus
vecinos puramente bosónicos a través de transformaciones supersimétricas. A si esta investigación de
Supersimetŕıa Nuclear tiene validez debido a la verificación experimental y lo más interesante que estos
modelos matemáticos permiten abarcar una variedad de problemas de f́ısica nuclear, pero se tiene que
tener simetŕıas que permitan aplicar este formalismo.

Los principios de simetŕıa en la naturaleza han resultado una herramienta fundamental para eluci-
dar los mecanismos subyacentes a los procesos f́ısicos del Universo en que vivimos. Estos principios se
caracterizan por definir transformaciones entre las componentes de los sistemas f́ısicos bajo estudio que
dejan invariantes a dichos sistemas y que dan lugar a cantidades conservadas, tales como la enerǵıa, el
momento angular o la carga eléctrica. Según el modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas, la materia
está formada por fermiones (a su vez divididos en quarks y leptones), mientras que las part́ıculas que
transmiten las dos interacciones fundamentales de la naturaleza (interacción fuerte e interacción nuclear
electrodébil) son bosones. A estos sistemas de bosones y fermiones se le asocia un álgebra adecuado al
problema que se tenga, y a base de este álgebra de Lie se hace un tratamiento algebraico para obtener las
caracteŕısticas, sin embargo, estas transformaciones se definen entre sistemas de bosones o fermiones, y no
incluyen operaciones que mezclan estos dos tipos de objetos. Uno de los avances teóricos importantes de
la f́ısica es el desarrollo de teoŕıas en que bosones y fermiones son descritos en un esquema único donde,
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por ejemplo, se predice la existencia de part́ıculas masivas fermiónicas asociadas al fotón y part́ıculas
bosónicas asociadas a fermiones tales como los quarks. A las transformaciones que mezclan bosones y
fermiones se les conoce bajo el nombre genérico de supersimetŕıas. Sin embargo, a pesar de los esfuerzos
experimentales en los aceleradores de part́ıculas, no se ha encontrado evidencia alguna de su existencia,
lo que significaŕıa un avance trascendental en las aspiraciones por unificar las fuerzas de la naturaleza.

Entre estos modelos de estructura nuclear está el Modelo de Bosones Interactuantes y sus extenciones
en donde satisfactoriamente se ha probado que se tiene una teoŕıa unificada para núcleos par-par [16] y
impar-A [17] Una de las caracteŕısticas más atractivas es que tiene una simple descripción algebraica en
donde las llamadas simetŕıas dinamicas juegan un rol importante.

El estudio de la estructura nuclear ha tenido un gran avance gracias al uso de las nuevas tecnologias
tales como el uso de supercomputadoras, en donde se necesita tener un tratamiento exacto del núcleo
utilizando interacciones entre nucleones, todos estos cálculos requieren desarrollar algoritmos especiales
para obtener buenos resultados.1.
Un camino diferente para lograr estos resultados es utilizar las simetŕıas y los métodos algebraicos más
que que intentar resolver un problema de muchos cuerpos nuclear complejo. Lo que se puede hacer es
identificar los grados libres efectivos, estos pueden ser sus grados efectivos o simetŕıas dinámicas. Las
simetŕıas nos dan la forma de las enerǵıas, reglas de selección, la capacidad de tranferencia, el cual puede
ser utilizado como punto de referencia para estudiar e interpretar datos experimentales, siempre y cuando
esas simetŕıas pueden ser validas aproximadamente.

La supersimetŕıa es un concepto introducido en los años setenta y puede ser dividido en tres categorias.

1. Supersimetŕıa asociada a la álgebra graduada que no tiene una subálgebra de Lie semisimple. Este
tipo de supersimetŕıa es una generalización de la invarianza de Lorentz-Poincare, y esta debe ser
impuesta para todos las teorias que fueron formuladas desde un nivel fundamental, se le puede
llamar “simetŕıa cinemática”.

2. Supersimetŕıa asociada a la álgebra graduada que tiene una subálgebra de Lie semisimple. Este
tipo de supersimetŕıa es una generalización de la llamada simetŕıa no relativista de la mecánica
cuántica, se le puede llamar “simetŕıa dinámica”.

3. Supersimetŕıa en la mecánica cuántica, a veces llamada SUSY. Este tipo de supersimetŕıa se ha
utilizado recientemente para dar soluciones a los problemas de mecánica cuántica no relativista.
Desafortunadamente no ha dado ninguna nueva solución.

La supersimetŕıa ha sido más útil en los dos primeros tipos.

3.2 Supersimetŕıa Nuclear

La supersimetŕıa nuclear pertenece al segundo tipo (2), el cual tiene una supersimet́ıa que posee
una estructura algebraica con un subálgebra de Lie semisimple. La supersimetŕıa nuclear es un fenómeno
colectivo, el cual no debe ser confundido con la supersimetria fundamental, usada en la f́ısica de part́ıculas
y la teoŕıa cuántica de campos, donde se postula la simetŕıa fundamental de la naturaleza la una gen-
eralización de la invarianza de Lorentz-Poincare que predice la existencia de part́ıculas supersimétricas,
tales como el fotino y el selectron, de las cuales aun no se han encontrado alguna evidencia experimen-
tal. Si los experimentos del LHC en la CERN encuentran evidencia de las part́ıculas supersimétricas, la
supersimetŕıa se podria romper y sus masas debeŕıan ser mucho más grandes que las de sus compañeras
normales. En cambio en la supersimetŕıa nuclear si se tiene verificación experimental.

1Por mencionar algunos métodos que usen Montecarlo, Funciones de Green, Clusters Acoplados etc.
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La supersimetŕıa nuclear fué introducido en 1980 cuando F.Iachello en 1980 sugirió que el espectro de
algunos núcleos pesados en la región Pt-Ir pueden estar relacionados con la supersimetŕıa como se mues-
tran las evidencias [18]. La supersimetŕıa en el núcleo esta basado en el modelo de Bosones-Fermiones
Interactuantes[14] en donde los constituyentes son bosones con momento angular J = 0 y J = 2 (bosones
s y d) que representan pares de nucleones, y fermiones con momento angular j1, j2, . . . que representan
nucleones individuales. El Hamiltoniano del Modelo de Bosones-Fermiones interactuantes como hemos
visto en el caṕıtulo anterior (2.50), puede ser escrita de manera reducida como

H = HB + HF + VBF (3.1)

con

HB = E0 +
∑
αβ

εαβb+
α bβ +

∑
αβα′β′

vαβα′β′b+
α bβb+

α′bβ′

HF = E′
0 +
∑
ik

ηika+
i ak +

∑
iki′k′

viki′k′a+
i bka+

i′ ak′

VBF =
∑
αβik

b+
α bβa+

i ak (3.2)

donde el coeficiente HB representan las interacciones entre bosones, HF representan las interacciones
entre fermiones y VBF interacciones entre bosones y fermiones. Esta estructura es similar en algunas
teorias de campo supersimétricas. Como por ejemplo en el modelo de Wess-Zumino, su lagrangiano tiene
la forma:

L = LB + LF + LBF (3.3)

donde

LB = −1
2
[∂μA(x)2 − 1

2
[∂μB(x)]2 − 1

2
m2A2(x) − 1

2
m2B2(x)

− gmA(x)[A2(x) + B2(x)] − 1
2
g2[A2(x) + B2(x)]

LF = −1
2
iψ(x)γμ∂μψ(x) − 1

2
imψψ(x)

LBF = −igψ(x)[A(x) − γ5B(x)]ψ(x)
(3.4)

Si vemos la estructura de este lagrangiano está escrito en términos de dos campos escalares A(x) y
B(x) y un campo espinorial ψ(x) donde todas las interacciones están dadas por una sola constante de
acoplamiento g. Es interesante notar como esta estructura es igual a la del Modelo de Bosones-Fermiones
Interactuantes.

El Hamiltoniano bosónico HB , del modelo de Bosones-Fermiones interactuantes es el mismo Hamil-
toniano del Modelo de Bosones Interactuantes. Este Hamiltoniano como hab́ıamos visto en el caṕıtulo
dos, tiene tres simetŕıas dinámicas.[17] como vimos en (2.14)2.

2Para cada una de esa simetŕıas, uno puede construir varios tipos de supersimetŕıas a través de la asignación de estados
fermionicos en alguna representación de los subgrupos U(5), SU(3), O(6).
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3.2.1 Álgebra Supersimétrica

El IBM describe excitaciones colectivas en núcleos par-par en términos de un sistema en donde in-
tervienen interacciones monopolares y cuadrupolares de bosones con momento angular l = 0, 2. Los
bosones están asociados con el número de pares de protones y neutrones de valencia y por lo tanto el
número de bosones N es la mitad del número de nucleones de valencia. Ya que es conveniente expresar el
Hamiltionano y otros operadores de interés en la forma de segunda cuantización, nosotros introducimos
los operadores de creación s† y d†m y los de aniquilación, s y dm, el cual juntos los podemos denotrar b†i
y bi con i = l, m(l = 0, 2 y −l � m � l). Donde sabemos que se cumple

[bi, b
†
j ] = δij [b†i , b

†
j ] = [bi, bj ] = 0. (3.5)

Los productos bilineares
Bij = b†i bj (3.6)

generan el álgebra de U(6), el grupo unitario de seis dimensiones.

[Bij , Bkl] = Bilδjk − Bkjδil (3.7)

El hamiltoniano IBM y otros operadores de interés son expresados en términos de generadores de U(6).
En general, el Hamiltoniano tiene que ser diagonlizado numéricamente para obtener la enerǵıa de los
eigenvalores y las funciones de onda. Sin embargo existen especiales situaciones en las cuales los eigen-
valores pueden obtenerse de forma cerrada, es decir de forma anaĺıtica. Estas soluciones especiales
nos da una formulación en las cuales el espectro de enerǵıas y otras propiedades nucleares (aśı como
las transiciones cuadrupolares y momentos) pueden ser interpretadas por un camino cualitativo. Estas
situaciones corresponden a simtŕıas dinámicas del Hamiltoniano[19]. Una simetŕıa dinámica surge cuando
el Hamiltoniano puede ser expresado en términos de invariantes de Casimir de un cadena de subgrupos de
G = U(6), G ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . . Los egienestados pueden clasificarse de forma única de acuerdo a la rep-
resentación irreducible de G y sus subgrupos G1, G2, . . .. Las diferentes representaciones de G,G1, G2 . . .
son dividas pero no mezclados en el Hamiltoniano. La enerǵıa de los eigenvalores están dados por los
valores esperados propios de los operadores de Casimir.

El concepto de simetrá dinámica ha sido una herramienta muy útil en diferentes ramas de la f́ısica.
Como nosotros bien conocemos, un ejemplo en la f́ısica nuclear es el modelo de Elliot de SU(3) [20] para
describir las propiedades de los núcleos ligeros en la capa sd.

Los subgrupos son relevantes para sistemas de bosones y fermiones. Como ya sido mostrado, estos
sistemas pueden ser descrito por seis bosones, en escalares con l = 0 que son los llamados bosones s y
los cuadrupolares l = 2 llamados bosones d el cual le asignamos una representación de seis dimensiones
U(6). Introducimos los operadores de creación y aniquilación de bosones, juntos denotados por b†α (bα),
α = 1, . . . , 6, aśı podemos construir los 36 generadores de U(6) como G

(B)
αα′ = b†αbα. El número de bosones

en un núcleo par-par se toma el número N = Nν + Nπ, tomando claro los pares de neutrones y protones
activos fuera de las últimas capas3 de 8, 20, 28, 50, 82 y 126. Además cuando describimos estados de
núcleos impar-par o estados de núcleos par-par e impar-par con dos o más part́ıculas desapareados, uno
necesita introducir expĺıcitamente grados de libertad fermionicos. La dimensión el espacio fermiónico
m es

∑
i(2j + 1), donde ji son los valores del momento angular contenido en la capa más grande. Se

le puede asignar a los fermiones una representación de m dimensiones del grupo U(m). Introduciendo
los operadores de creación y aniquilación para fermiones denotados por a†

i (ai), i = 1, . . . , m, los m2

generadores de U(m) pueden ser denotados como G
(F )
ii′ = a†

iai. En general la estructura de grupo de
este problema es U (B)(6)⊗U (F )(m) donde he puesto supeŕındice para distinguir los bosones y fermiones.
Ya que que estas representaciones contienen estados tanto bosónicos como fermiónicos, no puede ser un

3De hecho se toman el número de part́ıculas o pares de hoyos.
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grupo ordinario de Lie, pero si un supergrupo. Estos supergrupos han sido introducido en el contexto de
modelos duales [21], en teoŕıas supersimétrcias de campos [22] e incluso en supergravedad [23].

Para núcleos de masa impar el IBM ha se ha extendido de manera que incluya un grado de libertad
de una part́ıcula[24, 14]. El Modelo de Bosón-Fermión Interacutantes (IBFM) se ha construido bloques
de N bosones con l = 0, 2 y con un fermión M = 1 (a†

j) con j = j1, j2, . . . [17].
Los supergrupos apropiados para nuestro poblema tienen que ser U(6/m). Podemos expĺıcitamente

construir los generadores de los supergrupos U(n/m) con los operadores de creación y aniquilación. Los
generadores son

G
(B)
αα′ = b†αbα′ (n2),

G
(F )
ii′ = a†

iai′ (m2),
F †

iα = b†αai (mn),
Fαi = a†

i bα (mn/(m + n)2).

(3.8)

Además de introducir los operadores de los grados de libertad colectivos de los bosones, están los
operadores de creación a†

i y de aniquilación ai para el nucleón extra. Los operadores de los fermiones
satisfacen las reglas de anticonmutación.

{ai, a
†
j} = δij {a†

i , a
†
j} = ai, aj = 0. (3.9)

Los productos bilineares

Aij = a†
iaj (3.10)

generan el álgebra de U(m), el grupo unitario de m dimensiones.

[Aij , Akl] = Ailδjk − Akjδil (3.11)

Por construcción los operadores de fermión conmutan con los operadores de bosón

[Bij , Akl] = 0 (3.12)

Los operadores Bij y Aij generan un álgebra de Lie de un grupo de simetŕıa G = UB(6) ⊗ UF (m) del
IBFM. Las simetrás dinámicas que puedens surgir en el IBFM son conocidas bajo el nombre de simetŕıas
dinámicas del bosón-fermión para núcleos de masa impar.

Las simetŕıas del bosón-fermión pueden seguir extendiéndose a través de la introducción del concepto
de supersimetria[25], en donde los estados de los núcleos son tanto par-par e impar-par pueden ser tratados
en una simple teoŕıa. Podemos tratar el sistema mixto de bosones y fermiones con un número fijo de
bosones N y un fermión M = 1. Los operadores Bij y Aij pueden solo cambiar bosones a bosones y
fermiones a fermiones. Además de Bij y Aij uno puede introducir operadores que permitan cambiar los
bosones a fermiones y viceversa, pero conservando el número total de bosones y fermiones.

Fij = b†iaj Gij = a†
i bj (3.13)

El conjunto de los operadores Bij , Aij , Fij y Gij forman una álgebra cerrada el cual satisfacen ciertas
reglas de conmutación y anticonmutación
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[Bij , Bkl] = Bilδjk − Bkjδil (3.14)
[Bij , Akl] = 0
[Bij , Fkl] = Filδjk

[Bij , Gkl] = −Gkjδil

[Aij , Akl] = Ailδjk − Akjδil

[Aij , Fkl] = −Fkjδil

[Aij , Gkl] = Gilδjk

{Fij , Fkl} = 0
{Fij , Gkl} = Bilδjk + Akjδil

{Gij , Gkl} = 0 (3.15)

Esta álgebra se puede identificar con el grupo de Lie graduado G = U(6/m). Esto nos proporciona un
esquema elegante en donde el IBM y el IBFM pueden ser unificadas en una sola formulación[25]

G = U(6/m) ⊃ UB(6) ⊗ UF (m) (3.16)

Este formalismo supersimétrico para núcleos par-par y con masa impar forman miembros de un super-
multiplete el cual está caracterizado por [N} donde N = N + M es el número total de bosones y de
fermiones.

El Hamiltoniano de n-SUSY está escrito en términos de generadores del álgebra graduada de Lie
U(6/m). La supersimetŕıa dinámica surge cuando el Hamiltoniano está constituido de operadores de
Casimir correspondientes a las cadenas de los subgrupos de U(6/m). La dinámica nuclear supersimétrica
corresponde a formas especiales del Hamiltoniano el cual no debe ser aplicado a todos los núcleos. Sin
embargo hay varios núcleos en la región Os-Ir-Pt-Au en donde se han econtrado evidencias experimentales
de la presencia de la supersimetŕıa en el núcleo.

3.3 Supersimetŕıas dinámicas en la f́ısica nuclear

Las supersimetŕıas dinámicas fueron introducidas [26] en la f́ısica nuclear en el contexto de el Mod-
elo de Bosones Interactuantes(IBM) y sus extenciones [16]. Donde vimos que el IBM describe excita-
tiones colectivas en núcleos par-par en términos de sistemas monopolares (s†) que interactuan y sistemas
cuadrupolares (d†) de bosones, el cual juntos pueden ser denatados como b†i con momento angular l = 0, 2.
Los bosons ason asociados con el número de pares de protones y bosones y aśı el numero de bosones es
la mitad del numero de nucleones de valencia N .

En general el Hamiltionano puede ser diagonalizado numéricamente para obtener los eigenvalores de
enerǵıa y sus funciones de onda. Sin embargo existen situaciones especiales en las cuales los eigenvalores
pueden ser obtenidos de manera cerrada, es decir de manera anaĺıtica. Estas situaciones corresponden a las
simetŕıas dinámicas, las cuales surgen cuando el Hamiltoniano es expresado en términos de invariantes de
Casimir de una cadena de subgrupos de G = U(6): por ejemplo, el ĺımite U(5) para núcleos vibracionales,
el limite SU(3) para núcleos rotacionales y el ĺımite SO(6) para núcleos γ-inestable [16].

Para cada uno de esas simetŕıas dinámicas se han derivado un conjunto de expresiones anaĺıticas
para enerǵıas, transiciones electromagnéticas, momentos cuadrupolares y otras magnitudes observables
de interés que pueden ser utilizados para clasificar e interpretar los datos experimentales disponibles de
una manera cualitativa.

La formulación de núcleos par-par e impar-par forman miembros de un supermultiplete que está
caracterizado por N = N + M , es decir, el número total de bosones y fermiones. La supersimetŕıa se
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distingue de las otras simetŕıas ya que en esta puede haber transformaciones de fermiones a bosones y
viceversa.(Ver la tabla 3.1).

Tabla 3.1: Modelos algebraicos de la estructura nuclear.
Modelo Generadores Invariante Simetŕıa
IBM b†i bj N U(6)
IBFM b†i bj , a†

kal N , M U(6) ⊗ U(m)
SUSY b†i bj , a†

kal , b†iak , a†
kbi N = N + M U(6/m)

Para el entendimiento claro del comportamiento f́ısico del núcleo en términos de teoŕıa de grupos, es
crucial entender cómo surge la estructura del espectro con respecto a la simetŕıa que estemos manejando.
Es importante señalar que el Hamiltoniano nos describe la f́ısica de nuestro núcleo. Además implicita-
mente el Hamiltoniano posee información de la estructura que posee el núcleo. Por ejemplo, nosotros
sabemos que el núcleo posee simetŕıas rotacionales y vibracionales por lo tanto en respuesta a estas
simetŕıas, el Hamiltoniano puede estar escrito en términos de grupos tales como U(5) para la vibración y
SU(3) rotaciones (rotor simétrico axial) y SO(6)(rotor γ-inestable). Veamos ahora una técnica que nos
permite visualizar los espectros nucleares. Vamos a tener un cuadruplete supersimétrico, cuatro tipos de
núcleos.

Cuando hacemos referencia a part́ıculas relacionadas con neutrones usamos la notación ν y para
protones π. Ahora cuando tenemos bosones de neutrones vamos a escribirlo como Bν y para bosones de
protones Bπ y los fermiones los podemos representar con Fπ y para bosones de neutrones Fν .

El carácter supersimétrico en este contexto de f́ısica nuclear se debe a que podemos tratar a los
bosones y fermiones dentro de un mismo marco teórico. Podemos clasificar a los núcleos por el número
de bosones de neutrón y protón Nν , Nπ y el número de fermiones extras, es decir el numero de protones
y neutrones Mπ y Mν . Podemos mezclar estos dos objetos como la suma de bosones y fermiones como
Nν = Nν + Mν y Nπ = Nν + Mπ.

Una manera sencilla de visualizar la estructura matemática de la supersimetŕıa es a través de la
construcción de las cadenas de grupos. Esto nos permite ver como los grupos se van acoplando y ver el
origen matemático de los términos que posee el Hamiltoniano.

Veamos el esquema general supersimétrico a partir de la siguiente cadena

Tabla 3.2: Cuadruplete supersimétricos
Núcleo Nπ Mπ Nν Mν

par-par Nπ 0 Nν 0
protón impar Nπ−1 1 Nν 0
neutrón impar Nπ 0 Nν−1 1
impar-impar Nπ−1 1 Nν−1 1
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Uν(6/12) ⊗ Uπ(6/4) ⊃ U(6)Bν
⊗ U(6)Bπ

⊗ U(12)Fν
⊗ UFπ

(4)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

[Nν} [Nπ} [Nν ] [Nπ] {Mν} {Mπ}

⊃ UB(6) ⊗ UFν
(6) ⊗ UFν

(2) ⊗ UFπ
(4)

↓ ↓ ↓ ↓
[Nπ + Nν − i, i]

[
2f2 , 1f1−f2

]
[f1, f2] {Mπ}

⊃ UBFν (6) ⊗ UFπ (4) ⊗ UFν (2)
↓ ↓ ↓

[N1, . . . , N6] {Mπ} [f1, f2]

⊃ SOBFν
(6) ⊗ SUFπ

(4) ⊗ UFν
(2)

↓ ↓ ↓
(Σ1, Σ2, Σ3)

[
1Mπ

]
[f1, f2]

⊃ Spin(6) ⊗ UFν (2)
↓ ↓

(σ1, σ2, σ3) [f1, f2]

⊃ Spin(5) ⊗ UFν
(2)

↓ ↓
(τ1, τ2) [f1, f2]

⊃ Spin(3) ⊗ SUFν
(2)

↓ ↓
J s

⊃ SU(2)
↓
L

(3.17)
Esta cadenas nos dice explićıtamente la manera de como se obtiene información a partir de la simetŕıa

Uν(6/12)⊗Uπ(6/4) justamente con dos números [Nν}, [Nπ} y aśı reduciendo los grupos cuidadosamente
llegando hasta las representaciones de los momentos angulares J y el espin dado como s = f1−f2

2 y
finalmente el momento angular total

−→
L =

−→
J + −→s .

Hay un punto importante que hay que remarcar en estas reducciones, en situaciones más fisicas, es decir
más prácticas, estas cadenas tienden a reducirse ya que se tienen más restricciones. En aplicaciones de la
f́ısica nuclear solo se considera las configuraciones con Mπ = Mν = 0 que corresponde a los núcleos par-
par, Mπ = 1 , Mν = 0 para núcleos con protón impar, Mπ = 0 , Mν = 1 para núcleos con neutrón impar
y Mπ = Mν = 1 para núcleos impar-impar (véase la tabla 3.2). Comúnmente la representaiciónes de los
grupos asociados a los fermiones tal como UFπ

(4) suele denotarse como [1Mπ ] ≡ {Mπ} y para UFν
(12) esta

dado por [1Mν ] ≡ {Mν}. Las reducciones del grupo UFν
(12) tiene carácter peculiar, debido a que estamos

manejando fermiones, las tablas de Young asociadas a los acoplamientos tienen que ser conjugadas, de
esta manera se tendrán ciertas restricciones al momento de determinar los números cuánticos de los
acoplamientos.

UFν
(12) ⊃ UFν

(6) ⊗ UFν
(2)[

1Mν
] [

2f2 , 1f1−f2
]

[f1, f2]
(3.18)
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Tabla 3.3: Acomodamiento de los coeficientes de las enerǵıas del cuadruplete supersimétrico
Núcleo Acoplamientos
par-par α + α′ β + β′ γ δ + δ′

protón impar α + α′ β, β′ γ δ + δ′

neutrón impar α, α′ β + β′ γ δ, δ′

impar-impar α, α′ β, β′ γ δ, δ′

Estas reglas simplemente son

f1 ≥ f2 ≥ 0
f1 + f2 = Mν

f1 ≤ 6
(3.19)

Cuando se tenga Mν = 0, 1, la reducción (3.18) consiste en las representaciones f1 = 0, 1 y f2 = 0 de
esta manera podemos llamar a las representaciones

[
2f2 , 1f1−f2

]
de UFν (6) a traves de la notación más

compacta [Nρ] con Nρ = 0, 1. Por lo cual cuando continuamos con nuestros acoplamientos de los bosones
con el fermión extra de neutrón UB(6) ⊗ UFν

(6) y llegamos a la reducción UBFν
(6) podemos expresar

[N1, . . . , N6] −→ [Nπ + Nν + Nρ − j, j − k, k] (3.20)

Contruyamos ahora un hamiltoniano general a partir de las interacciones que hemos utilizado para
construir la cadena anterior. Para ello tomaremos los invariantes de Casimir de cada uno de los grupos
asociados a las interacciones predominantes.

H = α
1
2
[(N̂ν + N̂π)(N̂ν + N̂π + 5) − C2UB(6)] + α′ 1

2
[(N̂ν + N̂π + N̂ρ)(N̂ν + N̂π + N̂ρ + 5) − C2UBFν (6)]

+ βC2SOBFν (6) + β′C2spin(6) + γC2spin(5) + δC2spin(3) + δ′C2SU(2) (3.21)

Si nos interesa sus enerǵıas tenemos

E = αi[(Nν + Nπ − i + 1) + α′ [j(Nν + Nπ + Nρ − j + 1) + k(j − k + 1)]
+ β[Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2

3] + β′[σ1(σ1 + 4) + σ2(σ2 + 2) + σ2
3 ]

+ γ[τ1(τ1 + 3) + τ2(τ2 + 1)] + δJ(J + 1) + δ′L(L + 1) (3.22)

Estos coeficientes α,α′, β, β′ γ, δ y δ′ son ajustes que se le debe poner a partir de los datos experimentales.
Son valores únicos para un cuarteto de supersimétrico. Estos simplemente corrigen el espectro teórico.

Ahora dependiendo del núcleo vamos a tener simplificaciones en el Hamiltoniano y sus respectivas
enerǵıas (??). Más adelante daremos una revisión de cómo se construye esta enerǵıa en más detalle.
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3.3.1 Simetŕıas dinámicas en núcleos par-par

Para comenzar nuestro análisis de todo el espectro de exitación del núcleo nos enfocaremos únicamente
a los niveles energéticos más bajos, estamos hablando de enerǵıas de cercanas a 1.5 Mev. Por lo tanto
nuestra prioridad será obtener las ĺıneas espectrales cercanas al estado base. En la práctica se ha no-
tado que las representaciones irreducibles de los estados base son simétricos y los no simétricos que
corresponden a estados exitados dentro del espectro nuclear.

Cuando estamos tratando núcleos par-par podemos utilizar el formalismo de IBM-2. A los núcleos
par-par se le puede asociar a los bosones de protón el grupo UBπ

(6) con [NBπ
] que es el número de

bosones de protón de valencia que posee un núcleo y para bosones de neutron UBν (6) con [NBπ ], si
hacemos un acoplamiento de estos, tenemos UB(6) con su representación irreducible [Nπ + Nν − i, i],
ésta representación la podemos reducir al grupo SOB(6) y después a SOB(5) y a si sucesivamente. Este
proceso de reducción de los grupos se conoce como reglas de selección.

En los núcleos par-par no tenemos fermiones Mπ = Mν = 0 entonces Nπ = Nπ Nν = Nν la cadena
(3.17) se reduce a la cadena del IBM-2

U(6)Bν
⊗ U(6)Bπ

⊃ UB(6)
↓ ↓ ↓

[Nν ] [Nπ] [Nπ + Nν − i, i]

⊃ SOB(6)
↓

(Σ1, Σ2, Σ3)

⊃ SOB(5)
↓

(τ1, τ2)

⊃ SOB(3)
↓
L

(3.23)

donde i = 0, 1, . . . ,min(Nπ, Nν).
Por lo tanto la función de onda de un núcleo par-par en el contexto supersimétrico adquiere la forma:

|Ψee〉 = |[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i]; (Σ1,Σ2,Σ3); (τ1, τ2); L〉 (3.24)

Debido a que en los núcleos par-par no tenemos fermiones se tiene una simplificación en el acoplamiento
(3.20) con Nρ = 0, j = i y k = 0, esto nos dice que de la cadena general (3.17) las representaciones de
SUB(6) y de Spin(6) tienen que coincidir aśı (Σ1,Σ2,Σ3) = (σ1, σ2, σ3) además el momento angular total
seria L = J .

Nuestra tarea a seguir es determinar los valores de las representaciones irreducibles (Σ1, Σ2, Σ3) y los
de (τ1, τ2). Para los casos simétricos i = 0, de esta manera tenemos [N , 0] y se conoce que para las sigmas
se cumple la regla

(Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0) ⊕ (N − 2, 0, 0) ⊕ . . . ⊕
{

(1, 0, 0) cuando N es impar
(0, 0, 0) cuando N es par (3.25)

donde quitamos un par simétrico de bosones.
Por otro lado si queremos determinar las sigmas de SO(6) para el caso de i = 1 se tiene que establecer

los números cuánticos Nπ de UBπ (6) y Nν de UBν (6) y hacer el acoplamiento UB(6) y posteriormente
utilizando los procedimientos convencionales de teoŕıa de grupos como se hace en el apéndice (A.131)



3.3. Supersimetŕıas dinámicas en la f́ısica nuclear 35

podemos diferenciar los casos simétricos y no simétricos. De esta manera para el caso no simétrico con
i = 1 siendo [N − 1, 1] vamos a tener

(Σ1, Σ2, Σ3) = (N −1, 1, 0)⊕ (N −2, 0, 0)⊕ (N −3, 1, 0)⊕ . . .⊕
{

(1, 0, 0) cuando N es impar
(1, 1, 0) cuando N es par (3.26)

Para comprender la reducción SOB(6) a SOB(5) de la cadena

SOB(6) ⊃ SOB(5) ⊃ . . .
↓ ↓

(Σ1, Σ2, Σ3) (τ1, τ2)
(3.27)

solo tenemos que utilizar la regla4

Σ1 � τ1 � Σ2 � τ2 � |Σ3| (3.28)

de esta manera podemos hacer la reducción a SOB(5) como por ejemplo

(Σ, 0, 0) → (τ1, τ2) = (0, 0), (1.0) . . . (Σ, 0)
(Σ, 1, 0) → (τ1, τ2) = (1, 0), (2.0) . . . (Σ, 0)

(1, 1), (2, 1) . . . (Σ, 1)

Las representaciones (Σ1,Σ2,Σ3) y (τ1, τ2) corresponde a la estructura externa del núcleo, es decir,
estos números nos indican la estructura general que debe tener las ĺıneas de un espectro de exitación
del núcleo. Sin embargo si nos preguntamos sobre la estructura interna del núcleo, podemos obtener el
momento angular, a través de la reducción5

SO(5) ⊃ SO(3)
↓ ↓

(τ1, τ2) L
(3.29)

En donde se tienen las correspondencias entre SO(5) ⊃ SO(3) como

SO(5) SO(3)
(τ1, τ2) L

0, 0 0
1, 0 2
2, 0 4 2
...

...
...

... . . .

(3.30)

Hay que señalar que cada multiplete τ tiene su momento angular L en cada una de las ĺıneas espectrales
Pero nuestro interés por ahora es conocer la extructura externa del núcleo. Y nos quedaremos hasta

las reducciones (Σ1, Σ2, Σ3) y (τ1, τ2).
En este caso el Hamiltoniano general (3.21) se tiene que reducir a

H = (α + α′)
1
2
[(N̂ν + N̂π)(N̂ν + N̂π + 5) − C2UB(6)]

+ (β + β′)C2SOB(6) + γC2SOB(5) + (δ + δ′)C2SOB(3) (3.31)

4Podemos encontrar en más detalle en el apéndice (A.10) más claramente como se utiliza esta regla.
5Esto esta bien estudiado y podemos encontrarlo en distintas referencias como en [27].
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Tabla 3.4: Respresentaciones de las enerǵıas más bajas de un núcleo par-par donde N = Nπ + Nν

B B

[N − i, i] (Σ1,Σ2,Σ3)

[N , 0] (N , 0, 0)
(N − 2, 0, 0)

...

[N − 1, 1] (N − 1, 1, 0)
(N − 2, 0, 0)

...

En el Hamiltoniano general (3.21) teńıamos siete términos, en donde a cada término , representa una
interacción. Como no tenemos fermión extra α = α′ es decir el primer coeficiente asociado al primer
término del Hamiltoniano del núcleo par-par (3.31) se escribe como (α + α′), se interpreta como la
interacción de los bosones entre si, aqúı exactamente hacemos un acoplamiento de los dos sabores de
bosones. Sin embargo bajo esa simetŕıa se sabe que hay más niveles energéticos entonces nos vamos a las
reducciones de SOB(6) en donde aqúı se podŕıa ver la interacción debida al protón extra con los bosones
pero en este caso no hay ese tipo de intereacción por lo tanto el coeficiente asociado a nuestro segundo
término es (β + β′) y si profundizamos en la estructura externa llegamos al grupo SO(5) este nos dice
simplemente cuantos niveles energéticos (τ1, τ2) hay para cada (Σ1,Σ2, Σ3) esto nos permite visulizar la
distribución de enerǵıas del espectro del núcleo, posteriormente el último término de nuesto Hamiltoniano
de núcleo par-par tenemos que ver la interacción debido al esṕın del neutrón. Si no tenemos, como es
este caso, solo vamos a tener momentos angulares enteros, aśı el coeficiente asociado al último término
de este Hamiltoniano sera (δ + δ′). Los valores de estos coficientes son solo ajustes del espectro, son
valores constantes para cada cuarteto supersimétrico. Lo relevante de esta formulación es que podemos
expresar las interacciones de nuestros bosones y fermiones a través de invariantes de Casimir de manera
puramente anaĺıtica. Esto no siempre suele suceder siempre en la mecánica cuántica cuando tratamos
de estudiar un sistema de part́ıculas y acopladas. Nuestras enerǵıas simplemente son los valores propios
de nuestro Hamiltoniano. Estos se determinan a través de métodos algebraicos de teoŕıa de grupos de
manera sencilla.

E = (α + α′)i(Nν + Nπ − i + 1)
+ (β + β′)[Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2

3]
+ γ[τ1(τ1 + 3) + τ2(τ2 + 1)] + (δ + δ′)L(L + 1) (3.32)

Si queremos expresar un Hamiltoniano más general sin incluir tantas interacciones, podemos utilizar
una interaccón en la cual siempre esta presente en la f́ısica nuclear, que es la interacción cuadripolar-
cuadripolar Q · Q. Por lo que es necesario introducir a el Hamiltoniano esta interacción. En este trabajo
podemos expresar el Hamiltoniano en términos de invariantes de Casimir a través de la forma:

H = −kQ · Q = −k(C2SO(6) − C2SO(5)). (3.33)

Este tipo de interacción es atractiva por lo que k debe ser positiva. Las enerǵıas son los eigenvalores de
este Hamiltoniano y para nosotros esto corresponde a los eigenvalores de los operadores de Casimir. Sus
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enerǵıas son:

E = 〈H〉 = −k[σ1(σ1 + 4) + σ2(σ2 + 2) + σ2
3) − τ1(τ1 + 3) − τ2(τ2 + 1)] (3.34)

Sin embargo este Hamiltionano no distingue las enerǵıas predominantes, si tomamos en cuenta las escalas
de enerǵıa de los núcleos involucrados par-par, par-impar, impar-impar, las configuraciones dominantes
del espectro van a ser las simétricas. Por lo que debemos de separar las simétricas y no simetricás a
partir de una interacción que se llama interacción de Majorana6

α
1
2
(N̂ ((N̂ + 5) − C2U(6)) (3.35)

donde favorece las representaciones simétricas. Esta interacción separa estos dos grupos de estados
(3.26), es una interacción repulsiva entonces favorece los estados simétricos sobre los no simétricos con
respecto al grupo U(6). En el espectro, las ĺıneas espectrales de los estados no simétricos son empujadas
hacia enegias más altas y solo se quedan abajo los estados que corresponden a IBM-1.

Aśı podemos escribir el Hamiltoniano como:

H = α
1
2
(N̂ ((N̂ + 5) − C2U(6)) − k(C2O(6) − C2O(5)). (3.36)

Esto justamente explica porque en el Hamiltoniano (3.31) el primer término tiene dependencias de
N̂ , estos valores comúnmente en la literatura son omitidos ya que en la práctica simplemente mueven
todas las ĺıneas espectrales y no nos dice mucho, sin embargo śı esta presente. Esta contribución en las
enerǵıas con otras palabras, se pod́ıa entender como establecer el origen del sistema de referencia en un
espectro. La estructura de los espectros de exitación se construyen con respecto al estado base.

0.0

0.5

1.0

2.5

E(MeV)

(0, 0)

(1, 0)

(2, 0)

(3, 0)

(3, 0, 0)

(0, 0)

(1, 0)

(1, 0, 0)

SO(6)

Figura 3.1: Espectro de enerǵıas de un núcleo par-par con una simetŕıa SO(6) y con N = 3 Los números
cuánticos (Σ1, Σ2, Σ3) = (Σ, 0, 0) son mostrados debajo de cada banda, los bosones senioridad (τ1, τ2) = (τ, 0) se
muestra en la izquierda .

6Podemos ver una discusión en más detalle en el apéndice A.6.
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3.3.2 Simetŕıas dinámicas en núcleos con protón impar

Cuando tenemos un núcleo con el número de protones impar podemos construir la misma cadena
(3.23) pero ahora le vamos agregar un grado de libertad fermiónico [1]π. Posteriormente se tendrá que
reducir los acoplamientos de esta nueva cadena. El mecanismo de reducción es el mismo dentro del caso
anterior par-par, una diferencia de esta estructura algebraica es el acoplamiento de U(6)B⊗UFπ

(4), donde
este acoplamiento nos llevará a las representaciones [Σ1, Σ2, Σ3]⊗ [1]π y este acoplado son las (σ1, σ2, σ3)
ya vistas anteriormente. Solo que aqúı las sigmas minúsculas ya contienen información del acoplamiento
del fermión extra de protón y las sigmas mayúsculas no contienen información del acoplamiento del
fermión extra. Cabe mencionar que aqúı el grupo simétrico acoplado recibe comúnmente el nombre de
Spin(6) en donde en la mayoŕıa de la literatura relacionada al tema utlizan mucho el grupo Spin(6) y su
reducción Spin(5).

En los núcleos con protón impar tenemos un fermión de protón Mπ = 1 y Mν = 0 entonces Nπ = Nπ−1
y Nν = Nν la cadena (3.17) se reduce

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊗ UFπ
(4) ⊃ UB(6) ⊗ UFπ

(4)
↓ ↓ ↓ ↓

[Nν ] [Nπ − 1] [1]π [Nπ + Nν − 1 − i, i] [1]π

⊃ SOB(6) ⊗ SUFπ
(4)

↓ ↓
(Σ1,Σ2,Σ3) [1]π

⊃ Spin(6)
↓

(σ1, σ2, σ3)

⊃ Spin(5)
↓

(τ1, τ2)

⊃ Spin(3)
↓
J

(3.37)

Por lo tanto la función de onda de un núcleo con protón impar en el contexto supersimétrico adquiere
la forma:

|Ψop〉 = |[Nν ], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − i − 1, i]; (Σ1,Σ2, Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);J〉 (3.38)

La diferencia que vamos a encontrar a comparación con el núcleo del caso anterior es que ahora
tenemos que ver como es que este protón extra va a modificar la estrucutura que teniamos. Nuestro
acoplamiento de bosones expresado en términos de (Σ1,Σ2, Σ3), tenemos que adicionarle la presencia de
un protón [1]π. Esto simplemente se hace con el acoplamiento de SOB(6) ⊗ SUFπ

(4). Para determinar
sus representaciones asociadas a este acoplamiento comúnmente se utiliza el el isomorfismo que posee
SO(6) � SU(4)

SO(6) � SU(4)
↓ ↓

(Σ1, Σ2, Σ3) [n1, n2, n3]
(3.39)
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dado por las reglas

n1 = Σ1 + Σ2 Σ1 = 1
2 (n1 + n2 − n3)

n2 = Σ1 − Σ3 Σ2 = 1
2 (n1 − n2 + n3)

n3 = Σ2 − Σ3 Σ3 = 1
2 (n1 − n2 − n3)

(3.40)

Aśı dentro de SU(4) haciendo el acoplamiento con el fermión de protón extra tomando de nuevo
los casos i = 0 donde (Σ1, Σ2, Σ3) = (Σ, 0, 0) según (3.25) y para i = 1 donde (Σ1,Σ2, Σ3) = (Σ, 1, 0),
cambiandonos a SU(4) usando (3.40) obtenemos que

SU(4) : [Σ, Σ, 0] ⊗ [1, 0, 0] = [Σ + 1, Σ, 0] ⊕ [Σ,Σ, 1]
[Σ + 1, Σ, 1] ⊗ [1, 0, 0] = [Σ + 2, Σ, 1] ⊕ [Σ + 1, Σ + 1, 1]

⊕ [Σ + 1, Σ, 2] ⊕ [Σ + 1, Σ, 1]

y ahora volvemos a regresarnos a SO(6) usando (3.40) y el acoplamiento ya se encuentra dentro de
Spin(6)

SO(6) : (Σ, 0, 0) ⊗
(

1
2
,
1
2
,
1
2

)
π

=
(

Σ +
1
2
,
1
2
,
1
2

)
⊕
(

Σ − 1
2
,
1
2
,−1

2

)
(Σ, 1, 0) ⊗

(
1
2
,
1
2
,
1
2

)
π

=
(

Σ +
1
2
,
3
2
,
1
2

)
⊕
(

Σ +
1
2
,
1
2
,−1

2

)
⊕

(
Σ − 1

2
,
3
2
,−1

2

)
⊕
(

Σ − 1
2
,
1
2
,
1
2

)

Una vez que ya tenemos las representaciones del grupo Spin(6) en donde estas se expresan con las
etiquetas (σ1, σ2, σ3) procedemos a la reducción SO(5) a través de la regla ya vista en (3.28). Aqúı
vamos a tener valores semienteros de (τ1, τ2) . Ahora como ya tenemos acoplado un fermión extra vamos
a llamar al grupo Spin(5).

Si nos interesa tener información interna de nuestro núcleo podemos acudir al momento angular, como
ahora ya tenemos acoplamientos con un fermión extra ahora vamos a tener valores semienteros para los
números cuánticos de J como es de esperar.

Spin(5) ⊃ Spin(3)
↓ ↓

(τ1, τ2) J
(3.41)

En donde se tienen las correspondencias entre Spin(5) ⊃ Spin(3) como

Spin(5) Spin(3)
(τ1, τ2) J

1
2 , 1

2
3
2

3
2 , 1

2
7
2

5
2

1
2

5
2 , 1

2
11
2

9
2

7
2

5
2

1
2

...
...

...
... . . .

(3.42)

Cabe mencionar cada multiplete (τ1, τ2) tiene su momento angular J y en este caso particular tiene
valores semienteros.
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Tabla 3.5: Respresentaciones de las enerǵıas más bajas de un núcleo con protón impar donde N = Nπ+Nν

B B BFπ

[N − 1 − i, i] (Σ1, Σ2, Σ3) (σ1, σ2, σ3)

[N − 1, 0] (N − 1, 0, 0)
(N − 1

2 , 1
2 , 1

2

)(N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

)
...

[N − 2, 1] (N − 2, 1, 0)
(N − 3

2 , 3
2 , 1

2

)(N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

)(N − 5
2 , 3

2 ,− 1
2

)(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

)
...

...
...

El acoplamiento del protón extra hace que el Hamiltoniano del núcleo par-par (3.31) tengamos que
añadirle un término extra y es la interacción contribuida del grupo Spin(6) a si los coeficientes (β �= β′)
y además Nπ = Nπ − 1 de esta manera j = i, k = 0 en (3.20), como no tenemos neutrones Nν = Nν y
por lo tanto vamos a tener un Hamiltoniano con 5 términos escrito de la forma:

H = (α + α′)
1
2
[(N̂ν + N̂π)(N̂ν + N̂π + 5) − C2UB(6)] +

+ βC2SOB(6) + β′C2Spin(6) + γC2Spin(5) + (δ + δ′)C2Spin(3) (3.43)

con enerǵıas

E = (α + α′)i(Nν + Nπ − i) + β[(Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2
3] +

+β′[σ1(σ1 + 4) + σ2(σ2 + 2) + σ2
3 ] + γ[τ1(τ1 + 3) + τ2 + 1)] + (δ + δ′)J(J + 1) (3.44)

El primer término de enerǵıas nos da la contribución de la interacción puramente bosónica , el segundo
y tercero nos son las enerǵıas de las bandas, el tercer término corresponde solo a las enerǵıas que surgen
del acoplamiento del protón extra, estos como sabemos pueden ser simétricos y no simétricos, el cuarto
término corresponde a los desacoplamientos de las enerǵıas almacenadas sobre las bandas y el último
término corresponden a las enerǵıas debidas al momento angular.



3.3. Supersimetŕıas dinámicas en la f́ısica nuclear 41

0.0

0.5

1.0

E(MeV)

( 1
2 , 1

2 )

( 3
2 , 1

2 )

( 5
2 , 1

2 )

( 5
2 , 1

2 , 1
2 )

( 1
2 , 1

2 )

( 3
2 , 1

2 )

( 3
2 , 1

2 ,− 1
2 )

( 1
2 , 1

2 )

( 1
2 , 1

2 , 1
2 )

Spin(6)

Figura 3.2:
Espectro de enerǵıas de un núcleo con simetŕıa Spin(6) con N = 2 y M = 1. Los números cuánticos (σ1, σ2, σ3)
están mostrados debajo de cada banda, las etiquetas (τ1, τ2) están mostradas en la parte izquierda .
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3.3.3 Simetŕıas dinámicas en núcleos con neutrón impar

Aqui vamos a tener núcleos constituidos por bosones de neutrón [Nν ] y de protón [Nπ] acoplados
con un neutrón [1]ν . En este caso, el espacio de fermión se descompone en una parte pseudo-orbital con
l = 0, 2 y una parte pseudo-espin con s = 1/2 correspondiente a la reducción

UFν
(12) ⊃ UFν

(6) ⊗ UFν
(2) (3.45)

Ya que el momento angular pseudo orbital l tiene los mismos valores que el momento angular que los
bosones s- y d - del IBM, es claro que la parte pseudo-orbital puede combinarse con las tres simetŕıas del
IBM en una simetŕıa boson-fermion.

UB(6) ⊃
⎧⎨⎩

UB(5)
SUB(3)
SOB(6)

(3.46)

El caso en las cuales los bosones tienen la simetŕıa SO(6) es de nuestro particular interés, ya que la
paridad negativa de los estados en el Pt con un neutrón ocupan las órbitas 3p 1

2
, 3p 3

2
y 3f 5

2
han sido

sugeridos como ejemplos experimentales de simetŕıas multi-j bosón-fermión.
En los núcleos con neutrón impar tenemos un fermión de neutrón Mν = 1 y ningun fermión de protón

extra Mπ = 0 entonces se tiene que Nπ = Nπ y además Nν = Nν − 1 por lo que la cadena general (3.17)
se reduce a

UBν (6) ⊗ UBπ (6) ⊗ UFν (12) ⊃ UB(6) ⊗ UFν (6) ⊗ UFν (2)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

[Nν − 1] [Nπ] [1]ν [Nπ + Nν − 1 − i, i] [1]ν [1]ν

⊃ UBFν
(6) ⊗ UFν

(2)
↓ ↓

[Nπ + Nν − j, j − k, k] [1]ν

⊃ SOBFν
(6) ⊗ UFν

(2)
↓ ↓

(Σ1, Σ2, Σ3) [1]ν

⊃ SOBFν
(5) ⊗ UFν

(2)
↓ ↓

(τ1, τ2) [1]ν

⊃ SOBFν
(3) ⊗ SUFν

(2)
↓ ↓
L s

⊃ SU(2)
↓
J

(3.47)
Por lo tanto la función de onda de un núcleo con neutrón impar en el contexto supersimétrico adquiere

la forma:

|Ψon〉 = |[Nν − 1], [Nπ]; [Nν + Nπ − i − 1, i][1]ν ; [Nν + Nπ − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2,Σ3); , (τ1, τ2); L, ( 1
2 );J〉
(3.48)
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En este tipo de núcleos vamos a surgir otra interacción que debemos que considerar, es la interacción
debida a un neutrón. Esto lo podemos observar en la cadena (3.47) cuando tenemos que acoplar el
acoplamiento puramente bosónico que tiene la simetŕıa U(6)B con el neutrón extra. Esto lo podemos
hacer justamente con el acoplamiento UBFν

(6) visto en (3.20)
Aqúı tenemos de nuevo dos casos con i = 0 e i = 1 aunque podemos seguir con i = 0, 1, 2 . . .

i = 0 [N − 1]B ⊗ [1]Fν
= [N , 0, 0]BFν

⊕ [N − 1, 1, 0]BFν

i = 1 [N − 2, 1]B ⊗ [1]Fν
= [N − 1, 1, 0]BFν

⊕ [N − 2, 2, 0]BFν
⊕ [N − 2, 1, 1]BFν

(3.49)

Tabla 3.6: Respresentaciones de las energíıas más bajas de un núcleo con neutrón impar donde N =
Nπ + Nν

B BFν BFν

[N − 1 − i, i] [Nπ + Nν − j, j − k, k] (Σ1, Σ2, Σ3) = (σ1, σ2, σ3)

[N − 1, 0] [N , 0, 0] (N , 0, 0)
(N − 2, 0, 0)

...
[N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0)

(N − 2, 0, 0)
...

...

[N − 2, 1] [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0)
(N − 2, 0, 0)

...
[N − 2, 2, 0] (N − 2, 2, 0)

(N − 3, 1, 0)
[N − 2, 1, 1]

...
...

Posteriormente para obtener las reducciones subsecuentes tenemos que utilizar las mismas técnicas
vistas en los casos anteriores. Se puede hacer énfasis que en esta situación que SOBFν

(6) = Spin(6)
debido a que ya se tiene acoplado un fermión y por lo tanto SOBFν

(5) = Spin(5) y SOBFν
(3) = Spin(3),

pero usaremos la notación que tenemos en la cadena (3.47) para referirnos a núcleos con neutrón impar.
Veamos ahora un ejemplo de un espectro de un núcleo impar-par para N = 2 and M = 1 (véase la

figura (3.3)). 7

Debido a que ahora ya vamos a tener interacciones entre puros bosones correspondientes al grupo
UB(6) y bosones con un neutrón tenemos un término asociado al grupo UBFν

(6) y además debido a que
SOBFν (6) = Spin(6) y además el esṕın del neutrón empezara a tomar relevancia por lo tanto nuestro

7El momento angular L de un núcleo impar-par con simetŕıa U(6)⊗U(2) que pertenece a cada multiplete (τ1, τ2). Para
N = 2 and M = 1 todos los niveles son dobletes con J = L ± 1

2
con la excepción de L = 0 de los cuales solamente J = 1

2
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Hamiltoniano general (3.21) adquiere el aspecto de

H = α
1
2
[(N̂ν + N̂π)(N̂ν + N̂π + 5) − C2UB(6)] + α′ 1

2
[(N̂ν + N̂π + N̂ρ)(N̂ν + N̂π + N̂ρ + 5) − C2UBFν (6)]

+ (β + β′)C2SOBFν (6) + γC2SOBFν (5) + δC2SOBFν (3) + δ′C2SU(2) (3.50)

con enerǵıas

E = αi(Nν + Nπ − i) + α′ [j(Nν + Nπ − j + 1) + k(j − k + 1)]
+ (β + β′)[Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2

3] + γ[τ1(τ1 + 3) + τ2(τ2 + 1)] + δL(L + 1) + δ′J(J + 1)
(3.51)

Aqui nuestro Hamiltoniano tiene más términos que el caso anterior, tiene seis términos. El primer término
es el correspondiente a la interacción puramente bosónica, el segundo término surge de la interacción del
neutrón con los bosones, el tercer término corresponde a las bandas energéticas que posee este tipo de
núcleo , el cuarto término corresponde al desacoplamiento de las enerǵıas de cada banda y el quinto
corresponde a la estructura interna del núcleo, el momento angular correspondiente y el último término
es simplemente el resultado de acoplar el espin del neutron extra.

0.0

0.5

1.0

2.5

E(MeV)

(0, 0)

(1, 0)

(2, 0)

(3, 0)

[3, 0], (3, 0, 0)

(0, 0)

(1, 0)

[3, 0], (1, 0, 0)

(1, 0)

(1, 1)

(2, 0)

(2, 1)

[2, 1], (2, 1, 0)

(0, 0)

(1, 0)

[2, 1], (1, 0, 0)

U(6) ⊗ U(2)

Figura 3.3:
Espectro de enerǵıas de un núcleo impar-par con simetŕıa U(6) ⊗ U(2) para N = 2 and M = 1. Los números
cuánticos [N1, N2], (σ1, σ2, σ3) están debajo de cada banda , las etiquetas (τ1, τ2) están mostradas en la parte
izquierda de la banda. .

3.3.4 Simetŕıas dinámicas en núcleos impar-impar

Esta estructura es las más complicada de todas, es una combinación de todos los casos interiores. Es
interesante notar que en cuestiones prácticas para la determinación de ciertos coeficientes que posee este
hamiltionano se determinan a partir de las estructuras anteriores. Aqui vamos a agregar dos fermiones
extras uno de protón [1]Fπ

y otro de neutron [1]Fν
al par de de bosones [B].
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En los núcleos con impar-impar tenemos un fermión de neutrón Mν = 1 y un fermión de protón
Mπ = 1 y además Nπ = Nπ − 1 Nν = Nν − 1 la cadena (3.17) se reduce a

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊗ UFν
(12) ⊗ UFπ

(4)
↓ ↓ ↓ ↓

[Nν − 1] [Nπ − 1] [1]ν [1]π

⊃ UB(6) ⊗ UFν
(6) ⊗ UFν

(2) ⊗ UFπ
(4)

↓ ↓ ↓ ↓
[Nπ + Nν − 2 − i, i] [1]ν [1]ν [1]π

⊃ UBFν
(6) ⊗ UFν (2) ⊗ UFπ (4)

↓ ↓ ↓
[Nπ + Nν − 1 − j, j − k, k] [1]ν [1]π

⊃ SOBFFν
(6) ⊗ SUFπ

(4) ⊗ UFν
(2)

↓ ↓ ↓
(Σ1,Σ2, Σ3) [1]π [1]ν

⊃ Spin(6) ⊗ UFν
(2)

↓ ↓
(σ1, σ2, σ3) [1]ν

⊃ Spin(5) ⊗ UFν (2)
↓ ↓

(τ1, τ2) [1]ν

⊃ Spin(3) ⊗ SUFν
(2)

↓ ↓
J s

⊃ SU(2)
↓
L

(3.52)
Por lo tanto la función de onda de un núcleo impar-impar en el contexto supersimétrico adquiere la

forma:

|Ψoo〉 = |[Nν − 1], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − i − 2, i][1]ν ; [Nν + Nπ − 1 − j, j − k, k]
; (Σ1, Σ2,Σ3), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);J, 1
2 ; L〉 (3.53)

Veamos ahora los acoplamientos asociados a este tipo de estructura. Para el primer acoplamiento.
del par de bosones [B] con el fermión extra de neutrón [1]Fν

tenemos

i = 0 [N − 2]B ⊗ [1]Fν = [N1, N2, N3] = [N − 1, 0, 0]BFν ⊕ [N − 2, 1, 0]BFν

i = 1 [N − 3, 1]B ⊗ [1]Fν
= [N1, N2, N3] = [N − 2, 1, 0]BFν

⊕ [N − 3, 2, 0]BFν
⊕ [N − 3, 1, 1]BFν

Ahora si nos interesa es la reducción de U(6) ⊃ SO(6) podemos utilizar los resultados anteriores
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Figura 3.4:
Espectro de enerǵıas de un núcleo impar-impar con simetŕıa Spin(6) para N = 1 y Mν = Mπ = 1. Los números
cuánticos [N1, N2], (σ1, σ2, σ3) se muestran debajo de cada banda, las etiquetas (τ1, τ2) son mostrados en la parte
izquierda de la banda .

UBFν
(6) ⊃ SOBFν

(6)
↓ ↓

[N1, N2, N3]BFν
(Σ1,Σ2,Σ3)BFν

[N − 1, 0, 0]BFν
(N − 1, 0, 0), (N − 3, 0, 0) . . .

[N − 2, 1, 0]BFν
(N − 2, 1, 0), (N − 3, 0, 0) . . .

...
...

... . . .

(3.54)

Ahora el siguiente acoplamiento importante es el acoplamiento de bosones con el par de fermiones8 a
través de

SOBFν
(6) ⊗ SUFπ

(4) ⊃ Spin(6)BF

↓ ↓ ↓
(Σ1, Σ2,Σ3)BFν

[1]Fπ
(σ1, σ2, σ3)BF

(3.55)

de esta manera tenemos que

[Σ, 0, 0]BFν
⊗ ( 1

2 , 1
2 , 1

2 )Fπ
= (σ1, σ2, σ3)BFνFπ

=
(
Σ + 1

2 , 1
2 , 1

2

)⊕ (Σ − 1
2 , 1

2 ,− 1
2

)
[Σ, 1, 0]BFν

⊗ ( 1
2 , 1

2 , 1
2 )Fπ

= (σ1, σ2, σ3)BFνFπ
=

(
Σ − 1

2 , 3
2 ,− 1

2

)⊕ (Σ − 1
2 , 3

2 ,− 1
2

)
⊕ (

Σ − 1
2 , 3

2 ,− 1
2

)⊕ (Σ − 1
2 , 1

2 , 1
2

)
Un ejemplo sencillo donde se puede ver este acoplamiento es el caso del núcleo 196

79 Au117. (Vease la
figura siguiente9)

8Recordemos que la representación de un fermión en SU(4) en SO(6) es [1]SU(4) ≡ ( 1
2
, 1
2
, 1
2
)SO(6)

9Aqúı tenemos tres bosones de neutrón Bν = 3, un boson de protón Bν = 1 , un fermión de protón Fπ = 1 y un fermión
de neutrón Fν = 1 y aśı podemos obtener Nπ = Nπ + Mπ = 2 y Nν = Nν + Mν = 4 por lo tanto N = Nν + Nπ = 6
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Figura 3.5: Comparación entre el espectro de enerǵıas de niveles con paridad negativa de un núcleo impar-impar
196Au y el obtenido con la supersimetŕıa U(6/12)ν ⊗ U(6/4)π[28].
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Figura 3.6 Caricatura del núcleo 196
79 Au117 en el esquema supersimétrico.

El Hamiltoniano corresponde al caso general (3.21) el cual lo podemos expresar como

H = α
1
2
[(N̂ν + N̂π)(N̂ν + N̂π + 5) − C2UB(6)] + α′ 1

2
[(N̂ν + N̂π + Nρ)(N̂ν + N̂π + N̂ρ + 5) − C2UBFν (6)]

+ βC2SOBFν (6) + β′C2Spin(6) + γC2Spin(5) + δC2Spin(3) + δ′C2SU(2)

Aqúı vamos a tener enerǵıas correspondientes a todas la interacciones posibles que pueda haber en
este contexto, debemos utilizar la forma: general de las enerǵıas (3.22)
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Tabla 3.7: Respresentaciones de las enerǵıas más bajas de un núcleo impar-impar donde N = Nν + Nπ

B BFν BFν BF

[N − 2 − i, i] [Nπ + Nν − 1 − j, j − k, k] (Σ1, Σ2, Σ3) (σ1, σ2, σ3)

[N − 2, 0] [N − 1, 0, 0] (N − 1, 0, 0)
(N − 1

2 , 1
2 , 1

2

)(N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

)
...

[N − 2, 1, 0] (N − 2, 1, 0)
(N − 3

2 , 3
2 , 1

2

)
,
(N − 3

2 , 1
2 ,− 1

2

)(N − 5
2 , 3

2 ,− 1
2

)
,
(N − 5

2 , 1
2 , 1

2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)
,
(N − 7

2 , 1
2 ,− 1

2

)
...

...
...

[N − 3, 1] [N − 2, 1, 0] (N − 2, 1, 0)
(N − 3

2 , 3
2 , 1

2

)
,
(N − 3

2 , 1
2 ,− 1

2

)(N − 5
2 , 3

2 ,− 1
2

)
,
(N − 5

2 , 1
2 , 1

2

)
[N − 3, 2, 0] . . . . . .
[N − 3, 1, 1] . . . . . .

...
...

...

E = αi[(Nν + Nπ − i + 1) + α′ [j(Nν + Nπ + Nρ − j + 1) + k(j − k + 1)]
+ β[Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2

3] + β′[σ1(σ1 + 4) + σ2(σ2 + 2) + σ2
3 ]

+ γ[τ1(τ1 + 3) + τ2(τ2 + 1)] + δJ(J + 1) + δ′L(L + 1)

Los estados bases clasificados por [N1, N2], (Σ1,Σ2,Σ3), (σ1, σ2, σ3), J y L las cuales son las etiquetas
de las representaciones irreducibles de grupos bosón-fermión UBFν

(6), SOBFFν
(6), Spin(6), Spin(5),

Spin(3), y SU(2). En este caso el momento angular total esta representado como
−→
L =

−→
J + −→s (L es

entero y J es semientero). La región de los núcleos Os-Ir-Pt-Au donde el núcleo par-par de Pt se describen
bien con el ĺımite SO(6) y el neutrón impar ocupan principalmente las paridades negativas de las orbitas
3p1/2, 3p3/2 y 3f5/2. En la figura 3.5 vemos el espectro del núcleo 196Au.

3.4 Supersimetŕıa en núcleos pesados

La dinámica supersimétrica nuclear tiene Hamiltonianos muy caracteŕısticos las cuales no se pueden
aplicar a todas las regiones de la tabla nuclear, sin embargo se han encontrado en varios núcleos evidencia
experiental que confirma la supersimetŕıa en los núcleos [17, 29].

Especialmente en la región de masas de A ∼ 190 ha sido uno rica fuente de evidencia emṕırica para
la existencia de (super)simetŕıas en el núcleo. El núcleo par-par 196Pt es el ejemplo estándar que sirve
para el ĺımite SO(6) del IBM [30].

Los núcleos con protón impar 191,193Ir y 193,195Au fueron sugeridos como ejemplos de ĺımite Spin(6)
[26], en donde el protón impar tiene permitido ocupar la órbita 2d3/2 de la capa de protones 50-82,
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mientras que el par de núcleos 190Os - 191Ir, 192Os - 193Ir, 192Pt - 193Au and 194Pt - 195Au han sido
analizados como ejemplos de supersymmetrias U(6/4) [31]-[32].

El núcleo con neutrón impar 195Pt, junto con 194Pt, que fue estudiado en términos de una super-
simetŕıa U(6/12) [33], en donde el neutrón impar ocupa las órbitas 3p1/2, 3p3/2 y 2f5/2 de la capa de
neutrones 82-126. En este casos el momento angular del neutrón se desacopla en un parte pseudo-orbital
con l̃ = 0, 2 y una parte pseudo-espin con s̃ = 1

2 . Este esquema supersimétrico surge de la equivalencia
entre los valores del momento angular de la parte pseudo-orbital y de aquellos bosones del IBM.

El concepto de SUSY nuclear se extendió en el año de 1985 para incluir los grados de libertad del
protón y neutrón [34].

En este caso los supermultipletes consisten de núcleos par-par, protón impar, neutrón impar e impar-
impar. Los estudios espectroscópicos de núcleos pesados impar-impar son muy dif́ıciles debido a la alta
densidad de los estados. Casi 15 años después de la predicción de la gama de los núcleos impar-impar
se ha demostrado experimentalmente que el espectro observado del núcleo 196Au es sorprendentemente
similar a la teórica [35]. En la actualidad, la mejor evidencia experimental de un cuarteto supersimétrico
esta proporcionado por los núcleos 194,195Pt y 195,196Au como ejemplos de una supersimetŕıa U(6/12)ν ⊗
U(6/4)π . Este supermultiplete se caracteriza por Nπ = 2 and Nν = 5.

Figura 3.6: Posible multiplete supersimétrico en la región Os-Ir. N denota el número total de bosones mas
fermiones. Los estados con dos, tres y cuatro pares nucleones no pareados están exitados. Estos están etiquetados
con una o dos asteriscos[25].

En este caso, el espectro de excitación del cuarteto supersimétrico de los núcleos Pt y Au se describen
de forma simultanea por la fórmula de la enerǵıa

E = α [N1(N1 + 5) + N2(N2 + 3) + N1(N1 + 1)]
+β
[
Σ1(Σ1 + 4) + Σ2(Σ2 + 2) + Σ2

3

]
+γ
[
σ1(σ1 + 4) + σ2(σ2 + 2) + σ2

3

]
+δ [τ1(τ1 + 3) + τ2(τ2 + 1)] + ε J(J + 1) + η L(L + 1) . (3.56)

Los coeficientes α, β, γ, δ, ε y η se han determinado en un ajuste simultaneo de las enerǵıas de exitación
de los núcleos 194,195Pt and 195,196Au [28].

En la figura 3.7 siguiente presentamos una comparación de los espectros teóricos construidos y
obtenidos experimentalmente. Quiero hacer énfasis que las bandas que están pegadas es una carac-
teŕıstica del momento angular y estos se provienen de las reducciones de los (τ1, τ2) (3.49, 3.30).
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Figura 3.7: Ejemplo de un cuarteto supersimétrico con una supersimetŕıa U(6/12)ν ⊗ U(6/4)π[28].



Caṕıtulo 4

Correlaciones entre reacciones de
transferencia de nucleones

4.1 Introducción

En la Supersimetŕıa Nuclear todas las funciones de onda están correlacionadas. Podemos observar
del caṕıtulo anterior que en los núcleos par-par y los núcleos con neutrón impar tenemos coincidencia de
números cuánticos en los primeros niveles energéticos es decir en la parte baja del espectro de enerǵıas.(Se
puede ver en la tabla 4.1). Estos sucede también para los núcleos impar-impar con protón impar. (Como
se muestra en la tabla 4.2). La diferencia está en la manera en que están acoplados los bosones y
fermiones.1

En la Supersimetŕıa Nuclear solo tenemos un Hamiltoniano para describir simultaneamente los espec-
tros de cuatro núcleos, al igual que en el Hamiltoniano hay un solo operador para describir las transiciones
electromagnéticas, hay un solo operador para describir la transferencia de un protón y de un operador
de transferencia de un neutrón. Es decir tenemos una sola formulación matemática que permite de-
scribir simultaneamente las propiedades de los núcleos que conforman el cuadruplete supersimétrico.
Como consecuencia todas las funciones de onda están relacionadas y tenemos la ventaja de tener datos
experimentales para su verificación.

Esto nos permite estudiar correlaciones existentes entre diferentes reacciones nucleares, como es el
caso de transferencia de un neutrón y un protón. Por ejemplo si tenemos una reacción nuclear donde hay
una transferencia de un protón a el núcleo 195

78 Pt cuyo estado final será un núcleo 196
79 Au (ver la figura

4.1), podemos notar que los primeros cuánticos entre 196
79 Au y 195

78 Pt son idénticos. Lo que sucede es que
en la transferencia de un protón a un núcleo con neutrón impar 195

78 Pt117 obtenemos un núcleo impar
impar 196

79 Au117 en donde comparten los primeros números cuánticos en los primeros niveles energéticos.
Ahora por otro lado si tenemos otro proceso de transferencia de un protón a un núcleo par-par 195

78 Pt116
obtenemos un núcleo con protón impar 195

79 Au116 en donde también estos también comparten sus primeros
números cuánticos en las enerǵıas más bajas (véase la tabla 4.1).

La única diferencia de estos 2 procesos de transferencia de protones es el acoplamiento que poseen sus
respectivos estados. Pero estamos describiendo todos estos núcleos con el mismo formalismo por lo cual

1Por ejemplo en el caso de núcleos par-par y núcleos con neutrón impar estos comparten los primeros números cuánticos
(Σ1, Σ2, Σ3), sin embargo para el caso par-par estos corresponden solo al acoplamiento de bosones de protón y bosones de
netrón denotado con un sub́ındice B y en el caso de neutrón impar correspende al acoplamiento de este par de bosones con
un neutrón extra denotado con el sub́ındice BFν , para el caso impar-impar y con protón impar en los números cuánticos
(σ1, σ2, σ3) correspondiente al grupo Spin(6) estos son diferentes hablando fisicamente, ya que en el caso con protón impar
el grupo Spin(6) no contiene información de un acoplamiento de un fermión de neutrón extra, en cambio en el impar impar
se tiene acoplamientos con los dos tipos de bosones y los dos tipos de fermiones denotado con BF .
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Tabla 4.1: Coincidencia de los números cuánticos correspondientes a enerǵıas más bajas en el contexto
de Supersimetŕıa Nuclear en núcleos par-par y núcleos con neutrón impar donde N = Nν + Nπ.

Nucleos par-par Nucleos con neutrón impar
UB(6) SOB(6) UBFν

(6) SOBFν
(6)

[N − i, i] (Σ1,Σ2, Σ3) [N − j, j − k, k] (Σ1, Σ2, Σ3)

[N , 0] (N , 0, 0) [N , 0, 0] (N , 0, 0)
(N − 2, 0, 0) (N − 2, 0, 0)

...
...

[N − 1, 1] (N − 1, 1, 0) [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0)
(N − 2, 0, 0) (N − 2, 0, 0)

...
...

Tabla 4.2: Coincidencia de los números cuánticos correspondientes a enerǵıas más bajas en el contexto
de Supersimetŕıa Nuclear en núcleos impar-impar y núcleos con protón impar donde N = Nν + Nπ.

Nucleos impar-impar Nucleos con protón impar
UBFν

(6) SOBFν
(6) Spin(6) UB(6) SOB(6) Spin(6)

[Nπ + Nν − 1 − j, j − k, k] (Σ1,Σ2,Σ3) (σ1, σ2, σ3)BF [N − 1 − i, i] (Σ1,Σ2,Σ3) (σ1, σ2, σ3)BFπ

[N − 1, 0, 0] (N − 1, 0, 0)
(N − 1

2 , 1
2 , 1

2

)
[N − 1, 0] (N − 1, 0, 0)

(N − 1
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

) (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

) (N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

)
...

...
[N − 2, 1, 0] (N − 2, 1, 0)

(N − 3
2 , 3

2 , 1
2

)
[N − 2, 1] (N − 2, 1, 0)

(N − 3
2 , 3

2 , 1
2

)(N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

) (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2

)(N − 5
2 , 3

2 ,− 1
2

) (N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 5
2 , 3

2 ,− 1
2

) (N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)
(N − 3, 0, 0)

(N − 5
2 , 1

2 , 1
2

)(N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

) (N − 7
2 , 1

2 ,− 1
2

)
...

...
...

...
...

...

matematicamente se puede hallar correlaciones entre estos dos procesos de trasferencia.
Para la transferencia de un neutrón es un poco más sut́ıl, porque aqúı tenemos una correspondencia

entre los números cuánticos de un núcleo inicial y un núcleo final. El estado base inicial y el estado
final tiene los mismos números cuánticos e igual para los estados exitados. El la transferencia de un
neutrón a un núcleo par-par 194

78 Pt116 a un núcleo con neutrón impar 195
78 Pt117 y también para el caso de

la transferencia de un neutrón entre el núcleo con protón impar 195
79 Pt116 y el núcleo par-par 196

79 Au117(ver
la figura 4.1). El cual puede ser un decaimiento beta , donde cambiamos un neutrón por un protón.

Ya que estamos hablando de los mismos neutrones y protones debe haber una correlación entre este
tipo de reacciones. Por lo menos en la parte que involucra el elemento de matŕız nuclear porque estamos
hablando aqúı del mismo neutrón y mismo protón de de las dos reacciones diferentes.

Cuando tenemos reacciones nucleares entre elementos de dos cuartetos supersimétricos podemos
también encontrar correlaciones entre ellos, como es el el caso transferencias de nucleones para los casos
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Figura 4.1: Ejemplo de posibles transferencias de nucleones dentro de un cuarteto supersimétrico con una
supersimetŕıa U(6/12)ν ⊗ U(6/4)π[28].

a†
jν

bν
195
79 Au116 −→ 196

79 Au117

a†
jπ

bπ ↑ ↓ b†πajπ

194
78 Pt116 ←− 195

78 Pt117
b†jν

aν

par-par, neutrón impar, protón impar e impar-impar como se muestra

192
76 Os116 −→ 194

78 Pt116

193
76 Os117 −→ 195

78 Pt117

193
77 Ir116 −→ 195

79 Au116

194
77 Ir117 −→ 196

79 Au117

La Supersimetŕıa Nuclear describe simultaneamente cuatro núcleos de un cuarteto supersimétrico por
lo cual hay correlaciones fuertes entre las funciones de onda , tenemos un solo operador para describir
las transferencias y si hay correlaciones entre los observables2, obviamente sus elementos de matriz están
correlacionadas. El asunto es si podemos derivar anaĺıticamente este hecho y es aqúı donde entra el
concepto de F -spin.

Se puede calcular estos elementos de matriz y obtener expresiones en términos de los números cuánticos
de los estados, ésto lo veremos más adelante en detalle. Pero algo importante de estos cálculos anaĺıticos
es que habiendo una reacción de transferencia entre dos núcleos y otra reacción entre otros dos núcleos
podemos mostrar anaĺıticamente otras correlaciones, se puede extender este tipo de correlaciones en otras
reacciones como el que hemos visto entre dos cuartetos supersimétricos en donde la diferencia esencial
entre ellos son dos protones. En este caso hay una correlación fuerte entre los números cuánticos. El
problema que aqúı se presenta es que los núcleos no son estables y es dif́ıcil hacer los experimentos.

En resumen podemos decir que en la Supersimetŕıa debido a que se tiene un solo conjunto de op-
eradores del Hamiltoniano que describen los espectros de probabilidad de transición o transferencia lo
relevante es que las propabilidades de estos elementos de matriz pueden ser obtenidos justamente con la
ayuda de un factor que multiplica a los elementos de matŕız . Esto nos da una herramienta para exponer
las correlaciónes. Sabemos bien que todo esta correlacionado porque los cuatro núcleos son miembros
de un supermultiokete entonces las funciones de donda están correlacionadas, el asuanto aqúı es derivar
explićıtamente estas correalciones, es decir la probabilidad de una reacción en términos de la otra reacción
multiplicada por un factor, en donde este factor depende de como están acopladas las funciones de onda
y esto se puede a través del formalimo del F-Spin.

4.2 F -spin generalizado

El uso de los métodos teóricos en teoŕıa de grupos para el análisis de sistemas mecanicos-cuánticos ha
sido una herramienta valiosa en términos de otorgar nuevos panoramas de los sistemas f́ısicos dentro de la
naturaleza y en términos de sus cálculos prácticos. El uso de las simetŕıas de los grupos en la estructura

2Me refiero a la similitud de las enerǵıas más bajas de los espectros vistos en términos del momento angular y paridad.
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nuclear, ha tenido una gran historia, comenzando desde el trabajo pionero de Wigner y el uso de U(4)
en la descripción de la invariancia del spin-isoespin de los núcleos ligeros [36].

Muchas de las aplicaciones se han ido desarrollando desde entonces, entre ellas podemos mencionar
aqúı el trabajo de Racah [37] sobre la clasificación del espectro complejo y el de Elliot[38] sobre las
propiedades rotacionales que posee el núcleo y su conexión con el álgebra de SU(3). Hay varios libros que
tratan este tema incluyendo uno de Moshinsky [39]. Recientemente ha surgido un interés en las técnicas
a través de simetŕıas donde han sido desarrolladas dentro de modelos de la estructura nuclear, como el
modelo de bosones interactuantes [40].

Este modelo originalmente fué desarrollado para dar una simple descripción de las propiedades de los
núcleos par-par. Muchos de los aspectos teóricos del IBM nos regresan a aquellos desarrollos del modelo
colectivo del núcleo introducido por Bohr y Mottelson [41]. De hecho, una forma expĺıcita y completa
de la determinación de los estados caracterizados por U(5) ⊃ SO(6) ⊃ SO(3) fué dado por Moshinsky
y algunos colaboradores [42]. Muchos de esos desarrollos, las técnicas algebraicas de la teoŕıa de grupos
ha jugado un papel importante en la descripción de la estructura nuclear. Además han surgido nuevos
conceptos desde aquellas investigaciones, tales como, IBM-2, IBM-3, IBM-4 , Piel de Neutrón (Neutron
Skin) y la Supersimetŕıa Nuclear, las cuales predicen propiedades de diferentes núcleos.

Dentro de esas teorias, se tuvo que desarrollar nuevas técnicas anaĺıticas, cuyo caso es el de F -spin.
Esta técnica fué introducida en el modelo IBM-2 [43], que nos permite distinguir los bosones de neutrón
y los bosones de protón. La existencia de dos tipos de bosones nos ofrece la posibilidad de asignar un
número cuántico a ellos, el número cuántico F -spin, F = 1

2 , estos bosones pueden tener dos posibles
estados, Mf = + 1

2 para protones y Mf = − 1
2 para neutrones [44].

La formulación teórica del F -spin está definida por la reducción

U(12) ⊃ U(6) ⊗ U(2)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − i, i] [N − i, i]
(4.1)

con F = 1
2N − i.

La estructura matemática del F -spin es enteramente similar al isoespin. El álgebra SU(2) del F -spin
el cual es un subalgebra de U(2) donde (4.1) puede definirse por el operador diagonal F̂z = 1

2 (Nπ − Nν)
y los operadores escalón F̂± que transforman los bosones de protón a bosones de neutron y viceversa.
El significado del F -spin y el isoespin es diferente; sin embargo, el mapeo del modelo de capas hacia
el IBM-2 con la simetŕıa del isoespin no necesariamente lleva al F -spin conservar el Hamiltoniano. Las
correlaciones entre las diferentes reacciones de transferencia pueden ser derivadas por la generalización
del concepto del F -spin que fué introducido en el modelo neutrón-protón del IBM [44]. Los eigenestados
U(6/12)ν ⊗ U(6/4)π de la supersimetŕıa están caracterizados por la representación irreducible de las
cuales surge del acoplamiento de los tres diferentes representaciones U(6) , [Nν ] para boson de neutrón,
[Nπ] para el boson de protón y [Nρ] para el momento angular pseudo-orbital del neutrón impar. En
la formulación del F -spin generalizado, nosotros vamos a asignar un número cuántico adicional a los
bosones, la hypercarga, en donde le pondremos Y = 1

3 .
Una manera común que se estudia la estructura nuclear es a partir de colisiones entre part́ıculas. Dado

un núcleo un blanco y a este se le colisiona otra part́ıcula para ver sus estados exitados y de esta manera
determinar sus espectros, podemos entender en otros términos que el núcleo sufrió una transferencia de
part́ıculas. Ahora en nuestro contexto de la supersimetŕıa nos interesa hallar las probabilidades de que
un estado cambie a otro estado bajo una transferencia de nucleones , para ello es necesario encontrar
unos los valores que surgen en el estudio algebraico de los estados que intervienen en la transferencia
de nucleones asociados al problema estos los llamaré factores isoescalares, que pueden entenderse como
la generalización de los coeficientes de Clebsch-Gordan en el grupo SU(3). Nuestra generalización del
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concepto de F -spin generalizado parte de la cadena

U(18) ⊃ U(6) ⊗ U(3)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − j, j − k, k] [N − j, j − k, k]
(4.2)

.
donde vemos que hay N part́ıculas asociadas al grupo U(18) , su estado correspondiente es simétrico

por lo tanto como U(3) tiene estados con las representaciones [N − j, j − k, k] estos también son simétricos
por lo cual para U(6) sus representaciones también deben ser simétricas a si a U(6) le corresponden
[N − j, j − k, k]. Aqúı los estados correspondientes a los grupos U(3) y U(6) poseen tres números
[N − j, j − k, k] que pueden ser utilizados como los mismos números utilizados al comienzo de esta dis-
cusión, de esta forma es útil utilizar solo el grupo U(3) para poder determinar esos coeficientes isoescalares.
Una vez que hemos notado que el grupo U(3) es el mejor candidato para continuar con nuestra investi-
gación utilicemos el hecho que el grupo U(3) podemos encontrar una cadena que nos describa con más
detalle lo que sucede con esos tres números.

La estructura general de los estados las cuales intervienen tranferencia de nucleones tiene la forma:

|[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i], [Nρ]; [Nπ + Nν + Nρ − j, j − k, k], α〉 (4.3)

El número α que hemos puesto en el estado son los números cuánticos restantes tal como los acoplamien-
tos con el esṕın del neutrón y los demas números cuánticos. Esta secuencia de acoplamientos puede ser
descrita a través de el grupo principal de tres dimensiones U(3) de la ecuación (4.2), el cual puede ser
reducido a

U(3) ⊃ SU(3) ⊃ [SU(2) ⊃ SO(2)] ⊗ U(1).
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

[N − j, j − k, k] (λ, μ) F Fz Y
(4.4)

Esta cadena nos permite expresar los estados que tegan la represetación [N − j, j − k, k] a través
de (λ, μ), F, Y donde es exactamente aqúı donde introducimos nuevos números cuánticos para denotar
nuestros estados en la reducción U(3) ⊃ SU(3) ⊃ SU(2)⊗U(1) vemos que al grupo SU(3) le asocaciamos
dos nuevos números (λ, μ) , y en la reducción ⊃ SU(2)⊗U(1) tenemos dos números F, Y que me permiten
expresar los estados, es aqúı donde utilizamos el F -spin como número cuántico que me permita representar
los estados que estamos interesados. y para Y el número cuántico hypercarga. De esta forma el cambio
de base al espacio de F -spin generalizado

|[N ]; (λ, μ), F, Fz, Y, α〉 (4.5)

estara dado por las reglas3

N = Nν + Nπ + Nρ

(λ, μ) = (Nν + Nπ + Nρ − 2j + k, j − 2k)
F = 1

2 (Nν + Nπ − 2i)
Fz = 1

2 (Nπ − Nν)
Y = 1

3 (Nν + Nπ − 2Nρ)

(4.6)

Veamos ahora la correspondencia del espacio de F -spin generalizado para cada uno de los casos de
los núcleos supersimétricos. Para un núcleo par-par donde j = i y k = 0 se tiene el estado

3Obviamente el estado general en el espacio F -spin geralizado donde intervienen reacciones nucleares tiene la forma:
|[N ]; (Nν + Nπ + Nρ − 2j + k, j − 2k) , 1

2
(Nπ + Nν − 2i), 1

2
(Nπ − Nν), 1

3
(Nπ + Nν − 2Nρ)〉.
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|[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i], α〉 (4.7)

En los núcleos par-par no se tienen fermiones extras de manera que Mν = Mπ = 0 de esta manera
Nν = Nν y Nπ = Nπ esto nos permite construir los estados |(λ, μ), F, Fz, Y 〉 correspondientes donde el
cambio al F -spin generalizado para un núcleo par-par esta dado por

N = Nν + Nπ

(λ, μ) = (Nν + Nπ − 2i, i)
F = 1

2 (Nν + Nπ − 2i)
Fz = 1

2 (Nπ −Nν)
Y = 1

3 (Nν + Nπ)

(4.8)

Cabe mencionar que en situaciones particulares el acoplamiento de los bosones y fermiones se expresan
a través de Nν = Nν + Mν y Nπ = Nπ + Mπ.4 Si estamos ahora interesados en la transformación que
tendrá los núcleos con protón impar este posee de nuevo j = i y k = 0, además no tenemos fermión de
neutrón Mν = 0 pero ahora si tenemos un protón extra Mπ = 1 tenemos Nπ = Nπ − 1 y Nν = Nν de
esta manera el estado tiene la forma:

|[Nν ], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − 1 − i, i], α〉 (4.9)

donde el cambio al F -spin generalizado para un núcleo con protón impar está dado por

N = Nν + Nπ − 1
(λ, μ) = (Nν + Nπ − 1 − 2i, i)

F = 1
2 (Nν + Nπ − 1 − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ −Nν − 1)

Y = 1
3 (Nν + Nπ − 1)

(4.10)

Si vamos por el siguiente caso, el de un núcleo con neutrón impar ahora vamos a tener un fermión
extra de neutrón Mν = 1 pero ahora no tenemos un protón extra Mπ = 0 por lo tanto Nπ = Nπ y
Nν = Nν − 1 pero cuando tenemos un neutrón extra por cuestiones de estructura matemática tenemos
que representar el acoplamiento del fermión extra de neutron Nρ = 1 en el acoplamiento de bosones
además j y k pueden ser distinto de cero, de esta forma el estado del núcleo con neutron impar

|[Nν − 1], [Nπ]; [Nν + Nπ − 1 − i, i][1]ρ; [Nν + Nπ − j, j − k, k], α〉 (4.11)

donde el cambio al F -spin generalizado para un núcleo con neutrón impar está dado por

N = Nν + Nπ

(λ, μ) = (Nν + Nπ − 2j + k, j − 2k)
F = 1

2 (Nν + Nπ − 1 − 2i)
Fz = 1

2 (Nπ −Nν + 1)
Y = 1

3 (Nν + Nπ − 3)

(4.12)

4Una manera sencilla para recordar la transformación de los números cuánticos (λ, μ) es asignarle un número a la posición
N1 = N − j, N2 = j − k, N3 = k de esta forma (λ, μ) = (N1 − N2, N2 − N3). En aplicaciones de la f́ısica nuclear estos
números comúnmente suelen ser [N1 − N2, N2 − N3] = [N, 0, 0] [N1 − N2, N2 − N3] = [N, 1, 0] el cual corresponden a los
casos simetricos con i = 0 y no simetricos i = 1.
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se puede notar que los números que tomaremos para hacer el cambio de base al espacio de F -spin
generalizado corresponderán a los pertenecientes del último grupo donde se hace el acoplamiento de el
par de bosones con el fermión extra de neutrón BFν que para el caso de un núcleo con neutrón impar
son las etiquetas que pertenecen al grupo de simetŕıa SOBFν

(6). Uno puede preguntar que sucede con
las etiquetas restantes de las cadenas subsecuentes de la estructura matemática de este núcleo (véase
la cadena 3.47). Como es el caso de la etiqueta del grupo UFν

(2) acoplado con este SOBFν
(6) en su

reducciónes SOBFν
(5), SOBFν

(3) y SU(2). Lo que se puede decir es que efectivamente estas reducciones
nos da información de la estucutra de los espectros y de la estrucura interna asi como el efecto del espin
del neutron con el acoplamiento de los bosones. Pero hasta ahora solo nos quedaremos a esta escala ya
que como hemos visto anteriormente estos números se repiten en algunas combinaciones de núcleos como
mencionamos al principio de este caṕıtulo por lo cual podemos hacer esta aproximación de omitirlos en
la escritura de los estados. Es aqúı lo novedoso de este modelo que estamos construyendo. Finalmente
para un núcleo impar-impar siendo el caso más general se tiene el estado

|[Nν − 1], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − 2 − i, i], [1]ρ; [Nν + Nπ − 1 − j, j − k, k] , α〉 (4.13)

donde el cambio al F -spin generalizado para un núcleo impar-impar esta dado por las reglas

N = Nν + Nπ − 1
(λ, μ) = (Nν + Nπ − 1 − 2j + k, j − 2k)

F = 1
2 (Nπ + Nν − 2 − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ −Nν)

Y = 1
3 (Nπ + Nν − 4)

(4.14)

de esta manera ya tenemos la estructura de todos los estados en donde intervienen reacciones de
transferencia.

Como hab́ıamos visto en el caṕıtulo tres la Supersimetŕıa nos permite conocer la estructura de los
espectros de ciertos núcleos aśı como conocer sus enerǵıas de exitación y además este formalismo nos
provee una herramienta útil para investigar reacciones de transferencia de nucleones. Que son reacciones
nucleares que con fortuna se tiene evidencia experimental. Las simetŕıas dinámicas son expresiones
cerradas, el cual nos permiten derivar enerǵıas con ayuda de las reglas de selección además es posible
obtener intensidades electromagnéticas aśı como reacciones de transferencia en donde aqúı aparecen en
forma expĺıcita los factores isoescalares que hemos estado desarrallando en este texto. Estos son una
consecuencia de los acoplamientos de los elementos que intervienen en la descripción matemática de las
transferencias de part́ıculas.

En el contexto de f́ısica nuclear en el laboratorio se puede medir la intensidad de reacciones nucleares.
Como la fuerza espectroscópica de la transferencia de dos nucleones el cual constituye una prueba fuerte
para encontrar correlaciones de dos núcleos en las funciones de onda nucleares de onda.

El estudio de Supersimetŕıa Nuclear nos lleva a tener un conjunto de expresiones anaĺıticas cerradas
asociadas a razones de factores espectroscópicos. Estas razones son parámetros independientes las cuales
proporcionan un prueba directa de las funciones de onda.

Una importante herramienta para el estudio de los núcleos son las intesidades de las reacciones de
transferencias de nucleones. Estas śıntesis nucleares son fuertemente exotérmicas. Si nos interesa saber
cuales transferencias de part́ıculas son las más relevantes veamos cuales reacciones de transferencia son
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Tabla 4.3: Estructura algebraica de la función de onda

F -spin F -spin Generalizado

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊃ UB(6)
↓ ↓ ↓

[Nν ] [Nπ] [Nπ + Nν − i, i]

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊗ UFν
(6)

↓ ↓ ↓
[Nν ] [Nπ] [Nρ]

⊃ UB(6) ⊗ UFν (6) ⊃ UBFν (6)
↓ ↓ ↓

[Nπ + Nν − i, i]] [Nρ] [N − j, j − k, k]

|[Nν ], [Nπ]; [N − i, i], α〉 |[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i], [Nρ]; [N − j, j − k, k] , α〉

U(12) ⊃ U(6) ⊗ U(2)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − i, i] [N − i, i]

U(18) ⊃ U(6) ⊗ U(3)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − j, j − k, k] [N − j, j − k, k]

U(2) ⊃ SU(2) ⊃ SO(2)
↓ ↓ ↓

[N − i, i] F Fz

U(3) ⊃ SU(3) ⊃ (SU(2) ⊃ SO(2)) ⊗ U(1)
↓ ↓ ↓ ↓

(λ, μ) F Fz Y

|[N ];F, Fz, α〉

N = Nπ + Nν

F = 1
2 (Nπ + Nν − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ − Nν)

|[N ]; (λ, μ), F, Fz, Y, α〉

N = Nπ + Nν + Nρ

(λ, μ) = (Nν + Nπ − 2j + k, j − 2k)

F = 1
2 (Nπ + Nν − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ − Nν)

Y = 1
3 (Nπ + Nν − 2Nρ).

Clebsch-Gordan SU(2) Factor Isoscalar SU(3)

〈F1, Fz1 ; F2, Fz2 |F, Fz〉

SUF (2) ⊃ SOFz (2)

〈
(λ1, μ1) (λ2, μ2)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ U(1)
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más lógicas desde el punto de vista f́ısico. Si tenemos la siguiente configuración

ν ν
193
78 Pt115 ←− 194

78 Pt116 −→ 193
78 Pt117

a† a†b
Nν=5 Nν=5 Nν=4

Nπ=2 Nπ=2 Nπ=2

Mν=1 Mν=1

podemos observar que al el núcleo par-par 194
78 Pt116 le podemos transferirle un neutrón y obtenemos un

núcleo con neutrón impar, sin embargo el mecanismo matemático asociado a este proceso seŕıa eliminar
un bosón de neutrón y añadirle un fermión de neutrón este proceso seŕıa a través del operador a†b. Por
otro lado en la otra dirección podemos crear un fermión de neutrón y obtener el otro isótopo. Cabe
señalar que este enfoque es el que se maneja en la Supersimetŕıa. De esta manera las tranferencias que
podemos hacer son transferencias de un neutrón, un protón y dos protones.

Como vimos en el comienzo del caṕıtulo 4 los núcleos pares-pares y los núcleos con neutrón impar
están correlacionados ya que estos comparten los mismos números cuánticos a enerǵıas bajas y además
la relación entre ellos es que a un núcleo par-par le falta un neutrón y de esta manera jústamente aqúı
podemos hacer un transferencia de un neutrón a nuestro núcleo par-par . Considerando N = Nν + Nπ

tenemos la transferencia

C1 = 〈[Nν ], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′], [1]ν ;α′|P (j)
ν |[Nν , [Nπ]; [N − i, i]; α〉 (4.15)

aunque claro podemos tener el caso de quitar un neutrón al núcleo con neutron impar y obtener un núcleo
par-par usando su correspondiente operador. Donde α, α′ denotan los números cuánticos restantes de los
estados supersimétricos vistos en el caṕıtulo 3. Por otro lado de la misma manera se necesita transferir
un neutrón a un núcleo con protón impar para obtener un núcleo impar-impar siendo

C2 = 〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2 − i′, i′], [1]ν ;α′|P (j)
ν |[Nν ], [Nπ − 1]; [N − i, i];α〉 (4.16)

la otra transferencia que puede haber. Aqúı también se puede tener el caso contrario de quitar un neutrón
del núcleo impar-impar y obtener un núcleo con protón impar

La magnitud utilizada para medir estas transferencias es la intesidad de la reacción de transferencia[45]
definida como

I(αi, Ji → αf , Jf ) = |〈αf , Jf‖P j
ν ‖αi, Ji|2, (4.17)

donde αi αf denotan los números cuánticos de los estados iniciales y finales necesarios adicionales hasta
Ji, Jf que caracterizan los estados únicos. La fuerza espectroscópica esta definida como

J(αi, Ji → αf , Jf ) =
1

2Ji + 1
I(αi, Ji → αf , Jf ) (4.18)

Estos valores espectroscopicos en este contexto ya fuerón calculados [45] sin embargo dentro del
contexto de F -spin generalizado son efectivamente los que estamos calculando en este trabajo.

4.3 Reacciones Nucleares

Las reacciones nucleares relevantes en este contexto Supersimétricos son aquellas que pueden haber
entre los núcleos de un cuarteto supersimétrico. Unicamente nos vamos a enfocar en reacciones nucleares
donde intervienen transferencia de part́ıculas. Las tranferencias de estas part́ıculas pueden ser bosones o
fermiones. El interés a futuro es encontrar nuevos cuartetos supersimetricos para aśı poderlos estudiar.
Además con el avance tecnológico cada vez se tiene más información experimental el cual se puede estudiar
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Tabla 4.4: Número de bosones y fermiones de los cuartetos supersimétricos de los núcleos Pt-Au y Os-Ir.
Núcleo Nπ Mπ Nπ Nν Mν Nν Núcleo Nπ Mπ Nπ Nν Mν Nν

194
78 Pt116 2 0 2 5 0 5 192

76 Os116 3 0 3 5 0 5
195
78 Pt117 2 0 2 4 1 5 193

76 Os117 3 0 3 4 1 5
195
79 Au116 1 1 2 5 0 5 193

77 Ir116 2 1 3 5 0 5
196
79 Au117 1 1 2 4 1 5 194

77 Ir117 2 1 3 4 1 5

y comparar con las teoŕıas actuales, por ejemplo los datos más actuales de la reacción de tranferencia
polarizado (

−→
d , α) nos ha dado información nueva crucial acerca de la percepción de la estructura del

espectro del núcleo 194Ir el cual nos lleva a cambios significativos de la asignación de los niveles en com-
paración con los primeros trabajos [46]. Los trabajos más recientes [47, 48, 49] tienen nuevas asignaciones
que van de acuerdo con la estructura del núcleo impar-impar 196Au. Siendo aun la naturaleza compleja
de los espectros de los núcleos impar-impar hay al menos correlaciones uno a uno entre los experimentos
y los esquemas teóricos[50]. La buena descripción del núcleo impar-impar 194Ir nos abre la posibilidad de
identificar un segundo cuarteto de núcleos en la región A 190 con una supersimetŕıa Uν(6/12)⊗Uπ(6/4).
Las relevantes capas cerradas son Z = 82 para protones y N = 126 para neutrones . Por ejemplo en el
cuarteto de los núcleos 194,195Pt y 196,196Au se tienen que para el núcleo par-par 194

78 Pt116 el número de
bosones son Nπ = (82−78)/2 = 2 y Nπ = (126−116)/2 = 5. No hay nucleones impares aśı Mπ = Mν = 0.
Para el núcleo con neutrón impar 195

78 Pt117 hay 9 neutrones de valencia el cual nos da Nν = 4 bosones
de neutrón y un neutrón no pareado Mν = 1. Los isótopos de 196Au tienen 3 protones de valencia y por
consecuente tiene Nπ = 1 bosón de protón y Mπ = 1 protón no pareado. Este cuarteto supersimétrico
de núcleos están caracterizados por Nν = Nν + Nπ = 5 y Nπ = Nν + Nπ = 2. De esta manera vamos
a tener una serie de números para posteriormente poder describir los estados asociados a cada núcleo
particular. Podemos ver estos números en la tabla 4.4. Debido a que los núcleos que pertenecen a los
cuartetos supesimétricos son descritos por un solo Hamiltoniano entonces las funciones de onda, las tazas
de transferencias están fuertemente correlacionadas.

Figura 4.2: Posibles correlaciones entre los dos cuartetos supersimétricos bajo reacciones de transferencia de uno
y dos nucleones, como es el caso de dos protones entre los dos cuartetos supersimétricos.

195
79 Au116 ←→ 196

79 Au117
193
77 Ir116 ←→ 194

77 Ir117
� � ⇐⇒ � �

194
78 Pt116 ←→ 195

78 Pt117 192
76 Os116 ←→ 193

76 Os117

Si consideramos el caso de reacciones de transferencia entre los núcleos 194,195Pt y 192,193Os. Los
núcleos Pt y Os están conectados por reacciones de transferencia de un neutrón dentro del mismo cuarteto
supersimeétrico 194Pt ↔ 195Pt y 192Os ↔ 193Os, donde las transiciones entre los núcleos Pt y Os participa
la transferencia de un par de protones entre los diferentes cuartetos 194Pt ↔ 192Os y 195Pt ↔ 193Os,
como lo muestro en la figura 4.2.

4.3.1 Carácter tensorial de los operadores de transferencia

Para poder continuar con nuestro análisis de las reacciones nucleares en el contexto de supersimetŕıa
nuclear necesitamos saber expresar de la manera más sencilla el proceso de transferencia en términos
matemáticos. Para ello los operadores que vamos a utilizar deberán tener la misma estructura algebraica
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como los estados supersimétricos que hemos estado manejando. Principalmente vamos a tener operadores
de creación y aniquilación pero de bosones s y d y fermiones ρ en donde estos tendran asociados también
etiquetas correspondientes a los grupos de simetŕıas.

U(6) ⊃ SO(6) ⊃ SO(5) ⊃ SO(3) ⊃ SU(2)
Operador [N ] (σ1, σ2, σ3) (τ1, τ2) L J

s†ν,π,ρ [1] (100) (00) 0 1
2

d†
ν,π,ρ [1] (100) (10) 2 3

2 , 5
2

(4.19)

El trabajo de construir los mejores operadores asociados a las reacciones nucleares que se llevan a
cabo en el laboratorio, en śı no es una tarea fácil pero si se puede. El problema esencial que uno se pre-
senta al momento que se construyen los operadores es que existen superposiciones de estados disponibles
para construir un operador es decir, al momento que tenemos los acoplamientos de las representaciones
irreducibles que asociamos a los operadores estos poseen multipletes y el problema es cual de ellos es el
más conveniente elegir, por ejemplo si queremos construir un operador que me convierta un boson de
neutron en un fermión vamos a tener

(100)ν ⊗ (100)ρ = (200) ⊕ (110) ⊕ (000) (4.20)

donde estos poseen las siguientes posibles representaciones

(σ1, σ2, σ3) (τ1, τ2) L

(200) (20) 4, 2
(10) 2
(00) 0

(110) (11) 3, 1
(10) 2

(000) (00) 0

(4.21)

Y como vemos hay varias configuraciones para construir un operador con esas caracteristica de con-
vertir un boson en un fermion.

Sin embargo en la práctica cuando tenemos datos experimentales de algun proceso de transferencia
se posee información de momentos angulares que están presentes en las reacciones nucleres, esto nos
permite tener reglas de selección que nos permite construir el mejor operador de transferencia asociado
al experimento. Aqúı surge el interés de construir un mecanismo teórico que nos permita desarrollar este
proceso de selección a primeros principios que por cierto si hay esfuerzos para tratar ese tipo de problemas
teóricos. Quiero ahora continuar con el ejemplo anterior de construir un operador que me convierta un
bosón de neutrón en un fermión. La manera más natural de expresar estos operadores son a través de su
forma tensorial

T
(J)
M = (d̃ × a†

j)
(J)
M =

∑
m1,m2

〈2m1jm2|JM〉d̃m1a
†
jm2

(4.22)

Tomemos la configuración más sencilla de (4.21), este seŕıa un caso f́ısico en donde si tenemos un núcleo
como blanco y si al momento que hago la reacción nuclear, el núcleo resultante tendra el mismo momento
angular que el orignal, digamos momento angular cero y además supondremos que ambos núcleos están
en sus estados bases, no exitados es decir las repesentaciones irreducibles asociados a el grupo SO(5) son
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cero también, de esta manera escribiendo el operador tendra la forma:

T
(000)
(00)00 =

[
T

(100)
ν × T

(100)
ρ

](000)
(00)0

=
∑

(τ1, τ2)Lm
(τ1′ , τ2′)L′m′

〈
(100) (100)

(τ1, τ2)L (τ ′
1, τ

′
2)L

∣∣∣∣ (000)
(00)0

〉
〈L,m, L′,m′|0, 0〉T (100)

(τ1,τ2)L
(ν)T (100)

(τ1′ ,τ2′ )L′(ρ)

(4.23)
debido a que τ2 = τ ′

2 = 0 , τ1 = 0, 1 y L = 0, 2 tenemos

T
(000)
(00)00 =

∑
mτ=0,1

〈
(100) (100)

(τ, 0)2τ (τ, 0)2τ

∣∣∣∣ (000)
(00)0

〉
〈2τ,m, 2τ,−m|0, 0〉T (100)

(τ,0)2τ (ν)T (100)
(τ,0)2τ (ρ)

(4.24)
podemos notar que aqúı aparecen unos factores de la forma:

ζ
(Σ00)(τ ′0)
(σ1σ2σ3)(τ1τ2)

=
〈

(Σ00) (100)
(τ, 0) (τ ′, 0)

∣∣∣∣ (σ1σ2σ3)
(τ1τ2)

〉
estos son también son factores isoescalares, en donde utlizando el lema de factorización al factor isoescalar
de la ecuación (4.24) obtenemos

ζ
(100)(τ0)
(000)(00) η

(τ0)2τ
(00)0 =

〈
(100) (100)
(τ, 0) (τ, 0)

∣∣∣∣ (000)
(00)

〉〈
(τ0) (τ0)
(2τ) (2τ)

∣∣∣∣ (00)
0

〉
y estos tienen los valores [29]

τ = 0 ζ
(100)(00)
(000)(00)η

(00)0
(00)0 = 1√

6

τ = 1 ζ
(100)(10)
(000)(00)η

(10)2
(00)0 = −

√
5
6

(4.25)

de esta manera tenemos el operador asociado a esta reacción nuclear es

T
(000)
(00)00 =

1√
6

[
(s̃νs†ρ)

(0)
0 −

√
5(d̃νd†ρ)

(0)
0

]
(4.26)

los supeŕındices representan el correspondiente acoplamiento con L y el sub́ındice corresponde al acoplamiento
M que escrita de otra forma

T
(000)
(00)00 =

1√
6
〈0000|00〉s̃νs†ρ −

√
5
6

[
〈2m, 2 − m|00〉d̃νd†ρ

]
(4.27)

El estudio de este tipo de reacciones de transferencias de un nucleón en el contexto de supersimetŕıa
nuclear fué desarrollado principalmente por R. Bijker y por F. Iachello [45] .

4.4 Operadores de Transferencia en el F -spin generalizado

En esta sección vamos a introducir los operadores que usualmente son utilizados (véase la tabla 4.5).
Sin embargo en el contexto de F -spin generalizado tenemos que determinar el carácter tensorial de estos
operadores para posteriormente aśı poderlos utilizar. Los valores que tendran los operadores de creación
y aniquilación en el F -spin generalizado estaran dados como se muestra en la tabla siguiente5.

5La derivación de los valores de estos operadores se pueden ver en el apéndice A.8.
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Tabla 4.5: Operadores de creación y aniquilación en el F -spin generalizado.
(λ, μ) F Fz Y

b†π (1, 0) 1
2

1
2

1
3

b†ν (1, 0) 1
2 − 1

2
1
3

a†
ν (1, 0) 0 0 − 2

3

b̃π (0, 1) 1
2 − 1

2 − 1
3

b̃ν (0, 1) 1
2

1
2 − 1

3

ãν (0, 1) 0 0 2
3

Sin embargo si nos interesan exactamente los operadores asociados a las transferencias de nucleones,
tenemos que construir los operadores de transferencia de un neutrón, un protón, dos protones y dos
neutrones. De esta manera obtenemos

Tabla 4.6: Operadores de transferencia en el F -spin generalizado.
Transferencias Operador (λ, μ) F Fz Y

1) Neutroń a†
νbν (1, 1) 1

2
1
2 −1

a†
ν (1, 0) 0 0 − 2

3

aν (0, 1) 0 0 2
3

b†νaν (1, 1) 1
2 − 1

2 1
2) Protón a†

πbπ (0, 1) 1
2 − 1

2 − 1
3

b†πaπ (1, 0) 1
2

1
2

1
3

3) Dos protones b†π (1, 0) 1
2

1
2

1
3

bπ (0, 1) 1
2 − 1

2 − 1
3

4) Dos neutrones b†ν (1, 0) 1
2 − 1

2
1
3

bν (0, 1) 1
2

1
2 − 1

3

de esta manera ya tenemos todas las herramientas para poder comenzar con nuestros cálculos de las
reaccciones nucleares.

Por ejemplo considerando la transferencia de un par de protones entre dos cuadrupletes supersimétricos

Nν ,Nπ −→ Nν ,Nπ + 1

considerando el caso particular que nuestro estado inicial tenemos un núcleo con neutrón impar donde
Nν = Nν − 1 y Nπ = Nν el cual le transferimos un par de protones con el operador de creación s†π, de
esta manera vamos a tener el estado final con Nν = Nν − 1 y Nπ = Nν + 1 además N = Nν +Nπ el cual
puede ser representado esta tranferencia de la forma:

C1 = 〈[Nν − 1][Nπ + 1]; [N ][1ρ]; [N , 1]α‖s†π‖[Nν − 1][Nπ]; [N − 1][1ρ]; [N ]α′〉 (4.28)

ahora escribiendo la ecuación anterior en la base de F -spin segun las ecuaciones (4.12) y además el
operador de creación en la base F -spin se representa como s†π = T

(1,0)
1
2

1
2

1
3

aśı tenemos6

C1 = 〈(N − 1),
N
2

,
Nπ −Nν + 2

2
,
N − 2

3
, α‖T (1,0)

1
2

1
2

1
3
‖(N , 0),

N − 1
2

,
Nπ −Nν + 1

2
,
N − 3

3
, α′, 〉 (4.29)

6Podemos ver en más detalle los cálulos de este ejemplo en el apéndice (A.11).
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Si utilizamos el teorema de Wigner Eckart obtenemos

C1 =
〈

(N , 0) (1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3
1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N , 0)α′〉

(4.30)

Por otro lado, si tenemos otra reacción nuclear donde se transfera un boson de protón a un núcleo
par-par , este proceso lo escribimos de forma análoga al caso anterior

C2 = 〈[Nν ][Nπ + 1]; [N , 1]α‖s†π‖[Nν ][Nπ]; [N ]α′〉 (4.31)

utilizando las transformaciones correspondientes de las ecuaciones (4.8) obtenemos

C2 = 〈(N − 1, 1),
N + 1

2
,
Nπ −Nν + 1

2
,
N + 1

3
, α‖T (1,0)

1
2

1
2

1
3
‖(N , 0),

N
2

,
Nπ −Nν

2
,
N
3

, α, 〉 (4.32)

utilizando de nuevo el teorema de Wigner Eckart

C2 =
〈

(N , 0) (1, 0)
N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N , 0)α′〉(4.33)

utilizando (4.30) y (4.33) obtenemos

C1 =

〈
(N , 0) (1, 0)

N−1
2 , Nπ−Nν+1

2 , N−3
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

〉
〈

(N , 0) (1, 0)
N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉 C2 (4.34)

que en forma simplificada seŕıa

C1 =
ISF 1

ISF 2
C2 (4.35)

Ahora nuestra tarea a seguir es determinar esos valores ISF 1
ISF 2

para ellos veamos el lema de factorización,
aplicado a nuestro problema, siendo F ′

z = Fz + fz además Y ′ = Y + y el cual desacoplamos un factor
isoescalar en dos partes

SUF (2) ⊃ SOFz
(2)〈

(λ1, μ2) (λ2, μ2)
F1, Fz1Y1 F1, Fz2 , Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Fz, Y

〉
=
〈

(λ1, μ1) (λ2, μ2)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
︸ ︷︷ ︸

︷ ︸︸ ︷
〈F1, Fz1 ; F2, Fz2 |F, F ′

z〉

SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ UY (1)

(4.36)

La seguda parte corresponde a SUF (2) ⊃ SOFz
(2) cuyas representaciones son F, Fz el cual estos coefi-

cientes están asociados a los conocidos coeficientes de Clebsch-Gordan, sin embargo para la primera parte
SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ Uy(1) cuyas representaciones son (λ, μ), F, Y tenemos que desarrollar una especie de
coeficientes de Clebsch-Gordan pero en un espacio de una dimensión extra es decir SU(3)

4.5 Transferencias de nucleones en el F -spin generalizado

Nuestro objetivo de aqúı en adelante es determinar las intesidades de reacciones nucleares entre
núcleos de los cuartetos supersimétricos. Ya tenemos la estructura matemática construida, se conocen las
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funciones de onda en el espacio F -spin generalizado de los núcleos par-par (4.8), núcleos con protón impar
(4.10), núcleos con neutrón impar (4.12) y núcleos impar-impar (4.14), además se conoce la estructura
de los operadores de tranferencia de la tabla A.3.

Fisicamente cuando tenemos reacciones nucleares, el núcleo al cual vamos a poblar con una part́ıcula
debe estar en el estado base, esto quiere decir que son estados simétricos por lo que los estados iniciales
deberán estar en el estado base y por lo tanto el valor de i = 0 dentro de los estados suspersimétricos.
Supongamos que tenemos una transferencia de una part́ıcula, usando un operador de creación T † que
actua sobre un estado inicial |Ψgr

i 〉 obtendremos un estado final |Ψf 〉 y correlacionando el proceso inverso
con el operador de aniquilación T tomando el estado final ahora como base y el inicial como exitado
tenemos

〈Ψf |T †|Ψgr
i 〉 = ζ〈Ψi|T |Ψgr

f 〉. (4.37)

De esta manera podemos obtener correlaciones entre dos procesos de transferencia justamente con co-
cientes de factores isoescalares expresado como ζ.

En este trabajo solo se van a calcular los factores isoescalares correspondientes a las reacciones nucle-
ares en donde se manejen representaciones (λ, μ) = {(1, 0), (0, 1)}. Las reacciones nucleares correspon-
dientes son reacciones nucleares de transferencia de un protón y dos protones. Los factores isoescalares
que se calcularán en el siguiente caṕıtulo esta resumido en las tablas 4.7 y 4.8.

Tabla 4.7: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (λ, 0) ⊗ (1, 0)

Caso F1 Y1 F2 Y2 (λ, μ) F Y

〈
(λ, 0) (1, 0)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
i ) λ−k

2
λ
3 − k 1

2
1
3 (λ + 1, 0) λ+1−k

2
λ+1

3 − k
√

λ+1−k
λ+1

ii) λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 0 − 2

3 (λ + 1, 0) λ+1−k
2

λ+1
3 − k

√
k

λ+1

iii) λ−k
2

λ
3 − k 1

2
1
3 (λ − 1, 1) λ+1−k

2
λ+1

3 − k −
√

k
λ+1

iv) λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 0 − 2

3 (λ − 1, 1) λ+1−k
2

λ+1
3 − k

√
λ+1−k

λ+1

v) λ−k
2

λ
3 − k 1

2
1
3 (λ − 1, 1) λ−1−k

2
λ+1

3 − k −1

Tabla 4.8: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (λ, 0) ⊗ (0, 1)

Caso F1 Y1 F2 Y2 (λ, μ) F Y

〈
(λ, 0) (0, 1)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
vi) λ+1−k

2
λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ, 1) λ+2−k

2
λ+2

3 − k 1

vii) λ−k
2

λ
3 − k 0 2

3 (λ, 1) λ−k
2

λ+2
3 − k

√
λ+2−k

λ+2

viii) λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ, 1) λ−k

2
λ+2

3 − k −
√

k
λ+2

ix) λ−k
2

λ
3 − k 0 2

3 (λ − 1, 0) λ−k
2

λ+2
3 − k −

√
k

λ+2

x) λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ − 1, 0) λ−k

2
λ+2

3 − k
√

λ+2−k
λ+2

A continuación presentaremos algunas aplicaciones asociados con estos factores isoescalares presentes
a la f́ısica nuclear.
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4.6 Relaciones entre reacciones de transferencia

Debido a los desarrollos experimentales de la última década, la clasificación supersimétrica nuclear
de los isótopos Pt y Au han tomado de nuevo relevancia. La alta resolución de los experimentos con
protones y deuterones polarizados, nos han dado fuerte evidencia de la Supersimetŕıa (SUSY) en los
núcleos atómicos. Los experimentos de transferencias en el núcleo 196Au de alta resolución tales como
los que hacen en el TU/LMU Müchen[51]-[52], y con haces de rayos γ y el uso de espectroscoṕıa de las
reacciones por ejemplo de 196Pt(d, 2n) y 196Pt(p, n) en los cinclotrones de PSI y Bonn[53], han llevado
a tener información suficiente para tener una buena clasificación de los estados de 195Pt y 196Au. Por
lo tanto podemos investigar posibles transferencias de nucleones en términos de estos núcleos. Para
ello tenemos que hacer una śıntesis de los temas tratados anteriormente con el fin de encontrarle una
aplicación al esquema teórico desarrollado. Como es encontrar relaciones entre distintas reacciones de
transferencia. Habiamos visto que existen cuatro tipos de núcleos en SUSY, como vimos en (3.24), (3.38),
(3.48) y (3.53).

|Ψee〉 = |[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i]; (Σ1, Σ2,Σ3); (τ1, τ2);L〉

|Ψop〉 = |[Nν ], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − 1 − i, i]; (Σ1,Σ2, Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);J〉

|Ψon〉 = |[Nν − 1], [Nπ]; [Nν + Nπ − 1 − i, i][1]ν ; [Nν + Nπ − j, j − k, k]
; (Σ1, Σ2, Σ3); , (τ1, τ2); J, ( 1

2 ); L〉

|Ψoo〉 = |[Nν − 1], [Nπ − 1]; [Nν + Nπ − 2 − i, i][1]ν ; [Nν + Nπ − 1 − j, j − k, k]
; (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2); J, 1
2 ;L〉

(4.38)

Lo que vamos a hacer es, escribir algunas reacciones de transferencia, pero vamos a hacerlo primero
desde el esquema general de Supersimetŕıa y posteriormente haremos una reducción de tal manera de
utilizar los resultados de F -spin generalizado y encontrar relaciones.

4.6.1 Transferencia de un protón

Las reacciones de tranferencia constituye un prueba fuerte de de la supersimetŕıa nuclear, una teoŕıa
que simultaneamente describe el carácter bosónico y fermiónico del núcleo.

El operador de tranferencia de una part́ıcula que comunmente es usado en el IBFM ha sido derivado
en el esquema de seniority [54], aunque estrictamente hablando, ésta derivación solo es válida en el
régimen vibracional, sin embargo ha sido utilizando también en núcleos deformados. Los operadores
de tranferencia de una part́ıcula se expresan en términos de operadores tensoriales bajo subgrupos que
aparecen en la cadena de grupo de una supersimetŕıa dinámica. El uso de operadores de tensoriales
para describir reacciones de tranferencia de una part́ıcula en la Supersimet́ıa ha tenido la ventaja de
que nos proporciona una regla de selección y expresiones cerradas para los factores espectroscópicos. La
transferencia de una part́ıcula entre diferentes miembros de un mismos supermultiplete es importante ya
que con esto, se muestra que hay transformaciones de bosones a fermiones y viceversa pero conservando
el número total de bosones más fermiones.

La tranferencia de un protón [55]-[56] en el esquema supersimétrico U(6/12)ν ⊗U(6/14)π, consiste en
el orden más pequeño de los dos términos

P †
π = γ0

(
a†

π,3/2 × s̃π

)(3/2)

+ γ2

(
a†

π,3/2 × d̃π

)(3/2)

(4.39)

que en el espacio F -spin lo llamare P †
π = a†

π b̃π, que describe reacciones de tranferencia de un protón entre
los núcleos Pt y Au que pertenecen a un cuarteto supersimétrico, 194Pt → 195Au y 195Pt → 196Au que
podemos ver en la figura 4.3 con la notación de los operadores a†

π b̃π.
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Figura 4.3: Ejemplo de tranferencias de un protón.

195
79 Au116

196
79 Au117

b†πeaπ ↓ ↑a†
π

ebπ b†πeaπ ↓ ↑a†
π

ebπ

194
78 Pt116 195

78 Pt117

El uso de los operadores tensoriales que describen las reacciones de transferencia nos permiten tener
reglas de selección al momento de efectuar una reacción. Cuando nosotros hacemos una reacción de
tranferencia el estado inicial del núcleo deberá estar en el estado base, por ejemplo si tenemos una
una tranferencia de una part́ıcula a un núcleo par-par |(N + 1, 0, 0), (0, 0), 0〉 a un núcleo con protón
impar que pertenece al mismo supermultiplete [N + 1}. Ambos operadores tienen el mismo carácter de
tranformación bajo Spin(5) y Spin(3), que por lo tanto solo puden existir estados con (τ1, τ2) = ( 1

2 , 1
2 )

y J = 3
2 . En el proceso inverso, partiendo del estado base del núcleo con protón impar a el núcleo par

par, ambos operadores satisfacen las mismas reglas bajo Spin(5) y Spin(3) que permiten excitaciones
con (τ1, τ2) = (0, 0) y J = 0 ó (τ1, τ2) = (1, 0) y J = 2.

Si comenzamos con una transferencia de un protón, donde agregamos un protón a un núcleo par-par

a†
π b̃π

|Ψee〉 −→ |Ψop〉 (4.40)

en donde Nπ y Nπ tienen el mismo valor para los dos núcleos, hagamos la suposición que estamos en
los niveles más bajos energéticos7, tomando Nπ + Nν = N , para el núcleo con protón impar [N −
1 − i, i] = [N − 1, 0] con (Σ1, Σ2, Σ3) = (N − 1, 0, 0) y para el núcleo par-par [N − i, i] = [N , 0] con
(Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0) y (τ1, τ2) = (0, 0)8, aunque cabe señalar que podemos tomar otros valores de
(τ1, τ2), hemos elegido caso más fácil. Por el resultado de (3.30) donde (τ1, τ2) = (0, 0) implica L = 0
entonces

C1 = 〈[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2

‖P †
π‖[Nν ], [Nπ]; [N , 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉 (4.41)

que en resumen podemos decir que hemos tomado un estado base para el núcleo del estado inicial y
para el núcleo final consideramos algunos posibles estados permitidos. Aqúı podemos observar que no
hay tenemos ningún acoplamiento de un neutrón. Por otro lado en el F -spin generalizado, debido a
que P †

π es un operador tensorial, bajo las tranformaciones de F -spin (véase las tabla 4.5), el operador
esta dado como P †

π = T
(0,1)
1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

. Podemos ahora utilizar las funciones de onda en el espacio de F -spin
correspondientes, tales como para nuestro caso para núcleos par-par (4.8) y núcleos con protón impar
(4.10), aśı escribiendo la transferencia tenemos

7Gran parte del análisis de los niveles energéticos asociados a nuestros estados corresponderán a la discusión que hemos
mostrado en las tablas 4.1 y 4.2.

8(Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0) implica que (τ1, τ2) = (0, 0) debido a las reglas de reducción de SOB(6) a SOB(5), véase el
apedice (A.4).
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C1 =
〈
(N − 1, 0); N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3 ; α′|T (0,1)
1
2 ,− 1

2 ,− 1
3
|(N , 0); N

2 , Nπ−Nν

2 , N
3 ;α

〉
=

〈
(N , 0) (0, 1)

N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3

〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉SU(3)

=
〈

(N , 0) (0, 1)
N
2 , N

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , N−1
3

〉
〈N2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 ,− 1

2 |N−1
2 , Nπ−Nν−1

2 〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉 SU(3)

(4.42)

los coeficientes α′ y α representan los demás números cuánticos que tienen los núcleos de acuerdo a la
formulación de la Supersimetŕıa Nuclear vista en el caṕıtulo 3, siendo

α′ = (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0); (0, 0); 0 (4.43)

el paso siguiente, es importante, ya que vamos a consultar nuestros factores isoescalares que vamos a
determinar en el siguiente caṕıtulo, de esta forma, si ahora utilizamos la tabla 4.8, tomando el caso x)
para k = 1, obtenemos el factor isoescalar asociado a este problema, por otro lado evaluando el coeficiente
de Clebsch-Gordan de SU(2) de manera convencional obtenemos

C1 =

√
N + 1
N + 2︸ ︷︷ ︸

√
Nπ

N + 1︸ ︷︷ ︸ 〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0); α 〉 SU(3)

ISF CG

(4.44)

dejo explićıtamente el producto del factor isoescalar y el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) para
motivar la investigación de este tipo de factores, de esta forma la reacción de transferencia de un protón
a un núcleo par-par en el esquema de F -spin generalizado bajo el operador a†

π b̃π a (4.41) y obtenemos

C1 =
√

Nπ

N+2 〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉 (4.45)

Si ahora buscamos otra reacción en la cual podemos relacionarla con la anterior, si hacemos una
transferencia de un protón a un núcleo con neutrón impar desde el esquema Supersimétrico, obtenemos
un núcleo impar-impar,

a†
π b̃π

|Ψon〉 −→ |Ψoo〉 (4.46)

considerando que Nπ y Nπ tienen el mismo valor para los dos núcleos, tomando los niveles energéticos
más bajos de los núcleos con neutrón impar e impar-impar , siendo Nπ +Nν = N , para el núcleo impar-
impar [N − 1 − j, j − k, k] = [N − 1, 0, 0] con (Σ1, Σ2, Σ3) = (N − 1, 0, 0) y para el núcleo con neutrón
impar tomaremos los valores [N − j, j − k, k] = [N , 0, 0], (Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0) y (τ1, τ2) = (0, 0) y por
(3.30) L = 0 entonces

C2 = 〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 )
3
2 , 1

2 ; L‖P †
π‖[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0, ( 1

2 ); ( 1
2 )〉

(4.47)
Aqúı tenemos un importante punto que remarcar, tenemos que desacoplar el esṕın del neutrón, ya

que el F -spin generalizado solo actua sobre el espacio de bosones de protones bπ, bosones de neutrones
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bν con su momento angular lν . La parte orbital del protón jπ y el esṕın del neutrón sν no participan
en las reacciones donde el F -spin generalizado esta presente. Entonces debemos reducir los elementos de
matriz de la ecuación (4.47), donde vamos a considerar dos espacios, uno es el espacio donde el F -spin
generalizado actua y los restantes es el otro espacio donde no actua el F -spin generalizado.

Para dividir aquellos dos diferentes espacios, vamos a reducir los elementos de matriz como productos
tensoriales de elementos matriciales, expresando las reglas de reducción segun Igal Talmi [57] se tiene

〈α1J1α2J2J‖T(k)(1)‖α′
1J

′
1α

′
2J

′
2J

′〉 = (−1)J1+J2+J ′+k

×√(2J + 1)(2J ′ + 1)
{

J1 J J2

J ′ J ′
1 k

}
δα2,α′

2
δJ2,J ′

2
〈α1J1‖T(k)(1)‖α′

1J
′
1〉

(4.48)

donde las propiedades de simetŕıa del śımbolo 6j dados como{
J1 J2 J3

J4 J5 J6

}
=

{
J2 J1 J3

J5 J4 J6

}
=
{

J3 J2 J1

J6 J5 J4

}
=

{
J1 J3 J2

J4 J6 J5

}
=
{

J4 J5 J3

J1 J2 J6

} (4.49)

y el valor especial que se conoce del śımbolo 6j dado como{
J1 J2 J3

J4 J5 0

}
=

(−1)J1+J2+J3√
(2J1 + 1)(2J2 + 1)

δJ1,J5δJ2,J4 (4.50)

con ello podemos continuar con nuestros cálculos. Siendo J1 = 3
2 , J2 = 1

2 , J = L, y J ′
1 = 0, J ′

2 = 1
2 ,

J ′ = 1
2 , y con su corespondiente αi, usando el desacoplamiento (4.48), la ecuación (4.47) se convierte en

C2 =
√

(2L + 1)2
{

3
2 L 1

2
1
2 0 3

2

}
×〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2

‖P †
π‖[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉

(4.51)
determinando el valor del śımbolo 6j asociado esta transferencia, a través de las propiedades de

simetŕıa (4.49) y el valor especial del śımbolo de 6j (4.50) se tiene que{
3
2 L 1

2
1
2 0 3

2

}
=
{

3
2

1
2 L

1
2

3
2 0

}
=

(−1)L

√
8

(4.52)

por lo tanto la ecuación (4.51) se convierte en

C2 =
√

2L+1
4 (−1)L

×〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2

‖P †
π‖[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉

(4.53)
por otro lado en F -spin generalizado si hacemos una transferencia de un protón a un núcleo con neutrón
impar obtenemos un núcleo impar-impar, expresando la transferencia en el espacio F -spin generalizado,
utilizando los estados apropiados como vimos en el la sección 4.2, siendo el estado inicial y final en estado
base tenemos,
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C2 =
√

2L+1
4 (−1)L

〈
(N − 1, 0); N−2

2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3 ; α′|T (0,1)

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3
|(N , 0); N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3 ;α
〉

=
√

2L+1
4 (−1)L

〈
(N , 0) (0, 1)

N−1
2 , Nπ−Nν+1

2 , N−3
3

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3

〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3)

=
√

2L+1
4 (−1)L

〈
(N , 0) (0, 1)

N−1
2 , N−3

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , N−4
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 ,− 1
2 |N−2

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3)

(4.54)
donde

α′ = (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0); (0, 0); 0 (4.55)

si tomamos el caso x) de la tabla 4.8, sustituyendo con k = 2 obtenemos el factor isoescalar, determi-
nando el coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2) restante obtenemos

C2 =
√

2L+1
4 (−1)L

√
N

N + 2︸ ︷︷ ︸
√

Nπ

N︸ ︷︷ ︸ 〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3)

ISF CG

(4.56)

por lo tanto la transferencia de un protón a un núcleo con neutrón impar bajo el operador a†
πbπ en el

espacio de F -spin generalizado es

C2 = (−1)L
√

2L+1
4

√
Nπ

N+2 〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉 (4.57)

por lo tanto por fin, utilizando la ecuación (4.57) y (4.45) determininaremos nuestras primeras cor-
relaciones, ya que los elementos de matrices reducidos (REM ) son los mismos, aśı obtenemos

C2 = (−1)L
√

2L+1
4 C1 (4.58)

o en su caso

C1 = (−1)L
√

4
2L+1C2 (4.59)

en donde por ejemplo, C1 y C2 podŕıan ser reacciones como

C1 : 194
78 Pt116 −→ 195

79 Au116

C2 : 195
78 Pt117 −→ 196

79 Au117

La utilidad de este resultado, es cuando conocemos de antemano alguna de las dos probabilidades de
reacción de un proceso espećıfico de transferencia de un o más nucleones, podemos obtener la probabilidad
de la reacción que no se conoce en términos de la que śı se conoce, y esto de manera anaĺıtica y cerrada.
Lo interesante de este mecanismo matemático que hemos utilizado, es que ha sido puramente algebraico
y no hemos resuelto ninguna ecuación diferencial para obtener este resultado, hemos utilizado solamente
las herramientas algebraicas que hemos presentado a lo largo de esta obra.
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Ahora vamos a repetir el mismo proceso pero ahora, para su proceso rećıproco, el operarador es

Pπ = γ0

(
s†π × ãπ,3/2

)(3/2)
+ γ2

(
d†π × ãπ,3/2

)(3/2)
(4.60)

En el F -spin generalizado, debido a que Pπ es un operador tensorial, bajo las tranformaciones de
F -spin (véase la tabla 4.5), el operador esta dado como Pπ = T

(1,0)
1
2 , 1

2 , 1
3

, llamemos Pπ = b†πãπ para hacerlo
más intuitivo lo que hace el operador, hagamos una transferencia de un protón donde quitamos un protón
a un núcleo con protón impar desde el esquema Supersimétrico

b†πãπ

|Ψop〉 −→ |Ψee〉 (4.61)

en donde Nπ y Nπ tienen el mismo valor para los dos núcleos, de esta forma, hagamos la suposición que
estamos en los niveles más bajos energéticos

C1 = 〈[Nν ], [Nπ]; [N − i, i]; (Σ1, Σ2, 0); (τ1, τ2); L
‖Pπ‖[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.62)

aqúı podemos observar que no hay dos espacios diferentes, ya que están reducidos los elementos de matriz.
Si prestamos atención a estado del núcleo final par-par, tenemos un acoplamiento de los bosones

expresado como [N − i, i], cuyos acoplamientos en U(6)B son

[Nν ] ⊗ [Nπ] = [N , 0] ⊕ [N − 1, 1] (4.63)

que corresponderian a los casos i = 0 y i = 1, esto surge debido a la manera como se acoplan los números
cuánticos del estado final del núcleo par-par. Sin embargo cuando aplicamos F -spin generalizado tenemos

C1 =
〈
(N − 2i, i); N−2i

2 , Nπ−Nν

2 , N
3 ;α′|T (1,0)

1
2 , 1

2 , 1
3
|(N − 1, 0); N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3 ; α
〉

=
〈

(N − 1, 0) (1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3
1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 2i, i)
N−2i

2 , Nπ−Nν

2 , N
3

〉
×〈(N − 2i, i); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉 SU(3)

=
〈

(N − 1, 0) (1, 0)
N−1

2 , N−1
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N − 2i, i)
N−2i

2 , N
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , 1

2 , 1
2 |N−2i

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N − 2i, i); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3)

(4.64)

con
α′ = (Σ1,Σ2, 0); (τ1, τ2); L
α = (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.65)

en donde la acción del operador sobre el estado inicial solo permite excitaciones de algunos estados de
este núcleo, en F -spin estos estados posibles están expresados como

(N − 1, 0) ⊗ (1, 0) = (N , 0) ⊕ (N − 2, 1) (4.66)

que son efectivamente las relgas de selección de este operador sobre el estado inicial. El significado f́ısico
de esto nos dice que es posible poblar estados exitados con este operador pero no todos. Como podemos
ver cuando agregamos un fermión de protón a un núcleo, tenemos diferentes maneras de exitarse hacia
diferentes niveles energéticos , estamos tranfiendo momento angular. Po lo tanto evaluando en los dos
casos tenemos



72 Caṕıtulo 4. Correlaciones entre reacciones nucleares

C1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√

Nπ

N 〈(N , 0);α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3) i = 0

√
Nν

N 〈(N − 2, 1); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3) i = 1

(4.67)

Hagamos una transferencia de un protón a un núcleo de impar-impar, pero en vez de añadir un protón,
quitemos un protón a este núcleo y vamos a obtener un núcleo de neutrón impar,

b†πãπ

|Ψoo〉 −→ |Ψon〉 (4.68)

Tomando los niveles energéticos más bajos de los núcleos con neutrón impar e impar-impar

C2 = 〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2, 0); (τ1, τ2);L, 1
2 , J‖Pπ‖

[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; 1〉.

(4.69)
Debido a que el F -spin generalizado sólo actua sobre el espacio de bosones de protones bπ, bosones

de neutrones bν con su momento angular lν . La parte orbital del protón jπ y el esṕın del neutrón sν

no participan en las reacciones donde el F -spin generalizado esta presente. Entonces debemos reducir
los elementos de matriz de la ecuación (4.69), utilizando las reglas de reducción (4.48), siendo J1 = L,
J2 = 1

2 , J = J y J ′
1 = 3

2 , J ′
2 = 1

2 , J ′ = 1, con su corespondiente αi, obtenemos

C2 = (−1)L+3
√

(2J + 1)3
{

L J 1
2

1 3
2

3
2

}
×〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (Σ1,Σ2, 0); (τ1, τ2);L
‖Pπ‖[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.70)

Renombrando los coeficientes y el śımbolo 6j asociado esta transferencia.

βLJ = (−1)L+3
√

(2J + 1)3
{

L J 1
2

1 3
2

3
2

}
Aqúı vamos a tener dos acoplamientos, si vemos el estado final

|[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k];α′〉 (4.71)

vemos el primer acoplamiento que vamos a tener es el acoplamiento que hay entre bosones y nos da
[N − 1− i, i] el segundo acoplamiento es el que hay cuando se acoplan estos bosones con el neutrón y nos
da [N − j, j − k, k], el primer acoplamiento podemos tener casos simétricos con i′ = 0 y no simétricos
i′ = 1, y de estos, se deriva otro acoplamiento con el neutrón que es el antisimético j = 1, k = 0. Es
interesante notar que solo vamos a tener un caso antisimétrico del acoplamiento con el neutrón extra,
debido a las reglas de selección del operador. Aunque el acoplamiento antisimétrico en U(6)BFν

dado
como

[N − 2, 1] ⊗ [1]ν = [N − 1, 1, 0] ⊕ [N − 2, 2, 0] ⊕ [N − 2, 1, 1] (4.72)

las reglas de selección del operador T
(1,0)
1
2 , 1

2 , 1
3

en el espacio F -spin solo nos permite los acoplamientos

(N − 1, 0) ⊗ (1, 0) = (N , 0) ⊕ (N − 2, 1) (4.73)

por lo que los estados asociados con las representaciones [N − 2, 2, 0], [N − 2, 1, 1] no intervienen en este
proceso, por lo tanto los acoplamientos estarán dados como
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[Nν − 1], [Nπ]

⎧⎨⎩ [N − 1, 0] [1]ν i′ = 0
{

[N , 0, 0] j = k = 0
[N − 1, 1, 0] j = 1, k = 0

[N − 2, 1] [1]ν i′ = 1
{

[N − 1, 1, 0] j = 1, k = 0
(4.74)

Por otro lado en F -spin generalizado

C2 = βLJ

〈
(N − 2j + k, j − 2k); N−1−2i′

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3 ; α′|T (1,0)
1
2 , 1

2 , 1
3
|(N − 1, 0); N−2

2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3 ; α

〉
= βLJ

〈
(N − 1, 0) (1, 0)

N−2
2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 2j + k, j − 2k)
N−1−2i′

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3

〉
×〈(N − 2j + k, j − 2k); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α′〉SU(3)

= βLJ

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−2

2 , N−4
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N − 2j + k, j − 2k)
N−1−2i′

2 , N−3
3

〉
〈N−2

2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 , 1

2 |N−1−2i′
2 , Nπ−Nν+1

2 〉

×〈(N − 2j + k, 0); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0);α〉SU(3)

(4.75)
donde

α′ = (Σ1,Σ2, 0); (τ1, τ2); L
α = (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.76)

aśı evaluando en todos esos casos tenemos

C2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

βLJ

√
Nπ

N 〈(N , 0); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3) i′ = j = k = 0

−βLJ

√
1
N
√

Nπ

N−1 〈(N − 2, 1);α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3) i′ = 0, j = 1, k = 0

βLJ

√
Nν−1
N−1 〈(N − 2, 1); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0);α〉SU(3) i′ = 1, j = 1, k = 0

(4.77)

Si tomamos los casos simétricos, de las ecuaciones (4.77) y (4.67) debido a que los elementos de
matrices reducidos (REM ) son los mismos, de esta forma, obtenemos las correlaciones

C1i=0 = 1
βLJ

C2i′=j=k=0 (4.78)

o también

C2i′=j=k=0
= βLJC1i=0 (4.79)

Hemos determinado dos correlaciones de transferencia de un protón. Se pueden calcular más correla-
ciones utilizando otros niveles energéticos, que corresponden a los no simétricos, (véase las tablas 4.1 y
4.2).

C1i=1 = 1
βLJ

√
(N−1)Nν

(Nν−1)N C2i′=j=1,k=0
(4.80)

o también

C2i′=j=1,k=0
= βLJ

√
(Nν−1)N
(N−1)Nν

C1i=1
(4.81)

y también podemos encontrar correlaciones mixtas, simétricas y antisiméticas dados como
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C1i=1 = − 1
βLJ

√
Nν(N−1)

Nπ
C2i′=0,j=1,k=0

(4.82)

o también

C2i′=0,j=1,k=0
= −βLJ

√
Nπ

Nν(N−1)C1i=1 (4.83)

cuyas transferencias de un protón C1 y C2 podŕıan ser

C1 : 195
79 Au116 −→ 194

78 Pt116

C2 : 196
79 Au117 −→ 195

78 Au117

Solo aqúı hemos presentado el mecanismo matemático para hallar estas correlaciones de reacciones
de transferencias de un protón entre núcleos que presentan carácter supersimétrico.9

4.6.2 Transferencia de dos protones

Hemos visto algunos ejemplos de relaciones de reacciones de transferencia de un protón, estas rela-
ciones siempre han sido entre miembros de un cuarteto supersimétrico. Sin embargo podemos encontrar
también relaciones entre núcleos pertenecientes a dos cuartetos supersimétricos. A través de la transfer-
encia de dos part́ıculas, (véase la figura 4.4).

Figura 4.4: Correlaciones posibles entre los núcleos supersimétricos.

195
79 Au116 ←→ 196

79 Au117
193
77 Ir116 ←→ 194

77 Ir117
� � ⇐⇒ � �

194
78 Pt116 ←→ 195

78 Pt117 192
76 Os116 ←→ 193

76 Os117

Debido a que la diferencia de números de nucleones entre los dos cuartetos supersimétricos son dos
protones entonces la conexión entre estos cuartetos pueden ser estudiados a través de reacciones de
transferencia de dos protones.

Las tranferencias de dos nucleones generalmente no son tan sencillos de hacer experimentalmente, ya
que requieren de blindajes adecuados para los equipos que se esten manejando [58]. Sin embargo por esa
razón es interesante desarrollar un mecanismo teórico que me permita describir este tipo de fenómenos
que pueden suceder dentro de los núcleos.

En el IBM, el operador de transferencia de dos protones a primer orden están dados por

P †
2π = γs†π, Pπ = γsπ (4.84)

donde el operador sπ solo exita el estado base del núcleo final, s†π puede también poblar estado exitados.

9Es interesante notar que en los procesos directos e inversos a pesar que parezcan iguales, no lo son. Uno puede ver
que los factores isoescalares son los mismos en los procesos directos, pero en los reciprocos no lo son del todo. Esto se
debe a que cuando quitamos un fermión de protón y agregamos un boson de protón a un estado base, el estado base sigue
siendo base. En cambio cuando agregamos un fermión de protón y quitamos un bosón de protón a un estado base no
necesariamente tiene que ser base, esto se puede explicar debido a que cuando agregamos un fermión de protón estamos
trasfiriendo momento angular semientero, y esto afecta de manera importante a la estructura estable del núcleo que vamos
a tranferirle este fermión, y el bosón siendo del tipo s, sin momento angular no manifiesta algo en especial en la estructura
base del núcleo. Por esta razón cuando se hacen tranferencias de un fermión de protón aπ tenemos más estados posibles el
cual puede adquirir el núcleo resultante.
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Comencemos con una tranferencia de dos protones a un núcleo par-par, en este caso particular vamos
a utilizar el operador s†π para agregar dos protones al núcleo par-par.

s†π
|Ψee〉 −→ |Ψee〉 (4.85)

Si tomamos los siguientes valores para el núcleo del estado inicial [N − i, i] = [N , 0] , (Σ1, Σ2, Σ3) =
(N , 0, 0) con (τ1, τ2) = (0, 0) y L = 0 y para el estado final suponemos que N ′

π = Nπ + 1 y N ′
ν = Nν por

lo tanto N ′ = N + 1, entonces

C3 = 〈[Nν ], [Nπ + 1]; [N + 1 − i, i]; (Σ, 0, 0); (0, 0); 0‖s†π‖
[Nν ], [Nπ]; [N , 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉 (4.86)

podemos verificar que no es necesario utilizar en este caso, las reglas de los elementos de matrices
reducidos, porque ya están reducidos. No tenemos elementos en donde no actue el F -spin generalizado.
Haciendo una transferencia de dos protones en el contexto de F -spin generalizado considerando el estado
inicial como estado bases tenemos

C3 =
〈
(N + 1 − 2i, i); N+1−2i

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3 ; α′|T (1,0)
1
2 , 1

2 , 1
3
|N ; (N , 0); N

2 , Nπ−Nν

2 , N
3 ; α

〉
=

〈
(N , 0) (1, 0)

N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N + 1 − 2i, i)
N+1−2i

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉
〈(N + 1 − 2i, i);α′‖T (1,0)‖(N , 0);α〉SU(3)

=
〈

(N , 0) (1, 0)
N
2 , N

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N + 1 − 2i, i)
N+1−2i

2 , N+1
3

〉
〈N2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 , 1

2 |N+1−2i
2 , Nπ−Nν+1

2 〉
×〈(N + 1 − 2i, i); α′‖T (1,0)‖(N , 0);α〉SU(3)

(4.87)
donde

α′ = (Σ, 0, 0); (0, 0); 0
α = (N , 0, 0); (0, 0); 0 (4.88)

entonces si evaluamos los dos casos posibles tendremos

C3 =

⎧⎨⎩
√

Nπ+1
N+1 〈(N + 1, 0);α′‖T (1,0)‖(N , 0); α〉SU(3) i = 0√
Nν

N+1 〈(N − 1, 1); α′‖T (1,0)‖(N , 0); α〉SU(3) i = 1.
(4.89)

Otra reacción que se puede relacionar con la anterior es la tranferencia de dos protones entre dos
núcleos con neutrón impar. Supongo que el par de protones es un boson tipo s, vamos a quitar dos
protones a un núcleo de neutrón impar

s†π
|Ψon〉 −→ |Ψon〉 (4.90)

de acuerdo a los niveles energéticos más bajos de los núcleos con neutrón impar, siendo Nπ +Nν = N , el
núcleo del estado inicial con neutrón impar llevará [N − j, j − k, k] = [N , 0, 0], (Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0),
(τ1, τ2) = (0, 0) y L = 0 , por otro lado, para el estado final, suponemos que N ′

π = Nπ + 1 y N ′
ν = Nν

por lo tanto N ′ = N + 1, de esta manera

C4 = 〈[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N − i′, i′][1]ν ; [N + 1 − j, j − k, k]; (Σ, 0, 0); (0, 0); 0, 1
2 ; 1

2‖s†π|
[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0, ( 1

2 ); ( 1
2 )〉 (4.91)
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utilizando las reglas de reducción (4.48), donde J1 = 0, J2 = 1
2 , J = 1

2 , y J ′
1 = 0, J ′

2 = 1
2 , J ′ = 1

2 , y su
corespondiente αi, tenemos que la ecuación (4.91) se convierte en

C4 = (−1)1
√

4
{

0 1
2

1
2

1
2 0 0

}
×〈[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N − i′, i′][1]ν ; [N + 1 − j, j − k, j]; (Σ, 0, 0); (0, 0); 0‖s†π‖
[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉

(4.92)

determinando el valor del śımbolo 6j, utilizando el valor especial (4.50) tenemos que{
0 1

2
1
2

1
2 0 0

}
=

(−1)√
2

(4.93)

por lo tanto la ecuación (4.92) se convierte en

C4 =
√

2〈[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N − i, i][1]ν ; [N + 1 − j, j − k, k]; (Σ, 0, 0); (0, 0); 0‖s†π‖
[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0〉 (4.94)

por otro lado, en F -spin generalizado se tiene que

C4 =
√

2
〈
(N + 1 − 2j + k, j − 2k); N−2i

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−2

3 ; α′|T (1,0)
1
2 , 1

2 , 1
3
|(N , 0); N−1

2 , Nπ−Nν+2
2 , N−3

3 ;α
〉

=
√

2
〈

(N , 0) (1, 0)
N−1

2 , N−3
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N + 1 − 2j + k, j − 2k)
N−2i′

2 , N−2
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 , 1
2 |N−2i′

2 , Nπ−Nν+2
2 〉

×〈(N + 1 − 2j + k, j − 2k); α′‖T (1,0)‖(N , 0); α〉SU(3)

(4.95)
donde

α′ = (Σ, 0, 0); (0, 0); 0
α = (N , 0, 0); (0, 0); 0,

(4.96)

C4 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√

2
√

Nπ+1
N+1 〈(N + 1, 0); α′‖T (1,0)‖(N , 0); α〉SU(3) i = j = k = 0

−√
2
√

1
N+1

√
Nπ+1
N 〈(N − 1, 1); α′‖T (1,0)‖(N , 0);α〉SU(3) i = 0, j = 1, k = 0

√
2
√

Nν−1
N 〈(N − 1, 1); α′‖T (1,0)‖(N , 0); α〉SU(3) i = 1, j = 1, k = 0

(4.97)

Para las situaciones simétricas de las ecuaciones (4.97) y (4.89) obtenemos las correlaciones

C3i=0 = 1√
2
C4i′=j=k=0 (4.98)

o en su caso

C4i′=j=k=0
=

√
2C3i=0 (4.99)

Para situaciones asimétricas tenemos las correlaciones

C3i=1 = 1√
2

√
NNν

(Nν−1)(N+1)C4i′=1,j=1,k=0
(4.100)

o en su caso
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C4i′=1,j=1,k=0
=

√
2
√

(Nν−1)(N+1)
NNν

C3i=1
(4.101)

y también

C3i=1 = 1√
2

√
NνN
Nπ+1C4i′=0,j=1,k=0

(4.102)

y su inverso

C4i′=0,j=1,k=0
= −√

2
√

Nπ+1
NνN C3i=1 (4.103)

en donde por ejemplo, C4 y C3 podŕıan ser reacciones como

C3 : 194
78 Pt116 −→ 192

76 Os116

C4 : 195
78 Pt117 −→ 193

76 Os117

Hagamos la transferencia de dos protones donde quitaremos dos protones a nuestro núcleo del estado
inicial expresado a través del operador s†π, donde agregaremos un bosón de protón.

s†π
|Ψop〉 −→ |Ψop〉 (4.104)

considerando el estado inicial base en donde agregamos un bosón de protón tenemos

C5 = 〈[Nν ], [Nπ]; [N − i, i]; (Σ1, Σ2,Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2‖s†π‖

[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.105)

como no tenemos ningun neutrón extra, no tenemos que desacoplar nada, ahora en el espacio de F -spin
generalizado tenemos

C5 =
〈

(N − 1, 0) (1, 0)
N−1

2 , N−1
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N − 2i, i)
N−2i

2 , N
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , 1

2 , 1
2 |N−2i

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N − 2i, i); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3)

(4.106)

donde

α′ = (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.107)

repitiendo el mismo mecanismo de cálculo, obtenemos de nuevo dos casos

C5 =

⎧⎨⎩
√

Nπ

N+1 〈(N , 0); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉 i = 0√
Nν

N 〈(N − 2, 1); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉 i = 1
(4.108)

Ahora transferimos un par de protones a un núcleo de impar-impar, pero ahora agregamos dos protones
a un núcleo de impar-impar, el operador que vamos a utilizar para agregar dos protones a un núcleo
impar-impar sera s†π,



78 Caṕıtulo 4. Correlaciones entre reacciones nucleares

s†π
|Ψoo〉 −→ |Ψoo〉 (4.109)

en donde nuestro núcleo inicial está en estado base, por lo que nuestra reacción tiene la forma:

C6 = 〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2,Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2 , 1

2 ; 1
‖s†π‖[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; 1〉

(4.110)
desacoplando el neutrón con las reglas de reducción (4.48), tenemos

C6 =
√

3
4 〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2,Σ3), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2

‖s†π|[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.111)

cambiandose al espacio de F -spin generalizado

C6 =
√

3
4

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−2

2 , N−4
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N − 2j + k, j − 2k)
N−1−2i′

2 , N−3
3

〉
〈N−2

2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 , 1

2 |N−1−2i′
2 , Nπ−Nν+1

2 〉

×〈(N − 2j + k, j − 2k); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3)

(4.112)
donde

α′ = (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.113)

C6 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√

3
4

√
Nπ

N+1 〈(N , 0); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0); α〉SU(3) i′ = j = k = 0

−
√

3
4

√
1
N
√

Nπ

N−1 〈(N − 2, 1); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0);α〉SU(3) i′ = 0, j = 1, k = 0√
3
4

√
Nν−1
N−1 〈(N − 2, 1); α′‖T (1,0)‖(N − 1, 0);α〉SU(3) i′ = 1, j = 1, k = 0

(4.114)

por lo tanto utilizando la ecuación (4.114) y (4.108) las correlaciones para los casos simétricos son

C6i′=j=k=0
=

√
3
4C5i=0

(4.115)

o en su caso

C5i=0 =
√

4
3C6i′=j=k=0

(4.116)

y para los casos no simétricos

C6i′=0,j=1,k=0
= −

√
3
4

√
Nπ

(N−1)Nν
C5i=1 (4.117)

y también

C5i=1 = −
√

4
3

√
(N−1)Nν

Nπ
C6i′=0,j=1,k=0

(4.118)

y también se tiene



4.6. Relaciones entre reacciones de transferencia 79

C6i′=1,j=1,k=0
=

√
3
4

√
(Nν−1)N
(N−1)Nν

C5i=1
(4.119)

ó su inverso

C5i=1 =
√

4
3

√
(N−1)Nν

(Nν−1)N C6i′=1,j=1,k=0
(4.120)

en donde por ejemplo, C5 y C6 podŕıan ser reacciones como

C5 : 195
79 AU116 −→ 193

77 Ir116

C6 : 196
79 Au117 −→ 194

77 Ir117

A a continuación vamos a determinar las tranferencias inversas, estas tranferencias tendran el operador
s̃π, comencemos con una transferencia de dos protones

s̃π

|Ψee〉 −→ |Ψee〉 (4.121)

una transferencia de dos protones, donde transferimos dos protones a un núcleo par-par pero ahora vamos
a remover dos protones cuyo operador es s̃π para el caso de un núcleo par-par siendo el estado inicial
N ′

π = Nπ + 1 y N ′
ν = Nν por lo tanto N ′ = N + 1 y debido a que estamos quitando un bosón de protón

al estado base, el estado final seguirá estando en estado base por lo tanto

C3 = 〈[Nν ], [Nπ]; [N , 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0‖s̃π‖
[Nν ], [Nπ + 1]; [N + 1, 0]; (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0〉 (4.122)

usando F -spin generalizado tenemos

C3 =
〈

(N + 1, 0) (0, 1)
N+1

2 , N+1
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N
2 , N

3

〉
〈N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 ,− 1
2 |N2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N , 0); α′‖T (0,1)‖(N + 1, 0); α〉SU(3)

(4.123)

donde

α′ = (N , 0, 0); (0, 0); 0
α = (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0 (4.124)

Determinando el factor isoescalar y el coeficiente de Clebsch-Gordan tenemos

C3 =
√

Nπ+1
N+3 〈(N , 0); α′|T (0,1)‖(N + 1, 0); α〉SU(3) (4.125)

Si tomamos otra reacción que se relacione con la reacción anterior, un proceso donde vamos a agregar
dos protones a el núcleo, pero se eliminará un bosón de protón.10 Esta transferencia de dos protones a
un núcleo con neutrón impar lo podemos ver como

s̃π

|Ψon〉 −→ |Ψon〉. (4.126)

10No se tiene que confundir que el hecho de que usemos un operador de aniquilación implica que se quiten protones, al
contrario, aqúı usamos el operador de aniquilación para agregar dos protones en este caso particular de reacción de núcleos
con neutrón impar sin embargo matemáticamente se elimina un bosón de protón.
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Para aclarar este hecho, como es posible agregar dos protones eliminando un bosón de protón, veamos un
ejemplo en donde se ve el tipo de operador que manejaremos, si tenemos la transferencia de dos protones
a el núcleo de 193

76 Os117,
s̃π

193
76 Os117 −→ 195

78 Pt117
N ′

π = 3 Nπ = 2
M ′

π = 0 Mπ = 0
N ′

ν = 4 Nν = 4
M ′

ν = 1 Mν = 1

(4.127)

se puede observar que se necesita eliminar un bosón de protón para obtener el otro núcleo, en el esquema
de Supersimetŕıa esta reacción se puede escribibir como

C4 = on〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0, ( 1
2 ); ( 1

2 )‖s̃π‖
[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N , 0][1]ν ; [N + 1, 0, 0]; (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0, 1

2 ; 1
2 〉on

(4.128)

utilizando las reglas de reducción (4.48), donde J1 = 0, J2 = 1
2 , J = 1

2 y J ′
1 = 0, J ′

2 = 1
2 , J ′ = 1

2 , con
su corespondiente αi, tenemos que la ecuación (4.128) se convierte en

C4 = (−1)
√

4
{

0 1
2

1
2

1
2 0 0

}
× on〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0‖s̃π‖
[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N , 0][1]ν ; [N + 1, 0, 0]; (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0〉on

(4.129)

determinando el valor del śımbolo 6j, utilizando las propiedades de simetŕıa (4.49) y el valor especial
(4.50) tenemos que

C4 =
√

2〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0); (0, 0); 0‖s̃π‖
[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N , 0][1]ν ; [N + 1, 0, 0]; (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0〉 (4.130)

por otro lado, en F -spin generalizado considerando que el número de bosones de protón del estado inicial
es mayor que el del estado final, es decir N ′

π = Nπ + 1 y N ′
ν = Nν entonces N ′ = N + 1 aśı

C4 =
√

2
〈
(N , 0); N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3 ; α′|T (0,1)
1
2 ,− 1

2 ,− 1
3
|(N + 1, 0); N

2 , Nπ−N ′
ν+2

2 , N−2
3 ; α

〉
=

√
2
〈

(N + 1, 0) (0, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

∣∣∣∣ (N , 0)
N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3

〉
×〈(N , 0);α′‖T (0,1)‖(N + 1, 0); α〉SU(3)

=
√

2
〈

(N + 1, 0) (0, 1)
N
2 , N−2

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N−1

2 , N−3
3

〉
〈N2 , Nπ−Nν+2

2 , 1
2 ,− 1

2 |N−1
2 , Nπ−Nν+1

2 〉
×〈(N , 0);α′‖T (0,1)‖(N + 1, 0); α〉SU(3)

(4.131)

donde
α = (N , 0, 0); (0, 0); 0
α′ = (N + 1, 0, 0); (0, 0); 0′. (4.132)

Determinando el factor isoescalar, de la tabla 4.8,y calculando el coeficiente de Clebsch-Gordan ten-
emos

C4 =
√

2
√

Nπ+1
N+3 〈(N , 0); α′‖T (0,1)‖(N + 1, 0); α〉SU(3) (4.133)
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por lo tanto utilizando las ecuaciones (4.133) y (4.125) obtenemos las correlaciones

C3 = 1√
2
C4 (4.134)

o en su caso

C4 =
√

2 C3 (4.135)

en donde por ejemplo, C4 y C3 podŕıan ser reacciones como

C3 : 192
76 Os116 −→ 194

78 Pt116

C4 : 193
76 Os117 −→ 195

78 Pt117

Podemos continuar con nuestra búsqueda de correlaciones con otras transferencias de protones, agreg-
amos dos protones a un núcleo de protón impar, en donde vamos a utilizar el operador s̃π para agregar
dos protones al núcleo de protón impar. La tranferencia de dos protones a un núcleo con protón impar,
el operador asociado a la transferencia de dos protones a el núcleo con protón impar como por ejemplo
el de 193

77 Ir116 dado como

s̃π
193
77 Ir116 −→ 195

79 Au116

N ′
π = 2 Nπ = 1

M ′
π = 1 Mπ = 1

N ′
ν = 5 Nν = 5

M ′
ν = 0 Mν = 0

(4.136)

podemos observar que tenemos que utilizar un operador que elimine un bosón de protón, s̃π para aśı
obtener el otro núcleo con dos protones extras

s̃π

|Ψop〉 −→ |Ψop〉 (4.137)

tomando el estado inicial como base y el estado final tiene un boson de protón más que el inicial N ′
π =

Nπ + 1, N = N ′ + 1 entonces

C5 = 〈[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2‖s̃π‖

[Nν ], [Nπ]; [N , 0]; (N , 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.138)

podemos verificar que no es necesario utilizar en este caso, las reglas de los elementos de matrices
reducidos, porque ya están reducidos.En F -spin generalizado

C5 =
〈
(N − 1, 0); N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3 ; α′|T (0,1)
1
2 ,− 1

2 ,− 1
3
|(N , 0); N

2 , Nπ−Nν

2 , N
3 ;α

〉
=

〈
(N , 0) (0, 1)

N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3

〉
×〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3)

=
〈

(N , 0) (0, 1)
N
2 , N

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , N−1
3

〉
〈N2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 ,− 1

2 |N−1
2 , Nπ−Nν−1

2 〉
×〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3)

(4.139)
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donde

α′ = (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.140)

Ahora podemos determinar el facto isoescalar tomando el caso x) de la tabla 4.8, calculando solo el factor
de Clebsch-Gordan restante obtenemos

C5 =
√

Nπ

N+2 〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉 (4.141)

Relacionemos esta reacción con la transferencia de un par de protones a un núcleo de impar-impar,
consideramos que el núcleo inicial esta en en el estado base y le removeremos un boson de protones.

s̃π

|Ψoo〉 −→ |Ψoo〉 (4.142)

De acuerdo a los niveles energéticos más bajos de los núcleos impar-impar como vimos en la tabla 4.2
podemos escribir la reacción como

C6 = 〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2 , 1

2 ; 1‖s̃π|
[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N , 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; 1〉

(4.143)
utilizando las reglas de reducción (4.48), donde J1 = 3

2 , J2 = 1
2 , J = 1, y J ′

1 = 3
2 , J ′

2 = 1
2 , J ′ = 1, y

su corespondiente αi, tenemos

C6 =
√

3
4 〈[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2‖s̃π|

[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1, 0][1]ν ; [N , 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 〉
(4.144)

por otro lado, en F -spin generalizado la transferencia de dos protones a un núcleo impar-impar, se
expresa como

C6 =
√

3
4

〈
(N − 1, 0); N−2

2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3 ; α′|T (0,1)

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3
|(N , 0); N−1

2 , Nπ−Nν

2 + 1, N−3
3 ; α

〉
=

√
3
4

〈
(N , 0) (0, 1)

N−1
2 , Nπ−Nν

2 + 1, N−3
3

1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , Nπ−Nν

2 , N−4
3

〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉SU(3)

=
√

3
4

〈
(N , 0) (0, 1)

N−1
2 , N−3

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , N−4
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 ,− 1
2 |N−2

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N − 1, 0);α′‖T (0,1)‖(N , 0);α〉SU(3)

(4.145)
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donde

α′ = (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2

α = (N , 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2

(4.146)

Determinando el factor isoescalar, tomando el caso x de la tabla 4.8, evaluando en k = 2, y calculando
su respectivo coeficiente de Clesbsh-Gordan obtenemos

C6 =
√

3
4

√
Nπ

N+2 〈(N − 1, 0); α′‖T (0,1)‖(N , 0); α〉SU(3) (4.147)

por lo tanto utilizando la ecuación (4.147) y (4.141) obtenemos las correlaciones

C6 =
√

3
4C5 (4.148)

o en su caso

C5 =
√

4
3C6 (4.149)

en donde por ejemplo, C5 y C6 podŕıan ser reacciones como

C5 : 193
77 Ir116 −→ 195

79 Au116

C6 : 194
77 Ir117 −→ 196

79 Au117

Podemos resumir algunos de los factores isoescalares utilizados en la transferencia de part́ıculas en el
modelo Supersimétrico bajo la simetŕıa de U(6) a través de la siguiente tabla:
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Tabla 4.9: Factores Isoescalares en la transferencia de nucleones en el F -spin generalizado asociados solo
a estados simétricos

Transferencia Núcleo Factor Isoescalar Valor calculado

1) Protón par-par
〈

(N , 0) (0, 1)
N
2 , N

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , N−1
3

〉 √
N+1
N+2

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−1

2 , N−1
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N
2 , N

3

〉
1

neutron impar
〈

(N , 0) (0, 1)
N−1

2 , N−3
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , N−4
3

〉 √
2

N+2

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−2

2 , N−4
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N−1

2 , N−3
3

〉 √
N−1
N

2) Dos protones par-par
〈

(N , 0) (1, 0)
N
2 , N

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N + 1, 0)
N+1

2 , N+1
3

〉
1

〈
(N + 1, 0) (0, 1)
N+1

2 , N+1
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N
2 , N

3

〉 √
N+2
N+3

neutron impar
〈

(N , 0) (0, 1)
N−1

2 , N−3
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , N−4
3

〉 √
N

N+2

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−2

2 , N−4
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , N−3
3

〉 √
N−1
N

protón impar
〈

(N , 0) (0, 1)
N
2 , N

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−1

2 , N−1
3

〉 √
N+1
N+2

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−1

2 , N−1
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N
2 , N

3

〉 √
N

N+1

impar-impar
〈

(N , 0) (0, 1)
N−1

2 , N−3
3

1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (N − 1, 0)
N−2

2 , N−4
3

〉 √
N

N+2

〈
(N − 1, 0) (1, 0)
N−2

2 , N−4
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (N , 0)
N−1

2 , N−3
3

〉 √
N−1
N+1

Podemos resumir las correlaciones obtenidas en la siguiente tabla:
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Tabla 4.10: Correlaciones de transferencias de nucleones
Tipo de Transferencia Ejemplo Correlación

1) Adición de protón

a núcleo par-par C1 : 194
78 Pt116 →195

79 Au116 C1 = (−1)L
√

4
2l+1C2

a núcleo neutron impar C2 : 195
78 Pt117 →196

79 Au117 C2 = (−1)L
√

2l+1
4 C1

2)Sustracción de protón:

a núcleo protón impar C1 : 195
79 Au116 →194

78 Pt116 C1i=0 = 1
βLJ

C2i′=j=k=0

C1i=1 = − 1
βLJ

√
Nν(N−1)

Nπ
C2i′=0,j=1,k=0

C1i=1 = 1
βLJ

√
(N−1)Nν

(Nν−1)N C2i′=j=1,k=0

a núcleo impar-impar C2 : 196
79 Au117 →195

78 Pt117 C2i′=j=k=0
= βLJC1i=0

C2i′=0,j=1,k=0
= −βLJ

√
Nπ

Nν(N−1)C1i=1

C2i′=j=1,k=0
= βLJ

√
(Nν−1)N
(N−1)Nν

C1i=1

3)Adición dos protones:

a núcleo par-par C3 : 192
76 Os116 →194

78 Pt116 C=
1√
2
C4

a núcleo neutrón impar C4 : 193
76 Os117 →195

78 Pt117 C4 =
√

2 C3

4) Sustracción dos protones:

a núcleo par-par C3 : 194
78 Pt116 →192

76 Os116 C3i=0 = 1√
2
C4i′=j=k=0

C3i=1 = 1√
2

√
NνN
Nπ+1C4i′=0,j=1,k=0

C3i=1 = 1√
2

√
NNν

(Nν−1)(N+1)C4i′=1,j=1,k=0

a núcleo neutrón impar C4 : 195
78 Pt117 →193

76 Os117 C4i′=j=k=0
=

√
2C3i=0

C4i′=0,j=1,k=0
= −√

2
√

Nπ+1
NνN C3i=1

C4i′=1,j=1,k=0
=

√
2
√

(Nν−1)(N+1)
NNν

C3i=1

5)Adición dos protones:

a núcleo protón impar C5 : 193
77 Ir116 →195

79 Au116 C5 =
√

4
3C6

a núcleo impar-impar C6 : 194
77 Ir117 →196

79 Au117 C6 =
√

3
4C5

6) Sustracción dos protones:

a núcleo protón impar C5 : 195
79 Au116 →193

77 Ir116 C5i=0 =
√

4
3C6i′=j=k=0

C5i=1 = −
√

4
3

√
(N−1)Nν

Nπ
C6i′=0,j=1,k=0

C5i=1 =
√

4
3

√
(N−1)Nν

(Nν−1)N C6i′=1,j=1,k=0

a núcleo impar-impar C6 : 196
79 Au117 →194

77 Ir117 C6i′=j=k=0
=
√

3
4C5i=0

C6i′=0,j=1,k=0
= −

√
3
4

√
Nπ

(N−1)Nν
C5i=1

C6i′=1,j=1,k=0
=
√

3
4

√
(Nν−1)N
(N−1)Nν

C5i=1
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4.7 Intensidades espectroscópicas

En esta sección vamos a determinar algunas intensidades de las reacciones de transferencia de algunos
núcleos de la región A ∼ 190 de masas, correspondientes a los dos cuartetos supersimétricos 194,195Pt,
195,196Au y 192,193Os, 193,194Ir. Determinando las intensidades de tranferencias de un protón a un núcleo
con neutrón impar 195Pt y la sustracción de protón a un núcleo impar-impar 196Au y las intensidades de
transferencia de dos protones de un núcleo con neutrón impar 195Pt y la de un núcleo impar-impar 196Pt
usando nuestras correlaciones calculadas anteriormente que se muestran en la tabla 4.10. El estado base
de las funciones de onda de los cuartetos supersimétricos que vamos a considerar son

|Ψee〉gs = |[Nν ], [Nπ]; [N ], (N , 0, 0), (0, 0), 0〉 ,

|Ψop〉gs =
∣∣∣∣[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1], (N − 1, 0, 0),

(
1
2
,
1
2
,
1
2

)
π

;
(
N − 1

2
,
1
2
,
1
2

)
,

(
1
2
,
1
2

)
,
3
2

〉
,

|Ψon〉gs =
∣∣∣∣[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1], [1]ν ; [N ], (N , 0, 0), (0, 0), 0,

1
2 ν

;
1
2

〉
,

|Ψoo〉gs = |[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2], [1]ν ; [N − 1],

(N − 1, 0, 0),
(

1
2
,
1
2
,
1
2

)
π

;
(
N − 1

2
,
1
2
,
1
2

)
,

(
1
2
,
1
2

)
,
3
2
,
1
2ν

; 1
〉

. (4.150)

Aqúı Nν y Nπ denotan el número de bosones de protón y neutrón en el núcleo par-par. El número total
de bosones N = Nν + Nπ.

4.7.1 Transferencia de un protón

Comenzaremos con la tranferencia de un protón, el operador tensorial de tranferencia de un protón
(4.39) estaran dados como

P †
π,1 = T ( 1

2 , 1
2 ,− 1

2 ),( 1
2 , 1

2 ), 3
2 ,m = −

√
1
6

(
s̃π × a†

π, 3
2

)( 3
2 )

m
+

√
5
6

(
d̃π × a†

π, 3
2

)( 3
2 )

m
,

P †
π,2 = T ( 3

2 , 1
2 , 1

2 ),( 1
2 , 1

2 ), 3
2 ,m =

√
5
6

(
s̃π × a†

π, 3
2

)( 3
2 )

m
+

√
1
6

(
d̃π × a†

π, 3
2

)( 3
2 )

m
, (4.151)

y para el proceso inverso

P̃π,1 = T ( 1
2 , 1

2 , 1
2 ),( 1

2 , 1
2 ), 3

2 ,m = −
√

1
6

(
s†π × ãπ, 3

2

)( 3
2 )

m
+

√
5
6

(
d†π × ãπ, 3

2

)( 3
2 )

m
,

P̃π,2 = T ( 3
2 , 1

2 ,− 1
2 ),( 1

2 , 1
2 ), 3

2 ,m =

√
5
6

(
s†π × ãπ, 3

2

)( 3
2 )

m
+

√
1
6

(
d†π × ãπ, 3

2

)( 3
2 )

m
. (4.152)

Cabe mencionar que las correlaciones que hemos determinado, no dependen de los factores γ que
acompañan a la ecuación (4.39), es válido para cualquier operador de tranferencia de un protón mostrados
en las ecuaciones de arriba (4.151) y (4.152). Los elementos de matriz fueron derivados usando el álgebra
de Racah-Wigner, cálculo tensorial y técnicas de F -spin generalizado aśı como la determinaciónd de los
factores isoescalares (i.e. son los coeficientes de Clebsch-Gordan generalizados.).

Presentaremos algunas intensidades de transferencias de un protón desde un núcleo par-par a protón
impar, éstas fueron tomadas de las referencias de J.Barea R.Bijker y A. Frank [55]-[56]. En esta tesis las
reacciones asociadas a estas transferencias las hemos analizado y las hemos descrito con la notación de
C1 y su inverso C1 que corresponde a la transferencia de un protón de un núcleo protón impar a par-par,
nosotros vamos a correlacionar estas reacciones con las reacciones C2 y C2.
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Tabla 4.11: Intensidades de la tranferencia de un protón en el ĺımite Spin(6) para las transiciones (a)
desde par-par a protón impar C1 y (b) protón impar a par-par C1.

Estado final Intensidad 1 Intensidad 2

(a) 〈[N − 1 − i, i], (σ1, σ2, σ3), (τ1, τ2), J | | 〈Ψop||P †
π,1 ||Ψee〉gs |2 | 〈Ψop||P †

π,2 ||Ψee〉gs |2

〈[N − 1, 0], (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 | 2Nπ

3
8(N+4)2Nπ

15(N+1)2

〈[N − 1, 0], (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2 ), (1

2 , 1
2 ), 3

2 | 0 6(N−1)(N+3)Nπ

5(N+1)2

(b) 〈[N − i, i], (Σ1,Σ2,Σ3), (τ1, τ2), L | | 〈Ψee|| P̃π,1 ||Ψop〉gs |2 | 〈Ψee|| P̃π,2 ||Ψop〉gs |2

〈[N , 0], (N , 0, 0), (0, 0), 0 | 2Nπ

3
8(N+4)2Nπ

15(N+1)2

〈[N , 0], (N , 0, 0), (1, 0), 2 | 2(N+4)Nπ

3N
8(N−2)2(N+4)Nπ

15N (N+1)2

〈[N , 0], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0 | 0 6(N−1)(N+2)(N+3)Nπ

5(N )2(N+1)2

〈[N , 0], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2 | 0 6(N−2)(N−1)(N+3)Nπ

5(N )2(N+1)2

〈[N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2 | 4(N+2)Nν

3N (N+1)
4(N+8)2Nν

15N (N+1)(N+2)

〈[N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L | 2Nν(2L+1)
15(N+1)

2Nν(2L+1)
75(N+1)

〈[N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0 | 0 6(N−2)(N+3)Nν

5(N )2(N+1)

〈[N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2 | 0 6(N−2)2(N+3)(Nν)
5(N )2(N+1)(N+2)

Ahora debido a que el proceso (a) corresponden a el caso C1 y el proceso (b) corresponde al caso C1

nosotros tenemos las correlaciones respectivas que son para los casos de tranferencia de un protón a un
núcleo con neutrón impar C2 y la sustracción de un protón a un núcleo impar impar C2 por lo tanto
utilizando nuestras correlaciones de la tabla 4.10 obtenemos:
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Tabla 4.12: Intensidades de la tranferencia de un protón en el ĺımite Spin(6) para las transiciones (c)
desde neutrón impar a impar-impar C2. Los estados finales que tomamos son:
〈Ψoo |= 〈[N−1−j, j−k, k]; (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1

2 , 1
2 , 1

2 )π; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2); 3
2 , 1

2 ;L | y el caso (d) impar-impar
a neutrón impar C2. Los estado finales que tomamos son:
〈Ψon |= 〈[N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);L, 1

2 ; J |.

Estado final Intensidad 1 Intensidad 2

(c) 〈Ψoo | |〈Ψoo‖P †
π,1‖Ψon〉gs|2 |〈Ψoo‖P †

π,2‖Ψon〉gs|2

〈[N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), [1]π; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; L | 2Nπ

3
(2L+1)

4
8(N+4)2Nπ

15(N+1)2
(2L+1)

4

〈[N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), [1]π; (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ;L | 0 6(N−1)(N+3)Nπ

5(N+1)2
(2L+1)

4

(d) 〈Ψon | |〈Ψon‖P †
π,1‖Ψoo〉gs|2 |〈Ψon‖P †

π,2‖Ψoo〉gs|2

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N , 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 2(Nπ)

3 β2
0J

8(N+4)2Nπ

15(N+1)2 β2
0J

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N , 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 2(N+4)Nπ

3N β2
2J

8(N−2)2(N+4)Nπ

15N (N+1)2 β2
2J

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 6(N−1)(N+2)(N+3)Nπ

5(N )2(N+1)2 β2
0J

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 6(N−2)(N−1)(N+3)Nπ

5(N )2(N+1)2 β2
2J

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 4(N+2)

3N (N+1)
β2
2JNπ

(N−1)
4(N+8)2

15N (N+1)(N+2)
β2
2JNπ

(N−1)

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L, 1
2 , J | 2(2L+1)

15(N+1)
β2

LJNπ

(N−1)
2(2L+1)
75(N+1)

β2
LJNπ

(N−1)

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 6(N−2)(N+3)

5(N )2(N+1)
β2
0JNπ

(N−1)

〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 6(N−2)2(N+3)

5(N )2(N+1)(N+2)
β2
2JNπ

(N−1)

〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 4(N+2)

3(N+1)
β2
2J (Nν−1)
(N−1)

4(N+8)2

15(N+1)(N+2)
β2
2J (Nν−1)
(N−1)

〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L, 1
2 , J | 2(2L+1)

15(N+1)
β2

LJ (Nν−1)N
(N−1)

2(2L+1)
75(N+1)

β2
LJ (Nν−1)N

(N−1)

〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 6(N−2)(N+3)

5(N )(N+1)
β2
0J (Nν−1)
(N−1)

〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 6(N−2)2(N+3)

5(N )(N+1)(N+2)
β2
2J (Nν−1)
(N−1)

βLJ = (−1)L+3
√

(2J + 1)3
{

L J 1
2

1 3
2

3
2

}
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Una propiedad que se vemos en estas intensidades espectroscópicas es la regla de la suma, la suma
de todas las intensidades de todos los estado finales es igual a la suma de todas las intensidades que se
obtuvieron por las correlaciones.

∑
f

| f 〈Ψop‖P †
π,1‖Ψee〉gs|2 =

∑
f

| f 〈Ψoo‖P †
π,1,(2)‖Ψon〉gs|2 (4.153)

y también

∑
f

| f 〈Ψee‖P †
π,1‖Ψop〉gs|2 =

∑
f

| f 〈Ψoo‖P †
π,1,(2)‖Ψoo〉gs|2 (4.154)

Ahora lo que vamos a analizar son las intensidades relativas, en donde normalizaremos la intensidades
con respecto la intensidad del estado base, con la finalidad de comparar las intesidades correlacionadas.
Se introducen las intensidades relativas espectroscópicas

Rn =
In

Iref
(4.155)

donde Iref es la intensidad espectroscópica de un estado de referencia. Nosotros tomaremos el estado base
de referencia que corresponde a el caso n = 1.

Tabla 4.13: Intensidades relativas de la tranferencia de un protón para las transiciones desde par-par Ψee

a protón impar Ψop correspondientes a C1. Los estados finales que tomamos son:
〈Ψop |= 〈[N − 1 − i, i], (σ1, σ2, σ3), (τ1, τ2), J |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n 〈Ψop| Rn Rn
′

1 〈[N − 1, 0], (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 | 1 1

2 〈[N − 1, 0], (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 | 0 9(N−1)(N+3)
4(N+4)2

siendo la intensidad relativa correlacionada expresada como

Sn =
In

Iref
(4.156)

quiero recordar que las magnitudes de las intensidades espectrosćıpicas relativas son las que miden exper-
imentalmente, por tal razón en las aplicaciones que manejaremos optaremos por presetar solamente las
intensidades espectrosćıpicas relativas. Si ahora presentamos las intensidades espectrosćıpicas relativas
que se obtuvierón gracias a nuestras correlaciones tenemos la siguiente tabla:
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Tabla 4.14: Intensidades relativas de la tranferencia de un protón para las transiciones desde neutrón
impar Ψon a impar-impar Ψoo dados por C2. Los estados finales que tomamos son:
〈Ψoo |= 〈[N − 1 − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1

2 , 1
2 , 1

2 )π; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2); 3
2 , 1

2 ; L |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n 〈Ψoo | Sn S′
n

1 〈[N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0); (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; L | R1 R′

1

2 〈[N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0); (N − 3
2 , 1

2 ,− 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; L | 0 R′

2

Aqúı podemos observar que la intensidad relativa a su estado base de la tranferencia de un protón
a un núcleo con protón impar es igual a la que sucede al con el núcleo núcleo par-par, Sn = Rn(1) y
S′

n = R′
n(1). Para comenzar la discusión de las aplicaciones de este formalismo, podemos mostrar un

ejemplo en donde se comprueba experimentalmente11 la validez de esta formulación. La reacción nuclear
que se hizo fué 192

76 Os116 → 193
77 Ir116, el cual a nosotros le asociamos el operador P †

π,1, presentamos el
resultado en la siguiente tabla:

Tabla 4.15: Comparación entre intensidades teóricas y experimentales de la transferencia de un nucleón
de la reacción 192

76 Os116 (α, t) 193
77 Ir116, donde Nπ = 3, Nν = 5 y N = 8. Los estados finales que tomamos

son: 〈192Ir|= 〈[N − i, i], (Σ1, Σ2, Σ3), (τ1, τ2), L |.

Estado final Teórico Experimental

n 〈193Ir| Rn (α, t)

1 〈[7, 0], ( 15
2 , 1

2 , 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 | 1 1

2 〈[7, 0], ( 13
2 , 1

2 ,− 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 0 < 0.01

Las intensidades están normalizadas a 1.00

A partir del resultado anterior, debido a que la reacción 192
76 Os116 → 193

77 Ir116 está correlacionada
con 193

76 Os117 → 194
77 Ir117 podemos predecir dos intensidades espectroscópicas (asociadas a la tabla 4.14)

obtenemos:

11Los valores experimentales fueron tomados de la referencia [59].
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Tabla 4.16: Intensidades relativas de la reacción de transferencia 193
76 Os117 → 194

77 Ir117, donde Nπ = 3,
Nν = 5 y N = 8. Los estados finales que tomamos son:
〈193Ir|= 〈[N − 1 − j, j − k, k], (Σ1,Σ2, Σ3), ( 1

2 , 1
2 , 1

2 )π; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2); 3
2 , 1

2 ; L |.

Estado final Intensidad relativa 1

n 〈193Ir| Sn

1 〈[7, 0], ( 15
2 , 1

2 , 1
2 ), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2 , 1
2 , L | 1

2 〈[7, 0], ( 13
2 , 1

2 ,− 1
2 ), (1

2 , 1
2 ), 3

2 , 1
2 , L | 0

Las intensidades están normalizadas a 1.00 con P †
π,1.

Otro ejemplo en donde utilicemos los dos operadores P †
π,1 y P †

π,2, seŕıa el caso particular de la reacción

In,(n)′ =
∣∣∣〈195

78 Au116

∥∥∥P †
π,1,(2)

∥∥∥ 194
78 Pt116

〉∣∣∣2 (4.157)

donde n representa los posibles estados de exitación del núcleo 195
78 Au116, en la siguiente tabla solo vamos

a poner el número n del estado para simplificar la notación (asociados a la tabla 4.13) por lo tanto
tenemos:

Tabla 4.17: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 195
78 Au116 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado inicial.

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n Rn R′
n

1 1 1
2 0 1.12

aśı usando nuestras correlaciones podemos predecir las intensidades de los posibles estados de exitación
(asociados a la tabla 4.14) del núcleo 196

79 Au117,

In,(n)′ =
∣∣∣〈196

79 Au117

∥∥∥P †
π,1,(2)

∥∥∥ 195
78 Pt117

〉∣∣∣2 (4.158)

obtenemos las intensidades:
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Tabla 4.18: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 196
79 Au117 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado inicial.

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n Sn S′
n

1 1 1
2 0 1.12

Si queremos ver expĺıcitamente la correlación uno a uno en la tranferencia de un de un protón al
núcleo 195

78 Pt117 y obtenemos 196
79 Au117, podemos comparar las dos reacciones de una manera más gráfica

en donde si presentamos sus intesidades espectroscópicas relativas,
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Figura 4.5:
(a) Reacciones de tranferencia de un protón permitidas para 194Pt → 195Au, (b) reacciones de tranferencia de un
protón permitidas para 195Pt → 196Au. Los números entre la diagonal representan los factores espectroscópicos
de los dos operadores que están normalizados al estado base.
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Aqúı las las correlaciones son son uno a uno, el proceso inverso presenta un comportamiento diferente,
aqúı nosotros quitamos un protón al núcleo 196

79 Au117 y el núcleo resultante posee más estados posibles
de exitación que en el caso anterior. Veamos ahora los procesos inversos.

Tabla 4.19: Intensidades relativas de la tranferencia de un protón para las transiciones protón impar Ψop

a par-par Ψee dados por C1. Los estados finales que tomamos son:
〈Ψee |= 〈[N − i, i], (Σ1,Σ2, Σ3), (τ1, τ2), L |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n 〈Ψee | Rn R′
n

1 〈[N , 0], (N , 0, 0), (0, 0), 0 | 1 1

2 〈[N , 0], (N , 0, 0), (1, 0), 2 | N+4
N

(N−2)2

N (N+4)

3 〈[N , 0], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0 | 0 9(N−1)(N+2)(N+3)
4N 2(N+4)2

4 〈[N , 0], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2 | 0 9(N−2)(N−1)(N+3)
4N 2(N+4)2

5 〈[N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2 | 2(N+2)Nν

N (N+1)Nπ

(N+8)2Nν(N+1)
2N (N+2)(N+4)2Nπ

6 〈[N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L | Nν(2L+1)
5(N+1)Nπ

Nν(2L+1)(N+1)
20(N+4)2Nπ

7 〈[N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0 | 0 9(N−2)(N+3)Nν(N+1)
4N 2(N+4)2Nπ

8 〈[N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2 | 0 9(N−2)2(N+3)Nν(N+1)
4N 2(N+2)(N+4)2Nπ

Este aumento de los estados posibles de exitación depende de los acoplamientos de los números
cuánticos del estado inicial en conjunto con las reglas de selección del operador manejado. Por lo tanto
debido nuestras correlaciones podemos obtener las siguientes intensidades:



94 Caṕıtulo 4. Correlaciones entre reacciones nucleares

Tabla 4.20: Intensidades relativas de la tranferencia de un protón para las transiciones impar-impar |Ψoo〉
a neutrón impar |Ψon〉 dados por C2. Los estados finales que tomamos son:
〈Ψon |= 〈[N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);L, 1

2 ; J |

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n 〈Ψon | Sn S′
n

1 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N , 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | R1 R′

1

2 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N , 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | R2 R′

2

3 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 R′

3

4 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N , 0], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 R′

4

5 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | R5

Nπ

Nν(N−1) R′
5

Nπ

Nν(N−1)

6 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L, 1
2 , J | R6

Nπ

Nν(N−1) R′
6

Nπ

Nν(N−1)

7 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 R′

7
Nπ

Nν(N−1)

8 〈[N − 1, 0][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 R′

8
Nπ

Nν(N−1)

9 〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | R5

(Nν−1)N
(N−1)Nν

R′
5

(Nν−1)N
(N−1)Nν

10 〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 1, 1, 0), (1, 1), L, 1
2 , J | R6

(Nν−1)N
(N−1)Nν

R′
6

(Nν−1)N
(N−1)Nν

11 〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0 R′

7
(Nν−1)N
(N−1)Nν

12 〈[N − 2, 1][1]ν ; [N − 1, 1], (N − 2, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0 R′

8
(Nν−1)N
(N−1)Nν

Los coeficientes que acopañan las intensidades relativas espectroscópicas de la tabla 4.19 las tenemos
en la tabla 4.20 con las correlaciones que hemos determinado.
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Experimentalmente12 tenemos evidencia de la validez de las intensidades espectroscópicas de la
reacción 193

77 Ir116 → 192
76 Os116. En la cual mostramos en la tabla siguiente:

Tabla 4.21: Comparación entre intensidades teóricas y experimentales de la transferencia de un nucleón
de la reacción de transferencia 193

77 Ir116 (t, α) 192
76 Os116, donde Nπ = 3, Nν = 5 y N = 8. Los estados

finales que tomamos son:〈192Os|= 〈[8 − i, i], (Σ1, Σ2, Σ3), (τ1, τ2), L |.

Estado final Teórico Experimental

n 〈192Os| Rn (t, α)

1 〈[8, 0], (8, 0, 0), (0, 0), 0 | 1 1

2 〈[8, 0], (8, 0, 0), (1, 0), 2 | 1.5 1

3 〈[8, 0], (6, 0, 0), (0, 0), 0 | 0

4 〈[8, 0], (6, 0, 0), (1, 0), 2 | 0 < 0.01

5 〈[7, 1], (7, 1, 0), (1, 0), 2 | 0.46

6 〈[7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 1 | 0.11

〈[7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 3 | 0.26

7 〈[7, 1], (6, 0, 0), (0, 0), 0 | 0

8 〈[7, 1], (6, 0, 0), (1, 0), 2 | 0

Las intensidades experimentales están normalizadas
a 1.00 para cada estado con Jp y las teoricas están normalizadas
al estado base correspondiente con n = 1 con P †

π,1.

Los espacios vacios de los datos experimentales significan que aun no fueron medidos esos estados
exitados. Estos datos experimentales una vez más nos confirma el comportamiento supersimétrico nuclear.
Debido a que la reacción 193

77 Ir116 → 192
76 Os116 está correlacionado con la reacción 194

77 Ir117 → 193
76 Os117

usando nuestras correlaciones (asociados a la tabla 4.20) podemos predecir las siguientes intensidades:

12Los valores experimentales fueron tomados de la referencia [59].
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Tabla 4.22: Intensidades relativas de la tranferencia 194
77 Ir117 → 193

76 Os117. Los estados finales que tomamos
son: 〈193Os |= 〈[7 − i′, i′][1]ν ; [8 − j, j − k, k]; (σ1, σ2, σ3); (τ1, τ2);L, 1

2 ; J |

Estado final Intensidad relativa 1

n 〈193Os | Sn

1 〈[7, 0][1]ν ; [8, 0], (8, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 1

2 〈[7, 0][1]ν ; [8, 0], (8, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 1.5

3 〈[7, 0][1]ν ; [8, 0], (6, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0

4 〈[7, 0][1]ν ; [8, 0], (6, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0

5 〈[7, 0][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0.04

6 〈[7, 0][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 1, 1
2 , J | 0.01

〈[7, 0][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 3, 1
2 , J | 0.02

7 〈[7, 0][1]ν ; [7, 1], (6, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0

8 〈[7, 0][1]ν ; [7, 1], (6, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0

9 〈[6, 1][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0.42

10 〈[6, 1][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 1, 1
2 , J | 0.10

〈[6, 1][1]ν ; [7, 1], (7, 1, 0), (1, 1), 3, 1
2 , J | 0.24

11 〈[6, 1][1]ν ; [7, 1], (6, 0, 0), (0, 0), 0, 1
2 , J | 0

12 〈[6, 1][1]ν ; [7, 1], (6, 0, 0), (1, 0), 2, 1
2 , J | 0

Las intensidades están normalizadas al estado
base correspondiente con n = 1 con P †

π,1.

Podemos ver de una manera gráfica estas correlaciones en la siguiente figura.
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Figura 4.6: (a) Reacciones de tranferencia de un protón permitidas para 193
77 Ir116 → 192

76 Os116. (b) Reacciones de
tranferencia de un protón permitidas para 194

77 Ir117 → 193
76 Os117. Los factores espectroscópicos están normalizados

de acuerdo al estado base

Se puede ver que las correlaciones nos genera una especie de desacoplamiento de los niveles espectrales
del espectro original. Además la suma de las intensidades en ambas reacciones es la misma. Podemos
tomar otro ejemplo de este tipo de correlaciones, dadas las intensidades

In,(n)′ =
∣∣∣〈194

78 Pt116
∥∥∥P †

π,1,(2)

∥∥∥ 195
79 Au116

〉∣∣∣2 (4.159)

donde n representa los posibles estados de exitación del núcleo final bajo los operadores P †
π,1, y P †

π,2.
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Tabla 4.23: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 194
78 Pt116 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado inicial.

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n Rn R′
n

1 1 1
2 1.57 0.32
3 0 0.20
4 0 0.11
5 0.80 0.29
6 0.19 L = 1 0.025 L = 1

0.44 L = 3 0.06 L = 3
7 0 0.38
8 0 0.21

aśı usando nuestras correlaciones podemos predecir las intensidades (asoaciadas a tabla 4.20).

In,(n)′ =
∣∣∣〈195

78 Pt117
∥∥∥P †

π,1,(2)

∥∥∥ 196
79 Au117

〉∣∣∣2 (4.160)

expresadas como

Tabla 4.24: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 195
78 Pt117 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado inicial.

Estado final Intensidad relativa 1 Intensidad relativa 2

n Sn S′
n

1 1 1
2 1.57 0.32
3 0 0.20
4 0 0.11
5 0.053 0.02
6 0.013 L = 1 0.001 L = 1

0.03 L = 3 0.004 L = 3
7 0 0.025
8 0 0.014
9 0.75 0.27
10 0.18 L = 1 0.024 L = 1

0.41 L = 3 0.05L = 3
11 0 0.35
12 0 0.20
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Si ahora queremos mostrar de una manera más gráfica las correlaciones, del ejemplo anterior tomemos
solo el primer operador donde mostramos los posibles estados de exitación con sus intensidasdes espec-
troscópicas normalizadas, se puede notar que que la correlación nos da una especie de desacoplamientos
en dobletes por cada ĺınea espectral de la grafica 4.7 de (a) en (b), se observa estos dobletes que son
concecuencia de nuestras correlaciones.
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Figura 4.7: (a) Reacciones de tranferencia de un protón permitidas para 195Au → 194Pt. (b) Reacciones de
tranferencia de un protón permitidas para 196Au → 195Pt.. Los factores espectroscópicos están normalizados de
acuerdo al estado base

Hay algo interesante que podemos notar, las suma de las intensidades de los niveles 3 y 4 del caso
(b) es igual a la intensidad 3 del caso (a), y la suma de la intensidad 5 y 6 del caso (b) es igual a la
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intensidad 4 del caso a), es aqúı donde hago referencia a ese desacoplamiento de las intensidades debido a
las presencia de nuestras correlaciones que hemos determindo. En la reacción que obtuvimos la correlación
que corresponde al caso (b) podemos notar que los primeros dos estados y los últimos tienen mayores
intensidades con respecto al estado base y los demas no tienden a exitarse mucho. El segundo estado
tiene una intesidad de 157% del estado base, esto nos dice que éste estado tiene mayor intensidad que
el estado base, el tercero tiene una intensidad de 5%, el cuarto 75%, (este corresponde a la suma de las
intensidades correspondientes a L = 1 y L = 3) el quinto estado tiene una intesidad de 4% y el último
tiene una intensidad de 59% del estado base. El estado de exitación más probable es el estado simétrico
con respecto al grupo SOBFν

(6) y los estados restantes que no son simétricos son menos intensas, que
corresponden a enerǵıas más altas. Y para el segundo operador el coportamiento es similar a excepción
que para los niveles diferentes de cero con intensidades, y para los los restantes estados son bajas las
intensidades y en cambio en los últimos sus intensidades si son relevantes.

4.7.2 Transferencia de dos protones

Aqúı vamos a analizar la tranferencia de dos protones que conectan los cuartetos supersimétricos.
Tomaremos como referencia [60] en donde las intensidades de tranferencia de dos protones entre núcleos
par-pary lo vamos a correlacionar la tranferencia de dos protones entre núcleos con neutrón impar. Las
primeras intensidades las presentamos en la siguiente tabla:

Tabla 4.25: Intensidades de reacciones de tranferencia dos protones en el ĺımite Spin(6) para las transi-
ciones entre núcleos par-par que corresponden a el caso C3.Los estados finales que tomamos son:
|Ψee〉 = |[Nν ], [Nπ + 1]; [N + 1 − i, i], (Σ1, Σ2, Σ3), (0, 0), 0〉.

Estado final Intensidad Intesidad relativa

n [N + 1 − i, i] (Σ1, Σ2, Σ3) | f〈Ψee || s†π || Ψee〉gs|2 Rn

1 [N + 1, 0] (N + 1, 0, 0) (Nπ+1)(N+4)
2(N+2) 1

2 [N + 1, 0] (N − 1, 0, 0) (Nπ+1)N (N+3)
2(N+2)(N+1)2

N (N+3)
(N+4)(N+1)2

3 [N , 1] (N − 1, 0, 0) Nν(N−1)
2(N+1)2

Nν(N−1)(N+2)
(Nπ+1)(N+4)(N+1)2

Ahora vamos a utilizar nuestras correlaciones para determinar las intensidades de transfernecia de dos
protones entre núcleos con neutrón impar.
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Tabla 4.26: Intensidades de reacciones de tranferencia dos protones en el ĺımite Spin(6) para las tran-
siciones entre núcleos con neutrón impar obtenidas por nuestras correlaciones, que corresponden a C4.
Los estados finales que tomamos son:
|Ψon〉 = |[Nν − 1], [Nπ + 1]; [N − i′, i′][1]ν ; [N + 1 − j, j − k, k](Σ, 0, 0), (0, 0), 0〉.

Estado final Intensidad Intensidad relativa

n [N − i′, i′] [N + 1 − j, j − k, k] (Σ1, Σ2, Σ3) | f〈Ψon || s†π || Ψon〉gs|2 Sn

1 [N , 0] [N + 1, 0, 0] (N + 1, 0, 0) (Nπ+1)(N+4)
(N+2) R1

2 [N , 0] [N + 1, 0, 0] (N − 1, 0, 0) (Nπ+1)N (N+3)
(N+2)(N+1)2 R2

3 [N , 0] [N , 1, 0] (N − 1, 0, 0) (N−1)
(N+1)2

Nπ+1
N R3

Nπ+1
NNν

4 [N − 1, 1] [N , 1, 0] (N − 1, 0, 0) (N−1)
(N+1)

(Nν−1)
N R3

(Nν−1)(N+1)
NNν

Aqúı también la suma de las intensidades de todos los estados finales de la reacción que se conoce es
igual a la suma de todas las intensidades que se obtuvieron por las correlaciones.

3∑
n

| n〈Ψee‖s†π‖Ψee〉gs|2 =
4∑
n

| f 〈Ψon‖s†π‖Ψon〉gs|2 (4.161)

Veamos ahora un caso más práctico, tomemos las intensidades dadas como

In =
∣∣〈192

76 Os116
∥∥s†π∥∥ 194

78 Pt116
〉∣∣2 (4.162)

donde n representa los posibles estados de exitación del núcleo 192
76 Os116 bajo el operador s†π.

Tabla 4.27: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 192
76 Os116 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado del núcleo inicial.

Estado final Intensidad relativa

n Rn

1 1
2 0.1
3 0.12

aśı usando nuestras correlaciones (tomadas de la tabla 4.26) podemos predecir las intensidades

In =
∣∣〈193

76 Os117
∥∥s†π∥∥ 195

78 Pt117
〉∣∣2 (4.163)
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expresadas como

Tabla 4.28: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 193
76 Os117 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7.

Estado final Intensidad relativa

n Sn

1 1
2 0.1
3 0.01
4 0.11

En esta reacción principalmente solo se exitan 2 estados de manera relevante, los demás estados poseen
intensidades muy bajas con respecto al estado base, aqúı es interesante notar que el último estado es el
que presenta mayor exitación con respecto al estado base con 11% de la intensidad del estado base es
antisimétrico con respecto al grupo SOBFν

(6). El segundo estado posee una intensidad del 10% de la
intensidad del estado base, este estado es simétrico con respecto al grupo SOBFν (6), el tercer estado no
presenta una intensidad relevante
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Podemos repetir el mismo análisis gráfico de los niveles energéticos asociados a las transferencia de
un nucleón como vimos en la figura 4.7, para la tranferencia dos protones se puede ver que las ĺıneas
espectrales del estado final de la reacción nuclear que se conoce se divide en más ĺıneas espectrales en la
reacción que se correlaciona.
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Figura 4.8: (a) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para 194Pt → 192Os. (b) Reacciones de
tranferencia de dos protones permitidas para 195Pt → 193Os. Los factores espectroscópicos están normalizados
de acuerdo al estado base.

La suma de las intensidades de las ĺıneas especrales 3 y 4 del caso (b) de la figura 4.8 es igual a la
intensidad 3 del caso (a).
Por otro lado si tenemos una tranferencia de dos protones entre núcleos con protón impar
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Tabla 4.29: Intensidades de reacciones de tranferencia de dos protones entre núcleos con protón impar
que corresponden a el caso C5. Los estados finales que tomamos son:
|Ψop〉 =

∣∣[Nν ], [Nπ]; [N − i, i], (Σ1, Σ2, Σ3), ( 1
2 , 1

2 , 1
2 )π; (σ1, σ2, σ3), ( 1

2 , 1
2 ), 3

2

〉
.

Estado final Intensidad Intensidad relativa

n [N − i, i] (Σ1,Σ2,Σ3) (σ1, σ2, σ3) | f〈Ψop || s†π || Ψop〉gs|2 Rn

1 [N , 0] (N , 0, 0) (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ) 2Nπ(N+4)

(N+2) 1

2 [N , 0] (N , 0, 0) (N − 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ) 8Nπ

N (N+2)(N+1)2
4

N (N+1)2(N+4)

3 [N , 0] (N − 2, 0, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) 2Nπ(N−1)(N+3)

N (N+1)2
(N−1)(N+3)(N+2)
N (N+1)2(N+4)

4 [N − 1, 1] (N − 1, 1, 0) (N − 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ) 4Nν

N (N+1)2
2Nν(N+2)

N (N+1)2Nπ(N+4)

5 [N − 1, 1] (N − 1, 1, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) 4Nν

(N+2)(N+1)2
2Nν

(N+1)2Nπ(N+4)

6 [N − 1, 1] (N − 2, 0, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) 2Nν(N−2)(N+3)

N (N+1)(N+2)
Nν(N−2)(N+3)

N (N+1)Nπ(N+4)

Nosotros hemos analizado las reacciones de tranferencia de dos protones entre núcleos con protón
impar que corresponden a el caso C5 dadas en (4.105)

C5 = 〈[Nν ], [Nπ]; [N − i, i]; (Σ1,Σ2, Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); (1
2 , 1

2 ); 3
2‖s†π‖

[Nν ], [Nπ − 1]; [N − 1, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); (1

2 , 1
2 ); 3

2 〉

y esta estando correlacionada con C6 en (4.110)

C6 = 〈[Nν − 1], [Nπ]; [N − 1 − i′, i′][1]ν ; [N − j, j − k, k]; (Σ1, Σ2,Σ3), ( 1
2

1
2

1
2 )π

; (σ1, σ2, σ3); ( 1
2 , 1

2 ); 3
2 , 1

2 ; 1
‖s†π‖[Nν − 1], [Nπ − 1]; [N − 2, 0][1]ν ; [N − 1, 0, 0]; (N − 1, 0, 0), ( 1

2
1
2

1
2 )π

; (N − 1
2 , 1

2 , 1
2 ); ( 1

2 , 1
2 ); 3

2 , 1
2 ; 1〉

por lo tanto obtenemos
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Tabla 4.30: Intensidades de reacciones de tranferencia de dos protones entre núcleos impar-impar que
corresponden a el caso C6. Los estados finales que tomamos son:
|Ψoo〉 = |[Nν−1], [Nπ]; [N−1−i′, i′][1]ν ; [N−j, j−k, k], (Σ1,Σ2, Σ3), ( 1

2 , 1
2 , 1

2 )π; (σ1, σ2, σ3), ( 1
2 , 1

2 ), 3
2 , 1

2 ; 1〉

Estado final Intensidad Intensidad relativa

n [N − i′, i′] [N − j, j − k, k] (Σ1, Σ2, Σ3) (σ1, σ2, σ3) | f〈Ψoo || s†π || Ψoo〉gs|2 Sn

1 [N , 0] [N , 0, 0] (N , 0, 0) (N + 1
2 , 1

2 , 1
2 ) 3Nπ(N+4)

2(N+2) R1

2 [N , 0] [N , 0, 0] (N , 0, 0) (N − 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ) 6Nπ

N (N+2)(N+1)2 R2

3 [N , 0] [N , 0, 0] (N − 2, 0, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) Nπ(N−1)(N+3)3

2N (N+1)2 R3

4 [N , 0] [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0) (N − 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ) 1

N (N+1)2
3Nπ

(N−1) R4
Nπ

(N−1)Nν

5 [N , 0] [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) 1

(N+2)(N+1)2
3Nπ

(N−1) R5
Nπ

(N−1)Nν

6 [N , 0] [N − 1, 1, 0] (N − 2, 0, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) (N−2)(N+3)

2N (N+1)(N+2)
3Nπ

(N−1) R6
Nπ

(N−1)Nν

7 [N − 1, 1] [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0) (N − 1
2 , 1

2 ,− 1
2 ) 1

(N+1)2
3(Nν−1)
(N−1) R4

(Nν−1)N
(N−1)Nν

8 [N − 1, 1] [N − 1, 1, 0] (N − 1, 1, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) 1

(N+2)(N+1)2
3(Nν−1)N

(N−1) R5
(Nν−1)N
(N−1)Nν

9 [N − 1, 1] [N − 1, 1, 0] (N − 2, 0, 0) (N − 3
2 , 1

2 , 1
2 ) (N−2)(N+3)

2(N+1)(N+2)
3(Nν−1)
(N−1) R6

(Nν−1)N
(N−1)Nν

La suma de las intensidades de todos los estados finales de la reacción que se conoce es igual a la
suma de todas las intensidades que se obtuvieron por las correlaciones.

6∑
n

| n〈Ψop‖s†π‖Ψop〉gs|2 =
9∑
n

| n〈Ψoo‖s†π‖Ψoo〉gs|2 (4.164)

Si tomamos un caso práctico, tomemos las intensidades

In =
∣∣〈193

77 Ir116
∥∥s†π∥∥ 195

79 Au116

〉∣∣2 (4.165)

donde n representa los posibles estados de exitación del núcleo 193
77 Ir116 .
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Tabla 4.31: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 193
77 Ir116 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7, que son los números cuánticos asociados al estado del núcleo inicial.

Estado final Intensidad relativa

n Rn

1 1
2 0.0008
3 0.11
4 0.009
5 0.007
6 0.20

aśı usando nuestras correlaciones (asocidas a la tabla 4.30) podemos predecir las intensidades

In =
∣∣〈194

77 Ir117
∥∥s†π∥∥ 196

79 Au117

〉∣∣2 (4.166)

expresadas como

Tabla 4.32: Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 194
77 Ir117 donde Nπ = 2, Nν = 5

y N = 7.

Estado final Intensidad relativa

n Sn

1 1
2 0.0008
3 0.11
4 0.0006
5 0.0004
6 0.01
7 0.0085
8 0.0066
9 0.19

Este tipo de reacción sólo exita de manera relevante solo 2 estados, el tercer estado con el 11% de la
intensidad del estado base y el último estado con 19% de intensidad del estado base. Si nos preguntamos
acerca de la simetŕıa, el último estado es antisimétrico con respecto al grupo UBFν

(6) y simétrico con
respecto a SOBFν (6) y el tercer estado es simétrico con respecto a los grupo UBFν (6) y SOBFν (6). Aqúı
no se puede concluir exactamente si los simétricos o antisméticos con respecto a un grupo de simetŕıa son
más probable sin embargo podemos ver que los estados antisimetricos en los grupos UBFν

(6) y SOBFν
(6)

poseen intensidades menores con respecto al estado base como se puede ver en nuestros resultados de la
tabla 4.32.
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Si queremos comparar gráficamente como se ven estas correlaciones entre la tranferencia de dos pro-
tones de las reacciones anteriores presentamos la figura 4.9, mostramos que al momento que correla-
cionamos aparecen más ĺıneas espectrales. Se puede ver también que la suma de las intensidades finales
en ambas situaciones es la misma.
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Figura 4.9: (a) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para 195Au → 193Ir, donde para ambos
estados ( 1

2
, 1

2
), 3

2
. (b) Reacciones de tranferencia de dos protones permitidas para 196Au → 194Ir, donde para

ambos estados ( 1
2
, 1

2
), 3

2
, 1

2
, 1. Los factores espectroscópicos están normalizados de acuerdo al estado base.

Hemos presentado aplicaciones directas de nuestras correlaciones de tranferencia de nucleones en
el contexto de Supersimetŕıa Nuclear donde hemos mostrado expĺıcitamente predicciones de nuestras
correlaciones de transferencias de un protón y dos protones. Nuestro reto en adelante es continuar en la
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búsqueda de sistemas que tenga simetŕıa de U(6).

4.8 Otras aplicaciones

Los factores isoescalares y la formulación del F -spin generalizado también se puede aplicar en las tran-
ferencias de un neutrón en el contexto de Supersimetŕıa Nuclear además este aparato matemático también
es válido para cualquier sistema cuyas funciones de onda son descritas en términos de acoplamientos de
las tres diferentes representaciones de U(6), por ejemplo en la teoŕıa de IBM-3 y la de Piel de Neutrones
que brevemente discutiremos más adelante.

4.8.1 Transferencia de un neutrón

Solo por completez, quiero solo mencionar los factores isoescalares correspondientes que faltan por
calcular, ya que considero de suma importancia, incluir una breve revisión de este tipo de reacción. En
este tipo de transferencias vamos a tratar cuatro tipo de reacciones, transferencias de un neutrón a núcleos
par-par, protón impar, neutrón impar e impar-impar. Y sus respectivas transferencias inversas. Tomando
en consideración que nuestros estados iniciales estaran en el estado base y los estados finales en estados
exitados o estados bases.

Uno de los operadores más comunes que se manejan en la práctica [60] es aquel que posee la repre-
sentación (200) del grupo SO(6), las etiquetas (10) del grupo SO(5) y (2) del grupo de rotaciones SO(3)
de acuerdo a las posibles configuraciones que hemos visto anteriormente en (4.21), además si consideramos
la transferencia de un neutrón con j = 3/2, 5/2 el operador es

P (j)†
ν =

αj√
2

[(
s̃ν × a†

ν,j

)(j)

−
(
d̃ν × a†

ν, 1
2

)(j)
]

. (4.167)

Es conveniente tomar las razones de las intensidades, ya que ellos no dependen de el valor del coeficiente
αj y por lo tanto nos proporciona una prueba directa de las funciones de onda. Los elementos de matriz
entre los estados con el mismo número cuántico pero tienen diferente acoplamientos de U(6). Estos están
relacionados con los factores isoescalares.

Nosotros vamos a realizar transferencias de nucleones en el en el espacio F -spin generalizado. Comence-
mos con la transferencia de un neutrón a un núcleo par-par

a†
νbν

|Ψee〉 −→ |Ψon〉 (4.168)

donde utilizamos el operador a†
νbν para obtener un núcleo con neutrón impar, de esta manera proceso

(4.15) en el F -spin generalizado siendo N = Nν +Nπ y βn son los factores estad́ısticos que surge al hacer
el desacoplamiento del neutrón, aśı tenemos

C7 = β7

〈
(N , 0) (1, 1)
N
2 , N

3
1
2 ,−1

∣∣∣∣ (N − 2j + k, j − 2k)
N−1−2i

2 , N−3
3

〉
〈N2 , Nπ−Nν

2 , 1
2 , 1

2 |N−1−2i
2 , Nπ−Nν+1

2 〉

×〈N − 2j + k, j − 2k)‖T (1,1)‖(N , 0)〉SU(3)

(4.169)

que corresponderia por ejemplo a la transferencia de un neutrón a el núcleo de 194
78 Pt116 obteniendo

195
78 Pt117, considerando el estado inicial como base con los números cuánticos Nν = 5 y Nπ = 213. De

13

Uno puede verificar estos números usando la propiedad aditiva de los números cuánticos Fzf = Fzi +FzT y Yf = Yi +YT

y la suma vectorial de
−→
F f =

−→
F i +

−→
F T donde el sub́ındice i representan los números cuánticos asociados al estado inicial y

el subindice T los números cuánticos asociados al operador de transferencia y f al estado final.
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manera análoga podemos obtener su rećıproco

b†νaν

|Ψon〉 −→ |Ψee〉 (4.170)

C7 = β′
7

〈
(N , 0) (1, 1)

N−1
2 , N−3

3
1
2 , 1

∣∣∣∣ (N − 2i, i)
N−2i

2 , N
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 ,− 1
2 |N−2i

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈(N − 2i, i)‖T (1,1)‖(N , 0)〉SU(3)

(4.171)

que corresponderia por ejemplo a la sustracción de un neutrón a el núcleo de 195
78 Pt117 obteniendo

194
78 Pt116 considerando el estado inicial como base. Si transferimos un neutrón a un núcleo con protón
impar obtenemos un núcleo impar-impar

a†
νbν

|Ψop〉 −→ |Ψoo〉 (4.172)

de esta manera proceso (4.16) en el F -spin generalizado considerando que el estado inicial esta en el
estado base tenemos

C8 = β8

〈
(N − 1, 0) (1, 1)
N−1

2 , N−1
3

1
2 ,−1

∣∣∣∣ (N − 1 − 2j + k, j − 2k)
N−2−i

2 , N−4
3

〉
〈N−1

2 , Nπ−Nν−1
2 , 1

2 , 1
2 |N−2−i

2 , Nπ−Nν

2 〉
×〈N − 1 − 2j + k, j − 2k)‖T (1,1)‖(N − 1, 0)〉SU(3)

(4.173)
que corresponderia por ejemplo a la transferencia de un neutrón a el núcleo de 195

79 Au116 y obtenemos
196
79 Au117 donde para ambos núcleos Nν = 5 y Nπ = 2,de manera análoga podemos obtener su rećıproco

b†νaν

|Ψoo〉 −→ |Ψop〉 (4.174)

C8 = β′
8

〈
(N − 1, 0) (1, 1)
N−2

2 , N−4
3

1
2 , 1

∣∣∣∣ (N − 1 − 2i, i)
N−1−2i

2 , Nπ−Nν−1
2 , N−1

3

〉
〈N−2

2 , Nπ−Nν+1
2 , 1

2 ,− 1
2 |N−1−2i

2 , Nπ−Nν−1
2 〉

×〈(N − 1 − 2i, i)‖T (1,1)‖(N − 1, 0)〉SU(3)

(4.175)
que corresponderia por ejemplo a la sustracción de un neutrón a el núcleo de 196

79 Au117 y obtenemos
195
79 Au116.

El mecanismo para determinar estos factores isoescalares en este tipo de reacciones es el mismo como
se determinanron los factores isoescalares asociados a las transferencias de un protón y dos protones, este
tipo factores faltan aún por calcular.

4.8.2 IBM-3

El IBM-2 se utiliza para describir núcleos con masa media y núcleos pesados, más espećıficamente,
a núcleos donde sus protones y neutrones ocupan diferente capa de valencia. Cuando los protones y los
neutrones ocupan la misma capa de valencia, esta aproximación deja de ser válida ya que no hay razón
de incluir el par de protón-neutrón con isoespin T = 1, en donde este isoespin invariante es parte de la
extención del IBM para núcleos ligeros, el cual se conoce como IBM-3 [27]. Es posible construir en el
IBM-3 estados que tengan buen momento angular (denotado por L) y con un buen isoespin total T a
través de la clasificación
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U(18) ⊃ U(6) ⊃ . . . SO(3)
↓ ↓ ↓

[N ] [N1, N2, N3] L

⊗ U(3) ⊃ SU(3) ⊃ SO(3)
↓ ↓ ↓

[N ] (λ, μ) T

(4.176)

Aqúı vemos que sin ningun problema podemos utilizar nuestro mecanismo matemático del F -spin
generalizado.

4.8.3 Piel de Neutrones

Por otro lado, los modelos microscópicos nucleares predicen que los núcleos que tiene una piel de
neutrones implica que la densidad de neutrones se extiende más alla de los protones. Ya sea que la
piel de neutrones se separa del resto del núcleo para presentan oscilaciones independiente, no está claro
aun, en el momento, pero si uno lo asume, las consecuencias pueden ser estudiadas con sencillez en un
enfoque algebráico [61]. El punto de comienzo es un triple producto de algebras de U(6) asociadas con
los protones π, y los núcleos de neutrones νc y la piel de neutrones νs, respectivamente.

U(6) ⊗ U(6) ⊗ U(6)
↓ ↓ ↓

[Nπ] [Nνc
] [Nνs

]
(4.177)

.
donde cada álgebra SU(6) está caracterizada por el número Nρ de bosones acoplados simétricamente.

La piel de neutrones interactua debilmente con el núcleo de protones y neutrones, pero estos interacutan
fuertemente uno con otro, esto es representado (4.177) en la reducción de acoplamientos correspondientes
al álgebra U(6) de la piel de neutrones por lo tanto aqúı también podemos introducir el concepto de
F -spin generalizado.

En resumen podemos decir que la estructura de grupo de SU(3) es una herramienta muy poderosa
para describir sistemas cuánticos. En el siguiente caṕıtulo vamos a hacer una revisión de este grupo
SU(3) ya que vamos a determinar los valores de los factores isoescalares en forma expĺıcita y cerrada
utilizados en nuestras correlaciones.



Caṕıtulo 5

Factores Isoescalares de SU(3)

5.1 Introducción

Cuando nos preguntamos acerca de la estructura de las interacciones fuertes, una manera en la cual
se puede tratar este problema es a través de simetŕıas en donde hay teoŕıas [62, 63] donde nos dice que
se debe conservar el isoespin I y la hypercarga Y [64]. Por ejemplo en el Modelo Octeto que fueron
propuestos por Gell-Mann[65] y Ne’eeman[66]. En este modelo se tiene una simetŕıa unitaria en donde
se asume que la interacción fuerte es invariante bajo las transformaciones que pertenecen a SU(3), es
decir, invariante bajo transformaciones unimodulares unitarias de algun espacio vectorial complejo de
tres dimensiones. La simetŕıa de estas interacciones fuertes son rotas bajo algun mecanismo débil, pero
de tal manera que que el isoespin y la hypercarga permanecen conservadas. Si añadimos una interacción
debil como la interacción electromagnética, se rompe esta simetŕıa en el sentido que solo la hypercarga
y la tercera componente del isoespin se conserva. De esta manera, en este modelo unitario, uno asigna
grupos asociados a las part́ıculas que interaccionan fuertemente con los mismos números cuánticos(pero
diferentes para I, I3, Y ) a las representaciones irreducibles de el grupo SU(3). Cabe mencionar que el
grupo SU(3) ha sido bien estudiado y utilizado mucho en la f́ısica, por ejemplo en algunos cálculos del
modelo de capas hechos por Elliot [67, 68, 69], y usado extensamente por otros autores [67]-[75]. En la
f́ısica nuclear el grupo SU(3) sirve en parte para caracterizar la simetŕıa de la parte orbital de la función
de onda. Además los estados de SU(3) necesarios para los cálculos del modelo de capas deben ser estados
con buen momento angular, es decir, aquellos estados que están basados en la cadena de subgrupos
SU(3) ⊃ R(3) ⊃ R(2)1, en donde Bargmann y Moshinksy introducieron un operador el cual junto con
los invariantes de Casmimir de la cadena de subgrupos anterior caracteriza los estados coompletamente
dentro de una representación irreducible de SU(3).

Las tablas de los coeficientes SU(3) de Clebsch-Gordan o factores isoescalares han sido compilados
durante varios trabajos [77, 78, 79, 80] y también han sido distribuido programas para calcular esos
coeficientes [81, 82, 83](Los coeficientes de Clebsch-Gordan son llamado también como coeficientes de
acoplamiento o coeficientes de Wigner, en la literatura como factores isoescalares también son llama-
dos como coeficientes de Racah). Otro ejemplo donde se utilizan estos coeficientes son en los cálculos
donde participan muchos números de quarks, otros ejemplos son en bucles de partones en los métodos
perturbativos de QCD donde los quarks se transforman en tripletes de colores bajo la simetŕıa SU(3) en
donde hay decaimientos de quarks pesados en quarks ligeros usando la formulación de sabores de SU(3).
Para estos propósitos también han sido elaborado tablas de factores isoescalares asociados a este tipo de
problemas [84]. Uno de los trabajos más recientes de Thomas D. Cohen y Richard Lebed del 2004 [85]
tambén determinan algunos factores isoescalares asociados a los acoplamientos de bariones y mesones.

1La cadena convencional para los grupos unitarios es la cadena de Gelfand [76].
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Nosotros en este trabajo haremos un extención general algunos coeficientes pero basados en el contexto
de Supersimetŕıa Nuclear usando el F -spin generalizado.

5.1.1 Grupo unitario SU(3)

Los grupos unitarios tiene una extensa aplicación en la f́ısica. Estos describen intrisicamente las
propiedades de las part́ıculas cuánticas o sistemas compuestos grados colectivos de libertad. Por ejemplo,
el grupo SU(3) fué usado por Elliot para explicar los niveles rotacionales de un núcleo deformado(Elliot
1958,Elliot y Harvery 1963; para ver un resumen ver Hecht 1964). En donde en el modelo de Elliot se
manejan estados de la forma: ∣∣∣∣ SU(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

(λ, μ) L M

〉
Elliot

(5.1)

El grupo SU(2) se puede relacionar con los grados de libertad del sṕın o el isoesṕın. El grupo SU(3) se
puede relacionar con las combinaciones de el isospin y la hypercarga, Fué usado por Gell-Mann y Neeman
para clasificar las part́ıculas elementales con el modelo de quarks(Gell-Mann y Neeman 1961,1964)∣∣∣∣ SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ U(1)

(λ, μ) I Y

〉
Gell-Mann

(5.2)

Ahora en analoǵıa con estos modelos, pretendo utilizar el mismo mecanismo matemático pero ahora
aplicarlo a la supersimetŕıa nuclear. En donde en el F -spin generalizado tenemos∣∣∣∣ SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ U(1)

(λ, μ) F Y

〉
SUSY

(5.3)

Como hemos visto el grupo SU(3) es indispensable para poder seguir con nuestro análisis por lo que a
continuación mencionaremos algunas de las propiedades que posee el grupo SU(3), un estudio completo
de esto, podemos acudir a las referencias de Elliot y Dawber [86], Stancu [87]. Los grupos unitarios en
3 dimensiones SU(3) tiene 32 − 1 = 8 generadores. Debido a que SU(2) es un subgrupo de SU(3), tres
generadores de SU(3) puede ser construido desde los de SU(2) como una extención de SU(2). Cuando
queremos asignarle números cuánticos a los vectores bases de una representación irreducible se toman la
cadena de subgrupos, en nuestro caso consideramos la cadena

SU(3) ⊃ SU(2)F ⊗ U(1)Y (5.4)

El grupo SU(3) tiene tres subgrupos SU(2) que corresponden al F -spin, U-spin- y V-spin. Los tres
satisfacen las reglas de conmutación de SU(2), de esta manera más adelante veremos que Vz = 3

4Y + 1
2Fz

y Uz = 3
4Y − 1

2Fz. En esta sección vamos a elegir SU(2)F basado en el F -spin 2, el generador de U(1)Y

es la hipercarga Y Los números cuánticos F y Y satisfacen

[F 2, Fz] = [F 2, Y ] = [Y, Fz] = 0 (5.5)

Habiamos visto que es necesario determinar los factores isoescalares en el espacio de F -spin de SU(3),
para ello tenemos 3 elementos básicos el cual utilizaremos para construir el grupo SU(3), estos son
π, ν, ρ. Para ello introducimos los generadores en términos de segunda cuantización en dos operadorers
que pueden dividirse en 2 operadores de peso F̂z y Ŷ y tres operadores de ascenso F̂+, V̂+, Û+ y tres
operadores de descenso F̂−, V̂−, Û−. Tenemos 6 operadores de ascenso y desecenso: el operador F̂+ = π+ν
que convierto un bosón de neutrón en bosón de protón, F̂− = ν+π que convierte un bosón de protón en
bosón de neutrón , V̂+ = π+ρ que convierte un fermión en bosón de protón, V̂− = ρ+π que convierte un

2Es similar a el Isoespin en el modelo de part́ıculas elementales de SU(3)
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bosón de protón en fermión, Û+ = ν+ρ que convierte un fermión en un bosón de neutrón, Û− = ρ+ν que
convierte un bosón de neutrón en fermión y finalmente tenemos 2 operadores de peso: F̂z = 1

2 (π+π−ν+ν),
Ŷ = 1

3 (π+π + ν+ν − 2ρ+ρ),

F̂+ = π+ν

F̂− = ν+π

F̂z =
1
2
(π+π − ν+ν)

Ŷ =
1
3
(π+π + ν+ν − 2ρ+ρ)

V̂+ = π+ρ

V̂− = ρ+π

Û+ = ν+ρ

Û− = ρ+ν

(5.6)

De las definiciones (5.6) podemos observar que existe una dependencia lineal de F̂z y Ŷ ,admeás
tenemos que π+π = 3Y − ν+ν + 2ρ+ρ y para Vz

V̂z =
3
2
Ŷ − Ûz (5.7)

y por otro lado ν+ν = π+π − 2F̂z

Ûz = −F̂z + V̂z (5.8)

de esta manera sustituyendo (5.8) en (5.7) tenemos

V̂z =
3
2
Ŷ − Ûz =

3
2
Ŷ + F̂z − V̂z

y asi obtenemos la dependencia lineal de V̂z

V̂z =
3
4
Ŷ +

1
2
F̂z (5.9)

Analogamente para Ûz

Ûz = −F̂z + V̂z = −F̂z +
3
4
Ŷ +

1
2
F̂z

Ûz =
3
4
Ŷ − 1

2
F̂z (5.10)

Ahora calculado los conmutadores posibles de estos operadores llegamos a las reglas de conmutación

[F̂z, V±] = ±1
2
V± [F̂z, Û±] = ∓1

2
Û± [F̂z, F̂±] = ±F̂± [F̂+, F̂−] = 2F̂z

[V̂z, V̂±] = ±V̂± [V̂+, V̂−] =
3
2
Ŷ + F̂z = 2̂Uz [Ûz, Û±] = ±Û± [Û+, Û−] =

3
2
Ŷ + F̂z = 2̂Uz

[Ŷ , F̂±] = 0 [Ŷ , V̂±] = ±V̂± [Ŷ , Û±] = ±Û± [Û+V̂−] = F̂−

[Ŷ , F̂z] = 0 [V̂+, F̂+] = 0 [Û+, V̂ +] = 0 [Û+, F̂−] = 0

[F̂−, V̂+] = Û+ [F̂+, Û+] = V+ (5.11)
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En el apendice (A.7) se muestra el camino como se determinan estos conmutadores. El álgebra de
F -spin constituido por operadores F̂i aśı como para el álgebra de U-spin conformados por los operadores
Ûi y el álgebra V-spin compuesto por el conjunto de operadores V̂i son cerrados. Las tres algebras son
subalgebras de SU(3) y cada una de ellas individualmente se le puede corresponder el álgebra de los
operadores del momento angular( álgebra de Lie se SU(2)). Ahora usemos estas reglas de conmutación
para deducir las etiquetas y las representaciones irreducibles de SU(3). Antes de hacer esto, veamos
como ejemplo a seguir el caso de las representaciones irreducibles para el momento angular. Elijamos
primero la base en el cual uno de los operadores de Jz es diagonal. Escribamos los operadores restantes
de ascenso y descenso asociandoles su respectivo eigenvalor m de Jz. Finalmente veamos que si J denota
el valor máximo de la representación entonces hay (2j + 1) vectores bases con m = j, j − 1, . . . ,−j y
esos valores de j pueden ser 0, 1

2 , 1, 3
2 . . .. La representación irreducible puede ser entonces puede ser

etiquetado por éste número j. Los diferentes vectores bases pueden ser visualizados por el conjunto de
(2j +1) puntos como intervalos unitarios a lo largo del eje m y espaciados simétricamente desde el origen.
Esta técnica puede ser utilizada para SU(3) pero en una forma extendida. Dos de los ocho operadores
pueden ser diagonalizados(por construcción), consecuentemente nosotros necesitamos dos dimensiones en
vez de una para expresar la representación de SU(3). Dos números son necesarios para distinguir la
representaición irreducible en lugar de un número. Elijamos una base para la representación en las cuales
los dos operadores F̂z, Ŷ son diagonales.

Ahora nos puede surgir la duda, de cuales son los números cuánticos que surgen con los operadores
de ascenso y descenso. Para ellos tomenos un conmutador de (5.11)

[Ŷ , F̂z] = 0 (5.12)

De acuerdo a los operadores Ŷ y F̂Z pueden ser diagonalizados simultaneamente. Nostros comunmente
podemos denotar los eigenestados como

|Fz, Y 〉 (5.13)

y tenemos

F̂z|Fz, Y 〉 = Fz|Fz, Y 〉 (5.14)

Ŷ |Fz, Y 〉 = Y |Fz, Y 〉 (5.15)

de [F̂z, V̂±] = ± 1
2 V̂±

(F̂zV̂± − V̂±F̂z)|Fz, Y 〉 = ±1
2
V̂±|Fz, Y 〉

utilizando (5.14)

F̂zV̂±|Fz, Y 〉 − FzV̂±|Fz, Y 〉 = ±1
2
V̂±|Fz, Y 〉

tenemos que

F̂z(V̂±|Fz, Y 〉) = (Fz ± 1
2
)V̂±|Fz, Y 〉) (5.16)

esto implica que

V̂±|Fz, Y 〉 =
∑
Y ′

N(Fz, Y, Y ′)|Fz ± 1
2
, Y ′〉 (5.17)

La normalización de los factores N(Fz, Y, Y ′) que se tiene en la ecuación de arriba puede depender de
los números cuánticos FZ y Y . Aśı, los operadores V̂± transforman un estado con el número cuántico
Fz en un estado con un número cuántico Fz ± 1

2 y con un número desconocido Y ′. Para V̂± incrementa
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y disminuye el número cuático con 1
2 . Por los mismos argumentos, lo deducimos de [F̂z, Û±] = ∓ 1

2 Û±,
tenemos la relación

F̂z(Û±|Fz, Y 〉) = (Fz ∓ 1
2
)Û±|Fz, Y 〉). (5.18)

Entonces, Û± incrementa y disminuye, el número cuántico Fz con 1
2 . De la relación

[Ŷ , V̂±] = ±V̂±

análogamente
F̂z(V̂±|Fz, Y 〉) = (Fz ± 1)V̂±|Fz, Y 〉). (5.19)

Entonces V̂± incrementa y disminuye el número cuántico Y en 1. Esto responde a la pregunta referente
a los valores Y ′ que aparecen en el lado derecho de la ecuación (5.17); solo Y ′ = Y ± 1 aparecerá para
V̂±|Fz ± 1

2 , Y ± 1〉. Finalmente el conmutador

[Ŷ , Û±] = ±Û±

nos lleva a la ecuación de eigenvalores

Ŷ (Û±|Fz, Y 〉) = (Y ± 1)Û±|Fz, Y 〉). (5.20)

los respectivos incrementos y disminuciones del número cuántico Y están dados por 1. Porque [Ŷ , F̂±] = 0,
los operadores F̂± no cambian de numero cuántico en Y. En vista que en el álgebra del momento angular,
nosotros sabemos que que el número cuántico Fz debe tener valor el entero o semientero. Esto es evidente
debido a que V̂± y Û± cambian Fz en unidades semienteras y F̂± lo cambia en unidades enteras. Esto lo
podemos ver en la figura 5.1.
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�
Y

Fz

F̂+F̂−

Û+ V̂+

V̂− Û−
1 �

0

�
1
2

�
1

�
3
2

�
2

�
5
2

�

2 �

3 �

Figura 5.1: Acción de los operadores de escalon en el plano Fz − Y

Los operadores de escalón F̂−, V̂+, Û− o F̂+, V̂−, Û+ forman triángulos equilateros como se muestra en
la figura 5.2. De las definiciones de Uz y Vz se tiene que Y = 2

3 (Uz − Vz) y debido a esto los eigenvalores
de Y deben deben ser 0,± 1

3 . ± 2
3 ,±1,etc. entonces cada vector base va a estar asociado con un punto

(Fz, Y ) el cual nos lleva a una malla con espacios de 1
2 en la dirección Fz y 1

3 en la dirección Y . Ahora
es más fácil visualizar el efecto de los 6 operadores restantes F±, U±, V± en términos de movimientos en
el plano (Fz, Y ), ya que F± son operadores comunes de ascenso y descenso con respecto a Fz y debido
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a que ellos conmutan con Y la operación de F± sobre el vector base asociado al punto (Fz, y) produce
un nuevo vector asociado al punto (Fz ± 1, Y ) de esta manera F± corresponden a desplazamientos en
la dirección Fz. Por el mismo camino U± corresponden desplazamientos (∓ 1

2 ,± 1
2 ) mientras que para

V± corresponde a desplazamientos (∓ 1
2 ,∓1) En una represantación irreducible dsebe ser posible generar

todos los vectores bases de cualquier vector, usando operadores infinitesimales. Es claro que Y puede ser
cambiado solo en desplazamienos enteros, entonces dado un valor impar en Y el cambio de Fz debe ser
semientero de esta manera se concluye que los vectores bases en una representación irreducible de Lie
forma un hexagono. En la siguiente figura podemos ver como se puede visualizar los diagramas de peso
construidos a partir de (λ, μ)

A�

B�

C
�

D
�

E �

F� P�

Q
�

R �

�

�

�

�

μ

λ �

�

�

V̂−

F̂−

Û+

�

�

Y

Fz
�

�
Y

Fz

(a)Diagrama de pesos (λ, μ) (b)Diagrama de pesos (λ, 0)

Figura 5.2: Distintas representaciones asociados a (λ, μ)

Ahora el siguiente paso es encontrar los puntos de la malla tales que corresponden a los vectores
base necesarias para producir una representacón irreducible. Consideremos el vector base |ψ〉 con el peso
máximo en una representación irreducible. Podemos decir que es el vector con el mayor valor de Y y
para este el mayor valor de Fz esta definición nos implica

F̂+|ψ〉 = V̂+|ψ〉 = Û−|ψ〉 = 0 (5.21)

Ya que Û+ y V̂− pueden aumentar el valor de Fz manteniendo Y sin cambio. Esto nos lleva a que |ψ〉
debe tener definido el F -spin, U-spin, V-spin con los valores ya calculados

F = Fz

U = Uz =
3
4
Y − 1

2
Fz

V = Vz =
3
4
Y +

1
2
Vz (5.22)



5.1. Introducción 117

Conmunmente es práctico etiquetar a el vector base |ψ〉 por dos números enteros

λ = 2V, μ = 2U (5.23)

de esta manera tenemos que

1
2
λ = V = Vz =

3
4
Y +

1
2
Fz

1
2
μ = U = −Uz = −3

4
Y +

1
2
Fz

(5.24)

de esta forma obtenemos los valores de Fz y Y en forma general

Fz =
1
2
(λ + μ) (5.25)

Y =
1
3
(λ − μ) (5.26)

Si queremos encontrar un estado máximo, conociendo que hay μ3 estados sobre un lado de de nuestro
diagrama de pesos del hexagono

Ŷ φmax = [
1
3
(λ − μ) + μ]φmax =

1
3
(λ + 2μ)φmax

F̂zφmax = [
1
2
(λ + μ) − μ

2
]φmax =

λ

2
φmax

(5.27)

de esta forma construimos un estado de peso máximo φmax = |(λ, μ), F, Fz, Y 〉A como∣∣∣∣(λ, μ),
λ

2
λ

2
,
1
3
(λ + 2μ)

〉
(5.28)

o en su caso esto corresponde a un punto A en el diagrama de pesos

|ψ〉A → A =
(

λ

2
,
1
3
(λ + 2μ)

)
(5.29)

Por construcción uno puede ver que el conjunto (λ, μ)F, Fz, Y forman un conjunto cerrado, uno comienza
desde el estado de máximo peso, y aplicando los operadores de ascenso y desenso F±, V±, U± y sus
relaciones de conmutación, uno puede cubrir todo el subespacio invariante ((λ, μ). Cuando tenemos el
diagrama de pesos (λ, μ), vemos el siguiente comportamiento, encontramos tres operadores sobre cada
punto de la arista del hexagono el cual aplicado sobre el estado asociado a estos puntos no da cero .

Esto nos permite entender que tanto en las aristas como en los segmentos del hexagono el diagrama
de pesos, estos puntos solo tienen estados únicos. Cuando hablemos de estados bases en la f́ısica nuclear
podemos entender que estos estados generalmente corresponden a los estados simétricos es decir, son
los estados el cual en el diagrama de pesos poseen μ = 0 aśı el tamanño los segmentos tienen que ser
|AB| = 0 |DC| = 0 y |FE| = 0 de esta forma el diagrama de pesos se convierte en un triángulo.entonces

3Aqui se toma el hecho de que en el momento angular satisface las mis mismas reglas de conmutación que Fz , habiendo
en el momento angular 2l estados ya que corren desde −l, . . . , l − 1, l de esta manera si hay μ

2
entonces tenemos μ estados

además [F, Y ] = 0 y [U, Y ] = 0
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bajo este razonamiento podemos decir que para el vertice P se cumple F̂+|φA〉 = 0, V̂+|φA〉 = 0 Û−|φP 〉 =
Û+|φP 〉 = 0, para el vertice B se cumple F̂+|φQ〉 = F−|φQ〉 = 0, V̂−|φQ〉 = 0, Û−|φQ〉 = 0, para el vertice
R se cumple F̂−|φR〉 = 0V̂−|φR〉 = V+|φCR〉 = 0 Û+|φR〉 = 0.

Estando en la base F -spin y utilizando las reglas de F -spin de la ecuaciónes (5.6) los estados tienen
la forma:

|(λ, μ), F, Fz, Y 〉F (5.30)

además se cumple que

F̂z|(λ, μ), F, Fz, Y 〉F = f |(λ, μ), F, Fz, Y 〉F
Ŷ |(λ, μ), F, Fz, Y 〉F = y|(λ, μ), F, Fz, Y 〉F

F̂ 2|(λ, μ), F, Fz, Y 〉F = f(f + 1)|(λ, μ), F, Fz, Y 〉F (5.31)

ahora, si queremos expresar nuestros estados pero en otra base, la base de V-spin, a esta base le corre-
sponde la cadena

SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ U(1)
(λ, μ) V Y (5.32)

utilizando (5.6) en V̂z = 3
4Y + 1

2Fz obtenemos que V̂ z = 1
2 (π+π − ρ+ρ) es decir estamos cambiando de

base, y de esta forma obtenemos

V̂+ = π+ρ

V̂− = ν+ρ

V̂z =
1
2
(π+π − ρ+ρ)

Ŷ =
1
3
(π+π + ρ+ρ − 2π+π) (5.33)

que puede recordarse simplemente haciendo el cambio ν ↔ ρ en las definiciones (5.6), además se cumple

V̂z|(λ, μ), F, Fz, Y 〉V = v|(λ, μ), F, Fz, Y 〉V
Ŷ |(λ, μ), F, Fz, Y 〉V = y|(λ, μ), F, Fz, Y 〉V

V̂ 2|(λ, μ), F, Fz, Y 〉V = v(v + 1)|(λ, μ), F, Fz, Y 〉V (5.34)

aqúı se puede notar que la forma de los eigenvalores es la misma que si estuviera trabajando sobre F -spin,
de tal manera que los elementos de matriz de los estados al cual se le aplica los operadores V± suelen
ser más rapido calculados desde su base que desde su análogo, lo mismo sucede con U-spin. Algunas
caracteristicas de la estructura de los multipletes de SU(3) puedo expresar de manera breve:

1. El álgebra SU(3) tiene las subálgebras F,U, V . Cada una de esas álgebras son isomórficas a la
álgebra SU(2), es decir, al álgebra del momento angular. Entonces los multipletes de SU(3),
pueden ser construidos en términos de acoplamientos de multipletes de F,U y V.

2. Los operadores F̂z, Ŷ y por lo tanto también Ûz = 1
2 ( 3

2 Ŷ − F̂z) y V̂z = 1
2 ( 3

2 Ŷ + F̂) debben ser
simultanemanete diagonalizables. Entonces sus eigenvalores son

Fz, Y, Uz =
1
2
(
3
2
Y − Fz) y Vz =

1
2
(
3
2
Y + Fz)



5.1. Introducción 119

3. Los operadores de escalon F̂±, V̂±, Û± actuan sobre estados de SU(3) de acuerdo a la figura 5.1 Los
últimos puntos de esos de esos operadores están situados sobre un hexágono regular.

4. Aqúı los multipletes de SU(3) fueron construidos a partir de F multipletes, (paralelamente al eje Fz)
V multipletes (a lo largo ĺıneas diagonales de V) y multipletes de U (a lo largo de ĺıneas diagonales
de U del diagrama de pesos) como se aprecia en la figura 5.2 en el inciso (b). Estos submultipletes
F, U, V deben estar acoplados ya que se tienen unas relaciones de conmutación [F̂+, V̂−] = −Û−,
[F̂+, Û+] = V̂+.

5. Debido a la equivalencia de las tres subálgebras, F, U, V , la (finitas) representaciones de los multi-
pletes de SU(3) dentro del plano Y − FZ deben ser regulares (pero no necesariamente equiláteras)
hexágonos ó triangulos. Esto es debido a las siguientes consideraciones: los elementos (estados) de
el multiplete F se encuantan a lo largo de las ĺıneas que forma F y están medidos por los números
cuánticos Fz. Como es bien conocido desde el momento angular (y el álgebra de isoespin) todos los
valores FZ dados de un dado multiplete tiene que estar en el intervalo FZmax ≥ Fz ≥ −FZmax. En-
tonces, el multiplete SU(3) tiene que ser simétrico con respecto al eje Y (Fz = 0). Evidentemente,
las ĺıneas que hace F forman un angulo con el eje Y .

6. Como las álgebras F , V y U son iguales simétricamente y por lo tantto subalgebras equivalentes de
SU(3)

5.1.2 Representación Irreducible (λ, μ)

Para determinar los factores isoescalares de SU(3) necesitamos conocer los estados asociados a su
respresentación irreducible correspondiente (λ, μ). La figura 5.8 muestra el caso para λ > μ. Para conocer
los estados vamos a construir los estados a partir de las componentes que tienen los puntos dentro de un
diagrama de peso. Para ello si comenzamos con un punto de peso máximo B = ( 1

2 (λ + 1μ), 1
3 (λ− μ)), al

cual a este punto tiene un estado de peso máximo φmax. De acuerdo a la figura 5.8, el punto A puede ser
alcanzado por acción de Û+ un número de veces n para alcanzar φA = (Û+)nφmax. La ĺınea AB tiene
un multiplete U-spin con U = cte y −U ≤ Uz ≤ U . Sus puntas, A y B, corresponden a −U = Umax y
a U respectivamente. Poniendo Ymax = 1

3 (λ − μ) y (Fz)max = 1
2 (λ + μ) en las ecuaciones (5.10) y (5.9)

uno obtiene

Umax =
3
4
Ymax − 1

2
(Fz)max = −1

2
μ

Vmax =
λ

2
(5.35)

Es decir, el punto B tiene U = μ
2 y sobre la ĺınea AB hay 2U + 1 = μ + 1 puntos. Entonces, para

alcanzar A desde B, uno necesita aplicar Û+ sobre φmax n = μ veces. Usando las reglas de conmutación,
[F̂z, Û+] = − 1

2 Û+ y [Ŷ , Û+] = Û+, μ veces uno encuentra

F̂zφA =
[
(Fz)max − μ

2

]
φA =

λ

2
φA

Ŷ φA = [Ymax + μ]φB =
1
3
(λ + 2μ)φA (5.36)

donde φA ∼ (Û+)μφmax. Aśı los estados correspondientes al segmento AB lo podemos expresar como

φAB =
∣∣∣∣(λ, μ),

λ + k

2
,
λ + k

2
,
λ + 2μ

3
− k

〉
k = 0, . . . , μ (5.37)



120 Caṕıtulo 5. Factores Isoescalares de SU(3)

De manera similar, uno puede discutir el segmento BC el cual es un multiplete V. Desde (5.36), uno
puede ver que φC ∼ (V̂−)λφmax y desde las correspondientes relaciones de conmutación uno encuentra.

F̂zφC =
[
(Fz)max − λ

2

]
φA =

μ

2
φC

Ŷ φC = [Ymax − λ]φC = −1
3
(2λ + μ)φF (5.38)

Aśı los estados correspondientes al segmento BC lo podemos expresar como

φBC =
∣∣∣∣(λ, μ),

λ + μ − l

2
,
λ + μ − l

2
,
λ − μ

3
− l

〉
l = 0, . . . , λ (5.39)
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μ

φA = |(λ, μ), λ
2 , λ

2 , λ+2μ
3 〉

φB = |(λ, μ), λ+μ
2 , λ+μ

2 , λ−μ
3 〉

φC = |(λ, μ), μ
2 , μ

2 ,− 2λ+μ
3 〉

μ

Figura 5.3: Diagrama de pesos (λ, μ) donde λ > μ

El punto F es alcanzado desde el punto A aplicando F̂− sobre φA λ veces y D es alcanzado desde C
por la aplicación de F̂− sobre φC μ veces. El punto E puede obtenerse desde B usando la simetŕıa de
reflexión y puede ser alcanzado desde A usando F̂− sobre φmax λ + μ veces. Para cualquier punto sobre
los segmentos AB ó BC, hay multiplete F -spin que termine en los segmentos EF y DC. Desde cualquier
punto sobre FAB uno puede construir un multiplete V-spin que termine en EDC y para cualquier punto
sobre BCD, un multiplete U-spin que termine en EFA. En este modo, comenzando desde el punto B, uno
puede generar las los contornos dibujados en la figura 5.3, donde para cada vector base de un subespacio
invariante de una representación irreducible (λ, μ) es representado por puntos. Por lo contrario, los puntos
dentro del hexágono no siempre le corresponde un vector base. Entonces, los puntos interiores tienen
una multiplicidad diferente de 1. Los puntos A, B y C corresponden a las esquinas de la derecha. Ya
hemos mencionado que hay algunas arbitrariedades en la definición de peso máximo, mientras , aqúı, B
le corresponde el peso máximo, el punto A fue dado como el peso máximo por Elliot y Dawber (1979).

Para illustrar el problema de la multiplicidad del diagrama dibujado en la figura 5.8. Sobre los
contornos( el hexágono más grande), solo hay un vector base correspondiente a cada punto. Dentro de
este contorno, en el primer hexágono cada punto le corresponde dos vectores. Si nos vamos al segundo, le
debeŕıa corresponder tres puntos, y aśı sucesivamente. Después el hexágono se convierte en un triángulo
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Tabla 5.1: Estructura de las componentes F y Y de los estados |(λ, μ), F, Fz, Y 〉 en la representación
irreducible (λ, μ) siendo λ > μ sobre los conntornos hexágonales subsecuentes

k F l Y

0 λ
2

λ+2μ
3

1 λ+1
2 , λ−1

2
λ+2μ

3 − 1

2 λ+2
2 , λ

2 , λ−2
2

λ+2μ
3 − 2

3 λ+3
2 , λ+1

2 , λ−1
2

λ−3
2

λ+2μ
3 − 3

...
...

...

μ λ+μ
2 , λ+μ

2 − 1, . . . , λ−μ
2 + 1, λ−μ

2 0 λ−μ
3

μ λ+μ−1
2 , λ+μ−1

2 − 1, . . . , λ−μ−1
2 + 1, λ−μ−1

2 1 λ−μ
3 − 1

μ λ+μ−2
2 , λ+μ−2

2 − 1, . . . , λ−μ−2
2 + 1, λ−μ−2

2 2 λ−μ
3 − 2

...
...

...
...

μ μ, μ − 1, . . . , 1, 0 λ − μ 2(μ−λ)
3

μ μ − 1
2 , μ − 3

2 , . . . , 1, 1
2 λ − μ + 1 2(μ−λ)

3 − 1

μ μ − 1, μ − 2, . . . , 1 λ − μ + 2 2(μ−λ)
3 − 2

...
...

...
...

μ μ
2 λ − 2λ+μ

3

y ahi el numero de vectores bases independientes parra cada punto es el mismo. En general, para el caso
donde λ > μ hay μ hexágonos, entonces la multiplicidad de los puntos sobre cualquier triangulo es μ + 1.
Un caso interesante corresponde a la representación λ = 1, μ = 0 porque esta representación es utilizada
para clasificar los estados base en la f́ısica nuclear.

Podemos expresar las componentes F y Y de los estados |(λ, μ), F, Fz, Y 〉 en la representación irre-
ducible (λ, μ) siendo λ > μ sobre los conntornos hexágonales subsecuentes, podemos expresar los estados
que se encuantran sobre el segmento AB de la ecuación (5.37) y podemos ver que en la orilla tenemos
solo un estado único correspondiente a un solo valor de F = λ

2 y un valor de Y = λ+2μ
3 posterioremente

vemos que conforme nos metemos dentro del hexágono μ veces hay μ + 1 estados asociados a esos punto
habiendo F = λ+μ

2 , λ+μ
2 − 1, . . . , λ−μ

2 + 1, λ−μ
2 y Y = λ−μ

3 posteriormente para Y = − 2λ+μ
3 se tiene

F = μ
2 , μ

2 − 1, . . . ,−μ
2 + 1,−μ

2 , esto nos dice que hay un monton de estados dentro del hexágono más
grande. Podemos ver un análisis más claro en la tabla (5.1.2).

5.1.3 Método del cálculo y convenciones

Siguiendo las convenciones usuales[85], vamos a escribir los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3)
como producto de un factor isoescalar por un ordinario coeficiente de Clebsch-Gordan de SU(2). Los
factores isoescalares [88] son las porciones de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) que no dependen
del número cuántico aditivo fspin Fz. El coeficiente de Clebsch-Gordan completo de SU(3) es factorizado
en el producto de un coeficiente de Clebsch-Gordan de fspin SU(2) y un factor isoscalar, (lema de
factorización de Racah):〈

(λ1, μ2) (λ2, μ2)
F1, Fz1Y1 F1, Fz2 , Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Fz, Y

〉
=
〈

(λ1, μ1) (λ2, μ2)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
〈F1, Fz1 ;F2, Fz2 |F, F ′

z〉(5.40)
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donde Fz = Fz1 + Fz2 además Y = Y1 + Y2, el primer factor correspondiente SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ Uy(1)
cuyas representaciones son (λ, μ), F, Y corresponden a los factores isoescalares.

El cáculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) son calculados esencialemente por el mismo
procedimiento de los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2) dados en [89, 70]. Uno obtiene las relaciones
de recursión utilzando los correspondientes operadores de ascenso y descenso (5.6) sobre el espacio (λ, μ),
en donde se obtienen los elementos de matriz asociados a los estados correspondientes a los puntos sobre
el diagrama de pesos. Ya que las relaciones de recursión son homogeneas en los coeficientes de Clebsch-
Gordan, el siguiente paso es usar la condición de normalización. Aqúı uno puede usar las unitaridad de
las matrices para obtener más coeficientes a través de la condición de ortogonalidad. Finalmente para
obtener un valor único para del coeficiente de Clebsch-Gordan, uno debe imponer una condición de fase,
usamos la condición estándar de Condon-Shortley [90] para los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(2).

〈F1, F1; F2, F − F1|F, F 〉 > 0 (5.41)

La convención de fase para los coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) está determinado poa la
convernción de Swart[64], dado como

〈
(λ1, μ1) (λ2, μ2)
F̃1, Ỹ1 F2, Y − Ỹ1

∣∣∣∣ (λ, μ)
Fmax, Y

〉
> 0 (5.42)

Aqúı Fmax es el valor máximo del F -spin del multiplete (λ, μ), F̃1 es el valor más grande del fspin en
(λ1, μ1), esta es la conexión con el el estado de peso máximo (y corresponde a la hypercarga Ỹ1), y F̃2 es
el valor más grande del fspin en (λ2, μ2) que conecta (F̃1, Ỹ1) a (Fmax, Y ).

5.2 Factores Isoescalares en (λ, 0) ⊗ (1, 0)

En la teoŕıa de representaciones, las tablas de Young describe las bases de una representación irre-
ducible de un grupo simétrico. Los diagramas de Young están en correspondencia uno a uno con las
representaciones irreducibles. Estos nos dan el camino correcto para especificar las simetŕıas de Young
desde las cuales las representaciones irreducibles pueden ser construidas. De esta manera el acoplamiento
de las representaciones (λ, 0) con (1, 0) nos puede dar dos representaciones (λ + 1, 0) y (λ − 1, 1).

(λ, 0) ⊗ (1, 0) = (λ + 1, 0) ⊕ (λ − 1, 1)

Esto nos permite construir dos diagramas pesos, uno para la representación (λ + 1, 0) y otro para
(λ−1, 1). Cabe mencionar que la representación irreducible (λ−1, 1) en donde se rompe la simetŕıa μ = 0
con μ = 1 esto se le puede asociar a estados exitados. Determinemos primero los factores isoescalares
asociados a (λ+1, 0) y posteriormente calcularemos los factores isoescalares asociados a la representación
(λ − 1, 1).

5.2.1 Factores Isoescalares de (λ + 1, 0)

Vamos a analizar la manera como se puede determinar los factores isoescalares para una situación
más espećıfica. Para cuestiones prácticas, vamos a utilizar una simplificación. Vamos a considerar que
μ = 0 de esta manera nuestro diagrama de pesos, los estados máximos correspondrán unicamente a los
puntos que forman un triángulo en el diagrama de pesos. Ahora nuestro estado maximo A (5.28) cor-
responderá a |(λ, 0), λ

2
λ
2 , λ

3 〉. Debido a que nuestro interés es encontrar correlaciones entre transferencia



5.2. Factores Isoescalares en (λ, 0) ⊗ (1, 0) 123

de nucleones en el marco de la supersimetŕıa nuclear. Vamos a trabajar con operadores de transferencia
y el que por ahora vamos a manejar es el operador de creación de bosones de protones s+

π . Ya que
los estados simétricos en esta formulación corresponden a los estados base de los núcleos conocidos, es
conveniente manejar estados simétricos ya que estos son los que se tienen en la naturaleza en su estado
de reposo. Y los estados no simétricos generalmente corresponden a estados exitados de los núcleos, por
esta razón para continuar nuestro análisis de los estados cuánticos en el espacio F -spin, U-spin, V-spin,
introduzcamos el estado |(1, 0), 1

2
1
2

1
3 〉 el cual le corresponde a s+

π y lo utilizaremos como ejemplo para
obtener el valor de los coeficientes isoescalares.

De esta manera si hacemos el acoplamiento de |(1, 0), 1
2 , 1

2 , 1
3 〉 con |(λ, 0), λ

2 , λ
2 , λ

3 〉 obtenemos

|(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉 = |(λ + 1, 0)

λ + 1
2

,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉 (5.43)

siendo |l1 − l2| � L � l1 + l2 ⇒ |λ2 − 1
2 | � F � λ

2 + 1
2 de esta manera F puede tomar valores λ−1

2 ó λ+1
2

pero como |(λ + 1, 0), λ+1
2 , λ+1

2 , λ+1
3 〉 es el estado de peso máximo por construción entonces F = λ+1

2

5.2.2 Determinación de los factores isoescalares de SU(3) utilizando F -spin

Si F̂− = F̂1− + F̂2− y
−→
F =

−→
F 1−

−→
F 2− donde F̂− satisface las reglas de conmutación, el elemento de

matriz de F̂− es
F̂−|F, Fz〉 =

√
(F + Fz)(F − Fz + 1)|F, Fz − 1〉 (5.44)

aśı

F̂−|(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉 =

√
λ + 1|(λ + 1, 0),

λ + 1
2

,
λ − 1

2
,
λ + 1

3
〉 (5.45)

a si en el otro lado de la ecuación F̂− = F1− + F̂2−

F̂−[|(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉2]

= F̂1−|(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉2 + F̂2−|(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉2

=
√

λ|(λ, 0),
λ

2
,
λ − 2

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉2 + |(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,−1

2
,
1
3
〉2 (5.46)

igualando la ecuación (5.45) con la ecuación (5.46) obtenemos

|(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ − 1

2
,
λ + 1

3
〉 =

√
λ

λ + 1
|(λ, 0),

λ

2
,
λ − 2

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉2

+

√
1

λ + 1
|(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(1, 0),

1
2
,−1

2
,
1
3
〉2 (5.47)

por otro lado el estado anterior se puede escribir de la forma:

|(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ − 1

2
,
λ + 1

3
〉 =

=
∑

F1F1zY1F2F2zY2

〈
(λ, μ) (1, 0)

F1, F1zY1 F2, F2zY2

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ−1
2 , λ+1

3

〉
|(λ, 0), F1, F1z, Y1〉|(1, 0), F2z, Y2〉

(5.48)
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siendo válido

SU(3) ⊃ SU(2) ⊗ U(1)
⊃ SO(2) ⊗ U(1) (5.49)

〈
(λ, μ) (1, 0)

F1, F1zY1 F2, F2zY2

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ−1
2 , λ+1

3

〉
=
〈

(λ, μ) (1, 0)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
〈F1, F1z, F2, F2z|λ + 1

2
,
λ − 1

2
〉

de esta forma podemos expresar los coeficientes de la suma de la ecuación (5.48) en términos de los
factores isoescalares, aśı para el primer término de la ecuación (5.47)〈

(λ + 1, 0) (1, 0)
λ
2 , λ−2

2 , λ
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ−1
2 , λ+1

3

〉
=

〈
(λ, μ) (1, 0)
λ
2 , λ

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
︸ ︷︷ ︸〈

λ

2
,
λ − 2

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ − 1

2
〉F

1〈
(λ + 1, 0) (1, 0)
λ
2 , λ−2

2 , λ
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ−1
2 , λ+1

3

〉
=

√
λ

λ + 1

De manera análoga se puede obtener para el segundo término.〈
(λ, μ) (1, 0)
λ
2 , λ

2 , λ
3

1
2 ,− 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ−1
2 , λ+1

3

〉
=

√
1

λ + 1

5.2.3 Determinación de los factores isoescalares de SU(3) utilizando V-spin

Para continuar con nuestro anális discutamos la acción de los operadores de ascenso y descenso
F̂±, Û±, V̂ ± en el vector base φ(F, Fz, Y ) que pertenece a la representación irreducible (λ, μ) para esto,
necesitamos las reglas de conmutación (5.11), por ejemplo, la acción de los conmutadores que tiene V±
sobre φ(F, Fz, Y ) uno obtiene

Y V̂±φ = (Y ± 1)V±φ

FzV̂±φ = (Fz ± 1
2
)V±φ (5.50)

La formulación general de los operadores de ascenso y desenso sobre el vector base sobre φ(F, Fz, Y ) en
una representación irreducible (λ, μ) bajo V± son4

V̂±φ(F, Fz, Y ) = a±φ(F +
1
2
, Fz ± 1

2
, Y ± 1) + b±φ(F − 1

2
, Fz ± 1

2
, Y ± 1) (5.51)

donde

a+ =
[
(F + Fz + 1)[13 (λ − μ) + F + 1

2Y + 1][ 13 (λ + 2μ) + F + 1
2Y + 2][ 13 (2λ + μ) − F − 1

2Y ]
2(F + 1)(2F + 1)

] 1
2

(5.52)

b+ =
[
(F − Fz)[13 (λ − μ) + F + 1

2Y ][ 13 (λ + 2μ) − F + 1
2Y + 1][ 13 (2λ + μ) + F − 1

2Y + 1]
2F (2F + 1)

] 1
2

(5.53)

4Estas fórmulas fueron determinadas por Swart y el utiliza (I, I3, Y ) en su trabajo en vez de (F, Fz , Y ) pero el sentido
matemático es el mismo[64].
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los otros coeficientes se obtienen por la relación

a−(F, Fz, Y ) = b+(F +
1
2
, Fz − 1

2
, Y − 1)

b−(F, Fz, Y ) = a+(F − 1
2
, Fz − 1

2
, Y − 1) (5.54)

ahora utilicemos estas fórmulas para determinar algunos coeficientes isoescalares. Regresemos al acoplamiento
de los estados

|(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉 = |(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
λ

3
〉1|(1, 0)

1
2
,
1
2

1
3
〉2 (5.55)

si sabemos que se cumple que V̂− = V̂1− + V̂2− podemos el primer miembro de la ecuación (5.55) y
apliquemosle V̂− de esta forma utilizando (5.52)y (5.53) obtenemos que

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
= a−(

λ + 1
2

,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
)
∣∣∣∣(λ + 1, 0)

λ + 2
2

,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
+b−(

λ + 1
2

,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
)
∣∣∣∣(λ + 1, 0)

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
(5.56)

ahora lo expresamos en términos de a+ y b+ utilizando (5.54)

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
= b+(

λ + 2
2

,
λ

2
,
λ − 2

3
)
∣∣∣∣(λ + 1, 0)

λ + 2
2

,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
+a+(

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3
)
∣∣∣∣(λ + 1, 0)

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
(5.57)

como sabemos, estamos partiendo que Fmax = λ
2 entonces F = λ

2 + 1 no pertenece a ningun estado, aśı
el primer término de la suma (5.57) se elimina, por lo tanto solo nos queda

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
= a+(

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3
)
∣∣∣∣(λ + 1, 0)

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
(5.58)

ahora calculemos el coefiente a+(λ
2 , λ

2 , λ−2
3 ) utilzando (5.52)

a+(
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3
) =

√
λ + 1 (5.59)

de esta manera tenemos

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
=

√
λ + 1

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
(5.60)

por otro lado podemos aplicar V̂− = V̂1− + V̂2− al segundo miembro de la ecuación (5.55)

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
= a1−(

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ + 1
2

,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

b1−(
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ − 1
2

,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

a2−(
1
2
,
1
2
,
1
3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 1, 0,−2
3

〉
2

b2−(
1
2
,
1
2
,
1
3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

(5.61)
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pero por la misma razón de la vez pasada como Fmax = λ
2 entonces F = λ+1

2 no pertenece a ningun
estado, aśı el primer término de la suma (5.61) no esta, y si calculamos el coeficiente a2−( 1

2 , 1
2 , 1

3 ) utilzando
(5.52)y (5.53) resulta

a2−(
1
2
,
1
2
,
1
3
) = b2+(1, 0,−2

3
) = 0 (5.62)

por lo que la ecuación (5.61) se reduce solo a

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
= b1−(

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ − 1
2

,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

b2−(
1
2
,
1
2
,
1
3
)
∣∣∣∣(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

(5.63)

ahora utilizando el hecho que

b−(
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
) = a+(

λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3
) =

√
λ + 1 (5.64)

podemos renombrar las etiquetas

b−(
λ′ + 1

2
,
λ′ + 1

2
,
λ′ + 1

3
)
∣∣∣∣(λ′ + 1, 0)

λ′

2
,
λ′

2
,
λ′ − 2

3

〉
=

√
λ′ + 1

∣∣∣∣(λ′ + 1, 0)
λ′

2
,
λ′

2
,
λ′ − 2

3

〉
(5.65)

si hacemos λ′ = λ − 1 obtenemos

b−(
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
)
∣∣∣∣(λ, 0)

λ − 1
2

,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
=

√
λ

∣∣∣∣(λ, 0)
λ − 1

2
,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
(5.66)

que es exactamente el primer término de la suma de la ecuación (5.63) siendo que b1− solo actua sobre
el estado al que denominé primero. Y si hacemos λ = 1

b−(
1
2
,
1
2
,
1
3
)
∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2

3

〉
= 1
∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2

3

〉
(5.67)

que corresponde al segundo término de la suma (5.63) de esta manera, sustityendo (5.66) y (5.67) en
(5.63) tenemos que

V̂−

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3

〉
=

√
λ

∣∣∣∣(λ, 0),
λ − 1

2
,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

+
∣∣∣∣(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

(5.68)

igualando las ecuaciones (5.60) y (5.68) finalmente obtenemos

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
=

√
λ

λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ − 1

2
,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2√

1
λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

(5.69)



5.2. Factores Isoescalares en (λ, 0) ⊗ (1, 0) 127

podemos verificar que el estado anterior está normalizado, es decir, 〈φ|φ〉 = 1, aśı de esta manera para el
primer término tenemos〈

(λ, 0) (1, 0)
λ−1

2 , λ−3
3

1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ
2 , λ−2

3

〉
〈λ − 1

2
,
λ − 2

2
,
1
2
,
1
2
|λ
2
,
λ

2
〉 =

√
λ

λ + 1

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−1
2 , λ−3

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ
2 , λ−2

3

〉
=

√
λ

λ + 1
(5.70)

〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3 0,− 2
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ
2 , λ−2

3

〉
〈λ
2
,
λ

2
, 0, 0|λ

2
,
λ

2
〉 =

√
1

λ + 1

y para el segundo término

〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3 0,− 2
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ
2 , λ−2

3

〉
=

√
1

λ + 1
(5.71)

5.2.4 Mezcla de bases en la determinación de factores isoescalares de SU(3)

Cuando utilizamos distintas bases, es importante tomar en cuenta las siguientes relaciones

F -spin a V -spin V -spin a F -spin
|(λ, μ)F, Fz, Y 〉 → |(λ, μ)V, Vz, Y

′〉 |(λ, μ)V, Vz, Y
′〉 → |(λ, μ)F, Fz, Y 〉

Vz = 3
4Y + 1

2Fz Fz = 3
4Y ′ + 1

2Vz

Y ′ = Fz − 1
2Y Y = − 1

2Y ′ + Vz

(5.72)

Si tenemos el diagrama de pesos de SU(3) dado por la representación irreducible de (λ, μ = 0) en
donde un punto de peso máximo tiene asociado un estado

φA = |(λ + 1, 0), F =
1
2
(λ + 1), Fz =

1
2
(λ + 1), Y =

1
3
(λ + 1)〉 (5.73)

donde claramente se cumple F̂+φA = V̂+φA = Û−φA = Û+φA = 0.
Para reducir el número cálculos, en la obtención de los coeficientes isoescalares de SU(3), podemos
utilizar la base más adecuada dependiendo del problema. Por ejemplo si nosotros aplicamos el operador
V̂− sobre un estado de máximo peso, es conveniente utilizar la base de V-spin, de esta forma, haciendo
el cambio de base, sabemos que Vz es una combinacón lineal de Y y Fz para el estado φA tenemos que
F = 1

2 (λ + 1), Y = 1
3 (λ + 1) de Vz = 3

4Y + 1
2Fz y Y ′ = FZ − 1

2Y por lo tanto en la base V tenemos que

Vz =
1
2
(λ + 1) Y ′ =

1
3
(λ + 1) (5.74)

aśı φA expresado en la base V es

φA = |(λ + 1, 0),
1
2
(λ + 1),

1
2
(λ + 1),

1
3
(λ + 1)〉V (5.75)
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φC = (− 1
2 (λ + 1), 1

3 (λ + 1) A φA = ( 1
2 (λ + 1), 1

3 (λ + 1)← F̂−

↘ Û− ↙ V̂−

B φB = (Fz = 0, Y = − 2
3 (λ + 1))

Figura 5.4: Diagrama de pesos (λ + 1, 0)

donde podemos expresar el estado anterior como el acoplamiento de dos estados

φA = |(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉V

= |(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉V |(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉V (5.76)

por otro lado el mismo estado en la base de F -spin puede ser expresado como

φA = |(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉F

= |(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉F |(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉F (5.77)

Es curioso notar que si al estado |F, Fz, Y 〉 le suponemos que F = Fz, F es máximo, podemos
generalizar el procedimiento de aplicar V̂− a siendo

V̂−|F, Fz, Y 〉 = b−(F, Fz, Y )|F − 1
2
, Fz − 1

2
, Y − 1〉

(V̂−)2|F, Fz, Y 〉 = V̂−[V̂−|F, Fz, Y 〉] = V̂−[b−(F, Fz, Y )|F − 1
2
, Fz − 1

2
, Y − 1〉]

aśı

(V̂−)2|F, Fz, Y 〉 = b−(F, Fz, Y )b−(F − 1
2
, Fz − 1

2
, Y − 1)|F − 1

2
− 1

2
, Fz − 1

2
− 1

2
, Y − 1 − 1〉

...
...

(V̂−)k|F, Fz, Y 〉 = b−(F, Fz, Y ) × . . . × b−(F − k

2
, Fz − k

2
, Y − k)|F − k

2
, Fz − k

2
, Y − k〉

(5.78)

Si queremos generalizar un poco, expresemos todos los estados que van desde el punto A al punto
B de la figura (5.4) bajo la aplicación sucesiva de V̂− en la base V, es importante notar que que como
[F, Y ] = 0 los elementos de matriz de un estado en la base V de V̂− tiene la forma:

V̂−|V, Vz〉 =
√

(V + Vz)(V − Vz + 1)|V, VZ − 1〉 (5.79)

repitiendo el mismo mecanismo utilizado en la determinación de factores isoescalares en F -spin y V-spin
donde

V̂−φA = (V1− + V2−)φA (5.80)
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como V− solo actua solo Vz y Vz y deja invariante Y aśı los estados que van desde el punto A al punto
B los podemos expresar como

φAB = |(λ + 1, 0), (
λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k,

λ + 1
3

〉V

= 〈λ
2

λ

2
− k,

1
2

1
2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉V |(λ, 0)

λ

2
,
λ

2
− k,

λ

3
〉V |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉V

+ 〈λ
2

λ

2
+ 1 − k,

1
2
− 1

2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉V |(λ, 0)

λ

2
,
λ

2
+ 1 − k,

λ

3
〉V |(1, 0)

1
2
− 1

2
1
3
〉V (5.81)

Lo interesante de este desarrollo es que los coeficientes están expresados en términos de los coeficientes
de Clebsch-Gordan pero en la base V-spin, usando este hecho, si estamos en la base F -spin podemos
expresar sus respectivos coeficientes pero utilizando los coeficientes de la otra base , la de V-spin. Por lo
tanto la determinación de los coeficientes de este tipo de situaciones son más fáciles de evaluar.

φAB = |(λ + 1, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ + 1

3
− k〉F

= 〈CG〉V 1|(λ, 0),
λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+ 〈CG〉V 2|(λ, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F (5.82)

donde

〈CG〉V 1 = 〈λ
2

λ

2
− k,

1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉V =

√
λ + 1 − k

λ + 1

〈CG〉V 2 = 〈λ
2

λ

2
+ 1 − k,

1
2
,−1

2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉V =

√
k

λ + 1

y además k corre desde k = 0, . . . , λ + 1,

φAB = |(λ + 1, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ + 1

3
− k〉F

=

√
λ + 1 − k

λ + 1
|(λ, 0),

λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+

√
k

λ + 1
|(λ, 0),

λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F (5.83)

por lo tanto para el primer término de la suma, los factores isoescalares para esos estados se puede
expresar como〈

(λ, 0) (1, 0)
λ−k

2 , λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1−k
2 , λ+1

3 − k

〉
=

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
〈λ − k

2
,
λ − k

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
〉F︸ ︷︷ ︸

1

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
=

√
λ + 1 − k

λ + 1
(5.84)
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y para el segundo término〈
(λ, 0) (1, 0)

λ+1−k
2 , λ+1−k

2 , λ
3 + 1 − k 0, 0,− 2

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1−k
2 , λ+1

3 − k

〉
=

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ+1−k
2 , λ

3 + 1 − k 0,− 2
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
〈λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
, 0, 0|λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
〉F︸ ︷︷ ︸

1

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ+1−k
2 , λ

3 + 1 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ−1
3 − k

〉
=

√
k

λ + 1
(5.85)
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φA = (λ+1
2 , λ+1

3 )C ← F̂−

↘ Û− ↙ V̂−

φB = (0,− 2λ
3 )

Figura 5.5: Diagrama de pesos Y contra Fz (λ, 0)

Estos valores isoescalares corresponden a los estados que se encuentran localizados sobre el segmento
AB.

Por otro lado si tenemos de nuevo el estado

φA = |(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ + 1

3
〉F = |(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉F1|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉F2

pero ahora queremos expresar los estados que se encuentren sobre el segmento AC apliquemos k veces
F− sobre el estado anterior aśı

φAC = |(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k,

λ + 1
3

〉F

= 〈λ
2
,
λ

2
− k,

1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉|(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
− k,

λ

3
〉|(1, 0),

1
2
,
1
2
,
1
3
〉

+ 〈λ
2
,
λ

2
+ 1 − k,

1
2
,−1

2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉|(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
+ 1 − k,

λ

3
〉|(1, 0),

1
2
,−1

2
,
1
3
〉

(5.86)

si ahora expresamos el primer coeficiente en términos de factores isoescalares tenemos que

〈λ
2
,
λ

2
− k,

1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉 =

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ
2 , λ

2 − k, λ
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
2 − k, λ+1

3

〉
=

〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
〈λ
2
,
λ

2
− k,

1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉
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de esta forma llegamos a que 〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
= 1 (5.87)

y si hacemos cambio de base de F -spin a V-spin

|(λ + 1, 0),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k,

λ + 1
3

〉F = |(λ + 1, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ + 1

3
− k〉V

(5.88)

el primer coeficiente de los estados anteriores se puede expresar como〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ−k

2 , λ
3 − k 1

2 , 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1−k
2 , λ+1

3 − k

〉
=

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
〈λ − k

2
,
λ − k

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
〉

= 〈λ − k

2
,
λ − k

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
〉

= 1

ya que siendo

〈λ − k

2
,
λ − k

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
〉 = 1 (5.89)

por lo tanto obtenemos que el factor isoescalar que corresponde al primer coeficiente de la suma para los
estados que se encuentran el segmento AC es〈

(λ, 0) (1, 0)
λ−k

2 , λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1−k
2 , λ+1

3 − k

〉
=
〈

(λ, 0) (1, 0)
λ−k

2 , λ
3 − k 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
= 1

si ahora expresamos los coeficiente del segundo término de la suma en términos de factores isoescalares
tenemos que

〈λ
2
,
λ

2
+ 1 − k,

1
2
,−1

2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉 =

〈
(λ, 0) (1, 0)

λ
2 , λ

2 + 1 − k, λ
3

1
2 ,− 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
2 − k, λ+1

3

〉
=

〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
〈λ
2
,
λ

2
+ 1 − k,

1
2
,−1

2
|λ + 1

2
,
λ + 1

2
− k〉

por lo tanto 〈
(λ, 0) (1, 0)
λ
2 , λ

3
1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1

2 , λ+1
3

〉
= 1

Hemos visto como determinar los coeficientes de nuestros estados que corresponden a los segmentos
AB y AC , concluyendo que los estados que se encuentran en las aristas solo poseen un unico estado, y
los que que se encuentan en las diagonales poseen dos términos en sus estados. Ahora la pregunta seŕıa
como son los estados dentro de estas representaciones, para averiguar esto, supongamos que tenemos un
estado φmix el cual fue desplazado en dirección de Vz k veces y posteriormente l veces en la dirección Fz,
de esta manera los coeficientes asociados al estado φmix será simplemente un producto de dos coficientes,
uno debido a la acción del operador F− y otro coeficiente debido a la acción del operador V̂− .

De esta forma podemos construir el estado φmix a partir de nuestro estado φAB simplemente aplicando
l veces el operador F̂−, apliquemos primero F̂− para ver su comportamieto
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Figura 5.6: Diagrama de pesos (λ + 1, 0) para un estado φmix dentro del diagrama de pesos.

F̂−[φAB ] = F−|(λ + 1, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
− k,

λ + 1
3

− k〉F

= 〈CG〉V 1(F1− + F2−)|(λ, 0),
λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+ 〈CG〉V 2(F1− + F2−)|(λ, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F

(5.90)

√
λ + 1 − k|(λ + 1, 0),

λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
− 1,

λ + 1
3

− k〉F

= 〈CG〉V 1[
√

λ − k|(λ, 0),
λ − k

2
,
λ − k

2
− 1,

λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+ |(λ, 0),
λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2
− 1

2
1
3
〉F ]

+ 〈CG〉V 2

√
λ + 1 − k|(λ, 0),

λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
− 1,

λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F

(5.91)

por lo tanto obtenemos que

φmix(k,l=1) = |(λ + 1, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
− 1,

λ + 1
3

− k〉F

= 〈CG〉V 1

√
λ − k

λ + 1 − k
|(λ, 0),

λ − k

2
,
λ − k

2
− 1,

λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+ 〈CG〉V 1
1√

λ + 1 − k
|(λ, 0),

λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2
− 1

2
1
3
〉F

+ 〈CG〉V 2|(λ, 0),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
− 1,

λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F

Esto solo nos muestra que efectivamente tenemos más términos conforme nos alejamos de los estados
de pesos máximos.

5.2.5 Representación Irreducible (λ − 1, 1)

Habiamos visto con anterioridad la manera en la cual se pueden obtener los factores isoescalares
de SU(3) en la representación irreducible (λ + 1, 0), ahora nuestra tarea siguiente es determinarlos en la
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representación irreducible de (λ−1, 1) La determinación de estos factores isoescalares será posible gracias
a una propiedad que poseen las funciones de onda onda que es la ortogonalidad

〈ψi|ψj〉 = δij (5.92)

La técnica que utilizaremos para determinar los coeficientes que deseamos estarán basados en los re-
sultados anteriores de (λ + 1, 0) en donde utilizaremos el hecho de que podemos elegir un estado |(λ −
1, 1), F, Fz, Y 〉 y buscar un estado |(λ + 1, 0), F, Fz, Y 〉 siendo F, Fz, Y los mismos en ambas representa-
ciones (λ−1, 1) y (λ+1, 0) de esta manera debido a la ortogonalidad que comparten estos estados (5.92),
podemos expresar los coeficientes de un estado en términos de las componentes ortogonales del otro es-
tado, por ejemplo, si tenemos la situación en donde tenemos un estado en la representación (λ + 1, 0)
es

|ψ1〉 =
b1−
b−

|φ1〉 +
b2−
b−

|φ2〉

y queremos expresar un estado |ψ2〉 de la represetación (λ− 1, 1) que posea los mimos números cuántios
F, Fz, Y , podemos usar el hecho que

〈ψ1|ψ2〉 = 0

de esta forma ahora podemos hallar ψ2

|ψ2〉 = ±[
b2−
b−

|φ1〉 − b1−
b−

|φ2〉]

Es interesante notar que la propiedad de ortonormalidad que se mantiene en los coeficientes de Clebsch-
Gordan también se conservan en nuestros factores isoescalares,∑

m1,m2

〈l1,m1, l2,m2|L,M〉〈l1,m1, l2,m2|L′,M ′〉 = δL′LδM ′M (5.93)

por lo cual debemos tener presente este hecho al momento que determinamos los factores isoescalares.
Además como vemos hay dos signos en la ecuación anterior por lo que podemos optar por un convención
de signos. Asi en resumen se deben cumplir dos condiciones , la primera es que son ortonormales los
estados y la segunda condición es más bien una convención de signos de Swart. Aśı se cumple

〈ψi|ψj〉 = δij y además 〈φi|φj〉 = δij

Dicho en otras palabras podemos expresar por ejemplo un estado A que pertenece a la representación
(λ − 1, 1) en términos de las componentes ortogonales de un estado A que pertenece a la representación
(λ+1, 0), (véase la figura 5.6), sin embargo no todos los estados en (λ+1, 0) tiene su análogo en (λ−1, 1)
, por ejemplo un estado P no existe en (λ − 1, 1)

Hagamos el siguiente ejercicio, determinemos los coeficientes del estado

|(λ, 0)(1, 0); (λ − 1, 1),
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3
〉 (5.94)

podemos observar que este estado en la representación (λ + 1, 0) surge de la ecuación (5.60), a través de
aplicar V̂− al estado

∣∣(λ + 1, 0), λ+1
2 , λ+1

2 , λ+1
3

〉
de esta manera obtuvimos la ecuación (5.69),

∣∣∣∣(λ + 1, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
=

√
λ

λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ − 1

2
,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

+

√
1

λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

(5.95)
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por lo tanto utilizando la condición (5.92) y además si utilizamos la convención se Swart donde nos
dice que tomamos el signo positivo al estado que posee máximo valor del f-spin del multiplete F .

∣∣∣∣(λ, 0)(1, 0); (λ − 1, 1),
λ

2
,
λ

2
,
λ − 2

3

〉
= −[

√
1

λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ − 1

2
,
λ − 1

2
,
λ − 3

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0),
1
2
,
1
2
,
1
3

〉
2

−
√

λ

λ + 1

∣∣∣∣(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
,
λ

3

〉
1

∣∣∣∣(1, 0), 0, 0,−2
3

〉
2

]
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Figura 5.7: Correspondencia entre (λ − 1, 1) y (λ + 1, 0)

En resumen, como nosotros ya hemos calculado los factores isoescalares SU(3) para la representación
(λ+1, 0), podemos ahora utilizar esos resultados ahora para la representación (λ−1, 1), determinemos la
forma que obtendran los estados en el segmento AB de la figura 5.7 de la representación (λ− 1, 1). Para
ello tomemos el punto P el cual posee |φP 〉 = |(λ + 1, 0), λ+1

2 , λ+1
2 , λ+1

3 〉F y si le aplicamos sucesivamente
k veces V̂− obtenemos los estados que pertencen al segmento PQ, de esta forma obtenemos la ecuación
(5.83) y si deseamos obtener los estados en el segmento AB de la representación (λ − 1, 1) tomemos sus
componentes ortogonales (5.92)

φAB = |(λ − 1, 1),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ + 1

3
− k〉F

= −
√

k

λ + 1
|(λ, 0),

λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉F |(1, 0)

1
2

1
2

1
3
〉F

+

√
λ + 1 − k

λ + 1
|(λ, 0),

λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

2
,
λ

3
+ 1 − k〉F |(1, 0), 0, 0,−2

3
〉F (5.96)

pero a diferencia de (5.83) en (5.96) k corre desde k = 1, . . . , λ, por lo tanto para el primer término de la
suma, los factores isoescalares para esos estados en la representación (λ − 1, 1) y tomando la convención
positiva obtenemos que
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〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ − 1, 1)
λ−1

2 , λ+1
3 − k

〉
= −

√
k

λ + 1
(5.97)

y para el segundo término tenemos〈
(λ, 0) (1, 0)

λ+1−k
2 , λ

3 + 1 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ − 1, 1)
λ+1−k

2 , λ−1
3 − k

〉
=

√
λ + 1 − k

λ + 1
(5.98)

en donde estos factores isoescalares pertenecen a los estados que están sobre el segmento AB de la
representación (λ − 1, 1) .

Utilizando los resultados anteriores podemos notar que si tenemos un punto (Fz, Y ) en el diagrama de
pesos este puede varios estados o uno asociados a estos números cuánticos, por ejemplo, en la situación
donde (λ+1, 0) tenemos un diagrama de pesos en forma triangular y en los vertices por ejemplo el puntos
P, Q, R, vamos a tener estados unicos en cambio para en los segmentos AB vamos a tener para cada
punto dos estados, uno para la representación (λ + 1, 0) y otro para (λ − 1, 1) y en regiones dentro del
diagrama tendran más estados.
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Figura 5.8: Diagrama de pesos (λ − 1, 1)

Si ahora queremos determinar los factores isoescalares asociados a los puntos sobre el segmento F1Fk,
para ello tomemos el estado |A〉 en de la represetación (λ − 1, 1) tomando k = 1 de la ecuación (5.96)
tenemos

φA = |(λ − 1, 1), λ
2 , λ

2 , λ−2
3 〉F = −

√
1

λ+1 |(λ, 0), λ−1
2 , λ−1

2 , λ−3
3 〉F |(1, 0) 1

2
1
2

1
3 〉F

+
√

λ
λ+1 |(λ, 0), λ

2 , λ
2 , λ

3 〉F |(1, 0), 0, 0,− 2
3 〉F .

(5.99)

Si nos interesa determinar el estado correspondiente en el punto F de la represetación (λ − 1, 1) de
tenemos que utilizar el operador Û+ para movernos hasta ese punto. El operador Û+ bajo la representación
(λ, μ) esta definido como
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Û±φ(F, Fz, Y ) = c±φ(F +
1
2
, Fz ∓ 1

2
, Y ± 1) + d±φ(F − 1

2
, Fz ∓ 1

2
, Y ± 1) (5.100)

donde
c+(F, Fz, Y ) = [(F + 1

2 )(F + 3
2 ) − (Fz + 1

2 )(Fz − 1
2 )]

1
2 a+(F, Fz, Y )

−[F (F + 1) − Fz(Fz − 1)]
1
2 a+(F, Fz − 1, Y )

(5.101)

d+(F, Fz, Y ) = [(F + 1
2 )(F − 1

2 ) − (Fz + 1
2 )(Fz − 1

2 )]
1
2 b+(F, Fz, Y )

−[F (F + 1) − Fz(Fz − 1)]
1
2 b+(F, Fz − 1, Y )

(5.102)

c−(F, Fz, Y ) = d+(F +
1
2
, Fz +

1
2
, Y − 1) (5.103)

d−(F, Fz, Y ) = c+(F − 1
2
, Fz +

1
2
, Y − 1) (5.104)

donde los valores de a+ y b+ están dados en las ecuaciones (5.52) y (5.53) respectivamente.
Con ayuda de estas relaciones podemos movernos del punto A al punto F como se muestra en la figura

5.8.
De esta forma determinamos el estado asociado al punto F bajo la acción de Û+|A〉

φF = |(λ − 1, 1), λ−1
2 , λ−1

2 , λ+1
3 〉F = −

√
1

λ+1 |(λ, 0), λ
2 , λ−2

2 , λ
3 〉|(1, 0), 1

2 , 1
2 , 1

3 〉
+

√
λ

λ+1 |(λ, 0), λ
2 , λ

2 , λ
3 〉|(1, 0), 1

2 ,− 1
2 , 1

3 〉
(5.105)

vemos que esta normalizado 〈φF |φF 〉 = 1, por lo que podemos continuar. Ahora lo que nos interesa es
llegar al punto F1 para ello apliquemos V̂− sobre φF , y obtenemos

|(λ − 1, 1), λ−2
2 , λ−2

2 , λ−2
3 〉F =

√
λ

(λ+1)2 |(λ, 0), λ−1
2 , λ−3

2 , λ−3
3 〉|(1, 0), 1

2 , 1
2 , 1

3 〉
+

√
λ

(λ+1)2(λ−1) |(λ, 0), λ
2 , λ−2

2 , λ
3 〉|(1, 0), 0, 0,− 2

3 〉
−

√
λ3

(λ+1)2(λ−1) |(λ, 0), λ−1
2 , λ−1

2 , λ−3
3 〉|(1, 0), 1

2 ,− 1
2 , 1

3 〉
−

√
1

(λ+1)(λ−1) |(λ − 1, 1), λ
2 , λ−2

2 , λ−2
3 〉

(5.106)

por otro lado si tomamos F̂−|A〉

|(λ − 1, 1), λ
2 , λ−2

2 , λ−2
3 〉F = −

√
λ−1

λ(λ+1) |(λ, 0), λ−1
2 , λ−3

2 , λ−3
3 〉|(1, 0), 1

2 , 1
2 , 1

3 〉
−

√
1

λ(λ+1) |(λ, 0), λ−1
2 , λ−1

2 , λ−3
3 〉|(1, 0), 1

2 ,− 1
2 , 1

3 〉
+

√
λ

(λ+1) |(λ, 0), λ
2 , λ−2

2 , λ
3 〉|(1, 0), 0, 0,− 2

3 〉
(5.107)

Finalmente sustituyendo (5.107) en (5.106) obtenemos φF1

φF1 = |(λ − 1, 1), λ−2
2 , λ−2

2 , λ−2
3 〉F =

√
1
λ |(λ, 0), λ−1

2 , λ−3
2 , λ−3

3 〉|(1, 0), 1
2 , 1

2 , 1
3 〉

−
√

(λ−1)
λ |(λ, 0), λ−1

2 , λ−1
2 , λ−3

3 〉|(1, 0), 1
2 ,− 1

2 , 1
3 〉.

(5.108)

Evaluando el coeficiente de Clebsch-Gordan correspondiete en la factorización del primer y segundo
término obtenemos
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〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−1
2 , λ

3 − 1 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ − 1, 1)
λ−2

2 , λ−2
3

〉
= −1 (5.109)

De esta manera podemos determinar los demas factores isoescalares sobre el segmento F1Fk, aplicamos
F̂− sobre la ecuación (5.96) con k = 2 y , después lo sustituimos en la expresión resultante de V̂−|F1〉〈

(λ, 0) (1, 0)
λ−2

2 , λ
3 − 2 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (λ − 1, 1)
λ−3

2 , λ−5
3

〉
= −1 (5.110)

y aśı sucesivamente con k = 3, . . . y llegamos a〈
(λ, 0) (1, 0)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 , 1

3

∣∣∣∣ (λ − 1, 1)
λ−1−k

2 , λ+1
3 − k

〉
= −1 (5.111)

La técnica utilizada para determinar los ISF se baso en el mapeo de puntos de peso máximo sobre
el el plano Fz − Y . en donde fue utilizado el teorema de Wigner Eckart, el lema de factorización de
Racah y la convención de De Swart[64], esto nos permitió aśı obtener los valores isoescalare y notamos
que dependiendo de la simetŕıa que utilicemos tenemos diferentes mapas de pesos en las cuales podemos
representarlos de manera resumida en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (λ, 0) ⊗ (1, 0)

F1 Y1 F2 Y2 (λ, μ) F Y

〈
(λ, 0) (1, 0)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
λ−k

2
λ
3 − k 1

2
1
3 (λ + 1, 0) λ+1−k

2
λ+1

3 − k
√

λ+1−k
λ+1

λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 0 − 2

3 (λ + 1, 0) λ+1−k
2

λ+1
3 − k

√
k

λ+1

λ−k
2

λ
3 − k 1

2
1
3 (λ − 1, 1) λ+1−k

2
λ+1

3 − k −
√

k
λ+1

λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 0 − 2

3 (λ − 1, 1) λ+1−k
2

λ+1
3 − k

√
λ+1−k

λ+1

λ−k
2

λ
3 − k 1

2
1
3 (λ − 1, 1) λ−1−k

2
λ+1

3 − k −1

5.3 Factores Isoescalares en (λ, 0) ⊗ (0, 1)

En este sección vamos determinar los factores isoescalares asociados al acoplamiento de las repre-
sentaciones (λ, 0) con (0, 1) que nos da dos representaciones (λ, 1) y (λ − 1, 0). Como podemos notar en
la siguiente tabla de Young:

(λ, 0) ⊗ (0, 1) = (λ, 1) ⊕ (λ − 1, 0)

Aśı podemos construir dos diagramas pesos, uno para la representación (λ, 1) y otro para (λ − 1, 0).
Conociendo los factores isoescalares de la representación (λ, 1) posteriormente se puede calcular inmedi-
atamente los factores isoescalares de (λ − 1, 0) con la ayuda de la propiedad de ortonormalidad de las
funciones de onda y el signo lo determina la convención de De Swart[64].

Para ello determinemos los factores isoescalares asociados a (λ, 1) y posteriormente calcularemos los
factores isoescalares asociados a la representación (λ − 1, 0).
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5.3.1 Factores Isoescalares de (λ, 1)

Vamos a construir todos los estados a partir del estado de peso máximo |B〉 = |(λ, 1), λ+1
2 , λ+1

2 , λ−1
3 〉F

donde considero que este estado de peso máximo se encuentra en un espacio de F -spin y por ello le pongo
un sub́ındice F . Podemos ver este estado denotado como B en la figura 5.9. Nuestro interés por ahora
es determinar los factores isoescalares asociados a los puntos sobre el segmento BC, para ello debido a
que nos encontramos en el extremo del diagrama de pesos, entonces de acuerdo al análisis de la tabla
5.1.2, vemos que no hay multiplicidad, es decir, para cada punto que tomemos del contorno externo del
hexagono solo hay un valor para el F -spin, por lo tanto, si queremos determinar todos los estados a lo
largo del segmento BC es conveniente pasarnos al espacio V -spin, de esta manera usando las reglas de
cambio de base (5.72) obtenemos

|B〉V = |(λ, 1),
λ

2
,
λ

2
,
λ + 2

3
〉V = |(λ, 0)

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉1|(0, 1), 0, 0,

2
3
〉2 (5.112)

Ahora podemos aplicar de manera más sencilla el operador V̂− que está definido en su espacio como
V̂−|(λ, μ), V, Vz, Y 〉 =

√
(V + Vz)(V − Vz + 1)|(λ, μ), V, Vz−1, Y 〉 de esta forma si aplicamos V̂− al primer

miembro de la ecuación (5.112)
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Figura 5.9: Diagrama de pesos (λ, 1)

y además aplicamos V̂− = V̂−1 + V̂−2 al segundo miembro de la ecuación (5.112) obtenemos

|(λ, 1),
λ

2
,
λ

2
− 1,

λ + 2
3

〉V = |(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
− 1,

λ

3
〉|(0, 1), 0, 0,

2
3
〉 (5.113)

si aplicamos k veces V̂− obtenemos todos los estados a lo largo del segmento BBk

|(λ, 1),
λ

2
,
λ

2
− k,

λ + 2
3

〉V = |(λ, 0),
λ

2
,
λ

2
− k,

λ

3
〉|(0, 1), 0, 0,

2
3
〉 (5.114)

ahora si usamos las relaciones de cambio de base a F -spin (5.72) obtenemos

|(λ, 1),
λ + 1 − k

2
,
λ + 1 − k

3
= |(λ, 0),

λ − k

2
,
λ − k

2
,
λ

3
− k〉|(0, 1),

1
2
,
1
2
,−1

3
〉 (5.115)
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por lo tanto tiene〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ+1−k

2 , λ−1
3 − k

〉〈
λ−k

2 , λ−k
2 , 1

2 , 1
2 |λ+1−k

2 , λ+1−k
2

〉
=

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ + 1, 0)
λ+1−k

2 , λ−1
3 − k

〉
= 1

(5.116)

a partir de este resultado podemos decir que el factor isoescalar para dodos los puntos que pertenecen al
segmento BC vale la unidad.

Ahora vamos a determinar el estado correspondiente al punto A de la figura 5.9. Para ello al estado |B〉
le debemos aplicar el operador Û+ , definidas en la ecuación (5.100). Tomemos el estado correspondiente
al punto B

|B〉 = |(λ, 1),
λ + 1

2
,
λ + 1

2
,
λ − 1

3
〉 = |(λ, 0),

λ

2
,
λ

2
,
λ

3
〉|(0, 1),

1
2
,
1
2
,−1

3
〉 (5.117)

utilicemos el operador Û+ sobre ambos lados segun la ecuación (5.100), llegamos al punto A que posee
el estado

Û+|B〉 = −|A〉 = −|(λ, 1), λ
2 , λ

2 , λ+2
3 〉 = −|(λ, 0), λ

2 , λ
2 , λ

3 〉|(0, 1), 0, 0, 2
3 〉 (5.118)

de esta manera podemos obtener el factor isoescalar asociado al punto A〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ
2 , λ+2

3

〉〈
λ

2
,
λ

2
, 0, 0|λ

2
,
λ

2

〉
= 1

〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ
2 , λ+2

3

〉
= 1 (5.119)

Ahora ya que tenemos el estado |A〉 dado como

|A〉 = |(λ, 1), λ
2 , λ

2 , λ+2
3 〉 = |(λ, 0), λ

2 , λ
2 , λ

3 〉|(0, 1), 0, 0, 2
3 〉 (5.120)

bajémonos al punto A1, debido a que nos estamos introduciendo dentro del hexágono aumenta la mul-
tiplicidad, es decir vamos a tener dos estados en ese punto, vamos a obtener un estado si operamos V̂−
sobre |A〉 y otro estado si operamos F̂− sobre |B〉, primero calculemos V̂−|A〉 y obtenemos∣∣(λ, 1), λ−1

2 , λ−1
2 , λ−1

3

〉
=

√
(λ+1)(λ−1)

λ(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ+1
2 , λ−1

2 , λ−3
3 〉|(0, 1)0, 0, 2

3

〉
+

√
λ+1

λ(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ
2

λ
2

λ
3 〉|(0, 1) 1

2 ,− 1
2 ,− 1

3

〉
− 1√

λ(λ+2)

∣∣(λ, 1), λ+1
2 , λ−1

2 , λ−1
3

〉 (5.121)

por otro lado, si calculamos F̂−|B〉 tenemos

|A′
1〉 =

∣∣(λ, 1), λ+1
2 , λ−1

2 , λ−1
3

〉
=

√
λ

λ+1

∣∣(λ, 0), λ
2 , λ−2

2 , λ
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉
+ 1√

λ+1

∣∣(λ, 0), λ
2 , λ

2 , λ
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

〉 (5.122)

podemos notar que el estado anterior está normalizado 〈A′
1|A′

1〉 = 1, sustituyendo la ecuación (5.122) en
(5.121) obtenemos el segundo estado del punto A1
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|A1〉 =
∣∣(λ, 1), λ−1

2 , λ−1
2 , λ−1

3

〉
=

√
λ+1
λ+2

∣∣(λ, 0), λ+1
2 , λ−1

2 , λ−3
3 〉|(0, 1)0, 0, 2

3

〉
+

√
λ

(λ+1)(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ
2

λ
2

λ
3 〉|(0, 1) 1

2 ,− 1
2 ,− 1

3

〉
− 1√

(λ+1)(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ
2 , λ−2

2 , λ
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉 (5.123)

verificamos que está normalizado 〈A1|A1〉 = 1, por lo que nuestro resultado esta correcto. Por lo tanto
podemos obtener los factores isoescalares para el punto A1.

Determinemos los factores isoescalares asociados al estado |A′
1〉, del resultado (5.122) del primer

término tenemos〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ+1

2 , λ−1
3

〉〈
λ

2
,
λ − 2

2
,
1
2
,
1
2
|λ + 1

2
,
λ − 1

2

〉
=

√
λ

λ + 1

〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ+1

2 , λ−1
3

〉
= 1

para el segundo término〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ+1

2 , λ−1
3

〉〈
λ

2
,
λ

2
,
1
2
,−1

2
|λ + 1

2
,
λ − 1

2

〉
=

√
1

λ + 1

〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ+1

2 , λ−1
3

〉
= 1

Por otro lado si tomamos el estado |A1〉 de (5.123), para el primer término tenemos〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−1
2 , λ−3

3 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉〈
λ − 1

2
,
λ − 1

2
, 0, 0|λ − 1

2
,
λ − 1

2

〉
=

√
λ + 1
λ + 2

por lo tanto debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es uno tenemos〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−1
2 , λ−3

3 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉
=

√
λ + 1
λ + 2

para el segundo término tenemos〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉〈
λ

2
,
λ

2
,
1
2
,−1

2
|λ − 1

2
,
λ − 1

2

〉
=

√
λ

(λ + 1)(λ + 2
)

por lo tanto, debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es
√

λ
λ+1 se obtiene

〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉
=

1√
λ + 2

por último, el tercer término de (5.123) tenemos〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉〈
λ

2
,
λ − 2

2
,
1
2
,
1
2
|λ − 1

2
,
λ − 1

2

〉
= − 1√

(λ + 1)(λ + 2)



5.3. Factores Isoescalares en (λ, 0) ⊗ (0, 1) 141

debido a que el coeficiente de Clebsch-Gordan es − 1√
λ+1

se obtiene〈
(λ, 0) (0, 1)
λ
2 , λ

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1

2 , λ−1
3

〉
=

1√
λ + 2

Podemos repetir este proceso de manera de encontrar una fórmula de recurrencia, aśı si aplicamos F̂−
sobre el estado |B1〉 obtendremos un estado |A′

2〉. Esto es, tomar k = 1 de la ecuación (5.115) obtenemos
el estado |B1〉 y usando F̂−|B1〉 se llega a

|A′
2〉 =

∣∣(λ, 1), λ
2 , λ−2

2 , λ−4
3

〉
=

√
λ−1

λ

∣∣(λ, 0), λ−1
2 , λ−3

2 , λ−3
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉
+ 1√

λ

∣∣(λ, 0), λ−1
2 , λ−1

2 , λ−3
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

〉 (5.124)

vemos de nuevo que está normalizado el estado 〈A′
2|A′

2〉 = 1. De manera análoga al caso anterior, se
sustituye (5.124) en V̂−|A1〉 y obtenemos

|A2〉 =
∣∣(λ, 1), λ−2

2 , λ−2
2 , λ−4

3

〉
=

√
λ

λ+2

∣∣(λ, 0), λ−2
2 , λ−2

2 , λ−6
3 〉|(0, 1)0, 0, 2

3

〉
+

√
2(λ−1)
λ(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ−1
2

λ−1
2

λ−3
3 〉|(0, 1) 1

2 ,− 1
2 ,− 1

3

〉
−

√
2

λ(λ+2)

∣∣(λ, 0), λ−1
2 , λ−3

2 , λ−3
3

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉 (5.125)

vemos que está normalizado 〈A2|A2〉 = 1, además del primer término del estado |A2〉 obtenemos el factor
isoescalar

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−2
2 , λ−6

3 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−2

2 , λ−4
3

〉
=

√
λ

λ + 2

para el segundo y tercer término obtenemos el factor isoescalar

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−1
2 , λ−3

3
1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−2

2 , λ−4
3

〉
=

√
2

λ + 2

De esta manera si reescribimos los factores isoescalares asociados a los estados |A〉, |A1〉, |A〉2 encon-
tramos una regla de recurrencia. Esto lo podemos ver en la siguiente tabla:

Para darle validez a la proposición de los valores isoescalares para los valores k enteros. Demostremos
por inducción matemática la prosiciones.

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−k
2 , λ

3 − k 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−k

2 , λ+2
3 − k

〉
=

√
λ + 2 − k

λ + 2
(5.126)

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ+1−k
2 , λ

3 + 1 − k 1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−k

2 , λ+2
3 − k

〉
=

√
k

λ + 2
(5.127)

Para demostrar que es verdadera la proposición para todos los números naturales bastara probar lo
siguiente:
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Tabla 5.3: Recurrencia de los Factores Isoescalares de SU(3)
k Factor Isoescalar Valor Factor Isoescalar Valor

0

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ+1
2

, λ
3

+ 1 1
2
,− 1

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ
2
, λ+2

3

fl
0

fi
(λ, 0) (0, 1)
λ
2
, λ

3
0, 2

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ
2
, λ+2

3

fl
1

1

fi
(λ, 0) (0, 1)
λ
2
, λ

3
1
2
,− 1

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−1
2

, λ−1
3

fl
1√

λ+2

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ−1
2

, λ−3
3

0, 2
3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−1
2

, λ−1
3

fl q
λ+1
λ+2

2

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ−1
2

, λ−3
3

1
2
,− 1

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−2
2

, λ−4
3

fl q
2

λ+2

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ−2
2

, λ−6
3

0, 2
3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−2
2

, λ−4
3

fl q
λ

λ+2

..

.

k

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ+1−k
2

, λ
3

+ 1 − k 1
2
,− 1

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−k
2

, λ+2
3

− k

fl q
k

λ+2

fi
(λ, 0) (0, 1)

λ−k
2

, λ
3
− k 0, 2

3

˛̨̨
˛ (λ, 1)

λ−k
2

, λ+2
3

− k

fl q
λ+2−k

λ+2

i) Verificamos que es válido para k = 0 y es válido para k = 1, (véase la tabla 5.3).

ii) Supongamos que es válido para k y veamos que es válido para k = k + 1.

Para ello tomemos el estado |Ak〉 dado como

|Ak〉 = |(λ, 1), λ−k
2 , λ−k

2 , λ+2
3 − k〉

=
√

k
λ+2

√
λ+1−k
λ+2−k |(λ, 0), λ+1−k

2 , λ+1−k
2 , λ

3 + 1 − k〉|(0, 1), 1
2 ,− 1

2 ,− 1
3 〉

−
√

k
λ+2

1√
λ+2−k

|(λ, 0), 0), λ+1−k
2 , λ−1−k

2 , λ
3 + 1 − k〉|(0, 1), 1

2 , 1
2 ,− 1

3 〉
+

√
λ+2−k

λ+2 |(λ, 0), λ−k
2 , λ−k

2 , λ
3 − k〉|(0, 1), 0, 0, 2

3 〉

(5.128)

vemos que se cumple 〈Ak|Ak〉 = 1, por lo tanto el estado anterior esta normalizado.

Si tomamos el estado de la ecuación (5.115) y aplicamos F̂− obtenemos

|A′
k+1〉 =

∣∣(λ, 1), λ+1−k
2 , λ+1−k

2 − 1, λ−1
3 − k

〉
=

√
λ−k

λ−k+1

∣∣(λ, 0), λ−k
2 , λ−k

2 − 1, λ
3 − k

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉
+ 1√

λ−k+1

∣∣(λ, 0), λ−k
2 , λ−k

2 , λ
3 − k

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 ,− 1

2 ,− 1
3

〉
(5.129)

De esta manera si ahora, aplicamos el operador V̂− sobre |Ak〉 y sustituyendo la ecuación (5.129)
obtenemos

|Ak+1〉 =
∣∣(λ, 1), λ−1−k

2 , λ−1−k
2 , λ−1

3 − k
〉

=
√

λ+1−k
λ+2

∣∣(λ, 0), λ−1−k
2 , λ−1−k

2 , λ
3 − 1 − k〉|(0, 1)0, 0, 2

3

〉
+

√
k+1
λ+2

√
λ−k

λ+1−k

∣∣(λ, 0), λ−k
2

λ−k
2

λ
3 − k〉|(0, 1)1

2 ,− 1
2 ,− 1

3

〉
−

√
k+1
λ+2

1√
λ+1−k

∣∣(λ, 0), λ−k
2 , λ−k

2 − 1, λ
3 − k

〉 ∣∣(0, 1), 1
2 , 1

2 ,− 1
3

〉
(5.130)

vemos que está normalizado 〈Ak+1|Ak+1〉 = 1. Del primer término de la ecuación anterior obten-
emos
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〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−1−k
2 , λ

3 − 1 − k 0, 2
3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1−k

2 , λ+2
3 − 1 − k

〉
=

√
λ + 1 − k

λ + 2

cabe mencionar que hemos utlizado el lema de factorización de Racah, en donde tenemos el pro-
ducto del factor isoescalar por un coficiente de Clebsch-Gordan igualado al coeficiente que tiene el
término de sumando que posee el estado. Calculando el coefiente de Clebsch-Gordan correspondi-
ente obtenemos el valor del factor isoescalar, de esta manera para el segundo y tercer término de
la ecuación (5.130) tenemos

〈
(λ, 0) (0, 1)

λ−k
2 , λ

3 − k 1
2 ,− 1

3

∣∣∣∣ (λ, 1)
λ−1−k

2 , λ+2
3 − 1 − k

〉
=

√
k + 1
λ + 2

de esta manera se cumplen las proposiciones (5.126) y (5.127) para k = k + 1 por lo tanto son
válidas.

Los factores isoescalares para los estados con (λ, μ) = (λ − 1, 1) son obtenidos por las condiciones de
ortogonalidad. Por ejemplo, si tenemos dos estados φAk

y φA′
k

podemos obtener el tercer estado φCk
ya

que se satisfacen las condiciones de ortogonalidad y normalidad.

〈φAk
|φCk

〉 =
∑

k

akck = 0 (5.131)

〈φA′
k
|φCk

〉 =
∑

k

bkck = 0

〈φCk
|φCk

〉 =
∑

k

c2
k = 1

de esta forma determinamos el estado φCk
=
∑

k ckφk

De esta manera si resumimos obtenemos los factores en la tabla 5.4.

Tabla 5.4: Factores Isoescalares de SU(3) asociados a (λ, 0) ⊗ (0, 1)

F1 Y1 F2 Y2 (λ, μ) F Y

〈
(λ, 0) (0, 1)
F1, Y1 F2, Y2

∣∣∣∣ (λ, μ)
F, Y

〉
λ+1−k

2
λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ, 1) λ+2−k

2
λ+2

3 − k 1
λ−k

2
λ
3 − k 0 2

3 (λ, 1) λ−k
2

λ+2
3 − k

√
λ+2−k

λ+2

λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ, 1) λ−k

2
λ+2

3 − k −
√

k
λ+2

λ−k
2

λ
3 − k 0 2

3 (λ − 1, 0) λ−k
2

λ+2
3 − k −

√
k

λ+2

λ+1−k
2

λ
3 + 1 − k 1

2 − 1
3 (λ − 1, 0) λ−k

2
λ+2

3 − k
√

λ+2−k
λ+2



Conclusiones

En este trabajo hemos presentado correlaciones entre reacciones de transferencia de nucleones en el
marco de la Supersimetŕıa Nuclear, estas correlaciones fueron posibles debido a que las funciones de onda
en la Supersimetŕıa están relacionadas, tenemos un solo operador que describe las transiciones electro-
magenéticas y un solo operador que describe tranferencias de nucleones y tenemos un solo Hamiltoniano
que describe simultanemente los espectros de los núcleos que conforman un cuadruplete supersimétrico,
además los niveles energéticos más bajos los núcleos par-par y los núcleos con neutrón impar sus números
cuánticos coinciden y lo mismo sucede para los núcleos con protón impar e impar-impar, esto implica
correlaciones entre transiciones electromagnéticas y transferencias de nucleones .

Hasta la fecha los únicos ejemplos de cuartetos supersimétricos que hemos encontrado pertenecen a los
núcleos de las masas A ∼ 190 siendo estos 194,195Pt−195,196Au y 192,193Os−193,194Ir. Teniendo el protón
en el nivel 2d 3

2
y el neutrón en los niveles 3p 1

2
, 3p 3

2
y 2f 5

2
. Tanto los bosones de protón y el neutrón como

la parte pseudo orbital del neutrón se describen por la simetŕıa U(6).

Debido a que las funciones de onda de los núcleos que conforman un cuadruplete supersimétrico están
relacionadas por la Supersimetŕıa tuvimos que desarrollar un mecanismo para mostrar estas correlaciones
en forma expĺıcita el cual a este método lo llamamos F -spin generalizado. Esta formulación es una gener-
alización del concepto de F -spin del IBM-2 en donde se tienen solo dos espacios, el de bosones de protón
y neutrón en cambio en nuestra generalización vamos a tener tres espacios, bosones de protón, boson
de neutrón y el fermión del neutrón. El F -spin generalizado permite escribir de una forma sencilla las
reacciones de transferencia de nucleones de manera que sus elementos de matriz reducidos coinciden y
podamos obtener correlaciones entre procesos de transfencias de nucleones. Podemos experesar los ele-
mentos de matriz de los procesos transferencia de manera reducida en términos de factores isoescalares
ó coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3).

Estos factores isoescalares aparecen en distintas teoŕıas y han sido derivados como en el modelo de
quarks, modelo de Elliot, etc, sin embargo, en nuestro contexto de la Supersimetŕıa Nuclear no han
sido derivados, por lo que tuvimos que calcularlos y los presentamos en el caṕıtulo cuatro.5 Entre las
aplicaciones del F -spin generalizado y los factores isoescalares calculados podemos mencionar que estos
nos permitieron expresar de manera cerrada correlaciones entre transferencias de un protón y un par de
protones, de esta manera conociendo de antemano las intensidades de alguna reacción de transferencia

5La determinación de los factores isoescalares consistió en un análisis del grupo SU(3). Aqúı nosotros introducimos 6 op-
eradores de ascenso y 2 operadores de peso correspondientes a las tranferencias de part́ıculas en el contexto de Supersimetŕıa
Nuclear. De esta forma construimos tres algebras, el álgebra de F -spin, V -spin y U-spin conformados por sus respectivos
operadores. Estas tres algebras son subálgebras de SU(3) y cada de ellas individualmente se le puede corresponder un
álgebra de los operadores del momento angular (álgebra de Lie de SU(2)). Posteriormente usando las reglas de conmu-
taición obtuvimos las representaciones irreducibles de SU(3). La siguiente tarea que se hizo fué elegir las representaciones
irreducibles asociadas a nuestros factores isoescalares que necesitamos derivar, de esta manera se tuvo que elegir un estado
de peso máximo en un diagrama de pesos de la representación irreducible de SU(3) y con ayuda de los operadores de escalón
de manera sistemática se fueron calculando los valores de los factores isoescalares.
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pudimos mostrar como estas están correlacionadas por un factor. Las implicaciones directas de este for-
malismo matemático es que nos permitió obtener algunas predicciones de las intesidades espectroscópicas
de algunas reacciones de transferencia tales como la transferencia de un protón y dos protones. To-
das estas intesidades de transferencias de nucleones fueron determinadas de manera cerrada. De esta
manera normalizando estas intesidades con respecto al estado base obtenemos las intensidades espec-
troscópicas relativas, estas tienen importancia ya que son las que se pueden medir experimentalmente.
Hemos presentado predicciones particulares de las intensidades espectroscópicas como la tranferencia de
un de un protón 193

76 Os117 → 194
77 Ir117 y 195

78 Pt117 → 196
79 Au117 y también para reacciones inversas como

194
77 Ir117 → 194

76 Os117 y 196
79 Au117 → 195

78 Pt117. En este trabajo también se púdo hacer predicciones de reac-
ciones nucleares de tranferencia de dos protones, la primera reacción que podemos mostrar como ejemplo
es la tranferencia de dos protones 195

78 Pt117 → 193
76 Os117 y por último las intensidades espectroscopicas de

la tranferencia de dos protones 196
79 Au117 → 194

77 Ir117.

Dentro de los posibles trabajos futuros que podemos continuar con este trabajo es la investigación de
las reacciones de transferencia de un neutrón, un par de protón-neutrón ó decaimientos beta.6 Esta tesis
tiene relevancia a otros sistemas, ya que estos factores isoescalares, se presentan en todo sistema cuyas
funciones de onda estas descritas en términos de acoplamientos de las tres diferentes representaciones de
U(6), por ejemplo en la descripción de núcleos con masa media como el modelo de IBM-3 y para núcleos
pesados el modelo de Piel de Neutrones. La simetŕıas fundamentales que hemos manejado es la simetŕıa
de grupo U(6) y la de SU(3), es interesante notar que la simetŕıa que utilizamos en el F -spin generalizado
es una simetŕıa rotacional. La técnica que se utilizó para determinar los factores isoescalares, se pueden
aplicar en otras teorias que manejen simetŕıas de U(6). Este técnica que hemos usado la hemos aplicado
a los núcleos Supersimétricos en el contexto de el álgebra de U(6/m), si nos preguntamos si se puede
aplicar este método de F -spin generalizado a otras regiones de masas nucleares, si es posible, por ejemplo
si deseamos describir núcleos con masa media y núcleos pesados donde lo neutrones y los protones ocupan
diferentes capas de valencia, se le puede aproximar con el modelo de IBM-3 donde este modelo usa la
simetŕıa U(6) por lo que es posible introducir nuestro F -spin generalizado. Para núcleos más pesados, la
densidad de neutrones crece por lo que estos presentan oscilaciones independientes del resto del núcleo en
donde el modelo de Piel de Neutrones puede describir este tipo de núcleos cuyas simetŕıas son también
U(6). Por lo que cual concluimos que el F -spin generalizado se puede extender en otras teorias de la
estructura nuclear.

Un comentario que puedo decir al respecto antes de terminar con este trabajo, es ver la importancia
que posee el grupo unitario SU(3) sobre la F́ısica y tratar de comprender por qué es que este grupo
unitario tiene implicaciones grandes sobre la descripción de la naturaleza cuántica. Por ejemplo, en
las part́ıculas elementales, en el modelo de quarks, estas part́ıculas fueron clasificadas por Gell-Mann y
Neeman a principios de los años seseta del siglo veinte usando el grupo SU(3), por otro lado, Elliot utilizó
el mismo aparato matemático en los años cincuenta del siglo veinte para explicar los niveles rotacionales
de un núcleo deformado y ahora nosotros con el desrrollo del F -spin generalizado podemos predecir
intensidades espectroscópicas de reacciones nucleares para núcleos supersimétricos usando también el
grupo unitario SU(3). Uno se puede preguntar si el grupo unitario SU(3) será una caracteŕıstica intŕınseca
de las part́ıculas elementales que nos permita describir propiedades cuánticas de los quarks y los sistemas
compuestos con grados colectivos de libertad siendo los bosones y fermiones. La relación que hay entre
ellos es que en ambas situaciones se pueden describir con el grupo unitario SU(3) y este se puede aplicar
a otros modelos cuánticos de part́ıculas.

6Esto es posible ya que los decaimientos β− y β+ pueden ser expresados en términos de combinaciones de reacciones de
transferencia de un protón y un neutrón bajo la formulación del F -spin generalizado.
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Apéndice A

Simetŕıas y Teoŕıa de Grupos

A.1 Simetŕıas y Teoŕıa de Grupos

A.1.1 ¿Qué es la Simetŕıa?

Se dice que un objeto goza de simetŕıa dada si existen transformaciones que lo deja invariante. El
concepto de simetŕıa es uno de los conceptos centrales de la f́ısica, el formalismo matemático de la
simetŕıa es la teoŕıa de grupos . Usalmente tanto los sistemas cuánticos como clásicos suelen tener una
gran complejidad sin embargo con el análisis de sus propiedades de simetŕıa a menudo se alcanzan grandes
simplificaciones además las simetŕıas por si mismo nos guia a construir una teóıa f́ısica sencilla ya que con
otros formalismos matemáticos incluso se puede volver intratable. Los conceptos y métodos de la teoŕıa
de grupos son simples y pueden considerar una extensa variedad de sistemas, desde sistemas clásicos
hasta moléculas, núcleos y part́ıculas elementales, la teoŕıa de grupos se aplica de la misma forma, con
los mismos principios básicos para cada uno de los diferentes sistemas. Esta universalidad de aplicación
de la simetŕıa es una de las más atractivas caracteŕısticas de la teoŕıa de grupos.

A.1.2 Origen de la Simetŕıa en la F́ısica

La teoŕıa de grupos fue desarrollado en los comienzos del siglo 19 por Evariste Galois quien estableció la
relación entre la existencia de soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales y grupos de permutaciones
asociadas con la ecuaciónes. Otra importante contribución fue hecha en 1870 por Sophus Lie quien estudió
la teoŕıa matemática de transformaciones continuas las cuales llevan a la introducción de los conceptos
básicos y operaciones de las que ahora conocemos como Grupos de Lie y algebras de Lie. Una de las
personas importantes que hizo la conexión del mundo abstracto de las simetŕıas y la dinamica de las
fuerzas y el movimiento y las leyes fundamentales de la naturaleza fue Emmy Noether en el siglo 20 [91]

En las leyes de conservacion, la simetŕıa puede puede expresarse como la invariancia del Lagrangiano o
el Hamiltoniano, o equivalentemente tener una invariancia de las ecuaciones de movimiento con respecto
a un grupo de transformaciones. La conexión entre el concepto abstracto de simetŕıas en relación con
la dinámica se formula con el teorema de Noether el cual dice que,la invariancia del Lagrangiano o el
Hamiltoniano con respecto a simetŕıas cont́ınuas implican leyes de conservación[92]. Por ejemplo, la
conservación de enerǵıa, momento, momento angular son consecuencia de la invariancia del sistema bajo
traslaciones de tiempo, traslaciones y rotaciones espaciales espaciales respectivamente.

A śı el concepto de simetŕıa juega un papel importante en la f́ısica, especialmente en el siglo 20 con el
desarrollo de la mecánica cuantica y la teoŕıa cuantica de campos. Hay una extenso rango de aplicaciones
de simetŕıas en la f́ısica. Algunas de las más importantes están listadas a continuación. [93]
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� Simetŕıas geométricas. La manifestación de este tipo de simetŕıa es la más intuitiva ya que se
presenta en términos de tranformaciones geométricas que deja un cuerpo o sistema invariante, por
ejemplo el acomodo de las part́ıculas en una estrucura geometrica como es el caso de átomos en
una molécula.

� Simetŕıas espacio-tiempo. Estas se refieren, primordialmente, la homogeneidad del espaciotiempo
que se manifiesta en la invariancia de las leyes de la f́ısica respecto a los desplazamientos(traslaciones)
de las coordenadas espaciotemporales. Fija la forma de las ecuaciones que rigen el movimiento de
sus respectivas part́ıculas . Otra importante propiedad es el carácter isotrópico del espacio, el cual
implica la invariancia respecto a los giros espaciales, por ejemplo, la forma de la ecuación de Dirac
para una part́ıcula relativista de espin 1/2 que es determinada por la invariancia de Lorentz

(iγμ∂μ − m)ψ(x) = 0

� Simetŕıas de permutación. En la mecánica cuantica estas simetŕıas llevan a las estadisticas de Fermi-
Dirac y Bose-Einstein para un sistema de part́ıculas idénticas con espin semi-entero (fermiones) y
espin entero (bosones), respectivamente.

� Simetŕıas de norma. Fijan la forma de interacción de las paŕıculas constituyentes y campos externos
por ejemplo la forma de la ecuación de Dirac para una part́ıcula relativista de espin 1/2 en un campo
electromagnetico Aμ

[γμ(i∂μ − eAμ) − m] ψ(x) = 0

está regido por la simetŕıa de norma de la interacción electromagnética. La interacción electro-débil
y fuerte est’an también regidas por las simetŕıas de norma.

� Simetŕıas dinámicas. Fijan la forma de interacción entre las paŕıculas constituyentes y/o campos
externos y determina las propiedades del espectro de los sistemas cuánticos, por ejemplo en la
discusión que hizo Pauli [94] quien reconoció que el Hamiltoniano de una part́ıcula en un potencial
Coulombiano es invariante bajo rotaciones de cuatro dimensiones generados por el momento angular
y el vector de Runge-Lenz.

A.2 Algunas definiciones

A.2.1 Grupo de Lie

El concepto de grupo fue introducido por Galois en su estudio de la existencia de soluciones alge-
braicas de ecuaciones polinomiales. Un grupo abstracto G está definido por un conjunto de elementos
(Ĝ1, Ĝ2, . . . , Ĝn) y una operación binaria “multiplicación”que satisface las siguientes condiciones.

1. Cerradura. Si Ĝi y Ĝj son elementos del conjunto, entonces su producto ĜiĜj también pertenece
al conjuto.

2. Asociativa. La siguiente propiedad siempre es válida:

Ĝi(ĜjĜk) = (ĜiĜj)Ĝk

3. Identidad. Existe un elemento Ê de G que satisface.

ÊĜi = ĜiÊ = Ĝi
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4. Inverso Para cada Ĝi existe un elemento Ĝ−1
i tal que.

ĜiĜ
−1
i = Ĝ−1

i Ĝi = Ê

El número n de elementos es llamado el orden del grupo. Quiero agregar que si los elementos del
grupo satiface la condición de conmutatividad, el grupo es llamado grupo Abeliano.

5. Conmutativo. Todos los elementos cumplen.

ĜiĜj = ĜjĜi

Si el conjunto es finito, el grupo es llamado grupo finito. Si el conjunto es infinito no numerable, el grupo
es llamado grupo infinito discreto. Si los elementos son continuos, el grupo es lllamado grupo continuo
(o grupos de Lie).

A.2.2 Álgebra de Lie

Los grupos que tienen muchas aplicaciones en la f́ısica son los grupos de matrices continuas. Estos
grupos de matrices continuas consisten en matrices regulares no singulares de grado n las cuales pueden
ser representados en términos de r parámetros1 αi, tales como

A(α) ≡ A(α1, . . . , αr) (A.1)

La matriz identidad In está caracterizada por α1 = . . . = αr = 0

In = A(0) (A.2)

Grupos cuyos elementos dependen continuamente de parametros r αi donde i = 1, . . . , r y satisface los
primeros cuatro postulados de grupo decimos que son grupos de Lie.

Para los grupos de Lie todos los elementos pueden ser obtenidos en términos de exponenciales de el
conjunto de los elementos de la base ĝi, i = 1, 2, . . . , s, llamados generadores, las cuales juntos forman
una algebra de Lie asociado con el grupo de Lie. Un simple ejemplo seŕıa dado el grupo de rotaciones en
dos dimensiones SO(2), cuyos elementos pueden estar representados con

Ĝ(α) = exp[−iαl̂z] , (A.3)

donde α es el angulo de rotación y

l̂z = −i

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)
, (A.4)

es el generador de esas transformaciones en el plano x–y . En rotaciones en tres dimensiones requiere la
introducción de dos generadores adicionales asociadas con l as rotaciones en los planos z–x yy–z,

l̂y = −i

(
z

∂

∂x
− x

∂

∂z

)
, l̂x = −i

(
y

∂

∂z
− z

∂

∂y

)
, (A.5)

Las rotaciones finitas pueden ser parametrizadas por tres angulos (las cuales pueden ser los ángulos de
Euler) y pueden ser expresados como producto de exponenciales de los generadores de so(3)2 (A.4) y
(A.5). Evaluando los conmutadores de los operadores, nosotros encontramos

[l̂x, l̂y] = il̂z , [l̂y, l̂z] = il̂x , [l̂z, l̂x] = il̂y , (A.6)
1La continua variación de r paranetros genera una variedad de grupo completo.
2El grupo de transformaciones unitarias en n dimensiones se denota por U(n) y las rotaciones en n dimensiones por

SO(n) (Ortogonal Especial). Las correspondientes algebras de Lie a veces son indicados por minúsculas, u(n) y so(n).
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Las cuales ilustra la propiedad de cerradura de los generadores de grupo. En general, los operdores s, ĝi,
i = 1, 2, . . . , s, define una algebra Lie y esta cierra bajo conmutación,

[ĝi, ĝj ] =
∑

k

ck
ij ĝk , (A.7)

y satisface la identidad de Jacobi[95]

[ĝi, [ĝj , ĝk]] + [ĝk, [ĝi, ĝj ]] + [ĝj , [ĝk, ĝi]] = 0 . (A.8)

El conjunto de constantes ck
ij son llamadas constantes de estructura, y sus valores determinan las

propiedades del algebra de Lie tanto el grupo asociado de Lie. Todos los grupos de Lie fueron clasificados
por Cartan.[95] Es importante introducir el concepto de subálgebra para ello, supongamos que tenemos
un conjunto de operadores Xk que cierran bajo conmutación y forman un álgebra de Lie A. Ahora
consideremos un conjunto de operadores Yk las cuales son un subconjunto de los operadores Xk. Si los
operadores Yk cierran bajo comutación

[Yk, Yl] = i
∑
m

Cm
klYm, (A.9)

entonces estos forman un álgebra B, el cual es un subálgebra de A

A ⊃ B. (A.10)

Decimos que un subálgebra B es Abeliana si sus generadores conmutan3

[Yk, Yl] = 0 (A.11)

A.2.3 Transformaciones simétricas

Las transformaciones simétricas de un sistema f́ısico puede definirse en términos de ecuaciones de
movimiento del sistema[96]. Supongamos un sistema de ecuaciones

Uiψi = 0, i = 1, 2, . . . (A.12)

donde las funciones ψi(x) es un vector columna con un finito o infinito número de componentes, o una
estructura más general como una matriz que depende de variables xi. Estos operadores Ui son arbitrarios
y (A.12) puede corresponder, por ejemplo, a las ecuaciones de Maxwell, Schrödinger o de Dirac. Aśı los
operadores ĝij donde ∑

i

Ui(ĝijψj) = 0 i = 1, 2, . . . (A.13)

son llamadas transformaciones simétricas ya que transforman las soluciones
−→
ψ a las soluciones g

−→
ψ de las

ecuaciones (A.12).Como ejemplo, en mecánica cuántica, las transformaciones simétricas continuas pueden
en general expresarse como

U = ei
P

j αj ĝj , (A.14)

estados y operadores se transforman como

|ψ〉 → |ψ′〉 = U |ψ〉, A → A′ = UAU†, (A.15)

3Un ejemplo de un álgebra de Lie es SO(3) el cual están caracterizados por sus relaciones de conmutación de los
operadores de momento angular [Li, Lj ] = iεijkLk.
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para el Hamiltoniano entonces tenemos

H → H ′ = UHU† = H + i
∑

j

αj [ĝj ,H] + O(α2). (A.16)

Cuando el sistema f́ısico es invariante bajo transformaciones simétricas U , el Hamiltoniano permanece
igual H ′ = H. Por eso el Hamiltoniano conmuta con los generadores de la transformación simétrica.

[ĝj ,H] = 0, (A.17)

el cual implica que los generadores son constates de movimiento. Las ecuaciones (A.17), junto con la
relación de generadores de la ecuación (A.7), constitye la definición de un álgebra simétrica para un
sistema independiente del tiempo.

Es importante señalar que si en el álgebra dinámica los generadores están conectadas con las solu-
ciones ψ significa que el álgebra dinámica implicitamente define un espacio de Hilbert adecuado para la
descripción del sistema f́sico. Para cualquier álgebra de Lie uno puede construir uno o más operadores
Cl el cual conmute con todos los generadores ĝj ,

[Cl, ĝj ] = 0, l = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , s (A.18)

Estos operadores son llamados operadores de Casimir o invariantes de Casimir. Estos pueden ser lineares,
cuadraticos o de orden mayor. El número r de la linealidad de los operadores de Casimir se le conoce
como el rango del álgebra [97]. Este número coincide el el máximo subconjunto de generadores que
conmuntan entre ellos mismos

[gα, ĝβ ] = 0, α, β = 1, 2, . . . , r, (A.19)

El álgebra simétrica proporciona constantes de movimiento, las cuales nos lleva a los números cuánticos
y estas etiquetas asociados a los estados dan la enerǵıa en los eigenvalores. Entonces los operadores de
creación y aniquilación en un álgebra conecta solo estados degenerados. Sin embargo el álgebra dinamica,
define todo el conjunto de eigenestados asociados con un sistema dado. Los generadores no son grandes
constantes de movimiento y no siempre todos conmutan con el Hamiltoniano. Los operadores de creación
y aniquilación pueden conectar todos los estados entre ellos.

A.2.4 Bases Irreducibles

Dado un grupo G de operaciones f́ısicas (R̂) uno puede introducir el conjunto de operadores P̂R el
cual esta definido como la acción sobre una función escalar f(x) arbitraria.

P̂Rf(x) = f(R̂x) (A.20)

Esta correspondencia R̂ → P̂R es un isomorfismo[98], como ŜR̂ → P̂SP̂R = P̂SR, como se muestra en la
ecuación anterior. Un ejemplo sencillo esta dado por el grupo de rotaciones SO(2) en dos dimensiones.
Usando coordenadas polares y de la ecuación (A.20) tenemos que

P̂αf(r, φ) = f(r, φ − α) (A.21)

y desarrollando en series de Taylor

f(r, φ − α) =
∑
n=0

(−α)n 1
n!

∂nf(r, φ)
∂φ

=
∑
n=0

1
n!

(
−α

∂

∂φ

)n

f(r, φ) = e−α∂/∂φf(r, φ) (A.22)

esto nos lleva a

P̂α = e−iαl̂z , l̂z = −i
∂

∂φ
= −i

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)
(A.23)
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Si ahora consideramos la ecuación
Ĥ(x)f(x) = g(x) (A.24)

donde Ĥ(x) es un operador, usando esta ecuación y la propiedad (A.20), nosotros encontramos las
siguientes relaciones

P̂RĤ(x)P̂−1
R P̂Rf(x) = P̂Rg(x) = g(R̂x) = Ĥ(R̂x)f(R̂x) (A.25)

P̂RĤ(x)P̂−1
R P̂Rf(x) = P̂RĤ(x)P̂−1

R f(R̂x) (A.26)

ya que f(x) es una función arbitraria, entonces comparando las dos expresiones anteriores

P̂RĤ(x)P̂−1
R = Ĥ(R̂x) (A.27)

para todo R̂ tenemos que

P̂RĤ(x)P̂−1
R = Ĥ(x) (A.28)

entonces decimos que Ĥ es invariante bajo la acción del grupo G = (R̂) o también deccimos que G es el
grupo de simetŕıa para H(x)4 Como vemos esta definición nos lleva a (A.17) por lo tanto A.28 implica
que

[P̂r, Ĥ(x)] = 0 (A.29)

Ahora si consideramos la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Ĥψ = Eψ (A.30)

si usamos A.29. Nosotros econtramos que

Ĥ(P̂Rψ) = E(P̂Rψ) (A.31)

si suponemos que los eigenvalores E son degenerados y que hay l eigenfunciones independientes ψi, ψ2, . . . , ψl.
Ya que (A.31) implica que P̂Rψ es también eigenfunción de Ĥ asociado con su respectiva E. y como esto
debe ser una combinación lineal de ψl,

P̂Rψi(x) =
l∑

j=1

Dij(R̂)ψj(x), i = 1, 2, . . . , l (A.32)

Estas matrices Dij(R̂) son llamadas representaciones del grupo G, y es fácil probar que satisfacen el
producto de matrices

D(Ŝ)D(R̂) = D(ŜR̂) (A.33)

Decimos que las l eigefunciones idependientes ψi, ψ2, . . . , ψl constituyen una base para esta representación.
Y si las ψi son tales que no cambian de base ante transformaciones

φi =
∑

j

Uijψj (A.34)

pueden ser diagonales todas las matrices D en U−1DU entonces decimos que la representación es irre-
ducible y que todas las ψi son una base para una representación irreducible de G.

4Es importante entender a través de este ejemplo como se utiliza el concepto de simetŕıa ya utilizando teoŕıa de grupos
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Consideremos de nuevo la ecuación (A.17) el cual describe la invariancia del Hamiltoniano bajo el
álgebra g ≡ (ĝj)

[ĝj ,H] = 0, (A.35)

esto nos dice que g juega un papel importante en el álgebra simétrica del sistema. Un eigenestado de
H con enerǵıa E puede escribirse como |αβ〉 donde α son las representaciones irreducibles del grupo
G y β permite distinguir los diferentes eigenestados con enerǵıa E. La enerǵıa de los eigenvalores del
Hamiltoniano en la ecuación (A.35) entonces solo depende de α

H|αβ〉 = E(α|αβ〉. (A.36)

Los generadores ĝj no permiten estados con dieferentes α. Si consideramos la cadena de algebras g1 ⊃ g2,
el cual nos lleva al concepto de simetŕıas diámicas. Como g2 es un subálgebra de g1 sus generadores
forman un subconjunto de generadores de g1 y cierran bajo conmutación. Si g1 es un álgebra simétrica
de H, sus eigenestados pueden mostrarse como |α1β1〉. Ya que g1 ⊃ g2, también es un álgebra simétrica
para H y por lo tanto, sus eigenestados son |α2β2〉. Asi por lo tanto

H|α1α2β2〉 = E(α1α2β2〉, (A.37)

donde α1 implicitamente esta en α2β2 entonces los eigenvalores solo dependen de α1. Este proceso puede
continuar cuando hay más subalgebras, g1 ⊃ g2 ⊃ g3 ⊃ . . ., en donde α2 es substituido por α3β3 y aśı
suscesivamente.
En muchos casos el hecho de suponer g1 como una álgebra simetŕıca del Hamiltoniano es una suposción
demaciada fuerte entonces se suele romper la simetŕıa. Una manera elegante para hacer esto es considerar
el Hamiltoniano

H ′ = aĈl1(g1) + bĈl2(g2), (A.38)

donde Cli(gi) son operadores invariantes de Casimir de gi. Ya que [H ′, gi] = 0 para ĝi ∈ g2, H ′ es
invariante bajo g2 pero no más sobre g1 por que [Ĉl2(g2), ĝi] �= 0 para ĝi �∈ g2. Esta nueva álgebra
simétrica es g2 mientras g1 juega el papel de álgebra dinámica para el sistema en los cuales podemos
describir todos los estados a traves de los estados asociados con E(α1) además como H ′ esta dado por la
combinación de operadores de Casimir, sus eigenvalores pueden ser obtenidos en forma cerrada

H ′|α1α2β2〉 = [aEl1(α1) + bEl2(α2)]|α1α2β2〉. (A.39)

Este tipo de rompimiento de simetŕıa producido por el tipo de interacciones de la forma (A.38) es
conocido como rompimiento de simetŕıa dinámica y la simetria restante es llamada simetŕıa dinámica
del Hamiltoniano H ′. El rompiemiento de la simetŕıa separa pero no mezcla los egienestados. De la
ecuación anterior uno puedo cocluir que aunque H ′ es no invariante bajo g1, sus eigenestados son los
mismos que los de Ĥ de la ecuación (A.37).

A.3 Álgebra Tensorial

A.3.1 Elementos de matriz de los generadores

El objetivo principal de este formalismo algebraico es obtner información del sistema que estudie a
partir de sus simetŕıa que tenga, por ejemplo, si tenemos un núcleo atómico de este podemos obtener
su espectro y seŕıa interesante obtener su espectro, de esta manera es aqúı donde comienza a tomar
importancia nuestros métodos algebraicos para determinar los espectros. Para ello se necesita escribir
el problema en un lenguaje adecuado para poder hacer los cálculos. Esto es asociarle a nuestro sistema
su correspondiente grupo de simetŕıa y expresarlo en términos de generadores para aśı posteriormente
escribir los elementos de matriz asociado a mi grupo y si pensamos en el espectro de nuestro núcleo todo
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el problema nos lleva a escribir nuestro Hamiltoniano adecuado en forma matricial donde está en términos
de generadores de grupo y aśı el problema del cálculo del espectro se convierte en un problema de álgebra
lineal, haciendo la diagonalización de la matriz y por fin tener nuestras enerǵıas de nuestro nucleo.
- Como ejemplo de lo anterior los generadores de SU(2) están dados por los operadores escalón Ĵ± y Ĵz,
que santisfacen las relaciones de conmutación

[Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵz, [Ĵz, Ĵ±] = ±Ĵ±. (A.40)

Su correspondiente representación irreducible |j,m〉
−→
J 2|j,m〉 = j(j + 1)|j,m〉, Ĵz|j,m〉 = m|j, m〉, (A.41)

donde j = 0, 1/2, . . . , y m = −j,−j + 1, . . . , j. Los elementos de matriz de los generadores en esta base
son

〈j, m|Ĵz|j,m〉 = m,

〈j, m ± 1|Ĵ±|j,m〉 =
√

(j ∓ m)(j ± m + 1). (A.42)

Aqúı muestro como puedo expresar la matriz asociada a mi grupo de simetria SU(2) en términos de
sus generadores. Ahora bien, si queremos expresar rotaciones en tres dimensiones, se sabe que existe un
homomorfismo entre los grupos SU(2) y SU(3) por lo tanto podemos expresar una rotación unitaria en
dos dimensiones en términos de parametros de Euler asi

R(α, β, γ) = Rz(α)Ry(β)Rz(γ) = e−iαĴze−iβĴye−iγĴz (A.43)

Si hacemos una rotación finita sobre estados bases |j, m〉 tenemos

R(α, β, γ)|j, m〉 =
∑
m′

|j,m′〉〈j,m′|R(α, β, γ)|j, m〉 (A.44)

=
∑
m′

|j, m′〉D(j)
m′,m(α, β, γ), (A.45)

aqúı nos encontramos con la D-fución de Wigner D
(j)
m′,m(α, β, γ), o dicho de otra manera es el elemento

de matriz de la representación de SU(2)

D
(j)
m′,m(α, β, γ) = 〈j, m|R(α, β, γ)|j, m〉 (A.46)

En los cálculos de mecánica cuántica un manera sencilla de reprentar operadores es en términos de
operadores de creación y aniquilación por lo tanto es conveniente expresar nuestros operadores como

Ĵ+ = Ĵx + iĴy = τ †σ (A.47)

Ĵ− = Ĵx − iĴy = σ†τ

Ĵz =
1
2
(τ †τ − σ†σ)

Solo por curiosidad los primeros estados |j, m〉 entonces pueden ser expresados en términos de operadores
de bosones de creación

|j, m〉 =
1√

(j + m)!(j − m)
(τ †)j+m(σ†)j−m|0〉 (A.48)
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A.3.2 Operadores Tensoriales

Sin embargo para poder utilizar los elementos de matriz es útil introducir los operadores tensoriales
esféricos T̂ j

m, además estos operadores tensoriales nos permitirán utilizar ciertos teoremas como el teorema
de Wigner para aśı calcular elementos de matriz de una manera más sencilla. Decimos que es un operador
tensorial esférico si se cumple que

R(α, β, γ)T̂ (j)
m R(α, β, γ)−1 =

∑
m′

T̂
(j)
m′ D

(j)
m′,m(α, β, γ) (A.49)

donde la función de Wigner es

D
(j)
m′,m(α, β, γ) = 〈j,m′|R(α, β, γ)|j, m〉 (A.50)

Para rotaciones infinitesimales tenemos que R(φ) = e−iφĴμ = 1 − iφĴμ + O(φ2) de esta manera el
primer miembro de la ecuación (A.49) lo podemos expresar como

R(φ)T̂ (j)
m R(φ)−1 = e−iφĴμ T̂ (j)

m eiφĴμ (A.51)

siendo φ el parametro pequeño desarrollamos en términos de conmutadores

e−iφĴμ T̂ (j)
m eiφĴμ = T̂ (j)

m − iφ[Ĵ (j)
m , T̂ (j)

m ] +
1
2!

(iφ)2[Ĵ (j)
m , [Ĵ (j)

m , T̂ (j)
m ]] − . . . (A.52)

o dicho de otra forma
R(φ)T̂ (j)

m R(φ)−1 = T̂ (j)
m − iφ[Ĵ (j)

m , T̂ (j)
m ] + O(φ2) (A.53)

Si tomamos ahora el segundo miembro de la ecuación (A.49) tenemos que∑
m′

T̂
(j)
m′ D

(j)
m′,m(φ) =

∑
m′

T̂
(j)
m′ 〈j, m′|1 − iφĴμ + O(φ2)|j, m〉 (A.54)

=
∑
m′

T̂
(j)
m′ 〈j, m′|j, m〉 − iφ

∑
m′

T̂
(j)
m′ 〈j, m′|Ĵμ|j, m〉 + O(φ2)

=
∑
m′

T̂
(j)
m′ δm′,m − iφ

∑
m′

〈j, m′|Ĵμ|j, m〉 + O(φ2)

= T̂ (j)
m − iφ

∑
m′

〈j, m′|Ĵμ|j, m〉 + O(φ2)

usando (A.53) obtenemos

T̂ (j)
m − iφ[Ĵ (j)

m , T̂ (j)
m ] + O(φ2) = T̂ (j)

m − iφ
∑
m′

〈j,m′|Ĵμ|j,m〉 + O(φ2) (A.55)

y por fin obtenemos
[Ĵ (j)

m , T̂ (j)
m ] =

∑
m′

〈j, m′|Ĵμ|j, m〉 (A.56)

Es importante mencionar que los operadores de creación son operadores tensoriales5 es decir si con-
sideramos un estado base |j, m〉 = a†

jm|0〉 el operador a†
jm satisface

R(α, β, γ)a†
jmR(α, β, γ)−1 =

∑
m′

a†
jm′D

(j)
m′,m(α, β, γ) (A.57)

5Como simplificación emplearé de aqui en adelante los operadores tensoriales esfericos como operadores tensoriales
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sin embargo el operador de aniquilación como tal no es operador tensorial, ya que como se tratan de
rotaciones, estas satisfacen RR† = R†R = I de esta manera R† = R−1 por lo tanto si aplico su conjugada
transpuesta a (A.57) para el primer miembro tenemos que (Ra†

jm′R−1)† = (R−1)†(a†
jm′)

†
R† = Rajm′R−1

y utlizando la propiedad de simetria de las fuciones de Wigner

D
(j)∗
m′,m(α, β, γ) = D

(j)
m,m′(−α,−β,−γ) = (−1)(m

′−m)
D

(j)
−m′,−m(α, β, γ) (A.58)

tenemos que

R(α, β, γ)ajmR(α, β, γ)−1 =
∑
m′

ajm′D
(j)∗
m′,m(α, β, γ) (A.59)

R(α, β, γ)ajmR(α, β, γ)−1 =
∑
m′

ajm′(−1)(m
′−m)

D
(j)
−m′,−m(α, β, γ) (A.60)

claramente se ve que (A.60) no satisface la relación (A.49) por lo que se tiene que hacer

ãj,m = (−1)j−maj,−m (A.61)

de esta manera ya se tiene que el operador de aniquilación tilde ãj,m ya es un operador tensorial

R(α, β, γ)ãjmR(α, β, γ)−1 =
∑
m′

ãj,m′D
(j)
m′,m(α, β, γ) (A.62)

A.3.3 Operadores tensoriales del IBM

Sin embargo en algunas ocasiones se acostumbra expresar estos operadores de otra forma, utilizando
el resultado (2.6) y considerando que para s el momento angular es l = 0 y para d el momento angular
es l = 2. De esta manera

C1[U(6)] = s†s +
∑
m

d†mdm

= s†s̃ +
∑
m

(−)md†md̃−m

= [s† × s̃](0)0 +
∑
m

(−)m
∑
λ0

〈2,m, 2,−m|λ0〉[d† × d̃](λ)
0

= [s† × s̃](0)0 +
∑
m

(−)m
∑

λ

〈2,m, 2,−m|λ0〉(−)m
√

5〈2,m, 2,−m|00〉[d† × d̃](λ)
0

= [s† × s̃](0)0 +
√

5
∑
m

〈2,m, 2,−m|λ0〉〈2,m, 2,−m|00〉[d† × d̃](λ)
0

= [s† × s̃](0)0 +
√

5δλ0[d† × d̃](λ)
0

= [s† × s̃](0)0 +
√

5[d† × d̃]00 (A.63)

El operador de Casimir cuadrático para U(n) se define como

C2[U(n)] ≡
n∑

ij=1

Gj
iG

i
j (A.64)
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este también satisface la condicion(2.15)

[
n∑

ij=1

Gj
iG

i
j , G

l
k] =

n∑
ij=1

Gj
i [G

i
j , G

l
k] +

n∑
ij=1

[Gj
i , G

l
k]Gi

j

=
n∑

ij=1

Gj
i (G

l
jδik − Gi

kδjl) +
n∑

ij=1

(Gl
iδjk − Gj

kδil)Gi
j

=
n∑

ij=1

Gj
kGl

j −
n∑

ij=1

Gl
iG

i
k +

n∑
ij=1

Gl
iG

i
k −

n∑
ij=1

Gj
kGl

j

= 0 (A.65)

Por lo tanto este operador conmuta también con todos los generadores de U(n) de esta manera veamos
el operador de Casimir cuadrático para U(6)

C2[U(6)] ≡
6∑

ij=1

Gj
iG

i
j =

6∑
ij=1

b†i bjb
†
jbi =

6∑
ij=1

b†i bjb
†
jbi − b†i b

†
jbjbi + b†i b

†
jbjbi

=
6∑

ij=1

(b†i [bj , b
†
j ]bi + b†i b

†
jbjbi) = 6

6∑
i=1

b†i bi +
6∑

ij=1

b†i [b
†
j , bj ]bi +

6∑
i=1

b†i bi

6∑
j=1

b†jbj

= N̂(N̂ + 5) (A.66)

De forma similar

C2[SO(6)] = N̂(N̂ + 4) −
6∑

i=1

b†i b
†
i

6∑
j=1

bjbj (A.67)

En términos de generadores b†lmb̃l′m′ los operadores de Casimir cuadráticos se escriben también como∑
ll′

∑
mm′

b†lmbl′m′b†l′m′blm =
∑
ll′

∑
mm′

(−)l+m+l′+m′
b†lmb̃l′−m′ b̃l−m (A.68)

donde l y l′ corren sobre todos los valores de los momentos angulares de los bosones. Pero si queremos
expresarla de forma tensorial∑

lm

∑
l′m′

b†lmbl′m′b†l′m′blm =
∑
lm

∑
l′m′

(−)l′−m′
(−)l−mb†lmb̃l′−m′b†l′m′ b̃l−m

=
∑
lm

∑
l′m′

(−)l′−m′
(−)l−m

∑
λμ

〈l, m, l′,−m′|λ, μ〉[b†l × b̃′l]
(λ)
μ

∑
λ′μ′

〈l′,m′, l,−m|λ′, μ′〉[b†l′ × b̃l]
(λ′)
μ′

=
∑

l

∑
l′

(−)l′+l
∑
λμ

〈l, m, l′m′|λμ〉[b†l × b̃′l]
(λ)
μ (−)μ

∑
λ′

〈l, m, l′,m′|λμ′〉[b†l′ × b̃l]
(λ′)
−μ

=
∑
ll′

(−)l+l′
∑

λ

(−)μ[b†l × b̃′l]
(λ)
μ [b†l′ × b̃l]

(λ′)
−μ (A.69)

A.3.4 Teorema de Wigner Eckart

Es importante recordar que el acoplamiento de de dos momentos angulares j1 y j2 a un momento
total angular J con proyecćıon M puede expresarse en términos de las series de Clebsch-Gordan.

|j1,m1〉|j2,m2〉 =
∑
JM

〈j1,m1j2,m2|J,M〉|(j1, j2)J,M〉 (A.70)

|(j1, j2)J,M〉 =
∑

m1,m2

〈j1,m1, j2,m2|J,M〉|j1,m1, j2,m2|J,M〉
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donde 〈j1,m1, j2,m2|J,M〉 son los coeficientes de Clebsch-Gordan. 6. Estos satiscacen M = m1 + m2 y
|j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2 además son ortogonales∑

m1,m2

〈j1,m1, j2,m2|J,M〉〈j1,m1, j2,m2|J ′,M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′ (A.71)

∑
JM

〈j1,m1, j2, m2|J,M〉〈j1,m′
1, j2,m

′
2|J,M〉 = δm1,m′

1
δm2,m′

2
(A.72)

y simétricos.

〈j1,m1, j2,m2|J,M〉 = (−1)j1+j2−J〈j1,m1, j2, m2|J,M〉 (A.73)
〈j1,−m1, j2,−m2|J,M〉 = (−1)j1+j2−J〈j1,m1, j2, m2|J,M〉 (A.74)

El producto de dos operadores tensoriales no necesariamente es un tensor, pero siempre pueden ser
expresados en términos de las series de Clebsch-Gordan

T̂ (j1)
m1

T̂ (j2)
m2

=
∑
J,M

〈j1,m1, j2, m2|J,M〉[T̂ (j1) × T̂ (j2)](J)
M (A.75)

Y su relación inversa que es una manera común de representar los generadores de un grupo

[T̂ (j1) × T̂ (j2)](J)
M =

∑
m1,m2

〈j1,m1, j2,m2|J,M〉T̂ (j1)
m1

T̂ (j2)
m2

(A.76)

Ahora supongamos que tenemos un operador tensorial T̂
(j)
m caracterizado por los estados del momento

angular J y su proyeccón M y otro número cuántico α que caracteriza su estado espef́ıco.

〈α1, J1,M1|T̂ (j)
m |α2, J2, M2〉 (A.77)

A.4 Grupo de Rotaciones SO(3)

En muchas aplicaciones de la f́ısica nuclear y la f́ısica atómica los estados de las part́ıculas en un
potencial central son estudiados. El momento angular es una magnitud conservada en los potenciales
centrales, es decir sus eigenvalores pueden ser utilizados para clasificar los estados. Debido a esto tiene
importancia el momento angular en aplicaciones de la mecánica cuántica.

Las reglas de conmutación de los operadores del momento angular forman un Algebra de Lie SO(3).
El momento angular clasicamente se puede definir por la relación

L = r × p (A.78)

Si remplazamos la variable del momento angular por el operador

p̂ = −i�∇ (A.79)

en (A.78), nosotros podemos obtener las reglas de conmutación

[L̂x, L̂y] = i�L̂z (A.80)

6Estos coeficientes ya están calculados y se pueden encontrar en cualquier Handbook de fisica nuclear
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para las componentes del operador del momento angular. Podemos llamar a operador del momento angu-
lar a cualquier operador Ĵ cuyas componentes son observables y que satisfacen las reglas de conmutación
(A.80). El cuadrado del momento angular conmuta con todas sus componentes es decir

[Ĵ2, Ĵ ] = 0 con Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z (A.81)

Para obtener el espectro de esos operadores apropiadamente se elige los siguientes operadores conjugados
Hermitianos

Ĵ+ = Ĵx + iĴy, Ĵ− = Ĵx − iĴy (A.82)

Los operadores que no son Hermitianos, son llamados operadores de escalón.

A.4.1 Multipletes

Comencemos con el concepto de subespacio invariante de un espacio total de Hilbert es decir todos
los estados en los cuales actuan los operadores sobre un grupo. La degeneración de los eigenvalores se
le puede asociar la existencia de una simetŕıa. Un multiple es un subespacio invariante irreducible de
un grupo, es decir un subespacio que no no contiene más subespacios invariantes. Comencemos con la
normalización del estado ψ0, el cual tiene un multiplete de un grupo.

ψα(r) = Û(α)ψ0(r) (A.83)

Entonces todos los vectores que son construidos pueden ser alcanzados desde el estado ψ0 a través
de la acción de del grupo de operadores Û(α). El nombre de multiplete originalmente surgió en la
espectroscoṕıa atómica, donde los subespacios invariantes están caracterizados por el momento angular
total j y el momento orbital l, por ejemplo 2p 3

2
n = 2 (número cuántico principal) l = 1 (p, estado

Y1m) j = 3
2 (momento angular total). En ausencia de campos externos, hay una degeneración de (2j + 1)

veces. En presecia de un campo externo (por ejemplo un campo magnético), estos estados se separan,
por ejemplo el efecto Zeeman, y nos lleva esto a una serie de multipletes en el espectro del átomo. Esto
nos dice que la simetŕıa, que fué utilizada para representar los multipletes ya no es válida. Comúnmente
a esto se le puede llamar rompimiento de la simetŕıa. En términos de teoŕıa de grupos, el conjunto de
estados degenerados se le llama multiplete. Los multipletes depende del grupo de simetŕıa. Aśı en la f́ısica
atómica tenemos multipletes de momento angular (espin) en donde se mantiene la invariancia rotacional.

A.5 Adición de dos momentos angulares

Cuando hablamos de los coeficientes isoescalares ISF, estos se pueden entender como una general-
ización de los coeficientes de Clebsch-Gordan en una simetŕıa de SU(3), sin embargo veamos en esta
sección como es que surgen estos coeficientes en una simetŕıa de SU(2). Estos simplemente surgen del
acoplamiento de dos momentos angulares.
Si consideramos el caso de la adición de dos momentos angulares

Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2. (A.84)

Sea |j1,m1〉 y |j2,m2〉 un connjunto de eigenfunciones ortonormales de los operadores Ĵ2
1 , Ĵ1z y Ĵ2

2 , Ĵ2z.
Entonces nosotros tenemos que

Ĵ2
1 |j1, m1〉 = j1(j1 + 1)|j1,m1〉 y Ĵ2

2 |j2,m2〉 = j2(j1 + 1)|j2,m2〉,
Ĵ1|j1,m1〉 = m1|j1,m1〉 y Ĵ2|j2,m2〉 = m2|j2,m2〉 (A.85)

Este tipo de acoplamiento del momento angular aparece también en la teoŕıa de teoŕıa de muchos cuerpos,
por ejemplo: el problema de dos electrones, en donde un electron puede ser descrito la función de onda
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|j1,m1〉 y el otro |j2,m2〉. La función de onda total de un sistema de dos electrones esta dado por |J,M〉,
con un momento angular total J y con una proyección sobre z de M . Como en este problema de dos
electrones tenemos un acoplamiento entre espin y el momento angular orbital a un momento angular
total por lo cual debe tener un tratamiento especial. Para ello las eigenfunciones de los operadores del
momento angular total Ĵ2 y Ĵz denotados como |J,M〉 La función de onda |J,M〉 se separa en las dos
funciones de onda a través del producto de estas, ψj1m1×ψj2m2 . Si hay algún acoplamiento,ψJM puede ser
descrito como una combinación lineal del producto de ψj1m1 ×ψj2m2 . Nosotros escribimos los coeficientes
〈j1, j2, J |m1,m2,M〉 en donde tienen una dependencia de varios números cuánticos. Esos coeficientes son
llamados coeficiesntes de Clebsch-Gordan, aśı, podemos escribir la función de onda total

|J,M〉 =
∑

m1m2

〈j1, j2, J |m1,m2,M〉|j1,m1〉|j2,m2〉 (A.86)

A.6 Operadores de Majorana

Cuando estamos descibiendo las enerǵıas asociadas a un sistema de part́ıculas utilizamos el Hamil-
toniano, este Hamiltoniano nos proporciona información referente al espacio f́ısico de mi sistema. Por
otro lado cuando queremos describir este Hamiltoniano en términos de teoŕıa de grupos lo que hacemos
es determinar los valores esperados de los operadores asociados a la estructura algebraica del sistema en
particular, con otras palabras, debemos de trabajar en un espacio de ı́ndice. En nuestras aplicaciones de
la Supersimetŕıa tenemos distintos tipos de sistemas, es decir distintos tipos de acoplamientos que nos
permiten describir el sistema. Dependiendo de la simetŕıa en particular que se tenga habran preferencias
energéticas. Por ejemplo en el IBM las energás predominantes son las que corresponden a las simétricas,
estados bases en general. Sin embargo debido a que la construcción matemática por si misma es general
necesitamos indicar a nuestra teoŕıa que le de preferencia a los casos simetricos si estamos hablando de
enerǵıas no tan altas para una configuración espećıfica nuclear. Esto es posible con la introducción de
el operador de Majorana. Que está constituido por operadores de Casimir. Este operador nos permite
distinguir los estados con diferentes enerǵıas. Aunque su valor esperado es simplemente es una constante,
este está escrito en términos de indices correspondientes a los acoplamientos diferentes que se tenga.
Además hay algo interesante que puedo agregar, una ventaja de la simetŕıas es que podemos partir de
lo más general y posteriormente llegar a situaciones espećıficas. Esto es posible si partimos desde los
generadores asociados a la simetŕıa de grupo. Podemos comenzar nuestra discusión enfocandonos en el
grupo asociado a la parte bosónica

U(6) → Gij =
n∑
α

b†αibαj

U(n) → Gαβ =
6∑
i

b†αibβi

U(6n) → Gαi,βj = b†αibβj

(A.87)

calculemos el operador de Casimir cuadrático del grupo U(n)

Ĉ2[U(n)] =
∑
αβ

∑
i

b†αibβi

∑
j

b†βjbαj

=
∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βjbβibαj + n

∑
αi

b†αibαi (A.88)
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por otro lado nosotros sabemos que

Ĉ1[U(n)] =
∑
α

Gαα =
∑
αi

b†αibαi = N̂ (A.89)

de esta manera si evaluamos N̂(N̂ + n − 1) tenemos que

N̂(N̂ + n − 1) =
∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βjbαibβj + n

∑
αi

b†αibαi (A.90)

ahora restando (A.90) la ecuación (A.88) obtenemos

N̂(N̂ + n − 1) − Ĉ2[U(n)] =
∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βjbαibβj −

∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βjbβibαj

=
∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βj(bαibβj − bβibαj) (A.91)

Aqúı vemos que en términos de generadores no tenemos un término n en nuestras sumas por lo tanto esta
diferencia lo podemos tomar que no depende mucho de n de esta manera podemos definir esta expresión
como interacción de Majorana.

M̂ ≡ 1
2

[
N̂(N̂ + n − 1) − Ĉ2[U(n)]

]
(A.92)

A veces es conveniente expresar los operadores de Casimir de los grupos unitarios en términos de
grupos unitarios especiales para ello se conoce bien [99] la relación

Ĉ2[SU(n)] = Ĉ2[U(n)] − 1
n

(Ĉ2
1 [U(n)]) (A.93)

de esta manera

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + n − 1) − Ĉ2[U(n)]

]
=

1
2

[
(n − 1)

n
N̂(N̂ + n) − Ĉ2[SU(n)]

]
(A.94)

Ahora que ya vimos este operador retomemos los generadores de U(6), U(n) y U(6n) de las relaciones
(A.87) y vemos de forma general este acoplamiento

U(6n) ⊃ U(6) ⊗ U(n)
↓ ↓ ↓

[N ] [N1 . . . N6] [N1 . . . N6]
(A.95)

donde aqúı tomo el hecho que
∑

i Ni = N , aqúı hay algo curioso, calculando el Majorana para n = 6 se
tiene

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + n − 1) − Ĉ2[U(n)]

]
=

1
2

∑
αi

∑
βj

b†αib
†
βj(bαibβj − bβibαj)

=
1
2

[
N̂(N̂ + 5) − Ĉ2[U(6)]

]
(A.96)
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esto nos dice que
Ĉ2[U(n)] − (n − 1)N̂ = Ĉ2[U(6)] − 5N̂ (A.97)

y por lo tanto
Ĉ2[U(6)] = Ĉ2[U(n)] − (n − 6)N̂ (A.98)

esta igualdad lo hicimos en términos de operadores, eso es lo relevante.
Si nos vamos ahora a situaciones más espećıficas por ejemplo, cuando tenemos estados en donde vamos

a tener solo dos tipos de bosones Bν y Bπ vamos a tener estados de la forma:

|[Nν ], [Nπ]; [N − i, i], α〉 (A.99)

que surgen de los acoplamientos de la forma:

U(6)Bν
⊗ U(6)Bπ

⊃ U(6)B

↓ ↓ ↓
[Nν ] [Nπ] [Nπ + Nν − i, i]

(A.100)

ahora si nos interesa ver esta relación entre los generadores y estos acoplamientos partiendo de (A.92),
tenemos que para n = 6

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + 5) − Ĉ2[U(6)B ]

]
(A.101)

Si ahora queremos calcular el valor esperado de este operador de Majorana siendo N̂ |N, F, α〉 = N |N,F, α〉
tenemos que

〈M̂〉 =
1
2

[(Nν + Nπ)(Nν + Nπ + 5) − (Nν + Nπ − i)(Nν + Nπ − i + 5 − i(i + 3))]

= i(Nν + Nπ − i + 1) (A.102)

sin embargo cuando introducimos F -spin partimos de la cadena

U(12) ⊃ U(6) ⊗ U(2)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − i, i] [N − i, i]
(A.103)

el cual es aqúı donde se introduce el F -spin dentro de los acoplamientos

U(2) ⊃ SU(2) ⊃ SO(2)
↓ ↓ ↓

[N − i, i] F Fz

(A.104)

escribiendo de nuevo el operador de Majorana (A.92) para el caso que n = 2 y posteriormente utilizando
la reducción a SU(2) de (A.94) tenemos

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + 1) − Ĉ2[U(2)]

]
=

1
2

[
1
2
N̂(N̂ + 2) − Ĉ2[SU(2)]

]
=

N̂

2

(
N̂

2
+ 1

)
− 1

2
Ĉ2[SU(2)] (A.105)
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si nosotros hacemos 1
2 Ĉ2[SU(2)] =

−→
F 2 y sabiendo que

−→
F 2|N,F, α〉 = F (F + 1)|N,F, α〉 calculando el

valor esperado de este operador de Majorana, además siendo F = 1
2 (Nν + Nπ − 2i) tenemos que

〈M̂〉 =
Nν + Nπ

2

(
Nν + Nπ

2
+ 1
)
− F (F + 1)

=
(

Nν + Nπ

2
− F

)(
Nν + Nπ

2
+ F + 1

)
= i (Nν + Nπ − i + 1) (A.106)

ya que los estados de F -spin |[N ]; F, Fz, α〉 están dados por

N = Nπ + Nν

F = 1
2 (Nν + Nπ − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ − Nν)

(A.107)

Ahora cuando nosotros tenemos aparte de bosones incluimos fermiones vamos a tener estados

|[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i], [Nρ]; [N − j, j − k, k] , α〉 (A.108)

que surgen de los acoplamientos de los grupos que representan bosones y el fermión extra

U(6)Bν ⊗ U(6)Bπ ⊗ U(6)Fν

↓ ↓ ↓
[Nν ] [Nπ] [Nρ]

(A.109)

el cual si reducimos donde N = Nπ + Nν + Nρ obtenemos

U(6)B ⊗ U(6)Fν
⊃ U(6)BFν

↓ ↓ ↓
[Nπ + Nν − i, i]] [Nρ] [N − j, j − k, k]

(A.110)

podemos ver que aqúı que el grupo que toma relevancia es el grupo U(6) por lo que si podemos evaluar
el operador de Majorana de la ecuación (A.92) para n = 6 llegamos a

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + 5) − Ĉ2[U(6)BFν ]

]
(A.111)

y si evaluamos su valor esperado tomando el correspondiente valor propio de cada operador [99] donde
N = Nπ + Nν + Nρ, llegamos a

〈M̂〉 =
1
2

[N(N + 5) − (N − j)(N − j + 5) − (j − k)(j − k + 3) − k(k + 1)]

= j(N − j + 1) + k(j − k + 1) (A.112)

cuando estemos en F -spin generalizado vamos a tener un acoplamientos de la forma:

U(18) ⊃ U(6) ⊗ U(3)
↓ ↓ ↓

[N ] [N − j, j − k, k] [N − j, j − k, k]
(A.113)
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el cual, si reducimos llegamos a

U(3) ⊃ SU(3) ⊃ (SU(2) ⊃ SO(2)) ⊗ U(1)
↓ ↓ ↓ ↓

(λ, μ) F Fz Y
(A.114)

podemos observar aqúı que el grupo de relevancia es el grupo U(3) por lo que recurriendo a la ecuación
(A.92), operador de Majorana de para n = 3 tiene el aspecto

M̂ =
1
2

[
N̂(N̂ + 2) − Ĉ2[U(3)]

]
=

1
2

[
N̂(N̂ + 2) − Ĉ2[SU(3)] − 1

3
N̂2

]
=

1
2

[
2
3
N̂(N̂ + 3) − Ĉ2[SU(3)]

]
(A.115)

además conociendo los valores propios de estos operadores

N̂ |[N ]; (λ, μ), α〉 = N |[N ]; (λ, μ), α〉
Ĉ2[SU(3)]|[N ]; (λ, μ), α〉 = 2

3 (λ(λ + 3) + μ(μ + 3) + λμ)|[N ]; (λ, μ), α〉 (A.116)

obtenemos el valor esperado

〈M̂〉 =
1
3
N(N + 3) − 1

3
(λ(λ + 3) + μ(μ + 3) + λμ) (A.117)

en donde en términos de F -spin generalizado |[N ]; (λ, μ), F, Fz, Y, α〉 se tiene que

N = Nπ + Nν + Nρ

λ = Nν + Nπ − 2j + k

μ = j − 2k

F = 1
2 (Nπ + Nν − 2i)

Fz = 1
2 (Nπ − Nν)

Y = 1
3 (Nπ + Nν − 2Nρ).

(A.118)

A.7 Conmutadores de los operadores del F -spin

Aqúı solo presento el mecanismo para calcular los conmutadores de los operadores del F -spin escritos
en la ecuación (5.6) entonces si calculamos el conmutador de F̂z con Ŷ tenemos que

[F̂z, Ŷ ] = [
1
2
(π+π − ν+ν),

1
3
(π+π + ν+ν − 2ρ+ρ)]

=
1
6
[π+π, π+π + ν+ν − 2ρ+ρ] − 1

6
[ν+ν, π+π + ν+ν − 2ρ+ρ]

=
1
6
[π+π, π+π] − 1

6
[ν+ν, ν+ν]

= 0 (A.119)
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Estos son operadores de peso ya que
[F̂z, Ŷ ] = 0 (A.120)

En una manera más general se conoce que

[b+
i bj , b

+
k bl] = b+

i bjb
+
k bl − b+

k blb
+
i bj

= b+
i (b+

k bj + δjk)bl − b+
k (b+

i bl + δli)bj

= b+
i b+

k bjbl + b+
i blδjk − b+

k b+
i blbj − b+

k bjδli

= b+
i blδjk − b+

k bjδli

o simlemente
[b+

i bj , b
+
k bl] = b+

i blδjk − b+
k bjδil (A.121)

siendo i, k, j, k, l = 1 para π, 2 para ν, 3 para ρ , tomemos el conmutador [F̂z, V̂ ±] y veamos que obtenemos

[Fz, V+] =
1
2
[π+π − ν+ν, π+ρ]

=
1
2
[π+π, π+ρ] − 1

2
[ν+ν, π+ρ]

=
1
2
π+ππ+ρ − 1

2
π+ρπ+π

=
1
2
π+(π+π + 1)ρ − 1

2
π+(π+ρ + 0)π

=
1
2
[π+π+πρ + π+ρ − π+π+ρπ]

=
1
2
π+ρ

de manera analoga

[F̂z, V̂−] =
1
2
[π+π − ν+ν, ρ+π]

= −1
2
ρ+π

y esto si cumple la regla (A.121), de esta forma, llegamos a que

[F̂z, V̂±] = ±1
2
V± (A.122)

Para familiarizamos con el álgebra F -spin podemos mostrar que los operadores (F̂+, F̂−, F̂z) respetan el
álgebra de Lie de SU(2)(es decir es isomorfo a SU(3).

[F̂+, F̂−] = 2F̂z [F̂z, F̂±] = 2F̂± (A.123)

Los operadores F̂i(i = +,−, z) forman un subalgebra. De la misma esto se mantiene en los operadores

[Û+, Û−] = 2Ûz [Ûz, Û±] = 2Û± (A.124)

similarmente
[V̂+, V̂−] = 2V̂z [V̂z, V̂±] = 2V̂± (A.125)
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Asćalculando los posibles conmutadores llegamos a las reglas de conmutación (5.11)

[F̂z, V±] = ±1
2
V± [F̂z, Û±] = ∓1

2
Û± [F̂z, F̂±] = ±F̂± [F̂+, F̂−] = 2F̂z

[V̂z, V̂±] = ±V̂± [V̂+, V̂−] =
3
2
Ŷ + F̂z = 2̂Vz [Ûz, Û±] = ±Û± [Û+, Û−] =

3
2
Ŷ + F̂z = 2Uz

[Ŷ , F̂±] = 0 [Ŷ , V̂±] = ±V̂± [Ŷ , Û±] = ±Û± [Û+V̂−] = F̂−

[Ŷ , F̂z] = 0 [V̂+, F̂+] = 0 [Û+, V̂ +] = 0 [Û+, F̂−] = 0

[F̂−, V̂+] = Û+ [F̂+, Û+] = V̂+

A.8 Cálculo de operadores del F -spin generalizado

La idea de desarrollar el mecanismo de generalizar el concepto del F -spin generalizado surge de la
analoǵıa de la distinción de bosones de protón y bosones de neutrón que fué desarollado en el modelo de
IBM-2. Donde le asignan el valor de F = 1

2 para bosones y F = 0 para fermiones. Y para distinguir los
dos tipos de bosones utilizamos su proyección Fz = 1

2 para bosones de protón y Fz = − 1
2 para bosones

de neutrón como se muestra en tabla A.1.

Tabla A.1: Valor de los operadores de escalón en el F -spin (IBM-2).

F Fz

b†π
1
2

1
2

b†ν
1
2 − 1

2

b̃π
1
2 − 1

2

b̃ν
1
2

1
2

En la Supersimetŕıa Nuclear en la descripción de simetŕıa de U(6) se tienen 3 especies de part́ıculas,
bosones de protón, bosones de neutrón y un fermión de neutrón. Por lo que el concepto de F -spin
del IBM-2 no es suficiente y es necesario incluir el fermión de neutrón. Esta generalización del F -spin
considera una simetŕıa unitaria de SU(3) que considera tres tipo de part́ıculas, al cual le asignaremos
tres operadores de creación b†ν , b†π y a†

ν . Para los bosones el F -spin tendra el valor F = 1
2 y Y = 0 y el

fermión de neutrón F = 0 y Y = − 2
3 , existen también los operadores de aniquilación b̃ν , b̃π y ãν tienen

F -spin F = 1
2 y Y = − 1

3 y el fermión de neutrón F = 0 y Y = 2
3 , podemos resumirlo en la tabla A.2.

Esta simetrá SU(3) se reduce a la forma SU(2) ⊗ U(1). El doblete fundamental de SU(2) de F -spin
lo forman los bosones b†ν , b†π con F = 1

2 y el singlete del neutrón U(1) lo forma a†
ν con Y = 2

3 . La simetŕıa
que se supone es SU(3) porque es la más sencilla que contiene esas dos simetŕıas subyacentes.
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FzFz
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3 - 1

3

b†ν
�
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b†π
�

-2/3 a†
ν

�

2/3 ãν
�

b̃π

�
b̃ν

�

Figura A.1: (a) Los tres tipos de operadores de creación forman la representación SU(3). Se observa el
doblete del F -spin 1

2 y el singlete de la hypercarga Y = − 2
3 . (b) Operadores de aniquilación forman un

doblete F -spin 1
2 y el singlete de la hypercarga Y = 2

3 .

Tabla A.2: Valor de los operadores de escalón en el F -spin generalizado (SUSY).

F Fz Y

b†π
1
2

1
2

1
3

b†ν
1
2 − 1

2
1
3

a†
ν 0 0 − 2

3

b̃π
1
2 − 1

2 − 1
3

b̃ν
1
2

1
2 − 1

3

ãν 0 0 2
3

Si queremos construir el operador b†νaν , teniendo b†ν los valores F = 1
2 , Fz = − 1

2 y Y = 1
3 para aν tiene

los valores F = Fz = 0 y Y = 2
3 , por lo que el operador b†νaν tendra Fz = − 1

2 , Y = 1 y la suma vectorial
F = 1

2 , de esta manera podemos determinar los demas operadores relacionados a las transferencias de un
protón, un neutrón y dos protones.

Los tres operadores de creación forman una representación irreducible (1, 0) de SU(3) y los operadores
de aniquilación forman (0, 1), de esta manera (1, 0)3 ⊗ (0, 1)3 = (1, 1)8 ⊕ (0, 0)1 aśı tenemos un octete
(1, 1) y un singulete (0, 0) que son elementos diagonales b†π b̃π + b†ν b̃ν + a†

ν ãν y no lo consideramos. Aśı
dibujando los operadores relevantes que pertenecen al octeto de SU(3) tenemos:
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�
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− 1
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Fz

�

�

�

�

�� �

b†νaν

a†
νbν

Figura A.2: Operadores relevantes que se encuentran en el Octete de F -spin

Tabla A.3: Operadores de transferencia en el F -spin generalizado.
Transferencias Operador (λ, μ) F Fz Y

1) Neutroń a†
νbν (1, 1) 1

2
1
2 −1

a†
ν (1, 0) 0 0 − 2

3

aν (0, 1) 0 0 2
3

b†νaν (1, 1) 1
2 − 1

2 1
2) Protón a†

πbπ (0, 1) 1
2 − 1

2 − 1
3

b†πaπ (1, 0) 1
2

1
2

1
3

3) Dos protones b†π (1, 0) 1
2

1
2

1
3

bπ (0, 1) 1
2 − 1

2 − 1
3

4) Dos neutrones b†ν (1, 0) 1
2 − 1

2
1
3

bν (0, 1) 1
2

1
2 − 1

3

A.9 Reducción de representaciones irreducibles de UB(6) a SOB(6)

Tomemos un caso particular donde Nπ = N − 1 y Nν = 1 si hacemos este acoplamiento
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UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊃ UB(6) ⊃ SOB(6)
↓ ↓ ↓ ↓

[Nν = 1] ⊗ [Nπ = N − 1] [N ] ⊕ [N − 1, 1] (Σ + 1, 0, 0) ⊕ (Σ, 1, 0) ⊕ (Σ − 1, 0, 0)
(A.126)

Para comprender la reducción anterior de los sigmas de SOB(6) tomemos la siguiente cadena

UBν
(6) ⊗ UBπ

(6) ⊃ SOBπ
(6) ⊗ SOBν

(6) ⊃ SOB(6) ⊃ SOB(5) ⊃ . . .
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

[Nν ] [Nπ] (Σπ, 0, 0) (Σν , 0, 0) (Σ1, Σ2,Σ3) (τ1, τ2)
(A.127)

de alguna manera los estados simétricos se encuentran a enerǵıas bajas y los estados no simétricos a
enerǵıas altas.

Para determinar los sigmas de SO(6) se utitliza el hecho de que existe un isomorfismo con SU(4)

SO(6) � SU(4)
↓ ↓

(Σ1, Σ2, Σ3) [n1, n2, n3]
(A.128)

dado por las reglas
n1 = Σ1 + Σ2 Σ1 = 1

2 (n1 + n2 − n3)
n2 = Σ1 − Σ3 Σ2 = 1

2 (n1 − n2 + n3)
n3 = Σ2 − Σ3 Σ3 = 1

2 (n1 − n2 − n3)
(A.129)

Utilizamos el grupo unitario con la finalidad de utlizar las reglas de Young para averiguar como se
hacen los acomplientos. Es decir, como conocemos el comportamiento simétrico i = 0 donde [N , 0]
corresponderá a (Σ1, Σ2, Σ3) = (N , 0, 0)⊕ . . . de (3.25) podemos escribirlo como (Σ1, Σ2,Σ3) = (Σ, 0, 0) y
ahora si hacemos un acoplamiento Nπ = N − 1 y Nν = 1 siendo SOBπ

(6)⊗ SOBν
(6) esto correspondera

a (Σ, 0, 0) ⊗ (1, 0, 0) dentro de SO(6) donde sigma tendra los valores Σ = N − 1,N − 3, . . . , 0 y si nos
pasamos a SU(4) y dentro de este acoplamos esas representaciones utilizando las tablas de Young tenemos

[Σ, Σ, 0] ⊗ [1, 1, 0] = [Σ + 1,Σ + 1, 0] ⊕ [Σ + 1, Σ, 1] ⊕ [Σ, Σ, 1, 1]

y si nos regresamos a SO(6) utizando (A.129) vamos a tener

SU(4) → [Σ, Σ, 0] ⊗ [1, 1, 0] = [Σ + 1,Σ + 1, 0] ⊕ [Σ + 1, Σ, 1] ⊕ [Σ, Σ, 1, 1] = [Σ − 1, Σ − 1, 0]
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

SO(6) → (Σ, 0, 0) (1, 0, 0) (Σ + 1, 0, 0) (Σ, 1, 0) (Σ − 1, 0, 0)
(A.130)

de esta forma ya hemos podido obtener las representaciones sigma de (A.126) paras los bosones acoplados
en SOB(6).

Asi podemos obtener distintas valores de SOB(6) tomando Σ = N − 1,N − 3, . . . , 0
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SOB(6)

(Σ + 1, 0, 0) (Σ, 1, 0) (Σ − 1, 0, 0)

(N , 0, 0) (N − 1, 1, 0) (N − 2, 0)
(N − 2, 0, 0) (N − 3, 1, 0) (N − 4, 0)
(N − 4, 0, 0) (N − 5, 1, 0) (N − 6, 0)

...
...

...

(A.131)

Si queremos determinar las primeras ĺıneas espectrales de un núcleo donde por ejemplo el caso donde
N = 3 donde es impar tenemos solo dos niveles tenemos (3, 0, 0)(2, 1, 0)(1, 0, 0) y (1, 0, 0) si N = 4 es par
tenemos también dos niveles (4, 0, 0)(3, 1, 0)(2, 0, 0) y (2, 0, 0)(1, 1, 0)(0, 0, 0).

A.10 Reducción SOB(6) a SOB(5)

Para comprender la reducción SOB(6) a SOB(5) de la cadena

SOB(6) ⊃ SOB(5) ⊃ . . .
(Σ1, Σ2, Σ3) (τ1, τ2)

(A.132)

En donde si utilizamos

Σ1 � τ1 � Σ2 � τ2 � |Σ3| (A.133)

obtenemos la tabla (A.10)
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Tabla A.4: Correspondencia de los valores de las representaciones de SO(6) y SO(5) para algunos valores
del acoplamiento Nπ = N − 1 y Nν = 1.

SO(6) SO(5)
(Σ1, Σ2, Σ3) Σ1 � τ1 � Σ2 � τ2 � |Σ3| (τ1, τ2)

(N, 0, 0) N 0 0 0 0 (0, 0)
(N, 0, 0) N 1 0 0 0 (1, 0)
(N, 0, 0) N 2 0 0 0 (2, 0)

...
...

(N, 0, 0) N N 0 0 0 (N, 0)

(N − 2, 0, 0) N-2 0 0 0 0 (0, 0)
(N − 2, 0, 0) N-2 1 0 0 0 (1, 0)
(N − 2, 0, 0) N-2 2 0 0 0 (2, 0)

...
...

(N − 2, 0, 0) N-2 N 0 0 0 (N − 2, 0)

(N − 1, 1, 0) N-1 1 1 0 0 (1, 0)
(N − 1, 1, 0) N-1 1 1 1 0 (1, 1)
(N − 1, 1, 0) N-1 2 1 0 0 (2, 0)
(N − 1, 1, 0) N-1 2 1 1 0 (2, 1)

...
...

(N − 1, 0, 0) N-1 N-1 1 0 0 (N − 1, 0)
(N − 1, 0, 0) N-1 N-1 1 1 0 (N − 1, 1)

(N − 3, 1, 0) N-1 1 1 0 0 (1, 0)
(N − 3, 1, 0) N-1 1 1 1 0 (1, 1)
(N − 3, 1, 0) N-1 2 1 0 0 (2, 0)
(N − 3, 1, 0) N-1 2 1 1 0 (2, 1)

...
...

(N − 3, 0, 0) N-3 N-3 1 0 0 (N − 3, 0)
(N − 3, 0, 0) N-3 N-3 1 1 0 (N − 3, 1)

donde presentan los niveles que puede tener cada banda (Σ1, Σ2, Σ3).

A.11 Cálculo de la correlación de la transferencias de protones
entre núcleos con neutrón impar y núcleos par-par

Aqui simplemente muestro a todo detalle el mismo analisis mostrado en la sección solo que procurare
ser más expĺıcito en los detalles. Si queremos expresar una tranferencia de dos part́ıculas a un núcleo
donde transferimos un bosón cuyo estado inicial tiene [N − 1] bosones y [1ρ] fermión, este núcleo puede
ser con neutrón impar, además consideremos que hay [Nν ] bosones de neutrón y [Nπ] bosones de protón
y esto acoplado tiene la forma [N ]α′, ahora a este estado le creamos un boson tipo protón con el operador
S†

π y el estado final entonces tendrá [Nν ] bosones de neutrón y [Nπ +1] bosones de protón, el acoplamiento
de solo bosones [N ] y de solo fermiones [1ρ] y el acomplianto bosón fermión es [N, 1]α de esta manera se
tiene

C1 = 〈[Nν − 1][Nπ + 1]; [N ][1ρ]; [N, 1]α‖S†
π‖[Nν − 1][Nπ]; [N − 1][1ρ]; [N ]α′〉 (A.134)
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Como ahora nos interesa expresar estos estados en el espacio F -spin para ello generalicemos el concepto
de F -spin para una dimensión adicional, considerando la representación del acoplamiento de bosones y
fermiones escrita de una manera más compacta

[Nπ + Nν + Nρ − j, j − k, k] = [N1, N2, N3]

el espacio F -spin generalizado tiene la forma:

UF (3) ⊃ SUF (3) ⊃ SUF (2) ⊗ UY (1)
[N1N2N3] (λ, μ) F Y

⊃ SOF (2) ⊗ UY (1)
Fz Y

(A.135)

de esta manera en el espacio F -spin generalizado tiene las representaciones como

(λ, μ) = (N1 − N2, N2 − N3), F̂ =
Bν + Bπ − 2i

2
, F̂z =

Bπ − Bν

2
, Ŷ =

Bπ + Bν − 2Bρ

3
(A.136)

Donde N = Nπ + Nν es el número total de bosones, Bν el número total de bosones de neutrón de un
estado, Bπ es el número total de bosones de protón de un estado.

Estado inicial Estado final
N1 = N N1 = N

N2 = 0 N2 = 1
N3 = 0 N3 = 0

Bν = Nν − 1 Bν = Nν − 1
Bπ = Nπ Bπ = Nπ + 1

Bρ = 1 Bρ = 1

Suponemos que el estado inicial y final son simétricos i = 0

Estado inicial Estado final s†π
(λ, μ) = (N1 − N2, N2 − N3) (N, 0) (N − 1, 1) (1, 0)

F = Bν+Bπ−2i
2

N−1
2

N
2

1
2

Fz = Bπ−Bν

2
Nπ−Nν+1

2
Nπ−Nν+2

2
1
2

Y = Bπ+Bν−2Bρ

3
Nπ+Nν−3

3
Nπ+Nν−2

3
1
3

(A.137)

de esta forma ya podemos construir los estados en el espacio de F -spin generalizado. Es decir vamos
a hacer un mapeo de nuestros estados a un espacio de F -spin generalizado bajo las transformaciones
mencionadas anteriormente.

|[Nν ], [Nπ]; [Nν + Nπ − i, i], [Nρ]; [N1, N2, N3]α〉
↓

|(λ, μ)α, F, Fz, Y 〉
(A.138)

C1 = 〈(N − 1),
N

2
,
Nπ − Nν + 2

2
,
N − 2

3
, α‖T (1,0)

1
2

1
2

1
3
‖(N, 0),

N − 1
2

,
Nπ − Nν + 1

2
,
N − 3

3
, α, 〉 (A.139)

Si utilizamos el teorema de Wigner Eckart obtenemos
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C1 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3
1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 (A.140)

Por otro lado, si tenemos otra reacción nuclear donde se transfera un boson de protón a un núcleo
par-par, este proceso lo escribimos de forma análoga al caso anterior

C2 = 〈[Nν ][Nπ + 1]; [N, 1]α‖s†π‖[Nν ][Nπ]; [N ]α′〉 (A.141)

Estado inicial Estado final
N1 = N N1 = N

N2 = 0 N2 = 1
N3 = 0 N3 = 0

Bν = Nν Bν = Nν

Bπ = Nπ Bπ = Nπ + 1
Bρ = 0 Bρ = 0

Suponemos de nuevo que el estado inicial y final son simétricos i = 0

Estado inicial Estado final s†π
(λ, μ) = (N1 − N2, N2 − N3) (N, 0) (N − 1, 1) (1, 0)

F = Bν+Bπ−2i
2

N
2

N+1
2

1
2

Fz = Bπ−Bν

2
Nπ−Nν

2
Nπ−Nν+1

2
1
2

Y = Bπ+Bν−2Bρ

3
Nπ+Nν

3
Nπ+Nν+1

3
1
3

(A.142)

de esta manera tenemos

C2 = 〈(N − 1, 1),
N + 1

2
,
Nπ − Nν + 1

2
,
N + 1

3
, α‖T (1,0)

1
2

1
2

1
3
‖(N, 0),

N

2
,
Nπ − Nν

2
,
N

3
, α, 〉 (A.143)

Utilizando de nuevo el teorema de Wigner Eckart

C2 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 (A.144)

Por lo tanto si vemos

C1 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3
1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉

C1 = ISF 1〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 (A.145)

donde llamaremos factores isoescalares a

ISF 1 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N−1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N−3

3
1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N
2 , Nπ−Nν+2

2 , N−2
3

〉
ahora si dividimos entre ISF 1 la ecuación A.145 obtenemos

〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 =
C1

ISF 1
(A.146)
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y lo mismo para la otra ecuación

C2 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉
〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉

C2 = ISF 2〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 (A.147)

donde

ISF 2 =
〈

(N, 0) (1, 0)
N
2 , Nπ−Nν

2 , N
3

1
2 , 1

2 , 1
3

∣∣∣∣ (N − 1, 1)
N+1

2 , Nπ−Nν+1
2 , N+1

3

〉
ahora si dividimos entre ISF 2 la ecuación A.147 obtenemos

〈(N − 1, 1)α‖|T (1,0)|‖(N, 0)α′〉 =
C2

ISF 2
(A.148)

igualando (A.146) y (A.148) y finalmene obtenemos obtenemos

C1 =
ISF 1

ISF 2
C2 (A.149)

Podemos continuar con el análisis en la sección 4.4.
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3.6 Multiplete supersimétrico en la región Os-Ir. N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.7 Ejemplo de un cuarteto supersimétrico con una supersimetŕıa U(6/12)ν ⊗ U(6/4)π. . . . . 50
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78 Au116 . . . . . . . . . . . 91

181



182 Lista de Tablas

4.18 Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 196
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76 Os116 . . . . . . . . . . . . 101
4.28 Intensidades relativas de los estados de exitación del núcleo 193
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Śımbolos de 6j, 69
Valor especial, 69
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Triángulo de Casten, 13

Wess-Zumino
Lagrangiano, 27


	Portada
	Resumen
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Modelo de Bosones Interactuantes
	Capítulo 3. Supersimetría Nuclear
	Capítulo 4. Correlaciones Entre Reacciones de Transferencia de Nucleones
	Capítulo 5. Factores Isoescalares de SU(3)
	Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía
	Lista de Figuras
	Lista de Tablas
	Índice Analítico

