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1. Introducción

Las ecuaciones diferenciales ordinarias surgen de la necesidad de resolver
problemas que se presentan en diversas áreas como la f́ısica, ingenieŕıa, bioloǵıa,
qúımica, ecoloǵıa y economı́a entre otras.
Su estudio data de 1676 cuando Leibnitz definió el término aequatio
differentialis para denotar una relación entre las diferenciales dx, dy y dos
variables x y y, posteriormente Newton clasificó las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.
En el siglo XVII los hermanos Bernoulli introducen el término de integrar una
ecuación diferencial, el proceso de separación de variables y multiplicación por
factor integrante, sin embargo la teoŕıa y métodos no se completaron hasta que
las aportaciones de Euler al cálculo permitieron desarrollar la primera teoŕıa
formal de ecuaciones diferenciales. Desde entonces se han realizado numerosos
estudios con el objetivo determinar la solución de ecuaciones diferenciales ordi-
narias.
Después de la Segunda Guerra Mundial el desarrollo y el uso de sistemas de
control especialmente aquellos basados en la retroalimentación requirió una clase
diferente de ecuaciones en las que la derivada y′(t) depende de valores pasados de
la función y(t). Estas se denominan ecuaciones diferenciales con retardo (EDR)
cuya forma general es:

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ1), ..., y(t− τn), y′(t− τn+1), ..., y′(t− τn+m)) t ≥ t0

donde τi son llamados argumentos de retardo y pueden ser constantes o
depender del tiempo y el estado.
El tipo de problemas que se manejan en el texto equivalen a lo que en ecuaciones
diferenciales se conoce como problemas con condiciones iniciales:

y′(t) = f(t, y(t)) a ≤ t ≤ b y0 = y(a) (1)

pero en el caso de las EDR requiere del valor de la función en tiempos anteriores
y(t) = S(t) t ≤ t0.

Ejemplo 1 El problema de conseguir una cierta temperatura en la ducha se
puede expresar como una EDR.

Si el tiempo que tarda en llegar el agua desde la llave hasta la regadera a una
tasa uniforme son τ segundos y una persona no se introduce en la ducha hasta
que el agua alcance una temperatura deseada Td, se define T (t) la temperatura
del agua de la llave al tiempo t, la evolución de la temperatura describe la EDR

T ′(t) = k(T (t− τ)− Td)

De esta forma se pueden modelar gran variedad de problemas que depen-
den de tiempos anteriores, más ejemplos pueden encontrarse en Erneaux[5],
Kuang[8].
Surge entonces la necesidad de proporcionar métodos de solución para este tipo
de ecuaciones.
En este trabajo se restringe al estudio de EDR en las que no existe dependen-
cia de la derivada en tiempos retardados y′(t− τn+m) y τi ≥ 0 son constantes.
La función de inicio S(t) debe estar definida al menos en el intervalo [ρ, t0] donde

ρ = min1≤i≤n {mint≥t0 (t− τi)}
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El objetivo de la tesina es analizar la forma en que el programa dde23, una
modificación del programa ode23, funciona para resolver EDR. Ambos
programas son parte de Matlab y fueron desarrollados por Shampine.
Mientras que ode23 utiliza una pareja incrustada de Runge Kutta expĺıcitos,
dde23 utiliza una tripleta incrustada de RK una de las cuales es una extensión
continua necesaria para resolver ”paso a paso ”las ecuaciones diferenciales con
retardo.
Se prueba en la sección 5.1 que las discontinuidades se propagan en las derivadas
y en la sección 7 se explica como el programa dde23 se maneja esta posible
complicación, se habla de las dificultades de tener un retardo muy pequeño o
muy grande con respecto al tamaño de paso.
Finalmente se dan ejemplos de solución de EDR por medio del dde23 y las
principales opciones dentro de su estructura.

2. Caracteŕısticas de interés de las EDR

En esta sección se ejemplifican algunas de las diferencias que existen al
resolver una ecuación diferencial con retardo utilizando algún método dado para
ecuaciones diferenciales ordinarias.
Como ya se dijo los problemas con condiciones iniciales para EDO requieren
unicamente del valor de la función en un punto, mientras que para las EDR se
necesita una función S(t) a la cual llamaremos historia.

2.1. Propagación de discontinuidades

Por definición S(a) = y(a), pero S′(a) no necesariamente coincide con
y′(a) = f(a, S(a), S(a − τ1), . . . , S(a − τn)) ocurre entonces un fenómeno
como el que se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 La EDO
y′(t) = −y(t)

y(t) = 1 t0 = 0

Tiene solución de clase C∞ y(t) = e−t, pero al añadir un retardo la EDR pierde
la propiedad de continuidad de las derivadas.

y′(t) = −y(t− 1)

y(t) = 1 −1 ≤ t ≤ 0

Se resuelve reduciendola a una sucesión de EDO en lo que se conoce como un
método de pasos, comenzando por t ∈ [0, 1) para el cual y(t−1) = 1 y y(0) = 1,
se tiene

y(t) = 1− t 0 ≤ t < 1

Similarmente para t ∈ [1, 2) para el cual y(t− 1) = 1− t y y(1) = 0, se tiene

y(t) =
t2

2
− 2t+

3

2
1 ≤ t < 2

Si t ∈ [2, 3), como y(t− 1) =
t2

2
− 2t+

3

2
y y(2) = −1

2
, se tiene

y(t) = − t
3

6
+

3t2

2
− 4t+

17

6
2 ≤ t < 3
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Y aśı sucesivamente. La solución y(t) es continua pero la derivada y′(t) es
discontinua en t = 0

y′(t) =


0 t ≤ 0
−1 0 ≤ t < 1
t− 2 1 ≤ t < 2
t2

2
+ 3t− 4 2 ≤ t < 3

Y en la segunda derivada

y′′(t) =

 0 t < 1
1 1 ≤ t < 2
−t+ 3 2 ≤ t < 3

la discontinuidad se encuentra en el t = 1.
Esta caracteŕıstica de las EDR de propagar las discontinuidades de y′(t) en
a a y”(t) en a + τ y aśı sucesivamente en segmentos de tamaño τ se analiza
posteriormente. Este comportamiento no se presenta en las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

2.2. Soluciones Periódicas

Observe el siguiente ejemplo

Ejemplo 3 Considere la EDR

y′(t) = y′(t− τ) + α(y(t)− y(t− τ))

Al igual que en las EDO se propone la solución y(t) = eλt

λeλt = λeλ(t−τ) + α(eλt − eλ(t−τ))

(λ− α)(1− e−λτ ) = 0 (2)

Las ceros de la ecuación(2) son:

λ = α λτ = 2πn
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Por lo tanto:

y(t) = eαt

y(t) = k1cos
(
2πnt
τ

)
+ k2sen

(
2πnt
τ

)
∀n ∈ Z

La existencia de soluciones periódicas en una EDR lineal es una caracteŕıstica
que no ocurre en una EDO lineal salvo si el orden1 es al menos 2.
Los ejemplos anteriores muestran que las soluciones de las EDR presentan
comportamientos diferentes a los de las EDO.

2.3. Diferencia de comportamiento de los métodos
numéricos para EDO en EDR

Algunos métodos numéricos para resolver EDO’s involucran la idea de
discretización: el intervalo [a, b] de t es remplazado por un conjunto {tn} definido
por tn+1 = tn + hn, t0 = a, tN = b ,n = 0, 1, 2, ..N, hn ≥ 0 y mediante un
algoritmo se encuentra yn una aproximación a la solución y(tn) de la EDO, tal
es el caso de las Reglas del Punto Medio (3) y del Trapecio(4).

yn+1 = yn + hf

(
tn +

h

2
,
yn + yn+1

2
, x

(
tn +

h

2
− 1)

))
(3)

yn+1 = yn +
h

2
[f(tn, yn, x(tn − 1)) + f(tn+1, yn+1, x(tn+1 − 1)] (4)

En los siguientes ejemplos de Zennaro [2] observaremos el comportamiento de
estos dos métodos cuando se aplican para resolver EDR.

Sea una EDR de la forma :

y′(t) = f(t, y(t), y(t− 1)) t ≥ 0

y(t) = S(t) t ≤ 0

Al discretizarla se tiene

wn+1(t) = f (t, wn+1, x(t− 1)) tn ≤ t ≤ tn+1

wn+1(tn) = yn

donde

x(s) =

{
S(s) s ≤ 0

η(s) 0 ≤ s ≤ tn
η(s) es una aproximación a y(t) en el intervalo [0, tn].

Ejemplo 4 Considere el problema

y′(t) = λy(t)− 4λ
5 y(t− 1) t ≥ 0

y(t) = 1 t ≤ 0

1El orden de una EDO corresponde con el orden de la derivada mayor que se presente en
la ecuación diferencial
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Le aplicamos la regla del punto medio donde la aproximación η(s) se obtiene
por interpolación lineal, con h = 1

m−δ con m un entero positivo y 0 ≤ δ < 1

yn+1 = yn + h
[
λ
(
yn+yn+1

2

)
− 4λ

5 x(tn + h
2 − 1)

]

=
[(1+λh

2 yn)− 4λh
5 x(tn+

h
2−1)]

1−λh2

donde

x(s) =

 1 n ≤ m− δ − 1
2

η(s) n > m− δ − 1
2

note que para n > m− δ − 1
2

s ∈ [(n−m)h, (n−m+ 1)h] si δ ≤ 1
2

s ∈ ((n−m+ 1)h, (n−m+ 2)h] si δ > 1
2

La interpolación lineal entre dos puntos (tj , yj) y (tk, yk) es

y(t) =
x− xk
xj − xk

yj +
x− xj
xk − xj

yk

entonces

η(s) =


(
1
2 − δ

)
yn−m +

(
1
2 + δ

)
yn−m+1 si 0 ≤ d ≤ 1

2(
3
2 − δ

)
yn−m+1 +

(
δ − 1

2

)
yn−m+2 si 1

2 < d ≤ 1

Por lo tanto

yn+1 =
1 + λh

2 yn −
4λh
5

1− λh
2

n ≤ m− δ − 1

2

yn+1 =


(1+λh

2 )yn− 4λh
5 [( 1

2−δ)yn−m+(δ+ 1
2 )yn−m+1]

1−λh2
para 0 ≤ δ ≤ 1

2

(1+λh
2 )yn− 4λh

5 [( 3
2−δ)yn−m+1+(δ− 1

2 )yn−m+2]
1−λh2

para 1
2 < δ ≤ 1

La regla del punto medio que es A-estable para ecuaciones lineales y′(t) = λy(t)
con Re(λ) < 0 y h > 0, presenta un comportamiento diferente para el caso en
que m − δ es entero o cuando no lo es, para el caso λ = −50 y m − δ =12.5 el
sistema no es estable, pero estable si m− δ = 10.
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Ejemplo 5 Si ahora aplicamos la regla del Trapecio a la EDR anterior se tiene

yn+1 =

[(
1 + λh

2

)
yn − 2λh

5 (x(tn − 1) + x(tn+1 − 1)
]

1− λh
2

donde
n ≤ m− 2 −→ tn − 1 ≤ 0 tn+1 − 1 ≤ 0
n = m− 1 −→ tn − 1 ≤ 0 tn+1 − 1 > 0
n ≥ m −→ tn − 1 > 0 tn + 1 > 0

Usando interpolación lineal se concluye que

yn+1 =



(1+λh
2 )yn− 4λh

5

1−λh2
n ≤ m− 2

(1+λh
2 )yn− 2λh

5 (2−δ+δy1)
1−λh2

n = m− 1

(1+λh
2 )yn− 2λh

5 ((1−δ)yn−m+yn−m+1+δyn−m+2)

1−λh2
n ≥ m

Aśı se tiene que si m − d =12.5 y λ = −50 la regla del trapecio es estable, sin
embargo eso no implica que esta regla sea un buen método para resolver EDR
como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 6 Al aplicar la regla del trapecio a la ecuación

y′(t) = λ(t)y(t)− 4λ(t)
5 y(t− 1) t ≥ 0

y(t) = t+ 1 t ≤ 0

donde λ(t) = −50sen2
(
2π
3 t
)

yn+1 =

(
1 + λ(tn)h

2

)
yn − 2h

5 [λ(tn)x(tn − 1) + λ(tn+1)x(tn+1 − 1)]

1− λ(tn+1)h
2

utilizando interpolación lineal

yn+1 =



(1+λ(tn)h
2 )yn− 2h

5 [λ(tn)tn+λ(tn+1)tn+1]

1−λ(tn+1)h

2

n ≤ m− 2

(
1+

λ(tn+1)h

2

)
yn− 2h

5 [λ(tn+1)tn+1+λ(tn)(1−δ+δy1)]

1−λ(tn+1)h

2

n = m− 1

(1+λ(tn)h
2 )yn− 2h

5 (λ(tn)(1−δ)yn−m)

1−λ(tn+1)h

2

+

(λ(tn)δ+λ(tn+1)(1−δ))yn−m+1+λ(tn+1)δyn−m+2

1−λ(tn+1)h

2

n ≥ m

que produce los siguientes resultados

La solución es asintoticamente estable, pero la regla del trapecio con
m − δ = 2 presenta inestabilidad, mientras que al hacer una pequeña
perturbación m− δ =1.98 la solución es estable.
La elección del tamaño del paso juega un rol importante al aplicar la regla
anterior. Las soluciones vaŕıan dependiendo de si el retardo es un múltiplo
del tamaño de paso o no lo es, también se debe asegurar que la precisión del
polinomio interpolante sea la deseada y que conecte los puntos tn de manera
suficientemente suave, en la siguiente sección se propone otra forma de
aproximar y(t− τ), para mas ejemplos ver Zennaro[2].
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3. Runge Kutta y la extensión continua

Los métodos Runge Kutta son métodos de un solo paso que, para alcanzar
una mayor precisión, sacrifican la linealidad. Para ellos no existe mayor dificultad
en cambiar el tamaño de paso, pero calcular el error local es más complicado.

3.1. El BS23 para EDR

Definición 1 Un método Runge Kutta expĺıcito se formula como:

yn+1 = yn + hnΣsi=1bifni (5)

donde

fn1 = f(tn, yn)

fni = f(tn + cihn, yn + hnΣi−1j=1aijfnj)

si tni = tn + cihn, yni = yn + hnΣi−1j=1aijfnj se expresa

fni = f(tni, yni) i = 2, ..., s,

La función de incrementos φ se define como:

φ(tn, yn) =
yn+1 − yn

hn
= Σsi=1bifni (6)

La ecuación (6) no se satisface si se sustituye el valor real de la solución y(tn)
en lugar yn, a la diferencia se le llama error local de truncamiento lten

y(tn+1) = y(tn) + hnφ(tn, y(tn)) + lten

El error local de truncamiento de un método de orden p es O(hp+1
n ).

La estimación del error de un RK, se facilita aplicando dos métodos yn+1 y
y∗n+1 de diferente orden en lo que se conoce como un incrustamiento del segundo
en el primero forzandolo a usar las mismas funciones de evaluación f ′s. Esta
técnica fue introducida por Merson en 1967 y actualmente la mayoŕıa de los
software para resolver ecuaciones diferenciales controlan el error de una solución
estimando el error local de los RK incrustados.
Se tienen dos tipos de fórmulas la primera es la ecuación (5) y la segunda es:

y∗n+1 = yn + hnΣsi=1b
∗
i fni (7)

donde b∗i son tales que el orden del método es p-1 y el error es O(hpn).
El programa dde23 utiliza el algoritmo2 BS23, que como su nombre lo indica
trabaja con dos métodos de un solo paso, uno de orden tres y el segundo de
orden 2.

Definición 2 El método de orden 3 propuesto por Shampine para el dde23 es:

0

1
2

1
2

3
4 0 3

4

2
9

1
3

4
9

2Tiene el nombre BS por ser dado por Bogacki y Shampine
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Ejemplo 7 Encontrar los valores de b∗1, b
∗
2, b
∗
3 para que el método sea de orden

dos

0

1
2

1
2

3
4 0 3

4

b∗1 b∗2 b∗3

Para tal objetivo se deben cumplir las condiciones

b∗1 + b∗2 + b∗3 = 1

1
2b
∗
2 + 3

4b
∗
3 = 1

2

Estas dos ecuaciones con tres incógnitas, tienen un parámetro libre b∗3,
reescribiendo el arreglo de Butcher será:

0

1
2

1
2

3
4 0 3

4

1
2b
∗
3 1− 3

2b
∗
3 b∗3

Note que si b∗3 = 4
9 el método alcanza su orden máximo que coincide con el

propuesto por Shampine, pero cualquier otro valor del método será de orden
dos.
Se toman los valores yn ya que aproximan la solución con mayor precisión,
y∗n solo sirve para estimar el error local y seleccionar aśı un tamaño de paso
adecuado en lo que se conoce como extrapolación local que se estudia en la
sección 4.
Ahora bien para resolver EDR con un método de Runge Kutta se presenta la
dificultad de que la función y(t) debe ser evaluada en tiempos t − τi que
generalmente no coinciden con los puntos tn en los que se ha hecho la
aproximación de la función y(t), esta problematica es resuelta gracias a una
fórmula llamada extensión continua que aproxima la solución en cualquier
punto del intervalo [tn, tn+1] sin un gran número de cálculos, razón por la cual
se considera un importante desarrollo en la teoŕıa y practica de los métodos
Runge Kutta.
Para ello se define la tercera fórmula de la tripleta es:

yn+σ = yn + hnΣsi=1bi(σ)fni (8)

donde bi(σ) son polinomios en σ y donde yn+σ representa una aproximación
polinomial de y(tn+σhn) la cual se denomina extensión continua de un método
Runge Kutta.
Si en la ecuación (5) se da un paso de tamaño h∗ = σhn se tiene la expresión

yn+σ = yn + h∗Σs∗i=1

bi
σ
f∗i

donde las cantidades intermedias son

f∗i = f∗i

(
tn +

ci
σ
h∗, yn + h∗Σi−1j=1

aij
σ
f∗j

)
10



al definir a∗ij =
aij
σ , c

∗
i = ci

σ ∀i, j se logra la igualdad entre f∗i y fi, es decir
las cantidades intermedias son las mismas que la ecuación (5). Al determinar
el valor de bi(σ) i = 1, . . . s∗ que cumpla las relaciones de Butcher para tener
el mismo orden que el método discreto se obtiene la extensión continua(8) del
método Runge Kutta.

Ejemplo 8 Determinar los coeficientes bi(σ) para que el método de la definición
2 tenga orden tres

Expresando como arreglo de Butcher

0

1
2

1
2

3
4 0 3

4

b1(σ) b2(σ) b3(σ)

Para tener orden tres es necesario satisfacer cuatro ecuaciones y solo se cuenta
con tres parámetros, por lo que es conveniente introducir otro reglón en el arreglo

0

1
2

1
2

3
4 0 3

4

1 2
9

1
3

4
9

b1(σ) b2(σ) b3(σ) b4(σ)

En particular se propone como renglón a4j a bj del método Runge Kutta de
tercer orden, siguiendo el procedimiento propuesto por Dormand[4] y Prince en
1978 conocido como FSAL por sus siglas en inglés del primero igual al último,
de esta manera se reduce el número de veces que hay que calcular f y por tanto
el costo computacional.
Las condiciones de orden tres para el métodos son:

b1(σ) + b2(σ) + b3(σ) + b4(σ) = 1

c∗2b2(σ) + c∗3b3(σ) + c∗4b4(σ) = 1
2

c∗22 b2(σ) + c∗23 b3(σ) + c∗24 b4(σ) = 1
3

a∗32c
∗
2b3(σ) + (a∗42c

∗
2 + a∗43c

∗
3)b4(σ) = 1

6

Sustituyendo los valores de c∗i , a
∗
ij las condiciones para orden tres son:

b1(σ) + b2(σ) + b3(σ) + b4(σ) = 1

1
2b2(σ) + 3

4b3(σ) + b4(σ) = σ
2

1
4b2(σ) + 9

16b3(σ) + b4(σ) = σ2

3

3
8b3(σ) + 1

2b4(σ) = σ2

6
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La única solución al sistema es:

b1(σ) = 1− 4
3σ + 5

9σ
2

b2(σ) = σ
(
1− 2

3σ
)

b3(σ) = 4
3σ
(
1− 2

3σ
)

b4(σ) = σ (σ − 1)

Sustituyendo los valores de bi(σ)

yn+σ = yn + σhn
[(

1− 4
3σ + 5

9σ
2
)
fn1 + σ

(
1− 2

3σ
)
fn2 + ...

4
3σ
(
1− 2

3σ
)
fn3 + σ (σ − 1) fn4

]
La extensión es continua porque bi(1) = bi i = 1, 2, 3, 4, además derivando con
respecto a t = tn + σhn

y′n+σ =
(
1− 4

3σ + 5
9σ

2
)
fn1 + σ

(
1− 2

3σ
)
fn2 + 4

3σ
(
1− 2

3σ
)
fn3 + σ (σ − 1) fn4 + ...(

− 4
3σ + 10

9 σ
2
)
fn1 + σ

(
1− 4

3σ
)
fn2 +

(
4
3σ −

16
9 σ
)
fn3 +

(
2σ2 − σ

)
fn4

y′n+σ =

(
1− 8

3
σ +

5

3
σ2

)
fn1 + 2σ (1− σ) fn2 +

8

3
σ (1− σ) fn3 + σ (3σ − 2) fn4

Evaluando en los extremos σ = 0, σ = 1

y′n+0 = fn1 y′n+1 = fn4

Por lo tanto se tiene que la derivada es continua.

3.2. Cálculo del error

Para un método Runge Kutta el error local de truncamiento es
lten = y(tn+1) − y(tn) − hnφ(tn, y(tn)), para aproximarlo se utilizan dos tipos
de funciones de incrementos.
Una forma alternativa de escribir la función de incrementos es la expansión en
series de Taylor

φ(t, y, h) = y(1) +
h

2
y(2) + ...+

hp+1

p!
y(p) + ...

donde
y(p) = Σnpi=1α

(p)
i F

(p)
i (9)

Fi son llamadas diferencias elementales.

Si el método tiene orden p la lte es:

lten+1 = −Σ∞i=p+1

hi

i!
y(i)(tn) (10)

Otra forma de expresar la función es:

φ(t, y(t), h) = Σ∞i=1h
i−1Σnij=1β

(i)
j F

(i)
j (11)

12



Usando las ecuaciones (9),(10) y (11) se tiene

lten+1 = Σ∞i=p+1h
iΣnij=1

(
β
(i)
j −

α
(i)
j

i!

)
F

(i)
j

= Σ∞i=p+1h
i
(

Σnij=1ψ
(i)
j

)
F

(i)
j

Con ψ
(i)
j = β

(i)
j −

α
(i)
j

i! ,las variables α
(j)
i , β

(j)
i cuentan el numero de veces que

aparecen las diferencias elementales en uno y otro desarrollo de Taylor, sin
embargo su cálculo es complicado para mayor información ver Lambert [9].
Para minimizar el error de un método RK no basta con elegir los parámetros
libres que se eliminen algunos coeficientes ψj en particular.
Dormand y Prince propusieron en 1980 que para reducir la parte principal3 de
lten se deben elegir los parámetros libres de tal forma que se minimice la norma:

A(p+1) =

√
Σnp+1
j=1

(
ψ
(p+1)
j

)2
El error local de truncamiento de una extensión continua se define

y(tn + σhn) = y(tn) + hnφ(tn, y(tn), σ) + lten(σ)

En nuestro caso para el método RK de orden 3 el coeficiente de la parte principal
del error local de truncamiento, se define

A4(σ) =

√(
σ4ψ

(4)
1

)2
+
(
σ4ψ

(4)
2

)2
+
(
σ4ψ

(4)
3

)2
+
(
σ4ψ

(4)
4

)2
donde

ψ
(4)
1 = 1

6

(
b2c

3
2 + b3c

3
3

)
− 1

24

ψ
(4)
2 = b3c3a32c2 − 1

8

ψ
(4)
3 = 1

2b3a32c
2
2 − 1

24

ψ
(4)
3 = − 1

24

sustituyendo los valores de a∗ij , bi(σ) y c∗i

σ4ψ
(4)
1 = − 5

96σ
2 + 13

144σ
3 − 1

24σ
4

σ4ψ
(4)
2 = − 1

8σ
2 + 1

4σ
3 − 1

8σ
4

σ4ψ
(4)
3 = − 1

24σ
2 + 1

12σ
3 − 1

24σ
4

σ4ψ
(4)
4 = − 1

6σ
2 + 1

6σ
3 − 1

24σ
4

Calculando la norma

A4(σ) = 1
288σ

2
√

1728σ4 − 7536σ3 + 13132σ2 − 11148σ + 3969

3La parte principal del error local de truncamiento es el coeficiente que acompaña a los
términos hp+1 de un método de orden p.
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Esta función en el intervalo σ ∈ [0, 1] es monótona creciente por lo que el
error máximo se encuentra en A(4)(1)=0.0418 como se ve en la figura.

Al utilizar un método Runge Kutta expĺıcito para resolver una EDR es necesario
almacenar los datos de la historia, es decir los y(tni − τj) que aparecen en
f(tni, yni, y(tni − τ1), ..., y(tni − τk)), se tienen dos casos:

Si hn ≤ τ = min {τj} se tiene una aproximación de S(t) para y(t) para
t ≤ tn

tni − τj ≤ tn =⇒ y(tni − τj) ≈ S(tni − τj)

fni = f(tni, yni, S(tni − τ1), ..., S(tni − τk))

Las fórmulas son expĺıcitas y en los casos en que tni − τj > a se usa
S(tn + σhn) = yn+σ para definir S(t) en [tn, tn+1]

Si hn > τ las fórmulas de la historia S(t) son impĺıcitas, nuevamente se
tiene una aproximación de S(t) para t ≤ tn se debe extender la definición
de la historia debido a que tni−τj ∈ (tn, tn+hn], para el dde23 se propone
S0(t) = y0 e iterativamente se aplica el método

S(m+1)(tn + σhn) = yn + hnφ(tn, yn, σ;S(m)(t))

se probará que si el tamaño de paso es suficientemente pequeño entonces
S(t) esta bien definido y es una contracción, por lo cual m solo depende de
la precisión que se desee obtener, en general para dde23 se escoge m ≤ 5
y si no converge hn se divide a la mitad.
La parte principal del lten+1 tiene su máximo en A(4)(1) = 0.0418, al

graficar w(σ) = A(4)(σ)
0,0418 se tiene que w(σ) ≤0.0418 con σ ∈ [0,1.31591802]

ie existe un intervalo en el que se pueden extender los valores de σ sin
que el error se incremente, el programa dde23 converge porque el tamaño
de paso se ajusta hasta que ‖ S(m+1)(t) − S(m)(t) ‖≤ tol con tol una
tolerancia dada.
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4. Convergencia

El siguiente teorema muestra que la aplicación de una tripleta de métodos
Runge Kutta expĺıcitos que cumple ciertas condiciones sobre el tamaño de paso
converge a la solución de la ecuación diferencial con retardo, en particular se
cumple para la tripleta propuesta por Shampine y Bogacki.

4.1. Resultados importantes

Teorema 1 Suponga que un método expĺıcito Runge Kutta triple es usado para
resolver una EDR

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ1), ..., y(t− τk))

Donde satisface f una condición de Lipchitz en sus variables dependientes y es
lo suficientemente suave en todas sus variables, los puntos de malla tn incluyen
todas las discontinuidades de bajo orden y el máximo tamaño de paso H satisface
(12) y (13).

HLmaxi
(
Σi−1j=1 | aij |

)
≤ 1 (12)

HΓ = HLΣsi=1max (| bi(σ) |) ≤ 1

2
(13)

entonces existe una constante C tal que para a ≤ t ≤ b

‖ y(t)− S(t) ‖≤ CHp (14)

con S(t) la aproximación a y(t) dada por el método RK

Para probar el teorema se usan tres lemas.

Lema 1 Sean

ŷn = yn−1 + hnΣsi=1bif(tni, ŷni, σ; g(t))
yn = yn−1 + hnΣsi=1bif(tni, yni, σ; g(t))

con función de incrementos φ. Entonces existe una constante L tal que para
0 ≤ σ ≤ 1

‖ φ(tn, ŷn, σ; g(t))− φ(tn, yn, σ; g(x)) ‖≤ L ‖ ŷn − yn ‖ (15)

15



Demostración por inducción
Por simplicidad suponemos que solo hay un retardo, sea hn el tamaño de paso
y definimos las cantidades intermedias como:

ŷni = ŷn + hnΣi−1j=1aijf(tnj , ŷnj , g(tnj − τ))

yni = yn + hnΣi−1j=1aijf(tnj , ynj , g(tnj − τ))

Para i = 1
‖ ŷn1 − yn1 ‖≤ L1 ‖ ŷn − yn ‖ L1 ≥ 1

Suponemos que se cumple para j < i, es decir existe Lj tal que

‖ ŷnj − ynj ‖≤ Lj ‖ ŷn − yn ‖ Lj ≥ 0

Por demostrar para j = i

‖ ŷni − yni ‖≤ ‖ ŷn − yn ‖ +

hnΣi−1j=1 | aij | ‖ f(tnj , ŷnj , g(tnj − τ)− f(tnj , ynj , g(tnj − τ) ‖

≤
(
1 + LhnΣi−1j=1 | aij | Lj

)
‖ ŷn − yn ‖

≤ Li ‖ ŷn − yn ‖

donde Li = 1 + LhnΣi−1j=1 | aij | Lj , entonces

‖ φ(tn, ŷn, σ; g(t)− φ(tn, yn, σ; g(t)) ‖ ≤ Σsi=1 | bi(σ) | ∗

‖ f(tni, ŷni, σ; g(t))− f(tni, yni, σ; g(t)) ‖

≤ Σsi=1 | bi(σ) | L ‖ ŷni − yni ‖

≤ Σsi=1 | bi(σ) | LLi ‖ ŷn − yn ‖

≤ (LΣsi=1 (| bi(σ) |))Li ‖ ŷn − yn ‖

≤ (LΣsi=1max | bi(σ) | Li) ‖ ŷn − yn ‖

Por lo tanto si L = LΣsi=1max | bi(σ) | Li

‖ φ(tn, ŷn, σ; g(t)− φ(tn, yn, σ; g(t)) ‖≤ L ‖ ŷn − yn ‖

Lema 2 Sea ∆ una cota de ‖ G(t)−g(t) ‖ para toda t ≤ tn+1. Si el tamaño del
paso H es suficientemente pequeño para que se cumpla la ecuación(12) entonces
existe una constante Γ tal que

‖ φ(tn, yn, σ;G(t))− φ(tn, yn, σ; g(t)) ‖≤ Γ∆

Demostración por inducción
Definimos las cantidades intermedias para las dos fórmulas como:

rni = yn + hnΣi−1j=1aijf(tnj , rnj , G(tnj − τ))

sni = yn + hnΣi−1j=1aijf(tnj , snj , g(tnj − τ))

Para j=1
‖ rn1 − sn1 ‖≤‖ G(t)− g(t) ‖= ∆
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Suponemos que ‖ rnj − snj ‖≤ ∆ para j < i por demostrar ‖ rni − sni ‖≤ ∆

‖ rni − sni ‖≤ hnΣi−1j=1 | aij | ∗

‖ f(tni, rni, σ;G(tni − τ))− f(tni, sni, σ; g(tni − τ)) ‖

≤ hnΣi−1j=1 | aij | L∆

≤ HLmaxi
(
Σi−1j=1 | aij |

)
∆

≤ ∆

‖ φ(tn, yn, σ;G(t))− φ(tn, yn, σ; g(t)) ‖≤ hnΣsi=1 | bi(σ) | ∗

‖ f(tni, yni, σ,G(t))− f(tni, yni, σ; g(t)) ‖

≤ LhnΣsi=1 | bi(σ) | ‖ G(t)− g(t) ‖

≤ LHmaxi (Σsi=1 | bi(σ) |) ∆

Si Γ = LHmaxi (Σsi=1 | bi(σ) |)

‖ φ(tn, yn, σ;G(t))− φ(tn, yn, σ; g(t)) ‖≤ Γ∆

Por tanto queda demostrado el lema.
Si h es lo suficientemente pequeña las cantidades intermedias yni estarán definidas
expĺıcitamente

yni = yn + hnΣi−1j=1aijf(tj , ynj , S(tnj − τ))

En caso contrario se utiliza el siguiente lema.

Lema 3 Sea S(t) la historia en una EDR se define su extensión en el intervalo
(tn, tn +hn] comenzando con S0(t) = y(tn) e iterativamente se aplica el método

S(m+1)(tn + σhn) = yn + hnφ(tn, yn, σ;S(m)(t))

si se satisface la ecuación (13) entonces S(m)(t) converge.

Demostración

Sea δ(m) = max ‖ S(m+1)(t)− S(m)(t) ‖ t ∈ [tn, tn+1]

‖ S(m)(t)− S(m+1)(t) ‖≤ hn ‖ φ(tn, yn, σ;S(m)(t))− φ(tn, yn, σ;S(m−1)(t)) ‖

≤ HΓ ‖ S(m)(t)− S(m−1)(t) ‖

si HΓ ≤ 1
2 . Aśı

δ(m) ≤ δ0

2m

Demostración del teorema
Definimos el error local de truncamiento de la extensión continua como:

y(tn + σhn) = y(tn) + hnφ(tn, y(tn), σ; y(t)) + lten(σ)
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Usamos la variable auxiliar

wn+σ = yn + hnφ(tn, yn, σ; y(t))

‖ y(tn + σhn)− wn+σ ‖≤ ‖ φ(tn, y(tn), σ; y(t))− φ(tn, yn, σ; y(t)) ‖ +

‖ lten(σ) ‖ + ‖ y(tn)− yn ‖

≤ (1 + Lhn) ‖ y(tn)− yn ‖ + ‖ lten(σ) ‖

Si ‖ y(t)− S(t) ‖≤ En t ≤ tn

‖ y(tn + σhn)− wn+σ ‖≤ (1 + Lhn)En + C1h
p+1
n

Ahora bien, por lema (2) si ‖ y(t)− S(t) ‖≤ ∆ t ≤ tn+1

‖ yn+σ − wn+σ ‖≤ hn ‖ φ(tn, yn, σ;S(t))− φ(tn, yn, σ; y(t)) ‖
≤ Γ∆hn

Por la desigualdad del triángulo

‖ y(tn + σhn)− yn+σ ‖≤‖ y(tn + σhn)− wn+σ ‖ + ‖ yn+σ − wn+σ ‖

entonces

‖ y(tn + σhn)− yn+σ ‖≤ (1 + L)En + C1h
p+1
n + Γ∆hn (16)

es una cota para ‖ y(t)− S(t) ‖ en tn ≤ tn+1.
Usando (16) y (13) se tiene

∆ ≤ (1 + Lhn)En + C1h
p+1
n + Γ∆hn

entonces
∆ ≤ (1 + 2(L+ Γ)hn)En + 2C1h

p+1
n

Definimos C2 = 2(L+ Γ) C3 = 2C1, la cota para ‖ y(t)− S(t) ‖ t ≤ tn+1 es

En+1 = (1 + C2hn)En + C3h
p+1
n

Por demostrar que el error esta acotado, ie En ≤ C3 e C2(tn−1)(tn − a)Hp

Demostración por inducción
Para n=0 se cumple E0 ≤ 0
Suponemos que se cumple para n y demostramos para n + 1, se usa que
1 + x ≤ ex y 1 ≤ eC2(tn+1−a)

En+1 = (1 + C2hn)En + C3h
p+1
n

≤ (1 + C2hn)C3eC2(tn−a)(tn − a)Hp + C3hnH
p

≤ C3eC2(tn+1−a)(tn − a)Hp + C3eC2(tn+1−a)hnH
p

≤ C3eC2(tn+1−a)(tn+1 − a)Hp

Tomando una cota uniforme En+1 ≤ C3 e C2(b−a)(b − a)Hp ∀n, al hacer
C = C3eC2(b−a)(b− a), queda demostrado el teorema.
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4.2. Error por extrapolación

Se propuso el método de extrapolación local (7) con lte∗n ∼ O(hp), en la
práctica es conveniente poder estimar el error local de truncamiento del método
de menor orden porque lten ≤ lte∗n al controlar el error lte∗n se acota
superiormente lten y se avanza la integración con yn+1 que ya que se cree es
mas preciso.
Por demostrar que lte∗n se puede estimar por est = yn+1 − y∗n+1

Por definición

lte∗n = yn+1 − yn − hnφ∗(tn, y(tn); y(t))

lten = yn+1 − yn − hnφ(tn, y(tn); y(t))

Despejando yn+1 − yn de lten y sustituyendo en lte∗n

lte∗n = hnφ(tn, y(tn); y(t))− hnφ∗(tn, y(tn); y(t)) + lten

= hnφ(tn, y(tn); y(t))− hnφ∗(tn, y(tn); y(t)) +O(hp+1
n )

Usando el lema 1 y el teorema se tiene

‖ hnφ(tn, y(tn); y(t))− hnφ(tn, yn; y(t)) ‖≤ hnL ‖ y(tn)− yn ‖

≤ hnLCHp

Por el lema 2 y el teorema

‖ hnφ(tn, yn; y(t))− hnφ(tn, yn;S(t)) ‖≤ hnΓ ‖ y(t)− S(t) ‖

≤ hnΓCHp

por la desigualdad del tŕıangulo y las anteriores

‖ hnφ(tn, y(tn); y(t))− hnφ(tn, yn;S(t)) ‖≤ (L+ Γ)hnCH
p

Entonces
hnφ(tn, y(tn); y(t)) = hnφ(tn, yn;S(t)) +O(hnH

p)

Análogamente para la fórmula de orden menor

hnφ
∗(tn, y(tn); y(t)) = hnφ

∗(tn, yn;S(t)) +O(hnH
p)

Usando estas igualdades y hnφ(tn, yn;S(t)) = yn+1 − yn

lte∗n = hnφ(tn, y(tn); y(t))− hnφ∗(tn, y(tn); y(t)) +O(hp+1
n )

= hnφ(tn, yn;S(t)) +O(hnH
p)− hnφ∗(tn, yn;S(t))−O(hnH

p) +O(hp+1
n )

= hnφ(tn, yn;S(t))− hnφ∗(tn, yn;S(t)) +O(hnH
p)

= yn+1 − yn −
(
y∗n+1 − yn

)
+O(hnH

p)

= yn+1 − y∗n+1 +O(hnH
p)

Por lo tanto lte∗n = est+O(hnH
p)
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5. Posibles complicaciones

5.1. Discontinuidades

En la sección (2.1) se ejemplificó como una discontinuidad de y′(t) en el
punto inicial a se propaga en a + τ en y”(t), a + 2τ en y”′(t) , etcétera; a
continuación hace la demostración de este resultado para cuando el retardo no
necesariamente es constante.
Suponga que el problema

y′(t) = f(t, y(t), y(t− τ(t, y(t)) a ≤ t ≤ b

y(t) = S(t) t ≤ a
(17)

Consideremos el caso t−τ ≤ a, pero y(t) no es lo suficientemente suave al punto
inicial ie S′(a)− 6= y′(a)+, sea

α(t) = t− τ(t, y(t))

x = y(α(t))

La ecuación (17) se refórmula como:

y′(t) = f(t, y(t), x)

Sea f, S, α continuas, se implica que y′(t) es continua ∀t > a, si además son
diferenciables y′′(t) existe t > a, salvo para los puntos en que

α(ξ1) = a

α′(ξ1) 6= 0

}
raíces de α(t) = a

Derivando

y′′(t)± =
δf

δt
(t, y(t), x) +

δf

δy
(t, y(t), x)y′(t) +

δf

δx
(t, y(t), x)y′(α(t))±α′(t)

y′(t) es discontinua en α(t) = a, se calculan las derivadas por la izquierda y la
derecha en el punto ξ1

y′′(ξ1)+ = δf
δt (ξ1, y(ξ1), y(a)) + δf

δy (ξ1, y(ξ1), y(a))y′(ξ1)

+ δf
δx (ξ1, y(ξ1), y(a))y′(a)+α′(ξ1)

y′′(ξ1)− = δf
δt (ξ1, y(ξ1), y(a)) + δf

δy (ξ1, y(ξ1), y(a))y′(ξ1)

+ δf
δx (ξ1, y(ξ1), y(a))S′(a)−α′(ξ1)

Como α′(ξ1) 6= 0 entonces y”(ξ1)− 6= y”(ξ1)+ por lo que la discontinuidad salto
del punto a al ξ.

Para el caso particular α(t) = t − τ α′(t) = 1 y ξ1 = a + τ , entonces la
discontinuidad se propaga de a a a+ τ como en el ejemplo(2).
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Es importante recalcar que cuando un método numérico es aplicado a una EDR,
las discontinuidades afectan la precisión ya que el método supone una cierta
diferenciabilidad de la solución y(t) hasta cierto orden a partir del cual no
interfieren con el método y se puede dejar de seguirles el rastro.
El programa dde23 permite solamente retardos constantes, antes de comenzar
la integración debe localizar las posibles discontinuidades en el intervalo y forzar
a que estén incluidas en los puntos de malla tn.
Suponga que una EDR tiene retardos 1

3 , 1 con punto inicial t = 0 el dde23
debe localiza las posibles discontinuidades que son los múltiplos de 1

3 , 1 que se
encuentren en el intervalo de integración, aunque estos pueden representarse
de la forma n

3 n = 0, 1, ... se pueden tener problemas aritméticos porque la
representación de 1

3 no es exacta por tanto 3
3 ∼ 1 entonces debeŕıan existir un

punto de malla para cada una y esto incrementa el número de pasos, tomando
en cuenta estos casos el dde23 elimina uno de los valores si estos difieren en a
lo más 10 unidades de redondeo.

5.2. Retardos

El tamaño natural de paso es el más grande que permite tener la precisión
deseada, podŕıan existir problemas en el programa dde23 cuando el retardo es
mucho más grande(ó pequeño) que el tamaño natural de paso.

Si τ >> h el algoritmo requiere guardar la información a lo largo de
muchos pasos para poder evaluar en los puntos tn − τj , sin embargo los
problemas de evaluación y manejo de memoria dinámica incrementa el
número de problemas que se pueden resolver por lo que grandes retardos
no impiden resolver un problema dado.

Si τ << h si se pide al programa dde23 ser evaluado en las discontinuidades
el tamaño de paso puede ser reducido, sin embargo eso no quiere decir que
se limite totalmente por esta razón suponga que se tienen dos retardos
τ1, τ2 con τ1 << τ2 los pasos a lo largo de discontinuidades potenciales
son a + τ1, a + 2τ2, ... una vez que la discontinuidad se ha propagado
hasta derivadas de orden suficientemente alto el programa podŕıa tomar
un tamaño de paso más grande para integrar hasta a+ τ2.
Se observará en la siguiente sección que tener un retardo muy pequeño no
afecta la estabilidad lineal de las ecuaciones diferenciales con retardo.

6. Estabilidad Lineal

Dada una ecuación diferencial con retardo lineal

y′(t) = Ly(t) +My(t− τ) (18)

la aproximación de la historia S(t−τ) generalmente se obtiene por interpolación
de Hermite, la extensión continua de un método Runge Kutta ó las extensiones
de métodos multipaso.
Existe una amplia bibliograf́ıa Zennaro [2], Baker [14] [13], Fuziah [7] entre otros,
que muestran que los métodos RK aplicados a la ecuación (18) son estables y la
construcción de la región de estabilidad cuando el tamaño de paso es constante.

21



Un resultado importante cuya demostración se encuentra en Zennaro[16] es:

Teorema 2 Si la extensión continua de un método RK A-estable satisface la
condición bj(ci) = aij entonces el método para la EDR lineal (18) es P-estable,
es decir, la sucesión yn se anula cuando n → ∞ para toda L y M tal que
−Re(L) >|M | para cada entero m ≥ 1.

La tripleta propuesta por Shampine no cumple las condiciones del teorema 2,
haremos la demostración directa para cuando τ y M suficientemente pequeñas
el método es estable.
Suponemos que se ha realizado la integración hasta tn y se tiene tamaño de
paso h, la historia del problema será aproximada por un polinomio cúbico de
Hermite que interpola en yn−1, fn−1, yn, fn.

Definición 3 El polinomio cúbico de Hermite es:

H3(t) = f(t0)H1,0(t) + f(t1)H1,1(t) + f ′(t0)Ĥ1,0 + f ′(t1)Ĥ1,1(t)

donde
H1,0(t) =

[
1− 2(t− t0)L′1,0(t0)

]
L2
1,0(t)

H1,1(t) =
[
1− 2(t− t1)L′1,1(t1)

]
L2
1,1(t)

Ĥ1,0(t) = (t− t0)L2
1,0(t)

Ĥ1,1(t) = (t− t1)L2
1,1(t)

L1,0(t) = t−t1
t0−t1

L1,1(t) = t−t0
t1−t0

para este caso t0 = nh−h t1 = nh f(t0) = yn−1 f(t1) = yn el polinomio cúbico
de Hermite es:

H3(t) =
[
1 + 2 t−nh+hn

] [
nh−t
n

]2
yn−1 +

[
1− 2 t−nhn

] [
t−nh+h

n

]2
yn + . . .

[t− nh+ h]
[
nh−t
n

]2
fn−1 + [t− nh]

[
t−nh+h

n

]2
fn

Por ser la historia se evalúa en nh− τ

H3(nh− τ) = yn − τfn +
[

3
h2 yn−1 − 3

h2 yn + 1
nfn−1 + 2

hfn
]
τ2

+
[
− 2
h3 yn−1 + 2

h3 yn − 1
h2 fn−1 − 1

h2 fn
]
τ3

Por lo tanto H3(nh− τ) = yn − τ +O(τ2), se concluye entonces que la historia
solo depende de lo que haya sucedido en el paso anterior.
fn = f(tn, yn, S(tn − τ)) esta definida impĺıcitamente, para la ecuación (18)

fn = Lyn +MS(tn − τ)

= Lyn +M [yn − τ ] +O(τ)

= L+M
1+Mτ yn +O(τ2)

En el caso M = 0 la ecuación (17) es una EDO al aplicar el método BS23 se
tiene una aproximación de orden tres de la solución que es y(t) =eLt, del punto
tn al tn+1

yn+1 =

[
1 + (hL) +

(hL)2

2
+

(hL)3

6

]
yn
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Definiendo z = hL, Z = Mh, yn+1 = P (z)yn tenemos

P (z) = 1 + z +
z2

2
+
z3

6
(19)

El método es estable si | P (z) |≤ 1.

Analicemos la estabilidad para la EDR lineal con M, τ muy pequeñas para el
método propuesto por Shampine y utilizando interpolación de Hermite.

fn1 = Lyn +MS(tn − τ)

fn2 =
(
L+ h

2L
2
)
yn + hLM

2 S (tn − τ) +M S
(
tn + h

2 − τ
)

fn3 =
(
L+ 3h

4 L
2 + 3h2

8 L3
)
yn + 3h2L2M

8 S(tn − τ)+

3hLM
4 S

(
tn + h

2 − τ
)

+M S
(
tn + 3h

4 − τ
)

Sustituyendo z = Lh y Z = Mh en yn+1 = yn + h(b1fn1 + b2fn2 + b3fn3) se
tiene

yn+1 =
(

1 + z + z2

2 + z3

6

)
yn +

(
2Z
9 + zZ

6 + z2Z
6

)
S(tn − τ)+(

Z
3 + zZ

3

)
S(tn + hn

2 − τ) + 4Z
9 S(tn + 3hn

4 − τ)

por la interpolación de Hermite

S(tn − τ) =
(

1 + L+M
Mτ+1

)
yn +O(τ2)

S(tn + hn
2 − τ) = yn+1

2 + yn
2 +

(
− 3

2yn+1 + 3yn
2 + z+Z

2Mτ+2

)
τ
h +O(τ2)

S(tn + 3hn
4 − τ) = 27yn+1

32 + 5yn
32 −

3z+3Z
32Mτ+32 +

(
−3yn+1

2 + 3yn
2 + z+Z

2Mτ+2

)
τ
h +O(τ2)

usando que τ,M son muy pequeñas, se tiene

yn+1 ≈ P (z)yn +
(

2Z
9 + zZ

6 + z2Z
6

)(
1− zτ+Zτ

Mhnτ+hn

)
yn +

(
z
3 + zZ

3

) (
1
2 + 3τ

2h

)
yn+

4Z
9

(
5
32 + 3τ

h

)
yn +

(
z
3 + zZ

3

)
zτ+Zτ

2hnMτ+hn
+(

− 3z+3Z
32Mτ+32 + zτ+Zτ

2Mhnτ+2hn

)
4Z
9 +O(τ2)

Sea yn+1 = P (z, Z)yn entonces

P (z, Z)yn ≈ P (z)yn

Por lo tanto P (z, Z) ≈ P (z) si τ,M pequeñas entonces se tiene que la ecuación
diferencial con retardo es estable si |P (z, Z)| ≤ 1.

7. Utilizando el dde23

El programa dde23 es una modificación del código ode23 para resolver
ecuaciones diferenciales con retardo en base a un método Runge Kutta expĺıcito.
La forma de llamarlo es :

sol = dde23 (ddefile, lags, history, tspan)
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donde

ddefile es el código de la función que define la ecuación diferencial con retardo
lags es un arreglo que contiene los retardos posibles
history es un vector constante o bien un vector con las funciones de historia
tspan es el intervalo de integración

Ejemplo 9 En la EDR del ejemplo 1:

y′(t) = −y(t− 1) t ≥ 0
y(t) = 1 t ≤ 0

la sintaxis en Matlab es:

sol= dde23(@ejemp1f,1,1,[0,5])
plot( sol.x, sol.y)
title( ’Ejemplo 1’)
xlabel( ’ tiempo’ ) ;
ylabel( ’y(t)’);

function yp=ejemp1f(f,y,Z)
ylag1=Z(:,1)
y=-ylag1(1);

Donde Z es una aproximación a la solución en los retardos y ylag1 es una
variable utilizada para facilitar la escritura cuando se tienen un mayor número
de ecuaciones.
Se probó que las discontinuidades se propagan, el programa debe identificar los
posibles puntos de discontinuidad y para tal efecto se usa la estructura ddset
algunas de sus propiedades son:

Jumps para localizar discontinuidades, especificar en un vector los puntos
tn donde la historia o la solución pueden tener las discontinuidades

InitialY Por omisión el valor inicial que se toma es el dado por la historia,
se utiliza esta opción para proporcionar un valor inicial diferente

Al código anterior se añadirán las ĺıneas

ops = ddeset(′Jumps′, [1, 2, 3, 4],′ Initialy′, 0,999)

se modifica
sol = dde23(@ejemp1f, 1, 1, [0, 5], ops)
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Para aumentar la precisión del resultado, se controla el error con las funciones
tolerancia relativa ′RelTol′ y tolerancia absoluta ′AbsTol′.

RelTol 1e-3 Es la tolerancia que se aplica a todas las componentes de y.
En cada paso se satisface

‖ e(i) ‖≤ max {RelTol ‖ y(i) ‖, AbsTol(i)}

AbsTol 1e-6 Es la tolerancia que se aplica a componentes individuales de y,

por lo cual puede ser un vector o un escalar.

En la sección (4.2) se aproxima de e(n) por lten ≈ yn+1 − y∗n+1

Estas propiedades se incluyen para modificar el valor de default en el vector ops

ops = ddeset (′Jumps, [1, 2, 3, 4]′,′RelTol′, 1e− 4,′AbsTol′, 1e− 8,′ InitialY ′, 0,999)

Ejemplo 10 Dada la EDR

y′(t) = λy(t)− 4
5λy(t− 1) t ≥ 0

y(t) = 1 t ≤ 0

la sintaxis para calcular y graficar la solución para λ = −1,−5,−25,−100.

El procedimiento es definir que la solución dependa de los cuatro valores de λ
function [sol1,sol2,sol3,sol4] =ejemp2

sol1= dde23(@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-1);

plot(sol1.x,sol1.y,’b’), drawnow hold on

sol2= dde23(@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-5);

plot(sol2.x,sol2.y,’g’), drawnow

sol3= dde23(@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-25);

plot(sol3.x,sol3.y,’r’), drawnow

sol4= dde23(@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-100);

plot(sol4.x,sol4.y,’k’), drawnow

legend(’\lambda=-1’ , ’\lambda=-5’,’\lambda=-25’,...

’\lambda=-100’)

title(’Ejemplo 2’)

hold off

%= ====

function yp =ejemp2f(t,y,Z,l)

ylag1=Z(:,1);

yp=l*y(1)-4*l*ylag1(1)/5;
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Ejemplo 11 Plantear el ejemplo anterior como un sistema de ecuaciones
desacopladas

function sol = ejemp2
sol = dde23(@ejemp2f,1,ones(4,1),[0, 15]);
plot(sol.x,sol.y)
%=====================
function yp = ejemp2f(t,y,Z)
ylag1 = Z(:,1);
yp =[ -1*y(1)-4*-1*ylag1(1)/5,
-5*y(2)-4*-5*ylag1(2)/5,
-25*y(3)-4*-25*ylag1(3)/5,
-100*y(4)-4*-100*ylag1(4)/5];

Ejemplo 12 Resolver la ecuación

y′(t) = λ(t)y(t)− 4λ(t)
5 y(t− 1) t ≥ 0

y(t) = t+ 1 t ≤ 0

donde λ(t) = −50sen2
(
2π
3 t
)

utilizando el dde23.

El método del trapecio no pod́ıa resolver el problema, en este caso se requiere
definir λ y la historia como una función que dependen del tiempo.

function sol = ejemp3
sol = dde23(@ejemp3f,1,@ejem3h,[0, 30]);
plot(sol.x,sol.y)
title(’ La solucion es asintoticamente estable’)
xlabel(’tiempo t’);
ylabel(’y(t)’);

% ==================================
function yp = ejemp3f(t,y,Z)

ylag1 = Z(:,1);
l = −50 ∗ (sin(2 ∗ pi ∗ (t− 0,25)/3))ˆ 2;
yp = l*y(1)-4*l*ylag1(1)/5;

% ========
function y = ejem3h(t)

y = t+1;
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Un evento ocurre a un tiempo t∗ si la función escalar g(t, y(t), y(t − τ1), ...,
y(t− τk)) llamada función de eventos se anula al t = t∗, pueden ser una o más
funciones.
Una función alcanza su máximo en los puntos que la derivada ser anula y al
moverse a la derecha de esos puntos la función se decrementa.
Los eventos tienen la forma

[value, isterminal, direction] = events(t, y, Z)

donde

value(i) el valor iesimo de la función de eventos

isterminal(i) 1 si se desea terminar la integración cuando la función se anula

0 en otro caso

direction(i) 0 localiza todos los ceros de la función de eventos

-1 localiza los máximos

1 localiza los mı́nimos

Adicionalmente se proporcionan los campos

sol.xe el vector de los tiempo donde ocurren los eventos

sol.ye el vector de las soluciones donde ocurren los eventos

sol.ie indices donde ocurren los eventos

Ejemplo 13 Encontrar los máximos de la EDR del ejemplo anterior.

function sol = ejemp4

options = ddeset(’Events’,@ejemp4e);

sol = dde23(@ejemp4f,1,@ejemp4h,[0, 30],options);

plot(sol.x,sol.y,sol.xe, sol.ye,’rs’)

xlabel(’tiempo t’);

ylabel(’y(t)’);
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function yp = ejemp4f(t,y,Z)

ylag1 = Z(:,1);

l=-50*(sin(2*pi*(t-0.25)/3))ˆ 2;

yp = l*y(1)-4*l*ylag1(1)/5;

% ========
function y = ejemp4h(t)

y = t+1;

%=====
function [value,isterminal,direction] = ejemp4e(x,y,Z)

value = ejemp4f(x,y,Z);

isterminal =0;

direction = -1;

Para algunos problemas es necesario definir una función de eventos para poder
integrar la función, como es el caso de la ecuación de Marriot y De Lise.

Ejemplo 14 Resolver la ecuación

y′(t) =
(
−y(t) + π

(
a+ εsign(∆)− usin2(∆)

))
/τ

con ∆ = y(t− 12)− xb, xb =-0.4, a =0.16,ε =0.02, u =0.5, τ = 1 integrándose
en el intervalo [0, 120] con y(t) =0.6 t ≤ 0.
La función de eventos es ∆, la integración termina cuando se llega a un cero
de la función, se cambia el signo de ∆, para guardar el signo se usa la variable
signo.

function sol = ejemp5

xb = -0.427;
a = 0.16;
epsilon = 0.02;
u = 0.5;
tau = 1;
signo = +1;
opts = ddeset(’Events’,@ejemp5e);
sol = dde23(@ejemp5f,12,0.6,[0, 120],opts,signo);
while sol.x(end) < 120
signo = - signo;
sol = dde23(@ejemp5f,12,sol,[sol.x(end), 120],opts,signo);
end
plot(sol.x,sol.y);
title(’Problema de Marriott-DeLisle’)

function yp = ejemp5f(t,y,Z,signo)
Delta = Z - xb;
yp = (-y + pi*(a + epsilon*signo - u*sin(Delta)ˆ 2)) / tau;
end

function [value,isterminal,direction] = ejemp5e(t,y,Z,signo)
value = Z - xb;
isterminal = 1;
direction = 0;
end
end
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8. Conclusiones

En el presente trabajo se introdujo el concepto de ecuación diferencial con
retardo. Y se analizó el caso de ecuaciones que se pueden resolver pidiendo
que los retardos sean constantes y no exista dependencia de las derivadas de la
función y(t).
Como introducción al tema se presentaron algunas diferencias entre las EDO
y las EDR, sin tratar mas casos para no alejarse del objetivo principal que es
explicar el art́ıculo ”Solving DDE′s in Matlab” de Shampine, en el cual se
define la tripleta de métodos Runge Kutta, se mostró la convergencia de ésta,
se analizó la forma de estimar el error local de truncamiento cuando se tienen
dos métodos incrustados, se probó que el BS23 es linealmente estable para EDR
si τ y M son muy pequeños y la historia es aproximada por la interpolación
de Hermite, se ilustraron las principales instrucciones de la estructura de dde23
mediante ecuaciones sencillas, a partir de las cuales el lector puede resolver gran
variedad de EDR.
Se presupuso que el lector conoce los conceptos básicos de solución numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias, análisis numérico y conoce el programa
ode23, por lo cual algunas definiciones y explicaciones se obviaron.
Se considera que la información puede ser complementada en las partes que se
refieren al cálculo del error del BS23, a la localización de ceros para las funciones
de eventos y la estabilidad lineal de EDR cuando M y τ no son pequeñas,
se decidió no ahondar mas en estos temas para no extender mas el presente
trabajo.
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