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1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias surgen de la necesidad de resolver
problemas que se presentan en diversas dreas como la fisica, ingenieria, biologia,
quimica, ecologia y economia entre otras.

Su estudio data de 1676 cuando Leibnitz definié el término aequatio
differentialis para denotar una relaciéon entre las diferenciales dx, dy y dos
variables x y vy, posteriormente Newton clasificé las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

En el siglo XVII los hermanos Bernoulli introducen el término de integrar una
ecuacion diferencial, el proceso de separacién de variables y multiplicacién por
factor integrante, sin embargo la teoria y métodos no se completaron hasta que
las aportaciones de Euler al cdlculo permitieron desarrollar la primera teoria
formal de ecuaciones diferenciales. Desde entonces se han realizado numerosos
estudios con el objetivo determinar la solucién de ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

Después de la Segunda Guerra Mundial el desarrollo y el uso de sistemas de
control especialmente aquellos basados en la retroalimentacién requirié una clase
diferente de ecuaciones en las que la derivada y'(t) depende de valores pasados de
la funcién y(t). Estas se denominan ecuaciones diferenciales con retardo (EDR)
cuya forma general es:

y,(t) = f(tvy(t)vy(t - Tl)’ ""y(t - Tn)’y/(t - Tn+1)7 "'7y,(t - Tn+m)) 21

donde 7; son llamados argumentos de retardo y pueden ser constantes o
depender del tiempo y el estado.

El tipo de problemas que se manejan en el texto equivalen a lo que en ecuaciones
diferenciales se conoce como problemas con condiciones iniciales:

y'(t)=ftyt) a<t<b yo=y(a) (1)

pero en el caso de las EDR requiere del valor de la funcién en tiempos anteriores
y(t) = S(t) t <to.

Ejemplo 1 El problema de consequir una cierta temperatura en la ducha se
puede expresar como una EDR.

Si el tiempo que tarda en llegar el agua desde la llave hasta la regadera a una
tasa uniforme son 7 segundos y una persona no se introduce en la ducha hasta
que el agua alcance una temperatura deseada Ty, se define T'(¢) la temperatura
del agua de la llave al tiempo ¢, la evolucién de la temperatura describe la EDR

T'(t) = k(T(t —7) — Ty)

De esta forma se pueden modelar gran variedad de problemas que depen-
den de tiempos anteriores, més ejemplos pueden encontrarse en Erneaux|5],
Kuang[8].

Surge entonces la necesidad de proporcionar métodos de solucién para este tipo
de ecuaciones.

En este trabajo se restringe al estudio de EDR en las que no existe dependen-
cia de la derivada en tiempos retardados y'(t — Ty+m) y 7 > 0 son constantes.
La funcién de inicio S(t) debe estar definida al menos en el intervalo [p, tg] donde

p = mini<i<n {Ming>, (t —7i)}



El objetivo de la tesina es analizar la forma en que el programa dde23, una
modificaciéon del programa ode23, funciona para resolver EDR. Ambos
programas son parte de Matlab y fueron desarrollados por Shampine.
Mientras que ode23 utiliza una pareja incrustada de Runge Kutta explicitos,
dde23 utiliza una tripleta incrustada de RK una de las cuales es una extension
continua necesaria para resolver "paso a paso "las ecuaciones diferenciales con
retardo.

Se prueba en la seccién 5.1 que las discontinuidades se propagan en las derivadas
y en la seccién 7 se explica como el programa dde23 se maneja esta posible
complicacién, se habla de las dificultades de tener un retardo muy pequeno o
muy grande con respecto al tamano de paso.

Finalmente se dan ejemplos de solucién de EDR por medio del dde23 y las
principales opciones dentro de su estructura.

2. Caracteristicas de interés de las EDR

En esta seccién se ejemplifican algunas de las diferencias que existen al
resolver una ecuacién diferencial con retardo utilizando algin método dado para
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Como ya se dijo los problemas con condiciones iniciales para EDO requieren
unicamente del valor de la funcién en un punto, mientras que para las EDR se
necesita una funcién S(t) a la cual llamaremos historia.

2.1. Propagacién de discontinuidades

Por definicién S(a) = y(a), pero S’(a) no necesariamente coincide con
y'(a) = f(a,S(a),S(a — m),...,5(a — 7,)) ocurre entonces un fenémeno
como el que se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 La EDO

y'(t) = —y(t)
Tiene solucion de clase Coy y(t) = €7t, pero al anadir un retardo la EDR pierde
la propiedad de continuidad de las derivadas.

y'(t) = —y(t—1)

yt) =1 —1<t<0
Se resuelve reduciendola a una sucesién de EDO en lo que se conoce como un
método de pasos, comenzando por ¢t € [0,1) parael cual y(t—1) =1y y(0) = 1,

se tiene
yt)=1—-t 0<t<1

Similarmente para ¢t € [1,2) para el cual y(t —1) =1 -1ty y(1) =0, se tiene

H=b o3 1<ico
Y ) B hS
. t? 3 1 .
Site[2,3), comoy(t—1)= 5—2t—|—§ y y(2) =5 se tiene
3 32 17
t)y=——+——4t+— 2<t<3
y(t) e t3 <



Y as{ sucesivamente. La solucién y(t) es continua pero la derivada y'(t) es
discontinua en t = 0

0 t<0
—1 0<t<l
y(t)=< t—2 1<t<?2

t2
§+3If—4 2<t<3

Funcién y(t) Derivada y(t)

[
108 06 04 02 02 04 06 08 I\ 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 108 A6 04 02 02 04 06 08 1 12 14 1§ 18 /2 22 24 26 28 3

Y en la segunda derivada

0 t<1
y'(t)=< 1 1<t<?2
—t+3 2<t<3

la discontinuidad se encuentra en el t = 1.

Esta caracteristica de las EDR de propagar las discontinuidades de y'(t) en
a ay’(t) en a+ 7y asl sucesivamente en segmentos de tamarnio 7 se analiza
posteriormente. Este comportamiento no se presenta en las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

2.2. Soluciones Periddicas
Observe el siguiente ejemplo
Ejemplo 3 Considere la EDR
() =¥/ (t =) +alylt) — (e — 1)
Al igual que en las EDO se propone la solucién y(t) = e
AeM = N T 4 aeM — eA(t*T))
A-a)(l-e?)=0 (2)

Las ceros de la ecuacién(2) son:

A=« AT = 271



Por lo tanto:

y(t) = kicos (2=2L) + kosen (2221) Vn e Z

La existencia de soluciones periédicas en una EDR lineal es una caracteristica
que no ocurre en una EDO lineal salvo si el orden® es al menos 2.

Los ejemplos anteriores muestran que las soluciones de las EDR presentan
comportamientos diferentes a los de las EDO.

2.3. Diferencia de comportamiento de los métodos
numéricos para EDO en EDR

Algunos métodos numéricos para resolver EDQO’s involucran la idea de
discretizacion: el intervalo [a, b] de t es remplazado por un conjunto {t,,} definido
por tp41 =tn +hy, to =a, ty=b,,m=20,1,2,.N, h, >0y mediante un
algoritmo se encuentra ¥, una aproximacién a la solucién y(t,,) de la EDO, tal
es el caso de las Reglas del Punto Medio (3) y del Trapecio(4).

h yn n h
yn+1:yn+hf (tn'i_vy_'_yﬂvx(tn'i'_l))) (3)
2 2 2
h
Yn+1 = Yn + 5 [f(tnaynvx<tn - 1)) + f(tn+17yn+17 m(tn+1 - 1)] (4)

En los siguientes ejemplos de Zennaro [2] observaremos el comportamiento de
estos dos métodos cuando se aplican para resolver EDR.

Sea una EDR de la forma :
y'(t) = f(ty(t),yt—1)) t=>0
y(t) = S(t) t<0
Al discretizarla se tiene
wni1(t) = f (G wngr, 2(t = 1)) by St <tnga

Wn+1 (tn) = Yn

S(s) s<0
x(s) —{

n(s) 0<s<t,

donde

7(s) es una aproximacién a y(t) en el intervalo [0, t,].
Ejemplo 4 Considere el problema
Y (t) = Xy(t) — Pyt —1) t=0

y(t) =1 t<0

1El orden de una EDO corresponde con el orden de la derivada mayor que se presente en
la ecuacién diferencial



Le aplicamos la regla del punto medio donde la aproximacién 7)(s) se obtiene
por interpolacién lineal, con h = ﬁ con m un entero positivoy 0 <4 < 1

= =
donde
1 ngm—(;f%
z(s) =
n(s) n>m—0—3
notequeparan>m—5—%
s € [(n—=m)h,(n—m+1)h] 5i6< 3
s€((n—m+1)h,(n—m+2)h] sid>3

La interpolacién lineal entre dos puntos (¢,v;) ¥ (tk,Yx) €s

T — Ty T —T;
y(t) = yj + Ly,
Tj — Tk T — Ty
entonces
(3= Un-m+ (3+0)Un-mp1 si0<d<}
n(s) =

(% - 5) Yn—m+1 + (5 - %) Yn—m-+2 1 % <d S 1

Por lo tanto N b
1+ Sy, — =2
por = I s ]

2

(1+%)yn_%[(%_5)yw,—m,+(6+%)yn—m,+1]
=

para 0 < § <

Yn+1 =

(1"1‘%)3/71_%[(%_6)yn—'m+1+(6_%)yn7m+2]
=

1
para 5 <0 <1

La regla del punto medio que es A-estable para ecuaciones lineales y'(t) = Ay(t)
con Re(\) < 0y h > 0, presenta un comportamiento diferente para el caso en
que m — J es entero o cuando no lo es, para el caso A = =50y m — § =12.5 el
sistema no es estable, pero estable si m — § = 10.



md=125 m=10

4 0
0 2 4 6 b 10 127 2 4 6 8 10 12 14

Ejemplo 5 Si ahora aplicamos la regla del Trapecio a la EDR anterior se tiene

B [(1 + %) Yn — 22" (x(tn, — 1) + 2(tpe1 — 1)]
yn+1 - 1_ b
2

donde
n<m-2 — t,—1<0 t,41—-1<0
n=m-1 — £, —-1<0 t,41—-1>0
n>m — tp,—1>0 t,+1>0

Usando interpolacion lineal se concluye que

(1+%)yn—%

1— 2R n<m-— 2
2
1432 )y, — 232 (2—64-6y1)
Yntl = (%) T n=m-—1
2
143 ) yn =222 (1=6)yn—m+Yn—m+1+0Yn—m
(14+232 )y — 22 ((1-0)y _ Yn—m+1+0Yn—m42) n>m
-5
1 T
m-¢=12.5
08
0.6
04 \x
02
Y 0 s s w1 1 6
Asi se tiene que si m — d =12.5 y A = —50 la regla del trapecio es estable, sin

embargo eso no implica que esta regla sea un buen método para resolver EDR
como se ilustra en el siguiente ejemplo.



Ejemplo 6 Al aplicar la regla del trapecio a la ecuacion
y' (1) = A)y(t) = 2yt —1) £ =0
yit)=t+1 t<0

donde A(t) = —50sen? (27t)

(10 252 ) g — 2 M)t — 1) + Mt )a(tuss — 1)

yn+1 == 1 )\(tn+1)h
— S

utilizando interpolacién lineal

(14 2820 Yy — 2B [N ()t A A (B 1) by 1]
R n<m-—2
—2Cnt1)h
A h
(14 20200 Yy — 22 [t 1)1 A () (1—5+591)] .
1 2 n=m-—
Yn+1 =
(14 20n0 Yy — 20 (X () (1—8) Y —rm)
YT +
2
Atn)d+Atn+1)(A=0))Yn—m+1+AEn+1)0Yn—m+2
1 2ng1)k nz=m
_2Cnta)h

que produce los siguientes resultados

3 At)=-50sen'(2n(t-1/4)/3) AtJ=-50sen'{2n(t-1/4)/3)

:L\

20 Al kil kil

La solucién es asintoticamente estable, pero la regla del trapecio con
m — 0 = 2 presenta inestabilidad, mientras que al hacer una pequena
perturbaciéon m — § =1.98 la solucion es estable.

La eleccién del tamano del paso juega un rol importante al aplicar la regla
anterior. Las soluciones varian dependiendo de si el retardo es un multiplo
del tamafio de paso o no lo es, también se debe asegurar que la precisién del
polinomio interpolante sea la deseada y que conecte los puntos ¢, de manera
suficientemente suave, en la siguiente seccién se propone otra forma de
aproximar y(¢t — 7), para mas ejemplos ver Zennaro[2).



3. Runge Kutta y la extensién continua

Los métodos Runge Kutta son métodos de un solo paso que, para alcanzar
una mayor precision, sacrifican la linealidad. Para ellos no existe mayor dificultad
en cambiar el tamano de paso, pero calcular el error local es méds complicado.

3.1. El BS23 para EDR

Definicién 1 Un método Runge Kutta explicito se formula como:

Yn+1 = Yn + hnzlebzfnz (5)
donde

fn1 = f(tn,yn)

i = [t + Ciliny Y + hn 2521 ij fnj)

8% tni = tn + Cihn, Yni = yn + hnEj-;llal-j fnj seexpresa

fri = f(tni yni) =28

La funcién de incrementos ¢ se define como:

Y -y
Otn,yn) = ZH— = Sl 1bifu (6)
n
La ecuacién (6) no se satisface si se sustituye el valor real de la solucién y(t,)
en lugar y,, a la diferencia se le llama error local de truncamiento lte,,

Y(tnt1) = y(tn) + hnd(tn, y(tn)) + lten

El error local de truncamiento de un método de orden p es O(hET!).

La estimacién del error de un RK, se facilita aplicando dos métodos y,+1 y
Y41 de diferente orden en lo que se conoce como un incrustamiento del segundo
en el primero forzandolo a usar las mismas funciones de evaluacién f’'s. Esta
técnica fue introducida por Merson en 1967 y actualmente la mayoria de los
software para resolver ecuaciones diferenciales controlan el error de una solucién
estimando el error local de los RK incrustados.

Se tienen dos tipos de férmulas la primera es la ecuacién (5) y la segunda es:

y:—i—l =Yn + hnzleb:fni (7)

donde b} son tales que el orden del método es p-1 y el error es O(h2).

El programa dde23 utiliza el algoritmo? BS23, que como su nombre lo indica
trabaja con dos métodos de un solo paso, uno de orden tres y el segundo de
orden 2.

Definicién 2 El método de orden 8 propuesto por Shampine para el dde23 es:

0

L1

2| 2

31 3

10 3
z I 1
9 3 9

2Tiene el nombre BS por ser dado por Bogacki y Shampine



Ejemplo 7 Encontrar los valores de b7, b5,b3 para que el método sea de orden
dos

0
111
2 | 2
10 3
GG

Para tal objetivo se deben cumplir las condiciones
bl +b5+b5 =1
i+ 105 =

Estas dos ecuaciones con tres incégnitas, tienen un parametro libre b3,
reescribiendo el arreglo de Butcher sera:

0
111
2| 2
3 3
1|0 1
T7 % 31.x *
| 3b5 1—3b3 b3
ote que si = = el método alcanza su orden méximo que coincide con e
Not b5 = 2 el método al d d 1

propuesto por Shampine, pero cualquier otro valor del método serd de orden
dos.

Se toman los valores y, ya que aproximan la solucién con mayor precision,
yy solo sirve para estimar el error local y seleccionar asi un tamano de paso
adecuado en lo que se conoce como extrapolacion local que se estudia en la
seccion 4.

Ahora bien para resolver EDR con un método de Runge Kutta se presenta la
dificultad de que la funcién y(t) debe ser evaluada en tiempos ¢t — 7; que
generalmente no coinciden con los puntos ¢, en los que se ha hecho la
aproximacién de la funcién y(t), esta problematica es resuelta gracias a una
férmula llamada extensién continua que aproxima la solucién en cualquier
punto del intervalo [t,,t,+1] sin un gran ntmero de cdlculos, razén por la cual
se considera un importante desarrollo en la teoria y practica de los métodos
Runge Kutta.

Para ello se define la tercera férmula de la tripleta es:

Ynto = Yn + hnzf:1b1 (J)fnz (8)

donde b;(0) son polinomios en ¢ y donde y,t, representa una aproximacion
polinomial de y(t,, +och,,) la cual se denomina extensién continua de un método
Runge Kutta.

Si en la ecuacién (5) se da un paso de tamano h* = oh,, se tiene la expresién

b
Ynto = Yn +h" fil ;Zfz*
donde las cantidades intermedias son

¢ i1 Qij
fr=fr (tn + ﬁh*,yn + h*E}:ﬁff;)

10



al definir af; = a;j ,cf = % Vi,j se logra la igualdad entre f; y fi, es decir
las cantidades intermedias son las mismas que la ecuacién (5). Al determinar
el valor de b;(c) i =1,...s* que cumpla las relaciones de Butcher para tener
el mismo orden que el método discreto se obtiene la extensién continua(8) del

método Runge Kutta.

Ejemplo 8 Determinar los coeficientes b;(c) para que el método de la definicion
2 tenga orden tres

Expresando como arreglo de Butcher

Bl o= O
|—

S O W
N[+

Para tener orden tres es necesario satisfacer cuatro ecuaciones y solo se cuenta
con tres parametros, por lo que es conveniente introducir otro reglén en el arreglo

o

=l Nle
o O =
Wi W

Ol

bi(o) ba(o) bs(o) ba(o)

En particular se propone como renglén a4; a b; del método Runge Kutta de
tercer orden, siguiendo el procedimiento propuesto por Dormand[4] y Prince en
1978 conocido como FSAL por sus siglas en inglés del primero igual al dltimo,
de esta manera se reduce el nimero de veces que hay que calcular f y por tanto
el costo computacional.

Las condiciones de orden tres para el métodos son:

bi(e) + ba(o) +  bs(o) + ba(o) =1
ciba(o)  +  cibs(o) + ciby(o) = 3

cx2ba(o) +  cibs(o)  + ci2by(0) = %

a3acsbs(0)  +  (alacs +alsci)ba(o) = G

Sustituyendo los valores de ¢}, a;; las condiciones para orden tres son:

bi(o) 4+ balo) + b3(o) + (o) = 1
(o) + 32b3(0) + bulo) = %

Lho(o) + 2bs(0) + bu(o) = %

3bs(0) + Lba(o) = =

11



La unica solucién al sistema es:

bi(o) = 1—30+ 302
bo(o) = o(1-20)
bs3(0) = 20(1-20)
by(o) = o(oc—1)

Sustituyendo los valores de b; (o)
Yn+o = yn+ghn [(1*%0— g(f )fn1+0(1**0) fn2+
% ( 70) fn3+0—(0—_1)fn4}

La extensién es continua porque b;(1) =b; i = 1,2,3,4, ademds derivando con
respecto a t =t, + ohy,

Yio= (1—30+20%) far+0(1—20) fuo+30(1—20) fas+0(0—1) faa+ ...
(=30 +202) fu1+0 (1= 30) fuo + (30 — 220) fus + (202 — 0) fna

Yoy, = <1§o+§a )fm+2a<1a)fn2+§a< o) Fus + 0 (30 — 2) fus

Evaluando en los extremos 0 =0, 0 =1

y;z-',-o = fnl yn+1 fn4

Por lo tanto se tiene que la derivada es continua.

3.2. Calculo del error

Para un método Runge Kutta el error local de truncamiento es
lte, = y(tns1) — y(tn) — hnod(tn,y(t,)), para aproximarlo se utilizan dos tipos
de funciones de incrementos.

Una forma alternativa de escribir la funcién de incrementos es la expansion en
series de Taylor

h hPt
oty ) =y + 3y + ot = 4+

donde
y(p) — Z?i)lal(p)Fi(p) 9)
F; son llamadas diferencias elementales.

Si el método tiene orden p la lte es:

lteni1 = —52 1 g y(i) (tn) (10)
Otra forma de expresar la funcién es:
o(t,y(0),h) = B2, W sy B LY (11)

12



Usando las ecuaciones (9),(10) y (11) se tiene
. i al? i
ltenyr = X2, hEGL, (ﬁﬂ( = i ) Fj()

= Xz p—‘,—lhz (Em 1 z)) z)

Con wj(-l) = ﬁ]@ — Z, ,las variables o @) B(J cuentan el numero de veces que
aparecen las diferencias elementales en uno y otro desarrollo de Taylor, sin
embargo su célculo es complicado para mayor informacién ver Lambert [9].
Para minimizar el error de un método RK no basta con elegir los pardametros
libres que se eliminen algunos coeficientes v; en particular.

Dormand y Prince propusieron en 1980 que para reducir la parte principal® de
lte,, se deben elegir los parametros libres de tal forma que se minimice la norma:

_ nptl (L (A1) 2
Alp+1) — \/gjfl (1/}],1’ )

El error local de truncamiento de una extension continua se define
Y(tn +ohn) = y(tn) + hnd(tn, y(tn), o) +ltey (o)

En nuestro caso para el método RK de orden 3 el coeficiente de la parte principal
del error local de truncamiento, se define

AY(o) = \/ (e9)" + (o40) " 4 (o1 + (1)

donde
54) = % (bgcg + bgcg) - i
1/J§4) = byczazecr — %
v = Lbsagcd —
o= %

sustituyendo los valores de aj;, bi(0) y ¢}

04%4): %02+%03_?14104

047#54):—%024'%03—%04

U4¢§4):_i02+ﬁ03_i04
¢(4) ;2_,_%03_%04

Calculando la norma

AY(0) = 52502V17280" — 753603 + 1313202 — 111480 + 3969

3La parte principal del error local de truncamiento es el coeficiente que acompaha a los
términos h?*t1 de un método de orden p.
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Esta funcién en el intervalo o € [0,1] es mondtona creciente por lo que el
error maximo se encuentra en A (1)=0.0418 como se ve en la figura.

Error

0.045
0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01

0.005
) N
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Al utilizar un método Runge Kutta explicito para resolver una EDR es necesario
almacenar los datos de la historia, es decir los y(t,; — 7;) que aparecen en
F iy Yni, Y(Eni — 1), ooy y(tni — 7x)), se tienen dos casos:

» Sih, <7 =min{r;} se ticne una aproximacién de S(t) para y(t) para
t<t,
tm‘—TjStn — y(tm—Tj)%S(tm—Tj)

Jni = f(tni, Yni, S(tni — 1), -0y S(tni — 1))

Las férmulas son explicitas y en los casos en que t,; — 7; > a se usa
S(tn + ohy) = Ynto para definir S(t) en [t,, tn41]

» Si hy, > 7 las férmulas de la historia S(¢) son implicitas, nuevamente se
tiene una aproximacion de S(¢) para t < t,, se debe extender la definicién
de la historia debido a que tn; —7; € (tn,tn+hy], para el dde23 se propone
SO(t) = yo e iterativamente se aplica el método

S’("H‘l)(tn + Jhn) = Yn + hn¢(tn7 Yn, 03 S("L) (t))

se probard que si el tamano de paso es suficientemente pequeno entonces
S(t) esta bien definido y es una contraccién, por lo cual m solo depende de
la precisién que se desee obtener, en general para dde23 se escoge m < 5
y si no converge h,, se divide a la mitad.

La parte principal del lte, 1 tiene su maximo en A® (1) = 0.0418, al

graficar w(o) = ‘gfg;(l? se tiene que w(co) <0.0418 con o € [0,1.31591802]
ie existe un intervalo en el que se pueden extender los valores de ¢ sin
que el error se incremente, el programa dde23 converge porque el tamano
de paso se ajusta hasta que || D () — S(™)(t) ||< tol con tol una

tolerancia dada.
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w(o)

1.6
1.4
12

0.8
0.6
0.4

0.2
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-0.1 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 13 14

4. Convergencia

El siguiente teorema muestra que la aplicaciéon de una tripleta de métodos
Runge Kutta explicitos que cumple ciertas condiciones sobre el tamano de paso
converge a la solucién de la ecuacién diferencial con retardo, en particular se
cumple para la tripleta propuesta por Shampine y Bogacki.

4.1. Resultados importantes

Teorema 1 Suponga que un método explicito Runge Kutta triple es usado para
resolver una EDR

y/(t) = f(tvy(t)vy(t - Tl)v "'vy(t - Tk))

Donde satisface f una condicion de Lipchitz en sus variables dependientes y es
lo suficientemente suave en todas sus variables, los puntos de malla t,, incluyen
todas las discontinuidades de bajo orden y el mdzimo tamano de paso H satisface

(12) y (13).
HLmaxzx; (23';11 laij|) <1 (12)
HT = HLSS maz (| bi(0) |) < % (13)
entonces existe una constante C tal que para a <t <b
ly(t) = S() ||< CHP (14)
con S(t) la aproximacion a y(t) dada por el método RK

Para probar el teorema se usan tres lemas.
Lema 1 Sean

Un = Un—1 + hnB5_1bi f (tni, Uni, 03 9(1))
Yn = Yn—1 + hnzleblf(tnmynm Jag(t))

con funcion de incrementos ¢. Entonces existe una constante L tal que para
0<o<1

| ¢(tns Unr 03 9(t) — Gt Y 039(2)) 1S L U — Y | (15)
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Demostracién por induccién
Por simplicidad suponemos que solo hay un retardo, sea h,, el tamano de paso
y definimos las cantidades intermedias como:

Yni = Yn + hnZ;;lla”f(tm, Yny) g(tn] — 7—))

Parai=1
| Un1 — Yn1 IS L1 || Un — yn || Li>1

Suponemos que se cumple para j < %, es decir existe L; tal que
| Gnj = Ynj IS Lj [ Un —yn |l L;j =0
Por demostrar para j =1
| Ini = Yni IS ([ U0 —yn | +
P 302 | i |1 f (tngs g 9(tng — T) = f (tngs Yng 9(tng — 7)) ||
< (V4 Lha S8 [ aig | Lg) | U — v |l

donde L; =1+ Lhnzz;ll | a;j | Lj, entonces

| ¢(tn: Uns 03 9(t) = Otns yns 03 9(8) | < Eioy [ bi(o) | *
1 f (b Ui 03, 9(8)) = f (i Yy 05 9(1)) ||
< B 10i(0) [ Ll i — g ||
S By [bi(o) [ LLi || Yn —yn |
< (L35 ([ bi(0) D) Li |l Yn =y |
< (LEimymaz | bi(0) [ Li) || Y = yn ||
Por lo tanto si £ = LY¥?_ymaz | b;(0) | L;

Lema 2 Sea A una cota de || G(t) — g(t) || para toda t < t,11. Si el tamano del
paso H es suficientemente pequenio para que se cumpla la ecuacidn(12) entonces
existe una constante I" tal que

” ¢(tn7yn7U;G(t)) - d’(tmyn,U;g(t)) HS A

Demostracion por induccién
Definimos las cantidades intermedias para las dos férmulas como:

Tni = Yn + hnzé;ﬁaijf(tnjy Tnj, G(tnj - 7_))
Sni = Yn + hn 5523065 f (tngs $nj> 9(tnj — 7))

Para j=1
[ 1 = sm1 [I<] G(8) — g(t) [|= A
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Suponemos que || 7, — sp; [[< A para j < i por demostrar || rp; — sp; [|[< A
i = i 1< hn X500 | i | +

|| f(tniyrnia g; G(tnz - T)) - f(tnz; Sni70;g(tni - T)) ||

< ha¥i3 | aij | LA
< HLmaxz; (Z§;11 [ aij ) A
< A

| ¢(tns yn, 05 G(t)) = G(tn, yn, 03 9(t)) < hnX5_; | bi(o) | *
I f(tnisYni> o, G(t)) — f(tnisYnis o3 9(1)) |l
LhpX3_y | bi(o) | || G(t) — g(¢) ||

IN

A

LHmax; (X5, | bi(o) |) A

SiT'= LHmax; (X5 | bi(o) |)

| (tn, yn, 03 G(1)) = G(tn, yn, 03 9(1)) [< TA

Por tanto queda demostrado el lema.
Si h es lo suficientemente pequena las cantidades intermedias ¥,,; estaran definidas
explicitamente

Yni = Yn + hn X105 f (5, Yngs S(tnj — 7))
En caso contrario se utiliza el siguiente lema.

Lema 3 Sea S(t) la historia en una EDR se define su extension en el intervalo
(tnytn + hy) comenzando con S°(t) = y(t,) e iterativamente se aplica el método

ST (4 ohn) = Yo + R (bns Yo, 0 ST(1))
si se satisface la ecuacion (13) entonces SU™ (t) converge.
Demostracion
Sea (™) = maz || ST () — STI(t) ||t € [tn, tnii]
| S () = STV < hay || Gty Yy 05 ST () = G(tn, Y, 03 STH (1)) |

< HT || 8t(t) = 8t =V(t) |

si HT < % Asi
50

§m) «
- om

Demostracién del teorema
Definimos el error local de truncamiento de la extensién continua como:

y(tn + ohn) = y(tn) + hn@(tn, y(tn), o;y(t)) + lten (o)
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Usamos la variable auxiliar
Wnto = Yn + hnd’(tna Yn, 03 y(t))
H y(tn + Uhn) — Wn+o HS || d)(tnv y(tn)v g; y(t)) - ¢(tn7 Yn, 05 y(t)) || +

[ tten(o) [ + [l y(tn) = yn |

< (A4 Lhn) [ y(tn) = yn | + || len(o) |
Sifly®) =St < En t<tn

| y(tn + ohp) — Wt [|[S (1 + Lhn)En + Clhg—H
Ahora bien, por lema (2) si || y(t) — S(#) | A t <tp+1

H Yn+o — Wnto ||§ hn, H ¢(tmym<7; S(t)) - ¢(tmyn,0;y(t)) H
< TAh,

Por la desigualdad del tridangulo
1 y(tn + 0hn) = ynto [ISI y(tn + ohn) = wnio | + || Ynto — wnio ||
entonces
ly(tn + 0hn) = ynyo [I< (14 L)En + CLREH + T ARy, (16)

es una cota para || y(t) — S(¢) || en t, < tpi1.
Usando (16) y (13) se tiene

A < (1+ Lhy)E, + C1h2T + T Ah,

entonces

A< (142(L+T)hy)E, +2C, A2
Definimos Co = 2(L +T) C5 = 2C4, la cota para || y(t) — S(t) | ¢ < tpy1 es

Eni1 = (14 Cohy)E, + C3h?™!

Por demostrar que el error esta acotado, ie E,, < C3 € CZ(t"*I)(tn —a)HP
Demostracion por induccion

Para n=0 se cumple Ey <0

Suponemos que se cumple para n y demostramos para n + 1, se usa que
l+z<eryl<eleltua)

Eni1 = (14 Cohy)E, + C3hetl

< (14 Cahy)Cse2tn=a)(t, — a)HP + C3h, H?
< C3eCtnni=a) () HP + CseC2(tnri—a)p, HP
< CzeCtnni=al(g, L —a)HP

Tomando una cota uniforme E,; < C3 € ©2(0=9)(h — aq)HP  Vn, al hacer
C = C3e“2(0=9)(h — q), queda demostrado el teorema.
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4.2.

Error por extrapolacion

Se propuso el método de extrapolacién local (7) con lte ~ O(hP), en la
préactica es conveniente poder estimar el error local de truncamiento del método
de menor orden porque lte, < lte} al controlar el error lte) se acota
superiormente lte,, y se avanza la integracién con y,4+1 que ya que se cree es
mas preciso.

Por demostrar que lte;, se puede estimar por est = yn11 — Y1
Por definicion

lte; = Yn+1 — Yn — hn(b*(tnvy(tn);y(t))
lten = Yn+1 —Yn — hn¢(t7bv y(tn)v y(t))

Despejando yn41 — yn de lte, y sustituyendo en lte},

ltey, = hn¢(tna y(tn); y(tD — hp@* (tna y(tn>; y<t)) + lten,

= had(tn, y(ta);y(t) — hud™(tn, y(tn); y(t)) + O(RET)

Usando el lema 1 y el teorema se tiene

| hn (s y(tn); y(t) — hn@d(tns yni Y (1)) 1< Al || y(tn) — yn ||

< h,LCHP

Por el lema 2 y el teorema

| A (trs Y y(E)) = hnd(tns 43 S(@)) <RI [ y(t) — S(@) ||

< h,CH?

por la desigualdad del triangulo y las anteriores

Entonces

| 7@t Y () y () = At yn3 S() < (£ + D) CHP

hn¢(tnay(tn);y(t)) = hn(b(tnvyn; S(t)) + O(han)

Anélogamente para la férmula de orden menor

P ™ (tn, y(t0); y(t)) = hn @™ (tn, yn; S(t)) + O(hn HP)

Usando estas igualdades y hp,d(tn, yn; S(t)) = Ynt1 — Yn

lte*

hn(tn, y(tn); y(t)) — hnd* (tn, y(tn); y(t)) + O(RETT)

B (tn, Yn; S(8)) + O(hn HP) — hn@* (tn, yn; S(t)) — O(hy HP) + O(RLTY)
hnd(tn, Yns S(t)) — hn@d™ (tn, Y3 S(t)) + O(hy, HP)

Ynt+1l — Yn — (y:;ﬂ - yn) + O(h, H?)

Yn+1 = Yny1 + O(hy HP)

Por lo tanto lte} = est + O(h, HP)
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5. Posibles complicaciones

5.1. Discontinuidades

En la seccién (2.1) se ejemplificé como una discontinuidad de y'(t) en el
punto inicial a se propaga en a + 7 en y’(t), a + 27 en y”'(t) , etcétera; a
continuacién hace la demostracion de este resultado para cuando el retardo no
necesariamente es constante.

Suponga que el problema

y(t)= flty®),y(t—7(tyt) a<t<bd

y(t) = S(t) t<a

(17)
Consideremos el caso t —7 < a, pero y(t) no es lo suficientemente suave al punto
inicial ie S'(a)” # y'(a)T, sea
a(t) =t —7(t,y(t))
z = y(a(t))
La ecuacién (17) se reférmula como:
y'(t) = ft,y(t), x)

Sea f,S,a continuas, se implica que y'(t) es continua V¢ > a, si ademds son
diferenciables y” (t) existe t > a, salvo para los puntos en que

a§1) =a ,
} raices de a(t) = a
o (&) #0
Derivando
(0% = S (0.0) + 5 (0,2 (0 + 5L u(o), 0 (ale) a0

y'(t) es discontinua en «(t) = a, se calculan las derivadas por la izquierda y la
derecha en el punto &;

Y6 = 5H(ELu(E) v(@) + L&, y(€), y(a)y (&)
+8L (&, 9(€), y(0)y' ()T (€)

V(&) = $E &) (@) + L&, u(&), y@)y (&)
+3L(61,5(6), ¥(0))S' (@)~ (€1)

Como o’ (&1) # 0 entonces y” (£1)~ # y”(£1) T por lo que la discontinuidad salto
del punto a al &.

Para el caso particular a(t) =t —7 o&'(t) =1y & = a+ 7, entonces la
discontinuidad se propaga de a a a + 7 como en el ejemplo(2).
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Es importante recalcar que cuando un método numérico es aplicado a una EDR,
las discontinuidades afectan la precision ya que el método supone una cierta
diferenciabilidad de la solucién y(¢) hasta cierto orden a partir del cual no
interfieren con el método y se puede dejar de seguirles el rastro.

El programa dde23 permite solamente retardos constantes, antes de comenzar
la integracion debe localizar las posibles discontinuidades en el intervalo y forzar
a que estén incluidas en los puntos de malla %,,.

Suponga que una EDR tiene retardos %, 1 con punto inicial ¢ = 0 el dde23
debe localiza las posibles discontinuidades que son los multiplos de %, 1 que se
encuentren en el intervalo de integraciéon, aunque estos pueden representarse
de la forma ¢ n = 0,1,... se pueden tener problemas aritméticos porque la
representacion de % no es exacta por tanto % ~ 1 entonces deberfan existir un
punto de malla para cada una y esto incrementa el niimero de pasos, tomando
en cuenta estos casos el dde23 elimina uno de los valores si estos difieren en a

lo méas 10 unidades de redondeo.

5.2. Retardos

El tamano natural de paso es el mas grande que permite tener la precisién
deseada, podrian existir problemas en el programa dde23 cuando el retardo es
mucho més grande(6 pequeno) que el tamano natural de paso.

» Si 7 >> h el algoritmo requiere guardar la informacién a lo largo de
muchos pasos para poder evaluar en los puntos t, — 7;, sin embargo los
problemas de evaluacién y manejo de memoria dindmica incrementa el
nimero de problemas que se pueden resolver por lo que grandes retardos
no impiden resolver un problema dado.

s SiT << hsisepide al programa dde23 ser evaluado en las discontinuidades
el tamano de paso puede ser reducido, sin embargo eso no quiere decir que
se limite totalmente por esta razén suponga que se tienen dos retardos
Ty, T2 con 7; << Ty los pasos a lo largo de discontinuidades potenciales
son a + 71,4 + 279,... una vez que la discontinuidad se ha propagado
hasta derivadas de orden suficientemente alto el programa podria tomar
un tamano de paso mas grande para integrar hasta a + 7».

Se observara en la siguiente secciéon que tener un retardo muy pequeno no
afecta la estabilidad lineal de las ecuaciones diferenciales con retardo.

6. Estabilidad Lineal

Dada una ecuacién diferencial con retardo lineal
y'(t) = Ly(t) + My(t — ) (18)

la aproximacién de la historia S(t—7) generalmente se obtiene por interpolacién
de Hermite, la extension continua de un método Runge Kutta 6 las extensiones
de métodos multipaso.

Existe una amplia bibliograffa Zennaro [2], Baker [14] [13], Fuziah [7] entre otros,
que muestran que los métodos RK aplicados a la ecuacién (18) son estables y la
construccién de la regién de estabilidad cuando el tamano de paso es constante.
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Un resultado importante cuya demostracién se encuentra en Zennaro[16] es:

Teorema 2 Si la extension continua de un método RK A-estable satisface la
condicion bj(c;) = a;j entonces el método para la EDR lineal (18) es P-estable,
es decir, la sucesion y, se anula cuando n — oo para toda L y M tal que
—Re(L) >| M | para cada entero m > 1.

La tripleta propuesta por Shampine no cumple las condiciones del teorema 2,
haremos la demostracién directa para cuando 7 y M suficientemente pequenas
el método es estable.

Suponemos que se ha realizado la integracién hasta t,, y se tiene tamafio de
paso h, la historia del problema serd aproximada por un polinomio ctbico de
Hermite que interpola en y,—1, fn_1,Yn, fn-

Definicién 3 FEl polinomio cibico de Hermite es:

Hy(t) = f(to)Hio(t) + f(t1)Hia(t) + f'(to)Hio + f/(t1)Hia (1)
donde

Hio(t) = [1—=2(t —to)L} o(to)] L3 o(t)
Hia(t) = [1—2(t —t2) L} 1 (t1)] LT, (1)
Hyio(t) = (t—to)L7(t)
Hia(t)= (t—t1)L3,(t)
Lio(t) = £
Ll,l(t) t—to

para este caso to = nh—h t; =nh f(to) = yn—1 f(t1) = yn, €l polinomio cibico
de Hermite es:

Hy(t) = [14 28] [t ] g,y 4 [1 = 2t5mh] [y, 4

[t —nh o+ h] [P2=E]® [y 4 [t — nb] bR ] g

Por ser la historia se evaliia en nh — 7
H3(nh—7) = yn —Tfo+ [72Un-1— j2Un+ s fo1 + 3fn] 72
+ [~ ZYn-1+ 5Yn — jzfu-1 — 72 fn] T
Por lo tanto Hs(nh —7) =y, — 7 + O(7?), se concluye entonces que la historia

solo depende de lo que haya sucedido en el paso anterior.
fn = ftn,Yn, S(t, — 7)) esta definida implicitamente, para la ecuacién (18)

fn= Lyn+ MS(t, —71)
= L+ M [y — 7] +0(7)

it yn +O(7?)

En el caso M = 0 la ecuacién (17) es una EDO al aplicar el método BS23 se
tiene una aproximacién de orden tres de la solucién que es y(t) =elt del punto
tn al tn—i—l

(hL)? | (hL)®

Ynt1 = |1+ (hL) + + s

Yn
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Definiendo z = hL, Z = Mh, yn+1 = P(2)y, tenemos

2 23

z
Plz)=1+z+5+= (19)

El método es estable si | P(z) |< 1.

Analicemos la estabilidad para la EDR lineal con M, T muy pequenas para el
método propuesto por Shampine y utilizando interpolacién de Hermite.

fo1 = Lyn + MS(t, — )

faz= (LA 5L%) yn + 2548 (ty —7) + M S (ta + 5 —7)

fas = (D+3L2+ 2208y, + BLMG (4, — 1)+
SEMS (b + 2 —7) + M S (tn + 2 —7)

Sustituyendo z = Lh 'y Z = Mh en ypt1 = Yn + A(b1fn1 + bafna + b3 fns) se
tiene

Yni1 = (1+Z+§+§>yn+(%+%+%)S(tnfT)+
(£ + Z2) S(t, + o — 1) + 22S(t, + = — 1)

por la interpolacién de Hermite

Sty —7) = (1 + fﬁﬁ) Yn + O(72)

S(tn + g —7) = Yt + o 4 (—%ynﬂ + 3 4 2;;32) T +0(r?)

3hn _ 2TYyn41 S5yn _ 32437 —3Ynt1 3Yn z+Z T 2
Sltn+ 2 —7) = =357 + 358 —mars T 5 S+ g ) 7 O(TF)

usando que 7, M son muy pequenas, se tiene

2
yni1 ™ P+ (B +E+22) (1- 5250 )i+ G+ 2) 5+ ) vot
4Z (5 3 Z +ZT
9 (ﬁ + TT) Yn + (% + ZT) 2hi7]—\/lr+hn +

( 82437 4 _ ariZ7 )%JFO(Tz)

T 32M7T+32 2Mh,7+2h,
Sea y,+1 = P(z, Z)y, entonces
P(z, Z)yn = P(2)yn

Por lo tanto P(z,Z) ~ P(z) si 7, M pequefias entonces se tiene que la ecuacién
diferencial con retardo es estable si |P(z,Z)| < 1.

7. Utilizando el dde23

El programa dde23 es una modificacién del cédigo ode23 para resolver
ecuaciones diferenciales con retardo en base a un método Runge Kutta explicito.
La forma de llamarlo es :

sol = dde23 (ddefile,lags, history,tspan)
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donde

lags es un arreglo que contiene los retardos posibles
history es un vector constante o bien un vector con las funciones de historia
tspan es el intervalo de integracién

ddefile es el codigo de la funcién que define la ecuacién diferencial con retardo

Ejemplo 9 En la EDR del ejemplo 1:

Y0 =yt —1) 120
y(t) =1 t<0

la sintaxis en Matlab es:

sol=  dde23(Q@ejemplf,1,1,[0,5])

plot( sol.x, sol.y)
title( "Ejemplo 1)
xlabel( ’ tiempo’ ) ;
ylabel( "y (t)"):

function yp=ejemplf(f,y,Z)
ylagl=Z7(:,1)
y=-ylagl(1);

1 Ejemplo 1

0.5r

y(t)
=

0.5

|
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 3
tiempo

Donde Z es una aproximacion a la solucién en los retardos y ylagl es una
variable utilizada para facilitar la escritura cuando se tienen un mayor niimero
de ecuaciones.

Se probd que las discontinuidades se propagan, el programa debe identificar los
posibles puntos de discontinuidad y para tal efecto se usa la estructura ddset
algunas de sus propiedades son:

Jumps  para localizar discontinuidades, especificar en un vector los puntos
t, donde la historia o la solucién pueden tener las discontinuidades

InitialY  Por omisién el valor inicial que se toma es el dado por la historia,
se utiliza esta opcién para proporcionar un valor inicial diferente

Al cédigo anterior se anadirdn las lineas
ops = ddeset(' Jumps', [1,2,3,4], Initialy’,0,999)
se modifica

sol = dde23(Qejemplf,1,1,[0,5],0ps)
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Para aumentar la precisién del resultado, se controla el error con las funciones
tolerancia relativa 'RelTol’ y tolerancia absoluta ’AbsTol’.

RelTol | 1le-3 | Es la tolerancia que se aplica a todas las componentes de y.
En cada paso se satisface

I e(?) |I< max {RelTol || y(i) ||, AbsTol(i)}

AbsTol | 1le-6 | Es la tolerancia que se aplica a componentes individuales de v,

por lo cual puede ser un vector o un escalar.

En la seccién (4.2) se aproxima de e(n) por lte, = yny1 — Yni1
Estas propiedades se incluyen para modificar el valor de default en el vector ops

ops = ddeset (' Jumps, [1,2,3,4]", RelTol’, 1e — 4," AbsTol’, 1e — 8, InitialY’,0,999)
Ejemplo 10 Dada la EDR

y'(t) = Ay(t) — thy(t—1) >0
y(t) =1 t<0

la sintaxis para calcular y graficar la solucion para N = —1, -5, —25,—100.

El procedimiento es definir que la solucién dependa de los cuatro valores de A
function  [soll,s012,s013,s0l4] =ejemp?2

soll= dde23(@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-1);
plot(soll.x,s0ll.y,’b’), drawnow hold on
sol2= dde23(Q@ejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-5);
plot(sol2.x,5012.y,’g’), drawnow

sol3= dde23(Q@ejemp2f,1,1,[0,15], |,-25);
plot(sol3.x,s013.y,’r"), drawnow

sold= dde23(Qejemp2f,1,1,[0,15],[ ],-100);
plot(sol4.x,s0l4.y,’k’), drawnow
legend("\lambda=-1" , "\lambda=-5","\lambda=-25,...
"\lambda=-1007)

title(CEjemplo 27)

hold off
%= ====
function yp  =ejemp2{(t,y,Z,1)
ylagl=Z(:,1);

yp=I*y(1)-4*1*ylagl(1)/5;
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Ejemplo 2

Ejemplo 11 Plantear el ejemplo anterior como un sistema de ecuaciones
desacopladas

function sol = ejemp2
sol = dde23(Qejemp2f,1,0nes(4,1),[0, 15]);
plot(sol.x,sol.y)

%:::::::::::::::::::::
function yp = ejemp2£(t,y,Z)
ylagl = Z(:,1);

yp =[-1*y(1)-4*-1*ylag1(1)/5,
-5¥y(2)-4*-5*ylag1(2) /5,
-25*y(3)-4*-25%ylag1(3)/5,
-100%y(4)-4*-100*ylag1(4) /5];

Ejemplo 12 Resolver la ecuacion

Y (t) = At)y(t) — Lyt —1) t>0

y(t) =t+1 t<0

donde \(t) = —50sen? (3t) utilizando el dde23.

El método del trapecio no podia resolver el problema, en este caso se requiere
definir A y la historia como una funcién que dependen del tiempo.
function sol = ejemp3
sol = dde23(Qejemp3f,1,Q@ejem3h,[0, 30]);
plot(sol.x,s0l.y)
title(” La solucion es asintoticamente estable’)
xlabel("tiempo t’);
ylabel(y(t)");
A S
function yp = ejemp3f(t,y,2)
ylagl = Z(:,1);
I =—50x (sin(2xpix(t—0,25)/3))" 2;
yp = I*y(1)-4*1*ylag1(1)/5;
A
function y = ejem3h(t)
y = t+1;

~—
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La solucion es asintoticamente estable

0.8

02r

i
0 5 10 15 20 25 30
tiempo t

Un evento ocurre a un tiempo t* si la funcién escalar g(t, y(t),y(t — 1), ...,
y(t — 7)) llamada funcién de eventos se anula al ¢ = t*, pueden ser una o m4s
funciones.

Una funcién alcanza su maximo en los puntos que la derivada ser anula y al
moverse a la derecha de esos puntos la funcién se decrementa.
Los eventos tienen la forma

[value, isterminal, direction] = events(t,y, Z)

donde

value(i) el valor iesimo de la funcién de eventos

isterminal(i) 1 si se desea terminar la integracién cuando la funcién se anula
0 en otro caso

direction(i) 0 localiza todos los ceros de la funcién de eventos
-1 localiza los méximos

1 localiza los minimos

Adicionalmente se proporcionan los campos

sol.xe el vector de los tiempo donde ocurren los eventos
sol.ye el vector de las soluciones donde ocurren los eventos

sol.ie indices donde ocurren los eventos

Ejemplo 13 Encontrar los mdximos de la EDR del ejemplo anterior.

function sol = ejemp4
options = ddeset(’Events’, Qejemp4e);
sol = dde23(Qejemp4f,1,Qejemp4h, [0, 30],0ptions);
plot(sol.x,sol.y,sol.xe, sol.ye,’rs’)
xlabel("tiempo t’);
ylabel(y(t)’);
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function yp = ejemp4f(t,y,Z)
ylagl = Z(:,1);
1=-50*(sin(2*pi*(t-0.25)/3))" 2;
yp = I*y(1)-4*1*ylagl(1)/5;

% e ——————————
function y = ejemp4h(t)
y = t+1;
%:::::

function [value,isterminal,direction] = ejemp4e(x,y,Z)
value = ejemp4f(x,y,Z);
isterminal =0;
direction = -1;

Para algunos problemas es necesario definir una funcién de eventos para poder
integrar la funcién, como es el caso de la ecuacién de Marriot y De Lise.

Ejemplo 14 Resolver la ecuacion

Y (t) = (—y(t) + 7 (a + esign(A) — usin®(A))) /7
con A = y(t — 12) — xp, a2 =-0.4, a =0.16,e =0.02, u =0.5, 7 = 1 integrandose
en el intervalo [0,120] con y(¢) =0.6 t < 0.

La funcién de eventos es A, la integracién termina cuando se llega a un cero
de la funcién, se cambia el signo de A, para guardar el signo se usa la variable

signo.

function sol = ejempb
xb = -0.427;
a = 0.16;
epsilon = 0.02;
u = 0.5;
tau = 1;
signo = +1;

opts = ddeset("Events’,@Qejemp5e);
sol = dde23(Q@ejemp5f,12,0.6,[0, 120],0pts,signo);
while sol.x(end) < 120

signo = - signo;
sol = dde23(Q@ejempbf,12;s0l,[sol.x(end), 120],0pts,signo);
end

plot(sol.x,s0l.y);
title("’Problema de Marriott-DeLisle’)
function yp = ejempbf(t,y,Z,signo)

Delta = Z - xb;
yp = (-y + pi*(a + epsilon*signo - u*sin(Delta)" 2)) / tau;
end

function [value,isterminal,direction] = ejempbe(t,y,Z,signo)
value = Z - xb;
isterminal = 1;
direction = 0;
end
end
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Problema de Marriot y De Lisle
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8. Conclusiones

En el presente trabajo se introdujo el concepto de ecuacion diferencial con
retardo. Y se analizo el caso de ecuaciones que se pueden resolver pidiendo
que los retardos sean constantes y no exista dependencia de las derivadas de la
funcién y(t).

Como introduccién al tema se presentaron algunas diferencias entre las EDO
y las EDR, sin tratar mas casos para no alejarse del objetivo principal que es
explicar el articulo ” Solving DDE's in Matlab” de Shampine, en el cual se
define la tripleta de métodos Runge Kutta, se mostré la convergencia de ésta,
se analiz6 la forma de estimar el error local de truncamiento cuando se tienen
dos métodos incrustados, se prob6 que el BS23 es linealmente estable para EDR
si 7y M son muy pequenos y la historia es aproximada por la interpolaciéon
de Hermite, se ilustraron las principales instrucciones de la estructura de dde23
mediante ecuaciones sencillas, a partir de las cuales el lector puede resolver gran
variedad de EDR.

Se presupuso que el lector conoce los conceptos basicos de solucién numérica
de ecuaciones diferenciales ordinarias, andlisis numérico y conoce el programa
ode23, por lo cual algunas definiciones y explicaciones se obviaron.

Se considera que la informaciéon puede ser complementada en las partes que se
refieren al célculo del error del BS23, a la localizacién de ceros para las funciones
de eventos y la estabilidad lineal de EDR cuando M y 7 no son pequenas,
se decidi6 no ahondar mas en estos temas para no extender mas el presente
trabajo.
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