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4.1. Planteamiento del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Introducción

Las primeras leyes emṕıricas, que describieron parte del movimiento de
los planetas, fueron las tres Leyes de Kepler, en el inicio del siglo XVII. Sin
embargo, no se comprendió plenamente el movimiento de los planetas, alre-
dedor del sol, hasta que Newton formula la Ley de la Gravitación Universal
a finales del siglo XVII.

La ley de gravitación universal implicó un cambio radical en la manera
de entender el universo, ya que, a partir de esa ley, Newton logra explicar las
leyes emṕıricas de Kepler sobre el movimiento de los planetas alrededor del
sol, entre muchos otros fenómenos, como la cáıda de los cuerpos en la tierra.

Para explicar el movimiento de los planetas alrededor del sol, Newton
tuvo que integrar el problema de dos cuerpos con el método de integrales por
cuadratura. Una vez resuelto el problema de dos cuerpos, el siguiente paso
consistió en resolver el problema de tres cuerpos, para explicar el movimiento
de la luna alrededor de la tierra. Sin embargo, debido a que el problema de
los tres cuerpos no es integrable (lo cual señaló Poincaré a finales del siglo
XIX), se propuso estudiar un problema restringido de tres cuerpos.

En dicho modelo se supuso que un cuerpo teńıa masa despreciable (el
satélite), y que dos cuerpos primarios se mov́ıan en una de las soluciones
conocidas del problema de dos cuerpos de tal manera que el satélite se mov́ıa
en el campo de fuerzas generado por los cuerpos primarios. Por su parte,
Hill propuso construir la teoŕıa del movimiento lunar, considerando que el
satélite (la luna) se encontraba suficientemente cerca de uno de los cuerpos
primarios (la tierra).

Entre los estudios que se realizaron para el problema restringido de los tres
cuerpos, Lagrange encontró cinco equilibrios del satélite, cuando los cuerpos



x Introducción

primarios se mov́ıan en órbitas circulares. Para explicar dichos equilibrios ne-
cesitamos situarlos en un sistema de coordenadas rotantes, de tal manera que
los dos cuerpos primarios permanezcan fijos. Pues bien, en esas coordenadas
rotantes, tres de los equilibrios que llamaremos Eulerianos, son colineales con
los cuerpos primarios, y dos equilibrios, a los cuales llamaremos Lagrangia-
nos, forman un triángulo equilátero con los primarios.

A pesar de que Lagrange pensó que sus equilibrios en el problema de los
tres cuerpos no teńıan contraparte o sentido astronómico, para nuestra sor-
presa, en el siglo XX se encontraron asteroides en cada uno de los equilibrios
Lagrangianos, siendo los cuerpos primarios el Sol y Júpiter. Por otra parte,
cabe mencionar que en la actualidad se han enviado satélites artificiales a
orbitar algunos de eso equilibrios, siendo los cuerpos primarios el sol y la
tierra, [GSLM00].

Podemos decir que los equilibrios son las soluciones expĺıcitas más fáci-
les de encontrar. Desafortunadamente el problema de los n-cuerpos no tiene
equilibrios, pues dos o más cuerpos sin velocidades iniciales siempre termi-
naran en colisión. Debido a lo anterior, en el problema de los n-cuerpos las
soluciones expĺıcitas más simples son las generadas por las configuraciones
centrales, en dichas soluciones los cuerpos mantienen la misma proporción
geométrica a lo largo de su movimiento.

Toda configuración central en el plano origina una solución, en la cual los
cuerpos se mueven en órbitas circulares. Dichas soluciones son equilibrios en
un sistema de coordenadas rotantes, y se conocen comúnmente como equili-
brios relativos.

Lagrange probó que cualesquiera tres cuerpos forman un equilibrio relati-
vo en forma de triangulo equilátero. De hecho, Lagrange probó que ese es el
único equilibrio planar para tres cuerpos, además de los equilibrios colineales
descubiertos anteriormente por Euler.

Motivado en explicar la existencia de los anillos de Saturno, Maxwell
estudió la estabilidad de un equilibrio relativo poligonal, formado por cuerpos
en los vértices y el centro de un poĺıgono regular.

Desde que Poincaré señaló que el problema de tres cuerpos no es inte-
grable, ha sido de mayor interés realizar análisis cualitativos del problema
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de los n-cuerpos. En la presente investigación, pretendemos estudiar el mo-
delo de un satélite que generalice al problema restringido de tres cuerpos.
Deseamos encontrar los equilibrios del satélite, y estudiar cualitativamente
el movimiento del satélite cerca de esos equilibrios. Por otra parte, preten-
demos estudiar el movimiento de n + 1-cuerpos cerca del equilibrio relativo
poligonal de Maxwell.

Planteamiento del problema

Analizaremos la ecuación de un satélite que generaliza a la del problema
restringido de los tres cuerpos (en adelante la ecuación del satélite), [MH91].
Encontraremos dicha ecuación suponiendo que n cuerpos primarios forman
un equilibrio relativo, y que además, otro cuerpo tiene una masa desprecia-
ble, de tal manera que no perturba el movimiento de los cuerpos primarios.
En la presente tesis encontraremos equilibrios del satélite, y analizaremos la
bifurcación global de soluciones periódicas a partir de dichos equilibrios.

En el problema de los n + 1-cuerpos, el equilibrio relativo poligonal de
Maxwell está formado por un cuerpo en el centro y por cuerpos de masas
iguales en los vértices de un poĺıgono regular. Pretendemos encontrar bifur-
cación de soluciones periódicas a partir del equilibrio poligonal de Maxwell;
asimismo, indagaremos la existencia de bifurcación de equilibrios relativos en
dicho problema.

A pesar de que hasta ahora sólo hemos hablado del problema de los n+1-
cuerpos, no nos limitaremos a encontrar resultados de bifurcación solamente
en ese problema, sino que también abordaremos la bifurcación en otros sis-
temas Hamiltonianos. Sin más precedentes los nombraremos, después nos
encargaremos de comentar el origen o la motivación de dichas ecuaciones.

a) El problema de los n+ 1-cuerpos.

b) Un modelo de cargas con la ley de Coulomb.

c) Un modelo de vórtices en fluidos.

d) Un modelo de ondas viajeras para filamentos casi paralelos en fluidos.

e) Un modelo de una latiz circular de osciladores de Schrödinger.
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En el problema (b), estudiaremos un modelo para cuerpos cargados, de tal
manera que las masas son despreciables comparadas con las cargas eléctricas,
[DTW83]. Aśı podremos despreciar a la gravedad, y tomar en cuenta sólo
las fuerzas de Coulomb. En dicho modelo, el equilibrio relativo poligonal
está formado por un cuerpo con carga positiva en el centro del poĺıgono, y
por cuerpos con cargas negativas en los vértices de un poĺıgono regular.

En el modelo (c), usaremos las ecuaciones que surgen de estudiar la inter-
acción entre vórtices en un fluido bidimensional, [New01] . Dichas ecuaciones
modelan sólo la interacción entre los centros de los vórtices, pero en teoŕıa, a
partir de esas soluciones podemos integrar completamente el flujo de veloci-
dades del fluido bidimensional. Además, una simple analoǵıa con el problema
de los n+1-cuerpos nos conducirá a encontrar que el equilibrio relativo poli-
gonal está formado por vórtices en el centro y en los vértices de un poĺıgono
regular.

Continuando con el modelo de un fluido, pero ahora tridimensional, las
ecuaciones de los vórtices sirven también para modelar la interacción entre
ĺıneas de vorticidad paralelas (conocidas como filamentos). Pues bien, las
ecuaciones del problema (d) son un modelo aproximado para estudiar la
interacción entre ĺıneas de vorticidad, que ya no son paralelas, sino cercanas
a serlo, [New01].

Dichas ecuaciones se encuentran considerando sólo la interacción entre
puntos vecinos del propio filamento, además de la interacción con puntos de
otros filamentos. De esa manera se encuentran ecuaciones parciales semejan-
tes a las ecuaciones ordinarias de los vórtices, sólo que ahora aparece en las
ecuaciones una segunda derivada que representa la interacción con los puntos
cercanos del filamento.

Pues bien, dado que los vórtices son soluciones de filamentos paralelos, el
equilibrio relativo poligonal del problema (d) es exactamente el mismo que el
del problema (c). En este caso, buscaremos solamente bifurcación de ondas
viajeras periódicas, debido a que no deseamos enfrentarnos al problema de
los pequeños divisores.

Finalmente, abordaremos el modelo de una latiz no lineal de Schrödin-
ger (e), [EJ03]. Tal modelo tiene variados oŕıgenes y diversas aplicaciones,
en las cuales no ahondaremos, recomendamos a los interesados recurrir al
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art́ıculo [EJ03]. Nosotros estudiaremos en particular las ecuaciones de una
latiz circular, es decir, una latiz finita con condiciones de frontera periódicas.
En este caso, existe una solución parecida a una onda rotante estacionaria,
formada por n osciladores con la misma amplitud pero con distinta fase. La
onda rotante es equivalente al equilibrio relativo poligonal del problema de
los cuerpos.

Ahora bien, debido a que las ecuaciones diferenciales de los modelos ante-
riores son autónomas, las soluciones son invariantes en el tiempo. Además, en
el problema de los cuerpos y en los sistemas similares mencionados, existen
otras simetŕıas debido a la invarianza de las ecuaciones, debido a rotar las
posiciones de los cuerpos o los cuerpos del poĺıgono.

En los problemas del satélite, de cuerpos y de sistemas Hamiltonianos,
deseamos encontrar bifurcación global de soluciones periódicas con simetŕıas.
Para ello usaremos como principal herramienta al grado ortogonal desarro-
llado en [IV03]. Las cualidades del grado ortogonal nos permitirán manejar
adecuadamente las simetŕıas.

A continuación daremos una breve introducción de la definición y aplica-
ción del grado ortogonal.

Metodoloǵıa

Para poder explicar qué es el grado ortogonal, en primer lugar tenemos
que hablar del concepto de simetŕıas y, en segundo lugar, tenemos que ex-
plicar qué es un mapeo ortogonal. Para poder definir un mapeo ortogonal, y
por ende al grado ortogonal, primero intentaremos describir los conceptos de
simetŕıas.

Diremos que un grupo G actúa en un espacio de Hilbert V siempre que
identificamos a G con un subgrupo de GL(V ); en ese caso, llamaremos a V
una representación del grupo G. Por ejemplo, multiplicar por menos genera
una acción del grupo Z2 en todo espacio de Hilbert.

Ahora bien, diremos que un mapeo entre representaciones del grupo G es
G-equivariante, siempre y cuando el mapeo conmute con la acción del grupo.
Un ejemplo de mapeo Z2-equivariante es un función impar. En un mapeo



xiv Introducción

equivariante, cuando la acción en el rango es trivial, diremos simplemente
que el mapeo es invariante. Un ejemplo de un mapeo Z2-invariante es una
función par. También podemos mirar a un mapeo invariante como un mapeo
que toma el mismo valor en cada una de las órbitas de la acción.

A continuación expondremos la propiedad de ortogonalidad de un mapeo.
Para ello tengamos en mente que la acción del grupo genera una órbita. Pues
bien, definimos los generadores del grupo como las derivadas en las direccio-
nes de dichas órbitas. Pues un mapeo ortogonal es simplemente un mapeo
equivariante que es además ortogonal a los campos vectoriales originados por
los generadores del grupo, como es el caso de los gradientes de funcionales
invariantes.

Ahora bien, por definición, el gradiente de un funcional invariante es
constante en las órbitas. Por lo que la derivada del funcional en las direcciones
de la órbita es cero, por ende, el gradiente de un funcional invariante es
ortogonal a los generadores. Sin embargo, queremos señalar que no todos los
operadores ortogonales son gradientes de funcionales invariantes.

Habiendo explicado lo que es un mapeo ortogonal, pasaremos a definir el
grado ortogonal. Para ello necesitaremos primero definir a un grupo de homo-
toṕıa ortogonal, formado de las clases de equivalencia de funciones modulo
deformaciones ortogonales. Sin embargo, probar que el conjunto de clases de
homotoṕıa forma un grupo, no es inmediato, la única prueba que conocemos
de ese hecho es de Ize y Vignoli en [IV03]. Y dicha prueba es sólo en espacios
de dimensión finita y para acciones de grupos abelianos compactos.

A pesar de las limitaciones en la definición del grado ortogonal, restringir-
nos a deformaciones ortogonales en el grupo de homotoṕıa nos recompensará,
pues en ese caso, obtendremos un grupo con mayor estructura. Pues en el
caso que permitiésemos deformaciones arbitrarias, obtendŕıamos como grupo
de homotoṕıa al grupo de los enteros, definiendo aśı al grado de Brouwer. De
hecho, Ize y Vignoli probaron que el grupo de homotoṕıa ortogonal tiene un
grupo isomorfo a los enteros por cada grupo de isotroṕıa del espacio, donde
un grupo de isotroṕıa es el conjunto de elementos que deja fijos un punto.

Una vez definido el grupo de homotoṕıa ortogonal, el grado ortogonal
se define simplemente como un elemento de tal grupo de homotoṕıa. Por lo
anterior el grado ortogonal construido por Ize y Vignoli estará definido sólo en
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espacios de dimensión finita y para acciones de grupos abelianos compactos.
También existen otras definiciones particulares del grado ortogonal para el
grupo S1, como la que se encuentra en [Ryb94], para ello se usa directamente
al grado equivariante y un multiplicador de Lagrange.

El grado ortogonal tiene las propiedades naturales, como son existen-
cia, invarianza homotópica (por definición), escisión, etc. Dichas propiedades
serán fundamentales para probar existencia de bifurcación. De entre ellas,
particularmente la propiedad de existencia nos permitirá encontrar bifurca-
ción con simetŕıas relacionadas a los grupos de isotroṕıa, pues dicha propie-
dad nos garantiza que si uno de los entero del grado es nonulo, entonces la
función se anula en un punto con el grupo de isotroṕıa del entero.

En el primer caṕıtulo expondremos la definición, las propiedades y una
forma básica de calcular el grado ortogonal. Aun cuando nosotros mostra-
remos sólo las ideas necesarias para usar el grado ortogonal, el grado es un
tópico interesante en si mismo, por lo que referiremos a los interesados en
conocer las demostraciones a [IV03].

Una vez fundamentada nuestra herramienta del grado ortogonal, en el
caṕıtulo dos procederemos a encontrar condiciones para la bifurcación global
de soluciones periódicas de un equilibrio. Para lograr dicha meta, el primer
paso es plantear la bifurcación de soluciones periódicas como un problema
de bifurcación de ceros. Como estamos considerando ecuaciones diferenciales
autónomas, el operador de bifurcación será ortogonal respecto de la acción
de cambio de fase en el espacio de funciones 2π-periódicas.

Ahora bien, debido a que el grado ortogonal está definido sólo en espa-
cios de dimensión finita, y el operador de bifurcación está definido en un
espacio de dimensión infinita, el siguiente paso es hacer una reducción global
de Liapunov-Schmidt sobre el operador de bifurcación. Realizaremos dicha
reducción haciendo una proyección sobre un número finito de modos de Fou-
rier, con lo cual obtendremos un ecuación de bifurcación que conserve todas
las propiedades del operador de bifurcación.

Finalmente, aplicaremos el grado ortogonal a la ecuación de bifurcación,
obteniendo como resultado condiciones suficientes para la bifurcación de so-
luciones periódicas. Sin entrar en detalle, podemos decir que existirá bifur-
cación periódica cada vez que haya un cambio en el ı́ndice de Morse de una
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matriz, relacionada a la estabilidad lineal del equilibrio. De hecho, nosotros
usaremos al grupo de isotroṕıa del equilibrio para probar que la matriz de
linealización se descompone diagonalmente en bloques. Espećıficamente, pro-
baremos que cada vez que cambie el ı́ndice de Morse de uno de los bloques,
existirá bifurcación de soluciones periódicas con las simetŕıas relacionadas a
ese bloque. Aśı al final del caṕıtulo dos, usando grado ortogonal, encontrare-
mos las condiciones para encontrar la bifurcación de un equilibrio.

A pesar de que los resultados de bifurcación con grado ortogonal nos
bastarán para probar la bifurcación periódica en el problema del satélite y de
los n+ 1-cuerpos, dichos resultados no nos bastarán para probar bifurcación
de equilibrios relativos, debido a que estamos limitados a usar el grado para
acciones de grupos abelianos.

Debido a ello, en el caṕıtulo cuatro tendremos que desarrollar teoremas
espećıficos de bifurcación global de equilibrios relativos, todos esos teoremas
espećıficamente a partir del equilibrio poligonal. Dichos teoremas los proba-
remos usado grado de Brouwer en espacios de puntos fijos.

Nosotros usamos el grado ortogonal y los resultados de [IV03]. También
recomendamos el libro [BKS06]. El grado equivariante u ortogonal se ha
desarrollado en las referencias [IMV89], [DGJM91], [Ryb94], [IV99], [IV03]
y [BKS06].

Resultados

A continuación presentaremos los resultados que obtuvimos en los pro-
blemas del satélite, y de los n + 1-cuerpos y sistemas similares. Para ello,
dividiremos la exposición de los resultados en tres partes:

(i) El problema del satélite.

(ii) La bifurcación de equilibrios relativos a partir del equilibrio poligonal.

(iii) La bifurcación de soluciones periódicas a partir del equilibrio poligonal.

Debido a que no estamos presentando los resultados en el orden en que los
obtuvimos, al inicio de cada resumen daremos una referencia a los caṕıtulos
en los cuales encontramos los resultados. Como referencia general el problema
(i) se desarrolló principalmente en el caṕıtulo tres, el problema (ii) en el
caṕıtulo cuatro y el problema (iii) en el caṕıtulo cinco.
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Satélite

A continuación daremos una breve referencia a los caṕıtulos en los que se
encuentran los resultados del satélite. El primer resultado para el problema
del satélite se prueba en el caṕıtulo tres, en donde analizamos en general
la bifurcación de soluciones periódicas planas cerca de los equilibrios. En
dicho caṕıtulo, estudiamos el caso particular en que los cuerpos primarios
forman el equilibrio relativo poligonal de Maxwell. También estudiamos la
bifurcación del problema restringido de tres cuerpos y del problema de la luna
de Hill. Finalmente, en el caṕıtulo tres se analizan para las ecuaciones de los
vórtices, un problema equivalente al del satélite. Y en la primera sección del
caṕıtulo cinco abordamos el problema de bifurcación de soluciones periódicas
espaciales.

Para poder explicar nuestros resultados, tenemos que comentar que los
equilibrios del satélite corresponden a puntos cŕıticos del potencial de la ecua-
ción diferencial. Pues bien, encontramos que un equilibrio tiene bifurcación
periódica dependiendo de la cualidad de ese equilibrio. Precisando, probamos
que los puntos silla tienen exactamente una bifurcación global de soluciones
periódicas planas; que los máximos tienen siempre dos bifurcaciones periódi-
cas y que los mı́nimos tienen dos (o no tienen) bifurcaciones periódicas.

Respecto de la bifurcación espacial, en el caṕıtulo cinco probamos que
todos los equilibrios tienen además de la bifurcación plana a una bifurcación
de soluciones periódicas con las simetŕıas

x(t) = x(t+ π), y(t) = y(t+ π) y z(t) = −z(t+ π).

Además, podemos garantizar que las soluciones anteriores son espaciales,
cuando los periodos iniciales de bifurcación plana y espacial no son múltiplos
el uno del otro. En ese caso las soluciones parecen ochos espaciales, y en lo
sucesivo nos referiremos a ellas de esa manera.

Como ya comentamos, los equilibrios son puntos cŕıticos de un potencial.
Pues bien, probamos que el potencial general del satélite no tiene máximos
y que tiene un mı́nimo global. Además, encontramos usando el teorema de
Poincaré-Hopf, cuando el potencial es de Morse, que existen al menos n
puntos silla, donde n es el número de cuerpos primarios. Pues bien, usando los
resultados generales de bifurcación, encontramos que el problema del satélite
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tiene n puntos silla con una bifurcación global de soluciones periódicas planas
y una de ochos espaciales, y que el mı́nimo sólo tiene una bifurcación global
de ochos espaciales.

Cuando los cuerpos primarios forman el equilibrio relativo poligonal de
Maxwell, probamos que el potencial tiene dos poĺıgonos de puntos silla y
un poĺıgono de mı́nimos. De esa manera, obtenemos que en cada punto silla
existe una bifurcación global de soluciones periódicas planas y una de ochos
espaciales. Además, probamos cuando el cuerpo primario central tiene masa
grande, que los mı́nimos tienen dos bifurcaciones de soluciones periódicas
planas, además de la bifurcación periódica espacial.

En el problema restringido de tres cuerpos, encontramos a partir de los
equilibrios Lagrangianos las bifurcaciones conocidas como bifurcaciones de
periodo corto y largo, para la razón de masa menor al radio cŕıtico de Routh.
También encontramos que los equilibrios Eulerianos que son puntos silla,
tienen una bifurcación global de soluciones periódicas planas. Finalmente,
probamos que cada equilibrio tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódicas de ochos espaciales, para lo cual tuvimos que probar en esos casos,
que la bifurcación espacial no es resonante con la bifurcación plana.

En el problema de la luna de Hill encontramos dos equilibrios que son
puntos silla del potencial. Por lo que los dos equilibrios tienen una bifurcación
global de soluciones periódicas planas.

Relacionado al problema del satélite analizamos el problema equivalente
para el modelo de vórtices. A pesar de que la ecuación en dicho modelo es
integrable por el método de cuadratura, nosotros aplicamos los resultados ge-
nerales de bifurcación sólo con el fin de ilustrar expĺıcitamente los resultados
abstractos.

A continuación mencionaremos algunos trabajos donde se ha estudiado
el problema del satélite. Las comparaciones de los resultados se dan en los
comentarios finales de cada caṕıtulo. El problema del satélite en el equilibrio
poligonal se ha abordado de diversas manera en [BE04], [AE04] y [Kal08].
El problema restringido de los tres cuerpos y el problema de la luna de Hill
se han estudiado ampliamente en las referencias [SM71], [MH91], [MR01],
[MR04] y [DRP+07]. La bifurcación espacial en el problema del satélite se ha
analizado numéricamente en [DRP+07] y [KGK05].
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Bifurcación de equilibrios relativos

A continuación daremos una breve referencia a los caṕıtulos en los que se
encuentran los resultados de bifurcación de equilibrios relativos. En el caṕıtu-
lo cuatro abordamos la bifurcación en un problema general que incluye a los
cuerpos y a los vórtices como casos particulares. Por otra parte, en la segunda
sección del caṕıtulo seis analizaremos la bifurcación de equilibrios relativos
espaciales para las cargas. Finalmente, en el caṕıtulo siete usamos los resul-
tados del caṕıtulo cuatro para encontrar bifurcación de ondas estacionarias
para la latiz circular de Schrödinger.

Para encontrar bifurcación de equilibrios relativos necesitamos algún paráme-
tro adicional. En el problema de los n+1-cuerpos, usaremos como parámetro
de bifurcación a la razón entre la masa del cuerpo central y la masa de los
cuerpos en el poĺıgono. De manera análoga, en el modelo de los vórtices
usaremos a la razón entre las circulaciones como parámetro de bifurcación.
Para los cuerpos y los vórtices, probaremos que para cada k ∈ {1, ..., n} hay
un único valor del parámetro con bifurcación global de equilibrios relativos
planos. En dichas soluciones los cuerpos forman agrupaciones de poĺıgonos
regulares de h lados, donde h es el máximo común divisor de k y n. De hecho,
nosotros encontramos las bifurcaciones anteriores en un potencial general que
incluye al modelo de los cuerpos y de los vórtices como casos particulares.

En el problema de las cargas, de manera análoga con el de los cuerpos, usa-
remos como parámetro de bifurcación a la razón entre las cargas de Coulomb.
En ese caso probaremos que para cada k ∈ {1, ..., n} existe un único valor
del parámetro con bifurcación de equilibrios relativos espaciales. Para cada
k, esas soluciones son equilibrios relativos espaciales de tal manera que las
proyecciones en el plano de las soluciones forman agrupaciones de poĺıgonos
regulares de h lados, donde h es el máximo común divisor de k y n. Cabe
mencionar que mientras en el problema de los n+ 1-cuerpos todos los equili-
brios relativos son planos, en el problema de las cargas no existe bifurcación
de equilibrios relativos planos, pero śı de equilibrios relativos espaciales.

Ahora bien, debido a que la latiz circular de Schrödinger es un problema
ligeramente distinto a los demás, en la latiz el equilibrio poligonal corres-
ponde a una onda rotante formada por n osciladores. En esa onda rotante,
los osciladores tienen la misma amplitud pero distintas fases. Decimos que
este problema es distinto debido a que, por una parte, no hay un oscilador
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equivalente al cuerpo central, y por otra parte, debido a que las ecuaciones
no son homogéneas, como en el problema de los n + 1-cuerpos. Por lo ante-
rior, en este problema no tenemos un parámetro similar al problema de los
n+ 1-cuerpos, pero śı uno debido a la amplitud de la onda rotante.

Usando como parámetro de bifurcación a la amplitud de la onda rotante,
nosotros encontramos para cada k ∈ {1, ..., n} una condición para la exis-
tencia de bifurcación de ondas rotantes estacionarias. Las soluciones para
cada k están formadas por n/h ondas rotantes idénticas, en donde cada on-
da rotante se encuentra formada de h osciladores y h es el máximo común
divisor de k y n. Después de haber encontrado las condiciones generales de
bifurcación, finalizaremos nuestros resultados usando esas condiciones para
encontrar puntos de bifurcación en el potencial cúbico de Schrödinger y en
un potencial saturable.

La bifurcación local de equilibrios relativos en el problema de los n + 1-
cuerpos y los vórtices se ha analizado anteriormente en el art́ıculo [MS88].

Bifurcación de soluciones periódicas

En el caṕıtulo cinco, finalmente veremos todo el esplendor del grado or-
togonal al encontrar la bifurcación global de soluciones periódicas planas
del equilibrio relativo poligonal. En dicho caṕıtulo estudiaremos primero las
ecuaciones para el modelo a) de los cuerpos, b) de las cargas, c) de los vórti-
ces y d) de los filamentos casi paralelos. Por otra parte, en la segunda sección
del caṕıtulo seis analizamos la bifurcación de soluciones periódicas espaciales
en los modelos a) de los cuerpos, y b) de las cargas. En particular analizamos
en esos casos la bifurcación de soluciones periódicas espaciales del equili-
brio poligonal. Finalmente, en la segunda sección del caṕıtulo siete damos la
bifurcación de ondas viajeras en la latiz circular no lineal de Schrödinger.

Ahora, comenzaremos a exponer los resultados dando una descripción
de las simetŕıas. Primero, para explicar las simetŕıas, necesitamos identificar
las posiciones en el plano con sus coordenadas complejas, de ese manera
tomaremos a las posiciones del equilibrio relativo poligonal como u0 = 0 y
uj = ei(j2π/n) para j ∈ {1, ..., n}. Observemos que las posiciones satisfacen
las simetŕıas uj+1 = ei2π/nuj con j + 1 ∈ {1, ..., n} modulo n. Pues bien,
en la bifurcación plana, las simetŕıas anteriores se acoplan con las del grupo
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temporal, de tal manera que en el rompimiento, bifurcan soluciones periódicas
con las simetŕıas

uj+1(t) = ei2π/nuj(t− (2πk/n)) (&)

para j ∈ {1, ..., n}.

Queremos recordar que las soluciones anteriores son periódicas en un sis-
tema de coordenadas rotantes, por lo que serán en general cuasiperiódicas en
un sistema de coordenadas fijo. Cabe señalar que incluso, en algunos casos,
esa soluciones coinciden con coreograf́ıas cuasiperiódicas; es decir, soluciones
en las cuales todos los cuerpos siguen la misma trayectoria.

En los modelos a) de cuerpos, b) de cargas, c) de vórtices y d) de fila-
mentos, encontramos bifurcación de soluciones periódicas con las simetŕıas
(&). En cada uno de esos casos, la existencia de bifurcación dependerá del
análisis del espectro. El análisis en cada problema nos condujo a encontrar
una rica variedad de soluciones periódicas con las simetŕıas (&).

Por ejemplo, en el caso que el parámetro de bifurcación estacionaria es
grande, encontramos que en los modelos a), b), c) y d) existe una bifurcación
de soluciones periódicas con las simetŕıas (&) para cada k ∈ {1, ..., n}, y de
hecho, para los cuerpos existen dos ramas para cada uno de esos k. Por lo que
en dichos casos existirán más o menos n ramas de bifurcación de soluciones
periódicas del equilibrio relativo poligonal, y para los cuerpos 2n soluciones.

Para la latiz circular de osciladores nolineales de Schrödinger encontramos
para cada k ∈ {1, ..., n} una condición para la bifurcación de ondas viajeras
rotantes con simetŕıas (&). En particular, analizamos esa condición para el
potencial cúbico de Schrödinger y para un potencial saturable. Denominamos
a las bifurcaciones ondas viajeras rotantes, debido a que las normas de los
osciladores con las simetŕıas (&) satisfacen

rj+1(t) = rj(t− 2πk/n).

Por lo anterior, podemos decir que dichas soluciones están formadas de n/h
ondas viajeras idénticas, en donde las fases oscilan cuasiperiódicamente en el
tiempo y en donde h es el máximo común divisor de k y n.

Dado que el problema de bifurcación y de estabilidad lineal están relacio-
nados, de alguna manera seremos capaces de corroborar algunos resultados



xxii Introducción

de estabilidad del equilibrio poligonal, como los resultados de [Rob00] para
el problema de los cuerpos y los de [CS00] para el problema de los vórtices.

Finalmente, queremos presentar los resultados encontrados para la bifur-
cación de soluciones periódicas espaciales, a partir de un equilibrio relativo
arbitrario del problema de los n-cuerpos. Pues bien, debido a que todos los
equilibrios relativos son planos, usamos a la reflexión que deja fijo al equilibrio
para probar bifurcación de soluciones periódicas con simetŕıas

xj(t) = xj(t+ π), yj(t) = yj(t+ π) y zj(t) = −zj(t+ π). ($)

Concretamente, probamos que un equilibrio relativo siempre tiene una
bifurcación de soluciones periódicas con las simetŕıas ($). Pero de hecho,
genéricamente cada equilibrio relativo tiene n − 1 ramas de bifurcación con
dichas simetŕıas. Para garantizar que las soluciones con simetŕıas ($) son
espaciales, necesitamos asegurar que no hay resonancia con la bifurcación
plana. Es decir, necesitamos probar que los periodos iniciales de la bifurcación
plana y espacial no son múltiplos el uno del otro.

En particular, para el problema de los n + 1-cuerpos y de las cargas,
analizamos a detalle la bifurcación espacial del equilibrio relativo poligonal.
En ese caso probamos que para cada k ∈ {1, ..., n} existe una bifurcación
de soluciones periódicas espaciales con las dos simetŕıas (&) y ($). Debido a
que las soluciones con las dos simetŕıas (&) y ($) son algo más complejas,
sólo ejemplificaremos el caso k = n/2 para n par. En ese caso particular,
las soluciones son órbitas Hip-Hop cuasiperiódicas, es decir, soluciones en las
que dos poĺıgonos regulares de n/2 lados oscilan verticalmente, uno con z(t)
y otro con −z(t+π), y de tal forma que las proyecciones en el plano siempre
forman un poĺıgono regular de n lados.

Las órbitas Hip-Hop se han estudiado ampliamente en [DTW83], [MS93],
[BCPS06] y [CF08] .
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Grado ortogonal

Nuestro principal objetivo es usar el grado ortogonal para probar la bi-
furcación de soluciones periódicas en sistemas Hamiltonianos. Dado que la
teoŕıa del grado ortogonal es muy extensa, en este caṕıtulo sólo vamos a mos-
trar las ideas necesarias para poder usar el grado ortogonal. Para los detalles
relacionados a la teoŕıa del grado ortogonal nos vamos a referir a nuestra
principal referencia [IV03].

En la primera sección damos las definiciones necesarias para poder ma-
nejar las simetŕıas. En la segunda sección definimos el grado ortogonal y
enunciamos sus principales propiedades. Finalmente, en la tercera sección
mostramos como se calcula el grado ortogonal en un caso sencillo.

1.1. Representaciones de grupos

Sea Γ un grupo de Lie compacto, sea X un espacio de Banach y sea
GL(X) el grupo de isomorfismos lineales en X. Decimos que un espacio de
Banach X es una Γ-representación, si existe un homomorfismo de grupos
ρ : Γ → GL(X). A ρ se le llama una representación de Γ. En lo sucesivo
X y Y serán Γ-representaciones.

El grupo de isotroṕıa de x ∈ X es el subgrupo

Γx = {γ ∈ Γ : γx = x}.

Al conjunto Γx = {γx : γ ∈ Γ} lo llamamos la órbita de x. Podemos probar
que un grupo de isotroṕıa es cerrado y que la órbita Γx es homeomorfa al
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grupo cociente Γ/Γx. Decimos que x ∈ X es un punto fijo cuando Γx = Γ.
El cero siempre es un punto fijo de Γ.

En lo sucesivo S1 será el grupo abeliano S1 = [0, 2π]/{0, 2π}. Además,
en lo sucesivo Zn será el subgrupo de S1 generado por ζ = 2π/n. Podemos
ejemplificar las definiciones anteriores con la acción del grupo S1 en C como
ρ(ϕ) = eiϕn. En este caso, las órbitas de S1 son simplemente los ćırculos
S1(r) = {reiϕ : ϕ ∈ S1}. Además, el grupo de isotroṕıa es Zn pues ρ(ζ) =
e2πi = 1.

Ahora analicemos la acción del grupo Zn en C como ρ(ζ) = eikζ . Sea h el
máximo común divisor de k y n. Definamos a k̄ y n̄ como k = k̄h y n = n̄h.
La acción del elemento n̄ζ ∈ Zn es trivial, pues ρ(n̄ζ) = ei(2πk̄) = 1. Por
lo tanto, el grupo de isotroṕıa de un punto distinto al cero es Zh, el grupo
generado por n̄ζ = 2π/h. Además, la órbita de un punto distinto al cero
es homeomorfa al grupo generado por 2π/n̄. Por lo tanto la órbita de r es
rei(2πj/n̄) para j ∈ {1, ..., n̄}.

Definamos al espacio de puntos fijos de un subgrupo H como

XH = {x ∈ X : hx = x, ∀h ∈ H}.

Se puede probar que el subespacio XH es cerrado. El espacio de puntos fijos
de Γ es XΓ. Además, si H es un subgrupo de K, entonces XK ⊂ XH .

Decimos que un conjunto Ω ⊂ X es Γ-invariante, si Γx ∈ Ω para todo
x ∈ Ω. La bola Br = {x : ‖x‖ ≤ r} siempre es invariante para una acción de
isometŕıas.

Definimos el grupo normalizador de H como el subgrupo

N(H) = {g ∈ G : gHg−1 ⊂ H}.

El grupo normalizador es el subgrupo más grande de Γ que deja invariante
a XH . El grupo de Weyl de H es el grupo cociente

W (H) = N(H)/H = {kH : k ∈ N(H)}.

Como la acción de H en XH es trivial, la acción de N(H) en XH es equiva-
lente a la de W (H). El grupo de Weyl de H siempre es Γ/H cuando Γ es un
grupo abeliano.

Decimos que dos grupos H y K son conjugados cuando existe un γ ∈
Γ tal que H = γKγ−1. Definimos a Iso(Γ) como el conjunto de grupos
de isotroṕıa modulo conjugación. El grupo de isotroṕıa, el normalizador y
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el grupo de Weyl son conjugados en una órbita Γx. Además, cuando Γ es
abeliano, los tres grupos coinciden en la órbita Γx.

Definamos a O(2) como el grupo S1 ∪ κS1, que consta de dos copias de
S1 ligadas por una reflexión. Definamos la acción del grupo O(2) en C como

ρ(ϕ) = eϕni y ρ(κ)z = z̄.

Con la acción anterior, las órbitas de O(2) son ćırculos O(2)(r) = {reiϕ : ϕ ∈
S1}. Además, el grupo de isotroṕıa de los puntos en R

+ es Dn = Zn ∪ κZn

y el grupo de isotroṕıa de otros puntos es el conjugado a Dn. Además, el
espacio de puntos fijos de Dn es R. Por lo que el grupo normalizador de Dn

es D2n y el grupo de Weyl es W (Dn) = Z2 = {0, π}. De hecho, el elemento
π ∈ W (Dn) actúa en R como ρ(π) = −1.

Definamos a Dn como el grupo Zn ∪ κZn, que consta de dos copias de Zn

ligadas por una reflexión. Definamos la acción del grupo Dn en C como

ρ(ζ) = ekζi y ρ(κ)z = z̄.

Como Zn es un subgrupo de Dn, entonces el subgrupo Zh deja fijo a C con h
el máximo común divisor de k y n. Como la órbita de Zn es igual a la órbita
del grupo Zn̄ con n̄ = n/h, entonces podemos escoger al elemento reiϕ con
ϕ ∈ (−π/n̄, π/n̄] de la órbita de Dn. Además, de la acción de la reflexión κ
podemos escoger al elemento con ϕ ∈ [0, π/n̄].

La órbita de reiϕ para ϕ ∈ (0, π/n̄) tiene a los puntos e±iϕei(2πj/n̄) para
j ∈ {1, ..., n̄}. Por lo anterior, el grupo de isotroṕıa del punto reiϕ es el grupo
Zh para ϕ ∈ (0, π/n̄). Los elementos reiϕ para ϕ ∈ {0, π/n̄} tienen órbitas
ei(2πj/n̄) para j ∈ {1, ..., n̄}. Por lo tanto, el grupo de isotroṕıa de los puntos
en R

+ es Dn = Zh ∪ κZh. Además, el espacio de puntos fijos del grupo Dn

es R. Como sólo existe una acción libre no trivial en R dada por el grupo
Z2 = {0, π}, entonces el grupo de Weyl es Z2 si n̄ es par y es el trivial si n̄
es impar.

Sea γ la acción en X y γ′ la acción en Y , decimos que una función
f : Ω → Y es Γ- equivariante cuando

f(γx) = γ′f(x).

Además, cuando la acción en Y es trivial, decimos que f es Γ-invariante.
Una función impar es un ejemplo de una función Z2-equivariante. Una función
par es un ejemplo de una función Z2-invariante. Una función equivariante
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siempre se anula en órbitas de puntos, pues f(γx) = 0 para todo γ ∈ Γ
cuando f(x) = 0.

Decimos que una representación V es irreducible, cuando V no tiene
subespacios propios invariantes de Γ. Es decir, si los únicos subespacios inva-
riantes son V y {0}. El espacio C es un ejemplo de representación irreducible,
en general, para los ejemplos anteriores. Además, se puede probar que toda
representación es una suma directa de representaciones irreducibles.

A continuación vamos a probar el lema de Schur.

Lema 1.1 Sea A : V → W un mapeo lineal, si A es Γ-equivariante entre
representaciones irreducibles, entonces A es invertible o cero.

Prueba. Como el núcleo deA es un subespacio Γ-invariante, entonces el núcleo
de A es V o {0}. En el primer caso el mapeo es cero. En el segundo caso
el rango de A es no trivial. Como el rango es un subespacio Γ-invariante,
entonces el rango es todo W . Por lo tanto A es invertible. �

Proposición 1.2 Un mapeo Γ-equivariante que es diferenciable en una ve-
cindad de x satisface

df(γx)γ = γ′df(x) para γ ∈ Γ.

En particular, la derivada f ′(x) es una función Γx-equivariante. Además, el
gradiente de un funcional Γ-invariante es Γ-equivariante cuando la acción de
Γ es ortogonal.

Prueba. Concluimos la primera parte de la unicidad de la derivada y de que

df(γx)γy + o(y) = f(γ(y + x)) − f(γx)

= γ′[f(y + x) − f(x)] = γ′df(x)y + o(y).

La segunda parte de la proposición la obtenemos de que

γT∇f(γx) = [Df(γx)γ]T = Df(x)T = ∇f(x).

�

Un grupo abeliano Γ que es compacto, es de la forma Γ = Π×T n, donde
Π es el producto de grupos Znj

y donde T n es el producto de grupos S1.
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Sean ϕj ∈ (−π, π] las componentes del elemento γ con γ = (ϕ1, ..., ϕn) ∈ T n.
Definimos a los generadores del grupo Γ como

Ajx =
∂

∂ϕj

(γx)|γ=0.

Por ejemplo, la acción ϕx = einϕx de S1 en C tiene generador Ax = inx. En
coordenadas reales el generador del grupo es Ax = nJx, en donde J es la
matriz simplectica y x ∈ R

2.
El gradiente de una función Γ-invariante f : X → R es ortogonal a los

generadores

〈∇f(x), Ajx〉 = df(x)Ajx =
∂

∂ϕ
f(γx)|ϕ=0 =

∂

∂ϕ
f(x) = 0.

Definición 1.3 Decimos que una función f : X → X es Γ-ortogonal,
cuando es Γ-equivariante y es ortogonal a los generadores, 〈f(x), Ajx〉 = 0
para toda x ∈ Ω.

La integral de Haar es una integral para grupos de Lie compactos Γ. Con
la integral de Haar se pueden construir representaciones ortogonales equi-
valentes, vecindades Γ-invariantes, proyecciones Γ-equivariantes, extensiones
Γ-equivariantes, etc [IV03].

1.2. Definición del grado Γ-ortogonal

A continuación vamos a suponer que Γ es un grupo de Lie compacto
y abeliano, y que Ω es un dominio invariante en una Γ-representación de
dimensión finita V . Sean f0 y f1 dos funciones Γ-ortogonales y distintas de
cero en la frontera ∂Ω. Decimos que las funciones f0 y f1 son Γ-ortogonal
homotópicas, cuando existe una deformación continua

ft : Ω̄ × [0, 1] → E,

tal que la función ft es Γ-ortogonal y no nula en la frontera ∂Ω para cada t.
La bola Br = {x ∈ V : ‖x‖ ≤ r} siempre es un conjunto invariante

cuando la representación es una isometŕıa. Definimos al conjunto C como el
conjunto de funciones Γ-ortogonales

f : ∂([0, 1] ×Br) → R × V − {0}.
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Como la frontera de [0, 1] × Br es isomorfa a la esfera SV y el conjunto
R× V −{0} es Γ-homotópico a la esfera SV , entonces la función f mapea la
esfera SV en la esfera SV .

La Γ-ortogonal homotoṕıa es una relación de equivalencia en C. Definamos
a [f ]⊥ como la clase de equivalencia de f y definamos a Π⊥[SV ] como el
conjunto de clases de equivalencia de C. Contrayendo las tapas {0} × Br y
{1} × Br a un punto, podemos probar que en toda clase [f ]⊥ existe una
función tal que f(t, x) = (1, 0) para t ∈ {0, 1}. Con esas funciones, definimos
la suma [f ]⊥ + [g]⊥ = [f ⊕ g]⊥ con

f ⊕ g =

{

f(2t, x) para t ∈ [0, 1/2]
g(2t− 1, x) para t ∈ [1/2, 1]

.

Para poder definir la suma, necesitamos restringir el conjunto C a las funcio-
nes con la primera variable positiva cuando el espacio de puntos fijos de Γ es
trivial.

El conjunto Π⊥[SV ] tiene estructura de grupo con la suma anterior . El
neutro es el mapeo [(1, 0)]⊥ y el inverso de [f ]⊥ es [f(1 − t, x)]⊥. Además,
se puede probar que el grupo Π⊥[SV ] es abeliano cuando el espacio V Γ es
distinto al trivial.

A continuación vamos a definir el grado Γ-ortogonal de una función f :
Ω → V no nula en la frontera ∂Ω. Para poder definir el grado vamos a
necesitar una extensión f̄ de la función f a una bola B tal que Ω ⊂ B.
Además, vamos a necesitar construir una función de Urysohn Γ-invariante
cuyo valor sea cero en Ω̄ y uno en B\N , en donde N es vecindad pequeña de
Ω̄. La existencia de la función de Urysohn ϕ y la extensión f̄ la obtenemos del
teorema de extensión Γ-ortogonal de Borsuk. En [IV03] se prueba el teorema
de extensión de Borsuk Γ-ortogonal para grupos abelianos.

Definición 1.4 El grado Γ-ortogonal de una función f es la clase de homo-
toṕıa

deg⊥(f ; Ω) = [(2t+ 2ϕ− 1, f̄)]⊥ ∈ Π⊥[SV ].

La definición de grado Γ-ortogonal anterior se debe a Ize y Vignoli [IV03].
Existe otra definición de grado S1-ortogonal en el art́ıculo [Ryb94].

Cuando Ω es una bola, el grado es simplemente la clase de homotoṕıa de
la suspensión deg⊥(f ; Ω) = [(2t− 1, f)]⊥.

El grado tiene las siguientes propiedades.
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t

1/2 b 0

(2t + 2ϕ − 1, f̄)

Ωf = f̄
ϕ = 0 ϕ = 1

Figura 1.1: Definición del grado

(P1): Existencia. Si el grado de una función es no trivial en Ω, entonces la
función tiene un cero en Ω.

(P2): Invarianza Γ-ortogonal homotópica. Dos funciones Γ-ortogonal ho-
motópicas tienen el mismo grado.

(P3): Escisión. Si Ω0 ⊂ Ω es un conjunto abierto e invariante tal que la
función no se anula en el complemento de Ω0, entonces deg⊥(f ; Ω) =
deg⊥(f ; Ω0)

En el libro [IV03] se prueba que por cada grupo de isotroṕıa de Γ, el
grupo Π⊥[SV ] tiene un grupo isomorfo a Z,

Π⊥[SV ] =
⊕

H∈Iso(Γ)

Z.

Además, se prueba que el grado de una función es la suma de la forma

deg⊥(f ; Ω) =
∑

H∈Iso(Γ)

dH [FH ]⊥,

en donde [FH ]⊥ es un generador de un grupo isomorfo a Z .

Sin la restricción a homotoṕıas Γ-ortogonales, obtenemos sólo la definición
de grado Γ-equivariante en la definición anterior. En ese caso, en el libro
[IV03] se prueba que el grado Γ-equivariante tiene solamente un Z para cada
grupo de isotroṕıa H tal que Γ/H es finito. En las aplicaciones que vamos a
ver no es posible probar la bifurcación solamente con el grado Γ-equivariante.
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1.3. Cálculo del ı́ndice S1-ortogonal

Al grado de una función en la vecindad de una órbita aislada le vamos a
llamar el ı́ndice. El grado de una función que se anula solamente en órbitas
aisladas es la suma de los ı́ndices en esas órbitas.

Con una deformación podemos probar que el ı́ndice en cero es igual al
grado de la derivada en cero deg⊥(f,B2ε) = deg⊥(f ′(0), B2ε). Por lo tanto,
para conocer el ı́ndice en cero, sólo necesitamos conocer el ı́ndice en cero de
los mapeos lineales S1-ortogonales.

Los grupos Zl generados por 2π/l son los subgrupos de S1. Por lo tanto,
una S1-representación se descompone en suma directa de la forma

V = V Z0

⊕

...
⊕

V Zl ,

en donde los V Zl son los subespacios de representaciones irreducibles similares
con acción ρ(ϕ) = eilϕ para ϕ ∈ S1.

Definición 1.5 Sea B : V → V un mapeo lineal S1-ortogonal, definimos a
los bloques Bl como las restricciones Bl de B a V Zl. Además, definimos a
nl como el ı́ndice de Morse de Bl para l ∈ {1, 2, ...} y a σ como el signo de
detB0.

A continuación vamos a mostrar cómo se calcula el ı́ndice en cero de un
mapeo lineal S1-ortogonal.

Teorema 1.6 Sea B : V → V un mapeo lineal y S1-ortogonal, entonces

deg⊥(Bx;B2ε) = σ[FZ0 ]⊥ +
∑

l

nlσ[FZl
]⊥.

Prueba. [Idea de la prueba] Del lema de Schur podemos encontrar un cambio
de variables tal que la matriz B sea diagonal en los bloques Bl. A continuación
vamos a probar que las matrices Bl = A + iD son autoadjuntas para l ∈
{1, 2, ...}.

Como Bl es Γ-ortogonal y el generador del grupo de S1 en V Zl es Alx =
ilx, entonces en coordenadas reales tenemos que 〈Blx,Alx〉 = 0 con

Bl =

(

A −D
D A

)

y Al = l

(

0 −I
I 0

)

.
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Además, comoBl es Γ-equivariante, entoncesBl conmuta con el generadorAl.
Como el generador satisface AT

l = −Al, entonces 〈Bly,Alx〉 =
〈

−BT
l x,Aly

〉

.
De las propiedades anteriores podemos concluir que

0 = 〈Bl(x+ y), Al(x+ y)〉 = 〈Blx,Aly〉 + 〈Bly,Alx〉 =
〈

(Bl −BT
l )x,Aly

〉

.

Por lo tanto, para l ∈ {1, 2, ...} tenemos, como matrices reales, que Bl = BT
l

y, como matrices complejas, que

B∗
l = (A+ iD)∗ = AT − iDT = A+ iD = Bl.

El argumento anterior no es valido para l = 0 debido a que el generador en
ese caso es trivial.

Definamos aGL⊥(V ) como el conjunto de mapeos lineales S1-ortogonales.
La S1-ortogonal homotoṕıa en GL⊥(V ) es una relación de equivalencia, por
lo que definimos a Π(GL⊥(V )) como el grupo de homotoṕıas en GL⊥(V ).
El grupo Π(GL⊥(V )) está caracterizado por deformaciones que conservan la
estructura ortogonal, por lo que las homotoṕıas en GL⊥(V ) tienen que ser
de la forma

B(t) = diag(B0(t), B1(t), ..., Bp(t))

con la matriz Bl(t) autoadjunta para l ∈ {1, 2, ...}.
Para l > 0, usando que las matrices en GL⊥(V Zl) son autoadjuntas,

se puede probar que las matrices diag(−Im, Id−m) pertenecen a distintas
componentes conexas en GL⊥(V Zl). Además, podemos deformar a Bl en
diag(−Inl

, I∗) con nl el ı́ndice de Morse de Bl. Por lo tanto [Bl] = [(−Inl
, I∗)].

Además, sabemos que GL(V Z0) tiene dos componentes conexas caracteriza-
das por el signo del determinante, entonces [B0] = [(σ, I∗)]. De lo anterior
concluimos que

[B] = ([B0], ..., [Bl]) ∈ Π(GL⊥(V ))

con [B0] = [(σ, I∗)] y [Bl] = [(−Inl
, I∗)].

Definamos al mapeo J⊥ : GL⊥(V ) → {f : V → V } como J⊥(B) = Bx.
Se puede probar que el mapeo J⊥(B) induce un morfismo de grupos entre
Π(GL⊥(V )) y Π⊥(SV ) para σ = 1, entonces [J⊥ (Πl[Bl])]⊥ =

∑

l [J⊥([Bl])]⊥.
Como deg⊥(Bx;B2ε) = [Σ0J⊥(B)]⊥, entonces

deg⊥(Bx;B2ε) =
∑

l

[Σ0J⊥(Bl)]⊥.
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De los generadores expĺıcitos en [IV03] se puede probar que [Σ0J⊥(Bl)] =
nl[FZl

]⊥, entonces

deg⊥(Bx;B2ε) = [FZ0 ]⊥ +
∑

l

nl[FZl
]⊥

para σ = 1. �

1.4. Comentarios

En este caṕıtulo expusimos los resultados del libro [IV03] para mostrar
como se define y calcula el grado ortogonal. Para más referencias recomen-
damos los libros [BKS06] y [IV03], en los que se encuentra una exposición
moderna del grado equivariante. A continuación realizaremos un breve re-
cuento de la gente que ha contribuido a desarrollar el concepto del grado.

La primera definición de grado en espacios de dimensión finita se de-
be a Brouwer, y para operadores en dimensión infinita a Leray-Schauder.
Podemos decir que el ı́ndice de Fuller para ecuaciones autónomas definido
en [Ful67] es un predecesor del grado equivariante. Usando teoŕıa de obs-
trucciones en [IMV89] se define el grado equivariante para un grupo de Lie
compacto y se encuentra su relación con el ı́ndice de Fuller. También en el
art́ıculo [DGJM91] se encuentra una definición del grado S1-equivariante y
su relación con el ı́ndice de Fuller. El grado para gradientes S1-invariantes
definido por Dancer en [Dan85] es un predecesor del grado ortogonal. Basa-
do en el grado S1-equivariante en [Ryb94] se define en grado S1-ortogonal.
Más generalmente Ize y Vignoli en [IV99] definen un grado ortogonal para
grupos abelianos. Relacionado con el grado ortogonal existe un grado para
gradientes Γ-invariantes definido en [Geb97].



Caṕıtulo 2

Aplicación del grado ortogonal
a la bifurcación periódica

En este caṕıtulo analizamos la bifurcación de soluciones periódicas en una
ecuación diferencial que satisface una relación de ortogonalidad. Estos resul-
tados nos van a servir en particular para encontrar bifurcación de soluciones
periódicas en sistemas Hamiltonianos.

Dado que el grado ortogonal está definido en dimensión finita, para apli-
car el grado ortogonal primero necesitamos realizar una reducción global de
Liapunov-Schmidt. En la segunda sección usamos el grado ortogonal para
encontrar las condiciones bajo las cuales un equilibrio tiene bifurcación de
soluciones periódicas y, finalmente, en la tercera sección probamos que la
bifurcación es un continuo global de soluciones periódicas.

2.1. Reducción global de Liapunov-Schmidt

Deseamos analizar la bifurcación de soluciones periódicas de la ecuación
diferencial ordinaria

m
∑

j=1

Dj
dj

dtj
u+ ∇V (u) = 0, (2.1)

donde la función u(t) está en R
n y las Dj son matrices constantes con Dm

invertible.

Con el cambio de variables x(t) = u(t/ν), las soluciones 2π/ν-periódicas
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de la ecuación diferencial son las soluciones 2π-periódicas de

m
∑

j=1

Djν
j d

j

dtj
x+ ∇V (x) = 0.

Sea Hm
2π(Rn) el espacio de Sobolev de funciones 2π-periódicas con m de-

rivadas, definimos al operador diferencial D(ν) como

D(ν) : Hm
2π(Rn) × R

+ → L2
2π

D(ν)x =
m
∑

j=1

νjDj
dj

dtj
x.

En lo sucesivo supondremos que el potencial y el operador diferencial
tienen las siguientes propiedades.

Condición 2.1 Suponemos que el potencial V es Γ-invariante y que existe
un conjunto cerrado y Γ-invariante Ψ tal que V ∈ C2(Rn\Ψ). También su-
ponemos que la matriz de orden más alto del operador D(ν) es invertible y
que el operador D(ν) es Γ × S1-ortogonal con la acción

(γ, ϕ)x = ρ(γ)x(t+ ϕ)

para (γ, ϕ) ∈ Γ × S1 y x ∈ L2
2π(R2).

A la acción del grupo Γ la llamamos la acción espacial y a la acción del
grupo S1 la acción temporal. El generador de la acción temporal siempre es
Ax = ẋ. Además, al conjunto Ψ le decimos el conjunto de colisión.

Definimos a Hm
2π(Rn\Ψ) como el conjunto de trayectorias libres de colisión

Hm
2π(Rn\Ψ) = {x ∈ Hm

2π(Rn) : x(t) ∈ R
n\Ψ}.

Por lo tanto, las soluciones 2π/ν-periódicas de la ecuación diferencial son los
ceros del operador de bifurcación

f : Hm
2π(Rn\Ψ) × R

+ → L2
2π

f(x, ν) = D(ν)x+ ∇V (x).

Como el gradiente es ortogonal a los generadores de la acción espacial y

〈∇V (x), ẋ〉L2
2π

= V (x(2π)) − V (x(0)) = 0,
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entonces el operador composición ∇V (x) : Hm
2π(Rn\Ψ) → L2

2π(Rn) es Γ×S1-
ortogonal. Por lo tanto el operador f(x) está bien definido, es continuo y es
Γ × S1-ortogonal.

A continuación vamos a hacer la reducción global de Liapunov-Schmidt,
para lo cual necesitamos las siguientes definiciones. Sea

∑

l∈Z
xle

ilτ la serie
de Fourier de x ∈ L2

2π, definimos a la proyección P : L2
2π → L2

2π como

Px =
∑

|l|≤p

xle
ilt.

Además, definimos a los componentes x1 y x2 de x como x1 = Px y x2 =
(I − P )x.

Como la inclusión de Hm
2π en C2π es continua, entonces existe una cons-

tante c tal que {‖x‖Hm
2π
< ρ} está contenido en {‖x‖C2π

< c(ρ)}. Definimos
el conjunto de puntos Ωρ como

Ωρ = {x ∈ R
n : ‖x‖ < 2c(ρ) y ρ−1 < d(x,Ψ)}.

Con el conjunto anterior definimos al conjunto de trayectorias Ω̃ρ en Hm
2π

como
Ω̃ρ = {x ∈ Hm

2π : ‖x‖Hm
2π
< ρ, x(t) ∈ Ωρ} .

Además, definimos el conjunto Λε como Λε = {ν > ε}.

Teorema 2.2 En un conjunto Ω̃ρ × Λε existe una proyección P tal que la
función x2(x1, ν) es la única solución de f2(x1, x2, ν) = 0. Además, los ceros
de f(x, ν) en Ω̃ρ×Λε son los ceros de la función de bifurcación en P Ω̃ρ×Λε,

f1(ν, x1, x2(x1, ν)) = D(ν)x1 + P∇V (x1 + x2(x1, ν)).

Además, la función de bifurcación f1(x1, ν) también es Γ × S1-ortogonal.

Prueba. Los ceros de f(x) son los ceros de sus componentes

f1(x1, x2) = Pf(x) y f2(x1, x2) = (I − P )f(x).

Si probamos que existe una α > 0 tal que

∥

∥

∥

∥

∂

∂x2

f2(x1, x2, ν)y2

∥

∥

∥

∥

L2
2π

≥ α ‖y2‖Hm
2π
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para todo (x, ν) ∈ Ω̃ρ × Λε, del teorema de la función impĺıcita global ob-
tenemos la única solución x2(x1, ν) de f2(x1, x2(ν, x1), ν) = 0 para (x1, ν) ∈
P Ω̃ρ × Λε.

Una vez que probamos la existencia de la función x2(x1, ν), concluimos
que los ceros de f(x, ν) son los ceros de la función de bifurcación f1(x1, ν) =
f1(x1, x2(x1, ν), ν). Además, debido a la unicidad de la función x2(x1, ν),
todas las propiedades de equivarianza de f1(x1, ν) son conservadas. Además,
como x2(x1, ν) es solución de D(ν)x2 = (I − P )∇V (x1 + x2), entonces

〈P∇V (x1 + x2), Ajx1〉 = −〈(I − P )∇V (x1 + x2), Ajx2〉
= −〈D(ν)x2, Ajx2〉 = 0,

pues D(ν) es Γ×S1-ortogonal. Por lo tanto f1(x1, ν) preserva las propiedades
de equivarianza y ortogonalidad.

Sólo nos falta probar la existencia de la cota uniforme α. Para y2 ∈
(I − P )Hm

2π tenemos que

∂

∂x2

f2(x1, x2, ν)y2 = D(ν)y2 + (I − P )D2V (x)y2.

Notemos que existe una cota c2 tal que ‖D2V (x)‖C2π
< c2 para todo x ∈ Ω̃ρ,

pues V ∈ C2(Ωρ). Como ‖y2‖Hm
2π

≥ c3p
m ‖y2‖L2

2π
para y2 ∈ Hm

2π, entonces

∥

∥(I − P )D2V (x)y2

∥

∥

L2
2π

< c2 ‖y2‖L2
2π
< c4p

−m ‖y2‖Hm
2π

. (2.2)

El operadores D(ν) en las series de Fourier es

D(ν)x(t) =
∑

l∈Z

M(lν)xle
ilνt con M(λ) =

m
∑

j=1

(iλ)jDj.

Como M(λ)/λm → imDm cuando λ tiende a infinito y como Dm es invertible,
entonces ‖M(λ)‖ ≥ c1λ

m para λ suficientemente grande. Por lo tanto, se
satisface la desigualdad ‖M(νl)‖ ≥ c1ε

mlm para ν ∈ Λε y l ∈ {p, p + 1, ...}
con p suficientemente grande. Concluimos que

‖D(ν)y2‖L2
2π

≥





∑

|l|>p

(c1ε
mlm ‖yl‖)2





1/2

≥ c1ε
m ‖y2‖Hm

2π
(2.3)

para ν ∈ Λε.
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De las desigualdades anteriores concluimos que
∥

∥

∥

∥

∂

∂x2

f2(x1, x2, ν)y2

∥

∥

∥

∥

L2
2π

> ‖D(ν)y2‖L2
2π
−
∥

∥(I − P )D2V (x)y2

∥

∥

L2 > α ‖y2‖Hm
2π

para (x, ν) ∈ Ω̃ρ × Λε, en donde α = c1ε
m − c4p

−m. Concluimos el resultado
de que α es positiva si escogemos a p suficientemente grande. En general p
es cada vez más grande para ε cada vez más chico y ρ cada vez más grande. �

La reducción global de Liapunov-Schmidt para mapeos ortogonales se
encuentra en el libro [IV03] y sigue las ideas propuestas por Amann-Zehnder.

Como la función de bifurcación es real, sólo vamos a necesitar la mitad de
sus modos de Fourier. Sean fl(x) los modos de Fourier de f1(x1, ν), definamos
a la función de bifurcación f̂ : V × R

+ → V como

f̂(x, ν) = (f0(x), ..., fp(x)) con

V = R
n × (Cn)p,

en donde el producto en V es

〈x, y〉V = 2π 〈x0, y0〉 + 4π

p
∑

l=1

Re 〈xl, yl〉C
.

Corolario 2.3 Los ceros de f(x, ν) en Ω̃ρ×Λε son los ceros de la función de

bifurcación f̂(x, ν) en P Ω̃ρ×Λε. La linealización de la función de bifurcación

en un equilibrio f̂ ′(x0) es diagonal con bloques M(lν) para l ∈ {0, ..., p},
donde

M(λ) =
m
∑

j=1

(iλ)jDj +D2V (x0).

La acción de Γ × S1 en el bloque M(lν) es (γ, ϕ)xl = eilϕρ(γ)xl.

Prueba. Si expandimos en series de Fourier a f1(x1) tenemos que

f1(x1) =
∑

|l|≤p

fl(x1)e
ilt.

Como f1(x1) y x1 son reales, entonces f−l = f̄l y x−l = x̄l. Por lo tanto, los
ceros de f1(x1) están determinados por los ceros de los modos de Fourier l ∈
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{0, ..., p}. Como D(ν)x es un operador lineal y x0 es un equilibrio, entonces

f ′
1(x0)x1 =

∑

|l|≤p

(

m
∑

j=1

(ilν)jDj +D2V (x0)

)

xle
ilt.

La acción de Γ × S1 en x1 =
∑

|l|≤p xle
ilt es

(γ, ϕ)x1 =
∑

|l|≤p

(eilϕρ(γ)xl)e
ilt.

Además, el producto de x1 y y1 es

〈x1, y1〉L2
2π

=

p
∑

l=−p

2π 〈xl, yl〉C
= 2π

p
∑

l=−p

Re 〈xl, yl〉C
.

Por lo que las conclusiones del corolario se siguen del teorema anterior. �

2.2. Bifurcación local

En esta sección vamos a encontrar bifurcación local a partir de un equili-
brio x0. Como D(ν) es un operador puramente diferencial, entonces D(ν)x0 =
0 para todo x0 ∈ R

n. Por lo tanto, los equilibrios x0 ∈ R
n son los puntos

cŕıticos del potencial V . En ese caso, el operador f(x0, ν) = 0 para todo
ν ∈ R

+.
Recordemos que f(x, ν) se anula en toda la órbita de un equilibrio Γx0.

Sea U una vecindad de (Γx0, ν0) en Hm
2π(Rn\Ψ) × R

+. Podemos realizar la
reducción de Liapunov-Schmidt en U tomando a la vecindad U suficiente-
mente chica, en ese caso encontramos la ecuación de bifurcación f̂(x, ν) en
una vecindad chica Ω2ε ×B2ρ con

Ω2ε(x0) = {x ∈ V :, d(x,Γx0) ≤ 2ε} y

B2ρ(ν0) = {ν ∈ R
+ : |ν − ν0| ≤ 2ρ}.

Decimos que la órbita Γx0 es aislada, si la función f̂(x, ν) se anula sólo en
la órbita Γx0 para una vecindad suficientemente chica de la órbita. Definimos
a la función f como

f : Ω2ε ×B2ρ → R × V

f(x, ν) = (d(x,Γx0) − ε, f̂(x, ν)).



2.2 Bifurcación local 17

Para poder definir el grado de f , vamos a necesitar que la órbita Γx0 sea
aislada para ν cercana y distinta a ν0.

Proposición 2.4 Si la órbita Γx0 es aislada para ν cercana y distinta a ν0,
el grado de f está bien definido en Ω2ε ×B2ρ y

deg⊥(f(x, ν); Ω2ε×B2ρ) = Σ0 deg⊥(f̂(x, ν0−ρ); Ω2ε)−Σ0 deg⊥(f̂(x, ν0+ρ); Ω2ε).

Prueba. Primero vamos a probar que el grado de f(x, ν) está bien definido.
Un punto está en la frontera de Ω2ε×B2ρ si |ν − ν0| = 2ρ o si d(x,Γx0) = 2ε.

Si |ν − ν0| = 2ρ, la única solución de f̂(x, ν) = 0 es x ∈ Γx0 , entonces
f(x0, ν) = (−ε, 0) es distinto de cero. Si d(x,Γx0) = 2ε, entonces f(x, ν) =
(ε, ∗) es distinta de cero. Por lo tanto, la función f(x, ν) es no nula en la
frontera de Ω2ε ×B2ρ.

Ahora queremos probar que

Fτ (x, ν) =
(

τ(d(x,Γx0) − ε) + (1 − τ)(ρ− |ν − ν0|); f̂(x, ν)
)

es una deformación admisible. Si |ν − ν0| = 2ρ, la función f̂(x, ν) se anula sólo
en Γx0, entonces la primera coordenada de Fτ es negativa. Si d(x,Γx0) = 2ε,
la función f̂(x, ν) se anula sólo para |ν − ν0| < ρ/2, entonces la primera coor-
denada de Fτ es positiva. Por lo tanto Fτ (x, ν) es una deformación admisible.
De la propiedad de invarianza homotópica del grado (1.4) tenemos que

deg⊥ f(x, ν) = deg⊥(ρ− |ν − ν0| , f̂(x, ν)).

Los ceros de la función (ρ−|ν − ν0| , f̂(x, ν)) se encuentran en ν = ν0±ρ.
Sean B± las bola de radio ρ/2 alrededor de ν0±ρ . De la propiedad de escisión
del grado tenemos que

deg⊥ f(x, ν) = deg⊥(ρ+ (ν0 − ν), f̂(x, ν); Ω2ε ×B+)

+ deg⊥(ρ− (ν0 − ν), f̂(x, ν); Ω2ε ×B−)

Como f̂(x, ν) se anula sólo en Γx0 para ρ/2 ≤ |ν − ν0| ≤ 2ρ, las defor-
maciones

(ρ± (ν0 − ν), f̂(x, τ(ν0 ± ρ) + (1 − τ)ν))

son admisibles en Ω2ε ×B±. Por lo tanto

deg⊥ f(x, ν) = deg⊥(ρ+ (ν0 − ν), f̂(x, ν0 + ρ)x; Ω2ε ×B+)

+ deg⊥(ρ− (ν0 − ν), f̂(x, ν0 − ρ)x; Ω2ε ×B−)
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Como el grado de ρ± (ν0 − ν) es B± es

deg⊥(ρ± (ν0 − ν);B±) = −(±1),

de la suspensión del grado concluimos que

deg⊥ f(x, ν) = Σ0 deg⊥(f̂(x, ν0 − ρ); Ω2ε) − Σ0 deg⊥(f̂(x, ν0 + ρ); Ω2ε).

�

Decimos que (Γx0, ν0) es hiperbólica, si los generadores infinitesimales
{Ajx0} generan el núcleo de f̂ ′(x0; ν0). Del teorema de la función impĺıcita

tenemos que no existen más ceros de f̂(x, ν0) cerca de Γx0 si (Γx0, ν0) es
hiperbólica, entonces una órbita hiperbólica es aislada. Además, para que
exista la bifurcación en ν0 es necesario que alguna matriz M(lν0) sea singular.

Para calcular los ı́ndices de f̂(x, ν0±ρ) alrededor de Γx0 vamos a necesitar
que la órbita Γx0 sea hiperbólica en ν0 ± ρ.

Condición 2.5 La órbita Γx0 de un equilibrio es hiperbólica en ν, si M(lν)
es invertible para l ∈ {1, 2, ...} y el núcleo de M(0) = D2V (x0) está generado
por {Ajx0}.

Como no existen generadores de una órbita cuando el grupo Γ es finito o
cuando la órbita es el cero, entonces en esos casos la órbita Γx0 es hiperbólica
si M(νl) es invertible para todo l ∈ {0, 1, 2, ...}.

Sea Γx0 el grupo de isotroṕıa espacial de un punto x0 ∈ R
n. Se puede

probar que siempre existe una descomposición de C
n en una suma directa

de subespacios de representaciones irreducibles equivalentes Vk de Γx0 . A
continuación vamos a representar la acción de Γx0 en Vk como ρk(γ) = ρ(γ)|Vk

.

Como f̂ ′(x0) es Γx0-equivariante y M(lν) son los bloques de f̂ ′(x0) , en-
tonces M(λ) es Γx0-equivariante. Por lo tanto, del lema de Schur tenemos
que la matriz M(λ) es diagonal en los bloques

Mk(λ) = M(λ)|Vk
: Vk → Vk

para k ∈ {1, ..., q}. Por lo tanto, la linealización f̂ ′(x0; ν) es diagonal en los
bloques Mk(lν) para k ∈ {1, ..., q} y l ∈ {0, ..., p}.

El grupo de isotroṕıa de x0 es Gx0 = Γx0 × S1, por lo que la acción de
(γ, ϕ) ∈ Gx0 en el bloque Mk(lν) es ρk(γ)e

ilϕ. Como Γ es un grupo abeliano,
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todos los puntos de Vk tienen el mismo grupo de isotroṕıa, lo anterior es falso
para acciones de grupos no abelianos. Por lo tanto, el grupo de isotroṕıa Gk(l)
de la acción ρk(γ)e

ilϕ está bien definido. Sea Gk el grupo de isotroṕıa de la
acción ρk(γ)e

iϕ, de hecho, el grupo de isotroṕıa Gk(l) es

Gk(l) = Gk

⊕

Zl,

en donde Zl es el grupo generado por 2π/l ∈ S1. Por lo tanto sólo necesitamos
encontrar el grupo de isotroṕıa Gk.

Definición 2.6 Sea nk(λ) el ı́ndice de Morse de Mk(λ), definimos a ηk(x0, λ0)
como

ηk(x0, λ0) = σ{nk(λ0 − ρ)) − nk(λ0 + ρ)},
en donde σ es el signo del determinante de M(0) en el subespacio de V Γx0

ortogonal a los generadores de la órbita {Ajx0}. Además, definimos a Gk

como el grupo de isotroṕıa de la acción ρk(γ)e
iϕ de Γx0 × S1.

El número ηk(x0, λ0) representa el cambio de ı́ndice de Morse de la matriz
Mk(λ) y va a determinar la existencia de bifurcación de soluciones periódicas.

x

ν
Ω2ε × B2ρ

x0

|ν0

b

x0 b

Figura 2.1: Bifurcación local

Teorema 2.7 Si ηk(lν0) es distinto de cero, existe una bifurcación de solu-
ciones periódicas en (x0, ν0) con simetŕıas Gk(l).

Prueba. En (1.6) dimos la idea de cómo se calcula el ı́ndice S1. En el libro
[IV03] se prueba en general para un grupo abeliano G que

deg⊥(f̂(x, ν); Ω2ε) =

p
∑

l=1

q
∑

k=1

σnk(lν)[FGk(l)]⊥ + ...,
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en donde [FGk(l)]⊥ es el generador de un grupo isomorfo a Z tal que toda
extensión de [FGk(l)]⊥ tiene un cero en V Gk(l). Del teorema anterior y de las
definiciones (2.6) tenemos que

deg⊥(f(x, ν); Ω2ε ×B2ρ) =

p
∑

l=1

q
∑

k=1

ηk(lν0)[FGk(l)]⊥ + .... (2.4)

Si ηk(lν0) es distinto de cero, para cada ε pequeño existe una órbita
(Γxε, νε) con xε ⊂ V Gk(l) tal que f̂(xε, νε) = 0 y d(xε, x0) = ε. Por lo tanto
xε → x0 cuando ε → 0. Por compacidad existe una subsucesión εk → 0 tal
que νεk

→ ν1. Como f̂(x0, ν1) = 0 pues f̂ es continua, entonces ν1 = ν0. Por
lo tanto existe una bifurcación no trivial de f(x, ν) a partir de (x0, ν0).

La bifurcación de (x0, ν0) está en el subespacio de puntos fijos de Gk(l),
sin embargo, el espacio de puntos fijos de Gk(l) contiene soluciones estaciona-
rias. A continuación vamos a probar que no existen soluciones estacionarias
cerca de (x0, ν0). Como Γx0 es hiperbólica para ν cercana a ν0, entonces el
núcleo de D2V (x0) está generado por {Ajx0}. Usando el teorema de la fun-
ción impĺıcita en el espacio ortogonal a {Ajx0} probamos que x0 es la única
solución de ∇V (x) = 0. Por lo tanto no existen soluciones estacionarias de
f(x, ν) cerca de Γx0 y la bifurcación es de soluciones periódicas. �

Debido a como definimos el operador de bifurcación f , si (x0, ν0) es un
punto de bifurcación con ηk(x0, ν0) 6= 0, entonces también (x0, ν) es un punto
de bifurcación para ν = ν0/l, pues ηk(x0, lν) = ηk(x0, ν0) 6= 0. Cada bifurca-
ción en (x0, ν) para ν = ν0/l está contenida en el espacio de puntos fijos del
grupoGk(l). Como el grupoGk(l) está generado por el grupoGk y el elemento
2π/l ∈ S1, entonces las soluciones con simetŕıas Gk(l) son soluciones 2π/l-
periódicas con simetŕıas Gk. De hecho, en la ecuación diferencial cada bifur-
cación de (x0, ν) para ν = ν0/l tienen el periodo inicial 2π/(lν) = 2π/ν0, por
lo que no podemos diferenciar a las ramas de bifurcación local en (x0, ν0/l).

Decimos que (x0, ν0) es un punto de bifurcación no resonante si η1(x0, ν0) 6=
0 y ηk(x0, ν0/l) = 0 para todo l ∈ {2, ..., n}. Si (x0, ν0) es no resonante, pode-
mos probar usando el teorema de la función impĺıcita, las ramas que bifurcan
de (x0, ν0/l) en el operador de bifurcación coinciden localmente en la ecua-
ción diferencial. Sin embargo, lo anterior no es cierto globalmente, pues la
rama global puede tener doblamientos de periodo. Además, si (x0, ν0) es un
punto de bifurcación no resonante, del teorema de la función impĺıcita pode-
mos probar que el periodo de bifurcación tiene que ser exactamente 2π/ν0,
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es decir, no puede ser 2π/(lν0) para l ∈ {2, 3, ...}. De la discusión anterior y
el teorema de bifurcación local tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Por cada punto de bifurcación (x0, ν0) no resonante, en el
equilibrio x0 la ecuación diferencial tiene una bifurcación de soluciones pe-
riódicas a partir del periodo exacto 2π/ν0 con simetŕıas Gk.

El caso mas sencillo de resonancia sucede cuando η1(x0, ν0) 6= 0 y existe
un solo l0 tal que ηk(x0, ν0/l0) 6= 0. En ese caso el ı́ndice en (x0, ν0) es

ηk(x0, ν0)[FGk
] + ηk(x0, ν0/l0)[FGk(l0)].

Del teorema de bifurcación local tenemos que en (x0, ν0) existe una bifurca-
ción en el espacio de puntos fijos de Gk y una en el espacio de puntos fijos
de Gk(l0). Pero como Gk es un subgrupo de Gk(l0), las dos ramas pueden
coincidir localmente en el espacio de puntos fijos de Gk(l0). Por lo tanto, sólo
podemos garantizar la existencia de una bifurcación local en el espacio de
puntos fijos de Gk(l0), es decir, una bifurcación de soluciones periódicas a
partir del periodo 2π/(l0ν0) con simetŕıas Gk.

Observación 2.9 Se dice que un equilibrio es linealmente estable o es-

pectralmente estable cuando la ecuación lineal alrededor del equilibrio es
estable. La linealización de la ecuación diferencial (2.1) alrededor del equili-
brio x0 es

m
∑

j=1

Dj
dj

dtj
u+D2V (x0)u = 0. (2.5)

Para sistemas Hamiltonianos o reversibles, el equilibrio x0 es linealmente
estable cuando las nm soluciones linealmente independientes de (2.5) son de
la forma u = eiνtv0 con ν ∈ R.

Ahora bien, si ν0 ∈ R es un punto de bifurcación, entonces la matriz
M(ν) cambia su número de Morse en ν0. En ese caso existe un vector v0 tal
que M(ν0)v0 = 0. Observemos que entonces la función eiν0tv0 es una solución
de la ecuación lineal (2.5), pues

(

m
∑

j=1

Dj
dj

dtj
+D2V (x0)

)

eiν0tv0 = eiν0t

(

m
∑

j=1

(iν0)
jDj +D2V (x0)

)

v0

= eiν0tM(ν0)v0 = 0.
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Por lo tanto, por cada punto de bifurcación ν0 existe una solución de
la ecuación lineal (2.5), eiν0tv0 con ν0 ∈ R. Podemos concluir entonces que
el equilibrio x0 es linealmente estable si el determinante detM(ν) se anula
en mn puntos distintos. Es decir, podemos deducir la estabilidad lineal de un
equilibrio a partir del análisis de bifurcación. Esta relación se puede entender
también a partir del teorema central de Liapunov, [MH91] .

Observación 2.10 En dado caso que se pudieran ignorar las simetŕıas y las
singularidades que estas simetŕıas generan, en principio, usando teoŕıa KAM
se podŕıa probar existencia de toros invariantes que generalizan las órbitas pe-
riódicas que estamos encontrando. La importancia de nuestro análisis radica
en el manejo de las simetŕıas y en la prueba de que las soluciones periódicas
forman un continuo global.

2.3. Bifurcación global

En el teorema anterior probamos que la bifurcación local es de soluciones
periódicas . Sin embargo, la rama global puede volver a las soluciones esta-
cionarias. Para tener control sobre los puntos donde eso sucede, definamos
a T0 como el conjunto de ceros del gradiente ∇V (x). Como los equilibrios
son los puntos cŕıticos del potencial, entonces f(x, ν) es cero para x ∈ T0 y
ν ∈ R

+.
Definimos el conjunto de soluciones triviales de f(x, ν) como

T = {(ν, xi) : xi ∈ T0, ν ∈ R
+}.

Sea S el conjunto de ceros de f(ν, x), definimos a G = S\T como el conjunto
de soluciones no triviales. Por lo tanto x es una solución periódica sólo si
(x, ν) ∈ G. A Ḡ\G ⊂ T lo vamos a llamar el conjunto de bifurcación y a
(Γx0, ν0) ∈ Ḡ\G un punto de bifurcación.

Sea C ⊂ Ḡ la componente conexa de un punto de bifurcación (Γx0, ν0),
entonces C es la componente conexa de soluciones no triviales que bifurca de
(Γx0, ν0). Los puntos de bifurcación de la rama C son las órbitas en C ∩ T .

Decimos que C es admisible si C está contenida en algún Ω̃ρ × Λε y
decimos que C es inadmisible si no está contenida en ningún Ω̃ρ ×Λε. Por lo
tanto, la rama C es inadmisible cuando (a) el parámetro ν de la rama tiende
a 0, (b) la norma de la rama va a infinito o (c) la rama va a un punto de
colisión.
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Figura 2.2: Bifurcación global

Teorema 2.11 Si C es admisible y las órbitas de C ∩ T son aisladas, en-
tonces C retorna al menos a otros puntos de bifurcación y

∑

(Γx0,ν0)∈C̄∩T

deg⊥(d(x,Γx0) − ε, f̂(x, ν)) = 0. (2.6)

Prueba. Si C es admisible, es posible construir un conjunto Γ×S1-invariante
Ω̄ ⊂ Ω̃ρ ×Λε tal que ∂Ω̄∩C = φ y tal que la función f(x, ν) en ∂Ω̄ se puede
anular sólo en T . En Ω̄ realizamos la reducción global, por lo que los ceros
de f(x, ν) en Ω̄ son los mismos que los de la función de bifurcación f̂(x1, ν)
en Ω = P Ω̄.

Ahora bien, como f̂(x, ν) no se anula en ∂Ω a menos que x ∈ T , el grado
deg⊥(d(x, T ) − ε, f̂(x, ν); Ω) está bien definido para ε positivo. Como Ω es
acotado, podemos tomar ε suficientemente grande de tal modo que el grado
sea cero. Por hipótesis C ∩ T consta de órbitas aisladas, entonces los puntos
(x, ν) ∈ Ω con d(x, T ) = ε y f1(ν, x) = 0 se encuentran en la unión de
Ω2ε(x0) × B2ρ(ν0) para (Γx0, ν0) ∈ C̄ ∩ T . Por lo tanto, podemos tomar ε
pequeño y de la propiedad de escisión concluimos que

0 = deg⊥(d(x, T ) − ε, f̂ ; Ω) =
∑

(Γx0,ν0)∈C̄∩T

deg⊥(d(x,Γx0) − ε, f̂ ; Ω2ε ×B2ρ).

�

Los resultados de bifurcación global, en el sentido que la bifurcación es
inadmisible o que retornar a otros puntos de bifurcación, se conocen como la
alternativa de Rabinowitz. Nosotros hemos tomado el resultado de bifurca-
ción global para el grado ortogonal del libro [IV03].

Del teorema anterior y del cálculo que teńıamos para el grado local (2.4)
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.12 Si la rama de bifurcación de (x0, ν0) es admisible, entonces
la rama retorna a otros puntos de bifurcación {(x1, ν1), ..., (xr, νr)} y

ηk(x0, lν0) + ...+ ηk(xr, lνr) = 0

para cada k = {1, ..., q} y l = {1, ...., p}.

Observación 2.13 Sean V H1 y V H2 dos espacios de puntos fijos, suponga-
mos que existe una rama de ceros en V H1. Como los espacios de puntos fijos
son cerrados, la rama de ceros sólo puede pasar a V H2 a través de V H1 ∩V H2.
Si a priori sabemos que no existen ceros en V H1 ∩ V H2, entonces el continuo
de ceros permanece en V H1. Cuando la linealización del operador restringido
a V H1 ∩ V H2 es invertible, podemos probar lo anterior usando el teorema de
la función impĺıcita. Lo anterior es útil en particular cuando V H2 ⊂ V H1 y
la linealización del operador en V H2 es invertible. Este fue el argumento que
usamos para probar que la bifurcación local es de soluciones periódicas.

Observación 2.14 En el conjunto T podemos incluir cualquier solución
expĺıcita de la cual queramos tener control, como se hizo para las solucio-
nes estacionarias. En principio es posible incluir soluciones periódicas en T .
En el libro [IV03] se encuentran cálculos del ı́ndice para órbitas periódicas,
sin embargo, se necesita conocer los números de Floquet de las soluciones
periódicas.

2.4. Comentarios

En este caṕıtulo expusimos las ideas del libro [IV03] con un enfoque es-
pećıfico a los sistemas Hamiltonianos. La reducción de Liapunov-Schmidt
global para sistemas Hamiltonianos surge de las ideas de Amann-Zehnder, y
al resultado de bifurcación global en un sentido clásico lo conocemos como
la alternativa de Rabinowitz, [Ize95].

En principio podemos usar los resultados de este caṕıtulo para analizar
la bifurcación global de soluciones periódicas de cualquier equilibrio, siempre
que la ecuación tenga la propiedad de ortogonalidad bajo la acción de un
grupo abeliano. En particular, nosotros usaremos esos resultados para estu-
diar la bifurcación en sistemas Hamiltonianos, los cuales t́ıpicamente se han
abordado usando formas normales. El grado ortogonal es adecuado para tra-
tar el problema de bifurcación en sistemas Hamiltonianos porque nos permite
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manejar adecuadamente las simetŕıas, probar la bifurcación global e incluso
probar la existencia de bifurcación cuando existe resonancia. Sin embargo,
con las formas normales se obtiene un mejor panorama local de las ramas de
bifurcación [COR02].

Vimos que para cada bifurcación de soluciones periódicas en un equilibrio
existe una solución estable de la ecuación lineal del equilibrio. Es por esa
razón que al hacer el análisis de bifurcación se pueden recuperar resultados
de estabilidad lineal. Esta relación se puede entender también a partir del
teorema central de Liapunov, [MH91] .
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Caṕıtulo 3

El satélite

En este caṕıtulo analizamos la ecuación de un satélite en la presencia
de n cuerpos primarios. Supondremos que los cuerpos primarios forman un
equilibrio relativo y que el satélite tiene masa tan pequeña que no perturba
el movimiento de los cuerpos primarios.

En la segunda sección usamos los resultados del caṕıtulo anterior para
encontrar las condiciones en las cuales un equilibrio tiene bifurcación de so-
luciones periódicas. En particular, analizamos el satélite cuando los cuerpos
primarios forman un equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal tie-
ne cuerpos en el centro y en los vértices de un poĺıgono regular y se ha usado
para modelar la estabilidad de los anillos de Saturno. También analizamos el
problema de la luna de Hill y el problema restringido de los tres cuerpos.

En la última sección hacemos un análisis equivalente al análisis de un
satélite pero en las ecuaciones de los vórtices. Dado que la ecuación del
vórtice es completamente integrable, en esa sección sólo nos interesa mostrar
como funcionan nuestros resultados de bifurcación.

3.1. Planteamiento del problema

A continuación vamos a deducir la ecuación de movimiento del satélite en
el plano. Representamos la posición del cuerpo con masa mj por qj(t) ∈ R

2 y
la posición del satélite por q0. Las ecuaciones de movimiento de Newton son

mj q̈j = −
n
∑

i=0 (i6=j)

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖α+1
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para j ∈ {0, .., n}. En la ecuación anterior la fuerza de gravedad es el caso α =
2. Nosotros estudiaremos los casos en que el potencial tiene singularidades
α ∈ [1,∞).

Deseamos cambiar las ecuaciones a un sistema de coordenadas rotantes,
para lo cual definimos a uj como qj(t) = eωtJuj(t), donde J es la matriz
simplectica. Como q̈j = eωtJ(üj + 2ωJu̇j − ω2uj), entonces las ecuaciones en
coordenadas rotantes son

mj(üj + 2ωJu̇j − ω2uj) = −
n
∑

i=0 (i6=j)

mimj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1 .

Para encontrar la ecuación del satélite hacemos tender m0 a cero, de ese
modo la ecuación del satélite es

ü0 + 2ωJu̇0 − ω2u0 = −
n
∑

i=1

mi
u0 − ui

‖u0 − ui‖α+1 .

Además, las ecuaciones de los cuerpos primarios se desacoplan del satélite y
son

mj(üj + 2ωJu̇j − ω2uj) = −
n
∑

i=1 (i6=j)

mimj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1 .

Vamos a suponer que los cuerpos primarios forman un equilibrio relativo,
es decir, que las posiciones aj satisfacen

ω2aj =
n
∑

i=1 (i6=j)

mi
aj − ai

‖aj − ai‖α+1 .

Si las aj forman un equilibrio relativo, entonces también las τaj forman un
equilibrio relativo con ω2 reemplazado por ω2/τα+1. De hecho, debido a que
la fuerza es homogénea cualquier rotación y homotecia de un equilibrio re-
lativo también lo es. Por lo tanto, podemos escoger el equilibrio relativo con
velocidad de rotación ω = 1.

De la discusión anterior concluimos que la ecuación de movimiento del
satélite es

ü+ 2Ju̇ = ∇V (u) con

V (u) =
‖u‖2

2
+

n
∑

j=1

mjφα(‖u− aj‖).
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en donde φα(x) es una función que satisface φ′
α(x) = −1/xα.

Un equilibrio del satélite es un punto cŕıtico del potencial V . Nosotros
deseamos encontrar bifurcación de soluciones periódicas a partir de los equi-
librios usando los resultados del caṕıtulo dos. En este caso el operador D(ν)
es

D(ν)x = −ν2ẍ− 2νJẋ.

Además, el conjunto de colisión está formado por los puntos donde V es
indefinido Ψ = {a1, ..., an}. Por lo tanto, las trayectorias libres de colisión
son

H2
2π(R2\Ψ) = {x ∈ H2

2π : x(t) 6= aj}
y el operador de bifurcación f : H2

2π(R2\Ψ) × R → L2
2π es

f(x, ν) = D(ν)x+ ∇V (x).

Como la ecuación es autónoma, el operador D(ν) es S1-equivariante con
la acción temporal de ϕ ∈ S1 como ϕx(t) = x(t + ϕ) . El operador f(x) es
S1-ortogonal, pues el generador de la acción temporal es Ax = ẋ y

〈f(x), ẋ〉L2
2π

= (−ν2ẋ2/2 + V (x))|2π
0 = 0.

Observación 3.1 En el caso en que los cuerpos primarios están en un
poĺıgono, el potencial V va a ser además Dn-invariante. El grupo Zn está ge-
nerado por una rotación ζ, entonces la rotación ρ(ζ) conmuta con J y en ese
caso f(x) es Zn × S1-ortogonal. El grupo Dn tiene una reflexión κ, entonces
ρ(κ)J = −Jρ(κ) y en ese caso el operador f es O(2)-equivariante, en donde
la acción de O(2) = S1 ∪ κS1 es

ϕx(t) = x(t+ ϕ) y κx = ρ(κ)x(−t).

Desafortunadamente no existe definición del grado ortogonal para grupos no
abelianos.

3.2. Teorema de bifurcación

La matriz de orden más alto del operador diferencial D(ν) es invertible,
por lo que se satisfacen las hipótesis (2.1). Por lo tanto, podemos realizar
la reducción global (2.3) de la que obtenemos la función de bifurcación. La
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linealización de la función de bifurcación en un equilibrio x0 tiene bloques
M(lν) con

M(λ) = λ2 − 2iλJ +D2V (x0).

La acción de S1 en el bloque M(lν) es ϕx = eiϕlx, por lo que en el bloque
M(ν) el grupo de isotroṕıa G0 es el trivial. De las definiciones (2.6) tenemos
que σ es el signo del determinante de M(0) = D2V (x0). Además n(λ) es el
ı́ndice de Morse de M(λ) y

η(λ) = σ(n(λ− ρ) − n(λ+ ρ)).

De los teoremas de bifurcación global (2.12) y local (2.8) tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2 Si η(ν0) es distinto de cero, en x0 existe una bifurcación global
de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν0.

Si la bifurcación es admisible, por bifurcación global entendemos que la
rama retorna a otros puntos de bifurcación y que la suma de los grados locales
en los puntos de bifurcación es cero. Además, la bifurcación es inadmisible si
la norma o el periodo de la rama van a infinito o si la rama va a colisión.

3.3. Análisis del espectro

A continuación vamos a analizar el espectro del bloque M(ν).

Proposición 3.3 Sean T la traza y D el determinante de D2V (x0), defi-
namos a ν± como

ν± =
(

2 − T/2 ±
√

(2 − T/2)2 −D
)1/2

.

Entonces el determinante detM(ν) se puede anular sólo en los siguientes
casos:

(a) Si D < 0, el determinante detM(ν) se anula sólo en {±ν+} con

η(ν+) = −1.
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(b) Si (2 − T/2)2 > D > 0 y T < 4, entonces el determinante detM(ν) se
anula sólo en {±ν±} con

η(ν+) = 1 y η(ν−) = −sgn(T ).

(c) Si (2 − T/2)2 = D y T < 4, entonces T ∈ [2, 4) y el determinante
detM(ν) se anula sólo en {±ν+} con η(ν+) = 0.

Prueba. Como D2V (x0) es autoadjunta, existe una matriz ortonormal P ∈
SO(2) tal que D2V (x0) = PΛP T con Λ = diag(λ1, λ2). Como JP = PJ ,
entonces

PM(ν)P T = diag(ν2 + λ1, ν
2 + λ2) − 2ν(iJ).

Como T = λ1 + λ2 y D = λ1λ2, entonces el determinante de M es

detM(ν) = ν4 − 2(2 − T/2)ν2 +D.

Por lo tanto, podemos factorizar al determinante como

detM(ν) = (ν2 − ν2
+)(ν2 − ν2

−).

Como los valores propios de M(ν) son continuos, el cambio de ı́ndice de
Morse sólo puede suceder cuando detM(ν) se anula.

En el caso (a) tenemos que D < 0, entonces detM(ν) se anula sólo en
el punto positivo ν+. Como n(0) es el ı́ndice de Morse de D2V (x0), entonces
n(0) = 1. Como los valores propios de M(ν) son positivos para ν grande,
entonces n(∞) = 0. Por lo tanto η(ν+) = σ(1 − 0) con σ = sgn(D) = −1.

En el caso (b) los dos puntos ν+ y ν− son positivos. Como el determinante
detM(ν) es negativo entre ν− y ν+, entonces n(ν) = 1 para ν ∈ (ν−, ν+).
Además, el ı́ndice de Morse en infinito es n(∞) = 0. Como σ = sgn(D) = 1,
entonces η(ν+) = 1 − 0. Como el ı́ndice de Morse de D2V (x0) es n(0) = 2 si
T < 0 y n(0) = 0 si T > 0, entonces

η(ν−) = 2 − 1 si T < 0 y

η(ν−) = 0 − 1 si T > 0.

De lo anterior concluimos que η(ν−) = −sgn(T ).
Si (2 − T/2)2 = D, entonces T = 2 + (T 2 − 4D)/8. Como T 2 − 4D =

(λ1−λ2)
2 es positivo, entonces T ≥ 2. En el caso (c) los dos puntos coinciden

ν+ = ν−. En ese caso σ = 1 y n(∞) = 0. Además T > 0 y D > 0, entonces
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n(0) = 0. Por lo tanto η(ν+) = 0 − 0. �

En otro caso al de los incisos anteriores, el determinante detM(ν) no se
anula nunca, por lo que no puede existir bifurcación.

Observación 3.4 De la observación (2.9) tenemos que el equilibrio x0 es
linealmente estable sólo cuando se satisface la condición (b). En cualquier
otro caso x0 es linealmente inestable.

En general, podemos usar las conclusiones del teorema anterior para una
ecuación con un potencial general, no necesariamente para el potencial del
satélite. Por ejemplo, vamos a usar la proposición anterior para encontrar
bifurcación en el problema de la luna de Hill.

Además, si x0 es un máximo, como D > 0, T < 0 y T 2−4D > 0, entonces

(2 − T/2)2 −D = (4 − 2T ) + (T 2 − 4D)/4 > 0.

Por lo tanto, siempre se satisface la condición (b) para un máximo. Por
lo tanto, un máximo siempre es linealmente estable y tiene bifurcación de
soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν−. Sin embargo, pro-
baremos a continuación que el potencial del satélite no tiene máximos para
α ∈ [1,∞).

Proposición 3.5 En el potencial del satélite para α ∈ [1,∞), la traza T
siempre es positiva y tenemos los siguientes casos:

(a) Si D < 0, en x0 existe una bifurcación global de soluciones periódicas a
partir del periodo 2π/ν+.

(b) Si (2 − T/2)2 > D > 0 y T < 4, en x0 existe bifurcación global de
soluciones periódicas a partir del periodo corto 2π/ν+ y el periodo largo
2π/ν−. Las dos ramas pueden coincidir en el caso de resonancia

(4 − T )D−1/2 ∈ {n+ n−1 : n ∈ N}.

Prueba. Sean x0 = (x, y), aj = (xj, yj) y dj = ‖x0 − aj‖, la matriz de segun-
das derivadas de φ(dj) es

D2φ(dj) =
α+ 1

dα+3
j

(

(x− xj)
2 (x− xj)(y − yj)

(x− xj)(y − yj) (y − yj)
2

)

− 1

dα+1
j

I
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Como el potencial del satélite es

V (x) :=
‖x‖2

2
+

n
∑

j=1

mjφα(‖x− aj‖),

entonces la matriz de segundas derivadas de V es

D2V (x0) = I+
n
∑

j=1

mj

dα+3
j

(

α+(x− xj)
2 − d2

j α+(x− xj)(y − yj)
α+(x− xj)(y − yj) α+(y − yj)

2 − d2
j

)

(3.1)

con α+ = α+ 1. Por lo tanto la traza de D2V es

T = 2 +
n
∑

j=1

mj

α+d
2
j − 2d2

j

dα+3
j

= 2 + (α− 1)
n
∑

j=1

mj

dα+1
j

.

Como α ∈ [1,∞), la traza siempre es positiva.
Existe resonancia entre ν+ y ν− cuando ν+ = nν− para algún n ∈ N. Lo

anterior es equivalente a

(n2 − 1)(2 − T/2) = (1 + n2)
√

(2 − T/2)2 −D.

De la igualdad anterior encontramos que 4n2(2−T/2)2 = (1 +n2)2D. Por lo
tanto existe resonancia cuando n+ n−1 = (4 − T )D−1/2. �

La bifurcación en el caso (a) no puede retornar al equilibrio, por lo que
la bifurcación en el caso (a) es inadmisible o va a un punto de bifurcación de
otro equilibrio.

3.3.1. Potencial de Morse

El potencial del satélite es genéricamente una función de Morse. En ese
caso, vamos a probar que para α ∈ [1,∞) el potencial tiene al menos n puntos
silla.

Proposición 3.6 Si V es una función de Morse, entonces

#puntos silla = (n− 1) + #mı́nimos.

Además, el potencial tiene un mı́nimo global y tiene al menos n puntos silla.
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⊗
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⊗

⊗

bc

bc

− = 1−

Figura 3.1: Los cuerpos están en los puntos •, los puntos silla son ⊗ y los
mı́nimos son ◦.

Prueba. Sea Bρ(a) la bola en R
2 de centro a y radio ρ, definimos a Ω como

Ω = Bρ(0)\ ∪n
i=1 Bρ−1(ai).

Por lo tanto, el gradiente ∇V apunta hacia fuera en ∂Ω si ρ es suficientemente
grande y podemos usar el teorema de Poincaré-Hopf en Ω [Cha91]. Entonces
la caracteŕıstica de Euler χ(Ω) = 1 − n es igual al grado degΩ ∇V . Como la
traza es positiva, el potencial no tiene máximos y

1 − n = χ(Ω) = degΩ ∇V = #mı́nimos − #puntos silla.

Además, sabemos que V (x) ≥ 0 y que V (x) → ∞ cuando x→ {∞, a1, ..., an},
entonces V tiene un mı́nimo global en Ω. Por lo tanto, existen al menos n
puntos silla. �

Por lo tanto, en el problema del satélite cuando el potencial es de Morse,
existen al menos n equilibrios que son puntos silla, cada punto silla tiene una
bifurcación global de soluciones periódicas. En una rama admisible la suma
de los η tiene que ser cero. Como en un punto silla existe una bifurcación con
η = 1 y en un mı́nimo, si existe bifurcación, existe bifurcación con η = 1 y
con η = −1, entonces el número de ramas inadmisibles es mayor al número de
puntos silla. Por lo tanto, al menos n ramas de bifurcación son inadmisibles.

3.3.2. El problema de la luna de Hill

En el problema de la Luna de Hill el potencial es

V (x, y) =
3

2
x2 +

1

d
con d = (x2 + y2)1/2.
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En este caso el potencial es Z2×Z2-invariante con la acción ρ(κ1) = diag(−1, 1)
y ρ(κ2) = diag(1,−1).

Como las derivadas parciales de V son Vx = x(3− d−3) y Vy = −yd−3, en
los equilibrios necesitamos y = 0 y d−3 = 3. Por lo tanto los equilibrios son
x0 = ±3−1/3 y y0 = 0. Como en (3.1) encontramos que

D2V (x0, y0) = 3diag(1, 0) +

(

3

d5
diag(x2

0, 0) − I

d3

)

= 3diag(3,−1)

Por lo tanto, en los equilibrios el determinante es negativo y se satisface la
condición de bifurcación (a) .

Por lo tanto, en el problema de la luna de Hill existen dos equilibrios.
Cada equilibrio tiene una bifurcación global de soluciones periódicas. En este
caso el conjunto de colisión es Ψ = {0}. Como el ı́ndice de la bifurcación
en los dos equilibrios es η = −1, la bifurcación en esos puntos tiene que ser
inadmisible, es decir, que el periodo o la norma de la rama van a infinito
o que la rama va a colisión con cero. En el art́ıculo [MR01] se prueba la
bifurcación global de las ramas anteriores con el grado S1-ortogonal.

3.3.3. El problema restringido de los tres cuerpos

A continuación vamos a analizar el problema restringido de los tres cuer-
pos. Supongamos que dos cuerpos tienen posiciones (aj, 0) con masas mj.
Para µ ∈ (0, 1/2] los dos cuerpos forman un equilibrio relativo si

a1 = 1 − µ con m1 = µ y

a2 = −µ con m2 = 1 − µ.

El potencial del satélite es

V (x) =
1

2
‖x‖2 +

2
∑

j=1

mjφα(‖x− (aj, 0)‖).

En este caso el potencial es Z2-invariante con la acción ρ(κ) = diag(1,−1).
De (3.1) tenemos que la matriz de segundas derivadas es

D2V (x0) = I +
2
∑

j=1

mj

dα+3
j

(

α+(x− aj)
2 − d2

j α+y(x− aj)
α+y(x− aj) α+y

2 − d2
j

)

(3.2)
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bb bc bcbc ⊗ ⊗⊗E1 E2 E3

bc

bc

L1

L2

Figura 3.2: Los dos cuerpos están en los puntos •.

con α+ = α+ 1.

A continuación vamos a probar como lo hizo Lagrange para α = 1 que el
satélite tiene sólo cinco equilibrios.

Proposición 3.7 Existen sólo cinco puntos cŕıticos del potencial .

(a) Los Lagrangianos L1 y L2 que forman un triángulo equilátero con los
cuerpos primarios

L1 = (1/2 − µ,
√

3/2) y L2 = (1/2 − µ,−
√

3/2).

(b) Los Eulerianos E1, E2 y E3 que son colineales con los cuerpos primarios

E1 ∈ (−∞, a2), E2 ∈ (a2, a1) y E3 ∈ (a1,∞).

Prueba. Las distancias son d2
j = (x − aj)

2 + y2. El cambio de coordenadas
de (x, y) a (d1, d2) es localmente invertible en {(x, y) : y 6= 0}, en ese caso
los puntos cŕıticos de V (x, y) son los de V (d1, d2). Como m1 + m2 = 1 y
m1a1 +m2a2 = 0, entonces

‖x‖2 = m1d
2
1 +m2d

2
2 − (m1a

2
1 +m2a

2
2).

De la igualdad anterior podemos probar que Vdj
= mj(dj − 1/dα

j ). Por lo
tanto, en los puntos cŕıticos necesitamos dj = 1. De lo anterior concluimos
que L1 y L2 son los únicos puntos cŕıticos no colineales.

En el caso colineal tenemos que Vy(x, 0) = 0. El potencial como función
de x satisface V (x, 0) ≥ 0 y V (x, 0) → ∞ cuando x→ {±∞, (−µ), (1− µ)}.
Por lo tanto V tiene al menos tres puntos cŕıticos con posiciones E1, E2 y
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E3. En un punto colineal (x, 0) la distancia es d2
j = (x − aj)

2, entonces de
(3.2) tenemos que

D2V (x, 0) = diag(1 + αν2
0 , 1 − ν2

0) con ν2
0 =

2
∑

j=1

mj/d
α+1
j .

Por lo tanto, Vxx es positiva en los puntos colineales y sólo pueden existir
tres puntos cŕıticos colineales. �

Ahora vamos a encontrar bifurcación de soluciones periódicas en los equi-
librios Eulerianos y Lagrangianos .

Proposición 3.8 Los equilibrios Lagrangianos son mı́nimos y los equilibrios
Eulerianos son puntos silla. Además, para α ∈ (0, 3) existe un µ1 ∈ (0, 1/2)
tal que los equilibrios Lagrangianos satisfacen la condición de bifurcación (b)
para µ ∈ (0, µ1), en donde µ1 = 1/2 para α < 15 − 8

√
3.

Prueba. En los puntos Lagrangianos tenemos (x− aj)
2 = d2

j − y2 con dj = 1.
De la matriz de derivadas (3.2) encontramos que

D2V (x0) = I +
2
∑

j=1

mj

(

−α+y
2 + α α+y(x− aj)

α+y(x− aj) α+y
2 − 1

)

.

Como
∑2

j=1mj = 1 y
∑2

j=1mjaj = 0, entonces

D2V (x0) = α+

(

−y2 + 1 xy
xy y2

)

.

Por lo tanto la traza es T = α+. Como en los puntos Lagrangianos tenemos
y2 = 3/4 y x2 = (2µ− 1)2/4 , entonces el determinante es

D = α2
+y

2
(

1 − (x2 + y2)
)

= (3α2
+/4)µ(1 − µ).

La condición de bifurcación (b) se satisface cuando (2− T/2)2 > D y α < 3.
Lo condición anterior es equivalente a µ < µ1 con

µ1 = 1/2 − (α+ 1)−1
√

(α(30 − α) − 33)/12.

Por lo que el punto µ1 es real para α ∈ (15 − 8
√

3, 3). Además, para α <
15 − 8

√
3 no hay restricción sobre µ.
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Del teorema de Poincaré-Hopf tenemos que los puntos silla son iguales
a los mı́nimos mas uno. Como los dos puntos Lagrangianos son mı́nimos,
entonces los tres puntos Eulerianos tienen que ser puntos silla. �

Por lo tanto, en el problema restringido de los tres cuerpos, los tres
equilibrios Eulerianos tienen una bifurcación global de soluciones periódicas.
Además, los dos equilibrios Lagrangianos para µ ∈ (0, µ1) tienen una bifur-
cación global de soluciones periódicas a partir del periodo corto y del periodo
largo para α ∈ (0, 3). Además, tres de las ramas de bifurcación siempre son
inadmisibles. De la observación (3.4) tenemos que sólo los equilibrios Lagran-
gianos Lj son linealmente estables para µ ∈ (0, µ1). En el art́ıculo [MR04]
se prueba la bifurcación global de Lj y Ej con el grado S1-ortogonal para
α = 2.

A continuación vamos a encontrar los puntos resonantes para el caso
α = 2.

Proposición 3.9 En los equilibrios Lagrangianos, para α = 2, tenemos que
ν± ∈ (0, 1) y que los puntos de bifurcación son resonantes para una sucesión
µn → 0 .

Prueba. Para µ < µ1 = (1 −
√

69/9)/2 los puntos ν± son

ν2
± =

(

1 ±
√

1 − 27µ(1 − µ)
)

/2.

Usando que µ ∈ (0, 1) encontramos que ν2
+ ∈ (1/2, 1) y ν2

− ∈ (0, 1/2). Como
ν−(µ) → 0 cuando µ → 0, entonces ν+(µ)/ν−(µ) → ∞ cuando µ → 0. Por
lo tanto existe una sucesión µn → 0 tal que ν+(µn) = nν−(µn). �

Observación 3.10 Para µ = 1/2 el problema es Z2 × S1-ortogonal con la
acción ρ(κ)x = −x. En el punto Euleriano E2 = 0 el grupo de isotroṕıa
es Z2. Además, la acción de (κ, ϕ) ∈ Z2 × S1 en el bloque M(lν) es −eilϕ.
Usando grado Z2 × S1-ortogonal podemos probar que la bifurcación en E2

tiene simetŕıas (κ, π), es decir, que satisface

x(t) = −x(t+ π).
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3.3.4. El equilibrio relativo poligonal

A continuación vamos a analizar al satélite cuando los cuerpos primarios
forman un equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal tiene cuerpos
en los vértices y en el centro de un poĺıgono regular .

En lo sucesivo usaremos el isomorfismo natural entre R
2 y C. Sea ζ =

2π/n, pongamos un cuerpo con masa m0 = mµ en a0 = 0 y para j ∈ {1, .., n}
un cuerpo con masas mj = m en aj = aeijζ .

b

b

b

b

b

a0

an−1

an

a1

a2

Figura 3.3: Equilibrio relativo poligonal.

Proposición 3.11 Las aj forman un equilibrio relativo si aα+1 = m(s+ µ)
con

s =
1

2α

n−1
∑

j=1

1

sinα−1(jζ/2)
.

Prueba. Para a0 tenemos que

n
∑

i=1

a0 − ai

‖a0 − ai‖α+1 = − 1

aα

n
∑

i=1

eiJζ = 0 = a0.

Para aj tenemos que

n
∑

i=1(i6=j)

m
aj − ai

‖aj − ai‖α+1 +m0
aj

‖aj‖α+1 = aj
ms+m0

aα+1
,

en donde s es

s =
n−1
∑

j=1

1 − eijζ

‖1 − eijζ‖α+1 =
1

2α

n−1
∑

j=1

1

sinα−1(jζ/2)
.



40 El satélite

Por lo tanto las aj forman un equilibrio relativo si aα+1 = ms+m0. �

Por lo tanto, el potencial del satélite para el equilibrio poligonal es

V (u) =
1

2
‖u‖2 +

n
∑

j=1

mφα(
∥

∥u− aeijζ
∥

∥) +mµφα(‖u‖)

con aα+1 = m(s+ µ). Podemos adimensionalizar la ecuación del satélite con
el cambio de variables u = ax, en ese caso el potencial es

V (x) =
1

2
‖x‖2 +

n
∑

j=1

1

s+ µ
φα(
∥

∥x− eijζ
∥

∥) +
µ

s+ µ
φα(‖x‖).

A continuación vamos a suponer que n ≥ 3, y dejaremos para el final el
caso n = 2.

Caso n ≥ 3

Para µ = 0, el cero es un punto cŕıtico pues

∇xV (0) =
1

s

n
∑

j=1

eijζ = 0.

Como D2V (0) tiene valores propios reales y D2V (0) es Dn-equivariante, del
lema de Schur tenemos que D2V (0) = λI. De (3.1) encontramos que T =
2 + (α− 1)n/s pues dj = 1. Por lo tanto T = 2λ y D = λ2 con λ > 1. De lo
anterior concluimos que D > (2 − T/2)2.

Por lo tanto, en el satélite con el equilibrio relativo poligonal para n ∈
{3, 4, ...}, el cero es un equilibrio para µ = 0 que no tiene bifurcación de
soluciones periódicas. Además, de la observación (3.4) tenemos que el cero
es un equilibrio inestable.

Para hacer los cálculos más sencillos, vamos a estudiar al potencial V en
coordenadas polares

V (r, ϕ) = r2/2 +
µ

s+ µ
φα(‖r‖) +

n
∑

j=1

1

s+ µ
φα(
∥

∥r − ei(jζ−ϕ)
∥

∥).

Como el cambio de coordenadas x = reiϕ es invertible para r > 0, entonces
x es un punto cŕıtico de V (x) cuando (r, ϕ) es un punto cŕıtico de V (r, ϕ).
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Observación 3.12 De hecho, el potencial V es Dn-invariante con la acción
ρ(ζ)x = eiζx y ρ(κ)x = x̄ . Por lo tanto el operador f(x) es en realidad
G-equivariante con la acción de κ como κx = x̄(−t), en donde G es el grupo
Zn × S1 ∪ κ(Zn × S1).

Como el potencial V es Dn-invariante, el potencial V (ϕ) como función de
ϕ es par y 2π/n-periódico. Por lo tanto los puntos cŕıticos vienen en órbitas
de puntos de Dn. Por lo tanto, para encontrar los punto cŕıticos podemos
tomar a un elemento de la órbita con ϕ ∈ [0, π/n].

A continuación vamos a probar que el potencial tiene tres órbitas de
puntos cŕıticos. Para probar la existencia de los puntos cŕıticos primero pro-
baremos el siguiente lema.

b

b

b

b

⊗

⊗

⊗ bc

bc

bc

⊗

⊗

⊗

r1r2

r3

(a) µ ∈ (0,∞)

b

b

b

⊗

⊗

⊗

bc

bc

bc

bc

⊗

⊗

⊗

r1

r2

r3

(b) µ = 0

Figura 3.4: Ejemplo para n = 3.

Lema 3.13 Para n ≥ 3, la derivada de V (r, ϕ) con respecto a r en eiπ/n es
negativa

Vr(1, π/n) < 0.

Prueba. La derivada de V (r, ϕ) con respecto a r es

Vr(r, ϕ) = r − µ

s+ µ

1

rα
− 1

s+ µ

n
∑

j=1

r − cos(jζ − ϕ)

‖r − ei(jζ−ϕ)‖α+1 .

Por lo tanto

Vr(1, π/n) =
s

s+ µ
− 1

s+ µ

[

n
∑

j=1

1

2α

1

sinα−1(j − 1/2)ζ/2

]

=
s− σ

s+ µ
,
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en donde σ es la suma entre paréntesis. Para concluir el resultado del lema
sólo necesitamos probar que s < σ.

Como sin(π − θ) = sin θ para θ ∈ [0, π], entonces para n ≥ 3 tenemos

2αs =
n−1
∑

j=1

1

sinα−1(jζ/2)
≤ 2

∑

j∈[1,n/2]∩N

1

sinα−1(jζ/2)

con igualdad para n impar. Además tenemos que

2ασ =
n
∑

j=1

1

sinα−1(j − 1/2)ζ/2
≥ 2

∑

j∈[1,n/2]∩N

1

sinα−1(j − 1/2)ζ/2

con igualdad para n par. Como sin(j − 1/2)ζ < sin jζ para j ∈ [1, n/2],
entonces

1

sinα−1(j − 1/2)ζ/2
>

1

sinα−1(jζ/2)

para j ∈ [1, n/2]. De lo anterior concluimos que σ > s. �

Proposición 3.14 Para α ∈ (1, 3) y n ∈ {3, 4, ...} existen tres órbitas de
puntos cŕıticos.

(a) Si µ ∈ (0,∞), existe un punto silla en r1 y uno en r2 con r2 < 1 < r1.
Además, existe un mı́nimo en r3e

iπ/n con r3 > 1.

(b) Si µ = 0, existe un punto silla en r1 y uno en r2e
iπ/n con r2 < 1 < r1.

Además, existe un mı́nimo en r3e
iπ/n con r3 > 1.

Además, para ϕ ∈ [0, π/n) no existen más puntos cŕıticos .

Prueba. Sea β = α − 1, entonces φα(r) = 1/(βrβ). En el apéndice definimos
a S(r, ϕ) como S(r, ϕ) = β

∑n
j=1 φα(

∥

∥r − ei(jζ−ϕ)
∥

∥). Por lo tanto el potencial
es

V (r, ϕ) = r2/2 +
µ

s+ µ
φα(r) +

1

s+ µ

1

β
S(r, ϕ).

En el apéndice probamos que Sϕ(r, ϕ) es el producto de − sin(nϕ) con
una función positiva para β ∈ (0, 2). Por lo tanto, para α ∈ (1, 3) tenemos
que Vϕ(r, ϕ) = − sin(nϕ)ω(r, ϕ) con ω(r, ϕ) una función positiva. Como la
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derivada Vϕ(r, ϕ) se anula sólo si ϕ = kπ/n y en esos puntos Vϕϕ(r, kπ/n) =
−nω(r, ϕ) cos kπ, entonces los puntos cŕıticos de V se encuentran en ϕ ∈
{0, π/n} con

Vϕϕ(r, 0) < 0 y Vϕϕ(r, π/n) > 0.

Por lo anterior los puntos cŕıticos se encuentran en los ceros de Vr(r, ϕ)
para ϕ ∈ {0, π/n}. Primero vamos a probar que todos los puntos cŕıticos en
ϕ = 0 son puntos silla. Como el Laplaciano en coordenadas polares es

Vxx + Vyy = Vrr +
1

r
Vϕ +

1

r2
Vϕϕ,

entonces la traza de D2V en un punto cŕıtico es T = Vrr + r−2Vϕϕ. Hemos
probado que la traza siempre es positiva y que la derivada Vϕϕ(r, 0) es nega-
tiva, entonces Vrr(r, 0) es positiva. Por lo tanto, todos los puntos cŕıticos en
ϕ = 0 satisfacen

Vrr(r, 0) > 0 y Vϕϕ(r, 0) < 0.

Para µ ∈ [0,∞), el potencial V (r, 0) tiende a infinito cuando r → {1,∞}.
Por lo tanto V tiene un punto silla en r1 ∈ (1,∞). Si existe otro punto cŕıtico
r0 en el intervalo (1,∞), entonces Vrr(r0, 0) tiene que ser positivo. Pero como
V (r, 0) es diferenciable en (1,∞), entonces tiene que existir otro punto cŕıtico
entre r1 y r0 con Vrr(r0, 0) ≤ 0, pero eso no puede suceder. Por lo tanto r1
es el único punto cŕıtico en el intervalo (1,∞).

Para µ ∈ (0,∞), el potencial V (r, 0) tiende a infinito cuando r → {1, 0}.
Por lo tanto V tiene un punto silla en r2 ∈ (0, 1). Con un argumento similar
al anterior podemos probar que r2 es el único punto cŕıtico en el intervalo
(0, 1). Además, para µ = 0 vimos que Vr(0, ϕ) = 0 con Vrr(0, ϕ) = λ positivo.
Con un argumento similar al anterior podemos probar que no existen puntos
cŕıticos de V (r, 0) en (0, 1).

Para µ ∈ [0,∞), en el lema anterior probamos que Vr(1, π/n) era negativo.
Como ĺımr→∞ Vr(r, π/n) = +∞, entonces existe un punto cŕıtico r3 ∈ (1,∞)
tal que Vrr(r3, π/n) > 0. Por lo tanto r3e

iπ/n es un mı́nimo de V .
Para µ = 0, hemos probado que Vr(0, ϕ) = 0 con Vrr(0, ϕ) = λ po-

sitivo. Como Vr(1, π/n) es negativo, entonces existe un r2 < 1 tal que
Vr(r2, π/n) = 0 con Vrr(r2, π/n) < 0. Por lo tanto r2e

iπ/n es un punto si-
lla de V . �

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligo-
nal para n ∈ {3, 4, ...}, el satélite tiene dos Zn-órbitas de equilibrios que son
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puntos sillas, cada punto silla tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódica. Además, la bifurcación es inadmisible en al menos una de las órbitas
de puntos sillas. De la observación (3.4) tenemos que los puntos de las dos
órbitas anteriores son inestables. En el art́ıculo [BE04] se prueba la existencia
de los equilibrios anteriores y se hace un análisis completo de la estabilidad.

Para el mı́nimo tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.15 El mı́nimo r3e
iπ/n satisface la condición de bifurcación

(2 − T/2)2 > D para µ suficientemente grande.

Prueba. Denotaremos expĺıcitamente a la dependencia del parámetro µ en
Vr(r, ϕ) como

Vr(re
iπ/n;µ) = r − µ

s+ µ

1

rα
− 1

s+ µ

n
∑

j=1

r − cos(jζ − ϕ)

‖r − ei(jζ−ϕ)‖α+1 .

Usando que Vr(r3e
iπ/n;µ) = 0 podemos probar que r3(µ) → 1 cuando µ →

∞. Por lo tanto el ĺımite de D2V (r3(µ)eiπ/n;µ) cuando µ→ ∞ es la matriz

(α+ 1)

(

(cos π/n)2 cosπ/n sin π/n
cosπ/n sin π/n (sin π/n)2

)

.

De lo anterior concluimos que T (µ) → α + 1 y D(µ) → 0 cuando µ → ∞.
Como α ∈ (1, 3), entonces

(2 − T/2)2 −D → ε > 0

De lo anterior concluimos que (2 − T/2)2 > D en el mı́nimo r3e
iπ/n si µ es

suficientemente grande. �

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n ∈ {3, 4, ...}, el satélite tiene una Zn-órbita de equilibrios que son
mı́nimos. Además, cada mı́nimo para µ grande tiene una bifurcación global
de soluciones periódicas a partir del periodo corto y del periodo largo. De la
observación (3.4) tenemos que los puntos de la órbita r3e

iπ/n son linealmente
estable para µ grande. En [BE04] se prueba que r3e

iπ/n es linealmente estable
para µ grande si n ≥ 7. Nosotros hemos encontrado una prueba sencilla de
los mismos resultados de estabilidad.

Hemos probado que sólo pueden existir más puntos cŕıticos para ϕ = π/n.
A continuación vamos a encontrar más puntos cŕıticos para µ pequeño.
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Proposición 3.16 Para µ suficientemente chico, el potencial tiene un mı́ni-
mo en r4e

iπ/n y un punto silla en r5e
iπ/n con r4 < r5 < 1.

Prueba. Hemos probado que Vr(0, ϕ; 0) = 0 con Vrr(0, ϕ; 0) = λ positivo, en-
tonces existe un r∗ ∈ (0, ε) tal que Vr(r∗, π/n; 0) > 0. Como Vr(r∗, π/n;µ) es
continua en µ, entonces Vr(r∗, π/n;µ) es positivo para µ chica. Por lo tanto,
para µ chica tenemos que Vr(0, π/n) = −∞, Vr(r∗, π/n) > 0 y Vr(1, π/n) < 0.
De lo anterior concluimos que existen dos puntos donde Vr(r, π/n) se anula
con r4 < r5 < 1. Además Vrr(r4, π/n) > 0 y Vrr(r5, π/n) < 0, por lo que
r4e

iπ/n es un mı́nimo y r5e
iπ/n es un punto silla. �

En el art́ıculo [AE04] se encuentran los dos equilibrios anteriores para
ϕ = π/n con µ ∈ (0, ε].

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n ∈ {3, 4, ...}, existen otras dos Zn-órbitas de equilibrios para µ chico,
una es de puntos silla y otra es de mı́nimos. Además, los puntos silla tienen
una bifurcación global de soluciones periódicas.

Caso n = 2

El potencial para n = 2 es

V (reiϕ) =
r2

2
+

µ

µ+ s
ϕα(r) +

1

µ+ s

∑

j∈{±1}
ϕα(
√

r2 + 2jr cosϕ+ 1).

La derivada con respecto a ϕ es Vϕ = −(µ+ s)−1rω(ϕ, r) sinϕ, en donde

ω(ϕ, r) =
(r2 + 2r cosϕ+ 1)(α+1)/2 − (r2 − 2r cosϕ+ 1)(α+1)/2

((r + 1)2 − 4r2 cos2 ϕ)(α+1)/2

Como la función ω(ϕ, r) se anula en ϕ = (k+1/2)π, entonces Vϕ se anula sólo
en ϕ = kπ/2. Además, usando que ω(0) > 0 y ω′(π/2) < 0 podemos ver que
Vϕϕ(r, 0) < 0 y Vϕϕ(r, π/2) > 0. Por lo anterior, para encontrar los puntos
cŕıticos del potencial sólo tenemos que analizar los puntos donde Vr(r, kπ/2)
se anula.

Para ϕ = 0 el potencial V (r, 0) tiende a infinito cuando r → 0, 1,∞,
entonces existen dos puntos cŕıticos r2 ∈ (0, 1) y r1 ∈ (1,∞) que son puntos
silla del potencial. Además, como Vϕϕ(r, 0) < 0 y la traza Vrr + r−2Vϕϕ es
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positiva, entonces Vrr(r, 0) > 0 en los puntos cŕıticos. De lo anterior podemos
probar que esos puntos cŕıticos son únicos para ϕ = 0 .

Para ϕ = π/2 el potencial V (r, π/2) tiende a infinito cuando r → 0,∞,
entonces existe un punto cŕıtico r3 que es un mı́nimo del potencial. A con-
tinuación vamos a probar que r3 es único y que se encuentra en el intervalo
(1,∞). Sea f(r) = −2(r2 + 1)−(α+1)/2, como la derivada con respecto a r es
Vr(r, π/2) = r − µ

s+µ
r−α + r

s+µ
f(r), entonces

(s+ µ)Vr = r(f(r) + s) + µ(r − r−α).

Representemos a la dependencia del potencial en µ como V (r, ϕ;µ). De la
igualdad anterior podemos ver que Vr(r, π/2;µ) < Vr(r, π/2; 0) para r ≤ 1.
Como en el problema de los tres cuerpos encontramos que Vr(r, π/2; 0) < 0
para r ∈ (0,

√
2), entonces Vr(r, π/2;µ) < 0 para r ≤ 1. Además, para r > 1

la segunda derivada es

(s+ µ)Vrr = (rf ′ + f) + s+ µ(1 + αr−(α+1))

con rf ′ + f = 2 (r2α− 1) (r2 + 1)
(α+3)/2

positivo, entonces Vrr(r, π/2) es po-
sitivo para r > 1. Por lo tanto Vr(r, π/2) tiene un solo punto cŕıtico en
r3 ∈ (1,∞).

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n = 2, el satélite tiene sólo dos Z2-órbitas de puntos silla y una Z2-
órbita de mı́nimos. Cada punto silla tiene una bifurcación global de soluciones
periódicas.

3.4. Vórtices

En esta sección analizamos la ecuación de un vórtice casi nulo en la presen-
cia de n vórtices principales. Suponemos que los vórtices principales forman
un equilibrio relativo y que la circulación del vórtice casi nulo es tan pequeña,
que no perturba el movimiento de los vórtices primarios. Este problema es
similar al del satélite y lo vamos a desarrollar sin mucho detalle.

3.4.1. Planteamiento del problema

Vamos a representar la posición del vórtice con circulación Γj por qj(t) ∈
R

2, aqúı los Γj pueden ser negativos. La posición del vórtice con circulación
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pequeña va a ser q0. Las ecuaciones de los vórtices son

ΓjJq̇j = −
n
∑

i=0 (i6=j)

ΓiΓj
qj − qi

‖qj − qi‖2

para j ∈ {0, .., n}. Cambiando al sistema de coordenadas rotantes qj(t) =
eωtJuj(t) tenemos que las ecuaciones de movimiento son

Γj(Ju̇j − ωuj) = −
n
∑

i=0 (i6=j)

ΓiΓj
uj − ui

‖uj − ui‖2 .

Haciendo tender Γ0 a cero obtenemos la ecuación para el vórtice con
circulación pequeña

Ju̇0 − ωu0 = −
n
∑

i=1

Γi
u0 − ui

‖u0 − ui‖2 .

Además, los vórtices principales se desacoplan del vórtice con circulación
pequeña

Γj(Ju̇j − ωuj) = −
n
∑

i=1 (i6=j)

ΓiΓj
uj − ui

‖uj − ui‖2 .

Vamos a suponer que los vórtices principales forman un equilibrio relativo,
es decir, que sus posiciones ai satisfacen

ωaj =
n
∑

i=1 (i6=j)

Γi
aj − ai

‖aj − ai‖2 .

Por lo tanto, la ecuación de movimiento para el vórtice nulo es

Ju̇ = ∇V (u) con

V (u) := ω
‖u‖2

2
−

n
∑

j=1

Γj ln(‖u− aj‖).

Observación 3.17 Para ω 6= 0 el potencial |V (x)| tiende a infinito cuando
x → {a1, ..., an,∞}. Por lo tanto las curvas de nivel de V son acotadas y
cerradas. Las curvas de nivel regulares son inmersiones de curvas compactas
en R

2. Del teorema de la curva de Jordan encontramos que las curvas de nivel
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regulares están formadas de difeomorfismos de ćırculos. Por lo tanto todas
las curvas de nivel regulares son soluciones periódicas. Además, las curvas
de nivel cŕıticas generan separatrices entre los distintos puntos cŕıticos que
determinan la topoloǵıa de las curvas de nivel regulares.

Dado que la ecuación del vórtice es completamente integrable, a con-
tinuación solo nos interesa mostrar como funcionan nuestros resultados de
bifurcación en este problema.

3.4.2. Teorema de bifurcación

Un equilibrio del vórtice es un punto cŕıtico del potencial V . Nos interesa
encontrar soluciones periódicas cerca de los equilibrios. De las definiciones
(2.1) el operador diferencial es D(ν)x = −νJẋ. Las colisiones son los puntos
donde el potencial es indefinido Ψ = {a1, ..., an}. El operador f(x) es

f(x, ν) = D(ν)x+ ∇V (x).

Dado que J es invertible, se satisfacen las hipótesis para la reducción
global de Liapunov-Schmidt (2.1). De la reducción global (2.3) tenemos que
la linealización de la ecuación de bifurcación en x0 tiene bloques M(lν) con

M(λ) = −iλJ +D2V (x0).

De los teoremas de bifurcación global y local obtenemos el siguiente teorema.

Proposición 3.18 Sea D el determinante de D2V (x0), definamos a ν0 como
ν0 =

√
D.

(a) Si D > 0, existe bifurcación global de soluciones periódicas a partir de
2π/ν0 con

η(ν0) = −sgn(ω).

(b) Si D < 0, no existe bifurcación.

Prueba. Sean λ1 y λ2 los valores propios de D2V (x0), entonces existe una
matriz P tal que PM(ν)P T = −iνJ+diag(λ1, λ2). El determinante de M
es detM(ν) = −ν2 + D con D = λ1λ2. Si D > 0, entonces ν0 es el único
punto positivo donde detM(ν) se anula. Como n(0) es el ı́ndice de Morse
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de D2V (x0), entonces n(0) = 0 si T > 0 y n(0) = 2 si T < 0. Además
detM(ν) < 0 para ν grande, entonces n(∞) = 1. Por lo tanto σ = 1 y

η(ν+) = σ[n(0) − n(∞)] = −sgn(T ).

Finalmente, sean x0 = (x, y) y aj = (xj, yj), entonces la matriz de segundas
derivadas es

D2V (x0) = ωI +
n
∑

j=1

Γj

d4
j

[

2

(

(x− xj)
2 (x− xj)(y − yj)

(x− xj)(y − yj) (y − yj)
2

)

− d2
jI

]

.

Por lo tanto la traza de D2V es T = 2ω. �

En el teorema anterior probamos lo que ya sab́ıamos, que cerca de un
mı́nimo o un máximo existen órbitas periódicas . Además, para ω 6= 0 cada
bifurcación es inadmisible, pues todos los ı́ndices son iguales. Lo anterior es
cierto pues en el plano nunca se pueden conectar dos ramas de bifurcación
de soluciones periódicas de dos equilibrios.

3.4.3. Potencial de Morse

Proposición 3.19 Suponiendo que el potencial sea una función de Morse,
entonces para ω 6= 0 tenemos

1 − n = #mı́nimos + #máximos − #puntos silla.

(a) Para ω > 0, el potencial no tiene máximos y tiene al menos n−1 puntos
silla.

(b) Para ω < 0, el potencial no tiene mı́nimos y tiene al menos n−1 puntos
silla.

Prueba. Para ω 6= 0, podemos deducir la igualdad para los puntos cŕıticos
usando el teorema de Poincaré-Hopf. Como la traza de D2V es T = 2ω, en-
tonces el potencial V no tiene máximos si ω > 0 y no tiene mı́nimos si ω < 0.
�

Por lo tanto, en el problema del vórtice para un potencial de Morse, exis-
ten al menos n− 1 equilibrios que son puntos silla.
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3.4.4. El equilibrio relativo poligonal

A continuación vamos a analizar al vórtice en la presencia del equilibrio
relativo poligonal. Sea ζ = 2π/n, vamos a poner un vórtice con circulación
Γ0 = µΓ en a0 = 0 y para j ∈ {1, .., n} a un vórtice con circulación Γj = Γ
en aj = eijζ .

Proposición 3.20 Las posiciones anteriores forman un equilibrio relativo si
ω = Γ(s+ µ) con s = (n− 1)/2.

Prueba. Para a0 tenemos que

n
∑

i=1

a0 − ai

‖a0 − ai‖2 = −
n−1
∑

j=0

eijζ = 0 = −ωa0.

Para aj tenemos que

n
∑

i=1 (i6=j)

Γ
aj − ai

‖aj − ai‖2 + Γ0aj = aj(sΓ + Γ0) = ωaj,

en donde

s =
n−1
∑

j=1

1 − ejiζ

‖1 − ejiζ‖2 =
n−1
∑

j=1

1

2
=
n− 1

2
.

Por lo tanto las aj forman un equilibrio relativo si ω = sΓ + Γ0 . �

Podemos adimensionalizar a Γ con lo cual el potencial es

V (x) := (s+ µ)
‖x‖2

2
−

n
∑

j=1

ln(
∥

∥x− eijζ
∥

∥) − µ ln(‖x‖).

El potencial anterior es similar al que analizamos en el problema del satélite.
Sin embargo, para los vórtices no podemos normalizar a µ ∈ R. Como eijζ son
las ráıces de uno, entonces

∑n
j=1 ln(

∥

∥x− eijζ
∥

∥) = ln ‖xn − 1‖. Por lo tanto

V (x) :=
1

2
(s+ µ) ‖x‖2 − 1

2
ln(‖xn − 1‖2) − µ ln(‖x‖).

Para µ = 0, del lema de Schur tenemos que D2V (0) = λI para n ≥
3, entonces λ = T/2 = s > 0. Por lo tanto r = 0 es un mı́nimo para
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µ = 0. Por lo tanto, en el problema del vórtice casi nulo con el equilibrio
relativo poligonal para n ∈ {3, 4, ...}, el cero es un equilibrio para µ = 0
con una bifurcación global de soluciones periódicas. Para n = 2 tenemos que
D2V (0) =diag(s+ 2, s− 2) con s = 1/2, entonces r = 0 es un punto silla sin
bifurcación.

El cambio a coordenadas polares tiene Jacobiano invertible para r > 0,
entonces los puntos cŕıticos de V (x) son los puntos cŕıticos de V (r, ϕ). En
coordenadas polares tenemos que

V (r, ϕ) := (s+ µ)
r2

2
− 1

2
ln(r2n − 2rn cosnϕ+ 1) − µ ln(r).

A continuación vamos a probar como en el problema del satélite, que
existen tres órbitas de puntos cŕıticos para µ ∈ [0,∞). Además, para µ ∈
(−∞, 0) vamos a probar que los equilibrios son como los de la figura.

b

b

b

b

⊗

⊗

⊗ bc

bc

bc

⊗

⊗

⊗

r1

r2

r3

(a) µ ∈ (−s, 0)

b

b

b

b

⊗

⊗

⊗

r2

(b) µ ∈ (−∞,−s)

Figura 3.5: Ejemplo para n = 3.

Proposición 3.21 Para n ∈ {2, 3, ...}, dependiendo de µ tenemos los si-
guientes casos:

(a) Si µ ∈ (0,∞), existe un punto silla en r1 y uno en r2 con r2 < 1 < r1.
Además, existe un mı́nimo en r3e

iπ/n con r3 > 1.

(b) Si µ ∈ (−s, 0), existe un punto silla en r1 y uno en r2e
iπ/n con r2 < 1 <

r1. Además, existe un mı́nimo en r3e
iπ/n con r3 > 1.

(c) Si µ ∈ (−∞,−s), existe un punto silla en r2e
iπ/n con r2 < 1.
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Además, para µ ∈ (−s,∞) no existen más puntos cŕıticos en [0, π/n) y
para µ ∈ (−∞,−s) no existen más puntos cŕıticos en (0, π/n].

Prueba. La derivada parcial del potencial con respecto a ϕ es

Vϕ = − nrn sinnϕ

r2n − 2rn cosnϕ+ 1
.

Por lo tanto, la derivada Vϕ se anula sólo si ϕ = kπ/n con

Vϕϕ(r, 0) < 0 y Vϕϕ(r, π/n) > 0.

Por lo anterior sólo tenemos que estudiar a Vr para ϕ ∈ {0, π/n}. La derivada
parcial con respecto a r es

Vr = (s+ µ)r − µ

r
− nrn−1 rn − cosnϕ

r2n − 2rn cosnϕ+ 1
.

Por lo tanto los ĺımites de Vr(r, ϕ) para r → {0,∞} son

ĺım
r→0+

Vr(r, ϕ) =







−∞ para µ > 0
0 para µ = 0

+∞ para µ < 0
y ĺım

r→∞
Vr(r, ϕ) =







+∞ para µ+ s > 0
0 para µ+ s = 0

−∞ para µ+ s < 0
.

Para ϕ = 0 tenemos que

Vr(r, 0) = (s+ µ)r − µ

r
− rn−1 n

rn − 1
.

Por lo que Vr(r, 0) → +∞ cuando r → 1− y Vr(r, 0) → −∞ cuando r → 1+.
De los ĺımites anteriores encontramos un punto silla en r2 ∈ (0, 1) para
µ ∈ (0,∞) y un punto silla en r1 ∈ (1,∞) para µ ∈ (−s,∞).

Para ϕ = π/n tenemos que

Vr(r, π/n) = (s+ µ)r − µ

r
− rn−1 n

rn + 1
.

Por lo tanto Vr(1, π/n) = −1/2. Además, para µ = 0 probamos que Vrr(0, ϕ) =
λ es positivo. Por lo tanto, para µ ∈ (−∞, 0] existe un punto silla en
r2e

iπ/n con r2 ∈ (0, 1) y para µ ∈ (−s,∞) existe un mı́nimo en r3e
iπ/n

con r3 ∈ (1,∞).
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En los puntos cŕıticos del potencial tenemos

Vrr + r−2Vϕϕ = Vx1x1 + Vx2x2 = T,

donde T es la traza T = 2ω = 2(s+ µ).

Para µ > −s, tenemos que T > 0. Como Vϕϕ(r, 0) < 0, entonces Vrr(r, 0) >
0 en los puntos cŕıticos. De lo anterior podemos probar que no existen más
puntos cŕıticos en ϕ = 0 para µ ∈ (−s,∞). Además, como Vr(r, π/n) es
continua y Vϕϕ(r, π/n) > 0, los puntos cŕıticos aparecen en pares de puntos
silla y mı́nimos en ϕ = π/n.

Para µ < −s, tenemos que T < 0. Como Vϕϕ(r, π/n) > 0, entonces
Vrr(r, π/n) < 0 en los puntos cŕıticos. De lo anterior podemos probar que no
existen más puntos cŕıticos en ϕ = π/n para µ ∈ (−∞,−s). Además, como
Vr(r, 0) es continua para r 6= 1 y Vϕϕ(r, 0) < 0, los puntos cŕıticos aparecen
en pares de puntos silla y máximos en ϕ = 0. �

Por lo tanto, en el problema del vórtice casi nulo con el equilibrio re-
lativo poligonal para n ∈ {2, 4...}, existe una Zn-órbita de mı́nimos para
µ ∈ (−s,∞), cada mı́nimo tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódicas.

Como el potencial V es Dn-invariante, todas las curvas de nivel tienen
que ser Dn-invariantes. Además, como vimos las curvas de nivel regulares
son homomorfas a ćırculos y las curvas no regulares son separatrices. A con-
tinuación vamos a analizar numéricamente el caso n = 3, en el cual podemos
corroborar las observaciones anteriores.

Para µ ∈ (ε,∞), el valor V (r3e
iπ/3) es el mı́nimo global. Además V (r2) >

V (r1) debido a que r2 está más cerca del vórtice a0 con µ positiva.

Para µ ∈ (−δ, 0], como µ es negativa y pequeña, el valor V (r3e
iπ/3) sigue

siendo el mı́nimo global. Sin embargo, ahora V (r2e
iπ/3) < V (r1) pues r2e

iπ/3

está más cerca de a0 con µ negativa.

Para µ ∈ (−s,−δ), como r2e
iπ/3 es el punto más cercano a0 con µ negati-

va, entonces el valor del mı́nimo local r3e
iπ/3 es más grande que el de r2e

iπ/3.
Por lo que

V (r2e
iπ/3) < V (r3e

iπ/3) < V (r2).

Para µ ∈ (−∞,−s), sólo hay una separatriz correspondiente al valor
V (r2e

iπ/3) y se pueden encontrar expĺıcitamente todas las curvas de nivel.
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(b) µ ∈ (−δ, 0)

Figura 3.6: Ejemplo para n = 3.
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Figura 3.7: Ejemplo para n = 3.

3.5. Comentarios

En este caṕıtulo analizamos el movimiento de un satélite en la presencia de
n cuerpos primarios que forman un equilibrio relativo. Usando grado ortogo-
nal probamos que cada punto silla tiene una bifurcación global de soluciones
periódicas y que cada mı́nimo tiene dos (o no tiene) ramas de bifurcación
global. Nosotros probamos que el potencial del problema no tiene máximos,
que existe al menos un mı́nimo global y que existen al menos n puntos si-
lla, cada punto silla con una bifurcación global de soluciones periódicas. El
resultado general de bifurcación global es la primera aportación de la tesis,
pues no conocemos un resultado general en ese contexto y con esa manera
de abordar el problema.

En particular analizamos la ecuación de un satélite en la presencia de un
equilibrio relativo poligonal. Ese equilibrio poligonal fue usado por Maxwell
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para modelar a Saturno y sus anillos. Nosotros probamos que el potencial
del satélite tiene dos Zn-órbitas de puntos silla y una Zn-órbita de mı́nimos.
Por lo que del teorema de bifurcación obtenemos una bifurcación global de
soluciones periódicas de cada punto silla. También probamos que cada mı́ni-
mo tiene dos ramas de bifurcación de soluciones periódicas cuando la masa
del cuerpo central µ es suficientemente grande. En ese caso los mı́nimos son
equilibrios linealmente estables.

Para encontrar los equilibrios del satélite usamos una representación in-
tegral del art́ıculo [BE03], pero nosotros la probamos directamente en el
apéndice usando integrales de Cauchy. En [BE04] también se hace un estudio
detallado de los equilibrios y su estabilidad lineal, nosotros también recupera-
mos esos mismos resultados. En el art́ıculo [AE04] se analiza numéricamente
a los equilibrios del satélite, su estabilidad lineal y la bifurcación de estos.
Otro análisis interesante de la dinámica global del problema se encuentra
en [Kal08]. Sin embargo, hasta el momento no conocemos una prueba de la
bifurcación global en este problema.

También estudiamos la ecuación de un vórtice casi nulo en la presencia de
vórtices principales en equilibrio relativo. Sin embargo, dado que el problema
en ese caso es completamente integrable, nuestro principal interés radica en
ejemplificar plenamente los resultados generales que hab́ıamos obtenido. De
la misma manera la presentación del problema de la luna de Hill y el pro-
blema de los tres cuerpos teńıa sólo fines ilustrativos, pues los resultados de
bifurcación en esos problemas son bien conocidos desde hace mucho tiempo.
Incluso el resultado de bifurcación global fue probado con grado S1-ortogonal
en [MR01] y [MR04]. Para el problema restringido de los tres cuerpos reco-
mendamos el art́ıculo [DRP+07], en donde se siguen numéricamente a las
ramas globales de bifurcación y sus doblamientos de periodo.



56 El satélite



Caṕıtulo 4

Bifurcación de equilibrios
relativos para cuerpos y
vórtices

En este caṕıtulo encontramos bifurcación de equilibrios relativos a partir
del equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal fue usado primero por
Maxwell para explicar la estabilidad de los anillos de Saturno.

Nosotros analizamos la bifurcación de equilibrios relativos en un potencial
que incluye al problema de los n + 1-cuerpos y al problema de los vórtices
como casos particulares. Para probar la bifurcación de equilibrios relativos
usamos el grado de Brouwer, por lo que los resultados en este caṕıtulo son
independientes de los resultados del grado ortogonal.

4.1. Planteamiento del problema

4.1.1. Los filamentos y vórtices

A continuación vamos a plantear un modelo simplificado para el movi-
miento de n filamentos casi paralelos. Las ecuaciones de n+1 filamentos casi
paralelos son

JΓj∂tqj + Γ2
j∂

2
ssqj +

n
∑

i=0(i6=j)

ΓiΓj

2π

qj − qi

‖qj − qi‖2 = 0,
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donde Γj representa a la circulación y qj(t, s) es la posición del filamento con
la altura s. Recordemos que J siempre es la matriz simplectica.

Deseamos usar la ecuación anterior para modelar a n filamentos con cir-
culación Γ y un filamento con circulación Γ0 = µΓ. Sea µ0 = µ y µj = 1 para
j ∈ {1, ..., n}, entonces la circulación del filamento j es Γj = µjΓ. Podemos
adimensionalizar a Γ y a 2π en las ecuaciones, entonces las ecuaciones de los
filamentos son

Jµj∂tqj + µ2
j∂

2
ssqj = −

n
∑

i=0(i6=j)

µiµj
qj − qi

‖qj − qi‖2 .

A continuación vamos a cambiar a un sistema de coordenadas rotantes,
para eso definamos a u(t) como qj(t) = eωtJuj(t). Como ∂tqj = eωtJ(∂tuj +
ωJu), entonces las ecuaciones en coordenadas rotantes son

µjJ∂tuj + µ2
j∂

2
ssuj = ωµjJuj −

n
∑

i=0(i6=j)

µiµj
uj − ui

‖uj − ui‖2

Ahora vamos a escribir las ecuaciones en forma vectorial. Definamos al
vector de posiciones como u = (u0, u1, ..., un), a la matriz de masas como
µ̄ =diag(µI, I, ..., I) y a la matriz simplectica como J =diag(J, J, ..., J).
Con las definiciones anteriores las ecuaciones en forma vectorial son

µ̄J ut + µ̄2uss = ∇V (u) con

V (u) = ω
1

2

∥

∥µ̄1/2u
∥

∥

2
+
∑

i<j

µiµjφ1(‖uj − ui‖),

en donde φ1 es una función que satisface φ′
1(x) = −1/x.

En las ecuaciones de los vórtices la posición es independiente de la altura,
por lo que las ecuaciones de los vórtices son simplemente µ̄J u̇(t) = ∇V (u).

4.1.2. Los cuerpos

A continuación vamos a usar las ecuaciones de Newton para modelar el
movimiento de n+ 1 cuerpos en el plano. Sea qj(t) la posición del cuerpo j,
las ecuaciones de Newton son

mj q̈j = −
n
∑

i=0 (i6=j)

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖α+1 .
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Vamos a suponer que un cuerpo tiene masa µm y que n cuerpos tienen
masa m. Sea µ0 = µ y µj = 1 para j ∈ {1, .., n}, entonces las masas de los
cuerpos son mj = µjm. Podemos adimensionalizar a m en las ecuaciones de
Newton con lo que tenemos

µj q̈j = −
n
∑

i=0(i6=j)

µiµj
qj − qi

‖qj − qi‖α+1 .

Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a u(t) como qj(t) =
e
√

ωtJuj(t). Como q̈j = e
√

ωtJ(üj +2
√
ωJu̇j −ωuj), entonces las ecuaciones en

coordenadas rotantes son

µjüj + 2
√
ωµjJu̇j = ωuj −

n
∑

i=0(i6=j)

µiµj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1

Sea u = (u0, u1, ..., un) el vector de posiciones, las ecuaciones en forma
vectorial son

µ̄ü+ 2
√
ωµ̄J u̇ = ∇V (u) con

V (u) = ω
1

2

∥

∥µ̄1/2u
∥

∥

2
+
∑

i<j

µiµjφα(‖uj − ui‖),

donde φα es una función tal que φ′
α(x) = −1/xα.

4.1.3. Planteamiento general

En general vamos a estudiar al potencial de la forma

Vα(x) = ω
∥

∥µ̄1/2x
∥

∥

2
+
∑

i<j

µiµjφα(‖xj − xi‖),

en donde φα(x) es una función tal que φ′
α(x) = −1/xα. Particularmente nos

interesa el caso α = 1 para el problema de los vórtices y el caso α = 2 para
el problema de los n + 1-cuerpos. En esos problemas los equilibrio relativo
corresponden a puntos cŕıticos del potencial V .

En lo sucesivo vamos a representar indistintamente a las posiciones en R
2

o en C. Sea ζ = 2π/n, definamos al equilibrio relativo poligonal como

ā = (a0, ..., an)

con a0 = 0 y aj = eijζ para j ∈ {1, ..., n}.
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Figura 4.1: Equilibrio relativo poligonal.

Proposición 4.1 Entonces ā es un punto cŕıtico del potencial V (x) cuando
ω = µ+ s1 con

s1 =
1

2α

n−1
∑

j=1

1

sin(α−1)(jζ/2)
.

Prueba. El gradiente del potencial V con respecto a xj es

∇xj
V (ā) = ωµjaj −

n
∑

i=0 (i6=j)

µiµj
aj − ai

‖aj − ai‖α+1 .

Para j = 0 tenemos que

∇x0V (ā) = µ
n−1
∑

j=0

eijζ = 0.

Además, para j 6= 0 tenemos que

∇xj
V (ā) = ωaj −

n
∑

i=1 (i6=j)

aj − ai

‖aj − ai‖α+1 − µaj = aj (ω − (µ+ s1)) ,

en donde s1 es

s1 =
n−1
∑

j=1

1 − eijζ

‖1 − eijζ‖α+1 =
1

2α

n−1
∑

j=1

1

sin(α−1)(jζ/2)
.

Por lo tanto ā es un equilibrio relativo para la frecuencia de rotación ω =
µ+ s1. �
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Si x0 es un equilibrio relativo, entonces τx0 también es equilibrio con ω
reemplazado por ω/τα+1. De hecho cualquier rotación y homotecia de un
equilibrio relativo también lo es. Nosotros hemos preferido fijar la norma del
equilibrio relativo poligonal y dejar a µ como parámetro.

Nuestro propósito es encontrar bifurcaciones de equilibrios relativos con
simetŕıas. A continuación vamos a definir al grupo de simetŕıas del potencial.

Definición 4.2 Sea Sn el grupo de permutaciones de {1, ..., n} y sea Dn el
grupo generado por las permutaciones ζ(j) = j+1 y κ(j) = n−j. Definamos
la acción de Sn en R

2(n+1) como

ρ(γ)(x0, x1, ..., xn) = (x0, xγ(1), ..., xγ(n)).

Además, definimos la acción de O(2) = S1 ∪ κS1 en R
2(n+1) como

ρ(θ) = e−J θ y ρ(κ) = R,

donde R es la matriz diag(R, ..., R) con R =diag(1,−1).

El potencial V es Sn-invariante debido a que las masas de n cuerpos son
iguales. Además, el potencial V es O(2)-invariante, pues podemos rotar o
reflejar las posiciones de todos los cuerpos. Como el gradiente de un potencial
invariante es equivariante, entonces ∇V es Γ-equivariante con

Γ = Dn ×O(2).

Sea D̃n el grupo generado por (ζ, ζ) y (κ, κ) con ζ = 2π/n ∈ S1. La acción
de (ζ, ζ) y (κ, κ) en R

2(n+1) es

(ζ, ζ)x = ρ(ζ)e−J ζx y (κ, κ)x = ρ(κ)Rx.
Como los elementos (ζ, ζ) y (κ, κ) dejan fijo al equilibrio ā, entonces

Γā = D̃n.

Observación 4.3 El generador de S1 ⊂ Γ es A1x = −J x. De la invarianza
de V tenemos que 〈∇V,A1x〉 = 0. Por lo tanto V es Zn × S1 ortogonal. El
generador del núcleo de D2V (ā) es

A1ā = −J ā = −(0, ieζi, ..., ienζi).

Sin embargo, para probar bifurcación de equilibrios relativos no vamos a usar
el grado ortogonal, sino el grado de Brouwer restringido a un espacio de
puntos fijos de (κ, κ).



62 Bifurcación de equilibrios relativos para cuerpos y vórtices

4.2. Representaciones irreducibles

Antes de pasar a probar el teorema de bifurcación estacionaria, deseamos
encontrar los subespacios de representaciones irreducibles de Γā. La descom-
posición por bloques de D2V (ā) nos va a servir también para analizar la
bifurcación periódica en los caṕıtulos posteriores.

Definimos a Aij como los bloques de D2V (ā) tal que

D2V (ā) = A = (Aij)
n
ij=0.

A continuación vamos a encontrar relaciones de simetŕıas entre las matrices
Aij usando que la matriz D2V (ā) es Γā-equivariante.

Proposición 4.4 Los bloques Aij satisfacen

Aij = e−JζAζ(i)ζ(j)e
Jζ y Aij = RAκ(i)κ(j)R. (4.1)

Prueba. Como la matriz D2V (ā) es D̃n-equivariante, entonces la matriz A
conmuta con ρ(ζ)e−J ζ y

A = ρ(ζ)e−J ζAeJ ζρ(ζ)−1.

En lo sucesivo vamos a usar a [u]i para representar a la coordenada ui ∈ R
2

de u = (u0, ..., un). Usando la notación anterior tenemos que

[ρ(ζ)e−J ζAeJ ζρ(ζ)−1u]i = e−Jζ [AeJ ζρ(ζ)−1u]ζ(i)

= e−Jζ
∑

Aζ(i)j(e
Jζ)uζ−1(j) =

∑

e−JζAζ(i)ζ(j)e
Jζuj.

De las igualdades anteriores encontramos que
∑

j

Aijuj = [Au]i =
∑

e−JζAζ(i)ζ(j)e
Jζuj.

Por lo tanto Aij = e−JζAζ(i)ζ(j)e
Jζ . Usando que A conmuta con ρ(κ)R pode-

mos probar de la misma manera que antes que Aij = RAκ(i)κ(j)R. �

Ahora vamos a encontrar los espacios de representaciones irreducibles de
Γā. Primero definamos a los vectores v1 y vn−1 como

v1 =
1√
2

(

1
i

)

y vn−1 =
1√
2

(

1
−i

)

.
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Definición 4.5 Para k ∈ {2, ..., n− 2, n} definamos a Tk : C
2 → Vk como

Tk(z) = (0, n−1/2e(ikI+J)ζz, ..., n−1/2en(ikI+J)ζz) con

Vk = {(0, e(ikI+J)ζz, ..., en(ikI+J)ζz) : z ∈ C
2}.

Para k ∈ {1, n− 1} definimos a Tk : C
3 → Vk como

Tk(α,w) = (vkα, n
−1/2e(ikI+J)ζw, ..., n−1/2en(ikI+J)ζw) con

Vk = {(vkα, e
(ikI+J)ζw, ..., en(ikI+J)ζw) : w ∈ C

2, α ∈ R}.

En la proposición siguiente vamos a encontrar la acción del grupo Γā = D̃n

en los subespacios Vk. En particular, vamos a ver que los espacios Vk ⊕ Vn−k

son invariantes bajo la acción del grupo Γā = D̃n

Proposición 4.6 La acción de (ζ, ζ) y (κ, κ) en Vk es

(ζ, ζ)Tk(z) = Tk(e
ikζz) y

(κ, κ)Tk(z) = Tn−k(Rz),

donde R representa a la matriz diag(1, 1,−1) para k ∈ {1, n− 1} .

Prueba. Primero vamos a encontrar la acción para k ∈ {2, .., n− 2, n}. Para
j 6= 0 tenemos que

[ρ(ζ)Tk(z)]j = [Tk(z)]ζ(j)

= n−1/2ej(ikI+J)ζ(e(ikI+J)ζz) = [Tk(e
(ikI+J)ζz)]j.

Por lo tanto ρ(ζ)Tk(z) = Tk(e
(ikI+J)ζz). Usando que la acción de ζ ∈ O(2)

es e−ζJTk(z) = Tk(e
−ζJz) concluimos que la acción de (ζ, ζ) es (ζ, ζ)Tk(z) =

Tk(e
ikζz).

Ahora vamos a encontrar la acción para k ∈ {1, n− 1}. Como en el caso
anterior tenemos que

ρ(ζ)Tk(α,w) = Tk(α, e
(ikI+J)ζw).

Además, usando la igualdad e−Jζvk = eikζvk podemos probar que la acción
de ζ ∈ O(2) es

e−ζJTk(α,w) = Tk(e
ikζvkα, e

−Jζw).

Por lo tanto, la acción también es (ζ, ζ)Tk(z) = Tk(e
ikζz) para k ∈ {1, n−1}.
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Sólo nos falta encontrar la acción de (κ, κ). Para k ∈ {2, ..., n − 2, n}
tenemos que

[(κ, κ)Tk(z)]j = [RTk(z)]κ(j) = [Tn−k(Rz)]j,

entonces la acción es (κ, κ)Tk(z) = Tn−k(Rz). Para k ∈ {1, n − 1} usamos
que Rvk = vκ(k) para probar que la acción es igual a la anterior pero con
R =diag(1, 1,−1). �

Sea Z̃n el grupo generado por (ζ, ζ), entonces los Vk son los espacios de
representaciones irreducibles del grupo Z̃n. Como la matriz D2V (ā) es Z̃n-
equivariante, entonces del lema de Schur tenemos que la matriz D2V (ā) es
diagonal por bloques Bk con

D2V (ā)Tk(z) = Tk(Bkz).

Además, la acción de (ζ, ζ) y (κ, κ) en el subespacio Vk ⊕ Vn−k es

(ζ, ζ)(zk, zn−k) = (eikζzk, e
−ikζzn−k) y

(κ, κ)(zk, zn−k) = (Rzn−k, Rzk).

Como D2V (ā) conmuta con la acción de (κ, κ), entonces los bloque Bk deben
satisfacer además que BkR = RBn−k.

A continuación vamos a definir una transformación ortogonal en C
2(n+1)

usando a los isomorfismos Tk como componentes.

Proposición 4.7 Sea z = (z1, ..., zn), la transformación lineal Pz =
∑n

k=1 Tk(zk)
es ortogonal, P ∗ = P−1.

Prueba. Como la matriz ejJζ es una isometŕıa en C
2 y como

∑n−1
j=0 e

ij(k−l)ζ =
nδkl para k, l ∈ {2, ..., n− 2, n}, entonces

〈Tk(zk), Tl(zl)〉 = n−1

n
∑

j=1

eij(k−l)ζ
〈

ejJζzk, e
jJζzl

〉

= n−1

n−1
∑

j=0

eij(k−l)ζ 〈zk, zl〉 = δkl 〈zk, zl〉 .
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De hecho, usando que v1 y vn−1 son ortonormales podemos probar que
〈Tk(zk), Tl(zl)〉 = δkl 〈zk, zl〉 para todo k y l. Por lo tanto P es una trans-
formación ortogonal, pues

〈Pz, Pz〉 =
∑

δkl 〈zk, zl〉 = 〈z, z〉 .

�

Por lo tanto, la matriz D2V (ā) es diagonal por bloques en las nuevas
coordenadas

P−1D2V (ā)P = diag(B1, ..., Bn).

A continuación vamos a encontrar los bloques Bk en términos de las matrices
Aij, recordemos que las matrices Aij representan a los bloques de D2V (ā).

Proposición 4.8 Los bloques Bk satisfacen Bn−k = B̄k con

Bk =
n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζ para k ∈ {2, ..., n− 2, n} y (4.2)

Bk =

(

eT
1A00e1 n1/2(An0vk)

T

n1/2An0vk

∑n
j=1Anje

j(ikI+J)ζ

)

para k ∈ {1, n− 1}. (4.3)

Prueba. Primero vamos a encontrar los bloques Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n}.
Para l 6= 0 tenemos que [ATk(z)]l = n−1/2

∑n
j=1Alje

j(ikI+J)ζz. De las si-

metŕıas (4.1) podemos probar que Alj = elJζAn(j−l)e
−lJζ con l − j modulo

n. Por lo tanto

[ATk(z)]l = n−1/2

n
∑

j=1

el(ik+J)ζAn(j−l)e
(j−l)(ikI+J)ζz.

Reescribiendo la suma anterior encontramos que

[ATk(z)]l = n−1/2el(ik+J)ζ

[

n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζz

]

= [Tk(Bkz)]l.

Como los isomorfismos Tk están definidos en subespacios invariantes Vk, en-
tonces [ATk(z)]0 = [Tk(Bkz)]0. Por lo tanto ATk(z) = Tk(Bkz).
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A continuación vamos a calcular los bloques para k ∈ {1, n − 1}. Para
l 6= 0 tenemos que

[ATk(α,w)]l = (Al0vk)α+ n−1/2

n
∑

j=1

Alje
j(ikI+J)ζw

con α ∈ C y w ∈ C
2. De las simetŕıas (4.1) podemos probar que Al0 =

elJζAn0e
−lJζ , entonces Al0vk = elJζAn0e

−lJζvk. Además, como e−lJζvk =
elikζvk, entonces Al0vk = el(ki+J)ζAn0vk. Usando los cálculos anteriores te-
nemos que

[ATk(α,w)]l = n−1/2el(ikI+J)ζ

[

(

n1/2An0vk

)

α+

(

n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζ

)

w

]

.

(4.4)
Para l = 0 tenemos que [ATk(z)]0 = (A00vk)α + n−1/2Dkw con Dk =

∑n
j=1A0je

j(ikI+J)ζ . De las simetŕıas (4.1) podemos probar que A00 = cI.

Como vkv̄
T
k = 1, entonces

[ATk(α,w)]0 = vk

[(

eT
1A00e1

)

α+ n−1/2(v̄T
k Dk)w

]

. (4.5)

De los cálculos (4.4) y (4.5) concluimos que D2V (ā)Tk(α,w) = Tk(Bk(α,w))
con

Bk =

(

eT
1A00e1 n−1/2(v̄T

k Dk)
n1/2An0vk

∑n
j=1Anje

j(ikI+J)ζ

)

.

Pero como la transformación P es ortonormal y A es simétrica, entonces Bk

tiene que ser simétrica y (v̄T
k Dk)

T
= nAn0vk.

En la prueba usamos que Vk es invariante para probar que [ATk(z)]0 =
[Tk(Bkz)]0 cuando k ∈ {2, ..., n − 2, n} y también usamos que la transfor-

mación P es ortogonal para probar que nAn0vk = (v̄T
k Dk)

T
= DT

k vk cuando
k ∈ {1, n− 1}. De hecho, podemos probar las igualdades anteriores directa-
mente .

Para probar que [ATk(z)]0 = [Tk(Bkz)]0 veamos que [Tk(Bkz)]0 = 0 y que

[ATk(z)]0 = n−1/2

n
∑

j=1

A0je
j(ikI+J)ζz.

De las simetŕıas (4.1) podemos ver queA0j = ejJζA0ne
−jJζ , entonces [ATk(z)]0 =

n−1/2CkA0nz con

Ck =
n
∑

j=1

ej(ik+J)ζ .
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Además, podemos probar que Ck = 0 para k ∈ {2, ..., n− 2, n}. Por lo tanto
[ATkz]0 = 0.

Para probar que nAn0vk = DT
k vk veamos que [ATk(z)]0 = n−1/2Dkz con

Dk = CkA0n . Podemos probar que C1 = C̄n−1 = n
2
(I + iJ) usando que

ej(i+J)ζ = I cos2 jζ +
1

2
(J + i) sin 2jζ + (iJ) sin2 jζ.

Además, como AT
0n = An0 y la matriz Ck es simétrica, entonces DT

k = An0Ck.
Por lo tanto DT

k vk = An0Ckvk = nAn0vk, pues Ckvk = nvk. �

En los cálculos anteriores hemos usado sólo las simetŕıas de D2V (ā), lo
anterior nos va a servir para abordar problemas con simetŕıas similares como
va a ser la latiz nolineal de Schrödinger.

Nuestro cambio de variables se realizó en coordenadas complejas. A con-
tinuación vamos a encontrar a la matriz P−1D2V (ā)P para las coordenadas
reales.

Proposición 4.9 Si la matriz D2V (ā) está definida en el subespacio R
2(n+1),

entonces la matriz P−1D2V (ā)P está definida en el subespacio W = C
3 ×

C
2 × ...× R

2 × R
2 con

P−1D2V (ā)P = diag
(

B1, B2, ..., Bn/2, Bn

)

Además, en el bloque Bk la acción es

(ζ, ζ)z = eikζz y (κ, κ)z = Rz̄,

donde la matriz R es diag(1, 1,−1) en el bloque B1.

Prueba. Primero vamos a identificar al subespacio W = {z : Pz ∈ R
2(n+1)}.

Si Pz es real, entonces

n
∑

k=1

Tk(zk) = Pz = Pz =
n
∑

k=1

Tn−k(z̄k).

Por lo tanto, el subespacio W es el conjunto de (z1, ..., zn) tal que zn−k = z̄k.
Recordemos que la acción de (κ, κ) en zk es (κ, κ)zk = Rzn−k.

Para k ∈ {n/2, n} tenemos que zk = zn−k = z̄k ∈ R
2, entonces la acción

de (κ, κ) es (κ, κ)zk = Rzk. En estos casos los bloques Bn/2 y Bn están
definidos en espacios reales y la acción es real.
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Para k /∈ {n/2, n} necesitamos hacer el isomorfismo T (zk) = (zk, zn−k)
con zn−k = z̄k. La acción de (κ, κ) es

(κ, κ)T (zk) = (Rz̄k, Rzk) = T (Rz̄k).

Usando que la acción de (ζ, ζ) es (ζ, ζ)zk = eikζzk podemos probar que

(ζ, ζ)T (zk) = T (eikζzk).

Finalmente, podemos usar la igualdad Bn−k = B̄k para probar que

(Bk, Bn−k)T (zk) = T (Bkzk).

�

4.3. Teorema de bifurcación

En esta sección vamos a encontrar condiciones necesarias para la bifurca-
ción de equilibrios relativos de ā. Para lo anterior vamos a necesitar hacer el
cambio de variables P directamente en el potencial.

Definimos a VP : W → R como VP (x) = V (Px). El potencial VP es
Γ-invariante y el gradiente ∇VP es Γ-equivariante con la acción ρP (γ) =
P−1ρ(γ)P . Además, el equilibrio relativo x0 = P−1ā es siempre un cero de
∇VP .

Para cada h que divide a n, definimos al grupo D̃h como el grupo generado
por (n/h)(ζ, ζ) y (κ, κ). Los D̃h son los subgrupos del grupo de isotroṕıa de
Γā = D̃n. Definamos a la función fh(x) como ∇VP (x) restringido al espacio
de puntos fijos de D̃h,

fh(x) = ∇VP (x)|
W D̃h

: W D̃h → W D̃h .

El equilibrio x0 = P−1ā se encuentra en W D̃h para todo h que divide a n,
entonces x0 es un cero de fh(x). Los ceros de fh(x) son los equilibrios relativos
con simetŕıas D̃h. Para probar bifurcación de x0 calcularemos primero el signo
del determinante de f ′

h(x0).



4.3 Teorema de bifurcación 69

Proposición 4.10 Definamos a σk como

σk = sgn(eT
1Bke1) para k ∈ {n, n/2} y

σk = sgn(detBk) para k ∈ [1, n/2) ∩ N.

Entonces

sgn (det f ′
h(x0)) = n(µ) = σn

∏

j∈[1,n/2]∩Nh

σj.

Prueba. La acción de (ζ, ζ) en la coordenada zk es eikζzk, por lo que la acción
de (n/h)(ζ, ζ) en zk es trivial cuando zk = eik(2π/h)zk. Lo anterior sucede sólo
para zk con k ∈ hN. Además, la acción de (κ, κ) en la coordenada zk es trivial

cuando zk = Rz̄k. Por lo tanto z ∈W D̃h si

z = (zh, z2h, ..., zn) con zk = Rz̄k.

La matriz D2VP (x0) en el espacio W D̃h es de la forma

diag(Dh, D2h, ..., Dn).

Para k ∈ {n, n/2} tenemos que zh ∈ R×{0}, entoncesDk = eT
1Bke1. Para k /∈

{1, n/2, n} tenemos que zh ∈ R×iR, entoncesDk = T ∗BkT con T =diag(1, i)
el isomorfismo natural entre R

2 y R × iR. Para k = 1 tenemos que zh ∈
R

2 × iR, entonces Dk = T ∗BkT con T =diag(1, 1, i) el isomorfismo natural
entre R

3 y R
2 × iR. Por lo tanto sgn(detDk) = σk y

sgn(det f ′
p(x0)) = sgn



detDn

∏

j∈[1,n/2]∩Nh

detDj



 = n(µ).

�

Observación 4.11 Si no restringimos el mapeo fh al espacio de puntos fijos
de (κ, κ), entonces σk = sgn(detBk)

2. El grado ortogonal está definido sólo
para grupos abelianos, por lo que tenemos que ignorar la reflexión (κ, κ) si
queremos usar grado ortogonal. Sin embargo, en ese caso no podemos encon-
trar bifurcación debido a que los σk no cambian de signo.
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4.3.1. Bifurcación local

A continuación vamos a usar el grado de Brouwer en la función fh para
encontrar bifurcación de equilibrios relativos con simetŕıas D̃h, sin embargo,
la información sobre la bifurcación global con este tipo de pruebas es menos
lograda que la que podŕıamos obtener con el grado ortogonal.

Definamos a la función f de B2ε ×B2ρ en R ×W como

f(x, µ) = (‖x− x0‖ − ε, fh(x, µ)) con

B2ε ×B2ρ = {(x, µ) ∈ W D̃h × R : ‖x− x0‖ ≤ 2ε, |µ− µ0| ≤ 2ρ}.

Teorema 4.12 El grado de Brouwer de f(x, µ) está bien definido con

deg(f ;B2ε ×B2ρ) = ηh(µ0) = nh(µ0 − ρ) − nh(µ0 + ρ).

Si ηh(µ0) 6= 0, entonces existe bifurcación local a partir de (x0, µ0) con si-
metŕıas D̃h.

Prueba. La prueba es similar a la prueba de bifurcación periódica del caṕıtulo
dos. La prueba consiste en deformar a la función ‖x− x0‖−ε en ρ−‖µ− µ0‖
y a la función fh(x) en f ′

h(x0). Después se usa la propiedad de escisión para
probar que

deg(f(µ);B2ρ ×B2ε) = deg(f ′
h(µ0 − ρ)x;B2ε) − deg(f ′

h(µ0 + ρ)x;B2ε).

Como deg(f ′
h(µ);B2ε) = nh(µ), concluimos que deg(f ;B2ρ ×B2ε) = ηh(µ0).

Si ηh(µ0) 6= 0, entonces para ε pequeño existe un (xε, µε) con xε ⊂ W D̃h

tal que fh(xε, µε) = 0 y d(xε, x0) = ε. Si hacemos tender ε a cero, de la
compacidad obtenemos una subsucesión εk → 0 tal que µεk

→ µ1. De la
continuidad concluimos que µ1 = µ0. �

La siguiente proposición la vamos a usar cuando sólo un σk cambia de
signo .

Proposición 4.13 Para cada k ∈ {1, ..., [n/2], n}, sea h el máximo común
divisor de k y n. Si σk(µ) cambia de signo en µ0 y σj(µ0) 6= 0 para las demás
j ∈ [1, n/2] ∩ (Nh), entonces existe una bifurcación con simetŕıas exactas
D̃h. Por simetŕıas exactas entendemos que la bifurcación local se encuentra
en W D̃h\ ∪D̃h⊂H WH .
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Prueba. Deseamos encontrar el mayor número de simetŕıas de la bifurcación.
Lo anterior se logra usando el mapeo fh con h el máximo común divisor de
k y n. Por hipótesis el producto

σn

∏

j∈[1,n/2]∩Nh (j 6=k)

σj(µ0) 6= 0,

entonces ηh(µ0) = ±2. Por lo tanto existe bifurcación en el espacio de puntos
fijos de D̃h.

Sea D̃p un grupo tal que D̃h ⊂ D̃p, entonces h divide a p. Pero como p
no divide k, entonces

sgn(det f ′
p(x0)) = σn

∏

j∈[1,n/2]∩Np

σj 6= 0.

Por lo tanto f ′
p(x0) es invertible. Del teorema de la función impĺıcita podemos

probar que no existen soluciones en W D̃p cercanas a (x0, µ0). Por lo tanto la

bifurcación local no está en W D̃p . �

4.3.2. Bifurcación global

A continuación vamos a probar que la bifurcación de equilibrios relativos
es global.

Definimos el conjunto de soluciones triviales T como T = {(Γx0, µ) :
µ ∈ R} con x0 = P−1ā. Sea S el conjunto de ceros de fh(x, µ), definimos a
G = S\T como el conjunto de soluciones no triviales. A Ḡ\G ⊂ T le decimos
el conjunto de bifurcación y a (x0, µ0) ∈ Ḡ\G un punto de bifurcación.

Sea C ⊂ Ḡ la componente conexa de un punto de bifurcación (x0, µ0). El
conjunto C ∩ T es el conjunto de puntos de bifurcación de la rama C.

Definamos al conjunto de colisión como

Ψ = {x ∈ R
2(n+1) : xi = xj (i 6= j)}.

Además, definamos al conjunto Λρ como Λρ = {‖µ‖ < ρ} y al conjunto Ωρ

como
Ωρ = {x ∈ R

2(n+1) : ‖x‖ < ρ, ρ−1 < d(x,Ψ)}.
Para ρ grande, el conjunto Ωρ es una bola grande menos unas vecindades
pequeñas alrededor de hiperplanos de codimensión 2, por lo que el conjunto
Ωρ es conexo.
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Decimos que C es admisible si está contenida en algún Ωρ ×Λρ. Además,
la componente C es inadmisible cuando (a) el parámetro µ va a infinito, (b)
la norma de la rama va a infinito o (c) la rama va a un punto de colisión.

Teorema 4.14 Si la componente conexa C de un punto de bifurcación (x0, µ0)
es admisible y el conjunto C∩T es aislado, entonces C retorna a otro puntos
de bifurcación {(x1, µ1), ..., (xr, µr)} y

ηh(x0, µ0) + ...+ ηh(xr, µr) = 0.

Prueba. Si C es admisible, entonces C está contenida en el interior de Ωρ para
ρ suficientemente grande. Podemos construir un conjunto Ω̄ ⊂ Ωρ×Λρ tal que
∂Ω̄∩C = φ y que fh(x, µ) se anula en ∂Ω̄ sólo para x ∈ T . Como fh(x, µ) no
se anula en ∂Ω a menos que x ∈ T , entonces el grado deg(d(x, T ) − ε, fh; Ω)
está bien definido para ε positivo. Como Ω es acotado, podemos tomar ε
grande para que el grado sea cero.

Por hipótesis C ∩ T consta de puntos aislados. Si tomamos ε pequeño,
los puntos que satisfacen d(x, T ) = ε y fh(x, µ) = 0 en Ω se encuentran en
la unión finita y disjunta de B2ε(x0) × B2ρ(µ0) para (x0, µ0) ∈ C ∩ T . De la
propiedad de escisión concluimos que

0 = deg⊥(d(x, T ) − ε, fh; Ω) =
∑

(x0,µ0)∈C∩T

deg(‖x− x0‖ − ε, fh;B2ε ×B2ρ).

Del cálculo que teńıamos para los grados locales obtenemos que
∑r

j=0 ηh(xj, µj) =
0. �

4.4. Simetŕıas

Las simetŕıas de D̃h son simplemente equilibrios formados por n/h poĺıgo-
nos regulares de h lados con una reflexión. Para describir detalladamente las
simetŕıas de D̃h vamos a necesitar las siguientes definiciones.

Definición 4.15 Definimos a un h-poĺıgono como

{reiϕek(2πi/h) : k = 1, ..., h}. (4.6)

Definimos a un 2h-poĺıgonos como

{re±iϕek(2πi/h)z : k = 1, ..., h}. (4.7)
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Con las definiciones anteriores podemos describir completamente las si-
metŕıas de D̃h.

Proposición 4.16 En un equilibrio relativo con simetŕıas D̃h, el cuerpo cen-
tral está en el eje real si h = 1 y en el centro si h > 1. Para los cuerpos con
masas iguales tenemos lo siguiente:

(a) Si n/h es impar. El equilibrio relativo tiene un h-poĺıgono (4.6) con ϕ =
0 y los cuerpos restantes forman 2h-poĺıgonos (4.7)con ϕ ∈ (0, π/h).

(b) Si n/h es par. El equilibrio relativo tiene dos h-poĺıgonos (4.6) uno con
ϕ = 0 y otro con ϕ = π/h. Además, los cuerpos restantes forman
2h-poĺıgonos (4.7)con ϕ ∈ (0, π/h).

Prueba. Para el cuerpo central tenemos que x0 = (κ, κ)x0 = x̄0, entonces
x0 ∈ R. Además, como x0 = (n/h)(ζ, ζ)x0 = e−i2π/hx0, entonces x0 = 0 para
h > 1.

Para los cuerpos restantes usamos la notación xj = xj+kn. Con la notación
anterior, las simetŕıas son

(a) xj = (n/h)(ζ, ζ)xj = e−i(2π/h)xj+n/h y (b) xj = (κ, κ)xj = x̄−j.

Debido a (a) las posiciones de todos los cuerpos están determinadas por las
de los cuerpos j ∈ N∩(−n/2h, n/2h] . Además, debido a (b) las posiciones de
los cuerpos j ∈ N∩(−n/2h, n/2h] están determinadas por las de los cuerpos
j ∈ N∩[0, (n/2h)] .

De (a) encontramos un h-poĺıgono para j ∈ {0, (n/2h)}, además de (b)
tenemos que x0 ∈ R para j = 0 y que xn/2h ∈ eiπ/h

R para j = n/2h. Además,
de (a) y (b) tenemos un 2h-poĺıgono para cada j ∈ N∩(0, (n/2h)) y en ese
caso podemos escoger a la xj = eiϕr con ϕ ∈ (0, π/h), pues un 2h-poĺıgono
tiene colisión para ϕ ∈ {0, π/h}. �

Los equilibrios relativos con simetŕıas D̃n son las homotecias del equilibrio
relativo poligonal, pues probamos que ā es único con ω = µ + s1 para µ /∈
{0,−s1}.

El grupo D̃1 es el grupo generado por (κ, κ) y siempre es un subgrupo de
D̃n. En las simetŕıas de D̃1 el cuerpo central permanece en el eje real y los
otros cuerpos satisfacen lo siguiente:
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b

b

b

b

(a) Para n = 3.

b

b

b

b

b

b

(b) Para n = 5.

Figura 4.2: Simetŕıas del grupo D̃1.

Si n es impar. Un cuerpo se encuentra en el eje real, los cuerpos restantes
forman pares simétricos con respecto al eje real, ejemplos n = 3 y n = 5.

Si n es par. Dos cuerpos se encuentran en el eje real y no tienen ninguna
relación de simetŕıa, los cuerpos restantes forman pares simétricos con
respecto al eje real, ejemplos n = 4 y n = 6.

b

b

b

b

b

(a) Simetŕıas de D̃1.

b

b

b

b

b

(b) Simetŕıas de D̃2.

Figura 4.3: Para n = 4.

El grupo D̃2 es simplemente el generado por (π, π) y (κ, κ) y es un subgru-
po de D̃n cuando n es par. En las simetŕıas de D̃2 el cuerpo central permanece
en el origen y los otros cuerpos satisfacen lo siguiente:

Si n/2 es impar. Dos cuerpos se encuentran en el eje real con posiciones
simétricas respecto al eje imaginario. Además, los cuerpos restantes
forma cuádruplas simétricas respecto a los dos ejes, ejemplo n = 6.
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Si n/2 es par. Dos cuerpos se encuentran en el eje real con posiciones simétri-
cas respecto al eje imaginario y otros dos cuerpos se encuentran en el
eje imaginario con posiciones simétricas respecto al eje real. Además,
los cuerpos restantes forman cuádruplas simétricas respecto a los dos
ejes, ejemplo n = 4.

b

b

b

b

b

b

b

(a) Simetŕıas de D̃1.

b

bb

b

b b

b

(b) Simetŕıas de D̃2.

b

b

b

b

b

b

b

(c) Simetŕıas de D̃3.

Figura 4.4: Para n = 6.

Nuestro último ejemplo es el subgrupo D̃3 de D̃6, en ese caso tenemos que
n/h = 2. Por lo tanto, el cuerpo central permanece en el centro y los otros
cuerpos forman dos 3-poĺıgonos que no guardan relación entre ellos, uno con
ϕ = 0 y el otro con ϕ = π/3.

4.5. Análisis del espectro n ≥ 3

En esta sección vamos a analizar los puntos de bifurcación, para lo que
necesitamos calcular las matrices Aij.

Proposición 4.17 Sean α+ = (α + 1)/2 y α− = (α − 1)/2, entonces para
n ≥ 3 tenemos que

A00 = µ (s1 + µ+ α−n) I,

An0 = −µ(α−I + α+R) y

Ann = (s1 + µ)I −
n−1
∑

j=0

Anj.
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Además, para j ∈ {1, ..., n− 1} tenemos que

Anj =
1

(2 sin(jζ/2))α+1

(

−α−I + α+e
jJζR

)

.

Prueba. Recordemos que el potencial V es

V (x) = (µ+ s1)
∥

∥µ̄1/2x
∥

∥

2
+
∑

i<j

µiµjφα(‖xj − xi‖).

Notemos que ∇xi
φ(‖xi − xj‖) = −∇xj

φ(‖xi − xj‖), entonces para i 6= j
tenemos

Aij = µiµjDxj
∇xi

φ(‖ai − aj‖) = −µiµjD
2
xi
φ(‖ai − aj‖).

Para Aii tenemos que

Aii = (s1 + µ)µiI +
∑

j 6=i

µiµjD
2
xi
φ(‖ai − aj‖) = (s1 + µ)µiI −

∑

j 6=i

Aij.

Sea aj = (xj, yj) y dij = ‖(xi, yi) − (xj, yj)‖, la matriz de segundas deri-
vadas de φα(dij) es

D2φα(dij) =
α+ 1

dα+3
ij

(

(xi − xj)
2 (xi − xj)(yi − yj)

(xi − xj)(yi − yj) (yi − yj)
2

)

− 1

dα+1
ij

I.

La distancia de a0 = (0, 0) a an = (1, 0) es dn0 = 1, entonces

An0 = −µ
(

α 0
0 −1

)

= −µ(α−I + α+R).

Como
∑n

j=1 e
2jJζ = 0 para ζ 6= π, entonces

−
n
∑

j=1

A0j = µ
n
∑

j=1

ejJζ(α−I + α+R)e−jJζ = µnα−.

Por lo tanto

A00 = (s1 + µ)µI −
n
∑

j=1

A0j = µ (s1 + µ+ α−n) I.
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Sólo nos falta calcular Anj para j ∈ {1, ..., n − 1}. Como an = (1, 0) y
aj = (cos jζ, sin jζ), entonces la distancia es

d2
nj = (1 − cos jζ)2 + sin2 jζ = 4 sin2(jζ/2).

Usando lo anterior encontramos que

Anj = −α+ 1

dα+3
nj

(

(1 − cos jζ)2 −(1 − cos jζ) sin jζ
−(1 − cos jζ) sin jζ (sin jζ)2

)

+
1

dα+1
nj

I.

Como sin2 jζ = (1 − cos jζ)(1 + cos jζ) y d2
nj = 2(1 − cos jζ), entonces

Anj =
1

dα+1
nj

(

I − α+ 1

2

(

1 − cos jζ − sin jζ
− sin jζ 1 + cos jζ

))

.

De dnj = 2 sin(jζ/2) concluimos que

Anj =
1

(2 sin(jζ/2))α+1

(

1 − α

2
I +

α+ 1

2
ejJζR

)

.

�

A continuación vamos a encontrar a los bloques Bk expĺıcitamente.

Proposición 4.18 Definamos a sk, αk, βk y γk como

sk =
1

2α

n−1
∑

j=1

sin2(kjζ/2)

sinα+1(jζ/2)
,

αk =
α−
2

(sk+1 + sk−1), βk = α+(sk − s1) y γk =
α−
2

(sk+1 − sk−1).

Para k ∈ {2, ..., n− 2, n}, los bloques Bk son

Bk = α+µ(I +R) + (s1 + αk)I − βkR− γkiJ .

Además, Bn−1 = B̄1 y

B1 =







µ (s1 + µ+ nα−) −
(

n
2

)1/2
µα −

(

n
2

)1/2
µi

−
(

n
2

)1/2
µα s1 + α1 + (α+ 1)µ α1i

(

n
2

)1/2
µi −α1i s1 + α1






.
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Prueba. De la definición de Bk y Ann tenemos que

Bk = (s1 + µ)I − An0 +
n−1
∑

j=1

Anj(e
j(ikI+J)ζ − I).

Del cálculo de An0 encontramos que Bk = α+µ(I +R) + s1I +Dk con

Dk =
n−1
∑

j=1

Anj(e
j(ikI+J)ζ − I).

Primero vamos a realizar algunos cálculos en Dk. De Anj podemos ver
que Dk es

Dk =
n−1
∑

j=1

(

−α−I + α+e
jJζR

)

(ej(ikI+J)ζ − I)

(2 sin(jζ/2))α+1 .

El coeficiente de la suma anterior es

(

−α−I + α+e
jJζR

)

(ej(ikI+J)ζ −I) = α−(I−ej(ikI+J)ζ)−α+R
(

e−Jjζ − eijkζ
)

.

Podemos cancelar términos entre j y n − j de la suma en Dk usando las
siguientes igualdades

e−jJζ + ejJζ = 2I cos jζ y

ej(ikI+J)ζ + e−j(ikI+J)ζ = 2 [I cos jkζ cos jζ + iJ sin jkζ sin jζ] .

Entonces la matriz Dk es

n−1
∑

j=1

α−(I[1 − cos kjζ cos jζ] − iJ [sin jkζ sin jζ]) − α+R[cos jζ − cos jkζ]

(2 sin(jζ/2))α+1 .

Por lo tanto Dk = αkI − βkR− γkiJ con

αk = α−
∑ 1 − cos kjζ cos jζ

(2 sin(jζ/2))α+1 ,

βk = α+

∑ cos jζ − cos jkζ

(2 sin(jζ/2))α+1 ,

γk = α−
∑ sin jkζ sin jζ

(2 sin(jζ/2))α+1 .
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Concluimos el resultado para αk, βk y γk de que

αk + γk = α−
∑ 1 − cos((k + 1)jζ)

(2 sin(jζ/2))α+1 = α−sk+1,

αk − γk = α−
∑ 1 − cos((k − 1)jζ)

(2 sin(jζ/2))α+1 = α−sk−1,

βk = α+

∑

2
sin2(jkζ/2) − sin2(jζ/2)

(2 sin(jζ/2))α+1 = α+(sk − s1).

A continuación vamos a calcular a B1. Como antes tenemos que

n
∑

j=1

Anje
j(iI+J)ζ = α+(I +R)µ+ (s1 + α1)I − β1R− γ1iJ ,

pero en este caso β1 = 0 y α1 = γ1, entonces

n
∑

j=1

Anje
j(iI+J)ζ =

(

s1 + α1 + 2α+µ α1i
−α1i s1 + α1

)

.

Además, como Rv1 = v̄1, entonces

n1/2A0nv1 = −n1/2µ(α−v1 + α+v̄1) = µ
(n

2

)1/2
(

−α
i

)

.

De los cálculos anteriores concluimos el resultado para la matriz B1. Además,
del resultado para B1 podemos probar que Bn−1 = RB1R = B̄1. �

A continuación vamos a encontrar los puntos de bifurcación para el po-
tencial general.

Proposición 4.19 Para k ∈ {2, ..., [n/2]} sean

ak = (s1 + αk)
2 − γ2

k − β2
k y bk = (α+ 1) (s1 + αk + βk),

entonces los signos σk son

σk(µ) = sgn(µ− µk) con µk = −ak/bk.

Además σn(µ) = sgn(µ + s1) y σ1(µ) = sgn(b1µ(µ + s1)(µ − µ1)) con µ1 =
−a1/b1, en donde

a1 = (s1 + 2α1) (2s1 + nα− n) y b1 = (α+ 1) (2s1 + 2α1 − n) .
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Prueba. Para k /∈ {1, n/2, n} el determinante de Bk es

detBk = (α+µ+ (s1 + αk))
2 − γ2

k − (α+µ− βk)
2 = bkµ+ ak.

Usando las definiciones de αk y βk tenemos que

s1 + αk + βk = sk + (α−/2) (sk+1 + 2sk + sk−1 − 2s1) .

En el apéndice probamos que sk+1 +2sk +sk−1 > 2s1, entonces bk es positivo.
Además, para k = n/2 tenemos que γn/2 = 0 y que

eT
1Bn/2e1 = s1 + αn/2 − βn/2 + (α+ 1)µ.

Por lo tanto para k ∈ {2, ..., n/2} tenemos σk(µ) = sgn(µ− µk).
Para k = n tenemos βn = −α+s1 y αn = α−s1, entonces eT

1Bne1 =
(α+ 1)(µ+ s1). Por último, para k = 1 tenemos que

2 detB1

µ (µ+ s1)
= µ (α+ 1) (2s1 + 2α1 − n) + (s1 + 2α1) (2s1 + nα− n)

= b1(µ− µ1).

De lo anterior concluimos el resultado. �

En −s1 existe un cambio de signo de σ1 y uno de σn, entonces η1(−s1) = 0.
A pesar de que η1 es cero, existe bifurcación en µ = −s1 con simetŕıas D̃1.
Como las coordenadas no están rotando para ω = 0 , entonces la bifurcación
es vertical y está formada por las translaciones del equilibrio (0 + b, eiζ +
b, ..., einζ + b) para todo b ∈ R.

Como sólo σn cambio de signo en µ = −s1, entonces ηn(−s1) = ±2. Por
lo tanto en µ = −s1 existe una bifurcación con grupo de isotroṕıa D̃n. La
bifurcación es vertical y está compuesta por las homotecias (0, eiζb, ..., einζb)
para b ∈ R.

Como sólo σ1 cambia de signo en µ = 0, entonces η1(0) = ±2 . Por
lo tanto en µ = 0 existe una bifurcación con grupo de isotroṕıa D̃1. Como
el cuerpo central no tiene masa para µ = 0 , la bifurcación es vertical y
está compuesta de las soluciones (b, eiζ , ..., einζ) para b ∈ R.

Por lo tanto, las verdaderas bifurcaciones se encuentran en µk para k ∈
{1, ..., [n/2]}. Del teorema de bifurcación local y global tenemos lo siguiente.

Corolario 4.20 Sea h el máximo común divisor de k y n, si µk es distinto
de −s1, 0 y de los µj para los otros j ∈ [1, n/2] ∩ hN, entonces en µk existe
una bifurcación global de equilibrios relativos con simetŕıas exactas D̃h.
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Por bifurcación global entendemos que si la bifurcación es admisible, en-
tonces la rama retorna a otros puntos de bifurcación y la suma de los grados
locales es cero. La bifurcación es inadmisible si el parámetro µ o la norma van
a infinito o si las soluciones van a colisión. Por simetŕıas exactas entendemos
que la bifurcación local tiene simetŕıas D̃h, pero no simetŕıas D̃p para h que
divide p.

Observación 4.21 Supongamos que la bifurcación global en µk se extiende
hasta µ = 0, en ese caso existe un equilibrio relativo con simetŕıas D̃h para
µ = 0 . En ese caso, de la continuidad de V en µ = 0 encontramos un
equilibrio relativo de los n-cuerpos con masas iguales y con simetŕıas D̃h. Es
decir, un equilibrio relativo formado por n/h poĺıgonos regulares de h lados
con una reflexión.

4.5.1. Vórtices

A continuación vamos a analizar brevemente los puntos de bifurcación
para el problema de los vórtices. En el apéndice encontramos que sk = k(n−
k)/2 para α = 1. Usando las definiciones para α = 1 tenemos que α− = 0,
α+ = 1,

αk = 0, γk = 0 y βk = sk − s1.

Como para k ∈ {2, ..., [n/2]} tenemos que µk = sk/2 − s1, entonces

µk =
(

−k2 + nk − 2n+ 2
)

/4.

Además, para k = 1 tenemos que

µ1 = s2
1 = (n− 1)2/4.

Por lo tanto, el punto de bifurcación µ2 = −1/2 siempre es negativo.
Además µ3 = (n − 7)/4 es positiva para n ∈ {8, 9, ...} y negativo para
n = 6, 7. Como µk es creciente en n para k ≥ 3, entonces µk siempre es
positiva para k ≥ 4. Además, los puntos de bifurcación µk son crecientes en
k para k ∈ {2, ..., [n/2]}.

Por lo tanto, en el problema de los vórtices para n ∈ {3, 4, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., [n/2]}, tiene una bifurcación global de
equilibrios relativos a partir de µk con simetŕıas exactas D̃h, en donde h es
el máximo común divisor de k y n.

En [MS88] se prueba la bifurcación local de µk con formas normales y
análisis numérico.
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4.5.2. Cuerpos

En el problema de los n + 1 cuerpos las ecuaciones están bien definidas
para las masas µ ∈ [−s1,∞). Para el problema de los n+ 1-cuerpos tenemos
α = 2, usando las definiciones anteriores tenemos que α− = 1/2, α+ = 3/2,

αk = (sk+1 + sk−1)/4, βk = 3(sk − s1)/2 y γk = (sk+1 − sk−1)/4.

En este problema no podemos calcular expĺıcitamente las sumas sk. Sin
embargo, en el apéndice probamos que sk es creciente para k ∈ {0, ..., n/2}
y que sk satisface la desigualdad sk+1 − 2sk + sk−1 < 2s1. Lo anterior nos va
a servir para probar que las ecuaciones están bien definidas en los puntos de
bifurcación µk.

Proposición 4.22 Para k ∈ {2, ..., [n/2]} tenemos que s1bk − ak > 0 y
µk > −s1.

Prueba. De las definiciones de ak y bk encontramos que

4s1bk = 3s1sk−1 + 3s1sk+1 − 6s2
1 + 18s1sk y

4ak = 2s1sk−1 + 2s1sk+1 − 5s2
1 − 9s2

k + 18s1sk + sk−1sk+1.

Por lo tanto

4(s1bk − ak) = s1sk+1 + s1sk−1 + 9s2
k − s2

1 − sk−1sk+1.

Usando la desigualdad −sk+1 > −2sk + sk−1 − 2s1 concluimos que

4(s1bk − ak) > sk+1s1 + s2
k−1 + 9s2

k − s2
1 − s1sk−1 − 2sksk−1 > 0.

�

En el apéndice probamos que sk/s1 → k2 y que s1/n → ∞ cuando n
tiende a infinito. A continuación vamos a encontrar a los signos de los puntos
µk con un cálculo asintótico.

Proposición 4.23 Para cada k ≥ 2, el punto de bifurcación µk es positivo si
n es suficientemente grande. Además, el punto de bifurcación µ1 es negativo
si n es suficientemente grande.
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Prueba. Para k ≥ 2 tenemos que βk/s1 → 3(k2 − 1)/2, αk/s1 → (k2 + 1)/2
y γk/s1 → k cuando n→ ∞. De las definiciones de αk, βk y γk tenemos que
bk/s1 → 6k2 y que

ak/s
2
1 = (1 + αk/s1)

2 − (βk/s1)
2 − (γk/s1)

2 → −k2
(

2k2 − 5
)

.

Por lo tanto µk/s1 → (2k2 − 5) /6. Como (2k2 − 5) es positivo para k ≥ 2,
entonces µk es positiva si n es suficientemente grande. Además, para k = 1
tenemos que α1/s1 → 1, entonces

µ1/s1 = −(s1 + 2α1) (2s1 + n)

3 (2s1 + 2α1 − n)
→ −1/2.

�

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos para n ∈ {3, 4, ...},, el
equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., [n/2]}, tiene una bifurcación
global de equilibrios relativos a partir de µk con simetŕıas exactas D̃h, en
donde h es el máximo común divisor de k y n.

En [MS88] se prueba la bifurcación local en µk con un análisis numérico
de las µk.

Observación 4.24 Se pueden encontrar una tabla de los µk en el art́ıcu-
lo [MS88]. Con ese análisis numérico encontramos que µ1 ≥ 0 para n ∈
{3, 4, 5, 6}, que µ2 ≥ 0 para n ∈ {10, 11, ...} y que µk ≥ 0 para todo k ≥ 3.

Con un análisis numérico también encontramos que las µk son crecientes
en k para k ∈ {2, ..., [n/2]}, creemos que se puede probar lo anterior usando
que los sk son crecientes en k. En el limite cuando n→ ∞ tenemos (µk+1 −
µk)/s1 → (2k + 1) /3, por lo que al menos µk+1 > µk para n suficientemente
grande.

4.6. Análisis del espectro n = 2

Las representaciones irreducibles para n = 2 son diferentes a las que
definimos para n ≥ 3 debido a que ζ = π. Para k = 2 definimos el isomorfismo
T2 : C

2 → V2 como para n ≥ 3 con

T2(z) = (0,−2−1/2z, 2−1/2z) y

V2 = {(0,−z, z) : z ∈ C
2}.
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Sin embargo, para k = 1 tenemos que definir al isomorfismo T1 : C
4 → V1

como

T1(v, w) = (v, 2−1/2w, 2−1/2w) con

V1 = {(v, w, w) : v, w ∈ C
2}.

Podemos probar como en los casos n ≥ 3 que la acción de ζ ∈ D2 es
ρ(ζ)T2(z) = T2(−z) y ρ(ζ)T1(v, w) = T1(v, w). Además, la acción de ζ ∈ S1

en Vk es e−ζJT2(z) = T2(−z) y e−ζJT1(v, w) = T1(−v,−w) pues e−ζJ = −I.
Finalmente, como la acción de κ ∈ D2 es trivial, entonces (κ, κ)T2(z) =
T2(Rz) y (κ, κ)T1(v, w) = T1(Rv,Rw). Por lo tanto, la acción de los elementos
de D̃2 en los subespacios zk ∈ Vk es

(ζ, ζ)z2 = z2 y (κ, κ)z2 = Rz2,

(ζ, ζ)z1 = −z1 y (κ, κ)z1 = diag(R,R)z1.

De lo anterior vemos que los Vk son los subespacios de representaciones
irreducibles del grupo Z̃2 que es generado por (ζ, ζ), lo anterior nos va servir
para encontrar la bifurcación periódica. Sin embargo, el subespacio V1 tie-
ne en realidad dos representaciones de D̃2 una donde (κ, κ) actúa como la
identidad y otra donde actúa como menos la identidad.

De las simetŕıas (4.1) podemos probar que las matrices Aij son diagonales
y que satisfacen A11 = A22, A21 = A12 y A01 = A10 = A02 = A20. Por lo
tanto

D2V (ā) = A =





A00 A20 A20

A20 A22 A21

A20 A21 A22



 .

Además, de los cálculos que teńıamos para Aij encontramos que

A00 = (s1 + µ)µI − 2A20, A20 = −µdiag(α,−1),

A21 = − 1

2α+1
diag(α,−1) y A22 = (s1 + µ)I − (A20 + A21).

El hecho de que el caso n = 2 sea distinto a los casos n ≥ 3 se manifiesta en
que la matriz A00 es diagonal para n = 2 mientras que A00 = λI para n ≥ 3.

La transformación Pz = T1(z1) + T2(z2) con z1 ∈ C
4 y z2 ∈ C

2 es orto-
gonal, entonces P−1D2V (ā)P =diag(B1, B2). Con el cálculo de A podemos
probar que AT2(z) = T2(B2z) con B2 = −A21 + A22. Como s1 = 1/2α,
entonces B2 = (α + 1)(µ + s1)diag(1, 0) y su análisis coincide con lo que
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encontramos para n ≥ 3. Por lo que para el caso n = 2 sólo necesitamos
estudiar el bloque B1 para la bifurcación de equilibrios relativos.

Para k = 1 podemos probar que AT1(z) = T1(B1z) con

B1 =

(

A00 21/2A20

21/2A20 A22 + A21

)

.

Además, de los cálculos de Aij encontramos que B1 es igual a









µ (s1 + µ+ 2α) 0 −
√

2αµ 0

0 µ (s1 + µ− 2) 0
√

2µ

−
√

2αµ 0 s1 + (α+ 1)µ 0

0
√

2µ 0 s1









.

Los teoremas de bifurcación de equilibrios relativos sirven también para el
caso n = 2, sólo que necesitamos estudiar el bloque B1 reducido al subespacio
de puntos fijos de (κ, κ). Ese subespacio corresponde a la coordenada uno y
tres por lo que

B1|V (κ,κ)
1

=

(

µ (s1 + µ+ 2α) −
√

2αµ

−
√

2αµ s1 + (α+ 1)µ

)

.

El determinante del bloque anterior es µ (µ+ s1) (2α + µ+ s1 + αµ). Por lo
tanto, en µ = 0,−s1 existe una bifurcación que conocemos expĺıcitamente
como en los casos n ≥ 3. Además, en

µ1 = − (2α+ s1) /(α+ 1)

existe una verdadera bifurcación de equilibrios relativos con simetŕıas D̃1.
Para los vórtices α = 1 y s1 = 1/2, entonces µ1 = −5/4. Para los cuerpos

α = 2 y s1 = 1/4, por lo que las ecuaciones no están definidas en µ1 =
−17/12.

4.7. Comentarios

En este caṕıtulo analizamos la bifurcación de equilibrios relativos a partir
del equilibrio poligonal. Nosotros usamos a la razón de masas entre los cuer-
pos µ para estudiar bifurcación de equilibrios relativos. De hecho, realizamos
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un análisis de la bifurcación en un potencial general que inclúıa al problema
de los n+ 1-cuerpos y de los vórtices como casos particulares.

Nosotros probamos que para cada k ∈ {1, ..., n−1} existe una única razón
µk donde el equilibrio poligonal tiene bifurcación de equilibrios relativos con
simetŕıas D̃h, donde h es el máximo común divisor de n y k. Los equilibrios
relativos con simetŕıas D̃h están formados por n/h poĺıgonos regulares de h
lados, los cuales además son simétricos respecto a una reflexión.

En el art́ıculo [MS88], usando formas normales y un cambio de variables
debido a Palmore, se prueba la bifurcación local que encontramos a partir de
la razón µk para el problema de los n+ 1-cuerpos y de los vórtices. Nuestra
aportación consiste en que probamos la bifurcación global y en que dimos
un análisis asintótico de los µk. Además, nuestra metodoloǵıa respecto a la
de [MS88] es completamente distinta: para probar la bifurcación nosotros
usamos grado en espacios de puntos fijos y un cambio de variables que surge
de forma natural de seguir las representaciones irreducibles.

Desde Langrange se conoce para tres cuerpos con masas generales que el
único equilibrio relativo es el triangulo, en [SM71] se encuentra un estudio de
su estabilidad. Por tal razón no existe bifurcación de equilibrios relativos para
n = 2 con µ positiva. En el art́ıculo [Alb95] se prueba para cuatro cuerpos con
masas iguales que sólo existen cuatro configuraciones centrales en el plano: el
cuadrado (equilibrio poligonal con n = 4 y µ = 0), el triangulo con un cuerpo
en el centro (equilibrio poligonal con n = 3 y µ = 1), un equilibrio colineal y
un equilibrio en forma de triangulo isósceles con en centro (equilibrio relativo
con simetŕıas D̃1 para n = 3 y µ = 1). Por lo anterior la bifurcación con
simetŕıas D̃1 que encontramos a partir de µ1 para n = 3 podŕıa conectarse
con el triangulo isósceles.

También vimos que si la bifurcación global de µk se extiende hasta µ = 0,
entonces existe un equilibrio relativo de n cuerpos iguales formado por n̄ =
n/h poĺıgonos regulares de h lados con una reflexión. Ese tipo de equilibrios
se conocen como poĺıgonos anidados [CL10].



Caṕıtulo 5

Bifurcación periódica: cuerpos,
vórtices, filamentos y cargas

El objetivo del caṕıtulo anterior fue probar la bifurcación de equilibrios
relativos a partir del equilibrio relativo poligonal. En este caṕıtulo vamos a
analizar la bifurcación de soluciones periódicas a partir del equilibrio relativo
poligonal para el problema de los n + 1-cuerpos. También vamos a analizar
el problema de ondas viajeras en filamentos casi paralelos, el problema de los
vórtices y el problema de las cargas.

5.1. Planteamiento del problema

En el caṕıtulo anterior estudiamos el potencial

Vα(u) =
1

2
ω
∥

∥µ̄1/2u
∥

∥

2
+
∑

i<j

µiµjφα(‖uj − ui‖),

en donde φα es una función tal que φ′
α(x) = −1/xα. Vimos que los puntos

cŕıticos de V son equilibrios relativos del problema de los vórtices para α = 1
y del problema de los n + 1-cuerpos para α = 2. También probamos que
ā = (0, eiζ , ..., einζ) es un equilibrio relativo para ω = s1 + µ.

En este caṕıtulo vamos a analizar la bifurcación de soluciones periódicas
para las siguientes ecuaciones:

(a) En el caṕıtulo anterior encontramos que las ecuaciones de n+1 vórtices
son

µ̄J u̇ = ∇V1(u).
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(b) En el caṕıtulo anterior encontramos que las ecuaciones de n+1 filamen-
tos casi paralelos son µ̄J ∂tū+ µ̄2∂2

s ū = ∇V1(u). Nosotros buscaremos
ondas viajeras de la forma u(t, s) = u(2γt+x), por lo que las ecuaciones
para ondas viajeras en filamentos casi paralelos son

µ̄2ü+ 2γµ̄J u̇ = ∇V1(u).

(c) En el caṕıtulo anterior encontramos que las ecuaciones para n+1 cuer-
pos son

µ̄ü+ 2
√
ωµ̄J u̇ = ∇V2(u).

La ecuación

µ̄2βü+ 2γµ̄J u̇ = ∇Vα(u) (5.1)

generaliza a las dos últimas ecuaciones, pues para β = 1/2, γ =
√
ω y α = 2

obtenemos la ecuación (c) de los cuerpos y para β = 1 y α = 1 obtenemos la
ecuación (b) de los filamentos.

Nuestro propósito en este caṕıtulo es encontrar soluciones periódicas a
partir del equilibrio ā. En lo sucesivo sólo vamos a indicar las diferencias
para probar la bifurcación en la ecuación (a) con respecto a la ecuación
(5.1).

Observación 5.1 De hecho, podemos usar el grado ortogonal para buscar
filamentos periódicos en el tiempo y en la altura. Sin embargo, cuando ha-
cemos la reducción global nos aparece el problema de pequeños divisores y la
reducción global de Liapunov-Schmidt ya no nos sirve.

El operador D(ν) para la ecuación (5.1) es

D(ν)x = −µ̄2βν2ẍ− 2γνµ̄J ẋ.

El conjunto de colisión es Ψ = {x ∈ R
2(n+1) : xi = xj} y las trayectorias

libres de colisión son

H2
2π(R2(n+1)\Ψ) = {x ∈ H2

2π(R2(n+1)) : xi(t) 6= xj(t)}.

El operador f : H2
2π(R2(n+1)\Ψ) → L2

2π es

f(x, ν) = D(ν)x+ ∇Vα(x).
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En el caṕıtulo anterior probamos que el potencial ∇Vα(x) es Sn × O(2)-
equivariante. De la definición (4.2) tenemos que la acción de Sn corresponde
a permutar los cuerpos con masas iguales. Además, la acción de O(2) =
S1 ∪ κS1 corresponde a rotar y reflejar las posiciones de todos los cuerpos.
Como J conmuta con ρ(θ) = e−J θ, el operador D(ν) es Γ-equivariante con

Γ = Zn × S1.

Por lo tanto f es G-equivariante con G = Γ × S1. Como los generadores
infinitesimales de G son

Ax =
∂

∂ϕ
|ϕ=0x(t+ ϕ) = ∂tx y A1x =

∂

∂θ
|θ=0e

−J θx = −J x,

y el gradiente ∇Vα es ortogonal a A1x, entonces

〈f(x), ẋ〉L2
2π

= −ν
2

2

∥

∥µ̄βẋ
∥

∥

2 |2π
0 − 2γν

〈

J µ̄1/2ẋ, µ̄1/2ẋ
〉

L2
2π

+ Vα(x)|2π
0 = 0

〈f(x),J x〉L2
2π

= ν2
〈

µ̄βẋ,J µ̄βẋ
〉

L2
2π

− 2γν ‖µ̄x‖2 |2π
0 +

∫ 2π

0

〈∇Vα,J x〉 = 0.

Por lo tanto el operador f es G-ortogonal.

Sea Z̃n el subgrupo generado por (ζ, ζ). Como ā no depende del tiempo,
el grupo de isotroṕıa de ā es

Gā = Z̃n × S1.

Además, la órbita de ā es isomorfa a G/Gā ≃ S1, por lo que el núcleo de
D2f(ā) tiene que ser generado por A1ā = −J ā .

Para los vórtices, el operador D(ν) = −νµ̄J ẋ está definido en las tra-
yectorias libres de colisión H1

2π(R2(n+1)\Ψ) y todas las otras definiciones son
equivalentes.

Observación 5.2 Como las matrices J y R satisfacen RJ = −JR, el
operador f(x) es en realidad H-equivariante con H = Sn × (T 2 ∪ κT 2), en
donde la acción es κx(t) = Rx(−t) y (θ, ϕ)x = ρ(θ)x(t+ϕ) para (θ, ϕ) ∈ T 2.
Para γ = 0, el operador f es G-equivariante con G = Sn ×O(2)×O(2), por
lo que sólo estamos usando la parte abeliana del grupo G.
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5.2. Teorema de bifurcación

A continuación vamos a usar los resultados que probamos en los caṕıtu-
los dos y cuatro. Para hacer la reducción global de Liapunov-Schmidt ne-
cesitamos verificar la hipótesis (2.1). La matriz −µ̄2βI es invertible para
µ 6= 0. Para µ = 0 el cuerpo central tiene masa cero, quitando la coorde-
nada correspondiente al cuerpo central tenemos que el operador es D(ν)x =
−ν2ẍ− 2γνJ ẋ. Por lo tanto, en los dos casos podemos realizar la reducción
global de Liapunov-Schmidt.

Del corolario (2.3) encontramos que la linealización de la función de bi-
furcación en ā tiene bloques M(lν) con

M(λ) = µ̄2βλ2I − 2γµ̄λ(iJ ) +D2Vα(ā).

Además, las primeras dos coordenadas de M(λ) no aparecen cuando µ = 0.
Para el problema de los vórtices el bloque es M(λ) = −µ̄λ(iJ ) +D2Vα(ā).

En el caṕıtulo anterior encontramos que los espacios de representaciones
irreducibles de Γā = Z̃n son los espacios Vk definidos en (4.5). Con el cambio
de variables P del caṕıtulo anterior tenemos que la matriz es diagonal por
bloques

P−1M(λ)P = diag(M1(λ), ...,Mn(λ)),

en donde las matrices Mk satisfacen

M(λ)Tk(z) = Tk(Mkz).

En la proposición (4.8) encontramos los bloquesBk que satisfacenD2V (ā)Tk(z) =
Tk(Bkz) y en la proposición (4.18) calculamos que Bn−k = B̄k con

Bk = α+µ(I +R) + (s1 + αk)I − βkR− γkiJ para k ∈ {2, ..., n− 2, n} y

B1 =







µ (s1 + µ+ nα−) − (n/2)1/2 µα − (n/2)1/2 µi

− (n/2)1/2 µα s1 + α1 + 2α+µ α1i

(n/2)1/2 µi −α1i s1 + α1






.

A continuación vamos a encontrar las matrices Mk(λ) en términos de los
bloques Bk.

Proposición 5.3 Las matrices Mk satisfacen Mk(λ) = M̄n−k(−λ) con

Mk(λ) = λ2I − 2γλ(iJ) +Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n} y

M1(λ) = λ2diag(µ2β, I) − 2γλdiag(µ, iJ) +B1,

donde el primer renglón y columna de M1 no existen para µ = 0.
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Prueba. Para k ∈ {2, ..., n−2, n}, la matriz µ̄ en Vk es µ̄Tkz = Tkz. Además, la
matriz iJ satisface (iJ )Tkz = Tk(iJ)z . Por lo tanto M(λ)Tk(z) = Tk(Mkz)
con Mk = λ2I − 2γλ(iJ) +Bk.

Sólo nos falta calcular las matrices Mk para k ∈ {1, n−1}. La matriz µ̄ en
el subespacio V1 es µ̄T1(z) = T1(diag(µ, 1, 1)z). Además, como (iJ)v1 = v1,
entonces la matriz iJ satisface (iJ )T1(z) = T1(diag(1, iJ)z). Por lo tanto
M(λ)T1(z) = T1(M1z) con M1 como en la proposición. Del mismo modo
podemos usar la igualdad (iJ)v2 = −v2, para probar que (iJ )Tn−1(z) =
Tn−1(diag(−1, iJ)z) y

Mn−1(λ) = λ2diag(µ2β, I) − 2γλdiag(−µ, iJ) +Bn−1.

Finalmente, usamos la igualdad Bn−k = B̄k para probar que Mn−k(λ) =
M̄k(−λ). �

Para el problema de los vórtices podemos probar lo siguiente.

Proposición 5.4 En el problema de los vórtices tenemos que Mk(λ) = M̄n−k(−λ)
con

Mk(λ) = −λ(iJ) +Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n} y

M1(λ) = −λdiag(µ, iJ) +B1,

en donde el primer renglón y columna de M1 no existe para µ = 0.

En el caṕıtulo anterior probamos que el núcleo de Mk(0) = Bk está gene-
rado por A1ā para µ /∈ {−s1, µk : k = 1, .., n− 1}. Por lo tanto tenemos que
excluir a los puntos −s1 y µk del análisis de bifurcación periódica (2.5).

La acción de (ζ, ζ, ϕ) ∈ Z̃n × S1 en Vk es ρ(ζ, ζ, ϕ) = eikζeilϕ. Por lo que
el grupo de isotroṕıa en el bloque Mk(ν) es el grupo Gk generado por

(ζ, ζ,−kζ) ∈ Z̃n × S1.

De la definición (2.6) tenemos que

ηk(λ0) = σ{nk(λ0 − ρ)) − nk(λ0 + ρ)}
con nk(λ) el ı́ndice de Morse de Mk(λ). Como el espacio de puntos fijos de
Gā es Vn y el generador del núcleo es A1ā = Tn(−n1/2e2), entonces

σ = sgn(eT
1Bne1).

De los teoremas (2.8) y (2.12) podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 5.5 Si ηk(ν0) es distinto de cero, entonces en ν0 existe una bifur-
cación global de soluciones periódicas con simetŕıas Gk.
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5.3. Simetŕıas

Como (ζ, ζ,−kζ) ∈ Gk, una solución con simetŕıa Gk debe satisfacer

x(t) = e−iζρ(ζ)x(t− kζ).

Para describir las simetŕıas vamos a usar el isomorfismo natural entre C y
R

2.

Observación 5.6 Si x es una solución con simetŕıas Gk, entonces x(−t)
es una solución con simetŕıas Gn−k. De hecho, los espectros que originan
bifurcación con simetŕıas Gk y Gn−k están relacionados por Mn−k(λ) =
M̄k(−λ). Por lo tanto, sólo necesitamos describir las simetŕıas de Gk pa-
ra k ∈ {1, ..., n/2, n}.

A continuación vamos a describir las simetŕıas deGk para k ∈ {1, ..., n/2, n}.
Para cada k fijo, sea h el máximo común divisor de n y k, definimos a n̄ como
n̄ = n/h y a k̄ como k̄ = k/h.

Para el cuerpo central x0 de x = (x0, ..., xn) tenemos el siguiente resultado:

Proposición 5.7 Para h > 1 el cuerpo central permanece en el centro
x0(t) = 0 y para h = 1 tenemos que x0(t + ζ) = e−ik−1ζx0(t), donde k−1

es tal que k−1k = 1 modulo n.

Prueba. Como ρ(ζ)x0 = x0, el cuerpo central satisface

x0(t) = e−i(lζ)x0(t− k(lζ)).

Como k(n̄ζ) = 2πk̄ y n̄ζ = 2π/h, entonces para h > 1 el cuerpo central
satisface

x0(t) = e−i(n̄ζ)x0(t− k(n̄ζ)) = e−i(2π/h)x0(t) = 0.

Además, para h = 1 el cuerpo central satisface

x0(t) = e−i(k−1ζ)x0(t− k(k−1ζ)) = e−i(k−1ζ)x0(t− ζ)

con k−1 tal que k−1k = 1 modulo n. �

Por lo tanto para h = 1, la posición del cuerpo central está determinada
por la posición en el intervalo de tiempo [0, ζ). Además, en ese intervalo [0, ζ],
el cuerpo central se mueve del punto x0(0) al punto x0(ζ) = e−ik−1ζx0(0).
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Para describir los cuerpos restantes usamos la notación xj = xj+kn. Con
esa notación tenemos que ρ(ζ)xj = xj+1, entonces los cuerpos xj para j ∈
{1, .., n} satisfacen

xj+1(t) = e ijζx1(t+ jkζ).

Podemos decir que todos los cuerpos con masas iguales siguen la misma
trayectoria pero con un desfase temporal y con un rotación espacial.

Como las simetŕıas de Gn son x0(t) = 0 y xj+1(t) = e ijζx1(t), entonces el
cuerpo central permanece en el centro y los otros cuerpos forman un poĺıgono
regular todo el tiempo, ejemplo n = 3.

bc bc

bc

bc

(a) Simetŕıas de G1.

bc

bc

bc

b

(b) Simetŕıas de G3.

Figura 5.1: Para n = 3.

Las simetŕıas de G1 son x0(t+ ζ) = e−iζx0(t) y xj+1(t) = e ijζx1(t+ jζ).
Por lo que el cuerpo central se mueve ordenadamente entre el intervalo de
tiempo [0, ζ) y la rotación espacial e−iζ . Los otros cuerpos siguen la misma
órbita con el mismo orden entre la fase y la rotación espacial, ejemplo n = 3.

Las simetŕıas de Gk para h = 1 son x0(t + ζ) = e−ik−1ζx0(t) y xj+1(t) =
e ijζx1(t + j(kζ)), por lo que las simetŕıas en ese caso son similares a las de
G1, pero con una permutación entre la fase y la rotación espacial. Con el fin
de ejemplificar el comentario anterior, podemos contrastar los casos k = 1 y
k = 2 para n = 5. Como para k = 2 tenemos que k−1 = 3 en Z5, entonces
el cuerpo central recorre en orden los siguientes puntos x0(ζ) = e−3iζx0,
x0(2ζ) = e−iζx0, x0(3ζ) = e−4iζx0 y x0(4ζ) = e−2iζx0. Además, las soluciones
de los cuerpos con masas iguales son x1(t), e

iζx1(t + 2ζ), e i2ζx1(t + 4ζ),
e i3ζx1(t+ ζ) y e i4ζx1(t+ 3ζ).
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(a) Simetŕıas de G1.
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(b) Simetŕıas de G2.

Figura 5.2: Para n = 5.
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Figura 5.3: Simetŕıas de G2 para n = 4.

Las simetŕıas de Gk para h > 1 son x0(t) = 0 y xj+1(t) = e ijζx1(t +
jk̄(2π/n̄)). En este caso el cuerpo central permanece en el centro. Además,
los otros cuerpos describen un acoplamiento entre la rotación espacial y la
fase temporal, determinada por la permutación que genera multiplicar por k̄
en Zn̄. Ver el ejemplo n = 4 y k = 2 .

Observación 5.8 Las soluciones en coordenadas fijas son q(t) = eJωγtx(νt)
con γ = 1/2 para los cuerpos y con γ = 1 para los vórtices. Parametrizando
el tiempo tenemos que q(t) = eJ tωγ/νx(t), donde x una función 2π-periódica.
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Sea Ω = 1 − kωγ/ν, entonces para j ∈ {1, ..., n} tenemos que

qj+1(t) = eJ tωγ/νxj+1(t)

= e ijζeitωγ/νx1(t+ jkζ) = e ijζΩq1(t+ jkζ).

Para µ = 0 y en el caso que Ω ∈ nZ, las soluciones con simetŕıas Gk satis-
facen qj+1(t) = q1(t+ jkζ). Por lo que los cuerpos con masas iguales siguen
la misma trayectoria, en general cuasiperiódica. Las soluciones anteriores se
conocen como coreograf́ıas [Che08].

5.4. Análisis del espectro n = 2

Primero vamos a analizar el caso n = 2 debido a que es cualitativamente
distinto a los casos n ≥ 3. Como vimos en el caṕıtulo anterior, en este caso
sólo tenemos que estudiar el bloque M1(ν). Para n = 2 las soluciones con
simetŕıas D̃1 que bifurcan debido al bloque M1(ν) satisfacen simplemente

x0(t+ π) = −x0(t) y x2(t) = −x1(t+ π).

Recordemos que definimos a

T1(v, w) = (v, 2−1/2w, 2−1/2w) con

V1 = {(v, w, w) : v, w ∈ C
2}.

Por lo tanto, la matriz µ̄ en el subespacio V1 es µ̄T1(z) = T1(diag(µI, I)z) y la
matriz J es J T1(z) = T1(diag(µiJ, iJ)z). Recordemos que AT1(z) = T1(B1z)
con B1 igual a









µ (s1 + µ+ 2α) 0 −
√

2αµ 0

0 µ (s1 + µ− 2) 0
√

2µ

−
√

2αµ 0 s1 + (α+ 1)µ 0

0
√

2µ 0 s1









.

Por lo tanto M(λ)T1(z) = T1(M1z) con

M1(ν) = ν2diag(µ2βI, I) − 2γνdiag(µiJ, iJ) +B1.

De igual manera encontramos para los vórtices queM1(ν) = −νdiag(µiJ, iJ)+
B1.
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5.4.1. Vórtices

Como α = 1 y s1 = 1/2, entonces el bloque M1(ν) es









µ (µ+ 5/2) −iνµ −
√

2µ 0

iνµ µ (µ− 3/2) 0
√

2µ

−
√

2µ 0 2µ+ 1/2 −iν
0

√
2µ iν 1/2









.

µ

ν

(2a)(2b)

(2c) (1b)

(1c)

(1a)3a

Figura 5.4: Gráfica de d1(µ, ν) = 0.

Proposición 5.9 Sean

ν0(µ) = |µ+ 1/2| y ν1(µ) =
√

3(−µ− 5/4)1/2,

entonces el determinante de M1 se anula sólo en las curvas: µ = 0 para
ν ∈ R, ±ν0 para µ ∈ R y ±ν1 para µ ∈ (−∞,−5/4). Además, dividiendo al
semiplano ν > 0 en las siete regiones que separan las curvas anteriores, el
número de Morse de M1(ν) en las regiones (1x) es n1 = 1, en las regiones
(2x) es n1 = 2 y en las regiones (3x) es n1 = 3.

Prueba. Como el determinante detM1 es

detM1 = µ2
(

ν2 − (µ+ 1/2
)2

)
(

ν2 + 3(µ+ 5/4
)

),
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entonces el determinante se anula sólo en las curvas de la proposición. Además,
las curvas ν0 y ν1 se intersectan sólo en µ = −2.

Para ν grande el número de Morse de la matriz M1(ν) y el de la matriz
−νdiag(µiJ, iJ) son iguales. Por lo tanto n1 = 2 en la región (2a) y (2b).
Ahora bien, la matriz M(µ, 0) tiene valores propios

1

4
(2µ2 − 3µ+ 1) ± 1

4

√

4µ4 − 12µ3 + 37µ2 + 6µ+ 1 y

1

4
(2µ2 + 9µ+ 1) ± 1

4

√

4µ4 + 4µ3 + 29µ2 − 2µ+ 1.

Usando lo anterior encontramos que n1 = 2 en (2c), n1 = 3 en (3a) y n = 1
en (1a) y (1b).

Sólo nos resta encontrar n1 en la región (1c). La matriz M1(µ, µ + 1/2)
tiene valores propios 0, 3µ y

µ2 + 1/2 ±
√

(µ2 + 1/2)2 + µ (µ+ 2) (2µ+ 1).

Como M1(µ, µ + 1/2) tiene dos valores propios positivos para µ < −2, en-
tonces n1 ≤ 2 en (1c). Finalmente como detM1 es negativo en (1c), entonces
n1 = 1 en (1c). �

Por lo tanto, en el problema de los vórtices para n = 2, el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir
del periodo 2π/ν0 y 2π/ν1 (para µ < −µ1) con simetŕıas G1. De la discusión
de estabilidad lineal, el equilibrio poligonal para n = 2 es estable cuando
µ < µ1 = −5/4.

5.4.2. Ondas viajeras en filamentos

Como α = 1 y s1 = 1/2 para n = 2, entonces el bloque M1(ν) es








µ (µν2 + µ+ 5/2) −2iνγµ −
√

2µ 0

2iνγµ µ (µν2 + µ− 3/2) 0
√

2µ

−
√

2µ 0 ν2 + 2µ+ 1/2 −2iνγ

0
√

2µ 2iνγ ν2 + 1/2









.

Como el determinante detM1(ν) es un polinomio de grado ocho en ν sin
una factorización explicita, sólo vamos a estudiaremos un caso sencillo. El
determinante para ν = 0 es

detM(0) = −3µ2 (µ+ 1/2)2 (µ+ 5/4) ,
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entonces detM(µ, 0) es negativo para µ > µ1 = −5/4. Como detM(µ, ν)
es positivo para ν grande, entonces para µ > µ1 existe un punto ν1 donde
detM(µ, ν) cambia de signo. Por lo tanto η1(ν1) 6= 0 para µ > µ1.

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n = 2, el
equilibrio relativo poligonal para cada µ > µ1 con γ ∈ R tiene una bifurcación
global de ondas viajeras periódicas a partir del periodo 2π/ν1 con velocidad
de onda γ y con simetŕıas G1.

5.4.3. Cuerpos

Para n = 2 tenemos que s1 = 1/4 y ω = µ + 1/4 con α = 2, entonces el
bloque M1(ν) es









µων2 + µ (µ+ 17/4) −2iνµω −2
√

2µ 0

2iνµω µων2 + µ (µ− 7/4) 0
√

2µ

−2
√

2µ 0 ων2 + 3µ+ 1/4 −2iνω

0
√

2µ 2iνω ων2 + 1/4









.

El determinante deM1(ν) es detM1(ν) = 2−8µ2 (4µ+ 1)2 (ν2 − 1)
2
d1(µ, ν)

con

d1(µ, ν) =
(

16µ2 + 8µ+ 1
)

ν4 +
(

−16µ2 + 20µ+ 6
)

ν2 − (84µ+ 119) .

Para µ > 0 el polinomio d1(µ, ν) se anula sólo en {±ν1}, donde ν1 es la
solución positiva de

ν2
1 = [2µ− 3 + 2(µ2 + 18µ+ 32)1/2]/(4µ+ 1).

Como ν1 > 1 para µ > 0, entonces sólo tenemos que conocer los valores
propios de M1(1, ν). Los valores propios de M1(1, ν) son 5 (ν ± 1)2 /4 y

(5ν2 ± 2(25ν2 + 81)1/2 + 11)/4.

De lo anterior podemos ver que n1 = 1 para |ν| < ν1 y que n1 = 0 para
|ν| > ν1. Por lo tanto η1(1) = 0 y η1(ν1) = 1 − 0 para µ > 0.

Por lo tanto, en el problema de los n+1-cuerpos para n = 2, el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir
del periodo 2π/ν1 con simetŕıas G1. De la discusión de estabilidad lineal, el
equilibrio poligonal para n = 2 nunca es estable.
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5.5. Análisis del espectro n ≥ 3

En esta sección vamos a analizar los puntos de bifurcación para n ≥ 3.
Como los bloques Mk(λ) son autoadjuntos, entonces sus valores propios son
reales. Como las matrices satisfacen Mn−k(λ) = M̄k(−λ), entonces las matri-
ces Mn−k(λ) y Mk(−λ) tienen el mismo espectro. Por lo tanto los números
de Morse nk(λ) satisfacen

nn−k(λ) = nk(−λ).

5.5.1. Vórtices

Primero vamos a analizar el espectro en el caso de los vórtices. Usando las
definiciones del caṕıtulo anterior para α = 1 tenemos que α− = 0, α+ = 1,

αk = 0, γk = 0 y βk = sk − s1.

Por lo tanto, de (4.18) tenemos que los bloques Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n}
son

Bk = diag (2(µ+ s1) − sk, sk) y

B1 =







µ (s1 + µ) − (n/2)1/2 µ − (n/2)1/2 µi

− (n/2)1/2 µ s1 + 2µ 0

(n/2)1/2 µi 0 s1






.

Además, en el apéndice probamos que sk = k(n− k)/2 para α = 1.
Para simplificar el análisis de bifurcación vamos a cambiar del parámetro

µ al parámetro ω = µ+ s1. En el caṕıtulo anterior probamos que el determi-
nante detB1 se anula sólo en µk, por lo que tenemos que excluir del análisis
de bifurcación periódica a ωk = µk + s1 para k = 1, ..., n. De los cálculos de
µk en el capitulo anterior tenemos que ω1 = s1(s1 + 1) y que ωk = sk/2 para
k ∈ {2, ..., n/2, n}.

Bloques k ∈ {2, ..., n− 2, n}
Como la frecuencia es ω = µ+s1, el bloque Bk es Bk = 2diag (ω − ωk, ωk).

Como ωn = 0, entonces

σ = eT
1Bne1 = sgn(ω).

A continuación realizaremos el análisis del espectro para los vórtices.
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Proposición 5.10 Definamos a νk como

νk = [4ωk(ω − ωk)]
1/2.

(a) Para ω > ωk, el determinante detMk se anula sólo en {±νk} con

ηk(νk) = −1.

(b) Para ω < ωk, el determinante detMk nunca se anula.

Prueba. De las definiciones anteriores tenemos que la traza y el determinante
de Mk son Tk(ν) = 2ω y dk(ν) = −ν2 + 4ωk(ω − ωk). Para ω > ωk, el de-
terminante dk(ν) cambia de signo sólo en el punto νk. Como ωk es positivo,
entonces nk(0) = 0, pues dk(0) > 0 y Tk(0) > 0. Como dk(∞) < 0, entonces
nk(∞) = 1. Además σ = 1 pues ωk > 0. Por lo tanto η(νk) = 0 − 1. �

Para k = n tenemos que ωn = 0, entonces νn = 0 no es un punto de
bifurcación del bloque Mn.

Por lo tanto, en el problema de los vórtices para n ∈ {4, 5, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., n − 2} tal que ω > ωk, tiene una
bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/νk con
simetŕıas Gk. Como todos los puntos de bifurcación tienen ηk = −1, entonces
la bifurcación anterior no puede retornar a ā. Por lo tanto la bifurcación o es
inadmisible o va a otro punto de bifurcación distinto a ā.

Bloques k ∈ {1, n− 1}
Ahora vamos a analizar el espectro de los bloques Mk(ν) para k ∈ {1, n−

1} y ν ∈ R
+. Lo anterior es equivalente a analizar sólo el espectro de M1(ν)

para ν ∈ R, pues nn−1(λ) = n1(−λ).

Proposición 5.11 El determinante detM1 se anula sólo en las curvas

µ = 0 para ν ∈ R, ν0(µ) = µ+ s1 para µ ∈ R y

ν±(µ) = ±
√

s2
1 − µ para µ ∈ (−∞, s2

1).

Además, dividiendo el plano (µ, ν) en las ocho regiones que separan las curvas
anteriores, el número de Morse de M1(ν) en las regiones (0x) es n1 = 0, en
las regiones (1x) es n1 = 1 y en las regiones (2x) es n1 = 2.
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µ

ν

(2b)

(2a)

(1b)

(1a)

(2c) (1c)

(1d)

(0a)

Figura 5.5: Gráfica de d1(µ, ν) = 0.

Prueba. Con los cálculos que teńıamos, el bloque M1 es

M1(µ, ν) =







µ (−ν + s1 + µ) − (n/2)1/2 µ − (n/2)1/2 µi

− (n/2)1/2 µ s1 + 2µ iν

(n/2)1/2 µi −iν s1






.

Por lo tanto la traza de M1 es

T1(µ, ν) = 2µ+ 2s1 + µ (µ+ s1 − ν) .

Además, como n = 2s1 + 1, el determinante es

d1(µ, ν) = µ (ν − (µ+ s1))
(

ν2 − (s2
1 − µ)

)

.

Por lo tanto, el determinante detM1 cambia de signo sólo en µ = 0, ν0(µ) y
ν±(µ). Además, las curvas ν0(µ) y ν−(µ) se interceptan en el punto

(µ0, ν0) = (−2s1 − 1,−s1 − 1).

Para ν grande el número de Morse de la matriz M1(ν) y el de la matriz
−νdiag(µ, iJ) son iguales. Por lo tanto n1(∞) = 2 y n1(−∞) = 1 para µ > 0.
Además n1(∞) = 1 y n1(−∞) = 2 para µ < 0. Por lo tanto n1 = 2 en la
región (2a) y (2b) y n1 = 1 en la región (1a) y (1b).

La región (1d) se encuentra entre las curvas ν0(µ) y ν−(µ) para µ ∈
(−∞,−2s1 − 1). Por lo tanto el determinante d1 es negativo en la región
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(1d) y n1 ∈ {1, 3}. Sea ν̄ = (ν0 + ν−)/2, entonces ν̄ = µ/2 + o(µ) y T1(ν̄) =
µ2/2 + o(µ2). Como T1(ν̄) > 0 para µ→ −∞, entonces n1 6= 3. Por lo tanto
n1 = 1 en la región (1d).

Para ν = 0, el determinante es

d1(µ) = −µ(µ+ s1)
(

µ− s2
1

)

.

Por lo tanto d1 > 0 en la región (2c), d1 < 0 en la región (1c) y d1 > 0 en
la región (0a). Por lo tanto n1 ∈ {1, 3} en la región (1c) y n1 ∈ {0, 2} en la
región (0a). Como M1(0, 0) =diag(0, s1, s1) y los valores propios de M1 son
continuos, entonces n1 ≤ 1 para (µ, ν) cercano a (0, 0). Por lo tanto n1 = 1
en la región (1c) y n1 = 0 en la región (0a).

Como d1 > 0 en la región (2c), entonces n1 ∈ {0, 2}. En (µ0, ν0) la traza
T1 = −2(s1 + 1) es negativa. Como T1 es continua respecto a (ν, µ), entonces
T1 < 0 para (ν, µ) cercano a (µ0, ν0). Por lo tanto n1 6= 0 y n1 = 2 en la
región (2c). �

En lo proposición anterior encontramos que n1(µ, ν) cambia en las cur-
vas ν∗(µ) para ∗ ∈ {0,+,−}, usando que nn−1(ν) = n1(−ν) concluimos lo
siguiente.

Por lo tanto, en el problema de los vórtices para n ∈ {3, 4...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {1, n − 1} tal que µ ∈ (−∞, s2

1), tiene una
bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ con
simetŕıa Gk .

Para n ∈ {3, 4...} el equilibrio relativo poligonal para k = 1 tal que µ ∈
(−s1,∞) y para k = n−1 tal que µ ∈ (−∞,−s1), tiene un bifurcación global
de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ |ν0| con simetŕıa Gk.

De hecho, usando que σ = sgn(ω) podemos encontrar a ηk(ν) para k ∈
{1, n− 1} .

Corolario 5.12 Para µ fija tenemos que η1 = −σ en la intersección de
las regiones (0a) y (1a), (1a) y (2b), (1c) y (2c). Además, η1 = σ en la
intersección de las regiones (2c) y (1b).

Para µ fija tenemos ηn−1 = −σ en la intersección de las regiones (0a) y
(1a), (1c) y (2a), (1d) y (2a). Además, ηn−1 = σ en la intersección de las
regiones (2c) y (1d), (2c) y (1c).

Las bifurcaciones con simetŕıas G1 tienen el mismo ı́ndice para µ ∈
(−∞,−s1) ∪ (s2

1,∞) y existe sólo una bifurcación con simetŕıas Gn−1 para



5.5 Análisis del espectro n ≥ 3 103

µ ∈ (−s1, s
2
1), por lo que las bifurcaciones en esos casos no pueden retornar

a ā. Por lo tanto, la bifurcación en esos casos o es inadmisible o va a otro
punto de bifurcación distinto a ā.

Para µ = 0 el bloque M1(ν) es

M1(ν) = Mn−1(ν) =

(

s1 iν
−iν s1

)

,

entonces el determinante detM1 = s2
1−ν2 se anula sólo en {±s1} con η1(s1) =

ηn−1(s1) = 0 − 1.
Por lo tanto, en el problema de los vórtices para n ∈ {3, 4...}, el equilibrio

relativo poligonal para cada k ∈ {1, n−1} tal que µ = 0, tiene una bifurcación
global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/s1 con simetŕıas Gk.

La bifurcación anterior no retorna a ā pues sólo hay un punto de bifur-
cación. Por lo tanto la bifurcación o es inadmisible o va a otros puntos de
bifurcación distintos a ā.

Estabilidad lineal

Para recuperar los resultados de estabilidad lineal de [CS00] recordemos
la observación (2.9). Nosotros probamos que el determinante detMk(ν) se
anula en dos puntos distintos para k ∈ {2, ..., n−2} cuando µ > µk. También
probamos para k ∈ {1, n− 1} que los bloques Mk(ν) se anula en tres puntos
distintos cundo µ < µ1. Además, el determinante detMn(ν) tiene un cero
doble en ν = 0, sin embargo, esto no desestabilizar el equilibrio debido a las
simetŕıas.

Por lo tanto, como las µk son creciente para k ∈ {2, ..., [n/2]}, entonces
el problema de los vórtices es linealmente estable para

µ ∈ (µ[n/2], µ1).

En el caṕıtulo anterior encontramos que µ1 = (n− 1)2/4 y que

µk =
(

−k2 + nk − 2n+ 2
)

/4.

En el art́ıculo [CS00] se prueba el resultado anterior.

5.5.2. Ondas viajeras en filamentos

A continuación vamos a analizar el espectro para la bifurcación de ondas
viajeras en filamentos. En este caso los bloques Bk son los mismos que los de
los vórtices.
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Bloques k ∈ {2, ..., n− 2, n}
Proposición 5.13 Definamos a ν+ y a ν− como

ν± =
[

(2γ2 − ω) ±
√

(2γ2 − ω)2 − 4ωk(ω − ωk)
]1/2

.

(a) Para ω < ωk y γ ∈ R, el determinante detMk se anula sólo en {±ν+}
con

ηk(ν+) = sgn(ω).

(b) Para ω > ωk y γ2 > ω/2 + (ωk(ω − ωk))
1/2, el determinante detMk se

anula sólo en {±ν±} con

ηk(ν±) = ±1.

Prueba. En este caso el bloque Mk(ν) es

Mk(ν) = ν2 − 2γνiJ + 2diag (ω − ωk, ωk) .

La traza es Tk(µ) = 2(ν2 + ω) y el determinante es

dk(ν) = ν4 − 2(2γ2 − ω)ν2 + 4ωk(ω − ωk)

= (ν2 − ν2
+)(ν2 − ν2

−).

Por lo tanto, el determinante se anula sólo en ν±.
Para ω < ωk y γ ∈ R, solamente ν+ es positivo. Como dk(0) = 4ωk(ω −

ωk) < 0, entonces nk(0) = 1. Como todos los valores propios de Mk(ν) son
positivos para ν grande, entonces n(∞) = 0. Por lo tanto η(ν+) = σ(1 − 0)
con σ = sgn(ω).

Para ω > ωk y γ2 > ω/2 + (ωk(ω − ωk))
1/2, los dos puntos ν+ y ν−

son positivos. Como los ωk son positivos, entonces σ = sgn(ω) = 1. Como
dk(0) > 0 y Tk(0) > 0, entonces nk(0) = 0. El ı́ndice de Morse de Mk(ν) para
ν grande es nk(∞) = 0. Además detM(ν) es negativo entre ν− y ν+, enton-
ces nk(ν) = 1 para ν ∈ (ν−, ν+). Por lo tanto η(ν−) = 0−1 y η(ν+) = 1−0. �

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n ∈
{4, 5, ...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., n − 2} tal que
ω < ωk con γ ∈ R, tiene una bifurcación global de ondas viajeras periódicas
a partir del periodo 2π/ν+ con velocidad de onda γ y con simetŕıas Gk. La
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bifurcación anterior no puede retornar a ā, por lo que la bifurcación o es
inadmisible o va a otro punto de bifurcación distinto de ā.

Para n ∈ {4, 5, ...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., n−
2} tal que ω > ωk con γ2 > ω/2+(ωk(ω−ωk))

1/2, tiene una bifurcación global
de ondas viajeras periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν− con velocidad
de onda γ y con simetŕıas Gk.

Para k = n tenemos que ωn = 0, por lo que ν− = 0. Para n ∈ {3, 4, ...} el
equilibrio relativo poligonal para ω < 0 con γ ∈ R y para ω > 0 con γ2 > ω/2,
tiene una bifurcación global de ondas viajeras periódicas a partir del periodo
2π/ν+ con velocidad de onda γ y con simetŕıas Gn. La bifurcación anterior
o es inadmisible o va a otro punto de bifurcación distinto de ā.

Bloques k ∈ {1, n− 1}
En este caso el bloque M1(ν) es

M1(ν) =







µ (µν2 − 2γν + s1 + µ) − (n/2)1/2 µ − (n/2)1/2 µi

− (n/2)1/2 µ ν2 + s1 + 2µ 2γνi

(n/2)1/2 µi −2γνi ν2 + s1






.

Desafortunadamente su determinante es un polinomio de sexto grado sin una
factorización expĺıcita. Por lo anterior sólo vamos a analizar la bifurcación
para algunos casos particulares.

Para µ ∈ (−s1, 0) ∪ (s2
1,∞), el determinante de M1(ν) es

d1(0) = −µ(µ+ s1)(µ− s2
1) < 0.

Como d1(ν) > 0 para |ν| suficientemente grande, entonces detM1(νk) cambia
de signo al menos en ν1 y −νn−1 con ν1, νn−1 > 0. Por lo tanto η1(ν1) 6= 0 y
ηn−1(νn−1) 6= 0.

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n ∈
{3, 4...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, n − 1} tal que
µ ∈ (−s1, 0) ∪ (s2

1,∞) con γ ∈ R, tiene una bifurcación global de ondas
viajeras periódicas a partir del periodo 2π/νk con velocidad de onda γ y con
simetŕıas Gk.

A continuación vamos a analizar el caso en que todos los filamentos tienen
la misma circulación. En ese caso µ = 1 y la frecuencia es

ω = s1 + 1.
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Proposición 5.14 Definamos a ν̄± como ν̄± = γ± (γ2 − ω)
1/2

y a ν± como

ν± =
(

−b±
√
b2 − c

)1/2

con b = ω − 2γ2 y c = ω2 − 2ω > 0.

(a) Para (ω +
√
c)/2 < γ2 < ω, el determinante detM1 se anula sólo en

{±ν±} con

η1(ν±) = ηn−1(ν±) = ±1.

(b) Para ω < γ2, el determinante detM1 se anula sólo en {ν̄±,±ν±} con

η1(ν̄±) = ±1 y η1(ν±) = ηn−1(ν±) = ±1.

Prueba. Los valores propios se pueden calcular expĺıcitamente para µ = 1 y
son

λ0 = ν2 − 2γν + ω y λ± = ν2 + ω ±
√

4γ2ν2 + 2ω.

El valor propio λ0 se anula sólo en ν̄± para γ2 > ω. Además, el valor propio
λ+ siempre permanece positivo.

El valor propio λ− se anula en las soluciones de ν4 + 2bν2 + c = 0. Por lo
tanto λ− se anula en las soluciones de ν2 = −b±

√
b2 − c. Como c es positivo

para n ≥ 3, entonces λ− nunca se anula si b > 0 y se anula en {±ν±} sólo
para b < 0 y b2 − c > 0.Como b2 − c = (2γ2 − ω)2 − c es positivo para
γ2 > (ω+

√
c)/2 y en ese caso b < 0, entonces el valor propio λ− se anula en

{±ν±} sólo para γ2 > (ω +
√
c)/2.

Como ω = s1 + 1, entonces σ = sgn(ω) = 1. Para el caso (a) los valores
propios λ0 y λ+ son siempre positivos y λ− es negativo sólo para |ν| ∈
(ν−, ν+). Por lo tanto η1(ν−) = 0 − 1 y η1(ν+) = 1 − 0.

Para el caso (b) tenemos que λ+ es positivo, λ0 es negativo sólo para
ν ∈ (ν̄−, ν̄+) y λ− es negativo para |ν| ∈ (ν−, ν+). Como λ−(ν̄±) = 2γν̄± −
√

4γν̄2
± + 2ω, entonces λ−(ν̄±) es negativo y (ν̄−, ν̄+) ⊂ (ν−, ν+). Por lo tanto

η1(ν−) = 0 − 1, η1(ν̄−) = 1 − 2, η1(ν̄+) = 2 − 1 y η1(ν+) = 1 − 0. Además,
como nn−1(ν) = n1(−ν), entonces ηn−1(ν−) = 0 − 1 y ηn−1(ν+) = 1 − 0. �

Para n ∈ {3, 4...} el equilibrio relativo poligonal para k ∈ {1, n − 1} tal
que µ = 1 con γ2 > (ω+

√
c)/2, tiene una bifurcación global de ondas viajeras

periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν− con velocidad de onda γ y con
simetŕıas Gk.
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Para n ∈ {3, 4...} el equilibrio relativo poligonal para µ = 1 con γ2 > ω,
tiene una bifurcación global de ondas viajeras periódicas a partir del periodo
2π/ν̄+ y 2π/ν̄− con velocidad γ y con simetŕıas G1.

Para µ = 0 el bloque M1 es

M1(ν) =

(

ν2 + s1 2γνi
−2γνi ν2 + s1

)

.

Por lo que M1(ν) = ν2 − 2γνiJ + 2diag (ω − ω̄1, ω̄1) con ω = s1 y ω̄1 =
s1/2. Podemos analizar al bloque M1 como lo hicimos para los bloques Mk,
entonces el determinante detM1 se anula sólo en los cuatro valores {±ν±}
para γ2 > s1, en donde ηk(ν±) = ±1 y

ν2
± = (2γ2 − s1) ±

√

4γ2 (γ2 − s1).

Para n ∈ {3, 4...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, n− 1}
tal que µ = 0 con γ2 > s1, tiene una bifurcación global de ondas viajeras
periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν− con velocidad de onda γ y con
simetŕıas Gk. La bifurcación es inadmisible o va a otro punto de bifurcación
distinto a ā.

5.5.3. Cuerpos

En el problema de los n + 1-cuerpos la frecuencia es ω = µ + s1. Las
ecuaciones están bien definidas para frecuencias positivas y tienen sentido
f́ısico sólo para masas positivas.

Usando las definiciones del caṕıtulo anterior para α = 2 tenemos que
α− = 1/2, α+ = 3/2,

αk = (sk+1 + sk−1)/4, βk = 3(sk − s1)/2 y γk = (sk+1 − sk−1)/4.

Por lo tanto, de (4.18) tenemos que los bloques Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n}
son

Bk = (3/2)(I +R)µ+ (s1 + αk)I − βkR− γkiJ y

B1 =







µ (s1 + µ+ n/2) −2 (n/2)1/2 µ − (n/2)1/2 µi

−2 (n/2)1/2 µ s1 + α1 + 3µ α1i

(n/2)1/2 µi −α1i s1 + α1






.
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En el problema de los n+1-cuerpos tenemos Mk(λ) = λ2I−2ω1/2λ(iJ)+
Bk y

M1(λ) = λ2diag(µ, I) − 2ω1/2λdiag(µ, iJ) +B1.

Para analizar el espectro vamos a normalizar al periodo como λ = ω1/2ν. Los
bloques en el nuevo periodo son

Mk(ν) = ω[ν2I − 2ν(iJ)] +Bk para k ∈ {2, ..., n− 2, n} y

M1(ν) = ω[ν2diag(µ, I) − 2νdiag(µ, iJ)] +B1.

Para el problema de los n+1-cuerpos no podemos calcular expĺıcitamente
los sk. Sin embargo, en el apéndice probamos que sk = sn−k = sn+k y que
los sk son crecientes en k para k ∈ {0, ..., n/2}. Los resultados anteriores los
vamos a utilizar a lo largo del análisis del espectro. Además, para reducir el
análisis de los espectros vamos a usar la igualdad nn−k(ν) = nk(−ν).

Bloque k = n

El bloque Bn es Bn = (3/2)(µ + s1)(I + R) con R =diag(1,−1). Por lo
tanto

σ = sgn(eT
1Bne1) = 1 para µ > −s1.

Proposición 5.15 El determinante detMn se anula sólo en {±1} con

ηn(1) = 1.

Prueba. El bloque Mn(ν) es

Mn(ν) = ω[ν2 − 2ν(iJ) + diag(3, 0)].

Como el determinante es dn(ν) = ω2ν2 (ν − 1) (ν + 1), entonces el determi-
nante se anula sólo en {±1}. Como dn(ε) < 0, entonces nn(0) = 1. Además
nn(∞) = 0, entonces ηn(1) = 1 − 0. �

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos para n ∈ {3, 4...},
el equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódicas a partir del periodo 2π con simetŕıas Gn. La bifurcación no puede
retornar a ā, por lo que la bifurcación es inadmisible o va a otro punto de
bifurcación distinto a ā.
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Bloques k ∈ {2, ..., n− 2}

Definamos a dk(µ, ν) como el determinante de Mk(µ, ν). En el caṕıtulo
anterior probamos que dk(µ, 0) = detBk = bkµ+ ak con

ak = (s1 + αk)
2 − β2

k − γ2
k y bk = 3(s1 + αk + βk).

También probamos que bk es positivo y que µk = −ak/bk > −s1.
En lo sucesivo vamos a usar que dk y Dk = dk/ω

2 tienen el mismo signo.

Proposición 5.16 El determinante de Mk es

dk(µ, ν) = ω2ν4 + (2αk − ω − s1)ων
2 − 4ωγkν + ak + µbk,

Dk(µ, ν) = ν2(ν2 − 1) + ck(ν)/ω − (s1bk − ak)/ω
2,

en donde ck(ν) = ν2(2αk − s1) − 4γkν + bk.

Prueba. El bloque Mk es

Mk(ν) = (ων2 + s1 + αk)I + (3µ/2)(I +R) − βkR− (2νω + γk)(iJ).

Por lo tanto el determinante es

dk(µ, ν) = (ων2 + s1 + αk − βk + 3µ)(ων2 + s1 + αk + βk) − (2ων + γk)
2.

Como ω = µ+ s1 y dk(µ, 0) = bkµ+ ak, entonces

dk(µ, ν) = ω2ν4 + (2αk − ω − s1)ων
2 − 4ωγkν + ak + µbk.

Además, de la igualdad para dk concluimos el resultado para Dk(µ) = dk/ω
2.

�

Ahora vamos a encontrar algunos puntos donde el determinante dk(ν) se
anula.

(a) Para cada µ ∈ (−s1, µk) tenemos que dk(µ, 0) es negativo y que dk(µ,±∞)
es positivo, entonces dk(ν) cambia de signo al menos en los puntos
ν± con ν− < 0 < ν+. Como ĺımµ→−s1 dk(ν, µ) = ak − s1bk < 0, entonces
ĺımµ→−s1 ν±(µ) = ±∞.
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(b) Podemos ver que ĺımµ→∞Dk(µ, ν) = ν2(ν2−1). Sabemos que dk(µ, 0) es
positivo para µ > µk. Por lo tanto para µ suficientemente grande dk(ν)
cambia de signo al menos en los cuatro puntos {ν±, ν̄±} con

ν−k(µ) < ν̄−k(µ) < 0 < ν̄k(µ) < νk(µ).

Además, los puntos anteriores satisfacen ĺımµ→∞ ν±k(µ) = ±1 y

ĺım
µ→∞

ν̄±k(µ) = 0.

De hecho, vamos a probar que el determinante dk se anula sólo en los casos
anteriores. La prueba consiste en observar que para cada ν fijo la derivada
D′

k(µ) se anula exactamente una vez en el intervalo (−s1,∞). Para probar
lo anterior necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.17 Para ν ∈ R la función ck(ν) es positiva y satisface

c2k(ν)

s1bk − ak

> 9.

Prueba. Como c′k(ν) = 2ν(2αk − s1) − 4γk, entonces c′k(ν) = 0 en ν0 =
2γk/(2αk − s1). Como 2αk − s1 > 0, entonces ν0 es un mı́nimo. Además,
tenemos que ν0 ∈ (0, 1) pues (2αk − s1) − 2γk = sk−1 − s1 ≥ 0. Por lo tanto

ck(ν0) = ν0(2γk − 4γk) + bk > bk − 2γk.

De las definiciones de ak y bk encontramos que

4bk = 18sk − 6s1 + 3sk−1 + 3sk+1 y

−4ak = 9(s2
1 − 2s1sk + s2

k) − (sk+1 + 2s1)(sk−1 + 2s1).

Por lo tanto

4(s1bk − ak) = 9s2
k − (sk−1 − s1) (sk+1 − s1) < 9s2

k.

Además

4ck(ν0) > 4bk − 8γk = 18sk − 6s1 + 5sk−1 + sk+1 > 18sk.

De las desigualdades anteriores concluimos que c2k > (9/2)2s2
k > 9 (s1bk − ak) .

�

A continuación vamos a probar que dk se anula sólo en las curvas de la
gráfica .



5.5 Análisis del espectro n ≥ 3 111

µ

ν
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(−) (−)
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b b b b b

−s1 µk m0 m+ m−

Figura 5.6: Gráfica de dk(µ, ν) = 0.

Proposición 5.18 El determinante dk(ν) se anula sólo en las curvas dife-
renciables

µ0(ν) para ν ∈ R,

µ+(ν) para ν ∈ (0, 1) y

µ−(ν) para ν ∈ (−1, 0).

Las curvas anteriores satisfacen las desigualdades −s1 < µ0(ν) < µ±(ν).
Además µ0(ν) → −s1 cuando |ν| → ∞ y µ±(ν) → ∞ cuando |ν| → {0, 1}.

Prueba. La derivada de Dk(µ) con respecto a µ es

D′
k(µ) = −(ωck − 2(s1bk − ak))/ω

3.

Por lo tanto D′
k(µ) se anula sólo en el punto µ̄k con

µ̄k + s1 = 2(s1bk − ak)/ck.

Como ck > 0, entonces µ̄k > −s1. Concluimos que dk(ν) cambia de signo a
lo más una vez en (−s1, µ̄k(ν)) y una vez en (µ̄k(ν),∞).

Además

Dk(µ̄k) = ν2(ν2 − 1) +
c2k(ν)

4(s1bk − ak)
.

Como ν2(ν2 − 1) ≥ −1/4 y c2k(ν) > 9(s1bk − ak) para ν ∈ R, entonces
Dk(µ̄k) ≥ 2. Por lo tanto dk(µ̄k(ν), ν) es positivo.
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Como dk(−s1, ν) es negativo y dk(µ̄k(ν), ν) es positivo, entonces dk(µ, ν)
se anula sólo en el punto µ0(ν) ∈ (−s1, µ̄k(ν)) para cada ν ∈ R. Como
dk(µ̄k(ν), ν) es positivo y Dk(∞, ν) = ν2(ν2 − 1), entonces dk(µ, ν) se anula
sólo en el punto µ+(ν) para ν ∈ (0, 1) y en el punto µ−(ν) para ν ∈ (−1, 0).
Por lo tanto dk se anula sólo en µ∗(ν) para ∗ ∈ {0,+,−}. Las funciones
µ∗(ν) están bien definidas y satisfacen −s1 < µ0(ν) < µ̄k(ν) < µ±(ν). Como
dk(µ, ν) es diferenciable y ∂µDk(µ∗(ν), ν) 6= 0 , del teorema de la función
impĺıcita tenemos que las funciones µ∗(ν) son diferenciables.

De hecho podemos encontrar expĺıcitamente a µ∗(ν) de la ecuación cuadráti-
ca dk(µ, ν) = 0. Para µ fijo tenemos que dk(µ, ν) es positivo si ν es suficien-
temente grande, entonces µ0(ν) → −s1 cuando |ν| → ∞. Si µ±(ν) fuera
acotada para |ν| → {0, 1}, del teorema de la función impĺıcita podŕıamos
extender las funciones µ±(ν) hasta los puntos ±1 y 0, pero no existen ceros
en esos puntos. Por lo tanto µ±(ν) → +∞ cuando ν → 0,±1. �

Definamos a m0 como el máximo de µ0(ν) y a m± como el mı́nimo de
µ±(ν).

Teorema 5.19 El determinante detMk(ν) se anula en los siguientes casos.

(a) Para k ∈ {2, ..., n − 2} y µ ∈ (−s1, µk) el determinante detMk(ν) se
anula en νk con

ηk(νk) = 1.

(b) Para k ∈ {2, ..., [n/2]} y µ ∈ (µk,m0) el determinante detMk(ν) se
anula en {ν̄k, νk} con 0 < ν̄k < νk y

ηk(ν̄k) = −1 y ηk(νk) = 1.

(c) Para k ∈ {2, ..., n − 2} y µ ∈ (m+,∞) el determinante detMk(ν) se
anula en {ν̄k, νk} con 0 < ν̄k < νk < 1 y

ηk(ν̄k) = −1 y ηk(νk) = 1.

Prueba. Como µk es un cero de dk(µ, 0), entonces µk ≤ m0. Como dk(µ, ν) +
4ωγkν es par en ν, entonces

dk(µ, ν) = dk(µ,−ν) − 8ωγkν.
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Para k ∈ [2, ..., n/2) ∩ N tenemos que γk > 0, entonces dk(µ, ν) < dk(µ,−ν)
para ν ∈ R

+. De lo anterior concluimos que el máximo m0 de la curva µ0(ν)
se alcanza en ν > 0 y que m+ < m− para k ∈ [2, ..., n/2) ∩ N.

Como Mk es de dimensión dos, entonces nk(µ, ν) = 1 cuando el determi-
nante dk(µ, ν) es negativo. Por lo tanto n1 = 1 en Ω con

Ω = {(µ, ν) : µ < µ0(ν), µ > µ±(ν)}.

Como nk(µ, ν) = 0 para ν grande y el determinante dk se anula sólo en ∂Ω,
entonces n1 = 0 en Ωc. Además, tenemos que σ = 1 para µ > −s1. Por
lo tanto, para (a) encontramos que ηk(νk) = 1 − 0. Además, para (b) y (c)
tenemos que ν̄k < νk, entonces ηk(ν̄k) = 0 − 1 y ηk(νk) = 1 − 0. �

Como d′′k(ν) = 2(6ω2ν2 + (2αk − µ − 2s1)ω), entonces d′′k(ν) es positivo
para µ < 2(αk−s1). Por lo tanto, el determinante detMk(ν) sólo puede tener
dos ceros para µ ∈ (−s1, 2(αk − s1)). Por lo tanto las soluciones del inciso
(a) son únicas para µ ∈ (−s1, 2(αk − s1)).

Como dk(ν) es un polinomio de cuarto orden, sólo pueden existir cuatro
ráıces. De la gráfica tenemos que detMk(ν) se anula en cuatro puntos para
µ ∈ (m∗,∞), en donde m∗ es el más grande de m+ y m−. Por lo tanto las
soluciones del inciso (c) son únicas para µ ∈ (m∗,∞).

Por lo tanto, en el problema de los cuerpo para n ∈ {4, 5, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., n − 2} tal que µ ∈ (−s1, µk), tiene
una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/νk con
simetŕıas Gk . Además, para µ ∈ (−s1, 2(αk − s1)) la bifurcación anterior no
puede retornar al equilibrio ā, entonces es inadmisible o va a otro punto de
bifurcación distinto a ā.

Para n ∈ {4, 5, ...} el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., [n/2]}
tal que µ ∈ (µk,m0) y para cada k ∈ {2, ..., n−2} tal que µ ∈ (m+,∞), tiene
una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/νk y
2π/ν̄k con simetŕıas Gk .

Observación 5.20 Para k = 2, con un cálculo numérico encontramos que
µ2 es negativo para n ∈ {4, ..., 9} y que el máximo m0 es negativo para
n ∈ {4, 5, 6} y es positivo para n ∈ {7, 8, 9}. También encontramos que el
valor µk siempre es positivo para k ≥ 3.

Observación 5.21 Si logramos probar que sólo hay tres soluciones de dk(µ, ν) =
0 y ∂

∂ν
dk(µ, ν) = 0, esas tres soluciones corresponden a m0 y m±. En tal caso
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tenemos que las soluciones del teorema son las únicas donde cambia el ı́ndice
de Morse.

De hecho, podemos probar lo anterior para k = n/2, pues usando que
γn/2 = 0 podemos encontrar expĺıcitamente m0 = µn/2 y m+ = m−. Para eso
veamos que en esos puntos ν2 = −ω−1(2αn/2 − 2s1 − µ)/2, pues

2νω2(2ν2 + ω−1(2αn/2 − 2s1 − µ)) = ∂νdk = 0.

Sustituyendo el valor de ν en dk(µ, ν) = 0 encontramos que

(2αn/2 − 2s1 − µ)2 − 4(an/2 + µbn/2) = 0.

Por lo tanto m+ = b+
√
b2 + c con b = 2(bn/2 + αn/2 − s1) y

c = 4(an/2 − (αn/2 − s1)
2).

Bloques k ∈ {1, n− 1}
El bloque M1(ν) es







µ (ων2 − 2νω + s1 + µ+ n/2) −2 (n/2)1/2 µ − (n/2)1/2 µi

−2 (n/2)1/2 µ ων2 + s1 + α1 + 3µ α1i+ 2νωi

(n/2)1/2 µi −α1i− 2νωi ων2 + s1 + α1






.

En el caṕıtulo anterior probamos que detBk = ωµ(bkµ+ ak) con

a1 = (2s1 + n)(2s1 + s2)/4 y b1 = 3(4s1 + s2 − 2n)/4.

Usando lo anterior se puede probar que el determinante deM1 es detM1(ν) =
ωµ(ν − 1)2d1(µ, ν), en donde d1 es el polinomio

d1(µ, ν) = ω2ν2(ν2 − 1) +
(

(s2 − 2s1 + n) ν2/2 − (s2 − n)ν
)

ω + (a1 + µb1).

Para conocer los ceros de detM1(ν) necesitamos analizar los ceros del po-
linomio d1, para conseguir lo anterior primero vamos a probar el siguiente
lema.

Lema 5.22 Las funciones b1, 2α1 − s1, s1 − n, s2 − n y 8(s1 − n) + 9s2

son positivas para n > 1071. Para los casos restantes n ≥ 3 encontramos de
forma numérica que s1−n es negativo para n ≤ 472 y positivo para n ≥ 473,
que s2 − n es negativo para n ≤ 11 y positivo para n ≥ 12, y que

sgn(b1) = sgn(2α1 − s1) = sgn(8(s1 − n) + 9s2) =

{

−1 para n ≤ 6
+1 para n ≥ 7

.
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Prueba. Como sinx < x, entonces

s1 =
1

4

n−1
∑

j=1

1

sin jζ/2
≥ 1

2

∑

j∈[1,n/2)∩N

1

jζ/2
≥ 1

ζ
lnn/2 = n

lnn/2

2π
.

Como n > 2e2π para n > 1071, entonces s1 > n al menos para n > 1071.
En el apéndice probamos que s2 = 4s1 − s̄1 con s̄1 =

∑n−1
j=1 sin(jζ/2) < n.

Como α1 = s2/4, entonces 2α1 − s1 = s1 − s̄1 > (s1 − n). Además, usando
que s2 > s1 y que 4b1/3 = 2(s1 − n) + s2 + 2s1 concluimos que b1, 2α1 − s1,
s2 − n y 8(s1 − n) + 9s2 son positivos al menos para n > 1071. �

µ

ν

(+)

(−)

(−)

(a) n > 6

µ

ν

(+)

(−)

(b) n = 3, 4, 5, 6

Figura 5.7: Gráfica de d1(µ, ν) = 0.

A continuación vamos a estudiar la gráfica de d1(µ, ν) = 0 para los casos
con sentido f́ısico µ > 0, sin embargo, las ecuaciones de los cuerpos están
bien definidas para masas negativas siempre que µ > −s1.

Proposición 5.23 Para n ≥ 7 el polinomio d1(µ, ν) se anula sólo en las
funciones

µ+(ν) : (0, 1) → R
+ y µ−(ν) : (−1, 0) → R

+

con µ± → ∞ cuando |ν| → 0, 1. Además, para n ∈ {3, 4, 5, 6} el polino-
mio d1(µ, ν) se anula sola en la curva (µ0, ν0) : R → R

+ × (−∞, 1) con
(µ0, ν0)(t) → (∞,±1) cuando t→ ±∞.

Prueba. Usando que la frecuencia es ω = µ+s1 podemos agrupar los términos
del polinomio d1(µ, ν) en µ, entonces
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d1(µ, ν) = ν2
(

ν2 − 1
)

µ2 + [s1b1 − a1 + c1 + s2
1

(

ν4 − ν2
)

]µ/s1 + c1 con

s1b1 − a1 = (8s1 + s2) (s1 − n) /4 y

c1(ν) = [2s1(ν − 1)2 + n][2s1(ν + 1)2 + s2]/4 > 0

Para cada ν la derivada d′1(µ) se anula sólo en el punto cŕıtico µc que satisface

1

s1

(s1b1 − a1 + c1 + s2
1

(

ν4 − ν2
)

)µc = −2ν2
(

ν2 − 1
)

µ2
c .

Como d1(µc, ν) = −ν2 (ν2 − 1)µ2
c + c1 es positivo al menos para |ν| < 1,

entonces para cada |ν| < 1 a lo más existe un cero del polinomio d1(µ) para
µ > µc. Como d1/ω

2 → ν2(ν2 − 1) cuando µ→ ∞ y d1(0, ν) = c1 es positivo
para toda ν, entonces para cada |ν| ∈ (0, 1) el polinomio d1 se anula sólo en
las funciones diferenciables µ±(ν).

Para conocer lo que sucede con los ĺımites de las funciones µ±(ν) en |ν| =
0, 1, necesitamos estudiar los ceros del polinomio d1(µ, ν) en |ν| = 0, 1. Como
a1 siempre es positiva y b1 es negativo para n ≤ 6, entonces el polinomio
d1(µ, 0) se anula en el punto positivo µ0 = −a1/b1 sólo si n ≤ 6. Además, el
polinomio d1(µ,±1) se anula sólo en el punto

µ±1 = −s1c1(±1)/(s1b1 − a1 + c1(±1)).

Por lo tanto, el punto µ+1 = −n siempre es negativo y el punto µ−1 =
−s2(8s1 + n)/(8s1 − 8n+ 9s2) es positivo sólo si n ≤ 6.

De lo anterior concluimos para n ≥ 7 que el polinomio d1(µ, ν) en |ν| =
0, 1 siempre es positivo para µ ≥ 0. Por lo tanto, para n ≥ 7 las funciones
µ±(ν) tienden a infinito cuando |ν| → 0, 1. Además, como c1(ν) es creciente
para ν > 1, entonces d1(µ, ν) ≥ d1(µ, 1) > 0 para ν > 1. Del mismo modo
podemos probar lo anterior para ν < −1. Por lo tanto d1(µ, ν) no tiene más
ceros para µ ≥ 0 y |ν| > 1.

Para n ≤ 6 podemos concluir como antes que la función µ+(ν) tiende
a infinito cuando ν → 1 y que d1(µ, ν) no tiene más ceros para ν > 1.
Además, las funciones µ± se pueden extender de manera continua como
µ+(0) = µ−(0) = µ0 y µ−(−1) = µ−1. Finalmente, el continuo de ceros
de d1(µ, ν) en (µ−,−1) cruza la recta (µ,−1) sólo una vez y tiene que ir al
ĺımite (µ, ν) = (∞,−1). Lo anterior es consecuencia de que d1(0, ν) es posi-
tivo para toda ν, que d1(µ, ν) es positivo para µ > 0 cuando |ν| es grande y
que d1(µ, ν) es positivo para ν < −1 cuando µ es grande. �
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Observación 5.24 Como s1b1 − a1 es positivo para n ≥ 473, entonces
d1(µ, 0) se anula en el punto µ1 = −a1/b1 que se encuentra en el inter-
valo (−s1, 0). De hecho, para n ≥ 473 y µ ∈ (−s1,∞), se puede probar que
la gráfica de d1(µ, ν) = 0 es como la de la figura (5.6).

Para n ≥ 12 usando que s2 > n podemos probar la desigualdad c1(ν) <
c1(−ν) para ν > 0, entonces d1(µ, ν) < d1(µ,−ν) para ν > 0. Sean m± los
mı́nimos de las funciones µ±(ν), de lo anterior encontramos que m+ < m−
para n ≥ 12. De la misma manera para n ∈ {7, 8, 9, 10, 11} podemos probar
que m− > m+ usando que s2 < n.

Proposición 5.25 Para masas positivas, µ > 0, tenemos los siguientes ca-
sos.

(a) Para n ≤ 6, el determinante detM1(ν) no se anula si µ < m0, se anula
en {ν−, ν̄−,±1} con ν− < ν̄− < 0 si µ ∈ (m0, µ1) y se anula en {ν±,±1}
con ν− < 0 < ν+ < 1 si µ ∈ (µ1,∞).

(b) Para n ≥ 12, el determinante detM1(ν) no se anula si µ < m+, se
anula en {ν̄+, ν+,±1} si µ ∈ (m+,m−) y se anula en {ν̄±, ν±,±1} si
µ ∈ (m−,∞), en donde los puntos satisfacen las desigualdades

−1 < ν− < ν̄− < 0 < ν̄+ < ν+ < 1.

De manera similar para 7 ≤ n ≤ 11 encontramos que detM1(ν) no se
anula si µ < m−, se anula en {ν̄−, ν−,±1} si µ ∈ (m−,m+) y se anula
en {ν̄±, ν±,±1} si µ ∈ (m+,∞).

Además, el cambio de ı́ndice de Morse en los puntos anteriores es

η1(±1) = 0, η1(ν̄±) = −1 y η1(ν±) = 1.

Prueba. La traza de M1(ν) es

T1 = µω(ν − 1)2 + 2ω(ν2 + 1) + µ(n/2 + 1) + 2α1.

Como la traza de M1(ν) es positiva para µ > 0, el ı́ndice de Morse es n1 = 1
cuando detM1 es negativo y n1 ∈ {0, 2} cuando detM1 es positivo. Defi-
namos a Ω como la componente conexa donde d1(µ, ν) es negativo (ver la
gráfica), para n ≥ 7 el conjunto Ω es {(µ, ν) : µ > µ±(ν)}. Por lo tanto
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n1 = 1 en Ω − {(µ,±1) : µ > 0}. Además, como M1(0, ν) tiene valores pro-
pios 0, s1 (ν − 1)2 y s1 (ν + 1)2 + 2α1, entonces n1(ε, ν) ≤ 1 para ε cercano a
cero. Como n1 ∈ {0, 2} y n1 ≤ 1 en Ωc − {(µ,±1) : µ > 0}, entonces n1 = 0
en Ωc. Por lo tanto η1(±1) = 0 − 0, η1(ν̄±) = 0 − 1 y η1(ν±) = 1 − 0. �

Por lo tanto, en el problema de los n+1-cuerpos para n ∈ {3, ..., 6},
el equilibrio relativo poligonal para k ∈ {1, n − 1} con µ > µ1 tiene una
bifurcación global de soluciones periódicas con simetŕıas Gk . Además, para
µ ∈ (m0, µ1) tiene dos ramas de bifurcación global de soluciones periódicas
con simetŕıas Gn−1 .

Para n ∈ {7, ..., 11} el equilibrio relativo poligonal para k = 1 con µ > m−
y para k = n − 1 con µ > m+, tiene dos ramas de bifurcación global de
soluciones periódicas con simetŕıas Gk.

Para n ∈ {12, 13, ...} el equilibrio relativo poligonal para k = 1 con µ >
m+ y para k = n− 1 con µ > m−, tiene dos ramas de bifurcación global de
soluciones periódicas con simetŕıas Gk.

Para µ = 0 tenemos que

M1(ν) =

(

s1ν
2 + s1 + α1 α1i+ 2νs1i

−α1i− 2νs1i s1ν
2 + s1 + α1

)

.

La matriz en este caso tiene valores propios s1(ν − 1)2 y s1(ν + 1)2 + 2α1.
Por lo tanto n1(ν) = 0 para todo ν y no existe bifurcación.

Estabilidad lineal

Para conocer la estabilidad lineal del equilibrio relativo poligonal recorde-
mos la observación (2.9). Nosotros probamos que el determinante detMk(ν)
para k ∈ {2, ..., n−2} se anula en cuatro puntos distintos si µ > m∗. Además,
a pesar de que el determinante detMn(ν) tiene dos ceros distintos y en cero
doble en ν = 0, esto no contribuye a desestabilizar el equilibrio poligonal
debido a las simetŕıas.

Ahora bien, para k ∈ {1, n− 1} probamos que el determinante detMk(ν)
nunca se anule en seis puntos para n ∈ {3, ..., 6}, por lo que el equilibrio
poligonal nunca es estable para n ∈ {3, ..., 6} [Rob00]. Además, para k ∈
{1, n − 1} probamos que el determinante detMk(ν) se anule en seis puntos
distintos para n ∈ {7, 8, ...} sólo cuando µ > m∗. Por lo tanto el problema
de los n+ 1-cuerpos es linealmente estable sólo cuando µ > m∗.
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Según el art́ıculo [Rob00], el bloque Mn/2 es el que determina el mas
grande m∗. De la observación 5.21 tenemos que el equilibrio poligonal es
linealmente estable para µ > m+ = b+

√
b2 + c con

b = 2(bn/2 + αn/2 − s1) y c = 4(an/2 − (αn/2 − s1)
2).

A continuación vamos a encontrar a m+ con un análisis asintótico para re-
cuperar el resultado de Maxwell sobre la estabilidad de los anillos de Sa-
turno, [Rob00].

En el apéndice probamos que

ĺım
n→∞

s1/n
3 = 0 y ĺım

n→∞
sn/2/n

3 = ĺım
n→∞

sn/2−1/n
3 = σ.

Tenemos que γn/2 = 0 y de los ĺımites anteriores obtenemos que αn/2/n
3 →

σ/2 y que βn/2/n
3 → (3/2)σ. De las definiciones de an/2 y bn/2 tenemos que

an/2/n
6 → −2σ2 y bn/2/n

3 → 6σ. Por lo tanto b/n3 → 13σ y c/n6 → −9σ2.
Concluimos que

ĺım
n→∞

m+/n
3 = (13 + 4

√
10)σ con σ =

1

2π3

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)3
.

El ĺımite anterior para m+/n
3 es el que se encuentra en [Rob00] para la

estabilidad de los anillos de Saturno.

Observación 5.26 En las proposiciones anteriores hemos probado que todos
los bloques Mk(µ, ν) son invertibles para |ν| > 1 si µ es suficientemente
grande. Como hemos hecho la normalización λ = (µ+s1)

1/2ν, concluimos que
el bloque M(µ, λ) es invertible para |λ| > (µ+ s1)

1/2 si µ es suficientemente
grande.

5.6. Las cargas

A continuación vamos a encontrar las ecuaciones de movimiento de n
part́ıculas con cargas negativas. Supondremos que las part́ıculas negativas
interactúan con un núcleo que está fijo con carga positiva. Podemos pensar
que esas ecuaciones describen un modelo simplificado del átomo, las cargas
negativas representan a los electrones y la carga positiva al núcleo. En ese
caso las cargas de los electrones y protones son iguales y de signos contrarios.
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Para cada j ∈ {1, ..., n} sea qj la posición de una de las part́ıculas con
carga negativa −p y masa m. Además, sea q0 la posición de la part́ıcula
con carga positiva µp y masa ρm. Vamos a suponer que las masas son tan
pequeñas comparadas a las cargas que la fuerza de gravedad es despreciable
comparada con la fuerza electrostática de Coulomb, entonces las ecuaciones
para las cargas son

ρmq̈0 = −µκp2

n
∑

i=1

q0 − qi

‖q0 − qi‖3 y para j ∈ {1, ..., n}

mq̈j = −µκp2 qj − q0

‖qj − q0‖3 +
n
∑

i=1 (i6=j)

κp2 qj − qi

‖qj − qi‖3 .

Podemos adimensionalizar las ecuaciones anteriores de tal manera que
κp2/m = 1. También vamos a suponer que la razón de masas ρ es tan grande
que en la primera ecuación q̈0 = 0, es decir, podemos suponer que el núcleo
está fijo q0 = 0. Por lo tanto para j ∈ {1, ..., n} las ecuaciones son

q̈j = −µ qj

‖qj‖3 +
n
∑

i=1 (i6=j)

qj − qi

‖qj − qi‖3 .

Para cambiar a coordenadas rotantes definimos a uj(t) como qj(t) =
e
√

ωtJuj(t). Como q̈j = e
√

ωtJ(üj +2
√
ωJu̇j −ωuj), entonces las ecuaciones en

coordenadas rotantes son

üj + 2
√
ωJu̇j = ∇V(u) con

V(u) =
n
∑

j=1

(

ω ‖uj‖2 /2 + µφ2(‖uj‖)
)

−
∑

i<j

φ2(‖uj − ui‖),

en donde φ′
2(x) = −1/x2. Sea u = (u1, ..., un) el vector de posiciones, entonces

la ecuación en forma vectorial es

ü+ 2
√
ωJ u̇ = ∇V(u).

Recordemos que en el problema de los n-cuerpos en la ausencia del cuerpo
central la ecuación es üj + 2

√
ωJu̇j = ∇V (u). En ese caso probamos que

ā = (a1, ..., an) con aj = eijζ es un equilibrio relativo cuando la frecuencia de
rotación es ω = s1, es decir, que ā es un punto cŕıtico del potencial

V (u) = s1 ‖u‖2 /2 +
∑

i<j

φ2(‖uj − ui‖).
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Por lo tanto, el potencial de las cargas en términos del potencial de los
cuerpos es

V(u) =
n
∑

j=1

(

(ω + s1) ‖uj‖2 /2 + µφ2(‖uj‖)
)

− V (u).

De la igualdad anterior podemos concluir que ā es un equilibrio de V(u)
cuando el gradiente de la suma anterior es cero, lo cual sucede para ω = µ−s1.
Por lo tanto, para que las ecuaciones estén bien definidas necesitamos que la
frecuencia ω sea positiva, es decir que µ > s1.

Observación 5.27 La igualdad entre los potenciales es consecuencia de que
la fuerza de gravedad y la de Coulomb son inversamente proporcionales al
cuadrado de las distancia.

Para buscar bifurcación de equilibrios relativos en el problema de los n+1-
cuerpos teńıamos que encontrar los bloques de representaciones irreducibles
Bk =

∑n
j=1Anje

j(ikI+J)ζ , donde Aij son las matrices de 2× 2 de D2V (ā). Del
mismo modo, en el problema de las cargas necesitamos encontrar los bloques
de las representaciones irreducibles

Bk(µ) =
n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζ ,

donde Aij son las matrices de 2 × 2 de D2V(ā).

Proposición 5.28 Para k ∈ {1, ..., n} el bloque Bk(µ) en el problema de las
cargas es

Bk(µ) =
3

2
µ(I +R) − (s1 + αk)I + βkR + γkiJ.

Prueba. Como la matriz de segundas derivadas de φ2(‖an‖) es

D2φ2(‖an‖) = 3diag(1, 0) − I,

de la igualdad entre los potenciales tenemos que Anj = −Anj para j ∈
{1, ..., n−1} y que Ann = 3diag(1, 0)−Ann. Por lo tanto Bk = 3µdiag(1, 0)−
Bk. Concluimos el resultado de la proposición (4.18) donde encontramos que
Bk = (s1 + αk)I − βkR− γkiJ . �
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Proposición 5.29 Para k ∈ {1, ..., n− 1} el determinante detBk(µ) es ne-
gativo para µ ∈ (s1,∞).

Prueba. Como en el caṕıtulo cuatro tenemos que el determinante de Bk es
detBk = −bkµ+ ak con

ak = (s1 + αk)
2 − γ2

k − β2
k y bk = 3(s1 + αk + βk)

para k ∈ {1, ..., [n/2]}. Para k ∈ {2, ..., [n/2]} probamos en el caṕıtulo cuatro
que s1bk − ak es positivo. Para k = 1 como α1 = γ1 y β1 = 0, entonces
b1 = 3 (s1 + α1) y a1 = s1 (s1 + 2α1). Por lo tanto s1b1 − a1 = s1 (α1 + 2s1)
es también positivo. Como bk > 0, para µ > s1 tenemos que detBk(µ) <
−bks1 + ak < 0. Concluimos el resultado de que detBk = detBn−k. �

Recordemos del caṕıtulo cuatro que existe bifurcación de equilibrios re-
lativos cuando σk(µ) cambia de signo, en donde σk es el signo de detBk para
k ∈ N ∩ [1, n/2) y σk es el signo de eT

1 Bke1 para k ∈ {n/2, n}. Para k = n
el signo de eT

1 Bne1 = 3(µ − s1) nunca cambia para µ > s1. Por lo tanto, en
el problema de las cargas para µ ∈ (s1,∞), el equilibrio relativo poligonal no
tiene bifurcación de equilibrios relativos planares.

Para encontrar bifurcación de soluciones periódicas en el problema de
los n + 1-cuerpos teńıamos que estudiar los bloques Mk(ν, µ) = ω[ν2I −
2ν(iJ)]+Bk(µ) con ω = µ+s1. De la misma manera para las cargas tenemos
que estudiar los bloques

Mk(ν, µ) = ω[ν2I − 2ν(iJ)] + Bk(µ) con ω = µ− s1.

Observación 5.30 En la proposición (4.18) encontramos para el problema
de los n+ 1-cuerpos que Bk(µ) = 3

2
µ(I +R) + (s1 + αk)I − βkR− γkiJ para

k ∈ {2, ..., n − 2, n}, en donde µ es la razón entre las masas. Por lo tanto
para k ∈ {2, ..., n− 2, n} tenemos que Bk(µ) = −Bk(−µ) y que

Mk(ν, µ) = (µ− s1)[ν
2I − 2ν(iJ)] −Bk(−µ) = −Mk(ν,−µ).

De la igualdad anterior tenemos que el análisis de los bloques en las cargas es
el análisis de los bloques en problema de los n+ 1-cuerpos cuando µ < −s1,
ese análisis no lo hicimos anteriormente pues las ecuaciones de los cuerpos
no estaban bien definidas para µ < −s1.
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µ
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Figura 5.8: Gráfica de dk(µ, ν) = 0.

Proposición 5.31 Para cada k ∈ {1, ..., n} el determinante detMk(µ) se
anula en un punto positivo νk(µ) para µ ∈ (s1,∞) con

ηk(νk) = 1.

Además, el punto νk es único para k ∈ {1, n − 1} si n ≥ 7 y para k ∈
{2, ..., n− 2, n}. Para k 6= n la función νk(µ) es decreciente de νk(s1) = ∞ a
νk(∞) = 1.

Prueba. Para k = n tenemos que detMn(ν, µ) = ω2ν2(ν2 − 1), por lo que el
determinante detMn(µ) se anula sólo en νn = 1. Para k ∈ {1, ..., n − 1} el
determinante de Mk(ν) es

dk(µ, ν) = ω2ν4 − (2αk + ω − s1)ων
2 + 4ωγkν + ak − µbk

con ω = µ− s1. Como dk(µ, 0) = ak − µbk es negativo y dk(µ, ν) es positivo
para ν grande, entonces existe un punto positivo νk donde el determinante
detMk(µ) se anula. Para µ > s1 tenemos que σ = 1 pues eT

1 Bne1 = 3(µ−s1).
Además, como dk(µ, 0) = ak − µbk es negativo, entonces nk(0) = 1. Para ν
grande Mn(ν, µ) tiene valores propios positivos, entonces n(∞) = 0. Por lo
tanto ηk(νk) = 1 − 0.

Podemos escribir al determinante como dk(ω, ν) = ν2(ν2 − 1)ω2 − bω + c
con

b = ν2(2αk − s1) − 4νγk + bk y c = ak − s1bk.
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Como c es negativo, la ecuación cuadrática dk(ω, ν) = 0 tiene sólo una raiz
positiva ω+(ν) para ν2 > 1. Además, para ν2 < 1 usando que γk < αk

tenemos

b ≥ 2αk(ν − 1)2 + bk − 2αk − s1 ≥ αk + 2s1 + βk > 0,

entonces la ecuación cuadrática dk(ω, ν) = 0 no tiene ráıces positivas para
ν2 < 1. Por lo tanto, la función inversa ν(µ) ≥ 1 es monótona decreciente
con νk(µ) → ∞ cuando µ→ s1 y νk(µ) → 1 cuando µ→ ∞ .

Finalmente, si probamos que el determinante en los puntos cŕıticos d′k(νc) =
0 es negativo para ω > 0, entonces el punto νk es único. De la ecuación
d′k(νc) = 0 encontramos que los puntos cŕıticos satisfacen

4ω(ων4
c − (2αk + ω − s1)ν

2
c /2 + γkνc) = 0.

Por lo tanto el determinante en los puntos cŕıticos es

dk(ω, νc) = −(2αk + ω − s1)ων
2
c /2 + 3ωγkνc + ak − (ω + s1)bk.

Ahora bien para ω → 0 tenemos que dk(µ, νc) → ak − s1bk < 0, entonces
el determinante dk(µ, νc) es negativo en los puntos cŕıticos para ω cercano a
cero. Si existiera algún punto cŕıtico donde el determinante fuera positivo, de
la continuidad tendŕıa que existir algún ω > 0 tal que dk(ω, νc) = 0. Pero no
existen soluciones de la ecuación cuadrática dk(ω, νc) = 0 si probamos que el
discriminante es negativo.

El discriminante es

−2bkω
3 +

(

9γ2
k + 2ak − 4αkbk

)

ω2 + 2 (ak − s1bk) (2αk − s1)ω.

De las definiciones de ak y bk tenemos que

9γ2
k + 2ak − 4αkbk = −10α2

k − 12αkβk − 8αks1 − 2β2
k + 7γ2

k + 2s2
1

≤ −3α2
k − 12αkβk − 2β2

k < 0,

pues αk ≥ γk y 4αk > s1. Además bk es positivo y ak − s1bk es negativo,
entonces el discriminante es negativo para ω > 0 si 2αk > s1. Por lo tan-
to, el determinante en los puntos cŕıticos dk(µ, νc) es negativo para ω > 0 si
2αk > s1. Concluimos el resultado del hecho que siempre se satisface 2αk > s1

para k ∈ {2, ..., n − 2} y del lema (5.22) en el que probamos que 2α1 > s1
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para n ≥ 7. �

Por lo tanto, en el problema de las cargas para n ∈ {2, 3, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., n} con µ ∈ (s1,∞), tiene una bifurca-
ción global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/νk con simetŕıas
Gk. La bifurcación anterior no puede retornar a ā para k ∈ {2, ..., n−2, n} ni
para k ∈ {1, n− 1} si n ≥ 7. Por lo tanto la bifurcación o es inadmisible o va
a otros puntos de bifurcación distintos a ā. De la observación (2.9) tenemos
que el equilibrio relativo poligonal nunca es estable para µ ∈ (s1,∞).

Observación 5.32 En el átomo cuando el número de electrones es igual al
número de protones tenemos que µ = n. Con un análisis numérico encontra-
mos que µ = n > s1 sólo para n ∈ {2, 3, ..., 472}.

5.7. Comentarios

En este caṕıtulo analizamos la bifurcación de soluciones periódicas del
equilibrio relativo poligonal. Recordemos que el equilibrio poligonal está for-
mado de cuerpos en el centro y en los vértices de un poĺıgono regular. No-
sotros encontramos bifurcación de soluciones periódicas (en coordenadas ro-
tantes) con simetŕıas Gk, es decir, soluciones 2π-periódicas en las que los
cuerpos con masas iguales satisfacen la relación

uj+1(t) = eJζuj(t− kζ)

con ζ = 2π/n y uj = uj+kn para j ∈ {1, ..., n}. Vimos que en coordenadas
fijas esas soluciones son en general cuasiperiódicas. Además, en algunos casos
particulares para µ = 0 esas soluciones pueden ser coreograf́ıas, en el sentido
que todos los cuerpos siguen la misma curva sin colisionar.

Como no podemos recapitular completamente todos los casos en los que
encontramos bifurcación, sólo vamos a resumir de manera inexacta qué es lo
que hemos encontrado.

En el problema de los vórtices, el parámetro µ ∈ R es la razón de
circulación entre el vórtice central y un vórtice del poĺıgono. En este
caso probamos que para cada k ∈ {1, ..., n− 1} con µ > µk existe una
bifurcación global de soluciones periódicas con simetŕıas Gk .
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En el problema de ondas viajeras en filamentos casi paralelos, el paráme-
tro µ ∈ R es la razón de circulación entre el filamento central y un
filamento del poĺıgono. Probamos que para cada k ∈ {2, ..., n− 2} con
µ < µk y γ ∈ R existe una bifurcación global de ondas viajeras periódi-
cas con velocidad de onda γ y con simetŕıas Gk . Además, probamos
que para cada k ∈ {1, ..., n− 1} con µ > µk existen dos ramas de bifur-
cación global de ondas viajeras periódicas con velocidad de onda γ y
con simetŕıas Gk, para las velocidades de onda γ que son mayores que
una función del orden de

√
µ+ s1.

En el problema de los n+ 1-cuerpos, el parámetro µ > 0 es la razón de
masas entre el cuerpo central y un cuerpo del poĺıgono. Probamos que
para cada k ∈ {2, ..., n − 2} con µ < µk existe una bifurcación global
con simetŕıas Gk . Además, probamos que para cada k ∈ {1, ..., n− 1}
con µ > m+ existen dos ramas de bifurcación global de soluciones
periódicas con simetŕıas Gk .

En el problema de las cargas, el parámetro µ > s1 es la razón de
las cargas entre la carga positiva del centro y una carga negativa del
poĺıgono. Probamos que para cada k ∈ {1, ..., n} con µ > s1 el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcación global con simetŕıas Gk .

Maxwell utilizo el equilibrio relativo poligonal para explicar la estabilidad
de los anillos de Saturno. Desde entonces se han publicado muchos resultados
de la estabilidad del equilibrio relativo poligonal. Debido a que el problema de
bifurcación y estabilidad lineal están relacionados, nuestro análisis del espec-
tro está relacionado a muchos de esos resultados, en particular comentaremos
los siguientes.

En el problema de los vórtices recuperamos el resultado de [CS00] de
que el equilibrio relativo poligonal es linealmente estable para µ ∈
(s2

1, µ[n/2]).

En el problema de los n+1-cuerpos recuperamos el resultado del art́ıcu-
lo [Rob00], en donde se prueba que el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable sólo para n ≥ 7 cuando µ es suficientemente grande.
En particular, recuperamos el resultado en [Rob00] que obtuvo Max-
well de que el equilibrio relativo poligonal es estable para µ del orden
de (13 + 4

√
10)σn3 cuando n es grande.
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En general no se hab́ıa probado la bifurcación global con las simetŕıas
que encontramos. Aunque la existencia local de soluciones periódicas (sin
simetŕıas) pudiera deducirse del teorema de Liapunov en los casos que se
teńıa un análisis de estabilidad, por ejemplo para los cuerpos [Rob00] y para
los vórtices [CS00]. Sin embargo, no se hab́ıan demostrado ni la bifurcación
global ni se hab́ıan encontrado esas simetŕıas. Creemos que lo anterior se
debe a la relación que existe entre los generadores y las integrales primeras
que generan los grupos de simetŕıas (relaciones de ortogonalidad).

Nosotros realizamos un análisis cualitativo de los espectros usando las
propiedades de las sumas sk que dimos en el apéndice. Para el caso de los
vórtices esas sumas se encuentran expĺıcitamente en el art́ıculo [CS00], en
donde también se hace un análisis completo del espectro para los vórtices.
Sin embargo, en los demás casos no existe en la literatura un análisis del
espectro similar al que pudimos realizar. Para los cuerpos y cargas el análisis
del espectro se basa en el hecho que los sk son crecientes, lo cual probamos
en el apéndice independientemente de la prueba en [CF08].

Otra de nuestras aportaciones es el cambio de variables que realizamos
en el caṕıtulo cuatro, el cual nos permitió abordar con el mismo método
distintos problemas que tienen esas simetŕıas. Por ejemplo, con ese cambio
de variables también estudiaremos en el caṕıtulo siete el problema de una
latiz circular no lineal de Schrödinger.
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Caṕıtulo 6

Bifurcación periódica espacial
del satélite y de los cuerpos

En este caṕıtulo analizamos la bifurcación de soluciones periódicas es-
paciales. En la primera sección estudiamos el problema del satélite y en la
segunda sección analizamos el problema de los n-cuerpos. Dado que ya hemos
analizado la bifurcación planar en los caṕıtulos anteriores, en este caṕıtulo
sólo estudiamos el espectro que origina la bifurcación espacial.

6.1. El satélite

6.1.1. Planteamiento del problema

A continuación vamos a plantear la ecuación de movimiento de un satélite
en el espacio. Sea qj(t) ∈ R

3 la posición del cuerpo con masas mj, entonces
las ecuaciones de movimiento de Newton son

mj q̈j = −
n
∑

i=0 (i6=j)

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖α+1 .

A continuación vamos a cambiar las ecuaciones a un sistema de coorde-
nadas rotantes. Sea J la matriz simplectica, definamos a las matrices Ī y J̄
como

Ī = diag(1, 1, 0) y J̄ = diag(J, 0).



130 Bifurcación periódica espacial del satélite y de los cuerpos

Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a ui como qj(t) = eωtJ̄uj(t).
Las ecuaciones en coordenadas rotantes son

mj(üj + 2ωJ̄u̇j − Īω2uj) = −
n
∑

i=0 (i6=j)

mimj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1 .

Haciendo tender m0 a cero tenemos que las ecuaciones de los cuerpos
primarios se desacoplan del satélite

mj(üj + 2ωJ̄u̇j − Īω2uj) =
n
∑

i=1 (i6=j)

mimj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1 .

Vamos a suponer que los cuerpos primarios forman un equilibrio relativo.
Podemos suponer que la frecuencia de rotación es uno. Por lo tanto las po-
siciones āi forman un equilibrio si

Ī āj =
n
∑

i=1 (i6=j)

mi
āj − āi

‖āj − āi‖α+1 .

De hecho, a continuación vamos a probar que todos los equilibrios relativos
son planares.

Proposición 6.1 Si las āj = (aj, αj) con aj ∈ R
2 forman un equilibrio

relativo, entonces αj = 0 y las aj forman un equilibrio relativo planar

aj =
n
∑

i=1 (i6=j)

mi
aj − ai

‖aj − ai‖α+1 .

Prueba. Supongamos que αj > αi para algún j, entonces

n
∑

i=1 (i6=j)

mi
aj − ai

‖aj − ai‖α+1 > 0.

Pero en un equilibrio relativo la suma anterior tiene que ser cero, entonces
αj = αi para todo i y podemos suponer que āj = (aj, 0) con una translación
en z. Usando que ‖āi − āj‖ = ‖ai − aj‖ concluimos que las aj forman un
equilibrio relativo planar. �
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Observación 6.2 Las configuraciones centrales corresponde a soluciones de

āi =
n
∑

j=1 (j 6=i)

mj
āi − āj

‖āi − āj‖α+1 .

Nótese que los equilibrios relativos pueden ser generados por casos particu-
lares de configuraciones centrales, sin embargo, no todas las configuraciones
centrales generan equilibrios relativos, pues las configuraciones centrales pue-
den ser espaciales.

La ecuación de movimiento del satélite es

ẍ+ 2J̄ ẋ = ∇V̄ (x) con

V̄ (x) :=

∥

∥Īx
∥

∥

2

2
+

n
∑

j=1

mjφα(‖x− (aj, 0)‖).

Todos los equilibrios del satélite son planares, pues un equilibrio satisface

0 =
∂

∂z
V̄ (x0) = −z

(

n
∑

j=1

mj

‖x0 − (aj, 0)‖α+1

)

.

El operador diferencial para encontrar bifurcación de soluciones periódicas
es D(ν)x = −ν2ẍ − 2νJ̄ẋ. El conjunto de colisión es Ψ = {a1, ..., an} y las
trayectorias libres de colisión son

H2
2π(R3\Ψ) = {x ∈ H2

2π(R3) : x(t) 6= aj}.

El operador para bifurcación f : H2
2π(R3\Ψ) → L2

2π es

f(ν, x) = −ν2ẍ− 2νJ̄ẋ+ ∇V̄ (x).

En este caso tenemos la acción espacial de Z2 como

ρ(κ) = R = diag(1, 1,−1).

Con esa acción tenemos que V̄ (x) es Z2-invariante. Por lo tanto f(x) es
G = Z2 × S1-ortogonal. La relación de ortogonalidad de f(x) se obtiene
exactamente igual que en el caso planar.

Como todos los equilibrios relativos son planares, el grupo de isotroṕıa
de un equilibrio x0 es Γx0 = Z2. Por lo tanto

Gx0 = Z2 × S1.
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6.1.2. Teorema de bifurcación

El operador D(ν)x satisface la hipótesis (2.1). Por lo tanto podemos rea-
lizar la reducción global de Liapunov-Schmidt. De la reducción global (2.3)
encontramos que la linealización de la función de bifurcación en un equilibrio
x0 tiene bloques M(lν) con

M(λ) = λ2 − 2iλJ̄ +D2V̄ (x0).

Existen dos subespacios de representaciones irreducibles de Γx0 = Z2

dados por
V0 = C

2 × {0} y V1 = {0} × C.

En V0 la acción de Z2 es trivial y en V1 la acción de Z2 es ρ(κ) = −1. En
este caso, no necesitamos hacer cambio de variables para probar del lema de
Schur que

M(λ) = diag(M0(λ),M1(λ)).

También podemos deducir lo anterior del hecho que M(λ) conmuta con R,
pues M(λ) es Z2-equivariante.

La acción de Gx0 = Z2 × S1 en el bloque M0(lν) es (κ, ϕ)x = eilϕ. El
grupo de isotroṕıa en el bloque M0(ν) es el grupo generado por κ, G0 = Z2.
Las bifurcaciones de M0(ν) tienen simetŕıas G0, por lo que son planares y
coinciden con las soluciones que obtuvimos en el caṕıtulo tres.

En el bloque M1(lν) la acción de Gx0 = Z2 × S1 es (κ, ϕ)x = −eilϕx.
El grupo de isotroṕıa en el bloque M1(ν) es el grupo generado por (κ, π),
G1 = Z̃2.

De la definición (2.6) obtenemos que

η1(λ) = σ(n1(λ− ρ) − n1(λ+ ρ)),

donde n1(λ) es el número de valores propios de M1(λ) y σ es el signo del
determinante de M(0) restringido al espacio de puntos fijos de Z2,

σ = sgn(detM0(0)).

De los teoremas de bifurcación global (2.12) y local (2.8) tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 6.3 Si η1(ν0) es distinto de cero, en ν0 existe una bifurcación global
de soluciones periódicas con grupo de isotroṕıa G1.

Como sólo existe una bifurcación espacial, la bifurcación no puede retor-
nar al mismo equilibrio. Por lo tanto, la bifurcación es inadmisible o va a un
punto de bifurcación espacial de otro equilibrio.
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6.1.3. Simetŕıas

x

z

y

b

b

Figura 6.1: Ejemplo de una solución periódica espacial con simetŕıas G1.

Un solución x0 = (x, y, z) con simetŕıas G1 satisface

x0(t) = (κ, π)x0(t) = Rx0(t+ π).

Por lo tanto

x(t) = x(t+ π), y(t) = y(t+ π) y z(t) = −z(t+ π).

Como z(t) = −z(t+ π), existe al menos un t0 tal que z(t0) = z(t0 + π) = 0.
Además, la proyección de la curva en el plano (x, y) es π-periódica. Por
lo tanto la curva recorre dos veces la proyección en el plano una vez con
z(t) y una segunda vez con −z(t). Cuando sólo existe un t0, las soluciones
son ochos espaciales alrededor del equilibrio. Recordemos que las soluciones
anteriores están definidas en coordenadas rotantes, por lo que las soluciones
son cuasiperiódicas en coordenadas fijas.

6.1.4. Análisis del espectro

A continuación vamos a calcular expĺıcitamente al bloque M1(λ).

Proposición 6.4 Sea dj = ‖x0 − (aj, 0)‖, entonces el bloques M1(λ) es

M1(λ) = λ2 −
n
∑

j=1

mj/d
α+1
j .

Además, el bloque M0(λ) es igual al bloque M(λ) del problema planar.
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Prueba. Sea dj la distancia del equilibrio x0 = (x, y, 0) al primario aj =
(xj, yj, 0), entonces

D2φ(dj) =
α+ 1

dα+3
j

diag

((

(x− xj)
2 (x− xj)(y − yj)

(x− xj)(y − yj) (y − yj)
2

)

, 0

)

− I

dα+1
j

.

Usando la linealización del potencial planar V del caṕıtulo tres tenemos que

D2V̄ (x0) = diag

(

D2V (x0),−
n
∑

j=1

mj/d
α+1
j

)

.

Como M(λ) = λ2 − 2iλJ̄ +D2V̄ (x0), entonces

M(λ) = diag

(

λ2 − 2iλJ +D2V (x0), λ
2 −

n
∑

j=1

mj/d
α+1
j

)

.

De lo anterior concluimos el resultado. �

En este caso necesitamos que la matriz M(0) sea invertible (2.5). De la
proposición anterior tenemos que σ = sgn(detM0(0)) con M0(0) = D2V (x0).
Ahora vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcación.

Proposición 6.5 Sea ν0 la ráız positiva de ν2
0 =

∑n
j=1mj/d

α+1
j , entonces el

determinante detM1(ν) se anula sólo en ν0 con η1(ν0) = σ.

Prueba. El único punto donde detM1(ν) se anula es ν0. Como M1(∞) es
positiva y M1(0) es negativa, entonces n1(∞) = 0 y n1(0) = 1. Por lo tanto
η1(ν0) = σ(1 − 0). �

Por lo tanto, en el problema del satélite, cada equilibrio tiene una bifurca-
ción global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν0 con simetŕıas
G1. La bifurcación o es inadmisible o va a un punto de bifurcación de otro
equilibrio.

Probamos que M0(λ) es igual al bloque M(λ) del problema planar. Re-
cordemos que en la proposición (3.5) probamos que detM(λ) se anula sólo
en ν± .

Proposición 6.6 Si se satisface la condición de no resonancia ν0 6= ν±/2l,
la bifurcación local en ν0 es espacial, es decir z(t) 6= 0.
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Prueba. Tenemos que probar que cerca de (x0, ν0) no existan soluciones de
la forma

x(t) = x(t+ π), y(t) = y(t+ π) y z(t) = 0.

Las soluciones anteriores se encuentran en el espacio de puntos fijos del gru-
po generado por κ ∈ Z2 y π ∈ S1. Pero la derivada de f(x, ν) restringida al
espacio de puntos fijos de Z2 × Z2 tiene bloques M0(2lν0). Como la matriz
M0(ν) se anula sólo en ν± , entonces la derivada f ′(x0)|V Z2×Z2 es invertible si
ν0 6= ν±/2l. Del teorema de la función impĺıcita concluimos que si ν0 6= ν±/2l,
entonces no existen soluciones con simetŕıas Z2 × Z2 cerca de (x0, ν0) . �

La condición ν0 6= ν±/2l aunque es suficiente, no es necesaria para garan-
tizar que la bifurcación sea verdaderamente espacial.

Por lo tanto, en el problema del satélite, cada equilibrio inestable en el
plano, sin ν±, tiene una bifurcación global de soluciones periódicas espaciales
con simetŕıas G1.

En el problema restringido de los tres cuerpos, en los puntos Lagrangianos
probamos en la proposición (3.9) que ν± ∈ (0, 1). Como ν0 = 1 en los puntos
Lagrangianos, entonces siempre se satisface la relación ν0 6= ν±/2l.

Vimos que en los puntos Eulerianos la matriz de derivadas esD2V (Ej) =diag(1+
2ν2

0 , 1 − ν2
0). Por lo tanto, el punto de bifurcación ν+ es

ν2
+ = 1 − ν2

0/2 + (9ν4
0/4 − 2ν2

0)
1/2.

De la igualdad anterior tenemos que se satisface 4l2ν2
0 6= ν2

+ cuando 9ν4
0/4 −

2ν2
0 6= ((4l2 + 1/2)ν2

0 − 1)2. Lo anterior es equivalente a aν4
0 − 2bν2

0 + 1 6= 0
con a = (4l2 + 1/2)

2 − 9/4 y con b = 4l2 − 1/2. Como b2 − a = 9/4− 8l2 < 0
para l ∈ {1, 2, ..}, entonces siempre se cumple la condición 4l2ν2

0 6= ν2
+.

Por lo tanto, en el problema restringido de los tres cuerpos, los equili-
brios Lagrangianos y Eulerianos tienen una bifurcación global de soluciones
periódicas espaciales con simetŕıas G1 .

Vimos que los puntos Lagrangianos son mı́nimos del potencial planar, en-
tonces η1(ν0) = σ = 1. Además, vimos que los puntos Eulerianos son puntos
cŕıticos, entonces η1(ν0) = σ = −1. Por lo tanto, las bifurcaciones espaciales
son inadmisibles o se conectan entre puntos Eulerianos y Lagrangianos.

Las soluciones periódicas espaciales se conocen como órbitas verticales de
Liapunov [KGK05]. Existen otras órbitas periódicas espaciales conocidas co-
mo órbitas Hip-Hop, esas órbitas aparecen a partir de las órbitas horizontales
de Liapunov que vimos en el caṕıtulo tres [KGK05]. Estas órbitas se usan
para posicionar satélites en el sistema del sol y la tierra [GSLM00].
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6.2. Los cuerpos

En esta sección encontramos bifurcación de soluciones periódicas espa-
ciales para el problema de los n-cuerpos. Primero analizamos la bifurcación
para cuerpos con masas arbitrarias y después para cuerpos con masas iguales.
Por ultimo analizamos al equilibrio relativo poligonal que estudiamos en el
caṕıtulo anterior.

6.2.1. Planteamiento del problema

Sea qj(t) ∈ R
3 la posición del cuerpo con masa mj. Las ecuaciones de

Newton son

mj q̈j = −
n
∑

i=1 (i6=j)

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖α+1 .

Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a uj como qj(t) = e
√

ωtJ̄uj(t).
Como q̈j = e

√
ωtJ̄(üj + 2

√
ωJ̄u̇ − ωĪu) con Ī =diag(1, 1, 0) y J̄ =diag(J, 0),

entonces las ecuaciones en coordenadas rotantes son

mjüj + 2
√
ωJ̄u̇j = ωĪu−

n
∑

i=1 (i6=j)

mimj
uj − ui

‖uj − ui‖α+1 .

Definamos a las matrices M =diag(m1I, ...,mnI), J̄ =diag(J̄ , ..., J̄) y
Ī =diag(Ī , ..., Ī). Sea u = (u1, ..., un) el vector de posiciones, las ecuaciones
en forma vectorial son

Mü+ 2
√
ωMJ̄ u̇ = ∇V (u) con

V =
ω

2

∥

∥M1/2Īu
∥

∥

2
+
∑

i<j

mimjφα(‖qj − qi‖).

Un equilibrio relativo corresponde a un punto cŕıtico del potencial V . En la
sección anterior probamos que todos los equilibrios relativos son planares.
Además, podemos escoger a la frecuencia como ω = 1.

El operador diferencial D(ν) es

D(ν) = −Mν2ẍ− 2MJ̄ νẋ.
Los puntos de colisión son Ψ = {x ∈ R

3n : xi = xj} y las trayectorias libres
de colisiones son

H2
2π(R3n\Ψ) = {x ∈ H2

2π(R3n) : xi(t) 6= xj(t)}.
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El operador f : H2
2π(R3n\Ψ) × R

+ → L2
2π es

f(x, ν) = −Mν2ẍ− 2MJ̄ νẋ+ ∇V̄ (x).

Definición 6.7 Definamos la acción de Z2 × S1 en R
3n como

ρ(κ) = diag(R, ..., R) y ρ(θ) = e−J̄ θ,

donde R =diag(1, 1,−1).

Como V es Z2 × S1 invariante, entonces V es Γ-ortogonal con

Γ = Z2 × S1.

Como la ecuación es autónoma, entonces la función f es Γ×S1-equivariante.
El generador de la acción temporal es Ax = ẋ . El generador de la acción
espacial es A1x = −J̄ x. Como ∇V (x) es ortogonal a J̄ x, entonces f es
Γ × S1-ortogonal

〈f(x), ẋ〉L2
2π

= −ν
2

2

∥

∥M1/2ẋ
∥

∥

2 |2π
0 − 2ν

〈

J̄M1/2
ẋ,M1/2ẋ

〉

L2
2π

+ V (x)|2π
0 = 0,

〈

f(x), J̄ x
〉

L2
2π

= ν2
〈

M1/2ẋ, J̄M1/2
ẋ
〉

L2
2π

− 2ν
∥

∥M1/2x
∥

∥

2 |2π
0 +

∫ 2π

0

〈

∇V, J̄ x
〉

= 0.

Como x0 es un equilibrio relativo planar, el grupo de isotroṕıa de x0 es

Gx0 = Z2 × S1.

La órbita de x0 es isomorfa a G/Gx0 ≃ S1. Por lo que A1x0 = −J x0 debe
ser el único generador del núcleo de D2f(x0).

Observación 6.8 De hecho, las ecuaciones de Newton son invariantes por
las isometŕıas del espacio O(3)⋉R

3. Lo anterior origina las leyes de conser-
vación de momento angular y lineal de las ecuaciones de Newton. Al cam-
biar a coordenadas rotantes estamos rompiendo con las simetŕıas de ese gru-
po, pues el potencial V ya sólo es invariante bajo la acción del subgrupo
O(2) × (R ∪ κR), en donde La acción de ψ ∈ R es ψx = x+ ψe con

e3 = (0, 0, 1) y e = (e3, ..., e3).
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De hecho la acción de R da origen a una ley de conservación de momento
lineal en el eje coordenado z.

El generador de la acción de R es Ax = e. Como V es R-invariante,
entonces ∇V (x) es ortogonal al generador ∇V (x) · e = 0. La acción de R

causa que cualquier translación de un equilibrio relativo también lo sea, por
lo que va a existir un valor propio cero en la linealización. Por lo tanto un
equilibrio relativo no es aislado ni hiperbólico cuando no lo consideramos
como una órbita de R, y como no queremos lidiar con el grupo no compacto
R, vamos a tener que restringir el mapeo a un espacio ortogonal al vector e.

6.2.2. Teorema de bifurcación

Como todas las masas mj son positivas, la matriz −M es invertible y se
satisface la hipótesis (2.1). De la reducción global (2.3) obtenemos la función
de bifurcación.

En el comentario anterior vimos que ∇V (u) era ortogonal al vector e, de
hecho se puede probar directamente que ∇V (u) es ortogonal a e. La función
de bifurcación f̂(x) tiene como componentes a los modos de Fourier fl(x1).
El modo de Fourier f0(x1) es

f0(x1) =
1

2π

∫ 2π

0

∇V (x1 + x2(x1, ν))dt.

Como ∇V (u) es ortogonal a e, entonces el modo de Fourier f0(x1) es ortogo-
nal a e. Para probar la bifurcación, vamos a definir al mapeo f(x) : W → W
como la restricción de la función de bifurcación f̂(x) al espacio

W = {x ∈ R
3n : x · e = 0} × (C3n)p.

Como f0(x1) es ortogonal a e, entonces f(x) está bien definida.
De (2.3) la matriz M(λ) es

M(λ) = M(λ2 − 2iλJ̄ ) +D2V (x0).

Por lo tanto, la linealización de f(x, ν) en x0 es

f ′(x0) = diag(M(0)⊥e, ...,M(pν)),

en donde M(0)⊥e es la matriz M(0) restringida al espacio ortogonal a e.
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Vamos a necesitar encontrar los subespacios de representaciones irredu-
cibles del grupo Γx0 = Z2. Como la acción de Z2 es ρ(κ) =diag(R, ..., R) con
R =diag(1, 1,−1), los subespacios de representaciones irreducibles son

V0 = {(x1, y1, 0, ..., xn, yn, 0) : xj, yj ∈ C} y

V1 = {(0, 0, z1, ..., 0, 0, zn) : zj ∈ C}.

La acción de κ ∈ Z2 en V0 es trivial y en V1 es ρ(κ) = −I.
Sean T0 : C

2n → V0 y T1 : C
n → V1 los isomorfismos

T0(x1, y1, ..., xn, yn) = (x1, y1, 0, ..., xn, yn, 0) y

T1(z1, ..., zn) = (0, 0, z1, ..., 0, 0, zn).

Definamos a P como la transformación ortogonal

P (x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn) = T0(x1, y1, ..., xn, yn) + T1(z1, ..., zn).

Del lema de Schur tenemos que la matriz M(λ) tiene una representación por
bloques como

P−1M(λ)P = diag(M0(λ),M1(λ)).

La acción de Gx0 = Z2 × S1 en el bloque M0(lν) es (κ, ϕ)x = eilϕ. El
grupo de isotroṕıa G0 = Z2 en el bloque M0(ν) es el grupo generado por κ.
De hecho M0(λ) coincide con la definición del bloque M(λ) en el caso planar
y las bifurcaciones con simetŕıas G0 son simplemente las planares.

En el bloque M1(lν) la acción de Gx0 = Z2 × S1 es (κ, ϕ)x = −eilϕx. El
grupo de isotroṕıa G1 = Z̃2 en el bloque M1(ν) es el grupo generado por
(κ, π).

Para poder encontrar bifurcación necesitamos suponer que el núcleo de
M(0)⊥e esté generado sólo por A1x0 = −J x0 (2.5). En ese caso, de la defi-
nición (2.6) tenemos que n1(λ) es el número de Morse de M1(ν) y

η1(ν) = σ(n1(ν − ρ) − n1(ν + ρ)),

donde σ es el signo del determinante de M0(0) restringido al subespacio
ortogonal a A1x0.

De los teoremas de bifurcación global (2.12) y local (2.8) tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 6.9 Si η1(ν1) es distinto de cero, en ν1 existe una bifurcación global
de soluciones periódicas con simetŕıas G1.
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Por bifurcación global entendemos que si la bifurcación es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcación y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcación es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito
o si la rama va a colisión.

6.2.3. Simetŕıas

Las soluciones con grupo G1 satisfacen

x(t) = (R, π)x(t) = Rx(t+ π).

Las simetŕıas anteriores corresponden a soluciones de la forma

xj(t) = xj(t+ π), yj(t) = yj(t+ π) y zj(t) = −zj(t+ π).

Como zj(t) = −zj(t+π), entonces zj(tj) = 0 = zj(t+π) para alguno tj. Por lo
que las órbitas de los cuerpos siempre oscilan alrededor del plano (x, y). Como
la proyección de la curva en el plano (xj, yj) es π-periódica, la curva recorre
la proyección (xj, yj) una vez con zj(t) y una segunda vez con −zj(t). Por lo
que las soluciones son ochos espaciales alrededor de los equilibrios relativos
cuando existe un solo tj. Además, las soluciones anteriores son cuasiperiódicas
en coordenadas fijas.

6.2.4. Análisis del espectro

A continuación vamos a calcular el bloque M1(λ). Definamos a dij co-
mo la distancia entre los cuerpos i y j. Definamos a la matriz M1 como
M1 =diag(m1, ...,mn).

Proposición 6.10 Definamos a la matriz A = (aij)
n
ij=1 con

aij =
mimj

dα+1
ij

y aii = −
n
∑

j=1 (j 6=i)

aij.

Entonces el bloque M1(λ) es

M1(λ) = λ2M1 + A.
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Prueba. Definamos a Aij como los bloques de 3 × 3 de la matriz D2V̄ (x0),

D2V̄ (x0) = (Aij)
n
ij=1.

ComoD2V̄ (x0) es Γx0-equivariante, entoncesD2V̄ (x0) conmuta con ρ(κ) =diag(R, ..., R).
Por lo tanto Aij conmuta con R =diag(1, 1,−1). De lo anterior concluimos
que Aij =diag(Aij, aij), donde Aij son matrices de 2 × 2.

Sea dij = ‖(xi, yi, zi) − (xj, yj, zj)‖, entonces

∂zi
∂zj
φ(dij) = −(α+ 1)

(zi − zj)
2

dα+3
ij

+
1

dα+1
ij

.

Como todos los equilibrios relativos son planares, zj = 0 para todo j, entonces

aij = mimj∂zi
∂zj
φ(dij) = mimj/d

α+1
ij .

Como ∂2
zj
φ(dij) = − ∂zi

∂zj
φ(dij), entonces

aii =
n
∑

j=1 (j 6=i)

mimj∂
2
zj
φ(dij) = −

n
∑

j=1 (j 6=i)

aij.

Por lo tanto D2V̄ (x0)T1(z) = T1(Az) con z = (z1, ..., zn). Concluimos el
resultado de que

M(λ2 − 2iλJ̄ )T1(z) = T1(M1λ
2z).

�

Como T1(1, ..., 1) = e, entonces debemos restringir M1(0) al espacio or-
togonal al vector (1, ..., 1). De hecho, podemos verificar directamente que
(1, ..., 1) está en el núcleo de M1(0) = A. A continuación vamos a analizar el
espectro de la matriz A.

Proposición 6.11 Sea B(z0, r) la bola de centro z0 y radio r. El espectro
σ(A) de la matriz A = (aij)

n
ij=1 está contenido en la unión

⋃n
i=1B(aii, ri)

con ri =
∑n

j=1 (j 6=i) |aij|.

Prueba. Si λ ∈ σ(A), entonces (λI−A)x = 0 para algún x = (x1, ..., xn). Sea
xi tal que |xi| ≥ |xj| para todo j, del renglón i de (λI −A)x = 0 obtenemos
que (λ− aii)xi −

∑n
j=1 (j 6=i) aijxj = 0. Como |xi| ≥ |xj|, entonces

|λ− aii| ≤
n
∑

j=1 (j 6=i)

|aij| .
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Por lo tanto λ está contenido en la bola de centro aii y radio ri. �

Como A es autoadjunta sus valores propios son reales. De la propo-
sición anterior tenemos que los valores propios de A están contenidos en
⋃m

i=1B(aii, |aii|) ⊂ R
−. Además, si x = (x1, ..., xn) está en el núcleo de A,

entonces xj = xi pues

0 =
n
∑

j=1

aijxj =
n
∑

j=1 (j 6=i)

(xj − xi)aij.

Por lo tanto el núcleo de A está generado por (1, ..., 1) y A tiene n−1 valores
propios negativos.

Como los valores propios de M1(ν) son continuos, entonces el número de
Morse deM1 es n1 ≥ n−1 para ν pequeño. Como n1(∞) = 0, entonces existen
al menos n− 1 cruces de valores propios de la matriz M1(ν).Por lo tanto, en
el problema de los n+1-cuerpos con masas positivas, cada equilibrio relativo
tiene al menos una bifurcación global de soluciones periódicas con simetŕıas
G1. En general, cada equilibrio relativo tiene n− 1 ramas de bifurcación de
soluciones periódicas con simetŕıas G1.

Cuando todas las masas son iguales podemos caracterizar de forma com-
pleta el espectro de M1(λ).

Teorema 6.12 Supongamos que −ν2
1 < ... < −ν2

n−1 < νn = 0 son los valores
propios de A. Si la masas de los cuerpos son iguales, entonces el determinante
detM1(ν) se anula sólo en el conjunto {νk : k = 1, ..., n− 1} con

η1(νk) = σ.

Prueba. Existe una matriz P tal que A = P−1ΛP con Λ =diag(−ν2
1 , ...,−ν2

n),
entonces

M1(ν) = mP−1(ν2I + Λ)P.

Por lo tanto los valores propios de M1(ν) son ν2 − ν2
k . Como los νk son

distintos, entonces n1(νk − ρ) = k y n1(νk + ρ) = k − 1. Por lo tanto
η1(νk) = σ(k − (k − 1)). �

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos con masas iguales,
cualquier equilibrio relativo para cada k ∈ {1, ..., n−1}, tiene una bifurcación
global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/νk con simetŕıas G1.
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Además, la bifurcación anterior es inadmisible o va a un punto de bifurcación
espacial de otro equilibrio relativo.

Observación 6.13 De la observación (3.4) tenemos que un equilibrio relati-
vo con masas iguales es linealmente estable en el espacio, si lo es en el plano
(2.9).

6.2.5. El equilibrio poligonal

A continuación vamos a analizar la bifurcación espacial de n+ 1 cuerpos
con masas µj. Las masas de los cuerpos son µ0 = µ y µj = 1 para j ∈ {1, .., n}.
Definamos a µ̄ como la matriz de masas µ̄ =diag(µI, I, ..., I). La ecuación de
los cuerpos es

µ̄ẍ+ 2µ̄ω1/2J̄ ẋ = ∇V̄ (x) con

V̄ (x) = ω

∥

∥µ̄1/2Īx
∥

∥

2

2
+
∑

i<j

µiµjφα(‖xj − xi‖).

Sea ā = (a0, .., an) con a0 = 0 y aj = eiζ para j ∈ {1, ..., 1}, probamos en el
caṕıtulo cuatro que ā es un equilibrio relativo para ω = µ+s1. En esta sección
nos proponemos encontrar bifurcación de soluciones periódicas espaciales a
partir del equilibrio relativo poligonal ā.

Sea Zn el grupo generado por la permutación ζ(j) = j + 1 modulo n.
Definamos la acción del grupo Zn como

ρ(ζ)(x0, x1, ..., xn) = (x0, xζ(1), ..., xζ(n)).

El potencial V es Zn-invariante debido a que n cuerpos tienen masas iguales.
En particular ∇V es Γ-equivariante con

Γ = Z2 × Zn × S1.

Por lo tanto el operador f(x) es Γ × S1-ortogonal.
Sea Z̃n el grupo generado por (ζ, ζ) ∈ Zn × S1, las acciones de los ele-

mentos κ ∈ Z2 y (ζ, ζ) ∈ Z̃n son

κ = diag(R, ..., R) y (ζ, ζ)x = ρ(ζ)e−J̄ ζx.

Como κ ∈ Z2 y (ζ, ζ) ∈ Z̃n dejan fijo al equilibrio ā, entonces Γā = Z2 × Z̃n.
Por lo tanto

Gā = Z2 × Z̃n × S1.
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Teorema de bifurcación

El bloque M(λ) es

M(λ) = µ̄λ2 − 2ω1/2µ̄J̄ (iλ) +D2V (x0).

Probamos que la matriz M(λ) es diagonal por bloque en los subespacios

V0 = {(x1, y1, 0, ..., xn, yn, 0) : xn, yn ∈ C} y

V1 = {(0, 0, z1, ..., 0, 0, zn) : zn ∈ C}.

En V1 la acción de Γā es ρ(κ)T (z) = T (−z) y

(ζ, ζ)T1(z0, ..., zn) = T1(z0, zζ(1), ..., zζ(n)).

Por lo que necesitamos además descomponer al espacio V1 en los subespacios
de representaciones irreducibles del grupo Z̃n.

Definición 6.14 Para k ∈ {1, ..., n− 1} definamos a Tk : C → Wk como

Tk(z) = (0, n−1/2eikζz, ..., n−1/2enikζz) con

Wk = {(0, eikζz, ..., enikζz) : z ∈ C}.

Además, definamos a Tn : C
2 → Wn como

Tn(α,w) = (α, n−1/2w, ..., n−1/2w) con

Wn = {(α,w, ..., w) : α,w ∈ C}.

La transformación lineal Pz =
∑n

k=1 Tk(zk) de C
n+1 en C

n+1 es ortogonal.
La acción de (ζ, ζ) en el subespacio Wk es (ζ, ζ)Tk(z) = Tk(e

ikζz). Como el
bloque M1(λ) es además equivariante con respecto a la acción de Z̃n, del lema
de Schur tenemos que M1(ν) es diagonal por bloques con

P−1M1(λ)P = diag(m1(λ), ...,mn(λ)).

Los bloques mk(λ) deben satisfacer

M1(ν)Tk(z) = Tk(mkz).

La acción en Wk de κ ∈ Z2, (ζ, ζ) ∈ Z̃n y ϕ ∈ S1 es

ρ(κ) = −1, (ζ, ζ) = eikζ y ϕ = eilϕ.
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Como la acción de (ζ, ζ,−kζ) ∈ Z̃n × S1 y (κ, π) ∈ Z2 × S1 es trivial en Wk,
entonces el grupo de isotroṕıa Gk del bloque mk(ν) es el generado por

(ζ, ζ,−kζ) y (κ, π).

De la definición (2.6) tenemos que

ηk(ν) = σ(nk(ν − ρ) − nk(ν + ρ)),

donde nk(λ) es el número de Morse de mk(ν). Además σ es el signo del
determinante deM(0)⊥e restringido al espacio de puntos fijos de Γā, ortogonal
al generador A1ā. De los teoremas de bifurcación global (2.12) y local (2.8)
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.15 Si ηk(νk) es distinto de cero, en νk existe una bifurcación
global de soluciones periódicas con simetŕıas Gk.

Por bifurcación global entendemos que si la bifurcación es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcación y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcación es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito
o si la rama va a colisión.

Simetŕıas

Supongamos que un equilibrio x tiene simetŕıas Gk y que las componentes
del equilibrio son (xj, yj, zj) para j ∈ {0, ..., n}. Del elemento (κ, π) ∈ Gk

tenemos que

xj(t) = xj(t+ π), yj(t) = yj(t+ π) y zj(t) = −zj(t+ π).

Por lo tanto las componentes (xj, yj) son en realidad π periódicas. En el
periodo la curva recorre la proyección en el plano (xj, yj) dos veces, una con
zj(t) y la otra con −zj(t).

Además, del elemento (ζ, ζ,−kζ) ∈ Gk tenemos que

x(t) = ρ(ζ)e−J̄ ζx(t− kζ).

Como e−J̄ ζ es e−J ζ en (xj, yj), entonces las proyecciones en el plano (xj, yj)
satisfacen las simetŕıas planares que describimos en la sección (5.3).

Como e−J̄ ζ es trivial en zj, entonces la coordenada del cuerpo central
satisface z0(t) = z0(t+kζ). Para describir a los otros cuerpos vamos a usar la
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igualdad zj = zj+kn. En ese caso las posiciones espaciales de los otros cuerpos
satisfacen

zj+1(t) = z1(t+ jkζ).

Por lo tanto, las curvas de los cuerpos con masas iguales están determinadas
por la de uno solo de ellos.

Por ejemplo cuando n = 2m y k = m tenemos que z0(t) = 0. Además
los cuerpos con masas iguales j ∈ {1, ..., n} satisfacen (xj+1, yj+1)(t) =
ejζJ(x1, y1)(t) y

zj+1(t) = z1(t+ jπ) = (−1)jz1(t).

A las soluciones con las simetŕıas anteriores se les conoce como órbitas Hip-
Hop [TV07], porque son soluciones que están formadas de dos poĺıgonos
regulares de m lados que oscilan verticalmente uno con z1(t) y el otro con
−z1(t), de tal manera que la proyección en el plano siempre forma un poĺıgono
regular de 2m lados.

Análisis del espectro

En la sección anterior calculamos que la matrizM1(λ) esM1(λ) = µ̄λ2+A,
en donde µ̄ =diag(µ, 1, ..., 1) y A = (aij)

n
ij=0 con

aij =
µiµj

dα+1
ij

y aii = −
n
∑

j=0(j 6=i)

aij.

Recordemos que las masas son µ0 = µ y µj = 1 para j ∈ {1, .., , n}. A
continuación vamos a calcular los bloques mk(ν) que satisfacen M1Tk(z) =
Tk(mkz).

Proposición 6.16 Para k ∈ {1, ..., n−1} tenemos que mk(λ) = λ2−(µ+sk)
y

mn(λ) =

(

µ(λ2 − n)
√
nµ√

nµ λ2 − µ

)

.

Prueba. Primero vamos a calcular a mk para k ∈ {1, ..., n − 1}. Para l 6= 0
tenemos que

[ATk(z)]l = n−1/2

n
∑

j=1

alje
ijkζz.
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Para l, j ∈ {1, ..., n} las distancias satisfacen d2
lj = 4 sin2((l − j)ζ/2), enton-

ces alj = an(j−l) con (j − l) ∈ {1, ..., n} modulo n. Por lo tanto alje
ijkζ =

eilkζ
(

an(j−l)e
i(j−l)kζ

)

y podemos reescribir a la suma anterior como

[ATk(z)]l = n−1/2eilkζ

(

n
∑

j=1

anje
ijkζ

)

z = [Tk(bkz)]l ,

donde bk es el término entre paréntesis. Como ann = −∑n−1
j=0 anj y an0 = µ,

entonces bk = −µ+
∑n−1

j=1

(

eijkζ − 1
)

anj. Como anj = 1/dα+1
nj , entonces

n−1
∑

j=1

(

eijkζ − 1
)

anj = −
n−1
∑

j=1

2 sin2(kjζ/2)

2α+1 sinα+1(jζ/2)
= −sk.

Por lo tanto bk = −(µ + sk) y ATk(z) = Tk(bkz). Concluimos el resultado
para k ∈ {1, ..., n− 1} de que

(µ̄λ2 + A)Tk(z) = Tk((λ
2 + bk)z).

Sólo nos falta encontrar a mn. Sea z = (α,w), para l 6= 0 tenemos que
[ATn(z)]l = al0α+ n−1/2

∑n
j=1 aljw. Como al0 = µ y

∑n
j=1 alj = −al0, enton-

ces
[ATn(z)]l = n−1/2(

√
nµα− µw).

Para l = 0 tenemos que [ATn(k)z]0 = a00α + n−1/2
∑n

j=1 a0jw. Como a00 =
−∑n

j=1 a0j = −nµ, entonces

[ATn(k)z]0 = −nµα +
√
nµw.

Por lo tanto

ATn(z) = Tn

(

−nµ √
nµ√

nµ −µ

)

z.

Concluimos el resultado de que µ̄λ2Tn(z) = Tn(diag(µλ2, λ2)z). �

A continuación vamos a encontrar los puntos en donde la órbita Γā no es
hiperbólica.

Proposición 6.17 El núcleo de M(0)⊥e está generado sólo por A1ā para
µ /∈ {−s1, µ1, ..., µn/2}.
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Prueba. Como Tn(1, n1/2) = (1, ..., 1), entonces mn(0) está restringido al es-
pacio ortogonal a (1,

√
n). Los valores propios de mn(0) son 0 y −(n+1)µ con

los vectores propios (1,
√
n) y (

√
n,−1). Por lo que m

⊥(1,
√

n)
n (0) = −(n+ 1)µ

es invertible para µ 6= 0 y para µ = 0 ese valor no se encuentra.
Además mk(0) = −(µ + sk) es siempre negativa para µ > −s1. Por lo

tanto M1(0)⊥e es invertible. Concluimos el resultado del hecho que el núcleo
de M0(0) está generado por A1ā para µ ∈ {µ1, ..., µn/2}, donde µk son los
puntos de bifurcación de equilibrios relativos en el caṕıtulo cuatro. �

Por lo tanto tenemos que excluir a los puntos {−s1, µk} del análisis de
bifurcación periódica (2.5).

Ahora vamos a encontrar los puntos de bifurcación de soluciones periódi-
cas espaciales.

Proposición 6.18 Sea νn =
√
µ+ n y sea νk =

√
µ+ sk para k ∈ {1, ..., n−

1}, entonces el determinante detmk(ν) se anula sólo en νk con

ηk(νk) = 1.

Prueba. En el caṕıtulo anterior encontramos que σ = 1 para µ > −s1. Para
k ∈ {1, ..., n−1} el número mk(ν) = ν2− (µ+sk) cambia de signo sólo en νk.
Por lo tanto ηk(νk) = 1− 0. El determinante detmn(ν) = ν2µ (ν2 − (µ+ n))
cambia de signo sólo en νn. Como detmn es negativo para ν < νn, entonces
nn(νn − ρ) = 1. Como nn(∞) = 0, entonces ηn = 1 − 0. �

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos, el equilibrio relativo
poligonal para cada k ∈ {1, ..., n}, tiene una bifurcación global de soluciones
periódicas a partir del periodo 2π/νk con simetŕıas Gk. Como ηk(νk) = 1 la
bifurcación no puede retornar a ā, entonces cada bifurcación es inadmisible
o va a otro punto de bifurcación distinto de ā.

Para k ∈ {1, ..., n− 1} encontramos bifurcación con simetŕıas Gk a partir
de νk =

√
µ+ sk. Para probar que la bifurcación en νk es espacial, tenemos

que probar como en el problema del satélite que cerca de (ā, νk) no existen
soluciones de la forma

xj(t) = xj(t+ π), yj(t) = yj(t+ π) y zj(t) = 0.

Las soluciones anteriores se encuentran en el espacio de puntos fijos del gru-
po generado por κ ∈ Z2 y π ∈ S1. Sea f ′(ā)|V Z2×Z2 la derivada de f(x, ν) en
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(ā, νk) restringida al espacio de puntos fijos de Z2 × Z2, entonce f ′(ā)|V Z2×Z2

es diagonal con bloques M0(2lνk) para l ∈ {1, 2, ...}. En la observación
(5.26) probamos que el bloque M0(ν) es invertible para µ suficientemente
grande si ν >

√
µ+ s1 , entonces la derivada f ′(ā)|V Z2×Z2 es invertible si

ν >
√
µ+ s1/2. Del teorema de la función impĺıcita concluimos que no exis-

ten soluciones con simetŕıas Z2 × Z2 cerca de (ā, νk) para µ suficientemente
grande si νk >

√
µ+ s1/2. Como sk ≥ s1 para k ∈ {1, ..., n − 1}, entonces

νk >
√
µ+ s1/2 y la bifurcación en νk tiene que ser espaciales para µ su-

ficientemente grande. De hecho, analizando con detalle el bloques mk(λ) y
el bloque Mk(λ) del caṕıtulo anterior se puede probar que existe resonancia
sólo en un punto µ̄k ∈ (−s1,m0) para k ∈ {1, ..., n− 1}.

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos, el equilibrio relativo
poligonal para cada k ∈ {1, ..., n − 1} tal que µ 6= µ̄k, tiene una bifurca-
ción global de soluciones periódicas espaciales a partir del periodo 2π/νk con
simetŕıas Gk.

En [Che08] se da evidencia de que para n = 3 con µ = 0, la órbita de
Liapunov se conecta a la coreograf́ıa del ocho.

Para el problema de las cargas en el espacio los bloques de bifurcación
espacial son

mk(λ) = λ2 − (µ− sk)

para k ∈ {1, ..., n}. Por lo tanto, en el problema de las cargas, el equilibrio
relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., n − 1} tal que µ > sk y para k = n
tal que µ > s1, tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir
del periodo 2π/νk con simetŕıas Gk.

Observación 6.19 Además, como mk(0) = −(µ − sk) en el problema de
las cargas, entonces existe bifurcación de equilibrios relativos espaciales en
µ = sk para k ∈ {1, ..., [n/2]} con simetŕıas D̃h, donde h es el máximo
común divisor de n y k. Las bifurcaciones espaciales con simetŕıas D̃h son
como las que describimos en el caṕıtulo cuatro, pero en las que no todas las
coordenadas son coplanares.

6.3. Comentarios

En la primera parte de este caṕıtulo analizamos la ecuación del satélite
en el espacio y la bifurcación espacial a partir de sus equilibrios. Probamos
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que cada equilibrio del satélite tiene una bifurcación de soluciones periódicas
con las simetŕıas espaciales

x(t) = x(t+ π), y(t) = y(t+ π) y z(t) = −z(t+ π).

Además, las soluciones son verdaderamente espaciales (z 6= 0) cuando no
existe resonancia con la bifurcación de soluciones planares: en ese caso las
soluciones parecen ochos transversales al equilibrio. El resultado anterior es
otra de nuestras aportaciones, pues probamos que existe bifurcación global
de soluciones espaciales de cualquier equilibrio.

En particular probamos que en el problema restringido de los tres cuerpos
los equilibrios Lagrangianos y Eulerianos no son resonantes, por lo que cada
equilibrio tiene una bifurcación de soluciones periódicas de ochos espaciales.
A las soluciones anteriores se les conocen como órbitas verticales de Liapunov.
En los art́ıculos [DRP+07] y [KGK05] se hace un bonito análisis numérico
de la ramas globales de bifurcación espacial y sus doblamientos de periodo,
entre otras soluciones mas complejas que surgen a partir de éstas.

En la segunda sección analizamos el problema de bifurcación espacial a
partir de un equilibrio relativo de n cuerpos . Probamos que un equilibrio
relativo con masas arbitrarias siempre tiene al menos una bifurcación global
de soluciones periódicas con las simetŕıas

xj(t) = xj(t+ π), yj(t) = yj(t+ π) y zj(t) = −zj(t+ π).

De hecho, probamos que genéricamente existen n− 1 de esas ramas de bifur-
cación. Además, probamos que las soluciones son espaciales (zj 6= 0) cuando
no existe resonancia con la bifurcación planar. En ese caso las soluciones pa-
recen ochos espaciales que oscilan alrededor del plano en el que se encuentra
el equilibrio relativo.

En particular, para el equilibrio relativo poligonal probamos que para
cada k ∈ {1, ..., n} existe una bifurcación de soluciones periódicas con las si-
metŕıas anteriores y con las simetŕıas Gk que describimos en el caṕıtulo cinco.
Por ejemplo, vimos para n = 2m que las soluciones espaciales con simetŕıas
Gm son órbitas Hip-Hop (en general cuasiperiódicas). Las órbitas Hip-Hop
son soluciones en las que dos poĺıgonos de m lados oscilan verticalmente uno
con z(t) y el otro con −z(t), de tal manera que su proyección en el plano
siempre forma un poĺıgono de 2m lados.

En general, las bifurcaciones globales que encontramos no se hab́ıan pro-
bado con un adecuado tratamiento de las simetŕıas, aunque existen varios
ejemplos particulares que comentaremos a continuación.
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Las soluciones Hip-Hop aparecieron por primera vez en el art́ıculo
[DTW83], en donde se prueba que existen algunas órbitas Hip-Hop
periódicas para el problema de los n+ 1-cuerpos y de las cargas.

En el art́ıculo [MS93] se encontraron las soluciones Hip-Hop para los
cuerpos con un método de continuación para µ grande. En ese art́ıculo
se explican las oscilaciones verticales que se hab́ıan observado en las
fotograf́ıas de los anillos de Saturno.

En el art́ıculo [BCPS06] se encontraron las soluciones Hip-Hop que
encontramos para el problema de los 2m cuerpos con µ = 0.

En el art́ıculo [CF08] se analizó para n ∈ {3, 4, 5, 6} con µ = 0 la bifur-
cación de las órbitas de Liapunov verticales que encontramos. Además,
en ese art́ıculo se continúa a las soluciones de Liapunov como mı́ni-
mos del potencial, dando origen a soluciones periódicas con simetŕıas
particulares como la coreograf́ıa del ocho para los tres cuerpos.

Las coreograf́ıas son soluciones en las que los cuerpos siguen la misma tra-
yectoria con intervalos de tiempo regulares. Para los tres cuerpos la primera
prueba de la existencia de la coreograf́ıa del ocho se encuentra en [CM00].
Basado en la simetŕıa italiana x(t) = −x(t + π), Chenciner nombró a las
simetŕıas espaciales que encontramos como la restricción antisimétrica. Los
métodos variacionales se han usado ampliamente para encontrar soluciones
periódicas con la antisimetŕıa dando origen a órbitas Hip-Hop, coreograf́ıas u
otras soluciones más complejas. Sin embargo, no siempre resulta fácil probar
la coercividad del potencial debido a la existencia de trayectorias con coli-
sión. Para más detalles recomendamos ver los art́ıculos [TV07] y [CF08] y
las referencias que se encuentran en ellos.



152 Bifurcación periódica espacial del satélite y de los cuerpos



Caṕıtulo 7

Bifurcación en la latiz de
Schrödinger periódica

En este caṕıtulo estudiamos una latiz de osciladores acoplados con condi-
ciones de periodicidad. En particular, analizamos a la latiz con el potencial
cúbico de Schrödinger y con el potencial saturable. La latiz de osciladores se
deduce discretizando la ecuación no lineal de Schrödinger y se ha usado para
modelar muchos fenómenos f́ısicos de ondas [EJ03].

Existe un equilibrio relativo equivalente al equilibrio relativo poligonal del
problema de los n+1-cuerpos. En la primera sección encontramos bifurcación
de equilibrios relativos a partir de ese equilibrio poligonal y en la tercera
sección encontramos bifurcación de soluciones periódicas.

7.1. Planteamiento del problema

Sea qj ∈ C el oscilador j ∈ {1, ..., n}, la ecuación de la latiz de osciladores
es

iq̇j = h(‖qj‖2)qj + (qj+1 − 2qj + qj−1).

Nosotros vamos a estudiar a una latiz con las condiciones de periodicidad
uj = uj+n.

Los equilibrios relativos son las soluciones de la forma qj = µeωtiaj con
aj constante. La existencia de equilibrios relativos está condicionada por una
relación no lineal entre la amplitud µ y la frecuencia ω . Es por esta razón que
vamos a tomar a la amplitud µ como parámetro de bifurcación. Lo anterior
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no sucede en el problema de los n+ 1-cuerpos, en el que la relación entre la
amplitud y la frecuencia es homogénea.

Cambiando a coordenadas rotantes qj = µeωtiuj la ecuación de la latiz es

iu̇j − ωuj = h(|µuj|2)uj + (uj+1 − 2uj + uj−1).

Para realizar nuestro análisis vamos a cambiar las coordenadas en C a R
2.

Por lo que la ecuación de la latiz para uj ∈ R
2 es

Ju̇j = ωuj + h(|µuj|2)uj + (uj+1 − 2uj + uj−1),

en donde J es la matriz simplectica.
Sea u = (u1, ..., un) el vector de posiciones y sea J = (J, ..., J), la ecuación

de la latiz en forma vectorial es

J ẋ = ∇V (x) con

V =
1

2

n
∑

j=1

{

H(xj) − |xj+1 − xj|2
}

,

donde H(x) es la función que satisface ∇H(x) = ωx+ h(|µx|2)x.
Un equilibrio relativo es un punto cŕıtico del potencial V . El cero siem-

pre es un equilibrio relativo. A continuación vamos a probar que existe un
equilibrio relativo tipo onda rotante.

Proposición 7.1 Sea aj = eijζ con ζ = 2π/n, entonces ā = (a1, ..., an) es
un equilibrio si

ω = 4 sin2(ζ/2) − h(µ2).

Prueba. Como aj+1 − 2aj + aj−1 = −4 sin2(ζ/2)aj, entonces

Vxj
(ā) = (ω + h(µ2) − 4 sin2(ζ/2))aj.

Por lo tanto, las aj forman un equilibrio relativo si se satisface la relación de
la proposición. �

Nosotros vamos a analizar sólo los casos n ≥ 3, ya que los casos n = 1 y
n = 2 son integrables [EJ03]. De hecho, según [EJ03] es posible encontrar el
diagrama de bifurcación completo de los equilibrios relativos para n ≤ 4 .

Los equilibrios relativos localizados se conocen como breathers y las so-
luciones periódicas localizadas se conocen como breathers cuasiperiódicos
[EJ03]. Por lo tanto, nuestras ramas de bifurcación en el caso de ser locali-
zadas corresponden a breathers y breathers cuasiperiódicos.
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Observación 7.2 Usando el mismo método que vamos a usar, podemos ana-
lizar ecuaciones de la latiz más complejas, siempre y cuando se preserven los
simetŕıas del problema. Por ejemplo, podemos hacer depender de un paráme-
tro al potencial, podemos incluir celdas no adyacentes en el acoplamiento o
podemos hacer un acoplamiento nolineal entre las celdas.

7.2. Bifurcación estacionaria

Las simetŕıas del potencial V son similares a las que usamos en el proble-
ma de los n+ 1-cuerpos (4.2). Por lo que sólo vamos a indicar las diferencias
con respecto a las definiciones para la ecuación de la latiz.

Definición 7.3 Definimos a Dn como el subgrupo de permutaciones de {1, ..., n}
generado por ζ(j) = j + 1 y κ(j) = n− j modulo n. La acción de Dn en R

2n

es

ρ(γ)(x1, ..., xn) = (xγ(1), ..., xγ(n)).

Además, definimos la acción del grupo O(2) = S1 ∪ κS1 en R
2n como

ρ(θ) = e−J θ y ρ(κ) = R,

donde R es la matriz diag(R, ..., R) con R =diag(1,−1).

El potencial V no cambia si rotamos las posiciones de los osciladores y
tampoco cambia si rotamos o reflejamos las fases de todos los osciladores. Por
lo tanto, el potencial V es Γ-invariante y el gradiente ∇V es Γ-equivariante,
en donde Γ es el grupo

Γ = Dn ×O(2).

Definamos a D̃n como el grupo generado por (ζ, ζ) y (κ, κ) con ζ = 2π/n ∈
S1. La acción de los elementos anteriores es

(ζ, ζ)x = ρ(ζ)e−J ζx y (κ, κ)x = ρ(κ)Rx.

Como los elementos (ζ, ζ) y (κ, κ) dejan fijo al equilibrio ā, entonces el grupo
de isotroṕıa de ā es

Γā = D̃n.
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7.2.1. Teorema de bifurcación

A continuación vamos a hacer un análisis similar al que hicimos en el
caṕıtulo cuatro. Por esta razón, sólo vamos a indicar los cambios necesarios
para adaptar los teoremas de bifurcación a este problema.

Necesitamos encontrar los espacios de representaciones irreducibles de la
acción de Γā. Del lema de Schur tenemos que la matriz D2V (ā) tiene una
representación por bloques en los espacios de representaciones irreducibles.

Definamos a los isomorfismos Tk de C
2 en Vk como

Tkz = n−1/2(e(ikI+J)ζz, ..., en(ikI+J)ζz) con

Vk = {(e(ikI+J)ζz, ..., en(ikI+J)ζz) ∈ C
2n : z ∈ C

2}.
Podemos probar como en la proposición (4.6) que

(ζ, ζ)Tkz = Tke
ikζz y (κ, κ)Tkz = Tn−kRz.

Por lo tanto, los espacios Vk ⊕ Vn−k son los espacios de representaciones
irreducibles de Γā.

Definamos a Aij como los bloques de 2×2 tal que D2V (ā) = (Aij)
n
i,j=1. En

la proposición (4.8) probamos que los bloques que satisfacen D2V (a)Tk(z) =
Tk(Bkz) son

Bk =
n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζ .

La transformación lineal Pz =
∑n

k=1 Tkzk con z = (z1, ..., zk) es ortogonal.
Por lo tanto la matriz D2V (a) en las nuevas coordenadas es diagonal por
bloques

P ∗D2V (a)P = diag(B1, ..., Bn).

Definamos a D̃h como el grupo generado por (n/h)(ζ, ζ) y (κ, κ) para
cada h que divide a n. Definamos al potencial VP como VP (x) = V (Px) y al
mapeo fh(x) como el gradiente ∇VP (x) restringido al subespacio de puntos
fijos de D̃h. En la proposición (4.10) probamos que

f ′
h(x0) = nh(µ) = σn

∏

j∈[1,n/2]∩hN

σj,

en donde

σk = sgn(eT
1Bke1) para k ∈ {n/2, n} y

σk = sgn(detBk(µ)) para k ∈ [1, n/2) ∩ N.
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Del teorema (4.13) tenemos que ηh(µ0) es

ηh(µ0) = nh(µ0 − ρ) − nh(µ0 + ρ).

Del teorema de bifurcación global (4.14) y local (4.13) tenemos el siguiente
teorema .

Teorema 7.4 Para k ∈ {1, ..., n/2, n}, sea h el máximo común divisor de k
y n, si σk(µ) cambia de signo en µ0 y σj(µ0) 6= 0 para los demás j ∈ [1, n/2]∩
(Nh), entonces ηh(µ0) = ±2. Por lo tanto, en µ0 existe una bifurcación global
de equilibrios relativos con simetŕıas exactas D̃h.

Por bifurcación global entendemos que si la bifurcación es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcación y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcación es inadmisible si el parámetro µ va a infinito o cero,
o si la norma va a infinito. Por simetŕıas exactas D̃h entendemos que la bi-
furcación local tiene simetŕıas D̃h, pero no simetŕıas D̃p para h que divide a
p.

7.2.2. Simetŕıas

En la sección (4.4) describimos de forma detallada las simetŕıas del grupo
D̃h, sin embargo, en esa sección dimos un enfoque para el problema de los
n + 1-cuerpos. En esta sección vamos a describir las simetŕıas del grupo D̃h

con un enfoque para la latiz de Schrödinger.
Con la notación xj = xj+kn, las soluciones con simetŕıas D̃h satisfacen

(a) xj = e−i(2π/h)xj+n/h y (b) xj = x̄−j.

De las simetŕıas anteriores tenemos que xj = ei(2π/h)x̄n/h−j, por lo que po-
demos encontrar las posición de los osciladores j ∈ {n/2h, ..., n/h} a partir
de las de los osciladores j ∈ {1, ..., n/2h}. Por lo tanto las posiciones de los
osciladores j ∈ {1, .., n/h} son

κ = (x1, x2, ..., e
i(2π/h)x̄2, e

i(2π/h)x̄1).

Además, de la simetŕıa (a) podemos encontrar las posiciones de todos los
osciladores

x = (κ, ei(2π/h)
κ, ..., ei(h−1)(2π/h)

κ).
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rj

j

b b b b

b

| | | | |

1 2 n/2 n − 1n

Figura 7.1: Equilibrio relativo con simetŕıas D̃1.

Si sólo describimos las normas de los osciladores rj = |xj|, las soluciones
con simetŕıas Dh están formadas por h ondas idénticas, cada onda forma-
da por n̄ = n/h osciladores. Como ejemplo de las normas de un equilibrio
relativo con simetŕıas Dh tenemos

rj = 1 + ε sin2 j(π/n̄).

7.2.3. Análisis del espectro

En esta sección vamos a encontrar los puntos de bifurcación, para eso
necesitamos calcular primero los bloques Anj de D2V (ā).

Proposición 7.5 Los bloques Anj de la matriz D2V (ā) son Anj = I para
j ∈ {1, n− 1}, Anj = 0 para j /∈ {1, n− 1, n} y

Ann = (−2 cos ζ) I + 2µ2h′(µ2)diag(1, 0).

Prueba. Como el acoplamiento es sólo entre celdas adyacentes, entonces
Anj = I para j ∈ {1, n − 1}, Anj = 0 para j /∈ {1, n − 1, n} y Ann =
D2H(an) − 2I.

Sea x0 = (x, y), como ∇H(x0) = ωx0 + h(|µx0|2)x0, entonces

D2H(x0) = (ω + h(|µx0|2))I + 2µ2h′(|µx0|2)
(

x2 xy
xy y2

)

.

Como ā es equilibrio que satisface la igualdad ω + h(µ2) = 4 sin2(ζ/2), en-
tonces para an = (1, 0) tenemos que

D2H(an) = 4 sin2(ζ/2)I + 2µ2h′(|µ|2)diag(1, 0).
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Concluimos el resultado para Ann de que 4 sin2(ζ/2) − 2 = −2 cos ζ. �

A continuación vamos a usar los cálculos de Aij para encontrar los bloques
Bk.

Proposición 7.6 Definamos a αk y γk como

αk = 4 cos ζ sin2 kζ/2 y

γk = 2 sin kζ sin ζ.

Los bloques Bk son

Bk = −αkI + γk(iJ) + 2µ2h′(|µ|2)diag(1, 0).

Prueba. Los bloques Bk están definidos como

Bk =
n
∑

j=1

Anje
j(ikI+J)ζ .

Usando los cálculos de las matrices Anj tenemos que

Bk =
(

e(ikI+J)ζ + e−(ikI+J)ζ
)

+ (−2 cos ζ) I + 2µ2h′(µ2)diag(1, 0).

Usando la igualdad eJθ = I cos θ + J sin θ encontramos que

e(ikI+J)ζ + e−(ikI+J)ζ = (2 cos kζ cos ζ)I + (2 sin kζ sin ζ)iJ .

Por lo tanto, de la igualdad 2 cos ζ(cos kζ − 1) = −αk concluimos la forma
de Bk. �

A continuación vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcación
estacionaria.

Como αn = 0, entonces tenemos que eT
1Bne1 = 2µ2h′(µ2) y que

σn = sgn(h′(µ2)).

Además, para n = 3 tenemos que α1 = −γ1 < 0, entonces σ1 = σn. Para
n = 4 tenemos que αk = 0 y γ1 6= 0, entonces σ1 = −1 y σ2 = σn. En los
ejemplos que vamos a estudiar h′(µ2) no cambia de signo, por lo que no hay
puntos de bifurcación estacionaria para n = 3, 4.
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Potencial general

Para n ≥ 5 y k ∈ {1, ..., n/2} tenemos que

αk = 4 cos ζ sin2 kζ/2 ≥ 0.

En ese caso podemos probar el siguiente teorema usando que αk es positiva.

Teorema 7.7 Para n ≥ 5 y k ∈ {1, ..., n/2}, el signo σk es cero en las
soluciones de µ2h′(µ2) = δk con

δk = (α2
k − γ2

k)/(2αk).

Además δ1 < 0, δ2 = 0 y δk > 0 para k ∈ [3, n/2] ∩ N.

Prueba. Para k ∈ [1, n/2) ∩ N tenemos que

detBk = α2
k − γ2

k − 2αkµ
2h′(µ2)

= 2αk

(

δk − µ2h′(µ2)
)

.

Como αk > 0, entonces σk = sgn (δk − µ2h′(µ2)). Para k = n/2 tenemos
γn/2 = 0, entonces eT

1Bn/2e1 = −αn/2 + 2µ2h′(µ2). Por lo tanto σn/2 =
sgn

(

µ2h′(µ2) − αn/2

)

también se anula en las soluciones de µ2h′(µ2) = αk/2 =
δk.

Además, el signo de δk es igual al de

α2
k − γ2

k = 16(sin2 kζ/2 − sin2 ζ) sin2 kζ/2,

por lo que δk tiene signo de sin2 kζ/2− sin2 ζ. Por lo tanto δk < 0 para k = 1,
δk = 0 para k = 2 y δk > 0 para k ∈ [3, n/2] ∩ N. �

Por lo tanto, en la latiz con un potencial general, el equilibrio relativo ā
para cada k ∈ {1, ..., n/2} tal que µ2

kh
′(µ2

k) = δk, tiene una bifurcación global
de equilibrios relativos a partir de la amplitud µk con simetŕıas D̃h, donde h
es el máximo común divisor de k y n.

Potencial de Schrödinger

En el potencial cúbico de Schrödinger tenemos h(x) = x con

h′(µ2) = 1 y σn = 1.
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Para n ≥ 5 tenemos que σk(µ) cambia de signo en µ =
√
δk cuando δk es

positivo y probamos que δk es positivo para n ≥ 6 cuando k ∈ {3, ..., [n/2]}.
Además, como las δk son crecientes en k, entonces los µk son crecientes en k
para k ∈ {3, ..., [n/2]}.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial de Schrödinger para n ∈ {6, 7, ..},
el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {3, ..., [n/2]}, tiene una bifurca-
ción global de equilibrios relativos a partir de la amplitud

√
δk con simetŕıas

D̃h, donde h es el máximo común divisor de k y n.

Potencial saturable

En el potencial saturable tenemos h = (1 + x)−1 con

h′(µ2) = −(1 + µ2)−2 y σn = −1.

La función
µ2h′(µ2) = −µ2(1 + µ2)−2

es de doble hoja y tiene rango (−1/4, 0). Por lo tanto, para n ≥ 5 existen
dos ceros µ− ∈ (0, 1) y µ+ ∈ (1,∞) de µ2h′(µ2) = δk si δk ∈ (−1/4, 0).

Como probamos que δk ≥ 0 para k ≥ 2, entonces no existen puntos de
bifurcación para k ≥ 2. Para k = 1 tenemos que δ1 < 0 y que

δ1 = 2(sin2 ζ/2 − sin2 ζ)/ cos ζ → 0−

cuando n → ∞. Por lo tanto, tenemos que δ1 ∈ (−1/4, 0) si n es grande y
con un cálculo numérico encontramos que δ1 ∈ (−1/4, 0) para n ≥ 16.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial saturable para n ∈ {16, 17, ...}, el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcación global de equilibrios relativos
a partir de las amplitudes µ− ∈ (0, 1) y µ+ ∈ (1,∞) con simetŕıas D̃1 .

7.3. Bifurcación periódica

A continuación vamos a plantear el problema de bifurcación de solucio-
nes periódicas. Los resultados que vamos a encontrar son similares a los del
caṕıtulo cinco.

Definamos al operador D(ν) como D(ν) = − νJ ẋ y al operador f como

f(x) = −νJ ẋ+ ∇V (x).
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En este caso no existen colisiones y el operador f está definido enH1
2π(R2n). El

operador D(ν) es Γ-equivariante con la acción espacial del grupo Γ = Zn×S1

y con la acción temporal del grupo S1. El generador de la acción espacial es
A1x = −J x y el de la acción temporal es Ax = ẋ. Por lo tanto f(x) es
G-ortogonal con G = Γ × S1, la relación de ortogonalidad se obtiene de las
igualdades

〈f(x), ẋ〉 = −ν 〈J ẋ, ẋ〉 − V (x)|2π
0 = 0

〈f(x),−J x〉 = ν
1

2
〈x, x〉 |2π

0 − ν 〈J x,∇V (x)〉 = 0.

Como (ζ, ζ) ∈ Γ deja fijo al equilibrio ā, el grupo de isotroṕıa espacial Γā

es el subgrupo Z̃n generado por (ζ, ζ). Por lo tanto

Gā = Z̃n × S1.

La órbita de ā es isomorfa a G/Gā ≃ S1, por lo que el núcleo de D2f(ā) tiene
que estar generado por A1ā = −J ā.

7.3.1. Teorema de bifurcación

Como −J es la matriz de orden más alto del operador D(ν), entonces
se satisfacen las hipótesis (2.1) para la reducción de Liapunov-Schmidt. Del
resultado (2.3) tenemos que la linealización de la función de bifurcación al-
rededor de ā tiene bloques M(lν) con

M(λ) = −(iJ )λ+D2V (x0).

La acción de (ζ, θ, ϕ) ∈ G en el bloque M(lν) es

(ζ, θ, ϕ)xl = eilϕe−J θρ(ζ)xl.

Los espacios de representaciones irreducibles de la acción de Γā son los espa-
cios Vk que definimos en la sección anterior. Usando el cambio de variables
P tenemos que M(λ) se descompone como

P−1M(λ)P = diag(M1, ..,Mn),

en donde los bloques Mk satisfacen M(λ)Tk(z) = Tk(Mkz).
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Por lo tanto los bloques Mk son

Mk(λ) = −λiJ +Bk

= −αkI + (γk − λ)iJ + 2µ2h′(µ2)diag(1, 0).

La acción de (ζ, ζ, ϕ) ∈ Γā × S1 en el bloque Mk(lν) es ρ(ζ, ζ, ϕ) = eikζeilϕ.
Por lo que el grupo de isotroṕıa Gk en el bloque Mk(ν) es el grupo generado
por

(ζ, ζ,−kζ).
De la definición (2.6) tenemos que σ = sgn(eT

1Bne1) y que

ηk(λ0) = σ{nk(λ0 − ρ)) − nk(λ0 + ρ)},

en donde nk(ν) es el número de Morse de Mk. Del teorema de bifurcación
local (2.8) y global (2.12) tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.8 Si ηk(ν0) es distinto de cero, en ν0 existe una bifurcación de
soluciones periódicas con simetŕıas Gk.

Por bifurcación global entendemos que si la bifurcación es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcación y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcación es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito.

7.3.2. Simetŕıas

En la sección (5.3) describimos de forma detallada las simetŕıas del grupo
Gk. Sin embargo, en esa sección dimos un enfoque para el problema de los
n+ 1-cuerpos. Por lo que en esta sección vamos a describir las simetŕıas del
grupo Gk con un enfoque para la latiz de Schrödinger.

Los osciladores de las soluciones con simetŕıas Gk satisfacen

xj+1(t) = e ijζx1(t+ jkζ).

Por lo anterior, todos los osciladores oscilan con la misma trayectoria, pero
con distinta fase temporal y con distinta fase espacial.

Las normas de los osciladores rj = |xj| con simetŕıasGk satisfacen rj+1(t) =
r1(t + jkζ). En ese caso, las simetŕıas de Gn son rj+1(t) = r1(t), por lo que
todos los osciladores oscilan de forma idéntica.
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Sea n̄ = n/k para k que divide a n, entonces las simetŕıas de Gk son
rj+1(t) = r1(t + j(2π/n̄)). En ese caso las soluciones con simetŕıas Gk están
formadas de k ondas viajeras iguales, cada onda viajera formada por n/k
osciladores. Un ejemplo de una solución con simetŕıas Gk es

rj(t) = 1 + ε sin2(t+ j(π/n̄)).

Las simetŕıas de Gk cuando k no divide a n son similares a las anteriores,
sin embargo, en este caso existe una permutación entre la fase temporal y el
orden del oscilador en la latiz. Por ejemplo si k y n son primos relativos, sea
k−1 tal que kk−1 = 1 modulo n, entonces las simetŕıas de Gk son rjk−1+1(t) =
r1(t+ jζ), que son una permutación de las simetŕıas de G1.

7.3.3. Análisis del espectro

A continuación vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcación de
soluciones periódicas con simetŕıas Gk.

Para poder encontrar la bifurcación necesitamos que Mk(µ, 0) sea inver-
tible (2.5). Lo anterior no sucede en los puntos µk donde encontramos bifur-
cación estacionaria, por lo que tenemos que excluir los µk de nuestro análisis
de bifurcación periódica. Además, para n = 4 tenemos que detM2(µ, 0) = 0,
por lo que tenemos que excluir también todo el caso n = 4.

Para k = n tenemos αn = γn = 0 por lo que detMn(ν) = −ν2 y ηn(λ)
siempre es cero. Por lo tanto, nunca existe bifurcación con simetŕıas Gn.

Potencial general

Recordemos que δk es δk = (α2
k − γ2

k)/(2αk) con

αk = 4 cos ζ sin2 kζ/2 y

γk = 2 sin kζ sin ζ.

Primero vamos a analizar los casos para n ≥ 5. Notemos que en estos casos
δk < αk/2 pues αk es positiva.

Proposición 7.9 Definamos a ν± como

ν± = γk ±
√

αk (αk − 2µ2h′(µ2)).

Para n ≥ 5, el determinante detMk se anula sólo en {ν±} para µ2h′(µ2) <
αk/2. En ese caso ηk(ν±) = ±σ con σ = sgn(h′(µ2)).

Además, los valores ν± son positivos sólo en los siguientes casos.
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(a) El valor ν+ es positivo para k ∈ {1, ..., n− 1} y µ2h′(µ2) < δk.

(b) Los valores ν+ y ν− son positivos para k ∈ {1, .., [n/2]} y δk < µ2h′(µ2) <
αk/2.

Prueba. Como el determinante de Mk es

dk(ν) = detMk = −2αkµ
2h′(µ2) + α2

k − (γk − ν)2,

entonces el determinante dk(ν) se anula sólo en los puntos ν± para µ2h′(µ2) <
αk/2. Además, en esos casos la traza de Mk(ν) es

Tk = 2µ2h′(|µ|2) − 2αk < −αk < 0.

Como d(λ) es positivo en (ν−, ν+) y negativo en el complemento, entonces
nk(ν) = 2 en (ν−, ν+) y nk(ν) = 1 en el complemento . Por lo tanto ηk(ν−) =
σ(1 − 2) y ηk(ν+) = σ(2 − 1).

Como dk(ν) es un polinomio de grado dos, entonces ν+ es positivo y ν−
es negativo, si dk(0) es positivo. Concluimos el resultado para (a) de que el
determinante dk(0) es positivo para µ2h′(µ2) < δk. Además, el determinante
dk(0) es negativo para δk < µ2h′(µ2), entonces ν+ y ν− o son positivos o
son negativos. Como ν± = γk ±

√∗, entonces ν± tiene el mismo signo de γk.
Concluimos el resultado para (b) de que γk es positivo para k ∈ {1, .., [n/2]}
y que γn−k = −γk. �

Por lo tanto, en la latiz para un potencial general para n ∈ {5, 6, ...}, el
equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., n − 1} tal que µ2h′(µ2) <
δk, tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo
2π/ν+ con simetŕıas Gk . Además, la bifurcación anterior es inadmisible o
va a un punto de bifurcación de otro equilibrio.

Para n ∈ {5, 6, ...} el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, ..., [n/2]}
tal que δk < µ2h′(µ2) < αk/2 tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν− con simetŕıas Gk.

Probamos que el determinante del bloque Mk(ν) se anula en dos puntos
para k ∈ {1, ..., n − 1} si µ2h′(µ2) < αk/2. De la observación (2.9) tenemos
que el bloque Mk es estable para µ2h′(µ2) < αk/2. Además, el determinante
detMn(ν) tiene un cero doble en ν = 0. Sin embargo, el bloque Mn es
estable debido a las simetŕıas espaciales del problema. Usando que las αk son
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crecientes para k ∈ {1, ..., [n/2]} concluimos que la solución ā es linealmente
estable para

µ2h′(µ2) < α1/2.

Como excluimos al caso n = 4, el caso n = 3 es el único que nos falta.
La prueba es similar al caso anterior, sólo tenemos que invertir todas las
desigualdades.

Proposición 7.10 Para n = 3, el determinante detMk se anula sólo en
{ν±} para αk/2 < µ2h′(µ2). En ese caso tenemos que ηk(ν±) = ∓σ con
σ = sgn(h′(µ2)). Además, los valores ν± son positivos sólo en los siguientes
casos.

(a) El valor ν+ es positivo para k ∈ {1, 2} y 0 < µ2h′(µ2).

(b) Los valores ν+ y ν− son positivos para α1/2 < µ2h′(µ2) < 0.

Prueba. Como αk < 0, entonces detMk se anula en ν± si αk/2 < µ2h′(µ2).
En este caso la traza de Mk es

Tk(λ) = 2µ2h′(|µ|2) − 2αk > −αk > 0.

Por lo que nk(ν) = 0 en (ν−, ν+) y n1(ν) = 1 en el complemento. Por lo tanto
ηk(ν−) = σ(1 − 0) y ηk(ν+) = σ(0 − 1).

Además, el valor ν+ es positivo cuando dk(0) es positivo. Como α1 = −γ1,
entonces δ1 = δ2 = 0. Concluimos el resultado para (a) de que dk(0) es po-
sitivo para 0 = δk < µ2h′(µ2) . Además, el determinante dk(0) es negativo
para µ2h′(µ2) < δk = 0, entonces ν+ y ν− o son positivos o son negativos.
Como ν± = γk ±

√∗, entonces ν± tienen el mismo signo que γk. Concluimos
el resultado para (b) de que γ1 = 2 sin2 ζ > 0 y que γ2 = −γ1. �

Por lo tanto, en la latiz con un potencial general para n = 3, el equili-
brio relativo poligonal para cada k ∈ {1, 2} tal que 0 < µ2h′(µ2), tiene una
bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ con si-
metŕıas Gk. Además, la bifurcación anterior es inadmisible o va a un punto
de bifurcación de otro equilibrio.

Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para α1/2 < µ2h′(µ2) < 0 tiene
una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y
2π/ν− con simetŕıas G1.

Para n = 3, el equilibrio relativo poligonal es linealmente estable para
α1/2 < µ2h′(µ2).
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Potencial de Schrödinger

En la latiz para el potencial cúbico de Schrödinger tenemos h(µ) = µ con

h′(µ2) = 1 y σ = 1.

Para n ≥ 5 tenemos los siguientes casos:
Para k ∈ {1, 2, n− 2, n− 1} tenemos δk ≤ 0, entonces nunca se satisface

la condición (a) y para µ ∈ (0,
√

αk/2) se satisface la condición (b) .
Para k ∈ {3, ..., n − 3} tenemos δk > 0, entonces para µ ∈ (0,

√
δk) se

satisface la condición (a) y para µ ∈ (
√
δk,
√

αk/2) se satisface la condición
(b).

Por lo tanto, en la latiz con el potencial de Schrödinger para n ∈ {6, 7, ...},
el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {3, ..., n−3} tal que µ ∈ (0,

√
δk),

tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo
2π/ν+ con simetŕıas Gk. Además, la bifurcación anterior es inadmisible o
va a un punto de bifurcación de otro equilibrio.

Para n ∈ {5, 6, ...} el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, 2} tal
que µ ∈ (0,

√

αk/2) y para cada k ∈ {3, ..., [n/2]} tal que µ ∈ (
√
δk,
√

αk/2),
tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del periodo
2π/ν+ y 2π/ν− con simetŕıas Gk.

De la observación (3.4), para n ≥ 5 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para las amplitudes µ ∈ (0,

√

α1/2).
Para n = 3 y k ∈ {1, 2} tenemos que siempre se satisface la condición

(a). Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {1, 2} tal que
µ ∈ (0,∞), tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del
periodo 2π/ν+ con simetŕıas Gk. Además, para n = 3 el equilibrio relativo
poligonal es linealmente estable para las amplitudes µ ∈ (0,∞).

Potencial saturable

En la latiz para el potencial saturable tenemos h(x) = (1 + x)−1 con

h′(µ2) = −(1 + µ2)−2 y σ = −1.

Para n ≥ 5 tenemos los siguientes casos:
Para k ∈ {2, ..., n−2} tenemos que δk ≥ 0, entonces para toda µ ∈ (0,∞)

se satisface µ2h′(µ2) < δk que es la condición (a).
Para n ∈ {16, 17, ...}, sean µ− ∈ (0, 1) y µ+ ∈ (1,∞) las soluciones de

µ2h′(µ2) = δ1. Entonces para µ ∈ (0, µ−)∪ (µ+,∞) se satisface δ1 < µ2h′(µ2)
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que es la condición (b) y para µ ∈ (µ−, µ+) se satisface µ2h′(µ2) < δ1 que es
la condición (a). Además, para n = {5, ..., 15} tenemos lo mismo que antes
si definimos a µ− y a µ+ como cero.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial saturable para n ∈ {5, 6, ...}, el
equilibrio relativo poligonal para cada k ∈ {2, ..., n− 2} tal que µ ∈ (0,∞) y
para cada k ∈ {1, n − 1} tal que µ ∈ (µ−, µ+), tiene una bifurcación global
de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ con simetŕıas Gk. La
bifurcación anterior es inadmisible o va a un punto de bifurcación de otro
equilibrio.

Para n ∈ {5, 6, ...} el equilibrio relativo poligonal para µ ∈ (0, µ−) ∪
(µ+,∞), tiene una bifurcación global de soluciones periódicas a partir del
periodo 2π/ν+ y 2π/ν− con simetŕıas G1.

De la observación (3.4), para n ≥ 5 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para todas las amplitudes µ ∈ (0,∞).

Para n = 3 tenemos que α1/2 = −3/4, entonces α1/2 < −1/4 < µ2h′(µ2)
para toda µ ∈ (0,∞). Por lo tanto siempre se satisface la condición (b).
Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para µ ∈ (0,∞), tiene una bi-
furcación global de soluciones periódicas a partir del periodo 2π/ν+ y 2π/ν−
con simetŕıas G1. Además, para n = 3 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para las amplitudes µ ∈ (0,∞).

7.4. Comentarios

En este caṕıtulo analizamos para un potencial general una latiz circu-
lar de osciladores de Schrödinger acoplados . En particular estudiamos con
detalle el potencial cúbico de Schrödinger y el potencial saturable. Nosotros
encontramos bifurcación de soluciones periódicas y estacionarias partiendo de
un equilibrio relativo poligonal equivalente al del problema de los n-cuerpos.
Como las ecuaciones de la latiz no son homogéneas, a diferencia del proble-
mas de los n-cuerpos, la amplitud del equilibrio µ nos sirvió como parámetro
para encontrar bifurcación de equilibrios relativos.

En general probamos que para cada k ∈ {1, ..., n} existe una relación en µ
que determina la existencia de bifurcación global de soluciones estacionarias
con simetŕıas D̃h, donde h es el máximo común divisor de k y n. Las soluciones
con simetŕıas D̃h están formadas por h ondas idénticas, en donde cada onda
tiene n̄ = n/h osciladores. Un ejemplo de las normas de un equilibrio relativo
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con simetŕıas D̃h es

rj = 1 + ε sin2 j(π/n̄).

Las soluciones anteriores en el caso de ser localizadas son conocidas como
breathers periódicos en la latiz circular. Pero en la latiz infinita las soluciones
anteriores son ondas estacionarias periódicas que oscilan periódicamente en
el tiempo.

En particular, para el potencial saturable y de Schrödinger probamos lo
siguiente:

En el potencial de Schrödinger probamos que para n ∈ {6, 7, ..} el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcación global de equilibrios
relativos con simetŕıas D̃h para cada k ∈ {3, ..., [n/2]}.

En la latiz con potencial saturable probamos que para n ∈ {16, 17, ...}
el equilibrio relativo poligonal tiene dos ramas de bifurcación global de
equilibrios relativos con simetŕıas D̃1.

En el art́ıculo [PD09] se analiza numéricamente la bifurcación de equili-
brios relativos en una latiz circular con un defecto en uno de los osciladores
para n = 7.

En la segunda parte encontramos las condiciones necesarias para la exis-
tencia de bifurcación global de soluciones periódicas con simetŕıas Gk. Una
solución con simetŕıas Gk está formadas de k ondas viajeras iguales cuando
k divide a n, cada onda viajera con n̄ = n/k osciladores. Un ejemplo de una
solución con simetŕıa Gk es

rj(t) = 1 + ε sin2(t+ j(π/n̄)).

Las soluciones anteriores vistas en la latiz circular son conocidas como breat-
hers cuasiperiódicos cuando son localizadas. Pero en la latiz infinita son on-
das viajeras periódicas en espacio y cuasiperiódicas en tiempo. En particular,
probamos lo siguiente:

Para el potencial de Schrödinger probamos que para n ∈ {6, 7, ...} el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcación global de soluciones
periódicas con simetŕıas Gk para cada k ∈ {3, ..., n − 3} tal que µ ∈
(0,

√
δk).
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Para el potencial saturable probamos que para n ∈ {5, 6, ...} el equi-
librio relativo poligonal tiene una bifurcación global de soluciones pe-
riódicas con simetŕıas Gk para cada k ∈ {2, ..., n−2} tal que µ ∈ (0,∞).

Vimos que el equilibrio poligonal es linealmente estable para el potencial
de Schrödinger si µ <

√

α1/2 y que es siempre estable para el potencial satu-
rable. Sin embargo, lo anterior no quiere decir que el equilibrio poligonal sea
linealmente estable en la latiz infinita, pues en ese caso existen perturbaciones
no periódicas que originan inestabilidad [EJ03].

En el art́ıculo [Joh04] se prueba bifurcación Hamiltoniana como la nues-
tra en una latiz circular para n = 3, pero para un equilibrio formado por un
oscilador con amplitud cero y dos osciladores con amplitudes iguales pero fa-
ses contrarias. En [MA94] se prueba por primera vez existencia de breathers
periódicos y cuasiperiódicos en una latiz infinita a partir del ĺımite anticon-
tinuo.
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Apéndice

A.1. Representación integral de S(r, ϕ)

Sea ζ = 2π/n, definamos a la función S(r, ϕ) como

S(r, ϕ) =
n
∑

j=1

1

‖r − ei(jζ−ϕ)‖β
.

Proposición A.1 Para β ∈ (0, 2) y r ∈ (0, 1) la función S tiene la repre-
sentación integral

S(r, ϕ) =
n

π
sin(πβ/2)

∫ 1

0

1

(τ−1 − 1)β/2
f(τ)dτ con

f(τ) =
1

τ(1 − r2τ)β/2

1 − (rτ)2n

‖1 − (τre−iϕ)n‖2 .

De la representación integral anterior tenemos que

Sϕ(r, ϕ) = − sin(nϕ)

(

n2

π
sin

πβ

2

∫ 1

0

1

(τ−1 − 1)β/2

2(rτ)n

τ(1 − r2τ)β/2

1 − (rτ)2n

‖1 − (τre−iϕ)n‖4dτ

)

para r ∈ [0, 1). Como la función entre paréntesis es estrictamente positiva,
entonces la función Sϕ(r, ϕ) es producto de − sin(nϕ) con una función posi-
tiva. Además, podemos probar que la función S(r) satisface S(1/r) = rβS(r)
usando que

∥

∥1 − reiθ
∥

∥ =
∥

∥r − eiθ
∥

∥. Por lo tanto, la función Sϕ(r, ϕ) es pro-
ducto de − sin(nϕ) con una función positiva ω(r, ϕ) para r 6= 1.



172 Apéndice

Prueba. La función

w(z) =
1

[z−1 − 1]β/2

tiene una extensión anaĺıtica para z ∈ C − [0, 1]. Usando la rama principal
del logaritmo tenemos que la extensión de la función anterior es

w(z) = e−(β/2)[log|z−1−1|+i arg(z−1−1)].

Sean w±(r) los ĺımites w±(r) = ĺımε→0w(r ± i |ε|) para r ∈ (0, 1), entonces

w+(r) = e−iβπ 1

(r−1 − 1)β/2
y w−(r) =

1

(r−1 − 1)β/2

Sea Ωε el conjunto

Ωε = {z ∈ C : |z| < ε−1 y |z − r| > ε para r ∈ [0, 1]}.

Como la función w(z)f(z) es del orden O(1/z1+β/2) para z ∼ ∞, entonces
para β > 0 la integral sobre el circulo exterior de ∂Ωε tiende a a cero cuando
ε → 0. Además, el producto w(z)f(z) es de orden O(zβ/2−1) para z ∼ 0 y
de orden O((1 − z)−β/2) para z ∼ 1. Por lo tanto las integrales sobre los
medios ćırculos de ∂Ωε tienden a cero para β < 2. De los ĺımites anteriores
concluimos que

ĺım
ε→0

∫

∂Ωε

w(z)f(z)dz =

∫ 1

0

[w+(τ) − w−(τ)]f(τ)dτ

= (e−iβπ − 1)

∫ 1

0

w−(τ)f(τ)dτ .

La función w(z)f(z) tiene n polos en C − [0, 1] y un polo en z = r−2. El
residuo en el polo z = r−2 es cero pues β/2 ∈ (0, 1). Los demás polos son las
ráıces de

g(z) =
∥

∥1 − (zre−iϕ)n
∥

∥

2
= 1 + (rz)2n − 2(rz)n cosnϕ.

Por lo que los polos se encuentran en z−1
j = (re−iϕ)eijζ para j = 0, ..., n− 1.

La derivada de la función g es g′(z) = 2nz−1(rz)n((rz)n − cosnϕ). Como
(rzj)

n = einϕ, entonces la derivada en el polo zj es

g′(zj) = 2nz−1
j einϕ(einϕ − cosnϕ) = 2inz−1

j einϕ sinnϕ.
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Por lo tanto el residuo en el polo zj es

reszj
w(z)f(z) =

1

[(z−1
j − 1)(1 − r2zj)]β/2

1 − e2niϕ

zjg′(zj)
.

Como r2zj = z̄−1
j y (1 − e2niϕ)/(zjg

′(zj)) = −1/n, entonces

reszj
w(z)f(z) = − 1

n

1

(−1)β/2

1
∥

∥z−1
j − 1

∥

∥

β
= − 1

n
e−iπβ/2 1

‖r − ei(jζ−ϕ)‖β
.

Del teorema del residuo tenemos que

ĺım
ε→0

∫

∂Ωε

w(z)f(z)dz = 2πi
∑

C−[0,1]

resw(z)f(z).

Del cálculo de la integral y del cálculo en los residuos concluimos que

(e−iβπ − 1)

∫ 1

0

1

(τ−1 − 1)β/2
f(τ)dτ = −2πie−iπβ/2 1

n

n
∑

j=1

1

‖r − ei(jζ−ϕ)‖β
.

Por lo tanto
n
∑

j=1

1

‖r − ei(jζ−ϕ)‖β
=
n

π
sin(πβ/2)

∫ 1

0

1

(τ−1 − 1)β/2
f(τ)dτ.

�

De la igualdad S(1/r) = rβS(r) podemos encontrar una representación
integral para r ∈ (1,∞). Por lo anterior, la función S(r, ϕ) tiene una ex-
tensión continua en el plano complejo a excepción de los puntos singulares
eijζ . La prueba de la representación integral anterior para β = 1 se debe a
Lindow y en el art́ıculo [BE03] se generaliza a β ∈ (0, 2). Usando los resulta-
dos de [BE03], nosotros hemos encontrado una prueba usando integrales de
Cauchy.

A.2. Análisis de las sumas sk

Sea ζ = 2π/n, definamos a las sumas sk y s̄k como

sk =
1

2α

n−1
∑

j=1

sin2(kjζ/2)

sinα+1(jζ/2)
y s̄k =

1

2α−2

n−1
∑

j=1

sin2(kjζ/2)

sinα−1(jζ/2)
.
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De la definición anterior podemos ver que sk es siempre positiva y que sk

satisface la condición de periodicidad

sk = sn+k = sn−k.

Proposición A.2 Las sumas sk satisfacen las formulas

sk = k2s1 −
k−1
∑

l=1

ls̄k−l,

sk+1 − sk = (2k + 1)s1 −
k
∑

l=1

s̄l,

sk+1 − 2sk + sk−1 = 2s1 − s̄k.

Prueba. Podemos desarrollar a sk como

2αsk =
n−1
∑

j=1

1

sinα−1(jζ/2)

1 − cos(kjζ)

1 − cos(jζ)
.

Usando series geométricas encontramos que

1 − cos(kjζ)

1 − cos(jζ)
=

1 − eijkζ

1 − eijζ

1 − e−ijkζ

1 − e−ijζ
=

k−1
∑

l=0

k−1
∑

m=0

eij(l−m)ζ .

Del cálculo anterior obtenemos que

2α(sk+1 − sk) =
n−1
∑

j=1

1

sinα−1(jζ/2)

k
∑

h=−k

eijhζ . (A.1)

La suma de las exponenciales en la igualdad anterior es

k
∑

h=−k

eijhζ =
k
∑

h=−k

cos jhζ =
k
∑

h=−k

(1−2 sin2(jhζ/2)) = (2k+1)−4
k
∑

h=1

sin2(jhζ/2).

Por lo tanto

sk+1 − sk = (2k + 1)s1 −
k
∑

h=1

n−1
∑

j=1

sin2(hjζ/2)

2α−2 sinα−1(jζ/2)
= (2k + 1)s1 −

k
∑

h=1

s̄h



A.2 Análisis de las sumas sk 175

Iterando la igualdad obtenemos que

(sk+1 − sk) − (sk − sk−1) = 2s1 − s̄k y

sk =
k−1
∑

l=0

(sl+1 − sl) =
k−1
∑

l=0

(

(2l + 1)s1 −
l
∑

h=1

s̄h

)

= k2s1 −
k−1
∑

l=1

ls̄k−l.

�

La idea de usar series geométricas se nos ocurrió del art́ıculo [CS00], en
el cual se usan series geométricas para calcular las sumas sk para α = 1.
Con los resultados de la proposición anterior podemos probar las siguientes
desigualdades .

Corolario A.3 Como s̄k y 4sk − s̄k son positivos, entonces

sk+1 − 2sk + sk−1 < 2s1 y

sk+1 + 2sk + sk−1 > 2s1.

Para el problema de los vórtices tenemos que α = 1, en ese caso podemos
calcular a las sumas sk expĺıcitamente.

Corolario A.4 Para α = 1 tenemos que

sk =
1

2
k(n− k).

Prueba. Como α = 1, entonces s1 = (n − 1)/2. Además, podemos calcular
expĺıcitamente a los s̄k,

s̄k = 2
n−1
∑

j=1

sin2(kjζ/2) =
n−1
∑

j=1

(1 − cos(kjζ)) = n.

Concluimos de la formula que encontramos en la proposición anterior para
sk que

sk = k2

(

n− 1

2

)

− n

k−1
∑

l=1

l =
k(n− k)

2
.

�

En el problema de los cuerpos α = 2 no podemos encontrar a las sumas
sk expĺıcitamente. Sin embargo, los siguientes ĺımites nos sirven para realizar
un análisis asintótico del espectro.
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Proposición A.5 Definamos a σ como

σ =
1

2π3

∞
∑

k=1

1

(2k − 1)3
.

Para α = 2, las sumas sk tienen los ĺımites

(a) ĺım
n→∞

s1

n lnn
=

1

2π
, (b) ĺım

n→∞

sk

s1

= k2,

(c) ĺım
n→∞

sn/2

n3
= σ y (d) ĺım

n→∞

sn/2−1

n3
= σ.

Prueba. (a) Definamos a σn como

σn =
∑

j∈[1,n/2)∩Z

1

sin(πj/n)
.

Para n impar tenemos que s1 = σn/2. Para n par tenemos que s1 = σn/2 +
1/4. Por lo tanto, cualquiera que sea la paridad de n tenemos que

ĺım
n→∞

s1

n lnn
=

1

2
ĺım

n→∞

σn

n lnn
.

Usando aproximación por integrales encontramos que

σn =

∫ n/2

1

dx

sin(πx/n)
+O(c) =

n

π
ln
(

cot
π

2n

)

+O(c),

pues la integral de 1/ sin x es − ln(cotx/2). Como ĺımx→0(x cotx) = 1, en-
tonces

σn − n

π
lnn =

n

π
ln

(

1

n
cot

π

2n

)

+O(c) = O(n).

Por lo tanto, concluimos el resultado de que ĺımn→∞
σn

n ln n
= 1/π.

(b) Usando aproximaciones por integrales podemos probar que ĺımn→∞(s̄k/n)
es finito, entonces de la formula para sk tenemos que

ĺım
n→∞

sk

s1

= k2 − ĺım
n→∞

1

s1/n

k−1
∑

l=1

l(s̄k−l/n) = k2.
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(c) Definamos a σn como

σn =
∑

j∈[1,n/2)∩Z

sin2(jπ/2)

sin3(πj/n)
.

Con un argumento similar al de (a) podemos ver que

ĺım
n→∞

sn/2

n3
=

1

2
ĺım

n→∞

σn

n3
.

De la expansión en series de Taylor de sin3 x encontramos la desigualdad
x3−x5/2 < sin3 x. El polinomio x3−x5/2 es positivo en el intervalo [π/n,

√
2),

entonces
1

sin3 x
<

1

x3 − x5/2
=

1

x3
+

1

x(2 − x2)
.

Como 1/(2x− x3) es decreciente en [π/n,
√

2), entonces

1

sin3 x
<

1

x3
+O(n).

Además, la función 1/ sin3 x es decreciente en el intervalo [
√

2, π/2), entonces
en ese intervalo tenemos que

1

sin3 x
<

1

sin3
√

2
<

1

x3
+O(c).

Usando las cotas anteriores encontramos que

σn <
∑

j∈[1,n/2)∩Z

sin2(jπ/2)

(jπ/n)3
+ nO(n).

Ahora, como sinx < x, entonces

σn >

n−1
∑

j=1

sin2(jπ/2)

(jπ/n)3 .

Por lo tanto
σn

n3
=

1

π3

∑

j∈[1,n/2)∩Z

sin2(jπ/2)

j3
+

1

n2
O(n).
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De lo anterior concluimos que

ĺım
n→∞

sn/2

n3
=

1

2π3

∞
∑

j=1

sin2(jπ/2)

j3
= σ.

(d) Para probar este caso vamos a usar que s̄l = O(s1) pues s̄l/n → c

y s1/n → ∞ cuando n → ∞. Como sn/2 − sn/2−1 = (n − 1)s1 −
∑n/2−1

l=1 s̄l,
entonces

sn/2 − sn/2−1 = O(ns1) = O(n2 lnn) = o(n3).

Por lo tanto, del ĺımite para sn/2 concluimos el resultado . �

Las pruebas de los inciso (a) y (b) en la proposición anterior las tomamos
del art́ıculo [Rob00]. A continuación vamos a probar que los sk son crecientes
para k ∈ {0, ..., [n/2]}, para lo que necesitamos el siguiente lema.

Lema A.6 Sea s la suma s = −∑n−1
j=0 sin(k− 1

2
)jζ, entonces s = − cot(k−

1/2)ζ/2.

Prueba. Sea ξ = (k − 1/2)ζ, entonces la suma es s = −∑n−1
j=0 sin jξ. Escri-

biendo al seno como exponenciales tenemos que s = − 1
2i

∑n−1
j=0

(

eiξj − e−iξj
)

.
A continuación vamos a usar series geométricas para probar que

s = − 1

2i

(

(

1 − eiξn
)

(1 − eiξ)
−
(

1 − e−iξn
)

(1 − e−iξ)

)

= − 1

2i

(

eiξ − e−iξ − (einξ − e−inξ) + ei(n−1)ξ − e−i(n−1)ξ

2 − eiξ − e−iξ

)

.

Finalmente, escribiendo a las exponenciales como senos y cosenos concluimos
que

s = −sin ξ − sinnξ + sin(n− 1)ξ

2(1 − cos ξ)
.

Como nξ = 2π(k − 1/2) ≡ π modulo 2π, entonces sinnξ = 0 y sin(n −
1)ξ = sin ξ. Por lo anterior tenemos que

s = − sin ξ

1 − cos ξ
= − cot(ξ/2).
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�

De las formulas de recurrencia tenemos para α = 2 que s2 = 4s1 − s̄1 con
s̄1 =

∑n−1
j=1 sin(jζ/2) y del lema anterior encontramos que s̄1 = − cot(π/2n).

Proposición A.7 Para k ∈ {1, ..., [n/2]} los sk satisfacen

sk > sk−1.

Prueba. Definamos a las diferencias dk, d
′
k y d′′k como

dk = sk+1 − sk, d
′
k = dk − dk−1 y d′′k = d′k − d′k−1.

La prueba consiste en probar que los d′′k son negativos. A partir de ese hecho
vamos a concluir que los dk son positivos.

De la igualdad (A.1) para α = 2 tenemos que

dk =
1

4

n−1
∑

j=1

1

sin(jζ/2)

k
∑

h=−k

eijhζ .

De la definición de d′k tenemos que

d′k =
1

4

n−1
∑

j=1

2 cos jkζ

sin(jζ/2)
.

De la igualdad anterior concluimos que

d′′k =
1

2

n−1
∑

j=1

cos jkζ − cos j(k − 1)ζ

sin(jζ/2)
.

A continuación vamos a desarrollar el coeficiente de la suma en d′′k. Para
eso vamos a necesitar la siguiente igualdad trigonométrica

cos jkζ − cos j(k − 1)ζ = (1 − cos jζ) cos jkζ − sin jkζ sin kζ

= 2 sin
jζ

2

(

sin
jζ

2
cos jkζ − sin jkζ cos

kζ

2

)

= −2 sin
jζ

2
sin(k − 1

2
)jζ.
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De la igualdad anterior encontramos que d′′k = −∑n−1
j=0 sin(k − 1/2)jζ y del

lema anterior tenemos que d′′k = − cot(ξ/2) es negativo para ξ ∈ (0, π) con
ξ = π(2k − 1)/n. Por lo tanto d′′k < 0 para k ∈ N ∩ (1/2, (n + 1)/2) y d′k es
decreciente para k ∈ N ∩ [0, n/2].

Para k = 0 tenemos que d′0 = 2s1 > 0 y que d0 = s1 > 0. Como d′0
es positiva y d′k decrece en k ∈ N ∩ [0, n/2], entonces a lo más existe un
k0 ∈ N ∩ [1, n/2] tal que

d′k0−1 > 0 ≥ d′k0
.

Si no existe tal k0, entonces d′k es positiva para todo k ∈ N∩ [0, n/2]. En ese
caso dk es creciente para todo k ∈ N∩ [0, n/2]. Como d0 > 0, entonces dk > 0
para todo k ∈ N ∩ [0, n/2].

Ahora vamos a suponer que tal k0 śı existe. Como sn−k = sk, entonces dk

satisface la igualdad

dk−1 = (sk − sk−1) = −(s(n−k)+1 − s(n−k)) = −dn−k.

Si n es impar, de la igualdad anterior para k = (n + 1)/2, encontramos
que d(n−1)/2 = −d(n−1)/2 = 0. Si n es par, de la igualdad anterior para
k = n/2, encontramos que dn/2−1 = −dn/2. Como supusimos que ese k0

śı existe, entonces

2dn/2−1 = dn/2−1 − dn/2 = −d′n/2 > 0.

Por lo tanto, cualquiera que sea la paridad de n tenemos que d[(n−1)/2] ≥ 0
con [x] igual a la parte entera de x ∈ R. Como dk es creciente en N∩ (0, k0) y
decreciente en N∩(k0, [(n−1)/2]] con d0 > 0, entonces dk es positiva para to-
do k ∈ {0, ..., [(n− 1)/2]}. Por lo tanto sk es creciente para k ∈ {0, ..., [n/2]}.
�
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