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Introduccion

Las primeras leyes empiricas, que describieron parte del movimiento de
los planetas, fueron las tres Leyes de Kepler, en el inicio del siglo XVII. Sin
embargo, no se comprendié plenamente el movimiento de los planetas, alre-
dedor del sol, hasta que Newton formula la Ley de la Gravitacion Universal
a finales del siglo XVII.

La ley de gravitacién universal implicé un cambio radical en la manera
de entender el universo, ya que, a partir de esa ley, Newton logra explicar las
leyes empiricas de Kepler sobre el movimiento de los planetas alrededor del
sol, entre muchos otros fendmenos, como la caida de los cuerpos en la tierra.

Para explicar el movimiento de los planetas alrededor del sol, Newton
tuvo que integrar el problema de dos cuerpos con el método de integrales por
cuadratura. Una vez resuelto el problema de dos cuerpos, el siguiente paso
consistio en resolver el problema de tres cuerpos, para explicar el movimiento
de la luna alrededor de la tierra. Sin embargo, debido a que el problema de
los tres cuerpos no es integrable (lo cual senal6é Poincaré a finales del siglo
XIX), se propuso estudiar un problema restringido de tres cuerpos.

En dicho modelo se supuso que un cuerpo tenia masa despreciable (el
satélite), y que dos cuerpos primarios se movian en una de las soluciones
conocidas del problema de dos cuerpos de tal manera que el satélite se movia
en el campo de fuerzas generado por los cuerpos primarios. Por su parte,
Hill propuso construir la teoria del movimiento lunar, considerando que el
satélite (la luna) se encontraba suficientemente cerca de uno de los cuerpos
primarios (la tierra).

Entre los estudios que se realizaron para el problema restringido de los tres
cuerpos, Lagrange encontrd cinco equilibrios del satélite, cuando los cuerpos
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primarios se movian en orbitas circulares. Para explicar dichos equilibrios ne-
cesitamos situarlos en un sistema de coordenadas rotantes, de tal manera que
los dos cuerpos primarios permanezcan fijos. Pues bien, en esas coordenadas
rotantes, tres de los equilibrios que llamaremos Eulerianos, son colineales con
los cuerpos primarios, y dos equilibrios, a los cuales llamaremos Lagrangia-
nos, forman un triangulo equilatero con los primarios.

A pesar de que Lagrange pensé que sus equilibrios en el problema de los
tres cuerpos no tenian contraparte o sentido astronémico, para nuestra sor-
presa, en el siglo XX se encontraron asteroides en cada uno de los equilibrios
Lagrangianos, siendo los cuerpos primarios el Sol y Jupiter. Por otra parte,
cabe mencionar que en la actualidad se han enviado satélites artificiales a

orbitar algunos de eso equilibrios, siendo los cuerpos primarios el sol y la
tierra, [GSLMOO].

Podemos decir que los equilibrios son las soluciones explicitas mas faci-
les de encontrar. Desafortunadamente el problema de los n-cuerpos no tiene
equilibrios, pues dos o mas cuerpos sin velocidades iniciales siempre termi-
naran en colision. Debido a lo anterior, en el problema de los n-cuerpos las
soluciones explicitas mas simples son las generadas por las configuraciones
centrales, en dichas soluciones los cuerpos mantienen la misma proporcion
geométrica a lo largo de su movimiento.

Toda configuracion central en el plano origina una solucién, en la cual los
cuerpos se mueven en orbitas circulares. Dichas soluciones son equilibrios en
un sistema de coordenadas rotantes, y se conocen cominmente como equili-
brios relativos.

Lagrange probé que cualesquiera tres cuerpos forman un equilibrio relati-
vo en forma de triangulo equildtero. De hecho, Lagrange probé que ese es el
unico equilibrio planar para tres cuerpos, ademas de los equilibrios colineales
descubiertos anteriormente por Fuler.

Motivado en explicar la existencia de los anillos de Saturno, Maxwell
estudio la estabilidad de un equilibrio relativo poligonal, formado por cuerpos
en los vértices y el centro de un poligono regular.

Desde que Poincaré senal6 que el problema de tres cuerpos no es inte-
grable, ha sido de mayor interés realizar andlisis cualitativos del problema



de los n-cuerpos. En la presente investigacion, pretendemos estudiar el mo-
delo de un satélite que generalice al problema restringido de tres cuerpos.
Deseamos encontrar los equilibrios del satélite, y estudiar cualitativamente
el movimiento del satélite cerca de esos equilibrios. Por otra parte, preten-
demos estudiar el movimiento de n + 1-cuerpos cerca del equilibrio relativo
poligonal de Maxwell.

Planteamiento del problema

Analizaremos la ecuacion de un satélite que generaliza a la del problema
restringido de los tres cuerpos (en adelante la ecuacién del satélite), [MHI1].
Encontraremos dicha ecuacion suponiendo que n cuerpos primarios forman
un equilibrio relativo, y que ademas, otro cuerpo tiene una masa desprecia-
ble, de tal manera que no perturba el movimiento de los cuerpos primarios.
En la presente tesis encontraremos equilibrios del satélite, y analizaremos la
bifurcacién global de soluciones periddicas a partir de dichos equilibrios.

En el problema de los n 4+ 1-cuerpos, el equilibrio relativo poligonal de
Maxwell esta formado por un cuerpo en el centro y por cuerpos de masas
iguales en los vértices de un poligono regular. Pretendemos encontrar bifur-
cacion de soluciones periddicas a partir del equilibrio poligonal de Maxwell;
asimismo, indagaremos la existencia de bifurcaciéon de equilibrios relativos en
dicho problema.

A pesar de que hasta ahora sélo hemos hablado del problema de los n+ 1-
cuerpos, no nos limitaremos a encontrar resultados de bifurcacién solamente
en ese problema, sino que también abordaremos la bifurcacién en otros sis-
temas Hamiltonianos. Sin mas precedentes los nombraremos, después nos
encargaremos de comentar el origen o la motivacién de dichas ecuaciones.

a) El problema de los n + 1-cuerpos.

b) Un modelo de cargas con la ley de Coulomb.

¢) Un modelo de vértices en fluidos.

d) Un modelo de ondas viajeras para filamentos casi paralelos en fluidos.

e) Un modelo de una latiz circular de osciladores de Schrodinger.
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En el problema (b), estudiaremos un modelo para cuerpos cargados, de tal
manera que las masas son despreciables comparadas con las cargas eléctricas,
[DTW83|. Asi podremos despreciar a la gravedad, y tomar en cuenta sélo
las fuerzas de Coulomb. En dicho modelo, el equilibrio relativo poligonal
esta formado por un cuerpo con carga positiva en el centro del poligono, y
por cuerpos con cargas negativas en los vértices de un poligono regular.

En el modelo (c¢), usaremos las ecuaciones que surgen de estudiar la inter-
accién entre vortices en un fluido bidimensional, [New01] . Dichas ecuaciones
modelan sélo la interaccion entre los centros de los vértices, pero en teoria, a
partir de esas soluciones podemos integrar completamente el flujo de veloci-
dades del fluido bidimensional. Ademas, una simple analogia con el problema
de los n 4+ 1-cuerpos nos conducira a encontrar que el equilibrio relativo poli-
gonal esta formado por vértices en el centro y en los vértices de un poligono
regular.

Continuando con el modelo de un fluido, pero ahora tridimensional, las
ecuaciones de los vértices sirven también para modelar la interaccién entre
lineas de vorticidad paralelas (conocidas como filamentos). Pues bien, las
ecuaciones del problema (d) son un modelo aproximado para estudiar la
interaccién entre lineas de vorticidad, que ya no son paralelas, sino cercanas
a serlo, [New01].

Dichas ecuaciones se encuentran considerando sélo la interaccion entre
puntos vecinos del propio filamento, ademas de la interacciéon con puntos de
otros filamentos. De esa manera se encuentran ecuaciones parciales semejan-
tes a las ecuaciones ordinarias de los vortices, sélo que ahora aparece en las
ecuaciones una segunda derivada que representa la interaccion con los puntos
cercanos del filamento.

Pues bien, dado que los vortices son soluciones de filamentos paralelos, el
equilibrio relativo poligonal del problema (d) es exactamente el mismo que el
del problema (c). En este caso, buscaremos solamente bifurcaciéon de ondas
viajeras periddicas, debido a que no deseamos enfrentarnos al problema de
los pequenos divisores.

Finalmente, abordaremos el modelo de una latiz no lineal de Schrodin-
ger (e), [EJO3]. Tal modelo tiene variados origenes y diversas aplicaciones,
en las cuales no ahondaremos, recomendamos a los interesados recurrir al
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articulo [EJO3]. Nosotros estudiaremos en particular las ecuaciones de una
latiz circular, es decir, una latiz finita con condiciones de frontera peridédicas.
En este caso, existe una solucién parecida a una onda rotante estacionaria,
formada por n osciladores con la misma amplitud pero con distinta fase. La
onda rotante es equivalente al equilibrio relativo poligonal del problema de
los cuerpos.

Ahora bien, debido a que las ecuaciones diferenciales de los modelos ante-
riores son autonomas, las soluciones son invariantes en el tiempo. Ademas, en
el problema de los cuerpos y en los sistemas similares mencionados, existen
otras simetrias debido a la invarianza de las ecuaciones, debido a rotar las
posiciones de los cuerpos o los cuerpos del poligono.

En los problemas del satélite, de cuerpos y de sistemas Hamiltonianos,
deseamos encontrar bifurcacién global de soluciones periddicas con simetrias.
Para ello usaremos como principal herramienta al grado ortogonal desarro-
llado en [IV03]. Las cualidades del grado ortogonal nos permitirdn manejar
adecuadamente las simetrias.

A continuacién daremos una breve introduccién de la definicion y aplica-
cion del grado ortogonal.

Metodologia

Para poder explicar qué es el grado ortogonal, en primer lugar tenemos
que hablar del concepto de simetrias y, en segundo lugar, tenemos que ex-
plicar qué es un mapeo ortogonal. Para poder definir un mapeo ortogonal, y
por ende al grado ortogonal, primero intentaremos describir los conceptos de
simetrias.

Diremos que un grupo G actia en un espacio de Hilbert V' siempre que
identificamos a G' con un subgrupo de GL(V'); en ese caso, llamaremos a V'
una representacion del grupo G. Por ejemplo, multiplicar por menos genera
una accion del grupo Zs en todo espacio de Hilbert.

Ahora bien, diremos que un mapeo entre representaciones del grupo G es
G-equivariante, siempre y cuando el mapeo conmute con la accién del grupo.
Un ejemplo de mapeo Zs-equivariante es un funciéon impar. En un mapeo
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equivariante, cuando la acciéon en el rango es trivial, diremos simplemente
que el mapeo es invariante. Un ejemplo de un mapeo Zs-invariante es una
funcion par. También podemos mirar a un mapeo invariante como un mapeo
que toma el mismo valor en cada una de las o6rbitas de la accién.

A continuacion expondremos la propiedad de ortogonalidad de un mapeo.
Para ello tengamos en mente que la accion del grupo genera una érbita. Pues
bien, definimos los generadores del grupo como las derivadas en las direccio-
nes de dichas érbitas. Pues un mapeo ortogonal es simplemente un mapeo
equivariante que es ademas ortogonal a los campos vectoriales originados por
los generadores del grupo, como es el caso de los gradientes de funcionales
invariantes.

Ahora bien, por definicién, el gradiente de un funcional invariante es
constante en las érbitas. Por lo que la derivada del funcional en las direcciones
de la 6rbita es cero, por ende, el gradiente de un funcional invariante es
ortogonal a los generadores. Sin embargo, queremos senalar que no todos los
operadores ortogonales son gradientes de funcionales invariantes.

Habiendo explicado lo que es un mapeo ortogonal, pasaremos a definir el
grado ortogonal. Para ello necesitaremos primero definir a un grupo de homo-
topia ortogonal, formado de las clases de equivalencia de funciones modulo
deformaciones ortogonales. Sin embargo, probar que el conjunto de clases de
homotopia forma un grupo, no es inmediato, la tinica prueba que conocemos
de ese hecho es de Ize y Vignoli en [IV03]. Y dicha prueba es sélo en espacios
de dimensién finita y para acciones de grupos abelianos compactos.

A pesar de las limitaciones en la definicion del grado ortogonal, restringir-
nos a deformaciones ortogonales en el grupo de homotopia nos recompensaré,
pues en ese caso, obtendremos un grupo con mayor estructura. Pues en el
caso que permitiésemos deformaciones arbitrarias, obtendriamos como grupo
de homotopia al grupo de los enteros, definiendo asi al grado de Brouwer. De
hecho, Ize y Vignoli probaron que el grupo de homotopia ortogonal tiene un
grupo isomorfo a los enteros por cada grupo de isotropia del espacio, donde
un grupo de isotropia es el conjunto de elementos que deja fijos un punto.

Una vez definido el grupo de homotopia ortogonal, el grado ortogonal
se define simplemente como un elemento de tal grupo de homotopia. Por lo
anterior el grado ortogonal construido por Ize y Vignoli estard definido sélo en
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espacios de dimension finita y para acciones de grupos abelianos compactos.
También existen otras definiciones particulares del grado ortogonal para el
grupo S, como la que se encuentra en [Ryb94], para ello se usa directamente
al grado equivariante y un multiplicador de Lagrange.

El grado ortogonal tiene las propiedades naturales, como son existen-
cia, invarianza homotépica (por definicién), escisién, etc. Dichas propiedades
seran fundamentales para probar existencia de bifurcacién. De entre ellas,
particularmente la propiedad de existencia nos permitira encontrar bifurca-
cién con simetrias relacionadas a los grupos de isotropia, pues dicha propie-
dad nos garantiza que si uno de los entero del grado es nonulo, entonces la
funcion se anula en un punto con el grupo de isotropia del entero.

En el primer capitulo expondremos la definicion, las propiedades y una
forma basica de calcular el grado ortogonal. Aun cuando nosotros mostra-
remos sélo las ideas necesarias para usar el grado ortogonal, el grado es un
topico interesante en si mismo, por lo que referiremos a los interesados en
conocer las demostraciones a [IV03].

Una vez fundamentada nuestra herramienta del grado ortogonal, en el
capitulo dos procederemos a encontrar condiciones para la bifurcacién global
de soluciones peridédicas de un equilibrio. Para lograr dicha meta, el primer
paso es plantear la bifurcacién de soluciones periédicas como un problema
de bifurcacién de ceros. Como estamos considerando ecuaciones diferenciales
auténomas, el operador de bifurcacion sera ortogonal respecto de la accién
de cambio de fase en el espacio de funciones 27-periddicas.

Ahora bien, debido a que el grado ortogonal esta definido sélo en espa-
cios de dimension finita, y el operador de bifurcacién esta definido en un
espacio de dimensién infinita, el siguiente paso es hacer una reduccién global
de Liapunov-Schmidt sobre el operador de bifurcacion. Realizaremos dicha
reduccion haciendo una proyeccion sobre un nimero finito de modos de Fou-
rier, con lo cual obtendremos un ecuacién de bifurcacién que conserve todas
las propiedades del operador de bifurcacién.

Finalmente, aplicaremos el grado ortogonal a la ecuacién de bifurcacion,
obteniendo como resultado condiciones suficientes para la bifurcacién de so-
luciones periddicas. Sin entrar en detalle, podemos decir que existira bifur-
cacion periddica cada vez que haya un cambio en el indice de Morse de una
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matriz, relacionada a la estabilidad lineal del equilibrio. De hecho, nosotros
usaremos al grupo de isotropia del equilibrio para probar que la matriz de
linealizacion se descompone diagonalmente en bloques. Especificamente, pro-
baremos que cada vez que cambie el indice de Morse de uno de los bloques,
existira bifurcacién de soluciones periddicas con las simetrias relacionadas a
ese bloque. Asf al final del capitulo dos, usando grado ortogonal, encontrare-
mos las condiciones para encontrar la bifurcaciéon de un equilibrio.

A pesar de que los resultados de bifurcacién con grado ortogonal nos
bastaran para probar la bifurcacién periddica en el problema del satélite y de
los n + 1-cuerpos, dichos resultados no nos bastaran para probar bifurcacion
de equilibrios relativos, debido a que estamos limitados a usar el grado para
acciones de grupos abelianos.

Debido a ello, en el capitulo cuatro tendremos que desarrollar teoremas
especificos de bifurcacion global de equilibrios relativos, todos esos teoremas
especificamente a partir del equilibrio poligonal. Dichos teoremas los proba-
remos usado grado de Brouwer en espacios de puntos fijos.

Nosotros usamos el grado ortogonal y los resultados de [IV03]. También
recomendamos el libro [BKS06]. El grado equivariante u ortogonal se ha
desarrollado en las referencias [IMV89], [DGIJMI1], [Ryb94], [IV99], [IV03]
y [BKSO06].

Resultados

A continuacién presentaremos los resultados que obtuvimos en los pro-
blemas del satélite, y de los n + 1-cuerpos y sistemas similares. Para ello,
dividiremos la exposicién de los resultados en tres partes:

(i) El problema del satélite.
(ii) La bifurcacién de equilibrios relativos a partir del equilibrio poligonal.

(iii) La bifurcacién de soluciones periddicas a partir del equilibrio poligonal.

Debido a que no estamos presentando los resultados en el orden en que los
obtuvimos, al inicio de cada resumen daremos una referencia a los capitulos
en los cuales encontramos los resultados. Como referencia general el problema
(i) se desarrollé principalmente en el capitulo tres, el problema (ii) en el
capitulo cuatro y el problema (iii) en el capitulo cinco.



xvii

Satélite

A continuacién daremos una breve referencia a los capitulos en los que se
encuentran los resultados del satélite. El primer resultado para el problema
del satélite se prueba en el capitulo tres, en donde analizamos en general
la bifurcacion de soluciones periddicas planas cerca de los equilibrios. En
dicho capitulo, estudiamos el caso particular en que los cuerpos primarios
forman el equilibrio relativo poligonal de Maxwell. También estudiamos la
bifurcacién del problema restringido de tres cuerpos y del problema de la luna
de Hill. Finalmente, en el capitulo tres se analizan para las ecuaciones de los
vortices, un problema equivalente al del satélite. Y en la primera seccién del
capitulo cinco abordamos el problema de bifurcacién de soluciones periddicas
espaciales.

Para poder explicar nuestros resultados, tenemos que comentar que los
equilibrios del satélite corresponden a puntos criticos del potencial de la ecua-
cion diferencial. Pues bien, encontramos que un equilibrio tiene bifurcaciéon
periédica dependiendo de la cualidad de ese equilibrio. Precisando, probamos
que los puntos silla tienen exactamente una bifurcacion global de soluciones
periodicas planas; que los méaximos tienen siempre dos bifurcaciones periodi-
cas y que los minimos tienen dos (o no tienen) bifurcaciones periddicas.

Respecto de la bifurcacién espacial, en el capitulo cinco probamos que
todos los equilibrios tienen ademas de la bifurcacion plana a una bifurcacion
de soluciones periédicas con las simetrias

x(t) =x(t+m), yit) =yt +7n)y 2(t) = —2(t + 7).

Ademas, podemos garantizar que las soluciones anteriores son espaciales,
cuando los periodos iniciales de bifurcacion plana y espacial no son multiplos
el uno del otro. En ese caso las soluciones parecen ochos espaciales, y en lo
sucesivo nos referiremos a ellas de esa manera.

Como ya comentamos, los equilibrios son puntos criticos de un potencial.
Pues bien, probamos que el potencial general del satélite no tiene maximos
y que tiene un minimo global. Ademds, encontramos usando el teorema de
Poincaré-Hopf, cuando el potencial es de Morse, que existen al menos n
puntos silla, donde n es el nimero de cuerpos primarios. Pues bien, usando los
resultados generales de bifurcacion, encontramos que el problema del satélite
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tiene n puntos silla con una bifurcacién global de soluciones periédicas planas
y una de ochos espaciales, y que el minimo sélo tiene una bifurcacién global
de ochos espaciales.

Cuando los cuerpos primarios forman el equilibrio relativo poligonal de
Maxwell, probamos que el potencial tiene dos poligonos de puntos silla y
un poligono de minimos. De esa manera, obtenemos que en cada punto silla
existe una bifurcacion global de soluciones peridédicas planas y una de ochos
espaciales. Ademas, probamos cuando el cuerpo primario central tiene masa
grande, que los minimos tienen dos bifurcaciones de soluciones peridédicas
planas, ademas de la bifurcacion periddica espacial.

En el problema restringido de tres cuerpos, encontramos a partir de los
equilibrios Lagrangianos las bifurcaciones conocidas como bifurcaciones de
periodo corto y largo, para la razén de masa menor al radio critico de Routh.
También encontramos que los equilibrios Eulerianos que son puntos silla,
tienen una bifurcacién global de soluciones periddicas planas. Finalmente,
probamos que cada equilibrio tiene una bifurcacion global de soluciones pe-
riédicas de ochos espaciales, para lo cual tuvimos que probar en esos casos,
que la bifurcacion espacial no es resonante con la bifurcacién plana.

En el problema de la luna de Hill encontramos dos equilibrios que son
puntos silla del potencial. Por lo que los dos equilibrios tienen una bifurcacién
global de soluciones periédicas planas.

Relacionado al problema del satélite analizamos el problema equivalente
para el modelo de vértices. A pesar de que la ecuacién en dicho modelo es
integrable por el método de cuadratura, nosotros aplicamos los resultados ge-
nerales de bifurcacion sélo con el fin de ilustrar explicitamente los resultados
abstractos.

A continuacién mencionaremos algunos trabajos donde se ha estudiado
el problema del satélite. Las comparaciones de los resultados se dan en los
comentarios finales de cada capitulo. El problema del satélite en el equilibrio
poligonal se ha abordado de diversas manera en [BE04], [AE04] y [Kal08§].
El problema restringido de los tres cuerpos y el problema de la luna de Hill
se han estudiado ampliamente en las referencias [SM71], [MH91], [MRO1],
[MRO4] y [DRP*07]. La bifurcacién espacial en el problema del satélite se ha
analizado numéricamente en [DRP707] y [KGKO05].
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Bifurcacion de equilibrios relativos

A continuacién daremos una breve referencia a los capitulos en los que se
encuentran los resultados de bifurcacion de equilibrios relativos. En el capitu-
lo cuatro abordamos la bifurcacién en un problema general que incluye a los
cuerpos y a los vértices como casos particulares. Por otra parte, en la segunda
seccion del capitulo seis analizaremos la bifurcacion de equilibrios relativos
espaciales para las cargas. Finalmente, en el capitulo siete usamos los resul-
tados del capitulo cuatro para encontrar bifurcacién de ondas estacionarias
para la latiz circular de Schrodinger.

Para encontrar bifurcaciéon de equilibrios relativos necesitamos algiin parame-
tro adicional. En el problema de los n+ 1-cuerpos, usaremos como parametro
de bifurcacién a la razén entre la masa del cuerpo central y la masa de los
cuerpos en el poligono. De manera analoga, en el modelo de los vortices
usaremos a la razén entre las circulaciones como parametro de bifurcacién.
Para los cuerpos y los vértices, probaremos que para cada k € {1,...,n} hay
un tunico valor del parametro con bifurcacién global de equilibrios relativos
planos. En dichas soluciones los cuerpos forman agrupaciones de poligonos
regulares de h lados, donde h es el maximo comun divisor de k£ y n. De hecho,
nosotros encontramos las bifurcaciones anteriores en un potencial general que
incluye al modelo de los cuerpos y de los vortices como casos particulares.

En el problema de las cargas, de manera analoga con el de los cuerpos, usa-
remos como parametro de bifurcaciéon a la razon entre las cargas de Coulomb.
En ese caso probaremos que para cada k € {1,...,n} existe un tnico valor
del parametro con bifurcacion de equilibrios relativos espaciales. Para cada
k, esas soluciones son equilibrios relativos espaciales de tal manera que las
proyecciones en el plano de las soluciones forman agrupaciones de poligonos
regulares de h lados, donde h es el méximo comun divisor de k y n. Cabe
mencionar que mientras en el problema de los n 4 1-cuerpos todos los equili-
brios relativos son planos, en el problema de las cargas no existe bifurcacion
de equilibrios relativos planos, pero si de equilibrios relativos espaciales.

Ahora bien, debido a que la latiz circular de Schrodinger es un problema
ligeramente distinto a los demads, en la latiz el equilibrio poligonal corres-
ponde a una onda rotante formada por n osciladores. En esa onda rotante,
los osciladores tienen la misma amplitud pero distintas fases. Decimos que
este problema es distinto debido a que, por una parte, no hay un oscilador
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equivalente al cuerpo central, y por otra parte, debido a que las ecuaciones
no son homogéneas, como en el problema de los n 4+ 1-cuerpos. Por lo ante-
rior, en este problema no tenemos un parametro similar al problema de los
n + 1-cuerpos, pero si uno debido a la amplitud de la onda rotante.

Usando como parametro de bifurcacion a la amplitud de la onda rotante,
nosotros encontramos para cada k € {1,...,n} una condicién para la exis-
tencia de bifurcacién de ondas rotantes estacionarias. Las soluciones para
cada k estan formadas por n/h ondas rotantes idénticas, en donde cada on-
da rotante se encuentra formada de h osciladores y h es el maximo comin
divisor de k£ y n. Después de haber encontrado las condiciones generales de
bifurcacion, finalizaremos nuestros resultados usando esas condiciones para
encontrar puntos de bifurcaciéon en el potencial cibico de Schrodinger y en
un potencial saturable.

La bifurcacién local de equilibrios relativos en el problema de los n + 1-
cuerpos y los vértices se ha analizado anteriormente en el articulo [MS88].

Bifurcacion de soluciones peridodicas

En el capitulo cinco, finalmente veremos todo el esplendor del grado or-
togonal al encontrar la bifurcacién global de soluciones periédicas planas
del equilibrio relativo poligonal. En dicho capitulo estudiaremos primero las
ecuaciones para el modelo a) de los cuerpos, b) de las cargas, ¢) de los vérti-
ces y d) de los filamentos casi paralelos. Por otra parte, en la segunda seccién
del capitulo seis analizamos la bifurcacion de soluciones periddicas espaciales
en los modelos a) de los cuerpos, y b) de las cargas. En particular analizamos
en esos casos la bifurcacion de soluciones periddicas espaciales del equili-
brio poligonal. Finalmente, en la segunda seccion del capitulo siete damos la
bifurcacién de ondas viajeras en la latiz circular no lineal de Schrodinger.

Ahora, comenzaremos a exponer los resultados dando una descripcién
de las simetrias. Primero, para explicar las simetrias, necesitamos identificar
las posiciones en el plano con sus coordenadas complejas, de ese manera
tomaremos a las posiciones del equilibrio relativo poligonal como uy = 0 y
u; = e'U2"/M para j € {1,...,n}. Observemos que las posiciones satisfacen
las simetrfas uj,; = €™y con j + 1 € {1,..,n} modulo n. Pues bien,
en la bifurcacion plana, las simetrias anteriores se acoplan con las del grupo
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temporal, de tal manera que en el rompimiento, bifurcan soluciones periédicas
con las simetrias

ujea(t) = €27/ uy(t — (2mk/n)) (&)
para j € {1,....,n}.

Queremos recordar que las soluciones anteriores son periddicas en un sis-
tema de coordenadas rotantes, por lo que seran en general cuasiperidédicas en
un sistema de coordenadas fijo. Cabe senalar que incluso, en algunos casos,
esa soluciones coinciden con coreografias cuasiperiodicas; es decir, soluciones
en las cuales todos los cuerpos siguen la misma trayectoria.

En los modelos a) de cuerpos, b) de cargas, c¢) de vértices y d) de fila-
mentos, encontramos bifurcacion de soluciones periédicas con las simetrias
(&). En cada uno de esos casos, la existencia de bifurcacién dependerd del
analisis del espectro. El andlisis en cada problema nos condujo a encontrar
una rica variedad de soluciones periédicas con las simetrias (&).

Por ejemplo, en el caso que el parametro de bifurcacién estacionaria es
grande, encontramos que en los modelos a), b), ¢) y d) existe una bifurcacién
de soluciones periddicas con las simetrias (&) para cada k € {1,...,n}, y de
hecho, para los cuerpos existen dos ramas para cada uno de esos k. Por lo que
en dichos casos existiran més o menos n ramas de bifurcacién de soluciones
periédicas del equilibrio relativo poligonal, y para los cuerpos 2n soluciones.

Para la latiz circular de osciladores nolineales de Schrodinger encontramos
para cada k € {1,...,n} una condicién para la bifurcacién de ondas viajeras
rotantes con simetrias (&). En particular, analizamos esa condicién para el
potencial cibico de Schrodinger y para un potencial saturable. Denominamos
a las bifurcaciones ondas viajeras rotantes, debido a que las normas de los
osciladores con las simetrias (&) satisfacen

riv1(t) =1r;(t — 27k /n).

Por lo anterior, podemos decir que dichas soluciones estan formadas de n/h
ondas viajeras idénticas, en donde las fases oscilan cuasiperiédicamente en el
tiempo y en donde h es el maximo comun divisor de k y n.

Dado que el problema de bifurcacién y de estabilidad lineal estan relacio-
nados, de alguna manera seremos capaces de corroborar algunos resultados
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de estabilidad del equilibrio poligonal, como los resultados de [Rob00] para
el problema de los cuerpos y los de [CS00] para el problema de los vértices.

Finalmente, queremos presentar los resultados encontrados para la bifur-
cacién de soluciones periddicas espaciales, a partir de un equilibrio relativo
arbitrario del problema de los n-cuerpos. Pues bien, debido a que todos los
equilibrios relativos son planos, usamos a la reflexion que deja fijo al equilibrio
para probar bifurcacion de soluciones peridédicas con simetrias

j(t) = 2;(t + ), y;(t) = y;(E+7) ¥ 2(t) = =2t + 7). (%)

Concretamente, probamos que un equilibrio relativo siempre tiene una
bifurcacién de soluciones periédicas con las simetrias ($). Pero de hecho,
genéricamente cada equilibrio relativo tiene n — 1 ramas de bifurcacion con
dichas simetrias. Para garantizar que las soluciones con simetrias ($) son
espaciales, necesitamos asegurar que no hay resonancia con la bifurcacién
plana. Es decir, necesitamos probar que los periodos iniciales de la bifurcacién
plana y espacial no son miltiplos el uno del otro.

En particular, para el problema de los n + 1-cuerpos y de las cargas,
analizamos a detalle la bifurcacién espacial del equilibrio relativo poligonal.
En ese caso probamos que para cada k € {1,...,n} existe una bifurcacién
de soluciones periddicas espaciales con las dos simetrias (&) y ($). Debido a
que las soluciones con las dos simetrias (&) y ($) son algo mas complejas,
sélo ejemplificaremos el caso k = n/2 para n par. En ese caso particular,
las soluciones son o6rbitas Hip-Hop cuasiperiddicas, es decir, soluciones en las
que dos poligonos regulares de n/2 lados oscilan verticalmente, uno con z(t)
y otro con —z(t+ ), y de tal forma que las proyecciones en el plano siempre
forman un poligono regular de n lados.

Las 6rbitas Hip-Hop se han estudiado ampliamente en [DTW83], [MS93],
[BCPS06] y [CFO08] .



Capitulo 1

Grado ortogonal

Nuestro principal objetivo es usar el grado ortogonal para probar la bi-
furcacién de soluciones periddicas en sistemas Hamiltonianos. Dado que la
teoria del grado ortogonal es muy extensa, en este capitulo sélo vamos a mos-
trar las ideas necesarias para poder usar el grado ortogonal. Para los detalles
relacionados a la teoria del grado ortogonal nos vamos a referir a nuestra
principal referencia [IV03].

En la primera seccion damos las definiciones necesarias para poder ma-
nejar las simetrias. En la segunda seccién definimos el grado ortogonal y
enunciamos sus principales propiedades. Finalmente, en la tercera seccién
mostramos como se calcula el grado ortogonal en un caso sencillo.

1.1. Representaciones de grupos

Sea I' un grupo de Lie compacto, sea X un espacio de Banach y sea
GL(X) el grupo de isomorfismos lineales en X. Decimos que un espacio de
Banach X es una I'-representacion, si existe un homomorfismo de grupos
p: I — GL(X). A p se le llama una representacion de I'. En lo sucesivo
X y Y seran I'-representaciones.

El grupo de isotropia de z € X es el subgrupo

I, ={yel vz =z}

Al conjunto I'z = {yx : v € I'} lo llamamos la érbita de z. Podemos probar
que un grupo de isotropia es cerrado y que la érbita 'z es homeomorfa al
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grupo cociente I'/T",. Decimos que € X es un punto fijo cuando I', = T.
El cero siempre es un punto fijo de I'.

En lo sucesivo S! serd el grupo abeliano S = [0,27]/{0,27}. Ademsés,
en lo sucesivo Z, sera el subgrupo de S generado por ( = 27 /n. Podemos
ejemplificar las definiciones anteriores con la accién del grupo S* en C como
p(p) = €™ En este caso, las érbitas de S son simplemente los circulos
St(r) = {re" : ¢ € S'}. Ademds, el grupo de isotropia es Z, pues p(() =
e?m = 1.

Ahora analicemos la accién del grupo Z, en C como p({) = <. Sea h el
méaximo comun divisor de k y n. Definamos a k y 7 como k = l%[z y n = nh.
La accién del elemento n¢ € Z, es trivial, pues p(n¢) = @™ = 1. Por
lo tanto, el grupo de isotropia de un punto distinto al cero es Zj, el grupo
generado por n{ = 2w /h. Ademas, la érbita de un punto distinto al cero
es homeomorfa al grupo generado por 27 /n. Por lo tanto la érbita de r es
re’®i/™) para j € {1,...,n}.

Definamos al espacio de puntos fijos de un subgrupo H como

X¥ ={reX : hrx=uz VYhe H}

Se puede probar que el subespacio X es cerrado. El espacio de puntos fijos
de I' es X', Ademas, si H es un subgrupo de K, entonces X% c X#.
Decimos que un conjunto €2 C X es ['-invariante, si 'z € () para todo
z € ). La bola B, = {x : ||z|| < r} siempre es invariante para una accién de
isometrias.
Definimos el grupo normalizador de H como el subgrupo

NH)={geG:g9Hg ' C H}.

El grupo normalizador es el subgrupo mas grande de I' que deja invariante
a X El grupo de Weyl de H es el grupo cociente

W(H) = N(H)/H = {kH : k € N(H)}.

Como la accién de H en X es trivial, la accién de N(H) en X es equiva-
lente a la de W(H). El grupo de Weyl de H siempre es I'/H cuando I" es un
grupo abeliano.

Decimos que dos grupos H y K son conjugados cuando existe un v €
[ tal que H = yK~~!. Definimos a Iso(I') como el conjunto de grupos
de isotropia modulo conjugacién. El grupo de isotropia, el normalizador y



1.1 Representaciones de grupos 3

el grupo de Weyl son conjugados en una 6rbita I'rz. Ademas, cuando I' es
abeliano, los tres grupos coinciden en la orbita ['z.

Definamos a O(2) como el grupo S* U kS*, que consta de dos copias de
St ligadas por una reflexién. Definamos la accién del grupo O(2) en C como

plp) = e y p(rk)z = z.

Con la accién anterior, las érbitas de O(2) son circulos O(2)(r) = {re*? : ¢ €
S1}. Ademds, el grupo de isotropia de los puntos en R es D,, = Z, U KZ,
y el grupo de isotropia de otros puntos es el conjugado a D,,. Ademas, el
espacio de puntos fijos de D,, es R. Por lo que el grupo normalizador de D,,
es Dy, v el grupo de Weyl es W(D,,) = Zs = {0,7}. De hecho, el elemento
m € W(D,) actia en R como p(7) = —1.

Definamos a D,, como el grupo Z,, U kZ,, que consta de dos copias de Z,
ligadas por una reflexion. Definamos la accién del grupo D,, en C como

p(C) = "'y p(r)z = Z.

Como Z,, es un subgrupo de D,,, entonces el subgrupo Zj, deja fijo a C con h
el médximo comun divisor de k y n. Como la 6rbita de Z,, es igual a la 6rbita
del grupo Z; con i = n/h, entonces podemos escoger al elemento re’? con
¢ € (—m/n,m/n] de la érbita de D,,. Ademds, de la accién de la reflexién
podemos escoger al elemento con ¢ € [0, 7/n].

La 6rbita de re’? para ¢ € (0,7/n) tiene a los puntos e*#e!?™/7) para
j € {1,...,n}. Por lo anterior, el grupo de isotropia del punto re*# es el grupo
Zy, para ¢ € (0,7/n). Los elementos re'? para p € {0,7/n} tienen 6rbitas
e'?mi/™) para j € {1,...,a}. Por lo tanto, el grupo de isotropia de los puntos
en R es D, = Z;, U kZj,. Adem4s, el espacio de puntos fijos del grupo D,
es R. Como sélo existe una accién libre no trivial en R dada por el grupo
Zs = {0, 7}, entonces el grupo de Weyl es Z, si i es par y es el trivial si n
es impar.

Sea ~ la accién en X y 4/ la accién en Y, decimos que una funcién
f:Q —Y esI'- equivariante cuando

flyz) =~"f(z).

Ademas, cuando la accién en Y es trivial, decimos que f es I'-invariante.
Una funcién impar es un ejemplo de una funcién Z,-equivariante. Una funcién
par es un ejemplo de una funcién Zs-invariante. Una funciéon equivariante
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siempre se anula en 6rbitas de puntos, pues f(yz) = 0 para todo v € T
cuando f(z) = 0.

Decimos que una representacion V' es irreducible, cuando V' no tiene
subespacios propios invariantes de I'. Es decir, si los tinicos subespacios inva-
riantes son V'y {0}. El espacio C es un ejemplo de representacion irreducible,
en general, para los ejemplos anteriores. Ademas, se puede probar que toda
representacion es una suma directa de representaciones irreducibles.

A continuacién vamos a probar el lema de Schur.

Lema 1.1 Sea A : V. — W wun mapeo lineal, si A es I'-equivariante entre
representaciones irreducibles, entonces A es invertible o cero.

Prueba. Como el nticleo de A es un subespacio I'-invariante, entonces el nicleo
de A es V o {0}. En el primer caso el mapeo es cero. En el segundo caso
el rango de A es no trivial. Como el rango es un subespacio I'-invariante,
entonces el rango es todo W. Por lo tanto A es invertible. U

Proposicion 1.2 Un mapeo I'-equivariante que es diferenciable en una ve-
cindad de x satisface

df (yx)y = ~'df (v) para vy € T.

En particular, la derivada f'(x) es una funcion I',-equivariante. Ademds, el
gradiente de un funcional I'-invariante es I'-equivariante cuando la accion de
I' es ortogonal.

Prueba. Concluimos la primera parte de la unicidad de la derivada y de que

df (yx)yy +o(y) = f(v(y +2)) — f(yx)
=[fly +x) — f(2)] =~df (x)y + o(y).

La segunda parte de la proposicién la obtenemos de que
V'V f(yx) = [Df(ya)]" = Df(2)" = Vf(x).
O

Un grupo abeliano I' que es compacto, es de la forma I' = I1 x T™, donde
IT es el producto de grupos Z,; y donde T™ es el producto de grupos St
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Sean ¢; € (—m, 7| las componentes del elemento vy con v = (1, ..., ) € T".
Definimos a los generadores del grupo I' como

0
Ajr = a—%(7$)|7=0-

Por ejemplo, la accién oz = e™?x de S! en C tiene generador Az = inx. En
coordenadas reales el generador del grupo es Ax = nJz, en donde J es la
matriz simplectica y z € R?.

El gradiente de una funcién I'-invariante f : X — R es ortogonal a los
generadores

0 0
(V) Aje) = df () Az = 52 f(70)le=0 = 52 () = 0.

dp
Definicién 1.3 Decimos que una funcion f : X — X es I'-ortogonal,
cuando es I'-equivariante y es ortogonal a los generadores, (f(z), Ajz) =0
para toda x € €.

La integral de Haar es una integral para grupos de Lie compactos I'. Con
la integral de Haar se pueden construir representaciones ortogonales equi-
valentes, vecindades ['-invariantes, proyecciones I'-equivariantes, extensiones
[-equivariantes, etc [IV03].

1.2. Definicién del grado ['-ortogonal

A continuaciéon vamos a suponer que I' es un grupo de Lie compacto
y abeliano, y que € es un dominio invariante en una I'-representacion de
dimension finita V. Sean fy y fi dos funciones I'-ortogonales y distintas de
cero en la frontera 9€). Decimos que las funciones fy y fi son ['-ortogonal
homotodpicas, cuando existe una deformacién continua

fi:Qx10,1] — E,

tal que la funcion f; es I'-ortogonal y no nula en la frontera 0f) para cada t.

La bola B, = {x € V : ||z]| < r} siempre es un conjunto invariante
cuando la representacion es una isometria. Definimos al conjunto C como el
conjunto de funciones I'-ortogonales

f:0(0,1] x B,) = RxV —{0}.
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Como la frontera de [0,1] x B, es isomorfa a la esfera SV y el conjunto
R x V — {0} es I-homotdpico a la esfera SV, entonces la funcién f mapea la
esfera SV en la esfera SV.

La I'-ortogonal homotopia es una relacién de equivalencia en C. Definamos
a [f]L como la clase de equivalencia de f y definamos a I1,[SY] como el
conjunto de clases de equivalencia de C. Contrayendo las tapas {0} x B, y
{1} x B, a un punto, podemos probar que en toda clase [f], existe una
funcién tal que f(t,z) = (1,0) para t € {0,1}. Con esas funciones, definimos

la suma [f], + [g]L = [f ® g]. con

_ f(2t,z) para t € [0,1/2]
f®9= { g(2t —1,z) para t € [1/2,1]

Para poder definir la suma, necesitamos restringir el conjunto C a las funcio-
nes con la primera variable positiva cuando el espacio de puntos fijos de I' es
trivial.

El conjunto IT, [SY] tiene estructura de grupo con la suma anterior . El
neutro es el mapeo [(1,0)], y el inverso de [f]L es [f(1 — ¢, z)].. Ademés,
se puede probar que el grupo I1;[SY] es abeliano cuando el espacio V! es
distinto al trivial.

A continuacion vamos a definir el grado I-ortogonal de una funcién f :
2 — V no nula en la frontera 0f). Para poder definir el grado vamos a
necesitar una extensién f de la funcién f a una bola B tal que Q C B.
Ademads, vamos a necesitar construir una funcién de Urysohn I'-invariante
cuyo valor sea cero en Q y uno en B\ N, en donde N es vecindad pequeia de
Q). La existencia de la funcién de Urysohn ¢ y la extensién f la obtenemos del
teorema de extension I'-ortogonal de Borsuk. En [IV03] se prueba el teorema
de extension de Borsuk I'-ortogonal para grupos abelianos.

Definicién 1.4 El grado I'-ortogonal de una funcion f es la clase de homo-
topia
deg, (f; Q) = [(2t +2p — 1, f)]L € IL[SV].

La definicién de grado I'-ortogonal anterior se debe a Ize y Vignoli [IV03].
Existe otra definicién de grado S'-ortogonal en el articulo [Ryb94].

Cuando 2 es una bola, el grado es simplemente la clase de homotopia de
la suspension deg | (f;Q) = [(2t — 1, f)]..

El grado tiene las siguientes propiedades.



1.2 Definicién del grado [-ortogonal 7

77N
/\
o2

Figura 1.1: Definicién del grado

(P1): Existencia. Si el grado de una funcién es no trivial en 2, entonces la
funcién tiene un cero en €.

(P2): Invarianza T-ortogonal homotépica. Dos funciones I'-ortogonal ho-
motopicas tienen el mismo grado.

(P3): Escision. Si €y C £ es un conjunto abierto e invariante tal que la
funcién no se anula en el complemento de €2, entonces deg, (f;Q) =

deg, (f; %)

En el libro [IV03] se prueba que por cada grupo de isotropia de I, el
grupo IT, [SY] tiene un grupo isomorfo a Z,

1= @ Z

Helso(T)

Ademas, se prueba que el grado de una funcién es la suma de la forma

degj_(f;Q>: Z dH[FH]J_a

Helso(T)

en donde [Fy], es un generador de un grupo isomorfo a Z .

Sin la restriccion a homotopias I'-ortogonales, obtenemos sélo la definicion
de grado I'-equivariante en la definicién anterior. En ese caso, en el libro
[IV03] se prueba que el grado I'-equivariante tiene solamente un Z para cada
grupo de isotropia H tal que I'/H es finito. En las aplicaciones que vamos a
ver no es posible probar la bifurcacién solamente con el grado ['-equivariante.
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1.3. CaAlculo del indice S'-ortogonal

Al grado de una funcién en la vecindad de una érbita aislada le vamos a
llamar el indice. El grado de una funciéon que se anula solamente en orbitas
aisladas es la suma de los indices en esas orbitas.

Con una deformacién podemos probar que el indice en cero es igual al
grado de la derivada en cero deg | (f, Ba.) = deg, (f(0), Ba). Por lo tanto,
para conocer el indice en cero, sélo necesitamos conocer el indice en cero de
los mapeos lineales S*-ortogonales.

Los grupos Z; generados por 2/l son los subgrupos de S*. Por lo tanto,
una S'-representacién se descompone en suma directa de la forma

V=vrH. . pvr,

en donde los V% son los subespacios de representaciones irreducibles similares
con accién p(p) = €'? para p € S*.

Definicién 1.5 Sea B : V — V un mapeo lineal S*-ortogonal, definimos a
los bloques B; como las restricciones By de B a V. Ademds, definimos a
ny como el indice de Morse de By paral € {1,2,...} y a o como el signo de
det Bo.

A continuacion vamos a mostrar cémo se calcula el indice en cero de un
mapeo lineal S'-ortogonal.

Teorema 1.6 Sea B :V — V un mapeo lineal y S*-ortogonal, entonces

deg | (Bwx; By.) = o[Fz,]1 + ana[FZl]L.
1

Prueba. [Idea de la prueba] Del lema de Schur podemos encontrar un cambio
de variables tal que la matriz B sea diagonal en los bloques B;. A continuacién
vamos a probar que las matrices B = A + iD son autoadjuntas para [ €
{1,2,...}.

Como B es I'-ortogonal y el generador del grupo de S! en V% es Ajx =
ilz, entonces en coordenadas reales tenemos que (Bjz, Ajz) = 0 con

A -D 0 —I
B’:<D A )YAZZZ(J 0 )
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Ademas, como B es I'-equivariante, entonces B; conmuta con el generador A;.
Como el generador satisface AT = —A,, entonces (Byy, Ajz) = (—Bl'z, Ajy).
De las propiedades anteriores podemos concluir que

0= <Bl<$ -+ y), Al(l’ —+ y)> = <Bll’, A1y> + (Bly, AZI> = <(Bl — BZT)I, Aly> .

Por lo tanto, para [ € {1,2,...} tenemos, como matrices reales, que B; = B]'
y, como matrices complejas, que

Bf = (A+iD)" = A" —iD" = A+iD = B,

El argumento anterior no es valido para [ = 0 debido a que el generador en
ese caso es trivial.

Definamos a GL, (V') como el conjunto de mapeos lineales S!'-ortogonales.
La S'-ortogonal homotopifa en GL, (V') es una relacién de equivalencia, por
lo que definimos a II(GL,(V)) como el grupo de homotopias en GL (V).
El grupo II(GL, (V')) esté caracterizado por deformaciones que conservan la
estructura ortogonal, por lo que las homotopias en GL (V') tienen que ser
de la forma

B(t) = diag(Bo(t), Bi(t), ..., Bp(t))

con la matriz B;(t) autoadjunta para [ € {1,2,...}.

Para [ > 0, usando que las matrices en GL, (V%) son autoadjuntas,
se puede probar que las matrices diag(—1I,,, I;_,) pertenecen a distintas
componentes conexas en GL,(V%). Ademés, podemos deformar a B; en
diag(—1I,,, I,) con n; el indice de Morse de B;. Por lo tanto [B)] = [(—1,,, L.)].
Ademds, sabemos que GL(V%0) tiene dos componentes conexas caracteriza-
das por el signo del determinante, entonces [By] = [(o,I,)]. De lo anterior
concluimos que

[B] = ([Bol, ..., [Bi]) € I(GLL(V))

con [Bo] = [(0, L)] y [Bi] = [(— 1w, 1)]-

Definamos al mapeo J, : GL, (V) — {f :V — V} como J,(B) = Bx.
Se puede probar que el mapeo J, (B) induce un morfismo de grupos entre
II(GL, (V) y I, (SY) para o = 1, entonces [J, (IL[B)])], = >, [J.([Bl])],-
Como deg | (Bz; By.) = [¥0J.(B)]., entonces

deg, (Bx; By.) = > [SoJu(By)]1.
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De los generadores explicitos en [IV03] se puede probar que [£¢J,(B;)] =
ni[Fz,) 1, entonces

deg | (Bx; Bye) = [Fz,]1 + an[FZl]J_
l

para o = 1. Il

1.4. Comentarios

En este capitulo expusimos los resultados del libro [IV03] para mostrar
como se define y calcula el grado ortogonal. Para més referencias recomen-
damos los libros [BKS06] y [IV03], en los que se encuentra una exposicién
moderna del grado equivariante. A continuacién realizaremos un breve re-
cuento de la gente que ha contribuido a desarrollar el concepto del grado.

La primera definicién de grado en espacios de dimension finita se de-
be a Brouwer, y para operadores en dimension infinita a Leray-Schauder.
Podemos decir que el indice de Fuller para ecuaciones auténomas definido
en [Ful67] es un predecesor del grado equivariante. Usando teoria de obs-
trucciones en [IMV89] se define el grado equivariante para un grupo de Lie
compacto y se encuentra su relacién con el indice de Fuller. También en el
articulo [DGJM91] se encuentra una definicién del grado S'-equivariante y
su relacién con el indice de Fuller. El grado para gradientes S!-invariantes
definido por Dancer en [Dan85] es un predecesor del grado ortogonal. Basa-
do en el grado S'-equivariante en [Ryb94] se define en grado S'-ortogonal.
Maés generalmente Ize y Vignoli en [IV99] definen un grado ortogonal para
grupos abelianos. Relacionado con el grado ortogonal existe un grado para
gradientes [-invariantes definido en [Geb97].



Capitulo 2

Aplicacion del grado ortogonal
a la bifurcacion periddica

En este capitulo analizamos la bifurcacion de soluciones periddicas en una
ecuacion diferencial que satisface una relacién de ortogonalidad. Estos resul-
tados nos van a servir en particular para encontrar bifurcacién de soluciones
periddicas en sistemas Hamiltonianos.

Dado que el grado ortogonal esté definido en dimension finita, para apli-
car el grado ortogonal primero necesitamos realizar una reduccién global de
Liapunov-Schmidt. En la segunda secciéon usamos el grado ortogonal para
encontrar las condiciones bajo las cuales un equilibrio tiene bifurcacion de
soluciones periédicas y, finalmente, en la tercera seccién probamos que la
bifurcacién es un continuo global de soluciones periddicas.

2.1. Reduccion global de Liapunov-Schmidt

Deseamos analizar la bifurcacién de soluciones peridédicas de la ecuacién

diferencial ordinaria
m

d7
;Djﬁu—l—VV(u) =0, (2.1)

donde la funcién u(t) estd en R™ y las D; son matrices constantes con D,
invertible.
Con el cambio de variables x(t) = u(t/v), las soluciones 27 /v-periddicas
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de la ecuacién diferencial son las soluciones 2m-periddicas de
Y DVl & \A% 0
]Z:; Vo5 + (x) =0.

Sea HI'(R™) el espacio de Sobolev de funciones 27-periddicas con m de-
rivadas, definimos al operador diferencial D(rv) como

D(v) : HP(R") x Rt — L2
— J PR
D(v)x = jEZl " D; prvid

En lo sucesivo supondremos que el potencial y el operador diferencial
tienen las siguientes propiedades.

Condicion 2.1 Suponemos que el potencial V' es I'-invariante y que existe
un conjunto cerrado y U-invariante U tal que V € C*(R"\W). También su-
ponemos que la matriz de orden mds alto del operador D(v) es invertible y
que el operador D(v) es T x S'-ortogonal con la accion

(v ) = p(y)a(t +¢)
para (7,¢) €T x Sty € L3 (R?).

A la accién del grupo I' la llamamos la accién espacial y a la accion del
grupo St la accién temporal. El generador de la accién temporal siempre es
Ax = &. Ademas, al conjunto ¥ le decimos el conjunto de colisién.

Definimos a H3* (R™\¥) como el conjunto de trayectorias libres de colisién

HI(R"\V) ={z € H(R") : z(t) € R"\U}.

Por lo tanto, las soluciones 27 /v-periddicas de la ecuacién diferencial son los
ceros del operador de bifurcacién

[ H (R"\T) x RT — L3,
flz,v) =Dw)x + VV(x).

Como el gradiente es ortogonal a los generadores de la accién espacial y

(VV(x), @)y = V(x(2m)) = V(x(0)) =0,
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entonces el operador composicién VV (z) : H:(R™\W) — L3 (R") es T x S*-
ortogonal. Por lo tanto el operador f(z) estd bien definido, es continuo y es
I' x S'-ortogonal.

A continuacion vamos a hacer la reduccién global de Liapunov-Schmidt,
para lo cual necesitamos las siguientes definiciones. Sea Y, , 2,¢"™ la serie
de Fourier de z € L3_, definimos a la proyecciéon P : L3 — L% como

Px = g zet,
llI<p

Ademas, definimos a los componentes x; y x5 de x como 1 = Pxr y x5 =
(I — P)x.

Como la inclusion de HJ: en Cy; es continua, entonces existe una cons-
tante ¢ tal que {Hx||H§n < p} estd contenido en {7, < c(p)}. Definimos
el conjunto de puntos {2, como

Q, = {r € R : [lz] < 2c(p) y o' < d(x, W)}.

Con el conjunto anterior definimos al conjunto de trayectorias Qp en HJ
como .
Q= {o € Hy: llall e < pualt) € Q)

Ademas, definimos el conjunto A, como A, = {v > ¢}.

Teorema 2.2 En un conjunto Q, x A, existe una proyeccion P tal que la
funcion xo(x1,v) es la dnica solucion de fo(xy,x9,v) = 0. Ademds, los ceros
de f(x,v) en Q, x A; son los ceros de la funcion de bifurcacion en P, x A,

fl(V, Zy, .%'2(.]]1, V)) = D(V)Q?l -+ PVV(.Tl + .1’2(33'1, V))
Ademds, la funcién de bifurcacion fi(x1,v) también es T x St-ortogonal.

Prueba. Los ceros de f(x) son los ceros de sus componentes

fi(vy,2) = Pf(2) y folwr,72) = (I = P)f(x).
Si probamos que existe una a > 0 tal que

Hifz(l’l,@#)w

81’2

>« H?J2”1L15*;r
L3,
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para todo (z,v) € Qp x A., del teorema de la funcién implicita global ob-
tenemos la tnica solucién xo(zq,v) de fo(xy,z2(v, 21),v) = 0 para (z1,v) €
PQ, x A,.

Una vez que probamos la existencia de la funcién zs(z1, ), concluimos
que los ceros de f(z, ) son los ceros de la funcién de bifurcacion fi(xy,v) =
fi(z1, xo(x1,v),v). Ademds, debido a la unicidad de la funcién xs(zq,v),
todas las propiedades de equivarianza de f;(z1,r) son conservadas. Ademads,
como xs(x1,v) es solucién de D(v)xg = (I — P)VV (x1 + x2), entonces

<PVV(I‘1 + ZL‘Q), AjZL‘1> = — <([ — P)VV(ZL‘l + .132), Ajl’g)
= — <D<I/).§L’2,Ajl’2> = 0,
pues D(v) es ' x S'-ortogonal. Por lo tanto fi(x1, ) preserva las propiedades
de equivarianza y ortogonalidad.

Sélo nos falta probar la existencia de la cota uniforme «. Para y, €
(I — P)HJ tenemos que
0

8_f2(‘1'17 X2, V)yZ = D(V)yQ + ([ - P)DQV($)y2
)

Notemos que existe una cota ¢, tal que |[D*V (z)||, < ¢, para todo z € Q,,
pues V € C*(Q,). Como ||?J2||H5n > cp™ ||y2||L% para yo € HJ', entonces

H(I - P)DQV(@Z/?HL% < €2 “Z/2||L§W <cap " Hy2HHg;r : (2.2)

El operadores D(v) en las series de Fourier es
D(v)a(t) = Y  M(Iw)ze™ con M(X) =) (iA/D;.

leZ j=1

Como M(A)/A\™ — i"™D,,, cuando A tiende a infinito y como D,,, es invertible,
entonces ||M(A)|| > ¢, A™ para A suficientemente grande. Por lo tanto, se
satisface la desigualdad | M (V)| > c1e™™ parav € Acyl € {p,p+1,...}
con p suficientemente grande. Concluimos que

1/2

POl = [ @ ul)? | = ac g (23)
t|>p

para v € A,.



2.1 Reduccién global de Liapunov-Schmidt 15

De las desigualdades anteriores concluimos que

> HD(V)?/QHL;r - H(I - P)D2V(:r;)y2HL2 > o Hy2HH,;;

H—fz X1, T2,V )y2

27

para (z,v) € Q, x A, en donde o = ¢1e™ — ¢4p~™. Concluimos el resultado
de que « es positiva si escogemos a p suficientemente grande. En general p
es cada vez mas grande para ¢ cada vez més chico y p cada vez mas grande. [

La reduccion global de Liapunov-Schmidt para mapeos ortogonales se
encuentra en el libro [IV03] y sigue las ideas propuestas por Amann-Zehnder.

Como la funcién de bifurcacion es real, sélo vamos a necesitar la mitad de
sus modos de Fourier. Sean f;(z) los modos de Fourier de f;(z1, ), definamos
a la funcion de bifurcacion f :V xRt — V como

F@,v) = (fola), ..., f,(x)) con
V =R" x (C")?,

en donde el producto en V es

p
(z,y)y = 27 (20, Y0) + 47TZR6 (1, u1)
=1

Corolario 2.3 Los ceros de f(x,v) en Q,x A, son los ceros de la funcion de
bifurcacion f(x,v) en PQ,x A.. La linealizacion de la funcion de bifurcacion
en un equilibrio f'(xq) es diagonal con bloques M(lv) para | € {0, ...,p},
donde

Z (i\)?D; + DV (x).
La accién de T x St en el bloque M(Iv) es (v, ¢)z; = ep(y)x;

Prueba. Si expandimos en series de Fourier a f;(x7) tenemos que

1) = Z fl(ivl)eilt-

[1I<p

Como fi(z1) y 1 son reales, entonces f_; = f; y _; = &;. Por lo tanto, los
ceros de fi(x) estdn determinados por los ceros de los modos de Fourier [ €
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{0, ...,p}. Como D(v)z es un operador lineal y z( es un equilibrio, entonces

fixo)zr = Z (Z(ilu)ij + D2V(x0)> 2

lt<p \Jj=1

La accion de I' x S' en x; = Z\ugp 26t s

() =Y _(e"p(y)z)e™.

[1<p

Ademas, el producto de z1 y y; es

p p
(T, 1) = > 2w (w,y)e =27 Y Re (z, y)e

l=—p l=—p

Por lo que las conclusiones del corolario se siguen del teorema anterior. [

2.2. Bifurcacion local

En esta seccion vamos a encontrar bifurcacion local a partir de un equili-
brio zy. Como D(v) es un operador puramente diferencial, entonces D(v)zy =
0 para todo xzo € R™. Por lo tanto, los equilibrios o5 € R™ son los puntos
criticos del potencial V. En ese caso, el operador f(zg,v) = 0 para todo
veRt

Recordemos que f(z,v) se anula en toda la érbita de un equilibrio I'zg.
Sea U una vecindad de (T'zg, 1) en H:(R™\W¥) x RT. Podemos realizar la
reduccion de Liapunov-Schmidt en U tomando a la vecindad U suficiente-
mente chica, en ese caso encontramos la ecuacién de bifurcacién f (z,v) en
una vecindad chica . X By, con

Doc(xg) ={x €V ;,d(x,Txg) <2}y
ng(V()) = {U S RJF . |V — I/0| < 2p}
Decimos que la érbita I'zg es aislada, si la funcién f (z,v) se anula sélo en

la érbita I'zy para una vecindad suficientemente chica de la érbita. Definimos
a la funcién f como

F1Qx By = RxV
f(z,v) = (d(w,Two) — &, f(x,v)).
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Para poder definir el grado de f, vamos a necesitar que la orbita 'z sea
aislada para v cercana y distinta a vj.

Proposicion 2.4 Si la orbita I'zqg es aislada para v cercana y distinta a vy,
el grado de f estd bien definido en o X B, y

~ ~

deg | (f(z,v);Q2-xBy,) = Eodeg, (f(x, v9—p); Qoc) =0 deg, (f(z, vo+p); Qc).

Prueba. Primero vamos a probar que el grado de f(z,v) esta bien definido.
Un punto estd en la frontera de 9. X By, si |V — vy| = 2p o si d(z,'zg) = 2¢.
Si |v — 1| = 2p, la tnica solucién de f(z,v) = 0 es # € T'zy , entonces
f(zo,v) = (—¢,0) es distinto de cero. Si d(x,'zy) = 2¢, entonces f(z,v) =
(e,%) es distinta de cero. Por lo tanto, la funcién f(x,v) es no nula en la
frontera de €y, X By,

Ahora queremos probar que

Fy(w,v) = (7(d(z, ) = 2) + (1 = 7)(p = v = w]); f(.v))

es una deformacién admisible. Si [ — vp| = 2p, la funcién f(z, v) se anula sélo
en 'z, entonces la primera coordenada de F es negativa. Si d(z,['xy) = 2e,
la funcién f(x, v) se anula sélo para |V — 1| < p/2, entonces la primera coor-
denada de F es positiva. Por lo tanto F.(z, v) es una deformacién admisible.
De la propiedad de invarianza homotdpica del grado (1.4) tenemos que

deg | f(xa V) = dng_(p - ’V - VO‘ 7f($7 V))

Los ceros de la funcién (p— |v — 1|, f(x, ) se encuentran en v = vy =+ p.
Sean By las bola de radio p/2 alrededor de vy=+p . De la propiedad de escisién
del grado tenemos que

~

deg, f(z,v) =deg, (p+ (vo —v), f(z,v); Qo X By)
+dng_<p_ (I/U o V)7f<x7y)3925 X B*)

Como f(z,v) se anula sélo en Tzy para p/2 < |v — 1| < 2p, las defor-
maciones

~

(0% (o —v), flz,7(vo £ p) + (1 = T)v))

son admisibles en (29, X By. Por lo tanto

A

(z, 10 + p)w; Q2 X By)
(40 — p); Qe x B_)

deg, f(x,v) = deg,(p+ (o —v)

7f
+deg, (p— (=), f



18 Aplicacién del grado ortogonal a la bifurcacion peridédica

Como el grado de p+ (g — v) es By es
deg, (p£ (vo—v); By) = —(£1),
de la suspensién del grado concluimos que

deg, f(x,v) = Sodeg, (f(x,v0 — p); Qo) — Lo deg, (f(z, 10 + p); Qae).

U

Decimos que (I'zg, 1) es hiperbdlica, si los generadores infinitesimales
{A;xo} generan el nicleo de f! (x0;1p). Del teorema de la funcién implicita
tenemos que no existen mas ceros de f(x,vp) cerca de Tzg si (Tzg, 1) es
hiperbdlica, entonces una érbita hiperbdlica es aislada. Ademads, para que
exista la bifurcacién en vq es necesario que alguna matriz M (1) sea singular.

Para calcular los indices de f (z, vyt p) alrededor de 'zy vamos a necesitar
que la orbita 'z sea hiperbdlica en vy £ p.

Condicién 2.5 La drbita I'xy de un equilibrio es hiperbdlica en v, si M(lv)
es invertible para |l € {1,2,...} y el nicleo de M(0) = D*V (xy) estd generado

por {A;xo}.

Como no existen generadores de una orbita cuando el grupo I es finito o
cuando la érbita es el cero, entonces en esos casos la érbita 'z es hiperbdlica
si M (vl) es invertible para todo [ € {0,1,2,...}.

Sea I';, el grupo de isotropia espacial de un punto zy € R". Se puede
probar que siempre existe una descomposicién de C" en una suma directa
de subespacios de representaciones irreducibles equivalentes V de I',,. A
continuacién vamos a representar la accién de I';, en Vi, como pi(v) = p(7)|vs-

Como f'(xq) es Ty -equivariante y M (Iv) son los bloques de f'(x) , en-
tonces M(A) es I'y,-equivariante. Por lo tanto, del lema de Schur tenemos
que la matriz M (\) es diagonal en los bloques

Mi(A) = MMy, : Vie = Vi

para k € {1,...,¢q}. Por lo tanto, la linealizacién f'(xo;v) es diagonal en los
bloques My(lv) para k € {1,...,q} y L € {0, ..., p}.

El grupo de isotropia de zy es G, = 'y, X S!, por lo que la accién de
(7,¢) € G, en el bloque My (lv) es pp(7)e®. Como I es un grupo abeliano,
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todos los puntos de V}, tienen el mismo grupo de isotropia, lo anterior es falso
para acciones de grupos no abelianos. Por lo tanto, el grupo de isotropia Gy(1)
de la accién pg(y)e® estd bien definido. Sea Gy el grupo de isotropfa de la
accion pg(7y)e™, de hecho, el grupo de isotropia Gy (1) es

Gil(l) = G Pz,

en donde Z; es el grupo generado por 27/l € S*. Por lo tanto s6lo necesitamos
encontrar el grupo de isotropia Gj.

Definicién 2.6 Seang(\) el indice de Morse de My (\), definimos ang(xo, Ao)
como

Nk(To, M) = o{nx(Xo — p)) — nx(Xo +p)},

en donde o es el signo del determinante de M(0) en el subespacio de Vo
ortogonal a los generadores de la orbita {A;xo}. Ademds, definimos a Gy,
como el grupo de isotropia de la accién py(y)e”? de Ty, x S*.

El ntimero 7y (o, Ag) representa el cambio de indice de Morse de la matriz
M;.(X\) y va a determinar la existencia de bifurcacién de soluciones periédicas.

A L N
|
$0![
|
|
|

Qgs X ng o

Figura 2.1: Bifurcacion local

Teorema 2.7 Si ny(lvg) es distinto de cero, existe una bifurcacion de solu-
ciones periddicas en (xo,vp) con simetrias Gi(l).

Prueba. En (1.6) dimos la idea de cémo se calcula el indice S'. En el libro
[IV03] se prueba en general para un grupo abeliano G que

deg, (f(z,v); Q) =Y > on()[Fa,plo + -

=1 k=1
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en donde [Fg, )] es el generador de un grupo isomorfo a Z tal que toda
extension de [Fg, )1 tiene un cero en VE*(. Del teorema anterior y de las
definiciones (2.6) tenemos que

deg, (f(x,v); Qo X By,) = Z an(luo)[FGk(l)]L + ... (2.4)

=1 k=1

Si nx(lvy) es distinto de cero, para cada e pequeno existe una Orbita
('z.,v.) con x. C VW tal que f(:pg, ve) = 0y d(xz.,z9) = €. Por lo tanto
x. — o cuando € — 0. Por compacidad existe una subsucesion g, — 0 tal
que v, — v;. Como f (o, 11) = 0 pues f es continua, entonces v; = vq. Por
lo tanto existe una bifurcacién no trivial de f(z,v) a partir de (z, v4).

La bifurcacién de (xg,1p) estd en el subespacio de puntos fijos de Gy(1),
sin embargo, el espacio de puntos fijos de G(l) contiene soluciones estaciona-
rias. A continuacién vamos a probar que no existen soluciones estacionarias
cerca de (xg,1vp). Como I'zq es hiperbdlica para v cercana a 1y, entonces el
ntcleo de DV () estd generado por {A;z}. Usando el teorema de la fun-
cién implicita en el espacio ortogonal a {A;z,} probamos que z, es la unica
solucién de VV (z) = 0. Por lo tanto no existen soluciones estacionarias de
f(x,v) cerca de I'zq y la bifurcacién es de soluciones periddicas. i

Debido a como definimos el operador de bifurcacion f, si (zg, 1) es un
punto de bifurcacién con ng(zo, o) # 0, entonces también (zg, V) es un punto
de bifurcacién para v = vy /1, pues ni(xo, lv) = ni(xo,v9) # 0. Cada bifurca-
cién en (xg,v) para v = 14/l estd contenida en el espacio de puntos fijos del
grupo G (1). Como el grupo G (1) estd generado por el grupo Gy, y el elemento
2/l € S', entonces las soluciones con simetrias Gy () son soluciones 27 /I-
periddicas con simetrias Gy. De hecho, en la ecuacion diferencial cada bifur-
cacién de (zg, ) para v = 14/l tienen el periodo inicial 27 /(lv) = 27 /vy, por
lo que no podemos diferenciar a las ramas de bifurcacién local en (zq,vp/1).

Decimos que (zg, 1) es un punto de bifurcacién no resonante si 7 (g, vp) #
0y ne(zo, /1) = 0 para todo [ € {2,...,n}. Si (g, 1) es no resonante, pode-
mos probar usando el teorema de la funciéon implicita, las ramas que bifurcan
de (o, 10/l) en el operador de bifurcacién coinciden localmente en la ecua-
cién diferencial. Sin embargo, lo anterior no es cierto globalmente, pues la
rama global puede tener doblamientos de periodo. Ademas, si (xg, 1) es un
punto de bifurcaciéon no resonante, del teorema de la funcién implicita pode-
mos probar que el periodo de bifurcacién tiene que ser exactamente 27 /vy,
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es decir, no puede ser 27 /(lvy) para | € {2,3,...}. De la discusién anterior y
el teorema de bifurcacion local tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Por cada punto de bifurcacion (xg,vy) no resonante, en el
equilibrio xy la ecuacion diferencial tiene una bifurcacion de soluciones pe-
riddicas a partir del periodo exacto 2w /vy con simetrias Gy.

El caso mas sencillo de resonancia sucede cuando n;(xo, 1) # 0 y existe
un solo [y tal que ng(zo, v9/lo) # 0. En ese caso el indice en (zg,1p) es

Mk (%o, vo) [Fa,] + mk(2o, vo/10) [ Fa, 10))-

Del teorema de bifurcacion local tenemos que en (xg, 1) existe una bifurca-
cién en el espacio de puntos fijos de GG y una en el espacio de puntos fijos
de Gi(lp). Pero como Gy es un subgrupo de G(lp), las dos ramas pueden
coincidir localmente en el espacio de puntos fijos de Gy (ly). Por lo tanto, sélo
podemos garantizar la existencia de una bifurcacion local en el espacio de
puntos fijos de G (lp), es decir, una bifurcacién de soluciones periddicas a
partir del periodo 27 /(lprp) con simetrias Gy.

Observaciéon 2.9 Se dice que un equilibrio es linealmente estable o es-
pectralmente estable cuando la ecuacion lineal alrededor del equilibrio es
estable. La linealizacion de la ecuacion diferencial (2.1) alrededor del equili-

brio xq es
m

ZD]dt u+ D*V (xo)u = 0. (2.5)

Para sistemas Hamiltonianos o reversibles, el equilibrio xy es linealmente
estable cuando las nm soluciones linealmente independientes de (2.5) son de
la forma u = ey con v € R.

Ahora bien, si vy € R es un punto de bifurcacion, entonces la matriz
M(v) cambia su nimero de Morse en vy. En ese caso existe un vector vy tal
que M (vp)vg = 0. Observemos que entonces la funcion e™'vy es una solucion
de la ecuacion lineal (2.5), pues

(Z i + D*V V(z )) ety = ot (Z(iuo)ij + DQV(:UO)> Vo

= "' M (vp)vo = 0.
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Por lo tanto, por cada punto de bifurcacion vy existe una solucion de
la ecuacion lineal (2.5), e**'vy con vy € R. Podemos concluir entonces que
el equilibrio o es linealmente estable si el determinante det M (v) se anula
en mn puntos distintos. Es decir, podemos deducir la estabilidad lineal de un
equilibrio a partir del andlisis de bifurcacion. Fsta relacion se puede entender
también a partir del teorema central de Liapunov, [MH91] .

Observacion 2.10 En dado caso que se pudieran ignorar las simetrias y las
singularidades que estas simetrias generan, en principio, usando teoria KAM
se podria probar existencia de toros invariantes que generalizan las orbitas pe-
riodicas que estamos encontrando. La tmportancia de nuestro andlisis radica
en el manejo de las simetrias y en la prueba de que las soluciones periodicas
forman un continuo global.

2.3. Bifurcacién global

En el teorema anterior probamos que la bifurcacion local es de soluciones
periddicas . Sin embargo, la rama global puede volver a las soluciones esta-
cionarias. Para tener control sobre los puntos donde eso sucede, definamos
a Ty como el conjunto de ceros del gradiente VV (z). Como los equilibrios
son los puntos criticos del potencial, entonces f(x,v) es cero para x € Ty y
veRt

Definimos el conjunto de soluciones triviales de f(z,r) como

T={(v,z;): z; € To,v € RT}.

Sea S el conjunto de ceros de f(v, x), definimos a G = S\T' como el conjunto
de soluciones no triviales. Por lo tanto x es una solucion periddica sélo si
(z,v) € G. A G\G C T lo vamos a llamar el conjunto de bifurcacién y a
(Tzg, ) € G\G un punto de bifurcacién.

Sea C' C G la componente conexa de un punto de bifurcacién (T'zg, vp),
entonces C' es la componente conexa de soluciones no triviales que bifurca de
(T'zg, 1g). Los puntos de bifurcacién de la rama C' son las érbitas en C N T.

Decimos que C' es admisible si ' esta contenida en algin Qp X Ay
decimos que C' es inadmisible si no esta contenida en ningin Qp x A.. Por lo
tanto, la rama C' es inadmisible cuando (a) el pardmetro v de la rama tiende
a 0, (b) la norma de la rama va a infinito o (c¢) la rama va a un punto de
colision.



2.3 Bifurcacién global 23
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y ! X L Zo 1

Figura 2.2: Bifurcacion global

Teorema 2.11 Si C es admisible y las orbitas de C N'T son aisladas, en-
tonces C' retorna al menos a otros puntos de bifurcacion y

Z deg, (d(x,Txo) — e, f(x,v)) = 0. (2.6)

(Tzo,v0)€CNT

Prueba. Si C' es admisible, es posible construir un conjunto I' x S'-invariante
Qc Qp x A, tal que 09 NC = ¢ y tal que la funcién f(z,v) en 9Q se puede
anular s6lo en T. En () realizamos la reduccion global, por lo que los ceros
de f(z,v) en Q son los mismos que los de la funcién de bifurcacién f(xy,v)
en 2 = PX).

Ahora bien, como f(x, v) no se anula en 0f) a menos que = € T, el grado
deg  (d(z,T) — ¢, f(z,v); Q) estd bien definido para e positivo. Como € es
acotado, podemos tomar ¢ suficientemente grande de tal modo que el grado
sea cero. Por hipétesis C' N'T consta de orbitas aisladas, entonces los puntos
(x,v) € Q con d(z,T) = ¢y fi(v,x) = 0 se encuentran en la unién de
Q. (20) X Bay(1) para (Fzg, 1) € C NT. Por lo tanto, podemos tomar &
pequeno y de la propiedad de escisiéon concluimos que

0= degj_(d(qja T) —&, fv Q) = Z dng_(d<x7 FxO) —g, fa QQ&‘ X BQ,D)'

(Tzo,v0)ECNT

g

Los resultados de bifurcacion global, en el sentido que la bifurcacion es
inadmisible o que retornar a otros puntos de bifurcacion, se conocen como la
alternativa de Rabinowitz. Nosotros hemos tomado el resultado de bifurca-
ci6én global para el grado ortogonal del libro [IV03].

Del teorema anterior y del cdlculo que tenfamos para el grado local (2.4)
tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.12 Si la rama de bifurcacion de (xg,vy) es admisible, entonces
la rama retorna a otros puntos de bifurcacion {(x1,11), ..., (X, )} y

771:(3307 lVO) +.t 771<:(3?r> lVr) =0
para cada k ={1,...,q} yl={1,.....p}.

Observacién 2.13 Sean VI y V2 dos espacios de puntos fijos, suponga-
mos que existe una rama de ceros en V1. Como los espacios de puntos fijos
son cerrados, la rama de ceros sélo puede pasar a V2 a través de VNV Hz,
Si a priori sabemos que no existen ceros en VAL NV 2 entonces el continuo
de ceros permanece en V. Cuando la linealizacion del operador restringido
a VELNVH2 es invertible, podemos probar lo anterior usando el teorema de
la funcion implicita. Lo anterior es 4itil en particular cuando VH2 C Vi y
la linealizacion del operador en V2 es invertible. Este fue el argumento que
usamos para probar que la bifurcacion local es de soluciones periddicas.

Observacion 2.14 En el conjunto T podemos incluir cualquier solucion
explicita de la cual queramos tener control, como se hizo para las solucio-
nes estacionarias. En principio es posible incluir soluciones periodicas en T
En el libro [IV03] se encuentran cdlculos del indice para orbitas periddicas,
sin embargo, se necesita conocer los numeros de Floquet de las soluciones
periodicas.

2.4. Comentarios

En este capitulo expusimos las ideas del libro [IV03] con un enfoque es-
pecifico a los sistemas Hamiltonianos. La reducciéon de Liapunov-Schmidt
global para sistemas Hamiltonianos surge de las ideas de Amann-Zehnder, y
al resultado de bifurcacién global en un sentido clasico lo conocemos como
la alternativa de Rabinowitz, [Ize95].

En principio podemos usar los resultados de este capitulo para analizar
la bifurcacion global de soluciones peridédicas de cualquier equilibrio, siempre
que la ecuacion tenga la propiedad de ortogonalidad bajo la acciéon de un
grupo abeliano. En particular, nosotros usaremos esos resultados para estu-
diar la bifurcaciéon en sistemas Hamiltonianos, los cuales tipicamente se han
abordado usando formas normales. El grado ortogonal es adecuado para tra-
tar el problema de bifurcacion en sistemas Hamiltonianos porque nos permite
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manejar adecuadamente las simetrias, probar la bifurcacién global e incluso
probar la existencia de bifurcacién cuando existe resonancia. Sin embargo,
con las formas normales se obtiene un mejor panorama local de las ramas de
bifurcacién [CORO02].

Vimos que para cada bifurcacién de soluciones periddicas en un equilibrio
existe una solucién estable de la ecuaciéon lineal del equilibrio. Es por esa
razén que al hacer el andlisis de bifurcacion se pueden recuperar resultados
de estabilidad lineal. Esta relaciéon se puede entender también a partir del
teorema central de Liapunov, [MH91] .
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Capitulo 3

El satélite

En este capitulo analizamos la ecuacién de un satélite en la presencia
de n cuerpos primarios. Supondremos que los cuerpos primarios forman un
equilibrio relativo y que el satélite tiene masa tan pequena que no perturba
el movimiento de los cuerpos primarios.

En la segunda secciéon usamos los resultados del capitulo anterior para
encontrar las condiciones en las cuales un equilibrio tiene bifurcacién de so-
luciones periédicas. En particular, analizamos el satélite cuando los cuerpos
primarios forman un equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal tie-
ne cuerpos en el centro y en los vértices de un poligono regular y se ha usado
para modelar la estabilidad de los anillos de Saturno. También analizamos el
problema de la luna de Hill y el problema restringido de los tres cuerpos.

En la dltima seccién hacemos un analisis equivalente al analisis de un
satélite pero en las ecuaciones de los vortices. Dado que la ecuacion del
vortice es completamente integrable, en esa seccion sélo nos interesa mostrar
como funcionan nuestros resultados de bifurcacién.

3.1. Planteamiento del problema

A continuacion vamos a deducir la ecuacién de movimiento del satélite en
el plano. Representamos la posicién del cuerpo con masa m; por ¢;(t) € R? y
la posicién del satélite por ¢o. Las ecuaciones de movimiento de Newton son

n

.. q; — 4g;
m;Q; = — Z mimj———
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para j € {0,..,n}. En la ecuacién anterior la fuerza de gravedad es el caso a =
2. Nosotros estudiaremos los casos en que el potencial tiene singularidades
a € [1,00).

Deseamos cambiar las ecuaciones a un sistema de coordenadas rotantes,
para lo cual definimos a u; como ¢;(t) = e*"/u;(t), donde J es la matriz
simplectica. Como ¢; = e“*/(ii; + 2wJu; — w?u;), entonces las ecuaciones en
coordenadas rotantes son

mj(iij + 2&)J1:Lj — (UZU,J') = — Z
i=0 (i)

g T Wi
110 a+1-
[ — i
Para encontrar la ecuacién del satélite hacemos tender mg a cero, de ese
modo la ecuacion del satélite es
n
tip + 2wty — wiuy = — E m;

=1

Uy — Uy
a+l”
o — will
Ademas, las ecuaciones de los cuerpos primarios se desacoplan del satélite y

son
n

U; — U
. . 2 o o ] i
m;(ti; + 2wJu; —wu;) = — E mzm]—Hu G
i=1 (i#]) J !
Vamos a suponer que los cuerpos primarios forman un equilibrio relativo,
es decir, que las posiciones a; satisfacen

a; — a;
2. _ J i
wia; = E m e

7
i=1 (i#5) ||aj - a%H

Si las a; forman un equilibrio relativo, entonces también las 7a; forman un
equilibrio relativo con w? reemplazado por w?/7*L. De hecho, debido a que
la fuerza es homogénea cualquier rotaciéon y homotecia de un equilibrio re-
lativo también lo es. Por lo tanto, podemos escoger el equilibrio relativo con
velocidad de rotacién w = 1.

De la discusion anterior concluimos que la ecuacién de movimiento del
satélite es

i+ 2Ju = VV(u) con

2 n
Vi = TS g ).
j=1
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en donde ¢, (x) es una funcién que satisface ¢/, (z) = —1/z“.

Un equilibrio del satélite es un punto critico del potencial V. Nosotros
deseamos encontrar bifurcaciéon de soluciones periddicas a partir de los equi-
librios usando los resultados del capitulo dos. En este caso el operador D(v)
es

D(v)z = —v*% — w7

Ademas, el conjunto de colision esta formado por los puntos donde V' es
indefinido ¥ = {ay, ..., a,}. Por lo tanto, las trayectorias libres de colisiéon
son

Hy (R\W) = {z € Hy, : x(t) # a;}
y el operador de bifurcacién f : HZ (R*\W) x R — L2 _ es

flx,v) =Dw)x + VV(z).

Como la ecuacién es auténoma, el operador D(v) es Sl-equivariante con
la accién temporal de ¢ € S' como pz(t) = x(t + ¢) . El operador f(z) es
Sl-ortogonal, pues el generador de la accién temporal es Az = 2 y

(f(2). )55 = (~0%2/2+ V(@)FT = 0.

Observacion 3.1 En el caso en que los cuerpos primarios estdn en un
poligono, el potencial V va a ser ademas D, -invariante. El grupo 7, esta ge-
nerado por una rotacion , entonces la rotacion p(¢) conmuta con J y en ese
caso f(x) es Z, x St-ortogonal. El grupo D,, tiene una reflexién r, entonces
p(k)J = —Jp(k) y en ese caso el operador f es O(2)-equivariante, en donde
la accion de O(2) = ST UKS! es

pz(t) =zt +¢) y kx = p(K)z(—t).

Desafortunadamente no existe definicion del grado ortogonal para grupos no
abelianos.

3.2. Teorema de bifurcacion

La matriz de orden més alto del operador diferencial D(v) es invertible,
por lo que se satisfacen las hipétesis (2.1). Por lo tanto, podemos realizar
la reduccién global (2.3) de la que obtenemos la funcién de bifurcacién. La
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linealizacion de la funcién de bifurcaciéon en un equilibrio xy tiene bloques
M (lv) con
M()\) = \? — 2i\J + D*V (x0).
La accién de S* en el bloque M (lv) es px = 'z, por lo que en el bloque
M (v) el grupo de isotropia Gy es el trivial. De las definiciones (2.6) tenemos

que o es el signo del determinante de M (0) = D?*V (z,). Ademés n()) es el
indice de Morse de M (\) y

n(A) = o(n(A = p) = n(A+p)).

De los teoremas de bifurcacién global (2.12) y local (2.8) tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.2 Sin(vy) es distinto de cero, en xq existe una bifurcacion global
de soluciones periodicas a partir del periodo 27 /vy.

Si la bifurcacion es admisible, por bifurcaciéon global entendemos que la
rama retorna a otros puntos de bifurcacion y que la suma de los grados locales
en los puntos de bifurcacion es cero. Ademas, la bifurcacién es inadmisible si
la norma o el periodo de la rama van a infinito o si la rama va a colision.

3.3. Analisis del espectro

A continuacién vamos a analizar el espectro del bloque M (v).

Proposicién 3.3 Sean T la traza y D el determinante de D*V (xy), defi-
namos a vy como

vy = (2 T2+ 2 - T/2)? - D) v

Entonces el determinante det M (v) se puede anular sdlo en los siquientes
casos:

(a) Si D <0, el determinante det M (v) se anula sélo en {£v,} con

n(vy) = —1.
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(b) Si (2—T/2)*> D >0y T <4, entonces el determinante det M (v) se
anula sdlo en {+vi} con

n(vy) =1yn(-) = —sgn(T).

(c) Si (2—-T/2)> = D yT < 4, entonces T € [2,4) y el determinante
det M(v) se anula solo en {£v,} con n(vy) = 0.

Prueba. Como D?V (xy) es autoadjunta, existe una matriz ortonormal P €
SO(2) tal que D*V (zy) = PAPT con A = diag()\, \2). Como JP = PJ,
entonces

PM(v)PT = diag(v? + A\, v + Xo) — 2v(iJ).

Como T = A1 + A2 y D = A\ Ay, entonces el determinante de M es
det M(v) = v* —2(2 - T/2)v* + D.
Por lo tanto, podemos factorizar al determinante como
det M(v) = (V¥ — v2)(v* — 12).

Como los valores propios de M(v) son continuos, el cambio de indice de
Morse s6lo puede suceder cuando det M (v) se anula.

En el caso (a) tenemos que D < 0, entonces det M(v) se anula sélo en
el punto positivo v,. Como n(0) es el indice de Morse de D?V(x;), entonces
n(0) = 1. Como los valores propios de M (v) son positivos para v grande,
entonces n(oo) = 0. Por lo tanto n(vy) = o(1 — 0) con o = sgn(D) = —1.

En el caso (b) los dos puntos v, y v_ son positivos. Como el determinante
det M (v) es negativo entre v_ y vy, entonces n(rv) = 1 para v € (v_,vy).
Ademds, el indice de Morse en infinito es n(oco) = 0. Como ¢ = sgn(D) = 1,
entonces 7(vy) = 1 — 0. Como el indice de Morse de D?V (zg) es n(0) = 2 si
T <0yn(0)=0siT >0, entonces

nr-)=2—-1siT <0y
nv-)=0—1siT > 0.

De lo anterior concluimos que n(v_) = —sgn(7).

Si (2 —-T/2)* = D, entonces T' = 2 + (T? — 4D)/8. Como T? — 4D =
(A1 —X2)? es positivo, entonces T > 2. En el caso (c) los dos puntos coinciden
vy =v_. Enese caso 0 = 1 y n(co) = 0. Ademas T'> 0y D > 0, entonces
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n(0) = 0. Por lo tanto n(ry) =0 — 0. O

En otro caso al de los incisos anteriores, el determinante det M (v) no se
anula nunca, por lo que no puede existir bifurcacién.

Observacién 3.4 De la observacion (2.9) tenemos que el equilibrio o es
linealmente estable sdlo cuando se satisface la condicion (b). En cualquier
otro caso xo es linealmente inestable.

En general, podemos usar las conclusiones del teorema anterior para una
ecuacion con un potencial general, no necesariamente para el potencial del
satélite. Por ejemplo, vamos a usar la proposicién anterior para encontrar
bifurcacién en el problema de la luna de Hill.

Ademds, si zy es un maximo, como D > 0,7 < 0y T?—4D > 0, entonces

(2—T/2)> =D = (4—2T) + (T* —4D)/4 > 0.

Por lo tanto, siempre se satisface la condicién (b) para un mdaximo. Por
lo tanto, un méaximo siempre es linealmente estable y tiene bifurcaciéon de
soluciones periédicas a partir del periodo 27 /vy y 27 /v_. Sin embargo, pro-
baremos a continuacién que el potencial del satélite no tiene maximos para
a € [1,00).

Proposicién 3.5 En el potencial del satélite para o € [1,00), la traza T
siempre es positiva y tenemos los siguientes casos:

(a) Si D <0, en xq existe una bifurcacion global de soluciones periddicas a
partir del periodo 2w /v, .

(b) Si (2—T/2)> > D >0y T < 4, en xy existe bifurcacion global de
soluciones periddicas a partir del periodo corto 2w /v, y el periodo largo
27 /v_. Las dos ramas pueden coincidir en el caso de resonancia

(4-T)DY?c{n+n':neN}

Prueba. Sean zy = (x,y), a; = (z;,y;) v d; = ||zo — a;]|, la matriz de segun-
das derivadas de ¢(d;) es

D2¢(dj)a+1( (& —zj)? (a:—:vj)(y—yj))_ L

Sl \ @)y ) do¥!
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Como el potencial del satélite es

||1’||
V(z): +Z m;a(|lx — a;l),
entonces la matriz de segundas derivadas de V es

- — &> o (z—x;)(y —y5)
D2 o ]’+ ( O“r x ':E]) g + J J 3.1
Vizo) Zd‘“*‘”’ ap(r—z5)y—y;) arly—y)°—d; (31)

con ay = a+ 1. Por lo tanto la traza de D*V es

o no
_2+E m] d”‘+3 j-2+(a—1)§ —d@il'
= %

Como « € [1,00), la traza siempre es positiva.
Existe resonancia entre v, y v_ cuando v, = nv_ para algin n € N. Lo
anterior es equivalente a

(0 —1)(2—T/2) = (L+n%) /2~ T/2)" -

De la igualdad anterior encontramos que 4n*(2 —T/2)?> = (1 +n?)2D. Por lo
tanto existe resonancia cuando n +n~! = (4 — T)D~Y/2, O

La bifurcacién en el caso (a) no puede retornar al equilibrio, por lo que
la bifurcacién en el caso (a) es inadmisible o va a un punto de bifurcacién de
otro equilibrio.

3.3.1. Potencial de Morse

El potencial del satélite es genéricamente una funcién de Morse. En ese
caso, vamos a probar que para « € [1,00) el potencial tiene al menos n puntos
silla.

Proposicion 3.6 Si V' es una funcion de Morse, entonces
#puntos silla = (n — 1) + #minimos.

Ademds, el potencial tiene un minimo global y tiene al menos n puntos silla.
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Figura 3.1: Los cuerpos estan en los puntos e, los puntos silla son ¢ y los
minimos son o.

Prueba. Sea B,(a) la bola en R? de centro a y radio p, definimos a 2 como
Q = B,(0)\ UL, B, 1(ay)

Por lo tanto, el gradiente VV apunta hacia fuera en 052 si p es suficientemente
grande y podemos usar el teorema de Poincaré-Hopf en © [Cha91]. Entonces
la caracteristica de Euler x(£2) = 1 — n es igual al grado deg,, VV'. Como la
traza es positiva, el potencial no tiene maximos y

1 —n=x(R) = deg, VV = #minimos — #puntos silla.

Ademas, sabemos que V(z) > 0y que V(z) — oo cuando z — {00, ay, ..., a,},
entonces V' tiene un minimo global en 2. Por lo tanto, existen al menos n
puntos silla. O

Por lo tanto, en el problema del satélite cuando el potencial es de Morse,
existen al menos n equilibrios que son puntos silla, cada punto silla tiene una
bifurcacion global de soluciones periodicas. En una rama admisible la suma
de los n tiene que ser cero. Como en un punto silla existe una bifurcaciéon con
17 = 1y en un minimo, si existe bifurcacion, existe bifurcacion con n =1y
con n = —1, entonces el nimero de ramas inadmisibles es mayor al niimero de
puntos silla. Por lo tanto, al menos n ramas de bifurcacion son inadmisibles.

3.3.2. El problema de la luna de Hill

En el problema de la Luna de Hill el potencial es

3 1
Vi(z,y) = 5:152 + < con d= (2* + y*)"2
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En este caso el potencial es Zg X Zo-invariante con la accién p(k,) = diag(—1,1)
y p(k2) = diag(1, —1).

Como las derivadas parciales de V son V, = 2(3—d™3) y V, = —yd ™3, en
los equilibrios necesitamos y = 0 y d=2 = 3. Por lo tanto los equilibrios son
xo = £373 y 4o = 0. Como en (3.1) encontramos que

. 3 I .
D?V (g, yo) = 3diag(1,0) + <d5 diag(x3,0) — d3> = 3diag(3, —1)

Por lo tanto, en los equilibrios el determinante es negativo y se satisface la
condicién de bifurcacién (a) .

Por lo tanto, en el problema de la luna de Hill existen dos equilibrios.
Cada equilibrio tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas. En este
caso el conjunto de colisién es ¥ = {0}. Como el indice de la bifurcacién
en los dos equilibrios es n = —1, la bifurcaciéon en esos puntos tiene que ser
inadmisible, es decir, que el periodo o la norma de la rama van a infinito
o que la rama va a colisién con cero. En el articulo [MRO1]| se prueba la
bifurcacién global de las ramas anteriores con el grado S*-ortogonal.

3.3.3. El problema restringido de los tres cuerpos

A continuacién vamos a analizar el problema restringido de los tres cuer-
pos. Supongamos que dos cuerpos tienen posiciones (a;,0) con masas m;.
Para p € (0,1/2] los dos cuerpos forman un equilibrio relativo si

ap=1—pconm=py

as = —p con mo =1 — p.

El potencial del satélite es
1 2
V(z) =3 l1* + Y midalllz = (a5,0)]).
j=1

En este caso el potencial es Zy-invariante con la accién p(k) = diag(1, —1).
De (3.1) tenemos que la matriz de segundas derivadas es

— —d* ayy(r —ay)
D2 -7 a"r x a]) j +Y 7 3.2
Vi =+ 3ot (Ul S e ) e
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CL . \
S 2 T 3, BN .Y

Lo

Figura 3.2: Los dos cuerpos estan en los puntos e.

con ay =+ 1.
A continuacién vamos a probar como lo hizo Lagrange para a = 1 que el
satélite tiene sélo cinco equilibrios.

Proposicion 3.7 FEuxisten solo cinco puntos criticos del potencial .

(a) Los Lagrangianos Ly y Lo que forman un tridngulo equildtero con los
CUETPOS Primartos

L= (12 = 1, V3/2) y Ly = (12 — i, —V/3/2).

(b) Los Eulerianos Ey, Ey y Es que son colineales con los cuerpos primarios

E, € (—00,a2), Es € (az,a1) y E3 € (a1, 00).

Prueba. Las distancias son d? = (z — a;)* + y*. El cambio de coordenadas
de (z,y) a (dy,dy) es localmente invertible en {(x,y) : y # 0}, en ese caso
los puntos criticos de V' (z,y) son los de V(dy,ds). Como m; +mg = 1y
mia; + meas = 0, entonces

z]|” = mid? + mad? — (mya? + maya?).

De la igualdad anterior podemos probar que Vg, = m;(d; — 1/d5). Por lo
tanto, en los puntos criticos necesitamos d; = 1. De lo anterior concluimos
que Ly y Ly son los tinicos puntos criticos no colineales.

En el caso colineal tenemos que V,(z,0) = 0. El potencial como funcién
de x satisface V(z,0) > 0y V(x,0) — oo cuando z — {00, (—u), (1 — p)}.
Por lo tanto V' tiene al menos tres puntos criticos con posiciones Ei, Es y
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Es3. En un punto colineal (z,0) la distancia es d7 = (z — a;)*, entonces de
(3.2) tenemos que

D*V (x,0) = diag(1 + arg, 1 — 15) con 13 = Z my;/dsT

Por lo tanto, V. es positiva en los puntos colineales y sélo pueden existir
tres puntos criticos colineales. O

Ahora vamos a encontrar bifurcacién de soluciones periddicas en los equi-
librios Eulerianos y Lagrangianos .

Proposicion 3.8 Los equilibrios Lagrangianos son minimos y los equilibrios
FEulerianos son puntos silla. Ademds, para o € (0,3) existe un py € (0,1/2)
tal que los equilibrios Lagrangianos satisfacen la condicion de bifurcacion (b)
para pu € (0, 1), en donde py = 1/2 para a < 15 — 8v/3.

Prueba. En los puntos Lagrangianos tenemos (z — a;)* = d —y* con d; = 1.
De la matriz de derivadas (3.2) encontramos que

2 2
- +a oyl —aj)
D*V (z :I+Em-( oty * ]).
(o) = T\ ayy(r — a)) azy?—1

Como 23:1 m;=1y 25:1 mja; = 0, entonces
2
2 _ —y +1 ay
DV (xp) = ay ( oy )2 ) :

Por lo tanto la traza es T'= a,. Como en los puntos Lagrangianos tenemos
y?=3/4y 2* = (2u— 1)?/4 , entonces el determinante es

D=aly* (1= (2*+y?) = (3o /4)u(l - p).

La condicién de bifurcacién (b) se satisface cuando (2 —T/2)? > Dy a < 3.
Lo condicién anterior es equivalente a p < pq con

p=1/2 — (a+1)7"/(a(30 — a) — 33)/12.

Por lo que el punto p; es real para a € (15 — 8v/3, 3). Ademas, para o <
15 — 8v/3 no hay restriccién sobre p.
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Del teorema de Poincaré-Hopf tenemos que los puntos silla son iguales
a los minimos mas uno. Como los dos puntos Lagrangianos son minimos,
entonces los tres puntos Eulerianos tienen que ser puntos silla. O

Por lo tanto, en el problema restringido de los tres cuerpos, los tres
equilibrios Fulerianos tienen una bifurcacion global de soluciones periodicas.
Ademds, los dos equilibrios Lagrangianos para pu € (0, pq) tienen una bifur-
cacion global de soluciones periodicas a partir del periodo corto y del periodo
largo para « € (0,3). Ademés, tres de las ramas de bifurcacién siempre son
inadmisibles. De la observacién (3.4) tenemos que sélo los equilibrios Lagran-
gianos L; son linealmente estables para € (0, ). En el articulo [MRO4]
se prueba la bifurcacién global de L; y E; con el grado S'-ortogonal para
a=2.

A continuacién vamos a encontrar los puntos resonantes para el caso
a=2.

Proposicién 3.9 En los equilibrios Lagrangianos, para o = 2, tenemos que
vy € (0,1) y que los puntos de bifurcacion son resonantes para una sucesion
fn — 0.

Prueba. Para pn < py; = (1 —+/69/9)/2 los puntos vy son

2 = (1 +\/1—27p(1 — u)) /2.

Usando que p € (0,1) encontramos que v3 € (1/2,1) y v2 € (0,1/2). Como
v_(p) — 0 cuando u — 0, entonces v, (u)/v_(u) — oo cuando p — 0. Por
lo tanto existe una sucesién p, — 0 tal que vy (u,) = nv_(p,). O

Observacién 3.10 Para p = 1/2 el problema es Zy x S*-ortogonal con la
accion p(k)r = —x. En el punto Euleriano Ey = 0 el grupo de isotropia
es Zo. Ademds, la accién de (k,p) € Zy x S' en el bloque M(lv) es —e'?.
Usando grado Zo x S*-ortogonal podemos probar que la bifurcacién en E,
tiene simetrias (k,m), es decir, que satisface

z(t) = —x(t + ).
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3.3.4. El equilibrio relativo poligonal

A continuacién vamos a analizar al satélite cuando los cuerpos primarios
forman un equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal tiene cuerpos
en los vértices y en el centro de un poligono regular .

En lo sucesivo usaremos el isomorfismo natural entre R? y C. Sea ( =
27 /n, pongamos un cuerpo con masa mg = mu en ag = 0y para j € {1,..,n}
Un Cuerpo con masas m; = m en a; = ae’s.

Figura 3.3: Equilibrio relativo poligonal.

Proposicién 3.11 Las a; forman un equilibrio relativo si a®™' = m(s + p)
con
B 1 n—1

20 = sin® ]C/Z)

Prueba. Para ay tenemos que

n n

ag — a; 1 .
Z ] : Hla+1 == et =0=ap.
i=1

a0 — a; a® i=1

Para a; tenemos que

n
Z a; — @, Q; ms + my
m— —

+mp——r = a;
la; —a;| ™" lag[** et

i=1(i5)
en donde s es

n—1

I I e
71— €”<||“+1 205 J</2)

Jj=



40 El satélite

a+1

Por lo tanto las a; forman un equilibrio relativo si a®" = ms + my. O

Por lo tanto, el potencial del satélite para el equilibrio poligonal es

1 < y
V() =3 lull® + > méal|Ju — ac[[) + muga(||ul)

=1
con a®*! = m(s+ p). Podemos adimensionalizar la ecuacién del satélite con

el cambio de variables © = ax, en ese caso el potencial es

1
S+ u

V@) = gl + 30 ——allla = )+ 2—du(lal.

A continuacién vamos a suponer que n > 3, y dejaremos para el final el
caso n = 2.

Cason >3

Para = 0, el cero es un punto critico pues
1 n
V.V(0)==) e =0.
CESPD

Como D?V(0) tiene valores propios reales y D?*V(0) es D,-equivariante, del
lema de Schur tenemos que D?V(0) = M. De (3.1) encontramos que T =
2+ (o —1)n/s pues dj = 1. Por lo tanto T'=2\y D = \* con A > 1. De lo
anterior concluimos que D > (2 — T/2).

Por lo tanto, en el satélite con el equilibrio relativo poligonal para n €
{3,4,...}, el cero es un equilibrio para p = 0 que no tiene bifurcacion de
soluciones periddicas. Ademads, de la observacién (3.4) tenemos que el cero
es un equilibrio inestable.

Para hacer los calculos més sencillos, vamos a estudiar al potencial V' en
coordenadas polares

n

" 1 e

V(r,p) =1%/2 4+ ——a¢a(|Ir]]) + ——¢o(||r = eUSA).
()= 72/24 o) + 3 o] 0

Como el cambio de coordenadas & = e’ es invertible para r > 0, entonces
x es un punto critico de V(z) cuando (r, ) es un punto critico de V(r, ¢).
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Observacién 3.12 De hecho, el potencial V' es D,,-invariante con la accion
p(Q)r = e“x y p(k)x = Z . Por lo tanto el operador f(x) es en realidad
G-equivariante con la accion de k como kx = T(—t), en donde G es el grupo

Zn x SYUK(Z, x SY).

Como el potencial V' es D,-invariante, el potencial V' (¢) como funcién de
¢ es par y 2w /n-periédico. Por lo tanto los puntos criticos vienen en 6rbitas
de puntos de D,,. Por lo tanto, para encontrar los punto criticos podemos
tomar a un elemento de la érbita con ¢ € [0, 7/n].

A continuacién vamos a probar que el potencial tiene tres dérbitas de
puntos criticos. Para probar la existencia de los puntos criticos primero pro-
baremos el siguiente lema.

Ve N / AN
/O \\ / Pg \
o l’ . z?“2,. J1 o (D o o J1
\ \
[u} / /
\ \
Ne. ,// oo D//
] ) o o]
(a) p € (0,00) (b) p=0

Figura 3.4: Ejemplo para n = 3.

Lema 3.13 Para n > 3, la derivada de V (r,) con respecto a r en ™™ es

negativa
Vi(1,7/n) <0

Prueba. La derivada de V (r, ) con respecto a r es

b1 1 & r—cos(i(— )
Vi(r,p) =1 — — — .
32 s+ pre s—l—uZHr_@z(JC @) ||

Por lo tanto

V.(1,m/n) =

Zi 1 _S—O'
S+/~L s+u = 2s 1 —1/2)¢/2 s+ p’
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en donde o es la suma entre paréntesis. Para concluir el resultado del lema
solo necesitamos probar que s < o.
Como sin(m — ) = sin @ para 6 € [0, 7], entonces para n > 3 tenemos

n—1

1
25 =D TG 9</> <2 D GG

- S
Jj=1 j€[1,n/2]NN

con igualdad para n impar. Ademas tenemos que

n

o 1 1
’ U_Zsino"l(j—l/Q)C/Q 22, Z sin® (5 —1/2)¢/2

Jj=1 JE[l,n/2)NN

con igualdad para n par. Como sin(j — 1/2)¢ < sinj¢ para j € [1,n/2],

entonces
1 1

S 15— 1/2)¢/2 7 sin®1(j¢/2)

para j € [1,n/2]. De lo anterior concluimos que ¢ > s. O

Proposicién 3.14 Para o € (1,3) y n € {3,4,...} existen tres drbitas de
puntos criticos.

(a) Sip € (0,00), existe un punto silla en ri y uno en ry con ry < 1 < ry.
Ademds, existe un minimo en r3e'™/™ con ry > 1.

b) Sip =0, existe un punto silla en r1 y uno en r9€™™ con ry < 1 < 1.
J
Ademds, existe un minimo en r3e'™/™ con rs > 1.

Ademds, para ¢ € [0,7/n) no existen mds puntos criticos .

Prueba. Sea 8 = o — 1, entonces ¢,(r) = 1/(8r?). En el apéndice definimos
a S(r, ) como S(r, ) = 837, da(||r — €U<=9)||). Por lo tanto el potencial

es
W 1 1
Vir, o) =r*/2 4+ ——o¢u(r —=S(r,
() =1%/24 20ar) 4 S04
En el apéndice probamos que S,(r,¢) es el producto de —sin(ng) con
una funcién positiva para g € (0,2). Por lo tanto, para a € (1,3) tenemos
que V,(r,¢) = —sin(ng)w(r, ¢) con w(r,¢) una funcién positiva. Como la
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derivada V,,(r, ) se anula sélo si ¢ = km/n y en esos puntos Vi, (r, kn/n) =
—nw(r, @) cos km, entonces los puntos criticos de V' se encuentran en ¢ €
{0,7/n} con

Voo (1,0) < 0y Voo (r,m/n) > 0.

Por lo anterior los puntos criticos se encuentran en los ceros de V,.(r, ¢)
para ¢ € {0,7/n}. Primero vamos a probar que todos los puntos criticos en
¢ = 0 son puntos silla. Como el Laplaciano en coordenadas polares es

1 1
Via + V;/y =V + ;V<p + ﬁvsosm

entonces la traza de D*V en un punto critico es T = V,, + r~2V,,. Hemos
probado que la traza siempre es positiva y que la derivada Vi, (r,0) es nega-
tiva, entonces V,..(r,0) es positiva. Por lo tanto, todos los puntos criticos en
¢ = 0 satisfacen

Vir(r,0) > 0y Viou(r,0) <O.

Para u € [0, 00), el potencial V(r,0) tiende a infinito cuando r — {1, c0}.
Por lo tanto V' tiene un punto silla en 1 € (1, 00). Si existe otro punto critico
o en el intervalo (1, 00), entonces V,.,.(rg, 0) tiene que ser positivo. Pero como
V(r,0) es diferenciable en (1, 00), entonces tiene que existir otro punto critico
entre 1 y ro con V,..(r9,0) < 0, pero eso no puede suceder. Por lo tanto r;
es el unico punto critico en el intervalo (1, c0).

Para u € (0, 00), el potencial V(r,0) tiende a infinito cuando r — {1,0}.
Por lo tanto V' tiene un punto silla en ry € (0,1). Con un argumento similar
al anterior podemos probar que 75 es el Unico punto critico en el intervalo
(0,1). Ademés, para p = 0 vimos que V;.(0,¢) = 0 con V;..(0, ) = A positivo.
Con un argumento similar al anterior podemos probar que no existen puntos
criticos de V(r,0) en (0, 1).

Para u € [0, 00), en el lema anterior probamos que V;.(1, 7/n) era negativo.
Como lim, o, V,.(r,m/n) = 400, entonces existe un punto critico r3 € (1, 00)
tal que V,,.(r3, 7/n) > 0. Por lo tanto r3e”™/™ es un minimo de V.

Para p = 0, hemos probado que V,.(0,¢) = 0 con V,..(0,) = X po-
sitivo. Como V,.(1,7/n) es negativo, entonces existe un ry < 1 tal que
Vi(rg,m/n) = 0 con V,.(ry,7/n) < 0. Por lo tanto roe™™/™ es un punto si-
lla de V. U

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligo-
nal para n € {3,4,...}, el satélite tiene dos Z,-orbitas de equilibrios que son
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puntos sillas, cada punto silla tiene una bifurcacion global de soluciones pe-

riodica. Ademas, la bifurcacién es inadmisible en al menos una de las érbitas

de puntos sillas. De la observacién (3.4) tenemos que los puntos de las dos

érbitas anteriores son inestables. En el articulo [BE04] se prueba la existencia

de los equilibrios anteriores y se hace un analisis completo de la estabilidad.
Para el minimo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.15 El minimo r4e”™/™ satisface la condicion de bifurcacion
(2 —T/2)*> > D para p suficientemente grande.

Prueba. Denotaremos explicitamente a la dependencia del parametro p en
V.(r,p) como

im/n o 1 1 - T-COS(jC—QO)
‘/;,(7'6 /;,u):?"— o § : o) ol
s+pur 5+uj:1 | — eili¢=2)||

Usando que V,.(r3¢™/™; 1) = 0 podemos probar que r3(;) — 1 cuando p —
0. Por lo tanto el limite de D2V (r3(u)e’™™; 1) cuando p — oo es la matriz

(a+1)< (cosm/n)? cosw/nsinﬂ/n)'

cosm/nsinw/n  (sinw/n)?

De lo anterior concluimos que T'(u) — o+ 1y D(p) — 0 cuando p — 0.
Como « € (1, 3), entonces

(2-T/2*>-D — >0

De lo anterior concluimos que (2 —7/2)? > D en el minimo 73¢™/™ si p es

suficientemente grande. U

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n € {3,4,...}, el satélite tiene una Z,-orbita de equilibrios que son
minimos. Ademds, cada minimo para j grande tiene una bifurcacion global
de soluciones periodicas a partir del periodo corto y del periodo largo. De la
observacion (3.4) tenemos que los puntos de la 6rbita r3e"™™ son linealmente
estable para p grande. En [BE04] se prueba que r3e’™™ es linealmente estable
para p grande si n > 7. Nosotros hemos encontrado una prueba sencilla de
los mismos resultados de estabilidad.

Hemos probado que s6lo pueden existir mas puntos criticos para ¢ = 7/n.
A continuacién vamos a encontrar mas puntos criticos para p pequeno.
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Proposicion 3.16 Para i suficientemente chico, el potencial tiene un mini-
mo en 4™ y un punto silla en rse’™™ con ry < 15 < 1.

Prueba. Hemos probado que V,.(0,;0) = 0 con V,..(0, p;0) = A positivo, en-
tonces existe un r, € (0,¢) tal que V,.(r,,7/n;0) > 0. Como V,(r.,7/n; 1) es
continua en pu, entonces V. (7., 7/n; 1) es positivo para p chica. Por lo tanto,
para 4 chica tenemos que V,.(0,7/n) = —oo, V,.(r.,m/n) > 0y V,(1,7/n) < 0.
De lo anterior concluimos que existen dos puntos donde V,.(r,7/n) se anula
con ry < rs < 1. Ademas V,,.(ry,7/n) > 0y V,.(r5,m/n) < 0, por lo que
r4€™™ es un minimo y r5e”™/™ es un punto silla. O

En el articulo [AEO4] se encuentran los dos equilibrios anteriores para
@ =m/n con u € (0,¢].

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n € {3,4,...}, existen otras dos Z,-drbitas de equilibrios para u chico,
una es de puntos silla y otra es de minimos. Ademds, los puntos silla tienen
una bifurcacion global de soluciones periodicas.

Cason=2

El potencial para n = 2 es

A r2 i 1
V(re¥) = —+ o(r) + —— (VT2 +2jrcosp +1).
(re) = 5+ mgpal) + oy ) eal Vit 2jrcos o+ 1)
je{£1}
La derivada con respecto a ¢ es V,, = —(u + )" 'rw(ep, ) sin ¢, en donde

(r? + 2rcosp + 1)@+D/2 — (2 — 2r cosp 4 1)(a+1/2
((r+1)2 — 4r2 cos? p)lat1)/2

w(p,r) =

Como la funcién w(p, ) se anula en ¢ = (k+1/2)7, entonces V,, se anula sélo
en ¢ = kr/2. Ademés, usando que w(0) > 0y w'(7/2) < 0 podemos ver que
Viop(r,0) < 0y Viu(r,m/2) > 0. Por lo anterior, para encontrar los puntos
criticos del potencial sélo tenemos que analizar los puntos donde V,.(r, km/2)
se anula.

Para ¢ = 0 el potencial V (r,0) tiende a infinito cuando r — 0,1, oo,
entonces existen dos puntos criticos r2 € (0,1) y r; € (1,00) que son puntos
silla del potencial. Ademéds, como V,,(r,0) < 0y la traza V. + 72V, es
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positiva, entonces V,..(r,0) > 0 en los puntos criticos. De lo anterior podemos
probar que esos puntos criticos son unicos para ¢ =0 .

Para ¢ = 7/2 el potencial V(r,7/2) tiende a infinito cuando r — 0, oo,
entonces existe un punto critico r3 que es un minimo del potencial. A con-
tinuacion vamos a probar que r3 es tnico y que se encuentra en el intervalo

(1,00). Sea f(r) = —2(r? + 1)~(@+1/2 como la derivada con respecto a r es
Vilr,m/2) =7 — Jor™* + . f(r), entonces

(s + Ve =r(f(r) +s) + p(r —r=7).

Representemos a la dependencia del potencial en p como V(r,¢;u). De la
igualdad anterior podemos ver que V,(r,7/2;u) < V,(r,7/2;0) para r < 1.
Como en el problema de los tres cuerpos encontramos que V,.(r,7/2;0) < 0
para r € (0,/2), entonces V,(r,7/2; 1) < 0 para r < 1. Ademds, para r > 1
la segunda derivada es

(s4+ W)V = (rf' + f) + s+ p(1 + ar—@+D)

conrf + f=2(%a—1)0r*+ 1)(%3)/2 positivo, entonces V,..(r,m/2) es po-
sitivo para r > 1. Por lo tanto V,(r,7/2) tiene un solo punto critico en
r3 € (1, OO)

Por lo tanto, en el problema del satélite con el equilibrio relativo poligonal
para n = 2, el satélite tiene solo dos Zo-orbitas de puntos silla y una Zo-
orbita de minimos. Cada punto silla tiene una bifurcacion global de soluciones
periodicas.

3.4. Vortices

En esta seccién analizamos la ecuacién de un vértice casi nulo en la presen-
cia de n vortices principales. Suponemos que los vortices principales forman
un equilibrio relativo y que la circulacién del vortice casi nulo es tan pequena,
que no perturba el movimiento de los vortices primarios. Este problema es
similar al del satélite y lo vamos a desarrollar sin mucho detalle.

3.4.1. Planteamiento del problema

Vamos a representar la posicién del vértice con circulacion I'; por ¢;(t) €
R?, aqui los T'; pueden ser negativos. La posicién del vértice con circulacion
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pequena va a ser ¢q. Las ecuaciones de los vértices son

n

T;Jq = — Z Fi[‘jqf;qiz

para j € {0,..,n}. Cambiando al sistema de coordenadas rotantes ¢;(t) =
e“"Ju;(t) tenemos que las ecuaciones de movimiento son

n

Fj(JiLj—LUUj) = — Z FZFJ%
i=0 (i)

Haciendo tender I'y a cero obtenemos la ecuacién para el vortice con
circulacién pequena

n
. Up — Uy
Jug — wug = —

i=1 ||u0 - UZH

Ademas, los vértices principales se desacoplan del vortice con circulacion

pequena
n

. U; — Uy
Fj(JUj - C(JUJ‘) = — Z FlFJ|]—

.
it gyl

Vamos a suponer que los vértices principales forman un equilibrio relativo,
es decir, que sus posiciones a; satisfacen

_ % i
waj = E Fl||a-—a-H2.
i=1 (i) W T
Por lo tanto, la ecuacién de movimiento para el vortice nulo es

Ji = VV(u) con

lull® <
V() =w— =) Tin(flu— ;).
j=1

Observacion 3.17 Para w # 0 el potencial |V (x)| tiende a infinito cuando
r — {ay,...,a,,00}. Por lo tanto las curvas de nivel de V' son acotadas y
cerradas. Las curvas de nivel requlares son inmersiones de curvas compactas
enR2. Del teorema de la curva de Jordan encontramos que las curvas de nivel
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requlares estdn formadas de difeomorfismos de circulos. Por lo tanto todas
las curvas de nivel requlares son soluciones periodicas. Ademds, las curvas
de nivel criticas generan separatrices entre los distintos puntos criticos que
determinan la topologia de las curvas de nivel regqulares.

Dado que la ecuacion del vortice es completamente integrable, a con-
tinuacién solo nos interesa mostrar como funcionan nuestros resultados de
bifurcacién en este problema.

3.4.2. Teorema de bifurcaciéon

Un equilibrio del vértice es un punto critico del potencial V. Nos interesa
encontrar soluciones periddicas cerca de los equilibrios. De las definiciones
(2.1) el operador diferencial es D(v)x = —vJi. Las colisiones son los puntos
donde el potencial es indefinido ¥ = {ay, ..., a,}. El operador f(x) es

f(x,v) =Dw)x + VV(z).

Dado que J es invertible, se satisfacen las hipdtesis para la reduccion
global de Liapunov-Schmidt (2.1). De la reduccién global (2.3) tenemos que
la linealizacién de la ecuacién de bifurcacién en zy tiene bloques M (lv) con

M(X\) = —i)\J + D*V (xq).
De los teoremas de bifurcaciéon global y local obtenemos el siguiente teorema.

Proposicién 3.18 Sea D el determinante de D*V (), definamos a vy como

VOZ\/E.

(a) Si D > 0, existe bifurcacion global de soluciones periddicas a partir de
27 /vy con
n(vo) = —sgn(w).

(b) Si D <0, no existe bifurcacion.

Prueba. Sean \; y Ay los valores propios de D?*V(x), entonces existe una
matriz P tal que PM(v)PT = —ivJ+diag(\, \2). El determinante de M
es det M(v) = —v* + D con D = M. Si D > 0, entonces vy es el tinico
punto positivo donde det M (v) se anula. Como n(0) es el indice de Morse
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de D?*V (z), entonces n(0) = 0si T > 0y n(0) = 2si T < 0. Ademds
det M(v) < 0 para v grande, entonces n(oo) = 1. Por lo tanto 0 = 1y

n(v+) = aln(0) —n(oco)] = —sgn(T).

Finalmente, sean =y = (z,y) y a; = (x;,y;), entonces la matriz de segundas
derivadas es

D2V (o) :w1+é% {2( ( (v — x;)? (z —z5)(y — y5) ) —d?[} _

x —x;)(y — ;) (y —y;)?
Por lo tanto la traza de D2V es T = 2w. O

En el teorema anterior probamos lo que ya sabiamos, que cerca de un
minimo o un maximo existen 6rbitas periédicas . Ademds, para w # 0 cada
bifurcacién es inadmisible, pues todos los indices son iguales. Lo anterior es
cierto pues en el plano nunca se pueden conectar dos ramas de bifurcacién
de soluciones periédicas de dos equilibrios.

3.4.3. Potencial de Morse

Proposicion 3.19 Suponiendo que el potencial sea una funcion de Morse,
entonces para w # 0 tenemos

1 —n = #minimos + #mdximos — #puntos silla.

(a) Paraw > 0, el potencial no tiene mdzimos y tiene al menos n—1 puntos
silla.

(b) Paraw < 0, el potencial no tiene minimos y tiene al menos n—1 puntos
silla.

Prueba. Para w # 0, podemos deducir la igualdad para los puntos criticos
usando el teorema de Poincaré-Hopf. Como la traza de D?V es T = 2w, en-
tonces el potencial V' no tiene maximos si w > 0 y no tiene minimos si w < 0.

g

Por lo tanto, en el problema del vortice para un potencial de Morse, exis-
ten al menos n — 1 equilibrios que son puntos silla.
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3.4.4. El equilibrio relativo poligonal

A continuaciéon vamos a analizar al vértice en la presencia del equilibrio
relativo poligonal. Sea ( = 27/n, vamos a poner un vértice con circulacién
I'g=pul en ag = 0 y para j € {1,..,n} a un vértice con circulacién I'; =T’
en a; = e |

Proposicion 3.20 Las posiciones anteriores forman un equilibrio relativo si
w=T(s+p) cons=(n-—1)/2.
Prueba. Para ag tenemos que

n n—1

ag — a; :
E — 5 = — €ZJ<:O:—LU(10.

2
i=1 Hao - alH

Para a; tenemos que

en donde )
—Z 1—€]Z< _nil_n—l
P 2T 2
‘7_
Por lo tanto las a; forman un equilibrio relativo si w = sI" + T . U

Podemos adimensionalizar a I' con lo cual el potencial es
|| ||
Viz) = (s + u) - Zln =€) — ().

El potencial anterior es similar al que analizamos en el problema del satélite.
Sin embargo, para los vértices no podemos normalizar a i € R. Como %S son
las raices de uno, entonces 37, In(||z — €¢||) = In[|z" — 1]|. Por lo tanto

V(a) = 5(s+ ) ol = 5 (" — 1) — eI

2

Para p = 0, del lema de Schur tenemos que D?*V(0) = A para n >
3, entonces A = T/2 = s > 0. Por lo tanto r = 0 es un minimo para
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i = 0. Por lo tanto, en el problema del vortice casi nulo con el equilibrio
relativo poligonal para n € {3,4,...}, el cero es un equilibrio para p = 0
con una bifurcacion global de soluciones periodicas. Para n = 2 tenemos que
D*V(0) =diag(s+2,s —2) con s = 1/2, entonces r = 0 es un punto silla sin
bifurcacién.

El cambio a coordenadas polares tiene Jacobiano invertible para r > 0,
entonces los puntos criticos de V' (z) son los puntos criticos de V(r, ). En
coordenadas polares tenemos que

r? 1 on .
V(r,¢) = (s+ [L)E ~5 In(r" — 2r" cosny + 1) — pln(r).

A continuacién vamos a probar como en el problema del satélite, que
existen tres 6rbitas de puntos criticos para p € [0,00). Ademds, para p €
(—00,0) vamos a probar que los equilibrios son como los de la figura.

0 0?03 \
’/ > /’/ \\ \

/ J)12 \\ / });‘2 \\
o IID ° o 1 (D . ®
\ ,I \ /I
\\u‘_E// \\&\_E//
al o
(a) p € (=5,0) (b) p € (=00, —s)

Figura 3.5: Ejemplo para n = 3.

Proposicién 3.21 Para n € {2,3,...}, dependiendo de u tenemos los si-
gquientes casos:

(a) Sip € (0,00), existe un punto silla en ri y uno en ry con ro < 1 < ry.
Ademds, existe un minimo en r3e'™/™ con ry > 1.

(b) Sip € (—s,0), existe un punto silla en r1 y uno en roe”™™ conry < 1 <
r. Ademds, existe un minimo en r3e'™/™ con ry > 1.

(c) Sip€ (—oo,—s), existe un punto silla en roe”™™ con ry < 1.
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Ademds, para p € (—s,00) no existen mds puntos criticos en [0,7/n) y
para i € (—o0, —s) no existen mds puntos criticos en (0,7/n].

Prueba. La derivada parcial del potencial con respecto a ¢ es

nr' sin np

Vo= T2 —2rncosnp + 1

Por lo tanto, la derivada V,, se anula sélo si ¢ = k7 /n con
Vio(r,0) <0y Vi (r,m/n) > 0.

Por lo anterior s6lo tenemos que estudiar a V. para ¢ € {0, 7/n}. La derivada
parcial con respecto a r es

L 1 r’" — cosny

Vi=(s+pr—=—nr""
r

r2n — 2rncosng + 1°

Por lo tanto los limites de V,.(r, ¢) para r — {0, 00} son

—oo para u >0 ~+o00 para pu+s >0
lim+ Vi(r, @) = Oparap=0 y lim V.(r,p) = 0 para pt+s =10
0 400 para pu < 0 e —oo para pu+ s <0

Para ¢ = 0 tenemos que

H n—1
Vi(r,0) = - == :
(,0) = (s + pyr — & =yt
Por lo que V,.(r,0) — +oo cuando r — 17 y V,(r,0) — —oo cuando r — 17.
De los limites anteriores encontramos un punto silla en 7, € (0,1) para
p € (0,00) y un punto silla en r; € (1,00) para u € (—s,00).
Para ¢ = 7/n tenemos que

n
rn 41

V(r.m/n) = (s 4 pr = & =

Por lo tanto V,.(1,7/n) = —1/2. Ademas, para u = 0 probamos que V,..(0, ¢) =
A es positivo. Por lo tanto, para pu € (—o0,0] existe un punto silla en
roe’™™ con 1y € (0,1) y para u € (—s,00) existe un minimo en 73e"™/"
con 13 € (1, 00).
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En los puntos criticos del potencial tenemos
V:rr + T_Qvgogp = %1x1 + ‘/;22152 = Ta

donde T es la traza T' = 2w = 2(s + p).

Para yu > —s, tenemos que 7' > 0. Como V,,(r,0) < 0, entonces V;,(r,0) >
0 en los puntos criticos. De lo anterior podemos probar que no existen mas
puntos criticos en ¢ = 0 para p € (—s,00). Ademés, como V,(r,7/n) es
continua y VW(T, m/n) > 0, los puntos criticos aparecen en pares de puntos
silla y minimos en ¢ = 7/n.

Para 1 < —s, tenemos que 7' < 0. Como V., (r,7/n) > 0, entonces
Vyr(r,m/n) < 0 en los puntos criticos. De lo anterior podemos probar que no
existen més puntos criticos en ¢ = 7/n para p € (—oo, —s). Ademds, como
V,(r,0) es continua para r # 1y V,,(r,0) < 0, los puntos criticos aparecen
en pares de puntos silla y maximos en ¢ = 0. U

Por lo tanto, en el problema del vortice casi nulo con el equilibrio re-
lativo poligonal para n € {2,4...}, existe una Z,-orbita de minimos para
€ (—s,00), cada minimo tiene una bifurcacion global de soluciones pe-
riodicas.

Como el potencial V' es D,,-invariante, todas las curvas de nivel tienen
que ser D,-invariantes. Ademas, como vimos las curvas de nivel regulares
son homomorfas a circulos y las curvas no regulares son separatrices. A con-
tinuacién vamos a analizar numéricamente el caso n = 3, en el cual podemos
corroborar las observaciones anteriores.

Para p € (g,00), el valor V(r3e™/?) es el minimo global. Ademds V (ry) >
V(r1) debido a que ry estd mas cerca del vortice ay con p positiva.

Para p1 € (—6,0], como p es negativa y pequeiia, el valor V (r3e”™/3) sigue
siendo el minimo global. Sin embargo, ahora V (r,e"™3) < V(1) pues rye’™/3
estd mas cerca de ay con p negativa.

/3 es el punto més cercano ag con i negati-
/3 es més grande que el de rye’™/3.

Para p € (—s,—4), como rqe
va, entonces el valor del minimo local rse
Por lo que

V(rge”/?’) < V(rge”/?’) < V(rsy).

Para u € (—o0,—s), sélo hay una separatriz correspondiente al valor
V (roe'™3) y se pueden encontrar explicitamente todas las curvas de nivel.
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(b) 1 € (=6,0)

Figura 3.6: Ejemplo para n = 3.

Sl

() pe(—s,—8) (b) 1 € (—00,—s)

Figura 3.7: Ejemplo para n = 3.

3.5. Comentarios

En este capitulo analizamos el movimiento de un satélite en la presencia de
n cuerpos primarios que forman un equilibrio relativo. Usando grado ortogo-
nal probamos que cada punto silla tiene una bifurcacién global de soluciones
periddicas y que cada minimo tiene dos (o no tiene) ramas de bifurcacién
global. Nosotros probamos que el potencial del problema no tiene maximos,
que existe al menos un minimo global y que existen al menos n puntos si-
lla, cada punto silla con una bifurcaciéon global de soluciones periddicas. El
resultado general de bifurcacion global es la primera aportacion de la tesis,
pues no conocemos un resultado general en ese contexto y con esa manera
de abordar el problema.

En particular analizamos la ecuacién de un satélite en la presencia de un
equilibrio relativo poligonal. Ese equilibrio poligonal fue usado por Maxwell
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para modelar a Saturno y sus anillos. Nosotros probamos que el potencial
del satélite tiene dos Z,-6rbitas de puntos silla y una Z,-6rbita de minimos.
Por lo que del teorema de bifurcacion obtenemos una bifurcacién global de
soluciones periddicas de cada punto silla. También probamos que cada mini-
mo tiene dos ramas de bifurcacién de soluciones periédicas cuando la masa
del cuerpo central p es suficientemente grande. En ese caso los minimos son
equilibrios linealmente estables.

Para encontrar los equilibrios del satélite usamos una representacion in-
tegral del articulo [BEO03], pero nosotros la probamos directamente en el
apéndice usando integrales de Cauchy. En [BE04] también se hace un estudio
detallado de los equilibrios y su estabilidad lineal, nosotros también recupera-
mos esos mismos resultados. En el articulo [AE04] se analiza numéricamente
a los equilibrios del satélite, su estabilidad lineal y la bifurcacion de estos.
Otro andlisis interesante de la dindmica global del problema se encuentra
en [Kal08]. Sin embargo, hasta el momento no conocemos una prueba de la
bifurcacién global en este problema.

También estudiamos la ecuacién de un voértice casi nulo en la presencia de
vértices principales en equilibrio relativo. Sin embargo, dado que el problema
en ese caso es completamente integrable, nuestro principal interés radica en
ejemplificar plenamente los resultados generales que habiamos obtenido. De
la misma manera la presentacion del problema de la luna de Hill y el pro-
blema de los tres cuerpos tenia sélo fines ilustrativos, pues los resultados de
bifurcacién en esos problemas son bien conocidos desde hace mucho tiempo.
Incluso el resultado de bifurcacién global fue probado con grado S*-ortogonal
en [MRO1] y [MRO4]. Para el problema restringido de los tres cuerpos reco-
mendamos el articulo [DRPT07], en donde se siguen numéricamente a las
ramas globales de bifurcacién y sus doblamientos de periodo.
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Capitulo 4

Bifurcacion de equilibrios
relativos para cuerpos y
vortices

En este capitulo encontramos bifurcacién de equilibrios relativos a partir
del equilibrio relativo poligonal. El equilibrio poligonal fue usado primero por
Maxwell para explicar la estabilidad de los anillos de Saturno.

Nosotros analizamos la bifurcacion de equilibrios relativos en un potencial
que incluye al problema de los n + 1-cuerpos y al problema de los vortices
como casos particulares. Para probar la bifurcacién de equilibrios relativos
usamos el grado de Brouwer, por lo que los resultados en este capitulo son
independientes de los resultados del grado ortogonal.

4.1. Planteamiento del problema

4.1.1. Los filamentos y voértices

A continuaciéon vamos a plantear un modelo simplificado para el movi-
miento de n filamentos casi paralelos. Las ecuaciones de n + 1 filamentos casi
paralelos son

~ F T,
oy 2 e —all®

4 — 4;

_07
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donde I'; representa a la circulacion y ¢;(t, s) es la posicién del filamento con
la altura s. Recordemos que J siempre es la matriz simplectica.

Deseamos usar la ecuacién anterior para modelar a n filamentos con cir-
culaciéon I' y un filamento con circulacién I'y = pI'. Sea pg = 'y p; = 1 para
j € {1,...,n}, entonces la circulacién del filamento j es I'; = p,;I". Podemos
adimensionalizar a [' y a 27 en las ecuaciones, entonces las ecuaciones de los
filamentos son

n
Thi0gy + 150545 = — it
)

q; — 4i
i=0(i#j 4

5
g — &l

A continuacién vamos a cambiar a un sistema de coordenadas rotantes,
para eso definamos a u(t) como ¢;(t) = e**/u;(t). Como 9,q; = e (du; +
wJu), entonces las ecuaciones en coordenadas rotantes son

“ U; — Uj
3Oy + 150505 = wpgJug — Y gy
i=0(i5) ||uj - UZH

Ahora vamos a escribir las ecuaciones en forma vectorial. Definamos al
vector de posiciones como u = (ug, Uy, ..., U, ), a la matriz de masas como
g =diag(pl,I,...,I) y a la matriz simplectica como J =diag(J, J,...,J).
Con las definiciones anteriores las ecuaciones en forma vectorial son

BT uy + f*uss = VV (u) con

1
V(w) = ws |8l + D7 pingn(luy = will).

1<J

en donde ¢; es una funcién que satisface ¢} (x) = —1/z.
En las ecuaciones de los vértices la posicion es independiente de la altura,
por lo que las ecuaciones de los vértices son simplemente g Ju(t) = VV (u).

4.1.2. Los cuerpos

A continuaciéon vamos a usar las ecuaciones de Newton para modelar el
movimiento de n + 1 cuerpos en el plano. Sea ¢;(¢) la posicién del cuerpo j,
las ecuaciones de Newton son

.. q; — 4q;
m;Q; = — Z mimj .
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Vamos a suponer que un cuerpo tiene masa pum y que n cuerpos tienen
masa m. Sea fig = 1y p; = 1 para j € {1,..,n}, entonces las masas de los
cuerpos son m; = p;jm. Podemos adimensionalizar a m en las ecuaciones de
Newton con lo que tenemos

. - Qz
1=0(i#j)

Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a u(t) como g;(t) =
eVetlu;(t). Como §; = eV (ii; + 2/wJi; — wu;), entonces las ecuaciones en
coordenadas rotantes son

it + 2wy Ju; = Z piplj —————

oz+1
2 =l

Sea u = (ug,uy, ..., u,) el vector de posiciones, las ecuaciones en forma
vectorial son

i + 2v/wpJu = V'V (u) con
1 2
V() = w3 |82l + D pirdalllu; — wi)),
i<j

donde ¢, es una funcién tal que ¢/ (x) = —1/z°.

4.1.3. Planteamiento general

En general vamos a estudiar al potencial de la forma

Val@) = wl|a2a])” + 3 misdalle; — i),
i<j

en donde ¢,(x) es una funcion tal que ¢ (z) = —1/x®. Particularmente nos
interesa el caso a = 1 para el problema de los vortices y el caso a = 2 para
el problema de los n 4+ 1-cuerpos. En esos problemas los equilibrio relativo
corresponden a puntos criticos del potencial V.

En lo sucesivo vamos a representar indistintamente a las posiciones en R?
o en C. Sea ¢ = 27/n, definamos al equilibrio relativo poligonal como

a = (Clo, ey CLn)

con ag =0y a; = € para j € {1,...,n}.
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Figura 4.1: Equilibrio relativo poligonal.

Proposicién 4.1 Entonces a es un punto critico del potencial V() cuando

w =W+ s1 con
n—1

1 1
T Z sin® D (j¢/2)

Prueba. El gradiente del potencial V' con respecto a z; es

ijv(a) = w:uJaJ - Z ,UZ/.L] H ||a+1
i=0 (i)

Para j = 0 tenemos que

Ademas, para j # 0 tenemos que

n

_ a; — a;
V., V(@) =wa; — > W — paj = aj (w—(p+s1)),
i=1 (i) 19— %

en donde s; es

n—1 i n—1

1 — et 1 1
517 1 — Jigclett — 9a win@1) (7 /9)"
; |1 —euc|ett 20 Zsm( D(1¢/2)

Por lo tanto a es un equilibrio relativo para la frecuencia de rotacion w =
W+ s1. U
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Si ¢ es un equilibrio relativo, entonces Ty también es equilibrio con w
reemplazado por w/7°"1. De hecho cualquier rotacién y homotecia de un
equilibrio relativo también lo es. Nosotros hemos preferido fijar la norma del
equilibrio relativo poligonal y dejar a p como parametro.

Nuestro propdsito es encontrar bifurcaciones de equilibrios relativos con
simetrias. A continuacién vamos a definir al grupo de simetrias del potencial.

Definicién 4.2 Sea S, el grupo de permutaciones de {1,...,n} y sea D,, el
grupo generado por las permutaciones ((j) = j+1 y k(j) = n—j. Definamos
la accién de S, en R*™D como
P(V) (0, 1,5 ooy Tn) = (To, Ty(1), -or Ty(m)) -
Ademds, definimos la accion de O(2) = S* U kS! en R2 ™) como
p(0) = e 7% yp(r) =R,
donde R es la matriz diag(R, ..., R) con R =diag(1,—1).

El potencial V' es S,-invariante debido a que las masas de n cuerpos son
iguales. Ademads, el potencial V' es O(2)-invariante, pues podemos rotar o
reflejar las posiciones de todos los cuerpos. Como el gradiente de un potencial
invariante es equivariante, entonces VV es ['-equivariante con

I'=D, xO(2).

Sea D, el grupo generado por (¢, () y (k, %) con ¢ = 27 /n € S'. La accién
de (¢,€) y (K, k) en R*™HD es

(¢, Q)z = p(Q)e ™ w y (r, )z = p(r)Ra.
Como los elementos (¢, () v (k, k) dejan fijo al equilibrio a, entonces
F(_z == Dn

Observacién 4.3 El generador de S' C ' es Ayx = —Jx. De la invarianza
de V tenemos que (VV, Ayz) = 0. Por lo tanto V es Z, x S* ortogonal. El
generador del nicleo de D*V (a) es

Ava=—Ja=—(0,ie, ..., ie"").

Sin embargo, para probar bifurcacion de equilibrios relativos no vamos a usar
el grado ortogonal, sino el grado de Brouwer restringido a un espacio de
puntos fijos de (k,K).
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4.2. Representaciones irreducibles

Antes de pasar a probar el teorema de bifurcacién estacionaria, deseamos
encontrar los subespacios de representaciones irreducibles de I';. La descom-
posicién por bloques de D?V(a) nos va a servir también para analizar la
bifurcacién periédica en los capitulos posteriores.

Definimos a A;; como los bloques de D?V (a) tal que

DV (a) = A = (Ay)}

ij=0"

A continuacion vamos a encontrar relaciones de simetrias entre las matrices
A;; usando que la matriz D*V (a) es I'z-equivariante.

Proposicién 4.4 Los bloques A;; satisfacen
Ay = e Agace™ y Aij = RAwou) B. (4.1)

Prueba. Como la matriz D?V (@) es D,-equivariante, entonces la matriz A
conmuta con p(¢)e ¢ y
A= p(¢)e 7 Ae”p(0)7

En lo sucesivo vamos a usar a [u]; para representar a la coordenada u; € R?
de u = (ug, ..., u,). Usando la notacién anterior tenemos que

[p(¢)e™ 7 Ae” p(¢) uls = e [Ae”  p(¢) Ml
= e A (e ucgy = Y e Agcye”

De las igualdades anteriores encontramos que
—J
> Aijuy = [Auli = ) e Acaee”
J

Por lo tanto A;; = e/ A¢ye(je’s. Usando que A conmuta con p(k)R pode-
mos probar de la misma manera que antes que A;; = RA ). R U

Ahora vamos a encontrar los espacios de representaciones irreducibles de
I';. Primero definamos a los vectores v; y v,_1 como

(1) ()
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Definicién 4.5 Para k € {2,...,n — 2,n} definamos a Ty, : C* — V}, como

Tk(z) _ (07 n—1/2e(z'kl—',-J)(jZ7 s n—l/Zen(ikI—i-J)CZ) con

Vi = {(0, @0 eI 2 e €.
Para k € {1,n — 1} definimos a Ty : C* — V}, como

Ti(a,w) = (vpor, n V2RI NGy, - =1/2en@RIEDCY con

Vi = {(vpay, e+ DSy enGRIEDCY - € €20 € R).

En la proposicién siguiente vamos a encontrar la accién del grupoI'; = D,
en los subespacios Vj. En particular, vamos a ver que los espacios Vi, & V,,_x
son invariantes bajo la accion del grupo I'; = D,

Proposicién 4.6 La accion de ((,¢) y (k,k) en Vj es

(¢ OT(2) = Ti(e™2) y
(k, k) T(2) = Th—k(R2),

donde R representa a la matriz diag(1,1,—1) para k € {1,n — 1} .

Prueba. Primero vamos a encontrar la accién para k € {2,..,n — 2,n}. Para
j # 0 tenemos que

[o(OTk(2)]; = [Tr(2)]c)
_ n—1/2€j(ikI+J)C<e(ikl+J)Cz) _ [Tk(e(ikl-i-J)(Z)]j'
Por lo tanto p(¢)Ti(2) = Ti(e™7)¢%). Usando que la accién de ¢ € O(2)
es e 7Ty (z) = T(e 7 2) concluimos que la accién de (¢, ¢) es (¢, ()Ti(z) =
Ty (e 2).
Ahora vamos a encontrar la accién para k € {1,n — 1}. Como en el caso
anterior tenemos que

p(O)Tk(, w) = Ty (v, e(ik”‘])cw).

Ademés, usando la igualdad e~/Sv, = e™*¢v;, podemos probar que la accién
de ( € O(2) es '
e T (a, w) = Tp(e®vpa, e w).

Por lo tanto, la accién también es (¢, )Tk(z) = Ty(e*¢2) para k € {1,n—1}.
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So6lo nos falta encontrar la accién de (k, k). Para k € {2,...,n — 2,n}
tenemos que

(&, &)T1(2)]; = [RTk(2)]xj) = [Tnr(R2)];,

entonces la accién es (k, k)Ti(2) = T,—r(Rz). Para k € {1,n — 1} usamos
que Rvy, = v,y para probar que la accién es igual a la anterior pero con
R =diag(1,1,-1). O

Sea Z, el grupo generado por (¢, (), entonces los Vj son los espacios de
representaciones irreducibles del grupo Z,. Como la matriz D?V (@) es Z,-
equivariante, entonces del lema de Schur tenemos que la matriz D2V (a) es
diagonal por bloques B; con

Ademas, la accién de ((,() y (k, k) en el subespacio Vi, @ V,,_x es

(¢, Q) 2k 2nk) = (€™ 2 e ™z y) y
(K, k) (2K, 2n—k) = (Rzn_g, Rzk).

Como D?V (@) conmuta con la accién de (k, £), entonces los bloque By, deben
satisfacer ademas que ByR = RB,,_j.

A continuacién vamos a definir una transformacién ortogonal en C2(+1)
usando a los isomorfismos 7}, como componentes.

Proposicién 4.7 Sea z = (21, ..., z,), la transformacion lineal Pz = >} _, Ty (zx)
es ortogonal, P* = P~1.

Prueba. Como la matriz ¢//¢ es una isometria en C? y como Z}:& eI k=0¢ —
ndy para k,l € {2,...,n —2,n}, entonces

(T, Ti()) = 3 €08 (965 96 )

=1
n—1
=n! E elk=0¢ (26, 21) = Ot (20, 1) -

=0
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De hecho, usando que v; y v,_1; son ortonormales podemos probar que
(Te(zx), T1(21)) = Ogi {2k, 21) para todo k y [. Por lo tanto P es una trans-
formacion ortogonal, pues

PZ PZ Z(Skl zk,zl >
U

Por lo tanto, la matriz D?V(a) es diagonal por bloques en las nuevas
coordenadas

P7'D*V(a)P = diag(B, ..., Bn).
A continuacién vamos a encontrar los bloques By, en términos de las matrices

A;;, recordemos que las matrices A;; representan a los bloques de D*V (a).

Proposicién 4.8 Los bloques By, satisfacen B,_i, = By con

By, = Z A,y para k€ {2,...,n —2,n} y (4.2)

j=1

T 1274 ¢
_ €1 Agoer n (AnOUk') _
ne ( A, S Aeieac | PERELn =1 (43)

Prueba. Primero vamos a encontrar los bloques By, para k € {2,...,n —2,n}.
Para | # 0 tenemos que [ATy(2)]; = n~'/23 7| Ajyel )4z De las si-
metrias (4.1) podemos probar que Aj; = €A, ;_pe™’¢ con | — j modulo
n. Por lo tanto

n
[ATk(Z)]l _ n71/2 Z el(ikJrJ)CAn(j_l)e(jfl)(ikIJrJ)CZ.
j=1

Reescribiendo la suma anterior encontramos que

2 A 6] (kI+J)¢

Como los isomorfismos T} estan definidos en subespacios invariantes Vj, en-
tonces [ATy(2)]o = [Tk(Byz)]o. Por lo tanto ATy (z) = Ty(Byz).

[ATy(2)]s = n~ /2! @R H7)¢ = [Ti(By2)].
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A continuacién vamos a calcular los bloques para k € {1,n — 1}. Para
[ # 0 tenemos que

n
[ATi (o, w)]; = (Avr)e +n~ 2~ Ayed 4y
=1
con @« € Cy w € C% De las simetrias (4.1) podemos probar que A;y =
eVC A, 0e ¢, entonces A, = eCA,0e v, Ademds, como ey, =
el*Cu, entonces Apvy = e* A .. Usando los cdlculos anteriores te-
nemos que

[ATk (Oé, w)]l — 12 HERI+T)C

(nl/zAnOUk) o+ (Z Anjej(ikHJ)C) w] )

j=1

(4.4)

Para [ = 0 tenemos que [ATy(2)]o = (Agovr) @ + n~2Dyw con Dy =

>y Agje!KITIC De las simetrfas (4.1) podemos probar que Ao = cl.
Como v,0} = 1, entonces

[AT (e, w)]o = vi, [(e] Agoer) o + n_l/Q(TJ,{Dk)w] . (4.5)
De los célculos (4.4) y (4.5) concluimos que D?V (a)Ty(c, w) = Ty (By(a, w))

con
B, — 6{/40061 n_l/Q(ﬁng)
k — nl/zAnOUk Z?:l Anjej(ikf—i-J)C :

Pero como la transformacién P es ortonormal y A es simétrica, entonces By,
—T
tiene que ser simétrica y (07 Dy) = nA,gvy.
En la prueba usamos que Vj, es invariante para probar que [ATy(2)]o =

[Ty (Byz)]o cuando k € {2,...,n — 2,n} y también usamos que la transfor-

macion P es ortogonal para probar que nA,gv, = (@,{Dk)T = D,{vk cuando
k € {1,n — 1}. De hecho, podemos probar las igualdades anteriores directa-
mente .

Para probar que [ATy(2)]o = [Tk(Brz)]o veamos que [Tx(Byz)]o = 0y que

(AT, (2)]o = n-1/2 Z Aojej(ikuj)gz.

Jj=1

De las simetrias (4.1) podemos ver que Ag; = €/7¢ Ag,e7/¢, entonces [ATx(2)]o

n=12C, Ay, z con
n
O = 3 ke
=1
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Ademads, podemos probar que Cy = 0 para k € {2,...,n — 2,n}. Por lo tanto
Para probar que nA,gvy = Div; veamos que [ATy(2)]o = n~Y/2Dyz con
Dy, = CiAp, . Podemos probar que C; = C,,_; = 5(I +1iJ) usando que

» 1
I — T eos? ¢ + 5 (J +i)sin2j¢+ (i) sin” j(.

Ademds, como Al = A, y la matriz C} es simétrica, entonces D} = A,(C,.
Por lo tanto D,{vk = A, 0Crvr = nA,ouk, pues Crup = nuy. O

En los cdlculos anteriores hemos usado sélo las simetrias de D?V(a), lo
anterior nos va a servir para abordar problemas con simetrias similares como
va a ser la latiz nolineal de Schrodinger.

Nuestro cambio de variables se realizé en coordenadas complejas. A con-
tinuacién vamos a encontrar a la matriz P~!D?V (a) P para las coordenadas
reales.

Proposicién 4.9 Sila matriz D*V (@) estd definida en el subespacio R*"+1)
entonces la matriz P~'D?*V (a)P estd definida en el subespacio W = C? x
C?*x ... x R* x R? con

P~'D*V(a)P = diag (B, Bs, ..., Bnj2, By,)
Ademas, en el bloque By la accion es
(€. Q)z = ez y (v, k)2 = RZ,
donde la matriz R es diag(1,1,—1) en el bloque Bj.

Prueba. Primero vamos a identificar al subespacio W = {z : Pz € R¥"+1},
Si Pz es real, entonces

ZTk(zk) =Pz = P_Z = ZTnfk(Zk)

k=1

Por lo tanto, el subespacio W es el conjunto de (21, ..., 2,) tal que z,_ = Z.
Recordemos que la accién de (k, k) en 2z es (k, k)2 = Rzp_.

Para k € {n/2,n} tenemos que 2, = z,_j, = 2z € R?, entonces la accién
de (k,k) es (k,k)z, = Rz,. En estos casos los bloques B, , y B, estan
definidos en espacios reales y la accién es real.
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Para k ¢ {n/2,n} necesitamos hacer el isomorfismo T'(zx) = (2x, Zn—&)
con z,_r = Z. La accién de (k, k) es

(k, k)T (z1) = (RZk, Rzi) = T'(RZy).
Usando que la accién de (¢, ¢) es (¢, )z = €z, podemos probar que
(€, Q)T (21) = T(e™z).
Finalmente, podemos usar la igualdad B,_, = B}, para probar que

(Bk, ank)T(Zk) = T(Bkzk)

4.3. Teorema de bifurcacion

En esta secciéon vamos a encontrar condiciones necesarias para la bifurca-
cion de equilibrios relativos de a. Para lo anterior vamos a necesitar hacer el
cambio de variables P directamente en el potencial.

Definimos a Vp : W — R como Vp(x) = V(Px). El potencial Vp es
[-invariante y el gradiente VVp es I'-equivariante con la accién pp(y) =
P~ 1p(y)P. Ademss, el equilibrio relativo zyp = P~'a es siempre un cero de
VVp.

Para cada h que divide a n, definimos al grupo D;, como el grupo generado
por (n/h)(¢,¢) v (k,x). Los Dy, son los subgrupos del grupo de isotropia de
Iz = D,. Definamos a la funcién f,(z) como VVp(x) restringido al espacio
de puntos fijos de D,

(@) = VVa(2)|ymy : WPR — WP,

El equilibrio g = P~'a se encuentra en WP* para todo h que divide a n,
entonces g es un cero de fj,(x). Los ceros de f(z) son los equilibrios relativos
con simetrias Dy,. Para probar bifurcacién de z, calcularemos primero el signo
del determinante de f; (o).
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Proposicion 4.10 Definamos a o como

o, = sgn(el Brey) para k € {n,n/2} y
o = sgn(det By) para k € [1,n/2) N N.

Entonces

sen (det fi(zo)) =n(p) =on [ o5

j€[1,n/2]NNA

Prueba. La accién de (¢, ¢) en la coordenada z;, es €z, por lo que la accién
de (n/h)(¢,¢) en z es trivial cuando 2, = e*™/M 2, Lo anterior sucede sélo
para z; con k € hN. Ademas, la accién de (k, k) en la coordenada z, es trivial
cuando z; = RZ;. Por lo tanto z € WPh si

2 = (2, Zon, -y 2n) CON 2, = RZj.
La matriz D2Vp(x,) en el espacio WP es de la forma
diag(Dh, D2h7 ceey Dn)

Para k € {n,n/2} tenemos que z;, € Rx{0}, entonces Dy = e] Bye;. Para k ¢
{1,n/2,n} tenemos que z;, € RxiR, entonces Dy, = T*B,T con T =diag(1,1)
el isomorfismo natural entre R? y R x {R. Para k = 1 tenemos que z, €
R? x iR, entonces Dy, = T*B,T con T =diag(1,1,1) el isomorfismo natural
entre R y R? x 7R. Por lo tanto sgn(det Dy) = oy, y

sgn(det f,(x0)) = sgn | det D, H det D; | = n(u).

F€[1,n/2]NNA

Observaciéon 4.11 Si no restringimos el mapeo fi, al espacio de puntos fijos
de (k, k), entonces o}, = sgn(det By,)?. El grado ortogonal estd definido sélo
para grupos abelianos, por lo que tenemos que ignorar la reflexion (k, k) si
queremos usar grado ortogonal. Sin embargo, en ese caso no podemos encon-
trar bifurcacion debido a que los o no cambian de signo.
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4.3.1. Bifurcacion local

A continuacién vamos a usar el grado de Brouwer en la funcién f; para
encontrar bifurcacién de equilibrios relativos con simetrias Dy, sin embargo,
la informacion sobre la bifurcacion global con este tipo de pruebas es menos
lograda que la que podriamos obtener con el grado ortogonal.

Definamos a la funcién f de By, x By, en R x W como

f@, 1) = (lz = zoll =&, ful, 1)) con
By x Byy = {(z,11) € WP x R ||z — ol < 2¢, |1 — pro] < 20}

Teorema 4.12 FEl grado de Brouwer de f(x,u) estd bien definido con

deg(f; Bz x Bay) = mn(po) = (o — p) — nu(po + p)-

Si nn(uo) # 0, entonces existe bifurcacion local a partir de (o, o) con si-

metrias Dy,.

Prueba. La prueba es similar a la prueba de bifurcacion periédica del capitulo
dos. La prueba consiste en deformar a la funcién ||z — zo|| —c en p— || — pol|
y a la funcién fi(z) en f;(zo). Después se usa la propiedad de escisiéon para
probar que

deg(f(u); By, X By.) = deg(f;b(ﬁbo —p)x; By) — deg(f;L(,uO + p)x; Ba:).

Como deg(f;,(1); Bae) = na(p), concluimos que deg(f; Bay X Bae) = na(fo)-
Si nn(po) # 0, entonces para £ pequefio existe un (., pte) con . C WP

tal que fr(ze, ) = 0y d(ze,x9) = €. Si hacemos tender € a cero, de la

compacidad obtenemos una subsucesion €, — 0 tal que p., — p;. De la

continuidad concluimos que p; = pp. U

La siguiente proposicién la vamos a usar cuando sélo un o, cambia de
signo .

Proposicién 4.13 Para cada k € {1,...,[n/2],n}, sea h el mdzximo comin
divisor de k yn. Si op(p) cambia de signo en py y o,(po) # 0 para las demds
Jj € [1,n/2] N (Nh), entonces existe una bifurcacion con simetrias exactas
Dy,. Por simetrias exactas entendemos que la bifurcacion local se encuentra
en WP\ Up .y WH.
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Prueba. Deseamos encontrar el mayor nimero de simetrias de la bifurcacién.
Lo anterior se logra usando el mapeo f; con h el maximo comun divisor de
k y n. Por hipétesis el producto

On H O-]'(MO) 7A 0,

J€[l,n/2INNh (j#k)

entonces 7, (o) = +2. Por lo tanto existe bifurcacion en el espacio de puntos
fijos de Dy,.

Sea Dp un grupo tal que Dy, C Dp, entonces h divide a p. Pero como p
no divide k, entonces

sgn(det f,(20)) = on H a; # 0.

Jj€[1,n/2)NNp

Por lo tanto f;(zo) es invertible. Del teorema de la funcién implicita podemos

probar que no existen soluciones en WP cercanas a (zg, io). Por lo tanto la
bifurcacién local no estd en WP, O

4.3.2. Bifurcacién global

A continuacién vamos a probar que la bifurcacion de equilibrios relativos
es global.

Definimos el conjunto de soluciones triviales 7" como T" = {(I'zg, p1) :
p € R} con g = P~'a. Sea S el conjunto de ceros de f(x, i), definimos a
G = S\T como el conjunto de soluciones no triviales. A G\G C T le decimos
el conjunto de bifurcacién y a (o, o) € G\G un punto de bifurcacién.

Sea C' C G la componente conexa de un punto de bifurcacién (zg, po). El
conjunto C'NT es el conjunto de puntos de bifurcacion de la rama C.

Definamos al conjunto de colision como

U= {zc R g =g, (i#75)}

Ademas, definamos al conjunto A, como A, = {||u|| < p} y al conjunto 2,
como
Q, = {z e R%"V -z < p,p~" < d(z, )}

Para p grande, el conjunto {2, es una bola grande menos unas vecindades
pequenas alrededor de hiperplanos de codimensiéon 2, por lo que el conjunto
(1, es conexo.
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Decimos que C' es admisible si estd contenida en algin €2, x A,. Ademas,
la componente C' es inadmisible cuando (a) el pardmetro p va a infinito, (b)
la norma de la rama va a infinito o (¢) la rama va a un punto de colisién.

Teorema 4.14 Si la componente conexa C' de un punto de bifurcacion (xo, o)
es admisible y el conjunto CNT es aislado, entonces C' retorna a otro puntos

de bifurcacion {(x1, 1), .oy (T pir) } 4
(o, po) + - + Mu(zr, ) = 0.

Prueba. Si C' es admisible, entonces C' esta contenida en el interior de €2, para
p suficientemente grande. Podemos construir un conjunto @ C €,x A, tal que
00NC = ¢y que fi,(z, 1) se anula en O sélo para z € T. Como f,(z, i) no
se anula en 02 a menos que x € T, entonces el grado deg(d(z,T) — ¢, fn; Q)
estd bien definido para € positivo. Como 2 es acotado, podemos tomar ¢
grande para que el grado sea cero.

Por hipétesis C' N'T consta de puntos aislados. Si tomamos £ pequeno,
los puntos que satisfacen d(z,T) = ¢y fu(z, 1) = 0 en €2 se encuentran en
la unién finita y disjunta de Ba.(z9) X Ba,(po) para (zo, o) € CNT. De la
propiedad de escision concluimos que

0= degl(d(maT) - & fh;Q) = Z deg(”x - .1'0” - €7fh;BZE X BZp)-

(zo,p0)ECNT

Del calculo que teniamos para los grados locales obtenemos que Z;:o (X, i) =
0. O

4.4. Simetrias

Las simetrias de Dy, son simplemente equilibrios formados por n/h poligo-
nos regulares de h lados con una reflexién. Para describir detalladamente las
simetrias de D), vamos a necesitar las siguientes definiciones.

Definicién 4.15 Definimos a un h-poligono como
{Tei“"ek(2”i/h) ck=1,.., h}. (4.6)
Definimos a un 2h-poligonos como

{’f‘eiwek@m/h)z k=1,.., h}. (4'7)
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Con las definiciones anteriores podemos describir completamente las si-
metrias de Dy,.

Proposicién 4.16 En un equilibrio relativo con simetrias Dy, el cuerpo cen-
tral esta en el eje real st h =1 y en el centro st h > 1. Para los cuerpos con
masas iquales tenemos lo siguiente:

(a) Sin/h es impar. El equilibrio relativo tiene un h-poligono (4.6) con ¢ =
0 y los cuerpos restantes forman 2h-poligonos (4.7)con ¢ € (0,7/h).

(b) Sin/h es par. El equilibrio relativo tiene dos h-poligonos (4.6) uno con
¢ = 0 y otro con ¢ = w/h. Ademds, los cuerpos restantes forman
2h-poligonos (4.7)con ¢ € (0,7/h).

Prueba. Para el cuerpo central tenemos que xy = (k,Kk)xo = T, entonces
zo € R. Ademads, como ¢ = (n/h)(¢, )z = e ™"z, entonces zy = 0 para
h>1.

Para los cuerpos restantes usamos la notaciéon x; = x,4x,. Con la notaciéon
anterior, las simetrias son

(a) z; = (n/h) (¢, Qay = e "My y () aj = (K, K)z; = T_;.

Debido a (a) las posiciones de todos los cuerpos estan determinadas por las
de los cuerpos j € NN(—n/2h,n/2h] . Ademas, debido a (b) las posiciones de
los cuerpos j € NN(—n/2h,n/2h] estan determinadas por las de los cuerpos
J € NNI[0, (n/2h)] .

De (a) encontramos un h-poligono para j € {0,(n/2h)}, ademés de (b)
tenemos que 79 € R para j = 0y que x,/9, € e™/"R para j = n/2h. Ademsés,
de (a) y (b) tenemos un 2h-poligono para cada j € NN(0, (n/2h)) y en ese
caso podemos escoger a la x; = e“r con ¢ € (0,7/h), pues un 2h-poligono
tiene colisién para ¢ € {0, 7/h}. O

Los equilibrios relativos con simetrias D,, son las homotecias del equilibrio
relativo poligonal, pues probamos que a es Unico con w = pu + s; para y ¢
{0, —s1}.

El grupo D; es el grupo generado por (K, k) y siempre es un subgrupo de
D,,. En las simetrias de D; el cuerpo central permanece en el eje real v los
otros cuerpos satisfacen lo siguiente:
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(a) Para n = 3. (b) Para n = 5.

Figura 4.2: Simetrias del grupo D;.

Si n es impar. Un cuerpo se encuentra en el eje real, los cuerpos restantes
forman pares simétricos con respecto al eje real, ejemplosn = 3y n = 5.

Si n es par. Dos cuerpos se encuentran en el eje real y no tienen ninguna

relacién de simetria, los cuerpos restantes forman pares simétricos con
respecto al eje real, ejemplos n =4 y n = 6.

(a) Simetrfas de D;. (b) Simetrias de D.

Figura 4.3: Para n = 4.

El grupo D, es simplemente el generado por (m,m) y (k, %) y es un subgru-
po de D,, cuando n es par. En las simetrias de D5 el cuerpo central permanece
en el origen y los otros cuerpos satisfacen lo siguiente:

Si n/2 es impar. Dos cuerpos se encuentran en el eje real con posiciones

simétricas respecto al eje imaginario. Ademas, los cuerpos restantes
forma cuadruplas simétricas respecto a los dos ejes, ejemplo n = 6.
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Si n/2 es par. Dos cuerpos se encuentran en el eje real con posiciones simétri-
cas respecto al eje imaginario y otros dos cuerpos se encuentran en el
eje imaginario con posiciones simétricas respecto al eje real. Ademas,
los cuerpos restantes forman cuadruplas simétricas respecto a los dos
ejes, ejemplo n = 4.

AN
» N\
s \ N\
7 \ R - o
- / N \ \.\
P \ - N \ - -
- R s o N ~~
&~ 7 «< A Vad —’_.%.’_ — =
S o / N Ny pad / »~ -
\.\ 1 | S ' 4 / 7
~ < / / /
~ ! | 7
¢ ///
¢
(a) Simetrias de D;. (b) Simetrias de Ds. (¢) Simetrias de Ds.

Figura 4.4: Para n = 6.

Nuestro ultimo ejemplo es el subgrupo D5 de Dy, en ese caso tenemos que
n/h = 2. Por lo tanto, el cuerpo central permanece en el centro y los otros
cuerpos forman dos 3-poligonos que no guardan relacién entre ellos, uno con
¢ =0y el otro con ¢ = 7/3.

4.5. Analisis del espectro n > 3

En esta seccion vamos a analizar los puntos de bifurcacién, para lo que
necesitamos calcular las matrices A;;.

Proposicién 4.17 Sean ay = (a+1)/2 y a_ = (o — 1)/2, entonces para
n > 3 tenemos que

AOO :,LL<51 —i—/L—i-Oé,n)I,
Ano = —pla-I +aiR) y

n—1
j=0
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Ademds, para j € {1,...,n — 1} tenemos que
B 1
(2sin(j¢/2))*

Prueba. Recordemos que el potencial V' es

(—a_[ + a+6jJCR) .

V(z) = (u+s0) |2+ 3 pmgdalllz; — ).

1<j

Notemos que V. ¢(||v; — z;]|) = —Va,é(||lz; — x;4||), entonces para i # j
tenemos

Aij = pitt; Do,V 0(lla; — ajll) = —pap; D3, 6(llai — ag]l)-

Para A;; tenemos que

Ay = (s1+ p)pal + ZMiM;’Diﬁ(Hai —ajl]) = (s1+ p)pil ZAw
J#i J#i

Sea a; = (xj,y;) v dij = ||(zs,v:) — (zj,v;)]|, la matriz de segundas deri-
vadas de ¢, (d;j) es

5, o,y atl (v — ;) (i —2)(yi—y;) | 1
D 6aldii) = dg:? ( (i — ;) (5 — y5) (yi — y;)? ) dq*lj.

La distancia de ap = (0,0) a a,, = (1,0) es dpo = 1, entonces

0
sy )=o)

Como Y77, €¥7¢ = 0 para ¢ # 7, entonces
- Z Agj = MZ e (a I +arR)e™¢ = una_.
— s

Por lo tanto

Aoo = (s1+ p)pld — ZAOj =u(s1+p+a-n)l.
j=1
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Sélo nos falta calcular A,,; para j € {1,...,n —1}. Como a, = (1,0) y

aj = (cos j(,sin j(), entonces la distancia es
2 - \2 2 e . 92/
d,; = (1 = cos j¢)* +sin” j¢ = 4sin”(j(/2).
Usando lo anterior encontramos que

A a+1 (1 — cos j¢)? —(1 — cos j¢) sin j¢ 1
MT TR\ —(L-cosjO)singC (sinjC)? i

Como sin? j¢ = (1 — cos j¢)(1 +cos j¢) y d%j = 2(1 — cos j(), entonces

4 - 1 I_oH—l 1 —cosj¢ —sinjC
"J_dgj“ 2 —sinj¢ 1+ cosj( '

De d,; = 2sin(j¢/2) concluimos que

1 1—a a+1 ;
7 (2sin(5¢/2)"" ( 2 2

A continuacién vamos a encontrar a los bloques B, explicitamente.

Proposicion 4.18 Definamos a sy, oy, Br y Ve como

1 <= sin®(kjc/2)

Sk = 54 ot s o
2 — sin (7¢/2)

a_ a_

Qap = _(3k+1 + Sk—l), B = Oé+(3k: - 81) Y Ve = —(8k+1 - 3k—1)~

2 2
Para k € {2,...,n —2,n}, los bloques By, son

Bk = Oé+,u<[ + R) + (81 + Oék)[ — ﬁkR — ")/kZJ
Ademds, B,_1 = B; y

p(s1+ g+ no) —(%)I/Z,ua —(%)1/2;”'
B, = — (%)1/2 Jites s1+a;+ (a+Dp ol

(%)1/2 40 —ot s1+ oy

a+1"°
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Prueba. De la definicién de By y A, tenemos que

n—1
Bk = (Sl + [,L)] — Ano + Z An](6](1k1+J)C — ])

J=1

Del célculo de Ao encontramos que By = ayu(l + R) + s11 + Dy, con
n—1
Dk — ZAn](ej(zkI-f-J)C o ])
j=1

Primero vamos a realizar algunos cdlculos en Dj. De A,; podemos ver
que Dy es
= (—a_I +ajeCR) (/WRI+¢ )

Z (2sin(j¢/2))* "

J=1

El coeficiente de la suma anterior es
(—a_T + a e R) (1T ) = a_ (I —e*IT0) —q R (e777¢ — k<) |

Podemos cancelar términos entre 7 y n — 7 de la suma en Dj usando las
siguientes igualdades

e 16 4 edIC = 2l cos jC 'y
eI RIHNC | o= GRIFIC — 9 [T cos jkC cos jC + i sin jkC sin j(] .

Entonces la matriz D, es

—_

n—

a_(I[1 —coskjCcos j¢] —iJ[sin jk( sin j(]) — ay R[cos j¢ — cos jk(]
: (2sin(j¢/2))"" '

Por lo tanto Dy = apl — B R — yx1J con

.
Il

1 —coskjCcosjC

2 (2sin(j¢/2)" "
cos j¢ — cos jkC
+Z (2sin(j¢/2))*

B sin jk( sin ¢
=2 B2

ap =




4.5 Analisis del espectro n > 3 79

Concluimos el resultado para ag, Br v 7 de que

Z 1 —cos((k+1)j¢) _

O 2 TGy
1 — cos((k — 1)j¢)
=0 (25in(ic/2)" R

sin?(jk¢/2) — sin®(5¢/2)
B o Y G2

A continuacién vamos a calcular a B;. Como antes tenemos que

= oy (s — s1).

Z A, @@ = o (T + R)p+ (s1 + )l — /iR — i,

J=1

pero en este caso 1 = 0y a1 = 1, entonces

zn:A A GIHDC ( s1+ a4+ 2040 agi )
nj — .

—Oéli S1+ aq

Ademas, como Rv; = ¥7, entonces

12 [/ _
n'2 Ay, v, = —nl/zu(a_vl +oa,0)=p (g) ( ia ) )

De los calculos anteriores concluimos el resultado para la matriz B;. Ademaés,
del resultado para By podemos probar que B,y = RB1R = B;. Ul

A continuacién vamos a encontrar los puntos de bifurcacién para el po-
tencial general.

Proposicién 4.19 Para k € {2, ...,[n/2]|} sean
ar, = (s1+ax)? =7 = B¢ y by = (a+1) (s1 4+ ap + Br),
entonces los signos oy son
or(p) = sgn(p — px) con px = —ay/by.

Ademds o, (1) = sgn(p + s1) y o1(p) = sgn(bip(p + s1) (1 — 1)) con py =
—ay /by, en donde

a; = (s1+20) (281 +na—n) yby = (a+1) (281 + 201 — n) .
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Prueba. Para k ¢ {1,n/2,n} el determinante de By, es
det By = (o pr+ (s1+ ar))® =7 — (e pp — Br)* = bept + ag.
Usando las definiciones de ay v (5 tenemos que
$1+ g+ Op = sk + (@ /2) (Spe1 + 28k + Sk_1 — 281) -

En el apéndice probamos que sp11+ 25+ sp_1 > 2s1, entonces by es positivo.
Ademds, para k = n/2 tenemos que v,/2 = 0y que

€1 Bpjaer = 51+ nja = Bupr + (4 g
Por lo tanto para k € {2,...,n/2} tenemos oy (1) = sgn(p — pg).

Para k = n tenemos (3, = —ays y o, = a_Sp, entonces elTBnel =
(v + 1)(p + s1). Por dltimo, para k = 1 tenemos que
2 det Bl
———— =p(a+1)(2s; + 201 — n) + (s1 + 201) (281 + na —n)
p(p+ s1)
= b1(p — p1).
De lo anterior concluimos el resultado. |

En —s; existe un cambio de signo de o7 y uno de o,,, entonces 1y (—s1) = 0.
A pesar de que 7, es cero, existe bifurcacién en p = —s; con simetrias D;.
Como las coordenadas no estan rotando para w = 0 , entonces la bifurcacién
es vertical y estd formada por las translaciones del equilibrio (0 + b, e® +
b, ...,e™¢ +b) para todo b € R.

Como sélo o,, cambio de signo en p = —s;, entonces 7,(—s;) = £2. Por
lo tanto en pu = —s; existe una bifurcacién con grupo de isotropia D,,. La
bifurcacién es vertical y estd compuesta por las homotecias (0, €b, ..., eD)
para b € R.

Como sé6lo o7 cambia de signo en p = 0, entonces 1;(0) = £2 . Por
lo tanto en p = 0 existe una bifurcacién con grupo de isotropia D;. Como
el cuerpo central no tiene masa para u = 0 , la bifurcacién es vertical y
estd compuesta de las soluciones (b, e, ..., e™") para b € R.

Por lo tanto, las verdaderas bifurcaciones se encuentran en py para k €
{1,...,[n/2]}. Del teorema de bifurcacién local y global tenemos lo siguiente.

Corolario 4.20 Sea h el maximo comun divisor de k y n, si ug es distinto
de —s1, 0 y de los p; para los otros j € [1,n/2] N AN, entonces en i, existe
una bifurcacion global de equilibrios relativos con simetrias exactas Dy,.
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Por bifurcacién global entendemos que si la bifurcacion es admisible, en-
tonces la rama retorna a otros puntos de bifurcacion y la suma de los grados
locales es cero. La bifurcacion es inadmisible si el pardmetro i o la norma van
a infinito o si las soluciones van a colisién. Por simetrias exactas entendemos
que la bifurcacién local tiene simetrias Dy, pero no simetrias Dp para h que
divide p.

Observaciéon 4.21 Supongamos que la bifurcacion global en py se extiende
hasta 1w = 0, en ese caso existe un equilibrio relativo con simetrias Dy, para
i = 0. En ese caso, de la continuidad de V en pu = 0 encontramos un
equilibrio relativo de los n-cuerpos con masas iguales y con simetrias Dy,. Es
decir, un equilibrio relativo formado por n/h poligonos regulares de h lados
con una reflexion.

4.5.1. Voértices

A continuacion vamos a analizar brevemente los puntos de bifurcacién
para el problema de los vértices. En el apéndice encontramos que s = k(n —
k)/2 para o = 1. Usando las definiciones para o = 1 tenemos que a_ = 0,
oy =1,

ar=0,7 =0y B = sp — s1.

Como para k € {2, ...,[n/2]} tenemos que pp = s;/2 — s1, entonces
e = (—k* +nk —2n +2) /4.
Ademas, para k = 1 tenemos que
=5t = (n— 12/4

Por lo tanto, el punto de bifurcaciéon ps = —1/2 siempre es negativo.
Ademds p3 = (n — 7)/4 es positiva para n € {8,9,...} y negativo para
n = 6,7. Como py es creciente en n para k > 3, entonces py siempre es
positiva para k > 4. Ademads, los puntos de bifurcacién py son crecientes en
k para k € {2,...,[n/2]}.

Por lo tanto, en el problema de los vdrtices para n € {3,4, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {1,...,[n/2]}, tiene una bifurcacion global de
equilibrios relativos a partir de py con simetrias exactas Dy, en donde h es
el mdximo comun divisor de k y n.

En [MSS88] se prueba la bifurcacién local de py con formas normales y
analisis numeérico.
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4.5.2. Cuerpos

En el problema de los n 4+ 1 cuerpos las ecuaciones estan bien definidas
para las masas p € [—sp,00). Para el problema de los n + 1-cuerpos tenemos
a = 2, usando las definiciones anteriores tenemos que a_ = 1/2, oy = 3/2,

ap = (Sk+1 + Sk—1)/4, B = 3(sk — 51)/2 ¥ Y = (Sk1 — Sk—1) /4.

En este problema no podemos calcular explicitamente las sumas s. Sin
embargo, en el apéndice probamos que s es creciente para k € {0,...,n/2}
y que s, satisface la desigualdad sg1 — 25, + sx_1 < 2s1. Lo anterior nos va
a servir para probar que las ecuaciones estan bien definidas en los puntos de
bifurcacién .

Proposicién 4.22 Para k € {2,...,[n/2]} tenemos que s1by —ar, > 0 y
e > —S81.

Prueba. De las definiciones de a; y by encontramos que

451by = 3815k_1 + 351Sk+1 — 65% + 18518k y

day = 251551 + 251Sk+1 — 55% — 98% + 18518k + Sk—15k+1-
Por lo tanto
4(s1bp — ay) = 518k41 + 515k—1 + 957 — 5 — Sp_15k41-
Usando la desigualdad —sgy 1 > —2s; + sx_1 — 251 concluimos que
4(s1by — ag) > spy151 + 55, + 957 — 87 — 51551 — 28psp_1 > 0.

g

En el apéndice probamos que si/s; — k% y que s;/n — oo cuando n
tiende a infinito. A continuacién vamos a encontrar a los signos de los puntos
(. con un célculo asintotico.

Proposicién 4.23 Para cada k > 2, el punto de bifurcacion py es positivo si
n es suficientemente grande. Ademds, el punto de bifurcacion p; es negativo
si n es suficientemente grande.
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Prueba. Para k > 2 tenemos que Ox/s; — 3(k* —1)/2, ax/s1 — (k* +1)/2
Y Y/$1 — k cuando n — oo. De las definiciones de oy, 0k ¥ 7% tenemos que
br/s1 — 6k* y que

ap/s; = (1+ai/s1)” = (Be/51)* — (/51)* — —k* (2k* = 5).

Por lo tanto py/s1 — (2k* —5) /6. Como (2k? — 5) es positivo para k > 2,
entonces ji; es positiva si n es suficientemente grande. Ademas, para k = 1
tenemos que a;/s; — 1, entonces

(81 + 20[1) (281 + n)
3(2s1 + 204 — )

,Ul/slz_ —)-1/2

g

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos para n € {3,4,...},, el
equilibrio relativo poligonal para cada k € {1, ...,[n/2]}, tiene una bifurcacion
global de equilibrios relativos a partir de py con simetrias eractas Dy, en
donde h es el mdximo comun divisor de k y n.

En [MS88] se prueba la bifurcacién local en puy con un anélisis numérico
de las .

Observacion 4.24 Se pueden encontrar una tabla de los py en el articu-
lo [MS88]. Con ese andlisis numérico encontramos que py > 0 para n €
{3,4,5,6}, que ps > 0 para n € {10,11,...} y que ux, > 0 para todo k > 3.

Con un andlisis numérico también encontramos que las py son crecientes
en k para k € {2,...,[n/2]}, creemos que se puede probar lo anterior usando
que los si son crecientes en k. En el limite cuando n — oo tenemos (pig1 —
wi)/s1 — (2k + 1) /3, por lo que al menos g1 > pu para n suficientemente
grande.

4.6. Analisis del espectro n =2

Las representaciones irreducibles para n = 2 son diferentes a las que
definimos paran > 3 debido a que ( = 7. Para k = 2 definimos el isomorfismo
T, : C2 — V4 como para n > 3 con

Ty(z) = (0,—27"z,27%2) y
Vo ={(0,—-2,2) : z € C*}.
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Sin embargo, para k = 1 tenemos que definir al isomorfismo T} : C* — V;
como

Ty (v, w) = (v,272w,27Y2w) con

Vi={(v,w,w):v,w e C*}.

Podemos probar como en los casos n > 3 que la accién de ( € D, es
p(O)To(2) = Ta(=2) v p(OTi(v,w) = Ty (v, w). Ademés, la accién de ¢ € S*
en Vi es e ITy(2) = To(—2) y e I Ty (v, w) = Ty (—v, —w) pues e~ = —1.
Finalmente, como la accién de k € Dy es trivial, entonces (k,k)T5(z) =
T5(Rz)y (k, k)T1(v,w) = T1(Rv, Rw). Por lo tanto, la accién de los elementos
de [?2 en los subespacios z; € V}, es

(€, Q)2 =2y (K k)2 = Rz,
((,Q)z1 = =21y (K, k)21 = diag(R, R)2.

De lo anterior vemos que los V}, son los subespacios de representaciones
irreducibles del grupo Zs que es generado por (¢, (), lo anterior nos va servir
para encontrar la bifurcacion periddica. Sin embargo, el subespacio V) tie-
ne en realidad dos representaciones de Dy una donde (k, x) actia como la
identidad y otra donde actiia como menos la identidad.

De las simetrias (4.1) podemos probar que las matrices A;; son diagonales
y que satisfacen Ay = Aoy, Aoy = A1ny Agr = Ag = Aga = Agg. Por lo

tanto
Aoy Az Ay

D*V(a)=A=| Ax Ay Ay
Ay Aar Az

Ademds, de los calculos que tenfamos para A;; encontramos que
Ao = (51 + p)pd — 2459, Ayg = —pdiag(a, —1),

1
A21 - 2a+1

diag(a, —1) y A22 = (Sl + ,LL)] — (Ago + Agl).

El hecho de que el caso n = 2 sea distinto a los casos n > 3 se manifiesta en
que la matriz Ay es diagonal para n = 2 mientras que Agy = Al paran > 3.

La transformaciéon Pz = T1(z;) + Ta(22) con 2z, € C* y 2, € C? es orto-
gonal, entonces P~'D?V(a)P =diag(Bi, By). Con el calculo de A podemos
probar que ATy(z) = T3(Bsz) con By = —Ag + Ag. Como s; = 1/29,
entonces By = (a + 1)(u + $1)diag(1,0) y su andlisis coincide con lo que
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encontramos para n > 3. Por lo que para el caso n = 2 sélo necesitamos
estudiar el bloque By para la bifurcacién de equilibrios relativos.
Para k = 1 podemos probar que AT(z) = T} (B z) con

B Ao 212 Agg
e 21/2Azo Ago + Aoy )

Ademas, de los célculos de A;; encontramos que By es igual a

(st + p+2a) 0 —V2apu 0
0 p(s1+p—2) 0 V2

—V2ap 0 si+(a+Dpu 0

0 \/§M 0 S1

Los teoremas de bifurcacién de equilibrios relativos sirven también para el
caso n = 2, s6lo que necesitamos estudiar el bloque B; reducido al subespacio
de puntos fijos de (k, k). Ese subespacio corresponde a la coordenada uno y
tres por lo que

Byl = [ P11+ 20) —V2ayp
Hyfrr —V2apu si+(a+Du )

El determinante del bloque anterior es p (1 + $1) (2 + 0 + s1 + o). Por lo
tanto, en u = 0, —s; existe una bifurcaciéon que conocemos explicitamente
como en los casos n > 3. Ademads, en

== (2a+s1) /(a+1)

existe una verdadera bifurcacién de equilibrios relativos con simetrias Dj.

Para los vortices & = 1y s1 = 1/2, entonces u; = —5/4. Para los cuerpos
a = 2y s = 1/4, por lo que las ecuaciones no estan definidas en p; =
—17/12.

4.7. Comentarios
En este capitulo analizamos la bifurcacion de equilibrios relativos a partir

del equilibrio poligonal. Nosotros usamos a la razén de masas entre los cuer-
pos i para estudiar bifurcacién de equilibrios relativos. De hecho, realizamos
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un analisis de la bifurcacion en un potencial general que incluia al problema
de los n + 1-cuerpos y de los vértices como casos particulares.

Nosotros probamos que para cada k € {1,...,n—1} existe una tnica razén
i donde el equilibrio poligonal tiene bifurcaciéon de equilibrios relativos con
simetrias Dy, donde h es el méximo comtn divisor de n vy k. Los equilibrios
relativos con simetrias D), estédn formados por n/h poligonos regulares de h
lados, los cuales ademas son simétricos respecto a una reflexion.

En el articulo [MS88], usando formas normales y un cambio de variables
debido a Palmore, se prueba la bifurcacién local que encontramos a partir de
la razén py para el problema de los n + 1-cuerpos y de los vortices. Nuestra
aportacién consiste en que probamos la bifurcacion global y en que dimos
un analisis asintotico de los . Ademas, nuestra metodologia respecto a la
de [MS88| es completamente distinta: para probar la bifurcacién nosotros
usamos grado en espacios de puntos fijos y un cambio de variables que surge
de forma natural de seguir las representaciones irreducibles.

Desde Langrange se conoce para tres cuerpos con masas generales que el
tnico equilibrio relativo es el triangulo, en [SM71] se encuentra un estudio de
su estabilidad. Por tal razén no existe bifurcacién de equilibrios relativos para
n = 2 con p positiva. En el articulo [A1b95] se prueba para cuatro cuerpos con
masas iguales que solo existen cuatro configuraciones centrales en el plano: el
cuadrado (equilibrio poligonal con n = 4 y u = 0), el triangulo con un cuerpo
en el centro (equilibrio poligonal con n =3 y u = 1), un equilibrio colineal y
un equilibrio en forma de triangulo is6sceles con en centro (equilibrio relativo
con simetrias Dy paran = 3y pu = 1). Por lo anterior la bifurcacién con
simetrias D; que encontramos a partir de (1 para n = 3 podria conectarse
con el triangulo isésceles.

También vimos que si la bifurcacién global de py se extiende hasta p = 0,
entonces existe un equilibrio relativo de n cuerpos iguales formado por n =
n/h poligonos regulares de h lados con una reflexién. Ese tipo de equilibrios
se conocen como poligonos anidados [CL10].



Capitulo 5

Bifurcacion periodica: cuerpos,
vortices, filamentos y cargas

El objetivo del capitulo anterior fue probar la bifurcaciéon de equilibrios
relativos a partir del equilibrio relativo poligonal. En este capitulo vamos a
analizar la bifurcacion de soluciones periddicas a partir del equilibrio relativo
poligonal para el problema de los n + 1-cuerpos. También vamos a analizar
el problema de ondas viajeras en filamentos casi paralelos, el problema de los
vortices y el problema de las cargas.

5.1. Planteamiento del problema
En el capitulo anterior estudiamos el potencial

Valw) = g0 82+ 3 syl — uil),
i<j

en donde ¢, es una funcién tal que ¢/ (z) = —1/z%. Vimos que los puntos
criticos de V' son equilibrios relativos del problema de los vortices para a = 1
y del problema de los n 4 1-cuerpos para o = 2. También probamos que
a = (0,€%,...,e™) es un equilibrio relativo para w = s; + p.

En este capitulo vamos a analizar la bifurcacién de soluciones periddicas
para las siguientes ecuaciones:

(a) En el capitulo anterior encontramos que las ecuaciones de n+1 vértices
son

aJ i = VVi(u).
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(b) En el capitulo anterior encontramos que las ecuaciones de n+1 filamen-
tos casi paralelos son uJ 0t + j120%u = VVi(u). Nosotros buscaremos
ondas viajeras de la forma u(t, s) = u(2yt+x), por lo que las ecuaciones
para ondas viajeras en filamentos casi paralelos son

@i+ 2y u = VVi(u).

(c) En el capitulo anterior encontramos que las ecuaciones para n+ 1 cuer-
poOs son

i+ 2v/wpJu = VVa(u).

La ecuacién
%6+ 27T 0 = VVy(u) (5.1)

generaliza a las dos 1ltimas ecuaciones, pues para 3 =1/2, v =/ wy a =2
obtenemos la ecuacién (c) de los cuerpos y para =1y o = 1 obtenemos la
ecuacién (b) de los filamentos.

Nuestro propésito en este capitulo es encontrar soluciones periddicas a
partir del equilibrio a. En lo sucesivo sélo vamos a indicar las diferencias
para probar la bifurcacién en la ecuacién (a) con respecto a la ecuacién

(5.1).

Observacion 5.1 De hecho, podemos usar el grado ortogonal para buscar
filamentos periodicos en el tiempo y en la altura. Sin embargo, cuando ha-
cemos la reduccion global nos aparece el problema de pequenos divisores y la
reduccion global de Liapunov-Schmidt ya no nos sirve.

El operador D(v) para la ecuacién (5.1) es
D(v)x = —i*PV?i — 2yvpJ .

El conjunto de colisién es ¥ = {z € R+ . 7, = ;} y las trayectorias
libres de colisiéon son

Hy (RPN = {z € H (R*"Y) (1) # (1)}
El operador f : HZ (R2"D\W) — L2 es

f(x,v) = D)z + VVa(x).
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En el capitulo anterior probamos que el potencial VV,(x) es S, x O(2)-
equivariante. De la definicién (4.2) tenemos que la accién de S,, corresponde
a permutar los cuerpos con masas iguales. Ademds, la accién de O(2) =
S U kS! corresponde a rotar y reflejar las posiciones de todos los cuerpos.
Como J conmuta con p(f) = e=7% el operador D(v) es I-equivariante con

r=2%,xS"

Por lo tanto f es G-equivariante con G' = I' x S'. Como los generadores
infinitesimales de G son

Ty = —Jux,

0
Ar = 6—¢|¢:0x(t +p) =0y A1z = %|9:06

y el gradiente V'V, es ortogonal a Az, entonces

2
(f(x), &), = _% ‘}ﬂ6¢||2 2™ — 2w <jﬂ1/2j;7ﬁ1/2;'g>Lgﬂ + Va(2)]2" =0

2w
(@), Ta)yg, = (05, T%5)y — 2w a7+ [ (WY T =0,
4 0

Por lo tanto el operador f es G-ortogonal.
Sea Z, el subgrupo generado por ((, (). Como a no depende del tiempo,
el grupo de isotropia de a es

G&:Zn X Sl.

Ademds, la érbita de a es isomorfa a G/G; ~ S, por lo que el nicleo de
D?f(a) tiene que ser generado por Aja = —Ja .

Para los vortices, el operador D(v) = —viaJ i estd definido en las tra-
yectorias libres de colision Hj_(R2 ™D\ W) y todas las otras definiciones son
equivalentes.

Observaciéon 5.2 Como las matrices J y R satisfacen RJ = —JIR, el
operador f(z) es en realidad H-equivariante con H = S, x (T? U kT?), en
donde la accion es kx(t) = Rax(—t) y (0, )z = p(0)x(t+) para (0,9) € T?.
Para v =0, el operador f es G-equivariante con G = S, x O(2) x O(2), por
lo que solo estamos usando la parte abeliana del grupo G.
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5.2. Teorema de bifurcacion

A continuacién vamos a usar los resultados que probamos en los capitu-
los dos y cuatro. Para hacer la reduccion global de Liapunov-Schmidt ne-
cesitamos verificar la hipétesis (2.1). La matriz —j?°I es invertible para
i # 0. Para u = 0 el cuerpo central tiene masa cero, quitando la coorde-
nada correspondiente al cuerpo central tenemos que el operador es D(v)x =
—v%3 — 2yvJ%. Por lo tanto, en los dos casos podemos realizar la reduccién
global de Liapunov-Schmidt.

Del corolario (2.3) encontramos que la linealizacién de la funcién de bi-

furcacién en a tiene bloques M ({v) con
M(X) = g* NI — 2va\(iT) + D*V,(a).

Ademas, las primeras dos coordenadas de M (\) no aparecen cuando p = 0.
Para el problema de los vértices el bloque es M()\) = —p\(iJ) + D?V,(a).
En el capitulo anterior encontramos que los espacios de representaciones
irreducibles de I'; = Zn son los espacios Vj, definidos en (4.5). Con el cambio
de variables P del capitulo anterior tenemos que la matriz es diagonal por
bloques
P MNP = diag(Mi(\), ..., M, (X)),

en donde las matrices M, satisfacen
En la proposicién (4.8) encontramos los bloques By, que satisfacen DV (a)Ty(z) =
Ty(Byz) v en la proposicién (4.18) calculamos que B,,_, = By con
By =a,u(I+ R)+ (s1 +ag)l — BR —yiJ para k € {2,...,n—2,n}y
plsi+ptna) —m/2)pa —(n/2)" pi
B, = —(n/2)"? poe s1 4 g + 20 p Qi
(n/2)"? pi —ayi 51+ o

A continuacién vamos a encontrar las matrices M(\) en términos de los
bloques By.

Proposicién 5.3 Las matrices My, satisfacen My(\) = M,_(—\) con
My(N\) = NI — 29\(iJ) + By, para k € {2,...n —2,n} y
Mi(\) = Ndiag(p*”, T) — 2yAdiag(p, i) + Bu,

donde el primer renglon y columna de My no existen para p = 0.
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Prueba. Para k € {2,...,n—2,n}, lamatriz i en Vj es iTyz = Tjz. Ademés, la
matriz 17 satisface (iJ)Tyz = Tx(iJ)z . Por lo tanto M (\)Ty(z) = Ti(My2)
con Mk = /\2] - 2’}//\(ZJ) + Bk

Sélo nos falta calcular las matrices My, para k € {1,n—1}. La matriz i en
el subespacio V; es u11(z) = Ti(diag(p, 1,1)z). Ademés, como (iJ)v; = vy,
entonces la matriz 17 satisface (iJ)7T1(z) = Ti(diag(1,iJ)z). Por lo tanto
M(MNTi(z) = Ty (M;z) con M; como en la proposicién. Del mismo modo
podemos usar la igualdad (iJ)vy = —wvq, para probar que (iJ)T,-1(z) =
Th-1(diag(—1,iJ)z) y

Mnfl()\) = )‘Qdiag(ﬂzﬁv I) - 27)‘dlag<_:u7 ZJ) + anl-

Finalmente, usamos la igualdad B,_, = B para probar que M, _(N)
]\_Jk(—)\).

O

Para el problema de los vértices podemos probar lo siguiente.

Proposicién 5.4 En el problema de los vértices tenemos que My(\) = M, _x(—N\)
con

Mi(N) = =\(iJ) + By, para k € {2,....n—2,n} y
My() = —Adiag(u, i) + By,
en donde el primer renglon y columna de My no existe para p = 0.

En el capitulo anterior probamos que el niicleo de My (0) = By, estd gene-
rado por Aja para pu & {—sy, g : k=1,..,n — 1}. Por lo tanto tenemos que
excluir a los puntos —s; y . del andlisis de bifurcacién periddica (2.5).

La accién de (¢, ¢, ) € Zy x S' en Vi es p(C, ¢, @) = el Por lo que
el grupo de isotropia en el bloque M (v) es el grupo Gy generado por

(¢, ¢, —kC) € Z, x S*.
De la definicién (2.6) tenemos que
Mk (Ao) = o{nr(ro — p)) — ni(Xo + p)}

con ng(A) el indice de Morse de M (). Como el espacio de puntos fijos de
G es Vi, y el generador del nticleo es Aja = T,,(—n'/?e;), entonces

o = sgn(e] Buey).
De los teoremas (2.8) y (2.12) podemos concluir el siguiente teorema.

Teorema 5.5 Sin(v) es distinto de cero, entonces en vy existe una bifur-
cacion global de soluciones periodicas con simetrias Gy,.
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5.3. Simetrias

Como ((,(, —k() € Gg, una solucién con simetria Gy, debe satisfacer

z(t) = e “p(Q)a(t — kC).

Para describir las simetrias vamos a usar el isomorfismo natural entre C y
R2.

Observacion 5.6 Si x es una solucion con simetrias Gy, entonces x(—t)
es una solucion con simetrias G,_. De hecho, los espectros que originan
bifurcacion con simetrias Gy y Gn_i estin relacionados por M, r(\) =

My, (=)). Por lo tanto, sélo necesitamos describir las simetrias de Gy pa-
ra k €{1,....,n/2,n}.

A continuacién vamos a describir las simetrias de Gy para k € {1,...,n/2,n}.

Para cada k fijo, sea h el méximo comun divisor de n y k, definimos a n como
n=n/hyakcomok=Fk/h.
Para el cuerpo central xy de z = (x, ..., x,,) tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 5.7 Para h > 1 el cuerpo central permanece en el centro
zo(t) = 0 y para h = 1 tenemos que zo(t + ¢) = e ™ Cay(t), donde k™!
es tal que k~'k = 1 modulo n.

Prueba. Como p(¢)xg = xo, €l cuerpo central satisface

wo(t) = e ot — k(1))

Como k(n¢) = 27k y n¢ = 2m/h, entonces para h > 1 el cuerpo central
satisface '
zo(t) = e g (t — k(7C)) = e "My (t) = 0.

Ademas, para h = 1 el cuerpo central satisface
zo(t) = e Do (t — k(k71C)) = e *F Do (t — ()
con k7! tal que k~'k = 1 modulo n. O
Por lo tanto para h = 1, la posicion del cuerpo central esta determinada

por la posicién en el intervalo de tiempo [0, (). Ademds, en ese intervalo [0, (],
el cuerpo central se mueve del punto zo(0) al punto z(¢) = e~ <a(0).
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Para describir los cuerpos restantes usamos la notacién x; = ;x,. Con
esa notacién tenemos que p(()x; = x;41, entonces los cuerpos z; para j €
{1,..,n} satisfacen

() =e ij{a:l(t + jkQ).

Podemos decir que todos los cuerpos con masas iguales siguen la misma
trayectoria pero con un desfase temporal y con un rotacion espacial.

Como las simetrias de G,, son zo(t) = 0y zj41(t) = e ““x1(t), entonces el
cuerpo central permanece en el centro y los otros cuerpos forman un poligono
regular todo el tiempo, ejemplo n = 3.

G) \] /i\ ~
/ ./
(a) Simetrias de Gy. (b) Simetrias de G3.

Figura 5.1: Para n = 3.

Las simetrias de Gy son zo(t + ) = e “xo(t) y xj11(t) = e a1 (t + jC).
Por lo que el cuerpo central se mueve ordenadamente entre el intervalo de
tiempo [0,¢) y la rotacién espacial e~ . Los otros cuerpos siguen la misma
orbita con el mismo orden entre la fase y la rotacion espacial, ejemplo n = 3.

Las simetrfas de Gy, para h = 1 son zo(t + ¢) = e™™* $zo(t) y x4 (t) =
e 9z (t + j(kC)), por lo que las simetrfas en ese caso son similares a las de
(G1, pero con una permutacion entre la fase y la rotacion espacial. Con el fin
de ejemplificar el comentario anterior, podemos contrastar los casos k =1y
k = 2 para n = 5. Como para k = 2 tenemos que &k~ = 3 en Zs, entonces
el cuerpo central recorre en orden los siguientes puntos x(¢) = e 3%z,
70(2¢) = e ®xg, 19(3¢) = e Mxg y 19(4¢) = e % 7. Ademas, las soluciones
de los cuerpos con masas iguales son x,(t), e “xzi(t + 2¢), e Zx;(t + 4(),
e By (t+¢) y e "y (t +30),
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O
N o

\ \
...’ \\/

/ -~
l\/ (\\ e \
o\ ¢}

(a) Simetrias de G. (b) Simetrias de Ga.

Figura 5.2: Para n = 5.

Figura 5.3: Simetrias de GGy para n = 4.

~ Las simetrias de Gy para h > 1 son zo(t) = 0y x;41(t) = e P ay(t +
jk(2m/n)). En este caso el cuerpo central permanece en el centro. Ademsés,
los otros cuerpos describen un acoplamiento entre la rotacion espacial y la

fase temporal, determinada por la permutacién que genera multiplicar por k
en Zz. Ver el ejemplon =4y k=2.

Observacién 5.8 Las soluciones en coordenadas fijas son q(t) = e7“ "tz (vt)
con v = 1/2 para los cuerpos y con v = 1 para los vortices. Parametrizando
el tiempo tenemos que q(t) = 7™ /Y1 (t), donde x una funcién 2m-periédica.
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Sea Q =1— kwY /v, entonces para j € {1,...,n} tenemos que

Gi+1(t) = T (1)
= e Uy (t + jRC) = e VPqu(t + jikC).
Para p =0 y en el caso que Q) € nZ, las soluciones con simetrias Gy, satis-
facen q;11(t) = q1(t + jkC). Por lo que los cuerpos con masas iguales siguen

la misma trayectoria, en general cuasiperiodica. Las soluciones anteriores se
conocen como coreografias [Che08].

5.4. Analisis del espectro n =2

Primero vamos a analizar el caso n = 2 debido a que es cualitativamente
distinto a los casos n > 3. Como vimos en el capitulo anterior, en este caso
s6lo tenemos que estudiar el bloque M;(v). Para n = 2 las soluciones con
simetrfas D; que bifurcan debido al bloque M, (v) satisfacen simplemente

zo(t +m) = —xo(t) v x2(t) = —x1(t + 7).
Recordemos que definimos a

Ty (v,w) = (v,27Y%w,27Y?%w) con
Vi={(v,w,w):v,w € C*}.
Por lo tanto, la matriz f en el subespacio Vi es uT1(z) = Ti(diag(pul, I)z) y la

matriz J es J11(z) = Ti(diag(uiJ,iJ)z). Recordemos que ATy (z) = T1(By2)
con Bj igual a

w(s1+ p+ 2a) 0 —V2apu 0
0 p(s1+p—2) 0 V2

—V2apu 0 si+(a+Dpu 0

0 \/§H 0 S1

Por lo tanto M (\)T}(z) = T1(M;z) con
M, (v) = v*diag(p?’I, 1) — 2yvdiag(piJ,iJ) + By.

De igual manera encontramos para los vortices que My (v) = —vdiag(piJ,iJ)+
B;.
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5.4.1. Vortices

Como o =1y s; = 1/2, entonces el bloque M;(v) es

plp+5/2)  —ivp —V2u 0
Wi (e —3/2) 0 V2u
—V2u 0 2u+1/2 —iv
0 V2u w 1/2

(20)

{1ay-=p

Figura 5.4: Grafica de d;(u,v) = 0.

Proposicién 5.9 Sean
vo(p) = | +1/2] yua(p) = V3(—pu—5/4)'2,

entonces el determinante de M; se anula sélo en las curvas: p = 0 para
veR, vy para p € R y vy para p € (—oo, —5/4). Ademds, dividiendo al
semiplano v > 0 en las siete regiones que separan las curvas anteriores, el
nimero de Morse de M;(v) en las regiones (1z) es ny = 1, en las regiones
(2x) es ny =2 y en las regiones (3x) es ny = 3.

Prueba. Como el determinante det M, es

det My = 1 (v — (u+ 1/2)%) (2 + 31 + 5/4)),
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entonces el determinante se anula solo en las curvas de la proposicién. Ademaés,
las curvas vy y 1 se intersectan sélo en u = —2.

Para v grande el nimero de Morse de la matriz M;(v) y el de la matriz
—vdiag(uiJ,iJ) son iguales. Por lo tanto ny = 2 en la region (2a) y (2b).
Ahora bien, la matriz M (u,0) tiene valores propios

1 1
Z<2’“‘2 —3u+1)+ Z\/4“4 — 123+ 372+ 6p+ 1y

1 1
1(2“2 +9u+1)+ Z\/4“4 +4p3 + 2902 — 2 + 1.

Usando lo anterior encontramos que n; = 2 en (2¢), ny =3 en (3a) yn =1
n (la) y (1b).
S6lo nos resta encontrar ny en la regién (1c). La matriz M (u, p + 1/2)
tiene valores propios 0, 3u v

pr41/24 (2 +1/22 +p(p+2) (2u+1).

Como M (u, p + 1/2) tiene dos valores propios positivos para p < —2, en-
tonces n; < 2 en (1lc). Finalmente como det M; es negativo en (1c), entonces
ny = 1en (lc). O

Por lo tanto, en el problema de los vortices para n = 2, el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcacion global de soluciones periodicas a partir
del periodo 2 /vy y 2w /vy (para p < —pq ) con simetrias Gy. De la discusién
de estabilidad lineal, el equilibrio poligonal para n = 2 es estable cuando
< pg=—5/4.

5.4.2. Ondas viajeras en filamentos

Como v =1y sy = 1/2 para n = 2, entonces el bloque M;(v) es

e (pv? + p+5/2) —2ivyp —V2u 0
2ivyp p(pv? + p —3/2) 0 V2pu
—V/2u 0 P 42u+1/2  —2ivy

0 V20 2ivy V2 +1/2

Como el determinante det M;(v) es un polinomio de grado ocho en v sin
una factorizacién explicita, sélo vamos a estudiaremos un caso sencillo. El
determinante para v = 0 es

det M (0) = =3 (1 + 1/2)* (n+5/4),
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entonces det M (u,0) es negativo para u > pu; = —5/4. Como det M (u, v)
es positivo para v grande, entonces para p > p; existe un punto v; donde
det M (p, v) cambia de signo. Por lo tanto n;(v4) # 0 para u > p;.

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n = 2, el
equilibrio relativo poligonal para cada p > py con v € R tiene una bifurcacion
global de ondas viajeras periddicas a partir del periodo 27 /vy con velocidad
de onda 7y y con simetrias G.

5.4.3. Cuerpos

Para n = 2 tenemos que s; = 1/4y w = p+ 1/4 con o = 2, entonces el
bloque M;(v) es

pwr? + p(p+17/4) —2ivpw —2v2u 0
20w pwv? + (e —7/4) 0 V20
—24/2u 0 wr+3u+1/4  —2ivw
0 V24 2ivw wr? +1/4

El determinante de M; (v) es det My (v) = 2782 (4p + 1)% (2 — 1)% dy (1, v)
con

di(p,v) = (160 + 8+ 1) v* + (—16p° + 201 + 6) v* — (84 + 119)..

Para p > 0 el polinomio d;(u,v) se anula sélo en {£v;}, donde 14 es la
solucién positiva de

V2 =20 — 3+ 2(p® 4 181 + 32)Y2)/(4p + 1).

Como v; > 1 para p > 0, entonces solo tenemos que conocer los valores
propios de M;(1,v). Los valores propios de M;(1,v) son 5 (v +1)* /4y

(502 £ 2(250% + 81)1/% + 11) /4.

De lo anterior podemos ver que n; = 1 para |v| < 11 y que n;y = 0 para
|v| > vy. Por lo tanto (1) =0y n(v1) =1 — 0 para u > 0.

Por lo tanto, en el problema de los n+ 1-cuerpos para n = 2, el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcacion global de soluciones periodicas a partir
del periodo 27 /vy con simetrias G;. De la discusién de estabilidad lineal, el
equilibrio poligonal para n = 2 nunca es estable.
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5.5. Analisis del espectro n > 3

En esta secciéon vamos a analizar los puntos de bifurcacién para n > 3.
Como los bloques My () son autoadjuntos, entonces sus valores propios son
reales. Como las matrices satisfacen M,,_;(\) = M, (—\), entonces las matri-
ces My, (N) y Mg(—A) tienen el mismo espectro. Por lo tanto los nimeros
de Morse n(A) satisfacen

5.5.1. Vortices

Primero vamos a analizar el espectro en el caso de los vértices. Usando las
definiciones del capitulo anterior para o = 1 tenemos que a_ =0, o, =1,

ar =0, 7 =0y B = s — s1.
Por lo tanto, de (4.18) tenemos que los bloques By para k € {2,...,n —2,n}
son
Bk = diag (Q(M + 81) — Sk, Sk) y
1/2 12 .
plsi+m) =0/ —m/2)" pi
Bi=| —(m/2"*n s+ 2u 0
(n/2)"? i 0 51
Ademéds, en el apéndice probamos que s, = k(n — k)/2 para o = 1.
Para simplificar el analisis de bifurcacién vamos a cambiar del pardametro
i al pardmetro w = p+ s;. En el capitulo anterior probamos que el determi-
nante det By se anula sélo en g, por lo que tenemos que excluir del anélisis
de bifurcacion periddica a wy = pup + s; para k = 1,...,n. De los célculos de

i en el capitulo anterior tenemos que wy = s1(s; + 1) y que wy = s;/2 para
ke{2,..,n/2,n}.

Bloques k € {2,....n — 2,n}

Como la frecuencia es w = p1+ sy, el bloque By es By, = 2diag (w — wy, wy).
Como w,, = 0, entonces

o = el B,e; = sgn(w).

A continuacion realizaremos el analisis del espectro para los vértices.
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Proposicion 5.10 Definamos a v, como

U = [dwp(w — wy,)]V2

(a) Para w > wy, el determinante det My, se anula sdlo en {£vy} con
(b) Para w < wy, el determinante det My, nunca se anula.

Prueba. De las definiciones anteriores tenemos que la traza y el determinante
de My, son Ty(v) = 2w y dip(v) = —v? + dwi(w — wy). Para w > wy, el de-
terminante dy(r) cambia de signo sélo en el punto v,. Como wy es positivo,
entonces 1 (0) = 0, pues di(0) > 0y T;(0) > 0. Como di(o0) < 0, entonces
ni(o0o) = 1. Ademds o = 1 pues wy > 0. Por lo tanto n(vg) =0 — 1. O

Para k& = n tenemos que w, = 0, entonces v, = 0 no es un punto de
bifurcacién del bloque M,,.

Por lo tanto, en el problema de los vdrtices para n € {4,5, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {2,...,n — 2} tal que w > wy, tiene una
bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 27/vy con
simetrias Gy. Como todos los puntos de bifurcacién tienen n, = —1, entonces
la bifurcacion anterior no puede retornar a a. Por lo tanto la bifurcacién o es
inadmisible o va a otro punto de bifurcacion distinto a a.

Bloques k € {1,n — 1}

Ahora vamos a analizar el espectro de los bloques My (v) para k € {1,n—
1} y v € R*. Lo anterior es equivalente a analizar sélo el espectro de M;(v)
para v € R, pues n,_1(A) = ni(=\).

Proposicion 5.11 El determinante det My se anula solo en las curvas
pw=0parav € R, vo(p) = p+ s1 para p € R y

vi(p) = £4/s3 — p para p € (=00, s7).

Ademds, dividiendo el plano (u,v) en las ocho regiones que separan las curvas
anteriores, el numero de Morse de My(v) en las regiones (0x) es ny =0, en
las regiones (1x) es ny =1 y en las regiones (2x) es ny = 2.
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«0a)y)--u

(la)

Figura 5.5: Grafica de dy(p, v) = 0.

Prueba. Con los calculos que teniamos, el bloque M; es

p(=vtsi+n) —0/2)"p = (n/2)"? pi
Mi(wv)={ —(n/2)""p s1+ 24 iv
(n)2)"? i —iv 1

Por lo tanto la traza de M; es
Ti(p,v) =2p+ 281+ p(p+s1—v).
Ademas, como n = 2s; + 1, el determinante es

di(p,v) = p(v —(n+s1) (v = (57 — )

Por lo tanto, el determinante det M; cambia de signo sélo en u =0, vo(p) y
vi(p). Ademads, las curvas vy(p) v v—(u) se interceptan en el punto

(uo, 1/0) = (—281 - 1, —S1 — 1)

Para v grande el nimero de Morse de la matriz M;(v) y el de la matriz
—vdiag(p,iJ) son iguales. Por lo tanto ny(00) = 2y ny(—o0) = 1 para > 0.
Ademas ni(00) = 1y ni(—o0) = 2 para u < 0. Por lo tanto ny = 2 en la
regién (2a) y (2b) y n; = 1 en la regién (la) y (1b).

La regién (1d) se encuentra entre las curvas vo(p) v v—(u) para u €
(=00, —2s; — 1). Por lo tanto el determinante d; es negativo en la regién
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(1d) y ny € {1,3}. Sea v = (v + v_)/2, entonces v = u/2 + o(p) y T1(v) =
12 /2 + o(p?). Como Ty(v) > 0 para u — —o0, entonces n; # 3. Por lo tanto
n; = 1 en la regién (1d).

Para v = 0, el determinante es

dy () = —p(p+ 1) (0 = 7) -

Por lo tanto d; > 0 en la regién (2c), d; < 0 en la regién (1c) y d; > 0 en
la regién (0a). Por lo tanto ny € {1,3} en la regién (1c) y n; € {0,2} en la
regién (0a). Como M;(0,0) =diag(0, s1,s1) y los valores propios de M; son
continuos, entonces n; < 1 para (u,v) cercano a (0,0). Por lo tanto n; = 1
en la regién (1c) y ny = 0 en la region (0a).

Como d; > 0 en la regién (2c), entonces ny € {0,2}. En (1o, 1) la traza

Ty = —2(s1 + 1) es negativa. Como 7T es continua respecto a (v, i), entonces
Ty < 0 para (v, pu) cercano a (fg, ). Por lo tanto ny # 0y ny = 2 en la
region (2c). d

En lo proposicién anterior encontramos que ni(u,v) cambia en las cur-
vas Vi(p) para x € {0,4, —}, usando que n,_1(rv) = ni(—v) concluimos lo
siguiente.

Por lo tanto, en el problema de los vortices para n € {3,4...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {1,n — 1} tal que p € (—oo, 1), tiene una
bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 2m/v, con
simetria Gy, .

Para n € {3,4...} el equilibrio relativo poligonal para k = 1 tal que pu €
(—s1,00) y para k =n—1 tal que p € (—o0, —s1), tiene un bifurcacion global
de soluciones periodicas a partir del periodo 2w/ |vo| con simetria Gy.

De hecho, usando que o = sgn(w) podemos encontrar a n;(v) para k €

{1,n—1}.

Corolario 5.12 Para i fija tenemos que 1, = —o en la interseccion de
las regiones (0a) y (1a), (1a) y (2b), (1c) y (2c). Ademds, m1 = o en la
interseccion de las regiones (2¢) y (1b).

Para p fija tenemos m,—1 = —o en la interseccion de las regiones (0a) y
(1a), (1c) y (2a), (1d) y (2a). Ademds, n,—1 = o en la interseccion de las
regiones (2¢) y (1d), (2¢) y (1c).

Las bifurcaciones con simetrias G tienen el mismo indice para pu €
(—o0, —s1) U (52, 00) y existe sélo una bifurcacién con simetrias G,,_; para
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p € (—s1, %), por lo que las bifurcaciones en esos casos no pueden retornar
a a. Por lo tanto, la bifurcacién en esos casos o es inadmisible o va a otro
punto de bifurcacién distinto a a.

Para p = 0 el bloque M;(v) es

) =)= (5, V),

—iV 8

2 se anula sélo en {4=s; } con ny(s1) =

entonces el determinante det M, = s?—v
7771—1(81> =0-1.

Por lo tanto, en el problema de los vortices para n € {3,4...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {1,n—1} tal que p = 0, tiene una bifurcacion
global de soluciones periddicas a partir del periodo 27 /sy con simetrias Gy.

La bifurcacién anterior no retorna a a pues sélo hay un punto de bifur-
cacion. Por lo tanto la bifurcacién o es inadmisible o va a otros puntos de

bifurcacion distintos a a.

Estabilidad lineal

Para recuperar los resultados de estabilidad lineal de [CS00] recordemos
la observacion (2.9). Nosotros probamos que el determinante det My(v) se
anula en dos puntos distintos para k € {2,...,n—2} cuando p > . También
probamos para k € {1,n — 1} que los bloques Mj(v) se anula en tres puntos
distintos cundo p < 1. Ademas, el determinante det M, (v) tiene un cero
doble en v = 0, sin embargo, esto no desestabilizar el equilibrio debido a las
simetrias.

Por lo tanto, como las u son creciente para k € {2,...,[n/2]}, entonces
el problema de los vértices es linealmente estable para

1 € (Kpny2), pin)-
En el capitulo anterior encontramos que u; = (n — 1)2/4 y que
i = (—k* +nk —2n +2) /4.

En el articulo [CS00] se prueba el resultado anterior.

5.5.2. Ondas viajeras en filamentos

A continuacién vamos a analizar el espectro para la bifurcacién de ondas
viajeras en filamentos. En este caso los bloques By son los mismos que los de
los vortices.
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Bloques k € {2,....n — 2,n}
Proposicién 5.13 Definamos a vy y a v_ como

1/2

Vy = (2’}/2 — w) + \/(2”}/2 — w)2 — 4wk(w — wk)]

(a) Para w < wy y v € R, el determinante det My, se anula sdlo en {+v,}
con

m(vs) = sgn(w).

(b) Para w > wy y v* > w/2 + (wi(w — wi))?, el determinante det M), se
anula sdlo en {+vi} con

nk(yi) = +1.

Prueba. En este caso el bloque M (v) es
M (v) = v* — 2yviJ + 2diag (w — wy, wy,) .
La traza es Ti(u) = 2(v* + w) y el determinante es

di(v) = v* — 2(27% — W)V + dwi(w — wi)

= (2 — V_%_)(l/g —%).

Por lo tanto, el determinante se anula sélo en v4.

Para w < wy y v € R, solamente v es positivo. Como dj(0) = 4wy (w —
wg) < 0, entonces n;(0) = 1. Como todos los valores propios de Mj(v) son
positivos para v grande, entonces n(oo) = 0. Por lo tanto n(vy) = (1 — 0)
con o = sgn(w).

Para w > wp y 72 > w/2 + (wp(w — wy))Y?, los dos puntos vy y v_
son positivos. Como los wy son positivos, entonces ¢ = sgn(w) = 1. Como
dr(0) > 0y T(0) > 0, entonces ny(0) = 0. El indice de Morse de My (v) para
v grande es ny(co) = 0. Ademds det M (v) es negativo entre v_ y v, enton-
ces n(v) = 1parav € (v_,vy). Porlo tanton(v_) =0—-1yn(ry) =1-0.0

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n €
{4,5, ...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k € {2,...,n — 2} tal que
w < wg con vy € R, tiene una bifurcacion global de ondas viajeras periodicas
a partir del periodo 2w /v, con velocidad de onda v y con simetrias Gy. La
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bifurcacién anterior no puede retornar a a, por lo que la bifurcacion o es
inadmisible o va a otro punto de bifurcacion distinto de a.

Paran € {4,5,...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k € {2,...,n—
2} tal que w > wy con ¥ > w/2+ (wp(w—wy))?, tiene una bifurcacion global
de ondas viajeras periddicas a partir del periodo 2 /vy y 27 /v_ con velocidad
de onda v y con simetrias Gy,.

Para k = n tenemos que w, = 0, por lo que v_ = 0. Para n € {3,4,...} el
equilibrio relativo poligonal para w < 0 con vy € R y para w > 0 con v* > w/2,
tiene una bifurcacion global de ondas viajeras periodicas a partir del periodo
27 /vy con velocidad de onda v y con simetrias G,,. La bifurcacién anterior
o es inadmisible o va a otro punto de bifurcacién distinto de a.

Bloques k € {1,n — 1}

En este caso el bloque M;(v) es

p(p? =2+ si+p) — /2 —0/2)" pi
M, (v) = — (n/2)"* V2 4 514 2 2yvi
(n/2)"? pi —2vvi v+ 5

Desafortunadamente su determinante es un polinomio de sexto grado sin una
factorizacion explicita. Por lo anterior s6lo vamos a analizar la bifurcacién
para algunos casos particulares.

Para p € (—s1,0) U (s2,00), el determinante de M;(v) es

di(0) = —p(p+ s1)(p — 57) <0,

Como dy(v) > 0 para |v| suficientemente grande, entonces det M;(v) cambia
de signo al menos en vy y —v,_1 con vy, 1,1 > 0. Por lo tanto n;(11) #0 y
77n—1<7/n—1) # 0.

Por lo tanto, en el problema de los filamentos casi paralelos para n €
{3,4...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k € {1,n — 1} tal que
pw € (—s1,0) U (s2,00) con v € R, tiene una bifurcacion global de ondas
viajeras periddicas a partir del periodo 2w /vy, con velocidad de onda v y con
simetrias Gy,.

A continuacién vamos a analizar el caso en que todos los filamentos tienen
la misma circulacién. En ese caso p = 1 y la frecuencia es

w=s;+ 1.
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1/

Proposicién 5.14 Definamos a vy como vy = v+ (7% — w) 2 Y a vy como

1/2
I/i:<—b:|:\/62—c) conb=w—27y*yc=w?—2w>0.

(a) Para (w+ /c)/2 < 7* < w, el determinante det M, se anula sélo en
{£vs} con

me) = Np-1(ve) = £1.
(b) Para w < 2, el determinante det My se anula sélo en {vy, vy} con

m(ve) = £1 y m(ve) = Npa(ve) = £1.

Prueba. Los valores propios se pueden calcular explicitamente para p =1y

son
=12 =2w+wy A =12 +wt /49202 + 2.

El valor propio \g se anula sélo en 7y para v? > w. Ademds, el valor propio
A, siempre permanece positivo.

El valor propio A_ se anula en las soluciones de v* 4 2bv? + ¢ = 0. Por lo
tanto A_ se anula en las soluciones de v? = —b++/b? — c. Como c es positivo
para n > 3, entonces A_ nunca se anula si b > 0 y se anula en {£v.} sélo
para b < 0y b* — ¢ > 0.Como b* — ¢ = (29 — w)? — ¢ es positivo para
¥? > (w++/c)/2 y en ese caso b < 0, entonces el valor propio A_ se anula en
{£v.} s6lo para v2 > (w + /c)/2.

Como w = s1 + 1, entonces 0 = sgn(w) = 1. Para el caso (a) los valores
propios A9 y A4 son siempre positivos y A_ es negativo sélo para |v| €
(v_,vy4). Por lo tanto n(v-) =0—1y m(vy) =1—0.

Para el caso (b) tenemos que A, es positivo, Ag es negativo sélo para
v € (r_,vy) y A_ es negativo para |v| € (v_,vy). Como \_(7y) = 2yvy —
/43 + 2w, entonces A\_ (1) es negativoy (7_, v, ) C (v_,vy ). Por lo tanto
mv_)=0—-1,m@-)=1-2,m(ry) =2—-1y n(ry) =1-0. Ademsis,
como ny,—1(v) = ni(—v), entonces n,—1(r_) =0—1y n1(vy) =1—-0. O

Para n € {3,4...} el equilibrio relativo poligonal para k € {1,n — 1} tal
que ;1 =1 con v* > (w++/c)/2, tiene una bifurcacién global de ondas viajeras
periddicas a partir del periodo 2w /v, y 2w /v_ con velocidad de onda 7y y con
simetrias Gy,.
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Para n € {3,4...} el equilibrio relativo poligonal para =1 con v* > w,
tiene una bifurcacion global de ondas viajeras periodicas a partir del periodo
27 /vy y 2w /v_ con velocidad 7 y con simetrias Gy.

Para p = 0 el bloque M es

V24 s 2y
M (v) = ( —2vvi viP4s )

Por lo que M;(v) = v? — 2yviJ + 2diag (w — @1, 0;1) con w = 81 y 0] =
s1/2. Podemos analizar al bloque M; como lo hicimos para los bloques My,
entonces el determinante det M} se anula sélo en los cuatro valores {+vy}
para 72 > s;, en donde ng(rs) = £1y

vi= (27" —s1) £ V42 (12 = s1).

Para n € {3,4...}, el equilibrio relativo poligonal para cada k € {1,n—1}
tal que pu = 0 con v* > s1, tiene una bifurcacion global de ondas viajeras
periddicas a partir del periodo 2w /vy y 2w /v_ con velocidad de onda 7y y con
simetrias Gy,. La bifurcacion es inadmisible o va a otro punto de bifurcacién
distinto a a.

5.5.3. Cuerpos

En el problema de los n + 1-cuerpos la frecuencia es w = u + s;. Las
ecuaciones estan bien definidas para frecuencias positivas y tienen sentido
fisico solo para masas positivas.

Usando las definiciones del capitulo anterior para a = 2 tenemos que
a_=1/2, ay =3/2,

g = (Spq1 + Sk-1)/4, B = 3(sk —51)/2 Y Mo = (kg1 — 56-1) /4

Por lo tanto, de (4.18) tenemos que los bloques By para k € {2,...,n —2,n}
son

Bk = (3/2)([ + R),u + (51 + Oék)f — ﬁkR — ’}/kZJ y
p(si+ b n/2) —20/2 0 — (/2"
By = —2(n/2)1/2u s1+ a1+ 3p aqi
(n/2)"? pi —ai 51+ o
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En el problema de los n + 1-cuerpos tenemos M (\) = A2 —2w'/2\(i.]) +
By y
M (\) = Ndiag(u, I) — 2w \diag(p, iJ) 4+ By.

Para analizar el espectro vamos a normalizar al periodo como A = w'/?v. Los
bloques en el nuevo periodo son

M (v) = w[v*T — 2v(iJ)] + By para k € {2,...,n —2,n} y
M, (v) = wlvAdiag(u, I) — 2vdiag(u,iJ)] + Bi.

Para el problema de los n+ 1-cuerpos no podemos calcular explicitamente
los si. Sin embargo, en el apéndice probamos que S = S, p = Spik Y que
los sj son crecientes en k para k € {0,...,n/2}. Los resultados anteriores los
vamos a utilizar a lo largo del analisis del espectro. Ademas, para reducir el
analisis de los espectros vamos a usar la igualdad n,_(v) = ng(—v).

Bloque £k =n

El bloque B,, es B,, = (3/2)(p + s1)(I + R) con R =diag(1,—1). Por lo
tanto
o =sgn(e] Bpei) = 1 para ju > —s;.

Proposicién 5.15 El determinante det M,, se anula sélo en {£1} con
na(1) = 1.
Prueba. El bloque M, (v) es
M, (v) = w[v? — 2v(iJ) + diag(3, 0)].

Como el determinante es d,(v) = w?v? (v — 1) (v + 1), entonces el determi-
nante se anula s6lo en {£1}. Como d,(g) < 0, entonces n,(0) = 1. Ademads
n,(oc0) = 0, entonces n,(1) =1 — 0. O

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos para n € {3,4...},
el equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcacion global de soluciones pe-
riodicas a partir del periodo 21 con simetrias G,. La bifurcaciéon no puede
retornar a a, por lo que la bifurcacién es inadmisible o va a otro punto de
bifurcacién distinto a a.
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Bloques k € {2,....n — 2}

Definamos a d(p, V) como el determinante de My(u,v). En el capitulo
anterior probamos que dy(u,0) = det By, = byu + ax con

ar = (81 +ak)2 —62 —713 y by = 3(S1+ak+ﬁk)-

También probamos que by es positivo y que py, = —ay /by, > —s.
En lo sucesivo vamos a usar que di y Dy = dy /w2 tienen el mismo signo.

Proposicion 5.16 FEl determinante de My es

di(p,v) = vt + 20 — w — s1)wr? — dwypv + ay, + pby,
Dy(p,v) = V2(V2 — 1)+ cer(v)/w — (s1bp — ak)/wQ,

en donde cx(v) = V320 — 81) — 4y + by
Prueba. El bloque M, es
My(v) = (v + s+ a)] + (3p/2)(I + R) — B R — (2vw + ) (i)
Por lo tanto el determinante es
d(i,v) = (W + 81+ ap — B + 3u) (W + 51+ ag + Br) — Qwv + )2
Como w = pu+ s1y dg(u,0) = brp + ay, entonces
di(pt,v) = W + 20y — w — s1)w? — dwypy + ay + by

Ademss, de la igualdad para dj concluimos el resultado para Dy (u) = d,/w?.
O

Ahora vamos a encontrar algunos puntos donde el determinante d(v) se
anula.

(a) Paracada p € (—s1, ug) tenemos que di(p, 0) es negativo y que di (1, £00)
es positivo, entonces di(r) cambia de signo al menos en los puntos
vy con v_ < 0 < vy. Como lim,_,_, di(v, u) = ap — s1b; < 0, entonces
lim,, s, ve(p) = too.
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(b) Podemos ver que lim,, o Dy (i, v) = v*(v* —1). Sabemos que d(u,0) es
positivo para pu > py. Por lo tanto para p suficientemente grande dy(v)
cambia de signo al menos en los cuatro puntos {v., 74} con

vor(p) < voi(p) <0 < v(p) < vi(p).

Ademas, los puntos anteriores satisfacen lim,,_,o vi(p) = £1y
lim Dik(ﬂ) = 0.
p—00

De hecho, vamos a probar que el determinante dj, se anula sélo en los casos
anteriores. La prueba consiste en observar que para cada v fijo la derivada
D;.(p) se anula exactamente una vez en el intervalo (—s;,00). Para probar
lo anterior necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.17 Para v € R la funcion ci(v) es positiva y satisface

A0
s1by, — ag, '

Prueba. Como ¢, (v) = 2v(2ay, — 1) — 47, entonces ¢ (v) = 0 en vy =
29,/ (2c, — s1). Como 2ay, — 57 > 0, entonces vy es un minimo. Ademas,
tenemos que vy € (0,1) pues (2ap — s1) — 27, = sx_1 — 51 > 0. Por lo tanto

Ck(Vo) = V0(2’7k — 4'7k) + by > b, — 2’}%
De las definiciones de ay y by encontramos que

4bk = 18Sk — 681 + 3Sk_1 + 3Sk+1 y
—4ay = 9(s7 — 2518, + 52) — (Spp1 + 251) (Sp_1 + 251).

Por lo tanto
4(s1by — ag) = 957 — (sp_1 — 51) (81 — 51) < 9s2.
Ademas
dex(vg) > 4by, — 8y, = 18sy, — 651 + BSp_1 + Spy1 > 18sy.

De las desigualdades anteriores concluimos que ¢ > (9/2)%s2 > 9 (s1b, — ax) .
U

A continuacién vamos a probar que dj se anula sélo en las curvas de la
grafica .
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Figura 5.6: Grafica de di(pu,v) = 0.

Proposicién 5.18 FEl determinante di(v) se anula sélo en las curvas dife-
renciables

wo(v) para v € R,

na(v) para v € (0.1) y
p—(v) para v e (—1,0).

Las curvas anteriores satisfacen las desigualdades —s; < po(v) < ps(v).
Ademds po(v) — —s1 cuando |v| — oo y ps(v) — oo cuando |v| — {0,1}.

Prueba. La derivada de Dy(u) con respecto a pu es
Dy (n) = —(weg — 2(s1b — ax)) /o,
Por lo tanto Dj (i) se anula sélo en el punto fix con
ik + s1 = 2(s1b,, — ag)/cy.
Como ¢, > 0, entonces fi, > —s;. Concluimos que di(v) cambia de signo a

lo més una vez en (—s1, fix(v)) y una vez en (fix(v), 00).

Ademés )
De(fie) = PA(* = 1) 4+ —
i) = v )+ 4(s1by, — ax)

Como v?(1? — 1) > —1/4y (v) > 9(s1by — a;) para v € R, entonces
Dy(fir) > 2. Por lo tanto di(jix(v), V) es positivo.
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Como di(—s1, V) es negativo y di(jix(v), V) es positivo, entonces d(u, V)
se anula sélo en el punto ug(v) € (—si,fx(v)) para cada v € R. Como
di(firx(v),v) es positivo y Dy(oco,v) = v*(v? — 1), entonces dy (i, v) se anula
sélo en el punto pu, (v) para v € (0,1) y en el punto u_(v) para v € (—1,0).
Por lo tanto dj se anula sélo en u.(v) para * € {0,4,—}. Las funciones
p«(v) estan bien definidas y satisfacen —s; < po(v) < fig(v) < p+(v). Como
di(p,v) es diferenciable y 0, Dy (p.(v),v) # 0, del teorema de la funcién
implicita tenemos que las funciones ., (v) son diferenciables.

De hecho podemos encontrar explicitamente a p.(v) de la ecuacién cuadrati-
ca di(p, v) = 0. Para p fijo tenemos que dy(u, v) es positivo si v es suficien-
temente grande, entonces jig(v) — —s; cuando |v| — oo. Si ps(v) fuera
acotada para |v| — {0,1}, del teorema de la funcién implicita podriamos
extender las funciones py(v) hasta los puntos +1 y 0, pero no existen ceros
en esos puntos. Por lo tanto p4(v) — 400 cuando v — 0, 1. O

Definamos a mg como el méximo de puo(v) y a my como el minimo de
pix (V).

Teorema 5.19 FEl determinante det My (v) se anula en los siguientes casos.

(a) Para k € {2,...n —2} y p € (—s1,ux) el determinante det My(v) se
anula en vy, con

(b) Para k € {2,...,[n/2]} y p € (ug,mo) el determinante det My(v) se
anula en {vg, v} con 0 < vy < vy y

(D) = =1 y () = 1.

(c) Para k € {2,...,n —2} y p € (my,00) el determinante det My(v) se
anula en {vg, v} con 0 <ip < <1ly

() = =1 y () = 1.

Prueba. Como py, es un cero de di(p,0), entonces pp < mg. Como dy(u, v) +
4w,V es par en v, entonces

di(p,v) = di(p, —v) — 8wygr.
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Para k € [2,...,n/2) NN tenemos que 7y > 0, entonces dy (i, v) < dp(u, —v)
para v € R*. De lo anterior concluimos que el maximo mq de la curva pg(v)
se alcanza en v > 0y que my < m_ para k € [2,...,n/2) N N.

Como M, es de dimension dos, entonces ny (i, v) = 1 cuando el determi-
nante di (i, v) es negativo. Por lo tanto ny =1 en 2 con

Q={(w,v):p<po(v),pn> pse()}.

Como ng(p, v) = 0 para v grande y el determinante dj, se anula sélo en 02,
entonces n; = 0 en Q° Ademads, tenemos que ¢ = 1 para u > —s;. Por
lo tanto, para (a) encontramos que 7;(v;) = 1 — 0. Ademads, para (b) y (c)
tenemos que 7 < v, entonces 1y (7x) =0 — 1y ni(vx) =1 — 0. O

Como d}(v) = 2(6w?*v? + (2ay — p — 2s1)w), entonces d}(v) es positivo
para p < 2(ag —s1). Por lo tanto, el determinante det My (v) sélo puede tener
dos ceros para u € (—s1,2(ay — $1)). Por lo tanto las soluciones del inciso
(a) son tnicas para pu € (—s1,2(a — s1)).

Como di(v) es un polinomio de cuarto orden, sélo pueden existir cuatro
raices. De la gréfica tenemos que det M (v) se anula en cuatro puntos para
p € (my,o0), en donde m, es el mas grande de m, y m_. Por lo tanto las
soluciones del inciso (c¢) son tnicas para p € (my, 00).

Por lo tanto, en el problema de los cuerpo para n € {4,5, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {2,...,n — 2} tal que p € (—s1, ), tiene
una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 27 /vy con
simetrias Gy . Ademas, para p € (—s1,2(ag — s1)) la bifurcacién anterior no
puede retornar al equilibrio a, entonces es inadmisible o va a otro punto de
bifurcaciéon distinto a a.

Paran € {4,5,...} el equilibrio relativo poligonal para cada k € {2, ...,[n/2]}
tal que p € (g, mo) y para cada k € {2,...,n—2} tal que p € (my,00), tiene
una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 27 /vy y
27 /0y con simetrias Gy, .

Observacion 5.20 Para k = 2, con un cdlculo numérico encontramos que
po es negativo para n € {4,...,9} y que el mdximo mg es negativo para
n € {4,5,6} y es positivo para n € {7,8,9}. También encontramos que el
valor py siempre es positivo para k > 3.

Observaciéon 5.21 Silogramos probar que solo hay tres soluciones de dy(u,v) =
0y %dk(u, v) =0, esas tres soluciones corresponden a mg y my. En tal caso
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tenemos que las soluciones del teorema son las unicas donde cambia el indice
de Morse.

De hecho, podemos probar lo anterior para k = n/2, pues usando que
Yny2 = 0 podemos encontrar explicitamente mg = fin/2 y My = m_. Para eso
veamos que en esos puntos v* = —w (20,70 — 251 — 1) /2, pues

20w (20° + w202 — 281 — ) = d,dy, = 0.
Sustituyendo el valor de v en di(p,v) =0 encontramos que
(20052 — 251 — w)? — 4(ans2 + pbrs2) = 0.
Por lo tanto my = b+ Vb2 + ¢ con b = 2(byj2 + ony2 — 51) Y
¢ =4(an2 — (anj2 — 51)°).

Bloques k € {1,n — 1}
El bloque M;(v) es

p(wr? —2uw + s+ p+n/2) —2(n/2)"* — (n/2)"? pi
—2(n/2)"* wrt + s+ o+ 30 aqi + 2vwi
(n/2)"? pi —ayi — 2vwi wr? + 81+ oy

En el capitulo anterior probamos que det By, = wu(bgp + ay) con
a; = (281 + TL)(251 + 82)/4 y bl = 3(481 + So — 2n)/4

Usando lo anterior se puede probar que el determinante de M; es det M, (v) =
wi(v — 1)2dy(u, v), en donde d; es el polinomio

di(p,v) = WP (1V* = 1) + ((s2 — 281 +n) * /2 — (55 — n)v) w + (a1 + pby).

Para conocer los ceros de det M;(v) necesitamos analizar los ceros del po-
linomio d;, para conseguir lo anterior primero vamos a probar el siguiente
lema.

Lema 5.22 Las funciones by, 21 — s1, s1 —n, s —n y 8(s1 — n) + 93
son positivas para n > 1071. Para los casos restantes n > 3 encontramos de
forma numérica que s; —n es negativo para n < 472 y positivo para n > 473,
que So —n es negativo para n < 11 y positivo para n > 12, y que

—1 paran <6

sgn(by) = sgn(2a; — s1) = sgn(8(sy — n) + 9sy) = { lparan>T
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Prueba. Como sinz < x, entonces

n—1

1 1
51 = —Z+ >
4j:1 sin j¢/2

N —
<
N
~
DO
N

j€lln/2)NN

Como n > 2¢*™ para n > 1071, entonces s; > n al menos para n > 1071.
En el apéndice probamos que sy = 4s; — §; con §; = Z;:ll sin(j¢/2) < n.
Como «; = sy/4, entonces 2a; — s1 = 51 — 51 > (s1 — n). Ademds, usando
que sg > sy que 4by /3 = 2(s1 — n) + 2 + 257 concluimos que by, 20y — 1,
Sg —n 'y 8(s1 —n) + 9s2 son positivos al menos para n > 1071. O

|
|
|
(a) n>6 (b) n=3,4,5,6

Figura 5.7: Gréfica de d; (p,v) = 0.

A continuacién vamos a estudiar la grafica de d;y(u, v) = 0 para los casos
con sentido fisico u > 0, sin embargo, las ecuaciones de los cuerpos estdn
bien definidas para masas negativas siempre que g > —sj.

Proposicién 5.23 Para n > 7 el polinomio di(u,v) se anula sélo en las
funciones
,UJr(V) : (07 1) — R* Y /’1/7(”) : <_170) — R*

con py — oo cuando |v| — 0,1. Ademds, para n € {3,4,5,6} el polino-
mio dy(u,v) se anula sola en la curva (uo,vp) @ R — RY x (—o00,1) con
(10, v0)(t) — (00, £1) cuando t — +oo.

Prueba. Usando que la frecuencia es w = 1+ podemos agrupar los términos
del polinomio d; (1, V) en i, entonces
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di(p,v) =v ( 1)u2+ [s1b1 — a1 +c1 + 53 (1/ —y)]u/81+cl con
s1by —a; = (851 4+ s2) (s1—n) /4y
a(v) = 2510 — 1P+ ]2si (v + 1) + 2)/4 > 0

Para cada v la derivada d} () se anula sélo en el punto critico p. que satisface

Si(slbl —ay e+ 82 (V4 — VQ)),uc = —21/° (V2 — 1) 2.
1
Como dy(pe,v) = —v*(v* — 1) 2 + ¢; es positivo al menos para |v| < 1,
entonces para cada |v| < 1 a lo més existe un cero del polinomio d;(u) para
p > i Como dy /w? — v2(v? — 1) cuando p — oo y dy(0,v) = ¢; es positivo
para toda v, entonces para cada |v| € (0,1) el polinomio d; se anula sélo en
las funciones diferenciables i (v).

Para conocer lo que sucede con los limites de las funciones p+(v) en |v| =
0, 1, necesitamos estudiar los ceros del polinomio d;(u, ) en |v| = 0,1. Como
a; siempre es positiva y b; es negativo para n < 6, entonces el polinomio
d1(p,0) se anula en el punto positivo g = —aq /by s6lo si n < 6. Ademés, el
polinomio d; (i, £1) se anula sélo en el punto

pe1 = —s1c1(£1) /(5101 — ay + ¢ (£1)).

Por lo tanto, el punto g, = —n siempre es negativo y el punto pu_, =
—52(8s1 +n)/(8s1 — 8n 4 9s2) es positivo sélo si n < 6.

De lo anterior concluimos para n > 7 que el polinomio d;(u,v) en |v| =
0,1 siempre es positivo para g > 0. Por lo tanto, para n > 7 las funciones
p+(v) tienden a infinito cuando |v| — 0,1. Ademds, como ¢;(v) es creciente
para v > 1, entonces dy(p,v) > dy(p, 1) > 0 para v > 1. Del mismo modo
podemos probar lo anterior para v < —1. Por lo tanto d;(u, ) no tiene mas
ceros para 1 > 0y [v| > 1.

Para n < 6 podemos concluir como antes que la funcién py(v) tiende
a infinito cuando v — 1 y que d;(p, V) no tiene mas ceros para v > 1.
Ademas, las funciones p4 se pueden extender de manera continua como
pe(0) = p_(0) = pg y p_(—1) = p_;. Finalmente, el continuo de ceros
de di(p,v) en (u_,—1) cruza la recta (u, —1) s6lo una vez y tiene que ir al
limite (u,v) = (00, —1). Lo anterior es consecuencia de que d;(0,v) es posi-
tivo para toda v, que d;(u,v) es positivo para p > 0 cuando |v| es grande y
que dy (i, v) es positivo para v < —1 cuando p es grande. U
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Observacién 5.24 Como siby — a; es positivo para n > 473, entonces
di(p,0) se anula en el punto uy = —ay/by que se encuentra en el inter-
valo (—s1,0). De hecho, para n > 473 y p € (—s1,00), se puede probar que
la grdfica de di(p,v) =0 es como la de la figura (5.6).

Para n > 12 usando que s > n podemos probar la desigualdad c;(v) <
c1(—v) para v > 0, entonces d;(u,v) < di(p, —v) para v > 0. Sean my los
minimos de las funciones p4(v), de lo anterior encontramos que my < m_
para n > 12. De la misma manera para n € {7,8,9,10, 11} podemos probar
que m_ > m, usando que sy < n.

Proposiciéon 5.25 Para masas positivas, ;1 > 0, tenemos los siguientes ca-
S08.

(a) Paran <6, el determinante det M, (v) no se anula si p < mg, se anula
en{v_,v_, 1} conv_ <v_ <0 sip€ (mo,p1) yse anula en {vy, £1}
conv_ <0<wvy<1sipé€ (u,00).

(b) Para n > 12, el determinante det M;(v) no se anula si p < my, se
anula en {vy, vy, £1} sip € (my,m_) y se anula en {vy, vy, +1} si
p € (m_,00), en donde los puntos satisfacen las desigualdades

—-l<v_o<rv_ <0<y <rvy <l

De manera similar para 7 < n < 11 encontramos que det M;(v) no se
anula si p < m_, se anula en {v_,v_,£1} si u € (m_,my) y se anula
en {vy, vy, £1} si p € (my, 00).

Ademas, el cambio de indice de Morse en los puntos anteriores es
m(£1) =0, m@Pe) = -1 ym(ve) = 1.
Prueba. La traza de M;(v) es
Ty = pw(v —1)? + 20(¥* + 1) + p(n/2 + 1) + 2a4.

Como la traza de M;(v) es positiva para pu > 0, el indice de Morse es n; = 1
cuando det M; es negativo y n; € {0,2} cuando det M; es positivo. Defi-
namos a ) como la componente conexa donde dy (1, ) es negativo (ver la
grafica), para n > 7 el conjunto Q es {(u,v) : p > pus(v)}. Por lo tanto
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ny =1en Q—{(u,£1): p > 0}. Ademds, como M;(0,r) tiene valores pro-
pios 0, 51 (v — 1) y 51 (v 4 1)* + 201, entonces ny (e, ) < 1 para e cercano a
cero. Como ny € {0,2} y ny <1en Q°— {(u,+1) : p > 0}, entonces ny =0
en Q°. Por lo tanto n1(£1) =0—0, m(vx) =0—1y m(rvy) =1 —0. O

Por lo tanto, en el problema de los n+1-cuerpos para n € {3,...,6},
el equilibrio relativo poligonal para k € {1,n — 1} con pu > p; tiene una
bifurcacion global de soluciones periddicas con simetrias Gy . Ademds, para
p € (mo, py) tiene dos ramas de bifurcacion global de soluciones periddicas
con simetrias Gp_y .

Paran € {7,...,11} el equilibrio relativo poligonal para k =1 con p > m_
y para k = n —1 con p > my, tiene dos ramas de bifurcacion global de
soluciones periodicas con simetrias Gy,.

Para n € {12,13,...} el equilibrio relativo poligonal para k =1 con pu >
my y para k =mn—1 con > m_, tiene dos ramas de bifurcacion global de
soluciones periodicas con simetrias Gy.

Para p = 0 tenemos que

My(v) = ( 5112 + 51+ a a12i + 2vs11 ) '
—oqt — 2v81t s1v° 4+ s1+ oy
La matriz en este caso tiene valores propios s1(v — 1)? y s1(v + 1)? + 2a;.
Por lo tanto n;(v) = 0 para todo v y no existe bifurcacion.

Estabilidad lineal

Para conocer la estabilidad lineal del equilibrio relativo poligonal recorde-
mos la observacién (2.9). Nosotros probamos que el determinante det My (v)
para k € {2,...,n—2} se anula en cuatro puntos distintos si g > m,. Ademas,
a pesar de que el determinante det M, () tiene dos ceros distintos y en cero
doble en v = 0, esto no contribuye a desestabilizar el equilibrio poligonal
debido a las simetrias.

Ahora bien, para k € {1,n — 1} probamos que el determinante det Mj ()
nunca se anule en seis puntos para n € {3,...,6}, por lo que el equilibrio
poligonal nunca es estable para n € {3,...,6} [Rob00]. Ademds, para k €
{1,n — 1} probamos que el determinante det M (v) se anule en seis puntos
distintos para n € {7,8,...} sélo cuando u > m,. Por lo tanto el problema
de los m + 1-cuerpos es linealmente estable sélo cuando p > m,.
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Segun el articulo [Rob00], el bloque M,/ es el que determina el mas
grande m,. De la observacion 5.21 tenemos que el equilibrio poligonal es
linealmente estable para p > my = b+ v/b? + ¢ con

b=2(bnj2+ anjo—51) y ¢ =4(an)2 — (Qny2 — 51)%).

A continuacion vamos a encontrar a m, con un andlisis asintético para re-
cuperar el resultado de Maxwell sobre la estabilidad de los anillos de Sa-
turno, [Rob00].

En el apéndice probamos que

lim s;/n* =0y lim sn/g/n3 = lim sn/Q_l/n3 =o0.
Tenemos que 7,2 = 0 y de los limites anteriores obtenemos que «, /7 /n? —
0/2y que B,2/n* — (3/2)0. De las definiciones de a,/2 y by/2 tenemos que
nja/nS — =202y byja/n® — 60. Por lo tanto b/n* — 130 y ¢/n® — —9052.
Concluimos que

1 1
. 3 _ _
nh_)noloer/n = (134 4Vv10)o con o = 53 ,;1 21

El limite anterior para m,/n® es el que se encuentra en [Rob00] para la
estabilidad de los anillos de Saturno.

Observacién 5.26 FEn las proposiciones anteriores hemos probado que todos
los bloques My (u,v) son invertibles para |v| > 1 si p es suficientemente
grande. Como hemos hecho la normalizacion \ = (u+s,)"?v, concluimos que
el bloque M (p1, \) es invertible para || > (u+ s1)/? si u es suficientemente
grande.

5.6. Las cargas

A continuacién vamos a encontrar las ecuaciones de movimiento de n
particulas con cargas negativas. Supondremos que las particulas negativas
interactian con un nicleo que esta fijo con carga positiva. Podemos pensar
que esas ecuaciones describen un modelo simplificado del atomo, las cargas
negativas representan a los electrones y la carga positiva al nticleo. En ese
caso las cargas de los electrones y protones son iguales y de signos contrarios.
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Para cada j € {1,...,n} sea g¢; la posicién de una de las particulas con
carga negativa —p y masa m. Ademas, sea ¢y la posicién de la particula
con carga positiva up y masa pm. Vamos a suponer que las masas son tan
pequenas comparadas a las cargas que la fuerza de gravedad es despreciable
comparada con la fuerza electrostatica de Coulomb, entonces las ecuaciones
para las cargas son

.. & qo — 4;
pmiy = —pkp® Yy | ————— y para j € {1,...,n}
=1 H do — q; H
. 4% — Qo - 4 — 4

Podemos adimensionalizar las ecuaciones anteriores de tal manera que
kp?/m = 1. También vamos a suponer que la razén de masas p es tan grande
que en la primera ecuaciéon o = 0, es decir, podemos suponer que el nicleo
estd fijo go = 0. Por lo tanto para j € {1,...,n} las ecuaciones son

. qj - q — G
Gj=—ni=st ), T

Para cambiar a coordenadas rotantes definimos a wu;(¢) como ¢;(t) =
eVl u;(t). Como §; = eV (iij +2/wJi; —wu;), entonces las ecuaciones en
coordenadas rotantes son

ii; + 2y/wJu; = VV(u) con

n

V() =Y (@llul* /2 + pos(llusl)) =D do(lu; — wil)),

7j=1 1<j

en donde ¢h(z) = —1/2% Seau = (uy, ..., u,) el vector de posiciones, entonces
la ecuacion en forma vectorial es

i+ 2y/wJu = VV(u).

Recordemos que en el problema de los n-cuerpos en la ausencia del cuerpo
central la ecuacién es i; + 2y/wJu; = VV(u). En ese caso probamos que
a = (ai,...,a,) con a; = €7¢ es un equilibrio relativo cuando la frecuencia de
rotacion es w = sy, es decir, que a es un punto critico del potencial

V(u) = s llull® /24 dalluy — wl]).

1<j
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Por lo tanto, el potencial de las cargas en términos del potencial de los
cuerpos es

n

V) =) ((w+s0) llull* /2 + poa(llul])) = V(w).

j=1

De la igualdad anterior podemos concluir que a es un equilibrio de V(u)
cuando el gradiente de la suma anterior es cero, lo cual sucede para w = pu—s;.
Por lo tanto, para que las ecuaciones estén bien definidas necesitamos que la
frecuencia w sea positiva, es decir que p > sj.

Observaciéon 5.27 La igualdad entre los potenciales es consecuencia de que
la fuerza de gravedad y la de Coulomb son inversamente proporcionales al
cuadrado de las distancia.

Para buscar bifurcacion de equilibrios relativos en el problema de los n+1-
cuerpos teniamos que encontrar los bloques de representaciones irreducibles
B, =", A€ FDC donde Ay; son las matrices de 2 x 2 de D2V (a). Del
mismo modo, en el problema de las cargas necesitamos encontrar los bloques
de las representaciones irreducibles

Bk(#) _ 2:./4njej(ikl-&-J)C7

=1
donde A;; son las matrices de 2 x 2 de D*V(a).

Proposicién 5.28 Para k € {1,...,n} el bloque By (1) en el problema de las
cargas es

3 .
By () = 5#(1 + R) — (s1 4+ ax)l + BiR + i

Prueba. Como la matriz de segundas derivadas de ¢o(||a,]|) es
D?*¢s(||an]) = 3diag(1,0) — I,

de la igualdad entre los potenciales tenemos que A,; = —A,; para j €
{1,...,n—1} y que A,,,, = 3diag(1,0)— A,,. Por lo tanto By, = 3udiag(1,0)—
By.. Concluimos el resultado de la proposicién (4.18) donde encontramos que
Bk = (81 + Ckk)[ — ﬁkR — ’)/kZJ O
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Proposicién 5.29 Para k € {1,...,n — 1} el determinante det By (i) es ne-
gativo para p € (s, 00).

Prueba. Como en el capitulo cuatro tenemos que el determinante de By es
det Bk = —bkﬂ + ar con

ar = (s1+ax)® — i — Br y by = 3(s1 + ag + B)

para k € {1,...,[n/2]}. Para k € {2, ..., [n/2]} probamos en el capitulo cuatro
que s1b, — ag es positivo. Para £k = 1 como ay = 7, y /4 = 0, entonces
by = 3(s1+a1) y ap = s1(81+ 2aq). Por lo tanto s1by — a; = s1 (aq + 2s1)
es también positivo. Como b, > 0, para p > s; tenemos que det Bi(u) <
—brs1 + ap < 0. Concluimos el resultado de que det B, = det B,,_j. Ul

Recordemos del capitulo cuatro que existe bifurcacion de equilibrios re-
lativos cuando oy (1) cambia de signo, en donde oy, es el signo de det By para
k€ NN [1,n/2) y ox es el signo de el Bye, para k € {n/2,n}. Para k = n
el signo de el B,e; = 3(p — s1) nunca cambia para p > s;. Por lo tanto, en
el problema de las cargas para p € (s1,00), el equilibrio relativo poligonal no
tiene bifurcacion de equilibrios relativos planares.

Para encontrar bifurcacién de soluciones peridédicas en el problema de
los n + l-cuerpos tenfamos que estudiar los bloques My (v, u) = w[v?l —
2v(iJ)]+ Br(u) con w = p+ s;. De la misma manera para las cargas tenemos
que estudiar los bloques

My (v, 1) = w*T — 2v(iJ)] + Bi(pt) con w = p — 5.

Observaciéon 5.30 En la proposicion (4.18) encontramos para el problema
de los n+ 1-cuerpos que By (p) = 3pu(I + R) + (s1 + )] — BR — vxiJ para
ke {2,...n—2,n}, en donde p es la razén entre las masas. Por lo tanto

para k € {2,...,n —2,n} tenemos que By(u) = —Br(—p) y que
M0, ) = (1 = $2) [T = ()] = Bi(—p1) = —Mi(v, —p0).

De la igualdad anterior tenemos que el andlisis de los bloques en las cargas es
el andlisis de los bloques en problema de los n + 1-cuerpos cuando p < —s,
ese andlisis no lo hicimos anteriormente pues las ecuaciones de los cuerpos
no estaban bien definidas para p < —sj.
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()

Figura 5.8: Grafica de di(pu,v) = 0.

Proposicién 5.31 Para cada k € {1,...,n} el determinante det My(p) se
anula en un punto positivo vi(p) para p € (s1,00) con

Ademds, el punto vy, es unico para k € {1,n — 1} sin > 7 y para k €
{2,..,n—=2,n}. Para k # n la funcién vi(u) es decreciente de vp(s1) = o0 a
vg(00) = 1.

Prueba. Para k = n tenemos que det M, (v, u) = w??(v* — 1), por lo que el
determinante det M, (1) se anula sélo en v, = 1. Para k € {1,....,n — 1} el
determinante de My (v) es

di(p, V) = vt — 204 + w — 81w + dwyer + ag, — pby

con w = pu — s1. Como di(pu,0) = ap, — pbg es negativo y di(u, v) es positivo
para v grande, entonces existe un punto positivo v, donde el determinante
det My, (1) se anula. Para p > s; tenemos que o = 1 pues e Be; = 3(uu—s1).
Ademas, como di(i,0) = ap — pby es negativo, entonces ng(0) = 1. Para v
grande M, (v, ) tiene valores propios positivos, entonces n(oc) = 0. Por lo
tanto n(vg) =1 — 0.

Podemos escribir al determinante como dy(w, V) = v?(v? — 1)w? — bw + ¢
con

b= 1?20 — 51) — 4y + by v ¢ = ap — s1by.
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Como c¢ es negativo, la ecuacién cuadrética dy(w,v) = 0 tiene sélo una raiz
positiva wy (v) para v* > 1. Ademds, para v?> < 1 usando que v < i
tenemos

b> 20 (v —1)° + by — 20 — 51 > . + 251 + B, > 0,

entonces la ecuacién cuadrética dg(w,r) = 0 no tiene raices positivas para
v? < 1. Por lo tanto, la funcién inversa v(u) > 1 es mondtona decreciente
con vg(pu) — oo cuando p — s1y () — 1 cuando p — oo .

Finalmente, si probamos que el determinante en los puntos criticos dj (v.) =
0 es negativo para w > 0, entonces el punto v, es tnico. De la ecuacién
d}.(v.) = 0 encontramos que los puntos criticos satisfacen

dw(wrt — (2o +w — 5102 /2 + yeve) = 0.
Por lo tanto el determinante en los puntos criticos es
di(w, ve) = —(2ap +w — 81)wv2 /2 + 3wypre + a, — (w + 51)bg.

Ahora bien para w — 0 tenemos que di(u, V.) — a — s1bx < 0, entonces
el determinante dj(u, v.) es negativo en los puntos criticos para w cercano a
cero. Si existiera algiin punto critico donde el determinante fuera positivo, de
la continuidad tendria que existir algin w > 0 tal que di(w,v.) = 0. Pero no
existen soluciones de la ecuacién cuadratica dy(w, v.) = 0 si probamos que el
discriminante es negativo.

El discriminante es

—2bw® + (97,3 + 2a;, — 4akbk) w? + 2 (ag — s1by) (20 — 51) w.
De las definiciones de a; y b tenemos que

92 + 2a; — dagby, = —1007 — 12000 — S8asy — 207 + T2 + 252
< —3a; — 12030, — 26; < 0,

pues ay > Y v 4ap > s;. Ademads by es positivo v ar — s1bg es negativo,
entonces el discriminante es negativo para w > 0 si 2o > s;. Por lo tan-
to, el determinante en los puntos criticos dy(u, v.) es negativo para w > 0 si
2ay, > s1. Concluimos el resultado del hecho que siempre se satisface 2, > 51
para k € {2,...,n — 2} y del lema (5.22) en el que probamos que 20 > s;
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paran > 7. O

Por lo tanto, en el problema de las cargas para n € {2,3, ...}, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {1,...,n} con p € (s1,00), tiene una bifurca-
cion global de soluciones periddicas a partir del periodo 27 /vy con simetrias
Gy.. La bifurcacién anterior no puede retornar a a para k € {2,...,n—2,n} ni
para k € {1,n—1} si n > 7. Por lo tanto la bifurcacién o es inadmisible o va
a otros puntos de bifurcacién distintos a a. De la observacién (2.9) tenemos
que el equilibrio relativo poligonal nunca es estable para p € (s1,00).

Observaciéon 5.32 En el dtomo cuando el nimero de electrones es igual al
numero de protones tenemos que p = n. Con un andlisis numérico encontra-
mos que p=n > sy sélo paran € {2,3,...,472}.

5.7. Comentarios

En este capitulo analizamos la bifurcacién de soluciones periédicas del
equilibrio relativo poligonal. Recordemos que el equilibrio poligonal esta for-
mado de cuerpos en el centro y en los vértices de un poligono regular. No-
sotros encontramos bifurcaciéon de soluciones periédicas (en coordenadas ro-
tantes) con simetrias Gy, es decir, soluciones 27-periddicas en las que los
cuerpos con masas iguales satisfacen la relacién

uja(t) = e”Cuy(t — k¢)

con ( = 2m/ny uj = Ujip, para j € {1,...,n}. Vimos que en coordenadas
fijas esas soluciones son en general cuasiperiédicas. Ademads, en algunos casos
particulares para p = 0 esas soluciones pueden ser coreografias, en el sentido
que todos los cuerpos siguen la misma curva sin colisionar.

Como no podemos recapitular completamente todos los casos en los que
encontramos bifurcacién, sélo vamos a resumir de manera inexacta qué es lo
que hemos encontrado.

= En el problema de los voértices, el pardmetro u € R es la razén de
circulacion entre el vértice central y un vortice del poligono. En este
caso probamos que para cada k € {1,...,n — 1} con g > py existe una
bifurcacién global de soluciones periddicas con simetrias Gy, .
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= En el problema de ondas viajeras en filamentos casi paralelos, el pardame-

tro 4 € R es la razon de circulacién entre el filamento central y un
filamento del poligono. Probamos que para cada k € {2,...,n — 2} con
i< vy € R existe una bifurcacion global de ondas viajeras periédi-
cas con velocidad de onda 7 y con simetrias Gy . Ademas, probamos
que para cada k € {1,...,n—1} con p > uy existen dos ramas de bifur-
cacion global de ondas viajeras periddicas con velocidad de onda v y
con simetrias G, para las velocidades de onda ~ que son mayores que

una funcién del orden de /u + s;.

En el problema de los n + 1-cuerpos, el parametro p > 0 es la razén de
masas entre el cuerpo central y un cuerpo del poligono. Probamos que
para cada k € {2,...,n — 2} con pu < py existe una bifurcacién global
con simetrias Gy . Ademds, probamos que para cada k € {1,...,n — 1}
con pu > my existen dos ramas de bifurcacion global de soluciones
periédicas con simetrias Gy, .

En el problema de las cargas, el pardmetro pu > s; es la razén de
las cargas entre la carga positiva del centro y una carga negativa del
poligono. Probamos que para cada k € {1,...,n} con u > s; el equilibrio
relativo poligonal tiene una bifurcacién global con simetrias Gy, .

Maxwell utilizo el equilibrio relativo poligonal para explicar la estabilidad
de los anillos de Saturno. Desde entonces se han publicado muchos resultados
de la estabilidad del equilibrio relativo poligonal. Debido a que el problema de
bifurcacién y estabilidad lineal estéan relacionados, nuestro analisis del espec-
tro esta relacionado a muchos de esos resultados, en particular comentaremos
los siguientes.

» En el problema de los vértices recuperamos el resultado de [CS00] de

que el equilibrio relativo poligonal es linealmente estable para u €
(3%7/””/2})'

= En el problema de los n+1-cuerpos recuperamos el resultado del articu-

lo [Rob00], en donde se prueba que el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable s6lo para n > 7 cuando p es suficientemente grande.
En particular, recuperamos el resultado en [Rob00] que obtuvo Max-
well de que el equilibrio relativo poligonal es estable para u del orden
de (13 4+ 4v/10)on?® cuando n es grande.
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En general no se habia probado la bifurcacién global con las simetrias
que encontramos. Aunque la existencia local de soluciones periédicas (sin
simetrias) pudiera deducirse del teorema de Liapunov en los casos que se
tenfa un andlisis de estabilidad, por ejemplo para los cuerpos [Rob00] y para
los vértices [CS00]. Sin embargo, no se habfan demostrado ni la bifurcacién
global ni se habian encontrado esas simetrias. Creemos que lo anterior se
debe a la relaciéon que existe entre los generadores y las integrales primeras
que generan los grupos de simetrias (relaciones de ortogonalidad).

Nosotros realizamos un andlisis cualitativo de los espectros usando las
propiedades de las sumas s; que dimos en el apéndice. Para el caso de los
vortices esas sumas se encuentran explicitamente en el articulo [CS00], en
donde también se hace un analisis completo del espectro para los vértices.
Sin embargo, en los demds casos no existe en la literatura un andlisis del
espectro similar al que pudimos realizar. Para los cuerpos y cargas el andlisis
del espectro se basa en el hecho que los s, son crecientes, lo cual probamos
en el apéndice independientemente de la prueba en [CFO08].

Otra de nuestras aportaciones es el cambio de variables que realizamos
en el capitulo cuatro, el cual nos permitié6 abordar con el mismo método
distintos problemas que tienen esas simetrias. Por ejemplo, con ese cambio
de variables también estudiaremos en el capitulo siete el problema de una
latiz circular no lineal de Schrodinger.
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Capitulo 6

Bifurcacién periddica espacial
del satélite y de los cuerpos

En este capitulo analizamos la bifurcacion de soluciones periddicas es-
paciales. En la primera seccién estudiamos el problema del satélite y en la
segunda seccién analizamos el problema de los n-cuerpos. Dado que ya hemos
analizado la bifurcacién planar en los capitulos anteriores, en este capitulo
solo estudiamos el espectro que origina la bifurcacién espacial.

6.1. El satélite

6.1.1. Planteamiento del problema

A continuacion vamos a plantear la ecuacion de movimiento de un satélite
en el espacio. Sea ¢;(t) € R? la posicién del cuerpo con masas m;, entonces
las ecuaciones de movimiento de Newton son

n

. d; — q;
myGi=— Y mimjm~
=0 (i) i

A continuacién vamos a cambiar las ecuaciones a un sistema de coorde-
nadas rotantes. Sea J la matriz simplectica, definamos a las matrices I y J
como

I = diag(1,1,0) y J = diag(.J,0).
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Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a u; como ¢;(t) = e u;(t).
Las ecuaciones en coordenadas rotantes son

mj(iij + 2Wjuj — fwzuj) = — Z
i=0 (i)

‘ U; — Uy
e a+1l-’
[ — i
Haciendo tender mgy a cero tenemos que las ecuaciones de los cuerpos
primarios se desacoplan del satélite

mj(ilj + 2wjuj — ]_WQUJ‘) = Z mimj |
i=1 (i)

Uj — Uy
a+1-
|uj — will
Vamos a suponer que los cuerpos primarios forman un equilibrio relativo.
Podemos suponer que la frecuencia de rotaciéon es uno. Por lo tanto las po-
siciones a; forman un equilibrio si

n a: — Qs
IC_Lj: Z mi]——HZOH-l'

it gy 13— a

De hecho, a continuacion vamos a probar que todos los equilibrios relativos
son planares.

Proposicién 6.1 Si las a; = (aj, ;) con a; € R? forman un equilibrio
relativo, entonces a; = 0 y las a; forman un equilibrio relativo planar

a; — a;
a; = Z miw.

|6Lj — Q;

Prueba. Supongamos que o > o; para algin j, entonces

n

> M e > 0

1
ST

Pero en un equilibrio relativo la suma anterior tiene que ser cero, entonces
a; = o para todo i y podemos suponer que @; = (a;,0) con una translaciéon
en z. Usando que ||a; — a;|| = |la; — a;|| concluimos que las a; forman un
equilibrio relativo planar. U
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Observacién 6.2 Las configuraciones centrales corresponde a soluciones de

n —

_ CLi—C_lj
G= D My

j=t Gy N9 =

Notese que los equilibrios relativos pueden ser gemerados por casos particu-
lares de configuraciones centrales, sin embargo, no todas las configuraciones
centrales generan equilibrios relativos, pues las configuraciones centrales pue-
den ser espaciales.

La ecuacién de movimiento del satélite es

i+ 2Ji=VV(r) con

V(z) = HI:CH +Zm3¢a [ = (a;, 0)[]).

Todos los equilibrios del satélite son planares, pues un equilibrio satisface

0 - & m;
0=—V(xg) =—2 .
0z (FZI [0 = (a;, 0)] H)

El operador diferencial para encontrar bifurcacién de soluciones periédicas
es D(v)z = —v%i — 2vJi. El conjunto de colisién es ¥ = {ay,...,a,} vy las
trayectorias libres de colision son

Hy (RN\W) = {z € H3,(R?) : 2(t) # a;}-
El operador para bifurcacién f : H: (R3\W) — L2 _es
fv,z) = —v*i — 2vJi 4+ VV (z).

En este caso tenemos la accién espacial de Zy como
p(k) = R = diag(1,1,-1).

Con esa accién tenemos que V(x) es Zp-invariante. Por lo tanto f(z) es
G = 7, x S'-ortogonal. La relacién de ortogonalidad de f(x) se obtiene
exactamente igual que en el caso planar.

Como todos los equilibrios relativos son planares, el grupo de isotropia
de un equilibrio z( es I';, = Zs. Por lo tanto

G:ro = ZQ X Sl.
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6.1.2. Teorema de bifurcacién

El operador D(v)z satisface la hip6tesis (2.1). Por lo tanto podemos rea-
lizar la reduccién global de Liapunov-Schmidt. De la reduccién global (2.3)
encontramos que la linealizacién de la funcién de bifurcacion en un equilibrio
zo tiene bloques M (Iv) con

M()\) = \? — 2i\J + D*V (x0).

Existen dos subespacios de representaciones irreducibles de I'y, = Zo

dados por

Vo=C*x {0}y Vi ={0} xC.
En V; la accién de Zy es trivial y en V; la accién de Zs es p(k) = —1. En
este caso, no necesitamos hacer cambio de variables para probar del lema de
Schur que
M(X) = diag(Mo(A), Mi1(A)).

También podemos deducir lo anterior del hecho que M () conmuta con R,
pues M () es Zs-equivariante.

La accién de G,, = Zy x S en el bloque My(lv) es (k,p)x = €?. El
grupo de isotropia en el bloque My(v) es el grupo generado por k, Gy = Zs.
Las bifurcaciones de My(v) tienen simetrias G, por lo que son planares y
coinciden con las soluciones que obtuvimos en el capitulo tres.

En el bloque M;(lv) la accién de Gy, = Zy x S es (k, @)z = —e%u.
El grupo de isotropia en el bloque M;(v) es el grupo generado por (k, ),
Gy = Zy.

De la definicién (2.6) obtenemos que

mA) = a(ni(A = p) —ni(A+p)),

donde nq(\) es el nimero de valores propios de M;(\) y o es el signo del
determinante de M (0) restringido al espacio de puntos fijos de Za,

o = sgn(det My(0)).

De los teoremas de bifurcacién global (2.12) y local (2.8) tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 6.3 Sin (1) es distinto de cero, en vy existe una bifurcacion global
de soluciones periodicas con grupo de isotropia G.

Como sélo existe una bifurcaciéon espacial, la bifurcacién no puede retor-
nar al mismo equilibrio. Por lo tanto, la bifurcacién es inadmisible o va a un
punto de bifurcacién espacial de otro equilibrio.
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6.1.3. Simetrias

[
|
[
; [
|
|
|

Figura 6.1: Ejemplo de una solucién periddica espacial con simetrias Gj.

Un solucién xy = (x,y, z) con simetrias G; satisface
xo(t) = (K, m)xo(t) = Rro(t + 7).
Por lo tanto
z(t)=z(t+m), yt) =yt +7m)y 2(t) = —2(t +m).

Como z(t) = —z(t + ), existe al menos un ¢y tal que z(tg) = z(to + m) = 0.
Ademas, la proyeccién de la curva en el plano (x,y) es m-periddica. Por
lo tanto la curva recorre dos veces la proyeccion en el plano una vez con
z(t) y una segunda vez con —z(t). Cuando sélo existe un t, las soluciones
son ochos espaciales alrededor del equilibrio. Recordemos que las soluciones
anteriores estan definidas en coordenadas rotantes, por lo que las soluciones
son cuasiperiddicas en coordenadas fijas.

6.1.4. Analisis del espectro

A continuacién vamos a calcular explicitamente al bloque M (\).

Proposicién 6.4 Sea d; = ||z — (a;,0)||, entonces el bloques My () es
My(A) =N =) my/d*.
j=1

Ademds, el bloque My(\) es igual al bloque M(X) del problema planar.
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Prueba. Sea d; la distancia del equilibrio g = (z,y,0) al primario a; =
(x;,9;,0), entonces

o) = (o iyl ) 0) g

Usando la linealizacion del potencial planar V' del capitulo tres tenemos que
D?*V (xy) = diag <D2V(x0), — imj/d;y“) :
j=1
Como M(X) = A2 — 2i\J + D*V(z), entonces
M(\) = diag <)\2 — 2i\J + D*V (x¢), \* — Xn:mj/d?‘“) .
j=1

De lo anterior concluimos el resultado. O

En este caso necesitamos que la matriz M (0) sea invertible (2.5). De la
proposicién anterior tenemos que o = sgn(det My(0)) con My(0) = DV (zg).
Ahora vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcacion.

Proposicién 6.5 Sea vy la raiz positiva de vg =7, m;/ds*, entonces el

determinante det My (v) se anula sdlo en vy con n1(vy) = o.

Prueba. El tnico punto donde det M;(v) se anula es vy. Como M;(c0) es
positiva y M;(0) es negativa, entonces nj(occ) = 0y ny(0) = 1. Por lo tanto
m(v) = o(1 —0). O

Por lo tanto, en el problema del satélite, cada equilibrio tiene una bifurca-
cion global de soluciones periddicas a partir del periodo 2w /vy con simetrias
(1. La bifurcacién o es inadmisible o va a un punto de bifurcacién de otro
equilibrio.

Probamos que My(A) es igual al bloque M () del problema planar. Re-
cordemos que en la proposicién (3.5) probamos que det M () se anula sélo
en vy .

Proposicién 6.6 Si se satisface la condicion de no resonancia vy # vy /21,
la bifurcacion local en vy es espacial, es decir z(t) # 0.
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Prueba. Tenemos que probar que cerca de (zg, 1) no existan soluciones de
la forma
x(t)=x(t+m), yt) =yt + )y 2(t) = 0.

Las soluciones anteriores se encuentran en el espacio de puntos fijos del gru-
po generado por k € Zy y ™ € S1. Pero la derivada de f(z,v) restringida al
espacio de puntos fijos de Zs X Zy tiene bloques My(2lvy). Como la matriz
My(v) se anula sélo en v, , entonces la derivada f'(zg)|yz,xz, es invertible si
vy # v+ /2l. Del teorema de la funcién implicita concluimos que si vy # v4 /21,
entonces no existen soluciones con simetrias Zs X Zy cerca de (xg,vp) . O

La condicién vy # v4 /2l aunque es suficiente, no es necesaria para garan-
tizar que la bifurcacion sea verdaderamente espacial.

Por lo tanto, en el problema del satélite, cada equilibrio inestable en el
plano, sin vy, tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas espaciales
con simetrias G .

En el problema restringido de los tres cuerpos, en los puntos Lagrangianos
probamos en la proposicién (3.9) que vy € (0,1). Como vy = 1 en los puntos
Lagrangianos, entonces siempre se satisface la relacion vy # vy /21.

Vimos que en los puntos Eulerianos la matriz de derivadas es D*V (E;) =diag(1+
2v2,1 — 12). Por lo tanto, el punto de bifurcacién v, es

vi=1-13/2+ 9v5/4— 2w)12,

De la igualdad anterior tenemos que se satisface 41%v3 # v3 cuando 9v; /4 —
20 # ((412 + 1/2)1/23 — 1)%. Lo anterior es equivalente a avg — 2bv2 +1 # 0
cona=(4>+1/2)"—9/4yconb=41*>—1/2. Como b* —a =9/4—81> <0
para | € {1,2,..}, entonces siempre se cumple la condicién 41%15 # 7.

Por lo tanto, en el problema restringido de los tres cuerpos, los equili-
brios Lagrangianos y Fulerianos tienen una bifurcacion global de soluciones
periodicas espaciales con simetrias Gy .

Vimos que los puntos Lagrangianos son minimos del potencial planar, en-
tonces 1 (1) = 0 = 1. Ademds, vimos que los puntos Eulerianos son puntos
criticos, entonces 7 (1) = 0 = —1. Por lo tanto, las bifurcaciones espaciales
son inadmisibles o se conectan entre puntos Eulerianos y Lagrangianos.

Las soluciones periddicas espaciales se conocen como orbitas verticales de
Liapunov [KGKO05]. Existen otras érbitas periddicas espaciales conocidas co-
mo 6rbitas Hip-Hop, esas érbitas aparecen a partir de las 6rbitas horizontales
de Liapunov que vimos en el capitulo tres [KGKO05]. Estas érbitas se usan
para posicionar satélites en el sistema del sol y la tierra [GSLMOO].



136 Bifurcacién peridédica espacial del satélite y de los cuerpos

6.2. Los cuerpos

En esta seccion encontramos bifurcacion de soluciones peridédicas espa-
ciales para el problema de los n-cuerpos. Primero analizamos la bifurcacién
para cuerpos con masas arbitrarias y después para cuerpos con masas iguales.
Por ultimo analizamos al equilibrio relativo poligonal que estudiamos en el
capitulo anterior.

6.2.1. Planteamiento del problema

Sea ¢;(t) € R? la posicién del cuerpo con masa m;. Las ecuaciones de

Newton son
n

. 49 — 4
m;q; = — Z T)’l,ﬂ’n]]—oé+1
Para cambiar a coordenadas rotantes definamos a u; como g;(t) = eVerTu, (t).
Como §; = eV (ii; + 2y/wJi — wlu) con I =diag(1,1,0) y J =diag(J,0),
entonces las ecuaciones en coordenadas rotantes son

mjii; + 2v/wJi; = wlu — Z mim,; |
i=1 (i)

U; — Uy
Juj — |
~ Definamos a las matrices M =diag(mi1,...,m,I), J =diag(J,...,J) vy
I =diag(1,...,T). Sea u = (uq,...,u,) el vector de posiciones, las ecuaciones
en forma vectorial son

Mii + 2\/wMT7 = VV (u) con
w — 2
V=3 [[MPTul|" + > mimiéa(lle; — al)-
i<j
Un equilibrio relativo corresponde a un punto critico del potencial V. En la
seccion anterior probamos que todos los equilibrios relativos son planares.

Ademas, podemos escoger a la frecuencia como w = 1.
El operador diferencial D(v) es

D(v) = —Mv*i — 2MJvi.

Los puntos de colisién son ¥ = {x € R*" : 2;; = 2;} y las trayectorias libres
de colisiones son

Hy (R¥M\W) = {z € Hy (R*") : 25(t) # x;(t)}-
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El operador f: Hz (R*\W) x Rt — L3 es
flz,v) = —Mv*i —2MJvi + VV ().

Definicién 6.7 Definamos la accion de Zo x S' en R3™ como

p(r) = diag(R, ..., R) y p(0) = e~7°,
donde R =diag(1,1,—1).
Como V es Zy x St invariante, entonces V es I'-ortogonal con
I'=1Z, xS

Como la ecuacién es auténoma, entonces la funcién f es I' x St-equivariante.
El generador de la acciéon temporal es Ax = & . El generador de la accién
espacial es Ajz = —Jz. Como VV(z) es ortogonal a Jx, entonces f es
I' x S'-ortogonal

. v? 172112 12 FA41/2. 1/2; 2
(F)i) gy, = = MY =20 (TM e, MY2G) 4 V(@) =,

27

2
(@), Ta)y = (M TMVE) = o | M 2a]* i + / (VV, T2 =0.
2 G 0
Como xg es un equilibrio relativo planar, el grupo de isotropia de z( es
GJ;O = ZQ X Sl.

La érbita de xq es isomorfa a G/G,, ~ St Por lo que Ajzg = —Jxo debe
ser el tinico generador del ntcleo de D?f(xy).

Observacién 6.8 De hecho, las ecuaciones de Newton son invariantes por
las isometrias del espacio O(3) x R®. Lo anterior origina las leyes de conser-
vacion de momento angular y lineal de las ecuaciones de Newton. Al cam-
biar a coordenadas rotantes estamos rompiendo con las simetrias de ese gru-
po, pues el potencial V' ya solo es invariante bajo la accion del subgrupo
0(2) x (RUEKR), en donde La accion de ¢p € R es hx = x + e con

e3 = (0,0,1) ye = (es, ..., e3).
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De hecho la accion de R da origen a una ley de conservacion de momento
lineal en el eje coordenado z.

El generador de la accion de R es Ar = e. Como V' es R-invariante,
entonces VV (x) es ortogonal al generador VV (z) - e = 0. La accion de R
causa que cualquier translacion de un equilibrio relativo también lo sea, por
lo que va a existir un valor propio cero en la linealizacion. Por lo tanto un
equilibrio relativo no es aislado mi hiperbolico cuando no lo consideramos
como una orbita de R, y como no queremos lidiar con el grupo no compacto
R, vamos a tener que restringir el mapeo a un espacio ortogonal al vector e.

6.2.2. Teorema de bifurcaciéon

Como todas las masas m; son positivas, la matriz —M es invertible y se
satisface la hipdtesis (2.1). De la reduccién global (2.3) obtenemos la funcién
de bifurcacion.

En el comentario anterior vimos que VV'(u) era ortogonal al vector e, de
hecho se puede probar directamente que VV (u) es ortogonal a e. La funcién
de bifurcacién f(z) tiene como componentes a los modos de Fourier f;(z1).
El modo de Fourier fy(x1) es

2m
fo(z1) = %/O VV (21 + za(x,v))dt.

Como VV (u) es ortogonal a e, entonces el modo de Fourier fy(z1) es ortogo-
nal a e. Para probar la bifurcacién, vamos a definir al mapeo f(z): W — W
como la restriccién de la funcién de bifurcacién f(zx) al espacio

W={zeR":z-e=0} x (C")?".

Como fy(z1) es ortogonal a e, entonces f(z) esta bien definida.
De (2.3) la matriz M (\) es

M(X\) = M(X* = 2i\T) + D*V (z).
Por lo tanto, la linealizacién de f(z,v) en xq es
f/(..'lf[)) = diag(M(O)J—ev [RXD) M(pl/)),

en donde M (0)*¢ es la matriz M (0) restringida al espacio ortogonal a e.
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Vamos a necesitar encontrar los subespacios de representaciones irredu-
cibles del grupo I';,, = Zy. Como la accién de Zy es p(k) =diag(R, ..., R) con
R =diag(1,1,—1), los subespacios de representaciones irreducibles son

% = {(xlvyh()? '--7xnayna0) 1T,y € (C} y
Vi = {(0,0, 21, ..,0,0, 2,) : z; € C}.

La accién de k € Zy en Vj es trivial y en Vj es p(k) = —1.
Sean Ty : C** — Vi v T : C* — V; los isomorfismos

TO(xhyla "'7xn7yn) = ('rhylaoa "'7$n7yn70) y
Tl(Zl, 7Zn) = (0,0,21, ...,0,0,Zn).

Definamos a P como la transformacion ortogonal

P21, Y1, 21, oo Ty Yny 2n) = To(T1, Y1y ooy Ty Yn ) + T1(21, -, 20)-

Del lema de Schur tenemos que la matriz M () tiene una representacién por
bloques como
P MNP = diag(Mo(N), Mi(N)).

La accién de G, = Zy x S en el bloque My(lv) es (k,p)x = €'?. El
grupo de isotropia Gy = Zs en el bloque My(v) es el grupo generado por .
De hecho My(A) coincide con la definicién del bloque M () en el caso planar
y las bifurcaciones con simetrias Gy son simplemente las planares.

En el bloque M;(lv) la accién de G, = Zy x S* es (k, p)r = —e?z. El
grupo de isotropia G; = Zs en el bloque M;(v) es el grupo generado por
(K, ).

Para poder encontrar bifurcacion necesitamos suponer que el nicleo de
M(0)+¢ esté generado sélo por Ajzg = —Jxo (2.5). En ese caso, de la defi-
nicién (2.6) tenemos que ny(A) es el nimero de Morse de M;(v) y

m(v) =o(m(v—p) =+ p)),

donde o es el signo del determinante de My(0) restringido al subespacio
ortogonal a Ajx.

De los teoremas de bifurcacién global (2.12) y local (2.8) tenemos el si-
guiente teorema.

Teorema 6.9 Sin (1) es distinto de cero, en vy existe una bifurcacion global
de soluciones periodicas con simetrias Gy .
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Por bifurcacién global entendemos que si la bifurcacion es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcacion y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcacién es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito
o si la rama va a colision.

6.2.3. Simetrias

Las soluciones con grupo G satisfacen
z(t) = (R, m)x(t) = Rx(t + ).
Las simetrias anteriores corresponden a soluciones de la forma
zj(t) = zi(t + ), y;(t) = y;(t + ) y 2(t) = =z + ).

Como z;(t) = —z;(t+m), entonces z;(t;) = 0 = z;(t+n) para alguno ¢;. Por lo
que las érbitas de los cuerpos siempre oscilan alrededor del plano (z,y). Como
la proyeccién de la curva en el plano (z;,y;) es m-periédica, la curva recorre
la proyeccién (x;,y;) una vez con z;(t) y una segunda vez con —z;(t). Por lo
que las soluciones son ochos espaciales alrededor de los equilibrios relativos
cuando existe un solo ¢;. Ademads, las soluciones anteriores son cuasiperiédicas
en coordenadas fijas.

6.2.4. Analisis del espectro

A continuacién vamos a calcular el bloque M;()). Definamos a d;; co-
mo la distancia entre los cuerpos ¢ y j. Definamos a la matriz M; como
My =diag(my, ..., m,).

Proposicién 6.10 Definamos a la matriz A = (a;;)7;—; con

1) T da+1 Y Qi = ij .
(]

Entonces el bloque My(\) es

M1<>\) == )\2M1 —|— A
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Prueba. Definamos a A;; como los bloques de 3 x 3 de la matriz D*V (zy),

DV (x9) = (Aij)7

ij=1-

Como D2V () es I'y,-equivariante, entonces D2V (z4) conmuta con p(x) =diag(R, ...

Por lo tanto A;; conmuta con R =diag(1,1,—1). De lo anterior concluimos
que A;; =diag(A;j, a;;), donde A;; son matrices de 2 x 2.

Sea di; = ||(z4, vi, zi) — (x,Y;, 2;)||, entonces
(2 — 2)? 1
8ziazj¢(dij> = —(a + 1> dqgr; + ot
ij ij

Como todos los equilibrios relativos son planares, z; = 0 para todo j, entonces

a+1

Q5 = m,m](‘?zﬁzjqb(dw) = mimj/dij

Como 92 ¢(d;;) = — 0.,0.,6(dy;), entonces

QA = Z mlm]af](b(dw) = — Z CLij.
J=1 (j#i) J=1 (j#i)
Por lo tanto D*V (z0)Ti(2) = Ti(Az) con z = (2, ..., 2,). Concluimos el
resultado de que
M()\z — QZAj)Tl(Z) = Tl (M1)\22’)
O

Como Ti(1,...,1) = e, entonces debemos restringir M;(0) al espacio or-
togonal al vector (1,...,1). De hecho, podemos verificar directamente que
(1,...,1) estd en el nicleo de M;(0) = A. A continuacién vamos a analizar el
espectro de la matriz A.

Proposicién 6.11 Sea B(zy,7) la bola de centro zy y radio r. El espectro
o(A) de la matriz A = (ay)j;—, estd contenido en la union \J;_, B(a,r;)
con i =), (ot 1] -
Prueba. Si A € 0(A), entonces (A — A)x = 0 para algin z = (21, ..., ,). Sea
z; tal que |z;| > |z;| para todo j, del renglén ¢ de (A — A)x = 0 obtenemos
que (A = ag)zi — 375 (jzi) G = 0. Como |2;] > |z;], entonces

n

N—aul < Y agl

J=1 (j#i)
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Por lo tanto A esta contenido en la bola de centro a;; y radio r;. ]

Como A es autoadjunta sus valores propios son reales. De la propo-
siciéon anterior tenemos que los valores propios de A estan contenidos en
Ui~ Blag, |a;|) € R™. Ademds, si @ = (21, ...,2,) estd en el nicleo de A,
entonces x; = x; pues

n n
0 = Zaijxj = Z (ZL’j — LEZ‘)CLij.
j=1 =1 (j#i)

Por lo tanto el niicleo de A estd generado por (1,...,1) y A tiene n—1 valores
propios negativos.

Como los valores propios de M;(v) son continuos, entonces el nimero de
Morse de Mj es ny > n—1 para v pequeno. Como n;(c0) = 0, entonces existen
al menos n — 1 cruces de valores propios de la matriz M;(v).Por lo tanto, en
el problema de los n+ 1-cuerpos con masas positivas, cada equilibrio relativo
tiene al menos una bifurcacion global de soluciones periodicas con simetrias
GG1. En general, cada equilibrio relativo tiene n — 1 ramas de bifurcaciéon de
soluciones periddicas con simetrias GGy.

Cuando todas las masas son iguales podemos caracterizar de forma com-
pleta el espectro de My ().

Teorema 6.12 Supongamos que —vi < ... < —v:_, < v, = 0 son los valores
propios de A. Si la masas de los cuerpos son iguales, entonces el determinante

det M;(v) se anula sélo en el conjunto {vy : k=1,...n— 1} con
m(v) = o.

Prueba. Existe una matriz P tal que A = P7'AP con A =diag(—v?, ..., —1/2),
entonces
M, (v) =mP ' (v*I + A)P.

Por lo tanto los valores propios de M;(v) son v* — vZ. Como los vy son

distintos, entonces ny(vy — p) = k y mi(vx + p) = k — 1. Por lo tanto
m(vk) = ok —(k—1)). O

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos con masas iguales,
cualquier equilibrio relativo para cada k € {1,...,n—1}, tiene una bifurcacion
global de soluciones periddicas a partir del periodo 2m/vy con simetrias Gy.
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Ademas, la bifurcacién anterior es inadmisible o va a un punto de bifurcacion
espacial de otro equilibrio relativo.

Observaciéon 6.13 De la observacidon (3.4) tenemos que un equilibrio relati-
vo con masas iquales es linealmente estable en el espacio, si lo es en el plano

(2.9).

6.2.5. El equilibrio poligonal

A continuacion vamos a analizar la bifurcacion espacial de n + 1 cuerpos
con masas /t;. Las masas de los cuerpos son yig = 'y pr; = L paraj € {1,..,n}.
Definamos a fi como la matriz de masas ji =diag(ul, I, ..., I). La ecuacién de
los cuerpos es

i+ 2fiw' 2 T i = VV(z) con
[ERE
_ @' lx
V() =l 4 S sl — i)
i<j
Sea @ = (ag, .., a,) con ag = 0y a; = € para j € {1,...,1}, probamos en el
capitulo cuatro que a es un equilibrio relativo para w = pu+s;. En esta seccion
nos proponemos encontrar bifurcaciéon de soluciones periddicas espaciales a
partir del equilibrio relativo poligonal a.

Sea Z,, el grupo generado por la permutaciéon ((j) = 7 + 1 modulo n.
Definamos la accién del grupo 7Z,, como

p(C) (o, L1, .y Tn) = (L0, Te(a)s oy Te(n))-

El potencial V' es Z,-invariante debido a que n cuerpos tienen masas iguales.
En particular VV es ['-equivariante con

=7y %x7Z, xS

Por lo tanto el operador f(x) es I' x S'-ortogonal.
Sea Z, el grupo generado por ((,() € Z, x S 1 las acciones de los ele-
mentos k € Zs y (¢, () € Z,, son

k= diag(R, .. R) y (¢, )z = p(¢)e 7 x.

Como k € Zy y (¢, ¢) € Z, dejan fijo al equilibrio @, entonces T'y = Zy X Z,.
Por lo tanto )
Gs =79 X Z,, x S*.
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Teorema de bifurcacién

El bloque M (\) es
M) = aX2 — 202 AT (iN) + DV (z0).
Probamos que la matriz M (\) es diagonal por bloque en los subespacios

‘/0 = {(IbylaOa "'7xn7yn70) P Tn, Yn € (C} y
Vi ={(0,0, z,...,0,0, 2,) : z, € C}.

En V) la acciéon de I'; es p(k)T(2) =T(—2) y
(C? C)T1<207 E3) zn) = T1(207 RC(1)y v ZC(n))

Por lo que necesitamos ademas descomponer al espacio V; en los subespacios
de representaciones irreducibles del grupo Z,.

Definicién 6.14 Para k € {1,...,n — 1} definamos a T, : C — Wy, como
Ti(2) = (0,n~ Y2z, .. n~12em* %) con
Wi = {(0,e*%, ..., e"*2) . 2 € C}.
Ademds, definamos a T, : C* — W,, como
To(a,w) = (o, n V2w, ....n " Y?w) con

W, = {(a,w, ..., w) : a,w € C}.

La transformacién lineal Pz = Y, _ Ty, (z)) de C"* en C"** es ortogonal.
La accién de (¢,¢) en el subespacio Wy, es (¢, ()T (2) = Ti(e***2). Como el
bloque M; () es ademés equivariante con respecto a la accién de Zn, del lema
de Schur tenemos que M;(v) es diagonal por bloques con

P IM(\)P = diag(mi()\), ..., mn(N)).
Los bloques my(\) deben satisfacer
My(V)Ti(z) = Tp(mgz).
La accién en Wy, de k € Zy, ((,() € Zp v p € S es

p(r) = =1, (¢,¢) =™y p =€,
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Como la accién de (¢, ¢, —kC) € Zy, x S'y (k,7) € Zy x S* es trivial en W,
entonces el grupo de isotropia Gy del bloque my(v) es el generado por

(<7 C7 _kC) y (K7 ﬂ-)'

De la definicién (2.6) tenemos que

ne(v) = o(ni(v — p) — (v + p)),

donde ng(\) es el nimero de Morse de mg(v). Ademds o es el signo del
determinante de M (0)1¢ restringido al espacio de puntos fijos de I'z, ortogonal
al generador Aja. De los teoremas de bifurcacion global (2.12) y local (2.8)
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.15 Si ng(vx) es distinto de cero, en vy existe una bifurcacion
global de soluciones periddicas con simetrias Gy.

Por bifurcacion global entendemos que si la bifurcacién es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcacion y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcacion es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito
o si la rama va a colision.

Simetrias

Supongamos que un equilibrio x tiene simetrias Gy, y que las componentes
del equilibrio son (z;,y;,2;) para j € {0,...,n}. Del elemento (k,7) € Gy
tenemos que

7i(t) = x;(t+ ), y;(t) = y(t + 1)y 2(t) = —2(t + 7).

Por lo tanto las componentes (z;,y;) son en realidad 7 periddicas. En el
periodo la curva recorre la proyeccion en el plano (x;,y;) dos veces, una con
z;(t) y la otra con —z;(t).

Ademads, del elemento ((,(, —k() € G}, tenemos que

x(t) = p(Q)e T x(t — kQ).

Como e 7¢ es e7¢ en (x,y;), entonces las proyecciones en el plano (z;,y;)
satisfacen las simetrias planares que describimos en la seccién (5.3).

Como e™7¢ es trivial en z;, entonces la coordenada del cuerpo central
satisface zg(t) = zo(t + k(). Para describir a los otros cuerpos vamos a usar la
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igualdad z; = zj,1,. En ese caso las posiciones espaciales de los otros cuerpos
satisfacen

zj1(t) = 21(t + jkC).

Por lo tanto, las curvas de los cuerpos con masas iguales estan determinadas
por la de uno solo de ellos.

Por ejemplo cuando n = 2m y k = m tenemos que zy(t) = 0. Ademés
los cuerpos con masas iguales j € {1,..,n} satisfacen (x;i1,y,41)(t) =

e (w1, y1) () v

zjr1(t) = 21t +jm) = (=1)721(2).
A las soluciones con las simetrias anteriores se les conoce como érbitas Hip-
Hop [TVO07], porque son soluciones que estan formadas de dos poligonos
regulares de m lados que oscilan verticalmente uno con z;(t) y el otro con
—21(t), de tal manera que la proyeccién en el plano siempre forma un poligono
regular de 2m lados.

Analisis del espectro

En la seccién anterior calculamos que la matriz My (\) es My()\) = A2+ A,
en donde i =diag(u,1,...,1) y A= (a;;)j;— con

n

a. — Mt P Z 3y
] dqﬂ_l Yy ai; = a’lj‘
Y J=0(3#1%)

Recordemos que las masas son po = py pj = 1 para j € {1,..,,n}. A
continuaciéon vamos a calcular los bloques my(v) que satisfacen M7y (z) =

Proposicién 6.16 Para k € {1,...,n—1} tenemos que my(\) = N> — (u+sy.)

y ma(d) = ( M(Ajﬁ_un) A@Lu ) '

Prueba. Primero vamos a calcular a my para k € {1,...n — 1}. Paral # 0
tenemos que

[ATy(2)]; = n~1/? Z ay;e % .
j=1
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Para [, j € {1,...,n} las distancias satisfacen dj; = 4sin*((I — j)¢/2), enton-
ces ajj = ap(j—y con (j —1) € {1,...,n} modulo n. Por lo tanto a;;e’* =
e (ap(j—pye'V™IR) 'y podemos reescribir a la suma anterior como

[ATy(2))y = n~ /2 (Z anjeijM) z = [Ti(br2)]; »

j=1
donde by, es el término entre paréntesis. Como a,,, = — Z;l_o (pj ¥ Ano = 4,
entonces by, = —p + 2?2—11 (€7 —1) apj. Como an; = 1/dyS", entonces

i (eijkc a = 2sin?(kjC/2) _

=1 YT s (i¢/2) T

Por lo tanto by = —(pu + si) y ATk(z) = Ty(bgz). Concluimos el resultado
para k € {1,....,n — 1} de que

(AN + A)Ti(2) = To (A% + by)2).

So6lo nos falta encontrar a m,,. Sea z = (a,w), para | # 0 tenemos que
[AT,(2)]; = ajoo +n~1/2 Z] L ajw. Como ag = 'y Z] | Qij = —ayp, enton-
ces

(AT, ()]s = 02 (Ve — ).
Para | = 0 tenemos que [AT,(k)z]o = agoer +n~"/2 Y7 agyw. Como agy =
— Y _j—1 Goj = —npi, entonces

(AT, (k)z]o = —npa + Vnpw.

AT, (2) = T, ( \_/ﬁ‘/j \(N“ )

Concluimos el resultado de que a\*T),(z) = T, (diag(ur?, \?)z). O

Por lo tanto

A continuacién vamos a encontrar los puntos en donde la érbita I'a no es
hiperbdélica.

Proposicién 6.17 El nicleo de M(0)*¢ estd generado sdlo por Aia para
K ¢ {_Slnuh 7:un/2}
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Prueba. Como T,,(1,n'/2) = (1,...,1), entonces m,,(0) estéd restringido al es-
pacio ortogonal a (1,/n). Los valores propios de m,,(0) son 0y —(n+1)u con
los vectores propios (1, /1) v (v, —1). Por lo que ma™V™(0) = —(n+1)u
es invertible para p # 0 y para p = 0 ese valor no se encuentra.

Ademas my(0) = —(u + si) es siempre negativa para u > —s;. Por lo
tanto M;(0)1¢ es invertible. Concluimos el resultado del hecho que el nicleo
de My(0) estd generado por Aja para pr € {p1, ..., ftns2}, donde gy, son los
puntos de bifurcacion de equilibrios relativos en el capitulo cuatro. Il

Por lo tanto tenemos que excluir a los puntos {—si, p} del andlisis de
bifurcacién periddica (2.5).

Ahora vamos a encontrar los puntos de bifurcacién de soluciones periodi-
cas espaciales.

Proposicién 6.18 Sea v, =/u+n y sea vy =+/u+ sg para k € {1,...,n—
1}, entonces el determinante det my(v) se anula sdlo en vy con

Prueba. En el capitulo anterior encontramos que ¢ = 1 para u > —s;. Para
ke {1,...,n—1} el nimero my(v) = v*> — (u+s;) cambia de signo sélo en v
Por lo tanto ng(vy,) = 1 — 0. El determinante det m,,(v) = v?u (v* — (u +n))
cambia de signo sélo en v,,. Como det m,, es negativo para v < v, entonces
N (vn, — p) = 1. Como n,(c0) = 0, entonces 7, =1 — 0. O

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos, el equilibrio relativo
poligonal para cada k € {1,...,n}, tiene una bifurcacion global de soluciones
periddicas a partir del periodo 27 /vy con simetrias Gy. Como n(vx) = 1 la
bifurcacién no puede retornar a a, entonces cada bifurcacion es inadmisible
o va a otro punto de bifurcacién distinto de a.

Para k € {1,...,n — 1} encontramos bifurcacién con simetrias Gy a partir
de vy = /i + si. Para probar que la bifurcacién en v es espacial, tenemos
que probar como en el problema del satélite que cerca de (a, v) no existen
soluciones de la forma

25(t) = 2 (t + 7). ys(0) = gyt +7) ¥ () = 0.

Las soluciones anteriores se encuentran en el espacio de puntos fijos del gru-
po generado por k € Zy y ™ € S*. Sea f'(a)|yzxz, la derivada de f(z,v) en
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(@, ) restringida al espacio de puntos fijos de Zs X Zs, entonce f'(a)|yzyxz,
es diagonal con bloques My(2lvy) para | € {1,2,..}. En la observacién
(5.26) probamos que el bloque My(v) es invertible para u suficientemente
grande si v > /u+ s; , entonces la derivada f'(a)|yzxz, es invertible si
v > /i~ s1/2. Del teorema de la funcién implicita concluimos que no exis-
ten soluciones con simetrias Zy X Zy cerca de (a, 1) para p suficientemente
grande si v > \/u+ s1/2. Como s, > s; para k € {1,...,n — 1}, entonces
v > \/p+ s1/2 y la bifurcacién en vy tiene que ser espaciales para u su-
ficientemente grande. De hecho, analizando con detalle el bloques my(\) y
el bloque My (\) del capitulo anterior se puede probar que existe resonancia
sélo en un punto jy € (—sy, mg) para k € {1,...,n — 1}.

Por lo tanto, en el problema de los n + 1-cuerpos, el equilibrio relativo
poligonal para cada k € {1,...,n — 1} tal que p # [y, tiene una bifurca-
cion global de soluciones periddicas espaciales a partir del periodo 2w /vy, con
simetrias Gjy,.

En [Che08] se da evidencia de que para n = 3 con u = 0, la érbita de
Liapunov se conecta a la coreografia del ocho.

Para el problema de las cargas en el espacio los bloques de bifurcacion
espacial son

mp(N) = X = (1 — )

para k € {1,...,n}. Por lo tanto, en el problema de las cargas, el equilibrio
relativo poligonal para cada k € {1,....n — 1} tal que p > s, y para k =n
tal que p > s, tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir
del periodo 27 /vy, con simetrias Gj.

Observacién 6.19 Ademds, como my(0) = —(u — si) en el problema de
las cargas, entonces existe bifurcacion de equilibrios relativos espaciales en
p o= s para k € {1,....[n/2]} con simetrias Dy, donde h es el mdximo

comun divisor de n y k. Las bifurcaciones espaciales con simetrias Dy son
como las que describimos en el capitulo cuatro, pero en las que no todas las
coordenadas son coplanares.

6.3. Comentarios

En la primera parte de este capitulo analizamos la ecuacion del satélite
en el espacio y la bifurcacion espacial a partir de sus equilibrios. Probamos
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que cada equilibrio del satélite tiene una bifurcacién de soluciones periédicas
con las simetrias espaciales

z(t) =zt +m),ylt) =yt +m)y 2(t) = —z(t + ).

Ademas, las soluciones son verdaderamente espaciales (z # 0) cuando no
existe resonancia con la bifurcacién de soluciones planares: en ese caso las
soluciones parecen ochos transversales al equilibrio. El resultado anterior es
otra de nuestras aportaciones, pues probamos que existe bifurcacién global
de soluciones espaciales de cualquier equilibrio.

En particular probamos que en el problema restringido de los tres cuerpos
los equilibrios Lagrangianos y Eulerianos no son resonantes, por lo que cada
equilibrio tiene una bifurcacién de soluciones peridédicas de ochos espaciales.
A las soluciones anteriores se les conocen como érbitas verticales de Liapunov.
En los articulos [DRPT07] y [KGKO05] se hace un bonito andlisis numérico
de la ramas globales de bifurcacion espacial y sus doblamientos de periodo,
entre otras soluciones mas complejas que surgen a partir de éstas.

En la segunda seccién analizamos el problema de bifurcacion espacial a
partir de un equilibrio relativo de n cuerpos . Probamos que un equilibrio
relativo con masas arbitrarias siempre tiene al menos una bifurcaciéon global
de soluciones periddicas con las simetrias

zi(t) =x;(t+7), y;(t) = y;(t +7) y 2(t) = —z;(t + 7).

De hecho, probamos que genéricamente existen n — 1 de esas ramas de bifur-
cacién. Ademds, probamos que las soluciones son espaciales (z; # 0) cuando
no existe resonancia con la bifurcacion planar. En ese caso las soluciones pa-
recen ochos espaciales que oscilan alrededor del plano en el que se encuentra
el equilibrio relativo.

En particular, para el equilibrio relativo poligonal probamos que para
cada k € {1,...,n} existe una bifurcacién de soluciones periddicas con las si-
metrias anteriores y con las simetrias GGj, que describimos en el capitulo cinco.
Por ejemplo, vimos para n = 2m que las soluciones espaciales con simetrias
G, son 6rbitas Hip-Hop (en general cuasiperiddicas). Las érbitas Hip-Hop
son soluciones en las que dos poligonos de m lados oscilan verticalmente uno
con z(t) y el otro con —z(t), de tal manera que su proyeccién en el plano
siempre forma un poligono de 2m lados.

En general, las bifurcaciones globales que encontramos no se habian pro-
bado con un adecuado tratamiento de las simetrias, aunque existen varios
ejemplos particulares que comentaremos a continuacion.
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= Las soluciones Hip-Hop aparecieron por primera vez en el articulo
[DTW83], en donde se prueba que existen algunas 6rbitas Hip-Hop
periédicas para el problema de los n + 1-cuerpos y de las cargas.

» En el articulo [MS93] se encontraron las soluciones Hip-Hop para los
cuerpos con un método de continuacién para p grande. En ese articulo
se explican las oscilaciones verticales que se habian observado en las
fotografias de los anillos de Saturno.

» En el articulo [BCPS06] se encontraron las soluciones Hip-Hop que
encontramos para el problema de los 2m cuerpos con p = 0.

» En el articulo [CF08] se analiz6 para n € {3,4,5,6} con u = 0 la bifur-
cacién de las érbitas de Liapunov verticales que encontramos. Ademaés,
en ese articulo se continda a las soluciones de Liapunov como mini-
mos del potencial, dando origen a soluciones peridédicas con simetrias
particulares como la coreografia del ocho para los tres cuerpos.

Las coreografias son soluciones en las que los cuerpos siguen la misma tra-
yectoria con intervalos de tiempo regulares. Para los tres cuerpos la primera
prueba de la existencia de la coreografia del ocho se encuentra en [CMOO].
Basado en la simetria italiana x(t) = —z(t + 7), Chenciner nombré a las
simetrias espaciales que encontramos como la restriccion antisimétrica. Los
métodos variacionales se han usado ampliamente para encontrar soluciones
periédicas con la antisimetria dando origen a érbitas Hip-Hop, coreografias u
otras soluciones més complejas. Sin embargo, no siempre resulta facil probar
la coercividad del potencial debido a la existencia de trayectorias con coli-
sién. Para més detalles recomendamos ver los articulos [TV07] y [CFO08] y
las referencias que se encuentran en ellos.
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Capitulo 7

Bifurcacion en la latiz de
Schrodinger peridodica

En este capitulo estudiamos una latiz de osciladores acoplados con condi-
ciones de periodicidad. En particular, analizamos a la latiz con el potencial
cubico de Schrodinger y con el potencial saturable. La latiz de osciladores se
deduce discretizando la ecuacién no lineal de Schrodinger y se ha usado para
modelar muchos fenémenos fisicos de ondas [EJO03].

Existe un equilibrio relativo equivalente al equilibrio relativo poligonal del
problema de los n+1-cuerpos. En la primera seccién encontramos bifurcacion
de equilibrios relativos a partir de ese equilibrio poligonal y en la tercera
seccién encontramos bifurcacion de soluciones periddicas.

7.1. Planteamiento del problema

Sea ¢; € C el oscilador j € {1,...,n}, la ecuacién de la latiz de osciladores
es

idg; = h(|lgl1*)g; + (@41 — 205 + gj—1)-

Nosotros vamos a estudiar a una latiz con las condiciones de periodicidad
Uj = Ujqn-

Los equilibrios relativos son las soluciones de la forma ¢; = pe“a; con
a; constante. La existencia de equilibrios relativos esta condicionada por una
relacion no lineal entre la amplitud p y la frecuencia w . Es por esta razon que
vamos a tomar a la amplitud g como parametro de bifurcacién. Lo anterior
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no sucede en el problema de los n + 1-cuerpos, en el que la relacién entre la
amplitud y la frecuencia es homogénea.
Cambiando a coordenadas rotantes g; = pe“"u; la ecuacion de la latiz es

.. 2
it — wuy = h(|pug|")u; + (wjen — 2u; +ujo).

Para realizar nuestro analisis vamos a cambiar las coordenadas en C a R2.
Por lo que la ecuacién de la latiz para u; € R? es

Tty = wuj + h(| | *)uy + (wjer — 2u; + ujog),

en donde J es la matriz simplectica.
Sea u = (uq, ..., u,) el vector de posiciones y sea J = (J, ..., J), la ecuacién
de la latiz en forma vectorial es

Ji =VV(zx) con
1 n
V=3 > {H(x)) =l — )’}
j=1

donde H(z) es la funcién que satisface VH () = wz + h(|pz|?)z.

Un equilibrio relativo es un punto critico del potencial V. El cero siem-
pre es un equilibrio relativo. A continuacién vamos a probar que existe un
equilibrio relativo tipo onda rotante.

Proposicién 7.1 Sea a; = €¢ con ( = 2r/n, entonces a = (ay, ..., a,) es
un equilibrio si

w = 4sin®(¢/2) — h(p?).
Prueba. Como a; 1 — 2a; + a;_y = —4sin®*({/2)a;, entonces

V,,(@) = (@ + h(s?) — 4sin?(¢/2))a;.

Por lo tanto, las a; forman un equilibrio relativo si se satisface la relacion de
la proposicién. O

Nosotros vamos a analizar sélo los casos n > 3, ya que los casos n =1y
n = 2 son integrables [EJ03]. De hecho, segiin [EJ03] es posible encontrar el
diagrama de bifurcacién completo de los equilibrios relativos para n < 4 .

Los equilibrios relativos localizados se conocen como breathers y las so-
luciones periddicas localizadas se conocen como breathers cuasiperiédicos
[EJ03]. Por lo tanto, nuestras ramas de bifurcacién en el caso de ser locali-
zadas corresponden a breathers y breathers cuasiperiodicos.
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Observacién 7.2 Usando el mismo método que vamos a usar, podemos ana-
lizar ecuaciones de la latiz mas complejas, siempre y cuando se preserven los
simetrias del problema. Por ejemplo, podemos hacer depender de un pardame-
tro al potencial, podemos incluir celdas no adyacentes en el acoplamiento o
podemos hacer un acoplamiento nolineal entre las celdas.

7.2. Bifurcacién estacionaria

Las simetrias del potencial V' son similares a las que usamos en el proble-
ma de los n + 1-cuerpos (4.2). Por lo que s6lo vamos a indicar las diferencias
con respecto a las definiciones para la ecuacion de la latiz.

Definicién 7.3 Definimos a D,, como el subgrupo de permutaciones de {1,...,n}
generado por ((j) = j+1 y k(j) = n— j modulo n. La accién de D,, en R*™
es

PV (@1, s Tn) = (Ty(1)s oo Toy(m))-

Ademds, definimos la accién del grupo O(2) = S* U kS en R*™ como

donde R es la matriz diag(R, ..., R) con R =diag(1,—1).

El potencial V' no cambia si rotamos las posiciones de los osciladores y
tampoco cambia si rotamos o reflejamos las fases de todos los osciladores. Por
lo tanto, el potencial V' es I'-invariante y el gradiente VV' es I'-equivariante,
en donde I" es el grupo

I'=D, x 0(2).

Definamos a D,, como el grupo generado por (¢, ¢) y (k, &) con ¢ = 21/n €
St La acciéon de los elementos anteriores es

(¢ QO = p(Qe™ v (k, k) = p(r)Ra.

Como los elementos (¢, () v (k, k) dejan fijo al equilibrio a, entonces el grupo
de isotropia de a es

Fa - bn
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7.2.1. Teorema de bifurcacién

A continuacién vamos a hacer un analisis similar al que hicimos en el
capitulo cuatro. Por esta razén, sélo vamos a indicar los cambios necesarios
para adaptar los teoremas de bifurcacién a este problema.

Necesitamos encontrar los espacios de representaciones irreducibles de la
accién de T';. Del lema de Schur tenemos que la matriz D?V (a) tiene una
representacion por bloques en los espacios de representaciones irreducibles.

Definamos a los isomorfismos 7}, de C? en V}, como

Tiz = n~ V2 (R0, enRIHDC Y con
Vi, = {(eWkIHNS,  enlRIHC) € €2 2 € C2L.
Podemos probar como en la proposicién (4.6) que
(¢, )Tz = The™ 2 v (k, k)Trz = T,_i R2.

Por lo tanto, los espacios Vi & V,,_x son los espacios de representaciones
irreducibles de I';.

Definamos a A;; como los bloques de 2x 2 tal que D*V (a) = (A;)7;-,. En
la proposicién (4.8) probamos que los bloques que satisfacen D*V (a)T},(z) =

Ty (Bgz) son
Bk = Z Anjej(ikI+J)<.
j=1

La transformacién lineal Pz = Y ,_ Tpz, con z = (z1, ..., z) es ortogonal.
Por lo tanto la matriz D?*V (a) en las nuevas coordenadas es diagonal por
bloques

P*D*V(a)P = diag(By, ..., B,,).

Definamos a D), como el grupo generado por (n/h)(¢,¢) v (k, k) para
cada h que divide a n. Definamos al potencial Vp como Vp(z) = V(Px) y al
mapeo fp(x) como el gradiente VVp(z) restringido al subespacio de puntos
fijos de Dj. En la proposicién (4.10) probamos que

filwo) =mp(pw) =[] o
j€ll,n/2nhN
en donde
o = sgn(el Byey) para k € {n/2,n} y
oy, = sgn(det By () para k € [1,n/2) NN.
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Del teorema (4.13) tenemos que (1) €s

Nn(to) = (o — p) — nu(po + p).

Del teorema de bifurcacién global (4.14) y local (4.13) tenemos el siguiente
teorema .

Teorema 7.4 Para k € {1,...,n/2,n}, sea h el mdximo comin divisor de k
ymn, siog(p) cambia de signo en pio y o;(po) # 0 para los demds j € [1,n/2]N
(Nh), entonces ny(po) = £2. Por lo tanto, en po existe una bifurcacion global
de equilibrios relativos con simetrias exactas Dy.

Por bifurcacién global entendemos que si la bifurcacion es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcacion y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcacion es inadmisible si el parametro p va a infinito o cero,
o si la norma va a infinito. Por simetrias exactas D), entendemos que la bi-
furcacion local tiene simetrias Dy, pero no simetrias Dp para h que divide a

D

7.2.2. Simetrias

En la seccién (4.4) describimos de forma detallada las simetrias del grupo
Dy, sin embargo, en esa seccién dimos un enfoque para el problema de los
n + 1-cuerpos. En esta seccién vamos a describir las simetrias del grupo Dy,
con un enfoque para la latiz de Schrodinger.

Con la notacion z; = x4, las soluciones con simetrias D, satisfacen

—i(2m/h)

(a) z; =e Tipnmy (b) ;=25

De las simetrias anteriores tenemos que z; = elr/ h)xn/h —j, por lo que po-

demos encontrar las posicion de los osciladores j € {n/2h,...,n/h} a partir
de las de los osciladores j € {1,...,n/2h}. Por lo tanto las posiciones de los
osciladores j € {1,..,n/h} son

w = (x1,29, ..., e/ g, ei(%/h)fl).

Ademas, de la simetria (a) podemos encontrar las posiciones de todos los

osciladores
x = (s, /) L ei(h_l)(%/h)%).
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Figura 7.1: Equilibrio relativo con simetrias D;.

Si s6lo describimos las normas de los osciladores r; = |z;|, las soluciones
con simetrias D), estan formadas por h ondas idénticas, cada onda forma-
da por n = n/h osciladores. Como ejemplo de las normas de un equilibrio
relativo con simetrias D;, tenemos

r; =1+ esin’® j(r/n).

7.2.3. Analisis del espectro

En esta seccién vamos a encontrar los puntos de bifurcaciéon, para eso
necesitamos calcular primero los bloques A,; de D*V(a).

Proposicién 7.5 Los bloques A,; de la matriz D*V (a) son A,; = I para
je{l,n—1}, A,; =0paraj ¢ {l,n—1,n}y

Apn = (—2cos ) I + 2p*H (*)diag(1,0).

Prueba. Como el acoplamiento es solo entre celdas adyacentes, entonces
A, =ITparaje {l,n—1} A, = 0paraj ¢ {I,n—1n}y A, =
D?H{(ay) — 2I.

Sea xo = (z,y), como VH(zq) = wxo + h(|pzo|?) 0, entonces

2 _ 2 9,1 o [ 2% a1y
D H(wo) = (w + hllpzo NI +2uW (o) 2 )

Como @ es equilibrio que satisface la igualdad w + h(u?) = 4sin?((/2), en-
tonces para a, = (1,0) tenemos que

D*H (a,) = 4sin?(¢/2)1 + 2u2R'(|p|*)diag(1, 0).
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Concluimos el resultado para A, de que 4sin?((/2) —2 = —2cos(. O

A continuacién vamos a usar los calculos de A;; para encontrar los bloques
By.

Proposicion 7.6 Definamos a oy y v, como

oy = 4cos(sin*k(/2 y
Ve = 2sin k(sin (.

Los bloques By, son
By = —apl + (i) + 24K (|p)*)diag(1,0).

Prueba. Los bloques By estan definidos como
B, = Z Anjej(ikHJ)g
j=1

Usando los célculos de las matrices A,,; tenemos que
By, = (¢ 4 e (RHNC) 1 (—2cos ) T + 24K (1) diag(1, 0).
Usando la igualdad e’% = I cos# + J sin § encontramos que
eCRIHNC 1 o= GRIHDC — (9 cos k¢ cos )T + (2sin k¢ sin )i

Por lo tanto, de la igualdad 2cos((cosk( — 1) = —ay concluimos la forma
de Bk. O

A continuacién vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcacién
estacionaria.
Como «a,, = 0, entonces tenemos que el B,e; = 221/ (1?) y que

on = sgn(h' (%))

Ademas, para n = 3 tenemos que a; = —v; < 0, entonces o, = 0,. Para
n = 4 tenemos que aj = 0y 71 # 0, entonces 01 = —1 y 09 = 0,. En los
ejemplos que vamos a estudiar h'(y?) no cambia de signo, por lo que no hay
puntos de bifurcacion estacionaria para n = 3, 4.
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Potencial general
Paran > 5y k € {1,...,n/2} tenemos que
ay = 4cos(sin® kC/2 > 0.
En ese caso podemos probar el siguiente teorema usando que ay, es positiva.

Teorema 7.7 Paran > 5 y k € {1,..,n/2}, el signo o es cero en las
soluciones de p*h'(u*) = &, con

0 = (ag —72)/ (2au).
Ademds 6, <0, 05 =0 y 0 > 0 para k € [3,n/2] NN.
Prueba. Para k € [1,n/2) NN tenemos que
det B, = o} — v — 2c*h (11?)
=20y (6 — P (1%)) .

Como ay > 0, entonces o;, = sgn (0 — p?h/(p?)). Para k = n/2 tenemos
Ynj2 = 0, entonces elTBn/gel = —ay o + 2020 (). Por lo tanto 0,2 =
sgn (k' (4?) — auny2) también se anula en las soluciones de p?h/ (%) = oy /2 =
O

Ademas, el signo de d; es igual al de

oz — ;= 16(sin® k(/2 — sin? ¢) sin® k(/2,

por lo que &, tiene signo de sin? k¢ /2 —sin? (. Por lo tanto &, < 0 para k = 1,
0 =0 para k =2y 6, >0parak € [3,n/2] NN. O

Por lo tanto, en la latiz con un potencial general, el equilibrio relativo a
para cada k € {1,...,n/2} tal que pih' (i) = Ok, tiene una bifurcacion global
de equilibrios relativos a partir de la amplitud py con simetrias Dy, donde h
es el mazrimo comun divisor de k y n.

Potencial de Schrodinger

En el potencial cibico de Schrédinger tenemos h(xz) = x con

R(p*)=1yo,=1.
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Para n > 5 tenemos que oy(u) cambia de signo en p = /8, cuando & es
positivo y probamos que ¢y es positivo para n > 6 cuando k € {3, ..., [n/2]}.
Ademas, como las d; son crecientes en k, entonces los u son crecientes en k
para k € {3,...,[n/2]}.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial de Schrédinger para n € {6,7,..},
el equilibrio relativo poligonal para cada k € {3, ...,[n/2]}, tiene una bifurca-
cion global de equilibrios relativos a partir de la amplitud /0, con simetrias
Dy, donde h es el mdzimo comin divisor de k y n.

Potencial saturable

En el potencial saturable tenemos h = (1 + x)~! con
W) =—1+p*) %y o, =1L

La funcién
PP (%) = —p* (1 + )~
es de doble hoja y tiene rango (—1/4,0). Por lo tanto, para n > 5 existen
dos ceros p_ € (0,1) y py € (1,00) de p?h/(u?) = 8 si 0y € (—1/4,0).
Como probamos que 9, > 0 para k > 2, entonces no existen puntos de
bifurcacién para k > 2. Para k = 1 tenemos que d; < 0 y que

61 = 2(sin® (/2 — sin?()/cos ¢ — 0~

cuando n — oo. Por lo tanto, tenemos que §; € (—1/4,0) si n es grande y
con un célculo numérico encontramos que d; € (—1/4,0) para n > 16.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial saturable para n € {16,17,...}, el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcacion global de equilibrios relativos
a partir de las amplitudes p_ € (0,1) y py € (1,00) con simetrias Dy .

7.3. Bifurcaciéon periédica

A continuacién vamos a plantear el problema de bifurcacién de solucio-
nes periodicas. Los resultados que vamos a encontrar son similares a los del
capitulo cinco.

Definamos al operador D(v) como D(v) = — vJ 4 y al operador f como

flx) =—vJi+VV(z).
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En este caso no existen colisiones y el operador f estd definido en Hy_(R?"). El
operador D(v) es I'-equivariante con la accién espacial del grupo I' = Z,, x S*
y con la accién temporal del grupo S'. El generador de la accién espacial es
Az = —Jz y el de la accién temporal es Ax = &. Por lo tanto f(x) es
G-ortogonal con G = I'" x S!, la relacién de ortogonalidad se obtiene de las
igualdades

(f(x),2) = —v(J#,2) — V(2)|7" =0
(f(z), =T z) = u% (z,2) | — v (JTx,VV(2)) = 0.

Como (¢,¢) € I deja fijo al equilibrio a, el grupo de isotropfa espacial I'y
es el subgrupo Z, generado por ((, (). Por lo tanto

Ga = Zn X Sl.
La 6rbita de a es isomorfa a G/G5 =~ S*, por lo que el nticleo de D? f(a) tiene

que estar generado por Aja = —Ja.

7.3.1. Teorema de bifurcaciéon

Como —J es la matriz de orden més alto del operador D(v), entonces
se satisfacen las hipdtesis (2.1) para la reduccién de Liapunov-Schmidt. Del
resultado (2.3) tenemos que la linealizacién de la funcién de bifurcacién al-
rededor de a tiene bloques M (lv) con

M(X) = =(iT)A + DV ().
La accién de (¢, 0, ¢) € G en el bloque M (lv) es
(¢, 0, 0)z = e p(Q)1.

Los espacios de representaciones irreducibles de la accion de I'; son los espa-
cios Vi que definimos en la seccion anterior. Usando el cambio de variables
P tenemos que M(A) se descompone como

PM(MNP = diag(M,, .., M,),

en donde los bloques M, satisfacen M (\)Ty(z) = T (Myz).
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Por lo tanto los bloques M}, son

My(A) = —iJ + By
= —al + (1, — N)iJ + 2p2h/ (u?)diag(1,0).

La accién de (¢, ¢, ) € Iz x St en el bloque My(Iv) es p(¢, ¢, p) = ekCeil,
Por lo que el grupo de isotropia Gy, en el bloque M (v) es el grupo generado
por

(Cv C? —]CC)

De la definicién (2.6) tenemos que o = sgn(ef B,e1) y que

nk(Xo) = o{nr(Xo — p)) — ne(Xo + )},

en donde ng(v) es el nimero de Morse de M. Del teorema de bifurcacién
local (2.8) y global (2.12) tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.8 Sin(v) es distinto de cero, en vy eziste una bifurcacion de
soluciones periodicas con simetrias Gy,.

Por bifurcacién global entendemos que si la bifurcacién es admisible, en-
tonces retorna a otros puntos de bifurcacion y la suma de los grados locales
es cero. La bifurcacion es inadmisible si la norma o el periodo van a infinito.

7.3.2. Simetrias

En la seccién (5.3) describimos de forma detallada las simetrias del grupo
G. Sin embargo, en esa secciéon dimos un enfoque para el problema de los
n + 1-cuerpos. Por lo que en esta seccion vamos a describir las simetrias del
grupo G con un enfoque para la latiz de Schrodinger.

Los osciladores de las soluciones con simetrias G}, satisfacen

zj1(t) = e Toay(t + jKC).

Por lo anterior, todos los osciladores oscilan con la misma trayectoria, pero
con distinta fase temporal y con distinta fase espacial.

Las normas de los osciladores r; = |z;| con simetrias G, satisfacen 144 (t) =
r1(t + jk¢). En ese caso, las simetrias de G,, son 7;41(t) = r1(t), por lo que
todos los osciladores oscilan de forma idéntica.
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Sea n = n/k para k que divide a n, entonces las simetrias de Gy son
ri+1(t) = r(t + j(27/n)). En ese caso las soluciones con simetrias Gy, estan
formadas de k ondas viajeras iguales, cada onda viajera formada por n/k
osciladores. Un ejemplo de una solucién con simetrias Gy, es

ri(t) = 1 +esin®(t + j(n/n)).

Las simetrias de G}, cuando k no divide a n son similares a las anteriores,
sin embargo, en este caso existe una permutacién entre la fase temporal y el
orden del oscilador en la latiz. Por ejemplo si k& y n son primos relativos, sea
k~! tal que kk~' = 1 modulo n, entonces las simetrias de Gy son 7j5-1,1(t) =
r1(t + 7¢), que son una permutacién de las simetrias de G.

7.3.3. Analisis del espectro

A continuacién vamos a encontrar los puntos donde existe bifurcacion de
soluciones periédicas con simetrias Gy.

Para poder encontrar la bifurcacién necesitamos que Mj(u,0) sea inver-
tible (2.5). Lo anterior no sucede en los puntos j; donde encontramos bifur-
cacion estacionaria, por lo que tenemos que excluir los p; de nuestro anélisis
de bifurcacién periédica. Ademads, para n = 4 tenemos que det My (i, 0) = 0,
por lo que tenemos que excluir también todo el caso n = 4.

Para k = n tenemos o, = v, = 0 por lo que det M, (v) = = y n,(\)
siempre es cero. Por lo tanto, nunca existe bifurcacién con simetrias G,,.

Potencial general

Recordemos que 8 es 0, = (af —77)/(2ax) con
ap =4cos(sin®k(/2y
Y = 2sin k(sin (.
Primero vamos a analizar los casos para n > 5. Notemos que en estos casos
Ok < /2 pues ay es positiva.
Proposicion 7.9 Definamos a vy como
vy = £ Vou (ar — 2u2h (p2)).

Para n > 5, el determinante det Mj, se anula sélo en {vi} para p?h'(pu?) <
ag/2. En ese caso mi,(ve) = +o con o = sgn(h'(u?)).
Ademds, los valores v son positivos solo en los siguientes casos.
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(a) El valor vy es positivo para k € {1,...n — 1} y p?h (u?) < 0.

(b) Los valores v, yv_ son positivos para k € {1,..,[n/2]} y o, < p?h (1) <
Oék/2

Prueba. Como el determinante de M}, es
dp(v) = det My = —2a,p®h (1) + af — (3 — v)?,

entonces el determinante dy(v) se anula sélo en los puntos v para p?h’(u?) <
ar/2. Ademads, en esos casos la traza de M (v) es

Ty = 2u2H (|p)?) — 20y < —ay < 0.

Como d(\) es positivo en (v_,vy) y negativo en el complemento, entonces
ng(v) =2en (v_,vy) y ng(v) = 1 en el complemento . Por lo tanto n(v_) =
o(1=2)ym(vy) =0(2-1).

Como d(v) es un polinomio de grado dos, entonces v, es positivo y v_
es negativo, si di(0) es positivo. Concluimos el resultado para (a) de que el
determinante d(0) es positivo para p?h’(pu?) < 0. Ademés, el determinante
di(0) es negativo para & < u*h/(u?), entonces v, y v_ o son positivos o
son negativos. Como v4 = 7 & 1/*, entonces v tiene el mismo signo de ;.
Concluimos el resultado para (b) de que v, es positivo para k € {1, .., [n/2]}

y que Yn—k = —Vk- 0

Por lo tanto, en la latiz para un potencial general para n € {5,6,...}, el
equilibrio relativo poligonal para cada k € {1,....,n — 1} tal que p?h'(u?) <
O, tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo
27 /vy con simetrias Gy . Ademds, la bifurcacién anterior es inadmisible o
va a un punto de bifurcaciéon de otro equilibrio.

Paran € {5,6,...} el equilibrio relativo poligonal para cada k € {1, ..., [n/2]}
tal que O < ph (%) < ax/2 tiene una bifurcacion global de soluciones pe-
riddicas a partir del periodo 2w /vy y 2w /v_ con simetrias Gy.

Probamos que el determinante del bloque My (v) se anula en dos puntos
para k € {1,..,n — 1} si p?h/(u*) < ay/2. De la observacién (2.9) tenemos
que el bloque My, es estable para p?h/(u?) < az/2. Ademds, el determinante
det M,,(v) tiene un cero doble en v = 0. Sin embargo, el bloque M, es
estable debido a las simetrias espaciales del problema. Usando que las a; son
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crecientes para k € {1, ..., [n/2]} concluimos que la solucién a es linealmente
estable para

PR (17) < /2.
Como excluimos al caso n = 4, el caso n = 3 es el tnico que nos falta.

La prueba es similar al caso anterior, sélo tenemos que invertir todas las
desigualdades.

Proposicion 7.10 Para n = 3, el determinante det My se anula solo en
{vi} para ap/2 < p?h (pu?). En ese caso tenemos que ni(ve) = Fo con
o = sgn(h'(u?)). Ademds, los valores v+ son positivos sélo en los siguientes
casos.

(a) FEl valor vy es positivo para k € {1,2} y 0 < p?h' (u?).
(b) Los valores vy y v_ son positivos para /2 < p?h (u?) < 0.

Prueba. Como «y, < 0, entonces det M}, se anula en vy si ag/2 < ph/(u?).
En este caso la traza de M, es

Ti(N) = 2020 () — 2ap, > —ay > 0.

Por lo que ng(v) = 0en (v_,vy) y ni(v) = 1 en el complemento. Por lo tanto
Me(v-) =o(1=0)y n(vy) =0(0—1).

Ademas, el valor v es positivo cuando di(0) es positivo. Como a; = —~1,
entonces 0; = 0y = 0. Concluimos el resultado para (a) de que di(0) es po-
sitivo para 0 = 0, < p?h/(p?) . Ademads, el determinante dj(0) es negativo
para p?h/(u?) < 0, = 0, entonces v, y v_ o son positivos o son negativos.
Como vy = v, & /*, entonces vy tienen el mismo signo que 7. Concluimos
el resultado para (b) de que vy, = 2sin?¢ > 0y que v = —71. O

Por lo tanto, en la latiz con un potencial general para n = 3, el equili-
brio relativo poligonal para cada k € {1,2} tal que 0 < p*h' (u?), tiene una
bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 2w /vy con si-
metrias Gy. Ademas, la bifurcacién anterior es inadmisible o va a un punto
de bifurcacién de otro equilibrio.

Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para oy /2 < pi>h/(u*) < 0 tiene
una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 27 /vy y
27 /v_ con simetrias G;.

Para n = 3, el equilibrio relativo poligonal es linealmente estable para

ar/2 < pPh'(p?).
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Potencial de Schrodinger

En la latiz para el potencial ctibico de Schrodinger tenemos h(u) = p con

Para n > 5 tenemos los siguientes casos:

Para k € {1,2,n —2,n — 1} tenemos d; < 0, entonces nunca se satisface
la condicién (a) y para u € (0, y/ax/2) se satisface la condicién (b) .

Para k € {3,....,n — 3} tenemos J; > 0, entonces para i € (0,1/0;) se
satisface la condicién (a) y para p € (v/0k, 1/ax/2) se satisface la condicién
(b).

Por lo tanto, en la latiz con el potencial de Schrédinger paran € {6,7, ...},
el equilibrio relativo poligonal para cada k € {3,...,n—3} tal que u € (0,/5%),
tiene una bifurcacion global de soluciones periodicas a partir del periodo
27 /vy con simetrias Gy. Ademads, la bifurcacion anterior es inadmisible o
va a un punto de bifurcaciéon de otro equilibrio.

Para n € {5,6,...} el equilibrio relativo poligonal para cada k € {1,2} tal
que pu € (0,v/ax/2) y para cada k € {3, ...,[n/2]} tal que p € (/O \/u./2),
tiene una bifurcacion global de soluciones periodicas a partir del periodo
27 /vy y 27 /v_ con simetrias Gy.

De la observacién (3.4), para n > 5 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para las amplitudes p € (0, \/a1/2).

Para n = 3y k € {1,2} tenemos que siempre se satisface la condicién
(a). Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para cada k € {1,2} tal que
p € (0,00), tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del
periodo 27 /vy con simetrias Gy. Ademas, para n = 3 el equilibrio relativo
poligonal es linealmente estable para las amplitudes p € (0, 00).

Potencial saturable

En la latiz para el potencial saturable tenemos h(z) = (1 + z)~! con
W) =-1+p*)?yo=—L

Para n > 5 tenemos los siguientes casos:

Para k € {2,...,n—2} tenemos que 0, > 0, entonces para toda p € (0, 00)
se satisface uh/(u?) < 0 que es la condicién (a).

Para n € {16,17,...}, sean p_ € (0,1) y p4 € (1,00) las soluciones de
p?h (p?) = 6. Entonces para p € (0, u_) U (uy, 00) se satisface 6 < p?h'(u?)
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que es la condicién (b) y para u € (u_, py) se satisface p?h’(p?) < d; que es
la condicién (a). Ademés, para n = {5, ..., 15} tenemos lo mismo que antes
si definimos a p_ y a p4 como cero.

Por lo tanto, en la latiz con el potencial saturable para n € {5,6,...}, el
equilibrio relativo poligonal para cada k € {2,...,n — 2} tal que p € (0,00) y
para cada k € {1,n — 1} tal que p € (u_, ), tiene una bifurcacion global
de soluciones periédicas a partir del periodo 2m/vy con simetrias Gy. La
bifurcacién anterior es inadmisible o va a un punto de bifurcaciéon de otro
equilibrio.

Para n € {5,6,...} el equilibrio relativo poligonal para p € (0,u_) U
(t4,00), tiene una bifurcacion global de soluciones periddicas a partir del
periodo 27 /vy y 2w /v_ con simetrias G;.

De la observacién (3.4), para n > 5 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para todas las amplitudes p € (0, 00).

Para n = 3 tenemos que a;/2 = —3/4, entonces oy /2 < —1/4 < p?h/(1?)
para toda p € (0,00). Por lo tanto siempre se satisface la condicién (b).
Para n = 3 el equilibrio relativo poligonal para p € (0,00), tiene una bi-
furcacion global de soluciones periddicas a partir del periodo 2w /vy y 2w /v_
con simetrias G1. Ademas, para n = 3 el equilibrio relativo poligonal es
linealmente estable para las amplitudes p € (0, 00).

7.4. Comentarios

En este capitulo analizamos para un potencial general una latiz circu-
lar de osciladores de Schrodinger acoplados . En particular estudiamos con
detalle el potencial ciibico de Schrodinger y el potencial saturable. Nosotros
encontramos bifurcacién de soluciones peridédicas y estacionarias partiendo de
un equilibrio relativo poligonal equivalente al del problema de los n-cuerpos.
Como las ecuaciones de la latiz no son homogéneas, a diferencia del proble-
mas de los n-cuerpos, la amplitud del equilibrio p nos sirvié como parametro
para encontrar bifurcacién de equilibrios relativos.

En general probamos que para cada k € {1,...,n} existe una relacién en p
que determina la existencia de bifurcacion global de soluciones estacionarias
con simetrias Dy, donde h es el maximo comun divisor de k y n. Las soluciones
con simetrias D), estédn formadas por h ondas idénticas, en donde cada onda
tiene n = n/h osciladores. Un ejemplo de las normas de un equilibrio relativo
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con simetrias D), es
o 2. _
r; =1+ esin® j(n/n).

Las soluciones anteriores en el caso de ser localizadas son conocidas como
breathers periédicos en la latiz circular. Pero en la latiz infinita las soluciones
anteriores son ondas estacionarias peridédicas que oscilan periédicamente en
el tiempo.

En particular, para el potencial saturable y de Schrodinger probamos lo
siguiente:

» En el potencial de Schrodinger probamos que para n € {6,7,..} el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcacion global de equilibrios
relativos con simetrias Dy, para cada k € {3, ..., [n/2]}.

» En la latiz con potencial saturable probamos que para n € {16,17,...}
el equilibrio relativo poligonal tiene dos ramas de bifurcacion global de
equilibrios relativos con simetrias D;.

En el articulo [PD09] se analiza numéricamente la bifurcacién de equili-
brios relativos en una latiz circular con un defecto en uno de los osciladores
paran =T7.

En la segunda parte encontramos las condiciones necesarias para la exis-
tencia de bifurcacién global de soluciones periddicas con simetrias G. Una
solucién con simetrias GG, estd formadas de k ondas viajeras iguales cuando
k divide a n, cada onda viajera con n = n/k osciladores. Un ejemplo de una
solucién con simetria Gy, es

ri(t) =1+ esin®(t + j(w/n)).

Las soluciones anteriores vistas en la latiz circular son conocidas como breat-
hers cuasiperiodicos cuando son localizadas. Pero en la latiz infinita son on-
das viajeras periddicas en espacio y cuasiperiédicas en tiempo. En particular,
probamos lo siguiente:

» Para el potencial de Schrédinger probamos que para n € {6,7,...} el
equilibrio relativo poligonal tiene una bifurcacién global de soluciones
periédicas con simetrias Gy para cada k € {3,...,n — 3} tal que p €

(0, v/0%).
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» Para el potencial saturable probamos que para n € {5,6,...} el equi-
librio relativo poligonal tiene una bifurcacion global de soluciones pe-
riddicas con simetrias Gy, para cada k € {2,...,n—2} tal que u € (0, 00).

Vimos que el equilibrio poligonal es linealmente estable para el potencial
de Schrodinger si 1 < y/a1/2 y que es siempre estable para el potencial satu-
rable. Sin embargo, lo anterior no quiere decir que el equilibrio poligonal sea
linealmente estable en la latiz infinita, pues en ese caso existen perturbaciones
no periddicas que originan inestabilidad [EJ03].

En el articulo [Joh04] se prueba bifurcacién Hamiltoniana como la nues-
tra en una latiz circular para n = 3, pero para un equilibrio formado por un
oscilador con amplitud cero y dos osciladores con amplitudes iguales pero fa-
ses contrarias. En [MA94] se prueba por primera vez existencia de breathers
periddicos y cuasiperiédicos en una latiz infinita a partir del limite anticon-
tinuo.
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Apéndice

A.1. Representacion integral de S(r, )

Sea ¢ = 27 /n, definamos a la funcién S(r, ¢) como

n

1
S(r,p) = .
(r.¢) Z |r — eitic=) ||’

j=1

Proposicién A.1 Para 3 € (0,2) yr € (0,1) la funcién S tiene la repre-
sentacion integral

S(r,p) = gsin(wﬂ/2)/o rllwf(T)dT con

1 1— (rr)*
T(1—727)92 |1 — (rre-iv)n|*’

f(r) =

De la representacién integral anterior tenemos que

n? 6 [ 1 2(rr)™ 1—(rr)*™ >

S,(r, ) = —sin(n — sin — :
o1, ¢) (n) < T 2 Jo (7' =182 71 —r27)82 |1 = (rre-ie)n|!

para r € [0,1). Como la funcién entre paréntesis es estrictamente positiva,
entonces la funcién S,(r, ¢) es producto de —sin(ny) con una funcién posi-
tiva. Ademds, podemos probar que la funcién S(r) satisface S(1/r) = 7°S(r)
usando que Hl — rewH = ||r — ew”. Por lo tanto, la funcién S,(r, ¢) es pro-
ducto de — sin(ng) con una funcién positiva w(r, ¢) para r # 1.
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Prueba. La funcién .

=1 — 1)°72

tiene una extensién analitica para z € C — [0, 1]. Usando la rama principal
del logaritmo tenemos que la extension de la funcién anterior es

w(z) =

w(z) = e—(ﬂ/2)[log|z*1—1|+z‘ arg(=~1—1)]

Sean w*(r) los limites w®(r) = lim._ow(r £ i |¢|) para r € (0,1), entonces

1 1

—ifm — —
o Y = e

wh(r)=e

Sea (2. el conjunto
Q. ={z€C:|z|<ely |z—7r|>epararec]01]}.

Como la funcién w(z)f(z) es del orden O(1/z'*#/2) para z ~ oo, entonces
para 3 > 0 la integral sobre el circulo exterior de 0. tiende a a cero cuando
e — 0. Ademds, el producto w(z)f(z) es de orden O(2%/271) para z ~ 0 y
de orden O((1 — 2)7%/2) para z ~ 1. Por lo tanto las integrales sobre los
medios circulos de 0f). tienden a cero para 3 < 2. De los limites anteriores
concluimos que

lim w(z)f(z)dz = /0 [wt(7) —w (1) f(r)dr

— (1) /0 w (r)f (r)dr.

La funcién w(z) f(z) tiene n polos en C — [0,1] y un polo en z = r~2. El
residuo en el polo z = r~2 es cero pues 3/2 € (0,1). Los demds polos son las
raices de

g(z) =1 - (zre_i“’)”H2 =1+ (r2)*" — 2(r2)" cos ne.

Por lo que los polos se encuentran en z; ' = (re~*#)eS para j = 0,...,n — 1.
La derivada de la funcién g es ¢'(z) = 2nz"'(rz)"((rz)™ — cosngp). Como
(rz;)™ = e"#, entonces la derivada en el polo z; es

s\ — -1 _inp/( inp Oy —1 jing o
g'(zj) =2nz; e (e cosny) = 2inz; e"? sinnp.

J
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Por lo tanto el residuo en el polo z; es

1) 1 =
res, w(z)f(z) = —— :
’ (5" = DA = r22))°2 29 ()
Como 12z, = %—1 v (1 =€) /(z;9'(zj)) = —1/n, entonces
1 1 1 1 1
pes.,w(z) () = - N
’ n(=D2 ) —q|f n | — eitic=) ||

Del teorema del residuo tenemos que

lim w(z)f(z)dz = 2mi Z resw(z) f(z).

e—0
o0 c-[o.1]

Del céalculo de la integral y del cédlculo en los residuos concluimos que

1
4 1 | 1
(e7P™ 1) / —_f(r)dr = —2mie 02 — .
0 (T_l — 1)’6/2 n = ||r — el(JC*SO)H’B

n

Por lo tanto

n

1 n . ! 1
Z _ ei(j(—(p) Hﬁ = % Sln(ﬂ'ﬁ/2) A mf('?’)d'r

j=1 I

U

De la igualdad S(1/r) = r%S(r) podemos encontrar una representacién
integral para r € (1,00). Por lo anterior, la funcién S(r,y) tiene una ex-
tension continua en el plano complejo a excepcion de los puntos singulares
e”¢. La prueba de la representacién integral anterior para 3 = 1 se debe a
Lindow y en el articulo [BEO3] se generaliza a 3 € (0,2). Usando los resulta-
dos de [BEO03], nosotros hemos encontrado una prueba usando integrales de
Cauchy.

A.2. Analisis de las sumas s;

Sea ( = 27 /n, definamos a las sumas sy y 5 como

inzl sinQ(k:jC/Z) _ 1 "Zl sin(kj¢/2)

Sk = 5g iaatlls Sk = 502 1
2 = sin® (]C/Q) 2 sin®1(5¢/2)

J=1



174 Apéndice

De la definiciéon anterior podemos ver que s; es siempre positiva y que si
satisface la condicion de periodicidad

Sk = Sn+k = Sn—k-

Proposicion A.2 Las sumas s, satisfacen las formulas

k—1
— .2 E c
S — k 51 — lSk_l,

Sk+1 — Sk — Qk + 1 81

||M»

Sky1 — 28k + Sk—1 = 281 — Sg.
Prueba. Podemos desarrollar a s, como

— 1 — cos(kj()
sin® jC/2 ) 1—cos(j¢)

Jj=1

Usando series geométricas encontramos que

. i i k=1 k—1
]_—COS(]C']C) _ 1—€]k<1—€ ]k( _ Zzem(lim)c
1 — cos(j() 1 —ei¢ 1 —e ¢ gt
Del calculo anterior obtenemos que
n—1 k
2 Sk+1 — Sk Z Z ezth. (Al)
= sin® jC/Q) =

La suma de las exponenciales en la igualdad anterior es

k k k

D = 37 cosihe = 3 (1=2sin’(jh¢/2)) = (2h+1)=4 3 i (inc/2)

h=—k h=—k h=—k

Por lo tanto

kE n—1 2 - :
sin®(hj(/2 3
Spr1 — Sk = <2k‘ + 1)51 - Z 9a—2 SiI(la_l(/jg/Q) zk ! Z g
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Iterando la igualdad obtenemos que

(Skt1 — k) — (Sk — Sk—1) =281 — S y

k—1 k—1 l k—1
Sk = Z(SI_H — Sl) = Z ((2[ + 1)81 — Z Sh> = l{281 — Z 15,
1=0 1=0 h=1 =1

La idea de usar series geométricas se nos ocurri6 del articulo [CS00], en
el cual se usan series geométricas para calcular las sumas s, para a = 1.
Con los resultados de la proposicién anterior podemos probar las siguientes
desigualdades .

Corolario A.3 Como 5 y 4s — 5 son positivos, entonces

Skl — 28k + Sp—1 < 251 ¥y
Skr1 + 28k + Sk_1 > 2s1.

Para el problema de los vortices tenemos que o = 1, en ese caso podemos
calcular a las sumas s, explicitamente.

Corolario A.4 Para o =1 tenemos que
1
Sk = ék(n — k).

Prueba. Como a = 1, entonces s; = (n — 1)/2. Ademads, podemos calcular
explicitamente a los sy,

Sk =2 Zsin2(kj(/2) = 2(1 — cos(kjC)) = n.

Concluimos de la formula que encontramos en la proposicién anterior para
S que

g

En el problema de los cuerpos o = 2 no podemos encontrar a las sumas
sk explicitamente. Sin embargo, los siguientes limites nos sirven para realizar
un analisis asintético del espectro.
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Proposicion A.5 Definamos a o como

1 (o)
’/TSZ 2k—1

k=1

Para o = 2, las sumas sy tienen los limites

(@) i = o, () Jim =R
, Sn/2—1
0 Jin o0 ) iy =

Prueba. (a) Definamos a o,, como

On = Z - !

jetiyonz ST/

Para n impar tenemos que s; = 0,,/2. Para n par tenemos que s; = 0,,/2 +
1/4. Por lo tanto, cualquiera que sea la paridad de n tenemos que

S1
lim =

1 On
n—oonlnn 2

lim

oonlnn

Usando aproximacion por integrales encontramos que

n/2 dx n
O'n:/l ﬁ‘FO(C)Z;In(COtQ—)—FO()

Tx/n)

pues la integral de 1/sinz es —In(cot z/2). Como lim, o(x cotz) = 1, en-
tonces

n n 1

op——Inn=—-In{—-cot— | +0 O(n).

Zun = Zin (oot 1) +0(0) = O

Por lo tanto, concluimos el resultado de que lim, . 52~ = 1/7.
(b) Usando aproximaciones por integrales podemos probar que lim,, ., (5x/n)

es finito, entonces de la formula para s; tenemos que

lim 2 = k2 — lim lek /n) = k2.

n—oo 81 n—oo Sl/n
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(¢) Definamos a o,, como

S sin?(jm/2)
" Z sin®(7j/n)’

JE[1,n/2)NZ

Con un argumento similar al de (a) podemos ver que

; Sn/2 1
lim 2 _ .
n— oo ’n,3 2 n—0o0 ’n,3

De la expansién en series de Taylor de sin®z encontramos la desigualdad

2% —2°/2 < sin® 2. El polinomio 2® —x° /2 es positivo en el intervalo [1/n, v/2),

entonces
1 1 1 1

< = =4 —--.
sinx  a® —2%/2 x3+x(2—x2)

Como 1/(2x — x%) es decreciente en [r/n, v/2), entonces

1 1
< —=+0(n).
sinfx  a® +0(n)

Ademis, la funcién 1/ sin® 2 es decreciente en el intervalo [v/2, 7/2), entonces
en ese intervalo tenemos que

1 1 1

< < — +0(c).
sinx sindyv2 0 ad +0(c)

Usando las cotas anteriores encontramos que

on < Z SHIQ(]—W/Q)jLnO(n)

] 3
setimrnz UT/M)

Ahora, como sinz < x, entonces

U < sin? (7 /2)
S D

Por lo tanto )
n 1 si /2 1
on _ 3 in® (j/ )+n_20(n).

3
JE[Ln/2)NZ J
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De lo anterior concluimos que

n—oo 77/3

. Sn/2 1 < sin?(j7/2)
lim =53 ]_Zl e =0

(d) Para probar este caso vamos a usar que §; = O(s;) pues §/n — ¢
n/2—1 _
y s1/n — oo cuando n — 00. Como s,/ — 8p/2-1 = (0 —1)s1 — > 07 5,
entonces

Snja — Spj2—1 = O(ns1) = O(n’Inn) = o(n?).

Por lo tanto, del limite para s, /» concluimos el resultado . U

Las pruebas de los inciso (a) y (b) en la proposicién anterior las tomamos
del articulo [Rob00]. A continuacién vamos a probar que los s son crecientes

para k € {0, ..., [n/2]}, para lo que necesitamos el siguiente lema.

Lema A.6 Sea s la suma s = — Z?;é sin(k — 1)j¢, entonces s = — cot(k —
1/2)¢/2.

Prueba. Sea £ = (k — 1/2)(, entonces la suma es s = — Z;:ol sin j€. Escri-
biendo al seno como exponenciales tenemos que s = — - ;.:& (e — e7i87).

A continuacién vamos a usar series geométricas para probar que
() (1)
§=—= —= — .
2i \ (1—e®)  (1— e
1 <6i§ - €—i§ - (ein§ o e—inﬁ) + 6i(n—1)§ - 6—i(n—1)§>

2 2 — el — it

Finalmente, escribiendo a las exponenciales como senos y cosenos concluimos
que
sin§ — sinn& + sin(n — 1)
2(1 — cos¢)

5= —

Como n¢ = 2n(k — 1/2) = m modulo 27, entonces sinné = 0 y sin(n —
1)¢ = sin&. Por lo anterior tenemos que

s = —1?—2;5 = —cot(£/2).
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g

De las formulas de recurrencia tenemos para o = 2 que sy = 4s; — §; con
S1=) - ~!'sin(j¢/2) y del lema anterior encontramos que 5, = — cot(m/2n).

Proposicién A.7 Para k € {1,...,[n/2]} los s; satisfacen
Sk > Sk—1.
Prueba. Definamos a las diferencias dy, dj, y dj como
dy = Skt1 — Sk, dfy = dp — dp1 y d) = dj, — dj_4.

La prueba consiste en probar que los d} son negativos. A partir de ese hecho
vamos a concluir que los d; son positivos.
De la igualdad (A.1) para o = 2 tenemos que

k

1 Z
_ZZ JC/2 Z .

De la definicién de dj, tenemos que

, 1 < 2 cos jkC
%=1 ; sin(j¢/2)°

De la igualdad anterior concluimos que

1 cos jkC — cos j(k — 1)
> :

%=3 0C/2)

J=1

A continuacién vamos a desarrollar el coeficiente de la suma en dj. Para
eso vamos a necesitar la siguiente igualdad trigonométrica

cos jk¢ — cos j(k — 1)¢ = (1 — cos jC) cos jk( — sin jk( sin k¢

= 2sin ‘E (sm ‘E cos jk( — sin jk( cos %)

' 1
= —2 sin‘%sin(k - 5)](
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De la igualdad anterior encontramos que dj, = — Z;:& sin(k — 1/2)jC y del
lema anterior tenemos que df = — cot(£/2) es negativo para £ € (0,7) con
¢ = m(2k — 1)/n. Por lo tanto d} < 0 para k € NN (1/2,(n+1)/2) y d}, es
decreciente para k € NN [0,n/2].

Para k = 0 tenemos que dy = 2s; > 0y que dy = s; > 0. Como d
es positiva y dj, decrece en k € NN [0,n/2], entonces a lo mds existe un
ko € NN [1,1n/2] tal que

o1 > 0> d) .

Si no existe tal kg, entonces d), es positiva para todo £ € NN [0,7n/2]. En ese
caso dj, es creciente para todo k € NN[0,n/2]. Como dy > 0, entonces dj, > 0
para todo k € NN [0,7n/2].

Ahora vamos a suponer que tal kg si existe. Como s,,_p = si, entonces dj,
satisface la igualdad

dr—1 = (8 — Sk=1) = —(S(n=k)+1 = S(n=k)) = —dn—r-

Si n es impar, de la igualdad anterior para k = (n + 1)/2, encontramos
que dp—1y2 = —dm-1y2 = 0. Si n es par, de la igualdad anterior para
k = n/2, encontramos que d,2—1 = —d,/5. Como supusimos que ese ko
si existe, entonces

2dy 01 = dpjo—1 — dpja = —d;/z > 0.

Por lo tanto, cualquiera que sea la paridad de n tenemos que dj;,—1)/2] = 0
con [z] igual a la parte entera de x € R. Como dj, es creciente en NN (0, kg) v
decreciente en NN (ko, [(n—1)/2]] con dy > 0, entonces dj, es positiva para to-
do k € {0,...,[(n—1)/2]}. Por lo tanto s, es creciente para k € {0, ..., [n/2]}.
U
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