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INTRODUCCION

Desde el siglo XVIII el tema de las particiones' ha ocupado un lugar cada dia mas
consolidado dentro de la teoria de los nimeros. Los problemas que abarca se encuentran en
la frontera con la teoria aditiva de los ndmeros, por lo que es frecuente usar como
herramienta para su estudio los elementos del célculo y del andlisis.

La teoria de particiones tuvo sus primeras manifestaciones paralelamente cuando las
empezaron a tomar en cuenta la teoria de la probabilidad y posteriormente el célculo
combinatorio. Por ello el origen de las particiones podria enmarcarse junto con la
construccidn de las primeras ideas para formalizar de manera tedrica los juegos de azar.

Pero es hasta el siglo XVIII cuando las particiones toman un perfil propio, delimitando
sus problemas y desarrollando sus métodos propios. Estos procesos dieron inicio con Jacob
Bernoulli y Pierre RéEmond de Montmort. Pero quien les dio un verdadero lugar dentro de la
teoria de los nimeros fue Leonhard Euler. Asimismo es importante mencionar que en este
trabajo de tesis también abordamos a personajes importantes que trabajaron en esa zona
primigenia entre particiones y juegos de azar, y ellos son Cardano, Galileo y un seudo
Ovidio.

Un aspecto fundamental de la tesis fue el trabajar directamente con los textos
originales de los seis autores arriba mencionados, y cabe mencionar que los trabajos no
eran de facil acceso, tanto por la ubicacion como por los idiomas. Por ello consideramos
gue podia ser de interés agregar a la tesis, en un apéndice, la traduccion al espafiol de dos
de los trabajos que son dificiles de encontrar y que a la vez son breves, y nos referimos a
los de Galileo y del Seudo Ovidio.

El haber empleado en la tesis textos historicos como una via inicial de analisis se debe
a nuestra conviccion de que somos en gran parte la suma de todas las experiencias
anteriores, ajenas y propias, Yy consideramos que lo mismo sucede con todo el

conocimiento cientifico. Al analizar el cdmo y el porqué se resolvieron ciertos problemas a

! pero antes de seguir con esta introduccion consideramos que es oportuno recordar ¢Qué son las particiones?
Entendemos por particiones de un nimero natural n, a todas las maneras de representarle como suma de
nameros naturales. Por ejemplo, el nimero 5 puede ser representado por 4+1, 3+2 y por el 5 mismo, cuando
se desea que todos los nimeros sean diferentes; o bien 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1, 1+1+1+1+1y5 si
conviene que los nimeros puedan ser iguales entre ellos.



través del tiempo, crea una estructura que propicia la mejor comprension del tema. Ademas,
un enfoque que parte del estudio de lo sencillo hasta llegar a lo complejo nos abre la
posibilidad de apreciar lo presente a partir de lo anterior.

El contenido de las cuatro secciones de la tesis es el siguiente:

El Capitulo I muestra un momento histérico de las matematicas donde la solucion de
un problema se limitaba a su contexto méas cercano y donde las generalizaciones ain no
eran posibles para este tema. Las obras incluidas fueron escritas aparentemente entre el
siglo X111y principios del XVII. Se trata de la trilogia formada por De Vetula posiblemente
escrita en el siglo XIIlI por el Seudo-Ovidio, el Liber de Ludo Aleae redactado
aproximadamente en 1564 por Gerolamo Cardano, y Sopra le Scoperti dei Dadi, escrita
alrededor de 1615 por Galileo Galilei.

Este capitulo muestra como las aplicaciones -y en particular los juegos de azar— dieron

origen a las futuras generalizaciones que ahora caracterizan a la teoria de particiones.

En el Capitulo II se presentan las primeras generalizaciones para las particiones, las
cuales, como se vera, compartieron metodologias y resultados. Los trabajos revisados
fueron el Ars Conjectandi, obra de Jacob Bernoulli (publicado en 1713), y el Essay
d’analyse sur les Jeux de Hazard escrito por Pierre Rémond de Montmort (publicado en
1708). Por un lado Bernoulli sienta las bases para una teoria mas formal respecto al calculo
combinatorio, y por el otro Montmort presenta las primeras generalizaciones para calcular
las particiones que se generan con el juego de dados. Lo que hay que resaltar en su trabajo

es que aborda el problema para n dados con m caras cada uno.

En el Capitulo IIT se reviso ampliamente la obra escrita por Leonard Euler
concerniente a particiones. Y es importante decir que a partir de él se considera que las
particiones adquieren sus principios fundamentales, asi como su propia identidad dentro de
la teoria de los nimeros.

Los documentos considerados fueron: Observationes analyticae variae de
combinationibus de 1741, Introductio in analysin infinitorum 1748 y el Partitione
numerorum in partes tam numero quam specie datas de 1768. Para 1783 Euler regresa a las

particiones con otros articulos sobresalientes que coronarian su trabajo sobre el tema (se



mencionan en el capitulo), y el resultado que sorprendi6é a la comunidad fue el que hoy

conocemos como Teorema de los NUmeros Pentagonales.

En el Colofon respondemos preguntas que surgieron desde el capitulo I, pero que no
fueron abordadas inmediatamente porque estaban fuera del contexto historico que le dimos
a ese capitulo, ademas de que las respuestas eran extensas. Por estas razones consideramos
que era mas adecuado escribir en un colofon estas reflexiones sin tener el problema
estructural de usar elementos tedricos de cualquiera de los tres capitulos. Es importante
mencionar que si el lector lo desea podria dirigirse directamente del Capitulo I al Colofon.
Sin embargo, si la lectura pretende reflejar el acontecer histérico, entonces se recomienda

leerlo hasta después del Capitulo I11.



CAPiTU’LO I
LOS ORIGENES EN TRES AUTORES

Cuando se estudia el origen de la teoria de particiones es recomendable remitirse
paralelamente al analisis de la historia de algunos juegos de azar. En particular, el estudio
del juego de dados nos encamina a la necesidad de voltear a mirar algunas formas de conteo
y al problema de la representacion de ciertos enteros positivos expresados como suma de
otros enteros positivos, es decir a las particiones de un entero positivo. Asi, las particiones
y los juegos de dados se vinculan en tanto sus caracteristicas inherentes son similares pues
ambos conciernen a conjuntos de enteros que se interrelacionan.

Si bien nuestra ruta de estudio del origen de la teoria de particiones comparte senderos
con la de los origenes de la probabilidad, en este trabajo nos remitiremos solo a aquellos
aspectos donde se requiri6 del uso de las particiones.

Mientras que el estudio del origen de la probabilidad inicié quizés con la historia de
Nala sobre la cosmovisién hindd?, en nuestro caso recurriremos a los primeros trabajos
sobre juegos de azar en los que ya se abordaba la idea de representar enteros como suma de
otros enteros.

Los trabajos seleccionados para este capitulo fueron escritos aparentemente entre los
siglos XIII'y XVII. Se trata de la trilogia: De Vetula, Liber de Ludo Aleae y Sopra le
Scoperti dei Dadi, cuyos autores son Seudo-Ovidio [1662], Cardano y Galileo [1718],
respectivamente.

Enseguida exponemos una vision panordmica de las tres obras, ahondando més en la

obra de Galileo debido a las caracteristicas propias de los tres textos.

2 Calva Sanchez [2005] nos dice: “En el tercer libro de la epopeya hindd El Mahabarta se narra la historia de
Nala, el cual es poseido por Kala, un semidios de los dados, provocando con esto que Nala [perdiera] su reino
jugando y apostando. Después de vagar por algunos afios, Nala se encuentra con Rtuparna, quien presume de
sus habilidades matematicas, afirmando que en dos grandes ramas de un arbol hay un cierto nimero de hojas
y frutos. Para hacer esta afirmacion Rtuparna cuenta las hojas y los frutos de una pequefia rama. Nala pasa
toda una noche contando para verificar lo que Rtuparna afirma, quedando sorprendido por su exactitud”.



De Vetula®

El trabajo es un poema escrito en latin y forma parte de una biografia de Ovidio. Su
autoria y antigliedad aun no han sido completamente comprobadas; se presume que el
poema fue escrito por Ovidio o por algin seguidor de él. Por ello el poema se adjudica a un
tal Seudo-Ovidio.

Si admitimos que el autor fue Ovidio (-43 a.c. — c. el 17 d.c.), entonces estariamos
pensando en un documento del inicio de la era cristiana. En el caso de Richard de
Fournival, otro posible autor, se ubicaria el documento a mediados del siglo XIII. La mayor
parte de la bibliografia consultada coincide en que se trata de un escrito fechable alrededor
del siglo XIII.

Una traduccidn del titulo seria “la anciana” o “la viuda”, y esta dividido en tres libros:

I) El primer libro describe la juventud de Ovidio, sus amores y algunos de sus

pasatiempos.

I) El segundo libro detalla una tragicomica historia pasional. Después Ovidio muestra

desilusion de los placeres del amor y se dedica a las actividades filosoficas.

I11) El tercer libro trata la conversion de Ovidio al cristianismo.

La obra puede considerarse como un poema moral, donde Ovidio es llevado a
transformar su vida pasando de los placeres mundanos a la aceptacion de la fe cristiana. Y
la obra fue conocida en el pasado, ya que algunas de las primeras referencias a ella las
podemos encontrar en el Opus Maius de Roger Bacon, escrita entre 1266 y 1269 (ver
[Robathan, 1968] y [Westacott, 1953]).

De Vetula es posiblemente el primer trabajo que contiene calculos utiles para el estudio
de la combinatoria y la probabilidad. EI poema no suele formar parte de la historia de las
matematicas, pues estd catalogado principalmente entre los trabajos de corte moral, y no
entre los de ciencia. Y esta clasificacion incompleta también puede deberse a que el texto
fue de dificil acceso, pues no fue sino hasta mediados del siglo XIX que los historiadores
pudieron consultar un original en la Biblioteca Britanica.

Los primeros reconocimientos a De Vetula como un texto que aportaba elementos al

calculo combinatorio y probabilistico estan representados por autores como Guerry [1864]

* En los apéndices se puede encontrar una edicion facsimilar de la parte del documento que corresponde al
estudio matematico del juego de dados. También se puede revisar una traduccién al espafiol, hecha para ser
utilizada en esta tesis. Cabe mencionar que podria ser la primera traduccidn que se hace al espafiol.
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quienes abordaron el aspecto social de la estadistica en Francia e Inglaterra durante los
siglos XVIIl y XIX. O también estd Todhunter [1865], que opinaba que De Vetula era una
obra que aportaba datos importantes para la historia de la probabilidad. En épocas mas
recientemente Kendall [1956] aport6 una visidn mas critica con una obra que se adentra en
los origenes de los calculos aritméticos. Y posteriormente David F. N. [1962], en una obra
muy reconocida, describe los resultados mas sobresalientes para el juego de tres dados y
gue estan contenidos en el poema del seudo Ovidio.

En la actualidad De Vetula ya comienza a ser en si misma un referente para los que
estudian la historia de los juegos de azar, asi como los juegos de tablero. Un ejemplo es el
Alquerque, que después se fusionaria con el ajedrez, y que dio origen al actual juego de
damas. El seudo-Ovidio, en la pagina 25 de su obra, hace mencion al libro sobre juegos que
escribio Alfonso X, rey de Castilla. El autor, aficionado al Alquerque, en el capitulo
Ilamado Libro del Alquerque, describe las reglas del juego y sus caracteristicas. El libro de
Alfonso X podria incluirse entre aquellos documentos histdricos que aportan elementos

para la reconstruccion de los juegos.

Iustracion 1 - Juego del Alquerque

La matematica que se emplea en De Vetula para calcular las particiones es la que hoy
conocemos como permutaciones y combinaciones. Y no son elementos matematicos

extrafios para la época. Segun Edwards [1987], los resultados basicos de permutaciones y
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combinaciones se conocian en Francia por lo menos desde principios del siglo XIV, aunque
cabe mencionar que hay datos de épocas anteriores sobre el uso de estos resultados. Un
caso probado es en la India.

Antes de continuar con la seccion del poema que nos concierne, es conveniente describir
lo que se refiere en esta tesis, como “juego de dados”. Entiéndase dicho juego como el acto
de arrojar un nimero determinado de dados n, mismos que contienen un namero definido
de caras m, y que lo que interesa para ganar es lograr un nimero deseado d a través de la
adicion de cada una de las caras resultantes de los dados arrojados. Asi, si se tienen 3 dados
iguales de seis caras, cada cara tiene ademas inscrito alguno de los siguientes enteros {1, 2,
3,4, 5, 6}, ysi el numero deseado es el 18, dicho numero s6lo puede ser logrado cuando las
caras resultantes muestran al 6 en los tres dados.

En la parte que corresponde al juego de dados, al poema lo podriamos dividir en tres
partes, las cuales estan escritas en verso y explicitadas a través de sus respectivas tablas:

En la primer parte Seudo-Ovidio se encarga de listar todos los posibles resultados que se

pueden lograr con los tres dados. Ademas, a cada uno le asigna cuales y cuantas sumas
(particiones) diferentes se tienen para lograr esas cantidades, sin incluir ain el orden (ver

Tabla I). Es decir, considera al 6+6+5, 6+5+6 y al 5+6+6 como un solo caso.

B p{¥TT SU

: L8
'___363’ I 27
ggg-’ O 5_.’_ . |26
ce=lovs [oux|Tra ok
OOX |65% (645 |I53 €45 X3
63x 622|633 |55% |43 |44 2=
64X |[63Z [S5X |SAZ |S535 | £45|1X,
O3X |O0ZZ|San |S3Z | A4=Z | 435 |10
OZX SR |SZZ (44X |43 335 |0
XX | SZX | 43X [4=Z (352 vl
SAX |4Zx[33x |[==3 [ g

411 |SZx|z2=] L=

(XX ==X : i ,- |
Z XX ' -~ +

e 4

Tabla 1
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Podemos observar que las particiones generadas por las ternas suman entre 3y el 18,y
—cada uno de estos numeros en el intervalo- tienen entre 1 y 6 particiones que los
representan. La tabla 1 muestra las posibilidades que se tienen de obtener los nimeros entre
el 3y el 18, sin considerar el orden y cuando se juega con tres dados convencionales®. Asi,
el total de sumas distintas es 56.

En la sequnda parte se encarga de reordenar los resultados anteriores en las siguientes
categorias:

I) Las tres caras iguales.
I1) Dos iguales y una distinta.
I11) Todas distintas continuas.
IVV) Todas distintas discontinuas.
V) Todas distintas con dos continuas y una discontinua.

Y, por supuesto, se conservan los 56 casos posibles.

CTabala XL,

g e Om'inc 511:111:5 ' ’
76‘]:‘3’5[ 444335 [z l.t.t.t
. Duo Similes et tertins disfimilis.
66+ 664 665 |66x][66x ;
S50 |SSTH|SSE|s5T2|FT | ]
446 (445 4435|442 442 |
336|335 |554(332[33x8]
226|225 | 2z4|225|zz2| .}
AL6 [ 1a5 (A1 4[Xx3 [AxZ]

Omunino Disfimiles Contimwi, -
Os4 [s48[452[52x] |-

Discontinui. 4

CEZ [S5X|64A] 651 | T

‘ DMCmImmdierﬁu:Jhm; :
653 [65%2[ 652 6Zx [FZX[4Zx
SAZL|FEX 643 (431 |[65= |3

Tabla 2

* Como dado convencional nos referimos a aquellos que tienen los nimeros entre el 1 y el 6. Pero mas

adelante se usaran dados no convencionales cuyas caras pueden tener nimeros repetidos, negativos o hasta el
cero.
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En la tercera parte Seudo-Ovidio enumera todos los casos, donde ya se toma en cuenta el
orden, es decir, considera, por ejemplo, al 6+6+5, 6+5+6 y al 5+6+6 como casos distintos.
Asi, de los 56 casos que tenia originalmente para las particiones de los nameros del 3 al 18,

ahora se tienen 216 en total para los mismos nimeros.

‘I;b;aa, IIX.

Tabla 3

La tabla podria leerse de la siguiente manera: del altimo renglon resulta que para lograr
un 10 o un 11 existen 6 formas distintas sin considerar al orden, y existen 27 formas
distintas si se considera el orden.

Es importante sefialar que aun cuando las similitudes entre los tres trabajos —que en este
capitulo se resefian- son significativas, sera hasta presentar el trabajo de Galileo haremos un
andlisis mas puntual, y la razon es que el texto de Galileo contiene una exposicion mas
completa sobre las particiones en el juego de dados. Asi, veremos que las tres obras tratan

de manera semejante el tema, pero no profundizaremos en los casos de Seudo-Ovidio y

Cardano.

Liber de Ludo Aleae (El libro de los juegos de azar)

La obra de Girolamo Cardano (1501-1576) aborda los juegos de azar en el contexto de la
justicia, siendo éste el principal tema del Liber de Ludo Aleae. El no sélo enfocd el tema
desde la perspectiva de los calculos matematicos, sino que también guié su analisis hacia

temas tales como las trampas en los juegos. Para Cardano el principio fundamental de los
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juegos de azar debe descansar en la igualdad y, por tanto, en la justicia. Y en este sentido
por igualdad se entiende que los jugadores tengan las mismas oportunidades en cualquier
juego de azar. Asi, Cardano modela los calculos matematicos para tener un elemento que
contribuya a dar mayor grado de igualdad y, en consecuencia, mas justicia para los

jugadores.

Ilustracion 2

Sabemos que Cardano no solo fue un teorico y un moralista de los juegos, fue también
un practicante y, posiblemente, en el asunto de las trampas y las desigualdades le toco ser
victima. En su obra Mi Vida (1991) escribe lo siguiente:

Durante afios he estado jugando a esos juegos —mas de 40 afios al ajedrez y alrededor de 25 a los
dados— y en esos afios cada uno de esos dias, jverglienza me da decirlo! Asi pues he estado
haciendo desperdicio de mi honra, de mi hacienda y de mi tiempo.

Tales son las razones de aquella infame holganza. Prueba de ello fue que en cuanto pude llevar una
vida digna, dejé el vicio. Por tanto no fue aficién al juego la mia ni ansias de dinero, sino amargura
y escapatoria. (Cardano (1991), Mi Vida, 149).
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La idea de su principio de igualdad se remonta a la Etica de Aristoteles (Libro V,
Capitulo 111, De la justicia que consiste en los repartimientos). El define lo que es injusto

como aquello que es desigual y lo justo como lo que es igual. Nos dice
...un acto justo involucra necesariamente al menos cuatro condiciones: dos personas para los que es de
hecho justo, y dos partes a compartir en que su justicia esta expuesta. Y habra la misma igualdad entre las
partes como entre las personas, porque las partes a compartir tendran la misma proporcién entre ellas,
como entre las personas; pues si las personas no son iguales, no tendran entonces partes compartidas
iguales; y es cuando personas iguales tienen, o se les asigna, partes compartidas diferentes, o bien,
cuando las personas que no son iguales, tienen iguales partes compartidas, es entonces que se suscitan
discusiones y reclamos.

Cardano se basé en la filosofia de Aristoteles por su definicion del principio de
equidad que resulta fundamental en el juego, y lo confirma su analisis del juego en donde
menciona que los participantes no tienen las mismas oportunidades de ganar. El escribid
[ver Bellhouse 2005, p 188]

Otras preguntas deberan ser consideradas mas sutilmente, ya que los matematicos también pueden
ser engafiados, pero de forma distinta. Yo he deseado que este asunto no quede oculto, ya que mucha
gente, al no entender a Aristételes, han sido engafiados y con pérdidas. Asi que hay una regla
general, a decir, que debemos considerar al circuito completo, y al nimero de aquellos repartos que
representan de cuantas maneras el resultante favorable puede ocurrir, y comparar con tal nimero el
resto del circuito, y de acuerdo a tal proporcién deberan ser las pagas correspondientes, para que uno
compita en términos iguales.

Entonces tenemos que tanto Cardano como el Seudo-Ovidio manejan su analisis de las
posibilidades que tienen los jugadores de dados bajo un contexto moral de la igualdad de
circunstancias, para que asi nadie sea victima de las trampas de los que si pueden tener
conocimientos matematicos del juego.

El tema de los dados es tratado en el Capitulo XIII intitulado De Numeris compositis,
tam usque ad sex, quam ultra, y tam in duaubus Aleis, quam in tribus.

Cardano vy el autor de De Vetula se plantearon problemas semejantes que requerian el
calculo de las particiones con tres sumandos de los nimeros entre el 3 y el 18. A

continuacion presentamos la tabla que Cardano utilizé en su analisis:
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Confenfus fortis in duabus Alejs. -

2 121} 3 11 4.103.&111:!1
§ 9 41 68 g 7 818, Aant.
Confenfus foms in J:nbus Aleis tam Fric,
Sortis Fritilli.
- 3 11§
5l 187 4 125 W
4 17 3 § 120 \a g
§ 16 6 6 133 o
6 1§ io 7 33 38
7 14 I 8 36 ‘5
8 13 21 9. 37 =
9 12 2§ to 36 o
1o 11 27 Ir 38
gy 7 . 26 .,
Tabla 4

Ambos iniciaron con el analisis del problema de la suma de las caras resultantes al
arrojar tres dados, para después afirmar que: i) hay 6 tiros diferentes cuando las caras son
iguales (por ejemplo la terna (1, 1, 1)), ii) 30 tiros con dos caras iguales y una diferente
(por ejemplo, (1, 1, 2)) y iii) 20 tiros con las tres caras diferentes (como el tiro (1, 2, 3)).
Sostuvieron que las 30 particiones de ii) se obtienen a partir de 6 x 5, ya que hay seis
maneras de obtener la pareja de iguales y cinco maneras de obtener la tercera cara diferente
de las otras dos. En el caso de las 20 formas con las tres caras diferentes, solo el autor del
De Vetula describié como las obtuvo, e incluso desglosé los casos considerando si eran

ndmeros consecutivos o no entre ellos.

Cardano pudo usar elementos mé&s modernos de la matematica combinatoria, por
ejemplo, para el caso de los 20 tiros con las tres caras diferentes, estos tiros se obtienen
determinando el nimero de combinaciones obtenidas a partir de la eleccion de tres caras,
tomadas de las seis diferentes del dado. Cardano facilmente pudo haber obtenido este
namero de un triangulo aritmético, como uno que presentd Tartaglia [1556], y que
seguramente él conocia, pero no lo hizo asi.

En el momento de considerar el orden en las tiradas, tanto Cardano como el seudo-
Ovidio muestran que por cada tirada que tenga dos caras iguales y una diferente hay otras
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dos maneras de obtener la misma suma (por ejemplo, los tres tiros (1, 1, 2), (1, 2, 1), y (2,
1, 1) generan al cuatro). De manera semejante, hay seis particiones para obtener la misma
suma cuando se tienen tres caras diferentes.

La principal diferencia entre las dos obras —en lo correspondiente al juego de dados- se
encuentra primordialmente en la forma en que cada uno expone sus ideas. El autor de De
Vetula proporciona una tabla para mostrar cada una de las diferentes sumas de las caras que
aparece (véase facsimilar y traduccion en el apéndice). Por su lado Cardano es menos
explicito en su forma de presentar los datos de las sumas.

Para terminar, cabe recordar que el juego de dados no es la parte central en ninguna de
las obras; por ello, no seria justo pensar que el De Vetula es una obra superior a la de
Cardano, solo por la presentacion del juego de dados. A las dos obras las tenemos que ver
como complementarias, ya que atienden a épocas y paradigmas diferentes.

Sopra le Scoperti dei Dadi (Concerniente a una Investigacién sobre Dados)’
El caso de Galileo (1564-1642) nos lleva directamente a contemplar una mentalidad

plural, nos incita a pensar en €él, en cuanto a la ciencia se refiere como el inicio y final de un
periodo. Es como un monumento sembrado en la glorieta de una gran avenida, que al llegar
a ella, la avenida cambia de rumbo, y quizas ni cuenta se da uno de ello.

Aun cuando la teoria de particiones tuvo presencia en tiempos anteriores a los de
Galileo, el documento Sopra le scoperti dei dadi, es considerado por muchos como el
iniciador de esta area de investigacion. Al igual que los otros trabajos que hemos
mencionado, aborda un problema especifico, que da muestras de su momento histérico, con
elementos que van desde el trabajo matematico y hasta los aspectos socio-culturales que se
pueden deducir de él.

El documento responde a un problema que el Gran Duque de Toscana, Ferdinando de
Medici, orden6 a Galileo resolver. ElI problema surge de un juego de dados llamado
Pasadiez, que consistia en lanzar 3 dados y donde la tirada ganadora era aquella cuya suma
de los puntos fuese mayor a diez y la perdedora el caso contrario. El problema se lo plante6
a Galileo de la siguiente manera:

Al arrojar los tres dados, resulta que experimentalmente se ve que el niUmero 11 aparece

con mas frecuencia que el 12, y el 10 con mas frecuencia que el 9, y esto sucede a pesar de

® En los apéndices se puede consultar una edicién facsimilar junto con la traduccion al espafiol de la obra de
Galileo.
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que cada uno de estos 4 numeros pueden representarse con seis particiones, donde cada una
tiene 3 sumandos (ver tabla 1).

Si bien las observaciones que pueden hacerse de cualquier fendmeno son la fuente del
conocimiento cientifico, y se dice que es donde el trabajo cientifico requiere de mas rigor,
¢es correcto el razonamiento del problema planteado a Galileo? El calcula y responde que
si bien la observacion es correcta (el numero 11 sale con mas frecuencia que el 12, y el 10
con mas frecuencia que el 9), no asi el razonamiento del mismo (a pesar de que cada uno de
estos 4 nameros pueden obtenerse como la suma de 6 tercias distintas) que da lugar al
problema que se le plantea.

Galileo advierte entonces que

en un juego de dados ciertos nimeros son mas ventajosos que otros... ello
sucede porque es posible obtenerlos con una mayor variedad de nimeros.

El duque, al considerar solo las seis particiones, omitio la variedad de casos que cada tercia
puede representar.

Tal omision es frecuente en el céalculo combinatorio, y le sucedid incluso a Leibniz
(1646-1716) al no considerar el orden en la observacion de cada uno de los casos. Por
ejemplo, sin la atencidn adecuada se puede asumir que el orden no cuenta y considerar que

3+2+1 es igual a 2+3+1, siendo que

son particiones de orden diferente.
Galileo inicia con las siguientes consideraciones:

e Que un dado tenga 6 caras = se pueden lograr 6 tiradas diferentes.
Con 2 dados = se tienen 6° =36 tiradas diferentes.
Con 3 dados = se tienen 6 =216 tiradas diferentes.

e Ya que las combinaciones dan lugar a las particiones de 3, 4, 5,..., 18, entonces faltaria
encontrar cuantos casos corresponden a cada numero de los anteriores. Pero bastaria

con conocer lo que sucede del 3 hasta el 10, ya que “aquello que pertenezca a uno de
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estos numeros, también pertenecerd a aquél que es proximo mayor”, es decir, el

comportamiento de las tiradas es simétrico.”

Galileo, a diferencia de Cardano y Seudo-Ovidio, considera desde un inicio el orden y
procede a analizar el nimero de permutaciones de cada una de las categorias de las tiradas,
a decir, cuando todas las caras son iguales, cuando dos son iguales y una diferente, y
cuando son todas diferentes.

De manera esquematica (ver tabla 5) él dar una clasificacion de las diferentes tiradas de
los tres dados. Empieza por listar cada una de las combinaciones que generan a cada
namero del 3 al 10, las clasifica segun la suma de sus elementos y sefiala el nimero de
permutaciones de cada una de ellas. Finalmente, suma las cantidades para encontrar asi el
numero buscado, que nos dice de cudntas maneras diferentes se puede lograr tal o cual
namero, considerando el orden.

Entonces, al igual que Cardano y Seudo-Ovidio, obtiene que hay —sin tomar en cuenta
las permutaciones de cada uno de ellos— a) 6 diferentes tiros cuando las caras son iguales
(por ejemplo la terna (2, 2, 2)); b) 30 tiros con dos caras iguales y una diferente (por
ejemplo, (1, 1, 2)) y ¢) 20 tiros con las tres caras diferentes (como un tiro (1, 4, 3)):

a) La suma de los puntos de 3 dados, cuyas caras son iguales, podemos lograrla sélo

mediante una Unica tirada de ellos. Ejemplo:

|
| .
y el seis no se puede representar de otra
forma con caras iguales que no sean éstas.
Y como cada dado tiene s6lo seis caras diferentes, entonces hay 6x1 diferentes tiros
cuando las tres caras son iguales.
b) La suma que se hace de 3 nimeros, en los cuales dos son iguales y el tercero diferente,

podemos obtenerla por 3 tiradas. Ejemplo:

® Una forma interesante de comprender esto es que pensemos en las caras opuestas de las tiradas resultantes.
En un dado la suma de las caras opuestas es siempre 7. Por ejemplo, si el resultado fuese 1, 3, 5, con suma 9,
la cara opuesta seria 6.4.2, con suma 12; luego entonces, lo que se conozca de suma 9, serd lo mismo de la
suma 12. Y asi en todos los otros casos.
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Asi, como tenemos 30 formas diferentes de generar ternas con dos caras iguales y
una diferente, entonces con cada una de ellas podemos calcular las permutaciones si
consideramos que tenemos dos elementos repetidos. Este es un caso particular de uno
general que nos permite calcular las permutaciones de n elementos, donde r, s, t,..., k
son repetidos. Asi, tenemos que las permutaciones distintas de n elementos tomadas de n
en n, en donde hay un primer tipo de r objetos iguales entre si, s objetos iguales entre si
de un segundo tipo, y asi sucesivamente hasta k objetos iguales entre si, tienen la

n!

representacion ——
risigl..k!

, Y para nuestro caso particular, que son las permutaciones de

. 3!
3 elementos, con dos de ellos repetidos, es 2 =3.

Este tipo de razonamientos no era nuevo para las épocas de Cardano y Galileo, pero
ninguno de los dos lo usd. En el caso de Galileo quiza fue por las caracteristicas del
lector que le pidi6 la investigacion.

Para terminar el caso, de las 30 formas diferentes que se tenian para sumar dos caras
iguales y una diferente, y considerando que cada una se puede permutar de tres formas,

entonces tenemos 90 maneras de generar estas sumas con las caras.

La suma de los puntos formada por tres niumeros diferentes, podemos lograrla de seis

maneras para cada una de las tiradas (sumas). Ejemplo:

En este caso Galileo -al igual que Cardano- esta usando elementos del calculo de
combinaciones para poder encontrar las combinaciones de 3 en 3 elementos tomados de
entre 6, que en nuestra terminologia actual seria:

6!

Cg ==
31(6-3)!

5x4=20

Seudo-Ovidio y Cardano no explican cémo enfrentaron este caso c); ellos

simplemente se dan a la tarea de contarlos y dar un resultado.
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Asi, teniendo las 20 combinaciones diferentes ahora multiplicamos por las
permutaciones de cada una de ellas, y como aqui son tres elementos diferentes, entonces
directamente es 3!= 3 x 2 x 1 = 6, y de aqui obtenemos las 20 x 6 = 120 formas de
sumar las caras con tres elementos diferentes.

Finalmente, de los casos a), b) y c) tenemos las 6 + 90 + 120 = 216 particiones
diferentes para representar a los nimeros entre el 3 y el 18, como suma de tres enteros
iguales o diferentes, tomados de las caras de los tres dados convencionales.

Con base en lo anterior todo lo que acontece en el juego —a partir de las reflexiones

de Galileo- puede ser comprendido con la ayuda de la tabla’ siguiente:

PUNTOS A SUMAR
10 9 8 7 6 5 4 3
6+3+1 6 | 6+2+41 | 6 | 6+1+1 | 3 | 5+1+1 | 3 | 4+1+1 | 3 | 3+1+1 | 3 | 2+1+1 | 3 | 14141 |1
6+2+2 3 | 54341 | 6 | 5241 | 6 | 4+2+1 | 6 | 3+2+41 | 6 | 3+2+41 | 3
S+4+1 6 | 5+2+42 | 3 | 4+3+1 | 6 | 3+3+1 | 3 | 24242 | 1
5+3+2 6 | 4+a+l | 3 | 4+2+42 | 3 | 34242 | 3
4+4+2 3 | 4+3+42 | 6 | 3+3+2 | 3
4+3+3 3 | 3+343 | 1
TOTAL DE
PARTICIO- | 27 25 21 15 10 6 3 1] 108
NES
1 12 13 14 15 16 17 18
TOTAL DE
PARTICIO- | 27 25 21 15 10 6 3 1] 108
NES
GRAN TOTAL DE PARTICIONES | 216

Tabla S - La tabla resume todas las posibles particiones que se requieren para sumar de 3 a 18
puntos, que son las posibles tiradas de tres dados tradicionales. Como ejemplo el 6+3+1, que es
el caso en que las tres caras son diferentes entre ellas, puede ser obtenido de 6 maneras
diferentes (6+3+1, 6+1+3, 3+1+6, 3+6+1, 1+3+6, 1+6+3). Ademas, nos dice que el 10 y el 11
pueden ser representados por 27 particiones diferentes (6+3+6+6+3+3=27).

A continuacién mencionamos algunas de las preguntas relacionadas con el juego que
pueden ser contestadas con lo visto hasta ahora.
JPor qué era correcta la observacion del Gran Duque de que “El nimero 11 sale con

mas frecuencia que el 12, y el 10 con mas frecuencia que el 9”?

" La tabla se modificé ligeramente para una mejor comprension de la misma. La original puede ser consultada
en los anexos.
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El que el namero 11 salga con mas frecuencia que el 12 se debe a que el nimero de casos
de 11 (27 casos) es mayor que el de 12 (25 casos).
= p(11) =27/216 =0.125 mientras que p(12) = 25/216 = 0.116

= p(11) > p(12)

Lo mismo sucede para el caso de 10 y 9.

El juego del pasadiez es justo?

Para que un juego sea justo se requiere que exista la misma probabilidad de ganar que la de
perder. Ganar en el juego del pasadiez significa sumar mas de diez puntos y existen 108
casos para ello; perder en el juego significa sumar menos de diez puntos y existen 108
casos para ello tambien.

= la probabilidad de ganar es la misma que la de perder, i.e.

P[suma>10] =108/216=0.5
P[suma < 10] = 108/216 = 0.5
= EI juego es justo.

Para concluir el capitulo quisiéramos hacer notar que el valor de los trabajos analizados
radica no sélo en su antigliedad, ya que podria haber opiniones actuales en el sentido de que
estos textos son aportaciones muy elementales. Lo importante es que proporcionan
elementos para poder reconstruir el desarrollo de las ideas relativas a la combinatoria, las
particiones y la probabilidad. Analizar un problema desde un perfil histérico nos da la
oportunidad de crecer en lo analitico y con ello acercarnos a la comprension de lo abstracto.

Otro aspecto importante que mencionar es que el capitulo nos presenta respuestas
referentes s6lo a un caso particular de tres dados convencionales, con caras numeradas
entre el 1 y el 6. Y aunado a esto, es importante mencionar que hasta ahora todo lo hemos
construido con métodos intuitivos, donde no se encuentran los elementos demostrativos a
los que estamos acostumbrados actualmente, es decir, los de la formalidad matematica que

hoy conocemos.
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El siguiente paso natural dentro de las inquietudes matematicas seria el de generalizar

los resultados obtenidos y demostrarlos con mayor rigor y formalidad.

Una vez visualizado el inicio de las primeras particiones que representan a determinados

numeros enteros, pasamos a formular nuevas preguntas que surgen de inquietudes

relacionadas con el juego de dados, y que se enlazan con la teoria de las particiones.

Algunas de las preguntas podrian ser:

1) ¢Podemos generalizar el juego del pasadiez a n dados y convencernos de que la suma

de las particiones para los puntos anteriores al “Punto de Pase

»8

es igual a la

representacion de las particiones de los numeros mayores al “Punto de Pase”?

Entiéndase por “Punto de Pase” al valor para el que el niUmero de particiones presenta

una inflexién. En el caso de un nimero de dados impares el “Punto de Pase” es (7n-1)/2.

Por ejemplo, para 3 dados el “Punto de Pase” es el 10, para el intervalo [3,10] y el 11,

para [11,18] como se puede ver en la tabla siguiente:

Puntosa |3 | 4 516 7 8 9 10 (11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18
sumar
Numerode | 1 | 3 6 |10 |15 |21 |25 |27 |27 |25 |21 |15 |10 |6 3 1
Particiones

Tabla 6

En el caso de un nimero de dados pares las reglas del juego tendrian que

modificarse ya que el punto de inflexion tiene otras caracteristicas, como se puede

apreciar en la siguiente tabla:

Puntos a

Sumar | 4 | 5|6 |7 (8|9 |10|11(12|13|14({15|16 |17 (18 (19 |20|21 |22 |23 |24

#Part. | 1 | 4 {10|20| 35|56 |80 (104|125|140|146|140|125(104{80 |56 |35|20(10| 4 | 1
Tabla 7

El “Punto de Pase” para numeros pares es (7n) / 2, que en el ejemplo anterior seria

14. Luego, para seguir con la idea de que el juego fuera justo, tendriamos que

considerar que la tirada ganadora seria aquella cuya suma de los puntos fuese mayor a

14 y la perdedora menor a 14, y que la tirada igual a 14 no deberia de contar.

® Vassilios C. Hombas [2004] en su texto Generalizing Galileo’s Passedix Game es el que nombra a ese

punto de inflexion como “Passpoint”.
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Ya sabemos que con tres dados puedo tener las particiones de los niUmeros entre 3y 18,
y que cada uno de los nimeros tiene una cantidad de particiones que se muestran en la

primera tabla del punto anterior.

Surge la pregunta: ;podemos formar la misma cantidad de particiones para cada uno
de los nimeros de la tabla, pero con 3 dados diferentes a los convencionales?
Puedo generalizar la misma pregunta en 2) para n dados

Estas preguntas ya no las respondemos en este capitulo; las respuestas se
encontrardn en el Colofén titulado “Respuestas varias”. La razon de separar las
respuestas, como ya se dijo, es por el contexto histérico que pretende mostrar la tesis, y
las respuestas a los tres problemas son presentadas en un marco afin a la matematica

moderna.
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CAPITULO II
La enumeracion suficiente de las partes.

Jacob Bernoulli y Pierre Rémond de Montmort

Introduccion

Como ya vimos en el capitulo I, los tres autores trabajaron con el caso particular de
particiones de tres sumandos, y esto recoge los resultados de la practica de los juegos de
azar con tres dados. Es de recordar que ninguno de los tres tuvo como intencion centrar este
tema dentro de sus respectivas obras. Tanto el Seudo-Ovidio como Cardano presentaron sus
conocimientos al respecto como parte de una inquietud personal, y es porque ellos se
consideraban afectados por las ingratitudes e injusticias que les habia dejado la practica del
juego de dados. En el caso de Galileo, su escrito fue la respuesta a la solicitud de una
opinidn acerca de las mayores 0 menores posibilidades de obtener algunos resultados para
el caso de tres dados.

Entonces, en los casos del capitulo anterior tenemos respuestas particulares a
inquietudes puntuales, y es quiza por esta razén que no se generalizan los resultados —para
n dados— a partir de la teoria que ellos manejan. Aunque cabe mencionar que seguramente
estaban en plenas posibilidades de aportar resultados méas extensos, pero parece ser que el
perfil que a ellos les interesaba abordar en esos momentos era otro, y como se puede ver en
sus escritos, lo hicieron de manera notable.

En este capitulo mostramos cémo fue posible pasar del manejo de las ideas a nivel de
conjeturas y propuestas experimentales® con las que era muy complicado construir teorias
matematicas, a un paradigma donde ya se encontraban las primeras bases de lo que ahora es
la teoria de la probabilidad, y que se vio acompafiada de mdltiples aportaciones para lo que
seria la teoria de particiones. Asi, se avanzo en el desarrollo tedrico para encontrar formas

mas eficaces que dieran mayor certidumbre a la practica de algunos juegos de azar. Para

% Aunado a lo anterior mencionamos que en siglos anteriores al XVII, otros frenos para que los juegos de azar
lograran una base matematica que los sustentaran se debieron a que estaban mas vinculados con las cuestiones
maégicas, religiosas o morales, y por ello se suponia que los resultados estaban méas sujetos a voluntades
divinas que a un modelo matematico.
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ello se generaron teorias que mejoraban el conteo de posiciones de los elementos
involucrados en un juego. Sabemos que Huygens marcé la pauta para que Jacob Bernoulli
(1654 - 1705) y Pierre Rémond de Montmort (1678 - 1719) escribieran lo que son las
primeras aportaciones a la teoria de la probabilidad. Pero no perdamos de vista que detras
del desarrollo de la teoria de la probabilidad también se comenzaba a posicionar la teoria de
las particiones, que indudablemente se vio beneficiada por los importantes avances
generados por J. Bernoulli y M. Montmort en el calculo combinatorio.

Ahora, en las secciones que siguen documentaremos brevemente la bdsqueda de
enumeracion de partes; dicha etapa, a nuestro parecer, queda propiamente representada con
el trabajo de Jacob Bernoulli [2005] titulado Ars Conjectandi publicado en 1713, y por el
de Pierre Rémond de Montmort [1708] Essay d’analyse sur les Jeux de Hazard, publicado
en 1708.

Acerca del “Ars Conjectandi “ El arte de conjeturar

El libro de Jacob Bernoulli apenas ha sido reconocido como piedra fundamental en los
origenes de la probabilidad; y todavia lo ha sido en menor proporcion en el caso de la teoria
de particiones.

En el primer capitulo del Ars Conjectandi, Bernoulli retoma cuestionamientos que
Chrisitian Huyges hiciera sobre el tema del azar, y los analiza clarificando sus métodos.
Dado que nuestro estudio estd mas dirigido hacia la cuestion de las particiones, tomaremos
el caso concerniente al comportamiento de los dados y de algunas de sus interrogantes:
“Con un dado, ¢en cuantas tiradas se puede lograr un 6, o cualquier otro nimero de puntos?
de la misma manera, con dos dados, ;de cuantas maneras se pueden lograr dos seises? 0
¢con tres dados, tres seises?”.

La manera en que Bernoulli primeramente resuelve el problema es a partir de
desarrollar una metodologia para contar uno por uno y donde se consideran todas las
posibilidades.

Y ya en vias de la generalizacion, Bernoulli responde al problema de encontrar el
numero de maneras de tirar cualquier nimero de puntos con cualquier nimero de dados —
planteamiento que no abordaron ni Cardano ni Galileo—, a partir de la construccién de

tablas que muestran las soluciones.
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En el segundo capitulo del Ars Conjectandi, “La doctrina de las Permutaciones y
Combinaciones”, hace una recoleccion de las distintas formas conocidas hasta entonces de
la combinatoria. Estas son herramientas basicas para remediar un aspecto que considera
clave en la solucién de problemas: “La enumeracion suficiente de las partes”. Y con estas
aportaciones al calculo combinatorio se estableceran relaciones matematicas tiles para el
desarrollo de la teoria de particiones, la cual tomaria su vida propia unos 40 afios después

de la muerte de Jacob.

Acerca del “Essai d’analyse sur les Jeux de Hazard”, Ensayo del analisis sobre los
juegos de azar

Nos parecio relevante incluir el escrito -dada la cercania en tiempo y en tematica- que
aparecio por primera vez (de manera anénima) en 1708, pero sin perder de vista que el Ars
Conjectandi de Bernoulli se publicé en 1713. Esta cercania quiza no fuera circunstancial.
Resulta, por un lado, que Montmort recurrié al anonimato, por otro que Bernoulli muere
antes de haber concluido su obra, también que existia una gran desconfianza entre la
familia de los Bernoulli y, por ultimo, se aprecia una similitud de temas en las obras de
ambos. Entonces, con estos elementos actuando simultineamente cabe pensar que alguno
de los dos autores conocia el trabajo del otro al momento de escribir su propia obra.

Por las circunstancias que rodearon a ambos documentos podemos considerar al de
Montmort como posterior al de Bernoulli, ya que fue cuestion mas de tiempos de impresion
que de las fechas en las que escribieron sus trabajos.

En el prefacio de la segunda edicion (1713), Montmort reconoce ampliamente el trabajo
de J. Bernoulli. En lo que concierne a la aplicacion de las matematicas se refiere a él de la

(174

siguiente manera: “él pertenece a ese pequefio numero de hombres raros que son
propensos a inventar”. Incluso se atreve a rebautizar la obra de Bernoulli, cuyo titulo
original De art conjenctandi, cambid a I’art de deviner (De El arte de conjeturar a El arte

de adivinar). Y en este tenor analiza una serie de juegos de la época teniendo como
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objetivo encontrar generalizaciones que ademas pudieran llevarse a otras actividades del ser
humano, pues “el azar tiene reglas, y éstas pueden encontrarse”°.
Una de las proposiciones que consideraremos especialmente es la XVI, y se debe a que en
ella se encuentra parte de las generalizaciones que nos interesan. Asi, la proposicion XVI
dice:

“Al tirar al azar un nimero cualquiera d de dados, cuyo nimero de caras es f, también

cualquiera, encontrar cuantas posibilidades existen de lograr tal o tal punto p, a
voluntad”.

Es de notar que intrinsecamente estamos buscando las particiones de algunos nimeros que
queremos obtener al arrojar los dados. EI método empleado para la solucion del problema
es una generalizacién basada en términos recurrentes y apoyada en la construccion de
tablas, y de manera no tan explicita, pero si importante, estd el uso de los numeros

triangulares.

En general, la pregunta clave del Capitulo 2 serd ;como enumerar suficientemente a
todas las partes en estudio?

Antes de terminar esta introduccion es muy importante sefialar que este capitulo va a
proporcionar los elementos matematicos que son necesarios para poder vincular el
desarrollo de las particiones con los elementos que proporciona el analisis combinatorio.

Un ejemplo de ello es la relacion que se da entre las particiones que generan los conjuntos

10 wgg particularmente en los juegos de azar que aparece la debilidad del espiritu humano y la inclinacién que
existe a la supersticion. Nada es mas comun que ver que los jugadores atribuyan su infortunio a personas que
se les acercan y a otras circunstancias que no son menos indiferentes a los eventos del juego....en fin, la
mayoria buscan sus ventajas donde no estan, o bien ellos les descuidan completamente.

Se puede decir poco mas o menos la misma cosa de la conducta de los hombres en todas las acciones de la
vida donde el azar toma parte. Estos son los mismos prejuicios que les gobiernan, es la imaginacion que
norma sus pasos, y que origina ciegamente sus temores y sus esperanzas. Frecuentemente ellos abandonan un
pequefio bien cierto por perseguir temerariamente un bien mas grande, cuya adquisicion es [tenida] como
imposible; y a menudo, por demasiada desconfianza, ellos renuncian a esperanzas considerables y bien
fundadas para conservar un bien cuyo valor no tiene punto de proporcién con aquel que ellos desprecian. El
principio general de esos prejuicios y de esos errores es que la mayoria de los hombres atribuyan la
distribucion del bien y del mal, y generalmente todos los eventos de este mundo, a un poder fatal que agita sin
orden y sin regla. Ellos creen que se tiene uno que abandonar a esa Divinidad deslumbradora Ilamada
Fortuna...la gente crea su propia buena o mala suerte por su conducta, en su mayor parte. Aquellos que son
sabios dejan lo menos posible al destino. Nosotros no podemos conocer el futuro, jpero siempre podemos en
juegos de azar, y a menudo en otros asuntos de la vida, conocer exactamente qué tan probable es que algo
vaya a ocurrir de alguna manera mas que otra! Y ya que existen limites de nuestro propio conocimiento,
nosotros deberiamos al menos alcanzarlos.

Todos sabemos que cuando la certeza [evidencia] es imposible, deberiamos buscar la verosimilitud
[probabilidad] para aproximarnos a la verdad...hay algunas verosimilitudes que son mayores que otras
[cuando se les considera] al infinito...no ha sido suficientemente reconocido hasta el presente que uno puede
dar reglas infalibles para calcular las diferencias entre diversas probabilidades. ”
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de dados y las diagonales del tridngulo de Pascal. Pero mas sobresalientes seran los
vinculos que cristalizard Euler —que se exponen en el capitulo tres de la tesis- para la teoria
de las particiones, y que no hubieran sido posibles sin los elementos combinatorios que le
proporcionaron los trabajos de Jacob Bernoulli y de Pierre Rémond de Montmort. Por lo
antes mencionado es que este capitulo pareciera no relacionarse totalmente con la gestacion

de las particiones, como si lo es con el calculo combinatorio.
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CAPITULO 2.1
Ars Conjectandi (El arte de conjeturar)

Jacob Bernoulli

A mediados del siglo XVII, mientras Pierre de Fermat y Blaise Pascal daban forma a los
cimientos de la teoria de la probabilidad, nace Jacob Bernoulli en la por entonces
importante ciudad comercial de Basilea (27 de diciembre de 1654).

El abuelo de Jacob Bernoulli, originario de la Holanda catolica, pero él mismo adscrito
al credo protestante, se refugia y establece en Basilea en el afio de 1622. La actividad
econdémica que caracterizO a los antecesores de Jacob fue el comercio de especias,
pigmentos e ingredientes médicos. Es relevante hacer mencion de ello, pues Jacob se
propuso toda su vida dedicarse tanto a algo distinto a lo de su padre y abuelo, como a algo
distinto de lo que queria su padre para él, a saber la Teologia. Pero algo de las inquietudes
practicas de la familia influyd en él, y esto se hace patente en algunas aplicaciones practicas
de sus descubrimientos matematicos, entre las que se encuentran las que aparecen en el
capitulo IV del Ars Conjectandi.

Cabe mencionar que Jacob Bernoulli eligi6 como emblema a Faeton, el personaje de la
mitologia Griega que, desobedeciendo a su padre, condujo su carruaje demasiado cerca del
sol y por ello fue aniquilado por Zeus, y asi evitar la destruccion de la tierra. Ademas,
Bernoulli afiadié en su obra la siguiente leyenda que lo caracterizaba “Invito patre sidera
verso” (A pesar de mi padre, me dirijo a las estrellas). Lo cual evidencia el interés de
Bernoulli por aproximarse a todo lo que para él fuese mas verdadero.

El Ars conjectandi fue escrito durante los Gltimos afios de vida de Jacob Bernoulli y
aparentemente quiso trascender e ir mas alla de los juegos de azar, buscando aplicaciones
en “los asuntos civiles, morales y econémicos”; sin embargo, por su enfermedad y muerte
no logré terminar su obra.

En esa época la aristocracia acostumbraba auxiliarse de los matematicos para poder
dominar los juegos de mesa que estaban de moda. Aparentemente Bernoulli no contaba con
ese tipo de relaciones, situacion contraria a la de Huygens. Y fue este Gltimo quien, a traves
de sus cuestionamientos, motivé a J. Bernoulli a escribir el Ars conjectandi. Pero es

importante aclarar que el interés de Bernoulli por encontrar soluciones més generales fue
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motivado mas por la ciencia que por el simple juego, y esto se podrd apreciar en sus
proposiciones.

Ahora, antes de entrar a la primera tabla de Bernoulli, recordemos algunos de los
cuestionamientos de Huygens:

“Con un dado, ¢con cuantas tiradas se puede lograr un 6 o cualquier otro nimero de
puntos? de la misma manera, con dos dados, ;de cuantas maneras se pueden lograr dos
seises? o ¢con tres dados, tres seises?

Bernoulli la reformula a ¢cuél es el nimero de maneras de obtener cualquier nimero de
puntos con cualquier nimero de dados?

Para responder Bernoulli propone un algoritmo que podria entenderse mejor con la
siguiente tabla. Cabe mencionar que el ejemplo manejado por Bernoulli es el de encontrar

todas las particiones de 12, con cuatro dados tradicionales.



A|B|C|D (=122 Tiradas
1]1(1]1 incrementar A
211111
3(1[1]1
4111111
5(1]1]1
6111
212111 incrementar B a 2, variar A desde 2
3(2[1]1
412111
5/2[1]1
6|2 1]1
3311 incrementar B a 3, variar A desde 3
41 3[1]1
5(3] 1|1
6| 3[1]1
4141 1] 1 incrementar B a 4, variar A desde 4
54|11
6411 6.4.1.1 12
5[5 1|1 incrementar B a 5, variar A desde 5 55.1.1 6
6| 5| 1] 1 ya no es necesario incrementar A
6| 6| 1] 1 ya no es necesario incrementar B a 6 y variar A desde 6
212121 incrementar C a 2, variar A desde 2
31221
412121
51221
61221
313[]2]1 incrementar B a 3, variar A desde 3
41321
5(3]2]|1
63|21 6.3.2.1 24
5|14 2|1 incrementar B a 4, disminuir Aen 1 54.2.1 24
no incrementar B a5 0 6, pues se tendria que disminuir a A 4 o0 3, y éstas
serian repeticiones
3[13]3]|1 incrementar C a 3, variar A desde 3
41 3[3]1
5[13]3]|1 5331 12
4141 3|1 incrementar B a 4, disminuir A a 4 4431 12
ya no se puede aumentar ninguno de los primeros tres nimeros pues o
excederian de 12 o se repetirian
2|12 2] 2 incrementar D a 2, variar A desde 2
31222
412 2] 2
512 2|2
6|2 2] 2 6.2.2.2 4
513]2]2 incrementar B y disminuir el primero por 1 53.2.2 12
4141 2] 2 incrementar B y disminuir el primero por 2 4422 6
ya no se puede aumentar ninguno de los primeros dos nimeros pues o
excederian de 12 o se repetirian
313|132 incrementar C a 3, variar A desde 3
41332 4332 12
ya no se puede aumentar ninguno de los primeros dos nimeros pues o
excederian de 12 o se repetirian
3|13 3] 3 incrementar D a 3 3.3.3.3 1
ya no se puede aumentar ninguno de los primeros dos nimeros pues o
excederian de 12 o se repetirian
125

Tabla 8

32
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Entonces, se trata de un algoritmo en el que crece progresivamente el valor de las caras
de los dados de forma ordenada, y se pregunta —en la columna tres- si la suma de los puntos
es igual al numero deseado, que en este caso es el 12. Y si el resultado es 12, entonces se
contabiliza la tirada en la dltima columna, junto con sus permutaciones, que atiende a lo ya
conocido.

e) Las permutaciones de 4 elementos donde 2 son diferentes y 2 son repetidos, es 12.

e) Las permutaciones de 4 elementos donde los primeros 2 son iguales y los otros 2 son 6.
e) Las permutaciones de 4 elementos donde 3 son iguales y uno diferente, son igual a 4.
o) Las permutaciones de 4 elementos donde todos son diferentes, son 24.

Por lo poco explicito que le resulta el método, Bernoulli prefiere exponerlo a través de
la siguiente tabla:
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Namero de Puntos a lograr
Dados
I 1(2]3 ] 4 5 6
I 23| 4|5 6 7 8 9 10 11 12
1 34| 5|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
v 45| 6 |7 8 9 10 | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
\Y 5(6| 7|8 9 10 | 11 | 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Vi 6|78 9| 10| 11 | 12 | 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
NUmero de tiradas por nimero dado de dados
I 1 1 1 1
101 |1 1 1 1
1] 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
I 112|134 5 6 5 4 3 2 1
112 |3 4 5 6 5 4 3 2 1
1] 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 1(3|6 |10 15 | 21 | 25 | 27 27 25 21 15 10 6 3 1
113 |6 | 10| 15| 21| 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
1] 3 6 10 | 15 | 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
1 3 6 10 | 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
v 14|10 | 20| 35 | 56 | 80 | 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56 35 20 10 4 1
114 (10| 20 | 35 | 56 | 80 | 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56 35 20 10 4
1| 4|10 | 2 | 35 | 56 80 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56 35 20 10
1 4 10 | 20 | 35 56 80 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56 35 20
1 4 10 | 20 35 56 80 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56 35
1 4 10 20 35 56 80 104 | 125 | 140 | 146 | 140 | 125 | 104 80 56
\Y 15|15 |3 | 70 | 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651 | 540 | 420 | 305 | 205 | 126
1|5 |15 35 | 70 | 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651 | 540 | 420 | 305 | 205
1|5 | 15 | 3 | 70 | 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651 | 540 | 420 | 305
1 5 15 | 35 | 70 | 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651 | 540 | 420
1 5 15 | 35 70 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651 | 540
1 5 15 35 70 126 | 205 | 305 | 420 | 540 | 651 | 735 | 780 | 780 | 735 | 651
VI 1|6 |21 |56 | 126 | 252 | 456 | 756 | 1161 | 1666 | 2247 | 2856 | 3431 | 3906 | 4221 | 4332 | 4221 | 3906 | 3431 | 2856 | 2247

Tabla 9 - La explicacion que Bernoulli da para la construccion de la tabla es la siguiente:
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“Ya que cada dado adicional multiplica al nimero de tiradas por 6, es claro porqué los
nameros de tiradas del dado precedente deberan ser repetidos seis veces y afiadidos. Y como
los nimeros de puntos correspondientes a estas diversas tiradas son incrementadas por uno,
dos, tres 0 mas, dependiendo si el dado adicional muestra uno, dos, tres 0 mas puntos, es
también claro porqué ésta fila de tiradas se tiene que mover un lugar a la derecha cada vez, a
saber, porque cada namero de tiradas corresponde a un nimero de puntos mayores en uno que
en la fila precedente.”

Una posibilidad méas para poder entender la construccion de la tabla seria la de utilizar el
algoritmo de la multiplicacion, considerando a cada numero como un individuo, es decir,

como numero de posibilidades que se producen:

[t 1 1 J1 J1 1 |
X
[t 1 1 J1 J1 1 |
1 1 1 T 1 [1 |
1 1 1 1 1 |1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
[1 1 1 1 1 1
[t 2 [3 J4 [5 [6 [5 [4 [3 [2 [1 |
X
[+ [1 [1 J1 J1 [1 |
1 2 3 4 5 6 5 4 3 |2 [1 ]
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 |1
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 |2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
1 |2 |3 4 5 6 5 4 3 2 1
[1 [2 [3 |4 5 6 5 4 3 2 1

[1 3 [6 J10 [15 J21 [25 J2r J27 [25 J21 Ji1s J10 [e [3 J1 |

Tenemos que cada una de las casillas, que representa a cada cara de un dado, se combina con
las otras, cubriendo con ello todas las particiones posibles. Luego, al sumarse dan origen a
una nueva casilla que resume el nimero de particiones acumuladas que cuenten con las
mismas caracteristicas. Asi, de la primera multiplicacion se obtienen 1 de una caracteristica
en particular, 2 de otra y asi sucesivamente con 3, 4,5, 6, 5, 4, 3, 2, 1.

En la segunda multiplicacion se parte ahora de combinar las resultantes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4,

3,2, 1 con las caras de un tercer dado. Lo que nos da origen entonces a

[T [3 [6 [10 [15 J21 [25 [27 27 |2 Je21 [15 10 |6 [3 [1 |yaS|'

sucesivamente.
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La parte dos del Ars Conjectandi trata sobre “La doctrina de las permutaciones y
combinaciones”. Bernoulli aporta las herramientas para la soluciéon de problemas donde es
comin encontrarse con “la enumeracion suficiente de las partes”. ™

En lo que resta de la seccion presentamos a través de tablas la forma en que Bernoulli
expone su teoria del calculo combinatorio. Es importante ver que con él se dan los primeros
pasos para tener un marco teorico de la teoria de la combinatoria como hoy la conocemos.
Entonces, sintetizamos estas ideas en las siguientes tablas:

I. Permutaciones: Variaciones en las que, al preservar la misma cantidad de cosas, su orden y
posicién son alterados de diferentes maneras. Responden a ¢ de cuantas maneras diversas
cosas pueden ser transpuestas 0 mezcladas entre ellas, de tal manera que se considere a todas
y que cambien tan s6lo su orden o posicion?

Problematica Solucién Ejemplo
1. Sitodas las n cosas que permutan difieren | n! {a,b,c}
una de la otra {abc,acb,bac,bca,
cab,cha} 3!=6.
2. Sialgunas de las cosas que permutan son El nimero de permutaciones {LE,O
iguales considerando a todas diferentes | P,O,L,D,U,S}
divididas por el namero de 9 _362:880_o .0
permutaciones de las cosas (2x2) 4 ’
similares.
Tabla 10

" Bernoulli escribe: “La variedad infinita, que se manifiesta tanto en los trabajos de la naturaleza como en la
accion humana, constituye la principal belleza de este universo, y se deriva claramente de la composicion
diversa, mezcla y transposicion de sus partes con cada una. Pero ya que la multitud de las cosas que concurren
para producir un efecto es a menudo tan grande y variada que es muy dificil contar todas las maneras en que
su composicién o0 mezcla puedan o no ocurrir, no hay error en el que hasta el mas prudente y circunspecto
mas frecuentemente caiga que el error que los l6gicos comdnmente llaman “la enumeracion insuficiente de las
partes”. Esto es tan verdadero que me atrevo a decir que ésta es casi la Unica fuente desde donde surge los
innumerables y mas serios errores que nosotros diariamente cometemos en nuestro pensar, ya sea de cosas por
entender o acerca de cosas por hacer”.
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Combinaciones consideradas por si mismas: Son colecciones tales que de una multitud dada de
cosas, algunas son removidas y reunidas, sin importar el orden o posicion. Responden a la
pregunta ;cuantas veces, de un nimero dado de cosas, 2,3, 0 4, etc., pueden ser tomadas, de tal
manera que todas las mismas cosas nunca sean tomadas mas de una vez? El nimero de cosas
reunidas es llamado exponente de la combinacién. Algunos llaman a las colecciones:

12 etc. Un término mas apropiado seria

I LT LTS

“comz2inaciones”, “com3inaciones”, “com4inaciones
“Elecciones”.

Problematica Solucion Ejemplo

1.

Si todas las n cosas a combinar son

2"1 (incluye las unidades, multitud = {a,b,c}

diferentes y si en ninguna combinacion pares, triples, etc.) {a,b,c,ab,ac,bc,abc}
deba aparecer la cosa dos veces, encontrar 23_1=7
absolutamente todas las combinaciones
' n g ; {a,b,c,ab,ac,bc,abc,

esto es, de todos los exponentes de una 2" (incluye las unidades, pares, | '~ 3
sola vez. trlp!e§é etc. y al conjunto

vacio™, que es cuando no se 23-8

quita ninguno)

2"-n-1 (incluye sélo pares, {ab,ac,bc,abc}

triples, etc.) 23-3-1=4

Tabla 11

NUmero de cosas por combinar

Combinaciones de un solo exponente por separado; incluyendo ndmeros figurados (ndmeros
comUnmente significados que son generados por la adicion continua o coleccion de
proporciones aritméticas y de los nimeros que son generados por ellos) y sus propiedades.
Exponentes de las combinaciones
(I | O A | | R I A VAR Y VI | VL VI IX | X X1 | X
[
1 1/]0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 111 |0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1]2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
4 113 |3 0 0 0 0 0 0 0 0
5 114 |6 1 0 0 0 0 0 0 0
6 1]5 10 5 1 0 0 0 0 0 0
7 116 15 15 |6 1 0 0 0 0 0
8 117 |21 3% |21 |7 1 0 0 0 0
9 118 |28 70 |56 |28 |8 1 0 0 0
10 |1]9 |36 126 | 126 |84 |36 |9 1 0 0
11 | 1]10 |45 |120 |210 | 252 | 210 120 |45 |10 |1 0
12 | 1|11 |55 |165 |330 |462 | 462 [ 330|165 |55 |11 |1

Tabla 12

2 El nimero esta relacionado con el exponente de la combinacidn y es la notacién de Bernoulli.
% Bernoulli utiliza el término “nullion”.



Problematica

Solucién

Ejemplo

IV. Encontrar el nimero de
combinaciones de n
elementos con un solo
exponente r por
separado;

n(n-1)(n-2)--(n—r+1)
r!

Numero de maneras con que 4
cosas pueden ser tomadas de
entre 10 cosas es

w:5040/24:210
41

que en la tabla anterior es la
suma de las cifras sombreadas,
que es ademas la cifra de la
columna siguiente
correspondiente al nimero de
cosas por combinar + 1.

e Dados un nimero de cosas
que seran combinadas y el
exponente de la combinacion,
encontrar la cantidad de
combinaciones en las que
ocurren ciertas cosas
prescritas y determinadas de
algin namero de cosas
designadas, sin incluir a
ciertas otras (cosas prescritas
y determinadas).

m(m-1)(m-2)--(m—b+1)
i x
(n—-m)(n—-m-1)(n—-m-2)--(n—-m—-c—b+1)
(c-b)!

De un nimero de cosas n que
seran combinadas entre ellas en
grupos de exponente ¢, designar
ciertas cosas A, B, C, D, E,
cuyo numero es m, el cudl
puede ser mas grande 0 menor
al exponente c. Y se pregunta de
cuantas combinaciones algunas
cosas, a decir A, By C de las
cosas designadas, cuyo nimero
es b, se encuentran juntas,
excluyendo las otras D y E.
m=5yb=3

(n=5)(n-6)(n-7)

10 x c=3)!

Tabla 13

V. Encontrar el nimero de combinaciones cuando cualquiera de las cosas que sera combinada es
diferente de las otras, pero que puede ocurrir mas de una vez en la misma combinacion.

Exponentes de las combinaciones
L (v o[l VII | VI I1X X XI Xll...
1 1)1 |1 |1 1 1 1 1 1 1 1 1
’g 2 |1]2 |3 |4 5 6 7 8 9 10 11 12
¢ (3 |1]3 |6 |10 |15 |21 28 36 45 55 66 78
§ 94 |1]4 |10]20 |35 |56 84 120 165 220 286 364
8 9 5 |1|5 |15]35 |70 |126 | 210 | 330 495 715 1001 | 1365
©4g6 |16 |21|56 |126|252 |462 | 792 1287 | 2002 | 3003 | 4368
€17 [1]7 |28]84 |210]462 | 924 |1716 | 3003 | 5005 | 8008 | 12376
> |8 |1[8 [36]120 330|792 | 1716|3432 | 6435 | 11440 | 19448 | 31824
9 |[1|9 |45]| 165|495 | 1287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310 | 43758 | 75582
10 | 1| 10 | 55 | 220 | 715 | 2002 | 5005 | 11440 | 24310 | 48620 | 92378 | 167960
Problematica Solucién Ejemplo

e Encontrar el nimero de combinaciones
con un exponente dado cuando la misma
cosa puede ser incluida mas de una vez
en la misma combinacion (incluye al

conjunto vacio).

(c+1)(c+2)--(c+n-1) | €
(n-1)!

y si ¢ >n entonces

(c+1)(c+2)--(c+n)
(n)!

S

(10)(11)(12)(13)

NUmero de cuadruples contenidos

n 10 cosas diferentes

Al =17160/24=715 |

que en la tabla anterior es la suma
de las cifras sombreadas, que es
ademas la cifra de la columna

iguiente correspondiente al

numero de cosas por combinar.

Tabla 14

38
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Problematica

Solucién

Ejemplo

VI.Encontrar el
ndmero de
combinaciones
cuando algunas de
las cosas que
seran combinadas
son iguales, pero
gue ninguna puede
ser repetida mas
seguido en una
combinacion que
€Omo se encuentra
en el nimero total
de cosas.

Aumentar en uno los
ntmeros de
dimensiones que cada
una de las cosas tiene
y multiplicarlo entre
ellos.

Se desea que a,b,c,d se combinen pero con la condicién que la a
no ocurra mas de 5 veces, que la letra b mas de 4, la ¢ mas de 3
y la d méas de 2 veces.; pero esto es lo mismo a tener a
aaaaabbbbccedd, o a encontrar a todos los divisores de
a®h%c34? )

Solucion: (5+1)(4+1)(3+1)(2+1)= 360.

La cifra incluye al conjunto vacio que seria el 1 como divisor.
En el caso de divisores debera de asumirse que a,b,c,d
invoquen a tantos nimeros primos diferentes a 1 y entre ellos.
La doctrina de este capitulo puede servir especialmente para
encontrar el ndmero de divisores de cualquier cantidad dada.

e  Encontrar el
nldmero de
divisores o
combinaciones de
cada uno de los
nlimeros de
dimensiones o de
los exponentes de
las
combinaciones.

Continuando con el mismo ejemplo anterior de a

Sp4c342 _

Numero de dimensiones o exponentes de las combinaciones
0|1(2 |3 (4 |5 |6 (7 |8 |9 |10|11 (12|13 |14
5 111 |11 ]2
111 |1 (1 |1 |1

" 111111
§ 1 (1 |1 |1 |1 |1
£ 1 1 |1 |1 |1 |1
o]
IS
S | a5y 1]2 4 |5 |5 [4 3 ]2 |1
& 112 |3 |4 |5 |5 |4 |3 |2 |1
= 12 |3 |45 |5 [4]3 21
@ 1 [2]3]4a]5 |5 4321
[72)
o
g 25p4c3 1136 [(10|14 |17 |18 |17 |14 |10(6 |3 |1
§ 113 1014|1718 |17 |14 |10 |6 1
_-‘.5 1 |3 |6 |10|14 |17 |18 |17 |14 |10(6 |3 |1
<
8 [tz | 1410|1030 | 41|49 |52 |49 4130|1910 |4 |1

Tabla 15




VII. Sobre considerar juntamente combinaciones y permutaciones. Encontrar las variedades que
diversas cosas, una vez combinadas, puedan ser transpuestas (sin combinarse consigo

mismas).

Problemaética

Solucién

Ejemplo

1. Encontrar el
ndmero de
opciones de
una multitud
n, de las
cuales ninguna
pueda ser
combinada
consigo misma
en
combinaciones
de un solo
exponente c.

n(n-1)(n-2)--(n—c+1)

NUmero de cuadruples contenidos en 10 cosas diferentes,

incluyendo todas sus variadas transposiciones
(10)(9)(8)(7)=5040

2. Encontrar el
numero total
de opciones o
de todos los
exponentes de
varias cosas
diversas, de la
cuales ninguna
puede ser
combinada
consigo
misma.

Sumar los nimeros
de combinaciones
encontrados por la
regla anterior de
cada uno de los
exponentes. Otra
manera no trivial
de hacerlo es
utilizando la
siguiente
propiedad:

El nimero de
combinaciones de
cualquier nimero
de cosas es igual a
uno mas que el
namero de
combinaciones de
aquel con un
nGmero menor de
cosas, multiplicado
por el nimero de
cosas dadas. (No
incluye al conjunto
vacio).

Combinar 4 cosas, como individuos, pares, triples,...,
nonuplos = 986,409,

1 2 3 4 5 6
S
8
H
1 4 15 64 325 | 1956
o
IS
8
H+
7 8 9 10 etc.
a
g
H+
5 13699 | 109600 | 986409 | 9864100 | etc.
IS
8
H+

Tabla 16

40
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VIII. Sobre considerar juntamente combinaciones y permutaciones. Encontrar a las variedades que
diversas cosas, una vez combinadas, puedan ser transpuestas (se pueden combinar consigo

mismas).

Problematica Solucién | Ejemplo

3. Encontrar el nimero de opciones de Numero de cuadruples contenidos en 9
una multitud n, cualquiera de las nC numerales diferentes, incluyendo todas sus
cuales puede ser combinada variadas transposiciones. (sin incluir al cero)
consigo misma, en combinaciones 0% 6561
de un solo exponente c.

4. Encontrar el nimero total de (nC-1y(ny | Combinar 10 numerales, como individuos,
opciones o de todos los exponentes, | ~(n_y) | pares, triples,..., séxtuples
teniendo como méximo ¢, de una 0®-1)(10)
multitud de cosas n diversas, W:mmo

cualquiera de las cuales puede ser
combinada consigo misma.

Es en este punto donde Bernoulli establece una relacién entre las combinaciones y las potencias de los
polinomios™.

Tabla 17

14 “Es adecuado notar aqui una simpatia entre las combinaciones en este sentido y las potencias de los
polinomios. Debido a que para encontrar todos los pares de las letras a,b,c,d, las letras solas se prefijaran a
todas las letras; y para encontrar los triples, las letras solas una vez mas se prefijaran a todos los pares, etc.,
como se menciona al principio de este capitulo, y ya que la misma cosa se hace cuando la cantidad literal
a+tb+c+d es elevado a al cuadrado, al cubo, etc., se sigue que las mismas letras, si son consideradas como
partes de la raiz de algun polinomio, exponen por sus pares todos los componentes del cuadrado del
polinomio, por sus triples todos los componentes del cubo, por sus cuadruples de la potencia cuatro, y asi
sucesivamente, de tal manera que los componentes de cualquier potencia no estan expresados excepto por la
coleccion de las combinaciones de las partes de la raiz de exponente igual al indice de la potencia; sin
embargo, existe esta diferencia, que todos los componentes que consisten de las mismas letras Unicamente
transpuestas de varias maneras, debido a que ellas designan la misma cantidad, estan cominmente unidas en
un solo término con el propdsito de ser breves, asignandolo a ellas como prefijo al nimero de componentes
equivalentes, el cual es cominmente llamado el coeficiente del término. Por consiguiente es facil discernir
que el coeficiente de cualquier término expresa el nimero de permutaciones de las letras que constituyen ese
término. EI nimero de términos, desde luego, en cualquier potencia es igual al nimero de combinaciones con
exponentes igual al indice de la potencia que puede estar establecido entre las partes de la raiz olvidandose de
su orden. El nimero de estas combinaciones se encontré en el Capitulo V.

Habiendo observado esto a veces tendra un gran valor significativo, ya que de aqui se puede rapidamente
encontrar tanto el nimero de términos como el coeficiente de cualquier término en cualquier potencia.
Entonces, por ejemplo, la potencia 10 del trinomio a+b+c, por la regla del Capitulo V, consistird de:

(“1)(“2)“'(””‘1):(1°+1)(1°+3‘1):(11)2(12):56 términos, de los cuales %3, por la regla 2 del Capitulo I, tendra el

(n-1)! (3-1)!
coeficiente %zz,szo. Similarmente, el cubo de la parte cuarta de la raiz a+b+c+d contendra
EHE2)E+4D) o términos, de los cuales a?b yabe, tendran los coeficiente -2 -3 y _ _¢ respectivamente”.

(4-1)! 211! mm
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Problematica

IX. Encontrar el nimero de opciones de varias cosas, de las cuales algunas son las mismas, pero
ninguna debera estar incluida en una opcion mas seguido que lo que se encuentra en el total de
numero de cosas, el orden se toma a consideracion.

Ejemplo

Si se desea que a,b,c se combinen y permuten de todas las maneras pero con la condicion que la a no ocurra
mas de 4 veces, que la letra b mas de 3 y la ¢ mas de 2. Esto es lo mismo a tener a aaaabbbcc, 0 a a*h3c2. Y
se determinaran el nimero de estas combinaciones tanto de un solo exponente como el de todos los
exponentes juntos.

Solucién
Exponentes de las combinaciones
24 01|23 |4 |5
1]1]1|1 1
5 1[2]3 [4 |5
€ o 13 |6 [10
§3 1 |4 [10 |20
> =
L5
SE| 443 12418 [15]25 [3 |35
S © 14|12 |32 |75 150 | 245 | 280
3 1|6 |24 80 |225 525|980
432 |1 1319|126 |71 (180 |410 | 805 | 1260

No incluye al conjunto vacio.

Tabla 18
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CAPITULO 2.2
Ensayo sobre el analisis de los juegos de azar

Pierre Rémond de Montmort

Como dijimos en la introduccion de este capitulo, con Montmort se generalizan algunos
resultados que en su origen sélo fueron casos particulares. En este caso particular,
Montmort nos muestra como relacionar procesos ilimitados, como son por ejemplo el
triangulo de Pascal y la obtencién de cualquier particion en juego de dados y no s6lo de 2 o
3, si no de cualquier otra cantidad. Ahora presentamos la proposicion XVI, misma que

resulta importante para la teoria de las particiones:

Al tirar al azar un nimero cualquiera d de dados, cuyo numero de caras es f,
también cualquiera, encontrar cuantas posibilidades existen de lograr tal o tal
punto p, a voluntad.

Para responder Montmort primero recurre al triangulo de M. Pascal, mismo que es
analizado en la Propuesta | del Ensayo sobre el analisis de los juegos de azar. Y dice:

“Un numero de cosas cualesquiera son propuestas, por ejemplo, las letras a, b, ¢, d, e, f,
g,.... y se pregunta de cuantas maneras diferentes se pueden tomar las cosas, de una en
una, de dos en dos, de tres en tres, o de todas las maneras posibles”.

El problema lo resuelve utilizando los valores del tridngulo:

# DE COSAS

12 3 4[5 67 891011 ]12]13]] 14 ] 15

1t a2 2 2 222212111 ]1 1 1
gsi 112 3| 4| 5|6 | 7 |8 |9 10|12 ]|12]|13]| 14 ] 15
dege” 1] 3 6 | 10 | 15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 66 | 78 | 91 | 105

de3en3 1 4 10 20 35 56 84 | 120 | 165 | 220 | 286 | 364 455

dedend 1 5 15 35 70 | 126 | 210 | 330 | 495 | 715 | 1001 | 1365
1 6 21 56 | 126 | 252 | 462 | 792 | 1287 | 2002 | 3003
1 7 28 84 | 210 | 462 | 924 | 1716 | 3003 | 5005

1 8 36 | 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435

1 9 45 | 165 | 495 | 1287 | 3003 | 6435
1 10 55 | 220 | 715 | 2002 | 5005
1 11 66 | 286 | 1001 | 3003
1 12 78 364 | 1365
1 13 91 455
1 14 105
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Tabla 19

Misma gue en notacion moderna equivaldria a decir:

# DE COSAS
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Cg Clo = Cg = Cso Cf Cf? = Cg C? = C: Cs(a] = Cloo C101 = Cloz = C103 C104 = Clos
C, |G |G |G |G |G |G |G |G |Cp |Cy |Cp |Cs |Ci |Cs
de1 Cllz C;: Csl Ci Cé_ Cé C%z C; C;: Cllo 0111: Cllz = Clls 0114: Clls
e [ e (o o [ S [ I [ i (vl (vl (S i
sz = Csz C42 Cs2 = CGZ C72 = CBZ ng = Clzo C121 = Clzz = C123 C124 = C125
T e e Jer e e e les el ey fon ok loi |eE |ck
C;=|C;=|C;=| C;= |C;=|Cy=|C;=|C; =|C}=|C,=|C},=|C, = | Cy
T e e ez e e jer e o oy o o2 e |cE
T Jer=fer=| i [or=[cs =[oi = ch =|ch =[cy =|ca =] ca = | &
C; |G |G |G |G |G |Ch |C) [Cn |C: |Gy |Gy
C;=| Cg=|Ci=|Cy=|Cy=|Cy=|C;=|C;,=|C;=|C;, = | Cy
C; | C |G |G |G |Cu [Ci |G |Cs |Chu |Cs
CGG C76 = CBG C96 = Cleo C161 = Clez = C163 C164 = C165
Ce |G |G |G |Cu |Ci |Ch |Ch [Ch |Cs
C77 = CB7 Cg7 = C170 Cl71 = Cl72 = C173 Cl74 = C175
C; G |G |Cu |Ci |G |Cu |G |Cs
Cg ng = Clgo C181 = Clsz = C183 C184 = C185
Co |G |Co |Ci |G |Cu [Ch |Chs
Cs? = Clgo Clgl = Clgz = C193 Clg4 = C195
C; |Cy |Ci |C5 |C5 |Ch |Cg
Ci =|Cyy =|Cy; =|Cys =| Cii =| Cis
Cloo Ci C122 C133 Cu |Cy
Cii=|C, =|C;3=|Cyy=|Cy
C101 Cp, C123 C134 Cis
Ci; =|Ci =|Cii =|Cs
Cloz Cis C124 C135
Ci: =|Cu=|Cs
C103 Cu C125
Ci=|Cs
C104 Cis
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Tabla 20

La forma en que Montmort utiliza el tridngulo se puede aclarar con el siguiente ejemplo:

¢De cuantas maneras podemos tomar grupos de objetos de dos en dos, de un conjunto de
seis? C. =C, =15, que se obtiene de cruzar la columna de seis cosas con la fila de dos en

dos, datos que aparecen en las dos tablas anteriores.

Pero no debemos de perder de vista que las particiones que generan los diferentes conjuntos
de dados estan representadas por las horizontales de los respectivos triangulos presentados
antes. Por ejemplo, cuando se tienen tres dados el nimero de particiones que se generan
para el 3, 4, 5, 6, ..., 18, son las cantidades 1,3, 6, 10, 15, respectivamente, y resulta que
esos numeros son los mismos que se generan en la tercera horizontal de los triangulos de
Pascal. Y una de las preguntas que nos hacemos es ¢cdémo encontrar las particiones de un
numero determinado, con un conjunto determinado de dados? es decir, ;,como encuentro las
particiones de un determinado ndmero usando n dados, sin tener que desarrollar todo el
triangulo pero siguiendo los principios combinatorios que nos marcan los tridngulos de

Pascal? La primera respuesta la encontramos en Montmort cuando escribe lo siguiente:

Al tirar al azar un nimero cualquiera d de dados, cuyo niimero de caras es f,
también cualquiera, las posibilidades que existen de lograr tal o tal punto p a

voluntad, se encuentran de la siguiente manera:

"Sea p-d+1 = q, y sea designado por esta notacidn arbitraria @ el nimero

figurado del orden d, que corresponde a g, se dira, el primer nimero del
orden d, si g=1; y el segundo del orden d, si q=2; y el tercero si =3, etc..

Laférmula@-dx+%x d(dllz)(d3 2)><“+

d(d —1)(d —2)(d -3)
1.2.3-4

X —etc., expresa el nimero buscado”.

La manera en que Montmort expone la formula es vaga, aun dentro de la forma en que

se escribian las matematicas en el siglo XVIII. Entonces, para una mejor comprension de la
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expresion, presentamos algunos ejemplos que ilustran el comportamiento de los términos

de la férmula.

Para dos dados tradicionales (d =2, f=6)

Si tenemos dos conjuntos, y cada uno es de los numeros {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,....}, y de
ellos tomamos combinaciones de dos en dos, esto es, un elemento de cada conjunto,
entonces el nimero de ellos estaria dado en los valores del triangulo de Pascal, como lo

demuestra la tabla siguiente:

¥=2 |¥=3 |X=4 |X=5 |X=6 |X=7 ¥=10|2=11|2=12 | X=..
141 [1+2 |1+3 |1+4 |1+5 |1+46
2+1 |3+1 [4+41 |5+1 |6+1
2+2 |2+3 | 244 | 245
3+2 |4+2 |5+2
3+3 |3+4
4+3

1 2 3 4 5 8 9
Tabla 21

Sin embargo, lo que necesitamos son las combinaciones de 2 dados de 6 caras cada
uno, entonces los conjuntos a combinarse consisten sélo de {1, 2, 3, 4, 5, 6}, por lo que es
necesario quitar de la tabla aquellas particiones no existentes para los dados (la parte
sombreada). Para ello Montmort menciona que los resultados para dos dados coinciden en
su totalidad con los valores del tridngulo de Pascal (la parte sin sombra), para aquellos
valores donde el nimero de caras (f = 6) es mayor o igual a p-d+1.

Cuando el nimero de caras (f = 6) es menor a p-d+1, es necesario sustraer de los valores del
tridngulo de Pascal, aquellas particiones no existentes cuando se tiran d dados de seis caras. Que
en este caso serian 7+1, 1+7 (2 casos para cuando la suma es 8); 8+1, 1+8, 7+2, 2+7 (4 casos para
cuando la suma es 9); 9+1, 1+9, 8+2, 2+8, 7+3, 3+7 (6 casos para cuando la suma es 10); 10+1,
1+10, 9+2, 2+9, 8+3, 3+8, 7+4, 4+7 (8 casos para cuando la suma es 11); 10+2, 2+10, 9+3, 3+9,
8+4, 4+8, 7+5, 5+7, 11+1, 1+11 (10 casos para cuando la suma es 12).



No. a lograr (p)| p-d+l=q De Pascal@ Maneras de lograrlo

2 2-2+1=1 1 [q =1

3 3-2+1=2 2 [d =2

4 4-2+1=3 3 [ =3

5 5-2+1=4 4 [o] =4

6 6-2+1=5 5 [o] =5

7 7-2+1=6 6 [a] =6

8 8-2+1=7 7 o] -dx[a=f] = [7] - @x [7=6]) = 7 - (2x1) = 5

9 9-2+1=8 8 [o] -dx[q-f] =[] - (2 x [8=6]) = 8- (2x2) = 4

10 10-2+1=9 9 [o] -dx[a—f] = [9] - 2x[9-6]) = 9 - (2x3) = 3

11 11-2+1=10 10 [a] - d x [q=F] = [10] - (2 x [10-6]) = 10 - (2x4) = 2
12 12-2+1=11 11 [a] -dx[a-f] = [11] - @x [L1-6]) = 11~ (2x5) = 1

66 36

Tabla 22
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El nimero buscado de la Proposicion XVI se obtiene entonces, a partir de los nimeros

del tridangulo de Pascal, quitando y afiadiendo los casos sobrantes y faltantes. En el caso de

los dados es necesario considerar que se tiene un nimero determinado de caras, y que por

ello también existe un nimero maximo para lo que suman todos los puntos, por ejemplo: de

dos dados tradicionales el nimero maximo que se puede lograr es el 12, y por tanto, todos

aquellos valores mayores a 12, habran que sustraerse. Que en la formula seria

@ -d x _véase la dltima columna de la tabla anterior.
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Para tres dados tradicionales (d =3, f=6)

De manera anéloga, si tenemos tres conjuntos y cada uno tiene a los nimeros naturales {1,
2,3,4,5,6,7,8,....} y de ellos tomamos las combinaciones, de tres en tres (esto es, un
elemento de cada conjunto), entonces el niamero de ellos estaria dado en los valores del
triangulo de Pascal (en la tabla, que aunque se cuentan, no se muestran casos como 1+3+1,
3+1+1, etc.).

¥=3 X=4 =5 ¥=6 =7 >=8

1+1+1 | 14142 | 14143 | 1+1+4 | 14145 | 14146

14242 | 14243 | 142+4 | 14245

1+3+3 | 1+3+4

2+2+2 | 2+2+3 | 2+2+4

2+3+3

6+6+6

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136

Tabla 23

Dado que los conjuntos consisten solo de seis elementos {1, 2, 3, 4, 5, 6}, es necesario que

quitemos aquellas particiones no existentes @ -d x , asi como afiadir las faltantes
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+ %x (lo sombreado se quita). Entonces la Gltima columna de la tabla

muestra la expresion de Montmort:

Numerz)pz)l lograr p-d+1=q De Pascal@ Maneras de lograrlo
3 3-3+1=1 1 o] =1
4 4-3+1=2 3 [a] =3
5 5-3+1=3 6 o] =6
6 6-3+1=4 10 o] =10
7 7-3+1=5 15 [a] =15
8 8-3+1=6 21 [o] =21
9 9-3+1=7 28 [a] -d x [a—F] = [7] - 3 x [7=6]) = 28 - (3x1) = 25
10 10-3+1=8 36 [a] -dx =[8] - (3x[8=6]) = 36 - (3x3) = 27
11 11-3+1=9 45 o] -dx [a=F] = [9] - 3 x [9-6]) = 45— (3x6) = 27
12 12-3+1=10 55 [a] -dx =[10] - (3 x [10-6]) = 55 - (3x10) = 25
13 13-3+1=11 66 [o] -d x = [11] - (3 x [11-6]) = 66 — (3x15) = 21
14 14-3+1=12 78 [q] -dx = [12] - 3 x [12=6]) = 78 - (3x21) = 15
15-3+1=13 d(d-1
. @ -dxfa=t] + 200 x[o2f] - [ - ¢ x 8 + (3x 12
15 1 :
=91—(3x28)+(3x1)=10
16-3+1=14 d(d-1
A . [ -ax[a=1] + 22 x[q=27] = [4]- ¢ x [E4=E) + (o £4=L2)
1 105 :
=105-(3x36)+(3x3)=6
17-3+1=15 d(d-1)
o -dx[a=f]+ —5—x[q-2f] = [15] - 3 x [15-6]) + (3x[15-12])
17 120 :
=120—(3x45)+(3x6)=3
18-3+1=16 d(d-1)
[a] -dx[a-f]+ =5 x[q-2] = [16] - (3 x [16-6]) + (3x[16-12])
18 136 :
=136—(3x55)+(3x10)=1

Tabla 24
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Y como ejemplo final de la formula de Montmort mostramos el nimero de tiradas que

existen para lograr cada nimero posible con 8 dados tradicionales:

Numero a lograr De Pascal Maneras de lograrlo
8 48 1 1

9 47 8 8
10 46 36 36
11 45 120 120
12 44 330 330
13 43 792 792
14 42 1716 1716-(8x1) 1708
15 41 3432 3432-(8x8) 3368
16 40 6435 6435-(8x36) 6147
17 39 11440 11440-(8x120) 10480
18 38 19448 19448-(8x330) 16808
19 37 31824 31824-(8x792) 25488
20 36 50388 50388-(8x1716)+(28x1) 36688
21 35 77520 77520-(8x3432)+(28x8) 50288
22 34 116280 116280-(8x6435)+(28x36) 65808
23 33 170544 170544-(8x11440)+(28x120) 82384
24 32 245157 245157-(8x19448)+(28x330) 98813
25 31 346104 346104-(8x31824)+(28x792) 113688
26 30 480700 480700-(8x50388)+(28x1716)-(56x1) 125588
27 29 657800 657800-(8x77520)+(28x3432)-(56x8) 133288
28 28 888030 888030-(8x116280)+(28x6435)-(56x36) 135954

Tabla 25

De la tabla observamos que por ejemplo que existen 1708 maneras de lograr al nimero 14 o
42 con 8 dados.
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Hemos mostrado tres ejemplos de como se comporta la férmula de Montmort, pero la
explicacion mas analitica y a la vez mas comprensible la proporcionamos al presentar el
trabajo de Euler en el siguiente capitulo; y antes de finalizar con los ejemplos, mostraremos
de manera mas explicita la formula de Montmort y su relacion con las diagonales del
triangulo de Pascal.

Para el caso de los dos dados, nétese que la diagonal sombreada en el siguiente tridngulo,

corresponde precisamente a los nimeros de particiones:

1
1
1 10 5 1
1 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Tabla 26

Asi, la férmula de Montmort pretende obtener las particiones de cualquier nimero S, con n
dados, sin tener que calcular todo el triangulo; por ejemplo, cuando S = 32 y n = 7,

entonces la cantidad de particiones para el 32 con 7 dados es:
06 16 26 36 46
C7C31 - C7C25 + C7019 - C7C13 + C7C7
y esto es el equivalente de la formula de Montmort

@-dx q-f A ChlN q-2f _dd-h@-2) q-3f
1.2 1.2-3

que nos muestra que le tenemos que quitar y poner particiones para obtener el resultado.
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CAPITULO II1I.

La infinita imaginacion de Euler sobre lo finito

En los dos capitulos anteriores ya escribimos sobre algunos desarrollos de las primeras
cuestiones donde se involucran intrinsecamente a las particiones de un entero positivo. Es
claro que solo a partir de los trabajos de Bernoulli y Montmort se lograron algunos
resultados de caracter mas general. Por un lado Bernoulli sienta las bases para que el
calculo combinatorio proporcionara los elementos que se requeririan méas adelante; y por el
otro, Montmort proporciona una forma que permite calcular las particiones de un nimero
con una cantidad n fija de sumandos (tomados por ejemplo de n dados), sin tener que calcular
todo el polinomio generado o el tridngulo de Pascal. Aunque es importante recordar que esta
aportacion de Montmort es parcial, ya que su exposicion, aunque si logra un resultado de
caracter general, lo obtiene a través de métodos mas empiricos, y como se vio en el capitulo
2, la férmula que enuncia en su obra es muy confusa.

Para mediados del siglo XVIII el trabajo con particiones ya adquiere un desarrollo
propio, es decir, las particiones ya no serian un elemento complementario o coincidente de
las recientes teorias, la de probabilidad y del calculo combinatorio. A partir de estas fechas
las particiones empezardn a establecerse como un paradigma en las matematicas, con
resultados sorprendentes, y plenamente vigente hasta la actualidad. Y quien se encarg6 de

Ilevarlas por este camino de la consolidacion fue Leonhard Euler.

Los problemas de Philippe Naudé
Por los datos historicos parece que el interés de Euler por el tema de las particiones surgié
de una carta que Philippe Naudé (1684-1747) le envio el 4 de septiembre de 1740. En ella,

entre otras cosas, le preguntd sobre el nimero de formas diferentes en que un namero
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entero positivo m podria expresarse como la suma de n sumandos naturales distintos (y
también cuando no fueran distintos).

Ya sabemos que cuando Euler se interesaba en un tema no lo hacia de manera
superficial. No respondia exclusivamente lo que se le preguntaba, con frecuencia se
adentraba en los problemas mas alla de lo que le exigia la pregunta que se le hacia, y
habitualmente llegé a desarrollar verdaderos paradigmas que dieron lugar a nuevas teorias
en las ciencias matematicas. Y en este contexto podemos ver que a partir de las preguntas
de Naude las particiones tomaron su camino de la mano de Euler.

Se conocen —en un primer periodo, hasta 1770— cuatro articulos en donde

explicitamente Euler desarroll6 sus ideas acerca de las particiones.™ Son los siguientes:

1) La primera respuesta a las interrogantes de Philippe Naudé se encuentran en el
documento E158," originalmente presentado el 6 de Abril de 1741, pero publicado
hasta 1751 con el titulo: Observationes analyticae variae de combinationibus

(Diversas observaciones analiticas sobre combinaciones).

2) En el documento con clasificacion E101 y publicado en 1748 con el titulo
Introductio in analysin infinitorum (Introduccion al Analisis de Infinitos). Se
encuentra en el capitulo XVI otra version de lo publicado en el articulo 1). Este
capitulo de la Introductio tiene como titulo: De las particiones de nimeros.

Cabe sefialar que este trabajo aparece en el segundo lugar de la cronologia, aun
cuando aparecio publicado antes que el 1).

3) En 1750 retoma el tema y aporta méas progresos en su escrito E191, mismo que
aparecio publicado en 1753 con el titulo: De Partitione numerorum (De las Particiones

de nameros).

4) Pas6 un largo periodo para que apareciera su articulo E394, que fue presentado en

1768 y publicado en 1770, con el titulo: De Partitione numerorum in partes tam

15 Existen otros donde trabaja de manera particular el vinculo de los nimeros poligonales con las particiones,
y es en uno de ellos donde desarrollé el maravilloso teorema de los nimeros pentagonales. Esto se vera mas
adelante.

18| a clasificacion E158 se refiere a la que desarrollé Enestrém para toda la obra de Euler. A partir de esta
clasificacion todos sus trabajos se clasifican con un nimero determinado y una E que le precede.
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numero quam specie datas. (Sobre la particion de nimeros en partes de un cierto tipo

de nimeros determinados).

En estos documentos Euler responde también al problema generalizado de encontrar las
maneras en que un namero dado N puede ser logrado con un numero n fijo de dados,

cuyas mcaras son «, f,7,9,..., 0 incluso cuando los dados son diferentes entre ellos. Y

resolver este problema incluiria cualquier caso mas especifico, como el del juego
“Pasadiez” que le fue presentado a Galileo. Euler incluye ademéas una seccién sobre los
problemas de Fermat -donde propone la utilizacién de sus métodos no inductivos para
demostrar algunos teoremas “elegantes” que hasta ese momento no habian sido
demostrados-, que se clasifican en la teoria aditiva de los nimeros poligonales.

La forma en que Euler plantea y resuelve los problemas es, en opinion de Andrews
(2007), insuperable en varios de sus parrafos; esta observacion y la opinion que le merecio

las hemos tomado como propias conforme avanzamos en esta investigacion.
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CAPITULO 3.1

Diversas observaciones analiticas sobre combinaciones
Recordemos que la motivacion de Euler para adentrarse en el tema de las particiones fue
responder a las siguientes preguntas:

“Encontrar de cuantas maneras diferentes un nimero dado m puede ser particionado

en u partes enteras, ya sea iguales o diferentes”

Y otra forma en la que trata dicho cuestionamiento fue a través de una manera inversa, en la
cual primero se generan las particiones y después se ve a qué resultado se llega. El

enunciado es:

“Encontrar de cuantas maneras diferentes un numero dado m puede encontrarse

cuando se suman ¢ nameros enteros cualesquiera, ya sea iguales o diferentes”.

Entonces, la diferencia entre la primera y la segunda forma es que mientras que en la
primera se pide encontrar de cuantas formas puedo partir a m en z sumandos, en la segunda
se trata de sumar x numeros cualesquiera, iguales o diferentes, y ver cuantas de las sumas
nos generan a m.

Es importante adelantar que el trato que Euler le da al tema en su primer articulo es
extenso, y por momentos poco explicito en los objetivos.

Lo primero que hace Euler es proponer funciones que generen a traves de sus
coeficientes las diferentes formas en las que se pueden elegir 1, 2, 3, 4 0 n nimeros, iguales
o diferentes, tomados —un elemento de cada uno- de entre L conjuntos iguales. Lo que hace
en su articulo es lo siguiente.

Comienza por considerar la siguiente expresion y desarrolla cada sumando:

az bz Cz dz ez
= + + + + +
l-az 1-bz 1-cz 1-dz 1l-ez
az+a’z?+a*z*+a'z* +...

bz +b’z* +b%2® +b*z* +...
cz+c’z?+c+c'zt + ...
dz+d%z° +d°2° +d*z* +...
ez+e’z?+e* +e'zt +..
+...



y al agrupar los términos segun la potencia de z, se tiene que:
P=z(@a+b+c+d+e+.)+2*@° +b’+c’ +d*+e*+..)
1@+ +ct+d*+el+ )+ M@ +b et +dt Fet L)+
Y al remplazar por

A=a-+b+c+d+e+..

B=a" +0" +¢° +d° +€* +...

C=a’+b’++d*+&’ +..

D=a'+b"+¢* +d* +& +...

E=a’+b°+C +d°+€ +...

Entonces, P = Az+Bz?+Cz®+ Dz* + Ez° +....

. . . az bz cz dz ez
En forma analoga, si se consideraa Q =

+ + + + +
l+az 1+bz 1+cz 1+dz 1+ez
entonces

az bz cz dz ez
= + + + + +
l1+az 1+bz 1+cz 1+dz 1l+ez
z@+b+c+d+e+.)-z°@ +b* +c* +d*+e° +..)

+2@+P+ct+d*+et+ ) -zt @ +b et +d et + )+
Y se obtiene que Q = Az—-Bz* +Cz°-Dz* +Ez° —...
Ahora, sea el producto R=(@0+az)l+bz)(L+cz)(1+dz)(1+ez)---

que al ser desarrollado produce
R=(1+az)(l+bz)Q+cz)Q+dz)(1+ez)---
=1+z(a+b+c+d+e+..)+z*(ab+ac+bc+ad +bd +...)
+z°(abc+abd +bcd +...)+ z*(abcd +.......... )+ ...

y al considerar que

a=a+b+c+d+e+..
p=ab+ac+ad +ae+..+bc+...
y=abc+abd +abe+...+bcd +...
o =abcd +abce +...+bcde +...

& =abcde+...
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Se obtiene entonces que R =1+az+ fz° +yz2° +67* +...

Y de manera semejante si se considera a:
S=(01-az)(1-bz)Q-cz)l-dz)(1—ez)--- ,

y al desarrollar nuevamente los productos se tiene que
S=(01-az)(1-bz)1-cz)(l-dz)(1—ez)---
=1-z(a+b+c+d+e+..)+z*(@b+ac+bc+ad +bd +..)
—z%(abc+abd +bed +...) + z*(abed +...) —...

y remplazando los factores que multiplican a las potencias de z, se obtiene

S=l1-az+ 7 -y2*+ 67" —€2° +...

Para terminar con las funciones que presenta en el articulo, propone desarrollar los
reciprocos de las dos anteriores.

Entonces, si consideramos a

1 1

S (1-az)(l-b2)(l-c2)1—d2)(1-ez)---
donde cada factor es igual a

! =l+az+a’z’+a’z®+a‘z" +...
(1-az)
1 =1+bz+b%z2+b%2* +b*z* + ...
(1-bz)
1 =1+cz+c’z°+c3z®+c'z* + ..
(1-c2)
! =1+dz+d?z2+d%2*+d*z* +...
(1-dz)

Y al multiplicar los polinomio generados, y después de la factorizacién de las
potencias de z, se obtiene:

é=1+Az+Bzz+C 22+D 2*+E 2°+....



Donde

A =a+b+c+d+e+...

B =a’ +ab+b° +ac+hc+C +.

C =a’+a’b+a’ +b’+a’c+abc+...
D =a'+ah+a’b’ +ahc+abod +...
E =a’+ab+ab’ +alc+a’bod +...

Y de forma analoga, si se tiene a %

entonces

Resumiendo, tenemos hasta ahora que

1

(l+az)l+bz)(1+cz)1+dz)(1+ez)--

%21—A2+BZZ—C 22+D 2*-E 2°+....
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A=a+b+c+d+e+..

B=a’+b*+c’+d?+e’ +...
C=a’+b*+c®+d*+e’+...
D=a*+b*+c'+d*+e* +...
E=a’+b°+c°+d° +e° +...

az bz cz dz ez
+ + + + +
l-az 1-bz 1-cz 1-dz 1l-ez
Az+Bz?+Cz®+Dz* + EZ° +...

az bz cz dz ez
= + + + + +
l+az 1+bz 1+4+cz 1+dz 1+ez
Az—Bz?+Cz*-Dz*+Ez° —...

a=a+b+c+d+e+..
p=ab+ac+ad+ae+hd +...
y =abc+abd +abe+bcd +...
o = abcd + abce +bcde +...

£ =abcde+...

R=(01+az)(1+bz)Q+cz)A+dz)(1+ez)--- =
1+az+ B +y® +61° +...

S=(1-az)1-bz)(1-cz)(1-dz)(1—ez)---=
1-az+ p1*—y® + 87" —e1° +...

A =a+b+c+d+e+...
B =a’+ab+b*+ac+bc+c® +...

C =a*+a’b+ab’+b*+a’c+abc+...
D =a*+a’b+a’*h?+a’bc+abed +...
E =a°+a’h+a’h*+a’bc+a’bed +...

1 1 _
S (1-az)(l-bz)(l-cz)(1-dz)(l—ez)--
1+Az+Bz*+C *+D ' +E 2° +...

1 1

R - (A+az)@+bz)(L+cz)(L+dz)(L+ez)---
1-Az+Bz*-C °+D 7 -E 2° +...

Tabla 27
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Es importante notar que Euler con estas funciones generadoras exhibe las formas en las que

podemos tomar elementos iguales o diferentes, entre diferentes conjuntos. Es decir, nos

muestra como puede construir los conjuntos de ordenaciones con repeticion, las

combinaciones de elementos diferentes y las combinaciones con elementos diferentes o con

repeticion. Asi, la primera columna de la tabla anterior nos indica lo que estamos

mencionando, y la siguiente tabla lo esquematiza mas claramente:

1. Ordenaciones con
repeticion tomadas
de 1, 2, ..., elementos

iguales.

A=a+b+c+d+e+..

B=a’+b*+c’+d?+e’ +...
C=a’+b*+c®+d*+e’+...
D=a*+b*+c'+d*+e* +...
E=a’+b°+c°+d° +e° +...

Si la sucesién a, b, c,

d e f.. tiene n
elementos, también los
tiene A, B, C,...

2. Combinaciones de
uno en uno, de dos

en dos,..., derenr.

a=a+b+c+d+e+..
p=ab+ac+ad+ae+...+bc+...
y=abc+abd +abe+...+bcd +...
o0 =abcd +abce +...+bcde +...

£ =abcde+...

Entonces se tienen C;
combinaciones (con r =
1, 2, 3,..
toque a
a,B,7,0,€,...

..) segun

3. Combinaciones
tomadas de uno en
uno, de dos en

dos,..., derenr.

A =a+b+c+d+e+..
B =a’+ab+b*+ac+bc+c® +...

C =a’+a’b+ab*+b*+a’c+abc+...

D =a*+a’b+a’h?*+a’bc+abed +...

E =a°+a’bh+a’b?*+a’bc+a’bed +...

Combinaciones con 1,
2, 3,...... 0 n elementos
donde se puede tener

elementos repetidos.

Tabla 28

Después de construir los polinomios para P, Q, R y S ahora Euler se propone la tarea de

establecer un vinculo entre los grupos de coeficientes { a, b, ¢, d, e, f,..}, {a, 5,7.0,¢€,... }

y {ABC,D,E,...}, y lo hace para mostrar cdmo se pueden expresar unos en términos de

los otros. La forma en la que construye las relaciones es una muestra de su gran destreza en
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el manejo de las series. Ahora damos una muestra de como lo hizo para establecer las

igualdades
A=«
aA-B=2p
PA-aB+C =3y
yA—pBB+aC—-D =46

Euler transita por el siguiente razonamiento:
Sea R=(@1+az)(l+bz)1+cz)1+dz)(1+ez)--- ,

por tanto log(R) =log(1+ az) + log(1+bz) + log(1+cz) + log(1+dz) + log(1+ez) +---

y diferenciando:

d(logR) =£d—R =i(log(l+ az) +log(l+bz) +log(l+cz) + log(1+dz) +---)
dz Rdz dz
1dR a b C d e f

>——-= + + + + +
Rdz 1+az 1+bz 14cz 14+dz 1l+ez 1+ 1z

Que multiplicado por z

z dR az bz cz dz ez fz
- = + + + + + +
Rdz 1+az 1+bz 1+cz 1+dz 1l+ez 1+ fz
_zdR
Rdz

Lo mismo sucede para S:
log(S) =log(1—az) +log(1—-bz) +log(l—-cz) +log(1—dz) + log(1—ez) +---

d(logS) 1dS
dz  Sdz
jld_S:_a_b_c_d_e_f_
S dz l-az 1-bz 1-cz 1-dz 1-ez 1-1z
Que multiplicado por z

% (log(1—az) +log(1—bz) + log(1—cz) + log(l—dz) +--)

zdS_az bz oz dz ez fz

Sdz 1-az 1-bz 1-cz 1-dz 1-ez 1-fz
p__205
S dz

Por otro lado sabemos que
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R=1+az+ p*+y2’ +82* +...y 2—R:a+2ﬁz +3y2° +467° +...
z

Que multiplicado por z

2R _ az+2p2° +3y7° +467° +..=si Q _2R_ entonces
dz Rdz
_az+2P7° +3y2° +467° + ..
1+az+ > +y2° + 67" +...
Pero ademas sabemos que
Q=Az-Bz*+Cz*-Dz*+Ez°—...
_az+2P7° +3y2° + 467" + ..

Az-Bz?+Cz®-Dz* +EZ° -...

1+az+ pr*+y° + 67" +...
= (Az-Bz*+CZ*-Dz* +EZ’ - ..)(l+az+ B2* +y2* +67* +..) =
az+2p2° +3y7° +457° + ..
Multiplicando término a término
Az-Bz* +Cz® -Dz* +Ez® -..
+aAz’ —aBz® + aCz* — aD7’ + aEz° — ...
+ BAz® — BBz* + BCz° — fDz° + BEz’ — ...
+yAz* — yBz® + yCz° — yDz’ + yEZ° — ...

Y comparando ambos lados de la igualdad tenemos efectivamente que
A=«

aA-B=2f43

PA-aB+C =3y

yA—pB+aC-D =46

De manera semejante construye las relaciones
a—-A =0

p-Aa+B =0

+y-Apf+Ba-C =0
+6-Ay+BpB-Ca+D =0



Y también

A=A

2B =AA+B

L =BA+AB+C

4D =C A+BB+AC+D

5E =D A+C B+BC+AD+E
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Y para terminar de establecer las relaciones entre los polinomios, construye diversas

identidades exclusivamente para los polinomios Ry S
R=(1+az)(1+bz)1+cz)1+dz)(1+ez)---
S=(1-az)1l-bz)(1-cz)(1-dz)(1—ez)---

R=(1+az)(l+bz)d+cz)1+dz)(1+ez)---

S=(1-az)1-bz)(L-cz)(1-dz)(1—ez)---

R=1+az+ B2 +y2°+ 67" +...

S=l1-az+p7*-yz*+ 87" -...

R— 1
1-Az+Bz2°-C 2°+D z*-E 2° +...

1
" 1+Az+Bz24+C 2°+D z*+E 2° +...

_az+ By 467+
Az-Bz*+C 2°-D z*+E 2°-...

_ —az+ p -yt 467+
-Az-B7*-C2*-D 7'-E 2°-...

_az+2pB7°+3y2° + 467" +...
Az-Bz*+Cz2*-Dz* +Ez°-...

_ —az+2f7° -3y’ +457% +...
—Az-Bz*-Cz°-Dz*-Ez°-...

Az—Bz*+Cz*-Dz*+Ez’—...

T AZ-2B7°+% 2°—4D 2°45E 2° +...

_ -Az-B*-Cz*-Dz*-Ez°-..
—Az-2Bz*-3 7*-4D z*-5E 7°—...

Tabla 29

Hasta ahora lo que ha hecho Euler es exhibir una manera de generar las ordenaciones y

combinaciones de un conjunto a través de funciones generadoras, y también establecer

relaciones entre los coeficientes de los polinomios generadores. En la seccion que sigue los

polinomios fundamentales para dar respuesta a los problemas de Naudé sonel Ry el S.
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3.1.2 Soluciones al primer problema de Naudé

Ya vimos en la primera seccion de este capitulo que Euler construyd polinomios cuyos
coeficientes determinan las maneras en las que se pueden seleccionar grupos de elementos
con ciertas cardinalidades, y cuyos elementos sean iguales o diferentes. Pero hasta este
momento aun no se han vinculado estos polinomios con las particiones de un entero, los
resultados dados por Euler se han enmarcado més en el calculo combinatorio. Pero no se
requieren grandes modificaciones a lo antes expuesto para que nos adentre en las
particiones de un entero, y esto lo haré a través de los polinomios Ry S.

Con base en los desarrollos anteriores, si se considera el caso en que
{a,b,c,d,e,..}={n",n*,n*,n*,n°,n° ..}

entonces se tienen las siguientes equivalencias en los polinomios ya conocidos P, Q, R, S:

n 1 2 3 4
A=n+n’+n’+n*+n°+..=—— p-_nNz ez  nz Nz
1 2 3 )
1-n 1-n'z 1-n°z 1-n’z 1-n‘z
2
n Az +Bz’+Cz°+ Dz + EZ° +...

B=n®’+n*+n®*+n®+n+..=

1-n?
3
C=n*+n®+n’+nZ+n®4. . =" 1 2 3 4
= T n‘z n’z n’z n‘z
—-n = —+ —+ =+ —+
4 1+nz 1+n°z 1+n°z 1l+n'z
D=n*+n®+n?+n®4n® 4 =" 2, C7% — Dz* + EZ°
= T 1ot Az-Bz"+Cz°-Dz" + Ez° —...
5
n
E=n"+n"+n®+n*+n*+.=——
-n
a=n+n’+n*+n*+n’+... R=(1+n"2)A+n*2)A+n’2)1+n’*z) - =
B=nn*+nn®+nn*+nin®+. 400+ = 1+az+ B +y® + 01t +e® + ¢ +nz’ +...

n®+n*+2n°+2n°+3n" +3n® +4n° +4n" +...

y=n'n’n’+n'n’n* +n'n’n® + ..+ n’n’n* +.. =

S=@1-n'2)(l-n°2)1-n’2)(1-n*z)--=

6 7 8 9 10 11 12
nN"+n +2n°+3n" +4n" +5n" +7n" +...
1-az+ B2° —y1® + 61" —e1° +¢2° —nz’ +...

o=n'n*n®n* +n'n?n®n® +...+n’n’n‘n’ +...=

n +n" +2n* +3n® +5n" + 60" +9n"° + ...

e=nn’n*n’n® +...=

n® +n® +2n"" +3n® +5n®° + 7n®° +10n* + ...

c=n"+n%+2n" +3n* +5n% + 7n* +11n* +...

n=n+n%+2n* +3n* +5n* + 7n* +11n* + ...
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A =n"+n’+n®+n*+n°+..
B =n?’+n'n?+n*+n'n®+n?n®+n°+...
14+2,~3

C =n*+n’n?+n'n* +n®+n?n®+n'n?n+...

2~2,3 1,2,3,4

D =n*+n’n?+n%n* +n%n?n®+n'n?nn* +...

2~,2.3,4

E =n’+n*n®>+n°n* +n®*n’n®* +n%n?n’n* +...

1 1

S (l-n2)(l-n’2)1-n2)1-n‘z)---
1+Az+Bz2°+C 2°+D z*+E 2° +...

1 1

R (L+n'2)(L+n’2)(L+n’2)1+n"z2)--
1-Az+Bz*-C*+D 7 -E 2°+...

Tabla 30

Es muy importante observar que sobre la nueva forma en que se desarrollan las series de

coeficientes «, 8,7, 0,¢,..., Euler puntualiza lo siguiente:

En todas estas series, el coeficiente de cada potencia de n [en lo subrayado] indica de
cuédntas maneras diferentes el exponente de n puede ser logrado de tantas partes
diferentes como la serie se numera desde la primera. En otras palabras, el coeficiente
de cualquier término indica de cuantas maneras el exponente de n puede ser logrado
de la adicion de tantos nimeros enteros diferentes entre ellos, como la posicion de la
serie del cudl el término se toma, se numera comenzando con & .’

Para aclarar lo mencionado, Euler muestra que los coeficientes «, 5,7, 0,¢€,...contienen a

los enteros que se generan con particiones de 1, 2, 3, 4, ... sumandos, es decir, de manera

ordenada se crean las particiones con 1, 2, 3, 4, ... sumandos sin importar qué nimeros se

emplean en ellas, y lo que indican las potencias de Z son precisamente las cantidades de

sumandos por particién, y entonces «, f,7,0,&,... muestran a los nimeros generados, asi

como a las cantidades de particiones para cada uno de ellos.

De esto Euler da el siguiente ejemplo:

... Entonces, en la séptima serie

[ 7=n"+n% +2n* +3n* +5n% + 7n® +11n* + .. ]

el coeficiente de la potencia n* es 11, y es asi porque el nlimero 34 puede ser

representado con siete partes (sumandos) diferentes [como lo indica la potencia de

zenel término 77z’ del polinomio R], y de once maneras; las representaciones son:

" Euler, Leonhard. [1751].
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34=1+2+3+4+5+6+13,
34=1+2+3+4+5+7+12,
34=1+2+3+4+5+8+11,
34=1+2+3+4+5+9+10,
34=1+2+3+4+6+7+11,
34=1+2+3+4+6+8+10,
34=1+2+3+4+7+8+09,
34=1+2+3+5+6+7+10,
34=1+2+3+5+6+8+9,
34=1+2+4+5+6+7+09,
34=1+3+4+5+6+7+8.

Y es con estos elementos con los que Euler responde al primer problema de Naudé, en
un caso particular en que decia: “¢De cudntas maneras diferentes el nimero 50 puede surgir
de la adicion de 7 nimeros enteros diferentes?

La serie que responde a este problema -dice Euler- es la de 77, pues el coeficiente de

cualquier término de ella indica las maneras diferentes en que el exponente n puede ser
escrito con 7 enteros diferentes; ademéas nétese que los 7 enteros estan indicados por el

exponente de z en nz’, que corresponde a uno de los sumandos del polinomio R. Asi, del

desarrollo de la serie de 7 —que Euler no incluye— tenemos que:

n=n*+n%+2n* +3n* +5n% + 7n* +11n* +

15n* +21n* +28n* +38n* + 49n* +65n* +82n*! +
105n* +131n* +164n* +201n* +248n* +300n*" +
364n* +436n* +522n> +...

y de aqui observamos que el término 522n* indica que el nimero 50 tiene 522 particiones
con enteros positivos diferentes, y cada una con 7 sumandos.

Es imposible no reconocer que estos métodos empleados por Euler son extensos y
muy laboriosos, y él mismo lo reconoce cuando menciona que “encontrar el coeficiente

seria “demasiado cansado™”.



66

Una alternativa para los términos «, f3,7,0, ¢, ...
Euler ya habia mencionado la dificultad que se presentaba al calcular los coeficientes de las
potencias de z en el polinomio R, esto es, el conjunto «, S,7,0,¢,... Una forma de poder
obtener los términos que contienen cada uno de estos coeficientes, sin tener que recurrir a
lo anterior, fue a través de tener una funcidén generadora para cada uno de ellos. Aqui
podemos ver a un Euler que verdaderamente parece un mago a la hora de manejar las
series, pues nos da una exhibicion de como pasar de las expresiones de «, ,7,90,&,..., que
son tortuosas e inmanejables, a una funcion que contiene empaquetados a todos los
términadsa forma en que Euler encontré los valores de «, 5,7, 9,¢,... fue expandiendo las
diversas férmulas y usando induccion; pero después consideré necesaria otra manera
diferente de demostrarlo, una en que la induccién no tomara parte:
Entonces toma nuevamente los valores «, 8,7, 90, €,... que aparecen en la serie
R=(1+n"2)A+n’2)(1+n’2)A+n*2)--- =1+az+p1*+y2°+67" +....,
después calcula® a R(nz) en lugar de R(z) (Recurso ya conocido en demostraciones
anteriores de Euler). Asi,
R(nz) = 1+ n°2)(A+n’2)(L+n*2)A+n°2) - ,
y relaciona R(nz) con R(z) observando que R(z) = (1+nz)R(nz) =
1+anz+ pBn’z* + ;2 +on“z* +..
Entonces, aplicando el mismo principio de R(z)=(1+nz)R(nz) tenemos que, igualando
término a término,
R=@1+nz)(l+anz+ Bn*z* + M2’ +on'z* +..) =
1+anz+ Bn’z> + m°z® +on*z* +...
nz+an’z* + Bn’z® + 'z +6n°z° + ..
y que sabemos = 1+ az + Bz° + yz° + 67" +...

_n
1-n

2 2 _ an _ n
prran=F == = A

an+n=«o S a=

2 3

'8 Recurrimos a la notacién de funciones por conveniencia, pues Euler atn no lo hace.
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3 6
34 Bn® = _ A _ n
A e e e Ty I v ey
7n4 nlO

on*+m*=6 =6="—= . . y
1-n" (@-n)(@-n")1-n*)@A-n")

Asi pues, es de notarse que cualquiera de los valores de «, f,7,0,&,... puede ser

formado por los anteriores y se dice de ellos que forman series recurrentes.

1
Y esto es otra manera de encontrar «, 3,7,9,¢€,..., multiplicando

primero por

1-nt
r]2 r]3 4

——, luego por e y asi sucesivamente

41
Con ello Euler nos muestra que el problema de Naudé esta resuelto mediante una
presentacion diferente; ahora, el polinomio
R=(1+n'2)1+n’2)A+n’2)A+n*z2)--- =1+az+ B> +y® +57* +...

tendra a lo coeficientes

L
—-N
an’ n®
P T o
B ﬁn?: B n6
A 1-n)(1-n?)(1-n%)
7n4 nlO
T1-n' (-n)d-nd)I-n)(1-n%)
B §n5 B n15
1-n° (A-n)1-n*)1-n>)A-n*)(1-n°)
en® n#
CTITR A=) A=) d-n")—n")(1-n°)
n- cn’ n2

1-n 1-n)1-n*)(1-n>)A-n)(1-n*)A-n%)(1-n")

Y para el caso de las particiones del 50 con 7 sumandos cada una —y aunque Euler no lo

exprese directamente—, seria llegar mediante la funcién de 77, que como se menciond con
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anterioridad, contiene al término 522n*, que nos dice que el nimero 50 puede ser logrado

de 522 formas diferentes, al sumar 7 nimeros enteros diferentes entre ellos.

Segundo problema de Naudé

La segunda parte del problema es cuando las particiones pueden realizarse con sumandos
iguales o diferentes.

Ahora bien, recordemos la tltima seccion de la tabla 30

A=n'+n*+n’+n*+n’+.. 1 1 _
- 1 2 3 4 -
B =n?+n'n’*+n*+n'n*+n*n’ +n'n® +... S (A-nz7)QA-n"7)A-n"z)A-n"z)--
2 3 4 5
C =n’+n’n?+n'n*+n®+n?n®+nin’nd+... | 1+AZ+BZ4+C Z7+D 27 +E 77 +..

D =n*+n’n?+n%n* +n%n?n®+n'n’nn* +...
E =n’+n*n?+n’n* +n’n’n*+n’n?n’n*+... | 1 1

R 1+n'2)1+n’2)1+n’2)(1+n*z)---
1-Az+Bz2*-C*+D 7' -E 2° +...

Si desarrollamos maés los valores de A ,B C,D,E ... obtenemos:
A=n"+n"+n*+n*+n°+..
B =n*+n'n’+n*+nn*+n°n*+n'n* +...=
nN°+n’+2n* +2n° +3n°+3n’ +4n® +4n° +...
C =n*+nn*+n'n* +n+n’n*+n'n’n’+..=
n®+n*+2n°+3n°+4n’ +5n° +7n° +...
D =n*+n’n*+n’n* +n’n’n*+n'n’n’n* +..=
n*+n°+2n°+3n" +5n® +6n° +9n"’ +...
E =n’+n'n”+n’n* +n’n’n® +n’n’n®n* +...
Y de ellos podriamos ver los coeficiente de cada potencia de n, y asi saber de cuantas
maneras diferentes el exponente de n puede ser particionado en 2 sumandos iguales o
diferentes (el caso de B ), en 3 partes iguales o diferentes (el casode C ), ....
Ejemplo: el término 7n° de la serie C nos dice que el 9 puede ser particionado en 3

sumandos iguales o diferentes de 7 maneras:
9 =1+1+7, 9 = 1+4+4,
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9 =1+2+6, 9 = 2+2+5,

9=1+3+5,9 = 2+3+4,

9 = 3+3+3.

Se puede ver entonces que el otro problema que propuso Naudé queda resuelto con estas

Gltimas series.

Pero Euler no dejara expresados a los coeficientes A,B C,D,E ...como series infinitas, de

manera semejante a como lo hizo para «,pf,7,0,¢,.... También construira funciones
: . : 1
generadoras para ellos. Para esto realiza lo mismo que hizo para R, pero ahora parte de 3 :

1 1

S (-n2)-nf)1-n*7)1-n‘z)-.-
1+Az+Bz°+C 2°+D z*+E 2° +...

1
en lugar de ——
S(nz) S(z)

Considera

=

1 _
1-n?2)(1-n2)1-n*2)1-n°2)---
1+Anz+Bn’z*+C n’z2*+D n*z* +E n°z° +...

: 1 1 1 1 1
Y relaciona con observando que = ( j
S(nz) S(2) S(z) S(nz)\1-nz

Multiplicamos la serie 5 ! ) por 1—nz y resulta que
nz

%(1—nz)=(1+Az+Bzz+C 2°+D z'+E 2°+..)(1-nz) =
1+Az +Bz? +C2® +Dz* +EZ° +..
-nz —Anz> —=Bnz> -Cnz* =D nz°® —...
=1+Anz+Bn?z?+C n*°2*+D n*z2* +E n°2° +...

e iguala término a término para obtener:
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é(l—nz):(l+Az+Bzz+C 2°+D z*+E 2° +..)(1-nz) =
1+Az +Bz> +CZ* +Dz* +EZ* +..
—nz —Anz> -Bnz® -Cnz* =D nz°® —...

=1+Anz+Bn?z22+C n*°2*+D n*z* +E n°2° +...

A-n=An= A =_1"
(1-n)
2
B-An=Bni= B=_"" _ T
@-n°) (@-n)1-n%)
3
C -Bn=Cn'= C =21 _ n____
@1-n") (@A-n)@-n%)1-n%)
Chn n*

D Cn=Dn*= D =

(L-n‘)  @-n)-n*)2-n*)2-n*)
Y de aqui surge una nueva relacién entre A,B,C,D,E,... y los valores «, f,7,9,¢,..., l0s
cuales ya tenian funciones generadoras. Finalmente, lo que se tiene es:

a=A, f=nB,y=nC, 6=nD, £=n"E

Otro caso particular
Al final del articulo Euler hace mencidn de una observacion que ain no habia sido capaz de
demostrar con el debido rigor. Observé que si los factores — infinito en ndmero- del
producto (1-n')(1-n?)(1-n*)(1-n*)... son expandidos multiplicandolos directamente,
producen la serie

1-n'=n*+n’+n" —n?—n®+n? +n*® —n* —n+n* +...,
donde no aparecen todos los enteros en las potencias de n ; por ejemplo, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, 13,

. . 3X°+x  3x*—x ,
..... no aparecen, y los que si estan son Unicamente de la forma 5 y . Ademés,

todos los coeficientes del polinomio son 1 6 -1, y para el caso de las potencias que no
aparecen el coeficiente es cero. Aqui se ve que Euler obtiene este resultado cuando al
respecto estd apenas en una etapa de reflexion, si bien ésta serd su gran aportacion a la
teoria de las particiones, pues le llevara al resultado que se conoce como Teorema de los

nameros pentagonales, y sobre el cual se comentard mas adelante en esta tesis.
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CAPITULO 3.2

De las particiones de numeros

En esta seccién analizamos el trabajo de Euler titulado De partitio numerorum (De las
particiones de numeros), que es el capitulo XVI de su obra Introductio in Analysin
Infinitorum. Ya mencionamos al inicio del capitulo que este trabajo fue el primero que se le
conocio sobre el tema de particiones, pero que el primero que escribio fue el que se analizé
en la seccién anterior.

Pero antes de entrar al contenido del capitulo XVI es importante hacer algunos
comentarios acerca de esta obra, es considerada una de las mas importantes para las
matematicas. La Introductio in Analysin Infinitorum salio a la luz en 1748, y los principales
criticos de la historia de las matematicas opinan que seria riesgoso decir que fue la obra
mas importante de Euler, pero si coinciden en que fue una de las que mas fama y respeto le
aportaron en el mundo de las ciencias exactas.

Esta obra retoma algunos resultados escritos para memorias anteriores, presenta

trabajos innovadores y desarrolla otros que previamente habian abordado Leibniz, Newton
y los Bernoulli. Desde el titulo se puede entender que el autor us6 procesos infinitos para
desarrollar una fase previa a sus célculos.
Antes de la Introductio® el analisis estudiaba las propiedades de las curvas, pero después
de ella el analisis estudiara las propiedades de las funciones que dan lugar a las curvas. Asi,
a partir de Euler y su Introductio el concepto de funcion seria un elemento basico para las
matematicas.

En este contexto llegamos al capitulo XVI de la Introductio donde Euler trata a las
particiones de nimeros desde la perspectiva del desarrollo de funciones polinomiales. Pero
como primero escribid su articulo Diversas observaciones analiticas sobre combinaciones
—que se publicé después de la Introductio —, entonces en este capitulo XVI encontramos
un contenido semejante al del articulo antes mencionado, pero aqui ya no se encuentran

tantos pormenores en los célculos como si ocurri6 previamente.

9 Algunos de los resultados que se exponen son: expansién y suma de series, muestra la relacion entre
exponenciales y funciones trigonométricas para demostrar que e = cos® + isend, curvas algebraicas y
trascendentes, clasificacion de curvas, representacién de superficies con las ecuaciones generales de segundo
grado pero en tres dimensiones, transformacion de coordenadas en el espacio y curvatura de superficies.
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Podemos ver que este articulo es como una version mejor presentada del escrito anterior
gue ademas era mas extenso.

Nos presenta cuatro funciones generadoras fundamentales que son:

1) (1+x'2)(1+X°z)(1+ X°z) (1+ x*z) (1+ x°2) -+~

2) (1-x'z)(1-x’z)(1-x’z)(1-x"z)(1- X°2) -

1
(1+x'2)(1+ %°2)(1+ X°z) (1+ x"2) (1+ x°z) -

3)

1

Y (1-x'z)(1-x°z)(1- x*z)(1-%*z) (1= X"2) -

Aqui se va a exponer el tema de las particiones directamente en términos de su vinculo con
las funciones generadoras, es decir, ya no como parte de una de las respuestas a los
problemas de Naudé. Es mas, ya ni siquiera menciona lo relacionado con Naudé.

Ya sabemos que del desarrollo de la funcién (1+x'z)(1+x*z)(1+ X°z)(1+ x“z)(1+ x°z) -

se obtiene el polinomio 1+ Pz +Qz* + Rz® + Sz* +...cuyos coeficientes contienen los enteros

que son particion de 2, 3, 4, ... enteros, es decir, tantos enteros como la potencia de z. Pero

otra forma de verlo —aunque Euler no lo menciona asi- es que si desarrollamos los

productos obtenemos que cada sumando es de la forma Az"x", y entonces aqui podemos

interpretar en cada término que A es la cantidad de particiones que se pueden obtener para
n con m sumandos cada una. La diferencia con la forma en que Euler lo maneja es que él lo

presenta asi:

(1+x'2)(1+x°2) (14 X°2) (14 x*2) (1+ X°2) -+ =

T+z(x +x°+ X2 + X'+ x>+ x*+ x° +x® +x* +.)
+27(x% + x* +2x° +2x° 43x7 +3xP+4x° +4x +5xT +.)
+2° (X% + X7 +2x% +3x° +4x0+5x"+7x" +8x"  +10x™ +...)
+2°* (X" + X" +2x2 +3xP +5x M +6x° +9x ™ +11xM +15x"° +..))
+2° (X + X0 +2x" +3x "8 +5x 0 +7x 0 +10x* +13x** +18x*+...)
+2° (X7 + XZ 42X 2 43X 45X P +TX P + 11X T +14x72 +20%x 7 +...)
+2' (X2 4+ X +2x* +3x¥ +5x ¥ +7x P +11x* +15x* +21x ¥ +..))

+2° (X% + X¥ +2x P 43X 45X 0 +TX T +11X P +15X P +22x M +..) +..
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y aqui podemos ver que las potencias de los factores z, z%, z°, z*,....indican la cardinalidad
de la particién seguin se tome la potencia de x. Por ejemplo, si se toma 5x** en la respectiva
z* , entonces se tiene el término 5 z*x™, y podemos decir que existen 5 particiones del
numeros 14 y cada una de ellas tiene 4 sumandos. Entonces podemos ver que se puede
Ilegar a lo mismo, pero que un camino requiere mas pasos que el otro.

En la Introductio hace algo diferente a lo anterior, y lo hace con respecto a los

nameros que intervienen para formar las particiones. Veamos nuevamente la primera

funcion (1+x'z)(1+x°z)(1+ x°z)(1+ x*z)(1+ x°z)--- y como todos los exponentes de x son

el conjunto de los enteros positivos, entonces sabemos que las particiones que se generan

son con nameros tomados de ese conjunto. Pero si tomamaos la funcion

(14 X") (14 %) (14 X°) (14 X7 ) (1+x°) (14 %) -+

entonces los términos son de la forma Ax", y A indica la cantidad de particiones de n. Pero
notese que las particiones de n son Unicamente con numeros pares, que es el conjunto que
usamos para los exponentes de las x. También notese que tomamos z = 1, lo que indica que
los coeficientes de x nos proporcionan el nimero de particiones totales del exponente de X,
pero sin dar una clasificacion de ellas a partir de la cantidad de sumandos. Asi se puede ver
que el exponente de z juega el papel de contador de la cantidad de veces que se multiplican
las potencias de x en la funcion.

Por lo tanto podemos ver que a traves de las funciones generadoras de Euler es posible
tomar cualquier conjunto de nimeros que convenga y con ellos ver qué nimeros se generan
con sus particiones, y que ademas estén compuestas por 1, 2, 3, ... elementos. Es decir, se

puede tomar un conjunto cualquiera «, ,7,9,¢€,..., posteriormente se construye la funcion
(L1+x72)(1+%"2)(1+x72) (14 X°2) (1+x°2) -+ =14+ P2+ Qz* + Rz° + S2* +....

y, como se analiz6 antes, se tiene que en P se puede encontrar la suma x* +x* +x” + x° +...,
de Q, la suma del producto de 2 potencias diferentes x**# + x**7 + x#*7 + x**° 4+ x#*° 4 .., de
R, la suma del producto de 3 potencias diferentes x**#*7 +x**#*° 1+ . etc.. Entonces, el
desarrollo del polinomio nos daria de cuantas maneras diferentes un nimero dado puede
ser obtenido de la suma de un nimero determinado de miembros de los nimeros naturales,

en este caso de «, 3,7, 90,¢€,....
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Otra identidad importante para la generacion de particiones que también se analizara
dentro del presente capitulo es

1
(L+x“2)(1+%72) (1+x72) (14 X°2) (1+ x°2) -+

=1+Pz+Qz* +RZ*+Sz* +....

Recuérdese que un caso particular de esta funcion era la respuesta al segundo problema de
Naudé, en el que se pedia la condicion de que las particiones podian incluir elementos
iguales o diferentes. Entonces se tendria que P = la suma de las potencias
X“+x? +x".x°+..., Q = la suma del producto de 2 potencias iguales o diferentes
X X ®T 4 xPT e x* 0 x4, R = la suma del producto de 3 potencias iguales o
diferentes x**#*7 4 x*F*0 4 |

Un caso particular seria si consideramos a {«, £, 7,...} como los nimeros naturales.
Entonces tenemos que

1 —

(1-xz)(1- x°z)(1-%2)(1- X"z ) (1- x°2)...

T+z(x'+ x%+ x*+x* + x>+ x*+ x* +x¥ +x* +.)

+2° (X2 + X2 243X + 3 +4x® +4x° +5x"° +.)
+2° (34 X +2x°+3x°+4x " +5x° +7x° +8x™°  +10xM+..)

+7° (x4 x+2x°+3x 7 +5x°% +6x° +9x™° +11x™ +15x"+...)

+2° (X + X% +2x"+3x%+5x° +7x™ +10x™+13x2+18x" +...
+2° (X0 + X7 +2x3+3x7 +5x 0 +7xM +11x2+14x3+20x™ +..
+2" (X" + X3 +2x° +3x0+5x " +7X P +11x P +15xM +21x" +.

+2° (X% + x°+2x"0 +3x 45X +7x P +11x 1 +15x 0 +22x ™ +..

+...

. H

de donde, por ejemplo, si se desea saber de cuantas maneras el nimero 13 puede ser
logrado con la suma de 5 nameros enteros, y sin importar que sean repetidos (ejemplo:
3+3+3+3+1), basta con tomar el coeficiente del término x"z°, que es 18.
Pero consideramos que es importante ver como se generan las particiones con elementos
repetidos, y para ello tomemos el caso de z=1. Asi, sea la funcién

1 1 1 1 1 1

(1-x")(1-x")(1-x*)(1-x*)(1-x*) (1) (1-x3) (1= (1-x*) (1-%%)

donde cada factor es de la forma
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1 1 1+1 1+1+1 1+1+1+1
m:l'FX + X + X + X +....
1 _1+ X2 + X2+2 + X2+2+2 + X2+2+2+2 +
(1_ XZ) - RNy
1 _1+ X3 + X3+3 + X3+3+3 + X3+3+3+3 +
(1_ X3) - RN
Entonces, al multiplicar los polinomios se obtiene lo siguiente:
(1+ Xl + X1+l + Xl+1+l + X1+l+1+l + ) % (1+ XZ + X2+2 + X2+2+2 + X2+2+2+2 + ) %
(L X3+ X3 3308 3308 L )X X (L X+ X5 X T ) xLL=

1 +xM42x2+ 3% +5x* + 7x°+11x°+15x" +22x°+...
Ahora, ndtese que cada termino del producto tendra potencias con sumandos que pueden
ser repetidos, por ejemplo, para 5x* se tienen cinco particiones del nimero cuatro, que son
4, 1+1+1+1, 2+2, 2+1+1, 3+1. Otro ejemplo es el  término 11x° que nos dice que el
numero 6 puede ser obtenido de 11 maneras diferentes, a saber, 6, 1+5, 2+4, 3+3, 1+2+3,
1+1+44, 24242, 1+1+42+42, 1+1+1+3, 1+1+1+1+2, 1+1+1+1+1+1.

Y siguiendo su particular estilo de escribir, Euler, sin relacionar directamente una parte
con otras del escrito, enuncia una serie de resultados importantes:
1. Un ndmero n se deja partir de tantas maneras en m partes diferentes, como el nimero

n _Mm(m+1) se puede obtener al sumar 1,2,3,...,m.

2. Un ndmero n se puede partir de tantas maneras en m partes, ya sean iguales o diferentes,
como el numero n—m se puede obtener al sumar 1,2,3,...,m.
3. El nimero n se puede partir de tantas maneras en m partes diferentes, como el nimero

m(m+1 . . .
n _Mm(m+1) se puede partir en m partes, ya sean iguales o diferentes.

4. El namero n se puede partir de tantas maneras en m partes, ya sean iguales o diferentes,

m(m+1)
2

como el nUmero n+ se puede partir en m partes diferentes.

De lo anterior se desprende que si consideramos a L como el nimero que indica de cuantas
maneras el nimero n se puede lograr al sumar 1,2,3,....m-1. A M como el nUmero que

indica de cuantas maneras el nimero n-m se puede lograr al sumar 1,2,3,...,m. Y a N como
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el nimero que indica de cuantas maneras el nimero n se puede lograr al sumar 1,2,3,..., m,
entonces tendriamos que

L=N-M,yN=L+ M.
Y atencién con este ultimo resultado, pues serd con la ayuda de ésta sencilla regla con lo
que se construye una tabla de donde es posible obtener cualquier valor de cualquier
particion (el anexo incluye la tabla hasta el numero 100). Ademaés, se vera que las colum-
nas, que son series recurrentes, tienen una relacion estrecha con los nimeros naturales, con

los triangulares, los piramidales, etc.

Con todo lo anterior Euler ya mostré un amplio manejo de las funciones generadoras
para obtener particiones. Es ahora que manifestard la posibilidad de ejecutar operaciones
algebraicas con ellas, y sin perder la posibilidad de vincular las nuevas expresiones con
particiones de enteros. Asi, casi al final de este capitulo de la Introductio enuncia un
resultado que ha cobrado una gran importancia en la teoria de particiones, y al que se
conoce como ley de paridad de Euler, y es el siguiente:

Para todo entero n, el nimero de particiones de n usando s6lo enteros positivos impares,

iguales o diferentes, es igual al nimero de particiones de n usando enteros positivos
diferentes.

Por ejemplo, sean Py(n) y Pe(n) las particiones de un entero positivo n usando solo enteros
positivos impares (iguales o diferentes) y pares, respectivamente. Para el caso particular de
7, las particiones con sumandos impares, iguales o diferentes, son: 5+1+1, 3+3+1,
3+1+1+1+1, 1+1+1+1+1+1+1, entonces, Po(n) = 5; y con enteros cualesquiera diferentes,
se tiene: 5+2, 4+3, 6+1, 1+2+4, y se llega a que P¢(n) = 5; por tanto se ve que Py(n) = Pe(n),
y con esto se ejemplifica el enunciado de Euler.

Para este resultado Euler no comenta mas, pero a continuacion se expone una de las
demostraciones conocidas:

1
A=) () XA
)

funcion se le multiplica por []—% entonces se tiene que:

(@-x")

La funcion generadora para Po(n) es ...,y siaesta

todo
n par
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1 m:(1—xz)(l—x“)(l—x6)(1—x8)(1—xl°)...m
(1-x)(1-x°)(1-x°) (1= x7)(1-x°) (1-x)(1-%?) (1= %) (1= x*) (1= %°)....

= (L) (14 %) (14 %) (14 X*) (14 %°)..... = Pg(n)
Asi, se puede ver que las funciones generadoras son iguales, y en consecuencia el nimero

de particiones de n usando solo enteros positivos impares, iguales o diferentes, es igual al

numero de particiones de n usando enteros positivos diferentes.

Y otro resultado que es conocido pero sobresaliente en lo que respecta a su manejo de las
funciones generadoras es:

“Cada nimero natural se puede construir de manera Unica como suma de elementos del
conjunto {1, 2, 4, 8, 16, 32,...}, es decir, de potencias de dos”.

Y una demostracion que propone es la siguiente:

Tomese el producto (L1+x")(1+x)(1+x*)(1+x°)(1+x*)(1+x%)--- y veamos que es
igual @  1+x'+ X2+ +xP+x%+x +x%+... esto es, como los exponentes en (1+ xl),
(1+x%), (1+x*), (1+x°)...... son potencias de 2, entonces de

1+ x4+ 2+ 3 +x 4+ +x%+x" +x%+... se tiene que cada entero positivo es una suma de
potencias diferentes de 2, y ademas, como los coeficientes del polinomio resultante son 1,
entonces se tiene que la representacion con potencias de 2 es Unica.

Y para probar esto nos dice que:
P(x) = (14 X") (14 X7 ) (14 x* ) (14 X°) (14 X°) (14 X7) - =1+ axt+ X +px>+IX +x*+ X +qx +...
P(x)

P(x?) = (14+x7 ) (1+ x* ) (14 x®) (14 x° ) (1+ x*#) .. = ——L.

()= b o o) 1) = PO

P(x)
1+x)
= P(X) =1+ X+ ax® + ax®+Bx* + B>+ xS+ yx" +6x2+5x° +...
Y comparando los términos de P(x)
ax=x=>ao=1

=1+ ax®+Bx +yx°+0x%+ex0+...

B =ax’= f=«a
=ax’=>y=a

= P=1+x"+ X2+ 0 xS +x T +x8 +...
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Y asi concluye que la representacion de un entero positivo como suma de potencias de dos
es unica.

Posteriormente Euler da un ejemplo del uso de los enteros como suma de potencias de 2.
Afirma que se puede calcular el peso de cualquier objeto (sin considerar fracciones) si se
cuenta sélo con los pesos {1, 2, 4, 8, 16, 32, .....}, por ejemplo con los pesos {1, 2, 4, 8, 16,
32, 64, 128, 256, 512} podemos calcular el peso de cualquier objeto que pese hasta 1024
unidades.

Pero Euler guarda otro ejemplo interesante donde ahora usara particiones con elementos
negativos, y lo hace para poder pesar objetos usando menos pesas, y esto serd posible
usando las del tipo {1, 3, 3% 3% 3%...}, pero algo adicional es que ahora requiere usar
ambos lados de la balanza.

Este proceso se sustenta en la propiedad de que “cada nimero puede ser representado con
la suma y resta sélo de elementos de la serie geométrica {1, 3, 3%, 3%, 3* ...}. Por ejemplo:
1=1, 2=3-1, 3=3, 4=3+1, 5=9-3-1, 6=9-3, 7=9-3+1, 8=9-1, 9=9, 10=9+1, 11=9+3-1,
12=9+3,...

Este resultado lo justificara Euler al demostrar que:

(X1 %) (X414 X°) (X +14X°) (X7 414+ X7 ) - = P(x)

=14+ X+ X2 HC X X L X X T L

Y para probarlo, nos dice que

P(X) =...+cx 2+ bx?+ax +1+ ax+ Bx°+yx>+Ox* +ex’+{xP+nx’ +...

P(x*) =...+cx 7+ bx*+ax® +1+ ax’+ SxP+yx°+0x" +... =%.

(X7 +1+x)
= P(x) =..4ax*+ax+ax?+x 1+ +x + ax® + ax® + ax*+ fx+ fxC+ Bx+...
Y comparando los términos de P(x) en ambas igualdades, se tiene que
ax=x=>a=1
BX=ax’= =«

w=ax=>y=a

y de la misma forma
ax'=x'=a=lbx*=ax’=b=acx’=ax’=c=a,..
= P(X) =1+ X'+ X2+ +x P +xC+x x4

+ X7 X2 T X T T xR
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Y, en palabras de él, este resultado para P(x) significa que:

“Es de notarse que todas la potencias de x, tanto las de exponente positivo como las de
negativo, aparecen [en el polinomio generador]; y por consiguiente todos los nimeros de la
progresion geométrica cuyo cociente es 3 pueden ser construidos de una unica manera,

unos a traves de la adicion y otros a través de la sustraccion”.
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CAPITULO 3.3

Sobre la particibn de numeros en partes de un cierto tipo de ndmeros
determinados.

Como ya se escribié al inicio de este capitulo, Euler regresé al tema de las particiones en
1768 con el articulo De Partitione numerorum in partes tam numero quam specie datas.
(Sobre la particién de nameros en partes de un cierto tipo de nameros determinados).
Pero este retorno de Euler a las particiones también es su inmersion al juego de dados.
Resulta que Euler en este escrito aborda el tema de cuales son las particiones que generan
los dados cuando son arrojados, y pueden ser 1, 2 6 n dados, con 6 0 mas caras cada uno.
La manera en como manejara el tema sera por la via de los polinomios generadores, y por
éste mismo medio tratard de encontrar un camino para dar respuesta a los problemas
aditivos de Fermat sobre nimeros poligonales, aquellos para lo que es valido decir: Todo
nimero entero positivo se puede escribir como suma de poligonales del mismo orden, es
decir, todo nimero es la suma de tres triangulares, de cuatro cuadrados, cinco pentagonales,

seis hexagonales, y asi sucesivamente.

El regreso a los dados

En este articulo de 1768 Euler responde a la pregunta generalizada ¢de cuantas maneras un
numero dado N puede ser obtenido con un nimero n de dados, cuyas m caras, para cada

uno, son «,f,7,0,..., 0 incluso cuando los dados son diferentes entre ellos? Esto en

términos de particiones se traduciria como ¢de cudntas maneras distintas un numero dado
N puede ser obtenido a partir de sumar n partes, tomadas cada una de ellas de las m caras
del dado {a, 8,7,90,...}?

Y con esto, intrinsecamente se resuelve cualquier caso mas especifico, como seria el
problema galileano del inicio, el que aparece en el “Pasadiez”.
En la primera incursion en el problema, Euler analiza el caso para n dados, con las

6 caras tradicionales, y lo resuelve analizando la siguiente expresion

n+l n+2 n+3

(XX 2 X XX )" = X+ AT B CXM L+ MY L+ X

La parte izquierda de la igualdad es:

(XX 2 XXX ) (XX 2 XX X EX )L (XXX X X X))
(con n factores)
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y lo que tenemos aqui es el producto de n polinomios de grado 6 (que es la representacion
de los n dados), y por tanto cuando se multiplican todos los términos lo que se obtiene
seran potencias de x, donde cada potencia tendra exactamente seis sumandos, es decir, cada
potencia sera una de las particiones que generan los n dados cuando son arrojados. Asi,

Euler traslada y resuelve el problema al terreno de las funciones generadoras, donde para

cualquier término Mx", el nimero N puede ser obtenido con M particiones diferentes,
como lo indica el coeficiente.
Ahora, ya se puede ver que la cantidad de particiones que generan los dados para

cada numeros queda determinado por los coeficientes de

n+1 n+2 n+3

X"+ AX"™ 4+ BX" 2+ CX"P L+ MXN .+ x5,

A partir de esto Euler dedicara amplio espacio del articulo para encontrar los coeficientes.

Método para encontrar los coeficientes

Euler parte de las siguientes dos expresiones:

V = (X3 +x°)" = (X L+ XX )" =

X"(L+ X"+ x>+ X3+ X +x°)"

_yh n+1 n+2 n+3 N 6n __

V=X"+AXT"+BX " +CX 7+ .+ MXT +.. X =

X"(L+ AX'+ Bx* +Cx® + Dx* + EX* + Fx® +...)
\Y d 1du .

Y propone que Z =—,ycomo —(Inu)==—, entonces al derivar ambos lados del
X dx u dx

logaritmo de

Vv
Z=—=1+x"+x+x*+x*+x°)"
X

%(InZ) =%(In(1+ X+ X7+ X+ X+ x°)")

=
1d—zzn( — 13 y 5](1+2x+3x2+4x3+5x“)
Z dx I+ X + X+ X+ X +X

y al multiplicar por x

x dZ _ nx+2nx® +3nx’ + 4nx* +5nx°
Z dx 1+ X+ X2+ 3+ x4+ x°




YcomoZ =1+ AX' +BX° +Cx3 + DX + EX° + Fx® +...,

entonces
InZ =In(1+ Ax" + Bx* +Cx®

+Dx* +EX° + Fx® +..)

di(ln Z) =di(ln(1+ AX +BX? +Cx° + DX' + EX* + Fx° +..)))
X X

=

i
Z dx
gue multiplicado por x

! j(A+ZBx+3Cx2+4Dx3+...)

1+ AX+BX2+Cx3+ DX + EX° + Fx® +...

xdZ _ Ax+2Bx* +3Cx° +4Dx" +..

Z dx 1+ AX +Bx2+Cx3

+DX* +EX°+ Fx® +...

y al igualar ambas expresiones de %3— obtiene que:

X

nx +2nx? +3nx° + 4nx* +5nx° _ AX+2Bx* +3Cx° +4Dx" +..

1+ X+ X2+ 3+ x4+ X°

1+ A B +CC + DX+ EXC + FXC ..

Y después de multiplicar e igualar

X + 2nx® +3nx° + 4nx* +5nx° AX + 2BX? +3Cx° + 4Dx" +..

I+ X+ X2+ x3+x +x°
nx 4+ nAx* + nBx®* +nCx*
+2nx? + 2nAx® + 2nBx*
+3nx* +3nAx*
+4nx*

Ax + 2Bx? +3Cx* + 4Dx*
+ Ax® +2Bx* +3Cx*
+AX® +2Bx*

+ Ax*

1+ AX+BX2 +Cx3+ DX* + EX® + Fx® +...
+nDx®> +nEx® +nFx’ +nGx® +...

+2nCx® + 2nDx® + 2nEx” +2nFx® +...
+3nBx® +3nCx° + 3nDx’ +3nEx® +...
+4nAX® + 4nBx® +4nCx’ +4nDx® + ...
+5nx° +5nAx°® +5nBx’  +5nCx° +...

+5EX®* +6Fx® +7Gx" +8Hx® +...
+4Dx® +5Ex® +6Fx’ +7Gx% +...
+3Cx° +4Dx® +5Ex’ +DFx®+...
+2Bx® +3Cx® +4Dx’ +5Ex®+...
+Ax°  +2Bx® +3Cx" +4Dx%+...

+Ax®  +2Bx’ +3Cx®+..
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A=n

2B=(n-1)A+2n

3C=(n-2)B+(2n—-1)A+3n
4D=(n-3)C+(2n-2)B+(Bn-1)A+4n
5E=(n-4)D+(2n-3)C+(Bn-2)B+(4n—1)A+5n

6F =(n—-5E+(2n-4)D+(Bn-3)C+(4n—-2)B+(5n-1)A
7G=(n-6)F+(2n-5E+@Bn-4)D+(4n-3)C+((Bn-2)B
8H=(N-7)G+(2n-6)F +(3n—5)E + (4n—-4)D + (5n-3)C

Con esto ultimo tenemos que cualquier coeficiente puede ser obtenido por los 5 anteriores

COmMo maximo.

Pero si expresamos a cada uno mediante los anteriores, por ejemplo
2B-A=(n-1)A+2n—-n

2B=nA+n

y asi para todos, entonces obtenemos una forma mas simple::

A=n

2B=(n+1A

3C=(n+2)B

4D =(n+3)C

S5E=(n+4)D

6F =(n+5)E —-6n

7G=(n+6)F —(6n-1)A+5n

8H=(MN+7)G-(6n-2)B+(Bn-1)A

91 =(n+8)H —(6n-3)C + (5n-2)B

10K =(n+9)I —(6n—4)D + (5n-3)C

y con ello encontrariamos cada coeficiente a partir de los 3 anteriores. Entonces, de la

expresion general para n dados

V = X"+ AX" + Bx™? + Cx" + DX™™ + EX"™™ +...

podemos ver en la siguiente tabla los casos particulares para 2, 3 y 4 dados



2 Dados 3 Dados 4 Dados
A=2 A=3 A=4
2B=3A 2B =4A 2B =5A
3C=4B 3C =5B 3C=6B

4D =5C 4D =6C 4D=7C
5E=6D 5E=7D 5E=8D

6F =7E-12 6F =8E-18 6F =9E-24

7G =8F -11A+10
8H =9G -10B+9A
91 =10H -9C + 8B
10K =111 -8D +7C
11L =12K-7E+6D
12M =13L -6F +5E

7G=9F -17A+15

8H =10G -16B +14A
91 =11H -15C +13B
10K =121 -14D +12C
11L =13K -13E +11D
12M =141 -12F +10E

7G =10F -23A+20
8H =11G -22B +19A
91 =12H -21C +18B
10K =131 -20D +17C
11L =14K -19E +16D
12M =15L -18F +15E

Tabla 31

Para entender mejor la regla, Euler nos dice lo siguiente:
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Sea (N)™ la notacion para indicar el nimero de casos en que el nimero N puede ser

logrado por n dados. Entonces se tiene que:

1. (n)™ =1 nos dice que el nimero n puede ser logrado con n dados una sola vez

(n+)"=A(n+2)"=B,(n+3)"=C,(n+4)"=D,(n+5)" =E,
(n+6)"=F,(n+7)"=G,(n+8)"=H,(n+9)" =1,(n+10)" =K,...

3. Para (P)™ donde P <n entonces (P)™ =0

Analizando el caso de 10K, para cualquier n tenemos que

10K =10(n+10)™ = (n+9)(n+9)™ —(6n—4)(n+4)™ + (5n—3)(n +3)™

generalizando:

donde,

AN+ D)W =(n+A-D(n+A-1)™ —(6n+6-A)(N+1-6)" +(BGn+7-AD(n+A1-7)",

Y sustituyendo n+4=N, A=N —n tenemos que

(N)© =

(N=1)(N-1)™ —(7Tn+6—N)(N =6)™ +(6n+7-N)(N -7)™

N —n

Y de aqui resulta claro que si P <n entonces (P)™ =0.
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Método para conocer coeficientes a partir de otros coeficientes
Euler enuncia lo siguiente:
“los coeficientes pueden también ser facilmente definidos para cualquier nimero de dados,
si se conocen aquellos coeficientes del nimero de dados menos uno.”
Para ello Euler utiliza la expresion para seis caras iguales y n dados:
(XX P XX XX = X"+ AX"T 4+ B2+ CX" 4+ DX 4L
después tomemos
(X X2+ X Hx) M = x4 AT B X+ C X+ DX L
y como
(XX 23X XX (XXX X X)) =
(X1+X2+X3+X4+X5+X6)n+l
=
(X" + AX"™ + BX"? + Cx "+ Dx" L) (X X2+ +x P +x P +x°) =
X"+ AXP B X"+ C XM+ D XM+
=
X"+ AX"2 4 BX" 4+ X" + DX 4L+
X" 4 AXM 4 B Cx" + DX 4L+
X"+ AX"M 4 B+ XM+ DX 4L+
X" 4 AX™ 4 BX"C 4 O™+ DX 4+
X"+ AX"C 4+ BX™ 4+ Cx"P + DX + L+

X"+ AX™T + BT+ O™ L+

X" AX"2 4+ B X"+ C X"+ D X"+ ...

E igualando término a término

A=A+1 Y restando cada una de la anterior:
B =B+A+1 B=A+B

C=C+B+A+1 C =B +C

D=D+C+B+A+1 D=C+D
E=E+D+C+B+A+1 E'=D+E
F=F+E+D+C+B+A F =E+F-1

G =G+F+E+D+C+B G =F +G-A
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y si utilizamos la notacion anterior (N)™ :

N+)"W =A n+6)" =F,(n+7)" =G

n+7)" =F (n+8)™ =G’ '

De la ecuacion G = F +G - A tenemos que (n+8)™" =(n+7)™Y +(n+7)™ —(n+1)™,
y generalizando (n+1+A)™ = (n+ )™ + (n+ )™ —(n+ 1-6)™.

Y sustituyendon+ A4 = N, tenemos la siguiente relacion:

(N+D)™ = (N)™ +(N)™ —(N-6)™.

Este resultado nos hace notar que N-6<n= (N —-6)™ =0 y que todos los nimeros son

enteros, lo que no es tan claro en la ley anterior.

Método para conocer coeficientes directamente

Hasta ahora se ha demostrado que los coeficientes pueden ser obtenidos a través del
uso de sus predecesores; sin embargo es posible encontrarlos directamente. Para ello Euler
plantea lo siguiente:

Para el caso de dados tradicionales de seis caras

1-x° V= x"(1—x®%)"

Como 1+ X +X* +x}+x* +x° = ,'y por el desarrollo de las series

1-x' (1-x)"
(1= x°)" :l_ﬂxe + n(n-1) W2 _ n(n-1)(n-2) W18 4 n(n-1)(n-2)(n-3) N
1 1.2 1.2-3 1.2-3-4
X — Xn +E n+1 + n(n+1) Xn+2 + n(n+1)(n+ 2) Xn+3 + n(n+1)(n+2)(n+3) Xn+4 +..
@-x)" 1 1.2 1.2-3 1.2.3-4
Aunque ya se tenia con anterioridad que
A=n
2B=(n+1)A=(n+1)n
3C=(n+2)B=...
4D =(n+3)C
5E=(n+4)D

6F =(n+5)E—-6n

7G=(n+6)F —(6n—1)A+5n

8H =(n+7)G-(6n-2)B+(Bn-1)A
91 =(n+8)H - (6n-3)C +(5n-2)B
10K =(n+9)I —(6n—4)D+(5n-3)C...



QORES!

_ m_n
A=(n+1) =1
B=(n+2)" _n(n+1)
1.2
C(nign - "O+DO+2)
1.2-3
D= (n+4)™ = n(n+1)(n+2)(n+3)
1.2.3-4
E = (n+5)" = n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
1.2-3-4-5
F=(n+6)" = n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5) N,
1.2-3-4-5-6 1
G=(n+7)™ = n(n+)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)(n+6) n n
1.2.3-4.5-6-7 11
H = (n+8)™ = n(n+1)..(n+7) n n(n+1)
1.2-.3-4.5-6-7.8 1 1.2
| =(n+9)™ = n(n+1)..(n+8) n n(n+1(n+2)
1.2-.3-4.5-6-7-8-9 1 1.2-3
K = (n+10)™ =" +D-.(0+9) _n n(n+H(n+2)(n+3)
1.2-3-..10 1 1.2.3-4
L=n+1)™ = n(n+1)..(n+10) n n(n+1)..(n+4)
1.2.3-..11 1 1.2.3-4:5
M = (n+12)" = n(n+1)..(n+11) n n(n+1)..(n+5) N n(n-1) 1
1.2-3-..12 1 1.2.3-4.5-6 1.2
N = (n+13)® = n(n+1)..(n+12) n n(n+1)...(n+6) N n(n-1) n

1.2.3-..13 11.2-3-4.5-6-7 1.2 1

Y como término general, para un dado de seis caras:

n(n+1)..(n+4-1) n n(n+1)..(n+1-7) N

(n+A)" =
1.2-3-.4 1 1.2.3-..(1-6)
n(n-1) n(n+1)..(n+4-13) n(n-1)(n-2) n(n+1)..(n+4-19)
1.2 1.2-3-...(1-12) 1.2-3 1.2.3-...(1-18)

n(n-H)(n-2)(n-3) n(n+1)..(n+1-25)
1-2-3-4 1.2-3-..(4-24)
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El regreso con Montmort
En este contexto es oportuno regresar a la férmula de Montmort para encontrar
directamente los coeficientes del polinomio generador de las particiones del conjunto de

dados. Recordemos que el planteamiento de Montmort es:

Al tirar al azar un nimero cualquiera d de dados, cuyo nimero de caras es f,
también cualquiera, las posibilidades que existen de lograr tal o tal punto p a

voluntad se encuentran de la siguiente manera:

"Sea p-d+1 = q, y sea designado por esta notacién arbitraria @ el nimero

figurado del orden d, que corresponde a g, se dira, el primer nimero del
orden d, si g=1; y el segundo del orden d, si q=2; y el tercero si =3, etc..

La férmula@ -d x + %X — 112)((:1 ? -+

d(d —1)(d —2)(d - 3)
1.2.3-4

Ya mencionamos que éste planteamiento no mostraba explicitamente la manera de calcular

X —etc., expresa el nimero buscado”.

las particiones requeridas, ademas de que Montmort solo justifica de manera experimental
su resultado. Ahora expondremos una construccion mas explicita de la formula que
proporciona las particiones directamente, sin tener que usar procesos recurrentes, o
desarrollar extensos productos polinomiales.

Antes de pasar a analizar la funcién generadora es conveniente recordar la relacion
entre las particiones que generan 2, 3, 6 n dados y las diagonales del triangulo de Pascal
[véase Neff 1982]. Por ejemplo, las particiones que generan dos dados para los nimeros
entre el 2 y el 12 son los coeficientes del polinomio generador

I+ 2X3 43X +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x0 + 2x* +1x*2

que a la vez son los nimeros que forman la diagonal sombreada del triangulo; otro ejemplo
seria con tres dados, para los niameros entre el 3 y el 18, y nuevamente se tienen los

coeficientes del polinomio generador.

X2 +3x* +6X° +10x° +15x" + 21x% 4+ 25x° + 27X + 27x* + 25x™ + 21x" +

15x" +10x" +6x"° +3x™ + x*®
que a la vez son los nimeros que forma la siguiente diagonal del triangulo.
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1
1
1 10 5 1
1 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
|1 9 36 84 126] 126 84 36 9 1]

Tabla 32

Es importante notar que después del sexto numero se rompe la igualdad entre los
coeficientes y los nimeros de la diagonal, y la razon es que los dados sélo tienen seis caras
y no pueden generar mas ndmeros que igualen las caracteristicas de las diagonales, la
igualdad se va extendiendo en la medida en que los dados tengan mas caras.

Y sabemos que el polinomio generador para un dado es

_ 46
P(t)z(tl+t2+t3+t4+t5+t6)=t(lt ),
(1-1)
t"(L-t)" .. w1 - .
y para n dados es P,(t) :W:t @-t*) W De lo ultimo se tiene que el factor
(1—1t)” =(-t)"es igual a C'/+C 't +Ct? +CI Ot +CI2t* +..... Véase que los

coeficientes de este polinomio son los elementos de la n-ésima diagonal del triangulo; por
ejemplo, para (1—t)~° se tiene que
(1-t)° = 143t +6t° +10t° +15t* +....

y 1,3, 6,10, 15, .. son numeros de la tercera diagonal.

Asi, en general se tiene que los coeficientes binomiales para potencias positivas y
negativas de binomios se pueden esquematizar de la siguiente manera [véase Robinson
1947]:
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(1+1)° }
(1+1)° o —A-°
(1+1)* 7 Zal
1 10 10 5 1
1 50 15 6 1
1 7 rAPZS 35 21 7 1
1 8 78| 156 70 56 28 8 1
1 9 5 & [Be| 126] |ea 36 9 1
Tabla 33
Regresando a P, (t) =t"(1—t°)" a 1t)” se puede obtener que:
t"(1—t°)" n 1t)” = t"(C?-CH® +CH” —CH" +..+ (-)"Ct*") X

X(CM T +CM 't +CMit? + C At + Cl ot +....)
y una parte de los coeficientes del polinomio obtenido son las particiones generadas por n

dados. Para el caso de 2 dados resulta que:

1
(1-1)°

P,(t) =t*(1-1°)? = t*(C? -Ct* +C2t?) X

X(Cl+Cit+Cit*? +Cit* +Cit* +....),
y de este producto infinito tomamos los coeficientes vinculados hasta t*?, donde 12 es el

maximo ndmero que se puede obtener con 2 dados y entonces los coeficientes son:

t*: CCl =1 t*: C)C:-CiC, =5
t*: C)C. =2 t°: CXC;—CiC; =4
t*: C)C; =3 t:C)C;-C;Ci=3
t°: C)C; =4 t: CJC,,—CiC; =2
t*: C)Ci =5 t?:CJC, —-CiCi=1
t’: CCi=6

Aqui se puede ver que el conjunto de resultados es exactamente el mismo que el de los
coeficientes del polinomio generador para dos dados:

X+ 2X3 43X +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x0 + 2x +1x*? =



91

X+ X+ X+ X+ X+ X)X (X+ X+ X+ X+ X +x%).
y a la vez son los términos que nos muestra Montmort en su formula.

Pero recordemos que el problema que deseamos resolver es el de encontrar cualquiera
de los coeficientes de un polinomio generado por n dados. En el caso particular de 2 dados
no hay problema porque es pequefia la cantidad de célculos que se realizan. El problema se
hace presente si queremos el coeficiente de la potencia 456 cuando estamos generando
particiones con 250 dados convencionales. Es claro que llegar al polinomio generador con
estas caracteristicas es inoperante, pero si podemos plantear una forma general para cada
uno de los coeficientes de los términos de
1

t"(L—t°)" o

= t"(CP-Cit°’ +CAH” —CH"® +..+ (-D)"Ct*™") X

X(CM T +CI U +CI It +CIot +C it +....),

n+1 n+2 n+3

u

y se propone que los coeficientes sean de la forma g :Z(—l)XC:CS"__éX_l, donde s =
x=0

nimero del que se quiere encontrar sus particiones. Ademas, se requiere que C; =0 sir >

n; entonces C) #0 si x estaentre 0y n, y en particular C';, , #0sin-1< s-6x-1

= n < §-6X

S—nN
= X <

s—n
=u= {T} (parte entera)

u
Un ejemplo de cémo usar la férmula g:Z(—l)XCnXCS”_‘GlX_1 es cuando queremos
x=0

encontrar las particiones de 26 usando 6 dados. En este caso se tiene ques=26,n=6 yu
26-6

= | —— | =3, y por tanto
[ : } v

3
g=2 (-1)"CiCh s, = CgCs —CsCpy +C;Cy; —CC; =
x=0

= (1)(53130)-6(11628)+15(1287)-20(21)=2247.
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Finalmente se puede ver que las particiones del 26 usando 6 dados convencionales es 2247,

y no se tuvo que desarrollar (X + x> + x* + x* + x> + x*)° para poder extraer el coeficiente
de x°°
Sobre los problemas de Fermat

Desde su arribo a San Petersburgo Euler parecia estar conciente de que los problemas
aditivos de Fermat sobre numeros poligonales estarian presentes en sus inquietudes
intelectuales durante varias décadas.
En este articulo Euler propone la utilizacion de sus métodos no inductivos para intentar
demostrar algunos —calificados como “elegantes”- teoremas que hasta ese momento no

habian sido demostrados. Los problemas que enuncia Euler son los siguientes:

1. Todos los nimeros son o triangulares o suma de dos o tres triangulares. Pero como el
cero también ocurre en el orden de los triangulares, el teorema podria formularse
diciendo que todos los numeros pueden ser suma de tres triangulares. Y él plantea la

siguiente solucion:

Si los numeros triangulares son considerados exponentes de la siguiente serie

I+ X+ 3+ X8+ X+ xP +x* +x*® +...= S, bastaria con demostrar que i
A+ X+ X+ x4+ x +x%+.0)°

es expandida, entonces el polinomio que se obtiene tendria a todos los enteros positivos
entre las potencia de x, y cada una de ellas seria suma de tres triangulares. De esta
manera si se toma en cuenta el orden de las partes.

De forma alternativa, se puede utilizar la siguiente serie donde la condicion del
orden no se toma en cuenta, a diferencia de lo que ocurrio con la anterior.

1
(1-2)1-x2)1-x*2)1-x°2)(1- x"2)(1-x"2)...

La serie expandida dara origen a la siguiente serie 1+ Pz +Qz* + Rz® +Sz* +... donde
P,Q, R, S,... son funciones de x. De tal forma que
P=1+x"+x>+x®+ x° + x® + x™ + x*® +... mientras que Q también contiene aquellas

potencias de X cuyos exponentes son los agregados de dos nimeros triangulares. Y
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entonces se necesitara demostrar que cada potencia de x ocurre en la funcion R, con

tres nimeros triangulares.

2. Todos los numeros pueden escribirse como la suma de 4 cuadrados.

Método propuesto:

Si los nimeros cuadrados son considerados exponentes del siguiente polinomio
I+ X +x +x° +x° +x® +x® +...=S , bastaria con demostrar que si

A+ X+ X+ X+ X+ xP +x* +.) =81

es expandida, entonces en las potencias del polinomio obtenido apareceran todos los
enteros positivos

De forma alternativa se puede utilizar la siguiente serie en donde la condicion del
orden no se toma en cuenta, a diferencia de la anterior.

1
(1-2)A-x2)A-x"2)(1-x°2)(1- x"°2)(1-x*2)...

La serie expandida dara origen a la siguiente serie 1+Pz+Qz*+Rz®+Sz* +Tz° +...

donde P,Q,R,S,.. son algunas funciones de x. De tal forma que

P=1+x'"+x*+x*+x" +..., mientras que Q también contiene aquellas potencias de x

cuyos exponentes son los agregados de dos numeros cuadrados. Y entonces se
necesitard demostrar que cada potencia de x ocurre en la funcion S, con cuatro

numeros cuadrados.

3. Y para generalizar nos dice Euler: Todos los numeros son la suma de m o menos

nameros poligonales con un numero de lados igual a m.

Como se puede ver Euler tampoco esta demostrando los problemas, lo que esta haciendo es
plantear un camino alternativo, ya que demostrar que siempre apareceran todos los enteros
positivos en cada uno de los polinomios antes expuestos en los tres casos mencionados, no
es un asunto trivial. Pero es admirable que su presencia o influencia se dejaba sentir en
diversos problemas importantes, y que si bien no los pudo resolver todos, si dejo elementos

gue otros retomarian para terminar la misién de llevarlos a buen fin.
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Pero aun falta por coronar el trabajo de Euler en lo que corresponde a las particiones.
Retomara el tema aproximadamente diez afios después para sorprender a todos con su
nueva incursion en la que vincula a las particiones de un entero con los niUmeros pentagona-
les, con lo que plantearia de manera formal algo que tenia en mente desde que escribio el

articulo de 1741, y que es el Teorema de los nimeros pentagonales.

El teorema de los numeros pentagonales
Las particiones de un entero no quedaron en posibles propiedades casuales para ciertos
nameros o en un tipo de divertimento matematico vinculado con los dados. Euler no tardd
mucho en proporcionarnos un resultado de caracter general para todos los enteros positivos, y
gracias a él seria posible entender que a través de las particiones podriamos conocer mas
acerca de la estructura de los enteros.

Y como ya se mencioné antes, el resultado al que nos referimos es el Teorema de los

Nameros Pentagonales, y se enuncia de la siguiente manera:

Para todo entero positivo n:

H(1—x”)=1+Z(—1)”x

n(3n+1) oo n(3n—1)

2 +Z(—1)”x 2

Aqui vemos nuevamente el producto infinito (1-x")(1-x*)(1-x*)(1-x*)(1-x*)..... que hemos

usado frecuentemente a partir del estudio de los problemas que le propuso Philippe Naude a
Euler.?® Pero el resultado de Euler nos dice que si desarrollamos el producto de arriba se obtie-
ne- ﬁ(l—x”)=1—x—x2+x5+x7—xlz—x15+ ......

n=1
y los exponentes son nimeros pentagonales o afines a ellos. Y si regresamos al vinculo entre
exponentes y coeficientes que proporciona el calculo de particiones de un entero, entonces el
teorema de Euler nos esta diciendo que tambien existe una relacion de particiones entre los

exponentes y los coeficientes de

1— X=X+ X+ x = x2—xB

% Recordemos que se usd el reciproco de este producto para calcular particiones con elementos repetidos y
diferentes.
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esto es, notese que los coeficientes de este polinomio se forman sumado y restando términos
semejantes, y como cada término nos representa una particion segin su exponente, entonces
los coeficientes que aparecen en el polinomio son el resultado de las sumas y restas de
cantidades de particiones que representan al mismo nimero, y por esto podemos replantear el
teorema de la siguiente forma:

Sean

P,s (M) = el numero de particiones de un entero positivo m, con la caracteristica de

que los sumandos de cada una son diferentes y la cantidad de sumandos
en cada una es una cantidad par.

p,; (M) = el nimero de particiones de un entero positivo m en donde los sumandos de cada

una son diferentes, pero ahora la cantidad de sumandos en cada particion es una
cantidad impar.

Entonces
+
0 si m=# —n(Br;_l)
P (m)— Pig (m) = +
<" si m= w

Asi, el teorema que enunciamos para los numeros pentagonales bajo la forma

Para todo entero positivo n:
n(3n+1) n(3n=1)

[Ta-x)=1+2 '~ > +D (1)~ °

también se puede ver como:

oo

[10-x)= 1+ T] (P (= P ()

n=1

Con este resultado podemos percibir que los coeficientes de

1— X=X+ X+ x = x2 x5

son  p,(m)— py(m), lo que significa que una infinidad de enteros positivos tienen las

mismas cantidades de particiones -con elementos diferentes- con un nimero par de sumandos y
con un numero impar, Yy es asi que se generan los ceros en los coeficientes que anulan una

infinidad de la potencias de x, y los términos que aparecen en

1-x=x>+ x>+ x" = x? = x"® +...... son los que tienen a los coeficientes
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( Ppd (m)— p,g(m)) =1,

cuyas potencias correspondientes en los términos del polinomio s6lo son pentagonales o afines
x> =X 3x°+x
0 .
2

Este resultado fue verdaderamente sorprendente para sus contemporaneos y para los que lo

.3
a ellos, es decir,

retomaron posteriormente, como fue el caso de D’Alembert, Legendre, Franklin, Sylvester,
Waring y Hardy, entre otros. Como ejemplo veamos los comentarios de André Weil [1974] ya
que reflejan la importancia de este resultado de Euler:

“Trabajando con series y productos, [Euler] descubrié un namero de hechos
que le parecieron bastante inusitados y sorprendentes. Se fijo en el siguiente
producto infinito:
(1-x)1-x*)1-x%) ...

y formalmente comenzd a expandirlo. Ya habia obtenido antes muchos
productos y series de ese tipo; en algunos casos obtuvo algo que dio lugar a una
ley definida, y en otros casos las cosas parecieron ser mas bien aleatorias. Pero
con ésta tuvo bastante éxito. Calculo por lo menos quince o veinte términos; la
férmula comienza asi:

JT@—x") =1—x+x* +x°+x" = x? = x=...

donde esta ley, ante los ojos inexpertos, puede que no se muestre a primera
vista. En notacion moderna, es como sigue:

n(3n+1)

[Ta-a =31

Donde hemos cambiado x por g ya que g se ha vuelto la notacién estandar en la
teoria de funciones elipticas desde Jacobi. Los exponentes forman una
progresion de naturaleza simple. Esta relacion fue inmediata para Euler después
de escribir unos 20 términos; es muy probable que haya calculado unos 100.
Muy razonablemente dice, "esto es bastante cierto, aunque no puedo probarlo™;
diez afios mas tarde lo probd. El no podria haber adivinado que probablemente
ambos, serie y producto, serian parte de la teoria de funciones modulares
elipticas. Este es otro vinculo entre la teoria de ndmeros y la de funciones
elipticas”.

Antecedentes y demostraciones del teorema de

los numeros pentagonales.
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Desde noviembre de 1740 Euler ya habia intercambiado correspondencia con Daniel

Bernoulli acerca de las propiedades del producto ﬁ(l— x”), y unos meses despues publico

nel
su primer comentario al respecto en el articulo de 1741, Diversas observaciones analiticas
sobre combinaciones (E158), y como ya se menciond, ahi sélo enuncia el producto y una
forma general de sus exponentes.

Durante la década de los 40 Euler sigue explorando la expresion sin llegar a una
justificacién que lo satisfaga, y en una carta que le escribe a Christian Goldbach en octubre
15, 1743 [véase: Juskevic¢, A. P. & Winter, E. 1965], menciona:

" Si estos factores (1-n)(1-n”)(1-n*)(1-n*)(1-n®) etc. son multiplicados hasta el

infinito, entonces se va generando la siguiente serie:

1-nt=n’+n°+n" =n? =n®+n2+n*®* —n* —n* +n* +n% —etc. de lacual es

3XX+X

facil mostrar por induccién que todos los términos son de la forma n 2 ,y que llevan el

signo + cuando x es un numero par, y el signo - cuando x es impar. De cualquier manera
no he encontrado un método por el cual probar la identidad de estas dos expresiones. El
honorable Prof. Niklaus Bernoulli tampoco ha sido capaz de probar nada de esto que no

sea por induccion”.
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Ilustracion 3

Y aqui considérese que el proceso de induccion no es el método que actualmente usamos como
herramienta demostrativa plenamente establecida, aqui se esta refiriendo a una extension de los
calculos para después ver que se cumple uno a uno, pero sin poder generalizarlo.

Ya sabemos que la primera mencion de Euler sobre este punto fue en su articulo de 1741,
pero él regresaria y abordaria el tema directamente en [1783] con el articulo De mirabilis

proprietatibus numerorum pentagonalium, y en el mismo afio publicé Evolutio producti infiniti

(1-x)(1—xx) (L—x3) ... in series simplicen,

En estos articulos presenta un desarrollo del producto
S=(1-x)1-x)A=x)1=xH1 =)A= 21 =x") e,
Y después de largos reacomodos lo expresa de la forma:
S=1—x—Ax’
Ax? =x*(1-x")—Bx’
Bx =x"(1-x")=Cx"
Cx"” =x"(1-x")=Dx*

D2 = 52 1- Xo) B

De estas identidades tomamos sélo el primer sumando del lado derecho de cada una, y de manera
general se obtiene lo siguiente:

(1-x*1)

(1 _ Xz(n+1)—1) ) XSn—l
(1 _ XZ(n+2)—1) X(Sn—l)+(3(n+l)—l)

(1 _ XZ(n+3)—l) X(3n—1)+(3(n+1)—1)+(3(n+2)—1)

es importante notar que es de estos productos de donde se extraen los términos irreducibles del
polinomio

S=1-X" =X+ X+ X =xZ=x" 4+ xZ+x* - ...
Del desarrollo de los productos en S se puede ver que los exponentes con coeficiente negativo

atienden a una suma con términos de la forma 3n — 1, 3(n + 1) -1, 3(n + 2)-1, etc. Como puede
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apreciarse en el desarrollo anterior a esas observaciones, el exponente del término x que

acompana a C es:

Bn-1)+@Bn+1)-1)+@B(n+2)-1) +...
Entonces, la regla que surge aqui es clara. Se trata de una suma de la forma:

2(31’—1)

Y que podemos desarrollar de la siguiente manera:

<y & =% n(n+1) 3n*+3n-2n 3n’+n
3i—1DN=>3i—n=3Y i—n=3(~——Ly—p= =
;( i—1) ; i—n ;z n=3( 5 )—n > 5

Ilegando nada menos que a una forma aproximada de los nimeros pentagonales.

Solo falta llegar a los términos con coeficientes positivos. Para ello analizamos nuevamente el
conjunto de identidades en terminos generales, y de ellas se puede extraer que los términos

positivos tienen un exponente formado por la suma de:

n-1
Z(Bi —1) maés el nimero impar correspondiente al rengldn de la tabla, es decir, 2n-1.
i=1
Entonces, el exponente es:

(i(:%i—l)) +(2n-1) = (”‘1>(23”‘2)+2n—1

i=1

3" =2n=3n+2+4n-2 _ 3n’-n
2 2

es decir, precisamente el pentagonal n-ésimo con signo menos. Como este nimero esta entre
los otros dos, esto explica la alternancia entre los dos tipos de pentagonales y la forma en que
se van generando.

Esta manera de llegar a los exponentes pentagonales no resultd del todo satisfactoria para
Euler dado que sabia que no habia logrado una demostracion bajo los términos de lo que se
concebia como demostracion matematica. Es principalmente una construccion, algo confusa
por su extension, pero que dio lugar a que posteriormente otros la retomaran para formalizar
una demostracion.

Es importante mencionar que parte de los calculos para llegar a estos resultados fueron
previamente expuestos en 1760 en su articulo Demonstratio theorematis circa ordinem in
summis divisorum observatum.

Las demostraciones que complacerian al més meticuloso en cuanto a la formalidad

matematica llegarian posteriormente con Ferrers [véase Tattersall 2005, p. 311-317] y sus
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diagramas, también con Edwards [1983] y los métodos analiticos, los por induccion con Jordan
Bell [2006] o por biyecciones con Erdos [véase Aigner y Ziegle 2010].

Este resultado de Euler coroné sus reflexiones sobre particiones y funciones generadoras que
iniciaron con las preguntas de Philippe Naudé al inicio de los 40,%* pero ademés, a partir de las
primeras generalizaciones de Euler, las particiones ya se podian mover en un terreno de cer-
tidumbre, y ocupar un lugar propio en la teoria de los nimeros, esperando que otros se interesaran

por ellas como fue el caso de Hardy o de Ramanujan, por mencionar algunos muy conocidos.

2! pero a la vez éste fue el inicio de més estudios del producto
S=(1-x)1-x)A=xH)1=xHA =) 1 =x")(1—x")

Por mencionar un ejemplo podemos recurrir al planteamiento de Edward Waring [1991] en 1782 sobre las
potencias de las raices del polinomio Sy su relacion con la suma de los divisores de la potencia.
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COLOFON — RESPUESTAS VARIAS

Los juegos de azar pueden llegar a ser empleados como una herramienta pedagdgica o
también como una manera entretenida de generar modelos matematicos a partir de datos
experimentales. Y un caso particular de ellos es el juego de arrojar un determinado
conjunto de dados. Sobre esta base, en el presente capitulo se retoma al juego de dados
Ilamado Pasadiez —tratado en el Capitulo I- y se analizan otras de sus posibilidades.
Buscamos entonces otros juegos similares al Pasadiez con sus propias reglas y dados no
convencionales, es decir, dados con elementos repetidos, nulos o negativos.

Comencemos por recordar las caracteristicas del Pasadiez:

El juego consiste en lanzar 3 dados iguales cuyas caras son {1, 2, 3, 4, 5, 6}. La tirada
ganadora es aquella cuya suma de los puntos es mayor a diez y la perdedora el caso
contrario.

Nos preguntamos

1) ¢Podemos generalizar el juego del pasadiez a n dados y ver que la representacion de las

particiones para los puntos anteriores al “Punto de Pase”%

es igual a la representacion
de las particiones de los numeros mayores al “Punto de Pase”? Recuérdese que por
“Punto de Pase” nos referimos al valor donde sucede una inflexion, es decir, el punto
gue marca la simetria entre los valores de la izquierda y los de la derecha (véase la tabla
de abajo). En el caso de un nimero n de dados impares el punto de pase es (7n-1)/2y,

en el caso de pares, es (7n)/2.

2) Ya sabemos que con tres dados convencionales se pueden tener las particiones de los
numeros entre 3 y 18, usando tres conjuntos con nimeros entre 1y 6, y cada uno de los

numeros tiene una cantidad de particiones que se muestran en la tabla:

Puntospor |3|4|5|6 |7 |8 |9 |10|11(12/13|14|15|16|17 |18
sumar

Nomerode |1|3|6|10|15|21 25|27 |27 |25|21|15/10(6 |3 |1

22 Vassilios C. Hombas (2004) en su texto Generalizing Galileo’s Passedix Game llama a ese punto de
inflexion “Passpoint”: Punto de pase.
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Particiones

Tabla 34

Entonces, surge la pregunta: ¢Podemos formar la misma cantidad de particiones para
cada uno de los numeros de la tabla, pero con 3 dados diferentes a los convencionales?
¢Puedo generalizar la misma pregunta para n dados?

Pregunta uno

La primera pregunta atiende a la duda de poder justificar la existencia de patrones
simétricos para las formas de representar al conjunto de numeros entre 2 y 12 con
diferentes tiradas de los dos dados. Veamos qué ocurre. Cuando se juega con dos dados se

tiene la siguiente tabla de particiones:

Suma de los dos dados 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Cantidad de particiones del
) ) 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
ndmero de arriba
Tabla 35

Cuando se juega con tres dados se obtiene la siguiente tabla:

Sumade lostresdados | 3 | 4 | 5| 6 7| 8 9 |10 | 11| 12 | 13| 14 | 15 | 16 | 17 | 18

Cantidad de particiones
; | 1|3|6|10 |15 |21 |25 |27 |27 | 25 |21|15| 10 | 6 | 3 |1
del ndmero de arriba

Tabla 36

Como se puede ver en las tablas, las diferentes formas en que se pueden obtener los
numeros 2 al 12 6 3 al 18, con dos o tres dados respectivamente, tiene un comportamiento
simétrico, es decir, para el caso de dos dados las cantidades se repiten cuando los nimeros
representados son menores que 6 y cuando son mayores que 6. Para el caso de tres dados la
repeticion se genera entre 3y el 10, y en el intervalo 11 al 18.

Para justificar este comportamiento simeétrico se tiene que considerar primero que cada
dado tiene la caracteristica de que al sumar cualesquiera dos caras opuestas la suma es siete.

Entonces, cuando se arrojan tres dados se tendria como resultado la suma de tres caras a;
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+ a, + ag, y la suma de sus tres caras opuestas correspondientes es (7- a;) + (7- ap) + (7-
az). Asi, la suma total de las caras obtenidas y sus opuestas es 7x3 =21.

Entonces, por cada resultado a; + a, + az que se obtiene de arrojar los tres dados se
obtiene su contraparte (7- a;) + (7- a) + (7- a3). De esta forma, si tenemos t sumas que dan
como resultado a m, entonces se tienen t sumas que dan como resultadoa (7x3-(a; +a; +
az))= 21-m. Por ejemplo, de la segunda tabla tenemos que el 7 puede ser representado por
15 particiones. Y por la correspondencia de las caras opuestas el (21-7) = 14 puede también
tener 15 particiones que lo representan. Entonces, por la correspondencia uno a uno entre
las particiones formadas con las caras frontales y las de las caras opuestas, tenemos que se
forma la estructura simétrica de las sumas.

Ahora, este resultado se puede generalizar cuando se emplean n dados, de manera que la

tabla correspondiente tiene la siguiente estructura:

Suma de los n dados
n |n+l | n+2 | n+3 a 6n-3 | 6n-2 | 6n-1 | 6N
Cantidad de formas de
obtener el nUmerode |1 | a b c A c b a 1
arriba
Tabla 37
Donde
6n—n 7n
+n=— cuando n es par
2 2
a =

6n—(2n—1)+(n_l):7n—1

cuando n es impar

Asi, en o es donde se encuentra el punto de inflexion —o punto de pase- para la simetria de
las diferentes particiones que se pueden obtener para los nimeros de los intervalos [n,...,a]
y [a+1,...,6n] (6 [n,...,o-1] vy [a+1,..., 6n] cuando n es par).

Entonces, generalizando el caso anterior de tres dados, tenemos que si se arrojan n
dados se obtiene unasumaa; + a, + az+ ... + a,, que a la vez tiene su contraparte (7- a)

+ (7- ap) + (7- a3) + ... + (7- a,). Y nuevamente, si tenemos t sumas que dan como
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resultado a m, entonces tenemos t sumas que dan como resultado a (7xn — (a; + a, + as
+...+ap))=(7xn-m).

Ahora bien, Vassilios (2004) propone visualizar la simetria de las cantidades de
particiones pero desde la perspectiva de que existe la misma probabilidad de que el
resultado caiga en uno u otro lado segun los intervalos mencionados arriba. Asi, tenemos el

siguiente resultado que expresa lo anterior:

Teorema
Sean n dados convencionales, donde n es impar. Demostrar que la probabilidad de que una

tirada caiga en uno u otro de los intervalos de simetria es igual. Es decir, demostrar que:

Prob.{(ozﬁoz2 +o ) >(7n—lﬂ:£

2 2

Demostracion:

Sean ¢, ,,a,,..., o, la tirada resultante de n (impar) dados convencionales.

: n
Siresultaque o, +a, +a,+...+, > ( j , entonces,

podriamos tener que

n-1 n+1
o ta,+a,+..ta, 2 > +1= >

Y ademas, como

n-1

n-1
a1+a2+a3+...+an>( j:>—(0@+0(2+a3+...+an)<—(

2
n-1

:>7n—(a1+a2+a3+...+an)<7n—(

n+1

:>(7—0{1)+(7—0{2)+...+(7—an)<(

:>(7—a1)+(7—a2)+...+(7—an)S(Yn;l —1{7”2‘1)

Entonces cada tirada o, +a,+a,+..+ ¢, tiene asociada una Unica tirada
(7—a)+(7-a,)+...+(7—a,) y viceversa. Ademas, cada una pertenece a un espacio

de posibilidades de la misma cardinalidad, esto es, la tirada ¢, + &, + o, +...+ ¢, cae en
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, 'y la tirada

un espacio de posibilidades de cardinalidad 6n—(7n_1j:5n+1

2 2

(7-)+(7-a,)+...+(7—a,) enel correspondiente (—7n2_1j_(n_1):5n2+1 .

Y como 7n2—1 y 7n2+1 son consecutivos, entonces la probabilidad de que la suma de

n-1 1
es — .
2

o+, + 0, +...+ , Sea mayor que

Para complementar, si

D =S,> =S yS+S =Tn,
entonces se tendria que las posibilidades de que las particiones S y S’ aparezcan en
diferentes tiradas de los n dados son las mismas, y esto es por el comportamiento
simétrico de la forma en que aparecen las particiones (tiradas).

Asi, si S+S =7n se tendria que

Prob[$'|=Prob[ > o |=Prob| > (7-a;)|
= Prob[?n—S'],ycomO S+S'=7n=
= Prob|[S]

Entonces, las probabilidades para cualesquiera dos particiones que sumen ambas 7n es

la misma, para toda n.

De los resultados anteriores se concluye que la simetria de las particiones queda
completamente comprobada. Entonces podemos considerar la posibilidad de usar dados con
8, 10, 12, 20, 30 o 100 caras; donde la suma de las caras opuestas tienen que sumar lo
mismo; por ejemplo para el caso de uno con 20 lados la suma de las caras tiene que ser 21;
para el de 10 la suma tiene que ser de 11. Ahora bien, cabria preguntarse si la colocacion de
los puntos de cada dado fuera distinta a la tradicional, es decir, por ejemplo, que la cara
opuesta al uno no fuera el seis sino algin otro namero, ¢tendria algin orden ese pequefio

caos? Es decir, si en lugar de que el dado tradicional, que podria ilustrarse como
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1
3
6
2] 4]5]
se tuviera un dado no tradicional con la siguiente distribucion
1
6
2
la]5]3]

¢COmo seria su comportamiento?

Es claro que se mantendrian las mismas particiones en cualquiera de las
distribuciones como lo indican las tablas 35 y 36; sin embargo, para mantener la
correspondencia uno a uno —por ejemplo en el caso de tres dados, la correspondencia
simétrica entre el 8 y el 13—, habra de considerarse como cara opuesta a aquella que sume
7 y no cualquier cara fisicamente opuesta. En el caso del dado no tradicional mostrado
anteriormente, la tirada 1+1+1 = 3, con una Unica posible representacion, tendria su
correspondiente cara fisica opuesta 2+2+2 = 6, con 25 formas posibles de ser obtenida. Asi,
las posibilidades ya no son las mismas para las caras opuestas a cada tirada.

Pregunta dos

Para este problema tenemos algunas variantes.

Parte 1) Encontrar dos dados que puedan generar la misma cantidad de particiones, como
se muestra en el segundo renglon de la tabla de abajo, aunque cada conjunto de
particiones no represente exactamente a las cantidades mostradas en el primer
renglén.

Suma de los dos
dados
Cantidad de
particiones del 112 (3 |4 |56 5|4 |3 |2 |1
namero de arriba

Tabla 38

Esto es, lo que queremos es encontrar dados que generen los mismos espacios de
probabilidades, a pesar de que los nimeros resultantes no sean el 2, 3, 4,..., 12 para el
caso de dos dados, o que sean el 3, 4, 5,..., 18 para tres. Por ejemplo, con dos dados
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convencionales se pueden generar las particiones de la tabla de arriba, pero con los
dados {1, 5, 9, 13, 17, 21} y {1, 5, 9, 13, 17, 21} obtenemos los datos de la siguiente
tabla

Suma de los dos
dados
Cantidad de
particiones del 112 |3 |4 |5 |6 |5 |4 |3 (2 |1
namero de arriba

Tabla 39

Asi, los numeros que aparecen en el primer renglon de cada tabla tienen las mismas
cantidades de particiones que los pueden representar como suma de los respectivos
conjuntos asociados con los dados correspondientes. Y desde el punto de vista del
azar los numeros {2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} y {2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,
38, 42} tiene las mismas posibilidades de aparecer, respectivamente, pero con dados
diferentes. Ademas, se analizaran los casos para tres 0 mas dados.

Parte 2) Aqui pretendemos encontrar dos dados que generen los mismos conjuntos de
particiones del segundo renglon, para los mismos nameros del primer renglon de la
tabla. Esto es, encontrar dos dados diferentes a los convencionales, y no
necesariamente iguales entre ellos, de tal forma que generen los mismos datos —de
ambos renglones- de la tabla de arriba. De igual forma se analizaran los casos para
maés dados.

PARTE 1)

Caso de dos dados iguales con caras que corresponden al conjunto convencional {1, 2,
3,4,5, 6}.

Como ya se menciono en el capitulo 111, es posible asociar los nimeros de las caras de cada
dado a los exponentes de un polinomio de grado 6 y de coeficientes unitarios. Entonces,
con ambos polinomios asociados a los dados, es posible obtener una funcion generadora



108

que dé lugar a las particiones de los nimeros entre 2 y 12. Asi, si se desarrolla el producto

de los polinomios, obtenemos que

2,3

(X3 +x 8 x8) (- +

+ oM

+ 53+ A+

i+ i
x4+ x2x?
Ol k2
x4+ x4y
O+ xOx?

Oxl+ x8x?

+ e

+ x5
+ e
+ 08

+ X6X3

+ 3+
+ X+

+ xXx+

6

+ x4+ x

At X0 +x

X+

X2X°+

XCx2+
X+
XOX° +
6

X+

XOX
6.6

x84+

x*x8+

6

XX

+

6) _
XxC o+

x*x8 +

Sabemos por algebra elemental que el siguiente paso es agrupar los términos que

tengan potencias iguales, pero no se hard aun, porque lo que interesa es ver el

comportamiento de los exponentes como las particiones de un entero. Asi, del desarrollo

anterior extraemos solo las parejas de exponentes y las asociamos con aquellas cuya suma

es igual. Y para que sea de manera mas esquematica lo haremos a través de una tabla que

contiene a las parejas de exponentes del polinomio y las sumas comunes quedan de manera

natural en diagonal por la forma en que se desarrollaron los productos de (x* + x? + x> + x*

+X°+x%) y (M + 5% + 3 + x' + X% + x°) (véase la tabla de abajo). Con ello logramos que los

coeficientes, es decir, las particiones queden agrupados, y asi sera mas facil su conteo para

obtener el numero total de ellas para cada numero entre 2 y 12:

# de particiones | 1+1 |-1+2 1143 |-1+4 | 145 | 146 .-

1 I THL {342 43| 20| 255 | 246

2 31| 3+2 | 3+3 | 374 | 345 [3+6

3 VAL [ 42 [4+3 [A+d [G45 | 456

4 ‘5+15+25+35+4 15+5 | 546

5 T6+1 [6+2 [6+3 | .6+4 | 675 | 646~

6 x5 |4 |3 |2 |1, #departiciones

Tabla 40
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Ya sabiamos que el total de particiones de los dos dados es 6 x 6 = 36, y si se
suman las particiones que hay por diagonal en la tabla se obtiene que las particiones para 2
es uno, esto es, p(2)=1, parael 3 son 2, es decir p(3)=2, y asi sucesivamente

p(4)=3, p(5)=4, p(6)=5, p(7)=6, p(8)=5, p(9)=4, p(10)=3, p(11)=2, p(12)=1.
Mediante un proceso elemental se llega a que

(X + X7+ x4+ x"+ X +x°)x (X" +x° +x°+ X" + X° +x°) esigual a

X2 +2x° +3x* +4x° +5x° + 6% +5x° +4x° +3x" + 2x* +1x*

Pero como se puede ver, lo importante de este producto de polinomios es la interpretacion
de la relacion entre el coeficiente y el exponente de cada término. Y nos referimos a que
cada potencia de x tendréa un coeficiente que indica de cuantas maneras esta potencia puede
resultar de la multiplicacion de dos términos de la expresion, esto es, de cuantas maneras su
exponente puede ser producido por la adicion de dos numeros de la secuencia 1, 2, 3, 4, 5,
6. Asi, el término Mx" nos indica que el nimero N puede tener tantas particiones con dos
nameros iguales o diferentes entre el 1 y el 6 como lo indica el coeficiente M . Ejemplo: el
analisis de 5x° nos dice que el nimero 6 puede tener cinco particiones con dos dados:
6=1+5, 6=2+4, 6=3+3, 6=4+2, 6=5+1.

Caso de dos dados iguales pero con caras distintas a las convencionales
Si queremos tener una forma general para construir dados con caras diferentes a las
convencionales, y generar el mismo conjunto de coeficientes del polinomio

1X2 + 2X3 +3X4 +4X5 +5X6 + 6X7 +5X8 +4Xg +3X10 +2X11 +1X12 , €S decir’ la misma cantidad

de particiones asociadas con cada particion de x, tenemos que multiplicar los siguientes
polinomios asociados con dos dados:

(xa+xb+xc+xd+xe+xf)(xa+xb+xc+xd+xe+xf)=

e b, LexBFC L x8T d . ,,.A.A---><“f"":|;“e +xa+ Fy
Axb+a+xb+b+ xb+c+ xb+d + ..... xb+e+xb+ Fy
aCFa,  e¥b + x€ +C+ ,,,,, x0+d L .g€Te + P fo
de#hﬁé + x40 +) Xd+C . GA+d o d +e+ MR
Axe+a " <&+ b e C"" e +d i oy f



110

Seguimos el mismo acomodo de los sumandos como en el caso anterior, y como queremos
que los  coeficientes  sean los  mismos que los  del polinomio
1% +2x% +3x* +4x° +5x° + 6%’ +5x% +4x° +3x" + 2x"* +1x"*, entonces podemos suponer
que los exponentes son iguales en todos los términos que estan en cada diagonal del arreglo
de arriba. Para ello de
X2+ A,xPe 4+ L+ A xPe

se obtiene que

A=11,=2,4,=3, 4, =4, 4, =5, 4,=6, 4, =5, 1, =4,

Ay =3, 4, =2, 4, =1.

Ahora bien, para conservar estos coeficientes, independientemente de cOmo sean
a, b, c,d, e, f,seguimos el procedimiento mencionado de sumar en diagonal, y con ello
sucede que
2b=a+c = c=2b-a (de la tercera diagonal)
at+d=b+c=>d=b+c-a=d=b+2b-a-a=3b-2a (delacuartadiagonal)
a+e=b+d=e=b+d-a=e=b+3b-2a-a=4b—-3a (de laquintadiagonal)
a+f=b+e=f=b+e-a= f=b+4b—-3a—-a=5b—4a (de lasextadiagonal)

Cabe mencionar que para que esto pase, todos los elementos de {a, b, c,d, e, f}
tienen que ser estrictamente diferentes entre ellos, o bien todos iguales; si no fuera asi,
entonces el arreglo rectangular - de arriba- para obtener los coeficientes
1 2 3 45 6 5 4 3 2 1, severiaalterado y la relacion de los coeficientes en
las diagonales ya no generaria lo que necesitamos®.

Entonces, el formato del dado tendria las siguientes caracteristicas:
{a,b,2b—a,3b—-2a,4b—3a,5b—4a}, y notese que la diferencia entre el nimero de una
cara y su inmediata anterior es constante, es decir, b-a. Ademas, la suma de las caras
opuestas es constante e igual a 5b-3a.

Y con lo anterior ya podemos generar ejemplos de dos dados iguales —diferentes a las

convencionales- que den lugar a cantidades de particiones iguales a las de la funcion

generadora 1X* +2x° +3x" +4x° +5x° +6x” +5x° +4x* +3x° +2x" +1x*

23 . . C .
El caso donde se manejan dados donde sus caras se puedan repetir se abordara mas adelante.
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Ahora, regresando a {a,b,2b—a,3b—2a,4b—-3a,5b—4a}, tomamos valores para

ay b y obtenemos respectivamente mas dados. En la siguiente tabla podemos ver algunos

ejemplos:
a b 2b—a |3b-2a|4b—-3a |5b—4a
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
1 3 5 7 9 11
1 4 7 10 13 16
1 5 9 13 17 21
1 0 -1 -2 -3 -4
0 1 2 3 4 5
Tabla 41

Asi, con el polinomio

(Xa LD (2b-a) (3b—2a) (4b—3d) +X(5b—4a)j

el generador es:

(Xa b (@b-a) (3b-2a) (4b-3a) +X(5b—4a))

(Xa+xb+x(2b—a)+x(3b—2a)+X(4b—3a)+X(5b—4a)j:
x2a+2xa+b+3x2b+4x3b_a+5x4b_2a+6x5b_3a+
5X6b—4a+4X7b—5a+3X8b—6a+2X9b—7a+X10b—8a

Y de la tabla de ejemplos, si tomamosa a=1y b =4, obtenemos al polinomio

generador x2 + 2x5 + 3x8 + 4xll +5x14 + 6x17 + 5x20 + 4x23 +3x26 + 2x29 + x32 :
En resumen: con a=1y b =4 tenemos dos dados iguales con las caras {1, 4, 7, 10,

13, 16}, y de ellos se pueden formar las particiones de los nimeros {2, 5, 8, 11, 14, 17, 20,
23, 26, 29, 32}, donde cada uno tendra la cantidad de particiones {1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3,
2,1} respectivamente. Y para finalizar tenemos que este Gltimo conjunto es el mismo que el

de los coeficientes de  1X° +2x° +3x* +4x° +5x° + 6x” +5x° + 4x° +3x™* + 2x** +1x* , que

es lo que se queria encontrar.
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Caso de dos dados diferentes y cada uno con caras distintas

a las convencionales

Ahora se expresan las particiones de dos sumandos, donde uno pertenece al conjunto
{a,b,c,d, e f}yelotroa{a’, b, c',d’, e, f}, yademas los conjuntos son diferentes
entre ellos y diferentes de {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Procediendo como en los casos anteriores, se multiplican los dos polinomios y se forma el

arreglo de igual manera

(xa+xb+xc+xd € axt )(xa 8 gk j:
XGF& 4+ x&F b T AL G d X @TE @ fr.
Wpra +Xb+ b +Xb+ C +xb+ d _‘ +xb +e' xb + f 4
xOF& 4 xOFD L EFC L O O +
«d#a +Xd+ b +Xd+ c', d+d', d+e, d+fr
xEHA et b', je+c', e+d' e+e' e+fl
xf+a+ xf+b+ xf+c+ xf+d+ xf+e+ Xf+f

Y para conservar los coeficientes de la funcion generadora
Ix% + 2% +3x* +4x° +5x° + 6%’ +5x° +4x° +3x" + 2x" +1x*?,
es decir, los numeros {1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2,1}, establecemos las siguientes relaciones

entre los exponentes de las diagonales:

at+b'=b+a'=>b-a=b'-a'=k (de la segunda diagonal)
=b=a+k
b'=a'+k
y por otro lado
a+c'=b+b'=c+a'= (de la tercera diagonal)

b'-c'=a-b=c'=b'+k
b'-a'=c-b=c=b+k

a+d'=b+c'=c+b'=d+a'= (de la cuarta diagonal)
d'=c'+k
d=c+k
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at+e'=b+d'=c+c'=d+b'=e+a'=> (de la quinta diagonal)
e'=d'+k
e=d+Kk

a+f'=b+e'=c+d'=d+c'=e+b'=f+a'= (de lasexta diagonal)
f'=e'+k
f=e+k

Si consideramos que k=b—a, k=b'-a’', ysustituyendobenc,cend,deney een
f, obtenemos que {a, b, c,d, e, f}={a, a+k, a+2k, a+3k, a+4k, a+5k}, y de manera
semejante para {a’, b', ¢',d", e, f }={a',a+k,a'+2k,a+3k,a'+4k,a'+5k}.

Asi, como cada conjunto representa a cada dado

= (XX LX) (X X L) =

Xa+a' a+a'+k a+a'+2k a+a'+3k+5Xa+a'+4k+6xa+a'+5k+

a+a'+9k +Xa+a'+10k

+4x
a+a'+8k

+3X
a+a'+7k

+2X

5Xa+a'+6k +9x

+4X +3Xx
con k=b—a=b'-a'.Y ésta es la funcidn generadora de las particiones de los exponentes.

Como ejemplo de parejas de dados que generan a los mismos coeficientes de

I+ 25 +3x* +4x° +5x° +6%" +5x° + 4x° + 3x*° + 2x* +1x* tenemos la tabla

a atk | a+2k |a+3k | a+4k | a+bk a' a'+k |a'+2k | a'+3k | a'+4k | a'+5k
0 0 0 0 0 0 y 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 y 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 y 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 y 10 11 12 13 14 15

1 3 5 7 9 1 y 3 5 7 9 11 13

1 3 5 7 9 1 y 1 13 15 17 19 21

6 5 4 3 2 1 y 1 0 -1 —2 -3 -4

Tabla 42

En resumen: tenemos un conjunto infinito de parejas de conjuntos que asociamos a
las caras de dados. Estos pueden generar, a través de cada tirada una suma (particién) de
determinados numeros que tienen un espacio de posibilidades igual al de los dados

convencionales {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Asi, con los dados convencionales tenemos la funcion generadora
1 +2x% +3x" +4x° +5x° +6x" +5x° +4x° +3x'" + 2" +1x* | v i tomamos por ejemplo
—de la tabla de arriba— {1, 3, 5,7, 9, 1} y{3, 5,7, 9, 11, 13}, su funciéon generadora
seria

Ix* 4+ 2x° +3x% +4x0 + 5% +6x™ +5x"° +4x" +3x%° + 2x% +1x*,
y notese que tiene los mismos coeficientes que la anterior funcion generadora. Finalmente,
los nameros del conjunto {2, 3, 4, 5, 6, ..., 12}tienen las particiones correspondientes a los
coeficientes, respectivamente, y las mismas cantidades de particiones tienen los nimeros
{4, 6, 8, 10, 12, ..., 24}. Entonces, con dos juegos de dados diferentes podemos generar
numeros con el mismo espacio de posibilidades.

Es importante observar que es posible conservar el orden de aparicion de los
coeficientes del polinomio

IX* +2x° +3x% +4x" +5x +6X™ +5x"° +4x" +3x%° +2x% +1x*

en los otros polinomios generadores, correspondientes a las otras parejas de dados, porque
estos se construyeron respetando la alternancia ascendente y descendente de los exponentes
en el producto de los dos polinomios asociados con los dos dados, asi como la aparicion de

los productos en las diagonales del rectangulo que se formé con los 36 productos.

Caso cuando los dos dados son diferentes, pero con la posibilidad de que algunas de

las caras puedan ser repetidas (en este caso consideramos a dos de ellas iguales).

Con esta configuracion de los dados se busca nuevamente que se conserve el mismo
espacio de posibilidades de los dos dados iguales y ademas convencionales. Esto es, se
necesitan dos polinomios que den origen a una funcion generadora con los mismos
coeficientes -los del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2,1}- correspondientes a las
particiones de los dados tradicionales.

Comencemos por multiplicar los polinomios en cuestion:
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b',,d

(xa+xb+xc+xd+xe+xf)(xa +X7 HXT X X +xf )=

xOx@ 4y @xD axBxD" @y @y d yay
DR D bbb d b b
xCx8" xCxD 4y CxD" 4Oyl eyl ey Ty
0yl d b’ d b dodtdodd f,
XEx8 axx xBxP axBy " ax®yd " ey fy
o fob, fobt, fdr, fod, fof

Como se puede observar, dadas las caracteristicas de sus exponentes, existen dos
columnas que pueden ser agrupadas con otras:
x2xa +2xaxb +2xaxd +xaxf +
xbxa +2xbxb +2xbxOI +xbxf +

f 1

c.a ch +2XCXd PV

XX '+2x
xd xa'+2xd xb' +2xdxd' +xdxf ' +
xexa' +2xexb' +2xexd' +xexf' +
a' f b fod’ f_f!

xfx +2X  XT 42X XT X X

Ademas, recordemos que para el polinomio resultante se busca conservar los
coeficientes {1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2,1}. Entonces, para ello se reacomodan los términos

de tal manera que las diagonales quedan estructuradas de la siguiente manera:

@' 42323xb’j‘,,ﬂ-Zxaxq_”'_..eraxf 4
O 2 a0 byt

O3 420 kel Oy Ty

“,d;a- th‘d&b' thd-;d'#def .

Y escrito de otra manera
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x3x2 +2x@ xb +2xaxd +X xf +
xbxa +2xb b’ +2xbxd +xbxf +
xCx3 +2xCx b’ +2xCxd +X xf +
xd xa +2xd b’ +2xd xd +xdxf +
xEx& +2x xb +2xexd +X xf' +
fx +2xfxb +2xfxd +xfxfl
X +2x*™ +3..  +4.. +5.. +6.. +5. +4.. +3.  +2x" yix'T

Y para que estos nimeros sean los coeficientes, entonces se requiere que los exponentes

cumplan con lo siguiente:

=

a+d'=b+a’
a+f'=b+b'=c+a’
b+d'=c+b'=d+a’
b+f'=c+d'=d+b'=e+a’
c+f'=d+d'=e+b’
d+f'=e+d'=f+a’
e+f'="f+b’

Y de estas igualdades se obtiene que:

a+d'=b+a'=>b-a=d'-a’
a+f'=b+b'=c+a'=>b-a=f'-b',c-b=Db'-a’
b+d'=c+b'=d+a'=c-b=d'-b',d-c=b'-a’

b+f'=c+d'=d+b'=e+a'=>c-b=Ff'-d'\d-c=

c+f'=d+d'=e+b'=>d-c=f'-d'e—-d=d'-b’

d+f'=e+d'=f+a'=>e-d=f'-d',f-e=d'-a’

e+f'=f+b'= f-e=f'-Db'

y posteriormente se puede llegar a que

b-a'=f'-d'=d'-b'=c-b=

Y dendtese a estas diferencias con una constante k.

(de la tercera diagonal)
(de la cuarta diagonal)
(de la quinta diagonal)
(de la sexta diagonal)
(de la séptima diagonal)
(de la octava diagonal)
(de la novena diagonal)

d'-b'e-d=b'-a'

d-c=e—-d,
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Como f'-d'=d'-b'=k= f'-b'=2k y, ademas, ya que
f'-d'=k, d-b'=k,b-a'=k,
entonces, f'-b'=d'-a'=2k.
De forma analoga, como c—b=d -c=k = d —b =2k y, ademaés, dado que
c-b=e-d=d-b=e-c=2k.
Porlotanto f'-b'=d'-a'=d-b=e-c=b-a="f-e=2k.
Asi, de estos ultimos resultados podemos despejar y sustituir de manera recursiva para
obtener de manera explicita los dos conjuntos {a',b',b',d",d', f }y{a,b,c,d,e, f} osu
equivalente por las igualdades anteriores:
{a'\a'+k,a'+k,a'+2k,a'+2k,a+3k} y{a,a+2k,a+3k,a+4k,a+5k,a+ 7k}
Cuyo polinomio general es:

1Xa'+a+2Xa‘+a+k+3Xa‘+a+2k +4Xa'+a+3k+5Xa'+a+4k+6xa'+a+5k +

5Xa‘+a+6k+4Xa'+a+7k+3Xa'+a+8k+2Xa‘+a+9k +1Xa'+a+10k

Como ejemplos de estos dados tenemos que para k=1:

a at+2k |a+3k | a+dk | atbk | a+7k a a+k a4k |a+2k|a'+2k | a'+3k
0 2 3 4 5 7 y 1 2 2 3 3 4
1 3 4 5 6 8 y 1 2 2 3 3 4
2 4 5 6 7 9 y 0 1 1 2 2 3
-1 1 2 3 4 6 y 10 11 1 12 12 13
10 12 13 14 15 17 y -1 0 0 1 1 2
-8 —6 -5 -4 =3 -1 y -5 -4 -4 =3 =3 —2
0 2 3 4 5 7 y 0 1 1 2 2 3
Tabla 43

Y un ejemplo desarrollado es:
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[}1+x3+x4+x5+x6+foxL+x2+x2+x3+x3+xf}=
(x1 +x3 +x4 +x5 +x6 +x8 )(x1 +x2 +x2 +x3 +x3 +x4 )=

Al 42 142 143 148 1+

X3+ 3+2 , 3+2 | 3+3,,3+3,3+4

X4+1+X4+2 +X4+2 +X4+3 +X4+3 +x4+4+

%O+ 4y O+2  5+2 | 543, 5+3 5+4

$O+1 4,642,642 643, 643, 6+4

x8+1 4, 8+2,, 8+2 . 8+3, 8+3, 8+4_

1+1 1+2 1+3 1+4
X + 2X + 2X + X +

+ 1X3+1 n 2X3+2 n 2X3+3 3+4

+X +

4+1 + 2x4+2 + 2x4+3 +X4+4

+X +
+x2tL o542 9, 5+3, x5y4 "
+x0tL {9y 6+2, 5, 6+3 | 6+4
+ X8+1 + 2X8+2 " 2x8+3 " X8+4
x2 +2x3 +3x4 +4x5 +5x6 +6x7 +5x8 +4x9 +3x10 +2x11 +x12

Para concluir, el caso en el que los dos dados son diferentes pero con algunas caras

posiblemente repetidas —dos de ellas iguales— queda resuelto con la funcion generadora:

1Xa'+a+2Xa'+a+k+3Xa'+a+2k +4Xa'+a+3k +5Xa'+a+4k +6Xa'+a+5k+

5Xa'+a+6k a'+a+7k a'+a+8k a'+a+9k a'+a+10k

+4X + 3X + 2X +1x

Cuando los dos dados son diferentes, pero con solo una de las caras -en uno de los dos
dados- posiblemente repetida.

Esta es la Gltima configuracion que se presenta para dos dados, y se podria pensar que la

exposicion sera semejante a los otros casos, pero no es asi.
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Como en los casos anteriores, con esta configuracion se busca nuevamente que se
conserve el mismo espacio de posibilidades, esto es, que se generen los mismos
coeficientes que en los dos dados convencionales.

Entonces, se multiplican los polinomios como antes:

(xa+xb+xC +xOI +x& +x f )(xa +x2 +x© +x© +x +xf )=

xax@' xayb'anct payct ad af,
xDx@' 4" byt byet  bydt by Ty

c,a' ,,c.b',.c.C CXC+XCXd +ch

XUXE HxXEXT HXUXT +X X+
x0x@ 4y dyb" ydyc'ydyc o dydt dy
wEx@ 4x€ b' xBxC +xExC +xexd X Xf'+
f f b, f f fod, f_f'

XX+XX+XX+XX+XX+XX=

y sabemos que los exponentes tienen que sumar lo mismo en cada una de las diagonales

para conservar los coeficientes del polinomio original:
IX% 4+ 2% +3X* +4x° +5x° +6x" +5x° +4x° +3x0 + 2x" +1x"

Entonces, bajo las condiciones mencionadas se tiene que los exponentes se comportan con

las siguientes caracteristicas:

a+b'=b+a’ (de la segunda diagonal)
a+c'=b+b’ (de la tercera diagonal)
a+d'=b+c'=c+a’ (de la cuarta diagonal)
a+f'=b+d'=c+b'=d+a'=e+a’ (de la quinta diagonal)
b+f'=c+c'=d+a'=e+b'=f+a’ (de la sexta diagonal)
c+d'=d+c'=e+c' (de la séptima diagonal)
c+f'=d+d'=e+d'=f+Db’ (de la octava diagonal)
e+ f'=f+c’ (de la novena diagonal)
d+f'=f+d’ (de la décima diagonal)

Posteriormente se tiene que:
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a+b'=b+a’ =b-a=b'-a'

a+c'=b+b’ =b-a=c'-b'

a+d'=b+c'=c+a' =>b-a=d'-c',c-b=c'-a’
a+f'=b+d'=c+b'=d+a'=e+a' =b-a=f-d',c-b=d-b',d-c=b'-a',e=d
b+f'=c+c'=d+a'=e+b'=f+a' =c-b=f'-c',d-c=c-a', f —e=b"-a’
c+d'=d+c'=e+c' =>d-c=d'-c',e=d
c+f'=d+d'=e+d'=f+b'=>d-c=f'-d', e=d, f—-e=d'-b’
e+f'=f+c'=>f-e=f"-c’

d+f'=f+d'=>f-d="f"-d'

Si se considera que b—a =k entonces se obtiene que
b-a'=c'-b'=d'-c'=f'-d'=b-a=f-e=k
yde b'-a'=c'-b'=k=c-a'=2k =
c-a'=c-b=d-b'=f'-c'=f-e=2k,

finalmente se muestra que f-e=k y f—-e=2k, lo cual sélo sucede cuando k = 0.
Entonces, ello implicaria que todas las caras fueran iguales entre ellas, y no es lo que se
buscaba. Por lo tanto el caso donde los dos dados son diferentes, pero que solo una de las
caras se repite, es inexistente.

Ya se mostrd que es posible generar una infinidad de parejas de conjuntos de seis
elementos cada uno —que representan a los dados—, y que con ellos es posible formar
conjuntos de particiones que tienen la misma cardinalidad que los generados por los dos

conjuntos convencionales
{1,2,3,4,5,6}y{1,2,3,4,5, 6},

es decir, puedo construir dados diferentes a los convencionales que me generen los mismos

coeficientes que el polinomio generador:

1¢% +2%° + 3x* +4%° +5%° + 6x” +5x° +4x° +3x*° + 2x" +1x*?
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Para terminar esta parte de dos conjuntos se presenta una tabla-resumen de los dos
conjuntos (dados) y los polinomios generadores que siempre tendran los mismos

coeficientes (particiones asociadas con cada niUmero).

Casos en los que se conserva el numero de particiones (o espacio de posibilidades)
representadas en los coeficientes del polinomio generador

Dos dados iguales convencionales: {1, 2, 3, 4,5, 6}
Polinomio generador:

I+ 2% +3x* +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x0 + 2x* +1x*?

Dos dados iguales no convencionales {a,b,2b—a,3b—-2a,4b—-3a,5b—-4a}

Polinomio generador:

X2a a+b 2b+4x3b—a 4b - 2a 5b - 3a

+ 5X + 6 X +

8b -6a

+ 3X
7b - 5a

+ 2X

5X6b—4a 9b - 7a 10b - 8a

+ 4X + 3X + 2X + X

Dos dados diferentes y distintos a los convencionales:
{a, a+k, a+2k,a+3k, a+4k, a+5k} y {a',a'+k,a'+2k,a'+3k,a+4k,a'+5k}.
Para cualquier k en los enteros

Polinomio generador:

a+ta'  o,at+a +k

5xa+ a'+ 6k

a+a+2k a+a'+3k a+a'+4k a+a'+5kJr

+5Xx +6X
a+a'+9k +Xa+a'+10k

+4x
a+a'+8k

+3X

+ax@TatTk oy +2X

Dos dados diferentes y uno con dos caras repetidas
{a'\a'+k,a+k,a+2k,a'+2k,a'+3k}y{a,a+2k,a+3k,a+4k,a+5k,a+ 7k}

Para cualquier k en los enteros

Polinomio generador:

1Xa'+a a+a+k a+a+2k a'+a+3k a'+a+4k a'+a+5k+

+5x +6X
a'+a+9k +1xa'+a+10k

+3X +4X

a'vra+7k +3Xa'+ a+8k +2x

+2X

5Xa'+ a+6k +4x

Tabla 44
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Caso de tres dados

Tres dados iguales tradicionales

Al igual que con dos dados, ahora asociamos los nimeros de las caras de cada dado a los
exponentes de tres polinomios de grado 6 y de coeficientes unitarios, respectivamente.
Entonces, del producto

oL x2+x3+xd 18 +x8) L2 433 b 4D

XX +XTHX T X +X +X+X 2 13 axtax® 6),

+x6)(x1+x +X7+X T XY +X
es posible obtener una funcion generadora que dé lugar a las particiones, con tres
sumandos, de los numeros entre 3y 18.

De los productos de potencias de x que resultan de multiplicar los tres polinomios se
toman las tres potencias de cada sumando y posteriormente se pueden manejar como una
suma de tres sumandos, lo cual es una de las particiones que nos interesan. Y como se hizo
para los dos dados, el producto de los polinomios se presenta en arreglos rectangulares, que
para el caso de los tres polinomios seran seis arreglos, cada uno de 36 sumandos (ver
pagina siguiente).

De esta forma podemos asociar los términos que tengan sumas comunes en los
exponentes, a través de los términos que se encuentran en las diagonales. Con ello se logra
que los sumandos con los mismos exponentes, es decir, las mismas particiones, queden
agrupados, y asi sera mas facil su conteo para obtener el nimero total de particiones para
cada numero entre 3y 18.

En el desarrollo del producto y para cada uno de los seis arreglos rectangulares, se
nombrara con j al nUmero de particiones para representar a i. Asi, se propone la notacion
p(i)=j para las particiones de i.

Ahora, se presentan los seis arreglos rectangulares y para cada uno se contabilizan las

particiones para cada i, y al final se hara la suma total.
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1 2 3 45 6.1 2 3 4 5 6.1 2 3 4 5 6
(X X X X X X )(X X X X X X O )(X X X X +X X )=
a5l

2,1 20 230 12,841,251 261,

X1X3X1 +X1X4X1 +X1X5X1 +X1X6 Xl +

X3X1X1 +X3X2X1 +X3X3X1 +X3X4X1 +X3X5X1 +X3X6X1 +

X4Xle +X4X2Xl +X4X3Xl +X4X4X1 +X4X5X1 +X4X6X1 +

X5X1X1 +X5X2 Xl +X5X3X1 +X5X4X1 +X5X5X1 +X5X6X1 +

X6X1X1 +X6X2X1 +X6X3X1 +X6X4X1 +X6X5X1 +X6X6X1 +

---------- P(3)=1,p(4)=2.p(5)=3,p(6)=4,p(7)=5,p(8)=6,p(9)=5.,p(10)=4,p(11)=3,p(12)=2,p(13)=1
Hasta este momento del producto, el 5 puede ser logrado de 3 maneras diferentes:
1+3+1, 2+2+1, 3+1+1, es decir p(5)=3.
Continuamos con el producto:

112 122 132 142 152 162
XXX X X X #X X X +X X X +X X X +X X X +

X2X1X2 +X2X2X2 +X2X3X2 +X2X4X2 +X2X5X2 +X2X6X2 +

X3X:I'X2 +X3X2X2 +X3X3X2 +X3X4X2 +X3X5X2 +X3X6X2 +

X4X1X2 +X4X2X2 +X4X3X2 +X4X4X2 +X4X5X2 +X4X6X2 +

XSX:I'X2 +X5X2X2 +X5X3X2 +X5X4X2 +X5X5X2 +X5X6X2 +

X6X:I'X2 '|'X6X2X2 +X6X3X2 +X6X4X2 +X6X5X2 +X6X6X2 +

---------- P(4)=1,p(5)=2,p(6)=3,p(7)=4,p(8)=5,p(9)=6,p(10)=5,p(11)=4,p(12)=3,p(13)=2,p(14)=1

113 123 133 143 153 163
X X X #X X X X X X +X X X +X X X +X X X +

X2X1X3 '|'X2X2X3 '|'X2X3X3 +X2X4X3 +X2X5X3 +X2X6X3+

X3X1X3 +X3X2X3 +X3X3X3 +X3X4X3 +X3X5X3 +X3X6X3 +

X4X1X3 '|'X4X2X3 '|'X4X3X3 +X4X4X3 +X4X5X3 '|'X4X6X3 +

X5X1X3 +X5X2X3 +X5X3X3 +X5X4X3 +X5X5X3 +X5X6X3 +

X6X1X3 +X6X2X3 +X6X3X3 +X6X4X3 +X6X5X3 +X6X6X3 +

---------- p(5)=1,p(6)=2,p(7)=3,p(8)=4,p(9)=5,p(10)=6,p(11)=5,p(12)=4,p(13)=3,p(14)=2,p(15)=1
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114 124 134 144 154 164
X X X +X X X X X X +X X X +X X X +X X X +

X2X1X4 +X2X2X4 +X2X3X4 +X2X4X4 +X2X5X4 +X2X6X4 +

X‘?’X:I'X4 +X3X2X4 +X3X3X4 +X3X4X4 +X3X5X4 +X3X6X4 +

X4X1X4 +X4X2X4 +X4X3X4 +X4X4X4 +X4X5X4 +X4X6X4 +

X5X1X4 +X5X2X4 +X5X3X4 +X5X4X4 +X5X5X4 +X5X6X4 +

XGX:I'X4 +X6X2X4 '*'XGX‘?’X4 +X6X4X4 +X6X5X4 "'X6X6X4 +

.......... p(6)=1,p(7)=2,p(8)=3,p(9)=4,p(10)=5,p(11)=6,p(12)=5,p(13)=4,p(14)=3,p(15)=2,p(16)=1

115 125 135 145 155 165
XXX X X X X X X #X X X +X X X +X X X +

>(2X]'X5 +X2X2X5 +X2X3X5 +X2X4X5 +X2X5X5 +X2X6X5 +

XSX:LX5 +X3X2X5 +X3X3X5 +X3X4X5 +X3X5X5 +X3X6X5 +

X4X1X5 +X4X2X5 +X4X3X5 +X4X4X5 +X4X5X5 +X4X6X5 +

X5X1X5 +X5X2>(5 +X5X3X5 +X5X4X5 +X5X5>(5 +X5X6X5 +

X6X:I'X5 +X6X2X5 +X6X3X5 +X6X4X5 +X6X5X5 +X6X6X5 +

---------- pP(7)=1,p(8)=2,p(9)=3,p(10)=4,p(11)=5,p(12)=6,p(13)=5,p(14)=4,p(15)=3,p(16)=2,p(17)=1

116 126 136 146 156 1626
XX X X X X X X X +X X X +X X X +X X X +

X2X1X6 +X2X2X6 +X2X3X6 +X2X4X6 +X2X5X6 +X2X6X6 +

X3X1X6 +X3X2X6 +X3X3X6 +X3X4X6 +X3X5X6 +X3X6X6 +

X4X1X6 +>(4X2X6 +X4X3X6 +>(4X4X6 +X4X5X6 +X4X6X6 +

XSX]'X6 +>(5>(2X6 +X5X3X6 +X5>(4X6 +X5X5X6 +X5X6X6 +

By 146 6,26, 636 646, 656 6676

---------- p(8)=1,p(9)=2,p(10)=3,p(11)=4,p(12)=5,p(13)=6,p(14)=5,p(15)=4,p(16)=3,p(17)=2,p(18)=1

En la siguiente tabla se contabilizan todas las p(i)=j, correspondientes a cada uno de los
arreglos rectangulares, y con ello se muestran las particiones para cada uno de los nimeros

entreel 3yel 18.



125

PQR)|p)|pB)[p(6) p(7)|p®) | pO) p10)p(1D)p(12)p(13)p(14)p(15)p(16)p(17)p(18)
1/2[3]4[5|6|5]4]3]2]|1
0[1]2|3|4]|5[6]5[4]3]2]1
0j0|J1]2]3[4]|5]6|5[4]3]2]1
0[0J0|1]2[3]|4]5]6[5]4]3]2]1
0j/0JO0OJO]1]2|3]4|5|6 |5 4|3 |2]1
0/0J0JO0O]O|1]|2]|3|4[5|6 |5 |4|3]2]1
113 /610][15]21]25[27 |27 (25|21 15|10 6 |3 | 1

Tabla 45
Cada termino del ultimo renglon es la suma de los nimeros de la columna respectiva, que

son los p(i) en cada arreglo rectangular para cada i.
Entonces, por lo anterior ya podemos expresar que el producto de

(x1+x2+x3+x4+x5+x6)(x1+x2+x3+x4+x5+x6)(x1+x2+x3+x4+x5+x6) es

X3 +3x* +6x° +10x°% +15x" + 21x% + 25x° + 27X + 27x™ + 25x* + 21x" +

15x* +10x" + 6x™ +3x + x*

La interpretacion de este polinomio generador es la misma que en los casos anteriores,
esto es, el término Mx" nos dice que el nimero N puede ser logrado de tantas maneras con
tres numeros iguales o diferentes entre el 1 y el 6, como lo indica el coeficiente M .
Ejemplo, analizando 6x° nos dice que el nimero 5 puede ser logrado de seis maneras con
tres dados: 5=1+2+2, 5=2+1+2, 5=2+2+1, 5=1+1+3, 5=1+3+1, 5=3+1+1.

Notese que las columnas de la tabla de arriba tienen un comportamiento ascendente,
descendente o incluso mixto, y esto se debe a la forma en que se acomodan los arreglos
rectangulares al desarrollar las multiplicaciones. Entonces, sucede que la suma de los
exponentes de los términos en la n-ésima diagonal del primer arreglo es la misma que la
suma de los de la diagonal en el (n-1)-ésima diagonal del segundo arreglo, y asi
sucesivamente hasta que el siguiente arreglo permite tomar una diagonal con la misma
suma de exponentes. Por ejemplo, si tomamos la quinta diagonal del primer bloque
rectangular, cuyos exponentes suman 7, y posteriormente la cuarta diagonal del segundo
bloque, y asi sucesivamente hasta tomar la primera diagonal del quinto bloque

151 142 133 124 115
X X X X X X X X X X X X X X X
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podemos ver todas las ternas de exponentes son particiones que suman 7, y también se
podra ver que la suma de las cantidades de las particiones corresponden a los datos de la
quinta columna de la tabla 45.

Tres dados iguales cuyas caras son los nimeros impares {1,3,5,7,9,11}

Al igual que en el caso de dos dados ahora también queremos tres conjuntos iguales,
asociados con las caras de los dados, y que puedan generar el mismo espacio de
posibilidades que los dados convencionales, es decir, que al arrojar los dados generen las
mismas posibilidades para los nimeros entre 3 y 33, como lo fue para los nimeros entre 3
y 18. En otras palabras, encontrar otro polinomio que genere los mismos coeficientes del

polinomio generador asociado con los dados convencionales,

X2 +3x* + 6X° +10x° +15x" + 21x% + 25x° + 27X + 27x* + 25x™ + 21x" +15x* +10x"

+6X™ +3x"" + x*®

Y antes de pasar a un resultado general se presenta el caso de las caras impares para
mostrar que si es posible obtener ese espacio de posibilidades.

Entonces, asociamos los numeros {1,3,5,7,9,11} con los exponentes del producto de
los tres polinomios

L3 rxBx x9x) oLrxBerxB T @y L rx 3B @4l

y la funcidn generadora resultante dara lugar a las particiones impares de los numeros entre
3y33.

La metodologia que se seguird es la misma que se ha venido aplicando y consiste en
agrupar las sumas comunes a través de sumar diagonales recorriendo los seis arreglos
rectangulares obtenidos al multiplicar los tres polinomios.

En la tabla se muestran las cantidades obtenidas de las mencionadas sumas diagonales.

PQR)[p®) [ p(D[pO) pADpA3)p(A5)pA7)p(19)p2DPEI)p2S)p27)p29)pG1PAE3)
1123|456 |5 |43 ]2]|1
0[1/2|3|4|5|6|5[4]3]2]1

0|0 |1]2|3 |4 |56 |54 |3]|]2]1
0[{0|0]1]2 |3 |4|5|6|5|4]3]2]1
0o|{0/0]0] 1|2 |3 |4|5 |6 |5]4]3]2]|1
0|{0|j0]O0O]O0O| 1|2 |3 |4|5|6|5|4]3]|]2]1
1 [3[6 /10|15 |21 |25({27 |27 |25 2115|106 | 3 |1

Tabla 46
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El altimo renglon muestra las particiones correspondientes a los numeros entre 3y 33, y
como se puede ver son las mismas cantidades que aparecen en los coeficientes del
polinomio generador de los dados convencionales.

Por lo anterior ya podemos mostrar que el producto de

o381 + x93 xB T x93 +xB T +x 9L s

X3+ 3x° +6X" +10x° +15x + 21x" + 25x* + 27x +27x* + 25x* + 21x*

+15x% +10x*" +6x%° +3x3 + x&,

y como se puede ver, los coeficientes de este polinomio generador y del correspondiente a
los dados convencionales son los mismos.

La interpretacion de la funcidn generadora es semejante a las anteriores, es decir, cada
potencia N de x esta en relacion con el respectivo coeficiente que indica su numero de
particiones con tres sumandos (iguales o diferentes), cada una empleando nimeros impares
entre 1y 11. Por ejemplo, analizando 6x’ indica que el nimero 7 puede ser logrado de seis
maneras con tres dados de caras {1,3,5,7,9,11}: 7=1+1+5, 7=1+5+1, 7=5+1+1, 7=1+3+3,
7=3+3+1, 7=3+1+3 (véase también la tercera columna de la tabla).

Tres dados iguales pero con caras distintas a las convencionales
Es en este caso que se busca una manera general de encontrar tres dados iguales, de seis
caras diferentes cada uno, y que con ellos se pueda obtener el mismo espacio de
posibilidades que con los tres dados convencionales.

Para comenzar, se asignan variables a los numeros de las caras de cada dado y ademas
seran los exponentes de un polinomio de grado 6 y coeficientes unitarios. Asi, se tendran
los tres polinomios (correspondientes a tres dados), cuyo producto

(xa+xb +x© +xd +x& +x f )(xa+xb+xC +xd +x& +x f )(xa+xb+xC +xd +x€+x f ),

da origen a una funcion generadora que muestra las particiones de los nimeros entre 3a y 3f
(suponiendo que los valores de { a, b, c, d, e, f } se encuentran ordenados de forma
ascendente).

De los productos y sumas que resultan de la funcion generadora extraemos sélo las
ternas que se encuentran en los exponentes y, posteriormente, asociamos los términos

comunes (es decir, las particiones) a través de sumar las diagonales -de la misma forma que
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se ha estado haciendo- que tengan elementos con potencias iguales. Asi, con el proceso
anterior logramos que los coeficientes puedan representar de la misma manera el nimero
total de particiones para cada nimero entre 3a y 3f.

Ahora pasamos a la construccion de los polinomios requeridos, y para ello

consideramos al numero de particiones j que se necesitan para lograr S;, y que se obtienen
através de p(S,)= j. Ademas, como se podra observar, por motivos préacticos, se hizo uso

de los seis arreglos rectangulares, y al final se podran contar todas las p(S;)=j

correspondientes a cada S, .

Entonces, al multiplicar los tres polinomios

a b ¢ d e f a b ¢ d e f a b ¢ d e f
(X X X X X X )(X X X X X X )(X X X X X X )=
M@ya.aaba,aciaadagaeaafa,

A
xPx@x@ 4xPxPxa 1ybycya by dya boea by fia,

A
xCxBx® +xCxPx® +xCxCx® +xCxd x® +xCxCx@ +xCx x4

Xd XaQi"'Xd XbXa "’Xd XCXa "’Xd Xd Xa +Xd XeXa "’Xd X f Xa +

xEx8xa +xexbxa +x8xCx@ +xexd X8 +x€xExa +>(exfxa+

XfXaXa+XbeXa+XfXCXa+XfXan+XerXa+XfoXa+

---------- P(S1)=1,p(S;)=2,p(S3)=3,p(S4)=4,p(S5)=5,p(Sg )=6,p(S7 )=5,p(Sg )=4.p(Sq )=3,p(S1)=2,p(S; )=1
Por ejemplo, hasta este momento del producto, S, se puede obtener de 3 maneras

diferentes. VVéase que de la tercera diagonal se obtiene a+c+a, b+b+a, c+a+a, es decir,
p(S;) =3.

Los siguientes productos generan los otros cinco arreglos rectangulares

a awb a b b a cb ad b aeb a f b
X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +

XbXaXb +XbXbXb "'XbXCXb +XbXde +XbXeXb +XbX f Xb +

chaxb +chbxb +chcxb +xcxdxb +chexb +chfxb+

Xd XaXb "'XdeXb +XdXCXb +XdXd Xb +XdXeXb +XdX f Xb +

XeXaXb +Xexbxb +xexcxb +xexdxb +xexexb +xexfxb+

XfXaXb+XbeXb+XfXCXb+XfXde+XerXb+XfoXb+

---------- P(S2)=1.p(S3)=2,p(S4)=3.p(S5)=4.p(S6)=5,p(S7)=6,p(S5)=5,p(Sg )=4.p(S10)=3.p(511)=2,p(S12)=1
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aac a c acc a c aec afec
X X X tX X X X X X +X X X +X X X +X X X +

xPyayC 4y bybycbocc  bodoc, bec b fc,

xCx@xC +Xcxbxc +xCxCyxC +chd %€ +xCxExC +chfxc+

%9 x@xC 4x APy C 1y yCyC pydydyc ydyenc ydyfycy

xExA%C 43 xPxC +xExCxC +xEx T %€ +xExExC +xEx f xC +

XfXaXC+XbeXC+XchXC+XfXdXC+XerXc+XfXch+

---------- P(S3)=1,p(S4)=2.p(S5 )=3,n(Se )=4.p(S7 )=5.p(Sg )=6.P(Sg )=5,p(S10 )=4.P(S11)=3,P(S12)=2,p(S13)=1

a a d a b d acd a d d aed a f d
X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +

WDyl 4y by by d  byc,d bod d, bed, b fd,

chaxd +chbxd +chcxd +chdxd +chexd +chfxd +

(dyayd 4 dybyd  docd,  ddd, ded,df.d,

xexaxd +xexbxd +xexcxd +xexdxd +xexexd +xexfxd "

f,a,d,  f . b,d,  foc,d  fd.d_  foed,  f f d

X X7X7T+HX  XTXT X O XTXT X O XTXT X O XTXT +X O X O XT +

---------- P(S4)=1,p(S5)=2,p(S6)=3,p(S7)=4.p(Sg)=5,p(Sg)=6,p(S10)=5.p(S11)=4.p(S15 )=3,p(S13)=2.p(S14)=1

aae abe ace ade aee afe
X X X X X X X X X +X X X +X X X +X X X +

xPx8x€ +xDxDx® 1xDyCxe 1yDyd e L byese b foe,

xCx@x€ +xCxPx€ +xCxCx® +xCx I %€ +xCxEx® +xCx [ x€ +

x0x@x€ 4x T xPx® 4xdxCx® 4xdxdy® 1xdyeye e dy fyey

xEx@x€ +xExPx® +x€xCx® +xCxd X +xCxCx€ +x€x  x€ +

x T x@x® ax T xPx® ax FxCx® ax Fxdx@ax FxBx®ax Fx f e+

---------- P(S5)=1,p(Sg)=2,p(S; )=3,p(Sg)=4,p(Sg )=5,p(S19)=6,p(S11)=5.p(S;2 )=4.p(S13)=3,p(S14 )=2,p(Sy5)=1

aaf abf acf adf ae f a f f
X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +X X X +

XbXaXf +XbXbe +XbXCXf "‘XbXdXf +XbXeXf ‘i'XbeXf +

XchX f +XchX f +XCXCX f +XCXd X f +XCXeX f +XCX f X f +

XanXf "‘XdeXf‘FXdXCXf "‘XdXde‘FXdXeXf +XdeXf +

XeXaXf +xexbxf +xex°xf +xexdxf +xexexf +xexfxf +

XfXaXf‘*'XbeXf"‘XchXf"'XfXde+XerXf+XfoXf

.......... P(S6)=1,p(S7)=2,p(S5)=3,p(Sg)=4,P(S10)=5,p(S11)=6,p(S12)=5,p(S13)=4,P(S14)=3.,p(S15)=2,p(S;6)=1



130

Posteriormente, al sumar las diagonales correspondientes a cada uno de los bloques se

puede formar la siguiente tabla:

P(S) | P(Sy) | P(S3) | P(S4) | P(Ss) | P(Sg) | P(S7) | P(Sg) | P(Sg) | P(Syo) | P(Siq) [ P(S1p) | P(Sia) [ P(S1a) | P(Sis) | P(S16)
1 2 134 |56 |5]|4]3 2 1
0 112 |3|4|5|6|]5]4|3]2]|1
0 0|12 3|4 |5|6|5|4|3]|]2]1
0 0,012 |3|4|5|]6|5]4[3]2]|1
0 o001 |2|3|4|5]6|5|]4|3]|]2]1
0 0o,0|j]0|j]0]|1]|2|3|4]|]5|6|5|4|3|2]|1
1 316 1015212527 27|25 |21 |15 |10 | 6 3 1
Tabla 47
Asi, por lo anterior ya podemos ver que el producto de
(xa+xb +x© +xd +xe+x1E )(xa+xb+xC +xd +x& +x f )(xa+xb+xC +xd +x& +x f ) es

X +3X% +6X>* +10x* +15X> 4+ 21x% + 25X +27Xx® +27Xx* + 25X™ +
21x* +15x% +10X™ +6X™ +3X™ + X,
Cada sumando Mx" de la funcion generadora tiene un coeficiente M que indica la cantidad
de particiones con tres sumandos, iguales o diferentes, -tomados cada uno del conjunto { a,
b, c, d, e, f }- que representan a su potencia N. Por ejemplo, analizando 6x* nos dice que
el nimero S, puede ser generado de seis maneras con tres dados cuyas caras son { a, b, c,
d,e f}.

Resta por analizar las caracteristicas de los valores de la sucesion
{5, S,, S, S,, S, S¢, S;, S, Sy, Sy Sips Sppy Sizy Siys Sis, Sy} Y posteriormente poder
generar casos particulares de los dados que tienen el mismo espacio de posibilidades que
los dados convencionales.

Entonces, de las diagonales del primer arreglo rectangular se tiene que

2a+c=2b+a (de la tercera diagonal)
=c=2b-a
2a+d=a+b+c (de la cuarta diagonal)

=d=b+c-a

=d=b+2b-a-a=3b-2a

2a+e=b+d+a (de la quinta diagonal)
=e=b+d-a

—=e=b+3b-2a—-a=4b-3a
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2a+ f =b+e+a (de la sexta diagonal)
= f=b+e-a
= f=b+4b-3a-a=>5b-4a

Ahora bien, si consideramos que b =a+k, de los resultados anteriores se veria que:
b=a+k
c=2b-a=2a+2k-a=a+2k
d=3bh-2a=3a+3k-2a=a+3k
e=4b—-3a=4a+4k-3a=a+4k
f =5b—4a =>5a+5k —4a=a+5k
Y de esto el conjunto de seis elementos asociado con los dados tendria las siguientes
caracteristicas:

{a, b, c,d, e f}={a, a+k, a+2k,a+3k, a+4k, a+5k}.
Notese que la diferencia entre el nimero de una cara y su inmediata anterior es una
constante k; ademas, la suma de las caras opuestas es constante e igual a 2a + 5k.

Entonces ya se pueden generar ejemplos con tres dados iguales —diferentes a los
convencionales- que den lugar a cantidades de particiones iguales a las de la funcion
generadora
x> +3x* +6x° +10x° +15x" + 21x® + 25%° + 27x" + 27x" + 25x* + 21x" +
15x* +10x"° +6x™ +3x" + x°

Ejemplos:

k a a+k |a+2k |a+3k |a+4k | a+5k
0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7

2 3 5 7 9 11 13

3 4 7 10 13 16 19

4 5 9 13 17 21 25

-1 0 -1 -2 -3 -4 -5

1 1 2 3 4 5 6

Tabla 48
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Asi, al considerar el polinomio (X* + X*™ 4 X2 4 X33 4 x**4 4 x**%) =
el polinomio generador es:
(Xa + Xa+k + Xa+2k + Xa+3k + Xa+4k + Xa+5k )(Xa + Xa+k + Xa+2k + Xa+3k + Xa+4k + Xa+5k )
(Xa + Xa+k + Xa+2k + Xa+3k + Xa+4k + Xa+5k ) —

X3a+3x3a+k+6x3a+2k +1ox3a+3k +15X3a+4k+21X3a+5k+25X3a+6k+27x3a+7k+
27X3a+8k +25X3a+9k +21X3a+10k +15X3a+11k +1OX3a+12k +6X3a+13k+3X3a+14k +X3a+15k

Y de la tabla de ejemplos, si tomamos a=0y k=-1, obtenemos el polinomio
generador

X? 4+ 33X+ 66X +10x° +15X 7" + 21X + 25X ° + 27X + 27X + 25X +

21X + 15X M +10X 2 +6x P 4+ 3x7 M + x77, '

entonces, con a=0y k=-1 se tienen tres dados iguales con las caras {0, -1, -2, -3, -4, -5}
que darén lugar a los nameros {0, -1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8, -9, -10, -11, -12, -13, -14, -
15}, donde cada uno tendra la cantidad de particiones {1, 3, 6, 10, 15, 21, 25, 27, 27, 25,
21, 15, 10, 6, 3, 1} respectivamente, y ndtese que son los mismos numeros que los

coeficientes de

X2 +3x* +6X° +10x° +15x" + 21x% 4+ 25x° + 27X 4+ 27x* + 25x™ + 21x" +
15x* +10x™ + 6x™° +3x + x™

N dados iguales pero con caras distintas a las tradicionales en general
Dentro de los capitulos Il y Ill se pueden consultar generalizaciones para este caso, en
particular las hechas por Bernoulli, Montmort y Euler. Sin embargo, faltaria por mencionar
las caracteristicas que dados distintos a los tradicionales deberian tener para conservar cada
uno los mismos espacios de posibilidades cuando se manejen n dados.

Para comenzar, se asignan variables a los nimeros de las caras de cada dado y que
ademas seran los exponentes de un polinomio de grado 6 y con coeficientes unitarios.

Entonces se tiene que el desarrollo del producto

b,.c,.d,.e b+xc+xde b,.c,.d,.e

(xa+x +X7+XT +X +xf)(xa+x +X +xf)...(xa+x +X7 X +X +xf),
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da origen a una funcion generadora que muestra las particiones (de n sumandos cada una)
de los numeros entre na y nf (suponiendo que los valores de { a, b, ¢, d, e, f } se encuentran
ordenados de menor a mayor). Las funciones generadoras pueden ser facilmente
construidas extendiendo los valores de la tabla 9, por ejemplo.

Como en los otros casos se tienen los arreglos rectangulares, de los cuales el
primero es:

a b c¢c d e f a b c¢c d e f a b ¢ d e f
(X X X X X X )X X X X X X ) - (X HX X X X X )=

a,a,a ,a ,,ab,a ,a ,,a,coa .a a,d,a .a ae,a ,a ,,a,f_a _a

XX gX T X7 AXTXTX T XT AXTXTX T X XXX X FXTXTXT XD EXTX T X T X T

Dbeaa b boba a  beca

x& +xPxbya bd.a ,a  bea ,a_ b, fa ,a

+XTXTX ---Xa FXTXTX T XT AEXTXTX T X XX X e X T

c,.a, a4 a , . cb,oa .a c,c,a a c,d,a a c,e.a . a c.f,a _a

XTXTX T X XXX T X FXTXTX T XT EXTXTX T X T EXTXTX T X XX XX+

dya.a ga . dba ,a ,deca a,dda a ,dea  a d,f,a ,a

FXTXTX T XT EXTXTX T e XD X XTX T X XX XT X+

Exayaa,a eba a eca  a eda a e,e,a_a e, foa _,a

FXTXTX T XT EXTXTX T X AXTXT X T X +XTXTXT X XX XT X+

w Fy@ydax@ 4 fybya ya fyepa ja foda a f.ea ja_  f foa ,a

X AEXT XTXT X X XTX T X T X XTX T e XT X X X T e X T

---------- P(S1)=1.p(S2)=2,p(S3)=3,P(S4)=4.p(S5 )=5.p(S5 )=6,p(S7)=5,p(Ss )=4.P(Sg )=3,P(S10)=2,P(S11)=1

Para poder sumar los términos en comdn, es decir, cuando los exponentes son iguales,
tiene que suceder que

(n-Da+c=2b+(n-2)a (de la tercera diagonal)
=c=2b-a
(n-Da+d=(n—-2)a+b+c (de la cuarta diagonal)

=d=b+c-a

=d=b+2b-a-a=3b-2a

(n-Da+e=b+d+(n-2)a (de la quinta diagonal)
—e=b+d-a

—e=b+3b-2a-a=4b-3a

(n-Da+f =b+e+(n-2)a (de la sexta diagonal)
= f=b+te-a

= f=b+4b-3a—-a=>5b—-4a

Ahora bien, si consideramos que b =a+k, de los resultados anteriores tendriamos que
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b=a+k
c=2b-a=2a+2k-a=a+2k
d=3b-2a=3a+3k-2a=a+3k
e=4b-3a=4a+4k-3a=a+4k
f =5b—-4a=>5a+5k -4a=a+5k

Entonces resulta que el formato es de hecho universal e independiente de cuantos
dados se consideren
{a, b, c,d, e, f}={a, a+k, a+2k, a+3k, a+4k, a+5k}.
Es importante resaltar esto Gltimo, producto de la tesis, ya que ahi se definen las
caracteristicas que habrian de cumplir los elementos de los conjuntos, cuando se fija el
numero de particiones asi como el nimero que representa la particion; y para continuar con
el caso de los dados obtuvimos los siguientes ejemplos que son iguales para cualquier

ndmero de ellos:

k a a+k |a+2k |a+3k |a+4k | a+5k
0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7

2 3 5 7 9 11 13

3 4 7 10 13 16 19

4 5 9 13 17 21 25

-1 0 -1 -2 -3 -4 -5

1 1 2 3 4 5 6

Tabla 49

a+k a+2k a+3k a+4k

Asi, del polinomio (X* +x** 4 X2 4 X33 4 x4 4 x**% ) =
el polinomio generador es:
(Xa + Xa+k + Xa+2k + Xa+3k + Xa+4k + Xa+5k ) . (Xa + Xa+k + Xa+2k + Xa+3k + Xa+4k + Xa+5k ) —
na na-+k na+2k na+3k na+5nk
CX™ +C, X"+, X" 4, X .+, X

Como se puede apreciar, con encontrar los coeficientes c, c,, C;, ..., C,,, €l

problema queda completamente resuelto.
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Para terminar esta parte, y como se vio en el caso de dos conjuntos, ahora se presenta una
tabla-resumen de los tres conjuntos (dados) y los polinomios generadores que siempre

tendran los mismos coeficientes (particiones asociadas con cada nimero).

Casos en los que se conserva el numero de particiones (o espacio de posibilidades)
representadas en los coeficientes del polinomio generador

Tres dados iguales convencionales: {1, 2, 3,4, 5, 6}
Polinomio generador:
x> +3x* 4+ 6%° +10x% +15x" +21x% +25%° + 27x" + 27x™" 4+ 25x"* + 21x" +

15x* +10x" +6x"° +3x*" + x*®

Tres dados iguales con caras de numeros impares {1,3,5,7,9,11}
Polinomio generador:
x> +3x%° + 6% +10x° +15x" + 21" + 25x" + 27X +27x" +25x* + 21x* +

15x% +10x*" +6x% +3x* +x*

Tres dados iguales con caras distintas a las tradicionales en general:
{a, a+k, a+2k, a+3k, a+4k, a+5k} parak en los enteros

Polinomio generador:
X3a+3x3a+k +6X3a+2k +10X3a+3k +15X3a+4k +21X3a+5k +25X3a+6k+27x3a+7k+

27X3a+8k+25x3a+9k +21X3a+10k +15X3a+11k +10X3a+12k +6X3a+13k +3X3a+14k +X3a+15k

N dados iguales con caras distintas a las tradicionales en general
{a, a+k, a+2k, a+3k, a+4k, a+5k} parak en los enteros

Polinomio generador:
na na-+k na+2k na+3k na-+5nk
C X" 4+, X" + ¢, +C, X" 4G X

Tabla 50
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PARTE 2)

Para esta parte lo que se busca es un analisis mas encaminado a encontrar conjuntos
diferentes pero que puedan generar exactamente las mismas sumas en sus particiones.

En la PARTE 1) lo importante era encontrar conjuntos (es decir, dados) con los
mismos espacios de posibilidades o, en otras palabras, conjuntos que generaran los mismos
coeficientes en sus respectivos polinomios generadores.

Ahora, empezaremos por encontrar dos dados que generen los mismos conjuntos de
particiones que los generados por los dados convencionales. Si se hace referencia a la tabla
de abajo, entonces lo que se requiere son dos dados diferentes que generen los mismos
datos de los dos renglones.

Sumadelosdosdados |2 |3 (4 |5 |6 |7 |89 10|11 12
Cantidad de formas de
obtener el nimero de|{1 |2 |3 |4 |5 |6 |54 |3 |2 |1
arriba

Tabla 51
Ya sabemos que se puede representar a cada una de las tiradas (o las particiones) de los

dos dados convencionales a través del producto de dos polinomios, entonces se tiene que:
fO)=pX)gX) =X +xX* + x>+ X" +xX° + XX+ X2+ X +x* + x> +x°)
Y de aqui obtenemos que la funcién generadora es
f(X)= x> +2x>+3x* +4x° +5x° +6x" +5x% +4x° +3x" + 2x" + x"

y de la cual ya sabemos que los coeficientes son la cantidad de las particiones de dos
numeros entre el 1 y el 6 que representan al exponente respectivo. Entonces, la pregunta a
responder es ¢se pueden encontrar otros polinomios p(x) y q(x), asociados con las caras de
dos dados, y que su producto sea la misma funcidn generadora f(x)?.

Lo primero es encontrar una factorizacion para p(x), y para ello hacemos lo siguiente:

D(X)—X(1+X1+X2+X3+x4+x5)—x(xe_lj—x(l_xj_x((l_x ) (1+x )]

x—1 1-x (1-x)

(1-x)

- x((l_xs)}(ﬂxs)— X (14 x+%7) (14 %) = x (1+x+ X7 ) (1+x) (1- x + X*)
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Lo mismo hacemos para q(X) y se obtiene que:

PG = (X + X+ X+ X+ 3+ %) (X + X+ 5+ x* +x° +x°)

=[x(l+ X+X°)(1+x)(1-x+ xz)][x(1+ X+ X7 )(1+x)(1-x+ xz)]

Ahora se tiene la posibilidad de poder reagrupar los factores, combinandolos entre
los dos polinomios, pero no se puede hacer de forma arbitraria. Las reagrupaciones deben
de permitir que cada uno de los nuevos polinomios tenga exactamente seis sumandos, que
seran los mismos que se asocien con las caras de los nuevos dados que se buscan. Visto de
otro modo, para x = 1, p(x) = 6, lo cual refleja el total de las caras en el dado. Pero en la

factorizacion de p(x)
p(X) =[x(1+ X+X°) (14 x) (1-x+ xz)]

se tiene que p(1) = (1+1+1)(1+1)(1-1+1)=(1)(1+1+1)(1+1)(1)=6. Y es importante
hacer notar que los factores que hacen posible que se conserve el p(l) = 6 son

(1+x+x*)y (1+x). Entonces, en las posibilidades que se tienen para reagrupar los
factores de p(x) y q(x) solamente se pueden mover los factores x y (1— X+ xz), no asi los

factores (1+x+x2)y(1+ x), porque de lo contrario, el polinomio resultante no tendria 6

caras.

Entonces, por lo expuesto anteriormente, se puede proponer la siguiente
factorizacion:

p(x)q(x) :[x(1+x+x2)(l+ x)(l—x+x2)z}[x(1+x+x2)(1+ x)]
y desarrollando los 2 factores por separado
:[x1+x3+x“+x5+x6 +x8}[x+2x2 +2x3+x4]
=[x1+x3+x4+x5+x6+x8}[xl+x2+x2+x3+x3+x4}
=[x+ X X [ X X4+ X ]

PO)A) =] X+ X+ x4 43X 45 [ XX+ X+ X+ x|
Y lo méas importante es que

[x1+x3+x4+x5+x6+x8}[x1+x2+x2+x3+x3+x4} =
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(X +x2Hx+x 4 +x) (X + X+ + X+ %+ %) =

= f(X)= X" +2x°> +3x* +4x° +5x° + 6% +5x° +4x° +3x" + 2x" + x*.

Asi, se obtiene que ambas factorizaciones dan lugar a la misma funcion generadora f(x), y
de [ X'+ +x +x°+ X0+ [ ¥ 4% +x* +x° +x° +x" | podemos extraer los exponentes

para asociarlos con las caras de los dos dados que nos generaran exactamente los mismos
conjuntos de particiones. Por lo tanto, los dados que tienen los conjuntos de nameros {1, 3,
4,5,6,8}y {1, 2, 2, 3, 3, 4} generan las mismas particiones y dan los mismos resultados
que los convencionales {1, 2, 3, 4, 5, 6} y {1, 2, 3, 4, 5, 6} (y se cumple que arroja
exactamente los mismos valores de toda la tabla de arriba).

Regresando a la factorizacion
p(X)q(x) = [x(l+ X+ X )(1+x) (1= x+X* )}[x(l+ X+ X )(1+x) (1= x+X* )]
Mencionamos que (1+x+x?) y (1+x) son determinantes para la construccion de los

conjuntos que requerimos, pero no es asi con x y con (1— X+ xz) :

El producto de p(x)q(x) se puede escribir de la siguiente manera
p(x)q(x) =[ ACB][ACB].
Donde C = (1+x+x°)(1+X), mientras que A = (X) y B = (1-x+x°).

Con esta notacion de A, B y C para los factores de los polinomios, podemos decir que

el caso anterior
p(X)q(y) = [xl XX XX+ xgj[xl X+ X+ + 3+ x“] ,
se puede escribir como p(x)q(x) = [ACBZ][AC].
Bajo esta notacion podemos ver que las factorizaciones permitidas para el producto
p(X)q(x) pueden ser [AZCB][CB],[AZCBZ][C],[AZC][CBZ}
Y para cada caso se tiene lo siguiente:

Caso | A’CB |[CB]:

p(x) p(x) = [x2(1+ X+X°)(1+x)(1-x+ xz)][(1+ X+ X7 )(1+x)(1-x+ xz)}

:[xz+x3+x4+x5+x6+x7][x°+x1+x2+x3+x4+x5]
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y de los exponentes se obtienen los dos conjuntos (o dados) {2,3,4,5,6,7} y {0,1,2,3,4,5}.

Caso [ A’CB’ |[C]:
pP(X)p(x) = [x2(1+ X+ X )(1+x)(1-x+ xz)z}[(1+ x+x)(1+ x)]
=[P4 x XX [+ x XXX K,

y de los exponentes se obtienen los dos conjuntos (o dados) {2,4,5,6,7,9} y {0,1,1,2,2,3}

Caso [ A°C |[CB?|:
P(X) p(x) =[x2 (1+x+x*)(1+ x)][(l+ X+ %) (1+ x)(l—x+x2)2}
=[x X XX XX+,

y de los exponentes se obtienen los dos conjuntos (o dados) {2,3,3,4,4,5} v {0,2,3,4,5,7}.

Es importante recordar que las cuatro factorizaciones
[ A°CB |[CB],[ A*CB? ][C],[ A°’C ][ CB? |.[ ACB? ][AC] son iguales al polinomio

f(X)= x> +2x3 +3x* +4x° +5x° +6x" +5x% +4x° +3x" + 2x" + x¥?,

entonces, cada factorizacion proporciona dos nuevos dados (conjuntos) que generan
exactamente los mismos resultados que los dados convencionales {1, 2, 3, 4, 5, 6}

En la siguiente tabla se encuentra una recapitulacion de los datos obtenidos:

Factorizacion Dedo 1 Dedo 2 Suma de CarasOpuestas

[ ACB][ACB] {1,23456} {123456} s 7+7=14

[ KcB e {234567} {01,2345} {95} 9+5=14

[ACBC] {2456,79} {01,1223} {113} 11+3=14

[AC]cF] {233445} {023457} {7 7+7=14

[ACE’ | AC] {1,34568} {122334} {95} 9+5=14
Tabla 52

Hasta ahora hemos mostrado cuatro nuevas formas de generar las particiones que

representa la funcion generadora

f(X)=%x2+2x° +3x" +4x° +....+ 2x" + x,
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Cabe mencionar que las cuatro parejas de conjuntos entran en la categoria de dados ludicos,
es decir, a pesar de que tres de las parejas tienen un dado con una cara cero, estos si se
pueden usar para el entretenimiento.

Ahora, ¢sera posible que podamos construir dados con caracteristicas mas matematicas
que ludicas? Con esto nos referimos a dados que puedan tener nimeros que ya no sean
solamente los enteros positivos y el cero. O dicho de otra manera, encontrar dos conjuntos
con enteros en general de tal forma que las particiones de dos sumandos, que se forman
tomando un nimero de cada uno, dé como resultado las cantidades de los exponentes y

coeficientes del polinomio generador original

f(X)=%x2+2x% +3x" +4x° +....+ 2x" + x,

Entonces, regresando a la expresion
P(X)q(X) = (X + X2+ X3+ X + X+ X)X+ X+ X+ x +x°+x%)
y con factorizar x> en p(x) se obtiene:

1
xz(—+l+x+x2+x3+x4 (X" + x>+ X+ X+ x°+x%),
X

y al multiplicar x* por el segundo factor se obtiene que

PO)AX) = (X" +x°+ X + X+ 5+ X ) O+ x* X +x° X +X°)

y de los exponentes se forman los dados {-1,0.1.2.3.4} y {3,4,5,6,7,8}. Y ndtese que estos
conjuntos asociados con los polinomios correspondientes dan lugar a la igualdad

f(X)=x2+2x3+3x* +4x° +5x° +6x" +5x% +4x° +3x° +2x" + x* =

(X X+ X+ X5+ X ) (X + X+ X+ X +25),
Pero ésta no es la unica forma en la que se pueden construir dos conjuntos que

involucran nimeros negativos, una forma general de hacerlo es si se factoriza x™ en el

primer factor de
P(X)g(X) = (X" + X + X3+ X" + x>+ X)X+ X2+ X+ X+ X +x°) .
Entonces se obtiene que

p(X)q(X) — Xm (X—m+1 + X—m+2 + X—m+3 + X—m+4 + X—m+5 + X—m+6)(X1 + XZ + XS + X4 + X5 + XG)

—-m+2 -m+3 —-m+4 —-m+5 m+2 m+4

= (XM A X xR T T XY (XM 4 X 4 XM 4 X 4 X 4 X))

y de esto tenemos que para todo entero m, los conjuntos
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{-m+1, -m+2, -m+3, -m+4, -m+5, -m+6,} y {m+1, m+2, m+3, m+4, m+5, m+6,} satisfacen
las particiones requeridas por el polinomio.
f(X)= x> +2x3+3x* +4x° +5x° + 6% +5x% +4x° +3x" + 2x™ + x*

Es de mencionarse que los conjuntos antes mencionados generan las particiones
vinculadas con el producto p(x)q(x) = [ACB][ACB].

Y procediendo de manera semejante podemos encontrar parejas de conjuntos

asociados con las otras cuatro factorizaciones

[ A°CB |[CB],[ A’CB? ][C],[ A’C]|[CB” |.| ACB? |[AC]
y que también dan lugar a parejas de conjuntos que pudieran generar las mismas particiones

de la funcién

f(X) = x>+ 2% +3x" +4x° +5x° +6x" +5x% +4x° +3x'% + 2x* + x*

Veamos ahora las cuatro factorizaciones restantes

) [ACB][CB] = X*+ ¢+ X" +x*+x° + X [ X°+ X+ X +X° +x* +X° ]

Se factoriza x" en el primer factor y se obtiene:

p(x) p(x) — Xt [X—HZ + X—t+3 + X—t+4 + X—t+5 + X—t+6 + X—t+7 } [XO + Xl + Xz + X3 + X4 + XS}
t+5

— [X—t+2 + X—t+3 + X—t+4 + X—t+5 + X—t+6 + X—t+7 } [Xt + Xt+1 + Xt+2 + Xt+3 + Xt+4 +X

y de esto resulta que para todo entero t los conjuntos
{-t+2, -t+3, -t+4, -t+5, -t+6, -t+7,} y {t, t+1, t+2, t+3, t+4, t+5,} satisfacen las particiones
requeridas por el polinomio. Noétese que este resultado es de enteros consecutivos,

semejante al anterior.

) [ APCB? |[C] = [X*+X* +x*+x° X"+ | X +x +x 4% +X° +X° |
Factorizando x° se obtiene
PO PO) =X [ X324 X x5 x4 X X X X+ 4+ ]
= XX T T x| X X T x]
y de aqui resulta que para todo entero s los conjuntos

{-s+2, -s+4, -s+5, -s+6, -s+7, -s+9} y {5, s+1, s+1, s+2, s+2, s+3,} satisfacen las particiones

requeridas por el polinomio.
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) [AC][CB? | = [+ X+ +x X 4% [ XX+ +x X +X |

Siguiendo un proceso semejante al factorizar x' se obtiene que

r+7

p(x) p(x) = [x‘”z X T T x4 x‘”‘r’][xr FXT X X X X

y para todo entero r los conjuntos
{-r+2, -r+3, -r+3, -r+4, -r+4, -r+5} y {r, r+2, r+3, r+4, r+5, r+7,} satisfacen las particiones

requeridas por el polinomio.

IV) [ACB? [[AC] = [ X' +X°+x* +X° +x° + 3 | X' +X* 43+ X+ 5 +X ]
Siguiendo un proceso semejante al factorizar x% se obtiene que
POX) P(X) = [ X7 X 4 X8 X T [ X X T XX ]

y para todo entero g los conjuntos
{-g+1, -q+3, -g+4, -g+5, -g+6, -q+8} y {q, g+2, g+2, r+3, r+3, r+4,} satisfacen las
particiones requeridas por el polinomio.

Finalmente, se puede tener una infinidad de parejas de conjuntos que se asocian con
dos dados, y con ellos se pueden obtener las mismas cantidades de particiones para los
mismos numeros. O, en otras palabras, se tiene una infinidad de representaciones con dos

factores para

f(X)= x> +2x3 +3x* +4x° +5x° +6x" +5x% +4x° +3x" + 2x" + x*2.

A continuacion se mostrara otra manera de responder a la problematica planteada en
la PARTE 2).

Para ello es necesario considerar los siguientes casos:
1. Cuando todas las caras son diferentes entre ellas.
De la Parte 1, concerniente al caso donde los dos dados son diferentes y cada uno con caras

distintas a las convencionales, se sabe que pueden ser expresadas de la siguiente manera

(xa+xb+xc+xd +xe+xfj(xa'+xb'+xcl+xdl+xel+xfIj.

Y que para conservar los coeficientes de la funcion generadora
1 +2% +3x" +4x° +5x° +6x" +5x° +4x° +3x” +2x" +1x”* tjene que suceder que

{a, b, c,d, e f}={a, a+k, a+2k,a+3k, a+4k, a+5k}
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y que {a’, b', c',d’, e, f}={a'a+k,a+2k,a'+3k,a'+4k,a'+5k}.
Ahora bien y si ademdas se busca que las particiones den origen al conjunto
{2, 3,4, 5, 6, ..., 12}, es decir, que los coeficientes también coincidan, tendriamos que
a+a'=2
a+5k+a'+5bk =12
de donde
ata'=2=a'=2-a
a+b5k+a+5k=12=a+a+10k =12=2+10k =12 = k =1,
y sustituyendo se encuentra entonces la solucion general para el caso donde todas las caras
de cada dado son distintas entre ellas:
{a, b, c,d, e f}={a, a+l, a+2,a+3, a+4, a+5}
{a', b, c',d' e, f}={2-a,3—-a,4—a,5-a,6—a,7—a}
Y que coinciden con todas las caracteristicas de la funcion generadora

I +2X3+3x* +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x 0 +2x +1x*?

Como ejemplos tenemos

a Dado 1 Dado 2 ¥ CarasOpuestas
1 {1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6} {77} 7+7=14
{2,34,5,6,7} {0,1,2,3,4,5} {9,5} 9+5=14
-1 {-1,0,1,2,3,4} {34,5,6,7,8} {311} 11+3=14
-2 {-2,-1,0,1,2,3} {4,5,6,7,8,9} {1,13} 7+7=14
-3 {-3-2-1,0,1,2} | {5,6,7,89,10} {-1,15} 9+5=14
Tabla 53

2. Cuando las caras se repiten.
Para el caso donde los dados son diferentes, pero que algunas de las caras pueden ser
repetidas (dos de ellas iguales), se sabe que pueden expresarse Como

(xa+xb+xC +xd +x& +x f )(xa'+xb '+xb'+xd '+xd +x f ')

Y para conservar los coeficientes de la funcién generadora
X% 4+ 2% +3x* +4x° +5x° + 6% +5x° +4x° +3x" +2x" +1x*
tiene que suceder que los dados buscados {a',b',b',d",d", f }y{a,b,c,d,e, f} tengan las

siguientes caracteristicas:
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{a,a+2k,a+3k,a+4k,a+5k,a+7k}y{a',a'+k,a+k,a'+2k,a+2k,a'+ 3k}
Ahora bien, y si ademas se busca que las particiones den origen al conjunto
{2, 3,4, 5, 6, ..., 12}, es decir, que los coeficientes también coincidan, se tendria que
a+a'=2
a+7k+a'+3k=12
De donde
at+a'=2=a'=2-a
a+7k+a+3k=12=a+a+10k=12=2+10k =12=k =1
Sustituyendo se encuentra entonces la solucion general para el caso donde los dados son
diferentes, pero que algunas de las caras pueden ser repetidas (dos de ellas iguales, por
ejemplo):

{a, b,c,d, e f}={a, a+2, a+3 a+4, a+5, a+7}
{a', b, c',d' e, f}={2-a,3-a,3-a,4-a,4-a,5-a}
Y que coinciden con todas las caracteristicas de la funcion generadora

I +2X3+3x* +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x 0 +2x* +1x*2

Como ejemplos tenemos

Dado 1 Dado 2 ¥ CarasOpuestas
1 {1,3,4,5,6,8} {1,2,2,3,3,4} {9,5} 7+7=14
{2,4,5,6,7,9} {0,1,1,2,2,3} {11,3} 9+5=14
-1 {-11,2,34,6} {3,4,4,5,5,6} {59} 11+3=14
—2 {-2,0,1,2,3,5} {4,55,6,6,7} {311} 7+7=14
-3 {-3-1,0,1,2,4} {5,6,6,7,7,8} {1,13} 9+5=14
Tabla 54

Tres dados

Y para terminar esta seccion nos podemos cuestionar que sucede con tres dados. Lo que se
quiere es encontrar tres dados que generen los mismos conjuntos de particiones que los
generados por los dados convencionales. Y como en el caso de los dos dados, si se hace
referencia a la tabla de abajo, lo que se quiere son tres dados diferentes que generan los

mismos datos contenidos en los dos renglones.
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Suma de los tres

dados

Cantidad de
formas de obtener
el nUmero de

arriba

Tabla 55

Se sabe que se puede representar a cada una de las tiradas (o las particiones) de los
tres dados convencionales a traves del producto de tres polinomios, esto es asi:
P()GIr(X) = (X + X2 + X+ X+ X+ X))+ + X+ X+ X+ +x2+x3+x X+ x0)=
Y da lugar a la funcion generadora

f(x) = x> +3x" +6x> +10x° +15x" + 21x® + 25x° + 27x" + 27x" + 25x* +
21x" +15x* +10x" +6x" +3x"" + x*®

Ahora, ¢es posible encontrar otros polinomios p(x), q(x) y r(x), asociados con las caras de
tres dados, y que su producto sea la misma funcidn generadora f(x)?.
Como en el caso de dos polinomios, se puede factorizar a cada uno y llegar a lo
siguiente:
f(x)=[x(1+ X+x°)(1+ x)(l—x+xz)][x(1+x+x2)(1+x)(1—x+ xz)]
[x(1+x+x2)(l+x)(1—x+x2)], |

y como en el caso anterior

f(x)=[ACB][ACB][ACB], donde C = (1+x+x*)(1+x), se tiene que mantener en su

lugar, mientras que A = (X) y B = (1-x+x?) son los que tienen la capacidad de generar otras

factorizaciones sin alterar el hecho de que se tienen que conservar los seis sumandos por

cada uno de los tres factores resultantes, con excepciones tales como [A:*CBs][C][C]
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donde no se logra restringir a seis sumandos®*. Entonces, combinando los factores A 'y B se

pueden mostrar algunos de los resultados obtenidos:

[ A°CB][CB][ACB],| A’CB’ |[C][ACB],[ A°C ][ CB® |[ACB]y [ ACB? |[AC][ACB]

| A°CB |[cB][CB],[ A°C || CB® ][C], [ ACB® |[AC][AC],etc.

(que dan lugar a polinomios iguales a f(x) pero con dados diferentes al del conjunto

{1,2,3,4,5,6}). Por ejemplo:

[AZCB}[CB][ACB]z[xx(Hx+x )(1+x)(1- x+x2)][(1+x+x I 1+x)(1—x+x2)J
1+x+x 1+x 1 X+ Xx? ]

0

:[x2+x +xP X+ x8 +x ] [ +x X+ X3+ X +x]

XX+ 3+ x + X0+ X }

de aqui se extraen los exponentes y se obtienen los tres conjuntos que se pueden asociar con
los dados, a saber {(2,3,4,5,6,7),(0,1,2,3,4,5),(1,2,3,4,5,6)} , y estos generan los mismas

particiones relacionadas con la funcion generadora original emanada de los dados
convencionales.

Otros ejemplos son:
[AcB?][C][ACB]= [xz (14 x4+ (L4 %) (1= x+ xz)z}[(u X+X2) (1+x) ]
[x(l+ X+ %) (1+x) (1- x+ xz)]
=[x X ] XXX+ X ]
[x1+x2+x3+x4+x5+x6]

los conjuntos (dados) son: {(2,4,5,6,7,9),(0,1,1,2,2,3),(1,2,3,4,5,6)}

[A3CBS}[C][C] = [xf* (1+x+X7) (1+x) (1-x+ x2)3}[(1+ x+x°)(1+ x)]
” [(1+ X+x*)(1+ x)]

:[x3—x4+2x5+x7+x8+2x1°—x“+x12] [x°+x1+x1+x2+x2+x3]

[x°+x1+x1+x2+x2+x3]
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[A3CB2 J[CB][C] = [x3 (1+x+x°) (1+x) (1-x+ xz)z}[(1+ X+X°) (1+x)(1-x+ xz)]

[(1+ X+x*)(1+ x)]
:[x3+x5+x6+x7+x8+xm] [x°+x1+x2+x3+x4+x5]
[x°+x1+x1+x2+x2+x3]
los conjuntos (dados) son: {(3,5,6,7,8,10),(0,1,2,3,4,5),(0,1,1,2,2,3)}

Asi, tenemos tres conjuntos de tres dados cada uno que al arrojarlos generan los
mismos numeros que los dados convencionales, y ademas la misma cantidad de particiones
que ellos. Visto desde otro angulo, se tienen tres diferentes formas de representar al mismo
polinomio generador

f(X) = x> +3x* +6x> +10x° +15x" + 21x® + 25x° + 27x" + 27x"" + 25x™ +
21X +15x* +10x™ +6X™ +3xY + ™.

Dados con nimeros complejos y otros niimeros

Hasta ahora en ninguno de los casos se not6 algun tipo de restriccion en cuanto al tipo de
ndmeros que podrian tener los dados. Por ello los mismos resultados obtenidos podrian ser
aplicados a dados cuyas configuraciones incluyan otros conjuntos de nimeros.

Para terminar este capitulo se ejemplificara a través de los nimeros complejos que es
posible extender las posibilidades de las caras de los dados y seguir conservando el mismo
espacio de posibilidades que en los dados convencionales. Ya solo se considerara un caso, y se
refiere a cuando se tienen dos dados iguales entre ellos pero diferentes a los convencionales, y
la novedad es que se asignaran valores complejos y fraccionarios.

Ahora, haciendo uso del resultado obtenido con anterioridad donde se establece que si
se tienen cualesquiera parejas de dados con la siguiente configuracion

{a,b,2b—a,3b—2a,4b—3a,5b—4a}, su funcion generadora seria entonces

+3x2b +4x3b_a +5x
9b—7a+X10b—8a’

X2a a+b 4b—2a+6x5b—3a+5X6b—4a+4x7b—5a+

+2X
3x8b —6a_ oy
de donde se sigue que si se toman diferentes valores complejos y fraccionarios para ay b,

se obtendrian las siguientes configuraciones de dados:
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a b 2b-a 3b-2a |[4b-3a |5b-4a

1+2i 2+3i | 3+4i 4+5i |5+6i 6+7i

1+5i 3+2i |5-i 7-4i |9-7i [11-10i

i 2i 3i 4 5i 6i

T 1 5 7 3 i

6 2 6 6 2 6
Tabla 56

Siseelige el casoen que a=1+5iy b=3+2i, entonces se obtienen dos dados iguales con

las caras {1+5i, 3+2i, 5-i, 7-4i, 9-7i, 11-10i}, que cuando se arrojen daran lugar a los
nameros {2+10i, 4+7i, 6+4i, 8+i, 10-2i, 12-5i, 14-8i, 16-11i, 18-14i, 20-17i, 22-20i}, donde
cada uno tendré la cantidad de particiones {1, 2, 3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2,1} respectivamente.

Todo ello queda resumido en la siguiente funcion generadora:

x2+10i+2x4+7i+3x6+4i+4x8+i+5xlo_2i+6X12_5i+5xl4_8i+4xl6_11i+

318141 5, 20-17i  , 22-20i

Esto indica que tiene los mismos coeficientes que

I +2X3+3x* +4X° +5x° +6X" +5x% +4x° +3x0 + 2x +1x*?

que es la funcion generadora de los dados {1, 2, 3, 4, 5,6} y {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Finalmente, se tiene que los dados:
{1+5i, 3+2i, 5-i, 7-4i, 9-7i, 11-10i} y {1+5i, 3+2i, 5-i, 7-4i, 9-7i, 11-10i}
Arrojan nimeros con el mismo espacio de posibilidades que los obtenidos con

{1,2,3,4,5,6}y{l,2 3, 4,56}
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Conclusiones

“[...] juntos [el alma de Patroclo le dice a Aquiles] nos hemos criado en tu palacio, desde que
Menecio me llevé de Opunte a vuestra casa por un deplorable homicidio —cuando
encolerizandome en el juego de la taba®® maté involuntariamente al hijo de Anfidamante—, y el
caballero Peleo me acogié en su morada, me cri6 con regalo y me nombré tu escudero [...]”
Homero (siglo VI a. C.?) La lliada.

Como se puede apreciar en la cita anterior, la presencia de los juegos de dados en la vida
cotidiana data de épocas antiguas. ¢Que habria sido de la vida de Patroclo y la del hijo de
Anfidamante si entonces ya se hubieran hecho esfuerzos por calcular el valor de las
posibilidades que se tenian para ganar o perder al momento de jugar?

En este trabajo de tesis se mostraron los primeros intentos por enumerar las
posibilidades que se tenian para obtener los mejores resultados en el juego de dados; y
paralelamente, en las mismas épocas se puede ver que se formalizd la idea de las
particiones asociadas a cada una de las tiradas de dos, tres o cualquier cantidad de dados.
En este contexto, en el capitulo | abordamos los primeros textos que se conocen sobre la
relacién del juego de dados y las particiones de cada elemento de un conjunto determinado

En el capitulo 11 se ve que a partir de J. Bernoulli y de Pierre R. Montmort la teoria de
la probabilidad empezé a tomar un camino propio; y por el lado de las particiones, éstas
adquirieron las herramientas matematicas que requerian para que posteriormente también
pudieran tener personalidad como una disciplina propia de las matematicas. Leibniz
conocio sus trabajos (Ars Conjectandi y Essay d’analyse sur le jeux de hazard,
respectivamente), y a partir de ellos parece que fue el primero que consideré la
descomposicion de los nimeros enteros como suma de otros enteros, pero lo innovador fue
que lo estudié de manera independiente, sin ninguna relacion con los juegos.

En el tercer capitulo de la tesis mostramos que Euler fue el primero en realizar
aportaciones importantes que marcaron el inicio de lo que seria la teoria de las particiones
Yy, en consecuencia, de una parte de la teoria aditiva de los nUmeros.

A partir de la segunda mitad del siglo XVIII las particiones y la teoria de la
probabilidad consolidaron sus caminos de forma independiente. La dedicacion de Euler —

que surgio a partir de su interés por responder los problemas que le propuso Naude— dio

2> Taba es el hueso conocido como astragalo, y con ellos se practica un juego de apuestas semejante al de los
dados.
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como resultado el teorema de los ndmeros pentagonales, que tenia como elemento
primordial el uso de funciones generadoras; estas funciones fueron sin duda la gran base
algebraica para desarrollar las particiones y para muchas otras disciplinas de la matematica.

Después de estudiar las aportaciones de Euler en este campo de la teoria de los
numeros, afirmamos que casi todos los descubrimientos posteriores en teoria de particiones
han hecho uso de algunos elementos que Euler aport6 en sus articulos dedicados a este

tema.

La trascendencia de las particiones
Después de Euler y hasta mediados del siglo X1X, no se hicieron grandes aportaciones en el

estudio de las particiones. Pero a partir de este periodo la expansion de las matematicas
llevé a que nuevos temas como la teoria de variables complejas y la teoria de funciones
elipticas interactuaran profundamente con las particiones; y grandes matematicos como
Legendre, Gauss y Cauchy hicieron descubrimientos importantes a partir de las bases que
encontraron en los trabajos de Euler. Por ejemplo Legendre [1830] reformuld el teorema de
los nimeros pentagonales que originalmente establecia la relacion entre los exponentes y

los coeficientes emanados de la funcion generadora como

n(3n+1) o n(3n-1)

ﬁ(l—x”):1+i(—l)”x 2 +Z(—l)”x 2

n=1 n=1

migrandolo s6lo a un planteamiento de la diferencia entre la cardinalidad de dos conjuntos,
donde cada elemento de uno de los conjuntos es una particion con un numero par de

sumandos, y el elemento del otro es de una cantidad impar; el planteamiento es el siguiente

0 si mi—n(Bnil)
- _ 2
Ppo (M) = Py (M) s __n(ansy ,
2

donde p,,(m)= el nimero de particiones de un entero positivo m, con la caracteristica de
que los sumandos de cada una son diferentes y la cantidad de ellos en cada una

es par.
p,; (M) = el nimero de particiones de un entero positivo m en donde los sumandos

de cada una son diferentes, pero ahora la cantidad de sumandos en cada

particion es impar.
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Entre 1750 y 1850 surgié un gran interés por encontrar formulas explicitas para Px(n)
(el ndmero de particiones de n con a lo mas k sumandos), sin tener que desarrollar
funciones generadoras; fueron P. Paoli, A. De Morgan, J. Herschel, T. Kirkman y H.
Warburton quienes encontraron formulas explicitas para valores pequefios de k.

Fue J. J. Sylvester [1882] en la década de los 80 del siglo XIX el matematico mas
sobresaliente en el tema de las particiones; escribié un trabajo notable Constructive Theory
of Partitions. A su alrededor se interesaron por el tema personajes como Fabian Franklin y
Norman Ferrers; al segundo se le debe el nombre de los diagramas que llevan su nombre y
que fueron una herramienta novedosa para esquematizar las particiones, gracias a este
método gréfico se pudieron replantear algunas demostraciones, entre ellas la del teorema de

los nimeros pentagonales de Euler.

Para estas épocas no deberia sorprender que las particiones ya tuvieran una vida fuera
de su interés intrinseco. Y en este contexto Cauchy [1845] estudié por primera vez el
problema de un conjunto de n objetos que se divide en subgrupos, en los que lo importante
es el tamafio de cada grupo, entonces el objeto de interés es una particion de n; en esta
direccion es que Cauchy estudio las clases de conjugacion del grupo simétrico, su
enumeracion requeria la clasificacion por tamafios de los ciclos, y para ello usé las par-
Hoetedsrmente Gauss y Cauchy también se interesaron por los problemas vinculados a las
trayectorias lattice?®, que se podian trabajar con las funciones
{n+m} _(@-9")(@-9g"")..1-q"")

n ] -9-g)..0-q")

y daban lugar a polinomios conocidos como polinomios Gaussianos; que son

fundamentales para el estudio de las series hipergeometricas. Ademas este tipo de
polinomios se vinculan con el nimero total de espacios vectoriales de dimension n sobre
campos finitos, que tienen bases candnicas con la caracteristica de poder ser representadas

con diagramas de Ferrers.

No debemos terminar este trabajo sin mencionar el gran impacto que generaron las

particiones en Hardy, Ramanujan y Rademacher. Los dos primeros trabajaron

% Trayectorias en rejillas



152

conjuntamente con series asintoticas para calcular el comportamiento de particiones de un
entero n. Ramanujan ademas es coautor junto con Leonard Rogers de dos resultados muy
importantes: las identidades de Rogers-Ramanujan [véase Hardy 1983].

Primera identidad de Rogers-Ramanujan.

Sea f(n) el nimero de particiones de n de manera que todos sus sumandos son de la
forma 5k + 1 6 5k + 4, y g(n) el nimero de particiones cuyos sumandos se
diferencian al menos en 2. Entonces f(n) = g(n).

Segunda identidad de Rogers-Ramanujan.

Sea r(n) el nimero de particiones de n cuyos sumandos son todos de la forma 5k + 2
0 5k + 3, y si s(n) es el niUmero de particiones cuyas partes se diferencian al menos
en 2y que no contienen al 1, entonces r(n) = s(n).

Hasta nuestros dias se sigue trabajando la posibilidad de tener demostraciones mas directas
para estas identidades, entre ellas el método de biyecciones para f(n) = g(n) y para r(n) =
s(n) [véase Andrews 2004].

Después de la muerte de Ramanujan en 1920 Hardy y Littlewood unieron esfuerzos y
publicaron una serie de articulos sobre particiones; estos trabajos dieron resultados
profundos sobre las sumas de cuadrados, el problema de Waring, primos gemelos y la
conjetura de Goldbach, entre otros temas. Con estas aportaciones queda nuevamente de
manifiesto que otra vertiente de la teoria de los nimeros ya también estaban tomando su
propio camino, nos referimos a la teoria aditiva de los nimeros.

Las identidades de Rogers-Ramanujan no se quedaron en una serie de propiedades
intrinsecas de las particiones. Rodney Baxter [1980] propuso una aplicacion notable de las
identidades en la mecénica estadistica; fue en el sentido de vincularlas con el modelo lattice
bidimensional de un gas, donde las particulas pueden estar en los vértices de un triangulo
lattice. Esta relacion especificamente ayudo a modelar el comportamiento del gas, usando
—entre otros elementos— las funciones generadoras asociadas a las identidades de Rogers-
Ramanujan. El puente que tendié Baxter entre lo fisico y las representaciones aditivas de
los enteros ha sido atil para lo que se conoce como el modelo de hexagono rigido [véase
Andrews 1981].

Las particiones y funciones generadoras son actualmente herramientas de las

matematicas que no tiene limites y que cada dia dan mas sorpresas por sus aplicaciones y
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por sus propiedades intrinsecas (como ejemplo de esto ultimo en el colofon respondimos
una serie de inquietudes que nos surgieron a lo largo de los tres capitulos, algunas de ellas
fueron en el sentido de generalizar los problemas de Galileo, y otras en las que se abandond
el tratar de encontrar Unicamente el nimero de particiones generados por un conjunto de
enteros, para ahora investigar las caracteristicas que habrian de cumplir los elementos de
los conjuntos, si se fijan el nimero de particiones asi como la cantidad que representa la

particion).
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XXIV

Quizaés, sin embargo dirds que ciertos nimeros son mejores que otros, de los que usan

los jugadores, y es por la razén que, ya que un dado tiene seis lados y sélo seis nimeros, entonces
en tres dados hay dieciocho [posibilidades].

Y de ellos solamente tres pueden estar arriba de los dados [cuando se arrojan], estos [resultados de
los tres dados] varian de diferentes maneras, y de ellos

son producidos dieciséis nimeros compuestos [del 3 al 18]. Sin embargo, ellos

no aparecen con la misma frecuencia, ya que el mayor y el menor de ellos

rara vez salen, y los [que se encuentran a la mitad] salen con mayor frecuencia [ver tabla I].

Y los restantes, cuanto mas cerca estén de los medianos, son mejores y salen con mayor frecuencia.
Estos, cuando aparecen [los que se encuentran en los extremos de la primera columna], tienen sélo
una terna de nimeros en los dados.

Esos [los que se encuentran en la parte media de la tabla, que representan al 9, 10, 11y 12] tienen
seis, y el resto tiene configuraciones intermedias entre los dos,

Asi, de esta manera hay dos nameros mayores [6,6,6 y 6,6,5], al igual que dos menores [1,1,1y
2,1,1], y éstos tienen sélo una configuracion.

Los dos que siguen, el mayor [que

representa al namero 16], el otro menor ; 7 . ]a]:ula.l. 2.

[que representa al 5], tienen dos 6‘6‘6‘ 5 g i ul
configuraciones de nameros en cada 065 N | . ‘ 1 -.:wi
[terna de] dados. |664 |65 " B . . |26
Asimismo, después de ellos tienen tres %g:; %‘:—-_g” 2:"‘3. : ';' 1 R -
cada uno, luego cuatro cada uno, y 6‘1 63'2 6:: j:;:‘; *jr_f e LA4
[después] cinco por nimero [en el caso '6"‘3-‘- 042 633 ffz' 543 444 :té" del
13y 8], y mientras que los siguientes _g_‘_ﬂ ?z 53‘:1:_ 342 533 *.f? .E. en
la sucesion alcanzan a los cuatro 3L |0ZZ 544 S32 4421435 |20
nimeros medianos [9, 10, 11, y 12] que % S3L[522 448432 333&?~
tienen seis configuraciones [es decir, f.t.t %?g i%? 332’ ‘ .'8
ternas de dados] cada uno. 441 |52x|222] = 7
axxlzzal | T
La tabla [1] les hara mas facil estas | &XX - N . L a 4
cosas: 't't'(t ' 1.8
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D408V :
FOrtétamendicés, quosdanrprzftare quibusd
Ex numeris, qaibuselt luforibus ufys, eo qued
Cum decius fitfexlaterum, fex& numerorum _ .
Simplicinnt; tribis in deciis fint o&o decemdque,
‘Quorum non nifitres pofluntdeciis fuperes{ey

‘“fﬂhﬂéntﬁéﬂkvhﬁ‘ﬁnrnr" indahienln

SMUIVLIAILUUS Vasialitu: g W ilUL VIS Uy

- Compofiti mumeri nafcuntur, pontamen 2quéz .
‘Virtutis, quoniam majoresatque minores,
Ipforumrare veniunt,mediiquefrequenter,

treliqui quantd mediis qudrivis propidresy

Tantd praftantes, & fzpits ac'_{iigéinteﬁb
His pun&aturatantumveniemsbds una,

Niis fex, aliis mediocriter inter utrosque;
Sicutfint dno majores, totid€mque minores,
Una quibus fitpun&atura, duogue féqticites,.
Hic major, minorille, quibusfit bina duobiis.s
Rurfum poftiftosfitterna,deinde quaterna,
Quinaque, ficuteis fucceduntappropiando
Quattnorad medios, quibus eftpunéatio fena,
Quzreddetlevioratibi fubje&a tabella. |

: Kf' 1a-
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Estas son las cincuenta y seis maneras de aparecer de los nimeros, y el nimero de ellos ya no puede
ser ni menor ni mayor.

Para cuando los tres nimeros que hacen la tirada son iguales [como el 666, 333], y ya que seis
tiradas pueden ser [con los tres nimeros] iguales entre ellas, entonces también hay seis
configuraciones de tiradas en los [tres] dados, una para cada numero [entre 1 al 6].

Pero cuando uno de ellos no es como los otros [ver segunda seccion de la tabla 1], y dos son
iguales, las configuraciones de ternas en los dados pueden variar de treinta maneras, [Y esto es]
porque si duplicas los seis niUmeros [es decir, si tomamos al 66, 55, 44, 33, 22, 11], y después de
que le has afiadido todos los nimeros que restan [ver segunda seccion de la tabla 11], entonces te
resultaran treinta, como si multiplicaras seis por cinco.

Pero si todos los otros tres nimeros son diferentes, entonces contaras veinte configuraciones de
ternas en los dados [ver secciones 3, 4, 5 de tabla I1]

Por esta razén: Tres nimeros [la terna de dados] pueden ser diferentes y sucesivos de cuatro
maneras [seccién 3, tabla 1], y la misma cantidad de diferentes pero no sucesivos [seccion 4, tabla
I1]. Pero si dos son sucesivos Yy un tercero es no sucesivo [se tienen doce maneras, ver seccion 5
tabla I1], descubriras de un lado dos veces tres maneras, y del otro tres veces dos maneras.

La Tabla [I1] colocada debajo para tu lectura lo clarifica:

XXV
Asimismo, si uno mira mas de cerca en las configuraciones de las ternas de los dados, hay algunas
que tienen una sola forma de aparecer, e “E bula T1 = e
. L2 '

y hay otras que tienen tres o seis, y es porque las e 0 humdu : e
maneras [en que caen los dados] no pueden ser 660 | S55| 444333 222 f-f-t-‘-
diferentes cuando los tres nimeros en cuestion o D“"s""d"*w“‘“‘l“

. , . 063 [664 665 665|664
son los mismos [como el 4,4,4 6 2,2,2]. Pero, si uno 556 554 553|552 !fx — [de

los nimeros de la terna] fuera diferente, y [los otros ] 446 445 *43 442 :tgu
336|355 |354/352/554 i
220|225\ 224|228 |228| ]
[y esto sucede] después de que un nimero diferente AL0 (125 (AL 4]X23 (A2 ]

dos iguales, tres maneras de caer emergen,

aparece [en la cara superior] de cualquiera de los Omuino Dislimiles Contiaui,
dados. Osd |-fﬁ:3l$32f3ﬂl : ’ e
.. Discontimui.. ' "
Pero si todos [los nimeros de la terna] son diferentes, 642|552 641[658] |
descubriras que ella puede variar de seis maneras, ya " Do Continui et fertius discontinmus.

675 672|658 |62t [F2L /4T

que, cuando das cualquier posicion a uno de los tres .ﬁ:i AL (7% *:u' 273 ”L
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nameros, los dos restantes cambian de lugar [como en 6,4,2 0 3,2,1].

Tan pronto como aparecen las extensiones de [cada una] de las ternas,

_ «0¢:0: oo S ”
Juntfex& quinguaginta modiveniendi,
Necnumeius minor eflepotélt,vel major,cori,
 fimilesfuerintfibitres numeri, qui
* JaGum componunt, fuia fexrampetibiles funt,
Etpun&ature funtfex, pro icgthzempg.
St @gd ingflis dliis eft ubupebrum,
Atqueduo fimtles; trigintapotely variari
Pun&immbdk,&;t?tﬂ; fii verisexfe
Quemlibet, adjun&areliquorum.quolibet, inde
Producenstrigiptafuiafi exqm'htnlgéicabié‘.
-Qtiod fi d‘gﬁmyfg:ﬁnmmnﬁm ibi tres,
Tunc pun&aturas wginti-connumerabis.
Hoc‘idéb’,’"q{ﬁ_ﬁ"’cbﬁﬂtiuli‘pbﬂ’!.i’n'gtinmcx_ji tres
Quattuor effehedis; difcontinuitotidem: fed
Si duo congigui fuerinydifcontinuusque .
Tertius, invenies hific tres bis; &indeduos ter:
Quod tibideclaratoenlisfubizQafigura.

Vid2 Tabdlim Seeundam,
paging g{‘ﬁximz‘ ffqaéni“el B

. XXYV. |
R Urfumfunt quedam fubeifidsin{picienti
Dépun&atuf;quibus upa cadentia tantim eft;
Suntq; quibus{unttresaut fex,qftia fchema cadédi
Tunc differrenequit, quando fimiles fuerint tres
Przdi&inumeri. Si verofitunns eorum
Disfimilis, fimilesque duo, tria {chemata furgunt,
Disfimili caicunque fuperpofitodeciorum, -
Sed i djsﬁmilcsdgnntomnes, inv{iies fex-
Veiti pofié modis, quia, quemlibet extribusuni
- ‘Cum dederis,reliqui duo pefnutant loca;Sicus .
Pun&aturarum docetalternatio.Sicque

Quins
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entonces ellas varian de cincuenta y seis maneras [es decir, ternas que generan los dados al
arrojarlos], a doscientas dieciséis [ternas que es la totalidad de las] maneras de caer.

Cuando [las 256 ternas] han sido divididas entre los nimeros que los jugadores utilizan [es decir, la
suma de los tres dados que son del 3 al 18], y como solo [son 256 ternas], y ellas tiene que ser
distribuidas entre ellos [los nameros entre el 3 y el 18], entonces aprenderas totalmente bien qué
tanta ganancia o pérdida con cualquiera de ellas [las ternas] se podria obtener.

La tabla [111] puede hacerte claro esto:

Cuantas configuraciones de ternas [hay] con los [tres] dados, y
las maneras de lograr cada uno de los nlmeros compuestos

[entre el 3y el 18 usando las 256 ternas]...

’IZbula, I0I,
&o;eu _ ,ctqyotwﬂﬁd.’vlla,,

nUMEroric

‘_ * PinQatura
S 16 Punflature
Pandlaturx

.N
13

Cadentia] t |
Cadentiz] 3|
Cadantiz| 5|
Cadentie
Cadentia
Cadentit

Oy G W el

P S 1

3&:’:&"3

b il T

- [2e]=
?
ks
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000 19
Quinquaginta modis & fexdiverfificantur
Inpun&aturis, pun&aturzque ducentis ,
Atque bis o&o cadendi fchematibus, quibus igtér
Compofitgs numeros, quibuseft luforibus ufus,
Davifis, proutinter cos {unt diftribuendi,
Plené cognosces, quantz virtutis eorum
Quilibet esfe poteft, feu quantzdebilitatis:
Quod fubfcripta poteft tibi declarare figura,
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CONSIDERAZIONE

- D1
GALILEO GALILEI
SOPRA IL GIUOCO DE DADI.

He nel ginoce de i dadi, tlcun‘iﬁunci ﬁenoﬂ;;ia vantaggio-
fi di aleri, vi hu la fua mgione affai manifefta, ha quale &,
Y il poter quelli pid facilmente, ¢ pid frequentemente fco-
XM prirfi, che quefti, il che de _dal porerfi formare con
H' pid forte di numeri: onde il 3. ¢ il 18. come punti,, che

.;L) //‘;‘4 in un fol modo £ poffon con tre numeri comporre , ciod

S

quefli con &. 6. 6. ¢ quelli con 1. 1. 1. ¢ nonalerimenti,
Eii difficili fono a fcoprirfi, che v. g. il 6. 0 it 7.liqua.

in pid maniere & compengono, ciod if 6. con 5.2.3. & .

con 2. 2. 2. ecCOn ) 1. 4.¢dil y.con 2. 1. 8.,1.2. 4.,10.3. 5., 2. 24
3. Tuceavis ancorche il 9. e il 12. in sltretrante meniere fi compungano in
qunte il 10. e I’ 11. perloche d’egusl ufo duvriano effer reputati ; fi vede

gondimeno, che 18 lunga offerva be fatto da i ginocatori fimarfi piv -

mngioﬁ il 1o.el11.cheilty, eil r2.
w‘lc

il 9. ¢ il r0. fi formino (e quel che di '%nhe,ﬂi fi dice intendafi de*

- i n.‘cl:&!.' ﬁfzrmino dico con pario_ erfitd di numeri , & ma-
nifefto; imperec #1 §. k compone con 1. 2. 6., 1. 3. 5.5 1. 4- 4, 2. 2.
§.3 5. 3. .45 3. 3. 3. che fone fei eriplicitd, ed il 10.con 1. 3.6., 1.4. 5.
2 2.6.,3.3.5, 3 4 4, 3. 3. 4 € non in altri modi, che pur fon 6.
combinazion: . Ora io ‘rer fervire a chi m’ha comandato, cheiodebbapro-
dur cid, cheft ual difficoltd mi fovviene, efporrd il mio penfiero, con
fperanza, non folamence di fciorre quefto dubbio, ma di aprire Ia firads 8
poter rmmaliﬁmamente {corger le ragioni, per le quali tutee le particols-
rith del ginoco fono ftate con grande avvedimento, e giudizio compartite,
ed aggiuftate . E per condurmi colls ior chiarezza, che io Io al mio
fire, eomincio a confiderare, come effendo un dado terminato da 6. faccie,
fopra ciafcuna delle quali gettato, egli pud indifferentemente fermarfi; fei
vengono 2d effere le fhe {coperte, ¢ non pid, I"una differente dall’altra . Ma
fe noi infieme col primo getteremo il fecondo dado, che pure ha altre fei
faccie , rotremo fare 36. fcoperte tra di loro differenti , poiché ogni
faccia de fprimo dado pud accorp'mrﬁ con cialcuns del fecondo, ed in con-
feguenza fare 6. fcoperte diveries onde & manifefto tali combinaziani effer
6. volte 6. ciot 36. E fe noi agyiugneremo il terzo dado, perchd ciafcuna
delle fue faccie, che pur fon{ei, pud accoppiarfi con ciefcuna delle 36.1co.
perte delli aleri due dadi, averemo le feoperte di tre dadi effere 6. volee
36. ciod 216. tutte tra di loro difterenti. Ma perche i punti de i tiridi ere
dadi non fono fe non 16. ciod 3. 4. 5. fino a 18. tra i qualifi hanno a com-
partire le dette 216. fcoperte, @ neée(fario, che ad alcuni di effi ne- t:90;:-
4 chi.

-~
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CONSIDERACIONES DE GALILEO GALILEI
SOBRE EL JUEGO DE DADOS

(Galileo Galilei, Opere, Firenze, Barbera, 8 (1898), pp. 591 — 594)

El hecho de que en un juego de dados ciertos nUmeros son mas ventajosos que otros tiene
una razon muy obvia, i.e., que algunos se logran con mayor facilidad y son mas frecuentes
que otros, ello depende de que es posible obtenerlos con una mayor variedad de nimeros:
asi, los numeros 3 y 18, s6lo se pueden escribir de una manera usando tres ndmeros
[dados], con el 6.6.6 , con el 1.1.1, y de ningun otro modo, y [entonces, el 3 y el 18] son
mas dificiles de obtener que, por ejemplo, el 6 o el 7, los cuales pueden ser obtenidos de
més formas, esto es, el 6 con 1.2.3, con 2.2.2 con 1.1.4, yun 7 con 1.1.5, 1.2.4, 1.33y
2.2.3. Como 9 y 12 pueden ser obtenidos con la misma cantidad de maneras que 10 y 11,
entonces sus usos deben ser considerados de igual forma. Sin embargo, una extensa
observacion ha hecho considerar a los jugadores [de dados] que el 10 y el 11 son mas
ventajosos que el 9 y el 12.

El 9 y el 10 (y lo que se diga entiéndase para 12 y 11) se pueden obtener con una
misma diversidad de nameros, y lo afirmo ya que el 9 es obtenido por 1.2.6, 1.3.5, 1.4.4,
2.2.5, 2.3.4, 3.3.3, que son seis tercias, y el 10 por 1.3.6, 1.4.5, 2.2.6, 2.3.5, 2.4.4, 3.3.4, que
también seis combinaciones, y de ninguna otra forma [existen otras].

Ahora, por atender a quien me encarg6 desarrollar aquello que se me ocurra acerca
de tal problema, expondré mis ideas, [y lo haré] con la esperanza no sélo de resolver tal
duda, sino también para abrir camino y poder divisar precisamente las razones por las
cuales todas las particularidades del juego han sido acomodadas y ajustadas con gran
atencion y juicio.

Y para alcanzar mi meta con la mayor claridad de la que soy capaz comenzaré por
considerar un dado que tiene seis caras, y sus diferentes tiradas pueden caer en cualquiera
de ellas [las caras]. Seis tiradas diferentes pueden ser logradas, y no mas, cada una diferente
de la otra.

Pero si junto con el primer dado tiramos un segundo, el cual también tiene 6 caras, entonces
podremos lograr 36 tiradas, diferentes entre ellas, y es porque cada cara del primer dado
puede ser combinada con cada una del segundo, y en consecuencia pueden hacerse 6 tiradas

diferentes, por consiguiente es claro que tales combinaciones son 6 veces 6, i.e. 36. Y si
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afiadimos un tercer dado, y ya que cada una de sus 6 caras puede ser combinada con cada
una de las 36 combinaciones de los otros 2 dados, podremos encontrar que las
combinaciones de los 3 dados son 6 veces 36, i.e. 216, y todas diferentes entre ellas. Pero
debido a que los numeros [obtenidos] de las tiradas de 3 dados son sélo 16, esto es, 3.4.5,
etc. hasta, 18, y entre ellos se repartiran las mencionadas 216 tiradas, entonces es necesario

gue muchas tiradas deban pertenecer a



120 CONSIDERAZIONRE

chino molte; e fe noi ritroveremo quante ne toccano per ciafcheduno, ave-
remo aperta 1a ftrada di {coprire quanto cerehiamo, e bafter) fare tale in-
veftigazione dal 3. fino al 10. perche quello, che convefrd a unp di que-
fti numeri, converrd ancora al fue foflopra.

Tre particolaritd fi debbon notare per chiara intelligenza di quello , che
refta: la prima &, chequel punto de 1 tre dadi, la cur compofizione rifulta
da tre numeri eguali non fi pud produrre, fe non da una fola fcoperta, ov-
vero tiro di dadi,e cosl il 3. non fi pué formarefe non dalle ere faccic del-
Paffo, ed il 6. quando fi doveffe comporre con tre dui, non fi farebbe fe non
da una fola fcoperta . Seconda: il lmnto, che fi compone da i tre numeri ,
due de’ quali fieno i medeimi, e il terzo diverfo, fi pud produrre da ere fco-
perte, come v. g. il 4. che nafce dal 2. edallidue a n,rub farfi con tre ca-
dace diverfe, cio& quando il primo dado fcuopra 2. e il fecondo, e rerzo,
fcuoprano affo. E cosl v. g. I’ 8. in quanto retulea da 3. 3..3. pud produrfi
parimeate in tre modi; cio? fcuoprendo il primo dado 2. e li altri 3. per
mno, o fcuo‘frendo il fecondo dado 2. ed il primo, e terzo 3. o finalmen-
te fcuoprendo il terzo dado 2. ed il primo, e fecondo 3. Terza: quel nu-
mero di punti, che {i compone di tre numeri differenti pud produrfi in 6.
maniere, come per efempio, 1’ 8. mentre fi compone da 1. 3. 4. fi pud fa-
se con 6. fcoperte differenti; prima, quando il prima dado faccia 1. il fe-
condo 3. e il terzo 4. feconda, quando il -primo dadq faccia pur 1. ma il
fecondo 4. e il terzo 3. terza, quando il fecondo dado faccia 1. ¢ il-primo
3. e il terzo 4. quarta, facendo il fecondo pur :. e il primo-4. ¢ il terzo
3. quinta, quando facendo il terzo dado 1. il primo faccia 3. € il feconde
#- {efta, quando fopra I'1, del terzo dado, il primo fark 4. e il fecondo 3.
Abbiamo unciue fin qui dichiarati quefticre fondamenti, primo, che le eri-
plicitd, ciod il numero delle fcoperte de i tre dadi, che fi compongono da
tre numeri_eguali, non fi producono fe non in un modo folo; fecondo, che
le triplicitd, che nafcono da due numeri eguali,.e dal terzo differente.fi pro-
ducono in tre maniere; terzo, che quelle, che nafcono da tre numeri tutei
differeati fi formano in fei maniere . Da quefti fondamenti facilmente rac-
corremo in quanti modi,o vogliam dire, in %t‘unte fcoperte differenti fi pof-
fon' formare tutti i numeri de 1 tre dadi, il che per la feguente cavola facil-
mente fi comprende, in fronte della quale fono notati i punti de i tiri dal
30. in gil fino al 13 e fotto effi le triplicitd differenti , galle quali ciafcu-
no di efli pud refulrare, accanto alle qualifon poftiinumeri, fecondo i qua-
di cialcuna triplicied fi pud diverfificare, fotto i quali & finalmente raccolra
1a fomma di tucti i modi poffibili 8 produrre efli tiri, come per efempio
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algunos de estos nimeros; y si se encuentran cuantas pertenecen a cada uno, habremos
preparado la manera para encontrar lo que queremos saber, y bastara hacer tal investigacion
desde el 3 hasta el 10, porque aquello que pertenezca a uno de estos numeros también
pertenecerd a aquel [opuesto] de arriba abajo.

Tres particularidades deberan ser mencionadas para un claro entendimiento de lo
que procede: la primera es que [aquella suma de] los nimeros de 3 dados, que esta
compuesta de 3 numeros iguales, puede ser solo lograda por una Unica tirada de los dados,
y asi el 3 puede lograrse solo por las tres caras de ases [de unos], y un 6, si habra de hacerse
con 3 [nameros] dos, puede sélo lograrse con una sola tirada. La segunda, [corresponde] a
la suma que se forma de 3 numeros, en las cuales dos son iguales y el tercero diferente,
pueden ser producidos por 3 tiradas, por ejemplo, el 4 que es formado de un 2 y de 2 ases,
puede ser logrado por 3 diferentes tiradas; esto es, cuando el primer dado muestra 2 y el
segundo y el tercero muestran el as, [0 cuando el segundo dado un 2 y el primero y el
tercero el as; o el tercero un 2 y el primero y el segundo un as]. Y asi, por ejemplo, un 8,
cuando es formado por 3.3.2, puede también lograrse de tres maneras: i.e. cuando el primer
dado muestra un 2 y los otros un 3 cada uno, o cuando el segundo dado muestra al 2 y el
primero y el tercero el 3, o finalmente cuando el tercero muestra un dos y el primero vy el
segundo 3. El tercero, que la suma de los nimeros formada por tres numeros diferentes
puede ser lograda de 6 maneras, por ejemplo, el 8 que esta formado por 1.3.4, puede ser
[también] logrado con 6 tiradas distintas [usando los mismos nidmeros]: primero, cuando el
primer dado muestra al 1, el segundo 3 y el tercero 4; segundo, cuando el primer dado
muestra al 1, pero el segundo 4 y el tercero 3; tercero, cuando el segundo dado muestra 1, y
el primero 3y el tercero 4; cuarto, cuando el segundo ain es 1, y el primero 4 y el tercero 3;
quinto, cuando el tercero muestra 1, el primero muestra 3, y el segundo 4; sexto, cuando el

tercero muestra 1, el primero serd 4 y el segundo 3.
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Hemos expuesto aqui tres casos. El primero, que las ternas, esto es, la suma de las tiradas
de los 3 dados, que estan formadas por tres nimeros iguales, pueden ser obtenidas s6lo de
una forma; seqgundo, que las ternas que estan formadas por dos nimeros iguales y el tercero

diferente, son logradas de tres maneras; tercero, que aquellas ternas que estan formadas de

1
3

6 |10 9 8 7 6 5 4 3

10 |631]6 |621|6 |611]3 |511(3 |411[3 [311(3]211]3|111 1
15 |622|3 |531|6 |521|6 |421|6 |321|6 [321|3

21 |541|6 |522|3 |431|6 |331|3 [222|1

25 | 5326 |441|3 |422|3 [322]3

27 | 4423 |432|6 |332|3
108|433 |3 [333]1

108 27 25 21 15 10 6 3 1
216 |

tres numeros diferentes son obtenidas de 6 maneras. De estos casos podemos facilmente
deducir de cuéntas maneras, o dicho de otro modo, en cuéantas tiradas diferentes todos los
nameros [que son suma] de tres dados pueden ser formados. Lo anterior puede ser

facilmente comprendido a partir de la tabla siguiente:

En la parte superior estan indicados los nimeros de las tiradas desde el 10 hasta al 3, y
debajo de ellos [se presentan] las diferentes ternas con las cuales cada uno [de los nimeros
entre 3 y 10] pueden resultar; y al lado de ellos, se encuentra indicado el numero de
maneras en que cada terna puede ser permutada, y bajo ellos esta finalmente indicada la

suma de todas las posibles formas de producir estas tiradas. Asi, por ejemplo,
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nella prima cafella abbiamo il punto ro. efotto di eflfo 6. tripliciti di nume-
ri, con i queli egli i p ) comporre, che fono 6. 3.1, 6. 2. 2., 5. 4. 1,

.3.2,4 4 2., 4. 3-3. E perche la prima triplicitd 6. 3. 1. & compofta
si tre numeri diverfi, pud ( come fopra fi & dichiarato ) effer facra da 6.
fcoperte_di dadi differenti s perd accanto ad effa triplicitd 6. 3. 1. fi nots
6. ed effendo ls feconda 6. 2. 2. compofta di due numeri eguali, e di un
altro diverfo , non pud produrfi fe non in 3. differenti fcoperte, perd fe
gli nota accanto 3. la terza eriplicitd 5. 4, 1. compofta di tre numen: diver-
fi pud farfi da 6. fcoperte , onde fi nota col numero 6. e cosi dell'altre tut-
te, ¢ finalmente a pi¢ della colonnetta de’ numeri delle fcoperte & raccols

t2ls fomma di tutte: dove fi vede, come il punto 1o. pudfarfida 27. {co-

perte di dadi differentt, ma il punto 9. da 15. folamente, e I’ 8. da 21. il
7. 42 15.il 6. da 10.il 5.da 6. il 4. da 3. ¢ finalmente il 3. da 1.lequa-
li tarte fommate infieme afcendono 2l numero di 108. Ed effendo altrec-
tante le fcoperte de i foﬂ'ogri », ciod de i puanti 11. 12. x?. 14.16.16.17.
18. fi raccoglie I fomma di tutte le fcoperte poffibili a farfi colle faccie
de i wedads, che fono 216. E da quefta tavola potra ognuno ch'intenda il
gioco, andar punmaliflimamente mifurando tutti i vantaggi per minimi ,
che fieno delle zare, degl’incontri, ¢ di qualunque altra particolar regola,
che in eflo ginoco fi offerva.
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en la primera columna tenemos al nimero 10, y debajo de él hay 6 ternas de nimeros con
los cuales se puede formar [el 10], y son 6.3.1, 6.2.2, 5.4.1, 5.3.2, 4.4.2, 4.3.3. Y como la
primera terna 6.3.1 estd compuesta por tres nimeros diferentes, entonces puede (como
arriba se menciona) ser obtenida por seis tiradas diferentes de los dados. Ahora, al lado de
la terna 6.3.1 se encuentra un 6; la segundo terna es 6.2.2 y esta formado de 2 nimeros
iguales y otro diferente, y puede ser lograda Unicamente mediante 3 tiradas diferentes, [por
ello] al lado se escribe un 3; la tercera terna 5.4.1, formada de tres numeros diferentes,
puede ser lograda por 6 tiradas, y entonces se indica un 6 [en la columna de al lado], y asi
con todas las otras [ternas]. Para terminar, al final de la columna se encuentra la suma del
namero de tiradas de todos; ahi se ve que el nimero 10 pueden ser obtenido de 27 tiradas
diferentes de los dados, pero el niUmero 9 Unicamente por 25, el 8 por 21, el 7 por 15, el 6
por 10, el 5 por 6, el 4 por 3y, finalmente, el 3 por 1, y sumados todos juntos se obtiene el
namero 108. Y siendo de igual cantidad las tiradas de los opuestos superiores, esto es, para
los nimeros 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, se agrupa la suma de todas las posibles tiradas
que pueden ser logradas con las caras de los tres dados, y es 216. Y de esta tabla, cualquiera
que entienda el juego puede medir, con gran exactitud, todas las ventajas, por pequefias que
puedan ser, del zare,*’ del incontri, y de cualquier otra regla especial observada en este
juego.

27 Zare era un juego con 3 dados, cuyas reglas eran quizas aquéllas del juego conocido por nosotros como
Hazard. Incontri es empleado aqui probablemente como un término técnico en el Zare.
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