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Es sumamente célebre el resultado comiinmente conocido como segundo teorema de incomple-
titud de Godel, que afirma que en cualquier sistema axiomdtico “suficientemente fuerte”, necesa-
riamente habra proposiciones indecidibles, es decir, proposiciones tales que ni ellas ni su negacién
son demostrables dentro del sistema. En particular, dentro del sistema axiomatico de la Teoria de
Conjuntos, ZFE, debe de haber tales proposiciones indecidibles. Sin embargo, la manera en que
Godel demostré su resultado consistié basicamente en elaborar, dentro del sistema, una proposi-
cién que en cierto sentido afirmara de si misma que no es demostrable. En virtud de ello, podria
pensarse que todas las proposiciones que son indecidibles resultan ser tan “artificiales” como la
que construy6 Godel, y de hecho, cominmente los matemdticos tienden a pensar que los proble-
mas que surgen de manera “natural” dentro de la matematica no serdn afectados por el mencionado
resultado de Godel. Sin embargo, lentamente se han ido descubriendo proposiciones matematicas
genuinas que, pese a haber surgido de manera natural, han resultado ser indecidibles. Una de estas
proposiciones, histéricamente el primer ejemplo auténtico de este fendmeno, es la hipdtesis del
continuo que asegura que 2 = w;.

Actualmente hay numerosos ejemplos de este tipo de problemas o de proposiciones en diversas
areas de las matematicas, tales como la topologia de conjuntos o el andlisis matematico. El objetivo
de este trabajo de tesis es recopilar algunos ejemplos representativos de la aparicion de este tipo de
problemas en el drea del dlgebra. Tres fueron los problemas elegidos. En primer lugar, se describe la
solucion dada al problema de Whitehead por S. Shelah. Posteriormente, se eligieron dos problemas
concernientes a invariantes cardinales del continuo que pueden definirse en términos del grupo
simétrico infinito, es decir, el grupo de permutaciones sobre una cantidad infinita numerable de
simbolos. Estos invariantes cardinales son denotados por cf(S,) y A([w]**), y son cardinales que
se encuentran entre w; y 2¢. En este trabajo se presentan buenas cotas superiores e inferiores para
ambos cardinales, ubicandolos adecuadamente en relacion a los demas invariantes cardinales del

continuo.

En primer lugar, se escribié un capitulo 0 para que éste contuviera todo aquello que, si bien
es necesario para comprender el resto de la tesis, no representa una parte central de la misma,
por lo que convenia reportar ese material en un capitulo aparte. En la primera seccion se habla un
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poco de grupos abelianos libres, material utilizado en los capitulos I y III. Posteriormente, en la
segunda seccion, se introducen aquellos invariantes cardinales del continuo que se utilizardn en los
capitulos II y III, demostrando las principales desigualdades que se dan entre ellos. Finalmente,
en la tercera seccion se menciona aquello en lo que consiste el axioma de Martin, asi como un
importante resultado acerca de predrdenes o-centrados debido a M. Bell, que se utilizard en el
capitulo III.

Posteriormente, el que propiamente es el primer capitulo de la tesis estd destinado a hablar del
problema de Whitehead, que consiste en caracterizar los grupos abelianos G tales que Ext(G, Z) =
(0) (a tales grupos se les conoce como W-grupos, o grupos de Whitehead). La primera seccion
es basicamente una discusion que sirve para motivar y plantear el problema de Whitehead. En la
segunda seccion, se detallan algunas propiedades, que ya corresponden propiamente a la teoria de
grupos, acerca de los W-grupos, que en general son andlogas a propiedades que poseen los grupos
abelianos libres. En la siguiente seccion se demuestra que los W-grupos numerables son libres,
mientras que en la cuarta seccidn se generalizan los métodos empleados en la seccion anterior, con
el objetivo de investigar el comportamiento y las propiedades de los W-grupos de cardinalidad w; .
En la quinta seccion se demuestra la consistencia (utilizando el axioma de constructibilidad) de que
todo W-grupo de cardinalidad w; sea libre, mientras que en la sexta y ultima seccion se demuestra
la consistencia del enunciado opuesto, es decir, de que existen W-grupos que no son libres. En esta
ultima prueba, se utiliza el axioma de Martin, estableciendo de esta manera que el problema de
Whitehead es indecidible dentro del sistema axiomatico ZFE.

A continuacion, en el segundo capitulo se comienza a trabajar con el grupo simétrico infinito,
es decir, el grupo S, de biyecciones de w en w; y sobre todo, con el invariante cardinal cf(S )
definido en base a este grupo. En la primera seccion se hablan los hechos bésicos acerca de este
grupo, mientras que en la segunda seccion se define el invariante cardinal cf(S ), la cofinalidad
del grupo simétrico infinito, y se comienza a demostrar las primeras propiedades basicas de este
invariante (por ejemplo, que cf(S,) > w;, y que es consistente con ZFE que esta desigualdad sea
estricta). En la tercera seccion se trabaja con una ligera variante de este cardinal, el cardinal cf*(S ),
con ayuda del cual se demuestra que cf(S,) < d, y se avanza en la investigacion de las posibles
cotas inferiores de cf(S ). Finalmente, en la dltima seccion se expone el resultado principal de este
capitulo, a saber, una demostracién —debida a Brendle y Losada— dentro de ZFE de la desigualdad
cf(S,) > g.

Por ultimo, en el tercer capitulo se comienza a trabajar con ciertos cocientes del grupo S,
fundamentalmente con el cociente S, /F, en donde F es el subgrupo (que es normal en §,) de
permutaciones que mueven Unicamente a una cantidad finita de elementos. En la primera seccion

se define lo que es el espectro abeliano maximal, A([w]**), y se demuestra que a > A([w]“). En la
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tercera seccion se demuestra que p < A([w]=*). A manera de intermedio, en la segunda seccion se
define lo que es el espectro maximal generalizado A(J), para 7 un ideal sobre w. También se define
el nimero casi ajeno maximal sobre un ideal 7, a(Z), y se subraya el hecho de que nuestro viejo
conocido a no es otra cosa que a([w]=“). Asi, se demuestra que no puede generalizarse el resultado
de la primera seccion, en el sentido de que, si bien a([w]**) > A([w]™*), es posible construir ideales

1 para los cuales es consistente con ZFE que A(Z) > a(J). Esto finaliza el presente trabajo de tesis.

Dada la tasa de aparicion, en varias ramas de la matematica, de problemas que requieren un
s6lido conocimiento de las herramientas de la Teoria de Conjuntos para poder ser comprendidos
y atacados, es de esperarse que lentamente dicho conocimiento vaya torndndose cada vez mads
indispensable para el matematico comun y corriente. Areas como la teorfa de la medida, el algebra
o la topologia de conjuntos se encuentran cada vez mds cercanas a la teoria de conjuntos, y el
conocimiento de esta ultima cada vez resulta més indispensable para comprender adecuadamente
las primeras. El presente trabajo de tesis, centrado en el dlgebra, espera poder ilustrar de una manera
clara la naturalidad con la que surgen ciertos problemas, que de pronto parecen mds conjuntistas
que algebraicos, pero que en ninglin momento dejan de ser auténticos problemas matematicos, que
carecen de toda traza de “artificialidad”.






Capitulo 0

Resultados preliminares

El objetivo de este capitulo es exponer, a manera de antecedentes, aquellos resultados que, si bien no
resultan ser centrales en el desarrollo de la presente tesis, si se utilizardn posteriormente en el curso de
los argumentos que se presentardn en los sucesivos capitulos, y que normalmente no se mencionan en los
cursos estandar de una maestria. La primera seccion, acerca de grupos abelianos, contiene material que
se utilizard en los primero y tercer capitulos. Las otras dos secciones, que tratan acerca de los invariantes
cardinales del continuo y del axioma de Martin, contienen resultados que se utilizardn prdcticamente a lo

largo de toda la tesis.

1. Grupos abelianos

Comencemos por recordar algunos de los principales resultados sobre grupos abelianos y gru-
pos abelianos libres, que nos permitirdn tener el lenguaje necesario para plantear el problema de
Whitehead, asi como material para investigar el espectro abeliano maximal de algunos cocientes
del grupo de permutaciones de los enteros. Recordemos que cuando se trabaja con grupos abelianos
es comun utilizar la notacién aditiva. Esto quiere decir que, dado un grupo abeliano A, denotare-
mos a su operacion de grupo con el simbolo +. Similarmente, si a € A entonces al inverso de a lo
denotamos por —a (y para abreviar, siempre que tengamos sumas del estilo de a + (—b) las escribi-
remos como a — b); y al elemento identidad de A lo escribimos como O (lo cual no debe de causar

confusion). Finalmente, si n € Z entonces por na entendemos la suma a + --- + a si n > 0, o bien
N e’

n veces

lasuma —a—---—asin <0, obien al elemento 0, si #» = 0. Como una dltima notacion, si B C A
N——

—n veces

es un subgrupo de A, entonces escribiremos B < A.

DErinicion 0.1. Sea A un grupo abeliano.

(i) Diremos que un elemento a € A es de torsion si es de orden finito (i.e. (In € N)(na = 0)).
(i) Definimos la torsiéon de A como el conjunto tor(A) = {a € A|a es de torsidn}.
(iii) Decimos que A es de torsion cuando tor(A) = A, y diremos que A es libre de torsion
cuando tor(A) = {0}.
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Es fécil ver que tor(A) es un subgrupo de A: si a,b € tor(A) entonces hay n,m > 0 tales que
na = 0 = mb. Pero entonces nm(a —b) = nma—nmb = m(na) —n(mb) = m0—n0 =0-0 = 0, por lo
tanto a — b € tor(A) y tor(A) < A. También (casi por definicién) se cumple que tor(A) es un grupo
de torsion. Por otra parte, el cociente A/ tor(A) es libre de torsion, pues si a + tor(A) es un elemento
de torsion en dicho cociente, entonces hay un n € N tal que n(a + tor(A)) = na + tor(A) = tor(A),
lo cual significa que na € tor(A) pero entonces ha de existir un m € N tal que (mn)a = m(na) = 0,
en donde mn € N, lo cual implica que a € tor(A) y por consiguiente ya de entrada se tenia que
a + tor(A) = tor(A), es decir, tor(A/ tor(A)) = (0). Nétese que si B < A es un subgrupo de torsion,
entonces B C tor(A). Por otra parte, si C < A es un subgrupo tal que A/C es libre de torsion,
entonces tor(A) € C (pues si a € tor(A), entonces hay un n € N con na = 0y por lo tanto
na+C)=na+C =0+ C = C, de modo que al ser A/C libre de torsién no hay mds opcion que
a+C =C,1ie.ac C). En otras palabras, tor(A) es el maximo subgrupo de A que es de torsion, y a
su vez es el minimo subgrupo de A que produce un cociente libre de torsion.

Recordemos que los grupos abelianos son exactamente los Z-modulos. En particular, si A es
un grupo abeliano y X C A, entonces el subgrupo generado por X en A (es decir, el C-minimo
subgrupo de A que contiene como subconjunto a X), denotado (X), es exactamente el conjunto de
todas las Z-combinaciones lineales (finitas) n;x; + - - - + nyx, tales que s € w (convenimos en que
la “suma vacia” con cero sumandos es igual a 0), ny,...,n; € Zy xy,...,x; € X. Similarmente, si
B,C C Aentonces B+ C = {b+ c|b € B A c € C} es el subgrupo generado por BU C en A.

Antes de continuar, estableceremos también algunas notaciones conjuntistas que utilizaremos
de ahora en adelante. Dado un conjunto X y un nimero cardinal «, [X]“ denotard al conjunto de
subconjuntos de X de cardinalidad x y [X]** es el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad
< k. Es decir,

[X]* = {Y CX||Y|=«)

(X1 = (Y cX]|ly] <,

en particular, [X]=“ es el conjunto de subconjuntos finitos de X.

Derinicion 0.2. Un grupo abeliano A es libre si tiene una base, es decir, un subconjunto X C A

tal que (X) = A (i.e. X genera a A) y tal que, siempre que Zm,-x,- = 0, para {m;} C Z, {x;} € [X]",
-1 i=1 i=1
se tiene que (Vi € n+ 1\ {0})(m; = 0) (es decir, X es Z-linealmente independiente).
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Equivalentemente, un conjunto X es una base para A si y s6lo si hay una funcién inyectiva
i : X — A que cumple con la propiedad universal de los grupos abelianos libres: dado cualquier
grupo abeliano By cualquier funcién f : X — B, existe un inico morfismo de grupos f :A— B
que hace conmutar el siguiente diagrama:
X———A

[
s

vf Wll
B

En el caso cuando X C A es una base segtn lo estipulado en la definicién 0.2, la funcién
inyectiva que cumple con la propiedad universal es simplemente la inclusion. Sin embargo, la equi-
valencia con la propiedad universal nos dice mucho mas, pues nos asegura que los grupos libres son
exactamente los objetos libres en la categoria de los grupos abelianos. En particular, cualesquiera
dos grupos libres con la misma base X son isomorfos, lo cual se demuestra con facilidad y con la

técnica estandar a partir de la propiedad universal.

Aunque aqui no probaremos la equivalencia de estas dos definiciones, si bosquejaremos la de-
mostracion de una de las direcciones. Supongamos que X C A es base segun la definicion 0.2, sea
B otro grupo abeliano y f : X — B una funcién. Definimos f : A — B de la manera siguiente:
tomemos a € A, como (X) = A, hay enteros ny,...,n; € Z y elementos xi,...,x; € X tales que
mx; + -+ + ngx, = a; entonces definimos f(a) = n f(x1) + - + ngf(x,). El hecho de que X sea
Z-linealmente independiente nos permitird asegurar que f estd bien definido, es decir, no depende
de la representacion de a como combinacion lineal de elementos de X (pues de hecho, dicha repre-
sentacion serd unica). Finalmente, la unicidad de f también resulta ser casi inmediata (basicamente,
definimos a f de la tnica manera posible que permite que el correspondiente diagrama conmute).

Siempre que un grupo abeliano A sea libre con base X, A es isomorfo a la suma directa de copias
de Z, tantas como elementos tenga X. Esto es, se verifica que (recordemos que el cuantificador V*
se lee como: “para todo ... salvo posiblemente una cantidad finita”):

A= (7 =27 = (f € *Z|(v°x € X)(f(x) = 0)}.
xeX

Esto puede demostrarse con una idea muy similar a la del parrafo anterior. Dado a € A, se tiene
que a se escribe de manera tinica como una Z-combinacioén lineal n;x; + - - - + ngx,; de elementos
distintos xi, ..., x, € X, luego esté bien definida la asignacién a — f, € ©Z, en donde f,(x;) = n;
paral < i < sy f,(x) = 0 para cualquier x € X distinto de los x;. Resulta mds o menos claro
que esta asignacion es una biyeccion y ademas morfismo de grupos, por lo tanto un isomorfismo.

Reciprocamente, es claro que los grupos abelianos de la forma ®Z son libres, con base {e,}, en
xeX
donde para cada x,y € X tenemos que e,(y) = 0y, la delta de Kronecker. También es claro que
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la funcién i : X — ®Z dada por i(x) = e, satisface la propiedad universal arriba mencionada, es
decir, hace que ¥Z sea un grupo libre segtin la segunda definicién que dimos de grupo libre, la que
utiliza la propiedad universal.

Ahora podemos probar el reciproco de la equivalencia entre las dos definiciones de ser libre.
Supongamos que tenemos una inyeccion i : X <— A que cumple con la propiedad universal de
los grupos libres. Pero entonces, también x — e, es una inyeccién de X en ®Z que cumple
con dicha propiedad universal, lo cual implica que A = ®Z y por lo tanto, como vimos en el
parrafo anterior, A es libre de acuerdo con la definicién 0.2. Mds atin, bajo este isomorfismo, i[ X]

debe corresponderse con {e,} y esto significa que i[X] € A es base para A en el sentido de la

xeX
definicién 0.2.

Asf las cosas, toda la discusion anterior puede resumirse en la siguiente proposicion.

Proposicion 0.3. Sea A un grupo abeliano y X C A. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

» A es libre con base X C A en el sentido de la definicion 0.2.
» La funcion inclusion X — A satisface la propiedad universal de los grupos abelianos

libres.

s AxPZ

xeX
2

Estipulemos que el grupo trivial, (0), es libre con base @. Esta estipulacion no contradira los
resultados ni las notaciones anteriores, tan pronto como convengamos en que la suma directa de
grupos abelianos sin ningtin sumando es igual a dicho grupo trivial.

DEermnicioN 0.4. Sea A un grupo abeliano libre con base X. Definimos el rango de A, como la

cardinalidad |X]| de su base.

Esta definicion pretende ser andloga a la de dimension de un espacio vectorial. A continuacién
veremos que el rango de un grupo abeliano libre esta bien definido.

Proposicion 0.5. Si A es un grupo abeliano libre, entonces dos bases cualesquiera de él tienen

la misma cardinalidad.

DEmosTRACION. Supongamos primero que A tiene una base X que es finita, y que Y es otra base
de A con |X]| < |Y|. Entonces, A = @ Z. Obsérvese que 2A = {2a|a € A} es un subgrupo de A,

xeX
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restrinjamos el isomorfismo anterior a 2A. Es facil ver que dicha restriccién nos proporciona un
isomorfismo 24 = €P 27, y que al pasar al cociente, tenemos que A/2A = H(Z/2Z), este Gltimo

xeX xeX
grupo es de cardinalidad 2!, Similarmente, si Y es finito entonces obtenemos que |A/2A| = 211,

mientras que si Y es infinito entonces |[A/2A| = w, en ambos casos tenemos una contradiccion
con el hecho de que |X| < [Y]|. Asi, hemos terminado en el caso en que A tiene una base finita.
Supongamos, por lo tanto, que A tiene una (y por consiguiente todas) base infinita X. Si probamos

que |A| = |X| habremos terminado. Pero sabemos que A = 5 Z = ®7Z, luego basta probar que este
xeX
tltimo grupo es quien tiene cardinalidad |X|. Para f € ®Z, sea sop(f) el soporte de f, es decir,

sop(f) ={xeX | f(x) # 0}. Por definicién, sop(f) € [X]*“. Mds aun, cada f estd completamente
determinado por f | sop(f) : sop(f) — Z. De esta forma, a cada f € ®Z le corresponde
de manera biyectiva un unico par (¥,g) en donde Y € [X]*“ y g : Y — Z. Hay |X| elementos
Y € [X]®“y, para cada uno de ellos (salvo en el caso en que Y = @, en cuyo caso s6lo hay una)
hay w funciones : Y — Z. Luego hay exactamente |X|w = |X| elementos en YZ, por lo tanto
Al = (PZ] = |X]. ]:!

Como corolario de todo lo anterior, para cada nimero cardinal x hay un dnico (salvo isomorfis-

mo) grupo abeliano libre de rango «, a saber, la suma directa de « copias de Z, € Z. Equivalente-

mente, para cada conjunto X existe un unico (salvo isomorfismo) grupo abeliano libre con base X,

a saber, el inico grupo abeliano libre de rango |X|.

Lema 0.6. Sean A un grupo abeliano y B < A tales que A/B es ciclico infinito. Entonces, hay
un C tal que A = B@® C (y, mds auin, C es ciclico infinito, i.e. C = A/B). Es decir, B es un sumando
directo de A.

DEmosTRACION. Tenemos que A/B = (a+B). Sea f : (a)®B ~— A, definido por f(na,b) = na+b. Es
claro que f es un morfismo de grupos. Por otra parte, sin € Zy b € B son tales que 0 = f(na, b) =
na + b entonces na = —b € By luego B = na + B = n(a + B); siendo A/B = (a + B) ciclico infinito,
no hay mas remedio que concluir que n = 0y a fortiori b = 0. Luego ker(f) = (0), y f es inyectivo.
Ademas, dado @’ € A entonces a’ + B € A/B = {(a + B), lo cual implica que para cierto n € Z
tenemos que @’ + B = na + B. Esto significa que a’ —na € By por lo tanto (na,a’ —na) € {(a)® B es
un elemento tal que f(na,a’ — na) = a’, lo cual nos confirma que f es suprayectiva y por lo tanto

es un isomorfismo, de modo que A = (a) ® By efectivamente B es un sumando directo de A.

2
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Proposicion 0.7.

(i) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.

(if) Un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsion es libre.

DEMOSTRACION.

(i) St A es un grupo abeliano libre con base X, entonces A = @ 7 = @ Z,en donde « = |X].

xeX a<k

Para cada @ < « definimos A, := (@ Z) 69( b (0)). Es decir, A, = {f € (K)Z|(Va <6<

o<a a<o<K

K(f)=0)}={f€ (K)Z| sop(f) N (x\ @) = @}. Si B < A, entonces hagamos B, = BN A,
(nétese que estamos identificando libremente a A con “WZ). Para cada « < «, es claro que
B, = B, N A, luego al pasar al cociente tenemos que B,y 1/B, = Boi1/(Bar1 N Ay) =
(Bg+1 + Ay)/A, por el segundo teorema de isomorfismo. Pero este tltimo cociente es un
subgrupo de A,+1/A, = Z, luego B,+1/B, es o bien trivial, o bien isomorfo a Z (en todo
caso, es libre de rango < 1). Entonces, por el lema 0.6 podemos concluir que, para cierto
b, € B,.1, se tiene que B, = B, ® (b,) (si B,+1/B, es trivial, entonces b, = 0; en caso
contrario b, es tal que B,.1/B, = (b, + B,)). De aqui ya resulta claro (tal vez médulo una

induccion transfinita) que

B:@Ba:@(ba>g@l,

<k <k a<A

en donde A = |{a € /<|b(, # 0}|, en particular B es libre.

(ii) Como parte de la teoria de estructura de los grupos abelianos finitamente generados, sabe-
mos que para cada grupo abeliano finitamente generado A existe un grupo libre F (con base
finita) tal que A = tor(A) @ F' (véanse, por ejemplo, [12, I1.2, pp. 76-78] o [25, Teorema 73,
p- 42]). En particular, si tor(A) = (0), ya resulta claro que A es abeliano libre.

I

La siguiente es una de las caracterizaciones mas ttiles de los grupos abelianos libres.

DEeriniciON 0.8. Sea  : A — B un morfismo de grupos abelianos. Decimos que 7 se escinde
si existe un morfismo p : B — A (llamado la escision de r) tal que 7p = idp.

Es decir, 7 se escinde sii tiene una inversa derecha en la categoria de grupos abelianos. Notese
que, si 7 se escinde con escision p, entonces necesariamente 7 serd epimorfismo y p serd mono-

morfismo. Traduzcamos esto en el lenguaje de las sucesiones exactas cortas. Recordemos que una
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sucesion de grupos abelianos y morfismos como la siguiente

Sz S Ju Sl
= An—l An An+1

se denomina exacta si, para cada n, tenemos que f,_1[A,-1] = ker(f,). En particular, una sucesién

(0) Al-ptoc ()

que es exacta, es lo que conocemos como una sucesion exacta corta. En este caso, la exactitud de
la sucesion implica que f es un monomorfismo (debido a que la imagen de ! : (0) — A, que es (0),
debe de ser igual a ker(f)) y que g es un epimorfismo (debido a que el nicleode ! : C — (0), que es
todo C, debe de ser igual a la imagen g[B]). Utilizando esta terminologia, estamos en condiciones
de enunciar la siguiente definicion y el subsecuente teorema.

DeriNicion 0.9. Dada la sucesion exacta corta

(0) Al ptac o),

decimos que dicha sucesion se escinde por la derecha si el epimorfismo g se escinde, es decir, si
hay un morfismo de grupos abelianos u : C — B tal que gu = id¢. Similarmente, decimos que la
sucesion se escinde por la izquierda si hay un morfismo de grupos abelianos v : B — A tal que
v =id,.

Con estas definiciones, recordemos un importante teorema del dlgebra homoldgica que nos

ayudard en lo sucesivo.

TeoremaA 0.10. Sea
g

0 —>ale gt

una sucesion exacta corta. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La sucesion se escinde por la izquierda.
(ii) La sucesion se escinde por la derecha.
(iii) B = f[A]l®U, endonde U < Bes tal que g | U es un isomorfismo de U en C. En particular,
B = fl[A]® C.

DEMOSTRACION.

(i) = (iii): Seav : B — A una escision por la izquierda para el diagrama. Afirmamos que
B = f[A] @ ker(v). En efecto, tomemos b € B arbitrario. Por hipétesis vf = id,, luego
v(f(v(b))) = v(b) lo cual implica que b— f(v(b)) € ker(v), luego b = f(v(b))+(b— f(v(b))) €
SIA] + ker(v). Sélo resta ver que la suma es directa. Si b € f[A] N ker(v), ello quiere decir
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que para cierto a € A, f(a) = b € ker(v). Pero entonces 0 = v(b) = v(f(a)) = ay por lo
tanto b = f(a) = f(0) = 0. Asi, f[A] Nnker(v) = (0) y esto implica que B = f[A] @ ker(v).
Verifiquemos el enunciado correspondiente a g | ker(v). Por hipétesis C = g[B] = g[ f[A]®
ker(v)] = g[flA]] + glker(v)] = (0) + glker(v)] = glker(v)]. Por lo tanto, g | ker(v) es
epimorfismo sobre C, y ademads ker(g | ker(v)) = ker(g) N ker(v) = f[A] N ker(v) = (0), lo
cual implica que g | ker(v) es monomorfismo y por lo tanto es un isomorfismo entre ker(v)
yC.

(if) = (iii): Sea u : C — B una escision para el diagrama. Demostremos que B = f[A] &
u[C]. En efecto, dado b € B, como por hipétesis gu = idc, entonces g(u(g(b))) = g(b),
por lo tanto b — u(g(b)) € ker(g) = f[A], de donde deducimos que b = (b — u(g(b))) +
u(g(b)) € f[A] + u[C]. Solo resta demostrar que la suma es directa. Para ello, supongamos
que b € f[A] N u[C]. Entonces, existena € Ay ¢ € C tales que b = f(a) = u(c). Dado que
SfIA] = ker(g), esto implica que ¢ = g(u(c)) = g(f(a)) = 0, luego b = u(c) = u(0) =0y
por lo tanto f[A] N u[C] = (0). Entonces ya tenemos que B = f[A] ® u[C]. Demostremos
ahora el enunciado referente a g [ u[C]. Pero esto es inmediato, pues al ser u escision de g,
no tiene mas remedio que ser monomorfismo, con lo cual tenemos que u : C — u[C] es
un epimorfismo y por lo tanto un isomorfismo, cuya inversa claramente es g [ u[C].

(iii) = @) A (@i): Si B = f[A]® U con g | U un isomorfismo entre U y C, entonces las
funciones v : f[A]® U — A dadas por v(f(a)+ u) = a (que esta bien definida por ser f un
monomorfismo) y u : C — f[A]® U dada por u = (g [ U)™' claramente serdn escisiones,
por la izquierda y por la derecha, respectivamente, para el diagrama en cuestion:

) A" fA1eU c— (0)

—

~

v u

(2

Con lo que hemos visto hasta ahora, tenemos las herramientas necesarias para demostrar la

siguiente caracterizacion de los grupos abelianos libres, que nos resultard muy util en lo sucesivo.

TeoremMaA 0.11. Un grupo abeliano A es libre <= para todo grupo abeliano B, todo epimor-

fismo : B - A se escinde.

DEMOSTRACION.

=: Supodngase que A es libre, digamos que con base X, y sea 7 : B — A un epimorfismo.
Para cada x € X seleccionamos un b, € B tal que n(b,) = x, luego por la propiedad universal

de los grupos abelianos libres, hay un tinico p : A — B que es morfismo de grupos tal que
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(Vx € X)(o(x) = b,). Pero entonces, para cada x € X, se tiene que n(p(x)) = n(b,) = x, pero
también (Vx € X)(ida(x) = x). Por la propiedad universal de los grupos abelianos libres,
concluimos que mp = id4 y por lo tanto p es escision para 7.

«: Consideremos un grupo libre F que tenga a A como base, mediante la inyeccién i : A —
F. Sea, por la propiedad universal de los grupos abelianos libres, 7 : FF — A el unico
morfismo tal que (Va € A)(n(i(a)) = a). Por hipdtesis, hay una escision p : A — F paran,
misma que debe de ser inyectiva. Luego A es isomorfo a un subgrupo de F y por lo tanto
por el teorema 0.7 parte (i), A es libre.

(2

Proposicion 0.12. (i) Si A es un grupo abelianoy B < A es tal que A/B es libre, entonces
A=(A/B)®B.
(ii) En particular, si tanto B como A/B son libres, entonces A es libre, mds atin, toda base de

B se extiende a una base de A.

DEMOSTRACION.

(i) Como A/B es libre, entonces por el teorema 0.11 el epimorfismo canénico A - A/B se
escinde. En particular, la sucesion exacta corta

0) B——=A A/B (0)

se escinde, y el lema 0.10 nos garantiza que A = B @ (A/B).
(if) Por el inciso (i), si A/By B son libres entonces de inmediato (A/B) @ B = A lo es. También

es inmediata la parte del “mads atn”.
-

Finalmente, ofrecemos la prueba de un resultado que, posteriormente, resultara tan ttil como la
técnica utilizada para demostrarlo.

DerinicioN 0.13. Consideremos una sucesion de conjuntos <Aﬁlﬁ < @), para algin « € Ord.

(i) Diremos que la sucesion es una cadena si (V3,y € Ord)(6 <y <a = Az CA,)).

(it) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal limite 8 < «, se tiene que Az = L<Jﬁ A,.
Y
(iii) Diremos que la cadena es estricta si para cada § tal que 8+ 1 < a, Ag # Ag,1. Equiva-

lentemente, si reemplazamos las contenciones C en la parte (i) por contenciones propias
C

>=-



10 0. RESULTADOS PRELIMINARES

(iv) Finalmente, diremos que se trata de una cadena de grupos si los Ag son grupos para todo
B < a,y en tal forma que para 8 <y < a se tiene que Az < A,.

TeorEMA 0.14. Sea (Aﬁl,B < @) una cadena suave de grupos tal que A es libre y para cada B

que satisface f+ 1 < a, se tiene que Ag.1/Ag es libre. Entonces, A = | J Ag es libre. Mds aiin, para
B<a
cada p < a, A/Ag es libre.

DemMosTRACION. Sea X base de Aj. Construiremos por induccién transfinita una cadena suave de
conjuntos (X,;I,B < a) tal que para cada § < a, X es base de Ag. Si conocemos Xj, entonces en
particular Az es libre y, dado que Ag.1/Ag es libre, la proposicion 0.12 nos asegura que Ag,; es libre
y que tiene una base Xz, que es extension de Xz. Ahora, supongamos que S < a es un ordinal
limite, y que conocemos X, para todo y < S. En este caso, dado que la cadena de grupos es suave

por hipétesis, tendremos que Xz = (J X, serd una base para Az = (J A,. Finalmente, notemos que,

y<B y<B
una vez construida la cadena (X,;LB < a), entonces X = (J X serd una base para A = | J Agy por
B<a B<a
consiguiente A serd libre; mas audn, es claro que, para cada S8 < a, {x + Aﬁ|x € X \ Xp} serd una base
para A/Ag. 3

2. Invariantes cardinales del continuo

En esta seccidon, definiremos aquellos invariantes cardinales del continuo que utilizaremos du-
rante el presente trabajo de tesis. Recordemos que la cardinalidad del continuo es la cardina-
lidad del conjunto de nimeros reales, que casualmente coincide con la cardinalidad del conjun-
to de subconjuntos de los nimeros naturales y que se denota por una letra “c” gética. Esto es,
¢ := |R| = |p(w)| = 2“. En general, un invariante cardinal del continuo es un cardinal dado por
una definiciéon combinatoria, que suele ser no menor a w; y no mayor a ¢ (en particular, asumir
la hipdtesis del continuo trivializa a todos estos cardinales). Hay una gran cantidad de invariantes
cardinales del continuo, y las relaciones de orden entre ellos han sido extensamente estudiadas, pe-
ro aqui tan s6lo mencionaremos aquellos cardinales que habremos de utilizar posteriormente. Para
ello es preciso enunciar algunas definiciones preliminares. Comencemos por definir las nociones

de “casi menor o igual a” y “casi contenido en”.
DeFmnicion 0.15.

= Dados dos conjuntos A y B, decimos que A estd casi contenido en B, lo cual se escribe
A C" B, si|A\ B| < w. Es decir, si de hecho A estd contenido en B salvo por una cantidad

finita de elementos.
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= Definimos el orden parcial <* en el conjunto “w que consta de las funciones : w — w de
la manera siguiente. Dadas f, g € “w, tendremos que f <* g si hay un k € w tal que para
toda n > k se satisface que f(n) < g(n). Es decir,

<= {(f.8) € “w X “w|(¥"n € W)(f(n) < gn))}.

Una vez definidas las nociones de C* y <*, procederemos a definir aquellos conceptos que

motivan la definicidn de los invariantes cardinales.
DEerNIcION 0.16.

= Una familia .7 C “w es no acotada si —=(dg € “w)(Vf € .Z#)(f <* g).

= Una familia .% C “w es dominante si (Vg € “w)(Af € .F)(g <* f).

= Una sucesion fa|a < A) de elementos de “w es una A-escala si (VYa < 8 < )(f, <" fp)y
ademas { fa|a/ < A} es una familia dominante.

» Una familia 4 C [w]” es densa por grupos si se cumple lo siguiente:
() VX eHNVY e[w))Y P X=>Ye9)
(if) Para toda particion {7,

Ul e¥9.

neA
= Una familia &7 C [w]” es casi disjunta (o casi ajena) si (Ya,b € o/ )a # b = laNb| < w).

n < w} de w en intervalos finitos, existe un A € [w]® tal que

</ es casi disjunta maximal' (0 maximal casi ajena) si, ademads de ser casi disjunta, es
C-maximal en el conjunto de las familias casi disjuntas.

= Una familia 3 C [w]” es centrada si (YF € [S]")(| N F| = w).

= Dada una familia 3 C [w]“, y A € [w]®, entonces diremos que A es una pseudointerseccion
para I3 si (VI € J)(A < ).

En este momento ya nos encontramos en posesion del lenguaje necesario para definir aquellos

invariantes cardinales que utilizaremos durante el desarrollo de la presente tesis.
DEriNicioN 0.17.

= Se define el cardinal b, el ndmero de acotacion, como la minima cardinalidad de una

familia no acotada. Es decir,

b:= ml’n{/l|(1$ C Yw)(|Z| = A A Z es no acotada)}.

'Usualmente, se dice que <7 es una familia MAD debido a las siglas de maximal almost disjoint, que significa

“maximal casi disjunta”.
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= Se define el cardinal d, el nimero de dominancia, como la minima cardinalidad de una
familia dominante. Es decir,

b := min{A|(AF C “w)(|.F] = A A .F es dominante)}.

» Se define el cardinal g, el nimero de densidad por grupos, como la minima cardinalidad

de una familia de familias densas por grupos con interseccion vacia. Es decir,

g:= min{/1|(3{%|§ < AP[(Vé < A)(Y; es densa por grupos) A ﬂ Y = 2l}.

é<a

= Se define el cardinal a como la minima cardinalidad infinita de una familia casi disjunta
maximal. Es decir,

a:= ml’n{/l|(342f C [w])Nw < || = A A & es casi disjunta maximal)}.

= Se define el cardinal p como la minima cardinalidad de una familia centrada sin pseudoin-

tersecciones. Es decir,

p := min{A | @AV C [w])(B] = A A B es centrada

A=(3I € [w]”)(I es pseudointerseccion para P))}.

Recordemos algunas de las proposiciones elementales que establecen relaciones de orden entre

los cardinales recientemente definidos.

Proposicion 0.18. Los cardinales b, d, a y p estdn bien definidos y se encuentran entre w; y .

DEMOSTRACION.

= Es claro que “w es una familia de funciones que no es acotada, lo cual muestra que b

estd bien definido. Ademads, dado que |“w| = ¢, también es claro que b < c¢. Ahora, sea

{n

es acotada. Sea g : w — w de modo que, para cada n < w, g(n) = méx{ﬁ(n)|i <n}+1.

n < w} € “w una familia numerable, veamos que no puede ser no acotada, es decir, que

Dado que, en este caso, para cada n < w se tiene que {m < a)| g(m) < f,(m)} C n, entonces

fa < g. Esto implica de inmediato que b > w;.

= D estd bien definido por la misma razén por la que b lo estd, y d < ¢ por la misma razén
por la que b < ¢. Ademads, hemos de notar que toda familia dominante es, en particular, no

acotada, lo cual de inmediato implica que d > b > w;.
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= En primer lugar, notemos que hay familias casi disjuntas de tamafio c¢: si partimos de una
biyeccién f : Q » w, para cada r € R\ Q puedo elegir una sucesion de racionales (rn|n <
w) que sea estrictamente creciente y que converja a r, lo cual nos garantiza que la familia

{Hf ()

extender cada familia casi ajena a una casi ajena maximal, lo cual prueba que existen las

n < a)}|r € R\ Q} C [w]” es casi ajena. Ahora bien, por el lema de Zorn es posible

familias casi ajenas maximales y, por lo tanto, que a estd bien definido. Notemos en este
momento que |[w]”| = ¢, con lo cual es claro que a < c¢. Sea ahora </ una familia casi
disjunta con |¢/| = w. Veamos que ./ no puede ser maximal: sea &/ = {an|n < w},y
escojamos ky € aq arbitrario. Inductivamente, si conocemos ky € ap,k; € a; \ ag,ky €
a \ (apYay),...,k, €a,\ (agU---Ua,_;), entonces el hecho de ser &/ una familia casi
disjunta nos asegura que podemos escoger un k,.; € a,.1 \ (ap U --- U a,). De esta forma,

sia={k,

n < w}, es inmediato que (Vn < w)(a Na, C {aop,...,a,} € [w]**) y por lo tanto
a7/ U {a} es también casi ajena. De esta forma, necesariamente hemos de tener que w; < a.

= Para ver que p estd bien definido, utilizaremos el axioma de eleccion, ya que un ultrafiltro
libre? sobre w es un ejemplo de una familia centrada sin pseudointersecciones. En efecto,
pues si U es un ultrafiltro sobre w, entonces de la teoria de ultrafiltros (consultese, por
ejemplo, [26, Lema 1.10, p. 389]) sabemos que U consta tinicamente de conjuntos infini-
tos, es decir, U C [w]“. Esto también implica que U es una familia centrada, ya que, si
Xi,..., X, € U, entonces también X;N---NX, € U, en particular tenemos que X;N---NX,
es un conjunto infinito. Finalmente, supongamos que X C w es una pseudointerseccion para
U. En particular, X debe de ser infinito, asi que podemos “dividirlo” en dos “mitades”, es
decir, escribir X = YUZ con YN Z = @ y |Y| = |Z| = w. Entonces, tendremos que’ o bien
YeUobienZU(w\X) =w\Y € U. Ambas opciones contradicen el hecho de ser X una
pseudointerseccion para U: en el primer caso, tendriamos que X C* Y, pero X\Y = Z que es
infinito; en el segundo caso obtenemos X C* ZU (w\ X), pero X\ (ZU(w\ X)) =X\Z =Y,
que es infinito, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto U es una familia centrada sin
pseudointersecciones, y el cardinal p esta bien definido.
Ademais, tenemos que p < ¢ por la misma razén por la que a < c. Ahora tomemos 8
una familia centrada numerable y veamos que necesariamente ¥ ha de tener una pseudo-
interseccién. Sea $§ = {A,,|n < w}. Escojamos ay € Ay e inductivamente, para cada n < w

Recordemos que para demostrar la existencia de ultrafiltros libres, también llamados no principales, es necesario
utilizar el lema de Zorn.

3De la teorfa basica acerca de ultrafiltros, sabemos que un filtro U sobre un conjunto S es ultrafiltro si y sélo si
VXCTSHHNXeU)V(S\XeU) (26, Lema 1.6, p. 388]), de hecho, en ciertos textos se define un ultrafiltro no como

un filtro C-maximal, sino como un filtro que satisface precisamente esta condicién que acabamos de mencionar.
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elijamos un a,,; € (Ag N --- N A, 1) \{ao, .. .,a,}, lo cual se puede hacer pues por hipétesis
cada Ap N --- N A, es infinito. Entonces, es claro que A C Ay y que para cadan < w se
cumple que A\ A,.41 C {ao, . . .,a,}, que es finito. Por lo tanto (Yn < w)(A C* A,) y A es una
pseudointerseccion para 3. Esto demuestra que p > w;.

2

En el segundo punto de la demostracion anterior, salié a relucir que b < d. Esta es la primera
de las desigualdades que a continuacién demostraremos entre los diversos invariantes cardinales
del continuo, que resultan ser importantes en varias de las aplicaciones que daremos durante el
desarrollo de la presente tesis. Las otras desigualdades a demostrar son las siguientes.

Proposicion 0.19.

m b <

DEMOSTRACION.

m Seal<bysead = {Aa|a < A} una familia casi disjunta, veamos que ésta no puede ser
n
maximal. Sea By := Ay y, recursivamente, para cadan < w sea B,;1 := A1 \ U A;. Debido

a que 7 es casi disjunta, tenemos que (Yn < w)(|B,| = w). Paracada 1 > « Zl_a) definamos
fo € “w dada por, para cada n < w, f,(n) := max(A, N B,) + 1, con la convencién de
que max(@) = 0. Por hipdtesis, la familia { fa|w < a < A} ha de ser acotada, por lo tanto
podemos elegir una f € “w tal que (Vw < a < D)(f, <* f).

Ahora, para cada n < w elijamos un a, € B, \ f(n) y consideremos A = {an|n < w}.
Si n < w, entonces por construccion tenemos que A N A, C {ay,...,a,}, y por lo tanto
AN A, es finito. Ahora bien, para w < @ < 4, entonces hay un n < w tal que para k > n,
se tiene que f(k) > f,(k). Luego, si j € A N A, entonces para cierto i < w tenemos que
Jj=a; € (B;\ f(i))NA,, luego por la definicidn de f,, esto implica que f(i) < j < f,(i) y por
lo tanto i < n. Esto significa que A N A, también es finito. Por lo tanto, hemos demostrado
que ./ U {A} es casi disjunta, y por lo tanto ./ no puede ser maximal. Luego, si <7 es casi
disjunta maximal entonces su cardinalidad no puede ser menor a b y esto demuestra que
b<a
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= Sea k < p, y consideremos cualquier familia .# = {g,7|77 < k} C “w. Demostremos que .#
debe de ser acotada. Recursivamente, elegiremos, paran < «, una funcion estrictamente cre-
ciente f, € “w tal que (V¢ < n)(ran(f,) C* ran(f)) y (Vn < w)(f,(n) > méx{g,,(k)|k < 2n}).
Podemos comenzar tomando, para cada n < w, fy(n) := méx{go(k)|k < 2n} = max(go[2n +
1]); ahora realicemos el paso inductivo suponiendo que conocemos { f§|§-‘ < n}. Debido a
que, por hipétesis inductiva, tenemos que cada uno de los ran(f¢) C* ran(fs) paraé < 6 <,
entonces {ran( ﬁf)|§ < n} es una familia centrada (de hecho, es lo que se denomina una
torre) de tamafio 7 < k < p, lo cual implica que hay una pseudointerseccion para esta
familia, llamémosla A. Construiremos f,, de tal forma que ran(f;,) € A, para de este modo
cumplir con la primera condicion. Para ello, ponemos f,(n) = min{a € A|(Vk < 2n)(g,(k) <
a) N (Vk < n)(f,(k) < a)} = min(A \ (médx(g,[2n + 1]) U (max(f,[n]) + 1))), y de inmediato
se ve que con esta definicion se cumple la segunda condicion impuesta a la construccion.
Aseguramos que f, es una cota para .%. Sea ¢ < «. Dado que ran(f,) C* ran(f;), hay
un m < w tal que (Vn < w)(fi(m + n) € ran(f;)). Pero siendo f; inyectiva y estrictamente
creciente, ha de tenerse que la enumeracion creciente de ran(f;) es justamente f:; luego
como ademads f, es inyectiva y estrictamente creciente, necesariamente se sigue que (Yn <
w)(fi(m + n) > fe(n)). Ahora bien, debido a la segunda condicién impuesta durante la
construccion, tenemos que, para cada 2m < n < w, se cumple

Jn) = flln —m+m) > fe(n —m) = ge(n),

la segunda desigualdad se debe a que, dado que 2m < n < w, entonces 2(n —m) > n'y por
lo tanto la segunda condicién impuesta en la construccion recursiva implica la desigualdad
deseada.

Esto prueba que .# es acotada, luego no hay familias no acotadas de tamafo < p y por
lo tanto p < b.

Las desigualdades que hemos demostrado hasta ahora pueden resumirse en el siguiente frag-
mento del diagrama de Van Douwen, en el cual una flecha que apunta del cardinal « al cardinal A
significa que la desigualdad x < A es demostrable en ZFE. En general, cualquiera de las desigual-
dades hasta ahora demostradas puede ser, consistentemente, una desigualdad estricta (también es
consistente que todas sean igualdades, si suponemos la hipétesis del continuo). Sin embargo, no
daremos aqui la demostracion de este hecho, debido a que no lo necesitaremos para desarrollar los

argumentos que tendrin lugar a continuacion y durante todo el desarrollo de la presente tesis.
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w1

Notemos que hasta ahora no hemos definido ningtin invariante cardinal que se relacione de
manera evidente con las escalas. Es un hecho que en ZFE no se puede demostrar ni la existencia ni
la no existencia de una escala, sin embargo, a continuacién presentaremos un resultado que resulta

ser de suma importancia. Para ello necesitamos de un lema preliminar.

Lema 0.20. b es un cardinal regular.

DEMOSTRACION. Sea
U= min{/l|(EL9Z CYw)|.#|=AANZ esuna <" —cadena no acotada)}.

Aseguramos que b = . Por la definicion, es inmediato que b < p. Veamos ahora que u < b:
sea F = {ga|oz < b} una familia no acotada. Tomemos gy = f; y, suponiendo que ya conocemos
{ jff|§ < a}, recursivamente construiremos f,. Para ello, notemos que {g§|§ < a}U{ fa|§ < a} tiene
cardinalidad || < b, luego podemos elegir f, que sea una cota superior para esta familia. Una vez
que tengamos { fa|a/ < b}, es claro que ésta serd una familia no acotada y, por construccion, una
cadena (£ < @ <b = f: <* f,). Esto implica que 4 < by por lo tanto 4 = b. Ahora veamos que
u = cf(u): si{ fa|a/ < u} es una cadena no acotada y (a5|6 < cf(w)) es una sucesion cofinal en p,
entonces claramente { fad|6 < cf(u)} también serd una cadena no acotada; luego la minimalidad de
p implica que p = cf(u). Esto demuestra el lema. 3

ProposiciON 0.21. Existe una escala < b = bd.

DEMOSTRACION.

=: Sea ( fa|a < k) una escala. Sin perder generalidad, podemos suponer que « es un cardinal

regular (debido a que, dada una sucesion (a5|6 < cf(k)) cofinal en «, entonces faé|5 < cf(x))
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también es una escala). Dado que una escala es, en particular, una familia dominante, enton-
ces de acuerdo con las hipétesis tenemos que b < d < «. Es por ello que bastarda demostrar
que k < b. Asi,sead < ky ¥ = {ga|a < A} € “w, demostremos que .# es una familia
acotada. En efecto, por hipétesis, dado que las f, forman una familia dominante, para cada
@ < A hay un cierto 8, < k tal que g, <* f3,. Sea B := sup,_,B,. El hecho de que « es
regular nos asegura que 8 < «, por lo tanto, dado que los f, forman una escala, tenemos
que, para cada @ < A, se satisface g, <" fz, <" f3. Esto significa que f3 es una <*-cota
superior para .%, luego no hay familias no acotadas de tamafio < k y por lo tanto x < b.

<: Supongamos ahora que b = d = «. Por el lema anterior, tenemos que « es un cardinal
regular. Sea {ga|a < k} una familia dominante. Definamos recursivamente nuestra escala
{ f(,|a < k} de la siguiente manera (muy similar a la cadena no acotada que construimos en el
lema anterior): fy = go, ¥, si ya conocemos { fﬁl,B < a}, para @ < k, aprovechamos que k = b
para concluir que podemos elegir f, que sea una <*-cota superior para { fﬁ|ﬂ <au {gﬁlﬂ <
a} (pues esta ultima tiene cardinalidad < wa < b). Por construccidn, si @ < 8 < k entonces
fo <° fz. Ademds, dado f € “w, tenemos que, para cierto @ < k, f <" g, <" f, y por lo
tanto {fa|a < k} esuna k = b = db-escala.

2

Finalmente, es el momento de hablar acerca del cardinal g. Hasta ahora no hemos dicho nada de
él, pues no es un invariante cardinal tan “tradicional” como los otros que hemos mencionado. Sin
embargo, es también un cardinal importante. Al igual que los otros cardinales arriba mencionados,
g se encuentra entre w; y ¢. Mas aun, se cumplen las desigualdades p < g < d. A continuacién
demostraremos la primera de estas desigualdades. Por su parte, la desigualdad g < d se encuentra
demostrada en [2, Chapter 4, §3, pp. 216-217], pero no escribiremos aqui esa demostracion ya
que la mencionada desigualdad puede verse también como un corolario de los resultados que se
obtendrén en el segundo capitulo del presente trabajo de tesis.

Lema 0.22. Si € es una familia densa por grupos y X € [w]®, entonces € N [X]” # @.

DEMOSTRACION. Sea {In|n < w} una particién de w en intervalos finitos tal que (Vn < w)(|II, N X| = 1)
(por ejemplo, sea X = {x,,|n < w} enumeracion creciente y definamos 1 := [0, xo] y para n < w,
L1 := (X, Xp41]). Al ser & densa por grupos, sea Y € [w]® tal que | J I, € €. Entonces, paran € Y,

neY
se tiene que x,, € |J I,,, luego si Z := {xn|n € Y} entonces tenemos que Z € [X]|*yZ C | J I, € E;
neY neY

con lo cual concluimos que Z € . Por lo tanto ¢ N [X]* # @. 3
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Proposicion 0.23. p < g.

DEMOSTRACION. Sea {%a|oz < A} una familia de familias densas por grupos, y supongamos que
A < p. Nuestro objetivo es demostrar que la interseccion de esta familia es no vacia. Para ello,
tomemos X, € 6. Al ser %, densa por grupos, el lema anterior nos asegura la existencia de algin
X, € 6 N [Xo]“. Inductivamente, supdngase que conocemos una familia de tamafio @ < A de la
siguiente manera:

Xo"2X," 2" 2X, 2+ éE<a

tal que para cada ¢ < a, X, € %;. Entonces, claramente {X§|§ < a} es una familia centrada, al ser
a < A < p ha de existir una pseudointerseccion Y € [w]® para esa familia. Luego como %, es densa
por grupos, el lema anterior nos garantiza que podemos elegir un X, € %, N [Y]“, de modo que,
para ¢ < a, X, € Y C* X,. De este modo contintia nuestra construccién inductiva. Una vez que ya
conocemos toda la familia de tamafio A

XO* ;)X]*Q---*QXQ*Q--- CK</1,

tendremos que {Xa|cx < A} serd una familia centrada, al ser 4 < p entonces podemos encontrar una
pseudointerseccion X € [w]® para esa familia. Entonces, se cumple (Ya < 1)(X C* X, € 6,,), al ser

cada %, densa por grupos concluimos que X € %,. Por lo tanto X € () %, # @, y esto implica que
a<Ad

g=p. D

3. El axioma de Martin

En el curso de los argumentos utilizados en la presente tesis, resultard necesario utilizar, en
ocasiones, el axioma de Martin o algun otro principio relacionado estrechamente con este axioma.
El axioma de Martin es un axioma que se sabe consistente con ZFE. Esto implica que sus con-
secuencias también son consistentes con ZFE, y por lo tanto, obtener implicaciones del axioma
de Martin es obtener pruebas de la consistencia con ZFE de dichas implicaciones. Para formular

adecuadamente este axioma, requeriremos de ciertas definiciones.
DeriNicion 0.24.

(i) Un conjunto preordenado (a veces también denominado una nocién de forzamiento) es
un par (P, <) tal que < es una relacion reflexiva y transitiva (no necesariamente antisimétri-
ca)en P.

(if) Un subconjunto D C P de un conjunto preordenado es denso si (Vp € P)(dg € D)(¢g < p).
(iit) Un subconjunto G € P de un conjunto preordenado es un filtro si ocurre que (Vp,q €
G)dreG)(r<pAr<gq),ademisdeque (Vp,ge P)(peGAp<q) = qecl).
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(iv) Si Z C p(P) es una familia de densos en un conjunto preordenado P, y G C [P es un filtro,

entonces G es Z-genérico si (YD € 2)(G N D # @).
(v) Decimos que dos elementos p,q € P de un conjunto preordenado son incompatibles,

denotado p L ¢, si no existe ninginr € Ptalquer < pyr <gq.

(vi) Un subconjunto A C P de un conjunto preordenado es una anticadena si (Vp,qg € A)(p L
q)-

(vii) Un conjunto preordenado P tiene la c.c.c. (condicién de cadena contable) si toda anticade-
na de [P es numerable.

Derinicion 0.25. El axioma de Martin, denotado por AM, es la proposicion siguiente: siempre
que P sea un conjunto preordenado (no vacio) que tiene la c.c.c., y & es una familia de densos en

P con || < «, existird un filtro G C P que es Z-genérico.

Notemos que en todo conjunto preordenado P, si tengo & una familia numerable de densos,
entonces siempre hay filtros &Z-genéricos. En efecto, si ¥ = {Dn|n < w}, entonces escogemos
Po € Dy e inductivamente, para cada n < w, nos aprovechamos de que D, es denso para elegir
un p,.1 € Dy con p,,; < p,. Finalmente, si hacemos G := {p € [P|(E|n < w)(p, £ p)}, noes
dificil verificar que G es un filtro Z-genérico. Es por ello que, suponiendo la hipétesis del conti-
nuo, el axioma de Martin “no tiene mucho chiste”(es decir, ZFE + HC + AM). En consecuencia,
generalmente suele utilizarse la teoria ZFE + AM + —HC para realizar determinadas pruebas de
consistencia. Para demostrar la consistencia de ZFE + AM + —=HGC, es necesario utilizar la técnica
del forzamiento iterado. Toscamente hablando, el forzamiento consiste en partir de un modelo M
(que puede suponerse transitivo y numerable, en donde la relacién € se interpreta como la relacion
real de pertenencia; mds aun, puede suponerse ademds que M satisface cualquier proposicion que
sea consistente con ZFE) de ZFE (el llamado modelo base), y considerar un conjunto preordenado
[P € M (una nocién de forzamiento). En general, M no contendra filtros G C P que intersecten a
absolutamente todos los subconjuntos densos de P. Sin embargo, la magia del forzamiento con-
siste en que es posible construir (dentro de ZFE) un modelo M[G] de ZFE tal que M € M[G] y
G € MIG], en donde G si es un filtro que intersecta a todos los subconjuntos densos de P que
son elementos de M (decimos que G es un filtro P-genérico sobre M). De esta forma, cualquier
contradiccion que tenga lugar dentro de M[G] puede traducirse a una contradiccion dentro de ZFE,
en particular cualquier proposicion que se satisfaga en algiin modelo M[G] construido a partir de
una nocion de forzamiento P € M es consistente con ZFE, en el sentido de que ZFE jamas nos
permitird refutar la proposicion en cuestion (nuevamente, todo esto es asumiendo como articulo de

fe que ZFE es consistente).
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TroreMA 0.26. Tomemos un modelo base M y supongamos que en M se satisface: k > wy, kK es
regular y 2<° = k (por ejemplo, si M £ HGC entonces todo cardinal regular k satisface 2<° = «).
Entonces, hay una nocion de forzamiento P € M tal que M = (P es c.c.c) y tal que para todo filtro
G que es P-genérico sobre M, se tiene que M[G] £ (AM A ¢ = k).

DEemosTrACION. Revisese [14, Chapter VIII, §6, pp. 278-281] y en especial el teorema 6.3 de la
pagina 279, cuya demostracion estd en las paginas 279-281; o bien consultese [21, Chapter II, §3,
Theorem 3.4, pp. 65-68]. -’

Ahora, vamos a describir algunas variantes del axioma de Martin. Sea w < « < c¢. Entonces,
consideremos la siguiente proposicion, que denotaremos por AM,: “Si P es un preorden c.c.c. y
2 es una familia de densos con |Z| < «, entonces hay un filtro G C P que es Z-genérico-”.
Entonces, nuestro viejo conocido AM no es otra cosa que (Yk € Card)(w < k < ¢ = AM,). Sin
embargo, esta formulacion del axioma de Martin “por pedazos”, tiene sus ventajas. Por ejemplo,
sabemos que en todo modelo de ZFE se satisface AM,. Por otra parte, puede probarse que en
todo modelo de ZFE es falso AM, (por ejemplo, con el preorden Fn(w,2) y la familia de densos
2 = {{p € P|n € dom(p)}|n < w} U {{p € P|@n € dom(p))(h(n) # pm)}|h € “2}, que tiene
cardinalidad ¢, se tiene que, si G es un filtro Z-genérico, entonces | J G serd una funcion en “2
distinta de todas las 4 € “2, lo cual es una contradiccion). Esto da pie a que definamos atn un

invariante cardinal mas.

DEerinicion 0.27. Se define el invariante cardinal m como el minimo cardinal « tal que no se
satisface AM,. Es decir,

m:= ml’n{K|ﬂAMK}.

Asi, tenemos que necesariamente w < m < ¢, y AM no es otra cosa que la afirmacion de que

m=«c

A continuacion, introduciremos una variante del invariante cardinal m. Existen mas variantes,

pero en el presente trabajo s6lo mencionaremos la que se utilizard mas adelante.

DEriNiciON 0.28. () Un preorden P es o-centrado si hay una cantidad numerable de fil-
tros, G, C P paran < w, tal que P = | G,.

(ii) Se define el cardinal m(o — centrad03<gom0 el minimo cardinal « tal que no se satisface
AM, restringido a los 6rdenes o-centrados. Es decir, si M es el conjunto que contiene
exactamente a aquellos cardinales « para los cuales hay un preorden o-centrado P y una

familia Z de densos en [P con |Z| = « tal que no existen G C [P que sean filtros Z-genéricos,
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entonces
m(o — centrado) := min(M).
Es claro que m < m(o — centrado). Sin embargo, el siguiente teorema, debido a M. Bell, resulta
atn mds sorprendente.
Teorema 0.29 (Bell). p = m(o — centrado).

DEemosTrACION. Consultese [11, Teorema 4.18, pp. 32-34]; o bien puede revisarse la fuente original
que es [3, pp. 149-152]. g

De esta forma, el diagrama que teniamos anteriormente, queda complementado de la siguiente

manera.

Wi

CororLARrI0 0.30. AM = (¢ =a=02=Db = p = g) A (existe una c—escala).

DEemosTRACION. Inmediata, pues AM = “m = ¢”. ‘:!






Capitulo I

El problema de Whitehead

Actualmente, son ya bastante conocidas las diversas aplicaciones de métodos de la teoria de conjuntos
en dreas como la topologia de conjuntos o el andlisis matemdtico. Historicamente, creo que la primera
aplicacion al dlgebra fue la solucion al problema de Whitehead por S. Shelah. El objetivo de este capitulo

es presentar dicho problema, junto con su solucion.

1. El problema de la extension

DeriNICION 1.1. Sean A, By G grupos abelianos. Diremos que G es una extension de A por
mediode BsiA <Gy G/A = B.

Obsérvese que G es isomorfo a una extension de A por medio de B sii existen un monomorfismo
t: A — G yunepimorfismo  : G - B tales que la sucesion

(0) A>G-—>B (0)
es exacta corta.

Si tenemos A, G grupos abelianos con A < G, entonces hay un tnico (salvo isomorfismo) B tal
que G es una extension de A por medio de B, a saber, B = G/A. El problema de la extension plantea
la pregunta reciproca: Dados A y B grupos abelianos, determinar todas las posibles extensiones de
A por medio de B. Notese que al menos hay una de estas extensiones, la suma directa A @ B. Pero
puede haber varias: por ejemplo, Z es una extension de 2Z por medio de Z/27Z, pues la siguiente
sucesion es exacta corta,

Vs

(0) 27 © VA 7]27 —— {0)

pero es claro que Z ¥ 2Z & (Z/2Z), pues el miembro derecho tiene torsién, mientras que Z es libre

de torsion.

Desde luego, s6lo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las extensiones de A por medio
de B. Por ello, si G y G’ son dos de tales extensiones, es decir, si hay monomorfismos ¢ : A — G,
! : A= G yepimorfismos 7 : G » B, n' : G’ > B tales que ambas sucesiones

(0) A>G-—>B (0)
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(0) A€ G’ B (0)

son exactas cortas, entonces

Dermvicion 1.2, Diremos que G ~ G’ (G es isomorfo como extension de A por medio de B a
G’) si existe un isomorfismo ¢ : G — G’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

Es facil ver que la relacién ~ es de equivalencia, y es una relaciéon més fuerte que sélo el “ser
isomorfo”. Baer defini6 una operacidn binaria entre las clases de equivalencia de estas extensiones,
dotando al conjunto cociente de estructura de grupo. Este grupo se denota por Ext(B,A), y su
elemento neutro resulta ser justamente la clase de equivalencia de A @ B. El siguiente teorema
resulta fundamental para el estudio del problema de la extensiéon que realizaremos en el resto de

este capitulo.
TeOREMA 1.3. Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» Ext(A, Z) es el grupo trivial.

» Todo epimorfismo nt : B - A tal que ker i es ciclico infinito se escinde.

DEMOSTRACION. Supongamos la primera condicion, y sea w : B = A un epimorfismo tal que ker rr =

Z. Esto quiere decir que la sucesion

L T

(0) Z - B A (0)

es exacta, y entonces por hipdtesis ha de tenerse que B = A @ Z. Por el teorema 0.10, tenemos que

m se escinde (esencialmente, B = A X Z, entonces a — (a, 0) funciona como escision para 7).
Reciprocamente, si la segunda condicion se cumple, entonces si B es una extension de Z por
medio de A ello significa que

L T

(0) Z ¢ B A (0)

es exacta corta, por hipdtesis esto implica que 7 se escinde y por lo tanto el teorema 0.10 nos
garantizaque B= A ® Z. 3
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DEerinicion 1.4, Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y consecuen-
temente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se le denominard un W-grupo.

Recordemos que el teorema 0.11 nos aseguraba que los grupos abelianos libres son exactamente
aquellos grupos abelianos A que escinden a todo epimorfismo 7 : B — A. En particular, los grupos
abelianos libres A escinden a todo epimorfismo 7w : B — A con nucleo ciclico infinito. Eso es el
contenido del siguiente corolario.

CoroLario 1.5. Todo grupo abeliano libre es un W-grupo. O

El problema de Whitehead consiste en decidir si se cumple el reciproco del corolario anterior.
Es decir, ;se cumple que todo W-grupo es libre? A continuacién analizaremos la solucién que dio
Shelah al problema de Whitehead.

2. Propiedades homolégicas de los W-grupos

Recordemos que, dados dos grupos abelianos A, B, entonces Hom(A, B) es el grupo cuyo con-
junto subyacente es exactamente el conjunto de funciones f : A — B que son morfismos de grupo,
y la operacién de grupo viene dada como sigue: dados f, g € Hom(A, B), f + g viene definido de tal
forma que paracadaa € A, (f + g)(a) = f(a)+ g(a). Es inmediato verificar que con esta operacion,
Hom(A, B) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro es el morfismo trivial 0 : A — B que satis-
face que para cada a € A, O(a) = 0. Dado un grupo abeliano C, la asignaciéon A — Hom(A, C) es
funtorial contravariante. Esto significa que todo morfismo de grupos abelianos f : A — B induce

una asignacion

Hom(f,C) : Hom(B,C) — Hom(A, C)
g — &f

que respeta composiciones (lo cual quiere decir que, si f € Hom(A, B) y g € Hom(B, D), entonces
Hom(gf, C) = Hom(f, C)Hom(g, C), como es inmediato verificar). En otras palabras, tenemos que
Hom(—, C) es un endofuntor contravariante en la categoria de grupos abelianos.

A continuacién enunciaremos un importante lema del dlgebra homoldgica que nos ayudard a
comprender adecuadamente el problema de la extension. Este lema se puede aplicar indiscrimina-
damente atdn sin conocer cudl es la definicion exacta de Ext. No lo demostraremos aqui por requerir
un conocimiento profundo de dicha definicidn, asi como de una gran cantidad de teoria previa del

algebra homoldgica.
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Lema 1.6 (Cartan-Eilenberg). Supongase que tenemos una sucesion exacta corta

8

(0) B¢ ! C D 0) .

Entonces, para todo grupo abeliano A existe una sucesion exacta

Hom(g,A) Hom(f,A)
Hom(C, A)

(0y — > Hom(D, A) Hom(B,A) —

Ext(D, A)

Ext(C,A)

Ext(B,A) — (0).

DEemosTrACION. Este es el contenido de [8, Chapter IX, Theorem 51.3, p. 218-220], si bien para
comprenderlo es preciso consultar esa misma obra desde la pagina 209. ‘:!

A continuacidn, comenzaremos a aplicar el lema anterior para obtener resultados que mds ade-
lante nos serdn de gran ayuda.
TeOREMA L.7.

(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.
(it) Todo W-grupo es libre de torsion.
(iit) Si B < A, y A es un W-grupo pero A/ B no es un W-grupo, entonces existe un morfismo de
grupos abelianos  : B — Z que no puede extenderse a un morfismo con dominio A (i.e.

todo morfismo ¢ : A — Z es tal que ¢ | B # ).

DEMOSTRACION.

(i) Sea A un W-grupo y B < A. Entonces, tenemos una sucesion exacta

(0) B~ A A/B 0),

luego tomando los ultimos tres términos de la sucesion exacta que el lema 1.6 nos asegura

que existe, tenemos una sucesion exacta

Ext(A, Z)

Ext(B,Z) — (0)

pero que A sea un W-grupo significa que Ext(A, Z) = (0), luego la exactitud de la sucesion
anterior nos fuerza a aceptar que Ext(B, Z) = (0) y esto significa que B es un W-grupo.

(if) Sea A un W-grupo. Demostremos que, para cada n € N, el grupo ciclico de orden n (i.e.
Z/nZ) no es un W-grupo. Pero esto es cierto debido a que el epimorfismo candnico 7 :
Z — Z[nZ tiene nucleo ciclico infinito, y sin embargo no puede escindirse (pues cualquier

escision encajaria a Z/nZ (que es un grupo de torsion) como subgrupo de Z (que es libre
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de torsidn), lo cual es contradictorio). Asi, si A no fuera libre de torsién entonces habria
algin elemento a € A de torsion, es decir, tal que {a) es ciclico finito. Pero entonces, como
acabamos de ver, {(a) no puede ser un W-grupo, mientras que a la vez es un subgrupo del
W-grupo A y esto contradice al inciso (i).

(iii) Bajo las hipdtesis que se tienen, la sucesion

L

0) B——A A/B 0),

es exacta corta, en donde ¢ : B <— A es el morfismo inclusiéon. Entonces, tomando exac-
tamente los cuatro términos de enmedio en la sucesion que el lema I.6 nos asegura que

existen, tenemos la siguiente sucesion exacta:

Hom(:,Z)
Hom(A, Z)

Hom(B, Z)

Ext(A/B, Z)

Ext(A, Z) .

Por hipétesis A es un W-grupo, luego Ext(A, Z) = (0). Entonces la exactitud de la sucesion
anterior nos garantiza que g es un epimorfismo. Ahora bien, el hecho de que esta sucesion
sea exacta también implica que Hom(¢, Z)[Hom(A, Z)] = ker(g). Pero como sabemos que g
es epimorfismo y ademds por hipétesis A/B no es un W-grupo, es decir, Ext(A/B, Z) # {0),
entonces es imposible que ker(g) = Hom(B, Z) y esto implica que Hom(¢, Z) no puede ser
suprayectivo. Prestemos atencion: para cada ¢ € Hom(A, Z), tenemos que Hom(¢, Z)(¢) =
¢t = ¢ | B, luego lo que acabamos de concluir es que hay un ¢ € Hom(B, Z) tal que para
todo ¢ € Hom(A, Z) se cumple que ¢ | B # ¥, que es lo que queriamos demostrar.

2

3. Acerca de los W-grupos numerables

En la presente seccion desarrollaremos bastantes resultados que entrelazan el estudio de los W-
grupos numerables con el de la teoria de conjuntos, con miras a generalizar estos razonamientos en
la siguiente seccion para W-grupos de cardinalidad mayor. Ahora nos encaminaremos a demostrar
que todo W-grupo numerable es libre.

DeriniciON 1.8, Sea A un grupo abeliano libre de torsion 'y B < A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/B es libre de torsion.

(if) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

C.P.(B) = {a € A|@n € Z\ {0))(na € B)}.
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La terminologia de la definicién anterior no se utiliza en general (aunque Shelah la introdujo
en su articulo [19] sobre el problema de Whitehead). Normalmente, en la literatura, la terminologia
“subgrupo puro” denota otra cosa (ver, por ejemplo, [8, p. 113]). Es facil ver que C.P.(B) es un
subgrupo puro de A: si a,b € C.P.(B) entonces hay n,m € Z \ {0} tales que na,mb € B, luego
(nm)(a — b) = m(na) — n(mb) € B, y por consiguiente a — b € C.P.(B). Por lo tanto, C.P.(B) < A.
Ahora, si x + C.P.(B) € A/ C.P.(B) es un elemento de torsion, esto quiere decir que hay un n € N
con nx + C.P.(B) = n(x + C.P.(B)) = C.P.(B), luego nx € C.P.(B) y por tanto, hay un m € Z \ {0}
tal que (mn)x = m(nx) € B, luego x € C.P.(B) y la parte de torsiéon de A/ C.P.(B) es trivial. De
hecho, C.P.(B) es el subgrupo puro mas pequeio de A que contiene a B: Pues si B C C < A es
otro subgrupo puro en A, y a € C.P.(B), entonces hay un n € Z \ {0} tal que na € B C C, luego
C =na+ C =n(a+ C) y por consiguiente, a + C es un elemento de torsiéon en A/C, el cual es por

hipétesis libre de torsion y por consiguiente a + C = C, lo que implica a € C y luego C.P.(B) C C.

Aunque B sea finitamente generado, no necesariamente C.P.(B) lo es. Por ejemplo, considérese
el grupo (libre de torsién) Q. En él, Z = (1) es finitamente generado. Pero es facil comprobar que
CP.(Z)=Q (sia/be Qcona e Zyb e N entonces b(a/b) = a € Z). Y es bien conocido el hecho
de que @ no es finitamente generado (si a,/by,...,a,/b, € Q,conay,...,a, € Zyb,,...,b, € N;
entonces basta tomar un niimero primo p que no divida a by, ..., b, y es inmediato comprobar que
1/p ¢<ai/bi,...,a,/by)).

Sin embargo, en el caso cuando A es un grupo libre abeliano, A es libre de torsion, y entonces
si B < A es finitamente generado, tenemos que C.P.(B) es finitamente generado. En efecto, siendo
A libre entonces B lo es. Si X es base para A y {by,...,b,} es base para B, de tal forma que
cada b; = m;1x; + ...+ myx con xp,...,x, € Xy m;; € Z (posiblemente algunos m; ; = 0),
entonces para cada 1 < i < n sea /; el maximo comun divisor de {m;,...,m;;}. De esta manera,
si para cada 1 < i < n definimos y; := (m;1/l)x; + -+ + (m;x/1;))xy, es facil comprobar que
C.P.(B) tiene a {yy, ..., y,} como base. En particular, si A es un grupo libre abeliano, entonces todo
subgrupo finitamente generado B < A estd contenido en un subgrupo puro finitamente generado
(como acabamos de ver, C.P.(B) testifica esto). El siguiente teorema nos proporciona una reciproca

parcial (para grupos numerables) de lo que acabamos de afirmar.

TeoreMA 1.9 (Criterio de Pontryagin). Sea A un grupo abeliano numerable libre de torsion tal
que todo subgrupo finitamente generado de A estd contenido en un subgrupo puro en A que es

finitamente generado. Entonces, A es libre.

DEMOSTRACION. Sea A = {a,|n < w}. Definimos por induccién una cadena suave (B,|n < w) de

subgrupos puros finitamente generados de A. En primer lugar, By = (0). Si ya conozco B, sea B,

un subgrupo puro finitamente generado de A que contenga a (B, U {a,}). Es claro que |J B, = A.
n<w
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Abhora, al ser B, puro en A, ello implica que A/B, es libre de torsion. Por tanto, B,1/B, < A/B,
es libre de torsion, ademds de ser finitamente generado ya que B,.; lo es. Por lo tanto, por la
proposicion 0.7 parte (ii), B,.1/B, es libre para todo n < w; como ademaés B es libre (con base @),
el teorema (.14 nos asegura que A es libre. ‘:!

En adelante, como una cuestién de notacidn, siempre que tengamos un grupo abeliano B, &

denotara la primera proyecion x : B X Z — B, es decir, (b, n) K b, paratodo (b,n) € BX Z.

DErinicioN 1.10. Sea B un grupo abeliano. Un (B, Z)-grupo es un grupo C tal que su conjunto
subyacente es B X Z y tal que tanto la proyeccién 7 : C — B como el encaje de Z en C dado por

n +— (0, n) son morfismos de grupos abelianos.

Para un grupo abeliano B, el ejemplo mas sencillo de un (B, Z)-grupo es B&Z. Lo importante de
esta definicion, es que si logramos encontrar un (B, Z)-grupo C tal que 7 : C — B no se escinde,
habremos demostrado que B no es un W-grupo, pues kermr = (0) X Z = Z.

Lema I.11. Sea C un (B, Z)-grupo tal que m : C — B se escinde. Entonces, C = B® Z. Mds
aiin, puede construirse el isomorfismo ¢ : C — B & Z de modo que preserve tanto a m como a su

escision p : B— C, en el sentido de que los dos siguientes diagramas conmutan:

P T
B C C B
\‘ﬁil ZTQO_I/
BeZ BeZ

en donde la inclusion B — B @ Z del primer diagrama es la evidente b — (b,0); y las dos « del

segundo diagrama son la misma, vistas como funciones entre los conjuntos subyacentes.

DEmMoOSTRACION. Observemos primero un par de hechos importantes para un (B, Z)-grupo C. En
primer lugar, aun sin saber cudl es la operacion de grupo para C, el hecho de que 7 : C — B sea
morfismo implica que, para cada (b, n), (c,m) € C, (b,n) + (c,m) = (b + ¢, k) para algin k € Z.
Mas atn, (0, 0) es el elemento neutro de C ya que (0, 0) + (0,0) = (0, 0). Por dltimo, tenemos que,
para cada b € B, p(b) = (b,n) para algin n € Z, debido a que n(o(b)) = b.Seay : B&Z — C
definido por ¥(b,n) = p(b) + (0, n). En efecto ¢ es un morfismo por la definicién de (B, Z)-grupo
W ((b,n) + (c,m)) = Y(b+c,n+m) = p(b+c)+ (0,n+m) = p(b) + p(c) + (0,n) + (0,m) =
W(b,n) + Y(c,m)). Ademads, es monomorfismo, pues si ¥(b,n) = ¥(c,m), esto quiere decir que
p(b) + (0,n) = p(c) + (0,m), lo cual implica que p(b — ¢) = (0,m — n), luego la primera entrada
de p(b — ¢) (que como hicimos notar arriba, es justamente b — c) es igual a 0, i. e. b = ¢. También

se sigue que (0,m —n) = p(0) = (0,0) y por tanto m = n. Asi, Y es inyectiva. Ahora, para ver
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que es suprayectiva, tomemos un (b,n) € C. Sea m € Z tal que (0,m) = (b,n) — p(b). Entonces,
Y(b,m) = p(b)+(0,m) = (b,n) y ¥ es, por tanto, un isomorfismo cuya inversa ¢ claramente satisface
lo pedido. a

Lo que el lema anterior nos esta diciendo, es que siempre que C sea un (B, Z)-grupo cuya
proyeccion m : C — B se escinde, entonces esencialmente podemos suponer sin pérdida de
generalidad que C es en realidad B&Z y que la escision p : B — B®Z viene dada por p(b) = (b, 0).
Recordando el teorema 0.10, estariamos hablando de que la siguiente sucesidon exacta corta se
escinde:

(0) Z ¢ C B (0)

y entonces, para todos los fines practicos, se tiene que C = B@ Z. Utilizaremos esto para demostrar

el siguiente resultado.

Lema 1.12. Sean B < A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo. Sea C un (B, Z)-grupo
y p una escision para n : C — B. Entonces, existe un (A, Z)-grupo D que es extension de C tal

que p no puede extenderse a una escision paran : D — A.

DEemosTrRACION. Por el lema anterior, podemos suponer que C = B® Z y (Vb € B)(o(b) = (b,0)).
Sea D = A® Z. Por el teorema 1.7 parte (iii), sea y : B —> Z el morfismo de grupos abelianos que
no puede extenderse a uno con dominio A. Definimos y : C — D como y(b,n) = (b,n + y(b)).
Supongamos que & : A —> D es una escisién param : D — Atal que & | B = yp. Sea
¢ = g0 : A — Z. Entonces, para b € B, tenemos que ¢(b) = nz(d(b)) = nz(y(p(b))) =
nz(y(b,0)) = mz(b, ¥ (b)) = Y(b), y por lo tanto ¢ es una extension de i, lo cual es contradictorio.
Por lo tanto, no existen tales ¢. Si y fuera una inclusion, habriamos terminado. En caso de que no

lo sea, definimos f : D — A X Z como

(b,n); b¢ B
(b,n—y(b)); beB.

f(b.n) =

Es fécil ver que f es una biyeccion, ademads, fy : B&Z — A X Z es inyectiva. Definimos D como
el grupo cuyo conjunto subyacente es A X Z dotado con la estructura de grupo que hace de f un
isomorfismo (i.e. Yu,v € A X Z)(u+v = f(f~'(u) + f~1(v)))). Luego, D es una extensién de C, y
no hay escisiones 0 : A — D paran : D — B que extiendanap : B— C. ‘:!

El siguiente teorema fue demostrado por Stein en 1951. Existen demostraciones mds sencillas,
pero esta nos servird como modelo para generalizar al caso de cardinalidad w; .
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TeOREMA 1.13. Todo W-grupo numerable es libre.

DEmosTRACION. Sea A un W-grupo. Entonces, A es libre de torsion (por el teorema 1.7 parte (ii)).
Bastara con ver que se satisface el criterio de Pontryagin. Supongamos que esto no ocurre, es decir,
que hay un B < A finitamente generado que no estd contenido en ningtin subgrupo puro finitamente
generado de A. En particular, B = C.P.(By) no seré finitamente generado. Por consiguiente, B es
la unién de una cadena estricta de grupos finitamente generados (B,,|n < w). Por la definicién de
cerradura pura, B/ By es de torsion. Construiremos una cadena de grupos estricta <Cn|n < w) tal que
cada C, es un (B, Z)-grupo libre de torsién, y tal que 7 : C = | J C,, — B no se pueda escindir.

n<w

Sea S un conjunto finito de generadores de By. Afirmamos que todo morfismo de grupos abelianos
p 1 B — D con codominio libre de torsion estd completamente determinado por sus valores en
S: Pues si b € Bentonces hay un n € Z \ {0} tal que nb € By, y p(nb) si estd determinado por los
valores de p en §; al ser D libre de torsion, p(b) es la unica solucion de la ecuacion nX = p(nb).
Asi, sean {g,,|n < w} todas las funciones que van de S en B X Z. Definimos Cy como By & Z. Una

vez que ya conocemos C,, hay dos casos:

1: Si g, puede extenderse a una escision p para r : C, — B,, entonces, al ser B,,/B, =
(B:+1/Bo)/(B,/By) de torsion, luego B,.1/B, no es un W-grupo, B,,; lo esy C, es un
(B,,, Z)-grupo tal que 7 : C,, — B, se escinde, por lo tanto por el lema anterior existe
un (B,.1, Z)-grupo, al cual definimos como C,,, que es extension de C, y tal que p no se
extiende a una escision paran : C,,.y — Bj1.

2: En caso contrario, tomamos p como cualquier escision para r : C, — B, (hay al menos
una dado que B, es finitamente generado y libre de torsidon, luego es libre), y por la misma
razon que en el caso anterior, B,,1/B, no es de torsion, por lo tanto no es un W-grupo,
lo cual nos permite definir (en virtud del lema anterior) a C,;; como un (B, Z)-grupo

extension de C, tal que p no puede extenderse a una escision paran : C,.; — B, ;.

Asi, tendremos que 7 : C = | J C,, — B no se escinde, pues si lo hiciera mediante p : B — C,
entonces (An < w)(p | S = gn)?ialiego p I B, serd una escision para 7 : C, — B, que extiende a
gn ¥ que se extiende a una escision para « : C,,; — B, (a saber, p [ B,1), lo cual contradice a
la construccion de los C,. De esta forma, concluimos que B no es un W-grupo, y deberia serlo al

ser subgrupo de un W-grupo por el teorema 1.7 parte (i). Esto es una contradiccion. ‘:!
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4. Los W-grupos de orden w,;

Ahora deseamos generalizar estos razonamientos para W-grupos de cardinalidades mayores.
Para tal fin, debemos ir generalizando varias de las nociones que utilizamos anteriormente. En

particular, generalizaremos la nocién de ser “libre de torsién” y de ser “puro”.
DerniciON 1.14. Sean « € Card, con «k > w; y A un grupo abeliano.

(i) Decimos que A es «-libre si (VB < A)(|B| < xk — B es libre).
(if) Siendo A k-libre y B < A, decimos que B es k-puro en A si A/B es k-libre.

Claramente, ser w;-libre, que significa que todo subgrupo numerable sea libre, generaliza a la
nocion de ser libre de torsion, la cual es equivalente a que todo subgrupo finitamente generado sea
libre. Similarmente, ser w;-puro generaliza a la nocion de ser puro. De hecho, es inmediato que,
para cada k, A € Card, con w; < A < k, si A es k-libre entonces A es A-libre y libre de torsion, y por
consiguiente si B < A es k-puro entonces es A-puro y también puro. Es por ello que afirmdbamos

que estas nociones generalizaban otras que se utilizaron en la seccion anterior.

CorovLarIO 1.15. Todo W-grupo es w,-libre.

DEemosTrACION. Inmediato del teorema 1.7 parte (i) y del teorema 1.13. a

Lo que sigue a continuacion, es generalizar las hipdtesis del Criterio de Pontryagin. Recorde-
mos que dicho criterio asegura que todo grupo abeliano numerable libre de torsion tal que todo
subgrupo finitamente generado estd contenido en un subgrupo puro finitamente generado es libre.
En esta ocasion, la idea es reemplazar “libre de torsion” por “w;-libre”, “puro” por “w;-puro”, y
“finitamente generado” por “‘numerable”. Eventualmente, acabaremos por utilizar grupos de car-
dinalidad w;, pero no necesariamente seremos capaces de demostrar que bajo estas condiciones los

grupos deben de ser libres.

DermvicioN 1.16. Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la condicién de Chase
si A es un grupo w;-libre tal que todo subgrupo numerable de A estd contenido en un subgrupo

numerable w;-puro en A.

Esta condicién lleva el nombre de Chase debido a que fue €l quien demostrd, suponiendo HC
(es decir, 2 = wy), que todo W-grupo satisface esta condicion. Nétese que, si A satisface la con-
dicién de Chase, entonces A satisface exactamente las hipétesis del criterio de Pontryagin (salvo
la numerabilidad). Esto es, A es libre de torsién (por ser w;-libre) y todo subgrupo B < A fini-

tamente generado estd contenido en un subgrupo finitamente generado puro en A. Pues si B es
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finitamente generado, entonces es numerable. Luego, la condicion de Chase asegura la existencia
de un subgrupo numerable w;-puro (en particular, puro) en A que contiene a B, luego C.P.(B) es a
lo sumo numerable. Pero entonces, al ser A un grupo w;-libre, ha de tenerse que C.P.(B) es libre,
y B es un subgrupo de C.P.(B) que es finitamente generado. Por lo tanto, la cerradura pura de B,
calculada dentro de C.P.(B), ha de ser finitamente generada. Pero dicha cerradura pura es exacta-
mente C.P.(B), luego C.P.(B) es finitamente generado, como queriamos demostrar. A continuacién

traduciremos la condicion de Chase en términos de cadenas transfinitas de grupos.

Lema 1.17. Sea A un grupo abeliano de orden w,. Entonces, A satisface la condicion de Chase
&= A es la union de una cadena suave de grupos libres numerables (Aa|a < wq) tal que Ay = (0)

Y que para todo a < wy, Ayy1 €S wy-puro en A.

DEMOSTRACION.

=: Si A satisface la condicion de Chase, tomando A = {aa|a/ < w;}, definimos la cadena
de los A, por induccién: Ay = (0), si conocemos A, entonces definimos A,,; como un
subgrupo numerable w,-puro de A que contenga a (A, U{a,}); finalmente, si ya conocemos

A, para todo ¥ < a y a es un ordinal limite entonces A, = [J A,.
y<a

&: Todo subgrupo numerable B < A estd contenido en alguno de los A,1, con @ < w.

-

A continuacién, presentamos el tltimo resultado de esta seccion, que realmente es el resultado
crucial para trabajar el problema de Whitehead en grupos abelianos de orden w;, y que serd de gran
ayuda para demostrar que la solucidn a este problema es independiente de ZFE.

TeoreMA 1.18. Sea A un grupo abeliano que satisface la condicion de Chase, y que por lo tanto
es, por el lema anterior, la union de una cadena suave de grupos libres numerables (Aa|oz < wy)

con Ay =0) y Ayy1 wi-puro en A para todo a < w;. Sea
E={a< a)1|Aa no es w;—puro en A}

(notese que en particular E C lim(w,)). Entonces, A es libre <= E no es estacionario en w;.

DEMOSTRACION.

<: Si E no es estacionario, sea (aﬁ|ﬁ < wq) la enumeracion creciente de los elementos de un
conjunto cerrado y no acotado C tal que C N E = @, y consideremos los grupos Bz = A,.

Entonces, tendremos que, al ser C un cerrado, (Bﬁl,B < wy) serd una cadena suave de grupos,
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cuya union, debido a que C es no acotado, es A. Al ser C N E = @, tenemos que Bg es wi-
puro en A, para todo 8 < w;, por lo tanto A/Bg es w;-libre. De esta forma, siendo Bg.,
numerable, podemos concluir que para todo 8 < w1, Bg.1/Bg es libre. Dado que 0 ¢ E, sin
perder generalidad puedo cambiar C por C U {0} y suponer que By = Ay = (0). Asi pues, el
teorema (.14 nos permite asegurar que A es libre.

=: Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X. Construiremos por induccion

transfinita una cadena suave (X,|@ < w;) de subconjuntos de X y una funcién normal
f 1wy — w tal que para cada @ < w;, X, serd una base de A,). Ponemos X, = @
y f(0) = 0. Para el caso cuando @ < w; es un ordinal limite y conocemos Xz para todo

B < a, bastaponer X, = |J Xgy f(a) = sup{f(ﬁ)lﬁ < a}, de modo que X, serd una base de
B<a
Af@) = U Ajp). Ahora, si ya conocemos X, para & < w;, tomemos un ¥, € [X]“ tal que
B<a

X, € Yo,y 09 € Ord tal que Yy C A,,, a continuacion tomamos Y, € [X]=“ tal que A, C

(Y1), y asi por induccion obtenemos una cadena (Y, |n < w) de subconjuntos numerables de

X que contienen a X,, y una sucesion creciente de ordinales (0'n|n < w) mayores que f(a@)

tales que para cada n < w, se tiene que ¥, € A,, C (Y,41). Si hacemos X,,; = U Y, ¥
n<w

fla+1) = sup{o,|n < w}, entonces X, serd base de Asi1y = U Ar, = U (Vo).
n<w n<w

De esta forma, esa cadena nos dice que E no es estacionario en w; debido a que para

cada @ < wy, al ser A/Agq) grupo libre con base {x + A f(a)|x € X \ X,}, en particular es
wi-libre y por lo tanto A, serd w;-puro en A, por lo cual { f (a/)|a/ < w1} serd un conjunto
cerrado y no acotado que no intersecta a E.

(2

5. “Todo W-grupo es libre” es consistente

A continuacién, veremos que hay un modelo de ZFE en el cual se cumple que todo W-grupo
de cardinalidad w; es libre. De hecho, basta tomar a L, el universo construible, para ver que ahi se
cumple el enunciado apenas mencionado. Este universo se construye de la manera siguiente: supon-
gamos que tenemos un modelo de ZF, entonces, utilizaremos al conjunto Def(X), que es el conjunto
de todos los conjuntos X-definibles (es decir, los conjuntos A tales que para cierta férmula con una
variable libre ¢ del lenguaje de la teoria de conjuntos, enriquecido con un simbolo de constante por
cada elemento de X, se tiene que A = {x € X |<p(x)}1), para cada conjunto X. Entonces, la jerarquia

'Para que esta construccion funcione, es necesario “reconstruir” el lenguaje de la teoria de conjuntos dentro de
la teorfa misma: algo andlogo a lo que hizo Godel al asociar a cada férmula del lenguaje de la aritmética de Peano

un nimero natural, de modo que al hablar de férmulas y las relaciones entre ellas, en realidad se estuviera hablando
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construible estd dada de la siguiente manera: Ly = @, si conocemos L, entonces L, = Def(L,),

y siy € lim(Ord) entonces L, = |J L,. Finalmente, L = (J L, es el universo de los conjuntos
a<y aeOrd

construibles. Entonces, se demuestra que L es una clase transitiva tal que sus elementos satisfa-
cen todos los axiomas de ZF (en donde cada férmula se interpreta restringiendo el dominio de sus
cuantificadores a L), ademds del axioma de eleccion, y el axioma de constructibilidad, que asegura
que todo conjunto es construible, es decir, que la clase L agota todos los conjuntos existentes (este
axioma se denota por V = L). De esta forma, toda proposicion que pueda demostrarse que se sa-
tisface en L. decimos que es una consecuencia del axioma V = L. Por ejemplo, HGC es una de las
consecuencias mas famosas de V = L. Los detalles de todo esto estdn en [6, Chapter II, §1-5; pp.
56-85].

En particular, la satisfaccion del axioma de eleccidn se deriva de la existencia de una relacion
global de buen orden <y, que es definible, y que bien ordena a todo el universo construible L.
Asimismo, la HGC es consecuencia del asi llamado lema de condensacion ([6, Theorem 5.2, pp.
80-82]), que asegura lo siguiente: dado un ordinal limite @ y un submodelo elemental M < L,,
entonces existen Unicos f < a 'y m : (M, €) = (Lg, €) de tal suerte que si N C M es transitivo
entonces 7 [ N = idy, y que para cada m € M se tiene que m(m) <y, m. La importancia del
axioma V = L radica en que, si encontraramos una contradiccion en la teoria ZFE+V = L, entonces
eso seria una contradicciéon que tiene lugar dentro de la clase transitiva L que podemos definir
unicamente en ZF, luego la contradiccion puede traducirse a una contradiccion en ZF. Es por ello
que, suponiendo que ZF es consistente (una suposicion que no puede demostrarse en ZF, sino
Unicamente en teorias mds fuertes, por lo cual esta suposicion es posiblemente el tnico articulo
de fe que debe defender cualquier matemadtico), tendremos que ZF + V = L también lo serd. Y,
por consiguiente, toda consecuencia del axioma V = L también serd consistente con ZF, lo cual
significa que en ZF jamds seremos capaces de elaborar una refutacién del enunciado en cuestion.

Formulemos ahora el principio que nos permitird probar el resultado deseado acerca de los
grupos de Whitehead. Para x € Card regular y E un subconjunto estacionario en «, el principio
combinatorio conocido como <,(E) asegura que hay una sucesion (S a|a € E)con S, C a para
todo a € E y tal que dado cualquier X C «, el conjunto {a € E |X Na = S,} es estacionario en k. A
Okl(k) se le conoce simplemente como <, y nuestro viejo conocido < no es otra cosa que <. A

continuacion, nos propondremos demostrar que para cada subconjunto estacionario £ C wy, V =L

de nimeros naturales y su aritmética. En este caso, a cada férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos se le asocia
determinado conjunto, de modo que nociones tales como la de satisfacibilidad, etc., queden formalizadas dentro de la
teoria ZF. Asimismo, esta “aritmetizacion” (que, en el caso que nos ocupa, mas bien seria una “conjuntizacién”) del
lenguaje de teoria de conjuntos dentro de ZF nos permitird cuantificar sobre proposiciones, con lo cual el operador Def

queda bien definido. Los detalles necesarios estan en [6, Chapter I, §9,10; pp. 31-48].
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implica que se satisface O(E) (es decir, <, (E)). En el camino utilizaremos algunas herramientas
de teoria de modelos, estoy convencido de que basta darle una leida a la primera seccién de [9] para

comprender la idea, en caso de que no se conozca el vocabulario correspondiente.

Lema 1.19. Sea A € lim(Ord), con A > w,, y X C L, con |X| < w,. Entonces, existe un N < L,
tal que X C N, IN| < w1y N N w € wy.

DEeMoSTRACION. Sea N, el conjunto mds pequeiio (el teorema de Lowenheim-Skolem nos garantiza
que existe al menos uno) tal que Ny < L y X € Ny, y definamos @ := sup(Ny N w;). Dado que
|No| = max(]X|, w), entonces @y < w;. Ahora bien, por recursion para cada n < w supongamos que
conocemos N, < L, numerable y sup(V, N w;) = @, < w;. Entonces, sea N,,; el conjunto méas
pequeiio tal que N,y < Ly y N, U @, € N,41, y definimos «,,;; := sup(V,4+1 N w;). Nuevamente,

como N,;1 = max(|V,|, |a,|) < w; entonces @,,; < w;. Ahora tomemos N = [ J N,. Por el teorema
n<w

de la cadena elemental, se tiene que X C N < L,, claramente |N| < w; y ademds, si hacemos

a = sup{a/,,|n < w} < w;, entonces NNw; = (U N,|Nnw; = JWN,Nwy) C sup{cxn|n < w}, debido
n<w n<w

a que cada N, N w; C a,. Pero por otra parte, cada @, C N,;; Nwy, luego N Nw; = [J (N, Nwy) 2
n<w

sup{an|n < w}. Porlo tanto, N Nw; = @ < wy. ‘:!

TeoreMA 1.20. Sea E C w; un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica C(E).

DEemosTRACION. Construiremos recursivamente una sucesion (S, C,) con @ € E. Si ya conocemos
($,,C,) paracaday < « € lim(w, ), entonces sea (S, C,) el <p-minimo par ordenado de tal suerte
que C, es un cerrado y no acotadoen a, S, Cay (Vy € C, N E)S, Ny # §,), en caso de que
exista al menos un par que satisfaga esta condicion. En caso de que no haya tales pares, o de que «
no sea un ordinal limite, hacemos S, = C, = @. Afirmamos que (S a|a € E) es una O(E)-sucesion.
En efecto, si suponemos lo contrario, y tomamos (S, C) el <p-minimo par de subconjuntos de w;
tal que C es un cerrado y no acotadoen w; y {y € E |S Ny =3S5,}NC = @, esto quiere decir que
ye€CNE = SNy +#S,. Pero notemos que la sucesion ((S ,, Ca)|a € E) es definibleen L, a
partir de E (quizd no estd de mas mencionar en este momento que el orden <y, “respeta” el orden
de aparicion dentro de la jerarquia construible, lo cual quiere decir que si x € L, y y € Lg \ L,,
con a@ < f3, entonces x <y, y; es por ello que si algin x es el <p-minimo tal que satisface cierta
propiedad, y x € L,,, entonces también serd el <, L,,-minimo con la misma propiedad). Por lo

tanto, (S, C) también es definible a partir de E en L,, y la definicién de ambos es absoluta.
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Por el lema I.19, definamos recursivamente una sucesion de submodelos N, < L,,, de la manera
siguiente. Ny es el conjunto mds pequefio tal que |[Ny| < wy, Ng < L,,,, NoNw; € w; y E € Ny. Una
vez que conocemos el submodelo N, numerable con N, N w; € w;, entonces elegimos N,,; como
el conjunto mas pequefio tal que Noy; < Ly, INps1l < w1, NN wy € w1y Ny U{N,} € Noyi. Y

para los ordinales limite A, tomamos N, = |J N,. Es claro que |[V,| < w;, Ny N w; € wy, y por el
a<A

teorema de la cadena elemental N, < L,,. Para cada @ < w;, hacemos J, := N, N w,. Entonces,
tenemos que (50,|a/ < wr) es una sucesion normal (i.e. creciente y continua) en w;. Por lo tanto,
el conjunto de sus puntos fijos Z := {5a|6a = a} es un cerrado y no acotado en w;. Por lo tanto,
EnzZnCnlim(w;) # @, tomemos un 6, = @ € ENZNC Nlim(w,). Por el lema de condensacion,
seam : N, = Lg. Entonces, 7 [ L, = id;, (debido a que la definicion de L, es absolutay a € N,),
n(w)) = @ (por que N, Nw; = ¥, = @), n(E) = ENa, 1({(S5,Cs)|d € EY) = (S5, Cs)|a € E N )
yn((S,C)) = (S Na,CNa). Dado que n7' : Ly < L,,, entonces (S N, C N a) es el <g-minimo
par de subconjuntos de « tal que C N« es un cerrado y no acotadoenayye (CNna)N(ENa) =
S Na)yny #S§,. Esto implica que (S Na,CNa) = (S,,C,) y en particular § Na = S, pero el
hecho de que @ € C N E contradice nuestra eleccion de (S, C). 2

Proposicion 1.21. Supongamos el axioma V = L, y sea C la union de una cadena suave estricta
de conjuntos numerables (Ca|a < wy)y E C w, un estacionario. Entonces, hay una sucesion
(Sa|a € E) tal que S, € C, para todo @ € E y tal que para cualquier X C C, el conjunto
{a € E|X N C, = 8.} es estacionario.

DemMosTtrACION. Construimos por recursion, para @ < wq, funciones inyectivas f, : C, — w; tales
que cumplan f, € fz paraa < By @ C ran(f,) € w;, de la manera siguiente: fy : Cy — |Cy|
es cualquier biyeccion, si conocemos fz para cualquier 8 < @ y @ < w; es un ordinal limite,

ponemos simplemente f, = |J fz. Finalmente, si conocemos f, entonces hacemos fo.1 : Cor1 —
B<a

ran(fa) + |Ca+1 \ Crrl de tal forma que fa+l T Ca = fa y que fa+1 f (Ca+1 \ Coz) . Cr1+l \ Coz —
(ran(f,) + |Cos1 \ Col) \ ran(f,) sea una biyecciéon. Ahora, si hacemos f = |J f, : C — w;,

a<wi

claramente tendremos que f es biyeccion. Mds atn, dado que a + ran(f,) es una funcién normal,
entonces T = {a < a)1|ran( f2) = a}, el conjunto de puntos fijos de esta funcién, es un conjunto
cerrado y no acotado en w;. Ahora si, usamos el teorema anterior para obtener (Ta|oz € E) una
O(E)-sucesion, y definimos, para cada « € E, S, = f~'[T,]. Asi,dado a € E, T, C a C ran(f,),
por lo cual S, € f~'[ran(f,)] = C,. Ahora, si X C C, entonces {a € E|X NC,=8,2TN{a e
E | fIX]na = T,}, el cual es estacionario por hipétesis. Luego (Sa|a € wq) es la sucesion cuya

existencia queriamos garantizar. g
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CoroLario 1.22. Supongase que se satisface V = L. Sea B la union de una cadena suave estricta
de conjuntos numerables (Ba|oz < wy), Y un conjunto numerable, y E C w; estacionario. Entonces,
hay una sucesion {g, : B, — B, X Y|cx € E) tal que para toda funcion h : B — B X Y que
satisfaga Va € E)(h[B,] € B, X Y), existe « € E tal que h | B, = g,.

DEMOSTRACION. Para cada @ € E, definimos C, = B, X (B, X Y)y C = BX (B X Y) de modo que
podamos aplicar la proposicion anterior, y sea (S (,|a € E) la sucesion cuya existencia asegura dicha
proposicion, luego S, € B, X (B, X Y). Definimos g, de acuerdo a dos posibles casos. Si S, es
una funcion con dominio B,, entonces ponemos simplemente g, = S ,. En caso contrario, hacemos
8o igual a una funcién : B, — B, X Y arbitraria. De esta forma, si 4 : B — B X Y entonces
h € BX(BxY),luego tendremos que {a € E |h N B, X (B, XY)=_S,} es estacionario, en particular
es no vacio. Por lo tanto hay un @ € E tal que h N B, X (B, X Y) = §,. Si ademés h es tal que
h[B,] € B, X Y, esto quiere decir que S, = hnN B, X (B, XY) = h | B,. Entonces, S, era una

funcién con dominio B, luego por la definicion de las g,, se tiene que g, =S, =4 | B,. g

Hemos terminado con las consecuencias técnicas del axioma V = L. Finalmente, ha llegado la
hora de utilizar esas consecuencias para establecer el resultado de consistencia que hemos venido
anunciando a lo largo de toda esta seccidn.

TeOREMA 1.23. Sea B la union de una cadena suave estricta (Ba|a < wy) de grupos libres
numerables tales que E = {a < w1|Ba+1/ B, no es libre} es estacionario en w;. Entonces, V = L

implica que B no es un W-grupo.

DEmosTRACION. Definiremos por induccién transfinita una cadena de grupos (Ca|a < wq) tal que
cada C, sea un (B,, Z)-grupo y su unién C sea un (B, Z)-grupo tal que 7 : C — B no se escinda.
Por el corolario anterior, tenemos funciones {g, : B, — B, X Z|a/ € E} tales que para cada
h : B— B X Z que cumpla 7h = idg, tendremos que hay un 8 € E tal que h [ Bg = gg, debido a
que idg, = idg [ B, = (nh) | B, = n(h | B,), lo cual nos dice que 4[B,] € B, X Z.

Comenzamos haciendo de C cualquier (By, Z)-grupo, por ejemplo, Co = By@® Z. Si conocemos
Cp para todo B < @y @ < w; es un ordinal limite, entonces hacemos C, = |J Cg. Ahora, si
B<a
conocemos C,, para definir C,,; hay dos casos:
1: Sia e Ey g, : B, — B, X Z es una escision parar : C, — B,. Entonces, dado que
B,+1/B, no es libre (pues a € E) y, al ser numerable, esto implica por el teorema .13 que

no es un W-grupo, amén de que B, si es W-grupo por ser libre, entonces por el lema 1.12
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hay una extension C,,; de C, tal que es un (B,,, Z)-grupo de tal suerte que g, no puede
extenderse a una escision para 7 : Coy; — Byyi-

2: Sia ¢ Eobiensig, : B, — B,XZ no es una escisiéon parar : C, — B,, entonces toma-
mos C,,; como cualquier (B,,1, Z)-grupo que extienda a C, (nétese que por hipdtesis B,
es libre, luego 7 : C, — B, tiene al menos una escision y eso significa que esencialmente
C, = B, ® Z, luego es natural hacer C,,; = B,y ® Z).

Asfi las cosas, hacemos C = | J C,. Si hubiera una escisién p : B — C, entonces

a<wi

habriaun @ € E tal que p | B, = g, pero esto contradiria la definicién de C,.;. Es por ello

que 7 no se escinde y consecuentemente B no es un W-grupo.

2

Finalmente, hemos llegado al momento de cumplir el objetivo que motivo a desarrollar toda la

teoria anterior. El siguiente resultado es el mds importante de esta seccion.

Teorema 1.24 (Shelah). ZFE + V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad w, es libre.

DEemosTRACION. Sea A un W-grupo de orden w;. Veremos que A satisface la condicién de Chase. En
primer lugar, por ser A un W-grupo, el corolario I.15 asegura que A es w;-libre. Si A no satisficiera
la condicién de Chase, habria un By < A numerable tal que para todo C < A numerable con By C C,
se tiene que C no es w;-puro en A, i. e. A/C no es w;-libre, esto es, hay un C’ < A tal que C'/C
es numerable y no es libre, en particular C” es numerable. En particular, hay un B; < A numerable
tal que By /B, no es libre. Y si conocemos B, < A numerable, para @ < w;, con By C B,, entonces
existird un B,,; < A numerable tal que B,.;/B, no es libre. Si @ < w; es un ordinal limite y

conocemos Bg para cada 8 < «, definimos simplemente B, = |J Bg. Por lo tanto, tenemos una
B<a

cadena suave estricta de subgrupos numerables de A, (Ba|oz < wy), tal que para cada @ < wy,
Byi1/By no es libre y tal que A = |J B,. En particular, {a < w1|Ba+1/Ba no es libre} = wy, el

a<wi]
cual es estacionario en wy, por lo que el teorema anterior asegura que A no es un W-grupo y esto es

autocontradictorio. Por lo tanto A satisface la condicion de Chase.

Asi, por el lema 1.17, A es la unién de una cadena suave de grupos libres numerables <Aa|a <
w1y con Ag = (0) y tal que para cada @ < wi, Ag+1 €S wi-puro en A. Consideremos los conjuntos
E ={a < w |Aa noes wi—puroen Aly E’ = {a < w; |Aa+1 /A, no es libre}. Por el teorema anterior,
dado que A es un W-grupo entonces E’ no es estacionario. Pero afirmamos que E’ = E. En efecto,
si @ € E" entonces A,,1/A, no es libre, luego A/A, no es w;-libre, por lo tanto A, no es w;-puro en
Ay a € E, por consiguiente £’ C E. Ahora, supéngase que o ¢ E’. Entonces, A, /A, es libre. Para
A > a, Ay/Ay+1 es libre dado que A, es, por hipétesis, w;-puro en A (lo cual significa que A/A,+1
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es wq-libre). Luego, A /Aqi1 = (Ay/A)/(Agi1/Ay) es libre para todo 4 > a, al ser A1 /A, libre, la
proposicion 0.12 nos asegura que A, /A, es libre, para todo 4 > a. Por lo tanto, A/A, es w;-libre,
debido a que si B/A, < A/A, es numerable, habrd un 4 > a tal que B C A,, luego B/A, < A, /A,y
B/A, serd libre (por ser subgrupo de un libre, proposicion 0.7 parte (i)). Por consiguiente, tenemos
que A, es w;-puro en A y por lo tanto @ ¢ E, lo que implica que E C E’, luego E = E’ y E no es

estacionario, por el teorema 1.18 esto implica que A es libre. g

De esta forma, podemos concluir que no es posible refutar, en ZFE, que todo W-grupo de
cardinalidad w, es libre. En la siguiente seccidn, probaremos que este enunciado tampoco puede
demostrarse en ZFE.

6. “Todo W-grupo es libre” es independiente

En la presente seccion, veremos que también la respuesta “hay W-grupos que no son libres” es
consistente con ZFE, lo cual nos dird que la respuesta al problema de Whitehead es independiente
de ZFE. Comenzaremos por realizar una construccion importante, si bien ésta se realiza asumiendo

unicamente los axiomas de ZFE.

ConstrucciON 1.25. Construiremos un grupo abeliano de cardinalidad w, que satisface la condi-
cion de Chase pero que no es libre. Lo haremos definiendo por induccion una cadena suave estricta

(A(,|cy < wy) de grupos numerables, con Ay = (0), que satisfagan

1. (Vo < w)(A, es libre), (VB < a < w)(Aq/Aps es libre)
2. Va € lim(w;))(Ay+1/A, nO es libre).

Una vez que tengamos esto, bastard poner A = |J A, para obtener lo deseado. En efecto, la

a<w]

primera condicion nos garantiza que para cada @ < wi, Ag+1 €S wi-puro en A (pues todo subgrupo
numerable de A/A,,; estd contenido en algin Ag/A,.1, y subgrupos de libres son libres), luego el
lema .17 nos asegura que A satisface la condicion de Chase. Por otra parte, la Gltima condicion de
la cadena nos dice que el conjunto de « < w; tales que A, no es w;-libre consta al menos de todos
los ordinales limite, luego dicho conjunto es estacionario y el teorema .18 nos garantiza que A no
es libre.

Ahora vamos con la construccion. Como ya dijimos, Ay = (0). Si @ es ordinal limite y conoce-
mos Ag para cada f < @ < w, entonces escogemos una sucesion estrictamente creciente (a,,|n < w)

cofinal en « tal que cada «, sea un ordinal sucesor. Ponemos A, = |J A,,. El teorema 0.14 nos
n<w

garantiza que A, es libre (debido a que A,, es libre y para cada n < w, A,,., /A, 1o es por ser todos

@+

los @, ordinales sucesores), mds aun, nos garantiza que A,/A,, es libre para cada n < w. Ademads,
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para § < a, hay un n < w tal que Ag,; C A,,, luego se tiene que (A, /Ag.1)/ (Ao, [Aps1) = Ay/Aa,
que es libre, como ademads el divisor en el cociente de la izquierda es libre, la proposicién 0.12 nos
permite asegurar que A,/Ag,, es libre. Por lo tanto, la nueva cadena de longitud @ que obtenemos
al agregar A,, sigue cumpliendo con la primera condicién (la segunda, en este caso, ni siquiera
necesita ser verificada). Ahora supongase que conocemos A,, y que queremos definir A,,;, para

a < w;. Entonces tenemos dos casos:

1: @ no es limite. Entonces, hacemos A,,; = A, ® Z. Veamos que con este A,., la cadena
seguird cumpliendo lo que tiene que cumplir. Es claro que A, es libre; ademds, dado 8 <
@, por hipétesis inductiva tenemos que A, /Ag, | es libre, y también (A,+1/Ap1)/(Ay /Ags1) =
Api1/Ay = (A, ® Z)/A, = Z lo es; de modo que por la proposicion 0.12 concluimos que
Aq+1/Aps es libre. Asi, nuevamente se sigue cumpliendo la primera condicion en la cadena,
la segunda no necesita checarse en este caso.

2: « es un ordinal limite. Este es el caso mds complicado de tratar. Elegimos una sucesion
estrictamente creciente (a/n|n < w) cofinal en @ que conste de puros ordinales sucesores
salvo en el caso de @y, que tomaremos igual a 0. Por como se hizo la demostracién del
teorema 0.14, sabemos que hay una cadena suave estricta de conjuntos <Xn|n < w) de
tal forma que cada X, es base de A,, y X := |J X, es base de A, = |J A,,. Para cada

1 < n < wescogemos un x, € X, \ X,,-1. Sea, paracadan < w, ¥, = X, \ {x;} y sea B el
i=1
subgrupo de A, generado por |J ¥, = X \ {x;}. Estoes, B= (P Z< P Z = A,.
n<w i=1 o0 xeX
X\{xi}
i=1

Ahora, tomemos el producto directo de w copias de Z (que indexaremos por medio de

los x;), es decir, sea P = [[{x;) = [] Z.En P,paracadal <m < w, sea
= xiel)
i=1

o = n! %"
m!
nzm

= (0,...,0,I,(m+1),(m+ 1)(m+2),...)€P.
———

m—1 entradas

Ahora bien,

BoP= @Z @ ]_[Z o) EBZ ® EBZ —A,.

X\(x} welx) X\(x;} veln)
i=1 i=1 i=1 i=1

por lo tanto tiene sentido considerar que B @ P contiene como subgrupo a (una copia iso-
morfa a) A,, y definir A,,; como el subgrupo de B @ P generado por A, U {zm|1 <m< w}.
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Se puede verificar que |J Y, U {zm|1 < m < w} es base de A,;+;. En primer lugar,
n<w

la independencia lineal es bastante inmediata de verificar, y para ver que este conjunto
efectivamente genera a A,.;, lo Gnico que podria causarnos problemas es ver que con los
z; podemos generar a los x;, que son elementos de A,. Pero un célculo répido a partir de la
definicion de los z; nos confirma que, para cada m € N, se tiene que z,, — (m + 1)Z,511 = Xe
Por consiguiente, A,.; es libre. Ahora, para k < w, se tiene que A, /A,, €s isomorfo al
subgrupo de A, generado por | (Y,,\Yk)U{zm|k+1 < m < w} (piénsese que en la expresion
de A,+1 como suma directa de crg}];ias de Z, hacer cociente sobre A,, es equivalente a tomar
como triviales todos los factores que vienen indexados por un generador de A,,, asi como
hacer iguales a 0 a estos mismos generadores), luego es libre. Dado § < @, hay un n < w
tal que Ag,; C A,,, por lo tanto, dado que A,, /Ag.1 es libre y (Ao+1/Agi1)/(Aq, /Ap+1)
Aq+1/A,, 10 es, la proposicion 0.12 nos permite asegurar que A, /Ags1 es libre. Ahora, s6lo

IR

resta ver la segunda condicion, a saber, que A, /A, no es libre: observemos que para cada

m—1
1 <m< w,setieneque m!z,,—z; = — >, nlx, = (-1,-2,-3!,...,-(m—-1),0,0,...) € A,,
n=1
luego z; + A, = m!z, + A,. Como z; ¢ A,, entonces z; + A, es un elemento no cero de
Aq+1/A, que puede dividirse por cadam € N (debido a que z; +A, = m((m—1)!z,,+A,). Un
grupo libre abeliano no tiene elementos que sean divisibles por todos los enteros positivos:
pues si algin grupo libre abeliano A tiene base Yy x = myx; +--- + m,x,, € A,conm; € Z
y x; € Y, entonces es claro que para cada k que sea mayor que el maximo comun divisor de
n

{m;}, la ecuacién kX = x no tiene solucién en A. Entonces, podemos concluir que A,.1/A,
i=1

es libre.

Para demostrar la consistencia de la existencia de un W-grupo que no es libre, nuevamente de-
bemos enriquecer ZFE con algin axioma adicional. En esta ocasidn, el axioma de Martin, del cual
hablamos en el capitulo anterior, serd el que utilizaremos para realizar esta prueba de consistencia.
Tomaremos, debido al teorema 0.26, un modelo para ZFE + AM + —=HC, y todo lo que se satisfaga
en este modelo serd consistente con ZFE. En particular, veremos que en este modelo existe un W-
grupo de tamafio w; que no es libre. De hecho, este grupo no serd otro que de la construccion 1.25,
pero el axioma de Martin nos permitird demostrar que en efecto este grupo es un W-grupo.

Teorema 1.26 (Shelah). ZFE + AM + —=HC + todo grupo abeliano de cardinalidad w, que

satisface la condicion de Chase es un W-grupo.

DEMOSTRACION. Sea A un grupo de cardinalidad w, que satisface la condicion de Chase,y 7 : B —

A un epimorfismo cuyo nucleo es isomorfo a Z (en realidad, nos basta con que el nicleo sea
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numerable). Sea
P={p:S —B | (¢ es un homomorfismo) A e = idg
A(S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},

equipado con la relacién de preorden ¢ < ¢y <= ¢ C ¢. Entonces, P es un conjunto preordenado
no vacio (el inico homomorfismo : (0) — B es un elemento de P, ya que al ser A un grupo
w;-libre (pues satisface la condicién de Chase) es libre de torsion, luego (0) es un subgrupo puro
en A que obviamente es finitamente generado).

Supongamos por el momento que P tiene la c.c.c.. Para cada a € A, sea D, = {¢ € [P|a €
dom(y)}. Veamos que D, es denso en P: sea ¢ € P, sia € dom(p) entonces ¢ € D,y ya terminamos.
Si no, sea § = dom(y) y T un subgrupo puro en A finitamente generado que contiene a S U
{a} (dado que A satisface la condicion de Chase, C.P.(S + (a)) es finitamente generado). Ahora,
T/S es finitamente generado, y también es libre de torsion al ser S puro en A. Por lo tanto, la
proposicion 0.7 parte (i) nos asegura que 7'/S es libre, luego la parte (iii) del mismo teorema nos
asegura la existencia de una base para 7" de la forma X U Y con X una base de S, X NY = 2.
Definimos, pues, ¢ : T — B haciendo, por la propiedad universal de los grupos abelianos libres,

) = p(x); xe X
by, xeYyb, e Bconn(b,) =x

luego ¢ € P con ¥ < ¢ (como consecuencia de esto, por induccion, podemos extender cualquier
¢ € P aalguna ¢’ € P tal que F € dom(¢’), siempre que F sea cualquier subconjunto finito de A).
Por lo tanto, AM nos asegura que, si = {Da|a € A}, entonces hay un filtro G que es Z-genérico.
Es claro que, si g = [ JG, al ser G filtro, g sera una funcién, y por ser Z-genérico tendremos que
A = dom(g). Ademas, g cumple con la siguiente propiedad: Para cada F € [A]*“ hay una f € P tal
que F Cdom(f)yg | F = f | F.Enefecto, al ser F' = {ay,...,a,}, hay elementos g,...,g, € P
tales que (Vi e n+ 1\ {0})(g; € GN D,,), al ser G un filtro y n finito, existe una & € G que extiende
a todas las f;, h es el elemento que estamos buscando.

Por si esto fuera poco, tenemos que necesariamente g es homomorfismo: pues si a,b € A
entonces hay una f € P tal que f | {a,b,a+ b} = g | {a,b,a + b}, luego gla+ b) = f(a+b) =
fla)+ f(b) = g(a)+g(b). Ademas, tenemos que ng(a) = n(f(a)) = a, luego rg = id, y g es escision
para mr, con lo cual concluimos que A es un W-grupo.

Ahora, queremos ver que P tiene la c.c.c., para tal fin demostramos el siguiente lema.

Lema 1.27. Sea I € P no numerable. Entonces, hay un subgrupo A’ < A libre y puro en A,
asi como un subconjunto no numerable J C I tal que (Vo € J)(dom(p) C A").
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DEMOSTRACION. Sea [ = {goa|a < w1}, y para cada @ < w; sea S, = dom(y,), que por hipdtesis
es un subgrupo puro en A finitamente generado; y (dado que S, es finitamente generado y libre
de torsion, la proposicion 0.7 parte (ii) nos garantiza que es libre) sea Z, una base de S,. Sin
perder generalidad, podemos suponer que para cierto m < w, (Va < w;)(|Z,| = m). Méas atn, por
el lema del A-sistema?®, podemos suponer que los Z, forman un A-sistema, digamos que con raiz
R. Entonces, C.P.({(R)) es un subgrupo puro en A que estd contenido en todos los S, por lo tanto
podemos tomar un subgrupo 7" puro en A que esté contenido en una cantidad no numerable de S ,,
maximal respecto de esta propiedad (se cumplen las hipétesis del lema de Zorn ya que si tenemos
una cadena de subgrupos con esta propiedad, la cerradura pura de su yunta es una cota superior para
la cadena), luego hay una sucesion estrictamente creciente <6Q|a/ < wi)talque Va < w)(T € S5,).
T es libre debido a que es subgrupo de un grupo libre (cualquiera de los S s, atestigua esto), luego
podemos tomar una base X para 7. Entonces, por la proposicion 0.12, sabemos que para cada
a < w; existe un conjunto Y, disjunto con X tal que ¥, U X es base de S, .

Construiremos a A’ como la unién de una cadena suave (Aa|a < wq) tal que para cada @ < wy,
A, < A sea un subgrupo puro en Ay A,,1/A, sea libre. Entonces, siempre que A, sea libre, el
teorema 0.14 nos garantizard que A’ es libre. Més aun, al ser la unién de subgrupos puros en A,
A’ también serd puro en A: si x + A’ € tor(A/A’) entonces para cierto n € N se cumple que

nx+A =n(x+A")=A",conlocualnx € A’ = |J A,; de modo que para cierto @ < w; tenemos
a<w]

que nx € A, (i.e. n(x + A,) = A, y por tanto x + A, € tor(A/A,)), siendo A, puro en A no queda
mads opcién que x € A, C A’ y por lo tanto tor(A/A’) = (0).

De esta forma, comenzamos haciendo Ay := T, que es libre. Una vez que conocemos <Ay|7 <

@), entonces si a es limite hacemos A, = |J A,. Y finalmente, supongamos que conocemos (Ay|)/ <
y<a

@) y una sucesion estrictamente creciente de ordinales (a'y+1|y < a) tal que para cada y < «,
Ys., € Ayi1. Sea C, un subgrupo numerable w;-puro que contiene a A,, el cual existe debido

a que A satisface la condicién de Chase. Observemos que debe de existir un 0,4 tal que (Vy <

@) (T g1 > Oy A (Yy,,) N C, = (0)), pues en caso contrario, al ser C, numerable, entonces

sl
existiria un ¢ € C, \ {0} y una cantidad no numerable de 7 < w, tales que 7 > sup{0'y+1|y < a}
y con ¢ € (Y;). Pero esto implicaria que C.P.(T + (c)) C S, para esos mismos 7 (la inclusion se
debe aque c € (Y;) < S5,y T C S5,y Ss, es puro en A), y esto contradice la maximalidad de
T. Entonces, hacemos A,,; := C.P.(A, + (¥, YN C, = (0), entonces

Ay NC, =A, (yaquesix € A, NC, entonces para cierto n € N se tiene que nx € A, + (Y. ,)

Y). Por construccién, (Y.,

a+l a+l

%El lema del A-sistema dice que todo conjunto numerable de conjuntos finitos A tiene un subconjunto no numerable
B que forma un A-sistema, es decir, hay un r (Ilamado la raiz del A-sistema) tal que para cualesquiera dos a,b € B

distintos, a N b = r. La demostracién puede verse en [14, pp. 49-50, o ej. 1 p. 86].
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y también nx € C, 2 A,, con lo cual necesariamente se concluye que x € A,), lo cual significa que
Api1/As = Api1/(Ags1 N Cp) = (Age1 + Cy)/C,, este Ultimo es un subgrupo numerable de A/C,,
que es un grupo w;-libre (pues C, es w;-puro), y por lo tanto este cociente es libre.

Entonces basta hacer J := {¢, ,, | < w;} para que el lema quede demostrado en virtud de que

dom(g,,.,) =Ss,., =<(XUY,,.) S A €A, endonde la peniltima inclusion es consecuencia de
QA(H]yXQT:AOQAQH. [0

que Yy,

Finalmente tenemos la herramienta necesaria para demostrar que P tiene la c.c.c.. Sea I C P
no numerable. Por el lema anterior, hay un subgrupo A” < A que es libre y puro en A tal que, sin
perder generalidad, contiene a dom(y) para todos los ¢ € I. Sea X = {xa|cy < w;} una base de A’.
Dado que para cada ¢ € P y cada subconjunto finito F € A podemos encontrar un ¢’ € P que
extiende a ¢ y tal que F' € dom(¢”), entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que para
cada ¢ € [ hay un subconjunto finito Z C X tal que dom(¢) = (Z) (basta tomar un Z que contenga
suficientes elementos de X como para generar a los generadores de dom(y) (claramente hay un Z
finito con esta propiedad), extender ¢ a una ¢’ cuyo dominio contenga a Z, y restringir esta dltima a
(Z), el cual es puro en A (pues (A/{(Z))/(A’/{Z)) = (A/A’), en donde el grupo de la derecha es libre
de torsion por ser A’ puro en A, y el divisor de la izquierda es libre, de donde es facil concluir que el
dividendo de la izquierda también es libre de torsion) y finitamente generado). Sea I = {god|a < wr}
y para cada @ < w, por la observacion anterior, Y, € [X]*“ una base para dom(g,). Por el lema
del A-sistema, hay una cantidad no numerable de Y, que forman un A-sistema con raiz R C X. Asi,
podemos escoger un 7 € X maximal respecto de estar contenido en una cantidad no numerable de
los Y,.

Contemos las posibles funciones f : T — B que podrian llegar a extenderse a un elemento
de P. Necesitamos que, para cada t € T, n(f(¢)) = t. Como m : B — A es epimorfismo, entonces
m induce una biyeccion 7 : B/ ker(m) »» Z dada por 7(b + ker(x)) = n(b). Por ello, es necesario
que f(¢) sea un elemento de la tnica clase lateral cuyo valor bajo 7 sea t. Pero cada clase lateral
tiene la cardinalidad de ker(sr), que es numerable, por lo tanto hay w posibles valores de f(¢) para
cadat € T, y habiendo una cantidad finita de elementos de T no puede haber mds que w posibles
f. Tenemos entonces que, para una cantidad no numerable de @, T C Y, y por el conteo anterior
s6lo puede haber una cantidad numerable de ¢, [ T distintos. Por lo tanto, existe un subconjunto
no numerable L C w; tal que Vo € LYT C Y,)y Vo, € L)@y I T = ¢g I T). Por el lema
del A-sistema, podemos suponer sin perder generalidad que {dom((pa)|cy € L} forma un A-sistema,
digamos que con raiz R. Es claro que debe tenerse que 7 C R, y ademas si la contencion fuera
propia, escogiendo y € R\ T se tendria que 7' U {y} contradice la maximalidad de T'. Por lo tanto, la
raiz del A-sistema es exactamente 7', en particular podemos hallar dos «, 8 € L distintos tales que
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Y, NYg=T.Entonces, ¢, [ (T) = s I (T), con (T) = dom(g,) N dom(gg). Por lo tanto, el inico
homomorfismo ¢ : (¥, UYs) — B que extiende a ¢, U @, serd una extensiéon comun de ¢, y ¢z, lo
cual nos permitira concluir que / no era una anticadena tan pronto como logremos demostrar que
Y € P. Para ello, basta ver que (Y, U Y3) es un subgrupo puro en A (pues claramente es finitamente
generado y también es claro que my = idy,uy,). Primero veamos que este grupo es puro en A’,
debido a que A’/(Y, U Yp) es isomorfo al grupo libre con base {x5|5 € w; \ (Y, U Yp)}. Ahora bien,
(A/(Y, U Yp))[(A"/(Y, U Yp)) = AJA’ que es libre de torsion, siendo a su vez el dividendo del
lado izquierdo libre de torsion por ser A" puro en A y (¥, U Yp) puro en A’. Pero esto implica que
A/{Y, U Yp) es libre de torsion. En efecto, en general, si A/B y B son libres de torsion, entonces
tor(A) C By al ser B libre de torsion ha de tenerse que tor(A) = (0) y por lo tanto también A es
libre de torsién. Con esto finaliza la demostracién del teorema. D_

Juntar el teorema anterior con la construccion 1.25 nos permite concluir que, en cualquier mo-
delo de ZFE + AM + —=HC existen W-grupos que no son libres. Por lo tanto, es imposible refutar
esto dltimo sobre la base de ZFE, y entonces es imposible demostrar que todo W-grupo es libre.
En resumen, hemos visto que para grupos de cardinalidad w; no es posible demostrar ni refutar
en ZFE el enunciado “todo W-grupo es libre”. El problema de Whitehead es indecidible, como lo
establece en resumidas cuentas el siguiente corolario.

Cororario [.28. Sea ¢ = “todo W — grupo es libre”. Entonces, ZFE ¥ ¢ y ZFE ¥ —. Es decir,
@ es indecidible.



Capitulo II

La cofinalidad del grupo simétrico infinito

En el presente capitulo, estudiaremos la cofinalidad del grupo simétrico infinito, un invariante cardinal
que puede definirse para cualquier grupo que no es finitamente generado. En particular, observaremos que
la cofinalidad del grupo simétrico infinito estd por debajo del niimero de dominancia. El resultado principal
de este capitulo, es una demostracion dentro de ZFE de que la cofinalidad del grupo simétrico es mayor
o0 igual al invariante cardinal g. De esta forma, tendremos cota superior e inferior para este invariante

cardinal.

1. Los grupos simétricos y algunas de sus propiedades

Como es costumbre, dado un conjunto X, denotaremos por Sx al grupo simétrico en X, es
decir, al conjunto de todas las biyecciones de X en X, el cual forma un grupo con la composicion
de funciones como operacion binaria. En particular, si n < w entonces S, es el conocido grupo
de permutaciones de n elementos (tal grupo tiene orden n!); mientras que S, es el grupo simétri-
co infinito, el grupo de las permutaciones de una cantidad numerable de simbolos (cuyo orden es
2¢ = ¢). En general, puede probarse que para todo cardinal «, su grupo de permutaciones S, tiene
orden 2“. Dentro del presente trabajo nos concretaremos a estudiar el grupo simétrico en una can-
tidad numerable de simbolos, §,. Sin embargo, es conveniente notar que varios de los resultados
que demostramos en la presente y en la siguiente seccion se generalizan sin dificultad a los grupos
S« para cualquier cardinal «, sencillamente sustituyendo todos los “w” por “k” en las correspon-
dientes demostraciones. El objetivo de la presente seccidn, primordialmente, es llegar a demostrar

el lema II.6, resultado que serd fundamental en lo sucesivo.

Noracion I1.1.

= Dado un conjunto X y una permutacion € S x, denotaremos por Mov(rn) a los elementos

movidos por 7, y por Fij(r) a los puntos fijos de 7. Es decir,

Mov(r) := {x€ X|7r(x) * x}
Fij(n) {x € X|n(x) = x} = X \ Mov(n).
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= Denotaremos por F al subconjunto de S, que consta de aquellas permutaciones que dejan
fijos a casi todos los elementos de w, es decir,

F:={r € S,|[Mov(n)| < w}.

= Denotaremos por A al subconjunto de [F que estd generado por los 3-ciclos.

Notemos que F < S . En efecto, es inmediato el hecho de que [ es un subgrupo, ya que para
n,0 € [ tenemos que Mov(ro™") € Mov(r) U Mov(c") = Mov(r) U Mov(o), y este ultimo es
finito. Finalmente, para demostrar que este subgrupo es normal, basta utilizar el hecho facilmente
demostrable de que, para o, 7 € S, Mov(ocno™") = o[Mov(r)]. Asimismo, A < [, lo cual se
demuestra utilizando las mismas técnicas que en el caso de los grupos simétricos finitos. Al grupo
A se le conoce con el nombre de grupo alternante infinito. Notemos que, para cada n < w, hay

un encaje natural S, — §,, dado por o + o U id,,,. De esta forma, es claroque F = |J S, y
n<w

A = [J A,. Ahora bien, un resultado clasico de la teoria de los grupos simétricos infinitos S, (que

n<w

aqui enunciamos para el caso particular S ,,) es aquél que afirma que la sucesion
OyxsA<F<S,

es lo que se conoce como una serie de composicion de Jordan-Holder (para la demostracion,
puede consultarse [1]). Esto quiere decir que A es el unico subgrupo normal no trivial de [, quien
a su vez es el tnico subgrupo normal no trivial de S . En particular, si H < S, es un subgrupo
normal que contiene alguna permutacion que mueve a una cantidad infinita de elementos, entonces
H =S ,. Introduzcamos algunas notaciones mas, y comencemos a demostrar los lemas necesarios
para cumplir con el objetivo de esta seccion.

Notacion I1.2. Sea G < Sx, y A € X. Introducimos la siguiente notacion para los siguientes
grupos:
Staba(G) = (g € Gls[A] = A},
staba(G) = {g € G|(Yn € A)(g(n) = )},
G1A = {0 A|r e Stabg(A)}
El primero es el estabilizador conjuntista de A segin G, el segundo es el estabilizador puntual

de A segun G. El dltimo es el subgrupo inducido por Stabs(A) en S 4.

DerinicioN I1.3. Sea X un conjunto infinito. Diremos que un subconjunto ¥ C X es una mitad
de Xsi|Y|=|X\Y|=I|X]

Lema IL.4. Sea G < S, tal que para toda mitad X C w se cumple que G | X = Sx. Entonces,
G=S,.
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DEmMosTRACION. Sea X una mitad de w y H = Staby(G) = Stab,, x(G). Entonces, por hipdtesis
Sx=G | X=H!X={c | X|oc € H}. Similarmente, G | (w\ X) = H | (0 \ X) = S,\x. De
esta forma, H C {o U 7r|0' € Sx Am € S,\x). Asi, si definimos H; := {o U idw\x|0' €eSx} < H
y H, := {idy U zr|7r € S,x} < H, entonces es claro que H = H, U H, y H; N H, = (0), de
modo que H = H; @ H,. Ahora notemos que tanto S x como S ., x estdn naturalmente encajados en
{oc U 7T|0' €ESxAnmeS,x}(c— ocUid,xy o +— o Uidy son los encajes, respectivamente),
y similarmente al caso de H, tenemos que {o- U 7r|0' eSxAmeSux}t = Sx®S,x. Asi, tenemos
que H = H, ® H, € Sx ® S,\x, en donde cada factor del término de enmedio es un subgrupo de
cada factor del término de la derecha. Ahora veamos que H; < Sx. Tomemos 7 € Hy y o € Sy.
Entonces, dadoque H [ X = S, existeunn € Htalque 7 | X = 0. Como 7 € H, ello significa
que 7 | (w\ X) = id,\x. Luego, (c70™") | (w\ X) = id,\x = (rt7r7") | (w \ X), mientras que

(cro™) | X = (mtr™") | X. Esto significa que oo™

= ntn ' € Hy, porlo tanto H; < Sy y
por un razonamiento enteramente andlogo tenemos que H, < S, x. Sin embargo, H; contiene un
elemento que mueve a una infinidad de elementos de X. En efecto, sea Y una mitad de X. Dado
que G [ X = Sy, existe un o € Staby(G) tal que o | (X \ Y) no tiene puntos fijos, y tal que
o[X\Y]=X\Y.Perotambién G | (w\Y) = §,y, luego existe un € Stab,, y(G) = Staby(G) tal
quer | (X\Y)=idyyyn [ (w\X)=[o I (w\X)]". Elloimplicard que (on) [ (w\ X) =id,\x
y Mov((onr) | X) 2 X\ Y, de manera que h = o € H; < Sy es tal que mueve a una infinidad de
elementos de X. Luego, por las observaciones anteriores al lema, tenemos que H, = {c U idw\xlv €

Sx} = Sx,y similarmente H, = S, x, con lo cual se tiene que H = {oc U 7r|0' ESxAme S, xl

Recapitulando, hasta el momento hemos podido concluir que para toda mitad X C w, {0 U
idw\x|(r € Sx} € G. Veamos que esto implica que G = §,,. Sea o € §, arbitrario. Es claro que,
si Mov(o) es finito o bien una mitad, claramente o € G por la observacion anterior. Supongamos
ahora que Mov(o) es un conjunto cofinito. Observemos que o determina una particiéon de w, que
viene dada por las distintas Orbitas, es decir, conjuntos de la forma {O‘i(l’l)|i € Z}. Si hay una
infinidad de 6rbitas, digamos que éstas son A; con i < w, sean 7,7 € G tales que m | _U Ay =
ol UAy,ml UAsun =idyay Yyt UAs =0 T UAu, 71 U Ay =1dyays gngdO

i<w i<w <0 i<w i<w i<w i<w
que o = it € G. En caso contrario, supongamos que existe tan so6lo una orbita, que debe de ser
infinita, A = {O’i(l’l)|i € Z}. Dado que o es biyeccion, todos los o(n) son distintos entre si (pues de

lo contrario, la 6rbita seria finita). Sea 7 : A »» A dada de la siguiente forma:

o*l(n); i >0
n(o'(n)) = {o*(n); i < —1 par

oi(n); i < —1 impar
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y 7 : A»>» A dada como sigue:

oi(n); i>0

(' (n)) = o' (n); i < 0 par

o*(n); i <0 impar,
es claro que 7,7 € G, debido a que cada una de ellas mueve exactamente a una mitad de w; un
célculo rapido nos indica que 7w = o [ A. Es claro que, si hay mas de una 6rbita, el mismo
procedimiento repetido tantas veces como Orbitas existan, nos permitird demostrar que o € G.
Luego G =S§,. '

Lema ILS. SeaG < S, YA, BCwconG TA=S,yG [ B=8S3SilANBl=wyAUB=uw,

entonces G = S,

DEmosTRACION. Sea X una mitad de w. Debe tenerse que o bien X N A es mitad de A o bien X N B es
mitad de B. En efecto, recordemos que AU B = w; luego si X N A no fuera mitad de A ello significa
que X NA o A\ X es finito. En el primer caso, necesariamente X N B es infinito, y también lo es
B\ X ya que este ultimo contiene a (BN A) \ X, el cual es infinito en virtud de que BN A loes, y
(BN A) N X es finito en este caso. En el segundo caso, B \ X debe ser infinito, y B N X contiene a
(AN B)N X el cual es infinito debido a que (A N B) \ X es finito por serlo A \ X. Luego X N B es
mitad de B.

Asi, sin perder generalidad podemos suponer que X N A es una mitad de A. Sea ahora Y una
mitad de AN B. Como G [ A = S, entonces existe un h; € Stab,(G) tal que 7;[X N A] es mitad
de A N B. Luego, h[X] es mitad de By, dadoque G | B =Sy Y es mitad de A N B (por lo tanto
también es mitad de B), entonces hay un /, € Stabg(G) tal que hy[h[X]] = Y. Un razonamiento
similar al del teorema anterior muestra que Stabx(G) < {0 Uid,, X|o- € Sx} = Sy, yel hecho de que
para toda mitad arbitraria Y de AN B exista h € G tal que h[X] = Y, indica que hay una permutacion
en Staby(G) que mueve a una cantidad infinita de elementos de X. Nuevamente utilizando el hecho
de que el inico subgrupo normal no trivial de S x es el que consta de las permutaciones que tan sélo
mueven a una cantidad finita de elementos de X, concluimos que Staby(G) = {o U idw\x|0' € Sy},

en particular G | X = Sy. Por el lema anterior, concluimos que G = §,. ‘:!

Lema I1.6 (MacPherson-Neumann). Sea G < §,. Supdngase que existe una mitad X C w tal
que G | X = Sx. Entonces (An € S ,)(S, = (G, 7).

DEMOSTRACION. Sea Y C w cualquier mitad tal que XUY = wy XNY esunamitadde w,ysear € S,

cualquier permutacion que intercambia a X y a Y (por ejemplo, que w [ (X N Y) sea endobiyeccion
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de X NY, mientras que w | (X \ Y) sea biyecciénentre X\ Yy Y\ X;ynm [ (Y \ X) sea biyeccion
entre Y \ X y X\ Y). Entonces, tenemos que (G,7m) [ X = Sx (debidoaqueyaG [ X = Sx), y
ademads si o € Sy, al ser 7 | Y una biyeccion entre Y y X entonces (7 [ Y)o((x [ Y)™') € Sy, lo
cual implica que para algin p € Stabyx(G) tenemosp [ X = (n [ Y)o((x | Y)™") y eso significa que
c=((xTY) e I X)r 1Y) =@"pnr) [ Y e(G,n) | Y.Porel lema IlL5, es inmediato concluir
que (G, ) =S, g

2. La cofinalidad del grupo simétrico infinito

Recordemos que, dado un cardinal infinito «, su cofinalidad cf(«) es la minima longitud de una
cadena de subconjuntos propios de x cuya unién es k. De manera completamente andloga se defi-
nird la cofinalidad de un grupo, salvo pequefios detalles técnicos, casi dirfamos que “de traducciéon™:
la infinitud del cardinal, en el caso de los grupos se traduce a que éstos no sean finitamente gene-
rados; mientras que la cadena de subconjuntos debe de reemplazarse por una cadena de subgrupos.
De esta forma, dado un grupo que no es finitamente generado, se define un invariante cardinal muy
similar a la cofinalidad de un cardinal, pero adaptado adecuadamente para reflejar propiedades de

la estructura que tiene el grupo.

DerinicioN I1.7. Sea G un grupo que no es finitamente generado. Luego, hay una cadena estricta
de subgrupos propios (Ga|oz < &) tal que G = |J G,. Asi, definimos la cofinalidad de G, cf(G),

a<é
como la minima longitud de una tal cadena. Es decir,

cf(G) := min {/l|(3<Ga|a < A) cadena estricta de subgrupos propios)(G = U GQ)} .

a<d

Es claro de la definicién que cf(G) es un cardinal y es regular, ya que si G es la unién de

una cadena estricta de subgrupos propios, G = |J G,, entonces si (ya|a < cf(4)) es una sucesion
a<Ad
cofinal en A, necesariamente tendremos que G = |J G
a<cf(1)

Ya*

Mas aun, se tiene siempre que cf(G) < cf(|G|). Pues si G = {g§|§ < |Gl}y (ya|a < cf(IG))) es
una sucesion continua, cofinal en |G|, definimos, para cada @ < cf(|Gl), G, := (75|5 < Vo). Dado
que G no es finitamente generado, G, € G para cada n < w. Ahora bien, para @ > w, cada uno
de los G, debe tener cardinalidad |@| < @ < |G|, por lo tanto debe de ser un subgrupo propio.
Entonces, (G(,|a/ < cf(|GJ)) serd una cadena (no necesariamente estricta) de subgrupos propios de

GconG = |J G,,locual implica que cf(G) < cf(|G)).
a<cf(IG))
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A continuaciéon comenzaremos el estudio de la cofinalidad del grupo simétrico infinito, cf(S ).
Nuestro primer objetivo serd establecer que w; < cf(S,) < ¢y que cualquiera de las dos de-
sigualdades puede, de manera consistente, ser estricta. Una de las desigualdades viene del hecho
recientemente mencionado: cf(S,) < cf(|S,|) = cf(2¥) < 2¢. La otra desigualdad es el contenido
del siguiente teorema.

Teorema I1.8 (MacPherson-Neumann). cf(S,) > w.

DEemosTRACION. Sea S, la unién de una cadena de subgrupos propios, S, = |J H,. Probemos que
a<Aa

A > w;. Notemos que, si para algin @ < A hay una mitad X tal que H, [ X = Sy, entonces el
lema I1.6 nos asegura que para algin 7 € S, se tiene que S, = (H,, ), lo cual implica que, si
m € Hg entonces S, = Hnsx(ep 10 cual contradice que los H,, son subgrupos propios. Por lo tanto,
debe tenerse que (Ya < A)(VX C w)(X es mitad de w = H, | X # Sx). Supongamos que A < w;.
Realizemos una particiéon de w en una cantidad numerable de mitades X,, con @ < A. Para cada
a < Aescojamos unm, € Sx, \ (H, ' X,)y hagamos n = |J n, € §S,,. Esto significa que, para

a<Ad
a<A,nlX,=n,¢H, I X,. Peroentoncesn ¢ | J H, =S, lo cual es absurdo. g
a<d

Este teorema puede generalizarse facilmente para demostrar que, dado « un cardinal infinito,
cf(S,) > k. Esto puede verse como un andlogo del lema de Konig para el caso de grupos simétricos.

De esta forma, sabemos que siempre se debe de cumplir w; < cf(S,) < ¢. Las dos desigual-
dades pueden ser simultineamente igualdades si consideramos un modelo de HC. A continuacion
veremos que también es posible que una de las dos desigualdades sea estricta, mientras que la otra
sea igualdad.

TeorREMA 11.9. Sea M un modelo base en el cual k es un cardinal con ¥ = k > w;. Si G es un
filtro Fn(k, 2)-genérico sobre M, entonces M[G] E cf(S,) = w; <2 =«.

DEemosTrRACION. Es un hecho conocido que M[G] k 2 = k > wy, s6lo falta ver que M[G] E cf(S,) =

wi. En M, seak = |J X, launién de una cadena creciente de conjuntos tal que (Vo < w1)(|Xp11 \
a<w]

X,| = k), y observemos que Fn(x,2) = J Fn(X,,2). A partir de este momento, trabajaremos en
a<w]

M|G]. Para cada @ < w; sea G, := G NFn(X,,?2). Claramente G, serd Fn(X,, 2)-genérico sobre M,
luego tiene sentido definir, trabajando dentro de M[G], a los subgrupos H, := {mr € § w|7r e M[G,]}.
Dentro de M[G], es inmediato ver que, para cada @ < w, H, < §,; también se ve con facilidad que
So= U H,. Unicamente resta demostrar que cada uno de los H, es subgrupo propio de S . Para

a<wi

esto, basta tomar un nuevo subconjunto X € w con X € M[G,.] \ M[G,]. Es claro que X es una

mitad de w. Entonces, sim € S, estalque r [ X : X »» X no tiene puntos fijos, y 7 [ (w\X) = id,\x
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(de modo tal que Mov(rr) = X), entonces es claro que 7 € S, \ H,. Luego, en M[G] se cumple que
H, ¢ S,y esoimplica que M[G] k cf(S,) = w;. ‘:!

También es consistente con ZFE el hecho de que w; < ¢ = c¢f(S,,). De hecho, esto es implicado
por el axioma de Martin. Una demostracion directa de este hecho se encuentra en [17, Theorem
1.10]. Sin embargo, nosotros demostraremos en la dltima seccion de este capitulo que g < cf(S ).

Dado que m < g, entonces con estos resultados es inmediato que AM = cf(S,) = c.

Otro resultado que puede encontrarse en el articulo apenas mencionado es que la existencia
de una A-escala implica que cf(S,) < 4 ([17, Theorem 1.5]), en donde también se demuestra el
resultado de manera directa. Sin embargo, mds adelante demostraremos que de hecho se cumple
la desigualdad d > cf(S,), con lo cual el resultado que acabamos de mencionar se convierte en
un corolario directo. En las siguientes secciones, estableceremos los resultados necesarios para
demostrar las desigualdades que acabamos de anunciar.

3. Una ligera variante del cardinal cf(S,) y una cota superior para este tltimo

Notacion I1.10. Sea g € “w una funcion estrictamente creciente. Entonces, hacemos F := g(0)
y,paracadan € N, F, := g(n) \ g(n — 1). Definimos el siguiente subgrupo de S ,:

P, := {U o

n<w

(Vn < w)(o, € SFn)} =[[se.

n<w

Lema II.11 (Sharp-Thomas). Sea g € “w estrictamente creciente y supongase que m € S,

satisface
(Vn < w)(rlgm)], 7" [g(n)] € g(n + 1)).

Entonces, si gy, g1 € “w vienen dadas por gi(n) = g(2n + i), tenemos que w € (Pgy, Py,).

DemostrACION. Tomemos g y r de acuerdo con las hipétesis. Realizaremos dos particiones en inter-
valos para w. Sea I := go(0) = g(0) y, paran > 1, I,, := go(n) \ go(n — 1) = g(2n) \ g(2n — 2). Simi-
larmente, sea Jy := g1(0) = g(1) y,paran > 1, J, := g1(n)\ g1(n—1) = g2n+1)\ g(2n—1). Por re-
cursion en n < w, construiremos una sucesion de permutaciones finitas @ = ¢y S ¢ S -+ ¢, S - -+
que satisfagan dos condiciones: para cada n < w, requerimos que ¢,,; € {{J 0'i|(\7’i < n)(o; €

S )}y en segundo lugar que (7@,+1) T go(n) € {U 0',-|(Vi < n)(o; € Sy Para realizar el pa-
so inductivo, supongamos que conocemos ¢,. Si lrsln = (0, diremos que J,-; = ©@. Aseguramos
que para cada [ € I, N J,_; se tiene que m(¢,(l)) € I,. Para demostrar esto, notemos que da-
do que ¢y = @, en el caso n = 0 no hay nada que probar; y supongamos ahora que n > 0.

Seal € I, N J,_;. Entonces ¢,(l) € J,.; = g2n — 1)\ g2n — 3) C g(2n) = go(n). Luego, por
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hipétesis, (D) € UL = U(g(2i) \ g(2: — 2)) = g(2n) = go(n). Ademds, también por hipte-

i<n i<n

sis (m o @,) T go(n — 1) € {_<U10,-|(Vi <m(o; € Syl # g —1) = g2n -2) (ya que
lel, =gon)\gon-1)), entcl)_rfc_es (D) € go(n) \ go(n — 1) = I,,. Es por ello que, para construir
¢n+1 como deseamos, basta asegurar que ¢,.; [ J, € S, (asi garantizamos la primera condicion)
satisface (VI € I, N J,)(m(¢u+1(D) € I,), ya que los valores de m o ¢,,; en J;, para i < n, vienen

controlados inductivamente por los pasos anteriores.

Construyamos, entonces la ¢,,; [ J, que cumple lo que necesitamos. Para ello, definiremos
una @, € §,, dada de la manera siguiente:

L(D); [ € dom(yp,
NP X (p)
I; I ¢ dom(gp,),
es decir, extendemos ¢, “pegdndole” la identidad en w \ dom(yp,). Sea ¢ := m o ®@,. Entonces,

tenemos que ¥ || J I;| = | I;, debido a que en ese conjunto @, vale lo mismo que ¢, y por la
i<n i<n
hip6tesis inductiva. Sean A = {l € L|y(]) ¢ I} y B = {l € w \ L|y(]) € I,}. Dado que ¢ € S, es
claro que |A| = |B|. Digamos que A = {ai|1 <i<t}yB= {bi|1 < i < t}. Nuevamente debido a
la hipétesis de induccién, ha de tenerse que, paral € AU B, ®,(I) = |y por lo tanto ¥(I) = n(l).
Luego, si b € B entonces n(b) € I,; ademas, por hipétesis, dado que n(b) € I, C g(2n), entonces
b = 7' (n(b)) € g(2n + 1). Como ademds sabemos que b ¢ |J I;, concluimos que b ¢ g(2n), por
lotanto b € g(2n + 1) \ g(2n) = J,; luego B C J, \ I,. Pero ltsafmbién A CI,\ J,1, debido a que
é, 1 U Ji €S8 Entonces,AC J,NI,yBCJ,\I,. Sihacemos ¢,. [ J, de tal forma que, para
cadalfnﬁ i < tl,qai > b; = a; y que deje fijo al resto de J,, entonces ¢, [ J, € S ;. Ademas, si
l e I,NnJ,,entonces o bien/ € A, en cuyo caso ¢,.(l) € By por lo tanto n(¢, (1)) = ¥ (.1 (D) € I,
obien/ ¢ A, en cuyo caso n(¢,1(l)) = n(l) € I, (notemos que para l € J,, y(l) = n(l) debido a que

®(l) = I). Por lo tanto ¢, satisface lo pedido.

Finalmente, sea ¢ = |J ¢,. Es claro que ¢ € {J 0n|(Vn < w)o, € §;)l'y que mp €

n<w n<w
{tU ow
n<w

hemos terminado. i

(Vn < w)(o, € S;,)}. Bstoes, ¢p € Py, ymp € Py, luego m = (m@)p™' € (Py, Py, y

Cororario I1.12. S, = (P¢|g0 € “w es estrictamente creciente).

DEMoOSTRACION. Para cada m € §, definimos recursivamente una funcién g: g(0) = 0, g(n + 1) =
méx({n(l)|l € g(n)}u {7r‘1(l)|l € g(n)}) + 1. Entonces, por construccion se satisface que, para cada
n < w, n[g(n)],77'[g(n)] € g(n + 1); por lo tanto el lema II.11 implicara que, si gy, g, € “w estan
dadas por g;(n) = g(2n + i), entonces 7 € (P, P, ) C <P¢|(p € “w es estrictamente creciente). g
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Noracion I1.13.

= Para una funcién estrictamente creciente ¢ € “w, introducimos la notacién
S, =(me Sw|7r <o Art <)

m Para A € [w]?¥, denotaremos por #4 € “w a la enumeracion creciente de A.

El siguiente lema nos asegura que todo subgrupo de S, que es “suficientemente grande” (i.e.
que contiene a [F) nos permite definir una familia densa por grupos.

Lema I1.14. Sea G < S, subgrupo propio tal que F < G. Definimos la familia
bc ={A € [w]‘”|(HB €[wYBC AANS, <Gl

Entonces, [w]® \ € es una familia densa por grupos.

DEMOSTRACION. Sea A € [w]“ \ 6 y B € [w]” con B C* A. Entonces, ello significa que (VC €
[W]IYC € A = =(S 4o < G)). Asi que, si tomamos un C C* B arbitrario, entonces también
C C" A, luego S £ Gy ello implica que B ¢ g, la primera condicioén de densidad por grupos

esta satisfecha.

Ahora, sea w = |J I, una particion en intervalos finitos. Dado que, por el corolario I1.12,
n<w

GCS,=(P, | ¢ € “w es estrictamente creciente), entonces ha de existir una ¢ € “w estrictamente
creciente tal que P, £ G. Aseguramos que existen A,B € [w]” tales que siC = | J I,y D =

neA

U I, entonces P, < (Py., Py,). En efecto, pongamos que cada I,, = [t,,, T,,]. De manera recursiva
neB

podemos definir una sucesion creciente de enteros r, (y por lo tanto, una sucesion de estos intervalos

1,,) tales que, para cadan < whay un [, cont,, < ¢(l,) <, .SeaA ={r,n<wlyB = {r2n+1|n <

w}. Para cada n < w se cumple que 7,, < ¢(l,) < e(Ly+1) < iy, ,-

Notemos que un elemento de Py. deja fijos a los elementos de cada I,,, y permuta arbitraria-
mente a cada intervalo (7,,,,(,,,,,). Similarmente, un elemento de Py, deja fijos a los elementos de

cada I, y permuta arbitrariamente a cada intervalo (7,,,,,, ). Definimos los siguientes grupos:

Lryes
H:={ceS§, | (Vn < w)(o [ (@(lans1) \ ©(121) € S it \llan)
AR < )0 T (@(lan2) \ @lone1)) = 1y, one0) )
H :={o €Sy | (Vn <)o 1 (@l2) \ ¢(l2ui1)) € S pio, gt}
AV < w)(o T (@(lane1) \ @(lan)) = 1dyy,. \ehn)}-

Entonces, dado que, para cada n < w, se satisface que @(lo,+1) \ ©(ln) € (Tryys i) Y Plons2) \
@(bns1) € (Try,1» beyys)» €0ONCES Tesulta claro que H C Py, y H” C Py,. Pero P, C (H, H’), debido
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a que la particién determinada por los intervalos ¢(n + 1) \ ¢(n) es un refinamiento de aquella que
viene dada por los intervalos ¢(r,.1) \ ¢(r,), y H mueve arbitrariamente aquellos de estos dltimos
intervalos que son impares (dejando fijos al resto), mientras que H’ mueve los demas intervalos (los
impares, dejando fijos a los pares). Luego cada elemento de P, se puede ver como el producto de
los dos elementos adecuados de H'y H’ (tomando o € H tal que o restringido a los intervalos pares
sea como el elemento dado de P, y r € H tal que su comportamiento en los intervalos impares sea
como dicho elemento, entonces el elemento que arbitrariamente elegimos en P, sera el producto
o). Esto implica que P, < (Py., Py,).

Dado que P, £ G, entonces se tiene que o bien Py. £ G, o bien Py, £ G, supongamos
sin perder generalidad el primer caso. Aseguramos que en este caso, C € [w]“ \ %5: pues de lo
contrario, quiere decir que existe un 7' € [w]” talque T C* Cy S < G. Obsérvese que Py, < S}
(pues si o € Py,, entonces para #7(i) < n < #7(i + 1) se tiene que o(n) < #7(i + 1), de modo que,
siendo #7 estrictamente creciente, concluimos que o(n) < #r(n) y por lo tanto oo <* #7, el mismo
razonamiento nos muestra que o' <* #r), luego Py, € G. Notemos también que Py. < (Py,, F),
pues si o € Py, entonces, dado que C =" T, ha de haber un 7 € Py, tal que 7 =" 0. Dado que por
hipétesis F < G, se sigue de lo anterior que Py. C (Py,,[F) C G, lo cual contradice lo supuesto.
De manera enteramente andloga tenemos que si Py, £ G, se concluye que D € [w]“ \ ;. Dado
que tanto C como D son uniones de una cantidad infinita de los intervalos 7,, hemos terminado de
demostrar que [w]” \ g es una familia densa por grupos. a

DeriNiciON I1.15. Dado un grupo G < S, que no es finitamente generado, definimos el invariante
cardinal c¢f*(G) como el minimo A tal que existe una cadena estricta de subgrupos propios (G§|§ <
A) de tal forma que para cada ¢ € “w estrictamente creciente, hay un & < A tal que S, < G,y con

G = U Gf.
£<A

Teorema I1.16 (Thomas).

(1) cf(S,) <cf'(S,) <d.
(ii) g < cf*(S,).
(iii) Es consistente con ZFE que cf(S ) < cf*(S ).

DEMOSTRACION.

(i) Es claro de la definicion que cf(S,,) < cf*(S,,). Para probar la otra desigualdad, sea .%# =
{(p§|§ < d} una familia dominante. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ca-
da ¢, es estrictamente creciente (en caso contrario, reemplazamos cada ¢ por Yg(n) =
sup({gosc(m)|m <n}U{ye(n—1)}) + 1y tendremos que ¢: <* ¥¢). Ahora bien, notemos que
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dados &, 17 < D existe un & < D tal que ¢, ¢, <* ¢, (basta elegir ¢, que domine a la funcion
n — max{gg(n), g,(m}).

Para cada ¢ < 0 definamos G, := (m € § w|(377 < &)(m,n' <* @,)). Probaremos que
<G§|§ < D) es una cadena estricta de subgrupos propios como en la definicién de cf™(S ).

En primer lugar, S, = |J G¢: la parte 2 es evidente, para probar la parte C de esta igualdad
é<d

notemos que para 7 € S, han de haberun £ < dconm <* ¢, yunn < dconna’

<" ops
luego eligiendo € < d con ¢, ¢, <* ¢, tenemos que m, 1" <* ¢, y por lo tanto 7 € G, .

Ahora, debemos de ver que los G, son subgrupos propios de S . Supongamos, por el
contrario, que para cierto 6 < d se tiene que Gy = S,,. Sea d € “w dada por d(n) = 2n. Sea
C la cerradura del conjunto {goa|a < 6} U {d} bajo tomar composiciones (i.e. si definimos
Cy := {(p(,|cy < 6} U {d}, y recursivamente C,,; := {f o g|f,g € C,}, entonces C = |J C,).
Dado que d > wy, tenemos que |C| = w|Cy| = wh < d. Asimismo, notemos qgéwcada
f € C es estrictamente creciente. Afirmamos que para cada g € Gy = S, hayun f € C
de tal forma que g <* f. Para demostrar esta afirmacion, bastard ver que si h,g € Gy y
fof" € Csontales que g <* fyh <" f’, entonces goh <* fo f" (pues si g € Gy
entonces por definiciébn g = g;--- g, de tal forma que paracada 1 < i < n, g € S,y
hay un @; < 6 con g; <* ¢,., luego tendremos que g = g1+ 8y <" @4, © -0 @, € C).
Asi, sea m < w tal que para n > m se cumple g(n) < f(n) y h(n) < f’(n). Dado que
h € S,, hay un m" > m tal que para cada n > m’ se tiene que h(n) > m (basta tomar
m’ = max{m,h ' (0),h'(1),...,h"'(m)} + 1). De esta forma, tenemos que n > m’ implica
que g(h(n)) < f(h(n)) < f(f'(n)), la dltima desigualdad debido a que h(n) < f'(n)y f es
estrictamente creciente. Asi, hemos demostrado que para g € Gy = S, existe f € C con
g <" f, es decir, que en cierto modo C domina a Gy = §,. Dado que |C| < b, la familia C no
puede ser dominante, luego hay un ¢ € “w tal que para cada f € C no es cierto que ¢ <* f.
Sin perder generalidad, podemos suponer ¢ estrictamente creciente y tal que |w \ ran(p)| =
w. Luego, podemos construir g € S, tal que paran < w, g(2n) = ¢(n) (ya que la suposicion
nos permite estipular que g | {2n + 1|n < w}:{2n+ 1|n < w}»» w \ ran(p)). Debido a
que C domina a Gy = §,, necesariamente hay un f € C con g <* f, lo cual implica que,
para n suficientemente grande, ¢(n) = g(2n) < f(2n) = f(d(n)) por la definicioén de d, pero
entonces ¢ <* f od € C, lo cual es una contradiccién al hecho de que (Vg € C)(¢ £* g).
Por lo tanto, los G¢ para £ < 0 son subgrupos propios de S,.

Finalmente, para cada ¢ € “w estrictamente creciente, tenemos que por definicion S, =
(€ Swln, 7t <" ). Como existe un & < d tal que ¢ <* @, concluimos que S5 C Ggyi.
Asi, la cadena de subgrupos que hemos construido cumple con lo que tiene que cumplir, y
por lo tanto c¢f*(S,) < d.
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(ii) Sea A = cf"(S,) y S» = U G¢ la unioén de una cadena estricta de subgrupos propios tal
&<

que para cada ¢ € “w estrictamente creciente hay un ¢ < A con S, < G, Dado que
A =cf"(S,) = cf(S,) > w, podemos suponer que F < Gy (ya que [ es de cardinalidad w).
La familia [w]” \ 65,, construida tal como en el lema II.14, es una familia densa por grupos
paracada ¢ < A.

Ahora observemos que [w]” = |J 6,. En efecto, si tomamos A € [w]” entonces de-
&< '

bemos de notar que hay a lo méis una cantidad numerable de funciones f € “w tales que
f <" #4. Por otra parte, para cada w € S, tal que m <* #4 existe un &, < A tal que € G, .
Habiendo una cantidad a 1o mas numerable de tales 7, entonces podemos elegir & < A que
quede por arriba de todos los &,. Luego, sim € S, es tal que 7, 77" <" #,, entonces 7 € Gg.

Por lo tanto, S;A =(resS,

tanto [w]” = | €G,. Por ello, N ([w]” \ 65,) = [w]*\ (U C5(;‘5) = [w]? \ [w]® = @. Luego,
é<a é<A £<A

{lw]® \ %Gé. |§ < A} es una familia de familias densas por grupos con interseccion vacia, lo

ot <F #4) C Gg, lo cual significa que A € €5, y por lo

cual de inmediato implica que g < A = cf*(S,).

(iii) Sea V £ AM + —HC. Trabajando dentro de V, dotamos al conjunto {0, 1} de una medida
u: 9{0,1}) — R, tal que u({0}) = u({1}) = % (s6lo hay una medida que satisface esta
condicién). Sea .# la minima o-algebra de subconjuntos de “*{0, 1} que contiene a cada uno
de los conjuntos {f € “'{0, 1}| f(@) = 0}, para @ < w;. Consideraremos la medida producto
en .%,y sea N el ideal de elementos de .% que tienen medida 0. Entonces, B := . 7% /N es
un algebra booleana, el dlgebra de medida de “'{0, 1}.

Si G es un filtro B-genérico, entonces V[G] F (w; < b =Dd = o) A (cf(S,) = wy) (la
demostracion puede encontrarse en [18, Theorem 1.6])

Ahora bien, debido al lema 0.21, existe una c-escala en V[G], digamos que (<p§|§ < o).
Veamos que V[G] E cf*(S,) = ¢ si suponemos por el contrario que 4 = cf*(S,) < ¢,
entonces S, se puede ver como la unién de una cadena estricta de subgrupos propios S, =

U G¢ con la propiedad de que para cada y € “w estrictamente creciente, hay un & < A
&<

con S, € G, Aligual que en la parte (i), podemos suponer que cada ¢; es estrictamente
creciente. Luego, para cada & < ¢ hay un n; < A tal que S, e S G- Como unicamente hay
A < c distintos valores para 7, mientras que hay c distintos valores de &, por el principio de
la pichonera ha de haber un 17 < A tal que para ¢ distintos valores de & se tiene que 7 = 1.
Esto es, hay un X C ¢ no acotado tal que (V¢ € X)(S,, < G;). Sean € S, entonces hay

1

&,e < ctalesquem <* gy ! <* . Siendo X un conjunto no acotado, hay un { € X tal

que { > méax{¢, g}. Luego ¢¢, ¢, <* ¢, lo cual implica que 7,7~ <* ¢, y por lo tanto, como
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leX,meS *( C G,. Entonces, S, € Gy, lo cual es contradictorio. Por ello concluimos
que cf*(S,) = 2.

(2

La parte (i) del teorema anterior es crucial: estamos encontrando una cota superior para el
invariante cardinal cf(S,). El resto de este capitulo estd fundamentalmente dedicado a encontrar

una cota inferior para dicho cardinal.

Lema I1.17 (Sharp-Thomas). Supdngase que (G§|§ < A) es una cadena estricta de subgrupos

propios tal que S, = |J G¢ y para cada g € “w estrictamente creciente existe un & < A con
&<

Py < Gg. Entonces, para cada ¢ € “w estrictamente creciente, existe un & < A tal que S, < G¢. En
particular, cf*(S,) < A

DEMOSTRACION. Sea ¢ € “w estrictamente creciente. Para cada ¢ < w, definiremos ¢, € “w da-
da por ¢,(n) = @(n + t). Ademads, recursivamente definiremos f; € “w: £,(0) = 0;y fi(n +
1) := min{m > ft(n)|got[f,(n)] e m} = max({f;(n)} U ¢[fi(n)]) + 1. Afirmamos que para cada
me S, tal que ' <* ¢, debe de existir un t < w tal que (VI < w)(@(l),77'() < @()).
En efecto, dado que m,7~' <* ¢ entonces hay un m < w tal que para todo n > m se tiene
que n(n),n " (n) < @(n). Siendo ¢ estrictamente creciente, es posible encontrar un ¢ > m tal que
o(t) > n(0),x(1),...,7(m),7~"(0),7~'(1),...,7~'(m). Entonces, tenemos que para cada n < w se
cumple que (n), 77 '(n) < p(t+n) = ¢,(n) (sin < m, esto se debe a que n(n), 77'(n) < (1) < (t+n);
mientras que si n > m entonces n(n), 1 ' (n) < p(n) < ¢(t + n)).

Asi, tomemos un 7 € S, tal que 7, 77!

<" ¢yt < wtal que para cada / < w se satisfaga
a(l),n7"(l) < ¢,(). Luego, para cada n < w, sil € f,(n) entonces n(l),7~'(l) < ¢,(I) € fi(n + 1).
Esto significa que se cumplen hipétesis como las del lema I1.11, lo cual implica que 7 € (P, Pyr),
en donde f/(n) = fi(2n)y f/’(n) = f,(2n + 1). Por hipoétesis, para cada t < w hay un @, < 4
tal que Py, Pyr C G,,. Sin perder generalidad, podemos suponer que A es un cardinal regular,
por lo tanto hay un @ < A tal que para cada t < w se tiene que @; < a@. Asi, para todow € S,
tal que 7, 77" <* @, hay un t < w tal que m,n7" € (Py,Pp) C G, S G,y eso implica que
S =(reS,ma < ) <G, -

Noracion I1.18.

= Sea A € [w]“. Paran € S, definiremos la permutacién 74 € S, [ A = S, (la permutacién
inducida en A por ) de modo tal que (Vn < w)(r*(#4(n)) := #4(7(n))).
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» Paral < S, definiremos el subgrupo I'* < S 4 (el subgrupo inducido por I" en S 4) como
.= {7TA|7T e I'}. Este subgrupo no es otra cosa que el subgrupo de S 4 que se corresponde
con I" bajo el isomorfismo entre S, y S 4 que viene inducido por la biyeccién n — a, entre

wyA.

Lema 11.19. Sea A = cf(S,) y expresemos a S, como la union de una cadena estricta de

subgrupos propios de longitud A, S, = |J I'e. Supdngase que existe una mitad A de w tal que para
é<a

cada g € “w estrictamente creciente, hay un & < A tal que PgA <T¢ I A. Entonces, cf*(S,,) = A =
cf(S o).

DEemosTrACION. Fijemos una mitad A que cumple con lo enunciado en la hipdtesis. Notemos que

Sa=8u A= T¢I A Ademds, se tiene que cada I'; [ A debe de ser un subgrupo propio de
&<

S 4: pues de lo contrario, habria un ¢ < A tal que S4 = I's ' A, luego por el lema I1.6 habria de
existirunm € S, tal que S, = (I'z, ), lo cual contradice la eleccion de I'z,; y de A.

Dado que hay una biyeccion entre w y A, es posible expresar a S, como la unién de una cadena

estricta de subgrupos propios S, = |J G, escogiendo para cada & < A el subgrupo G, tal que
&<

G? =TI¢ | A. Asi, para cada g € “w estrictamente creciente, por hipotesis existe un & < A tal
que Pfg‘ <T: 1A= G?. Pero esto implica, de manera inmediata, que P, < G,. Entonces por el
lema II.17, tenemos que cf*(S,) < A = cf(S,). Con esto, el teorema I1.16 parte (i), nos permite
concluir que cf(S ) = cf*(S ). g

4. Una cota inferior para cf(S,,)

Lo que queremos conseguir con todo esto es demostrar que g < cf(S ). El teorema II.16 partes
(i) y (ii) nos asegura que en todo modelo de ZFE se satisface g < cf*(S,) y c¢f(S,) < cf*(S,). Asi,
tenemos dos casos posibles: el primero de ellos es que se cumpla cf(S ) = cf*(S ), caso en el cual
no hay nada que hacer y directamente se concluye que g < cf*(S,,) = cf(S,,). Sin embargo, la parte
(iii) del teorema I1.16 nos advierte de que puede darse el caso en que cf(S,) < cf*(S,). Asi pues,
en adelante supondremos que se cumple este tltimo caso y demostraremos que bajo esta suposicion
también se tiene que g < cf(S ).

ConstrucciON 11.20. Expresemos a S, como la unién de una cadena estricta de subgrupos

propios, S, = U I, con 4 = cf(S,). Fijemos una mitad A C w. El lema II.19 asegura que,
a<d

dado que cf(S,) < cf*(S,), habra de existir una funcion estrictamente creciente ¥ € “w tal que
Ma < /l)(PQ £ Iy, | A). Construiremos una familia {Da|a < A} de conjuntos densos por grupos

cuya interseccion sea vacia.
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Definamos &y := ¥(0) y, para cadan > 1, k, := |¥(n) \ ¥(n — 1)|. Observemos que, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que la sucesion (kn|n < w) es estrictamente creciente. Esto se
debe a que, si ¢ € “w es una funcion creciente tal que cada ¢(n) \ ¢(n — 1) pueda escribirse como
una unién de algunos de los y(k) \ ¥(k — 1), entonces es inmediato que P} < P;}, luego para @ < A
también tenemos que Pf} £ T',(A), asi que podemos cambiar ¢ por ¢. Realizemos una particion
de A en w “intervalos” A,, de longitud k,, es decir, Ay contiene los primeros k elementos de A, A,
contiene los siguientes k; elementos, y asi sucesivamente. Para cadan < w, sea A, = {ai,, ..., n}

la enumeracion creciente del intervalo A,,.

Por otro lado, podemos dividir a w en w subconjuntos infinitos B,,, y después partir cada B,, en

w subconjuntos finitos F', F7', ..., con cada F)' de tamaifio k,. De esta forma, hemos conseguido

una familia {F)'|n < w,m < w} tal que param < w, |F)'| = k,; (m,n) # (u,v) = FI'NF} =2,y

U F' = w.Paracadam,n < wsea F' = {x]',,...x;" }la enumeracion creciente de F)'. Ahora,
! n s

mn<w

para cada Y € [w]” elegiremos una permutacién Iy € S, de la manera siguiente: comencemos
por enumerar crecientemente Y = {y J»| J < w}, y exijamos que (Ily [ A)a;,) = xfn . De esta forma,
tendremos que I1y[A,] = F)". Para [y | (w \ A), podemos permitir que sea cualquier biyeccién
enre w \Ayw\Ily[Al=w\ U F).

n<w

Para cada @ < 4, definiremos el conjunto
D, :={Z € [w]” | AX ="Z2) 3B < H)(3h €Tp)(I6 > a,p)
(Jg € P)\Ts 1 AYY C X)(UT;'hlly) | A = g)}

Verifiquemos que (| D, = @. Supongamos que Z € () D,. Esto quiere decir que para cada

a<d a<d

a < Aexisten X, =" Z, B, < A, hy € I'g, 0, > méax{a,B,}y go € P@ \ I's, T A) tales que para
cualquier ¥ C X,, se tiene que (I1,'h,Ily) | a = g,. Hay tan sélo w subconjuntos de w que son
casi iguales a Z, pero debemos elegir A conjuntos X,. Entonces, por el principio de la pichonera,
siendo A un cardinal regular, hay un X, que se repite A veces. Esto significa que existe un X =* Z
y un subconjunto no acotado I C A tal que (Va € I)(X, = X). Dado que IIx € §, = | I',, debe

a<d
de existir un « € [ tal que Iy € I',. Entonces, dado que @, 3, < d,, tenemos que [Iy e I', C T,y

que h, € I'g, C T, luego 11, ' h,I1y € T's,. Pero entonces podemos concluir que g, = (/1" h,Ily €
I's,) I A€Ts, I A, locual es contradictorio.

La idea es mostrar que cada uno de los D,, de la construccién anterior es una familia densa por
grupos. Esto nos dard el resultado deseado, pues tendremos entonces que g < cf(S ).

Nortacion I1.21. Dada una mitad C de w, denotaremos por B(A, C) al conjunto | J A,, en donde
neC

los A,, son como en la construccién I1.20.
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Lema I1.22. Sea C C w una mitad y B = B(A, C). Entonces, existen my,m; € S, tales que
P@ < (StabA\B(PQ),ﬂ'Q,ﬂ'O.

DemosTrACION. Sean Cy, C; tales que Cy U C; = w, Cy N Cy; = C y tanto Cy \ C como C; \ C son
infinitos. Sean también By = B(A, Cy) y B, = B(A, C;). Notemos que

Py, = (stabyp,(P)), staba\, (P)).

En efecto, la parte 2 de la igualdad de arriba se tiene por definicion. Para ver la parte C, sea o € PQ.
Noétese que entonces, o ha de estabilizar (conjuntistamente) a cada A,,, luego también estabiliza a
By y a B;. Es por ello que puedo definir 7 de tal formaque 7 | By =0 | By, yn [ (A\ By) = 1da\p,;
y similarmente defino 7’ de tal forma que n’ [ (A\ By) =0 [ (A\ By) y n’ | By = idp,. Entonces,
tendremos que 7 € stabA\BO(PQ), y que (dado que A \ By C By) nn’ € stabyp, (PQ), y o = nn’, con lo
cual hemos terminado.

En virtud de la observacion anterior, basta encontrar 7y, 1; € S 4 tales que

StabA\Bo(PQ) < <StabA\B(P:2)a o)

staby g, (PQ) < (stabA\B(Pa),m).

Encontremos, pues, my que cumpla esta condicion, y la construccion de m; serd enteramente
andloga. Sean C = {l,,|n <wlyCy= {12|n < w} sendas enumeraciones crecientes. De esta forma,
tenemos que (Vn < w)(n < I° < 1,). Para cada n < w, elijamos un subconjunto E C A, tal que
|A_1,,| = kp, lo cual tiene sentido pues la sucesion de la construccion 11.20 k, = |A,| era creciente.
Escojamos cualquier mry de tal suerte que, para cada n < w, 7y sea una biyeccion desde A_,n sobre A

(ambas son de cardinalidad kp), y ademds que sea una biyeccion desde A \ (J A, sobre A\ |J Ap

n<w n<w

(ambas son de cardinalidad w). Entonces, s6lo resta demostrar que, dado & € stabA\Bo(Pg), se
tiene que h € (stabA\B(PQ),no). Pero si h € stabA\Bo(PQ) entonces h deja fijos a los puntos de
A\By=A\ U A, =A\ U Ap. Asi, definamos g de tal suerte que g | (A\ U A_z,,) = idA\U A

neCy n<w . . n<w n<w
mientras que, paracadan < w, g [ A, = (7' | Ap)(h I Ap)(mo | Ay,) (esto tiene sentido ya que, al

serh € Pg, h estabiliza conjuntistamente a cada intervalo A,). De esta forma, para a € A, tenemos
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que

o (a); my' @) € AN U A,
7TO n<w

75 (h(mo(n3 ' (@)))): 75" (a) € A,

my'(a); ae A\ Ap

= n<w

my' (h(a)); a € Ap

(mogmy ' )a)

m(my (@); a € A\ U Ap

= n<w

mo(my' (h(a))); a € Ay

a,aeA\ U A,g
= n<w = h(a).
h(a); a € Ap

Ahora sélo resta notar que g deja fijos a los puntos de A \ [J E 2A\UA,=A\UA,=A\B.
neC

n<w n<w

Luego g € stabA\B(PQ), y por lo tanto h = mogn,' € (stabA\B(PQ), 7). Esto demuestra el lema. 1

Cororario I1.23. Si C C w es una mitad, entonces Va < A)(stabA\B(PQ) £TI, | A), en donde
B =B(A,Q0).

DEMOSTRACION. Supongamos que para algin « tenemos que stabA\B(Pg) < T, I A. Por el lema
anterior, hay 7y, m; € S4 tales que P4 < (stabA\B(Pﬁ),ﬂo,nQ. Sea B8 < A tal que 7o, m1; € Iy I A.
Luego, tendremos que

Py, < (stabap(P)), 70, 1) < (Tg [ A, T [ A) = Tingniagy | A

Esto contradice la manera como elegimos i en la construccién I1.20. ‘:!

Lema I1.24. Para todas las particiones Z = {Z,|n < w} de w en intervalos finitos, hayun h € S,
y una mitad C C w tal que, si B = B(A, C), entonces para toda g € stabA\B(Pg) existe un E, C w

tal que VY C \J Z,)((I1,'hlly) T A = g).
nek

DEMOSTRACION. Supongamos sin perder generalidad que (Vn < w)(médx(Z,) + 1 = min(Z,,,). Ele-
giremos por recursion nimeros c,, [, para n < « de la siguiente manera: ¢, := min(Z,) = 0
ylo = ko! = k!, después ¢; = min(Z,) y I, := ke! + koo'lke,! = lp + ke, 'k, !. En general,
Cnr1 = min(Z;) y Ly = 1, + k! -k, !. Entonces hacemos C = {c,,|n < w}. Siendo los k,

una sucesion creciente, es claro que C C w serd una mitad.
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Ahora definiremos a la permutacion /& por pedacitos, especificando lo que debe valer & [ F}!
para cada n,m < w. En primer lugar, si n ¢ C o m < n entonces estipulamos que & [ F)' = idpn.
De esta forma, nos basta definir los & ' F" para ¢, < m, pues para cada n < w tenemos que,

sim < ¢,y (. sim € |J Z,), entonces h [ F! = idpn e En verdad, iremos definiendo los
n ‘n+

m<lI,

pedacitos restantes & [ F7' de manera recursiva, primero para ¢p < m < ¢; y n = ¢y, después para

c1 <£m<cyyne{c,cy}, posteriormente para c; < m < c3 y n € {cp, 1,2} y asi sucesivamente.

Ahora, para cada n < w, sea I, := k,! y fijemos una enumeracion de Sy, Sy, = {¢g,..., wZ_l}.
Si0 = ¢p < m < ¢y, entonces debe de haber un j < Iy = k! = I tal que m € Z;. Entonces definimos
hlFo=h!Fj:= (1//(})F 0. Posteriormente, supongamos que ¢; < m < ¢,. Entonces hay un j con
ly < j <[ tal que m € Z;. Fijemos una biyeccion entre I, /., (producto de nimeros) e I, X I,.
Entonces, j— Iy € k¢, 'k.,! = 1,1, luego a j — [, le corresponde un elemento (jo, ji) € I, X I, bajo
la biyecci6n que ya especificamos. Hagamos h | F7! := (¢/§8)F oyh ) FMi= (;b;i:)F a,

Supongamos que ya hemos definido 4 | F) paran € {co,...,c;} y m < c;ir1. Ahora lo defini-
remos para n € {cp,...,Cis1} Y Cis1 < m < ciyp (l.e. param € | J Z;). Al igual que hace rato,
[i<j<lin

fijemos una biyeccion entre I, -« I, y Loy X -+ X I

Citl1*

Ahora si ¢;;1 < m < cj;2, entonces hay un
jeonl; < j < Iy tal que m € Z;. Pero entonces notemos que j —[; € ke !---ke, ! = 1oy 1,

luego al nimero j —/; le corresponde, bajo la biyeccion especificada, una (i + 2)-ada (jo, ..., ji+1) €
Iy x--- X1,

o, - Entonces, paral < i+ 1, hacemos h | F[) := (w;ﬁ)F a,

Comprobemos que C'y A, tal como los hemos construido, satisfacen lo afirmado en el lema. Sea
B=BA,C)yge stabA\B(Pz) arbitrario. Entonces, g | (A \ B) = id4 3. Como g € P4, entonces
g | B estabiliza conjuntistamente a cada pedacito A, con n € C, es decir, a cada A,,. Entonces

podemos encontrar s € E[ I, talque g [ B = y(l/,izn))Acn. Elijamos recursivamente #(n), para
n<w n<w

n < w, de tal forma que #0) < [y y paran < w, [, < t(n + 1) < [l,;;. Comenzamos eligiendo
1(0) = 5(0). Si ya conocemos #(n), entonces consideremos la n + 2-ada (s(0), ..., s(n+1)). A éstale
corresponde cierto ndmero m bajo la biyeccidn que fijamos hace rato, y si hacemos t(n+1) := [;+m
entonces se cumplird lo pedido. Sea E, := {t(n)|n < w}. Tomemos ahora Y C | J Z, = U Zi), ¥y

nek n<w

sea Y = {y,|n < w} su enumeracion creciente. Es claro que, para cada n < w, se tiene que y,, > ¢,

y que también y., € J Z;n. Luego hay una m > n tal que y., € Z,. Por construccion, a

n<m<w

t(m) — 1,1 le corresponde la m + 1-ada (s(0), ..., s(m)) bajo la biyeccion de arriba, luego i | F f =
(W suyn)’ " . Como TIy[A,, ] = F., entonces tenemos que (I1;'hIly) 1 Ae, = (W) Por lo
tanto, (/7,'hIly) [ B=g | B;ycomo h [ F' = idp» paran ¢ C, entonces (I1,'hlly) [ A, = idy,
paran ¢ C, luego (I1;'hlly) [ A = g, que es lo que se queria demostrar. ‘:!

Todo esto nos permite establecer el resultado que buscdbamos.
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TeoremaA 11.25 (Brendle-Losada). g < cf(S,).

DEemosTrACION. Como ya se ha comentado, basta probar que cada uno de los D, con @ < A de la
construccion I1.20 es densa por grupos. Fijemos @ < A. Primeramente, sea Z € D, y Y € [w]“ tal
que Y ¢ Z. Tomemos X, 3, h, 9, g como en la definicién de D, para Z,y sea X’ = (YNZ)U(X\Z)U
(Z\ X). Entonces X’ =" Y'y si W C X’ entonces también W C X y por lo tanto (/7' hlly) [ A = g,
que es lo que se debe de cumplir para que Y € D,. Sea ahora {Zn|n < w} una particiéon de w en
intervalos finitos. Tomemos 4 como en el lema anterior y 5 < A tal que & € I's. Por el corolario 11.23
existe un g € stabA\B(P{?,) \ Imixtepy [ A.Sea E C wtal que paracada Y C |J Z,, (II,'hlly) [ A =g

nek

(existe por el lema anterior). Esto implica que | Z, € D,. ‘:!
nek

De esta manera, hemos determinado que g < cf(S,) < d, acotando asi con bastante precision

este invariante cardinal.






Capitulo III
Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal

En este capitulo, nos enfocaremos a estudiar algunos cocientes del grupo simétrico infinito, en parti-
cular el cociente S ,/F. Definiremos el espectro abeliano maximal de un grupo, y acotaremos el espectro
abeliano maximal de S ,,/[F tanto por arriba como por abajo. También generalizaremos nuestro estudio a
otros cocientes de S ,, definidos en base a un ideal, y veremos como al estudiar estos casos generales no es

posible generalizar la cota superior del espectro abeliano maximal para estos cocientes de S .

1. Los cardinales A(S,/F)y a.

El espectro abeliano maximal de un grupo, basicamente es la minima cardinalidad no numerable

de un subgrupo abeliano maximal del grupo en cuestion.

DEeriniciON III.1. Sea G un grupo. El espectro de subgrupos abelianos de G es el conjunto de
numeros cardinales k tales que existe H < G abeliano maximal (es decir, abeliano y C-maximal
en el conjunto de los subgrupos abelianos de G) de orden «. El invariante cardinal A(G), el espec-
tro abeliano maximal de G, se define como el minimo x > w tal que k pertenece al espectro de
subgrupos abelianos de G.

Resulta importante solicitar que A(G) sea un cardinal no numerable, ya que en casi cualquier
grupo no abeliano es posible encontrar subgrupos abelianos maximales que son numerables, y esto
trivializaria la investigacion de nuestro invariante cardinal. Por ejemplo, si hay un elemento a € G
tal que no conmuta con ningtin otro b € G \ {a), entonces {(a), que es numerable, es un subgrupo

abeliano maximal.

El principal objetivo de la presente seccion, es considerar el cociente S, /F y demostrar que
A(S ,/[F) < a. Para ello construiremos cierto monomorfismo entre un grupode orden < ay S, /F,y
demostraremos que la imagen de este monomorfismo es un subgrupo abeliano maximal de S, /[F.

ConstrucciOn II1.2. Sea o7 una familia maximal casi disjunta de cardinalidad a. Consideremos

el grupo abeliano libre con base 7, es decir, (D Z = {f € o Z|| sop(f)| < w}. Para cada a € <7,
4

definamos la funcién 7, : @ — a que viene dada por m,(i) := min{j € a| Jj > i}. Es decir, &,

“recorre” los elementos de a un lugar “hacia la derecha”. En otras palabras, si #, es la enumeracion
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creciente de a, tenemos que n,(#,(n)) = #,(n + 1). Para cada j € Z, 71’£ denotara, como es de
esperarse, a la composicién j-ésima de m,. Es decir, si j > 0 entonces ﬂf;(#a(n)) = #,(n + )),
mientras que si j < 0 entonces né 2 a\ #,[-j] — a viene dada de igual forma por ﬂi(#a(n)) =
#,(n + j). Debido a esta descripcion de los ni;, resulta inmediato que tanto dom(ﬂg) como ran(ﬂf;)
son subconjuntos cofinitos de a.

A continuacién, definiremos una funcion @ : @ Z — ¢(S,) de la manera siguiente: dado

ac/
fedz,

acd/

D(f) = {n €S, | @F €lwl*)(Ya,be sop(f))(a tb=anbCFA

n; otro caso

(a) .
(Vnew)\ F)[ﬂ(n) = ma " (n); n € a € sop(f) ])}

Esta definicion tiene sentido ya que, sin € w \ F, entonces hay a lo més un elemento a € sop(f) tal
que n € a: sin € an b con {a, b} € [sop(f)]*, entonces n € F.
SeaG :={f € P Z|(D(f) # @}. Veamos que G = {f € P Z| Y f(a) =0} < @ Z. En efecto,
acd/ acd/ acd/ acd
sea f € (P Z tal que Y. f(a) = 0. Entonces, el hecho de que < sea casi disjunta, ademds de que

acof acd

sop(f) es finito, nos permite tomar un F € [w]** tal que (Va,b € sop(f))a#b =>aNnb C F)y tal
que para cada a € sop(f), F'Na sea un segmento inicial de a. Para cada a € sop(f), sea a” el conjunto
que consta de los primeros |f(a)| elementos de a \ F. Ahora sean A* := {a € sop( f)| f@a) >0}y
A” :=f{a € sop(f)|f(a) < 0}. Por construccién y por hipétesis, cada uno de los a* con a € sop(f)

son disjuntos por pares, y hay una biyecciéon 6 : | J a*»» |J a*. Sean € §, definido de la manera
acA~ acA*
siguiente:

n,n¢g |J a\F

aesop(f)
ﬂf(tl> . +
v (n);neaeA

nﬁ(‘”(n); nea\a*Nae€A”

O(n); ne U a’,

acA~

no es dificil verificar que m es biyeccion. Ahora, sea F’ := F U ( U a*) € [w]=“. Observemos que
acA~

F’ atestigua que 7 € D(f): si {a, b} € [sop(f)]*> entonces a Nb C F C F’. Ademds, paran € w \ F’,
sin € a € sop(f) entonces se da el segundo o el tercer caso de la definicion de 7, i.e. en cualquier
caso m(n) = nﬁf“‘) (n); mientras que en caso contrario se da el primer caso de dicha definicion (el

ultimo caso no puede darse ya que n ¢ F’), de modo que n(n) = n'y de esta forma 7 € O(f) # @.
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Reciprocamente, sea f € P Z talque Y, f(a) # 0, demostremos que ®(f) = @. Supongamos,
acd acdl
por el contrario, que O(f) # @ y sea 7 € O(f). Entonces, ha de existir un F € [w]*“ tal que si

{a,b} € [sop(f)]* entonces aN'b C F y tal que paran € w \ F, n(n) = ﬂf;(“)(n) sin €ae€sop(f)y
n(n) = n en otro caso. Notemos que, agrandando adecuadamente a F', podemos suponer sin perder
generalidad que, para cada a € sop(f), F'Na es un segmento inicial de a, y mds atn, que F contiene
por lo menos a los primeros |f(a)| elementos de a que ya no intersectan a ningdn otro b € sop(f).
De esta forma, volvemos a definir A™ := {a € sop(f)|f(a) >0yA  :={ac€ sop(f)|f(a) <0y
paraa € A* sea a” el conjunto que consta de los primeros f(a) elementos de a\ F,y paraa € A~ sea
a* el conjunto que consta de los tltimos — f(a) elementos de a que son anteriores a min(a \ F'). Esto
es, para cada a € sop(f), a* es un subconjunto de a de tamano |f(a)| y todos los a* son disjuntos
a pares, solo que en esta ocasiéon a* N F = @ para a € A*, mientras que para a € A~ se tiene que
a* C F. Entonces, los lineamientos para el comportamiento de F' nos aseguran que:

a1 | @\ P @\ Py | J@\Fuay),

aceA* aeA* aeA™
) LAJ_(a\F): LAj_w\F)H LAj_«a\F)Ua*),

@) =id :
i [w [(aestog(f)a ot 1 w\[[aesgpma]UFJ

Por lo tanto, la restriccion de r al resto de w en el dominio, es decir, a F, ha de ser una biyeccioén

de F al resto de w en el codominio, que es |F U( U a*) \ ( U a*). Sabiendo que los a* son

aeAt acA~
disjuntos entre si, y que para a € A* se satisface a* N F = @, mientras que para a € A~ se cumple

a* C F, lo anterior necesariamente implica que (J a* y |J a" tienen la misma cardinalidad,

aeA+ acA~
pero esto contradice la hipétesis de que ; f(a) # 0. De esta forma, queda demostrado que
aesop(f)
G={feP Z| >, f(a) = 0}. Es importante notar que G es no numerable. Esto se debe a que
acol  a€d

|7 X of| = |o/| = a = wy, y hay una inyeccion de <7 X <7 en G (por ejemplo, a cada (a, b) € &7 X .o/

le asignamos una f € P Z tal que sop(f) = {a, b}y f(a) = 1 = —f(b)).
acs/

En adelante, por ® entenderemos realmente la restriccién de la funcién @ definida arriba al

subgrupo G < EB Z.De esta forma, ® : G — p(S ) \ {2}.
acdd

A continuacion, veremos que la funcidn de la construccion anterior es realmente un encaje de
GenS,/F.
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Lema 1.3, Sea @ : G — 9(S,) \ {@} la funcion de la construccion I11.2. Entonces, ran(®) C

S,/Fy®:G — S,/F es un monomorfismo de grupos.

DEemosTrACION. Notemos primero que ®(0) = [F. En efecto, si 7 € ®(0) entonces para cierto F €
[w]= se tiene que paran € w \ F, como sop(0) = @ entonces n(n) = n. Esto es, Mov(r) C F €
[w]=®, y por lo tanto ®(0) C [F. Similarmente, si 7 € F entonces Mov(r) atestigua que 7 € ©(0),
luego ®(0) = .

Notemos ahora que si 1 € O(f) y o € O(g), entonces no € O(f + g). En efecto, estamos
suponiendo que hay F, F’ € [w]* tales que para {a,b} € [sop(f)]* se cumple a N b € F y para
{a,b} € [sop(g)]* se cumple anb € F',ytantow | (w \ F) como o | (w\ F’) se comportan
de manera adecuada. Notemos que sop(f + g) C sop(f) U sop(g), y este tltimo conjunto es finito.

Ahora, sea

F’":=FUF U

U aﬂb}UO'_l[F],

{a,b}e[sop(f)Usop(g)]?
entonces F” € [w]™“, veamos que F’ atestigua que no € O(f + g). Es claro que para {a, b} €

[sop(f + g)]* se tiene que aN b C U anb C F”. Ahora tomemos unn € w \ F”,
) {a.b}e[sop(f)Usop(g)]?
pueden ocurrir dos casos:

1: Sin € a € sop(f + g), entonces basicamente hay tres subcasos. En primer lugar, si a €
sop(f) N sop(g) entonces como n ¢ F’ tenemos que o(n) = ﬂﬁ(“)(n) € a,y como o(n) €
a \ F entonces m(o(n)) = 7, (o(n)) = i (n) = 2*¥“(n). En segundo lugar, si a €
sop(f) \ sop(g), entonces 7i(n) = 7. (n) y o(n) = n, luego n(c-(n)) = 7, (n) = 7/ ).
Por ultimo, si a € sop(g) \ sop(f), como n ¢ F’ entonces o(n) = ﬂi(a)(n) € a y como
o(n) ¢ F entonces n(c(n)) = o(n) = ©¥“(n) = 2/ ).

2: Enotro caso (i.e. que (Ya € sop(f+g))(n ¢ a)), supongamos en primer lugar que para algiun
a € sop(f), n € a. Entonces, dado que en este caso estamos suponiendo (f + g)(a) = 0,
debe tenerse que g(a) = —f(a), de tal modo que también a € sop(g). Como n ¢ F’,
entonces o(n) = °“(n) = 7, “(n) € a; como o(n) ¢ F, entonces n1(c(n)) = 7. (o(n)) =
n{j(“)‘f (”)(n) = n%(n) = n. En segundo lugar, puede darse el caso que (Va € sop(f))(n ¢ a).
Similarmente a como se razoné anteriormente, esto implica que (Ya € sop(g))(n ¢ a) y por
lo tanto, como n ¢ F’ U F entonces n(n) = ny o(n) = n, luego n(o(n)) = n.

Asi, tenemos que o € O(f + g). En este momento podemos demostrar que cada ®(f) es una
clase lateral. En efecto, sea f € Gy m € O(f). Dado que o0 € F = ®(0), tenemos que mo €
O(f +0) = O(f) y por lo tanto n1F C O(f). Sea ahora o € D(f), y sean F, F’ € [w]* conjuntos
que atestiguan que m, 0 € O(f), respectivamente. Entonces, si F” := F U F’, resulta claro que
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7l (w\F")=0 | (w\F"). Esto automaticamente implica que Mov(nro™"') C F"Uo[F"] € [w]™*

y por lo tanto o € nlF, lo cual implica que ®(f) = nlF.

De esta forma, ha quedado demostrado que ran(®) € S, /F. El hecho de que ® es morfismo se
sigue de que, para 7w € O(f), o € D(g) se tiene que D(f)D(g) = (7F)(oF) = (no)F = O(f + g).

En este punto, s6lo resta demostrar que @ es inyectivo. Para ello, sea { f, g} € [G]*>. Supongamos
que O(f) = nF y ®(g) = o, y sean F, F’ € [w]™® conjuntos que atestiguan que m € O(f) y que
o € d(g), respectivamente. Entonces, como f # g ello significa que para cierto a € <7, f(a) # g(a).
Hay una infinidad de elementos en a \ (F U F”), lo cual implica que para una infinidad de n € w, se
tiene que 7(n) = 7, “(n) # 75“(n) = o-(n). Esto significa que ®(f) = 7F # oF = O(y). -

De esta forma, tenemos que ®[G] < §,,/F es un subgrupo abeliano (por ser isomorfo a G) y

tiene cardinalidad w; < |G| < [P Z|=| U AZ‘ = |[#]*“|w = |</| = a. Tan s6lo resta ver que
ace/ A€l ]
®[G] es un subgrupo abeliano maximal en S, /F. Para ello, argumentaremos que para cualquier

nlF € (S,/F) \ ®[G] se cumple que (DP[G], nlF) no es un subgrupo abeliano de S, /[F.

Notacion 111.4. Para (a,b) € o7 X o/, denotaremos por f,, € G a la funcién que viene dada
de tal forma que sop(f,») = {a,b}y f.p(a) = 1 = —f,,(b). Asimismo, elegimos de una vez algin
elemento fijo 7, tal que ®(f, ;) = m,,F.

Lema IILS5. Sea nF € (S, /F) \ ®[G] tal que (®[G], nF) es un subgrupo abeliano de S ,/F, y

sea a € o/ tal que | Mov(r) N a| = w. Entonces, Mov(rr) N a es un subconjunto cofinito de a.

DEMOSTRACION. Sea b € o7 \ {a}. Si la conclusion del lema fuera falsa, entonces a \ Mov(r) seria
infinito. Ahora, notemos que, dado que 7, € ®(f,;), entonces hay un m < w tal que para n > m,
se cumple que

n;l(n); neb
Tap(n) =3m,(n); n€a
n,ne¢ayb.

Hay una infinidad de n € a \ Mov(nx) tales que n > m, de esta forma, existe una infinidad de n €
a\Mov(r) tales que r, ,(n) = m,(n). Comenzando con algin n > m, tenemos que 7, ,(n) = m,(n) € a
y m,(n) = n > m, entonces . ,(7,,(n)) = n%(n) € a. Continuando por induccién, vemos que, para
0 < j < w se tiene que ﬂé ’b(n) € a, y mas aun, los ni ,b(n) van siendo elementos sucesivos de a. De
esta forma, siendo por hipétesis Mov(rr) N a infinito, hay algin j tal que 7Z'£ () € Mov(n), y si elijo
tal j minimo entonces k := 7r£ ’_bl (n) € a \ Mov(r) mientras que 7, (k) € Mov(x). Eligiendo un k <

n’ € a\Mov(r), repitiendo el proceso anterior, y volviendo a hacer todo esto una infinidad de veces,
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encontramos una infinidad de n € a \ Mov(n) tales que 7, ,(n) € Mov(r). Para cualquiera de estos
n, tenemos que n(m, ,(n)) # m,,(n), mientras que r,,(m(n)) = m,,(n). Esto quiere decir que nimr,p, y
m, 7 difieren en una infinidad de coordenadas, por lo tanto sus respectivas clases de equivalencia
moédulo F son distintas. Esto quiere decir que nF y m,,F no conmutan, lo cual contradice a la
hipétesis. D_

Lema II1.6. Sea nlF € (S, /F) \ ®[G] tal que {(P[G], nF) es un subgrupo abeliano de S ,/F, y

sea a € < tal que |Mov(rr) N a| = w. Entonces, ntla] C* a.

DEmosTRACION. Supongamos lo contrario, es decir, que |r[a] \ a| = w. Esto significa que el conjunto
X:={ne a|7r(n) ¢ a} es infinito. Demostremos que hay algin b € <7 \ {a} tal que 7[X]\ b es infinito.
Pues de lo contrario, podriamos escoger b, c € o7 \ {a} distintos tales que n[X] C* by n[X] C* ¢;
con lo cual n[X] C* b N ¢, lo cual contradice el hecho de que 7[X] es infinito y b N ¢ es finito. Por

lo tanto, podemos elegir un b € o7 \ {a} de modo que [7[X] \ b| = w.

Ahora bien, para una cantidad cofinita de n < w se tiene que

ﬂ;l(n); neb
ﬂzz,b(n) = ﬂa(n); nea
n,né¢ayb,

luego para una cantidad cofinita de n € 77'[7[X] \ b] € X C a, tenemos que 7, ,(n) = m,(n) # n.
Asi, para una cantidad cofinita de n € n~'[n[X] \ b], tenemos que (7, ,(n)) # m(n). Sin embargo,
dado que esos n € X entonces n(n) ¢ a, y como n € n~'[n[X] \ b] y por lo tanto n(n) ¢ b, luego
para una cantidad cofinita de estos n, tenemos que 7, ,(7(n)) = m(n). Asi pues, podemos concluir
que nm,, y 7, difieren en una cantidad infinita de valores, lo cual significa que nF y 7, ,[F no

conmutan. Esto es una contradiccion. ‘:!

Lema II1.7. Sea nF € (S, /F) \ ®[G] tal que (®[G], nF) es un subgrupo abeliano de S ,/F, y

sea a € </ tal que |Mov(r) N a| = w. Entonces, existe algini € Z tal que n | a =* ' | a.

DEemosTRACION. Las hipétesis, junto con los lemas II1.5 (que asegura que a \ Mov(x) es finito) y I11.6
(que nos garantiza que m[a] €* a), nos permiten asegurar que para una cantidad cofinita de n € a
se cumple que n # m(n) € a. Esto significa que, para cada uno de estos n, existe un k(n) tal que

n(n) = *(n).

Tomemos un b € &7 \{a} arbitrario, y supongamos que la conclusion del lema es falsa. Entonces,

podemos encontrar una infinidad de n € a tales que k(n) # k(r,(n)) = k(m,,(n)). Esto lo hacemos
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de la siguiente manera: elegimos n entre los que describimos en el parrafo anterior, y observamos
si k(n) # k(m,(n)), en caso contrario observamos si k(r,(n)) # k(2(n)). En caso contrario, contindo
con el proceso, y observo que debe de haber algtn j tal que k(né(n)) * k(ﬂ'éﬂ(l/l)) (si no lo hubiera,

esto significarfa que (¥ < w)(k(m)(n)) = k(i (n))), lo cual implica que n(x)(n)) = 7"/ (n) para

*

. .. k . .o
toda j < w, y esto significa que de hecho 7 | a =* 7™ | a, contrario a la suposicién de que
la conclusion del lema es falsa), y, si desde un principio comenzamos con una z suficientemente
grande, podemos asegurar que m,(m}(n)) = m,,(7,(n)). Asi es como encontramos la prometida

infinidad de n € a tales que k(n) # k(n,(n)) = k(n,,(n)). Para estos n, tenemos que

k k k(n)+1
Tap((n) = Tap(mh () = map(y ) (n) = 7 (n)
k(ma 1 k(7 (1))
£ 2O ) = 2T () = wap(n))

luego n,,m y nm,,, difieren en una infinidad de valores de n, lo cual significa que nF y 7,;,F no

conmutan. Esto estd en flagrante contradiccidn con las hip6tesis iniciales del lema. g

Mediante estos ultimos tres lemas, estamos listos para demostrar el resultado principal de esta

seccion.

Teorema I11.8 (Shelah-Steprans). A(S,/F) < a.

DEemosTrRACION. Sabemos ya que ®[G] < S, /F es un subgrupo abeliano de cardinalidad < a. Por
ello, bastara probar que ®[G] es subgrupo abeliano maximal. Para tal fin, supongamos lo contrario.
Esto nos permite elegir un nlF € (S, /F) \ ®[G] tal que (®[G], 7F) es un subgrupo abeliano de
S »/F. En este momento, todo se reduce a considerar dos casos:

n

1: Hay un subconjunto finito {ay,...,a,} € < tal que Mov(r) C* | a;. En este caso, to-
i=1

mamos uno de estos conjuntos que sea minimal respecto de esta propiedad. Observemos

que cada Mov(rr) N a; es infinito, pues de lo contrario, si algin Mov(r) N a; fuera finito,

n

tendriamos de hecho que Mov(rr) C€* | a;, lo cual contradice la minimalidad de {ay, . .., a,}.
=1
i

Entonces, por el lema III.7, paracada 1 <i < nexisteunk; € Ztalque n | a; =" n’é’l Ha-

bremos de notar que, si definimos f € @ Z de tal modo que sop(f) = {ai,...,a,} y, para
acd
1 <i<n, f(a;) = k;, entonces el conjunto

F = [ U (a;Na ,-)) U (U{n € ajfn(n) # 7 (n)}) U (Mov(ﬂ) \ U} a,-] € [w]™

1<i<j<n i=1
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atestigua que m € O(f) (paran € w \ F, si n € a; entonces m(n) = nﬁi(n) = nﬂf“")(n) y en

n

caso contrario, si n ¢ | a;, entonces también n ¢ Mov(rxr) y por lo tanto m(n) = n). Esto de
i=1

inmediato contradice la suposicion de que nF ¢ O[G].

: Supongamos, de manera exactamente opuesta al caso anterior, que no existe ningin sub-

conjunto finito {ay,...,a,} € < tal que Mov(r) C* U a;. En este caso, notemos que po-

demos encontrar una cantidad no numerable de a € 42% tales que Mov(mr) N a es infinito.
En efecto, en primer lugar, es claro que en este caso Mov(r) es infinito y Mov(n) ¢ <.
Por lo tanto, por la maximalidad <7 hay un ay € </ tal que Mov(r) N ag es infinito. Co-
mo Mov(mr) €* ay tendremos que Mov(r) \ ao es infinito, y tampoco puede ser elemento
de o/ (de lo contrario, Mov(r) C* (Mov(r) \ ap) U ag, contrario a la hipdtesis), por lo
tanto hay algiin a; tal que (Mov(n) \ ag) N a; es infinito. Dado que Mov(r) ¢* ay U a,,
entonces Mov(r) \ (ap U a;) es infinito y no es elemento de <7 (de lo contrario, Mov(r) C*
(Mov(n) \ (ap U a1)) U ag U ay, contrario a la hipétesis), luego hay un a, € &/ tal que
(Mov(m)\ (apUa;))Nas, es infinito. Continuando con el proceso, si ya conocemos ay, . . . , dy,
que intersectan a Mov(rr) en una cantidad infinita de puntos, entonces, dado que por hipdte-
sis Mov(m) €* apU- - -Ua,, hemos de tener que Mov(n) \ (agU- - -Ua,) es infinito y no es un
elemento de <7 (de lo contrario, Mov(rr) C* (Mov(r)\(ayU- - -Ua,))UayU- - -Ua,, contrario a
la hipétesis). Por lo tanto, hay un a,,; € </ tal que (Mov(r)\(agU- - -Ua,))Na,, es infinito.
Notemos que los a, obtenidos por medio de este proceso deben de ser distintos entre ellos.
Veremos ahora como construir los a; para w < ¢ < w;. Supdngase que ya conocemos los
as para 6 < &, entonces notemos que {B N a5|6 < £} es una familia casi disjunta en Mov(rr)
(este ultimo es un conjunto numerable), dado que ninguna familia casi disjunta numerable
es maximal, entonces hay un a C Mov(r) tal que (Vo < &)(a Nas =* @). Si fuera el caso
que, para cada b € &7 \ {a5|(5 < &}, Mov(mr) N b es finito, entonces también los a N b serian
finitos y (dado que también para cada ¢ < & se cumple que a N a; es finito) tendriamos que
</ U {a} seria casi ajena, lo cual es contradictorio. Por lo tanto hay un a; € &7 \ {a5|5 < ¢}
tal que Mov(mr) N a; es infinito.

Este proceso inductivo nos permite encontrar por lo menos w; elementos a € <7 tales
que Mov(r) N a es infinito. Debido al lema II1.7, para cada uno de estos a € &/ existe un
i€ Ztalquen [ a=" 7r£1“ I a. Dado que Z es numerable, ha de existir un valor i € Z tal
que para una cantidad no numerable de a € &/ se cumple que 7 | a =* n', | a. Realizando
nuevamente un razonamiento idéntico al anterior, encontramos que, para cierto k < w, se
satisface que | {n € a|n >kl=nx [ {ne a|n > k} para una cantidad no numerable de
a € /. Habiendo muchos a y poquitos n > k, entonces deben de existir por lo menos dos
a,b € of tales que para algin n > k, se cumple que quen e anbyn | {n € a|n >k} =
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n Mne a|n > k}, ademas de que 7t | {n € b|n >kl=n {ne b|n > k}. Notemos que
nef{mean blm > k} € an b, luego el conjunto de enmedio es finito y no vacio. Sea,
entonces, j := max{m € anN b|m > k}. Tenemos entonces que n(j) = 7' (j) # ﬂ};(j) = n(j),
lo cual contradice aquello que supusimos. Por lo tanto, para cada nF € (S,/F) \ ®[G],
el subgrupo (rF, ®[G]) es no abeliano. Luego ®[G] es un subgrupo abeliano maximal de
S, /F vy, de esta forma, el teorema ha quedado demostrado.

(2

2. Los grupos S, /F(Z)y los cardinales a(J)

En esta seccidn, trabajaremos con algunos cocientes mds generales del grupo S, definidos en
base a ciertos ideales. Recordemos que un ideal sobre w, o simplemente un ideal, es un subcon-
junto no vacio 7 C p(w) tal que (VA,Be I)(AUBe 1)y (YA e I)VB C A)B € 1). Por ejemplo,
uno de los ideales mds comtinmente utilizados es el ideal de subconjuntos finitos de w, [w]*.

Notacion II1.9. Sea 7 un ideal. En adelante, denotaremos por $(7) al subconjunto de S, que

preserva elementos de . Es decir,
$(I):={reS,|VACw)A el < nlAle )}

Asimismo, denotaremos por [F(Z) al subconjunto de $(7) que mueve a “poquitos” elementos seglin
71 . Es decir,

F(Z) :={r € S,|Mov(n) € T}.

Notemos que, dado un ideal 7, $(J) < §,,. En efecto, si 7,0 € $(J), entonces para A C w,
tenemos que A € I = n[A]l € I < o[n[A]] € I, luego o € $(J). Similarmente,
1 'Al € I < A = n[x'[A]] € 1, luego 17" € $(J). Ademas, tenemos que F(1) < $(7)
(notemos que claramente [F(Z) C $(J)). Esto se debe a que, si o € $(J) y 7 € F(Z), entonces
Mov(r) € 7, lo cual implica que Mov(ono™") = o[Mov(r)] € I y por lo tanto ono™" € [F(J).
Notemos que, para el caso particular del ideal de conjuntos finitos, se tiene que $([w]*“) = S, y

que aquello que dimos en llamar [F no es, segun la nueva notacion, otra cosa que F([w]=“).

DEermvicion II1.10. Definimos el espectro abeliano maximal de 7 como el invariante cardinal
A(S(Z)/F(1)), mismo que de ahora en adelante denotaremos como A(J).

Notemos que, de acuerdo con la nueva notacion, el invariante cardinal A(S ,,/F) que estudiamos

en la seccidn anterior sera conocido, de ahora en adelante, como A([w]*%).
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DeriNiciON II1.11. Sea 7 un ideal.

= Sean a,b C w. Diremos que a y b son casi disjuntos médulo 7 sianb € 1.

= Sea &/ C p(w). Diremos que </ es una familia casi disjunta méodulo 7 si &/ N7 =@y
(Va,be of)anbe ).

= ¢/ es una familia casi disjunta maximal médulo 7 si es una familia casi disjunta médulo
7 y es C-maximal.

= Definimos el invariante cardinal a(Z) como la minima cardinalidad de una familia infinita
que es casi disjunta maximal médulo 7. Es decir,

a(l) = min{/l|(342f C p(w)(w < || = AN es casi disjunta maximal médulo 7)}.

De acuerdo con la definicion anterior, tenemos que nuestro viejo conocido a no es otra cosa que
a([w]=®). De esta forma, el resultado principal de la seccion anterior es justamente la afirmacion
de que A([w]™) < a([w]=*). Nos gustaria generalizar esto a cualquier ideal 7, de modo que la
siguiente pregunta que surge de manera natural es si serd cierto que A(J) < a(J), para cualquier
ideal 7. El objetivo principal de esta seccidon es mostrar que la respuesta a esta pregunta es “no”.
Esto lo haremos construyendo una familia de ideales 1 para los cuales es relativamente consistente
con ZFE que a(7) < A().

Nortacion II1.12. De ahora en adelante, N = (;,-) € “w sera una sucesion estrictamente creciente
tal que =

lim —=L =1,
1= Mgy = Mg
Hay una amplia variedad de sucesiones de este estilo (de hecho, hay ¢ de ellas). Por ejemplo,

2 .
n; = 2" funciona.

DEermnicion II1.13. Definiremos un ideal basado en la sucesion N, de la siguiente manera:

lim |A N [, n51)] _ O}.

im0 My — Ny

I(N) = {Agw

Veamos que en efecto 7(N) es un ideal. Claramente, @ € 7(N), luego 7(N) # @. Sea ahora

A € I(N)y B C A. Entonces, para cada i < w tenemos que |B N [n;, ni41)| < |A N [n;,n41)| y por lo
tanto 1fm B0l < )y A0 )]
i—o0 i+1 1 i—oco i+l

Dado que en este caso A,B\ A € I(N), podemos suponer sin perder generalidad que de hecho

= 0, entonces B € 7(N). Supongamos ahora que A, B € 7(N).

A N B = @. Pero en este caso,
AUB)N [n;,n; . AN [n,n; . |BN[n;,n;
lim I ) N [, 0| :hml [ni, i) +11m| [ni, i) —040=0,

=00 Ny —n; =0 My — N im0 Mg — N

luego A U B € 7(N), esto completa la prueba de que 7 (N) es un ideal.
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Lema II1.14. Para cada n € S(I(N)), es posible encontrar un B € I(N) tal que, para cada
i <, w[[ni,nig) \ B] C 1, niy).

DEMOSTRACION. Sean

Bt = n< a)|n,- <n<npg Anr(n) > ni),

i

i
S

{n< w|nl~ <n<ngy An(n) <nigq}

En caso de que B* U B~ € J(N), este conjunto funcionaria como asegura el lema y habremos
terminado. En caso contrario, hemos de tener que B* ¢ 7(N) o B~ ¢ I(N).

Supongamos primero que B* ¢ 7(N). Ello implica que hay un € > 0 y un Y € [w]“ tales que

B* N [n;,n;
| [ i z+1)| > e

iy — N

(Vi € Y)(

Adelgazando adecuadamente a Y (por ejemplo, tomando el primer i € Y y escogiendo j € Y tal que
n[B* N [n;,ni1)] € nj, quitando de Y los elementos que estdn entre i y j y repitiendo el proceso
para j (i.e. escogiendo k € Y tal que n[B* N [n;, n;y1)] C ny), y asi sucesivamente, puedo adelgazar
adecuadamente a Y de modo que me siga quedando un conjunto infinito), puedo suponer que, para
cadai,j€ Y coni < jyparacadam € B N [n;, n;) se satisface que n(m) < n;. Esto implica que
n[BT] N [ni,n)) = x[B™ N [0, ni)].

Asi, tomemos i, j,k € Y coni < k < j. Notemos que n[B*] N [ng, ny1) € BT N [n44, 1)) =
n[B* N [n;,ni1)], y este ultimo conjunto tiene tamano < n;; — n;. Es por ello que (debido a que
i<k

Niv2 — Nip1 ) \Niy3 — Niy2 Njey1 — Mg

+ .

In[B*] N [, nis1) Ny — N iy — N Niyp — Nt Mg — Ng—1 | i»eo

< = e =" — 0
N1 — N Ny — Ny

Esto significa que n[B*] € 7(N), lo cual es una contradiccion con el hecho de que B* ¢ I(N)
y 1 € $(Z(N)). Un argumento exactamente idéntico, pero cambiando 7 por 77! nos muestra que
tampoco puede ser cierto que B~ ¢ Z(N). Por lo tanto, B, B~ € I(N) y entonces B := B* U B~
atestigua lo asegurado por el lema. 3

Este lema resultard ser de crucial importancia més adelante. Basicamente, es en la anterior

Ni+1—Ni

demostracion el tnico lugar donde se utiliza el hecho de que lim = 0. En adelante, co-
11—

oo Ni+27Ni+1

menzaremos a averiguar mas de cerca el valor de A(Z(N)). Para ello, haremos uso de un par de

definiciones que nos permitiran simplificar los argumentos.
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DerniciON II1.15. Sean o, w € §,. Definimos el siguiente conjunto:
N.C.(0, 1) := {n < w|o(n(n)) # n(c(m))},

y, dado un ideal 7, diremos que o y 7 casi conmutan modulo 7 si y sélo si N.C.(o,7) € 1.

Sean 7 un ideal y o, 7 € $(J). Supongamos que o y & casi conmutan médulo 7. Entonces,
ello significa que o y no tan solo difieren en una cantidad “pequena” de valores, segun 7. De
esta forma, podemos obtener or multiplicando mo- por una permutacion que tan sélo mueva una
cantidad de elementos en 7. En otras palabras, las clases laterales o’[F(Z) y nlF(Z) conmutan en el
grupo cociente $(7)/F (7). Luego, para obtener subgrupos abelianos maximales de $(Z)/F(Z), en
general bastara con obtener subconjuntos de $(Z) maximales respecto de la propiedad de que todos

sus elementos casi conmutan méodulo J entre si.

ConstrucciON II1.16. Comencemos a partir de un G € $(Z(N)), que sea un subconjunto ma-
ximal respecto de la propiedad de que sus elementos casi conmutan médulo 7(N). Tomemos
nm € G\ F(Z(N)). El lema III.14 nos asegura la existencia de un B € 7(N) tal que, para cada
i < w, m[[n;,ny1) \ B] C [n;,n:41). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B € Mov(r),
de modo que para cada i < w y para cada j € [n;,n;y1) \ B, se cumple que j # n(j) € [n;, niy1).
Dado que, para cada i < w, tenemos que 7 [ ([n;,n;+1) \ B) es una inyeccidn con rango [n;, niy1),
entonces podemos elegirun 7 € S, talque 7 [ (w\ B) =7 [ (w\ B) y tal que, para cada i < w,
T I [n,ni41) € Spyn,,) (es decir, T € Py, de acuerdo con la notacion 11.10). De esta forma, es claro
que Mov(t™'nr) C B € I(N), por lo tanto, TF(Z (N)) = zF(Z(N)) # F(Z(N)).

En este momento, para cada Z C w, elijamos un 7 € S, tal que

)5 J i» Miy €7
(ﬂz rw\[U[m’nHl)mBD(]’) |t ie i aie
e Ji JE€Miuni)\BANigZ

Es decir, que parai € Z, 7 [ [n;,ni1) = 7 [ [mi,niy), parai € Z, nz | ([ni, nis1) \ B) = idpy 08

y que iz | (B N Uln;, n,-+1)) sea una endobiyeccion arbitraria.
i¢Z

Ahora, enfoquémonos a demostrar que, para cada Z C w, n; € (7). Para ello, fijemos Z C w,
tomemos un A C w arbitrario y notemos que |A N [n;, ni1)| < |7z[A] N [ng, ni)| + BN [ng, nig)l, y a

la vez |m,[A] N [n;, niyy)| < JA N [1;, ni00)| + |B N [, ni41)]. Dado que lim —'BQF”;T;I)' = 0, esto implica
1—00 i+ i
que
A N [n;,n; o mz[Al 0 [y, ny
Hl’l’ll [ i l+1)| — 0 hml Z[ ] [ i t+1)| :0,

im0 Mg — N i—00 N1 —n;
ie.que A € I(N) < mnz[A] € I(N). Esto implica que n; € $(J(N)). Més atin, dado que
Mov(t) ¢ T(N) (pues ya dijimos que TF(Z(N)) ¢ F(Z(N)), entonces hay une > 0y un X € [w]®
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tal que

[{m € [ni,ni+1)|7'(m) # mj| _ [ Mov(7) N [1;, ni11)| -

iy — N iy — N

MieX)

En este momento, nos interesa demostrar que si Z, W C X son tales que |Z A W| = w, entonces
nzF(L(N)) # nawF(ZT(N)). Como Z A W es infinito, entonces o bien Z \ W o bien W \ Z es infinito,
supongamos, sin perder generalidad, el primer caso. Seai € Z\ W,y j € [n;,n;41) \ B. Entonces,
comoi ¢ Wy j ¢ B, tenemos que my(j) = j. Como i € Z, entonces nz | [n,ni1) = 7 |
(1, ni01) € Sinn,- Luego, n7' (mw())) = 7, (j) = 7'(j), el cual es # j siy solo si 7(j) # j. De
esta forma, para una infinidad de i < w (pues esto se cumple para cada i € Z \ W), tenemos que
| Mov(r,'mtw) N [ni,ni41) \ Bl = [Mov(t) N [n;,ni41) \ Bl. En particular, dado que B € I(N), si
tomamos 0 < § < g, existird un m < w tal que para cada n > m se satisface

|B N [n;,n41)] <

Ny — N

0

luego, para cadai € Z \ W que sea > m (hay una infinidad de tales i), se cumple que

| Mov(n,'tw) N [y, nig )l | Mov(n,'yw) N [n, nip1) \ B
Nyl — N - Niyp — Ny
_[Mov(7) N [n;,ni1) \ Bl
- Niyl — 1
_ | Mov(7) N [1, i)l 1B N [y, i) Se—§>0,
Niy1r — 1 Nit1 — N

lo cual implica que

Mo 1 N |n;,n;
lim(l V(' mw) N [n n+1)l) 20
Niy1 — N

y por lo tanto Mov(r;'mry) ¢ 1(N), es decir, nzF(Z(N)) # nwF(I(N)).

Dado que es posible encontrar una familia .% C ¢(X) tal que (YA, B € .7 )(|A A B| = w) con
|#| = ¢ (por ejemplo, definimos, para A,B C W, A =" Bsiy sélosi |A A B| < w, vemos que ="
es una relacion de equivalencia y que cada clase de equivalencia tiene sélo una cantidad numerable
de elementos, y por lo tanto basta tomar .# un conjunto completo de representantes médulo =*),
podemos concluir que el conjunto {rz[F(Z (N ))|Z C X} nos proporciona ¢ elementos distintos de
S(I(N)/EI(N)).

Teorema I11.17. A(Z(N)) = .
DEemosTrACION. Tomemos un subgrupo abeliano maximal de $(Z(N))/F(Z(N)) arbitrario, llamé-

moslo G/F(Z(N)). Entonces, tenemos que G serd un subconjunto de $(7(N)) maximal respecto de

la propiedad de que sus elementos casi conmutan médulo 7 (N). Tomemos, entonces, {7TZ|Z C X}
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como en la construccion I11.16. Si demostramos que G contiene a {7rZ|Z C X}, entonces G/F(Z(N))

tendra cardinalidad por lo menos (y por lo tanto, igual a) ¢. Esto nos daré el resultado del teorema.

Sea, entonces, Z C w e intentemos demostrar que 7z € G. Para ello, tomemos p € G arbitrario y
demostremos que 7z casi conmuta con p, al ser G maximal esto nos permitird concluir que 7 € G.
Por el lema II1.14, hay un C € 7(N) tal que, para cadai < w y para cada j € [n;,n,.1)\ C, se cumple
que p(j) € [n;, ni1). Dado que p y 7 casi conmutan médulo 7 (N) (debido a que p, m € G), entonces
tomemos un D € I (N) tal que (Vj € w \ D)(p(n(j)) = n(p(j))). Dado que p € $(J(N)), entonces
p '[B] € I(N) (en donde, nuevamente, B € 7(N) es como en la construccion III.16). Luego,
tenemos que E := BUp '[BJUCUD € I(N). Quisiéramos demostrar que N.C.(7z, p) C E € I(N).
Tomemos entonces j € w \ E. Seai < w tal que j € [n;,n;;1). Hay dos casos:

1: i € Z: En este caso, nz(j) = 7(j) = n(j), debido a que j ¢ B. Ademds, dado que también
Jj ¢ C, entonces p(j) € [n;,n;11), y como j ¢ E entonces p(j) ¢ B, de modo que nz(p(j)) =
n(p())) = p(n(j)) = p(nz(j)) (la igualdad de enmedio se debe a que j ¢ D).

2: i ¢ Z: Entonces, dado que j,p(j) ¢ B, tenemos que nz(j) = jy como j ¢ C entonces
también p(j) € [n;, n;;1). De esta manera, 7z(p(j)) = p(j) = p(rz(j)).

De esta forma, N.C.(7z, p) C E y por lo tanto 7z casi conmuta con p. Luego (VZ C X)(nz € G)
y por lo tanto G/F(Z(N)) tiene cardinalidad c. Esto demuestra el teorema. 3

El siguiente teorema establece que, a diferencia de A(Z(N)), a(Z(N)) podria ser mas pequefio

que c.

TeoremMa II1.18. a(Z(N)) < a.

DEMOSTRACION. Sea .o/ una familia maximal casi disjunta de tamafio a. Ahora, para cada a € o7, sea

a* = lni,nip); y sea o7 = {a*
i€A
/" es una familia de tamafio a. Dado que cada a € o/ es infinito, entonces cada a* ¢ 7 (N) (pues
la*N[ni,nis)|
Nit1—N;

por lo tanto a* N b* es la unién de una cantidad finita de [n;, n;,1) y por lo tanto también es finito, en

a € o/}. Claramente, si a,b € </ y a # b entonces a* # b*, luego

paran < w,n € a = = 1). Ademas, dados a, b € o distintos, entonces a N b es finito y
particular a* N b* € I(N) (notemos que claramente [w]<“ € 7(N)). Luego 7" es una familia casi
disjunta médulo 7 (N), asi que bastard demostrar que es maximal. Sea, entonces X ¢ 7(N). Esto
significa que hay un &€ > 0 tal que el conjunto

N X N [n;,n;
X::{i<a)| [l l+1)|28}
niy1—n;
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es infinito. Dado que <7 es maximal casi disjunta, existe un a € < tal que a N X es infinito. Pero,
para cada i € a N X, tenemos que

[(a* N X) N [n;,n) _ 1X N [n, nig)l > s

iy — N N1 — N

(la igualdad se debe a que i € A, la desigualdad a que i € X), lo cual implica que lim W *

0y porlotanto a* N X ¢ IT(N). Luego «7* U {X} ya no es casi disjunta médulo 7 (N). Entonces .o/*

es maximal y de tamafio a, que es lo que queriamos demostrar. g

Tan pronto como veamos que consistentemente a < ¢, habremos demostrado el resultado prin-
cipal de esta seccion, a saber, que es consistente que a(Z(N)) < A(Z(N)). Pero lo que necesitamos
no es mas que un resultado clasico en el mundo del forzamiento.

TeoremMA II1.19. Sea M £ ZFE + HC y sea I € M. Sea G un filtro Fn(1, 2)-genérico sobre M.
Entonces, M[G] E a = w;.

DemosTRACION. En M, definiremos con cuidado una familia casi disjunta maximal </ y veremos
que ésta sigue siendo maximal en M[G]. Notemos primero que, si X C w en M[G], entonces hay
un /y € I numerable tal que, si Gy := G N Fn(ly, 2), entonces X € M[Gy]. En efecto, tomemos X un
nombre bonito para subconjunto de @. Entonces, hay anticadenas A, de Fn(/, 2), para n < w, tales
que

X = U({h} X A,).

n<w
Sea I := U{dom(p)|(3|n < w)(p € A,)}. Dado que Fn(/, 2) tiene la c.c.c., entonces cada [A,| < w,
con lo cual |Ij| = w en M. De esta forma, dado que cada A,, € Fn(/y, 2), entonces X esun Fn(1,, 2)-
nombre y X € M[G]. Por esta razén, para ver que < es maximal en M[G], bastara suponer sin

perder generalidad que I = w.

Procederemos ahora a construir .«7. Sus elementos, As C w, seran elegidos recursivamente.
Para empezar, aprovechemos que M £ HC para enumerar todos los (p, 7) tales que p € Fn(w, 2)
y 7 es nombre bonito para subconjunto de @, de modo que (p¢, T¢), para w < & < w;, sean todos
esos pares. Para n < w, elijamos A, cualesquiera conjuntos disjuntos. Ahora supongamos que
conocemos A, paran < &, con w < & < w;. Entonces, elegiremos A; que satisfaga las siguientes

dos caracteristicas:

1. (Vn <&(A, NAg < w),y
2. Siempre que se satisfaga p; F “|t] = @7y (VY < E)(pe F “re N Avn| < &), entonces se
tiene que (Vn < w)(Vq < po)(Ar < @)(Fm = n)(m € A A1 Ik “T € T7).
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Para ver que en efecto podemos elegir un A; con esa propiedad, supongamos que se cumple el
antecedente de la segunda condicion (ya que de lo contrario, bastard elegir un A, casi disjunto con
el resto de los A,). Sea {B,~|i < w} una enumeracién de {A,]|77 < &ty {(ny, qi>|i < w} una enumeracion
de w X {q|q < pe}. Debido a la suposicion, para cada i se tiene que

gi F “lte \(BoU--- U B)| = &7,

luego podemos elegir un r; < g; y m; > n;tal que m; € By U ---U By y r; = “ni; € 7. Hacemos
Ag = {ml-|i < w}, claramente por construccion A es infinito y casi disjunto con los A,,, y ademas se

cumple el consecuente de la segunda condicidn.

Veamos ahora que o/ := {A§|§ < wﬁ” } sigue siendo maximal en M[G], en donde G es un
Fn(w, 2)-genérico sobre M. Si </ no fuera maximal en M[G], entonces habria un par (p;, 7¢) tal
que pg € G, pe Ik “ltel = @7y pe F “(VX € &)(Ite N X| < ©)”. Esto es, en la etapa en la que
se construyd A, por recursion, se cumplia el antecedente de la segunda condicion. Pero también se
cumple, en particular, que p; I+ [T N Avésl < @, de modo que hay un g < p, y un n < w tales que

q - “Té: N A/g - ﬁ”,

lo cual contradice que

(Ar < @)(@m > n)(m € A A1 - 1h € Ty).
|

Cororario II1.20 (Shelah-Steprans). Es relativamente consistente con ZFE que a(Z(N)) <
A (N)).

DEemosTrACION. Témese, por ejemplo, I = w, en el teorema anterior. Entonces, dados los teore-

mas III.17 y III.18, el resultado es inmediato. g

3. Una cota inferior para el cardinal A([w]**)

En esta seccidn, nuevamente retomaremos el ideal [w]=“, y acotaremos por abajo al cardinal

A([w]=*). Para ello, habremos de introducir un par de notaciones.

Derinicion 111.21.
= Parar e S,y X C w, definimos la 6rbita de X bajo 7 de la manera siguiente:

6rbo(X) = {r'(x)]i € Z A x € X}
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= SiSCS,yX Cw, definiremos

6rbs(X) = {[]_[ n{f)(x)

i=1

= mxeXAne(S) = U U orb({x}).

ne(S) xeX

n<w/\x€X/\7r,~€S/\jl-e{—1,1}}

= Para S C S, definimos el conjunto de érbitas bajo S como
Qs = {6rbs({nh|n < w}.

Lema II1.22. Sea H/F un subgrupo abeliano maximal de S ,|F. Supongase que existe S =
{my,...,m,} € [H]"“ y el conjunto {|a||a € Qg} es infinito. Entonces, |H/[F| = .

DEMOSTRACION. Para j < w sea A; := [J(Qs N [w])) = {n < w||6rbs({n})| = j}. Notemos que
o ={A j|2 < j < w} es una familia de conjuntos disjuntos a pares, que ademds por hipdtesis es
infinita. Para cada @ # A; € 7, elijamos algin j* < n tal que 7 [ A; # idy, (el cual existe ya que
si, por el contrario, para cada j* < n se tuviera que 7 [ A; = idy,, entonces tendriamos que j = 1).

Paracada F : o — 2, sea 0y € S, dado por

mi(k); ke A;ANF(A) =1
Or(k) =1 o
k; otro caso.

(es claro que 6y € S, debido a que cada A; es union de 6rbitas de S). Notemos que (claramente)
0 =" 6; > F =* G. Por lo tanto, {GF[F|F : @/ —> 2} es un conjunto que contiene [“2| = 2¢ = ¢
elementos distintos. Asi, si mostramos que cada m € H casi conmuta con cada uno de los 6, la
maximalidad de H/F implicard que cada 8rF € H/F y por lo tanto |H/[F| = ¢.

Tomemos entonces 7 € H,y F : o/ — 2,y demostremos que N.C.(0r, 1) € [w]*“. Sea j lo

suficientemente grande como para que

[O N.C.(ﬂi,ﬂ')] n (O A,'J C OAi
i=1 i=1 i=1

(que existe ya que el conjunto de la izquierda es finito). Luego, si k > j entonces para cada 1 <
i<n,nm| Aymn [ Ay conmutan. Asi, para mostrar que N.C.(6r, ) es finito, bastard mostrar que

7 | Ay € S4, para cada k > j, pues de esta forma, para m € Ay, tendremos que m(m) € Ay, luego
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tanto j como 7(j) caen en el mismo caso en la definicion de 6. Esto es,

n(m-(m)); k€ A;AF(A;) =1

n(0r(m))
nm(m); otro caso

m(n(m)); k€ A;AF(Aj) =1

Or(t(m)); otro caso
Or(n(m)),

J
y esto implicard que N.C.(0r, ) C | J A,.
i=1

Asi, enfoquémonos a demostrar que, para k > j, m | Ay € S4,. Pero si a € Ay, entonces, debido
aque a ¢ N.C.(7r;, m) para 1 <i < n, entonces 7 | 6rbs({a}) es una biyeccion desde 6rbgs({a}) hasta
orbs({m(a)}) (pues para o € (S), n(o(a)) = o(n(a))). Asi, si tuviéramos que m(a) € A; para algin
[ # k, entonces necesariamente tendriamos que |6rbs(a)| = k # |6rbgs(m(a))|, lo cual contradice que
7 es una biyeccion. Oy

DeriniciON II1.23. m Pararn € S, definimos
I(7) := {n < w|lérb,({n})| = w).
s Para S C S, definiremos

1S = | obstim) = trom| Qo € S)(61be(mh)] = w) A7 € (S)).

oeS mel(o)

Notemos que, para S C S, se cumple que m ¢ I*(S) < orbs({m}) N I"(S) = 2.

A continuacién enunciaremos, sin demostrarlo, un lema que nos serd de utilidad al momento
de demostrar el teorema principal de esta seccion. La demostracion resulta ser bastante larga, e
incluirla en el presente trabajo muy probablemente nos distraeria del objetivo principal de esta
seccion, que es demostrar la desigualdad p < A([w]=?).

Lema I1.24. Sea H C S, un subgrupo no numerable, maximal respecto a la propiedad de que
sus elementos casi conmutan entre si. Si |H| < ¢, entonces [w]=“ U {I*(S)} genera un ideal propio.

Se[H]<®

DemMosTrACION. Consultar [22, Lemma 3.5, pp. 206-207]. g

Dernicion 111.25. Una involucion es una funcién 7 : A»» A con A C w tal que 7 o 1 = id,.
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Teorema II1.26 (Shelah-Steprans). Sea H/F < S ,/F un subgrupo abeliano maximal no nume-
rable. Entonces, |H| > v (es decir, se cumple que A([w]=“) > p).

DemostrAcION. Sea H/F € S,/ un subgrupo abeliano maximal no numerable, y supongamos que
|H/[F| < p.Definamos el siguiente preorden [P:

P:={p= (h”,S")|hp es una involucion finita A S” € [H]™“},
en donde consideraremos que p < g siy solo si se cumplen las siguientes cuatro condiciones:

1. h? 2 hi,

2. 87 2 89,

3. dom(h” \ k)N I"(S?) =2,y

4. siempre que j € dom(h” \ h?) y o € 8%, se cumple que o(j) € dom(h” \ h?) y o(h’())) =
h? (o ()

Veamos que en efecto P es un preorden. La relaciéon < es claramente reflexiva, veamos ahora
que es transitiva: supongase que p < gy g < r. Para probar que p < r, las primeras dos condiciones
son inmediatas. Para la tercera condicion, notemos que dom(A” \ i) = dom(h” \ h?) U dom(h? \ h"),
luego basta ver que cada uno de los dos conjuntos del lado derecho son disjuntos con 7*(S"). El
segundo lo es por hipétesis. El primero es disjunto con I*(S87), pero el hecho de que §" € &7
implica que I*(S") € I"(87) y eso implica lo deseado. Finalmente, para ver la cuarta condicion,
tomemos o € 8"y j € dom(h” \ k). Si j € dom(h” \ h?), entonces como o € 8" C 8§, por
hipétesis o(j) € dom(h” \ h?) € dom(h” \ h") y ademds o(h”(j)) = h”(o(j)). Por otra parte, si
j € dom(h? \ h"), entonces automaticamente (por ser o € S") o(j) € dom(h? \ h") C dom(h” \ k") y
o(hi(j)) = hi(o())), pero hi(j) = h*(j), y por lo tanto la condicién se cumple. Entonces, p < ry P
es, en efecto, un conjunto preordenado.

Ahora queremos ver que [P es un preorden o-centrado. Notemos primeramente que si p,q € P
son tales que h” = h?, entonces es inmediato que (h”, S” U 87) € P es una extensién comun para p
y g. Por lo tanto, dada una involucién finita 4, sea

Gy = {p € P|3S € [HI"*)(h, S) < p)}.

Es claro que cada G, es cerrado por arriba, y si p,q € G, entonces hay 8,8 € [H]“ tales que
(h,S) < py(h,S’) < g, de donde inmediatamente se sigue que (h, S U S’) es una extension comiin
para p y g. De modo que, para cada involucién finita A, el conjunto G, C P es un filtro. Dado que
tan s6lo hay una cantidad numerable de involuciones finitas, podemos suponer que {h,,|n < w}esel

conjunto de todas ellas. Entonces, el preorden P = (J G, es la unién de una cantidad numerable
n<w
de filtros, y por lo tanto es o-centrado.
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Ahora bien, para cada r € S, el conjunto D, := {p € [P|7r € S”} claramente es denso. Por
otra parte, para n < w, aseguramos que el conjunto E£, := {p € lP|n € dom(h”) U I*(SP)} también
es denso. Para convencernos de ello, tomemos p € P y supongamos que n ¢ I*(S”). Entonces,
dado que, para cada o € (S) se tiene que o(n) ¢ I*(S”), es facil comprobar que 6rbs»({n}) es
finito (se puede hacer por induccién sobre |S”|, debido a que si o € S” entonces 6rbs,({n}) =*
Orb,(6rbss\ (- ({1})), siendo el conjunto del lado derecho finito por hipdtesis inductiva). Sea entonces
h = h? U idsw g (gnprdomry Y ¢ = (h, SP). Entonces, g € E, y ademds se tiene que ¢ < p: las dos
primeras condiciones se cumplen de manera obvia, la tercera es debido a que 6rbsy({n}) N I*(S?) =
@, y la cuarta se cumple debido a que 4 es la identidad en dom(# \ h”).

Ahora mostremos que, paraw € H, k < w, los conjuntos D, := {p € [P|(Elj > k)(h’(j) # n(k))}
son densos en P. Sea p € P. Por el mismo razonamiento de hace un momento, cada 6rbs({n}) que
sea disjunto con I*(SP) es finito. Mds atn, por el lema II1.22, si { |a||a € Qqr} es infinito, entonces

¢ > p > |H| = ¢, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, {|a|la € Qs»} es finito. Ahora bien, como
|H| < ¢, el lema I11.24 implica que {I*(S)|S € [H]*“} U [w]=* genera un ideal propio. Luego, I*(S”)
tiene complemento infinito. Entonces, {|a||a € Qgqr} es finito, pero como hay una infinidad de n < w
en los a que son finitos, ha de existir una infinidad de a € Qg» que tienen la misma cardinalidad

(finita). Esto significa que puedo encontrar {A, B} € [Qs,]* tales que
g que p q

1. A = 6rbs»({n}), B = 6rbgy({m})

2. A, B son disjuntos de I*(S?).

3. A, B son disjuntos de h”.

4. k < min(A), k < min(B).

5. La funcién @ : A — B dada por ®(n(n)) = n(m), para cada € (o), es una biyeccion.

Entonces, hay dos casos: el primero es que ® = 7w [ A. Entonces, definimos 27 = h” U idy y
q = (h,8?). El segundo caso es cuando ocurre lo contrario, entonces hacemos h = h» U® U @'y

q = (h,8”). En ambos casos es claro que ¢ < p y por lo tanto g € Dy.

Ahora bien, dado que por hipdtesis (tomando en cuenta que |F| = w) se tiene que |[H| < p =
n< w}U{D,,,k|7r € HAk <

w}, ha de existir un filtro G que es Z-genérico (pues |Z| = |H| < p). Sea 71 : w — w dado por

m(o — centrado) (por el teorema 0.29), entonces si Z = {D,r|7r € HYU{E,

. JP(); (Ap € G)(j € dom(R?))
() =1
Ji otro caso.

El hecho de que G es filtro implica que 71 estd bien definida. Es fécil ver que nrg € S, debido a que

es una unioén de involuciones finitas a las cuales se les “pega” un fragmento de id,. Aseguramos
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que ngF conmuta con cada elemento 7 € H/F. Sea p € G con 7 € S”, y supongamos que
Jj € w )\ dom(h”). Entonces, hay dos casos:

1: Para algin g € G, j € dom(h?). En este caso, sin perder generalidad puedo suponer que
q < p, por lo tanto, al ser j € dom(h?\ h”)y m € S§”, puedo concluir que w(h4(j)) = hi(n(j)),
y también se cumple que n(j) € dom(h? \ h”) C dom(h?), por lo que ng(n(j)) = hi(n())).
Por lo tanto, (g (j)) = 7(h9(j)) = h(x(j)) = nG(x())).

2: En otro caso, dado que £; N G # @, entonces ha de existir un ¢ € G con j € I"'(87). Sin
perder generalidad puedo suponer que ¢ < p y por lo tanto 7 € §7. Como j € I*(89),
entonces 71(j) € I"(S?). Luego toda extension r € G de g satisface que 7(j) ¢ dom(h") (ya
que si r < g entonces dom(h"\ h9)NI*(S8?) = @). Por lo tanto, 7 (n(j)) = 7(j), y asi tenemos
que 71(ng())) = 7(j) = ng(x(})).

De esta forma, N.C.(rg, 7) € dom(h”) y ns casi conmuta con x. Por la maximalidad de H/F, esto
implica que ngF € H.

El problema ahora es que G también intersecta a todos los D, paran € H, k < w, lo cual impli-
ca que, para cada w € H, claramente 7 # 7, y esto contradice el hecho recientemente demostrado

de que ng[F € H. Por lo tanto, ha de tenerse que |H/[F| > p. ‘:!

De esta forma, los resultados obtenidos en esta seccion junto con los de la primera seccion, nos
permiten asegurar que ya tenemos bastante informacion acerca del cardinal A([w]<*): sabemos que
éste se encuentra entre p y a.
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En una primera aproximacion, la principal conclusion del presente trabajo de tesis es que existe,
o puede existir, una fuerte interaccion entre el dlgebra y la teoria de conjuntos. Tradicionalmente, se
piensa que la “codificacion” de los objetos del dlgebra en términos de conjuntos no es mds que un
artificio para formalizar estas nociones, sin consecuencias a la hora de atacar problemas “reales”,
problemas “genuinamente matematicos”, que surgen de manera “natural”. Sin embargo, es de es-
perar que la presente tesis muestre como es que ciertos problemas, que surgen de manera natural en
el dlgebra, reflejan la estructura conjuntista de los objetos del dlgebra de una manera tan profunda
que s6lo pueden atacarse con los métodos de la teoria de conjuntos. Un ejemplo claro de esto lo
constituye el problema de Whitehead, que fue atacado en el primer capitulo. La pregunta acerca
de Ext(G, Z) es profundamente conjuntista: se refiere a la exploracion de las posibles funciones
de algtn grupo A en G que satisfacen ciertas propiedades. En otras palabras, estamos explorando
posibles subconjuntos de A X G para cada grupo A. La manera como los grupos y sus morfismos
se definen en términos de conjuntos, tiene como consecuencia que las herramientas de la teoria
de conjuntos resulten de primordial importancia en la exploracion del problema de Whitehead, al
grado de que este ultimo resulté ser indecidible en el sistema axiomatico ZFE.

En los ultimos dos capitulos, se exploran problemas que, si bien conciernen al algebra, clara-
mente son conjuntistas desde el momento de su planteamiento. El grupo simétrico S, es el conjunto
de biyecciones de w en w, de manera que investigar a este grupo necesariamente implica investigar
el conjunto p(w X w). Tan es asi, que el grupo S, tiene cardinalidad 2“, de modo que claramente su
estructura y muchas de sus propiedades deberdn depender del tamaiio del continuo. Por lo tanto, es
de esperarse que muchas de las propiedades del grupo S, varien de acuerdo con los diversos mo-
delos de ZFE que elijamos para trabajar con este grupo. Claros ejemplos de estas propiedades, son
los invariantes cardinales cf(S ) y A([w]®*), mismos que logramos ubicar adecuadamente dentro

de nuestro diagrama de los invariantes cardinales del continuo.

De esta forma, estos son invariantes cardinales que pueden ser iguales al continuo y estrictamen-
te mayores que w; (por ejemplo, en un modelo del axioma de Martin), o bien pueden ser iguales a
w1 (por ejemplo, en un modelo de la hipétesis del continuo). O bien, pueden tomar diversos valores

intermedios, como puede apreciarse claramente en el diagrama.

89



90 CONCLUSIONES

C

a /
\ ™~

A([w]™) b

\/9

w1

Asi pues, en conclusion, podemos asegurar que el conocimiento profundo del sistema axiomati-
co ZFE resultara cada vez mas fundamental para atacar los nuevos problemas que vayan surgiendo
de manera natural dentro del 4lgebra.
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