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Índice alfabético 93
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esto, el Dr. Fernando me apoyó mucho más allá de lo razonable para que yo pudiera realizar mis

estudios en el Posgrado Conjunto de Morelia.

Mención especial merecen las bibliotecas en las cuales obtuve el material de consulta nece-

sario para realizar este trabajo. En primer lugar, deseo agradecer a la Biblioteca del Instituto de
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INTRODUCCIÓN

Es sumamente célebre el resultado comúnmente conocido como segundo teorema de incomple-

titud de Gödel, que afirma que en cualquier sistema axiomático “suficientemente fuerte”, necesa-

riamente habrá proposiciones indecidibles, es decir, proposiciones tales que ni ellas ni su negación

son demostrables dentro del sistema. En particular, dentro del sistema axiomático de la Teorı́a de

Conjuntos, ZFE, debe de haber tales proposiciones indecidibles. Sin embargo, la manera en que

Gödel demostró su resultado consistió básicamente en elaborar, dentro del sistema, una proposi-

ción que en cierto sentido afirmara de sı́ misma que no es demostrable. En virtud de ello, podrı́a

pensarse que todas las proposiciones que son indecidibles resultan ser tan “artificiales” como la

que construyó Gödel, y de hecho, comúnmente los matemáticos tienden a pensar que los proble-

mas que surgen de manera “natural” dentro de la matemática no serán afectados por el mencionado

resultado de Gödel. Sin embargo, lentamente se han ido descubriendo proposiciones matemáticas

genuinas que, pese a haber surgido de manera natural, han resultado ser indecidibles. Una de estas

proposiciones, históricamente el primer ejemplo auténtico de este fenómeno, es la hipótesis del

continuo que asegura que 2ω = ω1.

Actualmente hay numerosos ejemplos de este tipo de problemas o de proposiciones en diversas

áreas de las matemáticas, tales como la topologı́a de conjuntos o el análisis matemático. El objetivo

de este trabajo de tesis es recopilar algunos ejemplos representativos de la aparición de este tipo de

problemas en el área del álgebra. Tres fueron los problemas elegidos. En primer lugar, se describe la

solución dada al problema de Whitehead por S. Shelah. Posteriormente, se eligieron dos problemas

concernientes a invariantes cardinales del continuo que pueden definirse en términos del grupo

simétrico infinito, es decir, el grupo de permutaciones sobre una cantidad infinita numerable de

sı́mbolos. Estos invariantes cardinales son denotados por cf(S ω) y A([ω]<ω), y son cardinales que

se encuentran entre ω1 y 2ω. En este trabajo se presentan buenas cotas superiores e inferiores para

ambos cardinales, ubicándolos adecuadamente en relación a los demás invariantes cardinales del

continuo.

En primer lugar, se escribió un capı́tulo 0 para que éste contuviera todo aquello que, si bien

es necesario para comprender el resto de la tesis, no representa una parte central de la misma,

por lo que convenı́a reportar ese material en un capı́tulo aparte. En la primera sección se habla un

v
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poco de grupos abelianos libres, material utilizado en los capı́tulos I y III. Posteriormente, en la

segunda sección, se introducen aquellos invariantes cardinales del continuo que se utilizarán en los

capı́tulos II y III, demostrando las principales desigualdades que se dan entre ellos. Finalmente,

en la tercera sección se menciona aquello en lo que consiste el axioma de Martin, ası́ como un

importante resultado acerca de preórdenes σ-centrados debido a M. Bell, que se utilizará en el

capı́tulo III.

Posteriormente, el que propiamente es el primer capı́tulo de la tesis está destinado a hablar del

problema de Whitehead, que consiste en caracterizar los grupos abelianos G tales que Ext(G, ) =

〈0〉 (a tales grupos se les conoce como W-grupos, o grupos de Whitehead). La primera sección

es básicamente una discusión que sirve para motivar y plantear el problema de Whitehead. En la

segunda sección, se detallan algunas propiedades, que ya corresponden propiamente a la teorı́a de

grupos, acerca de los W-grupos, que en general son análogas a propiedades que poseen los grupos

abelianos libres. En la siguiente sección se demuestra que los W-grupos numerables son libres,

mientras que en la cuarta sección se generalizan los métodos empleados en la sección anterior, con

el objetivo de investigar el comportamiento y las propiedades de los W-grupos de cardinalidad ω1.

En la quinta sección se demuestra la consistencia (utilizando el axioma de constructibilidad) de que

todo W-grupo de cardinalidad ω1 sea libre, mientras que en la sexta y última sección se demuestra

la consistencia del enunciado opuesto, es decir, de que existen W-grupos que no son libres. En esta

última prueba, se utiliza el axioma de Martin, estableciendo de esta manera que el problema de

Whitehead es indecidible dentro del sistema axiomático ZFE.

A continuación, en el segundo capı́tulo se comienza a trabajar con el grupo simétrico infinito,

es decir, el grupo S ω de biyecciones de ω en ω; y sobre todo, con el invariante cardinal cf(S ω)

definido en base a este grupo. En la primera sección se hablan los hechos básicos acerca de este

grupo, mientras que en la segunda sección se define el invariante cardinal cf(S ω), la cofinalidad

del grupo simétrico infinito, y se comienza a demostrar las primeras propiedades básicas de este

invariante (por ejemplo, que cf(S ω) ≥ ω1, y que es consistente con ZFE que esta desigualdad sea

estricta). En la tercera sección se trabaja con una ligera variante de este cardinal, el cardinal cf∗(S ω),

con ayuda del cual se demuestra que cf(S ω) ≤ d, y se avanza en la investigación de las posibles

cotas inferiores de cf(S ω). Finalmente, en la última sección se expone el resultado principal de este

capı́tulo, a saber, una demostración —debida a Brendle y Losada— dentro de ZFE de la desigualdad

cf(S ω) ≥ g.

Por último, en el tercer capı́tulo se comienza a trabajar con ciertos cocientes del grupo S ω,

fundamentalmente con el cociente S ω/!, en donde ! es el subgrupo (que es normal en S ω) de

permutaciones que mueven únicamente a una cantidad finita de elementos. En la primera sección

se define lo que es el espectro abeliano maximal, A([ω]<ω), y se demuestra que a ≥ A([ω]<ω). En la
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tercera sección se demuestra que p ≤ A([ω]<ω). A manera de intermedio, en la segunda sección se

define lo que es el espectro maximal generalizado A(I), para I un ideal sobre ω. También se define

el número casi ajeno maximal sobre un ideal I, a(I), y se subraya el hecho de que nuestro viejo

conocido a no es otra cosa que a([ω]<ω). Ası́, se demuestra que no puede generalizarse el resultado

de la primera sección, en el sentido de que, si bien a([ω]<ω) ≥ A([ω]<ω), es posible construir ideales

I para los cuales es consistente con ZFE que A(I) > a(I). Esto finaliza el presente trabajo de tesis.

Dada la tasa de aparición, en varias ramas de la matemática, de problemas que requieren un

sólido conocimiento de las herramientas de la Teorı́a de Conjuntos para poder ser comprendidos

y atacados, es de esperarse que lentamente dicho conocimiento vaya tornándose cada vez más

indispensable para el matemático común y corriente. Áreas como la teorı́a de la medida, el álgebra

o la topologı́a de conjuntos se encuentran cada vez más cercanas a la teorı́a de conjuntos, y el

conocimiento de esta última cada vez resulta más indispensable para comprender adecuadamente

las primeras. El presente trabajo de tesis, centrado en el álgebra, espera poder ilustrar de una manera

clara la naturalidad con la que surgen ciertos problemas, que de pronto parecen más conjuntistas

que algebraicos, pero que en ningún momento dejan de ser auténticos problemas matemáticos, que

carecen de toda traza de “artificialidad”.





Capı́tulo 0

Resultados preliminares

El objetivo de este capı́tulo es exponer, a manera de antecedentes, aquellos resultados que, si bien no

resultan ser centrales en el desarrollo de la presente tesis, sı́ se utilizarán posteriormente en el curso de

los argumentos que se presentarán en los sucesivos capı́tulos, y que normalmente no se mencionan en los

cursos estándar de una maestrı́a. La primera sección, acerca de grupos abelianos, contiene material que

se utilizará en los primero y tercer capı́tulos. Las otras dos secciones, que tratan acerca de los invariantes

cardinales del continuo y del axioma de Martin, contienen resultados que se utilizarán prácticamente a lo

largo de toda la tesis.

1. Grupos abelianos

Comencemos por recordar algunos de los principales resultados sobre grupos abelianos y gru-

pos abelianos libres, que nos permitirán tener el lenguaje necesario para plantear el problema de

Whitehead, ası́ como material para investigar el espectro abeliano maximal de algunos cocientes

del grupo de permutaciones de los enteros. Recordemos que cuando se trabaja con grupos abelianos

es común utilizar la notación aditiva. Esto quiere decir que, dado un grupo abeliano A, denotare-

mos a su operación de grupo con el sı́mbolo +. Similarmente, si a ∈ A entonces al inverso de a lo

denotamos por −a (y para abreviar, siempre que tengamos sumas del estilo de a + (−b) las escribi-

remos como a − b); y al elemento identidad de A lo escribimos como 0 (lo cual no debe de causar

confusión). Finalmente, si n ∈  entonces por na entendemos la suma a + · · · + a
︸      ︷︷      ︸

n veces

si n > 0, o bien

la suma −a − · · · − a
︸         ︷︷         ︸

−n veces

si n < 0, o bien al elemento 0, si n = 0. Como una última notación, si B ⊆ A

es un subgrupo de A, entonces escribiremos B ≤ A.

Definición 0.1. Sea A un grupo abeliano.

(i) Diremos que un elemento a ∈ A es de torsión si es de orden finito (i.e. (∃n ∈ !)(na = 0)).

(ii) Definimos la torsión de A como el conjunto tor(A) = {a ∈ A
∣
∣
∣a es de torsión}.

(iii) Decimos que A es de torsión cuando tor(A) = A, y diremos que A es libre de torsión

cuando tor(A) = {0}.
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Es fácil ver que tor(A) es un subgrupo de A: si a, b ∈ tor(A) entonces hay n,m > 0 tales que

na = 0 = mb. Pero entonces nm(a−b) = nma−nmb = m(na)−n(mb) = m0−n0 = 0−0 = 0, por lo

tanto a − b ∈ tor(A) y tor(A) ≤ A. También (casi por definición) se cumple que tor(A) es un grupo

de torsión. Por otra parte, el cociente A/ tor(A) es libre de torsión, pues si a+ tor(A) es un elemento

de torsión en dicho cociente, entonces hay un n ∈  tal que n(a + tor(A)) = na + tor(A) = tor(A),

lo cual significa que na ∈ tor(A) pero entonces ha de existir un m ∈  tal que (mn)a = m(na) = 0,

en donde mn ∈  , lo cual implica que a ∈ tor(A) y por consiguiente ya de entrada se tenı́a que

a + tor(A) = tor(A), es decir, tor(A/ tor(A)) = 〈0〉. Nótese que si B ≤ A es un subgrupo de torsión,

entonces B ⊆ tor(A). Por otra parte, si C ≤ A es un subgrupo tal que A/C es libre de torsión,

entonces tor(A) ⊆ C (pues si a ∈ tor(A), entonces hay un n ∈  con na = 0 y por lo tanto

n(a + C) = na + C = 0 + C = C, de modo que al ser A/C libre de torsión no hay más opción que

a +C = C, i.e. a ∈ C). En otras palabras, tor(A) es el máximo subgrupo de A que es de torsión, y a

su vez es el mı́nimo subgrupo de A que produce un cociente libre de torsión.

Recordemos que los grupos abelianos son exactamente los !-módulos. En particular, si A es

un grupo abeliano y X ⊆ A, entonces el subgrupo generado por X en A (es decir, el ⊆-mı́nimo

subgrupo de A que contiene como subconjunto a X), denotado 〈X〉, es exactamente el conjunto de

todas las !-combinaciones lineales (finitas) n1x1 + · · · + nsxs tales que s ∈ ω (convenimos en que

la “suma vacı́a” con cero sumandos es igual a 0), n1, . . . , ns ∈ ! y x1, . . . , xs ∈ X. Similarmente, si

B,C ⊆ A entonces B +C = {b + c
∣
∣
∣b ∈ B ∧ c ∈ C} es el subgrupo generado por B ∪C en A.

Antes de continuar, estableceremos también algunas notaciones conjuntistas que utilizaremos

de ahora en adelante. Dado un conjunto X y un número cardinal κ, [X]κ denotará al conjunto de

subconjuntos de X de cardinalidad κ y [X]<κ es el conjunto de subconjuntos de X de cardinalidad

< κ. Es decir,

[X]κ = {Y ⊆ X
∣
∣
∣|Y | = κ}

y

[X]<κ = {Y ⊆ X
∣
∣
∣|Y | < κ},

en particular, [X]<ω es el conjunto de subconjuntos finitos de X.

Definición 0.2. Un grupo abeliano A es libre si tiene una base, es decir, un subconjunto X ⊆ A

tal que 〈X〉 = A (i.e. X genera a A) y tal que, siempre que

n∑

i=1

mixi = 0, para
n

{mi}
i=1

⊆ !,
n

{xi}
i=1

∈ [X]n,

se tiene que (∀i ∈ n + 1 \ {0})(mi = 0) (es decir, X es !-linealmente independiente).
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Equivalentemente, un conjunto X es una base para A si y sólo si hay una función inyectiva

i : X ֒→ A que cumple con la propiedad universal de los grupos abelianos libres: dado cualquier

grupo abeliano B y cualquier función f : X −→ B, existe un único morfismo de grupos f̂ : A −→ B

que hace conmutar el siguiente diagrama:

X

∀ f
''NNNNNNNNNNNNNN

�
� // A

∃! f̂

���
�

�

B

En el caso cuando X ⊆ A es una base según lo estipulado en la definición 0.2, la función

inyectiva que cumple con la propiedad universal es simplemente la inclusión. Sin embargo, la equi-

valencia con la propiedad universal nos dice mucho más, pues nos asegura que los grupos libres son

exactamente los objetos libres en la categorı́a de los grupos abelianos. En particular, cualesquiera

dos grupos libres con la misma base X son isomorfos, lo cual se demuestra con facilidad y con la

técnica estándar a partir de la propiedad universal.

Aunque aquı́ no probaremos la equivalencia de estas dos definiciones, sı́ bosquejaremos la de-

mostración de una de las direcciones. Supongamos que X ⊆ A es base según la definición 0.2, sea

B otro grupo abeliano y f : X −→ B una función. Definimos f̂ : A −→ B de la manera siguiente:

tomemos a ∈ A, como 〈X〉 = A, hay enteros n1, . . . , ns ∈  y elementos x1, . . . , xs ∈ X tales que

n1x1 + · · · + nsxs = a; entonces definimos f̂ (a) := n1 f (x1) + · · · + ns f (xs). El hecho de que X sea

 -linealmente independiente nos permitirá asegurar que f̂ está bien definido, es decir, no depende

de la representación de a como combinación lineal de elementos de X (pues de hecho, dicha repre-

sentación será única). Finalmente, la unicidad de f̂ también resulta ser casi inmediata (básicamente,

definimos a f̂ de la única manera posible que permite que el correspondiente diagrama conmute).

Siempre que un grupo abeliano A sea libre con base X, A es isomorfo a la suma directa de copias

de  , tantas como elementos tenga X. Esto es, se verifica que (recordemos que el cuantificador ∀∞

se lee como: “para todo ... salvo posiblemente una cantidad finita”):

A �
⊕

x∈X

 =
(X)
 = { f ∈ X

 

∣
∣
∣(∀∞x ∈ X)( f (x) = 0)}.

Esto puede demostrarse con una idea muy similar a la del párrafo anterior. Dado a ∈ A, se tiene

que a se escribe de manera única como una  -combinación lineal n1x1 + · · · + nsxs de elementos

distintos x1, . . . , xs ∈ X, luego está bien definida la asignación a 7−→ fa ∈
(X)
 , en donde fa(xi) = ni

para 1 ≤ i ≤ s y fa(x) = 0 para cualquier x ∈ X distinto de los xi. Resulta más o menos claro

que esta asignación es una biyección y además morfismo de grupos, por lo tanto un isomorfismo.

Recı́procamente, es claro que los grupos abelianos de la forma (X)
 son libres, con base {ex}

x∈X

, en

donde para cada x, y ∈ X tenemos que ex(y) = δx,y, la delta de Kronecker. También es claro que
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la función i : X ֒→ (X)
 dada por i(x) = ex satisface la propiedad universal arriba mencionada, es

decir, hace que (X)
 sea un grupo libre según la segunda definición que dimos de grupo libre, la que

utiliza la propiedad universal.

Ahora podemos probar el recı́proco de la equivalencia entre las dos definiciones de ser libre.

Supongamos que tenemos una inyección i : X ֒→ A que cumple con la propiedad universal de

los grupos libres. Pero entonces, también x 7−→ ex es una inyección de X en (X)
 que cumple

con dicha propiedad universal, lo cual implica que A � (X)
 y por lo tanto, como vimos en el

párrafo anterior, A es libre de acuerdo con la definición 0.2. Más aún, bajo este isomorfismo, i[X]

debe corresponderse con {ex}
x∈X

y esto significa que i[X] ⊆ A es base para A en el sentido de la

definición 0.2.

Ası́ las cosas, toda la discusión anterior puede resumirse en la siguiente proposición.

Proposición 0.3. Sea A un grupo abeliano y X ⊆ A. Las siguientes condiciones son equivalen-

tes:

A es libre con base X ⊆ A en el sentido de la definición 0.2.

La función inclusión X ֒→ A satisface la propiedad universal de los grupos abelianos

libres.

A �
⊕

x∈X

 .

Estipulemos que el grupo trivial, 〈0〉, es libre con base ∅. Esta estipulación no contradirá los

resultados ni las notaciones anteriores, tan pronto como convengamos en que la suma directa de

grupos abelianos sin ningún sumando es igual a dicho grupo trivial.

Definición 0.4. Sea A un grupo abeliano libre con base X. Definimos el rango de A, como la

cardinalidad |X| de su base.

Esta definición pretende ser análoga a la de dimensión de un espacio vectorial. A continuación

veremos que el rango de un grupo abeliano libre está bien definido.

Proposición 0.5. Si A es un grupo abeliano libre, entonces dos bases cualesquiera de él tienen

la misma cardinalidad.

Demostración. Supongamos primero que A tiene una base X que es finita, y que Y es otra base

de A con |X| < |Y |. Entonces, A �
⊕

x∈X

 . Obsérvese que 2A = {2a
∣
∣
∣a ∈ A} es un subgrupo de A,
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restrinjamos el isomorfismo anterior a 2A. Es fácil ver que dicha restricción nos proporciona un

isomorfismo 2A �
⊕

x∈X

2 , y que al pasar al cociente, tenemos que A/2A �
⊕

x∈X

( /2 ), este último

grupo es de cardinalidad 2|X|. Similarmente, si Y es finito entonces obtenemos que |A/2A| = 2|Y |,

mientras que si Y es infinito entonces |A/2A| = ω, en ambos casos tenemos una contradicción

con el hecho de que |X| < |Y |. Ası́, hemos terminado en el caso en que A tiene una base finita.

Supongamos, por lo tanto, que A tiene una (y por consiguiente todas) base infinita X. Si probamos

que |A| = |X| habremos terminado. Pero sabemos que A �
⊕

x∈X

 =
(X)
 , luego basta probar que este

último grupo es quien tiene cardinalidad |X|. Para f ∈ (X)
 , sea sop( f ) el soporte de f , es decir,

sop( f ) = {x ∈ X
∣
∣
∣ f (x) , 0}. Por definición, sop( f ) ∈ [X]<ω. Más aún, cada f está completamente

determinado por f ↾ sop( f ) : sop( f ) −→  . De esta forma, a cada f ∈ (X)
 le corresponde

de manera biyectiva un único par (Y, g) en donde Y ∈ [X]<ω y g : Y −→  . Hay |X| elementos

Y ∈ [X]<ω y, para cada uno de ellos (salvo en el caso en que Y = ∅, en cuyo caso sólo hay una)

hay ω funciones : Y −→  . Luego hay exactamente |X|ω = |X| elementos en (X)
 , por lo tanto

|A| = |(X)
 | = |X|.

Como corolario de todo lo anterior, para cada número cardinal κ hay un único (salvo isomorfis-

mo) grupo abeliano libre de rango κ, a saber, la suma directa de κ copias de  ,
⊕

α<κ

 . Equivalente-

mente, para cada conjunto X existe un único (salvo isomorfismo) grupo abeliano libre con base X,

a saber, el único grupo abeliano libre de rango |X|.

Lema 0.6. Sean A un grupo abeliano y B ≤ A tales que A/B es cı́clico infinito. Entonces, hay

un C tal que A � B ⊕C (y, más aún, C es cı́clico infinito, i.e. C � A/B). Es decir, B es un sumando

directo de A.

Demostración. Tenemos que A/B = 〈a+B〉. Sea f : 〈a〉⊕B 7−→ A, definido por f (na, b) = na+b. Es

claro que f es un morfismo de grupos. Por otra parte, si n ∈  y b ∈ B son tales que 0 = f (na, b) =

na+ b entonces na = −b ∈ B y luego B = na+ B = n(a+ B); siendo A/B = 〈a+ B〉 cı́clico infinito,

no hay más remedio que concluir que n = 0 y a fortiori b = 0. Luego ker( f ) = 〈0〉, y f es inyectivo.

Además, dado a′ ∈ A entonces a′ + B ∈ A/B = 〈a + B〉, lo cual implica que para cierto n ∈  

tenemos que a′ + B = na+ B. Esto significa que a′ − na ∈ B y por lo tanto (na, a′ − na) ∈ 〈a〉 ⊕ B es

un elemento tal que f (na, a′ − na) = a′, lo cual nos confirma que f es suprayectiva y por lo tanto

es un isomorfismo, de modo que A � 〈a〉 ⊕ B y efectivamente B es un sumando directo de A.
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Proposición 0.7.

(i) Un subgrupo de un grupo abeliano libre es libre.

(ii) Un grupo abeliano finitamente generado y libre de torsión es libre.

Demostración.

(i) Si A es un grupo abeliano libre con base X, entonces A �
⊕

x∈X

 =
⊕

α<κ

 , en donde κ = |X|.

Para cada α < κ definimos Aα :=

(
⊕

δ<α

 

)

⊕

(
⊕

α≤δ<κ

〈0〉

)

. Es decir, Aα = { f ∈ (κ)
 

∣
∣
∣(∀α ≤ δ <

κ)( f (δ) = 0)} = { f ∈ (κ)
 

∣
∣
∣ sop( f ) ∩ (κ \ α) = ∅}. Si B ≤ A, entonces hagamos Bα = B ∩ Aα

(nótese que estamos identificando libremente a A con (κ)
 ). Para cada α < κ, es claro que

Bα = Bα+1 ∩ Aα, luego al pasar al cociente tenemos que Bα+1/Bα = Bα+1/(Bα+1 ∩ Aα) �

(Bα+1 + Aα)/Aα por el segundo teorema de isomorfismo. Pero este último cociente es un

subgrupo de Aα+1/Aα �  , luego Bα+1/Bα es o bien trivial, o bien isomorfo a  (en todo

caso, es libre de rango ≤ 1). Entonces, por el lema 0.6 podemos concluir que, para cierto

bα ∈ Bα+1, se tiene que Bα+1 = Bα ⊕ 〈bα〉 (si Bα+1/Bα es trivial, entonces bα = 0; en caso

contrario bα es tal que Bα+1/Bα = 〈bα + Bα〉). De aquı́ ya resulta claro (tal vez módulo una

inducción transfinita) que

B =

⊕

α<κ

Bα =

⊕

α<κ

〈bα〉 �
⊕

α<λ

 ,

en donde λ = |{α ∈ κ
∣
∣
∣bα , 0}|, en particular B es libre.

(ii) Como parte de la teorı́a de estructura de los grupos abelianos finitamente generados, sabe-

mos que para cada grupo abeliano finitamente generado A existe un grupo libre F (con base

finita) tal que A � tor(A)⊕ F (véanse, por ejemplo, [12, II.2, pp. 76-78] o [25, Teorema 73,

p. 42]). En particular, si tor(A) = 〈0〉, ya resulta claro que A es abeliano libre.

La siguiente es una de las caracterizaciones más útiles de los grupos abelianos libres.

Definición 0.8. Sea π : A −→ B un morfismo de grupos abelianos. Decimos que π se escinde

si existe un morfismo ρ : B −→ A (llamado la escisión de π) tal que πρ = idB.

Es decir, π se escinde sii tiene una inversa derecha en la categorı́a de grupos abelianos. Nótese

que, si π se escinde con escisión ρ, entonces necesariamente π será epimorfismo y ρ será mono-

morfismo. Traduzcamos esto en el lenguaje de las sucesiones exactas cortas. Recordemos que una
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sucesión de grupos abelianos y morfismos como la siguiente

· · ·
fn−2 // An−1

fn−1 // An

fn // An+1

fn+1 // · · ·

se denomina exacta si, para cada n, tenemos que fn−1[An−1] = ker( fn). En particular, una sucesión

〈0〉 // A
f

// B
g

// C // 〈0〉

que es exacta, es lo que conocemos como una sucesión exacta corta. En este caso, la exactitud de

la sucesión implica que f es un monomorfismo (debido a que la imagen de ! : 〈0〉 → A, que es 〈0〉,

debe de ser igual a ker( f )) y que g es un epimorfismo (debido a que el núcleo de ! : C → 〈0〉, que es

todo C, debe de ser igual a la imagen g[B]). Utilizando esta terminologı́a, estamos en condiciones

de enunciar la siguiente definición y el subsecuente teorema.

Definición 0.9. Dada la sucesión exacta corta

〈0〉 // A
�
� f

// B
g

// // C // 〈0〉 ,

decimos que dicha sucesión se escinde por la derecha si el epimorfismo g se escinde, es decir, si

hay un morfismo de grupos abelianos u : C −→ B tal que gu = idC. Similarmente, decimos que la

sucesión se escinde por la izquierda si hay un morfismo de grupos abelianos v : B −→ A tal que

v f = idA.

Con estas definiciones, recordemos un importante teorema del álgebra homológica que nos

ayudará en lo sucesivo.

Teorema 0.10. Sea

〈0〉 // A
�
� f

// B
g

// // C // 〈0〉

una sucesión exacta corta. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La sucesión se escinde por la izquierda.

(ii) La sucesión se escinde por la derecha.

(iii) B = f [A]⊕U, en donde U ≤ B es tal que g ↾ U es un isomorfismo de U en C. En particular,

B � f [A] ⊕C.

Demostración.

(i) ⇒ (iii): Sea v : B −→ A una escisión por la izquierda para el diagrama. Afirmamos que

B = f [A] ⊕ ker(v). En efecto, tomemos b ∈ B arbitrario. Por hipótesis v f = idA, luego

v( f (v(b))) = v(b) lo cual implica que b− f (v(b)) ∈ ker(v), luego b = f (v(b))+(b− f (v(b))) ∈

f [A] + ker(v). Sólo resta ver que la suma es directa. Si b ∈ f [A] ∩ ker(v), ello quiere decir
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que para cierto a ∈ A, f (a) = b ∈ ker(v). Pero entonces 0 = v(b) = v( f (a)) = a y por lo

tanto b = f (a) = f (0) = 0. Ası́, f [A] ∩ ker(v) = 〈0〉 y esto implica que B = f [A] ⊕ ker(v).

Verifiquemos el enunciado correspondiente a g ↾ ker(v). Por hipótesis C = g[B] = g[ f [A]⊕

ker(v)] = g[ f [A]] + g[ker(v)] = 〈0〉 + g[ker(v)] = g[ker(v)]. Por lo tanto, g ↾ ker(v) es

epimorfismo sobre C, y además ker(g ↾ ker(v)) = ker(g) ∩ ker(v) = f [A] ∩ ker(v) = 〈0〉, lo

cual implica que g ↾ ker(v) es monomorfismo y por lo tanto es un isomorfismo entre ker(v)

y C.

(ii) ⇒ (iii): Sea u : C −→ B una escisión para el diagrama. Demostremos que B = f [A] ⊕

u[C]. En efecto, dado b ∈ B, como por hipótesis gu = idC, entonces g(u(g(b))) = g(b),

por lo tanto b − u(g(b)) ∈ ker(g) = f [A], de donde deducimos que b = (b − u(g(b))) +

u(g(b)) ∈ f [A] + u[C]. Sólo resta demostrar que la suma es directa. Para ello, supongamos

que b ∈ f [A] ∩ u[C]. Entonces, existen a ∈ A y c ∈ C tales que b = f (a) = u(c). Dado que

f [A] = ker(g), esto implica que c = g(u(c)) = g( f (a)) = 0, luego b = u(c) = u(0) = 0 y

por lo tanto f [A] ∩ u[C] = 〈0〉. Entonces ya tenemos que B = f [A] ⊕ u[C]. Demostremos

ahora el enunciado referente a g ↾ u[C]. Pero esto es inmediato, pues al ser u escisión de g,

no tiene más remedio que ser monomorfismo, con lo cual tenemos que u : C −→ u[C] es

un epimorfismo y por lo tanto un isomorfismo, cuya inversa claramente es g ↾ u[C].

(iii) ⇒ (i) ∧ (ii): Si B = f [A] ⊕ U con g ↾ U un isomorfismo entre U y C, entonces las

funciones v : f [A]⊕U −→ A dadas por v( f (a)+ u) = a (que está bien definida por ser f un

monomorfismo) y u : C −→ f [A] ⊕U dada por u = (g ↾ U)−1 claramente serán escisiones,

por la izquierda y por la derecha, respectivamente, para el diagrama en cuestión:

〈0〉 // A
�
� f

// f [A] ⊕ U
g

// //

v

gg
id_ZU

Q C //

u

jj m
id_ZU

〈0〉

Con lo que hemos visto hasta ahora, tenemos las herramientas necesarias para demostrar la

siguiente caracterización de los grupos abelianos libres, que nos resultará muy útil en lo sucesivo.

Teorema 0.11. Un grupo abeliano A es libre ⇐⇒ para todo grupo abeliano B, todo epimor-

fismo : B։ A se escinde.

Demostración.

⇒: Supóngase que A es libre, digamos que con base X, y sea π : B −→ A un epimorfismo.

Para cada x ∈ X seleccionamos un bx ∈ B tal que π(bx) = x, luego por la propiedad universal

de los grupos abelianos libres, hay un único ρ : A −→ B que es morfismo de grupos tal que
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(∀x ∈ X)(ρ(x) = bx). Pero entonces, para cada x ∈ X, se tiene que π(ρ(x)) = π(bx) = x, pero

también (∀x ∈ X)(idA(x) = x). Por la propiedad universal de los grupos abelianos libres,

concluimos que πρ = idA y por lo tanto ρ es escisión para π.

⇐: Consideremos un grupo libre F que tenga a A como base, mediante la inyección i : A ֒→

F. Sea, por la propiedad universal de los grupos abelianos libres, π : F −→ A el único

morfismo tal que (∀a ∈ A)(π(i(a)) = a). Por hipótesis, hay una escisión ρ : A −→ F para π,

misma que debe de ser inyectiva. Luego A es isomorfo a un subgrupo de F y por lo tanto

por el teorema 0.7 parte (i), A es libre.

Proposición 0.12. (i) Si A es un grupo abeliano y B ≤ A es tal que A/B es libre, entonces

A � (A/B) ⊕ B.

(ii) En particular, si tanto B como A/B son libres, entonces A es libre, más aún, toda base de

B se extiende a una base de A.

Demostración.

(i) Como A/B es libre, entonces por el teorema 0.11 el epimorfismo canónico A ։ A/B se

escinde. En particular, la sucesión exacta corta

〈0〉 // B
�
� // A // // A/B // 〈0〉

se escinde, y el lema 0.10 nos garantiza que A � B ⊕ (A/B).

(ii) Por el inciso (i), si A/B y B son libres entonces de inmediato (A/B)⊕ B � A lo es. También

es inmediata la parte del “más aún”.

Finalmente, ofrecemos la prueba de un resultado que, posteriormente, resultará tan útil como la

técnica utilizada para demostrarlo.

Definición 0.13. Consideremos una sucesión de conjuntos 〈Aβ

∣
∣
∣β < α〉, para algún α ∈ Ord.

(i) Diremos que la sucesión es una cadena si (∀β, γ ∈ Ord)(β < γ < α⇒ Aβ ⊆ Aγ).

(ii) Diremos que la cadena es suave si para cada ordinal lı́mite β < α, se tiene que Aβ =
⋃

γ<β

Aγ.

(iii) Diremos que la cadena es estricta si para cada β tal que β + 1 < α, Aβ , Aβ+1. Equiva-

lentemente, si reemplazamos las contenciones ⊆ en la parte (i) por contenciones propias

(.
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(iv) Finalmente, diremos que se trata de una cadena de grupos si los Aβ son grupos para todo

β < α, y en tal forma que para β < γ < α se tiene que Aβ ≤ Aγ.

Teorema 0.14. Sea 〈Aβ

∣
∣
∣β < α〉 una cadena suave de grupos tal que A0 es libre y para cada β

que satisface β + 1 < α, se tiene que Aβ+1/Aβ es libre. Entonces, A =
⋃

β<α

Aβ es libre. Más aún, para

cada β < α, A/Aβ es libre.

Demostración. Sea X0 base de A0. Construiremos por inducción transfinita una cadena suave de

conjuntos 〈Xβ

∣
∣
∣β < α〉 tal que para cada β < α, Xβ es base de Aβ. Si conocemos Xβ, entonces en

particular Aβ es libre y, dado que Aβ+1/Aβ es libre, la proposición 0.12 nos asegura que Aβ+1 es libre

y que tiene una base Xβ+1 que es extensión de Xβ. Ahora, supongamos que β < α es un ordinal

lı́mite, y que conocemos Xγ para todo γ < β. En este caso, dado que la cadena de grupos es suave

por hipótesis, tendremos que Xβ =
⋃

γ<β

Xγ será una base para Aβ =
⋃

γ<β

Aγ. Finalmente, notemos que,

una vez construida la cadena 〈Xβ

∣
∣
∣β < α〉, entonces X =

⋃

β<α

Xβ será una base para A =
⋃

β<α

Aβ y por

consiguiente A será libre; más aún, es claro que, para cada β < α, {x + Aβ

∣
∣
∣x ∈ X \ Xβ} será una base

para A/Aβ.

2. Invariantes cardinales del continuo

En esta sección, definiremos aquellos invariantes cardinales del continuo que utilizaremos du-

rante el presente trabajo de tesis. Recordemos que la cardinalidad del continuo es la cardina-

lidad del conjunto de números reales, que casualmente coincide con la cardinalidad del conjun-

to de subconjuntos de los números naturales y que se denota por una letra “c” gótica. Esto es,

c := | | = |℘(ω)| = 2ω. En general, un invariante cardinal del continuo es un cardinal dado por

una definición combinatoria, que suele ser no menor a ω1 y no mayor a c (en particular, asumir

la hipótesis del continuo trivializa a todos estos cardinales). Hay una gran cantidad de invariantes

cardinales del continuo, y las relaciones de orden entre ellos han sido extensamente estudiadas, pe-

ro aquı́ tan sólo mencionaremos aquellos cardinales que habremos de utilizar posteriormente. Para

ello es preciso enunciar algunas definiciones preliminares. Comencemos por definir las nociones

de “casi menor o igual a” y “casi contenido en”.

Definición 0.15.

Dados dos conjuntos A y B, decimos que A está casi contenido en B, lo cual se escribe

A ⊆∗ B, si |A \ B| < ω. Es decir, si de hecho A está contenido en B salvo por una cantidad

finita de elementos.
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Definimos el orden parcial ≤∗ en el conjunto ωω que consta de las funciones : ω −→ ω de

la manera siguiente. Dadas f , g ∈ ωω, tendremos que f ≤∗ g si hay un k ∈ ω tal que para

toda n ≥ k se satisface que f (n) ≤ g(n). Es decir,

≤∗= {( f , g) ∈ ωω × ωω
∣
∣
∣(∀∞n ∈ ω)( f (n) ≤ g(n))}.

Una vez definidas las nociones de ⊆∗ y ≤∗, procederemos a definir aquellos conceptos que

motivan la definición de los invariantes cardinales.

Definición 0.16.

Una familia F ⊆ ωω es no acotada si ¬(∃g ∈ ωω)(∀ f ∈ F )( f ≤∗ g).

Una familia F ⊆ ωω es dominante si (∀g ∈ ωω)(∃ f ∈ F )(g ≤∗ f ).

Una sucesión 〈 fα
∣
∣
∣α < λ〉 de elementos de ωω es una λ-escala si (∀α < β < λ)( fα <

∗ fβ) y

además { fα
∣
∣
∣α < λ} es una familia dominante.

Una familia G ⊆ [ω]ω es densa por grupos si se cumple lo siguiente:

(i) (∀X ∈ G )(∀Y ∈ [ω]ω)(Y ⊆∗ X ⇒ Y ∈ G )

(ii) Para toda partición {In

∣
∣
∣n < ω} de ω en intervalos finitos, existe un A ∈ [ω]ω tal que

⋃

n∈A

In ∈ G .

Una familia A ⊆ [ω]ω es casi disjunta (o casi ajena) si (∀a, b ∈ A )(a , b ⇒ |a∩b| < ω).

A es casi disjunta maximal1 (o maximal casi ajena) si, además de ser casi disjunta, es

⊆-maximal en el conjunto de las familias casi disjuntas.

Una familia I ⊆ [ω]ω es centrada si (∀F ∈ [I]<ω)(|
⋂

F | = ω).

Dada una familia I ⊆ [ω]ω, y A ∈ [ω]ω, entonces diremos que A es una pseudointersección

para I si (∀I ∈ I)(A ⊆∗ I).

En este momento ya nos encontramos en posesión del lenguaje necesario para definir aquellos

invariantes cardinales que utilizaremos durante el desarrollo de la presente tesis.

Definición 0.17.

Se define el cardinal b, el número de acotación, como la mı́nima cardinalidad de una

familia no acotada. Es decir,

b := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃F ⊆ ωω)(|F | = λ ∧F es no acotada)}.

1Usualmente, se dice que A es una familia MAD debido a las siglas de maximal almost disjoint, que significa

“maximal casi disjunta”.
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Se define el cardinal d, el número de dominancia, como la mı́nima cardinalidad de una

familia dominante. Es decir,

d := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃F ⊆ ωω)(|F | = λ ∧F es dominante)}.

Se define el cardinal g, el número de densidad por grupos, como la mı́nima cardinalidad

de una familia de familias densas por grupos con intersección vacı́a. Es decir,

g := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃{Gξ

∣
∣
∣ξ < λ})[(∀ξ < λ)(Gξ es densa por grupos) ∧

⋂

ξ<λ

Gξ = ∅]}.

Se define el cardinal a como la mı́nima cardinalidad infinita de una familia casi disjunta

maximal. Es decir,

a := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃A ⊆ [ω]ω)(ω ≤ |A | = λ ∧A es casi disjunta maximal)}.

Se define el cardinal p como la mı́nima cardinalidad de una familia centrada sin pseudoin-

tersecciones. Es decir,

p := mı́n{λ
∣
∣
∣ (∃P ⊆ [ω]ω)(|P| = λ ∧P es centrada

∧¬(∃I ∈ [ω]ω)(I es pseudointersección para P))}.

Recordemos algunas de las proposiciones elementales que establecen relaciones de orden entre

los cardinales recientemente definidos.

Proposición 0.18. Los cardinales b, d, a y p están bien definidos y se encuentran entre ω1 y c.

Demostración.

Es claro que ωω es una familia de funciones que no es acotada, lo cual muestra que b

está bien definido. Además, dado que |ωω| = c, también es claro que b ≤ c. Ahora, sea

{ fn

∣
∣
∣n < ω} ⊆ ωω una familia numerable, veamos que no puede ser no acotada, es decir, que

es acotada. Sea g : ω −→ ω de modo que, para cada n < ω, g(n) = máx{ fi(n)
∣
∣
∣i ≤ n} + 1.

Dado que, en este caso, para cada n < ω se tiene que {m < ω
∣
∣
∣g(m) ≤ fn(m)} ⊆ n, entonces

fn ≤
∗ g. Esto implica de inmediato que b ≥ ω1.

d está bien definido por la misma razón por la que b lo está, y d ≤ c por la misma razón

por la que b ≤ c. Además, hemos de notar que toda familia dominante es, en particular, no

acotada, lo cual de inmediato implica que d ≥ b ≥ ω1.
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En primer lugar, notemos que hay familias casi disjuntas de tamaño c: si partimos de una

biyección f :  ω, para cada r ∈ ! \ puedo elegir una sucesión de racionales 〈rn

∣
∣
∣n <

ω〉 que sea estrictamente creciente y que converja a r, lo cual nos garantiza que la familia

{{ f (rn)
∣
∣
∣n < ω}

∣
∣
∣r ∈ ! \ } ⊆ [ω]ω es casi ajena. Ahora bien, por el lema de Zorn es posible

extender cada familia casi ajena a una casi ajena maximal, lo cual prueba que existen las

familias casi ajenas maximales y, por lo tanto, que a está bien definido. Notemos en este

momento que |[ω]ω| = c, con lo cual es claro que a ≤ c. Sea ahora A una familia casi

disjunta con |A | = ω. Veamos que A no puede ser maximal: sea A = {an

∣
∣
∣n < ω}, y

escojamos k0 ∈ a0 arbitrario. Inductivamente, si conocemos k0 ∈ a0, k1 ∈ a1 \ a0, k2 ∈

a2 \ (a0 ∪ a1), . . . , kn ∈ an \ (a0 ∪ · · · ∪ an−1), entonces el hecho de ser A una familia casi

disjunta nos asegura que podemos escoger un kn+1 ∈ an+1 \ (a0 ∪ · · · ∪ an). De esta forma,

si a = {kn

∣
∣
∣n < ω}, es inmediato que (∀n < ω)(a ∩ an ⊆ {a0, . . . , an} ∈ [ω]<ω) y por lo tanto

A ∪ {a} es también casi ajena. De esta forma, necesariamente hemos de tener que ω1 ≤ a.

Para ver que p está bien definido, utilizaremos el axioma de elección, ya que un ultrafiltro

libre2 sobre ω es un ejemplo de una familia centrada sin pseudointersecciones. En efecto,

pues si U es un ultrafiltro sobre ω, entonces de la teorı́a de ultrafiltros (consúltese, por

ejemplo, [26, Lema 1.10, p. 389]) sabemos que U consta únicamente de conjuntos infini-

tos, es decir, U ⊆ [ω]ω. Esto también implica que U es una familia centrada, ya que, si

X1, . . . , Xn ∈ U, entonces también X1∩· · ·∩Xn ∈ U, en particular tenemos que X1∩· · ·∩Xn

es un conjunto infinito. Finalmente, supongamos que X ⊆ ω es una pseudointersección para

U. En particular, X debe de ser infinito, ası́ que podemos “dividirlo” en dos “mitades”, es

decir, escribir X = Y ∪ Z con Y ∩ Z = ∅ y |Y | = |Z| = ω. Entonces, tendremos que3 o bien

Y ∈ U o bien Z ∪ (ω \ X) = ω \ Y ∈ U. Ambas opciones contradicen el hecho de ser X una

pseudointersección paraU: en el primer caso, tendrı́amos que X ⊆∗ Y , pero X\Y = Z que es

infinito; en el segundo caso obtenemos X ⊆∗ Z∪ (ω \X), pero X \ (Z∪ (ω \X)) = X \Z = Y ,

que es infinito, lo cual es una contradicción. Por lo tanto U es una familia centrada sin

pseudointersecciones, y el cardinal p está bien definido.

Además, tenemos que p ≤ c por la misma razón por la que a ≤ c. Ahora tomemos P

una familia centrada numerable y veamos que necesariamente P ha de tener una pseudo-

intersección. Sea P = {An

∣
∣
∣n < ω}. Escojamos a0 ∈ A0 e inductivamente, para cada n < ω

2Recordemos que para demostrar la existencia de ultrafiltros libres, también llamados no principales, es necesario

utilizar el lema de Zorn.
3De la teorı́a básica acerca de ultrafiltros, sabemos que un filtro U sobre un conjunto S es ultrafiltro si y sólo si

(∀X ⊆ S )((X ∈ U)∨ (S \ X ∈ U)) ([26, Lema 1.6, p. 388]), de hecho, en ciertos textos se define un ultrafiltro no como

un filtro ⊆-maximal, sino como un filtro que satisface precisamente esta condición que acabamos de mencionar.



14 0. RESULTADOS PRELIMINARES

elijamos un an+1 ∈ (A0 ∩ · · · ∩ An+1) \ {a0, . . . , an}, lo cual se puede hacer pues por hipótesis

cada A0 ∩ · · · ∩ An+1 es infinito. Entonces, es claro que A ⊆ A0 y que para cada n < ω se

cumple que A \An+1 ⊆ {a0, . . . , an}, que es finito. Por lo tanto (∀n < ω)(A ⊆∗ An) y A es una

pseudointersección para P. Esto demuestra que p ≥ ω1.

En el segundo punto de la demostración anterior, salió a relucir que b ≤ d. Esta es la primera

de las desigualdades que a continuación demostraremos entre los diversos invariantes cardinales

del continuo, que resultan ser importantes en varias de las aplicaciones que daremos durante el

desarrollo de la presente tesis. Las otras desigualdades a demostrar son las siguientes.

Proposición 0.19.

b ≤ a.

p ≤ b.

Demostración.

Sea λ < b y sea A = {Aα

∣
∣
∣α < λ} una familia casi disjunta, veamos que ésta no puede ser

maximal. Sea B0 := A0 y, recursivamente, para cada n < ω sea Bn+1 := An+1 \
n⋃

i=0

Ai. Debido

a que A es casi disjunta, tenemos que (∀n < ω)(|Bn| = ω). Para cada λ > α ≥ ω definamos

fα ∈
ωω dada por, para cada n < ω, fα(n) := máx(Aα ∩ Bn) + 1, con la convención de

que máx(∅) = 0. Por hipótesis, la familia { fα
∣
∣
∣ω ≤ α < λ} ha de ser acotada, por lo tanto

podemos elegir una f ∈ ωω tal que (∀ω ≤ α < λ)( fα ≤
∗ f ).

Ahora, para cada n < ω elijamos un an ∈ Bn \ f (n) y consideremos A = {an

∣
∣
∣n < ω}.

Si n < ω, entonces por construcción tenemos que A ∩ An ⊆ {a0, . . . , an}, y por lo tanto

A ∩ An es finito. Ahora bien, para ω ≤ α < λ, entonces hay un n < ω tal que para k ≥ n,

se tiene que f (k) ≥ fα(k). Luego, si j ∈ A ∩ Aα entonces para cierto i < ω tenemos que

j = ai ∈ (Bi\ f (i))∩Aα, luego por la definición de fα, esto implica que f (i) ≤ j < fα(i) y por

lo tanto i < n. Esto significa que A ∩ Aα también es finito. Por lo tanto, hemos demostrado

que A ∪ {A} es casi disjunta, y por lo tanto A no puede ser maximal. Luego, si A es casi

disjunta maximal entonces su cardinalidad no puede ser menor a b y esto demuestra que

b ≤ a.
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Sea κ < p, y consideremos cualquier familia F = {gη
∣
∣
∣η ≤ κ} ⊆ ωω. Demostremos que F

debe de ser acotada. Recursivamente, elegiremos, para η ≤ κ, una función estrictamente cre-

ciente fη ∈
ωω tal que (∀ξ < η)(ran( fη) ⊆

∗ ran( fξ)) y (∀n < ω)( fη(n) ≥ máx{gη(k)
∣
∣
∣k ≤ 2n}).

Podemos comenzar tomando, para cada n < ω, f0(n) := máx{g0(k)
∣
∣
∣k ≤ 2n} = máx(g0[2n +

1]); ahora realicemos el paso inductivo suponiendo que conocemos { fξ
∣
∣
∣ξ < η}. Debido a

que, por hipótesis inductiva, tenemos que cada uno de los ran( fξ) ⊆
∗ ran( fδ) para ξ < δ < η,

entonces {ran( fξ)
∣
∣
∣ξ < η} es una familia centrada (de hecho, es lo que se denomina una

torre) de tamaño η ≤ κ < p, lo cual implica que hay una pseudointersección para esta

familia, llamémosla A. Construiremos fη de tal forma que ran( fη) ⊆ A, para de este modo

cumplir con la primera condición. Para ello, ponemos fη(n) = mı́n{a ∈ A
∣
∣
∣(∀k ≤ 2n)(gη(k) ≤

a) ∧ (∀k < n)( fη(k) < a)} = mı́n(A \ (máx(gη[2n + 1]) ∪ (máx( fη[n]) + 1))), y de inmediato

se ve que con esta definición se cumple la segunda condición impuesta a la construcción.

Aseguramos que fκ es una cota para F . Sea ξ ≤ κ. Dado que ran( fκ) ⊆
∗ ran( fξ), hay

un m < ω tal que (∀n < ω)( fκ(m + n) ∈ ran( fξ)). Pero siendo fξ inyectiva y estrictamente

creciente, ha de tenerse que la enumeración creciente de ran( fξ) es justamente fξ; luego

como además fκ es inyectiva y estrictamente creciente, necesariamente se sigue que (∀n <

ω)( fκ(m + n) ≥ fξ(n)). Ahora bien, debido a la segunda condición impuesta durante la

construcción, tenemos que, para cada 2m ≤ n < ω, se cumple

fκ(n) = fκ(n − m + m) ≥ fξ(n − m) ≥ gξ(n),

la segunda desigualdad se debe a que, dado que 2m ≤ n < ω, entonces 2(n − m) ≥ n y por

lo tanto la segunda condición impuesta en la construcción recursiva implica la desigualdad

deseada.

Esto prueba que F es acotada, luego no hay familias no acotadas de tamaño < p y por

lo tanto p ≤ b.

Las desigualdades que hemos demostrado hasta ahora pueden resumirse en el siguiente frag-

mento del diagrama de Van Douwen, en el cual una flecha que apunta del cardinal κ al cardinal λ

significa que la desigualdad κ ≤ λ es demostrable en ZFE. En general, cualquiera de las desigual-

dades hasta ahora demostradas puede ser, consistentemente, una desigualdad estricta (también es

consistente que todas sean igualdades, si suponemos la hipótesis del continuo). Sin embargo, no

daremos aquı́ la demostración de este hecho, debido a que no lo necesitaremos para desarrollar los

argumentos que tendrán lugar a continuación y durante todo el desarrollo de la presente tesis.
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Notemos que hasta ahora no hemos definido ningún invariante cardinal que se relacione de

manera evidente con las escalas. Es un hecho que en ZFE no se puede demostrar ni la existencia ni

la no existencia de una escala, sin embargo, a continuación presentaremos un resultado que resulta

ser de suma importancia. Para ello necesitamos de un lema preliminar.

Lema 0.20. b es un cardinal regular.

Demostración. Sea

µ := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃F ⊆ ωω)(|F | = λ ∧F es una ≤∗ −cadena no acotada)}.

Aseguramos que b = µ. Por la definición, es inmediato que b ≤ µ. Veamos ahora que µ ≤ b:

sea F = {gα
∣
∣
∣α < b} una familia no acotada. Tomemos g0 = f0 y, suponiendo que ya conocemos

{ fξ
∣
∣
∣ξ < α}, recursivamente construiremos fα. Para ello, notemos que {gξ

∣
∣
∣ξ ≤ α} ∪ { fα

∣
∣
∣ξ < α} tiene

cardinalidad |α| < b, luego podemos elegir fα que sea una cota superior para esta familia. Una vez

que tengamos { fα
∣
∣
∣α < b}, es claro que ésta será una familia no acotada y, por construcción, una

cadena (ξ < α < b ⇒ fξ ≤
∗ fα). Esto implica que µ ≤ b y por lo tanto µ = b. Ahora veamos que

µ = cf(µ): si { fα
∣
∣
∣α < µ} es una cadena no acotada y 〈αδ

∣
∣
∣δ < cf(µ)〉 es una sucesión cofinal en µ,

entonces claramente { fαδ

∣
∣
∣δ < cf(µ)} también será una cadena no acotada; luego la minimalidad de

µ implica que µ = cf(µ). Esto demuestra el lema.

Proposición 0.21. Existe una escala ⇐⇒ b = d.

Demostración.

⇒: Sea 〈 fα
∣
∣
∣α < κ〉 una escala. Sin perder generalidad, podemos suponer que κ es un cardinal

regular (debido a que, dada una sucesión 〈αδ
∣
∣
∣δ < cf(κ)〉 cofinal en κ, entonces 〈 fαδ

∣
∣
∣δ < cf(κ)〉
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también es una escala). Dado que una escala es, en particular, una familia dominante, enton-

ces de acuerdo con las hipótesis tenemos que b ≤ d ≤ κ. Es por ello que bastará demostrar

que κ ≤ b. Ası́, sea λ < κ y F = {gα
∣
∣
∣α < λ} ⊆ ωω, demostremos que F es una familia

acotada. En efecto, por hipótesis, dado que las fα forman una familia dominante, para cada

α < λ hay un cierto βα < κ tal que gα ≤
∗ fβα . Sea β := supα<λ βα. El hecho de que κ es

regular nos asegura que β < κ, por lo tanto, dado que los fα forman una escala, tenemos

que, para cada α < λ, se satisface gα ≤
∗ fβα ≤

∗ fβ. Esto significa que fβ es una ≤∗-cota

superior para F , luego no hay familias no acotadas de tamaño < κ y por lo tanto κ ≤ b.

⇐: Supongamos ahora que b = d = κ. Por el lema anterior, tenemos que κ es un cardinal

regular. Sea {gα
∣
∣
∣α < κ} una familia dominante. Definamos recursivamente nuestra escala

{ fα
∣
∣
∣α < κ} de la siguiente manera (muy similar a la cadena no acotada que construimos en el

lema anterior): f0 = g0, y, si ya conocemos { fβ
∣
∣
∣β < α}, para α < κ, aprovechamos que κ = b

para concluir que podemos elegir fα que sea una ≤∗-cota superior para { fβ
∣
∣
∣β < α} ∪ {gβ

∣
∣
∣β ≤

α} (pues esta última tiene cardinalidad ≤ ωα < b). Por construcción, si α < β < κ entonces

fα ≤
∗ fβ. Además, dado f ∈ ωω, tenemos que, para cierto α < κ, f ≤∗ gα ≤

∗ fα y por lo

tanto { fα
∣
∣
∣α < κ} es una κ = b = d-escala.

Finalmente, es el momento de hablar acerca del cardinal g. Hasta ahora no hemos dicho nada de

él, pues no es un invariante cardinal tan “tradicional” como los otros que hemos mencionado. Sin

embargo, es también un cardinal importante. Al igual que los otros cardinales arriba mencionados,

g se encuentra entre ω1 y c. Más aún, se cumplen las desigualdades p ≤ g ≤ d. A continuación

demostraremos la primera de estas desigualdades. Por su parte, la desigualdad g ≤ d se encuentra

demostrada en [2, Chapter 4, §3, pp. 216-217], pero no escribiremos aquı́ esa demostración ya

que la mencionada desigualdad puede verse también como un corolario de los resultados que se

obtendrán en el segundo capı́tulo del presente trabajo de tesis.

Lema 0.22. Si C es una familia densa por grupos y X ∈ [ω]ω, entonces C ∩ [X]ω , ∅.

Demostración. Sea {In

∣
∣
∣n < ω} una partición de ω en intervalos finitos tal que (∀n < ω)(|In∩X| = 1)

(por ejemplo, sea X = {xn

∣
∣
∣n < ω} enumeración creciente y definamos I0 := [0, x0] y para n < ω,

In+1 := (xn, xn+1]). Al ser C densa por grupos, sea Y ∈ [ω]ω tal que
⋃

n∈Y

In ∈ C . Entonces, para n ∈ Y ,

se tiene que xn ∈
⋃

n∈Y

In, luego si Z := {xn

∣
∣
∣n ∈ Y} entonces tenemos que Z ∈ [X]ω y Z ⊆

⋃

n∈Y

In ∈ C ;

con lo cual concluimos que Z ∈ C . Por lo tanto C ∩ [X]ω , ∅.
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Proposición 0.23. p ≤ g.

Demostración. Sea {Cα

∣
∣
∣α < λ} una familia de familias densas por grupos, y supongamos que

λ < p. Nuestro objetivo es demostrar que la intersección de esta familia es no vacı́a. Para ello,

tomemos X0 ∈ C0. Al ser C1 densa por grupos, el lema anterior nos asegura la existencia de algún

X1 ∈ C1 ∩ [X0]ω. Inductivamente, supóngase que conocemos una familia de tamaño α < λ de la

siguiente manera:

X0
∗ ⊇X1

∗ ⊇ · · · ∗ ⊇Xξ
∗ ⊇ · · · ξ < α

tal que para cada ξ < α, Xξ ∈ Cξ. Entonces, claramente {Xξ

∣
∣
∣ξ < α} es una familia centrada, al ser

α < λ < p ha de existir una pseudointersección Y ∈ [ω]ω para esa familia. Luego como Cα es densa

por grupos, el lema anterior nos garantiza que podemos elegir un Xα ∈ Cα ∩ [Y]ω, de modo que,

para ξ < α, Xα ⊆ Y ⊆∗ Xξ. De este modo continúa nuestra construcción inductiva. Una vez que ya

conocemos toda la familia de tamaño λ

X0
∗ ⊇X1

∗ ⊇ · · · ∗ ⊇Xα
∗ ⊇ · · · α < λ,

tendremos que {Xα

∣
∣
∣α < λ} será una familia centrada, al ser λ < p entonces podemos encontrar una

pseudointersección X ∈ [ω]ω para esa familia. Entonces, se cumple (∀α < λ)(X ⊆∗ Xα ∈ Cα), al ser

cada Cα densa por grupos concluimos que X ∈ Cα. Por lo tanto X ∈
⋂

α<λ

Cα , ∅, y esto implica que

g ≥ p.

3. El axioma de Martin

En el curso de los argumentos utilizados en la presente tesis, resultará necesario utilizar, en

ocasiones, el axioma de Martin o algún otro principio relacionado estrechamente con este axioma.

El axioma de Martin es un axioma que se sabe consistente con ZFE. Esto implica que sus con-

secuencias también son consistentes con ZFE, y por lo tanto, obtener implicaciones del axioma

de Martin es obtener pruebas de la consistencia con ZFE de dichas implicaciones. Para formular

adecuadamente este axioma, requeriremos de ciertas definiciones.

Definición 0.24.

(i) Un conjunto preordenado (a veces también denominado una noción de forzamiento) es

un par ( ,≤) tal que ≤ es una relación reflexiva y transitiva (no necesariamente antisimétri-

ca) en  .

(ii) Un subconjunto D ⊆  de un conjunto preordenado es denso si (∀p ∈  )(∃q ∈ D)(q ≤ p).

(iii) Un subconjunto G ⊆  de un conjunto preordenado es un filtro si ocurre que (∀p, q ∈

G)(∃r ∈ G)(r ≤ p ∧ r ≤ q), además de que (∀p, q ∈  )((p ∈ G ∧ p ≤ q) ⇒ q ∈ G).
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(iv) Si D ⊆ ℘( ) es una familia de densos en un conjunto preordenado  , y G ⊆  es un filtro,

entonces G es D-genérico si (∀D ∈ D)(G ∩ D , ∅).

(v) Decimos que dos elementos p, q ∈  de un conjunto preordenado son incompatibles,

denotado p ⊥ q, si no existe ningún r ∈  tal que r ≤ p y r ≤ q.

(vi) Un subconjunto A ⊆  de un conjunto preordenado es una anticadena si (∀p, q ∈ A)(p ⊥

q).

(vii) Un conjunto preordenado  tiene la c.c.c. (condición de cadena contable) si toda anticade-

na de  es numerable.

Definición 0.25. El axioma de Martin, denotado por AM, es la proposición siguiente: siempre

que  sea un conjunto preordenado (no vacı́o) que tiene la c.c.c., y D es una familia de densos en

 con |D | < c, existirá un filtro G ⊆  que es D-genérico.

Notemos que en todo conjunto preordenado  , si tengo D una familia numerable de densos,

entonces siempre hay filtros D-genéricos. En efecto, si D = {Dn

∣
∣
∣n < ω}, entonces escogemos

p0 ∈ D0 e inductivamente, para cada n < ω, nos aprovechamos de que Dn+1 es denso para elegir

un pn+1 ∈ Dn+1 con pn+1 ≤ pn. Finalmente, si hacemos G := {p ∈  
∣
∣
∣(∃n < ω)(pn ≤ p)}, no es

difı́cil verificar que G es un filtro D-genérico. Es por ello que, suponiendo la hipótesis del conti-

nuo, el axioma de Martin “no tiene mucho chiste”(es decir, ZFE + HC ⊢ AM). En consecuencia,

generalmente suele utilizarse la teorı́a ZFE + AM + ¬HC para realizar determinadas pruebas de

consistencia. Para demostrar la consistencia de ZFE + AM + ¬HC, es necesario utilizar la técnica

del forzamiento iterado. Toscamente hablando, el forzamiento consiste en partir de un modelo M

(que puede suponerse transitivo y numerable, en donde la relación ∈ se interpreta como la relación

real de pertenencia; más aún, puede suponerse además que M satisface cualquier proposición que

sea consistente con ZFE) de ZFE (el llamado modelo base), y considerar un conjunto preordenado

 ∈ M (una noción de forzamiento). En general, M no contendrá filtros G ⊆ P que intersecten a

absolutamente todos los subconjuntos densos de  . Sin embargo, la magia del forzamiento con-

siste en que es posible construir (dentro de ZFE) un modelo M[G] de ZFE tal que M ⊆ M[G] y

G ∈ M[G], en donde G sı́ es un filtro que intersecta a todos los subconjuntos densos de  que

son elementos de M (decimos que G es un filtro  -genérico sobre M). De esta forma, cualquier

contradicción que tenga lugar dentro de M[G] puede traducirse a una contradicción dentro de ZFE,

en particular cualquier proposición que se satisfaga en algún modelo M[G] construı́do a partir de

una noción de forzamiento  ∈ M es consistente con ZFE, en el sentido de que ZFE jamás nos

permitirá refutar la proposición en cuestión (nuevamente, todo esto es asumiendo como artı́culo de

fe que ZFE es consistente).
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Teorema 0.26. Tomemos un modelo base M y supongamos que en M se satisface: κ ≥ ω1, κ es

regular y 2<κ = κ (por ejemplo, si M � HGC entonces todo cardinal regular κ satisface 2<κ = κ).

Entonces, hay una noción de forzamiento  ∈ M tal que M � ( es c.c.c) y tal que para todo filtro

G que es  -genérico sobre M, se tiene que M[G] � (AM ∧ c = κ).

Demostración. Revı́sese [14, Chapter VIII, §6, pp. 278-281] y en especial el teorema 6.3 de la

página 279, cuya demostración está en las páginas 279-281; o bien consúltese [21, Chapter II, §3,

Theorem 3.4, pp. 65-68].

Ahora, vamos a describir algunas variantes del axioma de Martin. Sea ω ≤ κ < c. Entonces,

consideremos la siguiente proposición, que denotaremos por AMκ: “Si  es un preorden c.c.c. y

D es una familia de densos con |D | ≤ κ, entonces hay un filtro G ⊆  que es D-genérico·”.

Entonces, nuestro viejo conocido AM no es otra cosa que (∀κ ∈ Card)(ω ≤ κ < c ⇒ AMκ). Sin

embargo, esta formulación del axioma de Martin “por pedazos”, tiene sus ventajas. Por ejemplo,

sabemos que en todo modelo de ZFE se satisface AMω. Por otra parte, puede probarse que en

todo modelo de ZFE es falso AMc (por ejemplo, con el preorden Fn(ω, 2) y la familia de densos

D = {{p ∈  
∣
∣
∣n ∈ dom(p)}

∣
∣
∣n < ω} ∪ {{p ∈  

∣
∣
∣(∃n ∈ dom(p))(h(n) , p(n))}

∣
∣
∣h ∈ ω2}, que tiene

cardinalidad c, se tiene que, si G es un filtro D-genérico, entonces
⋃

G será una función en ω2

distinta de todas las h ∈ ω2, lo cual es una contradicción). Esto da pie a que definamos aún un

invariante cardinal más.

Definición 0.27. Se define el invariante cardinal m como el mı́nimo cardinal κ tal que no se

satisface AMκ. Es decir,

m := mı́n{κ
∣
∣
∣¬AMκ}.

Ası́, tenemos que necesariamente ω < m ≤ c, y AM no es otra cosa que la afirmación de que

m = c.

A continuación, introduciremos una variante del invariante cardinal m. Existen más variantes,

pero en el presente trabajo sólo mencionaremos la que se utilizará más adelante.

Definición 0.28. (i) Un preorden  es σ-centrado si hay una cantidad numerable de fil-

tros, Gn ⊆  para n < ω, tal que  =
⋃

n<ω

Gn.

(ii) Se define el cardinal m(σ − centrado) como el mı́nimo cardinal κ tal que no se satisface

AMκ restringido a los órdenes σ-centrados. Es decir, si M es el conjunto que contiene

exactamente a aquellos cardinales κ para los cuales hay un preorden σ-centrado  y una

familia D de densos en con |D | = κ tal que no existen G ⊆  que sean filtros D-genéricos,



3. EL AXIOMA DE MARTIN 21

entonces

m(σ − centrado) := mı́n(M).

Es claro quem ≤ m(σ − centrado). Sin embargo, el siguiente teorema, debido a M. Bell, resulta

aún más sorprendente.

Teorema 0.29 (Bell). p = m(σ − centrado).

Demostración. Consúltese [11, Teorema 4.18, pp. 32-34]; o bien puede revisarse la fuente original

que es [3, pp. 149-152].

De esta forma, el diagrama que tenı́amos anteriormente, queda complementado de la siguiente

manera.

c

a

>>}}}}}}}}
d

OO

b

OO__@@@@@@@@
g

__@@@@@@@@

p

OO >>~~~~~~~~

m

OO

ω1

OO

Corolario 0.30. AM ⇒ (c = a = d = b = p = g) ∧ (existe una c−escala).

Demostración. Inmediata, pues AM ≡ “m = c”.





Capı́tulo I

El problema de Whitehead

Actualmente, son ya bastante conocidas las diversas aplicaciones de métodos de la teorı́a de conjuntos

en áreas como la topologı́a de conjuntos o el análisis matemático. Históricamente, creo que la primera

aplicación al álgebra fue la solución al problema de Whitehead por S. Shelah. El objetivo de este capı́tulo

es presentar dicho problema, junto con su solución.

1. El problema de la extensión

Definición I.1. Sean A, B y G grupos abelianos. Diremos que G es una extensión de A por

medio de B si A ≤ G y G/A � B.

Obsérvese que G es isomorfo a una extensión de A por medio de B sii existen un monomorfismo

ι : A ֒→ G y un epimorfismo π : G ։ B tales que la sucesión

〈0〉 // A
�
� ι // G

π // // B // 〈0〉

es exacta corta.

Si tenemos A, G grupos abelianos con A ≤ G, entonces hay un único (salvo isomorfismo) B tal

que G es una extensión de A por medio de B, a saber, B = G/A. El problema de la extensión plantea

la pregunta recı́proca: Dados A y B grupos abelianos, determinar todas las posibles extensiones de

A por medio de B. Nótese que al menos hay una de estas extensiones, la suma directa A ⊕ B. Pero

puede haber varias: por ejemplo,  es una extensión de 2 por medio de  /2 , pues la siguiente

sucesión es exacta corta,

〈0〉 // 2 
�
� //

 

π // //
 /2 // 〈0〉

pero es claro que  � 2 ⊕ ( /2 ), pues el miembro derecho tiene torsión, mientras que  es libre

de torsión.

Desde luego, sólo nos interesa caracterizar hasta isomorfismo las extensiones de A por medio

de B. Por ello, si G y G′ son dos de tales extensiones, es decir, si hay monomorfismos ι : A ֒→ G,

ι′ : A ֒→ G′ y epimorfismos π : G ։ B, π′ : G′ ։ B tales que ambas sucesiones

〈0〉 // A
�
� ι // G

π // // B // 〈0〉
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y

〈0〉 // A
�
� ι′ // G′

π′ // // B // 〈0〉

son exactas cortas, entonces

Definición I.2. Diremos que G ∼ G′ (G es isomorfo como extensión de A por medio de B a

G′) si existe un isomorfismo ψ : G
∼
−→G′ tal que el siguiente diagrama conmuta:

G
π

** **TTTTTTTTTTTTT

≀ψ

��

A
'

�

ι
44jjjjjjjjjjjjj

�
w

ι′

**TTTTTTTTTTTTT B

G′

π′
44 44jjjjjjjjjjjjj

Es fácil ver que la relación ∼ es de equivalencia, y es una relación más fuerte que sólo el “ser

isomorfo”. Baer definió una operación binaria entre las clases de equivalencia de estas extensiones,

dotando al conjunto cociente de estructura de grupo. Este grupo se denota por Ext(B, A), y su

elemento neutro resulta ser justamente la clase de equivalencia de A ⊕ B. El siguiente teorema

resulta fundamental para el estudio del problema de la extensión que realizaremos en el resto de

este capı́tulo.

Teorema I.3. Sea A un grupo abeliano. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Ext(A, ) es el grupo trivial.

Todo epimorfismo π : B։ A tal que ker π es cı́clico infinito se escinde.

Demostración. Supongamos la primera condición, y sea π : B։ A un epimorfismo tal que ker π �

 . Esto quiere decir que la sucesión

〈0〉 //
 

�
� ι // B

π // // A // 〈0〉

es exacta, y entonces por hipótesis ha de tenerse que B � A ⊕  . Por el teorema 0.10, tenemos que

π se escinde (esencialmente, B = A ×  , entonces a 7→ (a, 0) funciona como escisión para π).

Recı́procamente, si la segunda condición se cumple, entonces si B es una extensión de  por

medio de A ello significa que

〈0〉 //
 

�
� ι // B

π // // A // 〈0〉

es exacta corta, por hipótesis esto implica que π se escinde y por lo tanto el teorema 0.10 nos

garantiza que B � A ⊕  .
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Definición I.4. Si A es un grupo abeliano que cumple con cualquiera de las dos (y consecuen-

temente con las dos) equivalencias del teorema anterior, se le denominará un W-grupo.

Recordemos que el teorema 0.11 nos aseguraba que los grupos abelianos libres son exactamente

aquellos grupos abelianos A que escinden a todo epimorfismo π : B −→ A. En particular, los grupos

abelianos libres A escinden a todo epimorfismo π : B −→ A con núcleo cı́clico infinito. Eso es el

contenido del siguiente corolario.

Corolario I.5. Todo grupo abeliano libre es un W-grupo. 2

El problema de Whitehead consiste en decidir si se cumple el recı́proco del corolario anterior.

Es decir, ¿se cumple que todo W-grupo es libre? A continuación analizaremos la solución que dio

Shelah al problema de Whitehead.

2. Propiedades homológicas de los W-grupos

Recordemos que, dados dos grupos abelianos A, B, entonces Hom(A, B) es el grupo cuyo con-

junto subyacente es exactamente el conjunto de funciones f : A −→ B que son morfismos de grupo,

y la operación de grupo viene dada como sigue: dados f , g ∈ Hom(A, B), f +g viene definido de tal

forma que para cada a ∈ A, ( f + g)(a) = f (a)+ g(a). Es inmediato verificar que con esta operación,

Hom(A, B) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro es el morfismo trivial 0 : A −→ B que satis-

face que para cada a ∈ A, 0(a) = 0. Dado un grupo abeliano C, la asignación A 7−→ Hom(A,C) es

funtorial contravariante. Esto significa que todo morfismo de grupos abelianos f : A −→ B induce

una asignación

Hom( f ,C) : Hom(B,C) −→ Hom(A,C)

g 7−→ g f

que respeta composiciones (lo cual quiere decir que, si f ∈ Hom(A, B) y g ∈ Hom(B,D), entonces

Hom(g f ,C) = Hom( f ,C)Hom(g,C), como es inmediato verificar). En otras palabras, tenemos que

Hom(−,C) es un endofuntor contravariante en la categorı́a de grupos abelianos.

A continuación enunciaremos un importante lema del álgebra homológica que nos ayudará a

comprender adecuadamente el problema de la extensión. Este lema se puede aplicar indiscrimina-

damente aún sin conocer cuál es la definición exacta de Ext. No lo demostraremos aquı́ por requerir

un conocimiento profundo de dicha definición, ası́ como de una gran cantidad de teorı́a previa del

álgebra homológica.
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Lema I.6 (Cartan-Eilenberg). Supóngase que tenemos una sucesión exacta corta

〈0〉 // B
�
� f

// C
g

// // D // 〈0〉 .

Entonces, para todo grupo abeliano A existe una sucesión exacta

〈0〉 // Hom(D, A)
Hom(g,A)

// Hom(C, A)
Hom( f ,A)

// Hom(B, A)

// Ext(D, A) // Ext(C, A) // Ext(B, A) // 〈0〉.

Demostración. Este es el contenido de [8, Chapter IX, Theorem 51.3, p. 218-220], si bien para

comprenderlo es preciso consultar esa misma obra desde la página 209.

A continuación, comenzaremos a aplicar el lema anterior para obtener resultados que más ade-

lante nos serán de gran ayuda.

Teorema I.7.

(i) Todo subgrupo de un W-grupo es un W-grupo.

(ii) Todo W-grupo es libre de torsión.

(iii) Si B ≤ A, y A es un W-grupo pero A/B no es un W-grupo, entonces existe un morfismo de

grupos abelianos ψ : B −→  que no puede extenderse a un morfismo con dominio A (i.e.

todo morfismo ϕ : A −→  es tal que ϕ ↾ B , ψ).

Demostración.

(i) Sea A un W-grupo y B ≤ A. Entonces, tenemos una sucesión exacta

〈0〉 // B
�
� // A // // A/B // 〈0〉 ,

luego tomando los últimos tres términos de la sucesión exacta que el lema I.6 nos asegura

que existe, tenemos una sucesión exacta

Ext(A, ) // Ext(B, ) // 〈0〉

pero que A sea un W-grupo significa que Ext(A, ) = 〈0〉, luego la exactitud de la sucesión

anterior nos fuerza a aceptar que Ext(B, ) = 〈0〉 y esto significa que B es un W-grupo.

(ii) Sea A un W-grupo. Demostremos que, para cada n ∈ !, el grupo cı́clico de orden n (i.e.

 /n ) no es un W-grupo. Pero esto es cierto debido a que el epimorfismo canónico π :

 −→  /n tiene núcleo cı́clico infinito, y sin embargo no puede escindirse (pues cualquier

escisión encajarı́a a  /n (que es un grupo de torsión) como subgrupo de  (que es libre
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de torsión), lo cual es contradictorio). Ası́, si A no fuera libre de torsión entonces habrı́a

algún elemento a ∈ A de torsión, es decir, tal que 〈a〉 es cı́clico finito. Pero entonces, como

acabamos de ver, 〈a〉 no puede ser un W-grupo, mientras que a la vez es un subgrupo del

W-grupo A y esto contradice al inciso (i).

(iii) Bajo las hipótesis que se tienen, la sucesión

〈0〉 // B
�
� ι // A // // A/B // 〈0〉 ,

es exacta corta, en donde ι : B ֒→ A es el morfismo inclusión. Entonces, tomando exac-

tamente los cuatro términos de enmedio en la sucesión que el lema I.6 nos asegura que

existen, tenemos la siguiente sucesión exacta:

Hom(A, )
Hom(ι, )

// Hom(B, )
g

// Ext(A/B, ) // Ext(A, ) .

Por hipótesis A es un W-grupo, luego Ext(A, ) = 〈0〉. Entonces la exactitud de la sucesión

anterior nos garantiza que g es un epimorfismo. Ahora bien, el hecho de que esta sucesión

sea exacta también implica que Hom(ι, )[Hom(A, )] = ker(g). Pero como sabemos que g

es epimorfismo y además por hipótesis A/B no es un W-grupo, es decir, Ext(A/B, ) , 〈0〉,

entonces es imposible que ker(g) = Hom(B, ) y esto implica que Hom(ι, ) no puede ser

suprayectivo. Prestemos atención: para cada ϕ ∈ Hom(A, ), tenemos que Hom(ι, )(ϕ) =

ϕι = ϕ ↾ B, luego lo que acabamos de concluir es que hay un ψ ∈ Hom(B, ) tal que para

todo ϕ ∈ Hom(A, ) se cumple que ϕ ↾ B , ψ, que es lo que querı́amos demostrar.

3. Acerca de los W-grupos numerables

En la presente sección desarrollaremos bastantes resultados que entrelazan el estudio de los W-

grupos numerables con el de la teorı́a de conjuntos, con miras a generalizar estos razonamientos en

la siguiente sección para W-grupos de cardinalidad mayor. Ahora nos encaminaremos a demostrar

que todo W-grupo numerable es libre.

Definición I.8. Sea A un grupo abeliano libre de torsión y B ≤ A.

(i) Decimos que B es puro en A si A/B es libre de torsión.

(ii) Definimos la cerradura pura de B en A como el conjunto

C.P.(B) = {a ∈ A
∣
∣
∣(∃n ∈  \ {0})(na ∈ B)}.
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La terminologı́a de la definición anterior no se utiliza en general (aunque Shelah la introdujo

en su artı́culo [19] sobre el problema de Whitehead). Normalmente, en la literatura, la terminologı́a

“subgrupo puro” denota otra cosa (ver, por ejemplo, [8, p. 113]). Es fácil ver que C.P.(B) es un

subgrupo puro de A: si a, b ∈ C.P.(B) entonces hay n,m ∈  \ {0} tales que na,mb ∈ B, luego

(nm)(a − b) = m(na) − n(mb) ∈ B, y por consiguiente a − b ∈ C.P.(B). Por lo tanto, C.P.(B) ≤ A.

Ahora, si x + C.P.(B) ∈ A/C.P.(B) es un elemento de torsión, esto quiere decir que hay un n ∈ !

con nx + C.P.(B) = n(x + C.P.(B)) = C.P.(B), luego nx ∈ C.P.(B) y por tanto, hay un m ∈  \ {0}

tal que (mn)x = m(nx) ∈ B, luego x ∈ C.P.(B) y la parte de torsión de A/C.P.(B) es trivial. De

hecho, C.P.(B) es el subgrupo puro más pequeño de A que contiene a B: Pues si B ⊆ C ≤ A es

otro subgrupo puro en A, y a ∈ C.P.(B), entonces hay un n ∈  \ {0} tal que na ∈ B ⊆ C, luego

C = na + C = n(a + C) y por consiguiente, a + C es un elemento de torsión en A/C, el cual es por

hipótesis libre de torsión y por consiguiente a +C = C, lo que implica a ∈ C y luego C.P.(B) ⊆ C.

Aunque B sea finitamente generado, no necesariamente C.P.(B) lo es. Por ejemplo, considérese

el grupo (libre de torsión) ". En él,  = 〈1〉 es finitamente generado. Pero es fácil comprobar que

C.P.( ) = " (si a/b ∈ " con a ∈  y b ∈ ! entonces b(a/b) = a ∈  ). Y es bien conocido el hecho

de que " no es finitamente generado (si a1/b1, . . . , an/bn ∈ ", con a1, . . . , an ∈  y b1, . . . , bn ∈ !;

entonces basta tomar un número primo p que no divida a b1, . . . , bn y es inmediato comprobar que

1/p < 〈a1/b1, . . . , an/bn〉).

Sin embargo, en el caso cuando A es un grupo libre abeliano, A es libre de torsión, y entonces

si B ≤ A es finitamente generado, tenemos que C.P.(B) es finitamente generado. En efecto, siendo

A libre entonces B lo es. Si X es base para A y {b1, . . . , bn} es base para B, de tal forma que

cada bi = mi,1x1 + . . . + mi,kxk con x1, . . . , xk ∈ X y mi, j ∈  (posiblemente algunos mi, j = 0),

entonces para cada 1 ≤ i ≤ n sea li el máximo común divisor de {mi,1, . . . ,mi,k}. De esta manera,

si para cada 1 ≤ i ≤ n definimos yi := (mi,1/li)x1 + · · · + (mi,k/li)xk, es fácil comprobar que

C.P.(B) tiene a {y1, . . . , yn} como base. En particular, si A es un grupo libre abeliano, entonces todo

subgrupo finitamente generado B ≤ A está contenido en un subgrupo puro finitamente generado

(como acabamos de ver, C.P.(B) testifica esto). El siguiente teorema nos proporciona una recı́proca

parcial (para grupos numerables) de lo que acabamos de afirmar.

Teorema I.9 (Criterio de Pontryagin). Sea A un grupo abeliano numerable libre de torsión tal

que todo subgrupo finitamente generado de A está contenido en un subgrupo puro en A que es

finitamente generado. Entonces, A es libre.

Demostración. Sea A = {an

∣
∣
∣n < ω}. Definimos por inducción una cadena suave 〈Bn

∣
∣
∣n < ω〉 de

subgrupos puros finitamente generados de A. En primer lugar, B0 = 〈0〉. Si ya conozco Bn, sea Bn+1

un subgrupo puro finitamente generado de A que contenga a 〈Bn ∪ {an}〉. Es claro que
⋃

n<ω

Bn = A.
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Ahora, al ser Bn puro en A, ello implica que A/Bn es libre de torsión. Por tanto, Bn+1/Bn ≤ A/Bn

es libre de torsión, además de ser finitamente generado ya que Bn+1 lo es. Por lo tanto, por la

proposición 0.7 parte (ii), Bn+1/Bn es libre para todo n < ω; como además B0 es libre (con base ∅),

el teorema 0.14 nos asegura que A es libre.

En adelante, como una cuestión de notación, siempre que tengamos un grupo abeliano B, π

denotará la primera proyeción π : B ×  −→ B, es decir, (b, n)
π
7→ b, para todo (b, n) ∈ B ×  .

Definición I.10. Sea B un grupo abeliano. Un (B, )-grupo es un grupo C tal que su conjunto

subyacente es B ×  y tal que tanto la proyección π : C −→ B como el encaje de  en C dado por

n 7−→ (0, n) son morfismos de grupos abelianos.

Para un grupo abeliano B, el ejemplo más sencillo de un (B, )-grupo es B⊕ . Lo importante de

esta definición, es que si logramos encontrar un (B, )-grupo C tal que π : C −→ B no se escinde,

habremos demostrado que B no es un W-grupo, pues ker π = 〈0〉 ×  �  .

Lema I.11. Sea C un (B, )-grupo tal que π : C −→ B se escinde. Entonces, C � B ⊕  . Más

aún, puede construirse el isomorfismo ϕ : C
∼
−→ B ⊕  de modo que preserve tanto a π como a su

escisión ρ : B −→ C, en el sentido de que los dos siguientes diagramas conmutan:

B
ρ

//
� q

""EE
EE

EE
EE

C

≀ϕ

��

C
π // B

B ⊕  B ⊕  

π

<<yyyyyyyyy

≀ ϕ−1

OO

en donde la inclusión B ֒→ B ⊕  del primer diagrama es la evidente b 7→ (b, 0); y las dos π del

segundo diagrama son la misma, vistas como funciones entre los conjuntos subyacentes.

Demostración. Observemos primero un par de hechos importantes para un (B, )-grupo C. En

primer lugar, aún sin saber cuál es la operación de grupo para C, el hecho de que π : C −→ B sea

morfismo implica que, para cada (b, n), (c,m) ∈ C, (b, n) + (c,m) = (b + c, k) para algún k ∈  .

Más aún, (0, 0) es el elemento neutro de C ya que (0, 0) + (0, 0) = (0, 0). Por último, tenemos que,

para cada b ∈ B, ρ(b) = (b, n) para algún n ∈  , debido a que π(ρ(b)) = b. Sea ψ : B ⊕  −→ C

definido por ψ(b, n) = ρ(b) + (0, n). En efecto ψ es un morfismo por la definición de (B, )-grupo

(ψ((b, n) + (c,m)) = ψ(b + c, n + m) = ρ(b + c) + (0, n + m) = ρ(b) + ρ(c) + (0, n) + (0,m) =

ψ(b, n) + ψ(c,m)). Además, es monomorfismo, pues si ψ(b, n) = ψ(c,m), esto quiere decir que

ρ(b) + (0, n) = ρ(c) + (0,m), lo cual implica que ρ(b − c) = (0,m − n), luego la primera entrada

de ρ(b − c) (que como hicimos notar arriba, es justamente b − c) es igual a 0, i. e. b = c. También

se sigue que (0,m − n) = ρ(0) = (0, 0) y por tanto m = n. Ası́, ψ es inyectiva. Ahora, para ver
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que es suprayectiva, tomemos un (b, n) ∈ C. Sea m ∈  tal que (0,m) = (b, n) − ρ(b). Entonces,

ψ(b,m) = ρ(b)+(0,m) = (b, n) y ψ es, por tanto, un isomorfismo cuya inversa ϕ claramente satisface

lo pedido.

Lo que el lema anterior nos está diciendo, es que siempre que C sea un (B, )-grupo cuya

proyección π : C −→ B se escinde, entonces esencialmente podemos suponer sin pérdida de

generalidad que C es en realidad B⊕ y que la escisión ρ : B −→ B⊕ viene dada por ρ(b) = (b, 0).

Recordando el teorema 0.10, estarı́amos hablando de que la siguiente sucesión exacta corta se

escinde:

〈0〉 //
 

�
� // C // // B // 〈0〉

y entonces, para todos los fines prácticos, se tiene que C = B⊕ . Utilizaremos esto para demostrar

el siguiente resultado.

Lema I.12. Sean B ≤ A, con A un W-grupo y tal que A/B no es W-grupo. Sea C un (B, )-grupo

y ρ una escisión para π : C −→ B. Entonces, existe un (A, )-grupo D que es extensión de C tal

que ρ no puede extenderse a una escisión para π : D −→ A.

Demostración. Por el lema anterior, podemos suponer que C = B ⊕  y (∀b ∈ B)(ρ(b) = (b, 0)).

Sea D̃ = A ⊕ . Por el teorema I.7 parte (iii), sea ψ : B −→  el morfismo de grupos abelianos que

no puede extenderse a uno con dominio A. Definimos γ : C −→ D̃ como γ(b, n) = (b, n + ψ(b)).

Supongamos que σ̃ : A −→ D̃ es una escisión para π : D̃ −→ A tal que σ̃ ↾ B = γρ. Sea

ϕ = π
 

σ̃ : A −→  . Entonces, para b ∈ B, tenemos que ϕ(b) = π
 

(σ̃(b)) = π
 

(γ(ρ(b))) =

π
 

(γ(b, 0)) = π
 

(b, ψ(b)) = ψ(b), y por lo tanto ϕ es una extensión de ψ, lo cual es contradictorio.

Por lo tanto, no existen tales σ̃. Si γ fuera una inclusión, habrı́amos terminado. En caso de que no

lo sea, definimos f : D̃ −→ A ×  como

f (b, n) =






(b, n); b < B

(b, n − ψ(b)); b ∈ B.

Es fácil ver que f es una biyección, además, fγ : B⊕ −→ A× es inyectiva. Definimos D como

el grupo cuyo conjunto subyacente es A ×  dotado con la estructura de grupo que hace de f un

isomorfismo (i.e. (∀u, v ∈ A ×  )(u + v = f ( f −1(u) + f −1(v)))). Luego, D es una extensión de C, y

no hay escisiones σ : A −→ D para π : D −→ B que extiendan a ρ : B −→ C.

El siguiente teorema fue demostrado por Stein en 1951. Existen demostraciones más sencillas,

pero esta nos servirá como modelo para generalizar al caso de cardinalidad ω1.
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Teorema I.13. Todo W-grupo numerable es libre.

Demostración. Sea A un W-grupo. Entonces, A es libre de torsión (por el teorema I.7 parte (ii)).

Bastará con ver que se satisface el criterio de Pontryagin. Supongamos que esto no ocurre, es decir,

que hay un B0 ≤ A finitamente generado que no está contenido en ningún subgrupo puro finitamente

generado de A. En particular, B = C.P.(B0) no será finitamente generado. Por consiguiente, B es

la unión de una cadena estricta de grupos finitamente generados 〈Bn

∣
∣
∣n < ω〉. Por la definición de

cerradura pura, B/B0 es de torsión. Construiremos una cadena de grupos estricta 〈Cn

∣
∣
∣n < ω〉 tal que

cada Cn es un (Bn, )-grupo libre de torsión, y tal que π : C =
⋃

n<ω

Cn −→ B no se pueda escindir.

Sea S un conjunto finito de generadores de B0. Afirmamos que todo morfismo de grupos abelianos

ρ : B −→ D con codominio libre de torsión está completamente determinado por sus valores en

S : Pues si b ∈ B entonces hay un n ∈  \ {0} tal que nb ∈ B0, y ρ(nb) sı́ está determinado por los

valores de ρ en S ; al ser D libre de torsión, ρ(b) es la única solución de la ecuación nX = ρ(nb).

Ası́, sean {gn

∣
∣
∣n < ω} todas las funciones que van de S en B ×  . Definimos C0 como B0 ⊕  . Una

vez que ya conocemos Cn, hay dos casos:

1: Si gn puede extenderse a una escisión ρ para π : Cn −→ Bn, entonces, al ser Bn+1/Bn �

(Bn+1/B0)/(Bn/B0) de torsión, luego Bn+1/Bn no es un W-grupo, Bn+1 lo es y Cn es un

(Bn, )-grupo tal que π : Cn −→ Bn se escinde, por lo tanto por el lema anterior existe

un (Bn+1, )-grupo, al cual definimos como Cn+1, que es extensión de Cn y tal que ρ no se

extiende a una escisión para π : Cn+1 −→ Bn+1.

2: En caso contrario, tomamos ρ como cualquier escisión para π : Cn −→ Bn (hay al menos

una dado que Bn es finitamente generado y libre de torsión, luego es libre), y por la misma

razón que en el caso anterior, Bn+1/Bn no es de torsión, por lo tanto no es un W-grupo,

lo cual nos permite definir (en virtud del lema anterior) a Cn+1 como un (Bn+1, )-grupo

extensión de Cn tal que ρ no puede extenderse a una escisión para π : Cn+1 −→ Bn+1.

Ası́, tendremos que π : C =
⋃

n<ω

Cn −→ B no se escinde, pues si lo hiciera mediante ρ : B −→ C,

entonces (∃n < ω)(ρ ↾ S = gn), luego ρ ↾ Bn será una escisión para π : Cn −→ Bn que extiende a

gn y que se extiende a una escisión para π : Cn+1 −→ Bn+1 (a saber, ρ ↾ Bn+1), lo cual contradice a

la construcción de los Cn. De esta forma, concluimos que B no es un W-grupo, y deberı́a serlo al

ser subgrupo de un W-grupo por el teorema I.7 parte (i). Esto es una contradicción.
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4. Los W-grupos de orden ω1

Ahora deseamos generalizar estos razonamientos para W-grupos de cardinalidades mayores.

Para tal fin, debemos ir generalizando varias de las nociones que utilizamos anteriormente. En

particular, generalizaremos la noción de ser “libre de torsión” y de ser “puro”.

Definición I.14. Sean κ ∈ Card, con κ ≥ ω1 y A un grupo abeliano.

(i) Decimos que A es κ-libre si (∀B ≤ A)(|B| < κ −→ B es libre).

(ii) Siendo A κ-libre y B ≤ A, decimos que B es κ-puro en A si A/B es κ-libre.

Claramente, ser ω1-libre, que significa que todo subgrupo numerable sea libre, generaliza a la

noción de ser libre de torsión, la cual es equivalente a que todo subgrupo finitamente generado sea

libre. Similarmente, ser ω1-puro generaliza a la noción de ser puro. De hecho, es inmediato que,

para cada κ, λ ∈ Card, con ω1 ≤ λ < κ, si A es κ-libre entonces A es λ-libre y libre de torsión, y por

consiguiente si B ≤ A es κ-puro entonces es λ-puro y también puro. Es por ello que afirmábamos

que estas nociones generalizaban otras que se utilizaron en la sección anterior.

Corolario I.15. Todo W-grupo es ω1-libre.

Demostración. Inmediato del teorema I.7 parte (i) y del teorema I.13.

Lo que sigue a continuación, es generalizar las hipótesis del Criterio de Pontryagin. Recorde-

mos que dicho criterio asegura que todo grupo abeliano numerable libre de torsión tal que todo

subgrupo finitamente generado está contenido en un subgrupo puro finitamente generado es libre.

En esta ocasión, la idea es reemplazar “libre de torsión” por “ω1-libre”, “puro” por “ω1-puro”, y

“finitamente generado” por “‘numerable”. Eventualmente, acabaremos por utilizar grupos de car-

dinalidad ω1, pero no necesariamente seremos capaces de demostrar que bajo estas condiciones los

grupos deben de ser libres.

Definición I.16. Sea A un grupo abeliano. Diremos que A satisface la condición de Chase

si A es un grupo ω1-libre tal que todo subgrupo numerable de A está contenido en un subgrupo

numerable ω1-puro en A.

Esta condición lleva el nombre de Chase debido a que fue él quien demostró, suponiendo HC

(es decir, 2ω = ω1), que todo W-grupo satisface esta condición. Nótese que, si A satisface la con-

dición de Chase, entonces A satisface exactamente las hipótesis del criterio de Pontryagin (salvo

la numerabilidad). Esto es, A es libre de torsión (por ser ω1-libre) y todo subgrupo B ≤ A fini-

tamente generado está contenido en un subgrupo finitamente generado puro en A. Pues si B es
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finitamente generado, entonces es numerable. Luego, la condición de Chase asegura la existencia

de un subgrupo numerable ω1-puro (en particular, puro) en A que contiene a B, luego C.P.(B) es a

lo sumo numerable. Pero entonces, al ser A un grupo ω1-libre, ha de tenerse que C.P.(B) es libre,

y B es un subgrupo de C.P.(B) que es finitamente generado. Por lo tanto, la cerradura pura de B,

calculada dentro de C.P.(B), ha de ser finitamente generada. Pero dicha cerradura pura es exacta-

mente C.P.(B), luego C.P.(B) es finitamente generado, como querı́amos demostrar. A continuación

traduciremos la condición de Chase en términos de cadenas transfinitas de grupos.

Lema I.17. Sea A un grupo abeliano de orden ω1. Entonces, A satisface la condición de Chase

⇐⇒ A es la unión de una cadena suave de grupos libres numerables 〈Aα

∣
∣
∣α < ω1〉 tal que A0 = 〈0〉

y que para todo α < ω1, Aα+1 es ω1-puro en A.

Demostración.

⇒: Si A satisface la condición de Chase, tomando A = {aα
∣
∣
∣α < ω1}, definimos la cadena

de los Aα por inducción: A0 = 〈0〉, si conocemos Aα entonces definimos Aα+1 como un

subgrupo numerable ω1-puro de A que contenga a 〈Aα∪{aα}〉; finalmente, si ya conocemos

Aγ para todo γ < α y α es un ordinal lı́mite entonces Aα =
⋃

γ<α

Aγ.

⇐: Todo subgrupo numerable B ≤ A está contenido en alguno de los Aα+1, con α < ω1.

A continuación, presentamos el último resultado de esta sección, que realmente es el resultado

crucial para trabajar el problema de Whitehead en grupos abelianos de orden ω1, y que será de gran

ayuda para demostrar que la solución a este problema es independiente de ZFE.

Teorema I.18. Sea A un grupo abeliano que satisface la condición de Chase, y que por lo tanto

es, por el lema anterior, la unión de una cadena suave de grupos libres numerables 〈Aα

∣
∣
∣α < ω1〉

con A0 = 〈0〉 y Aα+1 ω1-puro en A para todo α < ω1. Sea

E = {α < ω1

∣
∣
∣Aα no es ω1−puro en A}

(nótese que en particular E ⊆ lı́m(ω1)). Entonces, A es libre ⇐⇒ E no es estacionario en ω1.

Demostración.

⇐: Si E no es estacionario, sea 〈αβ
∣
∣
∣β < ω1〉 la enumeración creciente de los elementos de un

conjunto cerrado y no acotado C tal que C ∩ E = ∅, y consideremos los grupos Bβ = Aαβ .

Entonces, tendremos que, al ser C un cerrado, 〈Bβ

∣
∣
∣β < ω1〉 será una cadena suave de grupos,
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cuya unión, debido a que C es no acotado, es A. Al ser C ∩ E = ∅, tenemos que Bβ es ω1-

puro en A, para todo β < ω1, por lo tanto A/Bβ es ω1-libre. De esta forma, siendo Bβ+1

numerable, podemos concluir que para todo β < ω1, Bβ+1/Bβ es libre. Dado que 0 < E, sin

perder generalidad puedo cambiar C por C ∪ {0} y suponer que B0 = A0 = 〈0〉. Ası́ pues, el

teorema 0.14 nos permite asegurar que A es libre.

⇒: Supongamos que A es un grupo abeliano libre con base X. Construiremos por inducción

transfinita una cadena suave 〈Xα

∣
∣
∣α < ω1〉 de subconjuntos de X y una función normal

f : ω1 −→ ω1 tal que para cada α < ω1, Xα será una base de A f (α). Ponemos X0 = ∅

y f (0) = 0. Para el caso cuando α < ω1 es un ordinal lı́mite y conocemos Xβ para todo

β < α, basta poner Xα =
⋃

β<α

Xβ y f (α) = sup{ f (β)
∣
∣
∣β < α}, de modo que Xα será una base de

A f (α) =
⋃

β<α

A f (β). Ahora, si ya conocemos Xα para α < ω1, tomemos un Y0 ∈ [X]≤ω tal que

Xα ( Y0, y σ0 ∈ Ord tal que Y0 ⊆ Aσ0
, a continuación tomamos Y1 ∈ [X]≤ω tal que Aσ0

⊆

〈Y1〉, y ası́ por inducción obtenemos una cadena 〈Yn

∣
∣
∣n < ω〉 de subconjuntos numerables de

X que contienen a Xα, y una sucesión creciente de ordinales 〈σn

∣
∣
∣n < ω〉 mayores que f (α)

tales que para cada n < ω, se tiene que Yn ⊆ Aσn
⊆ 〈Yn+1〉. Si hacemos Xα+1 =

⋃

n<ω

Yn y

f (α + 1) = sup{σn

∣
∣
∣n < ω}, entonces Xα+1 será base de A f (α+1) =

⋃

n<ω

Aσn
=

⋃

n<ω

〈Yn〉.

De esta forma, esa cadena nos dice que E no es estacionario en ω1 debido a que para

cada α < ω1, al ser A/A f (α) grupo libre con base {x + A f (α)

∣
∣
∣x ∈ X \ Xα}, en particular es

ω1-libre y por lo tanto A f (α) será ω1-puro en A, por lo cual { f (α)
∣
∣
∣α < ω1} será un conjunto

cerrado y no acotado que no intersecta a E.

5. “Todo W-grupo es libre” es consistente

A continuación, veremos que hay un modelo de ZFE en el cual se cumple que todo W-grupo

de cardinalidad ω1 es libre. De hecho, basta tomar a L, el universo construible, para ver que ahı́ se

cumple el enunciado apenas mencionado. Este universo se construye de la manera siguiente: supon-

gamos que tenemos un modelo de ZF, entonces, utilizaremos al conjunto Def(X), que es el conjunto

de todos los conjuntos X-definibles (es decir, los conjuntos A tales que para cierta fórmula con una

variable libre ϕ del lenguaje de la teorı́a de conjuntos, enriquecido con un sı́mbolo de constante por

cada elemento de X, se tiene que A = {x ∈ X
∣
∣
∣ϕ(x)}1), para cada conjunto X. Entonces, la jerarquı́a

1Para que esta construcción funcione, es necesario “reconstruı́r” el lenguaje de la teorı́a de conjuntos dentro de

la teorı́a misma: algo análogo a lo que hizo Gödel al asociar a cada fórmula del lenguaje de la aritmética de Peano

un número natural, de modo que al hablar de fórmulas y las relaciones entre ellas, en realidad se estuviera hablando
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construı́ble está dada de la siguiente manera: L0 = ∅, si conocemos Lα entonces Lα+1 = Def(Lα),

y si γ ∈ lı́m(Ord) entonces Lγ =
⋃

α<γ

Lα. Finalmente, L =
⋃

α∈Ord

Lα es el universo de los conjuntos

construibles. Entonces, se demuestra que L es una clase transitiva tal que sus elementos satisfa-

cen todos los axiomas de ZF (en donde cada fórmula se interpreta restringiendo el dominio de sus

cuantificadores a L), además del axioma de elección, y el axioma de constructibilidad, que asegura

que todo conjunto es construible, es decir, que la clase L agota todos los conjuntos existentes (este

axioma se denota por V = L). De esta forma, toda proposición que pueda demostrarse que se sa-

tisface en L decimos que es una consecuencia del axioma V = L. Por ejemplo, HGC es una de las

consecuencias más famosas de V = L. Los detalles de todo esto están en [6, Chapter II, §1-5; pp.

56-85].

En particular, la satisfacción del axioma de elección se deriva de la existencia de una relación

global de buen orden <L, que es definible, y que bien ordena a todo el universo construı́ble L.

Asimismo, la HGC es consecuencia del ası́ llamado lema de condensación ([6, Theorem 5.2, pp.

80-82]), que asegura lo siguiente: dado un ordinal lı́mite α y un submodelo elemental M ≺ Lα,

entonces existen únicos β < α y π : 〈M, ∈〉 � 〈Lβ, ∈〉 de tal suerte que si N ⊆ M es transitivo

entonces π ↾ N = idN , y que para cada m ∈ M se tiene que π(m) <L m. La importancia del

axioma V = L radica en que, si encontráramos una contradicción en la teorı́a ZFE+V = L, entonces

eso serı́a una contradicción que tiene lugar dentro de la clase transitiva L que podemos definir

únicamente en ZF, luego la contradicción puede traducirse a una contradicción en ZF. Es por ello

que, suponiendo que ZF es consistente (una suposición que no puede demostrarse en ZF, sino

únicamente en teorı́as más fuertes, por lo cual esta suposición es posiblemente el único artı́culo

de fe que debe defender cualquier matemático), tendremos que ZF + V = L también lo será. Y,

por consiguiente, toda consecuencia del axioma V = L también será consistente con ZF, lo cual

significa que en ZF jamás seremos capaces de elaborar una refutación del enunciado en cuestión.

Formulemos ahora el principio que nos permitirá probar el resultado deseado acerca de los

grupos de Whitehead. Para κ ∈ Card regular y E un subconjunto estacionario en κ, el principio

combinatorio conocido como 3κ(E) asegura que hay una sucesión 〈S α

∣
∣
∣α ∈ E〉 con S α ⊆ α para

todo α ∈ E y tal que dado cualquier X ⊆ κ, el conjunto {α ∈ E
∣
∣
∣X ∩ α = S α} es estacionario en κ. A

3κ(κ) se le conoce simplemente como 3κ, y nuestro viejo conocido 3 no es otra cosa que 3ω1
. A

continuación, nos propondremos demostrar que para cada subconjunto estacionario E ⊆ ω1, V = L

de números naturales y su aritmética. En este caso, a cada fórmula del lenguaje de la teorı́a de conjuntos se le asocia

determinado conjunto, de modo que nociones tales como la de satisfacibilidad, etc., queden formalizadas dentro de la

teorı́a ZF. Asimismo, esta “aritmetización” (que, en el caso que nos ocupa, más bien serı́a una “conjuntización”) del

lenguaje de teorı́a de conjuntos dentro de ZF nos permitirá cuantificar sobre proposiciones, con lo cual el operador Def

queda bien definido. Los detalles necesarios están en [6, Chapter I, §9,10; pp. 31-48].
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implica que se satisface 3(E) (es decir, 3ω1
(E)). En el camino utilizaremos algunas herramientas

de teorı́a de modelos, estoy convencido de que basta darle una leı́da a la primera sección de [9] para

comprender la idea, en caso de que no se conozca el vocabulario correspondiente.

Lema I.19. Sea λ ∈ lı́m(Ord), con λ > ω1, y X ⊆ Lλ con |X| < ω1. Entonces, existe un N ≺ Lλ

tal que X ⊆ N, |N| < ω1 y N ∩ ω1 ∈ ω1.

Demostración. Sea N0 el conjunto más pequeño (el teorema de Löwenheim-Skolem nos garantiza

que existe al menos uno) tal que N0 ≺ Lλ y X ⊆ N0, y definamos α0 := sup(N0 ∩ ω1). Dado que

|N0| = máx(|X|, ω), entonces α0 < ω1. Ahora bien, por recursión para cada n < ω supongamos que

conocemos Nn ≺ Lλ numerable y sup(Nn ∩ ω1) = αn < ω1. Entonces, sea Nn+1 el conjunto más

pequeño tal que Nn+1 ≺ Lλ y Nn ∪ αn ⊆ Nn+1, y definimos αn+1 := sup(Nn+1 ∩ ω1). Nuevamente,

como Nn+1 = máx(|Nn|, |αn|) < ω1 entonces αn+1 < ω1. Ahora tomemos N =
⋃

n<ω

Nn. Por el teorema

de la cadena elemental, se tiene que X ⊆ N ≺ Lλ, claramente |N| < ω1 y además, si hacemos

α := sup{αn

∣
∣
∣n < ω} < ω1, entonces N∩ω1 =

(

⋃

n<ω

Nn

)

∩ω1 =
⋃

n<ω

(Nn∩ω1) ⊆ sup{αn

∣
∣
∣n < ω}, debido

a que cada Nn ∩ω1 ⊆ αn. Pero por otra parte, cada αn ⊆ Nn+1 ∩ω1, luego N ∩ω1 =
⋃

n<ω

(Nn ∩ω1) ⊇

sup{αn

∣
∣
∣n < ω}. Por lo tanto, N ∩ ω1 = α < ω1.

Teorema I.20. Sea E ⊆ ω1 un conjunto estacionario. Entonces, V = L implica 3(E).

Demostración. Construiremos recursivamente una sucesión (S α,Cα) con α ∈ E. Si ya conocemos

(S γ,Cγ) para cada γ < α ∈ lı́m(ω1), entonces sea (S α,Cα) el <L-mı́nimo par ordenado de tal suerte

que Cα es un cerrado y no acotado en α, S α ⊆ α y (∀γ ∈ Cα ∩ E)(S α ∩ γ , S γ), en caso de que

exista al menos un par que satisfaga esta condición. En caso de que no haya tales pares, o de que α

no sea un ordinal lı́mite, hacemos S α = Cα = ∅. Afirmamos que 〈S α

∣
∣
∣α ∈ E〉 es una 3(E)-sucesión.

En efecto, si suponemos lo contrario, y tomamos (S ,C) el <L-mı́nimo par de subconjuntos de ω1

tal que C es un cerrado y no acotado en ω1 y {γ ∈ E
∣
∣
∣S ∩ γ = S γ} ∩ C = ∅, esto quiere decir que

γ ∈ C ∩ E ⇒ S ∩ γ , S γ. Pero notemos que la sucesión 〈(S α,Cα)
∣
∣
∣α ∈ E〉 es definible en Lω2

a

partir de E (quizá no está de más mencionar en este momento que el orden <L “respeta” el orden

de aparición dentro de la jerarquı́a construı́ble, lo cual quiere decir que si x ∈ Lα y y ∈ Lβ \ Lα,

con α < β, entonces x <L y; es por ello que si algún x es el <L-mı́nimo tal que satisface cierta

propiedad, y x ∈ Lω2
, entonces también será el <L↾ Lω2

-mı́nimo con la misma propiedad). Por lo

tanto, (S ,C) también es definible a partir de E en Lω2
y la definición de ambos es absoluta.
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Por el lema I.19, definamos recursivamente una sucesión de submodelos Nα ≺ Lω2
, de la manera

siguiente. N0 es el conjunto más pequeño tal que |N0| < ω1, N0 ≺ Lω2
, N0 ∩ω1 ∈ ω1 y E ∈ N0. Una

vez que conocemos el submodelo Nα numerable con Nα ∩ ω1 ∈ ω1, entonces elegimos Nα+1 como

el conjunto más pequeño tal que Nα+1 ≺ Lω2
, |Nα+1| < ω1, N ∩ ω1 ∈ ω1 y Nα ∪ {Nα} ⊆ Nα+1. Y

para los ordinales lı́mite λ, tomamos Nλ =
⋃

α<λ

Nα. Es claro que |Nλ| < ω1, Nλ ∩ ω1 ∈ ω1, y por el

teorema de la cadena elemental Nλ ≺ Lω2
. Para cada α < ω1, hacemos δα := Nα ∩ ω1. Entonces,

tenemos que 〈δα
∣
∣
∣α < ω1〉 es una sucesión normal (i.e. creciente y continua) en ω1. Por lo tanto,

el conjunto de sus puntos fijos Z := {δα
∣
∣
∣δα = α} es un cerrado y no acotado en ω1. Por lo tanto,

E ∩Z ∩C ∩ lı́m(ω1) , ∅, tomemos un δα = α ∈ E ∩Z ∩C ∩ lı́m(ω1). Por el lema de condensación,

sea π : Nα � Lβ. Entonces, π ↾ Lα = idLα (debido a que la definición de Lα es absoluta y α ∈ Nα),

π(ω1) = α (por que Nα ∩ ω1 = γα = α), π(E) = E ∩ α, π(〈(S δ,Cδ)
∣
∣
∣δ ∈ E〉) = 〈(S δ,Cδ)

∣
∣
∣α ∈ E ∩ α〉

y π((S ,C)) = (S ∩ α,C ∩ α). Dado que π−1 : Lβ ≺ Lω2
, entonces (S ∩ α,C ∩ α) es el <L-mı́nimo

par de subconjuntos de α tal que C ∩ α es un cerrado y no acotado en α y γ ∈ (C ∩ α) ∩ (E ∩ α) ⇒

(S ∩ α) ∩ γ , S γ. Esto implica que (S ∩ α,C ∩ α) = (S α,Cα) y en particular S ∩ α = S α, pero el

hecho de que α ∈ C ∩ E contradice nuestra elección de (S ,C).

Proposición I.21. Supongamos el axioma V = L, y sea C la unión de una cadena suave estricta

de conjuntos numerables 〈Cα

∣
∣
∣α < ω1〉 y E ⊆ ω1 un estacionario. Entonces, hay una sucesión

〈S α

∣
∣
∣α ∈ E〉 tal que S α ⊆ Cα para todo α ∈ E y tal que para cualquier X ⊆ C, el conjunto

{α ∈ E
∣
∣
∣X ∩Cα = S α} es estacionario.

Demostración. Construimos por recursión, para α < ω1, funciones inyectivas fα : Cα −→ ω1 tales

que cumplan fα ( fβ para α < β y α ⊆ ran( fα) ∈ ω1, de la manera siguiente: f0 : C0 −→ |C0|

es cualquier biyección, si conocemos fβ para cualquier β < α y α < ω1 es un ordinal lı́mite,

ponemos simplemente fα =
⋃

β<α

fβ. Finalmente, si conocemos fα entonces hacemos fα+1 : Cα+1 −→

ran( fα) + |Cα+1 \ Cα| de tal forma que fα+1 ↾ Cα = fα y que fα+1 ↾ (Cα+1 \ Cα) : Cα+1 \ Cα −→

(ran( fα) + |Cα+1 \ Cα|) \ ran( fα) sea una biyección. Ahora, si hacemos f =
⋃

α<ω1

fα : C −→ ω1,

claramente tendremos que f es biyección. Más aún, dado que α 7−→ ran( fα) es una función normal,

entonces T = {α < ω1

∣
∣
∣ran( fα) = α}, el conjunto de puntos fijos de esta función, es un conjunto

cerrado y no acotado en ω1. Ahora sı́, usamos el teorema anterior para obtener 〈Tα

∣
∣
∣α ∈ E〉 una

3(E)-sucesión, y definimos, para cada α ∈ E, S α = f −1[Tα]. Ası́, dado α ∈ E, Tα ⊆ α ⊆ ran( fα),

por lo cual S α ⊆ f −1[ran( fα)] = Cα. Ahora, si X ⊆ C, entonces {α ∈ E
∣
∣
∣X ∩ Cα = S α} ⊇ T ∩ {α ∈

E
∣
∣
∣ f [X] ∩ α = Tα}, el cual es estacionario por hipótesis. Luego 〈S α

∣
∣
∣α ∈ ω1〉 es la sucesión cuya

existencia querı́amos garantizar.
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Corolario I.22. Supóngase que se satisface V = L. Sea B la unión de una cadena suave estricta

de conjuntos numerables 〈Bα

∣
∣
∣α < ω1〉, Y un conjunto numerable, y E ⊆ ω1 estacionario. Entonces,

hay una sucesión 〈gα : Bα −→ Bα × Y
∣
∣
∣α ∈ E〉 tal que para toda función h : B −→ B × Y que

satisfaga (∀α ∈ E)(h[Bα] ⊆ Bα × Y), existe α ∈ E tal que h ↾ Bα = gα.

Demostración. Para cada α ∈ E, definimos Cα = Bα × (Bα × Y) y C = B × (B × Y) de modo que

podamos aplicar la proposicion anterior, y sea 〈S α

∣
∣
∣α ∈ E〉 la sucesión cuya existencia asegura dicha

proposición, luego S α ⊆ Bα × (Bα × Y). Definimos gα de acuerdo a dos posibles casos. Si S α es

una función con dominio Bα, entonces ponemos simplemente gα = S α. En caso contrario, hacemos

gα igual a una función : Bα −→ Bα × Y arbitraria. De esta forma, si h : B −→ B × Y entonces

h ⊆ B× (B× Y), luego tendremos que {α ∈ E
∣
∣
∣h∩ Bα × (Bα × Y) = S α} es estacionario, en particular

es no vacı́o. Por lo tanto hay un α ∈ E tal que h ∩ Bα × (Bα × Y) = S α. Si además h es tal que

h[Bα] ⊆ Bα × Y , esto quiere decir que S α = h ∩ Bα × (Bα × Y) = h ↾ Bα. Entonces, S α era una

función con dominio Bα, luego por la definición de las gα, se tiene que gα = S α = h ↾ Bα.

Hemos terminado con las consecuencias técnicas del axioma V = L. Finalmente, ha llegado la

hora de utilizar esas consecuencias para establecer el resultado de consistencia que hemos venido

anunciando a lo largo de toda esta sección.

Teorema I.23. Sea B la unión de una cadena suave estricta 〈Bα

∣
∣
∣α < ω1〉 de grupos libres

numerables tales que E = {α < ω1

∣
∣
∣Bα+1/Bα no es libre} es estacionario en ω1. Entonces, V = L

implica que B no es un W-grupo.

Demostración. Definiremos por inducción transfinita una cadena de grupos 〈Cα

∣
∣
∣α < ω1〉 tal que

cada Cα sea un (Bα, )-grupo y su unión C sea un (B, )-grupo tal que π : C −→ B no se escinda.

Por el corolario anterior, tenemos funciones {gα : Bα −→ Bα ×  
∣
∣
∣α ∈ E} tales que para cada

h : B −→ B ×  que cumpla πh = idB, tendremos que hay un β ∈ E tal que h ↾ Bβ = gβ, debido a

que idBα = idB ↾ Bα = (πh) ↾ Bα = π(h ↾ Bα), lo cual nos dice que h[Bα] ⊆ Bα ×  .

Comenzamos haciendo de C0 cualquier (B0, )-grupo, por ejemplo, C0 = B0⊕ . Si conocemos

Cβ para todo β < α y α < ω1 es un ordinal lı́mite, entonces hacemos Cα =
⋃

β<α

Cβ. Ahora, si

conocemos Cα, para definir Cα+1 hay dos casos:

1: Si α ∈ E y gα : Bα −→ Bα ×  es una escisión para π : Cα −→ Bα. Entonces, dado que

Bα+1/Bα no es libre (pues α ∈ E) y, al ser numerable, esto implica por el teorema I.13 que

no es un W-grupo, amén de que Bα+1 sı́ es W-grupo por ser libre, entonces por el lema I.12
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hay una extensión Cα+1 de Cα tal que es un (Bα+1, )-grupo de tal suerte que gα no puede

extenderse a una escisión para π : Cα+1 −→ Bα+1.

2: Si α < E o bien si gα : Bα −→ Bα× no es una escisión para π : Cα −→ Bα, entonces toma-

mos Cα+1 como cualquier (Bα+1, )-grupo que extienda a Cα (nótese que por hipótesis Bα

es libre, luego π : Cα −→ Bα tiene al menos una escisión y eso significa que esencialmente

Cα = Bα ⊕  , luego es natural hacer Cα+1 = Bα+1 ⊕  ).

Ası́ las cosas, hacemos C =
⋃

α<ω1

Cα. Si hubiera una escisión ρ : B −→ C, entonces

habrı́a un α ∈ E tal que ρ ↾ Bα = gα, pero esto contradirı́a la definición de Cα+1. Es por ello

que π no se escinde y consecuentemente B no es un W-grupo.

Finalmente, hemos llegado al momento de cumplir el objetivo que motivó a desarrollar toda la

teorı́a anterior. El siguiente resultado es el más importante de esta sección.

Teorema I.24 (Shelah). ZFE + V = L implica que todo W-grupo de cardinalidad ω1 es libre.

Demostración. Sea A un W-grupo de orden ω1. Veremos que A satisface la condición de Chase. En

primer lugar, por ser A un W-grupo, el corolario I.15 asegura que A es ω1-libre. Si A no satisficiera

la condición de Chase, habrı́a un B0 ≤ A numerable tal que para todo C ≤ A numerable con B0 ⊆ C,

se tiene que C no es ω1-puro en A, i. e. A/C no es ω1-libre, esto es, hay un C′ ≤ A tal que C′/C

es numerable y no es libre, en particular C′ es numerable. En particular, hay un B1 ≤ A numerable

tal que B1/B0 no es libre. Y si conocemos Bα ≤ A numerable, para α < ω1, con B0 ⊆ Bα, entonces

existirá un Bα+1 ≤ A numerable tal que Bα+1/Bα no es libre. Si α < ω1 es un ordinal lı́mite y

conocemos Bβ para cada β < α, definimos simplemente Bα =
⋃

β<α

Bβ. Por lo tanto, tenemos una

cadena suave estricta de subgrupos numerables de A, 〈Bα

∣
∣
∣α < ω1〉, tal que para cada α < ω1,

Bα+1/Bα no es libre y tal que A =
⋃

α<ω1

Bα. En particular, {α < ω1

∣
∣
∣Bα+1/Bα no es libre} = ω1, el

cual es estacionario en ω1, por lo que el teorema anterior asegura que A no es un W-grupo y esto es

autocontradictorio. Por lo tanto A satisface la condición de Chase.

Ası́, por el lema I.17, A es la unión de una cadena suave de grupos libres numerables 〈Aα

∣
∣
∣α <

ω1〉 con A0 = 〈0〉 y tal que para cada α < ω1, Aα+1 es ω1-puro en A. Consideremos los conjuntos

E = {α < ω1

∣
∣
∣Aα no es ω1−puro en A} y E′

= {α < ω1

∣
∣
∣Aα+1/Aα no es libre}. Por el teorema anterior,

dado que A es un W-grupo entonces E′ no es estacionario. Pero afirmamos que E′
= E. En efecto,

si α ∈ E′ entonces Aα+1/Aα no es libre, luego A/Aα no es ω1-libre, por lo tanto Aα no es ω1-puro en

A y α ∈ E, por consiguiente E′ ⊆ E. Ahora, supóngase que α < E′. Entonces, Aα+1/Aα es libre. Para

λ > α, Aλ/Aα+1 es libre dado que Aα+1 es, por hipótesis, ω1-puro en A (lo cual significa que A/Aα+1
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es ω1-libre). Luego, Aλ/Aα+1 � (Aλ/Aα)/(Aα+1/Aα) es libre para todo λ > α, al ser Aα+1/Aα libre, la

proposición 0.12 nos asegura que Aλ/Aα es libre, para todo λ > α. Por lo tanto, A/Aα es ω1-libre,

debido a que si B/Aα ≤ A/Aα es numerable, habrá un λ > α tal que B ⊆ Aλ, luego B/Aα ≤ Aλ/Aα y

B/Aα será libre (por ser subgrupo de un libre, proposición 0.7 parte (i)). Por consiguiente, tenemos

que Aα es ω1-puro en A y por lo tanto α < E, lo que implica que E ⊆ E′, luego E = E′ y E no es

estacionario, por el teorema I.18 esto implica que A es libre.

De esta forma, podemos concluir que no es posible refutar, en ZFE, que todo W-grupo de

cardinalidad ω1 es libre. En la siguiente sección, probaremos que este enunciado tampoco puede

demostrarse en ZFE.

6. “Todo W-grupo es libre” es independiente

En la presente sección, veremos que también la respuesta “hay W-grupos que no son libres” es

consistente con ZFE, lo cual nos dirá que la respuesta al problema de Whitehead es independiente

de ZFE. Comenzaremos por realizar una construcción importante, si bien ésta se realiza asumiendo

únicamente los axiomas de ZFE.

Construcción I.25. Construiremos un grupo abeliano de cardinalidad ω1 que satisface la condi-

ción de Chase pero que no es libre. Lo haremos definiendo por inducción una cadena suave estricta

〈Aα

∣
∣
∣α < ω1〉 de grupos numerables, con A0 = 〈0〉, que satisfagan

1. (∀α < ω1)(Aα es libre), (∀β < α < ω1)(Aα/Aβ+1 es libre)

2. (∀α ∈ lı́m(ω1))(Aα+1/Aα no es libre).

Una vez que tengamos esto, bastará poner A =
⋃

α<ω1

Aα para obtener lo deseado. En efecto, la

primera condición nos garantiza que para cada α < ω1, Aα+1 es ω1-puro en A (pues todo subgrupo

numerable de A/Aα+1 está contenido en algún Aβ/Aα+1, y subgrupos de libres son libres), luego el

lema I.17 nos asegura que A satisface la condición de Chase. Por otra parte, la última condición de

la cadena nos dice que el conjunto de α < ω1 tales que Aα no es ω1-libre consta al menos de todos

los ordinales lı́mite, luego dicho conjunto es estacionario y el teorema I.18 nos garantiza que A no

es libre.

Ahora vamos con la construcción. Como ya dijimos, A0 = 〈0〉. Si α es ordinal lı́mite y conoce-

mos Aβ para cada β < α < ω1, entonces escogemos una sucesión estrictamente creciente 〈αn

∣
∣
∣n < ω〉

cofinal en α tal que cada αn sea un ordinal sucesor. Ponemos Aα =
⋃

n<ω

Aαn
. El teorema 0.14 nos

garantiza que Aα es libre (debido a que Aα0
es libre y para cada n < ω, Aαn+1

/Aαn
lo es por ser todos

los αn ordinales sucesores), más aún, nos garantiza que Aα/Aαn
es libre para cada n < ω. Además,
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para β < α, hay un n < ω tal que Aβ+1 ⊆ Aαn
, luego se tiene que (Aα/Aβ+1)/(Aαn

/Aβ+1) � Aα/Aαn

que es libre, como además el divisor en el cociente de la izquierda es libre, la proposición 0.12 nos

permite asegurar que Aα/Aβ+1 es libre. Por lo tanto, la nueva cadena de longitud α que obtenemos

al agregar Aα, sigue cumpliendo con la primera condición (la segunda, en este caso, ni siquiera

necesita ser verificada). Ahora supóngase que conocemos Aα, y que queremos definir Aα+1, para

α < ω1. Entonces tenemos dos casos:

1: α no es lı́mite. Entonces, hacemos Aα+1 = Aα ⊕  . Veamos que con este Aα+1, la cadena

seguirá cumpliendo lo que tiene que cumplir. Es claro que Aα+1 es libre; además, dado β <

α, por hipótesis inductiva tenemos que Aα/Aβ+1 es libre, y también (Aα+1/Aβ+1)/(Aα/Aβ+1) �

Aα+1/Aα = (Aα ⊕  )/Aα �  lo es; de modo que por la proposición 0.12 concluimos que

Aα+1/Aβ+1 es libre. Ası́, nuevamente se sigue cumpliendo la primera condición en la cadena,

la segunda no necesita checarse en este caso.

2: α es un ordinal lı́mite. Este es el caso más complicado de tratar. Elegimos una sucesión

estrictamente creciente 〈αn

∣
∣
∣n < ω〉 cofinal en α que conste de puros ordinales sucesores

salvo en el caso de α0, que tomaremos igual a 0. Por como se hizo la demostración del

teorema 0.14, sabemos que hay una cadena suave estricta de conjuntos 〈Xn

∣
∣
∣n < ω〉 de

tal forma que cada Xn es base de Aαn
y X :=

⋃

n<ω

Xn es base de Aα =
⋃

n<ω

Aαn
. Para cada

1 ≤ n < ω escogemos un xn ∈ Xn \ Xn−1. Sea, para cada n < ω, Yn = Xn \
n

{xi}
i=1

y sea B el

subgrupo de Aα generado por
⋃

n<ω

Yn = X \
∞

{xi}
i=1

. Esto es, B =
⊕

X\
∞

{xi}
i=1

 ≤
⊕

x∈X

 = Aα.

Ahora, tomemos el producto directo de ω copias de  (que indexaremos por medio de

los xi), es decir, sea P =

∞∏

i=1

〈xi〉 �
∏

xi∈
∞

{xi}
i=1

 . En P, para cada 1 ≤ m < ω, sea

zm = “
∑

n≥m

n!

m!
xn”

= ( 0, . . . , 0
︸  ︷︷  ︸

m−1 entradas

, 1, (m + 1), (m + 1)(m + 2), . . .) ∈ P.

Ahora bien,

B ⊕ P =





⊕

X\
∞

{xi}
i=1

 





⊕





∏

xi∈
∞

{xi}
i=1

 





⊇





⊕

X\
∞

{xi}
i=1

 





⊕





⊕

xi∈
∞

{xi}
i=1

 





= Aα,

por lo tanto tiene sentido considerar que B ⊕ P contiene como subgrupo a (una copia iso-

morfa a) Aα, y definir Aα+1 como el subgrupo de B ⊕ P generado por Aα ∪ {zm

∣
∣
∣1 ≤ m < ω}.
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Se puede verificar que
⋃

n<ω

Yn ∪ {zm

∣
∣
∣1 ≤ m < ω} es base de Aα+1. En primer lugar,

la independencia lineal es bastante inmediata de verificar, y para ver que este conjunto

efectivamente genera a Aα+1, lo único que podrı́a causarnos problemas es ver que con los

zi podemos generar a los xi, que son elementos de Aα. Pero un cálculo rápido a partir de la

definición de los zi nos confirma que, para cada m ∈  , se tiene que zm − (m + 1)zm+1 = xm.

Por consiguiente, Aα+1 es libre. Ahora, para k < ω, se tiene que Aα+1/Aαk
es isomorfo al

subgrupo de Aα+1 generado por
⋃

n>k

(Yn\Yk)∪{zm

∣
∣
∣k+1 ≤ m < ω} (piénsese que en la expresión

de Aα+1 como suma directa de copias de !, hacer cociente sobre Aαk
es equivalente a tomar

como triviales todos los factores que vienen indexados por un generador de Aαk
, ası́ como

hacer iguales a 0 a estos mismos generadores), luego es libre. Dado β < α, hay un n < ω

tal que Aβ+1 ⊆ Aαn
, por lo tanto, dado que Aαn

/Aβ+1 es libre y (Aα+1/Aβ+1)/(Aαn
/Aβ+1) �

Aα+1/Aαn
lo es, la proposición 0.12 nos permite asegurar que Aα+1/Aβ+1 es libre. Ahora, sólo

resta ver la segunda condición, a saber, que Aα+1/Aα no es libre: observemos que para cada

1 ≤ m < ω, se tiene que m!zm−z1 = −
m−1∑

n=1

n!xn = (−1,−2,−3!, . . . ,−(m−1)!, 0, 0, . . .) ∈ Aα,

luego z1 + Aα = m!zm + Aα. Como z1 < Aα, entonces z1 + Aα es un elemento no cero de

Aα+1/Aα que puede dividirse por cada m ∈  (debido a que z1+Aα = m((m−1)!zm+Aα). Un

grupo libre abeliano no tiene elementos que sean divisibles por todos los enteros positivos:

pues si algún grupo libre abeliano A tiene base Y y x = m1x1 + · · · + mnxn ∈ A, con mi ∈ !

y xi ∈ Y , entonces es claro que para cada k que sea mayor que el máximo común divisor de
n

{mi}
i=1

, la ecuación kX = x no tiene solución en A. Entonces, podemos concluir que Aα+1/Aα

es libre.

Para demostrar la consistencia de la existencia de un W-grupo que no es libre, nuevamente de-

bemos enriquecer ZFE con algún axioma adicional. En esta ocasión, el axioma de Martin, del cual

hablamos en el capı́tulo anterior, será el que utilizaremos para realizar esta prueba de consistencia.

Tomaremos, debido al teorema 0.26, un modelo para ZFE + AM + ¬HC, y todo lo que se satisfaga

en este modelo será consistente con ZFE. En particular, veremos que en este modelo existe un W-

grupo de tamaño ω1 que no es libre. De hecho, este grupo no será otro que de la construcción I.25,

pero el axioma de Martin nos permitirá demostrar que en efecto este grupo es un W-grupo.

Teorema I.26 (Shelah). ZFE + AM + ¬HC ⊢ todo grupo abeliano de cardinalidad ω1 que

satisface la condición de Chase es un W-grupo.

Demostración. Sea A un grupo de cardinalidad ω1 que satisface la condición de Chase, y π : B −→

A un epimorfismo cuyo núcleo es isomorfo a ! (en realidad, nos basta con que el núcleo sea
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numerable). Sea

 = {ϕ : S −→ B
∣
∣
∣ (ϕ es un homomorfismo) ∧ πϕ = idS

∧(S es un subgrupo finitamente generado puro en A)},

equipado con la relación de preorden ϕ ≤ ψ ⇐⇒ ψ ⊆ ϕ. Entonces,  es un conjunto preordenado

no vacı́o (el único homomorfismo : 〈0〉 −→ B es un elemento de  , ya que al ser A un grupo

ω1-libre (pues satisface la condición de Chase) es libre de torsión, luego 〈0〉 es un subgrupo puro

en A que obviamente es finitamente generado).

Supongamos por el momento que  tiene la c.c.c.. Para cada a ∈ A, sea Da = {ϕ ∈  
∣
∣
∣a ∈

dom(ϕ)}. Veamos que Da es denso en : sea ϕ ∈  , si a ∈ dom(ϕ) entonces ϕ ∈ Da y ya terminamos.

Si no, sea S = dom(ϕ) y T un subgrupo puro en A finitamente generado que contiene a S ∪

{a} (dado que A satisface la condición de Chase, C.P.(S + 〈a〉) es finitamente generado). Ahora,

T/S es finitamente generado, y también es libre de torsión al ser S puro en A. Por lo tanto, la

proposición 0.7 parte (ii) nos asegura que T/S es libre, luego la parte (iii) del mismo teorema nos

asegura la existencia de una base para T de la forma X ∪ Y con X una base de S , X ∩ Y = ∅.

Definimos, pues, ψ : T −→ B haciendo, por la propiedad universal de los grupos abelianos libres,

ψ(x) =






ϕ(x); x ∈ X

bx; x ∈ Y y bx ∈ B con π(bx) = x

luego ψ ∈  con ψ < ϕ (como consecuencia de esto, por inducción, podemos extender cualquier

ϕ ∈  a alguna ϕ′ ∈  tal que F ⊆ dom(ϕ′), siempre que F sea cualquier subconjunto finito de A).

Por lo tanto, AM nos asegura que, si D = {Da

∣
∣
∣a ∈ A}, entonces hay un filtro G que es D-genérico.

Es claro que, si g =
⋃

G, al ser G filtro, g será una función, y por ser D-genérico tendremos que

A = dom(g). Además, g cumple con la siguiente propiedad: Para cada F ∈ [A]<ω hay una f ∈  tal

que F ⊆ dom( f ) y g ↾ F = f ↾ F. En efecto, al ser F = {a1, . . . , an}, hay elementos g1, . . . , gn ∈  

tales que (∀i ∈ n + 1 \ {0})(gi ∈ G ∩ Dai
), al ser G un filtro y n finito, existe una h ∈ G que extiende

a todas las fi, h es el elemento que estamos buscando.

Por si esto fuera poco, tenemos que necesariamente g es homomorfismo: pues si a, b ∈ A

entonces hay una f ∈  tal que f ↾ {a, b, a + b} = g ↾ {a, b, a + b}, luego g(a + b) = f (a + b) =

f (a)+ f (b) = g(a)+g(b). Además, tenemos que πg(a) = π( f (a)) = a, luego πg = idA y g es escisión

para π, con lo cual concluimos que A es un W-grupo.

Ahora, queremos ver que  tiene la c.c.c., para tal fin demostramos el siguiente lema.

Lema I.27. Sea I ⊆  no numerable. Entonces, hay un subgrupo A′ ≤ A libre y puro en A,

ası́ como un subconjunto no numerable J ⊆ I tal que (∀ϕ ∈ J)(dom(ϕ) ⊆ A′).
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Demostración. Sea I = {ϕα
∣
∣
∣α < ω1}, y para cada α < ω1 sea S α = dom(ϕα), que por hipótesis

es un subgrupo puro en A finitamente generado; y (dado que S α es finitamente generado y libre

de torsión, la proposición 0.7 parte (ii) nos garantiza que es libre) sea Zα una base de S α. Sin

perder generalidad, podemos suponer que para cierto m < ω, (∀α < ω1)(|Zα| = m). Más aún, por

el lema del △-sistema2, podemos suponer que los Zα forman un △-sistema, digamos que con raı́z

R. Entonces, C.P.(〈R〉) es un subgrupo puro en A que está contenido en todos los S α, por lo tanto

podemos tomar un subgrupo T puro en A que esté contenido en una cantidad no numerable de S α,

maximal respecto de esta propiedad (se cumplen las hipótesis del lema de Zorn ya que si tenemos

una cadena de subgrupos con esta propiedad, la cerradura pura de su yunta es una cota superior para

la cadena), luego hay una sucesión estrictamente creciente 〈δα
∣
∣
∣α < ω1〉 tal que (∀α < ω1)(T ⊆ S δα).

T es libre debido a que es subgrupo de un grupo libre (cualquiera de los S δα atestigua esto), luego

podemos tomar una base X para T . Entonces, por la proposición 0.12, sabemos que para cada

α < ω1 existe un conjunto Yα disjunto con X tal que Yα ∪ X es base de S δα .

Construiremos a A′ como la unión de una cadena suave 〈Aα

∣
∣
∣α < ω1〉 tal que para cada α < ω1,

Aα ≤ A sea un subgrupo puro en A y Aα+1/Aα sea libre. Entonces, siempre que A0 sea libre, el

teorema 0.14 nos garantizará que A′ es libre. Más aún, al ser la unión de subgrupos puros en A,

A′ también será puro en A: si x + A′ ∈ tor(A/A′) entonces para cierto n ∈  se cumple que

nx + A′
= n(x + A′) = A′, con lo cual nx ∈ A′

=
⋃

α<ω1

Aα; de modo que para cierto α < ω1 tenemos

que nx ∈ Aα (i.e. n(x + Aα) = Aα y por tanto x + Aα ∈ tor(A/Aα)), siendo Aα puro en A no queda

más opción que x ∈ Aα ⊆ A′ y por lo tanto tor(A/A′) = 〈0〉.

De esta forma, comenzamos haciendo A0 := T , que es libre. Una vez que conocemos 〈Aγ

∣
∣
∣γ <

α〉, entonces si α es lı́mite hacemos Aα =
⋃

γ<α

Aγ. Y finalmente, supongamos que conocemos 〈Aγ

∣
∣
∣γ ≤

α〉 y una sucesión estrictamente creciente de ordinales 〈σγ+1

∣
∣
∣γ < α〉 tal que para cada γ < α,

Yσγ+1
⊆ Aγ+1. Sea Cα un subgrupo numerable ω1-puro que contiene a Aα, el cual existe debido

a que A satisface la condición de Chase. Observemos que debe de existir un σα+1 tal que (∀γ ≤

α)(σα+1 > σγ+1 ∧ 〈Yσα+1
〉 ∩ Cα = 〈0〉), pues en caso contrario, al ser Cα numerable, entonces

existirı́a un c ∈ Cα \ {0} y una cantidad no numerable de τ < ω1 tales que τ > sup{σγ+1

∣
∣
∣γ ≤ α}

y con c ∈ 〈Yτ〉. Pero esto implicarı́a que C.P.(T + 〈c〉) ⊆ S δτ para esos mismos τ (la inclusión se

debe a que c ∈ 〈Yτ〉 ≤ S δτ y T ⊆ S δτ , y S δτ es puro en A), y esto contradice la maximalidad de

T . Entonces, hacemos Aα+1 := C.P.(Aα + 〈Yσα+1
〉). Por construcción, 〈Yσα+1

〉 ∩ Cα = 〈0〉, entonces

Aα+1 ∩Cα = Aα (ya que si x ∈ Aα+1 ∩Cα entonces para cierto n ∈  se tiene que nx ∈ Aα + 〈Yσα+1
〉

2El lema del △-sistema dice que todo conjunto numerable de conjuntos finitos A tiene un subconjunto no numerable

B que forma un △-sistema, es decir, hay un r (llamado la raı́z del △-sistema) tal que para cualesquiera dos a, b ∈ B

distintos, a ∩ b = r. La demostración puede verse en [14, pp. 49-50, o ej. 1 p. 86].
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y también nx ∈ Cα ⊇ Aα, con lo cual necesariamente se concluye que x ∈ Aα), lo cual significa que

Aα+1/Aα = Aα+1/(Aα+1 ∩ Cα) � (Aα+1 + Cα)/Cα, este último es un subgrupo numerable de A/Cα,

que es un grupo ω1-libre (pues Cα es ω1-puro), y por lo tanto este cociente es libre.

Entonces basta hacer J := {ϕσα+1

∣
∣
∣α < ω1} para que el lema quede demostrado en virtud de que

dom(ϕσα+1
) = S σα+1

= 〈X ∪ Yσα+1
〉 ⊆ Aα+1 ⊆ A′, en donde la penúltima inclusión es consecuencia de

que Yσα+1
⊆ Aα+1 y X ⊆ T = A0 ⊆ Aα+1.

Finalmente tenemos la herramienta necesaria para demostrar que  tiene la c.c.c.. Sea I ⊆  

no numerable. Por el lema anterior, hay un subgrupo A′ ≤ A que es libre y puro en A tal que, sin

perder generalidad, contiene a dom(ϕ) para todos los ϕ ∈ I. Sea X = {xα
∣
∣
∣α < ω1} una base de A′.

Dado que para cada ϕ ∈  y cada subconjunto finito F ⊆ A podemos encontrar un ϕ′ ∈  que

extiende a ϕ y tal que F ⊆ dom(ϕ′), entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que para

cada ϕ ∈ I hay un subconjunto finito Z ⊆ X tal que dom(ϕ) = 〈Z〉 (basta tomar un Z que contenga

suficientes elementos de X como para generar a los generadores de dom(ϕ) (claramente hay un Z

finito con esta propiedad), extender ϕ a una ϕ′ cuyo dominio contenga a Z, y restringir esta última a

〈Z〉, el cual es puro en A (pues (A/〈Z〉)/(A′/〈Z〉) � (A/A′), en donde el grupo de la derecha es libre

de torsión por ser A′ puro en A, y el divisor de la izquierda es libre, de donde es fácil concluir que el

dividendo de la izquierda también es libre de torsión) y finitamente generado). Sea I = {ϕα
∣
∣
∣α < ω1}

y para cada α < ω1, por la observación anterior, Yα ∈ [X]<ω una base para dom(ϕα). Por el lema

del △-sistema, hay una cantidad no numerable de Yα que forman un △-sistema con raı́z R ⊆ X. Ası́,

podemos escoger un T ⊆ X maximal respecto de estar contenido en una cantidad no numerable de

los Yα.

Contemos las posibles funciones f : T −→ B que podrı́an llegar a extenderse a un elemento

de  . Necesitamos que, para cada t ∈ T , π( f (t)) = t. Como π : B −→ A es epimorfismo, entonces

π induce una biyección π̂ : B/ ker(π)Z dada por π̂(b + ker(π)) = π(b). Por ello, es necesario

que f (t) sea un elemento de la única clase lateral cuyo valor bajo π̂ sea t. Pero cada clase lateral

tiene la cardinalidad de ker(π), que es numerable, por lo tanto hay ω posibles valores de f (t) para

cada t ∈ T , y habiendo una cantidad finita de elementos de T no puede haber más que ω posibles

f . Tenemos entonces que, para una cantidad no numerable de α, T ⊆ Yα y por el conteo anterior

sólo puede haber una cantidad numerable de ϕα ↾ T distintos. Por lo tanto, existe un subconjunto

no numerable L ⊆ ω1 tal que (∀α ∈ L)(T ⊆ Yα) y (∀α, β ∈ L)(ϕα ↾ T = ϕβ ↾ T ). Por el lema

del △-sistema, podemos suponer sin perder generalidad que {dom(ϕα)
∣
∣
∣α ∈ L} forma un △-sistema,

digamos que con raı́z R. Es claro que debe tenerse que T ⊆ R, y además si la contención fuera

propia, escogiendo y ∈ R \T se tendrı́a que T ∪ {y} contradice la maximalidad de T . Por lo tanto, la

raı́z del △-sistema es exactamente T , en particular podemos hallar dos α, β ∈ L distintos tales que
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Yα ∩ Yβ = T . Entonces, ϕα ↾ 〈T 〉 = ϕβ ↾ 〈T 〉, con 〈T 〉 = dom(ϕα) ∩ dom(ϕβ). Por lo tanto, el único

homomorfismo ψ : 〈Yα∪Yβ〉 −→ B que extiende a ϕα∪ϕβ, será una extensión común de ϕα y ϕβ, lo

cual nos permitirá concluir que I no era una anticadena tan pronto como logremos demostrar que

ψ ∈  . Para ello, basta ver que 〈Yα ∪ Yβ〉 es un subgrupo puro en A (pues claramente es finitamente

generado y también es claro que πψ = id〈Yα∪Yβ〉). Primero veamos que este grupo es puro en A′,

debido a que A′/〈Yα ∪ Yβ〉 es isomorfo al grupo libre con base {xδ
∣
∣
∣δ ∈ ω1 \ (Yα ∪ Yβ)}. Ahora bien,

(A/〈Yα ∪ Yβ〉)/(A
′/〈Yα ∪ Yβ〉) � A/A′ que es libre de torsión, siendo a su vez el dividendo del

lado izquierdo libre de torsión por ser A′ puro en A y 〈Yα ∪ Yβ〉 puro en A′. Pero esto implica que

A/〈Yα ∪ Yβ〉 es libre de torsión. En efecto, en general, si A/B y B son libres de torsión, entonces

tor(A) ⊆ B y al ser B libre de torsión ha de tenerse que tor(A) = 〈0〉 y por lo tanto también A es

libre de torsión. Con esto finaliza la demostración del teorema.

Juntar el teorema anterior con la construcción I.25 nos permite concluir que, en cualquier mo-

delo de ZFE + AM + ¬HC existen W-grupos que no son libres. Por lo tanto, es imposible refutar

esto último sobre la base de ZFE, y entonces es imposible demostrar que todo W-grupo es libre.

En resumen, hemos visto que para grupos de cardinalidad ω1 no es posible demostrar ni refutar

en ZFE el enunciado “todo W-grupo es libre”. El problema de Whitehead es indecidible, como lo

establece en resumidas cuentas el siguiente corolario.

Corolario I.28. Sea ϕ ≡ “todo W − grupo es libre”. Entonces, ZFE 0 ϕ y ZFE 0 ¬ϕ. Es decir,

ϕ es indecidible.



Capı́tulo II

La cofinalidad del grupo simétrico infinito

En el presente capı́tulo, estudiaremos la cofinalidad del grupo simétrico infinito, un invariante cardinal

que puede definirse para cualquier grupo que no es finitamente generado. En particular, observaremos que

la cofinalidad del grupo simétrico infinito está por debajo del número de dominancia. El resultado principal

de este capı́tulo, es una demostración dentro de ZFE de que la cofinalidad del grupo simétrico es mayor

o igual al invariante cardinal g. De esta forma, tendremos cota superior e inferior para este invariante

cardinal.

1. Los grupos simétricos y algunas de sus propiedades

Como es costumbre, dado un conjunto X, denotaremos por S X al grupo simétrico en X, es

decir, al conjunto de todas las biyecciones de X en X, el cual forma un grupo con la composición

de funciones como operación binaria. En particular, si n < ω entonces S n es el conocido grupo

de permutaciones de n elementos (tal grupo tiene orden n!); mientras que S ω es el grupo simétri-

co infinito, el grupo de las permutaciones de una cantidad numerable de sı́mbolos (cuyo orden es

2ω = c). En general, puede probarse que para todo cardinal κ, su grupo de permutaciones S κ tiene

orden 2κ. Dentro del presente trabajo nos concretaremos a estudiar el grupo simétrico en una can-

tidad numerable de sı́mbolos, S ω. Sin embargo, es conveniente notar que varios de los resultados

que demostramos en la presente y en la siguiente sección se generalizan sin dificultad a los grupos

S κ, para cualquier cardinal κ, sencillamente sustituyendo todos los “ω” por “κ” en las correspon-

dientes demostraciones. El objetivo de la presente sección, primordialmente, es llegar a demostrar

el lema II.6, resultado que será fundamental en lo sucesivo.

Notación II.1.

Dado un conjunto X y una permutación π ∈ S X, denotaremos por Mov(π) a los elementos

movidos por π, y por Fij(π) a los puntos fijos de π. Es decir,

Mov(π) := {x ∈ X
∣
∣
∣π(x) , x}

Fij(π) := {x ∈ X
∣
∣
∣π(x) = x} = X \ Mov(π).
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Denotaremos por  al subconjunto de S ω que consta de aquellas permutaciones que dejan

fijos a casi todos los elementos de ω, es decir,

 := {π ∈ S ω

∣
∣
∣|Mov(π)| < ω}.

Denotaremos por ! al subconjunto de  que está generado por los 3-ciclos.

Notemos que  E S ω. En efecto, es inmediato el hecho de que  es un subgrupo, ya que para

π, σ ∈  tenemos que Mov(πσ−1) ⊆ Mov(π) ∪ Mov(σ−1) = Mov(π) ∪ Mov(σ), y este último es

finito. Finalmente, para demostrar que este subgrupo es normal, basta utilizar el hecho fácilmente

demostrable de que, para σ, π ∈ S ω, Mov(σπσ−1) = σ[Mov(π)]. Asimismo, ! E  , lo cual se

demuestra utilizando las mismas técnicas que en el caso de los grupos simétricos finitos. Al grupo

! se le conoce con el nombre de grupo alternante infinito. Notemos que, para cada n < ω, hay

un encaje natural S n ֒→ S ω, dado por σ 7−→ σ ∪ idω\n. De esta forma, es claro que  =
⋃

n<ω

S n y

! =
⋃

n<ω

An. Ahora bien, un resultado clásico de la teorı́a de los grupos simétricos infinitos S κ (que

aquı́ enunciamos para el caso particular S ω) es aquél que afirma que la sucesión

〈0〉 E ! E  E S ω

es lo que se conoce como una serie de composición de Jordan-Hölder (para la demostración,

puede consultarse [1]). Esto quiere decir que ! es el único subgrupo normal no trivial de  , quien

a su vez es el único subgrupo normal no trivial de S ω. En particular, si H E S ω es un subgrupo

normal que contiene alguna permutación que mueve a una cantidad infinita de elementos, entonces

H = S ω. Introduzcamos algunas notaciones más, y comencemos a demostrar los lemas necesarios

para cumplir con el objetivo de esta sección.

Notación II.2. Sea G ≤ S X, y A ⊆ X. Introducimos la siguiente notación para los siguientes

grupos:

StabA(G) := {g ∈ G
∣
∣
∣g[A] = A},

stabA(G) := {g ∈ G
∣
∣
∣(∀n ∈ A)(g(n) = n)},

G ↾ A := {σ ↾ A
∣
∣
∣σ ∈ StabG(A)}.

El primero es el estabilizador conjuntista de A según G, el segundo es el estabilizador puntual

de A según G. El último es el subgrupo inducido por StabG(A) en S A.

Definición II.3. Sea X un conjunto infinito. Diremos que un subconjunto Y ⊆ X es una mitad

de X si |Y | = |X \ Y | = |X|.

Lema II.4. Sea G ≤ S ω tal que para toda mitad X ⊆ ω se cumple que G ↾ X = S X. Entonces,

G = S ω.
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Demostración. Sea X una mitad de ω y H = StabX(G) = Stabω\X(G). Entonces, por hipótesis

S X = G ↾ X = H ↾ X = {σ ↾ X
∣
∣
∣σ ∈ H}. Similarmente, G ↾ (ω \ X) = H ↾ (ω \ X) = S ω\X. De

esta forma, H ⊆ {σ ∪ π
∣
∣
∣σ ∈ S X ∧ π ∈ S ω\X}. Ası́, si definimos H1 := {σ ∪ idω\X

∣
∣
∣σ ∈ S X} E H

y H2 := {idX ∪ π
∣
∣
∣π ∈ S ω\X} E H, entonces es claro que H = H1 ∪ H2 y H1 ∩ H2 = 〈0〉, de

modo que H � H1 ⊕ H2. Ahora notemos que tanto S X como S ω\X están naturalmente encajados en

{σ ∪ π
∣
∣
∣σ ∈ S X ∧ π ∈ S ω\X} (σ 7−→ σ ∪ idω\X y σ 7−→ σ ∪ idX son los encajes, respectivamente),

y similarmente al caso de H, tenemos que {σ ∪ π
∣
∣
∣σ ∈ S X ∧ π ∈ S ω\X} � S X ⊕ S ω\X. Ası́, tenemos

que H = H1 ⊕ H2 ⊆ S X ⊕ S ω\X, en donde cada factor del término de enmedio es un subgrupo de

cada factor del término de la derecha. Ahora veamos que H1 E S X. Tomemos τ ∈ H1 y σ ∈ S X.

Entonces, dado que H ↾ X = S X, existe un π ∈ H tal que π ↾ X = σ. Como τ ∈ H1, ello significa

que τ ↾ (ω \ X) = idω\X. Luego, (στσ−1) ↾ (ω \ X) = idω\X = (πτπ−1) ↾ (ω \ X), mientras que

(στσ−1) ↾ X = (πτπ−1) ↾ X. Esto significa que στσ−1 = πτπ−1 ∈ H1, por lo tanto H1 E S X y

por un razonamiento enteramente análogo tenemos que H2 E S ω\X. Sin embargo, H1 contiene un

elemento que mueve a una infinidad de elementos de X. En efecto, sea Y una mitad de X. Dado

que G ↾ X = S X, existe un σ ∈ StabY(G) tal que σ ↾ (X \ Y) no tiene puntos fijos, y tal que

σ[X \ Y] = X \ Y . Pero también G ↾ (ω \ Y) = S ω\Y , luego existe un π ∈ Stabω\Y(G) = StabY(G) tal

que π ↾ (X \ Y) = idX\Y y π ↾ (ω \ X) = [σ ↾ (ω \ X)]−1. Ello implicará que (σπ) ↾ (ω \ X) = idω\X

y Mov((σπ) ↾ X) ⊇ X \ Y , de manera que h = σπ ∈ H1 E S X es tal que mueve a una infinidad de

elementos de X. Luego, por las observaciones anteriores al lema, tenemos que H1 = {σ∪ idω\X
∣
∣
∣σ ∈

S X} � S X, y similarmente H2 � S ω\X, con lo cual se tiene que H = {σ ∪ π
∣
∣
∣σ ∈ S X ∧ π ∈ S ω\X}.

Recapitulando, hasta el momento hemos podido concluir que para toda mitad X ⊆ ω, {σ ∪

idω\X
∣
∣
∣σ ∈ S X} ⊆ G. Veamos que esto implica que G = S ω. Sea σ ∈ S ω arbitrario. Es claro que,

si Mov(σ) es finito o bien una mitad, claramente σ ∈ G por la observación anterior. Supongamos

ahora que Mov(σ) es un conjunto cofinito. Observemos que σ determina una partición de ω, que

viene dada por las distintas órbitas, es decir, conjuntos de la forma {σi(n)
∣
∣
∣i ∈  }. Si hay una

infinidad de órbitas, digamos que éstas son Ai con i < ω, sean π, τ ∈ G tales que π ↾
⋃

i<ω

A2i =

σ ↾
⋃

i<ω

A2i, π ↾
⋃

i<ω

A2i+1 = id⋃

i<ω
A2i+1

; y τ ↾
⋃

i<ω

A2i+1 = σ ↾
⋃

i<ω

A2i+1, τ ↾
⋃

i<ω

A2i = id⋃

i<ω
A2i

; de modo

que σ = πτ ∈ G. En caso contrario, supongamos que existe tan sólo una órbita, que debe de ser

infinita, A = {σi(n)
∣
∣
∣i ∈  }. Dado que σ es biyección, todos los σi(n) son distintos entre sı́ (pues de

lo contrario, la órbita serı́a finita). Sea π : A A dada de la siguiente forma:

π(σi(n)) =






σi+1(n); i ≥ 0

σi+2(n); i ≤ −1 par

σi(n); i ≤ −1 impar
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y τ : A A dada como sigue:

τ(σi(n)) =






σi(n); i > 0

σi−1(n); i ≤ 0 par

σi+1(n); i ≤ 0 impar,

es claro que π, τ ∈ G, debido a que cada una de ellas mueve exactamente a una mitad de ω; un

cálculo rápido nos indica que τπ = σ ↾ A. Es claro que, si hay más de una órbita, el mismo

procedimiento repetido tantas veces como órbitas existan, nos permitirá demostrar que σ ∈ G.

Luego G = S ω.

Lema II.5. Sea G ≤ S ω y A, B ⊆ ω con G ↾ A = S A y G ↾ B = S B. Si |A ∩ B| = ω y A ∪ B = ω,

entonces G = S ω.

Demostración. Sea X una mitad de ω. Debe tenerse que o bien X ∩ A es mitad de A o bien X ∩ B es

mitad de B. En efecto, recordemos que A∪ B = ω; luego si X ∩A no fuera mitad de A ello significa

que X ∩ A o A \ X es finito. En el primer caso, necesariamente X ∩ B es infinito, y también lo es

B \ X ya que este último contiene a (B ∩ A) \ X, el cual es infinito en virtud de que B ∩ A lo es, y

(B ∩ A) ∩ X es finito en este caso. En el segundo caso, B \ X debe ser infinito, y B ∩ X contiene a

(A ∩ B) ∩ X el cual es infinito debido a que (A ∩ B) \ X es finito por serlo A \ X. Luego X ∩ B es

mitad de B.

Ası́, sin perder generalidad podemos suponer que X ∩ A es una mitad de A. Sea ahora Y una

mitad de A ∩ B. Como G ↾ A = S A entonces existe un h1 ∈ StabA(G) tal que h1[X ∩ A] es mitad

de A ∩ B. Luego, h1[X] es mitad de B y, dado que G ↾ B = S B y Y es mitad de A ∩ B (por lo tanto

también es mitad de B), entonces hay un h2 ∈ StabB(G) tal que h2[h1[X]] = Y . Un razonamiento

similar al del teorema anterior muestra que StabX(G) E {σ∪ idω\X
∣
∣
∣σ ∈ S X} � S X, y el hecho de que

para toda mitad arbitraria Y de A∩B exista h ∈ G tal que h[X] = Y , indica que hay una permutación

en StabX(G) que mueve a una cantidad infinita de elementos de X. Nuevamente utilizando el hecho

de que el único subgrupo normal no trivial de S X es el que consta de las permutaciones que tan sólo

mueven a una cantidad finita de elementos de X, concluimos que StabX(G) = {σ ∪ idω\X
∣
∣
∣σ ∈ S X},

en particular G ↾ X = S X. Por el lema anterior, concluimos que G = S ω.

Lema II.6 (MacPherson-Neumann). Sea G ≤ S ω. Supóngase que existe una mitad X ⊆ ω tal

que G ↾ X = S X. Entonces (∃π ∈ S ω)(S ω = 〈G, π〉).

Demostración. Sea Y ⊆ ω cualquier mitad tal que X∪Y = ω y X∩Y es una mitad deω, y sea π ∈ S ω

cualquier permutación que intercambia a X y a Y (por ejemplo, que π ↾ (X ∩ Y) sea endobiyección
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de X ∩ Y , mientras que π ↾ (X \ Y) sea biyección entre X \ Y y Y \ X; y π ↾ (Y \ X) sea biyección

entre Y \ X y X \ Y). Entonces, tenemos que 〈G, π〉 ↾ X = S X (debido a que ya G ↾ X = S X), y

además si σ ∈ S Y , al ser π ↾ Y una biyección entre Y y X entonces (π ↾ Y)σ((π ↾ Y)−1) ∈ S X, lo

cual implica que para algún ρ ∈ StabX(G) tenemos ρ ↾ X = (π ↾ Y)σ((π ↾ Y)−1) y eso significa que

σ = ((π ↾ Y)−1)(ρ ↾ X)(π ↾ Y) = (π−1ρπ) ↾ Y ∈ 〈G, π〉 ↾ Y . Por el lema II.5, es inmediato concluir

que 〈G, π〉 = S ω.

2. La cofinalidad del grupo simétrico infinito

Recordemos que, dado un cardinal infinito κ, su cofinalidad cf(κ) es la mı́nima longitud de una

cadena de subconjuntos propios de κ cuya unión es κ. De manera completamente análoga se defi-

nirá la cofinalidad de un grupo, salvo pequeños detalles técnicos, casi dirı́amos que “de traducción”:

la infinitud del cardinal, en el caso de los grupos se traduce a que éstos no sean finitamente gene-

rados; mientras que la cadena de subconjuntos debe de reemplazarse por una cadena de subgrupos.

De esta forma, dado un grupo que no es finitamente generado, se define un invariante cardinal muy

similar a la cofinalidad de un cardinal, pero adaptado adecuadamente para reflejar propiedades de

la estructura que tiene el grupo.

Definición II.7. Sea G un grupo que no es finitamente generado. Luego, hay una cadena estricta

de subgrupos propios 〈Gα

∣
∣
∣α < ξ〉 tal que G =

⋃

α<ξ

Gα. Ası́, definimos la cofinalidad de G, cf(G),

como la mı́nima longitud de una tal cadena. Es decir,

cf(G) := mı́n





λ
∣
∣
∣(∃〈Gα

∣
∣
∣α < λ〉 cadena estricta de subgrupos propios)(G =

⋃

α<λ

Gα)





.

Es claro de la definición que cf(G) es un cardinal y es regular, ya que si G es la unión de

una cadena estricta de subgrupos propios, G =
⋃

α<λ

Gα, entonces si 〈γα
∣
∣
∣α < cf(λ)〉 es una sucesión

cofinal en λ, necesariamente tendremos que G =
⋃

α<cf(λ)

Gγα .

Más aún, se tiene siempre que cf(G) ≤ cf(|G|). Pues si G = {gξ
∣
∣
∣ξ < |G|} y 〈γα

∣
∣
∣α < cf(|G|)〉 es

una sucesión continua, cofinal en |G|, definimos, para cada α < cf(|G|), Gα := 〈γδ
∣
∣
∣δ < γα〉. Dado

que G no es finitamente generado, Gn ( G para cada n < ω. Ahora bien, para α ≥ ω, cada uno

de los Gα debe tener cardinalidad |α| ≤ α < |G|, por lo tanto debe de ser un subgrupo propio.

Entonces, 〈Gα

∣
∣
∣α < cf(|G|)〉 será una cadena (no necesariamente estricta) de subgrupos propios de

G con G =
⋃

α<cf(|G|)

Gα, lo cual implica que cf(G) ≤ cf(|G|).
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A continuación comenzaremos el estudio de la cofinalidad del grupo simétrico infinito, cf(S ω).

Nuestro primer objetivo será establecer que ω1 ≤ cf(S ω) ≤ c y que cualquiera de las dos de-

sigualdades puede, de manera consistente, ser estricta. Una de las desigualdades viene del hecho

recientemente mencionado: cf(S ω) ≤ cf(|S ω|) = cf(2ω) ≤ 2ω. La otra desigualdad es el contenido

del siguiente teorema.

Teorema II.8 (MacPherson-Neumann). cf(S ω) > ω.

Demostración. Sea S ω la unión de una cadena de subgrupos propios, S ω =
⋃

α<λ

Hα. Probemos que

λ ≥ ω1. Notemos que, si para algún α < λ hay una mitad X tal que Hα ↾ X = S X, entonces el

lema II.6 nos asegura que para algún π ∈ S ω se tiene que S ω = 〈Hα, π〉, lo cual implica que, si

π ∈ Hβ entonces S ω = Hmáx{α,β} lo cual contradice que los Hγ son subgrupos propios. Por lo tanto,

debe tenerse que (∀α < λ)(∀X ⊆ ω)(X es mitad de ω ⇒ Hα ↾ X , S X). Supongamos que λ < ω1.

Realizemos una partición de ω en una cantidad numerable de mitades Xα, con α < λ. Para cada

α < λ escojamos un πα ∈ S Xα \ (Hα ↾ Xα) y hagamos π =
⋃

α<λ

πα ∈ S ω. Esto significa que, para

α < λ, π ↾ Xα = πα < Hα ↾ Xα. Pero entonces π <
⋃

α<λ

Hα = S ω, lo cual es absurdo.

Este teorema puede generalizarse fácilmente para demostrar que, dado κ un cardinal infinito,

cf(S κ) > κ. Esto puede verse como un análogo del lema de König para el caso de grupos simétricos.

De esta forma, sabemos que siempre se debe de cumplir ω1 ≤ cf(S ω) ≤ c. Las dos desigual-

dades pueden ser simultáneamente igualdades si consideramos un modelo de HC. A continuación

veremos que también es posible que una de las dos desigualdades sea estricta, mientras que la otra

sea igualdad.

Teorema II.9. Sea M un modelo base en el cual κ es un cardinal con κω = κ > ω1. Si G es un

filtro Fn(κ, 2)-genérico sobre M, entonces M[G] � cf(S ω) = ω1 < 2ω = κ.

Demostración. Es un hecho conocido que M[G] � 2ω = κ > ω1, sólo falta ver que M[G] � cf(S ω) =

ω1. En M, sea κ =
⋃

α<ω1

Xα la unión de una cadena creciente de conjuntos tal que (∀α < ω1)(|Xα+1 \

Xα| = κ), y observemos que Fn(κ, 2) =
⋃

α<ω1

Fn(Xα, 2). A partir de este momento, trabajaremos en

M[G]. Para cada α < ω1 sea Gα := G∩Fn(Xα, 2). Claramente Gα será Fn(Xα, 2)-genérico sobre M,

luego tiene sentido definir, trabajando dentro de M[G], a los subgrupos Hα := {π ∈ S ω

∣
∣
∣π ∈ M[Gα]}.

Dentro de M[G], es inmediato ver que, para cada α < ω1, Hα ≤ S ω; también se ve con facilidad que

S ω =
⋃

α<ω1

Hα. Únicamente resta demostrar que cada uno de los Hα es subgrupo propio de S ω. Para

esto, basta tomar un nuevo subconjunto X ⊆ ω con X ∈ M[Gα+1] \ M[Gα]. Es claro que X es una

mitad deω. Entonces, si π ∈ S ω es tal que π ↾ X : X X no tiene puntos fijos, y π ↾ (ω\X) = idω\X
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(de modo tal que Mov(π) = X), entonces es claro que π ∈ S ω \ Hα. Luego, en M[G] se cumple que

Hα ( S ω, y eso implica que M[G] � cf(S ω) = ω1.

También es consistente con ZFE el hecho de que ω1 < c = cf(S ω). De hecho, esto es implicado

por el axioma de Martin. Una demostración directa de este hecho se encuentra en [17, Theorem

1.10]. Sin embargo, nosotros demostraremos en la última sección de este capı́tulo que g ≤ cf(S ω).

Dado que m ≤ g, entonces con estos resultados es inmediato que AM ⇒ cf(S ω) = c.

Otro resultado que puede encontrarse en el artı́culo apenas mencionado es que la existencia

de una λ-escala implica que cf(S ω) ≤ λ ([17, Theorem 1.5]), en donde también se demuestra el

resultado de manera directa. Sin embargo, más adelante demostraremos que de hecho se cumple

la desigualdad d ≥ cf(S ω), con lo cual el resultado que acabamos de mencionar se convierte en

un corolario directo. En las siguientes secciones, estableceremos los resultados necesarios para

demostrar las desigualdades que acabamos de anunciar.

3. Una ligera variante del cardinal cf(S ω) y una cota superior para este último

Notación II.10. Sea g ∈ ωω una función estrictamente creciente. Entonces, hacemos F0 := g(0)

y, para cada n ∈  , Fn := g(n) \ g(n − 1). Definimos el siguiente subgrupo de S ω:

Pg :=






⋃

n<ω

σn

∣
∣
∣
∣
∣
(∀n < ω)(σn ∈ S Fn

)





�

∏

n<ω

S Fn
.

Lema II.11 (Sharp-Thomas). Sea g ∈ ωω estrictamente creciente y supóngase que π ∈ S ω

satisface

(∀n < ω)(π[g(n)], π−1[g(n)] ⊆ g(n + 1)).

Entonces, si g0, g1 ∈
ωω vienen dadas por gi(n) = g(2n + i), tenemos que π ∈ 〈Pg0

, Pg1
〉.

Demostración. Tomemos g y π de acuerdo con las hipótesis. Realizaremos dos particiones en inter-

valos para ω. Sea I0 := g0(0) = g(0) y, para n ≥ 1, In := g0(n) \ g0(n − 1) = g(2n) \ g(2n − 2). Simi-

larmente, sea J0 := g1(0) = g(1) y, para n ≥ 1, Jn := g1(n) \g1(n−1) = g(2n+1) \g(2n−1). Por re-

cursión en n < ω, construiremos una sucesión de permutaciones finitas ∅ = ϕ0 ⊆ ϕ1 ⊆ · · ·ϕn ⊆ · · ·

que satisfagan dos condiciones: para cada n < ω, requerimos que ϕn+1 ∈ {
⋃

i≤n

σi

∣
∣
∣(∀i ≤ n)(σi ∈

S Ji
)}, y en segundo lugar que (πϕn+1) ↾ g0(n) ∈ {

⋃

i≤n

σi

∣
∣
∣(∀i ≤ n)(σi ∈ S Ii

)}. Para realizar el pa-

so inductivo, supongamos que conocemos ϕn. Si n = 0, diremos que Jn−1 = ∅. Aseguramos

que para cada l ∈ In ∩ Jn−1 se tiene que π(ϕn(l)) ∈ In. Para demostrar esto, notemos que da-

do que ϕ0 = ∅, en el caso n = 0 no hay nada que probar; y supongamos ahora que n > 0.

Sea l ∈ In ∩ Jn−1. Entonces ϕn(l) ∈ Jn−1 = g(2n − 1) \ g(2n − 3) ⊆ g(2n) = g0(n). Luego, por
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hipótesis, π(ϕn(l)) ∈
⋃

i≤n

Ii =
⋃

i≤n

(g(2i) \ g(2i − 2)) = g(2n) = g0(n). Además, también por hipóte-

sis (π ◦ ϕn) ↾ g0(n − 1) ∈ {
⋃

i≤n−1

σi

∣
∣
∣(∀i < n)(σi ∈ S Ii

)} y l , g0(n − 1) = g(2n − 2) (ya que

l ∈ In = g0(n) \ g0(n − 1)), entonces π(ϕn(l)) ∈ g0(n) \ g0(n − 1) = In. Es por ello que, para construir

ϕn+1 como deseamos, basta asegurar que ϕn+1 ↾ Jn ∈ S Jn
(ası́ garantizamos la primera condición)

satisface (∀l ∈ In ∩ Jn)(π(ϕn+1(l)) ∈ In), ya que los valores de π ◦ ϕn+1 en Ji, para i < n, vienen

controlados inductivamente por los pasos anteriores.

Construyamos, entonces la ϕn+1 ↾ Jn que cumple lo que necesitamos. Para ello, definiremos

una Φn ∈ S ω, dada de la manera siguiente:

Φn(l) =






ϕn(l); l ∈ dom(ϕn)

l; l < dom(ϕn),

es decir, extendemos ϕn “pegándole” la identidad en ω \ dom(ϕn). Sea ψ := π ◦ Φn. Entonces,

tenemos que ψ

[

⋃

i<n

Ii

]

=
⋃

i<n

Ii, debido a que en ese conjunto Φn vale lo mismo que ϕn y por la

hipótesis inductiva. Sean A = {l ∈ In

∣
∣
∣ψ(l) < In} y B = {l ∈ ω \ In

∣
∣
∣ψ(l) ∈ In}. Dado que ψ ∈ S ω, es

claro que |A| = |B|. Digamos que A = {ai

∣
∣
∣1 ≤ i ≤ t} y B = {bi

∣
∣
∣1 ≤ i ≤ t}. Nuevamente debido a

la hipótesis de inducción, ha de tenerse que, para l ∈ A ∪ B, Φn(l) = l y por lo tanto ψ(l) = π(l).

Luego, si b ∈ B entonces π(b) ∈ In; además, por hipótesis, dado que π(b) ∈ In ⊆ g(2n), entonces

b = π−1(π(b)) ∈ g(2n + 1). Como además sabemos que b <
⋃

i≤n

Ii, concluimos que b < g(2n), por

lo tanto b ∈ g(2n + 1) \ g(2n) = Jn; luego B ⊆ Jn \ In. Pero también A ⊆ In \ Jn−1, debido a que

φn ↾
⋃

i<n

Ji ∈ S ⋃

i<n
Ji

. Entonces, A ⊆ Jn ∩ In y B ⊆ Jn \ In. Si hacemos ϕn+1 ↾ Jn de tal forma que, para

cada 1 ≤ i ≤ t, ai 7−→ bi 7−→ ai y que deje fijo al resto de Jn, entonces ϕn+1 ↾ Jn ∈ S Jn
. Además, si

l ∈ In∩Jn, entonces o bien l ∈ A, en cuyo caso ϕn+1(l) ∈ B y por lo tanto π(ϕn+1(l)) = ψ(ϕn+1(l)) ∈ In,

o bien l < A, en cuyo caso π(ϕn+1(l)) = π(l) ∈ In (notemos que para l ∈ Jn, ψ(l) = π(l) debido a que

Φ(l) = l). Por lo tanto ϕn+1 satisface lo pedido.

Finalmente, sea ϕ =
⋃

n<ω

ϕn. Es claro que ϕ ∈ {
⋃

n<ω

σn

∣
∣
∣(∀n < ω)(σn ∈ S Jn

)} y que πϕ ∈

{
⋃

n<ω

σn

∣
∣
∣(∀n < ω)(σn ∈ S In

)}. Esto es, ϕ ∈ Pg1
y πϕ ∈ Pg2

, luego π = (πϕ)ϕ−1 ∈ 〈Pg1
, Pg2

〉 y

hemos terminado.

Corolario II.12. S ω = 〈Pϕ

∣
∣
∣ϕ ∈ ωω es estrictamente creciente〉.

Demostración. Para cada π ∈ S ω definimos recursivamente una función g: g(0) = 0, g(n + 1) =

máx({π(l)
∣
∣
∣l ∈ g(n)} ∪ {π−1(l)

∣
∣
∣l ∈ g(n)}) + 1. Entonces, por construcción se satisface que, para cada

n < ω, π[g(n)], π−1[g(n)] ⊆ g(n + 1); por lo tanto el lema II.11 implicará que, si g0, g1 ∈
ωω están

dadas por gi(n) = g(2n + i), entonces π ∈ 〈Pg0
, Pg1

〉 ⊆ 〈Pϕ

∣
∣
∣ϕ ∈ ωω es estrictamente creciente〉.
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Notación II.13.

Para una función estrictamente creciente ϕ ∈ ωω, introducimos la notación

S ∗
ϕ := 〈π ∈ S ω

∣
∣
∣π ≤∗ ϕ ∧ π−1 ≤∗ ϕ〉.

Para A ∈ [ω]ω, denotaremos por #A ∈
ωω a la enumeración creciente de A.

El siguiente lema nos asegura que todo subgrupo de S ω que es “suficientemente grande” (i.e.

que contiene a  ) nos permite definir una familia densa por grupos.

Lema II.14. Sea G ≤ S ω subgrupo propio tal que  ≤ G. Definimos la familia

CG := {A ∈ [ω]ω
∣
∣
∣(∃B ∈ [ω]ω)(B ⊆∗ A ∧ S ∗

#B
≤ G)}.

Entonces, [ω]ω \ CG es una familia densa por grupos.

Demostración. Sea A ∈ [ω]ω \ CG y B ∈ [ω]ω con B ⊆∗ A. Entonces, ello significa que (∀C ∈

[ω]ω)(C ⊆∗ A ⇒ ¬(S ∗
#C
≤ G)). Ası́ que, si tomamos un C ⊆∗ B arbitrario, entonces también

C ⊆∗ A, luego S ∗
#C
� G y ello implica que B < CG, la primera condición de densidad por grupos

está satisfecha.

Ahora, sea ω =
⋃

n<ω

In una partición en intervalos finitos. Dado que, por el corolario II.12,

G ( S ω = 〈Pϕ

∣
∣
∣ ϕ ∈ ωω es estrictamente creciente〉, entonces ha de existir una ϕ ∈ ωω estrictamente

creciente tal que Pϕ � G. Aseguramos que existen A, B ∈ [ω]ω tales que si C =
⋃

n∈A

In y D =

⋃

n∈B

In entonces Pϕ ≤ 〈P#C
, P#D

〉. En efecto, pongamos que cada Im = [ιm, τm]. De manera recursiva

podemos definir una sucesión creciente de enteros rn (y por lo tanto, una sucesión de estos intervalos

Irn
) tales que, para cada n < ω hay un ln con τrn

< ϕ(ln) < ιrn+1
. Sea A = {r2n

∣
∣
∣n < ω} y B = {r2n+1

∣
∣
∣n <

ω}. Para cada n < ω se cumple que τrn
< ϕ(ln) < ϕ(ln+1) < ιrn+2

.

Notemos que un elemento de P#C
deja fijos a los elementos de cada I2n, y permuta arbitraria-

mente a cada intervalo (τr2n
, ιr2n+2

). Similarmente, un elemento de P#D
deja fijos a los elementos de

cada I2n+1, y permuta arbitrariamente a cada intervalo (τr2n+1
, ιr2n+3

). Definimos los siguientes grupos:

H := {σ ∈ S ω

∣
∣
∣ (∀n < ω)(σ ↾ (ϕ(l2n+1) \ ϕ(l2n)) ∈ S ϕ(l2n+1)\ϕ(l2n))

∧(∀n < ω)(σ ↾ (ϕ(l2n+2) \ ϕ(l2n+1)) = idϕ(l2n+2)\ϕ(l2n+1))};

H′ := {σ ∈ S ω

∣
∣
∣ (∀n < ω)(σ ↾ (ϕ(l2n+2) \ ϕ(l2n+1)) ∈ S ϕ(l2n+2)\ϕ(l2n+1))}

∧(∀n < ω)(σ ↾ (ϕ(l2n+1) \ ϕ(l2n)) = idϕ(l2n+1)\ϕ(l2n))}.

Entonces, dado que, para cada n < ω, se satisface que ϕ(l2n+1) \ ϕ(l2n) ⊆ (τr2n
, ιr2n+2

) y ϕ(l2n+2) \

ϕ(l2n+1) ⊆ (τr2n+1
, ιr2n+3

), entonces resulta claro que H ⊆ P#C
y H′ ⊆ P#D

. Pero Pϕ ⊆ 〈H,H
′〉, debido
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a que la partición determinada por los intervalos ϕ(n + 1) \ ϕ(n) es un refinamiento de aquella que

viene dada por los intervalos ϕ(rn+1) \ ϕ(rn), y H mueve arbitrariamente aquellos de estos últimos

intervalos que son impares (dejando fijos al resto), mientras que H′ mueve los demás intervalos (los

impares, dejando fijos a los pares). Luego cada elemento de Pϕ se puede ver como el producto de

los dos elementos adecuados de H y H′ (tomando σ ∈ H tal que σ restringido a los intervalos pares

sea como el elemento dado de Pϕ, y π ∈ H tal que su comportamiento en los intervalos impares sea

como dicho elemento, entonces el elemento que arbitrariamente elegimos en Pϕ será el producto

σπ). Esto implica que Pϕ ≤ 〈P#C
, P#D

〉.

Dado que Pϕ � G, entonces se tiene que o bien P#C
� G, o bien P#D

� G, supongamos

sin perder generalidad el primer caso. Aseguramos que en este caso, C ∈ [ω]ω \ CG: pues de lo

contrario, quiere decir que existe un T ∈ [ω]ω tal que T ⊆∗ C y S ∗
#T
≤ G. Obsérvese que P#T

≤ S ∗
#T

(pues si σ ∈ P#T
, entonces para #T (i) ≤ n < #T (i + 1) se tiene que σ(n) < #T (i + 1), de modo que,

siendo #T estrictamente creciente, concluimos que σ(n) < #T (n) y por lo tanto σ ≤∗ #T , el mismo

razonamiento nos muestra que σ−1 ≤∗ #T ), luego P#T
⊆ G. Notemos también que P#C

≤ 〈P#T
, 〉,

pues si σ ∈ P#C
entonces, dado que C =

∗ T , ha de haber un τ ∈ P#T
tal que τ =∗ σ. Dado que por

hipótesis  ≤ G, se sigue de lo anterior que P#C
⊆ 〈P#T

, 〉 ⊆ G, lo cual contradice lo supuesto.

De manera enteramente análoga tenemos que si P#D
� G, se concluye que D ∈ [ω]ω \ CG. Dado

que tanto C como D son uniones de una cantidad infinita de los intervalos In, hemos terminado de

demostrar que [ω]ω \ CG es una familia densa por grupos.

Definición II.15. Dado un grupo G ≤ S ω que no es finitamente generado, definimos el invariante

cardinal cf∗(G) como el mı́nimo λ tal que existe una cadena estricta de subgrupos propios 〈Gξ

∣
∣
∣ξ <

λ〉 de tal forma que para cada ψ ∈ ωω estrictamente creciente, hay un ξ < λ tal que S ∗
ψ ≤ Gξ y con

G =
⋃

ξ<λ

Gξ.

Teorema II.16 (Thomas).

(i) cf(S ω) ≤ cf∗(S ω) ≤ d.

(ii) g ≤ cf∗(S ω).

(iii) Es consistente con ZFE que cf(S ω) < cf∗(S ω).

Demostración.

(i) Es claro de la definición que cf(S ω) ≤ cf∗(S ω). Para probar la otra desigualdad, sea F =

{ϕξ
∣
∣
∣ξ < d} una familia dominante. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ca-

da ϕξ es estrictamente creciente (en caso contrario, reemplazamos cada ϕξ por ψξ(n) =

sup({ϕξ(m)
∣
∣
∣m ≤ n} ∪ {ψξ(n − 1)}) + 1 y tendremos que ϕξ ≤

∗ ψξ). Ahora bien, notemos que
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dados ξ, η < d existe un ε < d tal que ϕξ, ϕη ≤
∗ ϕε (basta elegir ϕε que domine a la función

n 7→ máx{ϕξ(n), ϕη(n)}).

Para cada ξ < d definamos Gξ := 〈π ∈ S ω

∣
∣
∣(∃η < ξ)(π, π−1 ≤∗ ϕη)〉. Probaremos que

〈Gξ

∣
∣
∣ξ < d〉 es una cadena estricta de subgrupos propios como en la definición de cf∗(S ω).

En primer lugar, S ω =
⋃

ξ<d

Gξ: la parte ⊇ es evidente, para probar la parte ⊆ de esta igualdad

notemos que para π ∈ S ω han de haber un ξ < d con π ≤∗ ϕξ y un η < d con π−1 ≤∗ ϕη,

luego eligiendo ε < d con ϕξ, ϕη ≤
∗ ϕε tenemos que π, π−1 ≤∗ ϕε y por lo tanto π ∈ Gε+1.

Ahora, debemos de ver que los Gξ son subgrupos propios de S ω. Supongamos, por el

contrario, que para cierto θ < d se tiene que Gθ = S ω. Sea d ∈ ωω dada por d(n) = 2n. Sea

C la cerradura del conjunto {ϕα
∣
∣
∣α < θ} ∪ {d} bajo tomar composiciones (i.e. si definimos

C0 := {ϕα
∣
∣
∣α < θ} ∪ {d}, y recursivamente Cn+1 := { f ◦ g

∣
∣
∣ f , g ∈ Cn}, entonces C =

⋃

n<ω

Cn).

Dado que d ≥ ω1, tenemos que |C| = ω|C0| = ωθ < d. Asimismo, notemos que cada

f ∈ C es estrictamente creciente. Afirmamos que para cada g ∈ Gθ = S ω hay un f ∈ C

de tal forma que g ≤∗ f . Para demostrar esta afirmación, bastará ver que si h, g ∈ Gθ y

f , f ′ ∈ C son tales que g ≤∗ f y h ≤∗ f ′, entonces g ◦ h ≤∗ f ◦ f ′ (pues si g ∈ Gθ

entonces por definición g = g1 · · · gn de tal forma que para cada 1 ≤ i ≤ n, gi ∈ S ω y

hay un αi < θ con gi ≤
∗ ϕαi

, luego tendremos que g = g1 · · · gn ≤
∗ ϕα1

◦ · · · ◦ ϕαn
∈ C).

Ası́, sea m < ω tal que para n ≥ m se cumple g(n) ≤ f (n) y h(n) ≤ f ′(n). Dado que

h ∈ S ω, hay un m′ > m tal que para cada n ≥ m′ se tiene que h(n) ≥ m (basta tomar

m′ := máx{m, h−1(0), h−1(1), . . . , h−1(m)} + 1). De esta forma, tenemos que n ≥ m′ implica

que g(h(n)) ≤ f (h(n)) ≤ f ( f ′(n)), la última desigualdad debido a que h(n) ≤ f ′(n) y f es

estrictamente creciente. Ası́, hemos demostrado que para g ∈ Gθ = S ω existe f ∈ C con

g ≤∗ f , es decir, que en cierto modo C domina a Gθ = S ω. Dado que |C| < d, la familia C no

puede ser dominante, luego hay un ϕ ∈ ωω tal que para cada f ∈ C no es cierto que ϕ ≤∗ f .

Sin perder generalidad, podemos suponer ϕ estrictamente creciente y tal que |ω \ ran(ϕ)| =

ω. Luego, podemos construir g ∈ S ω tal que para n < ω, g(2n) = ϕ(n) (ya que la suposición

nos permite estipular que g ↾ {2n + 1
∣
∣
∣n < ω} : {2n + 1

∣
∣
∣n < ω}ω \ ran(ϕ)). Debido a

que C domina a Gθ = S ω, necesariamente hay un f ∈ C con g ≤∗ f , lo cual implica que,

para n suficientemente grande, ϕ(n) = g(2n) ≤ f (2n) = f (d(n)) por la definición de d, pero

entonces ϕ ≤∗ f ◦ d ∈ C, lo cual es una contradicción al hecho de que (∀g ∈ C)(ϕ �∗ g).

Por lo tanto, los Gξ para ξ < d son subgrupos propios de S ω.

Finalmente, para cada ϕ ∈ ωω estrictamente creciente, tenemos que por definición S ∗
ϕ =

〈π ∈ S ω

∣
∣
∣π, π−1 ≤∗ ϕ〉. Como existe un ξ < d tal que ϕ ≤∗ ϕξ, concluimos que S ∗

ϕ ⊆ Gξ+1.

Ası́, la cadena de subgrupos que hemos construido cumple con lo que tiene que cumplir, y

por lo tanto cf∗(S ω) ≤ d.
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(ii) Sea λ = cf∗(S ω) y S ω =
⋃

ξ<λ

Gξ la unión de una cadena estricta de subgrupos propios tal

que para cada ϕ ∈ ωω estrictamente creciente hay un ξ < λ con S ∗
ϕ ≤ Gξ. Dado que

λ = cf∗(S ω) ≥ cf(S ω) > ω, podemos suponer que  ≤ G0 (ya que  es de cardinalidad ω).

La familia [ω]ω \CGξ
, construida tal como en el lema II.14, es una familia densa por grupos

para cada ξ < λ.

Ahora observemos que [ω]ω =
⋃

ξ<λ

CGξ
. En efecto, si tomamos A ∈ [ω]ω entonces de-

bemos de notar que hay a lo más una cantidad numerable de funciones f ∈ ωω tales que

f ≤∗ #A. Por otra parte, para cada π ∈ S ω tal que π ≤∗ #A existe un ξπ < λ tal que π ∈ Gξπ .

Habiendo una cantidad a lo más numerable de tales π, entonces podemos elegir ξ < λ que

quede por arriba de todos los ξπ. Luego, si π ∈ S ω es tal que π, π−1 ≤∗ #A, entonces π ∈ Gξ.

Por lo tanto, S ∗
#A

= 〈π ∈ S ω

∣
∣
∣π, π−1 ≤∗ #A〉 ⊆ Gξ, lo cual significa que A ∈ CGξ

y por lo

tanto [ω]ω =
⋃

ξ<λ

CGξ
. Por ello,

⋂

ξ<λ

([ω]ω \CGξ
) = [ω]ω \

(

⋃

ξ<λ

CGξ

)

= [ω]ω \ [ω]ω = ∅. Luego,

{[ω]ω \ CGξ

∣
∣
∣ξ < λ} es una familia de familias densas por grupos con intersección vacı́a, lo

cual de inmediato implica que g ≤ λ = cf∗(S ω).

(iii) Sea V � AM + ¬HC. Trabajando dentro de V , dotamos al conjunto {0, 1} de una medida

µ : ℘({0, 1}) −→ !, tal que µ({0}) = µ({1}) = 1
2

(sólo hay una medida que satisface esta

condición). Sea F la mı́nimaσ-álgebra de subconjuntos de ω1{0, 1} que contiene a cada uno

de los conjuntos { f ∈ ω1{0, 1}
∣
∣
∣ f (α) = 0}, para α < ω1. Consideraremos la medida producto

en F , y sea N el ideal de elementos de F que tienen medida 0. Entonces, " := F /N es

un álgebra booleana, el álgebra de medida de ω1{0, 1}.

Si G es un filtro "-genérico, entonces V[G] � (ω1 < b = d = c) ∧ (cf(S ω) = ω1) (la

demostración puede encontrarse en [18, Theorem 1.6])

Ahora bien, debido al lema 0.21, existe una c-escala en V[G], digamos que 〈ϕξ
∣
∣
∣ξ < c〉.

Veamos que V[G] � cf∗(S ω) = c: si suponemos por el contrario que λ = cf∗(S ω) < c,

entonces S ω se puede ver como la unión de una cadena estricta de subgrupos propios S ω =
⋃

ξ<λ

Gξ con la propiedad de que para cada ψ ∈ ωω estrictamente creciente, hay un ξ < λ

con S ∗
ψ ⊆ Gξ. Al igual que en la parte (i), podemos suponer que cada ϕξ es estrictamente

creciente. Luego, para cada ξ < c hay un ηξ < λ tal que S ∗
ϕξ
≤ Gηξ . Como únicamente hay

λ < c distintos valores para ηξ, mientras que hay c distintos valores de ξ, por el principio de

la pichonera ha de haber un η < λ tal que para c distintos valores de ξ se tiene que ηξ = η.

Esto es, hay un X ⊆ c no acotado tal que (∀ξ ∈ X)(S ∗
ϕξ
≤ Gη). Sea π ∈ S ω, entonces hay

ξ, ε < c tales que π ≤∗ ϕξ y π−1 ≤∗ ϕε. Siendo X un conjunto no acotado, hay un ζ ∈ X tal

que ζ > máx{ξ, ε}. Luego ϕξ, ϕε ≤
∗ ϕζ , lo cual implica que π, π−1 ≤∗ ϕζ y por lo tanto, como
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ζ ∈ X, π ∈ S ∗
ϕζ
⊆ Gη. Entonces, S ω ⊆ Gη, lo cual es contradictorio. Por ello concluimos

que cf∗(S ω) = 2ω.

La parte (i) del teorema anterior es crucial: estamos encontrando una cota superior para el

invariante cardinal cf(S ω). El resto de este capı́tulo está fundamentalmente dedicado a encontrar

una cota inferior para dicho cardinal.

Lema II.17 (Sharp-Thomas). Supóngase que 〈Gξ

∣
∣
∣ξ < λ〉 es una cadena estricta de subgrupos

propios tal que S ω =
⋃

ξ<λ

Gξ y para cada g ∈ ωω estrictamente creciente existe un ξ < λ con

Pg ≤ Gξ. Entonces, para cada ϕ ∈ ωω estrictamente creciente, existe un ξ < λ tal que S ∗
ϕ ≤ Gξ. En

particular, cf∗(S ω) ≤ λ.

Demostración. Sea ϕ ∈ ωω estrictamente creciente. Para cada t < ω, definiremos ϕt ∈
ωω da-

da por ϕt(n) = ϕ(n + t). Además, recursivamente definiremos ft ∈ ωω: ft(0) = 0; y ft(n +

1) := mı́n{m > ft(n)
∣
∣
∣ϕt[ ft(n)] ∈ m} = máx({ ft(n)} ∪ ϕt[ ft(n)]) + 1. Afirmamos que para cada

π ∈ S ω tal que π, π−1 ≤∗ ϕ, debe de existir un t < ω tal que (∀l < ω)(π(l), π−1(l) ≤ ϕt(l)).

En efecto, dado que π, π−1 ≤∗ ϕ entonces hay un m < ω tal que para todo n > m se tiene

que π(n), π−1(n) ≤ ϕ(n). Siendo ϕ estrictamente creciente, es posible encontrar un t > m tal que

ϕ(t) ≥ π(0), π(1), . . . , π(m), π−1(0), π−1(1), . . . , π−1(m). Entonces, tenemos que para cada n < ω se

cumple que π(n), π−1(n) ≤ ϕ(t+n) = ϕt(n) (si n ≤ m, esto se debe a que π(n), π−1(n) ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(t+n);

mientras que si n > m entonces π(n), π−1(n) ≤ ϕ(n) ≤ ϕ(t + n)).

Ası́, tomemos un π ∈ S ω tal que π, π−1 ≤∗ ϕ y t < ω tal que para cada l < ω se satisfaga

π(l), π−1(l) ≤ ϕt(l). Luego, para cada n < ω, si l ∈ ft(n) entonces π(l), π−1(l) ≤ ϕt(l) ∈ ft(n + 1).

Esto significa que se cumplen hipótesis como las del lema II.11, lo cual implica que π ∈ 〈P f ′t
, P f ′′t

〉,

en donde f ′t (n) = ft(2n) y f ′′t (n) = ft(2n + 1). Por hipótesis, para cada t < ω hay un αt < λ

tal que P f ′t
, P f ′′t

⊆ Gαt
. Sin perder generalidad, podemos suponer que λ es un cardinal regular,

por lo tanto hay un α < λ tal que para cada t < ω se tiene que αt < α. Ası́, para todo π ∈ S ω

tal que π, π−1 ≤∗ ϕ, hay un t < ω tal que π, π−1 ∈ 〈P f ′t
, P f ′′t

〉 ⊆ Gαt
⊆ Gα y eso implica que

S ∗
ϕ = 〈π ∈ S ω

∣
∣
∣π, π−1 ≤∗ ϕ〉 ≤ Gα

Notación II.18.

Sea A ∈ [ω]ω. Para π ∈ S ω, definiremos la permutación πA ∈ S ω ↾ A = S A (la permutación

inducida en A por π) de modo tal que (∀n < ω)(πA(#A(n)) := #A(π(n))).
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Para Γ ≤ S ω, definiremos el subgrupo Γ
A ≤ S A (el subgrupo inducido por Γ en S A) como

Γ
A := {πA

∣
∣
∣π ∈ Γ}. Este subgrupo no es otra cosa que el subgrupo de S A que se corresponde

con Γ bajo el isomorfismo entre S ω y S A que viene inducido por la biyección n 7→ an entre

ω y A.

Lema II.19. Sea λ = cf(S ω) y expresemos a S ω como la unión de una cadena estricta de

subgrupos propios de longitud λ, S ω =
⋃

ξ<λ

Γξ. Supóngase que existe una mitad A de ω tal que para

cada g ∈ ωω estrictamente creciente, hay un ξ < λ tal que PA
g ≤ Γξ ↾ A. Entonces, cf∗(S ω) = λ =

cf(S ω).

Demostración. Fijemos una mitad A que cumple con lo enunciado en la hipótesis. Notemos que

S A = S ω ↾ A =
⋃

ξ<λ

Γξ ↾ A. Además, se tiene que cada Γξ ↾ A debe de ser un subgrupo propio de

S A: pues de lo contrario, habrı́a un ξ < λ tal que S A = Γξ ↾ A, luego por el lema II.6 habrı́a de

existir un π ∈ S ω tal que S ω = 〈Γξ, π〉, lo cual contradice la elección de Γξ+1 y de λ.

Dado que hay una biyección entre ω y A, es posible expresar a S ω como la unión de una cadena

estricta de subgrupos propios S ω =
⋃

ξ<λ

Gξ, escogiendo para cada ξ < λ el subgrupo Gξ tal que

GA
ξ
= Γξ ↾ A. Ası́, para cada g ∈ ωω estrictamente creciente, por hipótesis existe un ξ < λ tal

que PA
g ≤ Γξ ↾ A = GA

ξ
. Pero esto implica, de manera inmediata, que Pg ≤ Gξ. Entonces por el

lema II.17, tenemos que cf∗(S ω) ≤ λ = cf(S ω). Con esto, el teorema II.16 parte (i), nos permite

concluir que cf(S ω) = cf∗(S ω).

4. Una cota inferior para cf(S ω)

Lo que queremos conseguir con todo esto es demostrar que g ≤ cf(S ω). El teorema II.16 partes

(i) y (ii) nos asegura que en todo modelo de ZFE se satisface g ≤ cf∗(S ω) y cf(S ω) ≤ cf∗(S ω). Ası́,

tenemos dos casos posibles: el primero de ellos es que se cumpla cf(S ω) = cf∗(S ω), caso en el cual

no hay nada que hacer y directamente se concluye que g ≤ cf∗(S ω) = cf(S ω). Sin embargo, la parte

(iii) del teorema II.16 nos advierte de que puede darse el caso en que cf(S ω) < cf∗(S ω). Ası́ pues,

en adelante supondremos que se cumple este último caso y demostraremos que bajo esta suposición

también se tiene que g ≤ cf(S ω).

Construcción II.20. Expresemos a S ω como la unión de una cadena estricta de subgrupos

propios, S ω =
⋃

α<λ

Γα, con λ = cf(S ω). Fijemos una mitad A ⊆ ω. El lema II.19 asegura que,

dado que cf(S ω) < cf∗(S ω), habrá de existir una función estrictamente creciente ψ ∈ ωω tal que

(∀α < λ)(PA
ψ � Γα ↾ A). Construiremos una familia {Dα

∣
∣
∣α < λ} de conjuntos densos por grupos

cuya intersección sea vacı́a.
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Definamos k0 := ψ(0) y, para cada n ≥ 1, kn := |ψ(n) \ ψ(n − 1)|. Observemos que, sin pérdida

de generalidad, podemos suponer que la sucesión 〈kn

∣
∣
∣n < ω〉 es estrictamente creciente. Esto se

debe a que, si ϕ ∈ ωω es una función creciente tal que cada ϕ(n) \ ϕ(n − 1) pueda escribirse como

una unión de algunos de los ψ(k) \ ψ(k − 1), entonces es inmediato que PA
ψ ≤ PA

ϕ , luego para α < λ

también tenemos que PA
ϕ � Γα(A), ası́ que podemos cambiar ψ por ϕ. Realizemos una partición

de A en ω “intervalos” An de longitud kn, es decir, A0 contiene los primeros k0 elementos de A, A1

contiene los siguientes k1 elementos, y ası́ sucesivamente. Para cada n < ω, sea An = {a1,n, . . . , akn,n}

la enumeración creciente del intervalo An.

Por otro lado, podemos dividir a ω en ω subconjuntos infinitos Bm, y después partir cada Bm en

ω subconjuntos finitos Fm
1

, Fm
2
, . . ., con cada Fm

n de tamaño kn. De esta forma, hemos conseguido

una familia {Fm
n

∣
∣
∣n < ω,m < ω} tal que para m < ω, |Fm

n | = kn; 〈m, n〉 , 〈u, v〉 ⇒ Fm
n ∩ Fu

v = ∅, y
⋃

m,n<ω

Fm
n = ω. Para cada m, n < ω sea Fm

n = {xm
1,n
, . . . xm

kn,n
} la enumeración creciente de Fm

n . Ahora,

para cada Y ∈ [ω]ω elegiremos una permutación ΠY ∈ S ω de la manera siguiente: comencemos

por enumerar crecientemente Y = {y j

∣
∣
∣ j < ω}, y exijamos que (ΠY ↾ A)(ai,n) = x

yn

i,n
. De esta forma,

tendremos que ΠY[An] = F
yn
n . Para ΠY ↾ (ω \ A), podemos permitir que sea cualquier biyección

entre ω \ A y ω \ ΠY[A] = ω \
⋃

n<ω

F
yn
n .

Para cada α < λ, definiremos el conjunto

Dα := {Z ∈ [ω]ω
∣
∣
∣ (∃X =

∗ Z)(∃β < λ)(∃h ∈ Γβ)(∃δ ≥ α, β)

(∃g ∈ PA
ψ \ Γδ ↾ A)(∀Y ⊆ X)((Π−1

Y hΠY) ↾ A = g)}

Verifiquemos que
⋂

α<λ

Dα = ∅. Supongamos que Z ∈
⋂

α<λ

Dα. Esto quiere decir que para cada

α < λ existen Xα =
∗ Z, βα < λ, hα ∈ Γβ, δα ≥ máx{α, βα} y gα ∈ PA

ψ \ (Γδα ↾ A) tales que para

cualquier Y ⊆ Xα, se tiene que (Π−1
Y hαΠY) ↾ a = gα. Hay tan sólo ω subconjuntos de ω que son

casi iguales a Z, pero debemos elegir λ conjuntos Xα. Entonces, por el principio de la pichonera,

siendo λ un cardinal regular, hay un Xα que se repite λ veces. Esto significa que existe un X =
∗ Z

y un subconjunto no acotado I ⊆ λ tal que (∀α ∈ I)(Xα = X). Dado que ΠX ∈ S ω =
⋃

α<λ

Γα, debe

de existir un α ∈ I tal que ΠX ∈ Γα. Entonces, dado que α, βα ≤ δα, tenemos que ΠX ∈ Γα ⊆ Γδα y

que hα ∈ Γβα ⊆ Γδα , luego Π−1
X hαΠX ∈ Γδα . Pero entonces podemos concluir que gα = (Π−1

X hαΠX ∈

Γδα) ↾ A ∈ Γδα ↾ A, lo cual es contradictorio.

La idea es mostrar que cada uno de los Dα de la construcción anterior es una familia densa por

grupos. Esto nos dará el resultado deseado, pues tendremos entonces que g ≤ cf(S ω).

Notación II.21. Dada una mitad C de ω, denotaremos por B(A,C) al conjunto
⋃

n∈C

An, en donde

los An son como en la construcción II.20.



62 II. LA COFINALIDAD DEL GRUPO SIMÉTRICO INFINITO

Lema II.22. Sea C ⊆ ω una mitad y B = B(A,C). Entonces, existen π0, π1 ∈ S A tales que

PA
ψ ≤ 〈stabA\B(PA

ψ), π0, π1〉.

Demostración. Sean C0,C1 tales que C0 ∪ C1 = ω, C0 ∩ C1 = C y tanto C0 \ C como C1 \ C son

infinitos. Sean también B0 = B(A,C0) y B1 = B(A,C1). Notemos que

PA
ψ = 〈stabA\B0

(PA
ψ), stabA\B1

(PA
ψ)〉.

En efecto, la parte ⊇ de la igualdad de arriba se tiene por definición. Para ver la parte ⊆, sea σ ∈ PA
ψ.

Nótese que entonces, σ ha de estabilizar (conjuntistamente) a cada An, luego también estabiliza a

B0 y a B1. Es por ello que puedo definir π de tal forma que π ↾ B0 = σ ↾ B0, y π ↾ (A \B0) = idA\B0
;

y similarmente defino π′ de tal forma que π′ ↾ (A \ B0) = σ ↾ (A \ B0) y π′ ↾ B0 = idB0
. Entonces,

tendremos que π ∈ stabA\B0
(PA

ψ), y que (dado que A \ B1 ⊆ B0) π′ ∈ stabA\B1
(PA

ψ), y σ = ππ′, con lo

cual hemos terminado.

En virtud de la observación anterior, basta encontrar π0, π1 ∈ S A tales que

stabA\B0
(PA

ψ) ≤ 〈stabA\B(PA
ψ), π0〉

y

stabA\B1
(PA

ψ) ≤ 〈stabA\B(PA
ψ), π1〉.

Encontremos, pues, π0 que cumpla esta condición, y la construcción de π1 será enteramente

análoga. Sean C = {ln

∣
∣
∣n < ω} y C0 = {l0

n

∣
∣
∣n < ω} sendas enumeraciones crecientes. De esta forma,

tenemos que (∀n < ω)(n ≤ l0
n ≤ ln). Para cada n < ω, elijamos un subconjunto Aln ⊆ Aln tal que

|Aln | = kl0n
, lo cual tiene sentido pues la sucesión de la construcción II.20 kn = |An| era creciente.

Escojamos cualquier π0 de tal suerte que, para cada n < ω, π0 sea una biyección desde Aln sobre Al0n

(ambas son de cardinalidad kl0n
), y además que sea una biyección desde A \

⋃

n<ω

Aln sobre A \
⋃

n<ω

Al0n

(ambas son de cardinalidad ω). Entonces, sólo resta demostrar que, dado h ∈ stabA\B0
(PA

ψ), se

tiene que h ∈ 〈stabA\B(PA
ψ), π0〉. Pero si h ∈ stabA\B0

(PA
ψ) entonces h deja fijos a los puntos de

A \ B0 = A \
⋃

n∈C0

An = A \
⋃

n<ω

Al0n
. Ası́, definamos g de tal suerte que g ↾ (A \

⋃

n<ω

Aln) = idA\
⋃

n<ω
Aln

,

mientras que, para cada n < ω, g ↾ Aln = (π−10 ↾ Al0n
)(h ↾ Al0n

)(π0 ↾ Aln) (esto tiene sentido ya que, al

ser h ∈ PA
ψ, h estabiliza conjuntistamente a cada intervalo An). De esta forma, para a ∈ A, tenemos
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que

(π0gπ−10 )(a) = π0










π−10 (a); π−10 (a) ∈ A \
⋃

n<ω

Aln

π−10 (h(π0(π−10 (a)))); π−10 (a) ∈ Aln





= π0










π−10 (a); a ∈ A \
⋃

n<ω

Al0n

π−10 (h(a)); a ∈ Al0n





=






π0(π−10 (a)); a ∈ A \
⋃

n<ω

Aln
0

π0(π−10 (h(a))); a ∈ Aln
0

=






a; a ∈ A \
⋃

n<ω

Aln
0

h(a); a ∈ Aln
0

= h(a).

Ahora sólo resta notar que g deja fijos a los puntos de A \
⋃

n<ω

Aln ⊇ A \
⋃

n<ω

Aln = A \
⋃

n∈C

An = A \ B.

Luego g ∈ stabA\B(PA
ψ), y por lo tanto h = π0gπ−10 ∈ 〈stabA\B(PA

ψ), π0〉. Esto demuestra el lema.

Corolario II.23. Si C ⊆ ω es una mitad, entonces (∀α < λ)(stabA\B(PA
ψ) � Γα ↾ A), en donde

B = B(A,C).

Demostración. Supongamos que para algún α tenemos que stabA\B(PA
ψ) ≤ Γα ↾ A. Por el lema

anterior, hay π0, π1 ∈ S A tales que PA
ψ ≤ 〈stabA\B(PA

ψ), π0, π1〉. Sea β < λ tal que π0, π1 ∈ Γβ ↾ A.

Luego, tendremos que

PA
ψ ≤ 〈stabA\B(PA

ψ), π0, π1〉 ≤ 〈Γα ↾ A,Γβ ↾ A〉 = Γmáx{α,β} ↾ A.

Esto contradice la manera como elegimos ψ en la construcción II.20.

Lema II.24. Para todas las particiones Z = {Zn

∣
∣
∣n < ω} de ω en intervalos finitos, hay un h ∈ S ω

y una mitad C ⊆ ω tal que, si B = B(A,C), entonces para toda g ∈ stabA\B(PA
ψ) existe un Eg ⊆ ω

tal que (∀Y ⊆
⋃

n∈E

Zn)((Π−1
Y hΠY) ↾ A = g).

Demostración. Supongamos sin perder generalidad que (∀n < ω)(máx(Zn) + 1 = mı́n(Zn+1). Ele-

giremos por recursión números cn, ln para n < ω de la siguiente manera: c0 := mı́n(Z0) = 0

y l0 = k0! = kc0
!, después c1 := mı́n(Zl0) y l1 := kc0

! + kc0
!kc1

! = l0 + kc0
!kc1

!. En general,

cn+1 := mı́n(Zln) y ln+1 := ln + kc0
! · · · kcn+1

!. Entonces hacemos C = {cn

∣
∣
∣n < ω}. Siendo los kn

una sucesión creciente, es claro que C ⊆ ω será una mitad.
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Ahora definiremos a la permutación h por pedacitos, especificando lo que debe valer h ↾ Fm
n

para cada n,m < ω. En primer lugar, si n < C o m < n entonces estipulamos que h ↾ Fm
n = idFm

n
.

De esta forma, nos basta definir los h ↾ Fm
cn

para cn ≤ m, pues para cada n < ω tenemos que,

si m < cn+1 (i.e. si m ∈
⋃

m<ln

Zm), entonces h ↾ Fm
cn+1

= idFm
cn+1

. En verdad, iremos definiendo los

pedacitos restantes h ↾ Fm
n de manera recursiva, primero para c0 ≤ m < c1 y n = c0, después para

c1 ≤ m < c2 y n ∈ {c0, c1}, posteriormente para c2 ≤ m < c3 y n ∈ {c0, c1, c2} y ası́ sucesivamente.

Ahora, para cada n < ω, sea In := kn! y fijemos una enumeración de S kn
, S kn

= {ψn
0
, . . . , ψn

In−1
}.

Si 0 = c0 ≤ m < c1, entonces debe de haber un j < l0 = k0! = I0 tal que m ∈ Z j. Entonces definimos

h ↾ Fm
c0
= h ↾ Fm

0
:= (ψ0

j
)Fm

0 . Posteriormente, supongamos que c1 ≤ m < c2. Entonces hay un j con

l0 ≤ j < l1 tal que m ∈ Z j. Fijemos una biyección entre Ic0
Ic1

(producto de números) e Ic0
× Ic1

.

Entonces, j − l0 ∈ kc0
!kc1

! = Ic0
Ic1

, luego a j − l0 le corresponde un elemento ( j0, j1) ∈ Ic0
× Ic1

bajo

la biyección que ya especificamos. Hagamos h ↾ Fm
c0

:= (ψ
c0

j0
)Fm

c0 y h ↾ Fm
c1

:= (ψ
c1

j1
)Fm

c1 .

Supongamos que ya hemos definido h ↾ Fm
n para n ∈ {c0, . . . , ci} y m < ci+1. Ahora lo defini-

remos para n ∈ {c0, . . . , ci+1} y ci+1 ≤ m < ci+2 (i.e. para m ∈
⋃

li≤ j<li+1

Z j). Al igual que hace rato,

fijemos una biyección entre Ic0
· · · Ici+1

y Ic0
× · · · × Ici+1

. Ahora si ci+1 ≤ m < ci+2, entonces hay un

j con li ≤ j < li+1 tal que m ∈ Z j. Pero entonces notemos que j − li ∈ kc0
! · · · kci+1

! = Ic0
· · · Ici+1

,

luego al número j− li le corresponde, bajo la biyección especificada, una (i+ 2)-ada ( j0, . . . , ji+1) ∈

Ic0
× · · · × Ici+1

. Entonces, para l ≤ i + 1, hacemos h ↾ Fm
cl

:= (ψ
cl

jl
)Fm

cl .

Comprobemos que C y h, tal como los hemos construido, satisfacen lo afirmado en el lema. Sea

B = B(A,C) y g ∈ stabA\B(PA
ψ) arbitrario. Entonces, g ↾ (A \ B) = idA\B. Como g ∈ PA

ψ, entonces

g ↾ B estabiliza conjuntistamente a cada pedacito An con n ∈ C, es decir, a cada Acn
. Entonces

podemos encontrar s ∈
∏

n<ω

Icn
tal que g ↾ B =

⋃

n<ω

(ψ
cn

s(n)
)Acn . Elijamos recursivamente t(n), para

n < ω, de tal forma que t(0) < l0 y para n < ω, ln < t(n + 1) < ln+1. Comenzamos eligiendo

t(0) = s(0). Si ya conocemos t(n), entonces consideremos la n+ 2-ada (s(0), . . . , s(n+ 1)). A ésta le

corresponde cierto número m bajo la biyección que fijamos hace rato, y si hacemos t(n+1) := li+m

entonces se cumplirá lo pedido. Sea Eg := {t(n)
∣
∣
∣n < ω}. Tomemos ahora Y ⊆

⋃

n∈E

Zn =
⋃

n<ω

Zt(n), y

sea Y = {yn

∣
∣
∣n < ω} su enumeración creciente. Es claro que, para cada n < ω, se tiene que ycn

≥ cn

y que también ycn
∈

⋃

n≤m<ω

Zt(m). Luego hay una m ≥ n tal que ycn
∈ Zt(m). Por construcción, a

t(m)− lm−1 le corresponde la m+1-ada (s(0), . . . , s(m)) bajo la biyección de arriba, luego h ↾ F
ycn
cn

=

(ψs(n)cn )F
ycn
cn . Como ΠY[Acn

] = F
ycn
cn

, entonces tenemos que (Π−1
Y hΠY) ↾ Acn

= (ψs(n)cn )Acn . Por lo

tanto, (Π−1
Y hΠY) ↾ B = g ↾ B; y como h ↾ Fm

n = idFm
n

para n < C, entonces (Π−1
Y hΠY) ↾ An = idAn

para n < C, luego (Π−1
Y hΠY) ↾ A = g, que es lo que se querı́a demostrar.

Todo esto nos permite establecer el resultado que buscábamos.
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Teorema II.25 (Brendle-Losada). g ≤ cf(S ω).

Demostración. Como ya se ha comentado, basta probar que cada uno de los Dα con α < λ de la

construcción II.20 es densa por grupos. Fijemos α < λ. Primeramente, sea Z ∈ Dα y Y ∈ [ω]ω tal

que Y ⊆∗ Z. Tomemos X, β, h, δ, g como en la definición de Dα para Z, y sea X′
= (Y ∩Z)∪ (X \Z)∪

(Z \ X). Entonces X′
=
∗ Y y si W ⊆ X′ entonces también W ⊆ X y por lo tanto (Π−1

W hΠW) ↾ A = g,

que es lo que se debe de cumplir para que Y ∈ Dα. Sea ahora {Zn

∣
∣
∣n < ω} una partición de ω en

intervalos finitos. Tomemos h como en el lema anterior y β < λ tal que h ∈ Γβ. Por el corolario II.23

existe un g ∈ stabA\B(PA
ψ) \ Γmáx{α,β} ↾ A. Sea E ⊆ ω tal que para cada Y ⊆

⋃

n∈E

Zn, (Π−1
Y hΠY) ↾ A = g

(existe por el lema anterior). Esto implica que
⋃

n∈E

Zn ∈ Dα.

De esta manera, hemos determinado que g ≤ cf(S ω) ≤ d, acotando ası́ con bastante precisión

este invariante cardinal.





Capı́tulo III

Cocientes del grupo simétrico infinito y su espectro abeliano maximal

En este capı́tulo, nos enfocaremos a estudiar algunos cocientes del grupo simétrico infinito, en parti-

cular el cociente Sω/ . Definiremos el espectro abeliano maximal de un grupo, y acotaremos el espectro

abeliano maximal de Sω/ tanto por arriba como por abajo. También generalizaremos nuestro estudio a

otros cocientes de Sω definidos en base a un ideal, y veremos cómo al estudiar estos casos generales no es

posible generalizar la cota superior del espectro abeliano maximal para estos cocientes de Sω.

1. Los cardinales A(S ω/ ) y a.

El espectro abeliano maximal de un grupo, básicamente es la mı́nima cardinalidad no numerable

de un subgrupo abeliano maximal del grupo en cuestión.

Definición III.1. Sea G un grupo. El espectro de subgrupos abelianos de G es el conjunto de

números cardinales κ tales que existe H ≤ G abeliano maximal (es decir, abeliano y ⊆-maximal

en el conjunto de los subgrupos abelianos de G) de orden κ. El invariante cardinal A(G), el espec-

tro abeliano maximal de G, se define como el mı́nimo κ > ω tal que κ pertenece al espectro de

subgrupos abelianos de G.

Resulta importante solicitar que A(G) sea un cardinal no numerable, ya que en casi cualquier

grupo no abeliano es posible encontrar subgrupos abelianos maximales que son numerables, y esto

trivializarı́a la investigación de nuestro invariante cardinal. Por ejemplo, si hay un elemento a ∈ G

tal que no conmuta con ningún otro b ∈ G \ 〈a〉, entonces 〈a〉, que es numerable, es un subgrupo

abeliano maximal.

El principal objetivo de la presente sección, es considerar el cociente S ω/ y demostrar que

A(S ω/ ) ≤ a. Para ello construiremos cierto monomorfismo entre un grupo de orden ≤ a y S ω/ , y

demostraremos que la imagen de este monomorfismo es un subgrupo abeliano maximal de S ω/ .

Construcción III.2. Sea A una familia maximal casi disjunta de cardinalidad a. Consideremos

el grupo abeliano libre con base A , es decir,
⊕

a∈A

! = { f ∈ A
!

∣
∣
∣| sop( f )| < ω}. Para cada a ∈ A ,

definamos la función πa : a −→ a que viene dada por πa(i) := mı́n{ j ∈ a
∣
∣
∣ j > i}. Es decir, πa

“recorre” los elementos de a un lugar “hacia la derecha”. En otras palabras, si #a es la enumeración
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creciente de a, tenemos que πa(#a(n)) = #a(n + 1). Para cada j ∈  , π
j
a denotará, como es de

esperarse, a la composición j-ésima de πa. Es decir, si j ≥ 0 entonces π
j
a(#a(n)) = #a(n + j),

mientras que si j < 0 entonces π
j
a : a \ #a[− j] −→ a viene dada de igual forma por π

j
a(#a(n)) =

#a(n + j). Debido a esta descripción de los π
j
a, resulta inmediato que tanto dom(π

j
a) como ran(π

j
a)

son subconjuntos cofinitos de a.

A continuación, definiremos una función Φ :
⊕

a∈A

 −→ ℘(S ω) de la manera siguiente: dado

f ∈
⊕

a∈A

 ,

Φ( f ) :=

{

π ∈ S ω

∣
∣
∣ (∃F ∈ [ω]<ω)(∀a, b ∈ sop( f ))

(

a , b ⇒ a ∩ b ⊆ F ∧

(∀n ∈ ω \ F)




π(n) =






π
f (a)
a (n); n ∈ a ∈ sop( f )

n; otro caso





)}

.

Esta definición tiene sentido ya que, si n ∈ ω \ F, entonces hay a lo más un elemento a ∈ sop( f ) tal

que n ∈ a: si n ∈ a ∩ b con {a, b} ∈ [sop( f )]2, entonces n ∈ F.

Sea G := { f ∈
⊕

a∈A

 

∣
∣
∣Φ( f ) , ∅}. Veamos que G = { f ∈

⊕

a∈A

 

∣
∣
∣
∑

a∈A

f (a) = 0} ≤
⊕

a∈A

 . En efecto,

sea f ∈
⊕

a∈A

 tal que
∑

a∈A

f (a) = 0. Entonces, el hecho de que A sea casi disjunta, además de que

sop( f ) es finito, nos permite tomar un F ∈ [ω]<ω tal que (∀a, b ∈ sop( f ))(a , b ⇒ a ∩ b ⊆ F) y tal

que para cada a ∈ sop( f ), F∩a sea un segmento inicial de a. Para cada a ∈ sop( f ), sea a∗ el conjunto

que consta de los primeros | f (a)| elementos de a \ F. Ahora sean A+ := {a ∈ sop( f )
∣
∣
∣ f (a) > 0} y

A− := {a ∈ sop( f )
∣
∣
∣ f (a) < 0}. Por construcción y por hipótesis, cada uno de los a∗ con a ∈ sop( f )

son disjuntos por pares, y hay una biyección θ :
⋃

a∈A−
a∗

⋃

a∈A+

a∗. Sea π ∈ S ω definido de la manera

siguiente:

π(n) =






n; n <
⋃

a∈sop( f )

a \ F

π
f (a)
a (n); n ∈ a ∈ A+

π
f (a)
a (n); n ∈ a \ a∗ ∧ a ∈ A−

θ(n); n ∈
⋃

a∈A−
a∗,

no es difı́cil verificar que π es biyección. Ahora, sea F′ := F ∪

(

⋃

a∈A−
a∗

)

∈ [ω]<ω. Observemos que

F′ atestigua que π ∈ Φ( f ): si {a, b} ∈ [sop( f )]2 entonces a ∩ b ⊆ F ⊆ F′. Además, para n ∈ ω \ F′,

si n ∈ a ∈ sop( f ) entonces se da el segundo o el tercer caso de la definición de π, i.e. en cualquier

caso π(n) = π
f (a)
a (n); mientras que en caso contrario se da el primer caso de dicha definición (el

último caso no puede darse ya que n < F′), de modo que π(n) = n y de esta forma π ∈ Φ( f ) , ∅.



1. LOS CARDINALES A(S ω/ ) Y a. 69

Recı́procamente, sea f ∈
⊕

a∈A

 tal que
∑

a∈A

f (a) , 0, demostremos que Φ( f ) = ∅. Supongamos,

por el contrario, que Φ( f ) , ∅ y sea π ∈ Φ( f ). Entonces, ha de existir un F ∈ [ω]<ω tal que si

{a, b} ∈ [sop( f )]2 entonces a ∩ b ⊆ F y tal que para n ∈ ω \ F, π(n) = π
f (a)
a (n) si n ∈ a ∈ sop( f ) y

π(n) = n en otro caso. Notemos que, agrandando adecuadamente a F, podemos suponer sin perder

generalidad que, para cada a ∈ sop( f ), F∩a es un segmento inicial de a, y más aún, que F contiene

por lo menos a los primeros | f (a)| elementos de a que ya no intersectan a ningún otro b ∈ sop( f ).

De esta forma, volvemos a definir A+ := {a ∈ sop( f )
∣
∣
∣ f (a) > 0} y A− := {a ∈ sop( f )

∣
∣
∣ f (a) < 0}; y

para a ∈ A+ sea a∗ el conjunto que consta de los primeros f (a) elementos de a\F, y para a ∈ A− sea

a∗ el conjunto que consta de los últimos − f (a) elementos de a que son anteriores a mı́n(a \F). Esto

es, para cada a ∈ sop( f ), a∗ es un subconjunto de a de tamaño | f (a)| y todos los a∗ son disjuntos

a pares, sólo que en esta ocasión a∗ ∩ F = ∅ para a ∈ A+, mientras que para a ∈ A− se tiene que

a∗ ⊆ F. Entonces, los lineamientos para el comportamiento de F nos aseguran que:

π ↾
⋃

a∈A+

(a \ F) :
⋃

a∈A+

(a \ F)
⋃

a∈A+

(a \ (F ∪ a∗)),

π ↾
⋃

a∈A−

(a \ F) :
⋃

a∈A−

(a \ F)
⋃

a∈A−

((a \ F) ∪ a∗),

π ↾




ω \









⋃

a∈sop( f )

a




∪ F








= id

ω\









⋃

a∈sop( f )

a



∪F





.

Por lo tanto, la restricción de π al resto de ω en el dominio, es decir, a F, ha de ser una biyección

de F al resto de ω en el codominio, que es

[

F ∪

(

⋃

a∈A+

a∗
)]

\

(

⋃

a∈A−
a∗

)

. Sabiendo que los a∗ son

disjuntos entre sı́, y que para a ∈ A+ se satisface a∗ ∩ F = ∅, mientras que para a ∈ A− se cumple

a∗ ⊆ F, lo anterior necesariamente implica que
⋃

a∈A+

a∗ y
⋃

a∈A−
a∗ tienen la misma cardinalidad,

pero esto contradice la hipótesis de que
∑

a∈sop( f )

f (a) , 0. De esta forma, queda demostrado que

G = { f ∈
⊕

a∈A

 

∣
∣
∣
∑

a∈A

f (a) = 0}. Es importante notar que G es no numerable. Esto se debe a que

|A ×A | = |A | = a ≥ ω1, y hay una inyección de A ×A en G (por ejemplo, a cada (a, b) ∈ A ×A

le asignamos una f ∈
⊕

a∈A

 tal que sop( f ) = {a, b} y f (a) = 1 = − f (b)).

En adelante, por Φ entenderemos realmente la restricción de la función Φ definida arriba al

subgrupo G ≤
⊕

a∈A

 . De esta forma, Φ : G −→ ℘(S ω) \ {∅}.

A continuación, veremos que la función de la construcción anterior es realmente un encaje de

G en S ω/!.
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Lema III.3. Sea Φ : G −→ ℘(S ω) \ {∅} la función de la construcción III.2. Entonces, ran(Φ) ⊆

S ω/ y Φ : G −→ S ω/ es un monomorfismo de grupos.

Demostración. Notemos primero que Φ(0) =  . En efecto, si π ∈ Φ(0) entonces para cierto F ∈

[ω]<ω se tiene que para n ∈ ω \ F, como sop(0) = ∅ entonces π(n) = n. Esto es, Mov(π) ⊆ F ∈

[ω]<ω, y por lo tanto Φ(0) ⊆  . Similarmente, si π ∈  entonces Mov(π) atestigua que π ∈ Φ(0),

luego Φ(0) =  .

Notemos ahora que si π ∈ Φ( f ) y σ ∈ Φ(g), entonces πσ ∈ Φ( f + g). En efecto, estamos

suponiendo que hay F, F′ ∈ [ω]<ω tales que para {a, b} ∈ [sop( f )]2 se cumple a ∩ b ∈ F y para

{a, b} ∈ [sop(g)]2 se cumple a ∩ b ∈ F′, y tanto π ↾ (ω \ F) como σ ↾ (ω \ F′) se comportan

de manera adecuada. Notemos que sop( f + g) ⊆ sop( f ) ∪ sop(g), y este último conjunto es finito.

Ahora, sea

F′′ := F ∪ F′ ∪





⋃

{a,b}∈[sop( f )∪sop(g)]2

a ∩ b




∪ σ−1[F],

entonces F′′ ∈ [ω]<ω, veamos que F′′ atestigua que πσ ∈ Φ( f + g). Es claro que para {a, b} ∈

[sop( f + g)]2 se tiene que a ∩ b ⊆
⋃

{a,b}∈[sop( f )∪sop(g)]2

a ∩ b ⊆ F′′. Ahora tomemos un n ∈ ω \ F′′,

pueden ocurrir dos casos:

1: Si n ∈ a ∈ sop( f + g), entonces básicamente hay tres subcasos. En primer lugar, si a ∈

sop( f ) ∩ sop(g) entonces como n < F′ tenemos que σ(n) = π
g(a)
a (n) ∈ a, y como σ(n) ∈

a \ F entonces π(σ(n)) = π
f (a)
a (σ(n)) = π

f (a)+g(a)
a (n) = π

( f+g)(a)
a (n). En segundo lugar, si a ∈

sop( f ) \ sop(g), entonces π(n) = π
f (a)
a (n) y σ(n) = n, luego π(σ(n)) = π

f (a)
a (n) = π

( f+g)(a)
a (n).

Por último, si a ∈ sop(g) \ sop( f ), como n < F′ entonces σ(n) = π
g(a)
a (n) ∈ a y como

σ(n) < F entonces π(σ(n)) = σ(n) = π
g(a)
a (n) = π

( f+g)(a)
a (n).

2: En otro caso (i.e. que (∀a ∈ sop( f+g))(n < a)), supongamos en primer lugar que para algún

a ∈ sop( f ), n ∈ a. Entonces, dado que en este caso estamos suponiendo ( f + g)(a) = 0,

debe tenerse que g(a) = − f (a), de tal modo que también a ∈ sop(g). Como n < F′,

entonces σ(n) = π
g(a)
a (n) = π

− f (a)
a (n) ∈ a; como σ(n) < F, entonces π(σ(n)) = π

f (a)
a (σ(n)) =

π
f (a)− f (a)
a (n) = π0

a(n) = n. En segundo lugar, puede darse el caso que (∀a ∈ sop( f ))(n < a).

Similarmente a como se razonó anteriormente, esto implica que (∀a ∈ sop(g))(n < a) y por

lo tanto, como n < F′ ∪ F entonces π(n) = n y σ(n) = n, luego π(σ(n)) = n.

Ası́, tenemos que πσ ∈ Φ( f + g). En este momento podemos demostrar que cada Φ( f ) es una

clase lateral. En efecto, sea f ∈ G y π ∈ Φ( f ). Dado que σ ∈  = Φ(0), tenemos que πσ ∈

Φ( f + 0) = Φ( f ) y por lo tanto π ⊆ Φ( f ). Sea ahora σ ∈ Φ( f ), y sean F, F′ ∈ [ω]<ω conjuntos

que atestiguan que π, σ ∈ Φ( f ), respectivamente. Entonces, si F′′ := F ∪ F′, resulta claro que
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π ↾ (ω \F′′) = σ ↾ (ω \F′′). Esto automáticamente implica que Mov(πσ−1) ⊆ F′′∪σ[F′′] ∈ [ω]<ω

y por lo tanto σ ∈ π , lo cual implica que Φ( f ) = π .

De esta forma, ha quedado demostrado que ran(Φ) ⊆ S ω/ . El hecho de que Φ es morfismo se

sigue de que, para π ∈ Φ( f ), σ ∈ Φ(g) se tiene que Φ( f )Φ(g) = (π )(σ ) = (πσ) = Φ( f + g).

En este punto, sólo resta demostrar que Φ es inyectivo. Para ello, sea { f , g} ∈ [G]2. Supongamos

que Φ( f ) = π y Φ(g) = σ , y sean F, F′ ∈ [ω]<ω conjuntos que atestiguan que π ∈ Φ( f ) y que

σ ∈ Φ(g), respectivamente. Entonces, como f , g ello significa que para cierto a ∈ A , f (a) , g(a).

Hay una infinidad de elementos en a \ (F ∪ F′), lo cual implica que para una infinidad de n ∈ ω, se

tiene que π(n) = π
f (a)
a (n) , π

g(a)
a (n) = σ(n). Esto significa que Φ( f ) = π , σ = Φ(g).

De esta forma, tenemos que Φ[G] ≤ S ω/ es un subgrupo abeliano (por ser isomorfo a G) y

tiene cardinalidad ω1 ≤ |G| ≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

⊕

a∈A

!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

⋃

A∈[A ]<ω

A
!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
= |[A ]<ω|ω = |A | = a. Tan sólo resta ver que

Φ[G] es un subgrupo abeliano maximal en S ω/ . Para ello, argumentaremos que para cualquier

π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G] se cumple que 〈Φ[G], π 〉 no es un subgrupo abeliano de S ω/ .

Notación III.4. Para (a, b) ∈ A × A , denotaremos por fa,b ∈ G a la función que viene dada

de tal forma que sop( fa,b) = {a, b} y fa,b(a) = 1 = − fa,b(b). Asimismo, elegimos de una vez algún

elemento fijo πa,b tal que Φ( fa,b) = πa,b .

Lema III.5. Sea π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G] tal que 〈Φ[G], π 〉 es un subgrupo abeliano de S ω/ , y

sea a ∈ A tal que |Mov(π) ∩ a| = ω. Entonces, Mov(π) ∩ a es un subconjunto cofinito de a.

Demostración. Sea b ∈ A \ {a}. Si la conclusión del lema fuera falsa, entonces a \ Mov(π) serı́a

infinito. Ahora, notemos que, dado que πa,b ∈ Φ( fa,b), entonces hay un m < ω tal que para n ≥ m,

se cumple que

πa,b(n) =






π−1
b

(n); n ∈ b

πa(n); n ∈ a

n; n < a ∪ b.

Hay una infinidad de n ∈ a \ Mov(π) tales que n ≥ m, de esta forma, existe una infinidad de n ∈

a\Mov(π) tales que πa,b(n) = πa(n). Comenzando con algún n ≥ m, tenemos que πa,b(n) = πa(n) ∈ a

y πa(n) ≥ n ≥ m, entonces πa,b(πa,b(n)) = π2
a(n) ∈ a. Continuando por inducción, vemos que, para

0 ≤ j < ω se tiene que π
j

a,b
(n) ∈ a, y más aún, los π

j

a,b
(n) van siendo elementos sucesivos de a. De

esta forma, siendo por hipótesis Mov(π)∩ a infinito, hay algún j tal que π
j

a,b
(n) ∈ Mov(π), y si elijo

tal j mı́nimo entonces k := π
j−1

a,b
(n) ∈ a \ Mov(π) mientras que πa,b(k) ∈ Mov(π). Eligiendo un k <

n′ ∈ a\Mov(π), repitiendo el proceso anterior, y volviendo a hacer todo esto una infinidad de veces,
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encontramos una infinidad de n ∈ a \ Mov(π) tales que πa,b(n) ∈ Mov(π). Para cualquiera de estos

n, tenemos que π(πa,b(n)) , πa,b(n), mientras que πa,b(π(n)) = πa,b(n). Esto quiere decir que ππa,b y

πa,bπ difieren en una infinidad de coordenadas, por lo tanto sus respectivas clases de equivalencia

módulo  son distintas. Esto quiere decir que π y πa,b no conmutan, lo cual contradice a la

hipótesis.

Lema III.6. Sea π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G] tal que 〈Φ[G], π 〉 es un subgrupo abeliano de S ω/ , y

sea a ∈ A tal que |Mov(π) ∩ a| = ω. Entonces, π[a] ⊆∗ a.

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que |π[a] \ a| = ω. Esto significa que el conjunto

X := {n ∈ a
∣
∣
∣π(n) < a} es infinito. Demostremos que hay algún b ∈ A \{a} tal que π[X]\b es infinito.

Pues de lo contrario, podrı́amos escoger b, c ∈ A \ {a} distintos tales que π[X] ⊆∗ b y π[X] ⊆∗ c;

con lo cual π[X] ⊆∗ b ∩ c, lo cual contradice el hecho de que π[X] es infinito y b ∩ c es finito. Por

lo tanto, podemos elegir un b ∈ A \ {a} de modo que |π[X] \ b| = ω.

Ahora bien, para una cantidad cofinita de n < ω se tiene que

πa,b(n) =






π−1
b

(n); n ∈ b

πa(n); n ∈ a

n; n < a ∪ b,

luego para una cantidad cofinita de n ∈ π−1[π[X] \ b] ⊆ X ⊆ a, tenemos que πa,b(n) = πa(n) , n.

Ası́, para una cantidad cofinita de n ∈ π−1[π[X] \ b], tenemos que π(πa,b(n)) , π(n). Sin embargo,

dado que esos n ∈ X entonces π(n) < a, y como n ∈ π−1[π[X] \ b] y por lo tanto π(n) < b, luego

para una cantidad cofinita de estos n, tenemos que πa,b(π(n)) = π(n). Ası́ pues, podemos concluir

que ππa,b y πa,bπ difieren en una cantidad infinita de valores, lo cual significa que π y πa,b no

conmutan. Esto es una contradicción.

Lema III.7. Sea π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G] tal que 〈Φ[G], π 〉 es un subgrupo abeliano de S ω/ , y

sea a ∈ A tal que |Mov(π) ∩ a| = ω. Entonces, existe algún i ∈ ! tal que π ↾ a =
∗ πi

a ↾ a.

Demostración. Las hipótesis, junto con los lemas III.5 (que asegura que a\Mov(π) es finito) y III.6

(que nos garantiza que π[a] ⊆∗ a), nos permiten asegurar que para una cantidad cofinita de n ∈ a

se cumple que n , π(n) ∈ a. Esto significa que, para cada uno de estos n, existe un k(n) tal que

π(n) = π
k(n)
a (n).

Tomemos un b ∈ A \{a} arbitrario, y supongamos que la conclusión del lema es falsa. Entonces,

podemos encontrar una infinidad de n ∈ a tales que k(n) , k(πa(n)) = k(πa,b(n)). Esto lo hacemos
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de la siguiente manera: elegimos n entre los que describimos en el párrafo anterior, y observamos

si k(n) , k(πa(n)), en caso contrario observamos si k(πa(n)) , k(π2
a(n)). En caso contrario, continúo

con el proceso, y observo que debe de haber algún j tal que k(π
j
a(n)) , k(π

j+1
a (n)) (si no lo hubiera,

esto significarı́a que (∀ j < ω)(k(π
j
a(n)) = k(π

j+1
a (n))), lo cual implica que π(π

j
a(n)) = π

k(n)+ j
a (n) para

toda j < ω, y esto significa que de hecho π ↾ a =
∗ π

k(n)
a ↾ a, contrario a la suposición de que

la conclusión del lema es falsa), y, si desde un principio comenzamos con una n suficientemente

grande, podemos asegurar que πa(π
j
a(n)) = πa,b(π

j
a(n)). Ası́ es como encontramos la prometida

infinidad de n ∈ a tales que k(n) , k(πa(n)) = k(πa,b(n)). Para estos n, tenemos que

πa,b(π(n)) = πa,b(πk(n)
a (n)) = πa,b(π

k(n)

a,b
(n)) = π

k(n)+1

a,b
(n)

, π
k(πa(n))+1

a,b
(n) = π

k(πa,b(n))

a,b
(πa,b(n)) = π(πa,b(n))

luego πa,bπ y ππa,b difieren en una infinidad de valores de n, lo cual significa que π y πa,b no

conmutan. Esto está en flagrante contradicción con las hipótesis iniciales del lema.

Mediante estos últimos tres lemas, estamos listos para demostrar el resultado principal de esta

sección.

Teorema III.8 (Shelah-Steprāns). A(S ω/ ) ≤ a.

Demostración. Sabemos ya que Φ[G] ≤ S ω/ es un subgrupo abeliano de cardinalidad ≤ a. Por

ello, bastará probar que Φ[G] es subgrupo abeliano maximal. Para tal fin, supongamos lo contrario.

Esto nos permite elegir un π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G] tal que 〈Φ[G], π 〉 es un subgrupo abeliano de

S ω/ . En este momento, todo se reduce a considerar dos casos:

1: Hay un subconjunto finito {a1, . . . , an} ⊆ A tal que Mov(π) ⊆∗
n⋃

i=1

ai. En este caso, to-

mamos uno de estos conjuntos que sea minimal respecto de esta propiedad. Observemos

que cada Mov(π) ∩ ai es infinito, pues de lo contrario, si algún Mov(π) ∩ a j fuera finito,

tendrı́amos de hecho que Mov(π) ⊆∗
n⋃

j=1
j,i

ai, lo cual contradice la minimalidad de {a1, . . . , an}.

Entonces, por el lema III.7, para cada 1 ≤ i ≤ n existe un ki ∈ ! tal que π ↾ ai =
∗ π

ki
ai

. Ha-

bremos de notar que, si definimos f ∈
⊕

a∈A

! de tal modo que sop( f ) = {a1, . . . , an} y, para

1 ≤ i ≤ n, f (ai) = ki, entonces el conjunto

F =





⋃

1≤i< j≤n

(ai ∩ a j)




∪





n⋃

i=1

{n ∈ ai

∣
∣
∣π(n) , πki

ai
(n)}



 ∪



Mov(π) \

n⋃

i=1

ai



 ∈ [ω]<ω



74 III. COCIENTES DEL GRUPO SIMÉTRICO INFINITO Y SU ESPECTRO ABELIANO MAXIMAL

atestigua que π ∈ Φ( f ) (para n ∈ ω \ F, si n ∈ ai entonces π(n) = π
ki
ai

(n) = π
f (ai)
ai

(n) y en

caso contrario, si n <
n⋃

i=1

ai, entonces también n < Mov(π) y por lo tanto π(n) = n). Esto de

inmediato contradice la suposición de que π < Φ[G].

2: Supongamos, de manera exactamente opuesta al caso anterior, que no existe ningún sub-

conjunto finito {a1, . . . , an} ⊆ A tal que Mov(π) ⊆∗
n⋃

i=1

ai. En este caso, notemos que po-

demos encontrar una cantidad no numerable de a ∈ A tales que Mov(π) ∩ a es infinito.

En efecto, en primer lugar, es claro que en este caso Mov(π) es infinito y Mov(π) < A .

Por lo tanto, por la maximalidad A hay un a0 ∈ A tal que Mov(π) ∩ a0 es infinito. Co-

mo Mov(π) *∗ a0 tendremos que Mov(π) \ a0 es infinito, y tampoco puede ser elemento

de A (de lo contrario, Mov(π) ⊆∗ (Mov(π) \ a0) ∪ a0, contrario a la hipótesis), por lo

tanto hay algún a1 tal que (Mov(π) \ a0) ∩ a1 es infinito. Dado que Mov(π) *∗ a0 ∪ a1,

entonces Mov(π) \ (a0 ∪ a1) es infinito y no es elemento de A (de lo contrario, Mov(π) ⊆∗

(Mov(π) \ (a0 ∪ a1)) ∪ a0 ∪ a1, contrario a la hipótesis), luego hay un a2 ∈ A tal que

(Mov(π)\ (a0∪a1))∩a2 es infinito. Continuando con el proceso, si ya conocemos a0, . . . , an

que intersectan a Mov(π) en una cantidad infinita de puntos, entonces, dado que por hipóte-

sis Mov(π) *∗ a0∪· · ·∪an, hemos de tener que Mov(π)\ (a0∪· · ·∪an) es infinito y no es un

elemento de A (de lo contrario, Mov(π) ⊆∗ (Mov(π)\(a0∪· · ·∪an))∪a0∪· · ·∪an, contrario a

la hipótesis). Por lo tanto, hay un an+1 ∈ A tal que (Mov(π)\(a0∪· · ·∪an))∩an+1 es infinito.

Notemos que los an obtenidos por medio de este proceso deben de ser distintos entre ellos.

Veremos ahora cómo construir los aξ para ω ≤ ξ < ω1. Supóngase que ya conocemos los

aδ para δ < ξ, entonces notemos que {B ∩ aδ
∣
∣
∣δ < ξ} es una familia casi disjunta en Mov(π)

(este último es un conjunto numerable), dado que ninguna familia casi disjunta numerable

es maximal, entonces hay un a ⊆ Mov(π) tal que (∀δ < ξ)(a ∩ aδ =
∗ ∅). Si fuera el caso

que, para cada b ∈ A \ {aδ
∣
∣
∣δ < ξ}, Mov(π) ∩ b es finito, entonces también los a ∩ b serı́an

finitos y (dado que también para cada δ < ξ se cumple que a ∩ aδ es finito) tendrı́amos que

A ∪ {a} serı́a casi ajena, lo cual es contradictorio. Por lo tanto hay un aξ ∈ A \ {aδ
∣
∣
∣δ < ξ}

tal que Mov(π) ∩ aξ es infinito.

Este proceso inductivo nos permite encontrar por lo menos ω1 elementos a ∈ A tales

que Mov(π) ∩ a es infinito. Debido al lema III.7, para cada uno de estos a ∈ A existe un

ia ∈ ! tal que π ↾ a =
∗ π

ia
a ↾ a. Dado que ! es numerable, ha de existir un valor i ∈ ! tal

que para una cantidad no numerable de a ∈ A se cumple que π ↾ a =
∗ πi

a ↾ a. Realizando

nuevamente un razonamiento idéntico al anterior, encontramos que, para cierto k < ω, se

satisface que π ↾ {n ∈ a
∣
∣
∣n ≥ k} = πi

a ↾ {n ∈ a
∣
∣
∣n ≥ k} para una cantidad no numerable de

a ∈ A . Habiendo muchos a y poquitos n ≥ k, entonces deben de existir por lo menos dos

a, b ∈ A tales que para algún n ≥ k, se cumple que que n ∈ a ∩ b y π ↾ {n ∈ a
∣
∣
∣n ≥ k} =
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πi
a ↾ {n ∈ a

∣
∣
∣n ≥ k}, además de que π ↾ {n ∈ b

∣
∣
∣n ≥ k} = πi

b
↾ {n ∈ b

∣
∣
∣n ≥ k}. Notemos que

n ∈ {m ∈ a ∩ b
∣
∣
∣m ≥ k} ⊆ a ∩ b, luego el conjunto de enmedio es finito y no vacı́o. Sea,

entonces, j := máx{m ∈ a ∩ b
∣
∣
∣m ≥ k}. Tenemos entonces que π( j) = πi

a( j) , πi
b
( j) = π( j),

lo cual contradice aquello que supusimos. Por lo tanto, para cada π ∈ (S ω/ ) \ Φ[G],

el subgrupo 〈π ,Φ[G]〉 es no abeliano. Luego Φ[G] es un subgrupo abeliano maximal de

S ω/ y, de esta forma, el teorema ha quedado demostrado.

2. Los grupos S ω/ (I) y los cardinales a(I)

En esta sección, trabajaremos con algunos cocientes más generales del grupo S ω, definidos en

base a ciertos ideales. Recordemos que un ideal sobre ω, o simplemente un ideal, es un subcon-

junto no vacı́o I ⊆ ℘(ω) tal que (∀A, B ∈ I)(A ∪ B ∈ I) y (∀A ∈ I)(∀B ⊆ A)(B ∈ I). Por ejemplo,

uno de los ideales más comúnmente utilizados es el ideal de subconjuntos finitos de ω, [ω]<ω.

Notación III.9. Sea I un ideal. En adelante, denotaremos por !(I) al subconjunto de S ω que

preserva elementos de I. Es decir,

!(I) := {π ∈ S ω

∣
∣
∣(∀A ⊆ ω)(A ∈ I ⇐⇒ π[A] ∈ I)}.

Asimismo, denotaremos por  (I) al subconjunto de !(I) que mueve a “poquitos” elementos según

I. Es decir,

 (I) := {π ∈ S ω

∣
∣
∣ Mov(π) ∈ I}.

Notemos que, dado un ideal I, !(I) ≤ S ω. En efecto, si π, σ ∈ !(I), entonces para A ⊆ ω,

tenemos que A ∈ I ⇐⇒ π[A] ∈ I ⇐⇒ σ[π[A]] ∈ I, luego σπ ∈ !(I). Similarmente,

π−1[A] ∈ I ⇐⇒ A = π[π−1[A]] ∈ I, luego π−1 ∈ !(I). Además, tenemos que  (I) E !(I)

(notemos que claramente  (I) ⊆ !(I)). Esto se debe a que, si σ ∈ !(I) y π ∈  (I), entonces

Mov(π) ∈ I, lo cual implica que Mov(σπσ−1) = σ[Mov(π)] ∈ I y por lo tanto σπσ−1 ∈  (I).

Notemos que, para el caso particular del ideal de conjuntos finitos, se tiene que !([ω]<ω) = S ω, y

que aquello que dimos en llamar  no es, según la nueva notación, otra cosa que  ([ω]<ω).

Definición III.10. Definimos el espectro abeliano maximal de I como el invariante cardinal

A(!(I)/ (I)), mismo que de ahora en adelante denotaremos como A(I).

Notemos que, de acuerdo con la nueva notación, el invariante cardinal A(S ω/ ) que estudiamos

en la sección anterior será conocido, de ahora en adelante, como A([ω]<ω).
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Definición III.11. Sea I un ideal.

Sean a, b ⊆ ω. Diremos que a y b son casi disjuntos módulo I si a ∩ b ∈ I.

Sea A ⊆ ℘(ω). Diremos que A es una familia casi disjunta módulo I si A ∩ I = ∅ y

(∀a, b ∈ A )(a ∩ b ∈ I).

A es una familia casi disjunta maximal módulo I si es una familia casi disjunta módulo

I y es ⊆-maximal.

Definimos el invariante cardinal a(I) como la mı́nima cardinalidad de una familia infinita

que es casi disjunta maximal módulo I. Es decir,

a(I) := mı́n{λ
∣
∣
∣(∃A ⊆ ℘(ω))(ω ≤ |A | = λ ∧A es casi disjunta maximal módulo I)}.

De acuerdo con la definición anterior, tenemos que nuestro viejo conocido a no es otra cosa que

a([ω]<ω). De esta forma, el resultado principal de la sección anterior es justamente la afirmación

de que A([ω]<ω) ≤ a([ω]<ω). Nos gustarı́a generalizar esto a cualquier ideal I, de modo que la

siguiente pregunta que surge de manera natural es si será cierto que A(I) ≤ a(I), para cualquier

ideal I. El objetivo principal de esta sección es mostrar que la respuesta a esta pregunta es “no”.

Esto lo haremos construyendo una familia de ideales I para los cuales es relativamente consistente

con ZFE que a(I) < A(I).

Notación III.12. De ahora en adelante,N =

∞

(ni)
i=0

∈ ωω será una sucesión estrictamente creciente

tal que

lı́m
i→∞

ni+1 − ni

ni+2 − ni+1

= 0.

Hay una amplia variedad de sucesiones de este estilo (de hecho, hay c de ellas). Por ejemplo,

ni = 2i2 funciona.

Definición III.13. Definiremos un ideal basado en la sucesión N , de la siguiente manera:

I(N) :=

{

A ⊆ ω

∣
∣
∣
∣
∣
lı́m
i→∞

|A ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

= 0

}

.

Veamos que en efecto I(N) es un ideal. Claramente, ∅ ∈ I(N), luego I(N) , ∅. Sea ahora

A ∈ I(N) y B ⊆ A. Entonces, para cada i < ω tenemos que |B ∩ [ni, ni+1)| ≤ |A ∩ [ni, ni+1)| y por lo

tanto lı́m
i→∞

|B∩[ni,ni+1)|

ni+1−ni
≤ lı́m

i→∞

|A∩[ni,ni+1)|

ni+1−ni
= 0, entonces B ∈ I(N). Supongamos ahora que A, B ∈ I(N).

Dado que en este caso A, B \ A ∈ I(N), podemos suponer sin perder generalidad que de hecho

A ∩ B = ∅. Pero en este caso,

lı́m
i→∞

|(A ∪ B) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

= lı́m
i→∞

|A ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

+ lı́m
i→∞

|B ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

= 0 + 0 = 0,

luego A ∪ B ∈ I(N), esto completa la prueba de que I(N) es un ideal.
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Lema III.14. Para cada π ∈  (I(N)), es posible encontrar un B ∈ I(N) tal que, para cada

i < ω, π[[ni, ni+1) \ B] ⊆ [ni, ni+1).

Demostración. Sean

B+ :=

∞⋃

i=0

{n < ω
∣
∣
∣ni ≤ n < ni+1 ∧ π(n) ≥ ni+1},

B− :=

∞⋃

i=0

{n < ω
∣
∣
∣ni ≤ n < ni+1 ∧ π(n) < ni+1}.

En caso de que B+ ∪ B− ∈ I(N), este conjunto funcionarı́a como asegura el lema y habremos

terminado. En caso contrario, hemos de tener que B+
< I(N) o B−

< I(N).

Supongamos primero que B+
< I(N). Ello implica que hay un ε > 0 y un Y ∈ [ω]ω tales que

(∀i ∈ Y)

(

|B+ ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥ ε

)

.

Adelgazando adecuadamente a Y (por ejemplo, tomando el primer i ∈ Y y escogiendo j ∈ Y tal que

π[B+ ∩ [ni, ni+1)] ⊆ n j, quitando de Y los elementos que están entre i y j y repitiendo el proceso

para j (i.e. escogiendo k ∈ Y tal que π[B+ ∩ [ni, ni+1)] ⊆ nk), y ası́ sucesivamente, puedo adelgazar

adecuadamente a Y de modo que me siga quedando un conjunto infinito), puedo suponer que, para

cada i, j ∈ Y con i < j y para cada m ∈ B+ ∩ [ni, ni+1) se satisface que π(m) < n j. Esto implica que

π[B+] ∩ [ni+1, n j) = π[B+ ∩ [ni, ni+1)].

Ası́, tomemos i, j, k ∈ Y con i < k < j. Notemos que π[B+] ∩ [nk, nk+1) ⊆ π[B+] ∩ [ni+1, n j) =

π[B+ ∩ [ni, ni+1)], y este último conjunto tiene tamaño ≤ ni+1 − ni. Es por ello que (debido a que

i < k)

|π[B+] ∩ [nk, nk+1)|

nk+1 − nk

≤
ni+1 − ni

nk+1 − nk

=

(

ni+1 − ni

ni+2 − ni+1

) (

ni+2 − ni+1

ni+3 − ni+2

)

· · ·

(

nk − nk−1

nk+1 − nk

)

i→∞
−→ 0.

Esto significa que π[B+] ∈ I(N), lo cual es una contradicción con el hecho de que B+
< I(N)

y π ∈  (I(N)). Un argumento exactamente idéntico, pero cambiando π por π−1 nos muestra que

tampoco puede ser cierto que B−
< I(N). Por lo tanto, B+, B− ∈ I(N) y entonces B := B+ ∪ B−

atestigua lo asegurado por el lema.

Este lema resultará ser de crucial importancia más adelante. Básicamente, es en la anterior

demostración el único lugar donde se utiliza el hecho de que lı́m
i→∞

ni+1−ni

ni+2−ni+1
= 0. En adelante, co-

menzaremos a averiguar más de cerca el valor de A(I(N)). Para ello, haremos uso de un par de

definiciones que nos permitirán simplificar los argumentos.
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Definición III.15. Sean σ, π ∈ S ω. Definimos el siguiente conjunto:

N.C.(σ, π) := {n < ω
∣
∣
∣σ(π(n)) , π(σ(n))},

y, dado un ideal I, diremos que σ y π casi conmutan módulo I si y sólo si N.C.(σ, π) ∈ I.

Sean I un ideal y σ, π ∈  (I). Supongamos que σ y π casi conmutan módulo I. Entonces,

ello significa que σπ y πσ tan sólo difieren en una cantidad “pequeña” de valores, según I. De

esta forma, podemos obtener σπ multiplicando πσ por una permutación que tan sólo mueva una

cantidad de elementos en I. En otras palabras, las clases laterales σ!(I) y π!(I) conmutan en el

grupo cociente  (I)/!(I). Luego, para obtener subgrupos abelianos maximales de  (I)/!(I), en

general bastará con obtener subconjuntos de  (I) maximales respecto de la propiedad de que todos

sus elementos casi conmutan módulo I entre sı́.

Construcción III.16. Comencemos a partir de un G ⊆  (I(N)), que sea un subconjunto ma-

ximal respecto de la propiedad de que sus elementos casi conmutan módulo I(N). Tomemos

π ∈ G \ !(I(N)). El lema III.14 nos asegura la existencia de un B ∈ I(N) tal que, para cada

i < ω, π[[ni, ni+1) \ B] ⊆ [ni, ni+1). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B ⊆ Mov(π),

de modo que para cada i < ω y para cada j ∈ [ni, ni+1) \ B, se cumple que j , π( j) ∈ [ni, ni+1).

Dado que, para cada i < ω, tenemos que π ↾ ([ni, ni+1) \ B) es una inyección con rango [ni, ni+1),

entonces podemos elegir un τ ∈ S ω tal que τ ↾ (ω \ B) = π ↾ (ω \ B) y tal que, para cada i < ω,

τ ↾ [ni, ni+1) ∈ S [ni,ni+1) (es decir, τ ∈ PN , de acuerdo con la notación II.10). De esta forma, es claro

que Mov(τ−1π) ⊆ B ∈ I(N), por lo tanto, τ!(I(N)) = π!(I(N)) , !(I(N)).

En este momento, para cada Z ⊆ ω, elijamos un πZ ∈ S ω tal que




πZ ↾ ω \





⋃

i<Z

[ni, ni+1) ∩ B








( j) :=






τ( j); j ∈ [ni, ni+1) ∧ i ∈ Z

j; j ∈ [ni, ni+1) \ B ∧ i < Z
.

Es decir, que para i ∈ Z, πZ ↾ [ni, ni+1) = τ ↾ [ni, ni+1), para i < Z, πZ ↾ ([ni, ni+1) \ B) = id[ni,ni+1)\B,

y que πZ ↾

(

B ∩
⋃

i<Z

[ni, ni+1)

)

sea una endobiyección arbitraria.

Ahora, enfoquémonos a demostrar que, para cada Z ⊆ ω, πZ ∈  (I). Para ello, fijemos Z ⊆ ω,

tomemos un A ⊆ ω arbitrario y notemos que |A∩ [ni, ni+1)| ≤ |πZ[A]∩ [ni, ni+1)|+ |B∩ [ni, ni+1)|, y a

la vez |πZ[A] ∩ [ni, ni+1)| ≤ |A ∩ [ni, ni+1)| + |B∩ [ni, ni+1)|. Dado que lı́m
i→∞

|B∩[ni,ni+1)|

ni+1−ni
= 0, esto implica

que

lı́m
i→∞

|A ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

= 0 ⇐⇒ lı́m
i→∞

|πZ[A] ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

= 0,

i.e. que A ∈ I(N) ⇐⇒ πZ[A] ∈ I(N). Esto implica que πZ ∈  (I(N)). Más aún, dado que

Mov(τ) < I(N) (pues ya dijimos que τ!(I(N)) < !(I(N)), entonces hay un ε > 0 y un X ∈ [ω]ω
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tal que

(∀i ∈ X)





|{m ∈ [ni, ni+1)
∣
∣
∣τ(m) , m}|

ni+1 − ni

=
|Mov(τ) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥ ε



 .

En este momento, nos interesa demostrar que si Z,W ⊆ X son tales que |Z △ W | = ω, entonces

πZ (I(N)) , πW (I(N)). Como Z △W es infinito, entonces o bien Z \W o bien W \ Z es infinito,

supongamos, sin perder generalidad, el primer caso. Sea i ∈ Z \ W, y j ∈ [ni, ni+1) \ B. Entonces,

como i < W y j < B, tenemos que πW( j) = j. Como i ∈ Z, entonces πZ ↾ [ni, ni+1) = τ ↾

[ni, ni+1) ∈ S [ni,ni+1). Luego, π−1Z (πW( j)) = π−1Z ( j) = τ−1( j), el cual es , j si y sólo si τ( j) , j. De

esta forma, para una infinidad de i < ω (pues esto se cumple para cada i ∈ Z \ W), tenemos que

|Mov(π−1Z πW) ∩ [ni, ni+1) \ B| = |Mov(τ) ∩ [ni, ni+1) \ B|. En particular, dado que B ∈ I(N), si

tomamos 0 < δ < ε, existirá un m < ω tal que para cada n ≥ m se satisface

|B ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≤ δ

luego, para cada i ∈ Z \ W que sea ≥ m (hay una infinidad de tales i), se cumple que

|Mov(π−1Z πW) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥
|Mov(π−1Z πW) ∩ [ni, ni+1) \ B|

ni+1 − ni

=
|Mov(τ) ∩ [ni, ni+1) \ B|

ni+1 − ni

=
|Mov(τ) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

−
|B ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥ ε − δ > 0,

lo cual implica que

lı́m

(
|Mov(π−1Z πW) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

)

, 0

y por lo tanto Mov(π−1Z πW) < I(N), es decir, πZ (I(N)) , πW (I(N)).

Dado que es posible encontrar una familia F ⊆ ℘(X) tal que (∀A, B ∈ F )(|A △ B| = ω) con

|F | = c (por ejemplo, definimos, para A, B ⊆ W, A =
∗ B si y sólo si |A △ B| < ω, vemos que =∗

es una relación de equivalencia y que cada clase de equivalencia tiene sólo una cantidad numerable

de elementos, y por lo tanto basta tomar F un conjunto completo de representantes módulo =
∗),

podemos concluir que el conjunto {πZ (I(N))
∣
∣
∣Z ⊆ X} nos proporciona c elementos distintos de

!(I(N))/ (I(N)).

Teorema III.17. A(I(N)) = c.

Demostración. Tomemos un subgrupo abeliano maximal de !(I(N))/ (I(N)) arbitrario, llamé-

moslo G/ (I(N)). Entonces, tenemos que G será un subconjunto de !(I(N)) maximal respecto de

la propiedad de que sus elementos casi conmutan módulo I(N). Tomemos, entonces, {πZ

∣
∣
∣Z ⊆ X}
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como en la construcción III.16. Si demostramos que G contiene a {πZ

∣
∣
∣Z ⊆ X}, entonces G/ (I(N))

tendrá cardinalidad por lo menos (y por lo tanto, igual a) c. Esto nos dará el resultado del teorema.

Sea, entonces, Z ⊆ ω e intentemos demostrar que πZ ∈ G. Para ello, tomemos ρ ∈ G arbitrario y

demostremos que πZ casi conmuta con ρ, al ser G maximal esto nos permitirá concluir que πZ ∈ G.

Por el lema III.14, hay un C ∈ I(N) tal que, para cada i < ω y para cada j ∈ [ni, ni+1)\C, se cumple

que ρ( j) ∈ [ni, ni+1). Dado que ρ y π casi conmutan módulo I(N) (debido a que ρ, π ∈ G), entonces

tomemos un D ∈ I(N) tal que (∀ j ∈ ω \ D)(ρ(π( j)) = π(ρ( j))). Dado que ρ ∈ !(I(N)), entonces

ρ−1[B] ∈ I(N) (en donde, nuevamente, B ∈ I(N) es como en la construcción III.16). Luego,

tenemos que E := B∪ρ−1[B]∪C∪D ∈ I(N). Quisiéramos demostrar que N.C.(πZ , ρ) ⊆ E ∈ I(N).

Tomemos entonces j ∈ ω \ E. Sea i < ω tal que j ∈ [ni, ni+1). Hay dos casos:

1: i ∈ Z: En este caso, πZ( j) = τ( j) = π( j), debido a que j < B. Además, dado que también

j < C, entonces ρ( j) ∈ [ni, ni+1), y como j < E entonces ρ( j) < B, de modo que πZ(ρ( j)) =

π(ρ( j)) = ρ(π( j)) = ρ(πZ( j)) (la igualdad de enmedio se debe a que j < D).

2: i < Z: Entonces, dado que j, ρ( j) < B, tenemos que πZ( j) = j y como j < C entonces

también ρ( j) ∈ [ni, ni+1). De esta manera, πZ(ρ( j)) = ρ( j) = ρ(πZ( j)).

De esta forma, N.C.(πZ , ρ) ⊆ E y por lo tanto πZ casi conmuta con ρ. Luego (∀Z ⊆ X)(πZ ∈ G)

y por lo tanto G/ (I(N)) tiene cardinalidad c. Esto demuestra el teorema.

El siguiente teorema establece que, a diferencia de A(I(N)), a(I(N)) podrı́a ser más pequeño

que c.

Teorema III.18. a(I(N)) ≤ a.

Demostración. Sea A una familia maximal casi disjunta de tamaño a. Ahora, para cada a ∈ A , sea

a∗ :=
⋃

i∈A

[ni, ni+1); y sea A ∗ := {a∗
∣
∣
∣a ∈ A }. Claramente, si a, b ∈ A y a , b entonces a∗ , b∗, luego

A ∗ es una familia de tamaño a. Dado que cada a ∈ A es infinito, entonces cada a∗ < I(N) (pues

para n < ω, n ∈ a ⇒
|a∗∩[ni,ni+1)|

ni+1−ni
= 1). Además, dados a, b ∈ A distintos, entonces a ∩ b es finito y

por lo tanto a∗ ∩ b∗ es la unión de una cantidad finita de [ni, ni+1) y por lo tanto también es finito, en

particular a∗ ∩ b∗ ∈ I(N) (notemos que claramente [ω]<ω ⊆ I(N)). Luego A ∗ es una familia casi

disjunta módulo I(N), ası́ que bastará demostrar que es maximal. Sea, entonces X < I(N). Esto

significa que hay un ε > 0 tal que el conjunto

X̂ :=

{

i < ω

∣
∣
∣
∣
∣

|X ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥ ε

}
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es infinito. Dado que A es maximal casi disjunta, existe un a ∈ A tal que a ∩ X̂ es infinito. Pero,

para cada i ∈ a ∩ X̂, tenemos que

|(a∗ ∩ X) ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

=
|X ∩ [ni, ni+1)|

ni+1 − ni

≥ ε

(la igualdad se debe a que i ∈ A, la desigualdad a que i ∈ X̂), lo cual implica que lı́m
i→∞

|(a∗∩X)∩[ni,ni+1)|

ni+1−ni
,

0 y por lo tanto a∗ ∩ X < I(N). Luego A ∗ ∪ {X} ya no es casi disjunta módulo I(N). Entonces A ∗

es maximal y de tamaño a, que es lo que querı́amos demostrar.

Tan pronto como veamos que consistentemente a < c, habremos demostrado el resultado prin-

cipal de esta sección, a saber, que es consistente que a(I(N)) < A(I(N)). Pero lo que necesitamos

no es más que un resultado clásico en el mundo del forzamiento.

Teorema III.19. Sea M � ZFE + HC y sea I ∈ M. Sea G un filtro Fn(I, 2)-genérico sobre M.

Entonces, M[G] � a = ω1.

Demostración. En M, definiremos con cuidado una familia casi disjunta maximal A y veremos

que ésta sigue siendo maximal en M[G]. Notemos primero que, si X ⊆ ω en M[G], entonces hay

un I0 ⊆ I numerable tal que, si G0 := G ∩ Fn(I0, 2), entonces X ∈ M[G0]. En efecto, tomemos X̊ un

nombre bonito para subconjunto de ω̌. Entonces, hay anticadenas An de Fn(I, 2), para n < ω, tales

que

X̊ =

⋃

n<ω

({ň} × An).

Sea I0 :=
⋃

{dom(p)
∣
∣
∣(∃n < ω)(p ∈ An)}. Dado que Fn(I, 2) tiene la c.c.c., entonces cada |An| ≤ ω,

con lo cual |I0| = ω en M. De esta forma, dado que cada An ⊆ Fn(I0, 2), entonces X̊ es un Fn(I0, 2)-

nombre y X ∈ M[G0]. Por esta razón, para ver que A es maximal en M[G], bastará suponer sin

perder generalidad que I = ω.

Procederemos ahora a construir A . Sus elementos, Aξ ⊆ ω, serán elegidos recursivamente.

Para empezar, aprovechemos que M � HC para enumerar todos los 〈p, τ〉 tales que p ∈ Fn(ω, 2)

y τ es nombre bonito para subconjunto de ω̌, de modo que 〈pξ, τξ〉, para ω ≤ ξ < ω1, sean todos

esos pares. Para n < ω, elijamos An cualesquiera conjuntos disjuntos. Ahora supongamos que

conocemos Aη para η < ξ, con ω ≤ ξ < ω1. Entonces, elegiremos Aξ que satisfaga las siguientes

dos caracterı́sticas:

1. (∀η < ξ)(|Aη ∩ Aξ | < ω), y

2. Siempre que se satisfaga pξ  “|τξ | = ω” y (∀η < ξ)(pξ  “|τξ ∩ Ǎη| < ω̌”), entonces se

tiene que (∀n < ω)(∀q ≤ pξ)(∃r ≤ q)(∃m ≥ n)(m ∈ Aξ ∧ r  “m̌ ∈ τξ”).
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Para ver que en efecto podemos elegir un Aξ con esa propiedad, supongamos que se cumple el

antecedente de la segunda condición (ya que de lo contrario, bastará elegir un Aξ casi disjunto con

el resto de los Aη). Sea {Bi

∣
∣
∣i < ω} una enumeración de {Aη

∣
∣
∣η < ξ} y {〈ni, qi〉

∣
∣
∣i < ω} una enumeración

de ω × {q
∣
∣
∣q ≤ pξ}. Debido a la suposición, para cada i se tiene que

qi  “|τξ \ (B̌0 ∪ · · · ∪ B̌i)| = ω̌”,

luego podemos elegir un ri ≤ qi y mi ≥ ni tal que mi < B0 ∪ · · · ∪ Bi y ri  “m̌i ∈ τξ”. Hacemos

Aξ := {mi

∣
∣
∣i < ω}, claramente por construcción Aξ es infinito y casi disjunto con los Aη, y además se

cumple el consecuente de la segunda condición.

Veamos ahora que A := {Aξ

∣
∣
∣ξ < ωM

1
} sigue siendo maximal en M[G], en donde G es un

Fn(ω, 2)-genérico sobre M. Si A no fuera maximal en M[G], entonces habrı́a un par 〈pξ, τξ〉 tal

que pξ ∈ G, pξ  “|τξ | = ω̌” y pξ  “(∀X ∈ A )(|τξ ∩ X| < ω̌)”. Esto es, en la etapa en la que

se construyó Aξ por recursión, se cumplı́a el antecedente de la segunda condición. Pero también se

cumple, en particular, que pξ  |τξ ∩ Ǎξ | < ω̌, de modo que hay un q ≤ pξ y un n < ω tales que

q  “τξ ∩ Ǎξ ⊆ ň”,

lo cual contradice que

(∃r ≤ q)(∃m ≥ n)(m ∈ Aξ ∧ r  m̌ ∈ τξ).

Corolario III.20 (Shelah-Steprāns). Es relativamente consistente con ZFE que a(I(N)) <

A(I(N)).

Demostración. Tómese, por ejemplo, I = ω2 en el teorema anterior. Entonces, dados los teore-

mas III.17 y III.18, el resultado es inmediato.

3. Una cota inferior para el cardinal A([ω]<ω)

En esta sección, nuevamente retomaremos el ideal [ω]<ω, y acotaremos por abajo al cardinal

A([ω]<ω). Para ello, habremos de introducir un par de notaciones.

Definición III.21.

Para π ∈ S ω y X ⊆ ω, definimos la órbita de X bajo π de la manera siguiente:

órbπ(X) := {πi(x)
∣
∣
∣i ∈  ∧ x ∈ X}.
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Si S ⊆ S ω y X ⊆ ω, definiremos

órbS(X) :=










n∏

i=1

π
ji
i



 (x)

∣
∣
∣
∣
∣
n < ω ∧ x ∈ X ∧ πi ∈ S ∧ ji ∈ {−1, 1}






= {π(x)
∣
∣
∣x ∈ X ∧ π ∈ 〈S〉} =

⋃

π∈〈S 〉

⋃

x∈X

órbπ({x}).

Para S ⊆ S ω, definimos el conjunto de órbitas bajo S como

ΩS := {órbS({n})
∣
∣
∣n < ω}.

Lema III.22. Sea H/ un subgrupo abeliano maximal de S ω/ . Supóngase que existe S =

{π1, . . . , πn} ∈ [H]<ω y el conjunto {|a|
∣
∣
∣a ∈ ΩS} es infinito. Entonces, |H/ | = c.

Demostración. Para j < ω sea A j :=
⋃

(ΩS ∩ [ω] j) = {n < ω
∣
∣
∣|órbS({n})| = j}. Notemos que

A = {A j

∣
∣
∣2 ≤ j < ω} es una familia de conjuntos disjuntos a pares, que además por hipótesis es

infinita. Para cada ∅ , A j ∈ A , elijamos algún j∗ ≤ n tal que π j∗ ↾ A j , idA j
(el cual existe ya que

si, por el contrario, para cada j∗ ≤ n se tuviera que π j∗ ↾ A j = idA j
, entonces tendrı́amos que j = 1).

Para cada F : A −→ 2, sea θF ∈ S ω dado por

θF(k) =






π j∗(k); k ∈ A j ∧ F(A j) = 1

k; otro caso.

(es claro que θF ∈ S ω debido a que cada A j es unión de órbitas de S). Notemos que (claramente)

θF =
∗ θG ⇒ F =

∗ G. Por lo tanto, {θF 

∣
∣
∣F : A −→ 2} es un conjunto que contiene |A 2| = 2ω = c

elementos distintos. Ası́, si mostramos que cada π ∈ H casi conmuta con cada uno de los θF , la

maximalidad de H/ implicará que cada θF ∈ H/ y por lo tanto |H/ | = c.

Tomemos entonces π ∈ H, y F : A −→ 2, y demostremos que N.C.(θF , π) ∈ [ω]<ω. Sea j lo

suficientemente grande como para que





n⋃

i=1

N.C.(πi, π)



 ∩





∞⋃

i=1

Ai



 ⊆

j⋃

i=1

Ai

(que existe ya que el conjunto de la izquierda es finito). Luego, si k > j entonces para cada 1 ≤

i ≤ n, π ↾ Ak y πi ↾ Ak conmutan. Ası́, para mostrar que N.C.(θF , π) es finito, bastará mostrar que

π ↾ Ak ∈ S Ak
para cada k > j, pues de esta forma, para m ∈ Ak, tendremos que π(m) ∈ Ak, luego
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tanto j como π( j) caen en el mismo caso en la definición de θF . Esto es,

π(θF(m)) =






π(πk∗(m)); k ∈ A j ∧ F(A j) = 1

π(m); otro caso

=






πk∗(π(m)); k ∈ A j ∧ F(A j) = 1

θF(π(m)); otro caso

= θF(π(m)),

y esto implicará que N.C.(θF , π) ⊆
j⋃

i=1

Ai.

Ası́, enfoquémonos a demostrar que, para k > j, π ↾ Ak ∈ S Ak
. Pero si a ∈ Ak, entonces, debido

a que a < N.C.(πi, π) para 1 ≤ i ≤ n, entonces π ↾ órbS({a}) es una biyección desde órbS({a}) hasta

órbS({π(a)}) (pues para σ ∈ 〈S〉, π(σ(a)) = σ(π(a))). Ası́, si tuviéramos que π(a) ∈ Al para algún

l , k, entonces necesariamente tendrı́amos que |órbS(a)| = k , |órbS(π(a))|, lo cual contradice que

π es una biyección.

Definición III.23. Para π ∈ S ω, definimos

I(π) := {n < ω
∣
∣
∣|órbπ({n})| = ω}.

Para S ⊆ S ω, definiremos

I∗(S) :=
⋃

σ∈S

⋃

m∈I(σ)

órbS({m}) = {π(m)
∣
∣
∣(∃σ ∈ S)(|órbσ({m})| = ω) ∧ π ∈ 〈S〉}.

Notemos que, para S ⊆ S ω, se cumple que m < I∗(S) ⇐⇒ órbS({m}) ∩ I∗(S) = ∅.

A continuación enunciaremos, sin demostrarlo, un lema que nos será de utilidad al momento

de demostrar el teorema principal de esta sección. La demostración resulta ser bastante larga, e

incluirla en el presente trabajo muy probablemente nos distraerı́a del objetivo principal de esta

sección, que es demostrar la desigualdad p ≤ A([ω]<ω).

Lema III.24. Sea H ⊆ S ω un subgrupo no numerable, maximal respecto a la propiedad de que

sus elementos casi conmutan entre sı́. Si |H| < c, entonces [ω]<ω ∪ {I∗(S)}
S∈[H]<ω

genera un ideal propio.

Demostración. Consultar [22, Lemma 3.5, pp. 206-207].

Definición III.25. Una involución es una función π : A A con A ⊆ ω tal que π ◦ π = idA.
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Teorema III.26 (Shelah-Steprāns). Sea H/ ≤ S ω/ un subgrupo abeliano maximal no nume-

rable. Entonces, |H| ≥ p (es decir, se cumple que A([ω]<ω) ≥ p).

Demostración. Sea H/ ⊆ S ω/ un subgrupo abeliano maximal no numerable, y supongamos que

|H/ | < p.Definamos el siguiente preorden !:

! := {p = (hp,Sp)
∣
∣
∣hp es una involución finita ∧ Sp ∈ [H]<ω},

en donde consideraremos que p ≤ q si y sólo si se cumplen las siguientes cuatro condiciones:

1. hp ⊇ hq,

2. Sp ⊇ Sq,

3. dom(hp \ hq) ∩ I∗(Sq) = ∅, y

4. siempre que j ∈ dom(hp \ hq) y σ ∈ Sq, se cumple que σ( j) ∈ dom(hp \ hq) y σ(hp( j)) =

hp(σ( j)).

Veamos que en efecto ! es un preorden. La relación ≤ es claramente reflexiva, veamos ahora

que es transitiva: supóngase que p ≤ q y q ≤ r. Para probar que p ≤ r, las primeras dos condiciones

son inmediatas. Para la tercera condición, notemos que dom(hp \ hr) = dom(hp \ hq)∪ dom(hq \ hr),

luego basta ver que cada uno de los dos conjuntos del lado derecho son disjuntos con I∗(Sr). El

segundo lo es por hipótesis. El primero es disjunto con I∗(Sq), pero el hecho de que Sr ⊆ Sq

implica que I∗(Sr) ⊆ I∗(Sq) y eso implica lo deseado. Finalmente, para ver la cuarta condición,

tomemos σ ∈ Sr y j ∈ dom(hp \ hr). Si j ∈ dom(hp \ hq), entonces como σ ∈ Sr ⊆ Sq, por

hipótesis σ( j) ∈ dom(hp \ hq) ⊆ dom(hp \ hr) y además σ(hp( j)) = hp(σ( j)). Por otra parte, si

j ∈ dom(hq \ hr), entonces automáticamente (por ser σ ∈ Sr) σ( j) ∈ dom(hq \ hr) ⊆ dom(hp \ hr) y

σ(hq( j)) = hq(σ( j)), pero hq( j) = hp( j), y por lo tanto la condición se cumple. Entonces, p ≤ r y !

es, en efecto, un conjunto preordenado.

Ahora queremos ver que ! es un preorden σ-centrado. Notemos primeramente que si p, q ∈ !

son tales que hp
= hq, entonces es inmediato que (hp,Sp ∪ Sq) ∈ ! es una extensión común para p

y q. Por lo tanto, dada una involución finita h, sea

Gh := {p ∈ !
∣
∣
∣(∃S ∈ [H]<ω)((h,S) ≤ p)}.

Es claro que cada Gh es cerrado por arriba, y si p, q ∈ Gh entonces hay S,S′ ∈ [H]<ω tales que

(h,S) ≤ p y (h,S′) ≤ q, de donde inmediatamente se sigue que (h,S∪S′) es una extensión común

para p y q. De modo que, para cada involución finita h, el conjunto Gh ⊆ ! es un filtro. Dado que

tan sólo hay una cantidad numerable de involuciones finitas, podemos suponer que {hn

∣
∣
∣n < ω} es el

conjunto de todas ellas. Entonces, el preorden ! =
⋃

n<ω

Ghn
es la unión de una cantidad numerable

de filtros, y por lo tanto es σ-centrado.
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Ahora bien, para cada π ∈ S ω, el conjunto Dπ := {p ∈  
∣
∣
∣π ∈ Sp} claramente es denso. Por

otra parte, para n < ω, aseguramos que el conjunto En := {p ∈  
∣
∣
∣n ∈ dom(hp) ∪ I∗(Sp)} también

es denso. Para convencernos de ello, tomemos p ∈  y supongamos que n < I∗(Sp). Entonces,

dado que, para cada σ ∈ 〈S〉 se tiene que σ(n) < I∗(Sp), es fácil comprobar que órbSp({n}) es

finito (se puede hacer por inducción sobre |Sp|, debido a que si σ ∈ Sp entonces órbSp({n}) =
∗

órbσ(órbSp\{σ}({n})), siendo el conjunto del lado derecho finito por hipótesis inductiva). Sea entonces

h = hp ∪ idórbSp ({n})\dom(hp) y q = (h,Sp). Entonces, q ∈ En y además se tiene que q ≤ p: las dos

primeras condiciones se cumplen de manera obvia, la tercera es debido a que órbSp({n})∩ I∗(Sp) =

∅, y la cuarta se cumple debido a que h es la identidad en dom(h \ hp).

Ahora mostremos que, para π ∈ H, k < ω, los conjuntos Dπ,k := {p ∈  
∣
∣
∣(∃ j ≥ k)(hp( j) , π(k))}

son densos en  . Sea p ∈  . Por el mismo razonamiento de hace un momento, cada órbS({n}) que

sea disjunto con I∗(Sp) es finito. Más aún, por el lema III.22, si {|a|
∣
∣
∣a ∈ ΩSp} es infinito, entonces

c ≥ p > |H| = c, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, {|a|
∣
∣
∣a ∈ ΩSp} es finito. Ahora bien, como

|H| < c, el lema III.24 implica que {I∗(S)
∣
∣
∣S ∈ [H]<ω} ∪ [ω]<ω genera un ideal propio. Luego, I∗(Sp)

tiene complemento infinito. Entonces, {|a|
∣
∣
∣a ∈ ΩSp} es finito, pero como hay una infinidad de n < ω

en los a que son finitos, ha de existir una infinidad de a ∈ ΩSp que tienen la misma cardinalidad

(finita). Esto significa que puedo encontrar {A, B} ∈ [ΩSp]2 tales que

1. A = órbSp({n}), B = órbSp({m})

2. A, B son disjuntos de I∗(Sp).

3. A, B son disjuntos de hp.

4. k < mı́n(A), k < mı́n(B).

5. La función Φ : A −→ B dada por Φ(π(n)) = π(m), para cada π ∈ 〈σ〉, es una biyección.

Entonces, hay dos casos: el primero es que Φ = π ↾ A. Entonces, definimos h = hp ∪ idA y

q = (h,Sp). El segundo caso es cuando ocurre lo contrario, entonces hacemos h = hp ∪ Φ ∪ Φ−1 y

q = (h,Sp). En ambos casos es claro que q ≤ p y por lo tanto q ∈ Dπ,k.

Ahora bien, dado que por hipótesis (tomando en cuenta que |!| = ω) se tiene que |H| ≤ p =

m(σ − centrado) (por el teorema 0.29), entonces si D = {Dπ

∣
∣
∣π ∈ H}∪{En

∣
∣
∣n < ω}∪{Dπ,k

∣
∣
∣π ∈ H∧k <

ω}, ha de existir un filtro G que es D-genérico (pues |D | = |H| < p). Sea πG : ω −→ ω dado por

πG( j) =






hp( j); (∃p ∈ G)( j ∈ dom(hp))

j; otro caso.

El hecho de que G es filtro implica que πG está bien definida. Es fácil ver que πG ∈ S ω, debido a que

es una unión de involuciones finitas a las cuales se les “pega” un fragmento de idω. Aseguramos
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que πG conmuta con cada elemento π ∈ H/ . Sea p ∈ G con π ∈ Sp, y supongamos que

j ∈ ω \ dom(hp). Entonces, hay dos casos:

1: Para algún q ∈ G, j ∈ dom(hq). En este caso, sin perder generalidad puedo suponer que

q ≤ p, por lo tanto, al ser j ∈ dom(hq \hp) y π ∈ Sp, puedo concluir que π(hq( j)) = hq(π( j)),

y también se cumple que π( j) ∈ dom(hq \ hp) ⊆ dom(hq), por lo que πG(π( j)) = hq(π( j)).

Por lo tanto, π(πG( j)) = π(hq( j)) = hq(π( j)) = πG(π( j)).

2: En otro caso, dado que E j ∩ G , ∅, entonces ha de existir un q ∈ G con j ∈ I∗(Sq). Sin

perder generalidad puedo suponer que q ≤ p y por lo tanto π ∈ Sq. Como j ∈ I∗(Sq),

entonces π( j) ∈ I∗(Sq). Luego toda extensión r ∈ G de q satisface que π( j) < dom(hr) (ya

que si r ≤ q entonces dom(hr\hq)∩I∗(Sq) = ∅). Por lo tanto, πG(π( j)) = π( j), y ası́ tenemos

que π(πG( j)) = π( j) = πG(π( j)).

De esta forma, N.C.(πG, π) ⊆ dom(hp) y πG casi conmuta con π. Por la maximalidad de H/ , esto

implica que πG ∈ H.

El problema ahora es que G también intersecta a todos los Dπ,k para π ∈ H, k < ω, lo cual impli-

ca que, para cada π ∈ H, claramente π , πG, y esto contradice el hecho recientemente demostrado

de que πG ∈ H. Por lo tanto, ha de tenerse que |H/ | ≥ p.

De esta forma, los resultados obtenidos en esta sección junto con los de la primera sección, nos

permiten asegurar que ya tenemos bastante información acerca del cardinal A([ω]<ω): sabemos que

éste se encuentra entre p y a.
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En una primera aproximación, la principal conclusión del presente trabajo de tesis es que existe,

o puede existir, una fuerte interacción entre el álgebra y la teorı́a de conjuntos. Tradicionalmente, se

piensa que la “codificación” de los objetos del álgebra en términos de conjuntos no es más que un

artificio para formalizar estas nociones, sin consecuencias a la hora de atacar problemas “reales”,

problemas “genuinamente matemáticos”, que surgen de manera “natural”. Sin embargo, es de es-

perar que la presente tesis muestre cómo es que ciertos problemas, que surgen de manera natural en

el álgebra, reflejan la estructura conjuntista de los objetos del álgebra de una manera tan profunda

que sólo pueden atacarse con los métodos de la teorı́a de conjuntos. Un ejemplo claro de esto lo

constituye el problema de Whitehead, que fue atacado en el primer capı́tulo. La pregunta acerca

de Ext(G, ) es profundamente conjuntista: se refiere a la exploración de las posibles funciones

de algún grupo A en G que satisfacen ciertas propiedades. En otras palabras, estamos explorando

posibles subconjuntos de A × G para cada grupo A. La manera como los grupos y sus morfismos

se definen en términos de conjuntos, tiene como consecuencia que las herramientas de la teorı́a

de conjuntos resulten de primordial importancia en la exploración del problema de Whitehead, al

grado de que este último resultó ser indecidible en el sistema axiomático ZFE.

En los últimos dos capı́tulos, se exploran problemas que, si bien conciernen al álgebra, clara-

mente son conjuntistas desde el momento de su planteamiento. El grupo simétrico S ω es el conjunto

de biyecciones de ω en ω, de manera que investigar a este grupo necesariamente implica investigar

el conjunto ℘(ω×ω). Tan es ası́, que el grupo S ω tiene cardinalidad 2ω, de modo que claramente su

estructura y muchas de sus propiedades deberán depender del tamaño del continuo. Por lo tanto, es

de esperarse que muchas de las propiedades del grupo S ω varı́en de acuerdo con los diversos mo-

delos de ZFE que elijamos para trabajar con este grupo. Claros ejemplos de estas propiedades, son

los invariantes cardinales cf(S ω) y A([ω]<ω), mismos que logramos ubicar adecuadamente dentro

de nuestro diagrama de los invariantes cardinales del continuo.

De esta forma, estos son invariantes cardinales que pueden ser iguales al continuo y estrictamen-

te mayores que ω1 (por ejemplo, en un modelo del axioma de Martin), o bien pueden ser iguales a

ω1 (por ejemplo, en un modelo de la hipótesis del continuo). O bien, pueden tomar diversos valores

intermedios, como puede apreciarse claramente en el diagrama.
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c

a

;;xxxxxxxxxxxx

d

OO

cf(S ω)

ffNNNNNNN

A([ω]<ω)

OO

b

OO__??????????????

g

OO

p

OO

77oooooooooo

``AAAAAAAAAAAA

m

OO

ω1

OO

Ası́ pues, en conclusión, podemos asegurar que el conocimiento profundo del sistema axiomáti-

co ZFE resultará cada vez más fundamental para atacar los nuevos problemas que vayan surgiendo

de manera natural dentro del álgebra.
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[8] Fuchs, László Infinite abelian groups Vol. 1, Pure and Applied Mathematics (36), Academic Press, 1970.

[9] Hernández-Hernández, Fernando Submodelos elementales en topologı́a. Aportaciones Matemáticas, Memorias
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≤∗, 11

⊆∗, 10

a, 12–14, 16, 21, 67, 73, 76, 80, 81

a(I), 76, 80, 82

 , 48, 55

A(I), 67, 73, 76, 79, 82, 85

AM, 19–21, 42, 53

AMκ, 20

anticadena, 19

axioma

de constructibilidad, 35–39

de Martin, 19, 42, 53

b, 11, 12, 14, 16, 21

base de un grupo abeliano libre, 2–4

(B,!)-grupo, 29, 30

c, 10, 16, 21

cadena, 9

de grupos, 10

estricta, 9

suave, 9

casi contenido, 10

c.c.c. (condición de cadena contable), 19

cerradura pura, 27–28

cf∗, 56, 59, 60

Chase, condición de, 32–33, 40, 42

cofinalidad de un grupo, 51

condición de Chase, 32–33, 40, 42

conjunto preordenado, 18

σ-centrado, 20, 85

C.P., 27, 28

d, 12, 16, 21, 56

denso, 18

diagrama de Van Douwen, 15

3, 35, 36

escala, 11, 16, 21, 53

escisión

de un epimorfismo, 6, 8, 29, 30

de una sucesión exacta corta, 7

espectro abeliano maximal, 67, 75

estabilizador

conjuntista, 48

puntual, 48

Ext, 24, 26

extensión (de grupos), 23–24

", 48

"(I), 75

familia

casi ajena, 11, 13, 14

maximal, 11, 13, 67
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