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Resumen 

En este trabajo de Tesis se propone UlI IlUC\"O algoritlllo que pertenece a los \-lodos 
Deslizantes de Segundo Orden (1\I OSO). El esquellla propuesto está basado en ulla mo­
dificaóón del a lgoritmo Supcr-TwisLing y es capaz C:Oll\"crgcr al PUllto de equi librio en 
forlllil pxacta y lllliforTllP con res¡wct.o a las condiciones inicialps. Es d(~("ir, el tiPTllpO de 
com"crgcucia ticlle ulla cota superior n.uita para cualquier cOlldicióu inicial. Por otro lado, 
..,1 empko de fUTlciones dI' Lyapullov ha sido una helTamipnta importatltp para p1 anúli­
sis y disPllo dI' observadores y controladores PIl los HiHtpnlaS dinúlll icos no linpaleH. Est.e 
método permite estudiar las propiedades de convergencia e ll tiempo (¡Hito, la robustez 
ante cicrtn dase de l'c rturbaciollcs y !tallar UII estimado del tielllJ)o de cOllvergellcia. El 
algoritlllo propucsto se utiliza para proponer un ouservador de velocidad para sistcmas 
me("[¡nicos qlle es rohllsto ant.e pnt.radas desconocidas acotadas y lln difprp/lciador de pri­
IlIcr ordcn quc cOIl\'crgc cxacto cuando la scgunda dcri\'ada dc la sCllal a difcrcnciar cs 
acotada. 

Palabras clave: \-lodos Dcsli7.antcs dc Scgundo Ordcn, Convcrgcncia Exacta , j\létodos 
dc Lyapunov. Com'crgcncia Uniformc. 
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Capítulo 1 

Introducción 

El algoriw,o Supcr-Twist ing es UlIO de los algoriulIos de :'Ilodos Deslizalltes oc Segulldo 

Orden qlJ<' ha sido ilmpliamenj(' 1I1,ilizilrl() en l:onl.l"Ol , diferencia("¡ón y obsen-¡¡(-¡ón. Debú!() ¡¡ que 

pcrrllitc sustituir controladores discOllt il lUOS por controladores absolutal ll clltc COllt iIlUOS, atcllúa el 

('fpelo dI' clwl./.c,"illg y IJPrmitp implpllwntilr difp!"('!lciadon's qtl(' ofn,ncn ¡,st.imación (,x<Jet.a PIl ti1'1l1]JO 

finito (h, la d"rivad .. d!' una s(',ial en ,1\lspncia de ruido y ffi\l(,S l,l"('O discn,to (IP la misma. Arll,mi-ís, 

ha pertllitido cOllstruir observadores rohustos y exactos COIl COll\"crgcllcia eH tiempo finito. 

Por otro laJo, el tietllpo de cOIl\"crgcll(:ia de los algoritmos utilizados para el discilo dc ob­

sl'f\-ndores/ difp]"pndadon's hast.a ahora conoddos, dppendp dI' las c:ondidones inidales, con lo qllP no 

ps posible ("OntWP]" el i iempo dp com"prgpncia de los ohsPITadorps j difprpnt:indores sin pI conocimient o 

pn'!do dp una c:ola de las condiciOlws iniciales" La import.ancia de lo anip]"ior se \"P rpflejada, por 

pjpmplo, pn aplicaciones de ("ont,rol por rpl.roalitlwnl ación dp salida de sist.emas no litwalps o en pI 

dist,ilo de obst'fvadon,s j difenmriadores para sistpmas h íbridos. 

1.1. Estado del a rte 

En el discúo dc controladorcs y obscn"adorcs COIl COIl\"crgcncia cxacta, c1l11odo dcslizantc cs 

ohtenido nuxliantp la inyen:i(m (h, UlI t.(;rmino disronl.inllo t'!ll la dinámica del sist.t'tlJa, lo (PU; ¡wrmit.e 

quc el sistcllla pucda adlll itir la cxistcm:ia dc alguna clasc dc im:crtidlllllbrc O dc pcrturbacioncs 

acotadas quC sc prcscntan cutrC el modelo silllplificado del sistcma (tIlodelo utilizado para el discflo) 

y pI sistemn real. El t.(;rmino dp inypcf"Íón SP diseiía dI' t. nl forma rplP las 1 myecwrias del sistpma sean 

forzadas a pel"lllallecer en alguna superficie deslizante el! el espacio del erl"Or. El 1I 10\"i ll liento de las 

trayectorias en esta super/-icie se conoce C0l110 1110do desli zante (L tki n 1992). 

Los modos dt,slizantes dt, primer orden son robust.os y pn>c1sos con n ,spert.o a \"arias clases 

dc pcrtllrbacioucs ¡utcmas COlllO cxtcmas, pcro csta rcstringido a los casos con grado relati\"o 1. Para. 

los modos dcsl i7.alltcs dc primcr ordcll, la cstabilidad, robustcz y velocidad dc cOll\"crgcm:ia al puuto 
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de cquiJiurio se pueden estudiar lllcJ ialltc ulla función de Lyapullov (Ltki ll 1992). En traba jos como 

(XiOllg y Sai!" 2001 ) se disCI!U1l ohscn"adorcs por modos desli·/.alltes de primer ordCIl a Lru\"és de la 

ad icióll de UIl terlllino discont inuo tipo sigilo eH la illycccióll de sa lida . 

EsenrialnlPllt.e , los ohs('r\'ad()l"(~~ /rlifprpnciildores hil~¡ld()s PTl 1TI()dos (I!~s li z¡lnte~ dp segllndo 

ardell hall mostrado que puede!l ser exactos para urla clase :ullplia de sciialcs (LcvlIl lt 1998), (Uartolilli 

y E. 2000).(Dcjarallo, Fridmall. y P07,llyak 2007),t PiséllIO y e sa i 2007). En particular. se ha mostrado 

que el algoritmo del Supcr-TWistitlg se puede adaptar llIuy bietl para di scilar JifcrclIciadorcs y cu 

fonu", si lllilar, este algoriLulO w't1lhicu ha sido usado para constru ir ouscrvadorcs cxactos y robustos 

COII convcrgcncia cn t iclnJ)o finito ( lJádla, I'hdlllall , y Lcvant 2005).(Ucjarano, Fridnwn , y I'oznyak 

2007),( FloquCL y 13aruot 2007). 

Por cjcmplo, CH (LC\'a HL 1998) sc proponc un difcrCllciador d c primcr onlcll; y cn (O{l\'ila, 

Fridlllall, y Lcvant 2005), sc propOllC Ull ouscrvador para Ulla c1asc dc sistcllla mCc[Ulico d c scgullllo 

of(l!~n. En ,lmuos ("il~OS, solo ~p 'ldmi1.en Iwrtnrb,lciones p incert.idllmbrp~ ,lCol,j([¡IS y el ,ln¡"¡[i~i~ dp la 

prccisión , la convcrgcncia Cll t icmpo ll11iLO y la cstabilidad Cll prescncia dc pertu rbaciolles acotadas 

se lleva a cabo mcd iante criterios gcométrieos. Cn este caso se hace uso de una cun'a mayon1tlte. Sill 

cmbargo. la cstilnación del t icmpo dc cOllvcrgcncia CS bastalltc difícil uti lizando cstc critcrio. 

Para aprovedJaf las vent.iljas que ofn'cl' pi anú lisis a t.ravés de métodos dI' Lyajmnov , re­

cicntcmclltc, sc han dcsa rrollado fUllciollcs fucrtcs dc Lyapullov para el algoriU!,o Supcr-T\\'isting 

(.\lorcHo y Osorio 2008), (J\ lorcllo 2009), (Polyako\' y Poznyak 2009) , pcrmiticndo cxtCllllcr y aHali­

zar la rouustcz para una clasc más amplia dc pcrturuacioncs c inccrtidumurcs quc originalmcllLc no 

eran consideradas cn el algoritmo. 

Adcmás, nuevos a lgoritmos hall sido propuestos basados en el a lgoritmo Super-Twist ing 

(\'er (.\ 10rCIIO y Osorio 2008). (.\ 10rCIIO 2009)) . .\ lediallte la ad ición de términos d e corrección lillcalcs 

las perturbaciollcs COll erceimiento lineal también puedcn ser cOllsideradas (.\Ioreno y Osorio 2008). 

Estos térrn illOS dc corrccciÓII prO\'CCII al algoriU!,o mayor fucr'!;a dc atracción cuan do las traycctorias 

est.Íln mlly alejadas del punto de equilibrio, ya que los términos linf'ales son más fuertes que los 

términos 110 lillcalcs Icjos del origcll . Como la modillcacióll del a lgoritmo rcsu lta scr HO homogénca, 

HO cs posiulc uti lizar la teoría d c homogcllcidad para probar la cstabi lidad dcl algoritmo (13accioti 

y Bosier 2005), (Lcva llt 2005), (Levallt 2007). Para asegurar la cOllvergencia ell ticmpo fillito y 

las características de robuste7. de estos Iluevos a.lgoritlllos, se han empicado fun ciones estrictas de 

Lynpullov. 

El pmpleo dp fllndones dp Lyapullov permi1.e ob1.elwr formulas pmn est.imm el t.ipmpo de 

cOII\·crgctlcia. etl (I'olyakov y I 'ozllyak 2009) sc prcscnta ulla fOrlllula para cstilnar el ticmpo dc 

cOII\'crgctlcia a t.ra \·és dc ulIa fUllciólI dc Lyapullo\·. La cstruct ura dc la fUlIciólI cs cOlllplicada así 

como el proccdimicnto para obtCllcr la cstimaciólI del ticmpo dc COtl \·crgcncia. En COtltrastc COtl las 

futl ciotlcS cstrictas dc LyapulIov propucstas CH (¡\[orcHo y Osor io 2008) quc SOIl s implcs y similarcs 

a las utilizadas para probar la cstabilidad CH los sistcmas lillcales . 

Las fUllelOueS de Lyapullov d e (.\·[orello y Osorio 2008) y (I'olyako\' y 1'07.llyak 2009) son 



muy cOllsen'adoras por lo que no es posible obtener UII buell estimado del tiempo de cOII\'ergellcia COII 

alguna técllica de Optilllizacióll. Por otro lado, Cll (i\lorello 2009) sc logró outellcr Lada ulla falllilia dc 

fUllciollcs dc Lyapullov que peI"lllitcll mostrar la cOllvergellcia ell t icmpo fiuito del algoritmo Super­

l\\'isting y del algoritmo Super-Twisting Generalizado, que es un algoritmo que tiene un proceso de 

construccióu panicular. Uti li7,ando esta familia de fi.lIlciones de Lyapunov, en (U[n'ila, .\loreno, y 

Fr idmall 2009) se propone un método para seleccionar la fuucióu de Lyapuno\' fuenc que permitc 

asegurar el mejor estimado del ticmpo de convcrgcncia . 

Con el 1>lllpleo de las f1lnciones dp Lyap1lnm' es posibl" obiPlwr \lila relación explieit.a para 

el discilO dc las i-\allallcias dc los ali-\oritlllos (.\Iorcllo y Osorio 200S), (1\lorcllo 2009), 

1.2. Motivación 

ExistPJ} trabajos pJ}focados al d(~sarrollo de obsl'rvildores/ rl ifpl"!lc iilc!ores pilril riprtil c!ilse 

de sistcmas. ell los cuales el crror dc obsen-ac:ióu o el error dc difcreuciación couverge ell forllla 

exacta (es decir. Cn tielllpo finito aún ell prescllcia de pertuhaciones acotadas) o asintóticalllellte 

a ccro (Uá\' ila. I-"ridmall. y LC\'allt 200;:;), (Atassi y l<halil 2000). (Levallt 1995). EIl cstc tipo de 

observadores¡ diferenciac!ores la est.imación del tiempo de convergencia 1.iInt.O dpl I'rror de observación 

como del crror de difercllciación es altalllcllte dcpclldicllte de las condiciolles illiciales del sistema. 

Esta limitacióll importallte, hace quc su aplicación a cicrta clasc dc sistcmas tcnga Ull trato espcciaL 

El prinripal inrofi\'enien!.p dp t.odos los obsPITadOl"ps j difprpnciadores conocidos hast.a ahor,l 

es que su tiempo de cOIl\'ergellóa tiende a infinito cuando la norma de la condición inicial crece de 

forllla no ilrolada. Dp1.erlllinilr (1 prúwi el t.iempo panl el ruallos PITon~s d(~ ohsprvaci(m/ diferenciil("ión 

cOll\'ergell a cero cs imposible siu el conocimicnto dc alguna cota de la condición inicial (o algún 

cOlljUlltO dc las coud icioncs iniciales). 

Por otro lado, la Ulliformidad con respccto a las cOlldiciolles illiciales cs una propiedad 

ill tercsalltc, dcbido a que los ticmpos de cOIl\'crgcllcia dc todas las trayectorias quc illiciall fucra de 

un cOlljunto compacto puedcn acotarsc por uua sola conStalltc . La illlportallóa de tellcr algoritlllos 

que pucdan COllvcrgcr cn forma cxacta, y además COIl ticmpo de con\'ergellcia indcpcndicnte de las 

condióones iniciales no es muy clara. Solo para ciertas aplicaciones las propiedades de convergenóa 

en tiempo finitO y con convergencia uniforme puedell ser de grall ayuda, como ell aplicaciolles para 

sis11'llWS hfhridos o pnra es1nhlecer propiedades dI' sPpill"ndón en sist.emas no linpales. Por ejemplo, 

para sistclllas 110 lillcales. si se discfla un cOllt.rol por ret.roalimclltaciólI de salida basado CII Ull 

observador dc estados. si 110 SC COIlOCC a(gulla cota de (as cOlldiciolles illiciales, 110 sc puede ascgurar 

q\le el observador eonVl>tja, por ejemplo, anies de q\le la s uayl'r:1.orias de la plama SI' pscapen a 

illfillito, Ahora bicll, para sistcmas híbridos COIl ciclo dc \'ida ('dlrell t.ime') estrictalllClltc positi\'o, 

la cOllvergellcia Cll ticmpo finito no es suficicntc, debido a que los controladorcs y observadores 

para estos sistemas deben com'erger exaCLamellLe durallLe el ciclo de vida. Oesde esta perspectiva 

la desventaja de los ohservadores .Y cOllLroladores basados en el algoritmo Super-l\visting es que 



4 

su t ielllpo de cOllvcrgcllcin dcpclldc de las cOIIJ iciollCS illicialcs y para asegurar la cOllvcrgcllcia 

durallle el ciclo de vida se requiere tener algúll conocimiento soure el COlljUllLO al que pcrtCllCCCll las 

comliciollCS in iciales del sistema. 

Por esta razón, se propone por primera vez, UIl lluevo algorit.mo que posee la propiedad 

de cOll\'crgcncia exacta, COIl tiempo de convergencia indcpcmliclltc de (as cond iciones inicia les . U 

algoritlllo es analizado a través de llIéloJos de LyupulIov. los cuales son de gnlll ayuda y lIIuy 

importautes para allali7.ar la estabilidad de sistemas no lineales. 

1.3. P lanteamiento del problema 

El prohlpma espedlko qllP SI' quip fP fPsolver PIl esW irabajo de t.esis en proponer y dispñar 

llll nuc\'o algoritlllo basado en el algoritlllo Supcr-Twisting, que presente t ielllpo de convergencia 

independiente de [as ("()ndicio!les iniciales. que sea robusio ante perturbac:iones acotadas'y ("()nverja 

en ticlllpo hnito al ¡JUnto UC cquiliurio. Para cstableccr cualldo un sistCIlla prescllta la propiedad de 

cOIl\'crgcncia uniforlllC y cuando las traycctorias del sistellla cOnvcrgCll Cn ticmpo finito COll tictllpo 

dc convcrgcllcia illdcpcndicnlC dc las cOndiciollcs illicia lcs sc illtrodUCCIl las siguiclltcs dcfinicioncs : 

Ddinieiún 1. 1 Un o5istemu eo5 unifo 1"tn em enle conve1'!}en te (C01/, reo5pecto u luo5 wndicio1/,eo5 ini­

ciuLe.s) si el tiempo de wnvel"!Jencia de cua/!raiel" trayectoria del o5istemu u un wnjunto cmnpaclu 

arbitnl1'io, que contiene el ¡muto de equilibrio en su iuterior, esta acotado ¡J01' una C011staute que es 

independiente de las condiciones iniciales. 

• 
Definición 1.2 Un .9i.itClIw e.9 uniJo1"111.cmenl.c COn1JC1'!}cnte en t icmpo fini to si crJnllergc al 

punto de equilibli.o en tie11l11O fini/.o y además el tiempo de convergencia de cualquier tmyed.oria del 

sistema al vanto de equilibrio esta ucotado por 'Ul1U constante que e.s independiente de lus tondicioues 

ÍTlÍciales. 

• 
Definición 1.3 Un sistcma exac t mrtcnt e cunvC1yenlc tú l.or1rL.9 sus tmyed.oria,9 convergcn al ori­

gcn en l.ic1lt¡1O finito C1l presc1lcia dc pC1·tw"bacione.9 quc no se dC.i!lfI1lCCC1l C1I el origcn. 

• 
Definición JA Un sistema es exacta y uniJo1"Tuernente convergente (con 1"es1J(xto a Las tondi­

ciOTICS iniciales) si es exactamen te conve1'!}enl,e y ademá.s el tiempo de Gonvcryellciu de cuulqaier 

I,myeclm;'a del .9istema al O1>i!Jen e.~/,(J, acotado 1)01' lma constan/,e f/lte indeperuli.enl.e de las condiciones 

ÍTlÍciales. 

• 



Considcrc la siguicntc ccuación difcrcncia l 

± = -klx lP sign (.1:) + p(x.l) ( 1.1 ) 

El cOlllponan licllto dc las traycetorias solucióll del sistema (1.1 ) queda eonlplctamcllte earacteriUldo 

por pi villor d el expollPn!.e Jl . Suponga p(.r, t) = O: 

• si p = O, la cOll\·ergellcia a l ori¡.o;cll es en ticmpo lillito (el sistema ( 1.1 ) es Ull modo desJi7.a nte 

de primer orden) ( lLkill 1992) . 

• si O < p < 1, la col1vcrgcllcin al origcll cs cn tiempo fillito . 

• si p = l. la cOIl\·crgcllcia a l origc tl cs CxpotlclIcial. 

• si p > 1, la cOllvergellcia al origell cs asintótica y uniforme (con respccto a la condición inicial) 

}l un l·onjull1.0 com pac!.o. 

Por ol,ro laoo, si p(x. t) no SI' dl's\·¡¡[WCp 1m d origpl1, 1'1 origlm no I,S un punto di' l'quilibrio. Suponilmdo 

<"\IW Ip(.7:.I.)1 :$ r, 0011([1, T PS llll;l conslalltp q lW S;ll.isfao, T < k 

• si p = O. el sistc ma (1.1 ) com·crgc cxactalll cll tc a l origcll. 

• si O < p < 1, la cOllvergellcia a ulla vecindad del origell es ell t iempo finito . 

• si p = 1, la com'ergencia aUlla \"cci ndad del origell cs expollencial. 

• si p > L la convergencia a ulla vecindad del origen es asilltótica y unifor me (con respccto a la 

cOlldiciólI illicial) a UlI conj unto compacto. 

La propucsta para rcsoh'cr cl probl cma utiliza bás ica mclltc la ulIiólI dc dos propicdadcs : 

COII\·crg;c tlcia Cll ticlllpo fillito y cOIl\"crgcllcia Ullifol"lllc COtl rcspccto a las cOlld iciotlcS illicialcs . El 

trauajo sc ha cllfocado en probar quc la modificac ión propuesta al algoritmo del Super-Twisting 

cOII\"ergc CII forma cxacta y uniforme a través dc fu ncioncs de Lyapu no\" y en diseilar obsel"va<lo­

n,s/ difl,nm riadon,s <"\11(, Sl,all l'xart.os.r ull ifo rTlwTlWnt.l' cOIl\vrgpnt;I'S . 

1 .4. Objetivos 

1.4. 1. Objetivos Generales 

Como pa rte de este trabajo de tesis sc pretcnden desarrolla r los sigu ielltcs puntos: 

• Propollcr UII IIUCVO algoritlllo quc sca cxacto .r utliformClll Clltc cOtlvcrgclItc . 

• AnaJi7.ar la estabil idad del algoritmo propuesto a través de fUll ciolles estrictas de Lyapunov. 

• Desa rrollar un método quc pcrmita cstimar el ticmpo de eom·crgcneia exacta y ullifonlle del 

algoritlllO propuesto. 
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1.4.2. Objetivos Particulares 

• PropOller ulla función estricta de Lyapullov que permita probar la cOII\'crgcllcla ell tielllpo fillito 

del algoritlllo propuesto Sill perturbaciolles. 

• Propoller ulla fUllción estricta Lyapullov que permita probar la cOlI\'crgcllcia uuifol"luc del algoritmo 

propuesto Si ll pcrlurbaciOllcs. 

• Empicar ambas fUllciolles de Lyapullov para estimar el tiempo de cOll\"Crgcucla del algoritmo siu 

pcrturbuciollCS. 

• Obtcllcr ulla rcprcscutaciólI para las pcrturbaciollcs que se cOllsidcrall cu el algoritlllo propuesto 

cQlIsiJcruuJo que las pCrLurlmciollcs satisfacclI la coud ici6u dc sector. 

• EmpIcar ambas funciones de Lyapullo\" propuestas para el caso perturbado para prauar la cOllvcrgcllcia 

exacta y uuifonuc del algoritlHo <1utc pcrturbaciólI acotada . 

• Discil'u· UII difcrcnciador dc prilllcr ordcn basado Cll el algoritlllo propucsto y COInparar su dcsclll­

pciío COII otros difcrcllciadorcs COII com·crgcJlcia CII t.iclllpo fillito . 

• Disciíar un ohscn·ador para un sistcma mccánico dc scgumlo ordCl1 Lasado cn el algorit.mo pro­

pucsto r cOlllparar su dcsclllpciío con otros obscrvadorcs con convcrgcncia CII t iclllpo finito . 

1.4.3. Aportaciones de la tesis 

Las principales aportaciones qllP prpspnt.a el t.rabajo son: 

* Sc proponc un nuc\·o algoriLnIO COII t iclllpo dc com·crgcncia indcpcnd icntc dc las cond icioncs 

illicialcs. 

* Se reali".a el análisis dc cstabil idad del algorit.mo propucsto a tnn·és dc func ioncs cstrictas dc 

LyapunO\· . 

* Se introducc la llocióll dc convcrgcllcia exacta y uniforme dc Ull sistcma. 

* Se rp¡¡liza 1In obsP!T¡¡dor pilra sistpJllas mecánicos r 1In clifprenci¡¡dor clp prinlPr onkn bil~ados lm 

el algoritmo propucstO. 

1.5. Contenido de la tesis 

El presentp trahajo de tpsis esta di\·idido pn 5 capítulos, a cont.illll:u·iÓn se h:u·e un;} hrpve 

dcscripcióll del conten ido dc cada UIlO de ellos: 
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• C,lpiw!o 1: Se establPCI' pi estado dp! artp y los 1ll0j]\"(IS del des,lrrollo (\(') lrnhajo dI' tesis, se 

plillltea el prohlemil ¡) reso]vt,r, los ohjetivos contpmplados, fillalnwlltt, se propOll(' ulla soluciüII 

part.Icu lar del problema y la tllCLOdologia que se uLili7.ara para rcsoh-cr el problema . 

• CapíLu lo 11: Se establecen los preliminares IIcccsarios, COllccptos y dcfilliciollCS elllplcados a largo 

(h;! 1 rahiljo. 

• C'lJ)ít,u lo JII: Sp allaliza <'1 sist.ema no pert,urhado y pert.urhado a través de flllldollPs rlP LyaplJlIO\­

fuertes para estudiar sus propiedades: cOllvcrgclleia en tiClIlpO (¡Ilito, com"crgcllcia cxacw. y 

com"crgcllcia uniforme COII respecto a las cOlldiciollCS illicialcs. Se investiga sohre el problema. 

de la es t.i maciÓn del tiempo de cOIl\"crgcllcia. Y se aborda el problcma dc disciío del algoritmo 

cuando cxistcn pcrturbadollcs acotadas , 

• C,lpiwlo IV: Se reali:wn dos aplica('ÍOlws orientadas hacia ohsen-a('Íón y diferen('ÍaC"Íón de seña­

les hasadas Cll el algoritmo propucsto y sc hacc una comparación COIl otros obscrvadorcs y 

diferellc.:iadüre~ exac.:to~. 

• Capiwlo V: SI' prespnt.an las c:ondusiones que sp han obtenido de la realización de la iesis y se 

plant.ea ('1 posihle t.rahajo fut.uro qu(' se Plwde d('sprelld('r d(' la misma. 

• Apélldice 1: Se describen algullas helTamientas bás icas utili7,adas ell la obtellcióll de los resultados 

prillcipales. 

1.6. Solución General Propuesta 

Dcbido a que recicntcmentc sc han dcsarrollado importantcs a\'anccs cn el análisis dc csta­

bilidad dc algori t mo Supcr-l \\'isting a LnH"CS dc funcioncs cstrictas dc Lyapunov, cs posiblc cntCllllcr 

m(ÍS claramellLe sus propiedades de rohuste1- ante perturhaciones y tiempo de convergencia , Con 

la posibilidad d(' mejora r la.o; propilxlades nwn<:Íonadas se plwdl'n ¡llladir U'rminos de rorrección al 

algoritlllo Super-Twisting (~Ioreno y Osorio 2008) ,(i\[oreno 2009) que penniten. no solo ampliar 

la robustez del algoritmo a cierta clase de perturbaciones. si no tambiéll mejorar la velocidad de 

cOII\·ergencia. 

El algoritmo que sc allali7,a CII este trauajo es Ull caso particular del siguiente sistema. 

:h = -/;- 11> 1 (x¡) + .T2 + /,¡Pl (t,X) 

'+2 = -/;-21>'1 (XI) + IJ2P2(L:¡;) . 
(1.2) 

dOlldc XI Y J; '2 SOIl lo cstados corrcspomlicntcs, k l y k'2 SOIl COllstantcs positivas y las ganancias 

qll(~ SI' dd)('J} dis('ñar para estahilizar el sist.ema, /¡J y {¡'l son const.ant.es qll(~ Plwden tomar cualquil'r 

\,¡dor mayor () igual a rero'y pondl'ran la.o; ¡wrt.mbaciones Pl(t.X) r P'l(t,x) qll(~ est{in presentl's en 



el sistema , 

0 1 (X l ) = // 1 Ixdq sign (X l ) + /1:l lx t!P SigIl (.T¡) 

02 (x 1) = d/¡ (.r. )<6 1 (.r) = (Qf11 Ix dq
- I + P/J ~ l.r ¡jP- ') ( /1 1 I.rd" s¡gn (x ¡) + 11.1 IxliP s¡gn (.r¡) ) 

= !l/,i IXl (2,, - 1 s¡gn (.1:1) + (q + 1))/l l /l:l l:1:1 1" +P SigIl (.T¡) + Pfl~ I.T1 1:!P- l SigIl (.T¡) . 
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son los t('-rminos ('sjahili~anjes no linpales, //1 , 113 ~ O son es(:alan's , y por IIlt.imo, 1/ '2 < q ~ 1 

Y 1 :::; P :::; 2. Este algor iLulO posee dos clases de términOS cslabilil;¡wtcS : de bajo ordcJI y de alto 

orden. Los térlll illos cstabi Ji,':all tcs de al to orden ayudan a las trayector ias del sistema a cOII\'crgcr 

eOIl mayor velocidad clIalldo éstas se CIICUClltrall lejos del origclI . Los térmillús cstabiliíl<llltcs de bajo 

orden proveen la com"crgcllcia en tiempo filliLO de las trayectorias del sistema y las atraen eOIl mayor 

fu crza cuando éstas sc Cllcucntran ccrca del origcn. 

Cabc mcncionar quc a partir del sistcma (1.2) sc pucdcn rccupcrar di\'crsos al¡.o;orit mos 

propucstoS por otros autorcs (\Iar'cno 2009; LC\'ant 1998) . Por ejcmplo. considerando quC las per­

t,llrha<"ionps no afpdan el sist.ema, si 11] = 1, IJ:! = O.y q = 1/ 2 pI alsori1mo Super-Twisting es 

rec\lperarlo. Por otra parte. si /1 1 = 1, /13 = 1, q = 1/ 2 Y Jl = 1. el algorit.mo SUllPr-Twist.ing Ge­

ncralizado cstud iado cn (t\lorcno 2009) tallluiéll CS rccupcrado. Cuando P I = O. P"J = 1 r p > ° el 

sistcma (1.2 ) sc rcducc al si!!;uiclltc sistcma homogénco. 

XI =- 1..· l r xl r psigll(XI) + X~ 
:r2 = -kd x ¡f"lP- I Si~Il (.r¡) 

( 1.3) 

dondc kl = k lli"J, y 1...~ = Pll~k"l. To das las traycctorias solución dc un sistcma constituido como 

pn (1.2) son solu ('iones en 1'] sen! ido dp Filippov (Filipp()\' 1088) si q = 1/ 2. Todas la.<.; t.raypd()rias 

solución de un sistema const.itu ido como cn ( 1.3) son solucioncs en el scntido clúsico. La noción dc 

homogcllcidad no pucdc scr clllJ)lcada para a na Ji7.ar la cstauilidad del sistcma (1.2), dcbido a quc no 

cs homogénco. 

1.6.1. Caso particular de estudio 

El sistpma qllP se est lidia pn estp t.rahajo PS l"Onsiderando /1 1 > 0, /1.1 > 0, q = 1/ 2 Y p = 3/ 2, 

de tal mancra que 

dOTldc 

XI =- /;"1 0 1 (x¡) + x"l + bIPI (t . x) 

:1'2 = - k2@"1('r,¡) + b2P2(t .. r,) . 

0 1 (Xl) = // 1 !xl 11 sign (Xl) + f1-:¡ 1."l:¡f1 si)"!;n (·"l:I) . 

11~. 3., 2 . 
((12 (X l ) = "2 Slgll (XI) + 2tIIJl'.!XI + "211 "2 IXI I Slgn (XI) 

(1.4 ) 

GcncrallllcllLc el anú lisis dc algoritmos dc modos dcslizantcs dc scgundo ordCIl csta basado CII critcrios 

de homogcncidad (Lcva llL 2007), el cual no pcrmite cstimar el ticmpo de convcrgcncia de esta clase 



dc algoriw,os. EII cste tralmjo, sc propOIlC UII allá li sis dc cstauilidad cmplcalldo fUllcioll cs cstrictas 

de Lyapuuov. Sc busca delllostrar que el tielllpo dc COI1\·crgcllcla dc cualquier trayectoria del sistellla. 

(1.<1) efcctivalllClltc esta acotado por la misma cota de tielllpo, que cs COllstalltc. 

1.7. M etodología 

l'or motivos dc simplicidad primcro sc allaliza e! sistcma (1.'1 ) cualldo 110 cxistcn pcrtur­

uaciOI1CS prcscntcs quc afcctcn su dinámica. La mctodología quc sc siguc para anali7,ar e! sistcma no 

pcrturbado sc dividc cn: 

1. Proponcr una función dc Lyapuno\' quc garamicc la convcrgcncia cn ticmpo fini LO al origcn dc 

cada traycctoria de! sistcma quc comicll7,a Cl! algú n conjunto compacto . A su \·C7. sc obticnc 

una fó rmula quC pcrlllitc cstimar el ticmpo dc com·crgcllcia. 

2. PropOlwr ulla función dI' Lyapullov qw, mllpst,]"(, qm, t.odas las t,raypctorias dd sist.(,ma (m 

cstudio com'crgc ulliformcmClltc a un conjumo compacto, el cual comicnc al origcn. Esta 

ctapa csta dividida cn dos partcs: 

al Se proponc una fu nción estricta dc Lyapunov para el sistcma homogéllco para mostrar 

quc csta partc de! sistcma cs rcsponsable dc la propicdad dc com'crgcncia uniformc. 

/!) La misma función dc Lyapullo\· propucsta cn e! punto ¡lIItcrior sc uti li7,a para mostrar quc 

e! sistcllla cOlllplcto COII\·crgc UlliformClllClltc a U1 1 COlljUlltO COlllpacto. A su \·C7, sc obticllc 

ulla formula quc pcrmi te cslilllar e! ticmpo dc cOllvcrgcllcia al COlljUlltO cOlllpacto. 

Amuas func ioncs dc Lyapunov garalltizan la convcrgcncia cxacta y UllifonllC (COIl rcspcc­

to a la condiciÓII illicia l) del algori tmo pl"Opucsto. Sc allaliza e! cOlllportamicllto del ticmpo dc 

COII\·crgcllcia del sistcma COII cada ulla dc las fUllciollcs dc Lrapullov propucstas . Esto pcrmi te cs­

timar el ticmpo dc cOIl"crgcll cia del sistema siu pcrturbaciones. Se allaliza cl sistcma pertu ruado 

utilizalldo la misma metodología general. Durallte e! análisis del sistellla pcrturuado se illtroducc la. 

dasp th, jWr1.urbilrion(,s qm, spr{ln rOllsid(,rada.'i y SI' allaliz¡l un CilSO par1 indar dd sist.(,majwr1.urbildo 

(lA). 
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Capítulo 2 

Preliminares 

En este capítulo se cstablcccdll l algunas dcflniciOIlCS y COllccptos que serán de grall u ti lidad 

e1l capítulos posteriores. Se describen algullas hClTalllicntas matemáticas que ayudaran a analiíl<!r .Y 

eomprf'nder mejor p1 proulema f'n est lidio. 

2.1. Estabilidad de sistemas no lineales 

La estabilidad de los pUlltos de cquiliurio de UlI sistema 110 ¡incal puede ser estudiada CtI 

dos forlllas . La primera es a Lrm"és dc la 1l0CiÓIl dc estabilidad iu tema, que SillljJ1clllClltC es la Ilocióu 

clásica de estabilidad del sistema no forílaJo, es decir, clinlldo la elltrada es !lula. El seguudo caso es 

utiliulilJo la llocióll de estabi lidad cxtcmll, que cOllsidcro el caso cuaudo la entrada es distinta de 

cero en el sistellla !lO lincal. 

2.1.1. Estabilidad en e l sentido clásico 

EIl particular. cn CSta sccción sc harii uso dc la noción dc cstabilidad inlcrna cn el scmido 

dc Lyapuno\· (Oaccioli ~. n osicr 2005) . Con si dcrc el siguiclltc sistcma 

i ~ ¡(x) (2.1 ) 

d01lJc f : lH: " ---¡. lH: ". Las sigu icntcs Jcfi1liciotlcs S01l lOmaJas dc (Uacciot.i y B.osicr 2005) y (Osario 

2009). 

Definición 2. 1 Se dice que el origen x = O e8 un ¡nmto de ef}1/.Ílibrio de (2.1) .~i 1(0) = o. 

• 
Definición 2.2 el origen de (2.1) es el:!t(J.ble en el sentido de LyalJ1t1tOV si l,am cada ( > O e:túle 

1mll J > O tal f}1tC pr/m carla .ro = .r(O), con lI .ro ll < J 11 todo t > O 8e e1/.JlIlIlc que 

II x(t) 1I <, 
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pam l.odU8 [(18 8olllcione8 x(·) de (2.1). 

• 
Definición 2.3 Se dice (/,ue el 01'igc1I de (2./) e~' Lomlrnente atmr:tivo si pum Vto 2: O c:¡,úle 60 tal 

que IIxo ll < lÍo !J cada ;;o[lIóón x( ·) de (2.1) satisface: 

Jím ,r.(t) - Ü 
1-++ 00 

• 
Definición 2.1 Se dice que el OIiycn de (fU;) es Local y Asinlólicamenle Hi:!luble, si es cl:!tuble en 

el .9cntirlo d", l,yrl1mUOII y Localmenlc (Ilro,r;!.ú¡o. Yel origen e.9 Glo/mi y Asintrílieamenle Estrlble, si 

..in p1J.ede .9C1' definirlo tan grande millo se I{u.iem. 

• 
Definición 2.5 Unafnneirín real V( :1;) se dice que ell mr1irdmentc no ar:o/.(ulrl si lrlf1/.nción se define 

solm~ 13'" = f:r E lRn 
: 1I .'t 1l > r}, ¡mm al.q1J.1w r > Ü, 11 

lílll V(x) = +00 
1I :r 1l -++00 

• 
Dcl1nición 2.6 UW1 r:andida/.a a !1mción C.9tl'icta de Lyn¡nmo1! es un mapco real V(.y,) el cual C.9ta 

definido .90brc Dr = {:r, E iR" : 11 .'1: 11 < r}, lm111 rll.qllna r > O 11 satisface IriS siguientes propiedades: 

l. V(O) ~ O 

2. V (x) > O lmm.7: -::f:. O ( V(¡;) C.i po.iitiva definirlrl) 

3. V( :r) es de e/rlse el .iobre E,. 

4. \1'\1(.7: ) ' f(x) < o pam cada x E Er \ Ü (V(x) e.i negrI/,illa def¡'nida) 

Si una f1L1lf;irín V(.'c) esta definida pam toda x E ]Rn, e.i rar/ialme1l.w no ar;nl.(ld(~ 11 .ial.isfru;e lu.i 

pmpiedade.i 1,2,3 Y 4 con E,. reemlJ/azado I)(JI' ]Rn , .ie definirá como tma función e.itl'ir:ta de Lyf11nmoll 

global. 

• 
T e orema 2 . . 1 (Seg'wltdo 'JC01"f;UW de ¿yapulIov) Si exil:;te u1lafulIeirí1l esl1-icta de Lyup'It'/!lJv (g{oúal), 

e'llto1tce~' el punto de eq'uilibrio de (2. 1) es Lomi (Global) y A ú1Itótir:ume1lte Estable. 

• 
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2.1.2. Estabilidad en T iempo Finito 

Considere ahora que el siguiente sistema liCllC 1111 punto de equilibrio Local y Asintótica­

mentp Estaule y Cllal<'¡llil'f t.raypdoria alcanza est.e Pllnio en tiempo Hnito 

(2.2) 

y suponga que 

L f es un campo H!("wrial bien definido PIl la H;("indad de 0 , 

2. f(O) - O, 

3. el sistema (2.2) posee solución única en t iCIII])O hacia delante. esto cs. si dos solu ciollcs con­

cuerdan en algullos t iClIlPOS lo, cutOIlCCS. cOllconlarál1 cu cualquier tiCIlljJO t ?: lo -

Dpllot.e 0 (t, x) como pi IlUllwO el\' !l11jO, pi <:111\1 esta eonlin\li\nwllte dpfinir!o sobrp el conjll!l10 ahjprto 

cu lR+ x iR" . Las siguiclltcs dcfilliciúllcs SOl! tomadas de (I3haL y Dcrstcill 2000): 

Definició n 2.7 el rn-i9ClI del sil:!lema (2.2) es c::;t(J.ble en l.ieTllIJ/J finito $Í es esl.able y eúsl.e un 

r:onjulltu alJierto U que COlltiene al or(qell, ?/la jltncúin T: U \ {O} -+ (O. oc) (rAJ1wcidrl COlnO jlt1lcirin 

'settlin.q-time ' ) talque, lJal'a cada .7; E U \ {O}, ó(· .7:) eMa definido sob"e [O, T(.l;)), 9U .. 1;) E U \ {O} 

VI, E [O. T (.7; )) 11 ellímH·/ ( ... ) Ó(t,.T) = O. 

• 
Es posible caracterizar la estabiliclacl el! t ielllpo finito de UIl sistcma no lincal a tra\"(~s de 

ulla fUllci(m d(' Lyap\lTlov. 

T eorema 2.2 (LJhat y llC1"!;tei-n 2()()()} El origcn cs c¿;{(J.I¡(c cn tic1ll1J() fi/lito y (a flmr.:i6n 'scttli1lg­

¡.ime ' e,~ eontinwl en reno, si y l;olo ,~i, exil;ten mimems I"Cr¡/e.~ e > ° 11 () E (0 . 1), Y 1/,n(1 jmiCióu 

r!ontimUl V lIo.9iti1m definida solm~ 1t1W veclndrld aI/ieda n de 0, tal que 

(2.3) 

De ser aM, la f1lnr!iún '.gettLin.q-time' T (x) es de hecho r;ontimUl en una ver!indru[ de ° ?I .9alisjw;e 

(pam 11 .7: 11 81ljicielltemente pequó"ia) 

T( x):S "'C"(1-,-1_
0
,,) V(x)' - o. (2.4) 

• 
2.1.3. Sistemas homogéneos 

En el sigu icllLc apartado sc utili7.aran fundaltlcntalmcntc las dcfinicioncs y conccptos dados 

por (Uaccioti.Y Bosicr 2005). 



13 

D efinición 2.8 Dll.da$ lr,¡$ r:uordcnll.rla.~ (X l ... .. X,,) pcrl,enccientc.~ a IR" y r = (r'), ... ,r,,) mímC1'o.~ 

reales positivos. 

• ¿rl dilrllaeúm (d[)k>O (a.~(Jr!irld(1 C01l r) se define como 

díJr, ) := (V1.'E¡, O") V " T,,), 'Ver = (.T1, O") .T,,) E IR" 'Vk > O 

l,as constalltes r ¡ se CQ'¡w(;en (;(J/ftO los pesos de las coordenadas X;. 

• Una jUIH.:iólI V : iR" --+ IR se dice que es hmfW!}¿w:a de ymdo m (lit E iR) si 

\I(d~(:c)) = k"'V(x). Vx E 1fI:" Vk > U 

• Un campo lIcclm'ial f(.r) = U¡(.r), ... ,f,,(:c)) IR" ---+ iR" se dice qlte e,~ homogéneo de gmdo q 

(1/ E IR) si 

f;(r1;;(x)) = k'/+'-' f l (.7;). '<Ix E iR" . Vk > O. i = 1, O") n 

• 
Eje mplo 2. 1 Usando [a definición de }¡(J7Iwgcneidn¡f ¡mm un r:am¡1O ¡¡cclm'ial 1n1Mtral'CJnO;¡ que el 

sistema 
X I - k3 1:rd"si f/!}(x¡ ) + X2; 

- k41x 11" ·~'¡yn.(.r,2) 
es homogéneo si n = 2p - 1. 

Dc la dcflll iciólI. debe cumplirse que 

f¡(d~(x)) = kf/+ r, f¡(x) 

para i = 1. 2 . El operador dilatacióll pucdc cscribirsc COtllO 

dOlldc 

Entonces 

[ 
- k3k'-"' lx l l" sigll(:r 1 ) 

- k4kr 1" 1.7: d" sign(x¡) 

[.TI] x = 
·7:2 

+k"X.] [k" 2 = k" 
Ü k~' 1 [

- 1.:3 ¡.r 1 1: 5~gll(:r 1 ) 

- k4 lxd slgn(.7:¡) 

[ 

kq k r
, { - k3 1x l lP Sigll(.7:¡) 

= Irq k r 2 {- k4 Ix ¡l"sign (.7: ¡ )} 

(2.5) 



De lo anterior se outiCIlCII las siguiclltcs restricciones 

f"-¡ = (i + /"1 

I" ln = CJ + 'r2 

que se satisfacclI Si lllUltÚIICilTlIClltc solalllclltc si 1l - 2p-L 

Definición 2.B /,rl 1!()nna h(mw.qr!nca es un UWpI?O.7: H IIxll r,¡" ([onde pam crula p 2': O 

• 
II xl¡'" ~ (t Ix, l!; ) ,. ~x E IR". 

2.1.4. Fundones de Lyapunov homogéneas 
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• 

• 

Se sabe que un SiS1ClII<l. li1lcal eOIl punto Je equilibrio a s ill tót icillllClltc estable posee una 

fUllc iólI estricta de Lyapulloy , la cual t iclle fOrllla cuaJrÚt ica. EII el caso Je SiS1C1I1<l.S ltOlllogénoos se 

admiten fUllciones estrictas de Lyapullo\' homogéneas. El siguiente teorema establece la existencia. 

de ulla función est ricta de Lyapurlüv para UlI sistema homogéneo. 

Teorema 2.3 (llacáo/.í y Ho!; ic1" 2005) Seu f un cumpo vectorial ¡;(mti1luo en IR" I.al que el punlo de 

cqui l i l¡rio es (lS intrít icamentr: e.~ /. a1}lr: localmr:nl.r:, A.~uma 1/1I r: f r: ... Iwuwgénea de gmdo q pam alg1/.JW 

r E (O, CX»)n. Ent(J1!(:e.~, pr/m cll,alqu.ir:r JI E N* ?I cll,alqu.ir:r ni > 1/' m¡í.x;{r,}, r;.7:ü l r: una función 

e;;l.rida rlc LyalmnolJ \f lmm x = f(x), el cttal r:8 Iwmogénr:a de .qnulo In y de du,.,e el'. Como 1J11a 

r;oll..,eeuencia direct (~ la deri1! (~d(~ con 1"C;; ]/ecto allir:mpo (1 = ('V \1. f) e;; homogéne(~ dr: gmdo q + m. 

• 
1'01' otro lado, cs posiblc caractcri7-:tr el tipo dc convcrgcncia quc pOSC(!1I las traycctorias del sistcma 

hOIllOgéllco con punto dc cqu ilibrio asi ntóticalllcll tc cstablc sol amcntc COll el grado dc hOlllogcllci dad 

del call1po vcctorial. 

Corolario 2.1 Sea f como en el Teorema 2,:.1 11 ,,,ea 11 , 11 ,·./, ellU[¡/uier nor/ll(~ hO/llo.qénea: 

• si IJ > O (fj es el grudo de hO/llogc¡¡eidad f), C1ltO¡¡ CCS cúst.C1I m7lslunte.s M I ,M'2 >O, tal que, pum 

eu.alquier lmyedoria y pam lodo I ;::: O 

_H,(1 + II x(O) II ':",t) - ; lIx(O) II ~" 5 11 ·r(I) II ,." 5 _HA1 + lI .r(O) II ?" n- ; lI x(O) II':", (2.6) 

• 8i q = 0, r:1Iloncr: ... r;.7:ü l r:n eon.~lante.~ .H]: .Hz Y D tal que 

,11, expI - Dt) lI .r(O) II •. " 5 1I x(t) II ,·", 5 -,./, exp( - Dt) lI x(O) II ,·", (2.7) 

• 8i q < 0, r:l O1'igr:n r: ... r:8tr¡/¡Ir: r:n tir:m]/o finito . 
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D emostración. Acorde 1:011 d Te01'eJlla 2.3 exüle ?HUI función de LyrI¡mno1! e8/.11.cta V ¡mm .1: = 

1(.7: ), la cw11 es hOlllo,qé1lcrl de ,q1"flIlo m, positúm definidrl !J continwl de e/filie el. Además, \/ eH 

hOlllogénCf! de glndo m + q . Por hOUlogcneídrld de V y pllm alg'lt1lQlI el, C2 > o 

(2.8) 

y ]Jam algltna.~ C;¡: C4 > o 

Prn' lo que pam a191Lna.~ es; C6 > o 
=. ~ 

C5 V( .'c) '" ~ - V( .'r) ::; Cr,V(x) ,..p' , 'l/x . (2.10) 

Si 1/ > o (respedivauwnte, q = O), UWl i1llef/r-ación diH~d(l de (E. 10) (;Ombiuu¡[a wn (2.8) da la 

(~xpn~.sió1l (2.6)(1"CSpectivmlW'lIte,(2 .7)). El r"csultadu (ÍI~ q < O se oútie1U~ de (2.10) yel TmrClIIa 2.2 

[.11 p1-Ul~úa ¡melle cU7I.sultm"se Gon dd(¡{{(~ en (Daccioti y Roster 20(5). 

• 

2.2. Caracterización de las no linealidades 

Es posible relllplazar las fUllciones matemáticas que describen las no linealidades im"olu­

CrildilS por lI]W cilrnc!.erizil(:ión s(;dorinl dc' las mismas qll{' fncilitn Sil imt.amiento y compr(;sión . Los 

cOllccpios de las si;.\uielllcs seceiollcs se hall tolllado de (Khalil 2002). 

2.2.1. Condiciones de sector para funciones sm m emorm 

Considen; la sigllit'nt,1O función escalar 11 = V (t,II), (¡tI(' satisfac(' la siguilO]l\(> dt'sigualdad 

(2.11 ) 

pllfa (oda (t , lI) , dondp ("l'y fJ son nllm(;ros r(;illes tal (¡1IP ti;::: ("l. La imerpr(,I.ación grúfic·a de la 

definiciún ,mt,lOrior t's la siguilOll\(>, dada una función y = v (t .. n). Su griÍ!ica correspondilO]lt (' esta 

contt'nida ('n un st'ctor, t'l nwl IOsl.a delimitado por las líneas y = nu y y = Hu. Dt' lo an\(>rior SI' dice 

que 1,) ¡wrt.e!l\'ct' a l se<"1.or [o . (:1). La Figura 2.1 m\l(~st, ra el sector [o., /:1) ¡Jilm /:1 > O. Lit desigualdad 

LUmuiéll puede ser expresada como 

[1,b (t. u) - Oll )(1,) (t. 11) - /:Iu) $. O (2.12) 

para t.oda (t, 11 l. Pam t'l caSI) vect,orial. considt'rand() que 



,p¡(t, u¡) 

1/'2(t , u, ) 
,p(t , u) ~ 
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y suponiendo que cada componente ,pi satisface la condición de sector (2.11) con constantes Cti y 

(Ji > ai· Además Lomando en cuenta que 

D e finición 2.10 Una función sin memoria 1j;; [0,00) X JR.1> --+ IRP se dice que pertenece al sector 

• [0 ,00] si u¡j;(t, h) 2: O 

• [K¡. oo] si u [¡j;(t. h) - K¡u] ~ O 

• [O, K,l con K, = K! Si¡j;T (t, h)[¡j;(t. h) - K,ul So ° 
• [K¡. K21 con ]{ = K 2 - ]{¡ = K T si [,p(t . h) - K¡u]T[,p(t. h) - K 2 u] So ° 

Para todos los casos debe satisfacerse para toda (t, u). Si en algunos casos la desigualdad es estricta, 

se puede escribir el sector como (O. oo),(K¡oo).(O. K,) o (K¡. K,). En forma similar. para el caso 

escalar, se dice que,p pertenece a los sectores (a,8], [a,8). (0.8) si uno o ambos lado de (2.11) se 

.. atisfacen en forma estricta. 

Figura 2.1 : Sector [", 8] para una no linealidad con 8 > a > O. 
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2.2.2. C riterio de l C írculo 

Considere el sistema L representado corno illtcrcollcxión de un siste ma lincal el! el IM',O 

directo y llna no linenlidad sin mel\lorin en f'l bzo df' fpt,ronlillwnindón 

{ " 
Ax + B ·(j. x(O) = x() 

E ~ y Gx+Du (2 . 13) 

" ~ t:'J(t . y) 

dlmde .7: E lRn . En p] caso ge[wral 'IL,!J E IRP , la paf!>ja (A , lJ ) es nmtrolahl(', la pareja (A .e) (~S 

ohSetTahl!~ y !,J : (O. x) x I1F --t IRP es lllla [ll IlCi()]! no lineal sil] JllPlIloria . La [ll IlCi()]! c!p Irilllsferenri,L 

del sistellla lincal 

es propia . La.'i suposiciones dI' rontrolahilidad y ob:-wn'ahilidacl ¡l~wgllrall que {A . D. e, D} PS lllla 

realizilción mínima c!p G(8). La fllnción no lineal 'ip ddw satis¡ilC('r la rondici(m de se<"1.or (2.1 [l. 
El estudio de la estabilidad del punto de equilihrio puede rcali7.arsc para toda una clase de 110 

linealidades que satisfagan la condición de sector. La forllla del sistcma E sc eonoce COIllO for llla de 

Lur'c, 

D efinición 2,11 Cmtsiden~ el sistema (2, f,1) , d01UÜ~ \J satüface la condición d(~ S(~t:tor- de la Defi­

nición 2.10. El 8i8/.ema e8 ab8ol1d.amen/.e e.~lable 8i el origen e8 global y a8inlóticamenlc e8table 1Jr1m 

(:ualquier 710 lilHóalidad eH mi sedO/' dado. 

• 
El s i¡.o;u icntc tcorCllla sc conocc COtllO Critcrio del Círculo para cl caso csca lar (caso SISO, 

Singlc- Illput-Sing lc-{)utput) . 

T e orema 2..1 Conside7Y~ ¿ un sisk"lllll escalar, dO'llde A,ll,C,LJ (~S lit r"ealizuóón mimmu de G(s) 

y \J E (o, fJ]. Entonce.~ el .~Í.9tellw e.~ aI}.~olul,amente e.~I, ablc .~i una de la.~ .~i.quientes condicione.~ .~e 

s(lti.~facc npro¡¡iadam(ml,e 

f. Si ü < () < (1, el Dia.qnlU¡(I de Nyqui.~I, de G(jw) no entra (11 di.9co D(o. fJ) "lo enci.rcula ·rn 

t}l'..ce.~ en dÚ'eccü5n de la.~ mrmecilla.~ delr"Cloj, donde m e.~ el n1l1nem de lIolo.~ de G(.9) con par-te 

real positiva. 

2. Si ü = () < (1, G(8) es Hurwitz " el Dia.Qrama de Nyq1ti.~t de G(jw) pennrmece en el lado 

derecho de la línea ver/.i.c(ll definida ]lor Re(.q] = - 1 / fJ . 

3. Si ()' < ü < fJ , G(s) e.q H1/.rwitz 11 el Diayramrl de NlIQu.ist de G (jw) pennrmecc en el interior 

del (li.~co D( (). (1). 
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D( fr, ¡3) 
G(j.I) 

1 ¡ , 
¡ 

" " 

Figura 2,2: Representación gráfica de la tercera condición del criterio del circulo 

Nota 2.1 Cuando Q - -(3 el centro del círculo D(o. (3) coincide con el origen del Digrama de 

Nyquist. 
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Capítulo 3 

Algoritmo Super-Twisting con 

convergencia Exacta y Uniforme 

3 .1. Introducción 

En este capítulo se presentar;:\ el <ln[\]¡sis del sist.ema pen.uru¡lr!o y del sistpma /lO pert.urua­

do del algoritlTlo Supcr-Twist.illg COIl cOllv('rg<'llcia cxacw. y Ulliforrrl('. El all¡,¡lisis se lleva él cabo elr 

prjm(~ra inHt,uwj,\ para ('1 sistr,ma no ¡wrturbado oC trav(,s de dos fllllCiollPs (h, LyapulloY propuestas 

para most.rar la cOllvcrgeucia cn tiempo finito y la C"oll\-crgcllC"Ía uuifarme ("011 rcspcC"to a las condi­

ciollcs iuicia1cs. La Ulliótl de ambas afirlll(lciOIl{'s permite couduir quC' el sistema pOSI.'C la propiedad 

dc convergcncia exacta y uuifol"luc. 

Para el sistema pcrturbado se considera ulla clase amplia Je pcrturbaciollC's. que PUCdCll ser 

repn.'sC'lllIldas a tnH"és de las eOllllicioll('S Je sector {'11 un y{'Ctor de coord{'l1adas distinto al del sist{'­

ma origillal. B.<:pr('sclltar las cOIlJ iciones de sector CIl cst(' v('ctor J(, coorJ('nadas pcrlllit(' expresar las 

cOlld iciollcs dc s('ctor ('n una forllla cuadrática. quc cs Jc gran utilidad ell el aná lisis Jc la rouust('z 

del algoritttlo. perttliticmlo outellcr la fuueióu de Lyapullov rouusta resolvielldo ulla Desigualdad 

i\latriC"ial Lillcal (Li\ lI , por sus siglas Cll illglcs) ell dOllde sc tomall Cll Clicuta las perlurbaC"iollcs (que 

cuttlplell eOIl la comlicióll de sector) o su cOlTespolld iellLe Desigualdad Algeuraica de Riecati (A HJ , 

por sus siglas Cll ingles). Además, siemprc es posible outCllcr la rcprcscllLación dc las pcrturbaciollcs 

Cll las coonlcnadas originales. 

A partir de la func:iones est.rid :l s rlp Ly;}]1unm' se p ueril' oht.elll'r un;} formula r¡llP jlPrmi­

tc estimar ulla cota cOllservadol"él del ticmpo de com'ergellcia del algoritmo Supcr- '1\\'istillg COII 

COII\'crgcllcia exacta y uniforllle al orige!l . 
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3.2. Análisis d el Algoritmo Super-Twisting con convergencia 

exacta y uniforme sin p erturbaciones 

En auscucia de perturbaciones. el cOlllportalllicllto de las trayectorias dd sistema (1.1) 

queda descrito por 

dOlldc 

XI = -k¡ ({) l (xJ) + X2 

X2 = - 1.-202 (x¡) • 

0 \ (.1;\) = 1/1 1.1;1 1 ~ sign (.'1" 1) + /1.1 IX11 i sign (Xl) 

2 "l 
Q2 (.1:¡) - 11

2
1 sign(x¡) + 2/11/1.1X] + ~/I~ h l2sign (Xl) ' 

(3.1 ) 

Prilllero se 1ll1lCStnlrá que las trayectorias del sistema (3 .1 ) ticllen cOIl\"cr¡.o;cllcia ¡¡;Jobal y ell tiem po 

fin ito al origell a tran~s de ulIa [un ció!! estricta de Lyapullo\'. e lla segunda función estricta de 

LyapUllO\" muestra la cOIl\"crgcllcia uniforllle (CO II respecto a las cOlldiciollCS iniciales) de cua lquier 

t.ray¡,cioria del sisjpma a un ('onjun10 compacto arbitrario, 

Ambos rcsu lt<ldos prueban la cOII\"crgcllcia en t ielllpo fi ni to y UlliforlllC del algoriLlIlo pro­

pucsto. Por lo 1<1l1tO, el ticmpo cn quc las t.raycctorias cOII\"Crgcll al origclI 110 dcpclldc dc la condiciÓII 

inirial , y est.a arot.ado por una (·ollstantp, que solamE!Jltp de¡lf'lloE! (!P los parÚlllPt.ros dpl s ist.ema. 

3.2.1. Convergencia en t ie mpo fini t o d el sist ema no p er t urbado 

Para mOStnlr quc el s istcma (3 .1 ) COIl\·cr¡.o;c cn ticmpo linito sc proponc la s il!;uiclltc función 

est rict.a dI' Lyapll1lO\· 

(3.2) 

El \'e(·1.or (E~St. '1 (lPfinichl ("(mIo (l . = p'l" (x) = [1;1 (:1;1) . :1;2] , if (.7:) \·ie11p ,1 sE~ r 1111 ll(n!le(n!l(lrfislllo 

globa l y 1-' cs ulla mat.ri>l simétrica positim definida. La est.ruCtunl de la función de Lyapuno\· (3.2) ha 

sido llli li 7,ada en (¡\lorcllo 2009) para analizar la cstabi lida d y el ticlllpo de com·crgcllcia del algoritlllo 

Sllper-T"wistillg Gcncrali7,ado. Dc forma si milar, la COll strucción dc las lIIatrices P = pT > O, para la 

fUllciólI dc Lyapu no\· también sc rcducc a hallar una soluciólI a la Ecuación Algcbraica dc Lyapu no\· 

( ALE, por sus s iglas CII inglcs) 

(3.3) 

eligiendo corrCCt3JllelllC la maní7, A y proponiendo Q = QT > O. 

Pro pos ición 3.1. COllsiden; que el malrú A (~s 

[
- k , 1] 

A ~ 

- "-'2 O 
(3.4) 



21 

¡.u[ qne k¡ > O , kz > O. Pam mda mll.l.l'iz 8imét7'Ír:a THMil.tva definida Q = QT > O que 8C elige, la 

!uw:i6n (.'1.2) es llna !1tuciún estricta de Lyu¡JltTIoV global, ¡mm el sistema (.1.1), ¡[¡!/lile P = pT > O 

(~S lit ú'flicu matriz si1fll!trim lJ(Jsiliva ¡[IJiTlida so/w:ión de lit ALE (,'/ .. 1). Además, la dnivndn VI de 

la fll1!cú¡n ([(! LyrL¡J1tnml tomar/a a lo [r¡rgo de lrlS l.rr¡yer!l(J1'i(!S del .~istema sati.9frlce la de.9iglUllrlarl 

rliferenóal 

d(Jflrle 

( 
,." ,' -'mln {Q} 

~( I Q,/.ll) = /Ij 1/ 2 
2),m.1" {P} 

( )
,6 J\'"íll {Q} 

~¡ :l q · P3 = JJ3 2'\máx {P} 

(3.5) 

son escalan;:; que rlependnl de 111 sdeccúJ¡¡ de lit 1fllrtriz Q y los lJlt1úmelms jil y /lJ. lIJús aún, las 

truyer.;tmlas lid sislnflll (.1.1) q¡W r.:mnÍf~llzaTl en 111 r.;mulú;úill irli¡;Í1l1 Xo E JR2 r.;¡J'ftve7gen en tie1flpo 

finito al m"iyw si 11 1 > O, Y la Gola s1tpelim" del l.ieUtlJO de COltve1"gew.:ia TI de las tmyedorias del 

sistema se lJUede estimar como 

pam PI > () . (3.6) 

• 
D emostración. Selr.-ecúmc Q = QT > O (~,bil,mriamcnl,e. A C8 Hu.,witz pam Cl1,u{qu.icr kJ > O Y 

k2 > O, dado qnc el polinomio r;amder{.~¡jr;o dc c8ta mal.ríz C8 }J (8) = 82 + k l 8 + kz. JJfljO e81.a.<; 

wItdicio1/.e.s la .solución P de (.1 . .1) satisface propiedade.s e.stúTldar· en cOlltTvl (Klw.lil 2002), por lo 

¡.aut(J, l' = pT > O NI un matriz con.9/.rmte .9ímétT'iea lJOúti1Ja definidrl, y tri fuución eontimw 

d/ltlde 

(' = [oP 1(xd :¡; ~ ] 
e.9 1[11(1 función crmdidata de Lyrl]!1lnoll ]Jara el .9Ístema (3.1). Dado que 62 (.'L'¡) = ói (X l) Ó1 (X1), y 

<P~ (.'L'¡) = (--E.L.- + ~ 1.'L' d! ). Se 1Jllede l'Ce.9r:ribír el .9ütellW (3. 1) (!OllW 
:.>I.:r d ~ ~ 

, [ - k, = 61 (.t¡) 
-k, 

Tomando l(~ deríwula de V1 (.r) 

VI(X) = ("'{>( + (/'1'( 

= 6'1 (.r¡)(T (ATp + PA) ( = - 6'1 (.r¡) (TQ( 
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doude q satisface (,1..1). IIInmla7lllo que la desigualdad estánda1' ¡Ja'm formas cuadniticus (~S 

(3.7) 

donde 
2 " .) ,0' ., ., 2 ., 3 " 

11 ( 11 2 = (1 + (2 = Oí (.1: J) + .1;2 = Ví 1·1;1 1 + 2/1 1/1.1 1.1: j I + l1:"i 1·1:1 1 + .1;2 

e.~ [(1 nONlw E1I.r;[ülÚma de (, y que la .9igu.úml.e rle.9igualdrld 

VI = -1>'1 (x¡) (' Q( :'5 - Ámíl1 {Q} Q)~ (x¡) 11 ( 11 ; 

__ '\m''' {C)} ll ell ' _ J.\m'" {C)} I 111Iell ' < - , .\m,,,{q} llell _ J.\m,,,{q} l l' llell ' 
- 111, 1 ~ w! .) Xl '2 - 1-1'1.) '2 11.1 2 X l '2 

2 1·r ¡j - -

< ,.\"",,{C)}v!() J.\"" " {C)} I I! V( ) - ", 1 1 X - 113 Xl I X 
2.\ . {P} 2.\me, {P} 

In"", 

Se O/W';l1!1l qu.e V (.7:) e.9 una !1J.nr:ión de [,y(lp1mrH¡ e.9trida y q1U~ Ir!.9 tm!Jer;t()ria.~ de (:J. 1) r;o7lvClycn 

en tiempo finit(J al origen. Pam estimar el tiemll(} de r:OJwergeneir~, M; sabe que 

Del Jlrinr!iJlio de compr¡r(u;i6n (Khalil 2UU2), V (t) :'5 v (t) el/,mulo V (.1:0) :'5 Vo _ Enl. rl1u'~iI, so/w:ión 

de (rl eClI.aóón dijenmr:ial 

v(O) = Vo 2": O 

(~s t(l dada por 

v(t) = (vj - ~~l t)2 Sil l > O 'I~ = O 

Hay que nota¡> lJue .l: (1,) r:onverge a cero en tiemlJO jinil.o ,~olamente wando ')'1 > O Y la e,~I.imaci6n 

dd tiempo de ClJ1tvnyew:ia (~s tll dado !)(J'r (.1 .6). 

• 
A pesar de que la futlciótl de LyapUllO\' (3.2) permite COllcluir cOllvergellcia globa l etl tiempo 

finito , qllt' se ohserva daranwntt' t'1) ('1 expO!WIlT,e frll('Ciol}al 1/2 del primer ti~rm ino de 1a d('rivada 

V¡ (.r) de la fllnd(lll dt' Lyapllnm- (3.2). :'\lo es posibl(' concluir nada ~H:('r(;il de la ('ol}vergew'ia uniforme 

que prcsellta el sistc llla cualldo P I = O y !J3 > O. ya que para cste caso. la fU llci61l dc Lyapullo\' solo 

cs llcgativa SCll lidcnll ida. 

Nota 3.1 Como el .~e.qllwlo término de la derivada V! (.r) de la f1l11cirlrl de Lyalntn01l (:1.2) no esta 

elevado a un eX¡lOnente mayor lJue 1/.no, la r:onvergencia a8inl.ótica del .~i.~temll homogéneo no puede 
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ser Cfmd'Uidu u partir de la !uw,;úín (,9.2) . Oc hecho, S% es JJo sible (;ouduú' ¡rae el sistema }WfflO­

gé'flcU es eslu Mc. Para este cusu, el teorema de Lu Sulle (KllUlil eO(2) se n:qucriria ¡JUH,¡ lJ1lJbur la 

evnvnyeIH.:ia asintótica del sistema }W1!tog¿'wu. La desigualdad de Lyu¡nuwv (:/'{i) lJcrmite estimar 

tlTl IJ Gota s"upcrl0r del tiempo de c01wagew;ia en tiempo fiTlito de las tmyedmias del sii:!lema (.1.1), 

l!urmr1o la cundÚ';ión inieial pr;rl.cn(;a; (L un (;ollJlmtu r!OInlmdo. Ar1em¡j.~, la flmr:idn de f..yo,/lUwJII 

e.~ global, 1)01' lo [(ml,o, el conjunto f;07n¡mr;!,o ¡!lwde hru;er8C arbif.ral'iauu;nle grande, 1)01' lo f{l¿C ¡IO,­

m Clta{f/1tier eorulú;úin tnú;iul arbilrm'ia e:r:ü l e un f;oujlmto (;o7n]lfu; l.o que contiene e.~ ta crmr1icióll 

ÍTliciul. 

• 
3.2.2. Fun<:Íón de Lyapunov para el sistema homogéneo 

Ctli\/ldo II¡ = 0.113 = ly P = j / 2 el SiS1f'tlla (3. 1) SI' ¡"('([t¡ef' al siguif'me SiSlf'tlla hOlTI()genf'()' 

- , 
.i: ¡ = - k¡ l:r 1l" sign (.7:¡) + X'l - , 
.i:'l = - k'l I.7: 1I sign (x¡) . 

(3.8) 

dondc k l = k1/1 ;1, Y k 2 = ~f1~k~. Para analizar, el tipo dc con\'cr¡¡;cncia quc prcscll1a el sistcma. 

homogenco (3.8) sc proponc una nucva ca ndidata a fu nción dc Lyapunov. La primcra función dc 

L~'a]Junov propucsta sólo pcrmitc mostrar la convcrgcncia global CII t icmpo fin ito del sistcma no 

pcrtu rbado. Sin cmbargo, la cstructu ra dc cstá función no cOlTcspollllc COIl el comportamicnto quc 

sc cspera cualllÍo sc considcra so lamentc el sistcma ltOlIlOgéllCO. l~sto es porquc cn la dcr ivada dc la. 

función (3.2) est(\ presrml.e pI eS1ar!o X ¡ mul1 iplicanr!o a una función df' VI (x) y solo se pupde mnduir 

que el sistema es csta ble cualldo Ji.¡ = O.Y Ila > O. El comportamiellLo del siSLcma homogélleo 110 sc 

\·c reflejado ell la fUllcióll (:t2) y 110 cs \'álida por si sola para probar la COII\'cr!!;Cllcia asilltÓtica. 

del sistcma homogénco . Adclll1íS, la fUll ciólI (3.2) no mUCSLnl nada a ccrca dc la propicdad dc 

cOllvcr¡¡;cncia unifonnc quc también posee el sistcma (3.1). Por ello, Cll csta SCCciÓlI solo se alla liza. 

el sistcma hOIllOgéllco (3.8). 

Proposición :'.2 La !1móón (;on l.imw 

(3.9) 

es '/l1tU f/l1Ici6n estricta de Lyapunov 1Ja1U el sistema (,'/.8) si r5 > O es sujú.:ienlemeTIte grande. Adc1flá~' 

y el sistema (.'l.8) es uniforlllClllCll1C cOII\'crg"cll1c y el tielltl)() de cO/lveryencia 'u, nif()1'ff1 e e.sta dado 

poc 

pn.1"(I r:un.lr¡nicr ,,> O , 
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dunde 

srn¡ escalares que deprm rlcn de la sdcccirín de {o s PU1ÚUWtroS ¡' 1 ,k2 y ~( I: ')2- ~(;j > Q. 

• 
D emos tració n. Se l,lene qw~ 1Im/JaI" qlte \12 (:1:) e.~ 1I/J.9itilm dr:Jinirla JI \12 (x) (;.9 ne.qativa defin ida, 

Pam {¡(u;r:r!o, 81? h(u;e 1/.91) ([r. 10,.9 81g1l1.enl.e.9 rle.9igJJ.dd(u!r:s, qlH~ se rler i1J(Ln de la ([r:s igur¡/drul r!/á.9ú;a 

de Ymt1lg (va Apéndice A) 

wLnmis 

7 
)" = -

J 

7 
;, = J' \f'YI > 0 

7 
r= G' 8 = 7 . \h2> U 

r = :.l . 
J 

8 = 2 ,V"f3> O. 

\h3 > O . \fx, y 

\f'i3> O . \fX . 

4 -J } 31':; . 

( que es el pllnt() donde fzm/¡fls CU1'IJO,S se inlc¡'secrm), \12 (xl> O si 

(O') ' (_ )-' 8>3" Ir",! . 

1ímum r1u la derivada de V~(x) a tu (ll.1:qo de (a.9 tmycctm'ias riel ,9útema (3.8) 11 I/M,mdo lu,9 desigual­

dades UlltO' OH:S 

. - - I - ~ f 4_"! 1. I. 
\12 (xl = -81.. 1 k2 1xd 2 + kl Ixd 2 sigll (x¡) I.l":.d ~ sign (X2) + ;:¡k2 lx d' Ix:!1 ~ - Ix:! I ~ 

:5 - () 1 1.7:1 1 ~ - o:.! Ix:!1 ~ 
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dunde 

por lo I.(mto V2 (.r) < ü .~i 
, , 

J> 3:~ + 8?.Í 
7kz 7k¡ 

- i -7 41 1 - 4~12-
1 > --k l + --k'l . 

7 21 

Para ewliqllin' k¡ > 0, k2 > O amba8 dcsigltr1ldadc.~ .~icUlpre ,.Ie ¡ntcdcn sati.~f(iCcr scler!cúnumrlo 

(J. / 1 .1'2) o,pmpúulmncnlr:. ['us ¡/{J,l"ámdms 1 1,1'2 Y 1':1 son grados d(! libr:rlari inlmd1L(;úlo.9 ¡mm [o.qmr 

sati.9f(I('~r la.9 H;.9lri(;f!io1!r;.9 (!/J1,/'C.9J!rmdi(;1!lc.9. Dc .'1(;1" así, V2 (x) r:..9 lL1UL ftmf!irin C.9lrir;t(1 d(! LY(l1l1t1W11. 

Usrm r!o la 1wmw Iwmo.qéwm. (Scr;cilín 2.9) y l().~ Lcma.~ A.2, A .3, f!;; posi!,[e (!(;o[a¡' V{r.) . Pum es/.e 

caso 

V.r Ene 

donde JI 2': 1 el:! la 11OT'ma y t i Y r 2, I:!lJ1t IOi:! PCi:!(Ji:! de Garfa Xi . Si /" 1 = 1, /":.1 = e y p = ~ se puede 

e~' l{lble¡;C1" q'lle 

! ' , Ix1l + IXz l'i = lI ·rll l p 

~ ~ o , 

11 .1: 11 ;./1 ::; Ix1l2 + IX213 ::; 2 I1x ll ~.I' 
;} 3 j 

1I ·' II I ,, :s Ix, l' + Ix,1 :S 2I1xll l ,. 

II ' I!:'.,,:S I·r, 1" + h l':s 2I1xll ;',. 

Nota :~.2 Sr. ¡lUellen dcgu' otms C(J1Il/¡in(¡(; irJl!C.~ dc pcsos y 1l0nna.9 pam ar!otrlT /a.9 rlc.~i9ua/r1rHlc.9 

antcl'iores. 

• 
[AL !UIH':ÚJII de Lyupullov (.'/.9) puede uc()tunj(~ c()mo 

(31 0) 

y . , 
V, (x) :S - C, II .rll l." 

donde 

el = mín{o¡ .02} 

e~ = Ill íll - ", - 11 . - - - ". . { (
ó - - ' ) (Ó 2 .J)} 

• 1 3 3 2:3 , .~ 

. {( Ó. 11) (' 2 .') } e4 = nmx 3k'l + "3 . 2' + 3-h • 
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(3 .1 !) 

por lo /,(mlo, \'2( .r) C.9 1/.11(1 función e.9t1"ida de D?J(lllUn01I. UWizando el principio de cOIn¡mmción 

(K/wlil 2002), V (t) ::; 11 (t) C11{J,1uLo V (:1:0) $ '110, la soúlciÓn d(! tri p-CUflción diJe1"clIcirll esta darla 1101' 

(3.12) 

que se obtwlIc . Sea v/ = E > O y scu '110 la w ndlCl611 IIllcwl de la tmyectona, ellt()1ICe~' 

Si la condición úácial de la truyectmla del sistema tiende a injiuito, el sistema (,9.8) wnvclye a E 

en tiempo finil.o , 

• 
La fU llc ión de Lyapullov propuesta asegura la convergencia uniforme eOIl respecto a las 

con diciones inicia les de todas las trayectorias del sistema (3.8) a UII conjunto compacto é. Oc hecho 

COl1l0 lo III11cstra la derivada de la fUllciólI de Lyapullov (3.11 ) las t.rayectorias del sistema (3.8) 

cOllw~rgcll asi ntót icaTll clIlc al origclI. lo cual !lO era claro en la deri\·ada de la fUllciólI dc Lyapullo\· 

(3 .2). 

3.2.3. Convergen cia uniforme para el sist ema no p erturbado 

La función (3.9) lIIucstra la cOIl\'crl!;cncia asintótica del sistcma hOlllOgéllco y producc UIl 

t.(,rmino dE' ord('n mil}'or ¡¡ lino Em la dE'riv¡ld¡¡ de la fllnción dE, LyilpntlOV q ll I' corrE'spOIHIE' a l compor­

tam icllto cspcrado del sistcma (3.8). Ya quc el sistcma Iloll logénco fonl la partc dcl sistcll la (3.1 ), cs 

dc cspcrarsc quc la propicdad dc COII\·crgcllcia Ulliformc sc conscrvc Cll el SiStCIl13 (3.1 ). Para mostrar 

esto, sc rcal iíla el miSlliO allúlisis de la secciólI alltcrior pcro uti liílalldo la fUll ciólI de Lyapull ov (3.9) 

para el sistcllla 110 perturbado. 

Propos ición 3.3 Da fuw:.ión mntinua (.1.9) es una función de J.yapulwv para el sistema (.1. f). 

Ademá.s, el .si.stcma (,1. f) c.s Ulliforrllelll clltc cOllvcrgcll tc y el tiempo de cOTlVcrycuóa uniformc .12 
esta dado por 

(3.1 3) 
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donde 

4~f -~ 8 ~f - '~ 3"1-~ 
t3.., = "l/JI--+- + -:;k~/JW2+ + 26k"2J1 1Vr4-

;.¡ v:; :J 

1;011 escalan;,!; que depellden de la sdección de los PU¡úTlu:tms k l , k"2 , ¡J. 1 ,112 Y de 1; > 0, 1Ja1U i = 1,. , 7 . 

• 
Dcmo~tración . Tomando la rlerilmr1rl de V2 (x) (1 lo la/yO de [rls trayec/,oriu8 riel ústcma (3.1) .ge 

tiene 

\/2 (.r) = -k¡ókz l.'l:1 1
2 Ól (.T¡) sign (.'l:¡) + ókz l.'l:l l:! sígn (:1:1).'1:2 + k¡ '-")1 (.T I) IX211 sign (:1:2) - Ixz¡t + 

+ ~k1 4>~ (x¡) X I Ix:.! 1 ~ - 1510:2 1>'2 (xd X2 

.~ r, :l- . • . 2 _, ,8 -, ~ 
= - k l 6k'2/11 Ixd ~ + k l ll l Ixd' ~Igll (x¡) Ix:.>. 1 ~ Slgn (x:.!) + '3 /lj k'2 lxd Ix:.J'i + ;/:2/l I II;jXj IX21· + 

2 
_/~1 (jk2S¡gll(XI)X2 -20k2J1 1113X I X2 

- - 1: - o! ~ .1- "\ 1 :?: - 8klk2 lx l l ~ + kl Ixd ~ sigll (x" I X2 1 ~ Sigll (:C2) + 3"2 1xd' Ix:d ~ - Ix:d ~ 

Usundo las siguú;Tlles desigualdades que se dnivuu de la desigualdad dásicu de Y01Lllg (ver Ap¿ltdice 

A) 

! 1 /~ ~ / ;q l 
1·1': d' lx:d" ::; -1·1': d' + -lx21" 

P (J 
l' - q 

1.1: '¡ 1.'1:21* ::; i ¡, I .J: '¡~ + i ¡, ).rzl 
p q 
l' - q 

~ li6:' i6 l Ixd 1 ·'C:,d ~ ::; - I·rd" + - 1 ·'C:,d ~ 
Ji (1 
/; ,. /:¡q " 

I·rd l·r21::; -1·'C d~ + -1·r21; 
p q 

la der'ivada lJUede escribú'se como 

, p = 5, 

3 
P = - , q = 3 . 'V/ 5 > Ü 

2 

5 
,p =;¡, q=5, Vlu>ü 



28 

donde las C(Jn.~tante.~ a l y 02 e.~tlÍn rlefinúla.~ de igual fr!1'ma que en la .~eaión anterior y 

La rleri1!rula con resllec/.o al tiempo (/", V2(X) pu.erie Se1" escrita 

(3.14) 

donde 

Jt.f~e$¡;6bielUl() la de$iyllalrlarl (.9.14) 

Da .~()11ló.6n .~e enCIten/m como la sollLción general a wna ecuación clwdrál.ica, por lo lanl,o, ¡mm 

sati,~faccr la de.~ig11, uldad anteri¡¡¡' .~e debe cumplú' que 

Entonces 

que .9C .9rl/.ísface gLobalmente con 

(
,q, 

f = - + e, 

(fi')' + 2C' ) C\ el 

(3.10) 
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l/o que permite concluir' que las truycr;lmlas soLución del sistema (.1.1) converyen a un Cf)1/,junto 

(;01fl1J/1I:tO. De lit desi!}ualdad (,'1.10), se pw:r1e eSC1i~ir (.9. J 5) Cfl'ffUl 

(3 .16) 

donde el conj1/.nto f( = {XIV2(X) ~ Clf3}. La desi.qualr1rul (3.:19) 11p.'I'11úl.e es!,ima1' d l,iempo de 

wnvclycllcia 'Uniforme al cf)'/Ijur.to compacto E = C;jf.l. Utilizando el lwiw~iTJio de wmparuciún (Kha­

lil2002), V (t) :$ v (1,) clJanrlo V (xo) :$ '110, la 8obu;úín de la cOtación diferencial e.~ta darla ¡JOr (3.:19) 

(~:;l(l dada lJOT" 

donde Vf es la ultima cota de fu. tmyccto1"ia, del análisis ]JI'cvío, el:!t(J. cota vucdc lomar"se como vf = € . 

[>01" lo tauto 

12(2C,) ' ( 1 1 ) 
t(~.?Jo) = e 1 - 1 

1 ¿: '-' Va 
T01nrmllo d limite c!umrlo {rl (!onrlú;ión inicial 7;0 tiende (L infini/,o, (rl expn~.9irín rmtr:ri()1' 1n1),e.9tm f/I¡,e 

I.orla tmyed,()1'irl r¡/I.f~ inieirl e¡;rea de infinito en/,H! al eonj1mto re ,;n ti,;m¡/O acotado. 

• 
Nota 3.3 La.i eun,i/.anl';.i C l y C 4 s,; definen de iyud funnrl que en la lJ1"Opo.i ióón $.2. 

• 
El análisis del sistcma 110 pcrturlmdo (3.1 ) con allllms funcioncs dc Lyapuno\' mucstra dos 

cosas intcrcsalltcs. Por un lado, la cOllvcrgcllcia cn ticmpo fin ito dc UlI conjunto cOlllpacto arbitrario 

al origcn sc dcbc a los ténni nos dc bajo onicll, cstos términos SOIl mucho más fucr tcs ccrca del 

origcn comparado COn los términOS dc alto oniclI de! sistcma. Como pucdc dcducirse de la funciÓn 

de Lyapunov (3 .2), toda trayectoria del sistema (3.1) que com ienza con alguna condición illieial que 

pertenece a algún conjunto com pacto va a converger al origen en tiempo finito y este tiempo de 

eOIl\'cl"g-clleia puede scr estimado por la fórmula (3.6) . Por OtrO lado, los términos dc aito ordcn del 

sish'llw no pert.urundo son los responsahlps de que in" trayect.orin" rplP inic:inn fuem de un conjunto 

cOlllpacto aruitrario tClIgan ulla conYcrgcllóa HIUy rápida a cstc conjullto compacto. aUllquc la T"il7,ÓII 

principal dc illtroducir los términos dc alto ordcn cs brilldar al sistcma la propicdad dc cOllvcrgcllcia 

uniformc, la CHal sc cOIlc1uyc mcdiantc el cm pico dc la función dc Lyapuno\' (3.0). 

TeorelTIa 3.1 J'aru cualr/uier k 1 > O y k 2 > O el .sistema (H./) es uniforrne rnente convergente 

e n tielnpo finito . 

• 



30 

Demostración. La propiedad de eonvergeneia en tiempo finito es estableeida en la pmposiei6n (3.1) 

y la p'ropiedad de convergencia uniforme con 'respecto a las condiciones iniciales se establece en la 

proposieión (3.3). Las afirmaeiones de ambas proposieiones muestmn que el sistema no perturbado 

(3.1) converge exacta y uniformemente al punto de equilibrio y los tiempos de eonve'rgeneia de 

todas las trayectorias del sistema al origen están acotados por una constante que no depende de 

las condiciones iniciales. 

3.2.4. Estimación del Tiempo de Convergencia del Sistema no Perturbado 

Una estimación del tiempo de convergencia del sistema (3.1) puede ser obtenida a través 

de las funciones de Lyapunov (3.2) y (3.9). La idea básica es bastante sencilla. Supóngase que el 

conjunto compacto é, que es el conjunto a donde llegan todas las trayectorias que han sido iniciadas 

en infinito, es conocido. Debido a que se cuenta con una función estricta de Lyapunov (3.9) que 

garantiza la convergencia uniforme de las trayectorias solución c,o(t2,X20) del sistema (3.1) a un 

conjunto compacto, se puede encontrar un conjunto invariante r 2 que contiene en su interior al 

conjunto compacto f. El tiempo de convergencia T2 de todas las trayectorias que inician fuera del 

conjunto compacto f 2 puede ser estimado con la expresión (3.13). La función de Lyapunov (3.2) 

asegura la convergencia en tiempo finito de cualquier trayectoria solución c,o(tl, XlO) iniciada en un 

conjunto compacto al origen. Con esta función se puede hallar otro conjunto invariante r 1 que 

contenga en su interior al conjunto f 2 . El tiempo de convergencia TI del conjunto invariante r 1 al 

origen puede ser calculado con la formula (3.6). Lo anterior se ilustra en la Figura 3.1. La suma de T¡ 

;f 

lf¡ (x) ='1 

, 

Figura 3.1: Representación geométrica de la estimación del tiempo de convergencia. 
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y '/ 2 es un cstilllado del tielllpo de convergellcia del algoritmo Supcr-Twistillg COII cOllvcrgcllcia exacta. 

y ullifo['lIlc. El proccdilllicIlto para calcular el tiempo de cOllvcrgcllcia es presentado cscllciahllcllLc 

tU el siguiclltc a lgoritmo: 

• Sclccciollar las ganallcias COIIIO ell el Teorellla 3.1 y selecciollar <5 > O y ~Ii > O,i 

a propiadalllcll te. 

• Cnlclllar <'1 conjunto c:ompac:r.o E como en la P roposición 3 .3 . 

1, .. , 7 

• Eh'gir 102 > E Y calcular el nmjlllllo r 2 = {(.7:¡. :1:2) : V 2(x¡ . . 7:2) ~ é2} ' El t.ieJl lp() dE' conwrgcllcia 

de este ("onjll1l10 eompaero se cnkllln ("OTIlO 

, 

(2'CT) , 
€~ 

• Enw/lt,rar el conjunto r 1 t.al que 1"2 e r 1 .Y r 1 = {(.'l:¡ .. r,::!l V1(.'Cj,X2) :5 éd . Ellto!lcPs, pI 

tiempo de cOllvcrgcllcia de este coujullto compacto al origen puede ser calcu lado COlllO 

• La cSLilllaciólI del tielllpo de cOllvcrgcllcia esta dada por 

1'=1'1 + 12 (3 .17) 

N ota 3.4 De la ecuación (,'/. 17) es clam ver que el tiemlJU de ClJ/lvergencia 1tTlifmme esta acut(J.rlo 

pur una crHlstrml.e. ;1r1emá.~, eM.a crm.9lanl.c .90lo depende de lo.~ lmnímelm.9 del.9i.9lellw y de lus gmdo.~ 

de libo·l(J.d S y "(j . Con uTla seleccúJn (J.¡JnJ¡J!(J.d(J. de 1(J.1) ganancial) k l y k~ el tiellt¡)() de cunvergencia 

1!lIifm"11w JJuede hr¡cCI"se rn'bilmriawenle ¡¡equerrll . 

3.3. 

• 
A ná lis is del A lgori tmo Super-Twisting con convergencIa 

Exacta y U niforme con perturbaciones 

Para allalizar el caso pcrturbado sc siguc búsicamclltc la mi sma mctodología quc sc utilizó 

para el sistcma 110 pcrturbado. El sigu illcle allúlisis es retomado de (i\ Jorello 2009). Rccordando quc 

(T = @T(X) = [<b(.'C¡) ,X2J, el siSIPllla pen.url>ado (lA) p\ledp Sf'r escrilo en Iprminos df' las 1l11f'\'as 

coordCllaJas como 

(3.18) 
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dOllde 

pit.O - [ 
1 

.JJ - [; ' 
;¡: ""c>- l «) o 

o 1 [-k, 1 1 
b2 . A - -k2 O 

Si solalllclltc Ulla pcrturbaC"iólI esta presellte en el s istClIlél. la matr i,.. B toma algulla de las sigu iclltcs 

fornw~ 

Ex presar 1m; IJPr111rhil(:iones en t.érminos dp las c()orr!pnadas (, permiT.e expresar Ins ('ondi­

dones de sector del sistellla original de una llIallera sellcilla, pCJ"lniticlIdo estudiar la estahi lidad del 

sistellla perturbado él través de desigualdades IIlnlricialcs. AdcIIIÓ,S. es posilJlc outc!lcr [os sectores 

correspondientes de las jJcrturuaciollcs erl coordclIadas originales . 

3.3.1. Caracterización de las perturbaciones 

La perturbaciones consideradas eH coordclludas originales pUCJCII ser descritas cn ténllillOS 

(\(, )¡IS coorc!('J}¡ldilS (. El n,rt.o]" dp Jw ttllrhacion(,s d('] sistt,ma pn lil1> nue\·a~ coordpTlad¡¡~ t,~ t,¡¡ (\Pfinido 

como p(t, C). P¡¡ra tomar tm CIlPnt,il gr;ln pilrt(' dd tipo dp IwrtllrhilcioTles pxistente~ , lilS pert.urha­

cioncs para cl sistcma dcbcn satisfaccr las cOlldicioncs dc SCCtor. J3as{¡ndonos cn la ce. (2. (2), las 

cOlI(liciollcs dc scctor pucdcn cxprcsarc como 

- T - T Z [p,I'. () - L" ([[p,I' · () - L,,([ S o. V ~ O. V( E II! 

donde p;(t,(),i = 1.2, son las compoTlente~ pi "t,ctor p( t,(), (es pi n'elor de t,st.ado~ pn las Jl11P"as 

coordtmadas y L~ y L~ dditwTl el spctor dt, la IwrturhacióTl. 

El ohj('t.inl dI' est.e ilpilrtado PS ref!scrihir la.o; cOTldirione~ dp ~t~ctor tm forllla CllildriÍt.ica y 

mostror quc a trDxés dc pcrturhacioncs cxprcsDdDs cn las llUC\'OS coordcnDdus cs posihlc ohtcncr los 

scctorcs dc las pcrturhacioncs cn coordcnadas origina lcs. 

i\lu!tiplicall(lo ambos lados dc la dcsigualdad antcrior por - 1 y dcfinicndo csta condición 

de senO!" como w, (Pi. C) Sf' !.if'ne 

- - T - T - -2 - T T T T w,lp,. () ~ [p,(t. () - L" ( I[L,,( - p,(t. ()[ ~ -p, It. () + p,lt, O(E" (+ L,,() - L" eL ,,( ~ O 13.10) 

Dado ((UP pi product.o L~( ps un t,scalar, e~tp tprmino se puedp t,ranspoTler. Cualquipr 

mat.riz pllt,dt~ ser descomplU!st,¡¡ ('Tl Sil parte simNriCil y ilntisillld.r ic¡¡ , la pilrt(' anti~iTlu"t,ricil f!S CI'ro 

al S(,J" preTlllllt.iplicada por C· r post.Tlllllt.iplicada por (. Apro\"('c]¡ilndo est.e IwdlO, 

y diado izquierdo de la desigualdad (3.19) puede ser representado COIlIO 

][ ~ 1 ~ o (320) 
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La condición de sector de caJa perturbación puede ser represelltada a lr,wés de una matriz 

eOIl estructura cuadrá Lica; sill elllbargo, Jo que se Ilcccsita para tCller ulla ucscr ipciólI completa de 

alllbas pcrt.urlmciollcs es agrupar alllbas comliciúllcs de sector cu uua sola representación . Si se defille 

;1 w(p. () como p) (ermino (PW ilgrUp¡l ambas condiciones , Emlonces 

n.PE!scrihiEmd() w(f¡ . () en forma rlladr¡'itica 

(3.21 ) 

dOlldc 

ti) \"PJltilj,l dE' ut,ilíZilr l,lS condiciones dI' sector en t¡:'rrninos dE' las jlPrlllrbacinJl(!s lrilTlsfOf­

m¡Jd,ls NI.,() es qu!' facilit.an (m cü~rt.o sentido la oblpn!:i(m dI' una función e~ lri("t.¡¡ dI' L)'aplltlo\'.Y 

adelllás robusta . que lJIuestra la convergellcia CII t.iempo fillito para el sistellla penurbado. Ln 11(~{:ho 

illlpOrtalltc que se tiCIIC quC lomar cn cucma cs quC las pcn.urbaciollcs CII coordclladas tratlsformadas 

p(t. () necesiuln spr t.ransformlHla s a coordenadas originales p( t, x) para est lidiar SlI compor1 amipllt.o. 

Con efectos de ilust.ración se anali'/.arán sol amente casos de las condiciones de Se{:lOr don­

de la cota superior e illferior SOIl simétricas, es decir, L~ = - L'[;, lo que permite hacer algunas 

simplifioH:ionE!s, debido a que S = 0, y R = O¡L¡¡LT¡ + 02LzzLJ'2 ' 

Prime r caso c uando 11 1 = O Y /13 = 1 

La trallsforlllaciólI de coordclIadas cs (,'1" [ :1:~ sig tl (x) :1:2 ]T Y el \'cctor de pen.urba-

dOlles 

-(t . () ~ [ p, (t.x " .,,) 1 ~ [ P,([ , í!'ign (íd.(') 1 
p '2 ' J ~ • 

~PZ(t. Xl:XZ) -"= Q ' () ,1 1 (,-II/~P2(t'(1 ,,¡gl1(¡) , (z) 

Si SP cOllsidpnl qllP L;; = -L/~ = {h [Q (3 ], eon {Ji > O Y 0 ,/1 COllSlilntps mayores () igmdes ,1 O, 

rea(iz¡)lIdo las operaciolles cOlTespollJ ielltes se llega a 

Sp plledp obsemlr q\le Ipi (t, ( )I :s y;(rl' l(¡ I+f1 lc2 1), I)()r lo tilllt.O la grúficil de la pert.urbación Ipi (t ,()1 

lH'rlenerE! a l SE!(,t.or (Iue psla limitado por las CUf\'as (o ( ¡ + #(z) y - (oC¡ + fiCl) , Si o = 1 Y /1 = O, 

¡p¡(t.() I :s gd( d , en ('oordeJ};.I(j;·ls originalPs Ip¡(t,:r.) I :s ~g;j.1': d ~ , por otro ¡;'Ido, si (\ = ° y # = 1, 

Ip¡(t.OI :s gdCz )' en coordeJ}¡\d¡\s originales Ip;(L .1':)1 :s g;l :1:z l, que represpnt.¡\n ]¡\S rnndi('ionps de 

scctor para Ulla 110 lillealidad Cll su forma usual, como se Illucst.ra ell la Figura 3.2 , 



34 

p , (t, x) 

Figura 3,2: Condiciones de sector para Pi(t,X) con Q - O y (3 ~ L 

Segundo caso Super-Twisting clasico 

Cuando /11 > O Y /13 = O en el algoritmo (lA), la transformación de coordenadas es 

(T = cjJT = [ IXl11/2 sign(Xl) X 2 ]' De la Sección 3.3, y tomando las consideraciones anteriores 

Entonces suponiendo que L¡; = -L¡; = 9i [a 13] y 9' > O, la condición de sector 

queda definida por la desigualdad (3,22), Estas condiciones de secior en coordenadas originales 

considerando i = 1,2, son 

Ipl (t, x) I s: 91 (a:IX111/2 + 13lx,l) 

Ip,(t, x)1 s: 'lf(a + (3IJ~;~,) 

Para i = 1, cuando a = 1 Y 13 = O, Ip¡(t,x)1 s: 91Ix¡ll/2, el sector donde vive ésta no 

linealidad esta limitado por las curvas 911x¡llj2 sign(x¡) y -911xl11j2 sign(xl)' Considerando i = 2, 

a = 1 Y (3 = O, Ip2(t,x)1 s: 'lf, por lo tanto P2(t,X) esta acotada como se muestra en la Figura 3,3, 

Figura 3,3: Condiciones de sector para P2(t, x) con a: = 1 Y (3 = 0, 



35 

Tercer caso, cuando jJ'l = 1 Y jJ'3 > O 

La transformación esta dada por (T = Ij;T = [ IXl11/2 sign(x¡) + ¡l31x113/2 sign(x¡) X2 l, 
y el vector de perturbaciones en las llueVas coordenadas puede expresarse como 

De manera similar considerando Lft = - LJ; = 9i [a {3] y gi > 0, la condición de sector 

en las nuevas coordenadas esta definida por la desigualdad (3.22). En coordenadas originales las 

condiciones de sector para i = 1, 2 son 

Ip¡(t,x)1 <:; g¡n(lxII1/2 + p'3Ix¡I'/2) + g¡¡3lx21) 

Ip2(t,.x)1 <:; 92Q(~ + 2P'3IX¡1 + p·nxlI2) + 92¡3(21~~;Lj + ~P31·X21'/2Ix21) 

Nuevamente para i = 1,0" = 1 Y ¡3 = 0, la perturbación PI(t,X) esta contenida en el sector 

limitado por las curvas 9¡ (lx¡I ' /2 + 1'3Ix¡13/2) sign(x¡) y -9¡ (lx¡I ' /2 + 1'3Ix¡13/2) sign(x¡). Además, 

si i = 2,0" = 1 y,6 = O, la perturbación P2(t,X) pertenece al sector limitado por ilf + (21'31x11 + 
1'51xl12) sign(.x¡) y -Uf + (2I'sl·X11 + l'§l.xl I2) SiI',11(.X1), P2 (t, .x) esta acotado por Uf cerca del origen 

y crece aproximadamente de manera cuadrática como se muestra en la Figura 3.4. 

Expresar las perturbaciones en las nuevas coordenadas facilita el estudio de estabilidad y 

robustez elel sistema original cuando se presentan dichas perturbaciones. Además, se pueden obtener 

los sectores correspondientes en coordenadas originales, aun cuando algunos de estos sectores difieren 

de la definición original de sector (ya que no pasan por el origen), permiten tener cotas de las 

perturbaciones y considerar perturbaciones que no se desvanecen en el origen. 

Figura 3.4: Condiciones de sector para P2(t,X) con O" = 1 Y jj = O. 

3.3.2. Análisis de Estabilidad en presencia de perturbaciones 

Básicamente se consideran dos tipos de análisis, nno para probar convergencia en tiempo 

finito y otro para probar convergencia uniforme de las trayectorias del sistema. En esta sección, se 
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Jemuestnl que las dos fundones de Lyapullo\' propuesUl s para el sist.ema /lO Jwrt.urbado, represent.;lll 

b ien ,,] comport,llnipllto (\PI SiS!."!lI'¡ C1I,Illdo hay ]){'rtllrbaciones prpspntes. 

3.3.3. Convergencia en tie mpo finito 

Gil (r-, lorcllo 2009 ) se propone ulla función est.ricta de Lyapullo\" para anali?ar el algoritlllo 

Supcr-T'wistiug GCllcrali7,ado , cuando se prcscmall cieno tipO de perturbaciones . La estructura del 

algoritlllo Supcr-T\\-ist ing COII convergencia cxactn r uniforme permite utilizar la misma fUIICiólI 

est ricta de Lya pullo\" para analizar la cOIl\'crgcneia CII tiempo finito del sistema perturbado ( 1.'1 ). Si 

se cOllsidcra el sistema perturbado ex presado el l el \"cetor ( y la siguiente fU Ilción de Lyapullo\" 

T V,(x) ~ ( P ( (3.23) 

se puede probar la cOIl\"Crgcncia cn tiClllpo finito dd sistcllIa (3.18). Dcri\'ando la función (3.23) a lo 

lar).\"o dc las traycctorias dc (3.18) sc ticuc que 

-,.1 _ , + 3 l .. 11/ '1 como .... , - PI ~ :¡P:¡ XI 

. ¡'le)" I/? (P} . :3 1"2 ).Y? (P) . 
V (x) < _ 'l ' 1111" V I/2(r) _ _ 1' , Ir 1' / 2V (T) < _ 'le """ VI /~(T) 
1"' - 2 l' 2.1 .. 1 1· - 2 l' 

PB 

O ][ ~ 1 

(3.24) 

El sist.e¡na (1.4) es rolmst.o ilntp I)('rturbaciow~s p¡(t .. r.) y P2(t,:r) CplP saÜsfacPTl las condici()]!ps de 

spcj()r w(p, (). Ad(~¡n ¡¡s SI' pm~d(~ obt.ellpr P = p T > O !lile garaTlt.iza !lile la función (3.23) es Ulla 

fuuc ió!! cstricta dc Lyapuno\', asegurando la cstabilidad Cll tiClllpo fillito del sistellla a pesar de 

pcrturbaciones. sí la dcsigualdad matricial (3.2,)) se satisface dadas ciertas ganancias k( y 1.:2 , Para 

estc caso, El cs un grado de libertad quc se elTlplea para lograr sa tisfaccr la desigualdad matricial 

[ 

AT P + P A + !P + n 
nTp + s 

PB + ST 1 
- 0 

< O (3.20) 

En forllla equ i\"ulcutc, se pucdc garanti%ur la cstabilidad robusta dc (1.4), rcsoh"icudo la sigu icutc 

Dcsigualdad Al!!;chraica dc Biccati (DA B) 

(3.26) 
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que se oblicue al usar el COlllp[clllcnto de Shur (l'owyak 2007) en la desigua ldad matricia l (3.25). 

Las desigualdades (3.2G) y (3.20) son cqui,"a1cutcs. La dcsigtwldad (3.24) pCrluiLC est illlar ulla cota. 

del tiempo de com"crgcllcia, por lo taulO las t rayectorias del sistema ( l A) CQm"crgCIl a l or igen en UIl 

tiempo !Ilellor a 'j'I (que depende de la condición ¡uicial J:o ), donde 

(3.27) 

3 .3.4. Diseño para garant izar convergencia en t ie mpo finito e n presencia 

d e p er t urba cio nes 

Para calcular la función estricta de Lyaputlo," que garant.iza la cOll vergencia en tiem po 

fin ito del algorit.mo Supcr-Twistillg con cOII\'crgcllcia exacta y uniforme clHwdo se t iCllell prCSClltCS 

p('rt llrhaciones ql1P ("limpien con la ("ondid6n rlp Sel"!.Ol" , e~ ne("f'!sario COrl()("er est.as l)(' r t llrhadones y b s 

cOllstalltes 1..: 1 y kz. Si se ellcuentra P = pT > Ü que satisfaga la Desigualdad ~ Ia tricia l Lilleal (3.25) o 

la lJesigua lJaJ Algebraica de H.iccati (3.2G ), se garantiíla que la fUllóóll (3.23) cs ulla fUllóóll est.r icta. 

de Lyapullo,· y además, que el algorit.mo presellta la caract.eríst.ica de teller esta bilidad robust.a COII 

com·ergencia CII t.iempo fillito. Sill embargo, ulla característica de las Desigualdades .\ latriciales es que 

pueden ser resueltas para casos donde se presentan ,·orias lIlatrices COII parámetros desconocidos, de 

Itee lto, se pueden resolver a t.rm·és de olgori tlllos de optimi7,aciólI tomondo en cuenta las restricciones 

correspond ielltes, 

La importallcia de los resu ltados ollteriores radi co ell el diseiio del algorit.mo Super-Twistillg 

CO[I cOII\'ergellcia exacta y ulliforl!le, es decir , enCOllt rar las COllstalltes k l y 1..:2 cuau do se cOllocen las 

pertu rbaóoll es que afectau al SiStClllél. Si estas constalltes existell, elltollces se puede garantiílar la. 

estabilidad robusta y en tiempo fi nito del algoritmo. Por el otro lado, es posible estimar el tielll po 

de cOll vergellcia. 

Métod o d e diseño 

COlIsiderando que la mat.rü" que im'olucra las COlIsta lltes de diseiio puede descomponerse 

de la siguiellte fOI"lIl<L 

A ~ [ -k
1 

] = Ao - !{Co 
-k2 Ü 

(3.28) 

donde 

sustituyendo (3.28) ell la desigualdad matricial (3,25) y desalTollallllo cada tillO de los productos, se 

llego al sigu iente resu ltado 

[ 

AZ'P + PAo - CJ' I<J' - I<oCo + f. P + a 
BT [l + s ] ::; o , J<o= PJ< (3 29) 



38 

El prohil' lllil SP reduce a ellcont,rar una mat,r iz posit.i\"it definida y si métrica l' = I'T > 0, 

CúIlSt;) IlLCS positivas (ji > 0, con i = 1,2, E > O y la mall'i7, d c gUIl<tllcias K , dc tal manera que la 

dcsi!!;tlrtldad üllLcrior se s;)L i sfa~a . Rcclllpla7.ar EP por f'.J 110 afecta la solubilidad de (3.29). En fo rllla 

cql¡[\"a1clltc, existe Ulla matriz positinl defin ida y simétrica P = pT > 0, ulla matriz diagollal El ,:::.: O, 

ulla constante f > O r ulla matriz dc ganancias J{, Lal que 

(3.30) 

sea satisfecha. 

Caso p artic ul a r con solo una p erturbac ión 

Esta sección solo presenta UIl resu ltado prC\")O de (\lOI"CIlO 2009) cuando se considera una 

sola pcrlu rbaciólI. La sol ución se abonla desde dos cri terios que parecen JifcrClltcs pero que CtI 

rea lidad C51<111 cOllcctados. I:J s istClllél considerado es el siguiclI tc 

Xl = - k l 1>¡ (.r ¡ ) + 1:z 

X2 = - k202(·r¡) + P2(t.X) 
(3. 31) 

Sp supone q ue la pPrTl1rhación pz(t,x) est.a uniformemenlp a("mada, es ([pcir , q ue para todo par (t,x) 

SI' salisfan' Ip2(t,x) l :5 p(~ + 2/1 :¡ lx d + 11~ lx d 2). Es necesario tnmsformar la IWrlmha("ióll pz(t,x) a 

h(t,(), de la Sen:ión 3.3.1, sp sal)\' CjllP IPz(t,() I :S; p l(t l, es (iPcir la rondición de spclor p,lra esta 

l)Prtmh,lcióll queda detpnninada por wz(h() = -~(t, () + p~(r ;::- O. Par,l oht.elwr las ganancias 

eorrespolldielltes se llceesita haecr uso dc la dcsi¡¡;tmldad lllatricia l (3.29). EII cste taso (-) es Ull estala r 

y sill pcrdida dc gcncra lidad pucdc cstableecrse como 

donde 

[

Al' P + PAo - CÓ[(Ó - [(oCo + €P + p2C T C 

BTp 
PB 1 <O 
- 1 -

(3.32) 

Par,l oht.elwr las matrices corn'spond ientps P ,Il , y 1,1 const,mt.e (. se pue(k US,lr 1'[ LAI J 'j'nn [­

box dc M(J.tlab. 1 ' ara resol vcr la desi¡.o;ua ldad (3.32), es llceesario esta bletcr las si¡.o;u iclltcs rCSlritciOllCS: 

P > 0, U > O, € > O. () expresada tomo Ulla lJcsigualdad All!;cbnlita dc Hiteati (A lU) 

T CT T e ·'cTc T AoP + PAo - o [{o - [(o o+ €P + p- + PBB P :S; O (3.33) 

y las ganancias sc obticllCIl dc f( = p - 1 [{o. Por o tro lado, dcsdc el punto dc vista dcl domillio dc la 

[rccucll cia, usando el critcrio del circulo, y rccordando quC A = Ao - [(Co. la desigua ldad Illatricia l 

Ellcal (3.32) pucdc rcscc ribrisc C0ll10 

[ 

ATp + PA + €P + pzCTC 

/frp 
PB 1 
-1 

o; O (334) 
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.r SP sat,isfllre si y solo si el diagrama de i\yq\lisl, dp la fundún dp transferencia G(,~) = C(,~/ -A)-I!J 

esta cOlltcuida dClllro de 1I11 circulo de radio 6, CClltradú eH el origcu, es decir, que el Diagrama de 

i\yquist. eSl.,lr{¡ cont.ellido dpnt,ro dp! círculo s i 

La fundón de transferenóa es 

, 
nli1x lG (jw )l < -

w p 

, 
G ( '1 ~ ---:--,--'---,--,­

!,; + k¡s + k'l 
P:lnl f:u"iliulf los c:{lku!os SI' Toma pI ("\ladrado r!p la magnitud r!p lG(jw) 1, de pSTa m:uwr:L 

IG(jwll' ~ (A ')~ (A l' "2 - w + "JW 

(3 ,35) 

Para rO!loC{-' l" los m{¡XinlOS dp IG(jw) I ~ , Sp !"pquipl"(' deri\"ilf dos n~res Ja exprpsión illllprior 

COIl respecto ¡t w, la primera derivada dice que Pllllto puede ser UIl máximo O UIl mínimo. La segu nda 

dcriyuJa determina el máximo O Illíuimo de la fUllclón. La primera dcrinlda es 

d . '2 w(w2 - /,;'}. + ~I;n 
-/ IG(Jwl l ~ - "[(")" (k 1" [" (W ~·'1.-W~ ~ + '¡W ~~ 

Por lo tanto. hay dos pUlIlOS flUC pucdcn scr máximos (o mínimos). 11110 cn WI = O Y OtrO CII 

w~ = k 2 - ~k( La s('g\lnda d('ri\-ada con res!wcto a w' es 

J2 .:2 2(3w:2,q + 2(w·2 - k2 ):2(5w:2 + k2 ) + kW.lw4 - k2 (12w· 2 + k2 ))) 

-1 , [G(]wll ~ [ '1' + (2 k 1' [' (W W ¡ W'2 . 

para calc:ular los IlllÍximos de IG(jw)12 ('s necesario (PI(, la segunda d('ri\"llda \"Illuada en W¡ .Y Wz sea 

mCllor a I.:crQ. 

Para garantizar quc CStOS ]HllIlOS son máximos 

La condición necesaria para fllJe exista un miÍximo en W:2 = k2 - ~k; PS qlH' la desigualdad 

k? - 2k:2 < ° () dp fonn,l pqui\',llpnt,e "2 - kI/2 > O. P,lra que ('xiSl. ,1 un m(I:-:imo en W = ° SI' dphe 

cumplir quc - (k; - 2k2 ) < 0, O dc igual mancra quc k'2 - ~kf < O. ElIlonces 

si 

si 

l3asados en el análisis amerior, cx iSlcn dos forlllas de selccciollar las ganancias 1.'1 > ° y 

k'2 > 0, que garantizan la cOII\'crgcncia exacta del sistema (3 .:H) antc pcrturuacioncs acotadas. 



k' 
1. Cuando k2 - 7- < O 

De la desigualdad (3.35) se observa que 

Se debe elegir k2 > p y k¡ > 2k2. 

k 2 

2. Cuando k2 - 7 > O 

máXw,IG(jWIW 

1 
P 2 

De la desigualdad (3.35) se observa que 

máXw,IG(jW2)1 2 

1 
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< 1 pz 
1 pz < 

< 1 
pz 
1 pz < 

Elegir la ganancias de tal forma que k¡(k2 - ~) > p2 Y 2k2 > k¡ se satisfagan simultaneamente. 

'2 

Pr-~------------------

-fL'------------ k¡ 

Figura 3.5: Región admisible de ganancias: condición 1 (verde) y condición 2 (rojo). 

Nota 3.5 También se asegura la convergencia exacta del sistema (3.31) si las ganancias satisfacen 

las restricciones k, > p y k¡ = 2k,. 

Nota 3.6 En (Levant 1998) y (Dávila, Pridman, y Levant 2005) se proponen dos formas de elegir 

las ganancias que garantizan la convergencia de un díferencíador V un observador basados en el 

algodtmo Supel'-Twístíng cuando apurecen lér-mín08 desconocúlo8 pero acotados en X2, OUUdTO 3.1. 

La regi6n de ganancias encontrada en el análisis previo contiene en su interior a las ganancias 

propuestas en (Levant 1998) y (Dávila, Pridman, y Levant 2005), Figura 3.6. 
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Cuadro 3.1: Tabla de ganancias. 

Autor Ganancias 
Considerando ex - k2/2 
,\ = k1 Y e = f+ = p/2 

Levant 
a ;> e k, > P 
,\' 4C a ±c: k? 4 2k;¡±c > a-e > P2k,-p 

a > r k, > P 
Dávila ,\ > 4CO:±c ~(a+f+)(l+P) k' > (2k2-1-P)2 

n-e o: f+ (1 p) , I 2k~ p , 
ü<p<l p=ü 

\ 
¡ l 

Figura 3.6: Ganancias que aseguran la convergencia de algoritmo Super-Twisting: criterio del círculo 
(verde), condiciones de Levant (líneas azules) y condiciones de Dávila (líneas rojas). 

Nota 3.7 Hay dos posibles formas de seleccionar las gana.ncias k , > O Y k, > O pa.ra que el algoritmo 

Super- Twisting con conveTgenda exacta y nnifonne pueda converger al odgen a pesar de pedw-bado­

nes, si estas satisfacen Ip,(t, x) I <:; p( ~ + 2¡.dxII + /.1§lxrl 2
). Los resnltados anteriores son válidos si 

se presentan perturbaciones acotadas por nna constante en el sistema (3.31), es decir, Ip2(t,x)1 <:; ~. 

El aná.lisis anterior permite establecer la siguiente proposición 

Proposición 3.4 Existe una matriz simétrica positiva definida P = pT > Ü y < > ü que satisfacen 

la designaldad matrieial (3.34) enando Ip2(t,x)1 <:; p(~ + 2/.131xll + /.1§lxrl 2), si las ganancias se 

seleccionan 

• o k1 Y k, de tal forma que ambas designaldades k? (k, - ~ kf) > p2 Y 2k, > k¡ se satisfagan 

si'rrt'ul¿ú'ftemTten¿e, 

y la jnnción VI (x) = (T P( es nna jnnción estricta de Lyapunov qne garantiza convergencia exacta 

del sistema (3.31), y el tiempo de convergencia T, de las trayectorias del sistema al origen esta 

acotado por 
4 1/' 

1/2 V¡ (XD) 
<'\mini P } 

(3.36) 
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donde Xo e8 la condición inidal de la tmyed.ori ll. 

• 
3.3.5. Convergencia uniforme 

Al igual que ell el caso sill perturbacio1lcs. la dcri,"ada (3 .21) de la función estricta de 

LyajHIIlO'" (3 .23) uo perlllite concluir uada aceren de la propiedad de com"crgcllcia UlliforTllC (COIl 

respecto a la cülldicióu inicial) que posee el sistema (1.4). Usando la fUIlCióll de LyajHIIlO'" (3 .9) se 

puede probar que el sistema (3.3 [) sigue prCsclltalldo com"cr¡.o;cllcia uniforme a lit! conjullto compacto 

a pesar de pcrlllrbac:iollcs. 

Caso IlUrtic ular eon llerl.urllUc ión <.u ;oLudn por unu eOTls tuntc 

Para allalizar la cOIl\"cr¡.o;cllcia UllifonllC del sistema (3 .31 ) se usa la fUllcióll dc Lyapullov 

(3 .9) . Cnica mcllLc se cOllsidera el caso de perturbación acotada por Ulla COtlstalltc. 

Pr0l'0s ici6n 3.5 l,a función continúa (,1.9) es 'Ulta función estricta de l.yapunov para el sisll~-

11Ia (:1..11). Ademús, el sistema (.1 .. 11) es uniforlllelllente convcrgcnte si fu pertw'úw;iún satisface 

IPz(t,.7:) I ::::; q y clliempo de r;onvel:qenóu uniforme estu druJo pOI' (3.1 ,'1), donde Cz = mfix{ /33, /3.¡} y 

4.' !"! (JJ = Uf1ik:,n¡; + U¡:r¡¡; 

:2 ~ - :.1 f1~ 2 - :.1 ,p 
f14 = U/1ikn.~ + -:¡ 6k2 + UfY'!;' + ¡) 2" ' 

• 
Demostración. Tomando la rleritmria de \/2 (.'1:) a lo 1r:t1:qo de la.~ tra!lectoria.~ riel .~ütema (3.31) .~e 

tieUl~ que 

\12 (:r) = - k¡siLz 1.7: ¡j2 O¡ (:r ¡) sign (.7:¡) + siLz 1.7: ¡j2 sign (X¡).7:2 + k¡ d! ¡ (:r¡) IX2 11 sign (X2) -Ixz lt + 

+ ~k21>~ (xd XI IX2 1 ~ - ók21>2 (xd X2 - ~P2(t, XI: X2)XI IX21 ~ + SpAt, XI. :/;:..»X:..> 

= - kl Sk2/1 1 Ixd ~ + kl/l l Ixd:!- ~ igll (X,) Ix:..> I ~ sigll (X:..» + ~llik2 l x d IX21 ~ + ~k:..>f11112Xi IX21 ~ + 

/'1., . () 2', ,'() 1 l' '( ) - "2[J '"}Slgll XI X2 - Ó '2j.!IP2XI:C2 + J"P"2 t. XI . X2 J:I X'l ~ + ÓP2 t,:tl ,J:2 X'~ 

- _ 7 _ ~ ~ 4 _.\ 1 "-

- 8k1k:..> IXII" + k l Ixd ~ Sigll (x¡) I X2 1 ~ Sigll (.1"2) + J""2 Ixd' IX21 ~ - lx21~ 

usando las sig'ltie1lle~' de¡;iguultüI(Ü~¡; que ¡;(~ del'ivu1/, de la de¡;iyualdad d6"Jim de YouTly (vn" Apé¡¡dÍl:(~ 

A) 

, , ~I ~) ~ ~I; q , 5 
I·ed "" l :e2 1 ~ ::; - Ix d ~ + - 1:e215 p= 5 , q = - V'""/4 > O 

p q , 
, ~IJ , ~-q J 

I·' '¡ 1·',1,' lo 1 l' lo 1 1 q = 3 . v...,¡; > O ::; - .e l 2 + -- .e2 J! =-
p q 2 



5 
. P=4"' q=5. "116 > 0 

& 
p= -2· 

5 q=:¡, v'", 7 >0 , 

Definiendo /(j.~ .~i9I1icnf,r..~ con.~t(jnf,r..~ 

¡AL tlr.df/fula V2(T) llUctLr. ,~CI' escrita en 1.él7nino.i de ln 1i01'11W homogénea como 

. ¡;,.l 
V, ("),; - C. llxlll., + ~,II"III., + C, II"III., 

donde 

el = mín {n¡.o:.d 

('2 = mllx {riJ,{ld 

ReeIJ'clibic1Ido la desigualdfld (:J..'J7) 

V2 (.c) 5 - ~1 x ,'¡,p - ~1 1 L 'j." + o.lllxl\!,p + C2 I1 xll'.p 

:s (~I I'x}1' - (;1 I :r. l." ( TII ;.,. - 2 ~~ IITllr.p - 2~~) 

,13 

(3.37) 
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ne.~oh;ienrl(J como 1/.11(1 eetu¡(;ión Cltadrtil.ir:a, .~e establece l/ti e pam sati.~far;er l(~ rlesig1Jaldn¡j se debe 

(;umpli1 - (rue 

( ~2 + 
C, 

Entonces 

(3 .38) 

(
fJ' 

f. = el + 

Se ¡nu:de wnduir que las $o{-¡u.;io1leli del sistema (,'/.31) ¡;()1IVcfyen a '1m conjunto tulllJ)(J.ctO, De la 

desigualdad (S . JO) , se ¡mede escl1b;r (,'1..18) ¡;()1IH) 

(3.39) 

donde r( = {XIV2(X) 2: C:¡f.3} y se ¡nl,elie e.~I.ima1· d tiemlJO de c01we1:qcnr:ia al mnjnnl.o compacto 

e = C:¡f.3. Del principio de comlJ1lmeión (lfhalil 2002) , ji (t.) :::; tJ Ul ctJando V (xol ::; tlo. Enl.once.~ . 

la solw~ión de la eel/(l(!ión diferencial cslr¡ dada 1'01' 

el t 1 ( )-' 
1If(t) = (2C1)~ 12 + 113 

donde Vf es la ultima cot(J. de la twyed01'Ía . Del (J.1láliús p"cvio vf = E, Y 

(" ) _ 12(2C'¡ ! (~ _ ~) t _.110 - e l! 
I EU v3 

'J'ofl¡rmlio el Limite eurmrlo tri eondir:i6n inieial I.úmrle a infinito 

se ml/,es/.m qlLe l.odu8 lU8 trayectoria8 que r:omienzrm en infinito llegan (1 r, en l.iemJlo awl.wio . 

• 
Nota :~.8 Se pll,ede obsr:nJ(L1" qll e la /01"1I1II[rl pam r:"~lim(L1" el (!onjlml,o wmpado gll,m"drl [rl mi,m¡a 

c~' lnl(:t1Lm quc la cnconlmda en el análisis del úslcma ~"i1l PCI'lul'bacion etJ, ~' O[(J que aho,-a dcpc1lde 

de la col,a de la perlll,rbacion p:.!( t.:r )" 

• 
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T eore m a 3 .2 J,:.'I sistema (:1..11) es exacta y unifor"memenle converyent e si se seleccirman 

• ri 1.:1 ?J 1.:2 son sr,leccion(l(l(L.~ tal fJ lW amba.~ dr,si.qltaldade.~ 1.:;(1.:'2 - tl.:f) > p'2 11 21.:'2 > 1.:; .~e 

sali·~fagan. 

• 
D e m ostració n . La fUllcioll de L yapu llov !J1'cscntada e1l la pmpo!:!icirin (.1. 4) garalltiza la 

convergcncia cxacta dc la!:! tmycctrwia!:! del si!:!lcTlta (,1.,11) . La propoúcioll (,1.5) garantiza qllC el 

!:!i!:!tema (.1.,11) cOllvcrye u ll ijrwlllcmentc cuando la!:! per-lllrbar.;ioftc!:! acotada!:! 1J()1' una coTt!:!tantc SOIl 

co¡¡,~ideradas en la dinámica del si.~ienll~. Ambas llrrJposicúmes gr~ran/,izan que el wistema 1lert1Jrbado 

(.1 .. 1/ ) convelye exacta y lLniformemente al O1-igen. Además, los tieutlJOs de convergencia de todas las 

/.myccllJ1;'a.~ del .~Í8tcma u[ origen e8/.án (lcotado.~ 1)(J)' una con.~tan/. e que no dr,pr,nde de las condiciones 

inicialcs. 

• 
3.3.6. Estimació n del T ie mpo de C onvergeneia eon per t urbació n aeotad a 

El al!!;oritttlo para cstimar ticmpo dc cOll\'crgcllcia del sistCttla pcrturuado (3 .31) , cs idélltico 

alllloSLrado Cll la SCCclÓII (3.2 .<1) . 

• Selcceiollar las g<tll<tllcias como CII el tcorCllla (3.2) y selcecioll<tr 5 > O y '/i > O.eoll i = 1, ... 7, 

apropiadalllcl ltc. 

• Calcu lar el cOlljullto compacto ¿ como Cl! la proposieiólI (3.5). 

• El~gir E"2 > E" .Y c:aklllar ~l mnjllnto r 2 = {(X I, .r2) 

cOllvergellcia de este COlljUlltO compacto se ca lcula como 

• Encont.rar Id conjunto r 1 tal qllf' r'2 e r 1 .Y r 1 = {(.1: ¡ .. 'I:'2) \!¡(.1: ¡,X2) ::; sIl . Ent.oJ}o>:-i,!'] 

tiempo de cOllvergellcia de este cOlljullto compacto al origell puede ser calcu lado como 

• La estimacióll del tiempo de cOllvergencia esta dada por 

1' = '1'1 + 12 (3 .'!0) 
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Capítulo 4 

Aplicación a Observación y 

Diferenciación 

4.1. Introducción 

La diferendadóll PIl tiempo real es un problema \-iejo e importante. Para control los dife­

rCllc iadorcs SOl! <llllpliaIT ICl ltC' u t il izados: 50[1 Ulla parte ill lport<lll tC' de los COl ltrolaJorcs P I D cJó.sicos; 

gelleralmente, SOIl parte esellcial ell el COIlLrol por retroalimentación de salida de sistema 110 li!leales 

(Atassi y Khalil 2000; LC\"alll 2003 ): o SOIl lIsados como ouscn-adorcs . El principal reto el! el discflo 

del diferenciador es mlllltCIl(T tanto la exactitud ('omo la robustc?' allle el ruido (LCV<l ll t 1998; Lcvant 

2003) . En sistemas lineales , la aproximación de la funciÓll de transferencia en ulla banda de frecucll­

cia ha si do C'xtc llsalll C' lIlC usada ( flabillcr y Stciglitz 1970: KUlIlar y Roy 1988) . Los ouscrvadorcs 

dc alta ganancia tamuiéll han sido muy uti li r,ados como diferCllciadores en ticmpo real. y apli cados 

al control por ret.roa limClltaciólI dc sa lida , dando algunos resu ltados de separación en esquemas de 

control no lineal (At.assi y Khalil 2000; I\haliI2002)" lna limijación nI' ouser\"lldoresj niferendanores 

li rwalps y sua\"ps es que son pxactos para \Ina dasl' !lIuy pec!1H'ña de sl'ñaks y S \lS propiedades de 

aproximaciólI para ulla clase amplia de seriales es razonablcmente bucna solamente cuando se usan 

ganancias muy grandes" .~o obst.antc, cn estc caso, la scnsibilidad al ruido cs fuertcmentc amplificada. 

y la prescncia dcl cfecto pico detcriora aún más su dcsem pcfro (Awssi y ]{hali l 2000; I{hali l 2002 )" 

Por ot.ro lado, los obsen"adores exactos por modos desli7.tllltes presentan la característ ica 

dc rcchar,ar per turbacioncs y rcspondcr ell forma rouusta antc algunos tipos de incertidumbres del 

modelo d!'1 sisj!'nw d!'hido a qul' presentan Hna iny('("d(m de s:llida a t,rm"ús de un j('rmino discont illuo" 

El diseiio dc los ouservadores cxactos se reducc a garantl;,ar quc el \"cctor dc crl"Or de estimación de 

los cstados permanczca Cll una trayectoria dada por el CITar ccro (Osario 2009)" En particular , se ha 

most rado quc el algori t.mo del Supcr-l \\"ist.in!!; sc adapta muy uien como difercnciador (Le\"an t. 1998; 

Le\"an L 2003) ya que ofrcce la mejor COII\"crgcncia posi ble cn prescncia dc ruidos acotaJos mcdiblc!:> 
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en el SCllLiJo oc Lc\)csi-\uC, cualldo la segullda derivada oc la sciíal uase (Jcscollocidn) es acotada 

(Lc\"alll 2003). Esta clase de difcrCllciadorcs ha sido lIsada para constru ir obscn"adorcs exactos y 

robustos eOIl com"crgcllcia en tiempo fiHito (D¡íyila, Fridm<l.u, .Y LcnlllL 2000; Floqucl y Oarbot 2007; 

Ucjarallo, Fridlllall, y l'ozllyak 2007). La cOll\"crgcllcia ell tiempo HlliLO es Ulla propiedad crucial 

empIcada en la cstilllaciótl de cstodos cu sistema híbridos, O para propiedades de scparaciólI de 

sistemas no lineales. 

El prillcipal inconveniente de todos los resultados previos es que el tiempo de convergellcia 

df! estos ohspn'ildores j difpl"('neiaJoff's t,jpnde ¡¡ infinito cuando la llormll ue la c:ondición inicial en'!c(' 

s ill cota. Esto sigllitica, que ¡XIXa sistcmas híbridos 110 sc pucdc garantizar quc el cstimador brilldc 

el valor cxacto dc los cstados Clltrc cada cOlltllutaciólI (modo dc opcracióll), si la cota para las 

cOlldiciollCS illiciales 110 cs cOllocida a priori" O para COlltrol por rCtroalittlClltacióll dc salida basado 

CII un obscrvador dc cstados sigllifica quc no sc pucdc ascgurar quc el obscrvador convclja antes dc 

qll(, las ( , rayl,ct.ori;l~ dI' f;1 planl;1 SP psc;llwn ;1 infinit.o, si una CO!.;,1 dI' las condiciones iniciales no 

es dada a pri(lri. Est.o mot.iva fa importancia dI' (pner o]lserwlr!ores! difereneiadores qllp conveJjan 

cxacta y robustél ttlclltC cn ticmpo finito, con t icmpo dc cOlI\'crgcncia indcpcndicntc dc las condicioncs 

illicialcs" 

El objpt,inl dI' est.e C:ilpit,ulo PS dispiíar un diferpIlCiadof de primer on!pn y un observador pilfa 

sistcmas mccállicos, quc adcmás dc tcncr la caractcrística dc cOllvcrgcllcia cxacta y CII ticmpo fin ito 

dc la cstimación, el difcrcnciador y obscJ'\'ador propucstos prCSClltan la propicdad dc cOllvcrgcllcia 

llniforllw rOIl n ,sperto a las condiciolll's illiciales , es dt'cir, qlH' ,,1 error di, difenmriaci(llI ! obsen',Ki(1lI 

alcam"a exacta y rohusta mentc el origclI CII uu tiempo dc com'crgcncia que esta uniformementc 

;u;olada par;,1 t.od;l~ las condiciorws inici;¡]ps dd difert'llci;ldor! ohservador. Por lo qllt' ];1 rOIl\'I,rglmri;L 

pxacla de amhos se akiln~n pn un t.ipmpo prefijado, indppendienlpllwnt.e dp In condidtm iniein!. 

4.2. Diferenciador de primer orden 

En csta sccción sc proponc UII difcrCllciador dc prÍlllcr ordcn basado cn el algori t mo Supcr­

T\\-istillg con COl l\"Crgcllcia cxacta y ulliformc, el Difcrcnciador Robusto ExacLO y Uniformc (OHEe). 

El difcrcnciador dc Lc\"ant hrinda cOlI\'crgcncia cxacta y Cll ticmpo finito a la dcrivada dc la scilal dc 

cntrada, cuando la dcri\'ada cs LipscJ¡it7 .. Sin cmbargo, el ticmpo dc COll\"crgcllcia crccc sin cota con 

la norma dp las condiciones inidnles en pI difprpnclador. El OREU inclu)'p t.érminos dp alto orden , 

los cuafcs provCCll cOll\"crgcllcia uniformc con rcspccto a las condiciOllCs iniciales, tal quc el OH EU 

COII\'crgc ulliforlncmClltc y adcmás, cxactamcntc a la dcri\'ada dc la sellal dc cntrada Cll ticmpo fin ito, 

yel ticmpo dc convcrgcncia cs indcpclldiclltc dc fas condiciOllcs illicialcs. Ef ticmpo dc cOllvcrgcllcia 

pucdc scr ajustado con las ganancias dcl difcrcnciador. 

Considl,re (¡lit' la sl'jíal f(t) qlH' elltra al dif"n~ll(" i¡Hlor (o (¡lit' SI, (¡lIil,re difpn'nciar) es Ulla 

funrión ddinida 1m el in1.P1T;tlo [0,(0). La fUllcitlll f(t) sp asullle quP ps una fUIlCi(1Il IllEytiJ¡h, PIl el 

sent.ido ck Lehesgup y se ddinp COTllO f(t) = fo(t) + 7i(t) . El priTllpr !.pnnino ck la seii.al consiste 
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1m una fundón basf' Jn(t) (¡Uf' f'S desconocida y que (,ipne una c1eri\"(lda mil constant.e de Lipschit", 

p > Ü, la cual SE' supone conocida. El St,gullc!o (t,rmino rorn,sponrlt; al ruido 1J(t) CpU' apan;("e tm 

la st;llal bastó fo (t), el cual para p) iln¡,ilisis SE' ("O!lsi({(,l"a ({(,sconorido, ¡wro q\H; PUP({(, SPl" ¡u;o1ado 

por ulla constante . Cu,lndo SE; hacPIl Ilwdirioncs discfE;t;IS d e lil :-wi'ial dE; ('nl,rada f(i), el proceso de 

discrcti""lción wmhiéll puede ser interpretado como UIlO clase ruido que afecta a In sello l de entradu. 

Considerando ql1P el ru ido esta al1senlP en la spñal ql1P en tra al d ift'rpnr:iador , y defl ni en do 

<;o = fo(t) .Y (1 = .io(t) como las 1l11PyaS nlriahles, SP ]1 IJe rlP 1,e/lPf la siguipll1.e rpprpsPlllllción en <'1 

espacio de estados df' );1 señal l()(t) 

.fu = <;"\ j 

(1 = Jo, 
(4. 1 ) 

Par;1 difenmriar 1;1 sd iill basp fo(t), la cual PS dpsr()]locida , SP puedp cOllsiderar la siguient.e t~c11arió11 

auxiliar 

.r - io 

donde io es la spñal dp salida cpU' SP oblpndrú dtd difenmriador propuesto, El objPl.i\"() principal 

es dispñ;lr llll difenmriador cpU' de una esün¡¡¡r ión robus1i1 de .io(t) uS;lndo sol;lnwnt.E~ IJltxliciones 

continuas dt~ la sei'ial fo(t), (PW SP lr;lduce (pU! el PITor de psliJllaci(lll ellln~ la sei'ial basp y S11 dpri\';Hla 

y la salidas del difcrcuciador \'an a cOll\'crgcr cxacto ~. ulliformcmcntc, por lo tanto el t icm po dc 

COII\'crgcncia cs uniformc con rcspccto a las con dicioncs iniciales . 

Considcrando quc 110 = Zo - "O cs el crror dc cstilTlación cntrc la sClwl basc y la integral dc 

la salida difcrcnciador. aplicando el algoritlllo Supcr-'f\\-ist ing COIl cOll\'crgcllcia cxacta y uniforlTlc , 

se obtiellc el sigu ielltc csquema para cl OBEU 

io = - kl íp l (11(1) + ZI; 

i 1 = - h dJ2 (ao) , 
(4 .2) 

k l y k'2 SOIl las gana ncias positivas del difercnciador quc se Lienell que d isellar a propiadalllellte, 

Jil ~ O Y 11'2 ~ O son escalares . Hay que nOLar que cua ndo Ji l = 1 Y 11'2 = O, el diferellciador 

robusto propucsto cn (Lcy¡wt 1998) cs rccu pcrado. Las ganancias del difcrcnciador son disciíadas 

de ma llcra scnci lla. para cste caso, el disefto dcl difcrcnc iador requ icre solamcnte del conocimiCu to 

dc un parámetro, p, el cual sc Il ccesita para sintoni7,ar el difercllciador. y que tiene que satisfacer 

solanwnte la siguielllP t:Ondición Litl l :s p/2, Rpspect.i\"ilJlwme. Z(l'y 2:1 son l,l S est.imaeiones de fo(t) 

.r io(t). La.o; t,st.imaciont,s son IPóric¡)lJltmlP exactas el! au stmria dt, ruido si Zo = J'o(t) y io = /o(t). 

Además, Zo y il pueden tomarse como las sa lidas del d iferellciador (Le\'ant 1998),( Le\'ant 2003). 

Se pueden definir al = z , - "1 como el elTor de est imación ellLre la salida del diferenc iador 

y la prinU'ra (kri\';ld;1 c!p la sdí al h;lse. Con )¡I S conrc!pn;¡({¡ls (10 y a l SE~ puede oUlpnE,r la c!iniÍmica 
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del crror dc difcrcllciación, la cual tollla la forllla 

0"0 = - k l ~) I (070) + 07 1 

0"1 = - k"2 d>"2(ao) - /o(t) 
(4 .3) 

donde j~(t) sat,isfarE~ l/o(t)1 < pj2, Y (10 = O y al = O se est.ilblf'cpn en ti(~mpo linito. El resultado 

dc la sigu icllLC SCCciÓIl tIlUCStra quc el DnE U cs robusto.Y quc el crror dc difcrcllciatiólI rcnllllclltc 

COtl\'crgc cxacta y llllifortllCtllCtltc a ccro. 

4.2.1. Convergencia Exacta y Uniforme del Error d e Diferenciación 

Teorema 4.1 SU1)(}n.qa qllP- I j~(t ) 1 ~ pj2. Ent(J1!r:es, el wrmr dr: diferenciación (4.:1) e.~ exacta y 

uniformenlCnte convergente , a.~egllmnrlo [a estimación rlP- Jo y jo .~i sc .~decr:ionan [a.~ gawmcius 

• o kl 11 k"2 .~on .~deccionada.~ de I.a{jornw qll.e amba.~ de.~i.qll. aldade.~ kr(kz - ~k¡) > p'2 '!J 2kz > kr 

se sr¡!.üjagan .~imlllt.rineamentp-. 

• 
DeolOstraciÓn. El Jlrocedimiento pam con.'lt1'1tÍr 1m jl/.1!cirin de Dya1/lmOl! rol!lI.~I.a qll.e 111"1lebe r!onl!ergencirf 

en tiempo finito dd ermr de dijenmcir¡cirin fue inlmdll.r:i.dr¡ en la Sección 3.3.4. Da ProJlMicirin 3.4 

.qarnntiza Q1LC el P-l'1'01' de ob.~en!ació1l mnvcrge e:r,¡¡cI.o si li o( I. )I ~ pj2 . La consl1'1tcr;ión dc VI = (T P(. 

r:on p = pT Y f > O, .~c l'edllr:p- a .~ati.~far:er {r¡ desigualdad matricial 

donde 

[ 

ATp + PA +fP + p"2CTC 

1]"/ P 
PB 1 
- 1 

< O (4 .4) 

reemplazar f }J pOI' el no afeda fu i$ofubiLidad de (4 .4). La ei$tabifidad mbui$ta y CTI tiempo f inito did 

crror de dijenmeiar:ión se gamntiza si .~P- digcn [a .~ gananeia.~ k1 > O Y k2 > O I.ul Q1LC : 

• k¡ 11 k2 M? han .~eler:r:ionada,'! de mr!nem qlle amba,'! de.'IÍ9I1a[dade.~ kTtk2 - ~kr) > po¿ 11 2k~ > k? 

.'le .~ati.~fagan. 

U.~awlo la P1"Opo.~tción :1.5 8C gamntiza que el el'1'01' de difercnr:illción convergp- ll.niformemenl.c cllr.tndo 

lio(t)1 :5 pj 2. POI' lo tanto, la dinámica del P-1"1'01" dc dijp-renr:iar:ión (4 .3) es pxacta y lln¡fornwnwnt.e 

com'cr!!;cntc (mil n;spedo u las condiciones iniciales), ¡JOr lo tunto torlas las trayectorias solución 

del sistema (4 ,2) convergell a fu derivada de la sdiul ell tiempo ¡inilo 1fIel101' u T, el nwf es i"flde­

pelldlCnte de la r!Olld¡ción inicwl y e.9trL ar!olru[o por lma r!Ollsl.ante qll,e depende de la.~ grmanr;ia.~ del 

rlifel·enciarlOl·. 
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• 
Nota 4.1 El algoritmo dC8armllado en la Sección 3.2.4 ,~inJe para c8timar el tiem1JO de corlflergencia 

tmifomw del error de diferenciación. 

• 
4.2.2. P recis ión del difere nciador 

CU;)lldo la est.illlaciÓn de la derivada del diferenciado!" ('1.2) es cercana a la dcri\"oda de la 

scilal de entrada (que se quiere difcrcllciar), los términos de bajo ordCIl dominan el cOIllPú]'Wlllicn1O 

del CITor de difcrCllcioción cuando el CITor se aproxiltla a cero. Lo que implica que el OREe se 

puede aproxilllor 01 difcrCllciador de Lcnllll. Entollccs, el OREU ticlle la misma precisión que el 

diferenciado)' de [,(,Yllnl con respeclo a mido,; y mediciones dis<T('lil.'l de 10U) . 

Si la spñal d¡> ('Il t.rada t.i ('IW la forma J(t) = fo(t) + v(t) y v(t) ('5 una función medih!\' en (' 1 

sPlll,ir!o rlP Lpbesguenllllllagnir.ud 111(1.)1 ::s v.las df'sigualdadf's Izo-fo(i)1 < 110//, 121 - j~(t) 1 < /12V1 /2 

son estableddas con mnstantes posir.l\"as /10 > O.Y /1'1 > O. Si Jo(t) es nmest.rf'ada mn intervalos de 

muest.rpo mllstantf' T > O, las desigualdades Izo - Jo(t) 1 < ¡ 'OT
2

, 121 - .10(01 < /IT son f'stableddas 

cou COUSt<:llltCS posi tlyas ~Io,"n , (LcYallt 20(5). 

4.2.3. Ej emplo de Simulación 

En el siguicutc cjcmplo dc simulacióll se compara el difcrCllciador propucsto con el difc­

rCllciador dc LC\"Illlt (Lc\"Illlt 1998). Las gallallcias del difcrcllciador fucron selcccionadas como Cll el 

Tcorcma 4.1 para ascgurar la cOllvcrgcllcia del difercnciador. Las ganancias quc sc eligieron fucrOll: 

kf = 2k'1 .Y k2 = (j. Para la si mulad(m. se han tomado dos condiciones iniciales para los diferenda ­

dores. z(O) = O'y z(O) = 10. La sPJlales de entrada fllf'ron tomadas de (Lp\"ant 1998). las cuales son 

¡(t) = 5t + sin t + 0.01 cos IOt y ¡(t) = 5t + sin t + 0.001 (·osJOt . Los n,sultados (jll\' SI' obt.it'llen se 

lHueStrau cn la Figura '1.1. 

Ambos difcrcnciadorcs COIl\'crgcn cn ticmpo finito , como se muCStra Cll fa Figura 4.1. Sc 

ouscrva quc el OREU COIl\'crgc más rápido quc el difcrcnciador dc LCVllnt. La dcsyclltaja dcl difc­

rCllciador propucsto radica cn quc la respucsta uansitoria del mismo crccc cuando las condiciOllCs 

illicialcs crCCCll. Lila cOlljcwra quc SC pucdc haccr cs quc la sclección dc las gamwcias pucdc afcctar 

el cOlllpo1"lalniento transitorio del diferenciador. de ser asi, la respuestn transitoria del diferenciador 

puede mejorarse eligiendo otro par de ganancias. 

A pesar de que el difercnciador de Levallt es exacto, no posee la propiedad de cOllvergeucia 

uniforme, por lo tauto cualldo la condicióu inicial crece en forma uo acotada, el tiempo de cOllvergeucia 

del difcrellciador crcce de forma tlO acotada tambiéll, esto sc muestra en la Figura '1.2. El tiempo 

de cOllvcrgcllcia CS etlontlemcllte mejorado debido a los ténuillOS de alto orden en caso del UHEU, 

yel tiempo de convergencia de cualquicr traycctoria (no importando dOlldc inicic) csta acotada por 
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Figura 4.2: Tiempo de convergencia cuando las condiciones iniciales crecen en ambos dife l'enciaclores. 
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una COllstalltC. aUII en prcscllcia de ru ido. como se obsclTa ell la Figura 4.2. La sella! de entrada. 

f (t) = 5t + sillt + 0.01 ("os lOt hu, usarla para obt.elH'r los n,suh ados most,rados en la Figura 4.2. 

Enseguida se estima el tiempo de cOllvcrgcllcia UlliforlllC y se compara CÚIl el obtcllido cu 

simulación. Siguiendo los pasos del algoritlllo propuesto en la SCCÓÓII 3.3.G se t iClle 

• Como k2 = ti Y k? = 2k2 Y eligiendo 

, ~ (21¡'! ) j 
¡) 7 . ( ' )1 (- )' , J2k k " ~ 

;2 = T . ; :"l = ~ . ~(4 = (k¡) ~ . 
, 

( , ") , "'(5 = 11 1k2 " . 

, . - ("",,) , ir, - "2 ' 

, 
"'f7 = (31~:tl ) , . 5 = ....1.. :'Hk ! .1 + ...L :!'2k2 (, + 0.05. ( ')' (') ' 

7102 7 7k¡ 7 

eOIl base 011 simulaciones. se t.icno que el = 0.701 GG? C2 = 8.35'[80. C:3 = O.003458GG. C1 

6.01652 Y fl2 = 9.47561. 

• Como el! la P roposición 3.5. 

• Elegir ez > 52.G90 1. para esti, ¡,jemplo 102 = 53 y pi conjullto f z = {(.1;¡,XZ) : fl!Z( .1;l . XZ) :5 53}, 

Figura (4.3) . El t.ielllpo de cOIl\'ergcllcia de este COlljUlll0 compacto es 

" 1227C]1 .. 
12(2"2) = e' ( __ )0, = 142.60 1 

1 f: 2 

• Para I'neont rar el conj1lnto r 1 tal qtl(' r1 e r 1 con ['2 = {(Xl , .T2) : VI (.T¡, X2) :5 ed . Para ello 

se debe hallar P = p T > O y € > O que sat isfaga!! 

donde 

[ 

AT P + PA + fi + pZCTC 

lf/"p 

[ 

- 3.4ti41 
11 = 

- ti 

l' /J ] 
- 1 

< O 

Lt.i lizaudo el L.\11 l'oolbox de .\latlab para resoh'er la desigualdad mat.ricial 

[ 

10.4315 
p = 

- 2.70G8 

- 2. 70G8 ] , ( = O.G042 
2.0G80 

y Amín{r'} = 1.2084, Amáx{P} = 11.231 1. Por lo tanto 

T 

( 
[
O' (X,) ] [10 .4310 VI Xl . XZ) = . 

X2 - 2.70ti8 

- 2 .70G8] 

2.0(j80 

Para ('ncont rar r J tal qm' r2 e r I SI' ll t.i lizan las (· lln':!.." dI' ni\'(' l de VI (XI, .T2) , (Pl(, se muest.ra n 

en la Figura 4.3. Eligiendo E l = 1G0. el tiempo de convergencia de este conjullto compacto al 

origen puede ser calculado como 

-'1 1/ 1 
1/"' ¿ I =74.355 

). - {I' ) ( Illin 
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• La estimación del tiempo de convergencia es 

T = 142.601 + 74.355 = 216.956 

2 

-2 

-3 -. 
... - -s;,- - .. - - - - .... 

_5~~~ __ ~ __ -L __ ~ ____ LL __ ~ __ ~~-L-L~ __ ~ 
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1.5 2.5 

Figura 4.3: Curvas de nivel. 

Nota 4.2 Como .'le ob8ffila la estimatián es dema.sia.do coruwrvadora. tamparada. tan la. talcnlada. 

en simulación que es aproximadamente de 2 seg'undos y en gran parte se debe a la seleccián de 

los parámetros. Se puede utilizar algún proceso de optimización para obtener la mejor estimación 

posible del tiempo de conveTgeneia. Pam obtene1' el tiempo de conveTgeneia uniforme del obseTvado1' 

.'le puede pror;eder de la. misma. manera. 

4.3. Observador Robusto Exacto y Uniforme para un sistema 

mecánico 

En esta sección se propone un Observador Robusto Exacto y Uniforme (OREU) basado 

en algoritmo Super-Twisting con convergencia exacta y uniforme. Ambas funciones de Lyapunoy 

del capítulo anterior permiten concluir la convergencia exacta y uniforme del OREU. De hecho, 

el error de observación tiene convergencia exacta y uniforme a cero; aun en presencia de entradas 

desconocidas acotadas. Supóngase que el modelo general para un sistema mecanico esta dado por 

iVf(q)q + C(q,(¡)(¡ + P(¡) + G(q) + L':.(t,q,(¡) = T (4.5) 
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donde q E IRn es el n 'ClOr rlP ('ool"(lpnadas gpneralizadas, .\I (q ) es la malriz dc' itwrC"ia s, C(q . (¡) es 

lit mat.riz que cOllliellp los t.érnlinos dI! fuerzll cpnt.rifuga y dI' I!ferto dI' Coriolis , P(q) es la fricrióll 

dI! Coulomb, G(q) es pi tpflnillO dI' la s fl1('rza dphidas a la gra\"(~dad , .ó..(t, q ,c'¡l I!S el t.ernlino de 

incl'l"ticlllTllhn,s cid mocldo .Y T PS Id \'I'ctnr dI' lorqnps . AdpTllr\s, !\t!,,(q),Cn(q ,<}), Pn« }),G,,(q) son 

las motriccs nomino les dd modelo que se suponCIl tonocidas. Defill iendo X I = q ,X:¿ = q, T = u, el 

modelo (4.fi) puede ser cscri to Cll variables dc estado eOlllO 

X2 = f(t, X ],X1.1l.) + ~(t. X ¡' X1,1¡) 1/ = U(t, x I.x2l (4.6) 

y = X I 

dOllde la parte nominal del sistellla dillálllico es 

.Y ]¡lS iuo'rt.idllmbrps c,sli'tn couo,ul rada.,; pn d t.1~rTllino ~ (t . X1, X1. 11.). El objd i\,o PS disl~ili\r llll ohsl'l"­

vodor dc velocidad basado etl el algoritmo Super-Twisting COII convcrgcncia CXOCla y uniforme para 

el sistema (4 .fi l . Solamcnte el caso cscalar es considerado X l . .t::¿ E IR por motivos de simplicidad. fJn 

el caso \'ectorial, los observadores puedell ser cOllstruidos de lIIallera paralela para cada \'ariahle de 

posicióll de X I exactalll ellte ell la Illisllla I"ol"llla. El () H.EL para el caso escalar (ver ( lJá\·ila. Ft idlllal l, 

y LC\'ant 200.:i) para el caso de Obscn'ador robusto basado ell el Supcr-Twist iug clásico (0 51')) csta. 

descrito por 

ji = 12 + k l 1J1 (X l ) 

±2 = j (l, . XI ' 1;2, 11) + k2 Ó2 (X1) 

donde XI .. i:2 son la est.imac:ión dc' los pSlados, .TI = XI - .i:1 y .7:2 

estimacióll, k l j' k:¿ son galla llcias positi\'as que se tiellen que diseilar, 

, , 
0 1 (Xl) = // 1 IXl 12 sign (i¡) + 111 l.i1l 2 siga (.i¡) . 

!p:¿ (X l) = ~T sign (XI l + 2p IJI"2XI + ~JI'~ IXI 12 sign (XI) 

(4.7) 

5011 los términos de illj'ección de sa lida , y p I ~ O y 111 ~ O son escalares positivos arhitrarios. Se 

pucdc obsen'ar que cua udo 111 = 1 Y 1/2 = O el obsen'ador prcselltado Cll (D[I\·jla, F'!'idmall, y Le\'allt 

2005) es rccohrado. La dillálllica del CITar de ohscn'acióll csta dada por 

'';' 1 = - k ló¡(X¡)+X2 

.i-2 = - k2Ó2(X¡) + F(t .XI··'I:"2. X2) 
(4 .8) 

donde F(t . . '1:1 . Xl' .i:"2) = f(t. .'1:1 . Xl, IJ) - f(t. Xl , .r2 . /1 l + ~(t. XI: .r2.11). 

4.3.1. Convergen cia Exacta y Uniforme del error de observación 

l. COII\'crgcJl(::ia Exocta y Cllifol"llle del crror de observacióll Sill perLurlltlción 

Lit c'cuil("i(lll din;inticil dl~ l' rror cUillldo d 1.c,rntino F ( t. XI, .T2 .. i 2) uo ilfl~cl ¡¡ al ~i~t l'nt¡¡ (4 .8) e~t a 



dada por 

X¡ = -k¡ ((J 1 (X¡) + X;! 

:h = - k261 (5'1) • 
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(4.9) 

COIl basc Cll el tcorCltla (3.1) sc pucdc COllcluir quc el sistCltla ('1. 9) cs utliformcmclltC COtlvcr­

gClltC Cll ticmpo fitliLQ para k¡. k'1 > O. 

2. COllvcrgcucia Exacta .Y UlJifol"lllc del crror dc ouscn'acióu ba jo pcrturuaciÓll acotada 

La cOtlvcrgctlcia cxacta y Ulliformc del crror dc obscrnlcióll bajo pcrturbaciótl acotada sc 

cstablccc al siguicutc tcorcma 

T eorema 4 .2 SIt¡/{)/l.qr! qllc IF(I.,.7:¡.T2,.7:2)1 ~ pj2. Entonec.i, d ob.~cnJad01" (';.7) a.iCHltm la 

mnvel"!Jencia bajo l)C1·t1J,l·bacione.~ acotarlas y enVI' de obsenJ(J.ción tiene cOll\'crgcllcia cxacta .Y 

unifornw .ii .ie .ielecúonan las !Jawmciu.<; 

• k2 >py kr>2k2 

• O /.:1 y k2 .ion sdecr:iowlIiu.i de tal forma tal qne amba.i de.ii.Q1tald(llie,~ kf(/.:2 - ~kn > p'1 

Y 2k'l > kf sean sati4echas . 

• 
D emostración. El¡I1"Ocedimicnto ¡mm con.9t1"ltú" 1m ftmórin dc [,yr!p1t1wll m/m.ita qllc gamn­

¡,ice la comlefycncia en liempo findo rlel C/Tm" de o/Jsenmórin ewmr10 la.~ pef'l1t1"iJaóones son 

lmifonnemcnte acolarlas, e.i rlecir, que ¡mm lorlo t y:r. .ie .ial,isfuce 2Ip::(t.:r.) 1 :$ p, fIle in/,m­

dlU:irl(~ en Scccirin 3.3.4. {;a Pmpo.iicirin 3.4 gamnl,iza que d C1'l'01> de obser1laciri1l converge 

(~J;ar;lo (:uuwlo entmdas desconocidas pero awla.das apUTw:nl ni la diwimicu. dd eTH)¡' de ob­

.iet'!Jar:irin. La Pmposir:irin .1.5 gamnl.iza qne el e1'l'01> de Ob.iet'!Jacirill convelye uniformemenl.e 

e:wcto nLaudo eristeTl entmdas rlescoTwcirlu$ eu la rlimimica del e17"O/" de o&servaci6T1. 

• 
La diuálllica del error dc obscf\'acióll «1.8) es exacta y unifu17llemeTlte cortvelyeTlte eOIl res­

pccto a las cOlldicioncs illicialcs, por lo talltO todas las traycctorias solucióu del sistcma (1. i ) 

COtlvcr!l;cn a los cstados del sistcma mccánico (1.0) Ctl ticmpo Hilito mCllor a 1', el cual cs 

indeppndipllT,e de In condición inicinl y eSl,n :H·ot.ado por una const.ant.e quP deppnde de bs 

ganancias del ouscrvador. 

N ota 4.3 {;O.i algnritmo.i rle.iUl'IYJllnrln.i en la.i ScccinnC.i 3.2.4 y 3. ,1.6 .iirllen lmm estimar d /,icmpo 

de cmwergencia nnif01'me dd e1'1"01' rle n/MC1'l!Ucirin. 

• 



56 

4.3.2. Ej emplo de Simulación 

P:lnl illls1rar las pnlpipdades del ollsermr!or propllPs10 se desarnllla un ejemplo simple, 

consi dere el sistema del pl'tldulo el cual puede ser represC' tltado ('ti \"ariab1cs de estado como 

Xl = X2 

. 1 .IJ. V~ 
X'2 = - u - - ¡;lll (XI) - - X'2 + p 

J L J 

y =:t l 

JOlldc XI = 01 es la posición augular. x'.!. = 0'2 es la \"clocidad angular y p es una pcrturhaciótl acotada, 

[() e lla] para p] preselltp pjpmpl() SP C:Ollsidpra C:(lnlO p = O.5sin(2t) + 0.5 ms(5L). [sil' sist.ema ha si do 

uti lizado CII (I) ,'I\-i la, Fl'idm<lll , y Lc\",1IIl 20ÜG). (-'Jorello y Osorio 2008) para disciíar ouscrWHlorcs 

hnsados Cll el algoritmo Supcr-T\\'istiug y obscJ'\"adorcs basados en modos dcslizéllltcs de scgulldo 

orden COIl Lernlino lineal. El OREe e~ 

:h = 1:1 + k¡6¡(e¡) 

,1 Y"(") V," k () .T2 = jll - L SIl1 TI - -:; ,7:2 + 202 el 

dOllde e¡ = Xl - :b , () I (e¡) = kd ~ sign (el )+Ied ~ sign (e¡) y 9:l(e¡) = i sign (e¡) + 2e¡ + ~ led:l sign (e¡), 

COn Ji l = J1.'l = 1. La dinámica del error dc ohservación es descrita por 

dOllde g(t.e) = p - t (si n(:i¡) - si n(x¡)) - fe'l . es el término de perturbación. Las gallandas del 

ouservador se eligetl como en el 'reore]]la 4.2 ]Jara asegurar la cOtlvergetlcia del error de ouseJ'\·ación . 

Para la simu la('ión k2 = 10 .r kf = 2k2, las ("(m([iciOlws inicialps utilizadas PIl pI ohsPI'Vador fupron 

.TI = - 1, Xl = 2 Y TI = --lO, Xl = 100. Para el sisteJl[a p(;ndlllo 9 = 9.815 [mj..,2 ], J = 0.891 [J<.q m2 ] 

.Y V. = 0.18 [k.r¡mj..,2]. El OhsE!rvador has¡Hlo en el algorit,Jl[o SUlwr-Twist.ing Generalizado (.\Iorello 

2009) (OS'l'G) ullllbién fue diseiiado para propósitos de comparaciótl. Los rcsultados outc tlidos sc 

mucstralt cn las Figuras 4.4 y 4.5. Tamo e! OST r el OSTG , tiCltcn cOtl\'crgcllóa Ctt ticmpo finito . Sin 

emhargo. como se ouserva en las gráfi cas, estos obsen'adores ttO tielletl cOttvergetlcia uniforme con 

respecto a la cOtldi ciól1 inidal, por lo tanto cuando la cOttdi ciOlles iniciales creccn en el obser\'()(lor o 

en e! sistema e! tieltlpO de convergencia de! error de estimaciótt crece tallluién , esto se llluestra ett la 

Figura 4.G. 1::1 tiempo de cOllvergellcia es mejorado gracias a los ténllillos de alto orden que posee el 

observador ell el caso del OREe , y eltiellljJo de cOtl\'crgcltcia para cualquicr trayectoria del sistctlla. 

dinálllico del ClTor esta acotado por una COllstantc. 
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Capítulo 5 

Conclusiones y Trabajo Futuro 

5 .1. Conclusiones 

• SI' hi¡ introducido llll nueyo C()]lCe pto , !¡¡ convergencia f;.T.acla y 1miform(! COIl re~ p(,cto i¡ la 

cOIlt!iciólI ini cia l de las trayectorias del sistcma al origclI Agregando térrniuos de ah o arde!! 

al algoritlllo_ Supcr-Twistiug se logra que la propi edad de Gonvayew;ia exacta y 11llifo1"1rw se 

prcscutc ell el sistema. 

• Gl ¡)tlúlisis y discilo del a lgorit lJlo Supcr-TKistillg con cOIl\"crgclI cia exacta y uniforme hall sido 

d esarrollados con bm;(' en m{!t or\os dI' L yapullov. Este en fof)ue pPrmitp d isei'i nr dI' fOrrlw expli(" i­

ta las ganancias del llUevo algoritlllo que garnllti7,<ln la cOllvcrgcllcia exacta r UllifonllC. [ 11 par­

t icular. dos fUIIC iollcs de Lyapullo\" hall sido propuestas. Una de cJ1ns lIluestra la cOllvcrgcJlcia 

exacta del algoritlIJo, la otra Illuestra la propiedad de convergencia uniforme, 

• e OIl las fU llciolles de Lyapullo\' propucstas sc puede hacer UII cst imado del tiempo de cOllvcrgcllcia, 

el cual esta acotado por ulla cOlista lite, 

• La propi edad de convergencia exacta y UlliforlJle puede ser de gran importancia para establecer 

propipdades de separaci()n en sistemas no lineales y para dispñar esT,Ímadores mn tiempo de 

COII\'crgcl lcia prcescrito para SiStCl lJaS Il íuridos, 

• Se desarrollaron aplicaciones orielltadas obseryaciólI y diferellciación con el a lgoritmo propues­

to, Específicamente, se obtuvieron las condiciones para el diselio de UlI obsen'ador pa ra un 

sistcma mccállico dc scgundo onlell r para el discJio de UII dife rcnciador de primer orden , Los 

res\l 11 ados de simulación pprmil pn hacer una comparación con Ol,roS obser\"lldores y diferencia­

dores exactos cx istclltes, 
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5.2. Trabajo Futuro 

Como posible trabajo futuro se sugiere: 

• Rcali7,ar 1111 atlúli sis m[¡s completo de la cOtl\'crgcllcia uniforme de las trayectorias del sistema 

en presencia de perturbaciones HO acoladas por una COllstantc . 

• Analizar la posibilidad de concctar el algori t.lIlo Supcr-'l\\'istillg eOIl cOtl\'crgctlcia exacta y 

llnifornw pn cascad:! a t.rm-és de m(.!ior!os dp Ly;¡putlo\' . 

• Ampliar y estudiar el algoritmo Supcr-l\\-istiug COIl cO[[\'crgcncia exacta y 1I1lirorrnc aplicado 

¡¡ sistemas (h! orden milyor (h! dos y dar continuid,ld al an;ílisis de est¡lbilid¡Kt ron m{>todos de 

Lyilpullm' . 

• Des¡lrroll¡lr obsf'n"¡j(tores pxacl()s y uniformes fuertementf' obs('r\"¡lb!es y c(mlro!¡ld()f(!s pxacl()s 

y uniformes par;] cil-!r1.¡¡ r]¡lsP dI' sistemaS no lineaks" 

• Diseño rle ("o!lt,rolarlorps por relroalin\('nt,1Ción dp salid,) eXi1ct.os y uniformes. 
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Apéndice A 

Los siguientes telnas son ¡)lIlplialllclltc usados ell el análisis del prCSClltc trabajo. 

Lema A.l ['am aula mímcm real (¡ > O, 1, > O, e> O, p > 1; q > 1, con 1 + 1 _ 1 la .~t91Ji cnl.c 
f! '1 

Demostración. [,a dcsiglW{doA drísir!a de Ymmg C.i 

La de,<¡iguflldrld del/enria ,<¡e lJ1Jcdc escribir 

(/1' IP 
ni; < - +-

- P q 

(
,,) (r.aY (,)q aP I¡q 

no = (ca) - :5 -- + -'_. - = di - + e- 'I-
t: P (i Ji lJ 

• 

• 
Lema A.2 (Yu 2(05) Suponga a. > 0, /) > 0, y 0 < (; < 1, entonr:es la sig'uicnte rlesigu[wlwl de 

sati·'Ifru;e 

• 
Lema A.3 (Ya 20()5) Supongu al > 0, U'2 > O, .. ,Un > O Y 0 < (: < 2, son todos ntlmc1VS pol:!iliv()i:!; 

entonce.'I la siguiente de.iig11ladad de MJ./.isfru;e 

(a~ + a~ + o •• + a~)":5 (a~' + a2 + .. . + a~f 

• 



l samlo el lemllla anterior 

;rd~ + x"] = l xdi " +lx:.d~ .f ;:::('xl , i1 +lx2 1ii :l) í -(I.cl l~+IJ'·:l I~ ) i . !j=~ 
, , 

'TI I, +'X2 ;:: Ix f.p 

l! ~ s 
I XI I~ + Ix:? l:¡- 2: II ·TII;'/, 

1.r.¡3 + Ix:? l:? = Ix.¡t·· + IX:l lt·· 2:. (lxdi2 + I X2 It 2) ~ = (1.1"\ 1; + I X2 1~ )~ ,s = 1: 

l:id:! + 1.7212 2: 1I :r. 1I ~.I¡ 
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