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IV ÍNDICE GENERAL

4. ¿Y la Fı́sica? 47
4.1. Los ceros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2. Ondas alrededor de la Tierra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.3. Pulsos alrededor de la Tierra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.4. Otros resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Introducción

En el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de las ecuaciones
diferenciales parciales y de la fı́sica en general es usual encontrarse con
soluciones en forma de series. Estas series suelen incluir desde funciones
trigonométricas hasta funciones especiales y factoriales. Dada la compleji-
dad de estas soluciones, no es garantı́a su rápida convergencia . Además,
en algunos casos, la interpretación fı́sica de las soluciones escritas en esta
forma puede ser engañosa y difı́cil de abstraer.

El problema clásico de la difracción de ondas eléctricas por la Tierra fue
uno de estos problemas. La convergencia de la solución es sumamente
lenta y extraer la interpretación fı́sica no es tarea fácil. Como menciona-
remos más adelante, este problema fue tratado por grandes mentes como
Poincaré, Heaviside y Sommerfeld sin mucho éxito. No fue hasta 1918 que
G.N.Watson lo resolvió utilizando unmétodo que ahora se conoce como la
Transformada de Watson, la cual transforma la serie en otra serie que con-
verge mucho más rápidamente. La solución obtenida por Watson requiere
tan sólo dos términos de la serie para obtener resultados semejantes a los
que se obtenı́an con 8000 términos de la serie original1. Como consecuen-
cia, la solución deWatson arrojaba resultados fı́sicos que resultabanmucho
más apropiados para describir el fenómeno experimentalmente. Más aún,
la nueva serie es mucho más fácil de interpretar fı́sicamente.

El presente trabajo consiste en dos partes, al inicio de cada una se presenta
una introducción más detallada. La primera es una versión detallada del
artı́culo de 1918 [24], dentro del contexto y los intereses de esta tesis, en el
que Watson resuelve el problema de la difracción de ondas eléctricas por
la Tierra. Los objetivos que se pretenden cubrir en esta primera parte son
varios. Primero, pretende poner al alcance de estudiantes a nivel Licen-

1Ver el artı́culo [12].
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ciatura el primer trabajo en el que se empleó la transformada de Watson,
ya que el artı́culo original no es fácil de leer y no explica con detalle los
cálculos realizados. Segundo, el estudio detallado del problema nos da la
pauta sobre cómo y bajo qué circunstancias se puede emplear la Transfor-
mada de Watson, por lo cual este estudio nos sirve para comprender mejor
el empleo y funcionamiento de la transformada. Finalmente, se realiza una
interpretación fı́sica bastante más completa de la realizada porWatson, con
el fin de mostrar el poder de la transformada y establecer un punto de re-
ferencia para poder comparar con futuros trabajos, como lo intenta ser la
segunda parte de esta tesis. En esta parte reconocemos la importancia de
las singularidades en las soluciones en torno a la transformada de Watson,
las cuales a su vez están asociadas a la función de Green y a la topologı́a
del problema.

La segunda parte trata sobre las ondas oceánicas sobre una esfera gira-
toria. Se deduce un modelo sencillo bidimensional con el que se pueden
describir las ondas planetarias u ondas de Rossby. Estas ondas son conse-
cuencia principalmente de la fuerza de Coriolis y son trascendentales para
el entendimiento y predicción de los cambios climáticos en la Tierra. Pri-
mero se toma la ecuación bidimensional sobre la esfera recién obtenida,
cuya solución nos ayuda a entender fı́sicamente las ondas de Rossby, pero
desafortunadamente no tiene singularidades y no resulta útil para hacer la
transformada de Watson como veremos en el capı́tulo 7. El hecho de que
no tuviera singularidades era de esperarse, ya que no obtuvimos la función
de Green de la ecuación. Incluso si lo hubiésemos hecho, tampoco habrı́a
tenido singularidades ya que la solución se puede expresar en términos de
armónicos esféricos, los cuales son de cuadrado integrable. Dado que la
transformada de Watson no se pudo aplicar, se toma la ecuación sobre un
plano tangente a la esfera con tal de buscar más soluciones en las que se
pueda intentar aplicar la transformada. La aproximación del plano tangen-
te es ampliamente usada en oceanografı́a, ya que retiene mucha informa-
ción sobre la variación del parámetro de Coriolis en el espacio. Como nos
interesan las ondas de Rossby que son originadas por la fuerza de Coriolis,
esta aproximación resulta de gran utilidad para extraer información sobre
las ondas oceánicas sobre una esfera giratoria. También es importante re-
conocer sus limitaciones, no solamente generales, si no en el contexto de
la transformada de Watson. El emplear el plano tangente nos puede dar
información sobre fenómenos locales en la esfera, pero no globales. Esto se
debe a la geometrı́a misma y a que las condiciones de frontera cambian de
un caso a otro, mientras en la esfera son periódicas, en el plano pueden to-
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marse como nulas en infinito o de muchas otras maneras como se verá en
el capı́tulo seis. En el contexto de la transformada de Watson, al emplear
la aproximación del plano tangente, se está perdiendo la topologı́a en la
cual ya sabemos que sı́ funciona la transformada de Watson. En otras pa-
labras, al pasar de la esfera al plano, se cambió la topologı́a del problema,
por lo tanto también la función de Green y las singularidades asociadas a
ésta, las cuales sabemos son fundamentales para la transformada de Wat-
son. Por el otro lado, se va a explorar qué información podemos obtener
al intentar emplear la transformada de Watson en las soluciones sobre el
plano tangente. Finalmente, se emplea una generalización a tres dimensio-
nes de la ecuación bidimensional sobre la esfera que se tenı́a, ecuación que
no se deduce en este trabajo y que describe ondas de Rossby en un fluido
estratificado. En este caso la solución se parece mucho a la obtenida en la
primera parte del trabajo y plantea la posibilidad de emplear la transfor-
mada de Watson de manera análoga a la primera parte. Aunque se anali-
zan muchos aspectos de esta última solución en torno a la transformada
de Watson, en especial en torno a los efectos de la relación de dispersión,
se deja como un problema abierto ya que no se ha estudiado con el detalle
que se requiere, ni la fı́sica de la ecuación generalizada, ni la posibilidad de
hacer la transformada de Watson.

El objetivo de esta segunda parte es solucionar y entender fı́sicamente el
problema, para después intentar aplicarle la Transformada deWatson a las
soluciones en las que se pueda intentar y observar las dificultades que pue-
den surgir en el proceso, además de entender un poco más sobre cuándo
es conveniente aplicarla y cuándo es posible emplearla.

El objetivo general de la tesis es promover el uso y la comprensión de la
transformada de Watson a alumnos y cientı́ficos ajenos al método, ya que,
aplicado en áreas inexploradas, puede llevar a nuevos descubrimientos
cientı́ficos, como ya lo hizo en el caso de las ondas eléctricas difractadas
por la Tierra. A continuación se presenta un ejemplo sencillo de la Trans-
formada de Watson para familiarizar al lector con el método.

La transformada de Watson: Un ejemplo sencillo

A continuación daremos un ejemplo sencillo de la transformada de Wat-
son para familiarizar al lector con el método. Esencialmente, transforma
una suma infinita a otra suma infinita más conveniente para el problema
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en cuestión. Por lo general, resulta más conveniente en el sentido de que
converge más rápido. La transformación se logra escribiendo la suma in-
finita como una integral compleja. Después, se deforma el contorno de la
integral compleja y se obtiene otra suma infinita. Veamos un ejemplo, sa-
bemos del electromagnetismo que el desarrollo multipolar es

V(r� θ) =
1

a

∞�

n=0

�
r

a

�n
Pn(cos(θ))� �1)

donde Pn son los polinomios de Legendre y V es el potencial electrostático.
Por ahora, la fı́sica no es muy importante, sólo queremos dar un ejemplo
de la transformada. Es importante notar que esta suma sólo converge para
r < a. Empleando que Pn(− cos(θ)) = (−1)nPn(cos(θ)), para n entero, se tiene
que

V =
1

a

∞�

n=0

�
r

a

�n
(−1)nPn(− cos(θ)). �2)

Usando el teorema de los residuos de Cauchy2, vamos a comprobar que
podemos reescribir esa suma infinita como

V =
1

2ia

�

C

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
�

con C encerrando los polos del integrando en el eje real positivo, es decir,
encerrando los ceros de sin(sπ), s = 0� 1� 2� 3� . . .. Podemos ver C en la figura
�1).

Calculemos la integral para verificar que en efecto obtenemos la suma �2).
Como los polos de un integrando de la forma f (s)/g(s) están en g(sn) = 0 y
sus residuos se calculan como f (sn)/g�(sn), podemos emplear el teorema de
los residuos de Cauchy, obteniendo que

V =
1

2ia

�

C

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
=

2πi

2ia

�

sn

�
r
a

�sn

Psn
(− cos(θ))

π cos(snπ)
.

Y como sn son los polos que encierra C, entonces sn = 0� 1� 2� 3� . . .. Sustitu-
yendo, se sigue que

V =
1

2ia

�

C

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
=

1

a

∞�

n=0

�
r

a

�n
Pn(− cos(θ))(−1)n�

2
�

C
f (z)dz = 2πi

�
Residuos( f (z)), C orientado positivo. Ver [3].
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Figura 1: Contorno C

donde recuperamos �2). Ahora hagamos la transformada, para esto toma-
remos la misma integral sobre otro contorno conveniente. El contorno ele-
gido completo CT = C � �B �C2 � MN se muestra en la figura �2).

Figura 2: Deformación del Contorno

Por consiguiente,
�

CT
=

�

C
�

�

�B
�

�

C2
�

�

MN
, donde por brevedad no escri-

bimos el integrando. Usando nuevamente el teorema de los residuos po-
demos ver que

�

CT
= 0, ya que CT no encierra ningún polo del integrando.

También ocurre que, cuandomandamos el contornoCT → ∞, las integrales�

�B
y
�

MN
tienden a cero3. Sólo queda

�

C
�

�

C2
= 0, es decir

V =
1

2ia

�

C

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
= −

1

2ia

�

C2

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
.

3Esto se prueba más adelante en un ejemplo muy similar.
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Notemos queC2 está orientado en sentido negativo. Para poder usar el teo-
rema de Cauchy, requerimos que esté orientado en sentido positivo �con-
trario a las manecillas del reloj). Llamemos C2� al contorno orientado en
sentido positivo de modo que

�

C2
= −

�

C2�
, entonces

V =
1

2ia

�

C2�

�
r

a

�s
Ps(− cos(θ))

ds

sin(sπ)
.

Finalmente, se puede ver en la figura �2), queC2� encierra los polos del inte-
grando s = −1�−2�−3� . . .. Aplicando el teorema de los residuos de Cauchy
una última vez obtenemos que

V =
1

a

−∞�

n=−1

�
r

a

�n
Pn(− cos(θ))(−1)n .

Éste es el resultado de usar la transformada deWatson. Obsérvese que aho-
ra la suma sı́ converge para r > a. En este caso la suma obtenida es muy
similar en forma a la original, pero en general esto no necesariamente ocu-
rre.

Es importante notar que el contorno se puede deformar de múltiples for-
mas y aun ası́ obtener el mismo resultado, no hay una regla general. En
granmedida esta deformación estará limitada por el problema en cuestión.



Parte I

Difracción de Ondas
Eléctricas por la Tierra

”Una mirada hacia atrás vale
más que una hacia adelante.”

Arquı́medes.

1





Capı́tulo 1

Planteamiento y solución
del problema

Entre 1885 y 1889 Heinrich Rudolph Hertz pudo transmitir y recibir ondas
electromagnéticas de radio1 en el laboratorio. Además, probó experimen-
talmente que estas ondas se reflejan y refractan siguiendo las leyes de la
óptica geométrica. Su dispositivo experimental para transmitir ondas re-
sulta muy interesante y sencillo; un ejemplo de este dispositivo se puede
apreciar en la figura �1.1a).

�a) Circuito de Antena �b) Campo Dipolar de circuito LC

Figura 1.1: Antena Dipolar

El dispositivo somete a unas esferas metálicas separadas, a una diferencia

1Longitud de onda grande.

3
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de potencial muy alta; la diferencia de potencial oscila por la estructura del
circuito. Cuando esta diferencia de potencial es lo suficientemente grande,
se genera una chispa entre las esferas, la cual genera una corriente. Esta
corriente pasa por las placas abiertas del condensador y oscila al igual que
la diferencia de potencial. Las placas abiertas actúan como antena dipolar
transmitiendo ondas electromagnéticas.

¿Por qué las esferas metálicas están separadas? Sabemos que para generar
radiación electromagnética, con suficiente intensidad, se requiere acelerar
mucho cargas o corrientes. Las esferas metálicas separadas se encuentran
sometidas a una diferencia de potencial alta, lo cual las lleva a sufrir una
descarga súbita, una chispa, como los rayos en las tormentas. Resulta evi-
dente que esta descarga súbita es en efecto una corriente �o cargas) muy
acelerada; considerando que la diferencia de potencial oscila, nuestro dis-
positivo radı́a continuamente.

Muy primitivamente se puede pensar al dispositivo como un inductor y
un condensador en serie �circuito LC). El condensador se abre como en la
figura �1.1b) obteniendo un campo dipolar eléctrico que oscila. Las lı́neas
azules en la figura �1.1b) representan el campo eléctrico y las rojas el cam-
po magnético. Ya que producen un campo dipolar que oscila, a estos dis-
positivos y a sus variaciones se les suele llamar antena dipolar, oscilador
Hertziano, dipolo de Hertz, etc.

Figura 1.2: Onda Li-
mitada

En 1901 Gugliemo Marconi logró hacer la pri-
mer transferencia de radio transatlántica usan-
do estos dispositivos. Marconi pudo mandar
una señal de radio desde Inglaterra hasta
Canadá, cubriendo aproximadamente un sex-
to de la circunferencia terrestre. Antes de es-
te logro, muchos matemáticos habı́an predi-
cho que la curvatura de la Tierra no permi-
tirı́a el paso de las ondas después de cier-
ta distancia. Lo anterior resulta de pensar a
las ondas electromagnéticas limitadas por la
óptica geométrica, como un láser �ver figura
�1.2)).

Los cientı́ficos no entendı́an bien lo que ocurrı́a. Surgieron dos teorı́as prin-
cipales: la primera planteaba explicar el fenómeno usando la difracción de
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las ondas por la Tierra, y la segunda planteaba explicarlo mediante la refle-
xión de las ondas entre la superficie de la Tierra y la atmósfera. Durante 15
años muchos cientı́ficos, entre ellos Poincaré, Nicholson, MacDonald, Lo-
ve, Sommerfeld, Zenneck, March, Rybczynski, Heaviside, Kennely, Austin,
Eecles, el mismo Marconi y varios más, intentaron resolver el problema.
Ninguno pudo resolverlo satisfactoriamente, pero sı́ establecieron la pau-
ta para que en 1918 G. N. Watson lo resolviera. La diferencia esencial en-
tre el trabajo de Watson y los trabajos anteriores consiste en el empleo de
la transformada de Watson. A continuación, en los capı́tulos 1,2,3 y 4, se
presentará una versión simplificada y detallada del artı́culo publicado en
1918[24], ası́ como una interpretación fı́sica más completa del trabajo.

1.1. Planteamiento del problema

Suponemos a la Tierra un conductor homogéneo imperfecto esférico con
radio a. Ésta se encuentra rodeada de un dieléctrico homogéneo. Se coloca
una antena dipolar, como la mencionada en la introducción, a una distancia
b > a en el eje z. La antena emite con periodo T = 2π/w. Ver figura �1.3).

Figura 1.3: Tierra y Antena Dipolar

Como las ondas de radio emitidas son electromagnéticas, cumplen con las
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ecuaciones de Maxwell �para dieléctricos y en unidades Gaussianas o cgs),

∇ × �E �
1

c

∂�B

∂t
= 0; ∇ · �B = 0;

∇ × �H −
1

c

∂�D

∂t
=

4π

c
σ�E; ∇ · �D = 4πρ�

donde �E es el campo eléctrico, �B el campo magnetico, c la velocidad de la

luz y se utilizó la ley de ohm �J = σ�E, con σ la conductividad. Ahora bien,
como la antena es armónica en el tiempo, separamos variables de modo
que

�E(�x� t) = �E0(�x)eiwt �B(�x� t) = �B0(�x)eiwt. �1.1)

Ası́ pues, podemos hacer explı́cita la derivada respecto al tiempo en la ley
de Faraday y en la ley de Ampére. Sustituyendo las derivadas respecto al
tiempo tenemos

∇ × �E = −
iw

c
�B = −

iwµ

c
�H = −γ �H;

∇ × �H =
iw

c
�D �

4π

c
σ�E = (

iw�

c
�

4π

c
σ)�E = β�E�

donde utilizamos �D = � �E y �B = µ �H, con � la permitividad eléctrica y µ

la permeabilidad magnética2. Además, tomamos γ = iwµ
c

y β = iw�
c
�

4π
c
σ.

Notemos que estas ecuaciones están escritas para �E y �H en función de la
posición y del tiempo. Dividiendo toda la ecuación entre eiwt, eliminamos
la dependencia en t obteniendo

∇ × �E0 = −γ �H0 ∇ × �H0 = β �E0. �1.2)

Estas dos serán nuestras ecuaciones principales. No tomamos en cuenta las
ecuaciones de Maxwell con divergencia porque se cumplen automática-
mente. Tomemos divergencia por ambos lados de estas ecuaciones. Como

la divergencia de un rotacional es cero, entonces ∇ · �E0 = 0 y ∇ · �B0 = 0, esto
es consecuencia de suponer �1.1). Lo anterior aparenta ser contradictorio
con la ley de Gauss eléctrica. Sin embargo para tiempos largos no lo es, ya
que en el caso de conductores, ρ tiende a cero rápidamente conforme avan-
za el tiempo. Probar esto es un ejercicio sencillo, se sugiere utilizar la ley de
Ampére y la ley de Gauss eléctrica para obtener una ecuación diferencial
en ρ y después preguntarse cómo debe ser la conductividad.

2Para esto supusimos que el material es isotrópico, al igual que en la ley de Ohm.
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1.2. Potenciales de Debye

En las ecuaciones que acabamos de deducir necesitamos encontrar 6 canti-

dades, 3 para �H0 y 3 para �E0. Vamos a reducir esas 6 a una sola, el potencial
eléctrico de Debye. Los potenciales de Debye son ampliamente usados en
optica y en problemas de difracción de ondas electromagnéticas, en espe-
cial en aquellos problemas con topologia esférica, ver [2, pag. 759].De ahora

en adelante denotaremos a �H0 y �E0 simplemente como �H y �E. Escribiendo
�1.2) en coordenadas esféricas, tenemos

βEr =
1

r2 sin(θ)

�
∂r sin(θ)Hφ

∂θ
−
∂rHθ

∂φ

�

� �1.3)

γHr =
−1

r2 sin(θ)

�
∂r sin(θ)Eφ

∂θ
−
∂rEθ

∂φ

�

� �1.4)

βEθ =
1

r sin(θ)

�
∂Hr

∂φ
−
∂r sin(θ)Hφ

∂r

�

� �1.5)

γHθ =
−1

r sin(θ)

�
∂Er

∂φ
−
∂r sin(θ)Eφ

∂r

�

� �1.6)

βEφ =
1

r

�
∂rHθ

∂r
−
∂Hr

∂θ

�

� �1.7)

γHφ =
−1

r

�
∂rEθ

∂r
−
∂Er

∂θ

�

. �1.8)

Como nuestro campo será emitido por una antena dipolar y esta alineado
con el eje z, resulta claro que Hr = 0. Esto se ve muy claramente en la figura
�1.1b)3. Reescribiendo �1.5) y �1.7) se tiene

βEθ = −
1

r

∂rHφ

∂r
� βEφ =

1

r

∂rHθ

∂r
. �1.9)

Sustituyendo Eθ y Eφ de �1.9) en �1.8) y �1.6) respectivamente obtenemos

∂2rHφ

∂r2
� k2rHφ = −β

∂Er

∂θ
y

∂2rHθ

∂r2
� k2rHθ =

β

sin(θ)

∂Er

∂φ
� �1.10)

donde k2
= −βγ. Estas ecuaciones nos servirán más adelante. Por otro lado,

como Hr = 0 entonces por �1.4)
∂r sin(θ)Eφ
∂θ

− ∂rEθ
∂φ
= 0. Por lo tanto, podemos

3De hecho sólo Hφ � 0 . Esta suposición no es necesaria para la construcción de los poten-
ciales de Debye, pero en este caso simplifica los cálculos. Para una deducción más general ver
[2] pg.760, [22] o el artı́culo [17].
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escribir Eθ y Eφ como gradientes de un escalar4. Entonces tenemos que

Eθ =
1

r

∂U

∂θ
; Eφ =

1

r sin(θ)

∂U

∂φ
.

Tomando U = ∂rΠ
∂r

, obtenemos

Eθ =
1

r

∂2rΠ

∂r∂θ
; Eφ =

1

r sin(θ)

∂2rΠ

∂r∂φ
.

A Π se le conoce como el potencial eléctrico escalar de Debye5. Igualando
estas dos ecuaciones a �1.9) respectivamente e integrando respecto a r se
tiene que

Hφ = −
β

r

∂rΠ

∂θ
� Hθ =

β

r sin(θ)

∂rΠ

∂φ
�

donde la constante de integración se tomó como 0, ya que resulta irrele-
vante para que se cumplan las ecuaciones de Maxwell �1.9). Ya obtuvimos
cinco de las 6 componentes en función del potencial de Debye. Usando
�1.3), sustituimos Hθ y Hφ recién obtenidas y obtenemos la ultima compo-
nente

Er = −
1

r sin(θ)

�
∂

∂θ
(sin(θ)

∂Π

∂θ
) �

1

sin(θ)

∂2
Π

∂φ2

�

.

Por lo tanto los campos en función del potencial de Debye nos quedan
como:

Er =
−1

r sin(θ)



∂ sin(θ) ∂Π

∂θ

∂θ
�

∂2
Π

sin(θ)∂φ2


 Hr = 0 �1.11)

Eθ =
1

r

∂2rΠ

∂r∂θ
Hθ =

β

sin(θ)

∂Π

∂φ
= 0 �1.12)

Eφ =
1

r sin(θ)

∂2rΠ

∂r∂φ
= 0 Hφ = −β

∂Π

∂θ
. �1.13)

4Esto es análogo al hecho de que si ∇× f = 0 entonces f se puede escribir como el gradiente
de un potencial: f = ∇Φ, sólo que en dos dimensiones sobre la superficie de una esfera.

5Es importante notar que Watson se refiere a Π como función Hertziana. Hay un potencial
que se llama potencial vectorial de Hertz. El potencial de Debye multiplicado por el vector
radial nos da la componente radial del vector de Hertz. Para un tratamiento muy completo
sobre los potenciales referirse a [17].
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Hθ y Eφ se igualaron a cero porque en nuestro problema hay simetrı́a axial
respecto a φ. Es decir, no hay dependencia alguna en φ y, consecuentemen-
te, las parciales respecto a φ tienen que ser cero. Es justamente esta simetrı́a
y el hecho de que Hr = 0 lo que nos garantiza que el campo obtenido es un
campo dipolar6.

Ası́ el problema se reduce a encontrar el potencial Π; veamos qué ecua-
ción debe de cumplir. Sustituimos las componentes obtenidas, Er, Hθ y Hφ,
en las dos ecuaciones �1.10). Integramos respecto a θ y φ respectivamente
y se obtiene una misma ecuación en ambos casos, lo cual implica que la
constante de integración tiene que ser cero. La ecuación obtenida es

�
∂2

∂r2
� k2

�

(rΠ) = −
1

r sin(θ)

�
∂

∂θ
(sin(θ)

∂Π

∂θ
) �

1

sin(θ)

∂2
Π

∂φ2

�

.

Acomodando términos,

1

r

∂2rΠ

∂r2
�

1

r2 sin(θ)

∂

∂θ

�

sin(θ)
∂Π

∂θ

�

�
1

r2 sin2(θ)

∂2
Π

∂φ2
� k2
Π = 0�

que es lo mismo que la ecuación de onda estacionaria o la ecuación de
Helmholtz en coordenadas esféricas. Es decir:

∇2
Π � k2

Π = 0. �1.14)

Ya sabemos qué ecuación cumple Π. Las condiciones de frontera se obtie-

nen trivialmente de las ecuaciones que relacionan los campos �E y �B con
el potencial de Debye. Una vez obtenida Π, podemos obtener todas las
componentes de los campos. Ası́ hemos reducido nuestro problema a una
ecuación de onda estacionaria con condiciones de frontera relativamente
simples. Las condiciones de frontera explicitas se obtendrán más adelante.

1.3. La ecuación de Helmholtz

En nuestro problema queremos resolver la ecuación de Helmholtz con una
fuente �antena) fuera del origen y una frontera esférica conductora. Un pri-
mer paso serı́a resolver está ecuación en el espacio libre con una fuente en
el origen. Tenemos

(∇2
� k2)G(r) = 0. �1.15)

6Para ver cómo se puede obtener el campo dipolar ver [2, pag.85–87]. Una versión aproxi-
mada se puede ver en [7, pag.444–447].
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Notemos que nuestra función no depende ni de θ ni de φ, ya que la antena
está en el origen y además estamos en espacio libre. Resolvamos esta ecua-
ción. Utilizando el laplaciano en coordenadas esféricas nos permite escribir

1

r2

∂

∂r

�

r2 ∂G

∂r

�

� k2G = 0�

lo cual se transforma en

rG�� � 2G� � k2G =
d2

dr2
(rG) � k2rG = 0.

Haciendo el cambio de variable G̃ = rG, se reduce a

G̃�� � k2G̃ = 0�

cuya solución es G̃ = �eikr
� Be−ikr, con � y B constantes. Regresando a la

variable anterior queda

G = �
eikr

r
� B

e−ikr

r
.

Despreciamos la onda que no se propaga hacia afuera, ya que tenemos
una fuente emisora. Tomando en cuenta el hecho de que usamos eiwt como
función temporal sólo nos queda

G = B
e−ikr

r
.

Esta función resulta ser singular en r = 0; en realidad es solución a la ecua-
ción: (∇2

� k2)G(r) = 4πδ(r). De hecho, es la función de Green de la ecuación
de Helmholtz en espacio libre �Ver [13, 7-24 pag.400]).

¿Qué pasa si ahora la antena no está en el origen? Hagamos una trasla-
ción. La distancia entre la antena �origen) y el punto donde evaluamos la
función es r. Si movemos el oscilador del origen a un punto r̄� y el punto
de evaluación lo llamamos r̄, entonces r = R = |r̄� − r̄|. No confundir r̄ con
r = R, por eso se cambió de nombre. Por lo tanto, la solución a la ecuación
de Helmholtz en el espacio libre para una antena en r̄� en el punto r̄ es:

G(r̄) =
e−ikR

R
� �1.16)
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donde R lo podemos escribir por la ley de cosenos como R =
√

r2 � r�2 − 2r · r�.
Ahora bien, escribiremos esta función de Green de la ecuación de Helm-
holtz en el espacio libre como una suma infinita de ondas esféricas centra-
das en el origen. La deducción del siguiente desarrollo se puede consultar
en el Apéndice A.

e−ikR

R
= −

i

krr�

�

n

(2n � 1)Pn(µ)

�
πkr�

2
Jn�1/2(kr�)

�
πkr

2
H

(2)

n�1/2
(kr)� �1.17)

con P los polinomios de Legendre, J las funciones de Bessel y H(2) las fun-
ciones de Hankel de segundo ordén. En terminos matemáticos, expresa-
mos una onda esférica, cuya fuente se encuentra fuera del origen, como
suma de ondas esféricas cuyas fuentes se encuentran en el origen.

1.4. Solución con frontera esférica conductora

Ya se vio que el potencial eléctrico de Debye cumple con la ecuación de
Helmholtz, por lo cual este potencial Π0, en el espacio libre, cumple con
�1.16). Es decir:

Π0 =
e−ikR

R
�

donde R = |r̄− b̄| =
�

r2 � b2 − 2rbµ, con b̄ = bẑ la posición de nuestra antena
dipolar, r̄ la posición del observador y µ = cos(θ). Nótese que θ es el ángulo
polar y también es el ángulo entre b̄ y r̄, y que µ ahora denotará el coseno
del ángulo polar y no la constante del medio. Por consiguiente, R denota
la distancia entre el observador y la antena dipolar. Por �1.17) podemos
desarrollar Π0 como

Π0 =





−
i

krb

∞�

n=0

(2n � 1)ξn(kb)ψn(kr)Pn(µ) r < b�

−
i

krb

∞�

n=0

(2n � 1)ξn(kr)ψn(kb)Pn(µ) r > b�

�1.18)

donde

ψn(x) =

�
πx

2
Jn�1/2(x)� ξn(x) =

�
πx

2
H

(2)

n�1/2
(x)� �1.19)
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con Jn�1/2 la función de Bessel de primer orden, y H
(2)

n�1/2
la función de Han-

kel de segundo orden. Ahora debemos reconocer que las constantes del
medio son diferentes afuera y adentro de la esfera conductora; para di-
ferenciarlas se usará un subı́ndice i para referirse a las del interior de la
esfera.

Ahora, veamos cuáles son las condiciones de frontera que se deben de sa-
tisfacer. Del electromagnetismo sabemos que las componentes tangenciales

�angulares) de �E y �H tienen que ser continuas �Ver [7, pag.333]). Es decir
en la superficie de la esfera r = a se tiene que Hφ y Eθ son continuas7. Pa-
ra poder satisfacer estas condiciones de frontera se requiere que, además
del potencial en el espacio libre Π0, tengamos algo más, necesitamos la so-
lución general. Resulta ideal proponer un potencial para el interior de la
esfera Πi y otro potencial Πd, que corresponderá al potencial de los campos
difractados o dispersados. De modo que el potencial afuera de la esfera
este dado por Π0+Πd y el de adentro por Πi. Fijándonos en las ecuaciones
�1.12) y �1.13) y aplicando la continuidad de Hφ y Eθ en r = a obtenemos

βiΠi = β(Π0 � Πd);
∂

∂r
(rΠi) =

∂

∂r
(rΠ0 � rΠd)� �1.20)

donde nos olvidamos de las derivadas respecto a θ, ya que nos importa la
continuidad al movernos en dirección radial. Ahora bien, debemos encon-
trar una expresión adecuada para Πi y Πd. Como bien sabemos, las fun-
ciones de Hankel son singulares en el origen 8. Además, tienden a cero
conforme el argumento tiende a infinito. Lo que nos hace pensar que una
expansión apropiada serı́a

Πd = −
i

krb

∞�

n=0

�n(2n � 1)ξn(kr)Pn(µ);

Πi = −
i

kirb

∞�

n=0

Bn(2n � 1)ψn(kir)Pn(µ).

Ya sabemos que son soluciones porque �1.18) son solución. Además, Πi no
es singular adentro de la esfera, y Πd tiende a cero conforme se aleja de la

7El resto de las componentes angulares no nos importan porque son cero. Respecto a las
radiales, también hay condiciones de continuidad, pero no es difı́cil probar que con las con-
diciones que acabamos de dar y las ecuaciones de Maxwell, se satisfacen automáticamente.

8Ya que son combinaciones lineales de funciones de Bessel Jn y Yn donde las segundas son
singulares en el origen, ver Capitulo 4.
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Tierra tal y como esperarı́amos de una onda difractada. Ya sólo nos que-
da averiguar el valor de �n y Bn, y tenemos dos ecuaciones dadas por las
ecuaciones de fronteras �1.20). Resolvamos el sistema, sustituyendo los po-
tenciales Π0, Πd y Πi evaluados en r = a en las condiciones de frontera 1.20
se obtiene

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)

�
ξn(kb)ψn(ka)β

k
�
βξn(ka)

k
�n −

βiψn(kia)

ki

Bn

�

= 0�

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)
�
−ξn(kb)ψ�n(ka) − ξ�n(ka)�n � ψ

�
n(kia)Bn

�
= 0.

Como los polinomios de Legendre son una base completa y ortogonal, por
independencia lineal las cantidades entre corchetes están igualadas a cero.
Es decir

βξn(ka)

k
�n −

βiψn(kia)

ki

Bn = −
ξn(kb)ψn(ka)β

k
�

−ξ�n(ka)�n � ψ
�
n(kia)Bn = ξn(kb)ψ�n(ka).

Este sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas lo podemos resolver
usando el método de determinantes. Sólo resolvemos para �n, ya que el
campo adentro de la esfera no nos importa. Entonces

Δ =
βi

ki

ψn(kia)ξ�n(ka) −
β

k
ψ�n(kia)ξn(ka)�

Δ�n
= −
βi

ki

ξn(kb)ψ�n(ka)ψn(kia) �
β

k
ψ�n(kia)ξn(kb)ψn(ka).

Por lo tanto, el valor de �n es

�n =
Δ�n

Δ
= −
ξn(kb)

�
ψ�n(ka)ψn(kia) − βki

kβi
ψ�n(kia)ψn(ka)

�

ψn(kia)ξ�n(ka) − βki

kβi
ψ�n(kia)ξn(ka)

.

En consecuencia obtenemos el valor buscado de Πd. Como nos interesa sa-
ber qué pasa cerca de la superficie terrestre r = a, aproximamos r ≈ a.
Sustituyendo �n en Πd(r = a) y sumándole Π0(r = a), factorizando y sa-
cando denominador común, obtenemos el potencial apenas afuera de la
esfera, Π = Π0(a) � Πd(a) que es

Π =
−i

kab

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)



ξn(kb)ψn(kia)

�
ψn(ka)ξ�n(ka) − ξn(ka)ψ�n(kia)

�

ψn(kia)ξ�n(ka) − βki

kβi
ψ�n(kia)ξn(ka)


 .

�1.21)
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Sin embargo, esta expresión se puede simplificar sustancialmente usando
el Wronskiano y la aproximación del conductor perfecto.

1.5. Wronskianos y la identidad de Abel

Supongamos una ecuación de la forma

y�� � p(x)y� � q(x)y = 0.

Supongamos y1(x) y y2(x) soluciones, por lo tanto se cumple

y1(y��2 � p(x)y�2 � q(x)y2) − y2(y��1 � p(x)y�1 � q(x)y1) = 0

= (y1y��2 − y2y��1 ) � p(x)(y1y�2 − y2y�1) = 0.

Llamémosle W = y1y�
2
− y2y�

1
que ya sabemos que es el Wronskiano, por lo

tanto W � = y1y��
2
−y��

1
y2. Consecuentemente la ecuación de arriba se convierte

en W� � p(x)W = 0, cuya solución es trivial,

W(x) = Ce−
�

p(x)dx. �1.22)

A ésta se conoce como la identidad de Abel para calcular Wronskianos. Por
supuesto necesitamos conocer la ecuación que cumplen nuestras funciones
para poderlo encontrar. Sabemos que las funciones esféricas de Bessel jn(x),
Neumann yn(x) y las dos funciones esféricas de Hankel hn(x) son soluciones
linealmente independientes de la ecuación diferencial

y�� �
2

z
y� �

�

1 −
n(n � 1)

z2

�

y = 0� �1.23)

donde las funciones esféricas se pueden escribir como

jn(x) =

�
π

2x
Jn�1/2(x)� yn(x) =

�
π

2x
Yn�1/2(x)� hn(x) =

�
π

2x
Hn�1/2(x).

En nuestro problema utilizamos otras funciones semejantes: ξn(x) y ψn(x)

�ver �1.19)). Estas últimas se pueden escribir como

ψn(x) = jn(x)x� ξn(x) = h(2)
n (x)x.

Despejando jn(x) o h
(2)
n (x) y sustituyendo en la ecuación diferencial �1.23)

obtenemos la ecuación diferencial que satisfacen ψn(x) y ξn(x),

y�� �

�

1 −
n(n � 1)

x2

�

y = 0. �1.24)
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Podemos ver que el coeficiente de y� es cero, es decir p(x) = 0. Conse-
cuentemente de �1.22), se tiene que el Wronskiano es constante, es decir:
ψn(x)ζ�n(x) − ζn(x)ψ�n(x) = cte. Entonces, evaluando en cualquier valor de x,
por ejemplo en uno, obtenemos

ψn(x)ζ�n(x) − ζn(x)ψ�n(x) = −i. �1.25)

Retomando la ecuación �1.21) identificamos el Wronskiano que acabamos
de encontrar y lo sustituimos por −i, obteniendo

Π =
−1

kab

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)




ξn(kb)ψn(kia)

ψn(kia)ξ�n(ka) − βki

kβi
ψ�n(kia)ξn(ka)


 . �1.26)

Continuemos simplificando esta expresión con la aproximación del con-
ductor perfecto.

1.6. Aproximación del Conductor Perfecto

En la deducción de las ecuaciones, vimos que las constantes de los medios
están dadas por

γ =
iwµ

c
; β =

iw�

c
�

4πσ

c
; k2

= −βγ = −
iwµ

c2
(4πσ � i�w).

Supongamos que la Tierra es un conductor perfecto, por lo que σi → ∞.
Debido a que la Tierra está rodeada por un dieléctrico la conductividad
afuera debe ser cero. Veamos qué pasa con la fracción k/β afuera y adentro
de la esfera

k

β
=

w
√
µ�

i�w
= cte;

ki

βi

=

�
w2µi�i − 4πσiiwµi

4πσi � i�iw
.

Tomando el lı́mite cuando σi → ∞ en el segundo caso se sigue que

ki

βi

≈
cte
√
σ
≈ 0.

Por lo tanto, el denominador de �1.26) se simplifica considerablemente, ob-
teniendo

Π = −
1

kab

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)

�
ξn(kb)

ξ�n(ka)

�

. �1.27)
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Éste es el potencial deseado cuando nos encontremos cerca de la superficie
terrestre, y cuando consideramos a la Tierra un conductor perfecto. Des-
afortunadamente, la convergencia de esta serie es muy lenta y no resulta
útil para explicar los datos obtenidos exprimentalmente. Además, resulta
un tanto complicado extraer la fı́sica de esta expresión matemática. En los
capı́tulos 2,3 y 4 veremos cómo y qué ocurre al aplicarle la transformada
de Watson a esta solución.



Capı́tulo 2

La transformada de Watson
de Π

La transformada de Watson consiste en convertir una suma infinita a una
integral en el plano complejo. Al evaluar esta integral compleja se puede
convertir en otra suma infinita que converge más rápidamente o resulta
más conveniente para nuestro problema. Hagamos esta transformada para
nuestro potencial Π obtenido en el capı́tulo anterior.

Primero queremos escribir �1.27) como los residuos de una integral com-
pleja, fijémonos en

�

s
Ps−1/2(−µ)ξs−1/2(kb)

cos(sπ)ξ�
s−1/2

(ka)
ds; �2.1)

integral que, dado un contorno apropiado, podemos evaluar usando el
Teorema de los Residuos de Cauchy1. Como los polos de un integrando
de la forma f (z)/g(z) están en g(zi) = 0 y sus residuos se calculan como
f (zi)/g

�(zi), el teorema dice que
�

C

f (z)

g(z)
= 2πi

�

i

f (zi)

g�(zi)
� �2.2)

siempre y cuando g�(zi) � 0 y f (zi) � 0. Dado que el coseno se anula en
s = n � 1/2, con n entero, la suma de los residuos de la integral �2.1) en

1
�

C
f (z)dz = 2πi

�
Residuos( f (z)) con C un camino cerrado y orientado positivos y f analı́tica

sobre y dentro de C excepto en los polos.

17
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s = n � 1/2 son

�

n

(n � 1/2)
Pn(−µ)ξn(kb)

π sin(π(n � 1/2))ξ�n(ka) � 0
.

Aplicando la identidad Pn(µ) = (−1)nPn(−µ), que es válida para n entero2, y
tomando en cuenta el hecho de que sin(π(n � 1/2)) = (−1)n, la suma de los
residuos se simplifica a

�

n

1

2π
(2n � 1)Pn(µ)

ξn(kb)

ξ�n(ka)
.

Que es prácticamente igual a �1.27) excepto por constantes. Es por esto que
vamos a estudiar detalladamente la integral �2.1). Se encontrará un con-
torno apropiado para la integral, el cual evidentemente debe encerrar los
polos s = n � 1/2. Al evaluar la integral sobre este contorno, obtendremos
automáticamente otra serie infinita para nuestro potencial.

2.1. El contorno

Para poder encontrar un contorno apropiado, tendremos que usar cier-
tas propiedades del integrando �1.27), como lo es la paridad. Tomemos
la identidad Pn(z) = P−n−1(z) �Ver referencia [26, pag.312]), por lo tanto
Ps−1/2(−µ) = P−s−1/2(−µ), entonces, Ps−1/2(−µ) es par en s. Además, haciendo
uso de la identidad

H
(2)
−ν (x) = e−iνπH(2)

ν (x)� �2.3)

y por como definimos ξn en �1.19), obtenemos

ξs−1/2(kb)

ξ�
s−1/2

(ka)
=

�
πkb
2

H
(2)
s (kb)

�
πka
2

H
(2)�
s (ka) � π√

8πka
H

(2)
s (ka)

. �2.4)

Cambiando s por −s, usando la relación �2.3) y usando la derivada respecto
a x de �2.3), se sigue que

ξ−s−1/2(kb)

ξ�−s−1/2
(ka)

=
e−iνπ

e−iνπ

ξs−1/2(kb)

ξ�
s−1/2

(ka)
=
ξs−1/2(kb)

ξ�
s−1/2

(ka)
.

2Esta identidad se puede obtener de la fórmula de Rodrigues usando el binomio de New-
ton, derivando y aplicando regla de la cadena.
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En consecuencia la fracción
ξs−1/2(kb)

ξ�
s−1/2

(ka)
es par respecto a s. Como el coseno es

par, las funciones de Legendre son par, la fracción es par y la función s es
impar, todo el integrando es impar.

Ahora bien, probemos otras dos propiedades importantes, definamos ηn(x)

como

ηs−1/2(x) =

�
πx

2
H(1)

s (x).

Ya sabemos que ηs−1/2 y ξs−1/2 son soluciones a �1.24), por consiguiente, su
Wronskiano es constante. Evaluando para alguna x, por ejemplo en uno,
obtenemos

η�s−1/2(x)ξs−1/2 − ηs−1/2(x)ξ�s−1/2 = 2i. �2.5)

Dado que supusimos que apenas estamos afuera de la superficie terrestre

x = ka, donde a es el radio de la Tierra y k2
= −βγ = w2µ�

c2 , x es real y positivo.
Las derivadas de ηs−1/2(x) y ξs−1/2(x) están dadas por

η�s−1/2(x) =

�
πx

2
H(1)�

s (x) �
π

4

�
2

πx
H(1)

s (x)� �2.6)

ξ�s−1/2(x) =

�
πx

2
H(2)�

s (x) �
π

4

�
2

πx
H(2)(x)

s � �2.7)

donde �2.7) es la función con la que nos encontramos en la integral com-
pleja. Además, se sabe que las funciones de Hankel cumplen que

H(1)
s (x) = Js(x) � iYs(x) H(2)

s (x) = Js(x) − iYs(x).

Entonces, si s es real y positivo, las funciones de Bessel de primer y se-

gundo orden Js(x), Ys(x) son reales. Sustituyendo H
(1)
s (x) y H

(2)
s (x) en �2.6) y

�2.7) respectivamente, resulta evidente que η�
s−1/2

(x) y ξ�
s−1/2

(x) son comple-
jos conjugados. Es decir, que si uno de los dos se hace cero el otro también,
pero esto no puede ocurrir ya que �2.5) se cumple para cualquier x. Por lo
tanto, ξ�

s−1/2
(x) nunca es cero para x y s positivas �reales).

De manera similar se puede probar que, si s es puramente imaginario,
ξ�

s−1/2
(x) es complejo conjugado de η−s−1/2(x). Además, no es dificl probar

que η−s−1/2(x) = esπiη�
s−1/2

(x). Nuevamente, si uno se anula, el otro también,
pero eso no puede ocurrir por �2.5). Por lo tanto, ξ�

s−1/2
(x) nunca se anula
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para s positivas o puramente imaginarias �x positiva). En otras palabras,
ξ�

s−1/2
(x) no contribuye con ningún polo en el eje real positivo ni en el eje

imaginario del plano complejo s.

Figura 2.1: Contorno en Plano
s

Con lo anterior en mente, ya podemos ele-
gir un buen contorno. Sabemos que debe
de encerrar los polos s = n � 1/2, que son
los polos que nos dan el potencial como la
suma infinita original. Además, sabemos
que el integrando es impar y que la fun-
ción ξ�

s−1/2
(ka) no se anula en el eje imagi-

nario ni en la parte positiva del eje real, por
lo que no hay polos del integrando ni en el
eje imaginario ni en el eje real excepto por
los del coseno. Una buena opción resulta
un semicı́rculo de radio R �R → ∞) cerra-
do y centrado en el origen con parte real
positiva, como el contorno Cr de la figura
�2.1).

Como el integrando es una función impar de s, la integral sobre el eje ima-

ginario se anula:
� iR

−iR
= 0. Resulta que la integral sobre el semicı́rculo tam-

bién se anula cuando R→ ∞. Para corroborar esto tendremos que emplear
desarrollos asintóticos del integrando para s >> 1:

2.1.1. La aproximación de Laplace

En esta sección encontraremos las representaciones asintóticas para s >> 1

de las funciones en el integrando, es decir, de las funciones de Legendre y
las funciones de Hankel de segundo orden. Una representación asintótica
nos da el valor aproximado de una función para cuando uno de sus para-
metros o variables son muy grandes. El objetivo de esto es probar que la
integral sobre el semicı́rculo tiende a cero conforme el radio tiende a infi-
nito. Empecemos tomando una representación integral de las funciones de
Legendre conocida como primera integral de Laplace �Ver referencia [25,
pag.157]):

Pn(cos(θ)) =
1

π

� π

0

�
cos(θ) � i sin(θ) cos(φ)

�n
dφ.
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La cual se puede reescribir como

Pn(cos(θ)) =
1

π

� π

0

en log[cos(θ)�i sin(θ) cos(φ)]dφ. �2.8)

Para encontrar la aproximación deseada usaremos una versión más gene-
ral del método de Laplace. El método empleado será el del descenso más
rápido, el cual se explica conmás detalle en el capı́tulo 3 y se puede consul-
tar en las referencias [18] o [4]. Llamemos h(φ) = log

�
cos(θ) � i sin(θ) cos(φ)

�
,

el método nos pide encontrar los puntos crı́ticos de h(φ), derivemos

h�(φ) =
−i sin(θ) sin(φ)

cos(θ) � i sin(θ) cos(φ)
;

h��(φ) =
−i sin(θ) cos(φ)

cos(θ) � i sin(θ) cos(φ)
�

sin2(θ) sin(φ)
�
cos(θ) � i sin(θ) cos(φ)

�2 .

Para que sea crı́tico, requerimos que h�(φ0) = 0, es decir sin(φ0) = 0 con φ
entre 0 y π, lo cual implica que φ0 = 0� π son los dos putnos crı́ticos dentro
de los lı́mites de integración. Mas vale que tomemos en cuenta los dos
posibles puntos crı́ticos φ0 = 0� π. Para hacer esto, requerimos separar la
integral �2.8) en dos, de manera que la primera integral tenga un punto
crı́tico en φ0 = 0 y la otra lo tenga en φ0 = π,

1

π

� π/2

0

en log[cos(θ)�i sin(θ) cos(φ)]dφ �
1

π

� π

π/2

en log[cos(θ)�i sin(θ) cos(φ)].

Vamos a aplicar el método de del descenso más rápido a cada una. Em-
pecemos por la primera, desarrollamos h(φ) en serie de Taylor a segundo
orden alrededor del punto crı́tico φ = 0,

h(φ) ≈ h(0) � h�(0)φ �
h��(0)φ2

2
.

Como h�(0) = 0 por ser crı́tico, podemos hacer el siguiente cambio de va-
riable,

h(φ) − h(0) ≈
h��(0)φ2

2
= −τ2� �2.9)

con τ2 > 0, ya que h��(0) < 0 por ser un máximo en el camino de descenso
más rápido. Sustituyendo h(φ) = h(0)− τ2 en la primer integral se tiene que

1

π
en log[cos(θ)�i sin(θ)]

� ∞

0

e−nτ2 dφ

dτ
dτ.
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La mayor contribución a la integral es alrededor del máximo; el resto es
despreciable. En consecuencia se nos permite cambiar el lı́mite superior
a infinito. Usando propiedades del logaritmo y que eiθ

= cos(θ) � i sin(θ)

podemos reescribirlo como

1

π
einθ

� π/2

0

e−nτ2 dφ

dτ
dτ. �2.10)

La derivada dφ/dτ la podemos obtener de �2.9) y es

φ = τ

�
−2

h��(0)
= τ

�
2(cos(θ) � i sin(θ))

i sin(θ)
⇒

dφ

dτ
=

�
2(cos(θ) � i sin(θ))

i sin(θ)
.

Sustituyendo en �2.10), obtenemos

1

π
einθ

�
2(cos(θ) � i sin(θ))

i sin(θ)

� ∞

0

e−nτ2

dτ =
1

π
ei(n�1/2)θ

�
2

i sin(θ)

� ∞

0

e−nτ2

dτ.

La integral es la mitad de una Gaussiana y su valor es
√
π/n/2, simplifican-

do queda

1

2
√

i
ei(n�1/2)θ

�
2

nπ sin(θ)
=

1

2
ei[θ(n�1/2)−π/4]

�
2

nπ sin(θ)
�

donde usamos que
√

i = eiπ/4, por lo tanto,

1

π

� π/2

0

en log[cos(θ)�i sin(θ) cos(φ)]dφ ≈
1

2

ei[θ(n�1/2)−π/4]

�
nπ
2

sin(θ)
.

De manera completamente análoga, usando a φ = π como el punto crı́tico,
obtenemos la segunda integral

1

π

� π

π/2

en log[cos(θ)�i sin(θ) cos(φ)]dφ ≈
1

2

e−i[θ(n�1/2)−π/4]

�
nπ
2

sin(θ)
.

Sumando ambas integrales, obtenemos la aproximación buscada

Pn(cos(θ)) ≈
1

2

ei[θ(n�1/2)−π/4]

�
nπ
2

sin(θ)
�

1

2

e−i[θ(n�1/2)−π/4]

�
nπ
2

sin(θ)
=

cos[θ(n � 1/2) − π/4]
�

nπ
2

sin(θ)
.
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Tomando en cuenta que en verdad buscamos Pn−1/2(−cos(θ)), recorremos la
n y cambiamos θ por θ−π ya que cos(π−θ) = − cos(θ), obteniendo finalmente
que

Pn−1/2(− cos(θ)) ≈
cos[n(π − θ) − π/4]
�

(n�1/2)π

2
sin(θ)

. �2.11)

Notemos que el seno se quedó igual, ya que sin(π − θ) = sin(θ), y que esta
representación sólo es válida cuando θ � π por el denominador.

De manera análoga, podemos aproximar H
(2)
n usando una integral llamada

la integral de Poisson, solo que esta vez podemos emplear una versión
más sencilla y análoga al método del descenso más rápido, el método de
Laplace el cual nuevamente se puede consultar en [18] o [4]. La integral de
Poisson es,

Jn(x) =
( x

2
)n

√
πΓ(n � 1

2
)

� 1

−1

cos(xt)(1 − t2)n− 1
2 .

Usando el método de Laplace se obtiene

Jn(x) ≈
( x

2
)n

Γ(n � 1
2
)

�
n − 1

2

. �2.12)

Además, sabemos que las funciones de Bessel para n complejo se definen
como

Jn(x) =

∞�

s=0

(−1)s(x/2)n�2s

Γ(s � 1)Γ(1 � n � s)
�

y cuando n− > ∞ y x está fijo el término dominante de la suma es el prime-
ro, por lo que

Jn(x) ≈
(x/2)n

Γ(1 � n)
. �2.13)

Se deja al lector ver que �2.12) y �2.13) son equivalentes conforme n → ∞,
se sugiere graficar en una computadora. Usando la siguiente identidad

H(2)
n =

J−n(x) − einπJn(x)

−i sin(nπ)
�
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la cual esmuy facil de probar, podemos sustituir �2.12) o �2.13) para obtener
la representación asintótica deseada. Usemos �2.13) por ser más compacta,
obteniendo

H(2)
n ≈

i

sin(nπ)




( x
2
)−n

Γ(1 − n)
−

einπ( x
2
)n

Γ(1 � n)


 . �2.14)

Nótese que el segundo término es despreciable, ya que se trata de una ex-
ponencial sobre una función Gamma �factorial), con Re(n) > 0, entonces
sólo nos quedamos con el primer término. Con estas dos representaciones
asintóticas podemos ver cómo se comporta el integrando para s >> 1. Re-
cordando que la integral a resolver es

�

Cr

s
Ps−1/2(−µ)ξs−1/2(kb)

cos(sπ)ξ�
s−1/2

(ka)
ds�

con Cr como en la figura �2.1). Ya vimos que la parte de la integral sobre
el eje imaginario se cancela por la paridad del integrando, sólo queda la
parte sobre el semicı́rculo. Haciendo s → ∞, podemos sustituir las repre-
sentaciones que acabamos de encontrar. Fijándonos en �2.4) y sustituyendo
el primer término de la representación 2.14, obtenemos que

ξs−1/2(kb)

ξ�
s−1/2

(ka)
=

�
πkb
2

( kb
2

)−s

−s

�
πka
2

( ka
2

)−s−1 �
π√

8πka
( x

2
)−s

= ka
(b/a)1/2−s

1/2 − s
.

Multiplicando por �2.11), por s y dividiendo entre el coseno, obtenemos la
representación asintótica de todo el integrando cuando s→ ∞

ska
(b/a)1/2−s

1/2 − s

cos[s(π − θ) − π/4]

cos(sπ)

�
(s�1/2)π

2
sin(θ)

≈
(b/a)1/2−s

√
s
�

lo cual evidentemente se va a cero conforme s → ∞. Entonces, la integral
sobre el semicı́rculo del contorno Cr es cero. Dicho de manera más formal
siempre podemos acotar por arriba el integrando sobre el semicı́rculo con
una función que tienda a cero conforme R → ∞, y después aplicar el le-
ma de Jordan �Ver [3]) para obtener que la integral sobre el semicı́rculo es
cero. Dicho ésto, finalmente podemos decir que la integral sobre todo el
contorno Cr es cero, es decir

R→ ∞ ⇒

�

Cr

s
Ps−1/2(−µ)ξs−1/2(kb)

cos(sπ)ξ�
s−1/2

(ka)
ds = 0 . �2.15)
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Conforme el radio R3 del semicı́rculo Cr de la figura �2.1) se va infinito.

2.2. La transformada

Ya se vio en �2.15) que la integral sobre el contorno elegido es cero. Usando
el Teorema de los Residuos de Cauchy, podemos reescribir la integral como
la suma de los residuos, con sus correspondientes constantes,

�

C

2πs

kab

Ps−1/2(−µ)ξs−1/2(kb)

cos(sπ)ξ�
s−1/2

(ka)
ds = 2πi

�
Residuos = 0.

Como la integral es cero, entonces
�
Residuos= 0. Usando �2.2) para calcu-

lar los residuos, se obtiene que

1

kab

∞�

n=0

(2n � 1)Pn(µ)
ξn(kb)

ξ�n(ka)
�

2π

kab

�

ν

νPν−1/2(−µ)ξν−1/2(kb)

cos(νπ)
�
∂ξ�

s−1/2
(ka)/∂s

�

s=ν

= 0�

donde la primer suma se debe a los ceros del coseno, y la segunda se refiere
a los ceros de ξ�

s−1/2
(ka), contabilizados por ν. Si nos fijamos bien, tenemos

la suma infinita �1.27) con un signo menos del lado izquierdo, lo que nos
lleva automáticamente a

Π =
2π

kab

�

ν

νPν−1/2(−µ)ξν−1/2(kb)

cos(νπ)

�
∂ξ�

s−1/2
(ka)

∂s

�

s=ν

. �2.16)

Y he aquı́ la transformada de Watson; expresamos el potencial como otra
suma infinita. Sólo queda un gran problema por resolver, no sabemos don-
de están los ceros de ξ�

s−1/2
(ka) como función de s, y la suma esta sumada

sobre estos ceros. Si no conocemos esos ceros, no podemos hacer nada con
la nueva solución obtenida, ası́ que habrá que encontrarlos.

Antes de pasar al siguiente capı́tulo, es importante notar que se pudo ha-
cer la transformada de Watson gracias a que nuestra solución contaba con
singularidades, es decir los ceros de ξ�

s−1/2
(ka) como función de s. A su vez,

estas singularidades surgen de la función de Green del problema en la es-
fera, como se puede ver en la sección 1.4 del primer capı́tulo.

3No confundir con la R usada en la ec. de Helmholtz.





Capı́tulo 3

Los ceros de ξ

Ahora vamos a estudiar los ceros de ξ�
s−1/2

(ka). Para esto, encontraremos

representaciones asintóticas de unas funciones muy parecidas a H
(1)
n (x) y

H
(2)
n (x) por el método del descenso rápido. Con ayuda de estas represen-
taciones, encontraremos el valor aproximado de los ceros de ξ�

s−1/2
(ka), lo

cual nos ayudará a estudiar la nueva solución obtenida mediante la trans-
formada de Watson en el capı́tulo anterior. Empecemos derivando una re-
presentación integral de las funciones de Hankel que nos resultará muy
útil.

3.1. Otra representación integral de las funciones

de Hankel

Partamos de las integrales Sommerfeld, las cuales se pueden encontrar en
[21, pag.89],

H(1)
ν (x) =

e−iνπ/2

π

�

C1

eiναeix cos(α)dα� H(2)
ν (x) =

e−iνπ/2

π

�

C2

eiναeix cos(α)dα.

Una posibilidad de C1 y C2 se ilustra en la figura �3.1).

Ahora bien, estas integrales se pueden escribir de distintas maneras. Uno
siempre puede cambiar el sistema de referencia haciendo los cambios de
variables apropiados, lo cual se verá reflejado en rotaciones, traslaciones o
deformaciones de los contornos vistos en el nuevo sistema de referencia.

27
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Figura 3.1: Contornos de Sommerfeld en plano α

Hagamos primero una traslación para H
(2)
ν (x), α = α� � π

2
, obteniendo

H(2)
ν (x) =

e−iνπ/2

π

�

C�
2

eiν(α��π/2)eix cos(α��π/2)dα� =
1

π

�

C�
2

eiνα�e−ix sin(α�)dα�.

Ası́ pues, continuemos con una rotación. Bien sabemos que en variable
compleja para rotar un vector o número z un ángulo θ sólo se requiere
multiplicarlo por eiθ. En este caso queremos una rotación de π/2, entonces
hay que multiplicar por eiπ/2

= i. Con esto en mente, hacemos α� = iα��,
obteniendo

H(2)
ν (x) =

1

π

�

C��
2

e−να
��

e−ix sin(α��i)idα�� = −
1

iπ

�

C��
2

e−να
��

ex sinh(α��)dα���

donde usamos el hecho que sinh(x) = −i sin(ix), y que dα� = idα��. Se repite

análogamente para H
(1)
ν (x). Definiendo w = α��, las nuevas representaciones

integrales quedan como

H(1)
ν (x) =

1

iπ

� ∞�iπ

−∞

ex sinh(w)−νwdw H(2)
ν (x) =

−1

iπ

� ∞−iπ

−∞

ex sinh(w)−νwdw .

�3.1)

Los contornos de la figura �3.1) en el nuevo sistema de referencia se pueden
ver en la figura �3.2).

De esta forma podemos obtener distintas representaciones integrales com-
plejas cambiando el sistema de referencia. A continuación, aproximaremos
las integrales que acabamos de obtener usando el método del descensomás
rápido para z >> 1.
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Figura 3.2: Contornos de Sommerfeld trasladados y rotados en plano w

3.2. Aplicando el método del descenso más rápi

do

Es imperativo que el lector esté familiarizado con el método. Quien no
esté familiarizado con el método referirse a las referencias [4], [16], [15]
o [18] como The Method of Steepest Descent. A continuación, daremos un
bosquejo muy simplificado del método. Éste se utiliza para aproximar in-
tegrales de la forma

�

C

eλh(z)dz�

conC un contorno en el plano complejo y λ >> 1. La idea básica consiste en
deformar el contornoC, de modo que se concentren las contribuciones mas
importantes a la integral cerca de un punto. Después, se desarrolla en serie
de Taylor alrededor de ese punto y se resuelve la integral. Para ilustrar el
procedimiento, separemos h(z) en parte real y parte imaginaria

h(z) = R(z) � iI(z).

Queremos concentrar las contribuciones más importantes a la integral cer-
ca de un punto. Como h(z) es el argumento de la exponencial, I(z) corres-
ponde a oscilaciones del integrando que por ahora ignoraremos. La ma-
yor contribución a la integral viene del máximo de R(z) sobre el contorno.
Notemos que R(z) no tiene un máximo absoluto ya que h(z) es analı́tica y
consecuentemente R(z) es armónica �ver [3] o [18]). Por esto, resulta con-
veniente que el contorno pase por el punto silla de R(z)1; a partir de este

1Los puntos silla corresponden a puntos estacionarios, es decir, puntos z0 dados por
h�(z0) = 0 y h��(z0) � 0
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punto, el contorno debe tomar el camino de descenso más rápido. Por la
analiticidad de las funciones, se puede ver que este camino corresponde a
I(z) = cte 2, lo cual automáticamente nos evita el problema de las oscilacio-
nes del integrando. Una vez identificado el camino de descenso rápido, se
desarrolla h(z) en serie de Taylor alrededor del punto silla o estacionario
z0; se sustituye en la integral y se resuelve. Nótese que entre mayor sea λ,
mejor será la aproximación.

Apliquemos el método a �3.1). Cambiando de variable para poder factori-
zar x3

n = x cosh(α � iβ) = x cosh(γ) .

Siendo n un valor complejo arbitrario. Es suficiente tomar la región con
−∞ < α < ∞ y 0 < β < π. Ya que esta región, al aplicarle el cosh, se mapea a
todo el plano complejo. Aplicando el cambio de variable obtenemos que el
argumento de la exponencial en �3.1) es

x sinh(w) − xw cosh(γ).

Queremos deformar nuestro contorno de integración de modo que pase
por los puntos estacionarios de sinh(w) − w cosh(γ). Derivando respecto a w

e igualando a cero

cosh(w) − cosh(γ) = 0.

La primer solución es trivial w = γ. Además, el cosh es par entonces w = −γ
también es solución. Por lo tanto, los puntos estacionarios están en ±γ.
Usando identidades hiperbólicas, se puede ver que ±γ � n2πi es solución.
No se llega a nada útil tomando n � 0.

El contorno no sólo tiene que pasar por los puntos estacionarios que acaba-
mos de encontrar, también debe evitar oscilaciones y garantizar el descenso
más rápido. Esto se logra tomando

Im
�
x sinh(w) − xw cosh(γ)

�
= cte�

donde Im se refiere a la parte imaginaria. Además, como pasa por el punto
estacionario±γ, esa constante debe de valer cte = Im

�
x sinh(±γ) − (±γ)x cosh(±γ)

�
.

2Se debe de tener cuidado ya que también corresponde al camino de ascenso más rápido.
3No confundir estas nuevas variables con las constantes correspondientes al medio del

primer capı́tulo.
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Igualando obtenemos

Im
�
sinh(w) − cosh(γ)w

�
= ±Im

�
sinh(γ) − (γ) cosh(γ)

�
� �3.2)

donde se usó que el cosh es par y el sinh es impar para factorizar los signos.
Esta ecuación nos va a definir los contornos de integración. Resulta eviden-
te que esta es una ecuación trascendental y que no es trivial. Para obtener
los contornos podemos seguir dos caminos, analizar el álgebra a mano o
resolver el problema numéricamente. Nosotros optaremos por resolverlo
numéricamente ya que resulta más pedagógico4.

3.2.1. Aplicando el método de Newton

El método de Newton, en su forma más sencilla, nos ayuda a encontrar
las x que cumplen con f (x) = 0. Una manera fácil de deducirlo es a partir
del desarrollo en serie de Taylor. Se da un valor inicial x y queremos que
f (x � dx) ≈ 0, entonces f (x � dx) = f (x) � dx ∗ f �(x) � .. = 0, por lo tanto,
dx ≈ − f (x)/ f �(x), entonces

xn�1 = xn −
f (xn)

f �(xn)
. �3.3)

Se da una primera aproximación x0 y se obtiene x1 que es más cercana a la
buscada y ası́ sucesivamente. De la mismamanera, usando el desarrollo en
Taylor, se generaliza a mas variables

�xn�1 = �xn −
�
D �f (�xn)

�−1
�f (�xn)� �3.4)

donde D �f (�xn) es la matriz jacobiana. En nuestro problema queremos en-
contrar las w que satisfacen �3.2) usando el método de Newton. Como w

es compleja la podemos pensar como una función de dos variables. Em-
pecemos renombrando la ecuación �3.2). El lado izquierdo lo llamaremos
f (w� γ), y el lado derecho simplemente lo llamaremos g(γ). Escribamos f (w� γ)

explı́citamente. Tomando w = u � iv y γ = α � iβ nos permite escribir

f (w� γ) = Im
�
sinh(u � iv) − (u � iv) cosh(α � iβ)

�
.

Aplicando directamente las identidades hiperbólicas:

sinh(a � b) = sinh(a) cosh(b) � sinh(b) cosh(a)� �3.5)

cosh(a � b) = sinh(a) sinh(b) � cosh(a) cosh(b)� �3.6)

4Para el tratamiento algebraico se puede revisar [25] pg. 262
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y usando las identidades cosh(ix) = cos(x) y sinh(ix) = i sin(x), obtenemos
que f (w� γ) es

Im
�
sinh(u) cos(v) � i cosh(u) sin(v) − (u � iv)

�
cosh(α) cos(β) � i sinh(α) sin(β)

��
.

En donde ya podemos tomar la parte imaginaria, por lo que

f (w� γ) = cosh(u) sin(v) − v cosh(α) cos(β) − u sinh(α) sin(β)�

lo cual implica que la ecuación �3.2) se puede escribir como

cosh(u) sin(v) − v cosh(α) cos(β) − u sinh(α) sin(β) = ±g(γ).

Nótese que no se escribió g(γ) explı́citamente. Para el método de Newton
necesitamos una función igualada a cero. Llamémosla F� para el punto
estacionario w = γ y F− para el punto estacionario w = −γ,

F�(w� γ) = cosh(u) sin(v) − v cosh(α) cos(β) − u sinh(α) sin(β) − g(γ) = 0�

�3.7)

F−(w� γ) = cosh(u) sin(v) − v cosh(α) cos(β) − u sinh(α) sin(β) � g(γ) = 0.

�3.8)

Recordando de �3.2) que

g(γ) = Im
�
sinh(γ) − (γ) cosh(γ)

�
.

Estas son las ecuaciones que se tienen que resolver numéricamente. Se
pueden tomar dos caminos. Emplear el método de Newton en dos varia-
bles �u� v) o tomar una variable como constante �v) y emplear el método de
Newton sobre la otra variable �u). Ambos funcionan, aquı́ emplearemos el
segundo camino. Se eligió el segundo para que el programa fuera más legi-
ble. Veamos qué resultados arroja el programa. El código de programación
y detalles del funcionamiento del programa se pueden ver en el apéndice
B. En la figura �3.3) podemos ver los valores complejos de w que satisfacen
�3.7) y �3.8) para γ = iπ/2. El contorno rojo �el de arriba) es solución a F1�
y el negro �el de abajo) es solución de F1−.

Fijándonos en el contorno rojo, tenemos dos posibles contornos, uno será el
de descenso más rápido, y el otro será el de ascenso más rápido. Para saber



3.2. Aplicando el método del descenso más rápido 33

Figura 3.3: Contornos de Integración para γ = i π
2

cual es el correcto hay que encontrar en que contorno w = γ es máximo. Lo
anterior se puede hacer tomando un valor arbitrario, cercano a w = γ sobre
cada contorno, evaluar y comparar. Resulta que los contornos de descenso
rápido corresponden a los contornos con flechitas de la figura �3.3). Nom-
bremosC1 al contorno rojo que tiene flechitas yC�

1
al que no. Análogamente

para los contornos negros, nombremos C2 al que tiene flechitas y C�
2
al que

no.

Los nombres C1 y C2 se usaran para referirse a los contornos de descenso
más rápido de �3.7) y �3.8) respectivamente, sin importar el valor de γ usa-
do.

Ya tenemos los contornos de descenso rápido, sólo nos falta hacer el desa-
rrollo en serie de Taylor y evaluar la integral, pero antes habrá que hacerse
cargo de otro problema, las bifurcaciones. Veamos de donde surge este pro-
blema, para encontrar los ceros buscados será necesario definir dos funcio-

nes S
(1)
n y S

(2)
n como

S (1)
n (x) =

1

iπ

�

C1

ex sinh(w)−nwdw� S (2)
n (x) = −

1

iπ

�

C2

ex sinh(w)−nwdw. �3.9)

Nótese que todo lo que hemos hecho hasta ahora, en cuanto al método
del descenso más rápido, es completamente análogo para estas dos nuevas
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funciones.

Fijándonos en los contornosC1 yC2 que acabamos de obtener y en las ecua-

ciones �3.1) es evidente que S
(1)
n (x) = H

(1)
n (x) y S

(2)
n (x) = H

(2)
n (x) para γ = iπ/2.

De hecho, esto es cierto para un amplio rango de valores de γ; sin embar-
go, no resulta cierto para cualquier valor de γ. Al pasar ciertas fronteras,
los contornos cambian drásticamente de forma mediante bifurcaciones, lo
cual implica que las funciones S

(1)
n y S

(2)
n serán diferentes ya que el contorno

de integración será diferente. Considerando que usaremos las representa-
ciones asintóticas de estas dos funciones para encontrar los ceros, resulta
fundamental estudiar estas bifurcaciones antes de finalizar con el método
del descenso más rápido.

3.2.2. Bifurcaciones

Al ir variando γ en la ecuación �3.2) los contornos van cambiando de for-
ma. Resulta ser que en el plano γ hay unas fronteras que al ser cruzadas
cambian cualitativamente la forma de los contornos. A estos cambios les
llamaremos bifurcaciones. En la figura �3.4), tenemos el contorno C1 y C�

1

para distintos valores cercanos de γ.

�a) γ = −1 � iπ/2 �b) γ = −1�2 � iπ/2 �c) γ = −1�4 � iπ/2

Figura 3.4: Proceso de Bifurcación

La figura �3.4) representa el proceso de bifurcación que sufren los contor-
nos al ir variando γ. La bifurcación ocurre justo cuando los contornos se
pegan en algunos puntos, a estos puntos los llamaremos puntos dobles5.
Por lo tanto, si encontramos las regiones en el plano γ donde aparecen es-

5Puntos por los que una curva definida por F(x� y) = 0 cruza dos veces. Es decir, tiene dos
valores de la pendiente �dy/dx). Para un tratamiento completo sobre puntos dobles consultar
[6, vol.2 pag.413]
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tos puntos, podremos saber donde ocurren las bifurcaciones.

Una manera de encontrarlos es tomando las parciales igualadas a cero:
Fx = Fy = 0. Tomemos las parciales de �3.7) �o de �3.8)) igualadas a cero,

Fu = sinh(u) sin(v) − sinh(α) sin(β) = 0�

Fv = cosh(u) cos(v) − cosh(α) cos(β) = 0.

Recordando que w = u � iv y γ = α � iβ; w = γ es solución trivial. Además,
sinh(u) sin(v) y cosh(u) cos(v) son pares respecto a γ, ya que son productos
de funciones pares o impares. Entonces, w = −γ también es solución. Final-
mente el sin y el cos tienen periodicidad 2π, por lo tanto le podemos sumar
múltiplos de 2π a la parte imaginaria de w. Es decir, los puntos dobles están
en: w = ±γ � n2πi, con n entero.

Figura 3.5: Aparición de Tres Puntos Dobles

En la figura �3.5) tenemos γ = −1�2 � iπ/2. Es fácil notar que los puntos
dobles en esta figura coinciden con los encontrados w = ±γ�n2πi. Sólo tres
de estos puntos dobles nos darán ecuaciones útiles y son justamente los
marcados en la figura �3.5). Estos corresponden a

w = −γ w = 2πi − γ w = γ − 2πi . �3.10)
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3.2.3. El plano γ y el plano n/x

Para saber las fronteras de bifurcación en el plano γ hay que saber donde es
que aparecen los puntos dobles. Ya sabemos de �3.10) que estos aparecen
cuando w = −γ� 2πi − γ� γ − 2πi. Sustituyendo �3.10) respectivamente en
las ecuaciones de los contornos �3.2), tomando el signo positivo del lado
derecho, es decir C1

6, obtenemos

Im
�
sinh(γ) − γ cosh(γ)

�
= 0�

Im
�
sinh(γ) − (γ − iπ) cosh(γ)

�
= 0�

Im
�
2πi cosh(γ)

�
= 0�

donde nuevamente hicimos uso de la paridad de las funciones hiperbólicas
y de las identidades �3.5) y �3.6). Obteniendo su forma explı́cita con γ =
α � iβ y una vez más usando las identidades �3.5)y �3.6) se sigue que

cosh(α) sin(β) − β cosh(α) cos(β) − α sinh(α) sin(β) = 0�

cosh(α) sin(β) − β cosh(α) cos(β) − α sinh(α) sin(β) � π cosh(α) cos(β) = 0�

cosh(α) cos(β) = 0.

Figura 3.6: Plano γ

La tercer ecuación es trivial, tiene como solución β = π/2 ya que el cosh

nunca se anula y 0 < β < π. Las primeras dos ecuaciones las resolvemos

6Se puede tomar el otro signo �C2), pero las ecuaciones serán las mismas.
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con el programa usando el método de Newton. Las soluciones están repre-
sentadas en la figura �3.6). La lı́nea roja que sale del cero es la solución de
la primera ecuación, la lı́nea azul que sale de iπ es solución a la segunda y
la lı́nea negra central es la solución de la tercera ecuación. Estas lı́neas re-
presentan la aparición de puntos dobles. Cruzar cualquiera de estas en el
plano γ implica una bifurcación de los contornos. Se nombraron las regio-
nes delimitadas por estas lı́neas en el plano γ. Notemos que no separamos
la región 1 en dos. La razón es que al cruzar la lı́nea negra dentro de la
región 1 provoca bifurcaciones en otros contornos que no son C1, C

�
1
, C2 ni

C�
2
. Recordando que n = x cosh(γ), podemos mapear este plano al plano n/x

�figura �3.7)).

Figura 3.7: Plano n/x

Sólo nos interesan aquellas regiones que cumplan con −x < n < x o −1 <

n/x < 1, ya que esta será una condición necesaria para la representación
asintótica que usaremos más adelante. Se graficaron los contornos para ca-
da región; las gráficas se pueden ver en el apéndice C. Los contornos rojos
representan a C1 y C�

1
y los negros a C2 y C�

2
.

Veamos cómo cambia S
(1)
n (x). En las gráficas del apéndice se ve que en las

regiones 1,3 y 4, C1 no cambia de forma y que sus puntos finales están en

−∞ hasta∞� iπ, por lo tanto, en esas regiones S
(1)
n (x) = H

(1)
n (x). Ahora bien,
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veamos qué ocurre si sumamos H
(1)
n (x) y H

(2)
n (x),

H(1)
n (x) � H(2)

n (x) =
1

iπ

� ∞�iπ

−∞

ex sinh(w)−nwdw −
1

iπ

� ∞−iπ

−∞

ex sinh(w)−nwdw

⇓

H(1)
n (x) � H(2)

n (x) =
1

iπ

� ∞�πi

∞−πi

ex sinh(w)−nwdw.

Si nos fijamos en las regiones 2 y 6A podemos ver que el contorno C1 cam-
bia de forma y tiene sus puntos finales en∞− πi hasta∞ � πi, por lo tanto,

en esas regiones S
(1)
n (x) = H

(1)
n (x)�H

(2)
n (x). Ası́ pues, multipliquemos H

(2)
n (x)

por e−2nπi

e−2nπiH(2)
n (x) =

−1

iπ

� ∞−iπ

−∞

ex sinh(w)−nw−2nπidw

=

−1

iπ

� ∞−iπ

−∞

ex sinh(w�2πi)−n(w�2πi)dw =
−1

iπ

� ∞�iπ

−∞�2πi

ex sinh(w�)−n(w�)dw��

donde usamos que sinh(w � 2πi) = sinh(w), por lo tanto

H(2)
n (x) � e−2nπiH(2)

n (x) =
1

iπ

� −∞�2πi

−∞

ex sinh(w)−nwdw.

Y en las regiones 5 y 7B el contorno C1 se deforma y tiene como puntos

finales −∞ hasta −∞ � 2πi, por lo que en esas regiones S
(1)
n (x) = H

(1)
n (x) �

e−2nπiH
(2)
n (x). El comportamiento de S

(1)
n (x) en las dos regiones faltantes, y

de S
(2)
n (x) en todas las regiones se obtiene de manera análoga. Juntando

todos los resultados obtenemos los cuadros �3.1) y �3.2).

Región S
(1)
n (x) =

1, 3, 4 H
(1)
n (x)

2, 6A H
(1)
n (x) � H

(2)
n (x)

5, 7B H
(1)
n (x) � e−2nπiH

(2)
n (x)

6B (e2nπi
� 1)H

(1)
n (x) � H

(2)
n (x)

7A H
(1)
n (x) � e−2nπi(H

(1)
n (x) � H

(2)
n (x))

Cuadro 3.1: Valores de S
(1)
n (x)
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Región S
(2)
n (x) =

1, 2, 5 H
(2)
n (x)

3, 7A H
(1)
n (x) � H

(2)
n (x)

4, 6B e2nπiH
(1)
n (x) � H

(2)
n (x)

6A H
(2)
n (x) − e2nπi(H

(1)
n (x) � H

(2)
n (x))

7B (e−2nπi − 1)H
(2)
n (x) � H

(1)
n (x)

Cuadro 3.2: Valores de S
(2)
n (x)

A todo este análisis sobre la deformación de estos contornos en las diferen-
tes regiones se le puede encontrar en la literatura como Contornos de Deb-
ye. Estos cuadros serán fundamentales para encontrar los ceros buscados,
pero antes terminemos con el método del descenso más rápido. Ya sólo
nos faltaba desarrollar en serie de Taylor para encontrar la representación

asintótica de S
(1)
n (x) y S

(2)
n (x).

3.2.4. La representación asintótica

Como ya tenemos los contornos correctos para el descenso más rápido y
hemos resuelto el tema de las bifurcaciones, podemos continuar aproxi-

mando la integral. Empecemos por aproximar S
(1)
n (x), recordando la inte-

gral

S (1)
n (x) =

1

iπ

�

C1

ex sinh(w)−nwdw =
1

iπ

�

C1

ex(sinh(w)−w cosh(γ)). �3.11)

Llamémosle h al argumento de la exponencial sin la x

h(w) = sinh(w) − w cosh(γ).

Desarrollando en serie de Taylor a segundo orden alrededor del punto es-
tacionario o punto silla de C1, es decir, alrededor de γ tenemos

h(w) ≈ h(γ) � (w − γ)h�(γ) � (w − γ)2 h��(γ)

2
�

pero como γ es punto estacionario, h�(γ) = 0, por lo tanto

h(w) − h(γ) ≈ (w − γ)2 h��(γ)

2
.
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Fijándonos que en la parte izquierda de la ecuación las partes imaginarias
se cancelan por la ecuación que cumple C1 �3.2+), por lo tanto el lado dere-
cho es puramente real. Y como en el camino del descenso más rápido �C1)
h(γ) es máximo, entonces, h��(γ) < 0. Con esto podemos definir una nueva
variable como

−τ2
= h(w) − h(γ) ≈ (w − γ)2 h��(γ)

2
. �3.12)

Notemos que h��(γ) = sinh(γ). Despejando w y derivando respecto a τ se
tiene que

w = τ

�
−2

sinh(γ)
� γ

dw

dτ
=

�
−2

sinh(γ)
.

De la ecuación �3.12), h(w) ≈ −τ2
� h(γ), sustituyendo en la integral �3.11),

obtenemos

S (1)
n (x) ≈

1

iπ

� τb

τa

ex(−τ2
�h(γ)) dw

dτ
dτ =

1

iπ

�
−2

sinh(γ)
exh(γ)

� τb

τa

e−xτ2 dτ�

donde τa y τb corresponden a los valores de τ en los puntos iniciales y
finales del contorno C1. Estos no son de gran importancia, por lo general
se toman los lı́mites de integración en −∞ y ∞, lo cual es válido por que la
exponencial decae muy rápido alrededor de w = γ�τ = 0) �porque elegimos
el contorno de descenso más rápido y porque x >> 1). Por lo tanto, queda

S (1)
n (x) ≈

1

iπ

�
−2

sinh(γ)
exh(γ)

� ∞

−∞

e−xτ2

dτ.

La integral de la derecha es una gaussiana con solución
√
π/x, sustituyendo

h(γ), obtenemos

S (1)
n (x) ≈

1

iπ

�
−2π

x sinh(γ)
ex(sinh(γ)−γ cosh(γ)).

Usando que el sinh(x) = −i sin(ix), y que el sin es impar podemos simplificar
a

S (1)
n (x) ≈

1

i
√
−i

�
2

πx sin(−iγ)
ex(sinh(γ)−γ cosh(γ)).



3.3. Los ceros 41

Y como i
√
−i = eiπ/2e−iπ/4

= eiπ/4, entonces finalmente obtenemos que

S (1)
n (x) ≈

ex(sinh(γ)−γ cosh(γ))−iπ/4

�
πx
2

sin(−iγ)
; S (2)

n (x) ≈
e−x(sinh(γ)−γ cosh(γ))�iπ/4

�
πx
2

sin(−iγ)
. �3.13)

El procedimiento para obtener S
(2)
n (x) es completamente análogo, sólo que

aplicado sobre C2 y usando el punto estacionario correspondiente w = −γ.
Éstas son las representaciones asintóticas buscadas para x >> 1, si se desea
mayor precisión se pueden tomar más términos de la serie de Taylor. Es
necesario mencionar que estas integrales sólo convergen cuando x > |n|7.
Usando que n = x cosh(γ), podemos reescribir estas ecuaciones como

S (1)
n (x) ≈

ex sinh(γ)−nγ−iπ/4

�
πx
2

sin(−iγ)
S (2)

n (x) ≈
e−x sinh(γ)�nγ�iπ/4

�
πx
2

sin(−iγ)
.

Considerando a n y x como variables independientes podemos derivarlas
obteniendo

∂S
(1)
n (x)

∂n
≈ −γS (1)

n (x)�
∂S

(2)
n (x)

∂n
≈ γS (2)

n (x)� �3.14)

∂S
(1)
n (x)

∂x
≈ sinh(γ)S (1)

n (x)�
∂S

(2)
n (x)

∂x
≈ − sinh(γ)S (2)

n (x)� �3.15)

∂2S
(1)
n (x)

∂n∂x
≈ −γ sinh(γ)S (1)

n (x)�
∂2S

(2)
n (x)

∂n∂x
≈ −γ sinh(γ)S (2)

n (x)� �3.16)

donde despreciamos el segundo término de la derivada en x porque casi
no contribuye para x >> 1. Nótese que como 0 < Im(γ) < π, las derivadas

se anulan sólo cuando S
(1)
n (x) o S

(2)
n (x) se anula.

3.3. Los ceros

Finalmente, para encontrar los ceros de ξ�
s−1/2

(ka), utilizaremos las repre-
sentaciones asintóticas �3.13) y los cuadros �3.1) y �3.2). Empecemos por

aproximar los ceros de S
(1)
n (x), S (2)

n (x) y consecuentemente de sus derivadas
para n >> 1.

S (1)
n (x) ≈ 0 S (2)

n (x) ≈ 0�

7Resultado que no demostraremos, ver referencia [25, pag.237]
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para esto requerimos que el numerador sea mucho más pequeño que el
denominador en los desarrollos asintóticos �3.13). Como x >> 1, lo anterior
se logra tomando Re(sinh(γ) − γ cosh(γ)) = 0, entonces obtenemos que para

S
(1)
n (x) se cumple que

S (1)
n (x) =

ei[x(Im(sinh(γ)−γ cosh(γ)))−π/4]
�
πx
2

sin(−iγ)
≈ 0.

Notemos que el numerador contiene una exponencial con argumento pu-
ramente imaginario, entonces sumódulo es 1. El denominador es un núme-
ro muy grande, ya que x >> 1. La fracción completa tiene un valor muy

cercano a cero. Análogamente se cumple lo mismo para S
(2)
n (x), por lo tan-

to los ceros de S
(1)
n (x) y S

(2)
n (x) con n >> 1 están cerca de la región �en el

plano γ)

Re(sinh(γ) − γ cosh(γ)) = 0. �3.17)

En la figura �3.8) podemos ver la región �3.17) de color negro. Ahora encon-

Figura 3.8: Región �3.17) en el plano n/x

traremos los ceros de H
(1)
n (x), H(2)

n (x) y de sus derivadas para n >> 1. Supon-

gamos que se cumple �3.17), entonces S
(1)
n (x) ≈ 0 y S

(2)
n (x) ≈ 0. Fijándonos

en los cuadros �3.1) y �3.2) podemos probar que esto implica que H
(1)
n (x) ≈ 0
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y que H
(2)
n (x) ≈ 0. Veamos:

Region1 : S (1)
n = H(1)

n = 0 S (2)
n = H(2)

n = 0

Region2 : S (1)
n = H(1)

n � H(2)
n = 0 S (2)

n = H(2)
n = 0

⇒ H(1)
n = 0

Region3 : S (1)
n = H(1)

n = 0 S (2)
n = H(1)

n � H(2)
n = 0

⇒ H(2)
n = 0

Region4 : S (1)
n = H(1)

n = 0 S (2)
n = e2nπiH(1)

n � H(2)
n = 0

⇒ H(2)
n = 0

Region5 : S (1)
n = H(1)

n � e−2nπiH(2)
n = 0 S (2)

n = H(2)
n = 0

⇒ H(2)
n = 0.

Y análogamente nos seguimos hasta la región 7B, por lo tanto, los ceros de

H
(1)
n (x), H(2)

n (x) también están cerca de la región �3.17). Haciendo un razona-
miento completamente análogo, utilizando �3.15), se obtiene que los ceros

de las derivadas H
(1)�
n (x) y H

(2)�
n (x), para n >> 1 también están cerca de �3.17).

Como queremos encontrar los ceros de ξ�
n−1/2

(x), recordemos que ξn−1/2(x) =
√
πx/2H

(2)
n (x). Entonces, podemos aproximar su derivada respecto a x para

x >> 1 como

ξ�n−1/2(x) ≈

�
πx

2
H(2)�

n (x)�

por lo que basta con encontrar los ceros de H
(2)�
n (x) y ya sabemos que éstos

se encuentran cerca de �3.17). De la figura �3.8) y de la figura �3.7), se puede
ver que los ceros buscados �lı́nea negra) se encuentran cerca de las regiones

1, 2 o 3. En las regiones 1 y 2H
(2)�
n (x) = S

(2)�
n (x) y de la representación �3.13) es

fácil ver que estrictamente S
(2)
n (x) � 0 ya que la exponencial del numerador

nunca es cero. Por lo tanto S
(2)�
n (x) � 0, entonces los ceros buscados deben

de estar en la región 3. De los cuadros �3.1) y �3.2) sabemos que en la región
3 se cumple que

S (1)�
n (x) = H(1)�

n (x)� S (2)�
n (x) = H(1)�

n (x) � H(2)�
n (x)�

donde se derivó respecto a x. Entonces se cumple que

H(2)�
n (x) = S (2)�

n (x) − H(1)�
n (x) = S (2)�

n (x) − S (1)�
n (x).
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Y como queremos H
(2)�
n (x) = 0, entonces S

(2)�
n (x) − S

(1)�
n (x) = 0. Usando las

relaciones �3.15) obtenemos que S
(1)
n (x) = −S

(2)
n (x), es decir

ex(sinh(γ)−γ cosh(γ))−iπ/4
= −e−x(sinh(γ)−γ cosh(γ))�iπ/4.

Dividiendo entre e−x(sinh(γ)−γ cosh(γ))−iπ/4 se tiene que

e2x(sinh(γ)−γ cosh(γ))
= −eiπ/2

⇒ 2x(sinh(γ) − γ cosh(γ)) = iπ/2 − iπ(2m � 1)�

donde usamos que −eiπ/2
= ei(π/2−π)

= ei(π/2−π−2mπ), con m entero, y sacamos
el log. Simplificando obtenemos que

x(sinh(γ) − γ cosh(γ)) = −iπ(m � 1/4)� �3.18)

donde x = ka con k = w
√
µ�/c y que γ = α � iβ. También sabemos que x

es grande, entonces necesitamos que m >> x para obtener soluciones no
triviales para γ. Además, sabemos que |γ| no es pequeño por lo que nos
conviene escribir sólo los terminos de segundo orden en γ de �3.18)

x(γ cosh(γ)) = iπ(m � 1/4)� �3.19)

reescribiendo el cosh

xγ
eγ � e−γ

2
= iπ(m � 1/4).

Y como Re[γ] < 0, esto se aproxima como

γ
e−γ

2
=

iπ(m � 1/4)

x
.

Sacando el logaritmo se obtiene

log
γ

2
− γ = log (iπ) � log (m � 1/4) − log x.

Como ya vimos que m >> x >> π > 1, entonces esta relación se aproxima
como

γ ≈ − log m �3.20)

Recordando que queremos encontrar n = x cosh γ, resulta evidente de �3.19)
y de �3.20) que

n ≈ −
iπ(m � 1/4)

log m
� �3.21)
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la cual es una primera aproximación para n y fue la que obtuvo Watson
en su artı́culo [24]. Esta aproximación se puede mejorar aun más. Haremos
una iteración del método de Newton alrededor de nuestra primera aproxi-
mación �3.20). Llamemosle F(γ) a

F(γ) = x(sinh(γ) − γ cosh(γ)) � iπ(m � 1/4) = 0

Aplicandole una iteración del método de Newton obtenemos que

γ1 = γ0 −
F(γ0)

F�(γ0)
= γ0 −

x[sinh(γ0) − γ0 cosh(γ0)] � iπ(m � 1/4)

−xγ0 sinh(γ0)

= γ0 �
1

γ0

−
1

tanh(γ0)
�

iπ(m � 1/4)

xγ0 sinh(γ0)
.

Resulta conveniente definir

�m = γ0 �
1

γ0

−
1

tanh(γ0)
� Bm = i

π(m � 1/4)

γ0 sinh(γ0)
� �3.22)

de modo que, γ1 = �m�Bm/x. Notemos también que como γ0 es real, enton-
ces �m es real y Bm es imaginario. Ahora, veremos que Bm/x << 1. Usando
que γ0 = − log m queda

Bm =
iπ(m � 1/4)

log m sinh(log m)
.

Y como sinh(log m) = (e( log m)−e(−log m))/2 ≈ m/2, ya quem >> 1, entonces

Bm ≈
i2πm

m log m
≈

1

log m
<< 1.

Como x también es grande, entonces Bm/x es aun más pequeño. Ahora
tenemos un nuevo valor de n que es n = x cosh(�m � Bm/x). Como Bm/x es
chico, expandamos en serie de Taylor a segundo orden alrededor de �m. Es
decir

n = x cosh(�m �
Bm

x
) ≈ x[cosh(�m) �

Bm

x
sinh(�m) �

B2
m

2x2
cosh(�m)]�

que son los ceros νm buscados

νm = n ≈ x cosh(�m) � Bm sinh(�m) �
B2

m

2x
cosh(�m). �3.23)
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Además, como x y �m son reales y Bm imaginario, el primer y tercer termino
del lado derecho corresponden a la parte real de los ceros y el segundo ter-
mino corresponde a la parte imaginaria de estos. Despreciando la parte
real por ser pequeña y usando que �m ≈ γ0, recuperamos nuestra primera
aproximación �3.21). Finalmente, como Bm << 1, entonces |B2

m/x| <<< 1 y
evidentemente menor que x cosh(�m) porque x y �m son grandes, por lo que
la parte real de νm es positiva. También resulta evidente que la parte imagi-
naria de νm es negativa ya que γ0 = − log m < 0 lo que hace que sinh(�m) < 0.

Estos son los ceros buscados de ξ�
n−1/2

(ka) como función de n. Su parte real
es positiva y su parte imaginaria es negativa, lo cual garantiza que se en-
cuentran dentro del contorno de la figura �2.1) tal y como esperábamos.
Si uno desea obtener los ceros con mayor precisión, hay otros métodos. El
lector puede revisar el artı́culo [10] o utilizar estas aproximaciones como
los valores iniciales de un algoritmo numérico para calcular los ceros.

Es importante resaltar que esta última aproximación de los ceros no la ob-
tuvo Watson en su artı́culo y resulta una parte fundamental para la in-
terpretación fı́sica de los pulsos que viajan alrededor de la Tierra. Es con
la ayuda de estos ceros que vamos a estudiar la solución obtenida con la
transformada de Watson en el capı́tulo anterior.



Capı́tulo 4

¿Y la Fı́sica?

En este capı́tulo presentaremos un análisis de la fı́sica de la solución obte-
nida al emplear la transformada de Watson, con ayuda de los ceros obte-
nidos en el capı́tulo anterior. Algunos de los resultados mostrados en esta
sección apenas y se tratan en el artı́culo de Watson [24], y algunos otros ni
siquiera se mencionan. El objetivo es mostrar todos los resultados fı́sicos
que se obtienen gracias al empleo de la transformada de Watson.

4.1. Los ceros

Ahora bien, daremos una primera interpretación fı́sica de los ceros obte-
nidos y de la transformada de Watson �2.16). Recordando la solución final
que obtuvimos

Π =
2π

kab

�

νm

νmPνm−1/2(−µ)ξνm−1/2(kb)

cos(νπ)

�
∂ξ�

s−1/2(ka)

∂s

�

s=νm

� �4.1)

con νm = nm los ceros �3.23) encontrados en el capı́tulo anterior. Aludiendo
a la aproximación de Laplace �2.11) para Pn−1/2(−µ) se obtiene

Pνm−1/2(− cos(θ)) ≈
cos[νm(π − θ) − π/4]
�

(νm�1/2)π

2
sin(θ)

�4.2)

=

�
ei[νm(π−θ)−π/4] � e−i[νm(π−θ)−π/4]

�

2

�
(νm�1/2)π

2
sin(θ)

. �4.3)

47
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Recordando que Π es solución a la ecuación de onda estacionaria �1.15), la
solución completa en el tiempo será eiwt

Π
1. Multiplicando �4.1) por eiwt y

sustituyendo la aproximación de Laplace se obtiene

e
iwt
Π = e

iwt 2π

kab

�

νm

νm
�
ei[νm(π−θ)−π/4] � e−i[νm(π−θ)−π/4]

�
ξνm−1/2(kb)

2

��
(νm�1/2)π

2
sin(θ)

�
cos(νmπ)

�
∂ξ�

s−1/2(ka)

∂s

�

s=νm

. �4.4)

Fijándonos en las exponenciales de la ecuación anterior podemos recono-
cer dos factores muy importantes,

e
i[−νmθ�wt] y e

i[νmθ�wt].

Separando νm en parte real e imaginaria, como dijimos en �3.23), se tiene
que

e
Im[νm]θe

−i[Re[νm]θ−wt] y e
−Im[νm]θe

i[Re[νm]θ�wt]. �4.5)

Las exponenciales recién obtenidas representan ondas viajando en la direc-
ción θ y −θ respectivamente. El argumento de la exponencial imaginaria,
∓i[Re[νm]θ ± wt], nos da la fase y la longitud de las ondas. El argumento
de la exponencial real,e±Im[νm]θ, nos da la amplitud. Esto quiere decir que
los ceros �3.23) tienen un significado fı́sico muy importante; su parte real
representa el radio terrestre multiplicado por el número de onda de las on-
das que viajan alrededor de la Tierra, y su parte imaginaria nos dice como
cambia su amplitud al viajar alrededor de la Tierra.

nm����
Relacionado con:

= Re[nm]������
Longitud de Onda

�i Im[nm]������
Amplitud

Fijándonos en �3.23) podemos ver los valores obtenidos de Re[nm] y Im[nm].
Recordando que Re[nm] > 0 y Im[nm] < 0, resulta evidente que conforme
θ crece �o decrece) la amplitud decrece. Evidentemente, hay más términos
que tomar en cuenta, pero esto nos da una idea inicial del significado fı́sico
que tienen los ceros encontrados.

1Esto es consecuencia de las ecuaciones �1.1), �1.11), �1.12) y �1.13).



4.2. Ondas alrededor de la Tierra 49

4.2. Ondas alrededor de la Tierra

Ya vimos que los ceros encontrados νm caracterizan en gran parte las ondas
que viajan alrededor de la Tierra. Notemos que el desarrollo �4.4) es una
suma sobre νm. Consecuentemente, cada término de la suma representa
una onda con diferente longitud de onda y con una amplitud caracterı́sti-
ca. Muy semejante a las series de Fourier, sólo que ahora estamos sumando
sobre un numero complejo νm y no sobre un entero.

Obtengamos otros resultados interesantes, desarrollemos sec νmπ de la si-
guiente manera,

sec νmπ =
1

cos νmπ
= 2(e−νmπi − e

−3νmπi � e
−5νmπi − ...).

Usando este desarrollo podemos reescribir el potencial �4.4) como

e
iwt
Π =

2π

kab

�

νm

νmξνm−1/2(kb)
��

(νm�1/2)π

2
sin(θ)

� �
∂ξ�

s−1/2(ka)

∂s

�

s=νm

F(θ� νm)� �4.6)

con

F(θ� νm) = e
iwt
�
e
νm(iπ−θ)−iπ/4

� e
−iνm(π−θ)�iπ/4

�
(e−νmπi − e

−3νmπi � e
−5νmπi...).

Haciendo el producto de F(θ� νm) se obtiene

F(θ� νm) = e
−iπ/4�wt[e−iνmθ − e

−iνmθ−2πiνm � e
−iνmθ−4πiνm � ...]�

e
iπ/4�wt[e�iνmθ−2πiνm − e

�iνmθ−4πiνm � ...]

= e
−iπ/4

∞�

m�=0

(−1)me
−i[νm(θ−2πm

�)−wt]
� e

iπ/4

∞�

m�=0

(−1)m�1ei[νm(θ−2πm
�)�wt].

Nuevamente tenemos dos exponenciales que representan ondas con argu-
mento ∓i[νm(θ − 2πm

�) ∓ wt]. De manera completamente análoga, podemos
separar νm en parte real e imaginaria. Lo importante en este desarrollo es
que θ viene acompañado de 2πm�, de donde podemos deducir que m� = 1

corresponde a una onda que ya avanzó 2π, que es lo mismo que una vuelta
entera alrededor de la Tierra. De la misma forma, m� = 2 corresponde a una
onda que ya le dio 2 vueltas a la Tierra, etc.

Recordando que F(θ� νm) está adentro de la suma �4.6), podemos decir que,
cada onda caracterizada por νm a su vez se descompone en otra suma de
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ondas sobre m�. Cada término de esta suma sobre m� representa las ondas
que ya le dieron una, dos, tres...�m� = 1� 2� 3 . . .) vueltas completas a la Tie-
rra. En la figura �4.1) podemos ver estas ondas para m� = 1� 2 y 3.

�a) m� = 1 �b) m� = 2 �c) m� = 3

Figura 4.1: Ondas viajando alrededor de la Tierra 1, 2 y 3 veces.

4.3. Pulsos alrededor de la Tierra

Finalmente obtendremos unos últimos resultados que no fueron presenta-
dos en el artı́culo de Watson[24]. Para obtenerlos, debemos de notar cier-
tas dependencias. Los ceros νm dependen linealmente de x = ka según
la ecuación �3.23), pero k la habı́amos definido como k2 = −βγ. Es decir
k = w

√
µ�/c, por lo tanto los ceros νm dependen de la frecuencia angular w.

En principio tomamos w como constante, ahora vamos a sumar nuestro
potencial sobre un continuo de frecuencias angulares, es decir

� ∞

−∞

e
iwt
Π(w)dw�

donde usamos que Π depende de νm que a su vez depende de w. Ahora
bien, hagamos el cambio de variable s = iw y nuestra superposición que-
dara como,

1

i

�
i∞

−i∞

e
st
Π(s)ds.
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Esto se parece a la transformada inversa de Laplace. Sólo falta una constan-
te real σ en los lı́mites de integración que debe de ser mayor que la parte
real de los polos de Π(s). De �3.23), podemos ver que como x ∝ s, entonces
Π(s) va a tener un polo en s = 02. Es por esto que podemos tomarar σ ≈ 0,
pero σ > 0 y reescribir nuestra ecuación como la transformada inversa de
Laplace

1

i

� σ�i∞

σ−i∞

e
st
Π(s)ds. �4.7)

Por la complejidad de Π(s), resulta muy complicado resolver esta integral.
Para poderla resolver habrá que hacer el desarrollo asintótico de Π(s) para
x = ka grande y el ı́ndice νm fijo. El desarrollo asintótico de las funciones de
Hankel para x >> 1 obtenido por el método del descenso más rápido es

H
(2)
ν ∼

�
2

πx
e
−i(x−νmπ/2−π/4).

Y como ξn =
√
πx/2H

(2)

n�1/2
, entonces

ξνm−1/2(x) ∼ e
−i(x−νmπ/2−π/4)�

de donde se sigue que

∂ξ�
s−1/2(x)

∂s
∼
∂

∂s
[−ie

−i(x−νmπ/2−π/4)] =
π

2
e
−i(x−νmπ/2−π/4)�

por lo tanto

ξνm−1/2(kb)

∂ξ�
s−1/2(ka)

∂s

∼
2

π
e
−ik(b−a) ≈

2

π
� �4.8)

ya que b ≈ a. Ahora, como cos(νmπ) = (eiνmπ � e−iνmπ)/2, Im[νm] < 0 y νm es
grande, entonces

cos νmπ ∼
eiνmπ

2
. �4.9)

Y finalmente usando �4.3) y nuevamente que Im[νm] < 0 y νm es grande,
obtenemos

Pνm−1/2(− cos θ) ∼
ei[νm(π−θ)−π/4]

√
2π sin θ

√
νm
. �4.10)

2Esto será evidente más adelante que se haga la representación asintótica de Π(s)
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Usando �4.8), �4.9) y �4.9), podemos escribir cada término de Π(s) como

Πm ∼ �

√
νm

k
√
sin θ

e
−i[νmθ]� con � =

4
√
2

ab
√
π
� �4.11)

lo cual queremos dejar en función de s. Usando �3.23), que x = ka, que

k = w
√
µ�/c �4.12)

y que s = iw, obtenemos los ceros en función de s

νm = −is
a
√
µ�

c
cosh �m � Bm sinh �m � i

B2
mc

2sa
√
µ�

cosh �m�

Lo que nos conduce a

νm = iαms � βm � i
γm

s
� con : �4.13)

αm = −
a
√
µ�

c
cosh �m� βm = Bm sinh �m� γm =

B2
mc

2a
√
µ�

cosh �m. �4.14)

Y con ayuda de �3.22) podemos ver que αm y γm son reales y negativos y
que βm es imaginario y negativo, con esto podemos aproximar una parte
de �4.11)

√
νm

k
=

�
iαms � βm � oγm/s

−is
√
µ�/c

.

Considerando que a ≈ 6�378x108cm, c ≈ 2�998x1010cm/s, µ ≈ � ≈ 1 en aire
seco y en cgs �Gaussiano), que γ0 = − logm y que w = s/i ≈ 100kHz para
ondas de radio, entonces es fácil ver que

αms >> βm � iγm/s.

Entonces,

√
νm

k
≈

√
iαms

−is
√
µ�/c

= −
c
√
αm

√
isµ�
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y podemos reescribir �4.11) como

Πm ∼ −�
c
√
αm

√
sin θ
√

isµ�
e
−i[(iαm s�βm�i

γm
s
)θ]

=
B
√

s
e
(αm s�

γm
s
)θ con B =

−4c

ab

�
2αm

iπµ� sin θ
e
−iπ/4−iβmθ.

Sólo nos falta obtener la transformada inversa de Laplace de esto,

Πm ∼
B
√

s
e
(αm s�

γm
s
)θ. �4.15)

Ahora, comoΠ(s) =
�

m Πm y queremos calcular la integral �4.7), calculamos
la integral de cada término

1

i

� σ�i∞

σ−i∞

e
st
Πmds

≈
B

i

� σ�i∞

σ−i∞

s
−1/2

e
s(αmθ�t)�

γm
s
)θ

ds.

Notemos que αmθ � t es un término de propagación y por lo tanto αm debe
de tener unidades de tiempo, es decir de distancia entre velocidad. Como

αm = −
a
√
µ�

c
cosh �m, a tiene unidades de centı́metros, µ y � son adimen-

sionales en cgs Gaussiano, c es la velocidad de la luz y cosh �m ≈ m y es
adimensional, entonces nuestra ondas se propagan con una velocidad de
c/m.

Para resolver la integral usaremos una representación integral de las fun-
ciones de Bessel, la cual se puede encontrar en [25, pag.177],

Jν(z) =
1

2πi

�
z

2

�ν � c�i∞

c−i∞

t
−ν−1

e
t− z2

4t dt� �4.16)

con c > 0. Haciendo el cambio de variable s� = s[αmθ � t] y ds� = ds[αmθ � t]

obtenemos

B

i
√
αmθ � t

� σ�i∞

σ−i∞

s
�−1/2

e
s��

γm
s�
θ(αmθ�t)

ds.

Y ya nos queda de la forma �4.16), entonces ν = −1/2 y

−
z2

4
= γmθ(αmθ � t) → z =

�
−4γmθ(αmθ � t).
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Entonces la integral queda como

B2π

�
−γmθ

αmθ � t

�1/4
J−1/2

� �
−4γmθ(αmθ � t)

�
.

O recordando el valor de B, lo podemos escribir más convenientemente
como

1

i

� σ�i∞

σ−i∞

e
st
Πmds = C

e−iβmθ

√
sin θ

�
−γmθ

αmθ � t

�1/4
J−1/2

� �
−4γmθ(αmθ � t)

�
� �4.17)

con C =
8c

ab

�
2παm

−µ�
. �4.18)

Graficando la expresión �4.17) para x constante en función del tiempo se
obtiene la figura �4.2). En esta figura se ven muy claramente varios fenóme-

Figura 4.2: Pulso en función del tiempo para x constante.

nos que ocurren con el pulso. Si nos encontramos parados en algún punto
de la Tierra y el pulso se genera en el polo Norte, no percibiremos el pulso
de forma inmediata, hay que esperar cierto tiempo a que se propague hasta
el punto en donde nos encontramos. Este tiempo se puede calcular a partir
de la expresión

�
−4γmθ(αmθ � t)�
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que se encuentra adentro de la función de Bessel del resultado �4.17). Como
γm < 0, entonces αmθ � t > 0 para que la raı́z sea real, es decir

t > −αmθ� con : αm < 0.

Durante este tiempo nosotros no vemos nada y es justo lo que observamos
al inicio de la gráfica en la figura �4.2). Una vez pasado este tiempo, nos lle-
ga el pulso seguido por una cola, la cual es consecuencia de la dispersión
de las ondas. Este efecto de dispersión se origina de la función de Bessel en
�4.17), el cual a su vez es consecuencia matemática directa del factor que va
como γm/s en �4.15). Finalmente hay un factor en �4.17) que disminuye la
amplitud conforme θ crece, el término es e−iβmθ, es importante recordar que
βm es imaginario y negativo.

Estamos viendo que en la propagación del pulso hay tres fenómenos fı́si-
co muy importantes, propagación, dispersión y disminución de amplitud.
Recordando la expresión de los ceros obtenidos en función de s �4.13),

νm = iαms � βm � i
γm

s

podemos ver que el primer término que es proporcional a s es el que es-
ta relacionado con la propagación. El tercer término que es inversamente
proporcional a s es el que esta relacionado con la dispersión y el segundo
término que es constante esta relacionado con la disminución de la ampli-
tud. Los tres fenómenos involucrados en la propagación de pulsos alrede-
dor de la Tierra son consecuencia directa de la forma matemática de los
ceros obtenidos.

El emplear la Transformada de Watson le dio un significado fı́sico mucho
más profundo y claro a la solución que la serie original, además mejoró la
convergencia de nuestra solución. En [12] mencionan que se hubiesen re-
querido 8000 términos de la serie original para obtener los mismos resul-
tados que con tan sólo dos términos de la serie obtenida por medio de la
transformada de Watson.

4.4. Otros resultados

George Neville Watson obtuvo más resultados de su trabajo. El lector ya
familiarizado con el problema se puede referir al artı́culo original sin tanta
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dificultad. A continuación se mencionan estos resultados.

Primero, obtuvo resultados numéricos asumiendo que la Tierra era un con-
ductor perfecto. Con estos resultados, encontró que la onda difractada alre-
dedor de la Tierra no era lo suficientemente intensa como para explicar los
resultados empı́ricos, lo cual, demanda la existencia de otros fenómenos
fı́sicos para explicar los resultados experimentales. Por ejemplo, la refle-
xión de las ondas en la atmósfera. Watson, aun inconforme, hizo los es-
tudios para el caso de un conductor imperfecto. Para el lector interesado,
estos cálculos resultan relativamente sencillos y se pueden consultar en el
artı́culo original [24]. Estos estudios lo llevaron a darse cuenta de que, ya
sea en Tierra o agua de mar, la diferencia entre los resultados obtenidos su-
poniendo un conductor perfecto o uno imperfecto eran despreciables. En

Figura 4.3: Reflexión en la capa de Heaviside

pocas palabras, Watson probó que la difracción de ondas alrededor de la
Tierra y las ondas que viajan por dentro de la Tierra no bastan para explicar
la transmisión de ondas alrededor de la Tierra. Para explicar el fenómeno,
se requiere incluir la reflexión de éstas en la atmósfera. En especifico, en la
capa de Heaviside, esta es una capa delgada de gas ionizado entre los 90 y
150 km de altura, la cual fue descubierta en 1924 justamente porque refleja
las ondas de radio. La figura �4.3) ilustra el fenómeno en cuestión.



Parte II

Ondas Oceánicas sobre una
Esfera Giratoria

”Lo que sabemos es una gota de agua,
lo que ignoramos es el océano.”

Isaac Newton.
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Capı́tulo 5

Ecuaciones de Movimiento

Un tipo de ondas que resulta sumamente importante estudiar para enten-
der los cambios climáticos son las ondas planetarias o ondas de Rossby. Es-
tas ondas deben su existencia a la rotación de la Tierra, es decir a la Fuerza
de Coriolis. Son sumamente difı́ciles de observar en el océano, esto se debe
a que estas ondas pueden tener longitudes de onda de cientos de kilóme-
tros, amplitudes de apenas unos cuantos centı́metros y velocidades de pro-
pagación muy lentas. La ecuación que deduciremos a continuación resulta
apropiada para describir estas ondas, ya que desprecia movimientos en la
dirección radial �amplitud) por ser muy pequeños y toma en cuenta ma-
yormente el término de Coriolis.

La deducción se hará partiendo de las ecuaciones de Euler, en especifico las
de conservación de momento. Después, se obtendrá la ecuación de conser-
vación de vorticidad absoluta que es consecuencia de sacarle el rotacional a
las ecuaciones de Euler, y se escribirá con ayuda de la función de corriente.

5.1. Ecuaciones de Euler

A continuación presentaremos una deducción muy simple de las ecuacio-
nes de Euler. La manera más sencilla para describir un fluido en su totali-
dad es atravez del campo de velocidades �v que lo rige y las fuerzas a las
que está sometido. Este campo de velocidades se puede representar como
un espacio lleno de flechas �vectores de velocidad) cuya magnitud y direc-
ción dependen de la posición y del tiempo como se ve en la figura �5.1).

59
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Figura 5.1: Foto de algún campo de velocidades.

Este campo representa la velocidad que siente un elemento de fluido al pa-
sar por un punto fijo en el espacio a un tiempo dado. Como ya decı́amos,
éste tiene que ser función de la posición y del tiempo, �v = �v(�x� t), donde la
posición �x es un punto fijo en el espacio. A esta descripción del movimien-
to se le llama la descripción Euleriana o espacial. Un ejemplo sencillo se
da en un rı́o. La descripción Euleriana da la velocidad que experimenta un
elemento de fluido al pasar por cierto punto, pero no da la velocidad que
experimenta este elemento de fluido al moverse con el rı́o1.

Para obtener las ecuaciones de movimiento de nuestro océano tendremos
que escribir la segunda ley de Newton para un fluido. Sabemos por la se-
gunda ley que la fuerza es el cambio de momento respecto al tiempo, es
decir,

�F = m�a =
d�p

dt
. �5.1)

Debido a que la segunda ley es para cuerpos2, entonces necesitamos co-
nocer el momento de un cuerpo, pero el fluido es un continuo, entonces
habrá que calcular el momento de un elemento de fluido. Primero, inten-
temos escribir la velocidad del elemento de fluido en términos del campo
de velocidades. Para esto consideremos la trayectoria �x de un elemento de
fluido. Como el elemento se mueve, su trayectoria dependerá del tiempo,

1La Descripción que da la velocidad de un elemento de fluido moviéndose con el rı́o es la
descripción Lagrangiana.

2No para el campo de velocidades que es lo que buscamos.



5.1. Ecuaciones de Euler 61

entonces �x = �x(t).

Escribamos la velocidad del elemento de fluido �U en función del campo
de velocidades �v(�x� t). Esto se logra sustituyendo la posición �x(t) del ele-
mento de fluido en la dependencia espacial del campo de velocidades:
�U = �v(�x(t)� t). Separando el campo de velocidades en sus componentes:
�v = (u� v�w), con u, v y w a su vez funciones de �x(t) y de t como acabamos
de ver. Usando regla de la cadena, derivamos la primer componente de la
velocidad u(�x(t)� t) respecto a t, obteniendo

Du

Dt
=
∂u

∂x

dx

dt
�
∂u

∂y

dy

dt
�
∂u

∂z

dz

dt
�
∂u

∂t
.

O bien como (u� v�w) =
�

dx
dt
�

dy

dt
� dz

dt

�
, entonces

Du

Dt
= u
∂u

∂x
� v
∂u

∂y
� w
∂u

∂z
�
∂u

∂t
= (u� v�w) ·

�
∂u

∂x
�
∂u

∂y
�
∂u

∂z

�

�
∂u

∂t
.

Haciendo lo mismo de manera análoga para las otras dos variables de la
velocidad, v y w, obtenemos otras dos ecuaciones. Las tres ecuaciones ob-
tenidas se pueden escribir como una sola ecuación vectorial,

D�v

Dt
=
∂�v

∂t
� (�v · ∇)�v. �5.2)

Esta ecuación representa la aceleración de un elemento de fluido arbitrario
en función del campo de velocidades. Al operador D

Dt
se le llama Derivada

Material ya que mide el cambio respecto al tiempo de alguna propiedad de
un elemento de fluido en movimiento.

Para escribir la segunda ley de Newton, necesitamos la derivada del mo-
mento respecto al tiempo para un elemento de fluido en movimiento, para
esto requerimos primero escribir el momento de un elemento de fluido co-
mo la integral,

�p =

�

V

ρ�vdV�

donde V es el volumen del elemento de fluido, ρ es la densidad del fluido3.
Es importante notar que esta integral es sobre un elemento de fluido que se

3Nótese que ya supusimos que el fluido es incompresible ya que ρ=cte.
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mueve conforme avanza el tiempo, entonces tomar la derivada respecto al
tiempo de esta integral no es algo trivial. Para meter la derivada temporal
a la integral sobre el volumen material, hay que hacer uso del teorema de
transporte de Reynolds. Después se expande el integrando y se emplea la
conservación de masa para anular dos términos, el resultado final es,

d�p

dt
=

�

V

ρ
D�v

Dt
dV� �5.3)

y se puede ver en [1, pag. 137]. Como ya tenemos la derivada del momento,
calculemos las fuerzas que actúan sobre nuestro fluido. Éstas pueden ser
de dos tipos, las fuerzas de cuerpo y las fuerzas de superficie. Las fuerzas
de cuerpo son fuerzas de largo alcance que penetran adentro del fluido
y actuan sobre todos los elementos del fluido, ejemplos de éstas pueden
ser la gravedad, la fuerza de Coriolis y la fuerza centrı́fuga. Las fuerzas
de superficie son las fuerzas de contacto que actuan sobre la superficie de
nuestro elemento de fluido, ya que éste se encuentra en contacto con otros
elementos de fluido a la vez, por ejemplo la presión y los esfuerzos de corte.
La fuerza superficial neta sobre el elemento de fluido es,

�Fs =

�

∂V

�Tds�

con ∂V la frontera del elemento de fluido. En el caso de un fluido ideal, es
decir un fluido no viscoso, no hay esfuerzos de corte y la única contribu-

ción a las fuerzas de superficie es la presión, entonces �T = −Pn̂, con n̂ la
normal al elemento de fluido. Empleando el teorema de Gauss para pasar
de una integral de superficie a una de volumen, obtenemos

�Fs = −

�

V

∇PdV.

Agregando las posibles fuerzas de cuerpo, queda

�F =

�

V

(−∇P)dV � �Fcpo =

�

V

(−∇P � ρ ��cpo)dV� �5.4)

donde ��cpo es la aceleración debido a las fuerzas de cuerpo y ρ la densi-
dad del fluido. Retomando las ecuaciones �5.4) y �5.3) e igualando según la
segunda ley de Newton obtenemos

�

ρ
D�v

Dt
dV =

�

(−∇P � ρ ��cpo)dV.
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Como esto es cierto para cualquier volumen, los integrandos deben de ser
iguales. Dividiendo entre ρ, queda

D�v

Dt
= −

1

ρ
∇P � ��cpo. �5.5)

Esta ecuación representa la conservación de momento, ya que se dedujo
a partir de la segunda ley de Newton, y se conoce como la ecuación de
Euler. Junto con la conservación de masa, que en este caso es ∇ · �v = 0 por
suponer incompresibilidad, tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con
cuatro incógnitas, �v y P.

5.2. Ecuación de Vorticidad Bidimensional

La ecuación de vorticidad se obtiene sacándole el rotacional a la ecuación
de Euler que acabamos de deducir, pero antes veamos como incorporar las
fuerzas asociadas al movimiento de rotación uniforme, es decir la fuerza
centrı́fuga y la de Coriolis, a la ecuación de Euler. Empecemos con la fuerza
de Coriolis que es

�Fc = −2m�Ω × �v → ��c = −2�Ω × �v�

con Ω la velocidad angular de la Tierra, �v la velocidad del elemento de
fluido moviéndose en la Tierra y �c la aceleración de Coriolis. Fijando un
sistema de referencia localmente plano en el ángulo Θ, tenemos que z es
normal a la Tierra, y va en dirección norte y x al este. Vamos a represen-
tar al océano como una capa delgada de agua respecto al radio terrestre,
como las ondas de Rossby tienen un amplitud muy pequeña en relación
a su longitud de onda, supondremos que la componente normal z de la
velocidad es nula. Además, tampoco tomaremos en cuenta la componente
normal de la aceleración de Coriolis, ya que es pequeña en comparación

con la gravedad4. Tomando lo anterior en cuenta, podemos escribir la ��c

como

��c = −2(−vyΩ cosΘ� vxΩ cosΘ) = 2Ω cosΘ(vy�−vx)�

donde a f = 2Ω cosΘ se le denomina el parámetro de Coriolis. En este caso,
Θ es la co-latitud, es decir, el ángulo medido a partir del eje polar en donde
fijamos nuestro sistema de referencia localmente plano, pero nos conviene

4Esta aproximación es ampliamente usada en oceanografı́a, ver [20].
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tomar la latitud que se mide a partir del ecuador, entonces el parámetro
de Coriolis se convierte en f = 2Ω sin θ, con θ la latitud. Ahora podemos
incorporar esta aceleración a la ecuación de Euler, �5.5),

D�v

Dt
= −

1

ρ
∇P � 2Ω sin θ(vy�−vx)�

es decir,

Dvx

Dt
= −

1

ρ

∂P

∂x
� f vy�

Dvy

Dt
= −

1

ρ

∂P

∂y
− f vx.

Pareciera ser que la gravedad y la fuerza centrı́fuga no fuerón tomadas en
cuenta, pero ambas fuerzas de cuerpo son conservativas, asi que las pode-
mos escribir como el gradiente de algo. De esta manera las podemos incluir
en la variable P, es decir el término ∇P contiene el gradiente de presiones
original, la gravedad y la aceleración centrı́fuga. A esta nueva P se le co-
noce como presión modificada. Tomemos el rotacional bidimensional de la
ecuación vectorial5, que es lo mismo que tomar la parcial respecto a x de la
segunda, la parcial respecto a y de la primera y restarlas, obtenemos

∂

∂x

Dvy

Dt
−
∂

∂y

Dvx

Dt
= − f

�
∂vx

∂x
�
∂vy

∂y

�

− vx

∂ f

∂x
− vy

∂ f

∂y
� �5.6)

pero como ∇ ·�v = 0 por ser incompresible, el primer término del lado dere-
cho desaparece. Además, como

∂

∂x

D�

Dt
=
∂

∂x

�
∂�

∂t
� vx

∂�

∂x
� vy

∂�

∂y

�

=
∂

∂t

∂�

∂x
�
∂vx

∂x

∂�

∂x
� vx

∂

∂x

∂�

∂x
�
∂vy

∂x

∂�

∂y
� vy

∂

∂y

∂�

∂x

=
D

Dt

∂�

∂x
�
∂vx

∂x

∂�

∂x
�
∂vy

∂x

∂�

∂y
�

el término del lado izquierdo se puede escribir como

D

Dt

�
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

�

�
∂vx

∂x

∂vy

∂x
�
∂vy

∂x

∂vy

∂y
−
∂vx

∂y

∂vx

∂x
−
∂vy

∂y

∂vx

∂y
.

5
∇ × �a = − ∂ax

∂y �
∂ay

∂x .
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Además, como �w = ∇ × �v y estamos en dos dimensiones lo podemos sim-
plificar a

Dw

Dt
�
∂vx

∂x

�
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

�

�
∂vy

∂y

�
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

�

=
Dw

Dt
� w

�
∂vx

∂x
�
∂vy

∂y

�

�

donde w es la componente normal de �w. Nótese que el último término es
cero, ya que la cantidad entre paréntesis corresponde a la divergencia que
bien sabemos es cero ya que supusimos incompresibilidad. Por lo tanto, la
ecuación �5.6) se simplifica a

Dw

Dt
= −vx

∂ f

∂x
− vy

∂ f

∂y
� o

Dw

Dt
� vx

∂ f

∂x
� vy

∂ f

∂y
= 0.

Finalmente, como el parámetro de Coriolis f es constante en el tiempo,
entonces ∂ f /∂t = 0, lo que quiere decir que los dos últimos términos del
lado izquierdo corresponden a la derivada material de f , D f /Dt. Entonces,
se sigue que

D

Dt
(w � f ) = 0�

es decir, la cantidad w� f se conserva a lo largo de una trayectoria material
y en el tiempo. Dado que w corresponde a la vorticidad relativa a la Tierra6

y f corresponde a la vorticidad del planeta, a la cantidad ξ = w � f le
llamaremos vorticidad absoluta, y se cumple que

Dξ

Dt
= 0� �5.7)

es decir se conserva, lo cual tiene sentido ya que no hay disipación de
energı́a ni fuerzas no conservativas7. Por esto mismo, podemos decir que
esta última ecuación es valida no solo en el sistema localmente plano, si no
en toda la superficie esférica. Demanera más formal, la vorticidad absoluta

6Todo el campo de velocidades es relativo a la Tierra y definimos w como la componente
normal de �w = ∇ × �v. Se hace de esta manera ya que nos interesa saber como se ven las ondas
desde un punto fijo en la Tierra. Por esta misma razón, agregamos la fuerza de Coriolis como
una fuerza de cuerpo.

7La vorticidad absoluta se describe desde un sistema inercial. La vorticidad relativa se des-
cribe montados en la Tierra y esa no se conserva, ya que entra en juego la fuerza de Coriolis,
la cual es una fuerza no conservativa.
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es el rotacional de la velocidad vista desde un sistema inercial. El rotacio-
nal es circulación por unidad de área, y como la componente normal de la
velocidad es cero, la superficie es uniforme y el área es tomada de la misma
forma en cualquier punto de la Tierra. Entonces, el teorema de circulación
de Kelvin nos dice que la circulación se conserva en trayectorias materia-
les, que es lo mismo que �5.7). Reescribiendo la derivada material tenemos
que

Dξ

Dt
=
∂ξ

∂t
� �v · ∇ξ =

∂ξ

∂t
� ∇ · (�vξ) − ξ∇ · �v = 0�

donde usamos la siguiente identidad vectorial: ∇ · (��x) = �x · ∇� � �∇ ·

�x. Nuevamente el último término del lado derecho es una divergencia y
consecuentemente es cero. Como la ecuación �5.7) es valida en la esfera,
usemos la divergencia en coordenadas esféricas tomando en cuenta que la
componete radial o normal de la velocidad es cero, podemos reescribir esta
ecuación de la siguiente manera,

Dξ

Dt
=
∂ξ

∂t
�

1

a cos θ

�
∂

∂θ
(ξvθ cos θ) �

∂

∂φ
(ξvφ)

�

= 0� �5.8)

con vθ� vφ las velocidades en la dirección θ y φ y a el radio de la Tierra.
Nótese también que se emplean senos y no cosenos en la divergencia. Esto
es ası́ porque θ es la latitud y no la co-latitud. Mas aun, como ∇ · �v = 0,
la condición de continuidad nos garantiza la existencia de una función de
corriente, ψ. Entonces,

vθ =
1

a cos θ

∂ψ

∂φ
y vφ = −

∂ψ

a∂θ
� �5.9)

lo cual lo podemos sustituir en �5.8) y obtener

Dξ

Dt
=
∂ξ

∂t
�

1

a2 cos θ

�
∂

∂θ

�

ξ
∂ψ

∂φ

�

−
∂

∂φ

�

ξ
∂ψ

∂θ

��

=
∂ξ

∂t
�

1

a2 cos θ

�
∂ψ

∂φ

∂ξ

∂θ
−
∂ξ

∂φ

∂ψ

∂θ

�

= 0

⇒
Dξ

Dt
=
∂ξ

∂t
� J(ψ� ξ) = 0� con : J(�� B) =

1

a2 cos θ

�
∂�

∂φ

∂B

∂θ
−
∂B

∂φ

∂�

∂θ

�

.
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Tomando en cuenta este último resultado y recordando que ξ = w� f y que
∂ f /∂t = 0, entonces

Dξ

Dt
=
∂w

∂t
� J(ψ�w � f ) = 0�

=
∂w

∂t
� J(ψ�w) � J(ψ� f ) = 0�

ya que J es lineal en cada argumento, lo cual es trivial demostrarlo. El
último término se puede simplificar a

J(ψ� f ) = J(ψ� 2Ω sin θ)

=
1

a2 cos θ

�

2Ω
∂ψ

∂φ
cos θ − 0

�

=
2Ω

a2

∂ψ

∂φ
.

Entonces, obtenemos que

∂w

∂t
� J(ψ�w) �

2Ω

a2

∂ψ

∂φ
= 0. �5.10)

Finalmente, como w es la componente normal de �w = ∇×�v, en coordenadas
esféricas se escribe como

w =
1

a cos θ

�
∂vθ

∂φ
−
∂ cos θvφ

∂θ

�

.

Recordando que θ es la latitud y no la co-latitud. Podemos volver a emplear
�5.9) y obtener

w =
1

a2 cos θ

�
∂

∂φ

�
1

cos θ

∂ψ

∂φ

�

�
∂

∂θ

�

cos θ
∂ψ

∂θ

��

=
1

a2 cos2 θ

∂2ψ

∂φ
�

1

a2 cos θ

∂

∂θ

�

cos θ
∂ψ

∂θ

�

= ∇
2ψ.

Es decir, la relación entre la vorticidad relativa y la función de corriente
es w = ∇2ψ. Lo que quiere decir que podemos interpretar a la vorticidad
como el promedio de la curvatura de la función de corriente. Esta relación
nos permite escribir nuestra ecuación �5.10) en su forma final,

∂∇2ψ

∂t
� J(ψ�∇2ψ) �

2Ω

a2

∂ψ

∂φ
= 0. �5.11)
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A esta ecuación se le encuentra en la literatura como ”Barotropic Vorti-
city Equation 2describe a las ondas de Rossby. Cuenta con tres términos,
el primer término es el cambio de la vorticidad en el tiempo, el segundo
corresponde a los efectos no-lineales y el tercero da la contribución gracias
al efecto de Coriolis.

Para obtener información relevante sobre las ondas de Rossby, podemos
suponer movimientos pequeños y despreciar el término no lineal J(ψ�∇2ψ)

para quedarnos únicamente con el término de Coriolis.



Capı́tulo 6

Soluciones a la ecuación de
vorticidad

En este capı́tulo resolveremos la ecuación de vorticidad que se obtuvo en
el capı́tulo anterior, pero linealizada. Como supusimos que el término de
Coriolis es mucho mayor que el término no lineal, la ecuación que vamos
a resolver será

∂∇2ψ

∂t
�

2Ω

a2

∂ψ

∂φ
= 0. �6.1)

Como ya se mencionó en la introducción, comenzaremos resolviendo la
ecuación bidimensional sobre la esfera, la cual no tiene singularidades y no
le podemos aplicar la trasnformada de Watson como veremos en el capı́tu-
lo 7. Por el otro lado, sı́ nos da información fı́sica relevante de las ondas
de Rossby y está basada en el artı́culo [9], por lo que nos da un punto de
referencia de lo que esperamos obtener en las soluciones que encontremos
en este capı́tulo. Después se resolverá la ecuación sobre un plano tangen-
te a la esfera, aproximación ampliamente usada para describir ondas de
Rossby ya que retiene la variación del parámetro de Coriolis en el espacio.
Como las ondas de Rossby se originan por la fuerza de Coriolis, ésta es una
aproximación muy útil. A pesar de las limitaciones de esta aproximación,
nos da información relevante sobre las ondas oceánicas sobre una esfera
giratoria, al menos localmente. Además, el haber cambiado de topologı́a
esférica a plana no necesariamente implica que las soluciones obtenidas no
sean candidatas para aplicarles la transformada de Watson. Lo que sı́ es
importante es que las soluciones a las que les queremos aplicar la trans-

69
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formda de Watson tengan singularidades, es por esto que es buena idea
buscar las funciones de Green de la ecuación en los distintos casos. Final-
mente empleamos una generalización a tres dimensiones de la ecuación
bidimensional obtenida, la cual describe ondas de Rossby en un fluido es-
tratificado. Gran parte de la fı́sica de esta ecuación queda fuera del alcance
de esta tesis, pero afortunadamente en las variables angulares se puede tra-
tar de manera análoga al caso anterior. Esta última solución se deja como
un problema abierto y una guı́a para futuros intentos.

No todas las soluciones obtenidas en este capı́tulo son obtenidas con el fin
de aplicarles la transformada de Watson, muchas se obtienen únicamen-
te con el fı́n de entender las ondas de Rossby. Debido a que la mayorı́a
de las soluciones obtenidas en el plano tangente son aproximadas, bus-
caremos soluciones por diferentes métodos para entender los fenómenos
fı́sicos asociados a la ecuación y descartar errores que podrı́an ser ocasio-
nados por las aproximaciones realizadas. Esto nos dará una visión global
del comportamiento de la ecuación. Además, nos dará un rango de solu-
ciones más amplio en las que podemos intentar emplear la transformada
de Watson en el siguiente capı́tulo. La variedad de soluciones obtenidas,
tanto en el plano como en la esfera, es importante para entender en que
circunstancias y que elementos se necesitan para aplicar la transformada
de Watson y en cuales no.

6.1. Una solución particular en la esfera

Retomando la ecuación original �6.1), con a = 1 para dejarlo igual que en
[9],

∂∇2ψ

∂t
� 2Ω

∂ψ

∂φ
= 0.

La solución más sencilla es la estacionaria, es decir cuando la derivada
temporal del Laplaciano es cero, entonces

∂ψ

∂φ
= 0� ⇒ ψ = constante.

Es decir, ψ no depende de θ y es constante en φ. Las lı́neas de corriente se
ven como en la figura �6.1).
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�

Figura 6.1: Solución estacionaria sobre la esfera.

A continuación encontraremos una solución particular, suponiendo que

∂∇2ψ

∂t
=
∂

∂t

�
2Ω

φ̇
ψ

�

� �6.2)

con φ̇ la derivada de φ respecto al tiempo la cual es constante. Esta supo-
sición es hecha por Longuet Higgins, ver referencia [9]. Básicamente nos

dice que el cambio de la vorticidad ∇2ψ en el tiempo es igual a dψ
dt

dt
dφ
=

dψ
dφ
,

que es el cambio de la función de corriente en la dirección φ. Esto se podrı́a
pensar como forzar a que la propagación de la vorticidad, o su cambio de
cualquier tipo en el tiempo, sea a lo largo de la dirección φ. Sustituyendo
en �6.1) queda

∂

∂t

�
2Ω

φ̇
ψ

�

= −2Ω
∂ψ

∂φ
� ⇒

∂ψ

∂t
� φ̇
∂ψ

∂φ
= 0�

la cual podemos resolver usando caracterı́sticas, ya que

d

dt
ψ(φ(t)� t) = ψt � ψφφ̇.

Por lo tanto, φ = φ̇t � φ0 es una caracterı́stica con φ0 una constante. Supo-
niendo que en t = 0, f (φ0) es solución, entonces para t arbitrario f (φ − φ̇t).
Dado que también hay dependencia en θ, la solución debe ser de la forma

ψ = f (θ� φ − φ̇t).

Ahora, notemos que los armónicos esféricos cumplen que

∇2S n � n(n � 1)S n = 0.
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Es decir, satisfacen automáticamente �6.2), si se cumple que −2Ω/φ̇ = n(n �

1), con esto hemos encontrado un conjunto de soluciones particulares de la
forma

ψ = S n(θ� φ − φ̇t) con : φ̇ =
−2Ω

n(n � 1)
.

Estas soluciones las podemos entender como armónicos esféricos que se
mueven con velocidad angular φ̇ = −2Ω

n(n�1)
. Por ejemplo, para n = 1, el

armónico esférico S 1(θ� φ0) rota con velocidad angular −Ω visto desde den-
tro de la esfera, y como la Tierra gira con velocidadΩ, el sistema no semue-
ve en absoluto visto desde un sistema fijo afuera. Para n > 1, el armónico
esférico rota más lento que −Ω. Visto desde la Tierra, estos modos giran
cada vez más lento hacia el oeste conforme n aumenta, pero visto desde
un sistema fijo externo, estos modos giran cada vez más rápido intentando
alcanzar la velocidad angular de la Tierra conforme n crece. En otras pa-
labras, el sistema tiende a ser llevado por la rotación de la Tierra. Esto es
consistente con los resultados obtenidos de la relación de dispersión para
el caso de ondas planas, ya que las ondas, vistas desde la Tierra, se mueven
al oeste.

Unas posibles soluciones serı́an,

Psn(cos θ)eis(φ−φ̇t) y Qs
n(cos θ)eis(φ−φ̇t)�

donde Psn y Q
s
n denotan las funciones de Legendre y φ̇ = −2Ω/(n(n � 1)).

Notemos que s = 0 corresponde a un modo estacionario, es decir, visto
desde la Tierra no se mueve. Esto es congruente con lo argumentado an-
teriormente ya que si s = 0, entonces n = 0 forzosamente, y ya vimos que
n = 0 corresponde al modo que se mueve junto con la Tierra, el cual es
sumamente aburrido e irrelevante, ya que es constante.

También debemos notar que el polo de los armónicos esféricos no tiene que
coincidir necesariamente con el polo de rotación de la Tierra. Lo único im-
portante es que el polo de cada armónico esférico, en función de n, gire alre-
dedor del eje de rotación terrestre con velocidad angular w = −2Ω/(n(n�1)),
de este modo, nos podemos olvidar de la dependencia temporal por com-
pleto, lo cual no haremos ahora para evitar confusiones.

La forma de los patrones que se propagan hacia el oeste con velocidad
angular φ̇ = −2Ω

n(n�1)
se pueden ver en la figura �6.2). Recordando que estas

imágenes representan la función de corriente, las lineas que se ven en la
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�a) n = 7, m = 0 �b) n = 7, m = 4

Figura 6.2: Solución en armónicos esféricos.

figura corresponden a la función de corriente constante, es decir lı́neas de
corriente. Esto quiere decir que para el caso b) tenemos muchos vórtices
propagándose a la izquierda, los más claros girando en un sentido y los
más obscuros en el otro, ya que el cambio de color corresponde al cambio
de signo de la función de corriente. En el caso de a) tenemos una especie
de vórtice degenerado. En la zona clara las lı́neas de corriente van para un
lado y en la zona obscura van para el otro. Recordemos que estos patrones
giran con velocidad angular φ̇ = −2Ω

n(n�1)
vistos desde la Tierra.

Obtengamos una solución completa, tomemos el conjunto de soluciones,

ψ =

∞�

n=0

n�

s=−n

�snP
s
n(cos θ)eis(φ�

2Ω
n(n�1)

t)�

con �sn constantes que dependen de n y s. Evaluando en t = 0 e igualándolo
a una condición inicial, por ejemplo, δ(θ)δ(φ), podemos emplear la ortogo-
nalidad de los polinomios de Legendre y de las exponenciales para obtener
el valor de las constantes �sn. Multiplicando por Psn� y por e

−is�φ, e integrando
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en los limites correspondientes, usando el hecho que

� 1

−1

Psn(x)P
s
n� (x)dx =

2

2n � 1

(n � s)�

(n − s)�
δnn� y

� π

−π

einxe−inxdx = 2πδnn� �

obtenemos que

�sn =
(2n � 1)(n − s)�

4π(n � s)�
�

Por lo que nuestra solución final queda,

ψ =

∞�

n=0

n�

s=−n

(2n � 1)(n − s)�

4π(n � s)�
Psn(cos θ)eis(φ�

2Ω
n(n�1)

t). �6.3)

Recordemos que esta es tan sólo es una solución particular al problema
en cuestión, dado que hicimos una suposición al principio la cual puede
excluir muchas soluciones. La solución obtenida básicamente consiste de
armónicos esféricos que se propagan a la izquierda �Oeste) con una veloci-
dad que depende de n.

6.2. Soluciones en el plano tangente

Tomaremos de �6.1), x ≈ aφ y y ≈ aθ como en la figura �6.3), para φ y θ
chicas, de modo que el parámetro de Coriolis lo podemos linealizar para
y ≈ 0 como f = 2Ω sin y/a ≈ 2Ωy/a. Llamémosle β al cambio de f en la
dirección y, es decir β = d f

dy
= 2Ω/a, con esto obtenemos la aproximación

en el plano β, la cual básicamente consiste en linealizar el parámetro de
Coriolis y ver el comportamiento de la ecuación en el plano tangente. Esta
aproximación es ampliamente usada para describir Ondas de Rossby. La
ecuación a resolver resulta simplemente

�
ψxx � ψyy

�

t
� βψx = 0� �6.4)

ya que dx = adφ, donde los subı́ndices denotan derivadas respecto a esa
variable.
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Figura 6.3: Plano tangente a la esfera.

6.2.1. La relación de dispersión para ondas planas

Propongamos como solución una onda plana de la siguiente forma,

ψ = ei(
�k·�x−wt)�

con �k = (k� l) = (κ cosα� κ sinα) el vector de onda, w la frecuencia, κ la norma
del vector de onda �k y α la dirección de propagación de la onda. Sustitu-
yendo, se obtiene que

−iw[−k2 − l2] � iβk = 0� ⇒ �6.5)

w

k
= −

β

k2 � l2
= −
β

κ2
. �6.6)

Esta última es la relación de dispersión que se debe cumplir para ondas
planas. La cantidad w/k es la velocidad de un frente que se propaga en la
dirección x. Como tomamos β = 2Ω/a positivo, w/k es siempre negativa.
Es decir, el frente se propaga a la izquierda �Oeste) con velocidad β/κ2, la
cual sólo depende de la norma del vector de onda y no de la dirección de
propagación. Ésta es una propiedad de las ondas de Rossby, siempre se
propagan hacia el Oeste. Esto tiene mucho sentido, ya que si uno esta pa-
rado sobre la Tierra y esta tiene una velocidad angular positiva �Este), al
hacer una perturbación en el agua, visto desde la Tierra, aparenta ser que
ésta se propaga hacia el Oeste gracias a la fuerza de Coriolis.
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La relación de dispersión también se puede escribir como

k2
� l2 �

βk

w
= 0� ⇒

k2
�
βk

w
�

�
β

2w

�2

� l2 =

�
β

2w

�2

� ⇒

�
k �
β

2w

�2

� l2 =

�
β

2w

�2

.

Lo anterior quiere decir que, para valores fijos de la frecuencia w, los vec-

tores de onda �k se encuentran sobre un circulo con centro en −β/2w y con
radio β/2w. Reescribiendo de nuevo la relación de dispersión

w = −βk/(k2
� l2)�

podemos obtener las velocidades de grupo,

∂w

∂k
=
β(k2 − l2)

(k2 � l2)2
=
β

κ2
cos 2α y

∂w

∂l
=

β2kl

(k2 � l2)2
=
β

κ2
sin 2α.

Veamos la figura �6.4) para entender mejor lo que sucede. El cı́rculo dibu-

�

�

�

�
�

���

���

�

�

����

Figura 6.4: Plano del vector de onda �k.

jado son los posibles vectores de onda que puede haber para una w fija. El

vector �k forma un ángulo de α con el eje x. Consecuentemente el vector �B�

forma un ángulo de 2α−π, es decir el vector ��B forma un ángulo de 2α con

el eje x. Tomando en cuenta que la magnitud del vector ��B es β/2w, ya que
es el radio del cı́rculo, podemos escribir la velocidad de grupo como

�vg =
β

κ2
(cos 2α� sin 2α) =

2w

κ2
��B.
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Esto es interesante, ya que mientras el vector de onda siempre tiene com-
ponente en x negativa y esta restringido a un cı́rculo, la velocidad de grupo
siempre apunta hacia el centro del cı́rculo. En concreto, si una onda plana
se propaga al Este, tendrá una velocidad de grupo al Oeste, o si se propaga
al Noroeste, entonces tendrá una velocidad de grupo al Sur. Un análisis
más elaborado sobre esta relación se pueden buscar en [20, pag.108] o en
[9].

En otras palabras, la velocidad de fase siempre tiene una componente en
dirección Oeste, pero la velocidad de grupo puede apuntar en cualquier
dirección. Entonces, a pesar de que las ondas siempre se propaguen hacia
el oeste, puede haber un flujo de energı́a en cualquier dirección, ya que la
velocidad de grupo esta asociada al flujo de energı́a. Esto es congruente con
las soluciones obtenidas más adelante en la esfera, ya que todas nuestras
velocidades de fase se propagan al oeste.

6.2.2. Empleando Series de Fourier en y.

Como queremos obtener la función de Green de la ecuación �6.4), escriba-
mos la ecuación con una fuente puntual en y = 0 y x = 0, e instántanea en
t = 0,

�
ψxx � ψyy

�

t
� βψx = δ(x)δ(y)δ(t).

Esta ecuación diferencial parcial se puede transformar en una ecuación di-
ferencial ordinaria con ayuda de la transformada de Laplace y las series
de Fourier. Sin perdida de generalidad tomemos β = 1 para simplificar los
cálculos. Usando el hecho de que

L

�
d f (t)

dt

�

= sF(s) − f (0)�

donde L denota la transformada de Laplace y F(s) es la transformada de
Laplace de f (t). Calculemos la Transformada de Laplace de toda la ecua-
ción obteniendo,

s[ψ̃xx � ψ̃yy] � ψ̃x = δ(x)δ(y). �6.7)

La función ψ̃ es la transformada de Laplace de la función ψ; la condición
inicial usada es f (0) = 0. Ya se removió la dependencia temporal, ahora
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falta deshacerse de una de la variables espaciales. Para esto desarrollemos
ψ̃ en serie de Fourier en y,

ψ̃ =

∞�

m=−∞

�me
imy� ⇒

∞�

m=−∞

s[�mxxe
imy − m2�me

imy] � �mxe
imy
= δ(x)δ(y).

En realidad el valor m = 0 no es necesario tomarlo en cuenta ya que es un
modo estacionario, tal y como se vio en el caso de la esfera. Multiplican-
do por e−iny e integrando de −π a π podemos usar la ortogonalidad de las
exponenciales y obtener que

2π
�
s[�mxx − m

2�m] � �mx
�
= δ(x).

Que es lo mismo que

���m �
��m

s
− m2�m =

δ(x)

2πs
� �6.8)

donde las � denotan derivadas respecto a x. Ésta ya es una ecuación diferen-
cial ordinaria que es muy sencilla de resolver. Para resolver la homogénea,
propongamos como solución erx. Sustituyendo se obtiene el polinomio ca-
racterı́stico

r2
�
r

s
− m2

= 0� ⇒

r± = −
1

2s
±

1

2

�
1

s2
� 4m2.

Es fácil notar que r� > 0 y que r− < 0, por lo tanto para tener soluciones que
tengan sentido fı́sico hay que asegurarse que las soluciones estén acotadas,
entonces,

�m =





�er−x x ≥ 0�

Ber�x x < 0�

con � y B constantes. Como ψ̃ debe ser continua en x = 0, entonces �m tam-
bién debe serlo. Evaluando ambos casos en cero e igualando obtenemos
que � = B. Para calcular la constante �, integremos la ecuación 6.8 de −� a
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�,

ψ̃x(�) − ψ̃x(−�) �
1

s
(ψ̃(�) − ψ̃(−�)) − m2

� �

−�

ψ̃ =
1

2πs
� ⇒

ψ̃x(�) − ψ̃x(−�) =
1

2πs
�‘�

ya que ψ̃ es continua en cero y � tenderá a cero. Sustituyendo nuestra solu-
ción se obtiene que

�r−e
r−� − �r�e

−r�� � �er−� − �e−r�� =
1

2πs
.

Haciendo � tender a cero y despejando � obtenemos

� =
1

2πs(r− − r�)
=

1

2π
√

1 � 4m2s2
�

y la solución queda

�m =





er−x

2π
√

1 � 4m2s2
x ≥ 0;

er�x

2π
√

1 � 4m2s2
x < 0.

Recordando que la frecuencia es velocidad entre longitud de onda, nos
conviene concentrarnos en las frecuencias pequeñas, ya que estas descri-
ben a las ondas con longitudes de onda muy grandes que son las que nos
interesan. Más aun, como la frecuencia es pequeña y es el inverso del pe-
riodo nos interesará lo que ocurre después de largos intervalos de tiempo.
Es por esto que desarrollaremos en Taylor a primer orden las raı́ces r± para
las frecuencias s << 1, entonces

r± = −
1

2s
±

1

2s

√
1 � 4m2s2 ≈ −

1

2s
±

1

2s
(1 � 2m2s2)� ⇒

r− ≈ −
1

s
− m2s y

r� ≈ m
2s�
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donde usamos el desarrollo en serie de Taylor de
√

1 � h ≈ 1 � h/2, lo cual
simplifica �m considerablemente dejando

�m =





e−x/s−m
2 sx

2π
√

1 � 4m2s2
x ≥ 0;

em
2 sx

2π
√

1 � 4m2s2
x < 0.

�6.9)

Ahora, nos falta invertir la transformada de Laplace original para recupe-
rar ψ. El caso más sencillo es el caso x < 0, ası́ que empecemos por éste.
Usando que

L−1[e−asF(s)] = H(t − a) f (t − a) y

L−1

�
1

√
s2 � a2

�

= J0(at)�

con H la función escalón de Heaviside y J0 la función de Bessel de orden
cero, podemos invertir �m para x < 0 si lo escribimos como

� m
x<0
=

em
2 sx

4π|m|

��
1

2m

�2
� s2

.

Entonces, resulta evidente que L−1[� m
x<0

] es

H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4π|m|
�

con lo que obtenemos la solución de ψ para x < 0 que es

ψ =

∞�

m=−∞

eimy
H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4π|m|
� �6.10)

conm � 0 por razones que veremos más adelante. Antes de describir fı́sica-
mente esta solución, concentrémonos en obtener la transformada inversa
de Laplace para el caso en que x > 0. Para esto podemos emplear dos méto-
dos, ambos arrojaran resultados que nos ayudaran a entender el compor-
tamiento de la ecuación. El primero es utilizar la convolución para invertir
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y dejar el resultado en forma integral para su evaluación numérica, y el se-
gundo es utilizar el método del descenso rápido para aproximar la integral
inversa de Laplace.

Para resolver usando la convolución hay que escribir � m
x≥0

como el produc-

to de dos funciones de s,

� m
x≥0
=

e−m
2 sx

2π
√

1 � 4m2s2
e−x/s.

De este modo, podemos emplear la convolución que dice que

L−1[F(s)G(s)] = ( f ∗ g)(t) =

� ∞

−∞

f (τ)g(t − τ)dτ�

con f y g las transformadas inversas de Laplace de F y G respectivamente.
Haciendo

F(s) =
e−m

2 sx

2π
√

1 � 4m2s2
⇒ f (t) =

H(t − m2x)J0

�
1

2m
(t − m2x)

�

4π|m|
�

lo cual se obtiene de manera análoga al caso x < 0. Sólo nos falta invertir

G(s) = e−x/s.

Calculemos la Transformada inversa de Laplace de G,

g(t) = L−1(G(s)) =
1

2πi

� γ�i∞

γ−i∞

e−x/sestds�

=
1

2πi

� γ�i∞

γ−i∞

es
�− xt

s�
ds�

t
con : s� = st.

Esta integral es una función de Bessel, lo cual es evidente al emplear la
representación integral de las funciones de Bessel1,

Jν(z) =
1

2πi

�
z

2

�ν � c�i∞

c−i∞

s−ν−1es−
z2

4s ds� �6.11)

con ν = −1 y z2/4 = xt, entonces g(t) se escribe como

g(t) =

�
x

t
J−1

�
2
√
xt

�
.

1Ésta se puede encontrar en [25, pg.177].
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Recordando la convolución, podemos obtener la transformada inversa de
Laplace de � m

x≥0
,

L−1(� m
x≥0

) =

� ∞

−∞

f (τ)g(t − τ)dτ

=

� ∞

−∞

H(τ − m2x)J0

�
1

2m
(τ − m2x)

�

4π|m|

�
x

t − τ
J−1

�
2
�
x(t − τ)

�
dτ.

Eliminando la función escalón de Heaviside con el lı́mite de integración
obtenemos finalmente,

L−1(� m
x≥0

) =

� ∞

m2x

√
xJ−1

�
2
√
x(t − τ)

�
J0

�
1

2m
(τ − m2x)

�

4π|m|
√
t − τ

dτ. �6.12)

Esta integral es el valor exacto de la transformada inversa que estamos
buscando, pero esta integral no tiene solución analı́tica y se tiene que eva-
luar numéricamente para cada t, m y x dados. Además de consumir mucho
tiempo computacional, la integral tiene un polo en t = τ lo cual puede hacer
que la aproximación numérica sea muymala. Finalmente, como las funcio-
nes se encuentran adentro de la integral, resulta difı́cil dar una interpreta-
ción fı́sica de los términos que la componen y su contribución al resultado
final. Es por todas estas razones que intentaremos resolver la transformada
inversa por otro método más conveniente.

Utilicemos el método del descenso más rápido para aproximar la integral
de la transformada inversa de Laplace. En la parte uno ya se explicó como
funciona este método y de donde se deduce, ası́ que ahora lo aplicaremos
directamente. Este método sirve para aproximar integrales complejas y el
resultado general es,

f (t) =

�

C

g(s)eth(s)ds ∼ g(s0)

�
−2π

th��(s0)
eth(s0) con : h�(s0) = 0� �6.13)
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donde z0 es punto crı́tico de h(z)2. La integral a resolver es la siguiente

L−1(� m
x≥0

) =
1

4π2i

� γ�i∞

γ−i∞

e−x/s−m
2 sx�st

√
1 � 4m2s2

ds�

=
1

4π2i

� γ�i∞

γ−i∞

et(s−
x
t
(1/s�m2 s))

√
1 � 4m2s2

ds.

La suposición para poder emplear el método del descenso más rápido
será que t >> 1, la cual es congruente con la hecha en el caso anterior en
donde s << 1, y también que x/t es constante. Entonces hay que encontrar
los puntos crı́ticos de h(s),

h(s) = s −
x

t
(1/s � m2s) ⇒ h�(s0) = 1 −

x

t
(−1/s2

0 � m
2) = 0

⇒ s0 = ±

�
1

m2 − t/x
.

Además como t >> 1, conviene asegurarse de que t ≥ m2x, de modo que
los puntos crı́ticos s0 no pasen de ser reales a ser imaginarios al variar t po-
niendo en riesgo nuestra aproximación. De esta manera, los puntos crı́ticos
son puramente imaginarios. Ahora, nuestra integral tiene dos cortes rama

dados por el término 1/
√

1 � 4m2s2, hay que tener cuidado que los pun-

tos crı́ticos nunca pasen por los cortes rama. Dado que 1/
√

1 � 4m2s2 =

1/(
√

1 � 2msi
√

1 − 2msi), usando la rama principal del logaritmo, los cor-
tes rama estarán desde los puntos s = i/(2m) y s = −i/2m hasta i∞ y −i∞
respectivamente, lo que quiere decir que nuestros puntos crı́ticos deben de
estar en el segmento entre s = −i/(2m) y s = i/2m, es decir,

−i

2m
< s0 <

i

2m
⇒

−1

2m
<

�
1

t/x − m2
<

1

2m

⇒
1

t/x − m2
<

1

4m2
⇒ 4m2 < t/x − m2

⇒ t > 5m2x�

lo cual concuerda con el hecho de que t >> 1. Además, como pedimos que
x/t sea constante y x� t > 0, esta condición nos dice que 0 ≤ x

t
< (1/5m2), es

2Para detalles de la fórmula y el método ver [16, pag.50]
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decir la constante esta acotada entre 0 y 1/(5m2).

Debido a que no hay cambio en la parte real de h(s) al usar el punto crı́tico
con signo positivo o negativo, resulta equivalente usar uno o el otro, ası́ que
por simplicidad elegiremos el positivo. Calculemos h��(s0),

h��(s) =
−2x

ts3
⇒ h��(s0) = −

2x

t

�
m2 −

t

x

�3/2

� 0�

con lo que ya podemos emplear �6.13) para obtener que

L−1(� m
x≥0

) =
1

4π2i

eth(s0)

�
1 � 4m2/(m2 − t/x))

�
π

x(m2 − t/x)3/2
�

y como h(s0) es

h(s0) =
1

�
m2 − t/x

−
x

t

�

�
m2 − t/x �

m2

�
m2 − t/x


 �

entonces,

L−1(� m
x≥0

) =
1

4π2i
e

t√
m2−t/x

−x 1�m2
√
m2−t/x

�
π

x(m2 − t/x)3/2(1 � 4m2/(m2 − t/x))
�

=
1

4π2i
e

i√
t/x−m2

(t−x(1�m2))
�

π

x(m2 − t/x)3/2 � 4m2x(m2 − t/x)1/2
.

Juntándola con la solución para x < 0 �6.10), obtenemos la solución final,

ψ =

∞�

m=−∞
m�0

eimy





√
πH(t − 5m2x)e

i 1√
t/x−m2

(t−x(1�m2))

4π2i
�
x(m2 − t/x)3/2 � 4m2x(m2 − t/x)1/2

x ≥ 0;

H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4π|m|
x < 0.

�6.14)

Nótese que agregamos una función de Heaviside para el caso x ≥ 0 ya que
nos garantiza que t ≥ 5m2x. Hagamos lo mismo, pero con una cfuente más
suave en y para obtener una mejor solución. Dejemos el análisis para el
final.
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Cambio de fuente en y

Retomando �6.7), cambiemos la δ(y) por e−ay
2

con a > 0, entonces al emplear
la ortogonalidad o superposición tenemos que calcular la integral,

� π

−π

e−ay
2

e−imydy.

Ésta se puede resolver exactamente completando el cuadrado y utilizando
Erf, pero quedará en función de Erf y eso sólo complica las cosas, ası́ que
aproximemos para cuando a no es chica. En tal caso la exponencial decae
tan rápido que las contribuciones más grandes a la integral serán cerca del
cero, por lo tanto no cambiaramucho si movemos los lı́mites de integración
de −∞ a∞. Es decir,

� ∞

−∞

e−ay
2

e−imydy =

�
π

a
e−

m2

4a �

ya que esa integral es la transformada de Fourier de una Gaussiana. Y co-
mo sólo depende de m y de la constante a, este factor queda constante a
lo largo de todas las manipulaciones que hicimos en el caso anterior. De
hecho sólo hace falta multiplicarlo por la solución que ya tenı́amos para
obtener la solución para la nueva fuente. La solución queda,

ψ =

∞�

m=−∞
m�0

eimy





e−m
2/(4a)H(t − 5m2x)e

i 1√
t/x−m2

(t−x(1�m2))

4π
√
ai

�
x(m2 − t/x)3/2 � 4m2x(m2 − t/x)1/2

x ≥ 0;

e−m
2/(4a)H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4
√
aπ|m|

x < 0.

�6.15)

Las gráficas de esta solución para la suma de los término m = −1 y m = 1, y
la suma de m = −2 y m = 2 las podemos ver en la figura �6.5). Analicemos
la solución para x ≥ 0, el término más importante es la exponencial. Se
pueden apreciar dos fenómenos. El primero consiste en la propagación a
la derecha asociada al término t − x(1 � m2). Éste muy probablemente sea
consecuencia de haber aproximado para tiempos grandes ya que las ondas
propaguen a la derecha no tiene mucho sentido fı́sico, tal y como lo vimos
al obtener la relación de dispersión.
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�a) t = 200, m = 1�−1 �b) t = 200, m = 2�−2

Figura 6.5: Solución con series de Fourier en y.

Por el otro lado, todo el argumento de la exponencial para t >> 1 se com-
porta como

√
tx, lo cual quiere decir que a conforme t crece veremos que

el patrón se comprime en x. Para ver este fenómeno, veamos las curvas de
nivel de la solución en la figura �6.6), donde es muy claro como después de
un tiempo, el patrón del lado derecho x > 0 se comprimió.

Para x < 0, el análisis es muy sencillo, el argumento de la función de Bessel
es un término que propaga a la izquierda. Es importante notar que la velo-
cidad de propagación esta relacionada con la frecuencia m, esta dará lugar
a fenómenos de dispersión.

Cuando la función de corriente es constante, representa lineas de corriente.
Es decir, los contornos de la figura �6.6) son lı́neas de corriente y son cı́rcu-
los. En otras palabras son vórtices, los que son más claros son vórtices en
un sentido y lo más obscuros son vórtices en el otro sentido, ya que la fun-
ción de corriente cambia de signo. Esta solución representa vórtices pro-
pagándose a la izquierda mientras del lado derecho se van comprimiendo.
La solución del lado izquierdo es sumamente parecida a la solución que se
obtendrá en la esfera, vórtices propagándose al Oeste �izquierda).
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�a) t = 200, m = 1�−1 �b) t = 700, m = 1�−1

Figura 6.6: Curvas de Nivel de la solución a diferentes tiempos.

6.2.3. Empleando la Transformada de Fourier en y.

Retomando la Transformada de Laplace de la ecuación original �6.7),

s[ψ̃xx � ψ̃yy] � ψ̃x = δ(x)δ(y). �6.16)

Empleando la convención apropiada de la transformada de Fourier, que
es cualquiera en la que la exponencial en la integral de la transformada
inversa de Fourier tenga signo positivo de modo que,

�

�
dn f

dxn

�

= (iw)n f̂ (w).

Al aplicarla a la ecuación se obtiene,

s[−l2ψ̂ � ψ̂xx] � ψ̂x = δ(x)�

reescribiendola,

ψ̂xx �
ψ̂x

s
− l2ψ̂ =

δ(x)

s
.

Que es exactamente igual a la ecuación �6.8), que obtuvimos al emplear
series de Fourier en y, y por lo tanto nuestra solución es exactamente igual
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a �6.9), excepto por una constante que depende de la convención usada.
Evidentemente, en vez de tener los coeficientes de Fourier �m, tendremos
la Transformada de Fourier ψ̂ de ψ̃,

ψ̂ =





e−x/s−l
2 sx

√
1 � 4l2s2

x ≥ 0;

el
2 sx

√
1 � 4l2s2

x < 0.

Nótese que cambiamos m por l para resaltar que ya no se trata de un espec-
tro discreto. Nuevamente como estamos aproximando para s << 1, pode-
mos aproximar la raı́z en el denominador a uno. La aproximación puede
parecer muy abrupta, pero el cálculo se hizo con una mejor aproximación
sin tener mejoras cualitativas en los resultados, entonces nos queda,

ψ̂ =





e−x/s−l
2 sx x ≥ 0;

el
2 sx x < 0.

Ahora como la transformada de Fourier de esas funciones es bien conocida,

� −1[e−
l2

4a ] =
√

2ae−ay
2

�

con a constante, podemos invertir la transformada de Fourier en y obte-
niendo ψ̃,

ψ̃ =





e−x/s−
y2

4sx

√
2sx

x ≥ 0;

e
y2

4sx

√
−2sx

x < 0.

Sólo falta tomar la transformada inversa de Laplace de esta funciones las
cuales nuevamente serán funciones de Bessel. El procedimiento para ob-
tenerlas es análogo al empleado en la sección anterior y no tiene sentido
repetirlo. Al multiplicar por est, integrar y cambiar de variable nos quedan
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integrales como �6.11). El resultado final es,

ψ ≈





1
√

2x



x �

y2

4x

t




1/4

J−1/2


2

�

t

�

x �
y2

4x

� x ≥ 0;

1
√
−2x

�
−y2

4xt

�1/4

J−1/2


2

�
−y2t

4x


 x < 0.

�6.17)

Para hacer un análisis más completo, mostramos la gráfica de esta función
a diferentes tiempos en la figura �6.7). Es evidente que la solución tiene una

�a) t = 5 �b) t = 25

�c) t = 50 �d) t = 100

Figura 6.7: Solución empleando la Transformada de Fourier.
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singularidad en x = 0, esta se puede deber a dos razones. Se puede deber a
las aproximaciones usadas o a las fuentes empleadas, ya que se empleo la
delta tanto en x como en y. A continuación resolveremos un caso con una
fuente más suave, pero antes será necesario hacer algunos comentarios de
la solución obtenida.

La solución para x > 0 contiene como argumento de la función de Bessel un

termino que va como t
�
x �

y2

4x

�
, veamos las curvas de nivel de esta función.

Tomemos k una constante, entonces

x �
y2

4x
= k ⇒

y2

4
= kx − x2 ⇒

x2 − kx �
k2

4
�
y2

4
=
k2

4
⇒

�

x −
k

2

�2

�
y2

4
=
k2

4
�

la cual evidentemente es la ecuación de un elipse; las curvas de nivel son
elipses. Al multiplicar este término por t dentro del argumento de la fun-
ción de Bessel, hace que todo este patrón de elipses se comprima hacia el
origen conforme t crece. Es decir, para x ≥ 0 nuestra solución comprime
elipses y eso es justamente lo que vemos en la figura �6.7).

En el caso de x < 0, el argumento de la función de Bessel es, y
2t

4x
, sus curvas

de nivel,

y2

4x
= k ⇒ y2

= 4kx�

las cuales son parábolas tales y como se ven en la figura �6.7). Esto quiere
decir que conforme t crece las parábolas se comprimen, pero en este caso
no es tan claro el como se comprimen como en el caso anterior. Si tomamos
y fija, el argumento queda como t/x, el cual al hacer crecer t expande en la
dirección x. De la misma forma, si tomamos x fija, el argumento va como ty,
el cual comprime en la dirección y. Es decir, la solución para x < 0 expande
en x y comprime en y patrones con forma parabólica.

Para un análisis más completo, veamos las curvas de nivel graficadas en la
figura �6.8). En ésta se puede apreciar lo que acabamos de comentar sobre
parábolas y elipses, pero vemos aun más cosas. Dentro de las parábolas,
se forman vórtices con forma parabólica. Esto se debe a que la amplitud
de la solución �6.17) también depende de la posición y esta altera la forma
de las curvas de nivel de ψ. Lo anterior significa que mientras de un lado
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Figura 6.8: Curvas de nivel de �6.17).

comprime vórtices elı́pticos, del otro lado expande vórtices parabólicos.
Fijándonos más de cerca, la figura �6.8) se parece un poco a �6.6), pero como
si lo hubiésemos comprimido en y hacia el origen, esto es consecuencia de
haber empleado la transformada de Fourier en vez de las series, es decir,
de haber supuesto un espectro continuo y no discreto.

Cambio de fuente

Antes de continuar con el análisis de la solución veamos que pasa si po-

nemos una fuente más suave, por ejemplo δ(x)e−y
2

. Podrı́amos emplear el
principio de superposición para funciones de Green, pero no quedará una
integral amigable, ası́ que mejor volvamos a la primera ecuación de esta
sección �6.16),y empleemos la transformada de Fourier, pero con nuestra
nueva fuente, lo cual da como resultado,

ψ̂xx �
ψ̂x

s
− l2ψ̂ =

δ(x)

s

e−l
2/4

√
2
.

Todo es análogo a lo hecho para la fuente anterior, buscamos soluciones
a la homogénea y con ayuda de estas calculamos el valor de la constante
para obtener la solución particular. Como es de esperarse, la solución que-
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da exactamente igual, excepto por un factor nuevo que va como e−l
2/4
√

2
. La

solución se ve de la forma,

ψ̂ =





e−x/s−l
2 sx−l2/4

√
2
√

1 � 4l2s2
x ≥ 0;

el
2 sx−l2/4

√
2
√

1 � 4l2s2
x < 0�

donde nuevamente aproximamos, para s << 1, la raı́z en el denominador
a uno, dejando

ψ̂ =





e−x/s−l
2(sx�1/4)

√
2

x ≥ 0;

el
2(sx−1/4)

√
2

x < 0�

lo cual lo podemos invertir con lamisma formula empleada antes:� −1[e−
l2

4a ] =√
2ae−ay

2

, obteniendo

ψ̂ =





e−x/s−y
2/(1�4sx)

√
1 � 4sx

x ≥ 0;

e−y
2/(1−4sx)

√
1 − 4sx

x < 0.

Ahora nos falta tomar la transformada de Laplace de este resultado, para
esto intentemos escribirla de un forma semejante a la integral �6.11).Em-
pecemos con x ≥ 0, nuevamente aproximamos para s << 1 la raı́z en el
denominador a uno. Después, aproximemos con una serie de Taylor el fac-
tor en la exponencial 1

1�4sx
≈ 1 − 4sx, lo que nos da,

ψ =
e−y

2

2πi

� γ�i∞

γ−i∞

est�4y2xs−x/sds�

donde ya aplicamos la Transformada inversa de Laplace a ψ̂. Cambiemos
de variable s� = s(t � 4y2x), entonces

ψ =
e−y

2

2πi(t � 4y2x)

� γ�i∞

γ−i∞

es
�−x(t�4y2x)/s�ds��



6.2. Soluciones en el plano tangente 93

la cual ya es una integral de Bessel del tipo �6.11), escribiéndolo apropia-
damente

ψ =
e−y

2 √
x

�
t � 4y2x

J−1[2

�
x(t � 4y2x)].

De manera semejante lo hacemos para x < 0. Tenemos

ψ =
1

2πi

� γ�i∞

γ−i∞

e−y
2/(1−4sx)�stds��

cambiando de variable a s� = 1 − 4sx, obtenemos

ψ =
e

t
4x

−8xπi

� γ�i∞

γ−i∞

e−y
2/s�−ts�/(4x)ds�.

Nuevamente cambiando de variable a s�� = −ts�/(4x), queda

ψ =
e

t
4x

−2tπi

� γ�i∞

γ−i∞

ey
2t/(4xs��)�s��ds���

lo cual nuevamente ya es una integral de Bessel del tipo �6.11), escribiéndo-
lo como función de Bessel,

ψ = e
t

4x

�
−y2

4xt
J−1[

�
−y2t/x].

Escribiendo las dos soluciones,

ψ =





e−y
2 √
x

�
t � 4y2x

J−1[2

�
x(t � 4y2x)] x ≥ 0;

e
t

4x

�
−y2

4xt
J−1[

�
−y2t/x] x < 0.

�6.18)

Nuevamente mostramos el comportamiento de esta solución graficamente
en la figura �6.9). Si usamos las mismas escalas no se observa bien lo que
ocurre en x < 0 o x ≥ 0 veamos las soluciones por separado, para x ≥ 0

podemos ver la figura �6.10), y para x < 0 podemos ver la figura �6.11).
Cabe notar que ahora las solución no es singular para x = 0, ası́ que la sin-
gularidad se deba muy probablemente a las fuentes usadas. Es difı́cil saber
si realmente es sólo por esa razón que la singularidad desapareció ya que



94 Capı́tulo 6. Soluciones a la ecuación de vorticidad

Figura 6.9: Solución a t = 5

�a) t = 10 �b) t = 30 �c) t = 60

Figura 6.10: Solución con Gaussiana para x ≥ 0.

hicimos varias aproximaciones para llegar a este último resultado.

Nuevamente, para x < 0 tenemos el mismo fenómeno que en el caso de la
fuente anterior, comprime en y, expande en x, pero para x ≥ 0 es un poco
diferente. El argumento dentro de la función de Bessel es x(t � 4y2x). De
aquı́, se pueden observar dos fenómenos interesantes. Hay propagación
de hipérbolas a la izquierda por el factor t � 4y2x, ya que 4y2x = cte son
hipérbolas, pero también hay un fenómeno de compresión en x, ya que to-
do el término de propagación esta multiplicado por x. Este último es más
fácil de entender para t >> 1 ya que todo el argumento aproxima a xt, lo
cual es evidentemente una compresión en x conforme t crece.

Básicamente tenemos lo mismo que con la fuente anterior. Compresión en
x para x ≥ 0 y expansión en x para x < 0. Al utilizar una fuente diferen-
te, apareció un término que de algún modo u otro propaga. Consideran-
do esta solución y la encontrada anteriormente con series de Fourier en y,



6.2. Soluciones en el plano tangente 95

�a) t = 10 �b) t = 30 �c) t = 60

Figura 6.11: Solución con Gaussiana para x < 0.

podemos decir que las soluciones son una combinación de términos que
propagan, comprimen o expanden. Eso quiere decir que si uno fuerza una
solución que propaga, como lo hicimos para el caso de ondas planas, pro-
bablemente se este perdiendo una buena parte de la solución.

Por el otro lado, hemos empleado diversas aproximaciones, y podrı́a ser
que nuestra solución este siendo afectada gravemente. No estamos seguros
si los fenómenos de compresión y expansión están asociados al hecho de
haber empleado aproximaciones asintóticas o de cualquier otro tipo. En
especı́fico, resulta muy curioso el fenómeno de compresión para x ≥ 0 que
continuamente surge de las soluciones. Intentemos por otros métodos y
veamos si este fenómeno se debe a emplear aproximaciones o no.

6.2.4. Empleando Series de Fourier en x.

Partimos de cuando aplicamos la transformada de Laplace a la ecuación
original y obtenı́amos �6.7),

s[ψ̃xx � ψ̃yy] � ψ̃x = δ(x)δ(y).

Luego desarrollamos ψ̃ en Fourier en x,

ψ̃ =

∞�

m=−∞

Bme
imx�

con Bm los coeficientes de Fourier. Sustituimos, integramos y usamos la
ortogonalidad de la exponencial compleja3, obteniendo que para cada m se

3No repetimos este procedimiento porque es completamente análogo al empleado al hacer
series de Fourier en y.
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cumple

s[−m2Bm � B
��
m] � imBmx =

δ(y)

2π
�

donde � denota derivada respecto a y. Reescribiendo la ecuación se tiene
que

B��m � Bm

�
im

s
− m2

�
=
δ(y)

2πs
. �6.19)

Ecuación cuyas soluciones homogéneas son muy fáciles y son de la forma

Bm = e
±
√
m2−im/s.

Ahora, como m2 es real y positivo, tomamos la raı́z de
�
m2 − im/s con par-

te real positiva, de manera que podamos tener soluciones fı́sicamente po-
sibles, es decir acotadas cuando y→ ∞, entonces nos queda,

Bm =





�e−y
√
m2−im/s y ≥ 0;

Bey
√
m2−im/s y < 0.

Como esperamos que la función sea continua en y = 0, entonces es trivial
que � = B. El coeficiente � lo determinará el lado derecho de la ecuación.
Integrando la ecuación de −� a � obtenemos

B�m(�) − B�m(−�) =
1

2πs
�

ya que Bm es continua y la integral de la delta es uno. Sustituyendo los
valores correspondientes de Bm,

−�
�
m2 − im/s − B

�
m2 − im/s =

1

2πs
como : � = B ⇒

� =
−1

4πs
�
m2 − im/s

�

lo que nos lleva al valor final de Bm,

Bm =





−e−y
√
m2−im/s

4πs
�
m2 − im/s

y ≥ 0;

−ey
√
m2−im/s

4πs
�
m2 − im/s

y < 0.
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Falta hacer la transformada inversa de Laplace, la cual en este caso no la
pudimos obtener, pero hay algo rescatable de este intento y es por eso que
se incluye en la tesis. Los coeficientes Bm no dependen de x, al hacer la
transformada inversa de Laplace, suponiendo que pudiéramos, el resulta-
do no va a depender en absoluto de x. Es decir nuestra solución estará en
forma de una serie donde cada término será de la forma eimx multiplica-
do por una función que depende de t, y, y m. Sumándole el hecho que la
serie va sumada en m de menos infinito a infinito, no hay ninguna diferen-
cia en nuestra solución si x < 0 o si x ≥ 0. Este hecho resulta interesante ya
que todas las demás soluciones que se obtienen si dependen del signo de x.

Esto último nos hace dudar nuevamente al respecto de la compresión en
x ≥ 0 que hemos visto en nuestras soluciones anteriores ya que no puede
haber compresión para x < 0 y x ≥ 0 a la vez. Eso serı́a equivalente a con-
centrar vórtices en el origen, lo cual no tiene ningún sentido. Nuevamente
esto nos hace creer que este fenómeno de compresión se deba a las aproxi-
maciones empleadas.

Por el otro lado, cuando imponemos una serie de Fourier en x, estamos su-
poniendo que nuestra solución es periódica. Esto tiene mucho sentido ya
que queremos solucionar el problema sobre una esfera y la variable x co-
rresponde a la variable φ, evidentemente también se vale pensar el océano
como un plano infinito para fenómenos más locales. Quizás el hecho de
que no exista el fenómeno de compresión se deba a suponer soluciones
periódicas en x.

6.2.5. Empleando la Transformada de Fourier en x.

Nuevamente partimos de �6.7),

s[ψ̃xx � ψ̃yy] � ψ̃x = δ(x)δ(y).

Ahora aplicaremos la transformada de Fourier en x, pero usaremos una
convención diferente a la que usamos en la sección anterior para simplificar
cálculos. Esta vez usaremos la convención en donde la exponencial de la
transformada inversa tiene el signo negativo, en especifico,

f̂ (w) =
1

2π

� ∞

−∞

f (x)eiwxdx ⇒

f (x) =

� ∞

−∞

f̂ (w)e−iwxdw�
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donde f̂ (w) es la transformada de Fourier de f (x). Al aplicarla a la derivada
n-esima salen factores de la forma (−iw)n, es decir,

�

�
dn f

dxn

�

= (−iw)n f̂ (w)�

donde � denota la transformada de Fourier. Aplicando la transformada en
x a toda la ecuación y usando el hecho que la transformada de la delta es
1/2π obtenemos,

s[−k2
� ψ̂ � ψ̂yy] − ikψ̂ =

δ(y)

2π
.

Que es lo mismo que,

ψ̂yy � ψ̂

�

−k2 −
ik

s

�

=
δ(x)

2πs
.

Si nos fijamos en �6.19), es exactamente la misma ecuación que cuando em-
pleamos series de Fourier en x, pero con un signo cambiado y usando k
como la frecuencia en vez de m para resaltar que se trata de un espectro
continuo. El cambio de signo se debe a que no usamos la convención equi-
valente, si hubiésemos usado la equivalente, la ecuación serı́a igual. Las
soluciones también son iguales, pero con el signo cambiado. El método pa-
ra obtenerlas es exactamente igual al empleado en el caso de las serie de
Fourier en x, y por lo tanto no lo repetiremos aquı́. Las soluciones son,

ψ̂ =





−e−y
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

y ≥ 0;

−ey
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

y < 0.

Tomemos la transformada inversa de Fourier para y ≥ 0,

� ∞

−∞

−e−y
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

e−ikxdk.

Esta integral la podemos intentar resolver usando variable compleja. Para

esto, es importante notar que
�
k2 � ik/s tiene dos ramas,

�
k2 � ik/s =

√
k

�

k �
i

s
�6.20)

=

�
|k|

�
|k � i/s|ei

θ1�θ2
2 � �6.21)
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con

θ1 = Arg(k) y θ2 = Arg(k � i/s)�

donde usamos que un numero complejo z se puede escribir en su forma
polar z = Reiθ, con R su norma y θ el argumento. Elijamos las ramas al gusto,
evidentemente esta elección puede determinar si se puede o no resolver la
integral,

−
3π

2
< θ1 ≤

π

2
�

−
π

2
< θ2 ≤

3π

2
�

de modo que la rama de la raı́z de k va de 0 a i∞, y la de k � i/s va de −i/s
a −i∞, como se ve en la figura �6.12a). Como la integral de Fourier va de

�a) Cortes Rama �b) Un Contorno Posible

Figura 6.12: Plano k

−∞ a∞, podemos cerrar el contorno por arriba o por abajo. Empecemos ce-
rrando por abajo como en la figura �6.12a). Además queremos que la parte
circular del contorno, es decir C1 y C2 en la figura �6.12b), se vaya a cero
al mandarlo al infinito. Considerando que nuestra integral tiene el término
e−ikx, y k = a� ib y b→ ∞, entonces, e−ikx = e−iaxebx. Para que este término no
explote a infinito, x tiene que ser positivo ya que b < 0 por como elegimos
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el contorno. Evidentemente si cerramos el contorno por arriba obtendre-
mos la solución para x < 0.

Fijándonos en la figura �6.12b) y usando el teorema de los residuos que ya
hemos empleado anteriormente tenemos que,

� −�

−R

�

�

m2

�

� R

�

�

�

C1

�

� −i/s

−iR

�

�

m1

�

� −iR

−i/s

�

�

C2

= 0�

donde haremos tender � a cero y R a ∞ para recuperar la transformada
inversa de Fourier. Veamos que pasa con las integrales en las muescas m2

y m1. Empecemos por m2,

�

m2

−e−y
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

e−ikxdk� �6.22)

como queremos ver que pasa cuando k → 0, hagamos Taylor cerca del cero
de la siguiente manera

k2
�
ik

s
≈
ik

s
�

y sustituyamos obteniendo,

�

m2

−e−y
√
ik/s

4πs
√
ik/s

e−ikxdk

=

� −π

0

−e−y
√
|k/s|eiθ/2

4πs
√
|k/s|eiθ/2

e−i|k|e
iθxdθ�

donde usamos que k = |k|eiθ. Esta última integral la podemos acotar fácil-
mente, en el argumento de las exponenciales sólo nos interesa la parte real,
ya que la parte imaginaria es oscilatoria, entonces,

�������

�

m2

−e−y
√
|k/s|eiθ/2

4πs
√
|k/s|eiθ/2

e−i|k|e
iθxdk

�������
≤

�

m2

−e−y
√
|k/s| cos θ/2

4πs
√
|k/s|eiθ/2

e−|k| cos θxdk

≤
e−y
√
|k/s| cos θc/2

4πs
√
|k/s|eiθc/2

e−|k| cos θc x|k|π.

El último paso es consecuencia del teorema del valor intermedio, en donde
tomamos θc el punto en donde el integrando es máximo. Queremos encon-
trar el lı́mite cuando |k| → 0|, usemos la regla de l’Hôpital, derivando el



6.2. Soluciones en el plano tangente 101

denominador y el numerador despreciando constantes que resultan irrele-
vantes obtenemos,



e−
√
|k|−|k|

√
|k|
|k|



|k|→0

=

�

2
√
k

�

|k|e−
√
|k|−|k|

�

−
1

2
√
|k|
− 1

�

� e−
√
|k|−|k|

��

|k|→0

= 0.

Es decir,la integral sobre la mueca m2 es cero, análogamente se demuestra
para m1. Ahora falta ver que pasa con C1 y C2, ya vimos que el factor con
e−ikx se acota si elegimos el signo de x apropiado, pero falta ver que pasa
con la otra exponencial,

ey
√
k2�ik/s

= e−y
√
|k||k�i/s|ei

θ1�θ2
2
�

donde la escribimos en función del ángulo de sus ramas. Como y ≥ 0 y√
|k||k � i/s| ≥ 0, requerimos que,

Re

�
ei
θ1�θ2

2

�
= cos

θ1 � θ2

2
≥ 0�

que es lo mismo que,

−π/2 ≤
θ1 � θ2

2
≤ π/2.

De esta manera, al hacer tender |k| → ∞, la exponencial tiende a cero. Vea-
mos si es se cumple, fijémonos primero para C1. La parte imaginaria de k
es negativa y la parte real es positiva, los ángulos permitidos por las ramas
para θ1 y θ2 en esta zona son,

−π/2 ≤ θ1 ≤ 0�

−π/2 ≤ θ2 ≤ 0.

Entonces, el máximo valor que puede tomar θ1�θ2
2

es cero y el mı́nimo es
−π/2. Esto quiere decir que el factor con la exponencial si tiende a cero en
C1 conforme |k| → ∞. De manera análoga, en C2, los ángulos permitidos
son,

−π ≤ θ1 ≤ −π/2�

−π ≤ θ2 ≤ 3π/2.

El máximo valor de θ1�θ2
2

es π/2 y el mı́nimo es cero, en donde de nuevo
se cumple la condición para acotar la exponencial. Ya vimos que las dos
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exponenciales tienden a cero cuando mandamos a C1 y a C2 al infinito,
sólo falta el denominador del integrando, pero este evidentemente tam-
bién tiende a cero al mandar el contorno al infinito, con esto probamos que
en el contorno elegido y las ramas elegidas, las integrales sobre C1 y C2

tienden a cero conforme mandamos el contorno a infinito.

Hasta ahora hemos logrado que la integral original,

� −�

−R

�

�

m2

�

� R

�

�

�

C1

�

� −i/s

−iR

�

�

m1

�

� −iR

−i/s

�

�

C2

= 0�

si� R→ ∞ y � → 0 ⇒

� ∞

−∞

�

� −i/s

−i∞

�

� −i∞

−i/s

= 0. ⇒

ψ̃ =

� ∞

−∞

= −

� −i/s

−i∞

−

� −i∞

−i/s

.

La integral
� ∞
−∞

es justamente la transformada inversa de Fourier que busca-

mos que es igual a ψ̃. Para obtenerla, basta resolver las otras dos integrales,

ψ̃ =

� −i/s

−i∞

e−y
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

e−ikxdk �

� −i∞

−i/s

−e−y
√
k2�ik/s

4πs
�
k2 � ik/s

e−ikxdk

=

� −i/s

−i∞

e−y
√
|k||k�i/s|ei

θ1�θ2
2

4πs
√
|k||k � i/s|ei

θ1�θ2
2

e−ikxdk �

� −i∞

−i/s

e−y
√
|k||k�i/s|ei

θ1�θ2
2

4πs
√
|k||k � i/s|ei

θ1�θ2
2

e−ikxdk�

en donde usamos �6.21) para reescribir el integrando en función del ángulo
de sus ramas. Fijándonos en la figura �6.12b) podemos ver que la integral
� −i/s
−i∞

, pasa del lado derecho de la rama y por lo tanto,

θ1 = −π/2� y θ2 = −π/2.

Igualmente, la integral
� −i∞
−i/s

pasa por el lado izquierdo de la rama por lo
que,

θ1 = −π/2� y θ2 = 3π/2�
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lo que simplifica nuestras integrales a,

ψ̃ =

� −i/s

−i∞

e−y
√
|k||k�i/s|e−iπ/2

4πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxeiπ/2dk �

� −i∞

−i/s

e−y
√
|k||k�i/s|eiπ/2

4πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxe−iπ/2dk�

=

� −i/s

−i∞

eiy
√
|k||k�i/s|

4πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxidk −

� −i∞

−i/s

e−iy
√
|k||k�i/s|

4πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxidk�

= −

� −i∞

−i/s

eiy
√
|k||k�i/s|

� e−iy
√
|k||k�i/s|

4πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxidk�

= −

� −i∞

−i/s

i cos
�
y
√
|k||k � i/s|

�

2πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxdk.

Esta última integral es en realidad una integral real, para dejar más claro
este hecho hagamos el cambio de variable k = −ib, con b > 0, para esto
fijémonos que,

�
|k||k � i/s| =

�
| − ib|| − ib � i/s| =

�
b(−1/s � b) =

�
b2 − b/s�

ya que por los lı́mites de integración se cumple que b > 1/s. Una vez dicho
esto y que dk = −idbla integral nos queda,

ψ̃ =
1

2πs

� ∞

1/s

cos
�
y
�
b2 − b/s

�

�
b2 − b/s

e−bxdb.

Es importante recordar que esta solución sólo se cumple para x ≥ 0, ya
que cerramos el contorno por abajo. Si los cerramos por arriba como en la
figura �6.13), podemos hacer exactamente el mismo proceso y obtenemos
una integral igual, pero con el lı́mite de integración cambiado,

ψ̃ =

� i∞

0

i cos
�
y
√
|k||k � i/s|

�

2πs
√
|k||k � i/s|

e−ikxdk�

la cual funciona para x < 0, ya que sólo ası́ se acota el término e−ikx. Nueva-
mente esta es una integral real por lo que nos conviene hacer el cambio de
variable k = ib, con b > 0, pero en este caso la raı́z se comportará de manera
diferente,

�
|k||k � i/s| =

�
|ib||ib � i/s| =

�
b(b � 1/s) =

�
b2 � b/s�
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Figura 6.13: Contorno para x < 0.

lo que nos lleva finalmente a la solución para x < 0,

ψ̃ =
1

2πs

� ∞

0

cos
�
y
�
b2 � b/s

�

�
b2 � b/s

ebxdb.

Condensando las dos soluciones, se obtiene

ψ̃ =





1

2πs

� ∞

1/s

cos
�
y
�
b2 − b/s

�

�
b2 − b/s

e−bxdb x ≥ 0;

1

2πs

� ∞

0

cos
�
y
�
b2 � b/s

�

�
b2 � b/s

ebxdb x < 0.

�6.23)

Si recordamos, todo este proceso lo hicimos para y ≥ 0, pero en realidad
es igual para ambos casos. Este hecho es fácil de ver ya que la única dife-
rencia entre las soluciones, para y positiva o negativa, esta en el signo de la
exponencial. Por lo tanto, al escribir las integrales sobre las ramas, es decir
� −i/s
−i∞
�

� −i∞
−i/s

, terminamos sumando dos exponenciales con signos cambia-

dos, por lo que da igual si inicialmente tenı́a el signo positivo o negativo,
al sumarlas siempre nos da un coseno que es el que obtenemos en nuestra
solución.
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Este resultado deja mucho que desear; las integrales se ven bastante poco
amigables y aun nos falta tomar la transformada inversa de Laplace. De
cualquier manera, es importante reconocer que hasta este punto no se ha
realizado ninguna aproximación. Como es costumbre, a partir de este pun-
to tendremos que aproximar, desafortunadamente no podemos emplear el
método de la fase estacionaria, ya que los puntos de fase estacionaria se en-
cuentran en el eje negativo de b, pero si observamos con cuidado en ambas
integrales, el coseno esta acotado, la exponencial es decreciente y la raı́z
igual. Esto quiere decir que la mayor contribución a la integral pareciera
estar cerca del lı́mite inferior de integración ya sea 0 o 1/s. Falta tomar en
cuenta las oscilaciones del coseno, pero también es evidente que oscila me-
nos para valores de b pequeños, en especifico para los lı́mites inferiores en
cada caso.

Empecemos aproximando para el caso x < 0 de �6.23), desarrollemos en
serie de Taylor alrededor del lı́mite inferior 0,

b2
� b/s ≈

b

s
�

lo que nos da como resultado la siguiente integral,

ψ̃ =
1

2π
√
s

� ∞

0

cos
�
y
√
b/s

�

√
b

ebxdb. �6.24)

Considerando que el coseno se puede escribir como la suma de dos expo-
nenciales complejas, esta integral es la suma de dos integrales del tipo,

�
eim

�
√
x�n�x

√
x

dx�

con m� y n� constantes reales. Haciendo el cambio de variable u = 2
√
x,

entonces du = dx
√
x y la integral queda,

�

e−imu−nu
2

du�

con m = −m�/s y n = −n�/4 otras constantes reales. Completemos el cuadra-
do del argumento de la exponencial,

−nu2 − imu = −nu2 − imu −

�
im

2
√
n

�2

�

�
im

2
√
n

�2

= −

�
√
nu �

im

2
√
n

�2

�

�
im

2
√
n

�2

.
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Entonces, la integral se escribe como,

e

�
im

2
√
n

�2 �

e
−
�√
nu� im

2
√
n

�2

du.

Nuevamente cambiando de variable, v =
√
nu � im

2
√
n
, entonces dv =

√
ndu,

obtenemos

e−
−m2

4n

√
n

�

ev
2

dv�

pero sabemos que
�
e−x

2

dx =
√
πErf[x]/2, entonces la solución de la integral

es,

�
e−im

�
√
x�n�x

√
x

dx =
e−

−m2

4n

√
n

√
π

2
Erf

�
√
nu �

im

2
√
n

�

.

Con ayuda de este resultado, podemos resolver la integral �6.24), obtenien-
do que,

ψ̃ =
1

2π
√
s

√
πe

y2

4sx

√
−x
.

A esta función si sabemos sacarle su transformada de Laplace inversa, nue-
vamente multiplicamos est, integramos y hacemos el cambio de variable
s� = st obteniendo una integral como 6.11, la cual reescribimos a continua-
ción,

Jν(z) =
1

2πi

�
z

2

�ν � c�i∞

c−i∞

s−ν−1es−
z2

4s ds.

El procedimiento es completamente análogo al caso en el que empleamos
la transformada de Fourier en y, ası́ que no se repetirá, el resultado final
para x < 0 es

ψ =
1

√
−8πx

�
−y2

xt

�1/4

J−1/2




�
−y2t

x


 .

Ahora, hagámoslo para el caso x ≥ 0 de �6.23). Éste resulta un poco más
complicado por el lı́mite de integración. En este caso la contribución princi-
pal estará cerca de 1/s, entonces desarrollemos en serie de Taylor alrededor
de 1/s,

b2 − b/s ≈
1

s
(b − 1/s).
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Entonces, la integral nos queda,

ψ̃ =
1

2π
√
s

� ∞

1/s

cos

�
y

�
1
s
(b − 1/s)

�

√
b − 1/s

e−bxdb.

Haciendo el cambio de variable u = b − 1/s obtenemos,

e−x/s

2π
√
s

� ∞

0

cos

�
y
�

u
s

�

√
u

e−uxdb.

Que es exactamente de la misma forma que la que obtuvimos para x < 0,
ası́ que de manera análoga se obtiene que,

ψ̃ =

√
πe−

y2

4sx
− x
s

2π
√
s
√
x
�

función que sabemos invertir en Laplace de manera completamente análo-
ga al caso x < 0, obteniendo

ψ =
1
√

8πx

�
4x

t
�
y2

xt

�1/4

J−1/2




�

4xt �
y2t

x


 .

Escribiendo la solución final obtenida,

ψ̃ ≈





1
√

8πx

�
4x

t
�
y2

xt

�1/4

J−1/2




�

4xt �
y2t

x


 x ≥ 0;

1
√
−8πx

�
−y2

xt

�1/4

J−1/2




�
−y2t

x


 x < 0.

�6.25)

Si nos fijamos en la solución que obtuvimos al emplear la transformada de
Fourier en y �6.17), podemos ver que la solución es muy semejante. Si la
graficamos se ve prácticamente lo mismo, y probablemente si cambiamos
la fuente por otra más suave obtendremos un resultado similar al que ob-
tuvimos al cambiar la fuente en el otro caso. Este último resultado nos hace
creer más que las soluciones que hemos obtenido han sido, en gran medi-
da, acertadas, y que el fenómeno de compresión no emerge del empleo de
la asintótica, ya que se utilizaronmuchomenos aproximaciones y llegamos
a una solución prácticamente igual.
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6.3. Una solución general en la esfera

Antes de empezar, es importante resaltar que falta mucho por estudiar de
este último problema, fı́sica y matemáticamente, y que lo siguiente se plan-
tea como una guia para futuras investigaciones en el contexto de la trans-
formada de Watson y las ondas oceánicas.

En la primera parte, el tomar la fuente en r = b y fijarse en la solución para
r < b y r > b �1.18), dio origen a las singularidades, ya que de alli sale la
función de Bessel en el denominador. ¿Porqué no intentar lo mismo en este
problema? ¿Qué pasará si intentamos resolver la ecuación de vorticidad en
tres dimensiones agregando un grado de libertad en la variable radial? Es-
to parece no tener sentido fı́sico alguno, ya que la función de corriente sólo
se puede definir para flujos bidimensionales, pero afortunadamente no es
el caso. De hecho, si se puede obtener una ecuación análoga en tres dimen-
siones agregando la variable radial. Desafortunadamente, la deducción de
esta ecuación requiere introducir varios conceptos que ya se encuentran
fuera del alcance de esta tesis, pero si resolvemos y nos fijamos en r cons-
tante, la función ψ se comporta de manera análoga al caso bidimensional,
es decir sólo habrá vorticidad en las variables angulares. La ecuación es
prácticamente la misma excepto por una constante �,

�
∂

∂t

�

∇2
�ng �

�2

r2

∂

∂r

�

r2 ∂

∂r

���

ψ � β
∂ψ

∂φ
= 0� �6.26)

donde ∇2
�ng

es la parte angular del laplaciano en coordenadas esféricas y

β = 2Ω/a2 es una constante4. La deducción de la ecuación se puede en-
contrar en [20, 4.6.2 pag.113] y describe las ondas de Rossby en un fluido
estratificado. La constante esta definida por � = f0/N, donde f0 es el primer
término de la serie de Taylor alrededor de y = 0 del parámetro de Coriolis
y N es la frecuencia de flotabilidad5. Nótese que cuando N es grande esta
ecuación se aproxima a la ecuación bidimensional que hemos estado tra-
tando. Todo esto no será muy importante para el analisis que haremos, ya
que nos fijaremos en r constante, olvidándonos ası́ de lo efectos y cambios
que puedan ocurrir en la variable radial, y sólo nos fijaremos en la parte an-
gular de la solución que será análoga al caso anterior. Esto no quiere decir
que los efectos en la variable radial no sean importantes, lo son y hay que

4Nótese que no es la misma β que en la aproximación del plano tangente, tiene a2 en vez
de a.

5En ingles se le llama ”buoyancy frequency”.
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dedicarle estudio al tema, pero esto sólo es un esbozo para guiar investiga-
ciones futuras. No se pretende explicar toda la fı́sica que se puede obtener
de la ecuación �6.26), ya que ese es otro problema un poco más complicado
al tratado originalmente en este trabajo.
Tomemos � = 1 y tenemos exactamente la misma ecuación, pero en tres
dimensiones,

∂

∂t

�
∇2ψ

�
� β
∂ψ

∂φ
= 0.

Obtengamos la función de Green de esta ecuación,

∂

∂t

�
∇2ψ

�
� β
∂ψ

∂φ
=
δ(r − r�)δ(θ − θ�)δ(φ − φ�)δ(t − t�)

r2 cos θ

=
δ(r − r�)δ(sin θ − sin θ�)δ(φ − φ�)δ(t − t�)

r2
�

donde θ es la latitud y no la co-latitud. Usemos el hecho de que los armóni-
cos esféricos son completos y ortonormales, entonces podemos escribir

δ(sin θ − sin θ�)δ(φ − φ�) =
∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�).

Además, sabemos que

δ(t − t�) =

� ∞

−∞

eiw(t�−t)

2π
dw�

entonces la ecuación queda,

∂

∂t

�
∇2ψ

�
� β
∂ψ

∂φ
=

� ∞

−∞

dw
eiw(t�−t)

2π

δ(r − r�)

r2

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�).

Propongamos como solución,

ψ =

∞�

l=0

m=l�

m=−l

� ∞

−∞

dw
eiw(t�−t)

2π
Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)glm(r� r�)� �6.27)

sustituyendo obtenemos,

�

l�m

� ∞

−∞

dw
eiw(t�−t)

2π
Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

��
1

r2

∂

∂r

�

r2 ∂

∂r

�

−
l(l � 1)

r2

�

(−iw) � βim

�

glm(r� r�)

=

� ∞

−∞

dw
eiw(t�−t)

2π

�

l�m

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)
δ(r − r�)

r2
.
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donde el término con l(l � 1) es lo único que queda de la parte angular
del laplaciano. Además, notemos que las integrales sobre w son transfor-
madas inversas de Fourier, entonces podemos aplicar la transformada de
Fourier y deshacernos de las integrales6. Después, usando el hecho de que
los armónicos esféricos son linealmente independientes, igualamos coefi-
cientes obteniendo,

��
1

r2

∂

∂r

�

r2 ∂

∂r

�

−
l(l � 1)

r2

�

−
βm

w

�

glm(r� r�) = −
δ(r − r�)

iwr2
� �6.28)

donde también dividimos entre −iw. De esta ecuación, reconocemos que el
operador aplicado a glm es la suma del laplaciano en coordenadas esféricas
mas una constante, es decir el operador de Helmholtz, lo que quiere de-
cir que la constante esta relacionada con el número de onda κ de nuestras
soluciones, es decir

κ2 = −
βm

w
⇒ κ =

�

−
βm

w
. �6.29)

Ésta es una relación de dispersión, es mas si nos fijamos en la relación de
dispersión obtenida en el caso de ondas planas �6.6), es exactamente la mis-
ma. Por lo tanto, todos los resultados obtenidos en ese caso también aplican
en éste. Resolvamos la ecuación, multiplicando por r2 y haciendo el cambio
de variable,

glm =
γlm
√
kr
�

dejando a la ecuación diferencial como,

r2 d
2γlm

dr2
� r

dγlm

dr
� [k2r2 − (l � 1/2)2)]γlm = 0�

si r � r�. Ésta es la ecuación de Bessel y sus soluciones son funciones de
Bessel de orden l � 1/2, por lo tanto, de acuerdo al cambio de variable,
las funciones glm son funciones esféricas de Bessel multiplicadas por una
constante. Recordando �6.27), la solución a nuestra ecuación, olvidando

6La dependencia temporal se puede quitar aplicando la transformada de Fourier o la trans-
formada de Laplace en el tiempo, pero de esta manera queda más claro la relación con el
problema de Watson y con la relación de dispersión en el caso de ondas planas.
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por ahora la integral sobre dw, es de la forma,

ψ0 =





∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)�lm jl(kr) r < b;

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)Blmh
(2)

l
(kr) r > b�

donde r� = b es la posición de la fuente puntual, y usamos jl para el caso

r < b ya que son acotadas en cero y h(2)

l
para r > b porque son acotadas en

infinito. Por comodidad, vamos a escribirlo de la siguiente manera,

ψ0 =





∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)
�lm

kr
χl(kr) r < b;

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)
Blm

kr
ξl(kr) r > b�

con,

χl(kr) =

�
πkr

2
Jl�1/2(kr) y ξl(kr) =

�
πkr

2
H

(2)

l�1/2
(kr)�

que son exactamente las mismas funciones que las que usamos en la pri-
mera parte del trabajo. Estas soluciones son las soluciones a la ecuación
homogénea, falta encontrar el valor con la delta. Primero que nada la solu-
ción debe ser continua en r = b, entonces,

�lmχl(kb) = Blmξl(kb) ⇒ �lm = Blm
ξl(kb)

χl(kb)
.

Después, multiplicamos por r2 la ecuación �6.28), e integramos de b − � a
b � �, dejando

r2 ∂glm

∂r

�����

b��

b−�
=
−1

iw
�

ya que los demás término de la ecuación son continuos en r = b y desa-
parecen al hacer � → 0. Sustituyendo los valores correspondientes de glm y
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haciendo � → 0, queda

Blm

�

bξ�l (kb) −
ξl(kb)

k

�

− Blm
ξl(kb)

χl(kb)

�

bχ�l(kb) −
χl(kb)

k

�

=
−1

iw
⇒

bBlm

�

ξ�l (kb) − χ�l(kb)
ξl(kb)

χl(kb)

�

=
−1

iw
⇒

Blm

�
chil(kb)ξ�

l
(kb) − ξl(kb)χ�

l
(kb)

χl(kb)

�

=
−1

iwb
.

La parte del numerador de la fracción del lado izquierdo corresponde al
Wronskiano que ya habı́amos encontrado antes �1.25) en el primer capı́tulo,
y es −i, por lo tanto,

Blm =
χl(kb)

−wb
y �lm =

ξl(kb)

−wb
.

La solución queda como,

ψ0 =





−1

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)ξl(kb)χl(kr) r < b;

−1

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)χl(kb)ξl(kr) r > b.

Finalmente, para poder imponer una condición de frontera, hay que poner
una función perturbada fuera de la Tierra que también sea solución, por
ejemplo

ψd =
−1

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)Clmξl(kr)�

ya que como estamos fuera de la Tierra no importa si es singular en el
origen y debe decaer al infinito. De este modo, la solución completa, sin el
factor temporal debe ser ψest = ψ0�ψd. Ahora podemos aplicar la condición
de frontera,

∂2rψest

∂t∂r
= 0 en : r = a ⇒

∂rψest

∂r
= 0 en : r = a.
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Ésta se puede consultar en [19, 6.12 pag.378]. Aplicando esta condición
llegamos facilmente a que,

Clm = −ξl(kb)
χl(kr)

ξ�
l
(kr)
�

lo que nos lleva al valor final de ψest,

ψest =
−1

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

�

ξl(kb)χl(kr) − ξl(kb)ξl(kr)
χl(kr)

ξ�
l
(kr)

�

=
−1

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

�
ξl(kb)(χl(kr)ξ

�
l
(kr) − ξl(kr)χl(kr))

ξ�
l
(kr)

�

=
i

wkbr

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

�
ξl(kb)

ξ�
l
(kr)

�

�

ya que nuevamente nos encontramos con el Wronskiano �1.25). Ya hemos
obtenido la solución final, que es,

ψest =
i

wkba

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

�
ξl(kb)

ξ�
l
(ka)

�

� �6.30)

en donde

ψ =

� ∞

−∞

eiw(t�−t)

2π
ψestdw�

y tomamos r = a, ya que nos interesa que es lo que pasa en las variables
angulares para r constante. La integral sobre dw equivale a tomar la trans-
formada inversa de Fourier �o de Laplace) de ψest. Esto fue justamente lo
que hicimos en el el capitulo 4 al evaluar los pulsos alrededor de la Tie-
rra. De hecho, está es una deducción análoga y un poco más moderna del
mismo problema que en la primera parte, en donde fue hecho de mane-
ra similar al artı́culo original. Como podemos ver, ψest es casi de la misma
forma que Π en el problema de la primera parte, exceptuando que ahora
tenemos armónicos esféricos y no sólo polinomios de Legendre. Esto nos
hace pensar que es posible que se pueda hacer la transformada de Watson
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en este problema también.

Si tomamos θ� = 0 y φ� = 0, nuevamente ψ ilustra patrones como los de
la figura �6.2), que representan vórtices en sentido positivo o negativo. La
única diferencia con la solución �6.3) del caso anterior, son los coeficien-

tes que ahora tienen el factor
�
ξl(kb)

ξ�
l
(ka)

�
y el polinomio asociado de Legendre

evaluado en cero que ambos son constantes. Fijándonos en la relación de
dispersión obtenida �6.29), podemos interpretar esta solución en relación al
problema de ondas oceánicas sobre una esfera giratoria. De �6.29) se sigue
que,

w

m
=
−β

κ2
�

donde w/m resulta ser la velocidad de fase en φ y es siempre negativa, ya
que β > 0. Esto ya lo habı́amos visto en el caso de la relación de dispersión
de ondas planas y se obtienen exactamente los mismo resultados. En el ca-
so de ondas electromagnéticas podemos ver de �4.12) que la relación de
dispersión solamente establecı́a congruencia con el hecho de que las ondas
electromagnéticas viajan a la velocidad de la luz y no nos daba más infor-
mación al respecto, no como en este caso.

Además, como κ2 = l2�m2, despreciando el número de onda en la dirección
radial, los patrones de la solución �6.30), con l y m constante se propagarán
con la misma velocidad negativa en φ. Entre mayores sean l o m, la veloci-
dad de fase en x se hace menor. Comparando esto con solución la obtenida
en �6.3), podemos ver cierta consistencia en nuestras soluciones. Se obtiene
un comportamiento muy similar, vórtices propagándose al Oeste. Sólo que
en este caso la velocidad de fase en x depende de m y l, mientras que en la
solución particular sólo de l depende, 7. En conclusión esta solución pare-
ce ser apropiada para describir ondas de Rossby bidimensionales sobre la
esfera.

7En el caso de la solución particular sobre la esfera l y m corresponden a n y s respectiva-
mente.



Capı́tulo 7

La transformada de Watson

En este capı́tulo final intentaremos aplicar la transformada de Watson a
las distintas soluciones obtenidas. Evidentemente sólo nos servirá para las
soluciones que están escritas en forma de series. Esto excluye, de manera
automática, a las soluciones obtenidas en el capı́tulo anterior por medio de
la transformada de Fourier ya sea en x o en y. Para el resto de las solucio-
nes, veremos que es lo que se puede hacer y a que resultados nos lleva.

7.1. En la solución particular en la esfera.

Recordando la solución que obtuvimos en la esfera �6.3),

ψ =

∞�

n=0

n�

s=−n

(2n � 1)(n − s)�

4π(n � s)�
Ps

n(cos θ)eis(φ� 2Ω
n(n�1)

t).

Como se puede ver hay dos sumas en esta solución lo cual puede traer
consigo varios problemas.

Esta doble suma la podemos escribir de muchas maneras como una in-
tegral compleja. Podemos incluso intentar escribirla como una doble in-
tegral compleja, pero antes de intentar casos más complicados veamos el
más sencillo. Tomemos s = s0 una constante y nos olvidamos del resto,
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entonces,

ψ =

∞�

n=0

(2n � 1)(n − s0)�

4π(n � s0)�
Ps0

n (cos θ)eis0(φ� 2Ω
n(n�1)

t).

Nuevamente nos fijamos en la integral,

ψ =

�

C1�C2

(2n � 1)(n − s0)�

cot (mπ � π/2)4π(n � s0)�
Ps0

n (cos θ)eis0(φ� 2Ω
n(n�1)

t)dn.

Como esta es una integral compleja, es importante sustituir el factorial por
la función gamma. La cuestión es que la función gamma no tiene ceros,
entonces esta integral sólo tiene polos en el cot (mπ � π/2) que son los que
recuperan nuestra solución original. Por lo tanto, como la serie original
no tiene polos, no podemos emplear la transformada de Watson en esta
solución por más que se nos ocurran maneras originales de escribir la su-
ma original como una integral compleja. Como ya se mencionó esto era
de esperarse, ya que no se obtuvo la función de Green de esta ecuación, y
aunque la hubieramos obtenido, la solución está en términos de armónicos
esféricos que son de cuadrado integrable y no dan lugar a singularidades.

7.2. En la solución obtenida con series de Fourier

en y.

Empecemos por la solución obtenida empleando series de Fourier en y y
con una fuente bastante suave �6.15),

ψ =

∞�

m=−∞
m�0

eimy





e−m2/(4a)H(t − 5m2x)e
i 1√

t/x−m2
(t−x(1�m2))

4π
√

ai
�

x(m2 − t/x)3/2 � 4m2x(m2 − t/x)1/2
x ≥ 0;

e−m2/(4a)H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4
√

aπ|m|
x < 0.

Primero el caso con x < 0, fijémonos en la integral,

�

C1�C2

e−m2/(4a)H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

4
√

aπ|m| cot (πm � π/2)
eimydm�
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Figura 7.1: Contornos en plano m.

con el contorno de integración C1 y C2 como se ven en la figura �7.1). Al
aplicar el teorema de los residuos sobre los ceros de cot (πm � π/2), obtene-
mos,

= 2πi

∞�

m=−∞
m�0

e−m2/(4a)H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

−4
√

aπ|m| csc2 (πm � π/2)
eimy

= 2πi

∞�

m=−∞
m�0

e−m2/(4a)H(t � m2x)J0

�
1

2m
(t � m2x)

�

−4
√

aπ|m|
eimy.

Que es igual a la solución original, excepto por una constante, ahora para
hacer la transformada habrı́a que fijarnos en que otros polos tiene la fun-
ción original. El único polo esta en m = 0, si evaluáramos los residuos en el
polo m = 0 perderı́amos la dependencia en x, y además el argumento de la
función de Bessel es singular en m = 0. Ası́ que no importa como cerremos
el contorno, como el único polo es m = 0, jamas obtendrı́amos una solución
practica al emplear la transformada de Watson.

Veamos que pasa en el caso x ≥ 0, análogamente nos fijamos en la integral,

�

C1�C2

e−m2/(4a)H(t − 5m2x)e
i 1√

t/x−m2
(t−x(1�m2))

cot (mπ � π/2)4π
√

ai
�

x(m2 − t/x)3/2 � 4m2x(m2 − t/x)1/2
eimydm�
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con la cual, nuevamente empleando el teorema de los residuos, recupera-
mos la solución original. Esta solución parece no tener polos, pero si tiene
puntos ramas, los cuales se encuentran igualando el interior de la raı́z en
el denominador a cero y son m = ±

√
t/(5x). Esto nos hace pensar en una

nueva transformada de Watson en la cual en vez de igualar la suma ori-
ginal a la suma sobre ciertos polos, la igualemos a integrales sobre cortes
ramas. Desafortunadamente en este caso no se puede aplicar debido a que
los puntos ramas se encuentran en el eje real en m = ±

√
t/(5x), entonces

los cortes rama forzosamente cruzan el contorno C1 y C2 o todos los polos
generados por el cot mπ � π/2. Incluso en caso de lograr resolver este pro-
blema de alguna manera ingeniosa, hay otro problema a la hora de cerrar
los contornos y mandarlos a infinito. Este problema surgirá en la proxima
sección.

7.3. En la solución obtenida con series de Fourier

en x.

Ahora veamos que pasa en el caso de series de Fourier en x. Recordando
el capı́tulo anterior, no pudimos obtener una solución en este caso, pero
es posible que la transformada de Watson nos pueda ayudar a obtenerla.
Logramos obtener que,

ψ̃ =

∞�

m=−∞

Bmeimx�

con,

Bm =





−e−y
√

m2−im/s

4πs
�

m2 − im/s
y ≥ 0;

−ey
√

m2−im/s

4πs
�

m2 − im/s
y < 0.

Nuevamente fijémonos en la integral,

�

C1�C2

±e−y
√

m2−im/s

4πs
�

m2 − im/s cot (mπ � π/2)
eimxdm. �7.1)
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Al evaluar sobre C1 y C2 con el teorema de los residuos, recuperamos la

solución original ya sea para y ≥ 0 o y < 0. Debido a la raı́z
�

m2 − im/s

tenemos cortes ramas en m = 0 y m = i/s pongamos las ramas y el contorno
de integración como en la figura �7.2). La idea en este caso es nuevamente

Figura 7.2: Contornos en plano m.

convertir la suma original, es decir la integral sobre los contornos C1 y C2,
en una integral sobre las dos ramas. Se ve prometedor, es más los contor-
nos C3, C4, C5 y C6 parecen irse a cero en la exponencial que involucra a y.
El único problema es la exponencial de Fourier eimx, ya que si suponemos
x > 0 la parte imaginaria de m tiene que ser positiva para que la exponen-
cial se vaya a cero, lo cual evidentemente no ocurre en C5 y C6. Del mismo
modo, si x < 0, la parte imaginaria de m tiene que ser negativa, lo cual no
ocurre para C3 y C4. Este mismo problema fue el qu mencionamos en la
sección anterior y nos hubiese ocurrido al intentar cerrar el contorno. Eso
quiere decir que quizás no es una muy buena idea intentar aplicar la Trans-
formada deWatson en las variables de frecuencia de Fourier, pero antes de
darnos por vencido, hagamos un último intento.

Tomemos la integral �7.1), que se obtiene de la solución para y ≥ 0, supon-
gamos x > 01 y resolvamos la integral en el contorno C� ilustrado en la
figura �7.3). De manera completamente análoga a la sección 6.1.5, la inte-
gral sobre las muecas de las ramas, m1 y m2 es cero. La integral sobre el

1Si x < 0, podemos tomar el contorno por abajo y agarrar la otra rama como en 6.1.5.
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Figura 7.3: Contorno C� en el plano m.

resto de las muecas va a ser −iπBo, donde B0 es el residuo en el polo, ver
[3, secc.75 pag.267]. La integral sobre las rayas va a ser la integral de me-
nos infinito a infinito de la función, y la integral sobre C1 y C2 se va a cero
porque y ≥ 0, x > 0 y m = ib, con b > 0. No repito los detalles porque son
análogos a los ya hechos en la sección 6.1.5. Todo esto nos da un resultado
algo interesante,

�

C�

±e−y
√

m2−im/s

4πs
�

m2 − im/s cot (mπ � π/2)
eimxdm = 0

= −i

∞�

m=−∞

Bmeimx
�

� ∞

−∞

Bm

cot (mπ � π/2)
eimxdm �

�

Ramas

Bm

cot (mπ � π/2)
eimxdm

⇒
∞�

m=−∞

Bmeimx
=

� ∞

−∞

Bm

i cot (mπ � π/2)
eimxdm �

�

Ramas

Bm

i cot (mπ � π/2)
eimxdm.

Tenemos expresada las series de Fourier en x de ψ̃ como la suma de dos in-
tegrales. La primer integral, se asemeja a la transformada inversa de Fou-
rier de Bm, excepto por el factor cotangente y la segunda es una integral
sobre las ramas como las que ya resolvimos en 6.1.5. El factor cotangente
complica mucho la solución de estas integrales, incluso al emplear aproxi-
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maciones; no intentaremos resolverlas. Lo que si es importante reconocer
es que se obtiene una solución muy similar a la de 6.1.5, en otras palabras,
a pesar de no poder obtener una solución final, nuestra solución aparenta
comportarse de diferente manera para x > 0 que para x < 0. Este hecho se
ve muy claramente en la segunda integral, la integral sobre las ramas. Para
x > 0, el caso que acabamos de resolver, tomamos la rama superior de 1/s

a ∞, si resolviéramos el caso para x < 0 estarı́amos forzados a usar la otra
rama, la que va de 0 a −∞ de manera completamente análoga a 6.1.5. En
esa sección vimos que el tomar una rama o la otra, daba a lugar a compor-
tamientos muy distintos, básicamente compresión para x > 0 y expansión
para x < 0.

En resumen, el intentar aplicar la transformada de Watson en la variable
de Fourier m no resultó exitoso, pero si arrojó resultados curiosos que de-
berı́an ser estudiados con más detalle. El resultado final obtenido relaciona
la serie de Fourier con la transformadas de inversa de Fourier de algo muy
parecido, algo similar a la fórmula de Poisson. Mas aun, la compresión
en x > 0, un comportamiento que parecı́a oculto, en la función obtenida
antes de emplear la transformada de Watson, parece volver a aparecer al
aplicarla. Evidentemente esto no lo podemos constatar con los resultados
obtenidos hasta ahora, pero serı́a interesante averiguar si realmente apare-
ce ese comportamiento, o si sólo es consecuencia de observar el fenómeno
localmente. En otras palabras, habı́amos pensado que era posible que los
fenómenos de compresión para x > 0 sólo aparecı́an cuando tomábamos
dominios no acotados y no periódicos. Localmente un dominio acotado
y periódico se puede pensar como no acotado y no periódico, como el
océano. En términos matemáticos, la serie de Fourier se comporta local-
mente como la transformada de Fourier.

7.4. En la solución general en la esfera.

La solución obtenida fue �6.30), es decir

ψest =
i

wkba

∞�

l=0

m=l�

m=−l

Ylm(θ� φ)Y∗lm(θ�� φ�)

�
ξl(kb)

ξ�
l
(ka)

�

. �7.2)

Esta solución es muy similar a la solución �1.27) obtenida en la primera
parte de la tesis antes de intentar hacer la transformada de Watson. La di-
ferencia crucial es que ahora tenemos armónicos esféricos y no sólo los
polinomios de Legendre. El punto clave es que contamos con la función
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ξ�
l
(ka) en el denominador, eso quiere decir que tenemos los mismos ceros

que en la primera parte y ya no los tenemos que volver a calcular.

Supongamos por ahora que podemos hacer la transformada de Watson
de manera completamente análoga a la primer parte de la tesis, para ésto
habrı́a que suponer m = m0 constante y sólo preocuparse por la suma en l.
Obtendrı́amos algo análogo a �2.16), pero con armónicos esféricos,

ψ =
−1

wkba

�

ν
m=m0

Yν−1/2�m0
(θ� φ)Y∗

ν−1/2�m0
(θ�� φ�)ξν−1/2(kb)

cos(νπ)

�
∂ξ�

l−1/2
(ka)

∂l

�

s=ν

�

con ν los ceros �3.23), que son

νµ = n ≈ x cosh(�µ) � Bµ sinh(�µ) �
B2
µ

2x
cosh(�µ)� �7.3)

con x = ka. Haciendo el análogo al análisis fı́sico realizado en la sección 4.1
al problema de ondas electromagnéticas obtendrı́amos algo muy similar a
�4.5), pero con eimφ, es decir,

e±Im[νm]θe∓i[Re[νm]θ−wt]�imφ.

Nuevamente la parte imaginaria de los ceros, es decir el término de en
medio de �7.3), esta relacionada con la amplitud de las ondas. La parte real
esta funcionando como el número de onda en θ y m como el número de
onda en φ. El punto más importante es que k no es la misma en el caso de
ondas electromagnéticas que en el caso de ondas de Rossby. Es decir, cada
problema tiene diferentes relaciones de dispersión. De hecho, en el caso de
ondas electromagnéticas podemos ver de �4.12) que k es proporcional a w,
en este caso k es inversamente proporcional

√
w como se ve en �6.29). Este

hecho es crucial al interpretar la solución de green final, o en otras palabras,
el pulso viajando en la Tierra. Para esto hay que tomar la solución con todo
y su parte temporal,

ψ =

� ∞

−∞

eiw(t�−t)

2π
ψestdw� �7.4)

lo cual es completamente análogo a lo realizado en la sección 4.3. En esta
misma sección reconocimos que la interpretación fı́sica de cada uno de los
términos de los ceros νµ dependia de su relación con la frecuencia s o w. El
primer término que era proporcional a s estaba relacionado con la propa-
gación, el constante con la amplitud y el inversamente proporcional con la
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dispersión. En ese caso k es proporcional a s ≈ iw. Ahora, para las ondas
oceánicas, dijimos que k es inversamente proporcional a iw ≈ s. Eso quie-
re decir que el comportamiento y la interpretación fı́sica de nuestros ceros
será totalmente diferente. El primer término de los ceros que era propor-
cional a s, ahora será inversamente proporcional a

√
s. El tercer término

que era inversamente proporcional a s, ahora será proporcional a
√

w y el
segundo término permanece constante y relacionado con la amplitud co-
mo acabamos de ver.

¿Cuál es la nueva interpretación fı́sica de los ceros? Con lo que tenemos
hasta ahora, no podemos saber, ya que no podemos hacer la transforma-
da inversa de Laplace como lo hicimos en la sección 4.3. Esto porque con
la nueva relación de dispersión �6.29) aplicada a los ceros �7.3), no pode-
mos escribir �7.4) como una integral de la forma de �4.16), aunque quizás
se pueda resolver empleando otros métodos.

Antes de todo esto, supusimos de manera muy optimista que se puede
hacer la transformada de Watson. Desgraciadamente no se puede, al me-
nos no de la misma manera que en la primera parte de la tesis. Este hecho
se basa en un simple pero importante detalle que es la paridad del coefi-
ciente de normalización de los armónicos esféricos en el eje imaginario de
la variable l. En otras palabras, al escribir nuestra serie como una integral
compleja y al evaluarla sobre el contorno �2.1), la parte de la integral sobre
el eje imaginario no es cero, ya que el integrando no es impar como en el
caso de ondas electromagnéticas.

¿Para qué hice un análisis fı́sico, si la transformada no se puede hacer? A
pesar de que no se pudiera hacer como aqui se planteó, el análisis hecho,
sobre todo entorno a la relación dispersión, es algo de suma importancia
al hacer la transformada de Watson, ya que cambia la interpretación de
los ceros y la fı́sica de un modelo que matemáticamente puede parecer
prácticamente igual. Además, falta a estudiar con mucho más detalle este
resultado, ya que quizas ajustando, deformando o girando los contornos,
o quizas con algún otro truco podriamos lograr aplicar la transformada de
Watson. Esto se deja como tema para futuras investigaciones.
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7.5. ¿En qué soluciones?

Descubrimos que no es una buena idea intentar emplear la transforma-
da de Watson en las variables de frecuencia de las series de Fourier, esto
podrı́a ser consecuencia del problema particular que estamos tratando o
no. La dificultad de emplearla en variables de Fourier viene al cerrar el
contorno de manera circular en el semiplano inferior y superior, ya que el
término eimx forzosamente no converge para uno de los dos. Si nos las in-
geniamos para cerrarlo sólo por la mitad superior o inferior empleando la
paridad del integrando o simplemente dejándolo en términos de integra-
les sobre partes del contorno, quizás pueda ser útil aplicarla sobre variables
de Fourier, pero habrı́a que investigar más a detalle al respecto para poder
concluir algo concreto.

Otra posibilidad serı́a buscar soluciones por métodos completamente dife-
rentes. Por ejemplo, resolver la ecuación sobre la esfera con series de Fou-
rier en φ y tratar de encontrar los polinomios que cumplen la ecuación en
θ, ya sea por el método de Frobenius o cualquier otro que se nos ocurra. De
este modo, obtendrı́amos una suma de polinomios que podrı́an prestarse
a que se lleve acabo la transformada de Watson sobre su ı́ndice y no sobre
el ı́ndice de Fourier.

También es muy importante tomar en cuenta las propiedades particulares
de la solución para elegir un contorno. Por ejemplo, en la primera parte de
la tesis se empleo la paridad del integrando para eliminar una parte del
contorno de integración. Esta simple propiedad fue la que no nos permi-
tió hacer la transformada en la solución general sobre la esfera, entonces es
muy importante identificar las propiedades relevantes de la solución para
elegir un contorno conveniente y poder realizar la transformada.
Por último, resulta indispensable que la solución tenga polos o cortes ra-
ma, en la variable sobre la cual queremos hacer la transformada deWatson.
Como ya hemos repetido a lo largo de la tesis, uno pensarı́a que los polos
podrı́an aparecer por muchas razones, pero por lo general los polos están
asociados a fuentes puntuales, es decir a funciones de Green. La estructu-
ra de la función de Green y por consecuencia de los polos, dependen de
la ecuación diferencial y de la coordenadas usadas en el problema. Si la
transformada de Watson no funciona en unas coordenadas podrı́a llegar a
funcionar en otras.



Conclusiones

Tal y como lo observamos en la primer parte de la tesis, la aplicación de la
transformada de Watson puede traer muchı́simas ventajas, desde acelerar
la convergencia de la serie hasta brindar un significado fı́sico más contun-
dente a nuestra solución. Por el otro lado, en la segunda parte también
vimos que para poderla aplicar, el problema requiere cumplir varias con-
diciones, como que la serie original tenga polos o cortes rama. El estudio y
entendimiento de estas condiciones y de los procesos que se llevan a cabo
en la transformación son, evidentemente, trascendentales para su empleo
en futuros problemas. En este trabajo hemos descrito estos procesos y ana-
lizado algunas de estas condiciones en el contexto de dos problemas de
interés fı́sico.

En la primera parte describimos estos procesos, basados en el artı́culo de
Watson [24] sobre el problema de la difracción de ondas eléctricas por la
Tierra, con el fin de esclarecer y hacer más accesible a estudiantes, y a
académicos en general, el empleo de la trasformada de Watson. Ésta es
una parte fundamental de la tesis ya que no parece haber ejemplos tan
complejos y detallados de la transformada y del artı́culo de Watson en la
literatura. Además, lo que hay no es de fácil lectura. También se mostró el
poder y lo práctico de aplicar la transformada en este problema al generar
una interpretación fı́sica mucho más clara, a partir de la solución transfor-
mada y mediante un análisis fı́sico que no se hizo en el artı́culo original.
Este último consistió en la obtención de una mejor aproximación analı́tica
de los ceros de ξ. Con ésta se pudieron analizar los pulsos que viajan alre-
dedor de la Tierra, mostrando ası́ una relación muy clara entre los ceros de
ξ y tres fenómenos fundamentales que ocurren cuando los pulsos viajan al-
rededor de la Tierra: propagación, dispersión y disminución de amplitud.
Cada uno de estos relacionado directamente con un término de los ceros
obtenidos.
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En la segunda parte, se dedujo un modelo ya conocido para describir las
ondas de Rossby, es decir, las ondas generadas por la fuerza de Coriolis.
Se intenta solucionar la ecuación obtenida mediante distintos métodos y
aproximaciones obteniendo resultados muy interesantes. Cuando nos con-
centramos en resolver la ecuación en el plano tangente. Obtuvimos la rela-
ción de dispersión para ondas planas, en donde vemos que en efecto sólo
está permitida la propagación al Oeste, a pesar de que la velocidad de gru-
po y, por consecuencia, el flujo de energı́a, puede ir en cualquier dirección.
Más adelante, aplicamos series de Fourier en y y obtuvimos un efecto de
propagación de vórtices hacia la izquierda �Oeste) muy similar al obtenido
en el caso de la esfera, pero obtuvimos un nuevo fenómeno para x > 0;
un efecto de compresión de vórtices del lado derecho. En este punto no
se tenı́a la seguridad de si este efecto era causa de las aproximaciones em-
pleadas, o si realmente ası́ se comportaba nuestro modelo. Consecuente-
mente, se continuó buscando soluciones por otros métodos. El siguiente
método fue la transformada de Fourier en y. En este caso obtuvimos una
solución muy curiosa, del lado izquierdo �Oeste) se observa expansión de
parábolas o de vórtices parabólicos, mientras que del lado derecho se ob-
serva compresión de elipses o vórtices elı́pticos. Esta solución mostraba
este comportamiento extraño, además de ser singular en x = 0, ası́ que
decidimos cambiar la condición inicial por una más suave. En vez de una
delta en y, pusimos una Gaussiana. Del lado izquierdo obtuvimos nueva-
mente expansión de parábolas, pero del lado derecho obtuvimos propa-
gación al Oeste �izquierda) y compresión en x, constatando los resultados
anteriores. También intentamos resolver empleando series de Fourier en
x, pero no pudimos; el intento no fue en vano. Surgieron nuevas dudas,
ya que si se pudiera obtener la solución en dicho caso, no habrı́a habi-
do diferencia entre la solución del lado izquierdo y derecho. Esto último
significa que el efecto de compresión que estábamos observando del lado
derecho no existı́a, ya que implicarı́a que hay compresión de ambos lados
lo cual no tiene sentido fı́sico. Finalmente intentamos solucionar el proble-
ma mediante la transformada de Fourier en x y obtuvimos prácticamente
lo mismo que al emplear la transformada de Fourier en y, pero empleando
muchas menos aproximaciones. Fue con este último resultado que cons-
tatamos que la compresión del lado derecho no era consecuencia de las
aproximaciones empleadas.

También, se obtuvieron dos soluciones sobre la esfera. La primera es la
misma que obtuvo Longuet Higgins en [9]. En esta solución observamos
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vórtices que se propagan al Oeste en forma de armónicos esféricos con una
velocidad angular que depende del número de onda en θ de los polino-
mios asociados de Legendre. La segunda la obtuvimos al incluir la varia-
ble radial al problema para tratar que se asemejara más al problema de la
primera parte de la tesis. Esta vez observamos lo mismo que en la solución
anterior, sólo que ahora los coeficientes dependı́an de funciones de Bessel,
y la velocidad angular dependı́a tanto del número de onda en θ como del
número de onda en φ de los polinomios asociados de Legendre. Más aún,
obtuvimos la misma relación de dispersión que habı́amos obtenido en el
plano tangente.

¿Qué podemos extraer de toda esta información? En definitiva, hay propa-
gación de vórtices al Oeste. La compresión en x del lado derecho la obser-
vamos en tres de seis métodos empleados. No la observamos al emplear
series de Fourier en x, a pesar de que no obtuvimos una solución final,
sı́ vimos que aunque la obtuviéramos no habrı́a. Tampoco la observamos
en el caso de la esfera y de la relación de dispersión, lo cual se debe a
que supusimos soluciones que se propagan. Esto nos lleva a pensar que
este fenómeno no es consecuencia de las aproximaciones empleadas sino
del modelo y de las suposiciones que hagamos sobre nuestra solución. Por
ejemplo, si elegimos emplear series de Fourier en x, estamos suponiendo
una solución periódica, lo cual podrı́a hacer desaparecer la parte compre-
siva de la ecuación. Esto último es más evidente si suponemos una solu-
ción que se propaga desde un principio, ya que no hay manera de que se
comprima conforme t crece. En otras palabras, parece haber una diferencia
cualitativa considerable al emplear la transformada de Fourier en vez de la
serie, o el suponer soluciones que se propagan o no.

Veamos más precisamente donde radica esa diferencia. Si nos fijamos en
la solución en la esfera, es facil notar que su equivalente en el plano es el
suponer series de Fourier en x, ya que la solución en la esfera va sumada
sobre eimφ. En la esfera obtuvimos como resultado propagación al Oeste y
nada de compresión en φ. En el plano no pudimos resolverlo, pero si sabe-
mos que en nuestra solución no podı́a haber compresión en x. Esto constata
el hecho de que el suponer soluciones periódicas hace desaparecer la parte
compresiva. Por el otro lado, al emplear la transformada, ya sea en x o en y,
no parece haber efectos relevantes de propagación para t >> 1 en ninguna
dirección, sólo de compresión y expansión a la derecha y a la izquierda res-
pectivamente. Finalmente al emplear series de Fourier en y, la compresión
no desapareció en absoluto, ya que no supusimos periodicidad en x, sino



128 Capı́tulo 7. La transformada de Watson

en y, pero si obtuvimos una solución muy diferente a la obtenida emplean-
do la transformada de Fourier en y.

Esto quiere decir que si forzamos una solución de cualquier tipo, ya sea pe-
riódica o que propague, probablemente nos estamos perdiendo gran parte
de la información que brinda el modelo ya que parece haber una combi-
nación de propagación, compresión y expansión. Debido a que la transfor-
mada de Fourier es útil para dominios infinitos no periódicos, podemos
pensar que la solución obtenida es lo que se verı́a localmente en el océano,
y lo que obtenemos empleando la serie de Fourier es lo que se verı́a si
viéramos la esfera desde lejos, como en la solución obtenida en la esfera.
Esto querrı́a decir que el fenómeno de compresión sólo es visible localmen-
te, habrı́a que constatar este hecho experimentalmente.

También es importante fijarse cómo el cambiar la fuente por una más sua-
ve, cambió la solución obtenida al emplear la transformada de Fourier en
y. Además de que desapareció la singularidad y que el lado izquierdo se
quedo muy similar, el lado derecho pasó de comprimir vórtices elı́pticos a
comprimir algo que se asemeja más a una hipérbola. Esto nos hace pensar
que es de suma importancia emplear una fuente más apropiada fı́sicamen-
te para obtener resultados más reales.

Finalmente, hablemos nuevamente sobre la transformada de Watson. En
ninguna de las soluciones obtenidas pudimos aplicar la transformada, pe-
ro si obtuvimos algo de información de cuándo se puede o no aplicar y
qué necesitamos para aplicarla. En primer lugar vimos que puede ser com-
plicado aplicarla a las variables de frecuencia de Fourier, ya que al cerrar el
contorno la exponencial de Fourier diverge ya sea en el semi-plano inferior
o en el superior. Para cerrar el contorno sólo por el semi-plano inferior o
superior, se tendrı́an que usar propiedades particulares del integrando co-
mo lo podrı́a ser la paridad, como en el caso de la primera parte de la tesis.
En su defecto, se podrı́a dejar en términos de la integral sobre el contorno
que no se pudo anular, como lo intentamos en 7.2, lo cual nos podrı́a llevar
a resultados interesantes.

También vimos, al intentar aplicar la transformada de Watson a una fun-
ción con cortes ramas, que esta se puede no sólo emplear con los polos, sino
también con los cortes rama, obteniendo integrales que se pueden aproxi-
mar o resolver por métodos numéricos. Esto amplia el horizonte de aplica-
bilidad de la transformada, ya que muchas soluciones contienen factores
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con raı́ces y por consecuencia con cortes ramas. Además, notamos que es
importante que los polos que dan lugar a la solución original no coinci-
dan con los polos que dan lugar a la transformada, ya que al evaluar los
residuos en estos polos la solución se complica mucho más en vez de sim-
plificarse, esto es consecuencia de la fórmula �2.2).

Se reconoció que, por lo general, los polos están asociado a la función de
Green, la cual a su vez depende de la forma de la ecuación diferencial y
de las coordenadas empleadas. Por eso se intentó resolver un versión del
problema quematemáticamente y topológicamente se parecı́an más al pro-
blema original de Watson. Esta versión corresponde a la solución general
sobre la esfera. A pesar de que se obtuvo algo muy similar a lo que obtuvo
Watson en su trabajo, no pudimos aplicar la transformada de Watson por
un problema de paridad con los coeficientes de los armónicos esféricos, pe-
ro si obtuvimos varios resultados interesantes. Estos están estrechamente
relacionados con la relación de dispersión del problema. En primer lugar,
en el caso de ondas electromagnéticas la relación de dispersión sólo nos
decı́a que las ondas producidas viajaban a la velocidad de la luz, lo cual
es muy sensato. En el caso de ondas de Rossby, la relación de dispersión
nos restringı́a la propagación de ondas al Oeste. Además relaciona esta
velocidad con los números de onda en θ y φ, entre mayores los números,
menor la velocidad. Es importante resaltar que este último problema no se
ha estudiado con el detalle suficiente y es probable que haciendo alguna
deformación en el contorno o con algún truco matemático se pueda aplicar
la transformada de Watson.

En el contexto de la transformada de Watson la relación de dispersión re-
sulta trascendental, ya que la aproximación obtenida de los ceros de ξ tiene
tres términos. Uno es proporcional a k, otro constante y otro es inversa-
mente proporcional a k. La magnitud del vector de onda k, depende de
la frecuencia w y esa dependencia la da la relación de dispersión. Al ha-
cer la superposición de frecuencias w, como en 4.3, la fı́sica del sistema
puede cambiar por completo, ası́ como la interpretación de los ceros ξ,
ya que la dependencia de w cambia por completo. En el caso de ondas
electromagnéticas, cada término estaba asociado a un fenómeno: propaga-
ción, atenuación y dispersión. En el caso de ondas de Rossby, el término
de atenuación que es el constante hubiera sido el mismo, pero los términos
de propagación y dispersión no. El término de propagación que antes era
proporcional a w, en el caso de ondas de Rossby hubiera sido inversamente
proporcional a

√
w, y el término de dispersión que era inversamente pro-
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porcional a w, hubiera sido proporcional a
√

w. Desafortunadamente no se
pudo resolver la integral de superposición de frecuencias con la relación
de dispersión de las ondas de Rossby, privándonos de una interpretación
fı́sica más profunda de lo que hubiera pasado si hubiésemos sido capaces
de emplear la transformada de Watson en el problema de ondas oceánicas.



Apéndice A

Desarrollo en Ondas
Esféricas Centradas en el
Origen

Antes de empezar con los desarrollos vamos a ver una representación in-
tegral de las funciones esféricas de Bessel,

jn(x) =
xn

2n�1n�

� 1

−1

eixt(1 − t2)ndt� �A.1)

donde jn(x) =
√
π/2xJn�1/2(x) y cumple la ecuación �1.23). Se deja como ejer-

cicio probar que en efecto es solución de �1.23) y que sus primeros términos
coinciden con los de jn(x). Se sugiere sustituir la integral en �1.23) y escribir

el integrando como una derivada respecto a t, �
� 1

−1

d
dt

�
eixt(1 − t2)n�1

�
dt), des-

pués resolver la integral original para varios valores de n y comparar con
los originales.

A.1. Un Primer Desarrollo

Ahora, queremos expresar la solución de la ec. de Helmholtz, que acaba-
mos de obtener, en términos de una suma infinita de funciones especiales
�polinomios de Legendre y funciones de Bessel). Para esto primero vamos

a desarrollar una función mas sencilla, eik̄·r̄
= eikr cos(θ). Multiplicándola por
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Pn(cos(θ)) sin(θ) e integrando obtenemos

� 0

π

eikr cos(θ)Pn(cos(θ)) sin(θ)dθ =

� 1

−1

eikruPn(u)du�

donde usamos u = cos(θ). Por el otro lado, sabemos que los polinomios de
Legendre satisfacen la fórmula de Rodrigues,

Pn(u) =
1

2nn�

dn

dxn
(u2 − 1)n.

Sustituyendo Pn(u) en la integral se sigue que

� 1

−1

eikru 1

2nn�

dn

dxn
(u2 − 1)ndu.

Integrando por partes obtenemos que

1

2nn�

�

eixu dn−1

dun−1
(u2 − 1)n

����
u=1

u=−1
− ikr

� 1

−1

eikru dn−1

dxn−1
(u2 − 1)ndu

�

.

Al evaluar el lado izquierdo nos da cero. Repitiendo la integración por
partes n veces en total adopta la forma

� 1

−1

eikruPn(u)du =
(ikr)n

2nn�

� 1

−1

eikru(1 − u2)ndu�

donde la integral del lado derecho es igual a la representación integral para
las funciones esféricas de Bessel �A.1). Sustituyendo esta última se sigue
que

� 1

−1

eikruPn(u)du =
(ikr)n

2nn�
jn(kr)

2n�1n�

(kr)n
.

Simplificando obtenemos

� 1

−1

eikruPn(u)du = 2in jn(kr)� �A.2)

lo cual nos da una segunda representación integral de las funciones esféri-
cas de Bessel. Ahora, supongamos que eikru acepta el desarrollo

eikru
=

∞�

n=0

Fn(kr)Pn(u)�



A.2. El Desarrollo en Ondas Esféricas 133

con Fn(kr) desconocido. Multiplicando por Pm(u), integrando respecto a u

de -1 a 1 y usando la ortogonalidad de lo polinomios de Legendre
� 1

−1
Pn(u)Pm(u)du =

2δnm/(2n � 1), obtenemos
� 1

−1

eikruPn(u)du = Fn(kr)
2

2n � 1
.

Despejando Fn(kr) y usando la representación integral �A.2), observamos
que Fn(kr) = (2n � 1)in jn(kr). Recordando que jn(kr) =

√
π/2krJn�1/2(kr),

resulta que el desarrollo buscado es

eikr cos(θ)
= eik·r

=

∞�

n=0

(2n � 1)in
�
π

2kr
Jn�1/2(kr)Pn(cos(θ)). �A.3)

Matemáticamente, esta ecuación representa una onda plana expresada co-
mo una suma de ondas esféricas. Este desarrollo es ampliamente usado y
extremadamente útil. Se le conoce como la fórmula de Bauer �Ver [25, 4.82
pag.127] o para una prueba más general ver [25, 11.5 pag.368]). A nosotros
nos servirá para obtener un segundo desarrollo que es trascendental para
este trabajo.

A.2. El Desarrollo en Ondas Esféricas

Obtengamos el segundo desarrollo, este consistirá en desarrollar la solu-

ción a la ecuación de Helmholtz en el espacio libre. Definamos F(R) = e−βR

R

con β un complejo arbitrario. Tomemos su transformada de Fourier en tres
dimensiones en coordenadas esféricas

F̂(R) =

�
1

2π

�3 �
e−βR

R
eik̄·R̄d3R =

�
1

2π

�3 �
e−βR

R
eikR cos(θ)R2 sin(θ)dRdθdφ.

Integrado en todo el espacio; R de 0 a∞, θ de 0 a π y φ de 0 a 2π. Cambiando
de variable a u = ikR cos(θ), resolviendo la integral sobre θ e integrando
sobre φ, veremos que

F̂(R) =

�
1

2π

�3 � ∞

0

e−βR

R

�
e−ikR − eikR

�

−ikR
2πR2dR =

4π

(2π)3

� ∞

0

e−βR
sin(kR)

k
dR�

donde usamos sin(z) = (eiz − e−iz)/(2i). Integrando dos veces por partes se
tiene

F̂(R) =
4π

(2π)3

1

β2
� k2
.
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Ahora, tomamos la transformada inversa

F(R) =

�

F̂(R)eik̄·R̄d3k =
4π

(2π)3

�
eik̄·R̄

β2
� k2

k2 sin(θk)dkdθkdφk. �A.4)

Nuevamente integrado en todo el espacio. Vamos a sustituir eik̄·R̄ por otra

cosa. Como R̄ = r̄ − r̄�, entonces eik̄·R̄
= eik·re−ik·r� . Utilizando el primer desa-

rrollo �A.3)1 se obtiene que

eik·r
=

∞�

n=0

(2n � 1)in
�
π

2kr
Jn�1/2(kr)Pn(cos(θ))

e−ik·r�
=

∞�

n�=0

(2n � 1)(−i)n�

�
π

2kr�
Jn��1/2(kr�)Pn�(cos(θ�)).

En estos desarrollos podemos cambiar las funciones de Legendre por armóni-
cos esféricos. Esto se logra empleando el teorema de adición para armóni-
cos esféricos que dice2:

Pl(cos(θ)) =
4π

2l � 1

l�

m=−l

Ym
l (θ1� φ1)Ym

l (θ2� φ2)�

donde las relaciones entre los ángulos se muestran en la figura �A.1).

Los armónicos esféricos están definidos por3,

Ym
l (θ� φ) =

�
2l � 1

4π

(l − m)�

(l � m)�
Pm

l (cos(θ)eimφ�

y siendo ortonormales

� π

0

� 2π

0

Ym
l (θ� φ)Ym�

l� (θ� φ)dφdθ = δll�δmm� . �A.5)

1El desarrollo sobre e−ik·r� es fácil de probar, solo hace falta meterle el signo a la k o a la r y
usar identidades de las funciones de Bessel.

2Se puede encontrar en la literatura como Addition Theorem for Spherical Harmonics, la prue-
ba no es complicada. Ver referencia [23, pag.122]

3Los armónicos esféricos son la parte angular completa de las soluciones a la ecuación de
Laplace.
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Figura A.1: Ángulos para el teorema de adición

Tomando θ1 = θr, θ2 = θk y φ1 = φr, φ2 = φk los desarrollos se transforman
en

eik·r
=

�

n�m

4πin
�
π

2kr
Jn�1/2(kr)Ym

n (θr� φr)Y
m
n (θk� φk)

e−ik·r�
=

�

n��m�

4π(−i)n

�
π

2kr�
Jn��1/2(kr�)Ym�

n� (θr� � φr�)Y
m�

n� (θk� φk))

donde, θr, θr� y θk, son los ángulos polares de r, r� y k respectivamente en
algún sistema de referencia. Los ángulos originales θ y θ� son los ángulos
entre r y k y entre r� y k respectivamente.

Sustituyendo en �A.4) tenemos la multiplicación de dos series infinitas e
integradas respecto θk y φk. Como los armónicos esféricos son ortonorma-
les, es decir satisfacen �A.5), al hacer la integral sobre θk y φk nos salen dos
deltas δnn�δmm� ; lo cual implica que solo quedan los términos con n = n� y
m = m�,

F(R) = 8
�

n�m

Ym
n (θr� φr)Y

m
n (θr� � φr� )

� ∞

0

π

2k

Jn� 1
2
(kr)
√

r

Jn� 1
2
(kr�)
√

r�

k2dk

β2
� k2
.

Aplicando nuevamente el teorema de adición de los armónicos de esféricos
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podemos ver que

�

m

Ym
n (θr� φr)Y

m
n (θr� � φr� ) = Pn(cos(γ))

2n � 1

4π
�

donde γ es el ángulo entre r y r�. Además, las funciones esféricas de Bessel
están dadas por jn(x) =

�
π
2x

Jn�1/2(x), con lo que podemos reescribir F(R),

F(R) = 8
�

n

2n � 1

4π
Pn(cos(γ))

� ∞

0

jn(kr) jn(kr�)

β2
� k2

k2dk. �A.6)

Resolvamos la integral del lado derecho. Primero que nada, las funciones
esféricas de Bessel son pares o impares dependiendo del ı́ndice n. Dado
que hay dos funciones multiplicándose el producto siempre es par, por lo

tanto el integrando es par, entonces
� ∞

0
=

1
2

� ∞
−∞

.

Ahora bien, supongamos que r > r�, los polos del integrando están en
k = ±iβ = ±(−k0). Además, como se cumple que jl(x) = 1

2
(h1

l
(x) � h2

l
(x)),

entonces la integral se transforma en

� ∞

0

jn(kr) jn(kr�)

β2
� k2

k2dk =
1
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jn(kr�)( 1
2
(h1

l
(kr) � h2

l
(kr)))

β2
� k2

k2dk.

Sabemos que h1
l
(kr) tiende a cero conforme r tiende a infinito en el semi-

plano superior del plano complejo, y sabemos que h2
l
(kr) igual, pero en el

semiplano inferior. Entonces, como r > r�, se puede probar que los pro-
ductos h1

l
(kr) jn(kr�) y h2

l
(x) jn(kr�) también tienden a cero en sus semiplanos

respectivos, lo cual, nos permite separar en dos la integral y tomar contor-
nos complejos de la siguiente forma

� ∞

0

jn(kr) jn(kr�)

β2
� k2

k2dk =
1

4

�

c1

jn(kr�)h1
l
(kr)

β2
� k2

k2dk −
1

4

�

c2

jn(kr�)h2
l
(kr)

β2
� k2

k2dk�

con c1 un semicı́rculo orientado positivo en el semiplano superior, y c2 un
semicı́rculo orientado positivo en el semiplano inferior, como en la figura
�A.2). El signo negativo del segundo término es necesario ya que c2 recorre
el eje real en sentido contrario al deseado.

La integral en los semicı́rculos se va a cero, solo queda la parte que va de
−∞ a ∞. Por el teorema de residuos de Cauchy, esta integral queda igua-
lada a los residuos por 2πi. Usando la regla del cociente para encontrar los
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�a) Contorno c1 �b) Contorno c2

Figura A.2: Contornos c1 y c2

residuos se tiene que4,

� ∞

0

jn(kr) jn(kr�)

β2
� k2

k2dk = −
πik0

4
jn(−k0r�)h

(1)

l
(−k0r) −

πik0

4
jn(k0r�)h

(2)

l
(k0r).

Haciendo uso de la paridad de las funciones esféricas de Bessel obtenemos

jn(−k0r�) = (−1)n jn(k0r�) h(1)
n (−k0r) = (−1)nh(2)

n (k0r).

La integral se simplifica a

� ∞

0

jn(kr) jn(kr�)

β2
� k2

k2dk = −
πik0

2
jn(k0r�)h(2)

n (k0r)�

y entonces �A.6) queda como

F(R) = −
2

π

�

n

(2n � 1)Pn(cos(γ))
πik0

2
jn(k0r�)h(2)

n (k0r).

Recordando que F(R) = e−βR

R
, que iβ = −k0 y como se definen las funciones

esféricas de Bessel jn(x) =
�
π
2x

Jn�1/2(x) se tiene que

e−ik0R

R
= −ik0

�

n

(2n � 1)Pn(cos(γ))

�
π

2k0r�
Jn�1/2(k0r�)

�
π

2k0r
H

(2)

n�1/2
(k0r).

4Ver introducción para detalles sobre cómo encontrar los residuos o ver [3].
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Acomodando términos y escribiendo k0 = k y cos(γ) = µ �sin peligro de
confundir con variables anteriores) se transforma finalmente en

e−ikR

R
= −

i

krr�

�

n

(2n � 1)Pn(µ)

�
πkr�

2
Jn�1/2(kr�)

�
πkr

2
H

(2)

n�1/2
(kr)�

con R =
√

r2
� r�2 − 2r · r�. Este es el desarrollo buscado para r > r�. Si r� > r

solo intercambian de lugar r y r�. Matemáticamente obtuvimos una onda
esférica, cuya fuente se encuentra fuera del origen, como suma de ondas
esféricas cuyas fuentes se encuentran en el origen. Este desarrollo es muy
usado en fı́sica, sobretodo en problemas de difracción. Es un resultado par-
ticular del teorema de adición de Gegenbauer5, también se le encuentra en
la literatura como desarrollo de Rayleigh.

5Ver [25, 11.4 pag.362] o ver [11] para una deducción alterna.
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Programa

El programa acepta como entrada xmin, xmax, ymin, ymax y γ. Fija un valor
de v = ymin, da como condición inicial u = xmin, llama al método de New-
ton aplicado sobre u y se obtiene un cero. Después se varia u , se vuelve
a llamar al método de Newton obteniendo otro cero y ası́ sucesivamente
hasta llegar a u = xmax. Nuevamente todo el proceso se repite para un nue-
vo valor de v y ası́ sucesivamente hasta llegar a v = ymax. La función Ceros
sirve para calcular los contornos de Debye; la función Ceros2 sirve para
calcular el plano γ o el plano n/x.

from numpy import *
PI=4.*arctan�1.0)

#Definimos la funcion F1- o F1+ para los contornos

def f��x,y,g):

al=g.real

be=g.imag

a=sinh�g)-g*cosh�g)

b=cosh�x)*sin�y)-y*cosh�al)*cos�be)-x*sinh�al)*sin�be)

#La curva c1 corresponde a (out=b-a.imag)

#La curva c2 corresponde a (out=b+a.imag)

out=b-a.imag

return out

#Definimos la derivada de la funcion F1- o F1+

def df��x,y,g):

al=g.real
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be=g.imag

a=sinh�x)*sin�y)-sinh�al)*sin�be)

return a

#Definimos la funcion para los planos

def f2�x,y,ga):

a=cosh�x)*sin�y)-y*cosh�x)*cos�y)-x*sinh�x)*sin�y)

#Agregar la parte comentada para obtener la otra curva

a=a+PI*cosh�x)*cos�y)

return a

#Definimos la derivada de la funcion para los planos

def df2�x,y,ga):

a=-y*sinh�x)*cos�y)-sin�y)*x*cosh�x)

#Agregar la parte comentada para obtener la otra curva

a=a+PI*sinh�x)*cos�y)

return a

#Metodo de Newton

def Newton�x,y,ga,f,df):

dz=1.

i=0

#Corremos el metodo de Newton en "x" tomando y=cte.

while dz>.001:

x=x-f�x,y,ga)/df�x,y,ga)

dz=abs�f�x,y,ga))

i=i+1

#Asegura que Newton no se quede en un ciclo infinito

if i > 100:

#Se asegura de no imprimir ese valor de x

x=10000

break

return x

#Ceros de la funcion 1

def Ceros�xmin,xmax,ymin,ymax,greal,gimag):

#Definimos gamma

ga=complex�greal,gimag)

#Creamos malla de condiciones iniciales con los limites

y=ymin

while y<ymax:

y=y+.005

x=xmin

while x<xmax:
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x0=Newton�x,y,ga,f1,df1)

x=x+.5

#Aseguramos que los valores no sean inf o Nan.

if x0 < 1000:

print x0, y

#Ceros de la funcion 2

def Ceros2�xmin,xmax,ymin,ymax):

#ga es variable fantasma, un parametro libre en Newton()

ga=0

#Creamos malla de condiciones iniciales con los limites

y=ymin

while y<ymax:

y=y+.005

x=xmin

while x<xmax:

x0=Newton�x,y,ga,f2,df2)

x=x+.5

#Hacemos cambio de variable (Puede borrar "cosh")

z=cosh��complex�x0,y)))

#Aseguramos que los valores no sean inf o Nan.

if abs�z)<4:

print z.real, z.imag

#SOLO LLAMAR A Ceros O A Ceros2 NO A AMBOS�

#Llama a funcion Ceros, pide(xmin,xmax,ymin,ymax,greal,gimag)

#Donde xmin,xmax,ymin,ymax da los limites de cond. iniciales

#Y greal y gimag son la parte real e imaginaria de gamma

Ceros�-10,10,-2*PI,0,-1,2.5)

#Llama a la funcion Ceros2, pide: (xmin,xmax,ymin,ymax)

#Donde xmin,xmax,ymin,ymax da los limites de cond. iniciales

#Ceros2(-2.5,2.5,.1,PI)

También se puede hacer de manera mas dinámica en Mathematica.
Las bifurcaciones de los contornos de Debye:

Manipulate[

ContourPlot[{Im[
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Sinh[x + I*y] - �x + I*y)*Cosh[a + I*b] -

Sinh[a + I*b] + �a + I*b)*Cosh[a + I*b]] == 0}, {x, -10

,10}, {y, -2*Pi, 2*Pi}], {a, -3, 3}, {b, 0, Pi}]

El plano γ:

ContourPlot[{Im[Sinh[x + I*y] - �x + I*y)*Cosh[x + I*y]] == 0,

Im[Sinh[x + I*y] - �x + I*y - I*Pi)*Cosh[x + I*y]] == 0,

Re[Sinh[x + I*y] - �x + I*y)*Cosh[x + I*y]] == 0},

{x, -3, 3},{y, 0, Pi}]
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Gráficas de los Contornos

Contornos en Región 1; γ = �5 � 1�7i.
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Contornos en Región 2; γ = 1 � i/2.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2

Contornos en Región 3; γ = −1 � i/2.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2

Contornos en Región 4; γ = 1 � 2�5i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2
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Contornos en Región 5; γ = −1 � 2�5i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2

Contornos en Región 6A; γ = 3 � i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2

Contornos en Región 6B; γ = 3 � 2i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2
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Contornos en Región 7A; γ = −3 � i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C2 y C

�

2

Contornos en Región 7B; γ = −3 � 2i.

�a) C1 y C
�

1
�b) C1 y C

�

2
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