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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecendentes

Los robots estan siendo, cada vez mas, parte importante de las actividades
humanas. En particular, los procesos industriales han sido transformados en
los ultimos anos con la incorporacion de robots. El uso de manipuladores en
la industria automotriz o en lineas de ensamblaje se ha traducido en un incre-
mento en la productividad y calidad de los productos.

En anos recientes se ha desarrollado otra clase de robots, llamados de servi-
cio, destinados a realizar actividades diferentes a los manipuladores industria-
les. Estan enfocados a ayudar a las personas en diversas tareas que van desde
la exploraciéon en zonas peligrosas, asistencia en zonas de desastre, asi como
trabajar en areas contaminadas e incluso el entretenimiento. En el area médica
los robots de servicio han tenido una gran aplicacion; el diseno de mecanismos
que tengan un movimiento parecido al movimiento humano y la comprension
de éste ha llevado a mejorar las protesis anadiendo elementos activos mejoran-
do la rehabilitacion de muchos pacientes, por ejemplo se puede citar el robot
Lokomat utilizado para la rehabilitacién de personas paraplégicas comerciali-
zado por Hocoma AG.

Existen dos grupos principales de robots de servicio: los bipedos y los que
utilizan una base movil impulsada generalmente por ruedas. Siendo los robots
con base movil los primeros en desarrollarse y en los que se ha alcanzado un
desarrollo importante. Los robots bipedos siguen siendo objeto de estudio ac-
tualmente. Presentan muchas ventajas con respecto al segundo grupo, debido
principalmente a que presentan una mayor flexibilidad para accesar a lugares
dificiles o irregulares, subir o bajar escaleras, evadir ciertos objetos que un
robot impulsado por ruedas no podria por requerir una cantidad excesiva de



movimientos. Por lo tanto los robots bipedos son ideales para trabajar en en-
tornos disenados para el hombre. El sistema de locomocion del hombre y otras
especies es extremadamente complejo y ha sido objeto de estudio en los tltimos
anos por diversas companias y universidades que han desarrollado diversos pro-
totipos de robots bipedos, siendo Japén el pais con mayor progreso en el tema.
Actualmente existen diferentes prototipos como se muestra en la Figura 1.1.
Cada uno con diferentes caracteristicas ya sea en el tipo de control utilizado,
el tipo de actuadores que poseen (servomotores (Hirai et al. 1998), actuadores
neumadticos (Verrelst et al. 2005), etc.) o los grados de libertad con los que
cuentan. Los robots japoneses de Honda, Toyota y Kawada Industries son los
que lideran este renglon, cada uno de ellos logrando el objetivo de caminar de
forma estable.

Paralelamente se han desarrollado sistemas de vision para dotar al robot de
una mayor autonomia y que sea capaz de tomar decisiones en tiempo real, como
en Asatani et al. (2007), Michel et al. (2005) y Seara et al. (2003). Algunos
robots cuentan también con sistemas de reconocimiento de voz para interactuar
con las personas.

1.2. Problemas abiertos

En las ultimas dos décadas se ha presentado diversos robots bipedos ca-
paces de realizar un movimiento estable alcanzando velocidades entre 1-2 km/h
aproximadamente (Hirai et al. 1998, Loffler et al. 2004, Kaneko et al. 2008).
La planeacién de trayectorias para alcanzar velocidades superiores sigue siendo
objeto de estudio. El diseno de estructuras antropomorfas es hasta el dia de hoy
un reto, la mayoria de los robots bipedos son pequenos (Tanaka et al. 2005).
Un tamano mayor requiere una mayor demanda de energia y necesitan ser ali-
mentados mediante cables restringiendo su area de trabajo. El diseno baterias
de mayor duraciéon también es un tépico importante a considerar. La Tabla 1.1
muestra algunos robots que se han desarrollado hasta el momento.

1.3. Contribucion

El presente trabajo tiene como objetivo proponer una configuraciéon para un
robot bipedo que sea capaz de caminar de forma estable, obteniendo el mode-
lo cinematico y las ecuaciones de movimiento del robot, asi como probar una
ley de control para el seguimiento de las trayectorias del robot. Existen en la
literatura diferentes configuraciones para robots bipedos, sin embargo, la infor-
macion sobre sus ecuaciones de movimiento escasa. Una motivacion adicional



Nombre Compania Grados de Libertad
P2 Honda Motor Co. 20
ASIMO Honda Motor Co. 26
HRP-2 Kawada Industries 30
Qrio Sony 28
Jhonnie Technical University of Munich 17
BARt-UH IRT 19
[-foot Toyota 12
Partner Robot Toyota 31

Cuadro 1.1: Robots bipedos actuales

en el desarrollo de este trabajo es obtener tanto las ecuaciones cinematicas co-
mo las ecuaciones dinamicas en forma cerrada; las cudles son 1tiles para probar
diferentes leyes de control mediante simulacion.

La planeacion de trayectorias del robot se realiza mediante un modelo sim-
plificado tomando en cuenta las restricciones tanto de capacidad de torque
suministrados por los actuadores como las impuestas por las fuerzas y torques
de reaccion que pueden transmitirse hacia la superficie de contacto. Cuando
estas fuerzas y torques son excedidos el robot tiende a rotar con respecto al
pie perdiendo balance. De esta forma las trayectorias deben adaptarse para
mantener el balance. Una forma de hacerlo es controlar las fuerzas y torques
de reaccién utilizando un modelo simplificado y aplicando técnicas control para
sistemas lineales. Debido a esta restriccién nos lleva a un margen de estabilidad
muy pequeno. Mediante simulacion se valida la ley de control y las trayectorias
propuestas agregando también la dindmica de los actuadores. Finalmente se
utiliza un modelo 3D para tener un panorama del movimiento del robot, la
simulacion 3D incluye las ecuaciones de movimiento.



Jhonnie BART-UH I-foot Partner Robot

Lokomat

Figura 1.1: Robots Bipedos



Capitulo 2

Robots Bipedos

2.1. Fases del movimiento del Robot bipedo

El movimiento de un robot bipedo es ciclico y se distinguen dos fases prin-
cipales (ver Figura 2.1):

Fase de Soporte Simple Ocurre cuando un pierna del robot se encuentra
apoyada en el suelo y la otra se mueve libremente. La fase termina cuando
la pierna libre entra en contacto con el suelo.

Fase de Doble Soporte Se da cuando ambas piernas del robot estan apoya-
das en suelo.EEn muchas ocasiones se considera como una fase instantanea.
La inclusién de esta fase ayuda a asegurar el contacto entre la pierna libre
y el suelo ademés de reducir el impacto. Por otro lado implica una mayor
dificultad en el modelado matematico y en el diseno de una ley de control
(Mu y Wu 2004).

Para obtener el modelo matemético (ecuaciones cinematicas y dindmicas)
se tomara unicamente la Fase de Soporte Simple realizando la siguiente consi-
deracién, el pie del robot que se encuentra apoyado en el suelo no sufre ninguna
rotacion ni traslacion. Esta consideracion permite analizar al robot como un
manipulador redundante. La Fase de Doble Soporte se considera instantanea ya
que su duracion con respecto a la primera es muy corta. Debido a la simetria
del robot solo es necesario analizar una configuraciéon del robot tanto para
el modelo cinematico como el modelo dindamico solo es necesario realizar un
cambio de coordenadas en cada ciclo.



/ N

Soporte Simple

Doble Soporte\ / Doble Soporte

Soporte Simple

Figura 2.1: Fases del robot bipedo.

2.2. Configuraciones comunes

En la literatura existen diferentes configuraciones para robots bipedos (Loffler
et al. 2004, Kaneko et al. 2008, Tanaka et al. 2005). La configuracién basica de
las piernas consiste en estructura cinematica con 8 grados de libertad (Azevedo
et al. 2004). Cada pierna cuenta con cuatro grados de libertad, dos grados de
libertad en el tobillo y un grado de libertad en la rodilla y cadera. Para au-
mentar la movilidad se han anadido 4 grados de libertad, dando un total de 12
grados de libertad (seis por cada pierna). Esta configuracién la podemos en-
contrar en la mayoria de los robots bipedos existentes (Hirai et al. 1998, Loffler
et al. 2004, Kaneko et al. 2008, Tanaka et al. 2005). La Figura 2.2 muestra
dichas configuraciones.

Las ventajas principales de la configuracién con 12 grados de libertad son:

= Mayor movilidad.
» Cambiar de direccion durante el movimiento.

= Caminar en superficies irregulares.



Las desventajas son:
= Diseno mecdnico complejo.
= Mayor consumo de energia.

= El modelo cineméatico y dindmico es més dificil de obtener.

a—

oo

03
a) SO

b)

D Qo

Figura 2.2: Configuraciones comunes: a) Doce grados de libertad b)Ocho grados
de libertad

2.3. Configuracion propuesta

El primer paso es elegir el nimero de grados de libertad y su distribu-
cién, como se sabe los grados de libertad se relacionan con la movilidad del
robot. La idea principal es tener una estructura cinematica simple para facili-
tar su analisis, pero sin restar movilidad. La estructura cinematica propuesta
se muestra en la Figura 2.3. El robot posee 7 grados de libertad distribuidos
de la siguiente manera: 3 grados de libertad en cada pierna (tobillo, rodilla
y cadera) y un grado de libertad en el torso. Todas las articulaciones son de
revolucién y en cada una de ellas se localiza un actuador (motor-reductor) para
transmitir movimiento. Para tener una mejor distribuciéon de los elementos del
robot, los motores se encuentran alejados de la articulacién. La transmision del



par se realiza mediante poleas a excepcion de las articulaciones de la cadera
en cuyo caso el acoplamiento es directo. En la literatura se pueden encontrar
diferentes disenos mecanicos en los cuales el movimiento rotatorio es generado
por mecanismos que emplean actuadores lineales capaces de transmitir mayor
capacidad de torque, (Azevedo et al. 2004, Ulbrich et al. 2006).

Con esta estructura el robot puede moverse en la direccién x. Las arti-
culaciones del tobillo son las encargadas de mover el centro de gravedad del
robot y mantener el balance (Loffler et al. 2004), para tener una estructura
mas simple y simplificar el analisis se ha eliminado una de ellas y en su lugar
se ha puesto una articulacién en la cadera, cuya finalidad es mover el centro de
gravedad en el plano yz sin afectar el movimiento del pie libre. Esta estructura
permite considerar al robot bipedo como manipulador serial redundante (Mu
y Wu 2004), cada articulacién depende de la articulacién anterior.

U

g :

- QD
R D

Figura 2.3: Estructura cinematica del robot.




2.4. Cinematica

La cinematica estudia el movimiento del robot sin considerar las fuerzas que
lo producen. Se ocupa de la descripcion espacial del robot como una funcién
del tiempo, y en particular de la relaciéon que existe entre el efector final y las
variables de articulacién. Existen dos problemas fundamentales relacionados
con la cinemética de un robot: problema cinematico directo y problema
cinematico inverso.

2.4.1. Cinematica directa

El problema de la cinematica directa consiste en: dadas las variables ar-
ticulares determinar la posicién y orientacién del efector final. Para el analisis
cinematico se considera al robot como un manipulador redundante, lo que
implica que posee mas grados de libertad de los necesarios para describir com-
pletamente su posicion. La base del manipulador se localiza en el pie que se
encuentra apoyado en el suelo.

En los manipuladores interesa conocer la posicién y orientacion del efector
final. Para el caso del robot bipedo se define como efector final la posicion y
orientacién del pie libre. Si solo se define la posicién y orientacién del pie, el
problema cinemético inverso no tendria soluciéon. Para resolver este problema se
emplea un vector de posicién adicional para el centro de gravedad. Esto podria
parecer un problema, ya que como se sabe el centro de gravedad del robot
depende de todos los elementos del robot y por ende de todas las variables
de articulacién. Sin embargo, si se tiene una apropiada distribuciéon de los
elementos una buena aproximacioén es suponer que el centro de gravedad se
localiza en el torso del robot. De esta forma interesa conocer tanto la posicién
y orientacion del pie como la posicién y orientacién del torso. La definicion de
los sistemas de coordenadas se muestra en la Figura 2.4.

10



Figura 2.4: Sistemas de coordenadas del robot bipedo.
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Para describir la posicién y orientacion del robot se utilizan matrices de
transformacién homogénea dadas por:

(1. 0 0 0
0100
P1
Hy 001 I
(000 1
[ cosqi 0 sing; [1sing |
_— 0 1 0 0
1 —sing; 0 cosqi lycosq
i 0 0 0 1 i
[ cosqz 0 singy Ilysings |
—_ 0 1 0 0
2 —singy 0 cosqy lscosqo
i 0 0 0 1 i
[ cosqs 0 sings 0
0 1 0 )
2 . 3
H; = —singg 0 cosqzs 0
i 0 0 0 1
[ 0 1 0 0
g —cosqy 0 —singy —lysingy
m —singy 0 cosqy l4cosqy
i 0 0 0 1
(1. 0 0 0
01 01
3 o 3
Hi =190 1 0
(000 1
[ —cosgs 0 —sings —lysings
‘. o 1 0 I3
5 sings 0 —cosgs —lyco0sqs
i 0 0 0 1
[ cosqs 0 singg —lisings |
—_ 0 1 0 0
6 —singg 0 cosqg —Ilq cosqg
00 0 .
[ cosq; 0 sing; —lpsing; |
0 1 0 0
6 _
Hpy = —sing; 0 cosq; —lycosqr
0 0 0 1
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La posicién (centro de gravedad) y orientacién del torso se calcula de la
siguiente forma:

Ple: P1H00H11H22H33Hm

—812384 C123  S123C4 lis1 + lps12 + l4S193C4

_ —Cy 0 —54 I3 — 1454 (2.1)
| —cissa —si123 crasea | Lo+ licn 4 lacia + liciases
0 0 0 | 1

Se observa que la posicion del centro de gravedad es:

Teg = 1181 + l2812 -+ l4812304 22)
Yeg = l3— 1154 (2.3)
Zeg = l() + llCl + 12612 + l40123C4 24)

donde

§1 = sinq

C1 = COS 01

S4 = singqy

Cq4 = COS Q4

s12 = sin(q1 + ¢2)

c12 = cos(q1 + q2)

123 = sin(q1 + q2 + ¢3)
C1233 = cos(q1 + g2 + ¢3)

La posicion y orientacién del pie libre se define como:
""Hp, = ""H\H,'H,”H;°H*"H:;"Hs°Hp,

—ci23567 0 —S123567 lis1 + 2512 — 1251235 — (1512356 — loS123567

B 0 1 0 213
s123567 0 —ciasser | lo + lict + laciz — laciass — l1ci2356 — loC123567
0o 0 0 | 1
(2.5)
La posicion del pie es:
Ty = 1181+ 12812 — [281235 — [1512356 — l0S123567 (2.6)
zp = lo+licr + lacia — lac1235 — l1c12356 — loci2sse7 (2.7)

donde

S1235 = Sin(q1 + g2 + g3 + ¢s)

1235 = cos(q1 + @2 + g3 + ¢5)

S123567 = Sin(q1 + q2 + @3 + ¢5 + @6 + q7)
123567 = €0s(q1 + G2 + q3 + 5 + g6 + q7)

13



2.4.2. Cinematica inversa

Las trayectorias del robot estan en coordenadas cartesianas. La razén prin-
cipal en usar coordenadas cartesianas en lugar de coordenadas articulares, es
que son mas faciles de planear y disenar especialmente cuando el nimero de
articulaciones es mayor a dos. Debido a esto es necesario resolver el proble-
ma cinematico inverso que consiste en obtener los valores que deben tomar
las variables de articulacién para que su efector final se posicione y oriente
segin una determinada localizacion espacial. El problema cinematico inverso
es mucho mas dificil debido a que se trabaja con ecuaciones no lineales. Una
solucion es utilizar métodos numéricos iterativos, sin embargo la convergencia
no esta garantizada y su velocidad puede ser muy lenta haciéndolos poco efi-
cientes en aplicaciones en tiempo real (seguimiento de trayectorias). Lo més
adecuado es encontrar una solucién en forma cerrada ya que permiten mayor
rapidez de cédlculo y son faciles de programar para ser ejecutadas en tiempo real.

Otro punto importante es conocer si existe solucién para una posicion y
orientacién determinada. Si existe o no solucién depende de las restricciones
matematicas y fisicas del robot. Otro problema que puede encontrarse es la
posibilidad de tener multiples soluciones para una misma posicion, donde el
robot puede adoptar distintas configuraciones. En este caso, una solucién en
forma cerrada nos permite incluir restricciones que aseguren que la solucion
obtenida sea la méas adecuada tomando en cuenta el espacio de trabajo del
robot.

El primer paso consiste en encontrar las variables articulares correspondien-
tes a la posicién del centro de gravedad, ecuaciones (2.2)-(2.4). El movimiento
del robot en el plano y-z depende tnicamente de la articulaciéon 4 como lo
muestra la Figura 2.5.

Resolviendo para g4 en la ecuacién (2.3) se tiene:

l — Yco
Iy
e = £4/1—82 (2.9)
qs = atan2(sy,cy) (2.10)

La Figura 2.6 muestra la proyeccion del robot en el plano z-z. La orientacion
del torso en dicho plano estd dada por:

Po = q1+ G2+ q3 (2.11)

14
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Figura 2.5: Posicién del centro de gravedad en el plano y-z.

De acuerdo a la Figura 2.6 la posicion del centro de gravedad del robot en el
plano z-z esta dado por:

pcg = pc + a (212)

Donde p,, es el vector de posicion del centro de gravedad, p. es el vector
de posicién de la cadera y a es el vector que va desde la cadera hacia el centro
de gravedad y se define como:

l45123¢4
= 2.13
“ { lyc12304 } ( )

De la ecuacién (2.11) el vector a se puede definir como:

a— { Lasinpacy ] (2.14)
l4 Ccos pyCy

Tanto el vector p., y el vector a son conocidos (c4 se obtiene a partir de
la ecuacién (2.9)). Despejando p. de la ecuacién (2.12) y expresado en forma
escalar se tiene:

l151 + l2812 = Teg — l4 sin ©xC4q (215)

l101 -+ l2012 = Zcg — l4 COS QPxCq — lo (216)

15



Figura 2.6: Posiciéon del centro de gravedad en el plano z-z.

Elevando al cuadrado las ecuaciones (2.15) y (2.16) y sumandolas se obtiene:

P4134+201, (51512 + cic19) = (€eg —lgsin cpzc4)2—|—(zcg—l4 cos pxcs—1o)? (2.17)
~—_——

c2
Despejando ¢, de la ecuacion (2.17) se obtiene:

B2 k2 — (12 + )

2.1
© 20l (2.18)
s = +y/1-¢c (2.19)
¢ = atan2(sg,c) (2.20)

donde
ki1 = xeg — lasinpycy
ko = 2¢g — lacospxcs — g

Utilizando las identidades trigonométricas

sin(a +b) = sinacosa+ sinbcosa

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb,
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Figura 2.7: Posicion del pie en el plano x-z.

las ecuaciones (2.15) y (2.16) quedan de la siguiente forma:

(ll + lgCg)Sl + l28201 = ]{?1 (221)
(ll + lQCQ)Cl - 128281 == kQ (222)

Resolviendo para ¢; se tiene (Craig 2006):
q1 = atan2 ((ll + l202)k1 - l2821€2, (ll + l202)k2 + lgSle) (223)

De la ecuacién (2.11) se resuelve para g3

3= px— (@1 + @) (2.24)

Ahora solo resta encontrar las variables g5, g v ¢7. La Figura 2.7 muestra
la posicién del pie libre en el plano z-z. Al igual que en el caso anterior los
angulos de las articulaciones en el plano se suman, por lo tanto la orientacion
del pie se define como:

Pp=Px T 0+ 6+ ar (2.25)

La posicion del pie en el plano z-z esta dado por:

Dpic =DP.td+e (2.26)
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El vector d va desde la cadera hasta el tobillo y estd dado por:

d— [ —l351235 — 11512356 }

—lyc1235 — l1C12356

El vector e va desde el tobillo hasta la base del pie y esta dado por:

o [ —loS123567 } _ { —lpsin ¢, }

—loc123567 —lp cos ¥p

Despejando d de la ecuacién (2.26) y expresando la ecuacion resultante en
forma escalar se tiene:

l281235 + l1812356 = l1$1 + l2$12 — (pr + lo sin QOP) (227)
l2€1235 —|— l1012356 = l() + 1101 + lQClg — (Zp + lo COS (,0p> (228)

Las ecuaciones (2.27) y (2.28) tienen la misma forma que las ecuaciones
(2.15) y (2.16) de manera que se puede seguir el mismo procedimiento para
obtener ¢s y ¢s.

Elevando al cuadrado la ecuaciones (2.27) y (2.28) y suméandolas se obtiene:

k2 4+ k2 — (13 +12)

2.29
0 2l (2.29)
sg = £4/1—c? (2.30)
g = atan2(sg,cq) (2.31)
donde
k‘g = l1$1 + l2812 — (.Tp + lo sin Sop)
ks =lo+ lici + lacia — (2p + lo cos pp)
Se define la siguiente variable
a=q1+q+q3+gs (2.32)

Sustituyendo la ecuacion (2.32) en las ecuaciones (2.27) y (2.28) se obtiene:

lysina+ Iy sin(a+ gs) = ks (2.33)
lycosa+ i cos(a+qs) = ky (2.34)

Resolviendo para « se tiene:
o = atan2((l2 + llCG)kg - l1$6k4, (lz + llCG)k4 + l186k3>
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La variable g5 se obtiene a partir de la ecuacién (2.32)

G=a— (g1 +q+q) (2.35)

Finalmente la variable g; se obtiene a partir de la ecuacién (2.25)

g =¢p — (ox + ¢ + g6) (2.36)

Para el caso particular en el que el robot camina sobre una superficie plana,
es deseable que la orientacion del torso y el pie se mantenga constantes. Debido
a la configuracién propuesta el movimiento del torso afecta el movimiento del
pie libre, por esta razén se mantendra constante y con valor cero. La orientacién
del pie también se mantendra fija y con valor cero con el fin de evitar impactos
contra el suelo. Lo anterior simplifica las ecuaciones (2.24) y (2.36) quedando
de la siguiente forma

B3 = —q1—Qq (2.37)
qr = —G5 —qo (2.38)

Cambio de coordenadas

Se considerd al robot como un manipulador cuya base se localiza en el pie
que se encuentra apoyado en el suelo. Al terminar la Fase de Soporte Simple
el pie libre entra en contacto con el suelo. Para la siguiente Fase el pie libre
se convierte en la base del robot como lo muestra la Figura 2.8. En esta caso
es necesario definir la posicién del centro de gravedad y la posicion del pie
libre con respecto a la nueva base. Para ello se pueden utilizar las matrices de
transformacién.

La posicién y orientaciéon del pie libre con respecto a la nueva base se calcula
a partir de la siguiente ecuacion:

Pl = "HH;"H,"H*H,>H, "H,"Hp, (2.39)
La posicién y orientacién del torso se define como:
g, ="HH;"H,"H;>H, (2.40)
donde

i—lRT _z’—lRT i—1d.
1 () i

iHi—l — i_lHZ-_l — OT |
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Figura 2.8: Cambio de base al final de cada fase.

2.5. Dinamica del Robot

El modelo dindmico relaciona las fuerzas/pares que actian sobre el robot
y el movimiento que en él originan. La obtencién de un modelo dindmico nos
permite:

» Simulacién del movimiento del robot.

Calculo de las fuerzas y pares necesarios para desarrollar un movimiento
determinado.

Diseno de una ley de control.

Seleccion de los actuadores.

Diseno de la estructura mecanica del robot.

2.5.1. Formulacion de Euler-Lagrange

Mediante la formulacién de Euler-Lagrange es posible derivar las ecuaciones
de movimiento general del robot de una forma sistematica independientemente
del sistema de referencia. Primeramente se deben definir un conjunto de va-
riables ¢;, + = 1,...,n llamadas coordenadas generalizadas que describen com-
pletamente la localizacién (posicién y orientacién) del robot con respecto a un
sistema de referencia.
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La ecuacién de Euler-Lagrange es:

d <8£) _oL + 2 =T (2.41)
dt \ 9g; dq;  0q,
donde, ¢; es la coordenada generalizada, ¢; es la primera derivada con respecto
al tiempo de la coordenada ¢;, D funcién de disipacién de Rayleigh, 7; fuerza o
par generalizado aplicado en la articulacién 4, finalmente la funcién £ (funcién
lagrangiana) es la diferencia entre la energia cinética K y la energia potencial

P

L=K-P (2.42)

2.5.2. Calculo de la energia cinética

La energia cinética de un objeto es la suma de dos términos: la energia
traslacional obtenida concentrando la masa del objeto en su centro de masa,
y la energia rotacional del cuerpo alrededor de su centro de masa. La energia
cinética de un cuerpo se calcula como (Spong et al. 2006):

1 1
K = §m'vTv + §wTIw (2.43)
donde m es la masa del cuerpo, v y w es la velocidad lineal y angular respec-

tivamente, e I es la matriz de inercia.

Considerando los n elementos del robot. La velocidad lineal y la velocidad
angular pueden calcularse utilizando el Jacobiano del sistema (Spong et al.
2006). Esto es:

O@i = Jvcz(q)q O‘Di = chz(Q)q (244)

La ecuacién para calcular la energia cinética del robot es:

1

K=354" ) {mid (@) vei(@) + Tia(a) "Rl i "Ri() T e } 4
1=1

1

= §QTH(Q)Q

(2.45)

donde m,; es la masa del elemento i, “R,; denota la rotacién del sistema en
movimiento al sistema al sistema de coordenadas de la base.

2.5.3. Calculo de la energia potencial

Sea P la energia potencial total del robot, y sea P; la energia potencial de
cada uno de sus elementos dada por:
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P; = —m;g" °F, i=1,2,...,n (2.46)

donde g es el vector de gravedad expresado en el sistema de coordenadas de la
base. Para un sistema de nivel se tiene g = [ 00 —go O ]

Al igual que la energia cinética la energia potencial se obtiene al sumar las
energias potenciales de cada elemento y esta dada por:

P = Z mig ' OF; (2.47)
=1

2.5.4. Ecuaciones de movimiento del Robot

La funcién lagrangiana £ = I — P tomando en cuenta las ecuaciones (2.45)
y (2.47) puede escribirse como:

1 n
L=5a" Hla)g+) mg"'r (2.48)
Expresando en forma matricial la ecuacién de Euler-Lagrange (2.41) se

tiene:

doL oL oD

e ——t— =T

dtog 0Oq Oq
donde D es la funcién de disipacién de Rayleigh la cual representa el modelo
de friccién viscosa y esta dada por:

(2.49)

1
D= §qTDq (2.50)

D € R™™ es una matriz constante positiva semidefinida.

Sustituyendo (2.48) en (2.49) para obtener un modelo en forma matricial y
cerrada. Primeramente se desarrolla el segundo término de la ecuacién (2.49),

esto es:
oL 0 [~ o 10 ,. .
_a_q = _O_q (Z mz‘QTOTz) - 58—(1 (qTH(q)q) (2.51)
i=1

La primera parte del lado derecho de la ecuacién anterior representa el
vector g(q) € R™ de términos gravitacionales. Los elementos de dicho vector
se calculan de la siguiente manera (Artega-Pérez 1998):

gi=—>_mg 5 (2.52)
i=1 4
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La ecuacién anterior se puede escribir en forma compacta como:
(2.53)

El segundo miembro del lado derecho de la ecuacién (2.51) es un vector de
dimension n que forma parte del vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis
generalizadas. Calculado la primera parte de la ecuacién (2.49)

56 — H@a+ Hla)q (254

~ El vector H(q)q se encuentra en su forma matricial final. El término
H(q)q € R" pertenece también al vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis,
dicho vector es:
10

ho(a,9) = H(@)q — 55 (4" H(9)4) (2.55)

Resulta mas conveniente utilizar los simbolos de Christoffel para el
calculo de h.(q,q). Para ello se define una matriz C(q,q) € R™" tal que
la relacion

he(q,q) = C(q,9)q (2.56)

sea vélida. Para determinar los componentes de C(q, @), se puede utilizar el
elemento ¢ de h.(q, q),

— ; 1=1,2,...,n 2.57
zz( (aqk S =T ) (2.57)

k=1 j=1

Sea

1 (Ohy;  Ohg  Ohy,
Ck;j 5 (8qk + (‘9q]~ aqi ) Cik ( 58)

cgji son los simbolos de Christoffel de la primera clase (Spong y Vidyagasar
1989). De este modo el elemento ij de la matriz C(q, q) estd dado por (Spong
y Vidyagasar 1989):

Finalmente la ecuacion de movimiento del robot es:

H(q)g+C(q,9)q+Dq+g(q) =T (2.60)
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La distribucién de la masa del robot se muestra en la Figura 2.9.
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Figura 2.9: Distribucién de la masa del robot.
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Las matrices de transformaciéon homogénea de acuerdo al sistema de coor-
denadas de la Figura 2.9 son:

C1 0 S1 l181
0 1 0 0
0 _
Tl o —S1 0 C1 l101
| 0O 0 O 1
[ a0 s19| i1+ [as1o
0 1 0 0
0
T —
2 —s12 0 ¢ | licy + lacyo
| 0 0 O 1
[ cio3 0 s1a3 | l1s1 + lasio
0 1 0 )
0 3
T. —
3 —s123 0 cio3 | licn + lacio
0 0 0 1
[ —s19354  Ci23 S193Ca | 1151 + las12 + l4S123¢s
op —Cy4 0 0 l3 — lcasa
o —C12354 —S123 C123C4 | l1c1 + lacio + lyciascy
| 0 0 0 1
[ ci2ss 0 Sq235 l1s1 + 2512 — l581235
OT5 _ 0 1 0 2[5
—s1235 0 ciass | Ly + lacia — lsci035
| 0 0 0 1
[ ci2sse O S12356 | liS1 + las12 — l551235 — lgS12356
OTG _ 0 1 0 2l
—s12356 0 Cra3s6 | 101 + lacia — l5C1235 — lCi12356
0 0 0 1
[ ciosser 0 Sia3s67 | (151 + 2512 — l551235 — l6S12356 — l7S123567
o, — 0 1 0 2l
—s123567 0 Cirasser | l1C1 4 lacia — l5c1235 — lgCi2356 — l7C123567
0 0 0 1
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El vector de posicién del centro de gravedad (°r;) del elemento ¢ referido al
sistema xgypzo esta dado por:

O'I"Z‘ = OTZ‘ iri (261)

donde ‘r; es el vector de posicién del centro de gravedad referido al sistema, i.
Finalmente se obtiene:

le1sy
Op, — 0
leicy
i 1
[ 1151 4 L2512
oy, — 0
lici + leacra
i 1
[ 1151+ l2s12
Op, — l3
licy + lzciz
i 1
[ 1151 4 las12 + laS123¢4
O'rm _ I3 — 1484
licy + lacig + lyciazes
i 1
[ 1151 4 L2512 — 281235
Op, = 2l;
lici + lac12 — leacios
i 1
lis1 + las12 — 1281235 — lc1S12356
Opg = 213
licy + laciz — laciass — leiciasse
i 1
[ lis1 + l2812 — 1281235 — l1512356 — lc7S123567
Oppy = 213
lici + lacia — laciass — liciasse — lerCiasser
1

Donde se ha sustituido I} = lg I3 =I5 l;1 = o6 lco = l.5 debido a la simetria del
robot.
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La matriz jacobiana de cada elemento esta dada por:

leicc 0 0 0 0 0 O
Jvcl = 0 00 0O0O0OO 0
000O0O0

N —ZC181 0

lici + leacio leacio

Jvc2 = 0 0

0
0
| —lis1 —leasia —leasi2 0
lic1 + Iy lobeeao 00 0 0O
Joez3 = 0 0 000 0O
| —licr —lzs12 —ls12 0 0 0 O O]
licy + lacia + lycrozcy | lacia + laciozcy | lyciozcy | —l4S12354 [0 0 0
Jys = 0 0 0 —lycy 0 00
B —l151 — las12 — l4s123Cs | —l2812 — lsS123C4 | —laS123¢4 | —lsc12354 |0 0 0
[ lici + lacia — leacrass lacia — leaCiass | —leacia3s | O —lc201235 0 0 ]
Joes5 = 0 0 0 0 0 0
L —l181 — la512 + 281235 | —l2s12 + 251235 | leas1235 | O lc281235 0 0
[ Jvel | Jvez | —laci2ss — leiciasse | 0 | —laciass — leiciasse | —leici2sse
Jos = 0 0 0 0 0 0
| Jves | Jvea | 281235 + le1s123s6 | O | [251235 + le1S12356 | le1S123s6 | O
[ Jves | Jveb jjv7 0| Jver | —lici23s6 — lerCiasser | —lerCiasser
Jyer = 0 0 0 |0] O 0 0
| Jves | Jveo | Jveto | O | Jvero | [1512356 + lc7S123567 le75123567
Donde
Jver = lic1 + lac1a — lacia35 — le1C12356
Jvez = =181 — 12812 + [251235 + le1512356
Jvez = lac1a — lac1235 — lc1C12356
Jves = —lac1235 — le1C12356

Jves = l1c1 + la¢12 — laci235 — liC12356 — levCi234567
Jves = laC12 — lac1235 — liC12356 — lerCi234567

Jver = —lac1235 — l1C12356 — lc7C1234567

Jves = =181 — las12 + [251235 + 11512356 + le7S123567
Jveg = —l2812 + 1281235 + 11512356 + lc75123567

Jvero = l281235 + 1812356 + lc7S123567

y
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0000000
Joo = 1000000
(000000 0
[0 000 00O 0]
chQZ 1100000
(000000 0
[0 000 00 0]
Joes = 1110000
000000 0|
_0000123000
ch4: 111 0 000
_000—8123000
[0 00000 0]
Joes = 1110100
(000000 0|
[0 00000 0]
Jos = 1110110
(000000 0
[0 0000 0O 0]
Joer = 1110111
(000000 0

La matriz de inercia de cada elemento tiene la siguiente forma:

Li=| 0 I, 0

Calculo de la matriz de inercia H(q)

La matriz H(q) estd dada por:

H(q) =) miJ (@) Jwi(q) + J'ei(@) "Rl "RE (@) T e (2.62)
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Los elementos de H(q) son:

h(1,1) =21 + 2Lyy0 + Lyys + Lyr + 2myl2, + 2mal2, + mal2, + (my + 2ma+
ms + myg + 2m7)2 + (2my + mag + mg + my + 2my)l3 + 2(malea+
(mq + mg + mg + my + my)la)lica + malycy (211023 + 2lacs + lycy)—
2A1 (licasse + lacsse — lacs) — 2A2(l1ca3s + lacss) + 2A3(licr+
lacer — licazser — l2C3s67)

h(1,2) =Iyy1 + 2Lyy0 + Ly + mal2) + mq (17 + 12;) + malZy + (2my + my + ma+
ma + 2m7)l3 + (males + (M1 + ma + ms + my + mg)la)lice — As(licags+
2lycs5) — Ar(licasss + 2lacsss — 2lace) + As(2l1er + lacer — licasser

— lacsse7) + malacy(licoz + 2lacs + 1ycy)

h(1,3) =Iyy1 + Lyyo + Lyys + Lyyr + (ma + mﬂl% + m7l% + mllfl + m2l32 + m7lg7+
mylycy(licas + lacs + lycy) — (Arcagse + Azcass + Ascasser)li — (Arcsse+
Agcgs + Ascsser)la + 2A3(licr + lacer)

h(1,4) = — mylil4So354 — mylolyS3Sy

h(1,5) =Iyy1 + Lo + Lyyr + myl2 + mal2 + mylZ + (my +mg)ls + 2A,lsce+
2As(lyc7 4 lacer) — (Arcsss + Aacss + Ascsser) — (Arcasse + Agcass+
A3C23567)l1

h(1,6) =Iy1 + Lyz + mil2 + mzli + 2mqlylercr + mal2 + (Aics + Ascer)la—
(Aicsse + Ascaser)la — (Aicasse + Ascasser)

h(1,7) =I;y7 + mqlZ + As(lier + lacer — liCazser — lacaser)

h(2,1) =Lyt + 2Ly0 + Ly + malZ) + mz(IF + 12;) + (2mq + my + my + my+
2m7)lf + (leama + (my + mg + mg + my + mz)la)lico — As(licass + 2lacs5)

— Ay (licasse + 2lacss6 — 2lacs) + As(2licr + lacer — liCasser — laCsser)+
mylyca(licos + 2laes + lycy)

h(2,2) =1 + 2L yo + Lyys + Lyyr + (2my + mg + ma + my + 2mz)l5 + 2malZ+
malZ + malZ + malses(2lacs + lycy) — (Arcsss + Aacss + Azcaser)lot
2A1l5¢6 + 2A3(licr + lacer)

h(2,3) =Lyy1 + Lo + Lyys + Lyr + (my 4+ mg)ls + mal2) + mal?, + mal? 4+ 2A;lhes+
2A1lac6 + 2A5(licr + lacer) + malic; — (Arcsse + Ascss + Ascaser)lo
mylycq(lacs + lycy)

h(2,4) = — mylylysss,

h(2,5) =Lyy1 + Lo + Lyyr + myl2 + mal2 + mylZ + (my +me)l5 + 2A,lsce+
2A3(lyc7 4 lacer) — (Arcsse + Aacss + Ascsser)la
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h(2,6) =Iyy1 + L7 + mil% +msld + Ajla(ce — c3s56) + As(licr + lacgr — lacsser)

h(2,7) =Ly + mqlZ + As(licy + lacer — lacaser)

h(3,1) =Iyy1 + Lyy2 + Iyys + Lyyr + (ma + m7)l§ + m7l% + mll?l + m2l32 + m7lg7+
mylycs(licas + lacs + lscy) — (Arcagse + Aacass + Ascasser)li — (Arcsse+
Agcss + Ascsser)la + 2A3(lier + lacer)

h(3,2) =1 + Lyya + Lyyz + Lyyr + (my + ma)ls + myl2 + mal2, + melZ + 2A1lace+
2A1lac6 + 2A3(licr + lacer) + malic; — (Aicase + Aacss + Ascsser)lo

h(3,3) =Iyy1 + Lyya + Lyys + Lyr + (my 4+ mg)l5 + mal2) + malZy + malZ + 2A;1lbcs+
2A1lyce + 2A3(licr + lacgr) + mylic?

h(3,4) =0

h(3,5) =Iyy1 + Lyya + Lyyr + mylZ + mal2 + mylZ, + (my +me)l5 + 2A1lsce+
2A3(licr + lacer)

h(3,6) =Iyy1 + Lyyz + mil% + mzl3 + 2mqlylercy + mal2 + (Aics + Ascer)ls
h(3,7) =Lyy7 + mal? + As(licr + lacer)

h(4,1) = — mylylys0354 — mylalysssy

h(4,2) = — mylslys3sy

h(4,3) =0

h(4,4) =myl?

h(4,5) =0

h(4,6) =0

h(4,7) =0

h(5,1) =Iyy1 + Lyya + Lyyr + mylZ + malZ + mylZ + (my +me)l5 + 2A,lsce+

2A3(lycq + lacer) — (Arcsse + Aacss + Ascaser) — (Aicasse + Aacazs+
ABC23567>l1

h(5,2) =Iyy1 + Lyya + Lyyr + mylZ + malZ + mylZ + (my +me)l5 + 2A;lsce+
2A3(lic7 + lacer) — (Arcsse + Aacss + Ascsser)la

h(5,3) =Iyy1 + Lo + Lyyr + myl2 + malZ + mylZ + (my +mq)l5 + 2A,lsce+
2A3(l167 + l2667)

h(5,4) =0

h(5,5) =Iyy1 + Lyya + Lyyr + malZ + mqlZ + myls + malZ, + mql} + 2A s+
2A3(1167 + l2667)

h(5,6) =Iyy1 + Lyr +mil% +mzld +myl% + Ajlacs + As(2licr + lacer)

h(5,7) =L,y + mzlZ + As(licr + lacer)
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h(6, 1) :Iyyl -+ Iyy7 + mllzl + m7lf -+ 2m7lllC7C7 + m7lz7 + (Alcﬁ + A3667)12—
(Aicsse + Ascaser)la — (Aicasse + Ascasser)la

h(6,2) =Ty + Lyyr +mall +mali + Aila(cs — css6) + As(licr + lacer — lacsser)
h(6,3) =Iyy1 + Lyyr + malZ + mzl3 + 2mqlylercr + mal2 + (Aics + Ascer)ls
h(6,4) =0

h(6,5) =Iyy1 + Ly + milZ + mzly +myl2 + Ajlacs + As(2licr + lacer)
h(6,6) =Iyy1 + Lyyr + malZ + msl2 + mzl3 + 2A3l1¢q

h(6,7) =1,y + mal2, + Aslicr

h(7,1) =y + malZ; + As(licr + lacer — licazser — lacaser)

h(7,2) = — mylalercsser + malalercer + malileger + mal2, + Ly

h(7,3) =mslalercer + melileer + malZ + Ly

h(7,4) =0

h(7,5) =mqlalarcer + malilecr + malZy + Ly

h(7,6) =Iyy7 + mqlZ + Aslicr

h(7,7) =mzl2, + Lz

Ay =myla +mqly
Ag = mglcg + (ml + m7)12

Az = male
Co = COS (2
Cg =— COS (g
C7 = COS (7

Co3 = 08(q2 + q3)

S93 = sin(qz + ¢3)

¢35 = cos(qs + ¢s)

ce7 = cos(qe + q7)

Cazs = c0s(q2 + g3 + q5)

Cazs6 = €0s(q2 + g3 + g5 + q6)
Casse7 = €OS(Q2 + q3 + G5 + g6 + q7)

Calculo de la matriz C(q, q)

La matriz C(q, q) se calcula a partir de las ecuaciones (2.58) y (2.59). De
esta forma se tiene:

c(1,1) = co11G2 + c31143 + ca11G4 + 51145 + Co11G6 + CT11G7
c(1,2) = ca11(q1 + G2) + c311G3 + ca11d4 + 51145 + o116 + CT11G7
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= ca11(¢1 + G2 + G3) + ca114a + 51145 + C11d6 + Cr1147
= ci1(q1 + G2 + §3) + Caa1da

= cs11(q1 + G2 + G3 + G5) + ce1146 + Cr11G7

= ce11(q1 + G2 + 43 + 45 + Gs) + cr11G7

=c 11((]1+Q2+Q3+Q5+%+Q7)

= C112q1 + 31243 + C412G4 + C51245 + Ce12G6 + Cr1247

= (33243 + C412q4 + C512G5 + Ce12G6 + Cr12G7

= c312(41 + G3 + G3) + Ca12G4 + C512G5 + Co12d6 + Cri2qr

= ca12(d1 + G2 + ¢3) + Caa2da
= cs512(¢1 + G2 + Gs + d5) + ce12d6 + Cr12G7
= ce12(G1 + G2 + g3 + 45 + ds) + Cr12G7

=c IQ(Q1+Q2+Q3+Q5+QG+Q7)

= ¢113q1 + €213G2 + 41344 + C613G6 + C713G7
= co13(q1 + G2) + ca1344 + 1346 + CT1347
= C413q4 + C613G6 + C713G7

= cu3(d1 + g2 + G3)

= C613G6 + C113q7

= ce13(q1 + G2 + G3 + G5 + Gs) + cr13d7

= cns(G + G2 + g3 + 45 + s + d7)

= C114q1 + C214G2 + €314G3

= co14(q1 + G2) + 32443

324(G1 + G2 + G3)

Q

OOOO

= C115¢1 + 21592 + Ce15G6 + Cr1547
—c512(G1 + Ga2) + 6156 + CT15G7
06156]6 + cr1547

O

= Ce1596 T Cr15q7

= ce15(41 + G2 + 43 + d5 + Gs) + 11567
= cns(q1 + G2 + Gs + G5 + Gs + G7)

= ci16d1 + Cc216d2 + ¢316(G3 + G5) + cr16d7
= co16(q1 + G2) + c316(d3 + d5) + cr16G7
316(41 + G2 + G3 + d5) + cr16G7

OQ

= c115q1 + 21592 + Ce15G6 + Cr1547
= —cs512(G1 + G2) + Ce156 + Cr1547
C61546 + C715G7
0
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Ce1596 + Cr1547
615(q1 + Go + g3 + 45 + 4s) + cr15G7

o
I
o

ot
D

(5,6)

(5,6)
c(5,7) = cris(d1 + o + 43 + G5 + Gs + q7)
c(6,1) = cri6d1 + 21692 + c316(qs + ¢5) + cr16d7
c(6,2) = ca16(d1 + d2) + c316(d3 + d5) + cri6dr
c(6,3) = c316(¢1 + 42 + 43 + d5) + Cr16G7
c(6,4) =0
c(6,5) = c316(41 + G2 + 43 + d5) + cr16dr
0(6, 6) = Cr16q7
c(6,7) = cri6(d1 + Go + 43 + d5 + g6 + q7)
c(7,1) = crardr + ca7de + ca17(ds + ¢s) + co17ds
c(7,2) = car(dr + Go2) + c317(d3 + ¢s5) + ce17d6
c(7,3) = cs17(d1 + G2 + 43 + G5) + ce174s
c(7,4) =0
c(7,5) = csi7(d1 + G2 + 43 + ds5) + ce174s
c(7,6) = ce17(d1 + G2 + 43 + 45 + Gs)
c(7,7)=0

Los simbolos de Christoffel son:

Co11 = — (Maleg + (M1 +ma + mg + my +mz)la)l152 + (Ar52356 + Ags23s
+ Azsazse7)l — malalscazsy

csi1 =A1(l152356 + 125356) + A2(l15235 + [2535) + As(l1523567 + [253567)
— myly (11593 + las3)

ca11 = — Mylysy(licos + lacs + lycy)

cs11 =A1(l152356 + 125356) + A2(l15235 + l2535) + As(l1523567 + [253567)

ce11 =A1(l152356 + 125356 — 1256) + As(l1523567 + 253567 — 12567)

Cr11 =A3(l1823567 + 2834567 — 2867 — l137)

Caa1 = — Mylycy(l1523 + l283)

cr12 =(Malea + (M1 + mag +mg + my + myg)la)l18y — (A18a356 + Az5235 + Azsa3s67)l1
+ mylalycozsy

cg12 =(A18356 + A5 + Azssser)la — malalycyss

a2 = — Mylysy(lacs + lycy)

cs12 =(A15356 + A2835 + Asser)lo

C612 :Al(l23356 - l236) + AS(l233567 - l2367)

crio =As(l253567 — l2ser — l157)

Cq42 = — m412140453
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ciis = — A1(l152356 + l28356) + Aa(l15235 + 12535) + As(l1523567 + l253567)
+ myly (11593 + las3)

Cco13 = — (A1s3s + Azsss + Aszszser)l2 + malalscyss

Cq13 = — m4lis4c4

ce13 = — (Arlasg + Aslaser)

criz = — Asg(lisy + 1 — 2s67)

c114 =mulysy(licos + lacs + lycy)

Co14 =Miglyss(lacs + lycy)

C314 :m4lis4c4

c11s = — A1(l159356 + l25356) — Aa(l15235 + l2535) — As(l1523567 + [253567)

Co15 = — (A15356 + Ags3s + Asser)la

ce15 = — (Arlasg + Aslyser)

cris = — As(lisy + l2s67)
C116 = — Al(l132356 + l28356 — l256) - A3(11523567 + l283567 — l2567)
C216 = — Al(l28356 - l286) - A3(l283567 - 12867)

cs16 =A1lase + Aslaser

crie = — Asllsy
C117 = — A3<l1323567 + 19834567 — l2S67 — l187)
Ca17 = — A3(1253567 — lasg7 — 1157)

ca1r =As(l1s7 + l2567)

ce17 =Asllsy

donde

So = sin ¢
S3 = sinqs
C3 = COS (3
S§7 = sin gy

535 = sin(qs + ¢s)

se7 = sin(gs + q7)

356 = sin(qs + g5 + ge)

S3567 = sin(qs + g5 + gs + q7)
Sasser = sin(qa + q3 + ¢5 + g6 + q7)
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Calculo del vector de términos gravitacionales

El vector g(q) se obtiene a partir de la ecuacién (2.52). Los elementos del

vector g(q) son:

JoAzs123567

goA1512356 + goAzS123567

goA281235 + goA1512356 + JoAsS123567

—mMalagoCia3sa

—mylsgosiazca + goA251235 + goA1512356 + JoAzS123567
—(ma + lea + (my + ma + mz + my + my)l2)gosiz + 9(3)
—(maler + (my + 2my + mgz + my 4+ mr)l1)gos: + g(2)

donde gy = 9.8 m/s?

Los célculos

se realizaron con el software Mathematica 6.

i | miKg] | Lilm] | lam] | Leq[Kgm?®] | Iyi[Kgm?| | I,,;[Kem?|
1] 1.25 0.3 0.143 0.0136 0.0136 3x107*
2|1 1.25 0.3 0.143 0.0136 0.0136 3x 1074
3 3 0.0835 | 0.0835 0.014 0.0114 0.024

4 8 0.15 0.15 0 0 0

51 1.25 0.3 0.143 0.0136 0.0136 3x107*
6| 1.25 0.3 0.143 0.0136 0.0136 3x 1074
71 025 |0.0545 | 0.0241 0.002 0.002 0.002

Cuadro 2.1: Parametros del robot obtenidos con el software SolidWorks.
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2.6. Diseno de una ley de Control

El objetivo de la ley de control es que el robot siga una determinada trayec-
toria. En el disenio de una ley de control se debe tomar en cuenta el error debido
a las condiciones iniciales, el ruido en los sensores, la incertidumbre paramétrica
y la dindmica de los actuadores.

2.6.1. Técnicas de control
Control par calculado

El modelo dindmico estéd dado por la ecuacién (2.60)

H(q)4+C(q,9)g+Dqg+g(q) =T (2.63)

La idea de la Ley de control por par calculado es encontrar un vector 7
de tal forma que convierta al sistema (2.60) en un sistema lineal, esta técnica
se le conoce como [linealizacion por realimentacion. En muchos sistemas no
es posible encontrar una ley de control que pueda linealizar el sistema, sin
embargo, debido a la forma particular de (2.60) la ley de control

T=H(q)y+C(q,9)q+ Dq+g(q) (2.64)

cancela todas las no linealidades y aplica exactamente el par necesario para
vencer la inercia del actuador. Sustituyendo la ley de control se obtiene la
ecuacion en lazo cerrado es:

H(q)g = H(q)y

: (2.65)
q=1Y

Ya que H(q) es una matriz positiva definida y, por tanto, invertible, donde
y representa un nuevo vector de entrada. El sistema (2.65) es un sistema lineal
y desacoplado con respecto a la entrada y, es decir, la componente y; influye
unicamente sobre la articulacion g;.

Si se elige y como (Siciliano et al. 2009):
y=—-K,g-K.q+r, (2.66)
lleva a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
g+ K,g+K.q=r (2.67)

Dada una trayectoria deseada g4(t) el seguimiento de esta trayectoria se
garantiza eligiendo:
r=q,+ K.qq+ K,qq (2.68)
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Sustituyendo (2.68) en (2.67) se obtiene:
¢+ K.q+K,g=0 (2.69)

La ecuacién diferencial lineal anterior rige la dinamica del error entre las trayec-
torias deseadas y las reales. El error de seguimiento se define como:

q=q—qq (2.70)

K, y K, son matrices diagonales constantes positivas definidas.

La desventaja que presenta la ley de control anterior es la demanda de
tiempo de computo puede ser muy grande; ademaés requiere de un conocimiento
perfecto de los parametros del modelo del robot.

H(q) [-®—| Robot ;
nporeade | Clg.g)+ I+
R%?rogl?minigcggn \ Dq+g(q) i

Componente Predictiva

Figura 2.10: Control Par Calculado
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Control Propocional-Derivativo (PD)

La dinamica de los robots en general no lineal, sin embargo, es posible
utilizar un controlador Proporcional-Derivativo. La ley de control PD esta dada
por:

T=-K,q—K,q (2.71)
con K, y K, matrices diagonales positivas definidas y el error de seguimien-
to q esta definido por la ecuacién (2.70). En ausencia del vector de términos

gravitacionales g(q) en la ecuacién (2.60) la ley de control PD resulta en un
seguimiento asintético de la trayectoria deseada.

Demostracién

Considérese la siguiente funcién de Lyapunov:

. 1. .1 -
V(g q) = 54" H(@)a+ 54 K,a (2.72)
El primer término de la ecuacién (2.72) es la energia cinética del robot,
el segundo término representa la energia potencial. Para probar que el robot
sigue la trayectoria deseada, la funciéon V' debe ser decreciente para cualquier
trayectoria del robot.

Se asume g4 constante y g(g) = 0. La derivada de (2.72) con respecto al
tiempo
S : R T -
V(g.9) =4 H(@)d+ 54" H(@)q+q Kyq
1. : A\ . ~ . .
=54 (H(q) —2C(q, q)) g+ (r+ K,q) - ¢'Dg >
= _qT (D+K,)q

puesto que la matriz H(q) — 2C(q,q) es antisimétrica de acuerdo con la
Propiedad A.1.2. La matriz D + K es positiva definida, por lo que la funcién
V es negativa semidefinida, el robot puede alcanzar una posicién donde g = 0
pero q # q,. Para probar que esto se usa el Teorema de LaSalle. Si V=0
implica que ¢ = 0, § = 0, ecuacién (2.73). Entonces se tiene:

H(q)g+C(q,9)g+ Dg=-K,q— K,q
0=-K,q

lo que implica que g = 0, ¢ = 0. El Teorema de LaSalle nos dice que el punto
g = q4 es asintéticamente estable.
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En la presencia del vector de términos gravitacinales g(q) la ley de Control
no garantiza un seguimiento asintético de la trayectoria. En la practica exis-
tird un error en estado estacionario. Asumiendo que el sistema en lazo cerrado
es estable entonces, se tiene:

-K,(qg—qq) =9(q) (2.74)

como lo muestra la ecuacién anterior el error se puede reducir aumentando la
ganancia K,

Control PD con compensacion de gravedad

Para eliminar el error en estado estacionario provocado por el vector de
términos gravitacionales se puede modificar la ley de Control PD como:

r=-K,g— K.q+g(q) (2.75)

Laley de control anterior cancela los efectos de los términos gravitacionales.
Al igual que la ley de control par calculado es necesario conocer dicho vector
para su implementacién.

Control Proporcional-Integral-Derivativo (PID)

Otra alternativa para eliminar el error en estado estable es introducir un
término integral. Dicho término aumenta el orden del sistema, por tanto, el
error en estado estable del sistema original se mejora en un orden; es decir, si
el error en estado estable a una entrada dada es constante, el término integral lo
reduce a cero. Por otro lado se debe tener cuidado en la eleccién de la ganancia
de la parte integral ya que esto puede introducir problemas debido a que la
estabilidad del sistema puede verse afectada.

r=-K,qg- K., q—-K; / qdt (2.76)
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4 g(q) —
q
Robot .
g

Figura 2.11: Controladores clasicos. a) Control PD. b) Control PD con com-
pensacién de gravedad. ¢) Control PID
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Capitulo 3

Planeacion de Trayectorias para
Robots Bipedos

La planeacion de una trayectoria consiste en definir una secuencia de puntos,
ya sea en el espacio cartesiano o en el espacio de articulacion, por los cuales el
robot debe pasar en un tiempo determinado. Como se mencioné anteriormente
se considera al robot como un manipulador serial redundante. Para resolver
el problema cinematico se dividié el problema en dos partes: la posicién del
centro de gravedad y la posicién y orientacion del pie libre. De igual forma se
abordara el problema de generacion de trayectorias, tanto para el centro de
gravedad como para el pie estan definidas en el espacio cartesiano.

3.1. Restricciones

El objetivo principal es mover al robot de un punto inicial a un punto final
siguiendo una determinada trayectoria en un tiempo preestablecido. Existe un
numero infinito de trayectorias que pueden ser seleccionadas para realizar esta
funcién; sin embargo, deben cumplir las siguientes restricciones:

Espacio de trabajo: Evitar colisiones con el ambiente de trabajo, configura-
ciones singulares.

Actuadores: Las velocidades y aceleraciones de una determinada trayecto-
ria pueden ser excesivas requiriendo una cantidad de fuerza/torque que
supera los limites del actuador.

Tiempo ejecucién: Si la trayectoria es demasiado compleja en su célculo
resultaria ineficiente en tiempo real.

Estas restricciones son comunes en los manipuladores. Sin embargo, para
un robot bipedo existe otra restriccion muy importante, que es la fuerza y el
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par que el robot ejerce sobre la superficie y viceversa. Para obtener las ecua-
ciones cinematicas y dinamicas del robot se consideré como base el pie que se
encuentra apoyado en el suelo. Para que dichas ecuaciones sean validas se debe
garantizar que no haya ninguna rotacion ni traslaciéon. Cuando esto ocurre el
sistema se convierte en un sistema subactuado ya que posee un niimero mayor
de grados de libertar que actuadores. A continuacion se analiza la interaccion
entre el pie y la superficie en el plano x-z como se muestra en la Figura 3.1.

z

Lox

’\ dmin

Figura 3.1: Suma de momentos alrededor de A.

Realizando la suma de momentos respecto al punto A se tiene:
> My =7 — (dF, + hF,) (3.1)
donde F}, es la fuerza de reaccion en la direccion z y F; es la fuerza de friccion.

Cuando el robot camina en una superficie plana la altura del centro de
gravedad (z.e) se mantiene generalmente en un valor constante, esto no ocurre
cuando camina sobre una superficie inclinada o sube escaleras. Se considera
unicamente el caso en el que 2z, es constante, entonces la fuerza de reaccién
F, se aproxima por:

F.,=mg (3.2)

Para simplificar el andlisis se supone que no existe deslizamiento del pie del
robot de tal forma que:
F. = N = ppmg (3.3)

donde
m es la masa total del robot.
Ly coeficiente de friccion estética.
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g aceleracién de la gravedad.
N fuerza normal.
71 par aplicado en la articulacion 1.

Para que no exista rotacién del pie la ecuacién (3.1) debe ser igual a cero,
es decir,
71 =dF, + hF; (3.4)

como dF, > hF,. La ecuacién anterior se aproxima por:
7 =dF, = TR (3.5)

El lado derecho de la ecuacién anterior es el par transmitido hacia la super-
ficie de contacto, su magnitud depende de la geometria del pie (ver Figura 3.1).
Los valores maximos y minimos de 77 ocurren cuando la fuerza F, se localiza
en los extremos del pie (dpm, dmax); cuando el valor de 7 supera estos valores
el pie comienza a rotar. La localizaciéon de d depende el movimiento del robot
y se le conoce como ZMP por sus siglas en inglés (Zero Moment Point); este
concepto es uno de los principales criterios para la planeacién de trayectorias
para robots bipedos. Es muy comun utilizar el ZMP como criterio de estabili-
dad del robot en lugar del par transmitido hacia la superficie, pero el principio
es basicamente el mismo, como se observa en la ecuacién (3.5).

3.2. ZMP

El concepto de ZMP fue definido por Vukobratovic y Borovac (2004) co-
mo criterio para analizar la estabilidad y planeacion de trayectorias de robots
que poseen méas de dos piernas (robots bipedos, robots hexapodos, etc.). Este

criterio ha sido ampliamente utilizado en la mayoria de los robots bipedos exis-
tentes (Hirai et al. 1998, Kaneko et al. 2008, Loftler et al. 2004), se define como:

El punto donde las fuerzas de reaccion F (F,, F,, F,) que actian en el pie
del robot producen un momento M (M,, M,, M) igual a cero. Se dice entonces
que el robot se encuentra en equilibrio.

Se basa en una extensién del principio de D’Alembert (Bedford y Fowler
2000) que establece que la suma de los momentos respecto a cualquier punto
debido pares y fuerzas externos incluidos el momento producido por la fuerza
inercial y par inercial es igual a cero, ecuacién (3.1).

La condiciéon necesaria para mantener en equilibrio al robot es M, = 0y
M, = 0. La componente M, puede ser diferente cero y no provoca pérdida de
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balance en el robot. Generalmente esta compensada por la fuerza de friccién
tangencial. La localizacion del ZMP debe estar siempre dentro del area de so-
porte. Cabe mencionar que este concepto no es nuevo, pues ha sido aplicado en
el campo de la mecéanica de fluidos conocido como CoP por sus siglas en inglés
(Center of Pressure), fue renombrado como ZMP al aplicarse en el campo de
los robots bipedos.

De esta forma se pueden planear diversas trayectorias para el robot em-
pleando la ecuaciones de movimiento (2.60) y la ecuacién (3.5) en conjunto
con la ley de control, evaluarlas mediante simulacién y elegir la trayectoria
que cumpla con los requisitos antes mencionados, convirtiéndose en un proce-
so iterativo. La desventaja principal de este método es no tomar en cuenta la
presencia de perturbaciones durante el movimiento del robot. Cualquier pertur-
bacién podria alejar al robot de la trayectoria deseada ocasionando pérdida de
balance, ademas de restarle autonomia al robot. Las leyes de control propues-
tas en la Seccion 2.6 tiene como finalidad el seguimiento de una determinada
trayectoria, de manera que si la trayectoria provoca la rotacion del pie dicha
ley no corregird esta situacion ocasionando una eventual caida si no se corrige
la trayectoria.

Una alternativa para la generacién de trayectorias de robots bipedos es
abordar el problema inverso, es decir, dada una posiciéon del ZMP deseada
0 en su caso un par que se encuentre entre los limites permitidos, ;qué tipo
de movimiento de seguir el robot para cumplir estas restricciones? Se pueden
utilizar las ecuaciones de movimiento del robot (2.60) para resolver el problema,
sin embargo, debido su complejidad es dificil la implementacién en tiempo real.

3.3. Modelo simplificado: péndulo invertido

Muchos investigadores han optado por utilizar un modelo simplificado del
robot para la generacién de trayectorias en tiempo real debido a la facilidad
de calculo. Las trayectorias se pueden adaptar para mantener estable el robot
y se pueden programar para dar mayor autonomia al robot, como ejemplo
se puede citar Kajita et al. (2003), Loffler et al. (2004) y Nazir et al. (2005).
Entre los algoritmos propuestos utilizando modelos simples podemos encontrar:
soluciones analiticas (LofHler et al. 2004), soluciones numéricas (Takanishi y
ok Lim 1990); algoritmos empleando control predictivo (Kajita et al. 2003) y
redes neuronales.

El comportamiento del robot bipedo es semejante al comportamiento que
presenta un péndulo invertido tridimensional (Kajita et al. 2001), ya que ambos
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Figura 3.2: a) Péndulo invertido tridimensional de longitud variable. b) Péndulo
invertido con movimiento restringido a un plano.

presentan una dindmica inestable como se muestra en la Figura 3.2. Exis-
ten diferentes modelos y métodos para obtener las ecuaciones de movimiento
del péndulo invertido. Siguiendo esta linea se propone el modelo simplificado
mostrado en la Figura 3.3. En particular se analiza el movimiento del robot en
el plano x-z debido a que el eje z representa la direccién de movimiento. Para
obtener las ecuaciones de movimiento del modelo simplificado (ver Figura 3.3),
realizamos la siguientes suposiciones:

» [a masa total del robot se concentra en el centro de masa del robot.

= El par de reaccién entre la superficie y el robot se modela como el par
ejercido por un resorte torsional lineal (K, ¢).

» La altura del centro de gravedad z, se mantiene constante.

Para obtener el modelo matematico del péndulo invertido se aplica la ecuacion
(2.41). La energia cinética del sistema estd dada por:

1 . 1 .
K= 5MF(@ + ¢)* + §J2¢2 (3.6)
La energia potencial es:
1
P = Mgl cos(0 + ¢) + §Kr¢ (3.7)

45



Figura 3.3: Modelo simplificado para el robot, en el plano z-z

La funcién lagrangiana esta dada por:

L= %MZQ(Q +6)2 + %JQ& — (Mgl cos(0 + ¢) + %K@) (3.8)

Al aplicar (2.41) se obtiene:
M6+ ¢) — Mglsin(d +¢) = (3.9)
M6+ ¢) + Jop — Mglsin(0 + ¢) + K, = 0 (3.10)

donde

M es la masa total del robot.
[ longitud del péndulo.

Jo Momento de inercia del pie.
T par aplicado en el tobillo.

La ecuacién (3.9) describe la dindmica del centro de gravedad del robot,
mientras que (3.10) describe la dindmica del pie. Al despejar 6 y ¢ de las
ecuaciones (3.9) y (3.10) se obtiene:

i MI? + J. Mgl . K,

b = —F(r+ho) (312)
2

Se linealiza el sistema alrededor del punto de operacién (), 0, ¢, <Z>) =(0,0,0,0),
que corresponde a un punto medio en el movimiento del centro de gravedad.
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De esta manera, se transforma el problema de la generacién de trayectorias en
un problema de control lineal. Las ecuaciones lineales son:

) M2+ J Mgl K,

i = <JQT+Z?2) At <M—§72) 0+ ¢) + <72) & (3.13)

b= —(r+ Ko) (3.14)
Ja

El modelo toma en cuenta la interaccién entre el robot y la superficie de
contacto. El par de reaccién se calcula de la siguiente manera:

R = — K¢ (3.15)
El ZMP se calcula fécilmente a partir de la ecuacién (3.15) como:
1
d=——— 3.16
Vi gTR (3.16)

Al despejar 7 de la ecuacién (3.14) y sustituyendo en (3.13) se obtiene:

- Ml2_|_J2 . Mgl Mgl—Kr
0 =— <—Ml2 > o+ <Ml2) 0+ <—Ml2 ) ) (3.17)

La posicion, velocidad y aceleracion del centro de gravedad en la direccién
x se calculan a partir de las siguientes ecuaciones:

Tog = L0
Gy = 16

(3.18)
(3.19)
Geg = 10 (3.20)
(3.17)

se obtiene:
Mg n Mgl — Kr¢ MI?
= l‘c —
M2+ J," % M2+ J, (M2 + Js)

Utilizando como entrada de control la aceleracién del centro de gravedad
Ty (Hiral et al. 1998), es decir, cuando el robot tienda a caer para mantener
el balance el robot se acelera en una direccién determinada para mantener el
equilibrio, conceptos similares se ha propuesto en LofHler et al. (2004), Nazir
et al. (2005).

§ (3.21)

Expresando la ecuacién (3.21) en variables de estado

Teg 001 0 07 e 0

dlig | |00 0 0]/ g 1

alo | Joooi|le|T|o]" (322)
¢ ay 0 as 0 ¢ bl
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Mgl—K, —MI2

donde a; = s Y 0= I(MI2+T2)

Mg _
Mt 92 =

3.4. Analisis y Control del Modelo Simplifica-
do

Como era de esperarse el sistema definido por (3.22) es inestable, puesto
que al menos un valor caracteristico de la matriz A de (3.22) se encuentra
en el lado derecho del plano s. Es posible estabilizar al sistema utilizando la
retroalimentacién del vector de estado como senal de control u = —k* @ siempre
y cuando el sistema sea controlable. Los parametros del péndulo se muestran
en la Tabla 3.1.

Definicién 3.4.1 Un sistema es controlable si existe un control sin restric-
ciones u(t) que pueda llevar a cualquier estado inicial x(ty) cualquier otro
estado x(t) en un tiempo finito to <t < ty.

JAN
Parametros Valor | Unidades
Masa Total del robot (M) 16.5 Kg
Longitud del péndulo (1) 0.75 m
Momento de Inercia del péndulo | 9.28 Kgm?
Momento de inercia del pie (J2) | 0.002 | Kgm?
Constante del resorte (K, ) 1500 Nm
Cuadro 3.1: Parametros del péndulo.
Control por Retroalimentacién del vector de estado
Sea el sistema definido por:
x = Ax +bu
T (3.23)
y=czx
A € R yb,c € R”, con la senal de control dada por:
u=—k'x (3.24)
El sistema en lazo cerrado esta dado por la ecuacion:
&= (A—-bk"x (3.25)
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0.632

Figura 3.4: Sistema sobreamortiguado

Si todas las raices de la ecuacién caracterfstica det(AI — A + bk") = 0
tiene parte real negativa el sistema es estable. Para cualquier condicién x(t¢)
se sigue que:

x(t) = e(A’ka)tx(to) — 0 cuandot — oo (3.26)

Dado que el par (A, b) de la ecuacién (3.22) es controlable, entonces medi-
ante la ley de control dada por (3.24) es posible asignar los polos del sistema
de forma arbitraria mediante una apropiada eleccién del vector de ganancias k.

Los polos se eligen de tal forma que el sistema no presente sobrepaso, el
mejor de los casos es tener un sistema sobreamortiguado como lo muestra la
Figura 3.4. La duracién de la Fase de Soporte simple es de 2 segundos, se sabe
que un sistema sobreamortiguado alcanza su valor final aproximadamente en
5T, por lo tanto, se puede elegir la constante de tiempo (T') para el sistema de
la siguiente manera:

10T =2
1 3.27
1 (3.27)
5
Se sabe que e~/ por lo tanto la eleccién para un polo es P, = —5. El resto

de los polos se eligen con una constante de tiempo mas pequena de tal forma
que su término exponencial decae mas rapido. Los polos deseados son:

P={-5-8-10-15} (3.28)
Entonces el vector de ganancias k' (Ogata 2006) est4 dado por:
k' =1]66.75 21.32 —224.78 —12.5 | (3.29)

Para probar el desempeno de la ley de control por retroalimentacion de esta-
dos se llevard al sistema desde la condicién inicial ¢, = [ —-0.08 0 —-0.01 O ]
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Figura 3.5: a) Posicién del centro de gravedad z.,. b) Posicién del angulo ¢.

hasta el estado x; = [ 0.08 0 0.01 0O ] Es decir el centro de gravedad del
robot se encuentra en el extremo posterior del pie del robot. La fuerza de
reaccion del piso también se encuentra en la parte posterior produciendo una
pequena deformacion en el pie traduciéndose en un cambio en el valor de ¢; en-
tonces la ley de control movera el centro de gravedad del robot hacia el estado
xs. De esta forma el ZMP (d) se movera desde la parte posterior del pie hacia
la parte frontal. Mientras el centro de gravedad se mantenga lo mas cercano al
centro del pie, el par de reaccién sera menor debido a que la fuerza F, se mueve
hacia el centro del pie produciendo un momento igual a cero. Cuando el par
de reaccioén es cero, el centro de gravedad coincide con el ZMP. El desempeno
de la ley de control se muestra en la Figura 3.5. La aceleracién y velocidad
requerida para mover el robot se muestra en la Figura 3.6. La senal de control
esta acotada —1 < wu < 1, debido a la limitaciones en los actuadores.

La ley de control definida por (3.24) requiere que todos los estados se en-
cuentren disponibles, la posicién y velocidad del centro de gravedad (%, Tcg)
se pueden determinar a partir de la cinemética directa, sin embargo, la medi-
cién de las variables (¢, qb) no es directa. Se puede disenar un sistema mecanico
para medir la deformacion y transformarla en un dngulo ¢ y utilizar diferen-
ciacién numérica para obtener ¢. Una alternativa es utilizar un observador de
estado, el cual es un algoritmo que permite estimar los estados no medibles del
sistema, con esto se ahorra en diseno mecanico.

Definicién 3.4.2 El sistema (3.23) es observable si es posible conocer el es-
tado x(ty) a partir del conocimiento de la salida y(t) y la entrada u(t) en un
intervalo de tiempo finito to <t < ty.
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Figura 3.6: a) Senal de control Z,. b) Velocidad del centro de gravedad .

El sistema es observable si los renglones de la matriz O € R™™*" llamada
matriz de observabilidad (Ogata 2006) son linealmente independientes.

O = (3.30)

Observador de Estado

El modelo matematico del observador de estado es basicamente el mismo
que el de la planta con un término adicional que contiene el error de estimacion.
El modelo matematico del observador es:

&= Ax+bu+l(y—c'z)

3.31
=(A—-lcHz +bu+ly (3.31)

donde Z es el estado estimado. La dindmica del error de observacién estd dado

por:
e=(A-lc)e (3.32)

donde e = = — .
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Si la matriz A — Ic' es estable, el error convergerd a cero, es decir, & con-
vergera a x. Si el sistema es observable, se puede elegir un vector I tal que el
sistema definido por la ecuacién (3.32) sea asintéticamente estable. El disefio
de un observador de estado consiste en determinar I tal que A — le' posea
los valores caracteristicos deseados. El problema es el mismo que en el caso de
asignacion de polos. A este propiedad se le llama dualidad.

La salida para el sistema (3.22) puede ser el centro de gravedad del robot
Teg, Ya que se puede obtener mediante el cdlculo de la cinematica directa, sin
embargo, el sistema no es observable, la matriz de observabiliad es:

1000
0100
O=14000
0000

la matriz O no es de rango completo, por lo tanto, el sistema no es observable.
Si se elige como salida el par de reaccién definido como R = — K, ¢, dicho
par puede medirse con un sensor de fuerza ubicado en el pie. El sistema queda

de la siguiente forma:

Teg

o O O =
o = O O
8
I}
Q

(3.33)

El sistema es observable, los polos deseados para la matriz A —le? se eligen
dos veces méas rapidos que el sistema original

P,=2P ={-10—-16 — 20 — 30}

Se pueden elegir los polos para que el estado estimado converja mas rapido,
sin embargo, esto ocasiona oscilaciones indeseables. El vector de ganancias del
observador es:

l=[-09 —-3.67 —0.05 —1.27 ] (3.34)

La ley de control (3.24) se modifica, para utilizar los estados estimados,
como lo muestra la Figura 3.8-b. La ley de control se escribe como:
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Figura 3.7: Desempeio del observador. a) ey VS &g - -. b) ¢— Vs ¢- - -.
u=—k'z (3.35)

El desempeno del observador se muestra en la Figura 3.7.

De esta forma se tiene un algoritmo para generar la trayectoria que debe
seguir el centro de gravedad en la direccién x manteniendo en equilibrio al
robot en el plano z-z. Como la altura del centro de gravedad del robot z., se
mantiene constante solo falta definir la trayectoria para .

Se puede realizar un procedimiento similar para obtener la trayectoria que
debe seguir y., para mantener el balance del robot en el plano y-z, sin embargo,
el movimiento del robot en este plano es mas restringido. El criterio para
mantener estable al robot en este plano es mantener el centro de gravedad
dentro del drea de soporte, como se sugiere en Azevedo et al. (2004). El centro
de gravedad en la direccién y se movera desde un punto inicial (ye) & un punto
final (yegr) siguiendo una linea recta dada por:

Yecg = Yegi + (ycgf - ycgi>w (336)

donde de w es un polinomio de quinto orden dado por:
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Figura 3.8: a) Control por retroalimentacién del vector de estado. b) Control
por retroalimentaciéon del vector de estado con observado
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donde t; es el tiempo final.

El polinomio w tiene las siguientes restricciones:

3 — ¢
t3 tf
30 60
—tt— ot
Zff tf
60 180 ,
— =
t3 t4

f f

g

(0
(0
50

g

g

U)(tf

Wit

— ~— ~— — — —

Wt

|
o o~ o o o

12

=43

7

(3.37)
(3.38)

(3.39)

El pie sigue una trayectoria parabdlica (ver Figura 3.9-b), dada por la ecua-

clones:

p = Tpit+ (Tpr— xpi)w

z, = Aw® + Bw + 2

donde

A= Q(pr + Zpi — Qh)

B =4h — zpr — 32

(@pi, 2pi) POsicion inicial del pie.
(@pf, zpf) posicién final del pie.

h altura maxima alcanzada por el pie durante su movimiento.
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Capitulo 4

Simulacion

4.1. Actuadores

Para tener un modelo mas preciso del robot, es necesario incluir la dinamica
de los actuadores y los sistemas de transmision. A continuacion se describen
brevemente cada uno de ellos.

Los actuadores utilizados en robdtica se clasifican en tres grupos depen-
diendo del tipo de energia que utilizan

s Neumdticos: su fuente de energia es el aire a presion producida por
compresores transformandola en energia mecanica mediante pistones o
turbinas.

» Hidrdulicos: utilizan fluidos a presion, generalmente aceites.

» Fléctricos: su fuente de poder es la energia eléctrica y son los mas em-
pleados por sus caracteristicas de control y sencillez. Existen dos tipos:
motores de corriente directa (DC) y motores de corriente alterna (AC).

Los sistemas de transmision son elementos mecanicos (engranes, bandas,
cadenas) empleados para transmitir potencia, ya que en ocasiones el actuador
no se encuentra acoplado directamente en la articulacion o simplemente no es
capaz por si solo de generar las fuerzas y pares requeridos.

Debido a que el robot requiere gran precision, los motores de CD son ideales

para este caso. El motor de DC cuenta con un reductor para mayor capacidad
de torque. El modelo mateméatico de un motor de CD de imén permanente
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esta dado por las siguientes ecuaciones:

Tm = Kaia (41)
. di,

V = Rui,+ Laa + ey (4.2)

€p = Kbdm (43)

qm = T4 (44)

donde

Tm par en el eje del motor (Nm)

V voltaje de armadura (V)

i, corriente de armadura (A)

ey, fuerza electromotriz (V)

¢m posicién angular del eje del motor (rad)
q posicién angular del eje de la carga (rad)
r relacién de reduccion de los engranes

R, resistencia de armadura (§2)

L, inductancia de armadura (H)

K, constante motor-par (Nm/A)

K, constante de contrarreaccién electromotriz (Vsrad)

La ecuacién de movimiento de un motor esta dada por:

Jméjm = Tm — fm(Qm) - % (45)

donde 7 es el par neto aplicado a la carga, J,, es la inercia del rotor y f,,(Gm)
es el par de friccion. Puesto que la constante de tiempo eléctrica es mucho més
rapida que la constante de tiempo mecanica, la inductancia L, es despreciada
(Lo =~ 0). La ecuacién (4.2) se convierte en:

V = Ruia + Ko (4.6)

ya que e, = Kpgn ecuacién (4.3). Despejando i, de la ecuacién anterior y
sustituyendo el resultado en (4.1), se tiene:

K, )
Tm = F(V — Kydm). (4.7)

Sustituyendo en la ecuacién (4.5):

K, Ky . K,
D+~ = 2V (4.8)

Jm"m m.m 5 Ym -
G + [ () + R It =g
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como ¢,, = rq ecuaciéon (4.4), la ecuacién anterior se escribe:

K. K . T K,
— = V. 4.9
R, ¢+ 2 rR, (4.9)

Considerando tnicamente friccién viscosa fu(¢m) = fimlm
KaKb . + T o Ka

R, r2  rR,
esta ecuacion relaciona el voltaje aplicado a la armadura del motor aplicado a

la carga en términos de la posicion angular, velocidad y aceleracién angular de
la misma.

.1 )
JmG + ;fm(rq) +

I + (fm + v, (4.10)

La ecuacién (4.10) representa el modelo matematico de un motor de CD
con un reductor. En el caso de n motores de corriente directa para el robot, se
tiene:

Jmiéji + (fmi +

KaiKpi \ . Ti Ko .
i+ = Vi para i=1,...,n (4.11)

Ra; T i Ra;
La ecuacién anterior puede escribirse en forma compacta como:

donde

D; = diag { Jni}
D; = diag {fmi + Kol }
D, = diag {%}

D, = diag {TI%": }

<

Despejando 7 de la ecuacion anterior y sustituyendo en la ecuacion de
movimiento del robot (2.60) se tiene:

H(q)q+C(q.9)q+Dq+g(q) =D, (DiV - D;g—Dsq)  (4.13)
Agrupando términos se tiene:
(H(q) + D;'D;)q + C(q,4)qg + (D + D;'Dy)q + g(q) = D;'Dyv (4.14)

La ecuacién (4.14) es la ecuaciéon de movimiento del robot incluyendo la
dindmica de cada uno de los actuadores. Ademéas el modelo anterior también
satisface las propiedades descritas en la Seccién A. Los pardametros del motor
empleados en la simulacién se muestran en la Tabla 4.1.
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Ra Ka Kb Jm fm r
0.2]0.014 { 0.014 | 3.35 x 107 | 1 x 1073 | 100

9 9 0

Cuadro 4.1: Pardmetros del motor

Figura 4.1: Diagrama de un motor de CD.

4.2. Simulacién de las trayectorias del Robot

La simulacion se realizo utilizando el moédulo de control y simulacién de
LabVIEW. El algoritmo para simular los movimientos del robot se muestra en
la Figura 4.2. El algoritmo consta de tres partes; en la primera se calculan las
trayectorias del robot que estan en funcién de coordenadas cartesianas. Como
se mencioné se utiliza un modelo simplificado (péndulo invertido) con el fin
generar trayectorias estables. Se disend una ley de control para el modelo sim-
plificado que consiste en retroalimentar los estados de dicho sistema; también
se diseno un observador para estimar los estados no medibles. El observador
requiere del conocimiento del par transmitido hacia el piso (7g), dicho par se
obtiene a partir de ecuaciones de movimiento y la ley de control (1, = 7r). La
segunda parte consiste en calcular las posiciones, velocidades y aceleraciones
angulares requeridas para que el robot siga la trayectoria deseada empleando
la cinematica inversa. La 1ltima etapa consiste en calcular los pares requeridos
para que el robot siga la trayectoria propuesta en el primer paso, utilizando
las leyes de control descritas en la Seccion 2.6 en conjunto con las ecuaciones
de movimiento (2.60). Los pardametros de la marcha del robot se muestran en

la Tabla 4.2.

Cuadro 4.2: Parametros de la marcha.
Duracion de la Fase de Soporte Simple | 2 segundos

Longitud de paso del robot 0.3 m
Altura maxima alcanzada por el pie 0.04 m
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Figura 4.2: Algoritmo para simular los movimientos del robot.

4.2.1. Desempeno de la ley de Control

La Figura 4.3 muestra la implementacion del algoritmo de control en Lab-
VIEW. En la Seccion 2.6 se propusieron las leyes de control para el seguimiento
de las trayectorias. A continuacion se muestra el desempeno de cada ley de con-
trol propuesta. La duracién de la Fase de Soporte Simple es de 2 segundos, las
condiciones iniciales son:

g = [0007 —032 031 —022 044 —0.22 0 | (4.15)
g =0 (4.16)

La articulacion 1 tiene una gran importancia en el movimiento del robot,
ya que la posicién del centro de gravedad depende en gran medida de dicha
articulacién ademas el par aplicado en dicha articulacion estd mas restringido
que el resto de las articulaciones. Las Figuras 4.4-2.36 muestran el desempeno
de cada una de las leyes de control. Las ganancias se determinaron mediante
un proceso de prueba y error. El Control PD muestra un desempeno aceptable
para el seguimiento de la trayectoria. El control PID disminuye el error al final
de la fase. El control por Par Calculado y el Control PD con compensacién de
gravedad presentan un desempeno similar a al control PD y PID en la articu-
lacién 1. Es logico pensar que ambos presentaran un mejor desempeno ya que
ambos incluyen componentes predictivos, sin embargo su desempeno es apenas
superior. Esto se debe a que el par aplicado en la articulacion 1 estd muy limi-
tado por las restricciones ya comentadas.

Si bien el Control Par Calculado y el Control PD con compensacion de
gravedad presentan un mejor desempeno con respecto al Control PD y PID en
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Figura 4.3: Diagrama de bloques en LabVIEW.

el resto de las articulaciones, en la practica es mas dificil su implementacion,
puesto que idealmente requieren de un conocimiento perfecto del modelo del
robot para poder cancelar las no linealidades. Sin embargo, esto no es posible,
debido principalmente a los fenémenos como la friccién y a la incertidumbre
en los parametros.
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Figura 4.4: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacién 1.

Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.

63

i [ [
0 05 1

i [ [
0 05 1

Control PID

15 2
Tiempo [seq]

Control PD+gravedad

15 2
Tiempo [seq]



Control PD Control PID

-18- -18-
-20- -20-}
3 3 \
s -22- ® -22-
(@) (@)
-24- ) ) -24-
'26_| T T T ] '26_| T T T ]
0o 05 1 15 2 0 05 1 15 2
Tiempo [seq] Tiempo [seq]
Control Par Calculado Control PD+gravedad
-18-
20-f
g 22- E
o (@)
-24- \
'26_| i i i ] '26_| i i i ]
0O 05 1 15 2 0 05 1 15 2
Tiempo [seq] Tiempo [seq]

Figura 4.5: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulaciéon 2.
Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.
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Figura 4.6: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacién 3.
Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.
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Figura 4.7: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacién 4.
Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.
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Figura 4.8: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacién 5.
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Figura 4.9: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacién 6.

Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.
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Figura 4.10: Desempeno de las diferentes leyes de control en la articulacion 7.
Trayectoria deseada qq- - -. Simulacion ¢—.
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El par de reaccién (1) se model6 como el par ejercido por un resorte torsio-
nal lineal, lo que es valido debido a que elementos del robot sufren una pequena
deformacién. Dicho par no debe rebasar los limites permitidos ecuacién (3.5),
o de lo contrario el robot perdera su balance producto de la rotacién del pie
que se encuentra en contacto con el suelo. El objetivo principal del control por
retroalimentacion del vector estado es mantener dicho par dentro del rango
permitido. La Figura 4.11 muestra la evolucién del par durante el movimiento.
Como se observa el par no supera el valor médximo ni minimo permitido y
paulatinamente se establece en un valor seguro. Es importante senalar que no
es necesario que el par alcance el valor cero.

20-
15-

Tiempo [seq]

Figura 4.11: Par de reaccién 7g.

4.2.2. Maquina de Estados

Al caminar el robot cambia de configuracion en cada paso. Para progra-
mar una secuencia de pasos se utiliza un méaquina de estados. Dicha maquina
estd en funcion del nimero de pasos. Al término de la Fase de Soporte Sim-
ple las posiciones y velocidades finales se convierten en las condiciones iniciales
para el siguiente ciclo. De esta forma, la maquina de estados evita planear cada
paso del robot. Si se cuenta con un sensor de distancia o un sistema de vision,
el robot puede moverse hacia él caminando los pasos necesarios en funcién de
la distancia, como se muestra en la Figura 4.12.

La maquina de estados se muestra en la Figura 4.13. La maquina de estados
consta 8 estados y opera de la siguiente manera
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Objeto

L
No. Pasos= ggitud
del Paso

Figura 4.12: Robot con un sistema de vision

Estado 0: Corresponde al estado inicial. Se definen los parametros para el
movimiento del robot y el nimero de pasos. Al terminar continua el
Estado 1.

Estado 1: El robot comienza su movimiento dando un paso inicial. La pierna
derecha se encuentra en contacto con el suelo y la pierna izquierda se
mueve hacia adelante. Al terminar el movimiento se va al Estado 2.

Estado 2: En este estado ambas piernas del robot se encuentran en contacto
con el suelo, lo que corresponde a la Fase de Doble Soporte. Se realiza el
cambio de coordenadas, la pierna izquierda esta en contacto con el suelo
mientras la pierna derecha se mueve hacia adelante. Se incrementa en
uno la variable contador y se compara con el niimero de pasos del robot.
Si ambas variables son iguales se va al Estado 3 de lo contrario pasa al
estado 4.

Estado 3: El robot se mueve hacia adelante con la pierna izquierda en contac-
to con el suelo. Al terminar el movimiento regresa al Estado 0, el robot
adopta la configuracion inicial.

Estado 4: El robot se mueve hacia adelante con la pierna izquierda en con-
tacto con el suelo. Al terminar el movimiento pasa al Estado 5.
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Estado 5: Se realiza nuevamente el cambio de coordenadas, la pierna derecha
vuelve a estar en contacto con el suelo mientras la otra se mueve libre-
mente. Se incrementa en uno la variable contador y se compara con el
nuimero de pasos, si son iguales se va al Estado 6 de lo contrario pasa al
Estado 7.

Estado 6: El robot se mueve hacia adelante con la pierna derecha fija al suelo.
Al terminar regresa al Estado 0, el robot adopta la configuracién inicial.

Estado 7: El robot se mueve hacia adelante con la pierna derecha fija al suelo.
Al terminar pasa al Estado 8.

Estado 8: Nuevamente se realiza un cambio de coordenadas. La pierna izquier-
da esta ahora en contacto con el suelo y la derecha se mueve hacia ade-
lante. Se incrementa en uno la variable contador y se compara con el
numero de pasos especificado, si son iguales se va al Estado 3 de lo con-
trario pasa al estado 4. La maquina de estados contintiia hasta que se den
los pasos especificados en el Estado 0.
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Estado 3

Soporte Simple

si

Estado O

Estado 1

Soporte Simple

l Estado 6
Estado 2 Soporte Simple
Doble Soporte
Cont++
no L
Estado 4

Soporte Simple

Estado 5

Doble Soporte

Cont++

_no

Estado 7

Soporte Simple

}

Estado 8
Doble Soporte

Cont++

No. P=Cont

no

si

Figura 4.13: Maquina de estados.
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Figura 4.14: Simulacién 3D.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presenté un robot bipedo de siete grados de libertad. Se
obtuvo las ecuaciones cinematicas y dinamicas de forma cerrada considerando
al robot bipedo como una manipulador serial redundante.

Se presentaron cuatro leyes de control para el seguimiento de las trayectorias
del robot: Control Par Calculado, Control PD con compensacion de gravedad,
Control Proporcional - Derivativo (PD) y Control Proporcional - Integral -
Derivativo (PID). Mediante simulacién se evalué su desempeno incluyendo la
dindmica de cada actuador. A pesar de la dindamica no lineal del robot y de-
bido a un elevado factor de reduccion, el Control PD presenta un desempeno
aceptable, siendo necesario en algunas articulaciones anadir un término inte-
gral para reducir el error.

Para abordar el problema de la planeacién de trayectorias se empled un
modelo simplificado para el robot convirtiéndose en un problema de control,
utilizando como senal de control la aceleracién del centro de gravedad en la
direccién del movimiento para mantener en equilibrio el robot, de esta forma el
robot puede caminar de forma estable. El resto de las trayectorias se disenaron
en funcién de polinomios de quinto orden. De esta forma se disenié un algoritmo
para generar trayectorias estables para el robot bipedo aplicando dos técnicas
de control: control de balance (control por retroalimentacién del vector de es-
tado) y control de seguimiento de trayectorias (PD-PID).

A pesar de las simplificaciones realizadas para obtener el modelo simplifi-
cado del robot, el modelo del péndulo invertido es suficiente para describir la
dindmica del robot cuando la altura del centro de gravedad se mantiene cons-
tante.
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Finalmente se programé un algoritmo para generar un secuencia de pasos
para el robot en conjunto con una animacién 3D. El software empleado para
la simulacién fue LabVIEW.
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Apéndice A
Propiedades del Sistema

Las ecuaciones de movimiento del robot (2.60) presentan ciertas propiedades
de gran interés para el desarrollo de leyes de control. Algunas de ellas son
propiedades fisicas mientras que otras surgen del procedimiento utilizado para
obtener las ecuaciones de movimiento del robot.

A.1. Propiedades de las matrices
Propiedad A.1.1 La matriz H(q) es simétrica positiva definida.

A

Propiedad A.1.2 La matriz N(q,q) = H(q) — 2C(q, q) es antisimétrica.

Demostracion
Cada elemento de H (q, q) satisface
8hm o
,7=1,2,....n. Al
Z 9. j (A1)

De acuerdo con (2.58)

1 (0h;  Ohy  Ohy\
i g (3% i 0q; oq ) okt

ademés de (2.59)

n
Cij = E ijiCjk 7/7] = 1,2,...,7’L
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calculamos los elementos de N (g, q) como

>

nij = hij — 2ci

n (3hw B (ahq +_ahﬁj__ahkj>)(ﬁ
gk g dq; 0q;
Ohyy  Ohii\ |

1 ( dgi N dq; ) o

Debido a que la matriz de inercia es simétrica, es decir, h;; = hj;, intercam-
biando los indices 7 y j se tiene

= (Ohge Ol .

k=1

I
x>
SHM
)

lo que concluye la demostracion.
A

La propiedad anterior se relaciona con la estructura pasiva del robot y
proporciona la relacién entre la matriz de inercia generalizada H (q) y la matriz
C(q, q) empleada para calcular el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis
h.(q,q). Es posible introducir mas de una matriz C(q, q) para calcular dicho
vector pero, independientemente de la definicién de C(q, ¢), siempre se cumple
que:

q"(H(q) —2C(q,4))q =0 (A2)
Esto se puede demostrar como sigue, sea
doL oL
= = —ap=H(q)g+ C(q.q)c A3
10q og ¥~ H@i+Cla9i+9(g) (A.3)
donde
Y21 - Dg (A.4)

El Hamiltoniano o funcién hamiltoniana esté dada por (Ortega y Spong 1989)
H=p gL (A.5)
donde el momentum generalizado p estd dado por

_oL
P~ 5q (A.6)
= H(q)q
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Finalmente el Hamiltoniano esta dado por
) N :
H=qH(q)q-54H(@)q+P=K+P (A7)

por otro lado, las ecuaciones candnicas del movimiento de Hamilton se pueden
calcular también como

oOH
i = A8
q o, (A.8)
oOH
h;, = — : =1,2, ... A.
p’L aql + /l/}'L [/ ) ) 7” ( 9)

calculando la derivada con respecto al tiempo de H

dH quﬁzaH

T =25 = Di
dt &~ 0q¢ = Ipi (A.10)
=q'y
Pero también se puede calcular dicha derivada a partir de la ecuacién (A.7)
dH .1 N . .pOP
= dTH “a"H -
1~ H@ 5 Hida+a 5.
T (e — Cla. &) — Lormiaa v ot2” (A.11)
=4 (¥ =-Ce.4)~9(a) + 50 H@)a+a 5, :

: L/ A -
=g+ (H(q) - QC(‘LQ)) q
comparando (A.10) y (A.11) se comprueba (A.2).

VAN

A.2. Propiedades relacionadas con cotas y nor-
mas

Para cualquier sistema mecanico los vectores q y ¢ estan acotados, ademas
todas las articulaciones del robot son de revolucién y los términos estan en
funcién de senos y cosenos, por lo tanto el vector q esta acotado. Las cotas
de normas ofrecen muchas ventajas, especialmente cuando se utiliza la teoria
de Lyapunov ademas de ser muy utiles para el disenio de muchos esquemas de
control.
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Propiedad A.2.1 La matriz de inercia H(q) satisface
A H@)YI* < y"H(@y < Msx(H(@)|yl?  Vy € R"  (A12)
A

Propiedad A.2.2 La matriz H '(q) existe y satisface

M H@)YI? <y"H '@y <\ (H(q)llyl® Yy € R"A  (A.13)

min

A

Propiedad A.2.3 La matriz de inercia satisface 0 < N, < ||H(q)|| < Ay <
0.

A
Propiedad A.2.4 H(q™') satisface 0 < oy, < |H ' (q)| < op < o0.
A

Propiedad A.2.5 La matriz C(q,q) satisface ||C(q,q)|| < k.||q, ke > 0. A

A
Propiedad A.2.6 Elvector de fuerzas gravitacionales q(q) satisface ||q(q)| <
0g, 0g > 0.
A
Propiedad A.2.7 El vector g(q) satisface
20
A
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A.3. Propiedades relacionadas con el modelo

Propiedad A.3.1 Mediante una definicion apropiada de sus pardmetros, el
modelo (2.60) puede escribirse como

Hi+C(q,q9)g+Dq+g(q) =7=Y(q,4,4q)¢, (A.15)

donde Y (q,q,q) se conoce como el regresor, y ¢ € RP es un vector de
pardmetros.

A

La eleccion del regresor y de los pardametros nos es tnica. La propiedad
anterior establece que el modelo (2.60) es lineal en sus pardmetros y es muy
importante en diseno de esquemas de control adaptable.

Propiedad A.3.2 La ecuacon de movimiento del robot dada por (2.60) define
un mapeo pasivo P — q, es decir

T

<d9p >t / §Tpdt > 5, (A.16)

0
para algun >0 yVT >0, con v =1 — Dq

A

Un andlisis més detallado de las propiedades y sus demostraciones puede

consultarse en Artega-Pérez (1998), Spong et al. (2006), Lewis et al. (2004) y
Siciliano et al. (2009).
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