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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo, sentar las bases en el estudio de los atractores
criticos de un par de mapas logisticos acoplados de manera lineal. Lo interesante de
este sistema discreto, es que no sélo es capaz de reproducir la dindmica previamente
observada en el mapa logistico sino que también posee nuevas propiedades como
sincronizacién y la manifestacién de la ruta de cuasi periodicidad. Teniendo en
cuenta las experiencias y resultados obtenidos en el estudio de atractores criticos en
el caso unidimensional, se buscé trasladar esas herramientas al caso bidimensional;
para lograr esto, se dedicé un capitulo a la descripcién de los resultados conocidos
para cada una de las tres rutas al caos y otro a los atractores de un par de mapas
logisticos acoplados. En ese sentido, el capitulo 4 representa la sintesis de estas
dos ideas; y en particular, la verificacién de los resultados obtenidos en el caso
unidimensional.
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Capitulo 1

Introduccion

En las ultimas décadas el estudio de las propiedades dindamicas de los sistemas
no lineales ha recibido una merecida y constante atencién [1, 2]. Las distintas ra-
mas que constituyen este cuerpo de conocimientos, entre las que se encuentran las
teorias ergddica, del caos y de la estabilidad, han crecido y encontrado sustento en
un advenimiento de cada vez mejores técnicas computacionales. En particular, las
tres rutas al caos (duplicacién de periodo, intermitencia y cuasi periodicidad) han
recibido suficiente atencion, principalmente, debido a sus propiedades de universa-
lidad [3]; sin embargo, la importancia que se le otorga a los atractores criticos y al
borde del caos (donde las trayectorias no son periédicas ni caéticas) no ha sido tan
sustancial como en otras dreas. Una de las razones principales que motivaron nuestro
interés hacia estos atractores consiste en que son candidatos a poseer propiedades
universales exclusivas de los fenémenos fuera de equilibrio. Entre los posibles casos
de estudio se encuentran los vidrios [4] y otros sistemas mas [5].

Un rasgo esencial de dos sistemas dindmicos arbitrarios, por muy diversos que
sean, es que si evolucionan al caos por la misma ruta, poseen propiedades tanto
cualitativa como cuantitativamente idénticas. Este hecho representa un elemento
unificador en la busqueda de una descripcion universal de la naturaleza. Extender
esa idea al estudio de atractores criticos parece ser prometedora bajo el contexto de
la estadistica deformada'.

Al evaluar el exponente de Liapunov para diferentes valores de los pardmetros
de control que definen un sistema dinamico en una dimensién, se puede conocer, en
funcién de si su signo es negativo o positivo, si se trata de una trayectoria peridédica o
cadtica, respectivamente. A pesar de ser una cantidad muy relevante, existe un caso
de mucho interés donde el exponente de Liapunov no aporta ninguna informacién
sobre la dinamica del sistema y corresponde al caso donde éste se anula. Existen dos

!Llamamos estadistica deformada a aquella en las que las funciones exponencial y logaritmica
ordinarias son sustituidas, respectivamente, por exp,(y) = (1—(¢— Ly)~ Y@ yin,(y) = (y* 79—
1)/(1 — q) que corresponden a las funciones exponencial y logarftmica deformadas mediante un
pardmetro ¢ [5, 6].



enfoques para resolver esta problematica, aunque diametralmente opuestos, brindan
resultados equivalentes. Ambos coinciden en cambiar la definicién usual del expo-
nente de Liapunov, A, que en el caso unidimensional, se encuentra definido por

1
con &(x;), la sensibilidad a condiciones iniciales, dada por

A
&(x;) = lim lim T

— 1.2
t—o0 Ax;—0 AJ]Z ( )

El primer enfoque, que ha sido utilizado en la literatura [7, 8, 9], consiste en
modificar la ec.(1.1) haciendo ¢ — Int, es decir

1

El otro camino reside en hacer la sustitucién In — In,, de manera que se tiene
() _ 1
)\q = Zlnq gt- (14)

Es importante enfatizar que estas dos perspectivas son alternativas para describir
un mismo fenémeno. En el caso de que el atractor critico sea un multifractal, k es un
indice asociado con cada unas familias de las trayectorias que lo constituyen. Una
de las consecuencias directas de escoger el segundo camino es que se trabaja con
una generalizacion del exponente de Liapunov, A,, que en el caso en el que el indice
entrépico, ¢, sea igual a uno, se recupera la ec.(1.1). Un rasgo muy interesante es
que es posible vincular el exponente de Liapunov generalizado con una extensién de
la produccién de entropia, [10] y [11]. Estas ideas se encuentran agrupadas bajo el
esquema de la estadistica deformada.

Como ya se dijo antes, cuando dos sistemas dindamicos evolucionan al caos por
la misma ruta, por muy diferentes que sean, comparten elementos universales entre
si. En ese sentido, la estadistica deformada representa un esquema unificador entre
el estudio de los atractores criticos con fenémenos fisicos. Un elemento relevante es
que el indice entrépico, ¢, no tiene un valor arbitrario, o libre, sino que a cada una
de las rutas le corresponde univocamente un numero determinado.

Un par de mapas logisticos acoplados de manera lineal en dos dimensiones repre-
senta el siguiente paso logico para generalizar y traducir las experiencias ganadas
en el caso unidimensional. Las propiedades observadas corresponden a dos subcon-
juntos de condiciones iniciales. El primero de ellos reproduce todos los atractores
observados en el mapa logistico y es posible corroborar los resultados previos de
la estadistica deformada. El segundo subconjunto posee un mundo de nuevos ele-
mentos por explorar, entre los que se encuentran la ruta de cuasi periodicidad [2],
el fendmeno de sincronizacion [12], la transicién caos-hipercaos [13] y muchos més
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[14]. En si, estudiar los atractores criticos para un par de mapas logisticos acopla-
dos linealmente constituye una excelente oportunidad para verificar y probar nuevas
ideas alrededor de la estadistica deformada.

En si lo que se busca lograr con esta tesis es un punto de avanzada en el estudio
de atractores criticos mas alla del caso unidimensional. El presente trabajo consta de
tres capitulos centrales (2, 3y 4): el primero de éstos, estd dedicado a la descripcién
del mapa logistico en una dimensién y de sus atractores criticos; el segundo, trata
sobre un par de mapas logisticos acoplados, sus diferentes propiedades y la forma
en que manifiesta las tres rutas al caos; y el tercero, se refiere al calculo de los
exponentes de Liapunov y la sensibilidad a las condiciones iniciales. Por tltimo,
nuestros comentarios finales y perspectivas futuras se encuentran resumidas en las
conclusiones.



Capitulo 2

Atractores criticos en una
dimension

La finalidad de este capitulo es la de describir las propiedades que caracterizan
a los sistemas, que a través de cada una de las rutas conocidas, en sistemas de baja
dimensionalidad, evolucionan hacia el caos. Después daremos, en base a la literatura
existente, el andlisis que se ha hecho en torno al estudio de la sensibilidad anémala
a condiciones iniciales para atractores criticos [5]. Todo esto con el propésito de
describir las herramientas que utilizamos en capitulos posteriores.

2.1. El mapa logistico

Uno de los principales intereses en describir la dinamica del mapa logistico, ec.
(2.1), es que a pesar de ser una ecuacién sencilla posee dos rutas al caos (para
diferentes valores del parametro de control i) y sus propiedades de caracter universal
pueden ser obtenidas mediante la técnica del grupo de renormalizacion.

Ty = 1 — pa?, t=0,1,2,... (2.1)

La virtud de la ec. (2.1) yace en que el mapeo experimenta diferentes dindmicas;
es decir, el comportamiento de la sucesién de imagenes que corresponden a iterar el
mapa logistico, {x1,x2,..., 2, ...}, puede ser diametralmente opuesto para valores
diferentes del parametro de control, donde éste ultimo se encuentra acotado en el
intervalo 0 < p < 2. La ec. (2.1) manifiesta puntos fijos, movimientos periédicos
y caos. Hay tres rutas posibles al caos para sistemas de baja dimensionalidad: una
es via duplicacién de periodos, otra es intermitencia y la udltima es la de cuasi
periodicidad. El mapa logistico posee las primeras dos.

La ruta de duplicacién de periodos salta a la vista en la figura (2.1) y se observa

que al incrementar gradualmente el parametro p el sistema pasa de un punto fijo o de
equilibrio a un movimiento de periodo dos. Asi, sucesivamente se puede incrementar



Figura 2.1: Duplicacion de periodo en el mapa logistico

el pardmetro p hasta obtener un periodo 2°°, que se conoce como el borde del caos,
It = llso, €n el cual se manifiesta la tltima trayectoria periédica o la primera cadtica.

La cascada de bifurcaciones de la ruta de duplicaciéon de periodos tiene propie-
dades tanto cualitativas como cuantitativas universales validas para cualquier mapa
que pertenezca a la misma clase de universalidad!, que pueden ser encontradas tanto
analiticamente como numéricamente (y son conocidas como las constantes de Feigen-
baum [2]). Si denotamos a f,, como el n-ésimo punto donde sucede una bifurcacién
de duplicacién de periodo, tenemos que la primera constante esta dada por

A,
0= lim =4.669..., A, = by — fin_1 (2.2)
n—00 An—i—l

donde también se satisface que
fn = oo — cONSEI " (2.3)

Siguiendo la notacién de la figura (2.1) la otra constante de Feigenbaum esté dada
por el siguiente limite

a= lim n_ _ —2.5029... (2.4)

En la figura (2.2) se muestra el intrincado comportamiento del mapeo, donde
los intervalos cadticos van seguidos de ventanas de periodicidad caracterizadas por
p-ciclos (p=3,5,6,...) con sucesivas bifurcaciones p, p2!, p2%,.... A su vez, después
aparecen periodos p3™, p4”, . ... Una manera de estudiar la dindmica es mediante el
exponente de Liapunov, A, definido a través la distancia que separa dos condiciones
iniciales cercanas, ¥g y o + €, en la t-ésima iteracién, |A| = |¢| . El exponente se
puede reescribir de la siguiente forma usando A = f® (2 + €) — ) (x0)

1A 1 ,
A= lim tim 21 2] ~ln ‘(f(t)) (mo)‘ (2.5)

t—ooe—0 ’E‘ o

Lpor ejemplo, todos los mapas cuadraticos, entre los que se encuentra el mapa logistico
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Por tiltimo, podemos usar la regla de la cadena y reescribir (f®) (z) = Hf;é "(x4)
de forma que el exponente de Liapunov [1] queda dado por

Hf,(l"z‘)

t—1

= Ilfz ‘mf,(%)

=0

1
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcaciones del mapa logistico.

En la figura (2.3) se muestra el exponente de Liapunov como funcién de pu.
Cuando el exponente es negativo el mapeo presenta trayectorias periddicas y cuando
es positivo tiene orbitas cadticas. El caso A = 0 es de mucho interés para nuestra
discusion y regresaremos a él més tarde.

El mapa logistico evoluciona al caos por dos vias: una de ellas es la ruta de
duplicacién de periodos, que es provocada por un bifurcacién de trinche (“pitchfork”)
y la otra es de intermitencia (inducida por una bifurcacién tangente) [2].

2.2. Universalidad en mapas cuadraticos

Una de las propiedades mas relevante de los mapeos cuadraticos, es el cardcter
universal de las constantes a y 62, que son reproducidas tanto cualitativa como

2En el caso de que se tome una generalizacién del mapa logistico, fu=1- p|z|¢, las constantes
a 'y  dependen de la eleccién de ¢ [15].
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Figura 2.3: Exponente de Liapunov como funcién de pu.

cuantitativa por cualquier mapa de este tipo, asi como aquellos sistemas dindmicos
que pertenecen a la misma clase de universalidad, es decir, aquellos que evolucionan
al caos por la misma ruta [3].

En términos de los métodos de renormalizacién, brevemente descrito en la si-
guiente seccidn, existe un mapa, conocido como de punto fijo en la llamada cuenca
de atraccién, que posee la esencia de la dindmica y el caracter universal de cada una
de las rutas al caos.

2.2.1. Duplicaciéon de periodo

El objetivo principal del método del grupo de renormalizacién aplicado a un
mapeo no lineal consiste en obtener el mapa de punto fijo, g(x), para una funcién
f(z) y un operador T. En el caso de la familia de mapas dados por f, = 1 — u|z|*
[15] se cumple

Tf(x) =—af(f(-z/a)) (2.7)
de manera que en el fondo la cuenca de atraccion, se satisface
9(z) = —ag(g(—z/a)). (2.8)

El operador T' se encuentra motivado en las propiedades de la ruta por duplica-
cion de periodo y en particular de la existencia de los superciclos.



Entre p, 1 < p < p, existe un ciclo estable de periodo 2"! con elementos
5, xy, ... a1y, tales que fu(x)) = x},, y que satisfacen que

i 1)
df £ 0/ (2.9)

Los superciclos de periodo 2™ para u = pu, son aquellos ciclos estables que con-
tienen al punto z5 = 0 de forma que f; (z5) =0y por lo tanto

(") (5
i _(15) Hf ( (2.10)

dxo

Acorde con la figura (2.1), podemos identificar a d,, como la distancia entre z* = 0
n—1
y 1 )(O), es decir

d, = £ )(0) (2.11)
y al utilizar la ec. (2.4), tenemos que
lim (—a)"dysr = di = 1im (=a)" f27(0) = di (2.12)

La discusion previa no sélo es valida para x = 0 sino para cualquier x en el
intervalo. Conforme n — oo se puede ver en la figura (2.4) el proceso de reescala-
miento. Por ejemplo, en el recuadro e) se compara el efecto de amplificar y voltear
el cuadrado punteado de ¢) con el original de a). Feigenbaum se dio cuenta de esto
[15, 17] y propuso que de manera iterativa el reescalamiento nos lleva al siguiente
limite

g1(x) = lim (—a)" F2) (2 (~a)"). (2.13)

n—oo

La ec. (2.13) puede ser generalizada, al escribir la siguiente familia de funciones

gi(x) = lim (~a)" ") (2/(~0)") (2.14)
que satisface
gi-1(z) = (—a)gi(g:(—z/a)) = Tgs() (2.15)
donde al tomar el limite ¢ — co tenemos que
g(z) = lim g;(z) (2.16)

donde g(z) es la solucién del punto fijo para el operador de duplicacién, T, que
satisface la siguiente ecuacion

g(x) = Ty(r) = —ag(g(=z/a)). (2.17)
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Figura 2.4: Reescalamiento y convergencia de las iteraciones al mapa de punto fijo,
imagen tomada de [2].

Lo tnico que falta para resolver univocamente la ec. (2.17) es fijar las condiciones
de frontera, o una escala absoluta, al pedir

g(0)=1 (2.18)

Desafortunadamente, la ec. (2.17) no tiene solucién analitica pero se puede resol-
ver niimericamete al proponer g(r) ~ 1+bx?, encontrandose que de manera iterativa
la constante « difere sélo en cifras no significativas del valor dado por la ec. (2.4),
enfatizdndose asi su cardcter universal. Para una exposicién con mayor detalle, ver
[2],[16] y referencias citadas ahi.

La ruta al caos por duplicacion de periodo, posee muchas mas propiedades, pero
en términos de la discusién en este trabajo es relevante inicamente resaltar una mas.
La ec. (2.4) puede ser generalizada para medir la distancia, d,,(m), del elemento x,,

de un superciclo de periodo 2" a su imagen f,ﬁnil) (Tm), es decir

dn(m) =z — [ () (2.19)
y el cambio de d,(m) al incrementar n,
dpi1(m)
n = —F. 2.2
om) = (220)

El aspecto més relevante de la ec. (2.20) es que no sélo aporta informacién sobre
la discontinuidad més grande, a, sino sobre todas ellas, ver figura (2.5). Mds adelante
se verd la importancia de o.

11
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Figura 2.5: En la figura se muestra como las distancias entre puntos adyacentes
cambian al pasar a un ciclo mayor, para n > 1 y m = 2", se mantienen constantes,
ver [17]. Imagen tomada de [2].

2.2.2. Intermitencia

La ruta de intermitencia en el caso de la generalizacién del mapa logistico,
fu(x) = 1 — plz|°, puede ser observada con la eleccién y, = 7/4 y ¢ = 2. En la
figura (2.6) se muestra el resultado de iterar el mapa tres veces y se puede observar
los tres puntos de tangencia, x., para los cuales sucede la bifurcacién.

10—
g | |

Hx)‘

05 J_ P i

10

Figura 2.6: Los tres puntos de tangencia de fS(a}C) para [ = ji., imagen tomada de

[2]-

A su vez, en cada uno de esos puntos se satisface

d
af:sc(xc) =1 y 3C(XC) = Xc (221)
tal que es posible escribir una expansion alrededor de cada uno de ellos
d 3
3C(x) =X+ (x — %) + u(x — x.)? con  u= ;fd;(x) (2.22)

T=Xc

12



de manera que si ahora identificamos a x, 1 con f,i’(xn) y hacemos x = x — x. se
obtiene
2
Tpi1 = T, + UL, (2.23)

En general, es posible escribir
() = & + ulz]* + O(|z)?). (2.24)

donde la expansién no sélo es véalida para el caso de intermitencia con z = 2 sino
también para duplicaciéon de periodos con z = 3.

El método de renormalizacién también puede ser empleado en la ruta al caos por
intermitencia. M&s sorprendente aun, tiene solucion analitica. El mapa que yace en
el minimo de la cuenca de atraccién, satisface

aft(f*(x)) = f*(ax). (2.25)

Siguiendo el procedimiento de [18], definimos para la relacién de recursién, 2’ = f(x),
el operador de traslacion
G@')=G(z)—a (2.26)

donde
¥(2) = G G() - d] = f(a) (2.27)

de la ecuacion del punto fijo obtenemos que
af*[f*(x)] = ff(ar) = az”(z) = 2'(ax) (2.28)

v al aplicar el operador G, tenemos

G(az"(z)) = Gz’ (az)] = G(ax) — a (2.29)
de la misma forma,
G2 (@) = Gl (2)] = G(x) — 20 —> %G(x”) _ %G(:p) —a (2.30)
despejando a de la ecuaciones (2.29) y (2.30) tenemos
1 1 " "
§G(x) — iG(:E ) =a=G(ax) — G(az") (2.31)

y para el caso del mapa del punto fijo, tenemos analogamente
1 1
§G*(:c) — §G*(x”) =a=G"(az) — G (ax") (2.32)

de manera que, al utilizar la condicién de frontera f*(0) = 0, las funciones quedan
ancladas al mismo punto, obteniéndose asi
1

§G*(x) = G*(ax) (2.33)

13



La ec. (2.33) es satisfecha con la eleccién de G*(z) = 2|~V y a = 251, por
lo que el mapa del punto fijo se encuentra dado por

1

fr=G"G (@) —a] = [la| Y — (2 = o7

(2.34)

La ec. (2.34) tiene las propiedades universales del mapa logistico y de todos
aquellos mapas que pertenezcan a la misma clase de universalidad, més adelante la
utilizaremos para describir la evolucion de las trayectorias.

2.3. Universalidad en mapas cubicos

2.3.1. Cuasi periodicidad

A pesar de que el mapa logistico no presenta esta ruta, es de suma importancia
incorporarla en la discusién ya que la dindmica de acoplar dos mapas si manifiesta
el fenémeno de cuasi periodicidad. El modelo tipico para describir sus propiedades
universales, tanto locales como globales, es el mapa del circulo dado por

K
Oni1 = fra(0,) =0, +Q— 2—sen(27r9n) (mod1), 0<#6<1, (2.35)
T
donde K y €2 son parametros de control. En el caso de que el mapa presente aco-
plamiento de frecuencia (“mode locking”), el indice de giro, w = p/q, corresponde a
un ciclo ¢ con elementos 67, ..., 6, tal que se cumple fgz, x(0F) = p+6;; en general,
el indice de giro se encuentra dado por

w = Hmm

n—oo n

(2.36)

que mide el corrimiento promedio del dngulo 8 por iteracion; por ejemplo, el caso
w = 1 significa sincronizacién completa (esto es cierto, siempre y cuando no se
considere el médulo de la ec. (2.35)).

La universalidad local asociada al mapa del circulo esta relacionada con la tran-
sicion al caos para un valor particular indice de giro y la global con las propiedades
universales de un conjunto de valores de 2.

Universalidad Local

El caos se manifiesta para valores particulares de los parametros de control, K
y €. En miras de estudiar la ruta de cuasi periodicidad para el mapa del circulo,
bajo el esquema del método de renormalizacion, es necesario, en analogia con las
dos rutas anteriores, conocer las nuevas constantes universales @ y o. En el caso
del mapa logistico, el borde del caos, ji, corresponde al limite de la sucesién {u,}
asociados a los puntos donde suceden las bifurcaciones de trinche; sin embargo, en
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el caso del mapa del circulo no es obvia la eleccién de K, y €2, tales que la sucesién
converga a 2, (K) (la eleccién no debe ser arbitraria, ya que el indice de giro se
debe mantener constante).

En particular, en [19] escogieron que el indice de giro fuera la razén dorada; ya
que utilizaron que este nimero tiene expansion en fracciones continuas, para lo cual
usaron los nimeros de Fibonacci, F},, definidos por

Fn+1 :Fn_‘_anl» FO :0, F1 =1 con n:O,l,Q,... (237)

En principio, se fija K para seleccionar a €, ,(K) tal que pertenece a un ciclo g
con corrimiento p, es decir

fica(0) =p (2.38)
donde se fija un corrimiento p = F), con un ciclo ¢ = F,,;; de manera que se tiene
7(0y) — 6
o, = P _ F10) — (2.39)
q q
y si ahora escogemos 6y = 0, acorde con la ec. (2.38), se tiene que
F, F,
T F  FutF
n—1 n n—1
B 1 B 1 (2.40)
- Fo1 1
]- + Fnl 1 + T
donde recordamos que la razon dorada, w*, esta definida como
* z * 1
w'=lm w, = W= (2.41)
n—o0 1+ w*

y tiene un valor de w* = (v/5—1)/2. Antes de continuar, es importante enfatizar que
w* es un irracional aproximado por fracciones continuas; y en ese sentido, asociado al
indice n se puede construir una trayectoria cuasi periddica con propiedades analogas
a la ruta de duplicacién de periodo. Es decir, en el caso del mapa logistico la serie
de elementos {i,} es semejante a la sucesién construida con los miembros de {F,},
vinculados cada uno con w,.

Dado que p, ¢ y K fijan univocamente €, los superciclos Q(K) = Q,(K) de
periodo F, ;1 asociados con los indices de giro w,, satisfacen

Qn(K) = Qoo (K) — const.0 ™" (2.42)
con
= —2.6180339 - - - = —w* 2 K| <1
5 w para | K| < (2.43)
—2.83362... para |[K| =1
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v que las distancias d,, desde 8 = 0 al elemento més cercano que pertenece a wy, es
decir
dn = fi0(0) = Fy (2.44)

sigue un escalamiento del tipo

dn,

dn+1

a = lim
n—oo

(2.45)

con

—1.618 . = —*! K|<1
&_{ w para | K| < (2.46)

—1.28857 . .. para |K| = 1

La existencia de las constantes & y ) sugieren la existencia de un mapa de punto
fijo, f*, que corresponde al limite

= lim f,(z) (2.47)
donde f,(x) se encuentra definida por

fulz) = a"f" (@ "x) (2.48)

f"(x) = ff1(x) — F,. (2.49)

El mapa de punto fijo satisface una relacién de recurrencia de segundo orden, ya
que involucra f*~!y f™ para generar f"*!, es decir

[T =afalaf, (@ 2x)]. (2.50)
El mapa de punto fijo corresponde a tomar el limite n — oo
f*(x) = afplaf,(a ). (2.51)

La obtencién del mapa de punto fijo no es exacta para K = 1 pero puede ser
obtenido numéricamente, para mas detalle ver [2].

Universalidad Global

En vez de fijarnos en un tunico valor de €2 = 2, el analisis se hace ahora para
un conjunto de valores de €2 con indice de vuelta irracional. En la figura (2.7.a) se
muestra como se construye el operador de duplicacién para la ruta de duplicacién
utilizando un reescalamiento en «; de manera similar, para la sucesion de tiempos 2"
de la figura (2.7.b) (andloga a los puntos donde suceden las bifurcaciones de trinche)
existe §, solucién del mapa de punto fijo para el operador T' con reescalamiento &
para la ruta de cuasi periodicidad. No vamos a hablar de como se obtiene §; sin
embargo, para una discusién con mayor detalle ver [2, 20].
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X1 (0} cycled (b)

2'1*2
ot
|

1 n+l :

o |

:Sr'\lﬂl 2” i !
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R, R, r 0 1 1+ o

Figura 2.7: a)Reescalamiento en funcién de « para la ruta de duplicacién de periodo;
b) En el caso de la ruta de cuasi periodicidad conforme w,, — w, se observa que a
los tiempos t = 2", el mapa del circulo se comporta de manera andloga a la cascada
de bifurcaciones en ., para el mapa logistico.

2.4. Dinamica en los atractores criticos

Ahora, cambiamos el enfoque y en vez de preocuparnos de los distintos atractores
que aparecen al variar el parametro de control, nos enfocamos solo en aquellos donde
el exponente de Liapunov es cero. En dichos casos, para estudiar la sensibilidad a
condiciones iniciales, &, es necesario recurrir a otras herramientas, ver [5].

En el caso donde el exponente de Liapunov no se anule, éste queda ligado con
la sensibilidad a condiciones iniciales a través de la forma & (zo) = exp(A;t). Ahora,
para dos trayectorias separadas inicialmente Azy y que a un tiempo t se encuentran
a una distancia Ax; se define

(19) = lim lim — 2.52
é ( ) t—o0 Axg—0 A.’L’O ( )
y, de manera similar, el exponente de Liapunov, para una condicién inicial xg, se
encuentra definido por

. Loy, Az 1
N\ = Elnft(xo) = glnAE(on Azy ¢ n‘

df (1) '

2.53
dro (2.53)

El signo de A es de suma importancia ya que nos indica el tipo de dinamica que
presenta el sistema; cadtica cuando es positivo y periddica cuando es negativa. Sin
embargo, cuando éste se anula se pierde toda la informacién, ya que el numerador
tiende a cero mas rapido que el denominador y se puede optar por dos caminos para
recuperar el comportamiento de la sensibilidad a condiciones iniciales. El primero
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consiste en alterar el denominador al hacer la sustitucién ¢ — Int en la ec. (2.53),
definiéndo asi al exponente de Liapunov como

i 1 df(l’t)
)\—ln' iz,

Int

> 1, (2.54)

que ha sido utilizado en la literatura para estudiar la dindmica en el borde del caos,
ver [7, 8, 9] y las referencias citadas ahi. El segundo enfoque consiste en modificar el
numerador, al hacer la sustitucién In — In, con In, = (y*~7—1)/(1 — ¢), de forma
que la sensibilidad anémala a las condiciones iniciales, para atractores criticos, queda
desenmascarada al utilizar una o varias expresiones de la forma

6 (0) = exp, (M) = [1 - (g — DALV, (2.55)

donde A, es el exponente generalizado de Liapunov y con algin o algunos valores
especificos para el pardmetro ¢ (inherentes a la dindmica del problema, a este punto
regresaremos mas adelante).

Es importante enfatizar que ambos enfoques se encuentran basados en la supo-
sicion de que el comportamiento de la sensibilidad a las condiciones iniciales sigue
una ley de potencia y no exponencial. Si la dindmica en el atractor critico no fuera
asi (que puede ser posible para un sinntimero de familias de funciones), es posible
que tanto los enfoques dados por la ec. (2.54) como la ec. (2.55) serfan incorrectos.

A continuacion se muestran 3 casos, asociados cada uno con una ruta al caos,
donde este esquema es aplicable.

2.4.1. Intermitencia

Las trayectorias en esta ruta, se encuentran dadas por la solucién del mapa de
punto fijo obtenida mediante el grupo de renormalizacién y corresponde a la ec.
(2.34), de forma que ' = f*(z) se encuentra dado por

1

7' =21 — (2 — Dusgn(z)|z|* '] =1 (2.56)

donde u corresponde al primer término no lineal de la expansién de la s-ésima
iteracion

f(s)(:v) =z + ulz|® + O(|z|?) (2.57)
vy z toma el valor igual a dos para la ruta de intermitencia y tres para la via de
duplicacién de periodos (acorde con la ec. (2.22), en la figura 2.8 se puede ver, de
manera esquematica, porque z es igual a dos para la bifurcacién tangente y tres
para la de trinche). En realidad, x corresponde a un desplazamiento de coordenadas
definido de manera que xr = x — x., donde x, es el punto de tangencia (este mismo
andlisis se puede aplicar en el caso de la ruta de bifurcacién de periodos con la
diferencia que x. es ahora una interseccion).
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a) b)

Figura 2.8: Forma esquemética de f(*); a) en el caso de la bifurcacién de trinche y
b) en el caso tangente. Imagen tomada de [21]

La ec. (2.56) puede ser reescrita al definir a = u/t, obteniéndose asi
1

2 = [fO]"(w0) = @[l — (2 — 1)a sgn(wo) |z 1] =7, (2.58)

tal que si utilizamos que la ec. (2.58) satisface la propiedad dz;/dxo = (x¢/x0)?, se
tiene que la sensibilidad a las condiciones iniciales se puede escribir como

= [1 — (2 — Dasgn(xo)|ze|* 1] 71 (2.59)

y al comparar con la ec. (2.55), tenemos que

1
qg=2-— 2 Ag(0) = za sgn(xo)|xo)* " (2.60)

La principal diferencia que existe entre el exponente de Liapunov y \,(zo) es
la dependencia de esta ultima en las condiciones iniciales; sin embargo, resulta de
interés calcular el promedio de A\;(x), definido por
df(x)

—L 2 (2.61)

Ay = /dxp(a:) In, o

donde la distribucién invariante de f*) es aproximadamente p(z) ~ |z|~¢=1 [22]
por lo que se puede identificar al promedio de A, [21] como

Ag = za sgn(xg) (2.62)

Hasta este punto no hemos incluido en el andlisis que estamos estudiando la
bifurcacién tangente, asi que acorde con la figura (2.8), se tomaron las siguientes
condiciones de frontera

(s)
df 1,
dx

T=Xc

f(s) (Xc) = Xc¢

(2.63)
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A su vez, de la ec. (2.60) ¢ = 3/2 y al hacer z = 2 y escoger el punto de bifurcacién
tangente p. = 7/4 y el punto critico x. = 0.031405 se puede estudiar la sensibilidad
anomala a las condiciones iniciales.

En la figura (2.9) se muestra la sensibilidad a las condiciones iniciales para la
bifurcacién tangente. Hay que enfatizar que cuando xq provenga del lado izquierdo
de la tangencia se tendra sensibilidad a las condiciones iniciales “débil” y cuando lo
haga por la derecha sera “super fuerte”.

N 210° 410° 610° 810°r 10* .
5 0 25 [ 50 1.510 oo
iy
10
B
10 ~ 10°
5 2 6 2501 500
=i £
-210° 510°
—y()=-31.15¢ —y()=31.22¢
r*=0.99999979 ri=0.99999948
-310° 0

0 100 200 300 400t 500

a) b)

Figura 2.9: Logaritmo deformado de & vst con ¢ = 3/2 y ( = 2; a) corresponde
a una sensibilidad a las condiciones “débil” al acercarnos por la izquierda y b) al

aproximarnos por la derecha.

El indice ¢ es independiente de ¢ (no depende de la no linealidad, ya que en [21]
se generaliza el andlisis al mapa f, = 1 — |z|%) y sélo importa si se trata de una
bifurcacién tangente o de trinche). El dnalisis es vélido para todos los pardmetros

de control en los que el exponente de Liapunov se anula [21].

2.4.2. Bifurcacion de trinche

Sorprendentemente, la solucién exacta obtenida para la bifurcacion tangente, a
través del método del grupo de renormalizacién para el mapa fijo, también puede ser
utilizado para cada paso en la ruta de duplicacién de periodos [23]. En ese sentido,
el andlisis hecho en la seccion anterior también es vélido, salvo ciertos cambios.

Las modificaciones son inherentes a cada elemento en la cascada de bifurcaciones
a lo largo de la ruta de duplicacién de periodo por lo que es necesario, acorde con
la figura(2.8), fijar las siguientes condiciones:

P x)=x. (n=1,2,...), (2.64)
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dre dr@")
-1 =1 2.
dx dx ’ (2.65)

X=X¢ X=X¢

donde f() es ignalmente aproximada por la ec. (2.57) pero con z =3yt =2". En la
figura(2.10) se muestra la sensibilidad débil a condiciones iniciales para la primera
bifuracion de trinche para ¢ = 1.75. A diferencia del caso con intermitencia no hay
sensibilidad “super fuerte”. Para cualquier valor de ( se observa el mismo valor de
g =5/3. En [21] se puede encontrar una mejor exposicién de estos resultados.

0 210° 410° 610° 810° ¢ 10°
0 % 0 25 1 50
‘ O, |
2|,
-510°- _‘;ﬂ
- sz -10 %
%
£ ot h ‘
i -20
-1.5108 -
2108
y()=-2551¢
r2=0.999999987
2510°

Figura 2.10: Logaritmo deformado de & vst con ¢ =5/2y ( = 1.75

2.4.3. Dinamica en el borde del caos

El borde del caos?, corresponde a tomar el pardametro de control p = fis en la
ec. (2.1) (ftoo = 1.401155189...), y es el punto de acumulacién de los puntos criticos
asociados con la duplicacién de periodo, tales que p,, — oo ~ 0~ ", y también coincide
con ser el punto de acumulacién de la secuencia de fusiones de ventanas cadticas
que ocurren para [t > i, que obedecen fioo — fty, ~ 07", con § = 4.6692. .., la otra
constante universal de Feigenbaum.

La trayectoria, en el borde del caos que tiene por condicién inicial x = 0, tal como
lo muestra la figura (2.11) estd compuesta por una serie de familias de posiciones
dadas, cada una, por una subsecuencia de tiempos de la forma 7 = 2" 4+ 2"% con
k=0,1,.... Donde se muestra, para la condicién inicial zy = 0, que al incrementar
t acorde con t = 7 — 1 se aproxima a cero, pero transita por segunda ocasién
las posiciones visitadas en el ciclo previo entre 2"~! y 2" e introduce una nueva

3onset of chaos
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posicién entre esos dos ciclos. La serie de tiempo, por si sola, tiene una estructura
de duplicacién de periodos.

0.1

0.011

0.001-

0.0001

Figura 2.11: Valor absoluto de las primeras 1000 iteraciones, indicando los tiempos
para la familia & = 0. Imagen tomada de [24].

Para estudiar la dindmica, tomemos la solucién del punto fijo g(x) que satisface
g(x) = ag®(x/a™), y a manera de ejemplo, la trayectoria con k = 0 para zo = 0
de la serie de tiempo 2". Las posiciones estan dadas por los diametros d,,(u,,) de los
superciclos, de manera que z, = d,, donde d* = ,(flnfkil)(O), con n > k. Este hecho
se sigue de que ¢g(0) = 1 implica que ¢®")(0) = a™" y al utilizar que d,/d,1 = «
con dy = 1 se obtiene d,, = a™" = ¢g#")(0).

In2

Si ahora, utilizamos que la igualdad —nlna = —nlnaf2 puede ser reescrita

In2
como —nlna = -39 1n2" tal que es equivalente a a™" = (2")*11%5, al recorrer el
tiempo una unidad, tenemos t = 2" — 1, es decir a™" es igual a (1 + )~ ™me/n2; ¢g
asi que es posible describir las trayectorias x, = d,, vinculadas con serie de tiempo
T = 2" como

_Ina

7y = expg(Agt) (2.66)
con @ =1+4+In2/lna, Ag = —Ina/In2y expy(z) es una exponencial deformada®.

Las demas trayectorias para otros tiempos también pueden ser puestos en términos
de exponenciales deformadas con los mismos valores de @ y Ag.

La sensibilidad a las condiciones iniciales puede ser obtenida por la propiedad
dada en [24]

zi(dj) — 24(di) = [o(d;) — wo(di)]a"” (2.67)
que nos permite escribir
G= Jim |z(d;) — 2:(ds)|/|wo(d;) — xo(ds)| = " (2.68)
x|

“La exponencial deformada se encuentra definida por exp,(z) = [1+ (1 — q)x}l%l
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y al utilizar nuevamente a~" como (1 + ¢)~"*/"2 tenemos

& = expy(Agt), (2.69)

congq=1-In2/Ina, \; = Ina/In2 y la propiedad ¢ = 2 — Q tal que exp,(y) =
1/expg(—y)-

Las demas trayectorias, para el resto de los tiempos, pueden ser puestas en térmi-
nos de exponenciales deformadas al identificar las subsecuencias con los tiempos
7= (2k+1)2" con n = 0,1,... para un valor fijo de £ = 0,1,2,.... Las familias

estan dadas por
¢ Ina/In2
=11 2.70
“ ( * 2k+1> (2.70)

cont = (2k+1)2"—(2k—1),g=1-In2/lnay )\((Ik) = (2k+1)'lna/In2 [6]. En la
figura (2.12) se muestra las fluctuaciones del logaritmo deformado® de la sensibilidad
a las condiciones iniciales y el ajuste para dos familias. La discrepancia entre el valor
tedrico de A, = In,, /In2 = 1.3236 con la pendiente obtenida aqui, A, = 1.40, se debe
a que se utilizaron pocas cifras significativas para .. [24] .

14000 T T T

12000 | 1
10000 |

8000 |- -

Ino.2445 (&¢)

6000 |- -

4000 A i

2000 |

0 nﬂﬁm L L) ,.“.M““.MMAA LIS T, _‘,mﬂmmﬂ ‘.mu.d‘uﬂuﬂmﬂmm LRI A

0 2000 4000 6000 8000 10000
t

Figura 2.12: Logaritmo deformado de la sensibilidad para la trayectoria con condi-
cién inicial zo = 0. Cada una de las rectas une a puntos que pertenecen a una misma
familia.

gz = (y'~7-1)/(1—q)
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Es posible hacer una analogfa con la dindmica vitrea [4, 25] al definir un tiempo
de espera t,, = 2k +1 y reescalar el tiempo en la forma t/t,, de manera que todas las
familias se empalman en una sola, de forma que la sensiblidad a condiciones iniciales

queda dada por
t
Ei(xim) = equ()\’;t—), (2.71)

La dinamica en el borde del caos ha sido utilizada como modelo base para el
estudio de sistemas que no son ergédicos y que tampoco mezclan [11].

2.4.4. Cuasi periodicidad

El estudio de la sensibilidad anémala a las condiciones iniciales para esta ruta
es analoga a la de duplicacién de periodos y su andlisis utiliza las propiedades de
universalidad local al fijar Q2 = €, acorde con lo descrito en la seccién 2.3.1.

Las trayectorias también quedan agrupadas en familias, k = 1,2,... unidas
por tiempos, de abajo para arriba, de la forma kF,, + 1, (k — 1)F, + F,_o + 1,
(k—2)F,+2F, o+ 1, ..., F,+(k—1)F,_ o+ 1conn = 1,2,... y una misma

pendiente —31n |a gy, |/ Inwg,,, tal como se observa en la figura (2.13).

1 ' i f 1 f I 1 ' S
1 10 100 1000

Figura 2.13: Posiciones |25 — 6(t)| vs el tiempo en escala logaritmica para 6(0) =
Qs v K = 1. La famila con los tiempos de la forma F,, + F,,_s + 1 estdn denotadas
por + y las que siguen 2F,, + 1 por x. Imagen tomada de [26].

En ese sentido, para la trayectoria que comienza en 6(0) = 0, el atractor puede
ser descompuesto en subsecuencias de tiempos 7 = (k—1)F,,+1F, s conn =1,2,...
para valores fijosde k =1,2,... yl=0,1,...,k—1 para un corrimiento del tiempo
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T = t+ 1. Al generalizar el corrimiento a 7 = t + k las trayectorias para cada familia
k estan dadas por
k
0, = Orexpg, (AD 1), (2.72)

con Qr =1—Inwg,/In|ag,|y Agﬁ = In|ogm|/k Inwg,.
La sensibilidad a las condiciones iniciales se encuentra dada por

‘97_¢T|

0.) =
ft( k) |0 — b1 |—0 Wk - ¢k’

(2.73)
con 0 y ¢ dos trayectorias cercanas que satisfacen, bajo el esquema del grupo de
normalizacion
|Okr, — Prr, | —la
[ "
donde Oxp, v ¢rr, corresponden a las aproximaciones, respectivamente, de 0 y ¢
para las posiciones a un tiempo 7 = kF,,. Bajo la igualdad

", n>1 (2.74)

21n [agm]|
t Inwgm
o = (14 1) 275
se puede escribir la sensibilidad como una exponencial deformada
&(0r) = exp,(AMt) (2.76)
con
Inwg, In [ovgm |

g=1+ ~0.051003 y AP =2 (2.77)

21n |ogm| kEInwg,

Para una mejor discusién de la ruta de cuasiperiodicidad, ver [26]. Es importante
hacer mencién que en el caso de atractores criticos multifractales el enfoque del
analisis cambia por el de estudiar las transiciones de fase dindmicas de Mori [27].

2.5. Transiciones de fase dinamicas de Mori

A diferencia de los casos la bifurcaciones tangente y de trinche donde un tnico
parametro ¢ describe la sensibilidad a condiciones iniciales; existe otro caso de in-
terés, como el de los atractores multifractales, que son descritos mediante una familia
de parejas de indices g. Entre esos atractores donde es posible estudiar las transi-
ciones de fase dindamicas de Mori se encuentran la dinamica del mapa del circulo
cuando se escogen los parametros de control K =1y Q = Q,[26] y pt = ji0o €n el
mapa logistico [28]. Cada par de indices ¢ describe distintas regiones del multifractal
y se encuentran vinculados por una transicion de fase dindmica.

En la figura (2.14) se muestran dos trayectorias del mapa logistico con p = pioo y
nos ilustran como se realiza la evolucién dentro del atractor al mostrar los caminos de
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Figura 2.14: Dos visualizaciones de la familias que componen la trayectoria x = 0.
Imagen tomada de [28]

los mas denso a lo menos denso del multifractal y viceversa. Es decir, una trayectoria
que comienza en x = ( oscila entre su posicién inicial y £ = 1, en su camino de la
zona mas compacta a la més rala; a su vez, una cuyo recorrido comience en x = 1
oscilard hacia x = 0 pasando de la parte menos densa a la mas concentrada del
multifractal. Es decir, fue posible vincular a la secuencia de puntos de la trayectoria
a los tiempos t = 2" — 1 (aquéllas que empiezan en x = 0) entre si y asociarles un
valor especifico ¢; lo interesante es que la trayectoria que comienza en x = 1, con
los tiempos ¢’ = 2" + 1 se encuentra vinculada con la que empieza en x = 0 y tiene
un indice Q = 2 — ¢q. Ambas trayectorias pertenecen al mismo atractor; si x = 0 es
el comienzo, entonces x = 1 corresponde al final y viceversa, ver figura (2.14).

En ese sentido, las transiciones dindmicas de Mori permiten conocer como se
comporta la dindmica dentro del atractor, ver figura (2.15). El indice ¢ de cada una
de las trayectorias puede ser encontrado a través de la funciéon de escalamiento o y
la sensibilidad a condiciones iniciales &. En el caso del borde del caos, p = pis, la
funcién de escalamiento se encuentra definida a partir de

dnJrl,m
dn,m

y al tomar los limites n — oo y m — 00, denotamos al limite continuo de la fun-
cién de escalamiento como o(y), ver figura (2.5). En el estudio de la sensibilidad
a las condiciones iniciales, la funcién o(y) tiene un rol relevante, ya que presenta
discontinuidades que nos permiten estudiar al atractor; por ejemplo, la discontinui-
dad mas grande tiene un valor «, lo cual permite vincular a los tiempos de la forma
t = 2" — 1 entre si. De una manera analoga, en [26] encontraron que la sensibilidad
a las condiciones iniciales, para las trayectorias que empiezan en x =0y z = 1, se
encuentran dadas por

con  dy, = f20(0) — £M(0) (2.78)

n

on(m) =

§(m) = onlm ~ 1) con t=2"-1 'y &i(m)= on(m)

‘ con t =2"+1
(2.79)

on(m) on(m—1)
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de donde se puede llegar a las siguientes expresiones

n —-n
Qo Qg
&L&(m) = |—— vy &(m)=|— 2.80
(m) QA1 v(m) A1 ( )
donde [ =0,1,...,2M — 1 y considerando sélo las 2M primeras discontinuidades.

En particular, la regién mas densa del multifractal (z ~ 1) se encuentra vinculada
con la menos densa (z ~ 0) por lo que la sensibilidad partiendo de la regiéon menos
poblada estd dada por

i (m) = exp,, [Aé’g)t] (2.81)
donde In2 1
. In k) _ Ina _
g =1 na ¥ Mo =15 o0 k=0,1,... (2.82)

y de manera similar, la sensibilidad en el orden inverso estd dada por

& (m) = expg, A5 (2.83)

k

con Qo=2—qyy )\g;) = )\(Q). La funcién de Liapunov se escribe

0

0
Agyr =00 <4 < qo

Ma) =140, 9% <a< Qo (2.84)
AQys Qo < q < 00

En el formalismo de Mori [27], dado que el exponente de Liapunov se anula, se
define la siguiente cantidad

df o (z;)

d.fL’i

t—1 ‘

1
At, o) = i Zln

=0

. t>>1, (2.85)

y la funcién de distribucién de densidad para los valores de A estd dada por

P 1) = (6(A = X)) (2.86)
tal que satisface

P(\t) =t P(0,1) (2.87)

donde ¥(\) es una funcién concava del espectro de fluctuaciones de A con minimo
(A) = 0y corresponde a la transformada de Legendre de la “energia libre” de la
funcion ¢(q) definida por

In Z(t,q)
= _ lim —}2> % 2.88
(@) P Int ( )
donde Z(t,q) es la funcién de particién dindmica definida por
Z(t,q) = / AP, £)—(a- (2.89)
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Figura 2.15: Los puntos donde suceden las transiciones de fase dinamicas de Mori
corresponde a los puntos ¢g = 0.2445 y Q9 = 2 — qo = 1.7555. Imagen tomada de
[28].

Por lo que la funcién generalizada de Liapunov y la varianza v((q)) de P(\,t) se
encuentran dados por

dA(q)

p (2.90)

Cada funcién de A(q) puede ser integrada para obtener ¢(q) y de ahi mediante
una transformada de Legendre, obtener ¥(\) = ¢ — (1 — q)\ y acorde con [28] se
tiene que

A4 =), a< g
?(a) =10, g <qg< Qo y 1/)@):{
Ag)g(q - QO)a q= QO

1— QN AV <\ <0
Qo
(1—go)A, 0< A< AY

En la figura (2.15) se muestran A(q) y ©¥(q) asociadas a la trayectoria que vincula
las regiones més densas con las menos densas (es decir, las que empiezan en z ~ 1
con las que terminan en x ~ 0, y viceversa) correspondientes a la discontiuidad
més grande de o(y). Las demés familias de pares aparecen de estudiar las sucesivas
discontinuidades de o(y), describiéndose asi toda la estructura del multifractal. En
[28] se encuentran los detalles de la descripcion en el borde del caos y para la ruta
de cuasiperiodicidad, ver [26].

2.6. Identidad de Pesin generalizada

La entropia de Kolmogorov-Sinai, Ky, se encuentra relacionada con los exponen-
tes de Liapunov mediante la desigualdad

K<Y AP AP >0, (2.92)
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Figura 2.16: Prueba numérica de la identidad de Pesin. Imagen tomada de [11].

donde [ es el nimero de dimensiones. Para ciertas clases de sistemas dindmicos se
satisface la igualdad y se le conoce como identidad de Pesin; en el caso [ = 1 se
satisface Ky = Ay, con A\; > 0. Se ha verificado que para varios mapas cadticos [29]
en un regimen intermedio de la evolucién de S;(t) (una vez pasado el transitorio y
antes de llegar al equlibrio) se satisface la igualdad K; = K.

La produccién de entropia generalizada, K, se encuentra definida por
Kt = 5,(t) — 5,(0), con t>>1, (2.93)

donde w
1 1S
Sy = Zpi In, () = 1=, (2.94)

pi q—1
donde p;(t) corresponde a la distribucién de probabilidad de las frecuencias relativas
de un ensamble de trayectorias dentro de las celdas i = 1,...,W. En el caso de que
q — 1 se recupera la forma usual de la entropia.

En analogia con el caso ¢ = 1 se puede definir la entropia generalizada de
Kolmogorov-Sinai, I, al utilizar la ec. (2.94), que en un regimen intermedio de
tiempo satisface IC; = K. En la figura(2.16) se muestra la corroboracién nimerica
de la identidad de Pesin generalizada para el mapa logistico en el borde del caos,
donde se aprecia que

KPP =P, (2.95)

para una descripcién con mayor detalle, ver [11].
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Capitulo 3

Atractores de un par de mapas
acoplados

La dinamica que presentan dos mapeos logisticos acoplados es mucho més rica
que el caso de un solo mapa légistico unidimensional, agregando nuevos e impor-
tantes elementos a sus atractores. Quiz4, el rasgo mas significativo que se exhibe al
acoplar dos mapas es la manifestacién de las tres rutas al caos en un 1inico sistema,
agregando la ruta de cuasi periodicidad a las que previamente se observaban en el
caso de una dimensién (duplicacién de periodo e intermitencia). Sin dejar a un lado
el fenémeno de sincronizacion, este capitulo estd dedicado a describir las propieda-
des generales de dos mapas logisticos acoplados y detectar los elementos necesarios
para la descripcién posterior de la sensibilidad anémala! a las condiciones iniciales
en las tres rutas al caos [5].

3.1. Dinamica en mapas acoplados

El interés por los mapas acoplados es amplio, ya que permite estudiar un vasto
rango de fenémenos que van desde la sincronizacion hasta el caos y han sido utiliza-
dos para modelar dispositivos electrénicos [30], estudiar la dindmica de poblaciones
[31], en aplicaciones a las neurociencias [32], en la biologia [33] y en muchas ramas
més. El modelo que estudiaremos esta dado por el sistema (3.1), que consiste en dos
mapas logisticos acoplados de manera lineal.

Tpt1 = - ,ua:i + E(yn - l‘n)v

(3.1)
Yni1 = 1 — py2 + €(Tn — yn).

A pesar de que el mapa (3.1) es de los mas sencillos con jacobiano no constante;

!La sensibilidad anémala es aquella que satisface la ec. (2.55)
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éste muestra: ciclos, toros?, acoplamiento de frecuencias, cuasi periodicidad, caos,

hipercaos?, duplicacién de periodo, intermitencia y nos permite estudiar la dindmica
en el borde del caos con mayor complejidad que en el caso unidimensional. El enfoque
que se utilizo en la descripcion de los distintos atractores fue el de mantener fijos
la condicién inicial y el parametro de acoplamiento, €, variando el parametro pu.
Es importante fijar la condicién inicial, ya que la ec. (3.1) presenta al menos dos
subconjuntos de dindmicas: el primero de ellos corresponde a las condiciones iniciales
que se encuentran sobre la diagonal (z,, = y,) y el segundo a aquéllas fuera de ella.

Para identificar los nuevos elementos que son observables en un par de mapas
logisticos acoplados utilizaremos la notaciéon usada previamente por Kaneko [34]. Por
ejemplo, en la figura (3.1a) se muestra lo que ese autor identificé como 8-toro, que
se encuentra en el contexto de la ruta de cuasiperiodicidad. La nomenclatura que le
asignoé a las otras estructuras en el espacio fase puede resultar un poco controversial,
y a ese punto regresaremos mas adelante; ya que en el caso de las figuras (3.1b) y
(3.1c) las nombré 4-caos y 2-caos, respectivamente.

En cierto sentido, la polémica recae en que la notacién podria sugerir que la
dinamica se encuentra gobernada por dos exponentes de Liapunov, uno positivo y
otro negativo; sin embargo, es de esperarse que sea el mayor exponente el domine la
dindmica a tiempos largos cuando ya no exista ninguna reminiscencia de periodici-
dad. Esta ultima afirmacién se encuentra sustentada en que el calculo del exponente
de Liapunov més grande, LG, (método del que se habla en el siguiente capitulo)
es positivo para la dindmica de los casos ilustrados en las figuras (3.1b) y (3.1c);
mostrando poca evidencia de que exista un segundo exponente con valor negativo,
ademas el comportamiento observado en el espacio fase corrobora que sea positivo.

Kaneko [34] identificé la dindmica asociada al espacio fase de la figura (3.1d) co-
mo hipercaos [35]. La razén para hacerlo es que encontré que ambos exponentes son
positivos; sin embargo, por razones que no veremos sino hasta el siguiente capitulo,
esa afirmacién es probablemente correcta, pero no el método que utilizé para cal-
cularlos. En ese sentido, la nomenclatura de Kaneko, utilizada en este texto para
describir las estructuras observadas para los distintos atractores, se encuentra inspi-
rada en un calculo incorrecto de los exponentes de Liapunov. Por ejemplo, Kaneko
utiliza la notacién “n-caos” para nombrar al caos separado en n regiones pero sus
graficas muestran un exponente positivo y uno negativo; sin embargo, el anélisis
aqui presentado, es a tiempos grandes y el uso del término “n-caos” no se encuentra
vinculado con ninguna manifestacion de periodicidad.

El término hipercaos se originé en sistemas continuos con una dimensién mayor o
igual a cuatro [35]; sin embargo, en los sistemas discretos puede ser observada a partir

2Siguiendo la notacién de Kaneko [34], corresponde al espacio geométrico de un toro en dos
dimensiones; n-toro es un toro separado en n regiones.

3A lo largo de este texto, el término hipercaos se utiliza cuando los dos exponentes de Liapunov
son positivos; en cambio, caos se utiliza cuando uno de los exponentes es positivo y el otro es
negativo o cero.
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Figura 3.1: Diferentes comportamientos para € = 0.1 con y=0.2 y yy=0.4: a) p =
1.3525, b) p=1.372,¢c) p =14y pu = 1.55.
de dos dimensiones. No es sorpresa que los sistemas presenten cambios cualitativos
cuando se incrementa la dimension de estudio. Es decir, los sistemas continuos en una
dimensién pueden presentar estados estacionarios; en dos dimensiones, oscilaciones;
en tres, caos; y en cuatro, hipercaos. La ventaja de estudiar sistemas discretos es
que el caos puede emerger en una dimensién y el hipercaos en dos dimensiones.
Sin embargo, la notaciéon de Kaneko cobra mucho mayor sentido cuando el sis-
tema presenta lo que él llamé fusion del caos, donde al fijar ¢ = 0.1 observé como
las regiones cadticas disminuian al incrementar el parametro u, pasando de 8-caos
a 4-caos a 2-caos. Un fendmeno que parece ser analogo al punto de acumulacion de
bandas cadticas con la ruta de duplicacién de periodo en el mapa logistico.

Es importante enfatizar que nuestro modelo no sélo agrega los viejos elementos
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de un mapa logistico sino que incrementa el espectro de fenémenos que son posibles
estudiar. En particular, el punto en el que se lleva a cabo la fusion del caos se
encuentra relacionado con la transicién caos-hipercaos [13] y parece ser un caso
ideal para estudiar la sensibilidad anémala a las condiciones iniciales (este caso es
sumamente interesante, ya que en €l uno de los exponentes de Liapunov es nulo y el
otro es positivo).

0.3 0‘. 56 0._86 1.91 1._2
T ' 2 ly2. 2
! t5 A
T Ic
1.2 1;25 1.3!7 I.Sll. I.|355 1..405 144
{ z 8 (8186 2 14
C .
144 148 1495 1.62
4 l4k 2 c 160 T0

Figura 3.2: Comportamiento esquematico del espacio fase para ¢ =0.1, tomada de
[34]. El eje representa el incremento del pardmetro p, la linea punteada corresponde
a un nuevo subconjunto de atractores, la letra T es para indicar la aparicion de
n-toros y C de n-caos.

En la figura (3.2) se ilustra el uso que se le puede dar a la notacién de Kaneko
para describir los cambios cualitativos en el espacio fase al fijar e = 0.1 e incrementar
1; cada uno de los segmentos corresponde a un pedazo del eje p. Por ejemplo, en el
intervalo p € [0.3,0.56] se observa un ciclo simétrico de periodo uno (es decir, x =y
y denotado por 1); a su vez, es posible ver que, al incrementar y, las trayectorias no
so6lo cambian entre toros, ciclos y érbitas cadticas sino que también pueden pasar
de comportamientos simétricos (z = y y denotado por n) a asimétricos (x # y y
denotado por n). En el intervalo 0.86 < p < 1.26 el atractor se divide en dos cuencas
de atraccién y cada una tiene un comportamiento diferente (y corresponden a una
linea extra punteada en la figura (3.2)).

Dependiendo de la condicién inicial que se estudie se pueden apreciar diferentes
comportamientos; sin embargo, existen dos grandes subconjuntos. La dinamica de
las trayectorias con condiciones iniciales sobre la diagonal no representan ningin
elemento novedoso ya que reproduce exactamente, para cualquier valor del parame-
tro de acoplamiento, la dindmica en una dimensiéon. Eso se debe a que el término
de acoplamiento lineal se anula, de forma que el sistema evoluciona como mapas
logisticos independientes en una sola dimensién. En ese sentido, se obtuvo que el
borde del caos se manifiesta en el mismo valor, pi.., que en el caso de una dimensién
y se espera que las constantes de Feigenbaum no cambien; de hecho, se pudo verifi-
car que para un par de mapas acoplados con ¢ = 0.1 los puntos donde suceden las
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bifurcaciones siguen
fn, — floo = —const.d " (3.2)

con d = 4.33£0.12 . La discrepancia de ¢ respecto al valor en el caso unidimensional
se debe, probablemente, a errores numéricos [2].

Las condiciones iniciales fuera de la diagonal muestran un comportamiento com-
pletamente diferente y la razén principal es que ahora el sistema puede presentar
bifurcaciones de Hopf. La condicién inicial con la que se estudié a este subconjunto
de trayectorias fue xg = 0.2 y 4o = 0.4 y el procedimiento consisti6 en fijar una € y
barrer el parametro de control, yu, en el intervalo [0, 2]. Repetir el procedimiento in-
crementando el valor del parametro € nos permitié conocer el efecto del acoplamiento
en la evolucion de las trayectorias.

En € = 0 el espacio fase se ve inalterado y corresponde al de dos mapas logisti-
cos en una dimensién (completamente desacoplados, cada uno evoluciona como uno
solo) y permanece estable conforme el valor del pardmetro de acoplamiento se in-
crementa y es en € ~ 0.0001 donde el sistema comienza a tener sus primeros cam-
bios cualitativos; donde el acoplamiento comienza a tener efectos significativos. Esta
metamorfosis estd acompanada de variaciones respecto al comportamiento del ex-
ponente de Liapunov en una dimensién, que se intensifican conforme el parametro
de acomplamiento aumenta.

En la figura (3.3) se ilustran dos cambios cualitativos. El primero consiste en una
aparente duplicacién de los puntos de bifurcacién (donde el exponente de Liapunov
se anula, es decir los valores entre los que se encuentra la figura (3.3.a)) y el segundo
cambio corresponde a la figura (3.3.¢)) donde el exponente de Liapunov se anula en
todo un intervalo.

En realidad, no hay una duplicacién de los puntos correspondientes a la cascada
de bifurcacién y a manera de ejemplo se discute el caso e =0.01 de la figura (3.3). Si
estuviéramos analizando el caso unidimensional, en p = 1.25 esperarfamos un tinico
punto de bifurcacién; sin embargo, se observa que pus = 1.25 si es de bifurcacién
y el sistema pasa de un ciclo 2 a 4 pero el segundo punto en p = 1.265 no toca
el origen (y tampoco lo harfa si varidramos el parametro de acoplamiento) pero la
trayectoria si manifiesta un cambio cualitativo al pasar de un ciclo 4 simétrico a
uno 4 asimétrico?. Este fenémeno sélo se manifiesta en el primer y segundo punto
de bifurcacion, en el tercero se observa un intervalo donde el exponente se anula y
el resto de los puntos de bifurcacién asociados a la ruta de duplicaciéon de periodo
se preservan hasta que el sistema llega al borde del caos para fi(€).

El cambio de los pardmetros de control se manifiesta en que las trayectorias pue-
den pasar de un comportamiento simétrico a uno asimétrico, y viceversa; esto ya
habia sido descrito antes en otro contexto para un par de mapas logisticos, pero

4E] término diagonal y no diagonal se utiliza en referencia a la eleccién de las condiciones
iniciales; cuando la dindmica corresponde a = = y se dice que es simétrica y asimétrica en cualquier
otro caso.
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Figura 3.3: Exponente de Liapunov vs p y el espacio fase correspondiente con € =
0.01.

acoplados linealmente de manera diferente a la presentada aqui [31]. El autor en-
foco su atencion en el comportamiento de varias condiciones iniciales tomadas al
azar de una malla, para valores fijos de los pardmetros de control y acoplamiento,
asignando un color a las trayectorias en la simétricas, asimétricas y cadticas. El re-
sultado varié desde figuras regulares hasta autosimilares. Es importante recalcar que
[31] nos brinda una gran leccién, pues muestra que para los parametros de control y
acoplamiento fijos el sistema presenta diferentes atractores acordes con las condicio-
nes iniciales. Este método representa una herramienta extra que permite tener una
buena idea de la evolucién del sistema al incrementar el valor de los parametros, ya
que da una visién cualitativa de la dindmica.

Existen muchos métodos y el poder de descripcién de cada uno de estos recae en
utilizarlos conjuntamente, ya que cada uno aporta diferentes facetas de la dindmica.
En ese sentido, Kaneko estudié la evolucién de los diferentes atractores al cambiar
los pardmetros p y € para una condicién inicial; en cambio, Lloyd [31] estudié el com-
portamiento para un conjunto representativo de condiciones iniciales (interesandose
en si se trataba de trayectorias simétricas o asimétricas y sin preocuparse en la des-
cripcién de los atractores). Es en ese sentido, es importante mencionar que existe
un método muy recurrido por los matematicos, basado en el andlisis de las curvas
criticas [36].

A pesar de que en este trabajo no se introdujo estd ultima herramienta, es notoria
su capacidad de describir la dindmica. En [14] se puede encontrar el andlisis hecho
para un par de mapas logisticos donde se observa la bifurcacidn de contacto, que

35



es una bifurcacion no clasica, ausente en el caso unidimensional. Otra herramienta
muy recurrida es la de linealizar el sistema dado por (3.1) y estudiar su dindmica
en el espacio de pardmetros p — €, para una discusién en ese sentido, ver [37].

A pesar de que se estudié la dindmica usando sélo el primer método de los descri-
tos previamente, éste aporta mucha informacion; sin embargo, puede ser que aspectos
importantes queden relegados por no utilizar otras herramientas complementarias.

A manera de resumen, aumentar el parametro de acoplamiento desde cero nos
permite observar un nimero de cambios cualitativos notorios: para ¢ < 1 sélo
estd presente el atractor del mapa logistico en una dimension; a partir de € ~
0.0001 se empieza a perder la estabilidad donde las bifurcaciones 1 y 2 manifiestan
un comportamiento simétrico; la tercera bifurcacién presenta un intervalo donde
el exponente de Liapunov se anula, asociado con un 4-toro; este comportamiento
se observa en las demads ventanas periddicas, con la salvedad de que los toros que
presentan son de mayor orden y no siguen una secuencia de mayor a menor ni
viceversa (en contraste con la ruta de duplicacién de periodo; aumentar el pardmetro
de control, incrementa el periodo secuencialmente).
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Figura 3.4: Comportamiento de pi(€) respecto al valor ps(0) sin acoplamiento.

El borde del caos, pi(€), depende de manera casi lineal del pardmetro de aco-
plamiento; asumiendo que € o (i — jis0)? se hizo distincién entre dos casos: cuando
€ es negativa se encontré § ~0.98 y cuando es positiva se obtuvo 3 ~1.095. Ese
comportamiento cesa cerca de |¢,| ~ [0.0296| donde el sistema manifiesta la ruta de
cuasiperiodicidad y se observé un 8-toro, de forma que pu(€) presenta una discon-
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tinuidad. No se estudié el comportamiento para € > ¢;, ya que para una discusién
en esa direccion, donde se mencionan algunas propiedades del sistema para ¢ = 0.1,
pueden ser vista en la referencia [37].

La ruta de cuasi periodicidad merece una mencion especial ya que es uno de
los nuevos elementos en el sistema. En la figura (3.5) se muestra el exponente de
Liapunov y la manifiestacion de los superciclos. También parece ser, salvo futuras
corroboraciones, que agrega 8-n-toros con n par a los ya existentes 4-n-toros con n
impar después de exceder ¢,.

0.005 T T T T T T T T

-0.005 + 5

-0.01 i

-0.015 E

-0.02 4

-0.025 i

_003 1 1 1 1 1 1 1 1
1.4136 1.4138 1.414 1.4142 1.4144 1.4146 1.4148 1.415 1.4152

U

Figura 3.5: Exponente de Liapunov vs p para € = ¢,

En la siguiente seccion nos enfocaremos en los efectos del acoplamiento en nuestro
sistema y el fenémeno de sincronizacién.

3.2. Sincronizacion

La sincronizacién es un fenémeno sumamente frecuente tanto en la naturale-
za como en sistemas artificiales y se hace presente en los méas diversas ramas de
la ciencia, entre los que se incluyen: luciérnagas que se iluminan al unisono, célu-
las cardiacas que se contraen simultdneamente, reacciones quimicas (como la de
Belousov-Zhabotinsky), ldseres y un sinntiimero més. Las dos caracteristicas funda-
mentales que comparten todos estos sistemas son que presentan oscilaciones y se
encuentran, por muy débil que sea, acoplados. El estudio de sincronizacién es de
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mucho interés, ya que permea un sinnimero de fenémenos en la naturaleza, ver [2],
[12] y referencias citadas ahi.

La manifestacion mas comun corresponde a la sincronizacion generalizada, que
consiste en la existencia de una relacién funcional entre las variables tal que y, =
h(x,). El caso en el que se satisface h(z) = x se dice que se trata de sincronizacién
completa. En general, h(z) puede ser extremadamente complicada, como llega a ser
para los atractores extranos no cadticos [38].

La sincronizacion completa sucede cuando el acoplamiento es muy fuerte, por lo
que los sistemas tienden a comportarse de manera idéntica tanto en frecuencias como
en amplitudes, inclusive cuando evolucionan cadticamente. En cambio, los sistemas
presentan una sincronizacion en fase cuando las senales de cada oscilador tienen
frecuencias muy similares pero con amplitudes distintas y descorrelacionadas. Las
fases ¢ v ¢ se dice que se encuentran acopladas a una razén n : m si satifacen la
desigualdad |n¢; — mes| < const.

Acoplar sistemas idénticos, como lo hicimos en nuestro sistema, con un parametro
de acoplamiento simétrico tiene como consecuencia un fenémeno conocido como
intermitencia on-off [39], inducida por una bifurcacién blow out [40], que marca la
transicién entre la sincronizacién débil y fuerte.

Aun cuando nuestro sistema alcance un estado sincronizado, éste puede ser ines-
table para un numero infinito de condiciones iniciales, éstas ultimas forman un
conjunto que puede tener formas intrincadas, como los llamados riddled-basins [41]
donde no existe una vecindad abierta alrededor del punto tal que los puntos den-
tro de ella convergan al mismo atractor. En ese sentido, existe €. conocido como
el borde de la sincronizacion que separa los comportamientos estable e inestable,
fuerte y débil, para el cual existe una vecindad abierta donde todas las trayectorias
se sincronizan; sin embargo, durante el proceso intermedio existen tanto trayecto-
rias estables como inestables, dando lugar a la intermitencia on-off. Es importante
enfatizar que este tipo de bifuracién no corresponde a la ruta al caos discutida en el
capitulo anterior.

Esta transicién se caracteriza por periodos laminares para la cantidad A; = z;—y;
tales que |A;| < 1 seguidos de intervalos cadticos con |A;| ~ 1. En particular, se
espera que la duracién de los periodos laminares sigan una ley de potencias cerca
del punto de bifuracién blow out, tal como se encontrd para otros sistemas [42].

La manifestacién de intermitencia on-off parece ser genérica de los sistemas
idénticos acoplados simétricamente. En la figura (3.6) se muestra un ejemplo para
el caso de un par de mapas logisticos donde se manifiestan los periodos laminares
entre interrupciones cadticos.

Nuestro sistema a su vez también presenta sincronizacion generalizada, completa
y acoplamiento de fases. No es sorpresa que estos sucedan tanto para movimientos
periédicos como cadticos.
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Capitulo 4

Atractores criticos en dos
dimensiones

Este capitulo se encuentra centrado en el estudio de la sensibilidad a las condi-
ciones iniciales para un par de mapas logisticos acoplados linealmente. Inicialmente
nuestra atencién estuvo enfocada en el calculo del exponente Liapunov en varias
dimensiones, en su interpretacién y las dificultades técnicas de su obtencién. La
relevancia de ésta ultima cantidad es que nos permite identificar los atractores criti-
cos de nuestro modelo y que se encuentra intimamente ligada a la sensibilidad a
las condiciones iniciales, hecho que nos permitiéo constatar algunos resultados del
modelo en una dimension y explorar las nuevas propiedades asociadas a diferentes
paramentros de nuestro mapa acoplado.

4.1. Exponentes de Liapunov en mas de una
dimensién

El exponente de Liapunov, A\, nos permite saber la razén exponencial con la que
las trayectorias se separan o se unen conforme se itera el mapa. El sistema tiene
acceso a un atractor por cada valor del parametro de control, u, que se le asigne. De
manera tal que el exponente de Liapunov y la sensibilidad a las condiciones iniciales
quedan univocamente determinadas por el tipo de atractor.

En sistemas unidimensionales hay tres posibles casos. Cuando el exponente de
Liapunov es positivo el atractor es cadtico y si es negativo el atractor es periddico.
Cuando el exponente es cero se les conoce como atractores criticos y representan una
excelente oportunidad para estudiar sistemas que no se satisfacen las propiedades de
ergodicidad y mezclado, pilares de la fisica estadistica. Es por eso que el estudio de
los atractores criticos son vistos como escenarios donde podrian aplicarse posibles
generalizaciones de la mecdnica estadistica de Boltzmann-Gibbs, ver [5].

Un mapa en R™ tiene m exponentes de Liapunov que miden la razén con la que
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dos condiciones iniciales se separan respecto a las m direcciones ortogonales. Para
ilustrar esta idea, supongamos un mapa en R? lineal tal que f(z,y) = (ax, by) donde

podemos escribir
a 0\ [z
em=a=(2 %) ()

Al iterar le mapa t veces obtenemos que f‘(x,y) = A'v, donde A’ encierra toda

la dindmica del mapa
t
. ot fa" O x
f('rvy)_AV_<0 bt) <y>v

de manera tal que una esfera de radio unitario es mapeada en una elipse con un eje
de magnitud |a’| en la direccién z y [b'| en la direccién de y, tal como lo ilustra la
figura (4.1).

Figura 4.1: La t-ésima iteracién del mapa sobre una esfera unitaria alrededor de vy

Notemos que si |a| y |b] son menores que uno, vy es un sumidero y serd una fuente
si son mayores que uno. Si uno es mayor y el otro es menor que uno se trata de un
punto silla. De manera que son las magnitudes de los eigenvalores las que describen
el comportamiento de los puntos fijos para A'. Es importante hacer énfasis en que
en muchos casos de interés A’ no es un producto de matrices constantes por lo
que la evaluacién puede ser extremadamente dificil. Los ejes de la elipse al cual es
mapeada la esfera unitaria por el mapa estan determinados por los eigenvectores y
los eigenvalores de AT A.

Teorema 1 Sea A una matriz de m x m. Donde s2,...,8% y uy,..., Uy, son los
eigenvalores 1y eigenvectores, respectivamente, de la matriz de ATA. Entonces los

semiejes de la elipse al cual es mapeada la esfera unitaria estin dados por s;u; para
1<i<m.

Lo anterior nos da pauta a dar una primera definicién del exponente de Liapunov.
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Definicién 1 Sea f un mapa diferenciable en R™ con jacobiano A; = Df'(ve) y
para cada k =1,...,m, sear}, la longitud del k-ésimo semieje del elipsoide centrado
en vo, ver figura (4.1). De forma que el k-ésimo nimero de Liapunov queda definido
por

Ly = lm (rp)"",

t—o0

en caso de que ese limite exista, el exponente de Liapunov para el k-ésimo semieje
de la elipse centrada en vq estd dado por A\, = 1n Ly,.

El teorema y la definicién anteriores nos ayudan a entender una versién maés
fuerte del teorema 1, conocido como el teorema ergédico multiplicativo de Oseledec
que garantiza la existencia de los exponentes de Liapunov. Para una exposicion con
mayor detalle respecto a la discusién anterior, ver [43].

Teorema 2 (Teorema ergodico multiplicativo de Oseledec). Sea p una medida de
probabilidad en un espacio M, y f : M — M un mapa que preserva medida tal que
p es ergodicot. Sea también T : M — M matrices medibles de m x m tales que

/ u(dz) log* | T()]] < oo,

donde logt u = max(0,logu) y TH(x) = T(f*"1(x))...T(f(x))T(x). Entonces, para
casi cualquier x en p el siguiente limite existe:

lim (T ()T (x))"* = As. (4.1)

t—00
(Donde T™(z) es la adjunta de T'(x) y Ax representa la 2t-ésima raiz de la matriz

positiva T (z)T"(x) ).

Los exponentes de Liapunov quedan definidos como los logaritmos de los ei-
genvalores de A, que son constantes para casi toda u, dado que p es ergddico.

Sea A1 < A® < .. con multiplicidad m® para cada \?, v EY el subespa-
cio de R™ asociado a los eigenvalores de Ay menores o iguales a exp A tales que
R™ = Ea(;l) D E;ff) D ... entonces, para u un vector propio, el siguiente teorema se
satisface.

Teorema 3 Para casi toda x en pu se cumple

1 .
th Elog T x)ul = 2D, i=1,....,m (4.2)

siu € Eg(f) \ Eg(fﬂ). El limite A\ es el exponente de Liapunov.

'El teorema ergédico establece que si p es ergédico entonces para cualquier funcién continua,
. T
¢, se cumple imyp_.oo 7 [; oLf*x(0)]dt = [ p(dx)d(x) [1].
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Existen otras versiones del teorema 3, algunas mas generales que otras, la primera
versién se debe a Oseledec y aparecié en 1968. Para una discusién maés detallada,
ver [44] y [1] y las referencias citadas ahi.

En resumen, es importante notar que las expresiones (4.1) y (4.2) nos aportan dos
formas de calcular el exponente de Liapunov, que pueden ser usadas indistintamente
acorde al sistema dindmico que se estudia. Los elementos del jacobiano, 7" (x), de
f se encuentran dados por

Ofi'(x)
" = 2 ) 4.3
500 = (13)
donde se satisface que T%(xg) = T" 1 (f(x0))T (xo) y de forma tal que para sucesivas
iteraciones del mapa, Xg, Xy, ..., podemos escribir
T (x0) = T(x¢_1) . .. T(x1)T(x0). (4.4)

De acuerdo con la ec. (4.2) el siguiente paso es realizar la multiplicacién de
T™(x)u a través de los productos dados por la ec. (4.4). Es importante notar que
la ec. (4.4) es un producto de matrices no conmutativas y que el teorema 3 no dice
de manera explicita como obtener u. Una vez obtenido el producto el siguiente paso
consiste en sacar la norma, que inicialmente puede ser la norma euclidiana, dado
que la eleccion de ésta en R™ no altera el valor de los exponentes de Liapunov ni el
subespacio Eg(gi) asociado a cada uno de ellos.

Para el caso en que se estudian atractores ergddicos, el exponentes de Liapunov
no depende de la condicién inicial escogida. Sin embargo el estudio de los atractores
criticos, y en general de sistemas no ergddicos, representa estar conscientes de que el
exponente de Liapunov no sélo dependerd del pardmetro de control y el coeficiente
de acoplamiento entre los mapas sino también de las condiciones iniciales.

En el contexto de el estudio de la sensibilidad anémala en las condiciones iniciales
para el estudio de los atractores criticos (donde el exponente de Liapunov se anula) es
necesario recurrir a otra herramienta para poder desenmascarar la dindmica dentro
del atractor que consiste en una generalizacién del exponente de Liapunov [5]. De
manera tal que el analisis que se hace en este trabajo consiste en primero encontrar
los pardmetros de control y de acoplamiento tales que el atractor es critico y después
estudiar la dindmica dentro del atractor a través de la generalizacién del exponente
de Liapunov.

4.2. Calculo niimerico de los exponentes de
Liapunov en mas de una dimension

Desafortunadamente, en la practica, el calculo del exponente de Liapunov en va-
rias dimensiones no es trivial y puede presentar un sinniimero de problemas técnicos

43



que pueden variar de acuerdo a si se estudia un sistema discreto, continuo o una
serie de tiempo experimental.

En el caso discreto, que es el que nos concierne, puede presentar un alto nivel de
dificultad. Por ejemplo, si se escoge realizar la evaluacion del exponente de Liapunov
a través de la ec. (4.1) existen al menos tres causas de error: (i) al realizar los
productos de T%(x) con su adjunta los distintos elementos de la matriz pueden
crecer muy rapido y otros tender a cero cuando n — oo; (ii) hay que obtener la raiz
cuadrada de la matriz (que puede ser computacionalmente costoso); (iii) diagonalizar
la matriz también puede requerir mucho tiempo en mas de tres dimensiones. Sin
embargo, utilizar la ec. (4.2) no estd exenta de problemas, a pesar de no presentar
las complicaciones (it) y (7it), el error tipo (7) hace que la computadora desprecie
cantidades muy cercanas a cero al manipular cantidades muy grandes.

En el caso dificultad tipo (i) es salvable en algunos sistemas dindmicos al uti-
lizar c6digo de alta presicién. Para las dificultades del tipo (ii) y (i7i) también
existen diferentes métodos como la descomposicion matricial, que incluye los al-
goritmos como QR y SV D (singular value decomposition) [45]. Sin embargo, hay
sistemas dindmicos para los cuales estos métodos no son apropiados ya que requie-
ren ser renormalizados constantemente (para contrarrestar el efecto del crecimiento
exponencial entre la trayectoria guia y las trayectorias cercanas) y ortogonalizados
repetidamente también (para inhibir el colapso de las trayectorias en la direccién de
méximo crecimiento), entre esos métodos se encuentran los descritos en [46] y [47].

Existen diferentes métodos para calcular los exponentes de Liapunov y dependen
si se trata de sistemas discretos [45], continuos [48] o series de tiempo [49].

Para la obtenciéon de los exponentes de Liapunov se utiliz6 inicialmente la ec. (4.2)
pero fall6 rotundamente para ¢t > 20 (la razén de esto es que algunas componentes
divergian y otras se anulaban muy rapido). También se utilizé una aproximacién
para € < 1 y se encontré que al incrementar € el exponente dejaba de reproducir
el comportamiento del espacio fase. Bajo esas circuntancias se optd por utilizar
c6digo de precisién arbitraria [50] con 62,000 cifras significativas. Sin embargo, no
se obtuvé éxito en la reproduccion del exponente de Liapunov. Hasta ahora, la
sospecha mas fuerte por la que creemos que se presentd ese error nimerico es que a
pesar de que la ec. (4.2) es la definicién de los exponentes de Liapunov no representa
una manera practica de obtenerlos; mas adelante se hablard de otros métodos para
calcularlos.

Hasta este punto, la unica forma de sobrepasar esta vicisitud es tomando una
aproximaciéon. En el caso de una dimension, donde la derivada de un mapa a lo
largo de una trayectoria se puede escribir como el producto de las derivadas de las
sucesivas iteraciones o, ..., z, tal que (f*) (xo) = f (w_1)...f (z0), nos permite
escribir al exponente de Liapunov como

Hog(((7) () = 7 D loa (s (). (45)
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De manera que el producto no depende del orden de la multiplicacion, de forma
que el promedio de las cantidades log(|f (2;)|) no se altera por el orden en que se
realiza la suma. En el caso de varias dimensiones se tiene un jacobiano, que es el
producto no conmutativo de matrices, dado por la ec. (4.4), al cual se le puede
obtener la norma, satisfaciéndose la siguiente desigualdad

17" (x0)Il < |7 (xe=2)l - -- 1T (x2) [T (x0)] (4.6)

que se traduce en

log(HTt (x0)]) < ZlogHT (x;)] (4.7)

A pesar de que se trata de una desigualdad, la ec. (4.7), es relevante porque per-
mite fijar una cota méxima al exponente de Liapunov. En la practica, se encontrd que
la ec. (4.7) en general permite dar una idea cualitativa del comportamiento del ex-
ponente de Liapunov, en algunos casos se cumple la igualdad y en otros no, a este
punto regresaremos mas tarde.

Otro aspecto relevante es que el producto T(x)u cambia la magnitud de u de
manera que es T%(x) quien lleva la informacién de cuénto se contrae o expande la
separacion entre dos trayectorias cercanas. La norma se encuentra definida por

IT" (x0)u|* = (T"(x0)w)'T" (x0)u
u'[(T"(%0))"T" (x0) 1,
donde la matriz (T%(xo)) T%(xo) es simétrica y positiva definida, por lo que se puede

obtener la raiz cuadrada y por lo tanto la magnitud de la imagen de u. Por ultimo,
para la prueba de que para casi toda condicién inicial, x, el siguiente limite existe

lim [(T*(x0)) T (x0)]/* = Ao, (4.9)

(4.8)

y que los eigenvalores de A, son los exponentes de Liapunov ver [44] y [1].

Ninguno de los teoremas anteriores establece cémo se obtiene u. Hay articulos,
como [30] y [51], que proponen que || Al = mazxy{|Av|/|v|}, donde v es tomado de
un ensamble de condiciones iniciales, olviddndose asi de obtener u. Para el céalculo
del exponente de Liapunov consideramos que u estd en la direccién propia, y en caso
de ser unitario se satisface que ||T"(xo)u|| = exp A+, con Ay y A_ los exponentes de
Liapunov en el caso de bidimensional.

Bajo las consideraciones anteriores se obtuvo una aproximacion a los exponentes
de Liapunov dados por la ec. (4.7). Se encontré que cuando las condiciones iniciales
se encuentran en la diagonal, la desigualdad se vuelve exacta. En cambio, cuando
estdn fuera de la diagonal la ec. (4.7) no reproduce el comportamiento del espacio
fase pero si otorga una idea cualitativa de los puntos de interés (como aquéllos donde
el exponente cambia de signo). A continuacién en la figura (4.2) se muestra, respec-
tivamente, los atractores y el exponente de Liapunov como funcién del pardmetro
de control para una condicién inicial en la diagonal.
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Figura 4.2: a) Atractores para xy = yo = 0.000000001 con € = 0.2; b) el exponente
de Liapunov, toma el mismo valor para las dos componentes.
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Al evaluar el exponente de Liapunov para condiciones iniciales fuera de la dia-
gonal se encontrd que la ec. (4.7) no se convierte en igualdad. A pesar de que si nos
permite observar el comportamiento cualitativo y los puntos donde el exponente de
Liapunov cambia de signo, inicialmente se opté por utilizar un método que permite
calcular el exponente mas grande de Liapunov, LG; la idea esencial consiste en tomar
una trayectoria como guia y una segunda condicién inicial separada una distancia dg
respecto a xg, para después obtener la distancia que esas quedan separadas después
de una iteracién del mapa, d;. En la figura (4.3) se muestra como se realiza el pro-
ceso para sucesivas iteraciones y el valor numérico del exponente mas grande queda
definido como el promedio, sobre una trayectoria, de los logaritmos de los cocientes
entre d; y dy, es decir

Figura 4.3: Desviaciéon promedio de dos trayectorias cercanas

Este método tiene varias sutilezas numéricas, por ejemplo: al colocar dos condi-
ciones iniciales a una distancia dy al siguiente paso de la iteracién se obtiene una
separacién dy; la eleccion del siguiente dy se hace en la direccién de dy anterior pero
reescalado, tal como lo muestra la figura (4.3); también es importante notar que la
distancia dy no es arbitraria y que mientras més pequena sea su eleccién, no hay
garantia de mejores resultados (en nuestro caso, se utilzé dy = 1071%) [52].

Una desventaja de este método es que sélo aporta el comportamiento en la direc-
cion de mas rapido crecimiento. Existen otros algoritmos que permiten obtener los
exponentes de Liapunov en otras direcciones; en particular, aqui seguimos el método
presentado en [49]. Si ahora retomamos que para un sistema n-dimensional discreto
una n-esfera de condiciones iniciales iniciales es mapeada en una n-elipse. El i-ésimo
exponente de Liapunov se encuentra definido por?

= lfm S 20
t—oo t pZ(O)

(4.11)

con p;(t) el tamano del i-ésimo semieje de la elipse. En cada iteracidn, la evolucién
que marca nuestro sistema linealizado para un conjunto ortonormal de vectores,
dados por {vi,...,vn}, es la tendencia de estos ultimos a alinearse en la direccién
de méaximo crecimiento; asi que es necesario recurrir al proceso de reortormalizacién
de Gram-Schimidt (GS) para conocer el nuevo conjunto ortonormal {v},...,vL},

2La definicién original en [49] utiliza el logaritmo base 2, aqui se hizo la sustitucién log, — In.
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dado por

V= 1

[Vl
WA b (va,vi)vi

V2 — (v2,vi)vi]| (4.12)
v o= Yn= (Vo, Vi 1) Va1 — - = (Va, Vi)V

Vo = (Va, Vi 1) Vi =+ = (v, vi)vi |

de donde se puede conocer el valor de p;(t).

Hasta ahora, hemos hablado de tres métodos para realizar el cdlculo del expo-
nente de Liapunov; cada uno con ventajas y desventajas. Por ejemplo, al usar LG
solo se puede conocer la razén en que se separan dos trayectorias en la direccién de
maximo crecimiento pero no aporta ninguna informacién para las demas direcciones;
en ese sentido, el método GS parece ser la solucién final y, tal como se puede ver en
la figura (4.4), se obtienen resultados satisfactorios. Sin embargo, se encontré que
este método realiza predicciones incorrectas para condiciones iniciales en la diago-
nal o cercanas a los puntos de bifurcaciéon de periodo; esto ultimo se pudo verificar
utilizando LG. Es importante enfatizar, que con el método GS se verificé los valores
reportados para los dos exponentes de Liapunov en el caso del mapa de Hénon [49]
y [52].

El método GS ha sido utilizado con éxito en otros sistemas, como una malla de
mapas acoplados [53]; sin embargo, con respecto al cdlculo de los exponentes para
un par de mapas acoplados se presentan discrepancias respecto al comportamien-
to esperado del espacio fase. Estas diferencias giran entorno a la obtencién de un
aparente comportamiento cadtico para valores en los que se esperaria un comporta-
miento periédico (como aquellos donde la suma de ambos exponentes de Liapunov
es menor que cero o cuando uno es cero y el otro es negativo). Hay dos posibles
explicaciones: la primera es debida a un error numeérico y la segunda es que se trata
de un atractor extrano no cadtico [38].

En principio, la ec. (4.2) deberfa ser suficiente para obtener los exponentes de
Liapunov pero en la préctica existen dificultades numéricas. Es por lo mismo, que
para condiciones iniciales sobre la diagonal se utiliz6 la ec. (4.7) y la ec. (4.11) fuera
de ella.

El principal interés por identificar los valores del pardmetro de control donde
se anula el exponente de Liapunov, consiste en estudiar el comportamiento de los
atractores criticos y la sensibilidad andémala a las condiciones iniciales. Estos puntos
son relevantes ya que dos trayectorias arbitrarias no se separan entre si de manera
exponencial; por lo que es necesario utilizar una generalizacion del exponente de
Liapunov para conocer la dindmica.
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Figura 4.4: a) Atractores para xo = 0.2y yo = 0.4 con € = 0.06, en rojo los atractores
de = y en verde los de y; b) Los dos exponentes de Liapunov.
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4.3. Sensibilidad a las condiciones iniciales en
atractores criticos en dos dimensiones

4.3.1. Duplicacién de periodo

Nuestro interés se centrd en el andlisis en los atractores criticos donde ocurre la
bifurcacién de trinche y que se encuentran univocamente relacionados con la ruta
de duplicacién de periodos, que puede ser observada para un amplio espectro de
condiciones iniciales y de pardmetros (u y €), asociados a un par de mapas logisticos
acoplados linealmente. En esos puntos se observé que dos trayectorias cercanas no
siguen el comportamiento esperado, ya que éstas no se separan ni se acercan de ma-
nera exponencial. Esta discrepancia se manifiesta cuando el exponente de Liapunov
se anula; o en términos de la sensibilidad a las condiciones iniciales, significa que las
dos trayectorias mantienen entre si un crecimiento de ley de potencia.

En la seccién anterior mencionamos las dificultades para calcular el exponente
de Liapunov y de que la eleccién de método para calcularlo tenia que ser tomada en
funcién de la condicién inicial escogida, habiendo asi dos casos: el primero corres-
ponde a las condiciones iniciales sobre la diagonal, es decir, xg = yo; el segundo son
todas aquellas fuera de la diagonal.

La sensibilidad a las condiciones iniciales se encuentra ligada al exponente de
Liapunov a través de la ec. (2.55). Y por lo mismo, su evaluacién también depende
de la misma manera de la condicién inicial. En el caso de que se realice el calculo para
atractores que no son criticos se espera que ls sensibilidad se reduzca a la expresion
estdandar & (xg) = exp(Ait), que corresponde al caso ¢ = 1; en cambio, para los
atractores criticos se pueden observar distintos comportamientos en funcién de si se
encuentran en la diagonal o fuera de ella.

Estudiar la sensibilidad a condiciones iniciales para atractores criticos sobre la
diagonal es un caso de interés, ya que se espera constatar los resultados con el
caso de una dimensién [21]; esto se debe principalmente a que el término lineal de
acoplamiento se anula y cada uno de los mapas evoluciona de manera independiente,
como un mapa logistico. En la figura (4.5) se muestra el logaritmo deformado de
la sensibilidad a las condiciones iniciales para la primera bifurcacién de trinche,
donde las orbitas pasan de tener periodo uno a dos. El comportamiento cualitativo
es reproducido de manera apropiada con ¢ = 5/3, el valor esperado para esta ruta
al caos. La interpretacion de los resultados se encuentra centrado en que para cada
una de las componentes del mapa se puede hacer un andlisis idéntico al caso de una
dimension.

Esa idea se encuentra sustentada en que la evaluacion de condiciones iniciales
sobre la diagonal tiene como consecuencia que el mapa se desacopla (o mejor dicho,
evolucionan independientemente); por lo que sélo basta que asumamos que la sensi-
bilidad a las condiciones iniciales por componentes toma la forma encontrada para
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Figura 4.5: Logaritmo deformado de la sensibilidad a condiciones iniciales para la
primera bifuracién de trinche con p = 0.75, € = 0.0 y 79 = o = 3.3 x 1075. Sélo se
graficd la componente x, los resultados para y son andlogos.

una dimensién [21], es decir
&) = [1 — (2 — Dasgn(xo) |zo|” ' 1], (4.13)

donde a la ruta de duplicacién de periodo le corresponde el valor z = 3. De acuer-
do con [21], z proviene de la expansién de la n-ésima iteracién del mapa en una
dimensién

f(z) =z +ulz|” + o(|z]) (4.14)
conr =X-—X.y X =Yy, = 2/3. Acorde con la ec. (2.60) para ¢ =0.0, o = yo =
3.3 x 107% se encontr6 A\, = —3.374, que coincide con el valor esperado en una
dimensién (A, = —3.375).

4.3.2. Intermitencia

El analisis para esta ruta es muy similar al caso anterior, en el sentido de que
también asumimos que se puede realizar una descripcion por componentes cuando
se estudia la evolucién del mapa. La sensibilidad a condiciones iniciales se encuentra
dada por ec. (4.13) pero a diferencia de la ruta de duplicacién de periodo tenemos
que z = 2, x, =y, = 0.0314047 y € = 0. Dado que nos encontramos en el caso con
condiciones iniciales en la diagonal sélo existen dos direcciones de aproximacion a los
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puntos X, y y.. Si tomamos zo = 5 x 107¢ se encontré ¢ = 3/2 y al igual que el caso
unidimensional [21] la sensibilidad a condiciones iniciales tiene un comportamiento
“super fuerte” cuando la aproximacién a x. es por la derecha y uno “débil” cuando
es por la izquierda. En la figura (4.6) se muestra el logaritmo deformado de la
sensibilidad a las condiciones iniciales para la componente x, los resultados para y son
completamente andlogos. Se encontré que A\, = 33.41 por la derecha y A\; = —29.01
para el caso por la izquierda; el valor esperado, respecto al caso unidimensional, es
A, = £31.21 [21].
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Figura 4.6: Comportamiento del logaritmo deformado respecto a las iteraciones para
la componente . El caso “débil” corresponde a a) y el “super fuerte” a b).

4.3.3. Borde del caos

Las condiciones iniciales sobre la diagonal son muy particulares, y al igual que
en los casos anteriores, nos permite asumir que podemos estudiar la sensibilidad a
condiciones iniciales por componentes. Con la elecciéon de las condiciones iniciales
o = Yo = 0y € = 0 se espera reproducir los resultados obtenidos en el caso
unidimensional [24] y que la sensibilidad a las condiciones iniciales satisfaga

1 In o
)\‘(Ik) = glnqgt = (

—_— 4.1
2k+1)In2 (4.15)
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En la figura (4.7) se muestra el logaritmo deformado de la sensibilidad a condi-
ciones iniciales contra el tiempo y el ajuste lineal para las familias de trayectorias
conk=0yk=1.

14000 T T T

1.40%x
1.07*x -~
12000 | -

10000

8000 i

Ino.2445 (&)

6000 i

4000 / i

2000

0 ﬂﬂﬁm S PLLLLI L umd.mm.d P A.J‘Muﬂu‘ﬂ bl ‘MMAMMMM LR AT

0 2000 4000 6000 8000 10000
t

Figura 4.7: Logaritmo de la sensibilidad vs el logaritmo del tiempo para la condicién
inicial xg =y =0 con g = s, y € = 0.

En el caso de la familia de trayectorias con k = 0, que satisface ¢t = (2k + 1)2",
se reprodujo los valores esperados del caso unidimiencional [24], obteniéndose ¢ =
1-In2/lnay A\; = Ina/In2 que al sustituir el valor numérico A, = 1.328 nos
permite obtener ¢ = 0.2445 (valor univoco para el borde del caos).
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Capitulo 5

Conclusiones

Uno de los objetivos de este trabajo fue el de poder estudiar un modelo que posee,
para algunos parametros, similitudes con los fenémenos fisicos y biolégicos fuera del
equilibrio; el punto central es la bisqueda de condiciones para los cuales exista un
paralelismo entre determinados fenémenos criticos con cada una de las rutas del caos.
Es decir, se busca identificar la clase de universalidad a la que pertenece determinado
sistema fisico; por ejemplo, en el caso de una dimension existe: una analogia entre la
ruta de intermitencia con el estudio de ciimulos criticos, un paralelismo entre la via
de cuasi periodicidad con la localizacién y un vinculo entre la dindmica vitrea y el
atractor de Feigenbaum con ruido. Ahora, en este trabajo se buscé sentar un punto
de avanzada hacia el estudio de atractores criticos en méas de una dimensién; sin
embargo, ese camino no es facil y se encuentra lleno de retos. Una de las metas de
este trabajo era trasladar los conceptos y experiencias ganadas en el estudio de los
atractores criticos en una dimension, a través del mapa logistico, a un par de mapas
logisticos acoplados linealmente en dos dimensiones. De ahi la relevancia del mapa
logistico y que dedicaramos el segundo capitulo a describir y reproducir algunas de
las propiedades del caso unidimensional.

El tercer capitulo contiene los cimientos de nuestro modelo de estudio y enmarca
Sus rasgos generales. Estas pueden ser agrupadas en tres grandes clases: las referen-
tes a las propiedades dindmicas, la notacién utilizada para describir la sucesién de
atractores al cambiar los parametros y la identificacién de dos subconjuntos de con-
diciones iniciales (uno capaz de reproducir todos los elementos observados en el caso
de una dimensién y el otro con todas las nuevas caracteristicas); el segundo bloque
de propiedades las componen las relacionadas con el reconocimiento de los atractores
criticos que se manifiestan en nuestro modelo, donde merecen una particular men-
cion los puntos en los que suceden las transiciones cuasi periédica y caos-hipercaos,
ausentes en el caso unidimensional; el ultimo conjunto de propiedades son las que
aluden al fendmenos de sincronizacién y la intermitencia on-off. Llevar acabo un
entendimiento cabal de todos los atributos que posee un par de mapas logisticos
acoplados linealmente puede ser una labor ardua (una de las razones principales es
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que en dos dimensiones existen infinitas formas de aproximarse al atractor); sin em-
bargo, de la mano del estudio de los atractores y del comportamiento del exponentes
de Liapunov para cada uno de ellos, fue posible identificar algunos de sus atributos
esenciales para nuestro objetivo.

La sensibilidad a las condiciones iniciales, tanto para los atractores criticos en
dos dimensiones como los unidimensionales, se encuentra vinculada con el exponente
de Liapunov. Asociada a ésta ultima cantidad se encontraron diferentes problemas
técnicos para su calculo y se tuvo que trabajar bajo dos enfoques; el primero, con-
sistia en una solucién parcial que nos permitia conocer la razén de separacién entre
dos trayectorias cercanas en la direccién de maximo crecimiento y que mediante
el método de Gram-Scmidt pudimos conocer, con algunas discrepancias, el valor
del segundo exponente (estos resultados sélo fueron validos para trayectorias con
condiciones fuera de la diagonal = # y); y el segundo, se encontraba basado en una
aproximacion de la definicién del exponentes de Liapunov en varias dimensiones, que
era capaz de reproducir de manera correcta las trayectorias con condiciones iniciales
en la diagonal (x = y). De estos dos enfoques, es el segundo método el que nos per-
mite estudiar, y corroborar respecto a los resultados previos del caso unidimensional,
el comportamiento de la sensibilidad anémala a las condiciones iniciales; en cambio,
el primer enfoque, que es el que incluye los casos de interés, reproduce correctamente
el comportamiento de los atractores a través de los exponentes de Liapunov pero no
se obtienen resultados satisfactorios al vincularlos con el estudio de la sensibilidad
anémala (en particular, en referencia a los resultados obtenidos para la ruta de cuasi
periodicidad; punto que quedara pendiente para trabajos futuros).

Un par de mapas logisticos acoplados de manera lineal representa un lugar idéneo
para extender las ideas y resultados del caso unidimensional; principalmente por que
el acoplamiento entre ellos introduce un mundo de fenémenos que se suman a los ya
observados en el caso unidimensional. Este sistema ha sido utilizado para modelar
fenémenos biolégicos como ecosistemas y dindmica de poblaciones. En ese sentido,
una de las motivaciones que se tienen por estudiar los atractores criticos en dos
dimensiones es que se incrementa la gama de fenémenos que pueden ser modelados.
Superar las vicisitudes técnicas relacionadas con el cdlculo de la sensibilidad anémala
a las condiciones iniciales en trabajos futuros nos daria un mejor panorama de la ruta
de cuasi periodicidad, la transicion caos-hipercaos, el fenémeno de sincronizacion,
la intermitencia on-off, etc.

Una de las posibles extensiones que podria tener este trabajo es abordar el estudio
de los atractores criticos desde el enfoque de las transiciones de fase dindmicas
de Mori. La gran motivacién se encuentra en que este método proporcionaria un
mecanismo para conocer, a priori, el valor del pardmetro ¢ (que aporta informacién
sobre la clase de universalidad a la que el sistema pertenece), el cual sumado a la
sensibilidad a las condiciones iniciales, nos permitiria conocer el valor del exponente
de Liapunov generalizado. Utilizar el esquema de Mori en diferentes sistemas podria
darnos pauta a estudiar problemas més complicados.
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