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Introduccion

Una de las propiedades mas ttiles de la medida de Lebesgue A en R es que es invariable
bajo traslaciones. Es decir, dado un conjunto medible E' y x € R se tiene que

AE + ) = A(E).

El hecho que esta propiedad caracterice a la medida de Lebesgue puede extenderse a un
grupo topoldgico localmente compacto. En esta tesis se vera que todo grupo localmente
compacto GG poseé una medida que es invariante bajo traslaciones.

Los grupos topoldgicos fueron considerados por primera vez por Sophus Lie (1842-1899)
en el caso particular de grupos con una estructura de n-variedad diferencial cuyas ope-
raciones son funciones analiticas. A inicios del siglo XX, David Hilbert (1862-1943) y
Luitzen Brouwer (1881-1966) empezaron a estudiar grupos topolégicos mas generales.
En el Congreso Internacional de Matematicos de 1900 Hilbert propuso una lista de 23
problemas. El problema ntmero cinco fue de gran importancia, y preguntaba que si
todo grupo topolédgico localmente compacto era un grupo analitico. Este problema fue
resuelto afirmativamente en 1952 por A. Gleason (1921-2008), Montgomery (1909-1992)
y Zippin (1905-1995).

Entre 1900 y 1952, los matematicos se esforzaron por crear herramientas necesarias
para poder dar solucion a esta problema. Una de las conjeturas formuladas durante ese
periodo era la existencia de una medida invariante en un grupo.

En 1933 Alfred Haar (1885-1933) dio un paso fundamental al probar la existencia (pero
no la unicidad) de una medida invariante bajo traslaciones izquierdas en cualquier grupo
compacto y separable. Debido a esto, a las medidas invariantes bajo traslaciones se les
llama medidas de Haar.

En el mismo ano, John von Neumann (1903-1957) utiliz6 el resultado de Haar para
resolver el quinto problema de Hilbert para grupos compactos localmente euclideanos
y al ano siguiente demostro la existencia y unicidad de una medida invariante en un
grupo compacto.

El primero en demostrar la existencia y unicidad de la medida invariante en grupos
localmente compactos fue André Weil (1906-1998), sin embargo la prueba de su exis-
tencia estaba basada en el Axioma de Eleccion en la forma del Teorema de Tychonoff
por lo que fue criticada.

Henri Cartan (1904-2008) dio otra prueba de la existencia y unicidad de una medida
invariante en un grupo localmente compacto. Esta prueba no fue criticada ya que no

II1



usaba el axioma de eleccion. La medida se encontraba como un limite basado en el
criterio de convergencia de Cauchy para redes, el cual garantiza simultaneamente la
existencia y la unicidad de la medida. Sin embargo esta prueba es mas larga y menos
simple que la dada por Weil.

A lo largo de este trabajo estudiaremos a las medidas de Haar. Los primeros dos capitu-
los son de caracter introductorio y se dan todas las propiedades que se necesitaran a lo
largo de la tesis. Se presentan algunos ejemplos de grupos topoldgicos, a los que mas
adelante se les calculara la medida de Haar.

El tercer capitulo es una parte importante de la tesis. Se dan cuatro demostraciones
de la existencia y unicidad de una medida de Haar izquierda p. Las tres primeras de-
mostraciones son constructivas. La primera encuentra la medida explicita y sigue las
ideas originales de Haar.

La segunda y tercera prueba tienen un inicio comun, en ambas se encuentra la integral
y por medio del Teorema de Representacién de Riesz se encuentra la medida. La se-
gunda es debida a A. Weil, y tanto en ésta como en la anterior se hace uso del axioma
de eleccion en la forma del Teorema de Tychonoff. La tercera prueba es debida a H.
Cartan.

La ultima, que no es constructiva, sigue las ideas de J. von Neumann y nuevamente
hace uso del axioma de eleccion en la forma del Principio Maximal de Hausdorff. Para
esta prueba se utiliza el Teorema de punto fijo de Kakutani.

En el cuarto capitulo se demuestran algunas propiedades de la medida de Haar. Se en-
cuentran caracterizaciones entre las propiedades topoldgicas del grupo y las propiedades
de la medida de Haar. Ademads se presenta la funciéon modular y una relacién entre la
medida de Haar izquierda y la medida de Haar derecha por medio de tal funcion. Fi-
nalmente se dan ejemplos de conjuntos con medida izquierda finita y derecha infinita y
una construccion de un conjunto no medible, la cual sigue las ideas de Vitali.

La primera seccién del capitulo cinco generaliza un teorema de Lebesgue en R el cual
afirma que un conjunto medible en R se comporta localmente como un intervalo. La
segunda seccién nos da una caracterizacion para que una medida de Borel v sea abso-
lutamente continua respecto a la medida de Haar p. También se da una caracterizacién
para que v sea singular respecto a pu.

Finalmente, el ultimo capitulo se divide en dos secciones. La primera de ellas trata sobre
el espacio de las funciones integrables Z'(G), se define la convolucién de funciones y
se demuestra que .Z'(G) es un dlgebra de Banach con estd operacion. Se caracterizan
propiedades del grupo G en términos de propiedades del dlgebra £1(G). Ademds se
demuestra que esta algebra no necesariamente admite unidad para la convolucién pero
se proporciona un buen sustituto.

La segunda seccion trata sobre el espacio de las medidas con signo finitas y semi-
regulares M (G). Se define la convolucién de medidas y se demuestra que M(G) es un
algebra de Banach. Asimismo se relacionan la convolucion de medidas y la convolucién
de funciones. Por tltimo se demuestra que el espacio de las medidas absolutamente
continuas con respecto a la medida p, M,(G), forma un ideal bilateral en M(G) y que
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existe un homomorfismo biyectivo e isométrico entre Z(G) y M,(G).

El Apéndice B tiene por objetivo distinguir tres clases de subconjuntos que apare-
cen de manera natural en un espacio localmente compacto y Hausdorff. Estudiar las
relaciones entre ellos, las medidas y sus propiedades de regularidad. Por considerarlas de
interés, se incluyen todas las pruebas. Por tltimo se demuestra que no necesariamente
la medida producto de medidas regulares es regular, pero que siempre existe una tinica
medida regular que la extiende.



Capitulo 1

Medida en espacios localmente
compactos.

Este capitulo es de caracter introductorio y esté dividido en dos partes. En la primera
parte se proporcionan las definiciones y nociones topoldgicas basicas e indispensables
para estudiar espacios localmente compactos que luego se aplicardn a grupos topologi-
COS.

En la segunda parte se discuten brevemente las medidas de Borel semiregulares y se dan
algunas condiciones suficientes para que una medida de Borel semiregular sea regular.
El Ejemplo 1.21 resulta ser de especial interés cuando el espacio no es o-compacto y
serd retomado mas adelante en el Capitulo 4.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topologico, para x € X, definimos la familia de
vecindades de x como

Ny ={U C X | exziste un conjunto abierto V tal que v € V. C U}

A cada U € A, la llamamos vecindad de z.

Notacion. Dado £ € X denotamos al interior de £ como E°.

Definicién 1.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es localmente com-
pacto si cada punto tiene una vecindad abierta cuya cerradura es compacta.

Proposicién 1.3. Sean X un espacio de Hausdorff y K y L dos conjuntos compactos
ajenos. Entonces existen U, V' conjuntos abiertos ajenos que los contienen.

Demostracion. Sea Ky L dos compactos ajenos y x € K.

Ya que X es un espacio de Hausdorff, para toda y € L existen vecindades abiertas y
ajenas U, v Vp, talesque v € Uy y y y € V.

Como L es compacto y {V,, | y € L} es una cubierta abierta de L, existe una subcu-
bierta finita V, 1, -V, . Sean

n

=1

=1
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Entonces U, y V, son ajenas, L C V, y x € U, para cada x € K.
Ya que {U, | x € K} es una cubierta abierta de K que es compacto, existe una subcu-
bierta finita U,,,---U,,, . Sean

v=Ut. v V=
i=1 i=1
Entonces U y V son dos conjuntos abiertos y ajenos tales que K C Uy L C V. O

Proposicién 1.4. Sean X un espacio localmente compacto y Hausdorff, v € X y U un
conjunto abierto tal que U € Ny. Entonces existe V€ N, un conjunto abierto, con la
propiedad que V C U y V' es compacto.

Demostracion. Sea x € X y U € A4, un conjunto abierto. Como X es localmente
compacto, existe W un conjunto abierto, W € .4, con W compacto.

Definimos W, = W N U entonces Wi C U y W) es compacta. Ya que {z} y Wi\ W,
son conjuntos compactos ajenos, existen conjuntos abiertos ajenos Vi, Vo con x € V} y
Wi\ W, C Va.

Sea V = W; NV entonces V es compacto. Si existiera y € V' \ U, y ¢ W, por lo tanto
y € Wi\ W, C Va, lo que es una contradiccion. Asi pues, V C U. n

Proposicién 1.5. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, K C X un
conjunto compacto y U un conjunto abierto con K C U. Entonces existe V un conjunto
abierto tal que K CV CV C U conV compacto.

Demostracion. Por la proposicion anterior, dada x € K, existe V,, un conjunto abierto

con cerradura compacta tal que z € V, C V, C U.
n n

Como K es un conjunto compacto existen Vi, --- |V}, tales que K C (JV;. SeaV = JV;,
i=1 i=1
entonces V' es compactay V C U. O

Lema 1.6. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, K C X un conjunto
compacto y Uy, Uy dos conjuntos abiertos que cumplen que K C Uy |JUs. Entonces
existen Ky, Ky conjuntos compactos tales que K = K1 U Ky y K; C U; coni=1,2.

Demostracion. Los conjuntos Ly = K\ U; y Ly = K \ Us son compactos ajenos, por lo
que existen conjuntos abiertos y ajenos V; y V5 que los separan. Entonces los conjuntos
K, =K\Viy Ky =K\ V; son compactos y ademés

Ki=K\V,CK\L=K\(K\U)=UnNK

KK =K\ V| JK\Va =K\ (V[ V) =K.
]

Haciendo uso del principio de induccion sobre el nimero de conjuntos abiertos, es claro
el siguiente corolario.



Corolario 1.7. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, K € X un con-

gunto compacto y Uy, --- ,U, conjuntos abiertos tales que K C |JU,;. Entonces ezisten
i=1

Ky, -, K, conjuntos compactos tales que K = |JK; y K; CU; coni € {1,--- ,n}.
i=1

Definicién 1.8. Sea f : X — R definimos el soporte de f, denotado por sop(f),
como sop(f) ={x € X : f(x) # 0}.

Definicién 1.9. Sea X un espacio topoldgico, definimos

¢(X) = {f: X —>R| fes continua} .

H(X) = {f: X =R fes continua y sop(f) es compacto} .
HAT(X) = {feX(X)]f=0},
HIX) = {feX(X)|f=0,f#0}.

Definicién 1.10. Sea X wun espacio topologico. Decimos que X es normal si es de
Hausdorff, y para E y F conjuntos cerrados y ajenos existen U y V' conjuntos abiertos
ajenos tales que E C U y F C V.

Para la demostracién del siguiente teorema puede verse ([10],p. 207).

Teorema 1.11. (de Urysohn) Si X es normal y E y F son cerrados y ajenos,
entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(E) =1y f(F)=0.

Proposicién 1.12. Sean X un espacio localmente compacto y Hausdorff, K C X un
conjunto compacto y U un conjunto abierto que contiene a K. Entonces existe una
funcion f € H#(X) con las siguientes propiedades xx < f < xv y sop(f) C U.

Demostracion. Por la Proposicion 1.5 existe un conjunto abierto V' que cumple que
K CcV cV C U conV compacto. Por el teorema de Urysohn, existe una funcién
continua g : V — [0,1] con g(z) =1siz € Ky g(x) =0siz € V\ V.

Sea f: X — [0,1] definida como f(x) = g(x) siz € V y f(z) = 0si z ¢ V. Entonces
f es continua y cumple que xx < f < xu v sop(f) C U. O

Definicién 1.13. Dadas dos funciones f,g: X — R definimos
FAg:X =R como (f Ag)a) = min{f(x),g(x)}

fVvg: X =R como (fAg)(x)=max{f(x), g(x)}

Proposicién 1.14. Sean X un espacio localmente compacto y Hausdorff, f € # (X)

y Uy, -+, U, abiertos tales que sop(f) C |JU;. Entonces existen funciones f; € A (X)
i=1

tales que sop(f;) C Uy y f = 3 fi.
=1



Demostracion. Si n = 2, por el Lema 1.6, existen compactos V; y V5 que cumplen
que sop(f) = VilUVa y V; C U;. Por la Proposicién 1.12 podemos construir funciones
hi: X —[0,1], h; € X (X) tales que xg, < h; < xv,, i =1,2.

Sean g1 = hy y g2 = ho — (hy A hy) entonces g1, 92 > 0y sop(g;) C U;.

Observamos que

g1+ 92 =h1+hy— (hy ANhg) =hyVhy=1 si x € sop(f).
Sean f; = fg;, i = 1,2 asi pues f1 + fo = f, sop(fi) CU; vy f; € H(X).

Terminamos la prueba usando el principio de induccion. O

Definicién 1.15. Sea X un espacio topologico localmente compacto. Definimos la o-
algebra de Borel como la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos. Y la denotamos

por B(X).

Definicién 1.16. Sea X un espacio de Hausdorff. Una funcién p : B(X) — R es
una medida de Borel si
a) u(E) > 0 para todo conjunto E € HB(X).

b) u(®) = 0.

(e.¢] o0
c) (U E,) = > u(E,), si{E,} es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos.
n=1 n=1

Definicién 1.17. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff y sea p una
medida de Borel. Decimos que |1 es semi-regular si

1. p(K) < o0, para todo K C X conjunto compacto.
2. u(E)=inf{uU)|E CU, U es abierto} para cada E € B(X).
3. w(U) = sup{u(K)|K C U, K es compacto} para cada abierto U C X.

Decimos que 1 es regular si u(E) = sup{u(K) | K C E, K es compacto} para cada
E e B(X).

Definicién 1.18. Sea f una funcion definida en X y U un subconjunto de X. Deno-
tamos por f < U, s1 0 < f < xyu.

Lema 1.19. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff, n una medida de
Borel semi-regular y U un conjunto abierto. Entonces

u(U) = Sup{/fdu feX(X),f < U}
Demostracion. Si f < xp entonces [ fdu < [ xudp = p(U), por lo tanto

w(0) zsup{/fdu:fe%<x>,f< U}.
Sea a € R tal que @ < p(U) como p es semi-regular, existe un conjunto compacto

K C U tal que a < pu(K). Por la Proposicién 1.12 existe una funcién f € 2 (X) tal
que xx < f < xu, asi pues, a < [ fdu de donde se sigue el resultado. O]
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Proposicién 1.20. Sean X un espacio de Hausdorff, S una o-dlgebra que contiene a
B(X) y p una medida semi-reqular sobre S. Entonces

wW(E) =sup{u(K): K C E y K es compacto} . (1.1)
para todo conjunto o-finito £ € S.

Demostracion. Supongamos que u(E) < oo.

Por la semi-regularidad de p, dado € > 0 existe un conjunto abierto V con E C V tal
que pu(V) < pu(E)+e. Como pu(V\ E) = u(V)—pu(E) < e podemos escoger un conjunto
abierto W tal que u(W) <ey V\ E C W.

Ya que p es semi-regular, existe un compacto L tal que L C V' 'y pu(L) > u(V) —e.
Observamos que L \ W es compacto, estd contenido en E y ademds cumple que

(LAW) = (L) = p(LOW) > p(V) — 2e = p(E) — 2¢
Por lo tanto se cumple la ecuacién 1.1.

Si p(E) = oo.

o0
Como E es o-compacto existen E, € S, n > 1 con medida finita tales que £ = |J E,.
n=1

Sea M > 0, afirmamos que existe K compacto con K C E'y u(K) > M.
N

Debido a que pu(E) = oo, existe N € N tal que u( U En> > M +2, usando el argumento
n=1

N
anterior para J E, y € = 1, existe un conjunto compacto K contenido en la unién, tal
1

n=

que
N
1(K) >,u<UEn> 2> M+2-2=M.
n=1
De donde se sigue el resultado. O

En el siguiente ejemplo mostraremos que en la proposiciéon anterior es necesario pedir
que E sea o-finito.

Ejemplo 1.21. Sea S = R? con la siquiente topologia 7: U es abierto si y solo si
U.={yeR:(x,y) € U} es abierto para toda x € R. Afirmamos que (S,T) es un es-
pacio topologico localmente compacto y Hausdortff.

Primero caracterizamos los conjuntos compactos. Sea K C S un compacto, como
{{z} x R: x € R} es una cubierta abierta de K, la inica forma de que ezista una subcu-
bierta finita es que {x : K, # 0} sea finito, por lo tanto K = {z1} xViJ - U{zn} x V.
Ademas V; tiene que ser compacto para toda i =1,--- n.

Sea (z,y) € S yV una vecindad de y con cerradura compacta en R. Entonces {x} x V
es una vecindad de (x,y) con cerradura compacta.

Para demostrar que es Hausdorff, sean (x1,1y1) # (x2,y2) € S, si x1 # x9 entonces
Uy ={z} xR y Uy = {2} x R son conjuntos abiertos y ajenos que los contienen. Si
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xr1 = x9 = x, sean Vi y Vi dos abiertos que separen a y; y a ya, entonces {x} x Vi y
{z} x Vi son los abiertos que buscamos.

Sea f S — R una funcion tal que f € H(S), para que [ sea continua se debe
cumplir que para toda x € R, f, : R — R definida como f.(y) = f(z,y) es continua,
ademds sop(f) debe ser compacto por lo que existen xy,--- ,x, € R y Vi,--- V,, com-
pactos en R tales que sop(f) ={x1} x VilJ---U{zn} x Vi.

Definimos I : #(S) — R como sigue I(f) =Y [ fod\, veamos que I es una funcional

lineal positiva. Como sop(fy,) C Vi para toda i tenemos que [ fr.d\ < oo, ademds la
suma es finita por lo tanto 1(f) < oco. Por lo tanto estd bien definida.
Sean f, g € #(S) y a € R entonces se tiene que

I(af+g)ZZ/(aerg)di:Z/afergmdA:aI(f)JrI(g)

Es claro que es positiva.

Sea p la medida semi-reqular asociada a I (ver Teorema de Riesz C.1). Dado un con-
Junto abierto U, se tiene que f < U si y sdlo si f, < U, para toda x. Entonces

pU) = sup{I(f): feA(S), f<U}

= sup{Z/fxd)\:fe,%/(s), f<U}

— Zsup{/fmd)\ Cfo CHR), fo= Ux}
= > MUa).

xT

Por lo tanto p tiene la siguiente forma

() { SMNE,) si E,#0 alomds en un nimero contable de x,
12 = x

o0 otro caso.

Sea E =1[0,1] x {1} entonces u(E) = 0o. Por otro lado si K C E es compacto, K es
de la forma K = {x1,--- ,x,} x {1}, por lo que pu(K) = > A({1}) = 0. Asi pues
1

pw(E) # sup{u(K)): K C E y K es compacto} .



Capitulo 2

Grupos topoldégicos.

Aqui iniciamos propiamente el estudio de grupos topoldgicos localmente compactos.
Se proporcionan algunos ejemplos sencillos a los cuales se les calculara sus medida de
Haar al final del Capitulo 3. La estructura doble de un grupo topolégico enriquece
considerablemente la teoria y hace que un grupo topolégico cumpla diversos “axiomas
de separacion” y facilite las demostraciones de algunas de sus propiedades, por ejemplo
la continuidad de funciones con soporte compacto implica la continuidad uniforme.

Se prueba que todo grupo localmente compacto contiene un subgrupo abierto, cerrado y
o-compacto, este resultado de cardcter técnico nos permitira mostrar que toda funcién
integrable tiene soporte o-compacto.

Definicién 2.1. Un grupo topologico G es un grupo provisto de una topologia tal
que la operacion multiplicacion o : G x G — G, e(g,h) = gh, y la operacidn inversion
L:G— G, 1(g) =g son continuas.
Denotamos al elemento neutro por e.

Ejemplo 2.2. Los siguientes son ejemplos de grupos topologicos localmente compactos.

1. Sea G un grupo. Definimos la topologia discreta T como la topologia en la que cada
punto es un conjunto abierto. Entonces (G, T) es un grupo topoldgico localmente
compacto.

2. R con la topologia y la operacion suma es un grupo topologico localmente compacto.

3. R™ con la topologia y la operacion suma es un grupo topologico localmente com-
pacto.

4. RT = (0,00) con la operacién multiplicacion y la topologia relativa a R es un
grupo topologico localmente compacto.

5. St el circulo unitario con la topologia relativa a C y la multiplicacién usual es un
grupo topologico compacto.

6. 9.2 (n), la coleccion de todas las matrices invertibles de n X n, con la multipli-
cacion usual de matrices, la identidad como elemento neutro y la topologia relativa
a R™™™ es un grupo topoldgico localmente compacto.
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Observacién. En un grupo topoldgico G, para cada s € G fijo, la traslaciéon por la
derecha R,(x) = xs y la traslacién por la izquierda Lg(x) = sz son mapeos biyectivos
y continuos, de hecho R;' = R,-1 y L;' = L,-1 por lo que son homeomorfismos.

El mapeo inverso también es un homeomorfismo, ademés V € A, siy sélosi V=1 € A,.

Ejemplo 2.3. Sea G = {< 8 [i

usual de matrices, G es un grupo topoldgico localmente compacto.

) ‘ a>0,be R}. Afirmamos que con el producto

1 01

a b c d\ [ ac ad+b
(o 1)(0 1)‘(0 1 >EG'

s Sea < 8 b ) € G, la matriz inversa es

1
(00) =(3" ")eo

Las operaciones son continuas.

Sean(g b>y(c d) € G con a,c > 0 entonces

Es localmente compacto porque la funcion

¢:G— {(z,y) eR*|a>0}, @(8?)2(@,[})

es un homeomorfismo.

Definicién 2.4. Sea G un grupo y V' una vecindad. Decimos que V' es una vecindad
simétrica si V =V L.

Proposicién 2.5.

a) Las vecindades simétricas de e forman una base de vecindades.

b) Para toda U € A, existe V € N, tal que VV C U.
Demostracion.

a) SeaU e N yV=UNU " entoncesV=V-"1VCUyVe.LN.

b) Por la continuidad de las multiplicacién existen W y Ve . tal que WV c U.
Definimos V = W NV entonces VV C U.



Proposicién 2.6. Sean G un grupo topologico, K C G un conjunto compacto y U un
conjunto abierto tal que K C U. Entonces existen vecindades abiertas Vi y Vi, de e,
con la propiedad que KVr C U y VK C U.

Demostracion. Para cada x € X existen V,, W, € .4, conjuntos abiertos tales que
aW, c Uy V,V, C W,. Como K es compactoy {zV, : © € K} es una cubierta abierta
n

de K, existen zy,--- ,x, tal que K C |Jz;V,,.
i=1

n
Sea Vg = (Vi Para x € K existe z; tal que z € x;V,,, entonces
i=1

Vi C mz‘/wz‘/;cz C szzz cU.
Asi pues KVi C U. De manera analoga se prueba la existencia de V7. O]

Proposicion 2.7. Sean G un grupo localmente compacto y U una vecindad del neutro.
Para cada compacto F C G existe V € N, tal que zVa~' C U para toda x € F.

Demostracién. Consideramos W € 4, una vecindad simétrica tal que W? C U. Por

n
ser F' compacto, existen xy,--- ,x, € F tales que F' C | Wu;.
i=1

Ponemos V = (z; 'Wx; € .
i=1
Siz € F, x € Wa; para alguna ¢ € {1,--- ,n}, por lo cual x = wz; con w € W.

Entonces
eVl =wr, Ve 'w™! C wrry ' Wary'w c WP C UL

]

Lema 2.8. Sean G un grupo localmente compacto y H un subgrupo abierto de G.
Entonces H es un subgrupo cerrado.

Demostracion. Denotamos x ~ y si yo~! € H. Claramente ~ es una relacién de equi-
valencia e induce una particién de G, G = |J zH.

xelG
Entonces G\ H = |J zH. zH es abierto para toda = € G por lo tanto G \ H es
z€G\H
abierto. Asi pues, H es un conjunto cerrado. n

Sin embargo el reciproco del lema no se cumple, por ejemplo en R?, el eje horizontal,
{(z,0) | x € R}, es un subgrupo cerrado bajo la suma usual, porque contiene a todos
sus puntos de acumulacién pero no es abierto en R2.

Corolario 2.9. St G un grupo localmente compacto que contiene un subgrupo propio
abierto, G es disconexo.

Lema 2.10. Dado G un grupo localmente compacto existe un subgrupo H abierto,
cerrado y o-compacto.



Demostracion. Por las proposiciones anteriores, existe un conjunto abierto V € .4,
simétrico y con cerradura compacta.
Definimos V" = VV"~! para n > 2. Observamos que V" es abierto.
oo
Claramente H = |J V™ es un subgrupo de G, ademds H es abierto por ser unién de

n=1
conjuntos abiertos y por el lema anterior es cerrado. En consecuencia

Uvrclvr=m=H=JV"
n=1 n=1 n=1
Por lo tanto H es un conjunto o-compacto. 0

Definicién 2.11. Sea G un grupo topologico. Decimos que G es compactamente

generado si existe un compacto K tal que G = {e}|J J (KU K~1)".
n=1

Lema 2.12. Sea G un grupo localmente compacto y sea F un conjunto compacto.
Entonces existe un subgrupo abierto y cerrado, compactamente generado que contiene a
F.

Demostracion. Como F'U {e} es compacto existe un conjunto abierto U con cerradura
compacta tal que FFU{e} CU.

Sea H = U (U U U Y™ Por ser unién de abiertos H es abierto y por el Lema 2.8, H

es cerrado Por lo tanto

YJouo = JouuHr UUUU y"=H=H = UUUU hyn
n=1 n=1 n=1 n=1
En consecuencia, H es compactamente generado. O

Definicién 2.13. Sea G un grupo topoldgico. Decimos que G es Ty si dados v #y € G
existe un conjunto abierto tal que contiene a uno de los puntos pero no al otro.

Teorema 2.14. Sea G un grupo topologico Ty. Entonces G es un espacio reqular.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto que contenga a e y V' una vecindad abierta
y simétrica de e tal que V? C U.

Vamos a demostrar que V C U. En efecto toda x € V cumple que 2V NV # @ por lo
tanto existen vy, vy € V tales que xv; = vy asi pues

r=vu CVVI=ViCU

Entonces G satisface el axioma de regularidad en e y como las traslaciones por la
izquierda ze, son homeomorfismos, se tiene que G es regular. O

Corolario 2.15. Sea G un grupo topoldgico Ty. Entonces G es un espacio de Hausdorff.
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Demostracion. Sea v # y € G. Ya que G es Ty, sin perder generalidad, existe U un
conjunto abierto tal que t € U y y ¢ U.

Como G es regular, existe una vecindad cerrada V' de x tal que V' C U. Entonces los
siguientes conjuntos son los abiertos ajenos que buscabamos

U1:<V)O y UQZG\V
[

Observacion En la definiciéon de grupo topolégico no se pide algiin axioma de sepa-
racion. Sin embargo, de ahora en adelante al referirnos a un grupo topolégico, debemos
pensar en un grupo topologico Ty y por el corolario anterior, sera un espacio de Haus-
dorff.

Definicién 2.16. Sea f una funcion. Decimos que

a) f es continua en xq si para toda € > 0 existe un conjunto abierto V. que contiene
a e (y depende de xy) tal que si zox~' € V entonces |f(x) — f(zo)| < e.

b) f es uniformemente continua si para toda € > 0 eziste una vecindad abierta y
simétrica de e tal que si ™'y € V entonces | f(x) — f(y)| < e.

Proposicién 2.17. Sea G un grupo topolégico y f : G — R una funcion. Si f € & (X)
entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Dada e > 0. Vamos a demostrar que existe un conjunto abierto V' € 4,

tal que |f(z) — f(y)| <esiye€xV.

Sea K = sop(f). Si z,y ¢ K entonces f(x) =0 = f(y) y la desigualdad se cumple.
Como f es una funcién continua, para toda x € K, existe un conjunto abierto U, con
U, € A tal que si y € xU, entonces |f(x) — f(y)| < 5.

Tomamos V, € 4., tal que V,V, C U,.

n
Entonces existen z1,--- ,z, € K tales que K C |Jx;V,,. Sea V una vecindad simétrica
i=1

de e, con VC V.
=1

Sizre Kyuy G?L‘V, existe alguna ¢ tal que x € x;V,,, por lo cual
yeaV Cx;V,,Vy, C Uy,

Asi pues
[f(2) = fW)] < [f(2) = flz)| + [f(@:) = fy)] <e
[

Proposiciéon 2.18. Sea G un grupo localmente compacto, j1 una medida de Borel y
f € X (G). Entonces las funciones

- / fa)duly) g v / f(xy)dp(y)

son continuas.
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Demostracion. Sea € > 0y xg € G. Vamos a demostrar que existe un conjunto abierto
U e A, tal que

<€ paratodoxeU

‘ / F(y)duly) / F(yzo)du(y)

Sea K = sop(f) y W € A, un conjunto abierto con cerradura compacta. Dada z € W
la funcién y — f(yx) es continua e igual a cero si y ¢ K(W)= L
Si u(K(W)=1) =0 es claro.

En caso contrario, como f es uniformemente continua, para ¢ = ————— existe

B p(E (W)=
V' € 4 un conjunto abierto tal que |f(s) — f(t)| < €sisetV.
Definimos U = W Nx,V, dadas z € U y y € G tenemos que yz € yz,V, entonces

|/f(yl’)u(dy)—/f(yxo)u(dy) < /If(yfc)—f(yxo)!u(dy) <KW ) =«

]
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Capitulo 3

Existencia y unicidad de la medida
de Haar.

En este capitulo se presentaran cuatro pruebas distintas de la existencia y unicidad de
la medida de Haar. La primera de ellas sigue las ideas originales de Haar. En la segunda
prueba se construye el concepto equivalente de una integral de Haar y es debido a A.
Weil. En ambas pruebas el axioma de eleccion es usado en su forma del Teorema de
Tychonoff.

La tercera prueba, es debida a H. Cartan, evita el uso del axioma de eleccion, pero
la demostracion se vuelve muy laboriosa. La cuarta prueba sigue las ideas de J. von
Neumann pero hace uso de el Teorema de punto fijo de Kakutani que nuevamente
requiere del axioma de eleccién en su forma del Principio Maximal de Hausdorff.

Por 1ltimo se exhiben explicitamente las medidas de Haar de los ejemplos del capitulo
anterior.

Definicién 3.1. Sea G un grupo localmente compacto. Decimos que una medida de
Borel semi-regular positiva i es

a) Una medida de Haar izquierda, si es invariante bajo traslaciones izquierdas, es
decir, u(xA) = u(A) para toda A € B(G), x € G.

b) Una medida de Haar derecha, si es invariante bajo traslaciones derechas, es
decir, u(Az) = u(A) para toda A € B(G), x € G.

Definicién 3.2. Sea G un grupo, x un elemento de G y f : G — R una funcion.
Definimos la traslacion izquierda de f con x, denotada por .f como . f(t) = f(xt);
la traslacién derecha, denotada por f,, como f.(t) = f(tx™).

Y la funcion f definida como fA(x) = f(z7Y).

Lema 3.3. Sea f : G — R wuna funcion, entonces para toda s,t € G, se cumple

s(tf) —st f
Demostracion. Sean f : G — R una funcién y z, s, t € G. Observamos que

s(tf)(m) 28f<t$) = f(StZ‘) :stf<x>'
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Teorema 3.4. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces existe una unica medida
de Haar izquierda, salvo por multiplicacion por una constante positiva.

Se daran distintas versiones de la demostracion de este teorema. En todas las pruebas
salvo la primera, no se encontrara explicitamente la medida sino que se construiré una
integral de Haar, ya que utilizando el Teorema de Representacién de Riesz obtendremos
una unica medida salvo por multiplicaciéon por constantes positivas.

Las primeras tres se demostraran en un grupo localmente compacto. En la primera y
segunda prueba se utilizara el axioma de eleccion en la version del Teorema de Ty-
chonoff. Y en la tercera lo que se utilizara es el concepto de redes.

La ultima se realizard en un grupo compacto y se aplicara el axioma de eleccion en la
version del Teorema de maximalidad de Hausdorff.

3.1. Primera prueba.

Empezaremos la primera prueba del Teorema 3.4. En ésta encontraremos una medida
explicita.

Demostracion. Sea K € G un conjunto compacto y V' € G un conjunto con inte-
rior no vacio, entonces {xV°|z € G} es una cubierta abierta de K, por lo que existen
n
x1,- ,x, € G tales que K C |Jz;V°. Definimos
i=1

t0:V)=0 y ﬁ(K:V):mm{neN‘KCUxch’conxieG}.
i=1

Sea Ky C GG un conjunto compacto con interior no vacio, definimos
¢ = {K C G| K es compacto}

y para cada conjunto abierto U € A4, definimos la funcion

f(K:U)

hy : ¢ — R, como hU(K):ﬁ(K )
0.

Se cumplen las siguientes condiciones

1. 0 < hy(K) < 4(K : Ky) para todo conjunto compacto K.

Sean {z;};_,, {y;};2, € G tales que K C UKo, Ko C Jy;U entonces
i=1 j=1

K UUzyU y ast 8(5 - U) < (K : Ko)4(Ko : U).

i=1j=1

2. hU(KO) — 1
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3. hy(zK) = hy(K) para toda = € G.
4. hy(Ky) < hy(Ks3) para todo Ky C Ks.
5. hU(Kl U KQ) < hU(Kl) + hU(Kg)

Sean n = §(Ky : U), m = §(K> : U) y sean {z;},_,, {y;};-; € G tales que
K, Cc UzUy Ky C Jy;U entonces
i=1 j=1

KiUK, C (L}U) U (Q%U>

=1
Por lo que §(K; U Ky : U) < n+m.
6. hy(K1 U Ky) = hy (K1) + hy(Ks) st KyU ' N KUY = 0.

Supongamos que KU ' N KUt = 0. Sean n = §(K; UK,y : U) y {x;},

tales que K7 U Ky C |Jxz;U.
i=1
Observemos que para cada i € {1,--- ,n}, z,UNK; =0 o ;U N Ky = 0, ya que
en caso contrario z; € K;U ' N KU = 0.
Podemos hacer una particién de {z;};_; en {y;}7_, U{zi}}_, con m+p = n, tales

m p
que Ky € JuyU y Ky C |JzU. Por lo tanto
i—1 i=1

UKy U)=n=m+p>§K :U)+§K:U)

Sea K un conjunto compacto. Definimos [x como el intervalo compacto
IK = [O,ﬂ(K : Ko)] C R.
y X = ][] Ik con la topologia producto. Por el teorema de Tychonoff, X es compacto.

Ke¢
Definimos hy := (hy(K)) C X y para todo conjunto abierto V € 4,

SV)y=Thy|Ue A, UCV}.

Notamos que S(V') tiene la propiedad de interseccién finita. Dadas Vi, --- |V, € ¢, si
n

V' = (Vi entonces hy € S(V;) para todai=1,--- ,ny por lo tanto hy € () S(V;).
i=1 i=1
Como X es un compacto se tiene que () S(V) # 0.

vete
Sean he ) S(V)y K, K; y K, conjuntos compactos entonces
vefte
1) h(K)>0
2) h(0)=0
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3) h(Ky) =1.
4) h(zK) = h(K) para toda z € G.

Sea € > 0 por definicién de h, existe U € .4, un conjunto abierto tal que
€ €
oK) ~h(K) < Sy ho(eK) — hzk)| < &
Por lo cual
|h(zK) = W(K)| < |hy(2K) — h(zK)| + [hy(2K) — ho(K)| + |y (K) — h(K)| <.
5) h(Kl) S h(Kg) si K1 C Kg.

La desigualdad se sigue de que hy(K;) < hy(K3) para toda U € .

6) h(K, U Ky) < h(K;) + h(K>).
Es claro ya que hy (K3 U Ky) < hy(K;q) + hy(Ksy) para toda U € A,

Como K; y K, son compactos y ajenos, existen conjuntos abiertos y ajenos U
y Us que los contienen. Ademds por la Proposicion 2.6 existen conjuntos abiertos,
Vi, Vo € A, tales que K1V, C Uy, KoV, C Us.

Ponemos V = Vi NV, ysea U € A, tal que U C V!, entonces

K\UT'NKU T CK\VNEKY CKVinK)V, CU NUy = 0.
Por lo que
hy (K1 N Ky) = hy(Ky) + hy(K3).
Como h € S(V™1) tenemos que h(K; N Ky) = h(K;) + h(K>).

Definimos p* : Z(G) — R como sigue

p(U) = sup{h(K): K CU, K compacto} para todo abierto U.
W (E) = inf{pw(U): ECU, U abierto} para todo subconjunto E.

Vamos a ver que pu esta bien definida. Sean U y V' conjuntos abiertos con U C V,
entonces existe un conjunto compacto K tal que U C K C V.

Como h es mondtona, h(L) < h(K) para cada conjunto compacto L C U, asi pues
pw (U) < h(K) < p*(V). De donde p*(U) = inf{u*(V): U C V, V abierto} y por lo
tanto p* esta bien definida.

Falta ver u* que es una medida exterior.

Como h(K) > 0 para todo K compacto, tenemos que para U un conjunto abierto

0 <sup{h(K):K CU, K compacto} = p*(U).
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Por lo tanto, para todo £ C G se cumple que
0 <inf{p*(U): E CUU abierto} = u*(FE).

Ademds p*(0) = {h(K) : K C 0, K compacto} = h() = 0.
Es claro que p* es mondtona.

Sean {U;};2, C Z(G) conjuntos abiertos y K un conjunto compacto tal que K C |JU;
i=1

n
entonces existe un n € N tal que K C |JU;, por el Lema 1.6 existen compactos
i=1

Ky, -, K, talesque K = |JK; y K; C U; para toda i € {1,--- ,n}. Entonces
=1

7

hK) < Zh(&-) < Zu*(Un < Zu*(@-)

Por lo cual /L*<U Ui) < S (Uy).
i=1 i=1
Sean {E;};-, C Z(G). Vamos a demostrar que ,u*( E,) < S pH(E;).
1 =1

1=

7

[e.e]
Si > p*(E;) = oo ya acabamos. En caso contrario dada e > 0 existe U; abierto tal que
i=1

E; C U; v ademés 1 (Us) < p*(E;) + 57 para toda i € N.
Por lo tanto

w (UE) <t (UU) < Zu*(Ui) < ZM*(ED +e.

Asi pues, p* es una medida exterior.

Falta ver que cualquier boreliano es p*-medible. Sea E C G con p*(E) < oo. Dado
€ > 0, existe un conjunto abierto V' tal que E C V' y pu*(V) < p*(EF) + €.
Por otro lado, existe un compacto K tal que

KcUnNVyh(K)>p(UNV)—g¢,
ademas para V N K¢ existe un compacto L que cumple
LcVNK.yh(L) >p(VNK® —e.
Observemos que K y L son ajenosy V NUC V N K¢ por lo cual
p(UNV)+p (U°NV)—=2e < h(K)+h(L) =h(K + L) < u* (V).
Por lo tanto #(G) C - y entonces ;1*|z() = p es una medida.

Ahora demostraremos que p es una medida semi-regular invariante bajo traslaciones
izquierdas.
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Dados K un conjunto compacto y U un conjunto abierto tal que K C U tenemos que
h(K) < u(U). Entonces

h(K) < u(K) < sup{u(K): K C U, K compacto} .

De donde p(U) < sup{u(K) : K C U, K compacto} y por lo tanto se cumple la regu-
laridad interior. La regularidad exterior es clara.

Dado K compacto, existe un conjunto abierto U tal que K C U y U es compacto,
entonces h(K) < u(U) < h(U) < co.

Sea g € G y U un conjunto abierto, entonces

K): K C gU, K compacto}
K):g'KcU K compacto}
= sup{h(gL): L C U, L compacto}

(L): L C U, K compacto} = u(U).

Sea £ C A(G), se da la siguiente igualdad

w(gE) =inf{uw(U) : gE C U, U abierto}

(U): E C g 'U, U abierto}
gV): E CV,V abierto}
V):E CV, V abierto} = p(E).

Por lo tanto existe p una medida izquierda de Haar. Falta demostrar que p es tnica
salvo por multiplicacion por constantes positivas, para lo cual necesitamos el siguente
lema:

Lema 3.5. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar izquierda.
Todo conjunto abierto U # () cumple que p(U) > 0, ademds toda f € A7 (G) cumple

que [ fdu > 0.
Demostracion. Para Ky, tenemos que 1 = h(Ky) < pu(Ky). Sea U # ), recordando que

Kj es compacto, existen xq, -, x, tales que Ky C |Jz;U. Entonces
i=1

1< p(Ko) < M(Q%’U) Zu 2,U) = nu(U).

Sea f € K (G). Como f es continua, existe € > 0 y un conjunto abierto U # () tal que
f > exy. Entonces

/fdu > /edeu = eu(U) > 0.
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Continuemos con la demostracién de la unicidad de la medida de Haar.
Sean g € #,7(G) una funcién fija, f € #(G), p y v medidas de Haar izquierdas.
Observamos que para h € # (G x G) se cumple la siguiente igualdad

[ [ rawutizitin = [ [ e giagntas)

aplicandola varias veces obtenemos:

//h(x,y)V(dy)u(de’) Z//h(x,y)u(dx)V(dy)
— [ [ 1t e putdyptay
- [ [ 1 s ptanntas)
— [ [ty aptdputan)

// 2,y o(dy)(da) // dy)(de) (3.1)

Sean K = sop(f) y L = sop(g), como g # 0 entonces la funcién = — [ g(tz)v(dt) es
continua y ademads positiva para toda x € G.
Definimos la funcién

por lo tanto

h:GxG—R como hiz,y) = %

Sea (x,y) € sop(h), entonces f(x)g(yx) # 0 por lo que z € K, yx € L en consecuencia
sop(h) C K x LK™, por lo tanto h € # (G x G).
Usando [3.1] y la siguiente igualdad

. fy Dgleyy™)  fly Hg(x)
hy™zy) = [otty=Yv(dy) [ gty v(dy)

obtenemos que

//fgta: v(dy)u(dr) //fg?yl ,Eft v(dy)p(dr),

por lo tanto
[ s@mtan) = [ otwutan) [ L))

Despejando obtenemos
dx) _ fo
= | oty

Pero el lado derecho no depende de p, entonces siempre es la misma proporcién, por lo
que v = cl. 0

En las pruebas dos y tres del Teorema 3.4 se omitira la demostracién de la unicidad de
la medida de Haar, porque es la misma que la anterior.
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3.2. Segunda prueba.

Ya que la primera parte la segunda y tercera prueba es la misma, la desarrollaremos
hasta llegar al punto donde las tengamos que separar.

Demostracién. Sean f € # (G)y ¢ € K. T(G), consideramos todas las familias finitas
{s1," ,8m}, {c1,- + ,cm} € R tales que f(x) < > c;jp(s;x) para toda x € G. Veamos
i=1

que al menos existe una.

Como f € J# (G), alcanza su maximo y minimo, entonces || f||,, < oo, ademés ¢ # 0y
continua, entonces existe un abierto U y a > 0 tal que para toda = € U, p(z) > a.
Sea ¢ =a"'| f|l.., como sop(f) es compacto, existen sy, - - , s, tales que

sop(f) C Usi_lU.
i=1
Si f(x) =0, es claro que f(x) < icigp(six).
=1

1=
Si x € sop(f), existe s; tal que s;z € U entonces ¢(s;x) > a y en consecuencia

||f||

cp(sir) = = [[fllse = f(2).

m

Por lo tanto f(z) < > cp(s;x) para toda x € G. Definimos
i=1

(f 1) = mf{Zcz ¢; >0, s; € G cumplen f(z <chg05:1: smcEG}

=1 =1

Se tienen las siguiente propiedades

1) (sf :¢) = (f: ) para cada s € G.

)

2) (af i) =(f:p)sia>0.

3) Si f < fy tenemos que (i : @) < (- ).

4) Si f1, fo € H(G) entonces (f1 + fo:¢) < (fi:¢)+ (f2: ).

s o b
6) Para ¢, p € Z.T(G), f € H(G) se tiene que (f: ) < (f: ) (¥ : p).

1 (f )
Go D)= (o )

7) Si f, fo,p € H.T(G), entonces 0 < <(f:fo)

Los cuatro primeros incisos son claros por construccién y por las propiedades bésicas
de infimo. Veamos la demostracion de los demaés:
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5) Sif(w) < 2 ciplsiw) entonces f(z) < 3¢ |[¢llo y porlo tanto [ fllc < 2 e fl¢lle
i=1 i=1 ‘

Como ¢ € X, 7 (G) se tiene que ||p]| # 0, en consecuencia (f : ¢) >

6) Si

n

||f||
el

f(l“)S aip(siz) y ¢(y)§ij90(tgy)

=1

Entonces f(x) < ) a;b;po(tjs;z) y por lo tanto

i7j

(0 < Yo < (3oa) ()

Por lo cual (f:¢) < (f: )¢ : ).

7 Observemos que (f : g) > 0si f,g € #.7(G), ademés si aplicamos dos veces el

inciso anterior obtenemos

(forp) < (fo: H)fr9) vy (fro)<(f:fo)lfore)

En consecuencia

Sean fy, ¢ € #1(G). Definimos I, : £+ (G) — R como

(f:0)
(foiSO).

I@(f) =

Las siguientes propiedades de I, son las correspondientes a 1), - - -

a) 1,(0) =0 yaque (0:¢)=0.

b) Si f # 0 entonces

¢) I(zf) = I(f) para toda z € G.
Saf) = L(f)sia> 0.

Si fi < fo, entonces I(f1) < L(fa).
G(f1 4 f2) < L(fr) + 1o(f2)-

d

e

)
) 1
)
) 1

f

< (f: fo).

7).

En este momento, podemos concluir la prueba de dos maneras distintas,
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I) Utilizar el axioma de eleccién en la versién del Teorema de Tychonoff.

IT) Sin utilizar alguna equivalencia al axioma de eleccién.

Forma I.
Para la demostracién necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.6. Sean f1, fo» € A T(G) y e > 0. Entonces existe V € A, tal que para toda
p € K T(G) con sop(p) CV se tiene que

I (f1) + 1,(f2) < L,(fi + f2) + e

Demostracion. Como sop(f1) v sop(fa) son compactos, entonces por los Lemas 1.5 y
1.12, existe una funcién g : G — [0, 1] continua, con soporte compacto tal que g(x) = 1

si fi(x) + fa(x) > 0.
Sea ¢ > 0, definimos

f:G—10,1] como f(z)= fi(z)+ falz) + dg(z)
Para i = 1,2 definimos las funciones h; : G — [0, 1] como

_ filz)
f(x)

Se entiende que si f(x) = 0 entonces h;(x) = 0.

Veamos que h; € 1 (G), como sop(h;) C sop(f;) entonces h; tiene soporte com-
pacto. h; es continua en {z € G | f(z) = 0} pues es constante ahi, y es continua en
{req|f(z)#0}.

Sea g € {xr € G| f(x) =0} Nn{zx € G| f(z) # 0}. Ya que f es continua se tiene que
f(zo) = 0 por lo cual f;(xz¢) =0y hi(xg) = 0.

Ya que f; es uniformemente continua, existe una vecindad abierta V de x, tal que
fi(xz) < de si x € V. Por lo tanto

ha() = fix) i)

fi(x) + folx) +0g(x) = 6

Asi pues h; es continua.
Observemos que
Ji+ fa
fitfotog =
Dado que h; es uniformemente continua, para A > 0 existe una vecindad abierta V € .4,
tal que para 7'y € V se cumple |h;(z) — hi(y)| < .
j

fi=hif v hit+hy=

Sean ¢ € AT (G) con sop(p) C V, {cj};.nzl nimeros reales positivos y {s;};", C G

tales que f(z) < > cjp(s;r) para toda x € G.
j=1

Si ¢(s;r) # 0 tenemos que s;z € V por lo que |hi(x) — hi(s;')| < A. En consecuencia
fi(x) = f@)hi(z) <Y ejp(siahhi(a) < ejp(siz)hals;') + Al
=1 j=1
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Por la definicién de (f; : ¢) obtenemos que

Zm: s;) 4 AL

Por lo cual

(f1:p) Zc] [h1(s _1 )+ ha(s _1) +2)\] < ch[l +2)].

Jj=1 Jj=1

m

Recordando que (f : ¢) < > ¢;, se tiene

(fizp)+(far0) <(f:@)(1+2N).

Debido a esto se obtiene que

Lo(f1) + Lp(f2) < Lo (F)(1+2X) < (Lo(fr + f2) +015(9)) (1 4 2)).
Por la propiedad b) se puede elegir A\ y ¢ tales que

I (f1) + 1o(f2) < Lo(fi+ f2) + e

Estamos listos para concluir la segunda prueba.

Demostracion. Sea f € . 7(G), definimos

1
Xy = [m7<f0:f)] y XII;[Xf

el espacio producto con la topologia producto, como Xy es compacto se sigue del Teo-
rema de Tychonoff que X es compacto.
Sea V € 4, una vecindad abierta. Definimos

Cv =11, - ¢ € #(Q). soplp) C VY
Los conjuntos compactos C'y, tienen la propiedad de la interseccion finita debido a que
Cy,N---NC,, =Cvn.nv,
Por lo tanto [ Cy # 0 y podemos elegir I € [ Cy.

Vete Vet
Por definicion de I, dada una vecindad abierta V' € .4, y algunas funciones continuas

fi, o € H(G) y € > 0, existe una funcién ¢ € #, (G), con sop(p) C V tal que
para toda 2 =1,--- ,n se cumple que

[L(fi) = L (fi)] <e.
Ademas I : #,(G) — R cumple las siguientes propiedades:
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1. Para f € Z*(G), I(f) > 0. Ya que I,(f) > 0 para ¢ € ZH(G).

2. Sea s € G entonces I(sf) = I(f).
Pues dada € > 0 existe ¢ € #1(G) tal que

IH-LAI<5 v HH-LEHI<35
Por lo cual

() = LGHI < T = Lo(DI + Ho(F) = LN+ G = Lo f)] < e

3. A(fi+ f2) = 1(f) + I(f2).
Sea € > 0 por el Lema 3.6, existe V' € .4 vecindad abierta tal que si ¢ € Z+(G)

con sop(yp) C V entonces |I,(f1) + I,(f2) — I,(f1 + f2)| < §, ademds para V/,
f1, f2, fi+ f2 existe p € HT(G) con sop(p) C V tal que para i = 1,2 se cumple

1) =Ll <5y Mt f) = L+ )] <
Por lo tanto

[L(f1) + 1(f2) = I(A + )l < 1I(A) = L(f)l + [1(f2) = Lo(f2)l+
[(fr+ f2) = Lo(fr + f2)[ + Ho (1) + Lo(f2) = Lo(fi + f2)| < e
4. Sea a > 0 entonces I(af) = al(f).
Dada € > 0 existe ¢ € #*(G) tal que

1) - Ll <5 v |Hef) =L)<

En consecuencia, obtenemos que
[1(f) = L(af)] < T(f) = Lo (N + o (f) = Lo(af)] + [ (af) = Lp(af)| <e.

Podemos extender I a £ (G) de la siguiente forma: Sea f € J(G) entonces existen
f1, f2 € HT(G) tales que f = f1 — fo, definimos I(f) = I(f1) — I(f2). Entonces I es
una integral no negativa, homogénea, aditiva e invariante por la izquierda, asi que es
una integral de Haar. O]

3.3. Tercera prueba.

Los siguiente dos lemas se utilizaran en la tercera prueba del Teorema 3.4. Para una
demostracién del primer lema puede consultarse ([7], p. 187)

Lema 3.7. Dadas fi, -+, fn € Z1(G), ¢ >0 y A > 0. Eziste una vecindad abierta
U € A, tal que para toda ¢ € K7 (G) con sop(p) C V' y para cualquier nimero finito
de numeros reales 0 < \; < \ji=1,--- . n, se tiene que

Y Nl(f) < 1, (Zm) +e.
=1 =1
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Lema 3.8. Sean f € #(G), € > 0 y un conjunto abierto U con U € A, tal que
|f(x) — f(y)] < e sia~ly € U. Sean E compacto tal que sop(f) C E y g € K. (G)
tal que sop(g) C U. Entonces para toda o > € existen {ty,--- ,t,,} C E~' y nimeros
POSItivos c1, - -+, Cpm, tales que

— chg(tjx)] <a, paratode z€G.

Demostracion. Sean x,y € G entonces

|f(x) = fW)lgly'z) < eg(y'x)

Ya que si y~'z € U entonces |f(x) — f(y)| <€, ysiy o ¢ U se tiene que g(y~'z) = 0.
Sean > 0 tal que (f : §)n < a —e. Como g € A existe V un conjunto abierto con
cerradura compacta que contiene a e tal que si uv~! € V entonces [g(u) — g(v)| < 7.

Como E es compacto existen $1,- -, € E tales que E C |Js;V
i=1
Por la Proposicién 1.14 existen hy, - - - h,,, € # (G) tales que sop(h;) C s;V 'y > h; = g,
i=1
ya que xg < g < xu se tiene que > h;(x) =1 si x € sop(f).
i=1

Por otro lado
hi(y) fW)lg(s; ' x) — gy "2)| < nhi(y) f(y),

pues si s; 'y € V entonces |g(s; 'x) — gy~ ') < nysis; 'y ¢V entonces hi(y) = 0.
En consecuencia

Zh lg(s;z) —gly™ x|<nzh nf(y)

como

FWaly ') —nfly) < Zhj W) f(w)g(s;i'z) < f(y)gly'z) —nfy)

1f(x) = fW)lg(y'z) < egly '),

se cumple que
(f(@) = gly™"x) =nf(y) < 3 _hi(W)FW)g(s7'w) < (f(0) +)g(y™'2) = nf ().
Sea ¢ € #,7(G), para toda x se tiene que
(F(2) — ad) — nlo(f (Zh >) < (f(a) + AL,ed) — ().
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Si dividimos entre 1,(g) # 0 y notamos que I(,g) = I(§) obtenemos:

oy < (B <o il

1,(9) 1,(9)
Como L) B
Lp(g) <(F:9)< n -’

existe § < a tal que (f : §) = % Por lo tanto

fla) =B <1, (Zhj(y)f(y)g<s"_ ‘”) < f@) + 5 (32)

Aplicando el lema anterior para

c—a=f A=(ep)lal. A=2ES v e

Obtenemos una vecindad abierta W del neutro tal que para toda ¢ € . 7(G) con
sop(p) C W se tiene

g(s 9(81193)
Z I,(hf) <I<Zh [(g>>+a—ﬁ.

©p

Por lo tanto para toda x € G se cumple

n —1 n —1

I R M — 9(si x)] h: — 3
@(Zzl ](y)f(y) Lp(.g) — ](p(g) <P( ]f) SCY 6 (3 )

Por la ecuaciones (3.2) y (3.3) obtenemos que

n -1
(S )25 D) @) <a (3.4

i1 1,(9)

Que es lo que se querfa probar, con t; = s; 'y ¢; = I,(hif)/1,(3) para toda i. ]

Ahora si estamos en posicién de terminar la prueba del Teorema 3.4. Se observara que
el axioma de eleccion nos facilita la demostracién ya que ésta ha sido muy larga y se
necesita del concepto de redes (ver [10], p.187).

Demostracion. Sea U € A, una vecindad abierta, escogemos una funcién ¢y € #*(G)
tal que sop(¢) C U. Decimos que ¢y = ¢y si V C U.

Entonces el conjunto 2 = {¢y : U € A, vecindad abierta} esta dirigido por .

Sea f € T (@), afirmamos que existe el limite lljfgl@]W](f>.

Como I,(f) € R, sdlo falta ver que (I,(f)),c2 es una red de Cauchy, es decir, para
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e > 0 existe g tal que si @y, pv > o entonces |1y, (f) — I, (f)] <e.
Sea Uy € 4, una vecindad abierta con cerradura compacta. Sea

F = sop(f) U sop(fo) - U

Y sea h € Z*(G) tal que h(F) = 1.
Sea € > 0, por la continuidad de f y fy existe U € .4, vecindad abierta con U C Uy tal
que si zy~! € U entonces

f@)=fWl<e v [folx) = foly)l <e

Sea g € .7 (G) tal que sop(g) C U, por el Lema 3.8 existen

t, o tm € (sop(f)) ™

m
y nimeros positivos cg, - - , ¢, tales que ‘f(x) — Y cig(t;x)| < e para toda x € G.
1=

Veamos que |f(x) — Zcig(ti:c)’ < €h(x) para toda z € G.
=1

Siz € F, h(z) = 1y se cumple. Si x ¢ F, t;x ¢ (sop(f)) 'sop(f)Uy, i = 1, ,n,
entonces t;x ¢ Uy y ¢ F por lo cual f(z) =0 = g(t;x).
Sea ¢ € & (G) como

—eh(z) < f(x) = Zcig(tix) < eh(z)

se tiene que

Zc,-g(tia:) <eh(z)+ f(z) vy Z (tix) + eh(x).

Ademas I, es creciente entonces

m m

1,(Yens) S el + 105 v L) < L(Ycng) +eL(h).

i=1 =1
por lo cual

<el,(h) <e(h: fo). (3.5)

- Icp (Zcztzg>
=1

Por la construccién del Lema 3.8, se tiene que ¢; = I,(h;f)/I,(g) donde h; € Z(G)
eran tales que h;((s;V)¢) =0y > hi(x) = 1si f(z) # 0, por lo tanto obtenemos que
i=1

hif(z) < f(z) para toda x € G. En consecuencia

I(f)  ow  (f:9) .
S 10 é:“% TG =Y
0:¢



por el Lema 3.7 existe V; € 4, tal que

I, (ZQE‘Q) — ZCJ@(Q)

i=1 =1

<e st pe (W) (3.6)

Combinando las ecuaciones (3.5) y (3.6) y escribiendo 0 < ¢ = > _¢; obtenemos:
i=1

(1o (f) = clp(9)] < e(1+ (h: fo))- (3.7)

Aplicando el mismo procedimiento a fy obtenemos d > 0y V5 € A, tal que

1= dly(9)] = [L,(fo) = dlo(g)] < (1 + (h: fo)), (3-8)

sip € KTy sop(p) C Va. Sea p € A, tal que sop(p) C Vi N V4 entonces

C

1,(f) — §| < |L(f) — el (g)| + )C—j - CI¢(9)‘ <e(1+(h: f0>>(1 + E)

La desigualdad

< I(f) +e(1+ (h: fo))<1 + E>

¢
d d

es equivalente a
2(1 — (14 (B f0)) < L(f) + e(1+ (h: fo)),

por lo tanto

c I(f) +e(T+(h: fo)) B I(f) =1 (f:fo)+1
T ST T ) T TSt f) STl (e o))

En consecuencia

< e(1+(h: fo))(L+(f: fo)

- L—€e(1+(h: fo)) ’

Entonces si escogemos una e adecuada, obtenemos que |I,(f) — £| < $ para cualquier
0> 0.

Sean 1, po € J,T tales que sop(p1), sop(pz) C Vi N Va, se cumple

() = Laa (D] < | () = 5| + 1)) = 5] <6

Por lo tanto la red (1,(f)),co es de Cauchy y existe el limite [l]imfw (f) para toda
f € #*. Definimos I(f) = ll]imLpU(f) para f € .

Algunas propiedades de I son las siguientes
a) Si f >0 entonces I(f) > 0.
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b) Sean f, g € # 1 (G) por la subaditivad de I, se cumple que:
I(f +9) = lm I, (f +9) < dm Ly, (f) + lim I, (9) = I(f) + I(g)-

Por otro lado por el Lema 3.7 dado ¢ > 0 existe U € .4, una vecindad abierta tal
que
I,(f) + 1,(9) < 1o(f +9) +e

si p € T, por lo tanto

gfimLpU(f) + ng@U(g) < gmLPU(f +g) + e

En consecuencia I(f + g) = I(f) + I(g).
c) Sea o € R, entonces I(af) = lljimlw(ozf) = ozgmlw(f) = aI(f).

d) Sea x € G, entonces I(zf) = lljanLpU(xf) = lm I, (f)=I(f).

U—e

Sea [ € J#(G), entonces existen f1, fo € '+ tales que f = f; — fo. Definimos
I(f) = I(f1) — I(f2). Asi pues, u la medida asociada a I por el Teorema de Riesz (?77)
es una medida de Haar izquierda. O

3.4. Cuarta Prueba.

A continuacién veremos la ultima prueba del Teorema 3.4. Aqui supondremos que G es
un grupo compacto. Para la demostracion necesitamos los siguientes dos teoremas.

Definicién 3.9. Sea X un espacio vectorial sobre R y A C X. Definimos el casco
convexo de A como:

Co(A) =: {:U e X

r = Ztﬂi, donde x; € A, t; > 0, Zti i noes arbitrar@'o} .

=1 i=1

Teorema 3.10 (Teorema del punto fijo, Kakutani). Sea X un espacio vectorial topoldgi-
co, localmente convero y de Hausdorff. Sea K C X un conjunto compacto y convexo.
Sea P C {A: X — X, A es biyectiva y lineal} una familia equicontinua ( ver [17], p.
43) de funciones que forma un grupo, donde la operacion de grupo es la composicion
de funciones, que cumple: A(K) C K para toda A € P. Entonces existe k € K tal que
para toda A € P se cumple que A(k) = k.

Demostracion. Definimos
Q:={H C K| H #,0 compacto, convexo y A(H) C H para todo A € P}

Entonces Q # () ya que K esté en 2, ademds le podemos dar un orden parcial definiendo
U < Vssiysélosi UD V. Por el teorema de maximalidad de Hausdorff, €2 contiene
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una subcoleccién maximal €2y totalmente ordenado.

Sea Hy = () H, demostraremos que Hj sélo contiene un punto. Observamos que Hy
HeQ

es distinta del vacio, porque Qg cumple la propiedad de interseccién finita (ver [10], p.
169) y estd contenido en un compacto.

Primero demostraremos que existe una base de vecindades balanceadas y convexas, %,
de 0, que cumplen que A(U) C U para toda A € P. Sea V una vecindad convexa de 0
en X. Como P es equicontinua, existe un abierto V; € .4y balanceado tal que si A € P
entonces A(Vy) C V.

Sea U = Co({A(V}) : A € P}), entonces U es convexo, balanceado y U C V. Ademés

n

A(U) C U para toda A € P, ya que dada u € U existen a; > 0con > a; =1, 2, € V1 y
i=1

A; € Pparai € {1,--- ,n} tales que u = > a;\;(z;). Entonces
=1

=1 i=1 =1

Basta demostrar que si H € Q) y tiene dos o mas elementos va a existir H; € €2, que
cumple que H; & H.
Sea H € ) con més de dos elementos, entonces {0} & H — H, donde

Considerando que X es de Hausdorff, existe U € % tal que U no cubre a H — H. Pero
H — H es compacto por lo que existe s >0, H — H C sU.

Seat=1inf{s>0:H— H C sU} observemos que t > 1. Sea W = tU, entonces W es
convexo, balanceado y ademéas cumple que:

1) A(W) C W por ser A lineal.
2) H—H C (1+r)W para toda r > 0.
3) Si0<r<1entonces H— H ¢ (1—r)W pues

(1—T)WC(1—T)W+§W:(1—§)W

y por la seleccién de t, se tiene que (1 — £)W P H-H.

n
Ya que H es compacto, existen z1,--- ,x, tal que H C | (331 + %W)
i=1
Definimos H; = HN () (y + (1 — )W), 0 < r < 1, entonces H; es compacto por ser
yeH

interseccion de cerrados dentro de un compacto, ademas es convexo por ser interseccion
de convexos.

Sean ¢ € H, y y € H. Como A es biyectiva y P es un grupo tenemos que A~' € P

entonces A~'(H) C H por lo tanto H = AA™'(H) C A(H), entonces existe y; € H tal
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que y = A(y1). o
Como = € Hy tenemos que x € y; + (1 — r)W en consecuencia

Ax) € Ay) + (1 —P)AW) Cy+ (1 —r)W

Por lo tanto A(H,) C H;. Pero existen z,y € H tales que z —y € (1 —7)W por lo tanto
z ¢ Hy. Asipues Hy G H.

Afirmamos que existe r < 1 tal que H; # 0.

Sea xg = %(xl + -+ x,) como H es convexo, xyp € H. Sea y € H. Entonces existe
x; tal que y € (z; + %W), por otro lado tenemos que H — H C (1 + )W por lo que
y—x; € (L4+r)W,sij#ientonces y € x; + (1 + )W, por lo que

1
nye(x1+---+a:n)—|—§W+(n—1)(1—1—7’)W

de donde 11
Y€ x0+ﬁ<§+(n—1)(1+r))W

Queremos encontrar r tal que
(Cm-ntn) <1
—(=+(n— r —r.
n\2
que es equivalente a encontrar r que cumpla
1
E (- D) <n(1-7),
1
2(2n — 1)’
Sea r = £, entonces y € xy + (1 — )W, como W es balanceado g € y 4 (1 — )W si

y € H, por lo tanto xg € H;.
Entonces Hy = {k} cumple que A(k) = k para toda A € P. O

y esto pasa sélo si r <

Teorema 3.11. Sean G un grupo compacto y f € €(G). Entonces

a) f es uniformemente continua.

b) Si definimos
H,(f) = Co( traslaciones izquierdas de f)

H,(f) = Co( traslaciones derechas de f)

se tiene que H)(f) y H.(f) son uniformemente equicontinuas en € (G).

Demostracion.

a) Para p € Gy € > 0 existe W), una vecindad abierta de e tal que |f(z) — f(p)| < §,
si z € pW,.
Sea V,, una vecindad abierta de e simétrica que cumple V,V,, C W,. Ya que G es
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n
compacto, existen py, - - ,p, tales que G = Jp;V,,.
i=1

Definimos V = (V,,. Dadas z, y € G con 2 'y € V, existe i € {1,--- ,n} tal que
i=1

Y € piVp,.

Ya que V es simétrica, zy~! € V, por consiguiente

asi pues
€ €
@)= f@l <5 v 1) = fwol < 5.

En consecuencia
(@) = FW < [f(@) = fpa)| + | f(z) = fp)] <e

b) Sea s € G y sean x, y € G tales que 27 'y € V entonces (sz) !(sy) € V. Dada
g € H|(f), tiene la forma g(z) = > ¢, f(s;x) donde ¢5, > 0 para ¢ € {1,--- ,n}y
i=1

n
> e, = 1 por lo tanto
i=1

l9(z) = g(y)| = chi(f(SﬂJ) — f(siy))| < Zc |[f(siw) = f(siy)] < e

Andlogamente H,.(f) es uniformemente equicontinua.
m
Estamos listos para empezar la prueba del Teorema 3.4 cuando GG es un grupo compacto.

Demostracion. Definimos
P:={L;:¢(G)—€(G)| Ls(f) =sf, s € G}

por el Lema 3.3, P es un grupo de operadores lineales en €(G), ademds como las trasla-
ciones son isometrias P es equicontinuo.

Sea f € €(G) definimos Ky = H;(f). Por el teorema anterior Ky es uniformemente
equicontinua ademads cerrada y acotada, por el Teorema de Arzela-Ascoli (ver [18], p.
245), es compacta, observemos que Ly(K;) = Ky para s € G.

El Teorema de punto fijo nos garantiza que existe ¢ € Ky tal que si s € G entonces
Lo = ¢, esto implica que ¢(s) = ¢(e), por lo tanto ¢ es constante.

Por definicién de Ky, ¢ se puede aproximar uniformemente por funciones de H;(f),
por lo que para toda f € % (G) existe una constante ¢ que se puede aproximar uni-
formemente por combinaciones convexas de traslaciones izquierdas de f, y aplicando
el mismo razonamiento, existe ¢ una constante que se puede aproximar uniformemente
por combinaciones convexas de traslaciones derechas de f. Demostraremos que ¢ = ¢.

32



Sea € > 0, entonces existen ay,--- ,an, by, , b, € Gy nimeros positivos ay,--- ,an,

B, , O tales que Y a; =1, Y 3j =1y para toda x € G se cumple:
i=1 j=1
C—Zaif(aix) <€ y 6—Zﬁjf(bix) <€
i=1 j=1
entonces
Cc— Zaiﬁjf(aibj) = Zﬁjc — Zozlﬂjf(aibj) < Z C — Ctif<a1$) <€
i\j j=1 ij j=1 i=1

< € como el limite es Unico ¢ = ¢.

Anélogamente |¢ — Y a;0; f(a;b;)
2

Por lo tanto existe una tnica constante ¢ que se puede aproximar por combinaciones
convexas de traslaciones izquierdas de f. Sea f € €' (G) definimos M (f) := ¢;. Entonces
M (f) cumple las siguientes condiciones:

1. Si f > 0 entonces M(f) > 0.

2. M(1) = 1.

3. Para a € R M(af) = aM(f).

4. M(.f) = M(f) para toda s € G.

5. M(f+g)=M(f)+ M(g) para f,g € ¢(G).

Los primeros cuatro incisos son claros por la construccion de M(f), para el ultimo, sea
n

¢ > 0. Entonces existen a; € G, «; > 0 para toda i € {1,--- ,n} tales que d a; =1y
i=1

|M(f) — ;aif(aix)| <3
Definimos h(x) = Y a;g(a;x), h € K, y como el limite es inico M (h) = M(g). Ademas
i=1

existen (; > 0, b; € G para j € {1,--- ,m} talesque ) 3; =1y
j=1

€
<§,

‘M(h) - Z@f(bix)

esto implica que

n

‘M(g) - Zﬁjzaig(aibjl’)

<

[Nl e

= ‘M(g) - > aibiglaibz)
i
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Por otro lado

€

5"

— Zozzﬁ]f(azbjx)

< Z@- M(f) -

Zozif(aibjx) <
i=1

Debido a esto

< €.

M(f)+ M(g) — Z%ﬂj(f + g)(aib;x)

Ya que ) o;3; = 1 tenemos que M(f)+ M(g) es una aproximacién convexa de trasla-

ciones izquierdas de f+ g, como el limite es tinico tenemos que M (f+g) = M (f)+M(g).

El teorema de Representacién de Riesz (ver Apéndice C, C.1) con 1, 2, 3 y 5 nos garan-

tiza que existe una medida semi-regular de Borel u que es tinica salvo por multiplicacién

por constantes positivas, tal que M(f) = [ fdu para toda f € €(G) y por 4 es una
G

medida de Haar. O]

Veamos como se ven las medidas de Haar izquierdas en los ejemplos 2.2

Ejemplo 3.12.

1. Definimos la medida de conteo sobre Z(G) como u(E) = card(E) si la cardina-
lidad de E es finita y p(E) = 0o en caso contrario.
Entonces p satisface que p(E) = p(zE) para toda v € X y E C X. Ademds

[ fdu =3 f(x). Porlo tanto f € L (G) si f(x) =0 para toda x € X excepto
zeX
para una cantidad numerable de x ’s y la serie converge.

2. La medida de Lebesque X\, cumple que Nx + E) = NFE) para toda v € R y
E € A(R).

3. Sea A, = A X -+ X X la medida producto formada en HB(R™). Sean y € R" y
E € AB(R™). Entonces por el Teorema de Fubini y el Teorema de Cambio de
Variable, (ver [8], p. 372) se tiene que:

M+ E) = [ [es@ing v, = [ [t —gan, -,
:/ /XE oy dAs, = A(E)

Por lo tanto A\, es una medida de Haar.

4. Seap : B(RT) — R definida como p(E) = [1d\, para todo E € ZB(RT). Entonces
E
1 es una medida invariante bajo multiplicaciones por la izquierda.

Demostracion. Sea y € RT y E C B(RT). Entonces

uoE) = [+ an~ | Wele) gy o / XeW"2) g

T T

yE
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Por el teorema del cambio de variable, haciendo u = y~ 'z obtenemos

utyE) = [ X2 ar, — (e,
O

5. Sea x € S' entonces x = € donde t € [0,27). Por lo tanto si y = e € S se

tiene que xy = e’ = 'tts)

Sea E C S' definimos E = {t € [0,27) | ¢ € E} y sea A = X\(mod 2r). Definimos
i St — R como:
Mm:/wﬁ
E
Vamos a demostrar que es una medida de Haar. Sea y = €** € S' entonces:
u(yE) = /eitdj\ = /eitdj\ = u(FE)
s+E E

Ejemplo 3.13. Por el Ejemplo 2.3, sabemos que

a b
G:{(O 1>‘a>QbER}

es un grupo localmente compacto, ademds la funcién ¢ : G — {(x,y) € R* | a > 0}

dada por ¢ < 8 [i ) = (a,b) es un homeomorfismo.

1
Vamos a mostrar que u(E) = / —dAodNy, es una medida de Haar izquierda, donde A
a

o(E)
es la medida de Lebesque en R.

w es una medida semi-reqular, porque lo es en B(R?) y ¢ es un homeomorfismo, sélo
falta ver que es invariante bajo traslaciones izquierdas.

Sea x = ( (c) d ) € Gy FE e B(G). Entonces:

1
1 25)(a, b
u@m://GM%://&E¥LMMb
a a
p(zE)

Notamos que (a,b) € p(zE) siy solo si ( g [i ) € xF que es equivalente a

(1) (3 )~ (5 e )er

uat) = [ [ X (/e 0D g,
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Si hacemos el cambio de variable uw = a/c y v = (b — d)/c, entonces el Jacobiano es

Jup = ( é/c (1]/0 ) y por el Teorema de Cambio de Variable obtenemos

W(zE) = / / Mdudv — / / X‘P%g“’”)dudv — u(E).

El ejemplo anterior y el grupo 4.Z(n) son casos particulares del siguiente resultado.

Proposicion 3.14. Sea G un grupo localmente compacto supongamos que existe un
homeomorfismo, ¢ : G — U donde U C R™ es un conjunto abierto. Si para toda v € G
la funcion u — o(xp~(u)) es la restriccion de U a un mapeo afin L, : R" — R"
entonces la formula siguiente define una medida de Haar izquierda sobre G.

1
E - d)\UJ
wE) /|d€t(L<p1(u))|
(E)

donde X es la medida de Lebesque en R2.

Demostracion. Sean x € Gy E € %(G). Observamos que det(Ly-1(,)) 7 0 ya que ¢ es
invertible y ademds Ly, = LoLy y (Ly) ™' = Lq-1. Por otro lado:

1 Xo(ar) ()
w(zE) = / S ) W i, G\
\det(L¢_1(u))| |d€t(L¢—1(u))|
p(zE)
Como ¢ es un homeomorfismo, entonces u € p(zF) si y slo si 27 1o~ (u) € E, por lo
tanto

dX,.

gy - [(XeweE e W) X (L1 (w)
Hek) / |det(Ly-1())] P |det(Ly-1())]

Haciendo el cambio de variable v = ¢(x~'¢ " (u)) = L,-1(u) obtenemos

. X@(E)(v> |d€tLa¢| X@(E)(U)

w(xE) = A\, = | ————"— d\, = u(E).
’det(ng,—l(v)ﬂ |d€t(L¢—1(v))|
O
Ejemplo 3.15. Continuando con el Ejemplo 3.12
6. La funcion ¢ : 9L (n) — R™™ definida como:
i1 - Qinp
Y2 :<a1,17"'aal,ny"'aan,17”'7an,n)
Qp1 " Qpnp

es un homeomorfismo. Por lo tanto la funcion

1
W(E) = /—dku, E e BGL(n)),
() (E)!det(L¢—1<u>)! FZm)
%)

es una medida de Haar izquierda.
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Capitulo 4

Propiedades de la medida de Haar.

Las propiedades de la medida de Haar y las propiedades topolédgicas del grupo se rela-
cionan entre si y aqui se prueba la equivalencia entre unas y otras. La funcién modular
es presentada, se examinan algunas de sus propiedades y su relacion con la medida de
Haar derecha ademés se calcula explicitamente en cada uno de nuestros ejemplos.

Al igual que en la medida de Lebesgue en R, el axioma de elecciéon es usado para exhibir
subconjuntos que no son medibles en grupos no discretos. Por tltimo en los grupos no
unimodulares se construye un conjunto con medida de Haar izquierda finita pero de
medida de Haar derecha infinita.

4.1. Relacién entre las propiedades del grupo y las
propiedades de la medida.

Los siguientes resultados relacionan caracteristicas propias del grupo topolégico G con
propiedades de la medida de Haar.

Proposiciéon 4.1. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar
izquierda. Entonces G es discreto si y solo si u({x}) > 0 para alguna x € G.

Demostracion.

=) Si G es discreto, {x} es abierto para toda « € G, por lo tanto u({z}) > 0 para
toda z € G.

<) Supongamos que p({z}) > 0 para alguna x € G, dado que p es una medida de
Haar izquierda tenemos que u({y}) = pu({z}) > 0 para todo y € G. Sin perder
generalidad podemos suponer que p({z}) = 1.
Como p es semi-regular, pu({z}) = inf{u(U) |z € U,U abierto}. Por lo tanto
podemos considerar s6lo conjuntos abiertos U tales que pu(U) < oo.
Si {z} no es un conjunto abierto, para todo conjunto abierto U que lo contenga,
existe y € U tal que y # x, entonces

pU) = pU = {y}) + p({y}) = p({z}) + 1
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que es una contradiccion. En consecuencia G es discreto.

]

Proposiciéon 4.2. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar
izquierda. Entonces j es una medida finita si y solo si G es compacto.

Demostracion.

=) Sea K un compacto con interior no vacio tal que p(K) > 0.

Sean 1, - ,x, € G tales que x; K son ajenos dos a dos, entonces
nu(K) =Y p(xiK) = p <UxK) < u(G)
i=1 i=1
Asi, existe n € N tal que {z1K,--- ,2,K} son ajenos dos a dos, y si © # x;

para toda i = 1,--- ,n se tiene que (|Jx;K) NxK # (. Sea * € G entonces
i=1

z e (Jz;K)K™'. Por lo cual, G = (|Jz; K)K~! es compacto.
i=1

=1

<) Como p es semi-regular y G es compacto, se tiene que u(G) < oo por lo cual p
es finita.

]

Nota. De ahora en adelante, dado G un grupo compacto y p denotara la medida de
Haar normalizada, es decir, u(G) = 1.

Proposiciéon 4.3. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar
1zquierda. Entonces p es o-finita si y solo si G es o-compacto.

Demostracion.

=) Supongamos que p es o-finita. Sin perder generalidad, existen conjuntos abiertos

U, con u(U,) < oo para toda n € N, tales que G = |J U,,.
n=1

Sean V € .4 una vecindad abierta tal que V es compacto, n € Ny

Q= {ACG J]VﬂyVﬂUn:(Z) paratOdOZE,yeA

VU, #0 para todo € A }

con el orden parcial, A < B siy sélosi A C B.
Para una familia A, con o € &/, A = |J A, cumple que A, < A para toda

acd
aedyAeq.
Entonces podemos escoger un elemento maximal A € ). Vamos a demostrar que
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A es a lo més numerable. Ya que £V NU,, es abierto, tenemos que pu(zV NU,) > 0.
Si A;={z € A|u(zVNU,) > 1/i} entonces

A:G{x€A|u(xVﬁUn)>1/i}.

Por el mismo desarrollo de la proposicién anterior, cada A; es finita, entonces A
es a lo mas numerable.

Ademas si z € U, \ A, por ser A maximal, se tiene que existe y € A tal que
2V NyV NU, # 0, entonces U, C |JxzVV L

z€A
Asi pues,

o

¢=J v

n=1 €A,

es o-compacto.
o

Como G es o-compacto se tiene que G = |J K,, donde K,, son conjuntos com-

n=1
pactos. Ademds ya que u es semi-regular se tiene que p(K,) < oo para toda

n € N, por lo tanto GG es o-finito.

Lo que sucede en el Ejemplo 1.21 es un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sea G un grupo localmente compacto y sea p una medida de Haar
izquierda. Entonces i es reqular si y solo si G es discreto o o-compacto.

Demostracion.

=)

<)

Si G es o-compacto, entonces p es o-finita, por la Proposicién 1.20 se tiene que p
es regular.
Si G es discreto, p es la medida de conteo que es regular.

Supongamos que G no es o-compacto 6 discreto. Sea V' una vecindad de e tal que
V es compacta y H el subgrupo generado por V, entonces H = OLj)l(\/ UV 1" es
n=

un subgrupo abierto, cerrado y o-compacto.
Como G no es o-compacto, hay una infinidad de clases laterales izquierdas. Por
el axioma de eleccién escogemos un punto de cada clase lateral izquierda y
llamamos S a la unién de los puntos.
n
Sea K un conjunto compacto, existen zi,--- ,xz, tales que K C |Jz;H. Por la
i=1
eleccion de Sy ya que las clases son ajenas, se tiene que K NS es finito.
Dada x ¢ S y U una vecindad compacta de xz, U N S es finito y no contiene a z,
por lo tanto podemos escoger una vecindad abierta V de x tal que VNS = (.
Asi pues, S es cerrado y por construccién, S no es compacto.
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Si K C S es un conjunto compacto, K es finito y ya que G no es discreto,
u(K) = 0.

Si U es un conjunto abierto que contiene a S, U N xH # () para toda z € G
y es abierto. Por lo tanto u(U Nz H) > 0 para toda x € G. Y en consecuencia
n(U) = oc.

Pero p es semi-regular, entonces u(S) = inf {u(U) | S C U, U es abierto} por lo
tanto u(S) = oo.

Entonces u(S) # 0 = sup{u(K) | K C S, K es compacto}. Asi pues, p no es
regular.

]

4.2. Medida de Haar derecha.

Dada una medida de Borel p definiremos una nueva medida ji. Demostraremos que p
es una medida de Haar izquierda si y sélo si i es una medida de Haar derecha.

Definicién 4.5. Sean G un grupo localmente compacto y o una medida de Borel sobre
B(G). Definimos i : B(G) — R como i(E) = n(E~') para todo E € B(G).

Proposicion 4.6. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces

i(E) = u(E) para todo E € B(Q)

Demostracion. Sea E € B(G), se tiene que

(E) = u(E™") = u((E)™") = u(E)

I
[
Proposiciéon 4.7. [i es una medida.
Demostracion.
1. Sea E € B(G), entonces ji(E) = p(E~1) > 0.
2. u(0) = u(®) = 0.
3. Sean {E;},°, C B(G) ajenos dos a dos, entonces
[e.@] [e.@] 1 [e.e] oo [e.e]
fi (UE> =4 <(UE) ) = M(UEfl) = B =D i),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
[

Proposicién 4.8. Sea G un grupo localmente compacto y sea ju una medida de Borel
reqular. Entonces p es una medida de Haar izquierda si y solo si i es una medida de
Haar derecha.

40



Demostracién. Como (xy)~' = y~'z~! para todo z,y € G, se sigue (Fz) ! = 27 'E~!

para todo ' C G. Si p es una medida de Haar izquierda, obtenemos
i(Ex) = p((Ex)™) = p(z™ E™Y) = p(E™") = i(E), para todo E C #(G).
Si i es una medida de Haar derecha se tiene
p(zE) = f(2E) ™) = ((E~a) = A(E™Y) = u(E), para todo E C 4(G).
O

Corolario 4.9. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces existe una medida de
Haar derecha, que es unica salvo por multiplicacion por constantes.

4.3. La funcion modular.

En esta seccion presentaremos la funcién modular, la calcularemos explicitamente en
nuestros ejemplos y veremos algunas propiedades. Ademas encontraremos una relacién
entre la medida de Haar izquierda y la medida de Haar derecha por medio de la funcién
modular. Por ultimo dado un grupo G no unimodular encontraremos un conjunto con
medida de Haar izquierda finita y derecha infinita.

Lema 4.10. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar izquierda,
entonces la funcion p, : B(G) — R definida como p,(E) = p(Ex) es una medida de
Haar 1zquierda.

Demostracion. Como la funcion v —— ux es un homeomorfismo, p, es una medida
semi-regular de G.
Sean y € Gy FE € AB(G), entonces

pa(YE) = p(yEx) = p(Er) = po(E)

por lo que es una medida de Haar izquierda. O

Por lo tanto del lema anterior sabemos que p, = ¢, a continuacion vamos a definir la
funcién modular.

Definicién 4.11. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar izquier-
da. Definimos la funciéon modular A : G — RY donde A(x) es el escalar tal que

fa = Az)p.

A esta bien definida ya que si v otra medida izquierda, eixste ¢ € R tal que v = cp.
Entonces v,(F) = v(Ez) = cu(Ex) = cA(x)u(E) = A(z)v(E).

Los ejemplos 2.2 tienen funcién modular A = 1. Veamos un ejemplo mas interesante
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Ejemplo 4.12. Para el grupo

{0 )

y la medida dada en el Ejemplo 2.3, la funcion modular estd dada por

a b 1
A(o 1)‘5'

Sean v = ( 8 Cli ) € Gy FE e A(G), entonces:

1 2 (@, b
11(E) = p(Ex) = / / — dadb = / / X“"(E—)Q(a)dadb.
a a
e(Ex)

Observamos que (a,b) € p(Ex) si y sdlo si ( 8 (i > e FE ( 8 (f

a/c b—adfc\ [ a b /e —d/c
lenteaque(o 1 >_(O 1><O 1 € E, por lo tanto

E) = / / Xe(w o/ 326_&0[/ ) dad,

Haciendo el cambio de variable u = a/c y v ="b— ad/c obtenemos

//CX“’E)“” //X“’ ddv—i(E).

Veamos algunos propiedades de la funcion modular.

a >0, bG]R}

Yy esto es equiva-

Proposiciéon 4.13. Sea G un grupo localmente compacto, u una medida de Haar
izquierda, y f € Z(G). Entonces [ fodp = A(z) [ fdu

Demostracion. Sea E € #(G). Claramente (xg): = Xg. por lo tanto

[t = [ o = (B2 = M@u(E) = 5) [ o

Por la linealidad de la integral [ f,du = A(x) [ fdu para toda funcién simple f.
Sea f € £ (@) entonces existen funciones simples f,, con 0 < f,, < f,11 < f tales que

n—oo

fn — f. Por el Teorema de la Convergencia Monétona tenemos

[ et = [tiws)i =t [ (1) = 108 G) [ (G = 2w [ s

Sea f € Z(G) entonces existen [, f~ € Z1(G) tales que f = fT — f~, aplicando lo
anterior a fT y a f~ obtenemos

[ rn= [ sran= [ sran=aw) [ ran-aw) [ 5= a6 [ ra
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Proposiciéon 4.14. Sea G un grupo localmente compacto y A su funcion modular,
entonces

1. A es continua.

2. Alzy) = A(x)A(y) para cualquiera x,y € G. ES decir, es un homomorfismo
entre el grupo G y el grupo RT.

Demostracion.

1. Sea f € #,7(G) entonces [ fdu > 0.

Por la proposicion anterior

[ fyz)duly)
M=

y es continua por la Proposicion 2.18.

2. Sean z, y € Gy E € B(G), entonces
A(zry)(E) = p(EBry) = Aly)p(Er) = Aly)A(z)u(E) = A(z)Aly) u(E).

]

Definicién 4.15. Sea G un grupo localmente compacto. Decimos que G es unimodular
si A(x) =1 para toda x € G.

Lema 4.16. S5 G es un grupo abeliano, entonces G es unimodular.

Demostracion. Sea x € Gy E € (G) como G es abeliano se obtiene que

pz(E) = p(Ex) = p(zE) = p(E),
por lo cual p, = p. O]

Lema 4.17. Un grupo localmente compacto es unimodular si y solo si cualquier medida
de Haar izquierda es medida de Haar derecha.

Demostracion. Sean G un grupo localmente compacto, u una medida de Haar izquierda,

reGy E e BG).
<) Si G es unimodular tenemos que

w(Ex) = A)u(E) = p(E)

Por lo cual p es una medida de Haar derecha.
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=) Si p es una medida derecha, entonces

pa(E) = p(Ex) = p(E)

Por la tanto A = 1.

Proposicién 4.18. Sea G un grupo compacto. Entonces G es unimodular.

Demostracion. Como A continua, A(G) C R es compacto y por lo tanto acotado. Por
la Proposicién 4.14, para x € G y n € N tenemos que A(z") = (A(z))".

Si existiera # € G con A(x) > 1 se tendria que A(z") "= oo, lo que es una contradi-
ccion. Si existiera z € G con A(z) < 1, como

1= Ae) = Alaa") = A@)AG)

Entonces A(z7') > 1 lo que no es posible por el argumento anterior. Por lo tanto
A=1 O

La siguiente proposicion nos relaciona una medida de Haar izquierda con una medida
de Haar derecha por medio de la funcion modular.

Proposiciéon 4.19. Sea G un grupo localmente compacto, u una medida de Haar
izquierda, y E € B(G). Se cumple que

A(E) = / A )dp(x).

E

Demostracion. Introducimos la medida de Borel v : Z(G) — R dada por

v(E) = /A(xl)dp(x), para todo E € Z(G).
E
Afirmamos que v es una medida regular y de Haar derecha.
Definimos G, = {z € G: + < A(z) <n},n>1.
Observemos que si z € G,, entonces 7! € G,,.
Sea U un conjunto abierto, mostraremos que

v(UNG,) =sup{v(K): K es compactoy K CUNG,},n>1

Caso 1) u(UNG,,) = oc.

Como
v(UNG,) = / Az Hdu(z) > %,u(U NG,) = 0.

UNG,

Entonces se tiene que

v(UNG,) =00 > sup{v(K): K es compactoy K CUNG,}.
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Ya que p es semi-regular, existe un conjunto compacto K con K C U N G, tal que
w(K) > Mn, por lo cual

W(K) = /A(xl)du(a:) > %M(K) > %Mn Y

Por lo tanto v(U N G,,) = sup {v(K) : K es compacto y K C UNGy,}.

Caso 2) u(UNG,) < 0.

Sea € > 0 encontraremos un compacto K con K C UNG,, tal que v(K) > v(UNG,,) —e.
Por la semi-regularidad de p existe un conjunto compacto K C U N G, que cumple
wWEK) > p(UNG,) — <y como u(UNG,) < oo tenemos que

W) = [Aaiu@) = [ A du@ - [ A duta)

K UNGn KenUNGy,
= v(UNG,) — / A(x V) du(x).
KenUNGn
Pero
/ Alx Ndp(z) < nu(KNUNG,) =n(uw(UNG,) — u(K)) < n% =e.
KenUNGn

Por lo tanto

v(K)=v(UNG,)— / Az Hdu(r) > v(UNG,) — e

KenUNGr

En consecuencia v(U N G,,) = sup{v(K) : K es compactoy K C UNG,}.
Notamos que U, =UNG, /U, si n — oo, por lo que

xu, (@)A™)  xu(x)A(z™)  cuando 0 — oco.
Por el teorema de la Convergencia Mondtona tenemos que

v(U) = sup{v(K): K es compactoy K C U}.

Sea E € #(G). Si v(E) = oo entonces
v(E) =inf{v(U):U es abiertoy E C U}.

Si v(F) < oo. Definimos los siguientes conjuntos:
n—1
Ey=ENG;, y E,=En(G,\|]JG), paratoda n>1.
i=1

45



Por la semi-regularidad de p, dada € > 0, existe un conjunto abierto U,, C G, tal que

E,CUs vy B+ > ulUy)

Como u(E) < oo, entonces
€

Asi pues

v(U,) =v(E,) + / Az Ndu(x) < v(E,) +nu(ESNU,).

ESNU,

Por lo cual v(U,) < v(E,) + =

2_"7"

Sea U = |J U,. Como los conjuntos E, son ajenos dos a dos se tiene que
n=1

U) < Zy(Un) < Z(V(En) + 2%) =v(FE) +e.

Por lo tanto
v(E) =inf{v(U):U es abiertoy E C U}.

Sea K un conjunto compacto, como A es una funcién continua, alcanza su méximo en

K. Entonces

/A (e / A () = [A s K) < o0

Por lo tanto v es semi-regular y distinta de cero ya que A es una funcion positiva.

Veamos que es de Haar derecha. Sea y € Gy E € (@), entonces

v(Ey) = /XEy(:B)A(x_l)du(x)=/XEy(:v)A((xy_l)_1)A(y_1)du(w)

N / T @Ay ™) V()

= A(y‘l)/(XE(x)A(ﬂf‘l))ydu(x) = A(y‘l)A(y)/XE(«'L‘)A(x‘l)dM(w)

= v(F)

Por lo tanto existe ¢ > 0 tal que v = cfi.

Por la continuidad de A, existe U € .4, una vecindad abierta, simétrica y con U

compacto, tal que |A(z™1) — 1] < € para toda x € U entonces

(1—e)p /A Ndu(z) =vU) < (1+e)u(U).
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Por lo cual

A-auW) . _vU) _ A+eul)
wv) T wU) T W)
Como U es simétrica, 1 — e < ¢ < 1+ €. En consecuencia

A(E) = / A )dp(x).

E

]

Corolario 4.20. Sea G un grupo localmente compacto, y una medida de Haar izquierda.
Entonces G' es unimodular si y sélo si 1 = [i.

Demostracion.

<) Si G es unimodular, A = 1.

a(E) = /A(x_l)du(x) = /du(x) = u(F), para todo E € A(G).

E E

=) Supongamos que existe 7y € G tal que A(xg) # 1. Dado que A(z™!) = 1/A(X)
para toda = € G, sin pérdida de generalidad podemos suponer que A(zg) > 1.
Entonces

0< (U= /A(x_l)du(x) < /1d/1(x) =u(U™) < oo

U-1 U-1
Lo cual es una contradiccién.
O]

Corolario 4.21. Sea G un grupo localmente compacto, i una medida de Haar izquierda,
v una medida derecha y E € B(G). Entonces u(E) =0 si y sdlo si v(E) = 0.

Demostracion. Sea E € #(G), ya que fi es una medida derecha existe ¢ > 0 tal que

W(E) = cilB) = [ Al )du(z).

E

Ademas como A(x) > 0 tenemos que v(E) = 0 si y sélo si pu(E) = 0. O

Corolario 4.22. Sea G un grupo localmente compacto, v una medida de Haar derecha.
Entonces v(zE) = Az v (E) para toda v € G y E € B(G).
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Demostracion. Sean x € Gy E € %(G). Entonces

V(2E) = ci(zE)=c / Al )duly) = ¢ / Yor () Ay ) du(y)

B

= c/xE(xly)A(yl)du(y) = C/XE(w1y)A(y1)A(x)A(xl)du(y)
= c/XE(x‘ly)A((x‘ly)‘l)ﬁ(x‘l)du(y) =cA(w‘l)/xE(y)A(y‘l)du(y)
— A () = Al (E)

]

Corolario 4.23. Sean G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar izquier-

day fe LG, p). Entonces [ f(s™H)A(s M )du(s) = [ f(s)du(s)
Demostracion. Si f = xg, el teorema anterior garantiza que
/XE(S_I)A(S_I)dM(S) = /A(S‘l)du(S) =UE™) = pE) = /XE(S)du(S)-
-1

Por la linealidad de la integral el resultado es valido para funciones simples.
Sea f € £ (@) entonces existen funciones simples f,, con 0 < f,, < f,.1 < f tales que

n—oo

fn — f. Por el Teorema de la Convergencia Mondtona tenemos
[ A ) = [t (DA () = lim [ () AGduls)

— tim [ (h)du= [ fau

Sea f € Z(G) entonces existen [, f~ € Z T (G) tales que f = fT — f~, si aplicamos
lo anterior a f* y a f~ obtenemos que

[ HDAGduts) = [ £ DA duts) ~ [ £ DA duts)
= [ F e /f dus) = [ F(s)ints)

]

El Corolario 4.20 es una caracterizaciéon de cuando un grupo topolégico G es unimod-
ular. El siguiente resultado es otra caracterizacion.

Proposicion 4.24. Sea G grupo localmente compacto no unimodular. Entonces existe
un conjunto abierto W tal que u(W) < oo pero u(W=1) = oo.
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Demostracion. Como G no es unimodular, existe a € G tal que A(a) < 1/2 y por lo
tanto A(a™') > 2. Por la continuidad de A existe U € .4, abierto, simétrico y tal que
U?c A7Y((1/2,2)).

Supongamos que para algunas ¢ < j € N se cumple que a'U N a’U # (), entonces

existen u,v € U tales que a'u = a’v, es decir, a’~* = uv~! € U?, pero eso significa que

A(a’™%) € (1/2,2) lo es una contradiccién. En consecuencia se cumple que
adUNa’U=0 si i#j€EN

Como G no es discreto, para cada k € N existe W), € 4, abierto, simétrico tal que

,u(Wk) < 2_k y Wk+1 cW,cU

Ya que pu(Wy) > 0 para toda k € N, podemos encontrar una sucesion de naturales no
decreciente (my)52, tales que 2™ < u ().

Sea ny = my y para k € N definimos ny1 = maz {my41,n + 1}, entonces (ng)52,; es
una sucesion creciente, tal que 217 < p(Wy) < 27F

o0
Sea W = |J a"™Wj. Observemos que a™W; Na™W; = (0 si i # j. Entonces
k=1

= M(Ua”ﬂ@) = Zu(a”ka) = Zu(Wk) <1
k=1 k=1 k=1
Por otro lado si z € a™ Wy, existe w € Wy tal que x = a™w, por lo cual
Alz™) = A(w ™ HA(a™H)™ > 1/2(2™) = 21 > 1/u(Wy,)

En consecuencia

/ NG :g / A(a:_l)du(x)zg / u(vlvk)d“<x)

4.4. Conjuntos no medibles.

Dado G es un grupo no discreto encontraremos un conjunto no medible con respecto a
la medida de Haar izquierda. Es importante notar que la construccién es la misma que
la de Vitali para la medida de Lebesgue en R.

Después veremos algunos ejemplos de dos conjuntos K y L con medida cero y tales que
KL es igual al grupo.
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Proposicién 4.25. Sea G un grupo localmente compacto no discreto. Entonces existe
E C G tal que no es medible con respecto a la medida de Haar izquierda.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de e tal que u(U) < ooy V € A, una
vecindad abierta y simétrica tal que V3 C U.

Sea D C V un conjunto numerable y H < G el subgrupo generado por D. Como H
tiene la forma

H={a{ay? - a'™ | x; € D, n; € {1,—1}, m € N},
H es numerable.

Sea {Hzxq}, .4 €l conjunto de todas las clases laterales por la derecha de H. Defini-
mos Ag = {a € A| (Hz,) NV # 0}, observemos que Ag # () ya que He NV # ().
Usando el axioma de eleccién para toda a € A, escogemos y, € Hx, NV y definimos
E={ya|a€ Ao}

Supongamos que E es medible. Observemos que H N V? es infinito numerable, ya que

H es numerable y D> = D?*NV2c HNV2
Ademés se cumple que tENyE =0siz #ye€ HNV?2.
Entonces

(HnV)E= |J =E

xeHNV?2

es una unién ajena y numerable. Por lo que

u((HﬂVz)E)—u< U xE)— > k).

TcHNV?2 zeHNV?2

Por lo tanto
p(HNVHE)=0 6 p((HNVHE) = oco.

Sea x € V, existe a € Ay tal que x € Hy, por lo cual x = hy, con h € H y y, € F,
pero h = xy;' € V2 por lo tanto z € (H NV?)E.
Ademas

(HNV*)ECV*ECV?CU.

de donde se sigue que
VCHNVHECU

0<pu(V) < p((HNVAE) < uU) < oo

En consecuencia F no es medible. O

Finamente damos un par de ejemplos de conjuntos K y L con medida cero con G = K L.
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Ejemplo 4.26. Sea X =R y C el conjunto clasico de Cantor. Definimos

D= J(C+{n})U(C+{-n})

Entonces D es o-compacto y tiene medida cero. Ademds D + D = R.

Ejemplo 4.27. Sea H = {0,1} con la métrica discreta y la operacion suma mddulo

2.

Sea G = HY con la operacidn componente a componente y la topologia producto.

Entonces:

@)

b)

G es un grupo discreto.
En efecto, el punto (0,0,---) es el elemento neutro y cada punto es su propio in-
verso. Es claro que las operaciones son continuas por que consideramos la topologia

producto de topologias discretas. Ademds es un grupo compacto por el teorema de
Tychonoff.

Ezisten dos conjuntos compactos K y L tales que n(K) =pu(L) =0y G =K + L.
Definimos
L={(aj) € Glas,.1=1 paratoda j€N}

K ={(a;) € G|as, =0  para toda j€N},

Entonces por la definicion de la medida producto.

. 1
(L) < p({(a;) € G|asm,1 =1 paratoda j=1,--,k})= o

Y 1
M(K)S,u({(aj)EG|a2nj =0  para toda j=1,--- ’k})ZQ_k

para toda k € N. En consecuencia u(K) = p(L) = 0. Sea (a1, aq,---) € G. Entonces

(alaa27"') :( 1 , A2, 1 ,(14,"') € L
+( a1—1 ,O, a3—1 ,O,"') e K

Por lo tanto G = K + L.

Observacion. Dada f : G — [0,1] definida por f((a;)) = Y. a;27". Se probard que
=1

1

AB) = u(f'(B)) para todo B € %([0,1])

Vamos a probar que f es suprayectiva y continua.

Sea z € [0,1], entonces x @ 0.a1a0a3 - - - representa la expresion de x en base 2. Sea
(a;) € G entonces

Fl(a) =S a2 = 0aay - 2
=1
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Asi pues, f es suprayectiva.
Sea € >0 y (a;) € G entonces existe n € N tal que 2% < €. Definimos

U:{(a’lﬂ”' 7anabn+labn+2a"')|bj S {0,1}7 ]S?’L—Fl}

Entonces U es un conjunto abierto que contiene a (a;). Dada (¢;) € U se tiene que
_ 1
(@) = Fla))] = | 3 (a5 = e)2| < o <

Por lo tanto f es continua. Asi pues la funcion pu(f~'(B)) es una medida en [0,1].
Vamos a ver que es una medida de Haar, para esto basta demostrarlo con los diddicos.

Sea

k k+1

:[Q—n, ;) con neN y ke{0,1,--- n—-1}
Podemos descomponer de manera unica

kb b b, .

27251+2—Z+---+2—n donde b; € {0,1}, i=1,--- n.
Entonces

1 E k+1
w(f~H(B)) = {(a;) | a; = b; para toda i =1,--- ,n}:2—n:)\<[2—n, 2—: ))

Por lo tanto py es una medida de Haar y A\ también lo es, por lo que tenemos que
L= CA, pero
1= pu(G) = pu(f7([0,1]) = eA([0,1]) = cl.

Entonces ¢ = 1. Asi pues

AB) = u(f(B)) para todo B € %([0,1]).
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Capitulo 5

Caracterizacion de medidas
absolutamente continuas.

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera de ellas se presenta una de-
mostracion del Teorema de la densidad de Lebesgue en R, el cual afirma que en cierto
sentido cualquier conjunto medible en R se comporta localmente como un intervalo.
Después este teorema se generaliza a borelianos acotados en grupos localmente com-
pactos.

La segunda seccién caracteriza a las medidas absolutamente continuas con respecto a
una medida de Haar, u. Se dara una condicién suficiente y necesaria para que una
medida con signo sea absolutamente continua con respecto a la medida . Veremos el
Teorema cléasico de Steinhaus que nos dice que dado un conjunto E con medida positiva,
se cumple que el interior de EE~! es no vacio, y se demostrard que una medida con
signo es absolutamente regular si y sélo si cumple esta propiedad.

Por 1ultimo se caracterizard a las medidas con signo singulares respecto a la medida
de Haar, como aquellas que estdn concentradas en un conjunto B tal que BB~! tiene
interior vacio.

5.1. Teorema de la densidad de Lebesgue.

A continuaciéon mostramos el Teorema de la densidad de Lebesgue en R y después la
generalizacién en un grupo localmente compacto.

Definicién 5.1. Sea E C R un conjunto medible y \ la medida de Lebesque. Decimos
que E tiene densidad d = dg(x) en x si el siguiente limite existe y es igual a d.
E _
d:h'mA( N[z — h,x + h))
h—0 2h

Observamos que si d existe, d < 1.
Ademds definimos

O(F)={r € R |dg(x) existe y dg(x) =1}
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Teorema 5.2 (Densidad de Lebesgue). Sea E C R un conjunto medible. Entonces
o(F) es un conjunto medible y A(EAG(E)) = 0.

Demostracion. Si E\ ¢(F) es nulo para todo conjunto medible E, ¢(F) \ E también lo
es, ya que
(E)\ EC (R\E)\o(R\ E).
En efecto, si z € ¢(F) \ E, entonces dg(z) =1y x ¢ E. Ademas
ANz —h,x+h] . MNEN[z—h,x+h]) AM(R\ E)N [z —h,xz+ hl)

Hm oh ~al oh + lim on ‘

Por lo tanto dp\g(z) =0y 2 € (R\ E) \ ¢(R\ E).

Como la medida de Lebesgue es completa, basta demostrar que E'\ ¢(F) es un conjunto
nulo.

Caso 1) E es un conjunto acotado.

Sea n € N definimos

A =dzeE minp A E -t b)) 1
h—0 2h n

entonces

E\o(E) = A,

C) Seaz € E\ ¢(F), si existe d tenemos que dg(z) < 1 por lo tanto existe n € N tal

que

. ANEN[z—hx+h]) 1
lim inf o7 =dg(x) <1-— -

Si d no existe, entonces

I inf/\(E' N[z — h,z + h))
h—0 2h

<1,

ya que si fuera 1, seria igual al limite superior y entonces existiria d. En ambos
caso r € A, para alguna n € N.

D) Sizx € A, para alguna n € N entonces
i EO = e th) 1
h—0 2h n

Si existe dg(x) se tendria que

s AE N [ = by 4 h)

1
h—0 2h <

por lo tanto x € E \ ¢(E).
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Asi pues, es suficiente probar que A,, es un conjunto nulo para toda n € N.
Supongamos que existe n € N tal que A\*(A,) > 0. Denotamos A = A, existe un
conjunto abierto U con A C U y

Sea
1
I = {[ C U | I es un intervalo cerrado y A(EN 1) < (1 — —))\(I)} .

& cumple las siguiente condiciones

a) # incluye intervalos arbitrariamente pequenos alrededor de cada punto = € A.
Sean x € A por la definicién de A existe H > 0 tal que para toda h < H se cumple

que

AMEN[x—h,z+ h]) 1
1- =
2h < n

por lo tanto [z — h,z + h] € . para toda h < H.

b) Para cualquier sucesién de intervalos ajenos {I,} C .# se tiene que
> (A\ U[n) >0
n=1
Ya que

A (Aﬂ an> < A(Em Dln> < i)\(Eﬂ 1) < (1 - %)iwﬂ)

n=1

< (1- %))\(U) < X'(A).

# es una cubierta de Vitali en A. Ver ([13], p. 392)
Sea I; € .# un elemento arbitrario. Definimos:

SH={Teg|InL=0} y dy=sup{\I)|Ie€ A}

Debido a que A*(A\ ;) > 0 y la condicién a), se tiene que .#; # (). Escogemos I € %
tal que A(I5) > Z. Sea
ﬂ22{16f1|]ﬂ]2:®}

las propiedades a) y b) nos garantizan que % # (). Definimos
dy =sup{\(I) | I € %}

Sea I3 € S, tal que A\(I3) > %.

Asi las cosas, construimos una sucesién ajena de intervalos I, I, - - - tales que

dy, sup{A(I)|I e A}
2 2

I ={I €, | INL =0} #0 v Alnn) >
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Sea B= A\ | I, por b) se tiene que A*(B) > 0. Recordando que

n=1

Z/\ ) < M (A4) < 00

se tiene que existe NV € N tal que

i A1) < A*éB)

n=N-+1

Definimos el conjunto .J,, como el intervalo con el mismo centro que I, y 3 veces mas
grande, es decir, A\(J,) = 3A(I,,). Entonces

i)\( _3ZA < X\ (B)

n=N+1 n=N-+1

Por lo tanto {J | n > N + 1} no es una cubierta de B.

Sear € B\ U Jy,. Por la propiedad a) y recordando que B = A\ U I, existe [ € Jy
n=N+1 n=1

tal que tiene a x como centro y A(I) > 0. Supongamos que I € .#, para toda n > N

entonces

0 < A1) < dy, < 2\(Lny1)

para toda n > N. Por lo tanto

i A() < f: AMI,) < A*éB) < 00.

n=N+1 n=N-+1

Como lo anterior no es posible, si
k=min{n e N|I,NI#0}

entonces [ € .1 y por lo tanto A(1) < dj—1 < 2A(I).
Sea y € I NI, como x es el centro de I se tiene que

|z —y| < % < AM{g).

Por construccién de Ji se tiene que x € Ji, que es una contradiccion.
Asi pues A es un nulo y debido a que la medida es completa, A es medible.

Caso 2) Si E no es un conjunto acotado.

Sea E,, = EN[—n,n] entonces £ = |J E, y

n=1

[e.o]

E\¢(B) C | J(Ea\ ¢(En)).

n=1
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En efecto, si x € E \ ¢(F), existe n € N tal que € (—n,n), entonces v € E,. Si
ademés d existe, dg(z) = dg, (). Por lo tanto x € E, \ ¢(E,,).
Ya que estd contenido en una unién numerable de nulos, tenemos que E \ ¢(F) es un

nulo.

]

Definicién 5.3. Sean E y F' conjuntos medibles. Definimos la siguiente relacion de
equivalencia.

E ~ F < MNEAF) = 0.

Teorema 5.4. Dados E y F' conjuntos medibles se tienen las siguientes propiedades

1. o(E) ~ E
2. o(E)=¢(F) si E~ F.
3. ¢(0) =0y o(R) =R
4. 9(E) C ¢(F) si ECF.
5. 9(ENF)=¢(E)N(F).
6. p(E)U@(F) ~ ¢(EUF). Pero la igualdad no siempre se da.
Demostracion.
1. Es el teorema anterior.
2. Primero observemos que para toda h > 0 se cumple
EN[z—hx+hl CFN[x—hx+h|U(EAF)

Seax € EN[x—h,x+h|l. Siz € F,xz € FN[x— h,x + h]. En caso contrario,

r € EAF.

Debido a esto

| Illl,g(l])\(E Nz 2—hh,a: + h]) < }ILI,E(I))\(F N[z — h,xz—}}; h]) + AM(EAF)
_ ]lll,g(l))\(Fﬂ [x 2—hh,x + h)) <1

Asi pues ¢(F) C ¢(F). Andlogamente ¢(FE) C ¢(F).

3. Sea x € R se sigue que
}llii%)\(@ N[z ;hh,x +h]) _ 0y }Z%A(Rﬂ [z ;hh,:r +h]) _ }lli%% .

4. Dada x € ¢(E),

1= h,m)\(Eﬂ[x—h,:E—l—h]) S}1Zl,m)\(Fﬁ[x—h,.’x—l—h]) <

h—0 2h 0 2h
por lo tanto x € ¢(F).
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5. La primera contencién es clara por la monotonia. Para la segunda observamos
que

MA\N (ENF)) <AA\E)+ MNA\ F), para todo A medible y acotado
de donde
AMA) = AMANENF) <2MA) —AANE)—-ANANF).
En particular si A = [z — h,x + h],
MEN[x—h,x+h)+XNFNjx—haz+h])—2h<ANENFN[x—h,x+h]).

Asi pues, si z € ¢(E) N@(F) es claro que z € ¢(E N F).

6. Sabemos que E ~ ¢(FE) y F ~ ¢(F'). Recordando que
(AUB)A(CUD) C (AAC) U (BAD)
tenemos que (EU F) ~ ¢(E) U ¢(F) y por transitividad
G(E U F) ~ 6(F) U o(F).

Pero la igualdad no se da, por ejemplo, si £ = [0,1] y F = [1,2], tenemos que
P(E) =(0,1), o(F) = (1,2) y o(EU F) = (0,2).

El siguente resultado es una generalizacion del teorema de densidad de Lebesgue.

Teorema 5.5 (de densidad). Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de
Haar 1zquierda. Sea E un boreliano acotado. Sea U una vecindad abierta y acotada de
e. Definimos la funcion fy : G — R como

_ uw(ENUnr)
Fole) = =)

Entonces fy converge a xg en LY G) cuando U — e.

Demostracion. Sea € > 0. Observamos que

foa) = MENUD) _ p(BelenUz) _ p((Ba00)e) _ p(Ba NUV)A)
U pUz) u(Uz) wUz) u(U)A(x)

Por la Proposicion 5.9, existe una vecindad abierta y simétrica V de e, tal quesiy € V'
entonces f(y) = p(yEAE) < ¢/2. Sea U C V una vecindad abierta de e y F' un
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boreliano en . Entonces

Juete) —xetepanta| = | [(AEERD D )i

F

IA
‘H
S —
ST
o<
el
H
§
><
Dj
Q.
7;
Q.
E

< M—Zu(ylEAE)du(y) < —g%du(l‘) =5

Sea P={ze€ G| fu(zx) — xe(z) >0}y N={z e G| fu(z) — xg(z) < 0}, de lo ante-

rior se sigue

/ fole) = xela)ldu(z) = / () = x(a)ldu(z / (o) = xp(a)ldu(z)

- /fU — xe(@)du)| + | /fU Yo (@)du(z)| < e

5.2. Caracterizacion de las medidas absolutamente
continuas respecto a la medida de Haar.

Esta seccion se inicia con dos demostraciones del Teorema clasico de Steinhaus, una de
ellas muy corta. A continuacion se obtiene una generalizacion de este teorema, la cual
llamamos la versién fuerte.

La parte principal de esta secciéon consiste en la prueba de una condiciéon necesaria
y suficiente para que una medida con signo v definida sobre #(G) con G un grupo
localmente compacto sea absolutamente continua con respecto a la medida de Haar pu.
Esta condicién es: Si v(F) > 0 entonces FE~! tiene interior no vacio.

También se prueba que si v estd concentrada en algtin conjunto B tal que BB~ tiene
interior vacio, entonces v es singular con respecto a .

Definicién 5.6. Sea X un espacio de Hausdorff y p, v dos medidas. Decimos que v
es absolutamente continua con respecto a j si para cualquier conjunto E € 2B(X)
que satisface que u(E) = 0 entonces se cumple que v(E) = 0. Y lo denotamos como
V<< .
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Si pu, v son dos medidas con signo (Apéndice A). Decimos que v es absolutamente
continua con respecto a p si |v| es absolutamente continua respecto a |p|.

Proposicién 5.7. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto, p una medida
de Borel semi-reqular en X y v una medida con signo semi-reqular de Borel finita.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

a) Eziste una funcion f € LY (X, p), tal que v(E) = [ fdu para todo E € B(X).
E

b) v es absolutamente continua con respecto a fi.

c) Si K es un conjunto compacto que satisface u(K) =0 entonces v(K) = 0.

Demostracion. Es claro que a) implica b) y que b) implica c).

c) =)

b) = a)

Sea £ € A(X) tal que pu(F) = 0. Por la Proposicién 1.20 para toda € > 0 existe
K C FE un conjunto compacto tal que |v(E) — v(K)| < e.

Como K C FE se tiene que p(K) = 0y por lo tanto v(K) = 0. Entonces v es
absolutamente continua con respecto a u pues |v(E)| < € para toda € > 0.

Por la semi-regularidad de v existe una sucesién de compactos (K,) tal que
Tim [v](K,) = [v](X).

Definimos o : B(X) — R como po(E) = p(E N Y K,), entonces py es una
n=1

medida o-finita. -
Sea E C #A(X) tal que puo(E) = 0. Ya que v es finita y |v[(X \ | K,) = 0 se
n=1

cumple que

WI(B) = v|(En [J &) + (B0 (X [ JK) =0.

n=1 n=1

Por lo tanto v << py.
Por el Teorema de Radon-Nikodym existe una funcién g € Z'(X, o) tal que
v(E) = [gduo para todo E € B(X).

E
Sea f: X — R definida como

f(z) =g(z)x » . (z) para toda z € X.

n
n=1

Entonces f € LY X, p) y v(E) = [gduo = [ fdu para todo E € B(X).
E o

]

Definicién 5.8. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar izquier-

da. Definimos p: B(G) x B(G) — R como p(E, F) = u(EAF).
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Proposicién 5.9. Sea E € Z(G) un conjunto de medida finita. Definimos f: G — R
como f(z) = p(xE, E). Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea e > 0. Por la regularidad de p existe un conjunto compacto C' C F
tal que pu(E \ C') < €/4 y un conjunto abierto U con C' C U tal que u(U \ C) < €/4.
Por la Proposicion 2.6 existe una vecindad abierta y simétrica V' de e tal que VC C U.
SiayteV

p(zC,yC) = p((zC)A(YC)) = wzC \yC) + p(yC \ zC)
= uly 2O\ C) + p(alyC\ C) < p(VC\ C) + u(VC\ C)
< 2u(U\C) <e/2.

Recordando que para cualesquiera conjuntos A, B y C se cumple que

AAB C (AAC) U (CAB),

obtenemos
[f(x) = fW)| = |w@zEAE) — p(yEAE)| < p(zEAyE)
< w(zE)A(zC)) + p((zC)A(yC)) + u((yC)A(YE))
= w(E\C)+ uxzCAyC) + u(E\ C) < e.
Por lo tanto f es uniformemente continua. O

Teorema 5.10 (Steinhaus, 1920). Sea G un grupo localmente compacto y p una medida
de Haar izquierda. Sea E € B(G) con 0 < u(E) < oco. Entonces EE™! contiene una
vecindad de e.

Se proporcionaran dos pruebas. La primera usa la proposicion anterior y la segunda no,
sin embargo es una prueba muy corta y se debe a K. Stromberg.

Demostracion. #1 Sea ¢ = 2u(FE). Por la proposicién anterior, el conjunto definido
como U ={z € G| f(z) < €} es abierto, ademas f(e) = 0 por lo tanto U es no vacio.
Vamos a demostrar que U C EE~ .

SixeU

pwxE\ E) + p(E\ oE) = p(e EAE) < 2p(E).
Lo que implica que p(zE\ E) < pu(E) 6 w(E\zE) < p(E) por lo tanto tENE # (). O

Demostracion. #2 Por la regularidad de g en conjuntos con medida finita, podemos

escoger un conjunto compacto K C FE tal que u(E)— @ < p(K) y un conjunto abierto

B)
U tal que £ C U tal que p(U) < u(E) + % Por lo tanto

w(U) < 2p(E) = 230(E) < 2u(K).
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Por la Proposicién 2.6 existe una vecindad abierta V' de e tal que VK C U. Vamos a
demostrar que V. C KK '(C EE™!).
Sea v € V' y supongamos que vK N K = () entonces

p(U) > pvK U K) = p(K) + p(vK) = 2u(K),

lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto vK N K #Qy v e KK~ L. O

El Teorema de Steinhaus tiene una versiéon mas fuerte, para la cual necesitamos la
siguiente proposicion

Proposicién 5.11. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar.
Definimos las siguientes transformaciones:

S:GxG—GxG definida como S(x,y) = (x,zy),
R:GxG—GxG definida como R(x,y) = (y,x),
Q:GxG—GxG definida como Q(x,y) = (zy,y').

Entonces S, R y Q) son transformaciones biyectivas que preservan la medida producto
WX . Ademds para toda v € G y E, F € B(G) se tiene que

(Q(E x F))yr = zENF!

Demostracién. Sy R son transformaciones biyectivas, de hecho S™(z,y) = (z, 27 'y)
y R7!' = R. Ademés

Qz,y) = (zy,y™') = (xy, (xy) 'x) = S (zy,z) = ST'R(z,zy) = ST'RS(z,y).

Por lo que @) es también biyectiva y basta mostrar que S y R preservan la medida, ya
que en tal caso S~! también lo hace.

Sea F € #(G) y x € G, entonces (S(F)), = zE, y (R(F)), = E”.

Aplicando el Teorema de Fubini obtenemos

(1 % u)(S(E)) = / u(S(E)).)dp = / Wz Ey)dy = / W(Ea)dp = o x u(E)

(0% (RE) = [ n(REN = [ n(E = (o 10(E).

Sea I’ € #(G), las siguientes proposiciones son equivalentes

YyE(QEXF)), (¢7hy) €eQEXF), (z7'y,y")eEXF,
xlye B, y'eF, ycaENF!
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Teorema 5.12 (Steinhaus, version fuerte). Sea G un grupo localmente compacto p una
medida de Haar izquierda. Sean E, F € B(G) tales que 0 < u(E), u(F) < oo. Entonces
el interior de FE™! es distinto del vacio.

Demostracion. Sean E 'y F' borelianos con medida finita y positiva. Definimos la funcién
g : G — R como g(z) = pu((zE)AF), vamos a demostrar que g es uniformemente
continua.

Sea € > 0, por la Proposicion 5.9 existe una vecindad abierta y simétrica V' de e tal que
p((zE)A(yE)) < e siy 'z € V. Por lo tanto

19(z) — g(y)| = [W(=EAF) — w(yEAF)| < p(z EAyE) < e.

Como g es continua, U = {z € G | g(x) < u(E) + p(F)} es abierto. Veamos que U no
es vacio.
Por la proposicion anterior tenemos que

WEW(F™) = (pxp)(Ex F) = (uxp)(QEx F)) = /u((Q(E X F71),)dp
= /M(x_lE N F)dp.
En consecuencia u((zE) N F) > 0 para alguna z € G. Por lo tanto
9(x) = p(zEAF) = p(zE\ F) + p(F\ 2E) < p(E) + pu(F).
Asi pues, U es distinto del vacio. Si z € U,
p(zE)AF) = pxE\ F) + p(F \ 2E) < p(E) + p(F),

por lo cual p(zE\F) < u(E) 6 u(F\zE) < p(F). Entonces tENF # () y por lo tanto
UcCFE™. [

El siguiente teorema caracteriza a las medidas con signo que son absolutamente con-
tinuas con respecto a la medida de Haar izquierda.

Teorema 5.13. Sea G un grupo o-compacto y p una medida de Haar izquierda. Sea v
una medida con signo regular con variacion total |v|. Entonces son equivalentes:

a) Todo conjunto E con |v|(E) > 0 cumple que (EE~)° £ .
b) Todo conjunto E con |v|(E) > 0 cumple que EE~! € ;.
c) Si A y B son conjuntos con |v|(A) >0 y |v|(B) > 0 entonces (AB™1)° #£ ().

d) v << p.

Demostracion. Si v << p entonces u(K) > 0, u(A) > 0y p(B) > 0. Por lo tanto del
Teorema de Steinhaus versién débil y fuerte se sigue que d) implica a b) y a c).

Cada uno de los incisos b) y ¢) implican a). Vamos a demostrar que a) implica d), para
eso necesitamos las siguientes dos proposiciones.
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Proposicién 5.14. Sea G un grupo localmente compacto y compactamente generado.
Sea {U,} una sucesion de vecindades abiertas de e. Entonces existe un subgrupo N

compacto y normal tal que N C OfiUn, G/N es metrizable y admite una base numerable

para la topologia cociente.

o0
Demostracion. Sean {F),} una sucesién creciente de compactos tales que G = Uan y
n—

V, una vecindad de e tal que Vj es compacto.

Por las Proposiciones 2.6 y 2.7, existe una sucesion de vecindades abiertas y simétricas
de e, {Vn}:;o:l tales que V2 C V,,_1 NU,, V,, C V,,_1 y para toda = € F, se cumple que
Voot C V1.

Definimos N = ﬂ V,, entonces N C ﬂ U,. Es claro que N es un subgrupo
Dada z € N¢ ex1ste n € N tal que z gé V Supongamos que zV,, 1 NV, 11 # 0 entonces

2 eV Vi =V, CV,

lo cual es una contradiccién. Asf pues, 2V, .1 NV,,1 = 0 y por lo tanto z € 2V, C N¢,
es decir, N es cerrado. Debido a que N C Vj, N es compacto.

Vamos a demostrar que es un subgrupo normal. Sean z € N, g € G y n € N, afir-
mamos que grg~ ' € V,. Ya que G es o-compacto, existe m € N tal que g € F),.

1) Sin < m se tiene que gzg~' € gV, gt C Vo1 C -+ C V.
2) Sin > m, como los F,, son crecientes, entonces g € F,, 1, por lo tanto

919" € gVr1g™' C Vi
En consecuencia N es normal.

Sea m : G — G/N la proyeccién candnica. Vamos a demostrar que {m(V,)} ~ es

una base de vecindades para N (el neutro) en G/N. Sea {wN | w € W} una vecindad

de N en G/N, con W C G un abierto.

Supongamos que para toda n € N se cumple que V,, ¢ WN. Entonces la familia
= {Vn Nn(WN )C} tiene la propiedad de la interseccién finita, ya que V,, C V,,_;. Por

lo tanto

@;éﬂVmWN ﬂVﬁWN) NN (WN) =0
n=1
que es una contradm(non, entonces existe n € N tal que V,, C WN. En consecuencia
G//N tiene una base numerable de abiertos de N y G/N es metrizable. ([7], pag. 70).
Por lo tanto, G/N, tiene una base numerable para sus abiertos. O

Proposiciéon 5.15. Sean G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar
izquierda y v una medida finita y reqular que es singular respecto a p. Sea R C G un
conjunto tal que v(R°) =0 y pu(R) = 0. Entonces para todo conjunto compacto K C R
existe un boreliano P con P C K tal que (PP™1)° =0 yv(K \ P) =0.
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que G es compactamente
generado.

Ya que la medida de Haar es regular y pu(K) = 0, podemos escoger una sucesion de
conjuntos abiertos U; con K C U; tales que u(U;) < % Sean W; € 4, tales que
KW, CcU,. .

Por la proposicién anterior existe un subgrupo N normal y compacto tal que N C (W,
i=1

y G/N es metrizable y separable.

Ya que KN C KW, C U;, tenemos que u(KN) =0y u((KN)™1) = 0.

Definimos Z = {z € G | v(xKN) = 0}. Vamos a demostrar que {xN | x € Z} es denso

en G/N.

Usando el Teorema de Fubini para V' C G un conjunto abierto no vacio y {vN |v € V'}

el abierto en G/N, obtenemos

/V(xKN)du(x) = /XVN( Ww(xKN)du(x //XVN T)Xarx N (y)dv(y)dp(x)

h :l//mm Sy ) dp()dv(y)

://mﬂwmmpmme@
= / / xvn (yr)dv(y)dp(z) = 0.
(KN)~!

Asi pues, v(tKN) = 0, p-c.d con € VN, ademas u(VN) > 0 por ser abierto.
Tomamos z € VN tal que v(xKN) = 0, entonces z € Z y tN € {vN |ve V}. En
consecuencia {zN | x € Z} es denso en G/N.

Sea Z; = {x € G|v(KNNzKN)=0}. Como v(KNNzKN) < v(zKN) se tiene
que Z C Zy, por lo tanto Z; es denso en G/N.

Usando la separabilidad de G/N, podemos escoger D C Z; un conjunto numerable tal
que {dN | d € D} sea denso en G/N.
Definimos S = J{KNNdKN | d € D}. Entonces S C KN y

S) <) V(KN NdKN) = 0.

deD

Sea B= KN\S.Si (BB™)° # (), existe un conjunto abierto V # ) tal que V' C BB~
Por la eleccién de D existe d € D tal que dN € {vN | v € V'}. Entonces

dN C VN Cc BB™'N.
Por lo cual existen ng, ng € Ny kiny, keny € B tales que dng = kyny(kans) 'ns,
kiny = dngng 'kong € ANN'KN = dNKN = dNK.
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asi pues kiny € KN NdKN C S que es una contradiccién ya que B = KN \ S. Por lo
tanto (BB~1)° = 0.
Sea P =K\ S. Entonces P = K\ S C KN \ S = B, tiene tiene interior vacio y

v(K\P)=v(KNS)<v(S) =0.
[

Continuamos con la demostracién del Teorema 5.13. Usando el Teorema de Descom-
posicién de Lebesgue ( Vér Apéndice A.34) existen v y n medidas con signo tales que

v=no+n ~v<<p y nlp

Como v << u, 7y satisface a). Por lo tanto n = v —  satisface a).

Supongamos que 7 # 0. Entonces |n| no es una medida trivial y nLpu.

Sea R el conjunto tal que |n|(R°) = 0y u(R) = 0. Por la regularidad de 7 escogemos
un compacto K C R tal que |n|(K) > 0.

Entonces existe un conjunto P C K tal que |n|(P) = |n|(K) y (PP~1)° = (). Escogemos
un compacto L C P con |n|(L) > 0, pero (LL™1)° C (PP~')° = ), es una contradiccién
ya que cumplia con a). En consecuencia v = vy << p. O

También se tiene una caracterizacion de las medidas singulares con respecto a una
medida de Haar izquierda.

Teorema 5.16. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar izquier-
da. Entonces v una medida reqular finita es singular con respecto a p st y solo si v
estd concentrada en un o-compacto B tal que (BB~1)° = ().

Demostracion.

=) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v es no negativa y esté concen-
trada en F con u(E) = 0.
Usando la regularidad de v y que es finita, podemos escoger conjuntos compactos
K, C Ky C--- C E tales que li)mu(E\K,) = 0.
Por la Proposicién 5.15 para Eogloo K; con i € N existe un conjunto P; C K; tal
que (BP71)° =0y v(K;) = v(D).

[e.o]

Sea (P;, N;) la descomposicién de K;, (N; es un v-nulo) y N = [JN; entonces

=1
v(K;) =v(K;\ N). Ademéds K; \ N C K, \N C---C E.
Sea Fy = (). Por la regularidad de v, para toda i € N, escogemos conjuntos
compactos F; tales que

1
Fii CRECKAN vy (K A\N)-v(F) <.

Se cumplen las siguientes afirmaciones
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a) 1 C F, C--- C E, por construccién de Fj.
b) (FyF;1)°  (PP71)° por lo tanto (FiF;')° = () para toda i € N.

oo
Sea B = |J F;. Entonces B es og-compacto y B C E. Como F; C Fj,q, se tiene

=1
que

) 1
W(B) = (D F) = lim v(F) = lin (1K) + +) = v(E).
1= 1—00 1—00 VA
Como v es finita, se tiene que v(B°) = v(E°) +v(E \ B) = 0 asi pues v estd con-

centrada en B.

Vamos a demostrar que BB~! C |JF;F,'. Sea x € BB™!, entonces existen
i=1

fi € Fiy f; € F}, para algunas i, j € N tales que z = fifj_l.

Sea k = max {i, j} como los compactos F; son crecientes, f; € Fy y f; € F}, por

lo tanto x € Fka’l.

Supongamos por tltimo que (BB™1)° # ), por el Teorema de Categoria de Baire

(ver [17], p. 42) existe i € N tal que (F;F;')° # 0, lo que es una contradiccion,

por lo tanto (BB™1)° = ().

Sea v = v+ 1 la descomposiciéon de Lebesgue, con v << py n L pu.
Si v # 0 se tiene que |y|(B) > 0, por el Teorema 5.13, (BB~')° # ) lo que es una
contradiccién, por lo tanto y =0y v =n L pu.
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Capitulo 6

Algebra Z1Q).

En la primera seccion hablaremos del espacio de las funciones reales medibles con inte-
gral finita, £1(G), y definiremos la convolucién de funciones. Probaremos que estd bien
definida como una operacién de clases de Z1(G) y que con esta operacién £ (G) es
un algebra de Banach. Ademaés caracterizaremos propiedades del grupo G en términos
de propiedades del dlgebra £ (G).

En la segunda seccion estudiaremos el espacio de todas las medidas con signo semi-
regulares, M (G), y definiremos la convolucién de medidas. Veremos que con esta ope-
racién junto con la suma, M(G) es un algebra de Banach y se probard que la familia
de medidas absolutamente continuas, M,(G) constituye un ideal bilateral. Finalmente
analizaremos la relacién entre convolucion de funciones y de medidas.

6.1. Z1(G).

Es bien sabido que el espacio ! es un espacio de Banach. A continuacién definiremos
una operacion en este espacio llamada convolucién de manera que sea un algebra de
Banach. Ademas demostraremos que si dos funciones son continuas y de soporte com-
pacto, la convolucién vuelve a serlo. También mostraremos que la convolucién preserva
la convergencia en Z1(G).

Finalmente veremos algunos resultados que nos relacionan ciertas propiedades del grupo
con las del algebra.

Definicién 6.1. Sea G' un grupo localmente compacto, p una medida de Haar izquierda,
y sean f, g € LYG,B(G),u). Definimos la convolucidn de f con g, denotada por
f*xg:G— R como

[ f(s)g(s™)du(s) sila funcion s+ f(s)g(s™'t) € LG, p)
fryg(t) =

0 otro caso

Lema 6.2. Sean f,g € L' (G) entonces en la definicion de la convolucion se puede
reemplazar el término f(s)g(s™'t) por cualquiera de los siguientes
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1. f(ts)g(s™).
2 f(sg(sHA().
3. F(ts)g(s)A(s™).

Demostracion. Como p es una medida de Haar, si se reemplazan s por ts no se altera
la integral por lo tanto

[ 1t 0duts) = [ F(es)gts ants).

Ahora por el Corolario 4.23 tenemos que

[ [ 1 atsa 9= [ £5)9(s )l
[ s )= [ Fles)gs dn(s)

Proposicién 6.3. Sean f,g € # (G). Entonces f x g € H#(G).

y ademas

Demostracion. Dadas fy g € #(G), con C = sop(f) y D = sop(g), definimos la
funcién h como h(s,t) = f(t)g(t~'s). Si h(s,t) # 0 implica que t € C' y t™*s € D por
lo tanto s € DC.

Si s ¢ DC, la funcién t — h(s,t) es idénticamente cero, por lo que

f*g(s)= /h(s,t)du(t) =0
Asi pues, f *x g tiene soporte compacto.

Para ver que es continua, dada € > 0 escogemos V € A, tal que |f(x) — f(y)| < € si
xy~t € V. Por el lema anterior se tiene que

£9e) = frgl)l = | [ fslgls duts) ~ [ Fs)als (o)
< [156s) = s llgls ldus) < [ lots duts)

como |g| € # (@), entonces f *x g € H(G). O

Proposicion 6.4. Sea G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar izquier-
da y sea f € L1 (G, ), entonces existe una sucesion (K,,) de conjuntos compactos tal

que f(x) =0 sixz ¢ GKn.
n=1

70



Demostracion. Sea
1
En:{xEG:|f(x)|>—} para toda n €N
n

entonces

{reG: flx)#0}=JE.

Adems4s

%w@iﬁﬂ&AWWSémw<w

Ep

por lo tanto u(E,) < oc.

Sean U,, conjuntos abiertos tales que tales que p(U,) < oo y H un subgrupo abierto y
o

o-compacto (ver Lema ?7?); es decir, H = |J K,, con cada K,, compacto.

m=1
Notemos que

o0

{g€G|UnﬁgH7$(Z)}:U{g€G|p(UnﬁgH)>%}

k=1
pues U, N gH es abierto y es a los mas numerable porque p(U,) < co. Por lo tanto
Un C Ugn,iH = U U gn,sz
i=1 i=lm=1

{gn,ifm 2 i,n,m € N} es lo que buscdbamos ya que si

[celaNe ol o]

v ¢ UUUgnikn

n=1li=1lm=1
entonces -
v¢|JE., v fl@)=0.
n=1
O

Lema 6.5. Sea G un grupo localmente compacto, u una medida de Haar izquierda y sea
F:GxG — GxG definida como F(s,t) = (s,s7't) Entonces F' es un homeomorfismo
que preserva la medida, es decir,

(> p)(A) = (u x p)(FH(A))  para toda A € B(G) x B(G)

Demostracién. La inversa de F es F~1(s,t) = (s,st) y ambas son continuas, por lo
tanto F' es un homeomorfismo.
Sea U C GG x G un conjunto abierto, ya que

FHU) ={(s,st) : (s,t) € U}
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se tiene que
(FHU))s = {st:(s,t) €U} =s{t:(s,t) €U} = sU,.

Entonces

wxuxF%U»:/ﬁ«FﬁummM:/ﬁume:/uwaw:wumwwy

Dados E € #(G) y € > 0 existen conjuntos abiertos Uy V con ECUy F"Y(E)CV
tales que

[(ux p)(U) = (% p)(E)| < g v e xp)(V) = (ux p)(FYE))| < %

Como F' es un homeomorfismo, W = U N F(V) W es un conjunto abierto. Observemos
que
EcWcU y FYE)YCF'W)cV

entonces

X p(B) = px p(FHE)] < | x p(B) = px u(W))|
+ X w(FH W) = pox u(F~H(E))|
< pxp(V) = px p(F7HE))| + |pox p(B) = p(U)|
< §+§:€.

A continuacién probamos el Teorema de convolucién de Young.

Proposicién 6.6. Sea G un grupo localmente compacto, i una medida de Haar izquier-
day f, g€ LY G, ). Entonces

a) s f(s)g(s7't) € LYG, p) p-c.d., para toda t € G.
b) If =gl < Ifllillglly (Desigualdad de Young). Y por lo tanto f x g € LG, u).

Demostracion.

a) Sean s,t € G entonces
(5,) — F(s)g(t) € L1(C % G).
Por el lema anterior
(5,8) — f(s)g(s™'t) € LG x G).

La funcién (s,t) — f(s)g(s~'t) tiene soporte o-compacto, por la Proposicién 6.4 y
por el Teorema A.39,

s f(s)g(s™t) € LYG, pn) p-c.d.
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b) Sean f,g € £ (G, 1), entonces

I£59l = [ ] [ 16t 0duts)|aute) < [ [ 1719t DdutsInce)
= [ [ 1)ttt = 1114 ol

Ademas se da la igualdad si f, g > 0.

O

Proposiciéon 6.7. Sean G un grupo localmente compacto, u una medida de Haar
izquierda y f1, f2, g1, g2 € ZLNG) tales que fi = fy c.d. y g1 = go c.d. Entonces
Jixg1 = f2xga.

Demostracion. Sea t € G vamos a demostrar que f1 * g1(t) = fo * go(t). Definimos

E={ze G| filz) # [(x)} vy F={zeG]|a() #gp)}

Entonces existen N, M € A(G) con u(N) = 0 = u(M) tales que E C Ny F C M.
Ademés pu(tM~1) = 0 por ser u una medida de Haar izquierda.
Toda z € G\ (N UtM~1) cumple que

filz) = folx), a7 t¢M v g(z7't)=g(z™'t),
en consecuencia

fea(t) = / f1 (@)1 (2~ ) dpu(w) = / £ (@)gr () dp(x)
G

G\(NUtM—1)

_ / fol@)ga (2~ ) dpu(x) = / fo(@)ga(a () = fo* g,

G\(NUtM—1) G

]

Asi pues, por la proposiciéon anterior, la convolucion estd bien definida como una funciéon

de clases de Z1(G).

Teorema 6.8. Sea G un grupo localmente compacto, p una medida de Haar izquierda.
Entonces LY (G, i) es un dlgebra de Banach con la convolucién como multiplicacion del
algebra.

Demostracién. Sabemos que .£*(G) es un espacio de Banach y paraa € R, f, gy
h € £*(G) se cumple que

a. fx(g+h)=fxg+ fxh.
b. (f+¢g)*h=fxh+gx*g.
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c. a(f*xg) = (af)*g= f=*(ag).

d-([f*glly <11 flly llglly -

Sélo falta demostrar la asociatividad de la convolucién. Sea = € G

((f % 9) % h)(z) = / (f * 9) (Oh(t ™ 2)dp(2) / / £s Bt ) dpu(s)du(t)

= [ [ #ols 0nte ) dutidus)
= [ [ 100(ns e ) dutduo)

Esto se obtiene después de hacer el cambio de variable st por t.
Ademas

frlgsmie) = [ F(s)g ) 9= [ [ foawne s a)auttants)
Por lo tanto es un algebra de Banach. O]

Como corolario tenemos que la convolucién preserva la convergencia en £ (G).

Corolario 6.9. Sean f, g € LG, p), {fu}e, € LNG, 1) y{gn},—, € LG, 1) dos
sucesiones tales que lim || f, — f|| =0 y lim ||g, — g|| = 0 entonces

Demostracion. Sea € > 0.

||fn*9n—f*g||1 < ||fn*gn_fn*g“1+||fn*g_f*g||1
< |(falli llgn = glly +11fa = Flly gl -

Como lim || f, — fll; =0, {f.} estan acotadas por M > 0, por lo tanto

0 <\fn*gn—fxglly < Mllgn—glly + 1fa = Flly gl

En consecuencia lim ||f, * g, — f * g|| = 0. O
n—oo

A continuacién veremos resultados que nos relacionan del grupo con propiedades del
dlgebra Z'(G).

Proposiciéon 6.10. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar
izquierda. Entonces G es abeliano si y sélo si L1 (G, ) es abeliano.

Demostracion.
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=) Si G es abeliano, A(x) = 1 para toda x € G. Por lo tanto
(F+9)w) = [ Flas ()6 duts) = [ 1™ 2)glduls) = (9% )
<) Sean f, g € ZLYG). Yaque f*xg=gx* f, para toda t € G

0= [(#(s)gts™) = £ glNdnls) = [(Fts™ AT = £ )als)dn(s)
La igualdad se da para toda g € .Z*(G), entonces
ftsTHA(s™) — f(s7't) = 0, para todot € G
en particular para t = e por lo tanto
FTDAGT) = 17
y A(s) = 1 para toda s € G.

Asi las cosas, f(ts™!) = f(s7't) para toda f € Z'(G), pero L' (G, u) separa
puntos de G, por lo que ts~! = s7!t y en consecuencia G es abeliano.

O

Proposiciéon 6.11. Sea G un grupo localmente compacto y p una medida de Haar
izquierda. Entonces G es discreto si y sélo si (G, ) tiene unidad.

Demostracion.
=) Si G es discreto, la medida de Haar es la de conteo y [ fdu = Y f(x). Sea

el
e(x) = xe(2),

fre(x /f ey w)dpy = fyely " x) = f(x)

yeG
Por lo tanto -£*(G) contiene una unidad.

<) Sea u(z) la unidad de Z(G) y E = {e}. Entonces

1= xe(e) = xp *ule) = /u(y)XE(y‘le)duy = /u(y)xE—l(y)duy = u(e)u({e})
Para que no sea una contradiccién pu({e}) > 0y por el Teorema 4.1, G es discreto.
[

Por la proposicién anterior, en £ (G) no necesariamente hay unidad. Pero un buen
sustituto se obtiene en el siguiente teorema.
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Teorema 6.12. Sea f € £LP(G) y e > 0. Entonces existe V' una vecindad abierta del
neutro tal que para toda w € LYG), u>0 con sop(u) CV y [udu =1 se cumple que

Ifeu—fl,<e y Jusf—7l, <

Demostracion. Sean u € L*(G) con [udp =1y h € L1(G).

'/W*f—ﬁ@M@MM@

= | [ @t e) - ra)h@dnt)dnt

— / / (-1 f(2) = f(2))uly)h(z)du(y)du(z)

< / u(y)

Por la desigualdad de Holder se tiene que

dp(y).

/@lﬂm—fm»uwwm>

/(U* f=N@)h(z)dp(z)| < IIhIIq/ ly=1f = fllpu(y)du(y),

por lo tanto
s = £l < [l f = Flus)auty).

Escogemos U € .4, un conjunto abierto tal que ||,-1f — f|| < esiy € U y la funcién u
tal que sop(u) C U. Entonces

s s =7l < [ lyss = Sluidats) < e [ ulw)dne) =

Por otro lado, como [udp =1y u(z) >0, m = [u(z~)du(z) > 0. Entonces

[ 5w = Dizhduto)

=:L//ummwyw—ﬂwm@wme@>

= | [ [ (o) = 22D Yur @ autyinto)

< /U(yl)

Por la desigualdad de Holder tenemos

f(y)

[ (6w = 22 hiw)auteo) o).

m

<y [ D gy = Sluty)

/U*u—n@m@mmw

por lo tanto
u(y™)
m

W*u—ﬂbg/

”mfy‘l — fllp duly).
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Ademas como la funcién modular es continua, existe un conjunto abierto V; con V; € .4,
tal que 1 —e < A(y) < 1+e€siy e Vp. Sea u tal que sop(u) C Vj

(1= = -9 [udu=01-0 [ul Al )l
< / w(y™ A AY)du(y) = m = / u(y™ A AY)du(y)

< (14 / (g ™A duly) = (1 +0) / udp = (1+0)

Porlotantol —e<m <1+e.
Por otro lado, se tiene que

[mfy— = fllp < mllfy=r = Fllp + Im = Ul fllp < @+ [ fyr = fllp + €l fllp-

€
1+e¢

Ademds existe V5 € ¢, conjunto abierto, tal que || f,-» — f||, < siy € V. Por lo

que [|mfy-r — fll, < e +[[f]p).
Sea u € LY (G) con u(x) >0, [udu =1y sop(u) C UNV;N Vs, entonces

u(y™)

[ D g, s = 1l duto) < 151 [ dty) = 1+ 1)

De donde se sigue el resultado. O]

6.2. M(Q).

Ahora hablaremos de M (G), que es el conjunto de todas las medidas con signo finitas
y semi-regulares. Primero de una manera mas general donde sélo necesitamos que sea
un espacio localmente compacto y después en el momento de hablar de convolucién de
medidas utilizaremos un grupo localmente compacto.

Demostraremos que M (G) es un algebra de Banach con la operacién convolucién y que
el conjunto de medidas absolutamente continuas respecto a la medida de Haar es un
ideal bilateral en esta dlgebra. Finalmente mostraremos que existe un homomorfismo
biyectivo e isomorfo entre este conjunto y .Z1(G).

Definicién 6.13. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Definimos
M(X) ={u: p es una medida con signo finita semi-reqular} .

Teorema 6.14. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Entonces M(X)
es un espacio de Banach, con la variacion total como norma.

Demostracion. Sea () una sucesién de Cauchy en M(X)y E € #(X), como
[ (E) = pn(E)] < [t — pn| (E) < [ = | (X) = [t = pin]|
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se tiene que (u,(E)) es una sucesién de Cauchy en R, por lo que converge y ademés lo

hace uniformemente.

Definimos p : A(X) — R como u(E) = lim p,(E). Vamos a ver que p es una medida
n—oo

con signo semi-regular y lim ||u — p,|| = 0.

1. u(0) =o.
2. Sea (E;)%_ | una sucesién de borelianos ajenos dos a dos, entonces

k

k k k
10 (UE> = lim p, (UE) = lim D (B = ul(E)
=1 =1 =1

=1

3. Sean € > 0y (Ej)32,; una sucesion decreciente de borelianos tales que () Ey = 0.
k=1
Por la convergencia uniforme existe N € N tal que para todan > Ny E € A(X)
se cumple |[pu(E) — pn(E)| < 5.
Por el Teorema A.30 podemos escoger K € N tal que |un(Ey)| < § si & > K, por
lo tanto

\1(Ey)| < [u(Ex) — pn(Ex)| + |lpn (Br)| < €
En consecuencia klim w(Ey) = 0y por el Teorema A.31, pu es una medida con

signo.

4. Sea (E;)F_, una particién finita de X y € > 0. Existe N € N tal que ||, — ]| < €
si n,m > N. Por la Proposicién A.29 se tiene que

k
me(EZ) — (B < |lpn — pm| < e
=1

k

Haciendo tender m a infinito obtenemos que > |u(E;) — pn(E;)| < €. Por lo tanto
=1

I = pnl| < €sin > N.

5. Dados F € #B(X) y € > 0 escogemos N € N tal que || — u,|| < €/3 para toda
n > N. Ya que uy es semi-regular, existe U un conjunto abierto con ' C U y
lun|(U) — |un|(E) < €/3. Entonces

1l (U) = ul(E) 1 (U) = v |[(U) + |an [(U) = [ (B) + (1l (B) = |pn|(E)

<
< 2l = pnll + [un [(U) = [un[(E) <€
Por lo tanto u es regular exterior. La prueba de la regularidad interior es andloga.

6. p es una medida finita ya que |u|(E) < oo para toda F € B(X).
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Proposicién 6.15. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, i una medida

de Borel semi-reqular y f una funcion tal que f € ZY(X,u). Entonces la funcion

ve: B(X) — R definida como v¢(E) = [ fdu es una medida con signo finita y semi-
E

reqular.

Demostracion. vy es una medida con signo por propiedades de la integral y como f &

L1(X, w), vy es finita. Falta ver que es semi-regular.

Si f = > aixg es una funcién simple, v¢(F) = > a;u(F N E) y por lo tanto vy es
i=1 i=1
semi-regular.

Si fe LY X,u)y f > 0, existen una sucesién creciente de funciones simples f,,,
0 < fo < ftalesque f = lim f,. Parae > 0, escogemos N € N tal que [(f—fn)dp < §.
Sea U un conjunto abierto, como vy, es semi-regular existe un compacto K C U tal
que vy, (U) — vy, (K) < §. Dado que vg(E) — vy, (E) < [(f — fn)dp tenemos que

vi(U) = vp(K) S vp(U) = vpy(U) + vy (U) —vpy (K) + vp(K) — v (K) <e

Por lo tanto vy es semi-regular interior. Para demostrar la semi-regularidad exterior el
procedimiento es analogo.

Dada f € LY (X, p) existen f*, f~ € £ con fT, f= > 0 tales que f = fT — f~.
Consideremos € > 0 y U un conjunto abierto, por el caso anterior, existen K;, Ko C U
conjuntos compactos tales que

€ €
e (U) = (KDL < 5y Iy (U) = vy (Ka) < 5
Claramente, K = K; U K5 es un conjunto compacto contenido en U y cumple que
v (U) = vp(K)| < [vpe(U) = vpe (K1) + [vp-(U) — vy (K2)| <€

Elijamos E € Z(X), por el caso anterior existen Uy, U, conjuntos abiertos que con-
tienen a F tales que

€ €

5 Vo e (Ue) v (B)] < 5

[+ (Ur) — vp+ (B)| < 5

Sea U = U; N U, es un conjunto abierto que contiene a F y ademds
v (U) = v(E)| < |vpe(Ur) = vpe (B)| + [vp-(U2) — vp-(E)| <€
O

Proposicién 6.16. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto y p una medida
de Borel semi-regular. Entonces la funcion f — vy definida en la Proposicion 6.19,
induce una isometria lineal de L' (X, ) sobre el subespacio

M,(X)={ve M(X) | v es finita y absolutamente continua con respecto a ji} .

Demostracion.
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1) La funcién es lineal por propiedades de la integral.

2) Sea v € M,(X), entonces v es finita y v << p. Por la Proposiciéon 5.7 existe
una funcién f € Z1(X, ) tal que v(E) = [ fdu para todo conjunto E € Z(X).
E

Entonces la funcién f — vy es suprayectiva en M, (X).
3) Sea f e ZYX,pu), entonces
191 = W= [ = [ rdn= v (0 40 () = sl X).
X {f(x)=0} {f(=z)<0}

Por lo tanto || f|| = ||v¢]|-
Por lo tanto el mapeo es una isometria lineal. O

De ahora en adelante, nuestro espacio sera un grupo localmente compacto.

Proposicién 6.17. Sea G un grupo localmente compacto, p y v medidas semi-requlares
positivas y finitas. Sea p X v el producto semi-reqular de Borel de p y v. Definimos
(u*xv)(E) = (pxv){(z,y) € G X G:ay € E}). Entonces pux v es una medida de
Borel semi-regular y para todo E € B(G) cumple

(4 v)(E) = / v(e B)du(r) = / By v (y)

Demostracion. Definimos F' : G x G — G como F(x,y) = xy, entonces F' es continua
por lo que

(u*v)(E) = (u x v)F~(E)

es una medida. Falta ver que es semi-regular. Sea £ € #(G x G) y € > 0. Como las
medidas son finitas, se cumplen las hipétesis de la Proposicién 1.20 por lo que existe
un conjunto compacto Ky C F~1(FE) tal que

(1 x V)(Ko) > ( x V) (FH(E)) — ¢ = pix v(E) — <.
K = F(Kp) es compacto y K C E. Ademés
px v(K) = (1 x V)(F(K)) > (ux v)(Ko) > jix v(E) - e
Por lo tanto
pxv(E) =sup {u*v(K): K C Ey K es compacto}

en particular si £ es un conjunto abierto se tiene la regularidad interior.
Por la estimacién anterior existe K C E° un conjunto compacto tal que

pxv(K) > pxv(E) —e
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como las medidas son finitas p* v(E°\ K) < €.
Sea U = K¢ entonces U es un conjunto abierto, ¥ C U y

puxv(U) —pxv(E) = puxv(U\E)=puxv({UNE) =puxv(K°NE)
= uxv(E\K)<e

Por lo tanto la medida es regular exterior.
Observemos que

pev(E) = ux FUE) = [o(F (B)du(o) = [ v(a™ B)iuta)
ya que
FYE),={(z,y) eGxG:ayeE},={yeG:ayc E} =2 'E.
Por otro lado, como
FHE)y={(z,y) eGxG:ayecE} ={recCG xycE}=FEy""

se tiene que

we v(E) = p x o(FV(E)) = / W(FN(E), )dv(y) = / By )dv(y)
L]

Definicién 6.18. Sea G un grupo localmente compacto, y sean p, v € M(G) Definimos
la convolucion de p con v, denotada por p* v, como sigue:

(kxv)(E) = (nxv)({(z,y) € G X G:ay € E}).

Por la proposicion anterior y el teorema de descomposiciéon de Jordan tenemos que si
v, € M(G) entonces u*v € M(G).

Proposicién 6.19. Sea G un grupo localmente compacto, p y v medidas semi-requlares
finitas. Entonces

/fd,u*l/ //fmyd,u )dv(y //fxydu Ydp(x)
para toda funcion integrable f.

Demostracion. Si f = xg, con E € B(G) entonces

[ty = wen®) = [ v Byino) = [ [ on@iv)dut
//XEind/L )dv(y //fa:ydu ().

Si f es simple el resultado se sigue de la linealidad de la integral, si f es integrable y posi-
tiva del Teorema de la Convergencia Mondtona. Finalmente la validez de la proposicion
para una funcién f integrable proviene de separarla en su parte positiva y negativa. [
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Teorema 6.20. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces M(G) con la convolu-
cion como multiplicacion es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Por el Teorema 6.14, M(G) es un espacio de Banach. Sélo falta ver
que se cumple que la convoluciéon es asociativa y la norma submultiplicativa. Sean

v, v,y € M(G) y E € Z(G). Entonces

(1 + (v # 13))(B) = /(VQ*V3)<33 1E)duy (x //ygy 21 B)dva(y)dn ()
_ // VLE)dy (x )di/g(y):/VQ(u_ E)d(v, % 1) (u)

= 1/1 * 1/2 k Vg)(E)

Sea {E;}._, una particién finita de G. Por la Proposicién A.28 tenemos que

Slx ) B = 3| [ e Bduta)| < [ Yoluta Bl < [ vl dl

Entonces ||+ v|| < [ull [[]- O

Definicién 6.21. Sea A un dlgebra, decimos que I es un tdeal si es un subespacio
vectorial de A y para toda uw € I yv € A se tiene que u-v y v -u estdn en I.

Definicién 6.22. Sea G un grupo localmente compacto y i una medida de Haar izquier-
da. Definimos

M,(G) ={v € M(G) | v es absolutamente continua con respecto a ji}

Observemos que por el Corolario 4.21, v es absolutamente continua con respecto a p si
y s6lo si lo es respecto a fi.

El siguiente teorema nos muestra que M,(G) es un ideal bilateral en M (G) y que existe
un homomorfismo biyectivo e isomorfo entre £ (G) y M,(G).

Teorema 6.23. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces

a) M,(G) es un ideal en el dlgebra M(QG).

b) Si p es una medida de Haar izquierda, entonces el mapeo f +— vy es un homo-
morfismo que preserva normas de £ (G, p) a M(G). Donde vy estd definido como
vi(E) = [ fdu para toda E € B(G).

E

¢) La imagen de L (G, 1) bajo este homomorfismo es M,(G).

Demostracion.
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a)

)

M, es un espacio lineal por la linealidad de la integral. Sea p una medida de Haar
izquierda, v, € M(G) y v € M,(G) se demostrard que vy % V5 y 14 * 1y pertenecen
a M,(G).
Sea E € #(G) tal que u(E) = 0, por el Corolario 4.21, i(E) = 0 por lo tanto
pr'E) =0 = u(Ex"") para todo r € G.
Ya que vy <<
vy(r7'E) =0 =1y(Ez™") paratoda z€G

Por lo tanto

1) vy x1a(E) = [1a(By ')dv; = [0dr = 0.
) vy x vy (E) = fyg( 'E)dvy = [0dvy = 0.

Por la Proposiciéon 6.16 el mapeo induce una isometria lineal, sélo falta ver que
preserva la convolucién. Sean f, g € ZY(G,u) y E € B(G) entonces

a(B) = [0 # g0t = [x(0) [ 16)als Dntdutt

Como la medida de Haar izquierda es invariante bajo traslaciones izquierdas, ha-
ciendo el cambio t = st obtenemos

vrolB) = | [t s 0= [ 1) [ xptsaauts)int)
- /f /XE (st)dp(s)dv,(t) //XE (st)dvy(s)du,(t) = vy * vy(E)

Por la Proposicién 6.16, la imagen del homomorfismo es M,,.
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Conclusiones y epilogo

El objetivo de este trabajo fue el de estudiar la medida de Haar en grupos localmente
compactos. Se demostraron cuatro distintas pruebas de la existencia y unicidad de esta
medida que extiende a un contexto mas abstracto la propiedad fundamental de inva-
rianza de la medida de Lebesgue en R.

Se estudiaron las propiedades de la medida de Haar y la funcién modular que per-
mite relacionar la medida de Haar izquierda y la medida de Haar derecha. Resulta
interesante la existencia de un conjunto medible con medida izquierda finita y medida
derecha infinita si el grupo no es unimodular.

De interés independiente es la generalizacion del Teorema de Steinhaus, el Teorema
de densidad de Lebesgue y la existencia de subconjuntos no medibles “al estilo” de
Vitali.

Justamente el Teorema de Steinhaus es el que nos permitié dar una caracterizacion
de las medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de Haar y se de-
mostro que el espacio, M,, de estas medidas forma un ideal bilateral en el espacio de
todas las medidas con signo finitas.

Finalmente se demostré que el espacio de las funciones integrables .2 (G) es un élge-
bra de Banach bajo convolucién y que hay un homomorfismo biyectivo entre éste y
el espacio M,(G). Ademds se encontraron relaciones entre las propiedades del grupo
topolégico y las del dlgebra Z'(G). En el caso que el dlgebra no tenga unidad, se dio
un buen sustituto de ésta.

El apéndice B, no es necesario para la realizaciéon de este trabajo pero es un resul-
tado interesante, ya que distingue tres clases de subconjuntos que aparecen de manera
natural en un espacio localmente compacto y Hausdorff, las medidas sobre ellos y que
relacion tienen los subconjuntos con la regularidad de la medida. Se demostré que dadas
dos medidas regulares de Borel, siempre existe una tnica medida regular que extiende
a la medida producto.

El lector interesado puede estudiar mas propiedades topoldgicas y algebraicas de los

subgrupos normales, el grupo conciente y la relacion entre la medida de Haar y la me-
dida cociente (ver [5]).
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Otro camino a seguir es la generalizacion del Analisis de Fourier a grupos abelianos
localmente compactos (ver [16]). La dualidad de Pontryagin explica las propiedades ge-
nerales de la transformada de Fourier, que es una convolucién de funciones, y generaliza
algunas observaciones vistas sobre funciones en la recta real o en el circulo unitario.

Se estudia con mayor profundidad la convolucién tanto de funciones como de medidas.
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Apéndice A
Espacios medibles.

Las siguientes definiciones y resultados se daran por conocidos a lo largo de toda la
tesis. Las demostraciones de los teoremas de este apéndice pueden consultarse en [1],

3], [4, [7] v [14].
En toda esta parte X denota un conjunto no vacio fijo y Z(X)={A| A C X}.

Definicién A.1. Una clase no vacia S C P (X) se llama o-anillo de subconjuntos de
X si

1) Si E, F €S entonces E\ F € S.

2) Si E, € S para toda n € N entonces oleEn €S.

St ademas X € S entonces S se llama un o-dlgebra de subconjuntos de X. Al par
(X, S) se le llama espacio medible.

Definicién A.2. Sea X un conjunto y E una familia de subconjuntos de X . Definimos
la o-dlgebra generada por E, S(E) como la o-dlgebra mds pequenia que contiene a todos
los conjuntos de E.

Si X =R y E es el conjunto de todos los abiertos de R, S(E) = AB(R) la familia de

los borelianos.

Definicién A.3.

a) Una clase no vacia € C P (X) se llama un w-sistema si es cerrado bajo interseccio-
nes finitas.

b) Una clase £ C P(X) se llama un A-sistema si

1) X eZ.
2) SiECF yE, Fe% entonces E\F € 2.

3) Si (E,) es una sucesion creciente de elementos de £, entonces |J E, € L.
1

n—
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Teorema A.4 (de las Clases Monétonas). Sea € C P(X) un w-sistema y 2y un
A-sistema tal que € C Zy. Entonces S(€) C %.

Definiciéon A.5. Sean (X, S) un espacio medible. Decimos que una funcion f : X — R
es medible si todo conjunto B € B(R) cumple f~1(B) € S.

Denotamos al conjunto de funciones medibles de X como M(X,S).

Ademas decimos que f es simple si solo toma un numero finito de valores.

Definicién A.6. Sea (X,S) un espacio medible y f una funcion medible. Definimos
las siguientes funciones

f+(x)_{ f(x) sif(x) =0 f_<I>_{ —f(x) sif(x) <0

0 en otro caso 0 en otro caso

Definicién A.7. Sea (X, S) un espacio medible. Decimos que la funcién p: S — R
es una medida si
a) p(E) > 0 para todo conjunto E € S.

b) u(0) = 0.
c) u( U En> = > w(Ey), si (E,) es una sucesion de conjuntos ajenos dos a dos.
n=1 n=1

Ademds a la tercia (X, S, u) la llamamos espacio de medida.

Definicién A.8. Dado (X, S,p) un espacio de medida, decimos que cierta propiedad
P(z) es cierta casi dondequiera relativa a p (c.d. rel. p) si existe E € S tal que u(E) = 0
y P(x) es cierta six ¢ E.

Definicién A.9. Sea f = > s;xg, una funcion simple no negativa. Definimos la integral
=1

de f con respecto a denotada por [ fdu como

[ 10 =3 st

Si f es una funcion medible no negativa, definimos la integral como

[ i = sup {/sdﬂ

Teorema A.10 (Convergencia mondtona (1906)). Sea (X, S, ) un espacio de medida
y (fn) una sucesion no decreciente de funciones medibles no negativas tal que converge
a f, entonces

s es simple} .

/fdu = h’Tm/fndu para todo E € S.
E E

Corolario A.11 (Lema de Fatou). Sea (f,) una sucesion de funciones medibles no
negativas entonces

n—oo

/h’m inf f,,dp < lim inf/fnd,u para todo E € S.
E

E
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Definicién A.12. Sea (X, S, 1) un espacio de medida. Denotaremos por L1 (X, S, )
a la clase de funciones medibles tales que

/f+dﬂ<oo y /f_du<oo.

A dichas funciones las llamaremos integrables con respecto a u. Para f € LY (X, S, )

y E €S dados ponemos
/fdu = /f*du— /f‘du-
E E E

Cuando no se preste a confusién escribiremos £ (u) en vez de £1(X, S, ).

Teorema A.13 (Convergencia Dominada de Lebesgue 1910). Sea (X, S, ) un espacio
de medida y (f,) una sucesién de funciones en L' (u) tal que f.(x) — f(x) (c.d.rel.
w) para alguna funcién medible. Supongamos que existe g € L () tal que |f.] < g
(c.d.rel. p) para todo n € N, entonces

a) feLN ).
b) [fdu= lim [ f.du para todo E € S.
E TR
Definicién A.14. Sea (X, S, pn) un espacio de medida y p € (0,00) fijo. Definamos
LP(p)={f e M(X,S): [fP e L ()}
Teorema A.15 (Desigualdad de Holder (1889)). Sean (X, S, u) un espacio de medida,

p € (1,00) yq € (1,00) tales que ]lj —I—% =1. 5 fe LPu) yge L n) son distintas
de cero (c.d) entonces

a) fg € L ().

b) [1fgldp < (J|fIPdp)> ([ lgl%dp)s.
Teorema A.16 (Desigualdad de Minkowski (1896)). Sean p € [1,00) y f,g € ZLP(n)

entonces . 1 1
(Jrsorw)' < (fr) +(fra)-

Teorema A.17. Sea p € [1,00) fija y || ||, : L7 (i) — R definida por

T ( / |f|pdu)”,

entonces || ||, es una seminorma en ZLP(u).
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Definicién A.18. Sea p € [1,00) fija. Definimos una relacion ~ en LP(X) como sigue

f~gellf =gl =0
En el espacio cociente || ||, es una norma.

Definicién A.19. Sea X un conjunto. Una medida exterior sobre X es una funcion
w o P(X) — [0,00] tal que

a) p*(0) = 0.
b) Si AC B C X entonces u*(A) < u*(B).

c) Si (A,) una sucesion de subconjuntos de X entonces ,u*( U An) < S pr(An).
- n=1

Definicién A.20. Sea X un conjunto y pu* una medida exterior sobre X. Decimos que
un conjunto B C X es p*-medible si para todo conjunto A C X se cumple que

WH(A) = 1*(ANB) + w' (AN B°)

Proposiciéon A.21. Sea X un conjunto y u* una medida exterior. Entonces un conjunto
B C X es p*-medible si y solo si

pr(U) <p*(UNB) +p(UN BY)
para todo conjunto abierto U.

Teorema A.22. Sea X un conjunto y p* una medida exterior sobre X. Definimos
M, ={B C X | B es un conjunto p*-medible}

Entonces

a) M~ es una o-dlgebra.
b) La restriccion de p* a A~ es una medida.

Definicién A.23. Sea (X, S) un espacio medible. Decimos que p: S — [—00,00] es
una medida con signo si:
a) Sélo toma un valor extendido.

b) M(@o)o: 0. N
c) (U En) = > u(Ey), si (E,) CS esuna sucesion de conjuntos ajenos dos a dos.
n=1 n=1

Ademds decimos que es finita si —oo < p(FE) < oo para todo E € S.

Definicién A.24. Sean (X, s) un espacio medible y y1 : S — [—00,00] una medida con
signo. Decimos A es

» Un conjunto positivo si u(E) > 0 para todo E C A, con E € S.
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» Un conjunto negativo si u(E) < 0 para todo E C A, con E € S.
» Un conjunto nulo si u(E) =0 para todo E C A, con E € S.

Teorema A.25 (Descomposicién de Hahn). Sean (X,s) un espacio medible y pn una
medida con signo. Entonces existen P y N subconjuntos ajenos de X tales que P es un
conjunto positivo, N es un conjunto negativo y X = PUN. Al par (P, N) lo llamamos
la descomposicion de Hahn.

Teorema A.26 (Descomposicion de Jordan). Sea (X, S) un espacio medible y p una
medida con signo. Entonces existen dos medidas p, pu~ llamadas la variacion posi-
tiva de p y la variacion negativa de p, alguna de ellas finita tales que p = ™ — p~.

Definicién A.27. Sea i1 una medida con signo. Definimos la variacion de ji denotada
por |u|, como |u| = ut + p=. Observamos que la variacion es una medida. Ademds de-
finimos la variacion total de j1 como ||p|| = |u|(X).

Proposiciéon A.28. Sean (X, S) un espacio medible, i una medida con signo finita y
[ una funcidn medible, entonces | [ fdu| < [|fld|p|.

Proposiciéon A.29. Sea i una medida con signo y E € S entonces

|| (E) = sup {Z|M(Ez)| {E;}_, C S es una particion finita de E}
i=1

Teorema A.30. Sea X un espacio de Hausdorff y p una medida con signo. Sea (FE;)
una sucesion de borelianos.

1. Si (E;) es una sucesion creciente, entonces p(|J F;) = lm p(E;).
i=1 i—00

2. 8i (E;) es una sucesion decreciente y si existe i tal que p(E;) < oo, entonces

Teorema A.31. Sea X un espacio de Hausdorff y u: B(X) — [—o0, 00| una funcion
aditiva, que sdlo toma un valor extendido y tal que u(h) = 0. Si para toda sucesion
decreciente de borelianos { E;} tales que [ E; = 0 se cumple que lim p(E;) = 0, entonces

=1
W es una medida con Signo.

Definiciéon A.32. Sea (X, S) un espacio medible y pu, p dos medidas. Decimos que v es
absolutamente continua con respecto a p, denotada como v << p, si para cualquier
conjunto E € S que satisface que p(E) = 0 también satisface v(E) = 0.

Diremos que u es singular con respecto a v, denotada por p L v, si existe un conjunto
E €S tal que p(E) =0y v(E°) =0.

Podemos extender las definiciones anteriores a medidas con signo. Si p, v son dos
medidas con signo. Decimos que v es absolutamente continua con respecto a p si |v| es
absolutamente continua respecto a |u| y diremos que p es singular con respecto a v si
|pe| 1o es respecto a |v/.
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Teorema A.33 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (X, S) un espacio medible, u una
medida o-finita y v una medida con signo o-finita tan que v << p. Entonces existe una
funcion medible f que satisface

v(E) = /fdu para todo E € S.
E

Ademds la funcion f es unica c.d.rel. .

Teorema A.34 (Descomposicién de Lebesgue (1904)). Sean X un espacio de Hausdorff
localmente compacto, p una medida y v una medida con signo. Entonces existen unas
unicas medidas con signo v,, Vs tales que

Vg <<, Vs Ll p vy v=v,+vs.

Definicién A.35. Sean (X,S) y (Y,t) dos espacios medibles. Definimos el espacio
medible producto denotado por (X xY,S®T) en donde S®@T = S(S xT).

Definiciéon A.36. Sea FF € X X Y un subconjunto. Para x € X fijo definimos la
x-seccion de F' denotada por F, como el subconjunto de Y

Fo={yeY[(X,y) e F}.
Andlogamente para y € Y definimos la y-seccion de F' denotada por FY como
F,={xe X | (z,y) € F}.

Definicién A.37. Sea F': X XY — R una funcion dada. Definimos la x-seccion de f,
x € X, como la funcién f, 1Y — R dada por f.(y) = f(z,y). De manera andloga, para
y €Y se define la y-seccion de f como la funcion f¥: X xR dada por f¥(x) = f(x,y).

Teorema A.38 (de la medida producto). Sean (X,S,u) y (Y,T,v) dos espacios de
medida o-finita. La funcion ¢ : S @ T — R dada por

oF) = [ (B = [ (P
es una medida o-finita y es la unica medida sobre S @ T' con la propiedad
O(Ax B) = pu(Av(B) paratodo AxBeSxT.

Teorema A.39 (Fubini). Sean X y Y espacios localmente compactos de de Hausdorff,
1y v medidas de Borel semi-requlares en X y Y respectivamente y p X v la medida
producto de Borel semi-reqular. Si h € LY (X x Y, B(X xY)) es tal que h(z) = 0 si
x ¢ AX B para A€ X yBeY o-finitos. Entonces

1. hy € LYv) c.d. y h¥ € L () c.d.

2. Las funciones f(zx) = [hydv c.d y g(y) = [h¥du c.d. son tales que f € L (u) y
ge L v). " :

3 [ hdlpev) = ifdu = {gdu.

AxB
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Apéndice B

Conjuntos de Borel y Conjuntos de
Baire.

El siguiente apéndice tiene por objeto distinguir tres clases de subconjuntos que apare-
cen de manera natural en un espacio localmente compacto y de Hausdorff, las medidas
sobre ellos y sus propiedades de regularidad. Por considerarlo de interés se incluyen las
pruebas de los teoremas.

El teorema principal de este apéndice afirma que dadas dos medidas de Borel regulares,
existe una tunica medida regular que extiende a la medida producto.

Definicién B.1. Sea X un espacio de Hausdorff. Decimos que un conjunto E C X es de

o0
tipo G si existe una sucesion de conjuntos abiertos {U, | n € N} tales que E = (\U,.

n=1
Definicién B.2. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Definimos las

siguientes clases.

» La clase de los conjuntos de Borel, #(X), es el o-anillo generado por los
conjuntos abiertos. (Es la misma que la que generan los conjuntos cerrados y en
realidad es una o-dlgebra).

» La clase de los conjuntos de Borel fuerte, #,(X), es el o-anillo generado por
los conjuntos compactos.

» La clase de los conjuntos de Baire, %y(X), es el o-anillo generado por los
conjuntos compactos Gs.

Proposiciéon B.3. Sea f : X — R una funcion continua y sea ¢ € R. Entonces los
siguientes conjuntos son cerrados Gs.

{reX|fle)<ch {reX|flx)zc {zeX|f(x)=c}.

Ademas si C' es un conjunto compacto Gg eziste una funcion continua f : X — [0,1]

tal que C' = {x € X | f(x) = 0}.
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Demostracion. Como

{reX|fle)zct={veX|-f(r)<—c}

{reX|fl@)=ct={reX|f@)=c}({reX|f(z) <},

basta demostarlo para {z € X | f(x) < c}.
El conjunto es cerrado ya que su complemento, {x € X | f(z) > ¢}, es abierto por ser
f continua. Ademas

{re X | f(z 6{xeX|f )<c+%}.

Por lo tanto es un cerrado Gs.
Ya que C' es un conjunto compacto Gy, existe una sucesién de abiertos (U,,) tales que

C= ﬂ U,. Por la Proposicién 1.12 existen funciones f,, : X — [0, 1] tales que f,,(C) =0

y fn(X Un ) = 1 para toda n € N.

Sea f(z) = Zf”—(f) Entonces f es continua, f(X) C [0,1] y f(C) =0. O
n=1

Proposiciéon B.4. Sea C' un conjunto compacto y U un conjunto abierto con C C U.
Entonces existen Cy un conjunto compacto Gs y Uy un conjunto abierto o-compacto
tales que:

ccCycUycU

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U es compacto, si no
haciendo uso de la Proposicién 1.5, encontramos un conjunto abierto V' con cerradura
compacta tal que K CV cV C U.

Entonces existe una funcién f : X — [0,1] continua tal que f(x) = 1 para toda
x€ X\ Uy f(x) =0 para toda x € C. Sean

Co—{xeX]f(a:)gé} y Uo—{xeX\f(x)<%}.

Entonces Cj es un conjunto cerrado G5 y por estar contenido en U es compacto.
o0

Por otro lado tenemos que Uy = |J {z € X | f(z) <5 — 5}, por lo tanto es o-
n=1

compacto. O

Proposiciéon B.5. Sea X un espacio localmente compacto, de Hausdorff y separable.
Entonces cualquier conjunto compacto es Gy.

Demostracion. Sea x € X\ C entonces existen conjuntos abiertos y ajenos U, y V. tales
que C C U, y x € V. Como X es separable y {V, | ¢ C'} es una cubierta abierta de
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X\ C, existen {z,, | n € N} tales que X \ C' C | V,,.

n=1
Por lo tanto se tiene que:

ﬁan - ﬁ(X\Vxn) =X\ G\/}cn cCcC ﬁan.
n=1 n=1 n=1 n=1

En consecuencia C' es Gj. O

Teorema B.6. Todo conjunto compacto de Baire es un compacto Gy.

Demostracion. Sea C' un conjunto compacto de Baire. Entonces existe una sucesiéon de
conjuntos compactos Gg, {C,, | n € N}, tales que C' pertenece al o-anillo generado por
{C, | n € N} y existen funciones continuas {f, : X — [0,1] | n € N} tales que

Chn={r e X| fu(x) =0} paratoda neN

Definimos d : X x X — R como sigue:

A, y) = 327" | ful@) — fuly)]

Entonces d es una seudométrica ya que
d(z,y) =d(y,z), d(z,z)=0 y 0<d(z,y)<d,z)+d(zy)

por propiedades del valor absoluto.
Definimos una relacién en X como sigue: x ~ y si y sélo si d(z,y) = 0. Es claro que ~
es una relacién de equivalencia. Sea X' = X/~ y T : X — X' la proyeccién natural.
Recordemos que es continua y abierta. Definimos [z] = T'(x) la clase de equivalencia de
x.
Vamos a demostrar que

p: X' xX —R

p(lal, o)) = d(z, )

es una métrica. Ya que d es una seudométrica, se tiene que p es una seudométrica. Si
p([x], [y]) = 0 entonces d(z,y) = 0 por lo tanto [z] = [y].

Observemos que un conjunto £ C X es la imagen inversa de algin conjunto F' C X’
bajo T', si y sélo si dado x € F entonces E contiene a todos los puntos equivalentes a
x.

Sean €N, zeC,yyée X tal que d(x,y) = 0. Entonces

|fn(y)’ = |fn(x) - fn(y)| =0

por lo tanto y € C,. Asi pues C,, es la imagen inversa de algin conjunto en X' para
toda n € N.

Como {T7}(F) | F € X'} es una o-élgebra y contiene a los conjuntos C,,, contiene a C,
por lo que existe un conjunto F' € X’ tal que C = T~(F).
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Ya que C' es compacto y T continua, se tiene que F' = T(C') es compacto.
Afirmamos que F' es un Gs. En efecto, definimos

U,={r e X":|r—y| <1/n para algunay € F'}  para toda n € N.

Sea x € U,, entonces existe y € F tal que |z —y| =a < 1/n.

Sea r = % —a>0,si z € B(x,r) se tiene que

1 1
ly—z| <l|lz—y|+|z—2z|<a+—-—a=—,
n n

por lo tanto B(x,r) € U,. Asi pues U, es abierto y es claro que

A
n=1

porque F' es cerrado.
Definimos V,, = T _1(Un), como T es continua se tiene que V,, es un conjunto abierto.

Ademas . . .
C=TYF)=T" (ﬂUn> =(T'(Ua) = [V
n=1 n=1 n=1

Asi pues C' es un conjunto compacto Gs. O

Proposicion B.7. Sea § una sub-base de conjuntos abiertos de X. Sea S un o-anillo
que contiene a 3. Entonces By(X) C S.

Demostracion. Primero veamos que dado un conjunto compacto C' y un conjunto abier-

to U con C' C U existe una cubierta finita de conjuntos en la base generada por [ tal

que contiene a C'y estd contenida en U. En efecto, Sea x € U. Como (3 es sub-base existe

E, interseccién finita de elementos de [ tal que x € E, C U. Entonces {E, | x € U} es
n

una cubierta abierta de C' que es compacto, existen z1, - - ,x, tales que C' C |J E,.
i=1
Ahora si estamos en posicion de probar la proposicién. Sea C' un conjunto compacto
[e.e]
G's. Entonces existen conjuntos abiertos U,, con n € N tales que C' = (| U,.

n=1
Por la observacion anterior existen F, € S tales que C' C E,, C U, para todan € N,
entonces
o
C=nE,es.
n=1

Asi pues %y(X) C S. O

Definicién B.8. Sea (X,.7) y (Y,9) dos espacios medibles. Definimos el espacio
medible producto denotado por (X XY, % x 4), en donde F X G es el o-anillo
generado por {E x F'| E € #, F € 9}.

Teorema B.9. Sean X y Y dos espacios localmente compactos de Hausdorff. Entonces

%O(X X Y) = %O(X) X %O(Y)
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Demostracion.

C) Sea U x V un subconjunto abierto de Baire de X x Y, entonces
UxV C %O(X) X %@(Y)

por la proposicién anterior y dado que los conjuntos abiertos de Baire constituyen
una base se cumple

PBo(X xY) C By(X) x By(Y)

D) Sean Ay B conjuntos compactos de Baire en X y Y respectivamente. Entonces A

y B son conjuntos compactos G por lo tanto A x B es un subconjunto compacto
G5 de X x Y. Por definicién de %By(X) x Hy(Y) se tiene que

e@()(X) X e@o(Y) - @o(X X Y)

]

Proposiciéon B.10. Sean X y Y dos espacios localmente compactos de Hausdorff.
Entonces

B(X)x B(Y)C B(XxY) y BX)xABY)CABXXY).
Demostracion. Sea C' C X y D C Y conjuntos compactos entonces
CxDCXxY
es un conjunto compacto, por lo que
CxDeZAB(XxY),
y como se cumple con los generadores del g-anillo tenemos que
B(X) x B(Y) C Bs(X xY).
La otra demostracién es andloga si se hace uso de los conjuntos compactos. O]

El siguiente ejemplo muestra que la contencién puede ser propia en la proposicién
anterior.

Ejemplo B.11. Sea G un grupo compacto con cardinalidad mayor que la del continuo.

Sea
D={(v,y)|z=y} CGxG

la diagonal. Primero veamos que D es un conjunto cerrado.
Sea (z,y) ¢ D entonces x # y. Como G es de Hausdorff, existen U y V conjuntos
abiertos y ajenos tales que x € U yy € V. Por lo que

(x,y) eUxV CGxG\D
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Como G x G es compacto, se tiene que D es compacto, entonces D € B(G x G). Si
que D € B(G) x Bs(G) ezisten dos sucesiones de conjuntos

Ah B17A27327 e € <@5<G)

tales que
D e o({A, x B, |n € N}),

donde o(&) es el o-anillo generado por &.
Entonces

Deo({A,, B, | neN}) xo({A,, B, | neN}),

por lo que la x-sucesion,
D, ={z} € oc({A,, B, |neN}) para toda x € G

por lo que G tiene la cardinalidad menor que la del continuo, lo cual es una contradi-
ccion. Asi pues

B(X x V) C By(X) x Bu(Y)

Definicién B.12. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Decimos que
una medida [ es:

» de Borel si es una medida definida en AB(X).

» de Borel fuerte si es una medida definida en Bs(X) y para todo conjunto
compacto C, u(C) < oo.

» de Baire si es una medida definida en Bo(X) y para todo conjunto compacto de
Baire C, u(C) < oc.

Definicién B.13. Sea (X, o) un espacio localmente compacto de Hausdorff y sea p
una medida. Sea E € of . Decimos que:

a) E es reqular exterior si u(E) = sup{u(U)|E C U, U es abierto}.
b) E es regular interior si u(E) =inf {u(K) | K C E, K es compacto}.

c) E es regular si es reqular interior y reqular exterior.
Decimos que p es regular si E es reqular para todo conjunto E € o .

Veamos algunas propiedades que tienen los conjuntos que son regular interior o regular
exterior.

Teorema B.14. La union finita de conjuntos ajenos de medida finita y requlares inte-
riores es reqular interior.
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Demostracion. Sean Fy,--- | E, conjuntos ajenos, finitos y regulares interiores y € > 0.
Entonces existen C1,--- , ), conjuntos compactos tales que

C;CE; y M(Ei)S/L(Ci)-i-E para toda ¢=1,--- n.
n

n

Sea C'= |JC;. Entonces C' C |J E; y ademds

i=1 =1

p <UEZ> = Z#(Ez) < ZM(CD te= M(UQ‘) +e=pu(C) +e

Teorema B.15.
a) La union numerable de conjuntos requlares exteriores es reqular exterior.
b) La union creciente de conjuntos regulares interiores es reqular interior.

Demostracion. Sea {E;} una sucesién de conjuntos, F = OleEn y € > 0.
n—=

a) Cada uno de los E; es regular exterior. Si algin conjunto no es finito, es claro. En
caso contrario, para toda n € N existe un conjunto abierto U, tal que

EcUs y  wlU) < (B + 2%

Sea U = |J U,.
n=1

Si p(E) = 0o, la unién es regular exterior. Si pu(F) < oo tenemos que

w(U) = w(E) = u(U\ B) < p (U(Un \ E@) <3 U\ By) <

b) Si {E;} es una sucesién creciente de conjuntos, cada uno de los cuales es regular
interior. Entonces

p(E) = lim p(Ey).

Escogemos n € N tal que |u(E) — p(E;)| < 5. Para E, existe un conjunto compacto
C tal que

CCEn v pE)—pC)<

N

Entonces u(E) — pu(C) < e.

Teorema B.16.
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a) La interseccion numerable de conjuntos requlares interiores es reqular interior.
b) La interseccion decreciente de conjuntos requlares exteriores de medida finita es re-

gular exterior.

Demostracion. Sean E'= (| E, y € > 0.

n=1

a) Sea {F,} una sucesién de conjuntos donde cada uno es regular interior con medida
finita. Para cada n € N existe un conjunto compacto C,, tal que

Sea C' = [ C,. Entonces C C E'y

u(EN\C) < p( U (En \Cn))SUN(En\On><€

b) Sea {E;} una sucesién decreciente de conjuntos de regularidad exterior con medida
finita. Entonces p(E) = lim p(E,). Entonces existe ¢ € N tal que |pu(E) —p(E;)| < §

Como Fj; es regular exterior, existe un conjunto abierto U, con E; C U tal que
|1(U) — p(E;)| < 5. En consecuencia

[w(U) = w(E)| < [(U) = p(E3)| + [1(E) — p(E3)| < e

]

Teorema B.17. Sea X un espacio localmente compacto y p : B4(C) — R una me-
dida de Borel fuerte. Entonces para cualquier conjunto compacto C' existe un conjunto
compacto de Baire tal que

ccD y wpD\C)=0.

Demostracion. Por la regularidad de p podemos escoger una sucesion de conjuntos
abiertos {U,} -, tales que

CcU, paratoda neN y p(C)=inf{uU,)|neN}.

Por el Teorema B.4 para toda n € N existe un compacto Gs, D,, tal que C' C D,, C U,.
[o¢]

Sea D = () D,, entonces D es un compacto de Baire, ademas
n=1

ccD y wC)<uD)<pu(Dn) <p(U,) paratodaneN.

Asi pues, (D \ C) = 0. O
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En los siguientes teoremas estamos pensando que se tiene una medida definida en los
conjuntos de Borel fuerte o en los conjuntos de Baire. Vamos a hablar simplemente de
conjuntos compactos y conjuntos abiertos, pero siempre pensando que son pertenecen
a cualquiera de estos dos cg-anillos.

Recordemos que un conjunto acotado en un espacio localmente compacto, es un
conjunto tal que esta contenido en algin conjunto compacto.

Teorema B.18.

a) Si E y F son dos conjuntos compactos requlares exteriores con ' C E, se cumple
que E\ F es reqular exterior.

b) Si todo conjunto abierto y acotado es regular interior, entonces F'\ E es reqular
interior para cualesquiera conjuntos compactos E y F', con F' C E.

Demostracion. Sean € > 0y E y F conjuntos compactos con F' C E.

a) Como F es regular exterior existe U un conjunto abierto tal que
EcU y pU)<puE)+e
Ya que U \ F' es un conjunto abierto y contiene a E \ F' tenemos que

WUNF) = i(E\F) = p(U\ E) = u(U) = (E) <e.

b) Sea U un conjunto abierto y acotado tal que E C U. Como U \ F' es un conjunto
abierto y acotado, existe un conjunto compacto K tal que

KcU\F y pU\F)<uK)+e
Entonces £ N K es compactoy ENK C EN(U\ F) = FE\ F. Por lo tanto,
PENF) = p(ENK) = p(E\ (FUK)) = p(E\F) = p(K) < p(U\F) — p(K) <e.
[

Teorema B.19. Todo conjunto compacto es reqular exterior si y solo si todo conjunto
abierto y acotado es regular interior.

Demostracion. Sea € > 0

=) Dado U un conjunto abierto y acotado existe un conjunto compacto C' tal que
U cC C. Como C'\ U es compacto, existe V' un conjunto abierto tal que

C\UCV 'y puV)<SuE\NU)+e

Observemos que C'\ V' C U es un conjunto compacto, ademés
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w(U) =p(CA\V) = p(UN(C\V)) = p(UNV) < p(VA(C\U)) = u(V) = p(C\U) <e.

<) Sean C' un conjunto compacto y U un conjunto abierto y acotado tal que C' C U.
Ya que U \ C es un conjunto abierto y acotado, existe un conjunto compacto K
tal que

KcU\C y pU\C)<ulK)+e
Entonces U \ K es un conjunto abierto, C CU\ (U\C) CU\ Ky

U\ K) = p(C) = p((UNK)\C) = p((U\NC)\ K) = p(U\ C) = u(K) <e.

]

Teorema B.20. Para que p sea una medida es reqular es necesario y suficiente que
sea reqular exterior sobre los conjuntos compactos o reqular interior sobre los conjuntos
abiertos y acotados.

Demostracion.

=) Es claro.

<) Por los Teoremas B.15, B.16, B.18 y B.19, la clase de subconjuntos regulares
exteriores es monotona y contiene a los conjuntos compactos, entonces contiene
al g-anillo generado por los conjuntos compactos, es decir p es regular exterior.
Anélogamente 1 es regular interior. Asi pues p es regular.

Ahora si estamos en condicién de probar el siguiente teorema

Teorema B.21. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Entonces toda
medida de Baire v es reqular.

Demostracion. Dado C' un compacto de Baire existe una sucesién decreciente de con-

juntos abiertos finitos de Baire {U,} tales que C' = [ U,. Entonces
n=1

v(C) = limv(U,) =inf{v(U) | C C U, U abierto de Baire}

n—oo

Por el teorema anterior, v es regular. O]

De hecho, podemos decir algo mas.

Proposicién B.22. Sea (X, %y(X),pn) y (Y,%Bo(Y),v) dos espacios de medida de

Baire. Entonces i1 X v es reqular.
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Demostracion. Por el Teorema B.9 se da la siguiente igualdad
%Q(X X Y) = %Q(X) X %O(Y),
entonces p X v es de Baire y por lo tanto es regular. ]

Sin embargo la proposicién anterior no es cierta si la medida es de Borel o Borel fuerte.
Aun si X es un espacio compacto como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo B.23. Sea X el grupo del Ejemplo B.11, recordemos que
PB(X x X) C B(X) x Bs(X)

Sea p cualquier medida reqular de Borel fuerte en X . Entonces la medida producto p X p
no puede ser una medida de Borel fuerte porque esta definida en un dominio mas chico.

Lo que si tenemos es el siguiente teorema.

Teorema B.24. Sean p1 : X1 — R y o : Xo — R dos medidas requlares de Borel
fuerte definidas en espacios localmente compactos. Entonces existe una unica medida
reqular de Borel fuerte en X1 x X tal que extiende a 1y X pia.

La demostracion es clara si se demuestra el siguiente teorema

Teorema B.25. Sean X, y X5 dos espacios localmente compactos. Supongamos que
T Bs(X1) X Bs(Xs) — R es una medida tal que cumple:

1) Para todo conjunto compacto Cy C X; la funcion
Ey— 7(Cy X Ey)  (Ey € Bs(Xs))

es una medida reqular de Borel fuerte en B(X,).

2) Para todo conjunto compacto Co C Xo la funcidn
Ey— 7(Ey x Cy) (B € Bs(X1))

es una medida reqular de Borel fuerte en %(X1).
Entonces T se puede extender a una unica medida reqular de Borel fuerte en X; x Xo.

Para la demostracién del teorema anterior, necesitamos considerar algunos preliminares.

Teorema B.26. Sea 1 una medida de Borel fuerte y v la restriccion de Baire. Cua-
lesquiera de las dos condiciones siguientes es necesaria y suficiente para que . Sea una
medida reqular.

1. Para todo conjunto compacto C' se tiene que:

u(C) =mf{v(U) | C C Uy y Uy es un conjunto abierto de Baire}
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2.

Para todo conjunto abierto y acotado U se tiene que:

u(U) =sup{v(Cy) | Co C U y Cy es un conjunto compacto de Baire}

Ademds si dos medidas de Borel fuerte son requlares e iguales en todo conjunto de Baire,
entonces las medidas son iguales.

Demostracion.

=)

Sea C' un conjunto compacto, entonces

u(C) inf {u(Up) | C C Uy y Uy es un conjunto abierto fuerte}
inf {p(Up) | C C Uy y Uy es un conjunto abierto de Baire}

= inf{v(Uy) | C C Uy y Uy es un conjunto abierto de Baire}
= u(C)

Por lo tanto C' es regular exterior. Analogamente se puede probar que cualquier
conjunto abierto es regular interior. Por el Teorema B.20 4 es regular.

IA A

Sean ¢ > 0 y C' un conjunto compacto. Como pu es regular existe un conjunto
abierto U tal que
CcU y wU)—ulC) <e

Por la Proposicién B.4, existen Cy un compacto de Baire y Uy un abierto de Baire
tales que

cCcUycCycUycCU,

entonces

v(Uo) = n(Uo) < u(U) < p(C) — €

v(Co) = u(Co) = w(C) 2 w(U) — e

Por lo tanto u cumple las condiciones 1. y 2.

La igualdad y la regularidad de la medida es clara por las condiciones 1. y 2. O

Definicién B.27. Sean X un espacio localmente compacto y ¢ : € — R una funcion
definida sobre los conjuntos compactos. Decimos que ¢ es un contenido si es una
funcidn no negativa, finita, mondtona, subaditiva y aditiva (si C N D = () entonces

c(CUD)=c¢(C)+c(D)).

Observacién 1. ¢(f)) = 0. En efecto, c(D U D) = c(0) + ().

Definicién B.28. Sea ¢ un contenido. Definimos ¢, : % — R como:

c.(U) =sup{c(C) | C C U, Ces un conjunto compacto}

para U un conjunto abierto de Borel fuerte.
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Proposiciéon B.29. Sea ¢ un contenido. Entonces c, satisface

a) c.(0) =0.

b) Mondctona.

¢) Contablemente subdaditiva.

d) Contablemente aditiva.

Demostracion.

2)
b)

Es claro por la observacion.

Sean U y V conjuntos abiertos con U C V' y C' un conjunto compacto con C' C U.
Entonces C' C V' y por lo tanto ¢(C) < ¢, (V). Por definicién de supremo tenemos
que ¢.(U) < c.(V).

Sean U y V conjuntos abiertos y C' un conjunto compacto tal que C' C U U V. Por
el Lema 1.6 existen D y E conjuntos compactos tales que

DcU EcCV y C=DUE.

Entonces

a(UUV) sup{c(C) | C cUUV, C es compacto}

(©)

sup{c(D)+c¢(F)|C=DUE CUUYV, C es compacto}
(D)
(E)

IA A

sup{c(D) | D C U, D es compacto} +
sup{c(F) | E CV, E es compacto}

En consecuencia

A(UUV) <ce(U)+ (V).
Sea (U,) una sucesién de conjuntos abiertos y C' un conjunto compacto tal que

N
C C U U,. Se sigue que existe N € N tal que C' C glUn. Entonces

n=1

cﬂDSg(ﬂJ@)ﬁﬁ}A%)ﬁi}xU

n=1 n=1

Asi pues

Cs ( nEJ:l Un> < ic*(Un).

n=1

Sean U y V conjuntos abiertos y ajenos. Si C'' y D son conjuntos compactos tales
que C C Uy D CV se tiene que

c(C)Y+¢(D)=c(CUD) <c,(UUV).
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Entonces

(U) + (V) <. (UUV).

Sea (U,) una sucesién de conjuntos abiertos y ajenos. Entonces para toda N € A
se tiene que

N N o0
Zc*(Un) = (UU”) < C*<UUn>
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto . N

Cs (U Un> = ZC*(U")
n=1 n=1

e) Es claro, por la observacién B.

]

Definicién B.30. Sea X un espacio localmente compacto y E C X un subconjunto de
X. Definimos

p*(E) =inf{c.(U) | E C U, Uconjunto abierto de Borel fuerte}

Proposiciéon B.31. u* es una medida exterior.
Demostracion.

1. Es claro que p*(0) = 0.

2. Sea F C FF C X.Si F C U con U abierto, se tiene que u*(F) < ¢,(U) por lo
tanto p*(F) < p*(F).

3. Sean {FE,} una sucesién de conjuntos acotados y € > 0. Por definicién para toda
n € N existe un conjunto abierto U, tal que

2n
Entonces
M*(U(En)> < c*(UUn) <N e (U) <Y (B +e
n=1 n=1 n=1 n=1

Proposicién B.32. Sea C' un conjunto compacto. Entonces

pr(C°) < e(C) < p(C).
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Demostracion. Sea C' un conjunto compacto y U un conjunto abierto tal que C' C U
entonces ¢(C') < ¢,(U), por lo tanto

c(C) <inf{c,(U) | C C U, U es abierto} < ¢,(C).
Sean C'y D dos conjuntos compactos tales que D C C°, entonces
P (C°) = c.(C°) =sup{c(D) | D C C°, D es compacto} < ¢(C).
[

Teorema B.33. Sea u* la medida exterior generada por un contenido c. Entonces la
funcion
p: B(X)—R
u(E) = p(E)

es una medida de Borel fuerte regqular.

Demostracion. Sea C' un conjunto compacto. Basta demostrar que para un conjunto
abierto U se cumple

pr(U) z p(UNC) +p (UnNce)
Sean U un conjunto abiertoy D C UNC°y E C U N D dos conjuntos compactos.
Como DNE =0y DUFE C U se tiene que
p(U) =c(U) > e¢(DUE) =¢(D) + ¢(E).
Entonces
pw(U) (D) + sup{c(E) | E CUND E escompacto}
c(D)+c.(UND) =¢c(D)+p (UND) >c(D)+p (UNC)
sup{c(D) | D cUNC* D es compacto} + pu*(UNC)
= ¢(UNC)+p(UNC)=p(UNC)+ p(UNCe).

v

Por lo tanto todos los conjuntos en %,(X) son medibles.
Sea C' un conjunto compacto y D un compacto con C' C D°. Entonces

p(C) < p(D°) < ¢(D) < oo
Asi pues p es una medida de Borel fuerte. Veamos la regularidad.

w(C) = p(C)=inf{c.(U)| C CU, U es abierto}
= iInf{p"(U)| C CU, U es abierto}
= Inf{u(U)| C C U, U es abierto}.

Por lo tanto p es una medida de Borel fuerte regular. O]

Definicién B.34. Sea ¢ un contenido. Decimos que c es regular si para todo conjunto
compacto C' se cumple:

c(C)=1inf{c(D) | C C D°, D es compacto} .
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Teorema B.35. Si p es una medida de Borel fuerte inducida por un contenido ¢ regular,
entonces para todo conjunto compacto c se tiene que

Demostracion. Sean C' un conjunto compacto y € > 0. Como ¢ es regular, existe un
conjunto compacto D tal que

CcD® y ¢D)<cC)+e

Entonces

Asi pues ¢(C) = p(C). O

~—

Teorema B.36. Sean v una medida de Baire y C un conjunto compacto. Definimos
c(C)=inf{v(U) | C CUU es un abierto de Baire} .

Entonces ¢ es un contenido reqular.

Demostracion. Veamos que c¢ es un contenido. Sean C'y D dos conjuntos compactos.
1. ¢(C) >0.
2. Si C' C D entonces
{U abierto de Baire | C' C U} C {U abierto de Baire | D C U}
por definicién de infimo ¢(C) C ¢(D).

3. Sean U y V conjuntos abiertos de Baire tales que C' C U y D C V. Entonces
CuUD cCUUYV por lo tanto

c(CUD)<vUUV)<uvU)+vV).
Por la definicion de infimo tenemos que

c(CUD) <e(C)+ (D).

4. Si C' N D = ) entonces existen U y V conjuntos abiertos de Baire y ajenos tales
que C C Uy D CV.Sea W un conjunto abierto de Baire tal que CU D C W.
Por lo cual

c(C)Y+ce(D)<vUnW)+v(VnW)<uvW).
Entonces ¢(C) 4+ ¢(D) < ¢(C U D).
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Nos falta ver que es regular. Sean C' un conjunto compacto y ¢ > 0. Existe U un
conjunto abierto de Baire tal que

CccU y v(U)<cCO)+e.
Sea D un conjunto compacto tal que
ccDhD°cDcU,
se sigue que ¢(D) < v(U) < ¢(C) +e. O

Teorema B.37. Si v es una medida de Baire. Entonces existe una unica medida de
Borel fuerte regular, p, tal que p(E) = v(E) para todo conjunto de Baire E.

Demostracion. Definimos ¢ : € — R como
c(C) =inf{v(U) | C C U,U es un abierto de Baire}

Por el Teorema B.33 existe u una medida de Borel regular. Ademads por los dos teoremas
anteriores tenemos que ¢ es regular y por lo tanto para todo conjunto compacto C' se
tiene que pu(C) = ¢(C). En particular para todo compacto Gs. Entonces u(F) = v(E)
para todo conjunto de Baire. La unicidad se sigue del Teorema B.26 [

Ahora si estamos en posicién de probar el Teorema B.25

Demostracion. La unicidad se sigue del Teorema B.26 ya que el dominio de definicion
de 7 incluye a los conjuntos de Baire. Sea v = 7|z,(x) la medida restringida a los
conjuntos de Baire.
Ya que 7(Cy x Cy) < 0o, para cualesquiera conjuntos compactos C; C X; y Cy C Xy
se tiene que v es una medida de Baire. Sea p la inica medida de Borel fuerte regular
tal que

w(E) =7(E) paratodo conjunto E € HBy(X;1 x Xs).

Falta demostrar que
u(E) =7(E) para todo conjunto E € HBy(X1) x Bs(X2).

Es suficiente demostrarlo para £ = C} x Cy con C; y (5 conjuntos compactos.
Por la regularidad de 1) y el Teorema B.17 existe un compacto Gs, Dy C X5 tal que

CQ C D2 y T(Cl X 02) = T(Cl X DQ)

Aplicando el mismo argumento a la regularidad de 2), existe un conjunto compacto Gy,
D, C X, tal que
Cl CDl y T(Cl XDQ):’T<D1 XDQ).

Entonces
01XCQCD1XD2 YT(01XCQ)IT(D1XD2).
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Ademsds por la regularidad de p existe un conjunto compacto Gs, D C X7 x X, tal que
Cl X CQ cD y M(CI X CQ) = [L(D)

Sea D* = DN (D x Dy), D* es un compacto G5y Cy x Cy C D*. Como 7 y p coinciden
en los conjuntos de Baire tenemos que

w(Cy x Cy) < (D) = 7(D*) < 7(Dy x Dy) = 7(Cy x Cy),

T(CL x C3) < 7(D*) = p(D") < (D) = p(Cr x Ch).
Asf las cosas pu(Cp x Cy) = 7(C1 x Cy). O
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Apéndice C

Teorema de Representacion de
Riesz.

Teorema C.1 (Representaciéon de Riesz). Sean X un espacio localmente compacto de
Hausdorff e I una funcional lineal positiva de # (X). Entonces existe una inica medida
de Borel semi-regular p tal que I(f) = [ fdp para toda funcién f € J# (X).

Demostracion. Primero mostraremos la unicidad. Sean u, v dos medidas regulares de
Borel que cumplen [ fdu = I(f) = [ fdv para toda f € J#(X). Sea U un conjunto
abierto, por el Lema 1.19 se cumple la siguiente igualdad

u(U) = sup {/fdu e H(X), f < U} — ()

Por la semi-regularidad de p y v se tiene que u(E) = v(FE) para E € Z(X). Por lo
tanto pu = v.

Existencia de la medida y. Definimos p* : Z(X) — R como

w (U) =sup{I(f): fe X (X), f<U} si U es abierto.

pw(E) =inf{u*(U): U es abiertoy E CU} s E € AB(X).

Primero veamos que p esta bien definida. Sean U y V' conjuntos abiertos, con U C V.
Si f < U también f <V por lo tanto p*(U) < p*(V) y en consecuencia

w (U) =inf{u (V) :V esabiertoy U C V}.
Por lo tanto pu* esta bien definida. Veamos que p* es una medida exterior.

1. Sea E € A(X), por definicién de f < U se tiene que I(f) > 0, por lo que
w*(U) > 0 para todo U abierto. En consecuencia p*(E) > 0.

2. Si f < () entonces f =0 por lo que I(f) =0y u*(0) = 0.
3. Sean E y F conjuntos tales que £ C F. Es claro que p(E) < p(F).
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4. Sean {U,} ~, una sucesién de conjuntos abiertos en X y f € J#(X) tal que
f < U Un, esto implica que sop(f) C |J U,. Ya que sop(f) es compacto existe

N
N € N tal que sop(F) C |J U,.

n=1
N
Por la Proposicién 1.14 existen funciones fi,--- , fy € #(X) tales que f = > f,,
n=1

y sop(fi) C U;.
Debido a la linealidad de I, tenemos que

I(f)=1 (Zn) = I(f.).

Por definicién de p*, I(f,) < p*(U,) para todan = 1,--- , N. Entonces
N 0o
I(f) <Y w(Ua) <Y i (Uy).
n=1 n=1

Asi pues, u*( U1Un> < Zl,u*(Un).

Sea (E,)y, una sucesién de subconjuntos de X. Vamos a mostrar que
(UEn) < D on(Ba).
n=1 n=1

Si > u*(E,) = 0o, no hay nada que hacer.
n=1

Si Y p*(E,) < oo, sea € > 0 por definicién de p* para toda n € N existe U, un
n=1

conjunto abierto tal que

E,CcU, vy p(U,)<p(Ey)+ 5

2n
Esto implica que
p(UEn) < (Utn) <D0 W) <> ow (B +
n=1 n=1 n=1 n=1

Por lo tanto pu* es una medida exterior.

Sea M* = {F C X : E es u* medible}, es bien sabido que es una o-dlgebra. Vamos
a ver que contiene a los borelianos, para esto basta demostrar que contiene a los abier-
tos.
Sea U un conjunto abierto y £ C X, por la subaditividad de p* se sigue la siguiente
desigualdad

pr(E) < p (ENU) +p"(ENUS).
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Caso 1.) u*(F) = oo, se cumple la igualdad.
Caso 2.) p*(F) < 00. Sea € > 0 entonces existe V' un conjunto abierto con

ECV y w(V)<p(B)+e
ademds por definicién de p* existe f; € #(X) tal que
fi=UNV oy I(fi) Zp(UNV)—e

Sea K = sop(fi), entonces V N K¢ es un conjunto abierto y contiene a V N U€. Por
definicién de p*, existe fo € (X)) tal que

fo<VNK® y I(fy)>p (VNKS) —e
Por monotonia se tiene que
I(fy) > 1" (V N U°) — e.

Como
fi+ fa < xvnv + Xvake < Xunv + Xvooe < Xv,

se tiene que I(f; + f2) < p*(V). Por lo tanto
w (V) = I(fi+ f2) = 1(f1) + I(f2) 2 " (VO U) + @ (VN Ue) = 2,
en consecuencia
pw(E)+ezp (V) zp(ENU)+p (ENU:) — 2

Asi pues, #* es una o-algebra que contiene a los borelianos. Ademads es bien sabido
que p* restringida a .Z* es una medida.

Lema C.2. Sea E C X y f € #(X) tal que xg < f. Entonces p*(E) < I(f).
Si ademds f cumple que 0 < f < xg, entonces I(f) < p*(E).

Demostracion.

1. Sea € € (0,1), claramente U, = {x € X : f(z) > 1 — €} es un conjunto abierto.
Sea g € # (X) tal que g < xyp., entonces se tiene que

f(x)
<1<
1 I

Por lo que I(g) < ] /) , en consecuencia p*(Ue) < . /) .

—€ —€
Siz e FE, f(xr) > 1, entonces x € U, y

I
W (E) < 1<f) para toda €€ (0,1)
—€

2. I(f) < w*(U) para todo abierto U tal que E C U, entonces I(f) < u*(E).
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[ = p, restringida a Z(X) es una medida, vamos a ver que es semi-regular.

a) La regularidad exterior es clara.

b) Sea U un abierto y f € J#(X) tal que f < U. Como f < x(sop(f)) se tiene que
1(f) < u(sop(f)) por 1o tanto

w(U) < sup{ulsop(f): f € H(X), f < U}

<
< sup{p(K): K C U, K compacto} < pu(U).

¢) SPor la Proposicién 1.12; para todo conjunto compacto K existe f € (X)) tal que
xx < f, entonces u(K) < I(f) < oo.

Por lo tanto u es semi-regular.

Falta ver que para toda f € J#(X) se tiene que [ fdu = I(f).
Sean f € #T(X), e >0y n €N fijas. Definimos

0, f(z) < (n—1)g,
falx) =9 flz)—(n—1), (n—1)e< f(z) < ne,
€, ne < f(x).

Es claro que f,, es continua y que sop(f,) C sop(f).
Como f € #(X) existe N € N tal que f(z) < ¢(N — 1) para toda x € X. En
consecuencia f, = 0 si n > N. Observemos que

(

0, f(z) =0,
f($)7 ng(l‘)ge,
e < < 2e,

S fule) = { e Flr) — @21

| (N = 2)e+ fle) = (N=2)e, (N=2)e< f() < (N —1De

Entonces ifn(x) = f(x).

Sean K :_sop(f) vy K,={r e X: f(x) >ne},n>1.
Por definicién de f,,, para toda n € N se tiene que

EXKn S fn S GXanl

y debido al Lema C.2 se cumple que

ep(n) < I(fn) < ep(Kn),
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por lo tanto

> u(I) <Y I(f) = 1(f) < €y pu(Kn).

Por otro lado, tenemos que

en(K,) < /fnd,u < ep(Kn1)

para toda n € N, por lo tanto

> uK,) < /fdu <e> p(Kno).

Asi pues,
/ fdpy I(f) € [eZu(Kn>, > (I, 1)

n n=1

por lo cual se tiene que

() - / Fdul < e(u(Ko) — u(Ky)) = en(sop(f)).

En consecuencia, se cumple que I(f) = [ fdu.
Sea f € # (X), existen f1, fo € # T(X) tales que f = f; — f2, aplicando lo anterior,

1) =1 =11 = [ fidn= [ fadu= [ sn
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