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Resumen

La presencia del fenémeno de pull-in representa el principal inconveniente al trabajar
con actuadores electrostaticos. Debido a esta limitante, en lazo abierto solo se consigue
regulacién en el primer tercio de la banda de voltaje cero z.

El objetivo de este trabajo de tesis es lograr regulacién en toda la banda de voltaje
cero zq del actuador electrostatico. Como primer paso se obtiene el modelo matematico
que describe la dindmica de un actuador electrostatico MEMS basandose en el enfoque
de las ecuaciones de Euler-Lagrange. El modelo matematico resultante es un conjunto de
ecuaciones diferenciales que contienen los principales efectos no lineales del dispositivo.
Con el fin de disminuir la propagacion del error numérico en las simulaciones debido a
la precision numérica del simulador empleado, éste se normaliza. A partir del modelo
normalizado se analiza el fenémeno de pull-in y se disenan dos controladores con los
cuales en lazo cerrado se consigue el objetivo de control. Ambos se obtienen empleando
la metodologia IDA-PBC. El primero resolviendo la ecuacién de matching por el método
algebraico y la segunda por el método paramétrico. Ademas de lograr regulaciéon en toda
la banda de voltaje cero zy se consigue que el contacto entre electrodos sea minimo y
que el voltaje de control este dentro de un rango factible. Finalmente, se verifican los

resultados analiticos mediante simulaciones numéricas.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes y motivacion

Dentro de los principales métodos de actuacion desarrollados para Sistemas Micro-
Electro-Mecanicos (MEMS, por sus siglas en inglés), se encuentran los siguientes: piezo-
rresistivos, piezoeléctricos, térmicos, Gpticos, electromagnéticos y electrostaticos [4]. Los
actuadores electrostaticos son los de mayor uso debido a que son de estructura geométri-
ca relativamente sencilla y se pueden fabricar de manera estandar mediante procesos
en lote con materiales bien caracterizados. Estas cualidades del sistema permiten dis-
minuir de manera significativa el tiempo y los costos de fabricacién. La utilizacion en
gran escala de este tipo de actuadores no sélo se debe a estas ventajas, sino también al
gran numero de aplicaciones que se tienen de ellos, de las cuales destacan las siguientes:
arreglos de micro-espejos, rejillas Opticas, capacitores variables, micro-acelerémetros,

micro-interruptores [23].

1.1.1. Modelo Matematico

Sin lugar a dudas, el estudio de los MEMS es un campo multidisciplinario se
requieren especialistas de los diferentes campos de conocimiento, no sélo del de la
ingenieria, sino también fisicos, quimicos, mateméticos por mencionar algunos. Las

matematicas son el campo de conocimiento que enlaza las diferentes especialidades. La
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relevancia de las matematicas se pone de manifiesto desde la primera etapa en el estudio
de los sistemas dindmicos, incluidos los MEMS entre ellos, el modelado matematico.
Antes de fabricar cualquier prototipo, primero se analiza su comportamiento a partir de
un modelo matematico que de él se tenga. El analisis de un modelo matematico reduce
costos de tiempo y dinero. Es por eso que como primera parte de este trabajo de tesis
se plantea el modelo matematico que describe la dinamica del dispositivo MEMS.

En el Capitulo 2 se presenta el modelo matematico del actuador electrostatico. Este
modelo, pese a su simplicidad, contiene las principales no linealidades del sistema. El
modelo es un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales ordinarias no lineales. Se
origina a partir de considerar al actuador como un capacitor de placas planas parale-
las, la superior movible y la inferior fija. La placa superior esté sostenida por soportes
y se modela como un sistema masa-resorte-amortiguador. Si se aplica una diferencia
de potencial entre las placas se generan cargas eléctricas inducidas que dan lugar a
una fuerza atractiva de origen electrostatico. En otras palabras, los actuadores elec-
trostaticos hacen uso de la fuerza de atracciéon de Coulomb que se genera entre dos

conductores cuando existe una diferencia de potencial entre ellos.

1.1.2. Normalizacion del Modelo

Se utiliza el enfoque basado en las ecuaciones de Euler-Lagrange para obtener el
modelo matematico que describe el comportamiento dinamico del actuador. El modelo
resultante es un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales. Las unidades de medida
de los parametros del modelo varian considerablemente unos con respecto a los otros,
ademas de ser del orden de los micros o nanos incluso teras. Por lo que, con el fin
de disminuir la propagacion del error numérico en las simulaciones debido al niimero
maximo de digitos significativos que determinan la precision numérica del simulador
empleado, éste se normaliza. Una ventaja adicional de normalizar el modelo es que se
reduce el nimero de parametros. Tanto el diseno de los controladores como el analisis de

la dindmica y las simulaciones numéricas se obtienen a partir del modelo normalizado.



1.1.3. Fenomeno de Pull-in

El fenémeno de pull-in constituye la principal desventaja que se presenta al traba-
jar con actuadores electrostaticos. Como se podra constatar en el andlisis del modelo
matematico del actuador, si se aplica un voltaje al dispositivo se manifiestan dos fuerzas
una de atraccion de origen electrostatico la cual provoca que la placa superior movi-
ble se aproxime a la placa inferior fija y una fuerza mecéanica debida al resorte que
contrarresta el efecto de la fuerza electrostatica. La fuerza mecanica del resorte crece
de manera lineal mientras que la electrostatica lo hace de forma cuadratica. Por este
motivo es de esperarse que al aumentar el voltaje en cierto momento la fuerza lineal
del resorte sea superada por la electrostatica cuadratica. Cuando la fuerza del resorte
es insuficiente para contrarrestar el efecto de la fuerza electrostatica se produce el de-
nominado fenémeno de pull-in. En este momento la fuerza de atraccion electrostatica
es dominante y provoca que la placa movible se colapse de subito hacia la inferior. El
voltaje en el cual se produce el fenémeno de pull-in se le conoce como el voltaje de
pull-in.

Otra cantidad importante de determinar es la distancia a la cual estan separadas las
placas cuando se produce el fenémeno de pull-in. Cuando no se aplica voltaje el sistema
estd en equilibrio y las placas estdn separadas una distancia constante, denominada
distancia de voltaje cero zy. Al aplicarse un voltaje constante a la entrada la distancia
entre las placas disminuye, la placa superior se aproxima a la inferior, debido a la fuerza
de atraccién de Coulomb. Podria pensarse que se puede fijar la distancia entre placas
en cualquier punto de la banda cero z, suministrando cantidades constantes de voltaje
a la entrada. Sin embargo, no es asi, en el Capitulo 2 se demostrara que aplicando un
voltaje constante a la entrada tan sélo se logra equilibrar el electrodo superior en el

primer tercio superior de la banda cero zy. También se determinara que, si el voltaje de

2
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entrada es el de pull-in, entonces la distancia entre placas es z =
se le denomina distancia de pull-in. Y representa la distancia minima tedrica a la cual

se pueden equilibrar las placas con un voltaje de entrada constante.



1.2. Control de Actuadores Electrostaticos

La mayor parte de los trabajos en control de dispositivos MEMS se realizan en lazo
abierto, [3]. A medida que el nivel de sofisticacién de los dispositivos MEMS se ha
incrementado se exigen mejoras sustanciales en los controladores. Lo que se busca es
implementar el controlador junto con el MEMS en un mismo dispositivo. Existe una
lenta aceptacién del control en lazo cerrado en el campo de los MEMS. Esta lenta
aceptacion se da principalmente por la complejidad que se presenta al implementar los
controladores en lazo cerrado [4]. A diferencia de los sistemas en nivel macro donde el
lugar de implemantacion de los controladores es relativamente simple. La inclusion de
los controladores en un mismo dispositivo MEMS cambian el comportamiento dindmico

del sistema de manera considerable.

1.2.1. Control de MEMS en Lazo Abierto

La soluciéon mas sencilla que se reporta para regular la posicién una distancia d,
consiste en fabricar el MEMS con una distancia de voltaje cero de, por lo menos, el
triple de la distancia a regular, 3d. La principal desventaja de este procedimiento radica
en que, generalmente no se puede asignar de manera arbitraria la distancia de voltaje
cero debido a restricciones en el proceso de fabricacién, ademas se requeriria mayor
voltaje de actuacion [24].

Otra propuesta es modificar el comportamiento mecanico del actuador [10]. La idea
es compensar el efecto de pull-in aplicando la fuerza electrostatica sélo a una porciéon
de la estructura y se utiliza la otra para apuntalar partes especificas. La idea es que
una porcién de la estructura se flexiona menos del limite de pull-in mientras la otra
porcién de la estructura se puede mover la distancia de voltaje cero por completo. Su
principal desventaja radica en que se requiere voltaje de actuacién mayor.

En las anteriores soluciones se ha modificado la parte mecénica del actuador. Al-

gunos intentos se han hecho modificando el voltaje de actuacién. Esta técnica de control



se denomina premoldeo [3]. La idea es utilizar el modelo dindmico del dispositivo para
construir una senal de entrada que mejore el desempeno del actuador. Con la técnica
de premoldeo se mejora significativamente el comportamiento dindmico del actuador.
Sin embargo, la implementacion de las senal de control se basa en la suma de pulsos y

es una tarea complicada de implementar.

1.2.2. Control de MEMS en Lazo Cerrado

Otra posible solucion consiste en colocar un capacitor en serie con la fuente de voltaje
de control [5, 24]. El voltaje de actuacion depende de la capacitancia del actuador y
de la capacitancia del capacitor en serie con la fuente de alimentacién. con esta técnica
se ha logrado regular a 30, 60 y 90 por ciento de la distancia con voltaje cero. Su
desventajas son: se requiere mayor voltaje de actuacién y el capacitor en serie con la
fuente de alimentacion cambia de dispositivo a dispositivo.

Se ha abordado el problema desde enfoques basados en control no lineal. Las técnicas
de back-stepping y flatness se aplican en [28]. En [30] se disefian los contoladores basados
en la técnica de estabilizacion de entrada salida y la de back-stepping tomando en cuenta
los efectos parasitos provocados por los efectos de borde del campo eléctrico. Dentro de
las ventajas de utilizar estos controladores es que se logra robustez en el comportamiento
de los controladores y que operan con voltajes de actuacién adecuados. Su principal
desventaja se presenta en la implementacion de los controladores. Es importante senalar
que la implementacion de los controladores es tema abierto. Lo deseable es implementar
el controlador y el actuador en una mismo dispositivo, pero la dinamica del actuador
se altera considerablemente. Por otro lado, si se utiliza eletrénica externa al actuador

el controlador es de un tamano muy superior al sistema a controlar.



1.3. Contribucion

El objetivo de este trabajo de tesis es disenar un par de leyes de Control Basadas
en Pasividad por Asignacién de Interconexién y Amortiguamiento (IDA-PBC, por sus
siglas en inglés), [15].

Con cada una de las leyes de control se busca cumplir con tres objetivos principales.
Primero, regular la posicién de la placa superior movible con respecto a la inferior fija
en cualquier punto de la distancia nominal de voltaje cero. Segundo, los actuadores
electrostaticos tienen un tiempo de vida corto debido al frecuente contacto entre los
electrodos, por lo que también se busca que el contacto entre electrodos sea minimo.
Tercero, se busca que el controlador opere con un voltaje de actuacién aceptable.

Una limitante del enfoque de control IDA-PBC es que requiere amortiguamien-
to natural del sistema, en este caso el amortiguamiento del subsistema mecanico. En
las simulaciones se emplean parametros basados en un microinterruptor construido en
el laboratorio de UNAMEMS [22]. Estos dispositivos tiene una constante de amor-
tiguamiento pequena. Por lo que resulta interesante disenar los controladores bajo el

esquema de la metodologia IDA-PBC.

1.4. Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se analiza de manera analitica la dindmica del MEMS. A partir
del esquema tipico del actuador electrostatico, basandose en el enfoque de modelado
de las ecuaciones de Euler-lagrange, se obtiene un modelo matematico que describe
su comportamiento dinamico. El modelo que describe la dinamica del actuador es un
conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales. Este modelo se normaliza con el fin de
evitar inconsistencias en las simulaciones numéricas. Posteriormente, utilizando el mo-
delo normalizado se realiza un estudio detallado del fenémeno de pull-in y de los puntos
de equilibrio del sistema. Por tltimo se visualizan mediante simulaciones numéricas los

resultados obtenidos analiticamente.



En el Capitulo 3 se presentan los preliminares matematicos y los conceptos a con-
siderar en el disenio de los controladores basados en la técnica de Control Basado en
Pasividad por Asignacién de Interconexion y Amortiguamiento (IDA-PBC, por sus si-
glas en inglés).

En el Capitulo 4 se disenan las leyes de control basadas en la técnica IDA-PBC.
En la primera secciéon se obtiene una ley de control basada en resolver la ecuacion de
matching por el método algebraico. Por otra parte en la siguiente seccién se obtiene una
la ley de control basada en resolver la ecuacion de matching por el método paramétrico.
En cada una de las secciones se muestran las pruebas de estabilidad en el sentido de
Lyapunov.

En las primeras dos secciones del Capitulo 5 se presentan simulaciones numéricas
que muestran el comportamiento de las leyes de control obtenidas. En la tercera y ultima
seccion se muestra el desempeno de los controladores ante la presencia de incertidumbre
paramétrica. Las simulaciones se llevaron a cabo utilizando la herramienta SIMULINK
de MATLAB.

Las conclusiones generales se presentan en el Capitulo 6.



Capitulo 2

Modelo Matematico

2.1. Introducciéon

El objetivo principal de este capitulo es analizar a detalle el comportamiento dindmi-
co del dispositivo MEMS que se estudia en este trabajo. En principio se obtiene un
modelo matematico, basado en la representacion esquematica tipica del actuador elec-
trostatico, que describe su comportamiento dinamico empleando las ecuaciones de
Euler-Lagrange. A partir de éste se analiza el fenémeno de pull-in el cual represen-
ta el principal inconveniente de trabajar con actuadores electrostaticos. A continuacién
se normaliza el modelo matematico y se obtiene un sistema equivalente en ecuaciones
diferenciales adimensionales. Finalmente, se obtienen simulaciones numéricas a través

de las cuales se visualiza el comportamiento dinamico del actuador.

En la seccién 2.2 se presenta el modelo esquematico tipico de los actuadores elec-
trostaticos. En la siguiente seccion 2.3 se obtiene el modelo matematico del actua-
dor electrostatico basado en el enfoque de ecuaciones de Euler-Lagrange. El modelo
matematico obtenido esta expresado en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.
Este modelo comprende los efectos no lineales mas relevantes del actuador. En la seccién
2.4 se obtienen de manera analitica las expresiones de voltaje a la entrada y posicion
a la cual se produce el fenémeno de pull-in. Para evitar complicaciones en la simu-

laciones debido al rango micrométrico de los parametros en la seccion 2.5 se obtiene



un modelo matematico normalizado equivalente que describe la dindmica del actuador
electrostatico. Las simulaciones numéricas y diseno de los controladores se basan en
este dltimo modelo normalizado. En la seccién 2.6 se visualiza mediante simulaciones
numéricas el momento en el cual se produce el fenémeno de pull-in. Este fenémeno se
presenta en el momento en el que la fuerza mecanica del resorte es insuficiente para
equilibrar la fuerza electrostatica presente en el electrodo movible. El desarrollo del
capitulo continua de la siguiente manera: En la seccién 2.7 se analizan los equilibrios
del actuador mediante la técnica de linealizacion. Posteriormente, en la seccién 2.8 se
obtienen los puntos de equilibrio del sistema en lazo abierto de manera anélitica, los
equilibrios son tres uno de los cuales queda fuera del intervalo de operacion del MEMS
y por lo tanto se descarta, de los dos restantes uno es estable y el otro inestable. Final-
mente, en la seccién 2.9 se presentan simulaciones numéricas referentes a los puntos de

equilibrio.

2.2. Representacion Esquematica del MEMS

En la Figura 2.1 se muestra la representacion esquematica tipica del actuador elec-
trostatico con un grado de libertad [25]. La parte mecanica del actuador se representa
como un sistema masa, resorte y amortiguador. La placa superior es movible y se supone
sujeta por el resorte y el amortiguador. La placa inferior se considera fija. El actuador es
controlado por una fuente de voltaje. Sobre la placa inferior fija se deposita una pelicula
de material dieléctrico para evitar el contacto directo entre placas que provocaria un
corto circuito.

En la Figura 2.1 se presentan los pardametros del sistema: Vi(t) es el voltaje de la
fuente con resistencia interna R, V,(t) el voltaje de actuacidn, z, la separacién de las
placas cuando el voltaje de actuacién es cero, A el area de las placas, ¢ la permitividad
del dieléctrico entre placas, m la masa de la placa superior movible, b la constante de

amortiguamiento, k la rigidez del resorte, Q(t) la carga del capacitor, z(t) el desplaza-



miento de la placa superior e i(t) la corriente que circula por la resistencia interna de

la fuente.
1)) 1)) ] s
Amaortiguader RHE“? A
b | 1
Resiilencia .
R
Placa movible

V| — ¢
r
Va
- Placa fira
Pt
Ly

Figura 2.1: Representacion esquematica tipica de un actuador electrostatico con un
grado de libertad [25]

Como se puede ver en la Figura 2.1, se tiene un capacitor de placas planas paralelas
de area A separadas una distancia z el dieléctrico entre placas es aire de constante
dieléctrica €¢. Si se aplica un voltaje V, a la entrada del actuador entre las placas se
almacenan cargas eléctricas inducidas de signo contrario. La resistencia interna de la
fuente R provoca que haya un tiempo de retraso entre el momento de aplicar un voltaje
V; a la entrada y el momento en el cual se empieza a almacenar la carga () en las placas.
Debido a que las cargas almacenadas entre las placas son de signo contrario se presenta
una fuerza de atraccién electrostatica entre ellas. Por otro lado, la carga, ) y el voltaje

V' estan relacionados por la capacitancia, C'.

QR=CV (2.1)
La capacitancia, C', de un capacitor de placas planas paralelas depende del drea, A, y
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la distancia entre las placas, z. Como se puede ver en (2.2) la capacitancia sélo depende
de la geometria del capacitor y no del voltaje entre placas o de la carga inducida de

origen eléctrico entre ellas.

C = ?E_;)l (2.2)

En general, la corriente a la entrada, i(t), y el voltaje de actuacién, V,(t), se pueden

_ A
=(0)

esta medicién se pueden deducir tanto la carga del dispositivo, Q(t), como la posicién

medir. También es posible medir la capacitancia del dispositivo, C(t) A partir de

de la placa superior z(t), [29].

2.3. Modelo de la Dinamica del Actuador

En el modelado de sistemas fisicos de parametros concentrados destacan dos co-
rrientes principales: el método de redes y las ecuaciones de Euler-Lagrange (EL). En
el método de redes se plantean en primer lugar las ecuaciones de elementos y a par-
tir de estas las ecuaciones de conjunto. La alternativa se basa en las ecuaciones de
Euler-Lagrange. En el modelado de sistemas formados por elementos de la misma natu-
raleza el método de redes es adecuado. Por ejemplo, para modelar sistemas puramente
mecanicos o puramente eléctricos, la segunda ley de Newton o las leyes de Kirchhoff
respectivamente, son suficientes para obtener el modelo matematico. Incluso desde la
perspectiva del método de redes se pueden modelar sistemas con componentes eléctricos
y componentes mecanicos, pero la complejidad aumenta considerablemente. El enfoque
de las ecuaciones de EL se basa en que el concepto de transformacién de energia se com-
parte entre subsistemas de diferente naturaleza. Por lo tanto, parece natural formular
el problema de modelado basandose en el concepto de transformacién de energia. Para
obtener el modelo matematico del actuador electrostatico de este trabajo de tesis se

elige la opcion del enfoque basado en las ecuaciones de EL. En la dindmica del actuador
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interactuan una parte de naturaleza eléctrica y una parte de naturaleza mecanica por

lo que el enfoque de ecuaciones de EL es el mas apropiado.

2.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Planteamiento general de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Las ecuaciones de EL

se expresan de la siguiente manera (2.3)

d(8L> oL oP

e _ — 0. 2.
ii\oq) " og TG @ (2:3)

donde: @); representa el vector de las fuerzas externas que actuan sobre el sistema,
¢ = (q1---,qn) es el vector de coordenadas generalizadas del sistema con n grados de
liberdad, L es el Lagrangiano del sistema y P la funciéon de potencia que describe la
disipacién de energia del sistema. En el caso del actuador electrostatico la fuente de
voltaje Vi es una fuerza externa (Q;) y se puede elegir el desplazamiento z y la carga
() como las coordenadas generalizadas (¢;) del sistema. El Lagrangiano L del sistema

representa la diferencia entre la energia cinética T' y la energia potencial V' (2.4).
L=T-V (2.4)

2.3.2. Modelo Dinamico Basado en las Ecuaciones de EL

En esta subseccién, basandose en las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtiene el
modelo matematico en parametros concentrados del actuador electrostatico.
La energia cinética del sistema esta dada por (2.5)

1
T = —m3>
2

(2.5)

donde m representa la masa de la placa superior movible. La energia potencial (2.6)

tiene una componente eléctrica y una componente mecanica debido a la capacitancia y
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al resorte respectivamente.

Lo YNy
V_QCQ +2k(z 20) (2.6)

La capacitancia C' (2.7) del actuador de placas planas paralelas depende del drea de
las placas A, de la permitidad eléctrica g del medio que las separa y de la distancia z

a la que se encuentran una de otra.

Sustituyendo (2.7) en (2.6) resulta

21AZQ2 + k(z — 29)? (2.8)

La funcién de disipacién de potencia P (2.9) incluye una parte de origen eléctrico
y una parte de origen mecénico. La potencia de origen eléctrico se disipa a través de
la resistencia interna de la fuente R, mientras que la potencia de origen mecéanico se

disipa a través del amortiguador con factor de amortiguamiento b.
Lo,ae 1o
P = §RQ + ébz (2.9)

De (2.5) y (2.8) el Lagrangiano L (2.4) queda de la siguiente manera

L= %méz (21AZQ2 + 1k(z — 2p) ) (2.10)

De las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3) se derivan parcialmente la ecuacion de
potencia (2.9) y el Lagrangiano (2.10) con respecto a las variables generalizadas z y Q) y
con respecto a sus derivadas temporales Z y Q. El resultado de realizar estas derivadas

se presenta en (2.11) y (2.12)
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2
3_L:_<_+k<z—zo)),a—[f=mz',a—].3=bz' (2.11)

oL  =Q dL P

%—8—14,%— 7%:}2@ (2-12>

A continuacién se realizan las derivadas temporales de las derivadas parciales del

Lagrangiano con respecto a las coordenadas generalizadas 2z y ().

d (0L . d (0L
i (3:) =m= 3 (5g) = 21

Finalmente, sustituyendo (2.11), (2.12) y (2.13) en (2.3) se obtiene el modelo matemaético
en ecuaciones diferenciales no lineales que describen el comportamiento dindmico del
actuador a electrostatico.

2

mZ = —k(z — z)) — bz — %A (2.14)

s_ 1y @
@_R(v; gA) (2.15)

2.4. Analisis del Fenomeno de Pull-In

En esta seccion se evidencia con base en el modelo obtenido el fenémeno de pull-in
que se presenta en actuadores electrostaticos y que reduce de manera significativa su
rango de operacion en lazo abierto.

El fenémeno de pull-in se puede constatar de la siguiente manera: si se aplica un
voltaje de entrada V; al sistema en reposo entonces circulara un flujo de cargas eléctricas
las cuales se almacenaran en las placas del capacitor. Las cargas elécticas almacenadas
en las placas son de signo contrario por lo que se genera una diferencia de potencial entre
ellas. La diferencia de potencial da lugar a que se presente una fuerza de atraccion de

origen electrostatico entre placas. La placa superior es movible por lo que al presentarse
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la fuerza de atraccion electrostatica la distancia entre las placas disminuye, es decir, la
placa superior movible se aproxima a la inferior fija. A la par se generard una fuerza
restauradora en el resorte que se opone al movimiento del electrodo superior movible.
La fuerza restauradora del resorte es lineal y la fuerza de origen electrostatico que estira
al resorte es cuadratica. Si se aumenta paulatinamente el voltaje de entrada V; hasta
alcanzar un valor critico, denominado voltaje de pull-in, el electrodo superior colisiona
stubitamente con el inferior fijo. Este efecto se produce cuando la fuerza restauradora
lineal del resorte es completamente desbordada por la fuerza electrostatica cuadratica
del capacitor. A partir de ese instante la fuerza del resorte es incapaz de equilibrar la
fuerza de electrostatica entre placas. Como ya se dijo, cuando se presenta el fenémeno
de pull-in la placa superior movible colisiona de stubito con la inferior. Para evitar que
se produzca un corto circuito al ponerse en contacto directo las placas conductoras se

deposita una pelicula aislante en la placa inferior.

2.4.1. Voltaje V,,—in y desplazamiento z,;_,

En esta subseccién se obtienen las expresiones Vpu—in ¥ Zpuii—in- Estés son utiles
para identificar el momento en el cual se produce el fenémeno de pull-in.

La fuerza neta de la placa superior estd dada por (2.16)

eAV?
Fret = — | k(2 — bz “ 2.16
; ((z 2p) + bz + 222) (2.16)
Cuando la placa esta en equilibrio se cumple que:
Foete =0 (2.17)
y
z2=0 (2.18)

De (2.16), (2.17) y (2.18) se tiene
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- (k:(z — ) + SAV‘E) —0 (2.19)

222

Si se considera al voltaje V, constante, se multiplica (2.19) por 22 y se deriva con
respecto z se obtiene la distancia a la cual se produce el fenémeno de pull-in. A este
valor se le conoce como la distancia de pull-in.

2
Zpull—in = gZO (220)
Sustituyendo (2.20) en (2.19) se obtiene el valor critico del voltaje al cual se produce

el fenémeno de pull-in, por eso se le conoce como voltaje de pull-in.

Voutl—in = con Cy=—— (2.21)

Otra cantidad a considerar es la carga de pull-in, Qpui—in, ésta se da cuando se
produce el voltaje de pull-in, Vyuu—in (2.21) y las placas estan separadas una distancia
Zpuli—in (2.20). La capacitancia en ese instante esta dada por (2.22)

goA 3e0A 3
o= 2584 Sq (2.22)

Zpull—in 2 20 2

Por otro lado, la carga esta relacionada con la capacitancia y el voltaje por Q = C'V

de donde se deriva (2.23)

3
Qpuil—in = ico%uufm (2.23)
Es importante remarcar que inmediatamente después de que se produce el fenémeno
de pull-in la placa superior se colapsa abruptamente hacia la placa inferior fija. Es
en este momento en el cual la fuerza restauradora del resorte, que se opone al libre
movimiento de la placa superior no puede contrarrestar la fuerza electrostéatica entre

placas.
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2.5. Representaciéon de la Dinamica en Ecuaciones
Normalizadas

En esta seccién se presentan las ecuaciones normalizadas de la dindmica del actuador
electrostatico. El objetivo principal de normalizar las ecuaciones es simplificar el anélisis
de la dinamica y diseno de los controladores. Al normalizar el modelo; primero se
reduce el nimero de parametros y segundo se evitan complicaciones numéricas en las
simulaciones.

A continuacion se presenta los factores con los cuales se normalizaran las variables

y los parametros de las ecuaciones diferenciales que modelan la dinamica del actuador.

= — 2.24
T oy ( )
Vs
U, = 2.25
‘/;Jullfin ( )
Q
’ qullfin ( )

T = wol; con wy =1/ k (2.27)
m

La posicién de la placa z (2.24) se normaliz6 con respecto a la distancia de voltaje
cero zp, el voltaje de la fuente V; (2.25) con respecto al voltaje de pull-in Viyuy—im (2.21),
la carga acumulada en el capacitor de placas planas paralelas @) (2.26) con respecto a la
carga de pull-in Qpui—in (2.23) y el tiempo ¢ (2.27) con respecto a la frecuencia natural
del sistema wy.

El modelo matematico normalizado que describe la dindamica del actuador elec-

trostético esta dado por (2.28), (2.29) y (2.30).

Ty = 1y (2.28)

.fg = —(1'1 — 1) — 2<LE’2 — —.CIZ’§ (229)
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. 1/2
XT3 = . (§u5 - :leg) (2.30)

donde: x; representa la posicién normalizada, x5 la velocidad normalizada, x3 la carga

b

normalizada. El pardametro ¢ = 5.

representa el factor de amortiguamiento normali-

zado y r = wyCy R la resistencia normalizada.

En el Apéndice A se presenta de manera detallada la obtencién de las ecuaciones

normalizadas (2.28), (2.29) y (2.30).

Si bien es cierto que al normalizar el sistema dimensional los pardametros resultantes
son adimensionales, éstos no dejan de ser una combinacion de los parametros dimensio-
nales. En la Tabla 2.1 se presentan los valores de los parametros dimensionales a partir
de los cuales se obtuvieron los parametros adimensionales utilizados en las simulaciones

de este trabajo de tesis [22].

’ Pardametro \ Simbolo \ Valor ‘
Permitividad del aire o 8.85 x 10*12]\8—’22
Area de la placa movible A 100 x 300 x 10~ 12m?

Masa de la placa movible m 2.16 x 10719 Kg
Constante de viscosidad b 2.75 x 10*5%
Posicién con V, = 0 20 5 x 107%m
Resistencia de la fuente R 2 x 105Q
Constante del resorte k 1.663%

Tabla 2.1: Valores de los parametros

2.6. Tlustracion del fenémeno de Pull-In

En esta seccién, empleando el modelo matematico normalizado, se ilustra de manera
numérica el momento en el cual la fuerza restauradora del resorte es incapaz de contra-

rrestar la fuerza electrostatica del capacitor. Esto ocurre cuando el voltaje de actuacion
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normalizado u, > 1, es decir, Victuacion > Vpuii—in- Cuando el voltaje de actuacion
sobrepasa al voltaje de pull-in no hay manera de equilibrar al electrodo superior y éste
se colapsa abruptamente hacia el inferior.

La fuerza neta normalizada estd dada por la ecuacién (2.31) F,

etnorm *

4 [, 2
F,. =—(x1—1)— 2629 — — | — 2.31
o =~ = 1) = 260 o () (2.31)
donde: u, = # representa el voltaje de actuacion normalizado.
pull—1in

Cuando el electrodo esta en estado estable x5 = 0 y la fuerza normalizada del resorte

F,

Mnorm

es equivalente a la fuerza normalizada electrostatica F;

norm*

Erorm =1 — 21 (2.32)
4 [, 2
J R p— 2.33

En la Figura 2.2 se aprecia que para valores de u, < 1 (V, < Vyu—im) la fuerza
mecanica restauradora del resorte puede contrarrestar el efecto de la fuerza de atrac-
cién electrostatica presente entre los electrodos. Se tienen dos puntos de equilibrio para
la fuerza neta normalizada en estado estable, es decir, cuando zo =0y F,,,,., = Fe ... .
Cuando u, = 1 (V, = Vjuu—in) se tiene un solo punto de equilibrio. Por dltimo, cuando
ug, > 1 (Vy > Vyuu—in) no existe ningin punto de equilibrio, es decir, no hay mane-
ra de que la fuerza mecanica restauradora del resorte pueda contrarrestar la fuerza
electrostatica entre electrodos. Es en este momento en el cual la fuerza de atraccién
electrostatica sobrepasa a la fuerza mecénica y domina el comportamiento de los elec-
trodos provocando que el electrodo superior se colapse stubitamente hacia el inferior.

En el capitulo 2.7 se determina la naturaleza de los puntos de equilibrio, es decir, si son

estables o inestables.
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Figura 2.2: Equilibrio de Fuerzas (mecénica y electrostatica)

2.7. Analisis de Estabilidad por el Método de Li-
nealizacion

El objetivo de esta seccidn, y las subsiguientes de este capitulo, es analizar el com-
portamiento de los puntos de equilibrio del actuador electrostatico.

Dado un sistema de control, la primera y mas importante cuestion es si es 0 no
estable en el punto de operacion, ya que un sistema inestable no sélo no es 1til sino
también potencialmente peligroso. Cualitativamente, un sistema es estable si las trayec-
torias temporales que empiezan en las cercanias de un punto de operacién permanecen
en sus cercanias. El método de linealizacion fue introducido por el matematico ruso
Lyapunov. Este método permite obtener conclusiones acerca de la establilidad local de

un sistema no lineal a partir de su aproximacién lineal [26].

20



2.7.1. Linealizacion de un sistema no lineal

La dindmica de un sistema no lineal se puede representar como un conjunto de

ecuaciones diferenciales no lineales de la forma

T = f(x,u) (2.34)

y=g(z,u) (2.35)

donde f es un vector de n x 1 funciones, x es un vector de n x 1 estados, u es un
vector de n x 1 entradas. Las funciones f y g son funciones no lineales del estado y las
entradas. El nimero de estados n indica el orden del sistema.

Un estado x, es un punto de equilibrio del sistema si una vez que z(t) es igual a x,,
éste permanece igual x, para todo tiempo futuro [26]. Matematicamente los puntos de

equilibrio de un sistema no lineal se pueden obtener resolviendo la ecuacién (2.36).

f(ze,us) =0 (2.36)

2.7.1.1. Técnica de linealizacién

Mediante la técnica de linealizacién, excepto para algunos casos especiales, es posible
determinar el comportamiento cualitativo de un sistema no lineal en las cercanias de
un punto de equilibrio [11]. Esta técnica se emplea para determinar si un punto de
equilibrio es estable o inestable siempre que la parte real de los eigenvalores resultantes

sea diferente de cero. Supéngase que

z(t) = Xo + oz (t) (2.37)

u(t) = Uy + ou(t) (2.38)
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donde Xy y Uy es el punto de operacién. Si se sustituyen (2.37) y (2.38) en (2.34) y se

desarrolla en series de Taylor

. af of
oz(t) = | — ox(t — oul(t 2.39
() (ax X) f“*(au X) ult) (2.39)
= +
: Ofn Ofn Ofn Ofn
0Ty, Tt o P . 0T, B Bus o Oy,
(2.40)

donde el primer Jacobiano es una matriz de n X n, n representa el nimero de variables
del estado. El segundo Jacobiano es una matriz de n X m, m representa el nimero de
entradas.

Una vez linealizado el sistema se evalua el Jacobiano del sistema en los equilibrios
resultantes de resolver (2.36) con entrada cero. Si todos los eigenvalores resultantes del
Jacobiano tienen parte real negativa, es decir, estan en la parte izquierda del plano
complejo, el punto de equilibrio es estable. Si alguno de los eigenvalores tiene parte real

positiva el punto de equilibrio es inestable [11], [26].

2.8. Puntos de Equilibrio del Actuador Electrostatico

En esta seccion se obtienen los puntos de equilibrio del actuador electrostatico y se
determina si son estables o inestables de acuerdo a la teoria presentada en la seccion
(2.7).

Por conveniencia se reproducen nuevamente las ecuaciones dinamicas normalizadas

del actuador (2.28), (2.29) y (2.30).

Zfl = X9 (241)

1
Ty = —(21 — 1) — 22 — 59:3 (2.42)
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. 1/2
Iy = . (§u5 - :leg) (2.43)

= Primero se obtienen los puntos de equilibrio.

Para lograr este propdsito se igualan (2.41), (2.42) y (2.43) a cero y se resuelve el

sistema algebraico resultante.

0 = o (2.44)
1
O::-—(xmq——1)——2§x%q——§1€m (2.45)
1/2
0= ; (gus — x16q$36q> (246)

Despejando x1., de (2.45) y como xg., = 0 (2.44)

1
mm:l—gﬁw (2.47)

Ahora se sustituye (2.47) en (2.46) y se obtiene una ecuacién de tercer grado. Las
tres raices resultantes de resolver la ecuacién (2.48) son los puntos de equilibrio del
actuador. Para resolver la ecuacion (2.48) se considera el voltaje normalizado us como

una constante positiva.

Theq — BT3eq + 2us =0 (2.48)

Las tres raices resultantes de resolver (2.48) estan dadas por (2.49), (2.50) y (2.51).

1
T3eql = "Lp + — (249)

¥
1 1 3 1
Taeqz = ~ 5 (¢ + E) + % (?/f - E) (2.50)
w3
2

S I B
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donde: 1) = (—us + \/ﬁ)é

= Segundo se obtiene el Jacobiano del actuador a partir de (2.41), (2.42) y (2.43).
Una vez obtenido el Jacobiano se evaluan los puntos de equilibrio, Ze; = (14, T2eqs L3eq)-
Si la parte real de al menos uno de los tres eigenvalores resultantes del Jacobiano
es positiva se tiene un punto de equilibrio inestable. Si la parte real de los tres
eigenvalores es negativa se tiene un punto de equilibrio estable. En caso de tener
eigenvalores con parte real cero este criterio de estabilidad no es suficiente para

establecer si la naturaleza del punto de equilibrio.

0 1 0
Jacobian = -1 =2 —%xgeq (2.52)
— T3eq 0 _ Tleq

2.9. Simulacion Numérica

En esta seccién se visualizan mediante simulaciones numéricas los resultados analiti-
cos de la seccién (2.8). Los pardmetros utilizados en las simulaciones tanto el factor de
amortiguamiento normalizado ¢ como la resistencia normalizada r se toman de acuerdo
a los parametros de la Tabla 2.1.

En la Figura 2.3 se observa el comportamiento de las raices (2.49), (2.50) y (2.51)
conforme varia el valor de u, en el intervalo 0 < u, < 1. La carga eléctrica normalizada
x3 almacenada en la placa movible debe ser positiva o nula debido a que el voltaje de
entrada u, es positivo o cero. Como se aprecia en la Figura 2.3 la raiz x3., es negativa y
por lo tanto se descarta. Se puede comprobar que esta raiz genera posiciones negativas

T1eq2 NumMéricamente posibles, no asi fisicamente.
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Figura 2.3: Trayectorias de las raices

En la Figura 2.4 se observa el comportamiento de la posicion 1.4 y de la posicién
Z1eq3- Conforme el voltaje u, se aproxima al valor critico us = 1 las dos trayectorias se
aproximan entre si. En la grafica se aprecia que el momento en el que las trayectorias
se intersectan se da en x; = %

En la Figura 2.5 se presentan las trayectorias de la parte real de los eigenvalores
resultantes de evaluar el punto de equilibrio P(1egs, 0, Z3¢43). Las tres trayectorias son
negativas, por lo tanto, el punto de equilibrio es estable.

En la Figura 2.6 se presentan las trayectorias de la parte real de los eigenvalores re-

sultantes de evaluar el punto de equilibrio P(21¢q1,0, Z3¢q1). Una de las tres trayectorias

es positiva, por lo tanto, el punto de equilibrio es inestable.
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Figura 2.6: Parte real de los eigenvalores del punto de equilibrio inestable

En la Figura 2.7 se verifica el fenémeno de pull-in de manera gréafica. Se aplican
diferentes valores constantes de voltaje uy a la entrada del actuador. Como se ve en la
figura cuando el voltaje us es mayor a uno el electrodo movible colisiona con el inferior,
mientras que para valores de u, menores a uno el electrodo movible se equilibra. El
rango para el cual se logra equilibrar el electrodo movible es % < x; <1, como era de

esperarse.
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Capitulo 3

Metodologia IDA-PBC

3.1. Introducciéon

3.2. Control Basado en Pasividad, PBC

El Control Basado en Pasividad (PBC, por sus siglas en inglés), introducido en [15],
es el nombre genérico dado a una familia de técnicas de diseno de controladores que
logran la estabilidad del sistema via las propiedades de sistemas pasivos. La estructura
del sistema en lazo cerrado es pasiva con respecto a una funcién de almacenamiento
deseada (funcién que usualmente califica como una funcién de Lyapunov en el anélisis
de estabilidad).

La caracteristica principal de esta metodologia en el diseno del controlador se basa
en el uso de las propiedades de almacenamiento y disipacion de energia del sistema.

La metodologia aplica de manera adecuada en aquellos sistemas que pueden ser
modelados por ecuaciones de Euler-Lagrange o ecuaciones Hamiltonianas. Cuando se
describen los sistemas fisicos con este tipo de representaciones matematicas quedan
visibles ciertas propiedades estructurales que pueden ser explotadas en el diseno de los
esquemas de control.

Una vez modelado el sistema pasivo se verifica que las trayectorias (las soluciones

de las ecuaciones diferenciales del modelo matematico que describe el comportamiento
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del sistema fisico) tiendan al punto minimo de energia a una velocidad proporcional a
la cantidad de energia disipada.

Como consecuencia inmediata en el PBC se proponen como pasos basicos para el
disenio de leyes de control las siguientes dos etapas:

Moldeo de energia. Modificar la entrada de control del sistema a controlar de tal
manera que el sistema en lazo cerrado posea una funcién de energia tal que su valor
minimo coincida con un punto de operacion deseado.

Inyeccion de amortiguamiento. Lograr que el sistema en lazo cerrado disipe la mayor
cantidad de energia de tal forma que el punto de operaciéon deseado se alcance en el

menor tiempo posible.

El PBC se puede clasificar en dos ramas principales:

PBC estandar, en el cual se selecciona a priori una funciéon de almacenamiento, tipi-
camente cuadratica, y posteriormente se disena el controlador que logra que la funciéon
de almacenamiento sea no creciente. Esta rama esta fuertemente ligada al concepto de
estabilidad en el sentido de Lyapunov.

En la segunda rama de PBC no se fija la funcién de almacenamiento en lazo cerrado,
sino que se busca una estructura PCH deseada y después caracterizar todas las funciones
de energia asignables compatibles con esta estructura. Esta caracterizacion se logra

resolviendo un conjunto de Ecuaciones diferenciales Parciales, PDE.

3.3. Metodologia IDA-PBC para PCHS

La metodologia IDA-PBC fue introducida en [17, 18] como un procedimiento para
controlar sistemas fisicos descritos por Sistemas Hamiltonianos Controlados por Puerto,

PCHS, representados de la forma



donde: x € R es elvector de estados, u € R, m < n es la acciéon de control, H : R” — R
es la energfa total almacenada, J(z) = —JT, R(x) = RT > son las matrices naturales de
interconexién y de amortiguamiento, respectivamente, ademds, u,y € R son variables
conjugadas, es decir, su producto resulta en unidades de potencia. La eleccién de PCHS
se debe a que un gran nimero sistemas fisicos se pueden modelar bajo esta estructura,
ampliamente discutida en [27]. Con esta técnica de control lo que se busca es regular
el comportamiento de un sistema no lineal asignandole una estructura Hamiltoniana
deseada en lazo cerrado [14].

Con la técnica de IDA-PBC se busca regulacién del comportamiento de sistemas
no lineales asignando una estructura Hamiltoniana Controlada por Puerto, PCH, de-
seada en lazo cerrado. La estructura PCH deseada en lazo cerrado permite apreciar
propiedades del sistema descritas por las matrices de interconexion y amortiguamiento.

Esta técnica de control ha sido aplicada para controlar sistemas fisicos de dife-
rente naturaleza: sistemas mecénicos [1, 16], sistemas magnéticos de levitacién [20, 21],
méquinas eléctricas [2, 19], convertidores de potencia [8, 9], sistemas de potencia [7, 13].

La propiedad de Pasividad juega un rol central en esta técnica de diseno de contro-

ladores.

3.3.1. Metodologia IDA-PBC Representacién General

La metologia IDA-PBC se puede aplicar a una clase més general de sistemas fisicos.
A continuacién se demuestra que la metologia IDA-PBC permite el diseno por reali-

mentacion de estados de sistemas de la forma

&= f(x) +g(x)u (3.2)

donde: x € R es el vector de estados, u € R™, m < n es la acciéon de control. Se propone

una estructura en lazo cerrado de la forma
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donde: Jy(z) = —J¥(z) y Ra(x) = RE(x) > 0, representan las matrices deseadas de
interconexién y disipacion respectivamente, de ahi el nombre de IDA, y H; : R* — R
es la funcién de energia deseada.

Si se cumple que la Ecuacién Diferencial Parcial, (EDP).

g (x)f(2) = g™ (2)(Ja(x) — Ra(w))V Hq (3-4)

donde: gL (z) es un aniquilador izquierdo de g(z), es decir, g L(z)g(x) = 0y Hg(x) es
tal que

x, = argminHy(x) (3.5)

con x, € R" representa el equilibrio a estabilizar. Entonces el sistema (3.2) en lazo

cerrado con u = (3(x), toma la forma (3.3)

B(x) = [g-(2)g(@)] 9" () {[Ja(z) — Ra(2)]VHa — f(2)} (3.6)

con X, un punto de equilibrio estable. El punto de equilibrio x, sera asintéticamente
estable, si ademds, es un minimo de Hy(z) y el conjunto invariante més grande de la

dindmica en lazo cerrado de (3.3) contenido en

{z e R" | [VH,'R;VH; =0} (3.7)

es igual a {x,}.

3.3.2. Prueba de Estabilidad

Sustituyendo (3.6) en el lado derecho de (3.2), con u = ((z), e igualando con (3.3)

se obtiene la ecuacion de matching.

f(x) + g(2)B(x) = [Ja(z) — Ra(x)]V Ha (3-8)
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premultiplicando por gL (x) se obtiene la EDP (3.4). La ley de control se obtiene pre-
multiplicando por la pseudoinversa de g(z). La estabilidad de x, se establece porque a

lo largo de las trayectorias de (3.3), se tiene que

Hy=—[VHy] "R(z)VH; <0 (3.9)

Por lo tanto, Hy califica como una funcién de Lyapunov. La estabilidad asintética
se puede establecer por medio del principio de invariancia de La Salle y la condicién

(3.7).

3.4. Meétodos para Resolver la Ecuacion de Mat-
ching

La clave en la obtencion de la ley de control empleando la metodologia IDA-PBC
se basa en la solucién de la ecuacién de matching (3.4).

Se han propuesto varias técnicas en la literatura para seleccionar las matrices J;, Ry
de interconexién y amortiguamiento deseadas, respectivamente, asi como de la funciéon
de energia deseada H, que satisfacen Jy(z) = —JI(x), Ry(z) = RY(z) > 0y z, =

argminHgy(x). Los diferentes procedimientos se discuten con mayor detalle en [14].

» Método Algebraico: Originalmente propuesto en [6]. Se selecciona la ecuacién
Hamiltoniana deseada Hy(x) y a partir de ella se resuelven las ecuaciones alge-

braicas resultantes para Jy(z) v Ra(z).

» Parametrizado: Originalmente propuesto en [16]. Se aplica principalmente a sis-
temas mecanicos subactuados, es indispensable tener conocimiento a priori de la
estructura Hamiltoniana deseada el cual se utiliza para obtener una EDP menos

compleja de resolver.
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Capitulo 4

Diseno de los Controladores por
IDA-PBC

4.1. Introducciéon

En este Capitulo 4 se disenan un par de controladores basados en la técnica IDA-
PBC, de acuerdo al marco tedrico expuesto en el Capitulo 3.

El punto donde la energia en lazo abierto es minima usualmente no es el punto
que interesa controlar, es entonces que se introducen técnicas de control para operar
alrededor de un punto de equilibrio deseado x* [16].

En general la funcién de energia total de los sistemas fisicos es buena candidata
como funcién de almacenamiento H(z). Sin embargo, la funcién de energia total del
actuador electrostatico no es definida positiva en todos los puntos de equibrio deseados.
Por lo que es necesario moldear la funciéon de energia total, tal que sea semidefinida

positiva o incluso definida positiva para los puntos de equilibrio deseados.

4.2. Modelo de la Dinamica del Error

El objetivo de los controladores de este trabajo de tesis es lograr regulacion en
cualquier posicion dentro de la distancia zy que separa a las placas cuando no se le apli-

ca voltaje alguno a la entrada. El disenio de los controladores se obtiene a partir de las
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ecuaciones dinamicas del error. Estas se contruyen con la diferencia entre las ecuaciones
diferenciales normalizadas que describen la dindamica del actuador y las ecuaciones al-

gebraicas que describen el conjunto de puntos de equilibrio.

Las ecuaciones diferenciales normalizadas que describen la dinamica del actuador

estan dadas por (4.1), (4.2) y (4.3).

Zfl = T2 (41)
. 3
. T1X3 2u
= - = 43
= r 3r (43)

Por otro lado, las ecuaciones algebraicas que describen el conjunto de puntos de

equilibrio posibles del sistema estdn dadas por (4.4), (4.5) y (4.6).

x5 =10 (4.4)
*\2
-1 - 20 - (45)
* * 2 *
i e (4.6)

donde: z* = (z7,0,/3(1 — x7)) representa el conjunto de equilibrios y z7j la posicién
deseada del electrodo movible del actuador electrostatico. El control constante corres-

3xT4/3(1—x7)

pondiente esta dado por u, = 5

Finalmente, sustrayendo las ecuaciones algebraicas en el equilibrio a las ecuaciones
dinamicas del sistema se obtiene el modelo que describe el comportamiento dindamico

en términos del error (4.7), (4.8) y (4.9).

X1 =Ty — Th (4.7)
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Zo = —(x1 — 7)) — 2¢ (w9 — 23) — 3 (4.8)
, rry — iy 2(u—u)
= — 4.9
= r * 3r (4.9)
El sistema de ecuaciones (4.7), (4.8) y (4.9) se puede representar de la forma:
t= f(z) —g(x)u=(J — R)VH + g(z)u (4.10)
donde:
Ty — X
F@) = | ~(@r—af) = 20 (w2 - a3) - HEE (4.11)
_:cycg—x*{x}j
T
g(x) = [ 00 2 ] (4.12)
0 1 0
J-R=| -1 —-2¢ 0 (4.13)
0 0 -2
g m—a) | (e —ag)” (g - (23)7)  2eiae (4.14)
2 2 3 3

4.3. Ley de Control por el Método Algebraico

Como primer paso en la solucion de la ecuacion de matching por el método algebraico
se propone una funcion Hamiltoniana deseada H,; que tenga un minimo en el punto de

equilibrio a estabilizar x* = argminH,(z).
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Una eleccién recomendable de la funciéon Hamiltoniana deseada H, es considerarla

cuadratica en términos del error (4.15).

%)\ 2 _ a%)\2 %2
Hy(w, w9, 3) = (@1 — 27) i (x5 — 73) 4 Y2(3 — 23) (4.15)
2 2 2
donde; v, v 2 son parametros constantes positivos.
De (4.15) se tiene que
VHy = [y — 2)), 23 — 25, (w1 — 27)]" (4.16)

Asimismo, es necesario proponer las matrices de interconexién y de disipacion ge-

neralizadas J; y Ry.

0 Jlg Jlg T1 O O
Jd - —J12 0 J23 X Rd = 0 T9 0 (417)
—J13 —J23 0 0 0 Ts

4.3.1. Solucién de la Ecuacion de Matching

Ahora se resolvera la ecuacién de matching (4.18) por el metédo algebraico hacien-
do uso de la funcién Hamiltoniana deseada Hy (4.15) y de las matrices deseadas de
interconexién J; y de disipacién R, (4.17) propuestas en conjunto con las ecuaciones
(4.13) y (4.14) dadas. Lo que se busca es que la estructura del sistema en lazo cerrado

esté dada de la forma (4.18)

g (@)((J(x) = R(x))VH) = g*(z)[Ja(r) — Ra(x)|VHy (4.18)
donde: g*(z) es un aniquilador izquierdo de g(z), es decir, g*(z)g(x) = 0.

| 010
gt () = (4.19)
1 00
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El objetivo de premultiplicar @ (4.10) por el aniquilador izquierdo gt (4.19) es
desacoplar la parte subactuada de la actuada. Las ecuaciones (4.20) y (4.21) describen

la dinamica de la parte subactuada.

To — ZL‘; = —7"1’}/1(1['1 — J]T) + Jlg(.l’g — I;) + ’72J13(C(33 — l‘;) (420)

x5 — (25)°

— (21 —27) = 2¢(w2 — 73) — 3

= —Jioy1 (21 — 27) — ra(wa — 3) + Yo Jos (25 — QU;,)

(4.21)

Ambas igualdades se deben satisfacer en todo el espacio de estados esto se consigue
eligiendo valores para Jis, Ji3, Jog que pueden ser constantes o variables, pero no nega-
tivas, de igual manera 71, ro. La estrategia a seguir es elegir los valores de los elementos
de las matrices deseadas de amortiguamiento, .J;, y de disipacién, R4, de tal manera
que la dependencia en las variables de estado en ambos miembros de las ecuaciones se

cancele.

Se proponen los siguiente pardmetros para satisfacer las ecuaciones (4.20) y (4.21).

J12=1;J13:0;J23:—I?§::;’;7”120;7"2=2C3’71=1;

Esta es una posible eleccion, existen otros pardmetros que satisfacen las desigual-
dades. Con estos valores la diferencia entre las matrices de interconexiéon y amor-

tiguamiento (Jq — Rq) queda de la siguiente manera:

0 1 0
Ji—Ra=1] -1 -2¢ —x:;f (4.22)

Finalmente se obtiene la ley de control 5(z) (4.24) premultiplicando & (4.10) por la
matriz pseudoinversa g'(z) de g(x), es decir g'(x)g(z) = [I]
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g'(@) = (9(@) g(@) 9@ = [0 0 3 | (4:23)

u=B(x) =g ([Ja(r) — Ra()]VHq — f(2)) + u. (4.24)

Sustituyendo los términos respectivos, el control obtenido de resolver la ecuacion de

matching por el método algebraico es (4.25).

3r T3 + xh . L1 e — TFTE
U= ((11:2 — x3) ( 3 3) —r3y9(w3 — %) + %) + Uy (4.25)

donde r3 > 0 y 72 > 0 son parametros libres sintonizables para adecuar el desempeno

de la respuesta del controlador.

4.3.2. Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov

El marco tedrico necesario para establecer estabilidad en el sentido de Lyapunov se
encuentra en el Apéndice B.

Una vez obtenida la funcion Hamiltoniana H,; es necesario verificar que tenga un
punto minimo que coincida con el punto de equilibrio deseado a estabilizar y que éste
sea estable. Como se verificard a continuacién el punto de equilibrio deseado z* no sélo
es estable sino asintéticamente estable.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov del punto de equilibrio deseado x4 =
(x%, x5, %) se establece a partir de la funcién Hamiltoniana Hy obtenida de resolver la
ecuacion de matching por el método algebraico (4.26) la cual se considera una funcién
de Lyapunov.

Sea la funcién Hamiltoniana, Hy, (4.15) una funcién de Lyapunov

(1 —2})? | (22— 23)° n Yo(x3 — 25)°
2 2 2

Hy(y, 2, 73) = (4.26)
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Primero, se evalua Hy en el punto de equilibro z* = (27,25, 2%), donde z7 es la

posicién del electrodo movible a regular, 5 =0y a§ = 1/3(1 — z7).
Evaluando (4.26) se cumple que Hy(z) = 0 para = z*, como era de esperarse.

A continuacién se demuestra que el Hessiano de Hy (4.26) es definido positivo. La

matriz Hessiana estd dada por (4.27)

10 0
ViH;=|10 1 0 (4.27)
00 %

con vy > 0, la funcién hamiltoniana (4.26) es definida positiva, es decir, H; > 0 para

todo x # x*.

Ahora se demuestra que la derivada de Hy es semidefinida positiva, con la finalidad
de demostrar estabilidad.

La derivada de H; a lo largo de las trayectorias del sistema esta dada por

Hd = ~2( (w2 — x3)* — r373 (w3 — a3)’ (4.28)

con r3 y 72 > 0. De (4.28) se establece que la funcién Hd es semidefinida negativa,

Hd(z*) <0, lo que implica estabilidad.

Por tltimo, se establece estabilidad asintética empleando el principio de invarianza

de La Salle.
De (4.28) se tiene que Hd = 0 cuando z5 = x5y r3 = x5 para cualquier valor de z7.

Por otro lado, de la ecuacién (4.8) con xo = x5 = 25 = 0 se cumple que

x5 — (25)°

S =0 (4.29)

Ty = —(21 — 27) = 20 (22 — 73) —
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asi xg =25 y 3 = x5 = 11 = 7]

Por lo tanto, el punto de equilibrio es asintéticamente estable.

4.4. Ley de Control por el Método Paramétrico

La solucion de la ecuacion de matching por el método paramétrico se basa en fijar
parte de la estructura de la funcién Hamiltoniana deseada H,. En este caso se propone
mantener sin cambio la parte correspondiente a la energia cinética de (4.14) ya que
la velocidad normalizada en el equilibrio es nula tanto para el sistema en lazo abierto

como en lazo cerrado. Es decir, para obtener Hy por el método paramétrico se deja fijo

el término @ de la funcién Hamiltoniana H (4.14) que a continuacion se reproduce

(4.30).

(o —a})® | (o —a3)® (23— (23)°)  2aiwsws
H= — 4.30
2 2 * 3 3 (4:30)
Por lo que H; toma la forma:
Ty — )2

Hy = % + oz, 73) (4.31)

4.4.1. Solucién de la Ecuaciéon de Matching

En esta subseccién se resuelve la ecuacién de matching (4.32) considerando como
base la funcién Hamiltoniana deseada Hy, (4.31):

Sea la ecuacion de matching (4.32).

g (@) ((J(z) = R(2))VH) = ¢*(2)[Ja(x) — Ra(2)]V Hq (4.32)

Con matrices de interconexiéon y de disipacién generalizadas J; y Ry.
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0 Jlg J13 T1 0 0
Jd - —Jlg 0 J23 ) Rd = 0 9 0 (433>
—J13 —J23 0 0 0 T3

Primero se desarrolla la parte derecha de (4.32).

BHd * BHd
T T Jia(zg — x35) + J13 552

(Ja— Rq)VHyg = —Jm%—lz{ld —ro(xe — k) + J23%_IZ; (4.34)
—Jlsz—ii — Jaz(wg — 23) — ng—i‘f

A continuacién se premultiplica (4.34) por g*(z).

010
100

g-(z) =

donde g*(x) un aniquilador izquierdo de g(z), es decir, g*(z)g(x) = 0, por el cual se

premultiplica para obtener la parte del sistema sobre la cual no se ejerce accion de

control alguna (4.35) y (4.36).

0H 0H,
To — x§ = _Tlan + J12(.T2 - x;) -+ JlgaTj (435)
x2 — (z%)? 0H, OH,

Lo que genera un sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

Para resolver el sistema de ecuaciones se observa que en (4.31), la funcién ¢(z1, x3)

0H; OH,
solo depende de x; y x3, por lo que 8_d y 8_d no generan términos adicionales en la
T1 €T3

funcién Hamiltoniana deseada, H,, que contengan la variable xo. Por lo tanto de (4.35):

J12(332 — l';) = (iL'Q — .CIZ';) = Jip=1.
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Y de (4.36):
ro(xe — x3) = —2((xg — a5) = 19 = 2(
Ademas, en (4.35), con Jip = 1 la ecuacion queda:

oH, oH,
et +Ji35t =0

ox3
0H; O0OH
Ya que 8_d y 8_d son diferentes de cero, entonces, 71 = 0y J13 = 0 esto fija parte
T T3

de la estructura de J; — Ry

0 1 0
Jd - Rd - -1 —QC J23 (437)
0 —Jyg —r3

Para obtener la forma general de Hy se resuelve la ecuacion diferencial parcial re-

sultante (4.38).

OH, . OH, . o TE—(23)?
— Ot (s —a3) T Gt = (o1 — i) — 2l — o) - B

De donde se obtiene (4.39):

g, (m—a1)? (@ —2p)” L Tilws —25) Jos(21)? [ Jasai
I 2 2 3 3 3

+ 373) + 90(%3 + Jggﬂfl)
(4.39)

La funcién (4.31) evaluada en el punto de equilibrio debe ser cero, evaluando obte-

nemos:

*\2 *
Hy(z) = Joz(7) <J23$1
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Sin embargo, se observa que (4.40) no puede ser cero a menos que Jo3 = 0, con esto
(4.31) toma la forma (4.41):
(z1 —21)* | (@2—23)°  @i(xs —a3)

donde: ¢(x3) es una funcién que se elegiréd con el fin de que la funcién Hamiltoniana Hy
tenga un minimo en el punto de equilibrio deseado z, = argminHgy(x). La estructura

de J; — R4 queda completamente fija (4.42):

0 1 0
Ji—Rs=1| -1 =2¢ 0 (4.42)
0 0 —T3

Se propone la siguiente funcién ¢(z3) con el fin de que la funcién Hamiltoniana Hy
tenga el punto de equilibrio deseado en x, = argminH,(z):
by(os —a3)?  20%wy(s — 23)

o(z3) = 9 3 (4.43)

donde la constante k, > 0.
La estructura final de la funcion Hamiltoniana deseada resultante en lazo cerrado

por el metédo pardmetrico tiene la siguiente estructura (4.44):

H, = (7, —235’{)2 N (2 —2:1:;)2 . 1’1(3533— x3) n kp($32— x3)* 295;3”3(3;3 — 3) (4.44)

Por 1ltimo, sélo resta obtener la ley de control f(x) (4.45) a partir de (4.11), (4.42)
y (4.44)
Con g(z)" = (gt (x)g(x))tgt(z) = [ 00 2 } la pseudoinversa de g(z).

u=g(2)! ([Ja(r) = Ra(2)]VHa — f(2)) + u, (4.45)
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Esto genera la ecuacion corresponde a la parte actuada y de ella se obtiene la ley

de control.

3 2 _ * .k _ * .k
U — _T <—7"3 (kp(l'g o l’;) + (1'1133 xlx?;)) + 2123 - x1x3> + u, (446)

4.4.2. Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov

En esta subseccién se establece estabilidad en el sentido de Lyapunov del punto de
equilibrio deseado z* = (a7}, 3, x}) utilizando la funcién Hamiltoniana H,, obtenida de
resolver la ecuacién de matching por el método paramétrico (4.44), como una funcién
de Lyapunov.

Sea la funcién Hamiltoniana, Hy, (4.44) una funcién de Lyapunov

(0 —a9)* | (22— 23)* | wa(od — (3)°) | hiplws — 03)”  2uiw(ms — a5)
2 2 * 3 * 2

H; = (4.47)
Primero se evalua H, en el punto de equilibro deseado z* = (7}, 3, 2%). Es directo ver
en (4.47) que se cumple Hy(z,) = 0, como era de esperarse.

A continuacién se demuestra que la matriz Hessiana de Hy es definida positiva
localmente.

La matriz Hessiana evaluada en el punto de equilibrio:

2x3
1 0 =2
VZH=1| 0 1 0 (4.48)
B0 B,
Cuyos menores son M; =1, My =1y M3 = 2% — % + k,, este dltimo es mayor que

2x1

S % + k,. Evaluando el Hessiano (4.48) en el punto de equilibrio

cero cuando k, >
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" = (23,0,/3(1 — z7)) resulta que k, > 3 — 2z}, Por lo tanto, Hy > 0 para todo
kp > 0.

A continuacién se demuestra que la derivada de H, es semidefinida positiva y con
ello estabilidad del punto de equilibrio.

La derivada de Hy a lo largo de las trayectorias del sistema es

2(z1x3 — xj2h)

3

Hd = —rg < + kyp(z3 — mg)) — 2((wy — 23)* (4.49)

Es claro que la funcién Hd es semidefinida negativa Hd < 0, lo que implica estabi-

lidad.

Finalmente se establece estabilidad asintdtica empleando el principio de invarianza
de La Salle.
De (4.49) se tiene que H,; = 0 cuando cada sumando es cero, ya que ambos son

cuadrados, asi, 2((zy — 23)*> = 0 = xo = 1}

Por otro lado, de (4.8) con 5 = z}

gy = — (w1 — 2}) — 2 (15 — x3) — BL =
172 — (* 2
— (v —2}) — 37(3) =0 (4.50)
De (4.49) con xy = 3}, se tiene que
. 2 _ * %k 2
Hd = —T3 ( ($1$33 xle) + kp(xg - I;)) =0=
2 _ kL%
(x1x3 ZE1$3) + kp(l’g _ x;) — O (451)

3

Con las ecuaciones (4.50) y (4.51) se forma un sistema de ecuaciones cuya solucién
real es ©1 = 7] y x3 = 5. Las otras dos soluciones resultan complejas conjugadas y se

descartan.

Por lo tanto queda demostrado que el punto de equilibrio es asintéticamente estable.
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Capitulo 5

Simulacion Numeérica

5.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan simulaciones numéricas con el fin de visualizar el
desempeno de las leyes de control desarrolladas en el Capitulo 4 basandose en la técnica
IDA-PBC. En la seccién 5.2 se presentan las simulaciones numéricas referentes a la ley
de control obtenida resolviendo la ecuaciéon de matching por el método algebraico y en la
seccion 5.3 las referentes a la ley de control obtenida de resolver la ecuacién de matching
por el método paramétrico. Finalmente, en la secciéon 5.4 se evalua el desempeno de las
leyes de control ante la presencia de incertidumbre paramétrica modificando los valores
nominales de los parametros del actuador electrostatico. El andlisis del comportamiento
de los controladores ante la incertidumbre paramétrica es de vital importancia ya que
cuando se fabrica un MEMS atin bajo un mismo proceso, con el mismo tipo de materiales

y la misma geometria los pardmetros varian considerablemente [12].

5.2. Ley de Control por Método Algebraico

En esta seccién se presentan simulaciones numéricas a través de las cuales se visualiza
el desempeno de la ley de control obtenida de resolver la ecuacién de matching por el

método algebraico (5.1).
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3r o [ T3+ 75 o T1T3 — T]T5
u=< ((xg — x3) ( > 3) —r3ya(xs — %) + %) + Uy (5.1)

372

se consideran r3 =1y 7, = 1.

Puosgicidn 1
— — —Paosicidn .3
——-Posgicidn &
--------- Posician .8

Fosician normalizada i,

|:| 1 | | | | | | 1 |
o 2 4 a] g 10 12 14 16 14 20

Tiempo normalizado ©

Figura 5.1: Posicién del Electrodo Superior

En la Figura 5.1 se muestra el comportamiento de la posicién normalizada x; del
electrodo superior para diferentes valores deseados z7. Se consideran las mismas condi-
ciones iniciales z(0) = (1,0,0) y los mismos valores de los pardmetros 73 y 72 en cada
variacién de la posicion deseada xj. Como se puede apreciar con la ley de control obteni-
da de resolver la ecuacion de matching por el método algebraico (5.1) se logra regulacién

para posiciones mayores y menores a la posicion de pull-in xpyy—i, = %
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En el Capitulo 2 se determiné que en lazo abierto se logra regulacion sélo para valores
de la posiciéon normalizada x; ubicados en el intervalo % < 27 < 1. En lazo cerrado se
logra regulacién de la posicién deseada normalizada x] en el intervalo 1 > x7 > 21,
Donde x1,,,;,, €s el espesor de la pelicula del aislante depositado sobre el electrodo inferior

con el fin de evitar el contacto directo entre electrodos que produciria un corto circuito.

25 T . . . . . . T .
Posicidn .
— — —Puosicidn .
— —--Paosician .
--------- Fosician .

[ R R

Control u

I:I 1 | | | | | | 1 |
a 2 4 b g 10 12 14 16 18 20

Tiempo normalizado ©

Figura 5.2: Ley de Control. Método Algebraico

En la Figura 5.2 se muestra el comportamiento de la senal de control requerida para
estabilizar el electrodo movible en las posiciones normalizadas deseadas x] propuestas.
Se observa que los valores de voltaje maximos requeridos de la fuente de suministro

u aumentan a medida que se busca regulacion a una distancia mas proxima entre

electrodos.
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5.2.1. Superficies y Curvas de Nivel H; Método Algebraico

En esta subseccion se presentan superficies y curvas de nivel de la funcién Hamilto-
niana H, obtenida de resolver la ecuacién de matching por el método algebraico (4.15)

que a continuacion se reproduce

(1 —2})” | (w2 —a3)” | yalws — a3)?

2 2 2

Hd(l'l,i[fg,l'g) = (52)

El propésito de mostrar estas graficas es ilustrar de manera numérica que la funcion
Hamiltoniana H,; obtenida de resolver la ecuacion de matching por el metédo algebraico
es definitida positiva y que tiene un punto de equilibrio en x, = argminH(z7, x5, x3).
En las simulaciones los valores de los pardmetros normalizados ¢ = 7.255 x 107! y
r = 9.318 x 1073 se calculan con base en los pardmetros dimensionales nominales de la
Tabla 2.1 y el valor de la constante 7 = 1 utilizada en el controlador (5.1). El punto

de equilibrio elegido con fines de simulacién es x, = argminHy(0.1,0,1.643).

En la Figura 5.3 se muestra una la superficie de nivel de (5.2) con z3 = 2§ = 1.643
la cual debe tener un minimo en z,(z} = 0.1,25 = 0). En la Figura 5.4 se aprecia en el
plano z122 que con x§ = 1.643 el punto z,(z} = 0.1,25 = 0) efectivamente es el punto
minimo deseado.

En la Figura 5.5 se muestra una la superficie de nivel de (5.2) con 27 = 2] = 0.1 la
cual debe tener un minimo en z,(z5 = 0,25 = 1.643). En la Figura 5.6 se aprecia en el
plano zox3 que con ] = 0.1 el punto x.(z3 = 0,25 = 1.643) efectivamente es el punto
minimo deseado.

En la Figura 5.7 se muestra una la superficie de nivel de (5.2) con x5 = 25 = 0 la
cual debe tener un minimo en z.(zj = 0.1,2} = 1.643). En la Figura 5.8 se aprecia
en el plano z1x3 que con x5 = 0 el punto z,(z] = 0.1, 25 = 1.643) efectivamente es el

punto minimo deseado.
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Figura 5.3: Superficie de nivel para r3 = x5 = 1.643
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Figura 5.4: Curvas de nivel en el plano zjz5 con origen en x,(x] = 0.1, 25 = 0)
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Figura 5.5: Superficie de nivel para z; = 27 = 0.1

1.8 T T T

1.74

—
4

185 .

=y
o
T
|

Carga normalizada iy

1551 E

15 I 1 1
0.1 -0.05 a 0.05 0.1 014

“elocidad normalizada £

Figura 5.6: Curvas de nivel en el plano zox3 con origen en x,.(z5 = 0,25 = 1.643)
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Figura 5.7: Superficie de nivel para xo = 25 =0
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5.3. Ley de Control por Método Paramétrico

En esta seccion se presentan las simulaciones numéricas referentes al controlador
obtenido de resolver la ecuacién de matching por el método paramétrico. El analisis se

lleva a cabo siguiendo los pasos realizados en la seccién 5.2.

La ley de control obtenida de resolver la ecuacién matching por el método paramétri-

co estd dada por (5.3).

3 2 N ok
U= Er (_7"3 (k’p(l’g o x;) + (3611:33 x1x3>> + L1T3 - ;U1133) + u, (53)

se considera r3 = 3y k, = 10.

posicidn .1
— — —posician .3
— - —--posicidn B
--------- pasicidn .8

Fosician narmalizadsa Xy

| |
o g 10 14 20 24
Tiernpo normalizado ©

Figura 5.9: Posicién del Electrodo Superior
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En la Figura 5.9 se muestra el comportamiento de la posiciéon normalizada x; del
electrodo superior para diferentes valores deseados x1 = xj. Se consideran las mismas
condiciones iniciales 2(0) = (1,0, 0) en cada variacién de la posicion deseada x}. Asimis-
mo, se observa que con la ley de control obtenida de resolver la ecuacién de matching
por el método paramétrico (5.3) efectivamente se consigue regulacién de la posicién del
electrodo superior en posiciones deseadas x] por encima y por debajo de la posicion de

: 2
pull-in Tpu—in = 5.

25 ' ' | I
posicion 1
— — —posician .3
—-—--posicidn B
--------- posicidn .5
3 i
=
=
)
)
0 : | I I
D : - 15 M 25

Tiempo normalizado ©

Figura 5.10: Ley de Control. Método Paramétrico

En la Figura 5.10 se muestra el comportamiento de la senal de control requerida

para equilibrar el electrodo movible en las posiciones deseadas z] propuestas.
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5.3.1. Superficies y Curvas de Nivel H; Método Paramétrico

En esta subseccion al igual que en la 5.3.1 se presentan superficies y curvas de nivel
de la funcién Hamiltoniana Hy (5.4) obtenida de resolver la ecuacién de matching por
el método parametrico. El objetivo de estas simulaciones es demostrar que H, efecti-
vamente es positiva definida y que tiene un minimo en el punto de equilibrio deseado.

Con fines de simulacién se propone el punto de equilibrio deseado x,(0.1,0,1.643)

zi(zg —a3) | kp(ws —23)®  2xial(xs — o)
H;, = — 5.4
d 2 * 2 + 3 * 2 3 (54)

En la Figura 5.11 se muestra una la superficie de nivel de (5.4) con x5 = 2§ = 1.643
la cual debe tener un minimo en z,(z} = 0.1,25 = 0). En la Figura 5.12 se puede ver
en el plano z1x9 que con z§ = 1.643 el punto x,.(z] = 0.1, 25 = 0) efectivamente es el
punto minimo deseado.

En la Figura 5.13 se muestra una la superficie de nivel de (5.4) con z; = 2} = 0.1
la cual debe tener un minimo en z,(z3 = 0,2} = 1.643). En la Figura 5.14 se puede ver
en el plano zox3 que con z7 = 0.1 el punto x,(z5 = 0,25 = 1.643) efectivamente es el
punto minimo deseado.

En la Figura 5.15 se muestra una la superficie de nivel de (5.4) con z9 = 25 = 0
la cual debe tener un minimo en z,(x} = 0.1, 25 = 1.643). En la Figura 5.16 se puede
ver en el plano x1z3 que con xf = 0 el punto z,(x] = 0.1, 25 = 1.643) efectivamente
es el punto minimo deseado. Como detalle adicional se senala que el eje mayor de las
elipses de nivel estd rotado, esto se debe a los términos cruzados zix3 en la funcién

Hamiltoniana Hy (5.4).
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Figura 5.11: Superficie de nivel para x5 = x§ = 1.643

0.0&

0.0&

0.04

0.0z

0.0z

Yalocidad normalizada S

-0.04

-0.06

-0.05

_D1 1 1 1 1 1 1
a 0ooz2 004 00 008 01 012 014 016 018

Posgicidn normalizada #y

Figura 5.12: Curvas de nivel en el plano x5 con origen en x,(z} =

57



035

nosd-

ok
25

Carga normalizada g Yelocidad normalizada x,

Figura 5.13: Superficie de nivel para x; = 27 = 0.1

Carga normalizada N

1
086 04 03 02 01 0 01 0.2 03 04 04
“elocidad normalizada £

Figura 5.14: Curvas de nivel en el plano zox3 con origen en z,(x3 = 0,25 = 1.643)

o8



024"

. 14 - .
Carga normalizada x, Fosicidn normalizada x

Figura 5.15: Superficie de nivel para xo = x5 =0

1.74

1.72

1.7

1.65

1.66

1.64

1.62

Carga normalizada N

16

1.58

1.56

1
0.2 01 0 01 0.2 0.3 0.4
Posgicidn normalizada #y

Figura 5.16: Curvas de nivel en el plano z;x3 con origen en z,(z} = 0.1, 25 = 1.643)

29



5.4. Desempeno de los Controladores a Variaciones
de los Parametros

Uno de los aspectos de mayor peso a considerar en el diseno de un MEMS es el
proceso de fabricacion. En la mayoria de los casos el disenio se basa en cierto proceso
de fabricacion que reduce la libertad de elegir el tipo de materiales y la geometria
del dispositivo. La incertidumbre paramétrica entre MEMS fabricadas en un mismo
proceso con el mismo tipo de materiales y misma geometria, es considerable. Por lo
que resulta de vital importancia analizar el comportamiento de los controladores a
variaciones parametricas.

En esta seccién se evalua el desempeno de los controladores a variaciones de los
parametros normalizados nominales ¢ y 7 obtenidos a partir de los pardmetros dimen-
sionales de la Tabla 2.1. En la subseccién 5.4.1 se presentan simulaciones numéricas para
evaluar el desempeno del controlador (5.1) a variaciones de los parametros normaliza-
dos. De igual manera en la subseccion 5.4.2 se evalia el desempeno del controlador
(5.3) a variaciones de los parametros normalizados. En ambos casos se regula la posi-

cién normalizada x; en un valor deseado x7 mayor y otro menor de la posicion de pull-in

_ 2
Tpull—in = 3

5.4.1. Respuesta del Controlador Método Algebraico

En la Figura 5.17 se muestra la evolucion de la posiciéon normalizada para un valor
deseado mayor al de pull-in 7 = 0.8 y en la Figura 5.19 para un valor deseado menor al
de pull-in 7 = 0.2. En ambas graficas la senial continua representa el comportamiento
de la posicién utilizando los pardametros normalizados nominales ¢ = 7.255 x 107! y
r = 9.318 x 1072 del actuador electrostatico basados en los valores de la Tabla 2.1. La
senal punteada describe el comportamiento de la posicion para valores de mitad de los
parametros nominales %g y %r y la senal segmentada se describe el comportamiento de

la posicién con valores de los parametros del doble de los nominales 2¢ y 2r.
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Figura 5.17: Posicién normalizada descada x} = 0.8 para (3¢, 37) v (2¢,2r)

En la Figura 5.18 se presentan las senales de control requeridas para estabilizar al
electrodo movible en la posicién deseada 7 = 0.8 y en la Figura 5.20 para z7 = 0.2.
Al igual que para las senales de posicién; la senial continua corresponde al modelo con
parametros nominales ¢ y 7, la senal punteada para parametros del 50 porciento de
los nominales (%g, %7’) y la senal segmentada para parametros del 200 porciento de los

nominales (2¢, 2r).
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Figura 5.18: Desempeno del controlador por método algebraico para xj = 0.8
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Figura 5.19: Posicién normalizada deseada zj = 0.2 para (i, 1) v (2¢,2r)
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Figura 5.20: Desempeno del controlador por método algebraico para xj = 0.2

5.4.2. Respuesta del Controlador Método Paramétrico

Ahora se evalua el desempeno del controlador obtenido de resolver la ecuacién de
matching por el método paramétrico a variaciones en los parametros normalizados
nominales del dispositivo MEMS. Al igual que en caso del controlador algebraico se
consideran los casos de controlar la posicién a un valor deseado mayor z7 = 0.8 y otro
menor x7 = 0.2 al de la posicion de pull-in z; = % Las variaciones de los pardmetros
consideradas son del doble 2¢ y 2r y la mitad %g y %7" de los parametros nominales

normalizados ¢ = 7.255 x 107! y 7 = 9.318 x 1073.

En la Figura 5.21 se muestra la evolucion de la posicién normalizada para un valor
deseado mayor al de pull-in 7 = 0.8 y en la Figura 5.23 para un valor deseado menor al
de pull-in 7 = 0.2. En ambas graficas la senal continua representa el comportamiento

de la posicién utilizando los pardmetros normalizados nominales ¢ y r del actuador
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electrostatico basados en los valores de la Tabla 2.1. La senal punteada describe el
comportamiento de la posicién para valores de mitad de los parametros nominales %g
y %r y la senal segmentada se describe el comportamiento de la posicién con valores de

los parametros del doble de los nominales 2¢ y 2r.

T T
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Figura 5.21: Posicién normalizada deseada zj = 0.8 para (3¢, 3r) v (2¢,2r)

En la Figura 5.22 se presentan las senales de control requeridas para estabilizar al
electrodo movible en la posicién deseada 7 = 0.8 y en la Figura 5.24 para zj = 0.2.
Al igual que para las senales de posicién; la senial continua corresponde al modelo con
parametros nominales ¢ y 7, la senal punteada para parametros del 50 porciento de
los nominales (%g, %7‘) y la senal segmentada para parametros del 200 porciento de los

nominales (2¢, 2r).
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Figura 5.22: Desempeno del controlador por método algebraico para xj = 0.8
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Figura 5.23: Posicién normalizada deseada zj = 0.2 para (i¢, 1) v (2¢,2r)
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Figura 5.24: Desempeno del controlador por método algebraico para xj = 0.2
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Capitulo 6

Conclusiones

El campo de los sistemas MEMS ofrece en la actualidad grandes oportunidades de
interaccion con todos aquellos que poseen conocimientos en el campo de control. Un
paso importante se logra en este trabajo de tesis al disenar un par de controladores
basdndose en la técnica IDA-PBC cuyo objetivo principal es conseguir regulacion de
la posicion del electrodo superior movible del dispositivo MEMS. No sélo se satisface
el objetivo de regulacién sino también se logra que en el proceso de regulacién de
producirse contacto entre electrodos éste sea minimo y que la magnitud del voltaje
requerido de la fuente para lograr el objetivo de control sea el menor posible.

Se logroé superar el efecto de pull-in inherente a los actuadores electrostaticos y como
consecuencia se consiguio regulacién en toda la banda de voltaje cero 2y que separa los
electrodos del actuador electrostatico . Asimismo, como se menciond anteriormente, en
el proceso de regulacién el contacto entre los electrodos es minimo con lo cual se evita
el desgaste prematuro del actuador.

A lo largo del desarrollo de este trabajo queda constancia de la interaccién entre
diferentes campos de conocimiento. En la primera parte se obtiene el modelo matematico
que modela la dinamica del actuador formado por un sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales de primer orden. En el modelado se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange
basadas en el concepto de transformacion de energia de sistemas de diferente naturaleza.

Es importante resaltar que pese a la sencillez de modelo, éste describe los principales
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efectos no lineales del sistema. El artilugio mateméatico de normalizacion es significativo
ya que trabajar con el modelo normalizado evita complicaciones numéricas y reduce el
nimero de pardmetros del sistema.

En la obtencion de las leyes de control, tanto por el método algebraico como por el
paramétrico, se resolvio la ecuacion de matching expresada en un sistema de ecuaciones
en derivadas parciales.

Una vez obtenido el comportamiento en lazo cerrado del sistema se demostro es-
tabilidad asintotica en el sentido de Lyapunov utilizando las funciones Hamiltonianas
obtenidas, que tienen un punto de equilibrio en el punto de operacion deseado, como
funciones de Lyapunov.

Finalmente se presentaron los resultados en forma nimerica mediante simulaciones

realizadas con el tool box SIMULINK de MATLAB.

6.1. Trabajo Futuro

El diseno y la implementacion de los controladores, ya sea desde la perspectiva de
circuitos integrados o desde la perspectiva de fisica de semiconductores, queda como
trabajo futuro. Un primer paso para lograr el cometido de construir los controladores
podria basarse en simulaciones numéricas empleando software especializado que permita
efectuar andlisis estructural del dispositivo MEMS tales como COVENTOR, ANSYS
entre otros. Una dificultad a considerar en la implementacion de los controladores es el
hecho de requerir sensores para medir tanto la posicién, la capacitancia y en el caso de
la ley de control obtenida de resolver la ecuacion de matching por el método algebraico

incluso la velocidad.
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Apéndice A

Normalizacion de las Ecuaciones
Diferenciales

En este apéndice se desarrolla paso a paso la normalizacion de las ecuaciones dife-
renciales que modelan la dindmica del actuador electrostatico.

El desplazamiento del electrodo superior relativo al inferior fijo, 2z, se normaliza con
respecto a la distancia maxima de separacion, zy, a la que estan separados los electrodos
cuando no se aplica voltaje a la entrada del actuador, V's = 0 (A.1). La carga acumulada
entre las placas, @), el voltaje de actuacion, V,, y el voltaje de la fuente, V;, se normalizan
con respecto a los valores que presentan al producirse el fenémeno de pull-in (A.2),
(A.3), (A.4). Finalmente, el tiempo ¢ se normaliza con respecto a la frecuencia natural

del sistema wy (A.5).

x1 = 2/2 (A.1)

T3 = Q/Qpuii—in (A.2)
g = Vo / Vouti—in (A.3)
us = Vs /Viuti—in (A.4)
= wol (A.5)

El voltaje de pull-in, Vpu—in, la carga almacenada en los actuadores al momento de
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producirse el fenémeno de pull-in, Qpui—in, asi como, la capacitancia de banda completa,

Co, estan dadas por (A.6), (A.7), (A.8).

8k 22
_in = Al
V;)ull in 2700 ( 6)
3

qull—in = ECO‘/pull—in (A7>
A

Cy= 22 (A.8)
20

Las ecuaciones diferenciales no lineales que modelan la dindmica del actuador estan

dadas en, (A.9), (A.10).

mzZ = —k(z —z9) — bz — 5o A (A.9)
0
y— Ly 2@
Q— R(% %A) (A.10)

Primero se normaliza la ecuacién (A.9) que describe el movimiento del electrodo

superior del actuador electrostatico empleando las ecuaciones de (A.1) a (A.8).

2 . 2
md (Z().T12) = —k(zoxl — Z(]) — bd(zoxl) — (qull—znx?)) (All)
a(z) a(z) 2c04
wo 0

Como 2y y wy = \/% son constantes (A.11) queda de la siguiente manera

d?xy dry  (Qpuu—ints)®

mzowgw = —kzo(z1 — 1) — bzowoﬁ — 20/ (A.12)
Dividiendo (A.12) entre mzowi y sustituyendo Qpui—in
2 30,/ 8k ?
CiiTx?l = =1D=2 (Q'ni)u)o) % B 2;)44 2 77320:7800 x§ (A-13)
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b

T resulta la ecuacion diferencial
mwo

Finalmente de simplificar (A.13) y haciendo ¢ =
normalizada que define el movimiento del electrodo superior del actuador electrostatico

(A.14).

d2ZL‘ 1
dr?

d 1
=—(r,—1)— 2§% - gmg (A.14)

Ahora se normaliza la ecuacién (A.10) que relaciona el voltaje de la fuente con la

carga acumulada entre las placas. Por conveniencia se reescribe

- 1 _ﬁ
Q—E(Vs 50A) (A.15)

Haciendo uso de (A.1) a (A.8) la ecuacién (A.15) queda de la siguiente manera

(A.16)

d(Qpuit—in3) _ 1 ( _ (Zoxl)(quzl—mI:a))
—d <WL) 7 |74 oA (A.16)

Al reescribir la ecuacién (A.16) se obtiene (A.17)

de 1 2 ‘/3 zOqull—in
P A - A7
dr R (3 COWOV;mll—in gko()qull—in s ( )

Finalmente de simplificar (A.17) y haciendo r = RCywy se obtiene la ecuacién
diferencial normalizada que relaciona el voltaje de la fuente con la carga acumulada

entre las placas (A.18).

dzs _ 1 (gus — I1$3> (A18>
r
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Una forma equivalente de representar a (A.14) y (A.18) estd dada por las ecuaciones

(A.19), (A.20) v (A.21).

3?'1 = T2 (Alg)
1
Ty = —(21 — 1) — 2629 — §x§ (A.20)
. 172
T3 = ; (gus — 1'1.1’3) (A21)

donde: la variable x; representa la posicién normalizada del electrodo movible, x5 su

velocidad normalizada y z3 la carga normalizada almacenada entre las placas. Los
b

2mwo

parametros constantes ¢ = y r = RCywy representan el factor de amortiguamiento
normalizado y la resistencia normalizada respectivamente. El parametro u representa el
voltaje de la fuente normalizado. Las ecuaciones diferenciales normalizadas resultantes

varian con respecto al tiempo normalizado 7.
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Apéndice B

Estabilidad en el sentido de
Lyapunov

En este apéndice se presentan los conceptos de la teoria de estabilidad en el sentido
de Lyapunov utilizados en las pruebas de estabilidad de este trabajo de tesis, basado
en [11]. Las funciones Hamiltonianas, H,, obtenidas al resolver la ecuacién de matching

por el metédo IDA-PBC hacen las veces de funciones de Lyapunov.

B.1. Condiciones de Estabilidad en el Sentido de
Lyapunov
Considérese un sistema dindmico auténomo:
i = f(2) (B.1)
donde f : D — R™ es un mapeo localmente Lipchitz de un dominio D C R" a

R™. Supéngase que x, € D es un punto de equilibrio de (B.1) es decir, f(x,) = 0. Sin

pérdida de generalidad, se considera que el punto de equilibrio esté en el origen, x, = 0.

Definicion B.1. El punto de equilibrio z, de (B.1) es:

» Estable si, para toda e > 0, existe § = d(¢) > 0 tal que
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|z(0)|| <6 = |lz(t)|| <e,Vt>0 (B.2)

s [nestable si no es estable.

= Asintéticamente estable si es estable y § puede elegirse tal que

(O] < 8= lim a(t) =0 (B.3)

Teorema B.1. Sea x = 0 un punto de equilibrio de # = f(x) y D C R™ un dominio que

contiene a x = 0. Sea V : D — R una funcién continua y diferenciable tal que

V0)=0 vy V(z)>0, en D—{0} (B.4)

V(z)<0 en D (B.5)

Entonces, x = 0 es estable. Més atn, si:

V(z) <0 en D —{0} (B.6)
Entonces x = 0 es asintéticamente estable. La funcién V(z) es una funcién de
Lyapunov.

Teorema B.2. Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(z) y V : R® — R una funcién

continua y diferenciable tal que:

V0)=0 y V(z)>0, Vex#0 (B.7)
|z(0)|| = 00 = V(z) — o0 (B.8)
V(z) <0, Vo#0 (B.9)

Entonces x = 0 es globalmente asintéticamente estable.
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Teorema B.3 (Teorema de La Salle). Sea @ C D un conjunto compacto positivamente
invariante con respecto a & = f(x). Sea V : D — R una funcién continua y diferenciable
tal que V(z) < 0 en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos en  donde V (z) = 0.
Sea M el conjunto invariante mas grande en F. Entonces en todas las soluciones que

comienzan en §) tienden a M cuando ¢t — oo

Corolario B.1. Sea x = 0 un punto de equilibrio de # = f(z) y V : D — R una funcién
continua, diferenciable y definida positiva en un dominio D que contiene al origen z = 0,
tal que V(z) <0en D. Sea S = {x € D | V(x) = 0} y suponga que no hay soluciones
que puedan permanecer en S, a parte de la solucién trivial z = 0. Entonces, el origen

es asintoticamente estable.

Corolario B.2. Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(z). Sea V : R" — R
una funciéon continua, diferenciable, radialmente no acotada y definida positiva tal
que:V(z) < 0,Vz € R*. Sea S = {x € R" | V(z) = 0} y suponga que no existe
solucién que pueda permanecer en S, diferente de la trivial x = 0. Entonces el origen

es globalmente asintéticamente estable
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