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Introducción

El grado topológico es una aplicación de las ternas (f,Ω, z) tales que Ω es
un conjunto abierto y acotado de un espacio de Banach E, f : Ω → E una
función continua y un punto z ∈ E \ f(∂Ω) a las cuales asigna un número entero,
intuitivamente, una herramienta de “conteo algebraico” de los ceros de una función.
Debido a sus propiedades, el grado es una herramienta muy útil en el estudio del
análisis no lineal, en este trabajo daremos cuenta de su importancia en la rama
de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Entre sus aplicaciones se encuentran
teoremas de punto fijo y teoremas de geometría y topología de Rn, sin embargo
nuestro interés principal será su aplicación para la demostración del teorema de
punto de fijo de Schauder.

El objetivo de esta tesis es utilizar el teorema del punto fijo de Schauder para
dar una prueba detallada del artículo On Schauder’s fixed point theorem and forced
second-order nonlinear oscilations [13], tratado por A. C. Lazer, el cual es conside-
rado uno de los predecesores de la condición de Landesman-Lazer que marcara un
nuevo proceder en las demostraciones tanto en ecuaciones diferenciales parciales
como ordinarias.

En el año de 1968, A. C. Lazer trató el problema escalar para la ecuación
diferencial

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t), (1)

donde c es cualquier constante y k(t) es una función continua y T -periódica de
promedio cero, esto es

k :=
1

T

� T

0
k(t) dt = 0.

Lazer demostró la existencia de soluciones de soluciones T -periódicas de la
ecuación (1) cuando la parte no lineal g : R → R es continua y sub-lineal, es decir

g(x)

x
→ 0 cuando |x| → ∞, (2)

y además satisface que
g(−x) ≤ 0 ≤ g(x) (3)

para x > 0 suficientemente grande.
Para probar esto, Lazer aplicó de una manera sofisticada el teorema del punto

fijo de Schauder a un subconjunto convexo de las funciones T -periódicas. Recorde-
mos que este último teorema requiere tratar con operadores compactos continuos

vii



viii Introducción

de un conjunto convexo en sí mismo para garantizar la existencia de un punto fijo,
la construcción de tal operador depende directamente de las condiciones (2) y (3).

La tesis esta organizada como sigue: En el Capítulo 1 fijamos la notación prin-
cipal y enunciamos, sin prueba, algunos resultados básicos que utilizaremos poste-
riormente en este trabajo. El Capítulo 2 está dedicado a la definición y propiedades
del grado, comenzando con el grado de Brouwer y concluyendo con el grado de
Leray-Schauder, que utilizamos para probar el teorema del punto fijo de Schau-
der. La prueba del resultado de Lazer es abordada en el Capítulo 3. Finalmente,
se incluyen cuatro apéndices que tratan los principales resultados de Análisis y
Topología que se utilizan en este trabajo.



CAPÍTULO 1

Preliminares

En este capítulo discutiremos resultados preliminares y notación que utilizaremos
a lo largo de este trabajo.

1.1. Continuidad

Comenzaremos con un esquema, sin pruebas, de topología en espacios métricos.
Para consultar pruebas, puede consultar [17].

Sean X,Y espacios métricos, dada r > 0, denotaremos por:

Ur(x,X) la bola abierta con centro en x ∈ X y radio r.

Br(x,X) la bola cerrada con centro en x ∈ X y radio r.

Sr(x,X) la esfera con centro en x ∈ X y radio r.

Cuando no se preste a confusión, escribiremos simplemente Ur(x), Br(x) y Sr(x);
Ur(0) = Ur y sus respectivas formas. En Rn también se notará U1 = Un, B1 = Bn

y S1 = Sn−1.

Consideremos una función f : X → Y , son equivalentes las siguientes nociones
de continuidad

1. f es continua.

2. Para toda sucesión (xn) ⊆ X tal que xn → x ∈ X, se tiene que f(xn) → f(x).

3. Para todo A ⊆ Y abierto (cerrado), f−1(A) es abierto (cerrado).

1



2 1. Preliminares

La compacidad, es un concepto sumamente importante en el desarrollo de este
trabajo. A continuación listamos algunas nociones de compacidad. Para esto recor-
demos primero que una familia A de subconjuntos abiertos de X es una cubierta
abierta de K si

K ⊂
�

A
A.

Definición 1.1 Sea K un subespacio de X.

Decimos que K ⊆ X es compacto si toda cubierta abierta A de K tiene
una subcubierta finita.

Decimos que K ⊆ X es secuencialmente compacto si toda conjunto in-
finito de K tiene puntos de acumulación.

Decimos que K ⊆ X es relativamente compacto si K es compacto.

Decimos que K ⊆ X es precompacto si para todo ε > 0, toda cubierta
Bε := {Uε(x) : x ∈ K} de K tiene una subcubierta finita.

Nota 1.2 Para f : X → Y , una función continua son equivalentes:

(a) K es relativamente compacto si y sólo si toda sucesión en K tiene una sub-
sucesión convergente en X.

(b) Si K es relativamente compacto, entonces f(K) es relativamente compacto.

(c) Si K es compacto, entonces f(K) es compacto.

(d) Si X es un espacio completo, entonces K es relativamente compacto si y sólo
si K es precompacto.

(e) Si X es un espacio completo, K es secuencialmente compacto si y sólo si K
es compacto.

✸

1.2. Espacios de Banach y espacios de funciones

Una sucesión (xk) ⊂ X es de Cauchy si dado ε > 0 existe N ∈ N tal que para
toda m,n ≥ N se tiene

distX(xn, xm) < ε.

Decimos que un espacio X es completo si toda sucesión de Cauchy en X

converge en X.

Definición 1.3 Un espacio vectorial normado E es un espacio de Banach si E
es completo con la métrica inducida por la norma.



1.2. Espacios de Banach y espacios de funciones 3

Si E,F son espacios de Banach, entonces E × F es un espacio de Banach con
la norma

� · �E×F := � · �E + � · �F .
La propiedad de la cerradura en espacios de Banach garantiza la completitud,

más formalmente:

Teorema 1.4 Si A ⊂ X es cerrado y X es completo, entonces A es completo.
En particular, si F es un subespacio vectorial cerrado de E y E es de Banach,
entonces F es de Banach.

A lo largo de este trabajo utilizaremos E,F para denotar espacios de Banach.
Se utilizará la siguiente notación para espacios de funciones.

Notación 1.5

C
0(X,E) := {u : X → E |u es continua},

C
0
B(X,E) := {u : X → E |u es continua y u(X) es acotado}.

Si E = R, escribiremos C
0(X) y C

0
B(X) en lugar de C

0(X,R) y C
0
B(X,R).

El espacio C
0
B(X,E) con la norma

�u�∞ := �u�C0
B(X,E) := sup

x∈X
�u(x)�E

es un espacio de Banach.
Denotamos por R al conjunto de los número reales.

Nota 1.6 Si X es compacto, entonces C
0(X,R) = C

0
B(X,R). ✸

Consideraremos D a un abierto en un espacio de Banach, en particular si
D ⊆ Rn.

Una función f : D → Rm
k-veces continuamente diferenciable es aquella que

tiene derivadas parciales de orden k en cada función coordenada f
i
, i ∈ {1, ...,m},

y éstas son continuas. Entendiendo N0 := N ∪ {0} el conjunto de los números
naturales y el 0, denotamos

Notación 1.7 Para k,m ∈ N0, D ⊆ Rn abierto, denotaremos por

C
k(D,Rm) := {u ∈ C

0(D,Rm) |u es k-veces continuamente diferenciable en D},

C
∞(D,Rm) :=

∞�

k=1

C
k(D,Rm).

Definición 1.8 El soporte de una función continua f : D → Rm es el conjunto

sop[ f ] = {x ∈ Rn | f(x) �= 0} ∩D
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Para k ∈ N0, denotaremos por

C
k
c (D) ={f ∈ C

k(D) | sop[ f ] es compacto}

C
∞
c (D) =

∞�

k=1

C
k
c (D)

Notación 1.9 El espacio de las funciones lineales continuas (ó acotadas) será
denotado por

L(E,F ) = {L : E → F |L es lineal y continua},

escribiremos L(E,E) = L(E) y L(E,R) = E
∗, el espacio dual de E.

Cuando estemos tratando funciones lineales constantemente escribiremos Lx ó
L[x] en vez de L(x).

Éste espacio con la norma

�L�L(E,F ) := sup
x∈S1

�Lx�F

también es un espacio de Banach. Además para toda x ∈ E se cumple

�Lx�F ≤ �L�L(E,F )�x�E .

Nota 1.10 Una función L ∈ L(E,F ) si y sólo si �L�L(E,F ) < ∞. ✸

1.3. El teorema de Arzelá-Ascoli

Uno de los teoremas de análisis funcional mas conocidos es el Teorema de
Arzelá-Ascoli, es por esa razón que no daremos una demostración del teorema, los
lectores interesados en una prueba pueden referirse a [7], [8] o [15].

Primero veamos dos importantes conceptos. Sean X,Y espacios vectoriales
normados.

Definición 1.11 Una familia F de funciones en C
0(X,Y ) se dice uniforme-

mente acotada si existe M > 0 tal que

�f(x)�Y ≤ M para todo x ∈ X y para toda f ∈ F .

Es decir, si existe M > 0 tal que

�f�∞ ≤ M para toda f ∈ F .

Definición 1.12 Un subconjunto H de C
0(X,Y ) es equicontinuo en el punto

z0 ∈ Y si, dado ε > 0, existe δ := δ(ε, z0) > 0 tal que, para toda f ∈ H,

distX(f(z), f(z0)) < ε si distY (z, z0) < δ.

H es equicontinuo si lo es en todo punto de X.
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Con estos dos conceptos en mente, enunciamos el conocido teorema.

1.13 Teorema de Arzelá-Ascoli. Sea K un espacio métrico compacto. Un sub-
conjunto H de C

0(K,Rn) es relativamente compacto si y sólo si H es equicontinuo
y uniformemente acotado.

1.4. Algunos teoremas sobre integrales

Listaremos algunos teoremas sobre la integral de Lebesgue utilizados en este
trabajo, para consultar pruebas de ellos referimos al lector a [5] y [7].

Definición 1.14 Decimos que f : Ω → R una función medible es (Lebesgue)-
integrable si la integral de Lebesgue cumple

�

Ω
|f | dλ < ∞.

Notaremos por L
1(Ω) al conjunto de funciones integrables en Ω.

Los siguientes, serán dos teoremas de uso común en el desarrollo de este trabajo.

1.15 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. Sea (fk)∞k=1 una
sucesión de funciones en L

1(Ω). Si

|fn(x)| ≤ F (x) c.d. en Ω (∀n ∈ N)

para alguna F ∈ L
1(Ω) y además

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) c.d. en Ω,

entonces f es integrable en Ω y

ĺım
n→∞

�

Ω
fn dλ =

�

Ω
f dλ.

1.16 Teorema del cambio de variable. Sea ϕ : Ω → Ω� ⊆ Rn un difeomorfismo
de clase C

1 y f ∈ C
0(Ω�). Entonces f es Lebesgue-integrable si y sólo si (f ◦

ϕ) |detDϕ| lo es y, en tal caso, se cumple que
�

Ω
f(ϕ(x)) |detDϕ| dx =

�

Ω�
f(y)dy.





CAPÍTULO 2

El grado topológico

El grado topológico, al cual llamaremos por abreviación el grado, de una fun-
ción es una herramienta clásica muy útil para resolver ecuaciones funcionales. Fue
introducido por L. Brouwer para dimensión finita y después extendido por J. Leray
y J. Schauder a dimensión infinita.

Primero daremos una vista un tanto axiomática del grado y de sus propiedades
principales en la sección 2.1 para después abordar su construcción en la sección
2.2, finalmente y a partir de lo anterior, discutiremos el grado de Leray-Schauder
en la sección 2.4. Este trabajo tiene como finalidad resaltar la importancia de este
método topológico para resolver ecuaciones diferenciales. Una de las aplicaciones
del grado, el teorema del punto fijo de Schauder es utilizado como herramienta en
el capítulo siguiente.

Aunque constantemente recordaremos la notación utilizada en en este trabajo,
gran parte de la notación y teoría para este capítulo es la definida en el Apéndice.
Por lo que recomendamos una lectura rápida de los apéndices de Regularización y
Lema de Sard del Apéndice para una mayor comprensión del material presentado.

2.1. El grado de Brouwer

Para este capítulo vamos a suponer:

(H.1) Ω es un conjunto abierto y acotado en Rn, con frontera ∂Ω,

(H.2) f es una función continua de Ω a Rn; sus componentes serán denotadas por
f
i,

(H.3) z es un punto en Rn tal que z /∈ f(∂Ω).

7



8 2. El grado topológico

A cada terna (f,Ω, z) que cumple (H.1)-(H.3), podemos asociarle un entero
deg(f,Ω, z), llamado el grado de f respecto a Ω y a z, con las siguientes propieda-
des:

(P.1) Normalización: Si IRn denota la identidad en Rn, entonces

deg(IRn ,Ω, z) =

�
1 si z ∈ Ω

0 si z /∈ Ω.

(P.2) Propiedad de solubilidad: Si deg(f,Ω, z) �= 0 entonces existe x ∈ Ω tal que
f(x) = z.

(P.3) Traslación: deg(f,Ω, z) = deg(f − z,Ω, 0).

(P.4) Descomposición: Si Ω1 ∩ Ω2 = ∅ y z ∈ Rn \ f(∂(Ω1 ∪ Ω2)), entonces

deg(f,Ω1 ∪ Ω2, z) = deg(f,Ω1, z) + deg(f,Ω2, z).

A continuación daremos un esquema del procedimiento normalmente utilizado
para definir el grado, sin embargo, por ahora omitiremos tanto la consistencia
de la definición como las pruebas de las propiedades (P.1)-(P.4). La construcción
completa, será dada en la sección 2.2.

Primero, considera uno una función f de clase C
1 y un valor regular z. Recor-

demos que, z es un valor regular de f si el Jacobiano Jf (x) es diferente de cero
para cada x ∈ f

−1(z). El Jacobiano es el determinante de la matriz f
�(x) con

entradas
aij = ∂jf

i(x).

Como se observa en la sección A.2 del Apéndice A, si z es un valor regular, entonces
el conjunto f

−1(z) ⊂ Ω es finito y podemos entonces definir el grado de la siguiente
manera

deg(f,Ω, z) =
�

x∈f−1(z)

sgn[Jf (x)], (2.1)

donde, para a ∈ R \ {0}, definimos

sgn[ a ] =

�
1 si a > 0
−1 si a < 0.

Es decir, el grado cuenta el número de preimágenes de z bajo f en Ω con orien-
tación, dada por el signo del Jacobiano. Se verifica inmediatamente que el grado
definido cumple las propiedades (P.1)-(P.4).

Para extender la definición anterior a cualquier función continua f y cualquier
punto z, se utilizan métodos de aproximación. Primero, para aproximar z por
valores regulares zk se utiliza el lema de Sard. El siguiente resultado se demuestra
en el Apéndice B (ver Corolario B.6).

2.1 Densidad de los valores regulares. Si f ∈ C
1(Ω,Rn), entonces el conjunto

de valores regulares de f es denso en Rn.
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Todo x tal que f(x) = z es llamado una solución no singular de la ecuación
f = z, siempre y cuando x /∈ Kf , donde Kf = {x ∈ Ω : Jf (x)) = 0}.

De acuerdo a la propiedad anterior, existe una sucesión (zk) ⊂ Rn \ Kf , tal
que, zk → z cuando k → ∞. Ya que la distancia de z a ∂Ω es mayor a cero,
para k suficientemente grande, zk está suficientemente cerca de z y cumple (H.3).
Tiene entonces sentido considerar deg(f,Ω, zk), dado por (2.1). Más aun, se puede
probar que para k � 1, deg(f,Ω, zk) es una constante independiente de la sucesión
que aproxima a z. Por lo tanto, podemos definir el grado para f ∈ C

1(Ω,Rn) ∩
C

0(Ω,Rn) en cualquier z poniendo

deg(f,Ω, z) = ĺım
k→∞

deg(f,Ω, zk).

De un modo similar, usando la densidad de las funciones de clase C
∞ en las

continuas sobre un compacto1, dada f ∈ C
0(Ω,Rn), consideremos (fk)∞k=1 ⊂

C
1(Ω,Rn) ∩ C

0(Ω,Rn) una sucesión tal que fk → f uniformemente en Ω cuando
k → ∞. Si k � 1, entonces cualquier (fk,Ω, z) satisface (H.1)-(H.3) y podemos
considerar el grado deg(fk,Ω, z). Una vez más, se puede demostrar que en el límite
deg(fk,Ω, z) es una constante que no depende de la elección de (fk) y por lo tanto
se puede definir el grado de f poniendo

deg(f,Ω, z) = ĺım
k→∞

deg(fk,Ω, z).

Una propiedad importante del grado definido anteriormente es la siguiente.

(P.5) Invariancia homotópica: Si h es una homotopía admisible, entonces el grado
deg(h(t, ·),Ω, z) es constante con respecto a t ∈ [0, 1]. En particular, si f(x) =
h(0, x) y g(x) = h(1, x) entonces deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, z).

Donde, decimos que una homotopía h es admisible si h ∈ C
0([0, 1]×Ω,Rn) es tal

que z /∈ h(t, ∂Ω) para toda t ∈ [0, 1], es decir, una homotopía admisible es aquella
para la cual h(t, ·) ∈ C

0(Ω,Rn) cumple (H.3) para toda t ∈ [0, 1].

Teorema 2.2 (Dependencia de los valores frontera) Sean f, g ∈ C
0(Ω,Rn)

tales que f(x) = g(x) para toda x ∈ ∂Ω y sea z /∈ f(∂Ω) = g(∂Ω). Entonces
deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, z).

Demostración. Consideremos la homotopía

h(t, x) = tg(x) + (1− t)f(x).

Para todo x ∈ ∂Ω se tiene f(x) = g(x) y por lo tanto h(t, x) = f(x) �= z. Por lo
tanto h es admisible y la invariancia bajo homotopías implica:

deg(f,Ω, z) = deg(h(·, 0),Ω, z) = deg(h(·, 1),Ω, z) = deg(g,Ω, z),

lo que prueba el resultado.
Sabiendo esto, se derivan otras propiedades del grado. Permítanos listarlas (sin

demostración).
1El teorema de aproximación de Weierstrass nos garantiza la densidad de las funciones de

clase C∞ en compactos de Rn.
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(P.6) Continuidad funcional: si fk → f uniformemente en Ω, entonces el grado
deg(fk,Ω, z) → deg(f,Ω, z).

(P.7) Continuidad puntual: el grado deg(f,Ω, z) es continuo con respecto a z.

(P.8) Propiedad de excisión: deg(f,Ω, z) = deg(f,Ω0, z) para todo subconjunto
abierto Ω0 de Ω tal que z /∈ f(Ω \ Ω0).

Nota 2.3 Ha sido probado en [2] por S. Weiss y H. Amann que el grado topológico
deg(f,Ω, z) ∈ Z está únicamente determinado por las propiedades (P.1), (P.4)
y (P.5). Esto es, que la única función, del conjunto de funciones continuas que
cumplen las propiedades (H.1)-(H.3) a Z, es el grado. ✸

2.1.1. El teorema del punto fijo de Brouwer
En esta subsección supondremos que el grado deg(f,Ω, z) que cumple las pro-

piedades (P.1)-(P.8) ya ha sido definido. Con esta herramienta en mano demostra-
remos el clásico teorema de punto de fijo de Brouwer.

2.4 Teorema del punto fijo de Brouwer. Si f es una función continua de un
conjunto compacto y convexo K ⊂ Rn en sí mismo, entonces f tiene un punto fijo.
Lo mismo se cumple si K es un conjunto homeomorfo a un conjunto compacto,
convexo y no vacío de Rn.

Demostración. Primero supongamos K = Br. Si f(x) = x para alguna x ∈ Sr ya
acabamos, de lo contrario consideremos la homotopía de IRn a IRn − f

h(t, x) = x− tf(x),

de donde para toda x ∈ Sr se sigue que,

�h(t, x)� = �x− tf(x)�
≥ �x� − t�f(x)�
≥ (1− t)r > 0

para toda t ∈ [0, 1), como x− f(x) �= 0 para toda x ∈ Sr se tiene que 0 /∈ h(1, Sr).
Es claro, entonces que h es una homotopía admisible y la propiedad de invariancia
homotópica, (P.5), implica

deg(IRn − f, Ur, 0) = deg(IRn , Ur, 0) = 1.

Usando la propiedad de punto fijo, (P.2), se concluye que existe x ∈ Ur tal que
x − f(x) = 0, esto es, x = f(x) y por lo tanto x es un punto fijo de f . Si K

es cualquier compacto y convexo, extendemos continuamente f a Rn como en la
Proposición C.6 y la denotamos g, de modo que g(Rn) ⊆ K.2 Tomamos r sufi-
cientemente grande, tal que K ⊂ Br, entonces g(Br) ⊆ K ⊂ Br. Por la primera

2El proceso de Tietze-Dugundji utiliza las combinaciones convexas en la imagen para la ex-
tensión de funciones continuas, mas detalles en el Apéndice C.
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parte de la demostración, existe un punto fijo x de g en Br, es decir en K. Como
g|K = f , x es punto fijo de f .

Sea K un espacio métrico homeomorfo a un subconjunto compacto y convexo
A de Rn y f : K → K una función continua. Sea ϕ : K → A el homeomorfismo,
entonces g = ϕ ◦ f ◦ ϕ

−1 : A → A es continua y por la parte anterior tiene un
punto fijo x en A y en consecuencia

f(ϕ−1)(x) = (ϕ−1 ◦ ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(x) = (ϕ−1 ◦ g)(x) = ϕ
−1(x),

por lo que ϕ
−1(x) es un punto fijo de f .

Teorema 2.5 La esfera unitaria Sn−1 no es un ‘retracto’ de la bola cerrada Bn

en Rn. Es decir, no existe un mapeo continuo f : Bn → Sn−1 tal que f(x) ≡ x,
para toda x ∈ Sn−1, a estos mapeos se les suele llamar ‘retracciones’.

Demostración. Suponiendo lo contrario, el Teorema 2.2, tomando g = IRn , implica
por (P.1) que

deg(f,Un
, 0) = deg(IRn ,Un

, 0) = 1.

Usando la propiedad de solubilidad, (P.2), se concluye que existe x ∈ Un tal que
f(x) = 0 y esto es una contradicción con la suposición f(Un) ⊂ Sn−1.

De hecho, aunque no será demostrado en este trabajo, cabe mencionar que los
teoremas anteriores son equivalentes.

2.2. Una construcción analítica

En esta sección daremos una relación completa del grado topológico y de sus
propiedades. No seguiremos el bosquejo de la prueba clásica presentada en la
sección 2.1, pero utilizaremos una definición alterna del grado desde un enfoque
más analítico debido a E. Heinz [12] que hace un poco mas sencillas las pruebas
desde el punto de vista técnico.

2.2.1. El grado para funciones en C2

Comenzaremos con el caso para funciones de clase C2. Introducimos la siguiente
notación para el conjunto de ternas admisibles en dimensión n:

An = {(f,Ω, z) |Ω ⊂ Rn abierto y acotado, f ∈ C
0(Ω,Rn) y z ∈ Rn \ f(∂Ω)}.

Queda siempre entendido que las condiciones (H.1)-(H.3) se satisfacen en la nota-
ción correspondiente, es decir siempre consideraremos que (f,Ω, z) ∈ An.

Sea f ∈ C
2(Ω,Rn), denotemos por Jf (x) al Jacobiano de f y Kf = {x ∈ Ω :

Jf (x) = 0} el conjunto de valores singulares de f . De la condición (H.3) se tiene
que dist(z, f(∂Ω)) = mı́n{|z − f(x)| : x ∈ ∂Ω} > 0, pues {z} es cerrado y f(∂Ω)
es compacto por la continuidad de f , definimos para el resto del capítulo

ρ = dist(z, f(∂Ω)).
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Figura 2.1: El soporte de ϕ(|·− z|), cuando se cumple (2.2).

Consideremos entonces las funciones que nos permitirán evaluar el grado, sea
ϕ una función continua definida en [0,∞), con las siguientes propiedades:

sop[ϕ ] ⊂ (0, ρ), (2.2)
�

Rn

ϕ(|x|) dx = 1. (2.3)

Ahora si estamos listos, a continuación la definición del grado para funciones
de clase C

2.

Definición 2.6 Para f ∈ C
2(Ω,Rn), definimos el grado

deg(f,Ω, z) =

�

Ω
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx.

Nota 2.7 Obviamente, como z ∈ Rn \ f(∂Ω) se sigue que 0 ∈ Rn \ {f(∂Ω)− z},
por lo que (f − z,Ω, 0) ∈ An y tiene sentido entonces hablar de deg(f − z,Ω, 0).
El teorema de cambio de variable y el hecho de que Jf (x) = Jf−z(x) implican que
deg(f,Ω, z) = deg(f − z,Ω, 0), a saber se cumple la propiedad (P.3). ✸

Todavía resta justificar que el grado está bien definido, mostrando que no
depende de la elección de ϕ. Más precisamente, debemos mostrar que si ϕ1,ϕ2

satisfacen las propiedades (2.2) y (2.3), entonces
�

Ω
ϕ1(|f(x)− z|)Jf (x) dx =

�

Ω
ϕ2(|f(x)− z|)Jf (x) dx. (2.4)

Por la Nota 2.7, podemos tomar z = 0 sin perder generalidad, de modo que en esta
ocasión ρ = dist(0, f(∂Ω)). Poniendo Φ = ϕ1 − ϕ2, demostrar (2.4) es lo mismo
que demostrar �

Ω
Φ(|f(x)|)Jf (x) dx = 0.
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Para lo cual haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.8 Consideremos una función continua Φ definida en [0,∞) con las si-
guientes propiedades:

sop[Φ ] ⊂ (0, ρ), (2.5)
� ∞

0
r
n−1Φ(r) dr = 0. (2.6)

Entonces (recordando que ρ = dist(0, f(∂Ω)), ya que supusimos z = 0),
�

Ω
Φ(|f(x)|)Jf (x) dx = 0.

Demostración. Definimos la función continua en [0,∞)

Ψ(r) =

�
r
−n

� r
0 s

n−1Φ(s) ds si r > 0,

0 si r = 0.

De (2.5) y (2.6) se sigue que, para r ≥ ρ se tiene

Ψ(r) = r
−n

� r

0
s
n−1Φ(s) ds = r

−n

� ∞

0
s
n−1Φ(s) ds = 0.

Por tanto, sop[Ψ ] ⊂ (0, ρ). Mas aún, Ψ es de clase C
1 en [0,∞) y

Ψ�(r) = −nr
−n−1

� r

0
s
n−1Φ(s) ds+

1

r
Φ(r)

=
−n

r
Ψ(r) +

1

r
Φ(r),

si r > 0, de modo que

Φ(r) = rΨ�(r) + nΨ(r) en [0,∞). (2.7)

Sea dij(x) el cofactor detij(Df(x)) dado en la Definición D.7, esto es, el cofactor
de ∂jf

i en el Jacobiano Jf y consideremos el campo vectorial V ∈ C
1(Ω,Rn), con

componentes

V
j(x) =

n�

i=1

dij(x)Ψ(|f(x)|)f i(x).

Debido a que sop[Ψ ] ⊂ (0, ρ), existe ε > 0 tal que sop[Ψ ] ⊂ (ε, ρ − ε), entonces
sop[ div(V ) ] ⊂ (|f |)−1([ε, ρ− ε]) ⊂ Ω por lo que en realidad V ∈ C

1
c (Ω,Rn).

Tomamos x ∈ Ω tal que ε ≤ |f(x)| ≤ ρ − ε, denotamos Jf (x) = Jf , V
j(x) =

V
j
, f(x) = f,Ψ(|f |) = Ψ(|f(x)|) y dij(x) = dij . Calculando,

∂jV
j =

n�

i=1

∂jdijΨ(|f |)f i +
n�

i=1

∂jf
i
dijΨ(|f |) + Ψ�(|f |)

|f |

n�

i=1

n�

k=1

∂jf
k
dijf

i
f
k
.

(2.8)
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Teniendo en cuenta la propiedad de los cofactores para funciones f de clase C
2

demostrada en el Lema D.8, nos dice que

n�

j=1

∂jdij = 0,

sumando la primera parte de (2.8) sobre j, obtenemos

n�

j=1

n�

i=1

∂jdijΨ(|f |)f i =
n�

i=1




n�

j=1

∂jdij



Ψ(|f |)f i = 0. (2.9)

Recordemos que por el desarrollo de Df(x) por cofactores se tiene

Jf =
n�

i=1

∂jf
i
dij para toda j ∈ {1, ..., n},

de modo que al sumar la segunda parte de (2.8) sobre j, se obtiene

n�

j=1

�
n�

i=1

∂jf
i
dij

�
Ψ(|f |) =

n�

j=1

JfΨ(|f |) = nJfΨ(|f |). (2.10)

Para i = k, por el desarrollo del determinante de Df(x) por el i-ésimo rengón,
tenemos que

n�

j=1

∂jf
k
dij =

n�

j=1

∂jf
i
dij = Jf . (2.11)

Para i < k observamos que

n�

j=1

∂jf
k
dij = det





∂1f
k

. . . ∂nf
k

∂1f
1

. . . ∂nf
1

...
...

∂1f
i−1

. . . ∂nf
i−1

∂1f
i+1

. . . ∂nf
i+1

...
...

∂1f
k

. . . ∂nf
k

...
...

∂1f
n

. . . ∂nf
n





T

= 0. (2.12)

De manera similar se demuestra que
�n

j=1 ∂jf
k
dij = 0 si i > k. De modo que

juntando (2.11) y (2.12) podemos dar la siguiente expresión

n�

j=1

∂jf
k
dij = δikJf para toda i, k ∈ {1, ..., n}. (2.13)
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Finalmente, sumando el tercer sumando de (2.8) sobre j, por (2.13) tenemos

n�

j=1

Ψ�(|f |)
|f |

n�

i=1

n�

k=1

∂jf
k
dijf

i
f
k =

Ψ�(|f |)
|f |

n�

i=1

n�

k=1

f
i
f
k

��

j=1

∂jf
k
dij

�

=
Ψ�(|f |)
|f |

n�

i=1

n�

k=1

f
i
f
k
δikJf

= Jf
Ψ�(|f |)
|f |

n�

i=1

(f i)2

= Jf
Ψ�(|f |)
|f | |f |2 = JfΨ

�(|f |) |f | .

(2.14)

Juntando (2.9),(2.10) y (2.14), utilizando (2.7) y el hecho de que para x ∈ Ω tal
que |f(x)| < ε ó |f(x)| > ρ− ε se tiene Φ(|f(x)|) = 0 = �DV (x)�L(Rn,Rn). Así, la
divergencia de V en Ω está dada por

div(V (x)) =
n�

j=1

∂jV
j

= Jf (x) (|f(x)|Ψ�(|f(x)|) + nΨ(|f(x)|)) = Φ(|f(x)|)Jf (x)

Integrando sobre Ω, la Observación D.5 y el hecho de que V ∈ C
1
c (Ω,Rn) implican

�

Ω
Φ(|f(x)|)Jf (x) dx =

�

Ω
div(V (x)) dx = 0, (2.15)

Lo que prueba nuestro lema.

Se concluye observando que Φ = ϕ1 − ϕ2 cumple (2.5) y (2.6), por lo que el
Lema 2.8 implica que �

Ω
Φ(|f(x)|)Jf (x) dx = 0.

Que era exactamente lo que queríamos probar para ver que el grado está bien defi-
nido. Terminamos esta subsección, evaluando el grado en algunos casos específicos.

Proposición 2.9 Sea f = A ∈ L(Rn) con A invertible. Entonces

deg(A,Ω, z) =

�
sgn[det(A)] si z ∈ A(Ω)

0 si z /∈ A(Ω).

Demostración. Por el teorema del cambio de variable, tenemos

deg(A,Ω, z) =

�

Ω
ϕ(|Ax− z|)JA(x) dx

=

�

Ω
ϕ(|Ax− z|) det(A) dx = sgn[det(A)]

�

A(Ω)
ϕ(|y − z|) dy.
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En este caso ρ = dist(z,A(∂Ω)). Se sigue que si z ∈ A(Ω) entonces Bρ(z) ⊂ A(Ω),
de lo contrario Bρ(z) ∩A(Ω) = ∅. Luego, (2.3) implica

deg(A,Ω, z) =

�
sgn[det(A)] si z ∈ A(Ω)

0 si z /∈ A(Ω).

En particular, encontramos que

deg(IRn ,Ω, z) =

�
1 si z ∈ Ω

0 si z /∈ Ω,

a saber (P.1) se cumple.

Una segunda proposición, muestra el caso en el que z es un valor regular de f

una función de clase C
2.

Proposición 2.10 Sea D un subconjunto abierto (no necesariamente acotado)
de Rn, f ∈ C

1(D,Rn) y x0 ∈ D tal que z = f(x0) es un valor regular de f .
Entonces existe ε > 0 suficientemente pequeño y ϕ como en la definición del grado
con sop[ϕ ] ⊂ [0, ρ], tal que

�

Bε(x0)
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) = sgn[Jf (x0)].

Demostración. Por ser z un valor regular se sigue que Jf (x0) �= 0, por el teorema
de la función inversa sabemos que existe ε > 0 tal que f induce un difeomorfismo
entre la bola Bε(x0) y Vε := f(Bε(x0)) lo que entre otras propiedades implica que
{x0} = f

−1(z) ∩ Bε(x0) y que sgn[Jf (x)] es constante en Bε(x0), por el teorema
de cambio de variable obtenemos

�

Bε(x0)
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx = sgn[Jf (x0)]

�

Bε(x0)
ϕ(|f(x)− z|) |Jf (x)| dx

= sgn[Jf (x0)]

�

Vε

ϕ(|y − z|) dy.

Como Vε es abierto, existe α < ρ tal que Bα(z) ⊂ Vε. Podemos entonces suponer
que sop[ϕ] ⊂ [0,α], de donde

�

Vε

ϕ(|y − z|) dy =

�

Bα(z)
ϕ(|y − z|) dy =

�

Rn

ϕ(|y − z|) dy = 1,

y por lo tanto
�

Bε(x0)
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx = sgn[Jf (x0)]

�

Vε

ϕ(|y − z|) dy = sgn[Jf (x0)].
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La proposición anterior, muestra que cuando f ∈ C
2(D,Rn), tenemos la si-

guiente fórmula para el grado y un valor regular z = f(x0) para ε > 0 suficiente-
mente pequeño,

deg(f, Uε(x0), z) = sgn[Jf (x0)].

En las dos proposiciones anteriores, está implícito que el grado es un entero.
En general, mostraremos que el grado, como fue definido en la Definición 2.6, es
siempre un entero. Por otra parte, al final de la sección recuperaremos la fórmula
(2.1) para valores regulares y mapeos de clase C

1.

2.2.2. El grado para funciones continuas
Recordemos que f denota a una función que cumple las propiedades (H.1)-(H.3)

para un subconjunto abierto y acotado Ω y un punto z de Rn, donde

ρ = dist(z, f(∂Ω)).

Vamos, entonces a definir el grado para funciones continuas que satisfacen
las condiciones (H.1)-(H.3) establecidas al principio de la Sección 2.1. Para este
propósito, haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.11 Para i = 1, 2, sean fi ∈ C
0(Ω,Rn) ∩ C

2(Ω,Rn) tales que

�fi(x)− z� > α, ∀x ∈ ∂Ω,

donde α ∈ (0, ρ). Dado ε ∈ [0,α/6], supongamos que

�f2 − f1�∞ < ε.

Entonces tiene sentido hablar de deg(fi,Ω, z) para i = 1, 2, y

deg(f1,Ω, z) = deg(f2,Ω, z).

Demostración. De acuerdo a la Nota 2.7, podemos suponer z = 0. Sea3
χ ∈

C
∞((0,∞)) una función no decreciente tal que

χ =

�
1 si 0 ≤ r ≤ 2ε

0 si r ≥ 3ε,

definimos f3 ∈ C
2(Ω,Rn) ∩ C

0(Ω,Rn) por

f3(x) = (1− χ(|f1(x)|))f1(x) + χ(|f1(x)|)f2(x).

De la definición de χ se sigue:

f3(x) = f1(x) ∀x ∈ Ω : |f1(x)| > 3ε, (2.16)
f3(x) = f2(x) ∀x ∈ Ω : |f1(x)| < 2ε. (2.17)

3La existencia de estas funciones puede deducirse con un poco de ingenio del capítulo de
regularización del Apéndice, sin embargo I. Dundas da algunos ejemplo de ellas en [11], pág. 95.
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En particular, como |f1(x)| > α para todo x ∈ ∂Ω y α > 6ε, entonces |f3(x)| =
|f1(x)| > α para todo x ∈ ∂Ω. Más aun, como para toda x ∈ Ω se tiene

f3(x)− f1(x) = χ(|f1(x)|) · (f2(x)− f1(x)),

f3(x)− f2(x) = (1− χ(|f1(x)|)) · (f1(x)− f2(x)),
(2.18)

por tanto, para i = 1, 2

|f3(x)− fi(x)| < ε ∀x ∈ Ω. (2.19)

Escogemos dos funciones ϕi ∈ C
0((0,∞)) con las siguientes propiedades:

�

Rn

ϕi(|x|) dx = 1 (i = 1, 2)

y

sop[ϕ1 ] ⊂ (4ε, 5ε) ⊂ (0,α),

sop[ϕ2 ] ⊂ (0, ε) ⊂ (0,α).

De acuerdo a la Definición 2.6, las funciones ϕ1,ϕ2 pueden ser utilizadas para
calcular el grado de fi (i = 1, 2, 3), ya que α ≤ mı́nx∈∂Ω{|fi(x)|} y 0 /∈ fi(∂Ω)
para i = 1, 2, 3. En particular, se tiene

deg(f3,Ω, 0) =

�

Ω
ϕ1(|f3(x)|)Jf3(x) dx,

deg(f1,Ω, 0) =

�

Ω
ϕ1(|f1(x)|)Jf1(x) dx.

(2.20)

Ahora, como sop[ϕ1 ] ⊂ [4ε, 5ε] obtenemos que

ϕ1(|f3(x)|) �= 0 ⇐⇒ 4ε < |f3(x)| < 5ε.

Usando (2.19), se deduce que 3ε < |f1(x)| < 6ε siempre que 4ε < |f3(x)| < 5ε y
(2.16) implica que f3(x) = f1(x) para todo x ∈ Ω tal que 4ε < |f3(x)| < 5ε. De
modo que

ϕ1(|f3(x)|)Jf3(x) = ϕ1(|f1(x)|)Jf1(x) ∀x ∈ Ω,

esto junto con (2.20), implican que deg(f3,Ω, 0) = deg(f1,Ω, 0). Análogamente se
prueba que

ϕ2(|f3(x)|)Jf3(x) = ϕ2(|f2(x)|)Jf2(x) ∀x ∈ Ω,

y se deduce que deg(f3,Ω, 0) = deg(f2,Ω, 0). Se concluye que deg(f1,Ω, 0) =
deg(f3,Ω, 0) = deg(f2,Ω, 0), lo que prueba el lema.

Entenderemos Uρ(f) := Uρ(f, C0(Ω,Rn)), donde C
0(Ω,Rn) es un espacio de

Banach con la norma � · �∞. Recordando que para un espacio de Banach X

Uρ(x,X) = {y ∈ X : �x− y� < ρ}.

Corolario 2.12 Sea f : Ω → Rn una función continua que satisface las condicio-
nes (H.1)-(H.3). Entonces existe δ > 0, tal que si f1, f2 ∈ C

2(Ω,Rn) ∩ C
0(Ω,Rn)

y f1, f2 ∈ Uδ(f), entonces

deg(f1,Ω, z) = deg(f2,Ω, z).
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Demostración. Sea β ∈ (0, ρ), entonces ρ − β = α ∈ (0, ρ) y por lo tanto existe
ε ∈ (0,α/6). Tomando δ = ε/2 se sigue del lema anterior que deg(f1,Ω, z) =
deg(f2,Ω, z).

Ahora, estamos listos para definir el grado para cualquier terna (f,Ω, z) que
cumpla (H.1)-(H.3), a estas ternas las llamaremos admisibles. El corolario anterior
nos dice que para vecindades suficientemente pequeñas de f el grado deg(·,Ω, z)
está definido y es constante para funciones de clase C

2. Luego, la densidad de
C

∞(Ω,Rn)∩C
0(Ω,Rn) en C

0(Ω,Rn) implica que existe una sucesión de funciones
(fk)∞k=1 que convergen uniformemente a f , lo que motiva la siguiente definición.

Definición 2.13 (El grado para funciones continuas) Sea (f,Ω, z) una terna
admisible, definimos el grado por

deg(f,Ω, z) = ĺım
k→∞

deg(fk,Ω, z),

donde deg(fk,Ω, z) está dado por la Definición 2.6 y (fk)∞k=1 es cualquier sucesión
en C

∞(Ω,Rn) ∩ C
0(Ω,Rn) que converge uniformemente a f .

Claramente, por el Corolario 2.12, el grado topológico para funciones continuas
está bien definido.

2.2.3. Propiedades del grado
En esta subsección probaremos que el grado satisface las propiedades (P.1)-

(P.7). Hemos ya probado que (P.1) y (P.3) se cumplen, esta última para funciones
de clase C

2. De acuerdo a la Definición 2.13 y al Corolario 2.12, es suficiente tra-
bajar las pruebas bajo la suposición adicional de que f es de clase C

2 (ya que
las generalizaciones son pruebas triviales). Puntualicemos que, el hecho de que
z /∈ f(∂Ω) implica que z /∈ fk(∂Ω) para k � 1, así como y /∈ f(∂Ω) para y

suficientemente cercano a z, por lo que tiene sentido considerar deg(fk,Ω, z) y
deg(f,Ω, y).

Para formalizar lo dicho, consideremos fk ∈ Uρ(f), entonces para todo x ∈ ∂Ω
tenemos

�fk(x)− z� = �f(x)− z + fk(x)− f(x)�
≥ �f(x)− z� − �fk(x)− f(x)�
> ρ− ρ = 0.

Lo que justifica que z /∈ fk(∂Ω) para k � 1. Ahora, si y ∈ Uρ(z) entonces para
todo x ∈ ∂Ω se tiene

�f(x)− y� = �f(x)− z + z − y�
≥ �f(x)− z� − �z − y�
> ρ− ρ = 0,

lo que nos dice que y /∈ f(∂Ω). Es decir que las ternas (fk,Ω, z) y (f,Ω, y) son
admisibles siempre que fk ∈ Uρ(f) y y ∈ Uρ(z).
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Proposición 2.14 El grado cumple la propiedad (P.2), es decir, si deg(f,Ω, z) �=
0 entonces existe x ∈ Ω tal que f(x) = z.

Demostración. Razonando por contradicción supongamos f(x) �= z para todo x ∈
Ω, entonces como z /∈ f(∂Ω), f(x) �= z en todo el compacto Ω y por lo tanto
para δ ∈ (0, ρ) se tiene δ < �f(x) − z� para todo x ∈ Ω. Escogemos ϕ tal que� n
R ϕ(|x|) dx = 1 y sop[ϕ ] ⊂ (0, δ). Se sigue que ϕ(|f(x)− z|) ≡ 0 en Ω y en

consecuencia
deg(f,Ω, z) =

�

Ω
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx = 0.

Lo que es una contradicción a nuestra suposición.

Proposición 2.15 El grado cumple la propiedad (P.4), es decir, si Ω1 ∩ Ω2 = ∅
y z ∈ Rn \ f(∂(Ω1 ∪ Ω2)), entonces

deg(f,Ω1 ∪ Ω2, z) = deg(f,Ω1, z) + deg(f,Ω2, z).

Demostración. Como Ω1 ∩ Ω2 = ∅ y ∂(Ω1 ∪ Ω2) ⊂ ∂Ωi para i = 1, 2, se tiene
�

Ω1∪Ω2

ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx =

�

Ω1

ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx

+

�

Ω2

ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx,

donde ϕ es una función para evaluar deg(f,Ω1 ∪ Ω2, z). Así, (P.4) se sigue direc-
tamente de la Definición 2.6.

Proposición 2.16 El grado cumple la propiedad (P.5), es decir, si h es una
homotopía admisible, entonces el grado deg(h(t, ·),Ω, z) es constante con respecto a
t ∈ [0, 1]. En particular, si f(x) = h(0, x) y g(x) = h(1, x) entonces deg(f,Ω, z) =
deg(g,Ω, z).

Demostración. Para t ∈ [0, 1], definimos

ht(x) := h(t, x) ∈ C
0(Ω,Rn),

por ser h una homotopía admisible, se tiene z /∈ ht(∂Ω) y entonces (ht,Ω, z)
es una terna admisible. Consecuentemente, el Corolario 2.12 implica que existe
εt > 0 tal que deg(·,Ω, z) esta definido y es constante en Uεt(ht). Ahora, como
h ∈ C

0([0, 1]× Ω,Rn) y [0, 1]× Ω es compacto, h es uniformemente continua allí,
esto quiere decir que para todo εt > 0 podemos encontrar δt > 0 tal que

�h(t1, x1)− h(t2, x2)� < εt si �(t1, x1)− (t2, x2)� < δt en [0, 1]× Ω.

Por tanto �ht1−ht2�∞ < εt, siempre que |t1 − t2| < δt. Podemos cubrir el intervalo
[0, 1] con la cubierta de bolas {Uδt(t) | t ∈ [0, 1]}, por compacidad existen {t1 <

t2 < ... < tk} = Y , tales que

[0, 1] ⊂
�

Y

Uδt(t). (2.21)
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Donde, por construcción y(t) = deg(ht,Ω, z) es constante en cada una de ellas.
Por (2.21) para toda i < k existe j con i < j ≤ k tal que Uδti

(ti) ∩ Uδtj
(tj) �= ∅,

de modo que y(tj) = y(t) = y(ti). Así, en número finito de pasos obtenemos
y(t1) = y(tj) = ... = y(tk), de nuevo por (2.21) se sigue que y(t) es constante en
[0, 1] . En particular,

deg(f,Ω, z) = deg(h0,Ω, z) = y(0) = y(1) = deg(h1,Ω, z) = deg(g,Ω, z).

Lo que prueba (P.5).

Proposición 2.17 El grado cumple la propiedad (P.6), es decir, si fk → f

uniformemente en Ω, entonces el grado deg(fk,Ω, z) → deg(f,Ω, z).

Demostración. Como ya hemos visto, para k � 1, deg(fk,Ω, z) está bien definido.
El resultado se sigue del Corolario 2.12.

Proposición 2.18 El grado cumple la propiedad (P.7), es decir, el grado deg(f,Ω, z)
es continuo con respecto a z.

Demostración. Sea (zk)∞k=1 una sucesión en Rn tal que zk → z cuando k → ∞.
Consideremos las funciones g = f − z y gk = f − zk. Por el corolario 2.12, existe
δ > 0 tal que deg(·,Ω, 0) es constante en Uδ(g), para k � 1 se tiene �gk − g�∞ =
�z − zk� < δ. Se sigue que

deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, 0) = ĺım
k→∞

deg(gk,Ω, 0) = ĺım
k→∞

deg(f,Ω, zk).

Esto prueba la continuidad de deg(f,Ω, ·).

Proposición 2.19 El grado cumple la propiedad (P.8), es decir, deg(f,Ω, z) =
deg(f,Ω0, z) para todo subconjunto abierto Ω0 de Ω tal que z /∈ f(Ω \ Ω0).

Demostración. Puesto que f(x) �= z para todo x ∈ (Ω\Ω0)∪∂Ω, entonces f(x) �= z

en el compacto Ω \ Ω0, y por lo tanto existe α > 0 tal que

α < dist(z, f(Ω \ Ω0)) ≤ dist(z, f(∂Ω ∪ ∂Ω0)) ≤ ρ,

lo anterior ya que al Ω0 ⊂ Ω, se tiene ∂Ω ⊆ ∂Ω ∪ ∂Ω0 ⊆ Ω \ Ω0. En la definición
del grado 2.6, permítanos escoger ϕ de tal manera que sop[ϕ ] ⊂ (0,α). Entonces
ϕ(|f(x)− z|) ≡ 0 en Ω \ Ω0 y esto implica

�

Ω
ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx =

�

Ω0

ϕ(|f(x)− z|)Jf (x) dx.

Por definición, la primera integral equivale a deg(f,Ω, z) mientras que la segunda
equivale a deg(f,Ω0, z), concluimos que deg(f,Ω, z) = deg(f,Ω0, z).

Adicionalmente probaremos que el grado cumple las siguientes propiedades.

(P.9) Si (f,Ω, z) es una terna admisible, entonces deg(·,Ω, z) es constante en Uρ(f).
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(P.10) Si (f,Ω, z) es una terna admisible, entonces deg(f,Ω, ·) es constante en Uρ(z).

Proposición 2.20 El grado cumple la propiedad (P.9), es decir, si (f,Ω, z) es
una terna admisible, entonces deg(·,Ω, z) es constante en Uρ(f).

Demostración. Sea g : Ω → Rn una función continua y tal que g ∈ Uρ(f), por
lo visto al principio de esta subsección deg(g,Ω, z) está definido. Consideremos la
homotopía h de f a g dada por

h(t, x) = (1− t)f(x) + tg(x).

Afirmamos que esta es una homotopía admisible, para todo x ∈ ∂Ω se tiene

�h(t, x)− z� = �(1− t)f(x) + tg(x)− z�
≥ �f(x)− z� − t�f(x)− g(x)�
> ρ− ρ = 0,

de donde se infiere que z /∈ h(t, ∂Ω) para toda t ∈ [0, 1]. De esta manera observamos
que h es una homotopía admisible, concluimos por la propiedad (P.5) que

deg(f,Ω, z) = deg(h(0, ·),Ω, z) = deg(h(1, ·),Ω, z) = deg(g,Ω, z).

Proposición 2.21 El grado cumple la propiedad (P.10), es decir, si (f,Ω, z) es
una terna admisible, entonces deg(f,Ω, ·) es constante en Uρ(z).

Demostración. Sea y ∈ Uρ(z), por lo visto al principio de esta subsección (f,Ω, y)
es una terna admisible. Ahora consideremos las funciones f1 = f − z y f2 = f − y,
la propiedad (P.3) nos dice que las ternas (f1,Ω, 0) y (f2,Ω, 0) son admisibles y
además �f1 − f2�∞ = �y− z� < ρ y por tanto f2 ∈ Uρ(f1). La propiedad anterior
nos dice que

deg(f,Ω, z) = deg(f1,Ω, 0) = deg(f2,Ω, 0) = deg(f,Ω, y).

De estas dos propiedades, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.22 Si g : Ω → Rn es una función continua, y se cumple que

�f − g�∞ ≤ ρ

3
, (2.22)

�z − y� ≤ ρ

3
. (2.23)

Entonces
deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, y).
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Demostración. Observemos que, para todo x ∈ ∂Ω se tiene

�g(x)− z� = �g(x)− f(x) + f(x)− z�
≥ �f(x)− z� − �f − g�∞

≥ ρ− ρ

3
=

2ρ

3
,

de donde 2ρ
3 ≤ dist(z, g(∂Ω)). Entonces, por la propiedad (P.10)

deg(g,Ω, z) = deg(g,Ω, y). (2.24)

Más aun, la propiedad (P.9), nos dice que

deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, z) (2.25)

Juntando(2.24) y (2.25),

deg(f,Ω, z) = deg(g,Ω, y).

A cerca de la invariancia homotópica, propiedad (P.5), el grado cumple aún un
poco más de acuerdo a la siguiente proposición.

Proposición 2.23 Si h ∈ C
0([0, 1] × Ω,Rn) y z ∈ C

0([0, 1],Rn) son tales que
z(t) ∈ Rn \ h(t, ∂Ω) para toda t ∈ [0, 1] entonces el grado deg(h(t, ·),Ω, z(t)) es
constante con respecto a t ∈ [0, 1].

Demostración. Notamos ht := h(t, ·), zt := z(t) y ρt := dist(zt, ht(∂Ω)), y defini-
mos

ρ
∗ := ı́nf

t∈[0,1]
ρt.

Afirmamos que ρ
∗
> 0. Supongamos por contradicción que ρ

∗ = 0, entonces existe
una sucesión (tk, xk) ∈ [0, 1]× ∂Ω tal que

dist(ztk , htk(xk)) → 0.

Ahora, utilizando que [0, 1]× ∂Ω es compacto, podemos suponer sin perder gene-
ralidad que tk → t0 ∈ [0, 1] y xk → x0 ∈ ∂Ω, lo que implica que

dist(zt0 , ht0(x0)) = ĺım
k→∞

dist(ztk , htk(xk)) = 0

lo cual es una contradicción al hecho de que ρt > 0 para toda t ∈ [0, 1]. Como h

es uniformemente continua en [0, 1] × Ω y z uniformemente continua en [0, 1] se
observa que existe δ > 0 tal que

�ht1 − ht2�∞ <
ρ
∗

3
y �zt1 − zt2� <

ρ
∗

3
si |t1 − t2| < δ en [0, 1].

Se sigue de la Proposición 2.22 que y(t) = deg(ht,Ω, zt) es constante en Uδ(t, [0, 1]),
procediendo igual que en la demostración de la Proposición 2.16 se concluye que
y(t) no depende de t, es decir

deg(h(t, ·),Ω, z(t)) es constante en [0, 1].
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2.2.4. El grado para los valores regulares de una función de
clase C1

Ahora, rescataremos la definición del grado para funciones de clase C1 y valores
regulares, dada en (2.1). Primero, demostraremos un lema que nos servirá como
una herramienta para lograr nuestro objetivo.

Lema 2.24 El grado está determinado por sus valores en ternas (L,U1(x), z),
donde L ∈ L(Rn

,Rn) es un isomorfismo, en particular para f ∈ C
1(Ω,Rn) y z un

valor regular de f se tiene

deg(f,Ω, z) =
�

x∈f−1(z)

deg(Df(x), U1, 0).

Demostración. Como ya hemos visto, podemos suponer f ∈ C
1(Ω,Rn) y z un valor

regular de f . Si f−1(z) = ∅, ya sabemos por la Propiedad (P.2) necesariamente
que deg(f,Ω, z) = 0. Si f−1(z) �= ∅, ya que Ω es acotado podemos suponer que
f
−1(z) = {x1, ..., xk} de modo que existe r > 0 tal que las bolas Br(xi) ⊂ Ω

cumplen que Br(xi)∩Br(xj) = ∅ si i �= j. Una aplicación de (P.8) y posteriormente
de (P.4) implica

deg(f,Ω, z) = deg(f,∪k
i=1Ur(xi), z)

=
k�

i=1

deg(f, Ur(xi), z).

Así, podemos suponer sin perder generalidad que Ω = Ur(x0) y f
−1(z) = {x0}.

De acuerdo, basta probar que

deg(f, Ur(x0), z) = deg(Df(x0), U1(0), 0).

Como z es un valor regular, entonces L := Df(x0) ∈ L(Rn
,Rn) es un isomorfismo

y en consecuencia para x ∈ Rn tenemos que

�Lx� ≥ �x�
�L−1� , donde �L−1� = �L−1�L(Rn,Rn). (2.26)

Por otro lado, f(x0) = z implica que

�f(x)− z − L[x− x0]�
�x− x0�

→ 0 cuando x → x0.

Supongamos r > 0 suficientemente pequeño de modo que

�f(x)− y − L[x− x0]� ≤ �x− x0�
2�L−1� para todo x ∈ Br(x0). (2.27)

Consideremos la homotopía

h = (1− t)f(x) + tL[x− x0]
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y la aplicación w ∈ C([0, T ],Rn) dada por w(t) = (1 − t)z. Utilizando (2.26) y
(2.27), calculamos para t ∈ [0, 1] y x ∈ Sr(x0)

�h(t, x)− w(t)� = �(1− t)f(x) + tL[x− x0]− (1− t)z�
≥ �L[x− x0]� − (1− t)�f(x)− z − L[x− x0]�

≥ �x− x0�
2�L−1� =

r

2�L−1� > 0,

de donde se concluye que w(t) /∈ h(t, ∂Ω) para toda t ∈ [0, 1]. Aplicando la Propo-
sición 2.23, obtenemos

deg(f, Ur(x0), z) = deg(L[·− x0], Ur(x0), 0), (2.28)

tomamos R > 0 suficientemente grande, de manera que Ur(x0) ⊂ UR(0). Como L

es un isomorfismo L[x − x0] = 0 si y sólo si x = x0, por lo que una aplicación de
la propiedad (P.8) implica

deg(L[·− x0], Ur(x0), 0) = deg(L[·− x0], UR(0), 0). (2.29)

La homotopía H = (1− t)L[x− x0] + tLx cumple para t ∈ [0, 1] y x ∈ SR(0) que

�h(t, x)� = �L[x−(1−t)x0]� ≥ �x− (1− t)x0�
�L−1� ≥ �x� − �x0�

�L−1� ≥ R− (R− r)

�L−1� > 0.

En consecuencia, (P.5) implica

deg(L[·− x0], UR(0), 0) = deg(L,UR(0), 0). (2.30)

Aplicando de nuevo (P.8),

deg(L,UR(0), 0) = deg(L,U1(0), 0). (2.31)

Juntando (2.28)-(2.31) se concluye

deg(f, Ur(x0), z) = deg(Df(x0), U1(0), 0).

Como acordamos, esto demuestra el lema.

Teorema 2.25 Si z es un valor regular de f ∈ C
1(Ω,Rn) ∩ C

0(Ω,Rn), entonces

deg(f,Ω, z) =
�

x∈f−1(z)

sgn[Jf (x)].

Demostración. Por el lema anterior, se tiene que

deg(f,Ω, z) =
�

x∈f−1(z)

deg(Df(x), U1, 0).

Es claro que Df(x) ∈ C
∞(U1(x),Rn) y que su derivada es ella misma para toda

x ∈ f
−1(z), pues es un isomorfismo lineal, de este modo la Proposición 2.9 y el

hecho de que 0 ∈ Df(x)(U1) para toda x ∈ f
−1(z) implican que

deg(f,Ω, z) =
�

x∈f−1(z)

sgn[Jf (x)].
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Ejemplo 2.26 Sea f ∈ C
1(R2

,R2) dada por

f(x, y) =

�
x
2 − y

2

2xy

�
.

Observando que f puede ser considerada como f : C → C tal que z �→ z
2, el valor

complejo que le corresponde a (0, 1)T es i de quien sabemos sus raíces son

1√
2
(1 + i) y − 1√

2
(1 + i)

por lo que

f
−1((0, 1)T ) =

�
1√
2
(1, 1),− 1√

2
(1, 1)

�
⊂ U2,

de donde se sigue que (f, U2, (0, 1)T ) ∈ A2 y por lo tanto tiene sentido calcular su
grado. Caclulando el Jacobiano de f obtenemos

Jf ((x, y)) = 4x2 + 4y2,

el cual es mayor a 0 para todo (x, y) �= (0, 0), esto nos dice que (0, 1)T es un valor
regular y por el Teorema 2.25 se tiene

deg(f, U2, (0, 1)
T ) = 2.

Notemos que en este ejemplo la cardinalidad de la imagen inversa coincide con el
el valor absoluto del grado, esto es porque el signo del Jacobiano tiene el mismo
signo para cada preimagen. Es claro, que siempre que se tenga esta propiedad se
podrá verificar que

|deg(f,Ω, z)| = #(f−1(z)).

Terminamos esta sección, mostrando que el grado (f,Ω, z) de la Definición 2.13
es siempre un entero. Como siempre, es suficiente ahora considerar la funciones
de clase C

1. Si z es un valor regular se sigue del teorema anterior que deg(f,Ω, z)
es un entero. Si z no es un valor regular, la densidad de los valores regulares
nos garantiza que existe una sucesión de valores regulares zk tales que zk → z.
Como deg(f,Ω, zk) es un entero entonces, por la continuidad puntual del grado
establecida en la propiedad (P.7), se infiere que deg(f,Ω, z) también es un entero.
Esto no dice mas que, el grado está determinado por sus valores en funciones de
clase C

1 y valores regulares por la identidad antes presentada.

2.3. Variando el espacio

Ya hemos definido el grado en Rn, quisiéramos poder extenderlo a espacios de
Banach, primeramente lo haremos para los de dimensión finita y posteriormente
infinita, con el grado de Leray-Schauder en el siguiente capítulo. El siguiente paso,
es dar una definición que extienda la definición ya conocida para las ternas admisi-
bles, ahora en espacios de Banach de dimensión finita. En esta sección denotaremos
por E a un espacio de Banach de dimensión finita n.
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Para E, consideramos el conjunto de ternas admisibles

AE = {(f,Ω, z) | Ω ⊂ E abierto y acotado, f ∈ C
0(Ω, E) y z /∈ f(∂Ω)}.

Como habrá notado el lector, simplemente hemos extendido las propiedades
(H.1)-(H.3), de modo que ahora Ω es un subconjunto abierto y acotado de E.
Queda entendido que (f,Ω, z) denotará a una terna admisible, comprendiendo
ahora de este manera las propiedades (H.1)-(H.3) o la noción de ternas admisibles.

Observación 2.27 Esta definición extiende a la ya conocida para An. ✸

Sin embargo, hemos utilizado muchas propiedades de los espacios Rn, tales
como la densidad de funciones de clase C

∞ en compactos, herramienta no restrin-
gida a Rn por el teorema de aproximación de Weierstrass, pero hemos utilizado
más, convergencia en las derivadas, propiedad que hemos tomado del capítulo Re-
gularización del Apéndice el cual fué desarrollado sólo para Rn. Esto, aunado a la
definición de valor regular, que es cierto, podríamos definir en torno a la derivada
de Frechet en espacios de Banach. Más no es necesario, pues lo que haremos es
continuar trabajando en Rn de cierto modo:

Proposición 2.28 Sea ϕ : E → Rn el isomorfismo canónico entre E y Rn respecto
a alguna base de E, entonces

(ϕ ◦ f ◦ ϕ−1
,ϕ(Ω),ϕ(z)) ∈ An.

Demostración. Recordando las propiedades topológicas de los homeomorfismos,
sabemos que ϕ es una función abierta (cerrada), con lo que queda claro que ϕ(Ω)
es abierto, por otro lado un isomorfismo canónico es claramente lineal, por lo que
además es Lipschitz continuo, esto garantiza que ϕ(Ω) es acotado. Esto demuestra
que ϕ(Ω) satisface (H.1).

Denotamos h = ϕ ◦ f ◦ ϕ
−1, de nuevo utilizando que ϕ es un homeomorfismo

sabemos que h ∈ C
0(ϕ(Ω),Rn) y

ϕ(Ω) = ϕ(∂Ω ∪ Ω) = ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(Ω) = ∂ϕ(Ω) ∪ ϕ(Ω) = ϕ(Ω)

por lo que h ∈ C
0(ϕ(Ω),Rn). Esto prueba que ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 satisface la propiedad

(H.2).

Para verificar (H.3), queremos ver que

ϕ(z) /∈ h(∂ϕ(Ω)).

Utilizando la propiedad uno a uno de ϕ, z ∈ f(∂Ω) si y sólo si ϕ(z) ∈ (ϕ ◦ f)(∂Ω),
pero ∂Ω = ϕ

−1(∂ϕ(Ω)). Esto implica, z /∈ f(∂Ω) si y sólo si ϕ(z) /∈ h(∂ϕ(Ω)),
verificando que ϕ(z) cumple (H.3).

Ahora es claro, que a (f,Ω, z) podemos asociarle una terna en An y por lo tanto
aplicar todas las propiedades antes mencionadas. Con esto en mente, enunciamos
la siguiente definición.
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Definición 2.29 Si ϕ : E → Rn es un isomorfismo canónico entre E y Rn

respecto a alguna base de E, definimos el grado en E, como

degE(f,Ω, z) = deg(ϕ ◦ f ◦ ϕ−1
,ϕ(Ω),ϕ(z)).

La Proposición 2.28 le da sentido a la definición anterior. Sin embargo, queda
ver que degE está bien definido, es necesario que la definición no dependa de la base
elegida. Para esto tomemos Λ := {x1, ..., xn} y Γ := {y1, ..., yn} dos bases de E y
ϕ1,ϕ2 los isomorfismos canónicos de E a Rn de las bases Λ y Γ respectivamente.
Definimos,

A = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 ∈ L(Rn)

Ω1 = ϕ1(Ω)

Ω2 = ϕ2(Ω) = A(Ω1)

Por la densidad de C
∞(Ω1,Rn) ∩ C

0(Ω1,Rn) en C
0(Ω1,Rn) podemos encontrar

g1 ∈ C
1(Ω1,Rn)∩C0(Ω1,Rn) y un valor regular z1 de g1 tal que si g2 := A◦g1◦A−1

y z2 = Az1 = ϕ2(z), entonces

�ϕi ◦ f ◦ ϕi − gi�∞ ≤ dist(ϕi(z),Ωi)

3
(2.32)

�ϕi(z)− zi� ≤ dist(ϕi(z),Ωi)

3
(2.33)

para i = 1, 2. Veamos porque podemos hacerlo:

�ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
2 − g2� = �A(ϕ1 ◦ f ◦ ϕ−1

1 − g1)A
−1�

≤ �A� · �ϕ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 − g1� · �A−1�

= �ϕ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 − g1� · �A� · �A−1�

(2.34)

Además,

�ϕ2(z)− z2� = �Aϕ1(z)−Az1�
≤ �A� · �ϕ1(z)− z1�. (2.35)

Así, basta encontrar g1 tal que

�ϕ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 − g1�∞ ≤ mı́n

�
dist(ϕ1(z),Ωi)

3
,
dist(ϕ2(z),Ωi)

3�A� · �A−1�

�

y posteriormente por el Lema de Sard, tomar z1 valor regular de g1 de forma que

�ϕ1(z)− z1� ≤ mı́n

�
dist(ϕ1(z),Ω1)

3
,
dist(ϕ2(z),Ω2)

3�A�

�
.

Entonces (2.34) y (2.35) implican (2.32) y (2.33).
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El Corolario 2.22, (2.32) y (2.33) implican, para i = 1, 2, que

deg(ϕi ◦ f ◦ ϕ−1
i ,ϕi(Ω),ϕi(z)) = deg(gi,Ωi, zi). (2.36)

Por otro lado como A es un homeomorfismo lineal,

g
−1
2 (z2) = {x ∈ Rn | g2(x) = z2}

= {x ∈ Rn | (A ◦ g1 ◦A−1)(x) = Az1}
= {x ∈ Rn | (g1 ◦A−1)(x) = z1}
= {x ∈ Rn |A−1(x) ∈ g

−1
1 (z1)}

= {x ∈ Rn |x ∈ A(g−1
1 (z1))} = A(g−1

1 (z1)). (2.37)

Se concluye, que para todo x ∈ A(g−1
1 (z1)),

sgn[Jg2(Ax)] = sgn[det(Dg2(Ax))] = sgn[det(ADg1(A
−1(Ax))A−1)] = sgn[Jg1(x)],

por lo que (2.37) nos dice que sgn[Jg2(y)] = sgn[Jg1(x)] �= 0 para toda y ∈ g
−1
2 (z2).

Así, z2 es valor regular de g2. Con esto en mente, calculamos

deg(g2,Ω2, z2) =
�

x∈g−1
2 (z2)

sgn[Jg2(x)]

=
�

x∈A(g−1
1 (z1))

sgn[Jg2(x)]

=
�

y∈g−1
1 (z1)

sgn[Jg2(Ay)]

=
�

y∈g−1
1 (z1)

sgn[Jg1(y)]

= deg(g1,Ω1, z1). (2.38)

Juntando las ecuaciones (2.36) y (2.38) obtenemos que

deg(ϕ1 ◦ f ◦ ϕ−1
1 ,ϕ1(Ω),ϕ1(z)) = deg(ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

2 ,ϕ2(Ω),ϕ2(z)).

Esto dice, que en efecto degE está bien definido. Como ya hemos visto, degE ex-
tiende al grado usual en Rn, por lo que denotaremos degE = deg.

Nota 2.30 Por construcción, degE cumple las propiedades (P.1)-(P.10), con sus
respectivas modificaciones, E = Rn. ✸

2.4. El Grado de Leray-Schauder

En esta sección vamos a definir el grado de Leray-Schauder, a saber el grado
para mapeos f ∈ C

0(X,X), donde X es una espacio de Banach y f es una per-
turbación compacta de la identidad, concepto que definiremos mas adelante. Esta
extensión del grado es particularmente importante en la teoría de las ecuaciones
diferenciales.
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2.4.1. Motivación
Es cierto que ya hemos definido un grado topológico para espacios de Banach

de dimensión finita. La pregunta es ¿porque razón estamos motivados a definir un
grado en dimensión infinita? Bueno, consideremos el siguiente problema:

Sabemos que la ecuación diferencial ordinaria dada por

u̇(t) = f(u(t)), u(0) = u0 (2.39)

si f ∈ C
0(R) es acotada y f es Lipschitz continua, entonces el teorema de exis-

tencia y unicidad de Picard-Lindelöf 4 nos dice que localmente existe una única
solución a la ecuación.

Pero podemos debilitar las hipótesis de existencia un poco mas, pidamos so-
lamente f ∈ C

0(R) acotada. Sin suponer continuidad de Lipschitz de f , todavía
se cumple para u ∈ X = C

0([0, a],R) que u es solución de (2.39) si y sólo si u es
solución de

u(t) = u0 +

� t

0
f(u(s)) ds. (2.40)

Ahora consideremos el operador P : X → X dado por

P (u)(t) = u0 +

� t

0
f(u(s)) ds. (2.41)

El lector debe ya haber asociado (2.40) a (2.41), descubriendo que u es solución
de (2.39) si y sólo si u es un punto de fijo del operador P . Aquí es donde entra la
teoría del grado, pero ¿porqué no podemos utilizar el grado que ya hemos cons-
truido? Desafortunadamente X, aunque claramente es un espacio de Banach no
tiene dimensión finita. Suponiendo que tenemos un cierto grado de dimensión infi-
nita para espacios de Banach, veamos como pudiera esto dar una solución a (2.39).

Es claro que, u es punto fijo de P si y sólo si u es un cero de IX−P . Puesto que
f es acotada consideremos M = �f�X . Si suponemos P (u) = u a priori, entonces
necesariamente para toda t ∈ [0, a] se tiene que

|u(t)| ≤ |u0|+Ma. (2.42)

Esto nos dice que de existir la solución de (2.39) en [0, a], entonces �u�X ≤
r = |u0| + Ma, por tanto todos los puntos fijos de u están en Br(0, X). Por las
propiedades ya conocidas del grado, quisieramos un grado en dimensión infinita
con las mismas propiedades. Pues veamos que es equivalente que u sea solución de
(2.39) en X a pedir que para alguna h > 0 se cumpla

deg(I − P,Ur+h(0, X), 0) �= 0,

pues esto aseguraría que P tiene puntos fijos. Esto, por lo tanto nos lleva a querer
definir un grado en dimensión infinita para espacios de Banach, al menos para

4Para una demostración, puede consultar [4] p. 105
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operadores de la forma IX − P , donde veremos P cumple con tener una imagen
"delgada" para entonces aplicar la idea que veremos en la Proposición 2.31.

Cabe mencionar que como normalmente ocurre, el debilitar las hipótesis tam-
bién deblita el teorema. Dejamos al lector reflexionar sobre la unicidad de la solu-
ción.

2.4.2. El grado de perturbaciones finito-dimensionales de la
identidad

Sean X un espacio de Banach y D un subconjunto abierto y acotado de X.
Sea g : D → X una función de la forma

g(x) = x− φ(x)

donde φ ∈ C
0(D,F ) y F es un subespacio de dimensión finita de X, a estas

funciones IX − φ las llamaremos perturbaciones finito-dimensionales de la
identidad.

Si E es un subespacio de X que contiene a F denotaremos por gF a la función

gF : Ω ∩ F → F, gF (x) := g(x).

Proposición 2.31 Si z ∈ F \ g(∂D) entonces para cualquier subespacio E de
dimensión finita de X que contiene a F se cumple que

deg(gE , D ∩ E, z) = deg(gF , D ∩ F, z).

Demostración. Denotaremos Ω = D∩E y ∂F , ∂E la frontera respecto a los espacios
F,E respectivamente. Utilizando que

∂F (Ω ∩ F ) ⊆ ∂EΩ ∩ F ⊂ ∂D ∩ F, (2.43)

se tiene que z /∈ gF (∂F (Ω ∩ F )) de donde se sigue que (gF ,Ω ∩ F, z) ∈ AF ,
análogamente para E. Por lo visto en la Proposición 2.28, podemos suponer
E = Rn

, F = Rm × {0}m−n, m ≤ n; seguiremos notando gE y gF a las res-
pectivas restricciones de g.

Sea x ∈ Ω tal que gE(x) = z. Esto quiere decir que x = φ(x) + z, por lo tanto
x ∈ Ω ∩ Rm y en consecuencia gE(x) = gF (x). Esto muestra que g

−1
E (z) ⊆ g

−1
F (z)

y como la otra contención es trivial, se tiene

g
−1
E (z) = g

−1
F (z). (2.44)

Podemos suponer Ω∩Rm �= ∅, de otro modo, g−1
F (z) = ∅ y por (2.44), g−1

E (z) = ∅.
Como siempre, podemos suponer φ de clase C

1 y supongamos adicionalmente que
z es un valor regular de gF . Para x ∈ g

−1
E (z), la representación matricial de DgE(x)

es de la forma:
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g
�
F (x) C

0 IRn−m





donde,

g
�
F = (∂jg

i
E)i,j∈{1,...,m} ∈ Rm × Rm

,

C = (∂jg
i
E)j∈{M+1,...,n},i∈{1,...,m} ∈ Rm × Rn−m

.

Así,

JgE (x) = det(DgF (x) · IRn−m) = JgF (x), (2.45)
lo que nos dice que x es también un valor regular de gE . Utilizando la definición del
grado para valores regulares y funciones de clase C

1, la propiedad (2.44) implica

deg(gE ,Ω, z) =
�

x∈g−1
E (z)

sgn[JgE (x)] =
�

x∈g−1
F (z)

sgn[JgF (x)] = deg(gF ,Ω ∩ Rm
, z),

que prueba el resultado cuando z es valor regular de gF . En el caso en que z

no es un valor regular de gF , podemos usar el lema de Sard para construir una
sucesión (zk)∞k=1 de valores regulares de gF , y por (2.45) también de gE , y utilizar
la propiedad de continuidad puntual del grado de modo que

deg(gE ,Ω, z) = ĺım
k→∞

deg(gE ,Ω, zk)

= ĺım
k→∞

deg(gF ,Ω ∩ Rm
, zk)

= deg(gF ,Ω ∩ Rm
, z).

Esto prueba que

deg(gE , D ∩ Rn
, z) = deg(gF , D ∩ Rm

, z).

Corolario 2.32 Si z ∈ F \ g(∂D) y E1, E2 subespacios de Banach de dimensión
finita de X que contienen a F y z, se tiene

deg(gE1 , D ∩ E1, z) = deg(gE2 , D ∩ E2, z). (2.46)

Demostración. Se tiene F ⊂ E1∩E2 y z ∈ E1∩E2. Aplicando la Proposición 2.31,

deg(gEi , D ∩ E1, z) = deg(gE1∩E2 , D ∩ E1 ∩ E2, z) i = 1, 2.

Se concluye que,

deg(gE1 , D ∩ E1, z) = deg(gE2 , D ∩ E2, z).

El corolario anterior nos garantiza que la siguiente es una buena definición del
grado para una perturbación finito-dimensional de la identidad en un espacio de
Banach X.



2.4. El Grado de Leray-Schauder 33

Definición 2.33 (Perturbaciones finito-dimensionales) Si z ∈ X \ g(∂D)
definimos el grado de g como

deg(g,D, z) = deg(gE , D ∩ E, z),

donde E es cualquier subespacio de dimensión finita de X que contiene a F y a z.

Observación 2.34 Esta definición extiende a la ya conocida para espacios de
Banach, pues f − IX es una función con imagen de dimensión finita en un espacio
X de Banach de dimensión finita. ✸

2.4.3. Definiendo el grado de Leray-Schauder
Sean D un subespacio abierto y acotado de una espacio de Banach X, no es

necesariamente de dimensión finita y S : D → X un operador de la forma

S = I − T

donde I := IX es la identidad en X y T es un operador compacto, a estos operado-
res los llamaremos perturbaciones compactas de la identidad y denotaremos
por PK(D,X) al conjunto de perturbaciones compactas de la unidad que van de
D a X. En esta subsección se utilizan definiciones y resultados demostrados en el
Apéndice D.3, por lo que se recomienda una lectura previa de éste si no se está
familiarizado con la teoría de operadores compactos.

Sea z /∈ S(∂D). Un operador continuo de la forma S = I − T con dominio
cerrado y acotado es una aplicación cerrada, cuando T es un operador compacto.
De este modo, es fácil ver que S(∂D) es cerrado y por lo tanto

r = dist(z, S(∂D)) > 0.

Por otro lado, es sabido que existe una sucesión (Tk)∞k=1 ∈ C
0
B(D,X), tal que

Tk → T uniformemente en D y

Tk(D) ⊂ Ek ⊂ X, donde dim(Ek) < ∞, (2.47)

(ver Lema D.11). Vamos a definir el grado de I − T como el límite de los grados
I − Tk que ya hemos definido en la sección anterior.

Sea Tk → T cumpliendo (2.47) y sea Sk = I − Tk. Si tomamos k tal que

sup
x∈D

�T (x)− Tk(x)� < r, (2.48)

se infiere que z /∈ Sk(∂D) y por lo tanto tiene sentido considerar deg(I − Tk, D, z)
con la definición anterior. Observando que para un espacio de dimensión finita E,
el generado como espacio de Banach de E y {z}, < E, z >, sigue siendo de dimen-
sión finita, motivamos la definición de Leray-Schauder. Pero primero, como ya es
costumbre, extendemos de manera definitiva la definición de las ternas admisibles
para espacios de Banach en general.
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Definición 2.35 Sea X un espacio de Banach. Denotamos,

AX := {(S,D, z) |D ⊂ X abierto y acotado, S ∈ PK(D,E) y z /∈ S(∂D)},

el conjunto de ternas admisibles en X.

Observación 2.36 Esta definición extiende a la ya conocida para espacios de
Banach X de dimensión finita, ya que, IX − f es un operador compacto. ✸

Definición 2.37 (Grado de Leray-Schauder) Si z /∈ S(∂D) definimos el grado
de Leray-Schauder de S como

deg(S,D, z) = deg(I − Tk, D, z),

para cualquier Tk que satsiface (2.47) y (2.48).

Observación 2.38 El grado de Leray-Schauder extiende al grado para espacios
de Banach de dimensión finita. Además cumple (P.1)-(P.10) con sus respectivas
modificaciones, para (P.5) con homotopías h ∈ PK(D,X), es decir perturbaciones
compactas de la identidad. ✸

Sólo queda checar que esta definición no depende de la aproximación de Tk.
Sean Ti tales que cumplen (2.47) y (2.48) y sean Ei subespacios de dimension
finita de X que contenien a z tales que Ti(D) ⊆ Ei, i = 1, 2. Sea E = E1 + E2,
usamos la Definición 2.33 para obtener

deg(Si, D, z) = deg((Si)E , D ∩ E, z) (2.49)

para i = 1, 2. Como ∂(D ∩ E) ⊂ ∂D ∩ E, se tiene que dist(z, S(∂(D ∩ E))) ≥ r.
Consideremos la homotopía

h(t, x) = (1− t)S1(x) + tS2(x),

entonces para x ∈ ∂(D ∩ E), se tiene

�h(t, x)− z� = �(1− t)S1(x) + tS2(x)− z�
= �(1− t)(S1(x)− S(x)) + t(S2(x)− S(x)) + S(x)− z�
≥ �S(x)− z� − ((1− t)�(S1(x)− S(x))�+ t�(S2(x)− S(x))�)
= �S(x)− z� − ((1− t)�(T1(x)− T (x))�+ t�(T2(x)− T (x))�)
> r − r = 0.

De donde se sigue que z /∈ h(t, ∂(D ∩E)) para toda t ∈ [0, 1], por lo que h es una
homotopía admisible y por (P.5) tenemos

deg((S1)E , D ∩ E, z) = deg((S2)E,D ∩ E, z), (2.50)

por (2.49) esto prueba que
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deg(I − T1, D, z) = deg(I − T2, D, z), (2.51)

y por lo tanto deg(S,D, z) no depende de Tk ni de Ek, es decir no depende de las
aproximaciones ni de los subespacios de dimensión finita que contengan la imágen
de las mismas.

Lo anterior, aunado a la definición del grado de Leray-Schauder y la Nota 2.3
nos permite definir el grado en un espacio de Banach X como la única aplicación
continua G : AX → Z, que cumple las propiedades (P.1), (P.4) y (P.5).

2.4.4. El teorema del punto fijo de Schauder
Lema 2.39 Si X es un espacio de Banach y A ⊂ X es relativamente compacto
entonces conv(A) es relativamente compacto.

Demostración. Sea (zi) una sucesión en conv(A), es decir de la forma

zn = (1− ti)ai + tbi

donde an, bn ∈ A y tn ∈ [0, 1]. Por ser A relativamente compacto y [0, 1] un
compacto existen subsucesiones (aik) de (ai), (bik) de (bi) y (tik) de (ti) y puntos
x, y ∈ X, t ∈ [0, 1] tales que aik → x, bik → y en X y tik → t en [0, 1]. Por tanto,

zik → (1− t)x+ ty en X.

Esto prueba que conv(A) es relativamente compacto.

2.40 Teorema del Punto Fijo de Schauder. Sea X un espacio de Banach,
K ⊆ X no vacío, cerrado, acotado y convexo u homeomorfo a un conjunto con
estas propiedades. Si T : K → K es un operador compacto, entonces T tiene
puntos fijos.

Demostración. Por el teorema de Tietze-Dugundji, existe una extensión continua
G : X → X de T tal que

G(X) ⊆ conv(T (K)) ⊆ K,

ya que conv(T (K)) ⊆ conv(K) = K.

Como K es acotado, existe r ∈ N tal que K ⊂ Ur y por lo tanto G(x) /∈ Sr

para todo x ∈ X. De lo anterior, deducimos que G(x) �= x para todo x ∈ Sr y de
esto, que 0 /∈ (I −G)(∂Ur).

Veamos que la restricción de G a Br es un operador compacto. Sabemos que
T (K) es relativamente compacto y por el lema anterior conv(A) es relativamente
compacto. Como

G(Br) ⊆ G(X) ⊆ conv(T (K)),

se sigue que G(Br) es relativamente compacto, ya que, la propiedad de ser rela-
tivamente compacto se hereda a subconjuntos. Así, la restricción de G a Br es
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un operador compacto. Por la Definición del grado de Leray-Schauder, podemos
considerar deg(I −G,Ur, 0).

Escribimos G = G|Br y definimos la homotopía h ∈ PK([0, 1]×Br, X) dada por:

h(t, x) := (I −G)(x) + tG(x),

Observemos que para toda x ∈ Sr, t ∈ [0, 1] se tiene

�h(t, x)� = �(I −G)(x) + tG(x)�
≥ �I(x)� − (1− t)�G(x)�
> r − r = 0,

pues G(Br) ⊆ K ⊂ Ur. Es claro entonces que 0 /∈ h(t, Sr) para toda t ∈ [0, 1].
Esto implica que h es admisible y por (P.5) se tiene que

deg(I −G,Ur, 0) = deg(I, Ur, 0) = 1.

Concluimos la prueba observando que (P.2) nos dice que I −G tiene puntos fijos
en Ur, pero cualquier punto fijo x ∈ Ur de I − G cumple x = G(x) ∈ K y por lo
tanto x = T (x), es decir T tiene puntos fijos.

Usando que los homemorfismos son operadores compactos y composición de
operadores compactos es compacto, al igual que en el teorema del punto fijo de
Brouwer se demuestra para conjuntos homeomorfos a conjuntos no vacíos, cerrados,
acotados y convexos.



CAPÍTULO 3

Oscilaciones forzadas de segundo orden

3.1. Introducción y enunciado del teorema

El resultado principal del artículo On Schauder’s Fixed Point Theorem and
Forced Second-Order Nonlinear Oscillations publicado por A. C. Lazer en el año
de 1968, significó un nuevo método para establecer la existencia de soluciones pe-
riódicas de ecuaciones diferenciales no lineales aplicando el teorema del punto fijo
de Schauder. Comenzaremos dando algunas definiciones necesarias para enunciar
el resultado principal.

Sea T > 0.

Definición 3.1 Una función k : R → R se llama T -periódica si k(T + t) = k(t)
para toda t ∈ R. Denotaremos por

PT = {f ∈ C
0(R) | f(t+ T ) = f(t) para toda t ∈ R}

al espacio de las funciones continuas y T -periódicas.

Proposición 3.2 PT con la norma

�f�PT := máx
t∈[0,1]

|f(t)| = sup
R

|f(t)| = �f�∞

es un espacio de Banach.

Demostración. Primero veamos que con esta norma podemos identificar PT con el
subespacio H de C

0([0, T ]), donde:

H = {f ∈ C
0([0, T ]) | f(0) = f(T )},

37
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el cual es cerrado en C
0([0, T ]), esto es claro pues para toda sucesión convergente

(fk) ⊂ H, se tiene
ĺım
k→∞

fk(0) = ĺım
k→∞

fk(T )

y por lo tanto es un espacio de Banach. Claramente, i : PT → H dada por

i(f) = f |[0,T ]

es una función inyectiva tal que �i(f)�∞ = �f�∞. Veamos que la imágen de i es
todo H. Sea w ∈ H. Definimos,

W (t) = w(t− �t/T �T ) t ∈ R.

Puesto que w es continua en [0, T ] y W (0) = W (nT ) para toda n ∈ Z, entonces
W ∈ C(R) y por construcción W ∈ PT , además es claro que w = i(W ). Esto
prueba que i es una isometría de espacios de Banach entre PT y H.

Recordemos que el teorema de Arzelá-Ascoli, se limita a familias de funciones
sobre espacios compactos por lo que no es posible aplicarlo a PT , sin embargo el
resultado anterior nos permitirá dar una versión del teorema para PT .

Lema 3.3 Si X ⊂ PT es equicontinuo y uniformemente acotado, entonces X es
relativamente compacto.

Demostración. Recordemos de la proposición anterior que

PT

i∼= H.

Sea X ⊆ PT , consideremos:

X
i−→ i(X) �→ H �→ C

0([0, T ])

y supongamos que X es una familia equicontinua y uniformemente acotada.

Existe M ∈ R+ tal que para toda f ∈ X se tiene que

�i(f)�∞ = �f�∞ ≤ M,

por tanto i(X) es uniformemente acotado. Sea z0 ∈ [0, T ] y ε > 0. Entonces, por
equicontinuidad de X, existe δ tal que para toda f ∈ X

|f(z0)− f(z)| < ε si |z0 − z| < δ.

En particular,

|i(f)(z0)− i(f)(z)| = |f(z0)− f(z)| < ε si |z0 − z| < δ y z ∈ [0, T ],

como z0 ∈ [0, T ] arbitrario, esto implica que i(X) es una familia equicontinua de H.

Puesto que [0, T ] es compacto e i(X) ⊆ C
0([0, T ]), podemos aplicar el teorema

de Arzelá-Ascoli a i(X). Concluimos que i(X) es relativamente compacto y, por
la Nota 1.2 (b), se cumple que X = i

−1(i(X)) es relativamente compacto.
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Notación 3.4 Durante este capítulo escribiremos

� · � = � · �∞.

Definición 3.5 El promedio de una función continua y T -periódica f : R → R
se define como

f = (1/T )

� T

0
f(s) ds ∈ R,

denotaremos por
QT = {f ∈ PT | f = 0}

al conjunto de las funciones continuas y T -periódicas con promedio cero.

Figura 3.1: Ejemplos de funciones en PT y QT .

El objetivo de este trabajo es investigar la existencia de soluciones T -periódicas
de la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t) (3.1)

donde,

(a) c ∈ R,

(b) k ∈ QT ,

(c) g : R → R es una función continua tal que xg(x) ≥ 0 para |x| suficientemente
grande,

(d) g(x)/x → 0 cuando |x| → ∞.
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Figura 3.2: Una función racional que cumple (c) y (d).

Note que otra manera de caracterizar la propiedad (c) cuando la desigualdad es
estricta es pedir que exista R ∈ R+ tal que

deg(g,Br(0), 0) = 1,

para toda r > R, lo que nos dice que la función g puede hacer prácticamente lo que
sea en un cierto rango acotado pero debe tener signos distintos fuera del mismo,
como observamos en la Fig. 3.1.

Veamos pues, un ejemplo del tipo de funciones g y k en la ecuación (3.1), de
la cual, este trabajo garantiza la existencia de una solución T -periódica.

-2.5 0 2.5

-2.5

2.5

Figura 3.3: gα(x)

0 2.5 5 7.5

-2.5

2.5

Figura 3.4: k(t)

Ejemplo 3.6 Consideremos las funciones k, gα dadas por

k(t) = sen(t),
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gα(x) = sgn(x) |x|α α ∈ (0, 1).

Para cada α, estas funciones satisfacen las condiciones (b)-(d) con T = 2π.

3.2. Enunciado y demostración del teorema

Demostraremos el siguiente resultado debido a A. C. Lazer [13].

Teorema 3.7 (A.C. Lazer) Sea k ∈ QT . Si g es continua, y

g(x)/x → 0 cuando |x| → ∞, (3.2)

y además existe un número b tal que

xg(x) ≥ 0 para |x| ≥ b, (3.3)

entonces para todo número c la ecuación diferencial

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t)

tiene al menos una solución T -periódica.

Primero vamos a reducir la ecuación (3.1) a dos casos esenciales, cuando c = 0
ó c = 1. A partir de esto, buscaremos expresar la solución de la ecuación como un
problema de punto fijo, según el caso, para lo cual vamos a construir un subcon-
junto convexo de un espacio Banach apropiado y un operador compacto, esto nos
permitirá utilizar el teorema de punto fijo de Schauder y así garantizar la existen-
cia de soluciones T -periódicas y de promedio cero de la ecuación (3.1).

Sean k ∈ QT y g ∈ C
0(R) funciones que satisfacen las hipótesis del teorema y

b como en (3.3).

3.2.1. Versión funcional del problema para c = 0 y c = 1

Demostraremos algunos lemas técnicos que facilitarán la construcción de la
versión funcional de nuestro problema para los casos antes mencionados.

Lema 3.8 Si x ∈ C
1(R) ∩ PT satisface

ẋ+ cx =

� t

0
f

para f ∈ C
0(R), entonces x ∈ C

2(R) ∩ PT y satisface

ẍ+ cẋ = f(t).

Demostración. Si x ∈ C
1(R) y

ẋ(t) =

� t

0
f ds− cx(t),
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entonces ẋ es derivable en todo punto. Derivando, obtenemos

ẍ(t) = f(t)− cẋ(t).

De manera que x ∈ C
1(R) y f ∈ C

0(R) implican que x ∈ C
2(R) y cumple:

ẍ+ cẋ = f(t).

Lema 3.9 Si f ∈ QT y

I(f)(t) :=

� t

0
f(s) ds,

entonces I(f) ∈ PT y �I(f)� ≤ (T/2) �f� .

Demostración. Observemos que, con el cambio de variable u = s− T ,
� t+T

T
f(s) ds =

� t+T

T
f(s− T ) ds =

� t

0
f(u) du.

Como f ∈ QT , se tiene

I(f)(T + t) =

� t+T

0
f(s) ds =

� T

0
f(s) ds+

� t+T

T
f(s) ds =

� t

0
f(s) ds = I(f)(t),

esto prueba que I(f) ∈ PT .

Se tiene que

|I(f)(t)| ≤
� t

0
|f(s)| ds ≤ t�f� ≤ T

2
�f� ∀t ∈ [0, T/2].

Por otra parte, como f ∈ QT ,

I(f)(t) +

� T

t
f = 0 ∀t ∈ [0, T ]

y, en consecuencia,

|I(f)(t)| =
�����

� T

t
f

����� ≤ (T − t)�f� ≤ T

2
�f� ∀t ∈ [T/2, T ].

Concluimos que

�I(f)� = máx
t∈[0,T ]

|I(f)(t)| ≤ T

2
�f�.

El Lema anterior asegura que el operador lineal I : QT → PT está bien definido.
Claramente, la desigualdad anterior muestra que I es continuo.
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Lema 3.10 Si F ∈ PT y

G(F )(t) := [eT − 1]
−1

� T+t

t
e
s−t

F (s) ds,

entonces G(F ) ∈ PT , �G(F )� ≤ �F� y G(F ) es solución de la ecuación diferencial

ẋ+ x = F (t).

Demostración. Usando que F (s) = F (s − T ) y el cambio de variable u = s − T ,
tenemos

G(F )(t+ T ) = [eT − 1]
−1

� 2T+t

T+t
e
s−t−T

F (s− T ) ds

= [eT − 1]
−1

� T+t

t
e
u−t

F (u) du = G(F )(t),

y por lo tanto G(F ) ∈ PT .

Para ver que �G(F )� ≤ �F�, observemos que para toda t ∈ R tenemos
�����[e

T − 1]
−1

� T+t

t
e
s−t

F (s) ds

����� ≤ [eT − 1]
−1

� T+t

t
e
s−t �F� ds

=
[eT − 1]

[eT − 1]
�F� = �F� .

En consecuencia,
�G(F )� = máx

t∈[0,T ]
|G(F )(t)| ≤ �F� .

Consideremos las siguientes funciones:

ϕ :R → R× R
t �−→ (t, t),

ψ :R× R −→ R

(u, v) �→ [eT − 1]
−1

� T+u

u
e
s−v

F (s) ds.

Entonces G(F )�(t) = ∇ψ(ϕ(t)) · ϕ�(t), de modo que

G(F )�(t) = [eT − 1]
−1

�
e
T
F (t+ T )− F (t),−

� T+t

t
e
s−t

F (s) ds

�
· (1, 1)

= [eT − 1]
−1

�
e
T
F (t)− F (t),−

� T+t

t
e
s−t

F (s) ds

�
· (1, 1)

= [eT − 1]
−1

�
[eT − 1]F (t),−

� T+t

t
e
s−t

F (s) ds

�
· (1, 1)

= F (t)−G(F )(t)
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y por lo tanto G(F )� +G(F ) = F (t), lo que nos dice que G(F ) es solución de

ẋ+ x = F (t).

Lema 3.11 Si f ∈ QT y H(f) = G(I(f)), entonces H(f) ∈ PT y

�H(f)� ≤ �I(f)� ≤ T/2 �f� .
Además H(f) es de clase C

2 y es solución de la ecuación

ẍ+ ẋ = f(t).

Demostración. Por los Lemas 3.9 y 3.10 se tiene que:

f ∈ QT ⇒ I(f) ∈ PT ⇒ H(f) = G(I(f)) ∈ PT ,

�G(I(f))� ≤ �I(f)� ≤ T/2 �f� .
La desigualdad anterior implica que H : QT → PT es continua. Además, por el
lema anterior, x = H(f) ∈ PT ∩ C

1(R) y es solución de la ecuación

ẋ+ x = I(f)(t) =

� t

0
f.

El Lema 3.8 nos dice que x ∈ PT ∩ C
2(R) y es solución de la ecuación

ẍ+ ẋ = f(t).

El siguiente resultado relaciona al operador H con el problema que nos interesa
cuando c = 1.

Corolario 3.12 Si x ∈ PT y a ∈ R son tales que k − g(x) ∈ QT y

x = H(k − g(x)) + a,

entonces x es de clase C
2 y satisface

ẍ+ ẋ+ g(x) = k(t).

Demostración. Consideremos la función χ := x−a = H(k−g(x)). Como k−g(x) ∈
QT el Lema 3.11 implica que χ es de clase C

2 y

ẍ(t) + ẋ(t) = χ̈(t) + χ̇(t) = k − g(x).

Por tanto x es de clase C
2 y satisface la ecuación

ẍ+ ẋ+ g(x) = k(t).

Si f ∈ PT , denotamos

Ĩ(f) := I(f)− 1

T

� T

0
I(f).
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Lema 3.13 Si f ∈ QT y S(f) = I(Ĩ(f)), entonces S(f) ∈ PT y

�S(f)� ≤ T
2

2
�f�.

Además, S(f) de clase C
2 y solución de la ecuación

ẍ = f(t).

Demostración. Por el Lema 3.9,

I(f) ∈ PT ⇒ Ĩ(f) ∈ QT ⇒ S(f) = I(Ĩ(f)) ∈ PT ,

�S(f)� = �I(Ĩ(f))� ≤ (T/2)�Ĩ(f)� ≤ T�I(f)� ≤ (T 2
/2)�f�.

Observemos que x = S(f) ∈ PT ∩ C
1(R) cumple

ẋ =
d

dt

�� t

0
Ĩ(f)

�
=

� t

0
f − I(f).

El Lema 3.8 implica que x ∈ PT ∩ C
2(R) y cumple la ecuación

ẍ = f(t).

Corolario 3.14 Si x ∈ PT y a ∈ R cumplen que k − g(x) ∈ QT y

x = a+ S(k − g(x)),

entonces x es de clase C
2 y satisface la ecuación

ẍ+ g(x) = k(t).

Demostración. Consideremos la función φ = x−a = S(k−g(x)). Como k−g(x) ∈
QT el Lema 3.13 implica que φ de clase C

2 es tal que

φ̈ = k(t)− g(x).

Pero
ẍ = φ̈,

por lo que
ẍ+ g(x) = k(t).

Se sigue que x = φ+a es una solución T -periódica de clase C
2 de la ecuación (3.1)

para el caso c = 0.
Para resolver los casos c = 0, 1 de la ecuación (3.1), todo se reduce a encontrar

x ∈ PT y a ∈ R como en los Corolarios 3.12 y 3.14. Esto, como veremos en la
siguiente sección, nos garantiza la solución para cualquier c ∈ R.
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3.2.2. Reducción de la ecuación (3.1) a los casos c = 0, 1

La ecuación
ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t)

tiene esencialmente 2 casos: cuando c = 1 y cuando c = 0.

El resultado que veremos a continuación garantiza que si sabemos resolver las
ecuaciones de la forma

ẍ+ ẋ+ g(x) = k(t)

que cumplan las hipótesis del Teorema 3.7 para cualquier T > 0, entonces podemos
resolver el problema para toda 0 �= c ∈ R.

Proposición 3.15 Si para toda T > 0, y para k, g como en el Teorema 3.7 la
ecuación

ẍ+ ẋ+ g(x) = k(t)

tiene una solución T -periódica, entonces para toda c ∈ R, c �= 0, T > 0 y para k, g

como en el Teorema 3.7 la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t)

tiene una solución T -periódica.

Demostración. Dada una función x ∈ C
2(R) y c �= 0, definimos

y(s) = x(sc−1).

Entonces y ∈ C
2(R) cumple

ẏ(s) =
1

c
ẋ(sc−1) y ÿ(s) =

1

c2
ẍ(sc−1).

En consecuencia,
ÿ(s) + ẏ(s) =

1

c2
(ẍ(t) + cẋ(t)).

Sean ĝ :=
g

c2
y k̂(s) :=

k(sc−1)

c2
. Entonces

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t)

si y sólo si
ÿ + ẏ + ĝ(y) = k̂(s).

Si T̂ := |c|T , entonces

y(s+ T̂ ) = x(sc−1 ± T ) = x(sc−1) = y(s),

es decir, y ∈ PT̂ si y sólo si x ∈ PT . Usando el teorema del cambio de variable
para t = sc

−1, se tiene
� T̂

0
y(s) ds =

� T̂

0
x(sc−1) ds = c

� T̂ /c

0
x(t) dt = c

� T

0
x(t) dt.
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Por tanto, se tiene y ∈ QT̂ si y sólo si x ∈ QT . En particular, k̂ ∈ QT̂ si y sólo
si k ∈ QT . Claramente, ĝ satisface (3.2) y (3.3) si y sólo si g satisface dichas
condiciones. Esto prueba la proposición.

De este modo hemos reducido la solución de la ecuación (3.1) a los casos c = 1
y c = 0.

3.2.3. Algunas estimaciones

Figura 3.5: Una función g que cumple (3.2).

Lema 3.16 Si g ∈ C
0(R) es tal que

g(x)

x
→ 0 cuando |x| → ∞

entonces, para cualquier ε > 0 existe un número R1(ε) tal que

|g(x)| ≤ εD si D ≥ R1(ε) y |x| ≤ D. (3.4)

Demostración. Si r(ε) es tal que |g(x)/x| ≤ ε para |x| ≥ r(ε), entonces aprove-
chando que g es continua y Br(ε) compacto tomamos

M = máx{|g(x)| : |x| ≤ r(ε)}

y definimos
R1(ε) := máx{r(ε),M/ε}.
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Hay dos casos, |x| ≤ r(ε) ó |x| > r(ε). Si |x| ≤ r(ε), entonces |g(x)| ≤ M =
ε(M/ε) ≤ εR1(ε) ≤ εD. Si |x| > r(ε), entonces |g(x)/x| ≤ ε lo que implica que
|g(x)| ≤ ε |x| ≤ εD.

Lema 3.17 Si β ∈ R y α < 1 entonces existe R2(β,α) ∈ R tal que

β + tα ≤ t ∀ t ≥ R2(β,α).

Demostración. Sea f(t) = (1− α)t− β. Entonces f
�(t) = 1− α > 0 para todo t, y

f( β
1−α ) = 0. Por tanto,

f(t) ≥ 0 ∀ t ≥ β

1− α
=: R2(β,α).

Definición 3.18 Para C > 0, tomamos δ = δ(C) tal que 0 < δ < mı́n{1/3, 1/(3C)}
y definimos

D := D(C) = máx

�
b

1− 3δ
,
b+ (3C/2)�k�

1− 3Cδ
, R1(δ)

�
(3.5)

Con R1 como en el Lema 3.16; b y k como en las hipótesis del Teorema 3.7.

Lema 3.19 El número real D tiene la siguientes propiedades:

(a) |g(x)| ≤ δD si |x| ≤ D,

(b) b+ 3m ≤ D, donde

m := m(C) = máx

�
δD,

C

2
�k�+ CδD

�
. (3.6)

Demostración. Observemos que 3δ, 3Cδ < 1. Así

R2(b, 3δ) =
b

1− 3δ
y R2

�
b+

3C

2
�k�, 3Cδ

�
=

b+ (3C/2)�k�
1− 3Cδ

.

Se sigue que las propiedades (a) y (b) son consecuencia inmediata de las definicio-
nes de R1 y R2.

De ahora en adelante, dada C > 0, supondremos δ, D y m como en (3.5) y
(3.6) respectivamente.

3.2.4. El problema de punto fijo
Sea N : PT → R a la función dada por

N(θ) = g ◦ θ =
1

T

� T

0
(g ◦ θ).

Notaremos
g̃(θ) := g ◦ θ −N(θ) ∈ QT .
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Lema 3.20 La función N : PT → R es continua.

Demostración. Sea (fn)∞n=1 ⊂ PT una sucesión de funciones tal que fn → f
∗ ∈ PT

cuando n → ∞. Así, existe M > 0 tal que (fn) ⊂ BM (0, PT ). Por otro lado g es
continua en R y entonces K := máxx∈BM (0,R) |g(x)| < ∞. De lo anterior se sigue
que

�g(fn)� ≤ K < ∞ ∀n,
lo que implica que K ∈ L

1([0, T ]) domina a la sucesión (g(fn)) ⊂ L
1([0, T ]) que

por continuidad de g converge a g(f∗) allí. El teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue nos dice que

ĺım
n→∞

N(fn) =
1

T
ĺım
n→∞

� T

0
(g ◦ fn) =

1

T

� T

0
ĺım

n→∞
(g ◦ fn) =

1

T

� T

0
(g ◦ f∗) = N(f∗).

Esto prueba que N : PT → R es contiua.

Observación 3.21 El Lema 3.19 implica que, para todo θ ∈ PT con �θ� ≤ D,
se tienen las siguientes cotas

�g ◦ θ� ≤ δD,

|N(θ)| ≤ δD,

�g̃(θ)� ≤ 2δD.

✸

Sea L : QT → PT ∩ C
1(R) un operador tal que existen C1, C2 > 0 con las

siguientes propiedades:

�L(f)� ≤ C1

2
�f� ∀ f ∈ QT , (3.7)

����
d

dt
L(f)

���� ≤ C2�f� ∀ f ∈ QT . (3.8)

En el problema que nos intersa los operadores H y S jugarán el papel de L.

Lema 3.22 El conjunto Y := {L(k − g̃(θ)) | θ ∈ PT , �θ� ≤ D} con D := D(C1)
es relativamente compacto en PT .

Demostración. Por el Lema 3.3, basta probar que Y es equicontinuo y uniforme-
mente acotado.

Consideremos D := D(C1), δ := δ(C1) y m := m(C1) como en la Definición
3.18 y el Lema 3.19.

Sea (vn) = (L(k − g̃(θn)) ⊂ Y una sucesión, de modo que (θn) ⊆ PT son tales
que �θn� ≤ D. Entonces (k− g̃(θn)) ⊂ QT y por (3.6), (3.7) y la Observación 3.21
se cumple que

�vn� = �L(k − g̃(θn))� ≤ C1

2
�k − g̃(θn)� ≤ C1

2
(�k�+ 2δD) ≤ m
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por lo que vn es uniformemente acotada. Por (3.8)
����
d

dt
vn

���� =

����
d

dt
L(k − g̃(θn))

���� ≤ C2�k − g̃(θn)� ≤ C2(�k�+ 2δD) ≤ C22m

C1
=: C3,

Por el teorema del valor medio para derivadas, para cada x < y y cada n ∈ N,
existe ξn ∈ (x, y) tal que |vn(y)− vn(x)| = |(dvn/dt)(ξn)| |y − x|. Por lo tanto para
todos x < y ∈ R y para toda n ∈ N, se tiene que |vn(y)− vn(x)| ≤ C3 |y − x|. Sea
ε > 0. Escogemos δ = ε/2C3. Si |y − x| ≤ δ entonces |vn(y)− vn(x)| ≤ ε/2 < ε lo
que nos dice que (vn) es una familia equicontinua en PT .

El espacio X := PT ×R con las operaciones y la norma usual para el producto
de espacios de Banach, es decir si (θ, a), (θ1, a1), (θ2, a2) ∈ X y λ ∈ R

λ(θ1, a1) + (θ2, a2) = (λθ1 + θ2,λa1 + a2),

�(θ, a)�X = �θ�+ |a|

resulta ser un R-espacio de Banach ya que PT y R lo son.

Definición 3.23 Para C > 0 definimos el conjunto

E := E(C) = {(θ, a) ∈ X | �θ� ≤ D(C), |a| ≤ b+ 2m(C)}.

El conjunto E definido es el producto de la bola con centro en 0 y radio D =
D(C) en PT con el intervalo [−(b+ 2m), b+ 2m]. En consecuencia, E es cerrado,
acotado y convexo. Además (0, 0) ∈ E(C) para toda C > 0, por lo que E �= ∅.

Definición 3.24 Definimos el mapeo A : X → X como A[(θ, a)] = (θ∗, a∗), donde

θ
∗ = a+ L(k − g̃(θ))

a
∗ = a−N(θ∗)

(3.9)

Por la definición de L, L(k− g̃(θ)) ∈ PT y por ser a constante, a+L(k− g̃(θ)) =
θ
∗ ∈ PT . Ahora, puesto que θ

∗ ∈ PT , θ
∗ es continua y por tanto N(θ∗) < ∞, de

manera que a−N(θ∗) = a
∗ ∈ R. Por lo anterior, (θ∗, a∗) ∈ X y por tanto A está

bien definido.

Proposición 3.25 Para E := E(C1), donde C1 como en (3.7) se cumplen:

(I) A(E) ⊂ E

(II) A(E) es relativamente compacto

Es decir, A : E → E es un operador compacto.

Demostración.

(I) Consideremos (θ, a) ∈ E. Por la Definición 3.23, la propiedad (3.7), el Lema
3.19 y la Observación 3.21 se sigue que para D := D(C1), δ := δ(C1) y
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m := m(C1) se tiene

�θ∗� ≤ |a|+ �L(k − g̃(θ))�
≤ (b+ 2m) + (C1/2)�k − g̃(θ)�
≤ (b+ 2m) + (C1/2)�k�+ C1δD ≤ b+ 3m ≤ D. (3.10)

Como
D ≥ R1(δ) y �θ∗� ≤ D,

la Observación 3.21 implica

|N(θ∗)| =
�����
1

T

� T

0
g(θ∗(s)) ds

����� ≤ δD ≤ m. (3.11)

Si |a| ≤ b +m, entonces (3.11) implica que |a−N(θ∗)| ≤ b + 2m, y por lo
tanto

a ∈ [−(b+m), (b+m)] ⇒ a
∗ ∈ [−(b+ 2m), (b+ 2m)]. (3.12)

Por la forma de A dada en (3.9),

�θ∗ − a� = �L(k − g̃(θ))� ≤ C1

2
(�k�+ 2δD) ≤ m,

lo anterior nos dice que para toda t ∈ R

a−m ≤ θ
∗(t) ≤ a+m

por lo que

a ≥ b+m ⇒ θ
∗(t) ≥ a−m ≥ b+m−m = b

a ≤ −(b+m) ⇒ θ
∗(t) ≤ a+m ≤ −(b+m) +m = −b.

Recordemos la propiedad (3.3), que dice

xg(x) ≥ 0 para |x| ≥ b.

Entonces para toda t ∈ R, a ≥ b + m implica θ
∗(t) ≥ b y por (3.3) se

tiene g(θ∗(t)) ≥ 0, a ≤ −(b + m) implica θ
∗(t) ≤ −b y por (3.3) se tiene

g(θ∗(t)) ≤ 0. Así, por (3.11) se sigue que

b+m ≤ a ≤ b+ 2m ⇒ b ≤ a−N(θ∗) ≤ a ≤ b+ 2m,

−(b+ 2m) ≤ a ≤ −(b+m) ⇒ −(b+ 2m) ≤ a ≤ a−N(θ∗) ≤ −b.

Por lo tanto,

a ∈ [b+m, b+ 2m] implica a
∗ ∈ [b, b+ 2m]

a ∈ [−(b+ 2m),−(b+m)] implica a
∗ ∈ [−(b+ 2m),−b]

(3.13)

(3.10)-(3.13) implican que (θ∗, a∗) ∈ E. Esto demuestra A(E) ⊂ E.



52 3. Oscilaciones forzadas de segundo orden

(II) Basta probar que para toda sucesión ((θ∗n, a
∗
n)) ⊂ A(E) existe una subsuce-

sión ((θ∗nk
, a

∗
nk
)) convergente en X. Sea entonces (A[(θn, an)]) = ((θ∗n, a

∗
n))

una sucesión en E. Como |an| ≤ b+2m para todo n, existe una subsucesión
(ank) tal que ank → a ∈ R cuando k → ∞. Como �θnk� ≤ D el Lema 3.22
implica que existe una subsucesión de (θnk), a la que para no complicar más
la notación continuaremos denotando por (θnk), tal que

L(k − g̃(θnk)) → ϕ en PT .

Por tanto,
θ
∗
nk

= ank + L(k − g̃(θnk)) → a+ ϕ =: θ̂ ∈ PT

respecto a la norma definida en PT . Como N es continua, se tiene que

a
∗
nk

= ank −N(θ∗nk
) → a+N(θ̂) =: â ∈ R.

Concluimos que (θ̂, α̂) ∈ X, y

ĺım
nk→∞

�(θ∗nk
, a

∗
nk
)− (θ̂, α̂)�X = ĺım

nk→∞
(�θ∗nk

− θ̂�PT +
��a∗nk

− α̂
��) = 0.

Por lo tanto ((θ∗n, a
∗
n)) tiene una subsucesión convergente en X. Como supu-

simos ((θ∗n, a∗n)) arbitraria, esto prueba que A(E) es relativamente compacto.

Estamos listos para probar el resultado principal de esta subsección.

Teorema 3.26 Sea L : QT → PT ∩C
1(R) un operador que satisface (3.7) y (3.8).

Entonces existen x ∈ PT y a ∈ R tales que

g ◦ x = g̃(x) ∈ QT ,

a+ L(k − g ◦ x) = x.

Demostración. E := E(C1) es un subconjunto no vacío, cerrado, acotado y convexo
del espacio de Banach X. Por la Proposición 3.25, A : E → E está bien definido
y es un operador compacto. Por el teorema del punto fijo de Schauder existe al
menos un punto fijo de A, es decir, existen x ∈ PT y a ∈ R tales que

x
∗ = a+ L(k − g̃(x)) = x,

a
∗ = a−N(x∗) = a.

De estas igualdades se sigue que N(x) = N(x∗) = 0. Por tanto,

g ◦ x = g̃(x) ∈ QT

y entonces
a+ L(k − g ◦ x) = x,

como afrima el enunciado.
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3.2.5. Demostración del teorema principal
Consideremos la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t),

donde los datos cumplen las hipótesis del teorema 3.7. Tomemos en consideración
los tres casos posibles:

Caso 1 (c = 1). Recordemos el operador H definido en el Lema 3.11,

H : QT → PT ∩ C
2(R) satisface

�H(f)� ≤ T

2
�f�,

����
d

dt
H(f)

���� ≤ �I(f)−H(f)� ≤ �I(f)�+ �H(f)� ≤ T�f�.

Por lo que H cumple (3.7) y (3.8) para C1 = T,C2 = T . De modo que por el
Teorema 3.26 existen x ∈ PT y a ∈ R tales que

g ◦ x = g̃(x) ∈ QT ,

a+H(k − g ◦ x) = x.

El Corolario 3.12 implica que x ∈ PT ∩ C
2(R) tal que es solución de la ecuación

ẍ+ ẋ+ g(x) = k(t).

Esto resuelve el caso c = 1.

Caso 2 (c = 0). El operador definido en el Lema 3.13,

S : QT → PT ∩ C
2(R) satisface

�S(f)� ≤ T
2

2
�f�

����
d

dt
S(f)

���� ≤ �Ĩ(f)� ≤ 2�I(f)� ≤ T�f�.

Por lo que S cumple (3.7) y (3.8) para C1 = T
2
, C2 = T . De modo que por el

Teorema 3.26 existen x ∈ PT y a ∈ R tales que

g ◦ x = g̃(x) ∈ QT ,

a+H(k − g ◦ x) = x.

El Corolario 3.14 implica que x ∈ PT ∩ C
2(R) tal que es solución de la ecuación

ẍ+ g(x) = k(t).
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Esto resuelve el caso c = 0.

Caso 3 (c ∈ R \ {0}). Como a lo largo de este capítulo hemos considerado
g, k arbitrarias, el Caso 1 y la proposición 3.15 garantizan que existe x ∈ C

2(R)
solución de la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = k(t),

para toda c ∈ R \ {0}.

Hemos concluído la prueba del teorema principal del artículo tratado por A.
C. Lazer en 1968, hemos demostrado la existencia de soluciones periódicas para
oscilaciones forzadas de segundo orden. El siguiente corolario ofrece condiciones
para una generalización de este resultado.

Corolario 3.27 Si g, como en el Teorema 3.7, tiene límites

g(±∞) := ĺım
t→±∞

g(t)

y f ∈ PT , entonces la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = f(t),

tiene al menos una solución T -periódica siempre que

g(−∞) < f < g(∞).

Demostración. Ponemos f̃ := f − f ∈ QT y G := g(x)− f . Se sigue que G cumple
las condiciones del Teorema 3.7 y por lo tanto existe una solución T -periódica de
la ecuación

ẍ+ cẋ+G(x) = f̃(t)

que es equivalente a la ecuación

ẍ+ cẋ+ g(x) = f(t).



APÉNDICE A

Teoría de regularización

La existencia de funciones suaves juega un papel muy importante en teoría del
análisis no lineal. En esta sección daremos la construcción de funciones ϕ ∈ C

∞(R)
con soporte compacto y tales que

�

Rn

ϕ(|x|) dx = 1.

A estas funciones las llamaremos funciones regularizadoras, en la Capítulo 2 las
utilizaremos para dar una definción del grado topológico así como para construir
aproximaciones locales de funciones continuas en subconjuntos abiertos de Rn de
clase C

∞, lo que mas formalmente quiere decir que probaremos que C
∞(V,Rn)

Figura A.1: Regularizador estándar en dimensión 2.

55
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es denso en C
0(V,Rn) donde V es un compacto de Rn. Primero, veamos un teo-

rema de integración que será una herramienta útil para la construcción de estás
funciones.

A.1. Integración por partes

Sea Ω un abierto de Rn.

Teorema A.1 (Integración por partes) Si ϕ ∈ C
1
c (Ω), entonces

(a) �

Ω
∂iϕ = 0 ∀i = 1, ..., n.

(b) Si f ∈ C
1(Ω) y ϕ ∈ C

1
c (Ω), entonces

�

Ω
(∂iϕ)f = −

�

Ω
(∂if)ϕ ∀i = 1, ..., n.

Demostración.

(a) Sea ϕ̃ la extensión de ϕ a Rn que vale 0 fuera de Ω, entonces ϕ̃ ∈ C
1
c (Rn).

Tomamos c > 0 suficientemente grande tal que sop[ϕ ] ⊂ [−c, c]n. Sin perder
generalidad supongamos i = 1 y denotemos (t, y) ∈ R×Rn−1 = Rn. Entonces

� c

−c
∂1ϕ̃(t, y) dt = ϕ̃(c, y)− ϕ̃(−c, y) = 0 ∀y ∈ R

n−1
.

Por tanto,
�

Ω
∂1ϕ =

�

Rn

∂1ϕ̃ =

�

Rn−1

�

R
∂1ϕ̃(t, y) dt dy =

�

Rn−1

� c

−c
∂1ϕ̃(t, y) dt dy = 0.

La demostración para i �= 1 se sigue de manera similar.

(b) Sea i ∈ {1, ..., n}. Observando que fϕ ∈ C
1
c (Ω) y aplicando el teorema

anterior a fϕ, obtenemos

0 =

�

Ω
∂i(fϕ) =

�

Ω
(∂if)ϕ+

�

Ω
(∂iϕ)f.

Se sigue que �

Ω
(∂iϕ)f = −

�

Ω
(∂if)ϕ ∀i = 1, ..., n.
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A.2. Regularización

Consideremos la fiunción ϕ : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} dada por

ϕ(r) :=





exp

�
1

r2−1

�
si r < 1,

0 si r ≥ 1,

Es fácil comprobar que ϕ ∈ C
∞(R) y ademas que sop[ϕ ] = [0, 1], esto nos dice

en particular que la composición ϕ(|·|) es continua en Rn y tiene soporte compacto
Bn. Por lo tanto, tiene sentido considerar

0 < C =

�

Rn

ϕ(|x|) dx < ∞. (A.1)

Estamos listos para dar la definición del regularizador estándar.

Definición A.2 Definimos η ∈ C
∞(Rn), el regularizador estándar por

η(x) :=

�
C

−1
ϕ(|x|) si |x| < 1,

0 si |x| ≥ 1,

Se sigue de (A.1) que η cumple las siguientes propiedades.

sop[ η ] = Bn
, (A.2)

�

RN

η(x) dx = 1. (A.3)

Para δ ∈ R+ y en base a la definición de regularizador estándar, definimos la
función con soporte compacto Bδ,

ηδ =
1

δn
η

�
x

δ

�
.

De la definición de η y el teorema del cambio de variable se sigue la propiedad
(A.3) para ηδ. Es claro que la traslación ηδ(x − ·) tiene soporte Bδ(x) y cumple
(A.2).

Hemos construido ya funciones suaves en Rn con dominios compactos aptos a
nuestro control, para continuar la construcción de nuestros regularizadores, debe-
mos dotarlos de un dominio apropiado, para esto definimos

Ωδ = {x ∈ Ω | dist(x, ∂Ω) > δ}.

Esto garantiza que el soporte de ηδ(x− ·) está contenido en Ω para toda x ∈ Ωδ.
Observemos para la siguiente definición que η es una función par.
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Definición A.3 Si f : Ω → R es una función localmente integrable, definimos su
δ-regularizador

f
δ = ηδ ∗ f en Ωδ.

Esto es,

f
δ(x) =

�

Ω
ηδ(x− y)f(y) dy =

�

Ω
ηδ(y − x)f(y) dy =

�

Bδ(0)
ηδ(y)f(x− y) dy

para x ∈ Ωδ.

El teorema de Fubini aplicado a funciones localmente integrables, la fórmula de
la convolución y el hecho que para toda x ∈ Ωδ se tiene que Bδ(x) ⊂ Ω le dan senti-
do a las igualdades de la definición anterior. Si quisiéramos ilustrar gráficamente lo
que estamos haciendo, podríamos interpretarlo como levantar suavemente nuestra
función f en una vecindad de radio δ del punto x. Estamos listos para aproximar
cualquier función localmente integrable por funciones de clase C

∞ como veremos
en la siguiente proposición.

Proposición A.4 Sea f : Ω → R una función localmente integrable, entonces

(I) f
δ ∈ C

∞(Ωδ).

(II) Si f ∈ C
0(Ω), entonces f

δ → f uniformemente en subconjuntos compactos
de Ω cuando δ → 0.

(III) Si f ∈ C
1(Ω), entonces ∂if

δ → ∂if uniformemente en subconjuntos com-
pactos de Ω cuando δ → 0, para todo i = 1, ..., n.

Demostración. Utilizaremos que sop[ ∂iu ] ⊆ sop[u ] para toda función u ∈ C
1(Ω).

(I) Fijemos x ∈ Ωδ, i ∈ {1, ..., n}. Como Ωδ es abierto, existe 0 < t0 < δ tal que
Ut0(x) ⊂ Ωδ, es claro entonces para toda t ∈ [0, t0] que,

Vt := Bδ(x) ∪Bδ(x+ tei) ⊂ Ω. (A.4)

Observemos que

∂iηδ(x− y) �= 0 implica y ∈ Bδ(x) ⊂ Vt,

ηδ(x− y)− ηδ(x+ tei − y) �= 0 implica y ∈ Bδ(x+ tei) ⊂ Vt.

Si definimos el conjunto convexo

V :=
�

t∈[0,t0]

Vt ⊂ Ω,

entonces �

Ω
∂iηδ(x− y)f(y) dy =

�

V
∂iηδ(x− y)f(y) dy (A.5)
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y
�

Ω

�
ηδ(x−y)−ηδ(x+tei−y)

�
dy =

�

V

�
ηδ(x−y)−ηδ(x+tei−y) dy

�
, (A.6)

para toda t ∈ Ut0 . Además, como V es compacto y ηδ ∈ C
∞(RN ) se tiene

�∂iηδ�C0(V ) < ∞. Por la convexidad de V y el teorema del valor medio para
funciones derivables en R, tenemos que

����
ηδ(x+ tei − y)− ηδ(x− y)

t

���� ≤ �∂iηδ�C0(V ),

entonces para toda t ∈ [0, t0] se tiene
����

�
ηδ(x+ tei − y)− ηδ(x− y)

t
− ∂iηδ(x− y)

�
f(y)

���� ≤ 2�∂iηδ�C0(V ) |f(y)| .
(A.7)

Como f ∈ L
1(V ), ya que es localmente integrable, la parte derecha de la

ecuación (A.7) claramente es una función en L
1(V ). Así, por (A.4)-(A.6)

ĺım
t→0

f
δ(x+ tei)− f

δ(x)

t
−

�

Ω
∂iηδ(x− y)f(y) dy

= ĺım
t→0

f
δ(x+ tei)− f

δ(x)

t
−

�

V
∂iηδ(x− y)f(y) dy

= ĺım
t→0

�

V

�
ηδ(x+ tei − y)− ηδ(x− y)

t
− ∂iηδ(x− y)

�
f(y) dy.

(A.8)

Finalmente por (A.7) podemos aplicar el teorema de la convergencia domi-
nada de Lebesgue a (A.8), de manera que

ĺım
t→0

f
δ(x+ tei)− f

δ(x)

t
−
�

Ω
∂iηδ(x− y)f(y) dy

=

�

V
ĺım
t→0

�
ηδ(x+ tei − y)− ηδ(x− y)

t
− ∂iηδ(x− y)

�
f(y) dy = 0,

lo que hasta ahora demuestra que ∂if
δ existe y además

∂if
δ = ∂iηδ ∗ f (x ∈ Ωδ),

para toda i ∈ {1, ..., n}. Notando que ∂iη comparte las propiedades de η

utilizadas en la prueba, inductivamente podemos probar que D
α
f
δ existe y

D
α
f
δ = D

α
ηδ ∗ f (x ∈ Ωδ),

para todo multi-índice α. Esto prueba (I).

(II) Sea K ⊆ Ω compacto, de manera que en realidad K ∩ ∂Ω = ∅ y por lo
tanto dist(K, ∂Ω) > 0, pues ∂Ω es cerrado. Entonces, existe δ0 > 0 tal que
Bδ0(K) := {x ∈ RN | dist(x,K) ≤ δ0} ⊂ Ω. Como f es continua en Ω y
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Bδ0(K) es compacto, f es uniformemente continua en Bδ0(K). Sea ε > 0,
elegimos entonces δ1 ∈ (0, δ0] tal que

|f(x)− f(y)| ≤ ε ∀x, y ∈ Bδ0(K) tales que �x− y� ≤ δ1 (A.9)

Utilizando la propiedad (A.3) se sigue que, para δ ∈ (0, δ1] y x ∈ K,

��fδ(x)− f(x)
�� =

����
�

Ω
ηδ(x− y)f(y) dy − f(x)

����

=

�����

�

Bδ(x)
ηδ(x− y)f(y) dy −

��

Bδ(x)
ηδ(x− y) dy

�
f(x)

�����

=

�����

�

Bδ(x)
ηδ(x− y)(f(y)− f(x)) dy

����� ≤
�����

�

Bδ(x)
ηδ(x− y)ε dy

�����

= ε.

En consecuencia, �fδ − f�C0(K) ≤ ε ∀δ ∈ (0, δ1]. Esto implica (II).

(III) Tomamos de nuevo δ0 > 0 tal que Bδ0(K) ⊂ Ω, para δ ∈ (0, δ0] y x ∈ K se
tiene h(y) = ηδ(x−y) ∈ C

0
c (Bδ0(K)). Entonces, por el teorema de integración

por partes, para toda x ∈ K se tiene

��∂ifδ(x)− ∂if(x)
�� =

����
�

Ω
∂iηδ(x− y)f(y) dy − ∂if(x)

����

=

�����

�

Bδ(x)
∂iηδ(x− y)f(y) dy −

��

Bδ(x)
ηδ(x− y) dy

�
∂if(x)

�����

=

�����

�

Bδ(x)
ηδ(x− y)∂if(y) dy −

��

Bδ(x)
ηδ(x− y) dy

�
∂if(x)

�����

=

�����

�

Bδ(x)
ηδ(x− y)(∂if(y)− ∂if(x)) dy

����� . (A.10)

Utilizando que ∂if ∈ C
0(Ω) y (A.3) podemos probar (III) imitando la de-

mostración de (II).

Nota A.5 Si f = (f1
, ..., f

n) : Ω → Rn es localmente integrable, podemos aproxi-
mar localmente cada función coordenada f

i por funciones de clase C
∞ utilizando

el procedimiento anterior, esto nos dice que que podemos aproximar localmente a
f por ((f1)δ, ..., (fn)δ) ∈ C

∞(Ωδ) cuando δ → 0. ✸



APÉNDICE B

Lema de Sard

B.1. El lema de Sard

Supongamos Ω ⊆ Rn un conjunto abierto y acotado.

Para una función f : Ω → Rn continuamente diferenciable llamemos

Jf (x) := det(Df(x))

al Jacobiano de f , y denotemos

Kf (Ω) := {x ∈ Ω | Jf = 0} (Kf si no se presta a confusión).

Definición B.1 Sea f ∈ C
1(Ω,Rn), decimos que y ∈ Rn es un valor regular de

f si f−1(y) ∩Kf = ∅ y caso contrario lo llamamos un valor singular.

Lema B.2 Sea f como en la definición anterior, entonces f
−1(y) es finito para

todo valor regular y de f .

Demostración. Razonando por contradicción, supongamos f
−1(y) es infinito. Co-

mo el dominio de f es acotado y f
−1(y) es cerrado, pues f es continua, f−1(y) es

compacto y por lo tanto secuencialmente compacto. De manera que f
−1(y) tiene

al menos un punto de acumulación, llamémosle x. Por otro lado el teorema de la
función inversa nos garantiza que existen vecindades U, V de x y y respectivamente
tales que f es una biyección allí, pues Jf (x) �= 0, es decir que f

−1(y) ∩ U = {x}.
Esto contradice el hecho de que x sea punto de acumulación de f

−1(y).
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62 B. Lema de Sard

Notación B.3 Denotaremos por | · | a la medida de Lebesgue de un conjunto en
Rn.

Lema B.4 Sea A ⊆ Rn tal que |A| = 0, entonces Rn\A es denso en Rn

Demostración. Razonando por contradicción, supongamos que Rn\A no es denso
en Rn. Es decir que existen z ∈ Rn y ε > 0 tales que Bε(z) ⊆ (Rn \ A)c = A. De
manera que 0 < |Bε(z)| ≤ |A|, lo cual es una contradicción pues |A| = 0.

B.5 Lema de Sard. Si f ∈ C
1(Ω,Rn), entonces |f(Kf )| = 0.

Demostración. Sea

R :=

� n�

k=1

[xk − 1

2m
,x

k +
1

2m
] |m ∈ N,mx ∈ Zn

�

donde x
k es la k-ésima coordenada de x. Esta es una familia numerable de cubos

cubriendo Rn, ponemos
O := {R ∈ R|R ⊆ Ω},

la cual es una cubierta numerable de Ω, ya que O ⊂ R y Ω abierto.

Ahora, probaremos que |f(Kf ∩R)| = 0 para todo R ∈ O. Sea R ∈ O con
diagonal (diámetro) de tamaño r > 0, como f es continuamente diferenciable en
una vecindad de R podemos definir M1 := máxx∈R �Df(x)�L(RN ). Sea ε ∈ (0, 1],
como R es compacto y Df continua allí, entonces Df es uniformemente continua
en R. Dada ε, existe entonces m(ε) ∈ N tal que si δ(ε) :=

√
nr/m(ε), se cumple

que:

�Df(x)−Df(y)�L(RN ) ≤ ε ∀x, y ∈ R tales que �x− y� ≤ δ(ε) (B.1)

Consecuentemente y observando que la derivada respecto de t de la función
f((1− t)y + tx) es Df((1− t)y + tx)[x− y], tenemos

�f(x)− f(y)−Df(y)[x− y]� =

����
� 1

0
Df((1− t)y + tx)[x− y] dt−Df(y)[x− y]

����

=

����
� 1

0
(Df((1− t)y + tx)−Df(y))[x− y] dt

����

≤
� 1

0
�Df((1− t)y + tx)−Df(y)�L(RN )�x− y� dt

≤ εδ(ε)
(B.2)

para todo x, y como en (B.1) ya que, para todo x ∈ Bδ(ε)(y), la convexidad de la
bola implica que, si t ∈ [0, 1], entonces (1− t)y + tx ∈ Bδ(ε)(y).

Podemos cubrir a R con cubos de lado δ(ε)/
√
n = r/m(ε), de manera exacta

m(ε) cubitos por lado, es decir cubrimos a R con m(ε)n cubitos, llamémosle a éstos
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R1, ..., Rk, ..., Rm(ε)n . Observemos que la diagonal de cualquier Rk es de tamaño
δ(ε). Por ende si x, y ∈ Rk entonces �x− y� ≤ δ(ε).

Sea k ∈ {1, ...,m(ε)n}. Si Kf ∩ Rk = ∅ es claro que |f(Kf ∩Rk)| = 0. Su-
pongamos entonces que Kf ∩ Rk �= ∅, es decir existe z ∈ Rk tal que Jf (z) = 0.
Denotando �Rk := Rk − z definimos g : �Rk → Rn por g(x) = f(z + x)− f(z). Así
(B.2) implica

�g(x)−Df(z)[x]� = �f(z + x)− f(z)−Df(z)[x]� ≤ εδ(ε) (B.3)

pues �Rk ⊆ Bδ(ε)(0).

Hasta ahora no hemos utilizado el hecho de que Jf (z) = 0, esto nos dice que
el rango de Df(z) es necesariamente menor a n, es decir que Df(z) no es isomor-
fismo. Por lo cual podemos garantizar que Df(z)(Rk) ⊆ L subespacio de Rn de
dimensión n− 1. Por lo cual podemos encontrar b1 ∈ Sn−1 ∩ L

⊥ y luego extender
{b1} a una base ortonormal {b1, ..., bn} de Rn. En consecuencia, con las siguientes
propiedades:

|g(x) · b1| = |(g(x)−Df(z)[x]) · b1| ≤ �g(x)−Df(z)[x]� ≤ εδ(ε)

y para bi con i �= 1,

|g(x) · bi| ≤ |(g(x)−Df(z)[x]) · bi|+ |Df(z)[x] · bi|
≤ �g(x)−Df(z)[x]�+ �Df(z)�L(RN )�x�
≤ εδ(ε) +M1δ(ε) ≤ δ(ε)(1 +M1)

para todo x ∈ �Rk. Lo que nos dice que g(�Rk) esta contenido en el rectángulo rotado
de Rn con lados paralelos a los bi (pues el producto punto da la proyecciones a
éstos), cuyo volumen es

2εδ(ε)
�

i �=1

2δ(ε)(1 +M1) = (2δ(ε))n(1 +M1)
n−1

ε. (B.5)

Puesto que la medida de Lebesgue se preserva bajo isometría y dado que
f(Rk) = g(�Rk) + f(z), por (B.5) para toda k tal que Kf ∩Rk �= ∅ tenemos

|f(Kf ∩Rk)| ≤ |f(Rk)| =
���g(�Rk) + f(z)

��� =
���g(�Rk)

���

≤ (2δ(ε))n(1 +M1)
n−1

ε. (B.6)

Por (B.6) y utilizando resultados básicos de teoría de la medida tenemos que

|f(Kf ∩R)| ≤
m(ε)n�

k=1

|f(Kf ∩Rk)| ≤
m(ε)n�

k=1

(2δ(ε))n(1 +M1)
n−1

ε

= m(ε)n(2δ(ε))n(1 +M1)
n−1

ε = (2n1/2
r)n(1 +M1)

n−1
ε

= M2ε,

(B.7)
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donde M2 no depende de ε, de manera que |f(Kf ∩R)| → 0 cuando ε → 0. Lo
que prueba que |f(Kf ∩R)| = 0 para todo R ∈ O.

Por último como O es numerable y la unión numerable de conjuntos de medida
cero tiene medida cero, concluimos que |f(Kf ∩ Ω)| = |f(Kf ∩A)| = 0, donde A

es la unión de los rectángulos en R sobre O. Lo que prueba que |f(Kf )| = 0.
El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior y el Lema

B.4.

Corolario B.6 (Densidad de los valores regulares) Si f ∈ C
1(Ω,Rn), enton-

ces el conjunto de valores regulares de f es denso en Rn.



APÉNDICE C

Extensión de Tietze-Dugundji

C.1. El teorema de Tietze-Dugundji

El teorema de Tietze-Dugundji es sumamente importante, pues para cualquier
espacio métrico nos va a permitir extender continuamente funciones continuas de
cualquier subespacio cerrado al espacio mismo. Para esto utilizaremos, sin ver la
demostración, el siguiente teorema demostrado en el año de 1948 por H. A. Stone
[16].

Definición C.1 Una colección A de subconjuntos de un espacio topológico X se
dice localmente finita, si para cada punto x ∈ X existe una vecindad U de x tal
que U intersecta solamente a una cantidad finita de elementos de A.

C.2 Teorema de Stone. Toda cubierta abierta de un espacio métrico tiene un
refinamiento localmente finito.

Definición C.3 Sea X un espacio métrico, A ⊆ X. Definimos como conv(A) a
las combinaciones lineales convexas de A, es decir

conv(A) =

��

I

aixi

���� ai ∈ [0, 1],
�

I

ai = 1 yxi ∈ A para toda i ∈ I índice finito
�
.

Observación C.4 conv(A) es un conjunto convexo, además tiene la propiedad
de ser el convexo mas chico que contiene a A. Es decir, para todo convexo K tal
que A ⊆ K se tiene conv(A) ⊆ K. ✸
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66 C. Extensión de Tietze-Dugundji

Nota C.5 De la observación anterior se sigue que

conv(A) = {tx+ (1− t)y |x, y ∈ A y t ∈ [0, 1]}.

✸

C.6 Teorema de Tietze-Dugundji. Sea X un espacio métrico, A ⊆ X un
subespacio cerrado, E un espacio normado y f : A → E continua. Entonces existe
g : E → E continua que extiende a f y tal que g(E) ⊆ conv(f(A)).

Demostración. X \A es abierto y hereda la métrica de X, consideramos entonces
la cubierta abierta de X \A dada por:

A := {Udist(x,A)/2(x) |x ∈ X \A}.

Por el Teorema C.2 de Stone existe un refinamiento localmente finito

A� := {Vi}I

de A. Es decir A� es tal que para todo i ∈ I existe xi ∈ X \A tal que

Vi ⊆ Udist(xi,A)/2(xi).

Definimos, para x ∈ X,

ϕi(x) :=

�
0 si x /∈ Vi

dist(x, ∂Vi) si x ∈ Vi
(C.1)

y

ψi(x) :=
ϕi(x)�

k∈I ϕk(x)
.

ψi está bien definida ya que para toda x ∈ X \ A, ϕk(x) �= 0 sólo para un nú-
mero finito de k’s en I y

�
k∈I ϕk(x) > 0, pues A� es una cubierta abierta de X \A.

Claramente ϕi(x) es continua en X \A (pues de hecho la distancia es Lipschitz
continua). Luego, ψi es continua. Además, para toda x ∈ X se tienen las siguientes
propiedades.

0 ≤ ψi(x) ≤ 1, (C.2)
�

k∈I

ψk(x) = 1. (C.3)

Para cada i ∈ I, elegimos ai ∈ A ∩ B2 dist(xi,A)(xi). Definimos para x ∈ X la
extensión de f dada por

g(x) :=

�
f(x) si x ∈ A
�

k∈I ψi(x)f(ai) si x ∈ X \A.
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Veamos que g : E → E es una función continua. Observemos que g es continua
en A, pues f lo es, y que g es continua en X \ A, pues es una suma finita de
funciones continuas. Resta probar que, para toda sucesión (xn) ⊂ X \ A tal que
xn → x ∈ A, se tiene que g(xn) → g(x).

Sea (xn) ⊂ X \A tal que xn → x ∈ A. Sea ε > 0. Tomamos δ > 0 tal que

�f(x)− f(z)� ≤ ε (C.4)

para todo z ∈ A ∩Bδ(x). Sea y ∈ (X \A) ∩Bδ/6(x). Entonces, para todo i ∈ I

tal que y ∈ Vi, como dist(y, xi) ≤ dist(xi, A)/2 se cumple:

2 dist(y, xi) ≤ dist(xi, A) ≤ dist(xi, x) ≤ dist(y, xi) + dist(y, x).

En consecuencia,
dist(y, xi) ≤ dist(y, x). (C.5)

Además por lo anterior dist(xi, A) ≤ 2 dist(y, x), entonces

dist(xi, ai) ≤ 2 dist(xi, A) = 4
dist(xi, A)

2
≤ 4 dist(y, x). (C.6)

De (C.5) y (C.6), concluimos que

dist(x, ai) ≤ dist(x, y) + dist(y, xi) + dist(xi, ai)

≤ 2 dist(x, y) + 4 dist(x, y) ≤ 6 dist(x, y) ≤ δ,

lo que por (C.4) implica que �f(x)− f(ai)� ≤ ε. Así, utilizando (C.3), obtene-
mos

�g(x)− g(y)� = �f(x)−
�

k∈I

ψi(y)f(ai)�

= �
�

k∈I

ψi(y)(f(x)− f(ai))� ≤
�

k∈I

ψi(y)ε ≤ ε.

Como xn → x, entonces existe N ∈ N tal que para toda n > N se tiene que
xn ∈ X \A ∩Bδ/6(x), de este modo garantizamos que

�g(x)− g(xn)� ≤ ε

para toda n > N . Como ε arbitrario, esto implica que g(xn) → g(x). Esto prueba
que g es continua. Además por (C.2), (C.3) y el hecho de que ϕk(x) �= 0 sólo para
un número finito de k’s en I implica que g(E) ⊆ conv(f(A)).





APÉNDICE D

Algunas funciones

D.1. Formas lineales

Definición D.1 Sea X un R-espacio de Banach de dimensión finita. Una apli-
cación B : Xn → R es una forma n-lineal si

(a) B[x1, ...,λxi, ..., xn] = λB[x1, ..., xn]
(b) B[x1, ..., xi + yi, ..., xn] = B[x1, ..., xi, ..., xn] +B[x1, ..., yi, ..., xn]

para toda λ ∈ R y para todo yi, xi ∈ X, i ∈ {1, ..., n}. Lo anterior utilizando la
notación para los elementos de la siguiente manera

x = (x1, ..., xn) para todo x ∈ X
n
,

donde

xi = (x1
i , ..., x

M
i ) ∈ X para todo i ∈ {1, ..., n} donde M es la dimensión de X.

Proposición D.2 Toda forma n-lineal B : Xn → R es continua.

Demostración. Escribiremos J := {1, ...,M} durante la prueba. Primero, demos-
tremos que para todo x = (x1, ..., xn) ∈ X

n fijo se tiene la siguiente identidad

B[x] =
�

j∈Jn

� n�

i=1

x
ik
i B[ei1 , ..., ein ]

�
(D.1)

donde j := (i1, ..., in) ∈ J
n y eik ∈ X es el ik-ésimo básico de la base canónica de

X. Probaremos esta identidad por inducción sobre la dimensión n.
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Para n = 1, sea x ∈ X.

B[x] = B[x1
e1 + ...+ x

M
eM ] =

M�

i=1

x
i
B[ei]

que es justamente la identidad (D.1) para dimensión 1, pues J
n = J = {1, ...,M}

en este caso.

Paso de inducción, supongamos la identidad (D.1) cierta para k = n − 1 y
demostremos para k = n. Sea x = (x1, ..., xn) ∈ X

n. Definimos la función �B :
X

n−1 → R por

�B[y1, ..., yn−1] := B[y1, ..., yn−1, xn].

Claramente �B es una forma (n− 1)-lineal, pues B es una forma n-lineal. Entonces
por hipótesis de inducción podemos aplicar la identidad (D.1) a �B:

B[x1, ..., xn] = �B[x1, ...xn−1]

=
�

j∈Jn−1

� n−1�

i=1

x
ik
i
�B[ei1 , ..., ein−1 ]

�

=
�

j∈Jn−1

� n−1�

i=1

x
ik
i B[ei1 , ..., ein−1 , xn]

�

=
�

j∈Jn−1

� n−1�

i=1

x
ik
i B[ei1 , ..., ein−1 , x

1
ne1 + ...+ x

M
n eM ]

�

=
�

j∈Jn−1

� n−1�

i=1

x
ik
i

� M�

m=1

x
m
n B[ei1 , ..., ein−1 , em]

��

=
�

j∈Jn−1

� M�

m=1

� n−1�

i=1

x
ik
i x

m
n B[ei1 , ..., ein−1 , em]

��

=
�

(j,m)∈Jn−1×J

� n−1�

i=1

x
ik
i x

m
n B[ei1 , ..., ein−1 , em]

�

=
�

j∈Jn

� n�

i=1

x
ik
i B[ei1 , ..., ein−1 , ein ]

�
.

(D.2)

Lo que prueba la identidad. Siempre que y := (y1, ..., yn) → x := (x1, ..., xn) ∈ X
n

con respecto a la norma producto, esto quiere decir que y
j
i → x

j
i para todo i =
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1, ..., n y todo j ∈ J . Entonces utilizando la identidad (D.1) se tiene que

ĺım
y→x

B[y] = ĺım
y→x

�

j∈JN

� n�

i=1

y
ik
i B[ei1 , ..., ein ]

�

=
�

j∈Jn

� n�

i=1

ĺım
y→x

y
ik
i B[ei1 , ..., ein ]

�

=
�

j∈Jn

� n�

i=1

x
ik
i B[ei1 , ..., ein ]

�
= B[x].

Por la equivalencia topológica de continuidad con respecto a límites concluimos
que B es continua.

Proposición D.3 Sean f := (f1, ..., fn) ∈ C
1(R, Xn) y B una forma n-lineal.

Consideremos la función h := B ◦ f : R → R, entonces h es derivable y el cálculo
de su derivada para un tiempo t es

h
�(t) =

n�

k=1

B[f1(t), ..., f
�
k(t), ..., fn(t)].

Demostración. Sea t0 ∈ R. Por la Proposición D.1, B es continua y abre límites,
tenemos entonces que

h
�(t0) = ĺım

t→t0

B[f1(t0), ..., fn(t0)]−B[f1(t), ..., fn(t)]

t0 − t

= ĺım
t→t0

n�

k=1

�
B[f1(t), ..., fk−1(t), fk(t0), ..., fn(t0)]

t0 − t

− B[f1(t), ..., fk(t), fk+1(t0), ..., fn(t0)]

t0 − t

�

=
n�

k=1

B[f1(t0), ..., fk−1(t0), ĺım
t→t0

fk(t0)− fk(t)

t0 − t
, fk+1(t0)..., fn(t0)]

=
n�

k=1

B[f1(t0), ..., f
�
k(t0), ..., fn(t0)].

(D.3)

D.2. Divergencia y cofactores

Denotaremos por D a un abierto en Rn.

Definición D.4 Sea u ∈ C
1(Ω,Rn). La divergencia de u, div u ∈ C

0(D) se
define como

div u(x) :=
n�

i=1

∂iu
i(x).
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Observación D.5 Si u ∈ C
1
c (D,Rn) entonces

�

D
div u = 0.

Para ver esto, notemos que u
i ∈ C

1
c (D,R). Aplicando el Teorema A.1 a u

i se tiene
que

�
D ∂iu

i = 0 y el resultado se sigue pues la integral es lineal. ✸

Definición D.6 Sea A = (aij) ∈ Rn×n una matriz. El cofactor-ij de A,

detij(A)

es (−1)i+j veces el determinante de la matriz de A quitando la i-ésima línea y la
j-ésima columna:

det
ij

(A) := (−1)i+j det





a11 a12 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

a21 a22 . . . a2,j−1 a2.j+1 . . . a2n
...

...
...

...
...

ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 ai+1,2 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n
...

...
...

...
...

an1 an2 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann





.

Notación D.7 Para una función f ∈ C
1(D,Rn) utilizaremos la siguiente nota-

ción con respecto a sus cofactores

dij := det
ij

(Df(x)).

Además escribiremos �f para denotar la ausencia del objeto f .

Lema D.8 Si f ∈ C
2(D,Rn), entonces

n�

j=1

∂jdij(x) = 0 para todo i = 1, ..., n y x ∈ D.

Demostración. Utilizando la Notación D.7 fijemos i ∈ {1, ..., n} y denotemos

gk := ∂k(f
1
, ..., �f i, ..., f

n)T = (∂kf
1
, ..., ∂k

�f i, ..., ∂kf
n)T .

Con esta notación es claro que

dij = (−1)i+j det(g1, ..., �gj , ..., gn).

Recordando la Definición D.1 de una forma n-lineal, es claro que por las propie-
dades del determinante, éste es una forma n-lineal con respecto a los vectores gk.
Sea x ∈ D, entonces definimos h : V → (Rn)n de la siguiente manera

h(t) := (g1(x+ tej), ..., �gj , ..., gN (x+ tej)),
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donde ej es el j-ésimo vector canónico de Rn y V ⊆ R es un abierto tal que
x + tej ∈ D para toda t ∈ V . Como f ∈ C

2(D,Rn), entonces h ∈ C
1(V ), así por

la Proposición D.3 det(h) es diferenciable en el 0 ∈ V y además

(deth)�(0) =
�

k �=j

det(g1, ..., �gj , ..., ∂jgk, ..., gn)(x).

Pero es claro que (−1)i+j(deth)�(0) es justamente la definición de ∂jdij , entonces

∂jdij(x) = (−1)i+j
�

k �=j

det(g1, ..., �gj , ..., ∂jgk, ..., gn)(x). (D.4)

Si escribimos
ckj := det(∂jgk, g1, ..., �gj , ..., �gk, ..., gn)(x)

entonces ckj = cjk, ya que f es de clase C
2, implica ∂jgk = ∂kgj . Intercambiar dos

columnas vecinas en un determinante sólo cambia el signo del determinante. Por
lo tanto

det det(g1, ..., �gj , ..., ∂jgk, ..., gn)(x) =
�
(−1)k−1

ckj k < j

(−1)k−2
ckj k > j

. (D.5)

Definimos σkj = −1 para k > j, σkj = 1 para k < j y σjj = 0. Con esta notación
(D.4) y (D.5) implican que

(−1)i+j
∂jdij(x) =

�

k<j

(−1)k−1
ckj +

�

k<j

(−1)k−2
ckj = (−1)k−1

n�

k=1

σkjckj .

Todo lo anterior es válido para j = 1, ..., n. Formando la suma respecto a j obte-
nemos

(−1)i
n�

j=1

∂jdij =
n�

k,j=1

(−1)k−1+j
σkjckj

=
n�

k,j=1

(−1)j−1+k
σjkcjk (cambio de índice),

= −
n�

k,j=1

(−1)k−1+j
σkjckj (ckj = cjk,σkj = σjk).

El único valor real con parte positiva igual a su parte negativa es el 0, esto implica
que la suma es 0.

D.3. Operadores en espacios de Banach

Sean E,F espacios de Banach.

Definición D.9 Sea A ⊆ E y f : A → F una función continua. Decimos que f

es un operador compacto si f(A) es relativamente compacto en F . Denotamos
por K(A,F ) a la familia de operadores compactos de A en F .
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Definición D.10 Sea A ⊆ E y f : A → F . Decimos que f es un operador de
dimensión finita si existe un subespacio de dimensión finita en F que contiene
a f(A). Denotaremos por F(A,F ) a la familia de funciones de dimensión finita
entre A y F .

Lema D.11 F(A,F ) es denso en K(A,F ).

Demostración. Sea f ∈ K(A,F ), como f(A) es relativamente compacto, entonces
f(A) es precompacto. Sea ε > 0, entonces existe Y ⊆ E finito tal que f(A) ⊆
Y + Uε. Definimos para y ∈ Y , z ∈ f(A)

ϕy(z) := máx{0, ε− |z − y|}, (D.6)

ψy(z) :=
ϕy(z)�

x∈Y ϕx(z)
. (D.7)

Es claro que para cada y ∈ Y , ϕy es continua. Además como Y + Uε cubre a
f(A) se tiene que ϕy(z) ∈ [0, 1] y

�
y∈Y ϕy(z) > 0 para toda z ∈ f(A) y como

esta suma es finita, aseguramos entonces que ψy esta bien definida, es continua y
además

�
y∈Y ψy(z) = 1 para toda z ∈ f(A).

Ahora definimos g : A → F por

g(x) :=
�

y∈Y

ψy(f(x))y. (D.8)

Por lo anterior y puesto que f es continua, g es continua y su imágen esta
contenida en el espacio de dimensión finita < Y >, por esto g ∈ F(A,F ). Sea
x ∈ A, entonces

�g(x)− f(x)� = �
�

y∈Y

ϕy(f(x))(y − f(x))�

≤
�

y∈Y

ϕy(f(x))�y − f(x)� ≤
�

y∈Y

ϕy(f(x)ε = ε.

Esto indica que �g − f�∞ ≤ ε. Como ε fue elegido arbitrariamente se obtiene
la densidad deseada.

Definición D.12 Sea A ⊆ E y f : A → F . Llamamos a f es un operador
completamente continuo si f es continua y f(B) es relativamente compacto
para todo B subespacio acotado de A. Denotamos por Z(A,F ) a la familia de
operadores completamente continuos de A en F .

Definición D.13 Sea A ⊆ E cerrado y acotado, f : A → E. Decimos que f es
propio si f−1(K) es compacto para todo K ⊂ F compacto.

Proposición D.14 Si f ∈ K(A,E) entonces I − f es propio.
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Demostración. Sea K ⊆ E compacto. Sea (xk) ⊂ (I − f)−1(K) una sucesión,
queremos demostrar que (xk) tiene una subsucesión convergente en (I−f)f−1(K).
Denotemos yk := xk − f(xk), como yk ∈ K y K es compacto podemos suponer
sin perder generalidad pasando a subsucesiones que yk → y ∈ K. Ahora como
f(xk) ∈ f(A) y f(A) es relativamente compacto, entonces de igual forma podemos
suponer pasando a subsucesiones que f(xk) → z ∈ E. Por lo tanto xk = yk +
f(xk) → y + z ∈ E, pero como (I − f) es continuo entonces (I − f)−1(K) es
cerrado y por lo tanto xk = yk + f(xk) → y + z ∈ (I − f)−1(K). Lo que prueba
que (I − f)−1(K) es compacto. Como K fue un compacto arbitrario concluimos
que (I − f) propio.

Lema D.15 Sea A ⊆ E cerrado y acotado, f : A → F operador continuo y propio.
Entonces f es una aplicación cerrada.

Demostración. Sea B ⊆ A cerrado. Sea (yk) ⊆ f(B) una sucesión tal que yk → y en
F, queremos demostrar que y ∈ f(B). Consideremos (xk) ⊂ A tal que f(xk) = yk

para toda n ∈ N. Como {yk}∞k=1 ∪ {y} es secuencialmente compacto en F y F

es completo, entonces {yk}∞k=1 ∪ {y} es compacto. Ahora usando que f es propio,
se tiene que {xk}∞k=1 ⊂ B es relativamente compacto, por lo tanto existe una
subsucesión (xki) ⊂ B tal que xki → x ∈ B, ya que B es cerrado, por continuidad
de f se tiene yki = f(xki) → f(x) y esto prueba que y = f(x) y por lo tanto
y ∈ f(B).
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