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ii ÍNDICE GENERAL

2.2.3. Flujo potencial, inv́ıcido y estacionario bidimensional . 25

2.3. Ecuación de Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3. Aplicación de la variable compleja 29
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8. Fórmula de Schwarz-Christoffel modificada para flujos sobre
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Introducción

Jean le Rond d’Alembert fué uno de los grandes f́ısicos-matemáticos del

siglo XVIII. Junto con Euler y Bernoulli es considerado uno de los fundadores

de la dinámica de fluidos moderna.

Uno de los resultados más conocidos en la teoŕıa de flujos potenciales es

la llamada Paradoja de d’Alembert. D’Alembert demostró matemáticamente

en 1774 que bajo las hipótesis de cero viscosidad y cero compresibilidad el

arrastre sobre en un cuerpo bidimensional totalmente rodeado por fluido en

movimiento es nulo.

Posteriormente, en 1868, Helmholtz notó, al igual que Kirchhoff en 1869,

que el resultado obtenido por d’Alembert era válido solamente si el campo de

velocidades es continuo. Esto llevó al concepto de estela detrás del obstáculo:

una “zona muerta” que se extiende infinitamente detrás del obstáculo donde

la presión es constante. A principios del siglo XX Levi-Civita y Villat

desarrollaron las bases matemáticas de esta teoŕıa.

En la práctica el campo de velocidades y las llamadas ĺıneas de corriente

libres que definen la estela sólo han podido ser calculadas para casos muy

sencillos.

En este trabajo estudiaremos este tipo de flujos, flujos con ĺıneas de

corriente libres. Primero daremos un breve repaso de la mecánica de fluidos y

de variable compleja, para después estudiar la teoŕıa de las ĺıneas de corriente

libres junto con las técnicas de análisis complejo para obtener el potencial

complejo de los flujos.

Nuestra atención se centrará en obstáculos con frontera poligonal y con

estos haremos algunas aproximaciones para el cálculo del coeficiente de arrastre

en veh́ıculos terrestres comerciales.
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2 ÍNDICE GENERAL

Para concluir haremos un pequeño análisis relacionado con la aplicabilidad

de estos conceptos en la aproximación poligonal de obstáculos con frontera

curva.

Como podremos ver, esta teoŕıa subestima de manera considerable el

coeficiente de arrastre conforme los obstáculos poligonales se vuelven más

complejos debido a las esquinas.



Caṕıtulo 1

Fundamentos de la Mecánica de
Fluidos

En este caṕıtulo daremos un breve repaso de los conceptos básicos de la

Mecánica de Fluidos que nos será útil tener a la mano para la realización de

este trabajo.

1.1. Conceptos básicos

Un fluido es cualquier material que bajo la acción de una fuerza se puede

deformar continuamente sin ĺımite, a esta deformación se le conoce como flujo.

La mecánica de fluidos es la rama de la f́ısica que estudia el movimiento de

los fluidos y las fuerzas que se derivan de estos. La primera dificultad que

se encuentra cuando se estudia un fluido es el hecho de que a pesar de que

los fluidos están constituidos por moléculas, al igual que los cuerpos ŕıgidos,

las posiciones entre las moléculas no es fija. Es por eso que este estudio se

lleva a cabo desde un punto de vista macroscópico. Lo que esto quiere decir

es que cuando se estudia un fluido, no se hace estudiando las moléculas que lo

constituyen ni se hace la deducción de las ecuaciones de movimiento a partir

de conceptos microscópicos.

Teniendo lo anterior en cuenta es necesario estudiar a los fluidos como

medios continuos, a esto se lo conoce como la hipótesis del continuo.

Esto implica que las propiedades del fluido tales como densidad, presión,

3



4 1.1. CONCEPTOS BÁSICOS

temperatura, y velocidad se suponen bien definidas, o medibles, en puntos

“infinitamente”pequeños que se conocen como elementos de fluido. De esta

forma, las propiedades del fluido se considera que vaŕıan continuamente en el

espacio. La hipótesis del continuo establece que el volumen de un elemento de

fluido debe ser grande para que contenga un gran número de moléculas, pero

a su vez pequeño comparado con las dimensiones macroscópicas del sistema,

convencionalmente se establece que el volumen de un elemento de fluido ε debe

cumplir

1

n
! ε ! L

donde n es el número de moléculas por unidad de volumen y L es la escala de

longitud más chica macroscópicamente significante en el fluido.

Como en la mecánica de cuerpo ŕıgido, para describir el movimiento y

deducir las leyes de conservación de un fluido es necesario hacerlo desde

un sistema de referencia. En la mecánica de fluidos existen dos marcos de

referencia básicos, el que corresponde a la descripción euleriana y el que

corresponde a la descripción lagrangiana.

En la descripción euleriana las variables independientes son las coordenadas

espaciales x, y, z y la variable temporal t. Desde el punto de vista del

laboratorio el sistema de referencia está fijo lo cual implica que las propiedades

del fluido son estudiadas a partir de un volumen de control, o sea, un espacio

determinado en el cual observamos las propiedades macroscópicas del fluido en

diferentes tiempos t y t+∆t. Las part́ıculas que se encontraban en el volumen

de control al tiempo t no necesariamente son las mismas que se encontrarán

al tiempo t+∆t.

En la descripción lagrangiana la atención se centra en un elemento de

fluido particular ε0 en un tiempo t0 y se sigue a lo largo de su movimiento.

Se consideran siempre las mismas part́ıculas ya que el marco de referencia se

mueve junto con el elemento de fluido. Dada esta descripción, las variables

caracteŕısticas del sistema ahora dependen del tiempo y de la posición inicial

en la que se encontraba el elemento de fluido.
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1.2. Derivada material

Dados los dos sistemas de referencia básicos para la descripción del

movimiento de los fluidos, ya que ambas son válidas y que los resultados

que se obtienen deben ser iguales sin importar cual sistema se elija,

entonces debe haber una manera de relacionarlos. Si elegimos el sistema

de referencia lagrangiano, es posible conocer el recorrido de una part́ıcula

x(t) = (x(t), y(t), z(t)) y su velocidad u(x(t), y(t), z(t), t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)),

esto es

u(x(t), t) =
dx

dt
(t)

La aceleración entonces estará dada por

a(t) =
d2

dt2
x(t) =

d

dt
u(x(t), y(t), z(t), t)

lo que es igual a

a(t) =
∂u

∂x
ẋ+

∂u

∂y
ẏ +

∂u

∂z
ż +

∂u

∂t

y dado que

u(x, y, x, t) = (u(x, y, z, t), v(x, y, z, t), w(x, y, z, t))

obtenemos que

a(t) = uux + vuy + wuz + ut = ∂tu+ u ·∇u.

Al operador

D

Dt
= ∂t + u ·∇ (1.1)

se le conoce como la derivada material. Este operador aplicado a una

cantidad α, i.e. Dα
Dt , representa el cambio total de esta desde el punto de vista

de un observador que sigue a un elemento de fluido particular mientras fluye, o
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sea, en el sistema lagrangiano. Por su parte el lado derecho de (1.1) representa

este cambio expresado en el sistema euleriano. Por lo tanto la ecuación (1.1)

expresa la razón de cambio de una cantidad en el sistema lagrangiano en

términos de las derivadas en el sistema euleriano.

1.3. Fuerzas volumétricas y de superficie

Existen dos tipos de fuerzas que actúan sobre los cuerpos. El primer tipo

son las fuerzas que actúan sobre el cuerpo completo, que tienen la capacidad de

penetrar en este y tener efecto sobre todas las part́ıculas que lo conforman, en

el caso de los fluidos tienen la capacidad de actuar sobre todos los elementos de

fluido; ejemplos de dichas fuerzas son la gravedad, las fuerzas electromagnéticas

y las fuerzas ficticias. A estas fuerzas se les conoce como fuerzas volumétricas

o de cuerpo, y se les denota por fc. Dado que vaŕıan poco con la distancia, se

les considera constantes sobre un cuerpo completo. Entonces si f es el vector

que representa la resultante de todas las fuerzas volumétricas que actúan sobre

un cuerpo, la fuerza volumétrica total actuando sobre una masa de volumen

V estará dada por

∫

V

ρfdV

El factor ρ se introduce ya que los dos tipos mas comunes de fuerzas de

cuerpo, la gravedad y las fuerzas ficticias, dependen directamente de la masa

del cuerpo.

El segundo tipo de fuerzas son las de corto alcance o superficiales, y se les

denota por fs. Estas están directamente relacionadas con la interacción entre

las moléculas y decrecen rápidamente conforme aumenta la distancia al punto

de origen de la fuerza, por ejemplo fuerzas de presión y tensión viscosa. Son la

manifestación macroscópica de las interacciones y la dinámica a nivel molecular

entre dos elementos de fluido que comparte una frontera. Dado un elemento

de fluido sobre el cual actúa una fuerza de corto alcance, esta tendrá efecto

sólo en una capa delgada cercana a la frontera del elemento de fluido, a este

alcance se le conoce como profundidad de penetración. La fuerza superficial

por unidad de área se denomina esfuerzo y se le denota por t.
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Figura 1.1: Tensor de esfuerzos

De esta manera podemos definir t(n̂,x, t)δA como la fuerza ejercida a

través del área δA por el medio en el lado al que n̂ apunta sobre el medio

en el lado opuesto (dentro de V ).

La superficie de un elemento de fluido en general tiene diversas orientacio-

nes lo cual hace una tarea bastante complicada el definir el efecto total de las

fuerzas de superficie ya que el vector t, al cual llamaremos tensor de esfuerzos,

depende del punto y el tiempo en que es evaluado aśı como también del área

en cuestión, y de la orientación de esta área, o sea de n̂. Una manera de ata-

car este problema para obtener información sobre el tensor de deformación es

considerar su acción instantánea sobre un elemento de fluido tetraédrico con

volumen δV

Figura 1.2: Fuerzas superficiales
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donde a la cara δAz le corresponde la normal −êz,a la cara δAx le corresponde

la normal −êx, a la cara δAy le corresponde la normal −êy y a la cara δA le

corresponde la normal −n̂.

Suponiendo que cada cara, las δAi , i = {1, 2, 3}, son suficientemente

pequeñas como para poder considerar t constante en cada una de estas,

entonces la fuerza superficial total sobre el elemento de fluido tetraédrico

estará dada por la suma de las fuerzas ejercidas en cada cara evaluadas en

algún punto de estas

fs = t(n̂,xδA, t)δA+t(−êx,xδAx , t)δAx+t(−êy,xδAy , t)δAy+t(−êz,xδAz , t)δAz

Dado que el esfuerzo t depende de la normal a la superficie donde este se

evalua entonces se tiene que t(−n̂,x, t) = −t(n̂,x, t), i.e. t es impar en n̂.

Ademas ya que n̂ · êx, n̂ · êy y n̂ · êz nos dan el angulo entre la cara δA y las

caras δAx, δAy y δAx respectivamente, entonces tenemos que

δAx = δAn̂ · êx

δAx = δAn̂ · êy

δAx = δAn̂ · êz

Con lo cual se puede escribir fs de la siguiente manera

fs = δA[t(n̂,xδA, t)−t(êx,xδAx , t)n̂ · êx−t(êy,xδAy , t)n̂ · êy−t(êz,xδAz , t)n̂ · êz]

fs = δA[t(n̂,xδA)− [t(êx,xδAx , t)êx + t(êy,xδAy , t)êy + t(êz,xδAz , t)êz] · n̂]

Ahora bien, la fuerza volumétrica total sobre el cuerpo dentro del tetraedro

es proporcional a δV , i.e. fc = O(l3); la masa dentro del tetraedro es
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proporcional a δV , pero las fuerzas superficiales fs son proporcionales al área

del tetraedro, i.e. fs = O(l2); por lo tanto dada la segunda ley de Newton

ma = fc + fs

si las dimensiones lineales del tetraedro se aproximan a cero, sin que su forma

cambie, los puntos xδ, xδAy y xδAz tienden todos a un mismo punto x, y se

tiene que

t(n̂,xδA, t) = [t(êx,xδAx , t)êx + t(êy,xδAy , t)êy + t(êz,xδAz , t)êz]n̂ (1.2)

Los vectores n̂ y t no dependen de los ejes de referencia del sistema, y la

i-ésima componente de t, ver ecuación (1.2), evaluada en la j-ésima dirección,

i.e. ti(êj), se puede ver como la ij-ésima entrada de un tensor σij al cual se

le llama tensor de esfuerzos. De esta forma, dado el tensor σ, el esfuerzo en

cualquier punto estará dado por

t(êi,x, t) = σ(x, t) · êi =




σii σij σik

σji σjj σjk

σki σkj σkk



 · êi

Utilizando esto se tiene que la fuerza superficial fs esta dada por

fs =

∫

δA

t(n̂,x, t)dS =

∫

δA

σ(x, t) · n̂dS =

∫

V

∇ · σTdV (1.3)

Ahora bien, si suponemos que σ es constante dentro de un elemento

de fluido esférico Ω suficientemente pequeño y calculamos la suma de las

magnitudes de los esfuerzos normales sobre la superficie de este elemento

tenemos

∫

∂Ω

(t(n̂,x, t)) · n̂dS =

∫

∂Ω

(σ · n̂) · n̂dS =

∫

∂Ω

σijninjdS = σij

∫

∂Ω

ninjdS

donde las dos últimas expresiones están escritas en notación de indices y la

última igualdad se da porque se supone σ constante. Calculando las 9 integrales

se tiene que
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∫

∂Ω

ninjdS = 0; para i $= j

y

∫

∂Ω

ninidS =
4

3
πr2

con lo cual se tiene

∫

∂Ω

(t(n̂,x, t)) · n̂dS = (σxx + σyy + σzz)
4

3
πr2 = tr(σ)

4

3
πr2

Se puede ver que este resultado es independiente de la forma del elemento

de fluido con el que se trabaje, y dado que 4πr2 es el área del elemento esférico

y que estamos calculando la suma de las magnitudes de los esfuerzos normales,

entonces es natural definir

−1

3
tr(σ) = −1

3
σii = p

donde p es la presión mecánica

Dado lo anterior es posible descomponer el tensor σ de la siguiente manera

σ =
1

3
tr(σ)(I+D (1.4)

donde a D, se le conoce como tensor deviatórico. El primer término del lado

derecho de la igualdad solo contribuye a los esfuerzos normales causados por la

presión mecánica mientras que el segundo término contribuye tanto a esfuerzos

tangenciales como cortantes.

1.4. Equilibrio de fuerzas

Tener equilibrio de fuerzas significa que

ftotal = fc + fs = 0
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o lo que es lo mismo

∫

∂Ω

σ · n̂dS +

∫

Ω

fdV = 0

y usando el teorema de Gauss tenemos que

∫

Ω

∂

∂xj
σij + fidV = 0

que dada la arbitrariedad de Ω, esto implica

∂

∂xi
σji + fj = ∇ · σT + f = 0.

Haciendo el cálculo para el equilibrio de torcas y de balance angular se

puede ver que el tensor σ es simétrico, por lo tanto σ = σT

∂

∂xi
σji + fj = ∇ · σ + f = 0 (1.5)

1.5. Deformaciones chicas

Para estudiar las deformaciones chicas en un cuerpo consideremos el

siguiente diagrama

Figura 1.3: Fuerzas superficiales
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Tomando en cuenta el punto A = (x, y) como referencia los componentes

de su desplazamiento son u(x, y) y v(x, y).

Usando la descripción lagrangiana tenemos que la posición del elemento

material que al tiempo t estaba en x0 esta dada de la forma x(x0, t).

Para obtener el cambio de forma de un medio continuo hay que considerar

los desplazamientos de los distintos puntos materiales dentro de este. El

desplazamiento del elemento material cuya posición inicial era x0 es (u =

x(x0, t)− x0.

Figura 1.4: Desplazamiento

Conociendo el desplazamiento de un punto x0 es posible calcular el

desplazamiento para cualquier otro punto vecino, x0 + dx0, de la siguiente

manera

(u(x0 + dx0) = x(x0, t) + dx(x0, t)− (x0 + dx0) = (u(x0) + dx(x0, t)− dx0

dx(x0, t) = (u(x0 + dx0)− (u+ dx0 = d(u+ dx0

(u(x0 + dx0) = (u(x0) +∇(uT|x0 · dx0 +O(|dx0|2)

lo anterior implica que

dx ≈ dx0 +∇(uT · dx0.

Veamos entonces que pasa con los cambios en las distancias



CAPÍTULO 1. FUNDAMENTOS DE LA MECÁNICA DE FLUIDOS 13

|dx| =
√
dx · dx

|dx|2 = (d(u+ dx0)(d(u+ dx0)

de donde

|dx|2 = |dx0|2 +
(
∂(ui

∂xj
+

∂(uj

∂xi
+

∂(uk

∂xj

∂(uk

∂xi

)
dx0jdx0i

Se define a (U, el tensor de deformaciones como

(U =
1

2

(
∂(ui

∂xj
+

∂(uj

∂xi
+

∂(uk

∂xj

∂(uk

∂xi

)

(U =
1

2

(
∇(u+∇(uT +∇(u ·∇(uT

)

este tensor da las variaciones en la distancia entre cualesquiera dos puntos

vecinos.

Si la deformación es pequeña entonces podemos aproximar a (U como

(U ≈ 1

2

(
∂(ui

∂xj
+

∂(uj

∂xi

)
= (E

A (E se le conoce como el tensor de deformaciones infinitesimal de Cauchy.

Cuando se tienen deformaciones pequegñas se trabaja con el modelo de

Hooke para analizarlas. Lo que nos dice este modelo es que las deformaciones

son linealmente proporcionales a la fuerza ejercida, o sea que σ ∝ (E, lo cual

se puede escribir como

σij = CijklEkl

Donde Cijkl es un tensor isotrópico de cuarto orden, ver [Sadd05], que

contiene los coeficientes de elasticidad. Un tensor de esta forma se puede

escribir como
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Cijkl = λδijδkl + µδikδjl + µ′δilδjk

Dado que σ = σT entonces Cijkl = Cjikl y por lo tanto

µ(δikδjl − δjkδil) = µ′(δjlδik − δilδjk) =⇒ µ = µ′

con lo cual

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)

de donde

σij = λδijEkk + µ(Eij + Eji) = λδijtr((E) + 2µEij

o lo que es lo mismo

σ = λtr((E)(I+ 2µ(E (1.6)

1.6. Conservación de masa

Desde el punto de vista de la descripción euleriana es posible fijar una

región V con frontera ∂V donde se van a medir las propiedades del fluido que

pasen a través de ésta. Siendo ρ densidad y u la velocidad del fluido dentro de

V la razón de cambio de la masa en esta región esta dada por

d

dt
m (V, t) =

d

dt

∫

V

ρ (x, t) dV =

∫

V

∂ρ

∂t
(x, t) dV

Suponiendo que ∂V es una superficie suave con elemento de área dA y

tomando a n̂ como la normal unitaria a la frontera en cualquier punto entonces

el flujo de volumen a través de ∂V por unidad de área es u · n̂ y el flujo de

masa es ρu · n̂
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Figura 1.5: Flujo de volumen

El principio de conservación de masa se puede expresar entonces de la

siguiente manera: la razón de cambio de la masa en V es igual a la razón a la

cual el fluido está entrando dentro de V

d

dt

∫

V

ρdV = −
∫

∂V

ρu · n̂dA

usando teorema de la divergencia se puede escribir en su forma integral como

∫

V

[
∂ρ

∂t
+ div (ρu)

]
dV = 0.

Ya que este resultado es independiente de la región V , entonces es

equivalente a

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0

A esta ecuación también se le conoce como ecuación de continuidad. Otra

manera de escribir esta ecuación utilizando la derivada material es expandiendo

la divergencia

∂ρ

∂t
+ uk

∂ρ

∂xk
+ ρ

∂uk

∂xk
= 0

en donde se puede reconocer con el primer y segundo término a la derivada

material de ρ, con lo cual se tiene
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Dρ

Dt
+ ρ

∂uk

∂xk
= 0 (1.7)

1.7. Conservación de momento lineal

En una regioń fija Ω llena de material con velocidad u, el cambio en el

momento lineal se deberá a dos factores:

1. Las fuerzas que actúan sobre la materia en Ω

2. El flujo de materia por la frontera, ∂Ω, que acarrea su momento

d

dt

∫

Ω

ρudV
︸ ︷︷ ︸

1

=

∫

∂Ω

σ · n̂dS
︸ ︷︷ ︸

2

+

∫

Ω

f · dV
︸ ︷︷ ︸

3

−
∫

∂Ω

ρu(u · n̂)dS
︸ ︷︷ ︸

4

el primer término representa el cambio del momento de la materia en Ω en

un tiempo t, el segundo y tercero son las fuerzas superficiales y volumétricas

respectivamente y el cuarto termino es el flujo de momento por la frontera de

Ω.

Dado que Ω es fijo, usando el teorema de Gauss tenemos

∫

Ω

∂

∂t
ρuidV =

∫

Ω

(
∂

∂xj
σij + fi

)
dV −

∫

Ω

∂

∂xj
(ρuiuj) dV

que por la arbitrariedad de Ω implica

∂

∂t
ρui =

∂

∂xj
σij + fi −

∂

∂xj
(ρuiuj)

expandiendo los términos y tomando en cuenta la ecuación de continuidad,

ecuación ( 1.7), se tiene entones que

ρ

(
∂

∂t
+ uj

∂

∂xj

)
ui =

∂

∂xj
σij + fi

o lo que es lo mismo
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ρ
D

Dt
u = ∇ · (σ) + f (1.8)

1.8. Ĺıneas de corriente, sendas y trazas

En muchas ocasiones es útil poder ver lo que sucede dentro de un flujo

complicado, sobre todo cuando se trabaja con cuestiones de diseño y el objetivo

es conseguir cierto tipo de flujo alrededor de un objeto, ya que, aunque

la visualización del flujo no nos permita hacer predicciones cuantitativas,

cualitativamente son una buena gúıa. En el laboratorio esto se logra de diversas

maneras por ejemplo por medio de túneles de viento en el caso de gases.

1.8.1. Ĺıneas de corriente

Las ĺıneas de corriente son las ĺıneas que cumplen que para un tiempo

determinado t la tangente de la ĺınea en cada punto x es paralela al vector

velocidad u = (u, v, w) en dicho punto. Esto quiere decir que dada una ĺınea

de corriente, su pendiente dy
dx en el plano xy debe ser igual a v

u . Esto es, la

ecuación de la ĺınea de corriente en el plano xy es

dy

dx
=

v

u
.

Análogamente, en los planos xz y yz las ecuaciones de las pendientes son

dz

dx
=

w

u

dz

dy
=

w

v

respectivamente.

Estas ecuaciones se pueden escribir como

dx

dt
= u ,

dy

dt
= v ,

dz

dt
= w
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de donde se tiene

dx

u
=

dy

v
=

dz

w
(1.9)

1.8.2. Sendas

Una senda es el camino trazado en el flujo por una part́ıcula espećıfica a lo

largo del tiempo. Dado que una part́ıcula se mueve a la misma velocidad que

el fluido en su vecindad, las sendas deben satisfacer la ecuación

dxi

dt
= ui(x, t) (1.10)

1.8.3. Trazas

Si se inyecta continuamente desde un punto fijo un marcador, que no tenga

efectos sobre el flujo, en el fluido y se observa el camino que traza el marcador

entonces obtenemos las trazas.

La ecuación de las trazas es la misma que la ecuación de las sendas (1.10)

sujeta a las condiciones iniciales x = x0 cuando t = τ . Entonces conforme

τ toma todos los posibles valores en −∞ ≤ τ ≤ ∞, se obtienen todas las

part́ıculas en la traza. Dado el problema de valor inicial, entonces se tiene

xi = xi(x0, y0, z0, t, τ) (1.11)

Un hecho importante que se debe notar es la dependencia de las ecuaciones

(1.9), (1.10), (1.11) en el tiempo Esto implica que para el caso de flujos

estacionarios, esto es, los flujos para los cuales las variables que lo caracterizan

no dependen del tiempo, las lineas de corriente, las sendas y las trazas

coinciden.
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Figura 1.6: Esquema conceptual de las ĺıneas de corriente, las sendas y las trazas
para el caso no estacionario y el caso estacionario

1.9. Circulación y vorticidad

Dado el campo de velocidades de un fluido u = (u, v, w), a su rotacional

ξ = ∇× u = (∂yw − ∂zv, ∂zu− ∂xw, ∂xv − ∂yu) (1.12)

se le llama vorticidad de u

Si se toma un contorno cerrado dentro de un flujo entonces la circulación

sobre este se define como la integral alrededor del contorno de la componente

tangencial a este del vector de velocidad. Por lo tanto, en términos de

ecuaciones, la circulación Γ es

Γ =

∮
u · dl (1.13)

La vorticidad y la circulación se pueden relacionar por medio de la

aplicación del teorema de Stokes a (1.13). Haciendo eso tenemos

Γ =

∫

A

(∇× u) · n̂dA =

∫

A

ξ · n̂dA (1.14)

Con esta ecuación se puede ver que para contornos arbitrarios que encierren

un área A, si ξ = 0 entonces Γ = 0 y viceversa. A los flujo para los cuales ξ = 0

se les llama irrotacionales, a los que no cumplen esto se les llama rotacionales.
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Comentario Bibliográfico

Para el lector que quiera estudiar más a fondo los temas de esta sección se

le recomienda ver: [And07], [Bat02], [Curr93], [Kar80] y [Lamb75]



Caṕıtulo 2

Flujo potencial

En este caṕıtulo veremos la definición de flujo potencial y deduciremos las

ecuaciones que lo gobiernan.

2.1. Flujo bidimensional

El movimiento bidimensional se caracteriza por el hecho de que las ĺıneas

de corriente son todas paralelas a un plano fijo y que la velocidad en puntos

correspondientes de todos los planos paralelos a dicho plano fijo tiene la

misma magnitud y sentido; esto implica que el patrón del flujo y sus distintas

propiedades son independientes de la distancia a lo largo del eje determinado

por la normal al plano fijo.

Figura 2.1: Movimiento bidimensional

21
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Si a este eje lo denotamos por Z entonces tenemos

1. ∂
∂z (cualquier cosa) = 0

2. ds = (dx, dy, dz)

3. u = (u, v, 0)

4. u = u(x, y)

5. v = v(x, y)

Y por lo tanto, considerando las ecuaciones de las ĺıneas de corriente (1.9)

tenemos que

dx

u(x, y)
=

dy

v(x, y)
=

dz

0

de donde inmediatamente tenemos que dz = 0 o lo que es lo mismo z =

constante. Esto implica que el movimiento en todos los planos normales a Z

será idéntico.

2.2. Fluidos ideales y flujos potenciales

Existen muchas clasificaciones diferentes para los fluidos que dependen de

que estos cumplan o no ciertas caracteŕısticas, una de estas clasificaciones de-

pende de la compresibilidad. Cuando se supone que un fluido es incompresible,

entonces se dice que es un fluido ideal.

El hecho de que un fluido no sea compresible implica, dada la ecuación

(1.7), que

∇ · u = 0 (2.1)

ya que su densidad es constante a lo largo del tiempo.
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2.2.1. Función de corriente

Consideremos un flujo bidimensional estacionario incompresible, entonces

la ecuación (2.1) implica que ∂xu = −∂yv, y por lo tanto existe una función

escalar ψ̄(x, y) única, salvo una constante, tal que

u = ∂yψ̄, v = −∂xψ̄ (2.2)

Por otro lado, por la ecuación (1.9), tenemos que la ecuación diferencial

para las ĺıneas de corriente está dada por

dy

dx
=

v

u
(2.3)

y si u y v son funciones conocidas de x y y entonces esta ecuación se puede

integrar para obtener la ecuación algebraica de la ĺınea de corriente

ψ(x, y) = c

donde c es una constante que al variarla nos da las diferentes ĺıneas de corriente.

A ψ se le conoce como la función de corriente.

Veamos que las funciones ψ̄ y ψ son la misma. La variación total de la

función ψ̄ esta dada por

dψ̄

dt
=

∂ψ̄

∂x

dx

dt
+

∂ψ̄

∂y

dy

dt

que dadas las ecuaciones (2.2) es igual a

dψ̄

dt
= −v

dx

dt
+ u

dy

dt

y entonces esta ecuación para ψ̄ = constante es

0 = −v
dx

dt
+ u

dy

dt

o lo que es lo mismo
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(
dy

dx

)

ψ̄

=
v

u

donde el sub́ındice significa que esta expresión es válida para ψ = constante.

Pero como ya vimos en §1.8.1 y en la ecuación (2.3) esta es precisamente la

ecuación de las ĺıneas de corriente en el plano xy.

2.2.2. Potencial de velocidad

Sabemos que la vorticidad de un flujo está dada por

ξ = ∇× u

si consideramos un fluido ideal que da lugar a un flujo irrotacional entonces

dado que su vorticidad debe ser cero, el campo de velocidades debe cumplir

u = ∇φ (2.4)

donde φ es una función escalar a la que se le conoce como potencial de velocidad.

Dada la ultima igualdad, las componentes del campo de velocidad están dadas

por

u =
∂φ

∂x
, v =

∂φ

∂y

A los flujos irrotacionales de fluidos ideales se les conoce como flujo

potencial, debido a la existencia del potencial de velocidades.

Comparando las expresiones que tenemos para las componentes u y v del

campo de velocidades en términos de la función de corriente y del potencial

de velocidades encontramos que

u =
∂φ

∂x
=

∂ψ

∂y
, v =

∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x
(2.5)

de donde tenemos que las componentes del campo de velocidad satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann
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2.2.3. Flujo potencial, inv́ıcido y estacionario bidimen-
sional

Dado que σ = λtr('E)'I + 2µ'E, ver ecuación (1.6), tenemos que para un

flujo inv́ıcido, el cual se define como aquel que no ejerce esfuerzos cortantes, σ

es únicamente

σ = λtr('E)'I

ya que los términos en 2µ'E corresponden al tensor deviatórico, ver ecuación

(1.4). Por lo tanto, tomando en cuenta la ecuación (1.3), la fuerza ejercida por

el fluido sobre un cuerpo estará dada por

fs = P =

∫

δA

t(n̂,x, t)dS =

∫

δA

σ(x, t) · n̂dS

y ya que en un flujo estacionario σ = −p'I entonces se tiene que la fuerza de

superficie sobre un cuerpo ejercida por un fluido está dada por

F =

∫

δA

−p'I · n̂dS

Como ya vimos la ecuación de continuidad para un flujo incompresible

implica que

∇ · u = 0

Además, el considerar un flujo irrotacional nos lleva a que el campo de

velocidades tiene la forma

u = ∇φ

Por lo tanto, para un flujo que cumple ser tanto incompresible como

irrotacional, combinando las dos ecuaciones anteriores, tenemos que debe

cumplir

∇ ·∇φ = 0
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o lo que es lo mismo

∇2φ = 0 (2.6)

O sea, φ debe satisfacer la ecuación de Laplace.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.2) tenemos que

∇ · u =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

se puede escribir como

∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)
+

∂

∂y

(
−∂ψ

∂x

)
=

∂2ψ

∂x∂y
− ∂2ψ

∂y∂x
= 0

entonces, como se puede ver ψ satisface también la ecuación de continuidad.

Dado que el flujo es irrotacional, sabemos que se debe satisfacer

∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0

donde de nuevo tomando en cuenta las ecuaciones (2.2) podemos sustituir y

obtener

∂

∂x

(
−∂ψ

∂x

)
− ∂

∂y

(
−∂ψ

∂y

)
= 0

por lo tanto ψ también satisface la ecuación de Laplace.

Como podemos ver, ambas funciones φ y ψ, satisfacen la ecuación de

Laplace; además por las ecuaciones (2.5) ambas funciones también satisfacen

las condiciones de Cauchy-Rieman para funciones anaĺıticas de variable

compleja, es por eso que es natural pensar en buscar soluciones para los flujos

potenciales en términos de funciones anaĺıticas de variable compleja donde φ

es la parte real y ψ es la parte imaginaria.



CAPÍTULO 2. FLUJO POTENCIAL 27

2.3. Ecuación de Bernoulli

Como ya vimos, en el caso de un flujo potencial, inv́ıcido y estacionario

bidimensional en ausencia de fuerzas volumétricas tenemos que σ = −p'I. Por

lo tanto la ecuación (1.8) para la conservación de momento angular tiene la

forma

ρ
D

Dt
u = ∇ · (−p'I)

Considerando la componente x de esta ecuación, tenemos que

ρ
∂u

∂t
+ ρu

∂u

∂x
+ ρv

∂u

∂y
= −∂p

∂x

Pero ya que el flujo es estacionario entonces

u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x

multiplicando por dx y tomando en cuenta las ecuaciones (1.9) para las ĺıneas

de corriente, tenemos que

u

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
= −1

ρ

∂p

∂x
dx

o lo que es lo mismo

u du = −1

ρ

∂p

∂x
dx

1

2
d(u2) = −1

ρ

∂p

∂x
dx

y análogamente tenemos que

1

2
d(v2) = −1

ρ

∂p

∂y
dy

por lo tanto
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1

2
d(u2 + v2) = −1

ρ

(
∂p

∂x
dx+

∂p

∂y
dy

)

y dado que u2 + v2 = |u|2

1

2
d(|u|2) = −dp

ρ

Tomando en cuenta la incompresibilidad del fluido, esta última ecuación la

podemos integrar entre dos puntos en la misma ĺınea de corriente y obtenemos

p2 − p1 = −ρ

(
|u|22
2

− |u|21
2

)

lo que implica

p+
1

2
ρ|u|2 = constante sobre una ĺınea de corriente

En general, para flujo rotacional, esta constante cambiará de una ĺınea de

corriente a otra. Sin embargo, si el flujo es irrotacional, dado que la ecuación

de momento angular tiene la forma ρu ·∇u = −∇p en este caso y dado que

u · ∇u = ∇(1/2|u|2) − u × (∇ × u) con ∇ × u = 0, entonces tenemos que

∇(p + 1/2ρ|u|2) = 0 en todos lados. Por lo tando la ecuación de Bernoulli

se satisface entre cualesquiera dos puntos en el flujo, no necesariamente en la

misma linea de corriente. Entonces para un flujo irrotacional

p+
1

2
ρ|u|2 = constante a lo largo de todo el flujo (2.7)

Comentario Bibliográfico

Para el lector que quiera estudiar más a fondo los temas de esta sección se

le recomienda ver: [And07], [Bat02], [Curr93], [Kar80], [Lamb75] y [Rob65]



Caṕıtulo 3

Aplicación de la variable
compleja

En este caṕıtulo recordaremos un poco de variable compleja y de cómo

ésta puede ser utilizada para resolver problemas de flujo potencial en dos

dimensiones.

3.1. Mapeos y funciones anaĺıticas

Sabemos que una función compleja f(z) = u+ iv puede ser vista como un

mapeo del plano xy al plano uv. Además esta función se dice que es anaĺıtica

en una región D si para todo punto z0 dentro de esta región f ′(z0) existe.

Para que la función f(z) = u + iv sea diferenciable en un punto z0, ésta

debe satisfacer que las primeras derivadas parciales de u y v existan, sean

continuas en z0 y además, estas derivadas deben satisfacer las ecuaciones de

Cauchy-Riemann, esto es

∂u

∂x
=

∂v

∂y

∂v

∂x
= −∂u

∂y

Por consiguiente, para que una función f(z) sea diferenciable en una región

29
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D, esta debe ser tal que las primeras derivadas parciales de u y v existan, sean

continuas y estas derivadas satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann para

todos los puntos dentro de la región D.

3.2. Funciones armónicas

La ecuación bidimensional de Laplace

∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= 0

aparece en muchas aplicaciones de la f́ısica. Una de las aplicaciones más

importantes de las funciones anaĺıticas es su uso para obtener soluciones a esta

ecuación, ya que si en una región D una función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es

anaĺıtica entonces cada una de las funciones u(x, y) y v(x, y) son armónicas en

D, lo cual es consecuencia inmediata de las ecuaciones de Cauchy-Rieman y de

la continuidad de las derivadas parciales de orden más alto de las componentes

u y v.

3.3. Mapeo conforme

Se dice que una función f anaĺıtica en una región D que contiene a z0 y que

cumple que f ′(z0) #= 0 es un mapeo conforme en z0; análogamente se dice que

una función f es un mapeo conforme en una región D si cumple lo anterior

para todos los puntos dentro de D.

Una de las propiedades más importantes de los mapeos generados por

funciones anaĺıticas es que la ecuación de Laplace persiste a través de estos.

Esto significa que si φ(x, y) es armónica en cierta región D del plano xy y si

f(z) = w es el mapeo de una función anaĺıtica de la región D a la región D′

en el plano uv, entonces φ es transformada en una función que también es

armónica en D′.

Para demostrar esto, supongamos que φ(x, y) es armónica, y que w =

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) inyectiva, anaĺıtica con derivada diferente de 0 para

todos los puntos y que mapea el dominio D en el plano xy en el dominio D′
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en el dominio uv.

Dado que el mapeo es inyectivo entonces tiene inverso z = f−1(w) y se

tiene que

df−1

dw
(w) =

1
df
dz (z)

o lo que es lo mismo

dz

dw
=

1
dw
dz

Si φ(x, y) es una función definida en D, entonces el dominio D′ “hereda”

φ por medio del mapeo uno a uno; esto es, la función φ′(u, v) definida por

φ′(u, v) := φ(x(u, v), y(u, v))

o lo que es lo mismo

φ′(w) := φ(f−1(w))

concuerda con φ(x, y) en los puntos correspondientes. Lo que queremos ver es

que si φ es armónica en D, entonces φ′ lo es en D′.

Consideremos un punto w0 en D′, digamos w0 = f(z0). Dado que D es

abierto, existe un disco abierto N centrado en z0 completamente contenido

en D. Dado que f−1(w) es anaĺıtica y por lo tanto continua, existe una

vecindad N ′ lo suficientemente chica como para que su imagen bajo f−1 este

completamente dentro de N . Dado que φ es armónica entonces la podemos

tomar como la parte real de una función anaĺıtica g(z) en N . Esto implica que

φ′ es la parte real de la función g(f−1(w)) en N ′, y dado que la composición

de funciones anaĺıticas es anaĺıtica, φ′ debe ser armónica en la vecindad N ′ de

w0. Ya que w0 es un punto arbitrario en D′, la función φ′ debe ser anaĺıtica en

todos lados en D′.

Como ya vimos, en el caso del flujo bidimensional potencial la ecuación

de Laplace se satisface por ambas funciones φ y ψ, ademas de que ambas

satisfacen también las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es por eso que, dado lo
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que hemos recordado de las ecuaciones anaĺıticas y las funciones armónicas, es

natural asociarlas con un potencial complejo de la forma

F (z) = φ(x, y) + iψ(x, y)

A la derivada de F (z) se le conoce como velocidad compleja

F ′(z) =
∂φ

∂x
+ i

∂ψ

∂x
=

∂φ

∂x
− i

∂φ

∂y
= u− iv = |u|e−iθ

El conjugado de esta derivada F ′(z) = u + iv es el vector de velocidad en

dos dimensiones.

Ahora bien, cuando queremos resolver un problema de flujo potencial

bidimensional lo que tenemos es la forma del flujo en el plano f́ısico z, y nuestro

objetivo es encontrar las funciones φ y ψ para conocer el potencial complejo

F (z) a partir del cual vamos a conocer las propiedades del flujo. Los flujos

en el plano z pueden tener fronteras complicadas, es por eso que el uso de la

variable compleja y el mapeo conforme es útil, por medio de estos podemos

transformar el problema del plano z en otro problema en un plano donde la

frontera tenga una forma más sencilla y donde se va a preservar la ecuación

de Laplace, y aśı podremos resolver el problema.

3.4. Paradoja de D’Alembert

En 1744 Jean le Rond D’Alembert publicó en un art́ıculo titulado “Traité de

l’equilibre et des mouvements des fluides pour servir de suite au traité de

dynamique” un resultado teórico que contradećıa toda evidencia experimental.

En este articulo D’Alembert demostró que considerando el movimiento con

velocidad constante de un cuerpo dentro de un flujo potencial inv́ıcido el

arrastre sobre este cuerpo es nulo. Después de varios intentos, en 1768,

D’Alembert publicó un art́ıculo titulado “Opuscules Mathématiques” donde

declaró sobre este problema: “Me parece que la teoŕıa, aún desarrollada con

todo el rigor posible, lleva al resultado de la resistencia igual a cero, una

paradoja singular que dejo a futuras generaciones de geómetras para que

resuelvan”.
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Consideremos un cuerpo C con frontera Γ dentro de un flujo potencial

inv́ıcido con velocidad constante respecto a la velocidad del fluido. Si dz =

dx + idy representa un desplazamiento infinitesimal sobre la frontera Γ,

entonces, dada la ecuación (1.3) tenemos que

F =

∫

Γ

−pn̂dS = −
∫

Γ

pdy + i

∫

Γ

pdx = i

∫

Γ

p(dx+ idy)

y como ya sabemos, de la ecuación de Bernoulli (2.7),

p =
−ρ(u2 + v2)

2

y por lo tanto

F =
−iρ

2

∫

Γ

(u2 + v2)dz

Por otro lado, F ′2 = (u− iv)2 = u2 − v2 − 2iuv, y dado que u es paralelo

a la frontera, tenemos que udy = vdx. De donde

F ′2 = (u2 − v2 − 2iuv)(dx+ idy) = (u2 + v2)(dx− idy)

y dado que (u2 + v2) es real, F ′2 = (u2 + v2)dz

A este resultado se le conoce como el teorema de Blasius. Ahora bien, dadas

las hipótesis con las que estamos trabajando F ′, la velocidad compleja, es una

función anaĺıtica fuera del cuerpo C, y por lo tanto tiene una expansión en

series de Laurent de la siguiente forma

F ′ = a0 +
a1
z

+
a2
z2

+
a3
z3

+ ...

fuera de cualquier disco que contenga a C. Si U = U − iV es la velocidad en el

infinito entonces a0 = U − iV . Por el teorema de Cauchy se tiene que

∫

Γ

F ′dz = 2πa1i

pero tenemos que por otro lado, usando la definición de circulación de la

ecuación (1.13) y el hecho de que u es paralelo a Γ,
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∫

Γ

F ′dz =

∫

Γ

(u− iv)(dx+ idy) =

∫

Γ

udx+ vdy + i(udy − vdx)

=

∫

Γ

udx+ vdy =

∫

Γ

u · ds = ΓC

por lo tanto

a1 =
ΓC

2πi

Elevando al cuadrado la expansión de Laurent para F ′

F ′2 = a0
2 +

2a0a1
z

+
2a0a2 + a12

z2
+ ... (3.1)

y utilizando los teoremas de Blasius y de Cauchy tenemos que

F = − iρ

2

∫

Γ

F ′2dz = − iρ

2
(2πi · 2a0a1) = ρΓC(V − iU)

Con esto queda demostrado el siguiente teorema

Teorema 1. Kutta-Joukowskii

Considerando un flujo potencial incompresible con velocidad U = (U, V ) en

infinito, exterior a un cuerpo C. Entonces la fuerza ejercida por el flujo sobre

el cuerpo está dada por

F = −ρΓC|U|n̄

donde ΓC es la circulación alrededor de C y n̄ es el vector unitario ortogonal a

U .

Dado este teorema entonces podemos ver que la fuerza ejercida por el

flujo sobre el cuerpo es normal a la dirección del flujo y es proporcional a la

circulación en torno al cuerpo, por lo tanto no existe fuerza de arrastre sobre

el cuerpo. Además, si la circulación es 0 la fuerza neta sobre el cuerpo es nula.

Y aśı, tenemos la paradoja de D’Alembert.
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Caṕıtulo 4

Flujos con ĺıneas de corriente
libres en obstáculos poligonales

Se créıa que la paradoja de D’Alembert era producto de considerar nula la

viscosidad del fluido, y eso llevo a formulaciones alternas del problema donde la

viscosidad śı era considerada. Pero a mediados del siglo XIX el planteamiento

del problema desde el punto de vista de los fluidos ideales fue retomado.

Kirchoff y Rayleigh, ver [Gur65],se basaron en la teoŕıa de lineas de corriente

libres de Helmhotz para proponer un nuevo modelo donde el flujo alrededor de

los obstáculos se separa completamente de estos en algún punto y eso genera

una estela detrás del objeto donde el flujo se considera con presión constante.

La estela en el fluido está entonces delimitada por lo que se conoce como

ĺıneas de corriente libres que son las ĺıneas donde el fluido en movimiento hace

contacto con el fluido con presión constante de las estelas. Si no consideramos

los efectos de la gravedad, dado que la presión en la estela es constante y

por lo tanto también lo es sobre las ĺıneas de corriente libres, entonces, por

la ecuación de Bernoulli (2.7), se tiene que la velocidad del flujo en las ĺıneas

de corriente libres debe ser igual a la velocidad del flujo en el infinito, la cual

vamos a llamar v0 y a su magnitud la vamos a denotar por v0. El problema es

entonces encontrar un flujo que satisfaga

1. La velocidad en dirección normal del fluido sobre la frontera del obstáculo

es cero.

2. La presión sobre las ĺıneas de corriente deber ser constante, o lo que es lo

37
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mismo, la magnitud de la velocidad del fluido sobre las ĺıneas de corriente

libres es igual a la magnitud de la velocidad del fluido en el infinito.

Figura 4.1: Esquema del plano f́ısico

Lo que uno quiere buscar es la relación entre el plano f́ısico z y el plano F

del potencial complejo ya que conociendo F (z) = φ + iψ uno puede calcular

los parámetros f́ısicos del flujo. Dado que las ĺıneas de corriente cumplen que

ψ = cte sobre ellas, el potencial complejo está determinado salvo una constante

C = C1 + iC2. A C1 la podemos elegir de tal forma que φ = 0 para algún

punto de estancamiento sobre el obstáculo, y a C2 la podemos elegir de tal

forma que la ĺınea de corriente que se bifurca en dicho punto de estancamiento

corresponda a ψ = 0. Lo que se obtiene de esta forma en el plano F es un

corte en el semieje real positivo que va desde el origen hasta el infinito donde

el origen corresponde al punto de estancamiento y si nos movemos sobre el

semieje real positivo con un ángulo 0 recorremos la ĺınea de corriente sobre

una de sus bifurcaciones mientras que si recorremos el semieje real positivo con

un ángulo de 2π recorremos la ĺınea de corrriente sobre su otra bifurcación.

Figura 4.2: Esquema del potencial complejo
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Definir la relación entre z y F unicamente a partir de esta información

no es fácil, lo que se hace es mapear ambas regiones a un mismo plano t por

medio del cuál los relacionamos. Generalmente la región de cambio en el plano

t corresponde al eje real ya que a la región en F , con el corte en el semieje

real positivo, la podemos abrir por medio de la transformación t = F 1/2. En el

caso en que tenemos un solo punto de estancamiento, o por medio del mapeo

de Schwarz-Christoffel, ver [SS03] y [DT02], si se tienen más de un punto de

estancamiento.

Figura 4.3: Uso del plano t como plano paramétrico

El método hodográfico propuesto por Kirchoff aprovecha el hecho de que se

conocen la dirección de la velocidad del flujo sobre el obstáculo y su magnitud

en las ĺıneas de corriente libres para calcular el mapeo conforme del plano z al

plano ζ definido por

ζ = v0
dz

dF
=

v0
v
eiθ

llamado mapeo hodográfico. En ζ lo que se obtiene es una región delimitada

por arcos de ćırculo unitario correspondientes a las ĺıneas de corriente libres

ya que sobre ellas la magnitud de la velocidad es constante, y por rayos que

pasan por el origen correspondientes a las paredes del obstáculo poligonal

donde el argumento de velocidad es constante. La región en ζ es mapeada

consecutivamente a otras regiones hasta llegar al eje real en el plano t y de

esta manera se relacionan z y F
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Figura 4.4: Esquema del plano ζ

NOTA: Para calcular las integrales que aparecen en los siguientes

problemas lo hicimos de dos maneras distintas, con el método del trapezio

programado en Matlab, y con un programa que lo hace con el método de

Romberg de quinto orden.

4.1. Placa ortogonal al flujo, método de Kir-
choff

El primer problema que vamos a resolver utilizando este método es el de

un flujo infinito que pasa una placa ortogonal a la dirección del flujo. Para esto

consideremos el siguiente diagrama

Figura 4.5: Placa ortogonal al flujo en el plano f́ısico
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Como ya vimos el potencial complejo F lo podemos determinar, debido a la

constante C = C1 + iC2, de tal forma que φ = 0 en el punto de estancamiento

C que cumpla que las ĺıneas de corriente CBD y CAD correspondan a ψ = 0

Figura 4.6: Región de cambio en el plano F

Los puntos A y B van a dar al mismo valor φ0 debido a la simetŕıa del

flujo. Considerando entonces la función ζ = v0dz
dF tenemos que ésta la podemos

escribir también como

ζ =
v0dz

dF
=

v0eiθ

v
(4.1)

donde θ es el ángulo de la velocidad del flujo y v es la magnitud. En C, el
punto de estancamiento, v = 0; en los puntos A y B tenemos que v = v0 y el

ángulo de la velocidad en los segmentos CA, y CB es π y 0 respectivamente.

Sobre las ĺıneas de corriente libres AD y BD, la velocidad es v0 y el ángulo

vaŕıa de π a π
2 y de 0 a π

2 respectivamente, por lo tanto el flujo en el plano ζ

tiene la forma

Figura 4.7: Región de cambio en el plano ζ
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Entonces, para encontrar la solución del flujo, debemos encontrar un mapeo

entre la región de cambio en ζ y la región en F . Lo primero que podemos hacer

es mapear la región de cambio en ζ en el primer cuadrante del plano complejo

por medio de la función

τ =
ζ − 1

ζ + 1

las partes del eje real en ζ que corresponden a la placa, AC y BC son mapeadas

al eje real positivo en τ con τ(B) = 0, τ(C) = 1 y τ(A) = ∞.

El ćırculo unitario en ζ, que corresponde a las ĺıneas de corriente libres,

satisface que |ζ| = 1 y arg(ζ) ∈ [π, 0], por lo tanto en el ćırculo unitario ζ = eiθ,
esto implica que sobre este

τ =
eiθ − 1

eiθ + 1
=

i sin θ

1 + cos θ
= i tan

θ

2

por lo tanto el semićırculo superior unitario en ζ mapea en el eje imaginario

en τ , y tenemos que

τ(D) =
i− 1

i+ 1
= i

Figura 4.8: Región de cambio en el plano τ

Esta región de cambio es fácil de mandar al eje real por medio de la función
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τ1 = τ 2

Figura 4.9: Región de cambio en el plano τ1

Por otro lado tenemos que la región en F la podemos abrir con

t =

(
F

φ0

)1/2

(4.2)

donde la divición por φ0 es para que los puntos A y B en F correspondan con

los puntos 1 y −1 en t. Por último debemos encontrar un mapeo entre τ1 y t

que relacione de la siguiente manera los puntos relevantes

Dt = ∞ −→ Dτ1 = −1

Bt = −1 −→ Bτ1 = 0

Ct = 0 −→ Cτ1 = 1

At = 1 −→ Aτ1 = ∞

esto lo podemos lograr con

τ1 = τ 2 =
1 + t

1− t
(4.3)
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Figura 4.10: Región de cambio en el plano t

Dadas las ecuaciones (4.3) y (4.2), tenemos que

(
ζ − 1

ζ + 1

)2

=
1 +

(
F
φ0

)1/2

1−
(

F
φ0

)1/2

Resolviendo tenemos que

ζ = −
(
φ0

F

)1/2

±
(
φ0

F
− 1

)1/2

= −
∣∣∣∣
φ0

F

∣∣∣∣
1/2

e(i/2)arg(φ0/F ) ±
∣∣∣∣
φ0

F
− 1

∣∣∣∣
1/2

e(i/2)arg((φ0−F )/F )

Analicemos las ecuaciones que tenemos

Figura 4.11: Saltos en el plano F

1.- En una vecindad de A, (φ0−F ) lo podemos ver como un vector localizado

en H y con punta en A. En AC, (φ0 − F ) es real y positivo. Conforme H pasa

en sentido positivo en un ćırculo infinitesimal alrededor de A, el argumento de
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(φ0 − F ) pasa de 0 a −π. Por otro lado, en AD, |φ0 − F | = F − φ0. Por lo

tanto, considerando lo anterior y la relación que queremos entre los puntos en

el plano F y los puntos en el plano ζ tenemos que

ζAC = −
(
φ0

F

)1/2

−
∣∣∣∣
φ0

F
− 1

∣∣∣∣
1/2

y

ζAD = −
(
φ0

F

)1/2

+ i

∣∣∣∣
φ0

F
− 1

∣∣∣∣
1/2

2.- Sobre AC arg(F ) = 0; |F | = F ; arg(φ0 − F ) = 0 y |φ0 − F | = φ0 − F ,

por lo tanto aqúı

ζ = −
(
φ0

F

)1/2

−
(
φ0

F
− 1

)1/2

3.- Sobre BC tenemos que

ζ =

(
φ0

F

)1/2

+

(
φ0

F
− 1

)1/2

ya que al pasar por un ćırculo infinitesimal alrededor de C el ángulo del vector

con origen en C y punta en K aumenta 2π

4.- Haciendo un análisis análogo al del punto 1, tenemos que en BD

ζ =

(
φ0

F

)1/2

+ i

∣∣∣∣
φ0

F
− 1

∣∣∣∣
1/2

Dado que t = (F/φ0)
(1/2) podemos ver que sobre AC y BC

|ζ| = 1

t
+

(
1

t2
− 1

)(1/2)

(4.4)

con esto podŕıamos calcular los parámetros f́ısicos del flujo, por que dada la

ecuación (4.4) conocemos la velocidad del flujo en términos del parámetro t,

pero antes de continuar con estos cálculos veamos una variación del método
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de solución introducido por Zhukovskii que es de gran utilidad para analizar

este tipo de flujos cuando el obstáculo esta formado por paredes rectas.

4.2. Placa ortogonal al flujo, método de Zhu-
kovskii

El método de Zhukovskii, ver [Gur65] y [Lamb75], sirve para analizar flujos

donde la región ocupada por el fluido es simplemente conexa y el objeto dentro

del fluido tiene frontera formada por ĺıneas rectas. Zhukovskii aprovechó el

hecho de que el logaritmo mapea los arcos de ćırculo centrados en el origen

en rectas verticales y las rectas que pasan por el origen en rectas horizontales,

para mapear la región de cambio en el plano ζ en un poĺıgono en la región

ω = log ζ ya que si la frontera del obstáculo está formada por rectas, entonces

sobre estas el argumento de la velocidad es constante y en el plano ζ dan lugar

a rectas que pasan por el origen, y las ĺıneas de corriente libres como ya vimos

en este plano forman parte del ćırculo unitario. Una vez teniendo el poĺıgono

en el plano ω entonces es fácil mandarlo al eje real en el plano t por medio del

mapeo de Schwarz-Christoffel.

Para este método de solución consideraremos la placa en el plano z de

manera vertical sobre el eje imaginario, como podemos ver en la siguiente

figura, en la cuál además se ilustran todos los mapeos que utilizaremos



CAPÍTULO 4. FLUJOS CON LÍNEAS DE CORRIENTE LIBRES EN
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Figura 4.12: Planos de los mapeos para el problema de la placa ortogonal al flujo

anteriormente la consideramos paralela al eje real ya que eso facilitó el mapeo

entre la región de cambio en el plano ζ y la región en el plano τ . Pero

considerarla paralela al eje imaginario en esta ocación nos llevará a algunas

simplificaciones en los cálculos y sobre todo hará más fácil la comparación

de los resultados con los resultados que obtendremos en los problemas que

resolveremos posteriormente.

De esa forma, ya que el ángulo de la velocidad en CA y CB es π/2 y −π/2

respectivamente, la región de cambio en el plano ζ tiene forma ilustrada en la

figura (4.12).

Introduciendo el mapeo debido a Zhukovskii

ω = log ζ = log
∣∣∣
v0
v

∣∣∣+ iθ

podŕıamos obtener F integrando

ζ = eω(t) ⇒ z =
1

v0

∫
ζdF =

1

v0

∫
eω(t)

dF

dt
dt
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Pero esto no es necesario. Es suficiente con relacionar la región en el plano

ω con la región en el plano F por medio del plano t, y de esta manera

las caracteŕısticas f́ısicas del flujo las podemos calcular utilizando t como

parámetro.

Veamos como queda la región de cambio en ω. En las ĺıneas de corriente

libres BD y AD, v = v0, por lo tanto, log
(
v0
v

)
= 0 y θ vaŕıa de −π/2 a 0 sobre

BD y de π/2 a 0 sobre AD. En CA y CB, θ = π/2 y θ = −π/2 respectivamente,

mientras que en ambos log |v0v | vaŕıa de 0 a ∞.

La región en el plano ω la podemos mandar al eje real en el plano t

por medio del mapeo de Schwarz-Christoffel. Viendo a esta región como un

triángulo con vértices A,B y C y ángulos π
2 ,

π
2 y π respectivamente. Entonces

el mapeo entre ω y t está determinado por

dω

dt
= M

1

(t2 − 1)(1/2)t

Haciendo el cambio de variable u = 1
t

ω(u) = −M

∫
1

(1− u2)(1/2)
du

tomando u = sin θ

ω(θ) = −M

∫
cos θ

(1− sin θ)(1/2)
dθ

de donde

ω(t) = −M sin−1 1

t
+N

que, dadas las condiciones ω(1) = iπ/2 y ω(−1) = −iπ/2, nos da

ω(t) = i sin−1 1

t

Usando que sin−1(z) = −i log[iz + (1 − z2)(1/2)], lo anterior lo podemos

escribir como
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ω(t) = i

[
−i log

(
i
1

t
+

(
1− 1

t

)1/2
)]

= log

(
(t2 − 1)1/2 + i

t

)

La parte que es importante para nuestros cálculos en el plano t es el

segmento de recta real −1 ≤ t ≤ 1, ya que es la parte que corresponde a

la placa y son los valores de t que utilizaremos como parámetro para calcular

las propiedades f́ısicas del flujo. Ya que en este segmento |t| ≥ 1 entonces

(t2 − 1) ≤ 0 y por lo tanto podemos sacar un factor i de la ráız

ω(t) = log

(
i (1− t2)1/2 + i

t

)
= log



i
(1− t2)1/2 + 1

t︸ ︷︷ ︸
∗∗





Si 0 ≤ t ≤ 1 entonces ∗∗ ≥ 0 por lo tanto tenemos el logaritmo de un

número puramente imaginario positivo; por otro lado, si −1 ≤ t ≤ 0 entonces

∗∗ ≤ 0 y por lo tanto tenemos el logaritmo de un número puramente imaginario

negativo. La definición del logaritmo para números complejos implica que

ω(t) =






log

(
(1−t2)

1/2
+1

t

)
+ iπ2 ; si 0 ≤ t ≤ 1

log

(
(1−t2)

1/2
+1

−t

)
− iπ2 ; si − 1 ≤ t ≤ 0

Dado que ω = log ζ = log(v0dz/dF ), haciendo eω tenemos

v0
dz

dw
=






i
(1−t2)

1/2
+1

t = i −t
(1−t2)1/2−1

; si 0 ≤ t ≤ 1)

i
(1−t2)

1/2
+1

t = i −t
(1−t2)1/2−1

; si − 1 ≤ t ≤ 0)

Tenemos que v0
dz
dF es igual para todo el segmento de recta −1 ≤ t ≤ 1,

entonces

ζ = v0
dz

dF
= i

(1− t2)1/2 + 1

t
= i

t

1− (1− t2)1/2
(4.5)
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Como vemos, esta función para ζ en términos de t coincide en valor absoluto

con la que ya hab́ıamos obtenido en (4.4) con el método de Kirchoff.

Calculemos entonces los parámetros del flujo. De la ecuación (4.5) tenemos

que

z =

∫
dz

dF
dF =

∫
ζ

v0
dF =

i

v0

∫
(1− t2)1/2 + 1

t

dF

dt
dt

de ( 4.2) sabemos que dF
dt = 2φ0t, por lo tanto

z =
i

v0

∫
(1− t2)1/2 + 1

t
2φ0tdt

Para encontrar el largo de la placa, l, habŕıa que integrar de −1 a 1 en el

plano t, pero debido a la simetŕıa del flujo podemos integrar de 0 a 1. De esta

forma

l

2
=

2iφ0

v0

∫ 1

0

(
1− t2

)1/2
+ 1dt (4.6)

haciendo el cambio de variable t = sin θ tenemos que

l = 4i
φ0

v0

(
1 +

π

4

)

Para calcular la presión sobre la placa tenemos que por Bernoulli, ecuación

( 2.7),

p− p0 =
ρ

2
(v20 − v2) =

ρ

2
v20

(
1− v2

v20

)

=
ρ

2
v20

(
1− 1

|ζ|2

)

donde p es la presión en la estela y p0 es la presión del flujo en movimiento.

Por lo tanto

P =

∫ 1

−1

(p− p0)
dz

dF

dF

dt
dt = 2

∫ 1

0

ρ

2
v20

(
1− 1

|ζ|2

)
ζ

v0
2φ0tdt (4.7)
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podemos combinar las dos expresiones que tenemos para ζ, ( 4.5), para obtener

|ζ|2 = i
(1− t2)1/2 + 1

t
· i t

1− (1− t2)1/2
=

(1− t2)1/2 + 1

1− (1− t2)1/2

con esto

P = 2ρφ0v0

∫ 1

0

(
1− 1− (1− t2)(1/2)

(1− t2)(1/2) + 1

)
i((1− t2)(1/2) + 1)dt

= 2iρφ0v0

∫ 1

0

2(1− t2)dt = 4iρφ0v0

∫ 1

0

(1− t2)dt = iπρv0φ0

despejando φ0 de ( 4.6)

P =
1

2
ρv20l

2π

4 + π

La ecuación con la cual se obtiene la fuerza de arrastre es FD =

(1/2)ρv2CDL, es por eso que escribimos P de esta forma ya que aśı es claro

que el coeficiente de arrastre CD para la placa ortogonal al flujo derivado de

esta formulación es 2π
4+π ≈ .8798.

4.3. Método de Zhukovskii para una cuña

Considerando la figura (4.13), en la cuál se muestran todos los mapeos

que utilizaremos para este problema, tenemos que las dos placas que forman

la cuña son simétricas respecto al eje real y forman con este un ángulo α.

Llamemos a los puntos de separación A y B, al punto de estancamiento C y al

punto en el infinito hacia donde se mueve el flujo D.
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Figura 4.13: Planos de los mapeos para el problema de la cuña

El plano F es igual al del problema de la placa ortogonál. En el plano ζ

ahora tendŕıamos que los segmentos de rayos correspondientes a la frontera del

obstáculo forman un ángulo ±α con el eje real. La región en ζ la mapeamos

en el triángulo ABC en el plano ω, y este a su vez lo mapeamos en el eje real

del plano t de la misma manera que en el caso de la placa ortogonal al flujo

En este caso las constantesM yN estarán determinadas por las condiciones

ω(1) = iα y ω(−1) = −iα

⇒ ω(t) =
2α

π
log

(
(t2 − 1)(1/2) + i

t

)

Como en el caso anterior, en el plano t la parte correspondiente a la cuña,

y que nos interesa para los cálculos, es tal que |t| ≤ 1, por lo que

ω(t) =
2α

π
log



i
(1− t2)(1/2) + 1

t︸ ︷︷ ︸
∗∗





Tenemos el logaritmo de un numero imaginario, que satisface que entre AC
y BC, ∗∗ ≥ 0 y ∗∗ ≤ 0 respectivamente, por lo tanto
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ω(t) =






2α
π log

(
1+(1−t2)(1/2)

t

)
+ iα = 2α

π log
(

t
1−(1−t2)(1/2)

)
+ iα ; si t ∈ AC

2α
π log

(
1+(1−t2)(1/2)

−t

)
− iα = 2α

π log
(

−t
1−(1−t2)(1/2)

)
− iα ; si t ∈ BC

ya que ω = log ζ, entonces

ζ =






(
1+(1−t2)1/2

t

) 2α
π
eiα =

(
t

1−(1−t2)1/2

) 2α
π
eiα ; si t ∈ AC

(
1+(1−t2)1/2

−t

) 2α
π
e−iα =

(
−t

1−(1−t2)1/2

) 2α
π
e−iα ; si t ∈ BC

(4.8)

Par calcular la longitud de la placa, usando (4.2) y (4.1), tenemos que

z =

∫
dz

dF
dF =

∫
ζ

v0
2φ0tdt =






eiα

v0

∫ (
1+(1−t2)1/2

t

) 2α
π
2φ0tdt ; si t ∈ AC

e−iα

v0

∫ (
1+(1−t2)1/2

−t

) 2α
π
2φ0tdt ; si t ∈ BC

de donde

l

2
=






2φ0eiα

v0

∫ 1

0

(
1+(1−t2)1/2

t

) 2α
π
tdt ; si t ∈ AC

2φ0e−iα

v0

∫ 0

−1

(
1+(1−t2)1/2

−t

) 2α
π
tdt ; si t ∈ BC

despejando tenemos que

φ0 =






lv0
4eiα

1

∫ 1
0

(
1+(1−t2)1/2

t

) 2α
π

tdt

; si t ∈ AC

lv0
4e−iα

1

∫ 0
−1

(
1+(1−t2)1/2

−t

) 2α
π

tdt

; si t ∈ BC
(4.9)

Para calcular la presión tenemos que

P =

∫
ρ

2
v20

(
1− 1

|ζ|2

)
ζ

v0
2φ0tdt (4.10)

y usando (4.8)
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|ζ|2 =






(
1+(1−t2)1/2

t

) 2α
π
(

t
1−(1−t2)1/2

) 2α
π
=

(
1+(1−t2)(1/2)

1−(1−t2)(1/2)

) 2α
π

; si t ∈ AC
(

1+(1−t2)1/2

−t

) 2α
π
(

−t
1−(1−t2)1/2

) 2α
π
=

(
1+(1−t2)(1/2)

1−(1−t2)(1/2)

) 2α
π

; si t ∈ BC

y por lo tanto

P = 2ρφ0v0
∫ 1

0

(
1−

(
1−(1−t2)(1/2)

(1−t2)(1/2)+1

) 2α
π

)(
((1−t2)(1/2)+1)

t

) 2α
π
eiαtdt

= 2ρφ0v0eiα
∫ 1

0
((1−t2)(1/2)+1)

2α
π −(1−(1−t2)(1/2))

2α
π

t
2α
π

tdt

despejando φ0 tenemos

P =
ρlv20
2

∫ 1

0
((1−t2)(1/2)+1)

2α
π −(1−(1−t2)(1/2))

2α
π

t
2α
π

tdt

∫ 1

0

(
(1−t2)1/2+1

t

) 2α
π
tdt
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Caṕıtulo 5

Resultados experimentales

Recordemos que parte del objetivo de este trabajo es ver si la formulación

utilizando ĺıneas de corriente libres en fluidos ideales del problema de la fuerza

de arrastre debida a la presión nos puede dar aproximaciones buenas para el

cálculo del arrastre en veh́ıculos comerciales.

Con el problema de la placa ortogonal al flujo ya tenemos una primera

aproximación que correspondeŕıa al flujo alrededor de un veh́ıculo con frente

plano ortogonál a la ĺınea de suelo, cercano a un camión de pasajeros antiguo.

Figura 5.1: Camión con frente plano

Aśı mismo, el problema de la cuña simétrica respecto al flujo lo podemos

considerar como una aproximación para veh́ıculos con frente casi plano que

forma un ángulo diferente de π/2 con el suelo.
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Figura 5.2: Camión con frente inclinado

El siguiente paso lógico para aproximar el frente de un veh́ıculo sencillo,

como el de un camión, seŕıa el considerar un frente formado por dos placas

pero en las cuales el punto de estancamiento no se encuentra en el vértice

formado por estas

Figura 5.3: Camión con frente formado por 2 placas

Antes de continuar veamos los resultados experimentales de las visualiza-

ciones del flujo en torno a este tipo de obstáculos y algunos resultados experi-

mentales de la industria relacionados al cálculo del arrastre para los veh́ıculos.
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5.1. Metodoloǵıa experimental

El objetivo del modelo experimental en este trabajo fue el de poder

corroborar emṕıricamente la existencia de puntos de separación del flujo sobre

el objeto y la generación de una estela detrás de este. Otro efecto importante

que pudimos observar fué la generación de vórtices en el flujo en los vértices

de los obstáculos poligonales.

Para la parte experimental se construyó un tunel de viento de 30

cent́ımetros de ancho por 30 cent́ımetros de alto y 150 cent́ımetros de largo

constituido por tres paredes de madera y una pared de acŕılico a través de la

cuál se realizaron las visualizaciones.

Figura 5.4: Tunel de viento

El aire fué inyectado al tunel por medio de un ventilador unido al tunel

mediante un ducto flexible. La eliminación de la turbulencia en el flujo se

obtuvo mediante un rectificador colocado en la unión del ducto flexible con

el tunel de viento. El rectificador se armó con 4 paredes de madera de 15

cent́ımetros de alto por 30 de largo las cuales envolv́ıan una estructura de tipo

panal formada por tubos plásticos paralelos entre śı.
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5.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES EN EL TUNEL DE VIENTO

PARA LA PLACA ORTOGONAL Y LA CUÑA SIMÉTRICA

5.2. Resultados experimentales en el tunel de
viento para la placa ortogonal y la cuña
simétrica

En estas dos fotos podemos apreciar la existencia de un punto de

estancamiento sobre el obstáculo tanto para la placa ortogonal al flujo como

para la cuña simétrica. Como se puede ver, en el caso de la placa ortogonal al

flujo, el punto de estancamiento se encuentra en el centro de esta. En el caso

de la cuña, dada la simetŕıa de esta respecto a la dirección del flujo, el punto

de estancamiento se encuentra en el vértice formado por las dos aristas.

Figura 5.5: Flujo en torno a una placa ortogonal al flujo y una cuña simétrica
respecto al flujo

En ambos casos se puede apreciar la formación de una estela corta detrás,

delimitada por el flujo que se deprende en los puntos de separación en el

obstáculo y por los vórtices generados por este flujo.

Figura 5.6: Formación de estela y vórtices
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5.3. Resultados experimentales para la cuña
no simétrica

Como ya comentamos, la visualización del flujo en torno a una cuña no

simétrica la estudiaremos ya que posteriormente trataremos de aproximar

teoricamente el flujo en el frente de un camión por medio del flujo en torno a

dos placas formando un vértice no simétricas respecto a la dirección del flujo.

Figura 5.7: Punto de estancamiento para la cuña no simétrica

Figura 5.8: Flujo en la parte baja de la cuña

Como podemos ver, en el caso particular en el que uno de los lados de

la cuña es ortogonal al flujo y ambos lados tienen practicamente la misma

longitud, el punto de estancamiento se encuentra sobre el lado ortogonal al

flujo y está cercano al borde que no forma vértice con el otro lado.

Además es interesante notar la formación de un vórtice en el paso del flujo

sobre el vértice. Al pasar el vértice, el flujo se desprende temporalmente de

la cuña y luego vuelve a pegarse a esta en un punto más adelante. Dentro
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5.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES PARA LA CUÑA NO
SIMÉTRICA CON LADOS DE LONGITUD MUY DIFERENTE

de la región delimitada por el flujo separado y la cuña se puede apreciar la

formación de vórtices.

Figura 5.9: Formación de vórtice en la esquina

Figura 5.10: Esquema del vórtice

5.4. Resultados experimentales para la cuña
no simétrica con lados de longitud muy
diferente

A partir de la visualización anterior nos damos cuenta que otro caso que

resulta interesante estudiar es el de una cuña con lados de longitudes muy

diferentes. El interés en este caso es debido al vórtice que se genera al pasar el

flujo por una esquina y en tratar de entender que efecto tiene este vórtice en

el arrastre si el lado sobre el que se forma (o sea, moviendose con el flujo, el

lado después de la esquina) es el lado corto de la cuña.
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Figura 5.11: Cuña con lados de longitud muy diferente

Como podemos ver en estas dos fotos, también tenemos un vórtice al pasar

el flujo por la esquina. En este caso esperamos que el efecto del vórtice en la

presión del flujo sobre la cuña sea bastante importante ya que el vórtice abarca

casi todo el largo del lado mas corto de la cuña.

5.5. Resultados experimentales de la industria

En esta sección vamos a ver algunos resultados experimentales obtenidos

por la industria automotriz relacionados con el arrastre de los vehiculos y la

geometŕıa de estos. Estos resultados se ilustran en las siguientes gráficas
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Figura 5.12: Coeficiente de arrastre para diferentes veh́ıculos, [Huc98]

Figura 5.13: Coeficiente de arrastre para tres tipos de frente, [Huc98]
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Figura 5.14: Influencia del radio de curvatura en los bordes sobre el arrastre, [Huc98]

Figura 5.15: Camión con frente formado por 2 placas con Cd = .6, [Huc98]

5.6. Primeras comparaciones entre experi-
mentos y teoŕıa

La primera comparación que vamos a hacer es entre el arrastre teórico

de la cuña simétrica (TCd) y el arrastre experimental de las mini-van (ECd).

Hacemos la comparación con vehiculos tipo mini-van, ya que el ángulo entre

el suelo y la ĺınea del cofre y el ángulo entre el suelo y la ĺınea del parabrisas

son casi iguales, pudiendo asi aproximar el frente por una placa inclinada.
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5.6. PRIMERAS COMPARACIONES ENTRE EXPERIMENTOS Y

TEORÍA

Figura 5.16: Frente de diferentes veh́ıculos tipo mini-van con Cd = .43, Cd = .32 y
Cd = .37 respectivamente, [RS85]

Aproximando el frente de las mini-van por la ĺınea recta entre el borde

superior del parabrisas y el borde superior de la parrilla tenemos que en

promedio el ángulo entre esta ĺınea y la ĺınea de suelo es de treinta grados. Por

lo tanto, de acuerdo al resultado del coeficente de arrastre, TCD, del problema

de la cuña tenemos que TCD(30o) = .489 mientras que, de acuerdo a la figura

(5.16), el valor de ECd para este tipo de veh́ıculos varia entre ECd ≈ .27 y

ECd ≈ .44. Esta primera aproximación parece no ser tan mala, ya que a pesar

de que el valor teórico está fuera del rango del valor experimental, este no

está muy alejado del valor experimental más grande.

Por otro lado, a pesar de que las camionetas en la figura (5.16) tienen un

ángulo general muy similar, el coeficiente de arrastre experimental vaŕıa mucho

de unas a otras. Esto implica que el coeficiente de arrastre está también muy

ligado a factores geométricos distintos a la geometŕıa frontal de los obstáculos.

Por último es importante señalar que la formación de vórtices en el flujo

sobre los obstáculos hace suponer que la solución del problema con flujo

potencial en estos puntos dará aproximaciones pobres, implicando aśı la

necesidad de usar teoŕıa de flujos no inv́ıcidos en la vecindad de estos puntos.

Comentario Bibliográfico

Para el lector que quiera estudiar más a fondo los temas de esta sección se

le recomienda ver: [Huc98]



Caṕıtulo 6

El problema del flujo para el
frente de un camión de
pasajeros

6.1. Velocidad en las esquinas

El siguiente problema que vamos a abordar es el del flujo en torno a un

perfil formado por dos placas juntas, en el cual el punto de estancamiento no

se encuentra en el vértice de las placas, para tratar de aproximar aśı el flujo en

el frente de un camión de pasajeros. Pero para poder hacer esto es necesario

saber como se comporta la velocidad sobre el obstáculo en los puntos donde

las placas forman un vértice de acuerdo al modelo matemático que estamos

utilizando.

Para esto utilizaremos las siguientes convenciones ilustradas en la figura

(6.1)
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Figura 6.1: Convención para medir los ángulos

1. El ángulo de la velocidad en infinito es 0.

2. El angulo de las paredes del obstáculo lo medimos a partir del angulo

π/2 para las paredes entre P y A, y a partir del ángulo −π/2 para las

paredes entre P y B

3. Si una pared se inclina a partir de la vertical en contra del flujo entonces

su ángulo será positivo, si se inclina a favor del flujo será negativo

Supongamos dos aristas ab y bc que forman un vértice y que ambas se

encuentran entre P y A o entre P y B

Figura 6.2: Posición de ab respecto a P

Veamos que pasa:
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Sabemos que ω(ζ) = log |ζ| + iθ. Supongamos que entre la región en

el plano ω y la región en el plano t (el eje real) existe un mapeo con la

fórmula de Schwarz-Christoffel, i.e. supongamos que la región en ω es un

poĺıgono. Ademas sabemos que en la región de cambio en ω solo tenemos

ĺıneas horizontales y ĺıneas verticales, donde las horizontales corresponden a

las paredes del obstáculo ya que ah́ı el argumento de la velocidad es constante,

y las verticales corresponden a ĺıneas de corriente libres ya que en estas la

magnitud de la velocidad es constante. Dado que sólo hay dos puntos de

separación del fluido sobre el obstáculo, entonces todas las ĺıneas horizontales

deben coincidir en el punto al infinito para poder formar un poĺıgono, excepto

dos que terminarán en los puntos correspondientes a A y B y que están unidos

por una ĺınea vertical.

Figura 6.3: Esquema de la región de cambio ω

OBSERVACIÓN

De esto se deduce que en los vértices |ω| ≡ log |v0v | = ±∞ entonces en estos

puntos v = 0 o v = ∞.

Lo que tenemos que hacer ahora es ver cómo depende que v = 0 o v = ∞
en un vértice de acuerdo al ángulo en este.

Midiendo los ángulos según lo acordado vamos a hacer la siguiente hipótesis

1.- Dadas las aristas āb y b̄c con velocidades va y vb en a y b respectivamente,

si el ángulo en āb, denotado por ≺ab, es menor que el ángulo en b̄c, denotado

por ≺bc, entonces |va| > |vb|
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O sea que si ∆θ =≺bc − ≺ab> 0 =⇒ |va| > |vb|

2.- Dadas las aristas āb y b̄c con velocidades va y vb en a y b respectivamente,

si ≺ab es mayor que ≺bc, entonces |va| < |vb|

O sea que si ∆θ =≺bc − ≺ab< 0 =⇒ |va| < |vb|

A primera vista estas hipótesis parecen poco lógicas, pero son consecuencia

directa de la ecuación de Bernoulli, ya que cuando ∆θ =≺bc − ≺ab> 0

podŕıamos decir que el espacio sobre el obstaculo por el cual debe pasar el

fluido se reduce; en cambio, cuando ∆θ =≺bc − ≺ab< 0 el espacio aumenta, lo

cual en el primer caso produce una disminución en la magnitud de la velocidad,

y en el segundo un aumento en la misma.

De lo anterior tenemos que:

1. Dada la observación y el punto 1 de la hipótesis anterior se tiene que si

va = 0 y ∆θ > 0 =⇒ vb = 0, por lo tanto ω(a) = ω(b) = ∞
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2. Dada la observación y el punto 2 de la hipótesis anterior se tiene que si

va = ∞ y ∆θ < 0 =⇒ vb = ∞, por lo tanto ω(a) = ω(b) = −∞

3. Dada la observación y el punto 1 de la hipótesis anterior se tiene que si

va = ∞ y ∆θ > 0 =⇒ vb = 0, por lo tanto ω(a) = −∞ y ω(b) = ∞

4. Dada la observación y el punto 2 de la hipótesis anterior se tiene que si

va = 0 y ∆θ < 0 =⇒ vb = ∞, por lo tanto ω(a) = ∞ y ω(b) = −∞

De esto podemos concluir que en un vértice donde ∆θ < 0 la velocidad es

∞ y en un vértice donde ∆θ > 0 la velocidad es 0.

Además suponiendo que sólo tenemos puntos de estancamiento aislados,

entonces entre dos vértices donde la velocidad es 0 debe existir un punto

M donde la velocidad alcanza un máximo. Analogamente, entre dos vértices

donde la velocidad es ∞ debe existir un punto m donde la velocidad alcanza

un mı́nimo.

Veamos ahora que pasa con los ángulos en la región ω. Tenemos estos

cuatro casos que acabamos de analizar:

La región ω tiene la siguiente forma para cada caso



70 6.1. VELOCIDAD EN LAS ESQUINAS

y para los puntos de separación tenemos los siguietes casos

por lo tanto la región ω, para estos últimos dos casos, tiene la siguiente forma.
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Con todo lo anterior tenemos que:

1. En los vértices con ∆θ < 0 la velocidad es infinita

2. En los vértices con ∆θ > 0 la velocidad es cero

3. El ángulo en el poĺıgono en ω correspondiente a los vértices en el

obstaculo es π

4. El ángulo en el poĺıgono en ω correspondiente a los puntos donde la

velocidad alcanza un máximo o un minimo es −π

5. El ángulo en el poĺıgono en ω en los puntos correspondientes a los puntos

de separación es ±π
2

6. La transformación de la región poligonal en ω al eje real en t se logra

mediante el mapeo de Schwarz-Christoffel de la forma

dω

dt
= K

l∏

i=1

(t− ai)
1

n∏

j=1

(t−Mj)
−1

2∏

k=1

(t−Nk)
± 1

2 (6.1)

donde los puntos ai corresponden a los vértices, los puntos Mj corresponden

a los puntos donde la velocidad alcanza un máximo o mı́nimo local y los Nk

corresponden a los puntos de separación.
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6.2. Problema del camión de pasajeros

Ya que conocemos el comportamiento de la velocidad en los puntos im-

portantes de la frontera del obstáculo, entonces podemos resolver el problema

del obstáculo formado por dos placas donde el punto de estancamiento no se

encuentra en el vértice, con el cuál trataremos de aproximar el flujo alrederor

de un camión de pasajeros.

Figura 6.4: Cuña asimétrica

Analogamente a lo que hicimos en el caso de la placa inclinada, la cual

aproximamos por una cuña, este problema lo podemos aproximar por el de un

perfil formado por una placa ortogonal al flujo con dos placas formando vértice

en cada uno de sus lados, fig (6.5). Para este problema vamos a considerar las

siguientes transformaciones
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Figura 6.5: Planos de los mapeos para el problema de la cuña no simétrica

la ventaja que tiene esto es que podemos aprovechar la simetŕıa del flujo

para simplificar los cálculos. Basados en la experimentacion en el tunel de

viento, fig(5.7), vemos que al tener dos placas juntas, donde una de ellas

es ortogonal al flujo el punto de estancamiento se localiza sobre esta cerca

del borde que no forma arista con la otra placa. Debido a esto, podriamos

considerar muy chico el efecto del arrastre abajo del punto de estancamiento,

y de esa manera la aproximación del arrastre por el del arrastre en la mitad

de un perf́ıl como el de la figura (6.5) no es tan mala.

Debido a lo que ya discutimos acerca de la velocidad en los vértices,

sabemos que la región en el plano f́ısico z cumple lo siguiente:

1. La velocidad en C es vC = 0,

2. La velocidad en A′ y B′ es vA′ = ∞ y vB′ = ∞ respectivamente,

3. La velocidad en A y B es vA = v0 y vB = v0 respectivamente.

Esta región la queremos relacionar con la región en F en donde φ0

corresponde a los puntos A y B de separación del flujo, y φ∗ corresponde a los

vertices A′ y B′. Esto lo logramos, como en los casos anteriores, por medio del
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mapeo hodógrafo ζ = v0dz
dF = v0eiθ

v . Debido a la velocidad con magnitud infinita

que tenemos en los vertices A′ y B′, ζA′ = v0
∞eiπ/2 = 0 y ζB′ = v0

∞e−iπ/2 = 0; es

por eso que la región de cambio en ζ tiene la forma que vemos en la fig(6.5).

Analizando lo que sabemos hasta el momento, se hace evidente una

inconsistencia grave que tiene este planteamiento con la f́ısica: la presión en la

estela detrás del obstáculo es la misma que la presión del flujo con velocidad

v0 debido a que debe ser igual a la presión de las ĺıneas de corriente libres.

El problema es que sobre el obstáculo el modelo matemático nos introdujo

velocidad infinita en la esquina y suponemos que esta decae monótonamente

sobre las aristas hasta llegar a tener magnitud v0 en los puntos de separación;

esto nos lleva a que sobre las dos aristas A′A y B′B la magnitud de la velocidad

es en todos lados mayor a v0 lo cual implica, por Bernoulli, que sobre estas

aristas, la presión ejercida en el lado en contacto con el flujo en movimiento

es menor a la presión ejercida en el lado de la estela, por lo tanto en lugar de

sentir presión en dirección del flujo, el obstáculo en estas partes, siente succión.

Al mismo tiempo, esta inconsistencia nos da información importante de

cómo debemos esperar que se comporte el arrastre en flujo potencial en la

presencia de aŕıstas, en presencia de aŕıstas debemos esperar que el arrastre

baje.

Podŕıa ser que a pesar de esta inconsistencia, el resultado que se obtiene

sea cercano a los resultados experimentales para algunos valores espećıficos de

k y α, donde α es el ángulo de la placa no ortogonal al flujo y k es el parámetro

en el plano t con el cuál ajustamos las longitudes de ambas placas, ver planos z

y t en la figura (6.5). Por lo tanto continuaremos con el análisis de este modelo

como método de solución para el problema y posteriormente analizaremos en

que casos nos sirve.

En este caso tenemos que la región ω esta constituida por dos ĺıneas

horizontales con partes imaginarias π/2 y −π/2 y con parte real que va de

−∞ a ∞, esto debido a que ω(C) = log ζ = log
∣∣v0
0

∣∣ ± iθ = ∞ ± iπ/2,

ω(A′) = log
∣∣ v0
∞

∣∣ + iθ = −∞ + iπ/2 y ω(B′) = log
∣∣ v0
∞

∣∣ − iθ = −∞ − iπ/2.

Por su parte sobre los lados A′A y B′B la velocidad tiene argumento constante

iα y −iα respectivamente, y su magnitud varia de ∞ en A′ y B′ a v0 en A y B
por lo tanto en ω les corresponden las ĺıneas horizontales cuya parte real va de

−∞ a 0 y que tienen partes imaginarias constante iα y −iα respectivamente.

Por último, análogo al problema de la placa ortogonal al flujo y al de la cuña,
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las ĺıneas de corriente libres son mapeadas en ω al segmento de recta vertical

con parte real 0 que va de iα a −iα.

La región en ω la podemos ver como un poĺıgono con cinco vértices, tres

de los cuales se encuentran en el punto al infinito.

Figura 6.6: Poĺıgono considerado para el mapeo de Schwarz-Christoffel

Usando la fórmula de Schwarz-Christoffel, tenemos el mapeo que lleva este

poĺıgono al eje real en el plano t está determinado por

dω

dt
= M

(t2 − 1)1/2

t(t2 − k2)
(6.2)

Haciendo fracciones parciales

dω

dt
= M

1

k2

(
−(t2 − 1)(1/2)

t
+

(t2 − 1)(1/2)

2(t− k)
+

(t2 − 1)(1/2)

2(t+ k)

)
(6.3)

Las condiciones con las cuales determinaremos las constantesM yN , donde

N es la constante de integración, son ω(1) = iα y ω(−1) = −iα.

Para comenzar a analizar el comportamiento que debe tener la función

ω(t) veamos que pasa para valores de t cercanos a 0. En ese caso sólo el primer

término de dω
dt es relevante

dω

dt
≈ −M

k2

∫
(t2 − 1)(1/2)

t
dt
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=⇒ ω(t) ≈ −(±i)M

k2
log t

queremos que en t = 0, ω sea ∞. Dado que ĺımt→0 log t = −∞ entonces

−±iM

k2
= −1

si escogemos (−1)1/2 = +i entonces M = −ik2; esto no nos da M de forma

exacta, pero implica que en generalM debe ser un número imaginario negativo.

Para integrar ω, ecuación ( 6.3), de hecho es mas fácil hacerlo sumando los

dos ultimos términos de la descomposición en fracciones parciales

dω

dt
= M

1

k2

(
−(t2 − 1)(1/2)

t
+

t(t2 − 1)(1/2)

(t2 − k2)

)

entonces tenemos que

∫
t(t2 − 1)1/2

t2 − k2
dt =

∫
t(t2 − k2 + k2 − 1)1/2

t2 − k2
dt =

∫
(u+ k2 − 1)1/2

2u
du

︸ ︷︷ ︸
tomando u=t2−k2

=

∫
((1− k2) sec2 θ − (1− k2))1/2 tan θdθ︸ ︷︷ ︸

tomando u=(1−k2) sec2 θ

= (1− k2)1/2
∫

tan2 θdθ = (1− k2)1/2(tan θ − θ)

= (1− k2)1/2
[(

t2 − 1

1− k2

)1/2

− tan−1

(
t2 − 1

1− k2

)1/2
]

∫
(t2 − 1)1/2

t
dt =

∫
(sec2 θ − 1)1/2 tan θdθ︸ ︷︷ ︸

tomando t=sec2 θ

=

∫
tan2 θdθ = (tan θ − θ)

= (t2 − 1)1/2 − sec−1(t)

por lo tanto
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UN CAMIÓN DE PASAJEROS 77

ω(t) =
M

k2

[
−(1− k2)1/2 tan−1

(
t2 − 1

1− k2

)1/2

+ sec−1(t)

]
+N (6.4)

Tomando en cuenta que

tan−1(z) =
i

2
ln

(
i+ z

i− z

)
=

i

2
[ln(i+ z)− ln(z − i)− iπ]

sec−1(z) = −i ln

(
i(z2 − 1)1/2 + 1

z

)

y escogiendo las ramas de los logaritmos y de la raiz (t2 − 1)1/2 de esta forma

Figura 6.7: Ramas para el logaritmo

Figura 6.8: Ramas para la raiz
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tenemos que

ω(t) =
M

k2

[
−(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
i+

(
t2 − 1

1− k2

)1/2
)

− ln

((
t2 − 1

1− k2

)1/2

− i

)
− iπ

]]

+
M

k2

[
−i ln

(
i(t2 − 1)1/2 + 1

t

)]
+N

Para determinar las constantes M y N , hasta ahora lo único que sabemos

es que M debe ser un número puramente imaginario negativo, lo hacemos

usando el hecho de que ω(−1) = −iα y ω(1) = iα pero debemos de tener en

cuenta que 1 y −1 están en las regiones 2 y 5 del plano t donde θ1 = 0 y

θ2 = π, ver fig(6.8), por lo tanto (t2 − 1)1/2 = i(1− t2)1/2

ω2,5(t) =
M

k2




−(1− k2)1/2

i

2




ln

(
i+ i

(
1− t2

1− k2

)1/2
)

︸ ︷︷ ︸
∗1

− ln

(
i

(
1− t2

1− k2

)1/2

− i

)

︸ ︷︷ ︸
∗2

−iπ









+
M

k2

[
−i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+N (6.5)

Además en estas regiones |t| ≥ |k| por lo tanto
(

1−t2

1−k2

)1/2

≤ 1, y dadas las

ramas de los logaritmos, ver fig(6.7), tenemos que (*1) tiene argumento π/2,

mientras que (*2) tiene argumento −π/2, por lo tanto

ω2,5(t) =
M

k2



−(1− k2)1/2
i

2



ln




1 +

(
1−t2

1−k2

)1/2

1−
(
1−t2

1−k2

)1/2













−M

k2

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+N

=
M

k2

[
−(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

t2 − k2

)]]

−M

k2

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+N
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De donde

ω(1) =
M

k2

[
−(1− k2)1/2

i

2
ln(1)− i ln(1)

]
+N =

M

k2
[0 + 0] +N = iα =⇒ N = iα

ω(−1) =
M

k2

[
−(1− k2)1/2

i

2
ln(1)− i ln(−1)

]
+N =

M

k2
[0 + π] + iα = −iα

=⇒ M =
−2iαk2

π

De la misma forma, para las regiones 3 y 4 en el plano t se tiene que |t| ≤ |k|
y por lo tanto

(
1−t2

1−k2

)1/2

≥ 1, y dadas las ramas de los logaritmos tenemos que

(*1) y (*2) tienen argumento π/2,

ω3,4(t) =
M

k2



−(1− k2)1/2
i

2



ln




1 +

(
1−t2

1−k2

)1/2

(
1−t2

1−k2

)1/2 − 1



− iπ









−M

k2

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+N

=
M

k2

[
−(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

k2 − t2

)
− iπ

]]

−M

k2

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+N

juntando los cuatro casos tenemos que

ω2(t) =
2iα

π

[
(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

t2 − k2

)]]

+
2iα

π

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

−t

)
− iπ

]
+ iα para t en la región 2
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ω3(t) =
2iα

π

[
(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

k2 − t2

)
− iπ

]]

+
2iα

π

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

−t

)
− iπ

]
+ iα para t en la región 3

ω4(t) =
2iα

π

[
(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

k2 − t2

)
− iπ

]]

+
2iα

π

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+ iα para t en la región 4

ω5(t) =
2iα

π

[
(1− k2)1/2

i

2

[
ln

(
((1− k2)1/2 + (1− t2)1/2)2

t2 − k2

)]]

+
2iα

π

[
i ln

(
−(1− t2)1/2 + 1

t

)]
+ iα para t en la región 5

Dado que ω = ln(ζ) = ln(v0dz/dw) entonces

ζ =






[
(1−k2)1/2−(1−t2)1/2

(1−k2)1/2+(1−t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

−t
1−(1−t2)1/2

] 2α
π
eiβ2 para t ∈ [−1,−k]

[
(1−t2)1/2−(1−k2)1/2

(1−k2)1/2+(1−t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

−t
1−(1−t2)1/2

] 2α
π
eiβ3 para t ∈ [−k, 0]

[
(1−t2)1/2−(1−k2)1/2

(1−k2)1/2+(1−t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

t
1−(1−t2)1/2

] 2α
π
eiβ4 para t ∈ [0, k]

[
(1−k2)1/2−(1−t2)1/2

(1−k2)1/2+(1−t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

t
1−(1−t2)1/2

] 2α
π
eiβ5 para t ∈ [k, 1]

(6.6)

donde β2 = 3α, β3 = 3α + α(1 − k2)1/2, β4 = α + α(1 − k2)1/2 y β5 = α son

los saltos que dan los logaritmmos, pero para efectos de nuestros cálculos no

son necesarios ya que se cancelan como en el caso de la cuña al calcular las

longitudes y la presión

Como ya vimos en los dos ejemplos anteriores
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l =
2φ0

v0

∫
ζtdt

Dada la simetŕıa del problema

l

2
=

2φ0

v0




∫ k

0

[
(1− t2)1/2 − (1− k2)1/2

(1− k2)1/2 + (1− t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

t

1− (1− t2)1/2

] 2α
π

tdt





︸ ︷︷ ︸
I0,k(α,k)

+
2φ0

v0




∫ 1

k

[
(1− k2)1/2 − (1− t2)1/2

(1− k2)1/2 + (1− t2)1/2

]α(1−k2)1/2

π
[

t

1− (1− t2)1/2

] 2α
π

tdt





︸ ︷︷ ︸
Ik,1(α,k)

de donde

φ0 =
lv0
4

[
1

I0,k(α, k) + Ik,1(α, k)

]

l1
2
=

2φ0

v0
I0,k(α, k)

l2
2
=

2φ0

v0
Ik,1(α, k)

Para calcular la presión tenemos que hacerlo por separado para cada placa

y luego sumar los resultados

P = 2(P0,k + Pk,1) = 2φ0v0ρ

[∫ k

0

(
1− 1

|ζ|

2)
ζtdt+

∫ 1

k

(
1− 1

|ζ|

2)
ζtdt

]

y dado que el arrastre esta definido por

Fd =
ρv20CdL

2
(6.7)

donde Fd = P = 2(P0,k + Pk,1 sinα), entonces
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2(P0,k + Pk,1 sinα) =
ρv20CdL

2

Despejando el coeficiente de arrastre, tomando ρ = v0 = A = 1 tenemos

que

Cd = 4(P0,k + Pk,1 sinα) (6.8)

Es fácil ver que con k = 1 recuperamos el resultado para la cuña, en

particular si α = π/2 tenemos el caso de la placa ortogonal al flujo.

Sin embargo parece que nos encontramos con un problema de existencia en

este problema. Los brincos que debe dar la función debido a los logaritmos en

los puntos singulares ±k y 0 representados por las constantes βn sólo permiten

que cierre el poĺıgono adecuadamente cuando k = 1 y α = π/2, y debido a

las hipótesis en nuestra solución, no contamos con más parámetros ĺıbres en

la derivada que nos define el mapeo entre ω y t como para forzar con estos

el cierre de manera correcta, y por lo tanto el poĺıgono en lugar de tener la

forma esperada, fig(6.5), excepto en el caso especial k = 1 y α = π/2, esta

deformado

Figura 6.9: Deformación del poĺıgono en ω

Debido a esto, la solución que obtenemos para este problema esperamos

que sea cercana a los valores experimentales sólo para casos en los que k es

cercano a 1 y α es cercano a π/2.
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6.3. Comparación de los resultados teóricos
con los resultados experimentales

Hagamos algunas comparaciones entre el valor teórico del arrastre, TCd,

para camiones calculados con el método que acabamos de describir, y el valor

experimental, ECd, que conocemos de las figuras (5.12), (5.13) y (5.14) de §5.5

En el caso de los camiones con bordes redondeados, tenemos que el radio

de curvatura del borde juega un papel importante en la reducción del arrastre

según las figuras (5.13) y (5.14). Para camiones con esta caracteŕıstica vamos

a aproximar el frente de estos por dos placas planas como se muestra en la

siguiente figura

Figura 6.10: Aproximación de los bordes redondeados

una placa ortogonal al flujo y otra con un ángulo α igual a π/4 en relación

a la ĺınea de suelo con la cuál aproximaremos el borde redondeado. La altura

promedio de estos camiones es de cuatro metros, y dado que conocemos el radio

de curvatura del borde entonces sabemos la longitud l1 de la parte ortogonal

al flujo y la longitud l2 de la placa con la cuál aproximaremos el borde curvo.

Figura 6.11: Cálculo de longitudes
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RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para facilitar los cálculos normalizaremos estas longitudes tomando l = 1, y

l1 y l2 de manera proporcional. Variando el parámetro k para obtener diferentes

longitudes tenemos la siguiente tabla

Figura 6.12: Tabla de valores teóricos para el coeficiente de arrastre en camiones
con bordes redondeados

Figura 6.13: Tabla de valores experimentales para el coeficiente de arrastre en
camiones con bordes redondeados

Como podemos ver, esta aproximación no es buena. Para un radio

de curvatura chico del borde redondeado esta aproximación subestima el

coeficiente de arrastre de manera significativa, mientras que para un radio

de curvatura grande esta aproximación sobreestima el coeficiente de arrastre.

Este resultado era de esperarse ya que, como ya comentamos, esperamos que

nuestro modelo sea bueno para k ≈ 1 y α ≈ π/2 y en este caso α = π/4 que

es considerablemente más chico que π/2

En el caso de un camión con frente formado por dos placas calculemos

algunos valores teóricos para el arrastre tomando diferentes valores de α

cercanos a π/2 que es el ángulo promedio que forma la placa no ortogonal

al flujo en los camiones, y variemos k para obtener distintas longitudes
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Figura 6.14: Tabla de Valores teóricos para el coeficiente de arrastre en camiones
con frente formado por dos placas

Dado que α es cercano a π/2 entonces para k = 1 el valor de TCd que

obtenemos es cercano a el valor del coeficiente de arrastre para la placa

ortogonal al flujo. Aún aśı, conforme k disminuye, y obtenemos longitudes l1 y

l2 cercanas a las longitudes de las placas que forman el frente de un camión, el

valor de TCd que obtenemos es considerablemente menor al valor de ECd. En

particular, el último renglón de la tabla corresponde, dadas las longitudes l1 y

l2, al camión de la figura (5.15). Como se puede ver, el coeficiente de arrastre

teórico para este caso es muy bajo comparado con el coeficiente de arrastre

experimental de 0.6 calculado para este camión.

Lamentablemente no contamos con valores de ECd para el caso de las dos

placas con α cercano a π/2 y con l2 ≪ l1, i.e. k aproximadamente uno, para

los cuales creemos que el modelo teórico da buenas aproximaciones.

Comentario Bibliográfico

Para el lector que quiera estudiar más a fondo los temas de esta sección se

le recomienda ver: [Gur65], [Lamb75] y [MT62]





Caṕıtulo 7

Posibles soluciones al problema
de la velocidad infinita en los
vértices

En este caṕıtulo vamos a examinar algunas ideas alternativas para método

de solución con las cuales tratamos de evitar el tener que lidiar con una

velocidad infinita en los vértices o con una distribución de velocidades que

resulte en una baja de presión sobre todos los lados de un obstáculo poligonal

que se encuentren entre dos vértices de velocidad infinita, o entre un vértice

de velocidad infinita y un punto de separación del flujo sobre el obstáculo.

En particular trabajaremos con el problema del frente del camión para el cuál

dimos ya una primera aproximación en el caṕıtulo anterior. Estos métodos los

presentamos a nivel de propuesta ya que no haremos un análisis detallado de

cada uno.

7.1. Suma de soluciones

Un modelo que podemos proponer para aproximar la solución de este

problema es el de tomar los resultados para la placa ortogonal y el de la

cuña y combinarlos.

Sabemos del resultado experimental para un camión cuyo frente está for-

mado por dos placas de longitud casi idéntica y en el cual la placa superior
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forma un ángulo de .52 radianes con la ĺınea de suelo, fig(5.15), que para este

caso el coeficiente de arrastre experimental es de .6. Veamos si con este método

podemos reproducirlo.

Dado que el frente del camión está formado por dos placas de longitud casi

idéntica y la placa de arriba forma un ángulo de .52 radianes con la horizontal,

podŕıamos considerar la velocidad en el vértice igual a la velocidad en el punto

medio entre el punto de estancamiento C y el punto de separación A, obtenida
del resultado para la placa ortogonal, a la cuál vamos a llamar v.25, y después

buscar el punto sobre la cuña donde la velocidad es igual a v.25, calcular la

presión por separado para cada caso, sumarlas y luego obtener el coeficiente

de arrastre tomando en cuenta la longitud total de las 2 placas.

Figura 7.1: Método para sumar las soluciones

Sabemos que en general

l

2
=

2φ0

v0

∫ 1

0

ζtdt φ0 =
lv0
4

1
∫ 1

0 ζtdt

y

P = φ0v0ρ

∫ (
1− 1

|ζ|2

)
ζtdt

Para la placa ortogonal

ζ =
(1− t2)1/2 + 1

t
eiπ/2 =

t

1− (1− t2)1/2
eiπ/2
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por lo tanto

l

2
=

2φ0

v0
eiπ/2

∫ 1

0

(
1− t2

)1/2
+ 1dt

=⇒ φ0 =
lv0

4
∫ 1

0 (1− t2)1/2 + 1dt
=

lv0
4 + π

≈ lv0(.14002)

Veamos ahora para que t = t∗ se cumple que l1 = .25. Dada la formula que

tenemos para la longitud total,

.5

2
= 2(.14002)

∫ t∗

0

(
1− t2

)1/2
+ 1dt ⇒ .8927 =

∫ t∗

0

(
1− t2

)1/2
+ 1dt

=⇒ t∗ = .45445

Ahora calculemos la velocidad v.25 sobre la placa ortogonal para t∗.

Tenemos que ζ = v0
v e

iθ, por lo tanto en este caso, tomando v0 = 1

v.25 =
v0eiπ/2

(1−t2)1/2+1
t eiπ/2

=
t∗

(1− t∗2)1/2 + 1

⇒ v∗ = .2403

Para la cuña tenemos que

ζ =

[
(1− t2)1/2 + 1

t

] 2α
π

eiα

tomando en cuenta que α = .52, hay que encontrar para que t̂ se cumple que

la velocidad es v.25 = .2403

|ζ| = 1

v
=

[
(1− t2)1/2 + 1

t

] 2(.52)
π

⇒ .2403 =
1

[
(1−t̂2)

1/2
+1

t̂

] 2(.52)
π



90 7.1. SUMA DE SOLUCIONES

resolviendo tenemos que t̂ = .0269.

Ahora bien, sabemos que en el caso de la cuña con longitud total 1 y ángulo

interno igual a .52 radianes, φ̂0 = .3508. Además, la longitud total de la cuña

para t variando de .0269 a 1 es

l

2
= 2(.3508)

∫ 1

.0269

[
1 + (1− t2)1/2

t

]2∗.52/π
tdt = .4986

de donde lcuña = .997

La presión para el segmento de placa ortogonal es

Po = 2φ0

∫ .45445

0

[
1− 1

|ζ|2

]
ζtdt = 2(.14002)(.8766) = .2454

y la presión para el segmento de cuña es

Pc = 2φ̂0

∫ 1

.0269

[
1− 1

|ζ|2

]
ζtdt = 2(.3508)(.3447) = .2418

Por lo tanto la fuerza de arrastre debida a la presión es

Fd = Po + sin(.52)Pc = .3655

y dado que la longitud total es L = lo + lc = .5 + .9972 donde lo y lc son

las longitudes de la placa ortogonal y de la cuña respectivamente, y que

Cd = (2Fd)/(ρv0L), entonces

Cd =
2(.3655)

.5 + .9972
= .49

Este resultado es bajo comparado con el valor experimental del coeficiente

de arrastre, pero es más cercano que el obtenido por medio del método del

caṕıtulo anterior. Uno de los problemas graves que tiene este método de

solución es la arbitrariedad con la que se elije la velocidad que se quiere tener

en el vértice, ya que nada nos asegura que esta velocidad sea la misma que la

velocidad en la placa ortogonal en el punto medio entre C y A.



CAPÍTULO 7. POSIBLES SOLUCIONES AL PROBLEMA DE LA
VELOCIDAD INFINITA EN LOS VÉRTICES 91

7.2. Disminución no monótona de la velocidad

Parte de lo que nos llevó a considerar una solución de la forma que vimos en

el caṕıtulo anterior para el problema del frente de un camión, fue la solución

dada por A. E. H. Love, ver [Love1891],para el problema de un obstáculo

poligonal en forma de U, formado por tres placas, con apertura en contra de

la dirección del flujo

Figura 7.2: Aproximación de los bordes redondeados

En este caso debido a la existencia de tres puntos sobre el obstáculo donde

la velocidad se anula, estos son A, B y C, entonces se tienen dos puntos M y M′

donde la velocidad alcanza un máximo, ver §6.1, que en el plano hodógrafo ζ

son mapeados a los puntos ζM y ζM′ y que a su vez, cuando estos son mapeados

al plano t con la fórmula de Schwarz-Christoffel nos quedan como parámetros

ĺıbres con los cuales podemos ajustar para que cierre el poĺıgono correctamente.

Esto implica que la geometŕıa de la solución es la que nos fija el valor de la

velocidad en los puntos M y M′.

Teniendo esto en mente podŕıamos pensar en proponer una solución para el

problema del frente de un camión de forma tal que la velocidad en las esquinas

sea infinita, pero donde esta no decaiga monótonamente hasta la velocidad

v0 en los puntos de separación, sino que después de pasar la vecindad con

velocidad cercana a ∞, correspondiente al vórtice que se genera en la arista,

ver fig(5.9), podŕıamos suponer que la velocidad decae hasta una velocidad v∗

menor a v0 en un punto m y que posteriormente se repone hasta llegar a v0 en

los puntos de separación. Esto generaŕıa una región de cambio en el plano ζ con

dos vértices mζ que al mapearlos al plano t nos serviŕıan como parámetros para
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cerrar correctamente el poĺıgono. La magnitud de la velocidad que representan

quedaŕıa fija debido al valor que deben tener como parámetros para que cierre

el poĺıgono correctamente.

Figura 7.3: Mapeos para la velocidad con decaimiento no monótono

en este caso dω
dt estaŕıa definido por

dω

dt
= M

t2 −m2

(t2 − 1)1/2(t2 − k2)t

A partir de aqúı, se sigue el mismo proceso descrito en los caṕıtulos 4 y 6,

para obtener los parámetros f́ısicos del flujo.

7.3. Mapeo directo entre el flujo en z y el
potencial complejo F

Los resultados que hemos visto hasta el momento los hemos obtenido por

medio de los métodos clásicos de solución propuestos por Kirchoff y Helmholtz

en la segunda mitad del siglo XIX, y que posteriormente fueron estudiados

por A. E. H. Love y J. H. Michell para intentar hacer de estos un proceso más

sistemático.

En esta sección vamos a discutir un segundo método de solución más

reciente que ha sido estudiado por V. I. Monakhov, [Mon83], y por A. R.

Elcrat y L. N. Trefethen, [DT02] , en el cuál se porpone resolver el flujo con

ĺıneas de corriente libres sobre un obstáculo poligonal por medio de un mapeo
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de tipo Schwarz-Christoffel que manda el simiplano Re{F} ≥ 0 directamente

a la region de cambio en el plano f́ısico z.

Figura 7.4: Mapeo directo del plano z al plano t

Lo que sabemos sobre el flujo en el plano f́ısico es lo siguiente:

1. arg dz
dF cambia para t ∈ (−1, 1) sólo en los puntos t1, t2, ..., tn−1 y t∗

(obstáculo poligonal)

2.
∣∣ dz
dF

∣∣ = 1 para t /∈ [−1, 1] (por las ĺıneas de corriente ĺıbres)

3. arg
(
dz
dF

)
se conoce para tn (orientación del obstáculo)

4. arg
(
dz
dF

)
= 0 en t = ∞ (orientación del flujo lejano)

La primera condición es la condición estándar para el mapeo de Schwarz-

Christoffel, dado que queremos encontrar un mapeo de este mismo tipo

entonces nuestro objetivo es expresar dz
dF como un producto donde cada término

debe introducir un brinco en el argumento en los puntos ti pero sin que este

afecte a los demás puntos tj ni a la condición 2. Por lo tanto buscamos un

mapeo de la forma

ζ̂ =
dz

dF
=

n−1∏

1

hk
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Dada la condición 2, sabemos que cada término hk debe mapear los puntos

t /∈ [−1, 1] en alguna sección del ćırculo unitario, y dada la condición 1, hk debe

mapear los puntos t ∈ [−1, 1] en los rayos que unen el origen con la sección de

ćırculo unitario obtenido del mapeo de los puntos t /∈ [−1, 1], además el punto

tk debe ser mapeado al 0, o sea, cada término hk debe mapear el semiplano

superior en t en una sección del semićırculo superior. El ángulo interior en la

sección del semićırculo determina el salto que se introduce en el argumento

en cada punto tk. Para hacer esto primero debemos obtener el mapeo entre

el semiplano superior y el semićırculo superior, ĥk, de esta forma este mapeo

luego lo podemos elevar a la potencia que nos de el brinco en el argumento y

aśı obtenemos la sección de ćırculo que necesitamos.

Suponiendo que tk = 0 y tomando y = ĥk, sabemos que el mapeo de

Joukowski x = (1/2)(y + 1/y) mapea el semićırculo superior en el plano y

al semiplano inferior en el plano x. Por lo tanto, para mapear el semićırculo

superior en el semiplano superior, como queremos que haga cada término ĥk,

debemos invertir las siguientes transformaciones

entonces tenemos que

t =
1

τ
=

2

y + 1
y

de donde

y =
1− (1− t2)1/2

t

escogemos el signo negativo de la raiz, ya que este es el que nos da los valores

de la función inversa en el rango [−1, 1] que es el que nos interesa. Esto también

lo podemos escribir como
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y =
1− (1− t2)1/2

x

1 + (1− t2)1/2

1 + (1− t2)1/2
=

t

1 + (1− t2)1/2

y por lo tanto, para que de esl salto en el argumento

hk(t) = ĥ−βk
k (t) =

(
t

1 + (1− t2)1/2

)−βk

Esta transformación manda el 0 del plano t en el 0 del plano ŷ, y dado

que en general los tk no corresponden al 0 entonces primero debemos aplicar

la transformación (t − tk)/(1 − tkt) para mapear los puntos −1, tk y 1 en los

puntos −1, 0 y 1 respectivamente.

Juntando todo lo anterior tenemos que cada término hk = ŷ está dado por

hk(t) =

(
t− tk

1− tkt+ ((1− t2)(1− t2k))
1/2

)−βk

Si γπ es el ángulo del lado n respecto al eje x en el plano z, entonces

para poder satisfacer la condición tres de las condiciones para el mapeo de

Schwarz-Christoffel modificado tenemos que

dz

dF
= eiγnπ

(
t− t∗

1− t∗t+ ((1− t2)(1− t2∗))
1/2

)−1

(7.1)

×
n−1∏

k=1

(
t− tk

1− tkt+ ((1− t2)(1− t2k))
1/2

)−βk

y para satisfacer la condición cuatro para el mapeo de Schwarz-Christoffel

modificado t∗ debe satisfacer lo siguiente:

Cuando t −→ ∞

arg(hk(∞)) = −βk cos
−1(−tk)

de donde, tomando
∏

∗ y
∑

∗ como el producto y la suma sobre k = 1, 2, ..., n−1

y k = ∗,
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arg(eiπγn
∏

∗
hk(∞)) = γnπ −

∑

∗
βk cos

−1(−tk)

la condición cuatro entonces implica que

γnπ −
∑

∗
βk cos

−1(−tk) = 0 (7.2)

de donde

t∗ = − cos

(
γnπ −

n−1∑

k=1

βk cos
−1(−tk)

)

Finalmente obtenemos que el flujo se puede escribir como la integral de

(7.1)

z(F ) = C + eiγnπ
∫ F ∏

∗
hk(t

′)dF ′ (7.3)

Y dado que la relación entre t y F esta definida por los siguietes mapeos

entonces

F =
1

2
W (t− t∗)

2

donde W = 2(Qn)1/2 con lo cual

dF

dx
= W (t− t∗)
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De esta manera, sustituyendo dF = W (t − t∗)dx en la ecuación (7.3)

obtenemos

z(t) = C +W eiγnπ
∫ t

(t′ − t∗)

(
t′ − t∗

1− t∗t′ + ((1− t′2)(1− t2∗))
1/2

)−1

(7.4)

×
n−1∏

k=1

(
t′ − tk

1− tkt′ + ((1− t′2)(1− t2k))
1/2

)−βk

dt′

= C +W eiγnπ
∫ t (

1− t∗t
′ + ((1− t′2)(1− t2∗))

1/2
)

×
n−1∏

k=1

(
t′ − tk

1− tkt′ + ((1− t′2)(1− t2k))
1/2

)−βk

dt′

Planteado de esta manera tendŕıamos que para el problema del frente del

camión, debido a la simetŕıa, t1 = k, t2 = −k y t∗ = 0, por lo tanto, para este

problema

z(t) = C +W eiγnπ
∫ t

(1 + (1− t′2)1/2)

×
(

t′ − k

1− kt′ + ((1− t′2)(1− k2))1/2

)−βk

×
(

t′ + k

1 + kt′ + ((1− t′2)(1− k2))1/2

)−β−k

donde βk y β−k son iguales debido a la simetŕıa del obstáculo





Caṕıtulo 8

Fórmula de Schwarz-Christoffel
modificada para flujos sobre
obstáculos curvos

Estudiemos ahora la posibilidad de aplicar el método de solución con

la fórmula de Schwarz-Christoffel modificada que comentamos en §7.3 para

problemas de flujos con ĺıneas de corriente libres sobre obstáculos curvos.

Seguiremos una modificación del resultado de McKean, [Mc99], que estudia

el problema en el caso cuando no hay ĺıneas de corriente libres y con el cuál

prueba de manera alternativa el teorema de Riemann para mapeos conformes.

Recordemos que el mapeo para obtáculos poligonales con ĺıneas de corriente

libres de §[ 7.3], en el caso de obstáculos simétricos respecto al punto de

estancamiento y a la dirección del flujo está dado por

dz

dt
= W eiγn

(
1 + (1− t2)1/2

)
(8.1)

×
n−1∏

k=1

(
t− tk

1− tkt+ ((1− t2)(1− t2k))
1/2

)−βk

donde −1 < t1...tn−1 < 1. El obtáculo curvo lo podemos aproximar por una

familia de poĺıgonos como la que que se ve en la figura

99
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Figura 8.1: Aproximación poligonal

Los ángulos βk están dados por θk+1 − θk donde lo θk es el ángulo de la

tangente a la curva que define al obstáculo.

Tomando el logaritmo de (8.1) tenemos

ln
dz

dt
= lnW + iγn + ln

(
1 + (1− t2)1/2

)
(8.2)

−
n−1∑

k=1

(θk+1 − θk) ln

(
t− tk

1− tkt+ ((1− t2)(1− t2k))
1/2

)

Tomando a s, 0 ≤ s ≤ 1, como parámetro a lo largo de la curva z = q(η) y

dividiendo a esta en N − 1 intervalos podemos tomar θk = θ(sk) y tk = x(sk)

y pasar al ĺımite con k → ∞ de donde tenemos, despejando a γn de (7.2), que

ln
dz

dt
= lnW +

i

π

∫ 1

0

θ′(s) cos−1(t(s))ds+ ln(1 + (1− t2)1/2) (8.3)

−
∫ 1

0

ln

(
t− t(s)

1− t(s)t+ ((1− t2)(1− t(s)2))1/2

)
ds

de donde



CAPÍTULO 8. FÓRMULA DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL
MODIFICADA PARA FLUJOS SOBRE OBSTÁCULOS CURVOS 101

z(t) = z(t1) +

∫ t

t1

W [1 + (1− t(η)2)1/2]e
i
π

∫ 1
0 θ′(s) cos−1(t(s))ds (8.4)

e
−

∫ 1
0 ln

(
t(η)−t(s)

1−t(s)t(η)+[(1−t(η)2)(1−t(s)2)]1/2

)
ds
dη

Si podemos encontrar una curva x(η) suave en la que se cumpla z(x(η)) =

q(η) donde q(η) es la curva que define al obstáculo PQ en A, entonces

la ecuación (8.4) será la solución buscada ya que es anaĺıtica en A y por

construcción satisface la condición de frontera. El problema es entonces el de

determinar la función t(s). La función t(s) es el análogo a las N−1 condiciones

que se deben imponer en (7.4) para que las longitudes de los segmentos zk+1zk
sean las fijadas por el problema. En el problema discreto estudiamos como la

posibilidad de resolver estas ecuaciones está ligada a la comprensión del flujo

que determina el mapeo hodográfico.

Ahora examinaremos más la ecuación para la curva t(s) que es análoga a la

propuesta por McKean y probaremos la existencia de soluciones para algunos

casos. La ecuación para t(η) se obtiene derivando (8.4)

dz

dt
t′(η) = t′(η)W [1 + (1− t(η)2)1/2]e

i
π

∫ 1
0 θ′(s) cos−1(t(s))ds

e
−

∫ 1
0 ln

(
t(η)−t(s)

1−t(s)t(η)+((1−t(η)2)(1−t(s)2))1/2

)
ds

= q′(η) , para0 ≤ η ≤ 1

Tomando valor absoluto y recordadndo que dt
dη > 0 porque queremos

recorrer el plano de izquierda a derecha tenemos que

dt

dη
=

|q′(η)|
W [1 + (1− t(η)2)1/2]

e
∫ 1
0 ln (t(η)−t(s))θ′(s)

1−t(s)t(η)+((1−t(η)2)(1−t(s)2))1/2 ds (8.5)

donde |q′(η)| es una función conocida ya que es la longitud local del obstáculo.

Por lo tanto tenemos que encontrar una solución a (8.5) que no es un

problema de valores iniciales si no un problema de tipo ecuación de Villat,

[BZ57].
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El tamaño del obstáculo es proporcional a W̃ = máx |q′(η)|
W . Si W̃ es cercano

a cero, se tiene un obstáculo muy pequeño y (8.5) tiene la forma de una

contracción en un espacio apropiado. Por otra parte, si W̃ es de orden uno

entonces (8.5) ya no es una contracción y se tiene que usar otro resultado de

punto fijo.

Comencemos por entender el caso cuando W̃ es cercano a cero. En este

caso tenemos de la ecuación (8.5) que

t(η) = t1 +

∫ η

0

|q′(ξ)|
W [1 + (1− t(ξ)2)1/2]

e
∫ 1
0 ln (t(ξ)−t(s))θ′(s)

1−t(s)t(ξ)+[(1−t2(ξ))(1−t2(s))]1/2
ds
dξ (8.6)

Ahora estudiemos obstáculos especiales de la forma

t(s) = t1 + βs+ h(s)

que son perturbaciones de obtáculos que son aproximadamente un arco de

ćırculo ya que si θ′(s) = 1 (curvatura constante) entonces h = 0 es una solución

exacta del problema de mapeo conforme sin ĺınea de corriente libre (se puede

ver que (8.6) reproduce el mapeo de un ćırculo en el semiplano). Entonces para

este tipo de obstáculos tenemos la ecuación para h(s) de la forma

h(s) = −β(s) + W̃G(h(s))

donde G es un operador definido por

G(h(s)) = (8.7)
∫ η

0

∣∣∣q̃′(η)
∣∣∣ e

∫ 1
0 ln (β(ξ−s)+(h(ξ)−h(s)))θ′(s)

1−(t1+β(s)+h(s))(t1+β(ξ)+h(ξ))[(1−(t1+β(s)+h(s))2)(1−(t1+β(ξ)+h(ξ))2)]1/2
ds
dξ

para funciones h(s) que son Lipschitz continuas para 0 ≤ s ≤ 1 y que satisfacen

h(0) = 0 donde q̃′ = q′

máx q′

El espacio de funciones f con la norma

|f |1 = máx
0≤s≤1

|f |+máx
t,s

∣∣∣∣
f(t)− f(s)

t− s

∣∣∣∣
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es completo en esta norma y entonces basta probar que el operador

Th(s) = −βs+ W̃G(h(s))

manda una bola |h|1 ≤ δ en ella misma, |Th|1 ≤ δ, y que es una contracción,

es decir

|Th1 − Th2|1 ≤ α|h1 − h2| , α < 1

Entonces tiene un único punto fijo Th(s) = h(s) que es la solución buscada.

En el operador G todos los términos son diferenciables con respecto a sus

argumentos excepto el término que involucra ln(β(ξ−s)+(h(ξ)−h(s))) que es

el que determina, como siempre en estos porblemas, [BZ57], el comportamiento

del mapeo. Tenemos entonces

∫ 1

0

ln(β(ξ − s) + (h(ξ)− h(s)))ds =

∫ 1

0

ln β + ln

(
1 +

h(ξ)− h(s)

β(ξ − s)

)
ds

que puede ser estimado en valor absoluto cuando |h1| ≤ δ, δ pequeño, como

β + constante
1

β
|h|1

De aqui tenemos que

|Th|1 ≤ constante(β +
W̃

β
|h|1)

Entonces tomando W̃ = µβ2 tenemos que |Th|1 ≤ constanteβ(1 + µβ) y

tomando β ≤ δ
constante tenemos que |Th|1 ≤ δ que prueba que para obstáculos

pequeños T manda la bola en la bola. Falta probar que T es una contracción.

Para probar que T es una contracción consideremos la diferencia

e
∫ 1
0 ln[β(ξ−s)+(h(ξ)−h(s))]θ′(s)ds − e

∫ 1
0 ln[β(ξ−s)+(h1(ξ)−h1(s))]θ′(s)ds

≤ e|
∫ 1
0 ln[β(ξ−s)+(h(ξ)−h(s))]θ′(s)ds|

∣∣∣∣
∫ 1

0

Ads−
∫ 1

0

Bds
∣∣∣∣
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donde

A = ln[β(ξ − s) + (h(ξ)− h(s))]θ′(s)

y

B = ln[β(ξ − s) + (h1(ξ)− h1(s))]θ
′(s)

la última diferencia en el valor absoluto la podemos estimar como

∣∣∣∣
∫ 1

0

[
ln

(
1 +

h(ξ)− h(s)

β(ξ − s)

)
− ln

(
1 +

h1(ξ)− h1(s)

β(ξ − s)

)]
θ′(s)ds

∣∣∣∣

≤ constante
1

β
|h1 − h|1

mientras que para el término de la exponencial tenemos

e
∫ 1
0 (β(ξ−s)+h(ξ)−h(s))θ′(s)ds ≤ const

β
emáx |θ′||h|1

Entonces, dadas todas las estimaciones anteriores tenemos que

|Th1 − Th| ≤ µ

β
const|h1 − h|

De aqúı se sigue que si µ es chico tenemos una contracción. Con esto

probamos la existencia para un obstáculo muy pequeño cercano a un arco de

ćırculo.

Este resultado podriamos combinarlo con el cálculo para un poĺıgono y

estudiar aśı el efecto de una esquina redondeada.

Esta prueba muestra que la velocidad en una esquina redondeada es grande

pero finita, ya que el operados G suaviza la singularidad.

El problema de un obstáculo de orden uno hasta donde sabemos, ver [BZ57]

y [Mon83], es un problema abierto ya que los resultados disponibles usando

ideas de tipo Riemann-Hilbert son también de caracter local.



Caṕıtulo 9

Conclusión

Este método provee una buena idea de la forma f́ısica del flujo debido a

las ĺıneas de corriente libres que definen la estela y a los puntos de separación

aśı como también del mecanismo cualitativo de por que se reduce el coeficiente

de arrastre en objetos con esquinas.

Pero el aproximar con un flujo cuya velocidad decae monótonamente

de las esquinas con velocidad infinita a la velocidad del flujo lejano en los

puntos de separación no reproduce de manera correcta el efecto sobre el

coeficiente de arrastre del vórtice que se genera en la realidad en los vértices

del obstáculo, siendo demasiado brusca la baja de presiones lo cual causa una

baja considerable en el coeficiente de arrastre.

Es por eso que esta teoŕıa cayó en desuso, ver [], por que el coeficiente de

arrastre Cd obtenido de estos flujos es muy bajo. Los únicos casos que aproxima

de manera mas o menos correcta son los de obstáculos simétricos sin esquinas

y los de placas inclinadas.

Hasta donde sabemos, el problema de flujos con ĺıneas de corriente ĺıbres

sobre obstáculos curvos no ha sido resuelto de manera general hasta hoy en

dia, solamente algunos casos particulares de fronteras circulares y de arcos de

elipse.
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