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Introduccion

Durante el primer semestre del ano 2006, los doctores Michael Barot Schlatter y Christof Geiss Hahn im-
partieron un curso titulado Algebras de Conglomerado, el cual fue inspiraciéon para la realizacién de esta
Introduccién a las Algebras de Conglomerado de tipo A,,.

En esta tesis se podran encontrar, como bien su nombre dice, una breve introduccién a las algebras de
conglomerado, las cuales se desarrollaron en el ano de 2000 por Fomin y Zelevinsky como herramienta para
estudiar bases canodnicas y positividad total en grupos de Lie semisimples. Las algebras de conglomerado
son definidas como algebras conmutativas con un conjunto de generadores distinguidos llamados variables
de conglomerado, agrupados en subconjuntos llamados conglomerados de cardinalidad fija. Los generadores
se relacionan con los demas elementos mediante un proceso llamado mutacion.

En el primer capitulo se podra encontrar un ejemplo muy particular de este tipo de algebras de conglomerado:
el anillo de coordenadas del Grassmanniano. En el segundo capitulo, aparece la positividad total y su relacién
con el Grassmanniano, para dar después pie a la definicién de algebras de conglomerado junto con el proceso
de mutacién.

En el tercer capitulo, se establece una introduccién a los sistemas de raices, para generar el diagrama de
Coxeter de donde consideramos un caso particular; en sistemas de raices irreducibles los diagramas de Coxeter
se llaman diagramas de Dynkin, y se hace una clasificacion de dichos diagramas. Para el cuarto capitulo, se
presenta una serie de resultados acerca de cémo obtener las variables de conglomerado para el tipo Dynkin
A,,, a partir de las cuerdas de la tridngulacion, de donde se obtiene un resultado particular: el fenémeno
de Laurent en el caso Dynkin A,,. Ademds se presenta una equivalencia de categorias, entre la categoria de
moédulos sobre un carcaj y una categoria llamada Categoria de diagonales que se define en el mismo capitulo,
para finalizar se establece una clasificacién de los carcajes que son equivalentes bajo mutacién al diagrama
de Dynkin A,,. Cabe mencionar que para facilitar la lectura en el cuarto capitulo, se necesita saber algunos
resultados de teoria de Auslander Reiten, que se pueden consultar en [ARS].



Capitulo 1

El Grassmanniano

Definicién 1.0.1. Denotamos por Gr(2,n) al conjunto de subespacios de dimensién 2 en C" y lo llamamos
el Grassmanniano.

Podemos representar cada elemento de Gr(2,n) por dos vectores u,w linealmente independientes o equiva-
lentemente por una matriz M € C"*2, donde u es la primera columna de M y w es la segunda columna de
M, es decir, M, = u, M,2 = w. Observemos que esta representacién no es tnica.

Notemos que M, W € C™*? representan el mismo subespacio si y sélo si W se puede obtener de M por trans-
formaciones elementales de columnas. Pero, ;jexisten otras transformaciones que no cambian el subespacio?.
Para respondernos a esta pregunta, definiremos la siguiente herramienta.

1.1. Coordenadas de Pliicker

Definicién 1.1.1. Para M € C"*2 e i # j la coordenada de Pliicker se define como el determinante de una
submatriz 51](M) = Mileg — MleiQ.

Las coordenadas de Pliicker no son realmente invariantes. Observemos el efecto de diferentes transformacio-
nes:

(1) Al multilplicar por un escalar A a M se tiene que &;;(M’) = X\2§,;(M), donde M’ = AM.
(2) Sea M’ la matriz que resulta de intercambiar dos columnas de M, se tiene que 6;;(M') = —d;;(M).

(3) Sea M’ la matriz que obtenemos al multiplicar una columna de M por un escalar y sumarla a otra
columna, para lo cual se tiene que 0;;(M’) = 0;;(M).

Todas las coordenadas cambian simultaneamente con el mismo factor en (1) y (2).
Se define
pon = {M € C"™? | §;;(M) # 0, para alguna i < j}.
Si sélo consideramos coordenadas de Pliicker d;; para ¢ < j, entonces hay (;) = % coordenadas. Estas

se pueden ordenar, por ejemplo léxicograficamente. De esta manera, a cada matriz M € p9 5, se le asocia un

1



1.1. COORDENADAS DE PLUCKER CAPITULO 1. 3

vector nn)

(612(M), 013(M), . ..., 61n (M ) 523( ) o502 (M), 634(M), ..., 0n_1n(M)) € CT2
Podemos definir A : Gr(2,n) — PC*5 dela siguiente forma, M +— [d;;(M)];<; donde 0;;(M) corresponde
al complejo asociado junto con su antlpodal. Consideremos el siguiente diagrama:

(0i5)i<j e,
H2,n — {0}
Gr(2,n) pPC 25
A = [(0i5)]i<;

Del diagrama anterior, se tiene el siguiente resultado

Proposicién 1.1.2. A es inyectiva.

Demostracion. Sean M, M' € ps, tales que 0;;(M’) = Xo;;(M) para todo i < j. Como M € ua,, existe
i < j tal que §;;(M) # 0. Supongamos que i = 1, j = 2. Entonces mediante transformaciones elementales de
0 1 0

1

1
columnas existen N ~ M y N’ ~ M’ con N = |0 , N’ = |0 1| De donde se tiene

8ij (M Sij (M’ d1r A61,
8ij(N) = J(]\/[% y 6ij(N') = 5 (( % Para r > 2, se tiene N/, = 61,(N') = 5;%%,; = )\512(%3 =01,(N) =
Nys.

Similarmente se muestra que N/; = N, entonces N = N’ y por tanto M ~ M’.
]

Observacién 1.1.3. Ya demostramos que A es inyectiva, enseguida observaremos que pasa con la sobre-
yectividad de A.

Caso n = 2. Gr(2,2) = {C}, P(C) = {C}, por tanto A es sobreyectivo.

Caso n = 3. Sea A = (\12, A\13, A23) € P(C?), supongamos que Aj2 # 0, entonces la siguente matriz

1 0
M=1| 0 Aa2| estal que A(M) = )\, por tanto A es sobre, y entonces A es sobreyectivo.
—Aaz )
12 13

Cason = 4. Sea A = ()\127 /\13, /\14, /\23, )\24, )\34) € CS. Supongamos que A2 7é 0.S1M e GI‘(Q, 2) no singular,
entonces M ~ {(1) ())\] con A € C\ {0}. Asi cada M con §12(M) # 0 es equivalente a una de esta forma

1 0
0 12
M= | ), h\ entonces
/\){2 13
T2 A
—A23 )\24 A13A24 — A2z A1g
03a(M) = —=—A — A= —"7"7TF"T"T"—
34(M) o 14+ Mo 13 o

el tltimo término en la tultima igualdad de lado derecho en general es diferente de A34, de donde, para
que A € P(C%) pueda estar en la imagen de A, es necesario que los elementos de A cumplan lo siguiente;
A13A24 — A2z A4 = A12A34. Por tanto, A no es sobreyectiva.



CAPITULO 1. 3 1.2. RELACIONES DE PLUCKER

1.2. Relaciones de Plicker

Mostramos que A es inyectiva, y no sobreyectiva. Enseguida caracterizaremos el subespacio correspondiente
n(n—1)
2

a la imagen de A en P(C ), en donde A serd biyectiva.

n(n—1)

Definicién 1.2.1. Sea A € P(C ), diremos que A cumple con las relaciones de Pliicker si para todo
1, 7,7, s indices tales que i < j < r < s, los elementos Ai;, Air, Ajs, Ais, Arj, Ars cumplen la siguiente relacién:
)\ir)\js + )\is)\rj = )\ij)\rs- Ademas, )\ji = _)\ij; si g > 1.

Proposicion 1.2.2. Sea

n(n—1)
2

E={reP(C ) | para todo @ < j, r<s {3,571 N{r,s} =@ con XiyAjs + XisArj = AijArs}

un subespacio del IP’((CW;U ). Entonces A induce una biyeccion entre Gr(2,n) y &.

Demostracion. Se verifica que si A = A(M) para algin M € Gr(2,n), entonces satisface las relaciones de
Pliicker. Sean M, =v, M, = w, denotaremos por gy a dy (M), asi

0ij0rs—0ir0js—0is0r; = (V;w; —v;W; ) (VpWs —VsWr ) — (ViWr —Vpw; ) (VW —VW;5 ) — (V;Ws —Vsw; ) (Vywj —vjwy) = 0.

Por otro lado si A € &, existe ¢ < j tal que A;; # 0. Definimos M € C"*2 por Mj1 =1, My =0 =

Mjh sz = )\” Para r 7& Z7j definimos MTQ = )\7;7«, M»,\l = _A/\A':T entonces (5”(M) = )\ij7 (SZT(M) = )\’iTv 5jr =
]

Ajir

En caso que 7, s sean distintos a ¢, j se tiene que

N, i 1
6TS(M) = MT1M82 - MT2M81 = ( ] ) )\is - )\i'r (J> = 7()\ir>\js - )\is)\jr) = )\TS'
)\ij /\ij >\1'j

Con ello se demostré que A(M) = A. [ |

Observacién 1.2.3. Sobre la forma de definir £ (no importa mucho el orden de los pares de indices) para
i < j <r <ssecumple AipAjs = AjjArs + AisAr; 1o cual tiene una representacién grafica, que se muestra
enseguida, en dicha representacién cada A;; recibe el nombre de cuerda.

J s J s J s
>< — +
i r i r i T

Representacion grafica de las Coordenadas de Pliicker. Cuerdas, diagonales y contorno.

En la representaciéon grafica de las coordenadas de Pliicker, las cuerdas del lado izquierdo de la igualdad se
llaman diagonales, mientras que a las del lado derecho se llaman contorno.

Ahora calcularemos cudntas coordenadas como minimo me determinan todas las coordenadas, para lo cual
basta con calcular la dimensién de Gr(2,n) que es 2(n — 2), pues cada matriz M € Gr(2,n) diferente de la
matriz cero es equivalente a la siguiente matriz:



1.2. RELACIONES DE PLUCKER CAPITULO 1. 3

O =
= O

Pero como £ esta definido en el proyectivo necesitamos una dimensién maés, por lo tanto necesitamos calcular
2n — 3 coordenadas para determinar a todas las coordenadas.



Capitulo 2

El anillo de coordenadas del
Grassmanniano como algebra de
conglomerado

En este capitulo, veremos que el grassmanniano tiene muchas propiedades, algunas de las cuales le dan
estructura de algebra a su anillo de coordenadas, el cual es llamada dlgebra de conglomerado.

2.1. Positividad Total

Recordemos que Gr(2,n) denota al conjunto de subespacios de dimensién 2 en C™.

Definicién 2.1.1. Una matrix M € R"*2 es totalmente positiva si todos los menores son positivos. En
nuestra situacion, todas las coordenadas de Pliicker son positivas.

Ahora observemos cuantas coordenadas d;;(M) con i < j se deben verificar minimamente para determinar
que M es totalmente positiva.

Definicién 2.1.2. Sea R = {0;;}i<; un conjunto de coordenadas de Pliicker con la propiedad de que son el
minimo de coordenadas necesarias para determinar que M es totalmente positiva. En tal caso diremos que
R es una prueba de positividad total.

Observacién 2.1.3. (i) Necesitamos al menos 2n — 3 coordenadas para verificar la positividad total de

M.
(ii) Para i < j < r < s; si el contorno y una diagonal son positivos, entonces la otra diagonal también es
positiva.
Definicién 2.1.4. (i) Dos cuerdas 3 jyr s seintersectan sit <r<j<s 6 r<i<s<
7.

(ii) Una triangulacién es un conjunto maximal de cuerdas que no se intersectan. Observemos que una
triangulacién se puede ver como un poligono de n lados con un conjunto maximal de cuerdas en el
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interior del poligono tales que no se intersectan, asi las cuerdas interiores y el contorno del poligono
pertenecen a la triangulacion.

Proposicién 2.1.5. Cada triangulacion define una prueba de positividad total y ademds es algebraicamente
dependiente con respecto a las coordenadas de Pliicker.

Demostracion. Sean T' una triangulacién y A € £ tal que A;; > 0 para toda cuerda i j € T. Por
induccion sobre el nimero de vértices k de un subpoligono S en T, probaremos que las cuerdas de S son
positivas. Para k = 4 se tiene que i < j < r < s si el contorno y una diagonal son positivos entonces la otra
diagonal también, como se muestra en la siguiente figura

9 c

J

L

. i Ars+Air A NijArstXirAjs
que en tal caso se tiene \;, = == o ”;— r23s > (0, de donde \;y = Soretoirtys ‘; L2
- is Jr

> 0. Supongamos i; < iy <

-+ < 4 es un subpoligono de T'. Sea i,
S’ 8" con triangulaciones T”,T"”, como se puede ver en la siguiente figura. Por hipdtesis de induccién las
cuerdas de 8" y S” son positivas, y por las relaciones de Pliicker las cuerdas que se cruzan también son
positivas. Ademas, las triangulaciones tienen 2n — 3 cuerdas.

iy una diagonal en T que divide a S en dos subpoligonos

T//

T/

Por otro lado, cada tridngulo en la triangulaci(hl determina coordenadas algebraicamente independientes.
|

Conjetura 2.1.6. Se conjetura que si T es una prueba de positividad con 2n — 3 elementos, entonces de
T se puede obtener una triangulacion. Sin embargo se tiene que no toda prueba contiene una triangulacion,
pues en la siguiente prueba de positividad total que se muestra en la siguiente figura y que no tiene el
numero minimo de funciones, sino que tiene una mds, y a los elementos de la prueba se indican con lineas
continuas, se completan diagonales con las relaciones de Pliicker, las cuales se indican con lineas punteadas
y se obtienen de la siguiente manera: al ver el cuadrildtero 1236 se concluye que 613(M) > 0, por lo cual se
pone la linea punteada que tiene como vértices 1 y 3. Al ver el cuadrildtero 1234 se concluye que da4(M) > 0,
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por lo cual se pone la linea punteada que tiene como vértices 2 y 4, de manera similar se ve también que
d35(M) > 0,046(M) > 0,015(M) > 0, teniendo asi todas las diagonales, pero no puede reducirse a una
triangulacion sin quitar cuerdas o que al reemplazarlas por las correspondientes cuerdas bajo las relaciones
de Pliicker obtengamos una triangulacion.

2.2. La grafica de Intercambio

Definicién 2.2.1. Sean T y T’ triangulaciones tales que 77 = T — {c¢} U {¢'}. Donde ¢ es la diagonal
del cuadrado ijrs en la triangulaciéon T, y ¢’ es la otra diagonal en el cuadrado ijrs, que no aparece en
la triangulacién y que al reemplazarla por ¢, se tiene la triangulacién T’. Es decir, ¢ y ¢’ son como en la
siguiente figura:

Decimos que T se obtiene de T por un wolteo y lo denotamos por T ~ T".

Definicién 2.2.2. La grdfica de intercambio tiene a las triangulaciones como vértices y a los volteos como
aristas.
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Ejemplo de una grafica de intercambio:

/@\@
o

Lema 2.2.3. La grdfica de intercambio es coneza.

Demostracion. Para i = 1,...,n definimos T; como la triangulacién donde todas las cuerdas interiores
inciden en i. Observemos que T; ~ T;11(Modn) pues podemos voltear a la arista que tiene como vértices 4
e i + 2 de lo cual se obtiene la arista que tiene como vértices i + 1 e i + 3. De la misma manera se voltea
la arista que tiene como vértices i e i + 3 y se obtiene otra arista que tiene como vértices i + 1 e i + 4. Al
continuar con éste procedimiento, y al voltear la arista que tiene como vértices i y i — 2 se obtiene la nueva
arista que tiene como vértices i + 1 y ¢ — 1, teniendo asi la triangulacién T;4.

Probaremos por induccién sobre n, que cada triangulacién 7' es equivalente a 7; para algin i. Sea J;; una
cuerda interior en T' que divide a P, en dos subpoligonos S, S’ contenidos en P,, con triangulaciones 7", T",
donde P, es el poligono de n lados. Por hipétesis de induccidn, sea h alguna arista tal que 7" ~ T; ~ T} y
T" ~ T} ~ T/, pero T y T, definen a Tj. Por lo tanto T es equivalente a T. ]

Se tiene que mediante las relaciones de Pliicker, las cuerdas interiores se pueden expresar como el siguiente
cociente:

polinomio con coeficientes expresados en e; y variables 1, o

monomio en xi, o
A este fenémeno se le conoce como Fendmeno de Laurent.

Ejemplo 2.2.1. Sea T una triangulacion con cuerdas interiores x1,x2 y cuerdas exteriores ej, ea, €3, €4, €5 .
Calculemos las cuerdas interiores y verifiquemos que se cumple el fenémeno de Laurent.

4



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO 2.2. LA GRAFICA DE INTERCAMBIO

Célculos de mutaciones en cuerdas interiores:

€ 1
[\ 2
€5 ] / \ €5,
€2 €4
€4

e e

Al calcular las cuerdas interiores con las relaciones de Pliicker se tiene que

/ eses + €42
x, = —,
£
L = G1esCs + e2e5T1 + e1eaT2
2 129 )
" €2T1 + €e1e3
Ty = )
T2
xh = m1p.
Aqui podemos tomar R = Cley,--- ,e,] como el anillo que contiene los coeficientes. Luego, las cuerdas
interiores estdn en R[x1,...,24] donde d = n — 3. Denotamos por X el conjunto de coordenadas de Pliicker,
expresados en F' = R(x1,...,24) (el campo de fracciones), que corresponden a las cuerdas interiores.

Definicién 2.2.4. Sea A la R-subdlgebra en F' generada por X, es decir los generadores de A son las cuerdas
interiores expresadas en coordenadas de Pliicker. A tal subdlgebra A se le llama dlgebra de conglomerado
asociada a Gr(2,n).

Definicién 2.2.5. Se define el anillo de coordenadas homogéneo de Gr(2,n) como el anillo de polinomios
con coeficientes en C y variables las coordenadas de Pliicker §;; con ¢ < j, médulo el ideal generado por las
relaciones de Pliicker. A tal anillo se denotard como C[£].

Proposicién 2.2.6. El dlgebra de conglomerado A es isomorfa al anillo de coordenadas homogéneo de
Gr(2,n).

C[d:5i<4]
relaciones de Pliicker

Demostracion. Laigualdad C[¢] = { y se tiene por definiciéon. Como eq, ..., e, T1,...,Tq son
algebraicamente independientes en C[¢] tenemos un homomorfismo inyectivo f : Cley, ..., en, z1,...,24] —
C[¢]. El dominio y contradominio son dominios enteros ya que el conjunto generado por las coordenadas

de Pliicker es un ideal primo (ver apéndice). Por lo tanto f induce un homomorfismo entre los campos de

5



2.3. MUTACIONES DE MATRICES CAPITULO 2. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO

fracciones F : C(ey,...,en, x1,...,24) — C(&). Observemos que C(ey, ..., en,21,...,24) = R(z1,...,24).
Ademas sabemos que para cada g € X se tiene que F(g) = ¢;; para algtin ¢ < j. Como f(R) C R se tiene que
F(€UR) C C[¢], asi se deduce que F(A) C C[¢], y como §;; € ImF para todo i < j, tenemos F(A) = C[¢].
|

2.3. Mutaciones de matrices

Definicién 2.3.1. Sea B € Z"*" y k € {1,...,n}. Definimos ux(B) € Z"*", la mutacion de B en direccion
de k por:

—B;; sii=k 6 j=k,
e (B)ij = : ) . .
B;; + sign(B;) méx(0, B;x,By;) sii#k #j.
Donde
1 sia>0
sign(a) =<0 sia=0
-1 sia<0.
Lema 2.3.2. Sean B € Z™" y k € {1,...,n}. La mutacidn dos veces consecutivas en direccion k a la

matriz B es la matriz B, es decir, u,(uk(B)) = B.

Demostracion. Sean V = pp(B) y W = (V). Sii =k 6 j = k entonces W;; = —Vi; = B;;. Sit # k # j,
Wij = Vij + sign(Vig) max(0, Vig Vi) = Bij + sign(Bix) méx(0, B, Bi;) — sign(B;x) méx(0, Bix By;) = Bi;.
[ |

Definicién 2.3.3. Sean B,V € Z"*™. Decimos que V, B son equivalentes bajo mutacidnes si B se pue-
de obtener de V' por una sucesién de mutaciénes (posiblemente en diferentes direcciones). Las matrices
equivalentes bajo mutaciones se denotan con B ~ V.

Denotaremos con [B] ={V € Z"*" | B ~ V} a la clase de mutacion de B, y diremos que B es de clase de
mutacién finita si [B] es finito.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos la siguiente matriz antisimétrica, y su mutacién en direccién 2:

0 -1 0 0 0 1 0 -1
1 0 1 -1 1 0 -1 1
B=1g 1 o 1] =B=|¢g 1 o o
0 1 -1 0 1 -1 0 0

observemos que s (B) es antisimétrica.

El siguiente Lema muestra que el ejemplo anterior no es ninguna coincidencia, si no que se cumple para
cualquier matriz antisimétrica cuadrada.

Lema 2.3.4. Sea B € Z"*". Si B es antisimétrica, entonces p,(B) es antisimétrica.
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Demostracion. Sea V= ui(B). Para i = k 6 j = k tenemos que
Vij = =Bij = —(=Bji) = = Vji.
Si i # k # j, entonces
Vij = Bij + sign(Bjx) max(0, By Byj) = —Bj; + sign(Bjx) max(0, By By;).

Luego, si sign(B,i) # sign(By;), entonces sign(B;;) méx(0, By;Bji) = 0. De donde V;; = —Vj;. Pero si
sign(Bj,) = sign(By,) entonces tenemos que sign(B;x) = — sign(By;) = — sign(Bj). Por lo tanto

—Bji + sign(B;1,) méx (0, Bix Byj) = —Bj; — sign(Bjx) max(0, By, Br;) = —Vj.
De donde se deduce que V;; = —V}; para toda ¢,j € {1,...,n}. [ ]

Definicién 2.3.5. Sea B € Z"*™. Decimos que B es antisimetrizable si existe D € Z"™*™ diagonal con
D;; > 0 para todo i € {1,--- ,n} tal que DB es antisimétrica. A D se le llama antisimetrizador de B.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la siguiente matriz By, y verifiquemos que para A = 12, B) es antisimetriza-
ble;

0 2 A
By=|-1 0 3
2 —1 0

S N O
SO O

1
El antisimetrizador de By es Dy = |0
0

Lema 2.3.6. Sea B € Z™*". Si B es antisimetrizable, entonces u(B) es antisimetrizable (con el mismo
antisimetrizador).

Demostracién. Observemos que (DB)T = —DB, es decir D;; B;; = —D;; B;; para todo i,j € {1, ,n}. Sea
V =pp(B).Sii=k 6 j =k, entonces D;;V;;, = —D;;B;j; = —(—D;;B;j) = —D;;V;j. En caso contrario,
Djj‘/ji = DjijZ‘ + sign(Bjk) méX(O, DjijkB}m‘)
= D”Blj -+ sign(Bjk) IIIEiX(O7 _DkkBijki)
= Dm‘Bij + Sign(Bj )IIlE’lX(O7 D“BikBkj)
_DiiBij =+ sign(Bjk)Dii mé,X(O, Bik:Bk:j)-

Si sign(B;) # sign(Byg;) entonces sign(B;)D;; méx(0, B;xBy;) = 0, por lo tanto, D;;V;;, = —D;;V;;. Por
otro lado, si, sign(B;) = — sign(B;x) entonces

_DiiBij + 51gn(B]k)D“ H’lEiX(O7 Bik:Bkj) = _Dii (Bij =+ Sigl’l(Bik,) IIla,‘X(O7 szBk]))
= _DZZ‘/ZJ

Por lo tanto D;;V;; = —Dy; V. "
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Definicién 2.3.7. Dada una triangulacién T = {e1,...,en,21,..., 24}, definimos la matriz de intercambio
B(T) € Z%4 de la siguiente manera: B(T);; = a — b, donde a y b son enteros que cumplen lo siguiente:

= g es el nimero de tridngulos en T tales que x; y x; son aristas de dichos tridngulos por lo cual inciden
en un vértice x, y son tales que la rotacién con angulo minimo alrededor de x de la arista x; a la arista
x; va en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y

= b es el numero de tridngulos en T donde z; y z; son aristas de dichos tridngulos, con vértice de
incidencia y, tales que la rotacién con angulo minimo alrededor de y de la arista z; a la arista z; va
en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

Proposicién 2.3.8. Sean T,T’ dos triangulaciones del poligono P,. Si T’ se obtiene de T al voltear xy
(cuerda interna de T), entonces B(T') = pug(B(T)).

Demostracion. Sean T' = T'\{x }U{z}} y W el cuadrildtero que tiene a x}, como diagonal, y por la definicién
de matriz de intercambio fijaremos nuestra atencién en el cuadriladtero contenido en la triangulacién T que
contiene a xj; como diagonal.

W T

Ly Ty

. . . Ty
L Zi L i

Ts Ts

posiblemente uno o varios de los lados del cuadrilatero son cuerdas exteriores, en este caso no tenemos
indice correspondiente en las matrices de intercambio B(T), B(W). Como B(T') y B(W) son antisimétricas,
s6lo necesitamos verificar la mitad de las entradas de las matrices. Es claro que B(T)q. # 0 solo para
a € {i,j,r, s} N{indices de cuerdas internas} y B(W ).t = —B(T)qx. Por otro lado, tenemos que B(T),; =
0,B(T)rx = 1,B(T)r; =1, de donde pug(B(T))ri =1 = B(W),;.

Similarmente, tenemos que pui(B(T'))s; = B(W)s;. Mientras que en las otras esquinas tenemos que

B(T)is =1,B(T)ix = —1,B(T)ks = —1.
Luego px(B(T))is = 0 = B(W);s. Similarmente px(B(T));r = B(W);,. Para los coeficientes {ij}, {rs} se
tiene que B(T);; = 0= B(W);; y B(T),s = 0 = B(W),,. Luego, para los coeficientes restantes existen los

mismos tridngulos, de donde B(T")a, = B(W)ap. Por lo tanto pug(B(T))as = B(T)ap = B(W)ap.
|

Definicién 2.3.9. Para B € Z™*"™ antisimetrizable, el diagrama I'p asociado a B tiene como vértices
1,...,n, y existe una flecha i — j en B si B;; > 0; ademés en tal caso, la flecha tiene etiqueta | B;; Bj; |.

Nota. Las etiquetas con valor 1 se omiten.

Ejemplo 2.3.3. El siguiente ejemplo muestra una triangulacion 7', junto con su matriz y diagrama asociados.
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[ i )
— |
—_
|
—_
O =
i

Observacién 2.3.10. Si conocemos un antisimetrizador D de B podemos recuperar a B a partir de I'g de
la siguiente manera: Si existe ; € j donde e es la etiqueta de la flecha, entonces B;; > 0y Bj; < 0. Por

D;; B2,
tanto: Byj =/ B} =\ —p L =

Djj
Dui

(—Bi;Bji). De donde,

B;; = D e
j — )
D;;
de manera similar podemos obtener,
B.. — D;;
i =\ e

Ji

Definicién 2.3.11. Dado un diagrama I' y un vértice k, definimos un diagrama pug(T'), que llamaremos
mutacion de T' en direccion k como sigue. El diagrama p(I") tiene los mismos vértices que I', y las flechas
se obtienen de la siguiente manera:

1. Se cambia la orientacion de todas las flechas que inciden en k y las etiquetas se preservan.

2. Para cada par de flechas ; 2. 1, L b j se calcula la etiqueta ¢ para la flecha entre i y 7 y su

orientacién segun la féormula

+v/e £V = Vab,

donde c es la etiqueta de la flecha ; __© j la cual puede ser cero, es decir, que no exista la flecha y se

toma el signo + (respectivamente —) si el tridngulo ikj estd ciclicamente orientado, (respectivamente,
si el tridngulo ikj no estd ciclicamente orientado).

3. Las demas flechas no cambian.

k k
b::a i3 b::a
R
C C,

Mutacion de diagramas

Ejemplo 2.3.4. Consideremos al siguiente diagrama, y calculemos la mutacién del diagrama en direccién
del vértice 2.

Observacion 2.3.12. No con cualquier diagrama se obtienen valores o etiquetas enteras al mutar.
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2 2
1 3 1 5
Proposicién 2.3.13. Sea B € Z™*" antisimetrizable y k € {1,--- ,n}. Entonces el diagrama asociado a la

mutacion en direccion k de la matriz B es el mismo que la mutacion en direccion k del diagrama asociado
a B, es decir,

L) = m(T'p).

Demostracion. Sea B’ = ux(B), I' =T'p, I" =T'p:. Por demostrar I = 4 (I"). Consideremos ; ¢ ;. en

I', entonces ; < . en u(I"). Por otro lado, de la flecha en T', se tiene que la etiqueta e =| BjxBy; | con
e

Bir > 0, como B’ = p;(B) se tiene que | By By |=| B}, By,; |, con By, > 0 ya que B;, > 0 entonces By; < 0,
es decir, ; « penlI”
€

Similarmente I y (') coinciden en flechas que salen de k. Sean j # k # 4; si B;pBy; < 0 se tiene que
BjiBri <0y Bz’j = Bij,B;-i = Bj;, por ello I',T” tienen las mismas flechas entre i y j y I' 6 I tiene una
flecha. Por otro lado el paso 2 de la definicién de mutacién de T' en direccién k no aplica a 4,5 y en u(T)
tiene la misma flecha entre 7 y j que en I'.

Supongamos ahora que By > 0y By; > 0 (y el caso B;r, < 0y By, < 0 se obtiene al intercambiar ¢ con j).
Consideremos los diagramas I y TV :

k k
TN TN
2 c J 1 o ]
I T’
donde a = —B;;Bji, b = —ByjBji, c = —B;; Bj;. Entonces en I' tenemos que
¢ = BB}

—(Bij + Bix,Bij)(Bji — BjrBri)
BBy B Brj + Bij Bk Bri — BjiBir Bij — Bij By
= ab+A+g,

donde A = B;;B;;,By; — Bj; By, By;. Por lo tanto

Dy;B;jBxBr; = —Bj;D;; BB
= BBy Dy B
= —B;iBy;jBikDis.

10
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Como D;; > 0, se tiene lo siguiente
BB Br; = —BjiBijBii, = z.
De donde A = 2z = +2v/abc. La tltima ecuacién se obtiene de la siguiente igualdad
2* = (=By;Bji)(— B Bi;)(— Bix Byi) = abe.

Ademés A = +2Vabe si y sélo si Bj; > 0; lo cual se tiene si y sélo si el diagrama de I' es orientado de lo
contrario A = —2v/abe lo cual es cierto si y sélo si Bj; < 0lo cual es cierto si, y solamente si, el diagrama de
I no es orientado. De lo anterior se tiene que ¢ = ab+2vabc+c = (vVab=+/c)?, entonces +v/¢/ = Vab=++/c,
por lo tanto ¢’ es la etiqueta en p(T).

Verifiquemos que ambas flechas en TV y en py(T") tienen la misma orientacion.

/

Si Bj; > 0 entonces Bzfj > 0; es decir el diagrama en I no es orientado, y en p(T') tenemos ¢ ——j y en
IV también ¢ tiene la misma orientacién pues Bj; > 0.
Si B;; < 0 entonces se cumple uno de los siguientes casos:

Bz{j >0 < BikBk'j > —Bij, (21)
Bz{j <0 & BikBkj < _Bij- (2.2)

En (2.1) como Bj; — BBy = B;i < 0 se tiene que Bj; < BjBy;; y multiplicando esta tltima desigualdad
por B;;, By tenemos que

BjiB;;Brj < BjiBiiBirBr; (2.3)

al multiplicar la desigualdad (2.1) por Bj; obtenemos —B;;B;; < Bj;B;pBy;. De esta dltima desigualdad y
de (23) tenemos que _Biiji < BjiBikBkj < BjkBkiBichkj~ Luego —Biiji < (_Bichki)(_BjkBkj)7 €s

decir ¢ < ab, y en ug(T") la flecha entre i y j es 4 L>j igual que en I". El caso (2.2) es similar. [ ]

2.4. Coeficientes

Definicién 2.4.1. Un semicampo es un triple (P, @, -), donde P es un conjunto con operaciones binarias @&
y - en P tales que:

1. (P,-) es un grupo abeliano.

2. (P, ®) es un semigrupo conmutativo.

3. Se cumple la distributividad de - sobre @, es decir (a & b) - c= (a-c) ® (b- ¢) para todo a,b,c € P.
Ejemplo 2.4.1. (Qs¢,+,) con + y - usuales es un semicampo.

Ejemplo 2.4.2. (Semicampo Tropical) Sea J un conjunto finito, denotaremos por P = Z”, al conjunto
de funciones que tienen como dominio a J y como codominio a Z. Las operaciones - y & quedan definidas
de la siguiente manera; sean f,g € P, entonces f,g : J — 7Z luego se definen (f - ¢)(j) = f(5) +9(j) ¥y
(f ®9)(j) = min(f(5), 9(j)).

Sean

11
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uj:J =7 y u?:J—>Z

3= by J' = ndjy
SiJ = {ji, i}, se tiene que ul' - uj' 1 J — Z,j > mj.
De donde
m. n; mi+n
(HujJ)'(HujJ): UjJ “
J J J
y

AT [ - T
J J J

A tal semicampo se le suele denotar P = Trop(u; | j € J) .

Ejemplo 2.4.3. Semicampo Universal

Denotamos por Q(u1,- -+ ,u;) al campo de fracciones de Q[uy,...,u] y por Qsf(uq,...,us) al subconjunto
de Q(uy,--- ,uz) de las fracciones que se pueden escribir con numerador y denominador sin substracciones.
Es claro que Qgy(u1,- -+ ,u;) es cerrado bajo suma, multiplicacién y divisién, y ademds contiene al 1. Por lo
tanto Qs (ug,-- -, ;) es un semicampo.

Definicién 2.4.2. Sea P un semicampo. Una Y-semilla etiquetada (antisimetrizable) en P es un par (B,y)

donde B € Z™*™ es antisimetrizable con y = (y1,- - ,yn) € P™.

Definicién 2.4.3. Sea P un semicampo. Una Y-semilla en P es una clase de equivalencia de Y-semillas
etiquetadas. Decimos que (B,y) ~ (B’,y’) si existe una permutacién o € s, tal que B’ = B, y ¥ = yo,
donde (B )ij = Bo(i)o () (Yo )i = Yo(i)-
Definicién 2.4.4. Dada una Y-semilla etiquetada (B,y) y k € {1,...,n}, definimos la mutacidn de (B,y)
en direccion k, como la Y-semilla etiquetada p,(B,y) = (B',y’) que satisface:
1. B/ = ,uk(B)
2.y =(y1, - ,y,) € P" con
1
— sii=k,
Yk
yi == méX(O,Bki)

k o .
W% S11 # k.

Diremos que dos semillas (B, y), (B’,y’) son equivalentes bajo mutacién si (B’,y’) se puede obtener de (B, y)
para alguna mutacién en alguna direccién k. Denotaremos a dos semillas equivalentes bajo mutacién como

(B,y) ~mut (Blay,)-

Ejemplo 2.4.4. Sean P = Trop(uj,us2,us3) y la siguiente matriz con su diagrama asociado

Diagrama con su matriz asociada

12
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tales que con las coordenadas

—2
Y1 = UrlUy ,
—2
Y2 = Uy UU3,
_ —1
Yys = Uy,

forman una Y-semilla etiquetada. Al tomar la mutacién en direccién 2, se tienen las siguientes coordenadas

/ _ -1, -1
Y = U Ug
;o o2 —1 -1
Yz = UjUp Uz,
/ —1

Yz = Up u2uz,

y la matriz B’ = ps(B) con su diagrama asociado.

0
2 ’
B'=]1 0 -1
N 0 1 0
Diagrama con su matriz asociada B’
Proposicién 2.4.5. Si (B,y) es una Y-semilla etiquetada, entonces p(ux(B,y)) = (B, y).

Demostracion. Sean (B',y") = pur(B,y), (B”,y”) = ux(B’,y’). Por el Lema 2.3.2 B” = B. Verifiquemos que
y =1y". Para i = k se tiene que y;” = yi, = y. Supongamos que i # k; luego
k
L y;méx(o,B;“.) y/
(yj, ® 1) % ™

(y;1)méx(o,—3ki) y]rcnéiX(QBm)

T e nBs (el s
Sea ) ix(0,B
_ (yk—l)max(O,BM) . y;nax( ,Bri)
(it @ 1)Br (g © 1)Pe
Por lo tanto
(yk)méx(o,*Bki)*méx(oa*Bki)
A = B (2.4)
( YD1 )
Yy, o1
(yk)méX(O,Bki)+me(O,Bki)
_ o (2.5)
Yk
- kaki
=1

)

13
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La igualdad de (2.4) se obtiene de (y; ') ™&(0:=Bri) = 4 - méX(OﬁB’”), pues si By; < 0 entonces

(yk—l)méx(o,kai) _ (yk—l)o _ y]? _ y’; méx(O,—BM)'

Por otro lado si By; < 0, entonces

—1\max(0,—Bp;) _ - i _ - —Bp; _ , —max(0,—Bpg;
(yk 1) (0,—Bri) — (yk l)B;C =y Bri _ Ye ( k )
La igualdad de (2.5) se obtiene de que yx(y; ' ©1) = yry; ' S yp = 1 Dy = yi & L.
Por tanto y” = y. |

Observacién 2.4.6. Si P = Trop(u;|j € J) entonces ui(B,(1,---,1)) = (uu(B),(1,---,1)) pues en
Trop(u;|j € J) se tiene que 1 @ 1 = 1. El dlgebra que resulta asi, se llamard sin coeficientes.

El resto de la definicién de un algebra de conglomerado dependera de una eleccién: el anillo de coeficientes.
Para ello definimos el anillo de grupo QP con P semicampo.

Definicién 2.4.7. Sea P un semicampo. Definimos el anillo de grupo QP el cual como conjunto es el
conjunto de todas las funciones que tienen como dominio P y como codominio Q y si f € QP entonces
f(a) # 0 para un ndmero finito de elementos a € P, al cual denotaremos por Q) en el cual se suma por
coordenadas y el producto es de la siguiente manera: dados f,g € QP definimos (f - g)(c) = Z f(a)g(b).
a,beP
a-b=c
La siguiente definicién sigue un marco histdrico, ya que los siguientes no son polinomios pero conservan el
nombre de polinomios.

Definicién 2.4.8. El anillo de polinomios de Laurent en n-variables y coeficientes en Q, es el conjunto
3 . — k kn . =

de expresiones de la forma p(z1,...,Zn) = Y4 czPiy..in @1 - T con piy 4, € Q y son cero casi en

todos lados, excepto en un niimero finito de variables, con la suma y multiplicacién definidos como la suma

y multiplicacién definidas usualmente en los polinomios de varias variables. El anillo lo denotamos por
(@(;vli, co ).

Observacién 2.4.9. Si P = Trop(u;|j € J) se tiene directamente de la definicién de polinomios de Laurent
y de QP que: QP = Q(ui|j € J).

el . Yi _ 1
Definicién 2.4.10. Para y € P", definimos p;” = S = .
Y ’ bi yi &1 Y Pi yi &1
Ejemplo 2.4.5. Enseguida daremos un ejemplo de mutaciénes de Y-semillas etiquetadas, con P = Trop(e, ..., e5)

en el cual se muestra los diagramas, matrices asociadas y semillas bajo mutaciones.

14
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0 1
==
,_fo -1
B_L 0
S0 1
=[5 s

///_0 -1
pr=|l

W [0 1
"
e

_ -1 —1
Y1 = €5 e4€y

_ -1 -1
Y2 = €1 €2€3

2 1

/o =1 = —
Y1 = €1 €3 €465

/ —1
Yo = €169 €3

" 2 —1
Yy = 616364 €5

n_ _—1 -1 -1
Y2 = €5 €9 €3

" -1 -1
Y1 = €169 €364

" __
Yo = €5€2€3

i -1 -1
Y1’ = ey ezez eq

v

o1
Yz = € €2€3
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0 —1} ui = e5 eacs

-1 -1
Ys = e5 eq€y .

Observacién 2.4.11. El ejemplo anterior nos muestra que debemos trabajar con Y-semillas (no etiqueta-
das). Para ello usamos que las mutaciénes de Y-semillas etiquetadas inducen mutaciénes de Y-semillas.

Ejemplo 2.4.6. Sean P = Trop(ui,us,us) y y; = uflu‘;’ugz. Entonces p;L = u3, p{l = uju?. En general,
+

recuperamos a y; de la siguiente manera: y; = i =

De ahora en adelante, R es un subanillo de QP que contiene a todos los elementos pli, ...,pE asociados a

Y1, s Yn donde (B, y) ~maur (Bo,yo), vy diremos que R es compatible con la semilla inicial (By, yo).

Tipicamente, si P = Trop(u; | j € J) entonces R =Qlu; | j € J| 6 R=QP = Q(uji | j € J). En tal caso R
se llama el anillo de coeficientes (compatible con la semilla (By, yo)).

Observacién 2.4.12. En Gr(2,n) se toma P = Trop(e1, -+ ,e,) vy R=Qle1, - ,en].

Lema 2.4.13. Si P es un semicampo, entonces (P,-) es libre de torsidn.

n n—1
Demostracion. Sea a € P tal que a™ =1, n > 1. Entonces a = @ Ga G 9a =1 ]
a»1ld..-p1

Proposicién 2.4.14. Si P es un semicampo, entonces QP es un dominio entero.

Demostracion. Sean f,g € QP talesque f #0# g, [ ={a€ P| f(a) #0}y J={be P | g(b) # 0}. Como
I, J son finitos, entonces I UJ genera un subgrupo (con respecto a la multiplicacién) G de P que es abeliano,
finitamente generado y libre de torsién. Luego G = Z™ para algin m. Supongamos que el isomorfismo envia

veEZ™av e G. Entonces (f - g)(c) = acrvers f(a)g(b) se traduce como (f - g)(W) = >y vezr f(@)g(v), €l

a-b=c utv=w
cual es el producto de polinomios. Por tanto (f - g)(deg(f) + deg(g)) # 0, implica que f - g # 0. [ |
Corolario 2.4.15. R y R[z1,- - ,x,] son dominios enteros.

2.5. Variables de conglomerados

Definicién 2.5.1. Sean B € Z"*™ antisimetrizable, P un semicampo, y € P" y R un anillo de coeficientes
compatible con (B, y). Sea F = QP(uy,- -+ ,uy) el campo ambiente y (Bo, yo, To) una semilla inicial, donde
xo = (21, -+ ,2,) € F™

En general decimos que el triple (B,y,z), donde B € Z"™*™ es antisimetrizable, y € P" y x € F" es
algebraicamente independiente sobre R, es una semilla etiquetada. Una semilla es una clase de equivalencia
(B,y,z) ~ (Bs, Yo, Ts) para alglin o € s,, donde (z4); = To().-
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Definicién 2.5.2. Para una semilla (B, y, ) y un indice k € {1,2,--- ,n}, definimos la mutacidn de (B, y,x)
en direccion k como la semilla pg(B,y,z) = (B',y',2'), donde (B',y') = ux(B,y) y ' = («},--- ,2]) con

rn

T sii#£k,
o= I aP+ I a7
:B; >0 :B;1 <0 Si Z _ k/‘
(yr ® D)y,

Dos semiillas (B, y, z), (B’,y’,2’) se dicen equivalentes bajo mutacién si (B’,y’,2’) se obtiene a partir de una
mutacién en direccién de alguna k sobre (B, y, x). Las semillas equivalentes se denotardn como (B, y, T) ~mut
(B y' ")

Observaciéon 2.5.3. Si pii es asociado a y;, como en la Definicién 2.4.10, entonces
I 1 + By - —Bi
Tk = Yk " Yy, Ty .
k 1:B;p >0 1: B <0
Notemos que la mutacién de semillas etiquetadas induce la mutacién en semillas.

Definicién 2.5.4. Dada una semilla inicial (By, 3o, o) y un anillo de coeficientes R compatible con (By, o),
se define el el dlgebra de conglomerado Ar(Bo, Yo, o) como la R-subdlgebra de F generado por ¥, donde
X es el conjunto de variables de conglomerado: X = {z} € F | z, € 2’ y (B,y,2') ~ (Bo,y0,%0)}. Un
conglomerado es un tuplo 2’ € F™ tal que existe una semilla (B’,y’, z") ~ut (Bo, Yo, To)-

La siguiente definicién es la andloga a la matriz de intercambio, pero con unos pequenos cambios.

Definicién 2.5.5. Sea T' = {ej, - ,en, 21, -+ , 24} una triangulacién, d = n — 3, definimos z; = x; con
i€ {l,---d}y zq4; = e; con i € {1,---,n}, definimos la matriz B(T) € Z4t"*4 que tiene las siguientes
entradas, E(T)ij = a — b, donde a y b son definidos de la misma manera que en la matriz de intercambio
que se pude ver en la Definicién2.3.7.

Definicién 2.5.6. Dada B € Z4t"*4 ge define la mutacidn en direccién k de B como sigue:

~ —By; sii=k 6 j=F,
pe(Blig =4 5 B N e 0 B B - .
i + sign(Bi,) max(0, BixBy;) sii#k#j.
Ademds, para cada i = {1,--- ,d} definimos y; = [] ef"“’i.
=1

Proposicién 2.5.7. Sea T' una triangulacion, si T' se obtiene de T al voltear xy, entonces ux(B(T)) =

B(T").
Demostracion. La prueba es igual a la realizada en la Proposicién 2.3.8. ]

Proposicién 2.5.8. Sea T una triangulacion. Si T’ se obtiene de T al voltear xy,, entonces uy(B(T),y(T)) =
(B(T"),y(T")).
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Demostracion. Sea ug(B(T),y(T)) = (B',y’). Por la Proposicién 2.3.8, se tiene que B’ = ui(B(T)) = B(T").
Verifiquemos que y' = y(T"). Si i = k, entonces

n
y;c _ H —B(T)a4j.k

_ f[ B(T")a+j,k
y(T")k-
Si i # k, definimos B = B(T) y B' = B(T"). Tenemos que
/ o - §d+j,i+8ign(§d+j,i)méX(0,§d+ij,kBki)
y(T )z H €;
n
H lgn(Bd+J k) mix(0,Bay;, kBri)
j=1

Por otro lado,

) y(T)méx(OEkl)

— E___ T);
" D e P

y como y(T)x = [, ef”’ fyy(Mroel=]]e ;nln(O Batse) , por lo tanto

Yy
(y(T)r o1

méx(0,Bp;)
(T) ’ _ H Bd+J 1 max(0 B;”)—rmn(o Bd+] k)

Luego, es suficiente ver que para todo a,b € Z se tiene que b- max(0,a) — a - min(0, b) = sign(b) -
max(0,ab). En efecto

max(0,ab)  sib>0,
b-méx(0,a) —a-min(0,b) = Cab—ab=0 sib<0,a>0,

—ab b<0,a<0.
Por lo tanto b - max(0, a) — a - min(0, b) = sign(b) - méx(0, ab). ]
Definicién 2.5.9. Para una triangulacién T' = {e, -+ , e, 1, -+ , 24}, definimos z(T") = {z1, - ,z4}.

Proposicién 2.5.10. Sea T una triangulacién. Si T’ es la triangulacién que se obtiene al voltear xj, de T,
entonces i, (B(T), y(T), 2(T)) = (B(T"), y(T"), 2(T")).

Demostracién. Sea B = B(T) y ux(B(T),y(T),z(T)) = (B',y,a'). Por la Proposicién 2.5.8, se ticne
wr(B(T),y(T)) = (B',y); y por la definicién de mutacién x(T"); = x} para todo i # k. Verificamos que para
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i = k se tiene que z(1");, = z},. Al sustituir y(T)} = ] efd“”“ yy(T), = 11 ej_B“"“”‘ en la
j:Ed+]‘,k>0 j:§d+_77k<0
definicién;
1
= <y<T>z [1 =@y [ =@ ) T
i: Bip>0 i: Bjpr<0 k

Obtenemos zj = ( ~]_[ z;B““ + ~]_[ ziB““> ﬁ donde los z1,..., 214 estdn definidos como en la
i:B;,>0 i:Bix <0

Definicién 2.5.5. Lo cual verifica que se cumplen las relaciones de Pliicker. Pues consideremos el siguiente

diagrama que representa a la triangulacién T” y observemos que por definicién de coordenadas de Pliicker

se tiene lo deseado.

. 2k = ) / zizitzrz
Zj Zi z2(Ty = TR

Zs

2.6. EIl complejo de conglomerado

Fijemos una semilla inicial (By, 3o, o), y un anillo de coordenadas R que es compatible con (By,yo) y por
lo tanto, a un dlgebra de conglomerado Ag(By, Yo, o).

Definicién 2.6.1. Un complejo simplicial, en el conjunto X, es un subconjunto F' C P(X) tal que:
1. F#10.
2. Para todo f € F, f es finito.
3.SifeFyf Cf, entonces f' € F.

Definicién 2.6.2. El complejo de conglomerado de Ar(Bo,yo,Zo) es el complejo simplicial
Z = {{z1, -, 2} | existe una semilla (B’,y,2’) tal que (B',vy’,z") ~ (B, yo,z0) con xz; € z'}.

Definicién 2.6.3. La grdfica de intercambio E de Ar(Bo, yo, Zo) tiene como vértices a los conglomerados de
Ar(Bo,yo, o), y existe arista de 2’ a 2" si existen semillas (B’,y’,2), (B”,y", ") tales que px(B’,y’,2') =
(B",y",2") para alguna k.

Observaciones 2.6.4. 1. El complejo de conglomerado Y, es homogéneo de grado n, es decir, todos los
simplices maximales tienen n elementos; ademds ) es conexa.

2. La gréfica de intercambio E es n — regular, es decir, cada vértice tiene n vecinos y es conexa.

19



2.6. EL COMPLEJO DE CONGLOMERADO CAPITULO 2. ALGEBRAS DE CONGLOMERADO

Algunas preguntas de estas definiciones son las siguientes:

Pregunta 1 |Es la grafica de intercambio E la gréfica dual del complejo de conglomerado > 7. Recordemos
que la gréafica dual tiene como vértices a los simplices

maximales, y existe una arista en F de z a 2’ si | x Nz’ |= n — 1. La respuesta no es clara cuando
x,2’ son conglomerados que comparten n — 1 variables de conglomerado: no sabemos si existen semillas
(B,y,z),(B',y,a') tales que ug(B,y,z) = (B',y’,z’) para algin k.

Pregunta 2 jEs > un complejo de clanes?, recordemos que un complejo simplicial > C P(X) es un complejo
de clanes si f = {x;,...,x} € ) tal que {x;,z;} € > para todo i, tal que i # j entonces f € ).
Pregunta 3 Sean x; € Xy E,,es la subgréfica inducida de E dada por todos los conglomerados =’ con z; € .
(Es E,, conexa?

Proposicién 2.6.5. Las tres preguntas anteriores, se resuelven para Gr(2,n) de manera afirmativa.

Demostracion. Pregunta 1. Sean x,z’ dos triangulaciones que comparten d — 1 cuerdas interiores. Entonces
estas cuerdas se pueden completar exactamente de dos maneras a triangulaciones que tienen que ser z,x’ y
estan relacionadas por un volteo.

Pregunta 2. Si {x1,--- ,x:} satisface que {x;,2;} € ) para todo i,j € {1,---,t} entonces x;z; no se
intersectan para todo 4,j € {1,--- ,t} entonces podemos completar a una triangulacién.

Pregunta 8. Si fijamos una cuerda interior d,p, cada triangulaciéon T con d,, € T se puede voltear mediante
un mutacién que nunca voltea a d,p por ello T' ~ T, , y consecuentemente Ej,, es conexa. |
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Capitulo 3

Sistemas de raices

En este capitulo se hace una breve recopilacion de la obtencién de los Diagramas de Dynkin a partir de
sistemas de raices. Cabe mencionar que esta coleccién de resultados se obuvo de los libros siguientes [EW] y

[Car].

3.1. Grupos de reflexion finitos

Definicién 3.1.1. Sea V un espacio euclidiano (real, con forma bilineal la cual es simétrica y positiva
definida). Para cada a € V' con « # 0, definimos s, : V — V donde s,(X) = A — 2(0?5))(1. Ademsds se define
H,={ eV ]|(\a)=0}

Observacién 3.1.2. La funcién s, : V — V satisface las siguientes propiedades:

(i
(ii

(iii

So(a) = —a.
Sa(A) = A, para todo A € H,,.

Sq €s lineal.

)
)
)
)

(iv) s2 = id. En efecto,
sa(N) = sasa(N)
- O
R e
SRR LA IR TR T
- At e
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(v) (sa(A);sa(p)) = (A p). En efecto,

_ 2(\, @) 2(p, @)

(Sa()‘), SO&(NJ)) - ()\ - (a,a) Qs b= (a’ Oé) a)
- ) e Qe -,
= (/\“u) 2(0&, a) ()\7 ) 2((1, OL)( 7”) +4 (a’ a)2 ( ’ )

= (Ap).
De las tres primeras propiedades sigue que s, es una reflexiéon en H,. Bajo estas observaciones, s, € O(V),

donde O(V') denota el conjunto de funciones lineales, biyectivas que preservan la forma bilineal.

Definicién 3.1.3. Sean aq,...,a, € V \ {0}. Denotamos por W C O(V) al subgrupo generado por

Sayy Ty Say, -
Nos interesa el caso cuando W es finito. Por lo tanto, de ahora en adelante W es un grupo de reflexién finito.

Proposicién 3.1.4. Para todo t € O(V),a € V \ {0} se tiene que tsat™' = s40. En particular, para todo
w € W, se tiene que 5o € W si y s6lo Si Syyo € W.

Demostracion. Se tiene ts,t~!(ta) = tspa = —ta. Ademds, A\ € Hy, si, y sélo si (A ta) = 0. Como
(A ta) = (71X a) se concluye que \ € Hy, siy sélo si t=1A € H,. Por ello, (tsat =)A= t(t~1X) = A. Como
tsat™! es lineal, entonces 5ot~ = Siq. |

Definicién 3.1.5. Cada s, € W, define la linea L, = HF = {\ € V | s,A = —A} = Ra.
Por la Proposicién 3.1.4, el grupo W permuta las lineas {L,, | so € W}.
Definicién 3.1.6. Definamos @ ={v eV | (v,v) =1y 3 s, € W tal que v € L,}

Observacién 3.1.7. W permuta a ®; es decir, si « € ® y w € W, entonces w(a) € ®. Ademds P satisface
las siguientes condiciones.

(R1) @£ 2,0¢ &y P es finito.
(R2) ® NRa = {a, —a}, para todo o € P.
(R3) 34 ® = @, para todo a € D.

Proposicién 3.1.8. Sea ® C V un subconjunto que satisface (R1) — (R3) y W el grupo generado por las
reflexiones s, para a € ®. Entonces W es finito.

Demostracion. Tenemos un homomorfismo W — S(®),w — (w|e: A — wl). Basta verificar que este
homomorfismo es inyectivo, porque entonces, |W| < |S(®)| que es finito por (R1).

Sea @ = {ay, - ,a,} vy V' ={\| (A\,a;) =0, paratodo i = 1,...,n}. Sean w € W tal que w |¢= Ide
y A e V' asl (wh ;) = (A\,a;) = 0, entonces cada w € W fija a V' elemento por elemento, y V =
V' 4+ Lo1 + -+ + Lap. Por ello, w fija a todo el espacio punto por punto, es decir w = Id, por tanto el
homomorfismo es inyectivo, como ® es finito, entonces S(®) es finito, como el homomorfismo es inyectivo se
tiene que |[W| < |S(®)|, de donde |W| es finito. [ |
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3.2. Raices

Definicién 3.2.1. Un subconjunto ® de un espacio euclideano V es un sistema de raices si satisface las
propiedades (R1), (R2), (R3) de la Observacién 3.1.7 y ademads satisface la siguiente propiedad:
(R4) 2B ¢ 7,

(ev,)

Observacion 3.2.2. No es cierto que cada ® que proviene de un grupo de reflexién satisface la propiedad

(R4). Esta propiedad tiene otro origen: dlgebras de Lie. Por simplicidad escribiremos (a, 3) en lugar de
2(a.8)

()

Definicién 3.2.3. Un subconjunto A de un sistema de raices ®, se llama sistema simple si A es una R-base
del R-subespacio de V' generado por @, y ademds para cada A = ) A Ao € @, se tiene que A\, < 0 para
todo a € A o bien A, > 0 para todo a € A.

Proposicion 3.2.4. Cada sistema de raices tiene un sistema simple.

Demostracion.  (a) Sea v1,...,v, una base de V. Definimos un orden en V, por >\, a;v; < > ¢ biv; siy
sélo si a; =by,...,ax_1 = bp_1,ax < by para algin k = 1,...,n. Este orden satisface:

(i) Para todo A\, € V se tiene que A < p, A= p 6 A > p.
(ii) Para todo A\, u € V, si A < p entonces A+ v < pu+ v.

(iii) Para todo A, € V con A < pu se tiene: si ¢ € Ry entonces cA < cu, y si ¢ € Reg entonces
cA > cp.

(b) Se define @t ={Ae€e® | A >0}y P ={A€P| X <0} yse verificaque p =PTUDP" y &~ = -,
Ademids, sea A C ®T un subconjunto minimal tal que para todo A € ®* podemos expresar a A como
A= ,ea Aot para algunos coeficientes A, > 0. Observe que A existe, pues podemos tomar A = o,

(¢) Para todo a, 3 € A con a # 3, se tiene que («, 5) < 0.

En efecto, supongamos que existen a, 5 € A tales que o # 8y (a, 3) > 0. Entonces s, = 3 — ca con
= 2B - 0. Si 5,8 € dF entonces

(o)

Saff = —co=cpf + Z cyY (3.1)
V#B

con ¢y > 0. Sicg < 1 tenemos (1—cg)3 = ca—i—z,y#, cy7y por tanto 3 es combinacién lineal no negativa
de A\ 3, lo cual contradice la minimalidad de A.

Sics > 1 obtenemos de (3.1) que (¢g —1)B+ca+3. 4547 = 0 es una combinacién lineal no negativa
de elementos de A. Por el orden en V' todos los coeficientes son cero, lo que contradice que ¢y > 0.

Por lo tanto —s,3 € ®T y con ello

—$aff = —f 4 ca = cqa + Z cyY (3.2)
yFo

es una rafz positiva. De (3.2) tenemos que si (¢ — ca) > 0 entonces (¢ —ca)a = B+ 30 4, cy7 s
combinacién lineal no negativa de elementos de A \ {a}, contradiciendo la minimalidad de A. Ahora,

3
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si (¢ — ca) < 0, entonces por (3.2) se tiene 0 = 8+ (ca — ¢c)a + 3., ¢y7. Luego por el orden en V,
todos los coeficientes son cero, lo que contradice a ¢, > 0.

(d) A es linealmente independiente. En efecto, si >  cn Ao = 0 entonces o = > can soral =
> penng<o(—Ag)B satisface o > 0. De donde

0<(00)= (3 oo (A8 = 30 (a)(=Ag)(@sB) <0,

a€A, BEA, a,BEA,
Aa>0 )\5<0 )\a>0,)\@<0

por tanto o = 0.
[ ]

Observacion 3.2.5. Demostramos en la prueba anterior que si A C ® simple, entonces para todo «, 3 € A,
tales que a # (3 se tiene que («, 3) < 0.

Para «, 8 € ®, podemos medir el dngulo ¢ formado por «, 5 de la siguiente manera:
(a—B,a—B) =lall* + 18I - 2(a, B),

por otro lado,

(o = B,a = B) = |lod|* + [IBI1* — 2ller]] - |8]] cos .
Por lo tanto, («, 8) = ||a|| - ||B]| cos 8. Luego, {(a, B) = 2oB) — 2Bl o559, De donde,

T (aq) [lall

0 < {a, B){(B,a) = 4cos? 0 < 4.

Sia#=+0y||B]] > ||al], entonces la siguiente tabla muestra los posibles valores de 6.

Goa) (@B | 7 [TAFal
0 0 /2 | indefinido
1 T | /3 1
5] 1 | 27/3 1
1 2 | /4 )
1 o | 3n/4 2
1 3 /6 3
a1 3 [ 57/6 3

Cuadro 3.1: Angulos entre raices

Lema 3.2.6. Sean o, 3 € ®, tales que o # £0.
(i) Si (o, B) > 0 entonces o — 3 € ®.

(ii) Si (o, B) <0 entonces a+ € ®.
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Demostracion. (i) Notemos que (a,3) > 0 si, y sélo si (3,«) > 0; y ademds si (8,a) > 0 entonces
(o, B) =16 (B,) = 1. Si (o, ) = 1 entonces sga = o — (o, 3)3 = a — 3 € ®. Por otro lado, si
(B,a) =1 entonces s,0 =0 — (B,a)a =3 —«a € &, de donde —(5 — a) € D.

(ii) Si (e, B) < 0 entonces (o, —3) > 0, y por (i), tenemos que o — (—f3) € P.

Definicién 3.2.7. Para cada «, 5 € ® tales que o # (3, introducimos el conjunto
Ing={i€Z|p+inec @}
Lema 3.2.8. Para cada o, 3 € ® se tiene que 1, g es un intervalo.

Demostracion. Sean I =1, 3,p=minl, s = méx . Supongamos que existe i € Ztalque p<i<syi ¢ I.
Consideremos ¢,r € I tales que g =max{a € I| y a<i},r=min{fa €|y a>i}yp<g<i<r<sy
g+1,r—1¢ I. Luego por el Lema 3.2.6 como (3 + ga) + « ¢ ® se tiene (§+ ga, ) > 0. De manera andloga,
como (84 ra) — a ¢ ® entonces (8 + ra, ) < 0; por lo tanto 0 < (8, ) + ¢(a, ) < (B,a) + r(a,a) <0, lo
cual es una contradiccién. Luego concluimos que I = [p, s]. |

3.3. Grupo de Weyl, diagrama de Coxeter, y la matriz de Cartan

Definicién 3.3.1. Sea ® C V un sistema de raices. Se define el grupo de Weyl W como el subgrupo de
O(V) generado por las reflexiones s, con o € ®.

Definicién 3.3.2. Sea A = {aj,...,a,} un subconjunto de ® que es un sistema simple. Definimos el
diagrama de Cozeter T' como la gréfica con n vértices y con (ay,a;){a;, ;) aristas entre los vértices i y j;
ademds si (o, o) (aj, ) > 1, se dibuja una flecha de i a j si |[oy]| > ||| (respectivamente de j a @ si
ol > [laal]).

{ai,aj) | (o, ai) r
1 1 | i—
1 2 |i—=—j
D) S p—
1 3 |i=—j

Cuadro 3.2: Algunos diagramas de Coxeter

Definicién 3.3.3. Sea A C ® un sistema de raices con sistema simple A = {ay, ..., ay}. Se define la matriz
de Cartan C, como C;; = ({oy, ¢yj)).

Proposicion 3.3.4. La matriz de Cartan C satisface las siguientes condiciones.
(i) C e zn~m,

(ii) Para todoi=1,...,n se tiene que C;; = 2.
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(ili) C;,; <0 para todo i # j.
(iv
(v

(vi) C es simetrizable.

C;; =0 siysdlo si Cj; =0.
C es positiva definida.

)
)
)
)
Demostracion. Los primeros cuatro incisos se siguen de la definicién. Mostremos (vi), Sea D € Z"*™ diagonal
con D; ; = (e, a;), observemos que (DC); ; = D; ;C; j = (o, o) (e, o) = 2(0ay, o;). Por otro lado (DC);; =
D; ;Cji = (0, a5) (e, ;) = 2(eyj, ;). Por tanto C' es simetrizable. Para mostrar (v), observemos que C' es

positiva definida si, y sélo si DC' es positiva definida. Pero DC expresa la métrica ya que (DC');; = 2(ay, o)

para todo i, j y por definicién, la métrica es positiva definida.
[ ]

3.4. Clasificacion

Definicién 3.4.1. Un sistema de raices ® es irreducible si ® = ®1U®, tal que (a, 3) = 0 para todo a € &
y todo B € @4, implica que &1 = 6 ¢ = 2.

Teorema 3.4.2. Si ® es un sistema de raices irreducible, entonces el diagrama de Cozeter I' es uno y sélo
uno de la siguiente lista:

A, 1—2 —3.--n—-1—n (n>1)

B, : 1 — 2 —3.--n—-1==n (n>2)

Cyp: 1 —2 —3.--n—-1==n (n>3)

D, : n—1 (n>4)
1——2 n—2 n

Enl n—2 (TL:677,8)

1——— 2 n—3 n—1 n
F, 1 — 2 ==3 — 4
GQZ l==2

Cuadro 3.3: Diagramas asociados a sistemas irreducibles

En particular, cada diagrama de Cozeter de un sistema de raices es union ajena de los diagramas A, a Ga,
es decir, es union ajena de los diagramas que aparecen en la tabla anterior.

Demostracion. (1) Cada subdiagrama & # IV C T es el diagrama de Coxeter de un sistema de raices @.

En efecto, sean A un sistema simple de n elementos y A’ C A las rafces que corresponden a los vértices
de T". Luego &’ = (A")g NP, entonces ¥’ satisface: (R1), (R2), (R4) y para todo a, 8 € ®’, se tiene que

6



CAPITULO 3. SISTEMAS DE RAICES 3.4. CLASIFICACION

sa(B) = 8 — (B, a)a € (A") N ® por tanto también se cumple (R3). Ademds A’ es un sistema simple
de @', pues es un subconjunto de vectores linealmente independientes. De donde IV es el diagrama de
Coxeter asociado a ®’.

El ntimero de pares de vértices que estdn conectados en I' es menor que n. En efecto, sea e =Y 7" | e;,
donde e; = Hzibl\’ entonces
3

0<(e8)=n+2> (i €;) (3.3)

i<j
Supongamos que existe una arista en I, entonces existen ¢,j indices tales que (e;,e;) # 0, luego se
tiene que 4(e;, e;)? = 20naa) | 20009 g Y ap) € {1,2,3). Por tanto 2(e;, e;) < —1, por ello

(aj,a5)  (a,ai)
y (3.3) hay a lo maximo n — 1 pares de vértices conectados en T'.

I" no contiene ningin ciclo. Sea IV C T', por (1) I debe satisfacer (2), y entonces I no es un ciclo.

A lo méximo 3 aristas terminan en cada vértice de T.

Sean o« € Ay B1,...,08k € A con (a,3;) < 0. Por (3), se tiene que (8;,5;) = 0 para todo i # j, pues

de lo contrario tendriamos un tridngulo conectado, lo cual contradice a (3). Sea Gy € {(a, f1, ..., Pk) tal
que By # 0y (Bo,B:) =0 para todo i = 1,--- , k; ademas satisface
(e, Bo) # 0, (3.4)

k
consecuentemente o = » ;. ((g,’

%’,)) B;, por tanto

s

k k

)= e B o = Do ) (Bia).

=0

Por (3.4) se tiene que 4 > Zf:1<a,ﬁi><ﬂi, a), de donde el ntimero de aristas en I' que terminan en «
es menor que 4.

Sea A’ C A subconjunto tal que el subdiagrama I" C T' que corresponde a A’; es decir, el diagrama
correspondiente asociado a A’, es de tipo A} como se muestra enseguida:

B1 B2 Bz Br—1 B

- — o o - *—o A" ={B1, -, B}

Luego A = (A\ A')U ({f1 + -+ + Bi} define un sistema de raices ® = (A)g N ® cuyo diagrama de
Coxeter I se obtiene de I' al identificar los vértices §3; con i € {1,...,k} en uno solo.

En efecto, es claro que A es linealmente independiente pues A lo es y d satisface (R1) ya que por
induccién sobre i se tiene que By + -+ 8; = s5,(81 + - - - + Bi—1) es rafz. Ademds 0 ¢ ® pues 0 ¢dy
 es finito pues @ es finito. ® cumple también (R2), (R3) por definicién de ®. Ademas ® cumple (R4)
pues B =By + - + B implica (3,a) = (B1,a) + - + (Bg, @) € Z.

7
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Por otro lado, de (6;, Bi+1) = —1 = (Bit+1, B:) se tiene (5;, ;) = (Bit+1,Bi+1); de donde

(8.8) = Z(ﬁz,ﬁz +23 (8i,85) = (B, 81) [ n+ D _(Bi,8) | = (B B)(n—n+1) = (51, 51).

i=1 i<j 1<j

Tenemos que (3, 3) = 2, por lo tanto (a, §) = G ﬁg St (e, Bi) €L

Como A es un sistema _simple en <I> se tiene que A es una base de <I> En efecto, sea A € <I> tal que
A= ZaeA\A, Aot + )\6, si existe a € A\ A’ tal que A\, > 0 entonces > 0, y si existe a € A \ A’ tal

que A, < 0 entonces A <0.

I'" no contiene como subdiagrama IV a ninguno de los siguientes diagramas:

En efecto, si ' contiene uno de tales diagramas, entonces por (5) tendriamos que I contendrfa a uno
de los tres siguientes diagramas:

> -l

lo cual no es posible por (4).

Notemos que podemos suponer que I' es conexo.
Si T contiene una triple arista, entonces por (4) se tiene que I' & Go.

Si I contiene doble arista, entonces I' = B,,, C,, 6 Fy4.

En efecto, por (6) tenemos que I' s6lo puede contener una arista doble y es lineal, por tanto basta
mostrar que I' no contiene a las siguientes dos graficas:

—_
DO
I
—_
o
oo o

Notemos que la matriz de Cartan para (i) es C' =
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Mientras que la matriz de Cartan para (ii) es ¢’ = C”. Calculando C - v, donde v = tenemos

)

N W N =

1
que C' - v = 0, de donde C no es definida positiva. Por lo que C’ tampoco es positiva definida. Por lo
tanto, los diagramas anteriores no estan contenidos en I'.

SiT no contiene aristas multiples, entonces T es A, Dy, (n > 4) 6 E,,n =16,7,8.

En efecto, se tiene por (6) que I tiene a lo mdximo un vértice de grado mayor que 2. Si no tiene ningin
vértice de grado mayor que 2, entonces I' = A,,.

. . . -t . _1.T _ n 2 ey
En caso contrario, si I' tiene un vértice de grado 3, consideremos q(z) = 32" Cx =37, 27—, #i%;

que es positiva definida. Por ello ' no contiene a ninguno de los siguientes diagramas;

I’ no puede contener ninguno de los diagramas anteriores, porque ¢(u) = 0 con v el vector indicado
en cada diagrama. Luego como IEG ¢ T, entonces al menos uno de los brazos de I' es de longitud uno.
Ademsés, como IE7 ¢ T tenemos que I' no tiene dos brazos de longitud mayor o igual que tres. Luego,
si I tiene dos brazos de longitud uno, entonces I' = D7; en caso contrario I' = E,, y como Eg ZT,
entonces I' = Eg, E7, Eg.

[ |

Corolario 3.4.3. FEl diagrama de Cozeter de ® no depende del sistema simple A C .

Demostracion. Cada sistema de raices ® tiene varios sistemas simples A, pero la definicién del diagrama
de Coxeter no depende del sistema simple, sino del orden, pues si A y A’ son sistemas simples, existe un
sg € W tal que A’ = {sga: o« € A} y como (sga, sgy) = (e, ) se tiene lo deseado.

Teorema 3.4.4. Cada diagrama en la lista del Teorema 3.4.2 puede realizarse como un diagrama de Cozeter
de algun sistema de raices.

Demostracion. La prueba de este Teorema se realiza caso por caso y no lo realizaremos en este trabajo. W

Ejemplo 3.4.1. Sean A, y a; = e; —e; 1 € R"!, donde ¢; es el i-ésimo vector canénico de R™*!. Sabemos

que W = (sq,

i=1,...,n) 2 S,41 vy que
1 . .
>={peV| HﬂIl:LSﬁGW}:{ﬁ(ei—@j)IZ#J};

9
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por lo cual A = {a7,--- ,0p,} C ® es sistema simple, donde @; = Hz—b” Luego para i < j, se tiene que

1 o~ ——
ﬁ(ei —€j) =a; + Qip1 -+ a1,

mientras que para ¢ > j tenemos que

Para calcular el diagrama de Coxeter,

~

1 1
sam (@) = sapy (ﬁ(ei —eiy1)) = E(ei —eiyo).

Por otro lado,

_ 1

Saita (071) =a; — <07¢76E:1>Oéi+1 = ﬁ(ei — €41 — <O7iva/i:1>ei+1 + <07¢704/z:1>6i+2),
de donde {(a;, @;11) = —1. De manera analoga sg; (@;) = @;, entonces (&;, &;) = 0, de donde (a1, @) = —1.
Por lo tanto el diagrama de Coxeter es I' = A,;:
1 —2 —3--n—-1—n.
Observacién 3.4.5. Sistemas de raices mds generales que no necesariamente cumplen (R4) también se

pueden clasificar; s6lo hay unos pocos casos més: Hs, Hy, Iy(m), m = 5,7,8,9- - -, los casos I5(6) = Go,12(4) =
B2 que son los grupos de reflexion de un poligono.

3.5. Rango 2

Definicién 3.5.1. El rango de un sistema de raices @ es la dimension sobre R de lo que genera ®, es decir,

En rango 2 la matriz de Cartan es de la forma:

2 —b
C[—c 2}con

10
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be r {b,c}
0 . o Ay x A | {0,0}
1 — Ay {1,1}
2 = B, {1,2}
3 = G, (1,3}

Cuadro 3.4: Diagramas de Coxeter a partir de matriz de Cartan en rango 2.

Proposicién 3.5.2. Sea ® C V un sistema de raices, W el grupo de Weyl asociado a ® y A un sistema
simple. Entonces,

(a) W= {(sq|aeA),
(b) WA = &.

Demostracion. Sea W' = (s | « € A). Para A € T con A = >
la altura de A.

Para 1 € ®F, sea A € W/ N ®F con ht(\) minimal. Luego 0 < (A, X) = > cA Aa(A, @), entonces existe
a € A tal que (A,a) > 0y Ay > 0. Si A # «, existe § € A tal que 8 # a con A\g > 0. Por lo tanto
sa(A) = A= (A, a)a = N. Luego Ay = Ag >0,y Ao > A, = Ay — (A, ) de donde s,(a) =N € Wpn o+,
pero ht(\') < ht(\) lo que contradice la minimalidad de ht()). Esto muestra que A = « para algin « € A.
Lo anterior muestra que ®* C WA como AT = —A~, entonces ® C AW’. Luego W’'A = ®. Para ver que
W = W' notamos primero que W’ C W. Luego, si sg € W entonces 5 € ®. Por lo anterior existen w € W’
y a € A tal que 3 = wa. Luego sg = Sya = wsqaw™' € W. Por ello W’ contiene los generadores de Wy
consecuentemente W = W',

aecA Aa definimos ht(a) = Y7 Ao €N,

[ |
Definicion 3.5.3. Para todo m € Z definimos

1 sim es impar
(m) =

2 sim es par.

Observacién 3.5.4. Sea W = (s1, s2), con 8; = Sq,,1 = 1,2. Todos los elementos de W son de la forma:

wi(m) = 5182 Q)
m— factores
wa(m) = 5182 Q1)
~—_———
m— factores
Luego ® = {wi(m)ay, we(m)ay | i =1,2,m € Z}.

Definicién 3.5.5. Sea W = (s, s2), se define el orden de s152 como orden(sys2) = orden(sas1) , y se denota
con h.

11
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r orden
° ° 2
3
= 4
= 6

Cuadro 3.5: Orden de Diagramas de Coxeter en rango 2.

Proposicién 3.5.6. En W = (s1, s3), se tiene que
&t = {wi(m)agmy1y | 0 <m < h};

ademds |®T| = h, donde h = orden(s;s2).

Demostracion. Sean s; = {_01 ﬂ yS$2 = E _OJ :

La prueba se hace por casos, es decir, verificamos para cada valor de bc € {0,1,2,3}.
Si be = 0, sabemos que h = 2 y ademas &+ = {a1,as}. Observemos que w1(0) = a1, w;i(1)as = ag, por
tanto

(I)+ = {U)l (0)&1, U)l(].)ag}.

Si bc = 1 sabemos que h =3,y ®T = {ay, a1 + az, as}. Se célcula de manera directa:

wl(())al = a1,
52(011) =a]+ay = wl(l)ag,
8182(051) =y = Wi (2)0&1.

Por lo tanto
‘b+ = {w1 (0)0[1, w1<1)a2, ’LU1(2)O[1}.

Si bc = 2, y sabemos que h =4, C = [_21 _22} y T = {a1, a2, a1 + ag, as + 2a; }. Nuevamente se célcula
de manera directa:
wi(0)ar = aq,
so(ar) =1 + s = wi(2)a; = s182(a1),
si(ag) =ag + 201 = wi(l)ag = s2s1(as),
as = wi(b)as.

de donde se obtiene el resultado.

12



CAPITULO 3. SISTEMAS DE RAICES

3.5. RANGO 2

2

En caso de que bc = 3, sabemos que h = 6, C =

ag,3a1 + 22 }. De manera andloga, se realizan los siguientes célculos:

w1 (0)ag

sa(an) = aq + an

s1(ar + az) = 201 + as
201 + ao

Qg

s1(ag) = 3a1 + a9

s2(3a1 + ag) = 3a1 + 2
3a1 + 209

aq

wy (4)ay
w1(2)ay
s2(201 + ag)
wi (5)
wr(1)ag

w1 (3)0[2

81(30é1 + 2&2).

Por tanto @ = {w1(0)az, w1 (4)a1, w1 (2)aq, w1 (5)ag, wi(1)ag, w1 (3)az}.

B ] y O = {on, a0, 1 + ag, a0 + 201,309 +

Observacién 3.5.7. Si bc > 4 entonces (s152) = 0o, y W = {w1(m), wa(m) | m € N} es un grupo infinito;
y como ® = WA, donde A = {ay,as} entonces @ = {dya;1 + daaz € ® | dy,ds > 0}. Se puede mostrar que

Ot = {w (m)a i1y, w(m)omy | m € N}

13



Capitulo 4

Variables de conglomerado en funcién
de una triangulacion

En éste capitulo se darédn resultados interesantes acerca de como obtener las variables de conglomerado a
partir de una triangulacién, lo cual se adquiere del articulo de Schiffler [Sch], de donde se puede obtener
de manera directa el fenomeno de Laurent para el tipo A,, por otro lado se define un carcaj a partir de
una triangulacién dada, para después definir dos categorias; una a partir del carcaj y otra a partir de la
triangulacién que resultardn ser categorias equivalentes, la notacién y resultados nos referimos a [CCS08].
Finalmente, se hace una clasificacién de los diagramas que son equivalentes bajo mutacién al diagrama de
tipo A,,, lo cual puede ser consultado en el articulo [BVO07].

4.1. Coeficientes y variables de una triangulacion

En ésta seccidén, trabajaremos con dlgebras de conglomerado de tipo finito del tipo A,,, en donde las semillas
del algebra de conglomerado estan en biyeccién con las triangulaciones del poligono. El conglomerado de la
semilla corresponde a las diagonales, mientras que los coeficientes de la semilla corresponden a las aristas
frontera de la triangulacién. El fenémeno de Laurent, descrito por Fomin y Zelevinsky en [FZ02], establece
que dada una semilla arbitraria >, podemos expresar cualquier variable de conglomerado del dlgebra de
conglomerado como un polinomio de Laurent en las variables de conglomerado y los coeficientes de la semilla
>

Sea n un entero positivo y sea P un poligono regular con n + 3 vértices. Sabemos que una diagonal en P es
un segmento de linea que conecta a dos vértices no adyacentes de P, y dos diagonales se cortan si ellas se
intersectan en el interior del poligono. Sabemos que una triangulacién T tiene n diagonales y n + 3 aristas

frontera. Denotamos las aristas frontera de P como T}, 41,...,To,13.

Las variables de conglomerado x; de esta dlgebra estdn en biyeccién con las diagonales M del poligono P, y
los generadores de su semicampo de coeficientes estan en biyeccion con las aristas frontera 1), 41, ..., Ton+3
de P. Para ser mds precisos, el semicampo de coeficientes es el semicampo tropical Trop(@,+1,- -, Ton+3)-
Los conglomerados estan en biyeccién con las triangulaciones de P.

Dada una triangulacion T' = {T1,...,Tn, Tht1, ..., Tonts} de P, sea zp = {x1,...,2,} el correspondiente

conglomerado, donde z; = x7, para simplificar la notacién. Escogemos la semilla inicial (z, p, B) que consiste
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de un conglomerado x, un vector coeficiente p = (p,py,...,05,p;) € (Trop(Tpi1,- .-, T2nr3))?" y una
(2n + 3) x n matriz B = b;; definida como sigue: Tomando algin conglomerado inicial, la matriz inicial
B = b;; estd dada por las condiciones b; = 0,b;; € {—1,0,1} y b;; = 1 (respectivamente b;; = —1) si y

sélo si ¢ # j y las aristas T;,7T; estan en el mismo tridngulo y el sentido de rotacién de T; a T} va con las
manecillas del reloj (respectivamente si van contra las manecillas del reloj). El correspondiente vector de
coeficientes inicial est4 dado por

+ =
j

p z;

i>n+1 : bijzl
i>n+1 bijzfl

Un ejemplo de rango 3 estd dado a continuacion.
Ejemplo 4.1.1. La triangulacién serpiente (definida en [FZ03a]), junto con los coeficientes iniciales y su
matriz inicial en rango 3.

(pip1) = (25, 2a6)

T5 (p;r7p§) = ({E4£E7, ]-)
(py.p3) = (zs, x729)
Ts T T}
15
[0 -1 0]
1 0 1
0O -1 0
-1 1 0
T 2 T B=|1 0 0
-1 0 0
0 1 -1
0 0 1
Is (0 0 1]

4.1.1. T-Trayectorias

En ésta seccién nos referimos al trabajo de Schifler en [Sch] para demostrar que las variables de conglo-
merado se pueden obtener a partir de una tridngulacién dada. Sea T = {T4,...,Tn, Tht1,.- -, Tonts} una
triangulacién del poligono P, donde 17, ...,T;, son las diagonales y T}, 11, ...,T2,+3 son las aristas frontera.
Sean a y b dos vértices no adyacentes sobre la frontera, denotaremos por M, ; a la diagonal que conecta a a
v a b.

Definicién 4.1.1. Una T'-trayectoria o de a a b es una sucesién

o = (a07--~7al(a)|i17~-~,il(a))

2
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T1) a = ag,...,a;q) = b son vértices de P.
) ir € {1,...,2n + 3} tal que T;, conecta los vértices a;,_, v a;, para cada k € {1,...,l(a)}.
) i #ipsij £k

T4) l(a) es impar.
) T;, se cruza con M, si k es par.
)

Sij < kyambosT; v7T; secruzan con M, ,, entonces el punto de cruce de T;. v M, , estd mas cerca
y 5 Y Ly by iy ,
al vértice a que el punto de cruce de T;, con M, .

Asi, una T-trayectoria de a a b es una trayectoria con aristas de la triangulacién T' que no repite aristas
cuyos puntos de cruce con M, son progresivos de a a b; y clasificando las aristas en pares e impares en
orden de su aparicién, cada arista par se intersecta con M, .

Ejemplo 4.1.2. Consideremos la siguiente triangulacién; en tal triangulacion exhibiremos las tnicas dos
T-trayectorias de a a b que son las siguientes, a1 = (adeb|127) y as = (aedb|326). En la figura, M,
esta represetada por la linea punteada. a

|
|
f |
|
|
|
T3 I Ts
|
|
' d
) W
T N To
b
Para cualquier T-trayectoria a = (ag, ..., Gyq)|i1,- - ,%(a)), asociamos un elemento x(a) en el dlgebra de

conglomerado dado por
z(a) = H X4, H xi_kl. (4.1)
k impar k par

En el ejemplo anterior se tiene que z(a1) = “12% y z(az) = £2%0.

Definicién 4.1.2. Se denota con Pr(a,b) al conjunto de las T-trayectorias de a a b.
Lema 4.1.3. Sean a,a’ € Pr(a,b) con o # o'. Entonces z(a) # x(a).

Demostracion. Supongamos z(a) = x(a’). Entonces (T3) implica que el conjunto de aristas pares y aristas
impares son las mismas en « que en o’. De (T5) y (T6) se sigue que el orden de las aristas impares es la
misma, por tanto el orden de todas las aristas es el mismo, asi o = o'. |
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Teorema 4.1.4. [R. Schiffler] Sean a,b dos vértices no adyacentes de P, sea M = Mg la diagonal que
los conecta, sea xp; la correspondiente variable de conglomerado. Entonces

Ty = Z z(a). (4.2)

a€P(a,b)

Para la demostracién del Teorema nos auxiliaremos de varios Lemas que anunciaremos a continuacién. Sea
T una triangulacién del poligono P, sean a,b dos vértices de P y M = M, la diagonal que conecta a tales
vértices. Supongamos que M ¢ T'. De todas las diagonales de T' que cruzan a M existe una tnica T, tal que
su punto de intersecciéon con M estd lo mas cerca posible al vértice a. Entonces existe un tinico triangulo en
T que tiene a Tj, como un lado y al vértice a como uno de sus vértices. Denotamos por T;,, Tj; las otras dos
aristas del triangulo y sea c el punto comun de Tis y T}, y d el punto en comtn de T;, y Tj,. Note que T;, y
T}, pueden ser aristas frontera. Ahora consideramos el tinico cuadrildtero en el cual M y T}, son diagonales.
Dos de sus lados son T;, y Tj;. Denotamos los otros lados por L y L’ de tal forma que L es lado opuesto a
T;, como muestra la siguiente figura. Usaremos todo lo anterior para la prueba en el resto de la seccion.

T;
“ d

Ty M
LI

Lema 4.1.5. (a) SiT; € T cruza a L (respectivamente a L'), entonces T cruza a M.
(b) SiT; € T es adyacente a a, entonces T; no cruza a L ni a L'.

(c) SiTj € T cruza a M yno cruza a L (respectivamente L' ), entonces T es adyacente a ¢ (respectivamente
ad.)

Demostracion. Demostraremos primero (b). Si T cruza a L 6 a L', entonces cruza a T}, lo cual es imposible
dado que T es una tridngulacién. Ahora demostraremos (c). Dado que T; no cruza a L ni a T}, tiene que
ser adyacente al vértice ¢. De manera similar para L’. Para demostrar (a), supongamos que T cruza a L
entonces es adyacente al vértice d o cruza a L' pues no cruza a T}, |

Definicién 4.1.6. Denotaremos por Pr(a,b); al subconjunto de Pr(a,b) que contiene a todas las T-
trayectorias a tales que empiezan en la arista T}, es decir i1 = j, y denotamos por Pr(a,b)_; al subconjunto
de Pr(a,b) que contiene a todas las T-trayectorias tales que no contienen la arista T);. Similarmente, deno-
taremos por Pr(a,b); al subconjunto de Pr(a,b); que contiene a todas las T-trayectorias que comienzan
con las aristas T;T}, es decir iy = j y 4o = k, finalmente denotaremos por Pr(a,b); —; al subconjunto de
Pr(a,b); que contiene a todas las T-trayectorias que comienzan en la arista T; y que no contienen la arista
Ty.
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Lema 4.1.7. Pr(a,b) = Pr(a,b);, UPr(a,b) .

Demostracion. Sea o = (ao, ..., a1(a)|J1; - Ji(a)) Un elemento arbitrario de Pr(a,b). Sabemos que T, € T
y que uno de los puntos finales es el vértice a. Mds atn T}, cruza a M por la propiedad (T5) de las T-
trayectorias. Denotaremos por P, y P, a las dos partes del poligono obtenido al cortarlo a lo largo de T},
donde el vértice a esta en la parte P, mientras que el vértice b estd en la parte P,. La parte P, también
contiene la cuerda T}, mientras que la parte P}, contiene a todas las diagonales de T' que cruzan a M y por
tanto P, contiene a Tj,. Consecuentemente, las diagonales T}, ,7}, y 1}, comparten un punto final, el cual
es ¢ o d. Entonces existen dos posibilidades T;, = T3, o T}, =T}, |

Lema 4.1.8. (a) Pr(a,b)i, = Pr(a,b)i, joUPr(a,b)i, —j,-
(b) Pr(a,b)y = Pr(a,b)i j,UPr(a,b)i, —j,-

Demostracion. Por construccion, T}, es la arista de la triangulacién T tal que su punto de cruce con M es
el punto més cercano del vértice a. Por tanto, el resultado se sigue de la condicién (T6). u

Sea v = (co,---,Ci(y)lJ1s- -+, Ji(y)) una T-trayectoria de ¢ a b. Supongamos primero que j; = jo, entonces
¢1 = d. En este caso, sea f(v) la trayectoria obtenida de 7 al reemplazar la primera arista jo por i1 y a
co = ¢ por a, es decir

f(’Y) = (au Cly-- -y Cl('y)|i17j27 s 7jl(’y))'
Supongamos ahora que j, # jo para todo k. En este caso, sea g(y) la composicién de las trayectorias
(a,d,cli1,jo) y 7, esto es

9(v) = (a,d,co, - -, ciplins Jos g1y - - -5 Juy))-

Tenemos que los elementos f(7), g(y) son elementos de Pr(a,b). En efecto, las propiedades (T1),(T2) y (T4)
son inmediatos, y (T5) se sigue del Lema 4.1.5 (a). Para mostrar (T3), necesitamos probar que i; # jj para
todo k; pero esto se sigue del Lema 4.1.5 (b) y del hecho de que T;, es adyacente a a. Finalmente (T6) se
sigue, pues el punto de cruce de T}, y M esté lo més cercano posible a a.

Lema 4.1.9. Las funciones f, g inducen biyecciones:

[ Pr(c,b)j, — Pr(a,b)i,,—j, v g:Pr(c,b)—j, — Pr(a,b)i, j,,

ademds

xil xil

z(f(y) = —=(v) y z(9(v) = —=z(v). (4.3)

Ljo Ljo

Demostracion. Las féormulas en (4.3) se siguen directamente de la definicién de f y g. Esas férmulas junto
con el Lema 4.1.3 implican la inyectividad de f y g. Para mostrar la sobreyectividad de f, supongamos que
Pr(a,b);, —j, no es vacia y sea a € Pr(a,b);, —j,- Digamos

o= (a’7d7 az, ... 7al(a)|i17j27 s 7jl(a))'
Necesitamos probar que la trayectoria
Y= (C7 d7 az, ... 7al(oz)‘j07j27 s ajl(oz))

5
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es un elemento de Pr(c,b);,. Las condiciones (T1),(T2),(T4) se cumplen pues o € Pr(a,b). La condicién
(T3) se cumple pues la trayectoria a no contiene la arista T}, y la condicién (T6) se cumple del Lema 4.1.5(a).
Maés atn, como Pr(a,b);,,—j, €s no vacio, existe una diagonal en T\ {Tj,} la cual es adyacente a d y cruza a
M. Por Lema 4.1.5(c), se sigue que cualquier diagonal en T'\ {1}, } que cruza a M también cruza L. Entonces
~y satisface la condicién (T5) pues o € Pr(a,b). Esto muestra que v € Pr(c,b), y como 7 comienza con la
arista jo, tenemos que vy € Pr(c,b);,. Por tanto f es sobreyectiva.

Mostremos que g es sobreyectiva. Sea o € Pr(a,b);, j,, digamos

o= (a7d7 G, as,. .. 7a'l(a)|i17j0aj3a s ajl(a))'

Debemos mostrar que
Y= (Ca as, ... 7al(o¢) |j37 DR 7jl(a)) € 7)T(C7 b)JO

Las condiciones (T1)-(T4) se cumplen para v pues o € Pr(a,b) y la condicién (T6)se cumple por el Lema
4.1.5 (a). Mostremos que se cumple (T5), por lo cual debemos probar que cualquier arista par de v cruza a
L. Como « € Pr(a,b) sabemos que cada arista par de  cruza a M. Por el Lema 4.1.5(c), si existe una arista
par de v que no cruza a L entonces ésta arista es adyacente a c. Como y comienza en ¢ su primer arista par
es T}, que no puede ser adyacente a c; entonces T, cruza a M y a L, de la misma manera sus aristas pares

Tj,,. no son adyacentes a ¢, por tanto Tj,, cruza a M y a L . Entonces « satisface (T6) asi que cada arista
par de vy cruza a M y a L. Lo cual muestra (T5). Por tanto v € Pr(c,b);, ¥ ¢ es sobreyectiva.
|
z;
Lema 4.1.10.  (a) > cp,(cp) 2(7) T = ZQGPT(a7b)i1 z(a).
T,
(b) ZyePT(d,b) x(ﬁ’)a = ZaEPT(a,b)i/l z(a).
Demostracion. La primera parte se sigue del Lema 4.1.8(a), Lema 4.1.9 y del hecho de que Pr(c,b) =
Pr(c,b);,UPr(c,b)_j,. La segunda parte del Lema se sigue por simetria. |

Prueba del Teorema 4.1.4

Para cualquier T; € T, sea e(T;, M) € {0, 1} el nimero de veces que se crucen las diagonales M y T;. Entonces
el nimero total de cruces de M con T es e(T, M) = > _p. . e(T;, M).

Probaremos el Teorema por induccién sobre e(T, M). Si e(T, M) = 0, entonces M = T, para algin i €
1,...,n. En este caso, ningin elemento de T se cruza con M y por la condicién (T5), el conjunto Pr(a,b)
contiene exactamente un elemento (a,b|7). Asi que se tiene

Z (o) =2, =M.

a€Pr(a,b)

Supongamos ahora que e(7T, M) > 1. Como antes, consideramos el dnico cuadrildtero en T en el cual M y
T}, son sus diagonales. Entonces, en el dlgebra de conglomerado asociada a la triangulaciéon T', tenemos la
siguiente relacién de intercambio

TMTj, = Tiy L + Ty TL (4.4)

M4ds ain, cualquier diagonal en T que cruza a L (o L) por el Lema 4.1.5(a) también cruza a M y ademds
T, cruza a M pero no cruza ni a L ni a L'. Entonces e(T, L) < (T, M) y e(T,L") < e(T, M), y por hipdtesis

6
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de inducciéon

=Y x(y) y ah= Y z().
~yEPr(d,b)

vyEPr(c,b)
Asi, podemos escribir la ecuacién (4.4) como

D R Gl DR

X
~YEP7(c,b) ~€Pr(d,b) Jo

Por el Lema 4.1.10 se tiene que

PORECE DS x(w)g”jj: S (@ bya@)+ 3 (a,b)i,(a).

YEP(c,b) J0 yePr(d,b) a€Pr a€Pr

Por el Lema 4.1.7 tenemos
> (@b)yz(@)+ Y (ab)sz(e)= D wx(a)
a€Pr aEPr a€Pr(a,b)

Por tanto

a€Pr(a,b)

Ejemplo 4.1.3. Consideremos la triangulacién 7T indicada en la siguiente figura. Fijemos los vértices a, b
del poligono P. Sea M la diagonal que los conecta, que en la figura aparece como una diagonal punteada y
notemos que Pr(a,b) = {1, as, as, aq, a5}, donde
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ar = (a,¢,d,e, f,b]5,1,2,3,8),

as = (a,d,c,e,d, f,e bl6,1,4,2,7,3,9),
as = (a,d,c,e, f,b]6,1,4,3,8),

ay = (a,d, e bl6,2,9),

os (a,c,d, f,e,b]5,1,7,3,9).

Por el Teorema 4.1.4 tenemos que

T5ToTg + LegLaT7Lg + T4y + TeLg + T5L7T9

Ty =
T1T3 12273 T1T3 T2 T1T3

4.2. El Carcaj de una triangulacion

En esta seccién se mostrard la construccion de un carcaj a partir de una triangulacion.

Carcajes de tipo conglomerado

Sea X, un diagrama de Dynkin simplemente enlazado, es decir de tipo A,,,D,,E, de rango n y de tipo finito.
Cada conglomerado C' de un algebra de conglomerado de rango n estd asociado a su matriz cuadrada Bgo
antisimetrizable cuyas filas y columnas estdn indexadas por las variables de conglomerado del conglomerado
C'. En el caso simplemente enlazado, las entradas de la matriz Be estdn en el conjunto {—1,0,1} por lo
cual es facil y conveniente describir tales matrices usando graficas orientadas, descritas en la definicién 2.3.9.
Dicha gréafica orientada es llamada el carcaj asociado al conglomerado, C' y es denotado por @Q¢. Es bien
conocido que todos los tridngulos en estos carcajes estan orientados de una forma ciclica. El procedimiento
de mutacién de conglomerados contiene en particular una regla de mutacién para las matrices, la cual puede
ser trasladada a una regla de mutacién para carcajes asociados. En el caso simplemente enlazado, se da de
la siguiente manera: sea C' un conglomerado en un algebra de conglomerado de tipo simplemente enlazado.
La mutacién p;(Qc¢) del carcaj Q¢ en el vértice i es descrita enseguida. Primero, todas las flechas incidentes
a i en (Qc cambian de direccién en el carcaj mutado. Luego, para cada par de flechas

J i y 2

en Q¢, la flecha que sale del vértice j y llega al vértice k esta en el carcaj mutado si y sélo si la flecha
que sale de k y llega al vértice j no estd en Q¢. Las demas flechas de Q¢ no cambian en el carcaj mutado.
Por definicién, una trayectoria mds corta en el carcaj (Q¢, es una trayectoria orientada sin flechas repetidas
contenida en una subgrafica de Q¢ la cual es ciclo.

Definicién 4.2.1. Sea Q¢ el carcaj asociado al conglomerado C. Para cada flecha

i J

en Q¢, una relaciéon Rel; ; queda definida como sigue. Consideremos el conjunto de trayectorias mas cortas
de j ai:
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= Si hay exactamente dos trayectorias distintas ¢ y ¢’ entonces ¢ ~ ¢'.
= Si existe una sola trayectoria ¢, entonces ¢ = 0.
= Si no existe tal trayectoria, entonces no hay relacién.

Para cada conglomerado C, definimos la categoria abeliana Mod Q¢ de representaciones del carcaj Q¢
modulo las relaciones Rel; ; para todas las flechas de Qc.

Observacién 4.2.2. Existe una correspondencia natural entre los vértices del carcaj y los simples de
Mod Q¢. Asi, la clase de isomorfia del médulo simple asociado al vértice ¢ serd denotado por «;.

Denotaremos por Ind(Q¢) al conjunto de clases de isomorfia de inescindibles de Mod Q.

Proposicién 4.2.3. Sea C = {uq,...,un} un conglomerado en un dlgebra de conglomerado de tipo Dynkin

y simplemente enlazado. Sea V el conjunto de todas las variables de conglomerados para esta dlgebra de
conglomerado. FEziste una biyeccion Ind(Qc) — V C C,a — w, tal que w, = W,
polinomio que sélo tiene coeficientes positivos, no divisible por u; para toda i y n; = nz(a) es la multiplicidad
del médulo simple a; en el modulo a.

donde P es un

Demostracion en el caso A, . Sea o una raiz positiva con vértices a, b. Por el Teorema 4.1.4 se tiene que

z(a) = Z x(ag).
o; €P(a,b)
Por otro lado, para todo a; € P(a,b) se tiene que
x(a;) = H X4, H scfkl.
k impar k par

Luego,

wo)= > wle) = > ] e [T

a; €P(a,b) a;€P(a,b) k impar k par
o Eai €P(a,b) Hkimpar Liy,
Hk par Liy,

de esta ultima ecuacién se tiene que, el numerador sélo tiene coeficientes positivos y ademds cada x; en el
denominador no divide al numerador, pues si esto es cierto entonces todas las T- trayectorias que cruzan a
«, contienen una vez a «; al cruzar en una posicién par, lo cual no es cierto en general.

Triangulaciones y diagonales

Sea n un entero no negativo y T' una triangulacién de un poligono regular con n + 3 vértices. Las diagonales
del poligono seran llamadas raices, llamaremos negativas a las raices que pertenecen a T' y positivas a las
otras. Sea @ el conjunto de raices positivas con respecto a Ty sea I el conjunto de raices negativas. Por
convencion, la raiz negativa correpondiente a ¢ € I se denotara como —a;. Si dos raices negativas —a;, —a;
pertenecen a un mismo tridngulo en T, definimos una relacién parcial < como sigue: sea z el vértice en

9
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comun, entonces —a; < —a; si la rotacién con dngulo minimo alrededor de x que envia la linea de —o; a la
linea de —a;; estd en direccién positiva (en contrasentido de las manecillas del reloj).

Definimos el soporte Supp a C I, de una raiz positiva «, como el conjunto de raices negativas que cruzan a a.
Una raiz positiva a esté relacionada con otra raiz positiva o por un movimiento elemental de pivoteo si las
diagonales asociadas que son aquellas que tienen un vértice de o y un vértice de o’ y uno de dichos vértices
es un vértice del borde (llamado pivote), los otros vértices de o y o’ son vértices de una arista exterior
del poligono y la rotacién alrededor del pivote es positiva de o a o’. Denotaremos por P, al movimiento
elemental de pivoteo con pivote v. Una trayectoria de pivoteo de una raiz positiva a a una raiz positiva o’
es una sucesién de movimientos elementales de pivoteo empezando en « y terminando en o/. En la siguiente
figura se muestra un movimiento elemental de pivoteo, donde la diagonal asociada estd representada por la
diagonal a rayas y el pivoteo estd representado por una curva punteada.

U1

U2

Graficas y arboles

Dada una triangulacién T, podemos definir un arbol planar ¢ como sigue. Sus vértices son los triangulos
de T y las aristas estan dadas de la siguiente forma: existe una arista del vértice a al vértice b en tp si los
correspondientes tridngulos a y b en T' son adyacentes. Asi, los vértices tienen grado 1,2 6 3. A los vértices de
grado 1 los llamaremos hojas. Ademas t1 es un arbol porque es conexo ya que las triangulaciones son conexas,
y no hay ciclos porque si hubiera un ciclo en el arbol entonces provendria de dos triangulos adyacentes, que
tienen otro triangulo adyacente en comun, lo cual no puede suceder pues la triangulacién es planar y por
tanto no existe un tridngulo que es adyacente a otros dos tridngulos adyacentes. Se puede obervar que por
cada triangulo que tiene dos aristas que son contorno de la triangulacién producen una hoja en tp. También
podemos definir una grafica Qr de la siguiente manera: los vértices de Q7 son las aristas interiores de Ty
existe una flecha en Q7 del vértice a al vértice b, si las interiores de a y b en T pertenecen al mismo triangulo.
De hecho, es posible definir la grafica @1 empezando del arbol tp; los vértices de Q7 son las aristas de tr,
y existe una arista entre dos vértices de @ si las correpondientes aristas de ¢7 tienen un vértice en comun.
La equivalencia con esta ultima definiciéon es obvia.

Una rama es una arista e de tp tal que al menos tiene un vértice con grado 1.

Carcajes

Sea T una triangulacion. Definido el carcaj Q@ en la seccidon anterior, lo consideramos sin orientacién y
recordemos que hay una biyeccién entre los vértices de Q7 e I, donde I es el conjunto que contiene a las

10



CAPITULO 4. CONGLOMERADOS 4.3. UNA EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS

raices negativas. Ponemos un punto que sera un vértice en medio de cada raiz negativa en T y una arista entre
dos vértices si las raices correspondientes a tales vértices pertenecen a un mismo triangulo de 7T'. Sabemos que
dos raices negativas —a;, —a; son comparables con la relacién < definida en la seccién de Triangulaciones y
diagonales. La orientacién de la arista de los vértices 4, j respectivamente a —o;, —a; es

Py

si —a; < —a. De esta descripcion se sigue que todo tridngulo en Q7 esté orientado. En seguida se muestran
dos ejemplos, uno de arboles y otro de graficas definidos a partir de una triangulacién.

T: T

Arbol t7 (en lineas punteadas) y Grafic@ (en lineas a rayas) definidas por una triangulacion

Ty T’ respectivamente.

Es facil ver que de la triangulacién serpiente se obtiene el carcaj de tipo A,,.

4.3. Una equivalencia de Categorias

En esta seccién se mostrard una equivalencia entre una categoria que esta formada por las raices positivas
llamada Categoria de Diagonales y la categoria de médulos sobre Q7.

Categorias de diagonales

Podemos definir una categoria aditiva C—lineal combinatoria como sigue. Los objetos son las combinaciones
lineales positivas de raices positivas. Por aditividad es suficiente definir los morfismos entre raices positivas.
El espacio de morfismos de una raiz positiva o a una raiz positiva o’ es un cociente del espacio vectorial sobre
C generado por las trayectorias de pivoteo de « a o’. El subespacio que define el cociente estd generado por
las llamadas relaciones de malla, dadas de la siguiente forma: para cualquier par de raices positivas a y o tal
que «a estd relacionada con o’ por dos movimientos elementales de pivoteo consecutivos con distintos pivotes,
definimos la relacién malla como Py P, = Py, Py, donde vy, vz (respectivamente v}, v}) son los vértices de «
(respectivamente o) tales que Py Py, = o’. Es decir, cualesquiera dos movimientos elementales de pivoteo
consecutivos usando diferentes pivotes pueden en algin sentido ser “intercambiados”.

11
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En esta relacion, las raices negativas o aristas exteriores son permitidas bajo las siguientes convenciones:

= Si una de las aristas intermedias P,,a 6 P,, & es una arista exterior, el correspondiente término en la
relacion de malla es reemplazado por cero.

= Si una de las aristas intermedias P,,a 6 P, es una raiz negativa, el correpondiente término en la
relacién de malla es reemplazado por cero.

Maés generalmente, una relacion de malla es una igualdad entre dos trayectorias de pivoteo las cuales difieren
sélo en dos movimientos elementales de pivoteo consecutivos por tal cambio.

Asi, podemos definir el conjunto de morfismos de una raiz positiva o a una raiz positiva o’ como el cociente
del espacio vectorial sobre C generado por las trayectorias de pivoteo de o a o’ por el subespacio generado
por las relaciones de malla.

Por tanto, la imagen de una trayectoria de pivoteo en el espacio de morfismos es el morfismo cero é bien
sélo depende de la clase de trayectoria de pivoteo médulo la relacién de equivalencia sobre el conjunto de
trayectorias de pivoteo generado por las relaciones malla con términos no cero.

Podemos definir una categoria C—lineal abeliana Mod Q7 como sigue. Es la categoria de médulos sobre el car-
caj Qr con las siguientes relaciones llamadas relaciones de tridngulos: en cualquier tridngulo, la composicién
de dos flechas sucesivas es cero. Las relaciones de tridngulo las denotaremos con (Ir).

Definamos el dlgebra de caminos Ar = kQr/{Ir). De aqui en adelante los kQr/{Ir)—mddulos serdn deno-
tados simplemente como @Qr—mddulos asumiendo que se trabaja sobre el dlgebra Arp.

Denotaremos por Qsupp« al subcarcaj pleno de @7 inducido por los vértices asociados a Supp a.

Lema 4.3.1. Si o es raiz positiva entonces Qsuppa €5 conero como subconjunto del carcaj Qr.

Demostracion. Sean —a;, —; dos diagonales distintas en el soporte de a. Mostraremos que existe una
trayectoria sin orientacién de 7 a j en Q@7 N Qsupp - Las diagonales —a;, —a; cortan al poligono en 3 partes.
Denotamos por R; ; la parte que contiene a —a;, —c;. La prueba es por induccién sobre m que es el nimero
de raices negativas en R; ;. Si m = 1, entonces —o; = —o; y no hay nada que probar. Supongamos que
m > 1, y sea A el tnico tridngulo en T' que contiene a —a; y que estd en R; ;. Como « intersecta a —o;
y —aj, entonces tiene que intersectar exactamente uno de los dos lados diferentes de —a; en A, el cual no
puede ser una arista del poligono (o cuerda exterior de T'), por tanto es una raiz negativa que llamaremos
—ay,. Asi, existe una arista entre —a; y —a; en Q7 y i,k € Suppa. Y podemos asumir por induccién que
existe una trayectoria sin orientar en Qsuppq de k a j. |

El Funtor © : Cr — Modg,.

Definiremos un funtor C—lineal aditivo de Cr a Mod Q7. Sobre objetos, es suficiente por aditividad definir
© sobre raices positivas. La imagen de la raiz positiva es el médulo (M®, f*) = (M} g) definido por

M = =
¢ t 0 otros casos.

C sii € Suppa, o Jldc st M =C=Mp,
0 otros casos.

Es claro que (M?, f) es un objeto en Mod Q7 porque una raiz positiva a sélo puede cruzar dos lados de un
tridngulo en 7', lo cual implica que en cada tridngulo en Qr existe a lo mds una flecha de ¢ a j tal que f;5 # 0
y por tanto se cumplen las relaciones de tridngulos. Ahora definamos el funtor © sobre morfismos de una raiz

12
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positiva a una raiz positiva. Nuestra estrategia es definir primero el funtor sobre movimientos elementales de
pivoteo, y después verificamos que las relaciones de malla se cumplen. Para cualquier movimiento elemental
de pivoteo Ep : o« — o, definimos el funtor ©(Ep) de (M?, f*) a (M*', f*) como Idc siempre que sea
posible y cero en otro caso. Verificamos que esto efectivamente define un morfismo en Mod Q7. Para una
flecha que sale de j y llega a i en Qr, verificamos la conmutatividad del siguiente diagrama.

I
]\4’]q LA Mia

@(Ep)ji l@(EP)i

MY — s e
J o [
fij
La conmutatividad del diagrama resulta obvia cuando M;* =06 M =0 6 también si M =0y MJ‘?" =0.
Ahora, supongamos que M;* # 0y Mf‘/ #0. 51 MM #0y MJ‘-’/ # 0 entonces las cuatro funciones son Id¢ y
el diagrama conmuta. El caso que falta es cuando M;* 6 M7 son distintos de cero. Pero mostraremos que
esto no puede suceder. Supongamos que Mjo‘/ =0y M # 0, es decir, i, j € Supp «, mientras que i € Supp o/
y j ¢ Suppa’. Como existe un movimiento elemental de pivoteo de « a o/ tenemos que —c; cruza a a'y
—a; y o/ tienen un punto en comin sobre la frontera del poligono y que —a; intersecta a a y a o lo cual

implica que —a; < —ay, que contradice la orientacién de la flecha que sale de j y llega a ¢ en Q7. El otro
caso puede ser excluido de manera analoga.

Para verificar que el funtor © estd bien definido nos falta verificar las relaciones de malla. Sean o, _ 21 X

3 P v, a Ps g B P ~ movimientos elementales de pivoteo con a, 3,y raices positivas y 3 # (.

Observemos que podemos excluir el caso en que 8y 8’ son negativas o aristas exteriores porque entonces « o
~ también serfan negativas pues T es una triangulacion, y entonces, 3y (3’ son dos cuerdas en la triangulacién
por tanto también debe de estar su diagonal en T', que en este caso es a o . Supongamos primero que 3’ es
positiva. Verifiquemos la conmutatividad del siguiente diagrama para todo 1.

Mg O(P1); e

@(Pg)ii \L@(Pg)i

! ¥
M o(py); "
El tnico caso no trivial es cuando —a; € Supp o N Supp . En tal caso, se tiene que —«; € Supp 3N Supp 5’
pues cada diagonal que intersecta a « y a v debe de cruzar también a Sy a §'. En tal caso ©(FP;) = Id¢ para
todo i = {1,...,4} y el diagrama conmuta. Supongamos que /3’ es una raiz negativa o una arista exterior.
Mostremos que la composicién §(Pz2);©(Py); es cero para toda i. Pero en este caso ninguna raiz negativa
puede intersectar a av y a 7y, asi el Supp a N Supp~y es vacio, por tanto la composicién es cero.

Lema 4.3.2. FEl espacio vectorial Home, (a, @) es no cero si y sdlo si existe —c; € Suppa N Supp o’ tal
que las posiciones de a,a’ y —ay; estdn como en la figura siguiente, es decir, sean vi,vs vértices de —ay
y uy, ug (respectivamente ul,uh) vértices de o (o respectivamente), entonces el orden de los vértices del
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oligono en direccion positiva empieza en v1 y v1 < w1 < u) < vy < ug < uh. En este caso Home. . (o, o) es
1 2 T )
de dimension 1.

U1

N

uz

V2
Posiciones de los vértices

Demostracion. Supongamos que Home,. (a, o) es no cero. Sea P € Home,. (o, &) tal que P # 0, donde la
sucesién es la siguiente:

P P, P,
a=a)—sa; 2. >, =«

donde las «; son raices positivas y los P; son movimientos elementales de pivoteo. Por las relaciones de malla

podemos suponer que los primeros & movimientos P, ..., Py tienen pivote a uno de los vértices de a, y
los 1ltimos m — k movimientos tienen como pivote el vértice que es la interseccién de o y ay. Denotemos
por Vi (respectivamente V5) el conjunto de vértices de ay, ..., ai (respectivamente a1, ..., Q) excepto

el pivote de Py (respectivamente el pivote de Pgy1). Como P # 0 entonces o y o’ se intersectan pues si no
se intersectan, consideremos al cuddrilatero formado por « y o’ y a sus lados opuestos a; y asg, entonces
P: a——sa;——= , por lo que P =0. Como P # 0 todas las diagonales con un vértice en V; y otro
en V5 son positivas. Entonces los vértices de o y o’ forman un cuadrildtero en el poligono sin diagonales de
la triangulacién T. Como T es una triangulacién tenemos que existe —a; € T' cruzando el cuadrildtero en la
otra direccién (cruzando las diagonales o y ') y as{ conseguimos la situacién del diagrama deseado. Por otro
lado, si tenemos la situacién del diagrama, es claro que existe un morfismo no cero P: o ——= &; — o/
donde a7 es una arista del cuadrildtero formado por los vértices de o y o’ y que cruza a —a;, como se ve
en la siguiente figura. La dimensién de Home,,. (o, @) es a lo mds uno, pues cualesquiera dos trayectorias de
pivoteo de « a o’ estdn en la misma clase.
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Lema 4.3.3. Sean o y o' raices positivas, entonces Supp a N Supp &’ es conexo.

Demostracién. Sean S = Suppa y S’ = Supp o’ y supongamos que S NS’ no es conexo. Sean i,k € SN .S’
dos vértices que estan en diferentes componentes conexas de SN.S’. Como S y S’ son conexos podemos elegir
dos trayectorias minimales p : ¢ = i1,42,...,ip =k en Sy p' :i=j1,...,j, =k en S’. Sea m el entero méds
pequeno tal que émymy1 # jmy1. En la triangulacién T cada una de las diagonales —av,, _,, —,, 1) =0, 0
tiene un vértice en comun con —a;,,. Como una raiz positiva puede cruzar sélo dos lados de un tridngulo,
podemos formar un tridngulo A con —ay,,, —,,,,, —;j,, ., en T. Més atn, iy 1 € S\ Sy jmy1 € 57\ S.

Quitemos el triangulo A de T, lo cual divide al poligono en tres partes: R; , R; .., R; ., tal que R; contiene
a —ay con | € Iy, tmy1, jm+1. Pero esto contradice el hecho de que —a;, = —ay = —ay, por lo cual Snys’
es conexo. m

Lema 4.3.4. El espacio vectorial Homyjoq g (M, f®), (M, ') es no cero si y sdlo si las siguientes
condiciones se cumplen. Sean S = Suppa y S’ = Suppa’.

(i) SNS" es no vacio.
(ii) No existen flechas de S\ S" a SNS" en Qr.
(iii) No existen flechas de SN S" a S'\'S en Qr.
En este caso, Homygoq g (M, f), (M, ) es de dimensién uno.

Demostracion. Sea P distinto de cero en Homyieq op (M, f), (M, f)), por tanto (i) se cumple. Mos-
tremos las condiciones (ii) y (iii).

Supongamos que la condicién (ii) no es cierta, entonces existe una flecha en Qr que sale de i y llega a j con
1€ S\SyjeSNS ytal que el siguiente diagrama conmuta.
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Mo e Me

K2

Pl |

0 —— MY

Entonces P; = 0 = P;. Sea k cualquier vértice en S N .S’. Mostremos que P, = 0. Por el Lema 4.3.3 existe

una trayectoria no orientada
k= ko kl e km =1

en Qr tal que cada ko, k1,...,kn € SN S’. Ahora seguimos por induccién sobre m. Si m = 0 claramente
Py = 0, supongamos que m > 0. Por induccién Py, = 0y como uno de los siguientes diagramas conmutan

Ide
« e [e4 a «
My —— Mg M; i Mg
Pki lO Pki lo
o Id¢ Ma/ o Ma/
Mg —— Mg, Mg < — m” o
tenemos que P, = 0 para ambas orientaciones de la arista j, —  en Qr. Consecuentemente P, = 0

para todo k € Suppa U Supp«a’ y P = 0, una contradiccién. La condicién (iii) es similar.

Ahora supongamos que a, a’ son raices positivas tales que (i), (ii), (iii) se cumplen.

Definamos P € Homioq o, (M, f*), (M, ")) como P = idc siempre que i € SNS" y P, = 0 en los
demds casos. Por (i) tenemos que P # 0, para verificar que P es un morfismo de médulos sobre el carcaj Qr
debemos verificar la conmutatividad del siguiente diagrama para toda flecha en Q1 que sale de i y llega a j

i
My MP

1
P; P;
(‘t,

’ ’
My —— MY

Pero el diagrama conmuta por (ii) y (iii). Finalmente, la dimensién de Homwod g (M, f*), (M, fo')) es

7 . . ’ . .7
a lo méds uno, pues todos los espacios vectoriales M, M son de dimensién uno o cero.
|

Lema 4.3.5. Las condiciones en el Lema 4.3.2 y en el Lema 4.53.4 son equivalentes.

Demostracion. Retomando la notacién S = Suppa y S’ = Supp o/, supongamos que a y ' son como en el
Lema 4.3.2. Entonces —a; € SN .S’ lo cual implica (i). Supongamos que existe una flecha h que sale de j
y llega a k en Qp tal que j € S C Sy k € SN S’. Entonces —oy, intersecta a a y a o mientras que —a;
intersecta sélo a . Como existe la flecha h entonces —a; y —ay, son dos lados de un tridngulo en 7'y son
tales que —ay < —a;. Lo cual es imposible, por la forma en que —a; intersecta a o y . La condicién (iii)
se prueba similarmente.

16



CAPITULO 4. CONGLOMERADOS 4.3. UNA EQUIVALENCIA DE CATEGORIAS

Ahora, supongamos que « y o’ satisfacen las condiciones (i), (ii) y (iii) del Lema 4.3.4. Por (i) existe —q; €
SNS’. Sean vy, vs los vértices de —c;. Consideremos las dos partes del poligono Ry, R, delimitadas por —c;.
Cada una de las partes contiene exactamente un vértice de a y uno de o’. Consideremos las raices positivas
a, o’ como trayectorias de R, a R;. La sucesién de raices negativas dadas por las sucesivas intersecciones de
la trayectoria « (respectivamente o) con elementos de T', da un orden al conjunto Supp « (respectivamente

. ) - o e . g Y o
al conjunto Supp o’). Sean S; = {—a; = —ay,, ..., —; } (respectivamente S} = {—a; = —a;,,...,—ay }) el
conjunto de raices negativas en R; que intersectan a « (respectivamente a ') en ese orden. Sea m el entero
mas grande tal que —a;,, = —a;,,. Consideremos los siguientes cuatro casos:

1 Si m = p = ¢ entonces sobre la frontera de R;, yendo de los puntos finales de —q; en direccién positiva,
obtendremos las posiciones relativas de o'y o como en el Lema 4.3.2.

2 Sim = p < q entonces —aj,,., v —j,, estdn en el mismo tridngulo en T, la correspondiente arista en
Qr estd orientada j 41— j, POT (ii). Esto implica que yendo de los vértices de —a; en direccién
positiva sobre la frontera de R;, obtenemos las posiciones relativas de a y luego a o’ como en el Lema
4.3.2.

3 Sim = q < pentonces —q,,,, y —;, estan en el mismo tridngulo en T', la correspondiente arista en
Qr estd orientada ; o 41 bor (ii). Esto implica que yendo de los vértices de —q; en direccién
positiva sobre la frontera de R; obtenemos la posicién relativa de a y luego la de o/ como en el Lema
4.3.2.

4 Sim <pym < g, entonces —a;,,—0; .y —a;j ., son tres diferentes diagonales que estdn en un
mismo tridngulo en T'. Las correspondientes aristas en Q7 estan orientadas By ——> g1 POT (i) y
Jma1 ——> jm POT (iii). Esto implica que yendo de los vértices de —q; en direccién positiva sobre la
frontera de R; encontramos primero a la posicién relativa de a y luego a la de o’ como en el Lema

p p y
4.3.2.

Por simetria, obtenemos los mismos resultados para R,. Lo cual implica que las posiciones de a,a y —q;
son exactamente las descritas en el Lema 4.3.2. |

Proposicién 4.3.6. El funtor © : Cr — Modg,. es fiel y pleno.

Demostracion. Usando los Lemas 4.3.2, 4.3.4 y 4.3.5, sélo falta mostrar que la imagen de un morfis-
mo no cero es no cero. Es suficiente mostrar esto para morfismos no cero entre raices positivas. Sea
P € Hom(w,a') un tal morfismo. Entonces P es una sucesién de movimientos elementales de pivoteo
a=a—>. .. —>q, =a - Esta sucesién con todos los morfismos no cero implica que existe una

raiz negativa —q; cruzando todos los ag,k = 1,...,m. Por Lema 4.3.2 y por definicién, ©(P); = Idc que no
€es cero. ]

Observacion 4.3.7. Si —q; es una hoja en Q7 y « una raiz positiva, entonces —a; € Supp a si y sélo si
uno de los vértices finales de « es el vértice x del poligono tal que es aislado por —a;. Entonces, existe una
rafz positiva afri tal que el conjunto de todas las raices positivas con —a; en su soporte es igual al conjunto

{aFri, P.(af"), P2(a®r), ..., PP (aFm)},

donde P, es el movimiento elemental de pivoteo con pivote .
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Teorema 4.3.8. El funtor © : Cr — Modg, es una equivalencia de categorias.

Mostremos que el funtor © es esencialmente sobreyectivo, es decir, cada mdédulo inescindible en Mod Qr
es la imagen de una raiz positiva bajo ©. De hecho, caracterizamos los médulos inescindibles de Mod Qr
con la teoria de Auslander-Reiten y esto nos permitira concluir que hay % Qr-mdédulos inescindibles.
Lo anterior, es posible porque la categoria de mddulos sobre el carcaj es de tipo Krull-Schmidt, por lo
cual es es suficiente trabajar con los mdédulos inescindibles y los morfismos irreducibles entre ellos. Como
es bien conocido, cada categoria Krull Schmidt esta sociada a un carcaj de Auslander Reiten, por lo tanto
utilizaremos la teoria de Auslander para demostrar que el funtor en Denso.

En adelante, nos referimos a [Gab80] y a [ARS95] para definiciones, notaciones y resultados en teorfa de
representaciones de dlgebras de dimensién finita. Ademéas usamos las siguientes notaciones para la prueba
en Mod Qr : P; (respectivamente I;) es el i-ésimo médulo proyectivo (respectivamente el i-ésimo médulo
inyectivo) con la convencién de que Py = Iy = 0. Por tanto (P;); = C si existe una trayectoria en Q7 mdédulo
las relaciones de tridngulo de i a 'y (P;); = 0 si no existe tal trayectoria. Similarmente, (I;); = C si existe una
trayectoria orientada en Q7 mdédulo las relaciones tridngulo de I a i y (I;) = 0 si no existe dicha trayectoria.
Las transformaciones de P; y de I; son Id¢ siempre que sea posible y seran cero cuando no sea posible. Sea
T una triangulacién, denotaremos por ) = Q1 siempre que no haya confusién, y denotaremos por @ al
conjunto de vértices de @. Dado un conjunto de vértices S de @)y, un subcarcaj pleno de @ con vértices .S
serd el conjunto S junto con el conjunto de todas las aristas (con relaciones) de @ que tienen vértices en S.
Decimos que un Q7—mébdulo M es de tipo A si el subcarcaj pleno de Q1 sobre el soporte de M es de tipo
Ay para algin k € N.

Lema 4.3.9. Sea M un Q-mddulo inescindible de tipo A y sea N cualquier Q-mddulo inescindible. Si
Homg (N, M) é Homg(M, N) contiene un morfismo irreducible, entonces N es de tipo A.

Demostracion. La prueba estd basada en la construccién de morfismos irreducibles via el funtor de Na-
kayama [Gab80][4.4]. El funtor dual nos da una (anti)-equivalencia entre Mod Q°?? = Mod Qr-, donde
T* es la triangulacién espejo, es decir, es la tridangulacién asociada al carcaj opuesto QQ°PP. Usando este
(contravariante)-funtor, se puede reducir la prueba al caso donde Homg (N, M) contiene un morfismo irre-
ducible.

Supongamos que el soporte de M estd dado por el conjunto Qf := {1,...,m}. Sea Q' el subcarcaj pleno de Q
dado por el soporte de M. Por hipétesis, Q' es de tipo A,, con vértices extremos 1 y m, y podemos suponer
sin pérdida de generalidad, que existe una arista de ¢ a ¢ + 1. Observemos que como M es inescindible de
tipo A, entonces M es de multiplicidad libre, es decir, no hay sumandos directos inescindibles de M que sean
isomorfos dos a dos.

Para continuar, necesitamos saber cémo esté contenido el carcaj @' en el carcaj Q. El siguiente argumento
se puede seguir en el diagrama que se presenta a continuacion:

|
|

N——0<—0

NN NN

Supongamos que el médulo M no es simple. Notemos que existe a lo mas un vértice que serd denotado por
0 ( respectivamente m + 1), y tales que no existen otras aristas entre Q! y 0 (respectivamente m + 1). Note
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que para toda k € @}, existen a lo més dos vértices i(k)* tales que i(k)* ¢ Qf y existe una arista de i(k)*

a k en Qo. Podemos definir i(k)™, (respectivamente i(k)™), como los vértices tales que existe una arista de
k+1ai(k)*, (respectivamente que exista arista de k — 1 a i(k)™). Por convencién, si los vértices i(k)*,0 y
m + 1 no existen, definimos los correspondientes simbolos como el conjunto vacio.

Sea Sy, respectivamente S,,+1, €l soporte del médulo inyectivo asociado a 0, respectivamente a m + 1, en el
subcarcaj pleno de @) con el conjunto de Vertlces Q\ {1}, respectivamente @\ {m}. De la estructura de arbol
de Q, en la Subseccién 4.2, se tiene que Q = Sop U Q) U Sm41 es el conjunto de vértices de un subcarcaj
pleno Q de Q de tipo A.

Para cada fuente k 6 para k = 0, m, sea S,f el soporte del médulo inyectivo asociado a i(k)* en el subcarcaj
pleno de @ con el conjunto de vértices Qg \ Qf-

Observemos que si M es proyectivo y Homg (M, N) contiene un morfismo irreducible, entonces el médulo
M es sumando directo del radical de N, asi N es de tipo A. Supongamos que M no es proyectivo. Entonces,
podemos calcular el trasladado del Auslander-Reiten A(M) via el funtor Nakayama. Tenemos una presen-
tacion proyectiva minimal de M : p! po M 0 haciendo P := @D,cr Pi, donde i corre

sobre un conjunto R de fuentes de Q' y P! := @jeR, P;, donde j corre sobre un conjunto R’ dado por la
unién de {0, m + 1} con los pozos de Qj \ {1, m}.

Por [Observacién 3.1][Gab80] con la ayuda del funtor de Nakayama, obtenemos una presentacién inyectiva
minimal del trasladado de Auslander-Reiten de M : 0 —— A(M) —— 1 —— [0, con I := @, i
y I = @JeR, I;. Para k € R, sea k™, respectivamente k~, la fuente sucesora de @', es decir, el vértice
kT que es fuente y ademés existe flecha de k a kT (o ﬂecha de kT a k) respectivamente la antecesora, es
decir, el vértice k~ que es fuente y ademds existe flecha de k= a k (o flecha de k a k7)), con la convencién
de que kT = m, respectivamente k= = 1, si no existe dicha fuente. Entonces, para cada pozo k € QJ,
el soporte de Ij estd dado por S, U S,’; U (Supp(Ix) N Qp). El soporte de Iy, respectivamente de I, 41,
es SEL U (Supp(lp) N Qg), respectivamente S;° U (Supp(/m+1) N Qg), donde I, respectivamente g, es el mas
pequefio, respectivamente la més grande fuente de Q. El soporte de I,k € R contiene S,:f. Esto implica
que el soporte de A(M) es un subconjunto de Q.

Sea X el término medio de la sucesién de Auslander-Reiten 0 —— A(M) X M 0 . Tene-

mos que Supp X C Supp(A(M))USupp M C Qg. Por tanto, X es de tipo A. El Teorema de Auslander-Reiten
dice que el médulo N es un sumando directo de X. Asi, N es de tipo A.
El caso donde M es simple es similar. |

Demostracion del Teorema 4.3.8. Sea M el Q-mdédulo inescindible de tipo A. Por el Lema anterior, la
componente de M en el carcaj de Auslander-Reiten contiene mdédulos sélo de tipo A, por tanto sélo hay
un nimero finito de dichos @—mddulos inescindibles. Por tanto, por [Proposicién 6.3][Gab80], cada médulo
inescindible es de tipo A, y en particular de multiplicidad libre. Asi, existe una correspondencia uno a uno
entre ()-mddulos inescindibles y subcarcajes plenos de @ de tipo A. Sea i un vértice de @ tal que es de grado
uno y j cualquier vértice de (). Por la subseccién 4.2, existe un unico subcarcaj pleno de tipo A de Q cuyos
vértices extremos son ¢ y j. Esto implica, por induccién, que el nimero de tales subcarcajes es w Por

1 . . o ,
n("+ ) médulos inescindibles, como se queria mostrar.

tanto, hay
Corolario 4.3.10. La categoria Cr es abeliana.

Sean i € Qr, y M € Ind(Qr) denotaremos con n;(M) a la multiplicidad de un médulo simple S; en M.
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Corolario 4.3.11. Eziste una biyeccion ¢ entre Ind(Qr) y las diagonales del poligono P que no estin en la
triangulacion T. Mds ain para M € Ind(Qr) y cualquier vértice i € Qr, la multiplicidad del mddulo simple
Si en el médulo M es 1 si ¢(M) cruza la i-ésima diagonal de T, y cero si no lo cruza. En particular, dados
M, M’ € Ind(Qr), tenemos que M = M' si y sélo si ny(M) = n;(M') para todo i.

4.4. Carcajes equivalentes al lineal

Ya tenemos definida la mutaciéon de carcajes, en esta seccion daremos una caracterizacién de los carcajes
equivalentes al lineal mediante mutaciénes. Para ello consideraremos el siguiente resultado.

Lema 4.4.1. Todas las orientaciones de A, son equivalentes bajo mutacion.

Demostracion. La demostracién se obtiene por casos, demostrando que cualquier orientacién es equivalente
a la lineal

aq (o7 Qn—1 Qn

1 2 n—1——n.

Supongamos que se tiene una orientacién distinta a la lineal, y sea i el vértice
maximal tal que «; tiene la orientacion

Qi1

i >+ 1 n.

Basta con distinguir los siguientes casos:

(a)

. Q-1
1—1——1.

(b)

. Xi—1 .
t—1=<—1.

El caso (b) se resuelve al mutar en direccién ¢, mientras que el caso (a) se resuelve al mutar n — i — 1 veces,
primero en direccion i + 1, después ¢ + 2 y continuando hasta mutar en direccién n, se obtiene la orientacién
lineal.

Definicién 4.4.2. Sea @, la clase de los carcajes con n vértices el cual satisface:

(C1) Todos los ciclos estdn orientados y son de longitud 3.
(C2) Cada vértice tiene a lo mds cuatro vecinos.

(C3) Siun vértice tiene cuatro vecinos, entonces el vértice pertenece exactamente a dos 3-ciclos: uno formado
con dos de sus aristas adyacentes, y el otro con otras dos.

(C4) Siun vértice tiene exactamente tres vecinos, entonces dos aristas adyacentes pertenecen a un 3-ciclo y
la tercera arista no pertenece a ningun 3-ciclo.
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Observemos que un 3-ciclo, en la primera condicion, significa un ciclo en la gréafica sin orientar, y no pasa
por la misma arista dos veces.

Lema 4.4.3. @), es cerrado bajo mutacion.

Demostracion. Sea @ € @,. Veremos qué pasa localmente cuando mutamos en el vértice i. Denotamos con
Q@x al carcaj obtenido al mutar en dicho vértice, y a las flechas a de @ con ax a la flecha correspondiente en
Q@ * . Consideremos la flecha

a: j—1.

Notemos que tenemos tres casos:

(i) Supongamos que « no pertenece a ningiin 3-ciclo ni en @ ni en @Q*, entonces i no tiene mas de tres
vecinos y basta con verificar ese vértice porque la mutacion en ¢ sobre el vértice j deja las flechas iguales.
Ahora, si i tiene dos vértices vecinos y no pertenece a un ciclo, entonces @Qx* es de tipo @,,. Notemos
que 7 no puede pertenecer a un ciclo, porque entonces al mutar () en i, se tiene que ax pertenece a
un 3-ciclo. Ahora, si i tiene tres vértices vecinos, entonces ax pertenece a un 3-ciclo en @, lo cual no
puede ser cierto por hipétesis, por tanto i sélo puede tener dos vértices vecinos que no forman parte
de un tres ciclo.

(ii) Supongamos que « pertenece a un 3-ciclo en ) pero ax no pertenece a un 3-ciclo en @ * . Notemos
que i ya tiene dos vértices vecinos, falta observar qué pasa si tiene tres o cuatro vecinos, i no puede
tiener tres vecinos pues la flecha que no pertenece a un 3-ciclo, genera un 3-ciclo en @* que contienen
a a . Supongamos que 7 tiene cuatro vecinos, lo cual tampoco puede suceder ya que ¢ pertenece a dos
3-ciclos en @), pero al mutar en ¢ obtenemos 3-ciclos en (Q* que contienen a ax, lo cual contradice la
hipdtesis. Por tanto Qx* es de tipo Q.

(iii) Supongamos que « no pertenece a un 3-ciclo en @) pero ax si pertenece a un 3-ciclo en @ *. Como « no
pertenece a un 3-ciclo, entonces ¢ sélo puede tener a lo méas dos vértices vecinos. Sean h, k los vecinos
de i. Si i es una fuente, entonces i* es un pozo, asi el nuevo Qx es de tipo @,,. Supongamos que dos de
las flechas terminan en ¢ y la otra flecha sale de 7, por tanto el carcaj @* tiene al menos un 3-ciclo que
contiene a « * . Por tanto @+ es de tipo Q,. Por otro lado, supongamos que las otras dos flechas que
no son « salen de 7, asi al mutar en ¢ tenemos que @* tiene al menos un 3-ciclo que contiene a « * .

Con todo lo anterior, se tiene que Qx* es de tipo Q.
El caso donde

a:j—=7,
es analogo.

Lema 4.4.4. Si Q1,Q2 son carcajes en @, y tienen el mismo numero de 3-ciclos, entonces Q2 puede ser
obtenido de Q1 por mutaciones iteradas donde todos los carcajes intermedios resultantes de las iteraciones
tienen también el mismo nimero de 3-ciclos.

Demostracion. Es necesario probar que todos los carcajes en @, pueden ser mutados sin cambiar el niimero
de 3-ciclos. En este proceso permitimos mutar en fuentes, pozos, y vértices de grado tres y cuatro, como las
mutacidnes que no cambian el nimero de 3-ciclos para carcajes en @,,.
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Definimos una funcién distancia sobre el conjunto de 3-ciclos en carcajes en @,,. Para cada par C,C’ de
diferentes 3-ciclos en @, definimos la dg(C, C’) como la longitud de la tnica trayectoria entre C'y C’, (quizds
sin orientar), es decir, el nimero de aristas en esta trayectoria; es facil ver que la trayectoria es tnica, ya que
si hubiesen dos trayectorias entre C' y C’ tendriamos ciclos de longitud mayor a 3.

Sea @ un carcaj en @, y supongamos que el carcaj sin orientar de () no es A,,. Definimos un orden total en
un subconjunto Sg del conjunto de los 3-ciclos de Q. Este subconjunto no estéd definido de manera tnica. @
debe contener un 3-ciclo el cual sélo estd conectado a otro 3-ciclo a través (a lo mas) de uno de sus vértices.
Escogemos uno de esos ciclos y le llamamos C7. Si hay més 3-ciclos, sea C5 uno de los 3-ciclos el cual
minimiza la dg(C4, C2). Si hay més 3-ciclos, sea Cs # C; uno de los 3-ciclos tal que minimiza dg(Ca, C3). Si
C; esté definido para algin ¢ > 3, y existe uno o mas 3-ciclos C tales que dg(C;, C) < dg(C;,C) para j < 1,
sea Cjy1 uno de los cuales minimiza dg(C;, —) entre los 3-ciclos con esta propiedad. Continuando con esta
forma hasta que Cy esté definido, pero Cs41 no pueda ser definido. Sea Sg = {C1, ..., Cs} nuestro conjunto
totalmente ordenado de 3-ciclos.

Después, veremos que tenemos un procedimiento para mover 3-ciclos en el carcaj y estar més cerca entre
ellos. Sea C'y C’ un par de 3-ciclos vecinos en @ tales que dg(C,C’) > 1. Queremos mover a C'y C’ para
que estén lo més cerca posible con mutacién. Salvo orientacion en la arista de d a e, esto se ve como en el
siguiente diagrama. La otra orientaciéon da una situacién similar.

Qa Qb
/a b
Q. c d e — Yy Qq

En el diagrama anterior los @); son subcarcajes. Mutando en d tenemos el siguiente carcaj Q* :

Qa Qb
T\ b\
Q e—diee—e—— o —— [ g,

La tnica diferencia entre Q y Q* es que dg«(C*,C’) = dg(C,C’) — 1, y después de la mutacién existe una
trayectoria de longitud 1 entre C* y .. Esta es la mutacion que se usa para acercar dos ciclos.
Supongamos que hay un un 3-ciclo C en @ tal que no estd en Sg. Usaremos el procedimiento de acercar
3-ciclos para producir un nuevo carcaj * con una sucesiéon Sg- de 3-ciclos tales que el tamano de Sg- sea
igual al tamafio de Sg + 1.
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El carcaj @, con esta sucesién Sg se ve asi:

Ql Qi QS (4.5)
x1 % Ts
N N N
“““““““ Z1 Y1 o 24 Yi oo Zg s
donde los @; son subcarcajes, y C estd en @); para algin i = 2,3,...,s—1, lo cual se sigue de la definicién de

C'y de s. Tenemos que C puede moverse hacia z;, usando el procedimiento descrito anteriormente. Podemos
realizar este procedimiento hasta que C'y C; compartan el vértice z;, y z; tenga cuatro vecinos. Entonces
mutamos en el vértice z; del siguiente diagrama (lo cual vemos de manera local)

! /
2 Yi

Zi Yi

y obtenemos:

Zi Yi

Llamamos al carcaj resultante Q*. Después de etiquetar tenemos una sucesiéon C7,...,Cy,; de 3-ciclos en
el carcaj %, donde C7 = C; para j <iy C; = C;_1 para j > i+ 1. Este es el candidato de Sq-.
Extendiendo nuestro conjunto totalmente ordenado las veces necesarias, tendremos un carcaj donde todos los
3-ciclos estén en una sucesién C, . .., Cs como en el diagrama (4.5) para algin s y los subcarcajes Q1, ..., Qs
son trayectorias (no dirigidas).

Si ys en el diagrama (4.5) tiene grado 3, movemos Cs a la derecha mutando en y, y continuando de la
misma forma, cuando lleguemos a un diagrama como el de (4.5) donde ys tenga sélo dos vecinos (x5 y
zs), reducimos Qs mutando en x4 y continuando hasta que el nuevo z, tenga sélo a ys y zs como vecinos.
Orientando convenientemente a Qs como en el Lema 4.4.1, podemos hacer esto de tal forma que y, tenga
solamente dos vecinos, y Cs este conectado al resto del carcaj sélo a través de z;. Sucesivamente al generar
Cs_1,...,C1 tendremos un carcaj que consiste de una sucesién de 3-ciclos con dg(C;, Ciy1) = 0 para vecinos
C; y Ci41 y posiblemente con algunas trayectorias no dirigidas como se ve en el diagrama:
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x1 Ts_1 Ts (4.6)
° ° . 21 Y1 Rs—1 Zs Ys

La orientacién de Cs no importa mucho, pues podemos voltearlo en el diagrama. Si i es el numero mas grande
y menor que s tal que C; no estd orientado en direccion de las manecillas del reloj, mutamos en y; = 2,11 y
conseguimos un diagrama similar donde el nuevo C; estd orientado en la direcciéon opuesta a las manecillas
del reloj, y el nuevo C; estd orientado en el sentido de las manecillas del reloj. Haciendo esto las veces que

sea necesario, tenemos el carcaj que queriamos.
|

Proposicion 4.4.5. Un carcaj Q es equivalente bajo mutacion a A, si y sélo si Q € Q.

Demostracion. Sabemos que todas las orientaciones de A, estan en Q.

Se sigue del Lema 4.4.4 que todos los miembros de ,, pueden alcanzarse por mutaciones iteradas a un carcaj
A, pues al mutar el carcaj en el diagrama (4.6) en todos los x; obtenemos un carcaj con grafica sin orientar
A,,, y podemos ir en reversa del proceso de la prueba anterior para llegar a cualquier Q € @,,. [ |
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0.1. IDEALES PRIMOS ESPECIALES

En éste apéndice nos referimos a la notacién y resultados del libro [Ful] de donde obtuvimos el resultado
principal.

0.1. El ideal generado por las coordenadas de Pliicker es un ideal
primo

En esta parte construiremos y estudiaremos unas representaciones polinomiales irreducibles del grupo general
lineal GL,,(F), donde E es un espacio vectorial definido sobre el campo de los complejos. Estas represen-
taciones pueden ser formadas por una construccion que en algebra lineal generaliza una construccién bien
conocida de productos simétricos y exteriores; y ademas esto tiene sentido para un moédulo sobre un ani-
llo conmutativo. Estas representaciones son parametrizadas por diagramas de Young A con al menos m
renglones, y tenemos bases correspondientes a tablas de Young sobre A con entradas en 1,...,m.

Sea R un anillo conmutativo y E un R-mdédulo. Consideremos ademés cualquier particién A, construiremos
un R-médulo denotado por E*. El producto cartesiano de n = |A| copias de E serd escrito como E** pero
etiquetado por los n cuadros de un diagrama de Young de A. Asf un elemento v € E** est4a dado especificando
un elemento de E por cada cuadro en el diagrama de .

Para la construccién necesitamos la siguiente

Definicién 0.1.1. Dadas una numeraciéon T de un diagrama de Young asociado a una particion A, dos
columnas del diagrama y la eleccién de un conjunto de un mismo numero de cuadros en cada una de
las columnas elegidas, se define el intercambio en la numeracién T' como la numeracién S obtenida de T
intercambiando las entradas en los dos conjuntos de cuadros elegidos manteniendo el orden vertical en cada
una, y las entradas del diagrama que no se consideraron en la eleccién de cuadros se quedan igual.

Ejemplo 0.1.1. Consideremos la siguiente particién A = (4, 3,3,2) y elijamos a la segunda y tercera colum-
na, con un subconjunto de dos cuadros en cada una; el segundo y cuarto cuadro para la segunda columna y
los dos primeros para la tercera columna y haciendo el intercambio de esas dos columnas, lo que nos resulta
es lo siguiente;

1 5 2 1 1 5 3 1
1 (3] 4 Intercambio 1275

= > T =
2 4 5 2 4 5
315 3| 4

Consideremos funciones p : EX* — F con F un R-médulo tales que satisfacen las siguientes propiedades:
(1) p es multilineal, es decir, si fijamos una entrada, entonces p es R-lineal en esa entrada.

(2) p es alternante en las entradas de cualquier columna de A. Esto es, p se hace cero siempre que dos
entradas iguales estdn en la misma columna, junto con (1), tenemos que p(v) = —p(v’) si v’ es obtenida
de v intercambiando dos entradas en una columna.

(3) Para cualquiera v € E*?, se tiene que p(v) = Y p(w) donde la suma es sobre todos los w obtenidos de
v intercambiando entre dos columnas, con un subconjunto dado de cuadros fijo en la columna derecha
escogida.
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Note que si el nimero de cuadros elegidos es k y la longitud de la columna izquierda elegida es ¢, entonces hay
(g) tales w para un v dado. Como tenemos (1) y (2), basta con que calculemos los cambios en los primeros
cuadros de la columna derecha. Por ejemplo A = (2,2, 2) y escogiendo el primer cuadro de la segunda columna
tenemos que

X | u X | Z u | X X |y
plly|v =p ||y |v]|l + e |||Vl + po||lu]|vV
zZ | W u | w zZ | W Z | W

para todo x,y, z,u,v,w € E.

Definimos el Médulo de Schur E* como el médulo universal para tales funciones p. Es decir, E* es un
R-médulo y si tenemos una funcién EX* — E*| que denotamos v — v, que satisface (1)-(3), entonces
para cada homomorfismo p : EX* — F, existe un tinico homomorfismo p : E* — F de R-médulos tal que
p(v) = p(v), para todo v € EX*.

Consideremos los casos extremos, es decir, cuando A = (n). Entonces la propiedad (2) es vacfa, y (3) dice
que todas las entradas conmutan, por tanto vemos que E(™) es la potencia simétrica Sym"(E), la cual es
construida como el cociente de E®™ por el submédulo generado por todos los v1 ® ... ® v, — Vg (1) « -+ Vor(n)s
para toda v; € E'y o € S,,. Similarmente, si A = (1"), entonces la propiedad (3) es vacia y (2) dice que
las entradas son alternantes; asi E(") es la potencia exterior A™(F) la cual es construida como el cociente
de E®™ por el submddulo generado por todos los v; ® ... ® v,, donde cualesquiera dos v; son iguales. El
hecho de que E* es tinico, salvo isomorfismo canénico, se sigue de la descripcién como solucién al problema
universal. Para construirlo, notemos que el médulo universal con la propiedad (1) es el producto tensorial de
n copias de E, este producto lo denotaremos por E®* para enfatizar que los factores estan indexados por los
cuadros del diagrama de Young de A. El médulo universal con las propiedades (1) y (2) es el cociente E®*
por el submédulo generado por los tensores de elementos de FE que tienen dos entradas iguales en la misma
columna. Si nuestro ntimero A decrece las columnas de izquierda a derecha, esto identifica al tltimo médulo
con el médulo A/ME ®p ... 09z AME, donde u; es la longitud de la ¢-ésima columna del diagrama de A, es
decir p = \.

La funcién de E** a A" E es la siguiente: dado un vector en EX*, la funcién toma el producto exterior de
las entradas en cada columna de arriba hacia abajo, y luego toma el producto tensorial de esas clases. Por
ejemplo, dado el siguiente diagrama

X u
y v
Z W

bajo la funcién descrita antes tiene imagen (xAyAz)®(uAvAw) € A2E®@A3E. Escribimos esta transfomacién
de E** a ® A E como v — Av. Entonces

E*=N"EQ@p...0r NME/QMNE), (1)

4



0.1. IDEALES PRIMOS ESPECIALES

donde Q*(E) es el submédulo generado por todos los elementos de la forma Av — Y Aw, donde la suma
sobre todos los w obtenidos de v por intercambio con el procedimiento descrito en (3), para una eleccién de
cuadros y columnas.

Definicién 0.1.2. Sea eq,..., e, un conjunto ordenado de elementos en F. Entonces, para cualquier nu-
meracién T de A con elementos en {1,...,m}, tenemos un elemento en £** reemplazando cualquier i en un
cuadro de T por el elemento e;. La imagen de este elemento en E* lo denotamos por er.

Lema 0.1.3. Si E es libre en e1, ..., e, entonces E» = F/Q, donde F es libre en los elementos ep para
todas las numeraciones T de A con entradas en 1...,m y Q es generado por los elementos:

(la) er si T tiene dos entradas iguales en cualquier columna;
(2a) er + ers donde T es obtenida de T intercambiando dos entradas en una columna;

(3a) er — > eg, donde la suma sobre todos los S obtenidos de T por un intercambio como en 0.1.

Demostracion. Se sigue de la multilinealidad de las funciones, que los elementos er generan a E*; asf tenemos
la funcién sobreyectiva f : ' — E*. Las propiedades (2) y (3) implican que los generadores de Q bajo la
funcién f se van a cero, asf la funcién inducida f : F/Q — E* es un isomorfismo. En efecto, la funcién ya
es sobreyectiva, demostremos que es inyectiva, para ello notemos que los vectores er cuando T varia sobre
todas las numeraciones de A forman una base para el producto tensorial E®*. El médulo obtenido usando las
relaciones (1a) y (2a) es exactamente el producto tensorial A E® ... AME (y er con todas las columnas
estrictamente crecientes forman una base para este médulo). Las relaciones en (3a) generan las relaciones del
médulo Q*(E), pues los e; generan a E y de la R multilinealidad. Por tanto el Lema se sigue de la ecuacién
(1).

|

Quizés la més simple y temprana aparicién de las relaciones (1)- (3) esta en la siguiente identidad en dlgebra
lineal.

Lema 0.1.4 (Lema de Sylvester). Sean M,N € Mat,.,(R) y 1 < k < p, entonces det(M)det(N) =
> det(M’) det(N') donde la suma corre sobre todos los pares (M',N') de matrices obtenidas de M y N
intercambiando un conjunto fijo de k columnas de N con cualesquiera k columnas de M preservando el
orden de las columnas.

Demostracion. Por la propiedad alternante de los determinantes, no hay perdida de generalidad si suponemos
que el conjunto de columnas fijas de N consta de las primeras k£ columnas. Para vectores vy, - ,v, € RP,
denotamos con |vy - - - vp| al determinante de la matriz cuyas columnas son los vectores vy, - - - , vp,. La identidad
a probar es la siguiente

[v1. .. vplwr .. cwp| = Z [o1 . Wi, WU |Vs -V W Wy (2)
i1 <. <ig

donde, en la suma, los vectores wi, ..., w; son intercambiados con los vectores v;,,...,v;, . Es suficiente
mostrar que la diferencia de los lados de la ecuacién (2) es una funcién alternante de los p + 1 vectores
v1,...,Up, w1 debido a que toda funcién debe hacerse cero (APT1(RP) = (). Para esto es suficiente mostrar
que los dos lados son iguales cuando dos vectores sucesivos v;, v;4+1 son iguales. Lo cual es inmediato de la
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propiedad de los determinantes, ya que en la parte izquierda de la ecuacién (2) se hace cero, y del lado

derecho se hace cero pues tenemos (Z) sumandos en los cuales se anulan s sumandos donde aparecen v; y

v;41 en un mismo determinante en cada sumando y los otros (1,:) — s son un numero par de sumandos que
se eliminan dos a dos de tal forma que la ecuacién (2) se anula; y cuando v, = w; es suficiente probar que
la diferencia de los dos lados en (2) es una funcién alternante de vy, ..., v,, we. Otra vez el caso v; = v;41 es

inmediato, y el caso cuando v, = wy se obtiene de igual manera por la propiedad de los determinantes. W

Sean Z;; indeterminadas con 1 <i <n,1 <j<my R[Z] = R[Zi1,...,Znm] €l anillo de polinomios en esas
variables. Para cada p-tupla i1,...,4, de enteros en {1,...m} con p < n, sea
Zlil e Zlip
Dil,...,ip = det : .
Zpiy v Zpi,
la cual es una funcién alternante en 41,...,4,. Para todo diagrama de Young A, con al menos n renglones
y una numeracién arbitraria T de A con entradas en {1,...,m}, denotamos por Dr al producto de los

determinantes correspondientes a las columnas de T, es decir, Dp = Hé:l D11 jyr(2,5)..7(n;,5) donde pi; es
la longitud de la j-ésima columna de A y T(; ;) es la entrada de T' en el i-ésimo renglén y j-ésima columna.

Lema 0.1.5. Si E es libre con base ey, ..., e, entonces existe un homomorfismo candnico de E* a R[Z]
que envia e a Dt para toda T.

Demostracion. Usando el Lema 0.1.3, es suficiente probar que los elementos Dr satisfacen las propiedades
correspondientes a (la)-(3a) del Lema. Las primeras dos propiedades se siguen de la propiedad alternante
de los determinantes. La propiedad (3a) se sigue del Lema de Sylvester aplicado a las matrices apropiadas.
Para esto, supongamos que las dos columnas de T en las cuales el intercambio tiene lugar son las dos

primeras y que se realiza en las entradas ii,...,%, de la primera y ji,...,j, de la segunda. Sean N =
Zijy, - 21y, 0 Ziiy - L,
ST M= S
Zpir - Zpi, Ip—q Zpis - iy

donde la matriz N tiene la matriz identidad de tamano p — q en la parte inferior derecha, y un bloque
de ceros sobre esa matriz de tamano g X (p — ¢). El Lema de Sylvester, aplicado a esas dos matrices y el
subconjunto de columnas especificado por el subconjunto de la columna derecha de T' como intercambio, nos

da el resultado deseado. |
Teorema 0.1.6. Si E es libre con generadores e1, ..., en, entonces E* es libre con generadores er, cuando
T waria sobre todas los tablas sobre A con entradas en {1,...,m}.

Demostracion. Para la prueba de que er genera a E™, necesitamos definir un nuevo orden en las numeracio-
nes; sean T, 7" numeraciones de \. Decimos que T' < T” si en la primera columna (de derecha a izquierda)
diferente en las dos numeraciones, en el primer cuadro donde las numeraciones son distintas (de abajo a arri-
ba) la entrada en 7" es mayor que la de 7. Usaremos el Lema 0.1.3 donde nos dice que E* = F/(Q, debemos
mostrar que dada cualquier numeraciéon T, que no es una tabla, podemos escribir a ey como combinacién
lineal de elementos eg, con T' < S y elementos en ). Podemos asumir que las entradas en las columnas de
T son estrictamente crecientes, usando las relaciones (la) y (2a), note que al hacer que las columnas sean
estrictamente crecientes en T, podemos reemplazarlo por un T’ més grande que T' en el orden descrito. Si

6
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las columnas de T son estrictamente crecientes pero no es una tabla, supongamos que la k-ésima entrada
de la columnas j es estrictamente mas grande que la k-ésima entrada de la j + 1 columna. Entonces, te-
nemos que ey = Y eg, donde la suma es sobre todas las S obtenidas de T intercambiando las primeras k
entradas de la j + 1 columna de T con k entradas en la j columna, y como cada S es mayor que 7" en este
orden, por tanto ey genera a E*. Para probar que er son linealmente independientes, usaremos el Lema
0.1.5, para asi probar que los Dy son linealmente independientes cuando T varia sobre las tablas. Para
esto, ordenemos las variables Z;; en el siguiente orden: Z;; < Zyj sii <4 6 ¢ =14y j < j. Ordenamos
también los monomios en esas variables lexicograficamente: M; < M si el més pequeiio Z;; que ocurre
en una potencia diferente ocurre en la potencia mas pequenia en M; que en M. Note que si My < Ms y
N1 < Ny, entonces M1 N, < M3Ns. De esta definicion, se sigue que el monomio més pequeno que aparece en
un determinante D;, . ; con i1 < ... <y, es el término diagonal Zy;, - -+ Zp;,. Por tanto el monomio més
pequenia que aparece en Dr, si T tiene columnas crecientes, es H(Zi’j)mT(i’j) donde my(i,j) es el nimero
de veces que j aparece en la i-ésimo renglén de T'. Este monomio ocurre con coeficiente 1. Ordenamos las
tablas T' < T si el primer renglén donde ellos difieren, y la primera entrada donde ellos son distintos en ese
renglén, es mds pequeno en T que en T”. Equivalentemente, el méds pequeno i para el cual existe un j con
mrp(i,j) # mp(i,7), vy el mas pequeno tal j tal que mp(i,7) < mp (i, ). Se sigue que si T' < T”, entonces el
monomio mas pequeno que ocurre en D es més pequeno que cualquier monomio en Dp/. De esto, tenemos
la independencia lineal, pues si > ryDr = 0, tomando T minimo tal que rr # 0, y entonces el coeficiente
de H(Zi’j)mT(i’j) en Y rrDr es rp.

|

Corolario 0.1.7. La funcién de E* a R[Z] es inyectiva y su imagen D es libre en los polinomios Dr
cuando T wvaria sobre las tablas en A con {1,...,m}.

El ideal de las relaciones cuadraticas

El principal resultado puede ser escrito en términos de dlgebras simétricas. Recordemos que para un espacio
vectorial complejo V, el dlgebra simétrica Sym(V) es la suma directa de las potencias simétricas de V:

Sym(V) = @ Sym" V,
n=0

con Sym" V = C. El homomorfismo natural Sym” V @ Sym™ V — Sym" "™ V, que actiia de la siguiente
manera (v1+, ..., Up) QW1+, ..., W) > V15 .oy Uy W1, ..., Wy hace a Sym (V) una C-dlgebra conmutativa
graduada. SiV = V1 @...®V, es una suma directa de r espacios vectoriales, existe un isomorfismo canénico
de algebras Sym(V) = Sym(V;) & ... ® Sym(V}.), pues se sigue de la propiedad universal de las potencias
simétricas. En particular, tomando una base X1, ..., X, para V nos da una identificacién de Sym (V') con el
anillo de polinomios C[X7, ..., X,]. Sea m un entero fijo tal que m > d; > ... > ds; > 0 y sea E un espacio
vectorial de dimensién m. Definimos un dlgebra S(E;dy, ..., d,) como el dlgebra simétrica A E@...GASE,
moédulo el ideal generado por las relaciones cuadraticas

S(E;dy,...,ds) =®Sym™(AME)®...® Sym™ (A* E)/Q, (3)

donde la suma corre sobre todas las s-tuplas (as, ..., as) de enteros no negativos, donde Q = Q(E;d1,...,ds)
es el ideal generado por las relaciones cuadraticas, las cuales son obtenidas como sigue: para cualquier par

7



0.1. IDEALES PRIMOS ESPECIALES

p>gen{di,...,ds}, y cualquiera v1,...,vp y wi,...,w, en E, un generador de @ es (v1 A ... Avp)(wy A
o Awg) — Zi1<‘_<ik (v1... w1 ... WE ... Vp) (Vi ... Vi Wkt - .. Wq) donde en la suma, los vectores wi, ..., wy
son intercambiados con los vectores v;,,...,v;, . Note que si p > g, este generador estd en APE ® ANE, y si
p = q estd en Sym?(APE).

Tomando una base para ey, ..., e, para F, es decir identificando E con C™, esta &lgebra S(FE;d1,...,ds)
puede ser identificada con el cociente de un anillo polinomial con variables X;, . ;, , para subconjuntos de p
elementos iy,...,4, de {1,...,m}, con p € {dy,...,ds}; X;, . ;, corresponde a e;; A...Ae;, € \PE. Asi, el
ideal es generado por todas las relaciones cuadraticas

Xivsoosin Xiroda = D X s Xt s (4)

donde la suma corre sobre todos los intercambios de ji,...,ji con k de los indices 41,...,%,, con p > g >
k>1,p,q €{di,...,ds}. Denotamos este anillo por S(m;di,...,ds) :

S(m; dl, ceey ds) = (C[Xil.,m,ipvp S {dlv e ,ds}}/Q, (5)
donde @ esta generado por las relaciones dadas en (4). )
Sea A una particién cuyas columnas tienen longitud en el conjunto {di,...,ds}, esto es, el conjugado A
tiene forma (dj*---d% ) para enteros no negativos ai,...,as, es decir A = (di* ---d%) donde a; indica el

numero de veces que aparece d; en la particién de X. Hemos visto que la representacion E* es el cociente de
Sym™ (A" E) ®...® Sym® (A% E) por el subespacio generado por las relaciones cuadraticas. En particular,
se sigue que el dlgebra S(m;dy,...,ds) es la suma directa de copias de E*. Si n > di, el Corolario 0.1.7
nos da un isomorfismo canénico de S(m;dy,...,ds) al subdlgebra de C[Z] generada por todos los Dy, donde
T varia sobre todas las tablas sobre diagramas de Young cuyas columnas tienen longitudes {di,...,ds} y
cuyas entradas estdn en {1,...,m}, este isomorfismo lleva a Xiy,...ip en Dy, ;. Mas atin, hemos visto que
cada E* es isomorfo a D* bajo el isomorfismo, entonces basta probar que la suma de D* en C[Z] es directa,
lo cual se sigue del hecho de que D* son representaciones irreducibles no isomorfas. En particular, el anillo
S(m;dy,...,ds) es un dominio entero, pues es isomorfo al subanillo del anillo de polinomios C[Z].

De lo anterior se puede deducir la siguiente:

Proposicién 0.1.8. El ideal en Sym® (AME) @ ... ® Sym® (A% E) generado por la relaciones cuadrdticas
es un ideal primo.

El resultado también es cierto cuando C es reemplazado por cualquier dominio entero R, y E es un R-
médulo libre con m generadores. El anillo S(m;dy,...,ds) definido como el cociente de un anillo polinomial
R[Xil’,,,,ip] por el ideal generado por los polinomios D,y el Dy para T una tablas de una forma con columnas
de longitudes dy, ..., ds y entradas en {1,...,m}, forman una base. Adem4s, la prueba es la misma una vez
que conocemos la independencia lineal de los Dr.

Corolario 0.1.9. FEl ideal generado por las relaciones de Pliicker, es un ideal primo.

Demostracion. Como el ideal generado por las relaciones de Pliicker es un ideal generado por relaciones
cuadraticas y ademas vimos al principio de esta subsecciéon que tenemos una identificacion de las algebras
simétricas sobre C con el anillo de polinomios con variables los elementos de una base del espacio, en nuestro
caso este anillo de polinomios es Cley, ..., eq, 21, ..., Z,]. Por tanto, la Proposicién 0.1.8 nos dice que el ideal
generado por las relaciones de Pliicker son un ideal primo. |
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