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Introduccion

En este texto se describen dos construcciones. La primera consiste en
elaborar una teoria de conjuntos en un topos arbitrario, estableciendo asi una
correspondencia del topos a la teoria de conjuntos, mientras la segunda gene-
ra una categoria a partir de un modelo para una forma débil de la axiomatica
de Zermelo-Fraenkel, estableciendo una correspondencia en el otro sentido.
Como punto de partida tomé las reflexiones en la obra de Goldblatt [Gol79]
en torno a la construccion de una teoria de conjuntos para un topos. Este
libro me sirvié de introduccién a la teoria formal que el matemético aleman
Gerhard Osius presenta en [Osi74].

En el primer capitulo se presentan las propiedades necesarias para llevar
a cabo los desarrollos posteriores. Se describen propiedades de la estructura
asi como algunos aspectos logicos. La mayoria de estos resultados consti-
tuyen nociones generales para el lector familiarizado con la teoria de topos.
También se demuestran algunas afirmaciones que se utilizan en el desarrollo
posterior. El texto de Goldblatt constituye la referencia principal, mientras
que el pequeno libro de Kock & Wraith [KW71] y el muy extenso libro de
Moerdijk & MacLane [MMO92]| me aportaron una visién complementaria.

En el capitulo siguiente se procede a generalizar algunas propiedades del
topos de los conjuntos Con. Se procede expresando estas propiedades en
lenguaje de categorias. Desde un punto de vista tedrico esta abstraccion
aporta una vision de los axiomas de Zermelo-Fraenkel en términos de mor-
fismos en el contexto de un topos arbitrario. Este segundo capitulo retine las
ideas de diferentes secciones del libro de Goldblatt y recupera el teorema de
Diaconescu en base a la demostracion que se encuentra en el complejo libro
de Johnstone [Joh79).

La construccion de una teoria de conjuntos en un topos se centra en la
definiciéon de la relacién de pertenencia. Se procede al estudio de algunas
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propiedades fundamentales de esta relacion en el topos de conjuntos con su
subsecuente generalizacién. La nocién de conjunto transitivo resulta funda-
mental. El teorema del colapso de Mostowski permite la caracterizacion de
un objeto conjunto transitivo y la definicién de objeto conjunto en un topos
arbitrario. La construccién de los objetos conjunto respeta la nocion intuitiva
de jerarquia acumulativa; existen un objeto conjunto inicial, una operacién
de union y un endofuntor que determina el objeto conjunto potencia. Por
ultimo se establece la definicién de la relacién de pertenencia para objetos
conjunto en un topos arbitrario. La discusion en torno a las propiedades de la
pertenencia en el topos de los conjuntos se inspira de Goldblatt. Elegi utilizar
la definicion de objeto conjunto de Goldblatt en vez de la de Osius o la de
Johnstone. Las propiedades de los objetos conjunto se detallan siguiendo el
articulo de Osius.

En el dltimo capitulo se presentan de manera explicita las construcciones
que ligan teoria de conjuntos y teoria de topos. Posteriormente se comparan
los modelos y las categorias obtenidos y se establecen equivalencias. Goldblatt
esboza estos resultados de manera informal mientras que Osius y Johnstone
desarrollan propiamente la teoria.

La notacion se introduce principalmente en el primer capitulo. El desa-
rrollo subsecuente del texto marca la necesidad de nuevas nociones. Con un
propésito de claridad se aislan las demostraciones de tres teoremas impor-
tantes en un apéndice al final del texto. Mi intencién es la de detallar el
razonamiento que se encuentra detrds de las nociones y las pruebas, por lo
tanto los diagramas abundan a lo largo del texto. Con excepcién de los re-
sultados generales del primer capitulo y el resultado de Ig Sung Kim [Kim04]
relativo al buen orden en un topos y que menciono en la observacién (4.4.6),
todas las afirmaciones se acompanan de una prueba.

Este texto fue elaborado en una computadora bajo el sistema operativo
Linux y el entorno gréafico Kile para IXTEX. Para los diagramas utilizo la
biblioteca diagrams de Paul Taylor.

Dedico este trabajo a Flora, Ernesto, Denise, Floolfa y a la memoria de
Adrian.

Ernesto Cedillo Arias
Junio 2010



Capitulo 1
Topos

En este capitulo se introducen algunas propiedades de un topos elemental
necesarias para los desarrollos posteriores.

1.1. Propiedades generales

Definicién 1.1.1 (Clasificador de subobjetos). Dada una categoria C con
objeto terminal 1, un clasificador de subobjetos para C es una pareja (€2, T),
compuesta por un objeto €2 y un morfismo T : 1 — 2, tales que para cada
monomorfismo s : S — X existe un unico morfismo y, : X — € tal que el
siguiente diagrama es un producto fibrado.

s % . x
X
1 Q
T

Se dice que x; es el morfismo caracteristico o cardcter del monomorfismo s.

Definicién 1.1.2 (Exponenciales). Una categoria con productos binarios
tiene objetos exponenciales si para cada par de objetos a, b existe un objeto
a’ y un morfismo ev : a® x b — a tales que para cualquier objeto ¢ y morfismo



g : ¢ xb — a existe un unico morfismo A, : ¢ — a® tal que el siguiente
diagrama conmuta.

c cxb
Ay Ay X idy g
a’ a®xbhb—+q

ev
En este caso el funtor (—)® es adjunto derecho del funtor (—) x b.

Definicién 1.1.3 (Topos). Un topos elemental es una categoria £ que satis-
face las siguientes propiedades.

1. &€ tiene limites finitos,
2. & tiene exponenciales,

3. & tiene clasificador de subobjetos.

Un interesante resultado de C.J. Mikkelsen y demostrado elegantemente
por R. Paré en [Par74] establece que la existencia de colimites finitos es una
consecuencia de los axiomas anteriores. Por lo tanto un topos es una categoria
cartesiana cerrada con clasificador de subobjetos.

= La categoria C'on tiene por objetos a los conjuntos y sus morfismos son
funciones. Esta categoria es un topos y de hecho su estudio constituye
uno de los elementos que inspiran la teoria de topos iniciada en 1969
por F.W. Lawvere y M. Tierney.

= Un topos & tiene factorizacion epi-mono:

Dado un morfismo f : a — b en £ existe un epimorfismo f*:a — f(a)y
un monomorfismo im f : f(a) — b (imagen de f) tales que f = im f- f*.
Esta factorizacion es tnica salvo isomorfismos e im f es el subobjeto de
b méas pequeno a través del cual se factoriza el morfismo f. Consulte la
secci6n 4.1 del libro de Van Oosten [van02] y la seccién 5.2 en Goldblatt
[Gol79].



= Sea £ un topos, el objeto inicial se denota 0 y el objeto terminal se
denota 1. Para un objeto a en &£ el tinico morfismo a — 1 se denota !,
y el inico morfismo 0 — a se denota 0.

= Sea ¢ un objeto en un topos &£; la composicién T, : ¢ = 1 — Q se
denota T..

Lema 1.1.4. En un topos un morfismo f con dominio 1 es un monomorfis-
mo.

Demostracion. Observe que para cualesquiera g,h :' Y — 1 con fg = fh,
como 1 es objeto terminal se tiene forzosamente g = h y por lo tanto f es
mono. O]

1.2. Conectivos

Definicién 1.2.1 (Morfismo L). Considere en un topos £ el morfismo 0 — 1
y el producto fibrado que determina su caracter.

00— 1
L

Q

=
El caracter del morfismo 0 — 1 se denota L .

Definicién 1.2.2 (Morfismo A). Para cualquier objeto a en un topos &,
A, a— axaes el morfismo (id,, id,) inducido por el producto. Al cardcter
de A, se le denota d,,.

Definicién 1.2.3 (Morfismo €,). Al subobjeto de 2* x a cuyo caracter es
ev, : % x a — € se le denota €, .



O % a

ev,

Q

T

Definicién 1.2.4 (Nombre de un morfismo). En una categoria C con objetos
exponenciales, sea f : @ — b un morfismo y considere f-pr,: 1 xa —a—b
la composicién con la proyeccion pr,. El morfismo “nombre de f7 se define

como el adjunto exponencial de f-pr,. Este es el dnico morfismo © fl:1—=b
que hace conmutativo el siguiente diagrama.

1xa
f'pra
T xad,
b* X a b
ev

Definicién 1.2.5 (Conectivos de Heyting). En un topos £ con clasificador
de subobjetos €2 se definen los siguientes morfismos.

1. = :Q = Q se define como el caracter del morfismo L .
2. ~Ox0Q—=0Q

Considere el siguiente diagrama:

- - = =

T
{(T,T)

1
\

Q QxQ

Q

El conectivo ~ se define como el caracter del morfismo (T, T) inducido
por el producto 2 x €.



3. w1 O xQ—0Q

Para la composicion Tgq : 2 — Q y la identidad idg el producto 2 x
induce los morfismos (T g, idg) vy (idg, Tq).

Ta

0
l idg idg,
17
X

Q QxQ Q Q Q

Construya el siguiente coproducto.

Q 040

f

(Ta,ida) (ida, Tq)

v
QxQ
El morfismo f = [(Tq,idq), (idg, Tq)] es inducido por la propiedad

universal del coproducto. Considere ahora la imagen de f en su facto-
rizacion epi-mono.

Q+Q / Qx0
I mm f
f(Q+9Q)

El conectivo < se define como el caracter del morfismo im f.

4. =>:OQxQ—Q

Sea e :<— Q x Q) el igualador del conectivo ~: Q x 2 — Q y de la
primera proyeccion del producto, pry : Q x Q — Q.

5



e N

QO x0O

Q

pbry
El conectivo = se define como el caracter del morfismo e.

5. Vg : Q% — Q es el inico morfismo tal que

I’T 1
1 2 . QO
Va
1 Q0
T

es un producto fibrado. El morfismo " T, es el nombre de T, y por
definicion es el adjunto exponencial de la composicién de morfismos
Te-pra:1xa—a— Q.

6. 3, : Q% — Qes el cardcter de la imagen de la composicién de morfismos
Paa- Eq: € — Q% X a — Q% con po. la primera proyeccion, como se
muestra en el siguiente diagrama.

€aq
€ O % a
Pqe
PQe- €q (€) - Q°
( ) tm (an- ea)
dq
1 Q
T



1.3. Algebras de subobjetos

Definicién 1.3.1 (Orden para monomorfismos). En un topos & considere
un objeto d. Sean f y g monomorfismos con codominio d, se define la relacién
f < g siy sélo si existe un morfismo h tal que g - h = f.

A partir del preorden < es posible definir una relacién de equivalencia
para los monomorfismos con codominio d.

Definicién 1.3.2 (Equivalencia de monomorfismos). Dados monomorfismos
f v g con codominio d, se define la relacion f ~gsiysolosi f<gyg<f
si y s6lo si existe h un isomorfismo tal que g - h = f.

Definicién 1.3.3 (Subobjeto). Una clase de equivalencia de monomorfismos
con codominio d bajo la relacién ~ es un subobjeto de d

Definicién 1.3.4 (Sub(d)). En un topos &, la coleccién de subobjetos de d
se denota Sub(d).

Definicién 1.3.5 (Operadores de Heyting). Para cada objeto d en un topos
&, se definen en (Sub(d), <) las siguientes operaciones.

1. Negacion

Sea f :a — d, su negacién es el subobjeto —f : —a — d cuyo caracter
es = - xy. Por lo tanto —f estd determinado por el siguiente producto
fibrado y se cumple y_; = = - x; por unicidad del cardcter.

2. Interseccion

La interseccién de los subobjetos f:a— dy g : b — d es el subobjeto
fMg:alb— d que se obtiene como el producto fibrado de T a lo

7



largo de x¢Mxy =~ -(Xf, Xy)- La unicidad del cardcter de un subobjeto
implica X ng = X M Xg-

3. Union

De manera similar la unién de f : a — dy g : b — d es el subobjeto
fUg:alUb — d que se obtiene como el producto fibrado de T a lo
largo de xrUxy =~ -(Xf, Xy). La unicidad del cardcter de un subobjeto

implica x s = X ¢ U Xg-

4. Implicacion

Sif:ar—dyg:b— dson dos subobjetos de d, entonces el subobjeto
f — g : (a — b) — d se obtiene como el producto fibrado de T a
lo largo de x5y — x4 = = (X, Xy)- La unicidad del cardcter de un

subobjeto implica X ¢ = X5 — Xg-

8



Con las operaciones definidas anteriormente se obtienen los siguientes
resultados.

Afirmacion 1.3.6. Para f y g subobjetos de d, f g es el infimo y fLg
el supremo de los subobjetos f y g. Por lo tanto (Sub(d), <) es una reticula.
(Teorema 1, seccion 7.2 en Goldblatt [Gol79]).

Observaciéon 1.3.7. Observe que las operaciones Ny LI se pueden generalizar
de manera inductiva para cualquier coleccion finita de subobjetos de d. Por
lo tanto Sub(d) es una reticula finitamente completa.

Afirmacién 1.3.8. (Sub(d), <) es una reticula acotada con cero 04 : 0 — d
y unidad idg : d — d. (Teorema 2, seccion 7.2 en Goldblatt [Gol79)]).

Afirmacion 1.3.9. Un subobjeto f : a — d de d satisface f T —f =~ 0.
(Teorema 3, seccion 7.2 en Goldblatt [Gol79]).

Afirmacién 1.3.10. En (Sub(d), <), — es una operacion de pseudocomple-
mento relativo. Es decir que se cumple h < (f — g) si y sdlo st h11 f < g.
(Inciso 1, Teorema 1, seccion 7.5 en Goldblatt [Gol79]).

Afirmacién 1.3.11. En (Sub(d),<), —f es el pseudocomplemento de f.
(Ejemplo 5, seccion 8.3 en Goldblatt [Gol79]).

Afirmacién 1.3.12. (Sub(d), <) es una reticula distributiva.

Demostracion. Si k= (fMg)U (fMh)entonces (fMg) <ky (fMh)<k.
La definicién del pseudocomplemento relativo (1.3.10) implica g < (f — k)
y h < (f — k). Por lo tanto (g Uh) < (f — k) y utilizando nuevamente la
definicién del pseudocomplemento se obtiene

9



fr(guh) <k
<

Si(guh) <(frg)u(fmh).
Por otra parte se cumple (fMg) < fM(gUh)y (fMh) < fri(gUh)y por
lo tanto se obtiene (fMg)U (fMh) < fM(gUh). O

La afirmacion anterior muestra que toda reticula relativamente pseudo-
complementada es una reticula distributiva, este interesante resultado se
encuentra en la obra de Rasiowa & Sikorski [RS63]. Las afirmaciones ante-
riores permiten establecer el siguiente resultado.

Definicién 1.3.13 (Algebra de Heyting). Un dlgebra de Heyting es una
reticula acotada y relativamente pseudocomplementada.

Teorema 1.3.14. En un topos &, para cada objeto d el cociente (Sub(d), <)
es un dlgebra de Heyting.

1.4. Aspectos légicos

Observacion 1.4.1. Para cada objeto d en un topos &, el dlgebra de Hey-
ting Sub(d), con las operaciones —, M, LI, — definidas en (1.3.5), es un modelo
para el calculo proposicional intuicionista. Si Sub(d) es un algebra de Boole
entonces es un modelo para el célculo proposicional cldsico (con tercio ex-
cluido). (Consulte las secciones 1.7 y 1.8 del libro de Moerdijk & MacLane
[MM92] vy 6.3, 6.5, 8.3 del libro de Goldblatt [Gol79])

En los siguientes enunciados “=" denota la implicacién, “A” la conjun-
cion, “V” la disyuncién, “~” la negacién y “~” la identidad.

Definicién 1.4.2 (Légica predicativa). El lenguaje formal de primer orden
para la logica predicativa con identidad o lenguaje formal para la 16gica predi-
cativa estd compuesto por:

1. Un alfabeto de simbolos del lenguaje para variables, conectivos, cuan-
tificadores y predicados.

2. Términos del lenguaje y férmulas atéomicas.

10



3. Reglas para formar férmulas a partir de las férmulas atémicas y los
conectivos.

4. Axiomas proposicionales.

I a=(aha)
II. (anp)=(BAa)
ML (o= B) = ((aAy) = (BA7))
IV. (@AB)A(B=17)) = (a=17))
V. 8= (a=p)
VI. (aA(a=5))=p
VIL o= (aVp)
VIIL (aVB)= (BVa)
IX. ((a=Y)AB=7)=((aVs)=7)
X ~a=(a=p)
XL ((a=B)N (a=~ ) =~
XII. aV ~ «a

5. Axiomas para cuantificadores

Para cada férmula ¢(v) y término ¢t para el cual v es libre en ¢, los
siguientes son axiomas.

IU: Yup = ¢(v/t). (Instanciacién Universal)
GE: ¢(v/t) = Jvyp. (Generalizacion Existencial)

6. Axiomas para la identidad
I1: Para cualquier término ¢, t = ¢, es un axioma.
I2: Para cualquier férmula ¢(v) y términos ¢ y u para los cuales v es
libre en ¢, (t = u) A p(v/t) = @(v/u), es un axioma.

7. Reglas de inferencia para férmulas:

Modus Ponens: De ¢ y (¢ = 1) se infiere 9.

11



8. Reglas de inferencia para cuantificadores:

(V): De ¢ = 1 se infiere ¢ = (Vv)y siempre y cuando v no ocurra
libre en .

(3): De ¢ = 1 se infiere (Jv)e = @ siempre y cuando v no ocurra
libre en .

Observacién 1.4.3. El axioma proposicional XII es véalido en el caso clasico,
cuando el principio del tercio excluido es valido en el modelo. En el caso
general intuicionista sélo son validos los axiomas proposicionales [-XI.

El lenguaje de Mitchell-Bénabou, definido en la secciéon VI.4 del libro de
Moerdijk & MacLane [MM92], permite la interpretacion del lenguaje formal
para la logica predicativa en un topos. En el caso general el topos es un
modelo intuicionista y si el topos es booleano constituye un modelo clasico.

En la seccién 11.4 de Goldblatt [Gol79] se encuentra en detalle la cons-
truccién de una interpretacién para la logica predicativa de primer orden en
un topos a partir de los morfismos definidos en (1.2.5). Esta interpretacion es
la que se considera en este texto. Goldblatt construye esta semantica a partir
de los morfismos en el topos mientras que en Moerdijk & MacLane [MM92]
el lenguaje de Mitchell-Bénabou hace uso de la estructura interna de algebra
de Heyting del objeto €2 y por lo tanto se basa en los objetos del topos. Para
la definicién de una interpretacién a partir de los objetos también se pueden
consultar los capitulos 2 y 3 del libro de Makkai & Reyes [MR77].

En resumen un topos puede constituir un modelo para la teoria de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel dado que los axiomas de esta teoria se expresan
como una instancia de un lenguaje de primer orden con identidad que tiene
por tnico predicado la relacién binaria de pertenencia.

1.5. Elementos y morfismos parciales

Definicién 1.5.1 (Elemento). En una categoria un morfismo z : 1 — a es un
elemento de a o a-elemento. Sean x un a-elemento y f : b — a un subobjeto
en una categoria, se dice que x pertenece a f si y sélo si x se factoriza a
través de f. Se escribe x € f para indicar que se cumple la situaciéon anterior.
Observe que ésta implica la existencia de un b-elemento k : 1 — b que hace
conmutativo el siguiente diagrama.

12



f a

bt
k ‘9”
1

Definicién 1.5.2 (Soporte). En una categoria C con factorizacién epi-mono
el soporte de un objeto a se define como el dominio de la imagen en la
factorizacién epi-mono del morfismo tnico !, : a — 1.

sop(a)

Definicién 1.5.3 (Morfismo parcial). Un morfismo parcial (f,g) : a — ben
una categoria C es un morfismo que tiene por dominio un subobjeto ¢g de a
y por codominio al objeto b. Por lo tanto es un diagrama,

j=p)

con g mono.

Definicién 1.5.4 (Representable). En una categoria C un morfismo parcial
(f,g) : @ — b es representable si y sélo si existen un objeto b y un monomor-
fismo 7, : b — b tales que existe un tinico morfismo f : a — b que hace del
siguiente diagrama un producto fibrado.
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La pareja (b, n;) clasifica los morfismos parciales con codominio b.

En el caso de un topos se dispone del siguiente resultado de F.W. Lawvere y
M. Tierney.

Teorema 1.5.5. En un topos € todo morfismo parcial es representable.

Este teorema es el tema de la seccién 1.3 del libro de Kock & Wraith [KWT71].

1.6. Funtores y Adjunciones

Definicién 1.6.1 (Funtor 3). Sea f : a — b un morfismo en un topos £. El
funtor covariante 3 : £ — £ asigna a cada subobjeto s :  — a su imagen
bajo f en b.

Por lo tanto cada f determina un morfismo 3; : Q* — QP.

Definicién 1.6.2 (Funtor 3;). Sea k : @ — b un morfismo en un topos &.
La versién externa del funtor 3 es el funtor 3y, : Sub(a) — Sub(b) que asigna
a cada subobjeto s de a su imagen en b bajo k.
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Definicién 1.6.3 (Funtor Q). Sea f : a — b un morfismo en un topos &.
El funtor contravariante 2 : £ — & asigna a cada subobjeto s : z — b el
subobjeto t : y — a que resulta del producto fibrado de s a lo largo de f.

Por lo tanto cada f determina un morfismo Qf : Q% — Q.

Definicién 1.6.4 (Funtor k7'). Sea k : a — b un morfismo en un topos
E. La versién externa del funtor 2 es el funtor k=1 : Sub(b) — Sub(a) que
asigna a cada subobjeto s de b el subobjeto t de a que resulta del producto
fibrado de s a lo largo de k.

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en el libro de Moer-
dijk & MacLane [MM92]. (Proposicién 1V.9.2).

Teorema 1.6.5 (Condicién de Beck-Chevalley). Sean f:a—byg:c—b
morfismos en un topos £. Considere el producto fibrado de g a lo largo de f.

d c
Q| |g
a b

Entonces el siguiente diagrama conmuta.

f
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Op

Q! 95
El‘1 EIQ
Qe QP

Afirmacién 1.6.6. Si f : a — b es un monomorfismo entonces 3; : Q% — QP
es un monomorfismo.

Demostracion. Si f : a — b es un monomorfismo entonces el siguiente dia-
grama es un producto fibrado.

a

|f

b

a
a
f

Por la condicién de Beck-Chevalley (1.6.5) el siguiente diagrama conmuta.

idy,
—_—

Qida
O O
=p Jid,
b a
Q o Q

Se cumple 34, - Q% = idg. = Q- 34 y por lo tanto 3; es un monomorfismo.
]

Definicién 1.6.7 (Categoria C | a). Dado un objeto a en una categoria C,
se construye la categoria C | a de los objetos sobre a de la siguiente forma.
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= Los objetos de C | a son morfismos en C con codominio a.

= Un morfismo k : g — h entre objetos g: b +ay h:c—aenC/|a,es
un morfismo b — ¢ en C que hace conmutativo el siguiente diagrama.

Definicién 1.6.8 (Funtor f*). Un morfismo f : @ — b en un topos € induce
un funtor f*: £, b— &€ | a.

= Dado un objeto g : d — ben £ | b, suimagen f*(g) :c—aen& | aes
el producto fibrado de g a lo largo de f.

= Dado un morfismo k : ¢ — h en £ | b, su imagen f*(k) en £ | a

es el iinico morfismo inducido por la propiedad universal del producto
fibrado de h a lo largo de f.
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>

Definicién 1.6.9 (Funtor ¥;). Un morfismo f : @ — b en un topos £ induce
un funtor X4: € la — &€ | b.

= Dado un objeto g : ¢ = a en £ | a, su imagen X;(g) en £ | b es el
morfismo f-g:c—b.

» Dado un morfismo k : g — h en € | a, su imagen f*(k) en £ | b es el
morfismo k considerado en & | b.

a b

Definicién 1.6.10 (Funtor II;). Un morfismo f : @ — b en un topos &
induce un funtor Iy : & L a = &€ | b.

18



= Sea g : ¢ — a un objeto en £ | a. Considere el producto fibrado de la
representacion (1.5.5) del morfismo parcial (id,, (f,id,)).

.
o fid)
d| i
\
a——— a
Tla

Por definicién id, es tinico. Sea h : b — a® el adjunto exponencial de id,.
Ahora considere el producto fibrado de la representacién del morfismo

parcial (g, 7).

\$

Q<+ - - - - - O
QI

<
QLm0

\

=
8

De manera similar el morfismo g es tnico. Sea g : ¢* — a“ la imagen
de g bajo el funtor (—)®. Entonces II;(g) se define como el producto
fibrado de g* a lo largo de h.

P, &
s (g) . g
\4
b g°



Sea k : g — ¢go un morfismo en £ | a. Por definiciéon £ es un mor-
fismo ¢ — d en £. En el siguiente diagrama del producto fibrado de

la representacién (1.5.5) del morfismo parcial (k,7,) el morfismo k es
unico.

P
S

|

- - ---- 0
ol

|

=
B

Sea k% : ¢ — d® la imagen de k bajo el funtor (—)® en el siguiente
diagrama conmutativo. Entonces la imagen I1¢(k) en £ | b es el tnico
morfismo inducido por la propiedad universal del producto fibrado de
72* a lo largo de h.

P, c*
1T (k) ke
Hf (.gl) PgQ
1_[f (92)
b

El siguiente resultado es el tema del teorema IV.9.3 del libro de Moerdijk

& MacLane [MM92].

Afirmacion 1.6.11. Si k: a — b es un morfismo en un topos £ entonces el

funtor k=1 : Sub(b) — Sub(a) (1.6.4) tiene un adjunto derecho V) que hace
conmutativo el siguiente diagrama.
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Ela

E1b

k

Con las nociones definidas anteriormente, un topos satisface el siguiente
resultado de P. Freyd.

Teorema 1.6.12 (Teorema fundamental del topos). Para cada objeto b en
un topos &, la categoria £ | b es un topos. Ademds para cada morfismo

fia — ben & se satisfacen las adjunciones Xy - f* - Iy y en el caso
externo 3 4 f~1 4 V.

Para los detalles de este teorema consulte le seccién IV.7 del libro de
Moerdijk & MacLane [MM92] o la seccién 1.4 del libro de Kock & Wraith
[KWT1].

1.7. Extensividad

Afirmacién 1.7.1 (Lema del coproducto fibrado). En un topos € considere

el coproducto fibrado de un monomorfismo f a lo largo de cualquier morfismo
h.

O

@\

Se cumple que g es mono y el diagrama también es un producto fibrado.
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Demostracion. Sea f un monomorfismo y A un morfismo cualquiera. Por el
teorema (1.5.5) el morfismo parcial (h, f) es representable. Por lo tanto el
exterior del siguiente diagrama constituye un producto fibrado.

Por consiguiente el cuadrado interior es un producto fibrado. Ademas el
monomorfismo 7, se factoriza a través de g de donde g es un monomor-
fismo. O]

Afirmacion 1.7.2. En un topos £ se cumplen las siguientes propiedades.
1. Para todo objeto a, 0 =0 X a,
2. Si para un objeto a existe un morfismo a — 0 entonces a = 0,

3. 510 = 1 entonces £ es un topos degenerado, esto significa que para
todo objeto a se tiene a = 0,

4. Para todo objeto a el morfismo 0, : 0 — a es mono.
Demostracion.

1. Sea b un objeto en el topos £, dado que 0 es un objeto inicial existe un
tnico morfismo 0 — b*. Se cumple £(0,b6%) = £(0 x a, b) por definicién
del exponencial y por consiguiente existe un tinico morfismo 0 x a — b.

Por lo tanto 0 X a es un objeto inicial y 0 X a = 0.

2. Suponga que existe un morfismo f : a — 0 y considere el siguiente
diagrama.
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0

a

bro Pra

Por la propiedad universal del producto se tiene pr, - (f,id,) = id,. Por
otra parte (f,id,) - pr, es un morfismo con dominio y codominio 0 X a.
Dado que 0 X a es un objeto inicial en &€ se obtiene (f,id,) - pr, = idoxa.
Esto es a =2 0 X a y por el inciso 1 se obtiene a = 0.

3. Suponga que 0 = 1, para cada objeto a existe un morfismo a — 1 y en
este caso a — 0. Por lo tanto por el inciso 2 se obtiene a = 0.

4. Sean f:0—ay g,h:b= 0 morfismos tales que f-g= f-h.

b————=0 a

Por el inciso 2 b = 0 y por consiguiente existe un tinico morfismo b — 0.
Lo anterior implica g = h y por lo tanto f es cancelable por la izquierda.

]

Definicién 1.7.3 (Morfismos disjuntos). Sean f : a — by g :c — b
morfismos en &£, se dice que f y g son disjuntos si el siguiente diagrama
es un producto fibrado.

0c
00— ¢
Oa| g
a b
f



Definicién 1.7.4 (Coproducto disjunto). Un coproducto a + b es disjunto
si las inclusiones i, e 4, son monomorfismos disjuntos.

Op

. —

0
Oq | 0
a

a+b

lq

Definicién 1.7.5 (Coproducto universal). Un coproducto a + b es universal
si el producto fibrado de cualquier morfismo f con codominio a+ b a lo largo
de las inclusiones del coproducto produce un diagrama de coproducto.

T T2
y4 x P2

hl f h2

a+b

lq (27

a

En el diagrama anterior si p; es el producto fibrado de f a lo largo de i, y
po es el producto fibrado de f a lo largo de 7, entonces x = p1 + pa v 21, T2
son las inclusiones.

Afirmacion 1.7.6. En un topos € los coproductos son disjuntos.

Demostracion. Por la propiedad universal del coproducto el siguiente dia-
grama es un coproducto fibrado.

0
Oq | 1
a

a+b

29
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Por el inciso 4 de la afirmacién (1.7.2), 0, y 0, son monomorfismos. Por el
lema del coproducto fibrado (1.7.1), i, e i, son monomorfismos y el diagrama
anterior es un producto fibrado. Por lo tanto el coproducto es disjunto. [

Afirmacion 1.7.7. En un topos £ los coproductos son universales.
Demostracion. Por el teorema fundamental del topos (1.6.12) el funtor f*
tiene adjunto derecho y por lo tanto preserva colimites. Por consiguiente el

producto fibrado preserva coproductos. O

Lema 1.7.8. Si f :a — by g:c— b son monomorfismos disjuntos en &,
entonces [f,g] : a + ¢ — b es un monomorfismo.

Demostracion. Si g es un monomorfismo, entonces el siguiente diagrama es
un producto fibrado.
c c
idc| |g
c b

Combinando este diagrama con el diagrama de la definicion de morfismos
disjuntos y la afirmacién (1.7.7), se obtiene el siguiente producto fibrado.

id,
—_—

9

[0c, id,]
0+4+c
0, + id. g
a+¢c——b
[f. 9]

Dado que ¢ = 0 + ¢, el producto fibrado anterior implica el siguiente.
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id,
C ——

C
le |g
b

a—+¢c——

£, g]

Siguiendo el mismo razonamiento al considerar el monomorfismo f se obtiene
el siguiente producto fibrado.

la f

a+c——b

1f, 4]

Al reflejar los diagramas anteriores se obtienen los siguientes productos fi-
brados.

ia le
a+c

a C a—+c
ida| 1f, 9] Z'dc| £, 9]

N

f g

Utilizando nuevamente la afirmacién (1.7.7) se obtiene el siguiente producto
fibrado.
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liq, ic]
at+c———>a+c

ida + ZdC [f’ g]

T

Se cumple [i., i,] = idgye = id, + id. por lo tanto al sustituir en el diagrama
anterior se concluye que [f, g] es un monomorfismo. [

Afirmacién 1.7.9. St h y k son monomorfismos en el siguiente producto

fibrado,

entonces el siguiente diagrama es un producto fibrado.

QC Elg Qd
= d,
e Qb
3y

Demostracion. Considere el siguiente diagrama con [ : u — Q¢ y m : u — Q°
morfismos arbitrarios tales que 3, - [ = 37 - m.
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3
m Q° L Qf (1.1)
=N 3,
e o
3r

El diagrama anterior es equivalente a que el siguiente diagrama externo con-
mute.

Sub(u X ¢) g Sub(u x d)
=/ =/ (1.2)
Sub(u x a) Sub(u x b)
3y

Sean i : x — u xd el subobjeto de u x d adjunto del morfismoly j: vy — uxa
el subobjeto de u x a adjunto del morfismo m. Sea y — fj*(y) — u x b la
factorizacion epi-mono de la composicion f - j.
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k h
Yy -----uxa—/——uxb
o 7
fJ* ,’/Z'mfj
fi* ()

Por la definicién del funtor 3 (1.6.1) se cumple 3y - j = im fj y como h es un
monomorfismo se cumple 3y, -7 = h-i. La conmutatividad del diagrama (1.2)
implica que se satisface la equivalencia 3j, - i ~ fj*(y). Por lo tanto existe
un isomorfismo s : fj*(y) — x. Por la propiedad universal del producto se

obtiene ¢ = (fs, g.), j = (fy, gy) Para monomorfismos f,, fy, 9., g, tales como
se muestran en los siguientes diagramas.

T Y
fz ' Gz fy 'j Iy
' ‘
U u X d d U u X a a
Ty T4 Ty, T,
Se cumple
h-i-s=1im fj

hei-sfit=im fj- fj*
h.gz.s.fj*:f~gy_
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Por lo tanto el exterior del siguiente producto fibrado conmuta.

De la propiedad universal del producto fibrado se induce un tinico morfismo
a :y — ctal que g, = k - a. Por consiguiente v es un monomorfismo y por
lo tanto un subobjeto de c.

Los monomorfismos « y f, determinan un tnico subobjeto 8 : y — u X ¢
y por lo tanto un tnico morfismo n : u — Q¢ adjunto del morfismo 3. Se
concluye asi que el diagrama (1.1) es un producto fibrado. O

1.8. Heyting o Boole

Afirmacién 1.8.1. En un topos € con clasificador de subobjetos (2, T) se
cumple L~ —T. (Teorema 4, seccion 7.2 en Goldblatt [Gol79]).

Afirmacién 1.8.2. En un topos € con clasificador de subobjetos (2, T) si
T tiene complemento en Sub(QQ) éste es el subobjeto L . (Teorema 5, seccion

7.2 en Goldblatt [Gol79]).
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Definicién 1.8.3 (Topos booleano). Un topos £ es booleano si y sélo si para
cada objeto d la coleccién (Sub(d), <) es un algebra de Boole.

Definicién 1.8.4 (Topos clésico). Un topos € es cldsico siy sélo si el mor-

fismo [T, L] :1+1— Q es iso.

1+1

+
A\
Q

Lema 1.8.5. En un topos €, [T, L]: 14+ 1 — Q es un monomorfismo.

Demostracion. La definicion del morfismo L (1.2.1) establece que el siguiente
diagrama es un producto fibrado.

00— 1

L

Q
-

Por lo tanto los morfismos T, L son disjuntos y por el lema (1.7.8) se obtiene
que [T, 1] : 1+ 1— Q es un monomorfismo. O

Afirmacion 1.8.6. Para un topos £ las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. & es booleano

2. (Sub(Q),<) es un dlgebra de Boole

3. T:1— Q tiene complemento en (Sub(2), <)

4. 1:1— Q es el complemento de T en (Sub(Q2), <)

5. TU L=1g en (Sub(Q?), <)
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6. € es cldsico.
(Teorema 1, seccion 7.3 en Goldblatt [Gol79)).

Lema 1.8.7. Para f y g subobjetos en (Sub(d), <) se cumple f < g si y sdlo
si (f — g) ~idy. (Inciso 2, Teorema 1, seccion 7.5 en Goldblatt [Gol79]).

Afirmacion 1.8.8. Para un topos £ las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. £ es booleano

2. En cada (Sub(d), <) se cumple f — g~ —fUyg
3. En (Sub(),<) se cumple f - g~ —fLUyg

L ToT=TUL.

(Teorema 2, seccion 7.5 en Goldblatt [Gol79]).

En el siguiente capitulo se procede al estudio de algunas propiedades pos-
tuladas por la axiomatica de Zermelo-Fraenkel y se introduce el método de
su generalizacién al contexto de un topos arbitrario.
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Capitulo 2

Conceptos Conjuntistas

Con el proposito de ilustrar la relacion que existe entre los axiomas de
Zermelo-Fraenkel y propiedades de los morfismos en una categoria, se con-
sideran algunos conceptos de la teoria de conjuntos y se procede a su genera-
lizacién y estudio en un topos arbitrario.

2.1. Separacion

Dados un conjunto A y una propiedad ¢, el esquema axiomdtico de sepa-
racion de Zermelo-Fraenkel permite construir el subconjunto de los elementos
de A que satisfacen ¢, este es el conjunto {z € A | p(x)} C A.

= En el topos C'on una propiedad ¢ se puede representar como una fun-
cién ¢ : A — 2 definida por la siguiente regla,

(z) = 1 si x tiene la propiedad ¢
PATZ 9 0 si 2 no tiene la propiedad ¢.

El subconjunto de los elementos de A que satisfacen la propiedad ¢ se
puede expresar por lo tanto como el subconjunto A, = {z | ¢(z) = 1}
en el siguiente producto fibrado.
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Se cumple y € A, si y sélo si ¢(y) = 1. La propiedad ¢ determina el
subconjunto A, del cual es funcién caracteristica.

Generalizando, sea ¢ : a — ) un morfismo en un topos & y considere el
subobjeto {z | ¢} : b — a que se obtiene como el producto fibrado de T a lo

largo de ¢.
poeled
!b| ¥
1 Q
T

La unicidad del cardcter de un morfismo implica ¢ = X{4,). Considere un
a-elemento y como en el siguiente diagrama.

1
k: Y
gl
!b| ¥
1 Q




Por definicién de la pertenencia (1.5.1) y € {x | ¢} si y sélo si existe un
b-elemento k tal que {z | ¢} - k = y. Ahora dado que el cuadrado inferior es
un producto fibrado lo anterior sucede si y soélo si el exterior del diagrama
conmuta, esto es si y sélo si ¢ -y = Ty -k = T. Esto completa la analogia
con la situacién en el topos Con.

Por consiguiente la definicién de clasificador de subobjetos (1.1.1) consti-
tuye una forma del axioma de separacién de Zermelo-Fraenkel. El caracter
de un subobjeto b — a representa una propiedad de los a-elementos y la
unicidad del caracter de un morfismo establece que a cada subobjeto le corres-
ponde una tnica propiedad.

2.2. Vacio y extensionalidad

El axioma del conjunto vacio de Zermelo-Fraenkel postula la existencia de
un conjunto () que tiene la particularidad de no tener elementos. Se captura
esta propiedad en la siguiente generalizacion para objetos en una categoria.

Definicién 2.2.1 (Objeto no vacio). Un objeto a en un categoria es no vacio
si y solo si existe algin morfismo 1 — a.

El conjunto vacio también se caracteriza con la propiedad de ser un objeto
inicial en la categoria C'on y dado que dos objetos iniciales son isomorfos se
generaliza esta propiedad para objetos en una categoria con objeto inicial 0.

Definicién 2.2.2 (Objeto nulo). Un objeto a en una categoria es objeto nulo
siy sélo si a = 0.

= Observe que el inciso 2 de la afirmacién (1.7.2) implica que en un topos
un objeto nulo es vacio o de lo contrario la categoria es degenerada.

= En la categoria C'on coinciden las nociones de objeto nulo y objeto
vacio. La coincidencia de estas nociones es una consecuencia del prin-
cipio de extensionalidad que en lenguaje de categorias se expresa de la
siguiente manera.

Definicién 2.2.3 (Principio de extensionalidad para morfismos). Si en una
categoria f, g : a =2 b son morfismos distintos, entonces existe un a-elemento

xtal que f-x#g-x.
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= En Con, desde donde se generaliza, el principio de extensionalidad para
morfismos tiene la forma usual. Si f, g : A = B son funciones distintas
entonces existe x € A tal que f(x) # g(z). Tenga presenta el siguiente
enunciado equivalente: dadas dos funciones f, g : A = B, si para todo
x se cumple f(z) = g(z) entonces f = g.

Definicién 2.2.4 (Topos bien punteado). Un topos no degenerado & es bien
punteado si y sélo si satisface el principio de extensionalidad para morfismos.

Definicién 2.2.5 (Topos bivalente). Un topos es bivalente si tiene exac-
tamente dos valores de verdad. Es decir que un topos es bivalente si sus
Q-elementos son T y L .

Afirmacion 2.2.6. En un topos bien punteado si a no es objeto nulo entonces
es objeto no vacio.

Demostracion. Sea a un objeto tal que a 2 0. Los subobjetos 0, : 0 — a y
td, : a — a no son isomorfos y por lo tanto son distintos. La unicidad del
caracter implica que xo, : @ — €2 es distinto de x;q, : @ — 2. Por el principio
de extensionalidad existe un a-elemento = tal que xo, - ¢ # Xia, - . Por lo
tanto a es no vacio. O

La afirmacién anterior prueba el resultado general de lo que acontece en
Con. En un topos bien punteado las nociones de objeto vacio y objeto nulo
coinciden como consecuencia del principio de extensionalidad. Este principio
igualmente influye sobre la naturaleza logica del topos.

Afirmacion 2.2.7. Si £ es un topos bien punteado entonces € es bivalente.

Demostracion. Sea f un {2-elemento y considere el producto fibrado de f y
T.
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= Sia = 0 entonces es un objeto inicial y g =!y. Por lo tanto en este caso
se cumple f = x, =L (1.2.1).

= Si a 2 0 entonces dado que £ es un topos bien punteado a es no
vacio como consecuencia de la afirmacién (2.2.6). Sea = un a-elemento,
observe que ¢ -x es un morfismo con dominio y codominio 1. Dado que
éste es un objeto terminal se tiene g - x = id;. Por lo tanto se satisface
f=fidi=f-gx=Tg-x=Tl-x=T-idy =T.

Se concluye que T y L son los tinicos {2-elementos y por lo tanto el topos £
es bivalente. ]

Afirmacién 2.2.8. Si £ es un topos bien punteado entonces [T,L] es un
epimorfismo.

Demostracion. Sean f,g : 2 = a morfismos en un topos bien punteado £
tales que f- [T, L] =g¢g-[T,Ll].

a

Se cumple f-T = f-[T,L]-i=g-[T,L1]-i=g¢g-T y de manera andloga
f-Al=f-[T,1]-7=9-[T,1]-7=g¢ L .Porlotanto L y T no distinguen
los morfismos f y g. Como consecuencia de la afirmacién (2.2.7) el topos &
es bivalente y por lo tanto los tnicos €2-elementos son T y L . Dado que
ninguno distingue los morfismos, por el principio de extensionalidad se tiene
que f = gy por consiguiente [T, L] es un epimorfismo. O

Corolario 2.2.9. Si £ es un topos bien punteado entonces € es cldsico.
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Demostracion. Por la afirmacién (1.8.5) [T, L] : 1+ 1 — € es un monomor-
fismo y por la afirmacién (2.2.8) es un epimorfismo. Por lo tanto es un iso-
morfismo y por consiguiente el topos & es clasico (1.8.4). O

La siguiente afirmacion retine los resultados anteriores.

Afirmacion 2.2.10. Un topos no degenerado £ es bien punteado si y sélo st
& es clasico y cada objeto no nulo es objeto no vacio.

Demostracion.

= Si & es un topos bien punteado entonces por el corolario (2.2.9) es un
topos clasico y por la afirmacién (2.2.6) un objeto no nulo es un objeto
no vacio en &.

= Si £ un topos clasico entonces £ es un topos booleano por la afirmacién
(1.8.6). Sean f, g : a = b morfismos distintos en el topos €. Denote al
igualador de estos morfismos por h : ¢ = a. Dado que £ es un topos
booleano existe el morfismo —h : —c — a, complemento de h en el

algebra Sub(a).

Si —c = 0 entonces —h ~ 0, y por lo tanto h ~ h110, >~ h U —h =~ id,.
El isomorfismo h iguala a f y g implicando f = g. Por lo tanto —c no
es objeto nulo y por consiguiente existe algin y : 1 — —c.

Suponga que se cumple f - (—h-y) =g-(—h-y). Dado que h iguala a

f v g existe un morfismo z: 1 — ctal que h- 2 = —h - y.
—h f
1 Y —c a b
g
z h
c

Este morfismo z hace conmutativo el exterior del siguiente diagrama.
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Dado que el diagrama interior es el producto fibrado que determina el
infimo h M —h existe un morfismo 1 — 0. Como consecuencia de los
incisos 2 y 3 de la afirmacién (1.7.2), £ es una categoria degenerada y
esto contradice ¢ 2 0.

Se cumple f - (=h-y) # g-(—h-y). El a-elemento —h - y distingue
los morfismos f y g. Por lo tanto el topos &£ satisface el principio de
extensionalidad para morfismos.

]

En lo anterior se considerd un principio de extensionalidad para morfismos
en una categoria. Sin embargo el azioma de extensionalidad de Zermelo-
Fraenkel establece que dos conjuntos son idénticos si y sélo si tienen los
mismos elementos.

= En Con, A=BsiysélosiAC By BC A.

Esta condicién para los subobjetos se puede generalizar para cualquier cate-
gorfa por medio de la nocién general de pertenencia de la definicién (1.5.1).
En una categoria se consideran de manera prioritaria las propiedades de sus
morfismos dejando de lado las propiedades de los objetos. Considere ahora
la siguiente nocién para subobjetos y sus elementos en una categoria.

Definicién 2.2.11 (Principio de extensionalidad para subobjetos). Para f
y g subobjetos de d se cumple f < g siy sélo si paratodozr:1—d, x € f
implica x € g.
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» Considere la relacién < en Sub(d) (1.3.1) ysean f:a—dy g:b—d
tales que f < g. Por definicion existe k : a — b tal que f = gk.

Sea x un d-elemento tal que z € f, por lo tanto existe h : 1 — a que
hace conmutativo el siguiente diagrama.

b— 9 g
a=<------- 1
h

Se cumple x = f-h =g -k-hy por consiguiente x € g.

Definicién 2.2.12 (Topos extensional). Un topos £ es extensional siy sélo si
para cada objeto d el principio de extensionalidad para subobjetos se cumple
en Sub(d).

La siguiente afirmacién muestra que existe congruencia entre las defini-
ciones generales y el contexto conjuntista para el caso de la interseccion.

Afirmacion 2.2.13. Sea d un objeto en un topos € y sean f : a — d y
g : b— d subobjetos de d. Se cumple x € fg siysolosix e fyxeEg.

Demostracion.

= Sixz € fl1g entonces x se factoriza a través de f Mgy dado que fg
se factoriza a través de f como a través de g se obtiene que x también.
Por consiguiente z € f y x € g.

» Suponga ahora que x € fy xz € g, por lo tanto existen morfismos
k:1—ayh:1—btalesquex=f-kyax=g-h. Estoimplica que
el exterior del diagrama siguiente conmuta.
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Dado que el diagrama interior es el producto fibrado de la interseccion
(1.3.5) de los subobjetos, existe un tinico morfismo ¢ : 1 — ab tal que
fMg-t=f k= Porlo tanto x se factoriza a través de f Mgy se
tiene x € fMg.

]

Para concluir esta seccion se prueba que el principio de extensionalidad
para morfismos y el principio de extensionalidad para subobjetos son equiva-
lentes.

Lema 2.2.14. Si un morfismo se factoriza a través de un morfismo verdadero
entonces es verdadero. Es decir que si el siguiente diagrama conmuta,

entonces h = Ty,

Demostracion. Por hipdtesis se tieneque h = T..g=T:l..g=T-l, =T,. O
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Lema 2.2.15. Dado un objeto d en un topos, en Sub(d) se cumple f < g si
y solo si (x5 = xg) = Ta-

Demostracion. Por el lema (1.8.7) f < g siy sélo si (f = ¢g) ~ idy. La
definicién del conectivo = establece que x =, = (x5 = X,) v de la definicién
del caracter de un morfismo se obtiene x;q, = Tg4. Por lo tanto se concluye
f<gsiysdlosi(xr=x,) = Ta O]

Afirmacion 2.2.16. Un topos no degenerado & es extensional si y solo si €
es bien punteado.

Demostracion.

= Sea & extensional y considere un par de morfismos f,g : a = b tales
que para todo a-elemento = se cumple f-x = g - x. Observe que para
cada x, x = x - id, y por consiguiente x € id,.

Sea h : ¢ — a el igualador de f y g.

h /
c»—»a b
\\ g
1

Por hipétesis se cumple f - x = ¢ - x. Por la propiedad universal del
igualador existe un tnico morfismo k£ : 1 — ¢ tal que x = h - k. Por
lo tanto x € h y por extensionalidad se concluye que id, < h. Por
consiguiente existe j : a — ¢ tal que id, = h - j.
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Dado que h es el igualador de f y g se cumple

f-h=g-h
f-h-j=g-h-j
=g

Por consiguiente £ es un topos bien punteado.

Sean £ un topos bien punteado y f : a — d, g : b — d dos subobjetos
tales que f < g. Por lo tanto para todo x elemento de d, x € f implica
T Eg.

Ahora sean f y g tales que x € f implica x € g para todo d-elemento x.
En general en una reticula se cumple f Mg < f. Por el lema anterior se
obtiene = -(xfng, Xr) = T4. Dado un d-elemento = : 1 — d cualquiera
se cumple = (X fng, Xf) - ¢ = T4+ 2. Como T4 - x contiene un factor
verdadero, el lema (2.2.14) implica = -(xng, Xf) - = T.

X frg-Z Y Xs-x son valores de verdad al ser morfismos 1 — 2. Como £ es
bien punteado es un topos bivalente como consecuencia de la afirmacion
(2.2.7).

Sea xfs-x = T. Por la definicién de pertenencia se cumple x € f y
por hipétesis € g. Lo anterior y la afirmacién (2.2.13) implican que
x € fMgy por consiguiente x sy = = T. Se concluye que los morfismos
Xf Y Xfng son ambos T o ambos L .

Por lo tanto los morfismos x g, Xf : d — €2 no pueden ser distinguidos
por un d-elemento. Dado que el topos £ es bien punteado se concluye
que Xfng = Xf- Por lo tanto f Mg = f y con esto se demuestra f < g.

[

La satisfaccién del principio de extensionalidad implica que el topos sea

bivalente. Por otra parte la extensionalidad es equivalente a que el topos
sea clasico y que las nociones de objeto vacio y objeto nulo coincidan. En el
siguiente diagrama NV denota el hecho que coincidan las nociones de objeto
no vacio y objeto no nulo. Este diagrama presenta una recapitulacién de las
implicaciones establecidas en las afirmaciones de esta seccién.
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(2.2.10)

NV y Clasico Bien Punteado

(2.2.16)
Eztensional
(2.2.9) (2.2.7)
Clasico (2.2.6) Bivalente
(1.8.6) NV

Booleano

2.3. Eleccion

En 1904 el matematico aleman E. Zermelo concibe la posibilidad de rea-
lizar una cantidad de elecciones arbitrarias como un principio fundamental
del razonamiento matematico y procede a aislarlo en su principio de eleccion.
Posteriormente K. Godel en 1940 y P. Cohen en 1966 prueban respectiva-
mente la consistencia y la independencia del principio respecto a la axio-
matica de Zermelo-Fraenkel. Es asi como el principio de Zermelo adquiere
formalmente el estatuto de axioma. A lo largo del siglo XX se demuestra que
una multitud de proposiciones en diversos ambitos de las matematicas son
equivalentes del axioma de eleccién. Algunas de estas propiedades parecen
evidentes y necesarias, como la existencia de una base para cualquier espacio
vectorial sobre un campo, mientras otras suscitan cierta controversia, este
es el caso del teorema del buen orden de Zermelo que postula la existencia
de un buen orden para cualquier conjunto. Para un mayor conocimiento de
los equivalentes del axioma de elecciéon consulte el libro de Rubin & Rubin
[Rub63] y la version més reciente [Rub85].

= Sea f : A — B una funcién suprayectiva en el topos Con. Para toda
b € B se cumple f~1(b) # ). Por lo tanto si se elige un elemento ay

44



en f~1(b) es posible construir una funcién s : B — A por medio de
la correspondencia s(b) = a,. Esta funcién se nombra una seccion y
satisface f - s = idp.

Generalizando el argumento anterior al contexto de una categoria se ob-
tiene el siguiente principio equivalente del axioma de eleccién.

Definicién 2.3.1 (Axioma EE). Para todo epimorfismo f : a — b existe
una seccion s : b — a tal que f - s = idy. Se dice que el epimorfismo se
escinde.

Es posible profundizar el estudio del axioma anterior considerando prin-
cipios mas generales.

= Dada una funcién f : A — B no suprayectiva en el topos Con, es
posible restringir el codominio de la funcién a la imagen f(A) de manera
a obtener una seccion parcial s : f(A) — A.

Una seccion parcial es por consiguiente un morfismo cuyo dominio es
un subobjeto del dominio de la seccién. Este es un caso particular de un
morfismo parcial (1.5.3). También se define un elemento parcial x : 1 ~~ a
como un morfismo que tiene por dominio un subobjeto de 1.

Definicién 2.3.2 (Elemento parcial). Dado un objeto a en una categoria,
el morfismo = : 1 ~» a es un elemento parcial de a si y sélo si codx = a'y
existe un monomorfismo dom x — 1.

El siguiente axioma es una forma débil del axioma EE. El axioma SE
postula la existencia de una seccién parcial que escinde el soporte (1.5.2) de
un objeto en un topos.

Definicién 2.3.3 (Axioma SE). Para todo objeto a el morfismo a — sop(a)
tiene una seccién s : sop(a) — a. En este caso se dice que el soporte se
escinde.

sop(a)
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Observacion 2.3.4. La existencia de la seccién s implica la existencia de
un elemento parcial s : 1 ~~ a.

Por consiguiente el principio que postula el axioma SE estd estrechamente
relacionado con la nocién de objeto no vacio (2.2.1). Es por esta razén que se
postula el siguiente axioma cuyo principio se estudio en la seccién anterior.

Definicién 2.3.5 (Axioma NV). Todo objeto no inicial es no vacio.

Lema 2.3.6. Dados un topos elemental £ y un subobjeto g : a — 1, existe
un a-elemento x : 1 — a si y solo si g es iso si y solo si g =~ id;.

Demostracion.

= Sea x : 1 — a un elemento de a, x es una seccion para g dado que 1 es
objeto terminal en el topos y por consiguiente g - x = id;. Se cumple
g-x-g =1d;-g = gy como g es mono se puede cancelar por la izquierda
obteniendo z - g = id,. Por lo tanto g es iso, a =2 1y g ~ id;.

= Si g ~ id; entonces a = 1 y por consiguiente g es un isomorfismo. El
inverso x : 1 — a de g es un a-elemento.

O

Con el proposito de relacionar los conceptos anteriores, considere de aqui en
adelante que el topos £ es no degenerado. Se escribe £ F NV para expresar
que en el topos £ se satisface el axioma NV y se extiende la notacién a los
demas axiomas.

Afirmacion 2.3.7. Dado un topos £, se cumple EE NV si y solo si € es
bivalente y £ E SE.

Demostracion.
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= Suponga que se cumple £ E NV y sea t : 1 —  un valor de verdad.
Forme el producto fibrado de t y T.

Q
-

Se obtiene un monomorfismo g : a — 1 tal que x, = t. Sit #L entonces
a 2 0y por el axioma NV existe un a-elemento x : 1 — a. Por el lema
anterior g ~ id; y por consiguiente x, = X;q4, lo cual implica que ¢t = T.
Por lo tanto el topos &£ es bivalente.

Sea a un objeto en £ y considere el diagrama de la definiciéon de su
soporte (1.5.2).

sop(a)

Por el inciso 2 de la afirmacién (1.7.2) si sop(a) = 0 entonces a = 0.
En este caso el tinico morfismo sop(a) — a escinde el tinico morfismo
a — sop(a).

Si sop(a) 2 0 entonces por NV existe un elemento 1 — sop(a) y por
el lema anterior sop(a) = 1 de donde !, es epi. Si a = 0 entonces !, es
mono, por lo tanto es iso y se tiene 0 = a = 1, lo cual contradice que
£ es no degenerado.

Por lo tanto a 22 0 y por el axioma NV existe un a-elemento x : 1 — a.
Pero sop(a) = 1 implica que = es un morfismo x : sop(a) — a y este
morfismo escinde el inico morfismo !, : @ — sop(a). Por consiguiente
£ F SE.
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» De manera reciproca sea € un topos bivalente. El morfismo sop(a) — 1
es un monomorfismo y por consiguiente debe ser uno de los subobjetos
01 o idy. Dado que sop(a) 2 0, por el argumento anterior que toma en
cuenta que el topos es no degenerado, se obtiene que a 2 0. Se concluye
que sop(a) — a ~ idy y por lo tanto sop(a) = 1. Utilizando el axioma
SE existe un morfismo sop(a) — a y por lo tanto un elemento 1 — a.
Por consiguiente £ F N'V.

]

Corolario 2.3.8. Un topos £ es bien punteado si y solo si £ es booleano,
bivalente y £ = SE.

Demostracion. La afirmacién (2.2.10) establece que un topos £ es bien pun-
teado si y solo si es clasico y se cumple £ F NV. Ahora por la afirmacion
anterior esto sucede si y sélo si € es clasico, bivalente y se cumple £ F SE. [

En lo anterior se considera la existencia de elementos y secciones parciales
mientras que el axioma SE postula un principio de escisiéon parcial. De ma-
nera similar la siguiente definiciéon establece una versién débil del principio
de extensionalidad.

Definicién 2.3.9 (Topos parcialmente extensional). Un topos & es parcial-
mente extensional (PE) si y s6lo si para cada par de morfismos distintos
fyg : a = b existe un elemento parcial (2.3.2) z : 1 ~» a que los distingue,
estoesg-x # f-w.

Afirmacion 2.3.10. Si un topos £ es booleano y £ F SE entonces £ es
parcialmente extensional.

Demostracion. Considere en £ un par de morfismos distintos f,g : a = b.
Sea h : ¢ — a el igualador de f y g y —h : —c — a el complemento de h en
Sub(a).

= Si —c =0 entonces —h~0,y h~hU0, ~hU—h =~1id,. Siendo h un
isomorfismo que iguala a f y g esto implica f = g. Por lo tanto f # ¢

implica —c 2 0.

Por el axioma SE existe y : sop(—c) — —c, una seccién para el epimorfismo
—c — sop(—c).
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Y,
sop(—c)
Sea x = —h - y. Dado que sop(—c) — 1 tiene codominio 1 es mono. Por lo

tanto x : 1 ~» a es un elemento parcial de a.

—h-
sop(—c) AR
x
1
Suponga que se cumple f - (—=h-y) = g-(—h-y). Como h iguala a fy g
existe un morfismo z : 1 — ¢ tal que h - z = —h - y que hace conmutativo el

exterior del siguiente diagrama.

sop(—c)

_ —¢C
| —h
a
h
Dado que el diagrama interior es el producto fibrado que determina h M1 —h
existe un unico morfismo sop(—c) — 0. Por lo tanto sop(—c) = 0, de donde

—c = 0, lo cual constituye una contradiccion. Por consiguiente = distingue a
f de g y € es parcialmente extensional. ]
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La afirmacion anterior establece las condiciones para la satisfaccién del
axioma SE en el caso de un topos no bivalente. El siguiente axioma es la
version de S. MacLane del axioma de eleccién en lenguaje de categorias.

Definicién 2.3.11 (Axioma AE). Si un elemento a en una categoria satis-
face a 2 0 entonces para todo morfismo f : a — b existe un morfismo

g:b—atalque f-g-f=1F.

Afirmacion 2.3.12. Si en un topos &€ se satisface £ F AE entonces el topos
es bivalente y se satisfacen EE NV y & E EE.

Demostracion.

= Sea a Z 0, por el axioma AE aplicado a !, : @ — 1 existe un morfismo
g : 1 — ay por lo tanto se obtiene £ F NV.

[a¥)

» Sea f : a — b un epimorfismo, si @ = 0 entonces por el inciso (4)
de la afirmacién (1.7.2) f es mono. Por lo tanto f es iso y su inverso
lo escinde. Si a 2 0 entonces por el axioma AE existe g : b — a tal
que f-g-f = fydado que f es cancelable por la derecha se obtiene
f - g =1d,. Por consiguiente g es una seccion para fy £ F EE.

» Por tultimo dado que en £ se satisface el axioma NV, la afirmaciéon
(2.3.7) implica que & es bivalente.

O

En general no se puede inferir el axioma de eleccién a partir de la exis-

tencia de secciones para epimorfismos, por ejemplo en el caso de un topos no
bivalente. Sin embargo si se tiene la siguiente implicacion.

Afirmacion 2.3.13. Si un topos £ es bien punteado y satisface £ F EE
entonces EF AE.

Demostracion. Sea f : a — b un morfismo en £ con a 2 0. Considere su
factorizacién epi-mono.

50



Como £ es bien punteado es booleano (2.2.10), por lo tanto im f tiene com-
plemento —im f : —f(a) — b en Sub(b) y se cumple —im f U im f ~ id.
La afirmacién (1.3.9) muestra que —im f Mim f ~ 0 y por consiguiente
son monomorfismos disjuntos. Por la afirmacién (1.7.8) se concluye que el
morfismo [im f,—im f]: f(a) + —f(a) — b es mono.

Por lo tanto [im f, —im f] ~ —im fUim f ~idy, y f(a) + —f(a) = b. Sea
g = [im f,—im f] en el siguiente diagrama conmutativo.

F(@) = 1) + — fla) =L f(a)

mm f —im f

Dado que el topos es bien punteado se satisface & F NV (2.2.10) y por
consiguiente a 2 0 implica que existe x : 1 — a un a-elemento. Sea el
morfismo h : —f(a) — a la composicion x-!_;q) : —f(a) = 1 — a. Por otra
parte, como & satisface el axioma EE existe una seccién s : f(a) — a para
el morfismo f* de la factorizacién epi-mono de f tal que f* - s = idg(,).

Considere ahora el siguiente diagrama en el cual los morfismos im f y —im f
juegan el papel de inclusiones dado que b es isomorfo al coproducto f(a) +

—f(a).
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I f
a b —fla
0) e b 10
5 s, A h
a

b

Se obtienen las siguientes igualdades

fls,hl-f=f-[sh]-(im f-f7)
= (im f-f7) - ([s,h] -im f) - f
=(@mf-f)-s-f*
=im f-(f"-s)- f*
=im f- [
— f

Por consiguiente f y [s, h] satisfacen el principio del axioma AE y por lo
tanto £ F AE. |

R. Diaconescu muestra en 1975 que el axioma EE es suficiente para que
un topos sea booleano y como consecuencia de la afirmacion (1.8.6) el topos
también serd clésico.

Teorema 2.3.14. Si un topos & satisface £ F EE entonces es booleano.

La demostracién de este teorema se encuentra en el Apéndice (A.1).
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Afirmacion 2.3.15. En un topos € se cumple EE AFE si y solo si EFE NV
yEF EFE.

Demostracion.

= Suponga que se cumple £ F NV y £ F EE. Por la afirmacién (2.3.7)
en &£ se satisface el axioma SE y £ es bivalente. Por la afirmacion
(2.3.14) se tiene que el topos es booleano. Por consiguiente £ es biva-
lente, booleano y en ¢l se satisface el axioma SE. La afirmacién (2.3.8)
implica por lo tanto que el topos £ es bien punteado. Por tltimo la
afirmacién (2.3.13) muestra que en & se satisface el axioma AE.

= Ahora suponga que se cumple £ F AE. La afirmacion (2.3.12) establece
que en el topos se satisfacen los axiomas NV y EE.

]

El siguiente diagrama presenta una recapitulacion de las implicaciones
establecidas en las afirmaciones de esta seccién. BP indica que el topos es
bien punteado y PE que es parcialmente extensional.

Do finieis
PE a-eeemo efinicion BP BP + EE NV + EE + Biv
(2.3.8) (2.3.13)
(2.3.13)
(2.3.10) Bool + SE + Biv AE
SN (2.3.13),-"
. l . 7 (2.3.15)
‘/ ’ * \\\( '//
Bool + SE Bool SE SE + Biv NV + EE
2.3.14 2.3.7
( ) Def. (2.3.7)
Def. -
AE ef EE NV
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2.4. Infinitud

El matematico aleméan A. Fraenkel define un conjunto inductivo como un
conjunto que satisface,

1. e X,

2. z € X implica z U {z} € X.

En la axiomatica de Zermelo-Fraenkel el azioma de infinitud postula la
existencia de un conjunto inductivo. Por lo tanto la interseccién de los con-
juntos inductivos existe y es no vacia. Esta interseccion satisface los axiomas
de Peano y por consiguiente se le identifica como el conjunto de los niimeros
naturales. El conjunto w de los ordinales finitos también se identifica con el
conjunto de los niimeros naturales. En el caso de un topos las propiedades
de un conjunto inductivo se pueden expresar en términos de morfismos. La
siguiente definicion de F.W. Lawvere establece la nocién.

Definicién 2.4.1 (Objeto niimeros naturales). Un objeto nimeros naturales
es una terna (N, O, s) constituida por un objeto N y morfismos 1 SNESN

tales que para todo objeto a y morfismos 1 = a Iy 4 existe tnico morfismo
h: N — a que hace conmutativo el siguiente diagrama.

9 N5 N

h h

| |
| |

| |

| |

¥ ¥

a a

S
Por lo tanto se cumple h- O =z y h-s= f-h.

Dados dos morfismos x y f como en la definicion, es posible generar una
sucesién en A empezando con el objeto 2(0) y componiendo iterativamente
con f para obtener x(0), f(z(0)), f(f(x(0))),.... Sea s : w — w la funcién
sucesor de los nimeros naturales. Para cadan € w, s(n) =n+1=nU{n}.
La sucesion anterior se describe por lo tanto como una funcién h : w — A
definida recursivamente por,
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2. Paran €w, h(n+1)= f(h(n)).

Observacién 2.4.2. Observe que la segunda propiedad se puede expresar
como h-s(n) = f-h(n). Ambas propiedades implican la conmutatividad del
diagrama de la definicién (2.4.1) y de manera reciproca, la conmutatividad
del diagrama implica que h debe satisfacer las dos condiciones anteriores.

Una caracteristica esencial de un conjunto inductivo, en particular del
conjunto de los nimeros naturales, es su infinitud. La existencia de un con-
junto inductivo implica que existe un conjunto no finito en un modelo para
Zermelo-Fraenkel. Por consiguiente en un topos el siguiente axioma postula
la existencia de un objeto infinito.

Definicién 2.4.3 (Axioma ONN). Existe un objeto nimeros naturales.

La siguiente afirmacién muestra que un objeto nimeros naturales es tinico
salvo isomorfismos.

Afirmacién 2.4.4. Si1 S N 5 N y 1 9N 2 N son ambos obje-
tos numeros naturales, entonces el unico morfismo h en el diagrama de la
definicion (2.4.1) es iso.

Demostracion. Dado que (N, O, s) es un objeto niimeros naturales existe una
unica h: N — N’ tal que h-O = O’y h-s = s"- h. Andlogamente dado que
(N',0',s") es un objeto nimeros naturales existe una tnica b’ : N’ — N tal
que ' -O'=0ys-h=hn-g.

9 N5 N
/ 1 1
0 ) 'h
1 v
N/ S/ N/
o h
' v
1 N N
0] S



Por lo tanto la unicidad de A’ - h : N — N implica h' - h = idy y de manera
similar la unicidad de h-h': N’ — N’ implica h - h’ = idy,. Por consiguiente
h es iso. O]

En este capitulo se consideraron algunos axiomas de Zermelo-Fraenkel y
sus equivalentes en lenguaje de categorias. En el siguiente capitulo la dis-
cusion se centra en la definicién de la relacion de pertenencia para los sub-
objetos de un topos elemental.
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Capitulo 3

Relacion de Pertenencia

Una teoria de conjuntos esta determinada por las propiedades de la relacién
de pertenencia. Con el propdsito de obtener una generalizacién para el contex-
to de un topos arbitrario, se estudian algunas propiedades de esta relacién en
el topos de conjuntos C'on. El andlisis de estas propiedades y la reformulacion
de algunas nociones permite la construccion de una teoria de conjuntos en
un topos.

3.1. Teoria local y global en Con

Sea A un conjunto.

Observacién 3.1.1. Las relaciones R C A x A estan en correspondencia bi-
yectiva con las funciones rg : A — P(A), con codominio el conjunto potencia
de A.

= Dada una relacion R, la funcién rg asigna a cada y € A el subconjunto
re(y) ={zr |z €Ay xRy} =R, C A Si R,R' C A x A son relaciones
distintas entonces para alguna y € A se cumple rr(y) # rr(y), de
donde 7 # TR

= Por otra parte dada una funcién rg : A — P(A), ésta determina la
relacién S = J{(z,y) | y € rs(x)} para cada = € A.

Observacién 3.1.2. Considere €,= {(z,y) |z € A,y € Ay z € y} la
relacién de pertenencia en el conjunto A, la funcion r¢ asigna a cada y € A
el subconjunto re(y) ={x |z € Ay x € y}.
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Definicién 3.1.3 (Conjunto transitivo). Un conjunto A es transitivo si y
sélo si z € A implica x C A si y sélo si z € A implica x € P(A).

En el caso en que A es un conjunto transitivo la correspondencia biyectiva
(3.1.2) toma la siguiente forma.

Observacion 3.1.4. Sea €= {(z,y) |z € A,y € Ay x € y} la relacién de
pertenencia en el conjunto transitivo A, la funcién rc asigna a cada y € A el
subconjunto

re(y) ={z|lrecAyzcyt={r|zecy}l=y.

Por lo tanto para un conjunto transitivo la relacion de pertenencia se
identifica con la inclusion A — P(A). El conjunto A es en este caso un

subobjeto de P(A).
Observacién 3.1.5.

= En general a cada subconjunto g : C' — A corresponde un elemento
g :1— P(A) de P(A) tal que ¢'(0) = C.

» Al identificar al conjunto P(A) con el conjunto 2* la funcién ¢’ se
identifica con la funcién " x, ', el nombre de la funcién caracteristica de
g (1.2.4).

» Para A transitivo, r¢ es la inclusion A < P(A) y por consiguiente
se cumple C' € A si y so6lo si "x, ' se factoriza a través de rc. Esta
pertenencia se puede expresar por medio del siguiente diagrama con-
mutativo.

1
a,

v
A

P(A)

T'e
Por lo tanto se cumple C' € A si y s6lo si o : 1 — A existe.
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Asi la nocién de pertenencia para los elementos de un conjunto transitivo
A se puede trasladar al contexto del conjunto potencia P(A). Este criterio de
pertenencia permite determinar la teoria de conjuntos local para los subcon-
juntos de un conjunto transitivo A.

Afirmacién 3.1.6 (Teoria local en Con). Sean f: B— Ayg:C — A
subconjuntos de A transitivo, se cumple C € B si y solo si g € f si y solo
51 "xy " se factoriza a través de rc - f si y solo si existe un B-elemento que
hace conmutativo el siguiente diagrama.

La caracterizacion de la teoria de conjuntos local podria ser suficiente si
se trabaja con una estructura en un conjunto fijo. Sin embargo el objetivo de
este capitulo es construir una teoria de conjuntos para un topos. Un primer
acercamiento se da por medio de la elaboracién de una definicién global de
la pertenencia para el topos Con. Para este fin es necesario considerar las
siguientes dificultades.

1. Sea A un objeto en Con, los A-elementos 1 — A y los subconjun-
tos A — 2 forman dos colecciones de morfismos ajenas mientras que
en una teoria de conjuntos los elementos de un conjunto también son
conjuntos.

2. Para objetos distintos A y A’ los morfismos A — 2 y A — 2 forman
dos colecciones ajenas mientras que en una teoria de conjuntos A y A’
pueden tener elementos en comun.

Para resolver la primera dificultad es suficiente con excluir de la teoria los con-
juntos no transitivos, asf los A-elementos 1 — A también son P(A)-elementos
y por lo tanto conjuntos (3.1.4). Para resolver la segunda dificultad es nece-
sario poder determinar condiciones bajo las cuales dos morfismos representan
un mismo subobjeto.
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Observacion 3.1.7. Cuando los morfismos f : b — a y g : ¢ — a tienen
el mismo codominio, representan el mismo subobjeto si y sélo si f ~ ¢
en Sub(a). Sin embargo en Con dos subconjuntos con distinto codominio
f:B = Ayg:C < D pueden representar el mismo conjunto si sus
codominios A y D se intersectan. Si se cumple f(B) = ¢g(C) € AN D
entonces se debe poder concluir f ~ ¢. Considere la uniéon A U D con las
inclusiones iy : A<~ AUD eip: D <— AUD, se cumple f(B) = g(C) siy
sélo siia(f(B)) =1ip(g(C)).

Bt 4 4 upto _p. 9 ¢

Por consiguiente f ~ g siy sélo si en Sub(AU D) se cumple i4 - f ~ip - g.

El problema de la equivalencia de los subobjetos se resuelve si se considera
la teoria local para un objeto que contenga los codominios de los morfismos
que se desean comparar. Por consiguiente en el topos C'on la definicion general
de la pertenencia para subconjuntos f: B < Ay g: C — D es la siguiente.

Definicién 3.1.8 (Teoria global en Con). Sean f: B <— Ay g: C — D
subconjuntos, se define g € f si y sélo si para algiin conjunto transitivo T
talque h: AT yk:D < T secumple k-g € h-fen Sub(T) =P(T).
Lo anterior se cumple si y sélo existe un B-elemento o : 1 — B que hace
conmutativo el siguiente diagrama.

h-f Te

Para la eleccion de un conjunto transitivo que cumpla con las condiciones
necesarias considere el siguiente conjunto para la teoria global en Con.

Definicién 3.1.9 (Cerradura transitiva). Dado un conjunto A, considere la
asignacion f : N — im(f) definida por f(0) = Ay f(n+1) =J(f(n)). Por
el axioma de reemplazo de Zermelo-Fraenkel la imagen de esta funcién es un
conjunto, por lo tanto se define la cerradura transitiva de A como el conjunto

ct(A) =Jim(f).
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Observacién 3.1.10. A = f(0) C ct(a). Si y € ct(A) entonces y € f(k)
para alguna k € N, por lo tanto si € y entonces x € |J(f(k)) = f(k + 1)
de donde y C ct(a). Por lo tanto la cerradura transitiva de un conjunto A es
un conjunto transitivo que contiene a A.

En resumen se observa que la relacién de pertenencia € en un conjunto
transitivo A se identifica con una funcién inyectiva re : A — P(A). Esta
propiedad permite definir la relacién de pertenencia para los conjuntos tran-
sitivos del topos C'on. Sin embargo no es posible generalizar esta definicién
para un topos elemental dado que persiste el problema de determinar ba-
jo cuales condiciones un morfismo r : A — P(A) representa la relacion de
pertenencia en un conjunto transitivo.

3.2. Extensionalidad y buena fundacion

En los siguientes enunciados utilizo el simbolo ”=-" para la implicacion,
7" para la doble implicacién y ”~" para la negacién.

Definicién 3.2.1 (Relacién extensional). Una relacién R en un conjunto A
es extensional siy sélo si Ve Vy € A(Vz € A(zRx & zRy) = x =vy).

Afirmacion 3.2.2. Una relacion R en un conjunto A es extensional si y
sélo si la funcion rr : A — P(A) es inyectiva.

Demostracion.

= Sea R C A X A una relacién extensional y sean x,y € A dos elementos
distintos. Por lo tanto 3z € A tal que ~ ({(z,2) € R) o ~ ({(2,y) € R),
de donde rr(z) # rr(y) y por consiguiente la funcién rg es inyectiva.

» Searg: A — P(A)inyectivay sean z,y € A tales que Vz(zRx < zRy).
Esta dltima condicién implica rg(x) = rg(y) y dado que la funcién es
inyectiva esto se cumple tnicamente si x = y. Por consiguiente R es
una relacion extensional.

O

Definicién 3.2.3 (Relacién bien fundada). Una relacién R en un conjunto
A es bien fundada siy s6lo si VB C A(B # () = Jxo € B (Vy € A(yRxg =
~ (y € B)))).
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Observe que la extensionalidad y la buena fundacién se postulan como
axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. El lema del colapso
del matemaético polaco A. Mostowski, cuya demostracion se encuentra en el
apéndice A.2, relaciona estas propiedades y los conjuntos transitivos en la
axiomatica de Zermelo-Fraenkel.

Lema 3.2.4 (Lema del colapso). Si R C A x A es una relacién extensional
y bien fundada entonces existe un unico conjunto transitivo B tal que

(A, R) = (B, €).

Observacion 3.2.5. Un conjunto transitivo en un modelo para la axiomatica
de Zermelo-Fraenkel es isomorfo a una relacion extensional y bien fundada.

La caracterizacion de los conjuntos transitivos como relaciones extensiona-
les y bien fundadas permitira la generalizacion de la nociéon de conjunto tran-
sitivo en el contexto de un topos arbitrario. Para esto es necesaria la siguiente
afirmacién en C'on cuya prueba se encuentra en el apéndice A.3.

Afirmacion 3.2.6. R es una relacion bien fundada en A si y sélo si para
cualquier conjunto B y cualquier funcion g : P(B) — B existe una unica
funcion f: A — B que hace conmutativo el siguiente diagrama.

B

J5
La afirmacion anterior caracteriza la nocién de relacién bien fundada por
medio de morfismos.
3.3. Objeto conjunto transitivo

Generalizando las nociones de relacién extensional (3.2.2) y la propiedad
equivalente a relacién bien fundada (3.2.6) se establecen las siguientes defini-
ciones en el contexto de un topos arbitrario £.
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Definicién 3.3.1 (Relacional extensional). En un topos £ una relacional r
sobre un objeto a es un morfismo r : a — Q. Una relacional extensional r
sobre un objeto a es un monomorfismo r : a — °.

Definicién 3.3.2 (Relacional recursiva). Una relacional r : a — Q% sobre
un objeto a es recursiva siy sélo si para cualquier morfismo g : Q° — b existe
un unico morfismo f : a — b que hace conmutativo el siguiente diagrama.

0° 9k

35
Js es la imagen de f bajo el funtor 3 (1.6.1). En este caso se dice que el
morfismo f estd definido recursivamente a partir de g sobre r y se denota
f=rec.(g).
Con estas propiedades se transporta la nocién de conjunto transitivo al
contexto de un topos arbitrario.

Definicién 3.3.3 (Objeto conjunto transitivo). En un topos & un objeto
conjunto transitivo es una relacional r : a — €2* extensional y recursiva.

Observacién 3.3.4.

Considere el morfismo 0go : 0 — Q° y sea g : 2° — b un morfismo cualquiera
en el siguiente diagrama.

0o es un monomorfismo por el inciso 4 de la afirmacién (1.7.2). Como 0 es
un objeto inicial existe un tnico morfismo 0, : 0 — b y por consiguiente el
morfismo 0 — Y es un objeto conjunto transitivo.
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Afirmacion 3.3.5. La imagen 3, de un objeto conjunto transitivor : a — Q¢
bajo el funtor 3 es un objeto conjunto transitivo.

Demostracion.

» La afirmacién (1.6.6) establece que el funtor 3 respeta monomorfismos,
por lo tanto 3, es una relacional extensional (3.3.1).

» Sea g : O — b un morfismo cualquiera. La recursividad del objeto
conjunto transitivo r implica que el siguiente diagrama conmuta para
un unico morfismo f.

0° b

3y

Dado que 3 es un funtor la conmutatividad del diagrama anterior im-
plica la conmutatividad del siguiente diagrama.

Qa EIf Qb g
3, 34 g
0o O Qb
33, 3,

Suponga que existe un morfismo h : 2* — b tal que el siguiente diagra-
ma conmuta.
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e b
3, g
Q¥ b

3n

Considere el siguiente diagrama conmutativo.

h
a 4 0 b
r '3, g
;
0 Q% QP
3, 3,

El objeto conjunto transitivo r : a — Q% es recursivo y por lo tanto

f=h-r
=33
gzlf:gahar
g-3r="h

Por lo tanto el morfismo g - 3¢ es unico y por consiguiente 3, es una
relacional recursiva.

Por lo tanto d, es un objeto conjunto transitivo. ]

Con las herramientas disponibles se puede enunciar la definicién de la
teoria local para Sub(a) relativa a un objeto conjunto transitivo r en un
topos £.
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Definicién 3.3.6 (Teorfa local en £). Sean f : b— ay g : ¢ — a subobjetos
de a, se define g €, f siy sélo si "y, se factoriza a través de r - f si y sélo
si existe un b-elemento que hace conmutativo el siguiente diagrama.

3.4. Reticula de objetos conjunto transitivo

En este seccion se muestra que la coleccion de objetos conjunto transitivo
en un topos arbitrario constituye una reticula acotada inferiormente. Primero
considere la siguiente propiedad de los conjuntos transitivos.

Afirmacion 3.4.1. 5@ A y B son conjuntos transitivos entonces el siguiente
diagrama conmuta si y solo si A C B y f es la inclusion A — B.

S

A B

Demostracion.

» Sea f la inclusién, para © € A se obtiene por transitividad x € P(A).
Ahora Pflz] ={y |y € x} = = y por lo tanto el diagrama conmuta.

» Suponga que el diagrama conmuta, entonces f(x) = f[x] para cada
r €A SeaC ={x|xe€ Ay f(x) # x} C A. Suponga que C es no
vacio. Como A es un conjunto transitivo € es bien fundada en A y por
lo tanto existe g un elemento €-minimo en C. Como xg € C' se cumple
xo # f(x9) vy dada la minimalidad de zy para toda y € xy se cumple

fly)=y.
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Se obtiene f(z) = flro]l = {f(y) | vy € o} ={y | v € zo} = w0,
contradiciendo zo € C. Por lo tanto C = () y f(z) = x para cada
x € A. Esto demuestra que f es la inclusion.

]

La propiedad anterior se transporta al contexto de un topos y determina
la siguiente nocion.

Definicién 3.4.2 (Inclusién). Sean 7 : a — Q% y s : b — Qb objetos
conjunto transitivo, una inclusion h : r — s de r en s es un morfismo h que
hace conmutativo el siguiente diagrama.

h

a———D

0° Qv

3
Definicién 3.4.3 (Relacional C). En la coleccion de objetos conjunto transi-

tivo en un topos &£ considere la siguiente relacional. Dados dos objetos conjun-
to transitivo r y s, se define r C s si y sélo si existe una inclusién h : r < s.

Afirmacion 3.4.4. La relacional C es reflexiva y transitiva.
Demostracion.

= Observe que para todo objeto conjunto transitivo r : a — €2* se cumple
r C r tomando id, como inclusién. Por consiguiente C es una relacional
reflexiva.

m Sean 7 :a— Q% s:b— QV yt:c— QF objetos conjunto transitivo
tales que r C s Ctcon f:r = sy g:s < tlas inclusiones en el
siguiente diagrama.
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0° QP Qe
EIf Elg

Ambos cuadrados conmutan por la definicién de inclusién. Como 3 es

un funtor 4.y = 3, - 3. Por consiguiente g - f : @ — ¢ es una inclusién
y se obtiene r C t. Por consiguiente C es una relacional transitiva.

]

Para continuar estableciendo las propiedades de relacional C es necesario
recordar las nociones de morfismo parcial (1.5.3) y el teorema (1.5.5) que
establece que para los morfismos parciales con codominio b en un topos existe
un clasificador dado por un objeto b y un monomorfismo 7 : b — b.

Definicién 3.4.5 (Morfismo 5). Sea s : b — Q° un objeto conjunto transitivo
y considere 3,, : Q¥ — Q°, la imagen del monomorfismo 7, bajo el funtor 3.
Dado que el morfismo parcial (idy, 3,, - s) es representable en el topos, existe
un tnico morfismo 5 : Q¥ — b tal que el siguiente diagrama es un producto
fibrado.

Ul

En un topos arbitrario, la construcciéon anterior asigna a cada objeto
conjunto transitivo s : b Q° un morfismo 5 : Q° — b.

Lema 3.4.6. Sir :a — Q" ys:b»— Q° son objetos conjunto transitivo,
entonces h : a — b es una inclusion si y solo si el exterior del siguiente
diagrama conmuta.
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a b
r s, 3 (3.1)
* —
Q° Q° QP
=/ 3,
Demostracion.
= Considere el diagrama del enunciado.
h _
a b—"
r S 5
Qe o 9%
= 3,

El cuadrado de la derecha conmuta por definicién del morfismo § (3.4.5).
Si h es una inclusién el cuadrado de la izquierda conmuta y por lo tanto

el exterior del diagrama conmuta.

= De manera reciproca si el exterior del diagrama anterior conmuta en-
tonces el diagrama exterior del siguiente producto fibrado conmuta.




Por consiguiente existe un tnico k : a — b tal que k = h y se obtiene
del triangulo conmutativo superior

3, -s-h=3, -3

Ahora dado que 3,, es mono se concluye s -h = 3, - . Es decir que el
cuadrado izquierdo del diagrama (3.1) conmuta y por lo tanto h es una
inclusion.

O]
Afirmacion 3.4.7. Si existe una inclusion h : r — s entonces es unica.

Demostracion. Sean hy : v < sy hy : 7 < s inclusiones. Por el lema anterior
se obtienen los siguientes diagramas conmutativos.

hy UL ho U3

=l
S
>
=l

0e Qb Qb 0o Qb Qb
In, 3, I, 3,

b b

El objeto conjunto transitivo r es en particular una relacional recursiva, por
la definicién (3.3.2) se cumple 7, - hy = 1 - he = rec,.(8). Por consiguiente 7,
mono implica h; = hs. O

La afirmacién (3.4.6) expresada de otra forma, establece que r C s siy
sélo si ny - h = rec,(8).

Afirmacién 3.4.8. Sir :a — Q% y s : b — QF son objetos conjunto
transitivo tales que r C s, entonces se cumplen las siguientes propiedades.

1. La inclusion es un monomorfismo.

2. Si ademds se satisface s C r entonces a = b y Q* = Q.
Demostracion.
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= Suponga r C s con h la inclusién. Construya el morfismo 7 (3.4.5) a
partir de 7.

|

Se cumple 7 - 3, -r = n, y por consiguiente el siguiente diagrama
conmuta.

Na _
a a
r T
Qe 0o
3,

Como 7 es una relacional recursiva, por la definicién (3.3.2) se cumple

ne = rec, (7). En el siguiente diagrama el cuadrado izquierdo conmuta
dado que h es una inclusion.

h
a b g a
r S T
e v ¢
=/ B

Ahora dado que s es una relacional recursiva, en el cuadrado de la
derecha g = recy(r). El rectdngulo exterior del diagrama conmuta y se
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obtiene g - h = rec,.(7) = n, porque r es recursiva. Por lo tanto g - h es
un monomorfismo lo cual implica que h es un monomorfismo.

m Seanr CsCrcong:a—byh:b— alas inclusiones.

Q° v 0 v Q¢ ok
E|g Elh EIh E|g

En el diagrama de la izquierda h-g es una inclusion r < r, pero también
lo es la identidad id,. Dada la unicidad de la inclusién (3.4.7) se tiene
h-g =id,. De manera similar en el diagrama de la derecha ¢ - h es una
inclusién s < s y por lo tanto g - h = id,. Por consiguiente a y b son
isomorfos y como 3 es un funtor Q¢ y QY son isomorfos.

]

Definicién 3.4.9 (Equivalencia de oct). Dados objetos conjunto transitivo
ry s, sedefiner ~ ssiysolosir CsysCr. Observe que la unicidad de la
inclusion implica que la relacional C esta bien definida para las ~-clases de
equivalencia

Si se tiene en mente que se trata de ~-clases de equivalencia, el abuso de
lenguaje al referirse a una clase por medio de un representante no introduce
mayor ambigiiedad.

Afirmacion 3.4.10. La relacional C es un orden parcial en la coleccion de
los objetos conjunto transitivo en un topos.

Demostracion. Por la afirmacién (3.4.4) la relacional C es reflexiva y transi-
tiva y por consiguiente también es antisimétrica. O]

Definicién 3.4.11 (Relacional bien fundada). Una relacional r : a — Q% es
bien fundada siy sélo si, para cualquier subobjeto m : z — a, si se satisface
r~1(3,,) < m entonces m es un isomorfismo.
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Afirmacion 3.4.12. Sir :a — Q% es una relacion bien fundada, entonces
para cualquier morfismo g : ¢ — ¢ ewiste a lo mds un morfismo f :a — ¢
que hace conmutativo el siguiente diagrama.

f

s}
o

Q° Q°

3r

Demostracion. Suponga que el siguiente diagrama conmuta con los morfis-
mos f1, fo :a — ¢y sea m : e — a su igualador.

m fi
e ——a_—_—_—3 ¢
fo
r g
3
Qa fl QC
E|f2

Se cumple f1 = ¢g-3dp -7y fo=g-3y, -r. En el siguiente diagrama conmuta-

tivo el cuadrado superior es el producto fibrado que determina el morfismo
-1

r~(3m).

fl f2 Elfl Elf2

C
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Se cumple

g 3p T T_l(zlm) =g-3p-r- T_l(zlm)
fror™ @) = fo 7 (3Bm)

Por lo tanto r~'(3,,) iguala los morfismos f; y fo. Por la propiedad universal
del igualador se obtiene r~1(3,,) < m. Ahora dado que r es una relacional
bien fundada m es un isomorfismo y por lo tanto f; = f. m

En el apéndice (A.3) se muestra que en el topos de los conjuntos las
nociones de relacién bien fundada y relacion recursiva son equivalentes. En el
caso de un topos arbitrario la afirmacién anterior muestra que una relacional
bien fundada es una relacional recursiva. El reciproco de este resultado se
encuentra en el Teorema 9.23 del libro de Johnstone [Joh79].

Afirmacion 3.4.13. Un objeto conjunto transitivo es una relacional bien
fundada.

Demostracion. Sea r : a — 2* un objeto conjunto transitivo. Considere el
morfismo parcial (iq,3,, - 7) : Q* — a. Por la afirmacién (1.5.5) es represen-
table y por lo tanto en el siguiente producto fibrado el morfismo 7 es tinico.

=N .
a r Q° i O a M, a
i1d, r r r
a a Q* %
na Elna

Observe que como r es recursiva el monomorfismo 7, satisface n, = rec, (7).
Sea m : d — a un subobjeto tal que r~1(3,,) < m y considere el producto
fibrado que determina el morfismo 7~1(3,,).
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Qa

Como 7 es una relacional extensional s es un monomorfismo. Considere el
morfismo parcial (h,3,, - s) : Q¢ — d. Al ser representable, en el siguiente
producto fibrado el morfismo g es unico.

Nd

Considere el morfismo parcial (m,ny) : d — a, de nuevo al ser representable
el morfismo m en el producto fibrado de la izquierda es unico. Sea f el
morfismo determinado recursivamente por g a partir de » como se muestra
en el diagrama conmutativo de la derecha.

PR | P |

m| |m T q

a6 — +a Qo Q?
Na 3r

Por lo tanto 7, *(m) = m. Considere el siguiente diagrama conmutativo.
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Na

El morfismo parcial (r=(3,,),3,,-s) : Q¢ — a es clasificado por los morfismos

m-gy 735 y por lo tanto m-g = 7-3;5. Los siguientes diagramas conmutativos
son equivalentes.

Na

a
‘m
Qo Q7 * d

Qd 0o QJ
3, In 3,

>
<

9

Por lo tanto m - f esta recursivamente determinado por 7 a partir de r y
como r es una relacional recursiva se cumple 7, = m - f. Ademés como m es
un monomorfismo el siguiente diagrama es un producto fibrado.

a a
idg | |na
a a

idy,
_ >

_—

TNa
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Por lo tanto 1, *(n,) = id, y se obtiene,

Na =m- f

e (na) =1, (M- f)

e (1a) = g () - (f)
id, =m -, (f).

Por lo tanto id, epi implica que m es un epimorfismo y por consiguiente un
isomorfismo. Se concluye que 7 es una relacional bien fundada. O

Afirmacion 3.4.14. Considere el siguiente diagrama conmutativo con h un
monomorfismo.

Q° Qv

3n

Sis:b— Q° es una relacion bien fundada entonces r : a — Q% es una
relacion bien fundada.

Demostracion. Sea m : d — a un subobjeto y sea n = V,m la imagen de m
bajo el funtor V. El morfismo h=!(V,m) = h~1(n) estd determinado por el
siguiente producto fibrado y satisface h=1(n) < m.



Como m, n, y h™!(n) son monomorfismos, por la afirmacién (1.7.9) el siguien-
te diagrama de la derecha es un producto fibrado. El diagrama de la izquierda
es el producto fibrado que determina el morfismo 3;'(3,,).

D Qv Qv O
3:1(3,) 30 Fnrm) 3,
Q° Qv 0 Qb
Hh E]h

Por lo tanto se obtiene 3;'(3,,) = J,-1(,). Considere el producto fibrado que
determina el morfismo s~1(3,).

w Qv
S_1<3n) Hn
b v

S

Considere los siguientes diagramas conmutativos. El de la derecha es el pro-
ducto fibrado que determina el morfismo r~1(3;%(3,)) y el de la izquierda es
el producto fibrado que determina el morfismo h~!(s71(3,)).

hl(sl(ﬂn))| 571 (3n) Tl(ﬂhl(ﬂn))| 3,1(3n)
a————b a Qe

h r

Se obtiene A~ (s71(3,)) = r 1 (Fp-1(3n)) = r H(Fp-1(n)) < r7'(m) < m. Por
consiguiente la adjuncién h=! 4V, (1.6.12) implica s71(3,,) < V,(m) = n.
La relacional s es bien fundada y por consiguiente n es un isomorfismo. Por
lo tanto A1 (n) es iso y dado que este ultimo se factoriza a través de m se

obtiene que m es iso. Se concluye que r es una relacional bien fundada.
]
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Afirmacion 3.4.15. Considere el siguiente diagrama conmutativo con h un
monomorfismo.

Q° QP

In

Si s :brs QF es un objeto conjunto transitivo entonces r : a — Q% es un
objeto conjunto transitivo.

Demostracion.

= Por la definicién de objeto conjunto transitivo, s es una relacional exten-
sional y por lo tanto un monomorfismo, de donde la composicion s-h es
un monomorfismo. Como el diagrama conmuta se cumple s-h = d, - r
y por consiguiente 7 es una relacional extensional.

= Por la definicién de objeto conjunto transitivo, s es una relacional recur-
siva y por lo tanto existe un tnico morfismo f : b — ¢ que hace con-
mutativo el cuadrado derecho en el siguiente diagrama.

% b Q°
3, 3,

Por la afirmacién (3.4.13) s es una relacional bien fundada. Por lo tanto
la afirmacion (3.4.14) implica que 7 es una relacional bien fundada. La
afirmacién (3.4.12) establece la unicidad del morfismo f-h:a — cy
por consiguiente r es una relacional recursiva.
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Por lo tanto r es un objeto conjunto transitivo. O

A continuacién se introducen las operaciones binarias de interseccion y
union para objetos conjunto transitivo.

Definicién 3.4.16 (Interseccién de oct). Para los objetos conjunto transitivo
ria— Q%ys:b— O sedefinerns:anb— Q% el objeto conjunto
transitivo interseccion, por medio del siguiente diagrama conmutativo.

h
anb 2 b
hy
b
a b s
f
rNs (3.2)
r Qaﬂb Qb
3, .
3
3,
Qe Qp
3y

= El morfismo f de la cara anterior existe y es tinico porque 7 es una
relacional recursiva. Este morfismo satisface s - 4y - r = f. La cara
derecha es el producto fibrado de la definicién del morfismo § y se
cumple §-3,, -s = n,. La cara superior es el producto fibrado de 7, a lo
largo de f y por consiguiente - ho = f - hy. Observe que por definicién
M, es un monomorfismo y por lo tanto h; es un monomorfismo.

= De la conmutatividad de las caras del cubo se deduce,
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VAPV,

En el siguiente diagrama el cuadrado interior es el producto fibrado de
la definicién del morfismo § (3.4.5) y por lo anterior el exterior conmuta.

anbd

Por lo tanto el morfismo hs : a b — b es Unico y satisface

3y, -5 ho=3f-7-hy.
Como h; es un monomorfismo la afirmacién (1.7.9) implica que la cara
inferior del cubo (3.2) es un producto fibrado y por consiguiente induce

un tnico morfismo r N's : aNb — QP

= Como hy es un monomorfismo, por la afirmacién (3.4.15) se concluye
que r N s es un objeto conjunto transitivo.

= Por tltimo considere los siguientes diagramas conmutativos.
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hy ho

anbd a anb b
rns T rns S
Qaﬂb Qa Qaﬂb Qb
I, =,

Los morfismos hy y hy satisfacen la definicién (3.4.2) y por lo tanto son
inclusiones.

Observacién 3.4.17. Sean 7 : a — Q% s : b— Q° y t : ¢ — Q° objetos
conjunto transitivo tales que t C r y ¢ C s con inclusiones h : t < r y
k :t — s. En el siguiente diagrama el cuadrado interior es la cara superior
del diagrama (3.2) de la definicién (3.4.16). El exterior del diagrama conmuta
como consecuencia de la propiedad del morfismo parcial (k, ) : a — b de ser
representable (1.5.4) en un topos.

Por consiguiente la propiedad universal del producto fibrado induce un tinico
t1:c—anbtal que j =hy -1y k= hy-t El siguiente diagrama conmuta.
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hy

c anb a
t rns T
0° Qaﬁb 0

3; In,

Por lo tanto el morfismo ¢ satisface la definicién (3.4.2) y es una inclusién. Se
obtiene t C r N s y se concluye que r N s es el infimo de los objetos conjunto
transitivo r y s.

Definicién 3.4.18 (Unién de oct). Para r : a — Q% y s : b — QP objetos
conjunto transitivo se define rUs : aUb »— Q% el objeto conjunto transitivo
union, por medio del siguiente diagrama conmutativo.

h
anb 2 b
hl k2
a aUb s
k1
rNs rUs (3.3)

r Qaﬂb Qb

I,

Tk,

Qa Qaub

el

1. La cara superior del cubo (3.3) es el coproducto fibrado de las in-
clusiones hy y hy del objeto conjunto transitivo » N s. Por lo tanto
rUs:aUb — QWM es el tinico morfismo inducido por la propiedad
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universal del coproducto fibrado al considerar el siguiente diagrama

conmutativo.

k k
a L aUb 2 b
r o Ub s
i
0o Qaub Qb
= Ty

2. Sea ¢ un objeto y g : 2 — ¢ un morfismo cualquiera. Como r y s
son relacionales recursivas existen morfismos tnicos f; y fo que hacen

conmutativos los siguientes diagramas.

" fi . b f2 .
r g S g
Qe Q° QP Q°
3y, 3y,
Considere los siguientes diagramas conmutativos.
-h -h

anb fil c anb fa - ha

r g S g
Qaﬁb QO° Qaﬂb Q°

E]fl'hl E|f2~h2

Se mostré previamente que rN's : aNb — Q% es una relacional
recursiva y por lo tanto se satisface fi - hy = f5 - ho. Asi el exterior del

siguiente diagrama conmuta.
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Por lo tanto la propiedad universal del coproducto fibrado induce un
unico morfismo e : a Ub — c tal que f; = e-k; y fo = e- ky. Por lo
tanto los siguientes diagramas conmutan.

]{?2 (&

a aUb c b aUb c
T rus q S rus q
0o Qaub O° Qb Qaub O°

Elk:l EIE Elkz EI@

Sea € : a Ub — ¢ un morfismo que hace conmutativos los diagramas
anteriores. En este caso se obtiene ¢ -k = e- ki y e -ky = e+ ko.
Los morfismos k; y ks son conjuntamente epi (ver inciso 10) y por lo
tanto se concluye e = ¢’. Por consiguiente 7 U s : a Ub — Q% es una
relacional recursiva.

3. Por el inciso 1 de la afirmacién (3.4.8) las inclusiones son monomor-
fismos. Por la afirmacién (1.7.1) la cara superior del diagrama (3.3),
coproducto fibrado de las inclusiones h; y hy para el objeto conjunto
r N s, también es el producto fibrado de los monomorfismos ky y ks.

4. Considere el morfismo parcial (idy, ko), por el teorema (1.5.5) es repre-
sentable y por lo tanto en el siguiente producto fibrado w es 1nico.
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o
)

b aUb
idb :w
;

b——b

=
S

5. De manera andloga considere el morfismo parcial (id,, k1), por el teore-
ma (1.5.5) es representable y por lo tanto en el siguiente producto

fibrado z es tunico.

ky

)
-
S

id,

Qe—mmmQ

L

Na

6. Considere los siguientes diagramas conmutativos.

h h
anb ! a anbd ! a
ha ky
b —aUb h
k’g a 2 f
idb w
b—— b b— b
U3 Ty
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En el diagrama de la izquierda ambos cuadrados son productos fibra-
dos y por lo tanto el exterior del diagrama es un producto fibrado. El
diagrama de la derecha es el producto fibrado de f a lo largo de n;, y
constituye la cara superior del diagrama (3.2) en la definicién del objeto
conjunto transitivo interseccién (3.4.16).

Por consiguiente f y w-k; clasifican el mismo morfismo parcial (hg, hy)
y por lo tanto f = w - k;. Ademas en el producto fibrado inferior del
diagrama de la izquierda se satisface n, = w - ks.

Como f = w - k; el siguiente diagrama conmuta.




Dado que el cuadrado interior conmuta con ambas inclusiones se con-
cluye w = rec,s($8) y por consiguiente w = §- 3, - U s.

. Considere el morfismo parcial (hy, hy) : b — a, por el teorema (1.5.5)
es representable y por lo tanto el siguiente diagrama de la derecha es
un producto fibrado y g es tnico.

ha ho

anb b anbd b
hy ko
——aUb h
a i a 1 g
id, z
a a a a
Na Na

En el diagrama de la izquierda ambos cuadrados son productos fibrados
y por lo tanto el exterior del diagrama es un producto fibrado. Por
consiguiente g y z - ky clasifican el mismo morfismo parcial (hy, hs) y
por lo tanto ¢ = z - ky. Ademads en el producto fibrado inferior del
diagrama de la izquierda se satisface n, = z - ky.

Como g = z - ky el siguiente diagrama conmuta.




Y como 1, = z - k; el siguiente diagrama conmuta.

Dado que el cuadrado interior conmuta con ambas inclusiones se con-
cluye z = rec,s(7) y por consiguiente z =7 -3, - rUs.

8. Sean x1,xy : u — aUb morfismos tales que rUs-xy =rUs-xy. Por lo
tanto también se cumple w - 1 = w - 5. Considere el producto fibrado
de n, a lo largo de w - z; para i € {1, 2}.

Sean o : y — u'y [ :y — b morfismos cualesquiera en el siguiente
diagrama conmutativo.
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Como w - ky = 1, la propiedad universal del producto fibrado de 7, a
lo largo de w - z; induce un tinico morfismo d : y — p. Por consiguiente
el siguiente diagrama es un producto fibrado para i € {1, 2}.

v k’Q

alUJb

U
X

Por lo tanto se obtiene z; - v = x4 - v.

9. Para los morfismos x1,22 : © — a U b del punto anterior también se
cumple z -z = 2 - x9. Considere el producto fibrado de 7, a lo largo de
z-x; para i € {1,2}.
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Sean o : ¢y — qy /' : ¥ — a morfismos cualesquiera en el siguiente
diagrama conmutativo.

aUb
ZT; z

Como z - k; = n, la propiedad universal del producto fibrado de 7, a lo
largo de z - x; induce un tnico morfismo ¢’ : ' — ¢. Por consiguiente
el siguiente diagrama es un producto fibrado para ¢ € {1,2}.

U/ k’l

alUJb

U
X

Por lo tanto se obtiene z; - v/ = x5 - V.

10. Considere los productos fibrados de los puntos 8 y 9.

Wao wq
p a q———>a
(% kg U,| kl
U alUb U aUb
X €
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Sean z1, z3 : u — x morfismos tales que z; - v =20 vy 21 -V = 29 - V.

En el siguiente diagrama conmutativo, el morfismo « : ¢ — p es tnico
por la propiedad universal del producto fibrado y satisface v - o = v'.

%)

ks

aUb

X

De manera andloga en el siguiente diagrama conmutativo, el morfismo
B :u — g es unico por la propiedad universal del producto fibrado.

Ky

alJb

Z;

El morfismo f satisface v' - § = id,,. Por ultimo considere el siguiente
diagrama conmutativo.
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21

[

q
o r_ /
21UV = 220

X

Por consiguiente

21UV =29V
210 =290
Zl'U,‘ﬁ:ZQ'U

21 = Z9.

Los morfismos v y v/ son conjuntamente epi.

11. Los puntos 8 y 9 establecen respectivamente las igualdades x1-v = z5-v
y x1 - v = x5 -v". Dado que v y v’ son conjuntamente epi se concluye
x1 = xq. Por consiguiente rUs es un monomorfismo y rUs es un objeto
conjunto transitivo.

12. Por 1ultimo considere los siguientes diagramas conmutativos.

k
a aUb b 2 . q Ub
r rus S rus
Qa Qaub Qb Qaub
=/ =

Los morfismos ky y ko satisfacen la definicién (3.4.2) y por lo tanto son
inclusiones.
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Observacién 3.4.19. Sean 7 : a — Q% s : b— QP y t : ¢ — Q° objetos
conjunto transitivo tales que » C t y s C ¢ con inclusiones h : r — ¢y
k : s — t. En el siguiente diagrama conmutativo el cuadrado interior es la
cara superior del diagrama (3.3) de la definicién (3.4.18).

Por consiguiente la propiedad universal del coproducto fibrado induce un
unico j : aUb — ctal que h = j- ki y k = j - ko. El siguiente diagrama
conmuta.

a aUb c
T rUs t
Qa Qan Qc

EIkl Elj

El morfismo j satisface la definicién (3.4.2) y por lo tanto es una inclusién.
Se cumple r U s C t y se concluye que r U s es el supremo de los objetos
conjunto transitivo r y s.

Afirmacion 3.4.20. La coleccion de objetos conjunto transitivo en un topos
constituye una reticula finitamente completa y acotada inferiormente.

Demostracion.

» La afirmacién (3.4.10) establece que la relacional C es un orden parcial.
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= Las operaciones de interseccién y unién se pueden generalizar de mane-
ra inductiva para colecciones finitas de objetos conjunto transitivo. Asi,
toda coleccién finita de objetos conjunto transitivo tiene infimo (3.4.17)
y supremo (3.4.19). Por lo tanto la coleccién de objetos conjunto transi-
tivo es una reticula finitamente completa.

= En la observacién (3.3.4) se mostré que 0 — QY es un objeto conjunto
transitivo. Sea r : a »— * un objeto conjunto transitivo, el tnico
monomorfismo 0 — a es una inclusién, de donde 0 C r y por lo tanto
el objeto conjunto transitivo 0 — Q° es una cota inferior.

3.5. Objeto conjunto

A partir de la nocién de objeto conjunto transitivo se construye la nocion
de objeto conjunto en un topos elemental y se describen algunas propiedades.
Es necesario definir una nocién preliminar.

Definicién 3.5.1 (Imagen de g bajo f). Dado un morfismo f : a — b en
un topos &, para cada subobjeto g : ¢ a se define la imagen de g bajo f,
flg] = f(g(c)) = b, como la parte mono de la factorizacién epi-mono de la
composicion f - g.

f-9(0)
Observacién 3.5.2. Si f : a — b es un monomorfismo entonces para to-

do subobjeto g : ¢ — a, la composicion fg es mono y por lo tanto en la
factorizacién epi-mono

95



1 atl

fg(c)

el epimorfismo fg* también es un monomorfismo. Por lo tanto fg* es un
isomorfismo y se obtiene flg] ~ fg.

Definicién 3.5.3 (Objeto conjunto). Un objeto conjunto en un topos & es
una pareja (f,r) : ¢ — a — Q% con f : ¢ — a un monomorfismoy r : a — Q°
un objeto conjunto transitivo.

Observacién 3.5.4. La imagen (37,3,) de un objeto conjunto (f,r) bajo
el funtor 3 es un objeto conjunto. 35 es mono dado que el funtor 3 respeta

monomorfismos (1.6.6) y 3, es un objeto conjunto transitivo por la afirmacién
(3.3.5).

Observacion 3.5.5. Para cualquier objeto conjunto transitivo r : a — Q¢
se cumple que (id,, ) : a — a — % es un objeto conjunto.

A continuacién se define la nocién de equivalencia ~¢ para los objetos
conjunto en un topos £.

Definicién 3.5.6 (Equivalencia de objetos conjunto). Dados objetos con-
junto (f,r) :c— a— Q%y (g,s) : d = b Q° en un topos &, se define
(f,r) ~¢ (g,s) siy sblo si para algin objeto conjunto transitivo t : e = Q°
tal que » € t y s C t con inclusiones ¢ : v < ty j : s < t se cumple

ilf] >~ jlg] en Subfe).

Observacion 3.5.7. i y j son monomorfismos, por lo tanto la condicién
para la igualdad de los objetos conjunto i[f] =~ j[g] se simplifica y se expresa
comoi- f~7j-qg(3.5.2).

Afirmacién 3.5.8. Para cualesquiera objetos conjunto (f,r) :c— a — Q°
y (g,5) : d > b QP las siguientes propiedades son equivalentes.

1. Para algin objeto conjunto transitivo t : e »— Q° tal que i : r — t y
J s <>t son inclusiones, se cumple i- f ~ j-g en Sub(e).
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2. PararUs : aUb — Q% y las inclusiones ky : 7 < rUs y ky 1 s <= rUs
se cumple ky - f ~ ko - g en Sub(a Ub).

3. Para todo objeto conjunto transitivo t : x »— QF tal que ip =7 — t gy
Ju 1 8 <> t son inclusiones, se cumple i, - f ~ j, - g en Sub(z).

Demostracion.

m (1=2).Seat:e— Q°talquer Ctys Ct. Elsupremo rUs satisface
rCrus,sCrUsyrUsCt Seah:rUs < tlainclusién, por
unicidad (3.4.7) se cumple h - ky =iy h-ky = 7.

Qaub
rus
c aUb d
k Z k
f y 'h >y
¥
a e - b
¢ J
r t S
e Qe b
3, 3;

Por hipétesis i - f ~ j- gy se cumple h-ky - f ~ h - ko - g en Sub(e).
Por el inciso 1 de la afirmacién (3.4.8) h es mono, por consiguiente
k- f~ky-gen SublaUb).

m (2=3).Seat:x— Q" tal que i, : 7 <=ty j,: § < t son inclusiones.
Por la definicién de supremo se cumple » U s C t. Sea h la inclusion

rUs < t, por unicidad satisface h - k1 =i, vy h-ky = j,.
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Qaub

rus
c alUJb d
k : k
f ; 'h > g
v
a - T - b
1y Jz
r t S
Qe O* Qb
3;, Jj.

Por hipétesis k1 - f ~ ko - g en Sub(aUb), de donde h-ky - f ~h-ky-g
y por lo tanto i, - f ~ j, - g en Sub(x).

» (3= 1). Esta implicacién es inmediata dado que se cumple i, - f ~ j,-¢
en Sub(x) para cada t : z — Q7.

]

La afirmacién anterior muestra que la definicién de la equivalencia ~¢
para objetos conjunto es independiente del objeto conjunto transitivo ¢ que
se elija. La siguiente afirmacién muestra que la definicién de la relacional ~¢
es compatible con la equivalencia de subobjetos ~ (1.3.2) en cada Sub(a).

Afirmacién 3.5.9. Sean (f,r):c—a— Q% y (g,r) : d — a — Q* objetos
conjunto, se cumple (f,r) ~¢ (g,7) si y solo si f ~ g en Sub(a).

Demostracion.

» Por el inciso 2 de la afirmacién (3.4.8) r C r, tomando como inclusiéon
a la identidad id,. (f,r) ~¢ (g,r) implica id, - f ~id, - g en Sub(a) y
por lo tanto f ~ g en Sub(a).
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= De manera reciproca si f ~ g en Sub(a) entonces f = s- g con s isoy
por lo tanto id, - f = id, - s-g. Si se toma a id, como la inclusién r C r,
entonces se concluye (f,r) ~¢ (g,r).

O]
Afirmacién 3.5.10. Los objetos conjunto (f,r) y (r- f,3,) son equivalentes.

Demostracion. Sean (f,r) :c— a — Q%y (r-f,3,) : ¢ — Q% — Q.
Considere el siguiente diagrama conmutativo en Sub(2%).

f r O

idﬂa

O+ -----0a

Qa

r-f

Por consiguiente se obtiene r - f ~ idga - 7 - f como subobjetos de 2¢. Con-
sidere el siguiente diagrama para los objetos conjunto (f,r)y (r- f,3,) y las
inclusiones r e idqa.

c c
f ref
dqa
ot
r 3, 3,
Elr Elidga
Se concluye (f,r) ~¢ (r- f,3,). O

Por lo tanto sélo falta definir formalmente la relacion de pertenencia para
objetos conjunto para asi obtener una teoria de conjuntos global en el con-
texto de un topos arbitrario £.
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3.6. Pertenencia en un topos elemental

Definicién 3.6.1 (Teoria global en &£). Sean (f,r) y (g,s) dos objetos con-
junto, se define (g,s) €g (f,r) si y sélo si para algin t : e — Q° objeto
conjunto transitivo tal que r Cty s C ¢ con inclusiones ¢ : r —ty j:s—t
se cumple j-g €1 f.

Es decir que "x;., ' se factoriza a través de la composicion ¢ -7 - f.

Observacién 3.6.2. En un topos £ considere un monomorfismo k : x — y.
Se tiene la siguiente situacion.

£(1,Q%) = Sub(x)
8(1,3k) Elk

E(L,QY) = Subly)

Por lo tanto para cualquier otro monomorfismo m : z — x el siguiente
diagrama conmuta.

Q* QY

=)

En particular el diagrama conmuta cuando m es una inclusion.
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Afirmacién 3.6.3. Para cualesquiera objetos conjunto (f,r) : ¢ — a — Q°
y (g,s) : d— b— QP las siguientes propiedades son equivalentes.

1. (g,s) € (f,r).

2. Para un objeto conjunto (¢',r) : d' — a — Q% tal que (g,s) ~¢ (¢',7)
se cumple ¢' €, f.

3. Para objetos conjunto (¢',t) : d' — e — Q¢ y (f',t) : d — e — Q°
tales que (g,s) ~¢ (¢',t) y (f,r) ~¢ (f',t) se cumple ¢ €; f'.
Demostracion.

» (1=2). Seat:e— %un objeto conjunto transitivo con inclusiones
1:7r =ty j:s < t. Considere el siguiente diagrama conmutativo.

c d d
/ g/ g
a e - b
? J
r t S
0° Q¢ QP
3, 3

Sea (¢',r) : d — a — Q% un objeto conjunto tal que (g,s) ~¢ (¢',7).
Por lo tanto j- g ~i- ¢’ en Sub(e). La hipétesis (g, s) €¢ (f,r) implica
j-g€si-f.Porlotantoi-g €;i- fy existe el morfismo a: 1 — cen
el siguiente diagrama conmutativo de la izquierda.
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Ahora tomando en cuenta que t -7 = 3; - r se obtiene el diagrama de
la derecha. Este diagrama conmuta por la observacién (3.6.2) y por
consiguiente se concluye ¢’ €, f.

» (2= 3). Sean (¢',t) : d — e — Q°y (f',t) : ¢ — e — Q° objetos
conjunto tales que (¢',t) ~¢ (g,5) y (f,t) ~¢ (f,r). Sean i : r — ¢ty
j : s < t inclusiones, por lo tanto existen isomorfismos o : ¢ — ¢y
B :d — d que hacen conmutativos los siguientes diagramas.

¢S d’————ﬁ——»d
/! f g 9
e— 4 e;b
t r t s
0° 7 0° Qe 0 Qb

Por hipdtesis se satisface ¢° €, f. Por lo tanto existe una inclusién
k .t < r tal que el siguiente diagrama conmuta.

Q° Q°
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Se obtiene r < t y t < r. Por el inciso 2 de la afirmacién (3.4.8) esto
implica ¢ =2 d' y Q° = Q% y por lo tanto k : e — a y QF : Q¢ — Q2 son
isomorfismos. Ademas la hipdtesis ¢’ €, f implica la existencia de un
morfismo ¢ : 1 — ¢ que hace conmutativo el siguiente diagrama.

1
N
c a 0°
f r

Pero f' ~¢ k™' - f y por lo tanto k - f' ~¢ f. Ahora dado que a & ey
Q¢ = Q¢ el diagrama anterior es equivalente al siguiente.

1
/ yﬂ
c P e ; Q°

Por consiguiente se concluye ¢’ €; f'.

m (3=1). Seat:e — ° un objeto conjunto transitivo tal que r C ¢,
s C t con inclusiones ¢ : r — ty j : s — t. Considere los objetos
conjunto (¢’,t) : d — e — Q°y (f',t) : ¢ — e — Q° tales que
(ga 8) = (glat)v (f,T’) =¢ (flat) y g/ €t f,-
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Q° Q° QP
3, 3

Por hipétesis se cumple j-g ~ ¢’ e i- f ~ f" en Sub(e). Por consiguiente
existen isomorfismos u : d — d, v : ¢ — ctalesque ¢ = j-g-uy

fl=i-f-v.

Como ¢ €; f' existe a : 1 — ¢ que hace conmutativo el siguiente
diagrama.

Tomando en cuenta que ¢’ y j - g son subobjetos isomorfos se obtiene
Xjg = Xg ¥ dado que el nombre de un morfismo (1.2.4) se define
como un adjunto exponencial, se obtiene "x;., ' =" x, . Por tltimo al
substituir el valor de f” en el diagrama anterior se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo.
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Por lo tanto j - g €; 1 - f.
]

Afirmacién 3.6.4. Para cualesquiera objetos conjunto (f,r) :c— a — Q°
y (g,8):dr— br— QP las siguientes propiedades son equivalentes.

1. Para algin objeto conjunto transitivo t : e — Q° tal quer Ct ys Ct
con inclusiones i :r—tyj:s<t secumplej-gé&si-f.

2. PararUs : aUb»— QW y las inclusiones ky : v < rUs y ko : s < rUs
se cumple ko - g €05 k1 - f.

3. Para cualquier objeto conjunto transitivo t : x — Q7 tal que i, : 17—t
Y Je S — t son inclusiones, se cumple j, - g €; 1y - f.
Demostracion.

= (1 = 2). Por hipétesis existe un morfismo « : 1 — ¢ que hace conmu-
tativo el siguiente diagrama.

f

Como r U s es el supremo de los objetos conjunto transitivo r y s,
existe una inclusion h : t < r U s. Considere los siguientes diagramas
conmutativos.
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D mmmm D
~ @

r rus S

Qa Qaub

= =

Qb

Por unicidad de las inclusiones se cumple h-j = ko y h -1 = k.

h
a ! e aUb
T t ruJs
0 0e Qan
3; =

Por lo tanto 3, -t -7 = r U s - ky. Por la observacién (3.6.2) se cumple
Jn-"Xjg ' =" Xnjg ' ¥ S€ obtiene el siguiente diagrama conmutativo.




Por consiguiente se concluye ks - g €, k1 - f.

= (2 = 3). Por hipdtesis existe un morfismo a : 1 — ¢ que hace conmu-
tativo el siguiente diagrama.

r al
0% XkZ'g

aUb Qavb

ki-f rUs

Como r U s es el supremo de los objetos conjunto transitivo r y s,
existe una inclusion h : t < r U s. Considere los siguientes diagramas
conmutativos.

c
k

f 1

Uy
a
r t S
Q¢ aO* Qb

3;, J;.

Por unicidad de las inclusiones se cumple h - j, = ks v h -1, = k1. De
donde h-i,-f=ki-fyko-g=h-j.-g.
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a T alUb
r t rus
Qa Qx Qan
3. =

Por lo tanto se cumple U s - h = 3j, - t. Por la observacion (3.6.2) se
cumple 35 - "X ' =" Xbaeg -

r q
Xka-g

r 1

Q:p Qan

3

Se obtiene el siguiente diagrama conmutativo.

Por consiguiente se concluye j, - g €; iy - f.

» (3 = 1). Por hipdtesis se cumple j, - g €; i, - f para cualquier objeto
conjunto transitivo t tal que i, : r — t y j, : s — t son inclusiones.
Por lo tanto es inmediato que se cumple j - g €; 7 - f.
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La afirmacion anterior prueba que la definicién de pertenencia para obje-
tos conjunto (3.6.1) en un topos es independiente del objeto conjunto transi-
tivo t que se elija, siempre y cuando sea cota superior de r y s. La siguiente
afirmacion muestra que la definicion de pertenencia para objetos conjunto es
equivalente a la definicién de pertenencia en la teoria local para cada Sub(a).

Afirmacién 3.6.5. Sean (f,r) :c—a— Q% y (g,r): d — a — Q objetos
conjunto, se cumple (g,7) €¢ (f,7) si y solo si g €, f.

Demostracion. Para cada objeto conjunto transitivo r : a »— 2% se cumple
r C r con la inclusién id, : r < r. Por lo tanto por la definiciéon de la
pertenencia para objetos conjunto (3.6.1) al considerar ¢ = r, se cumple
(g,7) € (f,7) siy solo si existe a : 1 — ¢ que hace conmutativo el siguiente
diagrama.

a I_Xg_l
c a 0°
f r

Por lo tanto (g,7) €¢ (f,r) si y s6lo si g €, f en la teoria local (3.3.6). O

A continuacién se introduce la nocién de subconjunto para los objetos

conjunto en un topos y se le relaciona con el orden del dlgebra de subobjetos
de la definicién (1.3.1).

Definicién 3.6.6 (Subconjunto de oct). Considere en un topos los objetos
conjunto (f,r):cr a4y (g,s) : d — b— QP se define (g,s) C¢ (f,7)
si y so6lo si para cada objeto conjunto (h,t), la propiedad (h,t) €¢ (g,s)
implica (h,t) €¢ (f,7).

Afirmacién 3.6.7. Sean (g,r) : d— a— Q% y (f,r) : c — a— Q* objetos
conjunto, se cumple (g,7) Ce (f,7) siy sdlo si g < f (1.3.1) en Sub(a).

Demostracion. Si r = t en la definicién de pertenencia, entonces se tiene
r — r tomando a la identidad como inclusion.
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» Si (g,7) Ce¢ (f,r) entonces (h,r) €¢ (g,r) implica (h,r) €¢ (f,7)
para cada objeto conjunto (h,r). Por lo tanto en el siguiente diagrama
conmutativo la existencia de un monomorfismo 5 : 1 — d implica la
existencia de un morfismo « : 1 — ¢ y por consiguiente la existencia de
un morfismo m : d — ¢ tal que a =m - (.

—_

Q
2
2

3
Q< - - - - -

™
kﬁ ) \
q
=
>
_

Por consiguiente g < f en Sub(a).

» De manera reciproca suponga g < f en Sub(a) y sea m el morfismo tal
que f-m = g. Sea (h,r) un objeto conjunto tal que (h,r) €¢ (g,7).
Por lo tanto existe un d-elemento o que hace conmutativo el siguiente

diagrama.
1
/ W
a Q
g r

f

d
|
|

m |
|

¥

C

Por consiguiente (h,r) €¢ (g,r) implica (h,r) €¢ (f,r) y por lo tanto
de la definicién (3.6.6) se concluye (g,7) Cge (f, 7).
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Observacion 3.6.8. La afirmacién (1.3.8) establece que id, es el <-maximo
en Sub(a). Por la afirmacién anterior un objeto conjunto (f,r) : ¢ — a — Q¢
satisface (f,r) Cg (idg, ).

Por 1ultimo se introduce la nociéon de interseccion para objetos conjunto
que son subconjuntos de un mismo objeto conjunto.

Definicién 3.6.9 (Interseccién). Para objetos conjunto (f,r) : ¢ — a — Q°
y (g,7) : d — a — Q2 se define la interseccion (f,r)Ne (g,7) como el objeto
conjunto (f Mg, r). El monomorfismo f Mg es la interseccion (1.3.5) de los
subobjetos en Sub(a).

Observacién 3.6.10. Sean (f,r) : ¢ — a — Q% y (g,r) : d — a — Q°
objetos conjunto.

1. Por la afirmacién (3.6.8) se cumple (f,7) C¢ (idy,7) y (g,7) Ce (id,, 7).

2. Sea (h, s) : e — b — QP un objeto conjunto con (h, s) € (f,7)Ne(g, 7).
Sea j : s < r una inclusion en el siguiente diagrama conmutativo.

VN
N




Por la definiciéon de pertenencia para objetos conjunto existen morfis-
mos a:1—clMdy f:1— cld que hacen conmutativos los siguientes
diagramas.

c d
Por lo tanto (h,s) €¢ (f,7)y (h,s) € (g,7).

3. Suponga f g = 0,, como 0 es objeto inicial la siguiente composicion
satisface r - 0, = Oqa.

Qa

3.7. El topos &,

Se concluye este capitulo introduciendo una nocién equivalente a la de

objeto conjunto que recupero del libro de Johnstone [Joh79]. La nocién de
objeto parcialmente transitivo permite demostrar de manera mas directa que
la coleccién de objetos conjunto forma un subtopos.

Definicién 3.7.1 (Objeto parcialmente transitivo). Un objeto b en un topos
& es parcialmente transitivo si 'y sélo si existe un objeto conjunto transitivo
rp @ — %y un monomorfismo my : b — a.

Observacién 3.7.2.

1. Dado un objeto conjunto (f,r) : ¢ — a — Q% el objeto ¢ es parcial-
mente transitivo.
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2. Sea b un objeto parcialmente transitivo con objeto conjunto transitivo
r:a — %y monomorfismo my : b — a. El objeto b determina por lo
tanto un objeto conjunto (mp,r) y por la afirmacién (3.6.7) se cumple
(my, 1) Cg (idg, ).

En un topos arbitrario £ la coleccion de objetos parcialmente transitivos
se denota &,.
Teorema 3.7.3. &, es un topos.

Demostracion.

1. Sean ¢ y d objetos parcialmente transitivos, por definiciéon determinan
objetos conjunto (me,7.) : ¢ — a — Q*y (mg,ry) : d — b— Q. Un
morfismo de objetos parcialmente transitivos es un morfismo o : ¢ — d
que hace conmutativo el siguiente diagrama

c _* . d
me mq
a b
Te Td
Q* Qv

Las identidad para un objeto parcialmente transitivo es la identidad
para el objeto en el topos £ y la composicién de morfismos de objetos
parcialmente transitivos hereda la asociatividad de los morfismos del
topos. Por consiguiente los objetos parcialmente transitivos forman una
categoria.

2. Considere el objeto conjunto (idg, 0go) : 0 — 0 »— Q° Como el funtor
3 preserva monomorfismos (1.6.6) y objetos conjunto transitivo (3.3.5),
se obtiene que (Jigy, Jo,,) : Q0 — Q¥ — Q2 es un objeto conjunto.
Este objeto es isomorfo a (idy, 3 ,) : 1 — 1 — Q! y por lo tanto el
objeto terminal 1 es un objeto parcialmente transitivo.
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3. Sean a y b dos objetos parcialmente transitivos, por lo tanto existen
monomorfismos m, : @ — ¢, my : b — d y objetos conjunto transitivo
r:c— Q° s:d— Q% Las inclusiones i : r < rUs, j:s <= rUs
(3.4.18) son monomorfismos por la afirmacién (3.4.8).

a b
Mg mp
c cUud J d
r rus S
0 Qeud 04
3; 3;

Las composiciones ¢ - m, y j - m; son subobjetos de ¢ U d. Considere el
producto fibrado de 7 - m, a lo largo de j - my,.

Los morfismos p y ¢ también son monomorfismos. Por consiguiente con
el monomorfismo mp = j-my-p=1i-my-q: P — cUdy el objeto
conjunto transitivo r Us : cUd — Q% el objeto P es parcialmente
transitivo. Por lo tanto la categoria &, tiene productos fibrados.

4. Sean a y b dos objetos parcialmente transitivos que determinan los
objetos conjunto (mg,r) : a — ¢ — Q°y (my,s) : b — d — Q%
Considere las inclusiones i : r — rUsy j: s — rUs y los siguientes
diagramas en el topos £.
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Mg 1 rUs

a c e O¢
rus
b d e Q¢
myp J
T Tp
Q+———aXb———b
I
I
i myg f J-my
1
v
e+—eXe— ¢
7T8 1 7T€
I
rus :g rUs
I
\
Q° 0 x Q° 95
Qe Qe

El morfismo inducido f = (i - mg - 74, j - myp - ™) es mono dado que
i+Mg, j+Mmp, Ty y T lo son. De manera similar g = (rUs-m.,rUs - m,)
es un monomorfismo dado que r U s y 7, lo son. Por lo tanto a < e y
b < e como subobjetos de 2¢ implican a x b < e X e como subobjetos
de Q° x Q°.

En el siguiente diagrama h = [i. - i - mg, i - j - M| es mono dado que
1My, J - My € 1, son monomorfismos.
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Z‘a ib

a a+b b
i- ma| h g - my,
\i
€ ; e+e - e
le | le

'k
d.s-rUs ' d.s-TrUs
¥
Qe
HEIrU.s
Qe

Por la afirmacién (3.3.5) J,us : Q¢ — Q% y 35 QF — 0% son
objetos conjunto transitivo. Por lo tanto la composicion 3,5 - 7 U s es
mono y k es un monomorfismo. Por consiguiente con la composicion
k- h 'y el objeto conjunto transitivo 35 : Q% — Q2% el objeto a+b
es parcialmente transitivo.

rUs

Retomando el producto se tiene a x b < e x e < Q¢ x Q°. Se cumple
0° x QF = Q% = Ot gea s : Q° x Q° — Q¢ tal isomorfismo. Sea
t=0% como k:e+ e tesmono Iy, : Q7 — Of es mono y por lo
tanto la composicién m = 3 - s+ ¢ - f es un monomorfismo.

=

S
axb exe—Tu e xr et 9%

Sea w = Q%" con esta notacién w : t — O es un objeto conjunto
transitivo lo cual implica que 3, : QF — Q2 es un objeto conjunto

transitivo.

T

t

QQ

axb Ol
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Por consiguiente el objeto a X b es un objeto parcialmente transitivo.
Sean b* el objeto exponencial y eval : b* x a — b el morfismo correspon-
diente a los objetos a y b en el topos £. Considere el siguiente diagrama
con 0y el caracter de la diagonal Ay : b — b X b.

eval X idy O

b*xaxXxb———bxb Q

Los monomorfismos ewval y id, implican que eval X id, es mono. El
morfismo 9, es mono como consecuencia de la unicidad del morfismo
Ay. La composicién | = 9, - eval X idy, es por lo tanto un monomorfismo.
Este resultado implica que el adjunto exponencial [:b% — Q9P es un
monomorfismo.

o~

e anb Hm QQt 33w QQQt

En el diagrama anterior 3, es mono porque m es mono y 33, es un
objeto conjunto transitivo porque d,, es un objeto conjunto transitivo.
Por lo tanto 3,, - | es mono y b es un objeto parcialmente transitivo.
Se concluye que la categoria &, tiene objetos exponenciales.

. En el primer inciso se muestra que 1 1 — Q! es un objeto conjunto.
De manera similar dado que el funtor 3 preserva monomorfismos (1.6.6)
y objetos conjunto transitivo (3.3.5) Q! — Q! — Q% es un objeto
conjunto. Este objeto es isomorfo a Q — Q — Q% y por consiguiente
por el inciso 2 de la observacién (3.7.2) el objeto € es parcialmente
transitivo. Por lo tanto la categoria &, tiene clasificador de subobjetos.

La categoria &, tiene limites finitos, objetos exponenciales y clasificador de
subobjetos y por lo tanto satisface la definicién de topos (1.1.3). O

La relacién de pertenencia para los objetos conjunto en un topos elemental
£ queda definida formalmente. Con esta herramienta es posible construir
un modelo para la axiomatica de Zermelo-Fraenkel a partir de un topos
arbitrario. Este resultado y la construccion reciproca de una categoria a partir
de una version débil de la axioméatica de Zermelo-Fraenkel son los temas del
siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Zermelo-Fraenkel

En este capitulo se define un lenguaje de primer orden Lzp para los
axiomas de Zermelo-Fraenkel asi como un modelo U para su interpretacion.
Se muestra que una forma débil de la axiomatica de Zermelo-Fraenkel es
suficiente para construir una categoria £(U). Posteriormente a partir de un
topos elemental £ se define un modelo U(€) para la teoria de conjuntos
por medio de las nociones definidas en el capitulo anterior. En este capitulo
“=" denota la implicacion, “<” la equivalencia, “A” la conjuncién, “V” la
disyuncién, “~” la negacion y “~” la identidad.

4.1. Lenguaje de primer orden para ZF

Definicién 4.1.1 (Lenguaje para ZF). El lenguaje de primer orden Lyzp es
una instancia del lenguaje formal para la légica predicativa de primer orden
con tercio excluido (1.4.2) tal que,

1. LzF esta determinado por un tnico predicado binario cuyo simbolo es
67

2. Ellenguaje no tiene constantes individuales ni simbolos funcionales. Los
términos del lenguaje son por lo tanto sus variables, que representan
conjuntos, y las formulas atémicas son las expresiones que tienen la
forma t € u o la forma u &~ v para los términos ¢, u, v.

Considere los siguientes enunciados del lenguaje L£p.

A1 Azioma de extensionalidad
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A2

A3

A4

A5

A6

ViVuVo((teu < tev) = u = v).

Axioma del conjunto vacio

JtVu(~ (uet)).

Azxioma del par

VuVoFt(Vw(w et < (w = uVw = v))).

Axioma del conjunto potencia

Vudt(Vv(vet < (Vw(wev = weu)))). Si se toma la expresién “v C u”
para abreviar “Vw(w € v = w € u)” entonces el enunciado se escribe

Vudt(Vo(vet < (v Cu))).

Axioma de la union

Vudt(Vu(vet < (Gw(weuAvew)))).

Esquema axiomdtico de separacion acotada

Una férmula ¢(v) es acotada si y sélo si cada instancia del cuantifi-
cador V se encuentra al frente de una subférmula que tiene la forma
Vu(v et = 1) y cada instancia del cuantificador 3 se encuentra al
frente de una subférmula que tiene la forma Jv(v € t A ) para un
término ¢ del lenguaje. El esquema axiomatico de separacion produce
para cada férmula acotada ¢(v) un enunciado Sep, = Vudt(Vv(vet <

(veu A p(v)))).

Definicién 4.1.2 (Sistema Zg). El sistema axiomdtico Zo para la teoria de
conjuntos se forma a partir del lenguaje de primer orden Lz al anadir los
enunciados A1-A6 como axiomas. Este sistema axiomdtico también recibe
el nombre de teoria de conjuntos de MacLane.

Observacién 4.1.3. Considere una férmula acotada ¢ y el enunciado Sep,,
postulado por el axioma A6, por extensionalidad se deriva el enunciado

Vudlt(Vo(v et < (veu p(v)))).

Este enunciado establece la existencia de un tinico conjunto cuyos miembros
son precisamente aquellos elementos de otro conjunto que satisfacen la féormu-
la acotada ¢. Por lo tanto en Zg cada uno de los objetos cuya existencia se
postula en cada uno de los axiomas A1-Ab5 es tnico.
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La unicidad de los conjuntos postulados por los axiomas permite el uso
de la siguiente notaciéon. Dada una férmula ¢ con u libre se escribe {u : ¢}
para denotar la coleccion de conjuntos u que satisfacen .

0={u:~(u~u)}
{u,v} ={t: t~uVvt=u}
{u} = {u,u}
uNv=At:teuNtev}
uUv={t:teuVtev}
Nu={z:Vi(teu= ze€t)}
1={0}
Pu) ={z:2Cu}
u+1=uU{u}

(u,0) = {{u}, {u, v}}

La ultima definicién, obra del matematico polaco K. Kuratowski, captura
la propiedad esencial de las parejas ordenadas que se puede expresar como,
(u,v) = (t,w) < (uxtAv=w).

Afirmacién 4.1.4. Para (u,v) y (t,w) la formula anterior es derivable en
Zy.

Demostracion. Esta demostracion depende fuertemente del axioma de extensio-
nalidad A1 y del axioma del par A3.

= Sea (u,v) = (t,w).

Si u &~ v entonces (u,v) ~ {{u},{u,v}} ~ {{u},{u,u}} = {{u}} =~
{{t},{t,w}}. Por lo tanto {t} ~ {t,w} ~{u} yurt~ov=~w.

Sea ~ (u ~ v) y suponga {t,w} = {u}, se obtiene u = t ~ w y
por consiguiente {{t},{t,w}} = {{u},{u,u}} ~ {{u}}. En este caso
(u,v) =~ (t,w) implica {{u}, {u,v}} =~ {{u}} y por consiguiente u ~ v,
lo que contradice la hipétesis. Si ~ (v ~ v) y {t} = {u,v}, entonces
se obtiene u ~ t &~ v, una contradiccién. Por consiguiente {t} = {u} y
{t,w} = {u,v} y porlo tanto u =ty v~ w.
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= Para establecer la implicacién reciproca observe que si u ~ty v &~ w

entonces {u} ~ {t}, {u,v} = {t,w} y {{u}, {u,v}} =~ {{t},{t,w}}.

Esto ultimo es equivalente a (u,v) ~ (t,w).
[

La definicién de pareja ordenada permite formalizar las nociones de relacién
y funcién, asi como su notacion respectiva.

txw= {{u,v) :uetAhvew}
Op(u) = FtIv(u ~ (t,v))
Rel(u) = VYv(v e u = Op(v))
Fun(u) = Rel(u) A VoViYw(((v,t) eu A (v,w) eu) =t = w)
Dom(u) = {t: Jv((t,v) €eu)}
Im(u) = {t: Jv({v,t) eu)}
A(u) = {(v,v) :veu}
inf(u) = 0eu (Vo(veu=v+1leu))
vou= {(t,w) : Rel(u) A Rel(v) A 3s({t,s) eu A (s,w) €ev)}

Con la notacion anterior considere los siguientes enunciados del lenguaje

Lrr.
AT Azioma de infinitud
Ju(inf(u)).
A8 Azioma de eleccion

VuVo((Fun(u)A ~ (Dom(u) ~ 0) AIm(u) C v) =
Jt(Fun(t) A Dom(t) ~ v A Im(v) € Dom(u) Auotou~ u)).

El enunciado anterior formaliza el axioma AE (2.3.11).

Definicién 4.1.5 (Modelo para Lzr). Un modelo U = (A, E,~) para el
lenguaje Lz es una estructura con relacionales binarias £y =~ sobre A, en
la que se satisfacen los axiomas para la identidad I1 e I2 del lenguaje formal
para la l6gica predicativa (1.4.2) al interpretar a € como E y a &~ como =~ .
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Esta definicion permite que el predicado identidad no se interprete impera-
tivamente como la relacional A(A) = {(z,y) € A x A: 2 = y}. Como en
el modelo U se satisface el axioma I1, para cada término t se cumple ¢ ~ ¢.
Sea p(v) = v ~ w, por el axioma 12, u ~ ¢ A t ~ w implica u ~ w. Por lo
tanto la relacional ~ es una equivalencia. Considerando las ~-clases de equi-
valencia en A se obtiene un modelo normalizado, en el cual ~ se interpreta
como la relacional A(A). Este modelo es semanticamente indistinguible del
modelo . Tenga presente que la coleccion A de los individuos del modelo se
describe haciendo uso del metalenguaje. Cualquier referencia a los individuos
del modelo por medio de la expresion “a € A” pertenece al metalenguaje.
Una coleccién {z € A : p(z)} es un metaconjunto dado que A no es un indi-
viduo del modelo. Los individuos del modelo U se denominan U-conjuntos.
Si y es un U-conjunto tal que “z € y” entonces esta expresion tendra sentido
en el modelo U si y sélo si x también es un U-conjunto.

4.2. La categoria £(U)

Definicién 4.2.1 (Categoria £(U)). Dado un modelo U = (A, E, ~) para Zg
(4.1.2) se construye una categoria E(U) procediendo de la siguiente forma.

= Los objetos de la categoria £(U) son los U-conjuntos, los miembros de
la coleccién A.

= Los morfismos de la categoria €(U) se definen como tercias f = (a, k, b)
de objetos de la categoria £(U) tales que U F ¢[a, k, b] para la férmula
o(t,u,v) = Fn(u) A (Dom(u) = t) A (Im(u) C v).

Considere un morfismo f = (a, k,b). El objeto a es el dominio de fy
se denota dom f y el objeto b es el codominio de f y se denota cod f.
Dada una pareja ordenada (a,b)Ek se denota f(a) al elemento b del
codominio y también se denota f]a] a la imagen del morfismo.

= La composicion de dos morfismos f = (a,k,b) y g = (b,[,c) que satis-
facen cod f = dom g es el morfismo g - f = (a, h,c) donde h es un

U-conjunto tal que U F lh, k,[] para la férmula (¢, u,v) =t =~ vou.

= Dado un objeto a en la categoria £(U) la identidad para a es el morfismo
id, = (a,k,a) tal que U F @[k, a] para la formula o(t,u) = t =~ A(u).
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Se introducen las siguientes propiedades para morfismos en la categoria

EU).
Definicién 4.2.2 (Morfismos distinguidos).

1. Un morfismo f = (a, Ry, b) es un monomorfismo siy sélo si para cuales-
quiera dos morfismos ¢ = (¢, Ry, a) vy h = (¢, Ry,a) la equivalencia
f-g=~f-himplica g >~ h.

2. Un morfismo f = (a, Ry, b) es un epimorfismo si y sélo si para cuales-
quiera dos morfismos g = (b, Ry,c) y h = (b, Ry, c) la equivalencia
g-f~h-fimplica g ~ h.

3. Un morfismo f = (a, Rf,b) es un isomorfismo si y sélo si existe un
morfismo g = (b, Ry, a) tal que f-g~idyy g- f ~id,.

La interpretacion en U de la relacién de identidad como ~-clases de
equivalencia permite definir la equivalencia de objetos en la categoria £(U).

Definicién 4.2.3 (Objetos isomorfos). Dos objetos a y b son isomorfos si
y sélo si existe un isomorfismo f = (a, Ry, b) si y s6lo si como U-conjuntos
a~b.

Dado que la nocién de objeto isomorfo en la categoria £(U) coincide con
la nocién de equivalencia en el modelo U la expresién a ~ b también denota
que dos objetos a y b son isomorfos en la categoria £(U).

Teorema 4.2.4. La categoria E(U) es un topos bien punteado.
Demostracion.

1. Objeto terminal:

Por el axioma del par 1 = {0} es un U-conjunto y por consiguiente
un objeto de E(U). Sea a un U-conjunto y considere R, = {{a,0)}.
Como (a,0) es un U-conjunto R, es un U-conjunto por el axioma del
par. Si {(a,z) ~ (a,0), entonces por la afirmacién (4.1.4) = ~ 0, por
lo tanto R, es una funciéon. Con esta funcién se construye el morfismo
l. = (a, Ry, 0). Este morfismo es tnico y esta determinado por el objeto
a, por lo tanto 1 es objeto terminal en E(U).
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2. Producto fibrado:

Sean f = (a, Ry,c) y g = (b, Ry, ¢) dos morfismos en £(U) con mismo
codominio. Por el axioma A6, p = {(z,y) : tFEa ANyEbA f(z) ~ g(y)}
es un U-conjunto. De manera similar, por separacion y la afirmacion
(4.1.4), R, = {({z,y),2) : (z,y)Ep} y Ry = {{{z,9),y) : (z,y)Ep} son

funciones.

Considere los morfismos 7, = (p, Ry, a) y m = (p, Ry, b) en el siguiente
diagrama en £(U).

Si (z,y)Ep entonces m,((x,vy)) ~ z, m((z,y)) ~ vy, (z, f(x)) E Ry
y (z,9(x)) E R, con f(x) =~ g(z). Por lo tanto el diagrama interior
conmuta.

Sean h = (e, Rp,a) k = (e, Rg, b) morfismos tales que f-h ~ g-k. Para
zFEe se cumple (z, f-h(z)) ~ (z,9-k(z)), por lo tanto f-h(z) = g-k(z)
con h(z)Eay k(z)Eb. Por consiguiente (h(z), k(z))Ep.

Por el axioma A6 y la afirmacion (4.1.4), R, = {(z, (h(2), k(z))) : zEe}
es una funcién que determina el morfismo ¢ = (e, R., p). Para cada zEe,

o - i(2) = ma((h(2), k(2))) = h(2) ¥ m - i(2) = m((h(2), k(2))) = k(2).

Por consiguiente 7, -t >~ hy m, - i >~ k.

Por lo tanto el objeto p y los morfismos 7, y 7, satisfacen las propiedades
del producto fibrado de f y g en E(U).

3. Objeto exponencial:
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Sean a y b dos objetos en la categoria £(U) y considere la siguiente
férmula, p(u) = Fn(u) A(Dom(u) ~ a) A (Im(u) C b). Por el esquema
axiomédtico de separacion la coleccién b* = {zE(a x b) : ¢(x)} es un U-
conjunto. Un elemento x £b* es una funcién con dominio a y codominio
b. Por lo tanto cada elemento x Eb® determina un morfismo f = (a, x, b)
en la categorfa E(U).

El metaconjunto R, = {{((f,x),y) : (f,x)E(b* X a),yEb} es una
funcién por el axioma A6 y la afirmacién (4.1.4). Por lo tanto en la
categoria E(U), eval = ((b* X a), Reyar, b) €s un morfismo definido para
cada (f, z) E(b* x a) como eval({f,z)) = f(x).

Sean ¢ un objeto y g = ((c X a), R4, b) un morfismo en la categoria
E(U). El metaconjunto Ry, = {(z, f) : zEc, fEb*} es una funcién por
el axioma de separaciéon A6 y la afirmacién (4.1.4). Por consiguiente
Ay = (¢, Ry,,b") es un morfismo y estd definido para cada zEc como el
morfismo A\, (2)Eb* tal que \;(z)(x) = g((z,x)) para zEa.

El metaconjunto R = {{(z,z), (f,x)) : (z,z)E(cxa), (f,x)E(b**xa)} es
una funcién por el axioma A6 y la afirmacién (4.1.4). Por consiguiente
se obtiene un morfismo A, x id, = ((¢ x a), R, (b* x a)) definido como
Ag X ida((z,2)) = (N\g(2),x) para (z,z) E(c x a). Considere el siguiente
diagrama en la categoria E(U).

C cXa
Ag Ay X idg g
b b X g ——— b

eval

Si (z,2)E(c x a) entonces A\, x id,((z,2)) = (A\y(2),2). Ademds se
cumple eval((Ny(2),x)) = Ag(2)(xz) = g((2,2)). Por consiguiente el
diagrama anterior conmuta. Sea h = (¢, Rp,,b*) un morfismo tal que
h x id, hace conmutativo al diagrama anterior. Para (z,z)F(c X a)
se debe cumplir h(z) ~ f donde f es un morfismo con dominio a,
codominio b y tal que para xFa se tiene eval({f,z)) = f(z) = g((z, z)).
Por consiguiente f ~ A,(z) para cada zEc y por lo tanto h ~ \,. El
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objeto b* junto con el morfismo eval satisfacen las propiedades de un
objeto exponencial para los objetos a y b en la categoria E(U).

. Clasificador de subobjetos:

Sea a un objeto en la categoria £(U) y considere la coleccién de los
monomorfismos que tienen por codominio al objeto a. De hecho, al ser
una union de U-subconjuntos de a X a y por el axioma de separacion
A6, tal coleccion es un U-conjunto. La relacion ~ es una equivalencia
en esta coleccion de monomorfismos y un subobjeto de a se define como
una ~-clase de equivalencia.

Por el axioma de la unién 2 = {0, 1} es un U-conjunto. Las funciones
Rt = {(0,1)} y R, = {(0,0)} son las tnicas con dominio 1 y codo-
minio 2. Estas funciones determinan los morfismos T = (1, Rt,2) y
1= (1, R,,2) de manera respectiva.

Sea f = (c, Ry, a) un representante de un subobjeto de a. El meta-
conjunto R, = {(z,y) : Fa,yE2} es una funcién por el axioma de
separacién A6 y la afirmacion (4.1.4). Sea x; = (a, R,,, 2) el morfismo
en la categoria £(U) definido para cada zEa de la siguiente manera.

1 si xEf[]
xs(x) = { 0 si~ (zEf[d])

El morfismo x es la funcion caracteristica del subobjeto f. Considere
el siguiente diagrama.




Para xEc, f(z)Ef[c] y por lo tanto xs - f(x) = 1 = T(0) = T.(x).
Por lo tanto x; hace conmutativo el cuadrado interior del diagrama
anterior. Sean h = (e, Ry,a) y . = (e, {(z,0) : zFe}, 1) los mor-
fismos tales que xy-h = T,.. Por consiguiente para xzFEe se cumple
Xr - h(z) = T.(x) = 1. Por definicién de la funcién caracteristica
la igualdad anterior implica h(z)E f[c], de donde existe y,Fc tal que
f(yz) = h(z).

Esto determina una funcién R; = {(x,y,) : Ee,y.Fc, f(y.) = h(x)} y
por la afirmacién (4.1.4) un tnico morfismo i = (e, R;, ¢) que satisface
para cada zFe, f-i(zx) = f(y.) = h(z) y l.-i(x) = 0 =l (x). Por
lo tanto el cuadrado interior en el diagrama anterior es un producto

fibrado.

La funcion caracteristica es, por construccion, unica para cada sub-
objeto. Por consiguiente la pareja (2, T) constituye un clasificador de
subobjetos para la categoria £(U).

Las propiedades 1 y 2 implican que la categoria tiene limites finitos y
con las propiedades 3 y 4 la categoria £(U) satisface la definicién de topos
elemental (1.1.3).

5. Bien punteado:

La categoria £(U) es un topos, para d un U-conjunto arbitrario consi-
dere el U-conjunto Sub(d) de los subobjetos de d. Sean f y g dos sub-
objetos de d tales que f < g. Por definicién f y ¢ son monomorfismos
f = (a,Ry,d), g = (b, Ry, d) y existe un morfismo m = (a, R,,,b) tal
que g -m = f.

En la categoria £(U) un morfismo 1 — d determina una pareja orde-

nada (0,z) con xEd y por lo tanto un d-elemento x bajo la relacién
E.




La expresion del metalenguaje “x € f” equivale a la existencia de un
morfismo y : 1 — a tal que x = f -y y por lo tanto se interpreta
en YU como un a-elemento yFa con f(y) = z. Dado que el diagrama
anterior conmuta se cumple x = f(y) = g(m(y)) para el b-elemento
determinado por la composicion m -y y por consiguiente “x € g¢”.
Por lo tanto el topos E(U) es extensional (2.2.12) y por la afirmacién
(2.2.16) se concluye que E(U) es un topos bien punteado.

]

Las siguientes afirmaciones establecen dos propiedades adicionales para
el topos bien punteado £(U).

Afirmacién 4.2.5. Si ademds U F A7 entonces E(U) F ONN.

Demostracion. Suponga que el axioma de infinitud A7 es valido en U, existe
un objeto N en £(U) tal que 0OEN y para todo U-conjunto v, vEN implica
(v+ 1)EN. Considere las funciones Ry = {(0,0)}, R; = {(a,a+ 1) : aEN}
y los morfismos O = (1, Ry, N) y s = (N, Rs, N) en el topos E(U). Sean a
un U-conjunto, 1 = a un a-elemento arbitrario y f = {(a, Ry, a) un morfismo
cualquiera en £(U). Se define de manera recursiva el morfismo h = (N, R, a)
como h(O) = x y para vEN, h(v+ 1) = f - h(v). Por lo tanto el siguiente
diagrama conmuta.

9 N5 N

h h

| |
| |
| |
| |
\ \
Q———]—>Q

f

Por definicién el morfismo h es tinico y por consiguiente (N, O, s) es un objeto
numeros naturales (2.4.1) en el topos E(U). O

Afirmacién 4.2.6. Si ademds U E A8 entonces EU) F AE.
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Demostracion. Suponga que el axioma de eleccion A8 es valido en U y sea
f = (a, Ry, b) un morfismo con ~ (a ~ 0) en el topos £(U), por definiciéon Ry
es una funcién tal que ~ (Dom(Ry) ~ 0) e (Im(R;) C b). Por el axioma de
eleccién existe una funcién R, tal que Dom(R,) ~ b, Im(R,;) C Dom(Ry)
y Ryo R;o0 Ry =~ Ry. Esta funcién determina un morfismo g = (b, R,, a)
tal que f-g- f = f. Por consiguiente el topos £(U) satisface el axioma AE
(2.3.11). O

Al formalizar los conceptos de la categoria C'on, un modelo para la teoria
Zq constituye un topos bien punteado, esta reduccion del sistema axiomatico
de Zermelo-Fraenkel es suficiente para llevar a cabo la construccién. En la
siguiente seccion se describe el procedimiento inverso que consiste en cons-
truir un modelo para la teoria de conjuntos a partir de un topos elemental.

4.3. El modelo U(E)

Considere la expresién Tr(u) = Vv(veu = v C u) y los siguientes enun-
ciados del lenguaje Lzp.

A9 Azioma de regularidad
Vu(~ (u~0)= Fv(veuhvnNu=0)).
A10 Azxioma de transitividad
Vi(Ju(t C u A Tr(u))).

Observacién 4.3.1. En un modelo para Zo + A10 para cada conjunto
t se infiere la existencia de la interseccién de los conjuntos transitivos que
contienen a ¢, V¢(Ju(u ~ ({v:t C v A Tr(v)})). Por extensionalidad existe
la cerradura transitiva ct(t) de un conjunto ¢

Vi(lu(t C u A Tr(u) AVo((t CovATr(v)) = uCwv))).

Definicién 4.3.2 (Modelo U(€)). Para £ un topos elemental se determina
una estructura U(E) = (Ag, €, ~¢) con los siguientes componentes.

» Ag es la coleccién de objetos conjunto en el topos (3.5.3).

= E¢ es la relacional de pertenencia para objetos conjunto en el topos
(3.6.1).
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m ~¢ es la relacion de equivalencia para los objetos conjunto en el topos
(3.5.6).

La construccién anterior se puede aplicar a cualquier topos elemental.
Para un topos bien punteado se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.3. Si £ es un topos bien punteado y no degenerado entonces
U(E) es un modelo para Zo + A9 + A10.

Demostracion.

= Todo objeto conjunto (f,7) : ¢ — a — Q® satisface (f,r) ~¢ (f,r) al
tomar la identidad como inclusién. Si ¢(v) es una férmula del lenguaje
Lzr tal que o[v/(f,r)] con (f,r) ~¢ (g,8) : d — b — QP entonces la
férmula expresa una propiedad del objeto conjunto (f,r) que contiene
el predicado € y elementos logicos de primer orden. Por la afirmacion
(3.5.9) (f,r) ~¢ (g, s) implica que f y g son subobjetos isomorfos y la
afirmacion (3.6.5) establece que la relacional de pertenencia €¢ coincide
con la relacional de pertenencia en la teorfa local para Sub(a U b), por
lo tanto se concluye [v/(g, s)]. Por consiguiente en U (&) se satisfacen
los axiomas para la igualdad I1 e I12.

= Sean (f,7) y (g,s) objetos conjunto tales que para cualquier objeto
conjunto (h,t) se cumple (h,t) €g (f,r) si y sélo si (h,t) €¢ (g,5).
Considere un objeto conjunto transitivo v : [ — Q! tal que m : r < v,
n:s<—=vyo:t< vson inclusiones.

b & i
f g h
o— " g e— 2
r v s t v
Q° = Q! = Q? Q° ) Q'



Por la definicién de la pertenencia en un topos, (h,t) €¢ (f,r) implica
que "x,.p, ' se factoriza a través de v-m- f y (h,t) €¢ (g, s) implica que
"Xor | se factoriza a través de v - n - g. Por lo tanto existen monomor-
fismos o y 8 que hacen conmutativos los siguientes diagramas.

Dado que una pertenencia implica la otra sea d : a — ctal que - = (8
y sea vy :c— a tal que v- 8 = a.

El morfismo ¢ implica m - f < n- g y de manera similar el morfismo ~
implica n - g < m - f. Por lo tanto m - f ~ n - g como subobjetos de (.
Por la definiciéon de la equivalencia para objetos conjunto se concluye
(f,r) ~¢ (g,s). Por consiguiente en U(E) se satisface el axioma de
extensionalidad A1l.

» Considere el objeto inicial 0 en el topos &, en la observacién (3.3.4) se
muestra que Ogo : 0 — Q° es un objeto conjunto transitivo. La identidad
tdy es un isomorfismo y por lo tanto monomorfismo. Por consiguiente
(idg, 0go) es un objeto conjunto en .

Sea (f,r) un objeto conjunto y suponga (f,7) €g (idy,0qo). Por lo
tanto "y ' se factoriza a través de Ogo - 2dy = Ogp.
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Ahora el morfismo 1 — 0 implica por la afirmacién (1.7.2) que & es
una categoria degenerada contradiciendo la hipétesis. Por consiguiente
para cada (f,r) se cumple ~ ((f,7) €g (idy,0q0)) y por lo tanto en el
modelo U(E) se satisface el axioma del conjunto vacio A2.

= Sean (f,7):c—a— Q%y (g,5) : d— b— Q° objetos conjunto en
el topos £. Por la afirmacién (3.5.10) los objetos conjunto (r- f,3,) y
(S "9, EIS) satisfacen (fa T) =¢ (T ) f7 EIT) y (gu S) = (S "9 EIS)

Considere la unién r U s (3.4.18) de los objetos conjunto transitivo r, s
y el subobjeto f g de aUb (1.3.5).

c te cud ' d
f fug 9
a———aUb b
r rus s
0 Q*uUQP Qv

Denote p a la composicion rUs- flLUg:cld— Q% UQ vy considere
su factorizaciéon epi-mono.
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cld QU
P /
mp
p(cU d)

Como p es un subobjeto de Q% U Qb la observacién (3.5.2) establece
que p* es un isomorfismo. Considere el objeto conjunto (im p,t). En el
siguiente diagrama 7 y j son inclusiones y t = 4, U ;.

c pte p(cUd) bt d
r-f mp s-g
0 ! 0t U Qb J O
3, t =R
Qm Qmuﬂb QQ”

3; 3;

Si (h,u) es un objeto conjunto tal que (h,u) €g¢ (im p,t) entonces
existe un objeto conjunto (h',t) ~¢ (h,u) y tal que (W', t) €¢ (im p,t).
Es decir que existe un p(cLld)-elemento « tal que el siguiente diagrama

conmuta.

plcLid) —»Qaqu—»Qﬂ“UQ"
mp
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La construccién del objeto p(c L d) implica que se cumple o = p*(¢) o
a = p*(d). Considere los siguientes diagramas en los cuales i’ representa
la inclusién del objeto p*(c) en p(c U d) e i representa la inclusién del
objeto p*(d) en p(cUd).

S R pa—
i i
r-f p(cUd) p(cUd) s5-q
im p im p
Q° Q U Qb Q uUQP Qb

¢ J

Por lo tanto, o se cumple imp-i* ~ i-r- f como subobjetos de Q*UQP, lo
cual implica (h',t) ~¢ (i-7- f,t) ~¢ (f,r), 0 se cumple imp-i’ ~ j-s-g
como subobjetos de Q4UQP lo cual implica (h',t) ~¢ (j-s-9,t) ~¢ (g, 5).
Por consiguiente el objeto conjunto (im p, t) satisface el axioma del par
A3.

Sea (f,r) : ¢ — a — Q* un objeto conjunto y considere el objeto
conjunto (I,3,) : Q° — Q¢ — Q% de la observacién (3.5.4).

Un objeto conjunto satisface (g,s) €¢ (35,3,) si y sélo si existe un
objeto conjunto (¢',3,) ~¢ (g,5) y tal que (¢',3,) € (3¢, 3,) siy sblo
si existe un elemento o : 1 — )¢ que hace conmutativo el siguiente
diagrama.
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Lo anterior se cumple si y sélo si existe un (2*-elemento 3 = 3y - o tal
que 8 € 3y como subobjetos de 2.

Ahora 8 € 3y si y sélo si existe un subobjeto h : d — a tal que h < f
en Sub(a) y (¢',3,) ~¢ (r-h,3,).

Por la observacion (3.6.7) h < f implica (h,7) C¢ (f,r) y por la afirma-
ci6én (3.5.10) se cumple (r-h,3,.) ~¢ (h,r). De los resultados anteriores
se concluye (¢',3,) ~¢ (h,r) ~¢ (g,5) y por lo tanto (g,s) €¢ (3¢, 3,)
si y sélo si (g,s) Ce (f, 7). Por consiguiente el objeto conjunto (3¢, 3,)
satisface el axioma del conjunto potencia A4.

Sean (f,r):c—a— Q%y (h,r):e— a— Q% objetos conjunto tales
que (h,r) €¢ (f,r). El topos £ es bien punteado y por lo tanto bivalente
(2.2.7). El principio del tercio excluido es valido en £ y por consiguiente
un objeto conjunto satisface una tinica de las dos condiciones siguientes.

1. Se cumple (h,r) €¢ (f,r) y no existe objeto conjunto alguno tal
que (h,?“) Ce (g,?")-

En este caso se dice que el objeto conjunto (h,r) es de tipo 1.

2. Se cumple (h,r) €¢ (g1,7) €¢ (f,r) para al menos un objeto
conjunto (gi,r). Por lo tanto, considerando la transitividad de
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los objetos conjunto (3.6.8), (g1,7) Ce (f,r) y por la afirmacién
(3.6.7) esto implica g; < f en Sub(a).

1
.7 My,
,’ Xh
’/

dy a Q°
| 91 r

I

' f

: 92

\
d2 .......... c

En este caso se dice que el objeto conjunto (h,r) es de tipo 2. De
manera similar el objeto conjunto (g;,r) puede ser de tipo 1 o de
tipo 2. Si es de tipo 2 entonces existe un objeto conjunto (ge, ) tal
que (h,7) €¢ (91,7) €¢ (g2,7) € (f,7) y por lo tanto se obtiene
(91,7) Ce (g2,7) e (f,r) lo cual implica g3 < g2 < f como
subobjetos de a. Este proceso finito continiia hasta encontrar un
objeto conjunto (g,r) de tipo 1 tal que (h,r) €¢ (g,7).

Sea F = {h; }ies la coleccién de los subobjetos de a que corresponden a
los objetos conjunto de tipo 2 y considere su supremo | | F en Sub(a).
Por la observacién (1.3.7) | |F es un subobjeto de a y por lo tanto
(| ] F,7) es un objeto conjunto.

Sea (h,r) €¢ (|| F,r) por lo tanto (h,r) es de tipo 2 y existe un objeto
conjunto (g,r) tal que (h,r) € (g,7) € (f,r). Por consiguiente el
objeto conjunto (| | F,r) satisface el axioma de la unién A5.

Una férmula ¢ acotada por un objeto conjunto (f,r) : ¢ — a — Q°
determina un subobjeto g : d — ¢ del subobjeto f del objeto conjunto
como se comenta en la seccion §2.1.
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Por lo tanto se obtiene un subobjeto f-g como en el siguiente diagrama.

. f
g‘ f-g
d

Por la afirmacién (3.6.7) f-g < f implica (f-g,7) Ce¢ (f,7). Dado que
la relacién de pertenencia de la teoria local para Sub(a) es compatible
con la definicién general de pertenencia €¢ para el topos &, (f - g,r) es
un objeto conjunto tal que para un objeto conjunto (h,r) €¢ (f - g,7)
se satisface ¢((h,7)). Por lo tanto en el modelo U(E) se satisface el
esquema axiomatico de separacion A6.

» Sea (f,r) un objeto conjunto tal que ~ ((f,7) ~¢ (idp,0qo)). Por la
observacion (3.6.8) r[(f,r)] Ce (ida,7) v ~ (r[(f,7)] ~¢ (ido,0q0)).
Un objeto conjunto transitivo es una relacional bien fundada (3.4.13),
por lo tanto existe un objeto conjunto (g,r) €¢ r[(f,r)] tal que la
interseccion (3.6.9) de los objetos conjunto satisface (g, r)Ner[(f,7)] ~¢

(idy, Ogo ).

Asir=Y(g,7)] € (f,r)ysisatisface ~ (r~1[(g,r)]Ne(f, ) =& (idy, 0qo))
entonces ~ ((g,7) Ne r[(f,7r)] ~¢ (ido,0qo)), contradiciendo la buena
fundacién de la relacional r. Por lo tanto en el modelo U(E) se satisface
el axioma de regularidad A9.

» Sea (f,r): ¢ — a— Q% un objeto conjunto, por la observacién (3.6.8)
se cumple (f,r) Cg (id,,r). Por consiguiente en el modelo U(E) se
satisface el axioma de transitividad A10.

]

Afirmacién 4.3.4. Si ademds EE ONN entonces U(E) E AT

Demostracion. Sea (N, O, s) objeto nimeros naturales en el topos £ y consi-
dere el siguiente diagrama.
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N N
O/ h

1 N N
0 S

Por definiciéon de objeto nimeros naturales el morfismo h : N — N que
hace conmutativo el diagrama anterior es unico. Este morfismo esta definido
recursivamente por las siguientes igualdades

7(0) = 0
h(n+1) = s(h(n)).

El morfismo h genera la sucesion 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), s(s(s(s(0))))..., ¥
como colecciéon h = {(0,0), (s(0), s(0)), (s(s(0)), s(s(0)))...}. Por lo tanto h
es una relacién extensional en N caracterizada por r : N — Q¥ el adjun-
to exponencial del caracter del morfismo h. Por lo tanto r es una relacion
extensional y recursiva, satisfaciendo asi la definicién de objeto conjunto
transitivo en £. Un objeto conjunto a — N = QY determina por lo tanto
una subsucesién de la sucesién generada por h. Considere el objeto conjun-
to (idy,r) : N — N »— Q. Por construccién 0 €¢ (idy,r) y para cada
n €g (idy,r) se cumple s(n) €g¢ (idy,r). Lo anterior muestra que el objeto
conjunto (idy,r) en U(E) satisface el axioma AT. O

Por lo tanto se tiene un primer procedimiento que permite construir una
categoria E(U) (4.2.1) a partir de un modelo U para Zg y un segundo proce-
dimiento que determina un modelo U(€) para Zg + A9 + A10 a partir de
un topos £. La siguiente seccién extiende y relaciona ambas construcciones.

4.4. Representante y parcialidad transitivas

Se postula el teorema de Mostowski (3.2.4) como axioma, dado que la
metateoria no incluye el axioma de reemplazo de Zermelo-Fraenkel del cual
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depende. Considere las siguiente expresiones para relacién inyectiva, relacién
suprayectiva, funcién biyectiva, relacién extensional y relacién bien fundada.

Iny(u) = Rel(u) A VoVwVtVz ((~ (v = w) A (v,t) euN (w, z) €u) =
~ (t =~ 2)).
Sup(u) = Rel(u) AVt (t e Cod(u) = Jv ((v,t) €u)).
Biy(u) = Fun(u) A Iny(u) A Sup(u).
Ext(u) = Rel(u) A Iny(u).
Bf(u) = Rel(u) A JvItVw ((v,t)eu A ~ ({(w,v)eu)).

A11 Azioma de Mostowsk:

Rel(u) A Ext(u) A Bf (u) = Jv3w(Fun(v) A Biy(v) A Dom(v) ~ u A
Cod(v) = w A Tr(w) AVyVz((y, 2) eu < y € z e w)).

El axioma de Mostowski postula para cada relacion extensional y bien
fundada la existencia de una biyeccién en un conjunto transitivo. El conjunto
transitivo y la biyeccion estan univocamente determinados por extensionali-
dad. Tomando en cuenta el axioma A11 el siguiente resultado completa la
afirmacion (4.3.3).

Afirmacion 4.4.1. Si &€ es un topos bien punteado y no degenerado entonces
U(E) es un modelo para Zo + A9 + A10 + A1l.

Demostracion. Por el teorema (4.3.3) U(E) es un modelo para Zg + A9 +
A10. Sean (f,r) : ¢ — a — Q% un objeto conjunto en U(E) y s una relacién
extensional y bien fundada en (f,r). Por consiguiente s es un subconjunto
de la relacién bien fundada r (3.4.13). Por lo tanto existe un subobjeto h
de ¢ tal que si g denota la composicién f - h entonces s : g(d) — Q9@ con
S=7 lga)y Q9 < Qe

d,
¢ / a ‘ a ! Q¢

h idy(a) idga)
d g(d) —— g(d) QI




La identidad id,q) constituye la inclusién s < r. Dado que g(d) es un sub-
objeto de a, por la afirmacion (3.6.7) se obtiene (idyw),s) Ce (idq,r). Por
consiguiente el objeto conjunto transitivo s con la identidad id, ) satisface
el axioma A11l. [

El siguiente axioma establece que es posible elegir un representante canonico
para cada clase de equivalencia de objetos conjunto transitivo.

Definicién 4.4.2 (Axioma RT). Existe una operacién p : £ — £ definida
para los objetos conjunto transitivo en un topos £ que satisface r ~ p(r) y
la equivalencia, r =~ s si y s6lo si p(r) ~ p(s).

En el capitulo anterior se introduce el concepto de objeto parcialmente
transitivo en el contexto de un topos (3.7.1), este concepto es equivalente a
la nocién de objeto conjunto. En un topos £ no todos los objetos son parcial-
mente transitivos, por lo tanto tiene sentido postular el siguiente axioma.

Definicién 4.4.3 (Axioma PT). Todos los objetos del topos £ son parcial-
mente transitivos. Para cada objeto b existe un objeto conjunto transitivo
rp - a — Q% y un monomorfismo my, : b — a.

La coleccién de objetos parcialmente transitivos se denota &, y tiene las
siguientes propiedades.

Teorema 4.4.4. £, es un topos y £, F PT.

Demostracion. En la afirmacién (?7) se muestra que &£, es un topos y por
definicién los objetos del topos &£, son parcialmente transitivos, por lo tanto
se satisface £, F PT. O

El topos £(U) del teorema (4.2.4) se origina de un modelo U para el
sistema axiomatico Zg, el siguiente resultado completa ese teorema al incor-
porar los axiomas A9, A10 y Al1l.

Teorema 4.4.5. U F Zo + A9 + A10 + A11 implica E(U) bien punteado,
EU)E PT y EWU)E RT.

Demostracion. E(U) es un topos bien punteado por el teorema (4.2.4). Sea a
un U-conjunto transitivo, la relacion E en a es extensional por el axioma A1l
y bien fundada por el axioma A9. El axioma de transitividad A10 implica
que cada U-conjunto a tiene cerradura transitiva ct(a) (4.3.1) y por lo tanto
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EU) E PT. Se define en E(U) la operacién p para cada objeto transitivo
r como p(r) = y, donde y, es el inico conjunto transitivo cuya existencia
postula el axioma A11. Por lo tanto la operacién p satisface r ~ p(r) y r ~ s
si y sblo si p(r) ~ p(s). Se concluye £(U) E RT. O

El resultado reciproco de la afirmacién (4.2.6) se cumple de manera trivial
considerando que el axioma de eleccién AE (2.3.11) implica el axioma PT.

Observacion 4.4.6. La propiedad £ F AE es equivalente a que cada objeto
en el topos esté bien ordenado bajo la relacién de pertenencia (Teoremas 3.1
y 3.2 en [Kim04]), por consiguiente cada objeto en el topos es parcialmente
transitivo y por lo tanto el modelo U(E) es isomorfo al topos £. En esta
situacién en el modelo U(E) se satisface el axioma de eleccién A8 y ademds
el axioma AE implica &, = € = U(E) de donde U(E) E PT.

A continuacion se resumen los resultados de este capitulo relativos a las
construcciones U — EU) y € — U(E). BP denota que el topos es bien
punteado.

UE Zg implica EU) F BP (4.2.4)
+ AT + ONN (4.2.5)

+ A8 +AE (4.2.6)

+ A9+ A10+ A1l +PT +RT (4.4.5)

EF BP implica U(E)E Zo+ A9+ A10 (4.3.3)
+A11 (4.4.1)

+ ONN + AT (4.3.4)
N + A8 +PT (4.4.6)

Por tltimo se establecen las condiciones para la equivalencia de las cons-
trucciones anteriores.
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4.5. Equivalencia y equiconsistencia

Teorema 4.5.1. Si un topos no degenerado & satisface € F BP + RT
entonces E(U(E)) es equivalente al subtopos E,.

Demostracion. Sea U(E) = (Ag, E¢,~¢) el modelo de la definicién (4.3.2).
Por otra parte E(U(E)) es el topos bien punteado formado por los objetos
conjunto y las funciones entre objetos conjunto.

= Para un objeto conjunto transitivo r : a = Q% en £ pr : pa — ¢
denota al representante transitivo postulado en el axioma RT (4.4.2).

Sean (f,r):c—a— Q%y (g,8) : d — b— Qb objetos conjunto.

c d
f g

«—" . pa b —j> pb
r pr s ps
Q° Qe Qb Qrb

Sean 7 y j isomorfismos tales que (f,r) ~¢ (i-f, pr)y (g, ) ~¢ (-9, ps).
El axioma RT postula la existencia de estos isomorfismos.

Sea ® : E(U(E)) — &, la asignacién que asocia a cada objeto conjunto
(f,7) el objeto ®(f,r) = dom(f). Observe que ®(f,r) también se puede
definir como el siguiente producto fibrado.

i- f
(f,r) —— pa
Xi-f
1 Q
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Por lo tanto ®(f,r) es un objeto parcialmente transitivo. Observe que
se cumple (f,r) ~¢ (g,s) si y sblo si el objeto conjunto transitivo
rUs:aUb— QWM vy las inclusiones i, : 1 <> rUsyiz: s> 1rUs
satisfacen i, - f ~ 15 - g como subobjetos de a U b.

Lo anterior se cumple si y sélo si existe un isomorfismo k : ¢ — d como
en el siguiente diagrama conmutativo.

. td,. . ki ________ y idy ]
" d g jg
pa o a Y U ts b i pb
pr r rus s ps
QOre e Qauh Qb QFb

En el diagrama se cumple 4,-i -7 f ~ i -5 1-j-g como subobjetos de
aUb. Por consiguiente (f,r) ~¢ (g,s) siy sélosi (i- f, pr) ~¢ (j- g, ps)
y ©(f,r) = ®(g, s). Por consiguiente la asignacion ® esta bien definida.

Sean av: (f,r) — (g, s) una funcién en EU(E)) y u : v — Q¥ el supremo
(3.4.19) de los objetos conjunto transitivo pr y ps. Por lo tanto existen
inclusiones i, : pr < u y 15 : ps < u como se muestra en el siguiente
diagrama conmutativo.
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C-mmmmmmmm e ~d
i f j-g
pa i v s pb (4.1)
pr u pS
Qe Q° Q°

La funcién « : (f,r) — (g,s) en E(U(E)) determina por lo tanto un
morfismo ag : ¢ — d en &£ para los objetos conjunto (i, - i - f,u) y

Considere el producto fibrado que determina al objeto ®(g, s).

(f,r)

En el diagrama (4.1) se cumple i, -i- f =i5-j-g-ag y por lo tanto el
morfismo tnico ®(f,r) RN (g, s) es el morfismo ag : ¢ — d. Genera-
lizando este resultado se obtiene que cada funcién g : (f,r) — (g, s)
en E(U(E)) satisface B = fe : dom(f) — dom(g). Por consiguiente
para un objeto conjunto (f,r) en £(U(E)) la identidad ids,) satisface
Qid(fry = idgoms = idas,). La composiciéon S - o de dos funciones
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a: (f,r) (g9,8) y B : (g,5) — (h,t) en EU(E)) determina un
morfismo (f-a)¢ en £, para los objetos conjunto (i,-i- f,u) y (it-k-h,u).

oo (B-o)e - f
i f k-h
Uy Ut
pa v pe
pr U pt
Qpa Q’U Qpe

En el diagrama anterior u es el supremo de los objetos conjunto transi-
tivo pr, ps, pt y el morfismo #; : pt < wu la inclusiéon correspondiente.
Por lo tanto se cumple ®(5 - ) = (8- a)g = fe - ag = PF - Pa. Se
concluye que @ : E(U(E)) — &, es un funtor.

» Considere la asignaciéon ¥ : &, — E(U(E)) que asocia a cada objeto
parcialmente transitivo x el objeto conjunto Vo = (m,, r,) donde m, y
r, son respectivamente el monomorfismo y el objeto conjunto transitivo
de la definicién de objeto parcialmente transitivo (3.7.1). Sean x y y
objetos y @ : x — y un morfismo en el topos &,. A estos objetos
corresponden los objetos conjunto Yz = (my,r,) y ¥, = (m,,r,) en
EU(E)). Sea u el supremo (3.4.19) de los objetos conjunto transitivo
ToyTy ¥ g i Ty < U, 1y : Ty — U, las correspondientes inclusiones en el
siguiente diagrama.
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eWw(e))

T ------mmmmmmmm o -y
My My
a e v i b (4.2)
Ty U Ty
Qo Qv Qb

Se cumple (ig - Mg, u) ewe)) (Ma,T2) ¥ (Iy - My, w) Zewie)) (My,Ty).
El morfismo « en &, determina una funcion agqey) Cre X ry Cu X u
en el topos E(U(E)). Considere el producto fibrado que determina el
caracter del subobjeto i, - m,, de v.

En el diagrama (4.2) se cumple iy -m, = iy -my-agu(e)) y por lo tanto la

funcién tnica Tz —% Uy es la funcién agee)) : © — y. Generalizando
este resultado se obtiene que cada morfismo 8 : y — z en &, satisface
VB = Bewey) : (my,u) = (m.,u), siendo u el supremo de los objetos
conjunto transitivo r, y r,. Por consiguiente para un objeto x en &, la
identidad id, satisface Wid, = id(n, r,) = idy.,.
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La composicion 3 - a de dos morfismos o : ¢ = yy S :y — z en
&, determina una funcion (8 - o)gw(ey) C rz X r- € u X u en el topos

EU(E)).

T ommmmmmm e e -z
My m;
Iy iz
a v c
T U T,
Q° Qv Q°

En el diagrama anterior u es el supremo de los objetos conjunto transi-
tivo 14, 7y 7, y el morfismo 4, : r, < wu la inclusién correspondiente. Por
lo tanto se cumple V(5-a) = (B-a)swe)) = Bewie)) - swue) = YB-Ya.
Se concluye que V¥ : £, — E(U(E)) es un funtor.

» Considerando los resultados de los puntos anteriores se obtienen las
siguientes composiciones.

EWU(E)) ;, ()
(fur) e am Q0 dom(f) = 1 (1)
;, Y EU(E) ® ;,
z) (M) = 2 s @ QO+ dom(mz) = o

En el topos E(U(E)) considere la funcion « : (f,r) — (g,s). Sean pr,
ps los representantes transitivos para los objetos conjunto transitivo
r, s con los isomorfismos i : r < pr, j 1 s < ps y u el supremo de
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los objetos conjunto transitivo pr, ps con las inclusiones 7, : r — wu,
1s 1S —> U.
Se cumple (f.r) ~eqey (i - f,pr) ~ewe) (ir-i- fru) y de manera

analoga (g,5) ~equ(e)) (J 9,p8) ~ee)) (is - J - g u ) y por lo tanto el
siguiente diagrama conmuta para A,y = i, i.fu) Y Ng,s) = 1d(iy-j-g,u)-

Fr) Geie fow) 297 G )

<g7S) (ZS]gau)T’(ZS]gau)
(9,8)

Por consiguiente A : idgye)) = WP es una transformacion natural.
Ahora considere un morfismo a : * — y en el topos &,. En este caso
el siguiente diagrama conmuta sin necesidad de condiciones adicionales

para iy = id, y fy = id,.

Hy
Por consiguiente p : idg, = ®V¥ es una transformacién natural.
Por lo tanto a partir de los resultados expuestos en los puntos anteriores

se concluye que las categorias E(U(E)) y &, son equivalentes.
[
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Teorema 4.5.2. S1U F Zo + A9 + A10 + A11 entonces el modelo
UEU)) es equivalente al modelo U.

Demostracion. Dado U un modelo para Zg + A9 + A10 + A11 considere
las siguientes asignaciones.

1. Como el modelo U satisface el axioma A10, cada U-conjunto a tiene
cerradura transitiva ct(a). Por lo tanto se define Obc : U — E(U) como
la correspondencia que asigna a un -conjunto a el objeto conjunto
(ia, €a) : @ = ct(a) — QU en el topos bien punteado £(U).

2. Si € es un topos bien punteado entonces el modelo U(&) satisface el
axioma A1l por la afirmacién (4.4.1). Por consiguiente en U(E) un
conjunto a con una relacional extensional y bien fundada r es isomorfo
a un dnico conjunto transitivo tr(a).

Se define la correspondencia Str : £ — U(E) que asigna a cada objeto
conjunto (f,7) : x — d — Q% la imagen s4[f] (3.5.1), tomando en
cuenta que el axioma A1l postula la existencia de un isomorfismo
Sq . d = tr(d). Por lo tanto sy - f es un subobjeto del objeto conjunto
transitivo (idy(q), €ir(a)), éste se denotard simplemente tr(d).

d €u
g S gy ) S @

Considere los objetos conjunto (f,r) : x » d »— Q% (g,5) 1y — e — Q°y
los U-conjuntos a, b.

w Str-Obc:U — EU) — UEWU))

Se cumple Obc(a) = (i4, €,). Como ct(a) es un conjunto transitivo, la
unicidad de tr(a) implica tr(a) ~ ct(a). Por consiguiente al evaluar la
composicion se obtiene Str - Obc(a) = Str((ia, €a)) = idi(a) - 1a(a) = a.

3 ”
! ct(a) !

a tr(a)

w Obe-Str:EU) - UEU)) = EUEU)))
Por definicién Str((f,r)) = sq- f, sea z = sq4- f.
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x / d o tr(d)

Por lo tanto Obc(z) = (i, €,) : z = ct(z) — Q). Adem4s se cumple
ct(z) C tr(d) dado que ct(z) es el conjunto transitivo mas pequenio que
contiene a z.

Xz Xz
iz f
ct(z) —— tr(d) «—d

] Sd
€, r
Qct(z) Qd

Se cumple s4- f =i-i, y por lo tanto s4- f ~ i-i, como subobjetos de
tr(d). Por consiguiente (f,7) ~¢wy (iz,cts) = Obe - Str((f, 7))

= Si en un topos £ se cumple (f,7) ~¢ (g, s), entonces existen una in-
clusién (3.4.2) j : s < 7y un isomorfismo h : y — x tales que j-g = f-h
como en el siguiente diagrama conmutativo.

Sd Se

tr(d) ~——tr(e)
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Se cumple Str((f,r)) = sq- fy Str((g,s)) = Se - g. La inclusién j y
el morfismo h implican que los U-conjuntos satisfacen e C d y por lo
tanto tr(e) C tr(d). Por consiguiente en el diagrama anterior 7 es una
inclusién de U-conjuntos y se cumple sg- f X~ sq:7- g X 1-5.- 9~ S g.

De manera reciproca si Str((f,r)) ~ Str((g,s)) entonces s4- f ~ s¢ - g.
Al tomar como inclusiones los morfismos s; v s, se obtiene el siguiente
diagrama.

z Y
f g
d——tr(d) ~—e¢
Sd Se
T S
0¢ O°

Por consiguiente como subobjetos de tr(d) la relacién s; - f =~ s. - g
implica (f,r) ~¢ (g, s). Por consiguiente se concluye (f,r) ~¢ (g, s) si
y s6lo si Str((f,r)) = Str((g,s)) en U(E).

En un topos &£ se cumple (g,s) €¢ (f,r) si y sélo si existe un objeto
conjunto que satisface (¢',r) ~¢ (g,8) y (¢',r) €¢ (f,r) tal como se
muestra en el siguiente diagrama conmutativo.
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idr(a) f e
tr(d) d
Sd
Ctr(d) T
Qir(d) 0

Sd

Se cumple (¢',r) €¢ (f,r) si y sélo si existe a : 1 — x que hace
conmutativo el siguiente diagrama.

1
/ \rx\g/—l
x d %
f r

Sd Els

d

tr(d) Qtrd

Ctr(d)

El diagrama anterior conmuta si y solo si el diagrama siguiente conmu-
ta.

r 1
o Xsdg’

Qtr(d)

tr(d)
sqa- f Etr(d)
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Y se cumple si y s6lo si sq-g" = Str((¢',r)) €uey Str((f,r)) = sa- [
Ahora por la propiedad del inciso anterior (g,s) ~¢ (¢,7) si y sélo si
Str((g,s)) = Str((¢’,r)) y por lo tanto se concluye (g,s) €¢ (f,7) siy
solo si Str((g,s)) €ue) Str((f,r)) en el modelo U(E).

Suponga a = b en el modelo U, por lo tanto existe un isomorfismo
s : b — a como en el siguiente diagrama.

o ct(a) Qet(@
* |
S t : : Elt
b ——— ct(b) Qet®)
1p ST

La composicién i, - s es un subobjeto de ct(a), por lo tanto la definicién
de cerradura transitiva implica ct(b) C ct(a). De manera reciproca si
s~! es el inverso de s, entonces 7, - s~! es un subobjeto de ct(b) y por
consiguiente implica ct(a) C ct(b). Por extensionalidad ct(a) =~ ct(b) en
el modelo Y. Por consiguiente (i4, €,) = Obc(a) ~ Obe(b) = (ip, €p) en
el topos £(U). De manera reciproca sea Obc(a) ~ Obe(b) en el topos
E(U) y considere la inclusién t : ct(b) — ct(a) en el diagrama anterior.
Como subobjetos de ct(a) se cumple i, ~ t - i, lo cual implica que
existe un isomorfismo s : b — a y por lo tanto a = b en el modelo U.

Se concluye a ~ b si y sélo si Obe(a) ~ Obe(b).

Suponga que los U-conjuntos satisfacen bFa en el modelo U. Esto se
cumple si y sélo si la inclusion ¢ :€,—€, hace conmutativo el siguiente
diagrama.

ct(a) Qet(@

g t ="

1 ——— ct(b) Qet)
b ST



Lo anterior es equivalente a la existencia de un morfismo o : 1 — a tal
que 7, - & = a en el siguiente diagrama.

r 1
6% L, Xt-’Lb

o ——— ct(a)
Za a

Qct(a)

El diagrama es equivalente a (i, €5) = Obc(b) €giy Obc(a) = (iq, €a).
Por lo tanto se concluye bEa si y s6lo si Obc(b) €gyy Obc(a) en el topos
EU).

Las propiedades anteriores establecen la equivalencia de los modelos U y

UEWU)). O

Las teorfas (Zo + A9 + A10 + Al1l) y (BP + PT + RT) son légica-
mente equivalentes en el sentido que a partir de un modelo de cualquiera de
las dos teorias es posible construir un modelo de la otra a partir del cual el
modelo original puede ser reconstruido. Ademads las teorias Zo, (BP + PT)
y BP son relativamente equiconsistentes dado que la existencia de un modelo
no degenerado para alguna de ellas implica la existencia de un modelo para
cada una de las otras.

Al generalizar algunas de las propiedades del topos de los conjuntos se
obtiene una visién sobre las consecuencias de la axiomatica respecto a las
propiedades logicas y las propiedades de los morfismos en un topos arbitrario.

La caracterizacion de la relacién de pertenencia en un conjunto transitivo
como una relacién extensional y recursiva, y su reformulacién en términos
de morfismos en un topos arbitrario, constituye la base que sustenta la cons-
truccién de los objetos conjunto y el desarrollo tedrico subsecuente.
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Apéndice A

Tres Teoremas

A.1. Teorema de Diaconescu

Esta demostracién del teorema de Diaconescu se inspira de la prueba del
Teorema 5.2.3 del libro de P.T Johnstone [Joh79]. En el texto principal este
teorema aparece como la afirmacién (2.3.14).

Afirmacion A.1.1. Si un topos & satisface £ F EE entonces es booleano.

Demostracion. Sea f : a — d un subobjeto de d, al formar el coproducto
fibrado de f con f se obtienen los morfismos p; y ps.

f

o ———d

/ P2

S

P

Por el lema del coproducto (1.7.1) p; y ps son monomorfismos y el diagra-
ma también es un producto fibrado. Considere el coproducto d + d y las
inyecciones 41,1 : d = d + d.

= En el topos C'on lo anterior equivale a tomar dos copias disjuntas de d,
esto es la unién d; Udy, = d + d. Cada d; contiene una copia a; C dy y
as C dy del subconjunto a.
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En el siguiente diagrama [py,po] - i1 - f = [p1, pa] - @2 - f.

a
f f
p L B D
1 [p1,p2]
P1 : D2
v
C

a
/ \
; ;

d L od+d—2 d
g1~ g 92
Ak»

Existen morfismos g1 : d — ky go : d — k tales que g-i1 = g1y g-i12 = go. Por
lo tanto g1 - f = go- f lo cual implica que el diagrama exterior del coproducto
fibrado conmuta.
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a

Por consiguiente [p1,po] es coigualador de iy - f y is - f y por lo tanto un
epimorfismo.

= En Con el coigualador amalgama las copias a; y as en un solo subcon-
junto @’ = a y deja intactos los respectivos complementos —a; y —as.
El conjunto ¢ se puede describir como ¢ = {—ay,a’, —as}.

Por el axioma EE existe s : ¢ — d + d una seccién para [py, pa].

= En Con la seccién s escinde el subconjunto @’ en dos partes a} C d; y
aly C dy tales que ) +ay = a'. Asi {da), —a1} + {a}, —as} C d+d.

Considere el producto fibrado de s con 47 y el producto fibrado de s con 5.
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21 0 zZ9 19

d+d c

S S

d+d

= En Con el producto fibrado de ¢; y s genera el subconjunto P, C d;
que se obtiene al quitar de d; la parte que es isomorfa a aj. De manera
analoga en C'on el producto fibrado de iy con s genera el subconjunto
P, C dy que se obtiene al quitar de dy la parte que es isomorfa a a.

Dado que el producto fibrado respeta coproductos (1.7.7), al combinar los
diagramas anteriores se obtiene el siguiente producto fibrado de la izquierda
y ademas se tiene el diagrama de coproducto de la derecha.

P P+ P

: [21,22]

P,

21 2

|
|

\

C

El diagrama exterior del producto fibrado conmuta y por lo tanto existe un
unico g : ¢ — Py + P, tal que [z, 23] - g = id... Ahora considere la composicién
g [z1,20] : P+ Py — Py + P». Por la propiedad universal del coproducto se
concluye que g - [z1, 23] = idp, p,. Por consiguiente [z, 23] es un isomorfismo
y se cumple ¢ = P, + Ps.

» En Con P 2 —ayUd] y P & —as Uaj. Ambos son subconjuntos de ¢
y la unién ajena P; + P, es isomorfa a c.
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Considere el producto fibrado de p; con z; y el producto fibrado de py con
21

t11 w1 t12 w1

11 21 ) 12 21 (51

d c d—+d d 1 d—+d
h S y2) S

= En Con los subconjuntos Ty C Py y T1s C P; se describen como:

TnzdlﬂPl:(—a1+a1)ﬂ(—a1+a'1):—a1+a'1

T12 :dgﬂpl = (—a2+a2)ﬂ(—a1+a’1) CL/1

De manera similar considere el producto fibrado de p; con 25 y el producto
fibrado de py con z,.

t t
Ty, —2 . p " Ly Typ—2 . p "2 g

21 22 5 22 22 5

d c d—+d d c d—+d
h S P2 S

= En Con los subconjuntos 151 C Py y 1oy C P, se describen como:

Tgl:dlﬂpgz(—a1+a1)ﬂ(—a2+a'2)
ngzdgﬂPQZ(—a2+a2)ﬂ(—a2+a’2):—a2+a’2

!
Qg
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Observe que en los diagramas anteriores pq, pa, i1, i y $ son monomorfismos,
por consiguiente como resultado de la preservacion de monomorfismos bajo
pI‘OdIlCtOS ﬁbrados, tn, t12; tgl, t22, 11, T12, T21, T22, W1, W2, 21 Y 22 también
son monomorfismos.

De manera similar, dado que el producto fibrado respeta coproductos, al
combinar los diagramas que determinan los subobjetos T} y T5; se obtiene
el siguiente producto fibrado de la izquierda y ademas se tiene el diagrama
de coproducto de la derecha.

Ty —— T +1Tn T

1

1

' ri1,re1]
11 21

\
P+ P d

[t11, ta1]

[7“11, 7"21] [21, 22]

P

El morfismo ¢ es el inverso de [z1, 23] v por lo tanto [z1,22] - g - p1 = p1.
El diagrama exterior del producto fibrado conmuta y se induce un tnico
morfismo h : d — Ty + Ty tal que [r1,721] - h = idy. Ahora considere la
composicion h-[ryy, ro1] : T11 47191 — 111+ 1o . Por la propiedad universal del
coproducto se concluye que h - [r11,791] = idp, +1,, - Por consiguiente [rq1,791]
es un isomorfismo y se cumple d = Ty + T5;.

= En Con lo anterior se expresa como,

T11+T21:—al—i—a/l—i—a’z%—al—l—a’%dl.

De manera similar dado que el producto fibrado respeta coproductos, al com-
binar los diagramas que determinan los subobjetos T y T5o se obtiene el
siguiente producto fibrado de la izquierda y ademas se tiene el diagrama de
coproducto de la derecha.
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d Thg —— Tha + T

I

I

' [r12,7m22]
12 22

T22

\,

Tho + Too [—]’
12, To2

Q.- -

P+ PR

[7”127 7”22] [21, 22]

d c
P2
El morfismo g es el inverso de [21, 23] v por lo tanto [z1, 23] - g - po = po.
El diagrama exterior del producto fibrado conmuta y se induce un tnico
morfismo j : d — Tio + Thy tal que [ria,792] - j = idy. Ahora considere la
composicién j - [rig, res] : Tio + Tog — Ti9 + Toe. Por la propiedad universal
del coproducto se concluye que j - [ri9,792] = idp, 47, Por consiguiente
[T12, T92] es un isomorfismo y se cumple d = Tis + Tys.

= En Con lo anterior se expresa como,

/ / !/
T12+T22:a1+—a2—1—a2%’—a2+a gdg.
Considere los siguientes productos fibrados.
Un T Uiz 11
S11 11 512 11
Thz d T d
12 722
Uz Ty Usa Ty
S21 21 522 21
12 722
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Combinando los diagramas que determinan los subobjetos U1y y Us; por una
parte y U;s + Usyy por otra, se obtienen los siguientes productos fibrados.

Un +Upn — Ty +1Tn Uig + Usy — T + 1T
[511, 521] [7’11, 7“21] [812, 522] [7’117 7’21]

d

T1 2 d T22

T'12 T'22

Sean Iy = [s11, 821), lo = [S12, 522], U = Uy + Uiz + Uy + Usy y combine estos
dos tltimos diagramas para obtener el siguiente producto fibrado.

Tho + T

T+ 15

[7”11, 7’21]

d

Tio + T

[7’12, 7"22]

Dado que Tio + 1oy = d v Ty1 + To = se tiene Ty + 1o = Ty + T5;. Por lo
tanto en el diagrama anterior u es iso y el exterior del diagrama conmuta.
Por consiguiente existe un tnico « tal que [l1,ls] - v : Tho + Toy — Tio + Too
es la identidad. Construya los siguientes coproductos.

Uy —— U + Uy ~—Uy Ujg —— Uyg + Uyg ~—— Uxp
ll l2
S11 So1 S12 S22
T12 T22

Se obtiene el siguiente diagrama.
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Uil + Uy U Uiz + Usg

ll [lh l2 l2

¥
Tho + T

Ahora considere la composicién a-[ly,ls] : U — U. Por la propiedad universal
del coproducto se concluye que « - [l1,l3] = idy. Por lo tanto [l1,ls] es un
isomorfismo y se cumple U = T5 + Ty, lo cual es equivalente a

d = U11 + U12 + U21 + U22.

= En Con los diagramas anteriores determinan las siguientes intersecciones.

De donde a = (Uyy + Uss) y (Urz + Usy) es el complemento de a en
Sub(d).

Para el caso general considere el morfismo v/ : d 4+ d — d determinado por el
coproducto.

i i2

d+d

idg Vi,
v
d
Se obtiene v/ - iy = tdy y \/ - 12 = idy. Considere el coproducto fibrado de f
con f.
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N
d+d
Por lo tanto s es el inico morfismo que hace conmutativo el diagrama anterior
en su totalidad. Se cumple
i1 =5"P1
lg = S+ po.

Por lo tanto se obtiene

V8 p1=1idy
V- S pe = tdy.
De los rectangulos conmutativos que determinan los subobjetos 111 y T} se
obtiene
ty-wy oty =8-pr-rn
i1 - wy -t =S P12

Al componer con el morfismo 17 en ambos lados de cada igualdad se obtiene

wy -t =T
wy - t1a = 2.

Por lo tanto el exterior del siguiente diagrama conmuta. De hecho el diagrama
exterior es el diagrama que determina el subobjeto Uy;. Por consiguiente el
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interior del diagrama conmuta y es el producto fibrado de la interseccién
Ti5 M T como subobjetos de Pj.

Un T
11
Tio Py &
12
T12 w1

De manera andloga de los rectangulos conmutativos que determinan los
subobjetos Ty y T5o se obtiene

lg Wy -Tog = S+ Po-Toy

19+ Wo - a9 = S - Pa - T'22.

Al componer con el morfismo 57 en ambos lados de cada igualdad se obtiene

Wy - a1 = Toy

Wy + tag = T9a.

Por lo tanto el exterior del siguiente diagrama conmuta. De hecho el diagrama
exterior es el diagrama que determina el subobjeto Uss. Por consiguiente el
interior del diagrama conmuta y es el producto fibrado de la interseccién
T M Ty como subobjetos de Ps.
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Usz Ty
(23]
15y Py 21
l92
T29 Wo

d

Combinando los diagramas anteriores se obtiene el siguiente diagrama de la
izquierda y el de la derecha se obtiene recordando que se cumple:

Ty + 15 =d

P1+P2§C.

Ui + Us Ty + 15 Ui + Uz d
[t11, 1] |
T12+T22—>P1+P2 d C

[t12, tao]

El diagrama de la derecha es el coproducto fibrado de f con f. Se observé que
también es el producto fibrado de la interseccion p; M ps. Por la unicidad del
producto fibrado de dos morfismos se concluye a = Uiy + Uss.

Dado que se cumple d = (Uyy + Usg + Uya + Usy ), el subobjeto Uyg + Usy — d
es el complemento de a en Sub(d). Por consiguiente se concluye que £ es un
topos booleano. O
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A.2. Teorema de Mostowski

En esta seccion se demuestra el teorema del colapso de A. Mostowski. Este
teorema caracteriza las relaciones bien fundadas y extensionales para modelos
de Zermelo-Fraenkel. En el texto principal este resultado aparece como la
afirmacién (3.2.4) y sustenta la definicién de objeto conjunto transitivo en
un topos. En las siguientes expresiones “=" denota la implicacién, “<” la
equivalencia, “A” la conjunciéon, “V” la disyuncién y “~” la negacion. Es
necesario recordar las siguientes nociones.

Definicién A.2.1.

1. Una relacion R es bien fundada en un conjunto A si y sélo si todo
subconjunto no vacio X C A tiene un elemento R-minimo.

2. Una relacion R es extensional en un conjunto A si y sélo si

Ve e AVy € AVz € A((2Rx < zRy) = = =vy).

Teorema A.2.2. St R C A x A es una relacion bien fundada y extensional
entonces existe un unico congunto transitivo M tal que (A, R) = (M, €).

Demostracion. Sea V la clase de los conjuntos y considere G : A — V la
funcional definida para cada x € A por G(z) = {G(y) | yRz}. Como R es
una relacion bien fundada G estd bien definida. Por el axioma de reemplazo
de Zermelo-Fraenkel M = G[A] es un conjunto y tiene la siguiente propiedad.

1. Si x € M entonces existe a € A tal que G(a) = z. Sea y € x, por
definicion z = G(a) = {G(z) | zRa}, por lo tanto existe z € A tal que
y = G(2) y zRa. z es un elemento de la imagen de G'y por consiguiente
y € M, x C M y se concluye que M es un conjunto transitivo.

Observe que la funcional G no necesariamente es inyectiva, considere por
ejemplo la relacién vacia en el conjunto A. Sin embargo la condiciéon de
extensionalidad de la relacién R implica el siguiente resultado.

2. Sea R una relacién extensional, suponga que G es no inyectiva y consi-
dere el conjunto B={re€ A|Jy e A(y#x AN G(z) =G(y))}. Como
G es no inyectiva el conjunto B es no vacio. Sea x € B un elemento
R-minimo, por lo tanto existe y # x tal que G(z) = G(y). Ademds,
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los elementos =,y € A satisfacen la contrapositiva de la definicién de
extensionalidad de la relacién R :

(x#y)= (Iz€ A ~ (2Rz & zRy))
(x#y)= (Fz€ A((zRz AN ~ (2Ry)) V (~ (2Rzx) A zRy)))

» Sea z € A tal que zRx y ~ (zRy). La hipdtesis zRz implica
G(z) € G(z) = G(y). Como G(y) = {G(w) | wRy} existe un
elemento w € A tal que G(w) = G(z) y wRy. Ahora ~ (zRy)
implica w # z y esto ultimo junto con G(w) = G(z) implican
2z € B. Por consiguiente zRx contradice la R-minimalidad de = en
B.

» Sea z € Atal que zRy y ~ (zRz). La hipdtesis z Ry implica que se
cumple G(z) € G(y) = G(z). Como G(z) = {G(w) | wRx} existe
w € A tal que G(w) = G(z) y wRz. Por otra parte ~ (zRx)

implica w # z y esto ultimo junto con G(w) = G(z) implican
w € B. Por consiguiente w Rz contradice la R-minimalidad de z
en B.

Por lo tanto se concluye que B es el conjunto vacio y asi G es una
funcional inyectiva.

3. Suponga G inyectiva y sean x,y € A tales que Vz € A (2Rx < zRy).
Se cumple G(z) = G(y) y dado que G es inyectiva se obtiene x = y.
Por consiguiente R es extensional.

Los puntos anteriores establecen que la relacional R es extensional si y sélo si
la funcional G es inyectiva. Por consiguiente la extensionalidad de R garantiza
la inyectividad de G, de donde Vz € AVy € A((xRy) < (G(z) € G(y)). Por
lo tanto G es un isomorfismo y queda demostrado (A, R) = (M, €). En lo
particular (M, €) es un conjunto bien fundado. Falta probar la unicidad de
este conjunto.

4. Sea M’ un conjunto transitivo tal que (A4, R) = (M’, €) bajo un isomor-
fismo ¢ : A — M’. Considere el conjunto B = {x € A | G(z) # ¢(z)}
y suponga que B es no vacio. Por lo tanto existe y € A un elemento
R-minimo que satisface G(y) # ¢(y).
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» Sea u € A tal que u € G(y) y u ¢ (y). Por definicién de G(y)
existe z € A tal que G(z) = u y zRy. Por otra parte u ¢ ¢(y)
implica G(z) # ¢(z). Por lo tanto se cumple z € B con zRy,
contradiciendo la minimalidad de y.

» De manera similar sea v € A tal que u € ¢(y) y u ¢ G(y). Observe
que el isomorfismo ¢ implica Yy € A (p(y) = {¢(x) | zRy}). Por
consiguiente existe z € A tal que ¢(z) = u y zRy. Por otra parte
u ¢ G(y) implica G(z) # ¢(z). Por lo tanto se cumple z € B con
2Ry, contradiciendo nuevamente la minimalidad de y.

Se concluye que B es vacio y por lo tanto se cumple Vo € A (G(x) = p(x)).
El axioma de extensionalidad de Zermelo-Fraenkel implica

GIA] = M = M' = ¢[A].
O

Finalmente tenga presente que este teorema depende fuertemente del
axioma de reemplazo de Zermelo-Fraenkel.

A.3. Teorema de Osius

En esta seccién se demuestra un resultado de G. Osius que permite trans-
portar la nocién de relacion bien fundada al contexto de un topos elemental.
Este resultado figura como la afirmacién (3.2.6) en el texto principal. En los
siguientes enunciados “=" denota la implicacion, “<” la equivalencia, “A”
la conjuncién y “~” la negacion.

Definicién A.3.1.

= Una relacion R C A x A determina una funcién rg : A — P(A) por
medio de la equivalencia xRy si y sélo si x € rr(y).

= Dada una relacion R en un conjunto A, la imagen inversa de un sub-
conjunto N C A es el conjunto 7' (N) = {x € A: rg(z) € N}.

La demostracién de la equivalencia siguiente se inspira de la seccién §1.3
del libro de J.A. Amor Montafio [Amo97].
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Lema A.3.2. Las siquientes condiciones son equivalentes para una relacion
R en un conjunto A.

1. Cada subconjunto de A no vacio tiene un elemento R-minimo:

VB C A(B# 0 = (3z0 € B(Vy € A(yRzo =y ¢ B)))).
2. FEl siguiente principio de induccion es vdlido para la relacion R :

Ve € A((Vy € A(yRz = ¢(y)) = »(z)) = Yz € A (p(2)).

3. Para cualquier conjunto N C A se cumple:

(17 [P(N)] € N) = N = 4.
Demostracion.

= (1) = (2). Si se cumple Vo € A (Vy € A(lyRx = ¢(y)) = ¢(x)) y
~ (Vx € A (p(z))), entonces el subconjunto B = {x € A : ~ (p(z))}
es no vacio y existe un elemento R-minimo xzy € B. Este elemento
satisface Yy € A(yRxo = ¢(y)). Por lo tanto se concluye ¢(z) lo cual
contradice la segunda hipdtesis. Por consiguiente el conjunto B debe
ser vacio y Vo € A (p(x)).

= (2) = (1). Sea B C A un subconjunto sin elemento R-minimo y con-
sidere la férmula ¢(y) < (y ¢ B). Si Ve € A(Vy € A(yRx = y ¢ B)),
entonces como B no tiene elemento R-minimo se cumple x ¢ B. Por
induccién se concluye Vo € A (x ¢ B) y por consiguiente B es vacio.
Por lo tanto si B # () tiene un elemento R-minimo.

= (2) = (3). Sea N C A tal que 7;'[P(N)] C N y considere la férmula
©(y) < (y € N). Por definicién 7' [P(N)] = {z € A : rp(z) € P(N)}.
Suponga Vx € A(Vy € A(yRx = y € N)). Para y € A, yRx es
equivalente a y € rg(z), por lo tanto de y € N se obtiene rg(z) € P(N)
de donde x € N. Por induccién se concluye Vz € A (r € N) y por
consiguiente A = N.

» (3) = (2). Suponga Vz € A(Vy € A(yRz = ¢(y)) = ¢(z)). Considere
el conjunto N = {x € A : p(x)}, con esto la hipdtesis anterior se
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expresa como Vo € A(Vy € A(yRr =y € N) = x € N). Paray € A,
yRx es equivalente a y € rg(z). Por lo tanto yRx implica rg(z) C N
y € N. Se obtiene r3'[P(N)] = {z € A : rg(z) C N} C N y por
consiguiente se concluye N = A de donde Va € A (p(z)).

]

Definicién A.3.3 (Segmento inicial). Dada una relacién R en un conjunto
A un segmento inicial de R es un subconjunto C' C A tal que

Vee AVye A((xRy ANy € C) = x € C))

Lema A.3.4. Si R es una relacion en un conjunto A entonces la union y la
interseccion de segmentos iniciales es un segmento inicial.

Demostracion. Sea |J,c; C; una unién de segmentos iniciales. Sean z,y € A
tales que xRy, y € (J,c; Ci. Por hipétesis C; es un segmento inicial para cada
i € 1. Por lo tanto y € C; implica € C; para alguna j € I y se cumple
z € U;e; Ci- De manera similar sea [),.; C; una interseccién de segmentos
iniciales. Sean x,y € A tales que xRy, y € (),c; Cs. Dado que C; es un
segmento inicial, y € C; implica x € C; para cada ¢ € [ y por lo tanto
S ﬂie[ CZ ]

Definicién A.3.5 (Intento). Considere una relacién R bien fundada en un
conjunto A y una funcién g : A x P(B) — B, una funcién ¢ : C' — B es un
intento siy s6lo si C' es un segmento inicial de Ay p(z) = g(z, {p(2) : zRz})
para cada x € C.

Lema A.3.6. Si pg : Cy — B y @1 : C; — B son dos intentos, entonces
para cada x € Cy N Cy se cumple po(x) = 1(x).

Demostracion. Suponga que se cumple ~ (Vo € Cy N Cy (po(z) = ¢1(x))),
entonces el subconjunto B = {z € Co N Cy : wo(x) # p1(x)} es no vacio y
dado que R es bien fundada existe xq R-minimo en B. Por lo tanto para cada
zRxy se cumple po(x) = ¢1(z) de donde po(zo) = g(zo, {¢o(x) : xRx0}) =
g(xo,{¢1(x) : xRxo}) = ¢1(x0) lo cual contradice zy € B. Se concluye que
B es el conjunto vacio. O

Con las nociones definidas anteriormente se obtiene la siguiente caracte-
rizacion de una relacion bien fundada. Este resultado se encuentra en el
segundo capitulo de las notas de C. Morgan [Mor06].
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Teorema A.3.7. Dados dos conjuntos A y B, una relacion R bien fundada
en A y una funcion g : A x P(B) — B, existe una tinica funcion f: A — B
tal que f(z) = g(x,{f(2) : zRz}) para cada x € A.

Demostracion.

» Sea f = |J{¢ : ¢ es un intento}, f estd bien definida dado que dos
intentos coinciden en la interseccién de sus dominios y f(z) = ¢(x)
para un intento ¢ con x € dom(p). El dominio de la funcién f se
puede expresar como dom(f) = |J{dom(p) : ¢ es un intento} y es un
segmento inicial al ser unién de segmentos iniciales (A.3.4). Se cumple
f(z) = g(z,{f(2) : zRz}) para cada = € dom(f) y por lo tanto f es
un intento.

» Sidom(f) # A entonces el conjunto C' = {x € A:x & dom(f)} es no
vacio y por lo tanto existe un elemento R-minimo zy € C. Para z € C
se define la funcién f : dom(f) U {z} — B por medio de f(z) = f(z)
si x € dom(f) y f(zo) = g(@o, {f(z) : 2Rxo}).

» Sea y € A, si yRxy entonces se cumple y ¢ C' de donde y € dom(f)
y por lo tanto y € dom(f). Por definicién para toda = € dom(f) se
cumple f(x) = g(z,{f(2) : zRx}). Por lo anterior f es un intento pero
zo ¢ dom(f) y por lo tanto f € f lo cual contradice la definicién de f.

Por consiguiente dom(f) = Ay f es una funcién f: A — B.

Observe que si f': A — B satisface f'(z) = g(z,{f'(z) : zRx}) entonces es
un intento y por lo tanto el lema (A.3.6) implica que se cumple f(z) = f'(z)
para cada x € A. O

Teorema A.3.8. Una relacion R es bien fundada en un conjunto A siy solo
si para cualquier conjunto B y cualquier funcion g : P(B) — B eziste una
unica funcion f: A — B que hace conmutativo el siguiente diagrama.

A / B
TR g (A1)
PA) —5 7 P(B)
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Demostracion.

= Sean R una relacién bien fundada en un conjunto A, B un conjunto y
g : P(B) — B una funcién. Esta funcién g determina por lo tanto una
funcién h : A x P(B) — B dada por h = g - mp(p).

Por el teorema (A.3.7) existe una tnica funcién f : A — B tal que para
cada z € A se cumple f(x) = h(x,{f(2) : zRx}).

f(z) = h(z,{f(2) : zRz})
=g-7mpm) (2, {f(2) : 2Rz})
= gl{f(2) : zRx}]
=g - Pf[{z: zRz}]
=g Pflrr(z)].

Por lo tanto el diagrama conmuta.

» Sea g = x¢ @ P(2) — 2 la funcién caracteristica de C' = {0, {1}}
como subconjunto de P(2) y f : A — 2 la tnica funcién que hace
conmutativo el siguiente diagrama.

A / {0,1}
TR Xc
P(A) P {0,{1}} € P(2)



f(x) =xc-Pf rr()
=xc - Pfl{z: zRx}]
= xcl{f(z) : zRx}]

Considere las siguientes propiedades.

1. Se cumple f(z) = 1siy solo si Pf[rr(z)] =0 = {f(2): zRz}y
en este caso rr(z) = 0. O bien Pflrr(z)] = {1} ={f(z) : zRx} y

en este caso rr(x) # 0y Vy(yRx = f(y) =1).

Se cumple f(z) = 0siy sélo si Pfrr(z)] =1={f(2): 2Rz} y

en este caso Vy(yRz = f(y) =0).

= el

2.1 M ={x € A: f(zr) = 1} entonces f = xu, la funcién carac-
teristica del subconjunto M C A. Este conjunto satisface:

e Si z € rg '[P(M)] entonces rg(xr) C M y por lo tanto se
cumple Vz € A(zRx = f(z) = 1). Por otra parte se tiene
f(z) = xc[{f(2) : zRx}] = xc[{1}] = 1. Por lo tanto z € M
y TR_l[P(M)] - M.

e Si x € M entonces f(x) = xc[{f(2) : zRz}] = 1. Existen
dos posibilidades, si {f(z) : zRx} = 0 entonces se cumple
rr(x) =0y rr(x) € M ysi{f(z): zRx} = {1} entonces se
cumple Vz € A(zRz = f(z) = 1). Por lo tanto rg(z) C M,
v €rR' [P(M)]y M Cra~![P(M)].

Se concluye rp ' [P(M)] = M.

3. Sea M' C A un conjunto tal que xp : A — {0, 1} hace conmuta-
tivo el siguiente diagrama.

A1

TR Xc

P(A)

5 (0.0
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Se cumple xpp(z) =1 siy s6lo si Py [rr(z)] =0y en este caso
rr(x) = 0. O bien Pxar[rr(z)] = {1} v en este caso rgr(z) # 0y
Vy(yRe = xar(y) = 1).

Se cumple Pxp[rr(x)] = 1 = {xm(2) : 2Rz} si y sélo si se
satisface xar(z) = 0y en este caso Vy(yRz = xur(y) = 0).

Por lo tanto xa = f = xu, de donde M = M’ y queda estable-
cida la unicidad del conjunto M.

4. Observe que para cada x € A se cumple rr(x) C Ay por lo tanto
r € rr '[P(A)]. Ademds para cada x € rgr'[P(A)] se cumple
r € A. Por lo tanto rg ![P(A)] = A y por la unicidad de M se
concluye A = M.

Sea N C A tal que rg *[P(N)] C N y considere una relacién S transi-
tiva y tal que R C S. El conjunto L = rg~![P(N)] tiene las siguientes
propiedades:

. Como la relacion S satisface R C S

5. Six € L entonces rg(z) C N
) € N. Por lo tanto 2 € rg *[P(N)] de
N

se cumple rr(z) C rg(x
donde L C rp '[P(N)] C
-1

6. Observe que L =g '[P(N)] = {z € A:rg(z) € N}. De manera
similar considere el conjunto rp~'[P(L)] y observe que

re YP(L)] ={z€ A:rg(z) C L}
={z€ A:rp(z) Crs ' [P(N)]}
) €

={ze€A:Vyec A(yRz = rg(y) C N)}.

e Six € L entonces rg(x) C N. Como la relacién S es transitiva
se cumple Vz € A Vy € A(yRz = rg(y) C rg(z)). Por consi-
guiente Yy € A(yRr = rs(y) C N) de donde = € rg~[P(L)]
y por lo tanto L C rg~![P(L)].

e Si z € rg}[P(L)] entonces Vy € A(yRr = r5(y) C N).
Observe que si z € rg(x) entonces para alguna yRx se cumple
zerg(y)oz=uy.

Sea z € rg(z) tal que para alguna yRz se tiene z € rg(y).
Observe que rs(y) € N implica z € N y por lo tanto se
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obtiene rg(z) € N. Ahora z = y implica rg(z) C rg(z) C N
y por lo tanto z € rg {P(N)].

Por consiguiente 7z ' [P(N)] C N implica z € N.

Por lo tanto rg(z) C N, x € Ly rg '[P(L)] C L.

De lo anterior se concluye L = rg~1[P(L)].

Por la unicidad del conjunto M (propiedad 3) se concluye L = M = A
y como L C N (propiedad 5) se obtiene N = A. Por lo tanto el inciso
3 de la afirmacién (A.3.2) implica que la relacién R es bien fundada.

O
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